
HAL Id: tel-00580417
https://theses.hal.science/tel-00580417

Submitted on 28 Mar 2011

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Fusion non-linéaire appliquée aux voies pilote et données
du signal GPS L2C

Monir Azmani

To cite this version:
Monir Azmani. Fusion non-linéaire appliquée aux voies pilote et données du signal GPS L2C. Au-
tomatique / Robotique. Université du Littoral Côte d’Opale, 2010. Français. �NNT : �. �tel-00580417�

https://theses.hal.science/tel-00580417
https://hal.archives-ouvertes.fr
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Mohamed SAHMOUDI
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« Ne vous souciez pas d’être meilleur que vos contemporains ou vos prédécesseurs
essayez d’être meilleur que vous-même »

[ William Faulkner]
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Glossaire

Chapitres 1 et 5

Ae : puissance d’émission du signal
n(t) : message de navigation associé au satellite traité à l’instant t
f1, f2, f5 : fréquences respectives des porteuses L1, L2 et L5
SL1,SL2,SL5 : signaux émis respéctivement sur les bandes L1,L2 et L5
c(t) : code pseudo-aléatoire à l’insant t
I5,Q5 : les codes civils respectivement en phase et en quadrature sur L5
(xs,ys,zs) : coordonnées du satellite s dans le système ECEF
(X ,Y,Z) : coordonnées du récepteur dans le système ECEF
ρrs : pseudo-distance satellite-récepteur
fr : fréquence d’émission du signal
As : amplitude du signal à la réception pour le satellite s
τs : décalage de code du satellite s
fs : fréquence porteuse du signal à la réception pour le satellite s
φs : décalage de la porteuse pour le satellite s
Sr : signal reçu
S/N0 : rapport signal sur bruit du signal reçu
Ik,Qk : composantes respectivement en phase et en quadrature
Tc : période d’un code CDMA
Tb : durée d’un bit de code CDMA
τe,k : erreur sur le décalage de code pour l’échantillon k
f ee,k : erreur sur la fréquence pour l’échantillon k
φe,k : erreur sur la phase pour l’échantillon k
Tcd : effet Doppler sur la durée du code CDMA
fcd : effet Doppler sur la fréquence du code CDMA
αk : vitesse de variation de la fréquence porteuse à l’échantillon k
ω : pulsation Doppler
αω : vitesse de variation de la pulsation Doppler
Dk : discriminant Early minus Late pour l’échantillon k
d : décalage entre le code Early et le code Late
f ech : fréquence d’échantillonnage
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Glossaire

Chapitres 2 et 3

Z(l)
k : variable aléatoire gaussienne décrivant la mesure numéro l à l’échantillon k

Xk : valeur moyenne du processus à l’instant k
X̂k/k−1 : prédiction du filtre à l’instant k
Pk/k−1 : variance de la prédiction à l’instant k

ηZ(l)

k : bruit blanc gaussien centré sur la mesure Z(l)

R(l) : variance de la variable aléatoire Z(l)
k

X̂k,r : moyenne estimée de X à l’instant k pour k > r
X̂k,0 : moyenne estimée de X à l’instant k sans considérer de rupture dans le modèle
εk : innovation à l’instant k
ai : pente dans l’intervalle [ti−1 ti]
ti : iième instant de rupture du processus
Δar : dynamique de la rupture r
r : instant de la rupture
ρk,r : fonction de correction à l’instant k après la rupture r
Z f : mesure obtenue par l’opérateur de fusion somme pondérée
σ f : écrat-type de l’opérateur de fusion
µ : moyenne de l’information a priori
V : imprécision de l’information a priori
σd : nombre d’échantillons avant que la rupture ne soit détectée
Bd , Bu : bornes inférieure et supérieure de l’intervalle d’information a priori
Zf n : mesure obtenue par l’opérateur de fusion non linéaire
λ : seuil de détection
M : taille de la fenêtre de test

Chapitre 4

κ : paramètre de concentration
I0 : fonction de Bessel modifiée d’ordre 0
I1 : fonction de Bessel modifiée d’ordre 1
κ f : paramètre de concentration de l’opérateur de fusion
φ f ,k : mesure fusionnée angulaire
θk : variable d’état angulaire
δr : dynamique de la rupture r
θ̂0

k : moyenne estimée de θ à l’instant k sans considérer de rupture dans le modèle
dc : distance circulaire
Dv : dispersion circulaire
R : covariance du bruit de mesure
Q : covariance du bruit de modèle
κR : paramètre de concentration du bruit de mesure
κQ : paramètre de concentration du bruit de modèle
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Abréviations

AMRC : Accès Multiple par Répartition en Code
BOC : Binary Offset Carrier
BPSK : Binary Phase Shift Keying
CDMA : Code Division Multiple Access
Code C/A : Coarse/Acquisition
Code CL : Code Long
Code CM : Code Moderate
Code NH : Code de Neumann-Hofmann
Code P : Precision
CN : distribution Circulaire Normale ou distribution de Von Mises
CS : Commercial Service, service Galileo
CUSUM : CUmulative SUM
DLL : Delay Lock Loop
ECEF : Earth Centred Earth Fixed
EKF : Extended Kalman Filter
EQM : Erreur Quadratique Moyenne
ESA : Agence Spatiale Européenne
FEC : Forward Error Correction
FFT : Fast Fourier Transform
FLL : Frequency Lock Loop
GLONASS : GLObalnaya Navigatinnaya Spoutinkovaya Sistema
GLR : Generalized Likelihood Ratio
GNSS : Global Navigation Satellite System
GPS : Global Positioning System
HOW : Hand Over Word
IRNSS : Indian Regional Navigation Satellites System
LGA : Lattice Gas Automata
LS : monidres carrés (Least Square)
MAP : Maximum A Posteriori
MDR : Mean Detection Rate
MRT : Multiplexage par Répartition dans le Temps
MTD : Mean Time to Detection
MTF : Modified Track-to-track Fusion
MV : Maximum de Vraisemblance
NAVSTAR : NAVigation System by Timing and Ranging
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Abréviations

NCO : Numerically Controlled Oscillator
OS : Open Service, service Galileo
OXO : Ovenized Crystal Oscillator
PLL : Phase Lock Loop
PPS : Precise Positioning System
PRS : Public Regulated Service, service Galileo
SAR : Search And Rescue, , service Galileo
SIR : Sampling Importance Resampling
SIS : Sequential Importance Sampling
SoL : Safety of Life, service Galileo
SPS : Standard Positioning System
TCXO : Temperature Compensated Crystal Oscillator
TDM : Time Division Multiplexing
TFD : Transformée de Fourier Discrète
TLM : Telemetry word
QPSK : Quadrature Phase Shift Keying
QZSS : Quasi-Zenith Satellite System
UTC : Universal Time Coordinates
W N : distribution Wrapped Normal
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Introduction générale

Depuis les cinq dernières années, les domaines du positionnement et de la navigation par
satellites se modernise. En effet, le développement du système Européen Galileo, qui sera opé-
rationnel dans les années à venir, a eu pour réponse la modernisation du système Américain
NAVSTAR (NAVigation System by Timing And Ranging), plus connu sous le nom de GPS
(Global Positioning System). Cette modernisation se traduit par l’apparition de nouvelles fré-
quences dédiées, de nouveaux codes et de nouvelles méthodes de modulation de fréquence. Ces
différentes innovations nécessitent l’étude et la mise en oeuvre de nouveaux algorithmes de trai-
tements des signaux dans le but d’améliorer les services proposés. Dans le cas particulier de la
nouvelle fréquence L2C, le signal est composé de deux voies distinctes comportant chacune des
informations redondantes utiles au positionnement. L’une des deux voies, nommée voie pilote,
ne contient pas de message de navigation tandis que l’autre voie, dite de données, transmet ce
message, qui contient diverses informations sur la constellation satellitaire émettrice ou encore
sur l’état des couches atmosphériques terrestres. Le principe de la fusion d’informations est
de combiner plusieurs informations de différentes sources pour permettre d’obtenir une infor-
mation plus précise. Les signaux GPS L2C offrent ainsi la possibilité de mettre en oeuvre des
systèmes de fusion à partir des mesures obtenues sur ces deux voies pour améliorer les traite-
ments utilisés pour le calcul de position.

Le travail présenté dans cette thèse a pour objet l’étude et la mise en oeuvre d’estimateurs
récursifs de ruptures, ainsi que des opérateurs de fusion, qui intègrent une information a priori
sur le paramètre à estimer. Pour cela, plusieurs approches de la segmentation bayésienne sont
étudiées dans les domaines linéaires et angulaires. Trois algorithmes de fusion et de détection
de ruptures de pentes intégrant une information a priori sur la dynamique de la rupture sont
étudiés. Le premier utilise un opérateur de fusion linéaire classique, la somme pondérée, le
deuxième et le troisième utilisent des opérateurs de fusion non-linéaire. Le premier est défini
dans le domaine linéaire et le second dans le domaine circulaire. Ces différentes méthodes sont
appliquées à la segmentation du signal discriminant de la poursuite du code et de la phase du si-
gnal GPS moderne. Elles sont utilisées dans un système de poursuite en boucles ouvertes. Elles
sont ensuite appliquées à l’estimation de la distance entre un satellite et un récepteur, et éva-
luées pour le calcul de la position d’un récepteur statique et d’un récepteur mobile. On montre
qu’elles permettent de traiter des signaux à faible rapport signal sur bruit pour une fréquence
maximale de calcul de la position. En effet l’une des principales tares existantes dans le do-
maine de la navigation par satellites est le positionnement en milieux contraints, pour lequel les
méthodes existantes sont inadaptées.

7



Introduction générale

Ce mémoire est constitué de cinq chapitres. Le premier d’entre eux a pour but de présenter
les différents systèmes de navigation par satellites et en particulier les signaux GPS civils mo-
dernes. Ces derniers contiennent des informations redondantes sur les paramètres du signal à
estimer, soit sur deux fréquences différentes soit sur la même fréquence, comme dans le cas du
signal GPS L2C. Dans ce cas, le signal est composé d’une voie pilote et d’une voie de données.
Les informations contenues dans le signal GPS sont les délais du code et de la porteuse. Ces
informations sont fusionnées pour améliorer la précision du positionnement et pour permettre
le traitement de signaux à faible rapport signal sur bruit. On présente aussi dans ce chapitre
les différents modèles et traitements récents décrits dans la littérature. Ces traitements ont pour
but d’extraire les informations nécessaires à la localisation, allant de la démodulation jusqu’au
calcul du point en passant par les nouveaux algorithmes de poursuite du code et de la phase.
Ces techniques de référence seront utilisées pour évaluer les méthodes proposées.

Le deuxième chapitre est purement théorique, c’est une introduction à la théorie bayésienne.
Nous y présentons dans une première partie les bases de la théorie de l’estimation ainsi que les
deux principales méthodes utilisées dans le filtrage statistique qui sont les méthodes analy-
tiques et les méthodes de Monte-Carlo. C’est dans cette partie que nous introduisons la sta-
tistique circulaire. Nous présentons les différents paramètres directionnels (direction moyenne,
concentration) ainsi que les distributions probabilistes utilisées pour la modélisation des phéno-
mènes angulaires. Dans la troisième partie, nous passons en revue des différentes architectures
de fusion décrites dans la littérature. Les techniques d’estimation détection conjointes sont fina-
lement présentées dans la quatrième partie. Nous décrivons entre autre l’algorithme du rapport
de vraisemblance généralisé (GLR) qui permet de détecter une rupture dans le modèle d’état ou
dans les observations. Cet algorithme sera utilisé comme base des algorithmes de détection de
ruptures décrits tout au long de cette thèse.

En fusion d’informations, il existe dans le cas centralisé deux approches permettant d’amé-
liorer les performances des estimateurs. L’introduction d’une information a priori sur le para-
mètre à estimer et la fusion des observations du paramètre à estimer. Dans ce troisième chapitre,
nous réalisons dans une première partie l’étude et la mise en oeuvre d’un détecteur de ruptures
de pente par fusion linéaire, qui intègre une information a priori sur la dynamique de la rup-
ture. L’estimateur de ruptures de stationnarité proposé s’appuie sur une modélisation d’état. Il
est composé d’un filtre qui estime l’état du système à partir des mesures fusionnées et d’un
détecteur de ruptures qui estime la position et la dynamique de la rupture. Quand une rupture
est détectée, l’état estimé est réactualisé avec les paramètres de la rupture pour que le processus
estimé reste stationnaire. Dans cette partie, notre apport réside dans la définition d’un détecteur
de ruptures qui intègre une information a priori sur la dynamique de la rupture de pente. Nous
présentons dans une deuxième partie un opérateur de fusion des observations non linéaires. Cet
opérateur de fusion est défini à partir de l’opérateur classique du maximum de vraisemblance et
d’une information a priori. Il n’est pas construit à partir de la distribution a posteriori, mais à
partir d’un processus non linéaire de sélection transformation qui a pour but de diminuer la cor-
rélation entre les observations fusionnées. Cet opérateur est utilisé par le détecteur de ruptures
par fusion non linéaire pour l’estimation des ruptures de pente. Dans cette partie, notre apport
réside dans la proposition et la définition de ce nouvel opérateur de fusion.
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Introduction générale

On réalise dans le quatrième chapitre l’étude et la mise en oeuvre de méthodes de traitement
des signaux dans le domaine circulaire. Dans l’approche classique, le traitement des données
circulaires s’appuie sur une approximation de leurs lois de probabilités dans le domaine linéaire.
Par exemple la loi normale est une approximation de la loi normale circulaire. Ces approxima-
tions ne sont pas toujours correctes. En effet ces approximations ne restent judicieuses que pour
des petits angles et une loi centrée ou de moyenne proche du centre de l’intervalle de définition
des angles aléatoires. Dans le cas contraire il faut redéfinir les opérateurs de fusion, les estima-
teurs ainsi que les détecteurs de ruptures. La deuxième contribution dans ce mémoire consiste
donc à proposer un opérateur qui fusionne les mesures angulaires obtenues à partir de différents
capteurs. Ces mesures sont considérées comme des variables aléatoires de von Mises indépen-
dantes. L’opérateur de fusion des observations est construit à partir de la vraisemblance des
mesures sachant l’état à estimer. Cet opérateur de fusion sera intégré dans un filtre récursif cir-
culaire défini à partir de la modélisation bayésienne du problème. Cette modélisation s’appuie
sur l’équation d’état du système et le filtre est construit à partir de la distribution a posteriori
de l’état à l’instant k sachant les mesures obtenues aux instants précédents. Finalement, le filtre
récursif est intégré dans le détecteur de ruptures pour réaliser un estimateur des ruptures an-
gulaires d’un processus stationnaire par morceaux. Les méthodes proposées dans ce chapitre
seront évaluées sur les données synthétiques pour l’estimation de la direction d’un mobile à
partir de plusieurs capteurs.

Le cinquième chapitre est expérimental, il a pour but de montrer l’apport des techniques
développées aux chapitres précédents pour le traitement du signal GPS multi-voies. On montre
dans ce chapitre que les boucles de poursuite du signal GPS fournissent, quand elles fonc-
tionnent en boucle ouverte, une mesure de phase et une mesure de discriminant linéaire par
morceaux. Ces mesures obtenues sur les deux voies du signal GPS L2C seront fusionnées par
les méthodes présentées dans les chapitres précédents. Nous proposons dans ce chapitre une
architecture du système de poursuite du code et de la porteuse. Cette architecture est composée
de boucles de poursuite fonctionnant en boucle ouverte et en boucle fermée. La méthode propo-
sée est comparée aux méthodes classiques décrites au chapitre 1. Ces méthodes sont le Match
Filter et la boucle de poursuite vectorielle qui estime les décalages de code et de la porteuse
avec un filtre de Kalman étendu. L’intérêt d’une telle approche est démontrée pour l’estimation
des observable GPS (pseudo distance et phase ) et le calcul de la position dans les cas statique
et dynamique. .

En résumé, ce mémoire est composé de cinq chapitres : le premier chapitre, essentiellement
bibliographique, a pour but de présenter l’historique et le fonctionnement général des signaux
et récepteur GNSS (Global Navigation Satellite System) modernes. Le deuxième chapitre, éga-
lement bibliographique, a pour objectif de présenter la théorie de l’estimation bayésienne. Nous
décrirons, dans le troisième chapitre, un estimateur de ruptures basé sur un opérateur de fusion
non-linéaire qui utilise l’apport d’une information a priori sur la pente du processus. Le cha-
pitre quatre est consacré à l’étude et la mise en oeuvre de filtres et opérateurs de fusion définis
dans le domaine circulaire. Le dernier chapitre est principalement expérimental. Il permet de
montrer l’apport des méthodes développées dans les chapitres trois et quatre pour le calcul de
la position d’un récepteur GPS. Enfin une conclusion générale vient dresser le bilan des travaux
réalisés dans ce mémoire, et indiquer les ouvertures et perspectives qu’ils engendrent.

9



10



Chapitre 1

Les signaux GNSS

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre bibliographique est de présenter les modèles et traitements des si-
gnaux GNSS modernes. La présentation sera plus particulièrement consacrée aux signaux GPS
civils modernes. En effet, depuis les cinq dernières années les signaux du système GPS sont
modernisés en réponse à l’offre qui sera proposée par GALILEO. De nouvelles fréquences, de
nouveaux codes et de nouveaux protocoles ont été proposés pour rester concurrentiels avec les
futurs systèmes GNSS développés par l’Europe, la Chine et la Russie.

Dans cette thèse sont réalisées l’étude et la mise en oeuvre d’opérateurs de fusion pour l’es-
timation de processus définis dans le domaine linéaire et circulaire. Ce travail est appliqué au
signal GPS moderne. En effet les informations contenues dans le signal GPS sont le décalage
du code et de la phase du signal reçu. Dans ce cas, le code est un paramètre à estimer défini sur
un domaine linéaire tandis que la phase est un paramètre à estimer défini sur un domaine angu-
laire. Nous présentons dans ce chapitre les traitements mis en oeuvre dans les récepteurs pour
estimer ces paramètres. D’une part, ces techniques de références seront utilisées au chapitre 5
pour évaluer les méthodes proposées. D’autre part, il existe dans ces nouveaux signaux GPS
des informations redondantes sur ces paramètres à estimer. Nous présentons dans ce chapitre la
structure des signaux pour introduire les informations qui seront fusionnées au chapitre 5. En
effet, on appliquera dans le chapitre 5 les opérateurs de fusion proposés au traitement du signal
GPS.

Ce premier chapitre est organisé en trois parties. La première partie est consacrée à la pré-
sentation de la constitution de ces nouveaux signaux GPS. La seconde partie rappelle les dif-
férents traitements réalisés par le récepteur pour extraire des signaux reçus, les informations
nécessaires au calcul de position. On décrit dans cette partie les traitements allant de la démo-
dulation et du démultiplexage jusqu’au calcul du point. Finalement dans la troisième et dernière
partie, nous présentons une architecture moderne de poursuite vectorielle des paramètres du
signal reçu s’appuyant sur le filtrage d’état non linéaire du code et de la porteuse.
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Chapitre 1. Les signaux GNSS

1.2 Les signaux GPS civils modernes

1.2.1 Les systèmes GNSS

Les systèmes de navigation par satellites (GNSS) sont en train d’opérer une véritable révo-
lution dans un bon nombre de domaines comme par exemple le transport, la météorologie, la
géologie, l’environnement ou la protection des animaux. Ils reposent plus particulièrement sur
deux constellations de satellites : le système GPS américain et le futur et très attendu GALILEO
européen. L’arrivée de GALILEO et la modernisation de GPS poussent la recherche à dévelop-
per de nouveaux services ayant davantage de contraintes en termes de précision, de disponibilité
et d’intégrité.

Le System NAVSTAR/GPS américain

Le système NAVSTAR/GPS (NAVigation System by Timing and Ranging/Global Positio-
ning System) est actuellement le système de localisation par satellites le plus utilisé et le plus
médiatisé. Le développement du GPS a débuté dans les années 70 quand le département de la
défense américaine (US DoD) décide de regrouper le projet 621B, un système de radionaviga-
tion, développé par l’US Air Force et le projet "Timation", un système qui permettait de fournir
des informations horaires très précises grâce à des satellites équipés d’horloges atomiques, dé-
veloppés par l’US Navy. Le GPS a été déclaré opérationnel en 1995. Il fournit deux services de
localisation :

– Le service SPS (Standard Positioning Service) est accessible à tous les utilisateurs sans
exception.

– Le service PPS (Precise Positioning Service) est une version plus précise du SPS desti-
née aux utilisateurs militaires. L’accès au PPS est contrôlé par le ministère de la défense
américaine.

Le système GPS est composé de trois secteurs : le secteur spatial, le secteur de contrôle et le
secteur utilisateur. Le secteur spatial est constitué d’une constellation de 32 satellites situés sur
des orbites quasi-circulaires à une altitude moyenne de 20200 km, avec une révolution autour de
la terre de 11h28m02s. Les satellites GPS sont disposés sur 6 plans orbitaux, inclinés de 55◦ par
rapport à l’équateur et séparés d’environ 60◦. Cette disposition permet d’assurer à chaque instant
et à chaque utilisateur une visibilité d’au moins quatre satellites simultanément. Le secteur de
contrôle est constitué de plusieurs stations au sol réparties à travers le monde, leur rôle est de
vérifier le bon fonctionnement du système, de calculer les almanachs et les éphémérides utilisés
pour le calcul de position des satellites. Enfin, le segment utilisateur comprend les récepteurs
qui calculent la position par le service SPS ou PPS.

Le système GALILEO européen

En 2002, le Conseil Européen souhaitait développer un système de navigation par satellites
propre à l’Europe, afin d’acquérir une indépendance vis-à-vis du GPS américain. Ce système
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1.2. Les signaux GPS civils modernes

est baptisé GALILEO. Il devait être opérationnel en 2008 mais cette date est repoussée à 2012.
La précision attendue de ce nouveau système est de 4m en horizontal et de 8m en vertical. Soit
une précision améliorée, comparée à la précision actuelle du GPS qui est de 20 m en horizon-
tal et 30 m en vertical. GALILEO est développé par l’Agence Spatiale Européenne (ESA) et
sera composé d’une constellation de 30 satellites, disposés sur trois plans orbitaux espacés de
120◦ et inclinés de 56◦ par rapport à l’équateur, avec une altitude de 23616 km. Le système
GALILEO aura un service de contrôle composé de deux éléments. Le premier élément du ser-
vice gère la constellation, c’est-à-dire les manoeuvres de satellites, le suivi de l’état de "santé"
des satellites, la transmission des informations et commandes aux satellites, etc. Le deuxième
élément du service réalise le contrôle de mission. Il est chargé des données fournies aux utili-
sateurs comme par exemple le calcul des éphémérides et la correction du temps fourni par les
horloges embarquées. Contrairement au GPS, le secteur de contrôle de GALILEO sera géré par
une entité civile et non pas militaire.

Le système GALILEO proposera 5 services à accès plus au moins restreint :
– Un service ouvert et gratuit (OS - Open Service) pour la localisation destinée principale-

ment aux applications grand public.
– Un service commercial (CS - Commercial Service) géré par des fournisseurs d’accès. Il

offrira des performances augmentées par rapport au service ouvert, grâce à l’utilisation
de deux signaux supplémentaires.

– Un service public réglementé (PRS - Public Regulated Service) ou service gouvernemen-
tal, crypté et résistant aux brouillages et aux interférences. Il sera réservé principalement
aux utilisateurs remplissant une mission du service public, comme la protection civile ou
la sécurité nationale. Le PRS sera équivalent au PPS du GPS.

– Un service de sauvegarde de la vie (SoL - Safety of Life), il délivrera un service de très
haute qualité et sera destiné aux applications critiques mettant en jeu la vie humaine.

– Un service de recherche et de sauvetage (SAR - Search And Rescue), ce service permettra
d’améliorer le système international COSPAR-SARSAT d’assistance en cas de détresse
et de sauvetage. Ce service assurera la réception quasi temps réel de message de détresse
alors qu’actuellement le délai moyen est d’une heure environ. Il permettra aussi l’échange
d’informations entre le centre de secours et la balise de détresse, entre autre pour prévenir
l’utilisateur que son signal de détresse a été réceptionné, ce qui n’est pas le cas actuelle-
ment.

Autres systèmes GNSS

Le système GLONASS (pour GLObalnaya Navigatinnaya Spoutnikovaya Sistema) est un
système russe. Son développement par l’Union Soviétique a débuté en 1982. Il a été lancé à
l’époque pour concurrencer le GPS. La constellation de GLONASS était complète en 1996,
malheureusement la situation économique actuelle de la Russie ne lui permet pas d’entretenir
le système et il ne reste que 7 satellites en fonctionnement. L’agence spatiale fédérale Russe
souhaite dans les années à venir remettre en place un total de 24 satellites couvrant le monde
entier.

Le système Beidou est un système chinois utilisant deux satellites géostationnaires couvrant
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tout le territoire chinois. Ce système offre une précision de l’ordre de celle obtenue avec le GPS.
L’agence officielle d’Informations chinoise a indiqué son intention d’étendre le système régio-
nal Beidou à un système couvrant le globe terrestre. Ce système sera appelé COMPASS et il
comportera 30 satellites en orbite et 5 satellites géostationnaires.

Le système IRNSS (Indian Regional Navigation Satellites System) est un projet de système
de navigation autonome qui couvrira le territoire indien. Les segments spatiaux, terrestres et
utilisateurs seront développés en Inde.

Le système QZSS (Quasi-Zenith Satellite System) est développé par le Japon. Il ne sera
qu’un complément au système GPS et comportera 3 satellites qui évolueront au dessus du terri-
toire japonais.

Les signaux GNSS modernes

La modernisation du système GPS en réaction à l’arrivée de nouveaux systèmes GNSS a
consisté principalement à modifier les signaux émis par les satellites. En effet les futurs sys-
tèmes émettront une grande variété de signaux GNSS utilisant des modulations, des codes et
des structures différentes. La principale évolution est l’émission des signaux d’un même sys-
tème GNSS sur plusieurs bandes de fréquence. Le but principal des signaux fournis sur des
fréquences différentes est d’estimer les variations de pseudo distances satellite récepteur provo-
quées par la traversée de la ionosphère [KAC06].

On représente sur la figure 1.1 les différentes bandes de fréquences allouées aux systèmes
GPS et GALILEO. On remarquera que ces différentes bandes se chevauchent parfois. Dans ce
contexte de nouvelles modulations sont utilisées pour éviter la superposition des signaux émis
sur une même bande par deux systèmes différents ou le même système. La modulation BOC
(Binary Offset Carrier), par exemple, permet de répartir la puissance des signaux GNSS sur
différentes fréquences de la bande de fréquence. De plus ces nouvelles modulations offrent une
plus grande robustesse pour le traitement des multi-trajets [BAS04].
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FIG. 1.1 – Fréquences allouées aux systèmes de radionavigation par satellites GPS et GALILEO

Enfin les nouvelles structures de signaux consistent à émettre une voie pilote et une voie
données sur le même signal GNSS. La voie données est le signal GNSS classique qui contient
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le message de navigation. La voie pilote est un signal GNSS ne contenant pas de message de
navigation et qui est donc uniquement composé de la porteuse et du code à étalement de spectre
(code CDMA). Le but de la voie pilote est de permettre d’intégrer le signal GPS sur de longues
durées sans être limité par le message de navigation. Cette intégration permet d’initialiser avec
précision les paramètres du signal GNSS qui sont utilisés dans le calcul de position, ainsi que
de détecter les signaux à faible puissance.

1.2.2 Structure des signaux GPS

Les signaux envoyés par les satellites GNSS sont essentiellement constitués d’ondes por-
teuses sur lesquelles sont acheminées des informations binaires.
Deux types d’informations sont émis sur chaque fréquence :

– Un code pseudo-aléatoire c(t) propre à chaque satellite. Ce code va permettre aux récep-
teurs de séparer et d’identifier les différents signaux arrivant sur la même fréquence.

– Un message de navigation n(t) contenant un ensemble de paramètres nécessaires au ré-
cepteur pour calculer sa position comme par exemple les positions des satellites, éphémé-
rides, almanachs, . . . .

Chaque onde porteuse est modulée en BPSK (Binary Phase Shift Keying) par un ou plu-
sieurs codes pseudo-aléatoires multiplexés par le message de navigation. La modulation BPSK
consiste à inverser la phase de la porteuse à chaque transition du code binaire résultant du multi-
plexage c(t)∗n(t). Pour plus de détails sur cette technique de modulation, on pourra se référer à
[KAP96]. Les fréquences porteuses allouées aux systèmes de navigation par satellites sont com-
prises entre 1160 et 1610 MHz soit une longueur d’onde comprise entre 18 et 26 cm. L’émission
à ces fréquences élevées présente notamment plusieurs avantages. Par exemple l’influence des
couches atmosphériques sur la transmission des signaux sera faible, la taille des antennes sera
réduite.

Nous représentons dans l’équation 1.1 l’expression du signal envoyé à la fréquence f1 dans
la bande L1 :

SL1(t) = Ae n(t) C/A(t)sin(2π f1t)+
Ae√

2
n(t)P(t)cos(2π f1t) (1.1)

avec :

Ae la puissance d’émission,
n(t) le message de navigation associé au satellite traité, cadencé à 50 bits/s,
C/A(t) le code pseudo-aléatoire civil C/A cadencé à 1.023 MHz,
f1 la fréquence de la porteuse égale à 1575. 42 MHz,
P(t) le code pseudo-aléatoire militaire P cadencé à 10.23 Mhz.

On peut constater que la composante en phase du signal est modulée par le code C/A tandis
que la composante en quadrature est modulée par le code P. Le message de navigation est pré-
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sent sur les deux composantes.

La figure 1.2 représente le schéma de principe du système qui génère le signal envoyé à la
fréquence f1. On peut constater à partir de la figure 1.2 que la composante en phase a un niveau
supérieur de 3 dB par rapport à celle en quadrature. Cette technique permet de transmettre deux
informations différentes sur la même fréquence porteuse sans que l’une vienne perturber l’autre.

Porteuse L1
1575.42 MHz

Code C/A
1.023 MHz

Message de
Navigation

50 Hz

Code P
10.23 MHz

+ Modulation
BPSK

+
Modulation

BPSK

90°

3 db

Signal L1

FIG. 1.2 – Génération du signal GPS émis dans la bande de fréquence L1

Quelques satellites de la constellation actuelle transmettent un deuxième signal civil baptisé
L2C. Ce signal permettra de corriger les effets ionosphériques en combinant les mesures de
pseudo distances obtenues sur L2C avec les mesures obtenues sur L1. La principale différence,
entre le signal L2C et le signal L1, hormis une fréquence porteuse différente, est que pour la
partie civile du signal L2C, on trouve deux codes multiplexés entre eux (la partie militaire du
signal restant fortement semblable à celle de L1). L’un de ces codes (le code CM, pour Code
Moderate) sera multiplexé avec le message de navigation tandis que l’autre code (le code CL,
pour Code Long) ne le sera pas. Ces codes sont de plus grande période que le code C/A dont
la période est de 1 ms. Le code CL a une période de 1.5 secondes et le code CM de 20 ms. La
description de ces codes est détaillée dans la prochaine section.

L’expression du signal émis à la fréquence f2 dans la bande L2 est la suivante :

SL2(t) =
√

2Ae n(t)P(t)sin(2π f2t)+
√

2Ae [(CM(t)n(t))⊕CL(t)]cos(2π f2t) (1.2)

avec

f2 la fréquence de la porteuse L2, égale à 1227.60MHz,
CM (t) le code pseudo-aléatoire civil CM cadencé à 511.5 kHz,
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CL(t) le code pseudo-aléatoire civil CL cadencé à 511.5 kHz,
⊕ l’opérateur de multiplexage des codes civils.

La figure 1.3 représente le schéma de principe du système qui génère le signal envoyé à la
fréquence f2.

+
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code CM

+

Générateur de
code CL
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Horloge à 511.5 MHz

Message de
Navigation
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Porteuse L2
1227.42 MHz

90°
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Signal L2

Modulation
BPSK

FIG. 1.3 – Génération du signal GPS émis à la fréquence L2

Le signal GPS L5 fait partie du programme de modernisation du GPS. Il a été spécialement
conçu pour l’aviation et les applications de "safety of life". Le signal transmis sur la fréquence
L5 est une modulation QPSK (Quadrature Phase Shift Keying). La composante en quadrature
ne contient pas de message de navigation, cette composante est appelée pilote, elle permet d’uti-
liser le signal pour des faibles rapports signal sur bruit.

On représente sur la figure 1.4 le schéma de principe du système qui génère le signal GPS
L5. On peut constater que les codes CDMA (Carrier Division Multiple Access) I5 et Q5 des
deux composantes en quadratures sont multiplexés avec des codes de Neumann-Hofmann NH10

et NH20. Ces codes sont courts (respectivement 10 bits et 20 bits) et servent simplement à
étendre la longueur du code en-phase I5 de 10230 bits à 102300 bits et la longueur du code en
quadrature Q5 de 10230 bits à 2046000 bits. Avec une vitesse de transmission de 1023 Méga-
bits par seconde, la période de NH10I5 est de 10 ms, elle est égale alors à la durée d’un bit du
message de navigation. Le code NH20Q5 a une période de 20 ms.

L’expression du signal émis à la fréquence L5 est [RAI08] :

SL5(t) =
√

2Ae n(t)NH10I5(t)cos(2π f5t)+
√

2Ae NH20Q5(t)sin(2π f5t) (1.3)
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FIG. 1.4 – Génération du signal GPS émis sur la fréquence L5

avec

f5 la fréquence de la porteuse L5,
I5(t) le code civil en phase cadencé à 1023 MHz,
Q5(t) le code civil en quadrature cadencé à 1023 MHz,
NH10 le code de Neumann-Hofmann cadencé à 1.023 MHz,
NH20 le code de Neumann-Hofmann cadencé à 1.023 MHz.

1.2.3 Les codes pseudo-aléatoires

Chaque récepteur reçoit en même temps, sur la même bande de fréquences, les signaux pro-
venant de plusieurs satellites. Pour pouvoir séparer les signaux on affecte un code différent à
chaque satellite. Cette technique dite à AMRC (Accès Multiple par Répartition en Code) est
plus connue sous le nom CDMA (Code Division Multiple Access).

Dans la technique CDMA, chaque satellite possède un code particulier et unique, qu’il uti-
lise pour multiplexer son message de navigation avant de l’envoyer. Chaque récepteur génère
en permanence le code de tous les satellites, et à la réception des signaux il va utiliser ces codes
pour séparer et identifier les différents signaux arrivant sur la même fréquence. Cela est réalisé
par la fonction de corrélation du récepteur, soit par les corrélateurs du récepteur. Ces codes se-
ront aussi utilisés pour mesurer le retard de propagation du signal en mesurant le décalage entre
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le code reçu et le même code généré par le récepteur.

Ces codes sont générés à partir de registres à décalages bouclés de taille n. Ce sont des codes
pseudo-aléatoires parce qu’ils sont générés sous la forme d’une suite aléatoire d’éléments bi-
naires. Cette suite est périodique de période N = 2n − 1 bits. Ces codes sont dits de longueur
maximale si ils sont définis sur une période N. On représente sur la figure 1.5 la fonction d’au-
tocorrélation d’un code pseudo aléatoire.

Décalage

Corrélation

Durée d’une période du code : N*T

Faibles valeurs de corrélation pour des codes décalés

T : Durée d’un bit du code 

Forte valeur de corrélation pour un décalage nul

FIG. 1.5 – Fonction d’autocorrélation d’un code CDMA

Ces codes présentent la particularité d’avoir une faible valeur de corrélation quand les deux
codes sont identiques mais décalés de plus d’un bit. D’une part, ils ont aussi une faible va-
leur d’intercorrélation quand les codes sont différents. D’autre part, ils ont une forte valeur de
corrélation quand les deux codes sont identiques et en phase.

Les codes C/A

Le code C/A (Coarse/Acquisition) est un code pseudo-aléatoire binaire appartenant à la
famille des codes Gold. Un code Gold est obtenu en effectuant une somme modulo 2 de deux
séquences de longueur maximale (m-séquences) et de même période N. Les deux m-séquences
utilisées pour la génération des codes C/A sont produites avec deux registres à décalage bouclés,
G1 et G2. Chaque registre contient 10 étages, ce qui implique que la longueur d’un code C/A
est 1023 bits.

La génération d’un code C/A commence par une initialisation des étages des deux registres
à 1. La génération du code est réalisée ensuite en effectuant une addition modulo 2 entre la
sortie du registre à décalage G1 et le résultat de l’addition modulo 2 de la sortie de deux étages
du registre à décalage G2. Il existe 45 possibilités pour le choix de ces deux étages donc 45
codes différents possibles. Seuls 36 codes sont pris en considération et attribués aux différents
satellites. En effet seuls ces codes offrent une faible intercorrélation. La figure 1.6 représente
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l’algorithme de construction d’un des codes C/A.

10987654321

10987654321

S1 S2

Mise à 1
des registres

Sélectionneur de phase

: Somme modulo 2

Horloge à
1.023MHz

G1

G2

Code C/A

FIG. 1.6 – Génération du code C/A

Les codes CM et CL

La principale différence entre un signal GPS L2C et un signal GPS L1, hormis une fré-
quence porteuse différente, est que dans la partie civile du signal GPS L2C on trouve deux
codes pseudo-aléatoires multiplexés entre eux par la méthode du multiplexage temporel, appelé
aussi MRT (Multiplexage par Répartition dans le Temps ou en anglais TDM, Time Division
Multiplexing). Cette méthode consiste à affecter à tour de rôles la totalité de la bande passante
pendant un court instant à chacun des codes pour transmettre un seul bit. L’un de ces codes
est appelé le code CM, pour Code Moderate. Il sera lui-même multiplexé avec le message de
navigation. Rappelons que chaque bit du message de navigation dure 20 millisecondes, donc
lors du multiplexage, ils seront synchronisés et il y aura un bit de message de navigation par
période de code CM. Le deuxième code appelé CL, pour Code Long, sera vierge. Ces deux
codes sont de plus grande période que le code C/A du signal GPS L1. Le CM a une période de
20 millisecondes, et est constitué de 10230 bits. Le CL a une période de 1.5 secondes, et est
constitué de 767250 bits, soit 75 fois la longueur d’un code CM. Tous les deux sont cadencés
à 511.5Kbits/s. Le multiplexage des codes CM et CL permet aussi de doubler le débit de la
transmission, ce qui implique qu’en sortie de ce multiplexage, nous disposons d’un signal ca-
dencé à 1.023 Mbits/s. Le principe du multiplexage temporel des deux codes est présenté sur la
figure 1.7.

Les deux codes CM et CL sont générés en utilisant le même registre à décalage, présenté
sur la figure 1.8. L’état initial varie pour chaque code selon le satellite et il est chargé dans le
registre à décalage tous les 10230 bits pour CM et tous les 767250 bits pour CL. Les valeurs
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CL

CM1,1 CM1,2 CM1,10230 CM2,1 CM2,2 CM75.1 CM75,10230

CL1,1 CL1,2 CL1,10230 CL1,10231 CL1,10232 CL1,757021 CL1,767250

CM CM CL CLCM CM CL CM CL CM CL CM CL

1500 ms de CM Message de navigation

CMn,i : est le bit numéro i du nième CM
CLn,k : est le bit numéro k du nième CL

1500 ms de CL

FIG. 1.7 – Multiplexage par répartition dans le temps de CM et CL

initiales du registre associées aux différents satellites sont données dans le document officiel
fourni par le "Navstar GPS Joint Program Office" qui décrit le système [ISD04].

Les conditions initiales dépendent du code (CM/CL)

Retard

Sortie

Polynôme générateur:

3 3 2 2 3 1 1 1 33 3 2

FIG. 1.8 – Génération des codes CM et CL

Les codes I5 et Q5

Les codes pseudo-aléatoires en phase I5 et en quadrature Q5 du signal GPS en bande L5 sont
transmis à une cadence de 10.23 mégabits par seconde et la longueur des codes est de 10230
bits. Dans ce cas la durée d’un bit du code est plus faible et le pic de corrélation est donc plus
pointu, soit plus discriminatoire et le spectre du signal s’étale sur une bande de fréquences plus
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large. Dans ce cas, l’utilisation d’un débit de transmission plus important a pour but d’amélio-
rer le traitement des multi-trajets (grâce à un pic de corrélation plus discriminant), de diminuer
l’influence du bruit sur la précision et de pouvoir rejeter les interférences des bandes voisines
(grâce à un spectre étalé sur une bande de fréquences plus large). Les deux codes ont une pé-
riode d’une milliseconde, le choix de cette période provenait de la volonté de minimiser les
changements de conception des satellites, car ils sont déjà équipés d’un code C/A cadencé à
1.023 MHz.

La grande longueur des codes GPS L5 améliore les propriétés de corrélation, mais malheu-
reusement il n’existe aucune famille de code théorique pour les générer. En effet la plupart des
familles de code ont une longueur de 2n − 1, où n est le nombre d’étages du registre à déca-
lage nécessaire pour leur construction. Les codes de longueur de 10230 bits ne peuvent pas être
générés de cette manière. En effet les registres à décalage ayant 13 ou 14 étages, génèrent res-
pectivement des codes de longueur de 8191 et 16383 bits. La solution proposée pour faire face à
ce problème a été d’utiliser des codes à cycle court, nommés XA, XBI et XBQ. Le code XA est
généré à l’aide d’un registre à décalage de 13 étages, il est identique pour tous les satellites. Sa
longueur est de 8190 bits, il est donc plus court d’un bit par rapport à sa longueur naturelle. Sa
construction s’effectue de la manière suivante : tout d’abord les 8190 bits sont générés, ensuite
le registre à décalage est initialisé à 1, enfin les 2040 bits restants sont générés pour construire
un code de longueur de 10230 bits et à ce moment là le registre est réinitialisé à nouveau à 1.
Les codes XBI et XBQ sont initialisés en fonction du numéro du satellite. I5 est généré par une
somme modulo 2 de XA et XBI. En revanche, le Q5 est généré par une somme modulo 2 de
XA et XBQ. Notons que les registres utilisés pour générer XBI et XBQ sont identiques, mais
leur initialisation est différente et ils ne sont initialisés qu’au bout de la génération de 10230
bits[ANO02, BAS04].

La figure 1.9 représente les différentes étapes de construction des codes I5 et Q5. Parmi
les 4000 codes qui peuvent être générés, seulement 74 sont retenus. 37 pour les I5 et 37 pour
les Q5. Les autres codes sont disponibles pour une utilisation ultérieure comme par exemple
l’envoi de nouveaux satellites ou pour d’autres applications.

1.3 Présentation générale du système GPS

1.3.1 Le calcul de position

Les systèmes de positionnement GALILEO et GPS reposent sur le même principe de fonc-
tionnement. Les satellites envoient un signal qui est traité et décodé par le récepteur. Le trai-
tement du code CDMA et de la porteuse du signal permet au récepteur de calculer dans son
référentiel de temps les heures d’émission et de réception du signal. Le décodage du message
de navigation contenu dans le signal permet au récepteur de calculer la position des satellites
dans son référentiel de temps. Cependant tous les satellites utilisent des horloges atomiques qui
leur permettent d’être synchronisés avec un référentiel de temps appelé temps UTC ( Univer-
sal Time Coordinates) . Pour des raisons de coût et de technologie, les récepteurs ne sont pas
dotés d’horloges atomiques, ce qui implique que les récepteurs ne son pas synchronisés avec
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Initialisation des états de XBQ pour le satellite i

FIG. 1.9 – Génération des codes en quadrature I5 et Q5

le temps UTC. Par conséquent un biais d’horloge est introduit, noté Δtr. Ce biais provoque une
erreur dans la mesure du temps de propagation des signaux identiques pour tous les satellites.
Cette erreur sur le temps se traduit par une erreur sur la distance satellite-récepteur qui est alors
appelée pseudo-distance. L’algorithme de calcul de position doit calculer les coordonnées du
récepteur (X ,Y,Z) et le biais de position lié au biais d’horloge ΔRec = c∗Δtr, où c est la vitesse
de la lumière. On a alors quatre inconnues d’où la nécessité d’utiliser quatre satellites pour le
calcul de position [Lei95].

Soit ρrs la pseudo-distance entre le récepteur r et le satellite s, soient (xs,ys,zs) les coordon-
nées du satellite s et soient (X ,Y,Z) les coordonnées du récepteur. (xs,ys,zs) et (X ,Y,Z) sont
tous les deux dans un système de coordonnées nommé ECEF (Earth Centred Earth Fixed) . La
pseudo-distance ρrs s’écrit alors [GWA01] :

ρrs =
√

((xs−X)2 +(ys −Y )2 +(zs −Z)2)+ΔRec (1.4)

Avec s = 1,2,3,4 et X ,Y,Z,ΔRec sont les inconnues. Soient Λ = (X ,Y,Z,ΔRec)T et
P = (ρr1,ρr2,ρr3,ρr4)T . Le système à résoudre pour calculer Λ peut s’écrire sous la forme
vectorielle suivante :

23



Chapitre 1. Les signaux GNSS

P = h(Λ) (1.5)

Du fait de la non-linéarité de ce système, il sera difficile de le résoudre directement. Une solution
pour contourner ce problème est de le linéariser en utilisant la méthode des moindres carrés
[Lei95]. C’est une méthode itérative qui permet la linéarisation de la fonction h.
Une solution initiale Λ̂0 est fournie au système. Considérons par exemple, que les coordonnées
initiale X ,Y,Z sont les coordonnées du centre de la terre et que le biais d’horloge est nul Cr = 0.
Le système est linéarisé autour de la solution estimée Λ̂ j courante et on obtient alors :

P = h(Λ̂ j)+
δh(Λ̂ j)

δΛ
δΛ j (1.6)

Où :

δΛ j =
[

δX ,δY,δZ,δΔRec
]T

(1.7)

Pour simplifier, on réécrit la matrice jacobienne de la façon suivante :

Hj =
δh(Λ̂ j)

δΛ
=

⎡⎢⎢⎣
α11 α12 α13 1
α21 α22 α23 1
α31 α32 α33 1
α41 α42 α43 1

⎤⎥⎥⎦ (1.8)

Où

αs1 =
xs −X

ρrs
αs2 = ys−Y

ρrs
αs3 =

zs−Z
ρrs

(1.9)

En posant δP = P−h(Λ̂ j), le système devient :

δP = HjδΛ j (1.10)

On a alors :

δΛ j = H−1
j δPj (1.11)

La future estimation est obtenue par l’expression suivante :

Λ̂ j+1 = Λ̂ j +δΛ j (1.12)
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Le processus est répété jusqu’à convergence de la solution. La solution est obtenue pour une
faible valeur de δΛ j définie par un seuil. Dans le cas où n satellites sont visibles avec n > 4, la
matrice H devient :

Hj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α11 α12 α13 1
α21 α22 α23 1
α31 α32 α33 1
α41 α42 α43 1
...
αn1 αn2 αn3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(1.13)

Dans ce cas la matrice H n’est plus carrée et n’est donc plus inversible directement. On utilise
alors une matrice pseudo-inverse de H. L’équation 1.11 devient :

δΛ j = [HT H]−1HT δPj (1.14)

En pratique la convergence est obtenue en quelques itérations.

1.3.2 Les traitements récepteurs pour l’estimation de la pseudo distance

Pour calculer sa position un récepteur doit extraire le message de navigation et estimer les
paramètres du signal reçu pour en déduire une mesure de pseudo distance satellite récepteur.
Nous allons présenter dans ce paragraphe le principe des traitements récepteur qui conduisent
au calcul de la pseudo distance satellite récepteur. Les satellites émettent un signal à la fréquence
fr, cette fréquence dépend de la bande GNSS considérée. A la réception, en sortie d’antenne,
l’expression de ce signal est donnée par la formule suivante pour un ensemble {S} de satellites
visibles :

Sr(t) = ∑
s∈S

n(t) As Cs(t − τs) sin(2π fst +φs)+ηs(t) (1.15)

Dans cette expression n(t) est le message de navigation, As l’amplitude du signal et Cs(t − τs)
le code du satellite décalé de τs dans la base de temps du récepteur. fs est la fréquence porteuse
du signal qui est différente de la fréquence d’émission du satellite fr à cause de l’effet Doppler.
L’effet Doppler est une variation de fréquence associée au mouvement relatif entre le satellite
et le récepteur. φs est le décalage de la porteuse dans le référentiel de temps du récepteur. Fina-
lement ηs(t) est un bruit blanc gaussien centré qui modélise les perturbations aléatoires liées à
la propagation du signal dans l’atmosphère et à la réception de celui-ci par l’antenne.

A la réception, le récepteur génère une copie du signal d’un satellite s donné. Soit une copie
du code et de la porteuse du signal reçu. En effet, pour pouvoir extraire le message de navigation
en provenance du satellite s, le récepteur multiplie le signal reçu Sr par le code du satellite
Cs(t − τ̂s), la porteuse en phase sin(2π f̂st + φ̂s) et la porteuse en quadrature cos(2π f̂st + φ̂s).
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On a alors les signaux suivants :

Is(t) = n(t)AsCs(t − τs)Cs(t − τ̂s)
cos(2π( fs− f̂s)t +φs − φ̂s)+ηI

s(t) (1.16)

Qs(t) = n(t)AsCs(t − τs)Cs(t − τ̂s)
sin(2π( fs− f̂s)t +φs − φ̂s)+ηQ

s (t) (1.17)

Dans ce cas, si on connait parfaitement la fréquence du signal reçu, f̂s = fs, et le décalage du
code reçu, τ̂s = τs, l’argument du nombre complexe formé avec (Is(t),Qs(t)) nous donne la va-
leur du déphasage φs − φ̂s et donc le message de navigation.

Pour estimer les paramètres fs et τs du signal reçu, le récepteur intègre sur une ou plusieurs
périodes de code, le signal échantillonné. On suppose ici que le décalage de code, la fréquence
et la phase du signal reçu sont constants sur la kième période d’intégration considérée. On note
τe,k = τ̂s,k−τs,k, fe,k = f̂s,k− fs,k et φe,k = φs,k− φ̂s,k les erreurs d’estimation respectivement sur
le décalage du code, sur la fréquence porteuse et sur la phase pour le satellite s. On a alors pour
un satellite s donné les expressions suivantes :

Ik(Δ) = nk

√
2 S/N0 Tc R(τe,k −Δ) sinc( fe,k Tc) cos(φe,k)+ηI

k (1.18)

Qk(Δ) = nk

√
2 S/N0 Tc R(τe,k −Δ) sinc( fe,k Tc) sin(φe,k)+ηQ

k (1.19)

On suppose ici que la durée d’un bit du message de navigation est plus longue que la durée du
code CDMA. Dans cette expression S/N0 est le rapport signal à bruit du signal reçu souvent
donné en dBHz. Tc est la durée d’une période du code CDMA. R(..) est la fonction d’autocor-
rélation du code CDMA qui décroît avec le décalage entre le code reçu et le code généré par le
récepteur. sinc() est la fonction sinus cardinal qui décroît avec la différence entre la fréquence
de la porteuse du signal reçu et la porteuse générée localement. ηI

k et ηQ
k sont respectivement

des bruits blancs gaussiens de variance 1 sur les composantes en phase et en cadrature. La va-
leur de Δ dans cette expression dépendra des traitements réalisés décrits par la suite.

Pour estimer les paramètre fs,k et τs,k, on maximise la composante Ik(Δ) et on minimise
Qk(Δ), ce qui revient à minimiser τe,k, fe,k et φe,k. Cette maximisation ou minimisation est réa-
lisée en général en deux étapes :

– Une étape d’acquisition : cette étape préalable d’initialisation est réalisée par le récep-
teur avant le calcul du point. Elle a pour but de rechercher les valeurs de fs et τs. Elle
est réalisée en maximisant la somme du carré des composantes Ik(0) et Qk(0) (valeur
indépendante de la phase) sur l’ensemble des fréquences et décalage de codes possibles.

– Une étape de poursuite : quand les paramètres ont été initialisés dans l’étape d’acquisi-
tion leurs valeurs sont ensuite mises à jour pendant le fonctionnement du récepteur dans
l’étape de poursuite. Elle est réalisée en recherchant un maximum associé aux compo-
santes Ik(Δ) et Qk(Δ) sur une gamme de fréquences et sur un nombre de décalages de
code plus faible. Pour ce travail de thèse, seuls les récepteurs cohérents qui utilisent la
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phase estimée sont étudiés. Dans ce cas, la poursuite de la fréquence et du code est réa-
lisée par trois traitements simultanés mais différents. On parle alors de poursuite de la
phase (réalisée dans une boucle PLL : Phase Lock Loop), de poursuite de la fréquence
(réalisée dans une boucle FLL : Frequency Lock Loop) et de poursuite du code (réalisée
dans une boucle DLL : Delay Lock Loop). L’extraction du message de navigation et le
calcul de la pseudo distance sont réalisés simultanément avec la poursuite du signal reçu.

Nous allons maintenant décrire ces traitements.

Acquisition

En général l’acquisition est réalisée en recherchant la fréquence f̂s et le décalage τ̂s qui
maximise le module du nombre complexe formé par Ik(0) et Qk(0). Cette recherche est réalisée
sur une plage de fréquences déduite de la fréquence Doppler maximale et pour les décalages
de code inférieurs à la période T c du code. Ce traitement nécessite beaucoup de calcul et de
temps. Pour minimiser les durées de calculs, on utilise la FFT (Fast Fourier Transform) qui est
un algorithme rapide d’implémentation de la TFD (Transformée de Fourier Discrète). On utilise
aussi la propriété suivante de la transformée discrète :

( f ◦g)N (k) = T FD−1(F(K)G∗(K)) (1.20)

Dans cette expression ( f ◦g)N (k) est la corrélation discrète des fonctions f et g. T FD−1 la
Transformée de Fourier Discrète inverse et G∗(k) est le conjugué de la Transformée de Fourier
Discrète de la fonction g. Finalement on représente sur la figure 1.10 l’architecture classique
du système d’acquisition parallèle qui calcule la norme de la corrélation pour l’ensemble des
décalages de codes possibles du signal échantillonné et pour une fréquence donnée. Cette im-
plémentation permet de calculer la corrélation en utilisant la FFT et transforme le calcul de
corrélation en un produit dans le domaine des fréquences. En pratique, quand la puissance du
signal est faible, on calcule la corrélation à partir de l’intégration dite cohérente du signal sur N
périodes de code. Cependant par cette approche, le nombre N est limité par la durée d’un bit du
message de navigation. On peut aussi réaliser l’intégration dite non cohérente en additionnant
K fois le calcul de la corrélation. Malheureusement cette méthode ne fournit pas une valeur
précise des paramètres du signal.
On représente sur la figure 1.11 la norme de la fonction d’autocorrélation calculée par cette ap-
proche pour différentes fréquences et décalages de code. En pratique le maximum de la courbe,
quand il est supérieur à un seuil donné, définit le décalage du code et la fréquence du signal
reçu.

Poursuite du code

Le but de la poursuite du code est de garder le code généré localement par le récepteur syn-
chronisé avec le code du signal reçu. Le récepteur calcule pour cela trois valeurs de corrélation
à partir des composantes Ik(..) et Qk(..). On représente sur la figure 1.12 la norme de la fonction
d’autocorrélation et les trois valeurs de corrélations appelées Early, Prompt et Late et notées
E, P et L sur la figure. Ces trois valeurs son respectivement associées aux trois codes CDMA
générés simultanément par le récepteur. La valeur de la norme de la corrélation associée au code
dit Early, parce qu’il est en avance sur le code Prompt, est obtenue à partir des valeurs Ik(−d/2)
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IFTT

FIG. 1.10 – Algorithme de l’acquisition fréquentielle

FIG. 1.11 – Exemple d’acquisition effectuée sur un signal réel

et Qk(−d/2) (à partir de la norme du nombre complexe formé avec Ik(−d/2) et Qk(−d/2)).
La valeur de la norme de la corrélation associée au code dit Late, parce qu’il est en retard sur
le code Prompt, est obtenue à partir des valeurs Ik(d/2) et Qk(d/2). Finalement la valeur de la
norme de la corrélation associée au code dit Prompt, parce qu’il est maintenu synchronisé par
le récepteur avec le code reçu, est obtenue à partir des valeurs Ik(0) et Qk(0).

La valeur de d dépendra du constructeur, en général elle est égale à Tb, la durée d’un bit du
code CDMA. On représente sur la figure 1.12 l’évolution des trois valeurs de normes calculées
avec Ik(..) et Qk(..) quand le code du signal reçu arrive en retard, synchronisé ou en avance par
rapport au code Prompt.
Le rôle de la boucle de poursuite du code DLL (Delay Lock Loop) est de garder synchronisé
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FIG. 1.12 – Evolution de la corrélation en fonction des codes Early, Prompt et Late

le code prompt avec le code du signal reçu. On représente sur la figure 1.13 une architecture
classique du système de poursuite du code.
Le signal en entrée du système de poursuite est un signal numérisé. Dans cette architecture
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Qk(0)

Qk(d/2)

FIG. 1.13 – Principe de la poursuite du code : DLL

on génère d’abord la composante en phase et en quadrature à partir de la fréquence porteuse
estimée dans la boucle de poursuite. Puis les trois codes Early Prompt et Late sont multipliés
simultanément avec les deux composantes en phase et en quadrature. Enfin le signal est intégré
sur une ou plusieurs périodes de code pour produire les six valeurs de Ik(..) et Qk(..) associées
aux codes Early Prompt et Late.

Les valeurs de Ik(..) et Qk(..) sont utilisées pour calculer le discriminant du signal. Les
valeurs de discriminant sont filtrées et utilisées pour piloter le générateur de codes locaux. Les
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codes sont avancés ou retardés pour que le code Prompt reste synchronisé avec le code du signal
reçu. On distingue principalement deux types de discriminant, les discriminants cohérents et les
discriminants non cohérents. Les discriminants cohérents sont sensibles aux valeurs de l’erreur
de phase φe,k. On reporte ici les expressions des discriminants les plus utilisés :

- Early-Late : Ik(−d/2)− Ik(d/2)
- Dot Product : (Ik(−d/2)− Ik(d/2))Ik(0)+(Qk(−d/2)−Qk(d/2))Qk(0)
- Early-Late Power : (I2

k (−d/2)+Q2
k(−d/2))− (I2

k (d/2)+Q2
k(d/2))

Dans cette liste seul le discriminant "Early-Late" est cohérent. C’est celui que nous utiliserons
dans ce travail car le bruit sur sa valeur est gaussien et centré. Ce travail de thèse sera appliqué
à l’estimation de la pseudo distance satellite-récepteur à partir des valeurs de discriminant. En
effet les valeurs de discriminants sont proportionnelles aux évolutions du décalage entre le code
reçu et le code généré localement. Ces évolutions sont provoquées par les variations de distance
satellite récepteur. On souhaite dans ce travail montrer l’apport de la fusion des valeurs de
discriminants bruitées obtenues lors de la poursuite du code sur les voies données et pilote.

Poursuite de la phase

Le but de la boucle de poursuite de phase PLL (Phase Lock Loop) est de générer une por-
teuse en phase avec le signal reçu. On représente sur la figure 1.14 l’architecture classique d’une
boucle PLL pour la poursuite du signal GPS. Dans cette architecture le signal reçu échantillonné
est d’abord multiplié par le code prompt en provenance de la boucle DLL. Le signal est ensuite
multiplié par une réplique de la porteuse en phase et en quadrature déphasé avec le signal reçu.
L’intégration du signal permet de générer les valeurs de Ik(0) et Qk(0) qui sont utilisées pour
produire un signal discriminant proportionnel au déphasage. Finalement ce signal discriminant,
filtré par un filtre de boucle, vient piloter un oscillateur numérique NCO (Numerically Control-
led Oscillator) qui génère une réplique de la porteuse en phase avec le signal reçu.
Deux discriminants sont classiquement utilisés pour la phase, le discriminant de Costas et le
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Phase
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Boucle

90

NCO

Sr

Ik(0)

Qk(0)

Réplique du 
code Prompt

DLL

FIG. 1.14 – Principe de la poursuite de la phase : PLL

discriminant Arctangente. Leurs expressions sont les suivantes :
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- Costas : Ik(0) Qk(0)
- Arctangente : Atan

(
Qk(0)
Ik(0)

)
Dans ce travail de thèse, nous utiliserons le discriminant Arctangente car sa valeur est indé-
pendante de la puissance du signal. La boucle FLL de poursuite de la fréquence possède une
structure similaire à la boucle de phase, mais avec des discriminants différents. Nous présentons
au chapitre 4 un filtre que nous proposons pour l’estimation et la fusion de données angulaires.
Ce filtre sera appliqué à l’estimation du déphasage et on montre l’apport de la fusion des valeurs
de discriminants bruitées obtenues lors de la poursuite de la phase sur les voies données et pilote.

1.3.3 Estimation de la pseudo distance

La boucle de poursuite du code fournit les bits du message de navigation et l’écart entre le
code reçu et le code généré par le récepteur. Cependant, l’écart mesuré par la DLL ne peut pas
être supérieur à la durée d’une période du code T c. Par exemple, dans le cas du code C/A l’écart
mesuré maximale est de 300 km. Malheureusement la différence entre deux pseudo distances
en provenance de deux satellites différents peut être supérieure à 300 km. Il existe donc une
ambiguïté sur la mesure de pseudo distance avec le code.

Pour lever cette ambiguïté, on utilise les informations contenues dans le message de na-
vigation. Le message de navigation est émis à la cadence de 50 bit/sec. Il est composé de 25
trames de 1500 bits et chaque trame dure 30 secondes. La transmission du message complet
requiert alors 750 secondes soit 12.5 minutes. Chaque trame est subdivisée en 5 sous trames
de 6 secondes soit 300 bits. Chaque sous-trame est repérable par son premier mot, le TLM, de
30 bits. Les 8 premiers bits d’un TLM sont toujours identiques (10001011) et ils correspondent
à un message de préambule pour la synchronisation en réception. Le second mot de chaque
sous-trame est le mot HOW (Hand Over Word) qui mesure également 30 bits. Les informations
contenues dans ce mot permettent de dater en temps GPS la sous-trame suivante, c’est-à-dire le
temps d’émission du premier bit du TLM suivant. On représente sur la figure 1.15 la structure
d’une trame du message de navigation. Parmi les informations envoyées par le satellite on no-
tera les corrections d’horloge qui sont des paramètres permettant de convertir le temps fourni
par le satellite en temps UTC. On notera aussi les éphémérides qui sont les paramètres du mo-
dèle de Keppler modifié permettant de calculer la position des satellites. On retrouve aussi dans
ce message des paramètres permettant de corriger les variations de pseudo distance liées à la
traversée du signal dans l’ionosphère.

Pour calculer la première pseudo distance, et lever l’ambiguïté sur le code, le récepteur
GPS définit l’heure d’émission du premier bit du TLM avec le message de navigation, on note
cet instant TTLM . Il définit aussi l’heure de réception Trec, dans la base de temps du récepteur,
qui correspond à l’instant de réception du code. Cette heure de réception est alors associée à
un décalage temporel ΔT du code estimé par la boucle DLL du récepteur. On en déduit donc
l’heure d’émission du TLM par le satellite Tsat qui est reçue à Trec et l’expression de la pseudo
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FIG. 1.15 – Structure d’une trame du message de navigation

distance ρrs :

Tsat = TTLM −ΔT (1.21)

ρrs = (Trec −Tsat)∗ c (1.22)

Quand l’ambiguité est levée sur le code, la première pseudo distance, la boucle de code permet
alors d’estimer ses variations. De plus, quand les éphémérides ont été extraites du message de
navigation, Tsat permet de définir la position du satellite (en utilisant le modèle Keplerien de
positionnement des satellites) associée à la pseudo distance ρrs. Finalement l’expression de la
pseudo distance est donnée par l’expression suivante :

ρrs =
√

((xs −X)2 +(ys −Y )2 +(zs−Z)2)+ΔRec +ΔSat
s +Δiono

s +ΔTroppo
s (1.23)

Dans cette expression ΔSat
s est un paramètre de correction qui dépend du satellite s. Il représente

l’écart entre l’horloge du satellite et le temps UTC. Δiono
s et ΔTroppo

s sont respectivement des
paramètres de correction qui représentent les variations de trajectoire du signal liées respective-
ment à sa traversée de la ionosphère et la troposphère.

1.4 Estimation des paramètres du signal

Lorsque l’émetteur et le récepteur sont en mouvement, les paramètres du signal GNSS reçu
changent. Ces variations sont définies par rapport à la réplique du signal reçu générée par le
récepteur. Les paramètres du signal sont le décalage entre le code généré par le récepteur et le
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code reçu, la différence de fréquence entre la porteuse du signal émis par le satellite et le signal
reçu, et la différence de phase entre le signal reçu et le signal local. L’évolution du décalage entre
les codes est associée aux variations de distance entre le satellite et le récepteur. L’évolution de
la fréquence et de la phase est associée aux variations de vitesse relatives satellite récepteur
visibles par effet Doppler. Dans la suite les estimateurs présentés sont appliqués au signal GPS
en provenance d’un satellite s. Par la suite, on ne rappellera pas dans les expressions l’indice s
du satellite.

1.4.1 Modélisation du problème

Lorsque l’émetteur et le récepteur sont en mouvement, la fréquence du signal à la récep-
tion est différente de celle à l’émission. Ce phénomène est appelé l’Effet Doppler. Lorsque
l’émetteur se rapproche du récepteur, la longueur d’onde diminue, ce qui implique que la fré-
quence reçue sera plus élevée que celle émise. Quand le récepteur s’éloigne, la longueur d’onde
augmente et la fréquence diminue. L’effet Doppler provoque aussi un changement dans la du-
rée des codes CDMA. En effet un Doppler positif provoque un rétrécissement de la taille du
code. En revanche un Doppler négatif induit un élargissement de la taille du code. Le récepteur
GPS réalise dans une étape d’initialisation l’acquisition du signal en multipliant le signal reçu
avec une réplique de celui-ci générée localement en phase et en quadrature. Lors de cette étape,
on obtient l’estimation f̂0 de la valeur de la fréquence du signal à la réception. On a alors les
expressions suivantes en phase et en quadrature du signal traité par le récepteur [ZIE06] :

I(t) = n(t) A C(t − τ) C(t − τ̂)
cos(φ− φ̂+2π( f − f̂0)t −πα̂ t2)ηI(t) (1.24)

Q(t) = n(t) A C(t − τ) C(t − τ̂)
sin(φ− φ̂+2π( f − f̂0)t −πα̂ t2)+ηQ(t) (1.25)

Dans cette expression α est la vitesse d’évolution de la fréquence Doppler. On définit l’effet
Doppler sur la fréquence du signal reçu par la formule suivante qui nous donne fd , l’écart de
fréquence par rapport à la fréquence fr du signal émis par le satellite :

fd = fr
−vr

c
(1.26)

Dans cette expression vr est la vitesse relative satellite récepteur et c la vitesse de la lumière. On
peut alors définir l’effet du Doppler sur le décalage du code τ. Soit Δρrs la variation de pseudo
distance pendant T c la durée du code CDMA. On définit Δτ le décalage de code qui lui est
associé par l’expression suivante :

Δτ =
Δρrs

c
=

vr Tc

c
= Tc

− fd

fr
(1.27)

On définit l’effet Doppler sur la durée du code CDMA notée Tcd par la variation de fréquence
suivante :

fcd = fc
−vr

c
(1.28)
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Cet effet a pour conséquence un rétrécissement ou un allongement de la taille du code. En effet,
on a dans ce cas :

Tc

Tcd
=

fcd + fc

fc
= 1− fd

fr
(1.29)

On note Tcd la taille du code lié à l’effet Doppler. On a donc finalement :

Tcd = Tc
fr

fd + fr
(1.30)

Après l’étape d’acquisition, le récepteur estime dans l’étape de poursuite les paramètres du
signal reçu. Pour cela, le récepteur intègre le signal en phase et en quadrature, défini par les
expressions 1.24 et 1.25, sur un nombre entier de périodes du code CDMA. On modélise par
les expressions suivantes le résultat obtenu à la kième période d’intégration :

Ik(Δ) = nk

√
2 S/N0 Tc R(τe,k −Δ) sinc(( fe,k +αe,k

Tc,k

2
) Tc,k) cos(φe,k)+ηI

k (1.31)

Qk(Δ) = nk

√
2 S/N0 Tc R(τe,k −Δ) sinc(( fe,k +αe,k

Tc,k

2
) Tc,k) sin(φe,k)+ηQ

k (1.32)

Dans cette expression, pour laquelle les paramètres ont été définis au paragraphe précédent, on
introduit l’erreur sur la vitesse de variation de la fréquence porteuse estimée par le récepteur
αe,k. Les valeurs de Ik(..) et Qk(...) obtenues pour différentes valeurs de Δ sont utilisées par
le récepteur pour estimer ces différentes erreurs et corriger les paramètres du signal généré
localement. En pratique dans le simulateur que nous avons réalisé, on calcule les différentes
valeurs de ces paramètres à partir de la trajectoire du récepteur que l’on a générée et de la
position des satellites. On déduit de cette simulation, la fréquence initiale et les vitesses de
variation de la fréquence porteuse αk pour générer les paramètres du signal. On définit alors la
durée du code qui est fonction de l’effet Doppler par :

T ck = T c
fr

fk +αk
Tc
2

(1.33)

Dans cette expression fk est la fréquence du signal reçu au début de la kieme période de code
et αk sa vitesse de variation pendant cet intervalle de temps. On définit aussi l’erreur sur le
décalage du code :

τek = τek−1 +T ck
fr − ( fk +αk

Tc
2 )

fr
(1.34)

L’erreur sur la phase et la fréquence dépend de la dynamique du système et des impréci-
sions de l’horloge. Les perturbations dues au bruit d’horloge récepteur peuvent être modéli-
sées par une marche aléatoire gaussienne [BRO92, PAR96, KAP96]. Deux bruits indépendants
Wφe et Wf e sont générés respectivement pour la phase et la fréquence. On génère alors deux
marches aléatoires de moyenne nulle et de variances σ2

φe et σ2
f e. Les variances dépendent du type

d’horloge. On trouve par exemple des horloges utilisant un oscillateur TCXO (Temperature-
Compensated Crystal Oscillator) ou des horloges utilisant un oscillateur OXO (Ovenized Crys-
tal Oscillator) [DIE84].
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On a alors à la kième période de code :

fe,k = fe,k−1 +αe,k−1Tc,k−1 +Wf e,k (1.35)

φe,k = φe,k−1 +2π fe,kTc,k +Wφe,k (1.36)

On représente sur la figure 1.16 les différentes étapes de fonctionnement du simulateur. Un
récepteur GNSS réalise l’étape d’estimation et de correction dans une DLL pour le code, dans
une PLL pour la phase et dans une FLL pour la fréquence. Nous décrivons dans la suite la
réalisation d’estimateurs de ces paramètres avec un filtre de Kalman étendu.

Génération des erreurs

Calcul de Ik( ) et Qk( ) 

Estimation des paramètres

Correction des erreurs

Génération des PSD

FIG. 1.16 – Les étapes de simulation du récepteur GNSS

1.4.2 Boucle de poursuite vectorielle

Dans une boucle de poursuite vectorielle, chaque boucle de poursuite individuelle (PLL,
FLL, DLL) est remplacée par une boucle globale qui intègre en retour les informations de na-
vigation et éventuellement les mesures en provenance d’autres capteurs comme le capteur de
navigation inertielle [WON09]. Dans ce cas les informations supplémentaires sont intégrées
dans l’étape de prédiction par un filtre de Kalman étendu [OHL06]. Cette approche permet
d’augmenter la sensibilité de la poursuite et de lutter plus efficacement contre les interférences.

On représente sur la figure 1.17 l’architecture de base d’une boucle de poursuite vectorielle
locale. La boucle vectorielle est dite locale car elle n’est représentée ici que pour la poursuite
d’un seul satellite. Dans cette thèse c’est l’architecture de base sans les informations de navi-
gation et les mesures en provenance d’autres capteurs qui sera utilisée comme référence. On
comparera dans ce cas les performances obtenues de cette architecture avec l’architecture de
la boucle de poursuite vectorielle proposée au chapitre 5 qui s’appuie sur des filtres de boucle
différents.

Sur la figure 1.17 le signal reçu Sr(t,τs, fs,φs) du satellite s se situe à l’entrée du système,
soit au point A. Les sorties du corrélateur sont les valeurs en phase et en quadrature Ik(..) et
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FIG. 1.17 – Architecture d’une boucle de poursuite vectorielle locale

Qk(..) associées aux codes "early" et "late" au point B, soit [Ik(−Δ),Qk(−Δ), Ik(Δ),Qk(Δ)]T . De
même, au point C on a les valeurs associées au code "prompt" soit [Ik(0),Qk(0)]T . Les valeurs
de Ik(..) et Qk(..) sont les entrées de filtre de Kalman étendu définies dans les paragraphes
suivants. Ces filtres de boucle fournissent une estimation sur le décalage du code τ̂e,k au point D
et une estimation de l’erreur de phase, de l’erreur sur l’estimation de la pulsation Doppler et sur
l’estimation de la vitesse de variation de la pulsation Doppler [φ̂e, ω̂e, α̂ωe]Tk au point E. Le bloc
prédiction fournit une estimation des paramètres du signal au générateur de la réplique du code
et de la porteuse du signal reçu. Les paramètres obtenus au point G sont [τ−,φ−,ω−

d ,α−
ω ]Tk+1,

soit le décalage du code, la phase de la porteuse, la pulsation Doppler et la vitesse de variation
de la pulsation Doppler. La prédiction de ces paramètres est obtenue par l’expression suivante :⎡⎢⎢⎣

τ−
φ−
ω−

d
α−

ω

⎤⎥⎥⎦
k

=

⎡⎢⎢⎣
1 0 K Tc 0
0 1 Tc T 2

c /2
0 0 1 T
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

τ−
φ−
ω−

d
α−

ω

⎤⎥⎥⎦
k−1

+

⎡⎢⎢⎣
τ̂e

φ̂e

ω̂e

α̂ωe

⎤⎥⎥⎦
k−1

où K = −1
2π fr

. Finalement les variations de pseudo distance et de vitesse relatives, notées [Δρ,Δρ̇]Tk
sont obtenues au point F à partir de l’équation de conversion suivante :

Δρk =
−c Tc

2π fr
ω−

d,k + c τ̂e,k (1.37)

Δρ̇k =
−c

2π fr
(ω−

d,k + ω̂e,k) (1.38)

Les valeurs de [Δρ,Δρ̇]Tk sont directement utilisées pour le calcul de position décrit au para-
graphe 1.3.1. On présente dans la suite de ce chapitre les filtres EKF (Extended Kalman filter :
Filtre de Kalman étendu) utilisés pour la poursuite du code et de la phase.

1.4.3 Estimation du retard du code

Dans ce paragraphe nous allons présenter un estimateur des décalages du code reposant sur
un filtre EKF. On suppose ici que les traitements sont synchronisés sur les bits du message de
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navigation, donc qu’il n’y a pas de transition du signal lié à un changement de signe d’un bit
du message de navigation. La synchronisation avec le message de navigation est en général
réalisée dans la phase d’initialisation du récepteur. Dans cette description le signal est intégré
de façon cohérente sur 1 ≤ N ≤ 20 périodes du code pseudo aléatoire. L’estimateur proposé
[ZIE06] repose sur le système à temps discret, décrit par le modèle d’état linéaire et le modèle
de mesure non linéaire suivant :

{
τe,k = F τe,k−1 +Wτe,k

zk = hk(τe,k−1)+Wz,k
(1.39)

Où Wτe,k est le bruit de modèle de covariance Qτ et F = 1. On note zk le vecteur de mesure,
hk(..) une fonction non linéaire et Wz,k le bruit de mesure de covariance Rz.

Le vecteur de mesure est défini par :

zk =

⎡⎢⎢⎣
Ik(−Δ)
Qk(−Δ)

Ik(Δ)
Qk(Δ)

⎤⎥⎥⎦
Où Ik(..) et Qk(..) sont respectivement les signaux en phase et en quadrature. Le vecteur de

mesures obtenu pour N intégrations cohérentes est défini par :

zk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑N−1

m=0
1√
N

I(k+m)(−Δ)

∑N−1
m=0

1√
N

Q(k+m)(−Δ)

∑N−1
m=0

1√
N

I(k+m)(Δ)

∑N−1
m=0

1√
N

Q(k+m)(Δ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (1.40)

La division par
√

N est utilisée pour garder la variance égale à 1. On a alors :

zk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑N−1

m=0
1√
N

Â(k+m) cos(φ̂e,(k+m))R(−Δ+ τe,(k+m))

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) sin(φ̂e,(k+m))R(−Δ+ τe,(k+m))

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) cos(φ̂e,(k+m))R(Δ+ τe,(k+m))

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) sin(φ̂e,(k+m))R(Δ+ τe,(k+m))

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (1.41)

Dans cette expression Âk =
√

2 S/N0 Tc sinc(( f̂e,k + α̂e,k
Tc,k
2 ) Tc,k) et φ̂e,k sont calculés à partir

des paramètres estimés par la boucle PLL de poursuite de la phase. L’estimation de τe est réa-
lisée en deux étapes. La première étape de prédiction consiste à fournir la meilleure estimation
connaissant les mesures jusqu’à l’instant précédent. On définit aussi dans cette étape l’erreur
sur la prédiction. Les deux équations qui décrivent cette étape sont les suivantes :{

τ̂e,k|k−1 = F τ̂e,k−1

Pk|k−1 = F Pk−1FT +Qτ
(1.42)
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Où τ̂e,k|k−1 est la valeur prédite du décalage de code. τ̂e,k−1 est l’estimée à l’instant précédent.
Pk|k−1 est la matrice de covariance de la prédiction et Pk−1 est la matrice de covariance de
l’estimée précédente. Qk est la matrice de covariance du bruit de modèle.

Après l’étape de prédiction, l’étape de correction corrige la valeur fournie par la prédiction
avec les mesures. L’étape de prédiction est décrite par les équations suivantes :

{
τ̂e,k = τ̂e,k|k−1 +Kk(zk − ẑk)
Pk = (I −KkHk)Pk|k−1

(1.43)

τ̂e,k est l’estimée de l’erreur sur le décalage de code et Pk est la matrice de covariance de l’état
estimé. zk est le vecteur de mesure et ẑk est le vecteur de mesures prédit.

ẑk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑N−1

m=0
1√
N

Â(k+m) cos(φ̂e,(k+m))R(−Δ+ τ̂e,k|k−1)

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) sin(φ̂e,(k+m))R(−Δ+ τ̂e,k|k−1)

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) cos(φ̂e,(k+m))R(Δ+ τ̂e,k|k−1)

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) sin(φ̂e,(k+m))R(Δ+ τ̂e,k|k−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (1.44)

Le gain du filtre Kk est donné par l’expression suivante :

Kk = Pk|k−1HT
k (HkPk|k−1HT

k +Rz)−1 (1.45)

Hk est la matrice jacobienne de hk(..), elle est donnée par :

Hk = δhν
δτ |τ=τ̂e,k|k−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∑N−1

m=0
1√
N

Â(k+m) cos(φ̂e,(k+m))
δR̂(−Δ+τ)

δτ |τ=τ̂e,k|k−1

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) sin(φ̂e,(k+m))
δR̂(−Δ+τ)

δτ |τ=τ̂e,k|k−1

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) cos(φ̂e,(k+m))
δR̂(Δ+τ)

δτ |τ=τ̂e,k|k−1

∑N−1
m=0

1√
N

Â(k+m) sin(φ̂e,(k+m))
δR̂(Δ+τ)

δτ |τ=τ̂e,k|k−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (1.46)

Où τ̂e,k|k−1 est l’erreur prédite sur le retard du code. Cette erreur est faible car la boucle DLL
corrige en permanence le retard du code.

La fonction d’autocorrélation est approximée par un triangle et est définie par :

R̂(τ) = 1− | τ |
Tb

(1.47)

Avec

| τ |≤ Tb (1.48)
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Les dérivées de la fonction d’autocorrélation sont données par :

δR̂(−Δ+ τ)
δτ

|τ=τ̂e,k|k−1
=

1
Tb

(1.49)

δR̂(Δ+ τ)
δτ

|τ=τ̂e,k|k−1
= − 1

Tb
(1.50)

Rz la matrice de covariance du bruit de mesure est donnée par :

Rz =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 (1−2 Δ

Tb
) 0

0 1 0 (1−2 Δ
Tb

)
(1−2 Δ

Tb
) 0 1 0

0 (1−2 Δ
Tb

) 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦
1.4.4 Estimation de la phase et de la fréquence porteuse

Pour pouvoir corriger en permanence les erreurs provoquées par l’effet Doppler sur la phase
et la fréquence, il a été proposé d’utiliser un filtre de Kalman étendu [ZIE06]. La sortie de ce
filtre permet de corriger les différents signaux générés localement. Les erreurs sur la phase et la
fréquence pour la kième période d’intégration sont données par :

αe,k = αk −α−
k (1.51)

fe,k = fk − f−k (1.52)

φe,k = φk −φ−k (1.53)

Si ces différentes erreurs ne sont pas estimées et corrigées en permanence alors elles sont
supposées évoluer comme suit :

αe,k = αe,0 (1.54)

fe,k = fek−1 +αe,kTc,k +Wf e,k (1.55)

φe,k = φe,k−1 +2π fe,kTc,k +Wφe,k (1.56)

Soit le vecteur d’état X . Ce vecteur est composé de l’erreur sur la phase, la pulsation Doppler
et la vitesse de variation de la pulsation Doppler :

X =

⎡⎣ φe

ωe

αωe

⎤⎦
Avec ωe = 2π fe, αωe = 2παe. Le modèle d’état du filtre EKF est défini par l’équation sui-

vante :
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Ẋ = F X +W (1.57)

ou encore : ⎡⎣ φ̇e

ω̇e

α̇ωe

⎤⎦ =

⎡⎣0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎤⎦⎡⎣ φe

ωe

αωe

⎤⎦+

⎡⎣ Wφe

Wωe

Wαωe

⎤⎦
Où Wφ, Wω et Wαω sont des bruits blancs gaussiens centrés sur les composantes du vecteur

d’état. La matrice de transition Φ, est obtenue par développement en série de Taylor comme
suit :

Φ = I +Ft +
1
2

F2t2 (1.58)

Avec

F =

⎡⎣0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎤⎦
On a alors l’équation d’état suivante définie dans le cas discret pour la kième période d’inté-

gration Tc du signal :

Xk = Φ Xk−1 +WX ,k (1.59)

⎡⎣ φe

ωe

αωe

⎤⎦
k+1

=

⎡⎢⎣1 Tc,k
T 2

c,k
2

0 1 Tc,k

0 0 1

⎤⎥⎦
⎡⎣ φe

ωe

αωe

⎤⎦
k

+

⎡⎣ Wφe

Wωe

Wαωe

⎤⎦
k+1

L’équation d’état décrit un modèle dynamique à accélération constante. Les bruits sur les
composantes du vecteur d’état sont considérés indépendants et leur variance est définie par :

E[WφeW
T
φe

] = Qφe (1.60)

E[WωeW
T
ωe

] = Qωe (1.61)

E[Wαωe
W T

αωe
] = Qαωe (1.62)

Ce qui implique que la matrice de covariance du bruit d’état est donnée par :

Qn =

⎡⎣Qφe 0 0
0 Qωe 0
0 0 Qαωe

⎤⎦
Le signal étant intégré sur une période de durée Tc,k la matrice de covariance est alors calculée
par [ZAR05] :

Qn,k =
∫ Tc,k

0
φ(t)QnΦT (t)dt (1.63)
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Elle est alors définie comme suit :

Qn,k =

⎡⎢⎢⎣QφeTc,k +Qωe
Tc,k
3 +Qαωe

T 5
c,k

20 Qωe
T 2

c,k
2 +Qαωe

T 4
c,k
8 Qαωe

T 3
c,k
6

Qωe
T 2

c,k
2 +Qαωe

T 4
c,k
8 QωeTc,k +Qαωe

T 3
c,k
3 Qαωe

T 2
c,k
2

Qαωe

T 3
c,k
6 Qαωe

T 2
c,k
2 QαωeTc,k

⎤⎥⎥⎦
Pour définir l’équation de mesure, on considère les valeurs de Ik(0) et Qk(0) en sortie de la

boucle PLL. Ces mesures contiennent une information sur la phase φe,k, la puissance du signal
Ak et le message de navigation nk. On définit le bruit de mesure par :

Rn = σ2
n (1.64)

Dans ce contexte, le signal reçu peut être modélisé sous la forme complexe suivante :

yk = Aknke jφe,k (1.65)

On peut donc définir l’estimateur de la phase sur une période Tc,k et à l’instant k à partir de la
fonction de vraisemblance suivante :

Λ(Y | φe,k) = f (Y | φe,k) = −C | yk − Âkn̂ke jφ̂e,k |2 (1.66)

Ou encore :

Λ(Y | φe,k) = R

{
n̂kyke− jφ̂e,k

}
(1.67)

On a alors :

d
dφe,k

Λ(Y | φe,k) = n̂kI

{
yke− jφ̂e,k

}
(1.68)

En effet la partie imaginaire de l’exponentielle complexe est la dérivée de la partie réelle. Les
valeurs de n̂k et φ̂e,k sont celles qui minimisent l’équation 1.68. Soit :

d
dφe,k

Λ(Y | φe,k) = I

{
n̂knkAk | (cos(φe,k)+ j sin(φe,k))(cos(φ̂e,k)− j sin(φ̂e,k)) |

}
(1.69)

= I

{
n̂knkAk | cos(φe,k)cos(φ̂e,k)+ sin(φe,k)sin(φ̂e,k)+ (1.70)

j(sin(φe,k)cos(φ̂e,k)− cos(φe,k)sin(φ̂e,k)) |
}

(1.71)

= n̂knkAk sin(φe,k − φ̂e,k) (1.72)

On peut alors déduire l’innovation du filtre EKF pour les faibles variations d’erreur de phase :

Innov = I

{
yke− jφ̂e,k+1/k

}
= nkAk sin(φe,k − φ̂e,k+1/k) (1.73)

≈ nkAkφe,k − n̂kÂkφ̂e,k+1/k (1.74)
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où φ̂e,k+1/k est l’erreur de phase prédite par le modèle d’état. Rappelons que l’innovation est
calculée par :

Innov = zk −H Xk/k−1 (1.75)

où Xk+1/k est le vecteur d’état prédit. On en déduit alors la matrice de mesure :

H =
[
n̂kÂk 0 0

]
avec :

Âk =
∣∣∣yke− jφ̂e,k+1/k

∣∣∣ (1.76)

Finalement l’étape de prédiction du filtre de Kalman étendu est obtenue à partir de l’équation
d’état 1.59. La mesure est définie par le nombre complexe yk = Ik(0)+ j Qk(0) et l’innovation
du filtre est obtenue par l’équation 1.73.

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les différents systèmes GNSS et la constitution des
signaux GPS modernes. Nous avons introduit les traitements du signal GPS allant de la démo-
dulation au calcul du point. Nous avons décrit les traitements récents proposés dans la littérature
pour extraire les paramètres du signal. Les modèles et traitements présentés seront utilisés au
chapitre 5 comme références pour évaluer les méthodes proposées.

Les nouveaux signaux GPS contiennent des informations redondantes sur les paramètres
du signal à estimer. En effet, les informations sur le délai du code et sur la porteuse seront
transmises sur plusieurs fréquences et pourront être fusionnées dans le processus de poursuite
du code et de la phase [BOU07]. D’autre part certaines porteuses sont composées d’une voie
données et d’une voie pilote. Ces deux voies contiennent aussi des informations sur le délai du
code et de la porteuse que nous proposons de fusionner au chapitre 5.

Dans ce contexte l’application de ce travail de thèse portera sur la fusion des voies données
et pilote du signal L2C. En effet le nouveau signal GPS L2C déjà émis par une dizaine de sa-
tellites du système GPS est constitué de deux codes à étalement CM et CL multiplexés dans
le temps. Le code CL encode la voie pilote tandis que le code CM encode la voie données.
Nous proposons de fusionner au chapitre 5 les mesures de décalage du code et de la phase de la
porteuse dans une boucle de poursuite vectorielle des codes CL et CM.

Les positions sont en général fournies par les récepteurs GPS toutes les secondes. Cepen-
dant les récepteurs récents offrent la possibilité d’augmenter la fréquence des mesures mais cela
au détriment de la précision. En effet le temps d’intégration des positions étant plus faible, la
précision du positionnement diminue. Dans le chapitre 5 nous proposons de calculer la position
du récepteur toutes les 20 millisecondes correspondant à la période des codes CM et CL. On
montre dans ce cas que les traitements proposés permettent d’améliorer la précision du posi-
tionnement en comparaison aux techniques classiques utilisées par les récepteurs.
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Chapitre 2

Introduction à l’estimation, la fusion et la
segmentation définies dans le cadre
bayésien

2.1 Introduction

Les travaux développés dans cette thèse portent sur la définition d’estimateurs de rupture
et d’opérateurs de fusion dans le domaine linéaire et circulaire. En effet, ce travail est appli-
qué aux traitements des signaux utilisés dans les boucles de poursuite du code et de la phase
du signal GPS L2C. Pour cette application les signaux sont stationnaires par morceaux, définis
dans le domaine linéaire pour le code et dans le domaine circulaire pour la phase. De plus, les
informations traitées par les boucles de poursuite sont présentes sur la voie données et la voie
pilote du signal. Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts de l’estimation, de la fusion
d’informations et de la détection de rupture qui seront utilisés dans la suite de cette thèse.

La théorie de l’estimation est très fréquemment utilisée dans le domaine du traitement de
signal. Il est en effet très habituel qu’une information x qu’on veut connaître ne soit pas directe-
ment accessible, mais soit observée à travers une autre grandeur y. Il existe plusieurs méthodes
d’estimation d’une information sachant une mesure. Si l’information à estimer est une variable
aléatoire, alors ces méthodes relèvent de la théorie bayésienne de l’estimation. Le noyau théo-
rique de ces méthodes repose sur des techniques d’estimation bayésienne, parmi lesquelles on
trouve la moyenne conditionnelle a posteriori, le maximum a posteriori, le maximum de vrai-
semblance. Ces méthodes sont complétées par des filtres statistiques bayésiens. On peut citer
par exemple le filtre de Kalman et ses extensions ou bien le filtre particulaire. Le filtre de Kal-
man repose sur un schéma du type prédiction-correction. Il utilise l’innovation pour corriger la
prédiction en prenant en compte l’estimation précédente. En pratique, la difficulté réside dans
le fait qu’il faut trouver une solution approchée au problème d’estimation non-linéaire. Cette
solution doit garantir un certain nombre de critères qui optimisent la performance du filtre (er-
reur d’approximation bornée, stabilité de l’estimateur,..). Le filtre particulaire est un algorithme
qui satisfait ces exigences de performance.
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Un grand nombre de travaux en fusion d’informations porte sur la combinaison d’un en-
semble de mesures ou de paramètres estimés. Dans le domaine de l’estimation, cette combi-
naison a pour but d’obtenir, à partir d’observations en provenance de plusieurs sources, un
état estimé global dont l’EQM (Erreur Quadratique Moyenne) sur le paramètre à estimer est
la plus faible possible ; on parle alors d’une estimation précise. Cet estimateur doit avoir une
EQM inférieure à l’EQM calculée pour chaque mesure ou paramètre estimé qu’il fusionne. Les
estimateurs en fusion d’informations sont principalement des estimateurs du maximum de vrai-
semblance [HAL04]. Dans ce travail, pour fusionner un ensemble de mesures, on propose des
opérateurs de fusion intégrant des informations a priori sur le paramètre à estimer.
Dans le domaine du filtrage d’état, il existe principalement deux approches pour la fusion de
données. Il s’agit de la fusion centralisée et de la fusion distribuée. Dans le cas de la fusion cen-
tralisée, on considère un ensemble de mesures indépendantes que l’on combine pour produire
une seule observation. Dans le cas distribué, on fusionne un ensemble d’estimations corrélées
pour fournir une estimation globale [MIT07]. Dans le cas de la fusion centralisée et lorsque les
mesures sont indépendantes, on montre que l’estimateur des moindres carrés (LS) et l’estima-
teur du maximum de vraisemblance (MV) ont la même expression [SHI06]. Cet estimateur est
la somme pondérée des mesures où les coefficients de pondération sont définis à partir de la
variance des signaux fusionnés [COC37]. Dans un cas plus général de mesures dépendantes, les
coefficients de la somme pondérée sont obtenus à partir de la résolution d’un ensemble d’équa-
tions linéaires. Ces équations expriment les contraintes sur la valeur des coefficients pour que
la variance de l’opérateur de fusion soit minimale [KAC04][SHI06]. En général, ce cas est
rarement envisagé car il nécessite, pour le calcul des coefficients, de connaître la valeur des co-
variances entre signaux, ce qui est très difficile à estimer en pratique. En revanche, c’est dans la
mise en oeuvre des systèmes de fusion distribuée qu’apparaissent des estimés corrélés dont on
peut calculer la covariance. En effet, nous considérons dans ce cas les estimations d’un même
état fournies par un ensemble de filtres travaillant en parallèle. C’est le cas par exemple de filtres
ayant des observations provenant de capteurs de nature différente. On montre pour deux filtres
de Kalman en parallèle que le bruit d’état apporte une corrélation entre les états estimés. L’algo-
rithme de fusion track-to-track proposé dans [BAR86] comprend la définition des coefficients de
la somme pondérée des états estimés et le calcul de la covariance entre les états estimés par les
deux filtres. De nombreuses variantes de ce filtre ont été proposées dans la littérature [GAO02].
L’extension à N filtres en parallèle, présentée dans [BAR01], conduit à un algorithme difficile
à implanter en pratique. Finalement une version sous-optimale de l’algorithme track-to-track
pour N filtres est proposée dans [SHI06] et conduit à une solution facilement implantable et
offrant une bonne précision.

Beaucoup de travaux portent sur la détection de ruptures. Ces travaux s’appuient sur une
modélisation bayésienne du problème et concerne la détection de sauts dans le modèle d’état
représentant le paramètre à estimer. La détection des changements brusques et des non station-
narités est un problème très souvent rencontré dans le domaine du traitement du signal. En
effet la décomposition d’un signal stationnaire par morceaux, en portions stationnaires, consti-
tue une première étape dans de nombreux systèmes d’analyses de signaux. Cette approche est
dite aussi de segmentation de signaux. On peut trouver la segmentation dans plusieurs applica-
tions, comme par exemple, le traitement des signaux sismiques, le traitement des signaux GPS
[BOU07], le traitement des signaux biomédicaux [OBR88], . . . . Les algorithmes de détection de
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rupture utilisent un estimateur, construit dans le cadre de l’estimation bayésienne, couplé à un
détecteur de ruptures, défini dans le cadre de la théorie statistique des tests d’hypothèses. Parmi
ces algorithmes on trouve, par exemple, l’algorithme de somme cumulée (CUSUM)[PAG54].
Il est l’un des algorithmes de segmentation les plus efficaces dans le cas où les paramètres sont
connus [BAS93]. En pratique, les paramètres des hypothèses ne sont pas toujours connus, c’est
pour cette raison que plusieurs algorithmes de segmentation ont été développés pour résoudre ce
type de problème [BAS93]. On peut citer par exemple l’algorithme du rapport de vraisemblance
généralisé (GLR) [BAS93], l’algorithme de Brandt ou l’algorithme de divergence de Hinkley.

Ce chapitre est organisé en trois parties qui introduisent les thèmes étudiés dans cette thèse.
En effet les problèmes étudiés dans cette thèse sont en rapport avec la théorie de l’estimation, la
fusion d’information et la détection de ruptures. C’est pour cette raison que la première partie
portera sur l’estimation dans le domaine linéaire et le domaine circulaire et sur la définition
d’estimateurs récursifs dans le cadre bayésien. Les différentes approches de la fusion existante
seront décrites dans la deuxième partie. On définit, là encore, dans un cadre bayésien les dif-
férentes architectures des systèmes de fusion. Finalement, la troisième partie est dédiée à la
segmentation des processus stationnaires par morceaux. On décrit dans cette partie les estima-
teurs de ruptures classiques définis dans le cadre bayésien.

2.2 La théorie de l’estimation

Dans beaucoup d’applications, les données traitées sont définies sur le cercle. On parle alors
de données définies sur un domaine circulaire différent du domaine linéaire classique où les
données sont définies sur une droite. Dans cette partie, nous allons rappeler les concepts de
base de l’estimation et du filtrage bayésien dans le domaine linéaire. Nous allons présenter
quelques concepts de la statistique circulaire qui la différencie de la statistique dans le domaine
linéaire.

2.2.1 Estimation dans le domaine linéaire

La théorie de l’estimation regroupe les techniques permettant l’estimation des paramètres
inconnus regroupés dans un vecteur x, à partir d’un ensemble d’observations z contenant de
l’information sur x. Un estimé x̂ est obtenu à partir d’une fonction des observations e(z) appelé
estimateur. On jugera sur la qualité de celui-ci selon trois métriques suivantes :

– Le biais : un estimateur est dit biaisé si E{x̂} 	= x, et non biaisé dans le cas contraire.

– La variance : la dispersion des valeurs estimées.

var{x̂} = E{[x̂−E{x̂}]2} = E{x̂2}− (E{x̂})2 (2.1)
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Pour une classe d’estimateurs donnée, l’estimateur x̂ sera dit à variance minimale si sa
variance est inférieure ou égale à celle de tout autre estimateur de la classe. Dans certains
cas, cette variance admet une borne inférieure et tout estimateur dont la variance atteint
cette borne est alors dit efficace [CRA99].

– Consistance : la valeur fournie par un estimateur dépend naturellement de l’observation,
et il est intéressant que les valeurs estimées se rapprochent de la valeur vraie lorsque le
nombre des observations augmente. Un estimateur sera dit consistant s’il converge en
probabilité vers la vraie valeur (x) lorsque le nombre des observations augmente indéfini-
ment.

Estimateur du maximum a posteriori (MAP)

L’estimation du maximum a posteriori est défini comme étant la valeur qui maximise la
distribution a posteriori du paramètre sachant la mesure PX |Z(x | z). Dans ce cas, l’expression
de l’estimateur MAP est obtenu en dérivant la distribution a posteriori :

∂
∂x

PX |Z(x | z) |x=x̂MAP
= 0 (2.2)

Dans la pratique, il est difficile d’évaluer la densité de probabilité a posteriori PX |Z(x | z)
du paramètre conditionnée par l’observation. Il est néanmoins possible de renverser le sens des
conditionnalités en utilisant la formule de Bayes selon laquelle :

PX |Z(x | z) = PZ|X(z | x)
PX(x)
PZ(z)

(2.3)

Maximiser PX |Z(x | z) est équivalent à maximiser son logarithme :

logPX |Z(x | z) = logPZ|X(z | x)+ logPX(x)− logPZ(z) (2.4)

La densité a priori de l’observation PZ(z) ne dépend pas du paramètre à estimer x , on a
alors :

∂
∂x

logPZ(z) = 0 (2.5)

L’équation 2.2 devient alors :

∂
∂x

logPZ|X(z | x)+
∂
∂x

logPX(x) |x=x̂MAP
= 0 (2.6)

Les trois estimateurs ( la moyenne conditionnelle a posteriori, la médiane a posteriori ou le
MAP) conduisent au même résultat d’estimation lorsque la densité a posteriori PX |Z(x | z) est
symétrique par rapport à sa moyenne.
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Estimateur du maximum de vraisemblance

Si on considère maintenant que le paramètre à estimer x est déterministe mais inconnu, on
peut opter pour une approche probabiliste en utilisant l’estimation du maximum a posteriori
(MAP) et en considérant que x est la réalisation d’une variable aléatoire suivant une densité
uniforme. La dérivée d’une telle densité a priori PX(x) étant nulle, l’équation 2.6 se réduit à
son premier terme, à savoir la dérivée de la densité de probabilité de l’observation conditionnée
par le paramètre (ou le logarithme de cette densité). L’estimateur résultant, appelé estimateur
du maximum de vraisemblance (ou log-vraisemblance) est défini par :

∂
∂x

logPZ|X(z | x) |x=x̂MAP
= 0 (2.7)

Il est appelé estimateur à Maximum de Vraisemblance MV (maximum likelihood ML).

2.2.2 Estimation dans le domaine circulaire

Dans différents domaines scientifiques, on trouve des données mesurées en angles, se rap-
portant à l’orientation ou à la direction de certains phénomènes. Par exemple, les météorologues
peuvent s’intéresser à la direction des vents, les chercheurs en navigation à celle des véhicules,
les océanographes à celle des courants maritimes, etc . . . . Cependant, les mesures de direction
ne sont pas les seules données circulaires : des phénomènes périodiques peuvent être représen-
tés sous la forme de cercles. Par exemple, dans une période de 12 h, les différents satellites de
la constellation GPS effectuent un tour complet (2π) autour de la terre. Les mesures d’angles
sont considérées comme des mesures circulaires qui se distribuent entre 0 et 2π. Les données
linéaires usuelles, telles que des mesures de distance, occupent toute la droite réelle. En re-
vanche, pour les mesures circulaires, le point d’origine et le sens de rotation sont arbitraires.
En mathématique, les angles sont mesurés dans le sens antihoraire à partir du point (1,0) d’un
cercle, en coordonnées cartésiennes. Par ailleurs dans certains domaines comme la navigation,
les angles sont mesurés dans le sens horaire à partir du nord géographique ou magnétique, de
coordonnées cartésiennes (0,1). De tels angles sont nommés azimuts.

Le problème rencontré dans l’utilisation des techniques statistiques habituelles dans le cas
d’une estimation circulaire se trouve dans les choix arbitraires de l’origine zéro et du sens de ro-
tation. Ces choix influencent les valeurs de différents moments statistiques comme par exemple
la moyenne ou l’écart type. En effet la périodicité des mesures circulaires complique également
le calcul de la distance entre deux points (l’origine 0 coïncide avec la fin 2π). Pour cette raison,
il est nécessaire d’utiliser des techniques qui ne dépendent ni de l’origine ni du sens de rotation.
Cependant, lorsque les données mesurées en angles sont limitées à seulement une région précise
du cercle, le problème de la périodicité ne se présente pas, et dans ce cas l’estimation usuelle
peut être utilisée et les données sont considérées comme des données linéaires.
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Direction moyenne et concentration autour de la moyenne

Lorsque l’on cherche à définir la direction moyenne en utilisant un ensemble de mesures
circulaires, on ne peut pas utiliser la moyenne arithmétique des angles. Étant donnée la nature
circulaire des mesures, il est fort probable d’obtenir des résultats erronés, comme en témoigne
l’exemple suivant extrait de [JAM01] :

Soient deux participants ayant fourni des azimuts de 10◦ et 350◦ en réponse à la question
suivante : quelle est la direction de Montpellier (France) par rapport à Alger (Algérie) ? Il est
clair que la direction moyenne devrait se trouver à 0◦, soit le nord géographique. Pourtant, la
moyenne arithmétique calculée à partir de ces données serait de 180◦, soit le sud !

e1 e2

350° 10°

180°

FIG. 2.1 – Périodicité et calcul de la moyenne arithmétique

Pour éviter ce problème, on peut utiliser les fonctions trigonométriques pour calculer la di-
rection moyenne où chacun des vecteurs ei possède les coordonnées xi et yi ainsi calculées :

xi = cos(φi) et yi = sin(φi) (2.8)

On calcule les coordonnées cartésiennes de la direction moyenne à l’aide des équations
suivantes :

x̄ =
1
N

N

∑
i=1

xi =
1
N

N

∑
i=1

cos(φi) (2.9)

ȳ =
1
N

N

∑
i=1

yi =
1
N

N

∑
i=1

sin(φi) (2.10)

L’angle moyen est obtenu en utilisant la fonction arctan, on a alors :

φ̄ = arctan(
ȳ
x̄
) (2.11)

48



2.2. La théorie de l’estimation

Cependant, la fonction arctan est définie sur l’intervalle ]−π/2,π/2[, c’est le signe de x et y qui
permet de définir dans quel cadran du cercle l’angle est défini. Les différents cas à prendre en
considération sont les suivants :

φ = arctan(
ȳ
x̄
) lorsque x > 0 et y � 0 (2.12)

φ = arctan(
ȳ
x̄
)+π lorsque x < 0 (2.13)

φ =
π
2

lorsque x = 0 et y > 0 (2.14)

φ =
3π
2

lorsque x = 0 et y < 0 (2.15)

φ = arctan(
ȳ
x̄
)+2π lorsque x > 0 et y < 0 (2.16)

φ = indéterminé lorsque x = 0 et y = 0 (2.17)

L’angle moyen ainsi calculé reflète alors la direction moyenne des données sans être affecté
par le choix de l’origine ou du sens de rotation.

La longueur du vecteur moyen notée par r est calculée par :

r =
√

(x̄2 + ȳ2) (2.18)

La concentration des directions individuelles autour du vecteur moyen est aussi importante
que la valeur de l’angle moyen. En utilisant des données unimodales, la concentration des direc-
tions individuelles est donnée par κ, qui décroît quand les points se dispersent davantage autour
du vecteur moyen, κ = 1 signifie que toutes les données indiquent la même direction. À partir
de r, il est possible d’obtenir la variance angulaire ainsi que l’écart type angulaire :

σ2 = 2(1−κ) (2.19)

σ =
√

2(1−κ) (2.20)

Pour analyser des données angulaires aléatoires, circulaires et sphériques, on fait appel à des
distributions circulaires. Parmi ces distributions, on peut citer la distribution uniforme circulaire
ou la distribution de von Mises.

Distributions circulaires

Distribution uniforme circulaire :
La distribution circulaire uniforme est utilisée lorsque toutes les directions ont autant de chance
d’être choisies, ce qui implique qu’aucun secteur du cercle n’est privilégié. Cette distribution
est équivalente à la distribution uniforme en statistique linéaire où :

Quand φ prend des valeurs entre a et b :
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f (φ) =
1

b−a
(2.21)

Donc, pour φ une variable aléatoire angulaire se trouvant entre 0 et 2π, on a alors :

f (φ) =
1

2π
(2.22)

Le centre de cette distribution correspond à l’origine 0 et aucune direction moyenne n’est
privilégiée.

Distribution de von Mises :
La distribution circulaire de von Mises [MAR99] est très employée dans les applications circu-
laires. Elle joue, en statistiques circulaires, un rôle similaire à la distribution normale usuelle.
C’est pour cette raison qu’elle est aussi nommée distribution circulaire normale [FIS93]. Ce qui
apparaît clairement en regard des éléments suivants :

– elle dépend de deux paramètres : la direction moyenne µ et la concentration autour de la
moyenne κ ;

– elle est symétrique par rapport à la direction moyenne ;

– elle est unimodale et son mode correspond à la direction moyenne µ.
La fonction de densité de probabilité de la loi de von Mises est donnée par :

f (φ,µ,κ) =
1

2πI0(κ)
eκcos(φ−µ) (2.23)

Avec 0 < µ < 2π et κ � 0, pour 0 < φ < 2π. I0(κ) est la fonction de Bessel d’ordre 0.

Le paramètre de concentration inversé 1/κ est considéré comme la variance de la loi de von
Mises. Lorsque κ tend vers 0 (κ très faible), la loi de von Mises correspondra alors dans ce cas
à la distribution circulaire uniforme.

Pour montrer l’intérêt de la statistique angulaire, considérons un échantillon de taille 1000
qui suit une densité de von Mises de paramètres µ = π et κ = 1. Dans la figure 2.2, nous com-
parons l’estimation de la moyenne obtenue par la méthode circulaire et celle obtenue par la
méthode linéaire. Nous constatons que l’estimation fournie par la méthode usuelle est complè-
tement erronée contrairement à l’estimation circulaire.
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Moyenne circulaire Moyenne linéaire

Échantillon de von Mises

FIG. 2.2 – Comparaison de la moyenne circulaire et de la moyenne linéaire d’un échantillon de
von Mises

2.2.3 Filtrage Bayésien

Soit un système d’état S à temps discret de loi initiale P(X0), de loi de transition P(Xk|Xk−1)
et de fonction de vraisemblance P(Zk|Xk).

S =
{

Xk = f (Xk−1,Wk)
Zk = h(Xk,Vk)

où f est la fonction du système de transition, h est la fonction de mesures et Wk et Vk sont
respectivement le bruit sur l’état et sur les observations à l’instant k.

Le problème est d’estimer Xk en se basant sur les informations a priori et sur les observa-
tions Z1:k = Z1, . . . ,Zk. La plupart des applications sont en temps réel, ce problème d’estimation
doit donc être résolu de façon récursive en traitant les observations au fur et à mesure de leur
disponibilité. Cela signifie que pour estimer l’état courant, seul l’état précédent et les mesures
actuelles sont pris en compte. Ce qui revient à déterminer la densité conditionnelle P(Xk | Z1:k)
appelé filtre. Ce calcul s’effectue en deux étapes une dite de prédiction et une étape de correction
et de façon récursive selon le schéma classique suivant :

Zk

↓
P(Xk−1 | Z1:k−1)

étape de prédiction−−−−−−−−−−→
P(Xk|Xk−1)

P(Xk | Z1:k−1)
étape de correction−−−−−−−−−−→

P(Zk|Xk)
P(Xk | Z1:k) (2.24)
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L’étape de prédiction est une simple application de l’équation de Chapman-Kolmorgov
[PAP02] :

P(Xk | Z1:k−1) =
∫

P(Xk | Xk−1,Z1:k−1)P(Xk−1 | Z1:k−1)dXk−1 (2.25)

Sous les hypothèses de Markov [BEN04], on a P(Xk | Xk−1,Z1:k−1) = P(Xk | Xk−1), ce qui
implique :

P(Xk | Z1:k−1) =
∫

P(Xk | Xk−1)P(Xk−1 | Z1:k−1)dXk−1 (2.26)

L’étape de correction consiste à calculer P(Xk | Z1:k). D’après la formule de Bayes, on a les deux
décompositions suivantes :
Avec une première décomposition et en considérant l’hypothèse que P(Zk | Xk,Z1:k−1) = P(Zk |
Xk), on a alors :

P(Xk,Zk | Z1:k−1) = P(Xk | Z1:k−1)P(Zk | Xk,Z1:k−1) (2.27)

= P(Xk | Z1:k−1)P(Zk | Xk) (2.28)

La deuxième décomposition nous permet d’écrire :

P(Xk,Zk | Z1:k−1) = P(Xk | Z1:k)P(Zk | Z1:k−1) (2.29)

Ce qui implique :

P(Xk | Z1:k) =
P(Xk | Z1:k−1)P(Zk | Xk)

P(Zk | Z1:k−1)
(2.30)

Ainsi d’après l’équation de Chapman-Kolmorgov appliquée à P(Zk | Z1:k−1), on a :

P(Xk | Z1:k) =
P(Xk | Z1:k−1)P(Zk | Xk)∫

P(Zk | Xk)P(Xk | Z1:k−1)dXk
(2.31)

En pratique deux solutions se dégagent selon que l’on puisse ou non résoudre explicitement
les équations 2.26 et 2.31. Ces équations admettent une solution explicite dans le cas linéaire
gaussien. On parle alors du filtre de Kalman. En revanche, dans le cas non linéaire, ces équa-
tions n’admettent en général pas de solution explicite. Il est donc nécessaire de faire appel à des
techniques d’approximation. La première idée consiste à linéariser le système autour de l’es-
timé courante (Filtre de Kalman Etendu EKF). C’est une technique qui présente de nombreux
avantages mais, elle ne donne pas de résultats satisfaisants dans tous les cas. La deuxième idée
s’appuie sur des méthodes d’approximation particulaire. Ces deux approches seront présentées
dans la suite de ce chapitre.
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2.2.3.1 Filtre de Kalman

En 1960, Rudolph Kalman a publié un algorithme permettant la résolution optimale des
équations de filtrage 2.26 et 2.31 en se basant sur l’hypothèse linéaire et gaussienne [KAL60,
GRE01]. Les équations du modèle d’état, supposées linéaires et les bruits, additifs gaussiens,
garantissent que la loi de probabilité conditionnelle soit également gaussienne.

Soit le système à temps discret, décrit par le modèle d’état linéaire suivant :

S =
{

Xk = FkXk−1 +Wk

Zk = HkXk +Vk

Avec Xk est le vecteur d’état observé par Zk à l’instant k. Fk et Hk sont les matrices de dynamique
et d’observation du système (supposées connues), Wk et Vk sont les bruits blancs gaussiens addi-
tifs de moyenne nulle et de matrices de covariance respectives Qk et Rk. Ces bruits sont supposés
indépendants, E[WkV T

k ] = 0.

L’idée est toujours la même. On détermine P(Xk | Z1:k) à partir de P(Xk−1 | Z1:k−1) en deux
étapes. Pour la prédiction : on calcule P(Xk | Z1:k−1) à l’aide de l’équation d’état. Pour la cor-
rection : on corrige la prédiction en tenant compte de la nouvelle observation Zk et de l’équation
d’observation.

L’algorithme de calcul qui en résulte est présenté sur la figure 2.3

initialisation

X̂0 = E[X0] R0 = Q0 = cov(X0)

prédiction

Prédiction de l’état X̂k|k−1 = FkX̂k−1

Covariance de l’erreur de prédiction Pk|k−1 = FkPk−1FT
k +Qt

correction

Correction de l’estimé X̂k = X̂k|k−1 +Kk(Zk −HkX̂k|k−1)
Covariance de l’erreur de l’estimation Pk = (I −KkHk)Pk|k−1

Gain du filtre Kk = Pk|k−1HT
k [HkPk|k−1HT

k +Rk]−1

FIG. 2.3 – Algorithme du filtre de Kalman

En dehors du cadre gaussien, le filtre de Kalman reste encore l’estimateur optimal dans la
classe des filtres linéaires. En revanche, dans le cas non linéaire, le filtre n’est plus optimal. La
prochaine section décrit une extension du filtre de Kalman nommée Filtre de Kalman Etendu
(EKF) utilisée pour contourner cette problématique.
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2.2.3.2 Filtre de Kalman Etendu

Le filtre de Kalman Etendu est la solution la plus directe au problème du filtrage non-linéaire
[FRA98]. Il ramène au cas linéaire du filtre de Kalman, en prenant un développement de Taylor
au premier ordre des équations du modèle autour de l’estimation courante. Le système d’état
non-linéaire S utilisé dans le EKF est donné par :

S =
{

Xk = fk(Xk−1)+Wk

Zk = hk(Xk)+Vk

La structure récursive du filtre est similaire à celle du filtre de Kalman linéaire, à laquelle vient
s’ajouter une étape de linéarisation des équations du modèle. L’algorithme du filtre de Kalman
étendu est représenté sur la figure 2.4 :

initialisation

X̂0 = E[X0] R0 = Q0 = cov(X0)

linéarisation

Fk = ∂ f (Xk)
∂Xk

∣∣∣
Xk=X̂k|k−1

et Hk = ∂h(Xk)
∂Xk

∣∣∣
Xk=X̂k|k−1

Avec Fk et Hk les matrices jacobiennes de fk et hk

prédiction

Prédiction de l’état X̂k|k−1 = fk(X̂k−1)
Covariance de l’erreur de prédiction Pk|k−1 = FkPk−1F T

k +Qt

correction

Correction de l’estimé X̂k = X̂k|k−1 +Kk(Zk −hk(X̂k|k−1))
Covariance de l’erreur de l’estimation Pk = (I −KkHk)Pk|k−1

Gain du filtre Kk = Pk|k−1H T
k [HkPk|k−1H T

k +Rk]−1

FIG. 2.4 – Algorithme du Filtre de Kalman Etendu

Remarque : Il existe d’autres extensions des filtres de Klaman du type étendu. On peut ci-
ter par exemple le filtre de Kalman Unscented qui utilise des sigma points pour une précision
d’ordre 3 de Taylor [JUL97], ou bien les filtres à dérivée numérique [NOR00] (DD1 et DD2)
qui utilisent les approximation de Stirling [WHI67], et une des plus intéressantes est la notion
de filtre de Kalman d’ensemble ("Ensemble Kalman Filter") proposé par [BUR98] utilisé dans
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le cadre de l’assimilation de données.

Dans le cas général, les équations du filtre 2.26 et 2.31 n’admettent pas de solution ex-
plicite. Dans la section suivante on introduira les bases d’une technique d’approximation dite
particulaire. Cette technique fait appel à la méthode de Monte Carlo que nous présentons dans
un premier temps.

2.2.3.3 Méthode de Monte-Carlo et échantillonnage d’importance

La méthode de Monte-Carlo correspond à toute méthode visant à calculer une valeur nu-
mérique, et utilisant des procédés aléatoires. Le nom de ces méthodes fait allusion aux jeux de
hasard pratiqués à Monte-Carlo. Les méthodes de Monte-Carlo sont particulièrement utilisées
pour calculer des intégrales en dimensions plus grandes que 1 (en particulier, pour calculer des
surfaces, des volumes, etc.). On considère la densité de probabilité P(x) d’une variable aléatoire
X à valeurs dans R

n, il s’agit d’approcher numériquement l’intégrale :

I =
∫

Rn
ϕ(x)P(x)dx (2.32)

Pour toute fonction ϕ(x) : R
n → R donnée.

L’idée est de donner une interprétation probabiliste à l’intégrale I . En l’occurrence cette
intégrale correspond à l’espérance I = E[ϕ(x)]. On considère un échantillon de taille N de la
loi de densité PX(x), ce qui correspond à N variables aléatoires X1, . . . ,XN indépendantes et
identiquement distribuées de loi de densité PX(x). L’intégrale I est alors approchée par :

I � I N =
1
N

N

∑
i=1

ϕ(Xi) (2.33)

La loi des grands nombres assure que, presque sûrement, cette approximation converge vers
E[ϕ(x)].

Avant d’introduire l’approximation particulaire du filtre non linéaire, essayons de com-
prendre ce que l’on entend par "approximation particulaire" d’une loi PX(x). L’approximation
2.33 est valide pour toute fonction ϕ. Il s’agit donc d’une approximation de la loi PX(x), en
effet :

P(x) � PN(x) =
1
N

N

∑
i=1

δx=Xi (2.34)

Ainsi PN(x) est une approximation particulaire de la loi P(x). Plus généralement, une approxi-
mation particulaire sera de la forme :
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P(x) � PN(x) =
N

∑
i=1

ωiδx=Xi (2.35)

avec ωi � 0 et ∑N
i=1 ωi = 1. L’avantage de ce genre d’approximation réside dans le fait que les

calculs d’intégrales sous cette loi sont très simples, en effet :

E[ϕ(x)]) =
∫

ϕ(x)P(x)dx �
∫

ϕ(x)PN(x)dx =
N

∑
i=1

ωiϕ(Xi) (2.36)

On cherche une approximation d’une loi P(x) donnée. Si on sait échantillonner selon P(x),
alors on utilise directement l’approximation 2.35. En revanche, si on ne sait pas échantillonner
selon P(x), on peut faire appel à une méthode dite d’échantillonnage d’importance. Supposons
que l’on sache échantillonner selon une loi P̃(x), appelée loi d’importance, telle que le support
de la densité d’importance P̃(x) couvre le support de la densité P(x). Il suffit alors de calculer
un échantillon de P̃(x) et de calculer les poids d’importance ωi, on à alors :

E[ϕ(x)]) =
∫

ϕ(x)P(x)dx =
∫

ϕ(x)
P(x)
P̃(x)

P̃(x)dx (2.37)

Si on dispose d’un N-échantillon X̃1:N de la loi P̃(x), alors :

E[ϕ(x)]) =
N

∑
i=1

ωiϕ(X̃ i)où

{
X̃1:N ∼i.i.d P̃(x)
ωi = P(x)

P̃(x)
(2.38)

L’échantillonnage d’importance consiste simplement à donner plus d’importance aux points les
plus cruciaux. Il possède de bonnes propriétés théoriques puisqu’il est asymptotiquement sans
biais et vérifie le théorème central limite [BAR88a].

1.2.3.4 Filtre Particulaire SIS

Le filtre particulaire repose sur une procédure dite SIS pour (Sequential Importance Sam-
pling). La SIS est une adaptation de l’échantillonnage d’importance appliqué dans le domaine
du filtrage statistique. La mise en oeuvre de la procédure SIS est simple, il faut choisir le nombre
de particules N et la probabilité qui va jouer le rôle de la densité d’importance : P̃(x0:k | Z1:k).
L’algorithme du filtre particulaire SIS est représenté dans la figure 2.5.

Le grand avantage du filtre particulaire SIS est qu’il est parallélisable, ce qui implique un
gain important de temps de calcul. Malheureusement les performances de ce filtre ne sont pas
toujours optimales. En pratique, il diverge souvent et ses performances dépendent du choix de
la densité d’importance [DOU00].
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initialisation

Génération de N-échantillon (x̃i
0), i = 1, . . .N selon la loi P̃(x0)

prédiction

Génération de N-échantillon (x̃i
k), i = 1, . . .N selon la loi P̃(x̃k | x̃0:k−1,z1:k)

mise à jour

Calcul des poids de pondération des particules : ωi
k = ωi

k−1
P(zk|x̃i

k)P(x̃i
k|x̃i

k−1)
P̃(x̃i

k|x̃i
0:k−1,z1:k)

pour i = 1, . . . ,N

Normalisation des poids : ω̃i
k = ωi

k

∑ j=1
N ω j

k

estimation

L’estimation dépendra de la fonction coût choisie (moyenne, maximum a posteriori, médiane)

Dans le cas d’un estimateur moyen on a :
L’estimé de l’état : x̂k = ∑N

i=1 ω̃i
kx̃i

k
L’erreur sur l’estimé : Pk = ∑N

i=1 ω̃i
k(x̃

i
k − x̂k)(x̃i

k − x̂k)T

FIG. 2.5 – Algorithme du Filtre Particulaire SIS

1.2.3.5 Filtre Particulaire SIR

Le filtre particulaire SIR (Particular Filter by Sampling Importance Resampling) est simi-
laire au filtre particulaire SIS utilisant l’échantillonnage séquentiel par importance, mis à part
l’ajout d’une étape de ré-échantillonnage par importance avant l’évolution vers l’instant suivant.
L’algorithme de ce filtre est représenté sur la figure 2.6.

Filtre Particulaire SIS
(figure 2.5)

ré-échantillonnage

Effectuer un tirage multinomial de N particules (x̃i
k, i = 1 . . .N) en fonction de leur poids ω̃1

k . . . ω̃N
k

Réinitialiser tous les poids à 1/N

FIG. 2.6 – Algorithme du Filtre Particulaire SIR
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2.3 Fusion d’informations par approche bayésienne

La fusion d’informations consiste à utiliser simultanément, plusieurs sources d’information
différentes, ou de réunir des données hétérogènes, pour obtenir une information de meilleure
"qualité". Ce concept existe dans l’estimation dynamique. En effet, le fait d’intégrer des mesures
obtenues à différents instants avec l’état du système est une fusion. La fusion de données offre
la possibilité d’augmenter la précision de l’estimation ainsi que la robustesse et la tolérance aux
erreurs. Cela est réalisé en exploitant la redondance dans l’information fournie par les différents
capteurs.
On conçoit aisément que la fusion multi-capteurs trouve des applications dans tous types de
domaines. De nombreuses approches théoriques (approche bayésienne, ensembles flous, théorie
de Dempster-Shafer, etc. [BAR88a, ZAD99, SHA76]) ont été formulées dans ce cadre. Par la
suite, on s’intéressera à la fusion d’information par filtrage statistique. L’objectif consiste à
obtenir une meilleure estimation de l’état Xk en utilisant un ensemble de mesures fournies par
N sources d’information : {

Xk = FkXk−1 +Wk

Z(i)
k = H(i)

k Xk +V (i)
k

Avec i = 1,2, . . . ,N. Les bruits des mesures V (i)
k sont des bruits blancs gaussiens additifs de

moyenne nulle et de matrice de covariance R(i)
k . Ces bruits sont considérés indépendants.

Il existe plusieurs architectures des systèmes de fusion : centralisée, distribuée, décentrali-
sée, hybride, séquentielle, etc. Différentes architectures de fusion sont exposées dans les sous-
sections suivantes.

2.3.1 Fusion centralisée

La fusion centralisée est caractérisée par un noeud de fusion global qui centralise l’ensemble

des informations disponibles[REY96]. Dans cette architecture de fusion, toutes les mesures Z (i)
k

sont dirigées vers une centrale de traitement unique. La figure 2.7 illustre, par un diagramme
simplifié, la structure de la fusion centralisée.

…

Fusion

Estimation

Mesure n°1 Mesure n°2 Mesure n° N

Mesure fusionnée

FIG. 2.7 – Architecture de fusion centralisée
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Les informations Z(i)
k fournies par les N capteurs permettent d’observer le même vecteur

d’état Xk. Leurs équations sont données par :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Z(1)

k = H(1)
k Xk +Vk(1)

Z(2)
k = H(2)

k Xk +V (2)
k

...

Z(N)
k = H(N)

k Xk +V (N)
k

Si on suppose que l’algorithme utilisé pour estimer l’état Xk est un filtre de Kalman 2.3,
alors il faut prendre en considération les différentes mesures. Ce qui implique que les équations
de correction du filtre deviennent :

correction

Correction de l’estimé X̂k = X̂k|k−1 +∑N
i=1 K(i)

k (Z(i)
k −H(i)

k X̂k|k−1)
Covariance de l’erreur de l’estimation Pk = (I −∑N

i=1 K(i)
k H(i)

k )Pk|k−1

Gain du filtre K(i)
k = Pk|k−1(Hi

k)
T [H(i)

k Pk|k−1(Hi
k)

T +R(i)
k ]−1

Le filtre de Kalman dans ce cas est dit centralisé car il traite simultanément toutes les me-
sures fournies par les N capteurs. On peut constater d’après la formule Pk que la covariance de
l’état diminue quand le nombre de capteurs augmente.

Une deuxième approche peut être utilisée pour réaliser la fusion centralisée des mesures.
Elle consiste à fusionner toutes les mesures disponibles en une mesure simple avant de la fournir
à l’étape de correction. Figure 2.8

Prédiction Correction

Fusion

FIG. 2.8 – Fusion de mesures centralisée

La mesure est ainsi obtenue par une somme pondérée des N mesures, supposées indépen-
dantes. Les poids de pondération sont les variances inversées et normalisées :
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Zf ,k = [
N

∑
i=1

(R(i))−1]−1[
N

∑
i=1

(R(i))−1Z(i)
k ] (2.39)

Dans le cas où les mesures sont corrélées, la variance de Z f ,k est définie par :

σ2 =
n

∑
i=1

α2
i σ2

i +
n

∑
i=1

∑
j 	=i

2σi jαiα j (2.40)

σi j est la covariance des mesures Z(i)
k et Z( j)

k . Le problème posé est la définition des coef-
ficients αi qui minimisent la variance de Z f , j. On recherche la valeur des coéfficients αi qui
minimisent l’expression 2.40 sous la contrainte que leur somme soit égale à 1. On utilise pour
cela la méthode des multiplicateurs de Lagrange [KAC04]. On considère la fonction :

f (α1,α2, . . . ,αn) = σ2 +L(α1 +α2 + · · ·+αn −1) (2.41)

L est un multiplicateur inconnu. On annule les dérivées partielles de la fonction f :

∂ f (α1,α2, . . . ,αn)
∂αi

= 0 (2.42)

Ce qui nous conduit ainsi à résoudre un système de (n +1) équations à (n +1) inconnues.
α1,α2, . . . ,αn et L : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ f (..)
∂α1

= 2α1σ2
1 +2∑n

j=2 α jσ1 j +L = 0
...
∂ f (..)
∂αi

= 2αiσ2
i +2∑n

j=1, j 	=i α jσi j +L = 0
...
∂ f (..)
∂αn

= 2αnσ2
n +2∑n−1

j=1 α jσn j +L = 0

∑n
i=1 αi = 1

Pour trouver la solution de ce système d’équations linéaires, on utilise une méthode de réso-
lution numérique (methode de Gauss-Seidel). Pour exprimer les coefficients αi en fonction des
valeurs de variance et covariance, on utilise une méthode de résolution analytique (substitution).

La structure de fusion centralisée permet bien souvent une mise en oeuvre plus simple que
dans les autres structures. Cependant elle a deux inconvénients. D’une part, elle requiert une
charge de calcul importante pour traiter la grande quantité d’informations brutes. D’autre part,
elle est très vulnérable en terme stratégique : un simple dysfonctionnement du noeud de fusion
paralyse totalement le système.
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2.3.2 Fusion distribuée

La structure de fusion distribuée propose d’associer à chaque mesure un estimateur respec-
tif [DWS01, GAO02]. La fusion est effectuée sur les estimations délivrées par les filtres et non
pas sur les mesures. L’avantage de cette structure est sa capacité d’implémentation en parallèle
[SRS01]. La charge de calcul est répartie sur l’ensemble des unités de traitement et par consé-
quent, soulage le noeud de fusion qui n’intègre que le minimum d’informations. La figure 2.9
illustre, par un diagramme simplifié, la structure de fusion distribuée.

Unité de traitement
n°1

…

Fusion

Estimation

Mesure n°1

Unité de traitement
n°2

Mesure n°2
…

Unité de traitement
n° N

Mesure n° N

Estimation locale
n°1

Estimation locale
n°2

Estimation locale
n° N

FIG. 2.9 – Architecture de fusion distribuée

La méthode la plus utilisée dans la littérature pour la fusion distribuée est l’algorithme de
fusion track-to-track proposé par Bar Shalom [BAR88b]. Elle consiste à estimer l’état X̂ f ,k et

sa covariance Pf ,k à partir des estimations X̂ (i)
k et des covariances P(i)

k (i = 1;2, . . . ,N) des filtres
statistique associés aux N capteurs. On suppose que les mesures fournies par les capteurs sont
indépendantes. On montre que les états estimés sont corrélés [BAR81].

On représente sur la figure 2.10 l’algorithme track-to-track dans le cas de deux capteurs.
Dans ce cas, l’estimation fusionnée X̂ f ,k est obtenue par une somme pondérée des deux

estimations corrélées :

X̂ f ,k = X̂ (1)
k +

P(F)
k −P(12)

k

P(1)
k +P(2)

k −P(12)
k −P(21)

k

(X̂ (2)
k − X̂ (1)

k ) (2.43)

Où P(i)
k représente la matrice de covariance de l’estimation X̂ (i)

k . P(12)
k = (P(21)

k )T est la

covariance entre X̂ (1)
k et X̂ (2)

k . La matrice de covariance est calculée avec l’équation récursive
suivante :
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Prédiction Correction

Capteur 2

Prédiction Correction

Capteur 1

F
U
S
I
O
N

FIG. 2.10 – Algorithme de la fusion track-to-track

P(12)
k = (I −K(1)

k H(1)
k )Fk−1P(12)

k−1 FT
k−1(I−K(2)

k H(2)
k )T +(I −K(1)

k H(1)
k )Qk−1(I−K(2)

k H(2)
k )T(2.44)

K(i)
k est le gain du filtre de Kalman du capteur i à l’instant k. L’expression de la matrice de

covariance Pf ,k est donnée par :

Pf ,k = P(1)
k +

P(1)
k −P(12)

k

P(1)
k +P(2)

k −P(12)
k −P(21)

k

(P(2)
k −P(1)

k ) (2.45)

L’avantage de l’algorithme track-to-track est qu’il prend en compte la corrélation entre les
bruits de modèles [BAR81][SAH96]. De plus la covariance Pf ,k est plus faible que les cova-

riances P(1)
k et P(2)

k .

L’algorithme track-to-track a été généralisé pour N capteur [BAR01]. Soit, X̂ (i)
k l’estimation

de taille n obtenue par le filtre de Kalman utilisant le capteur i, et soit X̂ f ,k le vecteur d’état fu-
sionné qui suit une distribution gaussienne de matrice de covariance Pf ,k. Le logarithme négatif

de la fonction de vraisemblance P(X̂ (1)
k , X̂ (2)

k , . . . , X̂ (N)
k /X̂ f ,k) est donné par :

−ln(P(X̂ (1)
k , . . . , X̂ (N)

k /Xf ,k)) = c+ 1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

X̂ (1)
k

X̂ (2)
k
...

X̂ (N)
k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦−

⎡⎢⎢⎢⎣
I
I
...
I

⎤⎥⎥⎥⎦X (F)
k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
T

P−1
k

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

X̂ (1)
k

X̂ (2)
k
...

X̂ (N)
k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦−

⎡⎢⎢⎢⎣
I
I
...
I

⎤⎥⎥⎥⎦Xf ,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(2.46)
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Où I est la matrice identité de taille n∗n. P(X̂k) est la matrice de covariance définie par :

Pk =

⎡⎢⎢⎢⎣
P(1)

k P(12)
k . . . P(1N)

k

P(21)
k P(2)

k . . . P(2N)
k

. . . . . . . . . . . .

P(N1)
k P(N2)

k . . . P(N)
k

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.47)

Les matrices d’inter-covariance entre deux états estimés sont calculées à partir de l’équation
récursive 2.44. L’estimateur du maximum de vraisemblance de X̂ f ,k est défini par :

X̂ f ,k = (IT P−1
k I)−1IT P−1

k X̂k (2.48)

où X̂k = [X̂ (1)
k , X̂ (2)

k , . . . , X̂ (N)
k ]T et I est une matrice identité de taille N ∗N. Pf ,k la matrice de

covariance de l’état estimé X̂ f ,k est donnée par :

Pf ,k = (IT P−1
k I)−1 (2.49)

Remarque : Il existe d’autres structures de fusion distribuée. On peut citer par exemple l’al-
gorithme MTF (Modified Track-to-track Fusion) [GAO02] dans lequel l’estimation fusionnée
est utilisée pour prédire l’état X̂k|k−1 commun aux N capteurs, ou aussi l’algorithme TFP (al-
gorithm with fused Prediction) [GAO02] dans lequel on utilise deux opérateurs de fusion : un
pour fusionner les prédictions, et le deuxième pour fusionner les estimations.

La fusion distribuée possède un ensemble non négligeable d’inconvénients. Elle conserve sa
nature centralisée, à savoir qu’elle fonctionne grâce à une unité centrale de traitement vitale au
bon fonctionnement du système. Le second inconvénient concerne le problème de corrélations
entre les différents estimateurs locaux.

2.3.3 Fusion décentralisée

Une structure de fusion décentralisée [DWS01, GAO02, GRO02] peut être définie comme
un réseau de capteurs dont chaque élément possède sa propre unité de traitement. Elle se dis-
tingue des structures centralisées par le fait qu’elle ne s’appuie ni sur l’utilisation d’un noeud
global de fusion, ni sur un système de communication spécifique. L’opération de fusion est
réalisée localement à partir des informations issues de chaque capteur local et des estimations
provenant des noeuds voisins. La fusion décentralisée est caractérisée par trois contraintes :

– il n’y a pas de noeud central de fusion, ce qui rend le réseau robuste aux dysfonctionne-
ments locaux ;

– il n’y a pas de structure de communication commune, les noeuds sont reliés point-à-point ;
– les noeuds n’ont aucune connaissance globale de la structure du réseau, chaque noeud est

connecté à ses voisins dont il obtient des informations.
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Capteur n°3

Capteur n°1

Unité de traitement
n°4

Capteur n°4

Capteur n°2

Unité de traitement
n°2

Unité de traitement
n°1

Unité de traitement
n°3

FIG. 2.11 – Exemple d’architecture de fusion décentralisée point-à-point

Il existe trois architectures de fusion décentralisée : point-à-point, en bus et en anneau. On
représente, comme exemple, l’architecture point à point sur la figure 2.11.

Le modèle mathématique utilisé pour la fusion décentralisée repose sur le formalisme du
filtrage de Kalman et sur la théorie de l’information. Dans ce cadre, les équations du filtre de
Kalman sont reformulées en termes de quantité d’information. On considère le vecteur d’état Xk

observé par N capteurs. Chaque capteur fournit une mesure Zi
k telle que i = 1, . . . ,N. Ce filtre

est nommé filtre d’information. Dans ce filtre, la covariance et l’état estimé sont respectivement
remplacés par la matrice d’information et le vecteur d’information. Ils sont définis par :

Ŷk = P−1
k X̂k (2.50)

Uk = P−1
k (2.51)

De même, la covariance et l’état prédits ont les formes d’information équivalentes, définies
par :

Ŷk|k−1 = P−1
k|k−1X̂k|k−1 (2.52)

Uk|k−1 = P−1
k|k−1 (2.53)

L’information liée à une observation peut être modélisée sous la forme suivante :
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Ik = HT
k R−1

k Hk (2.54)

ik = HT
k R−1

k Yk (2.55)

On note i(i)k et I(i)
k les informations fournies par chaque capteur à leur environnement. On

peut alors construire une estimation de l’état fusionné en chaque capteur à partir des équations
suivantes :

Ŷk = Ŷk|k−1 +
N

∑
i=1

i(i)k (2.56)

Uk = Uk|k−1 +
N

∑
i=1

I(i)
k (2.57)

Les informations i(i)k ne sont pas corrélées et leur somme constitue la quantité d’informations
dont on dispose sur l’état à estimer. Dans cette approche, la fusion des données est reportée sur
chaque noeud de traitement qui additionne la quantité d’informations dont il dispose.

2.4 Segmentation des signaux

2.4.1 Notion de stationnarité

Un processus aléatoire est dit strictement ou fortement stationnaire si la loi de probabilité
des variables aléatoires le constituant n’évolue pas au cours du temps. D’où cette définition de
la stricte stationnarité (ou stationnarité au sens fort) suivante :

Définition 1 : Un processus temporel aléatoire (xt , t ∈ Z) est dit strictement ou fortement
stationnaire si ∀ n-uplet du temps t1 < t2 < · · · < tn, tel que ti ∈ Z et pour tout temps τ ∈ Z, ∀i,
i = 1, . . . ,n, la suite (t1+τ, . . . , tn+τ) a la même loi de probabilité que la suite (t1, . . . , tn).

Une façon équivalente de définir la stationnarité forte (ou stationnarité stricte) est donnée
par :

Définition 2 : Un processus est dit stationnaire au sens strict si, pour toutes valeurs j1; j2; . . . ; jn
la distribution jointe de la suite (xt ;xt+ j1; . . . ;xt+ jn) dépend uniquement des intervalles de temps
j1; j2; . . . ; jn et est indépendante de la période t.

Dans la pratique, on se limite généralement à l’utilisation de la notion de stationnarité du
second ordre :

Définition 3 : Un processus temporel aléatoire (xt , t ∈ Z) est dit stationnaire au second
ordre, ou faiblement stationnaire si les conditions suivantes sont satisfaites :
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– ∀t ∈ Z,E(x2
t ) < inf

– ∀t ∈ Z,E(xt) = m, indépendant de t

– ∀(t,τ) ∈ Z
2,cov(xt ,xt+τ) = E[(xt+τ −m)((xt −m)] = γ(τ), indépendamment de t.

La première condition E(x2
t ) < inf signifie simplement l’existence (ou la convergence) des

moments d’ordre deux. La deuxième condition ∀t ∈Z,E(xt) = m signifie que les variables aléa-
toires xt doivent avoir la même espérance quelque soit le temps t. Enfin, la troisième condition
porte sur les moments d’ordre deux résumés par la fonction d’autocovariance. Cette condition
implique que ces moments doivent être indépendants de la date considérée et ne doivent dé-
pendre Mque de l’ordre des retards. Autrement dit, la fonction d’autocovariance du processus
xt doit être indépendante du temps.

Nous représentons sur la figure 2.12, une réalisation d’un processus (xt , t ∈ Z) présentant
une rupture de moyenne à partir de l’instant r = 50.
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FIG. 2.12 – Exemple d’estimation de rupture

Ce processus est par définition non stationnaire car la condition sur le moment d’ordre un
n’est pas vérifiée et on remarque bien sur la figure 2.12 que le calcul de la moyenne empirique
dépendra de l’échantillon considéré (avant r ; ou après r) : la non stationnarité dans ce cas est
provoquée par une rupture du modèle. On représente sur cette figure la moyenne estimée par
un filtre de Kalaman et la moyenne estimée par un filtre qui intègre un estimateur de la rupture.
On remarque que le filtre qui intègre un estimateur de ruptures fournit une estimation de la
moyenne qui suit plus fidèlement le processus.
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Il existe d’autres sources de non stationnarité. On peut citer par exemple le processus que
l’on qualifie de marche aléatoire pure (Random Walk Process), ou marche aléatoire sans dérive,
la non stationnarité dans ce cas est de type stochastique car elle est due à l’accumulation de
bruits stochastiques.

Formulation du problème de détection de ruptures

Considérons un signal x constitué d’une succession de segments homogènes, de caractéris-
tiques constantes ou lentement variables, séparé par des transitions brutales où les caractéris-
tiques du signal changent rapidement. Le problème de détection des ruptures consiste à détecter
si une rupture a eu lieu dans le signal observé x et à estimer son instant r, ainsi que son ampli-
tude. Ce problème peut être traduit par un test d’hypothèse.

Si le changement intervient sur les paramètres, le problème s’appelle dans ce cas problème
de test d’hypothèse paramétrique. En effet, supposons que nous disposons d’une suite d’obser-
vations x1,x2, . . . ,xn (suite de réalisations indépendantes X ) qui, jusqu’à l’instant de la rupture
r, suit une densité de probabilité P(X/H0) (de paramètre θ0) et ensuite suit une autre densité
de probabilité P(X/H1) (de paramètre θ1). Pour détecter un éventuel changement dans le para-
mètre θ , nous pourrons procéder, à chaque instant, au test d’hypothèse suivant :

H0 : θ = θ0, pour 1 ≤ i ≤ n (2.58)

Contre :

H1 :

{
θ = θ0, pour 1 ≤ i ≤ r
θ = θ1, pour r +1 ≤ i ≤ n

(2.59)

La plupart des algorithmes de détection de ruptures reposent sur la somme de logarithmes
de rapports de vraisemblance [BOR99, BAS93]. Le logarithme du rapport de vraisemblance est
défini par :

S(x1,x2, . . . ,x j) =
P(X/H1)
P(X/H0)

(2.60)

En général c’est le test de Neyman-Pearson qui est utilisé pour différencier les hypothèses. Pour
ce test on considère un échantillon de taille M, que l’on va décomposer en plusieurs échantillons
de taille N avec N ≤ M. On prend alors la somme des logarithmes du rapport de vraisemblance
comme suit :

SN
k =

k.N

∑
i=(k−1).N+1

Si (2.61)

avec
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Si = log
P(xi/H1)
P(xi/H0)

(2.62)

Le test de Neyman-Pearson utilise la règle de décision suivante :

dk =
{

0 si SN
k < λ

1 si SN
k ≥ λ (2.63)

λ est un seuil choisi de façon que la probabilité de fausse alarme soit égale à une valeur fixée
par les besoins de l’application.

L’instant de la rupture r est donné par :

r = N.min{k ≥ 1 : dk = 1} (2.64)

Ces algorithmes de détection sont caractérisés en général par deux paramètres :

– la probabilité de fausse alarme ;
– la probabilité de détection.

Il a été prouvé que cet algorithme est optimal dans le sens qu’il maximise la probabilité de
détection pour une probabilité de fausse alarme donnée. Cette propriété est connue sous le nom
d’optimalité au sens de Neyman-Pearson [BAS93].

Certains de ces algorithmes d’estimation des ruptures se préoccupent uniquement de détec-
ter la rupture avec un retard. D’autres affinent la position de la frontière de la rupture trouvée
en estimant, après détection, l’instant auquel la rupture s’est produite. Finalement, il existe des
techniques qui vont jusqu’à estimer les paramètres caractérisant le signal avant et après la rup-
ture. La plupart de ces algorithmes s’appuient sur une modélisation d’état du problème. Les
ruptures peuvent se trouver soit au niveau de l’équation du modèle, soit au niveau de l’équation
d’observations. Elles sont modélisées soit par :

{
Xk = F Xk−1 + Wk+ ν δr,k

Zk = H Xk + Vk
(2.65)

soit par :

{
Xk = F Xk−1 + Wk

Zk = H Xk + Vk+ ν δr,k
(2.66)

où
– Xk est le vecteur d’état, observé par Zk à l’instant k,
– Fk , Hk sont les matrices de dynamique et d’observation du système (supposées connues),
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– Wk,Vk sont les bruits blancs gaussiens additifs de moyenne nulle et de matrice de cova-
riance respectives Qt ,Rt . Ces bruits sont supposés indépendants,

– δr,k est le le symbole de Kronecker qui représente une impulsion à l’instant r,
– ν est le vecteur représentant l’amplitude du changement.

Dans la suite, on réalise la description d’algorithmes de détection de rupture dans le cas
d’une rupture dans le modèle. On va présenter l’algorithme de somme cumulée (CUSUM :
Cumulative Sum) et l’algorithme du rapport de vraisemblance généralisé (GLR : Generalized
Likelihood Ratio) utilisé dans le cas où les paramètres de la rupture sont inconnus.

2.4.2 Détecteur de ruptures somme cumulée : CUSUM

L’algorithme du CUSUM a été introduit en 1945 par Page [PAG54]. Il est utilisé pour dé-
tecter un changement de paramètres dans une suite d’observations indépendantes. C’est encore
aujourd’hui un algorithme très utilisé sous sa forme initiale, c’est à dire sous l’hypothèse d’in-
dépendance des observations, pour des systèmes dynamiques, en contrôle de qualité ou autre.

Le fonctionnement de l’algorithme CUSUM peut être défini de la manière suivante : à
chaque instant n, on cherche un changement de paramètre aux instants r compris entre 1 et
n. L’idée du CUSUM est de construire pour toutes les valeurs k comprises entre 1 et n un rap-
port de vraisemblance entre deux hypothèses. Il n’y a pas eu de changement (hypothèse H0) et
il y a eu un changement avant l’instant courant (hypothèse H1). Le logarithme du rapport de
vraisemblance entre ces deux hypothèses s’écrit :

log
Pk(x1, . . . ,xk/H1)
P(x1, . . . ,xk/H0)

= log
∏k−1

i=1 P(xi/H0).∏n
i=k P(xi/H1)

∏n
i=1 P(xi/H0)

(2.67)

= log
∏n

i=k P(xi/H1)
∏n

i=k P(xi/H0)
(2.68)

=
n

∑
i=k

log
P(xi/H1)
P(xi/H0)

(2.69)

L’intérêt de cette somme est qu’elle change de signe en moyenne après l’instant de la rup-
ture. On calcule ce rapport pour k = 1, ...,n, et on obtient l’écriture du test gn de l’algorithme
CUSUM :

gn = max
1�k�n

n

∑
i=k

log
P(xi/H1)
P(xi/H0)

(2.70)

Les valeurs de gn vérifient les propriétés suivantes :
– sous l’hypothèse H0 les incréments log(p(xi/H1)/p(xi/H0)) sont en moyenne négatifs,

ce qui implique que gn a tendance à être négatif,
– sous l’hypothèse H1 les incréments log(p(xi/H1)/p(xi/H0)) sont en moyenne positifs ce

qui implique que gn a tendance à être positif et croissant.
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L’instant de la rupture est ainsi défini de la façon suivante :

r = in f{n : gn � λ} (2.71)

C’est le premier instant où gn franchit le seuil λ. Ce seuil est fixé au préalable.
Cet algorithme est de faible complexité, car gn peut être calculé de manière récursive.

gn =

(
gn−1 + log

P(xn/H1)
P(xn/H0)

)+

(2.72)

où (x)+ = max(x,0)

Le cas le plus fréquent de détection de changement est le cas où les paramètres de chan-
gement sont inconnus, c’est-à-dire qu’il faut, en plus de l’instant de changement, estimer la
dynamique du saut. Dans le paragraphe suivant nous présentons un des algorithmes les plus
utilisés dans ce cas : l’algorithme de vraisemblance généralisé (GLR).

2.4.3 Estimateur de rupture Kalman GLR

L’algorithme GLR permet de détecter et d’estimer en ligne les instants et les amplitudes des
ruptures. Le GLR repose sur le filtre de Kalman, il permet d’estimer les paramètres caracté-
ristiques du signal avant et après la rupture. Le GLR utilise l’idée que tout changement (saut,
rupture) au niveau du modèle ou d’observations d’un système linéaire peut se traduire par un
saut de moyenne sur l’innovation du filtre de Kalman associé au modèle sans rupture. La procé-
dure de détection est de type rapport de vraisemblance généralisé. L’algorithme GLR comprend
un filtre de Kalman, un détecteur de saut, un estimateur de l’instant r et de l’amplitude ν du
saut. Quand un saut est détecté il y a une procédure de réactualisation du filtre de Kalman. Les
traitements sont réalisés en ligne et de manière récursive, sauf l’estimation de l’instant du saut
qui est obtenu par recherche exhaustive du maximum du détecteur dans un intervalle de lon-
gueur M. C’est pour cette raison que le GLR est dit de type M.

Supposons une rupture dans le modèle d’évolution du processus, de dynamique νr, située
à la position r. L’expression de l’estimation X̂k|k à l’instant k tel que k ≥ r peut se décomposer
en :

X̂k = X̂0
k +ρk,r(ν) (2.73)

Dans cette expression, X̂0
k est l’estimation obtenue sans prendre en considération la rupture.

ρk,r(ν) est une fonction de ν qui représente la différence entre X̂0
k et l’estimation qu’on devrait

trouver si on considèrait qu’une rupture s’était déjà produite.

On prend la matrice de dynamique et d’observation égalent 1, (H = F = 1), on peut montrer
que :
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ρk,r(ν) = νρk,r = ν
k

∏
i=r+1

Pi

Pi−1 +Q
(2.74)

On introduit alors l’innovation, εk, qui correspond à la différence entre la mesure et la pré-
diction fournie à cet instant par le filtre de Kalman X̂k|k−1 2.3. On définit alors le test d’hypothèse
suivant :

– hypothèse H1 : en présence d’une rupture de dynamique νr à la position r dans le modèle,
on a :

εk ∼ N(νρk,r,Pεk) (2.75)

– hypothèse H0 : en absence de rupture dans le modèle, on a :

εk ∼ N(0,Pεk) (2.76)

Pεk est la matrice de covariance de l’erreur sur l’innovation.
La détection d’un saut repose sur le rapport de vraisemblance l(k,r) donné par la formule

suivante :

l(k,r) = −2log
∏k

i=r P(εi|H1)

∏k
i=r P(εi|H0)

(2.77)

Ce qui implique :

l(k,r) = 2νT
k

∑
i=r

ρk,iP
−1
εk

εi −νT
k

∑
i=r

ρT
k,iP

−1
εk

ρk,iν (2.78)

On pose :

d(k,r) =
k

∑
i=r

ρk,iP
−1
εk

εi (2.79)

C(k,r) =
k

∑
i=r

ρT
k,iP

−1
εk

ρk,i (2.80)

On a alors :

l(k,r) = 2νT d(k,r)−νTC(k,r)ν (2.81)

L’estimateur de l’amplitude du saut est obtenu en maximisant l’expression suivante :
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ν̂k = C(k,r)−1d(k,r) (2.82)

Le logarithme du rapport de vraisemblance généralisé pour un r fixé est alors obtenu en
remplaçant l’amplitude par son estimateur :

l(k,r) = d(k,r)TC(k,r)−1d(k,r) (2.83)

r est estimé en recherchant le maximum de l(k,r) dans une fenêtre de longueur M :

r̂k = argmax
t−M+1�r�t

l(t,r) (2.84)

L’estimation de ν devient :

ν̂k = C(k, r̂k)−1d(k, r̂k) (2.85)

La règle de décision peut alors s’écrire sous la forme suivante :

l(k,r) = ν̂k
TC(k, r̂k)ν̂k

H0
>

<
H1

λ (2.86)

Après la détection d’une rupture, l’algorithme GLR procède à une réactualisation du filtre.
La procédure consiste à réactualiser l’estimation des variables d’état et la covariance d’erreur
d’estimation de l’état. La réactualisation est donnée par :

X̂k,r = X̂0
k + ν̂k ρk,r̂k

(2.87)

soit encore :

X̂k,r = X̂0
k + ν̂k

k

∏
i=r̂k+1

Pi

Pi−1 +Q
(2.88)

P̂k,r = var(X̂k,r) (2.89)

= var
(

X̂0
k + ν̂k ρk,r̂k

)
(2.90)

= P̂0
k +ρk,r̂k

(C(k, r̂k))−1
k

∑
i=r̂k

ρk,i (2.91)

Sur la figure 2.12 on représente la différence entre les résultats obtenus par un filtre de
Kalman classique et un algorithme GLR appliqué à l’estimation de la valeur moyenne d’un
processus.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une introduction à l’estimation et au filtrage statis-
tique défini dans un cadre bayésien. Nous avons introduit les différents concepts utilisés en
fusion d’informations. Finalement nous avons posé le problème de l’estimation des processus
non stationnaires et des estimateurs de rupture ont été présentés.

Aujourd’hui les problèmes de recherche dans le domaine du filtrage bayésien portent princi-
palement sur l’estimation dans le cas non linéaire. La détection de rupture est aussi un problème
non linéaire qui fait l’objet de nombreux travaux de recherche. Finalement, en fusion d’infor-
mation, c’est la recherche de nouveaux opérateurs de fusion qui est étudiée dans le cadre des
probabilités généralisées.

Ce travail de thèse s’inscrit dans les thèmes de recherche étudiés aujourd’hui. En effet, en
fusion d’informations, deux approches permettent d’améliorer les performances des estima-
teurs : l’introduction d’une information a priori sur le paramètre à estimer, et la fusion des
observations du paramètre à estimer. Dans le cas de l’étude des processus non stationnaires,
nous proposons dans le chapitre 3 un estimateur de ruptures de pente qui intègre une informa-
tion a priori imprécise sur les paramètres du signal. Nous proposons aussi dans ce chapitre un
opérateur de fusion des mesures qui intègre une information a priori sur le paramètre à estimer.
Concernant l’étude des processus non linéaires, les travaux présentés au chapitre 4 portent sur
la définition de filtres et opérateurs de fusion pour les données circulaires. Dans cette approche
originale, nous proposons de redéfinir un filtre bayésien et un opérateur de fusion en utilisant
les distributions statistiques utilisées dans le domaine circulaire. Les méthodes proposées dans
cette thèse sont appliquées à la fusion des voies pilote et données du signal GPS L2C.
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Chapitre 3

Estimation détection conjointes par un
opérateur de fusion non linéaire

3.1 Introduction

Dans ce travail on réalise l’étude et la mise en oeuvre d’un détecteur de ruptures en ligne. Le
détecteur proposé réalise l’estimation des paramètres du processus observé et la détection des
ruptures de pentes dans le processus. Il s’appuie sur la fusion non linéaire des observations ob-
tenues à partir de deux sources indépendantes et sur l’apport d’une information a priori sur la
valeur de la rupture de pente à détecter.

En effet, on peut montrer que l’évolution des valeurs du discriminant "Early minus Late" de
la boucle de poursuite de code DLL du signal GPS peut être modélisée par un processus linéaire
par morceaux. Ce processus est observé au travers des mesures de discriminant obtenues sur la
voie données et la voie pilote quand la DLL fonctionne en boucle ouverte. Dans un récepteur
GPS, la boucle de poursuite de la porteuse fonctionne en général en parallèle avec la boucle de
poursuite du code. Dans notre approche, nous utilisons la fréquence Doppler et la puissance du
signal estimés par les boucles de phase et de fréquence PLL et FLL comme information a priori
utilisée par la boucle DLL. On déduit de ces estimations une valeur a priori de la dynamique
(amplitude) de rupture de pente qui est utilisée par la boucle de code pour segmenter le signal.

En fusion d’informations, il existe dans le cas centralisé deux approches permettant d’amé-
liorer les performances des estimateurs. L’introduction d’une information a priori sur le pa-
ramètre à estimer et la fusion des observations du paramètre à estimer. Dans le cas Bayésien
les estimateurs sont souvent construits à partir de la distribution a posteriori, et c’est la loi a
priori qui modélise l’information a priori sur le paramètre à estimer. De manière générale, on
introduit dans les estimateurs MAP ( Maximum a posteriori) une loi a priori définie par une
distribution et des hyper paramètres pour modéliser l’information a priori. On peut citer comme
exemple le filtrage d’état où la loi a priori est définie par la prédiction sur le paramètre à estimer
calculée avec l’équation d’état. Les opérateurs de fusion d’un ensemble de mesures fournies par
un ensemble de capteurs sont des estimateurs du maximum de vraisemblance. Ils sont réalisés
en pratique sous la forme d’une somme pondérée dont les coefficients sont obtenus à partir des
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paramètres statistiques des distributions qui modélisent le bruit sur les mesures. Ces opérateurs
de fusion sont notés opérateurs de fusion linéaire dans la suite du chapitre. On montre que l’on
peut définir les coefficients de cette somme pondérée pour un nombre quelconque de capteurs
ayant des mesures corrélées [KAC04][SHI06]. Dans ce cas la fusion sera d’autant plus perfor-
mante (Variance faible du paramètre estimé avec l’opérateur de fusion) que la corrélation entre
les observations sera faible.

Dans ce chapitre nous réalisons d’abord, l’étude et la mise en oeuvre d’un détecteur de
ruptures de pente par fusion linéaire, qui intègre une information a priori sur la dynamique
(amplitude) de la rupture [AZM10]. L’estimateur de rupture de stationnarité proposé s’appuie
sur une modélisation d’état. Il est composé d’un filtre qui estime l’état du système à partir des
mesures fusionnées et d’un détecteur de ruptures qui estime la position et la dynamique de la
rupture. Quand une rupture est détectée, l’état estimé est réactualisé avec les paramètres de la
rupture (position,dynamique) pour que le processus estimé reste stationnaire. Dans cette partie,
notre apport réside dans la définition d’un détecteur de ruptures qui intègre une information a
priori sur la dynamique de la rupture de pente.
Nous présentons ensuite un opérateur de fusion non-linéaire des observations. Cet opérateur
de fusion est défini à partir de l’opérateur classique du maximum de vraisemblance et d’une
information a priori. Il n’est pas construit à partir de la distribution a posteriori, mais à partir
d’un processus non linéaire de sélection ; transformation qui a pour but de diminuer la corré-
lation entre les observations fusionnées. Cet opérateur est utilisé par le détecteur de ruptures
par fusion non linéaire pour l’estimation des ruptures de pente. Dans cette partie, notre apport
consiste à proposer et la définition de ce nouvel opérateur de fusion.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Le chapitre commence par uUne introduction
ensuite nous présentons dans une deuxième partie un algorithme de détection de rupture de
pente basé sur l’opérateur de fusion linéaire (somme pondérée) et l’apport d’information a
priori. La troisième partie concerne l’étude et la mise en oeuvre d’un opérateur de fusion non
linéaire. La définition du détecteur de ruptures utilisant l’opérateur de fusion non linéaire est
présentée dans la quatrième partie. La cinquième partie est consacrée à l’expérimentation dans
laquelle les différents détecteurs de ruptures proposés seront évalués et comparés.

3.2 Détection de rupture de pente par fusion linéaire

3.2.1 Position du problème

Dans ce travail on souhaite d’une part déterminer les ruptures de pente dans un processus
linéaire par morceaux. On présente sur la figure 3.1 une réalisation de ce processus superposé à
sa valeur moyenne. Ce signal représente l’évolution du discriminant de code "Early minus late"
quand la DLL fonctionne en boucle ouverte (figure de gauche : c’est à dire, sans que le code
local soit recalé). Dans notre approche on souhaite recaler le code local sur le code du signal
reçu lorsque le discriminant est maximal. On présente sur la figure 3.1 l’évolution linéaire par
morceaux du discriminant quand il est recalé à l’instant où il a atteint sa valeur maximale (figure
de droite : lorsque la boucle DLL est refermée à l’instant du maximum du discriminant).
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D’autre part on souhaite estimer les valeurs de discriminant avant la rupture. En effet, c’est
à partir des valeurs de discriminant que les délais du code local et les pseudo distances sont
estimés. On présente dans la suite un détecteur de ruptures de pente pour l’estimation des valeurs
du discriminant et la détection de son maximum. L’implémentation de ce détecteur pour la
poursuite du signal GPS sera présentée au chapitre 5.
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FIG. 3.1 – Evolution du discriminant en boucles ouverte et fermée

Dans notre approche on suppose que l’on a comme information a priori les valeurs approxi-
matives des pentes du processus, calculées à partir de la fréquence Doppler et de la puissance
du signal reçu. En effet dans un récepteur GPS la boucle de poursuite de la fréquence, qui fonc-
tionne en parallèle avec la boucle de poursuite du code, fournit une estimation de la fréquence
Doppler et de la puissance du signal. De plus dans notre application, on réalise la poursuite du
code simultanément sur la voie pilote sans message de navigation et un voie de données avec
message de navigation du signal GPS L2C. On dispose donc de deux mesures bruitées du dis-
criminant que nous proposons de fusionner.

Considérons deux processus non stationnaires de type déterministe pour décrire les mesures
du discriminant en boucle fermée (figure 3.1 de droite). Ces processus sont décrits par une

variable aléatoire Z(l)
k ayant une distribution gaussienne de variance R(l). Z(1) est le processus

associé à la voie pilote du signal L2C et Z(2) est celui associé à la voie données. L’évolution de
ces processus est linéaire par morceaux. Considérons alors la série temporelle suivante, définie
dans chaque segment linéaire.

Z(l)
k = ai (k− ti−1)+ηZ(l)

k ti−1 +1 ≤ k ≤ ti et l ∈ {1,2}, (3.1)

ti est le iième instant de rupture du processus. ai est la pente dans l’intervalle [ti−1 ti], On
suppose que l’on dispose d’une information a priori sur la pente ai fournie par une source
externe (Boucle FLL). Cette information a priori est incertaine, elle est définie comme la réa-
lisation d’un processus gaussien centré sur µ (la vraie valeur de la pente) et de variance V (V
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définit l’incertitude). ηZ(l)

k est un bruit blanc gaussien centré de variance R(l). Soit, Xk la valeur
moyenne du processus à l’instant k. Elle est définie par l’équation récurrente suivante :

Xk = ∑
r∈{ti}{i∈N}

Xk−1 (1−δ(k−1− r))+aiΔt +ωk−1 (3.2)

L’impulsion de Dirac δ(. . .) prend la valeur 1 à l’instant de la rupture, sinon 0. ωk est un
bruit blanc centré de distribution gaussienne et de variance Q. L’équation qui lie la mesure à la
valeur moyenne du processus est donnée par :

Z(l)
k = Xk +ηZ(l)

k (3.3)

On souhaite estimer la valeur moyenne du processus Xk. L’estimateur récursif proposé com-
bine un détecteur de ruptures avec un estimateur de la moyenne sur chaque zone où le processus
évolue linéairement. Dans ce contexte, l’estimateur de ruptures détecte à partir de la moyenne
estimée les instants de ruptures t̂i.

L’étude du détecteur de ruptures est réalisée en deux parties. On décrit dans une première
partie l’estimation du processus avant et après la rupture. La deuxième partie concerne la mise
en oeuvre du détecteur de ruptures à partir de l’innovation du filtre récursif utilisé pour l’esti-
mation du processus.

3.2.2 Modélisation du problème d’estimation

Estimation d’état avant la rupture

Dans les zones stationnaires, la définition de l’estimateur utilisé s’appuie sur une modéli-
sation Bayésienne du problème. En effet, il estime la distribution a posteriori définie en k par

f (Xk/Z(1)
1:k ,Z(2)

1:k ) [KAC04]. La prédiction du filtre est définie par les équations suivantes :

X̂k/k−1 = X̂k−1 +ak Δt (3.4)

Pk/k−1 = Pk−1 +Q (3.5)

La valeur de Q définit la confiance donnée au modèle d’état et à la valeur de la pente ak.
On montre dans l’annexe A que l’expression du filtre optimal Bayésien peut être mise sous la
forme récursive suivante dans le cas de n mesures :

X̂k = Pk

(
X̂k/k−1

Pk/k−1
+

n

∑
l=1

Z(l)
k

R(l)

)
(3.6)

Pk =

(
1

Pk/k−1
+

n

∑
l=1

1

R(l)

)−1

(3.7)

Dans cette expression l’opérateur de fusion des mesures est une somme pondérée de poids
normalisés. On remarquera de même que la combinaison de la mesure fusionnée avec la pré-
diction est aussi une somme pondérée de poids normalisés.
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Estimation d’état après la rupture

Considérons à présent le système d’évolution d’état suivant, décrivant une pente avec rup-
ture :

Xk = (Xk−1 +aiΔt +ΔarΔt Hr+1(k))+ω(1)
k−1 (3.8)

avec r = ti. Dans cette expression, Hr+1(k) est la fonction de Heaviside qui prend la valeur
1 pour k ≥ r +1 sinon 0. Δar est la variation de pente à l’instant de la rupture. Dans le cas du
discriminant "Early minus Late", on montre que Δar = 3

2ar.

On représente sur la figure 3.2 l’évolution du processus et de sa valeur moyenne. On re-
présente aussi l’estimation de X̂k avant et après la rupture quand celle ci n’est pas détectée. La
détection de la rupture est réalisée à partir de la statistique de l’innovation, soit de la différence
entre l’état estimé et la mesure. Pour que l’innovation du filtre après la rupture soit centrée, il
faut soustraire à l’état estimé la valeur de la fonction de correction ρk,r. Nous allons décrire dans
la suite le calcul de ρk,r.
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FIG. 3.2 – Evolution du discriminant estimé

Si on suppose une rupture dans le modèle d’évolution du processus 3.8, de dynamique Δar,
située à la position r, on aura l’expression de la moyenne estimée X̂k,r à l’instant k avec k > r
qui est donnée par :

X̂k,r = X̂k,0 +ρk,r(Δar) (3.9)

Dans cette expression X̂k,0 est la moyenne estimée obtenue sans la détection de la rupture du
modèle. ρk,r(Δar) est une fonction de Δar qui représente la différence avec la moyenne estimée
lorsque l’on considère une rupture à la position r dans le modèle.
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Chapitre 3. Estimation détection conjointes par un opérateur de fusion non linéaire

Dans le cas du filtre décrit de la section précédente (cas d’une mesure Zk et pour Δt=1), si
k > r, on a :

X̂k =
Pk

R
Zk +

Pk

Pk−1 +Q

(
X̂k−1 +Δar

)
(3.10)

Dans le cas où k−1 est aussi strictement supérieur à r, on a :

X̂k =
Pk

R
Zk +

Pk

Pk−1 +Q

(
Pk−1

R
Zk−1 +

Pk−1

Pk−2 +Q

(
X̂k−2 +Δar

)
+Δar

)
(3.11)

=
Pk

R
Zk +

Pk

Pk−1 +Q
Pk−1

R
Zk−1 +

Pk

Pk−1 +Q
Pk−1

Pk−2 +Q
X̂k−2

+
(

Pk

Pk−1 +Q
Pk−1

Pk−2 +Q
+

Pk

Pk−1 +Q

)
Δar (3.12)

En réitérant le même calcul jusqu’à r, on aura :

X̂k = g(Zr,Zr+1, . . .Zk−1,Zk)+
k

∏
i=r

X̂r−1 +Δar

k−r

∑
i=1

k−1

∏
j=k−i

Pj+1

Pj +Q
(3.13)

avec :

g(Zr,Zr+1, . . .Zk−1,Zk) =
Pk

R
Zk +

Pk

Pk−1 +Q
Pk−1

R
Zk−1 + . . .

k

∏
i=r+1

Pi

Pi−1 +Q
Zr (3.14)

On a alors :

X̂k,0 = g(Zr,Zr+1, . . .Zk−1,Zk)+
k

∏
i=r

X̂r−1 (3.15)

ce qui implique :

ρk,r(Δar) = Δar ρk,r = Δar

k−r

∑
i=1

k−1

∏
j=k−i

Pj+1

Pj +Q
(3.16)

3.2.3 Etude et mise en oeuvre du détecteur de ruptures

Estimation de l’instant de la rupture

On note εk l’innovation, soit la différence entre les mesures fusionnées et la moyenne esti-
mée. On suppose qu’on dispose de deux sources de mesures, on a alors :

εk = X̂k,0 −
(

R(2)

R(1) +R(2) Z(1)
k +

R(1)

R(1) +R(2) Z(2)
k

)
(3.17)

Pεk = Pk +
(

1

R(1) +
1

R(2)

)−1

(3.18)
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3.2. Détection de rupture de pente par fusion linéaire

On considère l’ensemble des valeurs de l’innovation, noté ε, calculées entre la position r de la
rupture et la position courante k de la valeur moyenne estimée avec r < k. La valeur de r est
recherchée dans une fenêtre temporelle de taille M, soit entre k−M + 1 et k. ε est le vecteur
d’innovations défini entre r et k. La distribution statistique de l’innovation est définie par :

P(ε,r,Δar) = P(Δar|ε,r) h(ε|r) π(r) (3.19)

où π(r) est la loi a priori sur la position de la rupture. r est l’instant de la rupture recherchée et
Δar un paramètre correspondant à la variation de la pente à l’instant de la rupture r. h(..) est la
fonction de vraisemblance. De plus on a :

P(Δar|ε,r) h(ε|r) = h(ε|r,Δar) P(Δar|r) (3.20)

L’estimateur de l’instant de la rupture est défini par :

(r̂) = Argmax︸ ︷︷ ︸
(k−M+1≤r≤k)

P(r|ε)

= Argmax︸ ︷︷ ︸
(k−M+1≤r≤k)

log(h(ε/r)π(r))

= Argmin︸ ︷︷ ︸
(k−M+1≤r≤k)

−log(h(ε/r)π(r)) (3.21)

Soient µ,V et σd des hyperparamètres qui définissent respectivement l’information a priori sur
la valeur de Δar et la position de la rupture. On a :

(r̂) = Argmin︸ ︷︷ ︸
(k−M+1≤r≤k)

−log(h(ε|r;µ,V)π(r;σd)) (3.22)

La distribution de vraissemblance h(ε|r,Δar;Pε) est donnée par :

h(ε|r,Δar;Pε) =
k

∏
i=r

1√
2πPεi

exp

(
−(εi −Δar ρi,r)

2

2Pεi

)
(3.23)

On suppose que l’on dispose d’une estimation imprécise de la valeur de Δar obtenue à partir
de la valeur de la pente ai qui fournie par la boucle FLL. Nous allons utiliser cette estimation,
comme information a priori dans notre modèle. On suppose donc que Δar suit une distribution
gaussienne de moyenne µ et de variance V/nr [LAV01], avec nr = k− r +1. On a alors :

P(Δar|r;µ,V) =
√

nr√
2πV

exp

(
−nr

(Δar −µ)2

2V

)
(3.24)

On montre dans l’annexe B que :

h(ε|r;µ,V ) =
1

∏k
i=r Pεi(2π)

nr
2

√
Vrnr

V
exp

(
−1

2

(
k

∑
i=r

ε2
i

Pεi
+

nr µ2

V
− µ2

r

Vr

))
(3.25)
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avec :

Tr =
k

∑
i=r

ρ2
i,r

Pεi
(3.26)

Vr = 1/
(

Tr +
nr

V

)
(3.27)

µr = Vr

(
µ

nr

V
+

k

∑
i=r

εi

Pεi
ρi,r

)
(3.28)

La probabilité a priori d’avoir une rupture π(r) à la position r peut être définie par une loi de
Bernouilli telle que :

π(r;σd) = λr(1−λr) (3.29)

avec λr = 1/2 pour k−M +1 ≤ r ≤ k−σd , sinon λr tend vers 0 (en pratique λr est fixé à une
valeur très faible). Cette loi a priori permet de définir le nombre minimum d’échantillons σd

après la rupture pour que celle-ci puisse être détectée. Ce qui permettra de diminuer le nombre
de fausses alarmes. L’estimateur de r dans la fenêtre est donc défini par :

(r̂) = Argmin︸ ︷︷ ︸
(k−M+1≤r≤k)

{nr

2
log(2π)+ log(

k

∏
i=r

Pεi)+
1
2

log(nrVr)

+
1
2

( k

∑
i=r

ε2
i

Pεi

+
nrµ2

V
− µ2

r

Vr

)
− log(π(r;σd))} (3.30)

Détection de la rupture

Soient les deux hypothèses suivantes :
– hypothèse H1 : en absence d’une rupture de dynamique Δar à la position r dans les me-

sures Z, on a après la rupture :

εk ∼ N (0,P ε(l)
k ) (3.31)

– hypothèse H0 : en présence d’une rupture dans les mesures, on a après la rupture :

εk ∼ N (Δarρk,r,P εk) (3.32)

Nous allons déterminer l’expression du test optimal de Neyman-Pearson entre les deux hy-
pothèses précédemment définies. Pour cela, calculons la vraisemblance Λ du modèle :

Λ = ∏k
i=r p(εi|H1)

∏k
i=r p(εi|H0)

(3.33)

(3.34)

=
∏k

i=r exp
(
−1

2
ε2

i
Pεi

)
∏k

i=r exp
(
−1

2
(εi−Δarρi,r)2

Pεi

) (3.35)

82



3.2. Détection de rupture de pente par fusion linéaire

Posons alors L = 2 ln(Λ), ce qui implique que :

L =
k

∑
i=r

1
Pεi

(εi −Δarρi,r)2 −
k

∑
i=r

ε2
i

Pεi

(3.36)

En développant cette expression et en mettant en place le test de Neyman Pearson, nous obte-
nons :

L = (Δar)2
k

∑
i=r

ρ2
i,r

Pεi

− 2Δar

k

∑
i=r

ρi,rεi

Pεi

H1
>

<
H0

λ (3.37)

On dérive L par rapport à Δar afin d’obtenir l’expression de l’estimateur de Δar noté Δ̂ar.

δL
δΔar

= 0 ⇒ 2Δar

k

∑
i=r

ρ2
i,r

Pεi

−2
k

∑
i=r

ρi,rεi

Pεi

= 0 (3.38)

Nous obtenons alors l’estimateur de la dynamique de la rupture Δar qui maximise la distribution
de vraisemblance 3.23 :

Δ̂ar =
∑k

i=r̂
ρi,r εi

Pεi

∑k
i=r̂

ρ2
i,r

Pεi

(3.39)

Finalement le test de détection de rupture de pente est défini par :

Δ̂ar
2 k

∑
i=r̂

ρ2
i,r

Pεi

H0
>

<
H1

λ (3.40)

où λ est le seuil de détection. Quand une rupture de pente est détectée, le filtre est réactualisé.
Le code est recalé et le discriminant est nul. La réactualisation du filtre est donnée par :

X̂k,r̂ = 0 (3.41)

ai+1 =
3
2

Δ̂ar (3.42)

On représente sur la figure 3.3 l’architecture du détecteur de ruptures. Dans l’implémentation du
filtre, à chaque instant k, la rupture est détectée à partir de l’innovation calculée entre r et k. Pour
chaque instant k, les valeurs de r varient entre k−M +1 et k. Quand la rupture est détectée le
filtre d’estimation est réactualisé, sinon le filtre d’estimation utilise l’état précédemment estimé.

Le détecteur de ruptures proposé utilise donc l’information a priori sur la pente du discrimi-
nant pour estimer la dynamique de la rupture. Dans la modélisation proposée, cette information
a priori associée à son incertitude apparaît dans l’expression de l’estimateur de l’instant de
rupture. Dans la suite de ce chapitre, nous proposons d’utiliser cette information a priori pour
fusionner les mesures. Dans ce cas l’opérateur de fusion proposé sera utilisé pour construire
l’innovation dans la fenêtre de travail du détecteur de ruptures.
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Prédiction Correction Construction de 
l’innovation

Détection

Fusion linéaire
Fusion
linéaire

Filtre d’estimation Détecteur de rupture dans la fenêtre de travail

Z(1) Z(2)
Z(1) Z(2) μ,V

Filtre d’estimation Détecteur de rupture Réactualisation

FIG. 3.3 – Architecture du filtre de détection de rupture

3.3 Opérateur de fusion non linéaire

3.3.1 Position du problème

Cas linéaire

Lorsque les mesures sont indépendantes, on montre que l’estimateur des moindres carrés
(LS) et l’estimateur du maximum de vraisemblance (MV) ont la même expression [SHI06]. Cet
estimateur est la somme pondérée des mesures où les coefficients de pondération sont définis
à partir de la variance des signaux fusionnés [COC37]. Dans un cas plus général de mesures
dépendantes, les coefficients de la somme pondérée sont obtenus à partir de la résolution d’un
ensemble d’équations linéaires. Ces équations expriment les contraintes sur la valeur des coeffi-
cients pour que la variance de l’opérateur de fusion soit minimale [KAC04][SHI06]. En général,
ce cas est rarement envisagé car il nécessite, pour le calcul des coefficients, de connaître la va-
leur des covariances entre signaux, ce qui est très difficile à estimer en pratique.

Considérons le cas de deux capteurs fournissant deux mesures Z(1) et Z(2) dépendantes de
variances σ2

1 et σ2
2 et de covariance σ12. Z(1) et Z(2) sont supposés avoir la même moyenne m.

L’opérateur de fusion somme pondérée est défini par :

Zf = α1Z(1) +α2Z(2) (3.43)

avec :

84



3.3. Opérateur de fusion non linéaire

α1 +α2 = 1 (3.44)

Dans cette expression les coefficients α1 et α2 sont donnés par :

α1 =
σ2

2 −σ12

σ2
1 +σ2

2 −2σ12
et α2 =

σ2
1 −σ12

σ2
1 +σ2

2 −2σ12
(3.45)

La variance de l’opérateur de fusion σ2
f est donnée par l’expression suivante :

σ2
f = σ2

1 −
(σ2

1 −σ12)2

σ2
1 +σ2

2 −2σ12
= σ2

2 −
(σ2

2 −σ12)2

σ2
1 +σ2

2 −2σ12
(3.46)

On reporte sur la figure 3.4 l’évolution de la variance de l’opérateur de fusion en fonction de la
valeur de la covariance entre les signaux [KAC04]. On reporte aussi l’évolution des coefficients
de la somme pondérée en fonction de la covariance entre les signaux.
Dans le cas linéaire l’opérateur de fusion n’est pas biaisé, il sera donc d’autant plus précis que
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FIG. 3.4 – Variance de l’opérateur de fusion

sa variance de sortie sera faible (variance de Zf le signal fusionné). Quand la covariance entre
les signaux est négative, les réalisations de Z(1) et Z(2) ont tendance à être de part et d’autre de la
valeur moyenne m. Quand la corrélation est positive, les réalisations de Z (1) et Z(2) ont tendance
à être du même côté de la valeur moyenne. La tendance est d’autant plus forte que la variance est
négative ou positive. Quand la covariance est nulle, les réalisations sont équitablement réparties
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Chapitre 3. Estimation détection conjointes par un opérateur de fusion non linéaire

de part et d’autre ou du même côté de la moyenne. L’idée qui sera développée dans la suite de
ce chapitre, est que si on diminue la covariance entre les mesures à fusionner, on augmente la
précision de l’opérateur de fusion. On utilise dans ce cas une information a priori pour réaliser
cette diminution.

Cas non linéaire

Soit deux variables aléatoires gaussiennes et indépendantes Z(1) et Z(2) de variance res-
pectives σ2

1 et σ2
2 et de même moyenne m, le paramètre qu’il faut estimer. On note f (..) la

distribution gaussienne de Z(1) et Z(2). La covariance de Z(1) et Z(2) notée σ12 est donnée par :

σ12 = E(Z(1)Z(2))− [E(Z(1))E(Z(2))] (3.47)

=
∫∫

Z(1)Z(2) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

−
[∫

Z(1) f (Z(1))dZ(1)
∫

Z(2) f (Z(2))dZ(2)

]
(3.48)

On reporte sur la figure 3.5 des réalisations de Z(1) notées "+" et de Z(2) notées "o". On reporte
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FIG. 3.5 – Réalisations de Z(1) et Z(2)

en bleu les réalisations de Z(1) et Z(2) se trouvant du même côté de la moyenne. On reporte
en noir les autres réalisations. Nous allons montrer que les réalisations reportées en bleu sont
corrélées positivement et que les réalisations reportées en noir sont corrélées négativement.

Nous pouvons dissocier des réalisations de Z (1) et Z(2) deux ensembles de variables aléa-
toires :

– Le premier contient deux variables aléatoires, notées Z(1)
n ,Z(2)

n (en noir sur la figure 3.5),

ces réalisations sont telles que {Z(1)
n < m} et {Z(2)

n > m} ou que {Z(1)
n > m} et {Z(2)

n < m}.
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3.3. Opérateur de fusion non linéaire

– Le deuxième ensemble contient deux variables aléatoires , notées Z(1)
p ,Z(2)

p (en bleu sur la

figure 3.5), ces réalisations sont telles que {Z(1)
p < m} et {Z(2)

p < m]} ou que {Z(1)
p > m}

et {Z(2)
p > m}.

On développe l’expression 3.48 de la covariance en fonction du type des réalisations de Z (1) et
Z(2). On a alors :

σ12 = (PC1 +PC2)+(NC1 +NC2)−m2 (3.49)

avec :
PC1 =

∫ +∞

m

∫ +∞

m
Z(1)Z(2) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

PC2 =
∫ m

−∞

∫ m

−∞
Z(1)Z(2) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

NC1 =
∫ +∞

m

∫ m

−∞
Z(1)Z(2) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

NC2 =
∫ m

−∞

∫ +∞

m
Z(1)Z(2) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

Le terme (PC1 +PC2) est associé aux réalisations de Z(1)
p et Z(2)

p et le terme (NC1 +NC2) esr

associé aux réalisations de Z(1)
n et Z(2)

n . On a alors la covariance de Z(1)
p et Z(2)

p , notée σp
12, et la

covariance de Z(1)
n et Z(2)

n , notée σn
12, qui sont données par les expressions suivantes :

σp
12 =

PC1 +PC2

DPC
−m2 (3.50)

σn
12 =

NC1 +NC2

DNC
−m2 (3.51)

avec :

DPC =
∫ +∞

m

∫ +∞

m
f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2) +

∫ m

−∞

∫ m

−∞
f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

DNC =
∫ +∞

m

∫ m

−∞
f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2) +

∫ m

−∞

∫ +∞

m
f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

DPC + DNC = 1;

On a alors :

σ12 = DPC σp
12 +DNC σn

12 (3.52)

De plus, si on pose : ∫ +∞

m
Z(1) f (Z(1))dZ(1) =

m+a
2

(3.53)
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On a : ∫ m

−∞
Z(1) f (Z(1))dZ(1) =

m−a
2

(3.54)

On peut alors définir :

PC1 =
(m+a)2

4
(3.55)

PC2 =
(m−a)2

4
(3.56)

NC1 = NC2 =
(m2 −a2)

4
(3.57)

DPC = DNC =
1
2

(3.58)

Finalement on a :

σp
12 = a2 (3.59)

σn
12 = −a2 (3.60)

On a donc montré que la covariance de Z(1)
p et Z(2)

p est positive, et la covariance de Z(1)
n et Z(2)

n est
négative. Dans notre approche nous proposons de diminuer la covariance entre les réalisations

de Z(1) et Z(2) en diminuant la covariance entre Z(1)
p et Z(2)

p . Deux problèmes se posent alors,

soient l’extraction des réalisations Z(1)
p et Z(2)

p et la définition d’une transformation permettant
de diminuer leurs covariances.

3.3.2 Transformation non linéaire

Opérateur de fusion non linéaire

Pour sélectionner les réalisations de Z(1)
p et Z(2)

p , on propose d’utiliser une information a
priori. L’information a priori utilisée dans notre transformation non linéaire est une loi uniforme
sur le paramètre à estimer. En pratique, l’information a priori est modélisée par un intervalle de
borne inférieure Bd et de borne supérieure Bu. Cet intervalle contient le paramètre à estimer. La
transformation est non linéaire car son application dépend des réalisations de Z (1) et Z(2). Soit
Zf n l’opérateur de fusion non linéaire de Z(1) et Z(2). Il est défini dans le cas où σ2 > σ1 par :

– Si Z(1) > Bu et Z(2) > Bu

Zf n = α1Z(1)
p +α2

(
Z(2)

p −g(Z(1)
p ,Z(2)

p )
)

(3.61)

– Si Z(1) < Bd et Z(2) < Bd

Zf n = α1Z(1)
p +α2

(
Z(2)

p +g(Z(1)
p ,Z(2)

p )
)

(3.62)

– Sinon, on a :

Zf n = α1Z(1)
n +α2Z(2)

n Soit g(Z(1)
n ,Z(2)

n ) = 0 (3.63)
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Dans ces expressions, g(Z(1),Z(2)) est une fonction non linéaire qui permet de diminuer la co-
variance de Z(1) et Z(2). L’opérateur de fusion non linéaire peut être noté par :

Zf n = α1Z(1) +α2

(
Z(2)±g(Z(1),Z(2))

)
(3.64)

avec dans le cas de mesures Z(1) et Z(2) indépendantes :

α1 =
σ2

2

σ2
1 +σ2

2

(3.65)

α2 =
σ2

1

σ2
1 +σ2

2

(3.66)

α1 + α2 = 1 (3.67)

L’information a priori sur le paramètre à estimer est une loi uniforme non obligatoirement
centrée sur la valeur de ce paramètre. Dans ce cas, l’opérateur de fusion non linéaire Zf n est
biaisé. Ce qui implique qu’il ne suffit plus que la variance Z f n soit plus faible que la variance
de Zf pour que l’opérateur de fusion non linéaire soit meilleur. Il faut comparer leur erreur
quadratique moyenne, sachant que celui qui possède la plus petite valeur sera le meilleur.

Contrainte de la transformation

On souhaite maintenant définir la condition pour que l’erreur quadratique moyenne EQMZ f n

de l’opérateur de fusion non linéaire soit plus faible que l’erreur quadratique moyenne EQMZ f

de l’opérateur de fusion linéaire. On notera que, dans le cas de la fusion linéaire, l’erreur qua-
dratique moyenne EQMZ f est égale à la variance var(Zf ) car l’opérateur de fusion linéaire est
non biaisé.

Concernant l’opérateur de fusion non linéaire on définit deux cas :
– Si Z(1) > Bu et Z(2) > Bu ou Z(1) < Bd et Z(2) < Bd , alors on note EQM p

Z f n
, EQMp

Z f
res-

pectivement l’erreur quadratique moyenne de l’opérateur de fusion non linéaire et celle

de l’opérateur de fusion linéaire définies pour les réalisations Z(1)
p et Z(2)

p . Rappelons que
l’information à priori Bd et Bu sont respectivement la borne inférieure et supérieure de
l’intervalle contenant le paramètre à estimer.

– Sinon, on note EQMn
Z f n

, EQMn
Z f

l’erreur quadratique moyenne de l’opérateur de fusion
non linéaire et l’erreur quadratique moyenne de l’opérateur de fusion classique définies

pour les réalisations Z(1)
n et Z(2)

n . Avec EQMn
Z f n

= EQMn
Z f

.
On a :

EQMZ f = DPC EQMp
Z f

+NPC EQMn
Z f

(3.68)

EQMZ f n = DPC EQMp
Z f n

+NPC EQMn
Z f n

(3.69)

Dans le cas des bornes Bd et Bu les coefficients de normalisation DPC et NPC sont définis
comme suit :

DPC =
∫ Bd

−∞

∫ Bd

−∞
f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2) +

∫ ∞

Bu

∫ ∞

Bu

f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)
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NPC =
∫ ∞

Bu

∫ Bd

−∞
f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2) +

∫ Bd

−∞

∫ ∞

Bu

f (Z(1)) f (Z(1))dZ(1)dZ(2)

+
∫ Bu

Bd

∫ Bd

−∞
f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2) +

∫ Bu

Bd

∫ ∞

Bu

f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

+
∫ Bd

−∞

∫ Bu

Bd

f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2) +
∫ ∞

Bu

∫ Bu

Bd

f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

+
∫ Bu

Bd

∫ Bu

Bd

f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

L’erreur EQMZ f n sera inférieure à l’erreur EQMZ f si et seulement si EQM p
Z f n

est inférieure à

EQMp
Z f

. On montre en annexe A que cette condition est remplie si la contrainte suivante est
vérifiée :

α2
2(E[±g(Z(1)

p ,Z(2)
p )2]) + 2α1α2E(Z(1)

p (±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )))+2α2
2E(Z(2)

p (±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )))

− 2mα2E[±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )] ≤ 0 (3.70)

Dans ce cas l’erreur quadratique moyenne de l’opérateur de fusion proposé est donnée par :

EQMZ f n = var(Zf )+a∗ (α2
2(E[±g(Z(1)

p ,Z(2)
p )2])+2α1α2E(Z(1)

p (±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )))

+ 2α2
2E(Z(2)

p (±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )))−2mα2E[±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )]) (3.71)

Les termes de ces équations sont définis par :

Terme 1 : E[
(
±g(Z(1)

p ,Z(2)
p ))

)2
] =

N
E[

(
±g(Z

(1)
p ,Z

(2)
p )

)2
]

D

N
E[

(
±g(Z(1)

p ,Z(2)
p )

)2
]

=
∫ Bd

−∞

∫ Bd

−∞
g(Z(1),Z(2))2 f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

−
∫ ∞

Bu

∫ ∞

Bu

g(Z(1),Z(2))2 f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

D =
∫ Bd

−∞

∫ Bd

−∞
f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2) +

∫ ∞

Bu

∫ ∞

Bu

f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

Terme 2 : E[Z(1)
p (±g(Z(1)

p ,Z(2)
p )] =

N
E[Z(1)

p (±g(Z
(1)
p ,Z

(2)
p )]

D

N
E[Z(1)

p (±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )]
=

∫ Bd

−∞

∫ Bd

−∞
Z(1)g(Z(1),Z(2)) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

−
∫ ∞

Bu

∫ ∞

Bu

Z(1)g(Z(1),Z(2)) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

Terme 3 : E[Z(2)
p (±g(Z(1)

p ,Z(2)
p )] =

N
E[Z(2)

p (±g(Z
(1)
p ,Z

(2)
p )]

D

N
E[Z(2)

p (±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )]
=

∫ Bd

−∞

∫ Bd

−∞
Z(2)g(Z(1),Z(2)) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

−
∫ ∞

Bu

∫ ∞

Bu

Z(2)g(Z(1),Z(2)) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)
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Terme 4 : E[±g(Z(1)
p ,Z(2)

p )] =
N

E[±g(Z
(1)
p ,Z

(2)
p )]

D est donné par :

N
E[±g(Z(1)

p ,Z(2)
p )]

=
∫ Bd

−∞

∫ Bd

−∞
g(Z(1),Z(2)) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

−
∫ ∞

Bu

∫ ∞

Bu

g(Z(1),Z(2)) f (Z(1)) f (Z(2))dZ(1)dZ(2)

Les valeurs de la contrainte décrite dans l’expression 3.70, dépendent des variances des va-

riables aléatoires fusionnées, de la taille de l’intervalle Bu−Bd , et de son excentricité
∣∣∣Bu+Bd

2 −m
∣∣∣.

On représente sur la figure 3.6 ces différents paramètres ainsi que les réalisations sélectionnées
et qui seront modifiées par la fonction non linéaire. Dans la suite de ce chapitre nous proposons
une fonction non linéaire ±g(Z(1),Z(2)) qui satisfait la contrainte 3.70 pour les valeurs prises
par l’ensemble de ces paramètres.
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+

.
+
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.
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.

+

.

+
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Corrélation
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non traités

v

mesures

FIG. 3.6 – Principe de la transformation non linéaire

3.3.3 Fonction non linéaire

Définition de la fonction non linéaire

La fonction non linéaire a été obtenue de façon heuristique. Cependant on peut définir deux
conditions nécessaires pour sa définition. En effet dans le cas centré, Bu+Bd

2 = m, les deux condi-
tions suivantes garantissent une contrainte négative :

– Condition 1 : E[
(
±g(Z(1)

p ,Z(2)
p )

)2
] = E[

(
±g(Z(1)

p ,Z(2)
p )

)
] = 0
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– Condition 2 : E[Z(1)
p (±g(Z(1)

p ,Z(2)
p ))] < 0 et E[Z(2)

p (±g(Z(1)
p ,Z(2)

p ))] < 0

Ces deux conditions sont vérifiées pour une fonction positive g(Z (1)
p ,Z(2)

p )) > 0 qui dépend de la

différence entre les réalisations. En effet dans ce cas, la fonction g(
∣∣∣Z(1)

p −Z(2)
p

∣∣∣) est symétrique

pour Z(1)
p ,Z(2)

p > Bu et Z(1)
p ,Z(2)

p < Bd .

Expression de la fonction non linéaire

Le principe de la transformation non linéaire consiste à ajouter ou bien retirer un offset

d > 0 positif si Z(1)
p ,Z(2)

p < Bd ou bien Z(1)
p ,Z(2)

p > Bu. L’offset est ajouté ou bien retiré à la

réalisation Z(1)
p ou Z(2)

p la plus proche de Bd ou Bu. Pour calculer d, on considère les distributions

fn(Z
(1)
n −Z(2)

n ) et fp(Z
(1)
p −Z(2)

p ) de variances respectives (σn)2 = σ2
1 + σ2

2 − 2σn
12 et (σp)2 =

σ2
1 +σ2

2−2σp
12 (où (σn)2 > (σp)2). La valeur de d est définie telle que fn(d) = fp(

∣∣∣Z(1)
p −Z(2)

p

∣∣∣).
On représente sur la figure 3.7 le principe du calcul de d en fonction de

∣∣∣Z(1)
p −Z(2)

p

∣∣∣. On a alors :

fn(d) =
fp(Z

(1)
p −Z(2)

p )
C

avec :

C =
fp(0)
fn(0)

=
σn

σp

Soit :

1√
2π

1
σn

exp
− 1

2
(d)2

σ2
n =

1
C

1√
2π

1
σp

exp
− 1

2
(Z

(1)
p −Z

(2)
p )2

σ2
p

ce qui implique que :

d =
σn

σp

∣∣∣Z(1)
p −Z(2)

p

∣∣∣ (3.72)

Vérification de la contrainte

Pour montrer que l’opérateur de fusion non linéaire proposé est plus précis que la fusion li-
néaire classique, on calcule la contrainte définie par l’équation 3.70. On représente sur la figure
3.8 les valeurs de l’équation 3.70 en fonction de la taille de l’intervalle Bu −Bd et de la valeur

de l’excentricité
∣∣∣Bu+Bd

2 −m
∣∣∣.

On représente sur la figure 3.8 les valeurs de l’équations 3.70 pour σ1 = σ2 et σ2 >> σ1.
Lorsque σ2 >> σ1, la fusion a peu d’intérêt, car Z(1) est plus précis que Z(2) qui apporte
peu d’information. Dans ce cas la contrainte, définie par l’équations 3.70, est proche de zéro.

92



3.3. Opérateur de fusion non linéaire

-6 -4 -2 0 2 4 6
0

0.2

0.4

Zp
(1)-Zp

(2)

f p(Z
p(1

) -Z
p(2

) )

-6 -4 -2 0 2 4 6
0

0.1

0.2

Zn
(1)-Zn

(2)

f n(Z
n(1

) -Z
n(2

) )

-6 -4 -2 0 2 4 6
0

0.1

0.2
fn(..)

fp(..)/C

FIG. 3.7 – Principe de la fonction non linéaire

Lorsque σ2 = σ1 = 3, la contrainte est négative pour tous les intervalles et les valeurs d’ex-
centricité (On suppose dans notre cas que la valeur à estimer est comprise dans l’intervalle).
En conclusion, plus la différence de variance entre les deux variables aléatoires Z(1) et Z(2) est
grande, moins la fusion a d’intérêt pour des opérateurs de fusion linéaires et non linéaires. Ce-
pendant la contrainte reste négative, la fusion non linéaire reste donc plus précise que la fusion
linéaire (EQM plus faible).
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On représente sur la figure 3.9 les valeurs normalisées
EQMZ f n−var(ZF)

var(ZF) de la contrainte en
fonction de la taille de l’intervalle et de l’excentricité. Elles sont définies à partir de l’expres-
sion 3.71 pour différentes valeurs de σ1 = σ2. On constate sur la figure 3.9 que la contrainte est
toujours négative et on en conclut que l’opérateur proposé est toujours plus précis que l’opéra-
teur classique quelles que soient les valeurs de σ1 et σ2. On notera sur la figure 3.9, que lorsque
l’intervalle et l’excentricité augmentent pour σ1 = σ2 = 1, la contrainte tend plus rapidement
vers 0 comparé au cas σ1 = σ2 = 5. En effet lorsque l’intervalle augmente, les valeurs de Z(1)

et Z(2) sont plus rapidement comprises dans l’intervalle et ne subissent plus de transformation.
Dans ce cas l’opérateur de fusion non linéaire est identique à l’opérateur de fusion linéaire.
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FIG. 3.9 – Evolution de la contrainte pour différentes valeurs de σ1 = σ2

Nous avons proposé dans ce paragraphe un opérateur de fusion non linéaire. Nous avons
montré que cet opérateur est plus précis que l’opérateur de fusion linéaire classique. L’opérateur
proposé, utilise une information a priori définie par intervalle contenant la valeur à estimer. En
pratique pour pouvoir utiliser l’opérateur de fusion proposé dans le cas dynamique, soit pour
l’estimation statistique des paramètres d’un processus, il faut pouvoir modifier l’information a
priori lorsque les paramètres du processus changent. Nous proposons dans la suite d’associer
l’opérateur de fusion non linéaire au détecteur de ruptures de pente, ce qui nous permettra de
modifier l’information a priori quand une rupture de stationnarité est détectée.

3.4 Détection de rupture de pente par fusion non linéaire

Dans le cas dynamique, nous supposons que le processus varie linéairement et possède une
rupture de pente. On dispose d’observations bruitées fournies par deux capteurs indépendants.
Dans notre application nous disposons d’observations bruitées du discriminant obtenues sur la
voie données et la voie pilote. L’opérateur de fusion non linéaire que nous avons proposé est
utilisé pour fusionner les observations. Les observations fusionnées sont utilisées pour détecter

94



3.5. Expérimentation

la rupture de pente. On suppose ici que l’on dispose d’une information a priori imprécise sur la
valeur de la pente du processus.

A chaque instant k l’algorithme recherche l’instant de la rupture r̂ dans une fenêtre de taille
M. On recherche l’instant de la rupture r entre k−M + 1 et k, en minimisant l’équation 3.30.
Cette estimation est réalisée à partir du calcul de l’innovation qui est défini par la différence
entre les mesures et les estimations. L’information a priori sur ai est définie au paragraphe 3.2.3
par une distribution gaussienne de moyenne 2

3µ et de variance V .

Après l’instant k −M + 1, dans la fenêtre de recherche, l’information a priori est définie
par : ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Bd,r = 2
3µ r−√

V avec k ≥ r > k−M +1
Bd,t = Bd,t−1 −bi avec k ≥ t > r
Bu,r = 2

3µ r +
√

V ) avec k ≥ r > k−M +1
Bu,t = Bu,t−1 +bi avec k ≥ t > r

(3.73)

où bi = 2
3µ−µ dans le cas du discriminant "Early minus Late". On représente sur la figure 3.10

l’intervalle défini pour r ∈ [k−M +1 k].
On représente sur la figure 3.11 les modifications de l’architecture du détecteur de ruptures

krk M+1

M
krk M+1 krk M+1t t t

Xk Xk Xk

FIG. 3.10 – Exemple d’évolution des bornes décrivant l’information a priori de l’opérateur de
fusion dans une fenêtre de taille M

proposé décrit sur la figure 3.3 (en vert dans la figure). Il est composé de l’estimateur défini au
paragraphe 3.2.3 qui utilise l’opérateur de fusion linéaire classique pour fusionner les mesures.
Les mesures fusionnées sont utilisées pour estimer la valeur du discriminant. Cet estimateur
est suivi du détecteur de ruptures qui utilise l’opérateur de fusion non linéaire pour calculer
l’innovation. Cette innovation est utilisée pour calculer l’instant de rupture et détecter la rupture.

3.5 Expérimentation

Dans cette expérimentation on souhaite évaluer l’opérateur de fusion non linéaire et le dé-
tecteur de ruptures. On évalue dans une première partie l’opérateur de fusion non linéaire. On
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l’innovation
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Filtre d’estimation Détecteur de rupture dans la fenêtre de travail

Z(1) Z(2)
Z(1) Z(2) μ, V

FIG. 3.11 – Architecture du filtre de détection de ruptures

considère pour cela un signal de moyenne constante et un signal de pente non nulle. On évalue
dans une seconde partie le détecteur de ruptures. On considère dans cette expérimentation deux
types de rupture, une rupture de moyenne et une rupture de pente.

3.5.1 Evaluation de l’opérateur de fusion non linéaire

Nous allons comparer dans cette expérimentation l’opérateur de fusion non linéaire avec
l’opérateur de fusion linéaire. Les opérateurs seront évalués sur deux types de signaux, un si-
gnal constant et un signal de pente non nulle. On représente sur la figure 3.12 une réalisation de
chacun des signaux ainsi que la valeur du paramètre à estimer et l’information a priori. Dans
cette expérimentation, la variance des signaux Z(1) et Z(2) de pente non nulle, à fusionner est
σ2

1 = σ2
2 = 2 (cas du signal GPS). Pour le signal constant, la variance des signaux Z(1) et Z(2)

est σ2
1 = 1 et σ2

2 = 2.

Pour comparer les résultats obtenus, on estimera l’erreur quadratique moyenne (EQM) entre
les mesures fusionnées et la valeur du paramètre à estimer. Pour la fusion linéaire, l’erreur qua-
dratique moyenne est égale à la variance car l’opérateur de fusion n’est pas biaisé. L’EQM est
évaluée sur 1000 réalisations pour l’opérateur de fusion linéaire. Elle est évaluée sur 1000 réa-
lisations et 1000 informations a priori pour l’opérateur de fusion non linéaire.

En effet, l’information a priori est définie par une valeur de pente µ. L’imprécision sur cette
valeur de pente est modélisée par une distribution gaussienne centrée sur µ et de variance V .
Pour évaluer l’opérateur de fusion non linéaire, on génère pour chaque calcul de l’EQM une
valeur de pente µ̂ par tirage suivant une distribution gaussienne de variance V et moyenne µ. On
définit alors l’intervalle µ̂−V et µ̂+V comme information a priori.

Dans le cas d’un signal constant, on reporte dans le tableau 3.1 la valeur du paramètre à es-
timer et la valeur estimée par la fusion linéaire. On reporte aussi la variance de l’estimation et la
variance attendue. On reporte dans le tableau 3.2 l’EQM de l’estimation obtenue par l’opérateur
de fusion non linéaire. Ces valeurs sont reportées en fonction de la variance de l’information a
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FIG. 3.12 – Exemple de signaux traités

priori.

Moyenne estimée EQM Biais

Valeur attendue 4 1 0
Premier signal 4.002 1.017 0.002
Fusion linéaire 4.003 0.678 0.003

TAB. 3.1 – Evaluation de la fusion linéaire pour un signal constant

Imprécision Moyenne estimée EQM Biais

V=0.1 4.0112 0.4512 0.0112
V=0.5 4.0236 0.5131 0.0236
V=1 4.0343 0.5627 0.0343
V=2 4.0366 0.6182 0.0366
V=3 4.0402 0.6459 0.0402

TAB. 3.2 – Evaluation de la fusion non linéaire pour un signal constant

Dans le cas d’un signal de pente non nulle, on reporte dans le tableau 3.3 la valeur du pa-
ramètre a estimer et la valeur estimée par la fusion linéaire. On reporte aussi la variance de
l’estimation et la variance attendue. On reporte dans le tableau 3.4 l’estimation et la variance
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de l’estimation obtenue par l’opérateur de fusion non linéaire. Ces valeurs sont reportées en
fonction de la variance de l’information a priori.

Pente estimée EQM Biais

Valeur attendue 2 2 0
Premier signal 2.0007 1.97 0.0007
Fusion linéaire 1.9985 0.9998 0.0014

TAB. 3.3 – Evaluation de la fusion linéaire pour un signal de pente non nulle

Imprécision Pente estimée EQM Biais

V=0.1 2.0005 0.5401 0.0005
V=0.5 2.0192 0.6640 0.0192
V=1 1.9698 0.7731 0.0302
V=2 2.0425 0.9025 0.0425
V=3 2.0530 0.9645 0.0530

TAB. 3.4 – Evaluation de la fusion non linéaire pour un signal de pente non nulle

On reporte sur la figure 3.13 l’EQM en fonction de l’imprécision de la variance V sur l’in-
formation a priori. On reporte sur deux figures différentes le cas du signal constant et le cas
d’un signal de pente non nulle.
En comparant les tableaux 3.1 et 3.3 avec les tableaux 3.2 et 3.4 obtenus dans le cas d’un signal
constant et d’un signal de pente 2, on peut conclure que l’erreur quadratique moyenne de l’opé-
rateur de fusion non linéaire est toujours plus faible que celle de l’opérateur de fusion linéaire.
Cependant le biais de l’opérateur de fusion non linéaire est non nul. On représente sur la figure
3.13 l’évolution de l’EQM, de l’opérateur de fusion non linéaire et de l’opérateur de fusion
linéaire, en fonction de V la variance de la distribution qui modélise l’information a priori. On
observe sur cette courbe que l’EQM de l’opérateur de fusion non linéaire tend vers l’EQM de
l’opérateur de fusion classique quand l’information a priori est moins précise.

3.5.2 Evaluation du détecteur de ruptures non linéaire

Detection d’une rupture de moyenne

Dans cette expérimentation, on souhaite comparer l’apport de l’opérateur de fusion non li-
néaire avec l’opérateur de fusion classique pour l’estimation des sauts dans la moyenne des
processus. On utilise ici le filtre GLR [GUS00] pour l’estimation des ruptures. L’opérateur de
fusion non linéaire est utilisé ici pour générer l’innovation du filtre utilisée par le détecteur de
ruptures. Nous souhaitons comparer ces deux méthodes de fusion dans le cas dynamique. On
étudie pour cela la détection d’une rupture sur la figure 3.14.(a) puis de deux ruptures de station-
narité sur la figure 3.15.(b). Dans ce contexte, on estime la distribution empirique des ruptures
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FIG. 3.13 – EQM en fonction de l’information a priori

détectées à partir de 1000 réalisations des signaux. On représente sur les figures 3.14.(b) et
3.15.(b) les distributions empiriques obtenues respectivement pour la détection de une puis de
deux ruptures. On évaluera à partir des distributions empiriques la probabilité de détection et
la probabilité de fausse alarme du filtre, ainsi que la précision d’estimation de la position de la
rupture. Ces indices seront évalués pour deux valeurs du rapport signal à bruit.

Pour estimer ces paramètres statistiques, on utilise 1000 réalisations des signaux Z (1) et Z(2)

que l’on veut fusionner, de variance respective σ2
1 = 1 et σ2

2 = 2. Les différents instants de saut
dans la moyenne des processus sont 25, 40 et 10 pour des signaux de N = 60 échantillons. Les
différentes amplitudes du saut testé sont ν = 5 et ν = 2 et les différentes valeurs de seuil sont
respectivement λ = 6 et λ = 3. Dans cette expérimentation, l’information a priori définie par
l’intervalle de borne supérieure Bu et de borne inférieure Bd est calculée à partir de l’état estimé
X̂t , et de la variance Pt . En effet on considère une étape d’apprentissage (de dix échantillons
dans notre expérimentation) pendant laquelle on suppose le signal stationnaire et l’opérateur de
fusion linéaire. A la fin de cette étape on calcule Bd = X̂k −

√
Pk et Bu = X̂k +

√
Pk à partir de

l’état estimé.

On reporte dans le tableau 3.5 la probabilité de détecter une rupture dans différents cas :
en absence de ruptures pour évaluer la probabilité de fausse alarme ; en présence d’une rupture
positionnée à différents instants dans la fenêtre pour évaluer le probabilité de détection. Les
résultats obtenus sont meilleurs pour l’opérateur de fusion non linéaire proposé (noté GLR NL)
car la probabilité de fausse alarme est plus faible et la probabilité de détection est plus forte.
Quand on diminue l’amplitude du saut, les performances des filtres se dégradent, mais l’opé-
rateur de fusion non linéaire proposé reste meilleur que l’opérateur de fusion linéaire classique
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FIG. 3.14 – Détection d’une rupture d’amplitude ν = 3 dans le signal. Exemple de réalisation
du processus (a) et de distribution empirique des ruptures détectées (b)

(noté GLR). On reporte dans le tableau 3.6 la variance et la valeur moyenne de la position esti-

Opérateur de fusion GLR GLR NL GLR GLR NL
Amplitude du saut ν = 5 & λ = 6 ν = 2 & λ = 3

Absence de saut : Pf 0.14 0.10 0.442 0.423
Présence de saut à t=25 : Pd 0. 976 0.991 0.661 0.741
Présence de saut à t=40 : Pd 0. 979 0.995 0.683 0.723
Présence de saut à t=10 : Pd 0. 979 0.999 0. 678 0.764

TAB. 3.5 – Probabilité de fausse alarme de la détection de rupture

mée à différents instants du signal. L’opérateur de fusion non linéaire proposé est plus précis car
la position estimée de la rupture est plus concentrée (variance plus faible) autour de sa position
réelle. Quand on diminue l’amplitude du saut, l’opérateur de fusion non linéaire proposé reste
meilleur que l’opérateur de fusion linéaire classique.

Nous reportons dans le tableau 3.7 des critères d’évaluation de la segmentation de signaux
comportant plusieurs ruptures dont on présente un exemple sur la figure 3.15.(a). Dans le tableau
3.7, on reporte le critère MTD (Mean Time to Detection) [GUS00] qui mesure la durée moyenne
avant ou après la détection. Plus le MTD est grand, moins la méthode est performante. On
reporte aussi le critère MDR (Missed Detection Rate) [GUS00] qui évalue le nombre de ruptures
non détectées. Plus le MDR est grand, moins la méthode est performante. Les résultats reportés
dans le tableau 3.7 montrent que pour deux sauts successifs, l’opérateur de fusion non linéaire
proposé est meilleur. En effet les valeurs de MTD et MDR pour les deux ruptures sont plus
faibles. Quand on diminue l’amplitude du saut, l’opérateur de fusion non linéaire proposé reste
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Opérateur de fusion GLR GLR NL GLR GLR NL
Amplitude du saut ν = 5 & λ = 6 ν = 2 & λ = 3

saut à t=25
Moyenne 24.98 25.09 23.17 23.63
Variance 5.29 0.49 155.05 132.17

saut à t=40
Moyenne 39.66 40.01 29.49 31.23
Variance 11.58 1.74 196.75 185.22

saut à t=10
Moyenne 10.38 9.98 29.04 31.38
Variance 9.72 1.36 207.55 188.04

TAB. 3.6 – Estimation de l’instant de la rupture
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FIG. 3.15 – Détection de deux ruptures ν = 2 dans le signal en k = 20 et k = 40. Exemple de
réalisation du processus (a) et de distribution empirique des ruptures détectées (b)

meilleur que l’opérateur de fusion linéaire optimale classique.

L’opérateur de fusion non linaire proposé nécessite de connaître la puissance du bruit de
mesure des signaux à fusionner σ2

1,σ
2
2 et de définir l’intervalle qui modélise l’information a

priori Bd et Bu. Son implantation dans un filtre GLR pour la segmentation des processus sta-
tionnaire par morceaux permet dans une étape d’apprentissage d’estimer l’intervalle [Bd Bu].
Dans ce cas, seul le seuil de détection λ est à définir comme pour l’implantation de l’opérateur
de fusion classique dans un filtre GLR. Dans cette expérimentation, on montre que l’on ob-
tient une meilleure détection des ruptures et une estimation plus précise de leurs positions pour
l’opérateur de fusion non linéaire proposé, comparé à l’opérateur de fusion linéaire classique.
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Opérateur de fusion GLR L GLR NL GLR L GLR NL
Amplitude du saut ν = 5 & λ = 6 ν = 2 & λ = 3

saut à t=20
MTD1 1.4 1.1 5.06 4.03
MDR1 0.018 0.005 0.11 0.005

saut à t=40
MTD2 1.2 1.1 3.15 2.61
MDR2 0 0 0 0

TAB. 3.7 – Comparaison des opérateurs de fusion dans le cas multi-ruptures

Détection d’une rupture de pente

On souhaite à présent évaluer l’algorithme de détection de rupture de pente présenté dans
les sections 3.2.3 et 3.4. On compare dans ce cas l’algorithme de détection de rupture utilisant
un seul signal puis deux signaux et l’opérateur de fusion linéaire, et enfin deux signaux et
l’opérateur de fusion non linéaire. Les variances des signaux Z(1) et Z(2) utilisés dans cette
expérimentation sont σ2

1 = σ2
2 = 2. On présente sur la figure 3.16 un exemple des différentes

configurations testées de ruptures de pentes.
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FIG. 3.16 – Différentes configurations de ruptures de pentes

Les signaux représentés sur la figure 3.16 présentent différentes évolutions du discriminant
du signal GPS. On associe à chaque courbe deux paramètres liés au fonctionnement du récep-
teur GPS. La valeur maximale du signal et l’instant de la rupture. La valeur maximale du signal
dépend du rapport signal sur bruit du signal reçu. Les récepteurs GPS classiques fonctionnent
avec des valeurs maximales du signal comprises entre 14.14 (50 dBHz) et 2.4 (35 dBHz). On re-

102



3.5. Expérimentation

porte dans le tableau 3.8 la valeur maximale en fonction du rapport signal sur bruit. Le deuxième
paramètre de la courbe est l’instant de rupture. Il dépend de la vitesse relative satellite-récepteur.
En pratique l’instant de la rupture varie entre 161 (929 m/s) et 1490 (100 m/s). On reporte sur la
figure 3.16 les trois valeurs de changement de pente Δa1

r1,Δa2
r1,Δa3

r2 à l’instant des ruptures. On
remarquera que le changement de pente est d’autant plus faible que la puissance du signal reçu
est faible et que la vitesse satellite-récepteur est lente. La détection sera d’autant plus difficile à
identifier que le changement de pente sera faible.

50 dbHZ 40 dbHZ 35 dbHz 30 dbHZ 25 dbHz

Valeur maximale 14.14 4.47 2.4 1.41 1

TAB. 3.8 – Valeur du discriminant à l’instant de la rupture en fonction du rapport signal sur
bruit pour les signaux émis sur la fréquence L1)

La vitesse Doppler maximale vaut 929 m/s [TSU00]. A cette vitesse la rupture se situe à
162 ms soit 162 mesures ou échantillons (dans le cas de la fréquence L1 et du code C/A). Dans
ce cas, on suppose, quelque soit la vitesse relative satellite-récepteur, qu’aucune rupture ne se
produit avant cet instant. De plus la variance d’estimation du détecteur de ruptures (calculée par
le filtre d’estimation de la figure 3.11) devient constante au bout de 30 échantillons. C’est pour
cette raison que la taille M de la fenêtre de test est fixée dans ce cas à M = 160− 30 = 130
instants. On reporte dans le tableau 3.9 la taille de la fenêtre de travail en fonction de la vitesse
satellite-récepteur.

929 m/s 700 m/s 500 m/s

Taille de la fenêtre 160 180 270

TAB. 3.9 – Taille de la fenêtre de travail M en fonction de la vitesse relative satellite-récepteur

Dans notre expérimentation on fixe le nombre minimum d’échantillons σd après la rupture
pour que celle-ci puisse être détectée à 40. Chaque test est effectué 1000 fois, et pour chaque
test, l’information a priori sur la pente du signal est tirée suivant une loi gaussienne de variance
V = 0.5.

Deux paramètres sont évalués dans cette expérimentation. L’instant de la rupture détectée
définit la précision de localisation de la rupture de pente. Le retard de détection de la rupture
définit la rapidité de détection du filtre. On reporte dans le tableau 3.10 la valeur moyenne de
l’instant de la rupture détectée et dans le tableau 3.11 l’EQM de l’estimation de cet instant. On
reporte dans le tableau 3.12 la valeur moyenne du retard de détection de la rupture et dans le
tableau 3.13 l’écart type du retard. Les valeurs sont reportées dans les tableaux en fonction de
la position de la rupture et de la valeur maximale du signal.
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Valeur maximale
14.14 4.47 2.4 1.41 1

r = 161 (929 m/s)
Une seule mesure 161 165 168 169 130
Fusion Linéaire 161 164 166 168 128

Fusion non linéaire 161 164 166 166 131

r = 214 (700 m/s)
Une seule mesure 215 218 221 222 181
Fusion Linéaire 214 217 220 221 172

Fusion non linéaire 214 215 219 219 179

r = 300 (500 m/s)
Une seule mesure 301 305 307 309 245
Fusion Linéaire 300 304 306 308 260

Fusion non linéaire 300 303 305 306 250

TAB. 3.10 – Valeur moyenne de l’instant de la rupture de pente détectée en fonction de la valeur
maximale du signal et de la position de la rupture r pour les trois algorithmes de détection de
rupture (sans fusion, fusion linéaire et fusion non linéaire)

Valeur maximale
14.14 4.47 2.4 1.41 1

r = 161
Une seule mesure 1.97 28.43 73.66 98.32 745.85
Fusion Linéaire 1.72 19.89 41.12 64.93 793.23

Fusion non linéaire 1.54 17.15 35.99 58.45 986.25

r = 214
Une seule mesure 3.36 32.78 85.15 112.20 982.62
Fusion Linéaire 2.34 23.86 45.86 73.66 1284.48

Fusion non linéaire 1.92 19.87 38.51 64.75 879.25

r = 300
Une seule mesure 4.89 35.44 92.55 124.85 2765.25
Fusion Linéaire 3.76 28.08 49.62 79.82 3584.35

Fusion non linéaire 3.24 25.77 42.36 68.33 3740.23

TAB. 3.11 – Erreur quadratique moyenne (EQM) sur l’instant de la rupture de pente en fonction
de la valeur maximale du signal et de la position de la rupture r

En comparant les résultats reportés dans les tableaux 3.10 et 3.11 on peut faire les conclu-
sions suivantes. L’estimation de l’instant de la rupture est d’autant moins précise que la valeur
du rapport signal à bruit du signal reçu est faible. La valeur moyenne de l’instant de la rupture
reste proche de la valeur théorique mais l’EQM augmente quand la valeur maximale diminue.
Pour un rapport signal à bruit de 25 dBHz la détection de pente est défaillante car la rupture
est détectée avant son apparition. Enfin on peut remarquer que l’EQM varie peu pour les diffé-
rentes valeurs de la vitesse relative satellite-récepteur. En effet la taille de la fenêtre de travail
étant différente pour chaque vitesse, la détection est peu sensible à ce paramètre.
Si on compare les résultats obtenus pour chaque méthode dans les tableaux 3.10 et 3.11, on
peut conclure que la méthode proposée qui utilise l’opérateur de fusion non linéaire est la plus
performante. En effet l’EQM obtenue est plus forte pour un signal que pour la fusion linéaire,
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et l’EQM de la fusion non linéaire est plus faible que celle obtenue par la fusion linéaire.

Valeur maximale
14.14 4.47 2.4 1.41 1

161
Une seule mesure 1.21 3.77 7.49 8.21 -30.52
Fusion Linéaire 0.76 2.65 5.35 7.13 -33.75

Fusion non-Linéaire 0.32 2.24 4.68 5.56 -28.95

214
Une seule mesure 1.34 4.72 8.84 9.47 -27.37
Fusion Linéaire 1.06 3.83 7.46 8.51 -50.18

Fusion non-Linéaire 0.86 3.21 4.25 6.25 -35.29

300
Une seule mesure 2.40 5.65 9.94 9.68 -55.38
Fusion Linéaire 2.11 5.18 8.56 8.55 -36.56

Fusion non-Linéaire 1.77 4.66 5.72 7.17 -42.77

TAB. 3.12 – Retard moyen sur l’instant de détection de la rupture de pente en fonction de rapport
signal sur bruit et de la vitesse relative satellite-récepteur

Valeur maximale
14.14 4.47 2.4 1.41 1

r=161
Une seule mesure 1.07 2.66 6.01 7.12 60.33
Fusion Linéaire 0.56 2.14 3.97 6.55 32.17

Fusion non-Linéaire 0.25 1.85 3.33 4.73 14.52

r=214
Une seule mesure 1.12 4.33 7.54 9.43 13.38
Fusion Linéaire 0.96 3.50 6.88 6.29 27.15

Fusion non-Linéaire 0.52 2.73 3.46 5.56 18.42

r=300
Une seule mesure 1.96 4.27 7.54 8.03 40.96
Fusion Linéaire 1.85 3.69 6.32 7.12 57.63

Fusion non-Linéaire 1.24 2.07 4.33 5.16 32.67

TAB. 3.13 – Ecarts-types du retard sur l’instant de détection de la rupture de pente en fonction
de rapport signal sur bruit et de la vitesse relative satellite-récepteur

Dans le tableau 3.12 on peut noter que le retard de la détection augmente quand le rapport si-
gnal à bruit décroît. De plus la variance du retard, reportée dans le tableau 3.13, augmente quand
la valeur maximale diminue. On en conclut que la détection est en moyenne plus retardée quand
le rapport signal à bruit du signal reçu décroît. Pour les différentes vitesses satellites-récepteur,
le retard moyen et sa variance varient peu. On retrouve dans ce résultat la conséquence de l’uti-
lisation d’une fenêtre adaptée à la vitesse satellite-récepteur. Pour un rapport signal à bruit de
25 dBHz, la détection de pente est défaillante car le retard est négatif. Dans ce cas la rupture est
détectée avant son apparition.
A partir des résultats décrits et donnés dans les tableaux 3.12 et 3.13 on peut conclure que la dé-
tection est meilleure avec la méthode de fusion non linéaire. En effet, dans ce cas les paramètres
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statistiques du retard estimé sont plus faibles. On remarquera aussi que la détection, utilisant la
fusion linéaire est plus performante que la détection utilisant un seul signal.

3.6 Conclusion et perspectives

L’étude réalisée dans ce chapitre porte sur l’estimation de processus linéaire par morceaux à
partir d’observations en provenance de deux sources. La problématique étudiée dans ce chapitre
est liée à la segmentation du signal GPS L2C. Dans ce contexte, le type de processus étudié, les
observations et informations a priori utilisées ont été définis dans le cadre de cette application.
Nous avons proposé dans une première partie de ce chapitre, un algorithme d’estimation des
ruptures de pente intégrant une information a priori sur la dynamique de la rupture. L’estima-
teur des instants de rupture utilise un opérateur de fusion linéaire des mesures de discriminants
observées. Nous avons proposé dans une deuxième partie un opérateur de fusion non linéaire
des observations et sa mise en oeuvre dans le détecteur de ruptures de pente.

Dans l’expérimentation les différents algorithmes ont été évalués sur les données de syn-
thèse. Trois types d’expérimentation ont été menés. Dans la première, on compare la fusion
linéaire avec l’opérateur de fusion non linéaire proposé pour différentes informations a priori.
Dans cette expérimentation les processus étudiés sont stationnaires. On montre que la fusion
non linéaire est plus précise au sens de l’EQM et que ses performances se dégradent et tendent
vers celles de la fusion linéaire lorsque l’information a priori est moins précise.
Dans la seconde expérimentation, on évalue l’apport de la fusion non linéaire comparée à la
fusion linéaire pour détecter un saut dans la moyenne d’un processus. L’estimateur utilisé est
un filtre GLR. Dans ce cas l’opérateur de fusion non linéaire est utilisé pour détecter et estimer
l’instant de la rupture dans la fenêtre de travail. On montre dans cette expérimentation que le
détecteur qui utilise la fusion non linéaire est plus performant en terme de détection de rupture
et qu’il localise plus précisément l’instant de la rupture.
Dans la troisième expérimentation, on évalue le détecteur de ruptures de pente proposé. Dans
cette partie on compare les résultats obtenus par l’opérateur de fusion non linéaire et l’opérateur
de fusion linéaire. Les paramètres de l’expérimentation sont définis pour le cas de la segmenta-
tion d’un signal GPS multi voies et des puissances de signaux observées en pratique. On montre
dans cette expérimentation que le détecteur de ruptures de pente qui utilise la fusion non linéaire
est plus performant en termes de détection de rupture et qu’il localise plus précisément l’instant
de la rupture.

Les perspectives de ce travail résident principalement dans l’étude de l’opérateur de fusion
non linéaire. En effet l’extension de la méthode à n observations n’est pas évidente. Dans ce cas
il faut modifier le processus de sélection des observations à transformer. De plus, il semble inté-
ressant de pouvoir traiter les données corrélées. En effet dans le cas corrélé, plus de réalisations
seront modifiées, et l’apport de la fusion non linéaire sera plus important. Il faudra alors dans
ce cas redéfinir la contrainte de la transformation et vérifier qu’elle est négative.
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Chapitre 4

Filtrage Bayésien multi-capteurs de
données circulaires

4.1 Introduction

Dans beaucoup d’applications les données traitées sont définies sur le cercle. On parle alors
de données définies sur un domaine circulaire différent du domaine linéaire classique où les
données sont définies sur une droite. Les distributions utilisées pour modéliser leurs caractères
aléatoires sont des distributions circulaires périodiques qui intègrent la périodicité des données.
Dans ce travail nous proposons de définir dans un cadre bayésien, à partir de la distribution
circulaire de von Mises, un filtre pour la fusion multi-capteurs de données angulaires. La dis-
tribution de von Mises dans le domaine circulaire est l’équivalent de la distribution gaussienne
dans le domaine linéaire. On redéfinit dans ce cadre un filtre de fusion temporel, un opérateur
de fusion des observations et un estimateur des instants de rupture dans la valeur moyenne d’un
processus angulaire stationnaire par morceaux.

Dans un récepteur GPS, les mesures d’angle et de pulsation de la porteuse sont des me-
sures angulaires. Ces mesures sont fournies par les boucles PLL (Phase-Locked Loop) et FLL
(Frequency-Locked Loop) de poursuite des paramètres du signal GPS reçu. Dans le cas du
signal GPS L2C, elles sont obtenues sur la voie pilote et la voie données du signal. Nous pro-
posons au chapitre 5 d’estimer et de fusionner ces mesures à partir des filtres et de l’opérateur
de fusion proposé dans ce chapitre.

La nécessité d’une "invariance" de méthodes statistiques et de mesures à l’égard du choix
arbitraire de la direction zéro et du sens de rotation, rend la plupart des techniques définies dans
le domaine linaire inadapté aux données angulaires. La raison étant principalement que la topo-
logie du cercle et de la droite sont complètement différentes. De plus, la vraisemblance d’une
distribution circulaire a souvent une forme très compliquée, elle contient plusieurs constantes de
normalisation inconnues [BHA09] [GAT08]. Dans ce contexte, beaucoup de notions telles que
la corrélation et la régression ainsi que leurs mesures statistiques, doivent être réinventées pour
le domaine circulaire. De même, l’inférence statistique, les fonctions de perte et les estimateurs
doivent être redéfinies [JAM01] [MAR99].
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En général, les distributions des mesures d’angles ainsi que des états à estimer par les filtres sta-
tistiques sont supposées gaussiennes. Elles sont donc définies sur un domaine linéaire. Quand
l’état est un angle, le filtre de Kalman étendu qui utilise une linéarisation locale de l’équation du
modèle peut être utilisé [QI02]. Cette approximation reste valable pour de petits angles définis
entre [−π,π]. On peut alors utiliser les filtres et les opérateurs du domaine linéaire classique
pour traiter ces mesures d’angles. En effet, dans ce cas, la distribution gaussienne est une bonne
approximation de la distribution circulaire de von Mises [MAR99]. Cette approximation n’est
pas appropriée aux grandes variations d’angles et aux transitions angulaires entre −π et π.

Dans ce chapitre, nous proposons un opérateur de fusion qui fusionne les mesures angulaires
obtenues à différents instants et en provenance de capteurs différents. Ces données sont des va-
riables aléatoires de von Mises indépendantes. L’utilisation d’une distribution circulaire pour
modéliser le problème permet d’obtenir des solutions ne dépendant pas de la variation d’angle
et insensibles au choix de la direction zéro. L’opérateur de fusion des observations est construit
à partir de la vraisemblance des mesures sachant l’état à estimer. Le filtre circulaire récursif des
observations obtenues à différents instants est défini à partir de la modélisation bayésienne du
problème. Cette modélisation s’appuie sur l’équation d’état du système et le filtre est construit
à partir de la distribution a posteriori de l’état à l’instant k sachant les mesures obtenues aux
instants allant de 1 à k. Finalement nous proposons un estimateur récursif des instants de rupture
de moyenne dans un processus angulaire stationnaire par morceaux.

Après une introduction constituant la première partie, ce chapitre est organisé de la façon
suivante. Nous présentons dans une deuxième partie l’opérateur de fusion de données angu-
laires. La troisième partie est consacrée à la définition du filtre circulaire récursif proposé pour
l’estimation de la direction moyenne et de la vitesse moyenne angulaire. Le détecteur de rup-
tures associé au filtre circulaire proposé est présenté dans la quatrième partie. La cinquième
partie est consacrée à l’expérimentation dans laquelle les estimateurs proposés seront évalués.

4.2 Opérateur de fusion circulaire

4.2.1 Les distributions circulaires

Dans de nombreux domaines scientifiques, les mesures traitées peuvent être directionnelles.
Par exemple, un biologiste peut étudier la direction du vol d’un oiseau, alors qu’un géologue
peut être intéressé par la direction du pôle magnétique, ou la vitesse du vent [AZM09a]. Ces
mesures directionnelles peuvent être en deux dimensions comme dans le premier exemple, ou
en trois dimensions comme dans le deuxième exemple. L’ensemble des observations sur les
orientations est dénommé données directionnelles. Les directions en deux dimensions peuvent
être représentées comme des mesures angulaires par rapport à une certaine direction zéro conve-
nablement choisie, c’est à dire, un point de départ et un "sens de rotation". Les observations sur
des directions bidimensionnelles sont également appelées données circulaires. De même, les
orientations en trois dimensions peuvent être représentées par deux angles et les données de
direction en trois dimensions sont appelées données sphériques.
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Il existe dans le domaine de la statistique circulaire plusieurs distributions parmi lesquelles
on peut citer la distribution uniforme. Cette distribution est l’équivalent de la distribution uni-
forme dans le domaine linéaire. Le centre de cette distribution est l’origine 0 et aucune direction
n’est privilégiée. La distribution circulaire la plus fréquemment utilisée dans l’analyse de direc-
tions est la distribution de von Mises [BAT81]. Cette distribution est l’équivalent de la distri-
bution gaussienne dans le domaine linéaire [MAR99] [MEL05]. On la nomme d’ailleurs aussi
distribution circulaire normale (CN ), car elle s’apparente à la loi normale linéaire au regard des
éléments suivants :

– elle dépend de deux paramètres : la direction moyenne et la concentration autour de la
moyenne ;

– elle est symétrique par rapport à la direction moyenne [DEG99] ;
– elle est uni-modale sur une période et son mode correspond à la direction moyenne

[DEG99].

La distribution de von Mises décrit les réalisations d’une variable aléatoire circulaire f (θ,µ,κ)
de moyenne µ et de variance homogène à 1/κ (l’inverse du paramètre de concentration). Le pa-
ramètre de concentration κ varie entre 0 et l’infini. Pour une faible valeur de κ, la distribution
de von Mises a une répartition uniforme entre 0 et 2π, pour laquelle aucune direction particu-
lière n’est privilégiée. Pour une grande valeur de κ, la distribution de von Mises tend vers une
distribution normale de variance 1/κ. La forme générale de la fonction de densité de probabilité
de von Mises pour un angle θ est donnée par :

f (θ,µ,κ) = 1
2πI0(κ) exp(κcos(θ−µ)) (4.1)

où I0 est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0, donnée par :

I0(κ) =
1

2π

∫ 2π

0
exp(κcos(φ))dφ (4.2)

On notera :

θ|µ ∼ CN (θ|µ,κ) (4.3)

C’est à dire une variable aléatoire θ suivant une distribution de von Mises de moyenne µ et de
paramètre de concentration κ.

On montre que l’on peut approximer la somme de deux variables aléatoires de von Mises
par une variable aléatoire de von Mises. Cette approximation est obtenue en utilisant la distri-
bution Wrapped Normal. La distribution circulaire Wrapped Normal (W N ) est une somme de
distributions gaussiennes centrées sur une valeur périodique µ de période 2 ∗π . Cette somme
permet de reproduire le caractère multi modal des distributions circulaires liées à la périodicité
des variables angulaires. Une distribution Wrapped Normal est obtenue en enroulant (wrapping)
une distribution normale autour d’un cercle, son expression est donnée par :

fW N(θ,µ,σ) = 1√
2π σ ∑+∞

k=−∞ exp− (θ−µ+2kπ)2

2σ2 (4.4)
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On notera :

θ|µ ∼ W N (θ|µ,ρ) (4.5)

C’est à dire une variable aléatoire θ suivant une distribution Wrapped Normal de moyenne µ et
de variance σ2 = −2log(ρ).
La distribution Wrapped Normal possède la propriété d’additivité des variables aléatoires. Dans
ce cas, la convolution de deux variables aléatoires suivant une distribution W N est égale-
ment une variable aléatoire de distribution W N , contrairement à la convolution de deux va-
riables aléatoires suivant une distribution de von Mises [MAR99]. Plus précisément si θ1 ∼
W N (µ1,ρ1) et θ2 ∼ W N (µ2,ρ2) sont indépendantes, alors θ1 + θ2 ∼ W N (µ1 + µ2,ρ1ρ2)
avec ρ1 = exp(−σ2

1/2) et ρ2 = exp(−σ2
2/2).

On montre qu’une distribution de von Mises peut être approximée par une distribution
Wrapped Normal [MAR99]. Cette approximation est définie par CN (µ,κ) ≈ W N (µ,A(κ)).
W N (µ,A(κ)) est une distribution Wrapped Normal de moyenne µ et de variance σ2 =−2log(A(κ)).
Cette approximation est définie pour :

A(κ) =
I1(κ)
I0(κ)

(4.6)

I1 est la fonctionde Bessel modifiée d’ordre 1.
On peut aussi approximer une distribution Wrapped Normal par une distribution de von Mises.
Cette approximation est définie par W N (µ,ρ) ≈ CN (µ,A−1(ρ)). Le paramètre de concen-
tration de la distribution de von Mises est défini en fonction de la variance de la distribution
Wrapped Normal par κ = A−1(exp(−σ2

2 )). Dans cette expression A−1(..) est calculé par ap-
proximation. En effet :
pour κ > 0.6 :

A(κ) ≈ (1− 1
2 κ

) (4.7)

On a alors :

κ =
1
2

(
1

1− exp(−σ2

2 )

)
(4.8)

pour κ < 0.6 :

A(κ) ≈ exp

(−1
2 κ

)
(4.9)

On a alors :

κ =
1

σ2 (4.10)
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4.2. Opérateur de fusion circulaire

4.2.2 Opérateur de fusion circulaire de N mesures angulaires

Trois raisons limitent l’utilisation de la somme pondérée comme opérateur de fusion d’un
ensemble d’observations angulaires. La première raison est liée au fait que la somme de deux
variables aléatoires de von Mises est une variable aléatoire de von Mises dont on ne sait pas cal-
culer le paramètre de concentration. La seconde raison est que le produit d’une variable aléatoire
de von Mises par une constante inférieure à 1 n’est pas obligatoirement une variable aléatoire de
von Mises de variance plus faible. Ceci étant dû aux transitions d’angle observées entre −π et π
quand l’angle nul définit la direction zéro. Finalement la troisième raison est qu’il n’existe pas
d’estimateur direct de la variance d’une variable aléatoire de von Mises[JAM01] [FIS87]. Dans
ce contexte nous proposons de définir l’opérateur de fusion de variables aléatoires de von Mises
au sens du maximum de vraisemblance. L’opérateur proposé intègre dans sa mise en oeuvre la
périodicité des variables aléatoires et ne dépend pas du choix de la direction zéro.

Considérons N mesures angulaires φ(1)
k , . . . ,φ(N)

k que nous souhaitons fusionner en une seule
mesure φ f ,k. On suppose que ces mesures sont indépendantes et suivent toutes une distribution

de von Mises de moyenne θk et de paramètres de concentrations respectifs κ(1)
R . . .κ(N)

R . Nous
pouvons exprimer la distribution de la vraisemblance de von Mises de la mesure fusionnée étant
donné l’état par :

f (φ f ,k/θk,κ f ) ∝ f (φ(1)
k /θk,κ

(1)
R ) f (φ(2)

k /θk,κ
(2)
R ) . . . f (φ(N)

k /θk,κ
(N)
R ) (4.11)

avec :

f (φ f ,k/θk,κ f ) =
1

2πI0(κ f )
exp

(
κ f cos(φ f ,k −θk)

)
(4.12)

f (φ(i)
k /θk,κ

(i)
R ) =

1

2πI0(κ
(i)
R )

exp
(

κ(i)
R cos(φ(i)

k −θk)
)

(4.13)

On a alors :

1
2πI0(κ f )

exp
(
κ f cos(φ f ,k −θk)

)
=

1

2πI0(κ
(1)
R )

. . .
1

2πI0(κ
(N)
R )

exp

(
N

∑
i=1

κ(i)
R cos(θk −φ(i)

k )

)
(4.14)

Ce qui implique la relation suivante :

κ f cos(φ f ,k −θk) =
N

∑
i=1

κ(i)
R cos(θk −φ(i)

k ) (4.15)

On a alors :
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κ f cos(φ f ,k −θk) = cos(θk)
N

∑
i=1

κ(i)
R cos(φ(i)

k )+ sin(θk)
N

∑
i=1

κ(i)
R sin(φ(i)

k ) (4.16)

On en déduit donc les deux relations suivantes :

κ f cosφ f ,k =
N

∑
i=1

κ(i)
R cosφ(i)

k (4.17)

κ f sinφ f ,k =
N

∑
i=1

κ(i)
R sinφ(i)

k (4.18)

On peut à présent déduire les expressions de φ f ,k et κ f . L’expression de φ f ,k est obtenue par :

φ f ,k = arctan(
κ f sinφ f ,k

κ f cosφ f ,k
) (4.19)

= arctan(
∑N

i=1 κ(i)
R sinφ(i)

k

∑N
i=1 κ(i)

R cosφ(i)
k

) (4.20)

L’expression de κ f est obtenue par :

κ f =
√

(κ f cosφ f ,k)2 +(κ f sinφ f ,k)2 (4.21)

=

√
(

N

∑
i=1

κ(i)
R cosφ(i)

k )2 +(
N

∑
i=1

κ(i)
R sinφ(i)

k )2 (4.22)

Les valeurs de φ f ,k et κ f obtenues en sortie de l’opérateur de fusion multi-capteurs circulaire
sont utilisées par l’estimateur récursif circulaire défini dans la suite.

4.2.3 Cas de la fusion de 2 mesures angulaires

Dans le cas de deux mesures angulaires φ(1)
k et φ(2)

k , l’opérateur de fusion défini au sens du
maximum de vraisemblance est obtenu à partir des relations entre les distributions suivantes :

f (φ f ,k/θk,κ f ) ∝ f (φ(1)
k /θk,κ

(1)
R ) f (φ(2)

k /θk,κ
(2)
R ) (4.23)

On peut déduire alors l’expression suivante :

exp
(
κ f cos(φ f ,k −θk)

)
∝ exp

(
κ(1)

R cos(φ(1)
k −θk)

)
∗ exp

(
κ(2)

R cos(φ(2)
k −θk)

)
(4.24)
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Finalement dans le cas de deux mesures angulaires, on a :

φ f ,k = arctan(Sk/Ck) (4.25)

κ f =
√

C2
k +S2

k (4.26)

avec :

Ck = κ(1)
R cosφ(1)

k +κ(2)
R cosφ(2)

k (4.27)

Sk = κ(1)
R sinφ(1)

k +κ(2)
R sinφ(2)

k (4.28)

Le paramètre de concentration de l’opérateur de fusion κ f doit être supérieur au plus grand des
paramètres de concentrations κ1 et κ2 associé aux distributions qui modélisent les mesures. En
effet, le paramètre de concentration est inversement proportionnel à la variance de la distribu-
tion. On a :

κ f =
√

(κ(1)
R )2 +(κ(2)

R )2 +2κ(1)
R κ(2)

R cos(φ(1)
k −φ(2)

k ) (4.29)

Les valeurs de φ(1)
k ,φ(2)

k sont comprises dans l’intervalle [−π/2 π/2] car dans notre modélisa-
tion les angles sont obtenus avec la fonction arc tangente dans l’expression 4.25. On a alors :

cos(φ(1)
k −φ(2)

k ) > 0 donc κ f > max(κ(1)
R ,κ(2)

R ) (4.30)

On représente sur la figure 4.1 l’évolution de κ f en fonction de Δφ = φ(1)
k −φ(2)

k . Cette figure

est obtenue pour κ(1)
R = 1. On remarquera que, contrairement à l’opérateur de fusion somme

pondérée du domaine linéaire, le paramètre de concentration dépend de la valeur des mesures à

fusionner. Cependant le paramètre de concentration κ f est bien supérieur aux valeurs de κ(1)
R et

κ(2)
R ,quelle que soit la valeur de Δφ, ce qui démontre l’intérêt de cet opérateur de fusion.

4.3 Filtres récursifs circulaires

4.3.1 Filtre récursif circulaire scalaire

Soit un système à temps discret de loi initiale f (θ0), de loi de transition f (θk|θk−1,Q) et
de fonction de vraisemblance f (φ f ,k|θk,κ f ). Le système est décrit par les équations d’état et de
mesure suivantes : {

θk = hθk−1 + vk−1
φ f ,k = θk +wk
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FIG. 4.1 – Evolution de κ f en fonction de Δφ = φ(1)
k −φ(2)

k

Dans cette expression, wk est un bruit de mesure de paramètre de concentration κ f . vk−1 est un
bruit de modèle de paramètre de concentration κQ.

L’estimation de l’état θk repose sur des informations a priori et sur les observations φ f ,1:k =
φ f ,1, . . . ,φ f ,k. Notre estimateur doit pouvoir fonctionner en temps réel, ce qui implique que
l’estimation doit être résolue de façon récursive en traitant les observations au fur et à mesure
de leur disponibilité. On considère que l’estimateur proposé intègre aussi l’opérateur de fusion
circulaire décrit dans la section précédente. L’estimateur récursif circulaire que nous proposons
est fondé sur un schéma du type prédiction-correction, comme n’importe quel filtre bayésien.
Chaque itération du filtre circulaire se décompose en une étape de prédiction, faisant intervenir
la loi de transition, et une étape de correction faisant intervenir la nouvelle observation et la
fonction de vraisemblance locale associée. Ce calcul s’effectue en deux étapes, une dite de
prédiction et une étape de correction. Le calcul s’effectue de façon récursive selon le schéma
classique suivant :

φ f ,k

↓
P(θk−1 | φ f ,1:k−1)

étape de prédiction−−−−−−−−−−→
P(θk|θk−1)

P(θk | φ f ,1:k−1)
étape de correction−−−−−−−−−−→

P(φ f ,k|θk)
P(θk | φ f ,1:k)(4.31)

On représente sur la figure 4.2 , le principe général du filtre récursif circulaire .
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CorrectionPrédiction

Fusion Circulaire

FIG. 4.2 – Schéma de l’estimateur récursif fusionnant deux mesures angulaires

Définition de l’étape de prédiction

On suppose que la distribution a posteriori définie en k−1, f (θk−1|φ f ,1:k−1) est une distri-
bution de von Mises.

θk−1|φ f ,1:k−1 ∼ CN (θk−1|hθ̂k−1,Pk−1) (4.32)

où θ̂k−1 et Pk−1 désignent respectivement les moyenne et variance a posteriori de θk−1.
Dans notre approche, le bruit sur l’état est distribué suivant une loi de von Mises de paramètre
de concentration κQ. La distribution de la prédiction est donnée par la résolution de l’intégrale
de Chapman-Kolmogorov :

f (θk | φ f ,1:k−1) =
∫

f (θk | θk−1,φ f ,1:k−1) f (θk−1 | φ f ,1:k−1)dθk−1 (4.33)

La résolution de l’intégrale de Chapman-Kolmogorov dans le cas de distributions de von Mises
doit nous conduire à définir l’étape de prédiction par :

CN (θk | θ̂k/k−1,Pk/k−1) ∝
∫

CN (θk | θk−1,κQ)CN (θk−1 | hθ̂k−1,Pk−1)dθk−1 (4.34)

Pour résoudre cette intégrale, nous proposons d’approximer les distributions de von Mises par
des distributions "Wrapped Normal". En effet, il est montré dans [JAM01] qu’une distribu-
tion de von Mises CN (µ,κ) peut être approximée par une distribution "Wrapped Normal"
W N (µ,ρ) et vice versa. Avec ρ = A(κ) et κ = A−1(ρ).
Pour calculer la distribution CN (θk | θ̂k/k−1,Pk/k−1), on approxime chacune des distributions

CN (θk | θk−1,κQ) et CN (θk−1 | hθ̂k−1,Pk−1) de l’équation 4.33 par les distributions "Wrapped
Normal" suivantes :
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CN (θk | θk−1,κQ) ≈ W N (θk | θk−1,A(κQ)) (4.35)

CN (θk−1 | hθ̂k−1,Pk−1) ≈ W N (θk−1 | hθ̂k−1,A(Pk−1)) (4.36)

avec :

W N (θk | θk−1,A(κQ)) =
1

σ1
√

2π

+∞

∑
n=−∞

exp

(−(θk −θk−1 +2πn)2

2σ2
1

)
(4.37)

W N (θk−1 | hθ̂k−1,A(Pk−1)) =
1

σ2
√

2π

+∞

∑
m=−∞

exp

(
−(θk−1 −hθ̂k−1 +2πm)2

2σ2
2

)
(4.38)

où σ2
1 = −2log(A(κQ)) et σ2

2 = −2log(A(Pk−1)).
L’intégrale 4.33 peut s’écrire alors :

CN (θk | θ̂k/k−1,Pk/k−1) ≈
∫

W N (θk | θk−1,A(κQ))W N (θk−1 | hθ̂k−1,A(Pk−1))dθk−1(4.39)

soit :

≈ 1

σ1
√

2π
1

σ2
√

2π

+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
m=−∞

∫
exp

(−(θk −θk−1 +2πn)2

2σ2
1

)
exp

(
−(θk−1 −hθ̂k−1 +2πm)2

2σ2
2

)
dθk−1 (4.40)

≈ 1

σ1
√

2π
1

σ2
√

2π

+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
m=−∞∫

exp

(
−1
2

(
(θk −θk−1 +2πn)2

σ2
1

+
(θk−1 −hθ̂k−1 +2πm)2

σ2
2

))
dθk−1 (4.41)

On utilise alors la relation suivante :

(X −Y )2

N
+

(Y −Z)2

M
= W

(
Y −

(
X

WN
+

Z
WM

))2

+
(X −Z)2

M +N
(4.42)

avec W = 1
N + 1

M et en posant X = θk +2πn, Y = θk−1, Z = hθ̂k−1 +2πm, N = σ1 et M = σ2,
on a alors :
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CN (θk | θ̂k/k−1,Pk/k−1) ≈
+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
m=−∞

1√
2π (σ2

1 + σ2
2)

exp

(
−(θk −hθ̂k−1 +2π(n−m))2

2(σ2
1 +σ2

2)

)∫ ∞

−∞
g(θk−1,n,m)dθk−1(4.43)

Avec

g(θk−1,n,m) =

√
B
2π

exp

⎛⎝−B
2

(
θk−1 −

(
θk +2πn

Bσ2
1

+
hθ̂k−1 +2πm

Bσ2
2

))2
⎞⎠ (4.44)

où B = 1
σ2

1
+ 1

σ2
2
. g(θk−1,n,m) représente une loi gaussienne de moyenne θk+2πn

Bσ2
1

+ hθ̂k−1+2πm
Bσ2

2
et

de variance 1
B . On en déduit donc que :∫ +∞

−∞
g(θk−1,n,m)dθk−1 = 1 ∀(n,m) ∈ R

2 (4.45)

Ce qui implique :

CN (θk | θ̂k/k−1,Pk/k−1) ≈
+∞

∑
n=−∞

+∞

∑
m=−∞

1√
2πσ2

1 +σ2
2

exp

(
−(θk −hθ̂k−1 +2π(n−m))2

2(σ2
1 +σ2

2)

)
(4.46)

En effectuant le changement de variable suivant γ = n−m, on a :

CN (θk | θ̂k/k−1,Pk/k−1) ≈ (4.47)

≈
+∞

∑
γ=−∞

1√
2π (σ2

1 +σ2
2)

exp

(
−(θk −hθ̂k−1 +2πγ)2

2(σ2
1 +σ2

2)

)
(4.48)

≈
+∞

∑
γ=−∞

1√
2π(−2log(A(Pk−1)A(κQ)))

exp

(
−(θk −hθ̂k−1 +2πγ)2

2(−2log(A(Pk−1)A(κQ)))

)
(4.49)

≈ W N (θk | hθ̂k−1,A(κQ)A(Pk−1)) (4.50)

On a alors l’équation complète de la prédiction qui est définie par :

θ̂k/k−1 = hθ̂k−1 (4.51)

Pk/k−1 = A−1 (A(Pk−1)A(κQ)) (4.52)
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Définition de l’étape de correction

On peut à présent passer à l’étape de correction où il faut calculer l’estimée θ̂k et sa variance
Pk. Pour cela on utilise la distribution a posteriori f (θk|φ f ,1:k) donnée par :

f (θk|φ f ,1:k)︸ ︷︷ ︸
distribution a posteriori

∝ f (θk|φ f ,1:k−1)︸ ︷︷ ︸
distribution a priori

f (φ f ,k|θk)︸ ︷︷ ︸
vraisemblance

(4.53)

Dans notre modélisation, on suppose que la distribution a posteriori, la distribution a priori et
la vraisemblance sont des distributions de von Mises. On a alors :

CN (θk|θ̂k,Pk) ∝ CN (θk|θ̂k/k−1,Pk/k−1) CN (φ f ,k|θk,κ f ) (4.54)

Ce qui implique :

1
2πI0(Pk)

exp
(

Pk cos(θk − θ̂k)
)

=
1

2πI0(Pk/k−1)
exp

(
Pk/k−1 cos(θk − θ̂k/k−1)

) 1
2πI0(κ f )

exp
(
κ f cos(φ f ,k −θk)

)
(4.55)

=
1

4π2I0(Pk/k−1)I0(κ f )
exp

(
Pk/k−1 cos(θk − θ̂k/k−1)+κ f cos(φ f ,k −θk)

)
(4.56)

On a alors les relations suivantes :

exp
(

Pk cos(θk − θ̂k)
)

∝ exp
(

Pk/k−1 cos(θk − θ̂k/k−1)
)
∗ exp

(
κ f cos(φ f ,k −θk)

)
(4.57)

∝ exp
(

Pk/k−1 cos(θk − θ̂k/k−1)+κ f cos(φ f ,k −θk)
)

(4.58)

∝ exp(Ck cos(θk)+Sk sin(θk)) (4.59)

avec :

Ck = Pk/k−1 cos θ̂k/k−1 +κ f cosφ f ,k (4.60)

Sk = Pk/k−1 sin θ̂k/k−1 +κ f sinφ f ,k (4.61)

En utilisant la règle de trigonométrie suivante :

a sin(ωt +ϕ1)+b cos(ωt +ϕ2) =
√

c2 +d2 sin(ωt +ϕ) (4.62)
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4.3. Filtres récursifs circulaires

avec :
– c = a sin(ϕ1)+b cos(ϕ2)
– d = a cos(ϕ1)+b sin(ϕ2)
– ϕ = arctan( c

d )

et en prenant ωt = θt , ϕ1 = ϕ2 = 0, a = Sk et b = Ck, on peut déduire :

Pk cos(θk − θ̂k) =
√

C2
k +S2

k cos(θk − arctan(
Sk

Ck
)) (4.63)

ce qui implique :

θ̂k = arctan(Sk/Ck) (4.64)

Pk =
√

C2
k +S2

k (4.65)

4.3.2 Filtre récursif circulaire vectoriel

On suppose maintenant que l’on dispose de deux capteurs fournissant des mesures d’angles
et de vitesses angulaires. L’équation d’état dans ce cas est donnée par :

Θk = F Θk−1 +Vk−1 (4.66)

Avec Θk = [θk, θ̇k] le vecteur d’état, que l’on souhaite estimer à chaque instant k. F est la

matrice de transition donnée par F =
[

1 dt
0 1

]
. Dans notre approche on considère que θk est

une variable aléatoire angulaire décrivant la direction et que θ̇k est la vitesse angulaire.

θk = θk−1 +dt θ̇k−1 +ν1,k−1 (4.67)

θ̇k = θ̇k−1 +ν2,k−1 (4.68)

Le vecteur de bruit Vk−1 = [ν1,k−1, ν2,k−1]T représente l’erreur du modèle d’état. ν1,k−1 et
ν2,k−1 sont respectivement le bruit du modèle d’état sur θk et sur θ̇k. Ils suivent tous les deux une
distribution de von Mises, centrée de paramètres de concentration respectifs κ1,Q, κ2,Q. Dans
notre implémentation on considère que les états ne sont pas corrélés. On a alors la matrice des
paramètres de concentration κQ qui est définie par :

κQ =
[

κ1,Q 0
0 κ2,Q

]
L’équation de mesure est donnée par :
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Φ f ,k = H Θk−1 +Wk (4.69)

avec H la matrice d’observation :

H =
[

1 0
0 1

]
Φ f ,k = [φ f ,k, φ̇ f ,k]T est le vecteur de mesures angulaires fusionnées à l’aide de l’opérateur de
fusion circulaire proposé dans la section 4.2. φ f ,k est la mesure fusionnée des directions et φ̇ f ,k

est la mesure fusionnée des vitesses angulaires. Le vecteur de bruit Wk = [w1,k, w2,k]T repré-
sente le bruit sur les mesures. w1,k, w2,k sont deux bruits centrés suivant une distribution de von
Mises. Ils sont respectivement le bruit sur la direction et sur la vitesse angulaire. Leurs para-
mètres de concentration sont respectivement κ1,R, κ2,R. On suppose ici que les mesures ne sont
pas corrélées entre elles et la matrice des paramètres de concentration κR est donnée par :

κR =
[

κ1,R 0
0 κ2,R

]
.

Soit Θk = [θk, θ̇k]T le vecteur d’état inconnu qu’on souhaite estimer.

On definit Θ̂k/k−1 = [θ̂k/k−1,
ˆ̇θk/k−1]T le vecteur prédiction de l’état et Θ̂k = [θ̂k,

ˆ̇θk]T l’état
estimé. On note Pθk et Pθ̇k

les paramètres de concentration des estimations de la direction et
de la vitesse angulaire. Pour définir l’étape de prédiction du filtre, il faut résoudre l’intégrale
de Chapman-Kolmogorov. Cependant l’étape de prédiction, définie par les modèles 4.67 et 4.68
pour le filtre étudié, introduit une corrélation entre les états prédits. Malheureusement il n’existe
pas de distribution circulaire qui modélise cette dépendance et qui permette de résoudre analy-
tiquement l’intégrale de Chapman-Kolmogorov. C’est pour cette raison que nous supposerons
dans la suite que les états sont indépendants. Dans ce cas on considère les deux équations sui-
vantes pour définir l’étape de prédiction :

CN (θk | θ̂k/k−1,Pθk/k−1
) ≈

∫
W N (θk | θk−1,A(κ1,Q))

W N (θk−1 | (θ̂k−1 +dt ̂̇θk−1),A(Pθk−1)A(Pθ̇k−1
))dθk−1(4.70)

CN (θ̇k | ̂̇θk/k−1, Ṗθk/k−1
) ≈

∫
W N (θ̇k | θ̇k−1,A(κ2,Q))

W N (θ̇k−1 | (̂̇θk−1,A(Pθ̇k−1
))dθk−1 (4.71)

Ces deux intégrales sont résolues en utilisant la méthode et les approximations définies au
paragraphe précédent. On a alors les équations de prédiction du filtre qui sont définies par :

θ̂k/k−1 = θ̂k−1 +dt ̂̇θk−1 (4.72)

Pθk/k−1
= A−1(A(Pθk−1)A(Pθ̇k−1

)A(κ1,Q)) (4.73)̂̇θk/k−1 = ̂̇θk−1 (4.74)

Pθ̇k/k−1
= A−1(A(Pθ̇k−1

)A(κ2,Q)) (4.75)
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Les estimés θ̂k et ̂̇θk sont obtenus respectivement à partir des deux distributions a posteriori
suivantes, qui définissent l’étape de prédiction :

CN (θk|θ̂k,Pθk) ∝ CN (θk|θ̂k/k−1,Pθk/k−1
) CN (φ f ,k|θk,κ1,R) (4.76)

CN (θ̇k|̂̇θk,Pθ̇k
) ∝ CN (θ̇k|̂̇θk/k−1,Pθ̇k/k−1

) CN (φ̇ f ,k|θ̇k,κ2,R) (4.77)

En utilisant la même démonstration que celle utilisée dans le cas scalaire (décrite par les équa-
tions 4.54 à 4.65), on montre que :

Pθk =
√

C2
θk

+S2
θk

(4.78)

Pθ̇k
=

√
C2

θ̇k
+S2

θ̇k
(4.79)

θ̂k = arctan(Sθk/Cθk) (4.80)
ˆ̇θk = arctan(Sθ̇k

/Cθ̇k
) (4.81)

avec :

Cθk = Pθk/k−1
cos θ̂k/k−1 +κ1,R cosφ f ,k (4.82)

Sθk = Pθk/k−1
sin θ̂k/k−1 +κ1,R sinφ f ,k (4.83)

Cθ̇k
= Pθ̇k/k−1

cos ˆ̇θk/k−1 +κ2,R cosZ(2) f us
k (4.84)

Sθ̇k
= Pθ̇k/k−1

sin ˆ̇θk/k−1 +κ2,R sin φ̇ f ,k (4.85)

4.4 Estimation de rupture de moyenne dans un processus an-
gulaire

Deux raisons ont motivé le développement d’un détecteur de ruptures dans la moyenne d’un
processus angulaire. La première raison est liée à l’apparition de sauts dans le processus provo-
qués par des perturbations du capteurs. On peut citer les sauts de cycle dans la phase du signal
GPS ou des perturbations électromagnétiques pour les capteurs de direction comme le compas
magnétique. La seconde raison est qu’il est parfois possible de modéliser l’évolution par une
suite de zones stationnaires de moyenne constante séparées par des transitions entre moyennes.
On peut citer par exemple l’évolution de la vitesse du vent ou de la direction d’un véhicule.

Dans la suite nous supposons que le processus angulaire est stationnaire par morceaux. Soit
le modèle d’évolution du processus contenant une rupture de dynamique (amplitude) δr située
à la position r ∈ {ti}{i∈N}. L’équation du modèle d’état dans le cas scalaire est donnée par :

θk = θk−1 + ∑
r∈{ti}{i∈N}

δr δ(k−1− r)+νk−1 (4.86)
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L’impulsion de Dirac δ(i) prend la valeur 1 quand i = 0 ; sinon elle est égale à 0. νk est un bruit
blanc centré de distribution de von Mises et de variance κQ. On note φk les observations de θk.
φk est une mesure bruitée suivant une distribution de von Mises centrée en θk et de paramètre
de concentration κR.

Estimation après la rupture

L’expression de la moyenne estimée θ̂k à l’instant k avec k > r est donnée dans ce cas par :

θ̂k = θ̂k,0 +ρk,r(δr) (4.87)

Dans cette expression, θ̂k,0 est la moyenne estimée obtenue sans rupture dans le modèle. ρk,r(δr)
représente la différence avec la moyenne estimée quand on considère une rupture à la position
r dans le modèle. Dans le cas circulaire, ρk,r(δr) n’est pas une fonction linéaire de δr comme
dans le cas linéaire. Pour estimer la fonction ρk,r(δr), on considère la ré-écriture de l’équation
4.64 comme suit :

tan(θ̂k) = Sk/Ck

Pk/k−1(sin(θ̂k/k−1)cos(θ̂k)− cos(θ̂k/k−1)sin(θ̂k)) = κR(sin(θ̂k)cos(φk)− cos(θ̂k)sin(φk))

Pk/k−1 sin(θ̂k/k−1 − θ̂k) = κR sin(θ̂k −φk) (4.88)

Si on suppose une rupture à la position r et des observations non bruitées définies par φk =
θ̂r−1 +δr pour k ≥ r, on a alors :

Pr/r−1 sin(θ̂r/r−1 − θ̂r) = κR sin(θ̂r − θ̂r−1 −δr) (4.89)

−Pr/r−1 sin(θ̂r − θ̂r/r−1) = κR(sin(θ̂r − θ̂r−1)cos(δr)− cos(θ̂r − θ̂r−1)sin(δr)) (4.90)

−Pr/r−1

κR
= cos(δr)− sin(δr)cotan(θ̂r − θ̂r−1) (4.91)

cotan(θ̂r − θ̂r−1) =
1

sinδr

{
cosδr +

Pr/r−1

κR

}
(4.92)

tan(θ̂r − θ̂r−1) =
(

1
sinδr

{
cosδr +

Pr/r−1

κR

})−1

(4.93)

θ̂r = arctan

((
1

sinδr

{
cosδr +

Pr/r−1

κR

})−1
)

+ θ̂r−1 (4.94)

Les valeurs de ρk,r(δr) pour k ≥ r sont obtenues récursivement. On représente sur la figure
4.3 les paramètres ρk,r(δr) et ψk,r. On pose alors :

ρk,r(δr) = δr −ψk,r (4.95)
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rr 1 k

FIG. 4.3 – Evolution de l’état estimé après l’instant de la rupture

Pour tout k ≥ r, on a :

θ̂k = θ̂r−1 +ψk,r (4.96)

L’équation 4.88 peut alors s’écrire :

Pk/k−1 sin(θ̂r−1 +ψk−1,r − θ̂r−1 −ψk,r) = κR sin(θ̂r−1 −ψk,r − θ̂r−1 +δr)
Pk/k−1 sin(ψk−1,r −ψk,r) = κR sin(δr −ψk,r)

Pk/k−1(sin(ψk−1,r)cos(ψk,r)− cos(ψk−1,r)sin(ψk,r)) = κR(cos(ψk,r)sin(δr)− sin(ψk,r)cos(δr))
cos(ψk,r)(Pk/k−1 sin(ψk−1,r)−κR sin(δr)) = sin(ψk,r)(Pk/k−1 cos(ψk−1,r)−κR cos(δr))

Ce qui implique l’expression récursive suivante :

ψk,r = arctan

{
Pk/k−1 cos(ψk−1,r)−κR cos(δr)
Pk/k−1 sin(ψk−1,r)−κR sin(δr)

}
(4.97)

dont la valeur initiale est donnée par :

ψr,r = arctan

((
1

sinδr

{
cosδr +

Pr/r−1

κR

})−1
)

(4.98)
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Détection de la rupture

Soit εk, la différence entre la mesure et la moyenne estimée :

εk = φk − θ̂k,r (4.99)

La différence entre deux variables aléatoires suivant une distribution de von Mises peut être
approximée par une variable aléatoire circulaire suivant une distribution de von Mises. En ef-
fet, cela peut être montré en approximant les deux distributions initiales par des distributions
"Wrapped Normal" qui possèdent la propriété d’additivité [JAM01]. On se reportera au para-
graphe 4.2.1 pour les détails de cette approximation.
On peut alors montrer qu’une approximation du paramètre de concentration de εk est donnée
par :

Pεk = A−1 (A(Pk)A(κR)) (4.100)

On définit alors deux hypothèses :
– Hypothèse H1 : En présence d’une rupture de dynamique δr à la position r dans les me-

sures φ, on a après la rupture :

εk ∼ CN (0,Pεk) (4.101)

CN est la distribution circulaire normale de von Mises.
– Hypothèse H0 : En absence de rupture dans les mesures, on a après la rupture :

εk ∼ CN
(
ρk,r(δr),Pεk

)
(4.102)

Le rapport de vraisemblance entre les deux hypothèses est donné par :

L =
∏k

i=r p(εi|H1)

∏k
i=r p(εi|H0)

(4.103)

=
∏k

i=r exp
(
Pεicos(εi −ρk,r(δr))

)
∏k

i=r exp(Pεicos(εi))
(4.104)

(4.105)

On peut ensuite définir le test entre les deux hypothèses à partir du logarithme du rapport de
vraisemblance L par la relation suivante :

ln(L) =
k

∑
i=r

Pεicos(εi−ρi,r(δr))−
k

∑
i=r

Pεicos εi

H0

>
<

H1

0 (4.106)

Pour détecter les ruptures à partir de ce test, il existe deux possibilités [JAM01]. La première
consiste à utiliser l’approche Bayésienne et à considérer une loi a priori sur la position de la
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rupture. Dans le cas d’une loi uniforme, on calcule la valeur moyenne du test, obtenue pour
chaque position r dans la fenêtre de travail. La seconde possibilité consiste à rechercher les
valeurs de r et δr qui maximisent la valeur de ln(L). C’est cette dernière possibilité que nous
avons retenue car ces grandeurs seront utilisées dans la réactualisation du filtre.

L’estimation de l’instant et de la dynamique de la rupture est obtenue par la double maximi-
sation suivante :

{
t̂k, δ̂k

}
= argmax︸ ︷︷ ︸

k−M+1 ≤ r ≤ k

⎧⎪⎨⎪⎩argmax︸ ︷︷ ︸
δr

L(∇,δ∇)

⎫⎪⎬⎪⎭ (4.107)

où M est la taille de la fenêtre de travail. Pour calculer δr on utilise l’approximation suivante :

c̄ =
1

k− r +1

k

∑
i=r

cos(φi − θ̂k−M+1,r) (4.108)

s̄ =
1

k− r +1

k

∑
i=r

sin(φi − θ̂k−M+1,r) (4.109)

δr = arctan

(
s̄
c̄

)
(4.110)

Après estimation de ces paramètres, le test d’hypothèses est formulé comme suit :

k

∑
i=t̂k

Pεicos
(

εi −ρi,t̂k(δ̂k)
)
−

k

∑
i=t̂k

Pεicos εi

H0

>
<

H1

λ (4.111)

où λ est un seuil défini par l’utilisateur qui ne dépend pas de k. Le seuil est donc commun à toute
la séquence analysée. La distribution de la statistique de ce test n’a pas de forme analytique
simple [JAM01]. En pratique la seule possibilité est alors de définir par simulation, pour une
probabilité de fausse-alarme donnée, les différentes valeurs de seuil en fonction de M et Pε.
La valeur du seuil sera donc définie dans l’expérimentation par simulation. Quand une rupture
est détectée à partir de l’inégalité 4.111 à la position t̂k et avec la dynamique δ̂k, on définit la
moyenne et la variance de la direction réactualisées à l’instant k par :

θ̂k,r = θ̂k,0 +ρk,t̂k(δ̂k) (4.112)

Pk,r = A−1 (A(Pk,0)A(Pεk)
)

(4.113)

où l’erreur sur l’estimation de ρk,t̂k(δ̂k)est inconnue et majorée par Pεk.

4.5 Expérimentation

Dans ces expérimentations, on compare les algorithmes développés tout au long de ce cha-
pitre. On compare l’opérateur de fusion circulaire, l’estimateur récursif circulaire et le détecteur
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de ruptures circulaire avec les filtres et opérateurs classiques du domaine linéaire. Dans le cas
linéaire, on utilisera l’opérateur de fusion linéaire classique (Somme pondérée), le filtre de
Kalman et le filtre GLR (Generalized Likelihood Ratio). Dans cette expérimentation nous pro-
posons d’évaluer les filtres et opérateurs sur des variations d’angles inspirées d’une application
réelle. On considère donc dans cette expérimentation sur données synthétiques l’évolution de la
direction d’un véhicule qui parcourt une trajectoire[AZM09b].

4.5.1 Evaluation de la fusion circulaire et du filtre récursif circulaire

On considère un récepteur mobile avec deux capteurs, l’un donnant la direction et le deuxième
mesurant la vitesse angulaire. Les deux capteurs sont indépendants et les mesures sont suppo-
sées non corrélées. On modélise ici les mesures de direction et vitesse fournies par un compas
magnétique et un gyroscope. Nous disposons à chaque instant, de deux mesures de direction et
de deux mesures de vitesse angulaire. La trajectoire du mobile est présentée sur la figure 4.4.
Pour visualiser la différence entre la direction réelle et la direction estimée, nous représentons
la distance circulaire entre ces angles pour 200 mesures de la trajectoire.

−50 0 50 100 150 200 250
0

50

100

150

200

250

300

Trajectoire du mobile

x (m)

y (
m

)

FIG. 4.4 – Trajectoire du mobile

Dans cette expérimentation, nous souhaitons montrer la contribution de l’opérateur de fusion
circulaire et du filtre récursif circulaire pour estimer la direction d’un véhicule mobile. Les
résultats obtenus sont comparés aux résultats obtenus par l’opérateur de fusion somme pondérée
et un filtre de Kalman. Nous considérons l’estimation de la direction dans le cas scalaire et
l’estimation de la direction et de la vitesse angulaire dans le cas vectoriel. Afin d’évaluer et de
comparer les résultats obtenus par les deux méthodes, nous estimons la distance circulaire dc et
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la dispersion circulaire Dv donnée par les expressions suivantes [JAM01] :
Pour évaluer la dispersion angulaire entre la vraie direction et la direction estimée, le calcul est
réalisé sur 2000 points de la trajectoire. Soit θk l’état à estimer et φk la mesure. On définit la
distance circulaire dc et la dispersion circulaire Dv entre ces deux angles par les expressions
suivantes :

dc = 1− cos(θk −φk) (4.114)

Dv = n−
n

∑
i=1

cos(θk −φk) (4.115)

Quand la différence angulaire θk − φk prend la valeur 0, la distance circulaire définie dans
l’équation 4.114 vaut zéro. Lorsque θk − φk prend la valeur π, la valeur de la distance circu-
laire est égale à 2.

Opérateur de fusion

On représente sur la figure 4.5 la direction réelle et les mesures de direction pour la tra-
jectoire de la figure 4.4. On représente sur la figure 4.5 une réalisation des mesures bruitées
associée aux deux valeurs limites des paramètres de concentration des bruits qui seront utilisés
dans l’expérimentation. Sur la figure 4.5.(a), on représente les mesures obtenues pour des bruits

suivant une distribution de von Mises de paramètres de concentration κ(1)
R = κ(2)

R = 1. Sur la

figure 4.5.(b) les valeurs des paramètres de concentration du bruit sont κ(1)
R = κ(2)

R = 10. On
reporte sur cette figure la direction mesurée et la direction fusionnée par la somme pondérée et
l’opérateur de fusion circulaire proposé.
On observe sur la figure 4.5.(b) que pour des angles faibles et proche de π, la somme pondérée
et l’opérateur de fusion circulaire fournissent les même résultats.

On reporte sur la figure 4.6.(a) l’évolution de la distance circulaire entre la direction réelle

et la direction mesurée pour un bruit de paramètre κ(1)
R = κ(2)

R = 3. Cette distance est reportée
pour les mesures capteurs et les mesures obtenues avec les opérateurs de fusion. On reporte sur
la figure 4.6.(a) l’évolution théorique du paramètre de concentration de l’opérateur de fusion

circulaire κ f et la valeur théorique du paramètre de concentration des mesures κ(1)
R . En théorie

la mesure obtenue avec l’opérateur de fusion circulaire sera plus précise que la mesure fournie
par les capteurs si son paramètre de concentration est supérieur.
On notera sur la figure 4.6.(a) que la distance circulaire obtenue pour la somme pondérée est

supérieure ou égale à la distance circulaire obtenue avec l’opérateur de fusion circulaire. On
notera sur la figure 4.6.(b) que le paramètre de concentration κ f n’est pas toujours supérieur à
κ1,R. En effet les angles dans cette experimentation sont compris entre 0 et 2π et la contrainte

κ f > κ(1)
R n’est garantie que pour des angles compris entre −π/2 et π/2. Cependant même si

les performances de l’opérateur de fusion circulaire ne sont toujours pas garanties dans ce cas,

nous allons montrer pour plusieurs valeurs de κ(1)
R qu’elles restent supérieures en moyenne à la

mesure et à l’opérateur de fusion somme pondérée.
On reporte dans le tableau 4.1 la dispersion angulaire estimée entre la direction réelle et la

direction mesurée. La dispersion est calculée pour différentes valeurs des paramètres de concen-

tration κ(1)
R et κ(2)

R du bruit de mesure.
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FIG. 4.5 – Evolution de la direction réelle et des mesures
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FIG. 4.6 – Evolution de la distance circulaire et du paramètre de concentration κ f

Les dispersions obtenues, reportées dans le tableau 4.1, montrent que l’opérateur de fusion
circulaire est le plus précis comparé à la mesure seule et à la somme pondérée. En effet la dis-

persion estimée est la plus faible pour toutes les valeurs du paramètre de concentration κ(1)
R .
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4.5. Expérimentation

Paramètres Dispersion angulaire

κ(1)
R = κ(2)

R Mesure Somme pondérée Fusion circulaire

1 0.5405 0.6315 0.4321
2 0.3089 0.4057 0.1874
3 0.1852 0.3156 0.1027
4 0.1374 0.2712 0.0727
5 0.1059 0.2482 0.0542
6 0.0891 0.2410 0.0446
7 0.0723 0.2089 0.0367
8 0.0649 0.1908 0.0314
9 0.0575 0.2066 0.0290

10 0.0516 0.1899 0.0254

TAB. 4.1 – Dispersion des mesures angulaires

On notera dans ce tableau que la somme pondérée est moins précise que la mesure car sa dis-
persion angulaire estimée est la plus grande. Ce résultat s’explique par la non prise en compte
des transitions entre 0 et 2π par l’opérateur de fusion somme pondérée. De plus, pour de fortes

valeurs de κ(1)
R la dispersion circulaire de l’opérateur de fusion circulaire est proche de sa valeur

théorique κ f = κ(1)
R /2 car la contrainte sur κ f définie au paragraphe 4.2.3 est vérifiée.

Cas scalaire

On reporte sur les figures 4.7 l’évolution de la direction réelle, de la mesure, et de la direction
estimée par filtrage. Sur la figure 4.7.(a) on représente la mesure et l’estimation obtenues pour
un bruit ayant une distribution de von Mises de paramètre de concentration κR = 3. On repré-
sente sur la figure 4.7.(b) la mesure et l’estimation obtenues pour un bruit ayant une distribution
de von Mises de paramètre de concentration κR = 10. Sur ces figures, la direction estimée est
obtenue par le filtre circulaire proposé et par un filtre de Kalman. Dans cette expérimentation la
covariance du bruit de modèle du filtre de Kalman est 0.1 et la covariance du bruit de mesure est
1. La covariance du bruit de modèle du filtre circulaire est 70 pour κR = 3 et 100 pour κR = 10.
On observe sur les figures 4.7.(a) et 4.7.(b) que la direction estimée par le filtre proposé est

plus proche de la direction réelle comparée à la mesure et à la direction estimées par le filtre de
Kalman. On notera notamment que la différence entre les estimés obtenus par les deux filtres
est importante aux transitions entre 0 et 2π. En effet dans ce cas le filtre de Kalman défini dans
le domaine linéaire, observe une variation d’angle qui n’existe pas dans le domaine circulaire.
Pour un faible bruit et une direction proche de π l’estimation fournie par le filtre de Kalman est
proche de l’estimation fournie par le filtre circulaire.

On reporte sur les figures 4.8 la distance circulaire entre la direction réelle et la direction
estimée. La distance reportée est obtenue pour les mesures et estimations de la figure 4.7.
Les résultats présentés sur les figures 4.8.(a) et 4.8.(b) confirment les observations réalisées

sur les directions estimées. En effet la distance circulaire est plus faible pour le filtre circulaire
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Chapitre 4. Filtrage Bayésien multi-capteurs de données circulaires

0 50 100 150 200
0

1

2

3

4

5

6

Di
re

cti
on

 (r
d)

                           (a)                                t

Estimation de la direction (κ
R

=3)

0 50 100 150 200
0

1

2

3

4

5

6

                           (b)                                t

Di
re

cti
on

 (r
d)

Estimation de la direction (κ
R

=10)

 

 
Direction
Mesure
Filtre circulaire
Filtre de Kalman

FIG. 4.7 – Estimation de la direction par filtrage
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FIG. 4.8 – Evolution de la distance circulaire pour κR = 3 et κR = 10

proposé.

On reporte dans le tableau 4.2 la dispersion angulaire estimée entre la direction réelle et la
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4.5. Expérimentation

direction estimée par filtrage. La dispersion est calculée pour différentes valeurs du paramètre
de concentration κR du bruit de mesure.
Les résultats reportés dans le tableau 4.2 montrent que le filtre proposé est plus précis comparé

Paramètre Dispersion angulaire
κR Mesure Filtre de Kalman Filtre circulaire

1 0.5641 0.5979 0.2180
2 0.3018 0.4016 0.0638
3 0.1935 0.3225 0.0359
4 0.1446 0.2791 0.0267
5 0.1082 0.2640 0.0195
6 0.0891 0.2331 0.0160
7 0.0754 0.2183 0.0142
8 0.0643 0.2309 0.0107
9 0.0587 0.2343 0.0102

10 0.0531 0.2235 0.0093

TAB. 4.2 – Dispersion des estimations angulaires

au filtre de Kalman. En effet, la dispersion de l’angle estimé par le filtre circulaire est plus faible
pour toute les valeurs de κR comparée à celle fournie par le filtre de Kalman. Là encore les
transitions entre 0 et 2π mettent le filtre de Kalman en défaut et la dispersion de son estimation
est alors supérieure à la dispersion de la mesure.

Cas vectoriel

On reporte sur la figure 4.9.(a) l’évolution de la direction réelle, de la mesure, et de la
direction estimée par filtrage. On reporte sur la figure 4.9.(b) l’évolution de la variation angu-
laire réelle (produit de la vitesse angulaire par l’intervalle de temps entre deux mesures), de la
mesure, et de la variation angulaire estimée par filtrage. Sur la figure 4.9.(a), on représente la
mesure et l’estimation obtenues pour un bruit ayant une distribution de von Mises de paramètre
de concentration κ1,R = 3. On représente sur la figure 4.9.(b) la mesure et l’estimation obtenues
pour un bruit ayant une distribution de von Mises de paramètre de concentration κ2,R = 30. Sur
ces figures, la direction et la variation angulaire estimées sont obtenues par le filtre circulaire
proposé et par un filtre de Kalman. Dans cette expérimentation la covariance du bruit de mo-

dèle du filtre de Kalman est Q

[
0.1 0
0 1

]
et la covariance du bruit de mesure est R

[
1 0
0 1

]
.

Le paramètre de concentration du bruit de modèle du filtre circulaire est κQ

[
60 0
0 100

]
pour

κR

[
κ1,R 0

0 κ2,R

]
.

On peut observer sur la figure 4.9.(a) que l’estimation de la direction par le filtre circulaire pro-
posé suit mieux la direction réelle. On bénéficie dans ce cas de l’information apportée par l’es-
timation de la variation angulaire. Le filtre de Kalman est dans ce cas complètement défaillant
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FIG. 4.9 – Estimation de la direction et de la variation angulaire par filtrage

car il perçoit les variations angulaires proches de zéro comme une succession de ruptures pro-
voquées par la transition entre 0 et 2π.

On reporte sur les figures 4.10 la distance circulaire des directions et variations d’angles
estimés. La distance reportée est obtenue pour les mesures et estimations de la figure 4.9.
Les résultats présentés sur les figures 4.10.(a) et 4.10.(b) confirment les observations réalisées

sur les directions et les variations d’angle estimées. En effet la distance circulaire est plus faible
pour le filtre circulaire proposé.

On reporte dans le tableau 4.3 la dispersion angulaire estimée entre la direction réelle et la
direction estimée par filtrage. La dispersion est calculée pour différentes valeurs du paramètre
de concentration κ1,R du bruit de mesure.
On reporte dans le tableau 4.4 la dispersion angulaire estimée entre la variation angulaire réelle
et la variation angulaire estimée par filtrage. La dispersion est calculée pour différentes valeurs
du paramètre de concentration κ2,R du bruit de mesure.
Les résultats reportés dans les tableaux 4.3 et 4.4 montrent que le filtre proposé est plus précis

comparé au filtre de Kalman. En effet la dispersion de l’angle et de la variation angulaire esti-
mées par le filtre circulaire sont plus faibles pour toutes les valeurs de κ1,R et κ2,R comparées
à celles fournies par le filtre de Kalman. Là encore les transitions entre 0 et 2π mettent le filtre
de Kalman en défaut et la dispersion de son estimation est alors supérieure à la dispersion de la
mesure.
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FIG. 4.10 – Evolution de la distance circulaire des directions et variations d’angles estimées

Paramètre Dispersion angulaire
κ1,R Mesure Filtre de Kalman Filtre circulaire

1 0.5787 0.8947 0.1654
2 0.3037 0.8343 0.0424
3 0.1794 0.7957 0.0302
4 0.1329 0.7714 0.0203
5 0.1085 0.7531 0.0187
6 0.0854 0.7028 0.0137
7 0.0787 0.7299 0.0131
8 0.0627 0.7324 0.0121
9 0.0577 0.6958 0.0092

10 0.0515 0.7101 0.0079

TAB. 4.3 – Dispersion des estimations angulaires

4.5.2 Evaluation du détecteur de ruptures circulaire

A présent, on souhaite dans cette expérimentation comparer les performances du filtre ré-
cursif circulaire proposé intégrant un détecteur de ruptures avec le filtre de détection de ruptures
Kalman GLR (Generalized Likelihood Ratio) classique. On suppose ici que le processus étu-
dié est stationnaire par morceaux[GUS00]. On représente sur la figure 4.11 le signal angulaire
sans bruit superposé à une réalisation du processus aléatoire qui modélise la mesure bruitée. On
considère que la mesure de la direction suit une loi de von Mises de paramètre de concentration
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Chapitre 4. Filtrage Bayésien multi-capteurs de données circulaires

Paramètre Dispersion angulaire
κ2,R Mesure Filtre de Kalman Filtre circulaire

30 0.0166 0.8444 0.0058
60 0.0083 0.8474 0.0028
90 0.0056 0.8141 0.0020

120 0.0043 0.8136 0.0014
150 0.0032 0.8025 0.0011
180 0.0029 0.8035 0.0010
210 0.0022 0.7967 0.0008
240 0.0020 0.7727 0.0007
270 0.0019 0.7928 0.0006
300 0.0017 0.7825 0.0001

TAB. 4.4 – Dispersion des estimations de la variation angulaires

κ = 3. Les amplitudes des ruptures sont : δr = {1,1,1.5,−0.5,−1,−1.5}. Elle se produisent
aux instants : r = {50,100,150,200,250,300}.
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FIG. 4.11 – Exemple de processus et de réalisation du bruit

On remarquera sur la figure 4.11 que dans le cas de la direction, le signal est fortement
non stationnaire pour les angles proches de zéro (angles reportés entre 0 et 2π). Ces non-
stationnarités sont provoquées par les transitions d’angle entre zéro et 2π. Pour remédier à ce
problème, on peut imaginer de modifier l’intervalle de définition de l’angle. Cependant cette
transformation nécessite de connaître la valeur moyenne du signal que l’on souhaite estimer, ce
qui n’est pas toujours possible en pratique, surtout en présence d’un bruit de grande variance.
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4.5. Expérimentation

On reporte sur la figure 4.12 les distributions empiriques des ruptures détectées sur 1000
réalisations de processus qui modélisent l’évolution de la direction. Sur la figure de gauche, on
reporte la distribution empirique des ruptures détectées par le filtre récursif circulaire proposé
et sur la figure de droite, on reporte la distribution empirique des ruptures détectées pour une
segmentation réalisée avec le filtre classique Kalman GLR. On considère qu’une rupture est
détectée lorsqu’elle est observée à sa position réelle ou proche de cette position. Une fausse-
alarme est une rupture détectée avant sa position réelle. Dans cette expérimentation, les seuils
des deux filtres sont fixés pour que la probabilité de détecter une rupture à la position 150
soit la même. On fixe de cette façon la probabilité de détection et on compare les filtres avec
les résultats obtenus pour les autres ruptures. A la position 150, la dynamique de la rupture
est choisie pour que les performances des filtres en termes de probabilités de détection et de
fausses-alarmes soient proches.
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FIG. 4.12 – Distribution empirique des ruptures détectées

On montre sur cette figure que les deux filtres ont des performances semblables pour les
angles proches de π mais que le filtre circulaire fournit une meilleure détection des ruptures
d’angles proches de zéro (moins de fausses-alarmes). On remarquera un grand nombre de
fausses-alarmes, provoquées par les transitions entre 0 et 2π, dans le cas du filtre Kalman GLR
appliqué à la direction du mobile. L’erreur moyenne et la variance, de la somme des distances
circulaires [JAM01] entre la direction estimée et sa valeur réelle, sont de (17.06/1.88) pour le
filtre proposé, et de (28.58/24.41) pour le filtre de Kalman GLR.

En conclusion, la comparaison des distributions empiriques obtenues par les filtres proposés
et le filtre de Kalman GLR montre que l’on obtient par le filtre récursif circulaire des instants
de ruptures détectées plus concentrés autour de leurs positions réelles. De plus, on montre une
estimation plus précise de la direction moyenne dans les zones stationnaires.
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Chapitre 4. Filtrage Bayésien multi-capteurs de données circulaires

4.6 Conclusion

Le thème de ce chapitre porte sur l’étude de méthodes de traitements du signal pour les don-
nées angulaires. Dans l’approche courante, on utilise pour ce type de données une modélisation
du problème du domaine linéaire. Dans ce cas les méthodes proposées s’appuient sur des ap-
proximations. En effet concernant la distribution des variables aléatoires, la loi normale est une
approximation de la loi circulaire normale. Cette approximation reste pertinente pour des petits
angles et une loi centrée ou de moyenne proche du centre de l’intervalle de définition des angles
aléatoires. En revanche, la topologie du cercle et la périodicité des données impliquent une re-
définition des distances et des estimateurs quand on s’éloigne du centre de cet intervalle. Pour
contourner ces problèmes, nous proposons dans ce chapitre de définir un opérateur de fusion et
des filtres à partir de la distribution de von Mises (loi circulaire normale) qui intègre dans son
expression la périodicité des données.

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’étude et la mise en oeuvre d’un filtre récursif cir-
culaire et d’un opérateur de fusion de mesures angulaires. Ce travail est appliqué à l’estimation
de données angulaires distribuées suivant une distribution de von Mises. Dans notre problème,
nous estimons la vitesse angulaire et la direction à partir de mesures en provenance de plusieurs
capteurs. L’opérateur de fusion proposé fusionne des données angulaires supposées être des va-
riables aléatoires circulaires. Le filtre récursif est obtenu à partir de la modélisation bayésienne
du problème d’estimation définie dans le cadre circulaire. En effet, dans le cas de la fusion
multi-capteurs, l’expression de l’opérateur de fusion est déduite des distributions de vraisem-
blance du paramètre à estimer sachant les mesures suivent une distribution de von Mises. Le
filtre récursif d’estimation est obtenu dans le cadre bayésien à partir de la distribution a pos-
teriori du paramètre sachant les mesures. Dans notre approche la distribution a posteriori est
une distribution de von Mises. Finalement nous avons proposé un estimateur de rupture dans
la moyenne d’un processus angulaire qui intègre le filtre circulaire pour l’estimation des para-
mètres du système et un détecteur de ruptures pour la détection des sauts de moyenne.

Dans ce travail, nous avons comparé les estimateurs proposés pour l’estimation de données
angulaires avec les estimateurs classiques utilisés dans le domaine linéaire. Pour la fusion de
mesures, nous avons comparé la méthode proposée avec la somme pondérée qui est l’opérateur
de fusion classique du domaine linéaire. Pour l’estimation des paramètres du système linéaire
étudié, nous avons comparé le filtre circulaire proposé dans le cas scalaire et vectoriel avec le
filtre de Kalman. Finalement, nous avons comparé le détecteur de ruptures proposé avec le filtre
de Kalman GLR classiquement utilisé dans le domaine linéaire pour l’estimation et la détection
des ruptures dans un processus stationnaire par morceaux.

Les expérimentations réalisées sur des données synthétiques montre la faisabilité de notre
approche. La comparaison des résultats obtenus par notre filtre circulaire avec les résultats ob-
tenus par les filtres récursifs linéaires classiques et un opérateur de fusion linéaire, montrent
l’intérêt d’une telle approche. Nous montrons en effet, que l’estimation obtenue par le filtre
que nous proposons est plus précise lorsqu’on compare les dispersions circulaires et la distance
circulaire entre la valeur de l’angle et son estimation. En outre, en présence de transitions entre
0 et 2π, le filtre proposé est mieux adapté car les transitions ne sont pas considérées par le filtre
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circulaire comme des changements brusques.

Les perspectives de ce travail concernent principalement la corrélation dans le domaine
circulaire. En effet il existe plusieurs distributions circulaires qui intègrent dans leurs repré-
sentations la corrélation entre les variables aléatoires. Cependant ces distributions n’ont pas de
forme simple permettant, par exemple, de définir un opérateur de fusion au sens du maximum
de vraisemblance. De plus elles ne permettent pas la résolution de l’équation de Chapman Kol-
mogorov et la définition de la loi a posteriori dans le cadre du filtrage bayésien. Finalement il
n’existe pas dans le domaine circulaire d’estimateur des paramètres statistiques de ces distribu-
tions. La résolution de ces problèmes par des approches numériques constitue aujourd’hui une
perspective de ce travail.
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Chapitre 5

Application au positionnement satellitaire

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on souhaite mettre à l’épreuve les méthodes décrites dans les chapitres 3
et 4 et montrer leur apport pour le calcul de la position d’un récepteur GPS. Dans ce chapitre
expérimental les simulations seront réalisées pour un signal GPS L2C. La méthode proposée
sera comparée avec deux techniques de poursuite présentées au chapitre 1 : le Match Filter, et
l’algorithme de boucle de poursuite vectorielle. Ces méthodes de poursuite utilisent un calcul
de discriminant en boucle fermée faisant intervenir une correction de la phase et une correction
du décalage de code à chaque échantillon traité. Nous cherchons ici à éviter les erreurs liées à
ces corrections en réalisant la poursuite avec des boucles ouvertes. De plus, nous nous servons
dans notre approche de connaissances a priori sur l’évolution des variations du discriminant
disponible dans le récepteur GPS. Cette information a priori permet d’améliorer la poursuite
des signaux par une meilleure estimation du décalage de code.

Par ailleurs, les signaux GPS L2C ont la particularité d’être émis à la fois sur une voie de
données et une voie pilote. Les méthodes proposées dans les chapitres précédents sont ainsi
utilisées à travers la mise en oeuvre de deux boucles ouvertes. La première pour la poursuite
du code utilisant le détecteur de ruptures ainsi que l’opérateur de fusion non-linéaire sur ces
deux voies (chapitre 3). La seconde pour la poursuite de la phase en utilisant le filtre statistique
circulaire (chapitre 4). En plus de réduire le nombre d’erreurs d’estimation générées lors du
traitement, les algorithmes proposés permettent une meilleure extraction des informations du
signal en cas de faible rapport signal à bruit, ce qui impliquera une meilleure estimation des
pseudo-distances satellite-récepteur et donc de la position du récepteur.

On évaluera les algorithmes proposés à l’aide de signaux GPS L2C simulés dans un contexte
réel et échantillonnés avec une fréquence de 6 MHz. Ces expérimentations seront réalisées dans
le cas d’un récepteur statique ainsi que dans le cas d’un récepteur en mouvement. Les posi-
tions sont obtenues pour chaque durée du code CM émis sur la voie de données, soit toutes les
20 millisecondes. Nous comparons pour les trois méthodes (Match Filter, boucle de poursuite
vectorielle et solution proposée) l’erreur sur la pseudo-distance satellite-récepteur, l’erreur sur
la phase ainsi que l’erreur sur la position. Ces expérimentations sont réalisées pour différents
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rapports signal sur bruit allant de 50 dBHz à 20 dBHz.

Après cette introduction, nous présentons dans une première partie, le principe de l’évo-
lution du discriminant Early-Minus-Late en prenant en compte l’échantillonnage des signaux.
Nous détaillons dans une deuxième partie le principe de la poursuite du signal GPS avec des
boucles de code et de phase ouvertes. Finalement la méthode proposée est évaluée expérimen-
talement dans une troisième partie sur signaux synthétiques.

5.2 Variations du discriminant et discrétisation

A sa réception, le signal GPS est numérisé avec une fréquence d’échantillonnage fixée f ech.
Lors de la poursuite, les décalages de code ne peuvent donc être visibles que si ils sont supé-
rieurs à Tech = 1/ f ech : tant que le décalage ne dépasse pas la durée Tech, la valeur moyenne
du discriminant reste constante. Lorsque le décalage dépasse la durée Tech, le discriminant ef-
fectue un saut de moyenne. L’algorithme de poursuite classique (Match Filter) utilise un seuil
pour différencier ce saut des effets du bruit sur le discriminant. En conséquence, dans le cas où
le code n’est pas recalé, on observe une stationnarité par morceaux du discriminant.

On considère que le générateur de code utilise un décalage entre les codes Early et Late de
Δ = Tb, avec Tb la durée d’un bit de code CDMA. Le discriminant Early-Minus-Late, dans le
cas où le code local n’est pas recalé sur le code reçu, présente alors un extremum lorsque le
décalage du code est de ±Tb

2 . En effet, à l’instant k, on a :

IE,k = Ik(
Tc

2
) = nk

√
2 S/N0 Tc R(τe,k − Tb

2
) sinc(( fe,k +αe,k

Tc

2
) Tc) cos(φe,k)+ηI

k (5.1)

IL,k = Ik(−Tc

2
) = nk

√
2 S/N0 Tc R(τe,k +

Tb

2
) sinc(( fe,k +αe,k

Tc

2
) Tc) cos(φe,k)+ηI

k(5.2)

Notons que la valeur du message de navigation nk à l’instant k sur la voie de données est obtenue
par la boucle de poursuite de la phase. On pose :

Fk = nk

√
2 S/N0 Tc sinc(( fe,k +αe,k

Tc

2
) Tc) cos(φe,k) (5.3)

La valeur du discriminant Dk = IE,k − IL,k est alors :

Dk = Fk

(
R(τe,k − Tb

2
)−R(τe,k +

Tb

2
)
)

(5.4)

(5.5)

Rappelons que la fonction de corrélation normalisée est définie par :

R(τ) =

{
1− |τ|

Tb
pour 0 ≤ |τ| ≤ Tb

0 pour Tb ≤ |τ| (5.6)

On différencie cinq cas pour le calcul de corrélation.
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5.2. Variations du discriminant et discrétisation

– Pour τe,k ≤− 3Tb
2 , on obtient :

Dk = 0 (5.7)

– Pour − 3Tb
2 ≤ τe,k ≤− Tb

2 , on obtient :

Dk = Fk

(
−1− τe,k + Tb

2

Tb

)
Dk = − 3Fk

2
− Fk

Tb
τe,k (5.8)

– Pour − Tb
2 ≤ τe,k ≤ Tb

2 , on obtient :

Dk = Fk

(
1−

Tb
2 − τe,k

Tb
−1+

τe,k + Tb
2

Tb

)
Dk =

2Fk

Tb
τe,k (5.9)

– Pour Tb
2 ≤ τe,k ≤ 3Tb

2 , on obtient :

Dk = Fk

(
1− τe,k − Tb

2

Tb

)
Dk =

3Fk

2
− Fk

Tb
τe,k (5.10)

– Pour 3Tb
2 ≤ τe,k, on obtient :

Dk = 0 (5.11)

Chaque cas correspond à une évolution linéaire du discriminant. La figure 5.1 représente les
résultats obtenus en fonction de l’échantillon traité k, en bleu dans le cas où le décalage τe,k

est positif et en rouge dans le cas inverse. Le maximum du discriminant en valeur absolue est
atteint en ±Tb

2 . Les variations représentées sont continues. C’est le cas où la discrétisation du
signal suivant une fréquence d’échantillonnage fixée n’est pas prise en compte.

Quand le satellite se rapproche du récepteur le décalage évolue négativement. Le discri-
minant Early-Minus-Late a une évolution décroissante pour

∣∣τe,k
∣∣ < Tb

2 , puis croissante pour
3Tb
2 >

∣∣τe,k
∣∣ > Tb

2 . Ce comportement s’inverse pour un satellite s’éloignant du récepteur. Le dis-
criminant est nul pour

∣∣τe,k
∣∣ > 3Tb

2 .

On représente sur la figure 5.2 l’évolution du discriminant pour un signal échantillonné, et
lorsque le code n’est pas recalé. Dans ce cas l’évolution du discriminant est stationnaire par
morceaux. Lorsque l’on diminue le rapport signal sur bruit (figure 5.3), les stationnarités par
morceaux du discriminant sont moins visibles.
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Chapitre 5. Application au positionnement satellitaire

FIG. 5.1 – Variations continues du discriminant sans recalage de code
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FIG. 5.2 – Variations du discriminant sans recalage de code pour un rapport signal sur bruit de
50 dBHz et une fréquence d’échantillonnage de 6MHz

En effet, la fréquence d’échantillonnage du signal est de f ech = 6 MHz. Le discriminant
change de valeur moyenne pour les valeurs de τe,k multiples de 10−6

6 s. Or Tb = 10−6 s et le
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FIG. 5.3 – Variations du discriminant sans recalage de code pour un rapport signal sur bruit de
30 dBHz et une fréquence d’échantillonnage de 6MHz

discriminant est maximum quand
∣∣τe,k

∣∣= Tb
2 . Dans ce cas on obtient trois paliers du discriminant

entre τe,k = 0 et τe,k = Tb
2 . En effet, chaque palier est atteint lorsque le code a été décalé de 1

f ech .

La pente de la droite de l’équation 5.8, à savoir − 2Fk
Tb

, permet d’obtenir la valeur du discriminant
Dk pour chaque palier :

Dk

(
1

f ech

)
= − 2Fk

Tb f ech
(5.12)

Dk

(
2

f ech

)
= − 4Fk

Tb f ech
(5.13)

Dk

(
3

f ech

)
= − 6Fk

Tb f ech
= −Fk (5.14)

On remarque en particulier que max(|Dk|) = max(|Fk|), lorsque les erreurs sur la fréquence
( fe,k), sur la phase (φe,k) et sur l’accélération fréquentielle (αe,k) sont proches de 0, les termes
en sinus cardinal et en cosinus de l’équation 5.3 sont proches de 1. On a alors :

max(|Dk|) ≈
√

2 S/N0 Tc (5.15)

Cette valeur permet de définir le seuil de détection des variations du discriminant.

Dans ce contexte, on peut définir l’instant et la valeur du maximum du discriminant en fonc-
tion du rapport signal sur bruit et de la vitesse satellite-récepteur. Nous reportons dans le tableau
5.1 la valeur minimale du discriminant Dk en fonction du rapport signal sur bruit et dans le ta-
bleau 5.2 l’instant du maximum du discrimanant pour différentes vitesses satellite-récepteur
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[TSU00].

50 dBHz 40 dBHz 30 dBHz 20 dBHz 10 dBHz 0 dBHz

min(Dk) −44.71 −14.14 −4.46 −1.41 −0.45 −0.14

TAB. 5.1 – Valeur minimale du discriminant Dk en fonction du rapport signal sur bruit

929m/s 700 m/s 500 m/s 400m/s 100 m/s

Instant du maximum de |Dk| 161 214 300 375 1490

TAB. 5.2 – Instant du maximum de |Dk| en fonction de la vitesse relative satellite-récepteur

5.3 Boucles de poursuite

Les méthodes classiques de poursuite de code et de la phase ont certaines limites intrin-
sèques. Il existe en particulier deux limites que nous tentons de résoudre à l’aide des méthodes
proposées. La première est liée à la discrétisation du signal. En effet, la fréquence d’échantillon-
nage du signal joue un rôle important dans la poursuite du code et elle a une influence directe
sur le calcul de la position. A la fréquence d’échantillonnage considérée pour le signal L2C, à
savoir 6 MHz, la plus faible variation de pseudo-distance détectable est de 50 mètres :

C
f ech

=
3e8

6e6 = 50m (5.16)

Ce qui correspond à l’erreur entre les pseudo-distances réelles et estimées. La seconde li-
mite considérée est due à la poursuite classique de la phase. Dans un algorithme Match Filter
comme dans une boucle de poursuite vectorielle, la correction de la phase implique une erreur
résiduelle aléatoire à chaque recalage. Cette erreur est due en particulier à l’oscillateur interne
de l’horloge du récepteur. Ces erreurs, cumulées, faussent le calcul de la pseudo-distance. La
solution proposée dans ce chapitre est de mettre en oeuvre trois boucles de poursuite dont deux
sont ouvertes. L’architecture du système de poursuite est présentée sur la figure 5.4.

Dans la boucle supérieure de cette figure, le générateur de code 1 utilise le décalage de
code τe,k obtenu par le discriminant 2 pour se synchroniser avec le code reçu. La phase φ n’est
quant à elle pas corrigée. Le filtre circulaire en sortie de cette boucle permet ainsi d’estimer ses
variations dans le temps sans que les erreurs liées à sa correction n’apparaissent. Cette estima-
tion φe,k sera utilisée dans le générateur de la porteuse 2. Le discriminant (Early-Minus-Late)
permet de recaler le code généré dans le générateur de code 2. Concernant la troisième boucle
de poursuite, le générateur de la porteuse 3 utilise la phase φe,k obtenue en sortie du filtre cir-
culaire. Le générateur de code 3 ne se synchronise pas avec le code reçu tant qu’une rupture

144



5.3. Boucles de poursuite

Générateur de code 1

Générateur de code 2 Générateur de la porteuse 2

Générateur de code 3 Discriminant 3

Détecteur de rupture

Générateur de la porteuse 1

Générateur de la porteuse 3

90°

90°

90°

Filtre Circulaire

Discriminant 2

FIG. 5.4 – Architecture de l’algorithme de poursuite proposé

n’est pas détectée dans l’estimation du discriminant 3. Dans le cas où une rupture est détectée,
le décalage de code est égal à ± Tb

2 (comme représenté sur la figure 5.1). Le code local de cette
boucle est donc recalé de Tb

2 . Par ailleurs, la pseudo-distance ρ est calculée à cet instant à l’aide
de l’ensemble des estimations du discriminant 3. Cette méthode permet d’éviter les erreurs liées
à la fréquence d’échantillonnage du signal dans les calculs de pseudo-distances. Les principes
des deux boucles ouvertes utilisées sont exposés en détail dans les sections suivantes.
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L’instant de cette rupture est détecté à l’aide du détecteur de ruptures présenté dans le cha-
pitre 3. Trois paramètres principaux doivent être fixés, à savoir la taille de la fenêtre de test, le
nombre minimal d’échantillons après la rupture pour que celle-ci puisse être détectée ainsi que
le seuil de détection. La vitesse Doppler permet de fixer la taille de la fenêtre de test par l’in-
termédiaire du tableau 5.2. Pour obtenir les meilleurs résultats de détection possible, la fenêtre
de test doit être de taille maximale. Par exemple, pour une vitesse satellite-récepteur de 500
m/s, la fenêtre sera de 300 échantillons. Dans notre expérimentation, on fixe le nombre minimal
d’échantillons après la rupture pour que celle-ci puisse être détectée à 40. La valeur du seuil de
détection est définie dans le paragraphe suivant.

5.3.1 Boucle ouverte de poursuite de code

Dans les méthodes classiques de poursuite de code, ce dernier est recalé lorsque le discrimi-

nant dépasse un seuil de
∣∣∣ Fk

Tb f ech

∣∣∣. A chacun de ces recalages, des erreurs résiduelles apparaissent.

De plus, cette méthode ne permet pas de traiter des signaux à faible rapport signal sur bruit, la
forte variance du bruit entraînant dans ce cas de nombreuses fausses détections du dépassement
du seuil par le discriminant. Dans notre approche, on utilise une boucle ouverte de poursuite
de code qui a pour but de ne recaler le code que lorsque le discriminant atteint un extremum,
c’est à dire lorsque le décalage entre le code local et le code reçu a atteint ± Tb

2 . Cela se traduit
par une amélioration du calcul de la pseudo-distance. En effet, les erreurs résiduelles liées aux
recalages permanents du code sont moins nombreuses. De plus, cette méthode de détection de
l’extremum permet de traiter des signaux de plus faibles rapports signal sur bruit.

Après l’acquisition, le discriminant obtenu en sortie de boucle est nul. Lors du traitement
des échantillons de signal suivants, on génère le même code sans recalage et le discriminant
Early-Minus-Late calculé varie de façon monotone, stationnaire par morceaux. Pour déterminer
l’instant de rupture dans les variations du discriminant, la méthode proposée fait appel au filtre
récursif de détection de rupture présenté au chapitre 3. Ce filtre récursif permet l’estimation du
discriminant ainsi que la pente selon laquelle il évolue. L’innovation n’est pas calculée à partir
des mesures mais à partir de la projection de ces mesures sur le palier inférieur dans le cas
d’une pente positive et sur le palier supérieur dans le cas d’une pente négative (on considère
ici les paliers de l’évolution stationnaire par morceaux du discriminant). Ce filtre donne une
forte confiance au modèle et ne suit donc pas immédiatement le discriminant lorsque le sens de
variation de celui-ci change, comme indiqué sur la figure 5.5. Une forte augmentation de l’inno-
vation est alors détectée et l’instant de la rupture est ainsi obtenu. C’est seulement à cet instant
que le générateur de code se synchronise avec le code du signal reçu en effectuant un décalage
du code local de Tb

2 . Aprés recalage on retrouve un discriminant nul, comme on l’observe sur
la figure 5.6. Connaissant la valeur du décalage de code à cet instant, il est aisé de retrouver
le décalage de code correspondant à chaque estimation du discriminant et donc de calculer la
pseudo-distance correspondant à chaque échantillon traité.

Le seuil de détection de la rupture est fixé à l’aide de l’équation 5.13 à 2Fk
Tb f ech . En effet, tant

que le décalage de code est inférieur à Tb
2 , l’innovation est inférieure à la hauteur d’un saut de
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discriminant. A l’instant de la rupture, en l’absence de correction, l’innovation dépasse ce seuil,
comme on peut l’observer sur la figure 5.5.
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FIG. 5.5 – Estimations des valeurs de discriminant par le filtre récursif en l’absence de recalage
de code

Pour améliorer les estimations dans les variations du discriminant, la boucle ouverte de
poursuite de code utilise l’opérateur de fusion non linéaire décrit dans le chapitre 3 en se servant
des informations obtenues sur les deux voies présentes sur L2C, à savoir la voie de données
et la voie pilote. En effet, les codes présents sur ces voies, respectivement CM et CL, sont
synchronisés lors de l’émission et donc de la réception du signal. On dispose d’une information
a priori sous forme d’intervalles autour de la pente suivant laquelle est estimée l’évolution du
discriminant. Pour déterminer les mesures de discriminant corrélées positivement sur les deux

voies, on projette l’intervalle sur le pas de
∣∣∣ 2Fk

Tb f ech

∣∣∣ inférieur dans le cas d’une pente positive,

et supérieur dans le cas d’une pente négative. La fusion non linéaire des deux voies permet en
particulier de réduire les fausses détections obtenues en cas de forte puissance du bruit.

5.3.2 Boucle ouverte de poursuite de phase

Dans les méthodes classiques, la boucle de phase estime la différence entre la phase du si-
gnal reçu et la phase du signal local avec chaque valeur de discriminant, soit à chaque période
du code CDMA. Cette estimation produit une erreur qui est reportée sur la nouvelle phase du
signal local. De ce fait, au fil de la poursuite, les erreurs d’estimations s’accumulent lors du
calcul de la phase.
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FIG. 5.6 – Estimations des valeurs de discriminant par la méthode proposée

La boucle ouverte de poursuite de phase permet d’obtenir la valeur du déphasage entre le
signal reçu et le signal local. Cette valeur est reportée dans les générateurs de signaux des deux
autres boucles. Dans ce cas, la phase estimée ne contient pas l’erreur d’estimation liée au re-
calage du signal local sur le signal reçu. Dans notre approche la phase calculée par la boucle
ouverte est obtenue à l’aide du filtre circulaire présenté dans le chapitre 4. En effet, dans ce cas,
l’évolution de la phase est comprise dans l’intervalle [0;2π], ce qui ne permet pas d’utiliser un
filtre classique du domaine linéaire.

5.4 Expérimentations

Les différentes expérimentations de ce chapitre ont été réalisées sur des données synthé-
tiques. Nous simulons pour cela une constellation réelle de satellites au jour 3 de la semaine
GPS 1291 à 12 heures, 00 minute et 00 seconde, que nous présentons sur la figure 5.7. L’an-
tenne du récepteur est positionnée sur le toit du Laboratoire Informatique, Signal et Image de la
Côte d’Opale. Le signal simulé est du type L2C. Les différents rapports signal sur bruit considé-
rés sont 50 dBHz, 40 dBHz, 30 dBHz et 20 dBHz. La fréquence d’échantillonnage des signaux
est fixée à 6 Mhz. Chaque expérimentation durera 40 secondes.
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FIG. 5.7 – Constellation simulée pour les expérimentations

5.4.1 Estimation des paramètres des signaux

Nous souhaitons à présent comparer l’apport de notre algorithme de poursuite de phase in-
tégrant l’estimateur récursif circulaire par rapport aux méthodes de poursuite classiques. Pour
cela nous comparons dans le tableau 5.3 la moyenne et la variance sur l’erreur de la phase. Les
résultats présentés concernent le satellite 28 de la constellation simulée.

RSB (dBHz) 50 40 30 20
Match Filter (m/σ) -0.005/0.07 0.012/0.24 0.017/0.95 -0.053/1.67
Boucle vectorielle (m/σ) -0.008/0.06 0.007/ 0.16 -0.063/1.82 0.144/1.74
Méthode proposée (m/σ) -0.004/0.02 -0.005/0.06 0.012/0.19 -0.038/0.30

TAB. 5.3 – Moyennes m et écarts-types σ des erreurs sur la phase estimée par les méthodes
testées, pour différents rapports signal sur bruit (RSB).

Les résultats du tableau 5.3 montrent que la boucle de poursuite vectorielle (qui utilise des
filtres EKF comme filtres de boucles) n’est pas adaptée à la poursuite de la phase lorsque le
rapport signal sur bruit est faible. Les variances obtenues par le Match Filter ne permettent pas
non plus de donner une grande confiance aux estimations de phase obtenues pour de faibles rap-
ports signal sur bruit, même si l’erreur moyenne reste bonne. Le filtre circulaire est visiblement
le meilleur algorithme pour la poursuite de la phase en comparaison aux autres algorithmes tes-
tés.
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Chapitre 5. Application au positionnement satellitaire

Nous allons à présent comparer les erreurs sur le calcul de la pseudo-distance satellite-
récepteur obtenues par les trois méthodes de poursuite, à savoir le Match Filter, la boucle de
poursuite vectorielle et la méthode proposée. Hormis l’amélioration de l’estimation de la phase,
on observe ici l’intérêt de l’utilisation de la boucle ouverte de poursuite de code incorporant le
détecteur de ruptures et l’opérateur de fusion linéaire du chapitre 3.

On présente sur les figures 5.8 et 5.9 les erreurs sur la pseudo-distance en fonction du temps,
calculées par les trois méthodes différentes et pour deux rapports signal sur bruit (50 dBHZ et
30 dBHz). Plus précisément, on reporte sur les deux figures 5.8.(a) et 5.9.(a) les erreurs sur
la pseudo-distance provoquées par l’algorithme de poursuite Match Filter. Sur les deux figures
5.8.(b) et 5.9.(b), on présente les erreurs effectuées par l’algorithme de boucle de poursuite vec-
torielle. Sur les deux figures 5.8.(c) et 5.9.(c), on présente les erreurs amenées par l’utilisation
de l’algorithme de poursuite proposé.
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Boucle de poursuite vectorielle
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FIG. 5.8 – Erreurs de pseudo-distances (PSD)obtenues pour les différentes méthodes testées
avec un rapport signal sur bruit de 50 dbHz

On peut visualiser sur ces différentes figures que la méthode de poursuite proposée, qui in-
tègre les différents algorithmes proposés durant cette thèse, génère une erreur moyenne sur la
pseudo-distance plus faible que les méthodes traditionnelles. A 50 dBHz, on observe une évo-
lution linéaire par morceaux des erreurs de pseudo-distance pour les deux méthodes classiques.
Les erreurs évoluent tous les 100 échantillons environ entre 0 et +50 mètres. Ce résultat est
typique des méthodes de poursuite traditionnelles : chaque retour à zéro de l’erreur de pseudo-
distance correspond à un recalage de code. On verra dans le paragraphe suivant que ce com-
portement fausse les calculs de position lors de la triangulation. A 30 dBHz, les erreurs sur la
pseudo-distance ne sont plus linéaires par morceaux, signe que les recalages de code sont plus
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Boucle de poursuite vectorielle

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
−30

−20

−10

0

10

20

30

(c)                                                                                                                    Temps(ms)

E
rr

e
u
r 

su
r 

la
 p

sd

 

 
Méthode proposée

FIG. 5.9 – Erreurs de pseudo-distances (PSD) obtenues pour les différentes méthodes testées
avec un rapport signal sur bruit de 30 dbHz

fréquents. Les résultats des deux méthodes classiques sont très semblables. Dans les deux cas,
la méthode proposée génère des pseudo-distances plus proches des pseudo-distances réelles,
sans linéarité dans son évolution.

Les bons résultats de la méthode proposée comparativement aux méthodes traditionnelles
se confirment avec les valeurs du tableau 5.4. En effet, on reporte dans ce tableau la valeur
moyenne de l’erreur de pseudo-distance ainsi que sa variance pour les trois méthodes testées et
pour différents rapports signal sur bruit. Les valeurs obtenues par les deux méthodes de pour-
suite classiques Match Filter et boucle de poursuite vectorielle sont sensiblement les mêmes,
hormis pour un rapport signal sur bruit de 20 dBHz où la boucle de poursuite vectorielle n’a
clairement pas réussi à garder le code local synchronisé avec le code reçu.

A 50 dBHz, on retrouve les résultats obtenus sur la figure 5.8. En effet, la moyenne des
erreurs est proche de 25 mètres, alors que sur la figure on observe des variations entre 0 et
50 mètres. Les résultats obtenus par l’algorithme de poursuite proposé sont meilleurs pour ce
rapport signal sur bruit. En revanche, ils sont légèrement moins bons en ce qui concerne la
moyenne des erreurs, mais nettement meilleurs concernant leur variance, pour des rapports si-
gnal sur bruit de 40 et 30 dBHz. On retrouve ici ce qui était visible sur la figure 5.9 : il existe un
léger biais pour notre méthode, mais les erreurs de pseudo-distance sont beaucoup plus nom-
breuses pour les méthodes classiques, malgré une moyenne proche de zéro. Pour un très faible
rapport signal sur bruit, de 20 dBHz par exemple, les performances de l’algorithme de pour-
suite que nous proposons se dégradent. Cette dégradation est principalement provoquée par le
fait qu’il est impossible de différencier les ruptures du discriminant des variations dues au bruit
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sur le signal.

RSB (dBHz) 50 40 30 20
Match Filter (m/σ) 24.70/14.44 3.69/30.25 -1.02/49.48 21.70/146.97
Boucle vectorielle (m/σ) 24.70/14.44 3.34/30.08 0.599359/49.90 -793.17/912.42
Méthode proposée (m/σ) -4.14/2.67 -4.16/2.77 -2.19/6.47 -1039.60/508.02

TAB. 5.4 – Moyennes m et écarts-types σ des erreurs sur la pseudo-distance estimée par les
méthodes testées, pour différents rapports signal sur bruit (RSB).

Les différents résultats obtenus suggèrent que la méthode de poursuite que nous proposons
est meilleure que les méthodes classiques, pour des rapports signal sur bruit de 50 à 30 dBHz.
Cependant, il existe un biais légèrement plus important pour notre algorithme, restant cependant
inférieur à 5 mètres. Le paragraphe suivant a pour but de vérifier que les fortes variances sur
les erreurs de pseudo-distance obtenues par les méthodes classiques provoquent une plus forte
dégradation des résultats que le biais obtenu par notre méthode lors d’un calcul de position.

5.4.2 Calcul de position

Dans cette partie, les pseudo-distances obtenues pour chaque satellite de la constellation
simulée, au nombre de 7, sont utilisées pour effectuer une triangulation permettant d’estimer la
position du récepteur. On effectue 2000 estimations de position. Les cas statique et dynamique
sont étudiés pour les trois méthodes testées et pour différents rapports signal sur bruit. Ces
dernières sont comparées en relevant les écarts moyens de position suivant l’axe Ouest-Est et
l’axe Sud-Nord. La distance moyenne entre la position estimée et la position réelle pour chaque
estimation est également calculée.

Cas statique

Dans un premier cas, le récepteur est fixe. On présente sur la figure 5.10 les positions ob-
tenues par les méthodes classiques du Match Filter et de la boucle de poursuite vectorielle. On
représente en bleu les positions obtenues avec la méthode proposée. Chaque sous-figure corres-
pond à un rapport signal sur bruit différent, de 50 à 20 dBHz.

A 50 dBHz, les positions obtenues par les deux algorithmes classiques sont les mêmes. Cela
s’explique par le fait que les recalages de code sont effectués aux mêmes instants ou presque, par
chacune des deux méthodes. Ce comportement est visible sur la figure 5.8. On observe de plus,
pour un rapport signal sur bruit de 50 dBHz, une répartition des positions estimées selon un axe
Sud Ouest - Nord Est. On peut ici encore se reporter à la figure 5.8 : pour chaque satellite, les
erreurs sur la pseudo-distance sont soit toutes positives, soit toutes négatives. La triangulation
sur l’ensemble de ces pseudo-distances présente ainsi un décalage dans une direction donnée.
Dans le cas d’un rapport signal sur bruit de 50 dBHz, les positions estimées par la méthode
proposée sont visiblement plus précises que celles estimées par les méthodes classiques, étant
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FIG. 5.10 – Positions estimées dans le cas statique par les différentes méthodes testées et pour
des rapports signal sur bruit de 50 à 20 dBHz

plus concentrées autour de la position réelle.

Plus le rapport signal sur bruit diminue, plus les positions obtenues par les méthodes clas-
siques diffèrent. Les recalages de code erronés sont en effet plus nombreux et interviennent
différemment pour ces deux méthodes, en particulier pour un rapport signal sur bruit de 20
dBHz. Avec des rapports signal sur bruit de 40 ou 30 dBHz, la méthode proposée obtient tou-
jours de meilleurs résultats comparée aux méthodes classiques. On observe que les erreurs de
positions estimées par les méthodes classiques sont plus grandes lorsque le rapport signal sur
bruit diminue. La méthode proposée est quant à elle beaucoup plus robuste pour des rapports
signal sur bruit supérieurs à 30 dBHz. La forte dispersion des positions obtenues par les algo-
rithmes de poursuite classiques est la conséquence des fortes variances reportées dans le tableau
5.4.
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Pour un rapport signal sur bruit de 20 dBHz, les trois algorithmes utilisés présentent de
fortes erreurs de position. On observe ici la conséquence du décrochage des boucles de pour-
suites sur les erreurs de pseudo-distances reportées dans le paragraphe précédent. La triangu-
lation effectuée à l’aide de mesures de pseudo-distances erronées provoque des erreurs sur le
positionnement.

Nous reportons dans le tableau 5.5 les valeurs des erreurs correspondantes. On constate que
la plus grande dispersion des points dans le cas classique se traduit par une augmentation des
écarts moyens et de la distance moyenne pour chacun des rapports signal sur bruit entre 50 et 30
dBHz. Pour les méthodes de poursuite classiques, les erreurs de positions sont du même ordre,
à savoir de 18 mètres, 33 mètres et 55 mètres en moyenne pour des rapports signal sur bruit
respectifs de 50, 40 et 30 dBHz. On observe des erreurs plus importantes sur l’axe Nord-Sud
que sur l’axe Ouest-Est. Comme on le supposait en observant la figure 5.10, la méthode propo-
sée, en plus d’obtenir de meilleurs résultats, est beaucoup plus robuste face au bruit, avec des
erreurs de positionnement variant de 468 centimètres à 606 centimètres entre 50 et 30 dBHz.
Cette robustesse est permise par la nouvelle méthode de détection d’une rupture de discrimi-
nant, beaucoup moins sujette à des fausses détections que dans les algorithmes classiques.

Pour un rapport signal sur bruit de 20 dBHz, les erreurs sur la position sont beaucoup plus
importantes, de plusieurs centaines de mètres, voire de plusieurs kilomètres pour la boucle de
poursuite vectorielle. Les algorithmes ne sont pas suffisamment robustes pour garder les codes
générés synchronisés avec le code reçu.

Ecart moyen Ecart moyen Distance
vers l’Est (m) vers le Nord (m) moyenne (m)

50 dBHz
Match Filter 6.865 15.334 17.943

Boucle vectorielle 6.865 15.334 17.943
Méthode proposée 2.772 3.696 4.680

40 dBHz
Match Filter 14.777 27.304 33.596

Boucle vectorielle 14.505 26.676 33.046
Méthode proposée 2.305 4.0795 4.857

30 dBHz
Match Filter 24.486 41.923 53.019

Boucle vectorielle 24.384 41.610 52.628
Méthode proposée 3.187 4.682 6.058

20 dBHz
Match Filter 140.4 222.7 284.9

Boucle vectorielle 1532.0 1116.5 1949.6
Méthode proposée 115.3 188.7 238.1

TAB. 5.5 – Erreurs sur le calcul de la position pour les différents algorithmes testés dans le cas
statique, pour différents rapports signal sur bruit

En conclusion, nous avons comparé différentes méthodes appliquées au calcul de la position
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d’un récepteur GPS statique. Les résultats obtenus sont meilleurs pour la méthode proposée,
utilisant l’ensemble des nouveaux outils présentés dans les chapitres précédents. La précision
du positionnement est de 4 à 9 fois supérieure aux méthodes classiques. Cette différence étant
plus importante lorsque le rapport signal sur bruit diminue, la méthode proposée est en effet
plus robuste face aux effets du bruit.

Cas dynamique

On considère maintenant un récepteur en mouvement le long d’une trajectoire circulaire
d’un rayon de 10 mètres. La dynamique à laquelle est soumise le récepteur est forte, le récep-
teur effectuant une boucle en 40 secondes. La trajectoire est représentée sur la figure 5.11. Le
récepteur progresse d’abord vers l’Est puis vers le Nord avant de terminer la boucle.
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FIG. 5.11 – Trajectoire du récepteur lors des expérimentations dans le cas dynamique

On présente sur la figure 5.12 les positions obtenues par les méthodes traditionnelles testées
et par la méthode proposée. Comme au paragraphe précédent, chaque sous-figure correspond à
un rapport signal sur bruit différent, de 50 à 20 dBHz.

On retrouve pour les méthodes classiques les mêmes résultats que dans le cas statique. La
forte dispersion des positions calculées, liée à la forte variance des calculs de pseudo-distance,
ne permet pas de suivre la trajectoire du récepteur. A l’inverse, la méthode proposée semble être
robuste face à la dynamique du système. A 50 dBHz et 40 dBHz, on retrouve par la méthode
proposée la trajectoire réelle du récepteur, cependant affectée d’un biais de quelques mètres sur
le Sud-Ouest. Ce biais augmente au cours du mouvement du mobile, les positions estimées au
départ du mouvement, au point le plus au Sud de la boucle, étant confondues avec les positions
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FIG. 5.12 – Positions estimées dans le cas dynamique par les différentes méthodes testées et
pour des rapports signal sur bruit de 50 à 20 dBHz

réelles. A 30 dBHz, les positions ne sont pas estimées assez précisément par la méthode propo-
sée pour permettre de retrouver la trajectoire. A 20 dBHz, les trois algorithmes testés présentent
de mauvais résultats, l’éloignement des positions calculées avec les positions réelles étant en-
core augmenté par rapport aux résultats du cas statique.

On présente dans le tableau 5.6 une comparaison numérique des résultats obtenus par les
différentes méthodes pour le positionnement dynamique. Pour des rapports signal sur bruit su-
périeurs à 30 dBHz, les résultats obtenus par les algorithmes classiques sont comparables aux
résultats obtenus dans le cas statique, avec une augmentation notable des erreurs pour un rap-
port signal sur bruit de 50 dBHz, seul cas où la dispersion des positions obtenues en statique
pouvait laisser apparaître un suivi de la trajectoire du récepteur en dynamique. Les erreurs de
positionnement par la méthode proposée sont de l’ordre du double des erreurs obtenues dans le
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cas statique, restant cependant nettement inférieures aux erreurs des méthodes classiques. Cette
augmentation de l’erreur moyenne est la conséquence de l’éloignement de la trajectoire réelle
du récepteur suite aux virages rapides effectués lors de son mouvement.

Ecart moyen Ecart moyen Distance
vers l’Est (m) vers le Nord (m) moyenne (m)

50 dBHz
Match Filter 8.526 18.567 22.210

Boucle vectorielle 8.526 18.567 22.210
Méthode proposée 6.287 7.045 10.467

40 dBHz
Match Filter 15.882 27.694 34.775

Boucle vectorielle 16.116 28.550 35.582
Méthode proposée 6.086 7.392 10.619

30 dBHz
Match Filter 24.854 44.570 55.451

Boucle vectorielle 24.781 43.536 54.380
méthode proposée 7.353 10.316 13.435

20 dBHz
Match Filter 711.10 208.24 776.22

Boucle vectorielle 402.64 2321.8 2417.8
Méthode proposée 370.6 761.43 852.7

TAB. 5.6 – Erreurs sur le calcul de la position pour les différents algorithmes testés dans le cas
dynamique, pour différents rapports signal sur bruit

On peut conclure que la dégradation des résultats entre les cas statique et dynamique reste
vraie dans le cas de notre méthode. Cependant, la méthode proposée reste nettement meilleure
que les méthodes classiques lorsque le récepteur suit un mouvement rapide, en particulier
lorsque le rapport signal sur bruit atteint les 30 dBHz.

5.5 Conclusion

Ce chapitre décrit l’application des méthodes, présentées dans cette thèse, de détection de
rupture, de fusion non linéaire et de filtrage circulaire au calcul de la position d’un récepteur
GPS. Après avoir présenté les contraintes et connaissances théoriques liées à l’échantillonnage
d’un signal GPS L2C, nous avons défini les nouveaux algorithmes de poursuite développés, qui
mettent en oeuvre deux boucles ouvertes pour la poursuite du code et de la phase. La position
du récepteur est ainsi calculée à partir de l’évolution du discriminant estimé pour plusieurs sa-
tellites. La méthode proposée est comparée aux méthodes classiques de poursuite que sont le
Match Filter et la boucle de poursuite vectorielle. On compare dans l’expérimentation réalisée
sur signaux GPS synthétiques le calcul de la phase, de la pseudo-distance et de la position, dans
les cas statique et dynamique.

La qualité du positionnement calculée à partir des signaux GPS reçus dépend à la fois du
rapport signal à bruit et de l’échantillonnage du signal. Pour une fréquence d’échantillonnage
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de 6 MHz, les pseudo-distances évoluent par pas de 50 mètres. Les méthodes de poursuite clas-
siques sont limitées en précision par cette considération, contrairement à la méthode proposée.
On montre que notre algorithme génère une erreur moyenne dans les directions Est et Nord sur
la position estimée quatre fois inférieure à celle obtenue avec les algorithmes classiques. Cette
erreur est inférieure à quatre mètres dans le cas d’un rapport signal sur bruit de 50 dBHz et d’un
récepteur sans mouvement.

On montre que l’utilisation d’un détecteur de ruptures des variations du discriminant permet
d’obtenir une poursuite du code et de la phase plus robuste en présence de bruit. En effet, l’ex-
périmentation réalisée montre que pour des rapports signal sur bruit allant jusqu’à 30 dBHz, la
précision du positionnement reste du même ordre pour notre méthode, tandis que les méthodes
traditionnelles présentent des erreurs allant du simple au triple. Aussi bien en statique qu’en dy-
namique, c’est l’algorithme de poursuite proposé dans ce chapitre qui donne le positionnement
le plus précis, permettant de distinguer les mouvements du récepteur même pour une trajectoire
sur une zone très restreinte et parcourue rapidement.

Les perspectives de ce travail sont l’adaptation de ce type de méthode pour la poursuite des
voies données et pilote du signal GPS L5. En effet dans ce cas, les mesures obtenues sur ces
deux voies sont corrélées. On souhaite dans notre approche utiliser l’opérateur de fusion non
linéaire pour diminuer cette corrélation et ainsi obtenir des mesures fusionnées plus précises.
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Le travail qui a été présenté dans cette thèse a pour objet l’étude et la mise en oeuvre de
techniques d’estimation détection conjointes pour le traitement des signaux GPS multi-voies
modernes.

Ce mémoire est composé de cinq chapitres : le premier chapitre, essentiellement bibliogra-
phique, a eu pour but de présenter l’historique et le fonctionnement général des signaux GNSS
modernes. Une attention plus particulière a été portée à la description et la modélisation des
signaux sur lesquels nous avons travaillé, ainsi que sur leur traitement numérique dans un ré-
cepteur. Le deuxième chapitre, également bibliographique, a eu pour objectif de présenter la
théorie de l’estimation linaire et circulaire. Y ont été également présentés les algorithmes de
segmentation ainsi que les différents algorithmes de la fusion d’information basée sur la théorie
d’estimation bayésienne. Les travaux présentés dans ce chapitre ont servi de base pour le déve-
loppement des traitements proposés aux chapitres suivants.

Dans le troisième chapitre, nous avons présenté des méthodes d’estimation de processus
stationnaires par morceaux en utilisant des observations en provenance de deux sources diffé-
rentes. Ces différentes méthodes sont utilisées pour la segmentation du signal GPS L2C. Dans
une première partie, nous présentons un estimateur des ruptures de pente intégrant une infor-
mation a priori et un opérateur de fusion linéaire des mesures de discriminants observées. Dans
une seconde partie, nous proposons un opérateur de fusion non-linéaire des observations et sa
mise en oeuvre dans le détecteur de ruptures de pente. Ces différents algorithmes ont été évalués
et comparés avec les méthodes existantes. Nous commençons par la comparaison de l’opéra-
teur de fusion non-linéaire et l’opérateur de fusion linéaire classique, en variant l’imprécision
de l’information a priori. Cette comparaison a été réalisée sur des processus stationnaires. Les
résultats obtenus montrent que l’opérateur de fusion non-linéaire est plus performant au sens
de l’erreur quadratique moyenne. Quand l’information a priori est moins précise, ses perfor-
mances tendent vers celles de l’opérateur de fusion linéaire. Nous avons évalué l’apport de la
fusion non-linéaire par rapport à la fusion linéaire pour la détection de un, puis de deux sauts
dans la moyenne d’un processus. Pour cela l’opérateur de fusion non linéaire est intégré dans
un filtre GLR. Les résultats obtenus montrent que le détecteur utilisant l’opérateur de fusion
non-linéaire est plus performant car il fournit une meilleure détection et localisation du saut. A
la fin de ce chapitre nous avons évalué le détecteur de ruptures de pente intégrant l’opérateur
de fusion non linéaire. Les paramètres de cette expérimentation ont été définis pour le cas de la
segmentation d’un signal GPS multi-voies et pour différents rapports signal sur bruit. Il a été
montré que le détecteur utilisant la fusion non-linéaire est plus performant en termes de détec-
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tions de ruptures et qu’il localise plus précisément l’instant de la rupture.

Nous avons présenté dans le quatrième chapitre l’étude et la mise en oeuvre de méthodes
de traitement des signaux dans le domaine circulaire. Dans l’approche classique, le traitement
des données circulaires s’appuie sur une approximation de leurs lois de probabilités dans le do-
maine linéaire. C’est pour cette raison que nous avons proposé un nouvel opérateur de fusion
et un filtre récursif circulaire reposant sur la distribution de von Mises. Ceux-ci sont obtenus
à partir de la modélisation bayésienne du problème d’estimation définie dans le cadre circu-
laire. Dans ce contexte, l’opérateur de fusion circulaire est obtenu à partir des distributions de
vraisemblance du paramètre à estimer sachant que les observations suivent une distribution de
von Mises. L’expression du filtre récursif est obtenue à partir de la distribution a posteriori
du paramètre à estimer sachant les mesures. Cette distribution est supposée être une distribu-
tion circulaire de von Mises. Nous avons aussi proposé au cours de ce chapitre un détecteur
de ruptures dans la moyenne d’un processus circulaire. Ce détecteur intègre le filtre récursif
circulaire pour estimer les paramètres du système. Pour évaluer ces différentes méthodes, nous
avons comparé le filtre récursif circulaire proposé pour l’estimation de données angulaires avec
les estimateurs classiques utilisés dans le domaine linéaire. Dans l’expérimentation réalisée sur
données synthétiques, on considère les mesures de direction absolue (compas magnétique) et
de vitesse angulaire (gyroscope) fournies par deux capteurs situés sur un mobile qui réalise une
trajectoire composée de plusieurs virages. Les angles étudiés sont définis entre 0 et 2π. L’opé-
rateur de fusion circulaire est comparé avec la somme pondérée qui est considérée comme
l’opérateur optimal dans le domaine linéaire. Le filtre circulaire pour l’estimation de la direc-
tion est comparé au filtre de Kalman du domaine linéaire. Finalement le détecteur de ruptures
a été comparé avec le filtre de Kalman GLR. Les résultats obtenus montrent l’intérêt et la fai-
sabilité des méthodes proposées. En effet, l’estimation par le filtre récursif que nous proposons
est plus précise, car les dispersions circulaires et la distance circulaire entre la valeur d’angle et
son estimation sont plus proches pour les méthodes proposées. La raison majeure de ce résultat
est que les filtres et traitements que nous proposons dans le domaine circulaire sont insensibles
aux transitions entre 0 et 2π. Ces transitions d’angle sont vues par les traitements définis sur le
domaine linaire comme des changements brusques.

Enfin dans le cinquième et dernier chapitre, nous avons présenté l’application des diffé-
rentes méthodes développées, tout au long de cette thèse, pour le calcul de la position d’un
récepteur GPS. Elles ont été utilisées pour la réalisation d’un nouvel algorithme de poursuite
du code, de la phase et de la fréquence du signal GPS L2C. Cet algorithme repose sur deux
boucles ouvertes de poursuite, ce qui permet de diminuer l’accumulation d’erreurs résiduelles
générées dans les boucles de poursuite classique DLL, PPL et FLL. En effet dans l’approche
classique utilisant une boucle fermée, les décalages du code, de la phase et de la fréquence sont
corrigés en permanence. On montre en pratique, que l’évolution du discriminant, pour un signal
échantillonné, est stationnaire par morceaux. De plus les variations du discriminant présentent
une rupture de pente lorsque le décalage entre le code reçu et le code local atteint la moitié de
la durée d’un bit du code CDMA. L’estimateur récursif, intégrant le détecteur de ruptures et
l’opérateur de fusion non linéaire pour fusionner les informations obtenues sur la voie pilote et
la voie données, servira à détecter cette rupture et à synchroniser le code à cet instant. Le filtre
circulaire a été utilisé dans la boucle de poursuite de la phase pour filtrer ces valeurs angulaires
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qui évoluent entre 0 et 2π. Pour juger de la qualité de cet algorithme, il a été comparé avec
les méthodes de poursuite de signaux GPS classique, à savoir le Match Filter et la boucle de
poursuite vectorielle. Les différentes expérimentations sont réalisées dans un contexte réel, sur
des données synthétiques, générées à l’aide d’un simulateur développé pendant la thèse. Les
résultats obtenus montrent la robustesse des méthodes proposées que ce soit pour le calcul de
la pseudo-distance satellite-récepteur ou le calcul de position dans le cas statique ou dynamique.

Nos perspectives concernent les modèles développés dans ce travail et leurs applications.

L’opérateur de fusion non-linéaire a été développé pour combiner les informations en pro-
venance de deux sources d’informations indépendantes. Dans ce cas, les perspectives résident
principalement dans son extension à n capteurs. Pour cela, il faut modifier le processus de sé-
lection des observations à transformer. D’autre part il semble intéressant de pouvoir traiter les
données corrélées. En effet dans le cas corrélé, plus le nombre d’échantillons à transformer sera
grand, plus l’apport de la fusion non linéaire sera important. Il faudra alors dans ce cas redéfinir
la contrainte de la transformation non linéaire permettant de s’assurer que l’erreur quadratique
moyenne de la fusion sera toujours inférieure à celle obtenue par l’opérateur de fusion classique.
Cet opérateur pourra alors être utilisé pour traiter le signal GPS L5, pour lequel les signaux de
la voie données et la voie pilote sont corrélés.

Pour le filtre circulaire, les perspectives concernent principalement la corrélation dans le
domaine circulaire. En effet il existe plusieurs distributions circulaires qui intègrent dans leurs
représentations la corrélation entre les variables aléatoires. Malheureusement ces distributions
n’ont pas de forme simple permettant, par exemple, de définir un opérateur de fusion au sens du
maximum de vraisemblance. De plus elles ne permettent pas de trouver une solution analytique
à l’équation de Chapman Kolmogorov et elles ne permettent pas non plus la définition de la loi a
posteriori dans le cadre du filtrage bayésien. La résolution de ces problèmes par des approches
numériques constitue aujourd’hui une perspective de ce travail.

Par ailleurs, le nouvel algorithme de poursuite du code, de la phase et de la fréquence in-
tégrant les différentes méthodes proposées au cours de cette thèse et fonctionnant en mode
boucles ouvertes doit être évalué et testé sur des signaux L2C réels. Les domaines d’application
envisageables pour les méthodes développées, qui se sont avérées robustes jusqu’à des rapports
signal sur bruit de 30 db Hz et plus précises que les méthodes traditionnelles, même dans le cas
d’une forte dynamique, sont la réception en environnement couvert ou encore l’application à
l’aéronautique.
Enfin, les outils de filtrage et fusion du domaine circulaire pourront être utilisés dans beaucoup
d’autres applications de la navigation. On peut citer par exemple l’estimation de la direction
d’un véhicule à partir de données odométriques, de mesures gyroscopiques et de mesures four-
nies par une station inertielle ou un compas magnétique.
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Annexe A

Contrainte de la transformation non
linéaire

Dans cette annexe on définit la condition pour que l’erreur quadratique moyenne EQMZ f n

de l’opérateur de fusion non-linéaire soit plus faible que l’erreur quadratique moyenne EQMZ f

de l’opérateur de fusion linéaire. La condition est définie pour les réalisations corrélées posi-
tivement soit pour Z(1) > Bu et Z(2) > Bu ou Z(1) < Bd et Z(2) < Bd .On définit Z f et Zf n les
opérateurs de fusion linéaire et non linéaire de Z(1) et Z(2). Leur expression est donnée par :

Zf = α1Z(1) +α2Z(2) (A.1)

Zf n = α1Z(1) +α2(Z(2)±g(Z(1),Z(2)))

= Zf +α2(±g(Z(1),Z(2))) (A.2)

Les erreurs quadratiques moyennes EQMZ f et EQMZ f n des opérateurs de fusion sont données
par :

EQMZ f = var(Zf )+(biais(Z f ))2

EQMZ f n = var(Zf n)+(biais(Z f n))2

= var(Zf n)+(E[Zf n]−m)2

= var(Zf +α2(±g(Z(1),Z(2))))+(E[Zf +α2(±g(Z(1),Z(2)))]−m)2

= var(Zf )+α2
2var(±g(Z(1),Z(2)))+2α2cov(Zf ,±g(Z(1),Z(2)))

+(E[Zf +α2(±g(Z(1),Z(2)))]−m)2

= var(Zf )+α2
2var(±g(Z(1),Z(2)))+2α2cov(Zf ,±g(Z(1),Z(2)))

+(E[Zf ]−m+E[α2(±g(Z(1),Z(2)))])2
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EQMZ f n = var(Zf )+α2
2var(±g(Z(1),Z(2)))+2α2cov(Zf ,±g(Z(1),Z(2)))

+(E[Zf ]−m)2 +α2
2(E[±g(Z(1),Z(2))])2 +2α2((E[Zf ]−m)E[±g(Z(1),Z(2))])

= var(Zf )+(E[Zf ]−m)2 +α2
2(var(±g(Z(1),Z(2)))+(E[±g(Z(1),Z(2))])2)

+2α2(cov(Zf ,±g(Z(1),Z(2)))+(E[Zf ]E[±g(Z(1),Z(2))]−mE[±g(Z(1),Z(2))]

= EQMZ f +α2
2(E[±g(Z(1),Z(2))2])

+2α2(cov(Zf ,±g(Z(1),Z(2)))+(E[Zf ]E[±g(Z(1),Z(2))]−mE[±g(Z(1),Z(2))])

= EQMZ f +α2
2(E[±g(Z(2),Z(2))2])

+2α2α1E(Z(1)(±g(Z(1),Z(2))))+2α2
2E(Z(2)(±g(Z(1),Z(2))))

−2α2(α1E[Z(1)]+α2E[Z(2)])E[±g(Z(1),Z(2))]

+2α2(α1E[Z(1)]+α2E[Z(2)])E[±g(Z(1),Z(2))]−2mα2E[±g(Z(1),Z(2))]

= EQMZ f +α2
2(E[±g(Z(1),Z(2))2])

+2α2α1E(Z(1)(±g(Z(1),Z(2))))+2α2
2E(Z(2)(±g(Z(1),Z(2))))

−2mα2E[±g(Z(1),Z(2))]

Donc pour que EQMZ f n soit inférieur à EQMZ f , il faut que la condition suivante soit res-
pectée :

α2
2(E[±g(Z(1),Z(2))2]) + 2α2α1E(Z(1)(±g(Z(1),Z(2))))

+ 2α2
2E(Z(2)(±g(Z(1),Z(2))))−2mα2E[±g(Z(1),Z(2))] ≤ 0
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Annexe B

Calcul de la fonction de vraissemblance de
l’instant de rupture

On a :

P(Δar/ε,r)h(ε/r) = h(ε/r,Δar)P(Δar/r) (B.1)

En introduisant l’information a priori dans l’équation 3.20 on obtient :

P(Δar/ε,r;µ,V,Pεi)h(ε/r,µ,V,Pεi) = h(ε/r,Δar;Pεi)P(Δar/r;µ,V ) (B.2)

Posons Γ = P(Δar/ε,r;µ,V,Pεi)h(ε/r;µ,V,Pεi) ; et d’après les deux équations 3.23 et 3.24 on
a :

Γ =
k

∏
i=r

1√
2πPεi

exp

(
−(εi −Δar ρi,r)

2

2Pεi

) √
nr√

2πV
exp

(
−nr

(Δar −µ)2

2V

)

=
1√

(2π)
nr+1

∏k
i=r Pεi

√
nr

V
exp

(
−nr

(Δar −µ)2

2V
−

k

∑
i=r

(
(εi −Δar ρi,r)

2

2Pεi

))

Posons maintenant A = 1√
(2π)

nr+1
∏k

i=r Pεi

√nr
V ce qui implique que Γ peut s’écrire :

Γ = A exp

(
−nr

(
(Δar)2 +µ2 −2Δarµ

)
2V

−
k

∑
i=r

((
ε2

i +(Δar)2 ρ2
i,r −2εi Δar ρi,r

)
2Pεi

))

= A exp

(
− 1

2

(
nr(Δar)2

V
+

nrµ2

V
− 2nrΔarµ

V
+

k
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ε2
i
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k
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i,r
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= A exp
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− 1
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( k

∑
i=r

ε2
i
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nrµ
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D’après les trois équations 3.27, 3.28 et 3.28 on a :

Tr =
k

∑
i=r

ρ2
i,r

Pεi

Vr = 1/
(

Tr +
nr

V

)
µr = Vr

(
µ

nr

V
+

k

∑
i=r

εi

Pεi
ρi,r

)

On a alors :

Γ = A exp
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− 1

2

( k

∑
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ε2
i
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nrµ2

V
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= A exp
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2
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(B.3)

et :

h(ε/r;µ,V,Pεi) =
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nr ∏k

i=r Pεi

√
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− 1
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(B.4)
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Résumé

Le nouveau signal GPS L2C contient sur une même porteuse une voie pilote et une voie de
données. Il est proposé dans cette thèse des opérateurs de fusion non-linéaire, pour estimer les
décalages du code et les informations de retard de phase obtenus sur ces deux voies. De plus
nous proposons une nouvelle architecture de poursuite basée sur des boucles ouvertes intégrant
des estimateurs et détecteurs de ruptures conjoints. En effet, l’évolution du discriminant obtenu
par une boucle de poursuite du code ouverte, est linéaire par morceaux. Nous proposons dans
ce cas un estimateur de ruptures intégrant un nouvel opérateur de fusion non-linéaire qui utilise
une information a priori sur le paramètre à estimer. Cette information a priori permet de dimi-
nuer la corrélation entre les différentes observations et ainsi de diminuer l’erreur quadratique
moyenne des mesures fusionnées. La boucle de poursuite ouverte du retard de phase, fournit
une mesure angulaire du déphasage du signal GPS reçu. Dans ce contexte nous avons étendu
les techniques de fusion et de filtrage d’état Bayésien de la statistique linéaire à l’analyse des
données circulaires pour l’estimation du déphasage. Nous proposons un nouvel opérateur de
fusion angulaire, un filtre récursif circulaire et un estimateur de rupture de moyennes dans un
processus circulaire stationnaire par morceaux. Les algorithmes proposés permettent de réaliser
une intégration longue des valeurs cohérentes du discriminant et d’améliorer ainsi la localisation
à la milliseconde d’un récepteur mobile.

Mots-clés: Fusion d’informations, Détection de rupture, Estimateur circulaire, GPS L2C.

Abstract

The new GPS L2C signal carry on the same carrier a pilot channel and a data channel. We
propose non-linear fusion operators to estimate the code and phase delays that are obtained on
both channels. Moreover, we propose a new tracking architecture based on open loops includ-
ing joint estimators and jump detectors. Indeed, we show that the evolution of the code delay
discriminator obtained with an open loop is piecewise linear. In that case, we propose a one-line
change point estimate that includes a new non-linear fusion operator, using prior information on
the parameter to estimate. This prior information allows decreasing the correlation between the
different observations and as a consequence to decrease the mean square error of the fused mea-
surements. The phase delay tracking open loop provides angular measurements of the received
GPS signal. In this context, we have extended the fusion and Bayesian filtering techniques from
linear statistics to circular statistics to estimate the phase delay. We propose a new angular fu-
sion operator, a circular recursive filter and a change point estimator for piecewise stationary
circular process. The proposed methods allow to process long time integration of the coherent
discriminator values and so to improve the high rate localization of a mobile receptor compute
every millisecond.

Keywords: Information fusion, Change point estimation, Circular estimator, GPS L2C signal.


