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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡s ♣r❡♠✐❡rs r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✐r♦♥t à ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ✿ ❖❧✐✈✐❡r ❇❡❛✉♠♦♥t✱
◆✐❝♦❧❛s ❇♦♥✐❝❤♦♥ ❡t P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥ ✭❧✬♦r❞r❡ ♥❡ ❝♦♠♣t❡ ♣❛s ✦✮✳ ❏✬❛✐ ❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té✱ à ❧❛ ❢♦✐s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❤✉♠❛✐♥❡✳ ■❧s ♦♥t
❝❤❛❝✉♥ s✉ ♠✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥ s♦✉t✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❞❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❞❡s ✐❞é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t ❞❡s ❢❛ç♦♥s
❞✐✈❡rs❡s ❡t ✈❛r✐é❡s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s q✉❡ ❥❡ ❧❡✉r ♣r♦♣♦s❛✐s✳ ❏❡ ❞♦✉t❡ q✉❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ❛✐t ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥ tr✐♦ ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✳ ❏❡
❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ♦✛❡rt✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r s✐♥❝èr❡♠❡♥t ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❢♦r❡st ❡t ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛✈❛✉❧t✱ ♣♦✉r
❧❡✉r r❡❧❡❝t✉r❡ ❛tt❡♥t✐✈❡ ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞r❡ss❡r ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à
❆♥♥❡ ❇❡♥♦✐t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✱ à ▲❛✉r❡♥t ❱✐❡♥♥♦t ♣♦✉r
❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬❡♥ ❛ss✉r❡r ❧❛ ♣rés✐❞❡♥❝❡✱ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ❞❡
♠❛ t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs q✉❡st✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ré✈é❧é ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s ♦♥t ♣♦rté à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈é♣❛❣❡✱ très ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t ❛✈❡❝
q✉✐ ✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ▲✐♦♥❡❧
❊②r❛✉❞✲❉✉❜♦✐s✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ tr❛✈❛✐❧❧é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣✉ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts
à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉①✱ ◆✐❝♦❧❛s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❋ré❞ér✐q✉❡ ❈❛rrèr❡✱
P❛tr✐❝❦ ❈❤❡r✈❡t ❡t ❆rt❤✉r ❙❛rt❤♦✉ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣r✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧❛✐s✐r à tr❛✈❛✐❧❧❡r✳

❊♥✜♥ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ❝r♦✐sé ♠❛ r♦✉t❡ ❛✉ ▲❛❇❘■ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s
tr♦✐s ❛♥s✱ ♠❡s ❛♥❝✐❡♥s ❝♦✲❜✉r❡❛✉① ❡①✐❧és ❞❛♥s ❧❡ ❜ât✐♠❡♥t ❞✬à ❝ôté ❡t t♦✉t❡ ❧❡✉r éq✉✐♣❡✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❉❛♠✐❡♥ q✉✐ s✬❡st ❛tt❛r❞é ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛✈❡❝ ♠♦✐✳ ❆❧❧❡③ ❘♦❜✐♥✱ ❝✬❡st à t♦✐
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✦ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬❆❋♦❉■❇✱ ❆♥♥❡✲▲❛✉r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❈❛t❤② ❘♦✉❜✐♥❡❛✉ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✉r❛♥t
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❯♥ ❝❧✐♥ ❞✬♦❡✐❧ à ❆❧✐❝❡ ❘✐✈✐èr❡✱ q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❡✉ ❧❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡ réé①♣❧✐q✉❡r ❧❡s
♠ê♠❡s ❞é♠❛r❝❤❡s✱ s❛♥s q✉❡ ❥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡ ❥❛♠❛✐s à ❧❡s ❛ss✐♠✐❧❡r✳

▼❡r❝✐ à ♠❛ s♦❡✉r✱ ♠♦♥ ❢rèr❡✱ ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❞❡ ♥❡ ♣❛s tr♦♣
❝❤❡r❝❤❡r à s❛✈♦✐r ❝❡ q✉❡ ❥❡ ❢❛✐s ♠❛✐s ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❥❡ ❧❡ ❢❛✐s ❡t ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❥❡ ❧❡ ❢❛✐s ❜✐❡♥✳
▼❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❞✬êtr❡ ✈❡♥✉s ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❝♦❤❛❜✐té✱ ♠❡r❝✐ à ♠❡s ❣r❛♥❞s ♣❛r❡♥ts ❞✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❥✬❛✐ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ é♠✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❥✬❛✐ ✈é❝✉ ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s à ❧✬❆✉❜❡r❣❡ ❞✉ ❈❤❛t ❑✐♣✉✱ q✉✐ ♦♥t ❡✉ à s✉♣♣♦rt❡r ♠❡s t❤é♦r✐❡s ❢✉♠❡✉s❡s
❡t ♠❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❢♦✐r❡✉s❡s ✿ ❏♦❤❛♥✱ P✐❡rr❡✲▲❛✉r❡♥t✱ ●r❡❣♦✐r❡✱ ❈é❧✐♥❡✱ ❏✉❧✐❡✱ ●♦✉❧✈❡♥✱ ▲❛❡t✐t✐❛✱
❇❛t✉r❛♥✱ ❘♦♠❛✐♥✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ❋❧♦r✐❛♥✱ ❙t❡♣❤❡♥✱ ▲❡ï❧❛ ✭♦✉✐ t♦✉t ç❛ ✦✮✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t
t♦✉s ❧❡s ❝♦✉❝❤s✉r❢❡rs ❡t sq✉❛tt❡✉rs ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ q✉✐ ❛✉r♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❛♥✐♠❡r ♥♦tr❡ ❤❛❜✐t❛t
❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳
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❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ✜♥✐r ❡♥ ♠✉s✐q✉❡✱ ❥❡ s❡r❛✐ ✐♥✜♥✐♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t à ❧❛ ●r❛ss❡ ❇❛♥❞❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r
❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛✐ss❡r s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ✐❞é❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ✈♦❝❛t✐♦♥
à ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥❝❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✦ ❊❧❧❡ ♠❡ ❢✉t ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ s❛❧✉t❛✐r❡ ❡t très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡✱ ❡t s❡s ♠❡♠❜r❡s
❤❛✉ts ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡♠❡♥t ❛♥❝rés ❞❛♥s ♠♦♥ ❝♦❡✉r✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡t ✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❧❛ ❢❛♥❢❛r❡✱
❥❡ t✐❡♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à r❡♠❡r❝✐❡r ❆❞❛♠✱ q✉✐ ♠✬② ❛ ❛♠❡♥é ❡t ❞♦♥t ❥✬❛✐ s✉✐✈✐ ❧❛ ✈♦✐❡ s✐♥✉❡✉s❡ tr❛❝é❡
à tr❛✈❡rs ❝❡s ❞❡✉① ♠♦♥❞❡s✱ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ♠✉s✐❝❛❧❡♠❡♥t ❡t ❡♥ tr♦tt✐♥❡tt❡ ✭③❡✉❣♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱
♠ê♠❡ ✦✮✱ ❡t ❈é❝✐❧❡✱ q✉✐ ❛❝❝❡♣t❡ ♠❛ ❢♦❧✐❡ ❡t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t✳



✈

❆❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛✉① ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳

❘és✉♠é ✿
❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
❉✐st❛♥❝❡ ✭❇❈❈❉✮ ❡t ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇P❈❉✮✱ q✉✐ tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ t❡❧ ■♥t❡r♥❡t✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♠♦♥✲
tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛❞r❡ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s✱ ✉♥ ♣r♦❝é❞é q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠♦✐♥s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ♥✬❡st ♣❛s
✉t✐❧✐sé✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉t✐❧s ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ❧❡s ❣r❛♥❞s rés❡❛✉① q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❞é❝r✐ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ét✉❞✐é ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥érés ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ❡t ❙❡q✉♦✐❛✳

▼♦ts ❝❧és ✿
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣✱ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞✐str✐❜✉és✱ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ rés❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
❞✬■♥t❡r♥❡t✳

❘❡s♦✉r❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠s✳

❆❜str❛❝t ✿
❉✉r✐♥❣ t❤✐s P❤✳ ❉✳ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ❉✐st❛♥❝❡ ❈♦♥✲
str❛✐♥ts ✭❇❈❈❉ ✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ❛♥❞ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ❉✐st❛♥❝❡ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭❇P❈❉ ✐♥ ❋r❡♥❝❤✮✳ ❇♦t❤
♣r♦❜❧❡♠s ✜♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤♦s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇♦r❦
✐♥ s✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉✐❧t ❜②
♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❜❡ ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦✳
❲❡ ♣r♦✈❡ ❜♦t❤ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
t❤♦s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ t❛❝❦❧❡✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t♦♦❧s ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛✐♠❡❞
❜② ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❚❤✉s ✇❡ st✉❞✐❡❞ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ s♦♠❡
s♣❡❝✐✜❝ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ t♦♦❧s✱ ♥❛♠❡❧② ❱✐✈❛❧❞✐ ❛♥❞ ❙❡q✉♦✐❛✳

❑❡②✇♦r❞s ✿
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣✱ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ r❡s♦✉r❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✬■♥t❡r♥❡t✳
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P❧❛♥

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷✳✶ ◆P✲❉✐✣❝✉❧té✲❋❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷✳✷ ❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡

❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❡t ❧❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ✶✸

✷ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✶✺

✷✳✶ ❉❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ à ❇❈❈❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t tr❛✈❛✉① ❧✐és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✶✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✷ ❉❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ à ❇P❈❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t tr❛✈❛✉① ❧✐és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✷✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✷✳✸ ▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❇P❈❉ ❡t K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✷✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s❡r✈❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✷✸
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✸ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s

❣é♥ér❛✉① ✸✸

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✷ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✸✻
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✹✳✹ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐✲
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✺✳✶✳✷ ❙❡q✉♦✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✺✳✷ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✷✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❱✐✈❛❧❞✐✴❙❡q✉♦✐❛ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✺✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❱✐✈❛❧❞✐✴❙❡q✉♦✐❛ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✹✼

■♥❞❡① ✶✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s♦♥t ❧✐és à ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ❇❖■◆❈ ❬❆♥❞✵✹❪✱ ❋♦❧❞✐♥❣❅❤♦♠❡ ✶ ♦✉
❲❈● ✷✳ ❈❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
t♦t❛❧❡ é❧❡✈é❡✱ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ✭❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮ ❡t ❧❡ ❞②♥❛♠✐s♠❡ ❞❡ ❧❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❞û ❛✉① ❢réq✉❡♥ts ❛rr✐✈é❡s ❡t
❞é♣❛rts ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❏✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s
✭❙❡t✐❅❤♦♠❡ ❬❆❈❑+✵✷❪✱ ❋♦❧❞✐♥❣❅❤♦♠❡✱✳✳✳✮ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ st♦❝❦é❡s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♥♦❡✉❞ tr❛✐t❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡✳ ▲❡s s❡✉❧s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t ❧✐❡✉ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞
♠❛îtr❡ ✭s❡r✈❡✉r ❝❡♥tr❛❧ ❞✐str✐❜✉❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s✮ ❡t ❧❡s ❡s❝❧❛✈❡s ✭♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡str❡✐♥t
❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s✳

❉❡✉① s♦rt❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐✱ ❝♦♠♠❡
❙❡t✐❅❤♦♠❡✱ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é❝♦✉♣❛❜❧❡ ❡♥ ♣❡t✐ts ♠♦r❝❡❛✉① q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉s ❧❡s ❡s❝❧❛✈❡s tr❛✈❛✐❧❧❡♥t s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s✱
❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❞✐r✐❣❡♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❋♦❧❞✐♥❣❅❤♦♠❡✳

◆♦tr❡ ✐❞é❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st tr♦♣
❣r❛♥❞ ♣♦✉r êtr❡ st♦❝❦é s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♥♦❡✉❞✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡
s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s très
❤étér♦❣è♥❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré♣❛rt✐s
s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s q✉✐ ✈❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ♣♦✉r tr❛✐t❡r ✉♥❡ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ♣rés❡♥ts ❛✉
s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❛❣ré❣é❡ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✱
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡t❝✳✮ s✉✣s❛♥t❡✱ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧✱ ❡t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à é✈✐t❡r ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

✶❤tt♣ ✿✴✴❢♦❧❞✐♥❣✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉✴
✷❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳✇♦r❧❞❝♦♠♠✉♥✐t②❣r✐❞✳♦r❣

✶



✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

P♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s t❤é♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇❈❈❉✮✱ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣

❝❧❛ss✐q✉❡ ❬❆❏❑▲✽✹❪✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❡t ❞❡ ré♣❧✐❝❛ts ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①✱ ❞♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❝❢✳ ❬P❚❲✵✶✱ ❑P❘✵✵✱ ❙❚❆✾✼✱ ❈❲✾✾✱ ❑P❘✵✵✱ ❑▲▲✵✾✱
❈❤✉✵✻✱ ❑▼✵✼✱ ❘❙✾✼❪ ♣♦✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✮✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✬✉♥ rés❡❛✉ s♦✉❤❛✐t❡ ❛❝❝é❞❡r à ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
❛❧♦rs ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞❡ s❡r✈✐❝❡s q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♠❡ttr❡ à
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts
❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛ss✉r❡r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ré♣♦♥❞❛♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❧✐é❡s ❛✉ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t❝✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ✈✐❞é♦ à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts ♣✉✐ss❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s❡r✈✐❝❡
s❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ✭❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts✮✳ ■❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡
q✉❡ ❧❡s s❡r✈❡✉rs s♦✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ s♦✐t ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s
❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡✉r✱ s♦✐t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ❣r❛♥❞s rés❡❛✉①
❞❡ t②♣❡ ■♥t❡r♥❡t✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❡t s✉rt♦✉t ré❛❧✐st❡✱ ❞✬❛❥♦✉t❡r à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦rt❡s ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té s✉r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ✭❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱
❡t❝✳✮ ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❡t s✉r ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts✳

❊♥✜♥ ♥♦s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❛✉ss✐ été ♠♦t✐✈és ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♣rés❡♥t ❡♥ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ❡t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬▲▼❨✾✽❪✱ ♦ù ▲✉♣t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✈✐s❡♥t à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛s❛rs ❡t ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s s✉r ❝❡s ❣❛❧❛①✐❡s✱ ✐❧s ♣r♦❝è❞❡♥t à ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝❛♣t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ té❧❡s❝♦♣❡✱
❝❤❛❝✉♥❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ✈✐s✐❜❧❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ té❧❡s❝♦♣❡✳
■❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✏❈♦✉✈❡rt✉r❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣❛r ❞❡s ❉✐sq✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❈❛♣❛❝✐té✑
✭❊❈❈❉✮✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❞✐sq✉❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✜①é✱ s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❞✐sq✉❡s ✭❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❝✉♣éré❡s ❡♥
✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❛♣t✉r❡✮✳ ❉❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬▲▼❨✾✽❪✱ ❡t ♦♥t
été ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❝❡s ♣r♦❜❧é✲
♠❛t✐q✉❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ❧❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇P❈❉✮✱ ✐♥s♣✐ré ❞❡
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬❊●❈●❏✾✼❪✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳

▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ✈✐s❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s♦♥t ❣é♥ér❛✲
❧❡♠❡♥t ❧✐és à ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❧❡s ✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ rés❡❛✉①✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡r t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t s❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❞②♥❛♠✐s♠❡ ❢♦rt
✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉①✱ ❝♦✉♣❧é à ❧❛ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❡♥tr❛❧✐sés✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t
❞❛♥s ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞✐str✐❜✉és✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s✱ s♦✉✈❡♥t ❝❡♥tr❛❧✐sés✱
♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉é❡s à ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s rés❡❛✉① ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ✸

♠étr✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭✐✳❡✳ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛❞r❡ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳
▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ♣❡r♠❡t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é ❡♥ ❧❡ ❞♦t❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮✱ ♦✉ ❡♥ ❧✉✐ ✐♠♣♦s❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ❝♦♠♣❛ré✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s❛♥s ❝❡ ♣r♦❝é❞é ✐❧ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s ✭❣❛r❛♥t✐❡s✮ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tér❡ssés à ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦sés ✿ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s✳ ■❧ ❡st
❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❜✐❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉t✐❧s ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♥❞s rés❡❛✉①✱ ■♥t❡r♥❡t
♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❞é❝r✐ts✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧❧❡r✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❙❡q✉♦✐❛ ❬❘▼❑+✵✾✱ ❆❇❑+✵✼❪✱ q✉✐ ♣❧♦♥❣❡ ■♥t❡r♥❡t ❞❛♥s ✉♥
❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t ❞❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ❬❉❈❑▼✵✹✱ ❈❉❑+✵✹❪✱ q✉✐ ♣❧♦♥❣❡
✉♥ rés❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡t s❡♠❜❧❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ♣❧✉s
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① rés❡❛✉① q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳

✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧

✶✳✷✳✶ ◆P✲❉✐✣❝✉❧té✲❋❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❡t ❞❡
❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✏✈r❛✐✑ ♦✉ ✏❢❛✉①✑✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s P ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬●❏+✼✾❪✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

▲✬❛ss❡rt✐♦♥ P ⊆ NP ❡st ✈r❛✐❡✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ NP ⊆ P ✱ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t q✉❡ P = NP
❡st à ❝❡ ❥♦✉r ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣♦rt❡ ♣❧✉tôt s✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té P 6= NP ✮✳ ◗✉❡ ❧❡
❧❡❝t❡✉r s♦✐t r❛ss✉ré✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ② ❛tt❛q✉♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧
❡st r❡❝♦♥♥✉ q✉❡ s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡ ❞❛♥s ◆P ♠❛✐s ♣❛s ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❞❛♥s P✱ ❛❧♦rs à ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❧❡ ❞é❝✐❞❡r✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✏❧❡s ♣❧✉s ❞✉rs✑ ❞❡ ◆P✱ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♦ù s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞❡
❢❛ç♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P ♣❡✉✈❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é❝✐❞és ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ s✐ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞❡ ◆P✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛❧♦rs P = NP ✳

❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧♦❣✐q✉❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❙❆❚ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❈♦♦❦ ❬❈♦♦✼✶❪ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❙❆❚✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U = {u1, . . . , un} ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
C = {c1, . . . , cm} ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ❞❡ U ✭♣♦✉r u ∈ U ✱ u ❡t u s♦♥t ❞❡s
❧✐ttér❛✉① ❞❡ U✮✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ U ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡
❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✏✈r❛✐✑✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (U, C) t❡❧ q✉❡ U = {u1, u2}✱ ❡t C = {{u1, u2}, {u1, u2}} ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
❞❡ ❙❆❚ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✏✈r❛✐✑✳ ❯♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡
♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ✏✈r❛✐✑ ❡st u1 = u2 = ”vrai”✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❡♥ ❡✛❡t été ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦✉✈é ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡ NP ✲❝♦♠♣❧❡t ♣❛r ❈♦♦❦ ❬❈♦♦✼✶❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❈♦♦❦ ❛ ✉t✐❧✐sé ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ◆P ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ✿ ét❛♥t
❞♦♥♥és ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s Π1 ❡t Π2✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ q✉✬♦♥
♦♠❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝❛r ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✮ ❞❡♣✉✐s Π1 ✈❡rs Π2

s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡
I(Π1) ❞❡ Π1✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I(Π2) ❞❡ Π2 ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à Π1 s✉r I(Π1) ❡st
✏✈r❛✐✑ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à Π2 s✉r I(Π2) ❡st ✏✈r❛✐✑✳

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st très ❢♦rt❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t s♦✉✈❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❧✬❛✉tr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱
s✐ Π1 ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ❛❧♦rs Π2 ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❈✬❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ❞é♠♦♥tré❡s
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✿ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡st
❞❛♥s ◆P✱ ♣✉✐s ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥t ❧❛ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡
❛ ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à été ♣r♦✉✈é❡✳

❈♦♦❦ ♥✬❛ ♣✉ ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❙❆❚ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ❛ ♣r♦✉✈é
q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣❧✉s ❞✉r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ◆P✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ◆P
✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈❡rs ❙❆❚✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ s✐ ❙❆❚ ét❛✐t ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ◆P ❧❡ s❡r❛✐❡♥t ✭❡t ❞♦♥❝ P = NP ✮✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s✳
❊❧❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❞✉rs q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r
t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈❡rs ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✬ét❡♥❞ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ Π ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✿

✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s I(Π)✱
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I(Π)✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s SΠ(I)✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Π s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I(Π) ✐❧ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
s ❞❡ SΠ(I)✱ ♦✉ ✏❢❛✉①✑ s✐ SΠ(I) = ∅✳



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ✺

❚♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st {”vrai”} q✉❛♥❞ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✏✈r❛✐✑ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ s✐♥♦♥✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❡✉t êtr❡
❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✏❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❞✉rs✑ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳

NP ✲❞✐✣❝✐❧❡

P

NP ✲❝♦♠♣❧❡t

NP

P 6= NP

P = NP

P = NP = NP ✲❝♦♠♣❧❡t

NP ✲❞✐✣❝✐❧❡

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❥✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ P 6= NP ✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ♣rés❡♥té❡s✳ ◆♦t♦♥s
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s✱ q✉✬♦♥ s❛✐t êtr❡ ❞❛♥s ◆P ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♥✐ ❞✐r❡ s✬✐❧s s♦♥t ❞❛♥s P✱ ♥✐
❞✐r❡ s✬✐❧s s♦♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts ❬❑❙❚✾✸❪✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ Π ❡st s♦✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✿

✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s I(Π)✱
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I(Π)✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦✉ ✈❛❧✐❞❡s SΠ(I)✱
✕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ mΠ q✉✐ ❛✛❡❝t❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I(Π) ❡t ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s ∈ SΠ(I) ✉♥
r❛t✐♦♥♥❡❧ ♣♦s✐t✐❢ mΠ(I, s) ❛♣♣❡❧é ✈❛❧❡✉r ❞❡ s✳

❙✐ Π ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I(Π) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ s ∈ SΠ(I) t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥
✈❛❧✐❞❡ s′ ∈ SΠ(I)✱ mΠ(I, s) ≥ mΠ(I, s′) ✭r❡s♣✳ mΠ(I, s) ≤ mΠ(I, s′)✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❖♣tΠ(I) ❝❡tt❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡t |❖♣tΠ(I)| ❧❛ ✈❛❧❡✉r mΠ(I,❖♣tΠ(I))✳

P♦✉r ét✉❞✐❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é
❛✉① ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
Π s♦✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✜①♦♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r K r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥é ❡st ✏ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I(Π)✱ ❡①✐st❡✲✐❧ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ s ∈ SΠ(I)



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t❡❧❧❡ q✉❡ mΠ(I, s) ≥ K ❄✑✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t K ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡
✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I(Π)✱ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ Π ❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✈✐❛ ❧❡ t❡st ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ K✮✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ Π ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ✈♦✐r❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭à ♠♦✐♥s✱ ❞♦♥❝✱ q✉❡ P = NP ✮✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛②❛♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❢♦r❝é ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ❡t ❞❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✏❜♦♥♥❡✑ s♦❧✉t✐♦♥ à ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
Π✱ A ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r Π s✐✱ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I(Π)✱ A
tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s ∈ SΠ(I)✳ ❖♥ ♥♦t❡ |A(I)| ❧❛ ✈❛❧❡✉r mΠ(I, s) ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r A✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A ♣♦✉r Π✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t RN
A ❝♦♠♠❡ ✿

✕ RN
A = min

{

|A(I)|
|❖♣tΠ(I)| ♣♦✉r I ∈ I(Π), |❖♣tΠ(I)| = N

}

s✐ Π ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐✲

s❛t✐♦♥✱

✕ RN
A = max

{

|A(I)|
|❖♣tΠ(I)| ♣♦✉r I ∈ I(Π), |❖♣tΠ(I)| = N

}

s✐ Π ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐✲

s❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s RN
A ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ A ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Π✳ RN

A ❡st t♦✉❥♦✉rs
✐♥❢ér✐❡✉r à 1 ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ R∞
A = ❧✐♠ supN→∞ RN

A

♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡t R∞
A = ❧✐♠ infN→∞ RN

A ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❯♥ ❆P❚❆❙ ✭❙❝❤é♠❛ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
Π ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s {Aε}ε>0 q✉✐✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✭✐✳❡✳
q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r |❖♣tΠ(I)| ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞♦♥♥é❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✮✱
❛ss✉r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1− ε✳

❖♥ ♣❡✉t à ♣rés❡♥t ♣❛r❧❡r ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ Π ✭r❡s♣✳ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Π ❡st ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r R ≤ 1
✭r❡s♣✳ R ≥ 1✮ s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
R′ ≥ R ✭r❡s♣✳ R ≤ R✮✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❙✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ Π1 ❡st ✐♥❛♣✲
♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r R ❝♦♥♥✉✱ ❡t q✉✬♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s Π1 ✈❡rs ✉♥
s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ Π2✱ ❛❧♦rs Π2 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r R✳

✶✳✷✳✷ ❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡✳

❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ d : S×S → R
+

❡st ❞é✜♥✐❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d)✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ✼

✕ s②♠étr✐❡ ✿ ∀x, y ∈ S2, d(x, y) = d(y, x)✱
✕ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✿ ∀x, y ∈ S2, d(x, y) = 0⇔ x = y✱
✕ ✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✿ ∀x, y, z ∈ S3, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ❝❡t
❡s♣❛❝❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d)✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t s ∈ S ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r ∈ R✱ ❧❛ ❜♦✉❧❡
✭❢❡r♠é❡✮ ❝❡♥tré❡ ❡♥ s ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r✱ ♥♦té❡ B(s, r)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
B(s, r) = {x ∈ S, d(s, x) ≤ r}✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (RD, d) ❡t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts x, y ∈ R
D2

❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t x = (x1, . . . , xD) ❡t y = (y1, . . . , yD)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ n ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x ❡t y✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♥♦r♠❡ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
x ❡t y ❞❡ (RD, d)✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉r à t♦✉r ❧❡s
♥♦r♠❡s L∞ ❡t L2 ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞érés✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❡♥tr❡ x ❡t y ❡st d(x, y) = max(|x1− y1|, . . . , |xD − yD|)✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
x ❡t y ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❡st d(x, y) =

√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xD − yD)2✳

❈❡s ❞❡✉① ♥♦r♠❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (x, y) ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ R
D✱

d∞(x, y) ≤ d2(x, y) ≤
√

D.d2(x, y)✱ ♦ù dN (x, y) ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ x ❡t y t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❧❛ ♥♦r♠❡ LN ✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦r♠❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ♥♦✉s
❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣rès ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ét✉❞✐és ✭♠❛✐s ♥❡ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 1✮✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿
✕ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s R

D✱ ❡t ♦ù ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ▲❡s ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ❤②♣❡r❝✉❜❡s
✭D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✮ ♣❧❡✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳

✕ ▲❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ R
2✳ ▲❡s ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ❝❡t

❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ❞✐sq✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳
✕ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡

G = (V,E)✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ét✐q✉❡té❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❛rêt❡s ♣❛r❝♦✉r✉❡s ♣❛r ❝❡
❝❤❡♠✐♥✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts x ❡t y ❞❡ V ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥
♣♦♥❞éré ❞❛♥s G✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛♣❤❡s
❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡✳ ▲❡s ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ♠❛✐s s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s 1✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s♦♠♠❡t v ∈ V ✱ B(v, 1)
❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ v ❡t ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s G✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳

✶✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s é❧❛❜♦r♦♥s à ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s r❡♣r✐s❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐str✐❜✉és✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❡♥ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❬▲❛✈✾✺✱ ▲②♥✾✻✱ P❡❧✵✵❪✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♣❡♥❝❤♦♥s ♥♦✉s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❡t ❧❡✉r ❝♦♥t❡①t❡ ✿ ❧❡✉r
❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s s♦♥t très ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❝♦❧❧❡❝t❡r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡str❡✐♥t✱



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s

B(s,r)

r

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ✉♥
é❧é♠❡♥t s ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ L∞✳

s

r

B(s,r)

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ✉♥
é❧é♠❡♥t s ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳

v

B(v,1)

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B(v, 1) ❝❡♥tré❡
❡♥ v ❡t ❞❡ r❛②♦♥ 1 ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❝❡
❣r❛♣❤❡ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡tt❡
❜♦✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
v ❡t t♦✉s s❡s ✈♦✐s✐♥s✳

❛✉t♦r✐s❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ à ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡t✐t ❞❡ ✈♦✐s✐♥s✱ ❝❡ q✉✐
é❝♦♥♦♠✐s❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞♦✐t ❝♦♥s❡r✈❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡①tér✐❡✉r✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞♦✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❛ss✉r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ② ♣♦rt❡r✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s s♦♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ rés❡❛✉ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ à ✉♥ ❛✉tr❡ r❡st❡♥t ❝♦✉rts✱ q✉❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ♦r✐❣✐♥❡❧ s♦✐t ❝♦♥s❡r✈é❡ ✭q✉❡
❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ♦r✐❣✐♥❡❧ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜és ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✮✱ ❡t q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡ ✉♥ ❜♦♥ éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t ✉♥❡ ❢♦rt❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s✳ ❖♥
♣❡✉t ❝✐t❡r ❝♦♠♠❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❈❤♦r❞ ❬❙▼❑+✵✶❪ ❡t ❈❆◆ ❬❘❋❍+✵✶❪✳

❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ✐❞♦✐♥❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s❦✐♣✲❧✐sts
❝♦♠❜✐♥é❡s à ❞❡s Z✲♦r❞r❡s ✱ ❞❡s s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡s s❦✐♣✲❧✐sts✱ ♣✉✐s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❛♥s
❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳

▼✉♥✐ ❞❡ ♥♦s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐tés ❛②❛♥t ❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛♥t ❡♥tr❡ ❡✉① ✈✐❛ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ♥♦✉s
❝❡s ❡♥t✐tés s♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s
r❡str✐❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s à ♥♦s s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és ✿

✕ ◆♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉①
à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ s♦✐❡♥t ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❤❛✉t❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s
♥♦❡✉❞s ② ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t s♦✉✈❡♥t✱ ❡t ♦ù ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❧✐❛♥t ❞❡✉①
♥♦❡✉❞s ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ tr❛✣❝ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ✐♥tér❡ssé❡ à ❝❡s
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣✐st❡ ❞✬ét✉❞❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts✳

✕ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡s rés❡❛✉① ❝♦♥s✐❞érés ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦♥ ❛❞r❡ss❡ ■P s✐ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞✬■♥t❡r♥❡t✮✱
❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ t♦✉t à ❢❛✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st
❧❡ ♥ôtr❡✳



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✾

✕ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧♦❝❛✉① ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❛✉❝✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡
✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥✐ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♥✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥✐ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✮✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛❜✉s ❞❡ ❝❡tt❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❡♥ s♦rt❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s à ❡✛❡❝t✉❡r ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡✱ ❡t ♣ré❝✐s♦♥s ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❧♦❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❆✉① s❡✐♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡st ✉♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s
❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s
q✉✬❡❧❧❡ r❡❧✐❡✳ ▲❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s s❡ ❢♦♥t ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛✉
tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡s ❧✐❡♥s✳

❯♥ ♣♦✐❞s ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ❛✛❡❝té à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞
à ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❧❛
❧❛t❡♥❝❡ ❡st ♠❛❧❣ré t♦✉t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r très ✐♠♣♦rt❛♥t q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s
♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ t❡♠♣s q✉❡
♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s✱ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❛s②♥❝❤r♦♥❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st tr❛♥s♠✐s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♠❛✐s
✐♥❞ét❡r♠✐♥é✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❝♦♠♠❡
❧❡ ❢❛✐t P❡❧❡❣ ❞❛♥s ❬P❡❧✵✵❪✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❥✉sq✉✬à s❛ ✜♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡t
♣♦✉r t♦✉t s❝é♥❛r✐♦ ❞✬❛s②♥❝❤r♦♥✐❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♠❡ss❛❣❡ ❡st tr❛♥s♠✐s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ♠❛✐s ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✈r❛✐s ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳
❯♥ é✈é♥❡♠❡♥t E(n) ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ n ❡st ✈r❛✐ ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ P(E = ”vrai”) = 1− o( 1

nk ) ♣♦✉r t♦✉t k✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
❉✐st❛♥❝❡ ✭❇❈❈❉✮ ❡t ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇P❈❉✮✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❡t q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳ ❙✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s
❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✱ ❇❈❈❉ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s
❞❡ ❝❛♣❛❝✐té s✉✣s❛♥t❡ ✭✜①é❡✮ ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❜♦r♥é ✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✮✱ ❡t ❇P❈❉ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ s♦✐t ❞❛♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❡ ♣❡✉t ❣ér❡r ✉♥
s❡r✈❡✉r ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡r❛✐t ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❜♦r♥é é❣❛❧❡♠❡♥t
✭♣♦✉r q✉✬✉♥ s❡r✈❡✉r ♥✬❛✐t ♣❛s à ❣ér❡r ❞❡s ♥♦❡✉❞s s✐t✉és tr♦♣ ❧♦✐♥ ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s✉r✈♦❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❣r❛✈✐t❛♥t
❛✉t♦✉r ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ◆♦✉s



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞ét❛✐❧❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❧✐❡♥s étr♦✐ts ❡t s✉❜t✐❧s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❡t ❇P❈❉✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♠❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s rés❡❛✉① ✈✐sés ♣❛r ♥♦s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ P♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡
♣r♦❝é❞é ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s é❣❛❧❡♠❡♥t é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s
❛✉t♦r✐s♦♥s ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r β ≥ 1
❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s✳

▼✉♥✐s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r (2−ε) ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉✱ s♦♥t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡s à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉
❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1/2✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❇P❈❉✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 3/2 q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡t ❝❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ à ♠♦✐♥s q✉❡
P = NP ✳

❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✐✳❡✳ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉① ❡t
❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 2

5 ❡♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 4✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣♦rt q✉❡ ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ✉♥
r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡♥
❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts à êtr❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❜♦r♥❡ ✜①é❡✱ ❡t ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❝ré❡r ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✜①é❡✱ ♥♦♥ r❡❧❛❝❤é❡✳

❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇P❈❉ ❛ss✉r❛♥t ✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 7

3 ❡♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 2✱ ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❇P❈❉✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ❛❧♦rs s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés ❡t ❞ét❛✐❧❧♦♥s s❛ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❇P❈❉✱ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t q✉❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❇P❈❉ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥té✲
r❡ss❛♥ts s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ❛✉① ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡
❧❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts
♦✉t✐❧s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s s✉r ■♥t❡r♥❡t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ✿

✕ R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱

✕ ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✱
✕ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱
✕ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ❛r❜r❡s✳
❆✐♥s✐ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❜✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✳

❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ ✐♥s♣✐ré ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1

3 ❡♥
❛②❛♥t r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 4✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡st R

D✱ ♣♦✉r ✉♥❡



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✶✶

❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ✜①é❡ ✭❢❛✐❜❧❡✮✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳

■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✱ ♥♦✉s ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
❞✐str✐❜✉és q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ O(log n) ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❇P❈❉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥
❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sés
❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 5

2 + ε ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞✐✈❡rs ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❞✬■♥t❡r♥❡t✱ q✉✐ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❞❡ ❇P❈❉✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ❡t ❞❡ ❙❡q✉♦✐❛✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❉❛♥s ❱✐✈❛❧❞✐ ❬❉❈❑▼✵✹✱ ❈❉❑+✵✹❪✱ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❉❛❜❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ❧❡s ❤ôt❡s s❡ ✈♦✐❡♥t ❛ttr✐❜✉❡r
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❙❡q✉♦✐❛ ❬❆❇❑+✵✼✱
❘▼❑+✵✾❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s
❢❡✉✐❧❧❡s s❡r❛✐❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s s❡r❛✐❡♥t ✈✐rt✉❡❧s✳ ❘❛♠❛✲
s✉❜r❛♠❛♥✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬■♥t❡r♥❡t ❡t ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ❧❡s
r❡❧✐❛♥t ✈ér✐✜❛✐t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❡t ♦♥t ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
❞✬■♥t❡r♥❡t ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❞❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥érés ♣❛r ❝❡s ♦✉t✐❧s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s é❧❛❜♦rés ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥érés ♣❛r ❝❡s
♦✉t✐❧s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❱✐✈❛❧❞✐✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣❧❛❝és
❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ❝❡✉① ❣é♥érés ♣❛r ❝❡t ♦✉t✐❧✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r
❇❈❈❉ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 2

5 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 3✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❡q✉♦✐❛✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ❇❈❈❉ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1

3 ❡♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2✱ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 5

2 ❡♥ ❛②❛♥t ❛✉ss✐ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2✳



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
à ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡ ❇✐♥

❈♦✈❡r✐♥❣ ❡t ❧❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣

✶✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝
❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❬❆❏❑▲✽✹❪ ♣❡✉t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦✐r❡s ❛✉ s✐r♦♣ ✿
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❜♦ît❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡s ❞❡s ♣♦✐r❡s ❛✉ s✐r♦♣✱ ❝❤❛q✉❡ ❜♦ît❡ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡
♣♦✐r❡s ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❛✣❝❤é❡ s✉r ❧❛ ❜♦ît❡✳ ❉✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❞✐s♦♥s✱ ❞❡ ❞❡♠✐✲♣♦✐r❡s
❛✉ s✐r♦♣✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛②❛♥t s❛ ♠❛ss❡ ♣r♦♣r❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ r❡♠♣❧✐r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❜♦ît❡s ❞❡
❝♦♥s❡r✈❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❜♦ît❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ♠❛ss❡ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ♣♦✐r❡s ❛✉ s✐r♦♣
✭♥♦✉s ♥❡ ♣r❡♥♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s✐r♦♣✱ ♥✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♣é❝✐✜❛♥t ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧
♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❞❡♠✐✲♣♦✐r❡s ♣❛r ❜♦ît❡✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❬❊●❈●❏✾✼❪ ❡st s♦✉✈❡♥t é✈♦q✉é q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣❛rt✐r ❡♥
✈❛❝❛♥❝❡s ✿ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ♥♦s ✈❛❧✐s❡s✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❜❛❣❛❣❡s ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s ❡♠♣❛q✉❡t❡r ♥♦s ❛✛❛✐r❡s✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ❝❡s ❜❛❣❛❣❡s ♦♥t t♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥❝❡✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛✛❛✐r❡s q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t❡r✐♦♥s ❡♠♣♦rt❡r ❛ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❛❧♦rs ❞✬❡♠♣❛q✉❡t❡r t♦✉t❡s ♥♦s ❛✛❛✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛❧✐s❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ ♣❡r❞❛♥t
❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❡♠♣♦rt♦♥s✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t été
ét✉❞✐é❡s✳ ■❝✐ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t
♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
✉♥❡ ♠ê♠❡ ❜✐♥ ✭❣r♦✉♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✮ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡✱ dmax✳ ❈❡s ❞❡✉① ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t ♥♦♠✲
♠é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇❈❈❉✮ ❡t ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝
❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇P❈❉✮✳

✷✳✶ ❉❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ à ❇❈❈❉

✷✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t tr❛✈❛✉① ❧✐és

❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❜✐❡♥ ét✉❞✐é
✭❝❢✳ ❬❆❏❑▲✽✹✱ ❈❏❑✵✶❪ ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① tr❛✈❛✉① s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ q✉❡ ♥♦✉s
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✭❞✐st❛♥❝❡

✶✺



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✮ ✐♥❢ér✐❡✉r à dmax ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞é♣❛ss❡ ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡✱ W ✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧❛ç❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐✲
r❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐✳❡✳ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡
♣♦✐❞s✳ ❙✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧❛ç❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❯♥ ❆P❚❆❙ ✭❙❝❤é♠❛ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❬❈❏❑✵✶❪✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛ss✉r❛♥t ✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ 3

4 ❡st ❝♦♥♥✉ ❬❆❏❑▲✽✹❪✱ ♠❛✐s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥s
♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉rs à 1

2 ✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
◆❡①t✲❋✐t ❬❆❏❑▲✽✹❪ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✐♠♣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡
❧❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥ ♣❛r ✉♥ ❡t à ❧❡s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞é♣❛ss❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧ W ✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ t❡❧ ♣♦✐❞s ❡st ❛tt❡✐♥t✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❢❡r♠é ❡t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛ss✉r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ 1

2 ✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à
1/2 ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡
❡st ❜♦r♥é❡ ✭❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❈❡❝✐
s❡ ♠♦♥tr❡ ✈✐❛ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ 2✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❬❈❏❑✵✶❪✳

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❇❈❈❉ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭♦✉
q✉❛♥❞ dmax ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✮✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✶ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣ré❝✐s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇❈❈❉✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞é❥à é✈♦q✉❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✜①é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱
q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ ❇❈❈❉ ❡st ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t
✭✐✳❡✳ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✮✳

✷✳✶✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❇❈❈❉ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ 5−✉♣❧❡t I = (S, d, w, W, dmax) ♦ù S ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts S = {e1, . . . , en}✱ (S, d) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✜♥✐✱ w ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
♣♦✐❞s✱ W ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❧✐♠✐t❡✱ ❡t dmax ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❧✐♠✐t❡✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ ✜①❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ W = 1 ❡t ♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ ♦♥ ❧❡s ❞✐✈✐s❡ ♣❛r W ✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s
s✉♣ér✐❡✉r à 1 ✭❛♣rès ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡ t❡❧s é❧é♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❢♦r♠❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ à ❡✉①
s❡✉❧s✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ♣❡✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ 4−✉♣❧❡t I = (S, d, w, dmax)✱
♦ù w : S → [0; 1[✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❇❈❈❉ ✿ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax)✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✐s❥♦✐♥ts S1, . . . SK ❞❡ S ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ≤ K,

∑

e∈Si
w(e) ≥ 1✱

∀(eu, ev) ∈ Si, d(eu, ev) ≤ dmax✳

❖♥ ♥♦t❡ ❖♣tBCCD(I) ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❖♣tBCCD✮ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ K ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡
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♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞♦♥♥é❡✱ ❡t |❖♣tBCCD(I)| ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r K ♠❛①✐♠❛❧❡✳

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✭❛✮ ❡t ✷✳✶✭❜✮ ✿ ❞❛♥s ❝❡s ✜❣✉r❡s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✭♥♦✉s ❧❡ ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✮ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts à ♠♦✐♥s ❞❡ dmax ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡st r❡♣rés❡♥té✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ dmax ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✜❣✉r❡s✳ ▲❡ ♣♦✐❞s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ✐♥❞✐q✉é à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❛✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❇❈❈❉ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❜✮✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ✈❛❧✐❞❡s✱ ♥❡ ♣❧❛❝❡♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♣♦✐❞s ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✳

0.1

0.50.3
0.7

0.1
0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

(a)

dmax
0.1

0.50.3
0.7

0.1
0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

(b)

dmax

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ✭❛✮ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡
❝♦♥str✉✐s❛♥t 4 ❣r♦✉♣❡s✳ ✭❜✮ ▲❛ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❝❡tt❡
✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 5 ❣r♦✉♣❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts à ♠♦✐♥s ❞❡ dmax❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

✷✳✷ ❉❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ à ❇P❈❉

✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t tr❛✈❛✉① ❧✐és

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✱ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❬❊●❈●❏✾✼❪✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ✿ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡✱ dmax✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t s♦✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❞♦✐t ❡♥ êtr❡ ❧❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r
❇❈❈❉✮✳

P♦✉r r❡✈❡♥✐r s✉r ❊❈❈❉ ❬▲▼❨✾✽❪✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ✜①és✱ ✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊❈❈❉ ❡st ♠♦✐♥s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❇P❈❉✱ ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ♦ù ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❊❈❈❉ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❝❡♥tré❡s ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ✜①é ✭❞❡s ❞✐sq✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❞❛♥s ❇P❈❉ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✜①é✱ s❛♥s ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❡✳
❈❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r✱ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs à 1 ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ 1

2 ✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❊❈❈❉✱ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥ts à ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳

❯♥ ❆P❚❆❙ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❬❞❧❱▲✽✶❪✳ ❉❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s s✐♠♣❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉s✱ ❛ss✉r❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à 1.15
✭❝❢✳ ❬❊●❈●❏✾✼❪ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✿ ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à tr✐❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts à ❡♠♣❛q✉❡t❡r ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡
❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ♣♦✐❞s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ✐♥sérés ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡
❛②❛♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té r❡st❛♥t❡ s✉✣s❛♥t❡✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✬❛ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té s✉✣s❛♥t❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
❡st ❝réé✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss✉r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ 11

9 ✭❝❢✳ ❬❨✉❡✾✶❪✮✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à 3/2
♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡st
❜♦r♥é❡ ✭❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❈❡❝✐ s❡
♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✐❛ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ 2✲♣❛rt✐t✐♦♥✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❇P❈❉ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ✭♦✉ q✉❛♥❞ dmax❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✮✱ ♦♥
s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❇P❈❉ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥✢✐ts ✭❇P❛❈✮✱ ét✉❞✐é ♣❛r ❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ ❞❛♥s ❬❊▲✵✽❪ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❇P❛❈ ✿ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥✢✐ts✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ w : V → [0; 1[✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts V1, . . . VK ❞❡ V ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ K t❡❧❧❡ q✉❡
∀i ≤ K,

∑

e∈Vi
w(e) ≤ 1✱ ∀(eu, ev) ∈ Vi, (eu, ev) /∈ E✳

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ❖♣t❇P❛❈ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇P❛❈✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇P❛❈ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳
❉❡✉① é❧é♠❡♥ts ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ s✬✐❧s s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✳

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❛❈ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❡♥ ❝♦♥✢✐ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à dmax ❞❛♥s
❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❛❈ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❡♥ ✜①❛♥t dmax à 1✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts à 1 s✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥
❝♦♥✢✐t✱ à 2 s✐♥♦♥✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ ❬❊▲✵✽❪ ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❇P❛❈ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❉✬❛♣rès ❇❡❧❧❛r❡ ❡t ❛❧✳ ❬❇●❙✾✺❪✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞✉r à ❛♣♣r♦❝❤❡r
♠✐❡✉① q✉✬à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r |S|1/7−δ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ δ > 0✱ ❇P❈❉ ❧✬❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝✐s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉✳

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ❢♦rt❡♠❡♥t
❧✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇P❈❉✳

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✹ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬é❝❧❛✐r❝✐r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ t♦✉t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡



✷✳✷✳ ❉❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ à ❇P❈❉ ✶✾

0.1

0.50.3
0.7

0.1
0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

(b)

dmax

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❛❈✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 7
❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸

♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦✉ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❧❡s
♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❚♦✉s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❇P❈❉✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t s❛
✈❡rs✐♦♥ ❝❡♥tré❡✱ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ très ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❡t ❞❡
ré♣❧✐❝❛ts é✈♦q✉és ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳

✷✳✷✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s

❚♦✉t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉✱ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❇P❈❉ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥
4−✉♣❧❡t I = (S, d, w, dmax) ♦ù S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts S = {e1, . . . , en}✱ (S, d) ❡st ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✜♥✐✱ w ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ✿ w : S → [0; 1[✱ ❡t dmax ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s ♣♦✐❞s ❡♥ ❧❡s ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧ s♦✉❤❛✐té❡
♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐❞s✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ✭❛♣rès ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮✱
q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❇P❈❉ ✿ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax)✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✐s❥♦✐♥ts S1, . . . SK ❞❡ S ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ≤ K,

∑

e∈Si
w(e) ≤ 1✱

∀(eu, ev) ∈ Si, d(eu, ev) ≤ dmax✳

❖♥ ♥♦t❡ ❖♣tBPCD(I) ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❖♣tBPCD✮ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ K ❡st ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞♦♥♥é❡✱ ❡t |❖♣tBPCD(I)| ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r K ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✷✳✸✭❛✮ ❡t ✷✳✸✭❜✮ ✿ ❞❛♥s ❝❡s ✜❣✉r❡s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✭♥♦✉s ❧❡ ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✮ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts à ♠♦✐♥s ❞❡ dmax ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡st r❡♣rés❡♥té✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ dmax ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✜❣✉r❡s✳ ▲❡ ♣♦✐❞s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ✐♥❞✐q✉é à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❛✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❇P❈❉ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 8 ❣r♦✉♣❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❜✮✱ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 7✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ s✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦♥❞érés✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉r❛✐t ♣✉ ♥❡
❝♦♥str✉✐r❡ q✉❡ 6 ❣r♦✉♣❡s✳



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

0.1

0.50.3
0.7

0.1
0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

(a)

dmax
0.1

0.50.3
0.7

0.1
0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

(b)

dmax

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ✭❛✮ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡
❝♦♥str✉✐s❛♥t 8 ❣r♦✉♣❡s✳ ✭❜✮ ▲❛ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❝❡tt❡
✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 7 ❣r♦✉♣❡s✳

❉✉r❛♥t ♥♦s tr❛✈❛✉① ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❡♥❞✉s ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥ts✱ ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs tr✐✈✐❛✉①✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝❡♥tré❡ ❞❡ ❇P❈❉✱
❇P❈❉❝✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡ ❇P❈❉✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭❇P❈❉❝ ✿ ❇P❈❉ ❝❡♥tré✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇P❈❉✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊆ S
❞❡ ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ❛✉① ❝❡♥tr❡s ❞❛♥s X✱
t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ S s♦✐t à ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmax ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛ss♦❝✐é✱
❡t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ❝❡♥tr❡ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉❝✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s
❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✿ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✭♥♦✉s ❧❡ ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✮ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts à ♠♦✐♥s ❞❡ dmax ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡st
r❡♣rés❡♥té✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ dmax ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ✐♥❞✐q✉é à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❜❧❛♥❝s✱ ❡t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t ❞❛♥s ❧❛
♠ê♠❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7dmax

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉❝ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❝❡tt❡
✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 6 ❣r♦✉♣❡s✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❡t ❞❡ ré♣❧✐❝❛ts é✈♦q✉és ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✶✳✶ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❇P❈❉❝ q✉❡ ❞❡ ❇P❈❉✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s



✷✳✷✳ ❉❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ à ❇P❈❉ ✷✶

♣r♦❜❧è♠❡s ✈✐s❡♥t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts à ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s
❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t
❛❧♦rs s❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❡♥ ♠♦❞✉❧❛♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐és ❛✉① é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❧✐❡♥ts ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✹ s♦♥t ♠✐s ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ étr♦✐t❡ ❛✈❡❝ ❇P❈❉❝✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❇P❈❉✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇P❈❉❝ ♦♥t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s 2dmax✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❇P❈❉❝ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❇P❈❉ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❇P❈❉ ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❡♥tr❡✱ ❡t
❡♥ ❧✉✐ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ s♦♥ ❣r♦✉♣❡✱ q✉✐ s♦♥t t♦✉s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s s❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥
dmax✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s 2dmax✳

✷✳✷✳✸ ▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❇P❈❉ ❡t K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✏K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés✑ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇❛r✲■❧❛♥ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬❇■❑P✾✸❪
s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✏❇❛❧❛♥❝❡❞ K✲❝❡♥t❡r✑✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ♣❛r ❑❤✉❧❧❡r ❡t ❙✉ss♠❛♥♥ ❞❛♥s ❬❑❙✵✵❪✱
q✉✐ ❧✉✐ ♦♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✏❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ K✲❝❡♥t❡r✑✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐tés✱ ❧❡ K✲❝❡♥tr❡ ❬❚❙❘❇✼✶❪✱ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ◆P✲
❞✐✣❝✐❧❡ ❬●❏+✼✾❪✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r K✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡s à ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬✉♥ ❞❡s K ❝❡♥tr❡s✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ L ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛✛❡❝tés à ❝❤❛q✉❡ ❝❡♥tr❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛✛❡❝té✱ ♣♦✉r K
❡t L ✜①és✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s✱ ❑❝❛♣❛✱ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♣♦✐❞s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❣r♦✉♣❡ ❞❡✈❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s
t♦t❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭❑❝❛♣❛ ✿ K✲❝❡♥tr❡ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ K = (S, d, w, K) ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S = {e1, . . . en} ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d)✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : S → [0; 1[✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r K✱ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r rmax✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊆ S ❞❡ ❝❡♥tr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s K ❡t ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ❛✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ X t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ♠ê♠❡
❝❡♥tr❡ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✱ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t s♦✐t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❝❡♥tr❡ à ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à rmax ❞❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✻

❈❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ❝❡♥tr❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡
❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛ss✐❣♥és ❛✉① ❝❡♥tr❡s✱ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✳

❖♥ ♥♦t❡ ❖♣t❑❝❛♣❛(K) ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❖♣t❑❝❛♣❛✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ rmax ♣♦✉r ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ K ❞♦♥♥é❡✳

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❑❝❛♣❛✱ ♣♦✉r K = 8✱ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t
♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ▲❡s 8 ❝❡♥tr❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥és s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❜❧❛♥❝s✱ ❡t t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❛✛❡❝tés à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❡♥tr❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❡t ✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛✛❡❝té ❡st rmax ✐❞❡♥t✐✜é à ♣❛rt✱ ❡♥ r♦✉❣❡
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❑❝❛♣❛✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
é✈♦q✉é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❑❝❛♣❛ ♥❡
❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡ ✈❛❧❡✉r rmax q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❧❡ ❞é✜♥✐r✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❝✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st
❥✉st❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✛❡❝t❡r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
à ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t 8 ❝❡♥tr❡s✳

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

rmax

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❑❝❛♣❛ ♣♦✉r K = 8 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é rmax✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés ✭❝❢✳ ❬❑❙✵✵❪✮✱ q✉✬♦♥ ♥♦♠♠❡
❑❝❛♣❛ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❑❝❛♣❛❯♥✐❢✮✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐✳❡✳ ∀x ∈ S, w(x) = w✳
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s s❡rt ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t à s✐❣♥✐✜❡r q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❛ss✐❣♥❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧✱
⌊1/w⌋✱ ❞✬é❧é♠❡♥ts à ❝❤❛q✉❡ ❝❡♥tr❡✳

❑❝❛♣❛ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❤ér✐t❡ ❞❡ ❧❛ ◆P✲
❞✐✣❝✉❧té ❞✉ K✲❝❡♥tr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬●❏+✼✾❪✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣✲
♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✳

P♦✉r ❑❝❛♣❛ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❇P❈❉✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ♣♦✐❞s ❜♦r♥é ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❡t✐t❡✳ ❉❛♥s ❇P❈❉✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✜①é✱ ❡t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞♦✐t êtr❡ ♠✐♥✐♠✐sé✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❑❝❛♣❛✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡st
♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✜①é ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡s à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❀ ♣✉✐s ❧❡ r❛②♦♥ ♠❛①✐♠❛❧
✭❛tt❡♥t✐♦♥✱ ♣❛s ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡✮ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐♥✐♠✐sé✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ❞❛♥s ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❇P❈❉✳

❉❛♥s ❬❑❙✵✵❪✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❑❝❛♣❛❯♥✐❢✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs
❇P❈❉ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ K✲❝❡♥tr❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❬❍❙✽✺❪ ✭s❛♥s ❝❛♣❛❝✐tés✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥tr❛✲❣r♦✉♣❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐♥✐♠✐sé❡ ❬●♦♥✽✺❪ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♠❡♠❜r❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✺ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧✐❛♥t ❇P❈❉ ❡t❑❝❛♣❛✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❇P❈❉ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts
s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❡ ❑❝❛♣❛✳



✷✳✷✳ ❉❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ à ❇P❈❉ ✷✸

✷✳✷✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s❡r✈❡✉rs

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s
q✉✐✱ ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞✬✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ s♦♥t ❧✐és à ❇P❈❉✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱
♦✉tr❡ ❑❝❛♣❛ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ très ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡t tr❛✐tés ❞❡
♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈♦✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❛✉
❧❡❝t❡✉r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✬✐❧s ♣❛rt❛❣❡♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t été ét✉❞✐és ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ♦✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ré❞✉❝t❡✉rs ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♦✉ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st tr❛✐té ✉♥
❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦❝❤❡✱ ♣♦✉r ❡♥ t✐r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s❡r✈❡✉rs✳ P♦✉r ♦✛r✐r ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✬✉♥
rés❡❛✉✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❞♦✐t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣♦✉r s❡r✈✐r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❧✐❡♥ts✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t✱ q✉✐ ♣❡✉t ♦✉ ♥♦♥ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥t ✭❞❡ s❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞✉
♦✉ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✭s✮ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛ss♦❝✐é✱ ❡t❝✳✮ ❡st ❛❧♦rs ❛✛❡❝té❡ à ✉♥ s❡✉❧ s❡r✈❡✉r✱ ♦✉ ❞✐str✐❜✉é❡
s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs s❡r✈❡✉rs✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛s✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ❣ér❡r q✉✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té
✜①é❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s✱ s❡ q✉❛♥t✐✜❛♥t s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts✱ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
t♦t❛❧❡s r❡q✉✐s❡s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛✛❡❝té❡s✳ ❈❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ♣❡✉t ❛❧♦rs✱
s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛s✱ ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♣r♦♣r❡✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ s❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❝❛♣❛❝✐té ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱✳✳✳✮✱ ♦✉ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✜①é❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉♥❡ à t♦✉s ❧❡s s❡r✈❡✉rs sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳ ▲❡
❝♦ût ❞✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡r✈❡✉r ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ s♦✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬♦♥
tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ q✉✐ ét❛✐t ❝❧✐❡♥t ❡♥ s❡r✈❡✉r✱ s♦✐t ♣❛r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦❡✉❞ ❞❛♥s ❧❡
rés❡❛✉✱ q✉✐ ❢❛✐t ♦✣❝❡ ❞❡ s❡r✈❡✉r✳ ▲❡ ❝♦ût ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ s❡r✈❡✉r ❡♥
q✉❡st✐♦♥✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s♦♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ❛✐♥s✐ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❝❡ ❝♦ût ❞✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥t à ✉♥ s❡r✈❡✉r
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦ût❡✉s❡✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❡♥s❡r à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝❡ ❝♦ût ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❧✐❡♥t ❡t ❧❡ s❡r✈❡✉r ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛✛❡❝té✱ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱
♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❛❣✐r ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✐❝t❡s ❡♥tr❡ ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞✬❛❝❝ès
à ■♥t❡r♥❡t ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❞❡s ❝♦ûts ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❝❧✐❡♥ts✲s❡r✈❡✉rs ♣❧✉s é❧❡✈é❡s q✉❡ ♣♦✉r
❞✬❛✉tr❡s✱ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s q✉✐ s♦rt❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳

❯♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♣❧✉s ❝♦♥❝rèt❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❝r✐ts ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡
❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❞é❝❤❡tt❡r✐❡s ♦✉ ❞✬❡♥tr❡♣ôts ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉✬✉♥❡ ❞é❝❤❡tt❡r✐❡ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♣❛r ❥♦✉r✱ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈✐❧❧❡
♣r♦❞✉✐t q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❞é❝❤❡ts✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❞é❝❤❡tt❡r✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝❤❡tt❡r✐❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t✴♦✉ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s tr❛❥❡ts q✉❡ ✈♦♥t ❞❡✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r ❧❡s ❝❛♠✐♦♥s ♣♦✉❜❡❧❧❡s
♣♦✉r ❞❡ss❡r✈✐r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈✐❧❧❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬♦♣ér❡r s✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♦✉ ♥♦♥
❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❝❤❡tt❡r✐❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s tr❛❥❡ts à ❡✛❡❝t✉❡r
♣❛r ❧❡s ❝❛♠✐♦♥s ♣♦✉❜❡❧❧❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈✐❧❧❡s ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♣r♦❞✉✐t❡
♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❞é❝❤❡tt❡r✐❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t❝✳

◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣rés❡♥té✱ ❞✬❡♥ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❇P❈❉✱ ♦✉ ❛✈❡❝ s❛
✈❡rs✐♦♥ ❝❡♥tré❡✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✷✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s q✉❛❧✐✜♦♥s ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ✭❧❡✉r ♣♦✐❞s✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ♣❧✉tôt ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✮ ❞❡ sé❝❛❜❧❡s ♦✉ ❞❡ ✐♥sé❝❛❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s
s❡r✈❡✉rs ❞❡ ❞✉r❡s ♦✉ s♦✉♣❧❡s ✿

✕ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥t ❡st ❞✐t❡ sé❝❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ s❡r✈✐❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts s❡r✈❡✉rs✳
❊❧❧❡ ❡st ✐♥sé❝❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ s❡r✈❡✉r✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ❝❧✐❡♥ts s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❞❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❡r✱ s❛♥s ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ✜①é❡s✳
❙✐ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts s♦♥t sé❝❛❜❧❡s✱ ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r s❡ ✈♦✐t ❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡
❞❡♠❛♥❞❡ é❣❛❧❡ à s❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❝♦✉♣❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r
❝❧✐❡♥t ❛✛❡❝té à ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r✱ ❡t ❡♥ ❧✬❛✛❡❝t❛♥t à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❆ ❧❛ ✜♥✱ ✉♥ s❡r✈❡✉r ♣❡✉t ♥❡
♣❛s ❛✈♦✐r ❡①♣❧♦✐té s❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❛♥s s♦♥ ✐♥té❣r❛❧✐té✳ ❙✐ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ✐♥sé❝❛❜❧❡✱ ❝❤❛q✉❡
❝❧✐❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❛✛❡❝té à ✉♥ s❡r✈❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ❡t ♦♥ r❡t♦♠❜❡ ❛✐♥s✐ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥
P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥sé❝❛❜❧❡s ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡♠❛♥❞❡s sé❝❛❜❧❡s✳

✕ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛♣(s) ❞✬✉♥ s❡r✈❡✉r ❡st ❞✐t❡ ✏s♦✉♣❧❡✑ q✉❛♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
s❡r✈❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡r✈❡✉r ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛♣(s)✱
❝♦♠♠❡ s✐ ❝❡ s❡r✈❡✉r ♥✬ét❛✐t ✉t✐❧✐sé q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥ ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✱ s✬✐❧
❡st ❝♦♥s✐❞éré✱ ♥✬❡st ♣❛②é q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ✏❞✉r❡✑
q✉❛♥❞ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s❡r✈❡✉r s❛♥s s✉r❝♦ût ✈✐❡♥t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à rés♦✉❞r❡ ❝❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ✏❞✉r❡s✑ ✿ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ✏s♦✉♣❧❡s✑ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts
✭❝❢✳ ❬❈❲✾✾❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♠❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ✏❞✉r❡s✑✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞✐✣❝✐❧❡ à tr♦✉✈❡r✱ ❡t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡
♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆✐♥s✐ ét✉❞✐❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦✉♣❧❡s s✉r ❧❡s s❡r✈❡✉rs ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝
❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✉r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
ét✉❞✐és ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✉r❡s s✉r ❧❡s s❡r✈❡✉rs✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s
ré❛❧✐st❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛r✈❡♥✉s à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱
♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛s ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦✉♣❧❡s✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ✭❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✿
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts j ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ sé❝❛❜❧❡ dj ✱
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs i ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ui✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ fi✱
✕ ✉♥ ❝♦ût ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t j à ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r i✱ cij ✳

tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs O à ✉t✐❧✐s❡r✱ ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ x ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts
❛✉① s❡r✈❡✉rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥❡ s♦✐t
✈✐♦❧é❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ C =

∑

i∈O(fi +
∑

j cijx(i, j))✱ ♦ù x(i, j) ❡st ❧❡
♠♦♥t❛♥t ❞❡ dj ❛✛❡❝té à i✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝❛s ét✉❞✐és s♦♥t ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ✈✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❡t ❧❡ s❡r✈❡✉r ✭♦✉ ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞é❝❤❡tt❡r✐❡ q✉✐ ❧✬❛ à s❛ ❝❤❛r❣❡✮ ❡st ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ét✉❞✐é ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✉r❡s s✉r ❧❡s s❡r✈❡✉rs✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣❛r Pà❧ ❡t ❛❧✳



✷✳✷✳ ❉❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ à ❇P❈❉ ✷✺

❞❛♥s ❬P❚❲✵✶❪ q✉❡ ♣❛r ❑♦r✉♣♦❧✉ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬❑P❘✵✵❪ ❡t ♣❛r ❙❤♠♦②s ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬❙❚❆✾✼❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✭❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ k✲♠❡❞✐❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬❑P❘✵✵❪✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✿
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts N ✱
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧s F ⊆ N ✱
✕ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r k ❞❡ s❡r✈❡✉rs à ✉t✐❧✐s❡r✱
✕ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ dj ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t j ∈ N ✱
✕ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ M s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts q✉❡ ♣❡✉t ❣ér❡r ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r✱
✕ ✉♥ ❝♦ût ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t j à ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r i✱ cij ✱ ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦ûts

❡st ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱
tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ O ❞✬❛✉ ♣❧✉s k s❡r✈❡✉rs à ♦✉✈r✐r✱ ❡t ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ x ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s
❝❧✐❡♥ts ❛✉① s❡r✈❡✉rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té
♥❡ s♦✐t ✈✐♦❧é❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ C =

∑

i∈O

∑

j cijx(i, j)✱ ♦ù x(i, j) ❡st
❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ dj ❛✛❡❝té à i✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ✉t✐❧✐sés✳ ❆✐♥s✐ ✐❧s s❡ tr♦✉✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ ♣❧✉s αk s❡r✈❡✉rs✱ ❡t ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ✉t✐❧✐s❛♥t k s❡r✈❡✉rs✳ ▲❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs s♦♥t ❞✉r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ✭❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬❑▲▲✵✾❪✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ❛✈❡❝ ✿
✕ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ dj à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t j ∈ V ✱
✕ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té cj à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t j ∈ V ✱

tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D ⊆ V ❡t ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ D ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥t s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ✉♥ s❡r✈❡✉r q✉✐ ❡st s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❛♥s
G✱ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥❡ s♦✐t ✈✐♦❧é❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ D✱ ❞❛♥s
❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❞✉r❡s ✭✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✮✱
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ s♦✉♣❧❡ ✭♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❡ttr❡
♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❞✉ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t ❞❛♥s D✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✵

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥sé❝❛❜❧❡s s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞♦✐t êtr❡
s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t✱ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♣✐❡
❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t ✭s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r✱ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✭❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❙❡ts ❬❑▼✵✼❪✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t v ∈ V ♥❡ ♣❡✉t ❝♦✉✈r✐r q✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ❝❛♣(v) ❞❡ s♦♠♠❡ts ✈♦✐s✐♥s✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ V ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❡❧
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ V s♦✐t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s♦♠♠❡t ✈♦✐s✐♥ ❞❡ S s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡
❝❡✉①✲❝✐✳ ▲❡s ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐❝✐✱ s♦♥t ❞✉r❡s✱ ❡t ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥sé❝❛❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ✭❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❙❡t ❈♦✈❡r Pr♦❜❧❡♠ ❬❈❤✉✵✻❪✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✿
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts j à ❝♦✉✈r✐r✱
✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs i ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ui✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ fi✱



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

✕ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❞✬✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❧✐❡♥ts ❡t s❡r✈❡✉rs ✿ ✉♥ ❝❧✐❡♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
❝♦✉✈❡rt q✉❡ ♣❛r ✉♥ s❡r✈❡✉r ❞♦♥t ✐❧ ❡st ✈♦✐s✐♥ ❞❛♥s G✱

tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞✬♦✉✈❡r✲
t✉r❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✮✱ ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ❛✉① s❡r✈❡✉rs sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡
s❡r✈❡✉r i ♥❡ ♣❡✉t ❝♦✉✈r✐r q✉❡ ui ❝❧✐❡♥ts✳ ▲❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ❞✉r❡s ❡t ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥sé❝❛❜❧❡s✳

❊ss❛②♦♥s à ♣rés❡♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦✉s ❛✈❡rt✐ss♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é ❞✬❡①tr❛✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s
✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❡t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ✭❡♥tr❛✐♥❛♥t ❞❡
♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s✱ ❞♦♥❝✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ❞é❝r✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r tr♦✐s ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✱ ❧❡ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ k✲♠❡❞✐❛♥
Pr♦❜❧❡♠ ❡t ❧❡ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❞❡ q✉❡❧s t②♣❡s s♦♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❝♦♥s✐❞érés✱ ❡t ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ❝❧✐❡♥ts✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡
❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s q✉❛♥t ❛✉ ❧✐❡♥ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❇P❈❉❝ ❡t ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ❡♥tr❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s✳

❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬P❚❲✵✶❪ ✿
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥sé❝❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❡t ♠ê♠❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡♠❛♥❞❡s sé❝❛❜❧❡s✮ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ❝❛s s❛♥s ❝❛♣❛❝✐tés✱ ♣✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs à ❝❛♣❛❝✐tés r❡str❡✐♥t❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡
♥✬❛ ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❛♣❛✲
❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs ✭✐✳❡✳ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ❞❡ ❝❧✐❡♥ts ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r✮✱
♥✬❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✬à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ 6 + ε✭❬❈❲✾✾❪✮✳

▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❇P❈❉ ✿ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ str✐❝t❡ ❞❡
❇P❈❉❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✐ss❛♥t ❧❡s ❝♦ûts ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ✦✮✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax)
❞❡ ❇P❈❉❝✱ tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❧❛ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✿
✕ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t é❣❛❧❡s à 1✱
✕ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s dj ❞❡s ❝❧✐❡♥ts s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s I✱
✕ ❧❡s ❝♦ûts ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s s❡r✈❡✉rs s♦♥t ✜①és à fi =

∑

j∈S dj ♣♦✉r t♦✉t s❡r✈❡✉r i✱
✕ ❧❡s ❝♦ûts ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ci,j = ∞ s✐ d(i, j) > dmax✱ ❡t ci,j = 1

s✐♥♦♥✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥sé❝❛❜❧❡s ❡t ❝❛♣❛❝✐tés ❞✉r❡s ❞✉ ❋❛❝✐❧✐t②
▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ✉t✐❧✐sés✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉❝
❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡
❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡t ❧❡s ❞✐✈❡rs rés✉❧t❛ts
s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❇P❈❉❝✳

◆♦t♦♥s q✉✬à ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣rès✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬❡♥❣❧♦❜❡r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✭s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♣é❝✐✜é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
❞❡♠❛♥❞❡s ♥✐ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❡t ❧❡✉r ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✮ ✐♠❛❣❡❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡



✷✳✷✳ ❉❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ à ❇P❈❉ ✷✼

❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥
Pr♦❜❧❡♠ ❬P❚❲✵✶❪

❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞
k✲♠❡❞✐❛♥
Pr♦❜❧❡♠ ❬❑P❘✵✵❪

❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬❑▲▲✵✾❪

❈❛♣❛❝✐tés ❞✉r❡s ❞✉r❡s s♦✉♣❧❡s ❞✉r❡s
❋❛❝t❡✉r
❞✬❛♣♣r♦✲
①✐♠❛t✐♦♥
❝♦♥♥✉ ❛✈❡❝
❞❡♠❛♥❞❡s
sé❝❛❜❧❡s

9 + ε ✭❛♠é❧✐♦r❛❜❧❡ à
8.53 + ε✮ ❬P❚❲✵✶❪✱
❝❛♣❛❝✐tés ✉♥✐❢♦r♠❡s ✿
8 + ε ❬❑P❘✵✵❪✱ 7 s✐
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞❡s s❡r✈❡✉rs
❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ✐✳❡✳ ❡♥
❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞❡s s❡r✈❡✉rs
❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞❡ 7

2 ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① s❡r✈❡✉rs
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s❡ ❝♦♠♣❛r❡
✭❙❤♠♦②s ❬❙❚❆✾✼❪✮

(5 + 5/ε, 1 + ε)
❡t (5 + ε, 1 +
5/ε) ❬❑P❘✵✵❪

∆ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭❞❡❣ré
♠❛①✐♠❛❧ ❞✉
❣r❛♣❤❡✮✱ ◆P✲
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ✉♥
❛r❜r❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣s❡✉❞♦✲❧✐♥é❛✐r❡
❧❡ rés♦❧✈❛♥t
✭❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡
t♦✉❥♦✉rs✮✱ ❡t ✉♥
❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ❛♣♣r♦✲
①✐♠❛t✐♦♥ à 3/2
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✱ ♣rés❡♥tés
♣❛r ❑❛♦ ❡t ❛❧✳
❞❛♥s ❬❑▲▲✵✾❪

❆✉❝✉♥ rés✉❧t❛t
❝♦♥♥✉

❋❛❝t❡✉r
❞✬❛♣♣r♦✲
①✐♠❛t✐♦♥
❝♦♥♥✉s ❛✈❡❝
❞❡♠❛♥❞❡s
✐♥sé❝❛❜❧❡s

16 + ε ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛ ❝❛♣❛✲
❝✐té ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r 2 ❬❑P❘✵✵❪✱
9 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛ ❝❛♣❛✲
❝✐té ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r 4 ❬❙❚❆✾✼❪

(5 + 5/ε, 1 + ε) ❡t
(5 + ε, 1 + 5/ε)
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❞❡s s❡r✈❡✉rs ❞❡
2 ✭❧❡s s❡r✈❡✉rs
♣❡✉✈❡♥t ❝♦✉✈r✐r
✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡
2M✮ ❬❑P❘✵✵❪

❆✉❝✉♥ rés✉❧t❛t
❝♦♥♥✉

■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡
✭❈❤✉③❤♦② ❬❈❤✉✵✻❪✮✱
♠ê♠❡ s✉r ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❜✐♣❛r✲
t✐s✳ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡
s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s✳

❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❡t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

❇P❈❉ ❡t ❧❡ ❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉✱ ❧✬✐♥st❛♥❝❡
❞✉ ❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r ✉♥ ❝♦ût ✐♥✜♥✐ à ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝tés ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ✭r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ❛✉① s❡r✈❡✉rs ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡ ❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♥❡
s✬ét❡♥❞❡♥t ♣❛s ❛✉ ❇P❈❉ ❞❛♥s s♦♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✳

✶

✶

✶

∞

∞

∞

❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ✭❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♣é❝✐✜és ❧❡s ♣♦✐❞s✮✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés s✐ ❧✬❛rêt❡ ❧❡s ❧✐❛♥t ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s 1✱ ❡t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st s♣é❝✐✜é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡s
❡①tré♠✐tés à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬❑▲▲✵✾❪ ✿
❑❛♦ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡♥t ❞❛♥s ❬❑▲▲✵✾❪ q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥sé❝❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❞✉r❡s s✉r ❧❡s s❡r✈❡✉rs✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❬❑▲▲✵✾❪✳
■❧s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs
s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s✳

▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❇P❈❉ ✿ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ str✐❝t❡ ❞❡
❇P❈❉❝✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax)✱ tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❧❛ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
❞✉ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✿
✕ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❇P❈❉✱
✕ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t é❣❛❧❡s à 1✱
✕ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s dj ❞❡s ❝❧✐❡♥ts s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s I✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❛✈❡❝ ❞❡♠❛♥❞❡s ✐♥sé❝❛❜❧❡s ❡t
❝❛♣❛❝✐tés ❞✉r❡s s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉✲
r❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés✱ ❞♦♥❝ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇P❈❉✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té s✉r ❧❡ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠
♥❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❇P❈❉❝ ❡♥
❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✮ ❝❛r ✐❧ ❡♥ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs ♥❡ s♦♥t
♣❛s ✉♥✐❢♦r♠❡s✳

▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞
❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐①♦♥s ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✷✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✷✾

✕ ❧❡s ❝♦ûts ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ s♦♥t ✜①és à fi =
∑

j∈S dj ♣♦✉r t♦✉t s❡r✈❡✉r i✱
✕ ❧❡s ❝♦ûts ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ci,j =∞ s✐ (i, j) ∈ E✱ ❡t ci,j = 1 s✐♥♦♥✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ❋❛❝✐❧✐t② ▲♦❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ❝♦ûts ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ✉t✐❧✐sés✱ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡❧❛
♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ûts ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û
❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût t♦t❛❧ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ûts
q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❙❡ts ❬❑▼✵✼❪ ✿
❘és✉❧t❛ts ✿ ◆♦♥✲❧♦❝❛❧✐té ✿ ❑✉❤♥ ❡t ▼♦s❝✐❜r♦❞❛ ♦♥t ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❑▼✵✼❪ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ❡t
q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜♦r♥é ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t v ∈ V ✱
s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à ❞✐st❛♥❝❡ r ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣❧✉s f(r) ✈♦✐s✐♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭♣❛s ✈♦✐s✐♥ ❞❡✉① à
❞❡✉①✮✱ ❡t f(r) ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ r✮✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❑▼✵✼❪✳
▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❇P❈❉ ✿ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥
Pr♦❜❧❡♠✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝❡♥tré❡ ❞✉ ❇P❈❉✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛♣❛❝✐✲
t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❙❡ts✱ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s s❡r✈❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s
s♦♠♠❡ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ s❡✉❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝♦✉✈r❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ s❡r✈❡✉r
❝❤❛♥❣❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t ❧✬❛✐r très ♣r♦❝❤❡s✱ ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s q✉❡ ❧✬✉♥ s♦✐t
✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❙❡t ❈♦✈❡r Pr♦❜❧❡♠ ❬❈❤✉✵✻❪ ✿
❘és✉❧t❛ts ✿ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❙❡t ❈♦✈❡r ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r
❝♦♥st❛♥t ❬❘❙✾✼❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ♣❛r ❈❤✉③❤♦②
❞❛♥s ❬❈❤✉✵✻❪ ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ O(log n) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙❡t
❈♦✈❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬❏♦❤✼✹❪✳
▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❙❡ts ❝❛r ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♣r♦♣r❡✳ ■❧
❤ér✐t❡ ❞♦♥❝ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐té ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❑▼✵✼❪ ♣♦✉r ❧❡ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞
❉♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❙❡ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐❧ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❇P❈❉ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✿ ❞❛♥s
❇P❈❉✱ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ❡st ❧❛
♠ê♠❡✱ ✐❝✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✐✛èr❡♥t ♠❛✐s ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
❊♥✜♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ❙✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ à ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ✉♥ ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t q✉✬♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ✉t✐❧✐sés✱ ♣✉✐s q✉✬♦♥ ✜①❡ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ❝♦♠♠❡
ét❛♥t t♦✉t❡s é❣❛❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❙❡t ❈♦✈❡r✳

✷✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ dmax✱ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡

s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❧✐❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✱ s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡✉rs ♣♦✐❞s r❡s♣❡❝t✐❢s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✮

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❈♦♠♣(I, d) ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ✭❞❡ ❇❈❈❉
♦✉ ❞❡ ❇P❈❉✮ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G = (S;E) t❡❧ q✉❡ ∀(u, v) ∈ S2, (u, v) ∈ E ⇔ d(u, v) ≤ d✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ (u, x) ∈ E ❡t (x, v) ∈ E ⇒ d(u, v) ≤ 2d✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ S s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❈♦♠♣(I, 1) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡✲✉♥✐té ❬❈❈❉❈✾✵❪
✭✏❯♥✐t✲❉✐s❦ ●r❛♣❤✑ ♣♦✉r ❙❤❛❦❡s♣❡❛r❡✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
d = dmax ♦✉ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ dmax✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s w(B) ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ B = {e1, . . . , en} ❞✬é❧é♠❡♥ts
♣♦♥❞érés✱ ✐✳❡✳ w(B) =

∑

e∈B w(e)✱ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✐s❥♦✐♥ts
B = {B1, . . . , Bk, ∀i 6= j, Bi ∩Bj = ∅} ❡♥ ♣♦s❛♥t w(B) =

∑

B∈B w(B)✳

◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ B✱ s♦✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
❞❡ B✱ ♣❛r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❉✐❛♠(B) = max(ei,ej)∈B2 d(ei, ej)✳ ▲❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
E ❡st ♥♦té❡ |E|✳ ❊♥✜♥✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t v ∈ G✱ N(v) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈♦✐s✐♥s ❞❡ v ❞❛♥s G✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ✭●r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡✮

❯♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉ ✭r❡s♣✳ ❇P❈❉✮ ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ B ⊆ S ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à dmax ❡t t❡❧ q✉❡ w(B) ≥ 1 ✭r❡s♣✳ w(B) ≤ 1✮✳

✷✳✹ ❱❛r✐❛♥t❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s

■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ♣❡♥❝❤❡r s✉r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❇❈❈❉ ❡t
❇P❈❉✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ❡❧❧❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❥à ét✉❞✐és ❝♦♠♠❡ ❧❡ K✲❝❡♥tr❡
❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✸✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❝❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ✭r❡s♣✳
❞❡ ❇P❈❉✮ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❈❈❉ ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s I = (S, d, w, dmax) ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣♦✐❞s w ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ✉♥ ♣♦✐❞s ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♣❧✉s✮ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❡♥
r❡s♣❡❝t❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳

❖♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ✿

✕ ❙✐ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s 1✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ tr✐✈✐❛❧❡ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❝♦♠♠❡
♣♦✉r ❇P❈❉ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t s❡✉❧ ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳

✕ ❙✐ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s 1/2✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ r❛♠è♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡
❇❈❈❉ ♦✉ ❞❡ ❇P❈❉ ❝♦♥s✐❞éré❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ✭❈♦✉♣❧❛❣❡ ▼❛①✐♠✉♠✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭✐✳❡✳ ♥✬❛②❛♥t



✷✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✸✶

♣❛s ❞✬❡①tré♠✐té ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✮ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇P❈❉
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s
❡♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ♣❧✉s ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛✉r❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱
♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛✉r❛✐t ♠♦✐♥s ❞✬é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts à ♠❡ttr❡ s❡✉❧ ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❇❈❈❉ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❇P❈❉ ♣❡r♠❡t
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❊❞♠♦♥❞s ❛
♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞és♦r♠❛✐s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❬❊❞♠✻✺❪✱ ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❊✈❡♥ ❡t ❑❛r✐✈ ❬❊❑✼✺❪
s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ O(n2.5) ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱
❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

✕ ❙✐ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♥✉❧✱ ❇❈❈❉ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❇P❈❉ ❡st ré❞✉✐t ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡
❧✬✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇P❈❉ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ◆♦✉s é✈♦q✉♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❡①❛♠✐♥é t♦✉t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✐és à ❇P❈❉✱ s❛♥s ❡♥ êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t é✈♦q✉é ❧❛ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❞❡ ❇P❈❉ ❞❡ ♣❛r ❧❡✉rs ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❡t ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣✳ ❉❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❡♥ t✐r❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s q✉❡❧❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r t✐r❡r✱ ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é✱ ❡t q✉❡❧❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❛r✈❡♥♦♥s
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ♦❜t❡♥✐r✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✴❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s

❣é♥ér❛✉①

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és✱ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇❈❈❉✮ ❡t
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇P❈❉✮✱ s♦♥t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡s à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭❝❢✳ ❬❈❲✵✷✱ ❊✈❙✵✼❪
♣♦✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❡t ❛✉t♦r✐sé à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s βdmax✱ ♣♦✉r β > 1✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s dmax✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❬❑P❘✵✵❪ ♣❛r
❑♦r✉♣♦❧✉ ❡t ❛❧✳ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛❝✐❧✐tés ✭❢❛❝✐❧✐t② ❧♦❝❛t✐♦♥✮✳ ❆ s❛✈♦✐r
q✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ A à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ❡t
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ B ✜①é❡ ✭❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ♥♦✉s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣❡♥s❡r à ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞✐s♣♦s❡r✱ ❡t❝✳✮✱ ♥♦✉s
❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ β ❡st ✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐ ✐❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t s✬❛✉t♦r✐s❡ à r❡❧â❝❤❡r
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ B ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r βB✱ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ α s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r B✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦✉r ❇❈❈❉ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s βdmax✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
q✉✬✐❧ ❝♦♥str✉✐t ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s α|❖♣tBCCD|✱ ❛✈❡❝ α ≤ 1✱ ♦ù |❖♣tBCCD| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❇P❈❉✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬(α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦✉r
❇P❈❉ à ♣r♦♣♦s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s βdmax✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉✬✐❧ ❝♦♥str✉✐t ❡st ❛✉ ♣❧✉s α|❖♣tBPCD|✱ ❛✈❡❝

✸✸



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

α ≥ 1✱ ♦ù |❖♣tBPCD| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax✳

◆♦✉s ❞✐r♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❇❈❈❉ ✭r❡s♣✳ ❇P❈❉✮ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ α ❡t ❞❡ β✱ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬(α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ✭r❡s♣✳ ❇P❈❉✮ ♣♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α ❡t β✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✳

❈❡ t②♣❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡
❡✣❝❛❝❡✱ s❡♠❜❧❡ ré❛❧✐st❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❇❈❈❉ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡
♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞♦♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❣ré❣é❡ ✭♦✉ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✮ ❞♦✐t ❞é♣❛ss❡r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✐♥s✐ ❝réés✱ ♣♦✉r ❛✐♥s✐ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st très ❢♦rt❡✱ ♣♦✉r
q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ✉t✐❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ❤ôt❡s ❞✬✉♥
♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ s✐❣♥✐✜❡r q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s
❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s tr♦♣ ❧♦✐♥ ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ t❡♠♣s
❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s
à ❇❈❈❉ q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s à ❝♦♥str✉✐r❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ à r❡❧â❝❤❡r✳

❇P❈❉ q✉❛♥t à ❧✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ s❡r✈❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡
t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧✬é♥♦♥❝é ❝♦✉r❛♥t ❡st q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
♣❧❛❝❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❡♥tr❡ ✉♥ s❡r✈❡✉r ❡t ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❝❧✐❡♥t ❞✉ rés❡❛✉✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦rt❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s❡r✈❡✉rs✳ ❉❛♥s ❇P❈❉ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts
q✉❡ ♣❡✉t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ❡st ❛❥♦✉té❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦rt❡ ✿ ✉♥
s❡r✈❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❣ér❡r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s q✉❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té ❧❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ✭s❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥t à ✉♥ s❡r✈❡✉r ❡st ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t s❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ✉♥ ❝❧✐❡♥t à ✉♥ s❡r✈❡✉r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ s❛♥s r❡♥❞r❡ ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❝❧✐❡♥ts✲s❡r✈❡✉rs ✿ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞✉ ❝❧✐❡♥t ♠❡tt❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s à êtr❡ tr❛♥s♠✐s❡s ❛✉ s❡r✈❡✉r✳
❉❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♦ù ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r♦s✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉
s❡r✈❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✈✐t❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡
❝❧✐❡♥t ❡t ❧❡ s❡r✈❡✉r✳ ❆✐♥s✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇P❈❉✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s à ❝♦♥str✉✐r❡✱ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❧✐❡♥ts ❡t s❡r✈❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡♠❜❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ à r❡❧â❝❤❡r✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✜①❡r ✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✐❝✐ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡✮ ❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❛✉tr❡
✭✐❝✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❇❈❈❉
❝♦♠♠❡ ❇P❈❉✱ s♦✐❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝r✐tèr❡s ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉r❡s ✭❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✮✱ ♣✉✐s ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s r❡st❛♥t❡s✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❝❡❧❧❡ q✉✬✐❧
❝♦♥✈✐❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉① ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r✱ s❡❧♦♥ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✐❝✐ ♥♦✉s ♦♣t✐♠✐s♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱
♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ K✲❝❡♥tr❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✸✱ ❝✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉✐
❡st ✜①é ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ♠❡♠❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ à s♦♥ ❝❡♥tr❡ q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠✐sé❡✮✳

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ (2− ε)✱ ❧❡s
❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉✱ r❡st❡♥t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡s à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s
♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❈❈❉ ✭r❡s♣✳ ❞❡ ❇P❈❉✮



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✸✺

à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1/2 ✭r❡s♣✳ ✐♥❢ér✐❡✉r à 3/2✮ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧❧❡
q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ à ✉t✐❧✐s❡r✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✳ ❈❡s ❞❡✉①
❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞érés✳

4

1/3 2/5

1

2

1

Inapproximable

(Bin Covering)

(Existence de clique)

Inapproximable

1/2

Non uniforme

OPT

❉✐str✐❜✉é

α

β

✭❝❢✳ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✮

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ (1

3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ✐♥❞✐q✉é ✐❝✐✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✱ ✉♥ (2/5, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé
♣♦✉r ❇❈❈❉✱ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹ ✉♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦❧♦ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦✉♣❧❡s (α, β) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✶ q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳ ❊st ✐♥❞✐q✉é
s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❧❡ (2

5 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ (1

3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✱ q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ R

D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
♣♦✉r ❇P❈❉ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦❧♦ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦✉♣❧❡s (α, β) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷ q✉❡ ❇P❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳ ❊st ✐♥❞✐q✉é
s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❧❡ (7

3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ (2, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉✱ t✐ré ❞✉ rés✉❧t❛t ♣♦✉r
❇P❈❉ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣✲
♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s t♦✉s à ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❛



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

2

Uniforme
2

1

3/2 7/31

(Partition en Cliques)

Inapproximable

Inapproximable

(Bin Packing)

Non uniforme

OPT

α

β

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇P❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥ ✐♥❞✐q✉❡
❧❡ (2, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉ ♥❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ♣❛s t♦✉s à ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r
❝♦♠♠❡ ❝♦❧♦ré❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ t✉rq✉♦✐s❡✳

✸✳✷ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té
❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t
✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡s à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡
(2 − ε) s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s
(α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ♣♦✉r α > 1/2✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β ≥ 1✱ ❡t✱ ❞❡ ♠ê♠❡✱ q✉❡ ❇P❈❉
♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ♣♦✉r α < 3/2✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β ≥ 1✱ ❡t ❝❡ ❞❛♥s
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳

✸✳✷✳✶ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇❈❈❉

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❇❈❈❉ ❡st ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❢❛❝t❡✉r ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ |S| ♠ê♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ (2− ε)✱ ✈✐❛ ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st
♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ♣♦✉r α > 1/2✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β ≥ 1✱ ❡t ❝❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳



✸✳✷✳ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✸✼

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r L✱ G ❝♦♥t✐❡♥t✲✐❧ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L✱ ✐✳❡✳
✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t (V ′, E′), V ′ ⊆ V,E′ ⊆ E t❡❧ q✉❡ |V ′| = L ❄

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✷

∀ε > 0,∀α > 0✱ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, (2− ε))✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t L ✉♥ ❡♥t✐❡r ✐♥❢ér✐❡✉r à |V |✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❧✬✐♥st❛♥❝❡ I(G) = (S, d, w, 1)✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ V ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ S✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st 1

L ✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✳ I(G) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ G✱ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ I(G) ❡st ❜✐❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

❉❛♥s I(G)✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
✐♥❢ér✐❡✉r à dmax= 1 ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L ❞❛♥s G✳ ❈♦♠♠❡
❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❧✐q✉❡ ❡①✐st❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❞é❝✐❞❡r s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ 0 ♦✉
1 ❣r♦✉♣❡ ❡st ❛✉ss✐ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s I(G)✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✐❧ s❡r❛✐t ❝❛♣❛❜❧❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t s♦♥
❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥
❈♦✈❡r✐♥❣✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣ér✐❡✉r à 1/2✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡
❡st ❜♦r♥é❡✳ ❈❡❝✐ s❡ ♠♦♥tr❡ ✈✐❛ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ 2✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❬❈❏❑✵✶❪✳ ❖♥ ♣❡✉t
❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✸

∀ β ≥ 1 ❡t ∀ 1/2 < α ≤ 1✱ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇❈❈❉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❊♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥
(α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❛✈❡❝ α ≥ 1/2 ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦✲
①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ α✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ s❡
❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s {Aε}ε>0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ε > 0 ✜①é✱
q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ Aε s♦✐t ✉♥ (1 − ε, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s β > 1 ✉t✐❧✐sé❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t β ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❜♦r♥é❡✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ′ = (Sm, d, w, dmax) ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❛
r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s I1, . . . Im ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s Ii ❡t Ij ✱ j 6= i s♦✐❡♥t à ❞✐st❛♥❝❡ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à βdmax

❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥✬❡st ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❡♥
❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I✳



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❙✐ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r I ′ t❡♥❞
✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t ♣♦✉rt❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❤❛q✉❡ ❞❡s
r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬(α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
α ≥ 1/2 ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s β ✉t✐❧✐sé❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥✜♥ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉s ❧❡s
é❧é♠é♥ts ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❡st✲❡❧❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à rés♦✉❞r❡ ❄ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝✲
t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✺✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✺

∀ε > 0✱ ❡t ∀α > 0✱ ❇❈❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s (α, (2− ε))✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳

▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ s✬❛♣♣✉✐❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡s ♣♦✐❞s✱ ♣✉✐sq✉❡ s❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✱ ❡t ♥❡ s✬ét❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s à ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉
❇❈❈❉✳

✸✳✷✳✷ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉

❈♦♠♠❡ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✶✱ ❇P❈❉ ❡st ❞✉r à ❛♣♣r♦❝❤❡r ♠✐❡✉① q✉✬à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
|S|1/7−δ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ δ > 0✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❧✬ét❡♥❞❛♥t à ✉♥❡
✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ (2− ε)
s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✻

∀ε > 0,∀δ > 0 ❡t ∀0 < α ≤ |S|1/7−δ✱ ❇P❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, (2− ε))✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇P❛❈ ✈❡rs ❇P❈❉✳ ❉❛♥s
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t
q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ B ❝♦♥str✉✐t s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉✱
s✐ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ B ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à (2− ε)✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ❛✉ ♣❧✉s 1✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ (2− ε) ♥✬❛✐❞❡ ❞♦♥❝ ♣❛s à ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❇P❈❉✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
✐♥❢ér✐❡✉r à 3/2 ✭s✐♥♦♥ ♦♥ s❛✉r❛✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ 2✲♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝✐❞❡r s✐ 2 ❣r♦✉♣❡s ♦✉ 3
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✮✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡st ❜♦r♥é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡❝✐ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✼

∀ β ≥ 1 ❡t ∀ 1 ≤ α < 3/2✱ ❇P❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇❈❈❉✳



✸✳✷✳ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✸✾

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ✿ ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ❇P❈❉✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ❛✈❡❝ α ≤ 3/2
❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ α✱ ❝❡ q✉✐✱ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✽

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s {Aε}ε>0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ε > 0 ✜①é✱
q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ Aε s♦✐t ✉♥ (1 − ε, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s β > 1 ✉t✐❧✐sé❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t β ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❜♦r♥é❡✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ′ = (Sm, d, w, dmax) ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❛
r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s I1, . . . Im ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s Ii ❡t Ij ✱ j 6= i s♦✐❡♥t à ❞✐st❛♥❝❡ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à βdmax

❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥✬❡st ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❡♥
❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I✳

❙✐ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r I ′ t❡♥❞
✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t ♣♦✉rt❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❤❛q✉❡ ❞❡s
r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I✳ ❆✐♥s✐ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬(α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
α ≤ 3/2 ♣♦✉r ❇P❈❉✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s β ✉t✐❧✐sé❡✳

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st✲❡❧❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à rés♦✉❞r❡ ❄
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ s✬❛♣♣✉✐❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡s ♣♦✐❞s✱ ♣✉✐sq✉❡ s❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣✱ ❡t ♥❡ s✬ét❡♥❞ ♣❛s à ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ ❇P❈❉✳
P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ ❜✐❡♥ sûr ❛✉
❇P❈❉ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✵ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭P❛rt✐t✐♦♥ ▼✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❈❧✐q✉❡s✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ V ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts
V1, . . . VK ❞❡ V ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ K✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ≤ K✱ Vi s♦✐t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ G✳

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳

P❛③ ❡t ▼♦r❛♥ ❬P+✽✶❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱
❡t✱ ❞✬❛♣rès ❇❡❧❧❛r❡ ❡t ❛❧✳ ❬❇●❙✾✺❪✱ ❡st ❞♦♥❝ ❞✉r à ❛♣♣r♦①✐♠❡r ♠✐❡✉① q✉✬à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r |V |1/7−δ

♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ δ > 0✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✶✵

∀ε > 0,∀δ > 0✱ ❡t ∀ 0 < α ≤ |S|1/7−δ✱ ❇P❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s (α, (2− ε))✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té 5✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s✳
❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I = (V, d, w, dmax)✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✱ ❡♥ ✜①❛♥t dmax à 1✱ ❡t
❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ∀v ∈ V,w(v) = 1

|V |+1 ✱ ♦ù |V | ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥
♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ 1 ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s ❞❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
❞❡ ❇P❈❉ ❞❡ ♣♦✐❞s ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❇P❈❉✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
❣r♦✉♣❡ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧✬✉♥ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st ❡♥t✐❡r✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ (2 − ε)✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t
ε > 0✱ ♥✬❛✐❞❡r❛✐t ♣❛s à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❇P❈❉✱ s✐♥♦♥ ♦♥ rés♦✉❞r❛✐t ❛✉ss✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❡♥tr❛❧✐sés ❛ss✉r❛♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡
P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ (2/5, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉✱
❡t ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r
❇P❈❉✳

✸✳✸ ✭✷✴✺✱✹✮✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ (2
5 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❇❈❈❉✳

✸✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥
♣r♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ (2

5 , 4) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇❈❈❉✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❡①t✲❋✐t ✱ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶✳✶✱ ❡t q✉✐
❛ss✉r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1

2 ♣♦✉r ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳



✸✳✸✳ ✭✷✴✺✱✹✮✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉ ✹✶

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ♣♦✉r v ∈ V ✱ N(v) = {u ∈ V, (v, u) ∈ E}
❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ v✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐✲
❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡
P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✱ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✱ r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡s
sé♣❛r❛♥t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmax✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✮

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❈♦♠♣(I, d) ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ✭❞❡ ❇❈❈❉
♦✉ ❞❡ ❇P❈❉✮ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G = (S;E) t❡❧ q✉❡ ∀(u, v) ∈ S2, (u, v) ∈ E ⇔ d(u, v) ≤ d✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s é❝♦♥♦♠❡s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ é❝♦♥♦♠❡✮

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é❝♦♥♦♠❡ à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s 1 + w ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r à w✳

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ✐❧ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥
é❝♦♥♦♠❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 2dmax ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❧✉s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax à ♣❛rt✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
♣❤❛s❡✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 4dmax ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ s♦♥
❡①é❝✉t✐♦♥ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 3dmax✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡
ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸ ✭❩♦♥❡ ét❡♥❞✉❡✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡
s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❡ B ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts e ∈ S t❡❧s
q✉❡ d(e;B) ≤ dmax✱ ♦ù d(e;B) = minu∈Bd(e, u)✳

▲❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ❡st ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 3dmax✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ s❡rt à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❝♦♥str✉✐ts ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♥❡ ♣❛s ♣❡r❞r❡ tr♦♣ ❞❡ ♣♦✐❞s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st
s♦✐t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥
t❡❧ ❣r♦✉♣❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés✱ ❧❡ ♣♦✐❞s r❡st❛♥t
❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ③♦♥❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♣♦✐❞s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✸✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ P❤❛s❡ 1✱ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t
t♦✉r à t♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥és ✭❡t ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❡♥ ❜❧❛♥❝ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✮ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
◆❡①t✲❋✐t ❞❛♥s ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à ❞✐st❛♥❝❡ 1✱ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✱ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
❛✉ ♣❧✉s 2dmax✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♦✉ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❝♦♥str✉✐ts ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❡①❛♠✐♥és✱ ♠❛✐s ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s ♥❡ r❡♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ❜❧❛♥❝ q✉❡

✸▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛tt❡♥t✐❢ ✭♣♦✐♥t✐❧❧❡✉①✮ ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à
❝❡✉① ❞❡ ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ❞❛♥s ❧✬✐❞é❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

(a)

0.4

0.50.2

0.7

0.6d ≤ dmax

dmax dmax

(b)

0.4

0.50.2

0.7

0.6d ≤ dmax

d ≤ dmax

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ✭❛✮ ▲❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r
à 3dmax✳ ✭❜✮ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❤❛s❡ 1✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s s❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ (2
5 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉

✶✿ U ← S ✴✴ ❊❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡

P❤❛s❡ ✶ ✿

✶✿ G← ❈♦♠♣(I, dmax)
✷✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t e ❞❡ S ❢❛✐r❡
✸✿ C ← U ∩ {e ∪N(e)}
✹✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❡①t✲❋✐t s✉r C
✺✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ B ❝♦♥str✉✐t ❢❛✐r❡
✻✿ t❛♥t q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ e ∈ B t❡❧ q✉❡ w(B)− w(e) ≥ 1 ❢❛✐r❡
✼✿ s✉♣♣r✐♠❡r e ❞❡ B
✽✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
✾✿ ✜♥ ♣♦✉r

✶✵✿ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ U ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✳
✶✶✿ ✜♥ ♣♦✉r

P❤❛s❡ ✷ ✿

✶✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ P❤❛s❡ 1 s✉r G′ = ❈♦♠♣(I, 2dmax)✳

❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡sq✉❡❧s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t✳ ◆♦t♦♥s ❜✐❡♥ q✉❡
❧❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s ♥❡ ❢♦r♠❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❛ P❤❛s❡ 2✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❣r✐sés s♦♥t t♦✉r à t♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s
❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à ❞✐st❛♥❝❡ 2 ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s 4dmax✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✶✹

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡st ✉♥ (2
5 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ t❡♠♣s

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❆❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶ ♦♥t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s 4dmax✱ ❞✬♦ù ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
❞❡ 4✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❤❛s❡ 1 ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ 1 ❞❡



✸✳✸✳ ✭✷✴✺✱✹✮✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉ ✹✸

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.1

0.4

dmax
0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.1

0.4

dmax

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.1

0.4

dmax
0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.1

0.4

dmax

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.1

0.4

dmax
0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.1

0.4

dmax

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.1

0.4

dmax

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 5 ❣r♦✉♣❡s s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✜❣✉r❡✱ ❝♦♥str✉✐t
4 ❣r♦✉♣❡s✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ P❤❛s❡ 1 ✭4 ♣r❡♠✐èr❡s ✜❣✉r❡s✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t t♦✉r à t♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥és
✭❜❧❛♥❝✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✭r♦✉❣❡s ❢♦♥❝és✮ ❞❛♥s ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à ❞✐st❛♥❝❡ 1 ✭❡♥✈❡❧♦♣♣❡
♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ P❤❛s❡ 2✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❣r✐s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡✉r
✈♦✐s✐♥❛❣❡ à ❞✐st❛♥❝❡ 2 ✭❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✮ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✭r♦✉❣❡s ❝❧❛✐rs✮
❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞✐❛♠ètr❡✳

❈♦♠♣(I, dmax)✱ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t e ❞❡ S ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C à ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❤❛s❡ 1 ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s 2dmax✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱
❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❤❛s❡ 2 ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ 1 ❞❡ ❈♦♠♣(I, 2dmax)✱ ❡t ❛
❞♦♥❝ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s 4dmax✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ é❝♦♥♦♠❡✱ ♥♦té❡ ❖♣tBCCD✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s é❝♦♥♦♠❡✱ ❡t ❞✬ôt❡r ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✉t✐❧❡s✳



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❖♥ ♥♦t❡ B(k), k = 1, 2 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❞✉r❛♥t ❧❛ P❤❛s❡ k✱ ❛✈❡❝
bk = |B(k)|✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺

❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ B❖♣tBCCD ❞❡ ❖♣tBCCD ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ B(1)✱ ❡t ❡st ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s s❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◗✉❛♥❞ ❧❛ P❤❛s❡ 1 s❡ t❡r♠✐♥❡✱ ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
❢♦r♠é ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U r❡st❛♥ts✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ B❖♣tBCCD ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ❞❡ B(1)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❤❛q✉❡
❣r♦✉♣❡ B❖♣tBCCD ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ❞❡ B(1)✱ ♣✉✐sq✉❡
t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s dmax ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ B✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ B(1)✱ s❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡✱ ❡t ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ♦♣t✐♠❛✉①
❧✬✐♥t❡rs❡❝t❛♥t✱ s❡ tr♦✉✈❛♥t ❞♦♥❝ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s s❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣❛rt✐t✐♦♥♥♦♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s B
(1)
i ✱ 1 ≤ i ≤ b1 ❞❡ B(1) ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡s K ❡tM✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ✿















K = {B(1)
i ∈ B(1), |B(1)

i | = 2}, k = |K| ❡t ❖♣tK ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❖♣tBCCD q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ K,

M = B(1) \ K, m = b1 − k ❡t ❖♣tM ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❖♣tBCCD \❖♣tK q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡M.

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t✱ ❝❛r ♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s
❝♦♠♣t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ✭✈♦✐r P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶✳✷✮✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❖♣tBCCD ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❤❛s❡ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

|❖♣tBCCD| ≤ |❖♣tK |+ |❖♣tM |. ✭✸✳✶✮

❈♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ K ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ K ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❖♣tK ✳ ❉✬♦ù

|❖♣tK | ≤ 2k. ✭✸✳✷✮

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❖♣tM ✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♣❡r❞✉ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✻ ✭P♦✐❞s ♣❡r❞✉✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r I ♣❛r
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ w♣❡r❞✉ ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❖♣tM ✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼

w♣❡r❞✉ < m

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡M✱ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡



✸✳✸✳ ✭✷✴✺✱✹✮✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉ ✹✺

❛✉r❛✐t été ❝♦♥str✉✐t ❡♥ P❤❛s❡ 2✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
❖♣tM s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡M✱ w♣❡r❞✉ < m✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ré❣✐ss❛♥t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❖♣tM ✿

|❖♣tM | ≤ w(❖♣tM ) ≤ w(M) + w(B(2)) + w♣❡r❞✉ ✭✸✳✸✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✽ ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✽

∀B ∈M, w(B) < 1 + 1
|B|−1

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦s♦♥s w(B) = 1 + w✳ ❉❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡
B ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ôt❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t✱ ♦♥ ❧✬❡♥ s✉♣♣r✐♠❡✳ ❆✐♥s✐ t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à w✱ ❡t ❞♦♥❝ w(B) > w×|B|
❡t 1 + w > w × |B|✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ w < 1

|B|−1 ✳

❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ B ❞❡ M ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts✱ w(B) < 3
2(=

1+ 1
3−1)✳ ❆✐♥s✐ w(M) < 3

2m✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ B2 ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r
à 2✱ ♦♥ ❛ ✿

|❖♣tM | < 3
2m + 2b2 + m = 5

2m + 2b2

❡t ❞♦♥❝✱ |❖♣tBCCD| < 5
2m + 2b2 + 2k < 5

2(b1 + b2),

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✹✳

✸✳✸✳✷ ❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡♦♥s s✉r ❝❡ q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣♦rt❡r à ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✐✳❡✳ s✐ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❛✐t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à γ✱ ♦ù γ ≤ 1✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s à
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ NF (γ) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❡①t✲❋✐t ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐❞s γ✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞é♠♦♥trés ♣♦✉r ❇❈❈❉ ♥❡
s✬ét❡♥❞❡♥t ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛❞r❡ ♦ù ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ❆✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❡r♠❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉❝✉♥❡
❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❇❈❈❉ ♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ♣r♦❝é❞é✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ s✐ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s à ♥✬❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ♣♦✐❞s
❞❡ 1/2✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ NF (1/2) ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ✉♥ ♣♦✐❞s 1✳ ◆♦t♦♥s |NF (1/2)| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐❞s
s✉♣ér✐❡✉r à 1/2 ❝réés ♣❛r NF (1/2)✳ ▲❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ |OPT |✱ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❛✉ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✱ wtotal✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ B ❝♦♥str✉✐t ♣❛r NF (1/2) ✈❛



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❛✈♦✐r ✉♥ ♣♦✐❞s w(B) t❡❧ q✉❡ 1/2 ≤ w(B) < 1✱ s❛✉❢ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s
♥✬❛tt❡✐♥t ♣❡✉t êtr❡ ♣❛s 1/2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

wtotal =
∑

B∈NF (1/2)

w(B) < |NF (1/2)|+ 1/2, ✭✸✳✹✮

s♦✐t |NF (1/2)| ≥ |OPT | − 1/2✱ ❝❡ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡st ❡♥t✐❡r✱ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 2 s✉r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à
❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

P♦✉r ✉♥ γ ✜①é✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t NF (γ) ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
◆❡①t✲❋✐t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✾✱ ✐❧❧✉stré ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✱ tr❛ç❛♥t
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s γ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ α ✈♦✉❧✉✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✶✾

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♠♦❞✐✜é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t NF (γ) ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉
❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ γ ✿

♣♦✉r γ ≥ 4/5 ✿ ❝✬❡st ✉♥ ( 2
5γ , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

♣♦✉r 2/3 ≤ γ ≤ 4/5 ✿ ❝✬❡st ✉♥ (1
2 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

♣♦✉r γ ≤ 2/3 ✿ ❝✬❡st ✉♥ ( 1
3γ , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

11/22/51/3

1

2/3

4/5

Sans augmentation
sur le poids

1/3

OPT

α

γ

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇P❈❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡
♣♦✐❞s ❞❡ γ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❞❡ β = 4✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t A(γ) ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✉t✐❧✐s❛♥t NF (γ) ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳

❖♥ ré✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱
❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ ② s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ✿

✕ ❖♥ ♥♦t❡ ❖♣tBCCD ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ é❝♦♥♦♠❡✳
✕ ❖♥ ♥♦t❡ B(k), k = 1, 2 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❞✉r❛♥t ❧❛ P❤❛s❡ k✱ ❛✈❡❝

bk = |B(k)|✳



✸✳✸✳ ✭✷✴✺✱✹✮✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉ ✹✼

✕ ❖♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s B
(1)
i ✱ 1 ≤ i ≤ b1 ❞❡ B(1) ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s K ❡t

M✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ✿















K = {B(1)
i ∈ B(1), |B(1)

i | = 2}, k = |K| ❡t ❖♣tK ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❖♣tBCCD q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ K,

M = B(1) \ K, m = b1 − k ❡t ❖♣tM ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❖♣tBCCD \❖♣tK q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡M.

❖♥ ✈❛ ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ♣♦✐❞s ♣❡r❞✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ γ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♠❛❥♦r❡r ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ✿

✭❛✮ ✿ s♦✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ K ♦♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱
❡t q✉❡ ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ K ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❖♣tK ✱ ❞✬♦ù
|❖♣tK | ≤ 2k✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐❞s ♣❡r❞✉ w♣❡r❞✉ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r A(γ)✱ ♠❛✐s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❖♣tM ✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

w♣❡r❞✉ < γm. ✭✸✳✺✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s m ③♦♥❡s ét❡♥❞✉❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡M ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ P❤❛s❡ 1✱
✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✭❞♦♥❝✱ ✐❝✐✱ ❞❡ ♣♦✐❞s γ✮✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼ ❡♥ ❝❛s ❞❡
❞♦✉t❡✮✳

✭❜✮ ✿ s♦✐t ♦♥ r❡❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦✐❞s ♣❡r❞✉ w′
♣❡r❞✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐

♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r A(γ)✱ ♠❛✐s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❖♣tBCCD✱ ❡t ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❖♣tM ✳ ❖♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

w′
♣❡r❞✉ < γb1. ✭✸✳✻✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s b1 ③♦♥❡s ét❡♥❞✉❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ B(1)✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭❞♦♥❝✱ ✐❝✐✱ ❞❡
♣♦✐❞s γ✮✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ r❡st❡ ✈r❛✐❡✱ ❝❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡❖♣tBCCD ✐♥t❡rs❡❝t❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ P❤❛s❡ 1✳

|❖♣tBCCD| ≤ |❖♣tK |+ |❖♣tM |.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ NF (γ) ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s B ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s w(B) t❡❧ q✉❡ γ ≤ w(B) < 2γ✳

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✽ ♣r♦✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✵

∀B ∈M, w(B) < γ + γ
|B|−1



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦s♦♥s w(B) = γ +w✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ B ❡st s✉♣ér✐❡✉r à γ ❡t
q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❡✉t ❡♥ êtr❡ ôté ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ A(γ) ❧✬❡♥ s✉♣♣r✐♠❡✳
❆✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à w✱ ❡t ❞♦♥❝
w(B) > w × |B| ❡t γ + w > w × |B|✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ w < γ

|B|−1 ✳

❈♦♠♠❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ B ❞❡ M ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs
w(B) ≤ 3γ

2 (= γ + γ
3−1)✳ ❆✐♥s✐ w(M) < 3γ

2 m✳

◆♦tr❡ ét✉❞❡ ♣❡✉t à ♣rés❡♥t êtr❡ ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ tr♦✐s ❝❛s✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ ✿

γ ≥ 4/5 ✿ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ré❣✐ss❛♥t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❖♣tM ✿

|❖♣tM | ≤ w(❖♣tM ) ≤ w(M) + w(B(2)) + w♣❡r❞✉ ✭✸✳✼✮

❊♥✜♥✱ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛♥t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |❖♣tK | ≤ 2k ❡t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✺✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

|❖♣tBCCD| ≤ 2k + w(M) + w(B(2)) + w♣❡r❞✉

|❖♣tBCCD| < 2k +
3γ

2
m + 2γb2 + γm <

5γ

2
(b1 + b2)

❝❛r γ ≥ 4/5⇔ 5γ
2 ≥ 2✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 2

5γ ✳

2/3 ≤ γ ≤ 4/5 ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ s❛✉❢ q✉✬♦♥ ❛
γ ≤ 4/5⇔ 5γ

2 ≤ 2✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

|❖♣tBCCD| < 2(b1 + b2). ✭✸✳✽✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1
2 ✱

γ ≤ 2/3 ✿ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r 2γ✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

|❖♣tBCCD| ≤ w(K) + w(M) + w(B(2)) + w′
♣❡r❞✉ ✭✸✳✾✮

|❖♣tBCCD| ≤ 2γk + 2γm + 2b2 + b1 ✭✸✳✶✵✮

|❖♣tBCCD| ≤ 3γ(b1 + b2) ✭✸✳✶✶✮

❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 1
3γ ✳

✸✳✹ ❯♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ (7
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r

❇P❈❉✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ ❞❛♥s
❧❡✉rs tr❛✈❛✉① s✉r ❇P❛❈✭❝❢✳ ❬❊▲✵✽❪✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡
P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✶ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳



✸✳✹✳ ❯♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✹✾

✸✳✹✳✶ ❖✉t✐❧s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✬❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥

▲❡s ❧❡♠♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ s♦♥t très ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❝❡✉① ❞✬❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥✳
▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡s ❧❡♠♠❡s s♦♥t très ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s✱ ♠❛✐s ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ r✐❣✉❡✉r ✐❧ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s ♣rés❡♥t❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥ ❧❡s ❛❞❛♣t❛♥t à ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡q✉✐❡rt ❞❡ très
❧é❣èr❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳

▲❡✉r ét✉❞❡ ❞❡ ❇P❛❈ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st
❞✬❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ e(x) ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ s♦♥ ♣♦✐❞s w(x) ❡t ❞❡ s♦♥
❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s s♦♥t ❛✛❡❝tés ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡
♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳
P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ✐❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉
t♦t❛❧ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✶ ✭P♦✐❞s ét❡♥❞✉✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ ♣♦✐❞s w(x)✱ s♦♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ e(x) ❡st t❡❧ q✉❡ ✿
✕ e(x) = 1 s✐ w(x) > 1

2 ✱
✕ e(x) = w(x) + 1

j(j+1) s✐ w(x) ∈ Ij =] 1
j+1 , 1

j ] ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r j > 1 q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ Ij , j ≥ 2✱

❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ s♦♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ e(x) ❡t s♦♥ ♣♦✐❞s w(x) ❡st ❜♦r♥é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ j+2
j+1 ≤

e(x)
w(x) ≤

j+1
j ✳

P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts X✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X e(X)✱
✐✳❡✳ e(X) =

∑

x∈X e(x)✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ ♣r♦✉✈❛♥t
q✉❡ t♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts S ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡
❇P❈❉ ❡♥ µ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡t q✉✐ ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ s✉r ❝❤❛q✉❡
❝❧❛ss❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
q✉✬✐❧ ❝♦♥str✉✐t✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❞❡ µ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✷ ✭❉✬❛♣rès ❬❊▲✵✽❪✮

❙♦✐t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ J ❞✬é❧é♠❡♥ts q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ❣r♦✉♣és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❧❡s sé♣❛r❛♥t✳ ❙♦✐t |A(J)| ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r J ✳ ❆❧♦rs |A(J)| ≤ e(J) + 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✱ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ ♣♦✐❞s w(x) ❞❛♥s ]12 , 1] ❛ ✉♥
♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s Ij =] 1
j+1 , 1

j ] ❡st

s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1
j+1 + 1

j(j+1) = 1
j ✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t j é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s

✭♥♦♥ ét❡♥❞✉✮ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ] 1
j+1 , 1

j ] ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t s❡
❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭s✐ ❛✉❝✉♥ t❡❧
❣r♦✉♣❡ ♥✬❡①✐st❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✮✳

❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s ✭♥♦♥ ét❡♥❞✉✮
✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1

2 ✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ t②♣❡ j ✭♣♦✉r j ≥ 2✮



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t x ❛❥♦✉té à ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭❋❋❉✮ ❛
✉♥ ♣♦✐❞s w(x) ∈ Ij ✳

▲✬❛r❣✉♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❣r♦✉♣és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❋❋❉✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t
❝♦♥str✉✐ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✭❝❛r ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t
❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✮✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ j✱ ❝✬❡st q✉✬❡♥tr❡ ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦ssé❞❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥
♣♦✐❞s ❞❛♥s Ij ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ s✬❡st ✈✉ ❛ttr✐❜✉❡r j é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s Ij ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦✐t ❝♦♠♠❡♥❝é✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❙♦✐t k ❧❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts✮✳ ❘❡t✐r♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts x ❞❡ ♣♦✐❞s w(x) ≤ 1

k+1 ✳ ❈❡tt❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❛ ♣♦✉r s❡✉❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝r♦îtr❡
❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k+2

k+1 ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r
❧❡✉r ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉✳

❙♦✐t α ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❛❧♦rs α ∈] 1
k+1 , 1

k ]✮✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ♦✉✈❡rt✱ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s
t♦t❛❧ ✭♥♦♥ ét❡♥❞✉✮ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1−α✳ ❙♦✐t i1 < · · · < it < k ❧❛ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s
t②♣❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝❛s✱ q✉✐ s♦♥t t ≤ ⌊k+2

2 ⌋✱ ❡t t > ⌊k+2
2 ⌋✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s t ✭♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ t + 1 ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ s✐ t = 0✱ ❝✬❡st ré❣❧é✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ t ≥ 1✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉
t♦t❛❧ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à

t(1− α)k+2
k+1 + α + 1

k(k+1) = tk+2
k+1 + 1

k(k+1) − α(tk+2
k+1 − 1)

≥ tk+2
k+1 + 1

k(k+1) −
t k+2

k+1
−1

k

= tk+2
k+1

k−1
k + k+2

k(k+1) .

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ❝❛r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ α ❡st ♥é❣❛t✐❢✱ ❡t α ≤ 1
k ✳

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à t✱ ✐✳❡✳ q✉❡
t(k2+k−2

k2+k
− 1) + k+2

k2+k
≥ 0✳ ❈❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t ≤ k+2

2 ✳
✕ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❛ ♣r♦✉✈é q✉✬✐❧ ❡st ❞és♦r♠❛✐s
s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s f = t − ⌊k+2

2 ⌋ ♣r❡♠✐❡rs ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡t ❞❡
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r à f ✳ ❈❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t
❞❡ t②♣❡s i1, . . . , if ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ if+1✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ if+1 ≤ k − ⌊k+2

2 ⌋ ❝❛r ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡✱
❡t if+1 ≥ 3 ❝❛r if ≥ 2✳ ❙♦✐t β ❧❡ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ if+1✳ P♦s♦♥s m = if+1 ✭❛✐♥s✐ β ∈] 1

m+1 , 1
m ]✮✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts x ❞❡ ♣♦✐❞s w(x) ∈] 1
m , 1

2 ]✱ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s
f ♣r❡♠✐❡rs ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1−β✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ] 1

k+1 , 1
2 ] ❞❡ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r

à 1 − α✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r à (1− β)m+2

m+1 + (β − α)k+2
k+1 ✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 1✳ ❈❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♠✐♥✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ α ❡t β✳ ❈♦♠♠❡ α ∈] 1

k+1 , 1
k ] ❡t

β ∈] 1
m+1 , 1

m ]✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ (1 − 1
m)m+2

m+1 + ( 1
m − 1

k )k+2
k+1 − 1 ≥ 0✱ ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à



✸✳✹✳ ❯♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✺✶

k−m
km

k+2
k+1 ≥ 2

m(m+1) ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ k −m ≥ k+1
2 ✱ m + 1 ≥ 4 ❡t ❛✐♥s✐

k −m

km

k + 2

k + 1

m(m + 1)

2
≥ k + 2

k
> 1,

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳

P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛✉tr❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞s ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ I1 =]12 , 1]✳ ❖♥
r❡❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ ♣♦✐❞s w(x) ∈ I1 ❝♦♠♠❡ e(x) = w(x) + 1

6 ✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ r❡str❡✐♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐
✈ér✐✜❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇P❈❉✱ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡♥ ν s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ I1✳

❉❛♥s µ ≤ ν ♣❛r♠✐ ❝❡s ν ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❋❋❉✱ s❛♥s ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♣❧❛❝é
❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t s❡ ✈♦✐t ❛✛❡❝t❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r à 1✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❡①é❝✉té s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇P❈❉✱ q✉✐ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ S
❡♥ ν s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ I1✱ ❡t q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❋❋❉ s✉r
µ ≤ ν ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ✈ér✐✜❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té |A(I)| ≤ e(S) + µ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ν ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r A✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s |A(µ)| ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❋❋❉ s✉r µ ❡st t❡❧ q✉❡
|A(µ)| ≤ e(µ) + 1✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✈r❛✐✳

P♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s µ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥t ❞❛♥s I1✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st
✈ér✐✜é❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✷✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❞❡s µ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ I1✳ ❈❡t
é❧é♠❡♥t ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à êtr❡ ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❋❋❉✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t k ❧❡ t②♣❡ ❞✉
❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✷✳

❙✐ k ≥ 6✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 5

6 ✭s✐♥♦♥ ♦♥ ② ❛✉r❛✐t ♠✐s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ k✮✱ ❡t ❞♦♥❝ s♦♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 5

6 + 1
6 ≥ 1 ✭❝❛r ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉

❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st s❛ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s 1
6 ✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t s♦♥

♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ s♦♥ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉✮✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✷✳

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ 5 ❝❛s à ét✉❞✐❡r ✿ k = 1, 2, 3, 4, 5✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❙✐ k = 3✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭s✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ q✉❡ ❞❡✉①✱
♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s k = 2✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✷✱ ♦♥ ♠✐♥♦r❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

♣❛r k+2
k+1(1−α)✳ ❈♦♠♠❡ 1

k+1 ≤ α ≤ 1
k ✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1✳ ▲❡ ♣♦✐❞s

ét❡♥❞✉ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 1 − α + 1
6 ✱ ❡t

❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à α+ 1
k(k+1) ✳ P♦✉r k = 3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥

♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r à 1− α + 1
6 + 5

4(1− α) + α + 1
12 = 5

2 − 5α
4 ≥ 25

12 > 2✳
P♦✉r k = 4 ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ♦✉ q✉❛tr❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ s♦✐t t ❝❡ ♥♦♠❜r❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r à

1−α+
1

6
+(t−2)

6

5
(1−α)+α+

1

20
= −6

5
α(t−2)+

6

5
(t−2)+

73

60
≥ 9

10
(t−2)+

73

60
> t−1 ♣♦✉r t ≤ 4.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r k = 5✱ ♦♥ ♥♦t❡ t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❛✉ ♠♦✐♥s 3✱ ❛✉
♣❧✉s 5✮ ❡t ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

1−α+
1

6
+(t−2)

7

6
(1−α)+α+

1

30
= −7

6
α(t−2)+

7

6
(t−2)+

6

5
≥ 14

15
(t−2)+

6

5
> t−1 ♣♦✉r t ≤ 5.

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡
❇P❈❉✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡♥ ν s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❛✉ ♣❧✉s
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ I1✳

❉❛♥s µ ≤ ν ♣❛r♠✐ ❝❡s ν ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❋❋❉✱ s❛♥s ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♣❧❛❝é
❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳

✸✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r ❖♣t❇P❛❈ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇P❛❈✱ ❡t |❖♣t❇P❛❈| s❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ (7
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉

✶✿ U ← S ✴✴ ❊❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❣r♦✉♣és
✷✿ C = ❈♦♠♣(I, dmax)
✸✿ t❛♥t q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ {a, b, c} t❡❧ q✉❡ a✱ b ❡t c ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡

❣r♦✉♣❡✱ ✐✳❡✳ w(a)+w(b)+w(c) ≤ 1✱ ❡t t❡❧s q✉❡ e(a)+e(b)+e(c) > 1 ❡t w(c) ≤ w(b) ≤ w(a) ≤
1
2 ❀ ♦✉ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥♥❡❝tés (a, b) q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✱ ✐✳❡✳
w(a) + w(b) ≤ 1✱ t❡❧❧❡ q✉❡ e(a) + e(b) > 1 ❢❛✐r❡

✹✿ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡t ♣❧❛❝❡r t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ❣r♦✉♣❡

✺✿ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ U ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
✻✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
✼✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ µ ❞❡ U ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸
✽✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s |µ| ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥

µ ❞❡ U ✳

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ µ ❞❡ U ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
2dmax✱ t❡❧❧❡ q✉❡ |µ| ≤ ❖♣tBPCD✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡



✸✳✹✳ ❯♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✺✸

❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ✭❝♦♠♣♦sé ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❜❧❛♥❝s✮✳

❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r
♦✉ é❣❛❧ à 1

2 ✳

❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❉✱ ❡t ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸✳

❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ 2dmax ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ dmax✱ ❞✬♦ù ❧❡
❢❛❝t❡✉r β = 2 ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻
✭❝❢✳ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✹ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t ▼❛①✐♠❛❧✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ M ⊆ V ❡st t❡❧ q✉❡
∀(u, v) ∈M2, (u, v) /∈ E ❡t M ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❡t q✉✬❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥
❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✭❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té 5 ♣♦✉r êtr❡ ♣ré❝✐s✮✳

❯♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr✐✈✐❛❧❡
❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❣r❛♣❤❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❡♥ ❧✬❛❥♦✉t❛♥t à M ✱ ♣✉✐s ❡♥
❧❡ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❞❡ V ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✱ t❛♥t q✉❡ V ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st à ♥❡ ♣❛s
❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠✉♠✱ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡
G✱ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r G✳ ❉❡ ♣❛r s♦♥
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ✐❧ ❡st ❞✉r à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❬❍ås✾✾❪✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱
♦♥ ♥✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s ❧❛ ❧✐❣♥❡ 3 ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛✐r ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♦♥ ❡①é❝✉t❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✱ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ❡♥ ❜❧❛♥❝✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥✬❡♥ ❢❛✐s❛♥t
♣❛s ♣❛rt✐❡ s♦♥t r❛tt❛❝❤és à ✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r♦s❡s
❝❧❛✐rs✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
µ✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉
♣❧✉s 2dmax ✭r♦✉❣❡s✮✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❜✮✱ ❡t ❝♦♥str✉✐t 7
❣r♦✉♣❡s✳



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ µ ❞❡ S′ ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s 2dmax

✶✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❈♦♠♣✬(I, dmax) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❈♦♠♣(I, dmax) ❞✉q✉❡❧ ♦♥
s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts u ❡t v ❞❡ S′ ❞❡ ♣♦✐❞s w(u) ❡t w(v) str✐❝t❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r à 1

2
✷✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❊♥s❡♠❜❧❡ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t ▼❛①✐♠❛❧ µ t❡❧ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1

2
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à µ

✸✿ ❛ss♦❝✐❡r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à µ à ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s µ✱
♣✉✐s r❡t♦✉r♥❡r ❧❡s |µ| ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐ts✳
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❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 7 ❣r♦✉♣❡s s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❜✮ ❝♦♥str✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t 7 ❣r♦✉♣❡s✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✺

▲❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ µ ❞❡ S′ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ |µ| ≤ ❖♣tBPCD✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❉❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ µ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇P❈❉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❈♦♠♣✬(I, dmax) ✿

✕ s♦✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t ❞❛♥s ❈♦♠♣(I, dmax) ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 2✱ ❡t
❞♦♥❝ ✐❧s s♦♥t à ♣❧✉s ❞❡ dmax ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s I ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
❣r♦✉♣❡ ❀

✕ s♦✐t ✐❧s s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1
2 ✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t

t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❛✉r❛✐t ✉♥ ♣♦✐❞s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❉✬♦ù ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |µ| ≤ ❖♣tBPCD✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✷✻

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡st ✉♥ (7
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

♣♦✉r ❇P❈❉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❋✐①♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❖♣tBPCD✳



✸✳✹✳ ❯♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✺✺

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ré✉t✐❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t très ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ 3
❞✬❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ ❞❛♥s ❬❊▲✵✽❪✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥t E ❣r♦✉♣és ❞❛♥s ✉♥
♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❖♣tBPCD✱ e(E) ≤ 4

3 ✱ ❡t ❞♦♥❝ e(S) ≤ 4
3 |❖♣tBPCD|✳

❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✺ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ |µ| ≤ |❖♣tBPCD|✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ |A(I)| ≤ (4

3 + 1)|❖♣tBPCD| ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉✱ e1✱

❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ e ❞é❥à ❞é✜♥✐❡✱ q✉✐ ✈❛ ❛✛❡❝t❡r ❞❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s
✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❞✉r❛♥t
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ✭❧✐❣♥❡ 3 ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s
✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✷ ❡t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡
♣rés❡♥t❡r✳

P♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❖♣tBPCD q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ I1✱ ❡t q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
♣❛s ❞❡ tr✐♣❧❡t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1 s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ e✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ e1 = e ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡✳ P♦✉r ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ I1✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t y t❡❧ q✉❡
e(x) + e(y) > 1✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ e1 = e ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡✳

P♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ I1✱ ♠❛✐s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s s❡❧♦♥ e ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1✱ s♦✐t a1, a2, a3

❧❡s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts t❡❧s q✉❡ e(a1), e(a2) ❡t e(a3) s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❞❛♥s
❝❡ ❣r♦✉♣❡✱ ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ w(a1) ∈ I2 ∪ I3✱ s✐♥♦♥ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ❞❡s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ♥❡ ♣❡✉t ❞é♣❛ss❡r 1 ✭(1

4 + 1
4∗5) ∗ 3 < 1✮✳ ❖♥

❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡

∆ =
e(a1) + e(a2) + e(a3)− 1

3
.

P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t b ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ t❡❧ q✉❡ b 6= ai ♣♦✉r i = 1, 2, 3 ♦♥ ❞é✜♥✐t e1(b) = e(b)✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ✭❧✐❣♥❡ 3✮ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s
tr♦✐s é❧é♠❡♥ts a1✱ a2 ❡t a3 ❡st s✉♣♣r✐♠é s✐♥♦♥ s✐ t♦✉s ❧❡s tr♦✐s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥ts✱ ❝❡tt❡
♣❤❛s❡ ♥❡ ♣❡✉t s❡ t❡r♠✐♥❡r✳ ❙♦✐t i′ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ai t❡❧ q✉❡ 1 ≤ i′ ≤ 3 ❡t ai′ ♥✬❡st
♣❛s s✉♣♣r✐♠é ❛♣rès aj ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ 3✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t e1(ai′) = e(ai′) − ∆✱ ❡t ♣♦✉r i 6= i′✱
e1(ai) = e(ai)✳

P♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ I1 ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t y t❡❧
q✉❡ e(x)+e(y) > 1✱ ♣r❡♥♦♥s y ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
e✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡ ∆ = e(x)+e(y)−1

3 ✳ P♦✉r t♦✉t
é❧é♠❡♥t b ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ t❡❧ q✉❡ b 6= x, y✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t e1(b) = e(b)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ✭❧✐❣♥❡ 3✮ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts x ❡t y ❡st s✉♣♣r✐♠é✳ ❙✐ y ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣r✐♠é ❛♣rès x✱ ♦♥
❞é✜♥✐t e1(y) = e(y)−∆ ❡t e1(x) = e(x)✱ s✐♥♦♥ e1(y) = e(y) ❡t e1(x) = e(x)−∆✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ✭❧✐❣♥❡ 3✮ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳
▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ s❡❧♦♥ e1

❡st s✉♣ér✐❡✉r à 1✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts s❡❧♦♥ e
❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t a ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡✱ e1(a) = e(a)✱
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ❞❛♥s ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉✬✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞é❝r♦îtr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡
❝❡✉①✲❝✐ à ♠♦✐♥s ❞❡ 1✳ ❙♦✐t B ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ ✭❝♦♥str✉✐t ❞✉r❛♥t

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✮✱ ❡t Γ =
(

P

a∈B e(a))−1

3 ✳ P♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t a ∈ B ♦♥ ❛ e1(a) < e(a) s✐ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛✉q✉❡❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t a ❞❛♥s ❖♣tBPCD✳
❆❧♦rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ∆(a) ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣r♦✉♣❡ t❡❧❧❡ q✉❡ e1(a) = e(a) − ∆(a)✳
▲✬é❧é♠❡♥t a ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ❡t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
a✱ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts A ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ♠❛①✐♠❛❧✱ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A ♥✬❛ ❞é❥à été s✉♣♣r✐♠é
❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù a ❡st s✉♣♣r✐♠é✳ ❆✐♥s✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❝❡tt❡
♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs Γ ≥ ∆(a)✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛

∑

a∈B e1(a) =
∑

a∈B(e(a)−∆(a)) ≥
∑

a∈B e(a) − 3Γ = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❛
✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ s✉♣ér✐❡✉r à 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s
ét❡♥❞✉s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❋❋❉ s♦♥t ❝❡✉① ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ e ✭❝❡✉①
q✉✐ ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ e s♦♥t t♦✉s ❞❛♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❤❛s❡✮✳

■❧ ♥❡ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ ✏♣❧✉s q✉✬à✑ ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ e1✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ∈ ❖♣tBPCD✳

❙✐ t♦✉s ❝❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ✭♥♦♥ ét❡♥❞✉✮ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1
3 ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t

é❧é♠❡♥t a ∈ B, e1(a) ≤ 4
3w(a)✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ❡st ❛✉

♣❧✉s 4
3 ✳ ❈❡❝✐ ❝♦✉✈r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t e1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à e✱ ❡t ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ t❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ B ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ ♣♦✐❞s w(x) ∈ I2✱ ♠❛✐s q✉❡ t♦✉s
❧❡s ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s ❞❡ B s♦♥t ❛✛❡❝tés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t e ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ B, e1(a) = e(a)✮✳
❈❡❝✐ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s✳

✕ ❙✐ B ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ y t❡❧ q✉❡ w(y) ∈ I2✱ ❛❧♦rs B = {x, y}✳
❊♥ ❡✛❡t ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉
t♦t❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t ♦♥ ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs e1(x) 6= e(x)✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦ù
B = {x, y} ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡ w(x) + 1

6 + w(y) + 1
6 ≤ 1 + 1

3 ≤ 4
3 ✳

✕ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ B\{x}✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ w(y) ∈]0, 1
3 ]✳

✕ ❙✐ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B\{x} ♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♣♦✐❞s w(y) ∈]0, 1
4 ]✱ ❛❧♦rs

e(y) ≤ 5
4w(y)✱ ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B\{x} ❡st ❛✉ ♣❧✉s

1 − w(x)✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛♣rès r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞✬❛✉ ♣❧✉s
w(x) + 1

6 + 5
4(1− w(x)) = 17

12 −
w(x)

4 ✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞ w(x) ❡st
♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ❡st ❛✉ ♣❧✉s 5

4 ✳
✕ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ y ∈ B t❡❧ q✉❡ w(y) ∈ I3✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts

z ∈ B\{x, y} ♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s w(z) ∈]0, 1
6 ]✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡✉r ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉

❡st ❛✉ ♣❧✉s 7
6 ❢♦✐s ❧❡✉r ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉✳ ❯♥ tr♦✐s✐è♠❡ é❧é♠❡♥t v ❞❡ ♣♦✐❞s

w(v) ∈]16 , 1
4 ] ❞❛♥s ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉

t♦t❛❧ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à 1
2 + 1

3 + 1
5 > 1✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❢♦r❝❡r❛✐t à ❛✈♦✐r e1(x) < e(x) ❡♥

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré ♣❛r w(x)+ 1

6 +w(y)+ 1
12 +(1−w(x)−w(y))7

6 =
17
12 −

w(x)+w(y)
6 ≤ 17

12 − 7
72 = 95

72 < 4
3 ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ B ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t y ❞❡ ♣♦✐❞s w(y) ∈ I1✳ ❙✐ B = {y}✱
❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 7

6 ✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦s♦♥s B = {y, x1, . . . , xt}



✸✳✹✳ ❯♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✺✼

♦ù w(x1) ≥ · · · ≥ w(xt)✳ ❆❧♦rs✱ x1 ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ s❡❧♦♥ e ❞❛♥s
B\{y}✳ ❙♦✐t j ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ w(x1) ∈ Ij ✳ ❙♦✐t

∆ =
e(y) + e(x1)− 1

3
=

w(y) + 1
6 + w(x1) + 1

j(j+1) − 1

3

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ❛ e(y) + e(x1) = 3∆ + 1✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧
✭s❡❧♦♥ e1✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts y, x1, . . . , xt ❡st ❛❧♦rs ✐♥❢ér✐❡✉r à

j+1
j

(
∑t

i=2 w(xi)
)

+ e(y) + e(x1)−∆

≤ j+1
j (1− w(y)− w(x1)) + 1 + 2

3(w(y) + 1
6 + w(x1) + 1

j(j+1) − 1)

= − (j+3)(w(y)+w(x))
3j + j+1

j + 4
9 + 2

3j(j+1) .

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ w(y) ≥ 1
2 ❡t w(x1) ≥ 1

j+1 ✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ❞✬❛✉ ♣❧✉s

− 3(j+3)2

18j(j+1) + 18(j+1)2+8j(j+1)+12
18j(j+1)

= 23j2+26j+3
18j(j+1)

= 23
18 + 1

6j .

❙✐ j ≥ 3✱ ❝✬❡st ✜♥✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ j = 2✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s❛✉❢ y ❡t x1 ♦♥t ✉♥
♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1

6 ✱ ❡t ❛❧♦rs ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉s r❡s♣❡❝t✐❢s s♦♥t
❞✬❛✉ ♣❧✉s 7

6 ❢♦✐s ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬❛✉
♣❧✉s

7
6(1− w(y)− w(x1)) + 1 + 2

3(w(y) + 1
6 + w(x1) + 1

6 − 1)

= −w(x1)+w(y)
2 + 31

18 ≤ − 5
12 + 31

18
= 47

36
< 4

3 .

■❧ r❡st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ ✐♥❢ér✐❡✉r
♦✉ é❣❛❧ à 1

2 ✱ ♠❛✐s ♦ù e1 ♥✬❛ ♣❛s ❛✛❡❝té ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ q✉❡ e à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❯♥
t❡❧ ❣r♦✉♣❡ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s I2 ✭s✐♥♦♥ ❝❡ ❝❛s ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é✱ t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1

3✮✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ✿ s♦✐t B ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ét❡♥❞✉ ❞❛♥s I2✱ s♦✐t B ♥✬❡♥ ❝♦♥t✐❡♥t
q✉✬✉♥✳

❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ B ❝♦♥t✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s I3✱ ❛✉tr❡♠❡♥t
❝❡ ❝❛s ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é q✉❛♥❞ e1 = e ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✭❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❝❛s e1 = e ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s✐♦♥s ♣❛s ❧❛ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡ ❣r♦✉♣❡ B ♥❡ s❡ ✈♦②❛✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ❞❡
s❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♠❛✐s ✉t✐❧✐s❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❡✉r
♣♦✐❞s ét❡♥❞✉✳ ❈❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s r❡st❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡
❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ s❡❧♦♥ e1 ♣❡✉t s❡✉❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ s❡❧♦♥ e✮✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳ ❙♦✐t y1 ∈ B ❡t y2 ∈ B ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t w(y1) ∈ I2 ❡t w(y2) ∈ I2✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ B = {y1, y2, x1, . . . xt} ♦ù
w(x1) ≥ · · · ≥ w(xt)✱ ❡t ❞♦♥❝ x1 ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ♠❛①✐♠❛❧ s❡❧♦♥ e ❞❛♥s
B\{y1, y2}✳ ❙♦✐t j ≥ 3 ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ w(x1) ∈ Ij ✳ ❙♦✐t ∆ = e(y1)+e(y2)+e(x1)−1

3 =
w(y1)+ 1

6
+w(y2)+ 1

6
+w(x1)+ 1

j(j+1)
−1

3 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ❛ e(y1) + e(y2) +
e(x1) = 3∆ + 1✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ✭s❡❧♦♥ e1✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ❡st ❛❧♦rs ❛✉ ♣❧✉s



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

j+1
j

(
∑t

i=2 w(xi)
)

+ e(y1) + e(y2) + e(x1)−∆

= j+1
j

(
∑t

i=2 w(xi)
)

+ 2∆ + 1

≤ j+1
j (1− w(y1)− w(y2)− w(x1)) + 1 + 2

3(w(y1) + 1
6 + w(y2) + 1

6 + w(x1) + 1
j(j+1) − 1)

= − (j+3)(w(y1)+w(y2)+w(x1))
3j + j+1

j + 5
9 + 2

3j(j+1) .

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ w(y1) ≥ 1
3 ❡t w(y2) ≥ 1

3 ❡t w(x1) ≥ 1
j+1 ✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧

❞✬❛✉ ♣❧✉s

− (j+3)(2j+5)
9j(j+1) + 9(j+1)2+5j(j+1)+6

9j(j+1)

= −2j2+11j+15
9j(j+1) + 9j2+18j+9+5j2+5j+6

9j(j+1)

= 4
3 .

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✳ ❙♦✐t y1, y2 ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t w(y1) ∈ I2
❡t w(y2) ∈ I3✱ ❡t ♣♦s♦♥s B = {y1, y2, x1, . . . , xt} ♦ù w(x1) ≥ · · · ≥ w(xt)✱ ❡t ❞♦♥❝ x1 ❡st
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ♠❛①✐♠❛❧ s❡❧♦♥ e ❞❛♥s B\{y1, y2}✳ ❙♦✐t j ≥ 3 ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡

w(x1) ∈ Ij ✳ ❙♦✐t ∆ = e(y1)+e(y2)+e(x1)−1
3 =

w(y1)+ 1
6
+w(y2)+ 1

12
+w(x1)+ 1

j(j+1)
−1

3 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ❛ e(y1)+ e(y2)+ e(x1) = 3∆+1✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧ ✭s❡❧♦♥
e1✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ❡st ❛❧♦rs ❛✉ ♣❧✉s

j+1
j

(
∑t

i=2 w(xi)
)

+ e(y1) + e(y2) + e(x1)−∆

≤ j+1
j (1− w(y1)− w(y2)− w(x1)) + 1 + 2

3(w(y1) + 1
6 + w(y2) + 1

12 + w(x1) + 1
j(j+1) − 1)

= − (j+3)(w(y1)+w(y2)+w(x1))
3j + j+1

j + 1
2 + 2

3j(j+1) .

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ w(y1) ≥ 1
3 ❡t w(y2) ≥ 1

4 ❡t w(x1) ≥ 1
j+1 ✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ t♦t❛❧

❞✬❛✉ ♣❧✉s

− (j+3)(7j+19)
36j(j+1) + 36(j+1)2+18j(j+1)+24

36j(j+1)

= −7j2+40j+57
36j(j+1) + 36j2+72j+36+18j2+18j+24

36j(j+1)

= 47
36 + 1

12j

≤ 4
3 .

❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 4
3 ✳ ❖♥

♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸
q✉✐✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✺ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛ss✉r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 4

3 + 1 = 7
3

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡st ❞♦♥❝ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2 ✭❝❢✳ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

❉❛♥s ❬❊▲✵✽❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❇P❛❈✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ét✉❞✐é ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬❇+✾✷✱ ❍❚✾✸✱ ❍❚✵✽❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✼ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❧♦r❛t✐♦♥✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ W ⊆ V ✱ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ c′ ❞❡ W



✸✳✹✳ ❯♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✺✾

❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r K✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ✭✐✳❡✳ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s G ♥✬❛✐❡♥t
♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✮ ❞❡ G ✉t✐❧✐s❛♥t K ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❡t ét❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ c′ ✭✐✳❡✳ t❡❧❧❡ q✉❡
∀w ∈W, c(w) = c′(w)✮✳

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ❖♣t●r❛♣❤❈♦❧ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❧♦✲
r❛t✐♦♥✱ ❡t |❖♣t●r❛♣❤❈♦❧| s❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♣é❝✐✜❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦❡✉❞s✳

❉❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✸✳✾✭❛✮ ❡t ✸✳✾✭❜✮ ❡st ♣rés❡♥té ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✭❛✮ ❡t ✸✳✾✭❜✮ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ♦ù ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝❛rrés s♦♥t ❝❡✉① ❞♦♥t
♦♥ ❛ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ s✉✐t❡ ❛✉ ❝❤♦✐① q✉✐ ❛ été ❡✛❡❝t✉é✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
❣r❛♣❤❡✱ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳

(a) (b)

❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ✭❛✮ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣r♦♣♦sé ♥é❝❡ss✐t❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ 4 ❝♦✉❧❡✉rs✳ ✭❜✮ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❧♦r❛t✐♦♥
s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣r♦♣♦sé ❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛ été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts
♠❛rq✉és ♣❛r ✉♥ ❝❛rré ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ 5 ❝♦✉❧❡✉rs✳

❉❛♥s ❬❊▲✵✽❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs tr❛✈❛✐❧❧❡♥t s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■❧s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ µ ❞❡s é❧é♠❡♥ts t❡❧❧❡ q✉❡ |µ| ≤
❖♣t●r❛♣❤❈♦❧ ❡♥ ❧✐❣♥❡ 7 ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s |µ| ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥str✉✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ✏❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✑✱ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥✢✐ts✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❬❊▲✵✽❪ q✉❡ ❇P❛❈ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❖♣t●r❛♣❤❈♦❧ ≤ ❖♣t❇P❛❈✳

❊♥ t✐r❛♥t ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ✈❛❧❛❜❧❡
♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡✳



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

✸✳✹✳✸ ◆♦t❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❞❡ ♣❛r s❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés ✭❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡
P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✸✮✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ ❇P❈❉✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✹✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ✉♥ ♣♦✐❞s ✐❞❡♥t✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✽✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡t ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ⌊ 1

w(x)⌋ é❧é♠❡♥ts✱ x ∈ S q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ♦♥t ❧❡
♠ê♠❡ ♣♦✐❞s✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❯♥ (2, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❇P❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡
✶✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ µ ❞❡ S ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸
✷✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s |µ| ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥

µ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✽

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❡st ✉♥ (2, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦s♦♥s L = ⌊ 1
w(x)⌋,∀x ∈ S✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s L é❧é♠❡♥ts✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♠❛❥♦r❡r ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡
L é❧é♠❡♥ts✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♠❛❥♦r❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇P❈❉ s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax)
✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♥♦té❡ ❖♣tBPCD✱ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✭✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡✮✳

◆♦t♦♥s P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ L é❧é♠❡♥ts ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ❡t Q
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ L
é❧é♠❡♥ts✳

❖♥ ❛ |P | ≤ ⌊ |S|L ⌋ < |❖♣tBPCD|✱ ❝❛r ⌊ |S|L ⌋ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r |S| é❧é♠❡♥ts s✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t L é❧é♠❡♥ts✱ ❞♦♥❝ ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ❡st ♣❧✉s
❣r❛♥❞✱ ❡t |P | ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭❝♦♠♠❡ t♦✉t
❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✮✱ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣r❡sq✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s |µ| ❡♥s❡♠❜❧❡s
❣é♥érés ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ µ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s L é❧é♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ |Q| ≤ |µ|✱ ❡t✱ ♣❛r ❧❡
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✺✱ |µ| ≤ |❖♣tBPCD|✳ ❆✉ t♦t❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐t ♣❛r
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ é❣❛❧ à |P |+|Q|✱ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré ♣❛r 2|❖♣tBPCD|✱ ❞✬♦ù ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦✲
①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é✳



✸✳✺✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés ✻✶

✸✳✺ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝
❝❛♣❛❝✐tés

✸✳✺✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❇P❈❉

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❑❝❛♣❛ ✭✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ♥♦♥✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✱ ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❝❛♣❛✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✸ ✿ ét❛♥t
❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ K = (S, d, w, K) ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S = {e1, . . . en} ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ (S, d)✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : S → [0; 1[✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r K✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r rmax✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊆ S ❞❡ ❝❡♥tr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s K ❡t ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ❛✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ X t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ♠ê♠❡ ❝❡♥tr❡
s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✱ ❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t s♦✐t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❝❡♥tr❡ à ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à rmax ❞❡
❧✉✐✲♠ê♠❡✳

P♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❡st
✉♥ (α, β, γ)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✮ s✐ ✐❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ ♣❧✉s αK ❝❡♥tr❡s ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ K✮✱ t❡❧❧❡
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t s♦✐t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❝❡♥tr❡ à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s β❖♣t❑❝❛♣❛ ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❖♣t❑❝❛♣❛✮✱
❝❤❛q✉❡ ❝❡♥tr❡ s❡ ✈♦②❛♥t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ❞✬❛✉ ♣❧✉s γ ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 1✮✳

◆♦s rés✉❧t❛ts ♥❡ tr❛✐t❡♥t ♣❛s ❞✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡♥tr❡✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉s ♥♦s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❛✈❡❝ γ = 1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❬❑❙✵✵❪
s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s é✈♦q✉♦♥s
❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✺✳✷✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts
❡①✐st❛♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s❡r✈é ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✷✾

❯♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥
(α, 2β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ✉♥ (α, β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ (α, 2β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ❇P❈❉✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ T ❡t T ′✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❑❝❛♣❛ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❇P❈❉✱ ❡t ✈✐❝❡
✈❡rs❛✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t✱ ♥♦✉s
♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣♦♥❞érés ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡
❞✉ tr✐♣❧❡t (S, d, w)✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts à ❞❡s ❝❡♥tr❡s ✿

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✿

✕ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡
❇P❈❉✱ ♣♦✉r dmax ✜①é✱

✕ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❡
❣r♦✉♣❡✱



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

✕ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss✐❣♥és ❀
❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r♠✐
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❡♥tré❡✱ dmax✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳

0.1

0.50.3
0.7

0.1
0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

(b)

dmax

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7dmax

rmax ≤ dmax

❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✕ ✭❛✮ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡
❝♦♥str✉✐s❛♥t 7 ❣r♦✉♣❡s✳ ✭❜✮ ▲❛ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛②❛♥t s✉❜✐❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ♣♦✉r ❡♥ t✐r❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❑❝❛♣❛ ♣♦✉r K = 7✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ rmax ≤ dmax✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ′ ✿

✕ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❑❝❛♣❛K = (S, d, w, K)✱ ♣♦✉r
K ✜①é✱

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡♥tr❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛✛❡❝tés à ❝❡
❝❡♥tr❡ ❀

❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♦❜t❡♥✉s ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t❡✱ 2|❖♣t❑❝❛♣❛(K)|✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳

❊♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✈♦✉❧♦✐r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❡♥tr❡ ♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉① q✉✬✉♥
♣♦✐♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, 1) ❞❡ ❇P❈❉ ✭❛✈❡❝✱ ❞♦♥❝✱ dmax= 1✮ ♦ù (S, d) ❡st ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ 1 ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥str✉✐t ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 1✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ r❛②♦♥ 1✱ q✉✐ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧
s✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✉tr❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✾ ✿ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ❖♣tBPCD(I) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇P❈❉ s✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ❡t |❖♣tBPCD(I)| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♥♦t❡ ❖♣t❑❝❛♣❛(K) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❑❝❛♣❛ s✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡
K ❡t |❖♣t❑❝❛♣❛(K)| ❧❡ r❛②♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❙♦✐t K = (S, d, w, K) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❑❝❛♣❛✳ P♦✉r D > 0✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡
I(D) = (S, d, w, D) ❞❡ ❇P❈❉ ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣♦♥❞érés✳

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A ♣♦✉r ❇P❈❉
♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ (α, 2β, 1) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷
♣rés❡♥t❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✭❧❡s ✢è❝❤❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❡♥❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ✦✮✳



✸✳✺✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés ✻✸

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

rmax

0.1

0.50.3
0.7

0.1

0.2

0.3

0.2

0.6

0.4

0.4

0.7

0.3

0.3

0.7

rmax

d ≤ dmax ≤ 2rmax

dmax ≤ 2rmax

❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✕ ✭❛✮ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❑❝❛♣❛ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❛✈❡❝ K = 8✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r
❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ✭❜✮ ▲❛ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛②❛♥t s✉❜✐❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ′ ♣♦✉r ❡♥ t✐r❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❇❈❈❉✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ dmax ≤ 2rmax✳

❖♥ ♥♦t❡ A(I(D)) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r A s✉r I(D) ❡t |A(I(D))| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❉✬❛♣rès ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✱ dα ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r t❡❧❧❡ q✉❡ |A(I(dα))| ≤ αK✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t di ≤ D < di+1,❈♦♠♣(I(D), D) = ❈♦♠♣(I(di), di)✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ s✉✣t ❞❡ t❡st❡r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ D ♣♦✉r tr♦✉✈❡r dα✳

❈♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✿

|A(I(D))| ≤ α|❖♣tBPCD(I(D))|.

P♦✉r t♦✉t D < dα✱ ♦♥ ❛ ✿
|A(I(D))| > αK

❡t ❞♦♥❝

|❖♣tBPCD(I(D))| ≥ |A(I(D))|
α

>
αK

α
= K. ✭✸✳✶✷✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ T ′(❖♣t❑❝❛♣❛(K)) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r I(2|❖♣t❑❝❛♣❛(K)|)
❝♦♥str✉✐s❛♥t ❛✉ ♣❧✉s K ❣r♦✉♣❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
2|❖♣t❑❝❛♣❛(K)| ≥ dα✳

❊♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t T (A(I(dα))) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ s✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ K ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t αK ❝❡♥tr❡s✱ ❞❡ r❛②♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ βdα ≤ 2β|❖♣t❑❝❛♣❛(K)|✱ ❡t ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❡♥tr❡ s❡
✈♦✐t ❛ss✐❣♥é ✉♥ ♣♦✐❞s ❞✬❛✉ ♣❧✉s 1✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ (α, 2β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r❑❝❛♣❛✱ s✐ A ❡st ✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❙♦✐t I = (S, d, w, dmax) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉✳
P♦✉r K ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ K(K) = (S, d, w, K) ❞❡ ❑❝❛♣❛ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣♦♥❞érés✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A ♣♦✉r ❇P❈❉ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ (α, 2β, 1) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✳
✶✿ tr✐❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ✿
{d1, . . . , dn(n+1)/2} ✴✯ d1 ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✱ dn(n+1)/2

❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ S ✯✴
✷✿ i← 1
✸✿ t❛♥t q✉❡ |A(I(di))| > αK ❢❛✐r❡
✹✿ i← i + 1
✺✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
✻✿ s✐ i > 1 ❛❧♦rs
✼✿ i← i− 1
✽✿ s✐♥♦♥
✾✿ r❡♥✈♦②❡r ✏♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✑

✶✵✿ ✜♥ s✐
✶✶✿ dα ← di ✴✯ P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✯✴
✶✷✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ A(I(dα))
✶✸✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T s✉r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥

❙♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r
I(2|❖♣t❑❝❛♣❛(K)|)

❡t ❞❡ r❛②♦♥ βdα ≤ 2β|❖♣t❑❝❛♣❛(K)|
❙♦❧✉t✐♦♥ s✉r K ✉t✐❧✐s❛♥t αK ❝❡♥tr❡s

❚r♦✉✈❡r dα t❡❧ q✉❡
|A(I(dα)| ≤ αK

❚✬

❚

A(I(dα))

2|❖♣t❑❝❛♣❛(K)| ≥ dα

❖♣t❑❝❛♣❛(K)

■♥st❛♥❝❡ K ❞❡ ❑❝❛♣❛

❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A ♣♦✉r
❇P❈❉✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ (α, 2β, 1) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✳

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❑❝❛♣❛ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥
(α, β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A′ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ♣rés❡♥t❡ à s♦♥ t♦✉r
✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❧❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❞❡s ✢è❝❤❡s ét❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡
❞ét❛✐❧❧é❡s ✐❝✐✳



✸✳✺✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ K✲❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐tés ✻✺

❖♥ ♥♦t❡ A′(K(K)) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r A′ s✉r K(K)✱ ❡t |A′(K(K))| ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ (α, β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A′ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ (α, 2β) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✳
✶✿ K ← 0
✷✿ ♣❛r ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✱ tr♦✉✈❡r K ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r t❡❧❧❡

q✉❡ |A′(K(K))| ≤ βdmax

✸✿ Kβ ← K ✴✴ P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t
✹✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ A(K(Kβ))
✺✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ′ s✉r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥

❈♦♠♠❡ A′ ❡st ✉♥ (α, β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛ ✿

|A′(K(K))| ≤ β|❖♣t❑❝❛♣❛(K(K))|.

P♦✉r t♦✉t K < Kβ ♦♥ ❛ ✿
|A′(K(K))| > βdmax,

❡t ❞♦♥❝

❖♣t❑❝❛♣❛(K(K)) ≥ |A
′(K(K))|

β
>

βdmax

β
= dmax. ✭✸✳✶✸✮

❙♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r
K(|❖♣t❇P❈❉(I)|)

❙♦❧✉t✐♦♥ s✉r I ❝♦♥str✉✐s❛♥t
❛✉ ♣❧✉s α|❖♣t❇P❈❉(I)| ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❞✐❛♠❡tr❡ ❛✉ ♣❧✉s 2βdmax

❚r♦✉✈❡r Kβ t❡❧ q✉❡
|A′(K(Kβ)| ≤ βdmax

❚

❚✬

A′(K(Kβ))

|❖♣t❇P❈❉(I)| ≥ Kβ

❖♣t❇P❈❉(I)

■♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❇P❈❉

❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ (α, β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A′ ♣♦✉r
❑❝❛♣❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ (α, 2β) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ T (❖♣tBPCD(I)) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r K(❖♣tBPCD(I)) ❞❡ r❛②♦♥
❛✉ ♣❧✉s dmax✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ |❖♣tBPCD(I)| ≥ Kβ ✳



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❊♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t T ′(A′(K(Kβ))) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s
αKβ ≤ α|❖♣tBPCD(I)| ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡s ❛✉ ♣❧✉s 2βdmax ❡t ❞❡ ♣♦✐❞s ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳
▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ (α, 2β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✱ s✐ A′

❡st ✉♥ (α, β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✵

❈❡ rés✉❧t❛t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ ❇P❈❉ ❡t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
✭✐✳❡✳ ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ❞❡ ❑❝❛♣❛✱ ✐✳❡✳ ✉♥ (α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡
♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ (α, 2β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛❯♥✐❢✱ ❡t✱ ❞❛♥s
❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ✉♥ (α, β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛❯♥✐❢ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é
❡♥ ✉♥ (α, 2β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

✸✳✺✳✷ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡s

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✾ ❡t ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✽✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ q✉✐ ❡st ✉♥
(2, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥
(2, 4, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛❯♥✐❢✳ ❬❑❙✵✵❪ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥
(2

c , 4, c)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t c ∈ [1; 2] ❀ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ r❡❞é♠♦♥tr❡r ❧❡
❝❛s c = 1✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ❧❡ (2, 4, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ♣♦✉r
❑❝❛♣❛❯♥✐❢ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ (2, 8)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✾✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ♣r♦❞✉✐t ❞é❥à ✉♥❡ (2, 2) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡
♣r♦❜❧è♠❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❬❑❙✵✵❪ ❡st ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ (1, 6, 1)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ❑❝❛♣❛❯♥✐❢✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✾✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ (1, 12)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 12
s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♦♣t✐♠❛❧✳
❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷ ♥♦✉s
✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡s ♦♣t✐♠❛❧✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱
❞♦♥❝✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉✣s❛♥t❡✱ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à (2− ε)✱ ❝❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
❛✉ss✐ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

✸✳✺✳✸ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t t✐r❡r
❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❑❝❛♣❛ ❡t ❇P❈❉ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✶ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✳ ▲✬❛✉tr❡
rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✱ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ❛✉❝✉♥❡
❛✉tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❞✉r ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✱ ✐✳❡✳ q✉❡ ❧❡ K✲❝❡♥tr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝❡ q✉✬♦♥ s❛✐t ❞é❥à ❞✬❛♣rès ❬●❏+✼✾❪✳

P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s
q✉❡ ❑❝❛♣❛ ♥✬❡st ♣❛s (α, β, γ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✱ β ❡t γ✱ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✻✼

❞✬(α, β, γ)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛ ♣♦✉r ❝❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✱ β ❡t γ✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✸✶

∀ β ≥ 1 ❡t ∀ 1 ≤ α < 3/2✱ ❑❝❛♣❛ ♥✬❡st ♣❛s (α, β, 1)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❯♥ (α, β, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡✱
❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✱ ❡♥ ✉♥ (α, 2β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✳

P♦✉r β ≥ 1 ❡t 1 ≤ α < 3/2✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ✐♥t❡r❞✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r à ✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❢❛❝t❡✉r β ♣rès ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡
❑❝❛♣❛ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s
3/2 s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡s à ♣❧❛❝❡r✳

❊♥✜♥✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✾ ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✻✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♣❡✉t êtr❡
tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ (7

3 , 4, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✱ ❞❡✈❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❬❑❙✵✵❪ ♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❖♥
♣❡✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✈♦✐r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t
♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ✭❡♥tr❡ 7

3 ❡t 2✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦ût ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡s ♣♦✐❞s✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❞❡ ❇P❈❉ s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs
❛♥❣❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣r♦✉✈é q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ❞✐✲
❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2✱ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡s à
❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❡t ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞é✲
♠♦♥tré q✉❡ ❇❈❈❉ ✭r❡s♣✳ ❇P❈❉✮ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1/2
✭r❡s♣✳ ✐♥❢ér✐❡✉r à 3/2✮✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ❡t ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❝❛r ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té✱ ✉♥ (2/5, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉✱
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬❇❇❉▲✵✽❪✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉t
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶ ❡t ✸✳✷ rés✉♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r
❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❇P❈❉
s✬❛❞❛♣t❡♥t à ❑❝❛♣❛✱ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ rés✉❧✲
t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✱
❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 4 ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡s
✉t✐❧✐sés ❞❡ 7/3✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ♥♦s ét✉❞❡s à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚r❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①

❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✱ ❝❡ q✉✐
♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❡st✐♥és à r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✜❞è❧❡ ❧❡s
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ s♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❚r❛✈❛✉① ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs

✻✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
s♣é❝✐✜q✉❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
♥♦s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱

✕ ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ✭♦✉ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✱
✕ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ❛r❜r❡s✳

❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r R

D✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ❞♦té ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
R

D✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s R
2✱ ❡t q✉❛♥❞ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛❜♦r❞♦♥s ♣❛s ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ t❡❧ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡✳

▲♦rsq✉✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s R
D ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❝♦♥♥✉s ♣✉✐ss❡

êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ré❡❧s ♥♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧s
✭π ❡t 3e

√
2 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❖♥ ♣ré❢èr❡ ❛❧♦rs

à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s à ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❜♦r♥é✳ ❖♥
s✬❛ss✉r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s❡ ❢♦♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s R s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t q✉✬✉♥❡
❡①trê♠❡ r✐❣✉❡✉r ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡r❛✐t à r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s à ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧s ré❡❧s✳

❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✬❛r❜r❡ ✭✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬❆❇❑+✵✼❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♦✉ ❞❡
♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d) ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✬❛r❜r❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❛r❜r❡ T ✱ ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♣♦♥❞éré❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐❢s✱ t❡❧ q✉❡ S ⊆ T ❡t d(u, v) = dT (u, v)
♣♦✉r t♦✉t u, v ∈ S2✳ ▲✬❛r❜r❡ T ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✏♥♦❡✉❞s
✈✐rt✉❡❧s✑✱ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡ ♣♦✐❞s ♥✉❧ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ❡t ❡①❛♠✐♥♦♥s ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳

✼✶



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥
♠✉♥✐ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✱ ✉♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞é❞✐é ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡st R

D✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ✜①é❡ ✭❢❛✐❜❧❡✮✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
L∞ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✺ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ (1/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱
q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✳

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✻ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❇P❈❉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✼ ✉♥ (5
2 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❇P❈❉✱ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
♣❧❛❝❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ❈✬❡st
♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❞❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♠✉♥✐
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ❉✬❛✉tr❡s ♦✉t✐❧s q✉❡ ♥♦✉s é✈♦q✉♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ■♥t❡r♥❡t ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♥térêt
❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ R

D✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ♣rès✮✱ s❛✈♦✐r q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉✬❛✈❡❝ L2✱ ✐❧ ❧✬❡st
❛✉ss✐✱ à ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rès✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬■♥t❡r♥❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s à ❝❡tt❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✹✳✶ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❡t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉

✹✳✶✳✶ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇❈❈❉

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ♣r♦✉✈❡ q✉❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✉t✐✲
❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇❈❈❉✱ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ♣♦✉r α > 1/2 ❡t ♣♦✉r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✳

▲✬❛✉tr❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇❈❈❉✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s
❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✶✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❇❈❈❉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r (2 − ε)✱ ♣♦✉r ε > 0✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡
t❤é♦rè♠❡ s❡ ❢❛✐t ✈✐❛ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
✜①é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ r❛♠è♥❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❇❈❈❉ à ❝❡❧❧❡ ❞❡
tr♦✉✈❡r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é❝✐❞❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡
❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à dmax ❡t ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1✮✱ ❡♥ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥ q✉❛♥❞ ✐❧



✹✳✶✳ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❡t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ✼✸

❡♥ ❡①✐st❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ♣❡♥s❡r q✉❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ r❡♥❞r❡
✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té✱ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ✜♥❡s ❞❡ ❇❈❈❉✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ✿ ❡st✲❝❡ q✉❡✱ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❇❈❈❉ ❞❡✈✐❡♥t ✏♣❧✉s s✐♠♣❧❡✑ ❞❛♥s ✉♥
❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ✭❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❄ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t s♦❧✈❛❜❧❡ ❄✮ ❄

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈♦✉♣❧❛❣❡ k✲❉✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
▼❛①✐♠❛❧ ✭▼❛①✐♠✉♠ k✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼❛t❝❤✐♥❣✮✱ ♥❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts✱ ♠❛✐s
♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❧✉♠✐èr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✉r
❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❇❈❈❉✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❡♥s✉✐t❡✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✶ ✭❘❛♣♣❡❧ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✮

∀ε > 0,∀α > 0✱ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, (2− ε))✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❈❦❉▼ ✿ ❈♦✉♣❧❛❣❡ k✲❉✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ▼❛①✐♠❛❧✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❡♥t✐❡r k ❡t ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V, F )✱ ❛✈❡❝ F ⊆ X1×· · ·×Xk ♦ù X1, . . . , Xk

s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ V ✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r L✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L ♣♦✉r
F ✱ ✐✳❡✳ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ M ⊆ F ✱ |M | = L ❡t t❡❧ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ M ♥✬❛✐t ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❄

◆♦t♦♥s ❖♣t❈❦❉▼(H) ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ H ❞❡
❈❦❉▼✳ ❍❛③❛♥ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦✉✈é ❬❍❙❙✵✻❪ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
Ω( ln k

k )✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✳

❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❈3❉▼ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶ ❡t ✹✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❡st
♣r♦♣♦sé❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥t✐❡r L ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ✐❝✐ L = 2✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❇❈❈❉✱ t♦✉s ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❈❦❉▼ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés✳

e
2

e
4

e
1

e
3

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❈3❉▼✳ ❈❤❛q✉❡
❤②♣❡r❛rêt❡ ✭r♦s❡✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s é❧é✲
♠❡♥ts✱ ✉♥ r♦✉❣❡✱ ✉♥ ❜❧❡✉ ❡t ✉♥ ❜❧❛♥❝✳

e
1

e
3

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❧✬✐♥✲
st❛♥❝❡ ❞❡ ❈3❉▼ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ L ❞✉
❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ■❝✐ L = 2

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ H ❞❡ ❈❦❉▼ ❝♦♥t❡♥❛♥t n s♦♠♠❡ts✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ I ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ I(H) = (S, d, w, 1) ❞❡ ❇❈❈❉ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮ ✿

✕ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ H ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st 1
n+1 ❀



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

e1

2e
3e

4e

w(

w(

) : 1/(n+1)

) : 1 − 3/(n+1)

(a) (b)

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ I(H)✳ ❈❤❛q✉❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ✭r♦s❡✮ ❡st
❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t r♦✉❣❡✱ ❞✬✉♥ ❜❧❡✉ ❡t ❞✬✉♥ ❜❧❛♥❝✳ ▲❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s e1 ❡t e3 ❝♦♠♣♦s❡♥t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❈✸❉▼ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❛✮✳ ▲✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✭r♦s❡✮ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r ❤②♣❡r❛rêt❡✳

✕ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ H ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S✱ ❛♣♣❡❧é ❝❡♥tr❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st
1− k

n+1 ❀
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G(H) = (S, E) ♦ù

(u, v) ∈ E ⇔ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❛♥s H✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ I s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉r H ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r I(H)✳

❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✸

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡
✐♥st❛♥❝❡ H ❞❡ ❈❦❉▼✱ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I(H) ❞❡ ❇❈❈❉ t❡❧❧❡ q✉❡ ❖♣t❈❦❉▼(H) =
❖♣tBCCD(I(H))✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✹✳✹

❙♦✐t H ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❈❦❉▼✱ ❡t I(H) ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ I à H✳ ❙♦✐t B ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ I(H)✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ B ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r
♦✉ é❣❛❧ à 1 ❡t B ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r à 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ B ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s k + 1
é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ H✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡
❞♦♥♥é❡ ❞❡ H ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s 1 ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 1✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t B ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s 2✱ B ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥
❝❡♥tr❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ B ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ S q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✱ B ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ ❝❡♥tr❡✱
❡t ❡♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥✳

P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1✱ B ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s k é❧é♠❡♥ts
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❝❡♥tr❡s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❝❡♥tr❡ c✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t k



✹✳✶✳ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❡t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ✼✺

é❧é♠❡♥ts ♥♦♥✲❝❡♥tr❡s à ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞❡ c ✿ ❝❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ c
❞❛♥s H✳ B ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ k + 1 é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❤②♣❡r❛rêt❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♣rés❡♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣r✐été ✹✳✹ ✿

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸ ✿ ❙♦✐t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ H ❞❡ ❈❦❉▼✱ ❡t ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ I(H)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✱ s✐ L ❣r♦✉♣❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦♥str✉✐ts ❞❛♥s I(H)✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ L ❡①✐st❡ ❞❛♥s H✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ❖♣t❈❦❉▼(H) = ❖♣tBCCD(I(H))✳

❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❦❉▼ à ❇❈❈❉ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❢❛ç♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✿ P♦✉r α > 0✱ ε > 0✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
(α, (2−ε))✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ A✳
❙♦✐t |A(I)| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐t ♣❛r A s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ ❇❈❈❉✳

❆ ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❬❍❙❙✵✻❪ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❦❉▼ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r Ω( ln k

k )✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
c > 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐✲
❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❦❉▼ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ c ln k

k ✱ à ♠♦✐♥s q✉❡
P = NP ✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❈❦❉▼ ♣♦✉r k s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r
k t❡❧ q✉❡ c ln k

k ≤ α✮✳

❙♦✐t H ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❈❦❉▼✱ ❡t I(H) ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ✭❝❢✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s I(H) ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡st
❡♥t✐❡r✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r A s✉r I(H) ♦♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1 ✭♣✉✐sq✉❡
✐♥❢ér✐❡✉r à (2− ε) ❡t ❡♥t✐❡r✮✳

❆✐♥s✐ A ❝♦♥str✉✐t s✉r I(H) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❇❈❈❉ t❡❧❧❡ q✉❡
|A(I(H))| ≥ α❖♣tBCCD(I(H))✱ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

A ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ α
♣♦✉r ❇❈❈❉ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s I(H)✱ ♦ù H ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❈❦❉▼✳

❱✐❛ ❧❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ α ♣♦✉r ❈❦❉▼✱ ❛✈❡❝
α ≥ c ln k

k ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✳

❉❛♥s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇❈❈❉ ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r✱
❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❈❦❉▼✳ ■❧ ❡st
❞♦♥❝ très s✐♠♣❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧
♥❡ s✉✣t ♣❛s ❞❡ s❛✈♦✐r ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐r q✉❡❧s
❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉✬♦♥ s❛✐t ✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡st ❡♥❝♦r❡
❝♦♠♣❧✐q✉é✳

❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s s♦✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s✱ ✐❧ r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬② ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❇❈❈❉ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❈❦❉▼ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r✱ ❛✐♥s✐ ❞❛♥s ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡
♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2 s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✹✳✷ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❡♥
♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❡♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs
à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r à 2✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ❞✐r❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s ✭❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✮✱ ✐❧ r❡st❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ❞❡
❝❤♦✐s✐r ❧❡sq✉❡❧s ❝♦♥str✉✐r❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 2 ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✺✱ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1

3 ✳ ■❧ ❡st
♦✉✈❡rt ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳

✹✳✶✳✷ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ♣r♦✉✈❡ q✉❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✉t✐✲
❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇P❈❉✱ ❇P❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ♣♦✉r α < 3/2 ❡t ♣♦✉r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té
à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❇P❈❉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r (2−ε)✱ ♣♦✉r ε > 0✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❙❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♣♦s❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts✱ q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞és♦r♠❛✐s✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✳

✹✳✷ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✶✱ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐
❛ss✉r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ♣❧❛❝és ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
❇❈❈❉✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✸✱ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
L∞ ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①✐st❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ( 1

11 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ❇❈❈❉✳

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✹ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉✐ ♥é❝❡s✲
s✐t❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 3 s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❙✐ ❞❛♥s ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
✈❛❧✐❞❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ❡①✐st❡✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t ❡st ✉♥
(2
5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❣r♦✉♣❡s ❡①✐st❡ q✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ❧❡ ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✷



✹✳✷✳ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✼✼

✹✳✷✳✶ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r
❇❈❈❉

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d)✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s γ(S) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✭γ(S)✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t γ(S) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 3 s♦✐t ❝♦✉✈❡rt
♣❛r γ ❜♦✉❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ 1/2✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ E ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ S(E) ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ❡st t❡❧ q✉❡ γ(S(E)) ❡st ✜♥✐✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d) ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ γ(S) ❡st ✜♥✐ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ss✉ré
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ γ(S)✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ q✉✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d)✱ ❡st ✉♥ ( 1
γ(S)+2 , 1)✲

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♥❡ s✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ (S, d)✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t✱ t❛♥t q✉✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax✱ ❡t ❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡✳

P❛r ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ q✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞é♣❛ss❡ 1 ✭❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✮✱ ❡t q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ♣♦✐❞s ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ♥✬② ❡st ❛❥♦✉té✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ t♦✉s
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐ts ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 2 ✭♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❝♦♥s✐❞érés ♦♥t ✉♥ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✮✳

❈✬❡st ❝❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té à s❛✈♦✐r ❞ét❡❝t❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉✐ ❞✐✛èr❡ s❡❧♦♥ ❧✬❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬é✈♦q✉♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✷✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ( 1
γ(S)+2 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉

✶✿ U ← S ✴✴ ❊❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡
✷✿ t❛♥t q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ❢❛✐r❡
✸✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 2✱
✹✿ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ U ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t
✺✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✻

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st (S, d) ❡st ✉♥ ( 1
γ(S)+2 , 1)✲

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①✐st❡ q✉❛♥❞ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ s♦♥t ❞❛♥s (S, d)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
✈❛❧✐❞❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ❡①✐st❡ ❞❛♥s (S, d)✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❝ré❡r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦té❡ ❖♣tBCCD✳ ❖♥ ♥♦t❡ B ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳

❖♥ ré✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✹ ❞✉
P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✱ ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❛✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ t♦✉t ❣r♦✉♣❡
❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ∈ B✱
♣✉✐sq✉❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ∈ B✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉s s❡s
é❧é♠❡♥ts s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s dmax ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ B✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦✐❞s ♣❡r❞✉ ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ∈ B✱ w♣❡r❞✉(B)✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❡
B ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳ ❈❡ ♣♦✐❞s ❛ ♣✉ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❖♣tBCCD✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ B ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳

(a)

0.4

0.50.2

0.7

0.6d ≤ dmax

dmax dmax

(b)

0.4

0.50.2

0.7

0.6d ≤ dmax

d ≤ dmax

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ✭❛✮ ▲❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à
3dmax✳ ✭❜✮ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✱
❡t ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s s❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡✳

▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ③♦♥❡s ét❡♥❞✉❡s ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à dmax✳
❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r γ(S) ♦♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✼

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ B ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✱ w♣❡r❞✉(B) < γ(S)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞s rés✐❞✉❡❧ s♦✐t
s✉♣ér✐❡✉r à γ(S)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞❡
❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s 3dmax ✭dmax ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✏❝ôté✑ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
❛✉ ♣❧✉s dmax✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❜✮✮✳ ❈❡tt❡ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❝❡♥tr❛❧ ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❡t é❣❛❧ à dmax✱ ❡st ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❛✉ ♣❧✉s γ(S) ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❞✐✲
❛♠ètr❡ dmax✳

Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ γ(S) ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s
dmax✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à γ(S)✱ ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❜♦✉❧❡s
❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1✱ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳



✹✳✷✳ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✼✾

❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 2✱ ♦♥ ♣❡✉t ré❝❛✲
♣✐t✉❧❡r ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❖♣tBCCD ❝♦♥str✉✐t ❛✉ ♣❧✉s (γ(S) + 2)|B|
❣r♦✉♣❡s✳

✹✳✷✳✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t
à ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✳ ▲♦rs ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❧✐é❡ à ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✽ ✭▲❡♥t✐❧❧❡ ❞❡ x ❡t y✮

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts x ❡t y ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ❧❡♥t✐❧❧❡ ✭s②♠étr✐q✉❡✮ ❞❡ x ❡t ❞❡ y✱
❞é♥♦té❡ Le(x,y)✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts z ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❡❧s q✉❡ d(x, z) ≤ d(x,y) ❡t
d(y, z) ≤ d(x,y)✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ❡①❛♠✐♥❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmax✱ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s
♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts (x,y) ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❧❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❧✐❛♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ s✬✐❧s
s♦♥t à ♣❧✉s ❞❡ dmax ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❜✐♣❛rt✐✱ ❝❛r ❝❤❛q✉❡ ❞❡♠✐✲❧❡♥t✐❧❧❡ ✭❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ s✐t✉és ❞✉ ♠ê♠❡ ❝ôté ❞✉ s❡❣♠❡♥t [xy]✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮ ❡st ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
✐♥❢ér✐❡✉r à d(x,y)✱ ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉r à dmax✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❙✐ ✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r
à 1✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s d(x,y) ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧❡♥t✐❧❧❡✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t
✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡✱
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭q✉✐ s❡ r❛♠è♥❡✱ ✈✐❛ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑ö♥✐❣ ❬▲P✽✻❪✱ à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✱ q✉✐ s❡ rés♦✉❞ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛❧❧✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ♦♥ ♥♦t❡ G = (V,E) s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ E = {(u, v) ∈ V 2, (u, v) /∈ E}✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
✶✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s (x,y) t❡❧❧❡ q✉❡ d(x,y) ≤ dmax ❢❛✐r❡
✷✿ ✐❞❡♥t✐✜❡r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Le(x,y)
✸✿ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gx,y = ❈♦♠♣(I, dmax) ∩ Le(x,y)
✹✿ s✐ ❞❛♥s Gx,y✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❛❧♦rs
✺✿ ♠❡ttr❡ ✉♥ ♣❛r ✉♥ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧

❞é♣❛ss❡ 1✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à dmax✳ ❘❡♥✈♦②❡r ✏❣r♦✉♣❡
❝♦♥str✉✐t✑✳

✻✿ s✐♥♦♥
✼✿ r❡♥✈♦②❡r ✏♣❧✉s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✑
✽✿ ✜♥ s✐
✾✿ ✜♥ ♣♦✉r

▲❡♠♠❡ ✹✳✾

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✈❛❧✐❞❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à dmax✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

x

y

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❉❡✉① ♣♦✐♥ts x ❡t y ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❡t ❧❛ ❧❡♥t✐❧❧❡ ✭❝♦❧♦ré❡✮
Le(x,y)✳ ❉❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞❡♠✐✲
❧❡♥t✐❧❧❡ ✭❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝ôtés ❞✉ s❡❣♠❡♥t [xy]✮
s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à d(x,y)✳

y = (0, b)

N(x− y) = 1

a0−a

B2

B1 = B

f+

❉❡♠✐✲❧✉♥❡ L1

❉❡♠✐✲❧✉♥❡ L2

f−

x = (0, 0)

a′−a′

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❉❡✉① ♣♦✐♥ts x ❡t y ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❜♦✉❧❡ B✳
f− s✉✐t ❧❡ ❜♦r❞ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡ B✱ f+ ❡♥ s✉✐t
❧❡ ❜♦r❞ s✉♣ér✐❡✉r✳ −a ❡st ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ❧✬❡①✲
tré♠✐té ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ B✱ ❡t a ❡st ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡
❧✬❡①tré♠✐té ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ❧❡♥t✐❧❧❡ Le(x,y) ❡st
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡♠✐✲❧❡♥t✐❧❧❡s L1 ❡t L2✱ ❧✬✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ❞❡ B1 ❡t ❞❡ B2 ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✳

q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✱ ✐♥s♣✐ré ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❆❣❣❛r✇❛❧ ❡t ❛❧✳
❞❛♥s ❬❆■❑❙✾✶❪✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✵

P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (x,y) ❞✉ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gx,y =

❈♦♠♣(I, dmax) ∩ Le(x,y) ❡st ❜✐♣❛rt✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (R2, N) ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ N q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❛
❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é✱ ❜♦r♥é✱ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à 0 ❡t ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥ ✈✐❞❡ B✱
❝❡♥tré ❡♥ 0✱ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❡ ❞♦♥t B ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ R
2 ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

x = (0, 0) ❡t y = (0, b)✱ t❡❧s q✉❡ N(x−y) = 1✳ ❖♥ ♥♦t❡ B1 = B = B(x, 1) ❡t B2 = B(y, 1)✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ x ❡st s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ B2 ❡t y ❡st s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ B1✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❞❡ x ❡t y ❝♦♠♠❡ Le(x,y) = B1 ∩ B2✳ ▲❡ s❡❣♠❡♥t [xy] ❝♦✉♣❡
Le(x,y) ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ L1 ❡t L2✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✳ ▲❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱
q✉✐ ❡st ♠✉♥✐ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳



✹✳✷✳ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✽✶

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t z ❡t t ❞❛♥s L1✱ N(z − t) ≤ 1 ✭❧❛
♣r❡✉✈❡ s❡r❛ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r L2 ♣❛r s②♠étr✐❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✮✳

P♦s♦♥s a = max{x : ∃(x, y) ∈ B1}✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs −a = min{x : ∃(x, y) ∈ B1}✳ a ❡st
❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ✏❧✬❡①tré♠✐té ❞r♦✐t❡✑ ❞❡ B1✱ ❡t −a ❡st ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ✏❧✬❡①tré♠✐té ❣❛✉❝❤❡✑ ❞❡ B1✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s

f−(x) = min{y : (x, y) ∈ B1}

❡t
f+(x) = max{y : (x, y) ∈ B1},

q✉✐ s✉✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❜♦r❞ ✐♥❢ér✐❡✉r ❡t ❧❡ ❜♦r❞ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ B1✳ ❈❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t ❞♦♥❝ f+(−x) = −f−(x)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs f− ❡st
❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t f+ ❡st ❝♦♥❝❛✈❡✳

❈❛r❛❝tér✐s♦♥s à ♣rés❡♥t L1 ✿ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ B1✱ B2✱ f+ ❡t f− ✿

B1 = {(x, y) : −a ≤ x ≤ a, f−(x) ≤ y ≤ f+(x)},
B2 = {(x, y) : −a ≤ x ≤ a, f−(x) + b ≤ y ≤ f+(x) + b}.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝
L1 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ a, f−(x) + b ≤ y ≤ f+(x)}.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f+(x) − f−(x) ❡st ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❡t ♣❛✐r❡ ❝❛r f+(−x) − f−(−x) = −f−(x) +
f+(x)✳ ❆✐♥s✐ f+ − f− ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, a]✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs

a′ = min{x : f+(x)− (f−(x) + b) ≤ 0} ∪ {a},

✐✳❡✳ a′ ❡st ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r❞s ❞❡ B1 ❡t B2 ❞❛♥s L1 s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ a
s✐♥♦♥ ✭❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❛✐t ✉♥ s❡❣♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧✮✳

❯t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t (x, y) ∈ L1✱ x ≤ a′✱ ❝❡
q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ L1 ✿ L1 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ a′, f−(x)+b ≤
y ≤ f+(x)}✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1−L1 ❝♦♠♣♦sé ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ L1✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡

L1 − L1 ⊆ {(x, y) : −a′ ≤ x ≤ a′, f−(x) ≤ y ≤ f+(x)}.

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ♣♦✐♥ts (x, y) ❡t (x′, y′) t♦✉s ❞❡✉① ❞❛♥s L1✱
−a′ ≤ x− x′ ≤ a′✳

P♦✉r x ✜①é ❞❛♥s [−a′, a′]✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ {y : (x, y) ∈ L1 − L1}✳ ❈❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ L1 − L1 ✭q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✲
✐té ❞❡ L1✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ y ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ L1 ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (α, β) ❡t (α + x, β + y) ❞♦♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st (x, y)✳

❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ✿
β ∈ [f−(α) + b, f+(α)],

β + y ∈ [f−(α + x) + b, f+(α + x)].

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f−(α + x) + b− f+(α) ≤ y ≤ f+(α + x)− (f−(α) + b).



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❊①❛♠✐♥♦♥s ❝❡t ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ y✳

◗✉❛♥❞ α = 0✱ f−(α + x) + b − f+(α) = f−(x)✱ ❝❛r f+(0) = b✱ ❡t q✉❛♥❞ α = −x✱
f−(α + x) + b− f+(α) = −f+(−x)✱ ❝❛r f−(0) = −b✳

❖r f−(x) = −f+(−x)✳ ❈♦♠♠❡ f− − f+ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ f−(α + x) + b − f+(α) ❡st
❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ α✮ ♣♦✉r 0 ≤ α ≤ a′✱ ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛♥❞
α = 0✱ ❞♦♥❝ y ≥ f−(x)✱

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ q✉❛♥❞ α = 0✱ f+(α + x) − (f−(α) + b) = f+(x)✱ ❝❛r f−(0) = −b✱ ❡t
q✉❛♥❞ α = −x✱ f+(α + x)− (f−(α) + b) = −f−(−x)✱ ❝❛r f+(0) = b✳

❖r f+(x) = −f−(−x)✳ ❈♦♠♠❡ f+ − f− ❡st ❝♦♥❝❛✈❡✱ f+(α + x) − (f−(α) + b) ❡st
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ α✮ ♣♦✉r 0 ≤ α ≤ a′✱ ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥❞
α = 0✱ ❞♦♥❝ y ≤ f+(x)✳

❈❡ q✉✐✱ ❡♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛♥t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ f−(x) ≤ y ≤ f+(x)✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ [−a′, a′]✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥

L1 − L1 ⊆ {(x, y) : −a′ ≤ x ≤ a′, f−(x) ≤ y ≤ f+(x)} ⊆ B1

✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts e1 ❡t e2 ❞❡ L1✱ N(e1, e2) ≤ 1✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ r❛✐s♦♥✲
♥❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r L2✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ Le(e1, e2) s❡ tr♦✉✈❛♥t
❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡♠✐✲❧❡♥t✐❧❧❡ ✭L1 ♦✉ L2✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Ge1,e2 ✳ ❊♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡♠✐✲❧❡♥t✐❧❧❡ ♦♣♣♦sé❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾ ✿ ❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ G = (L ∪R,E)✱ ♦ù L ❡t R s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❜✐♣❛rt✐ G✱ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❛❝t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s − t✲❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛
ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s G✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠✉♠✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s ❛rêt❡s w ∈ [0; 1[✱
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ (s − t)✲❝♦✉♣❡ (S, T ) ❞❡ G ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té c(S, T ) ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐✳❡✳ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛rêt❡s D ⊆ V q✉✐ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ G ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s S ❡t T t❡❧s q✉❡ s ∈ S ❡t t ∈ T ✱ t❡❧
q✉❡ ∀(u, v) ∈ D✱ u ∈ S ❡t v ∈ T ♦✉ v ∈ S ❡t u ∈ T ❀ ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❛rêt❡s
❞❡ D ❡st ♠✐♥✐♠✉♠✳

❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ (s − t)✲❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡
G′ = (L ∪ R ∪ {s, t}, E′)✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s ❡t ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ t s♦♥t ❛❥♦✉té❡s✱ ❡t ♦ù E′

❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ E ❡t ❞❡s ❛rêt❡s (s, L) ❡t (R, t)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s
❡t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ L✱ ❡t ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ R ❡t ❧❛ ❝✐❜❧❡ t✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés c ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ G′ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ (s, u)✱ u ∈ L✱ c(s, u) = w(u)✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ (v, t)✱ v ∈ R✱ c(v, t) = w(v)✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ (u, v) ∈ E✱ c(u, v) =∞✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ G ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✱ ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts S ⊆ V ❞❡ ❝❛r❞✐✲



✹✳✷✳ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✽✸

♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠✉♠✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ (u, v) ∈ E✱ u ∈ S ♦✉ v ∈ S✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts s✐ s♦♥ ❝♦♠✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ S = V \S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡
♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛ ♣♦✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠✳ P♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ G ❡t ❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊t
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦✉♣❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s G′✱ ❝♦♠♠❡ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✸

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s G′ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡
♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ Pr♦✉✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬à ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G✱ C✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ (s− t)✲❝♦✉♣❡ (S, S) ❞❛♥s G′ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té w(C) ✿

P♦s♦♥s S = {s} ∪ (L\C) ∪ (R ∩ C)✳ ❆❧♦rs✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ L ∩ C✱ (s, u) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té w(u)✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ R ∩ C✱ (v, t) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té w(v)✱
✕ t♦✉t ❛✉tr❡ ❛rêt❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s ♦✉ ❛rr✐✈❛♥t ❡♥ t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ (u, v) ∈ E t❡❧❧❡ q✉❡ u ∈ S✱ v ∈ S ❛✉ss✐✱ ❝❛r C ❡st ✉♥❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ (s− t)✲❝♦✉♣❡ (S, S) ❡st ❜✐❡♥ é❣❛❧❡ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✲

✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ w(C)✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♣r♦✉✈♦♥s q✉✬à ✉♥❡ (s− t)✲❝♦✉♣❡ (S, S) ❞❡ G′ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ✜♥✐❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts C ❞❡ G✱ ❞❡ ♣♦✐❞s c(S, S)✳

❉✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦✉♣❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❞❛♥s E✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❛rêt❡s ♦♥t
✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥✜♥✐❡✳ Pr❡♥♦♥s ❛❧♦rs C = (L\S) ∪ (R ∩ S)✳ ❆❧♦rs✱

✕ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u ∈ L\S✱ (s, u) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té
w(u)✱

✕ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t v ∈ R ∩ S✱ (v, t) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té
w(v)✱

✕ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛rêt❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡✱
✕ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ G ♦♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❛♥s C✱ ❝❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ G ♦♥t ❧❡✉r

❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ S ♦✉ T ✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ (s−t)✲❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱
❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ (s, u) ✭r❡s♣✳ (v, t)✮ ❞❡ ❝❡tt❡ (s− t)✲❝♦✉♣❡✱ ♠❡ttr❡ ❧❡ s♦♠♠❡t
u ✭r❡s♣✳ v✮ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s G✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s V ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡✳

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ s✬❡①é✲
❝✉t❡ ❜✐❡♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡st❡ ❧❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ ❛✐♥s✐ t❡sté❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛✈♦✐r ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝♦♠♠❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡st
❞♦♥❝ t❡sté❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ t❡st❡ ❜✐❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ à ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥
♣rès✱ ❡t q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ L1 ♦✉ L∞✳

✹✳✷✳✸ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✱ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✹ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✶✹

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
L∞ ❡st ✉♥ ( 1

11 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❇❈❈❉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✱ ❧❡s ❜♦✉❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝❛rrés✳ ❉❛♥s ❝❡t
❡s♣❛❝❡✱ γ = 9✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✺

❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✱ ♥♦té P∞✱ γ(P∞) = 9✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ B ❞❡ P∞ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 3✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ✿
✕ xg = inf{xi, (xi, yi) ∈ B}✱
✕ xd = sup{xi, (xi, yi) ∈ B}✱
✕ yb = inf{yi, (xi, yi) ∈ B}✱
✕ xh = sup{yi, (xi, yi) ∈ B}✳
❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r d((xg, yb), (xd, yh)) ≤ max((xg − xd), (yh − yb)) ≤

3✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r d((xg, yh), (xd, yb))✳ ❙♦✐t ❧❡ ♣♦✐♥t cB ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
cB = (

xg+xd

2 , yb+yh
2 )✱ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B(c, 1.5) ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

(xg, yb), (xd, yh), (xd, yb), (xg, yb)✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳ ❈♦✉✈r✐r
❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ♣❛r ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ 1/2 ❞❛♥s P∞ s❡ ❢❛✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t 9 ❜♦✉❧❡s✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✹ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❡
▲❡♠♠❡ ✹✳✾ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✹✳✷✳✹ ❆✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ♣♦✉r ❝ré❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax✱ ♣✉✐s 3dmax ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 2dmax ❡t 4dmax

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ é❝♦♥♦♠❡✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
dmax ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax à



✹✳✷✳ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✽✺

0.01

0.01

0.01

0.01

0.01

0.01

0.990.99

0.990.99 0.99

0.99 0.990.99

0.01

0.01

0.92 0.92

Groupe optimal

Groupe glouton

d=d
max

d=d
max

d=d
max

d=d
max

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❯♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 9 ❡st ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳

♣❛rt✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡✱ ✐❧ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
3dmax ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
3dmax✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✶✻

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ✉♥ (2

5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r
❇❈❈❉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞✉ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✈❛❧✐❞❡ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❝❤♦s❡ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡
❡st ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❞✐❛♠ètr❡ dmax✱ ♣✉✐s 3dmax✳ ■❝✐✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ❡①❤❛✉st✐✈✐té✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✐❧ ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 2dmax ♣♦✉r êtr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉s ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 3dmax q✉✬♦♥
♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 4✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡✱ s❡✉❧❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ❞✐♠✐♥✉é❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ à t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞✬✉♥ t❡❧



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ (2
5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡

♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✶✿ U ← S ✴✴ ❊❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡

P❤❛s❡ ✶ ✿

✶✿ t❛♥t q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax r❡♥✈♦✐❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t✑
❢❛✐r❡

✷✿ ❡①é❝✉t❡r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ B
✸✿ t❛♥t q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ e ∈ B t❡❧ q✉❡ w(B)− w(e) ≥ 1 ❢❛✐r❡
✹✿ s✉♣♣r✐♠❡r e ❞❡ B
✺✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
✻✿ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ U ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✳
✼✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

P❤❛s❡ ✷ ✿

✶✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ P❤❛s❡ 1 ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 3dmax✳

❞✐❛♠ètr❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 3dmax✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ q✉❡
❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
✈❛❧✐❞❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①✐st❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡
❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❈♦♠♣(I, d)✱ d > 0 s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❝❡ rés✉❧t❛t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❈♦♠♣(I, d) ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♦ù ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
s♦❧✈❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ t❛♥t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❈♦♠♣(I, dmax) ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à
1✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧✐q✉❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s ✐♥❢ér✐❡✉r à 2✱ ♣✉✐s
r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❡ ♠ê♠❡ s✉r ❈♦♠♣(I, 3dmax)✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❣❛r❞❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ s✉r ❞❡ t❡❧s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ (2

5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t✱ ❛
♣r✐♦r✐✱ ♥❡ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

✹✳✸ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉
❞❛♥s R

D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st✱

❛②❛♥t r❡str❡✐♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡
P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥ (1

3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✱
❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✱ ♥♦✉s ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✐str✐❜✉é✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✸✱ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ O(log n) ét❛♣❡s
❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳



✹✳✸✳ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✽✼

✹✳✸✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡r ♥♦s é❧é♠❡♥ts

▲❛ s❦✐♣✲❧✐st

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❦✐♣✲❧✐st ✳ ❯♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❬P✉❣✾✵✱ ▼P❙✾✷❪ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ♦r❞♦♥♥é❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡s ❝❤❛✐♥é❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞é❝r♦✐ss❛♥t
❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❬▼P❙✾✷❪ ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s ❬P✉❣✾✵❪ ❞❡s s❦✐♣✲
❧✐sts✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❣❛r❛♥t✐❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ r❛♥❞♦♠✐sé❡
♥✬♦✛r❡ q✉❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲✬❡✛❡t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✈❡❝
❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ♥♦♠♠é❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❬❆❙✵✸✱ ❆❙✵✼❪ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s s❦✐♣✲❧✐sts r❛♥❞♦♠✐sé❡s✱ ♣✉✐s ❞❡s s❦✐♣✲❣r❛♣❤s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
s❦✐♣✲❧✐st ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✱ ❡t ♥♦✉s
✐♥✈✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞✉ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é à ❝♦♥s✉❧t❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❆s♣♥❡s ❡t ❙❤❛❤ q✉✐
ét✉❞✐❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ❬❆❙✵✼❪✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✱ ♦♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳ ❯♥❡ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✳

1

1

2

2

3 4

4

5 6

5

2 4 5

4 5

5S4

S3

S2

S1

S = S0

s✉❝❝3(4) = 5h(4) = 3

♣r❡❞2(4) = 2

❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❯♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 6 é❧é♠❡♥ts✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞✬é❧é♠❡♥ts t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✱ ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st S ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ S = S0 ⊇ S1 ⊇ · · · ⊇ SL(S) ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✱ ♦ù L ❡st ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st S✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s Si ❡st ✐❝✐ r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❝❤❛✐♥é❡✳
❖♥ ♥♦t❡ h(x) ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ Si ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ x ❛♣♣❛r❛✐t✱ ❝✬❡st s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥s S✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣r❡❞Si

(x) ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡ x ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ i✱ ❡t s✉❝❝Si(x)
♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r s♦♥ s✉❝❝❡ss❡✉r à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ i ≤ h(x)✳

❉❛♥s ❧❡s s❦✐♣✲❧✐sts q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ∈ S
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 1/2✱ Gx✳ ▲✬é❧é♠❡♥t x ❛♣♣❛r❛✐t ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡s Gx

♣r❡♠✐❡rs ❡♥s❡♠❜❧❡s S0, . . . , SGx−1✳



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❈❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡s s❦✐♣✲❧✐sts ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❛♥s
✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st S✱ ♥♦té PS(x)✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s à ❡①❛♠✐♥❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
x✳ ❙❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ♥♦té❡ |PS(x)|✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 ≤ i ≤ L(S) ❡t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ∈ Si✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ Si ♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t
x = xm ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (m, i)✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s s❡♥t✐♥❡❧❧❡s
(0, i) ❡t (n + 1, i) à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞❡♣✉✐s ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ (m, i) ✈❡rs
(m, i−1) ❡t (m′, i) ♦ù m′ ❡st ❧❡ r❛♥❣ ❞❛♥s S0 ❞❡ s✉❝❝Si(xm)✱ ✐✳❡✳ ✱ s✉❝❝Si(xm) = xm′ ✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 6 é❧é♠é♥ts✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥t été ❛❥♦✉té
❧❡s ♥♦❡✉❞s s❡♥t✐♥❡❧❧❡s 0 ❡t n + 1 à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✳
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5

❈❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✸

S4

S3

S2

S1

S = S0

❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ▲❛ s❦✐♣✲❧✐st ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥t été ❛❥♦✉tés ❧❡s ♥♦❡✉❞s s❡♥t✐♥❡❧❧❡s✳

▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❛♥s ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st S ♣❛rt ❞❡ (0, L(S)) ❡t s❡ t❡r♠✐♥❡ à
❧✬é❧é♠❡♥t x ❞❡ S0 ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❙✐ ❧❡ i✲è♠❡ ♥♦❡✉❞ ❡st (m, l)✱ ❧❡ ♥♦❡✉❞ s✉✐✈❛♥t
(m′, l′) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ s✐ s✉❝❝Sl
(xm) > x✱ (m′, l′) = (m, l− 1) ✭à ♠♦✐♥s q✉❡ l = 0✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡ ♥♦❡✉❞ s✉✐✈❛♥t ❡st

(m + 1, 0) ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ s❡ t❡r♠✐♥❡✮ ❀
✕ s✐♥♦♥✱ l′ = l ❡t m′ ❡st ❧❡ r❛♥❣ ❞❛♥s S0 ❞❡ s✉❝❝Sl

(xm)✳

▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st S✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛
s❦✐♣✲❧✐st✱ ❡st ♥♦té❡ H(S)✳ P♦✉r ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❉❡✈r♦②❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧♦♥s Ei ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✈❡rs xi✱ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉❡✈r♦②❡ ❛ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❉❡✈✾✷❪ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✶✼ ✭❉✬❛♣rès ❬❉❡✈✾✷❪✮

▲❛ ❤❛✉t❡✉r Hn ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ Hn
log1/p n → c ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱

✐✳❡✳ q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ P(| Hn
log1/p n − c| > ε) = 0✱ ♦ù c ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡



✹✳✸✳ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✽✾

s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x− 1 + (x− 1) log1/p(x− 1)− x log1/p x = 0,

❆r❜r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st S✱ ❧✬❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐é à S ♣♦ssè❞❡
✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (m, i) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ i ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x = xm

❛♣♣❛r❛✐t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 ≤ i ≤ L(S)✱ ❧❡ ♥♦❡✉❞ (a, i), a = min{m, xm ∈ Si} ❡t ❧❡ ♥♦❡✉❞
(b, i), b = max{m, xm ∈ Si} s♦♥t ❞✉♣❧✐q✉és ✭✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t✮ ❡t s❡r✈❡♥t ❞❡ ♥♦❡✉❞s s❡♥t✐♥❡❧❧❡s✱ ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (0, i) ❡t (n + 1, i) à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✳

❈❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ (m, i) ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r ✜❧s ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (p, i−1) t❡❧s q✉❡ (p, i−1) s❡
tr♦✉✈❡ ❡♥tr❡ (m, i − 1) ✭❝♦♠♣r✐s✮ ❡t s✉❝❝Si(xm) ✭❡①❝❧✉s✮ ❞❛♥s ❧❡ Z✲♦r❞r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳
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5

5
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5
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5S4

S3

S2

S1

S = S0

❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ▲✬❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳

❖r❞♦♥♥❡r ♥♦s é❧é♠❡♥ts ✿ ❧❡ Z✲♦r❞r❡

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t
♦r❞♦♥♥é ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ D✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦✉s ❧❡s ♦r❞♦♥♥♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡ Z✲♦r❞r❡ ❬❖r❡✾✵❪ ✭♦✉ ♦r❞r❡ ❞❡ ▼♦rt♦♥✮ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✐t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡
❍✐❧❜❡rt ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♦✉ t♦✉t ♦r❞r❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ Pr♦♣r✐été ✹✳✶✾ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱
♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❞❛♥s [0, 1[D✳

❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
[a1− r, a1 + r]× · · ·× [aD− r, aD + r]✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ♣❛✈é ♣❛r ❞❡ t❡❧❧❡s
❜♦✉❧❡s ❞✬✐♥tér✐❡✉rs ❞✐s❥♦✐♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✽ ✭Z✲♦r❞r❡✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s [0, 1[D✱ ♣♦✉r D ✜①é✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉①



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

é❧é♠❡♥ts x = (x1, . . . , xD) ❡t y = (y1, . . . yD) ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡❧s q✉❡ ✿

✕ ∀ 1 ≤ k ≤ D, (x
(i)
k )i≥1 ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ xk ♦ù ∀ i ≥ 1, x

(i)
k ∈ {0, 1}✱

✕ ❞❡ ♠ê♠❡✱ ∀ 1 ≤ k ≤ D, (y
(i)
k )i≥1 ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ yk ♦ù

∀ i ≥ 1, y
(i)
k ∈ {0, 1}✱

❖♥ ❞é✜♥✐t ϕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts x ❞❡ [0, 1[D t❡❧❧❡ q✉❡

ϕ(x) = (x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
D , x

(2)
1 , . . . )✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à y s✉✐✈❛♥t ❧❡ Z✲♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉rs

❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ(x) ≤
❧❡①

ϕ(y) ✭♦ù ≤
❧❡①

❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡

❝❧❛ss✐q✉❡✮✳

▲❡ Z✲♦r❞r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❡♥tr❡❧❛ç❛♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡s D ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✮✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ Pr♦♣r✐été ✹✳✶✾ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞✉ Z✲♦r❞r❡✳

Pr♦♣r✐été ✹✳✶✾

❙✐ x = (x1, . . . , xD) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xi = ai/2k ♣♦✉r ❞❡s
❡♥t✐❡rs ai < 2k✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [x1, x1 + 2−k[× · · · × [xD, xD + 2−k[ ❡st ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ Z✲♦r❞r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é x = (x1, . . . , xD) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xi = ai/2k ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ai✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
[x1, x1 + 2−k[× · · · × [xD, xD + 2−k[ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡s D✲✉♣❧❡ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
yi, 1 ≤ i ≤ D ❞♦♥t ❧❡s k ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s xi✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ♦♥t ❧❡✉rs kD ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts q✉✐ s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ x✳ ■❧s ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ Z✲♦r❞r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s

❊t❛♥t ❞♦♥♥é x = (x1, . . . , xD) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xi = ai/2k

♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ai✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [x1, x1 + 2−k[× · · · × [xD, xD + 2−k[ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡
❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳ ▲❡ ♣♦✐♥t x ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❝♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❡st ❡♥ ❢❛✐t✱ ❛✉ ❜♦r❞ ♣rès✱ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ [0, 1[D✱ ❞❡ ❝❡♥tr❡
❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x + 2−(k+1) = (x1 + 2−(k+1), . . . , xD + 2−(k+1)) ❡t ❞❡ r❛②♦♥ 2−(k+1)✳ ▲❡
❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❜♦r❞
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B(x + 2−(k+1), 2−(k+1))✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ Pr♦♣r✐été ✹✳✶✾✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s q✉❡
❧❡s ❜♦✉❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✉ Z✲♦r❞r❡✱ ❞✬♦ù
❧❛ ♥♦♥✲✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❜♦r❞s ❞❛♥s ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡
❜♦✉❧❡s ❝❡♥tré❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ✭❞✐s❥♦✐♥t❡✮ ❞❡ 2D ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k+1)
✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ [0, 1[D ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s 2kD ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
k✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥t✐❡r k✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥
2−(k+1) ❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (ai/2k+1)1≤i≤D ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ai✱ ❡t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t
❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ 2−(k+1) ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ s♦♥t ❞❡



✹✳✸✳ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✾✶
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1/2

1

0
1/2 1

❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0

❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1

❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ❯♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ 2D ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 ✭✐❝✐ D = 2✮✳
[0, 1[2 ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ 22 ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1✳

❧❛ ❢♦r♠❡ bi/2k+2✱ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs bi ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳ ▲❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k s♦♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉s ❧❡s ai s♦♥t ✐♠♣❛✐rs✱ ❡t ❧❡s ❜♦✉❧❡s
❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❡s bi s♦♥t ♣❛✐rs✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ 2D ❜♦✉❧❡s
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k + 1)✱ ❡t✱ ❛✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ Z✲♦r❞r❡✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬❛✉ ♣❧✉s 2D ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ 4D ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k + 2)✱
❡t✱ ❛✐♥s✐✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✬❛✉ ♣❧✉s 4D ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞✉ Z✲♦r❞r❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s 2−(k+1) ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❢♦r♠❡ ✉♥❡
❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1)✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s 2−(k+1) ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡
❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1)✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s dmax ≤ 1 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ dmax = a
2k ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs a ❡t k✳ ◆♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✵

❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ∈ [0, 1[D ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à d = a/2k ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r a t❡❧ q✉❡
2h ≤ a < 2h+1 ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r h✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1− h) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
E✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦s♦♥s E = {X(i] = (x
(i)
1 , . . . , x

(i)
D )}✳

P♦s♦♥s y1 = min1≤i≤|E| x
(i)
1 , . . . , yD = min1≤i≤|E| x

(i)
D ✳ P♦✉r t♦✉t i ❡t t♦✉t j ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

yj ≤ x
(i)
j ≤ yj + d✳

P♦✉r t♦✉t i✱ ♣♦s♦♥s y′i = ⌊2kyi⌋
2k ✳ ▲❡ ♣♦✐♥t y′ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (y′1, . . . , y

′
D) ❡st ❧❡ ❝♦✐♥

❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1 − h)✳ ❈❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t E✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ E ❡st t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ xi ≥ y′i✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s
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1/2

3/4

1/4

1/4 1/2 3/4 1
0

2−2 = 1/4

t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 2
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3/8

1/8

1/8 3/8 5/8 7/8
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❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 2

x = ( 3
22+1 ,

4
22+1 ) = (3

8 , 1
2)

2−(2+1) = 1/8
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❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 2

2−(2+1) = 1/8

x = ( 4
22+2 ,

5
22+2 ) = (1

4 , 5
16)

❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❡t ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s

❛ ✿

y′i ≥
2kyi − 1

2k
≥ yi −

1

2k

❉♦♥❝

xi ≤ yi +
a

2k
≤ y′i +

1

2k
+

a

2k

❈♦♠♠❡ a < 2h+1 ❡t q✉❡ a ❡t h s♦♥t ❡♥t✐❡rs✱ a + 1 ≤ 2h+1✱ ❞✬♦ù ✿

xi ≤ y′i +
1

2k−(h+1)

❡t ❞♦♥❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1− h) ❡t ❞❡ ❝♦✐♥ y′✳

✹✳✸✳✷ ❯♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞✉ (2/5, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡✱ t❛♥t q✉✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k−1) ✭P❤❛s❡ 1✮✱ ♣✉✐s✱ t❛♥t q✉✬✐❧ ❡♥
❡①✐st❡✱ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k−2) ✭P❤❛s❡ 2✮✱ ♦ù dmax= 2−k✳ ▲❛
P❤❛s❡ 0 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣ré♣❤❛s❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✉ Z✲♦r❞r❡✱ ❝❡ q✉✐ ② s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ♥✬❡①✐st❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✱ ✐❧ r❡st❡ à ❣ér❡r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❜♦✉❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥ P❤❛s❡ 1✱ ♣✉✐s
❡♥ P❤❛s❡ 2✳

❆ ❝❡❝✐ ♣rès q✉✬♦♥ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛s✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✉♣✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✉t✐❧❡s ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ s✉✐t ✉♥ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡t ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧ ❧✬✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ♥♦♠♠é ❝♦♠♠❡ ❝❤❡❢✱ ♣♦✉r✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶
❡st ✉♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉✳



✹✳✸✳ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✾✸

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b)

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ✿

✶✿ s✐ p(♣r❡❞S0
(x)) < a ❛❧♦rs

✷✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ H(a, b) ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷
✸✿ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ x ❞❛♥s ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r H(a, b)
✹✿ ✜♥ s✐
✺✿ ℓ← −1✱ c← x✱ W ← w(x)
✻✿ ♣♦✉r i ❞❡ 0 à h(x) ❢❛✐r❡
✼✿ s✐ h(s✉❝❝Si(x)) = i ❡t p(s✉❝❝Si(x)) < b ❛❧♦rs
✽✿ ✴✯ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ h(y) ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ y ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✱

❛✐♥s✐ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ h(s✉❝❝Si(x)) ≥ i ✯✴
✾✿ r❡❝❡✈♦✐r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (P♦✐❞s, i, y, w) ❞❡ s✉❝❝Si(x)

✶✵✿ c← y✱ W ←W + w✱ ℓ← ℓ + 1
✶✶✿ s✐ W ≥ 1 ❛❧♦rs
✶✷✿ ❡♥✈♦②❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (❈❤❡❢❞❡●r♦✉♣❡, W ) à ❧✬é❧é♠❡♥t y
✶✸✿ ❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❈ré❡r●r♦✉♣❡(y, i)
✶✹✿ ✜♥ s✐
✶✺✿ ✜♥ s✐
✶✻✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✼✿ ❡♥✈♦②❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (P♦✐❞s, h(x), c,W ) à ♣r❡❞Sh(x)

(x)

✶✽✿ r❡❝❡✈♦✐r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (●r♦✉♣❡, y, h(x)) ❡t ❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❈ré❡r●r♦✉♣❡(y, h(x))

Pr♦❝é❞✉r❡ ❈ré❡r●r♦✉♣❡(y, i) ✿

✶✿ s✐ x ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧♦rs
✷✿ ❡♥✈♦②❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (●r♦✉♣❡r❊❧❡♠❡♥t, x, w(x)) à y
✸✿ ✜♥ s✐
✹✿ ♣♦✉r j ❞❡ ℓ à i ❢❛✐r❡
✺✿ s✐ h(s✉❝❝Sj (x)) = j ❡t p(s✉❝❝Sj (x)) < b ❛❧♦rs
✻✿ ❡♥✈♦②❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (●r♦✉♣❡, y, j) à s✉❝❝Sj (x)
✼✿ ✜♥ s✐
✽✿ ✜♥ ♣♦✉r
✾✿ ℓ← i + 1✱ W ← 0

❆ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ (❈❤❡❢❞❡●r♦✉♣❡, W ) ✿

✶✿ ❛tt❡♥❞r❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s (●r♦✉♣❡r❊❧❡♠❡♥t, x, w) ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s w é❣❛❧
à W ❀ ❧❡s x ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ✕ ❋✐❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ Z✲♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✿ ❜♦✉❧❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ 3 ✿ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❜♦✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✉ Z✲♦r❞r❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ (1
3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉

P❤❛s❡ 0 ✿

✶✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❢❛✐r❡
✷✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✉

Z✲♦r❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡✳
✸✿ ✜♥ ♣♦✉r

P❤❛s❡ 1 ✿

✶✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1) ❢❛✐r❡
✷✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡✳
✸✿ ✜♥ ♣♦✉r

P❤❛s❡ 2 ✿

✶✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 2) ❢❛✐r❡
✷✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡✳
✸✿ ✜♥ ♣♦✉r



✹✳✸✳ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✾✺

❉ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ P❤❛s❡ 0

❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ✭❞♦♥❝✱ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax✮
à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❦✐♣✲❧✐st ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❣❧♦✉t♦♥s ❞❛♥s
❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ❀ ❝♦♠♠❡ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥✬❛ ♣❧✉s
à êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x✱ ❞❡ ♣♦✐❞s w(x)✱ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s R

D✱
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r h(x) ❞❛♥s ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st ✭❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❧✐st❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧
❛♣♣❛r❛✐t✮✱ ❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p(x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ✭s❡❧♦♥ ❧❡ Z✲
♦r❞r❡✮ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❞ét✐❡♥t ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ♣r♦♣♦s
❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❛♥s {♣r❡❞Si

(x), i ≤ h(x)} ∪ {s✉❝❝Si(x), i ≤ h(x)}✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❛♥s
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t r❡♠♦♥t❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ W ❞❡s é❧é♠❡♥ts
♥♦♥ ❣r♦✉♣és ❞❛♥s s♦♥ s♦✉s✲❛r❜r❡✱ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ℓ s♦✉s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ s♦♥
s♦✉s✲❛r❜r❡ ❢♦♥t ❞é❥à ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t
❡♥ ❢❛✐t ❡♥✈♦②és ❞❡♣✉✐s ✉♥ é❧é♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳

■❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✿

✕ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ P♦✐❞s✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ i✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t y✱ ❡t ✉♥ ♣♦✐❞s w✳ ▲❡
s❡♥s ❞✬✉♥ t❡❧ ♠❡ss❛❣❡ ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r i ❡♥r❛❝✐♥é à ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥
♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❣r♦✉♣és ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r w✳ ▲✬é❧é♠❡♥t y ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥
❣r♦✉♣és✱ ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❝❤❡❢ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ s✐ ❝❡ ♣♦✐❞s ❡st ✉t✐❧✐sé✳

✕ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ●r♦✉♣❡✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ i ❡t ✉♥ ❝❤❡❢ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ y✳ ■❧s s♦♥t
❡♥✈♦②és ❡♥ ré♣♦♥s❡ ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ P♦✐❞s✱ ❡t s✐❣♥✐✜❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥
❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r i ❡♥r❛❝✐♥é ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ s♦♥t ♠❡♠❜r❡s ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉♥✱ q✉✐ ❛ y ♣♦✉r ❝❤❡❢✳

❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✈♦♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✳ ❆ ❧❛ ✜♥
❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❝♦♥♥❛✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞✉ ♣♦✐❞s q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été ❣r♦✉♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡
❜♦✉❧❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b)

▲✬é❧é♠❡♥t x ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b)✱ ❡t s✬❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡
(❍❛✉t❡✉r, x, b) ♣♦✉r ❞é♠❛rr❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t y✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ (❍❛✉t❡✉r, x, b) ✿

✶✿ s✐ p(s✉❝❝Sh(y)
(y)) ≥ b ❛❧♦rs

✷✿ ❡♥✈♦②❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (❘és✉❧t❛t✲❍❛✉t❡✉r, b, h(y)) à ❧✬é❧é♠❡♥t x
✸✿ s✐♥♦♥
✹✿ ❡♥✈♦②❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (❍❛✉t❡✉r, x, b) à ❧✬é❧é♠❡♥t s✉❝❝Sh(y)

(y)
✺✿ ✜♥ s✐



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

1

1

2

2

3 4

4

5 6

5

2 4 5

4 5

5S4

S3

S2

S1

S = S0

x = 2

✷

✺
s✉❝❝3(y)

h(x) = 2

a b

p(s✉❝❝3(y)) > by = s✉❝❝2(x)

❊①é❝✉t✐♦♥ ✿

✶ ✿ ❞é❜✉t ✿ h(x) = 2 ❡t s♦♥ s✉❝❝❡ss❡✉r à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ y✱ ❡st ❞❛♥s [a, b)✱

✷ ✿ x ❡♥✈♦✐❡ (❍❛✉t❡✉r, x, b) à y✱ s♦♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 2✱

✸ ✿ y ❛ ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ h(y) = 3✱

✹ ✿ ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ y ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 3 ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s [a, b)✱

✺ ✿ ❛❧♦rs y ❡♥✈♦✐❡ (❘és✉❧t❛t✲❍❛✉t❡✉r, b, h(y)) à x✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷

❉ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ P❤❛s❡ 1

❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1) ✈♦♥t êtr❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡s à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦✐❞s r❡st❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à dmax ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❣r♦✉♣és à ❧❛ ✜♥ ❞❡
❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❡t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k− 1) ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t
❞♦♥♥é ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✶ ✭❇♦✉❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣♦✐♥t x = (x1, . . . , xD) ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xi = ai/2k

♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ai ✿
✕ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❛ss♦❝✐é❡ à x ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❞♦♥t x ❡st ❧❡ ❝♦✐♥✱
✕ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1)✱ B(x + 2−k, 2−k)✱ ♦ù x + 2−k ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t

(x1 + 2−k, . . . , xD + 2−k)✱ ❡st s❛ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1) ❛ss♦❝✐é❡✳ x ❡♥ ❡st ❧❡
❝♦✐♥✳

✕ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 2)✱ B(x + 2−(k−1), 2−(k−1))✱ ♦ù
x + 2−(k−1) ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t (x1 + 2−(k−1), . . . , xD + 2−(k−1))✱ ❡st s❛ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t
❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 2) ❛ss♦❝✐é❡✳ x ❡♥ ❡st ❧❡ ❝♦✐♥✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ♦ù ✉♥ ♣♦✐♥t x = (1
4 , 1

4)✱ s❛ ❜♦✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡



✹✳✸✳ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✾✼
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x = ( 2
22 ,

2
22 ) = (1

4 , 1
4)

2−2 = 1
4

❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✷ ❛ss♦❝✐é❡ à x

❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 ❛ss♦❝✐é❡ à x

❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 ❛ss♦❝✐é❡ à x

❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ✕ ❯♥ é❧é♠❡♥t x = (1
4 , 1

4)✱ s❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 2 ❛ss♦❝✐é❡✱ s❛ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1
❛ss♦❝✐é❡✱ ❡t s❛ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 ❛ss♦❝✐é❡✳

❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 2✱ s❛ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1 ❡t s❛ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ✉♥❡
❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1) ❡t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 2)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✷

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts
x(a1, . . . , aD) = (x1 + a1 ∗ 2−(k−1), . . . , xD + aD ∗ 2−(k−1))✱ ♣♦✉r
ai ∈ Z ∩ [(−xi)2

k−1, (1− xi)2
k−1[, 1 ≤ i ≤ D ♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s ✭❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s

ai ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❥✉st❡ à x ∈ [0, 1[D✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♣❧✉s 2(k−1)D

❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s q✉✐ ♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s✱ ❝❛r x ∈ [0, 1[D✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①

♣♦✐♥ts x(b1, . . . , bD) = (x1 + b1 ∗ 2−(k−2), . . . , xD + bD ∗ 2−(k−2))✱ ♣♦✉r
bi ∈ Z ∩ [(−xi)2

k−2, (1− xi)2
k−2[, 1 ≤ i ≤ D ♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s ✭❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s

bi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❥✉st❡ à x ∈ [0, 1[D✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♣❧✉s 2(k−2)D

❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s q✉✐ ♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s✱ ❝❛r x ∈ [0, 1[D✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✸ ✭❱❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✮

❙♦✐t x = (x1, . . . , xD) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ xi = ai/2k ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ai✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ♣❛r✐té vp(x) ♣❛r vp(x) = (p1, . . . , pD) ♦ù ♣♦✉r t♦✉t i✱ pi = 0 s✐ ai ❡st ♣❛✐r✱ ❡t pi = 1 s✐ ai

❡st ✐♠♣❛✐r✳

❯♥ ♣♦✐♥t x = (x1, . . . , xD) ❛ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t
y = (x1 + 2/2k, . . . , xD) = (x1 + 2−(k−1), . . . , xD) ♠❛✐s ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ z = (x1+1/2k, . . . , xD)✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✳ ❙♦✐t



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té vp ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t c(vp) = {x ∈ [0, 1[D, vp(x) = vp}✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ c(vp) ❝♦♥t✐❡♥t 2(k−1)D ♣♦✐♥ts✳ c(vp) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s 2(k−1)D ❝♦✐♥s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ k ❞❡ ♣❛r✐té vp✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✷✱ ❝❡s ❝♦✐♥s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡s ❝♦✐♥s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1) ♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❛♥t ♣❛s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r✱ ✈✐❛
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r✐té✱ 2D ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1)✱ ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉✬❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❧❡s 2(k−1)D ❜♦✉❧❡s ♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té vp = (vp1, . . . , vpD) ♦♥ ♥♦t❡ id(vp) = vp1 + 2vp2 + · · · +
2D−1vpD✳ ❖♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1) ❡♥ 2D ❡♥s❡♠❜❧❡s
S0, . . . , S2D−1 ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Si ❝♦♥t✐❡♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ (k − 1) ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vp t❡❧ q✉❡ id(vp) = i✳

❉❡✉① ❜♦✉❧❡s ❞✉ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t ♣❛s✳ ❈❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❡st
♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t 2D ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1)✱ ✉♥❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s Si✳ ▲❛ P❤❛s❡ 1 ❡①❛♠✐♥❡ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 1) ❡♥
❡①❛♠✐♥❛♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Si✳ ❈❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Si

s❡r❛ tr❛✐té ❧✬✉♥ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❜♦✉❧❡s s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t
2D ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Si✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ P❤❛s❡ 1 ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k−1) ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t
♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧s ❣r♦✉♣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ♣❡✉t ❞és✐❣♥❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ✉♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✉r q✉✐ r❡ç♦✐t ❡t tr❛✐t❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡✹✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
(k − 1) ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ✈❛ ❡①❛♠✐♥❡r t♦✉s ❧❡s 2D ❡♥s❡♠❜❧❡s Si ❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✳ P♦✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ Si ❞♦♥♥é✱ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡❢s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ✈♦♥t tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡ ♣♦✐❞s r❡st❛♥t ❞❛♥s ❧❡✉r
❜♦✉❧❡ ❛✉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k−1) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Si à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t✳
❙✐ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 1✱ ❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✉r ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ✭❝❤❛❝✉♥
❞❡ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 2✮ ❡t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ●r♦✉♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
s♦♥t ❡♥✈♦②és✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s r❡st❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❢r❛❝t✐♦♥♥é ✿ s♦✐t ✐❧ ❡st
✉t✐❧✐sé ❡♥ t♦t❛❧✐té✱ s♦✐t ✐❧ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs ❛✉ r❛✜♥❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❡♥ s♦♥t
✐♥✉t✐❧❡s✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s 2✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ♥✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❧❡s
❛❥♦✉t❡✱ ♥✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ♥✬❛ ✉♥ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à 1 ✭s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❞é❥à
❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡✮✳

▲❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❛♥s ❧❛
s❦✐♣✲❧✐st✱ ♣✉✐sq✉❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k q✉✬❡❧❧❡
❝♦♥t✐❡♥t✮✳ ❊✛❡❝t✉❡r t♦✉t❡s ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❡✉t s❡ ré✈❡❧❡r ❝♦✉t❡✉① ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts s❡
tr♦✉✈❛♥t ❛✉① ♣❧✉s ❤❛✉ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❬❆❙✵✼❪
é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ ✉♥ ❜♦♥ éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❞❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

✹❯♥ ❜♦♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞❛♥s ❧❡ Z✲♦r❞r❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✳



✹✳✸✳ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✾✾

❉ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ P❤❛s❡ 2

❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ P❤❛s❡ 1✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t x ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❞♦✉❜❧❡ ♣❛r✐té ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✹ ✭❱❡❝t❡✉r ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✮

❙♦✐t x = (x1, . . . , xD) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ xi = ai/2k ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ai✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❛r✐té vp(x) ♣❛r vp(x) = (p1, . . . , pD) ♦ù ♣♦✉r t♦✉t i✱ pi ❡st ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥
❡♥t✐èr❡ ❞❡ xi ♣❛r 4✳

❯♥ ♣♦✐♥t x = (x1, . . . , xD) ❛ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t
y = (x1 + 4/2k, . . . , xD) = (x1 + 2−(k−1), . . . , xD) ♠❛✐s ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ z = (x1+2/2k, . . . , xD)✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
k✳ ❙♦✐t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té vp ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t c(vp) = {x ∈ [0, 1[D, vp(x) = vp}✳ ❙✉✐✈❛♥t
❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ c(vp) ❝♦♥t✐❡♥t 2(k−2)D ♣♦✐♥ts✳ c(vp) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s 2(k−2)D ❝♦✐♥s ❞❡ ❜♦✉❧❡s
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❛r✐té vp✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✷✱ ❝❡s ❝♦✐♥s s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✐♥s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k− 2) ♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❛♥t ♣❛s✳ ❆✐♥s✐
♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t 4D ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 2)✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❧❡s 2(k−2)D ❜♦✉❧❡s ♥❡
s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r✐té vp = (vp1, . . . , vpD) ♦♥ ♥♦t❡
id(vp) = vp1 + 4vp2 + · · ·+ 4D−1vpD✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ P❤❛s❡ 1✱ ♦♥ ❝ré❡
✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 2) ❡♥ 4D ❡♥s❡♠❜❧❡s S0, . . . , S4D−1

❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Si ❝♦♥t✐❡♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
(k − 2) ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vp t❡❧ q✉❡ id(vp) = i✳ ❉❡✉①
❜♦✉❧❡s ❞✉ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t ♣❛s✳

❆ ♣rés❡♥t✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✵✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à
3dmax ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 2)✱ ♣♦✉r dmax= 2−k✳

❖♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ (k − 2) ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Si✳ ❈❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Si s❡r❛
tr❛✐té ❧✬✉♥ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❜♦✉❧❡s s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t 4D

❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Si✳

▲❛ tâ❝❤❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ s✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✬❡♥ P❤❛s❡ 1✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❛✉
t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❣r♦✉♣és ❞❡
♣♦✐❞s t♦t❛❧ s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❡t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 3dmax✳

✹✳✸✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✷✺

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵✱ ❡①é❝✉té ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ m ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ✉t✐❧✐s❡
O(n + m log n) ♠❡ss❛❣❡s ❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ♠❡s✲
s❛❣❡ ♣r❡♥❞ ✉♥ t❡♠♣s ✉♥✐t❛✐r❡✱ O(log n) ❝②❝❧❡s✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❉✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ s❡✉❧
♠❡ss❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ P♦✐❞s✳ ❈❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ●r♦✉♣❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t x à ✉♥ é❧é♠❡♥t



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

y ❡st ♣ré❝é❞é ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ P♦✐❞s ❞❡ y à x✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❡
t②♣❡ ●r♦✉♣❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛✉ ♣❧✉s n✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✉t✐❧✐sés ❞✉r❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷✱ ❡t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❤❛✉t❡✉r rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❛
❤❛✉t❡✉r r❡♥✈♦②é❡✱ q✉✐ ❡st O(log n) ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ s✉r m ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s✲
❥♦✐♥ts ❡st O(n + m log n)✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ P♦✐❞s s♦♥t r❡❧❛②és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✱ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s é❧❡✈é ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲
❧✐st✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉❡ ♣❛r❝♦✉rt ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❛♥s ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❉❡✈r♦②❡
❞❛♥s ❬❉❡✈✾✷❪✱ q✉✐ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❡✉r ❧♦♥❣✉❡✉r ✭♦♥ ② r❡✈✐❡♥t
❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✮✳ ■❝✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✬✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ O(log n) ❛✈❡❝
❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❉✉r❛♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ✉❧tér✐❡✉r❡s✱ très ♣❡✉ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ❡♥✈♦②és✱ ❡①❝❡♣tés ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦②❡♥♥❡ ✭❡t✱ ✐❝✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✮ ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡st ❡♥ O(log n)✱ ❡t ♦♥ ❡❢✲
❢❡❝t✉❡ O(m) r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♣♦✉r ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ O(m log n) ♠❡ss❛❣❡s ❀ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ét❛♥t
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r O(log n) ❞✬❛♣rès ❉❡✈r♦②❡ ❬❉❡✈✾✷❪✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✺ s✬ét❡♥❞ à ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶
♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉é❡✳

✹✳✸✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✷✻

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ❡st ✉♥ (1
3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ q✉✐ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥♥❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣r❡♥❞ ✉♥ t❡♠♣s
✉♥✐t❛✐r❡✱ ❡♥ O((4D) log n) ❝②❝❧❡s ❡t ✉t✐❧✐s❡ O((4D)n log n)) ♠❡ss❛❣❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❛✈❡❝ ❢♦rt❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✳✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❆❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ❡st
❡①é❝✉té ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r 4D✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t
❞é❝❛❧é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❤❛s❡ 2✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✹✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ♦♥
❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ é❝♦♥♦♠❡✱ ♥♦té❡❖♣tBCCD✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡①✐st❡
t♦✉❥♦✉rs✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s é❝♦♥♦♠❡✱ ❡t ❞✬ôt❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❣r♦✉♣❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✉t✐❧❡s✳

❖♥ ♥♦t❡ B(k), k = 1, 2 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❞✉r❛♥t ❧❛ P❤❛s❡ k✱ ❛✈❡❝
bk = |B(k)|✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣❛rt✐t✐♦♥♥♦♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s B
(1)
i ✱ 1 ≤ i ≤ b1 ❞❡ B(1) ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲



✹✳✸✳ ❯♥ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✶✵✶

❡♥s❡♠❜❧❡s L ❡tM✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ✿















L = {B(1)
i ∈ B(1), |B(1)

i | = 2}, l = |L| ❡t ❖♣tL ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❖♣tBCCD q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ L,

M = B(1) \ L, m = b1 − l ❡t ❖♣tM ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❖♣tBCCD \❖♣tL q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡M.

❖♥ ré✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ✿ ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❖♣tBCCD ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❤❛s❡ 1✱ ♦♥ ❛

|❖♣tBCCD| ≤ |❖♣tL|+ |❖♣tM |. ✭✹✳✶✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ L ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❡t q✉❡ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ L ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❛✉ ♣❧✉s
❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❖♣tL✳ ❉✬♦ù |❖♣tL| ≤ 2l✳

❈❡ q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✽ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✉t✐❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳

❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣♦✐❞s ♣❡r❞✉ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✹ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❖♣tM ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✼ ✭P♦✐❞s ♣❡r❞✉✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r I ♣❛r
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✱ w♣❡r❞✉ ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❖♣tM ✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽

w♣❡r❞✉ < m

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡M✱ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡
❛✉r❛✐t été ❝♦♥str✉✐t ❡♥ P❤❛s❡ 2✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
❖♣tM s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡M✱ w♣❡r❞✉ < m✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♥ ❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ré❣✐ss❛♥t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❖♣tM ✿

|❖♣tM | ≤ w(❖♣tM ) ≤ w(M) + w(B(2)) + w♣❡r❞✉ ✭✹✳✷✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ B ❞❡M ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 2✱ ♦♥ ❛
❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

|❖♣tM | < 2m + 2b2 + m = 3m + 2b2

❊t ❞♦♥❝✱
|❖♣tBCCD| < 3m + 2b2 + 2l < 3(b1 + b2),

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

✹✳✹ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤

❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❇❈❈❉✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té
❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✳ ❈❡tt❡ ❤❛✉t❡✉r Hn ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✈❡rs ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝❧é ❞❡♣✉✐s ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st ✭✐❝✐ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡
✏❝❧é✑ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❧é
✉♥✐q✉❡✮✳ ❉❡✈r♦②❡ ❛ ét✉❞✐é ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❛♥s ❬❉❡✈✾✷❪ ❡t ❛ ♣r♦✉✈é q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡
log n ✭✈♦✐r ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✶ ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧s✮✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥❡ ❛✉tr❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✳
❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❆s♣♥❡s ❡t ❙❤❛❤ ❞❛♥s ❬❆❙✵✸✱ ❆❙✵✼❪✱ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲
❧✐st✱ ♣ré✈✉❡ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✳
❉❛♥s ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♦✛r❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❛ été ❜✐❡♥ ét✉❞✐é❡ ❬❆❲✵✺✱ ❆❙✵✼❪✱ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs
✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ♦♥t été ❡①❛♠✐♥é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s s❦✐♣✲♥❡ts ❬❍❏❙+✵✸❪✱ ❧❡s s❦✐♣✲✇❡❜s ❬❆❊●✵✺❪
♦✉ ❧❡s r❛✐♥❜♦✇ s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ❬●◆❙✵✻❪✳ ❆✜♥ ❞❡ s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞✐str✐❜✉é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ ❝❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é✱
♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r st♦❝❦❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧és ❡t ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❛ss♦❝✐és✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
❝❛s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧é ✉♥✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❧✉✐✲♠ê♠❡ à ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✉♥✐q✉❡ ❞✉ rés❡❛✉ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
▲❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❢❛✐t ♦✣❝❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❛ ♣♦✉r ✈♦✐s✐♥ s❡s
✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✳

◆♦tr❡ ✐♥térêt ♣♦✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ ✿ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ ♣♦✉rq✉♦✐ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡✱ ❛❞❛♣té❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❄ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡✱
❝♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣♦s❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥❡
s❦✐♣✲❧✐st✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡
s❦✐♣✲❧✐st ❞é♣❡♥❞r❛✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉❞✐t s❦✐♣✲❣r❛♣❤✳

❉❛♥s ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ✭q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ❝❧és ❞✐st✐♥❝t❡s✮✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ❝❧é ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ n s❦✐♣✲❧✐sts ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭♠❛✐s ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮✱ ❡♥tr❛✐♥❛♥t
✉♥ ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❤❛✉t❡✉r H ′

n ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✳
▲❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✱ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❛✉① s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é♠♦♥trés
♣❛r ❉❡✈r♦②❡ s✉r ❧❡s s❦✐♣✲❧✐sts✳

❖♥ ♣❡✉t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r H ′
n ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❡st O(log2 n)✱ ♣✉✐sq✉❡

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❡st ❞✬♦r❞r❡ log n ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬é❧é♠❡♥ts à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥♥é ♣❡✉t êtr❡ ❞✬♦r❞r❡ log n✳ ▲❡
rés✉❧t❛t q✉❡ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤❛✉t❡✉r ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞✬♦r❞r❡ log n✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✶✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s s❦✐♣✲❧✐sts ❡t ❧❡s s❦✐♣✲❣r❛♣❤s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡✈r♦②❡ ♣♦✉r ❧❡s s❦✐♣✲❧✐sts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p = 1/2✱ ❞❛♥s



✹✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✶✵✸

❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✷✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❢♦rt❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✱ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✸✱ ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s à q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✹✳

✹✳✹✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

❙❦✐♣✲❧✐sts

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✳✶ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ (1/3, 4)✲
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✳

❯♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ S0 ⊇ S1 ⊇ · · · ⊇ SL ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❞❡
❝❧és ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✳

❉❛♥s ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Si ❡st r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝❤❛✐♥é❡ ✭s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉
❞♦✉❜❧❡♠❡♥t✮ ❀ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ Si st♦❝❦❡ ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ✈❡rs ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ Si−1✳ ▲❡
♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ L ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st S ❡st ♥♦té L(S)✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉❝❝S(x) ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r
❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t x ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❝❤❛✐♥é❡ S✳

❉❛♥s ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧és
S0 = {x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn}✱ i ❡st ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ xi✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝❧é x ∈ S0

✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 1−p✱ Gx✳ ▲❛ ❝❧é x ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧❡s Gx ♣r❡♠✐❡rs
❡♥s❡♠❜❧❡s S0, . . . , SGx−1✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st S✱
❛♣♣❡❧é❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✱ ❡st ♥♦té❡ H(S)✳ P♦✉r ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❉❡✈r♦②❡✱ ♥♦✉s
❛♣♣❡❧❧♦♥s Ei ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✈❡rs xi✱ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r
♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❆ ❝❡ s✉❥❡t✱ ❉❡✈r♦②❡ ❛ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❉❡✈✾✷❪ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✷✾ ✭❉✬❛♣rès ❬❉❡✈✾✷❪✮

▲❛ ❤❛✉t❡✉r Hn ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ Hn
log1/p n → c ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱

✐✳❡✳ q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ limn→∞ P(| Hn
log1/p n − c| > ε) = 0✱ ♦ù c ❡st

❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x− 1 + (x− 1) log1/p(x− 1)− x log1/p x = 0,

❙❦✐♣✲❣r❛♣❤s

❉❛♥s ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❜❛sé s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧és S0 = {x1 ≤ · · · ≤ xn}✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
❝❧é x ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✮✱ ✐✳❡✳ ❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ wx ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
t✐r❛♥t à ♣✐❧❡ ♦✉ ❢❛❝❡ ✭s✉r ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❤♦♥♥êt❡♠❡♥t ❝❛❧✐❜ré❡ ✦✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ✜♥✐ w t❡❧ q✉✬❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❧é ❛✐t w ❝♦♠♠❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ s♦♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❝❤❛✐♥é❡ Sw ❞❡ ❝❡s
❝❧és ✭❧❛ ❧✐st❡ Sε ❡st ❥✉st❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❝❤❛✐♥é❡ S0 ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧és ❞✉ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✮✳ ❆✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✱
❝❤❛q✉❡ ♠♦t wx ❛ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣ré✜①❡ ✜♥✐ q✉✐ ❧❡ sé♣❛r❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦ts wxi ❀ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❞❡ ❝❡ ♣ré✜①❡ ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ x ❞❛♥s ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✱ ♥♦té L(x)✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❞é♣❡♥❞
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♣ré✜①❡s✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ❝❤❛q✉❡ wx ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❜✐♥❛✐r❡ ✐♥✜♥✐❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

▲❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❜❛sé s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧és S0 ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐st❡s ❝❤❛✐♥é❡s ♥♦♥
✈✐❞❡s Sw✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧é x ∈ S0 ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s 1+L(x) ❧✐st❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧é ❞♦✐t ❝♦♥s❡r✈❡r
✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ✈❡rs s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✐st❡s S0(x) = Sε, S1(x), . . . , SL(x)(x) ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s x ❛♣♣❛r❛✐t
❢♦r♠❡ ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ✭❝❡tt❡ s❦✐♣✲❧✐st ♥✬❡st ♣❛s ❞✐str✐❜✉é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❀ s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡st ♣ré❝✐sé❡ ♣❧✉s t❛r❞✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 6 é❧é♠❡♥ts✳
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niveau 4

1

2

3

3

4

6

6

S0 = Sε
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S00
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❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ✕ ❯♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 6 é❧é♠❡♥ts✳

❆s♣♥❡s ❡t ❙❤❛❤ ♦♥t ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❆❙✵✼❪ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
O(log n)✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❡st
O(log n)✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ q✉❡
♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ log n✳



✹✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✶✵✺

❈❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡s s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st✱ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ G s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥❡ ❝❧é ❞❡ ❞é♣❛rt x ❡t ✉♥❡ ❝❧é
❝✐❜❧❡ y ✭❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❧é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s❡✉❧ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦✉
♦ù ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ s❡ ✈♦✐t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧és✱ x s❡r❛✐t ✉♥❡ ❞❡s ❝❧és ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♥♦❡✉❞
✐♥✐t✐❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✮✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ PG(x, y) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
✈❡rs y ❞❛♥s ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st S(x) = (S0(x), S1(x), . . . , SL(x)(x))✳

▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ G✱ ♥♦té❡ H ′(G)✱ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s
❞❡ ❝❧és (x, y)✱ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ x à y ❞❛♥s G✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✵

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛tt❡♥t✐❢ ❛ ♥♦té q✉❡ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤
♥✬❡st ♣❛s ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❆❙✵✼❪✱ ♦ù ❧❡s s❦✐♣✲❣r❛♣❤s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❧✐st❡s
❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❝❤❛✐♥é❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ❢❛✐t ✈❡rs ❧✬❛rr✐èr❡ q✉❛♥❞ y < x✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❤❛✐♥é❡✳
❈❡❧❛ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❤❡r❝❤❡r ✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✏❝❧és
♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ x✑ ❞❛♥s ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r ✈❡rs ❧✬❛rr✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st
❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ❡t ❝❡s ❞❡✉① s❦✐♣✲❧✐sts ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥
s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ✿

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✸✶

P♦✉r t♦✉t ε ♣♦s✐t✐❢✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r H ′
n ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ n é❧é♠❡♥ts

❡st t❡❧❧❡ q✉❡ P(H ′
n ≤ (2c+ε) log2 n) = 1−o(1)✱ ♦ù c ≃ 4, 403 ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x− 1− x log2(x) + (x− 1) log2(x− 1) = 0.

✹✳✹✳✷ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✶✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❉❡✈r♦②❡ ❞❛♥s ❬❉❡✈✾✷❪ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✾✮ ✿

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✸✷

P♦✉r t♦✉t α ≥ 1 ❡t t♦✉t c > αcp✱ ♦ù cp ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x− 1 + (x− 1) log1/p(x− 1)− x log1/p x = 0,

❧❛ ❤❛✉t❡✉r Hn ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✮ à n é❧é♠❡♥ts ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
P(Hn > c log1/p n) = o(n1−α)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✸

▲❡ ❝❛s α = 1 ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✷✱ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❡st ♣r♦✉✈é
❞❛♥s ❬❉❡✈✾✷❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✷ ✿ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❉❡✈r♦②❡✱ ♦♥
♠❛❥♦r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❤❛✉t❡✉r✳ P♦✉r t♦✉t k ❡t l✱ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

S ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ l✱ s♦✐t ❧✬✉♥ ❞❡s n ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ k✳ ❈♦♠♠❡
❝❤❛q✉❡ Ei, 1 ≤ i ≤ n ❡st st♦❝❤❛st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à En✱ ♦♥ ❛ ✿

P{Hn > k} ≤ P{L(S) > l}+ nP{En > k, L(S) ≤ l} ✭✹✳✸✮

≤ P{L(S) > l}+ nP







l
∑

j=0

Nj > k







, ✭✹✳✹✮

♦ù Nj ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r xn✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ l t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P(L(S) > l) s♦✐t
o(n1−α) ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 1− p✱

P(L(S) > l) ≤ n.pl,

❛✐♥s✐ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞✬❛✈♦✐r l = α log1/p n + ω(1)✳ ❖♥ ♣r❡♥❞

l = α log1/p n +
√

log1/p n.

❖♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ k = ⌈θ log1/p n⌉✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t θ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

P{En > k, L(S) ≤ l} = o(n−α).

❙♦✐t Nj ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ j s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ PS(xn)✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Nj s♦♥t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ✿
P{N ′

j = i} = (1− p)ip✱ i ≥ 1✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛✲
❥♦ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

P







l
∑

j=0

Nj > k







≤ P







l
∑

j=0

N ′
j > k







❖♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♣rés❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❈❤❡r♥♦✛ ✿
♣♦✉r t♦✉t 0 < t < ln 1/(1− p)✱

P







l
∑

j=0

N ′
j > k







≤
E

(

et
Pl

j=0 N ′

j

)

etk

=

(

E(etN ′

0)
)l+1

etk

= e−tk

(

pet

1− (1− p)et

)l+1

.

P♦✉r✈✉ q✉❡ θ > α✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ t t❡❧ q✉❡ et = k−l
k(1−p) ✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡✱ ❡♥

♣♦s❛♥t u = l
k ✿



✹✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✶✵✼

P







l
∑

j=0

Nj > k







≤
(

k − l

k(1− p)

)−k (p(k − l)

(1− p)l

)l+1

≤ p(1− u)

(1− p)u

(

(p

u

)u
(

1− p

1− u

)1−u
)k

◆♦t♦♥s q✉❡ u→ α
θ q✉❛♥❞ n→∞✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

nP







l
∑

j=0

Nj > k







≤ n
p(1− u)

(1− p)u

(

(p

u

)u
(

1− p

1− u

)1−u
)k

=
p(1− u)

(1− p)u
n1+θ(−u log1/p u+u log1/p p−(1−u) log1/p(1−u)+(1−u) log1/p(1−p))+o(1)

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡♥ o(n1−α)✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛✈♦✐r ✭❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t u ♣❛r
s❛ ❧✐♠✐t❡✮✱

(θ − α) log1/p

(

θ − α

1− p

)

− θ log1/p θ + α log1/p α > 0. ✭✹✳✺✮

❊♥ ♣♦s❛♥t fα,p(x) = (x − α) log1/p

(

x−α
1−p

)

− x log1/p x + α log1/p α✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡

fα,p(αx) = αf1,p(x)✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ f1,p ❛ ✉♥ s❡✉❧ ③ér♦ ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t ❡st
♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r x > cp✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à θ > αcp✳

✹✳✹✳✸ ▲✐❡♥ ❡♥tr❡ s❦✐♣✲❧✐sts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ❛❧é❛t♦✐r❡s

P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❧❡s s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ à
q✉♦✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐st❡s S(xi) ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝❧é xi ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✱ ♠♦♥tr❛♥t ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧❛ ❝❧é 5 ❞❛♥s ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤
❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✳

❈❡s ❧✐st❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n
✭❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p = 1/2✮✱ ♠❛✐s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❧❛ ré❣✐ss❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❧✐st❡ ✏✈✉❡✑ ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t xi ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st
✏❝❧❛ss✐q✉❡✑ ✭❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p = 1/2✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n− 1✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✐♥séré ✉♥❡ ❝❧é ❞❡ r❛♥❣
i✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ s❦✐♣✲❧✐st ♣❧✉s 1✳ P♦✉r
✈ér✐✜❡r ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r xi ❡t s♦♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡
❛ss♦❝✐é✱ wxi ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t xj ✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ 1✮ ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ♣ré✜①❡
❝♦♠♠✉♥ ❡♥tr❡ wxi ❡t wxj ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡ 1/2✱ ❡t ❝❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❀ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❞❡ S(xi) ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s xj ❛♣♣❛r❛✐t ❡st ❞✐str✐❜✉é
❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✹

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s❦✐♣✲❧✐sts (S,S ′)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ S ❡st ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

1

1

2

2

2

3 4

4

4

4

5

5

5

5

6

5

niveau 0

niveau 3

niveau 2

niveau 1

niveau 4

❋✐❣✳ ✹✳✶✼ ✕ ▲❛ s❦✐♣✲❧✐st ✏✈✉❡✑ ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t 5 ❞❛♥s ❧❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻

n − 1✱ ❡t S ′ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S ❡♥ ✐♥sér❛♥t ✉♥❡ n✲è♠❡ ❝❧é xi à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞❛♥s ❧❛
❧✐st❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① h ❞❡ S ♣❧✉s
1✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧é x✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r x ❞❛♥s S ❡t S ′ ✈ér✐✜❡♥t

|PS′(x)| ≤ 2 + |PS(x)|.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ x ❡t xi✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à xi ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♠✐✲❡♥t✐èr❡ i− 1/2 ❞❛♥s S ′✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❡s ❝❧és ❞✬✐♥❞✐❝❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s S ❡t ❞❛♥s S ′✳

❙✐ x < xi✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s S ❡t ❞❛♥s S ′ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s
♠ê♠❡s✱ s❛✉❢ q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s S ′ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡t ♦♥ ❛
|PS′(x)| = 1 + |PS(x)|✳

❙✐ x = xi✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r x ❞❛♥s S ′ ❡st ré❞✉✐t à ✉♥ ♥♦❡✉❞ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♠♦✐♥s q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s S ♣❧✉s 1✳

❙✐ x > xi✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦❡✉❞ (i′, k) ❞❡ r❛♥❣ i′ ≥ i ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡



✹✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✶✵✾

r❡❝❤❡r❝❤❡ PS(x)✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s S ′ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t

(0, L(S) + 1), (i− 1/2, L(S) + 1), (i− 1/2, L(S)), . . . , (i− 1/2, k)

s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s S✱ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❡♥ (i′, k)✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❡
s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦❡✉❞ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❡♥tr❡ ❧❡s
♥✐✈❡❛✉① k ❡t L(S) ✭❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s S ❡♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t✮✱ ❡t ❞❡✉①
♥♦❡✉❞s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉① L(S) + 1✱ ❞✬♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ +2 ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré✳

❆r♠és ❞❡ ❝❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✹ ❡t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✷✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣rêts à ♣r♦✉✈❡r ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t
♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✶ ✿ ❙♦✐t G ✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❛❧é❛t♦✐r❡ à n ❝❧és✳ P♦✉r q✉❡
H ′(G) s♦✐t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ k✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s n s❦✐♣✲❧✐sts S(xi) ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r
s✉♣ér✐❡✉r❡ à k✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ k ≥ c log2(n) ❛✈❡❝ c > 2c1/2✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✹
❡t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✷ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ n✱

P {H(S(xi)) > k} = o(1/n),

✭♣♦✉r t♦✉t i✮✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇♦♦❧❡✱

P
{

H ′(G) > k
}

= o(1).

✹✳✹✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r
❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❞❡ n ❝❧és ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❢♦✐s log n✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡
s❦✐♣✲❧✐sts ❡t ❞❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❀ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦♥t été ❡✛❡❝t✉é s✉r 100 s❦✐♣✲❧✐sts ❡t ❛✉t❛♥t ❞❡ s❦✐♣✲❣r❛♣❤s✳

P♦✉r ✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p = 1/2✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c1/2 ≃ 4, 403 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
✏s♦♠♠❡t✑ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s t❡sté❡s r❡st❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
♣❡t✐t❡✳ ▲❡ s♦♠♠❡t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① s❦✐♣✲❣r❛♣❤s s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 5, 5 q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ 2c1/2 ≃ 8, 807✳

P♦✉r ❧❡s s❦✐♣✲❧✐sts✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❬❉❡✈✾✷❪✱
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st Hn✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r log2 n✱ t❡♥❞ ✈❡rs c1/2 ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐té✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s
s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ✭❛✉tr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡①✐st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s s❦✐♣✲❧✐sts✮✱ ❡t ♥♦s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s❡♠✲
❜❧❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✜♥❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ✈❡rs ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♦✉✈❡rt❡✳ ▲❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱
❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❦✐♣✲❧✐sts ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤
s❡♠❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 2.5  3  3.5  4  4.5  5  5.5  6
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❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡
✭s❦✐♣✲❧✐st ♦✉ s❦✐♣✲❣r❛♣❤✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ ♣r♦✉✈❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥
s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❡st ❞✬♦r❞r❡ log n ✭❡t ♥♦♥ log2 n ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❧❡ ♣❡♥s❡r ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✮✳ ■❧ ❡st ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤
♣♦✉r str✉❝t✉r❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ (1/3, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸ ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ❞❡ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❡st O(log n)✱ ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡
s❦✐♣✲❧✐st✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✱ ♦♥
s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ♦✛r❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✳

✹✳✺ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✬❛r❜r❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✉♥ (1

3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ T ❡st ❞♦♥♥é✳ ❚♦✉t é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ S ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✱ ♠❛✐s t♦✉t ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ S✳ ❈❡s ♥♦❡✉❞s ✏✈✐rt✉❡❧s✑ s❡ ✈♦✐❡♥t ❛✛❡❝t❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ♥✉❧✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛r❜r❡ T ✳ ▲❡s ❛rêt❡s
❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ s♦♥t ♣♦♥❞éré❡s✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❛rêt❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥



✹✳✺✳ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✶✶✶

❢❛❝t❡✉r 2 ❛❧♦rs q✉✬❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✱ q✉❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 1

2 ✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦❡✉❞ x ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ♣❡r❡(x) s♦♥ ♣èr❡✱ ❡t ✜❧s(x) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✜❧s✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ré❝✉rs✐❢✳ ❖♥ ❧❛♥❝❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❈♦♥str✉✲

✐r❡❞❛♥s❙♦✉s❆r❜r❡ s✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛rrêt ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡
❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛✐t ❧✐❡✉ s✉r ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ x ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉✱ ✈❛ r❡♥✈♦②❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t s♦♥ ♣♦✐❞s à
s♦♥ ♣èr❡ ♣❡r❡(x)✱ s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡ tr♦✉✈❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmax ❞❡ ❧✉✐ ✭s✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡st tr♦♣
❧♦✐♥ ❡t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦❡✉❞ ♣❡r❡(x) ❛✉r❛ r❡ç✉ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ s❡s ✜❧s✱ ✐❧ ❝♦♥str✉✐r❛ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r à 2✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉t✐❧✐s❡r s❡s ✜❧s ❧❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✉✐✳

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s sé♣❛r❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
✜❧s ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✜❧s à ❧❡✉r ♣èr❡ ❝♦♠♠✉♥
✈❛ ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s 2dmax✳ ◗✉❛♥❞ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡
♥✬❡st ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡✱ ♣❡r❡(x) r❡♥✈♦✐❡ à s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♣èr❡ ♣❡r❡(♣❡r❡(x)) ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
s❡s ✜❧s q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ s✐ ❝❡✉①✲❝✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
dmax ❞❡ ♣❡r❡(♣❡r❡(x))✳ ♣❡r❡(x) tr❛♥s♠❡t ❛✐♥s✐ à s♦♥ ♣èr❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ✜❧s✱ s♦♥ ♣♦✐❞s ❡t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳ ❯♥❡ r❡♠♦♥té❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ s✉✣t à ♥♦✉s ❛ss✉r❡r ❧❛ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡①é❝✉té❡ ❧✐❣♥❡ 12 ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡
❡t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t s♦♥t ♣♦♥❞éré❡s✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♥✉❧✳ ❉❡✉① ❣r♦✉♣❡s
s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥❡ ❝♦♥str✉✐t q✉✬✉♥ s❡✉❧
❣r♦✉♣❡ ✭✈❡rt✮✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✸✺

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ❡st ✉♥ (1
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax) ❞❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ T ✱ ❞❡ r❛❝✐♥❡ r✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱
♥♦té❡ ❖♣tBCCD✳ ❖♥ ♥♦t❡ B ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ s✉r I✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❝réé ❛ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 2dmax✱ ❞✬♦ù
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡
❣r♦✉♣❡ s✬✐❧s s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmax ❞✉ ♥♦❡✉❞ q✉✐ ❧❡s ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❡t✱ ❞♦♥❝✱ ✐❧s s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s 2dmax ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❇❈❈❉✳ ❖♥ ♥♦t❡ r(B) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❛♥❝êtr❡
❝♦♠♠✉♥ ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✱ q✉✬♦♥ ♥♦♠♠❡ s❛ r❛❝✐♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ B
❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s dmax ❞❡ a(B)✳

◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t✱
❛❧♦rs ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡st ❧✬❛♥❝êtr❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ O ❞❡ ❖♣tBCCD ❛✉ ❣r♦✉♣❡ B ❞❡ B ❧✬✐♥t❡rs❡❝t❛♥t✱ ❡t ❞♦♥t
❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ (1
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡

Pr♦❝é❞✉r❡ ❈♦♥str✉✐r❡❞❛♥s❙♦✉s❆r❜r❡✭①✮ ✿

✶✿ s✐ x ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛❧♦rs
✷✿ s✐ d(x, ♣❡r❡(x)) ≤ dmax ❛❧♦rs
✸✿ r❡t♦✉r♥❡r (d(x, ♣❡r❡(x)), w(x), x)✳
✹✿ s✐♥♦♥
✺✿ r❡t♦✉r♥❡r ∅✳
✻✿ ✜♥ s✐
✼✿ s✐♥♦♥
✽✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ y ∈ ✜❧s(x) ❢❛✐r❡
✾✿ Ly =❈♦♥str✉✐r❡❞❛♥s❙♦✉s❆r❜r❡✭②✮

✶✵✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✶✿ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❧✐st❡s Ly = {(d1, w1, h1), . . . , (dk, wk, hk)},∀y ∈ ✜❧s(x) ❡♥ Lx =

{(d′1, w′
1, h

′
1), . . . , (d

′
k′ , w′

k′ , h′
k)} ♦ù ∀i < j, d′i ≤ d′j ✱ ❡t ∀i, w′

i = w′
i+1 + w(y) ♦ù y ❡st ❧❡

♥♦❡✉❞ à ❞✐st❛♥❝❡ d′i ❞❡ x ❞❛♥s
⋃

y∈✜❧s(x) Ly✳
✶✷✿ ✴✯ ◆♦t❡ ✿ t♦✉s ❧❡s d′i s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à dmax✯✴
✶✸✿ t❛♥t q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s Lx ✉♥ i t❡❧ q✉❡ w′

i ≥ 1 ❢❛✐r❡
✶✹✿ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ i ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱
✶✺✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s é❧é♠❡♥ts h′

j ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr✐♣❧❡ts d′j , w
′
j , h

′
j) ❞❡ Lx t❡❧s

q✉❡ j ≥ i✱
✶✻✿ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ Lx ❧❡s tr✐♣❧❡ts (d′j , w

′
j , h

′
j) ♣♦✉r j ≥ i✳

✶✼✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡
✶✽✿ s✐ x ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❛❧♦rs
✶✾✿ r❡t♦✉r♥❡r ✏✜♥✑
✷✵✿ s✐♥♦♥
✷✶✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr✐♣❧❡t (d′i, w

′
i, h

′
i) ∈ Lx ❢❛✐r❡

✷✷✿ d′i ← d′i + d(x, ♣❡r❡(x))
✷✸✿ s✐ d′i > dmax ❛❧♦rs
✷✹✿ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ Lx ❧❡s tr✐♣❧❡ts (d′j , w

′
j , h

′
j) ♣♦✉r j ≥ i✳

✷✺✿ ✜♥ s✐
✷✻✿ ✜♥ ♣♦✉r
✷✼✿ r❡t♦✉r♥❡r Lx✳
✷✽✿ ✜♥ s✐
✷✾✿ ✜♥ s✐



✹✳✺✳ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✶✶✸

Lh3 = ((0, w3 + w2 + w1, h3),

(d2, w2 + w1, h2),

(d1, w1, h1))

dmax > d1 > d2

d5

dmax > d4 > d3 + d1 > d5 > d3 + d2

Lh0 = ((0, w0 + w3 + w2 + w5 + w1 + w4, h0),

(d3, w3 + w2 + w5 + w1 + w4, h3),

(d3 + d2, w2 + w5 + w1 + w4, h2),

(d3 + d1, w1 + w4, h1),

(d5, w5 + w1 + w4, h5),

(d4, w4, h4))

h3

d1

h1

h0

h2

h4

h5

d4

d2

d3

❋✐❣✳ ✹✳✶✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❧✐❣♥❡ 12 ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✳
dmax ❡st✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥
❛ ❧✐❡✉✱ ❝❧❛ss❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❞✐st❛♥❝❡s ❛✉ ♥♦❡✉❞ ✈✐rt✉❡❧✱ ❡t ❧❡✉r
❛✛❡❝t❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t à ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
q✉✬❡✉① ❞✉ ♥♦❡✉❞ ✈✐rt✉❡❧ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❛ ❧✐❡✉ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳

r❛❝✐♥❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ B ✐♥t❡rs❡❝t❛♥t O à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs
❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ♣♦✉r
❧✬❛ss♦❝✐❡r à O✳ ❆✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ❞❡ B ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ O✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐ ❛✉❝✉♥
❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡ ♥✬❛ été ❝♦♥str✉✐t ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ❡♥ r(O) ❛✉r❛✐t
❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞ r(O) ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ r(B) ✭♦✉
r(B) ❧✉✐✲♠ê♠❡✮ s✐ O ❡st ❛ss♦❝✐é à B✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs
r(B) ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ str✐❝t ❞❡ r(O)✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❡♥ r(O) ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛✉r❛✐t été ❝♦♥str✉✐t✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ O ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ B ✭❡♠♣ê❝❤❛♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ O à B✱ ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ O ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡ été ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ B ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡ r(O) ✭r(B) ❡st ❧❡ ✏♣r❡♠✐❡r✑ é❧é♠❡♥t à ❛✈♦✐r ✉t✐❧✐sé ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ O ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❛✐t ❖♣tBCCD ♣♦✉r ❝♦♥✲
str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s w♣❡r❞✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
❖♣tBCCD ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ B✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st ❛✐♥s✐
❞é❝♦♠♣té ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts
❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ B ❛✉q✉❡❧ ❡st ❛ss♦❝✐é ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❛❧♦rs✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ∈ B✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ♣❡r❞✉ ❛ss♦❝✐é à B✱ w♣❡r❞✉(B)✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❛ss♦❝✐és à B ❡t ♥♦♥ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ B✳



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

dmax= 10

✵✳✷ ✵✳✶ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵✳✺✵✳✹ ✵✳✶ ✵✳✻

✵✳✷

✶✷✸ ✷ ✸ ✻ ✷✷✺

✵✳✺
✵✳✹

✵✳✷ ✵✳✶
✵✳✻

✵✳✷ ✵✳✶

dmax= 10

✵✳✷ ✵✳✶ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵✳✺✵✳✹ ✵✳✶ ✵✳✻

✵✳✷

✵✳✹ ✵✳✻
✵✳✺

✵✳✷
✵✳✶

✵✳✷

✹✺ ✻✸

✶✷✸ ✷ ✸ ✻ ✷✷✺

dmax= 10

✵✳✷ ✵✳✶ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵✳✺✵✳✹ ✵✳✶ ✵✳✻

✵✳✷
✵✳✶

✵✳✷
✵✳✷

✵✳✺
✷ ✶

✹✺ ✻✸

✶✷✸ ✷ ✸ ✻ ✷✷✺

dmax= 10

✵✳✷ ✵✳✶ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵✳✺✵✳✹ ✵✳✶ ✵✳✻

✵✳✷

✷ ✶

✹✺ ✻✸

✶✷✸ ✷ ✸ ✻ ✷✷✺

dmax= 10

✵✳✷ ✵✳✶ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵✳✺✵✳✹ ✵✳✶ ✵✳✻

✵✳✷

✷ ✶

✹✺ ✻✸

✶✷✸ ✷ ✸ ✻ ✷✷✺

dmax= 10

✵✳✷ ✵✳✶ ✵✳✸ ✵✳✷ ✵✳✺✵✳✹ ✵✳✶ ✵✳✻

✵✳✷

❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ❝♦♥str✉✐s❛♥t 2 ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐t 1 ✭❝❢✳ ❞❡r♥✐èr❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❉ès ❧❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t
❡st é❧✐♠✐♥é ✭❞❡✉①✐è♠❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❆✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝réé ❛✈❛♥t ❧❛ tr♦✐sè♠❡ ét❛♣❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✈✐rt✉❡❧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❧❡s
♣❧✉s é❧♦✐❣♥és✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ s❡r❛ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✻

P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ B ❞❡ B✱ w♣❡r❞✉(B) < 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t d ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ r(B) à ❧✬é❧é♠❡♥t ed ❞❡ B✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥
❣r♦✉♣❡ O ❞❡ ❖♣tBCCD✱ t❡❧ q✉❡ r(O) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡
T ✳ ❙♦✐t d′ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ r(B) à ❧✬é❧é♠❡♥t ed′ ❞✬✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❛ss♦❝✐és
à B ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ B✱ ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ B ❡t ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s
é❧♦✐❣♥é ❞❡ r(B) ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✮✳ ❖♥ ❛ d ≥ d′✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡ B ❡♥ r(B)✱ B ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥ ❧❡s ♣r❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡
❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥t ♣❛r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥
❞❡ ❧✉✐✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ed ❡t ♣❛s ed′ ✱ ❞♦♥❝ d(r(B), ed) ≥ d(r(B), ed′)✳

❚♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❛ss♦❝✐és à B ♦♥t ♣♦✉r ❛♥❝êtr❡ ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ r(B)



✹✳✻✳ ❇P❈❉ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ✶✶✺

r(O1)

r(O2)

r(B)

B

dmax − d

dmax − d′

d

d′

O2

O1

❋✐❣✳ ✹✳✷✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ B ❞❡ B ❡t ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ♦♣t✐♠❛✉① O1 ❡t O2 ❞♦♥t ❧❡s ❛♥❝êtr❡s
r❡s♣❡❝t✐❢s r(O1) ❡t r(O2) ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ O1 ❡t O2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ r(O2) ❡st à ❞✐st❛♥❝❡
❛✉ ♣❧✉s dmax ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣tés ❞❛♥s w♣❡r❞✉(B)✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❡♥t ❡♥tr❡ B

❡t r(O2)✳

✭♦✉ ❧✉✐✲♠ê♠❡✮✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ q✉✐ s♦✐t ❧✬❛♥❝êtr❡ ❞❡ t♦✉s ❝❡s ❛♥❝êtr❡s✳
❙✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs✱ ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ✉♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♥♦❡✉❞✱ a✱ ❡st à ❞✐st❛♥❝❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmax − d ❞❡ r(B)✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ d✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉
♣❧✉s dmax−d+d′ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st ❞é❝♦♠♣té ❞❛♥s w♣❡r❞✉(B)✱

❞❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ d′✳ ❈♦♠♠❡ d ≥ d′✱ ✐❧ ❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s dmax ❞❡ t♦✉s ❝❡s
é❧é♠❡♥ts✳

❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à w♣❡r❞✉(B) s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s
dmax ❞❡ a✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ w♣❡r❞✉(B) ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1✱ s✐♥♦♥ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ❛✉r❛✐t ❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✳

▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ B ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 2✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♠❛❥♦r❡r
❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r ✿

|❖♣tBCCD| ≤ w(❖♣tBCCD) ≤ 2|B|+
∑

B∈B

w♣❡r❞✉(B) ≤ 3|B|,

❞✬♦ù ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é✳

✹✳✻ ❇P❈❉ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❡♥tr❛❧✐sés ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡
(5
2 + ε, 1)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✉t✐❧✐s❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ s✉r ❇P❛❈ ❞❛♥s ❬❊▲✵✽❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

♦♥ ré✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡✉rs tr❛✈❛✉①✱ ❡♥ ❧❡ ♠♦❞✐✜❛♥t ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✼ ✭❈♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ w : E → R
+ ❞❡s ❛rêt❡s✱

tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s C ⊆ E t❡❧ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ C ♥✬❛✐t ❞✬❡①tré♠✐té ❝♦♠♠✉♥❡✱ ❡t
q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ C s♦✐t ♠❛①✐♠✉♠✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t ♣r♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✳ ❈✬❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♥♥✉ ❞❡
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❲❡st ❬❲+✵✶❪✳

❖♥ ré✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ♥♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✷ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✽ ✭P❛rt✐t✐♦♥ ▼✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❈❧✐q✉❡s✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ V ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts
V1, . . . VK ❞❡ V ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ K✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ≤ K✱ Vi s♦✐t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ G✳

❖♥ ♥♦t❡ ❖♣tCliquePart(G) ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❖♣tCliquePart✮ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ K ❡st
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❞♦♥♥é✱ ❡t |❖♣tCliquePart(G)| ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r K ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❈❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝♦♥s✐st❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ à ♣❛rt✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉✱ ❡t à ②
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠✳

❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ G = (L∪R,E) ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s L ❡t R ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ L ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1/2✱
✕ R ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts✳

▲✬❛rêt❡ (u, v) ∈ L×R ❡st ❞❛♥s E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u ❡t v ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ✐✳❡✳ s♦♥t à
♠♦✐♥s ❞❡ dmax ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ G✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s tr♦✉✈❡ ✉♥
❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❡t ♣❧❛❝❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛✈❛♥t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❡♥s✉✐t❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❈♦♠♣(I, dmax)
✭❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ s✬✐❧s s♦♥t à ♠♦✐♥s ❞❡ dmax ❧✬✉♥ ❞❡
❧✬❛✉tr❡✱ ✈♦✐r P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✮✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❈♦♠♣(I, dmax)✳ ❊♥✜♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉ ♣❧✉s dmax✱
♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é
❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✵✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✾ ✭❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✾ ❝♦✉♣❧é ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✷ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✮

❉❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹✱ s✐ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à γ❖♣tBPCD✱
γ ≥ 1✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à
(3
2 + γ)❖♣tBPCD✳



✹✳✻✳ ❇P❈❉ s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ✶✶✼

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ (5
2 + ε, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♣♦✉r

t♦✉t ε > 0
✶✿ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1/2✱ ❧✬❛✉tr❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ (a, b) ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s w(a) > 1/2, w(b) ≤ 1/2
s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {a, b} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛rêt❡ ❡①✐st❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣♦♥❞éré❡ ❛✈❡❝
❧❡ ♣♦✐❞s ét❡♥❞✉ e(b) ♣♦✉r ❧✬❡♥t✐❡r j t❡❧ q✉❡ w(b) ∈] 1

j+1 , 1
j ]

✷✿ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐
✸✿ ♣❧❛❝❡r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦✉♣❧és ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❧✬❡♥ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡
✹✿ C = ❈♦♠♣(I, dmax)
✺✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ C ❡♥ ❝❧✐q✉❡s
✻✿ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✐rst✲❋✐t✲❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❬❊▲✵✽❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐ts
♣❛r❢❛✐ts✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ γ = 1 ✭❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❇P❛❈✮ ❡t
✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ 5

2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇P❛❈✳

❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❇P❈❉✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s
s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❬❊▲✵✽❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
s✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❛❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✾ ❞✬❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥✳

❈✬❡st ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✹✵

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ❡st ✉♥ (5
2 + ε, 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ r❡str❡✐♥t ❛✉①

✐♥st❛♥❝❡s ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ◗✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ❧❡
♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❈♦♠♣(I, dmax) ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I =
(S, d, w, dmax) ❞❡ ❇P❈❉ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✐sq✉❡✲✉♥✐té ❬❈❈❉❈✾✵✱ ▼❇■+✾✺❪ ✭✏❯♥✐t✲❉✐s❦
●r❛♣❤✑✮✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❜✐❡♥ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡✱ ♣♦✉r ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉r à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤és ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ P❚❆❙ ✭❙❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣rés❡♥té ♣❛r ❉✉♠✐tr❡s❝✉
❞❛♥s ❬❉P✵✾❪ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞✐sq✉❡✲✉♥✐té✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s Aε✱ ♣♦✉r t♦✉t
ε > 0✱ q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1 + ε ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳

▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✾ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ P❚❆❙ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t ❛✉
rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡
❇P❈❉ s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❊♥✜♥ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ♣❡✉t êtr❡ ❡①é❝✉té ❞❛♥s t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡s s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s
❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✾ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
❛❧♦rs✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐é à
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s✳

✹✳✼ ❇P❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✬❛r❜r❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✹✳✺✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (S, d, w, dmax)
❞❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ T ❡st ❞♦♥♥é✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✱ ♠❛✐s t♦✉t
♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S✳ Pré❝✐s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❡st
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ✭s✐ ❝✬❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✈✐rt✉❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ s✉♣♣r✐♠❡r s❛♥s ♣❡rt✉r❜❡r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✮✳
❈❡s ♥♦❡✉❞s ✏✈✐rt✉❡❧s✑ s❡ ✈♦✐❡♥t ❛✛❡❝t❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ♥✉❧✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛r❜r❡ T ✳

❈♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♥st✐t✉é ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✱ ♦✉ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s✱ ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❇P❈❉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✶

❚♦✉t ♥♦❡✉❞ ✈✐rt✉❡❧ v ♥♦♥✲❢❡✉✐❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❣r♦✉♣❡ B ❞♦♥t ❧✬❛♥❝êtr❡
❝♦♠♠✉♥ a ❡st ✉♥ ❞❡ s❡s ❛♥❝êtr❡s ♦✉ v ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡t t❡❧ q✉❡ v s♦✐t ❛♥❝êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s f
❞❡ B✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♠♠❡ v ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s ♥✉❧✱ ✐❧ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r
s❛ ♣rés❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛♥❝êtr❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmax ❞❡ t♦✉s s❡s
é❧é♠❡♥ts✱ ❡t q✉❡ d(f, a) = d(f, v)+d(v, a)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dmax ❞❡ t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
❞✬❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✷ ✭●r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✮

❯♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3 s❛♥s ❝♦r❞❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✸

P♦✉r t♦✉t ❛r❜r❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts V ✱ ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♣♦♥❞érés ❛✈❡❝
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R

+ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
dmax✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❈♦♠♣(V, dmax) ✭❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ V à ♠♦✐♥s ❞❡
dmax ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✮ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❛r❜r❡ A ❝♦♥str✉✐t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ V ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❈♦♠♣(V, dmax) ✐❧ ❡①✐st❡ 4 é❧é♠❡♥ts ❢♦r♠❛♥t
✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4 s❛♥s ❝♦r❞❡✳ ❙♦✐❡♥t a, b, c, d ∈ V 4 t❡❧s q✉❡ ✿



✹✳✼✳ ❇P❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✶✶✾

✕ d(a, b) ≤ dmax

✕ d(b, c) ≤ dmax

✕ d(c, d) ≤ dmax

✕ d(d, a) ≤ dmax

✕ ♠❛✐s d(a, c) > dmax

✕ ❡t d(b, d) > dmax

❙♦✐t rx,y ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① é❧é♠❡♥ts x ❡t y✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ra,b ≤ ra,c ≤ ra,d ♦ù x ≤ y s✐ x ❡st ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡st
❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✱ rb,c = ra,c ❡t rb,d = rc,d = ra,d ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✮✳

b

ra,b

ra,c

ra,d

d

c

a

❋✐❣✳ ✹✳✷✷ ✕ ❯♥ ❛r❜r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s 4 ♣♦✐♥ts a, b, c ❡t d ♣❧❛❝és ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡✳

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❧❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ d(a, b) = d(a, ra,b) + d(ra,b, b) ≤ dmax

✕ d(b, c) = d(b, ra,c) + d(ra,c, c) ≤ dmax

✕ d(c, d) = d(c, ra,d) + d(ra,d, d) ≤ dmax

✕ d(d, a) = d(d, ra,d) + d(ra,d, a) ≤ dmax

✕ d(a, c) = d(a, ra,c) + d(ra,c, c) > dmax

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

d(b, d) = d(b, ra,d) + d(ra,d, d)

≤ d(b, ra,c) + d(ra,c, ra, d) + dmax − d(ra,d, a)

≤ dmax − d(ra,c, c) + d(ra,c, ra, d) + dmax − d(ra,c, ra,d)− d(ra,c, a)

≤ dmax + (d(a, ra,c)− dmax) + dmax + (d(ra,c, c)− dmax)

≤ d(a, ra,c) + d(ra,c, c)

≤ d(a, c)

≤ dmax

❈❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛✲



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✹ ✭●r❛♣❤❡ P❛r❢❛✐t✮

❯♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ♣❛r❢❛✐t s✐ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❣r❛♣❤❡ s✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡ G ✭❛♣♣❡❧é s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✮ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❝❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r❢❛✐t ❬❇❡r✻✵❪✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❞✐é à
❇P❛❈❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❈❉✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❊▲✵✽❪✱
s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ♣❛r❢❛✐ts ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✺ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✾ ❞❡ ❬❊▲✵✽❪✮

❉❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❛❈✱ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 5

2 ✳

❉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤❡♦rè♠❡ ✹✳✹✻

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ (5
2 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❇P❈❉

q✉❛♥❞ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✬❛r❜r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é✱ ❞♦♥❝ ♣❛r❢❛✐t✳ P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✺✱ ✐❧ ❢❛✉t
q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐ts ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇P❛❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s♦✐t ♣❛r❢❛✐t✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♥✢✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳ ❖r ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r❢❛✐t ❡st ❛✉ss✐ ♣❛r❢❛✐t✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧✐té ❈♦♠♣(I, dmax) ❞✬✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ I s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r
❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✺✳

✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❇❈❈❉
❡t ❇P❈❉ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

P♦✉r ❇❈❈❉ ✿ ✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❛✉❝✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✭✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (S, d) t❡❧ q✉❡ γ(S) ❡st ❜♦r♥é✱ ✈♦✐r P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✶✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ♣❡✉t s❡
❢❛✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❣r❛♣❤❡



✹✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✶✷✶

❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠✮✱

✕ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ( 1
11 , 1)✲

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱
✕ ✉♥ (2

5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱
✕ ✉♥ (1

3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✳ ❈❡

rés✉❧t❛t ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬❇❇❉▲✵✽❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❛♣♣❡❧é❡ ✏s❦✐♣✲❣r❛♣❤✑ ♣♦✉r ♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é
❞❛♥s ❬❉▲✶✵❪ q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ❡st ❞✬♦r❞r❡ log n✱

✕ ✉♥ (1
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♦♥t ♣❧♦♥❣és

❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✭❝♦♥t❡♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s✱ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s à
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✮✳

P♦✉r ❇P❈❉ ✿ ✕ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ (5
2 + ε, 1)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥

❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱
✕ ✉♥ (5

2 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♦♥t ♣❧♦♥❣és
❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✭❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉✬❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s✮✳

■❧ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s
❛✈✐♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❧✉s t♦✉s ✈ér✐✜és ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❢❛❝t❡✉r
❝♦♥st❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ (2 − ε) ♣♦✉r ε > 0✱ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐✱ ♥✐ ♣♦✉r
❇❈❈❉ ♥✐ ♣♦✉r ❇P❈❉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s
(α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ♣♦✉r α > 1/2 ❡t ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✱ ❡t ❇P❈❉ ♥✬❡st ♣❛s
(α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ♣♦✉r α < 3/2 ❡t ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs é✈♦q✉é ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❈❦❉▼ à ❇❈❈❉ q✉✐ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r
q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ✭❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧s
♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés✮✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é ❞❡ s❛✈♦✐r ❧❡sq✉❡❧s ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❞❛♥s ❞❡ ❢✉t✉rs tr❛✈❛✉①✱ ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬■♥t❡r♥❡t ❝♦♥♥✉s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s✱ ❱✐✈❛❧❞✐ ❬❉❈❑▼✵✹✱ ❈❉❑+✵✹❪✱
q✉✐ ♣❧♦♥❣❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬■♥t❡r♥❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡t ❙❡q✉♦✐❛ ❬❘▼❑+✵✾✱
❆❇❑+✵✼❪✱ q✉✐ ♣❧♦♥❣❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬■♥t❡r♥❡t ❡♥
❡①❛♠✐♥❛♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉s✱ ❡♥ ❧❡s ❛❞❛♣t❛♥t à ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❝❡s ♦✉t✐❧s✳



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❱❡rs ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ■♥t❡r♥❡t

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞✐✈❡rs ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉
❞✬■♥t❡r♥❡t✱ q✉✐ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❞❡ ❇P❈❉✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❱✐✈❛❧❞✐ ❡t à ❙❡q✉♦✐❛✱ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞é❝r✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡s P❛r❛❣r❛♣❤❡s ✺✳✶✳✶ ❡t ✺✳✶✳✷✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❞❡ ❇P❈❉
❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥érés ♣❛r ❝❡s ♦✉t✐❧s ✈✐❛ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✱
♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✷✳

✺✳✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✬■♥t❡r♥❡t

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s ❝♦♥♥✉s q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s sé♣❛r❛♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬■♥t❡r♥❡t✳
P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♣❛r❢♦✐s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡①✐st❡♥t✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡✱ ✜♥✐ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❡str❡✐♥t
❞❡ ♥♦❡✉❞s st❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉①✱ ❛♣♣❡❧és ✏tr❛❝❡✉rs✑✳ ❈❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ i ❞✉ rés❡❛✉ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs
s♦♥ tr❛❝❡✉r t(i) ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳ ❖♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛❝❡✉rs✱ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r q✉✬❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❝❛r ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts i ❡t j s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r tr❛❝❡✉r r❡s♣❡❝t✐❢ t(i) ❡t t(j) ✿
d(i, j) = d(i, t(i))+d(t(i); t(j))+d(t(j), j)✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r♦❝é❞é q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ■❉▼❛♣s ❬❋❏❏+✵✶❪✳
❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ r❡✈✐❡♥t à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❡♥ ❝❧✉st❡rs ❞♦♥t ♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s✳
❈❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ■♥t❡r♥❡t ■s♦✲❜❛r ❬❈❖❑✵✷❪✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ✏❧❛♥❞♠❛r❦s✑✱ s♦rt❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡s
q✉✬♦♥ ❡st✐♠❡ êtr❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ✏tr❛❝❡✉rs✑ ❞✬■❉▼❛♣s✳
❈❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❧❛t❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜①❡ ❡t ♣ré❞é✜♥✐ ❞❡ t❡❧s ♣♦✐♥ts✳ P❛r tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ✐❧ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡s♣❛❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✱ ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ s♦✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ●◆P ❬◆❩✵✷✱ ❊❩✵✹❪ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥tr❡ 5 ❡t 20 ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡s ♣❛r ♥♦❡✉❞✱ ❡t ♣❧♦♥❣❡
❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ rés❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡♥✈✐r♦♥✳

▲✐❣❤t❤♦✉s❡ ❬P❈❲+❪✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡✱ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡s✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❛✉①

✶✷✸



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱❡rs ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ■♥t❡r♥❡t

♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉①
♣❛♥♥❡s ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❬▲❍❈✵✸✱
❚❈✵✸❪✳ ▼❛✐s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡s r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❡♥
✉t✐❧✐s❡r tr♦♣✱ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈✐sé ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡s ❝❤♦✐① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r ❞✐✣❝✐❧❡s✳

◆❡t✈✐❣❛t♦r ❬❳❙▲❇✵✹❪ ✉t✐❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡s✱ ♠❛✐s ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ♥❡ s❡ ❝♦♥✲
t❡♥t❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❝❡s r❡♣èr❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ✏tr❛❝❡r♦✉t❡s✑✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s r♦✉t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡❥♦✐♥❞r❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s r❡♣èr❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❛❧♦rs ❧❡s tr❛❝❡r♦✉t❡s ❞❡ ❝❡s ♥♦❡✉❞s ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ r♦✉t❡✉r ❝♦♠♠✉♥✳

❱✐✈❛❧❞✐ ❬❉❈❑▼✵✹✱ ❈❉❑+✵✹❪ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡s✱ ♠❛✐s ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ♣❛r ✉♥ r❡ss♦rt✳ ❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ✈❛ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡
❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ♥♦❡✉❞ ❞✉ rés❡❛✉✱ ✐❧ ✈❛ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✉ r❡ss♦rt ❧❡s sé♣❛r❛♥t✱ ❡t
❛✐♥s✐ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥♥❡✳
❈❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❛✐♥s✐ s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❧❡ sé♣❛r❛♥t
❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❛✛❡❝t❡ à ❝❤❛q✉❡
♥♦❡✉❞ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r à s♦♠♠❡r ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝✬❡st ❝❡ t②♣❡
❞✬❡s♣❛❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♦✛r✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t
♣❧♦♥❣és ❧❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ❬▲❙✵✻❪ ♣❧♦♥❣❡
❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❤②❜❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❡♥ ♠✉♥✐ss❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r✳ ▲❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉①
♥♦❡✉❞s✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❤❛✉t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳

❯♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❡✛❡❝t✉é ❛✈❡❝ ❑✐♥❣ ❬●❙●✵✷❪✳ ■❧ ❛ ♣♦✉r ❜✉t
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♦✉ ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s DNS ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❆✐♥s✐
❛✉❝✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡t ♦♥ ❛ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▼❛✐s ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
q✉✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❞✐st❛♥ts ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s q✉✬✐❧ s♦✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉✬✐❧s ❝♦♦♣èr❡♥t ✭❡t ❞♦♥❝ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡s
♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ✈❡rs ❧✬❛✉tr❡✮✳

❊♥✜♥✱ ❙❡q✉♦✐❛ ❬❘▼❑+✵✾✱ ❆❇❑+✵✼❪ ❡ss❛②❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬■♥t❡r♥❡t ❞❛♥s
✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❜r❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ rés❡❛✉ s♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❡t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ t❡❧
❛r❜r❡ s♦✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t✳

✺✳✶✳✶ ❱✐✈❛❧❞✐

❉❛♥s ❱✐✈❛❧❞✐ ❬❈❉❑+✵✹✱ ❉❈❑▼✵✹❪✱ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❉❛❜❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ❧❡s ❤ôt❡s s❡ ✈♦✐❡♥t ❛ttr✐❜✉❡r
✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳

❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❤ôt❡✱ ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❡t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥✱ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣❛r ❧❡s ♣❛q✉❡ts ♣♦✉r tr❛✈❡rs❡r ❧❡ ❧✐❡♥
❞✬❛❝❝ès ❡♥tr❡ ❧❡ ✏❝♦❡✉r✑ ❞✬■♥t❡r♥❡t ❡t ❧✬❤ôt❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❡✉t s♦✉✈❡♥t êtr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ r❛❧❡♥t✐ss❡✲
♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ t❛♥❞✐s q✉✬❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ✏❝♦❡✉r✑ ❞✬■♥t❡r♥❡t✱ ✐❧ ❡st ❛tt❡♥❞✉ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s



✺✳✶✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✬■♥t❡r♥❡t ✶✷✺

s♦✐❡♥t r❛♣✐❞❡s ❡t ❜✐❡♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ s✉r ❚❡rr❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❤ôt❡s✳

❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐✱ ✉♥ ♣❛q✉❡t ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞♦✐t ✏❞❡s❝❡♥❞r❡✑
❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ♥♦❡✉❞ é♠❡tt❡✉r✱ ♣✉✐s tr❛✈❡rs❡r ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✏♠♦♥t❡r✑ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❝✐❜❧❡✳
❆✐♥s✐ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❤❛✉t❡✉r✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡✉r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❤❛✉t❡✉rs ✭✐❧
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦②❛❣❡r ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❱✐✈❛❧❞✐ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (ax, ay, ah) ∈ R
2 × R

+ ❡t
(bx, by, bh) ∈ R

2 × R
+ ❡st ✿ d(a, b) =

√

(ax − bx)2 + (ay − by)2 + ah + bh✳

❈❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡rr❡✉r
r❡❧❛t✐✈❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛❧❧❡r r❡t♦✉r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ✭✏❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡✑✱
❘❚❚✮ ❡st ❞❡ ✶✶✪✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ♣rés❡♥té ❉❛❜❡❦ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬❉❈❑▼✵✹❪✳

✺✳✶✳✷ ❙❡q✉♦✐❛

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬■♥t❡r♥❡t ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❢❛✐t❡ ♣❛r ❆❜r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬❆❇❑+✵✼❪ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬■♥t❡r♥❡t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡
❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡❝✐✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ε✲✹P❈ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és
4 ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❝♦♠❜✐❡♥ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ r❡str❡✐♥t à ❝❡s 4
♣♦✐♥ts ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✭ε = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠étr✐q✉❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✱
ε = 1 ét❛♥t ✈ér✐✜é ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✮✳ ❯♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s q✉❛❞r✉♣❧❡ts ❞❡ ♥♦❡✉❞s
♣r✐s ❞❛♥s ■♥t❡r♥❡t ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ε s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧ s♦✐t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ε✲✹P❈ ♣♦✉r ✉♥ ε ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s q✉❛❞r✉♣❧❡ts ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s❡r❛✐❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s s❡r❛✐❡♥t ✈✐rt✉❡❧s✳ ❉❛♥s ❬❆❇❑+✵✼❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r ✉♥ t❡❧ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st (1 + ε)(Θ log n) ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

❘❛♠❛s✉❜r❛♠❛♥✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❡①♣❧♦✐té ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❝❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥
♦✉t✐❧ ❛♣♣❡❧é ❙❡q✉♦✐❛ ❬❘▼❑+✵✾❪✳ ▲❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❝❡t ♦✉t✐❧ s♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉
rés❡❛✉ ✭t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✮✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ét❛♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s✳ ❯♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧❡s ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡
❡st ❡①❛❝t❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♦❜s❡r✈é q✉✬✐❧ ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❜r❡s✱ ❡♥r❛❝✐♥és ❡♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✐✛ér❡♥ts✱
♣✉✐s✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✭❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ♠é❞✐❛♥❡ ♣❛ss❡ ❛✐♥s✐ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 20% à 10%✮✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❛r❜r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✷✳✶✱ ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛t✐❢s ❡♥tr❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❱✐✈❛❧❞✐✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❡q✉♦✐❛✱ ❡t ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡s ❞❡ ❘❚❚s
sé♣❛r❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ ❞❛♥s ❧❡s P❛r❛❣r❛♣❤❡s ✺✳✷✳✷ ❡t ✺✳✷✳✸✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉✳



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱❡rs ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ■♥t❡r♥❡t

✺✳✷ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ❞✬■♥t❡r♥❡t q✉❡ s♦♥t ❱✐✈❛❧❞✐ ❡t ❙❡q✉♦✐❛✱
♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞✉r❛♥t ♥♦s
tr❛✈❛✉① ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ à ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s ré❡❧s✳

✺✳✷✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡✛❡❝t✉é✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛s✱ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ♦✉ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❱✐✈❛❧❞✐✳ ❈❡tt❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ▼❡r✐❞✐❛♥ ✺ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s
à 2500 ♥♦❡✉❞s ♣r✐s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ■♥t❡r♥❡t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐❧ ❡st ❛❞♠✐s q✉❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡
♠❡s✉ré❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦❡✉❞ ♠❡s✉r❛♥t ❝❡tt❡ ❧❛t❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s
❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬■♥t❡r♥❡t ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s
❞✐st❛♥❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✭❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬▲❋❱✵✽✱
▲❇❙❇✵✾❪✮✳ P♦✉r ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡
t❡❧❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❙❡q✉♦✐❛ ❝❡❧❛ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❡st
❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ P♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦❞✐✜é ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉❧❧❡s ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✮ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❛♥s ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡♥ ❧❡s ✜①❛♥t
à 500000 ✭µs✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝❛r✱ ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s✱ ♣❧✉s
❛✉❝✉♥❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ♥✬❛✈❛✐t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r 500000✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛✈❛✐t ✜①é ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ à 500000✱ ✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

❈❡ ❢❛✐s❛♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡
❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ♣❛ss❡ ❞❡ 75ms à 10ms✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈♦✉❧✉ é✈❛❧✉❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s
♠♦②❡♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s t✐rés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♣♦✉r 7
♥♦❡✉❞s t✐rés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ s♦✐t ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ♣❛r♠✐ ❧❡s 7
♥♦❡✉❞s t✐rés✱ ❡st ❞❡ 187ms ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♠♦❞✐✜é❡✱ ❝❡ ♠ê♠❡ ❞✐❛♠ètr❡
❡st ❞❡ 26ms ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✭s♦✐t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 7 ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é q✉❡
♣♦✉r 57% ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s 6✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥♦✉s
♦♥t ♠❡♥é à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ s✐ ♦♥ ✈❡✉t tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s❛♥s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❝❝❡♣t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ r❡✢èt❡ ♣❛s ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ❞❛♥s ■♥t❡r♥❡t✳
◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❛s s✐ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♦✉ ♣✐r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❜s❡♥t❡s ❡t ❛❜s✉r❞❡s✳ ◆❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ♣❛s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ à ❧✬❡s♣r✐t✳ ◆♦✉s ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s ❞és♦r♠❛✐s

✺❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴P❡♦♣❧❡✴❡❣s✴♠❡r✐❞✐❛♥✴❞❛t❛✳♣❤♣



✺✳✷✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✷✼

q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ♠♦❞✐✜é❡✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

P♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❳tr❡♠▲❛❜ ✻✱ q✉✐
❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ r❡❝❡♥s❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts à ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❇❖■◆❈
✭❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ✈✐sé❡s ♣❛r ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❉❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡①tr❛✐t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ét✉❞✐és✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
♦♥ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡ ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ✭✏❋▲♦❛t✐♥❣
♣♦✐♥t ❖♣❡r❛t✐♦♥s P❡r ❙❡❝♦♥❞✑✮ q✉❡ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✳ ◆♦✉s ♥❡tt♦②♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r
♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✺✵✵ ✵✵✵ ✭✺✵✵ ❑❋❧♦♣s✮ à ✶✵ ♠✐❧❧✐❛r❞s ✭✶✵
●❋❧♦♣s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t✐ré ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t 2500 ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ✭é♣✉ré❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❛❜s✉r❞❡s✱ ❡t ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡ 100✮ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♦✣❝❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇❈❈❉ ❡t ❞❡ ❇P❈❉ ét✉❞✐é❡s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ✉t✐❧✐sés✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ♥♦r♠❛❧✐sés✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❱✐✈❛❧❞✐ ♦✉ ❙❡q✉♦✐❛✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❱✐✈❛❧❞✐ ♦✉ ❙❡q✉♦✐❛✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛s✳

✕ ▲❡s é❧é♠❡♥ts s❡ ✈♦✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❛r♠✐ ❧❡s 2500 ✈❛❧❡✉rs t✐ré❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❳tr❡♠▲❛❜✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s✳

✕ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡s sé♣❛r❛♥t ❞❡✉①
♥♦❡✉❞s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s✳

✕ ❯♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❇❈❈❉ ♦✉ ❇P❈❉ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣♦♥❞érés✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r dmax ❡♥tr❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳

◆♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❞✐❢✲
✻❤tt♣ ✿✴✴①✇✵✶✳❧r✐✳❢r ✿✹✸✷✵✴



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱❡rs ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ■♥t❡r♥❡t

❢ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sés ❡t ❞é❞✐és à ❞✐✛ér❡♥ts ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥ ❧❡s ❝♦♠✲
♣❛r❛♥t ❧❡s ✉♥s ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞✬■♥t❡r♥❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s❡❧❡❝t✐♦♥♥és✱ ❡♥ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐❢ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s✱ q✉✐ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ♣❛s
s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s q✉❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❣é♥èr❡♥t✳ ❊♥✜♥ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r
❧❡q✉❡❧ ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ♦✛r❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳

◆♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ♦✛r❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ■❧ r❡st❡
❝❡♣❡♥❞❛♥t à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ❞❛♥s ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♥✬❡♥✲
❣❡♥❞r❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ q✉✐ r❡♥❞r❛✐❡♥t ♦❜s♦❧èt❡s ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣r♦♣♦sés ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❣é♥érés ♣❛r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❛❞éq✉❛ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉é ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐✱ ❛✛❡❝t❛♥t
❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ✭❝❢ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✶✳✶✮✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ❣é♥érés ♣❛r ❙❡q✉♦✐❛✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé ❱✐✈❛❧❞✐ ♣♦✉r ♣❧♦♥❣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ❈❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦✐♥s ✜❞è❧❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s
q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦♠♣❛rés à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡s✱ s❛♥s ❡✛❡❝t✉❡r
❛✉❝✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✱ ❡t ❞♦♥❝ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❧❛t❡♥❝❡s sé♣❛r❛♥t ❧❡s
♥♦❡✉❞s ✭♠❛✐s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐rré❛❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré♣❛rt✐❡s à ❣r❛♥❞❡
é❝❤❡❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❡r❛✐t tr♦♣ ❝♦ût❡✉① ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡✮✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❝réé✱ ❞❡✉① ❞✐❛♠ètr❡s ✭♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✮✱ ♠❡s✉rés ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ♠❡s✉ré ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❧❛t❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✱ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st
♠❡s✉ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ dmax✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ré❝✉♣éré❡s ✿ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ♠❡s✉ré ❞❛♥s ❧❡ ♣❧♦♥❣❡✲
♠❡♥t✱ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ❧✬✉♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱
❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❣r♦✉♣❡✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
✈❛❧✐❞❡s✱ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ ✭dmax ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé✮✳

▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s ♦♥t ♠✐s ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱
❛♣♣❧✐q✉és à ❞✐✛ér❡♥ts ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥érés ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

P♦✉r ❇❈❈❉ ✿ ✕ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❣é♥éré ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐ ❞✉ ( 1
11 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✸✱
✕ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❣é♥éré ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐ ❞✉ (2

5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✹✱

✕ ❧❡ ( 1
11 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✸✱

s✉r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✱ ❣é♥éré ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐✱
✕ ❧❡ (2

5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✹✱ s✉r
✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✱ ❣é♥éré ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐✱



✺✳✷✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✷✾

✕ ❧❡ (1
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✺ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❙❡q✉♦✐❛✱

✕ ❧❡ (2
5 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸ s✬❛♣♣✉②❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳

P♦✉r ❇P❈❉ ✿ ✕ ❧❡ (7
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❱✐✈❛❧❞✐✱

✕ ❧❡ (7
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❙❡q✉♦✐❛✱

✕ ❧❡ (7
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s

♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱
✕ ❧❡ (7

3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❇P❈❉✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝
t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ✐♥tér❡ssé❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛s ❞❡
♠♦②❡♥ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✻ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
t❡❧ q✉❡ ❝❡✉① ❣é♥érés ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❇P❈❉✱ ❡t ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ 7

3 ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ s❡♠❜❧❛✐t ♣❛s ré❛❧✐st❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❡ ♣❛r s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❝❡tt❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ P❚❆❙ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡✲✉♥✐té✱ ❡t ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✮✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ (5
2 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✼✱ ♣♦✉r ré✲

s♦✉❞r❡ ❇P❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ✭q✉✐ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ♣✉ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❡q✉♦✐❛✮✱ r❡✲
q✉✐❡rt ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✱ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡
é❣❛❧❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❡✉❧ ❡t ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①é❝✉té s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞✲
é❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❛♥s ❧✬✐❞é❡ q✉✬❛✐♥s✐ s❡r♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❢❛❝❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❇P❈❉✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é t♦✉t❡s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ♣♦✐❞s W ✱ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❇❈❈❉ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❇P❈❉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥té ❧❡s ❝❛s ♦ù
W ∈ {0.2, 0.5, 1}✳

✺✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❱✐✈❛❧❞✐✴❙❡q✉♦✐❛ ♣♦✉r ❇❈❈❉

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t♦♥s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ♣r❛✲
t✐q✉❡ ❞❡ ❇❈❈❉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t♦♥s ❧❡ ( 1
11 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✸✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ t❡❧ q✉❡ ❝❡✉① ❣é♥érés ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐✱ q✉✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ✏♣❧❛♥ ❛✉❣♠❡♥té✑ ❡t q✉✬♦♥ ❛ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✶✳✶✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉❡r ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r à s♦♠♠❡r à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❧♦rs
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❛✉❣♠❡♥té ♣❛r ✏❱✐✈❛❧❞✐ P❤❛s❡ 1✑ ✭❝❛r ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡
❞✉ (2

5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✮✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱❡rs ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ■♥t❡r♥❡t

❝❧❛ss✐q✉❡✱ s❛♥s ❤❛✉t❡✉r ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ✏❱✐✈❛❧❞✐ ✷❉ P❤❛s❡ 1✑✳

❉❛♥s ❞❡ t❡❧s ❡s♣❛❝❡s✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1
11 ❛ss✉ré ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st ♣❧✉s

✈ér✐✜é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 1
11 ❛ été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t

❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ L2 ✭❡t✱ ❞♦♥❝✱ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✮ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ♠♦❞✐✜❡ ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡✱ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ q✉❛♥❞ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s❡ ✈♦✐❡♥t ❛ttr✐❜✉❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛r ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡✳

◆♦✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ (2
5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛✲

❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✹ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✉ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐
❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡q✉✐s❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 3✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 2

5 ✱ ❧✉✐✱ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s
✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ♣❛r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✏❱✐✈❛❧❞✐ P❤❛s❡ 2✑ ❡t ✏❱✐✈❛❧❞✐ ✷❉ P❤❛s❡ 2✑✳

▲❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿

✕ ❧❡ (1
3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✺ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❙❡q✉♦✐❛✱ ❞♦♥t ♥♦✉s

✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♣❛r ✏❙❡q✉♦✐❛✑✱
✕ ❧❡ (2

5 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸ s✬❛♣♣✉②❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ✏❆❧❣♦●❡♥❡r❛✉①✑✳

no
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dmax(ms)

Vivaldi Phase 1 (ou sans augm)
Vivaldi Phase 2

Vivaldi 2D Phase 1 (ou sans augm)
Vivaldi 2D Phase 2

Algo Generaux Phase 1 (ou sans augm)
Algo Generaux Phase 2
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❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ dmax ✜①é✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡
♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝réés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t s❡♠❜❧é à ❧❛ ❢♦✐s



✺✳✷✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✸✶
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❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ dmax ✜①é✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳

di
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 m
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❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ dmax ✜①é✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳

êtr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s à ♦❜s❡r✈❡r✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s
à ét✉❞✐❡r ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ t✐r❡r ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sés✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞✐✛ér❡♥t❡✱ W = 0.1✳
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❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ dmax ✜①é✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉✬❤♦r♠✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭❡t✱ ❞♦♥❝✱ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥t q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡✮✱ t♦✉s ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ■❧s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡
100✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ❞❡ ✶✵✵ ✭❡t W = 1✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❛♥❞ dmax ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❇❈❈❉ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t
q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t à êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r à 1✱ ❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
♣♦✐❞s ✉t✐❧✐sé❡ ✭❧❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ❞❡ 0.27✱ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s
très ❢❛✐❜❧❡✮✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts s✬❛♣♣r♦❝❤❡♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ 100✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❝❡❧❛ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ dmax
❢❛✐❜❧❡ ✿ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ 30ms ✭10ms ♣♦✉r ❱✐✈❛❧❞✐ ✷❉✮✱ t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❡t ❝♦♥str✉✐s❡♥t ♣r❡sq✉❡ 100 ❣r♦✉♣❡s✳ ❈❡❝✐ s❡♠❜❧❡ ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r q✉❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥
t❡❧ dmax ❛tt❡✐♥t✱ ❇❈❈❉ s✉r ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❡t ♥♦♥ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳

▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❤♦r♠✐s ♣♦✉r ❙❡q✉♦✐❛✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❝♦♥str✉✐ts s♦♥t t♦✉s ✈❛❧✐❞❡s✱ ✐✳❡✳ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✜①é❡
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ✭✐✳❡✳ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮✳ ❙❡q✉♦✐❛ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❇❈❈❉✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦✉r❜❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♠♣♦sé❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡✱
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛✉ ❞❡❧à ❞❡ 30ms ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❝♦♥str✉✐ts ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❧✉s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❝r♦îtr❡ ✭♠ê♠❡
❧é❣èr❡♠❡♥t à ❧❛ ✜♥✱ ♠❛✐s t♦✉❥♦✉rs✮✳ P❧✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❧â❝❤❡✱ ♣❧✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❡①♣❧♦✐t❡r♦♥t ❝❡tt❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❡t ❝réér♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❧✉s ✏❞✐st❡♥❞✉s✑✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❝❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡



✺✳✷✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✶✸✸

❞✐st❛♥❝❡ s♦✉❤❛✐té❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s ♠♦②❡♥s ✐♥❢ér✐❡✉rs à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 4 ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡✮✱ ❱✐✈❛❧❞✐
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❙❡q✉♦✐❛ ❡st ❣r❛♥❞❡
❛✉ ❞é❜✉t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✿ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✱ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ♠❛✐s ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❧❛t❡♥❝❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥✜♥✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞✐❛♠ètr❡s ♠♦②❡♥s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ dmax✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡s ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♠♦②❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞❡ 25 ✭q✉❛♥❞ W = 1✮✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t dmax✳
▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 25 é❧é♠❡♥ts t✐rés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡st ❞❡ 52ms✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s t❡♥❞ ✈❡rs ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à 52ms ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t❡♥❞❡♥t à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣❡t✐t ❞✐❛♠ètr❡✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦✉r❜❡✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts
♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ W = 0.1✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡st t♦✉t à ❢❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
♣♦✉r W = 1✱ ❧❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s é❣❛❧ à 1000✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❈❡❝✐
s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✭W = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s très ❣r❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s é❧é♠❡♥ts✮✱ ❡t✱
❛✐♥s✐✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é♣❛ss❡♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡ 0.1✱ ♠ê♠❡
q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ❣r❛♥❞❡ ❡t ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❧✉s✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡
❝♦♥❢r♦♥tés à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳

✺✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❱✐✈❛❧❞✐✴❙❡q✉♦✐❛ ♣♦✉r ❇P❈❉

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❡q✉♦✐❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥
❛r❜r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✼ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✻ q✉✐ ❛✣r♠❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
(5
2 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ q✉❛♥❞ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♦♥t ❧❡s s♦♠✲
♠❡ts ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❞✉ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❧❛t❡♥❝❡s✱ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❙❡q✉♦✐❛ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦r✉❜❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ✜❣✉r❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❱✐✈❛❧❞✐
✭♣♦✉r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❛✉❣♠❡♥té✮✱ ❱✐✈❛❧❞✐ ✷❉ ✭♣♦✉r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥
❡✉❝❧✐❞✐❡♥✮✱ ❙❡q✉♦✐❛ ❡t ✏❆❧❣♦●❡♥❡r❛✉①✑ ✭s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❛✉❝✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✱ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡s✮✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡s✉r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ❡t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ❡t ❝❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ dmax✳ ▲❡s



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱❡rs ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ■♥t❡r♥❡t

rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦♥t été tr❛❝és s✉r q✉❛tr❡ ❝♦✉r❜❡s✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✺✳✻✱ ✺✳✼✱ ✺✳✽ ❡t ✺✳✾✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞✐✛ér❡♥t❡✱ W = 0.1✳
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❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ dmax ✜①é✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t tr♦♥q✉és ♣♦✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s✉♣ér✐❡✉rs à 700✳
❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ♣❡t✐t❡✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❧❛❝és
s❡✉❧s ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ✷✺✵✵ ❣r♦✉♣❡s ❛✉ ❞é❜✉t✮✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❝réés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❣r♦✉♣❡ ❝réé✳

❖♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t très ✈✐t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥st❛♥t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ♣❧✉s ✈✐t❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ✭♣❧♦♥❣❡❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❛✉❣♠❡♥té✮
s❡♠❜❧❡ ♠♦✐♥s ✈✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r✳ ▼❛✐s ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ 30ms✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❝réés ❡st ❝♦♥st❛♠♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 100✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ 100 ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ❞❡ 100✱ ❡t q✉❡ W = 1✳ ■❧ s❡♠❜❧❡
❞♦♥❝ q✉✬❛✉ ❞❡❧à ❞✬✉♥ dmax ❞❡ 30ms ♦♥ s♦✐t r❛♠❡♥é à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉t♦r✐sé❡ ✭✐✳❡✳ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à
2dmax✮✳ P♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ dmax✱ ❱✐✈❛❧❞✐ ✷❉ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ très ♠❛❧✳ ■❧ ❝♦♥str✉✐t ♣❧✉s ✈✐t❡
♠♦✐♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♠❛✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♦♥t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ✈✐♦❧❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡s✳ ❱✐✈❛❧❞✐
q✉❛♥t à ❧✉✐ s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r✐♠❡ ❛❜♦r❞ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ dmax✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥
♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✱ ♠❛✐s t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t s♦♥t
✈❛❧✐❞❡s✳ ▲❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐ ✷❉ ❡st ❜✐❡♥ s❡♥s✐❜❧❡ ✐❝✐ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱
❡st ❝❡rt❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✭✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✮✱
♠❛✐s ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ q✉❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡st très ❝♦ût❡✉s❡✳ ❙❡q✉♦✐❛
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡t ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✳
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♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ dmax✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♣t❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ 25 é❧é♠❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❡st ❞❡ 100✳
▲❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡
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♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ P❧✉s ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❡ r❡❧â❝❤❡✱
♣❧✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ W = 1✳ ❯♥❡
❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❣r♦✉♣❡ s❡ st❛❜✐❧✐s❡✱ ✐✳❡✳ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❧✉s s❡ ❢❛✐r❡ r❡ss❡♥t✐r✱ ❇P❈❉ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✄❝❧❛ss✐q✉❡✳
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❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝r♦ît ♣❧✉s ✈✐t❡ ✈❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❣r♦✉♣❡
❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ 25✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❛✐t ❝❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✳

❊♥✜♥ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦✉r❜❡ ♣♦✉r W = 1✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡
♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts✳ ❖♥ ② ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ ♥❡t é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ♣♦✉r
♣❧♦♥❣❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ❈❡❝✐✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❧✉s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣♦✉r
❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ dmax✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧❡s ❞✐❛♠ètr❡s ♠♦②❡♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧♦rs ❝réés s♦♥t
❡♥ ré❛❧✐té ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝réés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts✳
❈❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r à 2dmax ❝❛r ✐❧ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t ♥♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✱ ❡t ❞♦♥❝ ♠❡s✉r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ dmax = 5ms ✿ ❱✐✈❛❧❞✐ ✷❉ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 20ms ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❱✐✈❛❧❞✐ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡s
très ❢❛✐❜❧❡✱ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 2ms ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❱✐✈❛❧❞✐ ♥✬❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 20ms q✉❡ ♣♦✉r dmax = 30ms✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐ ✷❉ ❛✈❡❝ ✉♥ dmax ❞❡ 5ms✱ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t 180 ❣r♦✉♣❡s ❡♥✈✐r♦♥✱ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝réés ♣❛r ❱✐✈❛❧❞✐ ❛✈❡❝ ✉♥ dmax ❞❡ 30ms✱ q✉✐ ❡st ❞❡ 160✱ ❡t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡
✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s W = 0.1✱
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r W = 1✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ W ❝❤♦✐s✐❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✉r❜❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 1000 ❣r♦✉♣❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❇❈❈❉ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡s ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ■❝✐✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♠♦✐♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✉r ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st
❜✐❡♥ ♣rés❡♥t✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❇P❈❉✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦ssé❞❛♥t
✉♥ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ✜①é❡ s♦♥t é❧✐♠✐♥és ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✱ ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♣❧❛❝és
❞❛♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✭❞❛♥s ❇❈❈❉✱ t♦✉t ♥♦❡✉❞ ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ❞é♣❛ss❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡st
♣❧❛❝é s❡✉❧ ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✮✳ ▲❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥✬❡st✱
❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ♣❛s ❞❡ 100✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ 97✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣♦✉♣❡s
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ 970✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡ 1000✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❜✐❡♥ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts
♣❛r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✬❡✛❛❝❡ ♣♦✉r
❧❛✐ss❡r ♣❧❛❝❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳



✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❱❡rs ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ■♥t❡r♥❡t



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ r❡❣r♦✉♣❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① q✉✐ tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ t❡❧ ■♥t❡r♥❡t✳ ❉❛♥s ❝❡s rés❡❛✉①✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿

✕ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣♦s✲
sé❞❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ tâ❝❤❡✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥
❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ tr♦♣ é❧♦✐❣♥és ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦❞é❧✐sé ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❛ ❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛✈❡❝
❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇❈❈❉✮✳

✕ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s❡r✈❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉♣rès ❞✬✉♥ s❡r✈❡✉r à q✉✐ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❛✛❡❝té✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✬♦❜✲
❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s à ❛ss♦❝✐❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
s❡r✈❡✉rs ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✜①é❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s❡r✈❡✉rs✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥ s❡r✈❡✉r ♥✬❛✐t ♣❛s à s❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s tr♦♣ é❧♦✐❣♥és ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱
❡t q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ s♦✐t ❜♦r♥é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦❞é❧✐sé ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❇P❈❉✮✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✉ rés❡❛✉ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❛❞r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣r♦✉✈é q✉❡ ❇❈❈❉ ❝♦♠♠❡ ❇P❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à
❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2 s✉r ❧❡
❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥str✉✐ts q✉✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞é♠♦♥tré✱
❞✬✉♥ ❝ôté q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1/2✱ ❡t ❞❡
❧✬❛✉tr❡ q✉❡ ❇P❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 3/2✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧❧❡
q✉❡ s♦✐t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts s♦♥t
✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞érés✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ (2/5, 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹ ✉♥ (7/3, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ q✉✐ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡ rés✉❧t❛t à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ (2, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡✳

✶✸✾



✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

4

1/3 2/5

1

2

1

Inapproximable

(Bin Covering)

(Existence de clique)

Inapproximable

1/2

Non uniforme

OPT

❉✐str✐❜✉é

α

β

✭❝❢✳ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸✮

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r
❇❈❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦❧♦ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦✉♣❧❡s
(α, β) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r
❇P❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦❧♦ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦✉♣❧❡s
(α, β) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❇P❈❉ ♥✬❡st ♣❛s (α, β)✲❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✳ ❊st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❧❡ (2, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐✲
❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉✱ t✐ré ❞✉ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❇P❈❉ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s t♦✉s à ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉✳ ❆✐♥s✐
❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❝♦❧♦ré❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ t✉rq✉♦✐s❡✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❝❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥✱ ✐❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ é❝❛rt à
❝♦♠❜❧❡r ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♣r♦✉✈és ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és✱
❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❇❈❈❉ ❡♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐❡r✱ ❝❡t é❝❛rt ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣✉✐sq✉✬❡♥ t❤é♦r✐❡ r✐❡♥ ♥❡ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 2✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r✈❡♥♦♥s à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡r
q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 4✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡
❇❈❈❉ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ✈✐❛ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✈✐❛ ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈♦✉♣❧❛❣❡ k✲❉✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ▼❛①✐♠❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳ ❈❡s ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ q✉❡ ❇❈❈❉ ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é
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2

Uniforme
2

1

3/2 7/31

(Partition en Cliques)

Inapproximable

Inapproximable

(Bin Packing)

Non uniforme

OPT

α

β

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇P❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥ ✐♥❞✐q✉❡
❧❡ (2, 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❇P❈❉ ♥❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ♣❛s t♦✉s à ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡✳

♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 4✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ✈✐❡♥❞r❛✐t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
❞❡ 2 ❛✉ ♠♦✐♥s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❇❈❈❉ ❧✐é à s❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①✲
✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ ❡t q✉✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2 s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡sq✉❡❧s ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥❛✉①✳

❊♥✜♥✱ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❇P❈❉ s✬❛❞❛♣t❡♥t à ❑❝❛♣❛✱ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 4 ♣♦✉r ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡s ✉t✐❧✐sés ❞❡ 7/3✳

▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té ❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❑❝❛♣❛✳ ❱✐❛ ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇P❈❉ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉✬❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮ ❛✉r❛✐t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❑❤✉❧❧❡r ❡t
❛❧✳ ❞❛♥s ❬❑❙✵✵❪ s✉r ❑❝❛♣❛✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❇P❈❉ ✭❡t q✉✐ s✬ét❡♥❞ à ❑❝❛♣❛ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ♥❡ ❞✐✛èr❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ 7/6 ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡t é❣❛❧❡ à 2✳ ❊♥ ❝♦✉♣❧❛♥t ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✉ ❢❛✐t q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥



✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2 ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❇P❈❉ s♦♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥ôtr❡ ❞❡✈r❛ s❛♥s ❞♦✉t❡ êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❇❈❈❉ ❡t ❇P❈❉ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❧✉s
r❡str❡✐♥ts✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♥♦❡✉❞s
❞✬■♥t❡r♥❡t ❡t ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ❧❡s r❡❧✐❛♥t✳

P♦✉r ❇❈❈❉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
♣r♦♣r✐étés✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛✲
t✐❜✐❧✐té ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s
♠❛①✐♠✉♠ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✱

✕ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ( 1
11 , 1)✲

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱
✕ ✉♥ (2

5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱
✕ ✉♥ (1

3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞✳ ❈❡

rés✉❧t❛t ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬❇❇❉▲✵✽❪✱
✕ ✉♥ (1

3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s
✉♥ ❛r❜r❡ ✭❝♦♥t❡♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s✱ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s à ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✮✳

▲❡ ( 1
11 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t

✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❈❈❉ s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦✲
①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❣❧♦✉t♦♥✱ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s é❧❛❜♦ré ♣♦✉rr❛✐t ♣❡✉t êtr❡ ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲❡ (2
5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✬ét❡♥❞ à

t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❞✐❛♠ètr❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 3dmax✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✈❛❧✐❞❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①✐st❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❈♦♠♣(I, d)✱ d > 0 s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❈♦♠♣(I, d) ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♦ù ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s♦❧✈❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✮✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❣❛r❞❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ s✉r ❞❡ t❡❧s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ (2

5 , 3)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t✱ ❛
♣r✐♦r✐✱ ♥❡ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉❡ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

❉❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ dmax ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♠♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ à
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✢♦t ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ 4
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ (1

3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ❞❛♥s R
D ♠✉♥✐ ❞❡ L∞



✶✹✸

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡st ❞♦♥❝ r❡q✉✐s❡ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ❡①é❝✉t❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥✳

❈❡ (1
3 , 4)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❞❛♥s R

D ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ✉t✐❧✐s❡
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡ ✏s❦✐♣✲❣r❛♣❤✑ ♣♦✉r ♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❉▲✶✵❪ q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r c log n✱ ♦ù
c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ P♦✉r ❧❡s s❦✐♣✲❧✐sts ✭✉♥❡ ❛✉tr❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❤❛✉t❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡ ❛✉① s❦✐♣✲❣r❛♣❤s✮✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❬❉❡✈✾✷❪✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥❡ s❦✐♣✲❧✐st✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r log2 n✱ t❡♥❞ ❡♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s s❦✐♣✲❣r❛♣❤s ✭❛✉tr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡①✐st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s s❦✐♣✲
❧✐sts✮✱ ❡t ♥♦s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s❡♠❜❧❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✜♥❡✳ ▲❛
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ✈❡rs ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♦✉✈❡rt❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❣r❛♥❞❡s
❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❦✐♣✲❧✐sts ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ s❡♠❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❙❡q✉♦✐❛ ét❛✐t ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧✬✐❞é❡ q✉✬❡♥
r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❇❈❈❉ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡
❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♥♦✉s ❛❧❧✐♦♥s êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♣rés❡♥té ✉♥ (1

3 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥✲
s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ (1

2 , 2)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
2 ❛❧♦rs q✉✬❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ❇❈❈❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❯♥❡ ♣✐st❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ❇❈❈❉ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 2✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇P❈❉✱ ❡t ♦❜t❡♥✉ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ (5
2 + ε, 1)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♥❡

♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱
✕ ✉♥ (5

2 , 1)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s
✉♥ ❛r❜r❡ ✭❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉✬❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈✐rt✉❡❧s✮✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❇❈❈❉✱ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡st
✐♥tér❡ss❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❖♥ ♣❡✉t s✬✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①é❝✉tés ❞❛♥s t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à
❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛❝t❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡s✳

❊♥✜♥ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❇P❈❉ r❡q✉✐❡rt
s♦✐t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❊♣st❡✐♥ ❡t ▲❡✈✐♥ ❞❛♥s ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① s✉r
❇P❛❈ ❬❊▲✵✽❪✱ s♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s
❝❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❙♦✉❧✐❣♥♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s
❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉rr❛✐t



✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❇P❛❈✳

❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡♥✈✐s❛❣é❡s ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡❧â❝❤é ♥♦s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé ❞❡s tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛♥t ❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡
é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ■♥t❡r♥❡t✮✱ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❧✉s s✐♠✲
♣❧❡s à ét✉❞✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts s❡♠❜❧❡♥t ❡✣❝❛❝❡s✱ ✐❧s ♥❡
❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❛s♣❡❝ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡
é❝❤❡❧❧❡✳ ▲❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✐❣♥♦ré❡s ♦✉ très ♣❡✉
❝♦♥s✐❞éré❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ② s♦♥t très s❡♥s✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❝❡s rés❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ♠✉♥✐s ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❈♦♥✲
s✐❞ér❡r ■♥t❡r♥❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❢r❛✲♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✐st❡✱ ❡①❛♠✐♥é❡ ♣❛r ▲❡❜❤❛r ❡t ❛❧✳
❞❛♥s ❬▲❋❱✵✽❪✳ ❉❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st r❡❧❛❝❤é❡✱ ❡t ♣rés❡♥té❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ d(u, v) ≤ ρ.max(d(u, w), d(v, w))✱ ♣♦✉r t♦✉t tr✐♣❧❡t ❞❡ ♥♦❡✉❞s (u, v, w)✳ ▲❡✉rs rés✉❧t❛ts
s❡♠❜❧❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠♦❞é❧✐s❡r ■♥t❡r♥❡t ♣❛r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té
r❡❧❛❝❤é❡✱ ♣♦✉r ρ = 2✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s
❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥❢r❛✲♠étr✐q✉❡s ♣♦✉rr❛✐t ♣r♦❞✉✐r❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts s✐ ♦♥ ♥❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ♣❧✉s ❞✬✐❣♥♦r❡r ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t✱ ♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✐♥❢r❛✲♠étr✐q✉❡✳

■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ♣❡♥❝❤❡r s✉r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇P❈❉✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ s❡r✈❡✉rs q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✿ ❞❛♥s ❧❡
♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ sé♣❛r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡t ✏s❡r✈❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧s✑
❡t ✏❝❧✐❡♥ts✑ ✭❝❡rt❛✐♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❡♠❜r❡s ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✮✳ ❈❤❛q✉❡ s❡r✈❡✉r ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡
❝❛♣❛❝✐té ✭q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ✈❛❧✲
✉é❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ dmax ✜①é❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ s❡r✈❡✉rs ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❛
❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t à ✉♥ s❡r✈❡✉r✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t s♦✐t à ♠♦✐♥s ❞❡ dmax ❞✉
s❡r✈❡✉r ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛✛❡❝té✳ ❯♥❡ ❜rè✈❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉✬✐❧ ❡st ✐♠✲
♣♦ss✐❜❧❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 3 s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ s❡r✈❡✉r ❡t ✉♥ ❝❧✐❡♥t ❧✉✐ ét❛♥t ❛✛❡❝té
✭à ♠♦✐♥s q✉❡ P = NP ✱ ❡t ❝❡ ✈✐❛ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❡t ❈♦✈❡r✮✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥s ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts très ❜♦♥s✱ ♥♦✉s ♥❡
s♦♠♠❡s ♣❛s ♣❛r✈❡♥✉s à ♣r♦✉✈❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t q✉✬✐❧s ét❛✐❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♦✛r❛♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❞❡ s❡r✈❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ ♣✐st❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢r✉❝t✉❡✉s❡✳

❊♥✜♥✱ ♥✬♦✉❜❧✐♦♥s ♣❛s q✉✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ t♦✉s ❧❡s rés❡❛✉① ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s ❡st ❧❡✉r ❞②♥❛♠✐s♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉tôt ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❡✉r
❤étér♦❣é♥é✐té✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝ôté ❧❡✉r ❞②♥❛♠✐s♠❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ré❛❧✐s♠❡ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ q✉✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ❞✐str✐❜✉é✱ ❡st
❤❛✉t❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❦✐♣✲❣r❛♣❤ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ✉♥ Z✲♦r❞r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♦✛r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐str✐❜✉é❡ ❡t ♠❛✐♥t❡♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❡t ❞é♣❛rts ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ ❡t ❝❡
t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣❡✉t ❞é❥à ♣❛r❛îtr❡ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡✱ ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉①
♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r✱ ❧❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❇❖■◆❈ ♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥
❞②♥❛♠✐s♠❡ ♠♦❞éré✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦❡✉❞s r❡✈❡♥❛♥t s♦✉✈❡♥t ❡t ♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡s✳



✶✹✺

P♦✉r r❡✈❡♥✐r s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❝❧❛✐r✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ q✉❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r
s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①✱ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥✬❛ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ s❡♥s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣✲
♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❚r❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ❡♥❝♦r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s rés❡❛✉① ❛✉①q✉❡❧s
❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♠❛✐s ♣♦s✲
sè❞❡♥t t♦✉s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s é✈♦q✉❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s rés❡❛✉① ✏❤✉♠❛✐♥s✑ ✭s♦❝✐❛✉①✱ ■♥t❡r✲
♥❡t✱ ❡t❝✮ q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t t♦✉s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡st✐♥és ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① rés❡❛✉① ✈✐sés✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬■♥t❡r♥❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ② ❡①é❝✉t❡r ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❱✐✈❛❧❞✐ ❝♦♠♠❡ ❙❡q✉♦✐❛ s❡♠❜❧❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡
❧❛t❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣ré❝✐s❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✱ ♠ê♠❡ ❢❛✐❜❧❡✱ s✉✣t à
r❡♥❞r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s
❞✬✐♥é❣❛❧✐tés tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ ♠❛❧ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❝❡s ♦✉t✐❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts t♦✉s ❞❡✉① ♣r♦❝❤❡s
❞✬✉♥ ♠ê♠❡ tr♦✐s✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ s❡ tr♦✉✈❡r
❧♦✐♥ ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❆✐♥s✐ ❛✈♦✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ sé♣❛r❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ♥❡ s✉✣t
♣❛s à ❛✈♦✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬✉♥❡
✈❛❧❡✉r ❛❜s✉r❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡①♣❧♦s❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés✱ ♣❧✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱
♣❧✉s ✐❧s s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s
❡①✐st❛♥ts ♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❜♦♥❞ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳
▲✬✉♥ ❞❡s ✐♥térêts s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r s♦♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧✐té❡s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ❞✬❡♥❝♦r❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❝❡s ❡s♣❛❝❡s✳

■❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♠♣♦rt❛♥t à ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬■♥t❡r♥❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
q✉✐ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ✐♥té❣r❛♥t❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s✱ ❡t ♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧é❣èr❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥✲
str✉✐r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ♣❛r✈✐❡♥♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s à ♣❧♦♥❣❡r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜és ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮✱
❡t à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ q✉✐ s♦✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉és ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧♦♥❣❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ❜✐❡♥ ét✉❞✐é ❡t s❡♠❜❧❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠ê♠❡ ❞✬■♥t❡r♥❡t✱ q✉✐ ♥✬❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❛❜♦✉t✐r❛ t♦✉❥♦✉rs
à ❞✬✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ♥♦♥ ♠❛✐tr✐s❛❜❧❡s✳



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ■♥t❡r♥❡t ❧❡s ♣❛q✉❡ts ♥❡ ❝✐r❝✉❧❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts
❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s✱ ♠❛✐s s✉✐✈❡♥t ❞❡s tr❛❥❡ts ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡
s♦✉✈❡♥t ❧♦❝❛❧❡s ❡t ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t r❡❧✐é❡s à ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❞✬❡✣❝❛❝✐té ✭♠❛✐s
❧✐é❡s à ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞✬❛❝❝ès à ■♥t❡r♥❡t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❯♥❡ ♣✐st❡ ❡st ♣❡✉t êtr❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦♥
♠étr✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✱ q✉✐✱
❜✐❡♥ q✉✬✐❞é❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♠✐❡✉① ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ■♥t❡r♥❡t ❝❡ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ s♦♥t ❡♠♣❧♦②és✳ ❱♦✐r ■♥t❡r♥❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉tés à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉♥❡ ♣✐st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥✲
tér❡ssés✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♥♦❡✉❞s s♦♥t ❞❡st✐♥és à s✬é❝❤❛♥❣❡r ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s s❛♥s é✈♦q✉❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉tôt ❞❡st✐♥és à ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s ♠❛✐s très
❢réq✉❡♥ts✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡st ❞é❥à ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❥❡✉①
✈✐❞é♦s ❬❆r♠✵✸❪✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❣rès ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ t❡♥❞❡♥t à ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦✉✈❡rt❡s
♣❛r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s s✬❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❡♥✈✐r♦♥ ✸✵
❛✉ ♣❧✉s ✭✉♥ ♣✐♥❣ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✉♥✐✈❡rs✐té ❜♦r❞❡❧❛✐s❡ ❡t ✉♥❡ ✉♥✐✈❡rs✐té ♣❛r✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ 15ms ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ 40000km.s−1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✵ ❢♦✐s ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✮✱
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♥❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❞é♣❛ssé❡✳ ❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧❡s
♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣❧❛❝és ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♦✉ ❞❡ ♠✉❧t✐✲❝♦❡✉rs✮✱ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❧❡s ❜❛♥❞❡s ♣❛ss❛♥t❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s êtr❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s
♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ s❡♠❜❧❡ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s à ✈❡♥✐r✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ s❡
❢❡r♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣rés❡♥ts✱ ❡t q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
ét✉❞✐és✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❧❛t❡♥❝❡✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ♣r✐♠♦r❞✐❛✉①✳
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❬▼❇■+✾✺❪ ▼❱ ▼❛r❛t❤❡✱ ❍✳ ❇r❡✉✱ ❍✳❇✳❍✳ ■✐✐✱ ❙❙ ❘❛✈✐✱ ❛♥❞ ❉❏ ❘♦s❡♥❦r❛♥t③✳ ❙✐♠♣❧❡ ❍❡✉r✐st✐❝s
❢♦r ❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤s✳ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✷✺ ✿✺✾✕✻✽✱ ✶✾✾✺✳

❬▼P❙✾✷❪ ❏✳■✳ ▼✉♥r♦✱ ❚✳ P❛♣❛❞❛❦✐s✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❡❞❣❡✇✐❝❦✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❦✐♣ ❧✐sts✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼✲❙■❆▼ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛❣❡s ✸✻✼✕✸✼✺✱
✶✾✾✷✳

❬◆❩✵✷❪ ❚✳❙✳❊✳ ◆❣ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ■♥t❡r♥❡t ♥❡t✇♦r❦ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ■❊❊❊ ■◆❋❖❈❖▼✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡s ✶✼✵✕✶✼✾✳ ❈✐t❡s❡❡r✱ ✷✵✵✷✳

❬❖r❡✾✵❪ ❏❛❝❦ ❖r❡♥st❡✐♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♥❛t✐✈❡ ❛♥❞
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡s✳ ❙■●▼❖❉ ❘❡❝✳✱ ✶✾✭✷✮ ✿✸✹✸✕✸✺✷✱ ✶✾✾✵✳

❬P+✽✶❪ ❙✳ P❛③ ❡t ❛❧✳ ◆♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✺✭✸✮ ✿✷✺✶✕✷✼✼✱ ✶✾✽✶✳

❬P❈❲+❪ ▼✳ P✐❛s✱ ❏✳ ❈r♦✇❝r♦❢t✱ ❙✳ ❲✐❧❜✉r✱ ❚✳ ❍❛rr✐s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❤❛tt✐✳ ▲✐❣❤t❤♦✉s❡s ❢♦r s❝❛❧❛❜❧❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ P❡❡r✲t♦✲P❡❡r ❙②st❡♠s ■■✱ ♣❛❣❡s ✷✼✽✕✷✾✶✳

❬P❡❧✵✵❪ ❉✳ P❡❧❡❣✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✿ ❛ ❧♦❝❛❧✐t②✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✵✵✵✳



✶✺✶

❬P❚❲✵✶❪ ▼✳ Pá❧✱ ➱✳ ❚❛r❞♦s✱ ❛♥❞ ❚✳ ❲❡①❧❡r✳ ❋❛❝✐❧✐t② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ ❤❛r❞ ❝❛♣❛❝✲
✐t✐❡s✳ ■♥ ❋❖❈❙ ✬✵✶ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✷♥❞ ■❊❊❊ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡ ✸✷✾✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✶✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳

❬P✉❣✾✵❪ ❲✳ P✉❣❤✳ ❙❦✐♣ ▲✐sts ✿ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ❚r❡❡s✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✸✸✭✻✮✱ ✶✾✾✵✳

❬❘❋❍+✵✶❪ ❙✳ ❘❛t♥❛s❛♠②✱ P✳ ❋r❛♥❝✐s✱ ▼✳ ❍❛♥❞❧❡②✱ ❘✳ ❑❛r♣✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙❝❤❡♥❦❡r✳ ❆ s❝❛❧❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♥t✲
❛❞❞r❡ss❛❜❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆❈▼ Pr❡ss ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✶✳

❬❘▼❑+✵✾❪ ❱❡♥✉❣♦♣❛❧❛♥ ❘❛♠❛s✉❜r❛♠❛♥✐❛♥✱ ❉❛❤❧✐❛ ▼❛❧❦❤✐✱ ❋❛❜✐❛♥ ❑✉❤♥✱ ▼❛❤❡s❤ ❇❛❧❛❦r✐s❤✲
♥❛♥✱ ❆r❝❤✐t ●✉♣t❛✱ ❛♥❞ ❆❞✐t②❛ ❆❦❡❧❧❛✳ ❖♥ t❤❡ tr❡❡♥❡ss ♦❢ ✐♥t❡r♥❡t ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞
❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ■♥ ❙■●▼❊❚❘■❈❙ ✬✵✾ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡✈❡♥t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✐♥t
❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✻✶✕✼✷✱ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✾✳ ❆❈▼✳

❬❘❙✾✼❪ ❘✳ ❘❛③ ❛♥❞ ❙✳ ❙❛❢r❛✳ ❆ s✉❜✲❝♦♥st❛♥t ❡rr♦r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦✇✲❞❡❣r❡❡ t❡st✱ ❛♥❞ ❛ s✉❜✲
❝♦♥st❛♥t ❡rr♦r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P❈P ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆P✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t②✲
♥✐♥t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✹✼✺✕✹✽✹✳ ❆❈▼✱ ✶✾✾✼✳

❬❙▼❑+✵✶❪ ■✳ ❙t♦✐❝❛✱ ❘✳ ▼♦rr✐s✱ ❉✳ ❑❛r❣❡r✱ ▼✳❋✳ ❑❛❛s❤♦❡❦✱ ❛♥❞ ❍✳ ❇❛❧❛❦r✐s❤♥❛♥✳ ❈❤♦r❞ ✿ ❆
s❝❛❧❛❜❧❡ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r ❧♦♦❦✉♣ s❡r✈✐❝❡ ❢♦r ✐♥t❡r♥❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✷✵✵✶ ❙■●❈❖▼▼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✸✶✭✹✮ ✿✶✹✾✕✶✻✵✱ ✷✵✵✶✳

❬❙❚❆✾✼❪ ❉✳❇✳ ❙❤♠♦②s✱ ❊✳ ❚❛r❞♦s✱ ❛♥❞ ❑✳ ❆❛r❞❛❧✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❢❛❝✐❧✐t②
❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r②
♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✾✾✼✳

❬❚❈✵✸❪ ▲✳ ❚❛♥❣ ❛♥❞ ▼✳ ❈r♦✈❡❧❧❛✳ ❱✐rt✉❛❧ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❡t✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✸r❞ ❆❈▼ ❙■●❈❖▼▼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡r♥❡t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♣❛❣❡ ✶✺✷✳ ❆❈▼✱ ✷✵✵✸✳

❬❚❙❘❇✼✶❪ ❈✳ ❚♦r❡❣❛s✱ ❘✳ ❙✇❛✐♥✱ ❈✳ ❘❡❱❡❧❧❡✱ ❛♥❞ ▲✳ ❇❡r❣♠❛♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❡r❣❡♥❝②
s❡r✈✐❝❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✾✭✻✮ ✿✶✸✻✸✕✶✸✼✸✱ ✶✾✼✶✳

❬❲+✵✶❪ ❉✳❇✳ ❲❡st ❡t ❛❧✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧ ❯♣♣❡r ❙❛❞❞❧❡ ❘✐✈❡r✱
◆❏✱ ✷✵✵✶✳

❬❳❙▲❇✵✹❪ ❩✳ ❳✉✱ P✳ ❙❤❛r♠❛✱ ❙✳❏✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛♥❡r❥❡❡✳ ◆❡t✈✐❣❛t♦r ✿ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦①✐♠✐t②
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍P ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt✱ ❍P▲✲✷✵✵✹✲✷✽✱ ✷✵✵✹✳

❬❨✉❡✾✶❪ ▼✳ ❨✉❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② FFD(L) ≤ 11/9OPT (L) + 1,∀L ❢♦r t❤❡
❋❋❉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❝t❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❡ ❆♣♣❧✐❝❛t❛❡ ❙✐♥✐❝❛ ✭❊♥❣❧✐s❤ ❙❡r✐❡s✮✱
✼✭✹✮ ✿✸✷✶✕✸✸✶✱ ✶✾✾✶✳



✶✺✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡



■♥❞❡①

(α, β)✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✸✸
Z✲♦r❞r❡✱ ✽✾
Z✲♦r❞r❡s✱ ✽
❑❝❛♣❛✱ ✷✶

❆P❚❆❙✱ ✻✱ ✶✻
❛✈❡❝ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✾

❇❈❈❉✱ ✶✻
❜✐♥✱ ✶✺
❇✐♥ ❈♦✈❡r✐♥❣✱ ✶✺
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣✱ ✶✺
❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❈♦♥✢✐ts✱ ✶✽
❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✱ ✾✵
❜♦✉❧❡s✱ ✼
❇♦✉❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ k✱ ✾✻
❇P❛❈✱ ✶✽
❇P❈❉✱ ✶✾
❇P❈❉❝✱ ✷✵

❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ k✲♠❡❞✐❛♥ Pr♦❜❧❡♠✱ ✷✺
❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❙❡ts✱ ✷✺
❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✱ ✷✺
❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❙❡t ❈♦✈❡r Pr♦❜❧❡♠✱ ✷✺
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