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Introduction

La modélisation probabiliste de I’évolution du prix d’actifs risqués a débuté avec
les travaux de Bachelier en 1900 ([4]) qui proposait l'utilisation du Mouvement Brow-
nien. Par la suite, de nombreux modéles ont été introduits parallélement au dévelop-
pement de la théorie des processus stochastiques. Le plus connu d’entre eux, intro-
duit par Samuelson en 1965 ([67]), consiste a représenter le prix d’un actif risqué par
un Mouvement Brownien géométrique. L’obtention de formules relativement simples
pour les prix d’options par Black-Scholes [9] et Merton [55] a valu une grande popu-
larité a ce modeéle, encore utilisé aujourd’hui dans l'industrie financiére. Cependant,
sa capacité a représenter de fagon convenable les réalités du marché a été critiquée.
En particulier, des tests statistiques sur des données issues des marchés montrent
que 'adéquation pour la loi des log-retours est relativement mauvaise (cf. Eberlein,
Keller [25]). On représente par exemple ici les log-retours journaliers des prix de l’ac-
tion “Société Générale” sur la période allant du 3 janvier 2007 au 22 septembre 2008
ainsi que la densité de la loi normale obtenue par maximisation de la vraisemblance.

(a) échelle naturelle (b) échelle logarithmique

F1G. 1: Log-retours journaliers “Société Générale”

On observe de facon générale, et en particulier sur cet exemple, que la loi nor-
male ne donne pas assez de poids aux trés petites variations (Fig. (1.a)), ni aux trés
grandes variations (Fig. (1.b)). Ces défauts ont conduit dans les années 80 a U'intro-
duction de nouveaux modeéles basés sur des processus stochastiques plus complexes.
Plusieurs d’entre eux reposent sur 1'idée que I’échelle de temps économique suit une
horloge financiére différente de 1’échelle de temps naturelle, pouvant néanmoins étre
représentée par un processus stochastique (Geman [84]). Par exemple, dans les mo-
deles hyperboliques généralisés (Eberlein, Keller [25], Eberlein [21],[22], Prause[63]),
on suppose que l'horloge (7¢)¢>p est donnée par un processus GIG(A,d, /o — 3)
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(Barndorff-Nielsen [5]), ot A € R,d > 0, > 0 et 0 < |3] < . Le logarithme du prix
de Pactif risqué est alors représenté par un processus de la forme

Xt = ,u’t+/87-t+WTt

ou p est le drift déterministe et W est un Mouvement Brownien standard, indé-
pendant du processus 7. Tout comme dans le modéle de Black-Scholes, X est un
processus de Lévy, c’est-a-dire que ses accroissements sont indépendants et station-
naires. Cependant, contrairement au cas Brownien, les trajectoires d’un processus
hyperbolique généralisé ne sont pas continues. On peut d’ailleurs montrer qu’un tel
processus n’admet pas de composante martingale continue et qu’il existe une infinité
de sauts sur tout intervalle de temps. Cette famille de modéles permet d’obtenir
une excellente adéquation pour la loi des log-retours des prix d’actions. On peut par
exemple comparer pour les données considérées précédemment ’adéquation & une loi
normale et celle a une loi hyperbolique, c¢’est-a-dire une loi hyperbolique généralisée
avec A = 1. Les estimations des parameétres du maximum de vraisemblance sont ici
obtenues par une méthode de descente de gradient, décrite par Blaesild, Sorensen
[10].

(a) échelle naturelle (b) échelle logarithmique

FiG. 2: Comparaison de l'adéquation aux lois normale et hyperbolique

Il a été montré dans Eberlein, Ozkan [26] que cette qualité de I’ajustement est
préservée lorsqu’on considére des données & des intervalles trés courts. De plus, plu-
sieurs modeéles populaires, dont celui de Black-Scholes, peuvent étre obtenus comme
des cas limites de modéles hyperboliques généralisés. Malgré ces qualités, les pro-
cessus de cette famille sont tous & variation infinie. Or il a été suggéré par Carr,
Geman, Madan, Yor [12] qu’il est parfois plus approprié d’utiliser des processus a
variation finie dans la modélisation d’actifs financiers. Une famille de modéles de
Lévy exponentiels qui inclut a la fois des processus & variation finie et infinie est ob-
tenue lorsque X est un processus CGMY. Il s’agit d’un processus de Lévy purement
discontinu dont la mesure de Lévy est de la forme

¢ -Gz —Mz
v(dr) = —5 (e, oy + M 1 100y)

e
on C > 0,G > 0,M > 0,Y < 2 sont les paramétres du modéle. Cette famille
généralise le modeéle Variance-Gamma, introduit en 1991 dans Madan, Seneta [54] et
qui correspond au cas Y = 1.



INTRODUCTION )

On considére plus généralement dans cette thése que 1’évolution du prix de d
x 1) x(d)
et et )

)

actifs risqués est représentée par un processus S = ( ou X est un
processus de Lévy a valeurs dans R?. Dans le Chapitre 1, on définit le cadre du
travail. On rappelle les résultats principaux sur les processus de Lévy utilisés par la
suite et on décrit quelques caractéristiques d’un marché financier associé a un modéle
de Lévy exponentiel.

Le Chapitre 2 est consacré a 1’étude de propriétés de continuité des prix d’op-
tions. En effet, les paramétres d’'un modele sont généralement calibrés a partir de
données du marché et sont supposés constants sur un certain intervalle de temps.
Cependant, I'information dont disposent les acteurs du marché croit continument ; il
est légitime de supposer que les parameétres du modéle varient en conséquence. 11 est
donc intéressant de se demander quelle influence une petite variation des paramétres
peut avoir sur les prix d’options associés. On considére ici toutes les options avec une
échéance fixée T, pour lesquelles la fonctionnelle g qui définit le payoff est continue
et telle qu’il existe des constantes A, B positives pour lesquelles

g9(S) < Asup S; + B. (1)

s<T

En particulier, les options de vente et d’achat européennes, asiatiques ou lookback
vérifient ces propriétés. On rappelle qu’on associe alors a I'option le prix Eg[g(S5)],
ol @ est une mesure martingale équivalente, c’est-a-dire une mesure équivalente & la
mesure initiale, sous laquelle le processus de prix S est une martingale. On suppose
de plus que les mesures martingales considérées préservent la propriété de Lévy, c’est-
a-dire que le processus X est encore un processus de Lévy sous cette nouvelle mesure.
Cette condition n’est pas trés contraignante puisqu’il a été montré dans Eberlein,
Jacod [24] et Jakubenas [42] que pour un grand nombre de modéles et de fonctions
de payoff, I'intervalle de prix correspondant & ces mesures recouvre entiérement 1'in-
tervalle de non-arbitrage. On formalise alors le probléme de la fagon suivante : on
considére une suite d’espaces probabilises filtrés (Q™, F™, F", P™) a laquelle est asso-
ciée une suite de processus de Lévy X", de caractéristiques (by, ¢n, Vn)-

Le premier résultat principal de ce chapitre est le Théoréme 2.1. On considére
une suite de mesures martingales Q™ associées aux parameétres de Girsanov (8, Ys)
et on obtient des conditions de convergence sur les suites de caractéristiques et de
paramétres de Girsanov qui garantissent la convergence de la suite de prix associés
pour toutes les options qui vérifient (1). Ce résultat se montre d’une part & partir des
résultats sur la convergence en loi des processus de Lévy de Jacod, Shiryaev [41], et
d’autre part, par une propriété d’uniforme intégrabilité qui découle de la factorisation
de Wiener-Hopf.

Dans un deuxiéme temps, on suppose que la suite de processus de Lévy converge
en loi sous les mesures initiales. On s’intéresse alors aux conditions sous lesquelles
la suite de prix d’options associée converge. Ce type de probléme a par exemple
été étudié par Shiryaev [74] et Hubalek, Schachermayer [37] dans le cadre d’une
suite de modéles discrets convergeant vers le modéle de Black-Scholes. Le deuxiéme
résultat important de ce chapitre (Théoréme 2.2) consiste a obtenir pour une suite
de modeéles de Lévy exponentiels, des conditions sur les paramétres de Girsanov
(6™, Y™) qui impliqueront la convergence de la suite de prix associés.

Aucune hypothése n’est faite dans ces premiers résultats sur le choix de la me-
sure martingale. Dans la pratique, on choisit en général une mesure en appliquant
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un critére d’optimisation sur I’ensemble des mesures martingales équivalentes. Les
choix les plus classiques consistent a rechercher la mesure martingale ) qui minimise
E[f(%)], ou f est une fonction strictement convexe et P désigne la mesure initiale.
On s’intéresse ici aux mesures minimales associées aux fonctions les plus couramment
employées, & savoir I'entropie relative donnée par f(z) = xIn(z), et étudiée par Miya-
hara, Fujiwara [32], [56] et Hubalek, Sgarra [38], la divergence logarithmique donnée
par f(z) = —In(z) et considérée par Kallsen [49], et les f9-divergences qui sont les
fonctions puissances de la forme f(z) = 2%, avec ¢ > 1 ou ¢ < 0 ( Jeanblanc, Kloppel,
Miyahara [43]). On peut noter que toutes ces fonctions vérifient f”(z) = az? pour
un a > 0 et v € R. On étudie alors en fonction de v le comportement asymptotique
de la suite de prix associés & une mesure minimale (Théorémes 2.8, 2.15,2.19). On
obtient en particulier des exemples et des contre-exemples, (cf. exemples 2.1 a 2.5),
a la convergence vers le prix associé & la mesure minimale pour le modéle limite.

La fin du chapitre est consacrée & un nouveau probléme de continuité qui apparait
en lien avec I'étude précédente : on considére un modéle de Lévy fixé et on cherche a
obtenir des propriétés de continuité en 7 des prix associés aux mesures f.-minimales,
ou f(z) = az?.

Le Chapitre 3 est consacré a ’étude de la préservation de la propriété de Lévy
et de l'invariance par changement d’intervalle de temps pour les mesures minimales.
En effet, il a été noté dans Essche, Schweizer [29] et Kloppel [49] que pour Pentropie
relative, la divergence logarithmique ou les f¢-divergences, la mesure minimale, lors-
qu’elle existe, préserve la propriété de Lévy : le processus X reste un processus de
Lévy sous la mesure minimale ). De plus, pour ces fonctions, la mesure minimale ne
dépend pas de l'intervalle de temps considéré. On cherche dans ce chapitre a détermi-
ner plus précisément les fonctions réguliéres qui vérifient ces propriétés. On montre
d’abord par I’étude de modeéles élémentaires, que la préservation de la propriété de
Lévy n’est pas nécessairement vérifiée par une mesure minimale. Le résultat principal
de ce chapitre est le Théoréme 3.2. On y montre que pour la plupart des modéles
de Lévy, et sous certaines conditions d’intégrabilité sur la densité de la mesure mini-
male, les fonctions qui vérifient f”(z) = az”,a > 0,7 € R, sont les seules & préserver
la propriété de Lévy.

On s’intéresse ensuite plus en détail aux fonctions de la forme f”(z) = az?. On
donne dans le Théoréme 3.1, des conditions nécessaires et suffisantes d’existence
d’une mesure minimale ainsi qu’une expression des paramétres de Girsanov qui lui
sont associés.

L’intérét de ’étude des mesures minimales réside en grande partie dans leur uti-
lisation pour la détermination de stratégies optimales. En effet, il a été montré dans
Bellini, Frittelli [6], Frittelli [31], et Goll, Riischendorf [34] qu'une dualité existe entre
la recherche d’une stratégie maximisant une certaine fonction d’utilité v et la minimi-
sation de la f-divergence associée & la fonction convexe conjuguée & u sur I’ensemble
des mesures martingales. Ainsi, la minimisation de I’entropie relative est liée a la
maximisation d’une utilité exponentielle, la minimisation d’une f9¢-divergence & la
maximisation d’une utilité puissance et la minimisation d’une divergence logarith-
mique & la maximisation d’une fonction d’utilité logarithmique. On donne dans le
Théoréme 3.24 une expression des stratégies optimales pour les fonctions d’utilité
associées aux f-divergences qui préservent la propriété de Lévy et pour lesquelles la
mesure minimale est invariante par changement d’échelle. Ceci signifie que la mesure
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f-minimale Q*, si elle existe, minimise sur I'ensemble des mesures martingales la
quantité Ep[f(c%)], pour tout ¢ > 0 et tout ¢ > 0. On obtient en particulier une
expression unifiée de la stratégie optimale pour les utilités exponentielle, logarith-
mique, ou puissance qui correspondent aux f-divergences de la forme f”(z) = az”.

Le Chapitre 4 concerne 1’étude de modéles de Lévy exponentiels avec change-
point. Dans un marché financier, différents événements peuvent entrainer un chan-
gement du comportement du prix d’un actif risqué. Certains d’entre eux, comme
la divulgation d’information dans la presse ou un changement brutal du prix d’une
matiére premiére ne dépendent pas du prix de ’actif lui-méme, tandis que d’autres,
comme le premier instant d’atteinte d’un seuil psychologique pour le prix de actif
risqué en sont une fonction directe. Ce type de dépendance du temps des paramétres
peut étre modélisé & I'aide de fonctions constantes par morceaux. Nous appelons
un tel modele, modele avec change-point. L’étude de problémes de change-point a
probablement débuté avec les articles de Page [59],[60] dans un contexte d’a poste-
riori et les travaux de Shiryaev dans le cadre de la détection la plus rapide [73]. Ces
questions ont ensuite été considérées dans de nombreux articles, par exemple par
Vostrikova [79],[80],[81],[82] en ce qui concerne la détection de changements dans la
moyenne de processus de Wiener, ou par Kutoyants pour la détermination d’instants
de changement pour les parametres de diffusions [51]. Dans un contexte financier, la
question de la détection a notamment été étudiée dans Shiryaev [75], Dias, Embrechts
[20], Andreou, Ghysels [2]. Le probléme du calcul de prix d’options a également été
considéré par Guo [35], Elliott, Chan, Siu [27]. Nous nous limitons ici & un cas trés
simple : on considére un instant de change-point 7 de loi «, indépendant de 1’évolu-
tion du prix de actif risqué, et on suppose que le prix de l'actif risqué est modélisé
de part et d’autre du change-point par des modéles de Lévy exponentiels associés a
des processus de Lévy L et L respectivement. Le but de ce chapitre est d’obtenir dans
ce cadre des résultats concernant la minimisation de f-divergence sur I’ensemble des
mesures martingales, puis de les appliquer & la détermination de stratégies maximi-
sant une fonction d’utilité. Une f-divergence étant donnée, on suppose que les deux
modeéles de Lévy associés aux processus L et L admettent des mesures f-minimales.
On suppose de plus que ces mesures minimales préservent la propriété de Lévy et
sont invariantes par changement d’échelle. On montre alors dans le Théoréme 4.10
que la mesure minimale pour le modéle avec change-point peut s’exprimer en fonc-
tion des mesures minimales associées aux deux processus de Lévy sous-jacents. En
particulier, pour les fonctions qui vérifient f”(z) = az?, on obtient une expression
entierement explicite de la densité de la mesure minimale. Ce résultat nous permet
alors d’obtenir une expression des stratégies optimales pour les fonctions d’utilité
associées aux fonctions convexes de la forme f”(z) = az? (Théoréme 4.16). On
donne finalement les expressions pour quelques prix d’options dans un modeéle avec
change-point. On étudie plus particuliérement le cas du modéle de Black-Scholes et
on compare, dans ce cadre, les prix associés aux différentes mesures f,-minimales.



Chapitre 1

Modéles de Lévy exponentiels

1.1 Processus de Lévy

Soit (Q, F,F, P) un espace probabilisé fixé.

Définition 1.1 Un processus X = (X;)i>0 défini sur Uespace (U, F,F,P), a valeurs
dans R, adapté et cadlag, est un processus de Lévy si :

i) Pour tous s,t >0, Xy, — X est indépendant de Fy.

i1) Pour tous s,t > 0, Xy1s — Xs a méme loi que X;.

i) Xo =0 p.s

Dans la suite on supposera que F = (F;)¢>0 est la complétée de la filtration
engendrée par le processus X. L’indépendance et la stationnarité des accroisse-
ments du processus X permettent de montrer la continuité & droite de la filtration
F (cf.[8],Chl.Prop 4) : pour tout ¢t > 0,

Fe={)Fs
s>t
Il découle immeédiatement de la définition qu’'un processus de Lévy est un processus
de Markov, mais on peut également montrer que la propriété de Markov forte est
vérifiée :
Théoréme 1.2 (Propriété de Markov forte, [8] Chl.Prop.6) Soit T un temps

d’arrét tel que P(T < +00) > 0. Alors conditionnellement & {7 < +o0}, le processus
(Xrqt — X7)e>0 est indépendant de Fr et a méme loi que X.

On rappelle maintenant quelques propriétés des sauts d’un processus de Lévy. On
note pX la mesure de sauts associée a X définie par

pX(w,dt de) = > Tax.w)zo)0(sax,)(dt dz)
0<s<+00

ou d représente la mesure de Dirac. L’indépendance et la stationnarité des accrois-
sements de X se refletent dans les processus de sauts associés :

Théoréme 1.3 ([64],Chl. Th.39) Soit X un processus de Lévy et A1, Ay € B(R%)
tels que 0 ¢ Ay |JAo et Ay Az = 0. Alors les processus

Y = Z AXsl{AXseAl} et Z/ = Z AXsl{AXseAg}

0<s<. 0<s<.
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sont des processus de Lévy indépendants.

Ici, et dans toute la suite, R%* représente I’ensemble R?\ {(0, ...,0)}.
On définit également la mesure de Lévy v de X : pour tout B € B(R%),

v(B) = E[Card(s < 1,AX, € B)).

On note P la tribu prévisible, c’est-a-dire la tribu sur  x R* engendrée par les
processus continus & gauche. On dit aussi qu’une fonction f : Q x RT x R®* — R
est prévisible si elle est P ® B(R?)-mesurable.

Du fait de I'indépendance et de la stationnarité des accroissements, le compensa-
teur de la mesure p est déterministe et égal & v(dx)ds. On rappelle que ceci signifie
que pour toute fonction prévisible positive f: Q x RT x R®* —: RY,

E[wasAX / Rd*fwsx) (dx)ds}

0<s<t
On peut alors déduire de cette égalité et de la formule d’Ité le résultat suivant :

Théoréme 1.4 (Formule exponentielle, [8],Ch0.p8) Soit X un processus de Lévy
et v sa mesure de Lévy. Soit f : RY — C une fonction borélienne vérifiant f(z) = x
sur un voisinage de 0 et telle que [pq |1 — e @y (dx) < +oo. Alors pour tout t > 0,

Bles (¥ sax))] =exo[ 1 [

0<s<t Rd=*

(1- ef(z))u(dx)]

Cette formule permet notamment d’obtenir la condition d’intégrabilité qui doit étre
vérifiée par la mesure de Lévy v :

/ (1A |z)?)v(dz) < +oc.
Rd

En se basant en particulier sur le Théoréme 1.3 et les propriétés des martingales de
carré intégrable, on peut alors montrer le théoréme de décomposition suivant :

Théoréme 1.5 ([52], Th2.1) Soit X un processus de Lévy et h une fonction a
support dans [—1, 1]d et valant x sur un voisinage de 0. Alors X se décompose en la
somme de trois processus de Lévy indépendants :
X (1) = W, + bt
fo Jgas ( X(dz,ds) — v(dz)ds)
= Tocaze (AXS - h(AX,))

ou b€ ]Rd, ¢ est une matrice symétrique positive, et v est la mesure de Lévy de X.

Ce résultat s’énonce habituellement pour la fonction de troncation h(z) = r1{,<1}-
Cependant, certains résultats du Chapitre 2 nécessiteront 1'utilisation d’une fonction
continue. On suppose donc ici, et dans toute la suite, que la fonction h a été fixée
continue.

En utilisant la formule exponentielle, on déduit de cette décomposition la formule
de Lévy Khintchine :
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Théoréme 1.6 Soit X un processus de Lévy. Alors il existe une fonction i telle que
pour tout t > 0 et tout u € RY, Fle’<®Xt>] = e=t(u),
Avec les notations du Théoréme précédent,

1 .
P(u) =i < byu> +§Tucu + / (<" —1—i <u,h(z) > )v(dz)
Rd

Le triplet (b, c,v) est appelé triplet caractéristique du processus de Lévy X.

On reconnait ici la forme générale de ’exposant caractéristique d’une distribution
infiniment divisible. Il existe donc une bijection entre I’ensemble des lois infiniment
divisibles et ’ensemble des lois des processus de Lévy.

Ainsi, le triplet (b, c,v) caractérise la loi d’'un processus de Lévy. Dans tout ce
travail, on donnera autant que possible les résultats en fonction de ce triplet. Pour
finir ce paragraphe, on rappelle la caractérisation de la famille des processus de Lévy
monotone en fonction du triplet (b, ¢, ) qui nous sera utile par la suite. On dit qu'un
processus de Lévy a valeurs réelles est monotone si la fonction ¢ — X;(w) est soit
croissante pour tout w € §2, soit décroissante pour tout w € €.

Proposition 1.7 ([52],Lemme 2.14) Soit X un processus de Lévy de caractéris-
tiques (b,c,v) & valeurs dans R. X est monotone si et seulement si 'une des deux

conditions sutvantes est vérifiée :
c=0, supp(v) C R, b— [o. h(z)v(dx) > 0.

c=0, supp(v) CR™*, b— [o. h(z)v(dx) <O0.

1.2 Description du marché financier

On considére dans ce travail un marché financier constitué de d actifs risqués
modélisés par un processus stochastique S a valeurs dans RT*?. Chaque composante

de S est de la forme o
S(i) _ S[()z)ex(z)

ol S((]Z) >0et X = (XM ., X@) est un processus de Lévy a valeurs dans R? défini
sur l'espace probabilisé filtré (92, F,F, P).
On suppose qu’il existe également un actif non-risqué B dont la valeur a 'instant
t est donnée par la fonction
By = Bge™

ou By > 0 et r > 0 représente le taux d’intérét, ici supposé constant.

Un investisseur partage alors & chaque instant son capital entre les différents
actifs. Cette stratégie est représentée par un processus ® = (1, ¢) ot 1 est la quantité
investie sur B et ¢ = (¢(1, ..., (@) est la quantité investie sur les d actifs risqués.

On rappelle que si chaque composante ¢ est intégrable par rapport a S, alors
I'intégrale ¢ - S de ¢ par rapport & S est donnée par

—_— d t (l) (l)
¢S _g o\dSY.
( )t il/() s s

On définit plus généralement 'intégrale vectorielle stochastique de la fagon suivante :
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Définition 1.8 ([15], Déf. p.130) On dit qu’un processus prévisible ¢ est S-intégrable,
et que - S =Y, si Y est une semimartingale telle que ¢145<,, - S converge dans la
topologie des semimartingales d’Emery vers Y .

De facon générale, si S est une martingale locale, ¢ - S n’est pas nécessairement une
martingale locale (cf. [28]). On a cependant le résultat suivant, qui découle de Ansel,
Stricker [3], Cor.3.5 :

Proposition 1.9 Soit S une martingale locale et ¢ un processus prévisible S-intégrable.
Si il existe a € R tel que ¢ - S > a presque sdrement, alors ¢ - S est une martingale
locale.

On définit maintenant 'ensemble des stratégies admissibles relativement & notre
modele :

Définition 1.10 Une stratégie admissible est un processus prévisible & = (n,¢) a
valeurs dans RT tel que 1 est B-intégrable, ¢ est S-intégrable et pour lequel il existe
un réel a € R tel que pour tout t > 0,

(¢ . S)t Z —a.

On note A l’ensemble des stratégies admissibles.
La valeur a Uinstant t du portefeuille associée a une stratégie ® € A est

d
Vi(®) = Vo + me By + Z ¢tl)st(Z)'

=1

On dit qu’une stratégie est auto-financée si elle est admissible et pour toutt > 0,

Vi) = vi(@) + | Bt (6 5).

Une stratégie autofinancée est donc une stratégie pour laquelle il n’y a ni retrait,
ni apport extérieur au portefeuille mais pour laquelle les variations de capital pro-
viennent uniquement de I’évolution des prix des actifs.

L’actif non-risqué B joue le role de numéraire. Le gain d’une stratégie est donc
mesuré par la valeur actualisée du portefeuille V;*(®) = %ZD). Plus généralement, on
affectera d’une étoile toute les quantités actualisées, en particulier le prix actualisé
de Pactif risqué S* = %. Une application simple de la formule d’It6 donne alors le
résultat suivant.

Lemme 1.11 ([58], Lemma 3.1.3) Soit ® une stratégie autofinancée. Alors
Vi (@) = Vo' (®) + (@ - 57)s.

Notons qu’il découle alors de la définition d’une stratégie admissible et de la
Proposition 1.9, que si S* est une martingale locale, alors V* est également une
martingale locale.

On considérera dans la suite le marché sur un intervalle de temps fixé et fini
[0,T7].
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Définition 1.12 Une stratégie autofinancée ® constitue une opportunité d’arbitrage
St
Vi (®)=0, P(VAH(®)>0)=1, P(V;(®) >0) >0.

L’arbitrage modélise donc la possibilité de faire un profit sans prendre de risque, et
on supposera par la suite qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage dans le marché.
On utilisera également une condition légérement plus forte :

Définition 1.13 Une suite de stratégies admissibles (®")n>0 constitue un "Free
Lunch with Vanishing Risk" (FLVR) s’il existe une variable aléatoire strictement
positive bornée f telle que pour tout n,

T 1
| enasz= g
et vérifiant
T
lim / ¢rdSt = f p.s
n—-+oo [q
On dit qu’un marché est NFLVR s’il n’existe pas de telles opportunités.

Un marché NFLVR exclut donc la possibilité d’avoir une suite de stratégies pour
laquelle le risque devient arbitrairement petit.

Un probléme important sur le marché consiste en la détermination du prix et la
réplication d’actifs conditionnels. On considére dans ce travail des options sur l'actif
risqué S avec une échéance fixée finie T > 0. La valeur de actif conditionnel a
l'instant T est alors donnée par une fonction de payoff g : D([0,T]) — RT définie
sur Pespace des fonctions cadlag sur [0,7]. On rappelle en particulier les exemples
suivants pour des options d’achat dans le cas unidimensionnel :

Options européennes :

9(8) = (Sp — K)* | K >0

Options asiatiques :
1 /T
g(S):(—/ Syds — K)© , K >0
T Jo

Options lookback :

g(S)=(sup Ss—K)", K >0.
0<s<T
Définition 1.14 Le modéle est dit complet si pour tout actif conditionel dont la
fonction de payoff g est bornée, il existe une stratégie admissible autofinancée ¢ pour
laquelle :
i) il existe des constantes a et b telles que P(Vt <T,a < V*(¢) <b) =1

i) g(S) = Vi (9) P.ps.

Notons que d’apreés le Lemme 1.11, on aura g(S) = Vi (¢) si et seulement si il existe
un réel z* et un processus prévisible S-intégrable ¢ tel que

9(8) _ . [T
By ==z +/O PsdS;. (1.1)

Ainsi, la complétude d’un marché est liée a la possibilité d’obtenir des décompositions
du type (1.1) pour les variables aléatoires bornées Fp-mesurables.
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1.3 Modéles de Lévy et mesures martingales équivalentes

Les notions d’arbitrage et de complétude d’un marché définies dans la section
précédente peuvent s’exprimer en termes de mesures martingales équivalentes.

Définition 1.15 On appelle mesure martingale équivalente (MME) toute mesure Q
équivalente a P sous laquelle S* est une martingale. On note M [’ensemble de ces
mesures.

Dans le cadre des modéles de Lévy, un sous-ensemble intéressant de M est constitué
des mesures martingales qui préservent la propriété de Lévy.

Définition 1.16 On dit qu’une MME @ préserve la propriété de Lévy si X est encore
un processus de Lévy sous Q. On note M’ l'ensemble de ces mesures.

On cherche maintenant & caractériser I’ensemble des éléments de M et de M.
Pour cela, on commence par rappeler le théoréme de Girsanov qui permet d’exprimer
les caractéristiques de semimartingales (b9, c?, 9) de X sous la mesure @ en fonction
des caractéristiques (b, ¢, v) sous P.

Théoréme 1.17 (cf [41],Th II1.3.24) Soit Q une mesure localement absolument
continue par rapport o P. Il existe alors une fonction prévisible positive ou nulle Y
et un processus prévisible B vérifiant Q-p.s et pour tout t > 0,

L, ) (i) = Dv(da) <+

d
Z /t T8I Blds < +oo
i,j=1"0
et tels que
b = b0 £ 20 B + [pa hO (@) (YVilw) — D (da)
?=c (1.2)
vE(dx) = Yy(x)v(da).

Nous appelerons par la suite B et Y les parameétres de Girsanov du changement de
mesure.

Ce résultat est vrai pour toute mesure absolument continue par rapport & P. On
peut alors caractériser les éléments de M et de M’ en fonction de leurs parametres
de Girsanov.

Théoréme 1.18 Soit () une mesure localement absolument continue par rapport a
P de paramétres de Girsanov 3 et Y. Alors
Q € M si et seulement si P-p.s et pour tout t > 0,

Yi(z) > 0 (v — pp) et /Rd(\/Y}(x) 1)20(dx) < +oc,

/ (€~ DYi(e)(do) <



CHAPITRE 1. MODELES DE LEVY EXPONENTIELS 14

1
b+ §diag(c) +cB —I—/ (e —1)Yi(x) — h(z)v(dx) = 0. (1.3)
Rd
Q € M’ si de plus il existe § € R? et une fonction borélienne Y strictement
positive telle que P-p.s, pour tout t > 0 et tout z € R?,

B =P8 et Yi(zx) =Y (). (1.4)

Parmi les conditions de ce théoréme, la premiére garantit 1’équivalence des me-
sures ) et P et la deuxieme assure Fg [eXt] < 4+00. On peut ensuite montrer par la
formule d’It6 que (1.3) est vérifiée si et seulement si S est une martingale sous Q. De
plus, la mesure @) préserve la propriété de Lévy si et seulement si les caractéristiques
(b9, 9, v?) sont déterministes et indépendantes du temps. Par (1.2), ceci sera le cas
si et seulement si (1.4) est vérifié.

Une premiére conséquence de ce résultat est la suivante :

Proposition 1.19 (cf [42], Th 1.) Soit X un processus de Lévy. Les propriétés
sutvantes sont alors équivalentes pour le marché associé :

(i) M #£0

(11) M" # 0

Tout élément de M’ appartient bien str & M. Pour montrer que (i) implique
(i), il suffit de remarquer qu’étant donnée une mesure martingale () de parameétres
de Girsanov (3,Y), le couple (3;(w), Y;(w)) vérifie les conditions du Théoréme 1.18
pour presque tout w € € et pour tout ¢ > 0. Ainsi, on obtient une mesure martingale
qui préserve la propriété de Lévy en considérant la mesure associée a (G;(w), Yi(w))
pour w et t fixés.

Du fait de la propriété de représentation des martingales pour les processus de
Lévy, les paramétres de Girsanov (3,Y) déterminent entiérement le changement de
mesure de P a Q) € M. Ils permettent en particulier d’écrire explicitement sa densité :

Proposition 1.20 (cf [41] Th II1.5.19) Soit Q € M et soit (Z; = %bﬂ)tzo sa
densité de Radon-Nikodym. Alors Z = E(N) ot

No= (8- XO+ [ ] @) =) = vl

On peut maintenant caractériser les propriétés NFLVR et de complétude du
marché par des conditions sur I’ensemble M.

Théoréme 1.21 Dans le cadre d’un modéle de Lévy exponentiel, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
(i) Le marché financier associé est NFLVR.

Remarque 1. 11 s’agit du Théoréme Fondamental du Calcul de Prix d’Options
de Delbaen et Schachermayer (cf. [18],[19]). Ce résultat donne dans le cadre beaucoup
plus général des semimartingales I’équivalence entre (i) et l'existence d’une mesure
équivalente sous laquelle S est une sigma-martingale. Or, si X est un processus de
Lévy, S = eX est une sigma-martingale si et seulement si S est une martingale ce
qui donne I’équivalence avec (ii).
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Remarque 2. Dans le cadre des modeéles unidimensionnels, il a été noté dans
[42], [72] que ces propriétés sont vérifiées si et seulement si le processus de Lévy X
n’est pas monotone. Ainsi, par le Lemme 1.7, la propriété NFLVR peut s’écrire en
terme de conditions sur le triplet caractéristique de X. Un résultat similaire a été
obtenu dans [47] pour le cas multidimensionnel mais dans le cadre de modéles avec
contraintes.

On caractérise maintenant de méme la complétude d’un marché financier :

Théoréme 1.22 ([47],Prop 3.12) On considére un modéle de Lévy exponentiel
pour lequel le marché associé est NFLVR. Alors, les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Le marché financier associé est complet.

(1) M est réduit a un point.

(111) supp(v) contient au plus k points, ot k est la dimension du noyau de c, et
supp(v) C {z € RY, c(e” — 1) = 0}.

L’équivalence entre (i) et (ii) a par exemple été montrée dans [19] et 'équivalence
entre (ii) et (iii) se montre & partir de (1.3).

1.4 Prix d’options et stratégies optimales

Dans un marché complet, le processus de prix S a la propriété de représentation
prévisible relativement a 'unique mesure martingale équivalente @ ([76], Th1.17).
Ceci signifie que pour toute variable aléatoire H, Fr-mesurable et intégrable par
rapport & @, il existe un unique processus prévisible qﬁ tel que

H = Eq[H] + (¢ 9)r

et pour lequel ngb - S est une @-martingale. On associe alors & ’option de fonction de
payoff H le prix Eg[H] et qg est une stratégie admissible qui permet de répliquer la
valeur H a l'instant T. Dans des cas simples, le prix d’une option peut étre déterminé
explicitement. On rappelle en particulier que pour une option d’achat européenne,

So o2

In(5) +T(r + %) e () —T(r+ %)
B e (MR

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale standard.

Eql(Sr — K)*] = o

Cependant, la plupart des modeéles de Lévy sont incomplets et ’ensemble des
prix admissibles { Eg[H], Q € M} recouvre un intervalle de R*. Cet ensemble a plus
particuliérement été étudié pour des fonctions de payoff qui ne dépendent que de la
valeur finale : H = g¢(St). Il a notamment été montré (cf [24],[42]) que pour une
large classe de modéles de Lévy et de fonctions g,

{Eqlg(S7)],Q € M} =]e"g(So), Sol

et que les prix associés aux éléments de M’ sont denses dans cet ensemble. L’inter-
valle ici obtenu est 'intervalle de non-arbitrage : toute valeur en-dehors permet un
arbitrage pour ’acheteur ou pour le vendeur.
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D’autre part, une mesure martingale étant choisie, il est en général difficile de don-
ner une forme explicite du prix Eg[g(S)]. On peut toutefois obtenir des expressions
sous forme intégrale par transformation de Fourier (cf. [11],[63],[61]). On rappelle ici
un résultat de [61] valable pour tous les modéles de semimartingales et qui concerne
les options dont le payoff ne dépend que de la valeur finale :

Théoréme 1.23 (cf [61], Th 3.5) On suppose que le priz d’un actif est modélisé
par une semimartingale exponentielle : S = eX. On considére une option de payoff
9(Xr). On suppose de plus qu’il existe deuz intervalles I et Iy de R tels que :

i) Pour tout R € I1, [ e ®g(z)dx < 00

ii) Pour tout z € I, Eg[e**T] < +o0

i) I Iz # 0
Alors, pour tout R € I () I2,

1 4 ’
Eqlg(Xr)] = o /REQ[e(R_W)XT]]:g(u +iR)du

avec Fy(z) = [p e g(z)dx.

L’expression de la fonction caractéristique est donnée par les caractéristiques de X
sous la mesure Q). En particulier, si X a pour caractéristiques (b, ¢,v) sous P, et si
(8,Y) sont les parametres de Girsanov du changement de mesure de P a Q € M/,
on a Egle**T] = e~ T¥2 () avec

c

vgl2) = (b+ ez + 527+ [ (= DY (@) - 2h(@)(do)
R

La transformée de Fourier de la fonction de payoff peut se calculer explicitement

dans certains cas simples ([61], Section 3.4). En particulier, pour une option d’achat

européenne, c’est-a-dire pour laquelle g(z) = (z — K)™,

Kl-l—iz
Fo(z) = ————.
o(2) iz(1+iz2)

Lorsqu'un modéle est incomplet, il n’existe généralement pas de stratégies ad-
missibles permettant de répliquer une option. On utilise cependant différents critéres
d’optimalité pour choisir une des stratégies appartenant a .A. Une possibilité consiste
a chercher une stratégie qui maximise une certaine fonction d’utilité des gains.

Définition 1.24 On appelle fonction d’utilité une fonction u :]z, +o0o[— R de classe
C', strictement croissante, strictement concave et telle que

. / o

lim v/(z) = +o0
T—X

ou z = inf{x,x € dom(u)} € [—o0,0].

Les fonctions les plus couramment employées sont u(z) = In(z), u(z) = %p avec

p < 1louu(x) =1—e? On définit finalement la stratégie optimale associée a la
fonction d’utilité u.
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Définition 1.25 Une stratégie ¢ € A est u-optimale sur [0,T7] si

Elu(x + (¢-S)r)] = sup E[u(z + (¢ - S)7)].
PpeA

Une suite de stratégies (é(”))nzl est asymptotiquement u-optimale sur [0,T] si

lim_Blu(z+ (6" $)r)] = sup Blu(z + (6 - )r)].
n—-+400 pEA

17



Chapitre 2

Propriétés de continuité des prix
d’options

2.1 Introduction

Les modéles mathématiques pour les actifs financiers dépendent d’un certain
nombre de parameétres qui doivent étre estimés. Par exemple, les paramétres d’un
modeéle de Black-Scholes sont le drift et la volatilité; il y a quatre paramétres pour
un modéle CGMY et cinq pour un modéle hyperbolique généralisé. Ces différents
parameétres sont généralement calibrés & partir de données du marché, et on les
suppose constants sur un certain intervalle de temps. Il est cependant légitime de
penser qu’ils varient en fonction de 'information croissante dont disposent les acteurs
du marché et il est donc intéressant d’étudier l'influence d'une petite variation des
parameétres sur les prix d’options. Les différents parameétres n’auront pas la méme
importance dans ce type de probléme et certains ne devraient jouer aucun réle. En
effet, le drift n’apparait par exemple pas dans la formule de Black-Scholes.

On s’intéresse ici & une suite de modéles de Lévy exponentiels qui converge en un
sens a préciser vers un modele limite et on cherche des conditions de convergence sur
les caractéristiques du modéle qui entraineront la convergence du prix des options. Un
probléme de ce type a d’abord été considéré dans [37], ot on étudie en particulier la
convergence de la suite de prix d’options associés & des modéles discrets convergeant
vers un modeéle de Black-Scholes. La question du lien entre la convergence de la suite
de processus de prix sous les mesures initiales et leur convergence sous les mesures
martingales a également été étudiée dans [74] pour une suite de modeéles de Cox-
Ross-Rubinstein convergeant vers un modéle de Black-Scholes.

On introduit le formalisme suivant : on considére une suite de bases stochastiques
(Qr, F F™ P™), ou F™ est une filtration continue a droite et complétée telle que
F" = V>0 Fi'- On considére sur chaque espace un processus de Lévy X™ a valeurs
réelles de caractéristiques (by,, c,, vy ) et on y associe un modéle de Lévy exponentiel :
Iactif risqué est modélisé par le processus

Si' = Sy exp{X['} (2.1)

et actif non-risqué par
B}' = By exp{rnt}.

18
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On considére également une option d’échéance fixée T. On suppose que la fonction
de payoff ¢ qui lui est associée est continue sur l'espace de Skorokhod D([0,T]) et
qu’il existe des constantes positives A et B telles que

g(S) <A sup |Ss|+ B. (2.2)

0<s<T

Cette condition est en particulier vérifiée pour les options d’achat européennes dont
la fonction de payoff vaut ¢g(S) = (Sp — K)*, pour une option asiatique donnée
par g(S) = (St — %fOT Ssds)™, pour une option lookback qui correspond au cas
9(S) = (supg<s<r Ss — K)* ainsi que pour les options de vente correspondantes.

On suppose également que pour tout n > 1, ensemble des mesures martingales
équivalentes (MME) associées au modéle est non-vide. On rappelle que par le Théo-
réeme 1.21, ceci est équivalent & supposer que les processus X™ ne sont pas monotones.
De plus, d’aprés la Proposition 1.19, ’ensemble des MME qui préservent la propriété
de Lévy est également non-vide et on choisit une de ces mesures que ’on note Q™.
On note alors (5", Y™) les paramétres de Girsanov de ce changement de mesure et
on rappelle qu’ils vérifient les conditions énoncées dans le Théoréme 1.18. On ne fait
pour 'instant aucune hypothése sur Q™ mais on supposera dans la section 2.3 que ces
mesures sont les solutions de problémes de minimisation sur ’ensemble des mesures
martingales équivalentes. Q™ étant choisie, on associe & ’option le prix

C} = Egn[g(S™)]

ou S" = S™/B™ représente le prix actualisé de l'actif risqué. Dans la suite de ce
chapitre, on supposera que r, = 0 et on considérera donc S™ plutét que S™. Le cas
général s’obtient en remplagant le drift du processus de Lévy X" b, par b, — 7.

On suppose que notre suite de modeéles tend dans un sens & préciser vers un
autre modéle de Lévy exponentiel. Celui-ci est défini par un processus de Lévy X
de caracteéristiques (b, c,v) défini sur un espace (2, F,F, P). On note alors comme

précédemment les deux actifs
Sy = Spet

B; = Bye™t

ou Sy, By sont les valeurs initiales et r > 0 est le taux d’intérét. Comme pour les
modeéles de la suite, on suppose dans la suite que r = 0.

Le chapitre s’organise de la facon suivante. On donne d’abord des conditions de
convergence sur les parameétres (by, ¢, Vn, On, Yn) qui entrainent la convergence de la
suite de prix d’options associés (section 2.2). On applique ensuite ces résultats lorsque
les mesures martingales sont choisies selon différents critéres d’optimisation (section
2.3). On étudie finalement l'influence du choix de la mesure sur le prix (section 2.4).

2.2 Continuité des prix d’options

On suppose dans un premier temps que le modeéle limite admet une mesure
Q@ € M’. On note (3,Y) ses paramétres de Girsanov qui vérifient les conditions
du Théoréme 1.18. On cherche alors & déterminer des conditions sur les caractéris-
tiques et les paramétres de Girsanov sous lesquelles la suite de prix converge vers le
prix dans le modele limite.
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Théoréme 2.1 On suppose que la fonction de payoff g vérifie (2.2). On suppose de
plus que
1. limn‘}+oo Sg = So
2. liMp—jo0 Cn + o B2 ()Y ™ (2)1y(da) = ¢ + [ WP (2)Y (2)v(dz)
f(=z) — 0’

3. Pour toute fonction continue bornée f telle que lim, o =~

im [ (e" = 1)f(@)Y"(2)vn(dz) = / (" — 1)f(2)Y (2)v(dz)
Alors
lim Cp =Crp (2.3)
n—-—+oo
La preuve de ce résultat se fait en deux temps. On utilise d’abord la caractéri-
sation de la convergence en loi de processus de Lévy en termes de caractéristiques
donnée dans le Th VII.2.9 de [41] pour montrer que

L(S"Q") — L(S]Q).
Il reste alors a vérifier que la famille (supg<p S¢)n>1 est uniformément intégrable.

Ceci s’obtient grace a la factorisation de Wiener-Hopf pour les processus de Lévy.

Les hypothéses du Théoréme 2.1 combinent des conditions sur les caractéris-
tiques des processus sous les mesures initiales et sur les parameétres de Girsanov des
changements de mesure. Il peut également étre intéressant de supposer que

L(X"|P") — L(X|P) (2.4)

et de déterminer sous quelles conditions sur les changements de mesure cette conver-
gence se transmet sous les mesures martingales. Les conditions générales pour un tel
résultat sont basées sur la convergence en loi du couple

L((S™, Z™)|P™) — L((S,Z)|P).

Cependant, dans le cas des processus de Lévy, on peut donner des conditions simples
en termes de caractéristiques. On introduit pour cela les conditions suivantes : on
suppose que les parameétres de Girsanov (8, Y,) associés aux changement de mesure
de P™ a Q" vérifient sur un voisinage de 0 :

Y™(z) =14 Bpz + zen(z) (2.5)

avec limy_,0€,(z) = 0. On suppose de plus qu'il existe 5 € R et Y une fonction
borélienne positive vérifiant

Y(z) =14 Bz + xze(x) et / Y(z)v(dz) < 400 (2.6)

lz|>1

tels que €, converge uniformément vers € sur un voisinage de 0. On a alors le résultat
suivant :

Théoréme 2.2 On suppose que (2.4), (2.5) et (2.6) sont vérifiées. On suppose de
plus que
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]) limy,— 400 Bn = B
Jj) Pour tout n > 0,

lim Y"(z)vp(de) = / Y (z)v(dz).

o0 fal >y |z|>n
Alors, pour toute fonction de payoff continue bornée g, on a

lim C7 = Ep-[g(5)]

n—-+00

ot P* est absolument continue par rapport 4 P et donnée par les paramétres de
Girsanov (8,Y). De plus, P* est une mesure martingale équivalente pour S si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites : Y > 0 v-p.p et

lim e*Y"(x)vy,(dx) :/ e’Y (z)v(dx).
n—+00 fo>1 z>1
Sous ces conditions supplémentaires, la convergence des priz a lieu pour toute fonc-

tion de payoff qui vérifie (2.2).

On donne d’abord la preuve du Théoréme 2.1. Pour cela, on commence par mon-
trer que la suite de processus de Lévy (X™),>1 converge en loi sous les mesures
martingales.

Lemme 2.3 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1,
LX"Q") — L(X|Q). (2.7)

Preuve D’aprés le Theoreme VII.2.9 dans [41], la convergence en loi (2.7) est équi-
valente aux trois conditions suivantes sur les caractéristiques :

i) lim,, o0 9" = b9

i) limy, 400 c@" + Jg- 1 (z)vQ" (dz) = ¢+ Jp- 1 (z)°(dx)

iii) Pour toute fonction continue bornée f telle que lim,_g % =0,

lim f(2)v?" (dz) = . f(z)v°(dx)

n—-+oo R*

On rappelle que par le théoréme de Girsanov, les caractéristiques de X" sous Q"
sont

V9" = b, + B + [ h(2) (Y™ (2) — Vv (dz)
Q" =c¢, (2.8)
V9" (dz) = Y™ (x)v,(dx)

et que puisque Q™ est une mesure martingale,
n 1
pe" = 56— / (e =1 = h(z))Y"(x)]vn(d). (2.9)

Des égalités semblables sont vérifiées pour les caractéristiques de X sous @ :

W2 =—%— [ [(e% — 1 — h(2)Y(2)|v(dz)
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La condition ii) coincide alors avec la condition 2. du Théoréme 2.1 et la condition
iii) se déduit de 3. Il reste donc & vérifier i). Par (2.9),

2 X
pR" — _%[cn + / R ()Y " (x)vp(dz)] — / [e* —1—h(x) — h ; )]Y"(x)un(dm).

*

Les conditions 2. et 3. appliquée a la fonction f(x) = [e* —1— h(z) — @]/(ex -1)
impliquent alors que les deux termes a droite de ’égalité convergent et que i) est
vérifiée. Ainsi, par le Théoréme VIL.2.9, (2.7) est vérifice. O

On cherche maintenant 4 montrer I'uniforme intégrabilité de la famille (sups<7 S¥)n>1.
Celle-ci se déduit de la factorisation de Wiener-Hopf pour les processus de Lévy. On
commence donc par énoncer une version de ce résultat :

Théoréme 2.4 (Factorisation de Wiener-Hopf) Soit L un processus de Lévy et
T un temps exponentiel indépendant de L. Alors, pour tout u € R,

E[e“‘LT] _ E[eiusupogng LS]E[eiUinfogsgr Ls]_

Cette décomposition peut s'étendre a Iensemble {z € C : E[|e*l1|] < 400} (cf.
[78],[57]). On peut maintenant montrer le lemme suivant :

Lemme 2.5 Supposons que X™ et X sont des processus de Lévy sous des mesures
martingales Q™ et Q et que

LIX"Q") — L(X]Q).

Alors, pour toute variable aléatoire T indépendante de X™ et X de loi exponentielle
g de paramétre g, on a

lim Egny,,( sup Xty = EQxu,( sup eXt). (2.10)

n—+o0 0<t<r 0<t<r

Preuve Soit T une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre ¢, notée p, et
donnée sur un espace (E, ). On considére un élargissement de l'espace probabilisé
initial (Q7, F*,F", Q") ou Q" = Q" x E, F" = F"* x £, F" = (F}");>0 avec FJ' =
Fl'@ € et Q" = Q" x g On définit de méme un élargissement (Q,F,F,Q) de
(Q,F,F,Q). Les processus X™ et X restent des processus de Lévy avec les mémes
caractéristiques sous cet élargissement. Comme Q" est une mesure martingale, et
donc Egn[e®1] = Egn[e®0] = 1, la factorisation de Wiener-Hopf s'étend & u = —i

de sorte que
B [eMPosi<e X7 1 (2.11)
< B emosis- x| |

D’autre part, les processus X" et X sont des processus de Lévy et n’ont donc pas
d’instant fixe de discontinuité, et 7 est une variable aléatoire indépendante de ces
processus, donc

L( inf X7'|Q" L( inf X;|Q). 2.12

(odnf X71Q") — £( inf X:|Q) (2.12)

Comme e™o<i<r X' < X0 < 1, on déduit du théoréme de convergence dominée que
3 - infOStST X" — - infOStST Xt

nEIEOO Egule "] =Egle ] (2.13)

Finalement, on déduit (2.10) de (2.11) et (2.13). O
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Lemme 2.6 On suppose que (2.10) est vérifiée. Alors pour tout T > 0, la famille
(supg<s<7 S5 )n>1 est uniformément intégrable.

Preuve On rappelle que

n
sup S' = SpeStPost<T X
0<t<T

Pour un ¢ > 0 fixé, on a

+o0o
SWPo<t<r Xi' SeqT/

“+o00
qe—quesupogtgu thdu < eqT/ qe—queSUPogtgu thdu
T 0

de sorte que
sup Sp' < eqTEuq( sup SP). (2.14)
0<t<T 0<t<r
L’égalité (2.10) entraine par le théoréme de Fubini 'uniforme intégrabilité de la fa-
mille de variables aléatoires (E,,, (supg<;<, St'))n>1. On déduit alors de (2.14) I'uni-
forme intégrabilité de la famille (supg<;< Sf')n>1- O

Ces différents lemmes nous permettent maintenant d’obtenir le Théoréme 2.1.
Preuve du Théoréme 2.1 Par le Lemme 2.5 et la condition 1. du Théoréme 2.1, nous
avons

L(5"Q") — L(5]Q)

et comme la fonctionnelle g est continue sur D([0,77), on a également

L(g(5™)Q") — L(9(9)|Q)

On rappelle de plus que par hypotheése, il existe A, B > 0 tels que g(S5) < A SUpg<s<7 Sst
B. Or, d’aprés le Lemme 2.6, la famille (supg<s<7 S¥)n>1 est uniformément inté-
grable. On en déduit donc la convergence des prix :

lim Eqon[g(5™)] = Eqlg(5)] O

n—-+00

On cherche maintenant & montrer le Théoréme 2.2.
Preuwve du Théoréme 2.2 On commence par noter que par (2.6), on a

/*( Y (z) — 1)%v(dz) < +o0.

Ainsi, la martingale

M= x| [ () =06 - vianyas)

est bien définie. Le processus Z* = £(N) est alors une martingale positive et définit
donc la densité d’'une mesure P* absolument continue par rapport & P dont les
parametres de Girsanov sont (3,Y). On cherche maintenant a vérifier les conditions
i), ii) et iii) introduites dans la démonstration du Lemme 2.1. On écrit pour cela

bQ" =b, + B(cn +/ R*(z)vp(dz)) + / h(z)[Y (z) — 1 — Bh(z)]vn(dz)

* *

a8 — B) + / h(z)(Y™(x) — Y (2))vn(da).

*
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La condition (2.4) entraine la convergence des trois premiers termes de la somme.
De plus, on déduit de (2.5) et (2.6) qu’il existe une suite (Cy,),>1 tendant vers 0 telle
que

h(@)|[Y™ (@) = Y ()] < (16n = Bl + Co)h*(2).

Ainsi, j) entraine la convergence vers 0 des deux derniers termes de la somme et on
a donc

lim 59" =b+cB + /* h(z)(Y (z) — 1)v(dx).

n—-+00

On obtient de méme ii) en écrivant :
Cn +/ R (2)Y™ (z)vp(dz) =cp —I—/
+/ R (x)(Y () — 1)v,(dz)

R (x) vy (dx) + / R (x)(Y™(x) — Y (), (dx)
R

*

et iii) en écrivant pour toute fonction bornée f qui vérifie lim,_,o % =0,

A (@)Y (z)vy(dz) = A @)Y (z) = Y (2))vn(dz) + A f(@)Y (z)vn(dz).
Ainsi, i), ii) et iii) sont vérifiées et donc
LX"|Q") — L(X|PY).
Comme g est continue et bornée sur D([0,7]) et lim,,— 4o S§ = So, on en déduit la
premiére partie du théoréme.

D’autre part, P* sera une mesure martingale équivalente pour S si et seulement
sionaY >0 v-p.pet

*

b 5 ket [ (e DY () = hovldo) 0.
Par la formule de Girsanov pour b]‘D*7 cette derniére égalité est équivalente a
WP — _g B / (€ — 1 — h(2))Y (2)v(dx). (2.15)

* .
Or, comme b7 =1lim,_ 4 %", on a

b :ngrfoo —%n - /z<1(ex —1—h(x))Y"(z)v,(dz) — nEI}rloo 121(61’ — DY (z)v,(dz)
2z
= tim_—glent [ @)~ [ @ =1=hw) - Sy
1 2(2)(Y™(z) — Dvp(dz) — lim e’ — "(z)vp(dx
2/|Z|<1h (@)(Y"(2) = Dvp(de) — lim zZl( DY"™(2)vn(dz).

On déduit alors de (2.4) et jj) que

b = —3 /$<1(€z —1—h(2)Y(z)v(dz) — lim § (e — Y™ (x)vp(dx).
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Ainsi, on aura (2.15) si et seulement si

lim (e — 1)Y™(2)vy(dz) = / (e — )Y (x)v(dz)
n—+00 Jy>1 z>1

Dans ce cas, les conditions du Théoréme 2.1 sont satisfaites et la convergence des

prix est assurée. O

2.3 Application au cas de mesures f-minimales

On cherche maintenant & appliquer ces résultats lorsque les mesures martingales
Q" sont choisies selon des critéres d’optimisation sur ’ensemble des mesures martin-
gales équivalentes. On s’intéresse généralement aux mesures qui réalisent
minge pm E[f(‘;—g)}, ot f est une fonction strictement convexe. L’intérét de telles me-
sures minimales réside notamment dans leur lien avec des problémes d’optimisation
de stratégies. Nous étudierons plus précisément ces questions dans le chapitre suivant
et nous nous limitons ici & quelques choix classiques de fonctions. On considére en
particulier le cas de l’entropie relative, correspondant a la fonction f(z) = zln(z)
et étudié dans [32], [56],[29],[38], le cas des fonctions puissances f(z) = z%,q > 1
ou ¢ < 0 étudiées dans [43] et f(z) = —29,0 < ¢ < 1 ([16]) ainsi que la divergence
logarithmique donnée par f(x) = —In(z) ([49]). Pour chacune de ces fonctions, des
conditions d’existence de la mesure minimale ainsi que ses paramétres de Girsanov
sont connus. Il a en particulier été noté que les mesures minimales associées pré-
servent la propriété de Lévy. Ainsi, les résultats de la section précédente peuvent
s’appliquer. On peut également remarquer que toutes ces fonctions ont une dérivée
seconde de la forme f”(z) = ax?,a > 0,7 € R. Plus précisément, si f”(z) = azx?, il
existe p,q € R tels que

arln(z) + pr+qsivy=-1
flx) = —aln(z) +pr+qsiy=-2
maﬂw +pr+qsiy#—1,-2.

L’étude qui suit se fait en fonction des valeurs du paramétre ~.

2.3.1 Mesures minimisant ’entropie relative (y = —1)

On commence par rappeler une condition nécessaire et suffisante d’existence de
la mesure d’entropie minimale ainsi qu’une expression explicite de ses paramétres de
Girsanov. Il a d’abord été montré dans [32] qu’il s’agit d’une condition suffisante,
puis dans [38] que la condition est nécessaire.

Proposition 2.7 On suppose que f(x) = xIn(x). Une mesure f-minimale existe si
et seulement si il existe §* € R tel que

/>1(ey — 1) Vu(dy) < 400
Yz

bt g+ e+ / ((e" = 1)e” =D — h(y))v(dy) = 0 (2.16)

*

Les parameétres de Girsanov de la mesure minimale sont alors 3* et Y (y) = e87(¢"=1),
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Il a également été montré que cette mesure peut étre obtenue par une transforma-
tion d’Esscher : si on considére ’écriture de S sous la forme d’une exponentielle
de Doléans-Dade, S = E(X), on rappelle (cf [46] Lemme 2.7.2 par exemple) que
I’'exposant caractéristique du processus X est

Dlu) = (b+ g)u + qu + / (e"€"V) — 1 — uh(z))v(dz). (2.17)

On introduit alors ’ensemble
D ={u€R: Ep(e"¥) < 400}
et on considére la mesure d’Esscher P% associée & X et u € D :

app ek
dP; — Ep(enXe)’

La mesure P“ sera alors une mesure martingale si et seulement si le parameétre u est
égal & 0, ou 0 est la solution de ’équation

- g L+ /R (% = 1)e?© =Y — p(z))v(dz) = 0, (2.18)

C’est-a-dire /() = 0. On retrouve donc la condition (2.16) énoncée dans la Propo-
sition 2.7.

On suppose ici que chaque modéle de la suite considérée admet une mesure d’en-
tropie relative minimale. Ceci revient donc a supposer que pour tout n > 1, ’équation

b+ 5 eu [ (€= 1))~ h(wpn(de) =0 (2.19)
R

admet une solution 6,,.

On cherche & obtenir des conditions de convergence sur les caractéristiques qui
entrainent d’une part l’existence d’une mesure minimale pour le modele limite et
d’autre part, la convergence des prix. Pour cela, on commence par introduire 1’en-
semble

U={uekR: mn_>+oo/ e Yy, (dz) < +oo}. (2.20)
r>1
U est donc le sous-ensemble de R sur lequel ces intégrales sont uniformément bornées
pour de grandes valeurs de n. Il est de la forme | — 0o, a ou | — 00, ] ot @ = sup{w :
u € U}. Notons en particulier que a > 0. On a le résultat suivant :

Théoréme 2.8 Soit g une fonction de payoff qui vérifie (2.2). On suppose de plus
que :

1 limy— oo S§ = So

2. lim, s y00by, =0

8. liMp—joo Cn + Ju W2 (@)1n(dz) = ¢ + [p. B*(2)v(dx)

. Pour toute fonction continue bornée f telle que lim,_.q @ _
q s

2 T

lim (2)vp(dx) = . f(z)v(dx).

n—-4o0o R*
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Alors, si lim,,_, .- z/;'(u) > 0, il existe une mesure martingale équivalente d’entropie
minimale pour le modéle limite. De plus, silim,,_, - z/zl(u) > 0, nous avons la conver-
gence (2.8) pour les priz et si im_,— ¢/ (u) = 0, (2.3) est vrai au-moins pour une
sous-suite.

Si lim,,_, - 1/}’(u) < 0, lexistence d’une mesure martingale minimale n’est pas
garantie, mais st g est bornée, nous avons

lim C} = Ep[g(S)] (2.21)
n/—+o00

ou n' est une sous-suite et P* est une mesure équivalente a P qui n'est pas une
mesure martingale et dont les paramétres de Girsanov sont (o, exp(a(e® —1))).

Remarque. Dans le cas lim,_.o ¢/ (u) < 0, la mesure d’entropie minimale pour le
modele limite peut ou peut ne pas exister (cf. Exemples 2.1 et 2.2) et méme si cette
mesure existe, la limite pour la suite des prix d’options n’est pas Cp en général (cf
Exemple 2.1). De plus, on peut montrer par la factorisation de Wiener-Hopf que

lim Egn[ sup S| # Ep«[ sup S
n—+00 0<t<T 0<s<T

car Ep«[St] # 1. Ainsi, la famille de variables aléatoires (supg<;<7 Si')n>1 n’est pas
uniformément intégrable et on ne peut généralement pas étendre 1'égalité (2.21) a des
fonctions de payoff non bornées. Cependant, il est possible d’obtenir une expression
explicite de la limite dans certains cas simples. On a par exemple pour une option
de type Call Européen,

lim C7 = lim Eon(Sp— K)" = Ep«(Sr — K)* + 1 — Ep«[Sr].

n—-—+00

Pour montrer le Théoréme 2.8, on cherche & vérifier les conditions d’application
du Théoréme 2.2. Le point central consiste a déterminer les conditions sous lesquelles
la suite 6, converge vers la solution de 1’équation pour le modéle limite. Pour cela,
on introduit pour chaque n > 1 ’ensemble

D,={ueR: / e Dy, (dz) < +oo}
z>1

sur lequel est défini 'exposant caractéristique 1[)” de X™. On rappelle que pour tout
u € Dy,

Un(u) = (by + %n)u + %nu2 + /* ((e® = 1)e" =Y — 1 — uh(z))v,(da).

On considére également ’ensemble

D={uelR: / e Ny (dz) < 400}

z>1

sur lequel est défini la fonction 1[1 introduite en (2.17). On peut par exemple noter
que R~ est inclus dans D et Dy, n > 1. Avant de s’intéresser a la convergence des
fonctions 1[1”, on donne une caractérisation des processus de Lévy monotones par le
comportement asymptotique de 1&
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Lemme 2.9 X est un processus de Lévy monotone si et seulement si

lim ¢'(u) >0 ou lim ¥'(u) <O0. (2.22)

U——00 u——400

Remarque. On rappelle que chaque modéle associé & un processus de Lévy X"
admet une mesure martingale équivalente et n’est donc pas monotone d’aprés le
Théoréeme 1.21. Ainsi, on a en particulier pour tout n > 1, lim, . z/};l(u) < 0.
Cette partie du Lemme 2.22 qui nous servira par la suite a par exemple été montré
dans [38], Lemme 1.

Preuve On rappelle que

*

'(u) = b+ g +cu —l—/ (e® — 1) =1 — h(z)v(dx).

On voit alors que si ¢ # 0 ou ¥(R7) # 0, on a limy— oo 12),(U) = —o0. De plus, on
a dans les autres cas limy—._oo ¥'(u) = b — [, h(z). Ainsi, limy— oo ¢/ (u) > 0 si et
seulement si

c=0, v(R7)=0et b— / h(z)v(dx) >0 (2.23)
R

et ces conditions sont vérifiées si et seulement si les trajectoires de X sont croissantes.
On obtient de méme que lim, .1 ¥’ (u) < 0 si et seulement si

c=0, Y(RT) =0et b— / h(z)v(dx) <0 (2.24)
R
ce qui équivaut a la décroissance des trajectoires de X. O

On s’intéresse maintenant a la convergence des fonctions 1[1” Notons que sur
I'ensemble J,,~ (i>n Dk, les fonctions ™ sont définies pour n suffisamment grand,
et on peut donc étudier leur limite. De plus, ’ensemble U définit en (2.20) vérifie

On énonce maintenant un premier résultat de convergence :

Lemme 2.10 Sous les hypothéses du Théoréeme 2.8, les fonctions 1[)” et 1[1 appar-
tiennent a C*°(D™) et COO(B). De plus,

lim 4, (u) = ¢/ (w) (2.25)

n—-—+0o
(o)
uniformément sur tout compact K CU.

~ (o} ~
Preuve On montre que ¢ € C*°(D). La démonstration est similaire pour ¢™ €

o] [} S
C>°(D™). 1l suffit de considérer un compact K de D. On vérifie que ¢ est bien
dérivable. Notons que pour tout u € K,

d T z
ou(e*-1) 9 (T u(e*—1)
" 1—uh(x) = (e® —1)e h(x).
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Comme h(x) = z sur un voisinage de 0, il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout u € K et pour |z| <1,

(¥ — 1)e™ "~V — h(z)| < C2?.

Il existe également C’ > 0 tel que pour tout u € K et pour z < —1, |ez—1|e”(ew’1) <

C’ et il existe § €D tel que pour z > 1, (e” —1)e*(¢" =1 < 9" ~1) Aingi, la fonction
1) est dérivable et pour tout u € K,

Y (u) = b+ % + cu+ / ((e® —1)e =1 — h(z))v(dx).

*

On obtient des expressions similaires pour les fonctions z/},’l On montre alors que
les fonctions 7,3,1 et Z/AJ sont de classe C* en raisonnant de la méme maniére sur les
dérivées successives.

On montre maintenant la convergence uniforme (2.25). Comme les fonctions v/, et
1&’ sont continues et croissantes sur K, la convergence uniforme sur K est équivalente
a la convergence ponctuelle. Par les conditions 2. et 3., il suffit de montrer que pour
tout u € K,

nginoo fu, 2wy (dx) = f(u, z)v(dz) (2.26)
R* R*

ou f(u,z) = (e* — 1)e™¢ =D — h(x) — B?(x)(u + %) Comme lim,_,o % =0, on

a par la condition 4. la convergence des intégrales sur ’ensemble {z < 1}. De plus,
o €T
il existe 0 > w qui appartient a U et donc tel que sup,, fx>1 edle *1)1/n(dm) < +o0.

Comme
eé(ew —1)
lim

z—+oo (€% — 1)eule”=1) = Too,

on en déduit Puniforme intégrabilité de la famille ((e* —1)e™(¢" =Dy, (dz)),>1 et donc
(2.26). O

On peut maintenant étudier la convergence de la suite ,,. On rappelle que o =
sup U.

Lemme 2.11 Sous les hypothéses du Théoréme 2.8 :
Si lim,_o— ¢/ (u) > 0, Uéquation (2.18) a une solution 6 < « et

lim 6, =90. 2.2
Jim 6 @21)
Silimy, - ' (u) =0, 0 = o et
lim 6, =90. (2.28)
n—-+0o

Si lim,,_, .~ ﬁ’(u) < 0, l’équation (2.18) peut ou peut ne pas avoir de solution, mais

lim O, = a. (2.29)

2222n——+o00

Preuve On commence par supposer que lim,,_, -~ zﬂ’ (u) > 0. On rappelle que 'on sup-
pose que X n’est pas monotone ce qui entraine par le Lemme 2.9 que lim,— o 9'(u) <
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0. Comme 1 est continue sur (}Clo), il existe 8 < « tel que 1&'(0) = 0. De plus, comme
pour tout n la fonction 7,/37/1 est croissante, la convergence des fonctions 1[)41 sur U en-
traine en particulier

lim lim ¢ (u) > lim 9 (u). (2.30)

n—+00 y—a~ u—o~
On a donc pour n > ng, lim, .- ¢/, (u) > 0, ce qui implique 6,, < o. Comme 6
est 'unique solution de I’équation zﬁ’ (u) = 0, on peut alors déduire de 'uniforme
convergence montrée dans le Lemme 2.10 que lim,, 1 6, = 6.
On suppose maintenant que lim,,_, .- 1&’ (u) < 0. Par le lemme de Fatou,

/ (e —1)e Dy (dx) < liminf/ (e — 1)e“ Vy(dz) < +o0.
>1 z>1

u—a

Ainsi, z/AJ’(oz) est bien défini, et donc par le théoréme de convergence monotone, on
a /() = lim,_,,— ¢/(u). En particulier, si cette limite est 0, Péquation ¢/(u) = 0
admet pour solution 8 = «. Dans les deux cas, pour tout v < «, QZJ'(U) < 0 et donc
par le Lemme 2.10, on a ¢, (1) < 0 pour n assez grand. Ainsi, & partir d’un certain
rang, 0, > u et donc lim,, ,, 6, > a. D’autre part, par définition de I’ensemble U,
il existe pour tout > «a, une sous-suite n’ telle que lim,/_, | o z/};l(u) = +00, et donc
telle que lim,— ooy < u. On en déduit que lim 0, < a, et donc finalement

n—+00
que lim,, ., 0, = a. O

On peut maintenant montrer le Théoréme 2.8 :
Prewve du Théoréme 2.8 : Dans le cas lim,_, - ﬁ’(u) > 0, on peut appliquer le
Théoréme 2.1 ou le Théoréme 2.2. On montre ici que les hypothéses du Théoréme
2.2 sont, vérifices. On rappelle que Y (z) = ¢(¢*~1) et que Y(z) = /("D On a
donc
Y™x) =14 602+ zep(z) et Y(x) =14 0z + ze(x) (2.31)

avec limg_g €,(z) = 0 et limg— e(x) = 0. Par le lemme 2.11, on a lim, 1 6, = 6.
Ainsi, pour n assez grand

len(@) = e(2)] < "HHIH|GE — 22

et €, converge donc uniformément vers e sur les compacts. De plus, la condition j)
du Théoréme 2.2 est vérifice. Comme 9/,(6,,) =0, on a

/> (e® —1)ef " =Dy, (dz) = — [bn + cn(% +6,) + /
= [ba (% +0,)(en + /ha(x)yn(da:)) _ /m

(5 + O H2 () ()]
- /< ((e” — el =1 _ p(z) — (% + 0n)h2(2)) vy (da).

>e 2
(2.32)

Les hypotheéses 2.,3. et 4. du Théoréme ainsi que lim,,—, 4, 0, = 0 entrainent alors

hr_~r_1 (em_l)een(exfl)yn(dl‘) = —b—c(%—l—@)—/ ((637_1)69(30071)_h(m))y(dfﬂ).
n—+oo > x<e
(2.33)

(6% — 1)efn(e=1) _ h(m)yn(dx)}
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On en déduit en particulier

Sup/ (e® — 1) "=V, (dz) < 4o0. (2.34)
n xr>e€

Ceci, et le fait que la fonction a intégrer est bornée par e/*! sur {z < —e}, implique
que la famille (e?2(¢“~1)), 5, est uniformément intégrable sur {|z| > €}, de sorte que

lim (€N, (dx) = / =V (dx). (2.35)

=00 |z e |z >e

Finalement, on déduit de (2.33) et de ¢/(6) = 0 que

lim (e —1)e" "=V, (da) = / (e — 1)e’ " Dy (dx) (2.36)
n—+00 Jo>1 z>1
et donc que P* est une mesure martingale équivalente.

Si maintenant lim,_,,— 1(u) < 0, les conditions (2.31), (2.35) et 1. restent vraies
avec « a la place de 6. Cependant, (2.36) n’est plus vérifiée et P* n’est donc pas une
mesure martingale pour le modéle limite.

Dans tous les cas, les conditions du Théoréme 2.2 sont vérifiées et on a montré
le Théoréme 2.8. O

On donne finalement deux exemples, qui montrent deux comportements différents
qui peuvent apparaitre lorsque lim,, .- ¢ (u) < 0.
Exemple 2.1. Les processus NIG(«, 3,0,p), avec « > 0, 0 < f < «, 6 > 0 et
1 € R sont des cas particuliers de processus hyperboliques généralisés, introduits par
Barndorfl-Nielsen [5]. Le parametre u est le drift alors que «, G, ¢ interviennent dans
la définition de la mesure de Lévy :

Ici, K désigne une fonction de Bessel modifiée de troisieme espéce dont une repré-
sentation intégrale est donnée par

1 [T _141

Ki(z) = f/ e 2Z(y+y)dy.
2 Jo

Il s’agit d’une fonction dérivable, décroissante, et son comportement en 0 et +00 est

donnée par les formules suivantes (cf. formules 9.6.9 et 9.7.2 de [1]) :

1
Ki(z) ~ 2 quand z — 0 et K;(z) ~ 1/2126_2 quand z — 4-o00.

uX,g] tm(u)’

La fonction cumulant k£ du processus NIG(«, 3,0, ), définie par Ele
est alors donnée par (cf [38]),

K(u) = pu+6(v/a? — 5% — /a2 — (B +u)?). (2.37)

Soit maintenant pour tout n > 1, V™ un processus NIG(n,0,n,0) et Z™ un proces-
sus NIG(%, 0,4 ), indépendant de V™. On considére la suite de processus de Lévy

'

(X™)p>1 définie par

=€

XP = bt + V" + 7.
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On note Ky, la fonction cumulant de X™. On déduit alors de (2.37) que

2

. u
nllg-loo K (u) = bu + 5

de sorte que
L(X"|P") — (bt + Wy)e0

ou W est un mouvement Brownien standard. D’autre part, on a pour tout n > 1,

D" (u) = ub+ / (e =Y — 1 — uh(z))vy(dz)

*

ou
1 ||
() = "Ll + 5 10

7|

Pour chaque n, t, est convexe, définie sur | — 00,0] et dérivable sur | — oo,0[, de
sorte que o = 0. De plus, pour tout u < —1,

9 (u) < b+/

r>—1

(e® — De N — h(z)v,(dz) + (e — 1)/ e =y, (dz).

r<—1

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée,
. “n'
lim ¢" (u) = —o0.

D’autre part, pour u > —1, on a

P () 2b+ /

(e® —1)e” "Dy, (dx) +/ (e® —1)e” "Dy, (dx)
<1

zZln(lJrﬁ)

1

= n(l+5~
+ &7 / e (e — Dy (do)
1

Comme lim 4, 40 flA(Ez — Dvp(de) = 400, on en déduit que

lim 4" (1) = 4o0.

u—0
Ainsi, il existe pour tout n > 1, un unique réel 8, < 0 tel que ¥™ (3,) = 0 et on peut
associer au modéle (eX") une mesure martingale équivalente d’entropie minimale. On
étudie maintenant la limite des prix associés lorsque n tend vers +oo. Notons que
comme le modéle limite est un modeéle de Black -Scholes, on a lim,_0¢'(u) = b+ %
Ainsi, d’aprés le Théoréme 2.8, si b+ % > 0, on a la convergence de la suite de prix
vers le prix dans le modéle de Black-Scholes, pour toutes les options qui vérifient
(2.2). Si par contre b+ 3 < 0 et g est bornée, on a

lim C7 = Ep[g(S)]

n—+0o00

ou P est la mesure initiale. On peut illustrer cette différence de comportement en
représentant quelques fonctions ¥™ et 1 lorsque b=1et b= —1.
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(a) Lecas b=1 (b) Le cas b= —1

F1G. 2.1: Les fonctions z& et 1&"

Dans le premier cas, lim, 400 = —(b+ 3) alors que dans le deuxiéme cas
lim, 4o bp =0 < —(b+ %) Notons toutefois que lorsque b + % < 0, Le modeéle
limite a une unique mesure martingale équivalente Q # P. On peut donc compa-
rer le prix d’une option dans ce modéle & la limite de la suite de prix obtenue par
minimisation de 'entropie. En particulier, si on considére une option européenne de
vente d’échéance T et de prix d’exercice K,
lim Egn(K — S}t = Ep(K — Sr)™ > Eg(K — Sr)*.
n—-+0oo

En effet, sous P, la variable aléatoire In(St) a pour loi N (b7, 1) alors que sous @,
elle a pour loi N/ (—%, 1). Ainsi, la différence entre les deux prix croit lorsque b tend

vers —oo. On peut par exemple représenter cette différence en fonction de b, pour
K=1letT=1:

—— limite o prix

—— prix tians le modele limite

F1G. 2.2: Prix dans le modéle limite et limite des prix en fonction de b

Exemple 2.2 On considére maintenant une suite de processus NIG(ay,, —ay, 1, —1)

avec o, = % - ﬁ. On a alors

h n o _ _ Ki(ap
n(u) = —u+ n (e“(e D_1- uh(zx))e O‘"’”de
™ JR* |x|
Les fonctions ¢, sont définies sur | — 00, 0] et dérivables sur | — 0o, 0[ de sorte que

a = 0 comme dans le cas précédent. On vérifie également comme dans ’exemple
précédent que limy,—. o0 ¥, (1) = —00 et que pour tout oy, < 3, limy, o 9}, (u) = +oc.
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Ainsi, I’équation ﬂ;(u) = 0 admet une solution et il existe une mesure martingale

équivalente d’entropie minimale. On a pour tout n > 1, b, = —1. De plus, comme
les fonctions K7 sont décroissantes et oy, = % - ﬁ, on a
1 . K (2
lim R (z)vy(dx) = —/ h%(z)e”2 15 >da:
et pour toute fonction continue bornée f telle que lim,_q % =0,
1 . Kl
lim (2)vp(dx) = — flx)e™2 1 )dm.
n—-—+o00 R* 27T R* ‘ZE|

Ainsi, les conditions 2., 3. et 4. du Théoréme 2.8 sont vérifiées pour le processus limite
X qui est un processus NIG(3, —3,1, —1). La fonction Y/ est alors définie sur | —oo, 0]
et 1/(0) = —1. L’équation ¢/ (u) = 0 n’a donc pas de solution et le modele limite n’a
pas de mesure martingale d’entropie minimale. Cependant, le Théoréme 2.8 permet
d’obtenir pour certaines options la limite de la suite de prix. En particulier, pour
une option européenne de vente,

lim C% = Ep(K — Sr)*.

n—-+00

2.3.2 Mesures minimisant une f9-divergence, ¢ > 1 (y > —1)

Le cas v > —1 correspond aux fonctions de la forme f(z) = 27, ¢ > 1. Des condi-
tions d’existence des mesures minimales similaires a celles du paragraphe précédent
ont été données ([43], [16]). Cependant, afin de pouvoir regrouper différents cas, on
énonce ici un résultat du chapitre suivant valable pour tout v # —1. On renvoie au
paragraphe 3.3.7 pour sa preuve.

Proposition 2.12 On suppose que f"(x) = azx?, a >0, v # —1. Alors il existe une
mesure f-minimale si et seulement si il existe 3* € R tel que

1+ (y+1)p*¥—1)>0 (v—p.p), (2.38)

/|>1(€y —1)(1+ (3 + 1) (e¥ — 1)) T w(dy) < +oo, (2.39)

b+ 5+ B+ / (@ =)+ (r+ DB = 1)7T = hly) Jv(dy) = 0. (2:40)

Ses parameétres de Girsanov sont alors 3* et Y(y) = (1 + (v + 1)5*(e¥ — 1))ﬁ

On se restreint maintenant au cas v > —1. On considére comme précédemment
un processus de Lévy non monotone X de caractéristiques (b, ¢, v). Afin de pouvoir
vérifier (2.39), on suppose de plus que

a1+

2
I(y) = / et 1y (dr) < +o0.
x>1
On associe alors & X la fonction continue

Flu)=b+ g teu +/ ((e” = 1)V (@) — h(z))v(dz)

*
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ou
1
1 1 T —1)) 1 i 1 rT—1)> -1
Vi~ | QO DuE 1) S G Due -2
0 sinon.
On a alors un résultat analogue au Lemme 2.9 :

Lemme 2.13 Un processus de Lévy X est monotone si et seulement si

lim F(u) >0 ou lir_sr_l F(u) <0.

On commence par remarquer qu'il est toujours possible de minimiser la f7T2-divergence
sur ’ensemble des mesures martingales absolument continues par rapport a P.

Lemme 2.14 Soit X un processus de Lévy non monotone tel que I(7y) < +oo. Alors
Péquation F(u) = 0 admet une unique solution [3*, et (3*,Yg+) sont les paramétres de
Girsanov de la mesure Q* qui minimise la fi-divergence sur l’ensemble des mesures
martingales absolument continues par rapport a P. De plus, Q* est équivalente a P
si et seulement si Yg« > 0 (v-pp).

Preuve Comme X n’est pas monotone et F' est continue, 'équation F(u) = 0 admet
une solution §* qui est de plus unique car F' est strictement croissante. Notons que

Yp«(2) =14 8z + o(z)

au voisinage de 0 et que I(y) < +o0, de sorte que

/ (/Y (z) — 1)?v(dzx) < +o0.

Alinsi,

t

Ne= X4 [ ] (irla) = ) = v(da)ds

0 JR*
est une martingale bien définie et Z* = £(N) définit la densité d'une mesure Q*
absolument continue par rapport & P, de paramétres de Girsanov (3%, ¥+). De plus,
comme F'(3*) =0, Q" est une mesure martingale. On peut alors suivre par exemple
la démonstration du Théoréme 2.9 dans [43] pour montrer que Q* minimise la f4-
divergence parmi I’ensemble des mesures absolument continues par rapport a P : par

la formule d’'Itd, si Z est la densité d’'une mesure martingale ¢ de paramétres de
Girsanov (3,Y), on a E[Z%JrQ] — BT oy

(o) = O D ey [y o) -1 - o+ 2) (¥ () — ua)

On montre alors que pour toute mesure martingale @, (6*,Y*) < (3,Y). Par
convexité des fonctions B+ B2 et y+— 72 —1— (y+2)(y — 1), on a

K(8,Y) = w(5,Y7) > (4 2) (oL age(s — )
+ [ ) - DY (@) - Y )@ (o)
> (7+2)(y+ 1) (e(8 - 5)

+ [ € =D @) - Y @)y v(do)).
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Or comme @ et Q* sont des mesures martingales, on a
b+ g+cﬁ* + / (e* —1)Y*(z) — 1 — h(z)v(dr)
R*

=bt o+ cg+/ (¢ = )Y (2) = 1 — h(z)v(dz) = 0
de sorte que le membre de droite de la derniére inégalité vaut 0 et donc «(3,Y) >
k(B*Y™). De plus, Q* sera équivalente a P si et seulement si Yg« > 0 v-p.p. O

On considére maintenant une suite de modeles associés aux processus de Lévy
(X™)p>1 de caractéristiques (by, ¢n, ). On suppose que pour chaque n,

21E2,
ITL(’Y) - >1 e Vn(d{L‘) < 400
=

et on définit les fonctions analogues a F :

F*(u) = b, + %L + cpu + /*(e‘r — 1Y, (x) — h(z)vy(dz). (2.42)

On note pour tout n > 1, 8, l'unique réel tel que F™(8,) = 0 et Y™ la fonction
Y™ =Yg, (67, Y") sont alors les paramétres de Girsanov associées & la mesure f-
minimale Q™. On suppose que Q" est équivalente & P™ et donc que Y™ > 0 v,-pp.
On suppose également que v({m}) = v({M}) =0, ou m et M désignent les bornes
inférieures et supérieures du support de v. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.15 Soit v > —1. On suppose que la fonction de payoff g vérifie (2.2)
et que les conditions 1., 2., 8. et 4. du Théoréme 2.8 sont vérifiées. Alors :

Si limy,—t00 In(y) = I(y) < 400, le modéle limite a une mesure martingale
équivalente qui minimise la fYt2-divergence. De plus,

lim CTIE = (CT.
n—-+oo

Dans les autres cas, lezistence d’une mesure martingale de f7+2-divergence minimale
n’est pas garantie.

Si limy— 400 In(y) = I(y) + a,a > 0 et si g est bornée,

lim C7 = Ep-[g(5)]
n—-—+00

o P* est une mesure équivalente a P sous laquelle S n’est pas une martingale.
Si limy, 4 oo In(7y) = 400, et si g est bornée,

lim C} = Eplg(S)

n—-+oo
ot P est la mesure initiale.
Comme dans le cas de 'entropie relative, le résultat repose sur la convergence de

la suite (5p,)n>1 qui s’obtient & partir de la convergence uniforme des fonctions F".
On commence donc par étudier la convergence des fonctions F™ :
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Lemme 2.16 Si
lim I,(y) =I(y) < +o0, (2.43)

n—-+4oo

alors F™ converge uniformément sur les compacts vers F'. Si

lim I,(v)=I(y)+a,a>0, (2.44)

alors F™ converge uniformément sur les compacts vers ' > F. Si

lim F"(u) = +oo, (2.45)

n—-+oo
alors pour tout w > 0, limy, 400 F™(u) = +00.
Preuve Pour tout u € R, les conditions 2., 3. et 4. impliquent

lim by + o+ et / [(¢" — 1)Ya(2) — h(2)]vn(dz)
n—-+o0o 2 x<1
) (2.46)
=b+_-+cu+ / [(e* = 1)Y,(z) — h(x)]v(dx)
2 <1
ou Y, est définie par (2.41). On remarque qu’il existe une constante positive C telle

que pour tout = > 1,
+2
0< (e — 1)Yy(z) < Certi®. (2.47)

Si (2.43) est vérifiée, ceci entraine par le théoréme de convergence dominée

lim (e — )Yy (z)vp(dx) = / (e — )Y, (z)v(dx).
n—+00 Jy>1 z>1
On a donc limy,—, 400 F™(u) = F(u).
Si par contre (2.44) est vérifiée, on a pour u # 0,

lim (e — DYy (z)vp(dz) > / (e — 1)Yy(z)v(dx)

n—+00 Jo>1 z>1

de sorte que lim,_, 1o F™(u) = F(u) > F(u). De plus, dans ces deux cas, toutes
les fonctions considérées sont continues et strictement croissantes, de sorte que la
convergence est uniforme sur les compacts.

Finalement, si (2.45) est vérifiée, alors v, ({x > 1}) > 0 pour n assez grand. Ainsi,
pour tout u > 0, Y, > 0 sur {x > 1}, et on a au voisinage de +oo,

1 gtz
(e* —1)Yy(z) ~ (u(7 + 1)) T eI,
Comme limy,—, 400 I (y) = +00, on en déduit
lim (e — DYy (z)vn(dz) = 400

n—-+oo >1

de sorte que lim, o F™(u) = +o0. O

On en déduit alors le résultat suivant pour (5,)n>1 :
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Lemme 2.17 Si lim,, o I,,(7) < 400, la suite (By)n>1 converge vers 3 ot (3 est
Dunique solution de 'équation F(u) = 0 si (2.43) est vérifiée, et est l'unique solution
de léquation F(u) =0 si (2.44) est vérific.

Si limy,— 4o In () = 400, alors lim,— o By, = 0.

Preuve On commence par considérer le cas (2.43). On suppose que

B = liminf 3, < B = limsup f3,.

n—+00 n—+o00

Tout d’abord, comme X n’est pas monotone, on déduit du Lemme 2.13 que 8 # —oo
et que 3 # +oo de sorte que [, §] est un compact de R. Soient alors (3") et (")

. / " —_ .
deux sous-suites telles que g — [ et /" — (. Par la convergence uniforme

montrée au Lemme 2.16, ceci entraine que F'(3) = 0 et F(3) = 0 ce qui est impossible
car la solution a équation F(u) = 0 est unique.

Le cas (2.44) se traite de la méme facon en remplacant F par F.

Si on a maintenant (2.45), alors par le Lemme 2.16, on a pour tout u > 0,
lim,,— 400 F™(u) = +00. Alnsi, pour tout u > 0, 8, < u pour n assez grand, de sorte
que limsup,_ 0B, < 0. D’autre part, (2.45) implique également
limy,— 4 o SUp supp(vy,) = +o00. Comme la mesure Q™ est équivalente & P™, on doit
avoir Y™ > 0 v,-p.p et donc pour n assez grand, 1 + G,(y + 1)(e* — 1) > 0
pour de grandes valeurs de . On a donc liminf,,_, . 8, > 0, et donc finalement

limn_>+oo ﬁn =0.0

Preuve du Théoréme 2.15 On vérifie les conditions d’application du Théoréme 2.2.
Par le lemme précédent, dans chaque cas, il existe un réel § tel que lim, o 8, = 5
et on définit la fonction Y (z) = (1+6(e® — 1))# Comme supp(vy,) C {x: Y™ (z) >
0}, la condition 4. et 'hypothese v({m}) = v({M}) = 0 impliquent que supp(v) C
{z:Y(z)>0}.

On a pour chaque n > 1,

Y™(x) =14 Bpx + zep(x) et Y(x) =1+ Sz + ze(x)

avec lim, g €,(z) = 0 et lim, g e(x) = 0. De plus, comme lim,,— . 8, = 3, il existe
sur tout compact une constante C' > 0 tel que pour n assez grand,

len(x) — €(z)| < C1Bn — Bl

Ainsi, €, converge uniformément vers € sur tout compact.

Dans le cas lim,, o Inn(7y) < 400, la famille de fonctions (Y™),>1 est uniformé-
ment intégrable sur {|z| > €}. En effet, les fonctions Y™ sont bornées sur x < —e¢ et
pour x > ¢, on a (2.47) pour une certains constante C' = C'(¢). On en déduit donc
que

lim Y™ (2)v,(dz) = Y (x)v(dz)

00 |z >e || >e

et on peut appliquer le Théoréme 2.2. De plus, si (2.43) est vérifiée, on a également

lim JW@MM@Z/ TV (2)v(dx)

n—+00 Jo>1 z>1
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de sorte que P* = @ est une mesure martingale équivalente. Comme F(3) = 0, il
s’agit de la mesure de fY*2-divergence minimale. Par le Théoréme 2.2, la convergence
des prix est assurée pour toutes les fonctions de payoff qui vérifient (2.2).

Finalement, si (2.45) est vérifiée, on a d’aprés le Lemme 2.17, 8 = 0 et donc
Y (xz) = 1. Les fonctions Y™ convergent uniformément vers 1 sur {x < —e} de sorte
que

/<_ Y™(x)vp(dz) = v({z < —€}).

De plus, on peut déduire des conditions 2., 3. et 4. et de F™(5,) = 0 que

im [ (" — )Y (2)vn(da) = —b— & — / (= 1) = hlau(d)

n—+oo [~ 2

Ainsi, la famille (Y"(2)I{4/>¢} )n>1 est uniformément intégrable et donc

lim Y™ (z)vy(dx) = /> v(dx).

n—-+o0o T>e
Les conditions d’application du Théoréme 2.2 sont donc vérifiées. O

On donne finalement quelques exemples qui illustrent les différents comporte-
ments possibles.
Exemple 2.3. On considére le cas v = 0, ce qui correspond a ¢ = 2, et donc aux
mesures de variance minimale. Dans ce cas, on a en particulier

Yo(x) =1+ u(e® —1). (2.48)
On rappelle qu'un processus CGMY(C, A, B, «, b) est un processus de Lévy purement
discontinu de caractéristiques (b,0,v) ou

C

V) = e (e 1) + e P ngy).

On suppose ici que les processus X", n > 1, sont des processus CGMY (1, 1, By, 0, by,),
ou il existe B > 2 tel que

Bn:B—l—letbn:/
n [7171]

h(z)vy,(dx) — / (e — Dy (dz)

R+

avec v, (dz) = %(e_ml{m«)} + e’(B+%)$1{z>0}). Comme B,, > 2, la fonction F,, est
alors bien définie sur [0, 1] et est donnée par

F"(u) = b, + /*(u(er —1)2 +¢® — 1 — h(z))va(de). (2.49)

On a pour tout n > 1,

+oo ,—2x __ T
F™(0) = / £~ a<o.
0 X

D’autre part, limg_ o+ fx21(e”” — 1)2$daj = 4o00. Il existe donc By > 2 tel que
pour tout B, 2 < B < By, et tout n assez grand,

—(B-l—%)z +o0 -2z _ ,—x
/ (€ — 125" dr + / £ "% dr>o.
* €T 0 T
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On a alors Fy,(1) > 0. Ainsi, pour tout B tel que 2 < B < By, il existe une mesure
de variance minimale associée au modéle eX" pour n assez grand. On cherche alors
a appliquer le Théoréme 2.15. Par le théoréme de convergence dominée,

lim by, — /[_1’1] h(@)(da) — / (¢" — 1)u(da)

R+

avec v(dzx) = %(e“x|1{x<0} + e‘B‘El{xw}). On note b cette limite. De méme, on a

lim h2(x)1/n(d:v):/ h%(z)v(dx)

n—-—+00 R* *

et pour toute fonction continue bornée f qui vérifie lim,_,q fi;”) =0,
lim (x)vp(dz) = f(z)v(dx).
n—-+o0o R* R*

Ainsi, les conditions 2., 3. et 4. du Théoréme 2.15 sont satisfaites pour le processus
limite qui est un processus CGMY(1,1, B, 0,b).

Si B > 2, on alimy,_, 4o I,(0) = I(0) < +00, et donc par le Théoréme 2.15, pour
toutes les fonctions de payoff qui vérifient (2.2),

lim C} =Crp.
n—-+oo
Si maintenant B = 2, lim,,—40 I,(0) = +00. De plus, I(0) = 400, de sorte que le
modéle limite n’a pas de mesure martingale équivalente de variance minimale. Mais
par le Théoréme 2.15, on a pour toute fonction de payoff bornée,
lim C% = Ep[g(9)].

n—-+00

Exemple 2.4. On considére encore le cas v = 0 et donc ¢ = 2. On suppose que
X = —t+ W, + Z, o W est un Mouvement Brownien Standard et Z" est un
processus de Lévy purement discontinu indépendant de W pour lequel v, (dz) =
%6_(“%”1[“;%] (z)dx avec a € R. On considére 4 nouveau la mesure de variance
minimale. On a alors

1 2n e*(2+%)w
F”(u):—1+§+u+/ (e = D+ (e = 1) —"—]dz
1 1 2n 2z T —(2+%)x
=——4u+— [(ue +(1=2we*+ (u—1))e n }d:r
2 n J,
_ 1 —a —2a (1 — 2“) —(n+a) —2(n+a)
= 2+u+u(e e ")+ nra (e e )
u—1
o+ —(2n+4a) _ ,—2(2n+a)
2n + a(e ¢ )
7§+n+a72n+a+u(ain+a 2n+a)

ou

a=e @ — 67211 + 1,9, = ef(nJra) . 672(n+a)7 5 = ef(2n+a) _ 672(n+a)'
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On a alors pour n assez grand, F(0) < —% <0et F*(1) > %—i— e”4—e20 > (et il
existe donc une solution 3, € [0,1] a l'équation F™(u) = 0. On en déduit qu'’il existe
une mesure de variance minimale associée au modele eX". On a pour tout n > 1,
bp = —1 et ¢ + [g. h?(2)vy(dz) = 1. De plus, lorsque n tend vers +oo, pour toute

fonction continue bornée vérifiant lim,_.g % =0,
1 [ .
lim L / f@)e-@Dray < fim SRS@)
n—+ocon f, n—-+400 n

Ainsi, les conditions d’application du Théoréme 2.15 sont vérifiées pour un processus
limite Xy = —t + W;.

De plus, on a lim, o I,(0) = lim, 400 ff” e nPdy = e — alors que
I(0) = 0. Par le Théoréme 2.15, on a donc pour toute fonction de payoft continue
bornée,

6—2(1

lim C7 = Ep-[g(5)]

n—-+00
alors que le modéle limite a une unique mesure martingale équivalente @ qui est

différente de P* si a # 0. En particulier, pour une option européenne de vente, on
obtient

In(K) + B,T In(K B,—1)T
lim CJ = K@(w) - e<%—Ba>T<I>( n(f) + (B — 1) ) (2.50)
n—-+00 VT vT
ou B, = a‘j__ei;% et @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée

réduite. On peut ainsi comparer, en fonction de a, la différence entre le prix dans
le modele limite et la limite des prix associés a la mesure de variance minimale. On
obtient pour K =1 et T' =1 le graphique suivant.

— prix dans e modele limite

— limite dhu prix

F1G. 2.3: Prix dans le modéle limite et limite de la suite de prix en fonction de a

Les prix coincident seulement si ¢ = 0, dans quel cas la mesure initiale est la
mesure martingale pour le modeéle limite. Pour @ > 0, on a B, < % et on déduit
de (2.50) que lim, . C? < 0. De plus, lim,—4o B, = 0, et on en déduit que
limg—s 400 limy, 0o €} = % - e%q)(—l). De méme, on a lim,_,_o, B, = 1, et donc

limg oo limy, 0o C = ®(1) — e2.
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2.3.3 Mesures minimisant une f?divergence, ¢ < 1 ou une diver-
gence logarithmique (v < 1)

Ce cas regroupe les fonctions de la forme : f(z) = —27, 0 < ¢ < 1, f(z) = 29,
g < 0et f(r) = —In(z). On obtient ici des résultats trés similaires au cas v > —1.
Cependant la fonction Y;, introduite en (2.41) et définie par

1

I+ (y+ Du(e®™ —1))3# si (v + Du(e® — 1) > —1

Yu(z) = .
0 sinon

n’est plus continue sur R, et la fonction F' associée ne I'est pas non plus. Plus préci-

sément, pour tout n > 1, la fonction F,, définie en (2.42) sera continue et croissante

sur I'intervalle

Dp={u:14uly+1)(e®—1)>0v,-pp} (2.51)

et de méme pour la fonction F' sur l'intervalle

D={u:1+u(y+1)(e*—1)>0v-pp}

On remarque que quel que soit le modele, on a [#, 0] C D et que si le support de
vest R,onaD= [#, 0]. Contrairement au cas v > —1, 'existence d’une solution
Bn € Dy, a léquation F(3,) = 0 ne garantit plus une solution § € D a I’équation

F(3) = 0. Ceci nous conduit & introduire U'intervalle

U=_J o

n>1k>n

On remarque que sous '’hypothése 4. du Théoréme 2.8, U C D. Les résultats de la
section précédente se transposent alors facilement sur ’ensemble /. En particulier,
le Lemme 2.16 devient

Lemme 2.18 Si lim,, 100 In(y) = I(y) < +00, alors F™ converge uniformément
sur les compacts de U vers F'.
Si limy, o0 In(y) = I(7) +a < 400, a > 0, alors F™ converge uniformément

sur les compacts de U vers F'.
Si limy, 4 oo F™(u) = +00, alors pour tout uw € U, lim,_, ;oo F™(u) = +00.

On définit

m = lim inf inf supp(v,,) et M = lim sup sup supp(vy,)
n n

Dans le cas ou (m, M) = R, le résultat de la section précédente reste vrai :

Théoréme 2.19 Soit v < —1. On suppose que (m, M) =R. On suppose de plus que
la fonction de payoff g vérifie (2.2) et que les conditions 1., 2., 3. et 4. du Théoréme
2.8 sont vérifiées. Alors :

Si limy—t00 In(y) = I(y) < 400, le modéle limite a une mesure martingale
équivalente minimale. De plus,

lim C} =Cryp

n—-4oo
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Dans les autres cas, l'existence d’une mesure martingale équivalente minimale n’est
pas garantie.
Silimy,—yoo In(y) = I(y) +a,a > 0 et si g est bornée,
lim C7 = Ep-[g(5)]
n—-+o00
ou P* est une mesure équivalente a4 P sous laquelle S n’est pas une martingale.
Si limy, 4 oo In(7y) = 400, et si g est bornée,

lim C7 = Ez[g(5)]

n—-+4o00

ot P est la mesure équivalente a P donnée par les parameétres de Girsanov (8%, Yg«),

avec B* = ﬁ

Remarque. L’hypotheése limy,_, o0 In(y) = I(7) < 400 est toujours vérifiée lorsque
—2<y< -1

On donne d’abord un analogue au Lemme 2.17.

Lemme 2.20 Si lim,, . I,,(y) < 400, la suite (By)n>1 converge vers 3 ou (3 est
lunique solution a équation F(u) = 0 si (2.43) est vérifiée, et a I’équation F'(u) =0
si (2.44) est vérifiée.

Si limy— oo In(y) = 400, alors limy, 400 By, = ﬁ

Preuve On commence par remarquer que 'hypothése (m, M) = R entraine en parti-
culier que

—— < B =liminf 8, < § = limsup G, <0

On suppose d’abord que lim,— 100 I (y) = I(y). Comme F™ converge uniformément
vers F' sur [ﬁ,O], on a F(B) = F(B) = 0. Par unicité de la solution & I'équation
F(u) = 0, on en déduit que 8 = (. Si maintenant lim, ;o In(y) = I(7) + a, on
raisonne de méme en considérant la fonction F.

Si maintenant (2.45), alors pour tout u € |

1 . T 1
4T Comme on doit avoir lim inf,, 3, > 4T

1

ﬁ,O], on a limy, 400 F™(u) = 400,

de sorte que lim sup,, 8, < on en déduit
que limy, o0 B = Til O

Preuve du Théoréeme 2.19 Si limy,— 400 In(y) < 400, la preuve du Théoréme 2.15
reste valable. On considére donc le cas lim,— 100 In(y) = +00. On pose 3* = #
Par le Lemme 2.20, limy, 4o 3, = *. Les fonctions Yp, sont bornées et convergent
uniformément sur {z < —e} vers Y3+ de sorte que

lim Y™ (z)v,(dx) = / Y+ (z)v(dz).

n—+00 r<—¢€ r<—¢€

De plus, comme F"(3,) =0, on a

/xze(e‘” — 1)Y™(z)vp(dx) = —b— g —cBp — /x<e ((e" = 1)Y™(z) — h(z))vn(dz).
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On déduit alors des conditions 2., 3. 4, que

lim Y™ (x)vp(dz) = —(b+ g + "+ /< (" = 1)Yg«(x)v(dr)) < 400

—
n—-+oo r>ee

de sorte que la famille (Y"),>1 est uniformément intégrable sur {z > €} et

lim Y"(z)vp(de) = Y« (x)v(dx).

n—+00 r>€ r>€

Ainsi, les conditions d’applications du Théoréme 2.2 sont vérifiées. O

Lorsque (m, M) #R, on a

a=1infl <

1

ou b =supld > 0.
v+1
Les hypothéses du théoréme ne garantissent plus 'existence d’une solution a I’équa-
tion F'(u) = 0 qui appartient & Y. Si une telle solution existe, le résultat reste valable.
Dans le cas contraire, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.21 Soit v < —1. On suppose que (m, M) # R. On suppose de plus
que la fonction de payoff g est continue et bornée et que les conditions 1., 2., 3. et
4. du Théoréme 2.8 sont vérifiées. Alors :

Si F(u) >0 surld, on a

lim C% = Ep[g(S.e™")]

n—-+00

ot P est la mesure équivalente o P donnée par les paramétres de Girsanov (a,Yy) et
F(a

1—em-

L est sous P un processus de Poisson indépendant de S d’intensité
Si F(u) <0 surld, on a

lim C% = Ep[g(S.eML)]

n—-+00

ot P est la mesure équivalente a P donnée par les paramétres de Girsanov (b,Y}) et

L est sous P un processus de Poisson indépendant de S d’intensité 5,@{

Preuve On suppose par exemple que pour tout w € U, F(u) > 0. Le cas F(u) < 0

]
se traite de fagon similaire. On rappelle que pour tout u €, lim,— 4o Fp(u) =
F(u). Comme les fonctions F,, et F sont croissantes, on a donc nécessairement
lim,,— 4+ 00 Bn, = a. On montre maintenant la convergence en loi

L(X™MQ™) — L(X 4+ mL|P) (2.52)

en vérifiant les conditions 1),ii) et iii) du Th VII.2.9 dans [41]. Tout d’abord, on note
que

be" =b, + alcyn, + /

+ (Bn —a)en + / W) (Y™ () — Ya(z))vn(dx)

*

* *

h(x)vp (dzx)) +/ h(z) (Ya(ac) —-1- ah(m))vn(dx)
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On déduit de 2., 3 et 4. la convergence des trois premiers termes de la somme. De plus,
lim;, 4o OB = a et le quatriéme terme tend donc vers 0. La convergence du dernier
terme s’obtient en remarquant qu’au voisinage de 0, Y"(z) =Y, (x) ~ (G —a)(y+1)z.
On a donc

lim 69" =b+ca +/ W2 (2) Y (x)v(dx) = bF".

n—-+00

On a de méme

lim ¢, + /* R ()Y ™ (z)vp(dz) = ¢ +/ R (2)Y (z)v(dx)

n—-+00 *

et pour toute fonction continue bornée f vérifiant lim,_,¢ % =0,

lim f@)Y"™(x)v,(dx) = / f@)Y (x)v(dx).

ntee Jlel<t
De plus, comme lim,,—, 1o 8, = a < 0, il existe une constante C telle que pour tout
n assez grand et tout z > 1, Y"(x) < C, de sorte que 4. entraine
lim f(@)Y™(2)v,(dz) = (@)Y (z)v(dx).
n—+00 Jy>1 z>1

De méme, par 'hypothése 4., on a pour tout n > 0 fixé,
lim f(@)Y"(x)vy(do) :/ f(@)Y (z)v(dz). (2.53)

n=F00 Jmtn<a<—e mAn<r<—e

Comme F,,(3,) =0, on a
/ (e — D)Y™(2)vy(dz) = by, — . cnfn
z<m+n 2

- / (% — 1)Y™(2) — h(z)vn(dz) + / h(@)vn(dz)
z>m-+n T<m+n
et par les hypotheses 1., 2., 3., 4., on a
lim (e — V)Y (x)vy(dzx) = —F(a) + / (e* —1)Y(x) — h(z)v(dz).
n—=400 Jrcm—tn r<m+n
Finalement, par (2.53) et en faisant tendre n vers 0, on obtient
F(a)

1—em

lim Y™ (z)vp(dx) = / Y (x)v(dx) +

n—+00 r<l—¢€ r<—¢€

ce qui implique que

lim f@)Y™(x)v,(dz) = . f(@)rXtml(dz).

n—-+oo R*

La convergence en loi (2.52) est donc vérifiée et on en déduit le Théoréeme 2.21. O

Exemple 2.5 On considére le cas v = —2, c’est-a-dire celui d’une divergence loga-
rithmique. On suppose que X}* = fgt+ Wi+ Ji* o W est un mouvement Brownien
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standard et J" est un processus de Lévy purement discontinu, de mesure de Lévy
vp(dx) = ﬁl[ln(%),ln@)] (z)dz. On a alors

1 In(2) et
F”(u):—2+u+f/ ———dx
n i) 1- u(e® — 1)

de sorte que F™ est continue et croissante sur | — oo, 1] et

lim F"(u) = —oo et lim F™(u) = +o0.
U——00 u—1
Ainsi, il existe un unique 3, €] — 0o, 1] tel que F™(3,) = 0, et donc une mesure
log-minimale. D’autre part, pour tout borélien A, lim, . Vp(A) = 0 et la suite
de processus X™ converge donc en loi vers X; = —gt + Wy. On a en particulier
F(u) = =2+ u < 0 pour tout u < 1. Donc, d’aprés le Théoreme 2.21,

L(X™Q™) — L(X +In(2)L|P)

oil P est la mesure équivalente a P donnée par les parametres de Girsanov (1,Y7) et
L est un processus de Poisson d’intensité 1 sous P, indépendant de X.

2.4 Continuité en v des prix associés aux mesures f,-
minimales

On considére maintenant un nouveau probléme de continuité en lien avec le pa-
ragraphe précédent. On cherche en effet pour un modéle de Lévy fixé & étudier la
continuité en y des prix associés aux mesures f,-minimales. La question de la conver-
gence de la densité des mesures f?-minimales vers la mesure d’entropie relative a par
exemple été considérée dans [43],[7]. On va ici s’intéresser plus généralement & des
problémes de continuité en v et appliquer le Théoréme 2.2 pour obtenir des résultats
de convergence sur le prix des options. Cependant, avant de considérer ce probléme,
on détermine pour un modéle fixé la forme de I’ensemble des valeurs v pour lesquelles
une mesure f.-minimale existe.

2.4.1 Ensemble d’existence d’une mesure f,-minimale

On a vu dans les sections précédentes que l'existence d’une mesure f,-minimale
est lite a I'existence d’une solution pour une équation de la forme F,(u) = 0 pour
v # —1 et ¢/(u) = 0 pour v = —1. Afin d’unifier les notations, on notera ici F_,
la fonction 1&’ . On commence par énoncer une condition nécessaire d’existence d’une
mesure minimale qui découle des Propositions 2.7 et 2.12. On considére un processus
de Lévy tel que supp(v) = R. Il est donc en particulier non monotone.

Lemme 2.22 On suppose qu’il existe une mesure f-minimale. Alors
(v+1)F-1(0) <0.

Preuve S'il existe une mesure martingale f,-minimale @, il doit nécessairement exis-
ter d’aprés les Proposition 2.7 ou 2.12 un réel 3, tel que F,(3,) = 0. De plus,
afin que @) soit équivalente & P on doit avoir Yz > 0 (v-p.p) ce qui implique que
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By(y+1) >0, et donc, comme F, est croissante, (v + 1)F,(0) < 0. On conclut en
remarquant que pour tout vy, F(0) = F_;(0). O

Ceci implique en particulier qu’il ne peut pas exister a la fois une mesure f,-
minimale pour un v > —1 et pour un v < —1. On a également le résultat suivant.

Proposition 2.23 Si F_1(0) = 0, la mesure initiale P est la mesure martingale
f~-minimale pour tout v € R.

Si limy, 0 F_1(u) > 0, il existe un réel v9 < —1 tel qu’une mesure martingale
fy-minimale existe si et seulement si~y € (yo, —1].

Si limy, o F_1(u) < 0, soit il nexiste aucune mesure f.-minimale, soit il existe
des réels y1 > o > —1 tels qu’une mesure martingale f,-minimale existe si et
seulement si vy € (y0,71]-

Remarque. Les notations (v, —1] et (y9,71] signifient ici qu'on ne peut pas se
prononcer sur 'existence d’une mesure f,,-minimale.

Preuve Si F_1(0) = 0, la mesure initiale P vérifie

b+ g +/ (6% — 1 — h(z))v(dz) =0
et est donc une mesure martingale équivalente. P est donc la solution de tout pro-
bléme de minimisation de f-divergence sur ’ensemble des mesures martingale équi-
valentes.

On suppose que lim, o F_1(u) > 0. Notons d’abord que comme X n’est pas
monotone, lim,—,_o, F_1(u) < 0 et par la Proposition 2.7, il existe une mesure d’en-
tropie minimale. On note maintenant v = inf{y < —1 : I(y) < +oco} et on peut
remarquer que y; < —2. Alors, pour tout v € (1, —1[, la fonction F, est bien dé-
finie et croissante sur [W—}A,O]. De plus, lim, - F(u) = lim, - F_1(u) > 0 et
limy_, 4 Fy(#) < 0. Ainsi, il existe y2 tel que pour tout v € [y, —1], Fy(#) <0.
On pose alors g = sup(v1,72). Par la Proposition 2.12, il existe une mesure minimale
si et seulement I’équation F(u) = 0 admet une solution, c’est-a-dire si et seulement
siy € (70, —1].

Si on suppose maintenant que lim, o F_1(u) < 0, on a pour tout v < —1,
lim,—o Fy(u) < 0 et comme les fonctions F, sont croissantes et définies sur [W—il, 0], 1l
n’existe pas de solution a F,(u) = 0, et donc pas de mesure martingale f,-minimale.
De plus, si pour tout v > —1, I(y) = 400, il ne peut pas exister de mesure f,-
minimale pour v > —1. On suppose donc que vy = inf{y : I(y) < 400} < 400 et

on note que I(y) est alors fini pour tout v > vp. De plus, la fonction v — Fv(ﬁ)

est décroissante et lim,_, 4o Fw(v—il) = F_1(0) < 0. Ainsi, soit pour tout v > 7,
Fﬂ,(ﬁ) < 0 et il n’existe donc pas de mesure f,-minimale ; soit au contraire il existe

Y1 > Yo tel que Fyl(ﬁ) = 0, et I’équation F,(u) = 0 admet une racine, et donc
une mesure f,-minimale si et seulement si v € (70, 71]. O
2.4.2 Continuité en v des prix

On s’intéresse maintenant au probléme de la continuité par rapport a v des prix
associés aux mesures f,-minimales. Nous avons montré que ces mesures existent sur
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un intervalle de la forme
I = (y,—1], avec 79 < —1 ou I = (y0,71] , avec 79 > —1.

On considére une option dont la fonction de payoff g est continue et vérifie (2.2).
On note alors pour tout v € I, C,(g) le prix associé¢ a la mesure martingale f,-
minimale. On montre ici a partir du Théoréme 2.2 la continuité de la fonction C,(g)
sur 'intervalle I.

Théoréme 2.24 Soit g la fonction de payoff d’une option qui vérifie (2.2). Alors la
fonction v — C,(g) est continue sur l'intervalle I. De plus, si I =]vy,71], on a pour
toute option dont le payoff est borné,

T € (g) = Brlg(S) (2.54)

ot P est la mesure initiale.

Remarque 1. On ne peut pas obtenir de méme la limite des prix lorsque I est de
la forme I =]yp, —1]. Comme dans le paragraphe 2.3.3, la difficulté provient de ce
que la fonction F, n’est pas continue sur R.

Remarque 2. La limite (2.54) provient de ce que le processus X sous la mesure
f+-minimale converge en loi vers X sous la mesure P lorsque 7 tend vers vp. Il est
en fait assez naturel que la mesure initiale P apparaisse. En effet, si vy ¢ I, alors
I(9) = +o0 et on peut montrer que dans ce cas, la f-divergence entre I’ensemble
des mesures martingales et la mesure P est nulle. On montre ce résultat avant de
donner la preuve du Théoréme 2.24.

Proposition 2.25 Soit v > —1 tel que I(y) = +00. On suppose que F_1(0) < 0.
Alors

nf £,(Q.P) =0

Preuve En se basant sur une construction similaire & celle utilisée dans la preuve
du Théoréme 9 de [38], on obtient une suite de mesures martingales Q" telles que
limy,— 40 fy(Q™, P) = 0. Pour cela, on considére la suite de fonctions F7 définie par

F;l(u) =b+ g +cu +/ (e* = 1)Y,(x) — h(z)r(dx) +/ (e” — 1)v(dx).
z<n z>n
Les fonctions F,? sont continues, croissantes et vérifient F,;L(O) = F_1(0) < 0 et
limy,— 400 ny“‘(u) = +o0. Il existe donc un unique réel 3, > 0 tel que ﬁ’,?(ﬁn) = 0.
On note alors Q" la mesure absolument continue par rapport & P donnée par les
parameétres de Girsanov (8,,Y,,) ou

Y, ( ) Yﬁm'Y(x) sl @ S n
1‘ pr
" 1 sinon

Notons que pour tout u > 0, lim;,— 4o F3'(u) = 400 ce qui implique limy,—, o0 B, =
0. En particulier, on a pour n assez grand (3, < # et donc Yy, o > 0 v-p.p. Ainsi
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Q" définit une mesure équivalente & P. De plus, comme Fffn (6n) = 0, Q™ est une
mesure martingale. Finalement, on rappelle que

7@ P) = EZ5?)-1 = exp (10554 [ V7%2(0)1-(42) (Vi) - )p(a))) -1

R*

Comme limy, 40 Bn = 0, il nous faut montrer que

lim YI2(2) — 1 — (v 4 2)(Yu(z) — 1)v(dz) = 0.

n—-+00 R*

Pour cela, on remarque d’abord que la fonction a intégrer est nulle pour x > n. Elle

est de plus bornée au voisinage de —oo et équivalente a sz au voisinage de
0. Ainsi, par le théoréme de convergence dominée,
lim YIT2(2) — 1 — (v 4 2)(Yu(z) — 1)v(dz) = 0.

n—-+o0o <1
De plus, pour tout n > 1 et tout = > 1,

VP2 (@) = 1= (v+2) (Ya(@) = D] <(v+2)(V7 (@) = )(Ya(e) — 1)

(Y +2)Bn(e” = 1)Yn(x)

Or, on rappelle que pour tout n > 1, F;‘(ﬂn) = 0 de sorte que

<
<

lim | /Km(ew —)Yalewa(dn)| = | b & f/ (% — 1 — h(z))v(dz)

n—-4o0o <1

— lim (e — Dv(dz)| < 400

n—+oo z>n

Ainsi, on en déduit que

lim (y+2)6, /1< ) YI2(z2) =1 — (74 2)(Yu(z) — 1v(dz) = 0.

n—-+o00

Finalement, on a bien

lim f,(Q",P)=0

n—-+00

de sorte que
inf f,(Q,P)=00
QIEMf (@.P)

On donne maintenant la preuve du Théoréme 2.24. Celle-ci se fait en deux temps,
en montrant d’abord la continuité de C,(g) puis en étudiant la limite de la fonction
lorsque v tend vers ~p.

Preuve du Théoréme 2.24 On fixe v € I et on considére une suite (v, )n>1 d’éléments
de I qui converge vers . On cherche & appliquer le Théoréme 2.2 pour montrer la
convergence de la suite C, (g) vers C,(g). On note f3,, I'unique solution de I’équation
F,,(u) = 0. On rappelle que 3,, € [%—11,0] iy, < —let Sy, €0, ﬁ] siyn, > —1.
On note de méme 3, la solution de I'équation F(/3,) = 0. On remarque alors que

pour tout u €]=2+,0] si v < —1 ou [0 siy>—1,ona

il
y+1? ) y+1

lim F,, (u) = Fy(u).

n—-4o0o
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Comme les fonctions F,, et I, sont croissantes, on peut en déduire que

hm ﬁ'}/n = 6’}/‘

n—-—+00

Ainsi la condition i) du Théoréme 2.2 est vérifiée. On cherche maintenant & vérifier
la condition ii). Soit € > 0 fixé. Les fonctions Y, sont uniformément bornées sur
{x < —€} et on a donc

Jm [Vt = / _ Vilaplde)

De plus, il existe une constante C' telle que pour tout v, et tout z > ¢,
32
Y, (x) < Cerii®

.
ou7 = inf~y, € I. Comme ¥ € I, on doit avoir [ ., e%xu(dl’) < +00. On en déduit
que la famille (Y, )n>1 est uniformément intégrable sur {z > €}, et donc que ii) est
vérifiée. De plus, on rappelle que F, (8,,) = 0 de sorte que pour tout n,

/ (e = 1)Y,, (z)v(dx) = —b— ¢ cBn — / (e* = 1)Y,, (x) — h(x)v(dx).
x>1 2 <l
On en déduit alors comme précédemment que
lim (e* = 1)Y,, (z)v(dr) = / (" = 1)Yy(z)v(dx)
n—+00 Jo>q z>1
et les conditions d’application du Théoréme 2.2 sont vérifiées. Ainsi, pour toute

fonction de payoff qui vérifie (2.2),

lim C,,(g9) = C(g)-

n—-—+00

On suppose maintenant que (7,),>1 converge par valeurs supérieures vers vy >
—1 et que I(y9) = +o0. Par le Lemme de Fatou, on a
Yn+2 20+2

lim evZ“zl/(da:) > / e+ y(dx) = 400,
x>1

n—+oo Jo>1

Ceci implique que pour tout u > 0, lim, o Fy, (u) = +00. Comme les fonctions
F,, sont croissantes et que I’équation F,, (u) = 0 admet une unique solution positive
Bn, on en déduit que limy,_ 4o 3y, = 0. Il reste & vérifier que la condition ii) du
Théoreme 2.2 est vérifice avec Y, (x) = 1. Les fonctions Y, sont uniformément
bornées sur {z < —e} de sorte que

nllgloo s Y, (x)v(dz) = v({z < —€}).

De plus, on a pour tout n > 1,

lim |/> (e = 1Y, (z)v(dx)] = lim |b+ g —cBp + / (e = 1)Y,, () — 1 — h(z)v(dz)]|

n—+oo n—-+oo r<e

b+ g n /Ke(ex — 1 h(z))v(dz)| < +oo
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On en déduit que la famille (Y, )n>1 est uniformément intégrable sur {z > e} et
donc que

lim Y, (x)v(dz) = v({z > €}).

n—+00 Jr>e

Ainsi, la condition ii) est vérifiée et on peut appliquer la premiére partie du Théoréme
2.2. On a donc pour toute fonction de payoff continue bornée,

lim C,(g9) = Ep[g(5)] O

n—-4o0o



Chapitre 3

Mesures martingales minimales et
préservation de la propriété de
Lévy

Un probléme important dans I’étude d’un marché incomplet consiste dans le choix
d’une des mesures martingales équivalentes. Nous avons déja considéré dans le cha-
pitre précédent quelques mesures obtenues par minimisation d’une certaine fonction
convexe. Ces choix ont été étudiés pour l'entropie relative dans [29],[32],[38],[56],
pour une f?-divergence et pour une divergence logarithmique dans [33],[43],[16],[48].
Nous donnons ici une version unifiée de ces différents résultats. On rappelle que les
fonctions qui vérifient f”(x) = ax?, a > 0, v € R regroupent, & un facteur affine
prés, les cas suivants :

-v = —2 correspond a la divergence logarithmique.

-v = —1 correspond a l’entropie relative.

-y # —1,—2 correspond & une f9-divergence.

On considére dans ce chapitre un processus de Lévy X a valeurs dans R? défini sur
un espace probabilisé filtre (Q, F,F, P), ou F = (F)i>0 est compléte et continue a
droite. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Soit f une fonction vérifiant f"(z) = ax?, a > 0, v € R et X un
processus de Lévy de caractéristiques (b, c,v). Il existe alors une mesure f-minimale
Q* si et seulement si il existe 3* € R? tel que

F(Y*(y)) > fi(0) (v —pp) (3.1)
d
eV  — 1) Y*(y)v(d o0 3.2
;/ly|>1( W ()u(dy) < + (32)
b+ %diag(c) +cf* + / ((e¥ = 1)Y*(y) — h(y))v(dy) =0 (3.3)
Rd*

on Y*(y) = (f)(f (1) + Zle 5@ (e¥ —1)). Les paramétres de Girsanov associés
a Q* sont alors B* et Y*. En particulier, Q* préserve la propriété de Lévy et est
indépendante de l'intervalle de temps considéreé.

92
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On montrera ce théoréme dans la section 3.3.7. On rappelle que de fagon générale,
la densité d’une mesure martingale est de la forme Z = £(N), on

d
= 30) (e),i ' _ X, )
N ;/O BsdX —l—/o /Rd*(Ys(y) 1)(p (dy)ds)

et out B et Y vérifient presque stirement, pour tout ¢ > 0,

bt gdiag(e) + e+ [ ("= 1)Yitu) = )vldy) = 0.
De plus, cette mesure préserve la propriété de Lévy si et seulement si 3 et Y sont
déterministes et indépendants du temps. On rappelle également que M désigne I’en-
semble des mesures martingales équivalentes associées au processus de Lévy X et que
M’ désigne le sous-ensemble de M formé des mesures martingales qui préservent la
propriété de Lévy.

Dans le cas de l’entropie relative, il a été noté dans [29] qu’on peut associer a toute
mesure martingale équivalente () une mesure martingale ), qui préserve la propriété
de Lévy et telle que f(Q||P) < f(Q||P). Ainsi, la mesure minimale, lorsqu’elle existe,
préserve la propriété de Lévy. Ce résultat a également été montré pour les fonctions
f(z) = 2%, f(z) = —In(z) dans [49]. Le but principal de ce chapitre est d’étudier
sous certaines conditions d’intégrabilité ’ensemble des fonctions convexes réguliéres
qui préservent la propriété de Lévy. Nous verrons en particulier que pour la plupart
des modéles de Lévy exponentiels, cette propriété est spécifique aux fonctions qui
vérifient f”(z) = ax”. On a plus précisément le résultat suivant :

Théoréme 3.2 Soit f : RY* — R une fonction strictement conveze de classe C3
et X un processus de Lévy de caractéristiques (b,c,v) tel que c est inversible ou tel
que supp(v) est d’intérieur non-vide. On suppose qu’il existe une mesure martin-
gale équivalente f-minimale Q* sur intervalle [0,T), de densité Z* qui préserve la
propriété de Lévy et vérifie pour tout x > 0 et tout compact K de RT*,

EQ*Hf’(mZEF)H < 400 , supsup Eg- [f"(xZ])Z]] < 400 (3.4)
t<T ze K

Alors il existe a > 0 et v € R tels que pour tout x € supp(Z7.),
f"(z) = ax”.

De plus, si Q* est minimale pour tout intervalle de temps [0,T), alors f"(x) = ax”
pour tout x > 0.

Les conditions imposées sur c et v peuvent sembler restrictives. Elles sont essentielle-
ment techniques et apparaitront au cours de la preuve dans ’application du Lemme
3.16. L’exemple développé dans la section 3.3.8 montre que le résultat n’est plus
vérifié si ¢ n’est pas inversible.

Le chapitre s’organise de la fagon suivante. Dans la section 3.1, on rappelle les
résultats connus concernant les mesures minimales associées a des fonctions stric-
tement convexes. Dans la section 3.2, on étudie pour deux modeéles élémentaires la
mesure minimale associée a une fonction strictement convexe f. On obtient ainsi des
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exemples de fonctions pour lesquels une mesure minimale existe, mais ne préserve pas
la propriété de Lévy. La section 3.3 est la partie centrale du chapitre : on y énonce
et démontre le résultat principal concernant la préservation de la propriété de Lévy.
Finalement, dans la section 3.5, on s’intéresse a ’application de ces résultats pour la
détermination de stratégies optimales.

3.1 f-divergences et mesures minimales

On rappelle ici quelques résultats connus concernant des problémes de minimisa-
tion sur I’espace M des mesures martingales équivalentes. On commence par donner
la définition d’une f-divergence :

Définition 3.3 Soit P et Q deur mesures de probabilité telles que Q@ << P et soit
f:]0, +oo[— R une fonction strictement convexe. La f-divergence de Q par rapport
a P est définie de la facon suivante :

E[f(92)] si B[|f(22)]] < +o00

+o00 sinon

F(QIIP) ={

Les f-divergences les plus couramment utilisées sont 'entropie relative, f(z) =
z1In(z), les fl-divergences, f(z) = 2%, ¢ < 0 ou ¢ > 1 et la divergence logarith-
mique, f(z) = —In(z). On peut également mentionner les fonctions de la forme
fl@)=(1—=2%4,0 < g <1 et les combinaisons linéaires & coefficients positifs de
toutes ces fonctions.

On s’intéresse au probléme de minimisation suivant.

Définition 3.4 Une mesure Q* € M est dite f-minimale sur Uintervalle [0,T] si
7||Pr) = inf P
H@rllPr) = inf f(Qrl|Pr)

Notons que comme f est strictement convexe, la fonction @ — f(Q||P) est elle-méme
strictement convexe, de sorte que la mesure minimale, si elle existe, est unique.

On commence par rappeler une condition nécessaire d’existence d’une mesure f-
minimale, tirée de [34]. Ce résultat s’applique pour des modéles de semimartingales
généraux et donc en particulier pour des modéles de Lévy exponentiels.

On introduit pour cela le sous-ensemble suivant de M :

K ={Q € M, telles que f(Q||P) < +oc et Eg[|f'(==)|] < +oc}

dQ
dP
Théoréme 3.5 (cf [34],Th3.1) Soit Q* € K. Alors, si Q* est une mesure f-
minimale sur [0,T],

d *
7(SEE) = a0 S)r Q" = pis (35

ot x € R et ¢ est un processus prévisible tel que ¢ - S est une martingale sous Q*.
On rappelle que (¢ - S) désigne l'intégrale stochastique vectorielle de ¢ par rapport

a S. Il est intéressant de pouvoir remplacer la condition Q* € IC par Q* € M. Ceci
est possible pour une certaine classe de fonctions :
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Lemme 3.6 (cf [53], Lemme 8.7) Soit f une f-divergence. On suppose que pour
tout ¢ > 1 il eziste des constantes positives cy, c1, ca, cs telles que pour tout u > co,

fleuw) < cif(u) + cou + cs. (3.6)
Alors un élément de M qui est f-minimal appartient nécessairement a K.
En particulier, tous les exemples de fonctions mentionnés précédemment vérifient la
propriété (3.6).

La condition (3.5) du Théoréme 3.5 nous permettra d’obtenir des conditions
nécessaires qui doivent étre vérifiées par les mesures f-minimales. On donne mainte-
nant une condition nécessaire et suffisante que nous utiliserons essentiellement pour
vérifier que des candidats définissent effectivement des mesures minimales :

Théoréme 3.7 ([34], Th 2.2) Soit Q* € M telle que f(Q*||P) < +o0. Alors Q*
est f-minimale si et seulement si pour toute mesure QQ € M telle que f(Q||P) < 400,

g4 )) 2 B [/ ()]

Nous avons déja cité dans le chapitre précédent un résultat de [38] donnant des
conditions nécessaires et suffisantes d’existence pour une mesure minimale dans le
cas de l'entropie relative (Proposition 2.7). On rappelle également le résultat de [43]
dans le cadre des mesures f9-minimales :

Proposition 3.8 ([43], Th.2.9) On suppose que f(x) = x9, avec ¢ > 1 ou g < 0.
Alors, si il existe 3* € RY tel que

d
L+ (g—=1)) (e’ =1)>0 (v —p.p),
=1
d d A L
> /| (D =) 3O 1)) < o
i=1 7 y[21 j=1
1 d . 1
b piag(c) +e+ [ (=D 0= 380 e )7 ()t =0

il existe une mesure f-minimale et ses paramétres de Girsanov sont 3* et Y*(y) =
, 1
(1+ (g =) 5 O(en — )77

En particulier, dans ces différents cas, les paramétres de Girsanov de la mesure
minimale sont déterministes et ne dépendent pas du temps, de sorte que par le
Théoréme 1.18, la mesure minimale Q* € M. Les exemples développés dans la
section suivante montrent cependant qu’il ne s’agit pas d’une propriété générale.
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3.2 Etude de deux modéles élémentaires

Avant de nous intéresser plus précisément au probléme de la préservation de la
propriété de Lévy, on étudie pour deux modeles de Lévy unidimensionnels simples,
lexistence d'une mesure minimale associée & une f-divergence quelconque. Ceci don-
nera en particulier des exemples de mesures minimales qui ne préservent pas la pro-
priété de Lévy.

Proposition 3.9 On suppose que Xy = cWy + aJy ou W est un mouvement Brow-
nien, J un processus de Poisson, ¢ > 0 et —5 < a < 0. Alors il existe une mesure
f-minimale pour toute f-divergence de classe C3.

Preuve Dans ce modele, par le Théoréme 1.18, une mesure () appartient a M si ses
paramétres de Girsanov vérifient 1’équation

a+ g +cfBs + (e = 1)Y,(a) = 0.

Par une application directe de la formule d’Itd, la f-divergence de @ par rapport a
P vaut alors

C

T
EP[f(ZT)] - /0 EP {if//(Zs—)szﬂg_’_f(zs—y(ﬁs))_f(zs—)_f/(Zs—)Zs— (Y(ﬁs)_l) ds

ott Y'(u) = =27, Afin de minimiser la fonction sous I'intégrale, on introduit pour
un réel z > 0 fixé, la fonction v, définie sur ] — & — %, +oo[ par

c
o= ue o (@) f(Y (u) = £(2) = f1(2)2(Y (u) = 1),
La fonction 1, est de classe C? relativement & u, strictement convexe et

Yi(u) = cf"(2)2%u + [F/(2Y () = f'(2)].

cz
1—ea

En particulier, on a

lim () = —(a+ 9)f(2)2" + 1o m(Fw) — £1(2)) <0,
u——32-3 — et u—
1—e* a cz a+<4+1—e
2 )= (1 —e")f"(2)z+ ——(f( )~ f'(2)) > 0.
1—e 1—e
Il existe donc un unique réel u = n(z) €] — % — %,0[ qui minimise 1),. De plus, la

fonction (z,u) — 1, (u) est de classe C! et pour tout u > —% — %, pour tout z > 0,

on a 9
C

d ’ Y/ "
%I/JZ(U) =cf"(2)2% + WZQf (2Y (u)) > 0.

Donc par le théoréme des fonctions implicites, 1 est de classe C'. On introduit alors
pour tout n > 1, la fonction n(") définie par

ni)ysio<z<i
™ (z) = n(z) s % <z<n
n(n) si z > n.
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qui est continue et bornée. On considére alors ’équation différentielle stochastique
dzm = 2n™ (2" edw, + az™) (Y R 1)d(JS —%). (3.7)

La fonction n(”) est continue et bornée. De plus, il existe une constante K, telle que
pour tout 0 < z,y < n,

o™ (x) = yn™ (y)| + =Y (1™ (2)) = y¥ (™ (9))] < Kl —y]
o™ (@) + [Y ("™ (2))a]* < Kn(1+ |2f?).
L’équation (3.7) admet donc une unique solution forme Z(. On note alors 7, =
inf{t > 0: Zir_l) > n ou Zs_l) < %}, avec inf{()} = +o00. Notons que pour m > n, le

processus Z_(/@n vérifie (3.7), de sorte que le processus

+oo
Zt* = Z Zt(n)l{Tn<tSTn+1}

n=1

est bien défini sur I'intervalle stochastique [0, 7] ot 7 = limy,— 4o 7. Or, comme pour
tout z > 0, Y(2) —1 >0, on a 7 = 400 p.s. De plus, par recollement des solutions
des équations (3.7), Z* est solution de I’équation

dZ; = Zy-0(Z-)edWy + a(Y (0(Z,-)) — 1) Zp-d(J, — t).

Z* est alors la densité d’une mesure équivalente & P. Comme

c _

—a—5—on(z)

b+ +on(z) + (" - )——2—

=0
2 )

il s’agit d’une mesure martingale équivalente, et par définition de la fonction 7, Z*
minimise E[f(Z})] sur I'ensemble des mesures martingales équivalentes. O

Proposition 3.10 On suppose que X; = a(Jt(l) —t)— b(Jt(Q) —t)+dt o JU et J?)
sont deuz processus de Poisson indépendants, a,b > 0 et 0 < d < 1 —e~?. Alors il
existe une mesure f-minimale pour toute f-divergence de classe C3.

Preuve Dans ce cas, par le Théoréme 1.18, le paramétre de Girsanov Y d’une mesure
martingale ) doit vérifier pour tout s < T,

d+ (e* —1)Ys(a) + (e7® = 1)Yy(=b) = 0.

La f-divergence de @ par rapport a P vaut alors

T
Eplf(Zr)) = /0 Eplf(Z,-Ya(a) — f(Z,-) — ['(Zs-) Z,- (Ya(a) — 1)
+ H(Zo(Ya(@))) — () 2o (0(Ya(a)) — 1)ds

d+(e*—1)u

1= On associe alors a tout z > 0, la fonction ¢, définie sur RT*

ou v(u) =
par

a(u) = fzu) = f(2) = f'(2)2(u = 1) + f(zv(u)) = f(2) = f(2)2(v(u) - 1).
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1, est alors de classe C2, strictement convexe, et sa dérivée est donnée par

z(e®* —1)
1—e?

Ui(u) = 2(f'(zu) = '(2)) + (' (zo(w)) = f'(2))

On a alors
ling) Pl (u) <0 et lirf YL (u) > 0.

Il existe donc un unique élément 7(z) tel que 1. (n(z)) = 0. On montre alors comme
dans le modeéle précédent que I’équation différentielle stochastique

dZs = a(n(Zs-) = VAP = 5) = b(v(n(Z-)) = V(TP — 5)
admet une unique solution forte Z* qui est la densité de la mesure martingale f-
minimale. O
Exemple. On considére la fonction f(r) = 322 + 423 définie sur R et X un
processus de Lévy de la forme

X, = ln(g)(Jt(l) ) —n@)(JP 1)+t

o JM) et J@ sont des processus de Poisson indépendants. Par la proposition 3.10, il
existe une mesure f-minimale de densité Z*. On cherche dans cet exemple & calculer
explicitement les paramétres de Girsanov de cette mesure. Il nous faut pour cela
déterminer la solution de I’équation ¢/ (u) = 0. On a

YL(u) = 2(22u + 2(1 + 2)u — 1 — 2)

et 1. (u) = 0 admet une unique solution positive 7(z) = Y22(v/I+ 3z — VI + 2).
On déduit donc de la proposition 3.10 que les paramétres de Girsanov de Z* sont

3 v+ z v+ z
Ys(ln(i)) = (V1+4+3z—vV1+z) et Ys(—1In(2)) = 1+ P (V14 3z—vV1+z).
En particulier, ces parameétres ne sont pas déterministes mais sont des fonctions non
constantes de Z7_. Donc, par le Théoréme 1.18, la mesure minimale Q* associée ne
préserve pas la propriété de Lévy bien que f soit combinaison linéaire de fonctions
qui préservent la propriété de Lévy.

3.3 Préservation de la propriété de Lévy

Nous avons vu que la préservation de la propriété de Lévy par une mesure f-
minimale n’est pas une propriété générale mais qu’elle est vérifiée par certaines fonc-
tions couramment utilisées, notamment f(z) = z1n(z), f(x) = %q ou f(x) = —In(x).
On cherche ici & déterminer pour un modéle de Lévy trés général les f-divergences

qui préservent la propriété de Lévy.

Avant d’énoncer le théoréme principal, on rappelle le cadre considéré : si la mesure
initiale P est elle-méme une mesure martingale, elle sera bien stir f-minimale pour
toute divergence et tout intervalle de temps considéré. On suppose donc dans cette
partie que P ¢ M. De plus, la recherche d’une mesure f-minimale n’a d’intérét que
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si M est non-vide et non réduit & un seul élément. On considére un processus de
Lévy X fixé a valeurs dans R?, de caractéristiques (b, c,v), qui définit un marché
incomplet. On rappelle que par le Théoréme 1.22, ces conditions sont équivalentes a
supposer que I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

i)Card(supp(v)) > k, ou k est la dimension du noyau de c.

ii) Il existe = € supp(v) tel que c(e® — 1) #£ 0.

On rappelle I’énoncé du théoréme principal :

Théoréme 3.2 Soit f : RT* — R une fonction conveze de classe C* et X un pro-
cessus de Lévy de caractéristiques (b, c,v) tel que c est inversible ou tel que supp(v)
est d’intérieur non-vide. On suppose qu’il existe une mesure f-minimale Q* sur l’in-
tervalle [0,T), de densité Z*, qui préserve la propriété de Lévy et vérifie pour tout
x> 0 et tout compact K de RT*,

EqQ-(|f'(xZ7)|] < 400, sup sup Eq«[f"(xZ;)Z}] < +o0 (3.8)
t<T zeK

Alors il existe a > 0 et v € R tels que pour tout x € supp(Z}.),
f(z) = ax”.

De plus, si Q* est minimale pour tout intervalle de temps [0,T), alors f"(x) = ax”
pour tout x > 0.

Remarque 1. Si on considére des combinaisons linéaires de fonctions vérifiant
f"(x) = ax?, ou bien les fonctions de la forme f(z) = (1 — xq)% avec ¢ # 3, il
est facile de voir qu’elles vérifient (3.6). Ainsi, par le Lemme 3.6, une mesure mini-
male, si elle existe, appartient nécessairement & K. On montrera de plus au Lemme
3.14 qu’une telle mesure vérifie également la condition d’intégrabilité sur f”. Ainsi,
pour chacune de ces fonctions, 8’il existe une mesure minimale, elle ne préservera pas
la propriété de Lévy.

Remarque 2. L’égalité f”(z) = az” est obtenue pour = € supp(Z;). On détermi-
nera plus explicitement dans le Lemme 3.19 la forme de cet ensemble. On verra en
particulier que pour les modeéles les plus utilisés, il s’agit de R**.

L’essentiel de cette section est constituée de la preuve du Théoréme 3.2. Elle s’orga-
nise de la facon suivante :

La premiére étape consiste & obtenir une équation qui doit étre vérifiée par la
densité d’'une mesure martingale minimale si celle-ci préserve la propriété de Lévy.
Pour cela :
section 3.3.1 : On commence par montrer des lemmes d’intégrabilité sur la densité
des mesures @ € M’ qui vérifient les conditions d’intégrabilité (3.8).
section 3.3.2 : Par une application de la formule d’It6, on obtient une décomposition
pour les densités des mesures @ € M’ qui vérifient les conditions (3.8).
section 3.3.3 : En identifiant cette décomposition avec la condition nécessaire du
Théoréme 3.5 pour les mesures martingales minimales, on obtient une équation vé-
rifiée presque stirement par la densité de la mesure minimale.
section 3.3.4 : Afin de pouvoir exploiter I'équation obtenue, on détermine le support
de la loi de la densité de la mesure minimale.
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On montre dans un deuxiéme temps que pour les différents modeles considérés,
I'équation sur la densité ne peut étre vérifiee que si f”(z) = ax?.
section 3.3.5 : ler cas : supp(v) est d’intérieur non-vide.
section 3.3.6 : 2e cas : la matrice ¢ est inversible.

section 3.3.7 : On consideére finalement les fonctions qui vérifient f”(z) = ax” et on
montre le Théoréme 3.1. Ce résultat n’est pas nouveau (cf. les propositions 2.7 et
3.8), mais on donne ici une version unifiée des différents cas.

section 3.3.8 : On termine cette partie en donnant un exemple de modéle pour lequel
la matrice ¢ n’est pas inversible et on obtient une fonction f qui préserve la propriété
de Lévy bien que f”(x) # ax”.

3.3.1 Lemmes préparatoires

On commence par donner un premier lemme qui sera utilisé plusieurs fois dans
la suite du chapitre lorsqu’il sera nécessaire de localiser différents processus.

Lemme 3.11 Soit Q une mesure martingale équivalente appartenant a M’ de para-
metres de Girsanov (3,Y). Alors

T, =inf{t > 0: Y(AX:) >n ou Y(AXy) < —}, (3.9)

1
n
avec inf{(} = +o0, définit une suite de temps d’arrét qui tend presque sirement vers
+00.

Preuve On définit pour tout n > 1 le borélien

B,={yeR¥™:Y(y) >nouY(y) <

.

1
n
On rappelle que pour tout borélien B qui vérifie v(B) < 400, Tp = inf{t > 0,AX; €

B} définit un temps d’arrét. On montre donc que pour tout n > 2, v(B,) < +o0.
Comme @ est équivalente & P, on a

[ VT - 1wy < +x.
R *
On a alors

1
00 > Y (y) —1)%1 v(dy) > (1 - —=)*v(B
+o0> [ (W) =1L en, () = (1= —=)u(B,)
et donc en particulier v(B,) < +oco. Ainsi, pour tout n > 1, T,, est un temps
d’arrét et la suite (75,)n>1 est de plus croissante. De plus, (By)n>1 définit une suite
décroissante de boréliens et ﬂnZl B, = 0. Donc par continuité de la mesure v,
limy,— 400 ¥(By) = 0. On a alors pour tout ¢ > 0,

P(T, <t)= P(card{s <t,AXs € By} > 1) < tv(By,)

et donc lim,— oo P(T, < t) = 0. Comme (T},),>1 est une suite croissante, on en
déduit que lim,, 4 T}, = +00 p.s. O
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Lemme 3.12 Soit Z la densité d’une mesure Q € M. Alors In(Z) est un processus
de Lévy sous P et sous Q.

Preuve On rappelle que pour tout ¢t > 0,

7,) = Ed: 36 x (e t Y X
n(Z) = ‘ tc " n v S
In(Z;) — /0 /Rd*l (Y (y)(w (dy)ds)

.
5206 + | Y@) -1-InY(y)r(dy)
Rd*

—t[

On en déduit que pour tout t > 0 et tout z € C, Re(z) < 1, on a E[e*™(%)] =
VD@ avec

O

+ 1T pep2 4 / W) — 1 — 2h(In(Y (y)))v(dy)
2 e

+ [ V() -1 W (y)vidy)
Rd*

"Be
2

Ainsi, In(Z) est un processus de Lévy a valeurs réelles sous P de caractéristiques
T C
o) = — BB — [0 Y (y) — 1= In(Y (y))v(dy)
cln(Z) — Tﬂcﬂ
V(A) = [par Lan(y(y))eayv(dy), A € B(R)

De plus, en remarquant que pour tout u € R, Eg [eiuIn(Z0)] = Epleliutl)In(Z0)] on
obtient que In(Z) est également un processus de Lévy sous @, de caractéristiques

@)@ = 188 4 [ Y (y)h(In(Y () — (Y (y) — Dv(dy)
cln(Z),Q — Tﬁcﬁ 0

VAQ(A) = [pan Lpny (yeayY ()v(dy), A € B(R)
On montre maintenant deux lemmes d’intégrabilité pour la densité des mesures
Qe M.

Lemme 3.13 Soit Z la densité d’une mesure Q € M’ telle que pour tout z > 0,
EqQl|f'(xZr)]] < +oo. Alors pour tout temps d’arrét T a valeurs dans [0,T] et tout
compact K de RT*,

Z
sup E[|f(2Z;)|] < 400, sup Eql|f'(xZ;)|] < 400 , sup EQ[lf’(f*ZT)l] < 400
zeK zeK reK T

De plus, pour toute suite de temps d’arrét (I},)n>1 tendant vers +oo et tout t < T,

Jm Eqlf'(zZur,)) = Eolf'(wZy)] et lim Ep[f(zZinr, )] = Eplf(22:)]
(3.10)
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Remarque. On peut déja noter que comme [’ est croissante, la condition
Eq[|f'(xZr)|] < 400, > 0, entraine sur tout compact K, sup,cx Egl|f (zZ7)|] <
+00.

Preuve Soit 7 un temps d’arrét a valeurs dans [0,7] et > 0. On suppose que
Eql|f'(xZ;)|] = +o0. Comme f’ est croissante, ceci implique qu'’il existe A > 0 tel
que

Blf (22 )12, a)] = +00 ou Bg[f (aZ:)117,,1)] = —oc.

On suppose par exemple que Eq[f'(2Z;)1{z >3] = +0o. Comme la mesure Q
préserve la propriété de Lévy, par le Lemme 3.12; In(Z) est un processus de Lévy sous
Q, de sorte que les variables aléatoires In(Z;) et In(Zy) — In(Z;) sont indépendantes
sous Q. Ainsi, Z; et é—f sont également indépendantes sous . On écrit alors

Eallf @201z a1 22.5.)) = Fa|Fallf oy Z) 1z Lo,z |
Comme f’ est croissante, on a alors

fl(xyZT)l{yZI} z fl(xzf)l{yzl}’

de sorte que
EQ[|f’($ZT)|1{zT>A}1{§T>1}] > EQ[f/(xZT)l{ZT>A}1{ZZT>1}]'
T t =

En utilisant & nouveau l'indépendance de Z. et %, on obtient finalement

Zr
BQllf (w201 z.5 11 22 5)) 2 Bll (021 (z,>)Q( 57 2 1) = +oo

ce qui contredit I'hypothese Eg[|f'(zZr)]] < 4oo. On en déduit donc que
Eql|f'(xZ;)]] < +oco. On raisonne de la méme maniére si on suppose que
EQ[f'(a:ZT)l{ZT<%}] = —oo0. De plus, comme f’ est croissante, on a pour tout com-

pact K, sup,cx Eol|f'(xZ;)|] < +00. On obtient de méme sup,¢ g EQ[|f/(a;§—f)|] <
400 en intervertissant les roles de Z, et %
Par la convexité de f, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout z > 0,

f(2)] < C +z|f'(2)]. (3.11)
En appliquant ceci & zZ; on obtient

sup Ep[|f(xZ;)|] < C + sup 2 Eql|f'(xZ;)|] < +oc.
reEK zeK

Si on considére maintenant une suite de temps d’arrét (75,),>1 tendant vers +oo,

EQlf'(xZ1)] = Eqlf' (v Zint )+ EQf (2 Z) 1 syl = EQ[f (2 Zint, ) >1,y) (3.12)

Comme Eq||f'(xZ:)]] < 400, le deuxiéme terme de la somme tend vers 0 quand
n tend vers l'infini. De plus, comme @ préserve la propriété de Lévy, les variables
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aléatoires Zia, et ZtZTj;" sont indépendantes. On note a = inf{z > 0, f'(x) > 0}. On

a alors

EQlf' (xZint, )Lyt YaZins, >}l Q(Zint, < Zr)
= EQlf'(2Zent, ) >ty L Zing, 2 1 2r_syy)-
ZtNTy,

Comme [’ est croissante, on a alors

EQ[f (xZint, ) 1>ty YaZins, 2}l Q(Zint, < Z1) < EQ[|f (2 Z7) | 1151,3]- (3.13)

On obtient de méme

EQ[|f/(th/\Tn)|1{t>Tn}1{IZtATn<(l}]Q(Zt/\Tn > Zt) < EQHfI(l"ZT)\l{»Tn}]' (3'14)

De plus, par continuité de la mesure de probabilité @ pour les suites croissantes
d’ensembles,

lim Q(Ziat, < Zr) > nEIfOOQ({Zt < Zr} ﬂ{t <Th}) =Q(Z < Zr) >0

n—-+00

et de méme limy,— 40 Q(ZiaT, > Z1) > 0. On déduit donc de (3.13) et (3.14) que

lim Eolf (zZint,) 11,y

n—-+00

. , 1 1 _
< tim_Eollf (wZr) L) ( T <7 G Zt)) ~0

Finalement (3.12) entraine la convergence pour f’. Si on considére maintenant f, on
écrit de méme

Ep(f(zZy)] = Ep[f(xZint,)] + Ep[f(2Zt)Lo1,y] — Erlf (2 Zn1,) 1513 )-

Comme Ep[|f(zZ;)]] < +00, le deuxiéme terme de la suite tend vers 0. De plus, par
(3.11), on a

Ep[|f(xZint, ) 1gsm,y] < CP(t > To) + Eqllf' (2 Zint, ) 1>,

et on a donc limy, o Ep[|f(xZinT, ) 1151,y = 0. O

Lemme 3.14 On suppose que pour x > 0, Eq[|f'(xZr)|] < +o0. Alors, pour tout
compact K de RT*,

sup sup Ep|f(2Z;)] < +o0 (3.15)
t<T zeK

Remarque. Nous considérerons par la suite différentes fonctions pour lesquelles il
existes des constantes positives cy, ca, c3 telles que

22f"(x) < e f(x) + caz + c3

Dans ce cas, (3.15) entraine la condition d’intégrabilité (3.8) nécessaire a I'application
du Théoréme 3.2.
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Preuve On commence par introduire la suite de temps d’arrét
1 1
Tn=if{t >0:Z, >nouZ; <—ouY(AXy) >nouY(AXy) < —}
n n

avec inf{()} = +o00. Comme f est de classe C?, on peut appliquer la formule d’It6 au
processus arrété f(zZiat, i< @ pour tout t < T,

d ) tATh .
F (5 Zunm) =) + 3 80 /0 2f (22, )dX ("
=1

tATh , _ X—y s
T /0 /R a2 )Y () = D = vldy)ds)

1 tATh
+ §Tﬁcﬁx2/ f(xZ-)Z% ds
0

+ Y f(@ZoY(AXL) - f(2Zs-) — £ (22, )2Z- (Y(AX,) — 1)
0<s<tATh

(3.16)
De plus, par 'inégalité des accroissements finis,

> @z YAX) - f@Z )P < sw  fPi( Y (Y(AX)-1)?)

x_ 2
0<5<Tn o2 Szsan 0<s5<Tn

On en déduit que

SRS

Bp| 3 |f@Z Y (AX,) ~ [(@Z,-)P]

0<s<Tp
1
< sw  fEneBe| Y (V(AX) - 127+ Bpllf@Z,, )+ sw f(az)
g Sz<an? 0<5<n F<z<an
< 400

de sorte que la martingale [ [pa. f(2Zs-Y (y)) — fxZ, ) (X — v(dy)ds) est bien
définie. Ainsi, on peut écrire

d . tATn )
F (6 Zunm) = F@) + 3 60 /O 2f (22, )dX ("
tATy o tATh
+ / F@ZY () — F@Zo) (i — v(dy)ds) + / bo(f, . s)ds
0 Rd* 0
(3.17)
ou

valf,,9) =5 GBS (w7,) 22

+ Rd f(st*Y(y)) - f(st*) - f’(szf)stf (Y(y) - 1>V(dy>
(3.18)
Notons en particulier que comme f est convexe, 1g(f,z,s) > 0 et de plus, on a
presque stirement, pour v-presque tout vy,

f(st*Y(y)) - f(st*) - f/(st* )st* (Y(y) - 1) > 0.
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On déduit alors de (3.17) que

Elf(xZint,)] = /OtE[iﬁQ(fa%S)l{ngn}}d&

Lorsque n tend vers 400, on obtient par le Lemme 3.13 et le théoréme de convergence
monotone,

Blfe2)) = [ Eluo(f.r.5)]ds

En particulier, t — E[f(xZ;)] est une fonction continue et croissante et donc pour
tout compact K,

sup sup E[f(xZ;)] = sup E[f(xZ7)] < 400 O
t<T xzeK zeK

3.3.2 Une décomposition pour les mesures qui préservent la pro-
priété de Lévy
On donne maintenant une équation satisfaite par la densité de toute mesure
Q € M’ vérifiant (3.8). On introduit pour cela les notations

{ &(x) = xEBof" (xZp—s) Zr—s)
Hs(l’, y) = EQ [f/(xZT—sY(y)) - fl(xZT—s)]'

Lemme 3.15 Soit A > 0 fizé. On suppose que Q € M’ vérifie (3.8). Alors presque
stirement, pour tout t < T,

d t
Eolf (V2| = Eolf 0Znla Yy 6% [ 62, )ax (o
i=1 0
! X
+ /0 [ H{Ze )5~ Y (0)v(dy)ds),

(3.19)
Preuve On commence par montrer que les termes qui apparaissent dans le membre
de droite de (3.19) sont bien définis. On rappelle que la partie martingale continue

est bien définie si il existe une suite de temps d’arrét (7},),>1 tendant vers +oo telle
que

d TAT,
ZW%?EQ[/ 53(25_)@} < +oo.
i=1 0

On considére la suite de temps d’arrét donnée par T, = {inft > 0 : Z; >
pou Zp < %} On a alors

TAT, 2
Eq [/ §§(AZsf)ds} < )\QpQT(sup sup EQ[f"(xZT_S)ZT_S]) < 400
0 =T 2<a<p

Pour la martingale discontinue, il nous faut montrer qu’il existe une suite de temps
d’arrét (7p)p>1 tendant vers +oo telle que

1
2

TATp
EQ[ /O .. H2(AZ,,y)Y (y)v(dy)ds| > < +oo (3.20)
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Pour cela, on considére la suite de temps d’arrét définie par
1
T, =inf{t >0:Z; >pouZ; < - ouY(AX;) > p}
p

et on remarque qu’il existe au plus un saut tel que Y(AX;) > p sur lintervalle
stochastique [0, 7,]. D’une part, par le théoréme des accroissements finis,

HX(AZg,y) iy (gy<p} < _sup EQlf"(MnZr—s)Zr—s|*X’n*(Y (y) — 1)* 1y (y)<p)
<n<n?2

n2 =

En prenant l'espérance,

TATp 5 %
B[] 0z, gy@waas)
0 Y(y)<p

1
< XTpsup sup Eqlf"(nZr-)Zr-( / (Y (y) = DY (y)w(dy) ) *
s<T 4y <o<p? Y(y)<p
(3.21)
Cette quantité est bien finie. En effet, le premier terme du produit est fini par I’hy-
pothese (3.8) et le deuxiéme par les conditions (1.18) vérifiées par les paramétres de
Girsanov des mesures martingales. D’autre part,

Z7 12
HZA\Zs—,y) Ly (y)spy < (EQ[f'()\ZT)|fs]2+ sup EQUf'()\ﬂij)H )1{Y(y)2p}'

»<z<p

Comme il existe sur l'intervalle stochastique [0,7° A 7] au-plus un saut tel que
Y (AX¢) > p, on a alors

Thr 3
Eq [/o /Y(y)zp HSQ()\ZSﬂy)Y(y)V(dy)} (3.22)

Z
< 2E[|f'(A\Zr)l] +2 sup Eql|f'(Aa T[] < +oo
pST<p Tp

Finalement, en ajoutant (3.22) et (3.21), on a bien (3.20). Ainsi, les expression
qui apparaissent dans (3.19) sont bien définies. Pour obtenir la décomposition, on
cherche maintenant a appliquer la formule d’It6. Cependant, on ne peut pas ’appli-
quer directement a la fonction f’. On introduit donc une suite de fonctions (¢, )n>1
bornées, qui approchent f’ et auxquelles on peut appliquer la formule d’It6. On

construit en particulier ¢,, de sorte que f’ et ¢, coincident sur [%,n} On pose donc

Ap(x) si0<m<%
¢n($) = f/(l‘) si % <z<n

Bp(z)siz>n
ou

@) =G = [ e =126~ anydy

2n
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On peut noter que les recollements en ﬁ, %, n et n+ 1 sont faits de sorte que ¢, soit

de classe C% sur RT*. De plus, pour chaque n, ¢, est bornée, et on a les majorations
suivantes : il existe C' > 0 tel que

[¢n(2)] < 4|f' (@) +C , |on(@)] < 3[f"(@)] et [dn(z) — du(y)] < 7 (2) — f'(y)]
(3.23)

On rappelle que comme Z est la densité d’une mesure qui préserve la propriété
de Lévy, la variable aléatoire % est indépendante de F; et de méme loi que Z7_4.
On a donc pour tout n > 1, presque stirement, pour tout ¢t < T,

EQlon(A\2r)|Fi] = EQlon(A\eZr—t)]|o=2,

On pose alors py(t, ) = EQ[¢n(AxZr—4)] et on cherche a appliquer la formule d’Ito
A pn(t, Z;). Pour cela, il nous faut vérifier que p,, est de classe C? relativement & x et
de classe C! relativement a t. On note d’abord que

| —on(\2Zr )| = [AZr—sdy,(AeZr—_s)| < A(n + 1) su]g\qs z)| < +oo.
z€

Donc py, est dérivable en z et

3]
%pn(t, x) = AEq|d,,(\eZr—4)]

et la fonction (z,t) — Eq[¢),(AxZr_¢)] est continue. De méme
}a 2¢n (A2Zr_y)| = N Z3_,¢0 (A2 Zr—y) < N2 (n+ 1)2s161£ P (2) < 4o0.

Donc p,, est deux fois dérivable en x et
0 2 2

Cette fonction est également continue en ¢. Pour obtenir la dérivabilité en t de p,,
on applique la formule d’It6 & ¢, (AxZr—_4) :

Odn(AxZp_y) =pn(Ax) —0—2/ gl (\eZ,- )ﬁ(i)Zs—dXs(C)’Q’

T—t
TPV / n(NEZY (1)) — bu (M2 Z,-) (1 — ¥ (y)0(dy)ds)
0 Rd*

T—t

+ VYn(Az, Zy-)ds
0

() =T e (wefy(u,2) + S0l (u, 2)
[ (a2 (0) = 0n(ua)Y () - udh(w2) oY (5) ~ 1) vldy).
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Alinsi,
T—t
Eqlon(NaZr_y)] = / Eq[vn(\z, Z-)]ds.
0
En particulier, p,, est dérivable en ¢ et
0
Sopalt,w) = —Eq[u(ra, Zr-)]

et cette fonction est continue.
On peut donc finalement appliquer la formule d’It6 & p,. On introduit pour cela
les notations

{ (@) = 2EQ|Zr—od) (2 Z7_s)]
H™ (2,y) = Eqlén(@Zr_sY (1)) — ¢n(2Zr_s)].

On a alors
d ot ‘
pn(t,Z0) = Eqlén(A\Zr)] + Y _ B / M (AZ,-)dx ()@
i=1 0

+/ EMAZ) Y (y) — D1y 1<y (@™ = Y (y)v(dy)ds)
0 Rm

1 t
437808 | (W22 EqlZh i 0aZr_)omz, + 267 (02,))ds
0

+ > HM(AZ-, YV (AX)) = 6 (AZ,-) (Y (AXS) = 1)1y (ax,)-11<1)

0<s<t
t t
_/o 5 eMNZ-)(Y(y) - 1)1{Y(y)—1|>1}V(dy)d3—/o EQ[n(A\eZy—s)]|o=z,_ds

ce qui peut encore s’écrire

d t
pn(t, Z1) =Eqlon(\Zr)] + Y B9 / M (NZ,-)dXx ()
i=1 0

t
[ HOOZe 0 =Y i),
Il reste alors & faire tendre n vers +00. On note dans la suite, pour tout a > 0,
. 1
oq =1nf{t > 0,A\Z; > a ou A\Z; < -},
a

avec inf{(} = +o00. On a bien str lim,_ y 04 = +00 p.S.
On commence par remarquer que

|EQlf V20| F] = pult, A2)| < Eq|1'(\2r) — 6u(32n)|| 7]

1

Comme f" et ¢, coincident sur [, 7], on peut écrire par (3.23),

|BQ[F'(\Z0)\F] = pult.A20)| <Eq |1/ (0Zr) = 60 (3Z0) 110, <1 | 7]

< Eq [(5!f’(/\ZT)! + 0)1{%@}\&].
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Or, on a pour tout o > 0,

. . 1
tim_Q(sup Eq[(5]f' (A21) +C) s, ny|Fi] = o) < lim - Fo| (5 (AZr)+CO)1ig,<ry| =0

n—+oo t<

et on en déduit que

lim @ ( sup
n——+00 t<T

pu(t, \Z0) — EQ[f’()\ZT)|ft]’ > a) —0. (3.24)

On considére maintenant la convergence des trois termes de droite de (3.19). Tout
d’abord, on a presque strement, lim, o0 ¢n(AZ7) = f/(AZ7), et pour tout n > 1,
| (AZ7)| < 4] f'(AZ7)|. Done, par le théoréme de convergence dominée,

lim_ Eqlén(A2r)] = Eolf'(A2r)] (3.25)
Si on considére maintenant la suite de martingales continues, on obtient par (3.23),

6" (Z) ~ &(A2)| <Eq|Azr|6f,(\r) — 1" (Azr) | 7
< WNEg| 21l f" (M) 1 s, <1y Fi]

On en déduit comme précédemment que

. n . A
timQ(sup 6" (320) ~ §(\Z)| > ) < lim 2 Eq|[Zrf" (Ar)Lis,<ny] = 0

n—+oo

et donc que, quitte & prendre une sous-suite, le processus &™) converge presque
sarement vers ¢. De plus, presque sarement, |£()| < 3|¢], et & est intégrable par
rapport a X pour tout i < d. Ainsi, par le Théoréme 1.4.31 dans [41], on a pour
tout a > 0,

t
lim Q<|sup / (EM(AZe-) = Es(AZ,-))dX Q| > a) = 0. (3.26)
n—-—1+0oo tST 0

On cherche finalement & montrer la convergence en probabilité de la suite de mar-
tingales purement discontinues. On fixe pour cela p > 1 et on considére la suite de
processus arrétés en 7,. On commence par écrire

t
/0 L Al B 02 ) = HUOVZo )l =Y (o dn)ds) = M+ N

avec

t
M = / / 1er s HO M2y y) — HiOAZo )| (0¥ — Y (y)0(dy)ds)
0 JIY(y)-1|<3

t
N = / / ey [HO(AZ,y) — HiMZo ) |55 — Y (1)0(dy)ds)
0 JIY(y)-1>3
)

On va d’abord montrer que M}") converge dans L? vers 0, puis que N:(Fn converge
dans L' vers 0.
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Pour cela, on commence par noter que
(n)2 4
Eo[M{V?) = / / EQlH™ (A2, ,y)— Hu(\ 2y, y)PY (y)0(dy)ds. (3.27)
0 JIY(y-1<i

Or, on a
‘Hs(")(AZS—,y) - HS(/\ZS,,y)‘ =
|Bo[6u(eAZr-Y (1) = bu(eAZr—) = (f \aZr-Y () = f e Zr-)]loz, |

<z=1Z

S

On rappelle que sur l'ensemble considére, |Y(y) — 1| < % et - < p

1
P
Comme ¢, et f’ coincident sur I'intervalle [%,n}, on en déduit que

|H"M (AZ,—,y) — Hi(\Z,—,y)| =|Eq [1{0%@} (on(A2Zr—sY (y)) = pn(AZr—s)
— (f'NaZr-sY (y)) — ['(N\eZr—s)))] o=z,

Par (3.23), on a alors

[HP 02 sy) = HoV o y)| < 8|BQ[L (o, <ry (f' N2 Zr-sY (4)) = ' N2 Zr-5))]|

< 8AETw |EQ[1{U% i (Ff'AaZr_sY (y) — f'(AxZr_s)) iz, .<ayl]

Or la fonction z +  Eq[f'(2Zr—s)1{z, .<ay] est dérivable, de dérivee
EQ(f"(Zr—s)Z1-s1{z, .<ay]- On a alors par I'inégalité des accroissements finis,

}Hs(n) (/\Zs* ) y) - HS(/\ZS* ) y)| <
<8 lim sup Eq[f"(xZr-s2)Z1-s1is,, <1} {zs_<a}]lY (y) — 1]
A—+o0 %SZS% 3p
En insérant ceci dans (3.27), on obtient

Eq[M{"?] <

T
8EQ |:/ / )\2 lim sup EQ [f//()\xZZT—s)xZT—sl{am <T}1{ZT,S§A}] |§:Zs* .
0 Jy-il<i A-Folc.cs 3p

(Y (y) = 1Y (y)v(dy)ds]

<12X? lim / Y (y) — 1)?v(dy) ).
Jim( vy T D ))

T
.Eg { /0 sup Eq [f//()\IIZZZT—s)$ZT—51{U%<T}l{ZTisSA}] |§:ZF ds}
5 P

Or, on a presque strement,

lim  sup Eq[f"(A\ezZr— ) eZr-1is,, <1y1lizp <alle=z,_ =0
3p

n—+00 | 3
35253
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et de plus,
EQ[f”<)‘xZT—S))‘xZT—81{T>a'27n}1{ZT75§A}]|3::ZS_ < sup EQ[f”()\LEZT_S))\.TZT_S]Q < +o00.
3p

1 3p
2p STSS

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, lim, . Fqg [M}”)Q] =0.
On montre maintenant la convergence dans L! de N}”). Pour cela, il nous faut
montrer que

n—-+00

T
im_Eof [/ H(OZ,y) ~ Hi(OVZ,- )Y ()v(dy)ds] =0.
0 JIY(y)-1>3

On commence par noter que

EqQllén(\eZr—sY (y)) = f'AeZr—sY W))lla=z,— = Eqllén(A2Zr) — f'(AZr)|| Fs-].

Ainsi, on a

|Hs(n)()‘Zs*ay) - HS()‘Zs*ay)ll{sgrp} SEQ “gbn()‘ZT) - f/()‘ZT)HFS*] 1{s§'rp}
+Eq “@bn()‘mZTfS) - f’()\xZT,S)H ‘w:ZS_ 1{s§rp}

Comme ¢, et f’ coincident sur [%,n], et en utilisant (3.23), on en déduit que

[H A2, y) = HOMZa 9) L sry) < Lssn) (5Bl (0VZ1) 10, <]
+5Eqllf (e Zr-) Loy <yl lo=z,- )

Alinsi,

BNl <s5( |

Y(y)v(dy)).
Y (y)-1>3

T
[ (Fallf Oz, er) + 50 Bolls e Zr- 1o, <ny])ds
0 »<z<p r

Or Eg[lf'(AZr)|] < +o00, de sorte que limy, . EQ[|f'(AZ1)|1{4,<1}] = 0. De plus,
comme f’ est croissante,

A
sup EQllf'(AeZr-s) Lo, <ry] < EQl(1f' (ApZr—s)| + |f/(;ZT—S)|)1{J%<T}]'

p<z<p

Comme de plus, sup,¢x sup,<r Eq|| f'(xZ;)]] < +00, on en déduit que

T
li Eollf' AeZp_s)|1 ds = 0.
L Qllf (Ao Zr—s) Loy <1ylds
<<
Ainsi, on a bien lim, ., EQHN%")H = 0. On a également montré que

lim,, 4 Eq [M:(FH)Q] = 0, de sorte que par l'inégalité de Doob, on a pour tout a > 0,

n—-+o00

lim Q(sup [M{™ + N™| > a) = 0. (3.28)
s<T

Finalement, quitte a prendre une sous-suite, on déduit de (3.24), (3.25) et (3.26) que
(3.28) est vérifiée pour tout ¢t < T, presque strement. O
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3.3.3 Une équation pour la mesure minimale

Le lemme 3.15 nous permet maintenant d’écrire les conditions sur les parameétres
de Girsanov (3,Y) d’une mesure @ € M’ sous lesquelles une écriture de la forme

f(Zr) =24 (¢ S)r

existe. On rappelle que par le Théoréme 3.5, il s’agit d’une condition nécessaire pour
qu’une mesure @ vérifiant Eq[|f’(Zr)|] < 400 soit f-minimale.

Lemme 3.16 Soit Z* la densité d’une mesure f-minimale sur [0,T] qui préserve
la structure de Lévy et vérifie (3.8). On note (6*,Y™) ses paramétres de Girsanov.
Alors pour presque tout x € supp(Z;._) et presque tout y € supp(v),

d
f(@Y*(y) = f'(2) = B(@) (D asle” — 1)) (3.29)
i=1
ot ® est une fonction de classe C* et a € R?. De plus, sic# 0, on a
d
F'@Y* () = f'(x) = Y _(af" ()5 + Vi) (e — 1) (3.30)
i=1

ou V est tel que cV = 0.

Remarque. Notons en particulier que si la matrice ¢ est inversible, on a

d

F@Y*(y)) = (@) = zf"(2) Y 57" —1).

i=1

Preuve Comme @ est f-minimale, il doit exister par le Théoréme 3.5, un réel a et
un processus prévisible ¢ tels que presque stirement,

f(Zp)=a+($-S)r

et tels que (gﬁ - S) soit une @Q-martingale. On a donc presque sirement pour tout
t<T,

d t
Bolf(ZilF)=a+ Y /0 H0ds). (3.31)
7=1

En appliquant la formule d’It6 a eX* et en utilisant le fait que S est une martingale
sous @, on a pour tout 7 < d,

(l) (l) 4 Z/ S(Z)ﬂ*(l)dX(C i / S(l) eYi — 1)(/‘X(i) _ Y*(y)u(dyz)ds)

Rd*

de sorte que (3.31) devient
Eolf'(Z3)| 7] _a+z/ 050 g x O

/ /]Rd* ¢(Z)S (e’ = 1)(p X —Y*(y)v(dy)ds).
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Par unicité de la décomposition de la martingale (Eq[f'(Z})|F])i>0 en somme de
martingales continues et purement discontinues, on peut identifier cette décomposi-
tion avec celle obtenue par le Lemme 3.15 (en prenant A = 1).

On commence par considérer les composantes discontinues. Notons qu’elles sont
non nulles car nous avons supposé que le modeéle considéré est incomplet et donc que
le processus X a nécessairement des sauts. Ainsi, presque stirement, pour presque
tout s < T, pour presque tout y € supp(v) :

d
Hy(2Zy) =Y SVo0 (e —1),

i=1
Comme f’ est continue et les trajectoires sont cadlag, on obtient lorsque s tend vers
T

)

d
F(Z5 Y () = F1(Zp) = D S0 (e — 1), (3.32)
i=1
On consideére cette équation & w fixé et pour y appartenant a l'intérieur de supp(v).
En différentiant par rapport & ¥, on obtient pour tout i < d,

* 0 * * * % 2 (2 )
Zi 5 ¥ W (23 @V (0)) = 5202 (w)et
(2
On pose alors pour un yg € supp(v) fixé arbitrairement :
O(x) =xf"(xY*(y)) et oy = eyiaayY*(yo)

de sorte que presque strement
S 30— &(Z5 ).
En insérant cette égalité dans (3.32), on obtient

d

F(Z3-Y ) = ['(Z5-) = ©(Z5-) Y (e’ — 1)

i=1

et on en déduit (3.29).
On suppose maintenant que ¢ # 0. On peut donc identifier les composantes
continues : presque sirement,

d

4t ¢ ,
> [ azogvaxi =y [1s040ax(on
i=170 : 0

=1

En considérant de part et d’autre de I'égalité la variation quadratique prévisible, on
a presque stirement, pour presque tout s < T,

(gs(Z:*))QTﬁ*Cﬂ* =" (Ss*(z)s*)c(ssfdgs*)'

ou Ss_és_ désigne le vecteur de R? de composantes (SS,) éiif))lgigd- Comme les tra-
jectoires sont cadlag, on obtient lorsque s tend vers T,

Zi f"(Z5-) BB =T (Sp-dr-)e(Sp—dr-). (3.33)
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Or ¢ est une matrice symétrique positive, et (3.33) entraine donc que
Ly f' LB~ Sy =V

ou V est un vecteur propre associé a la valeur propre 0. En insérant ceci dans (3.32),
on obtient alors
d d
F(Ze-Y () = F(Z3-) = Z-"(Zp-) Y 7O = 1) + Y V(e —1).
i=1 i=1

On en déduit (3.30). O

3.3.4 Etude du support de Z}

On étudie maintenant en fonction des caractéristiques du modéle la forme du
support de la variable aléatoire Z7..

Définition 3.17 Le support d’une mesure p sur R% est [’ensemble
supp(p) = {z € RY: p(G) > 0 pour tout ouvert G contenant x}.

Remarque. En particulier, le support d’une mesure est un sous-ensemble fermé de
R4,

On suppose que Q* préserve la propriété de Lévy. Ainsi, par le Lemme 3.12,
In(Z*) est un processus de Lévy a valeurs réelles, a la fois sous P et sous Q*. En
particulier, le processus In(Z*) et donc Z* n’a pas d’instant fixe de discontinuité,
de sorte que le support de la loi de Z7._ est celui de la loi de Z}.. De plus, I’étude
du support de In(Z7}) est donc celle du support d'une loi infiniment divisible. Cette
question a en particulier été considérée dans [39],[40],[77]. On cite ici le résultat de
[68] concernant la loi du support d’un processus de Lévy a un instant donné.

Théoréme 3.18 ([68],Th 24.10) Soit (X;);>0 un processus de Lévy de caractéris-
tiques (b, c,v) a valeurs réelles.

(j) Sic#0 ou si f\z\zl zv(dz) = +oo, alors supp(X;) = R.

(j7) Si 0 € supp(v) et si supp(v) ()]0, +oc[# O et supp(v) ()] — oo, 0[# 0, alors
supp(Xt) = R.

(ji7) Si 0 € supp(v) et supp(v) C [0,+o0[ alors supp(v) = [bt,+oo]. i 0 €
supp(v) et supp(v) C] — o0; 0], alors supp(v) =] — oo, bt].

On cherche ici & obtenir des propriétés du support de Z7 basées sur les caractéris-
tiques du processus X et les paramétres de Girsanov de la mesure Q*.

Lemme 3.19 Soit Z* la densité d’une mesure f-minimale sur [0,T] qui préserve la
propriété de Lévy et vérifie (3.8). Alors :

(i) Si TB*cB* # 0, supp(Z4) = RT.

(ii) Si supp(v) est d’intérieur non-vide, alors il existe A tel que [A, +00[C supp(Z7.)
ou )0, A] C supp(Zr).
De plus :

- st il existe y ety dans supp(v) tels que In(Y*(y)).In(Y*(7)) < 0, alors supp(Z;,) =
RT.

- 51 Z* définit une mesure f-minimale sur tout intervalle [0, T, on aJps supp(Z) =
RT.
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Preuve On commence par rappeler que

d ' ] T
n(z) =3 aOXO [ ) = s
i=1 . (3.34)
il Y

Rd*

(I(Y*(y) = (V*(y) = Dw(dy)] -

(i) Si TB*cB* # 0, on obtient par le Théoréme 3.18,j) que supp(In(Z4)) = R et donc
que supp(Z;) =Rt.

(ii) On suppose maintenant que intérieur de supp(v) est non-vide. En fixant un
élement xg € supp(Z7) dans (3.29), on obtient

d
Y*(y) = — (7)1 (f (w0) + 6la0) 3 aale¥ — 1)) (3.35)
=1

Zo

ce qui implique que la fonction Y* est continue, et strictement monotone en chaque
variable y;. On a alors

supp(v™?") = {In(Y*(y)),y € supp(v)}.

Si cet ensemble vérifie les conditions j), jj) ou jjj) du Théoréme 3.18, alors la propriété
ii) est vérifiee. On montre maintenant que ceci est plus généralement vrai dés que
l'intérieur du support de v est non-vide.

Soit K un compact d’intérieur non-vide inclus dans supp(v) et soit € > 0 tel que
KNv({ly| > €}) # 0. Comme Y* est continue, In(Y*(K)) est un compact de R qui
ne peut étre réduit & un point car Y est strictement monotone. Il existe donc un
intervalle I1 = [ay,b1] de RT (par exemple) tel que

L € (Y (K (lyl > ).

Le support de la variable aléatoire » q_ o In(Y*(AX;))1(jax,[>¢ contient donc
I'ensemble {nz,n € N,z € I}. Or il existe ng tel que

noai < (ng — 1)by. (3.36)

On a alors pour tout i > 1, (ng+1)a; < (ng+i—1)by, de sorte que [(ng—1)ai, +oo[C
{nz,n € Nyz € I1}. Comme les sauts de taille inférieure et supérieure a € sont
indépendants, on en déduit qu’il existe également un intervalle de la forme [A, +o0o[
dans le support de In(Z7,).

Si I est inclus dans R™, on obtient de la méme facon un intervalle ]0, A[C
supp(Z7,).

On suppose maintenant que In(Y™) prend a la fois des valeurs positives et néga-
tives. Il existe donc, par exemple, un intervalle I; de R™ et as < 0 qui sont inclus
dans le support de In(Y™*). L’ensemble

{nx +mag, (n,m) e N? z € I}

doit alors étre inclus dans le support de > o 7 In(Y*(AX;))1{ax,|>e- Or, nous
avons vu qu'il existe un intervalle de la forme [A, +00[ inclus dans I’ensemble {nz, x €
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I }. Ainsi, pour tout z € R, il existe un entier naturel m tel que z € [A —mag, +00].
On en déduit que
{nx +mag, (n,m) e N? z € [;} = R.

Comme les sauts de taille inférieure et supérieure a € sont indépendants, on en déduit
que supp(In(Z})) = R. On obtient le méme résultat si l'intervalle I; C R~ en
choisissant as > 0 dans le support de v.

On suppose finalement que Z* définit une mesure minimale sur tout intervalle
[0, 77]. Si In(Y*(y)) prend & la fois des valeurs positives et négatives, ou si ' *c* # 0,
alors pour tout t < T, supp(Z}) = R*. On considére donc le cas ou In(Y*) est de
signe constant et ot | f*¢3* = 0. Si par exemple In(Y*) est a valeurs positives, on
écrit pour un € > 0 fixé tel que v({y > €}) > 0,

ln(Z%) = Mp+ Jp — AT
avec

M= [ @) vl

J, = Z In(Y*(AX6)Lfny+(AX,))>e}

0<s<T
A= / ((Y*(y) —1)— ln(Y*(y))l{ln(Y*(y))<e}>V(dy)'
In(Y*(y))>e
On rappelle que pour tout t < T,
[(no — 1)a1, +00[C supp(Jr)
ol ng est défini en (3.36). Ainsi,
[(no — 1)ay — AT, +00[C supp(Jr — AT).

De plus, M est une martingale non nulle et d’espérance nulle, de sorte que
supp(M7) ()] — 00, 0] # 0. Comme My et Jr sont indépendantes, on en déduit que
pour z(T) € supp(Mr), ©(T) < 0, on a

[(no — 1)ar — AT + (T), +00[C supp(In(Z3)).
On en déduit donc

R = U [(no — 1)a1 — AT + z(T'), +00[C supp(In(Z7)).
>0

Si maintenant Y* est a valeurs négatives, on choisit € de sorte que

/_ e () <0 (Y*(y) -1- ln(Y*(y)))V(dy) < / (1—Y*(y))v(dy)

In(Y*(y))<—e

et on raisonne de méme. O
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3.3.5 Preuve du Théoréme 3.2, ler cas : supp(v) est d’intérieur non-
vide

On en vient maintenant & la preuve du Théoréme 3.2. On suppose donc que f est
une fonction convexe de classe C3. On considére un processus de Lévy X a valeurs
dans R? tel que l'intérieur du support de sa mesure de Lévy v est non-vide et on
suppose qu’il existe une mesure martingale f-minimale @Q* qui appartient & IC et qui
préserve la structure de Lévy.

Preuve du Théoréme 3.2 Par hypotheése, il existe des intervalles Iy, ..., I; tels que
I=1 x..x1; C supp(v).

D’apres le Lemme 3.19, il existe alors un intervalle J inclus dans supp(Z}.). De
plus, par le Lemme 3.16, il existe une fonction dérivable ¢ et o € R? tels que pour
tout © € Supp(Z}) et tout y € supp(v),

d
F@Y*(y) = (@) = @) Y ai(e” —1). (3.37)
i=1

Cette égalité est en particulier vérifiée pour tout y € I et tout x € J. D’autre part,
pour un zg € supp(Z;.), xg # 0, fixé, on a d’apres (3.35),

d
Y*(y) = —(f)"1(F (0) + B(w0) 3 (e — 1))

X
0 i—1

de sorte que Y* est dérivable et monotone en chacune des variables. Pour un i < d
fixé, on obtient en dérivant (3.37) par rapport & y; que pour tout x € J et tout y € I,

Mf”(:vY*(y)) = f”(xoY*(y))(D(w)'

Zo x

(3.38)

En dérivant cette nouvelle expression par rapport &  d’une part, et par rapport a
y; d’autre part, on obtient le systéme

{ (o) Y (1) " (Y () = (20" (1)) ¥ (x)
(] i)

( )xaiin*(y)f”’(a?Y*(y)) — %Y*(y)xof”(QTOY*(y))(i)(x) (339)

ou ®(z) = @. En particulier, il existe une constante v € R telle que pour tout
T € J,

() v

d(z) =

On en déduit qu’il existe a > 0 tel que pour tout x € J, ®(z) = az?. Il découle alors
de (3.38) et (3.39) que pour tout z € J et tout y € I,

P )
Fay=(y) ~ av*(y)

et donc que f"(zY*(y)) = a(xY*(y))?.
Il nous reste a montrer que 'on a f”(z) = az” pour tout = € supp(Z;). On
commence par remarquer que par le Lemme 3.19, on peut choisir J de la forme
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[A, +o0[ ou |0, A]. On suppose par exemple que J = [A, +oo[. Il existe alors une
constante A’ telle que pour tout z > A’, f”(z) = az?. On a donc pour tout z > A’,

(3.40)

- { e s p

aln(z)+b siy=—1.
Soit maintenant x € supp(Z3.), © < A’. Soit y et § dans supp(v) et n € N tels que
Y ()" > A et 2Y* (y)" 2V ()2 > Al
Par (3.37), on a
{ Fay(y)"h) = f@Y"(y)") = Y (y)" (L, (e — 1)
Py (y)nh) = @Y ()" Y () — D@V ()" ) (T (e — 1)),

On en déduit que ®(zY*(y)" 1) = a(zY*(y)" 1) puis que (3.40) est vérifié pour
z=zY*(y)"" 1. On obtient le méme résultat pour z = zY™*(y)"~2Y* (7).

En itérant le procédé, on obtient de proche en proche que pour tout k& < n, (3.40)
est vérifie pour z = 2Y*(y)"~* et donc en particulier pour z = . Ainsi, f’ coincide
sur le support de Z7. avec une fonction qui vérifie f”(z) = az?. O

3.3.6 Preuve du Théoréme 3.2, 2eme cas : la matrice c est inversible

Dans le cas précédent, on a obtenu la forme de la fonction f par dérivation
de la fonction Y*. Ceci n’est bien str plus possible lorsque le support de v n’est
nulle part dense. On peut cependant montrer par une méthode différente que sous
I'hypothése ¢ inversible, on a encore nécessairement f”(z) = ax?. Cette preuve est
plus complexe, mais elle permet de considérer des cas intéressants, notamment la
somme d’un mouvement Brownien et d'un nombre fini de processus de Poisson.

Preuve du Théoréme 3.2 On suppose donc que la matrice ¢ est inversible. D’apreés le
Lemme 3.16 , on a presque strement,

d

fI(Z;,Y*(y)) - fI(Z;L) = Z;,fu(Z;L) Zﬁ*(z) (e¥i —1).

i=1

Comme le support de la loi de Z*_ est dans ce cas RT™, on a pour tout > 0 et
tout y € supp(v),

d
F@Y*(y) = @) = af"(2) Y g0 ~1). (3.41)
i=1
Soit €, 0 < € < 1. On associe & a € R et b > 0 I'espace vectoriel

Vap=1{0 € Cl([e(lAb), 1T\/b]), tel que pour tout x € [e, %], d(bx)—p(x) = axg’(x)}

et on remarque que par (3.41), il existe a,b tels que f' € V3. Or Vg est un sous-

espace fermé de 'espace de fonctions continues C([e(1 A b), L2],||.||s0). En effet, si
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(¢n)n>1 est une suite d’éléments de Vg, qui converge vers une fonction ¢, on note é
la fonction telle ¢(z) = W On a alors

lim_||¢, = ||o < lim_||¢n — ||oc = 0.
n—-+00 T

6(1\/b)n +

On en déduit que ¢ est dérivable et que ¢’ = . Ainsi, la fonction ¢ est de classe C!
et vérifie pour tout x € [e, 1],

o(be) — B(x) = azd (x) (3.42)

et la fonction limite ¢ appartient & Vg, : V, 3 est donc un espace vectoriel fermé.
D’autre part, soit ¢ € V, et z,y € [e, %] :

6(6) — o(@)]

|az|

2[|¢lloo

ale

| < [z =y

[6(z) — o(y)| < sup |¢(z)||z —y| < sup

xe[s,%] xE[s,%]

La boule unité de V,; est donc équicontinue, donc relativement compacte et par le
théoréme de Riesz, Vg doit étre un espace vectoriel de dimension finie.

D’autre part, on peut remarquer que si ¢ appartient a V5, la fonction z — z¢/(z)
appartient également & V,p. En effet, on déduit de (3.42) que si ¢ € V,;, alors
x — x¢/'(x) est de classe C'. De plus, en dérivant (3.42) et en multipliant par z, on
obtient

b/ (bx) — x¢/(x) = ax(¢'(z) + x¢" (2))

et x — x¢/(x) € V3. Ainsi, si on note #9 la i-eme dérivée de ¢, les fonctions
(2'¢") (x))i>0 engendrent un sous-espace vectoriel de V; qui est donc un espace
vectoriel de dimension finie. En particulier, il existe n € N et des constantes réelles

(pi)o<i<n telles que
Y pia'el (@) =
=0

Les éléments de V,; sont donc des solutions d’équations différentielles d’Euler (cf
[62]). 11 existe des constantes réelles m, u, 0 et (a;, by, ¢i, diy Ai)o<i<n telles que pour
tout z € [e, 1],

= Z a;z + ™ Z bi(In(z))* 4 z# Z[Ci cos(In(fz)) + d; sin(In(fzx))] In(z)".
=0 i=1

=0

Ceci doit en particulier étre vrai de f’ sur tout intervalle de la forme [e, %] et comme
'€ CHR**), cela doit étre vrai pour tout x > 0. Or f est convexe, donc f’ est
croissante, ce qui implique que pour tout i < n, ¢; = d; = 0. De plus, si ¢(x) =
Yoo a;z™, on a par définition de Vap que pour tout x > 0,

Zal )t +xm2bm (In(b) + In(z))’ — (In(z))?

=1

_aZal)\J: + ax len "+ ai(In(z)) L
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En particulier, ceci implique que pour tout i < n, b — 1 = a);. Ainsi, il existe au
plus un exposant A\; qui est non nul. D’autre part, en prenant x = 1, on obtient pour
7> 2,

n
> b In(b) =0
i=2
Ceci n’est possible que si b = 1, dans quel cas f’ est constante et on a bien f”(z) =
ax”. Sinon, on a pour tout ¢ > 2, b; = 0. De plus, on a alors

(O™ —1—am)In(z) + 0" In(b) —a=0

ce qui implique en particulier que " = 1+ am et donc (1 4+ am)In(1 + am) = am,
et donc que m = 0. Finalement, on a

f'(x) = ap + a1z + by In(z).

Pour obtenir f”(xz) = ax?, il reste donc a montrer que a; = 0 ou by = 0. Si on
suppose que les deux sont non nuls, on obtient que pour tout x > 0,

m)x(y*)\( ) 1 )\Zﬂ*(Z) 6 _ 1)) + b ln Y* Zﬂ*(z) eyl _ ) _

=1

et donc que

Y (y) =1+ AZﬁ*“) e — 1) et In(Y*(y Zﬁ*(l) e 1),

=1

Ceci implique #* = 0 et donc Y* = 1, ce qui est impossible car on a supposé que P
n’est pas une mesure martingale. Ainsi, il existe a > 0 et v € R tels que pour tout
x>0, f"(x) =az". O

3.3.7 Preuve du Théoréme 3.1 : Mesure minimale pour les fonctions
de la forme f"(z) = ax”

On suppose maintenant que f”(z) = az? et on obtient des conditions nécessaires
et suffisantes d’existence d’une mesure minimale ainsi qu’'une expression explicite de
ses paramétres de Girsanov. On considére un modeéle de Lévy exponentiel associé a
un processus de Lévy quelconque, de caractéristiques (b, ¢, v).

Preuwve du Théoréme 3.1 On suppose d’abord qu’il existe une mesure minimale Q*
et on montre qu’elle vérifie les conditions du Théoréme 3.1. Nous avons déja rappelé
qu'il a été montré dans ([29],[49]), que les mesures minimales associées aux fonctions
flz) =zln(x), f(x) =27, ¢>1ouqg<0et f(r) = —In(z) préservent la propriété
de Lévy. Comme toutes les fonctions qui vérifient f”(z) = ax” sont de la forme

f(x) = a1 f(z) + azz + ag

ou f est une des trois fonctions f(z) = zln(z), f(z) = 29, f(z) = —In(z), la
mesure minimale Q* préserve aussi nécessairement la propriété de Lévy. On montre
maintenant que les conditions (3.1), (3.2) et (3.3) sont vérifiées. On note (5*,Y™) les
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paramétres de Girsanov de @Q* et on commence par montrer qu’ils doivent vérifier
certaines équations. Pour cela, on rappelle que si v # —1, —2, il existe des constantes
Aq, As, As, By telles que

f(z) = Aiz7 ™2 4 Az + Az et f/(x) = Biz" ™ + A,
De méme, siy=—1, on a
f(x) = AjzIn(z) + Asx + Az et f'(x) = Ajln(z) + Ay + Ay

et si y=—2,
/ Ay
f(2) = AvIn(x) + Az + Ay et f'(x) =~ + Aa.

Ainsi, dans tous les cas, il existe des constantes positives by, ba, by et ci,c2,c3 telles
que pour tout = > 0,

a|f/ ()| < bl f(@)] + box + bg et 2° f"(x) < 1| f ()] + coz + cs.

La premiére inégalité implique que la mesure minimale Q* vérifie Eq-«[|f'(Z7)|] <
+00 et donc, par le Lemme 3.13, pour tout > 0, Eg+[|f'(2Z}.)|] < +oc. De plus,
par le Lemme 3.14, la deuxiéme inégalité implique que Q* vérifie nécessairement

sup sup Ep[f” (2 Z;) Z?] < +oo0.
t<T €K

La mesure minimale Q* doit donc vérifier les conditions d’intégrabilité (3.8). Ainsi,
par le Lemme 3.16, on doit avoir pour tout « € supp(Z7;) et tout y € supp(v),

d
FaY*(y) - f@) = ¢(x) Yy aile’ —1).
=1

Or comme f”(x) = ax?, on a pour tout z,u > 0,
f(au) = f'(x) = a1 (f'(u) = f'(1)).
On en déduit que

d

¢(x) Y ai(e’ —1) = ax” T (f(Y(y)) — £(1))

i=1
et donc en fixant g € supp(Z7}), il existe un vecteur [ tel que

d
Fm) =)+ Bile —1). (3.43)
i=1
De plus, si ¢ # 0, par le Lemme 3.16, le premier parameétre de Girsanov §* de Q*

doit vérifier
d

P y) = £+ (67 + Vi)(e¥ — 1)

i=1
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o V est tel que ¢V = 0. Ainsi, on doit avoir §* = 6+ V. On vérifie maintenant
que les conditions (3.1), (3.2) et (3.3) sont vérifiées. Tout d’abord, pour que Q* soit
équivalente a P, on doit avoir par le Théoréme 1.18, Y*(y) > 0 (v-pp). Par (3.43),
et comme [’ est strictement croissante, ceci est équivalent &

d
)+ B’ —1) > f1(0) (v —pp),
i=1

c’est-a-dire a (3.1). De plus, pour que Eg+[S7] < +00, on doit avoir

d
S [ v < voc
i—1 Y yl>1
ce qui est exactement la condition (3.2). Finalement, Q* sera une mesure martingale
si
1
b+ idiag(c) + 0" + / (e — 1)Y™*(y) — h(y)v(dy) = 0.
Rd*
Par (3.43) et en utilisant le fait que ¢8* = ¢f, ceci est équivalent & (3.3).

On suppose maintenant qu’il existe un vecteur 3* qui vérifie les conditions (3.1),
(3.2) et (3.3) et un considére un intervalle de temps fixé quelconque [0, 7. On définit
la fonction

d
V() = (A7) + 6% = 1)

de sorte que (8*,Y*) sont les paramétres de Girsanov d’une mesure Q* € M’. On
cherche & montrer que @Q* est bien la mesure f-minimale. On rappelle que comme
la fonction @ — f(Q||P) est strictement convexe, la mesure minimale, si elle existe,
est unique.

On commence par considérer le cas v = —1 : 'hypothése (3.2) implique que

[ (V@) - (@) - D)) < -+
"

On a donc Ep[f(Z})] < 400 et Eg«[f'(Z})] < 400 et Q* € K. De plus, par la
formule d’Ito,

F(Z7) = Eq-[f'(Z7)) + BXr
onS=¢& (X ). Le processus X est alors une martingale sous toute mesure martingale
équivalente @ pour S, et donc

EqQlf(27)] = Eq-[f(Z7)].

Donc, d’aprés le Théoréme 3.7, Q* est f-minimale.
On suppose maintenant que v # —1. Il existe donc des constantes réelles A et B
telles que
fl(x) = A" + B.
L’hypothése (3.2) implique maintenant que Eg-« [Z;VH] < +oo. Comme f est convexe,
f(x) <af'(z) et donc Ep[f(Z})] < +oo. De plus, par la formule d’Ito, il existe un
réel ¢ tel que

t t
zZ = /0 Z7H Bd X + /0 Z7 s,
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On en déduit que
ZH = T E(N)p

ou N = 8X. Puisque E(N) est une martingale locale sous toute mesure Q € M, et

comme N est un processus de Lévy, E(N) est une Q-martingale. On en déduit que

Eolzi7™ = VT = Bg- 1237

On peut donc & nouveau déduire du Théoréme 3.7 que Q* est f-minimale. O

3.3.8 Un contre-exemple lorsque ¢ n’est pas inversible

On considére la fonction convexe f de classe C3, définie pour tout = > 0 par
flx) = %xQ +xIn(z) — et le processus de Lévy a valeurs dans R? défini par

Xt = (Wt + 11’1(2)Pt, Wt + 1H(3)Pt — t)

ou W est un mouvement Brownien standard & valeurs dans R et P un processus de
Poisson & valeurs dans R. Nous allons montrer que bien que f” ne soit pas de la forme
f"(x) = az”, le modele admet une mesure f-minimale qui préserve la propriété de
Lévy. Notons que la matrice de covariance c est

11

11
et n’est donc pas inversible. De plus, le support de v est réduit au point a =
(In(2),1n(3)), et n’est donc nulle-part dense.

Soit (2 une mesure martingale équivalente, donnée par les paramétres de Girsanov
(B,Y), avec | 8 = (31, 32). Par le Théoréme 1.18, on doit avoir

In(2) + % + 814+ P2+Y(a) =0 (3.41)

In(3) — % B+ B +2Y(a) =0

et donc Y(a) =1 — ln(%). De plus, pour que @ soit minimale, on doit avoir par le
Lemme 3.16 pour tout z > 0,

2

2
faY (@) = f'@) = af @ 3 Alet 1) + 3 (e ~ 1)

i=1

ou v = (v1,—v1) est un vecteur propre associé a la valeur propre 0 pour la matrice
c. Pour le modéle considéré et la fonction f donnée, ceci s’écrit

In(Y(a)) +z(Y(a) —1) = (z+ 1)(81 +262) —v1
et donc pour tout x > 0,

Br+262=Y(a)—1
81+ 2082 —v1 = In(Y(a)).
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Par (3.44), ceci entraine

vy = —1In(1 — ln(%)) - ln(%)
01 =3In(3) —5In(2) — 3
Bo =3 +31n(2) — 2In(3).

Comme (3 et Y ne dépendent pas de (w,t), la mesure martingale Q* associée aux
parametres de Girsanov ((3,Y) préserve la structure de Lévy de X . Vérifions mainte-
nant que Q* est bien minimale. Notons que la décomposition du Lemme 3.15 s’écrit
ici

ds:

St

2 T
£1(25) = Bo [Pzl + 3 [ (801 + 2 Bqr (23 ) + )
i=1
Soit @@ une mesure martingale quelconque. On a

EQlf(73) = Bo-7'(Z)] + Bol((9 +v)- X +ZEQ[ [ 7peiz ]

ou X est le processus de Lévy tel que S = S(f() Comme X est une martingale sous
toute mesure martingale @, Eq[((#+v) - X)r] = 0. D’autre part, on peut noter que

2 .

* * SZ

Zy = Eg+[Z3] + ZEQ[ / 7' Eg- [ZT,S]@-dSTS
i=1 ST

On a donc Z5 = Eg+[Z3]((6X)r). Comme E(BX) est une martingale sous toute
mesure martingale @, on en déduit que Eg[Z}.] = Eq+[Z5]. Finalement, pour toute
mesure martingale Q, Eq[f'(Z})] = Eg-[f'(Z}.)], donc par le Théoréme 3.7, Q* est
bien minimale.

On a ainsi obtenu un modele de Lévy exponentiel et une fonction convexe f pour
lequel une mesure f-minimale existe et préserve la structure de Lévy bien que f ne
vérifie pas f”(z) = az”.

3.4 Invariance par changement d’échelle

Nous avons déja vu que les mesures minimales associées aux fonctions qui vérifient
f"(x) = ax? ne dépendent pas de U'intervalle de temps considéré. Nous introduisons
ici une notion plus forte d’invariance qui va d’abord apparaitre dans la détermina-
tion de stratégies optimales et qui interviendra ensuite de fagon importante dans le
chapitre suivant.

Définition 3.20 Soit f une fonction convere. On dit qu’une mesure martingale f-
mzmmale Q* est invariante par changement d’échelle si pour tout ¢ > 0 et tout t > 0,

Hf( dPt )H < too et
E[r(eGet)] = dot, Bl (o)

On montre d’abord que cette propriété est vérifiée lorsque f”(z) = az”.
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Proposition 3.21 On suppose que f"(x) =az”, a >0, v € R. Alors, si elle eziste,
la mesure minimale associée 4 un modéle de Lévy exponentiel est invariante par
changement d’échelle.

Preuve Nous avons déja vu dans le Théoréme 3.2, que si f”(z) = az”, une mesure
minimale, lorsqu’elle existe, est minimale sur tout intervalle de temps. De plus, on
remarque que pour tout ¢ > 0, il existe des constantes o > 0, 5,0 € R telles que
pour tout x > 0,

flex) =af(x)+ Br+4

Ainsi, si Q* est une mesure f-minimale, on a pour toute mesure martingale @,

A0 = 0Bl 4 540> amlf (0T A2

On peut également remarquer que cette propriété est vraie dans le cas de 'exemple
développé dans la section 3.3.8.

E[f(

)+ B8+6=E[f(

3.5 Application aux stratégies optimales

On cherche maintenant & utiliser les résultats précédents pour déterminer des
expressions de stratégies optimales. La dualité qui existe entre les problémes de
recherche de stratégies maximisant une utilité et de minimisation de f-divergence a
par exemple été étudiée de fagon générale dans [6],[34] mais aussi plus spécifiquement
dans le cas d’une utilité exponentielle dans [17] et [44]. On commence par rappeler
la définition de la fonction convexe conjuguée d’une fonction concave :

Définition 3.22 Soit u une fonction d’utilité. La fonction convexe conjuguée de u
est la fonction convexe f telle que

fly) = EEE{U(J;) —zy} =u(l(y)) —yl(y) (3.45)

ou I = (u)~L.

On a en particulier les correspondances suivantes :
si u(x) = In(x) alors f(x) = —In(z) — 1
siu(z) = %D,p < 1 alors f(z) = —pp%lmp%l

siu(z)=1—e""alors f(z) =1— 2+ z1n(x)

On rappelle que ’on note A I'ensemble des stratégies admissibles et que les notions
de stratégies optimales et de stratégies asymptotiquement optimales sont définies de
la facon suivante :

Définition 3.23 Une stratégic ¢ € A est u-optimale sur [0,T] si

Elu(z + (¢~ S)r)] = sup Elu(z + (¢ - S)r)].
$eA

Une suite de stratégies (gzg(”))nzl est asymptotiquement u-optimale sur [0, T] si

lim Elu(z + (6" - 8)7)] = sup Elu(z + (¢ - S)7)].
peA

n—-—+00
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Le résultat suivant permet d’obtenir une stratégie u-optimale & partir de 1’exis-
tence d'une mesure f-minimale :

Théoréme 3.24 Soit u une fonction d’utilité de classe C? et f, sa fonction conveze
conjuguée. On suppose qu’il existe une mesure f,-minimale Q* de densité Z* qui est
invariante par changement d’échelle et qui vérifie pour tout A > 0,

Eq-[If'(AZ7)]] < +oc.
Alors pour tout x > x, il existe un unique réel \ tel que
~fuAZ}) =z + (6 S)r (3.46)
ou QAS est un processus prévisible tel que q’A) - S soit une martingale. On a alors

Elu(z + (¢ - S)r)] = sup Elu(z + (¢ - S)1)]
peA
et il existe une suite de temps d’arrét (7,)n>1 telle que (<Z’./\m)n21 soit asymptotique-
ment u-optimale. De plus, si x > —o0, é est une stratégie u-optimale.
En particulier, si f!/(x) = ax? et que les conditions (3.1), (3.2) et (3.3) sont vérifices,
alors pour tout investissement initial fité xo > x, il existe une suite de stratégie
asymptotiquement u-optimale (Qg./\Tn)nzl dont les coordonnées sont données par

27 e
Eq (2271 s

¢ = a1 (3.47)

ot ayp1 = (Y+1)(z+ f'(1)) —a. La stratégie & est de plus optimale dés que v # —1.

Remarque 1. Le théoréme 3.24 est basé sur le Théoreme 5.1 dans [34]. Cependant,
plutét que d’introduire 'hypothése z > —oo, on utilise la notion de suite asymptoti-
quement optimale, définie par Kallsen [45]. Une autre approche consisterait a élargir
la classe de stratégies admissibles de sorte que (;3 y appartienne. C’est en particu-
lier possible lorsque S est localement borné, ce qui est équivalent & supposer que la
mesure de Lévy est & support compact ([69]).

Remarque 2. La preuve de l'optimalité (asymptotique) de la stratégie é lorsqu'il
existe une décomposition de la forme (3.46) ne fait pas intervenir la structure par-
ticuliére des processus de Lévy et est plus généralement vraie pour tous les modéles
de semimartingales.

Preuve du Théoréme 3.24 Par hypothése, on a pour tout A > 0, E[| f(AZ})|] < 400 et
Eq-[|f'(A\ZF)|] < 400. Comme f est strictement croissante et continue, la fonction
X — Eo+«[f'(AZ})] est également strictement croissante et continue. On a de plus
limy_,o Eg«[f'(AZ})] = —oo et imy_ 4o Eg+[f'(AZ})] = z. Ainsi, pour tout z > z,
il existe un unique A > 0 tel que —Eg+[f"(AZ})] = x. Comme Q* est minimale pour
la fonction x +— f(Az), par le Théoréme 3.5, il existe un processus prévisible (5 tel
que X
~f'(\z2p) =2+ (¢ 9)r

et de plus (;AS S définit une @Q*-martingale. Par définition de la fonction convexe
conjugée, on a

Ellu(z + (¢~ S)r)[] < BIFAZ)) + EIZ7| ' (AZ5)]] < +oc.
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Si maintenant ¢ désigne une stratégie admissible quelconque, on a par définition de

Jus

u(z+ (¢ S)7) < (& + (¢ S)T)NZ5 + F(A\Z])
(x4 (¢~ S)1)AZh + u(z + (¢ - S)1) — AZ5f(AZE).

IN

En prenant ’espérance,
Elu(z+ (¢ S)1)] < Elu(z + (6 S)1)] + AEg-[(¢ - S)7]

Or, sous Q*, ¢- S est une martingale locale minorée, donc une surmartingale, et donc
Eg+[(¢-S)r] <0. On a donc

Elu(z + (¢ - S)r)] < Elu(z + (¢ - 5)1)]-

De plus, si £ > —o0, on remarque que

(6-S)r>z—w
QAS définit alors une stratégie admissible, et est donc une stratégie u-optimale.
Si maintenant = —o0, on considére une suite de temps d’arrét (7),)n>1 définie
par

T, = inf{t >0, (¢ . S)t <-—-n ou < ¢t, St >< —Tl}

avec inf{()} = +o0, et on consideére la suite de processus (QZA)./\Tn)nZL Notons que pour
chaque n, (¢.a7,) définit une stratégie admissible. En effet,

(QAS : S)T/\Tn (A T Ny + Z ¢§z) AT, Séf ATy A)(7(}/)\7_‘

ot X est tel que S = E(X) Comme AX > —1, on en déduit que

(¢-S)rar, > —2n

et donc que QAS,ATn définit une stratégie admissible. En utilisant maintenant la conca-
vité de u, on a pour tout n > 1,

u(@ + (6 S)ran,) < ula + (6 S)r) + /(@ + (6 1) (¢ - S)r = (8- S)raTs).
En prenant la valeur absolue, et en utilisant le fait que u' = —(f")~!, on a alors.
u(@ + (¢ S)rar,)| < |u(@ + (& S)rar,)| + Z1 (- S)r — (& S)rar,|.

Or ¢-S est une Q*-martingale uniformément intégrable, donc la famille (((;A&S)T/\Tn)nzl
est uniformément intégrable par rapport & P. On en déduit en particulier que

lim Elu(z + (¢1g <7,y - S)7)] = Elu(z + ¢ - S)7).

n—-—+o0o

Ainsi, la suite (gZAvl{.STn})nzl est asymptotiquement u-optimale.
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On suppose maintenant que f”(z) = az? et que (3.1),(3.2) et (3.3) sont vérifiées.
D’aprés le Théoréme 3.2, il existe alors une mesure martingale f-minimale Q* dont
les paramétres de Girsanov sont

d

5 et Y¥(y) = (f )TV ) + Y 50 (e - 1))

i=1

Par la Proposition 3.21, cette mesure est également invariante par changement d’échelle.
Soit A > 0 tel que Eg«[f'(AZ})] = —x. La décomposition du Lemme 3.15 pour
f1(N\Z}) sécrit

st

d T
ot Y . o\ + (%) *y+1 . *y+1
f'INZ%) =z — a) ;g /O Z T B2 ]S@.

) s . +1 +1 +1
Comme Z* préserve la propriété de Lévy, Eg-[Zy " |Eq-[Zs"""] = Eq+[27777), et
la stratégie optimale s’écrit donc

Z;k'erl gl)

oW = —aN T Eg [zt (3.48)
I B2 50
En particulier, pour v = —1, on a
o _ag(i)
T

Si maintenant v # —1, on rappelle que pour tout z > 0, f'(z) = #‘_l(z’”l—l)+f'(1).
En particulier, on a

x=—EqQ-[f'(\Z})] = *m(EQ* (Z7 —1) - /(1)
ce qui entraine
* v+1
—aN M Eg 27 = ——(z + f(1)) —a.

Finalement, en insérant ceci dans (3.48), on obtient

o = ((v+ D) (x+ f(1) - a)mg(i)' .



Chapitre 4

Modéles avec change-point

Dans le cadre des modéles de Lévy exponentiels, les caractéristiques du modéle
sont indépendantes du temps. Cependant, toutes sortes d’événements peuvent en-
gendrer un changement du comportement du prix d’un actif risqué. Certains de ces
événements, comme la divulgation d’information dans la presse ou les variations du
prix de matiéres premiéres ne dépendent pas directement du prix de ’actif lui-méme,
tandis que d’autres, comme le premier instant d’atteinte d’un seuil psychologique
pour le prix de ’actif, en sont une fonction directe. Une fagon élémentaire de modéli-
ser ce type de phénoméne peut étre 'utilisation de fonctions constantes par morceaux
pour les caractéristiques du modéle.

Nous nous limiterons ici & un modéle particuliérement simple : Nous considérerons
en effet le cas d’un instant de change-point indépendant du prix de l'action, et nous
supposerons que le prix de 'actif risqué est modélisé de part et d’autre du change-
point par des modéles de Lévy exponentiels.

Le but de ce chapitre est de considérer pour un tel modéle des problémes de mi-
nimisation sur ’ensemble des mesures martingales et leurs applications a ’étude de
stratégies optimales et a la détermination de prix d’options. On commence pour cela
par définir précisément le modéle. On étudie ensuite 'ensemble des mesures martin-
gales avant de s’intéresser & la détermination de mesures f-minimales. On obtient
finalement l'expression de stratégies optimales pour certaines fonctions d’utilité et
des résultats concernant les prix d’options.

4.1 Description du modéle

4.1.1 Modélisation des actifs risqués

On cherche a représenter 1’évolution du prix de d actifs risqués par un modele
avec change-point. Il nous faut pour cela caractériser la loi des variations du prix de
part et d’autre du change-point ainsi que la loi de I'instant de changement.

On considére donc un processus de Lévy L a valeurs dans R?¢ défini sur un es-
pace probabilisé (2, F, P). On va représenter les variations du prix avant et apres le
change-point & I’aide respectivement des d premiéres et des d derniéres composantes
de L. On introduit donc les processus L = (L®))jccq et L = (LO)gy1<i<0a. L et
L sont des processus de Lévy et on note (b,c,v) et (b, ¢ ) leurs caractéristiques
respectives.

89
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L’instant de changement est modélisé par une variable aléatoire 7 de loi «, indépen-
dante de (L, L) et a valeurs dans [0,T]. L’événement {7 = T}, qui peut avoir une
probabilité positive, représente la situation ou le change-point n’a pas lieu, au-moins
sur l'intervalle de temps étudié.

On définit maintenant le processus X a valeurs dans R? donné pour tout ¢ < T par
Xy = Lins + Ly — Lins

et on modélise ’évolution du prix de d actifs risqués par le processus stochastique
() _ S(gi)ex(i)

S a valeurs dans R? dont chaque composante est de la forme S , avec

S(()i) > (. Le marché comporte également un actif non-risqué dont le prix est modélisé

par la fonction
B, = Boer(t/\T)Jr?:(t*t/\T)

ou r et 7 représentent les taux d’intérét avant et apreés le change-point.

On supposera, comme dans les chapitres précédents, que les taux d’intérét r et 7
associés aux actifs non-risqués sont nuls, que By = 1 et que pour tout ¢ < d, Sél) =1.

On rappelle que par la propriété de Markov forte, (L4 — L7 )i>0 est un processus de
Lévy de méme loi que L. Notons qu’aucune hypothése n’a été faite sur I'indépendance
des processus L et L. Cependant, du fait de I'indépendance des accroissements de L,
les processus L a, et .Z/TJF. — ET sont eux indépendants.

4.1.2 Filtrations

On introduit maintenant deux filtrations par rapport auxquelles le processus X
est adapté. On note A I’ensemble des ensembles de F qui sont P-négligeables. La
filtration la plus naturelle du point de vue des événements observables est proba-
blement la filtration F engendrée par X et le processus (1t<r})t>0- On considére la
version complétée continue & droite, donnée pour tout ¢t > 0 par

-7:—)5: ﬂU(XmUS S)VU(l{uST}vug S)\/N
s>t

Il est cependant beaucoup plus facile de commencer par travailler avec une filtration
élargie a l'instant initial et de revenir ensuite & F. On définit donc la filtration F =
(Ft)¢>0 définie pour tout ¢ > 0 par

Fi=o0(Xy,u<t)Vo(r)VN.
On commence par vérifier que cette filtration est continue & droite.

Lemme 4.1 La filtration F est continue a droite. Pour tout t > 0,
Fo={)Fe
s>t

Preuve Il nous faut montrer que pour toute variable aléatoire bornée Z, F-mesurable,
on a pour tout ¢t > 0,
E[Z|Fi+] = EZ|F]
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Comme F est engendrée par X et 7, toute fonction Fy-mesurable, u > 0, peut étre
approchée par une suite de fonctions de la forme g(7, Xg,,.. X5, ) o1 0 < 51 < ... <
sp < u. Ces fonctions peuvent a leur tour étre approchées dans L' par des fonctions
de la forme [, gi(Xs,). Il nous suffit donc de montrer que pour tout n € N, tout
0<s1 <... < sy, et tout £ > 0, et toutes fonctions continues bornées (fi>1§i§n, on a

E[[] fixs)l 7] = E[I ] fi(Xs)| 7).
i=1 i=1

Ceci est équivalent & montrer que pour tout (ug, ..., up) € R™! on a

lim E[ tugT+iul Xsq +...+iun Xs, |f ] E[eiu07+iu1Xsl+...+iunXsn|‘/z:-t].

w—tt
Si s, < t, la variable aléatoire considérée est F; mesurable, et I'égalité est donc
vérifiée. Sinon, il existe un entier k, 0 < k < n — 1 tel que pour w assez proche de t,
S S w < Sgp41. Comme 7 est Fp-mesurable, on a alors

n
E[Gium— H eijsi ]:-w:| _ zuoT H ezu]XS]E[ H ezu]Xs w]- (41)
j=1 j=k+1
On a de plus
n A n n
k1 j=k+1 J=k+1

Or comme le processus L est a accroissements indépendants, et 7 est indépendant
de L, les variables aléatoires (Ls, — Ly,) sont indépendantes de F,, de sorte que

n n n B B
E[ H erij w} 1{T§w} = H eiquwE[ H ewj(sz _LW)} 1{T§w}'
J=k+1 Jj=k+1 j=k+1

On note alors que comme L est un processus de Lévy,

n ~ - n tuj(Ls.—Lt)
E| H etti (s =Lw)) = E[H{L:kﬂé ’ 7 ]. (4.2)
j=k+1 BT}y eatbw=L0]
Comme lim,,_+ E[H] =k+1 ewj(iw_it)] =1, et lim,_;+ e™Xv = Xt ps on en
déduit que
n . . n
wh_I,rtl+ El H S | Fullir<wy :ethE[ H et (Ls; )} Ly
Jj=k+1 ikt
n (4.3)
- E[ 11 e ft}l{rgt}.
Jj=k+1

Si maintenant 7 > t, on écrit
n
i Xs
E[ H e Wits; |fw]1{7>w}
j=k+1

n n

= I er I e tor e Ble s Lo F I Fuller Loy
j=k+1 J=k+1
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On utilise alors comme précédemment l'indépendance des accroissements de L pour

obtenir i | Ls;—L
E[eiu]'(sz- 7sz/\q) |]__q] _ E[eiuj (LSj *sz /\q)]’
puis
n ) . I I
E[ H eluj (LSj/\‘lfL’”)E[ezuj(sz 7LS'7‘N1) |fq] |‘7:w]
j=k+1

H ezu](Ls Ag— Lw |*'r H elu] Ls —Ls; /\q)] .

j=k+1 j=k+1

On conclut alors en utilisant (4.2), appliqué aux processus L et L :

lim E[ [ %9 | 7)1

w—tt it
n n n
= II ew™El [] &% e Bl T o)) pmr iy
j=k+1 j=k+1 j=k+1
n
=B[ ] ™" |1y
Jj=k+1

(4.4)
On obtient alors le résultat en insérant (4.3) et (4.4) dans (4.1). O

Notons que comme la variable aléatoire 7 est a valeurs dans [0, 7], on a Fp = Fr.
C’est cette égalité qui permettra de déduire facilement les résultats pour la filtration
naturelle F des résultats pour la filtration élargie F.

L’intérét principal de la filtration élargie F réside dans le lemme suivant :

Lemme 4.2 Le processus F-adapté X est a accroissements conditionnellement in-
dépendants relativement a Fy, c’est-a-dire que pour tout s < T, pour toute fonction
mesurable bornée f et toute fonctionnelle mesurable bornée g,

E[£(X: = X0)g((Xuuss) | o] = E[£(X0 = X0)| 7] E[o((Xu)uss)
Preuve Comme Fy = o(7) et L et L sont indépendants de 7, on a
E|:f(Xt - Xs)g((Xu)ugs) |~7:0:|

=FE |:f (Lt/\q - Ls/\q + Et - i/t/\q - (Ls - Ls/\q))g((Lu/\q + I/u - Eu/\q)ugs)] ‘

A

q=T

=E |:g((Lu/\q + z/u - Eu/\q)uﬁs)E[f (Lt/\q - Ls/\q + -Z/t - -Z/t/\q - (-Z/s - -Z/s/\q)) |fs]} ’

q=

Du fait de I'indépendance de Eq+. — L et L et de I'indépendance des accroissements
des deux processus, on a alors

Bl (X = X,)g((Xu)uzs) | Fo]
= B[ (Ling = Lang + Le = Lung = (Ls = Lung) || _ E[o((Lung + Lo = Lunauss) ||

= E[f(Xt — X)|F]Elg((Xu)u<s)|Fo). O
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Par le Théoréme 111.4.34 p.176 dans [41], cette indépendance conditionnelle des
accroissements entrainent la propriété de représentation des F-martingales par rap-
port au processus X. On rappelle que ceci signifie que toute martingale locale M
relativement & F s’écrit sous la forme

M= My+H- - X9+ W~ —v(dx)ds)

ou My est une variable aléatoire intégrable 7-mesurable, H est un processus F-
prévisible et W une fonctions prévisible tels qu’il existe une suite de temps d’arrét
(T )n>1 tendant vers +oo pour laquelle

[

Tn
E[/ THSCSHSCZS} < 400 et E[ Z W2 (s, AXS)} < 400.
0 0<s<T,

4.2 Mesures martingales équivalentes

On s’intéresse maintenant aux mesures martingales équivalentes pour notre mo-
déle avec change-point. On considére dans un premier temps I'ensemble MF des
F-mesures martingales équivalentes. On cherche en particulier & décrire cet ensemble
en fonction des mesures martingales équivalentes associées aux deux modeéles de
Lévy el et e, Comme pour les modeéles de Lévy, la propriété de représentation des
martingales permet également de décrire ces mesures en termes des parameétres de
Girsanov de leurs densités (Proposition 4.5). On définit finalement un analogue aux
mesures qui préservent la structure de Lévy et on décrit ce sous-ensemble de MF

(Propositions 4.7 et 4.8).

L

L et el sous une

On commence par étudier le comportement des processus e
mesure martingale équivalente pour S.

Lemme 4.3 Une mesure Q appartient o MF si et seulement si el-rm et el

sont des F-martingales sous Q.

Preuve On suppose que "7 et el =Lat sont des F-martingales sous Q. Alors, pour
tout t < T,

EQ [ST‘]:t] :]_{t>,,_}6LTEQ [GLTiLT/\T |«7:t] + ]—{tg'r}EQ eLT/\TEQ [eLTiLT/\TL’FT] ‘ft]
_ eLtAH*it*Etm—

Réciproquement, on suppose que S est une F-martingale sous @. Alors, pour tout F-
temps d’arrét o, on a Eg[S,] = 1, et donc en particulier Eg[S,nr] = Eglelorr] = 1.
Ainsi, el*27 est une F-martingale sous Q. De plus, on a pour tout t < T,

Eqle" ™ 07| R = Lyery + Lpsny Egle ™ F707 | 7 (4.5)
Or, on a d’une part,
Lo EQ[ST|F] = 1gsrye™ Egle" ™ 7| A
et d’autre part, comme S est une F-martingale sous @),

Lit>r EQ[STIFt] = Lit>ry S
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En insérant ceci dans (4.5), on a
Bqle"™ 1 | F] = Lycry + Lpmpye™t b

de sorte que el ~LA7 est bien une F-martingale sous Q. O

On cherche maintenant & comparer M aux ensembles de mesures martingales
associés aux deux modéles de Lévy associés & L et L7. On introduit pour cela les
ensembles
dQy

ML) ={@~ PG

)e<T est FL — adapté et el est une FL-martingale sous Q}

)i<T est Flr+.—Lr — adapté et el L7 est une

M(E,7) = {Q ~ PG

Flr+.— f”—martingale sous Q}

Proposition 4.4 Soit ¢ la densité d'un élément de M(L) et C la densité d'un élé-
ment de M(L,7). Alors pour toute fonction mesurable telle que Elc(t)] = 1, le
processus

Zy = c(7) [Ctl{tg} + Crétfr]-{t>7—}] (4.6)

définit la densité d’'une F-mesure martingale pour S.

Remarque 1. L’ensemble MF admet donc une infinité d’éléments dés que 7 n’est
pas déterministe. En effet, méme si L et L définissent des marchés complets et les
ensembles M (L) et M(L, ) sont donc réduits a un éléement, il existe une infinité de
choix pour c.

Remarque 2. Les mesures dont la densité sont de la forme (4.6) ne décrivent bien sir
pas 'ensemble des éléments de MF. En effet, si on considére une mesure martingale
quelconque (Q de densité Z, ( )t>0 n’est pas nécessairement indépendant de 7. De

méme, ( 5 )t>r n’est pas non plus nécessairement indépendant de L.

Preuve On commence par montrer que Z défini en (4.6) est une F-martingale sous
P. Pour tout t < T,

B Zr|FiLp<r) = Lpsno(7) B[ G Elr—+ | 717

Comme ETJF‘*[N/T est indépendant de F-, il en est de méme pour Qt et donc E[QtT_T |Fr] =
1. De plus, ¢ est indépendant de 7, de sorte que

E[G | Filly<ry = ElClFHlo=rLi<r) = Glu<n
ot la derniére égalité provient de ce que ¢ est une FE-martingale. On a donc

(BlZr|F)) Lyp<ry = Li<ny Ze.
De méme, ~
ElZ7|Filysry = s o(T)GE[Cr—- | Ft] = Zil sy

Z est donc une F-martingale, qui est de plus strictement positive. Elle définit donc
bien la densité d’une mesure @) équivalente a P. Il reste & montrer que S est une
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F-martingale sous @. Pour cela, on montre de fagon équivalente que ZS est une
F-martingale sous P :

Lu<ry BIZrSt1F) = Lysnyor) E[Gret ElGr—retr 2| ]| 7).
On a alors comme précédemment,
Elr—re™ " P7| 7] = Elir—ge™ F1|F = = 1
et comme ( est la densité d'une mesure martingale pour e relativement a FZ,
Li<n E[Z0 ST Fi) = <o) ElGre | ] = 1gyerye(T)Get = ZiSilery.
De méme

1{t>7—}E[ZTST|]:t] = 1{t>T}C(T)Z-,—€LTE[ET,TGET_E/T|.7:t} = ZtSt]-{t>7—}- O

Puisque la propriété de représentation des martingales est vérifiée, on peut encore
décrire MF en termes des paramétres de Girsanov du changement de mesure :

Proposition 4.5 Une mesure Q équivalente a P est une mesure martingale équiva-
lente F-adaptée pour S si et seulement si sa densité Z vérifie pour tout t < T,

t

z = (e /0 BLdXE + /0 | /R (@) ) N dds)  (47)

ot ¢(T) est une variable aléatoire positive T-mesurable telle que Elc(T)] = 1, B est
un processus F-prévisible et Y une fonction prévisible qui vérifient

Rax*

d T T
Z/ T BscsBsds < 400 et / |h(z)(Ys(z) — 1)|v(dz) < 400 p.s
=170 0
et tels que pour tout s < T,

(b + %diag(c) +cfs + /

(e = DY:(x) = h(2)v(da) ) Lssr)
Ra*

(4.8)
+ (E+%diag(é)+éﬁs+/ 48

[ (€ = DYie) = ()i (d2) Lo vy =0

Preuve Comme X est un processus & accroissements indépendants conditionnelle-
ment & o(7), par le Théoréeme I11.5.19 p.181 dans [41], la densité de toute mesure
équivalente & P doit étre de la forme (4.7). De plus, par le Théoréme 1.18, les proces-
sus elr7 et el ~EAm sont des martingales sous @ si et seulement si (4.8) est vérifice.
O

On définit maintenant dans le cadre des modeéles avec change-point un sous-
ensemble de mesures martingales équivalentes analogue aux mesures qui préservent
la propriété de Lévy pour les modeles de Lévy exponentiels. On s’intéresse plus
précisément aux mesures martingales sous lesquelles X définit encore un modéle de
Lévy avec change-point.
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Définition 4.6 On dit qu’une mesure martingale équivalente préserve la structure
du modéle avec change-point si sous la mesure @,

L(X|Q) = L(LG, + L%~ L%,)

ot L9 et L9 sont des processus de Lévy sous Q, indépendants de la variable aléatoire
T.

Cet ensemble se décrit simplement en termes des paramétres de Girsanov du
changement de mesures.

Proposition 4.7 Soit Q une F-mesure martingale équivalente qui préserve la struc-
ture du modéle avec change-point. Alors il existe des vecteurs [ et ﬂ~ de R? et des
fonctions positives Y et Y tels que les processus 3 et'Y introduits dans la proposition
4.5 vérifient )

ﬂs = 61{S§T} + 181{8>T}

}/s(m) = Y(m)l{ng} + )7(93)1{5>7_}.

Preuve Soit ) une F-mesure martingale équivalente quelconque. Par le théoréme de
Girsanov, les caractéristiques de X sous () sont :

bd =b+ B + [ h(x)(Yi(x) — v (dz)
@ =c

Ve (dz) = Yy(z)v(d)

Or la loi de X Ar coincidera avec celle d’'un processus de Lévy arrété en 7 si et
seulement si le triplet (bsQ,ch,yg)ng est déterministe et indépendant du temps.
Ceci n’est possible que si il existe 8 et une fonction Y, indépendants de 7, tels que
pour tout s < 7, s = B et Ys(z) = Y (x). De méme, pour que laloi de (Xs—Xsnr)s>r
soit celle d’un processus de Lévy, il doit exister B et Y tels que pour tout s > T,
Bs=BetY,=Y.O

On_cherche maintenant a décrire cet ensemble en fonction des ensembles M'X
et M'L de mesures martingales qui préservent la structure de Lévy pour e’ et el
respectivement.

Proposition 4.8 Une F-mesure martingale équivalente QQ préserve la structure de
change-point si et seulement si

Zy = c(T) [Ctl{tST} + Crgtl{br}}

ol ¢ est une fonction mesurable telle que Elc(T)] = 1, et ¢ et ¢ sont les densités de

deuz mesures appartenant o ML et ML respectivement et qui préservent la propriété
de Lévy.

Preuve Par la proposition 4.7, les densités des mesures martingales équivalentes qui
préservent la structure de change-point sont de la forme

Zy = C(T)E(N‘/\T + N - N,/\q—)t
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ou

No=orf+ [ 0@ =t = vidois

t 5
N, = BL + / / (V@) = )" — o(dx)ds).
0 JRdx
Comme X Ar et X — X 5, sont indépendants, ceci peut encore s’écrire
E(N e
WD~ er)ane -

Zt B C(T)E(N)t/\TE(N)t/\T Ct/\‘r

ou, par le Théoreme 1.18, ( et f sont les densités de mesures appartenant 3 M et
MPE respectivement et qui préservent la propriété de Lévy. O

On déduit finalement des résultats précédents la forme des mesures martingales
équivalentes F-adaptées :

Proposition 4.9 Une mesure QQ équivalente a P est une F-mesure martingale si et
seulement si sa densité est de la forme

2y = ElZr|F) (4.9)

ot Z est la densité d’une F-mesure martingale équivalente.
Une mesure QQ équivalente a P est une F-mesure martingale équivalente qui pré-
serve la structure de change-point si et seulement si sa densité est de la forme

A~

Zt = E[C(T)Lﬁ” [Ctl{tg'r} + CTEt*Tl{t>T}] (410)

ou C et C~ sont les densités de mesures appartenant & M* et ML respectivement, et
qui préservent la propriété de Lévy.

Preuve L’égalité (4.9) découle de ce que Fp = Fr. Pour les mesures qui préservent
la structure de change-point, on déduit de la Proposition 4.8 que

Zy = c(T)CtE[ZCNTAﬁt]l{tST} + e(T)GrGi—r Loy

Comme ( préserve la propriété de Lévy pour L, % est indépendant de F;. De plus,
¢ est aussi indépendant de L et donc de F;. On a donc (4.10). O

4.3 Mesures martingales f-minimales

On a montré dans la section précédente qu’un modéle de Lévy avec change-point
admet une infinité de mesures martingales équivalentes. On cherche maintenant a
minimiser une certaine f-divergence parmi ’ensemble de ces mesures. Conformément
au cadre des chapitres précédents, on fait ’hypothése suivante :

(H) On suppose que les deux modéles de Lévy associés a L et L admettent des me-
sures f-minimales parmi les éléments de MY et ML respectivement, qui préservent
la propriété de Lévy et sont invariantes par changement d’échelle.
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L’invariance par changement d’échelle est ici relative a la filtration naturelle des
processus de Lévy. Ainsi, on a pour le modeéle associé & L : pour tout ¢ > 0 et tout

t>0,
aQy dQy
— £ hai 1]
dP, )] QeIJI\lA(L) ¢ dP; )

E[f(c E[f(

et de méme pour le modéle associé & L.

On va montrer que la mesure minimale, lorsqu’elle existe, s’écrit en fonction des
mesures minimales associées aux deux modéles de Lévy initiaux. Avant d’énoncer le
théoréme principal, on introduit donc les notations suivantes :

On note ¢* et Ct* les densités respectives des mesures minimales associées respec-
tivement a el et el. On définit alors pour tout ¢ < T la variable aléatoire

t - .
zp(t) t &

Lr+.=Lr gont de la forme

Les densités qui préservent la propriété de Lévy pour e
[T = St on ¢ désigne la densité d’une mesure martingale pour e’ qui préserve la
s c 8 g

propriétTé de Lévy. Ainsi, on peut écrire de facon équivalente,

2r(t) = G Ty

ot C*7 est la densité de la mesure minimale associée a elm+ L7,

Si pour tout ¢ > 0 et tout ¢t < T, E[z5(t)|f (cz5(t))]] < +oo, on introduit la
fonction

Aele) = Elzp(t) f (czp(t))]
Comme f est convexe, pour tout ¢ < T, la fonction \; est strictement croissante, et

on note ¢; : A — ¢;(A) sa fonction inverse continue & droite. On a alors le théoréme
suivant :

Théoréme 4.10 Soit f une fonction strictement convexe. On suppose que H est
vérifiée. Alors, s’il existe une F-mesure martingale f-minimale Q* associée au modéle
avec change-point, celle-ci préserve la structure de change-point et on a

dQy _
dPr

e(T)zp(T) (4.11)

ot ¢ est une fonction mesurable a valeurs positives telles que Elc(T)] = 1.
De plus, s’il existe un réel \* tel que

T
/ ce(A\)da(t) =1, (4.12)
0

alors le modéle avec change-point admet une F-mesure martingale f-minimale, dont
la densité est donnée par (4.11) avec c(T) = cr(A*).

Remarque. On déduit de (4.11) que les parameétres de Girsanov associés au chan-
gement de mesure minimal sont

B = Blyery + Flysry et Vi =Y1gen + Yy
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ou (8,Y) et (3,Y) sont les paramétres de Girsanov des mesures de densité ¢* et
¢* respectivement. Ceci nous servira en particulier & déterminer des expressions de
stratégies optimales.

Le reste de cette section est consacré a la preuve du Théoréme 4.10, puis a ’étude
du cas particulier des fonctions qui vérifient f”(x) = az” pour lequel il est possible
d’obtenir une expression explicite de c*.

4.3.1 Preuve du Théoréme 4.10

La preuve se fait en deux temps. On montre d’abord que la mesure minimale, si
elle existe, est nécessairement de la forme (4.11). En particulier, elle préserve la struc-
ture de change-point du modele. On considére ensuite le probléme de minimisation
sur 'ensemble des fonctions mesurables positives vérifiant E[c(7)] = 1.

Lemme 4.11 Sous l’hypothése (H), s’il existe une F-mesure minimale pour le mo-
déle avec change-point, sa densité est nécessairement de la forme (4.11). En parti-
culier, elle préserve la structure de change-point du modéle.

Preuve On rappelle que par le Théoréme 4.5, la densité des F-mesures martingales
pour le modéle avec change-point vérifient Zr = ¢(7)(-(p—-, ol

CT = CT (T, (Lu)ugr) et ngr = CN-Tfr (T’ (Lu)ugfa (i/u - ir)rﬁugT)-

On suppose qu’il existe une mesure minimale Q*. On note Z la densité d’une me-
sure martingale équivalente quelconque qui vérifie E[|f(Z7)|] < +oo. Comme 7 est
indépendant des processus L et L,

T ~
Bl (2r) = /0 Bl (e()Gro)]ald). (4.13)

Comme la mesure minimale est invariante par changement d’échelle, on s’intéresse,
pour ¢ fixé, & la minimisation de E[f({;, {r—¢)]- En conditionnant par rapport a F,
on a alors

ELf(GCr-0)lFi] = ElF (Gt 9)G (v, (b — Do) i<usr ) ly=(Lu) ey -

Or, at et y fixé, Cr_i(t,y, (Lu — Lt)t<u<r) a la méme loi que la densité d'une mesure
martingale relativement & la filtration naturelle pour le processus L. Ainsi, comme
f préserve la propriété de Lévy et est invariante par changement d’échelle,

E[f(gt(tv y)gt(ta Y, i’))] > E[f(Ct (ta y)g’;:ft)]
Ainsi,
E[f(GCr—)] = Blf (GGr_y)]-

On conditionne alors par rapport a o(Ly, — Ly, u > t) :

E[f(GCr-i)] = EIf (Gt L) ()]l g—i-

Comme précédemment, a t fixé, (;(t,L) a méme loi que la densité d’une mesure
martingale relativement a la filtration engendrée par le processus L. Par préservation
de la propriété de Lévy et invariance par changement d’échelle,

E[f (Gt )G )] = Bl (G Gho)]-
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Finalement, en utilisant & nouveau I'invariance par changement d’échelle, on déduit
de cette derniére égalité et de (4.13) que pour toute fonction mesurable positive ¢,

E[f(e(7)¢rlr—r)] 2 E[f(e(7)6: )]

Ainsi, la mesure minimale est nécessairement de la forme (4.11). En particulier, par
la Proposition 4.8, Q* préserve la structure de change-point. O

Lemme 4.12 On suppose que (H) est vérifiée et qu’il existe \* > 0 tel que
fOT ct(A*)da(t) = 1. Alors le modéle avec change-point admet une mesure f-minimale
sur [0,T] associée a la fonction c(T) = c-(X¥).

Preuve On doit montrer que ¢*(t) = ¢¢(A*) donne une f-divergence minimale parmi
toutes les fonctions mesurables positives vérifiant E[c(7)] = 1. Soit donc ¢ une telle
fonction. Comme f est strictement convexe, on a pour tout ¢t < T,

f(c(t)z}(t)) > f(c*(t)z}(t)) + 25 () f (c* (t)z:*p(t)) (c(t) — c*(¢)).

En prenant I'espérance,

E(f(e(t)z1(1)] = E[f (" (H)27())] + Ae(t) — c*(1))

et finalement en intégrant par rapport a la mesure «,

B(f(c(r)27(7))] = E[f (¢"(T)21(7))]. ©

Les Lemmes 4.11 et 4.12 donnent alors les deux parties du Théoréme 4.10.

4.3.2 Le cas f"(x) = ax”

On s’intéresse maintenant au probléme de minimisation pour les fonctions qui
vérifient f”(xz) = az”. Nous avons vu dans le chapitre précédent que dans ce cas,
les mesures minimales associées aux deux modeéles de Lévy initiaux préservent la
propriété de Lévy et sont invariantes par changement d’échelle. Ainsi, les conditions
d’application du Théoréme 4.10 sont vérifiées. On montre qu’on peut ici obtenir une
expression relativement explicite de c*.

Proposition 4.13 On suppose que f"(x) = ax? et que les deuz modéles de Lévy ex-
ponentiels admettent une mesure f-minimale. Alors il existe une mesure f-minimale
pour le modéle avec change-point qui préserve la structure de change-point. Sa densité
s’écrit

Zi = (GG (4.14)
. Bl ()72
(t) = — 22 () IL (4.15)
Jo Elzp(t)+2] >+ da(t)
Sty =—1,
e~ Bl (1) In(z3.(1))]
c(t) = (4.16)

OT o Elz3(0) 1n(z;(t))]da(t)

On a en particulier ¢*(t) = 1 si et seulement si v = —2 ce qui correspond au cas
d’une f-divergence logarithmique : f(z) = —aln(x) + bz + c.
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Preuve On considére les fonctions ¢* définie en (4.15) ou (4.16) et on montre qu’elles
vérifient les conditions d’applications du Théoréme 4.10. Il découle de la définition
de ces fonctions que fOT c*(t)da(t) = 1 et il nous faut donc vérifier qu’il existe A* > 0
tel que pour tout t < T, ¢*(t) = ¢;(A*). Notons que si v # —1, il existe une constante
m telle que f'(z) = az?™! +m. On a donc

E[z:(t)f (" (t)z:(t)] = aC*(t)’HlE[z:(t)“f‘*‘Q] m
1
=7 ; =\
<foT E [Z%(t)”“]‘wda(t))

De méme, si 7 = —1, il existe une constante m telle que f’(z) = aln(z) + m. On a

alors
Elzp(t) f'(c"(t)27(t))] = aln(c*(t)) + aB[27(t) In(27(1))] +m

1
=f (foT o~ Elzp(0) ln(z}(t))}da(t)> -

Ainsi, dans les deux cas, on déduit du Théoréme 4.10 'existence d'une mesure mi-
nimale dont la densité est donnée par (4.14). O

Exemple : Modéle de Black-Scholes avec change-point. On suppose que L
et L sont des processus de Lévy continus de caractéristiques respectives (b, ¢,0) et
(I;, ¢,0). Il est bien connu que les deux modeéles initiaux sont complets, avec une unique
mesure martingale équivalente, qui définit un unique prix pour une option. Cepen-
dant, dans le modéle avec change-point, il existe une infinité de mesures martingales
équivalentes en bijection avec I'ensemble des fonctions mesurables ¢ : [0, 7] — RT*
telles que E[c(7)] = 1. Leurs densités sont de la forme

dQr ( /t bs 1 1/t bs 1.
—<L = —f (Ea)dxc - [ (242 d)
Py c(T) exp ; (Cs + 2) T2 (Cs + 2) csds
ou ~

bs = bl{sg,,.} + b1{5>7.} et ¢s = clis<ry + Cligsqy.
Si maintenant on considére une fonction f telle que f”(x) = az?, la Proposition

4.13 permet de calculer une expression explicite de la fonction ¢ associée & la mesure
f-minimale. On obtient pour tout v € R,

o Vat
Ef)=
K fOT e~ Yrtda(t)
ou B
y+2, b 1,5 _ b 1,
O, = T2 22 a2 4 0)).
v= g (G mdE+ )

Si on suppose par exemple que 7 suit une loi exponentielle de parameétre g tronquée
en T', on obtient

U -t
ey (t) = (g4 ¥y)e™ .
q+ \Il,ye—(‘I’W‘HI)T
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4.4 Stratégies optimales

Comme dans le cadre des modéles de Lévy exponentiels, les modéles avec change-
point sont généralement incomplets. Notons toutefois que pour un modéle de Black-
Scholes avec change-point, il existe par le théoréme de représentation des martingales,
pour toute variable aléatoire Fpr-mesurable H intégrable par rapport & une mesure
martingale équivalente (), une variable aléatoire T-mesurable Hy et un processus
prévisible ¢ tels que

T
H = H, +/ 6,dS,,
0

ou [; ¢sdSs définit une Q-martingale. Ceci implique en particulier qu’un tel marche
est complet, bien que comme nous 1’avons vu dans I’exemple précédent, il existe une
infinité de mesures martingales équivalentes. Cependant, relativement & la filtration
IE:’, le marché est incomplet : la variable aléatoire 7 par exemple, ne peut pas étre
atteinte par une stratégie admissible. Plus généralement, le marché sera bien sir
incomplet dés qu'un des deux marchés associés a L ou L est incomplet.

On s'intéresse donc, comme pour les modeéles de Lévy, aux stratégies optimales
associées a des problémes de maximisation d’utilité. On note v une fonction d’utilité
et fy sa fonction convexe conjuguée. Comme précédemment, on obtient sous certaines
conditions d’intégrabilité 'expression de stratégies optimales & partir de la densité
de mesures martingales f,-minimales. S’il existe une mesure f,-minimale parmi les
¢léments de MY, on note (Z;);<r sa densité par rapport a P et (3 son premier
parameétre de Girsanov. Comme dans le cadre des modéles de Lévy, on introduit
I’ensemble

dq
K={Q e M", f(Q||P) < +o0, Eg[If' (75| < +00}
On rappelle également le résultat de Goll, Riischendorf,[34], Th 3.1 :

Théoréme 4.14 (cf [34],Th3.1) Soit Q* € K. Alors, si Q* est une mesure f-
minimale sur (0,77,

d *
f’(di;) —a4(¢-S)r Q* —p.s (4.17)

ot x € R et ¢ est un processus prévisible tel que ¢ - S est une martingale sous Q*.

Notons que ce résultat est vrai méme lorsque la tribu Fy n’est pas triviale. En
effet, la preuve repose sur la caractérisation suivante de I’ensemble M% des mesures
martingales absolument continues par rapport & P. On introduit I’ensemble

G={(¢-S)r,¢" = H(i)l]si,ti], si < ti, HY bornée F,, — mesurable }

ainsi que l'espace vectoriel F' = Vect(1,G). Soit Qo une mesure martingale équiva-
lente choisie arbitraitement. On a alors la caractérisation suivante :

M* ={Q << P,V€ € F, Eq[¢] = Eq[¢]} (4.18)

et cette description de M?¢ est valable indépendamment de la forme de la tribu Fp.
Il pourrait sembler naturel que la constante = soit plus généralement une variable
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aléatoire Fp-mesurable. Mais on peut remarquer qu’un tel résultat est obtenu lorsque
Uespace vectoriel F' est remplacé par Fi = Vect({14,A € Fo}, G). Ceci est équivalent
a imposer que les mesures @ et P coincident sur la tribu Fy, ce que nous n’avons
pas fait dans ce travail.

On s’intéresse maintenant a la détermination de stratégies optimales et on com-
mence par montrer qu’il suffit de considérer le cas des stratégies optimales relative-
ment a la filtration élargie :

Proposition 4.15 On suppose qu’il existe une mesure minimale Q* pour le modéle
avec change-point qui appartient a K et qui minimise Ep[f(SfZQTg)] sur M pour
tout § > 0. Il existe alors une stratégie gZ; (asymptotiquement) u-optimale parmi les
stratégies F-adaptées. De plus, QAﬁ est nécessairement I@“—adaptée.

Remarque. On ne parle pas ici d’invariance par changement d’échelle pour la mesure
Q* car on ne fait pas d’hypothése sur I'invariance par changement de temps. Cette
notion serait plus délicate & définir dans le cadre des modéles avec change-point
puisque le temps 7 est & valeurs dans l'intervalle [0, 7] fixé & ’avance.

Preuve On suppose qu’il existe une mesure minimale Q* qui appartient a . On rap-
pelle qu’on a noté que la preuve du Théoréme 3.24 n’est pas spécifique aux processus
de Lévy mais est valable pour tous les modeéles de semimartingales. En particulier,
elle est encore valable dans le modéle avec change-point. Ainsi, il existe § et qAﬁ tels
que

T
F(62y) ==+ /O ¢sdSs

ou (f; (istS) définit une Q*-martingale et é est une stratégie optimale F-adaptée.
Or, comme Fr = ]:"T, Z7 est aussi la valeur finale de la densité de la mesure minimale
parmi les mesures martingales relatives a FF. 1l existe donc une stratégie ¢~) optimale
parmi les stratégies I@‘—adaptées et telle que

T
1 (6zy) == —|—/ ¢sdS,
0
On a alors

T T T
Elu(z + /0 $dS3)] = Elu(z + /0 $dS.)] = sup Efu(z + /0 $5dS,)]

peAF
de sorte que (z) est F-optimale. Par stricte concavité de u, il existe au plus une stratégie
u-optimale et donc ¢ = ¢. O

Ainsi, il nous suffit de déterminer la stratégie optimale F-adaptée. Pour cela,
comme dans le cadre des modéles de Lévy exponentiels, on explicite le processus ¢
qui apparait dans la décomposition

T
F6Z5) =+ /0 $udS,

associée a la mesure minimale. On s’intéresse plus particuliérement aux fonctions
d’utilité dont la fonction convexe conjuguée vérifie f”(z) = ax?. Avant d’énoncer le
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théoréeme, on introduit la notation

Z7(t)
Zs(t)

Zs,T (t) =

ou Z désigne la densité d’'une mesure martingale qui préserve la structure de change-
point.

Théoréme 4.16 Soit u une fonction d’utilité telle que sa fonction convezre conju-
guée f vérifie f"(x) = ax”, avec a > 0, v € R et soit x > x un investissement initial.
On suppose que les modéles de Lévy exponentiels associés a L et L admettent une
mesure f-minimale. Alors le modeéle avec change-point admet une stratégie (asymp-
totiquement) u-optimale ¢3 et presque sirement, pour tout i < d,

(%) Z*z+1

60 By [ )

5 = a

oil = (7 + 1)(x + /(1)) — a.

Remarque 1. L’expression explicite (4.19) permet de voir que QAS est bien F—adaptée :
la dépendance en 7 ne se fait qu’a travers la filtration (o(1,<,))s>0-

Remarque 2. En comparant ce résultat avec le Théoréme 3.24 du chapitre précé-
dent, on voit que lorsque f”(x) = ax?, la stratégie optimale associée au modele avec
change-point s’écrit en fonction des stratégies optimales pour les deux modéles de
Lévy e et el. On a en effet,

*y41

2(i) _ AL = 2 L)
o) = gkt )1{59} + m%—rl{sw}

ou gZ;L et qgi sont les stratégies u-optimales pour les modéles e® et el respectivement.

Preuve Comme les conditions de la Proposition 4.13 sont vérifiées, il existe une mesure
f-minimale Q* de densité Z* qui est invariante par changement d’échelle. On note §
I'unique réel strictement positif tel que —Eq«[f'(6Z}.)] = x. On a alors

—f'(623) =+ ($-S)r (4.20)

et QAS définit la stratégie optimale qui est par la Proposition 4.15 nécessairement IF-
adaptée. On cherche maintenant & obtenir une expression plus explicite de (Z) Pour
cela, on commence par donner une décomposition analogue a celle de Lemme 3.15
pour Eq«[f'(6Z5)|Fs]. On commence par noter que

EqQ-[f'(027)|Fs] = Eq-[f'(02Z5 7 (t))]lo=zz (r)4=r-

On note alors pi(s,x) = Eq+[f'(62Z(t))]. On rappelle que f"(z) = az?, de sorte
que

pu(s,3) = { alno) T ol Zop(@] w sy ==1 )

S (@ T EQ- (2 (1)) = 1) + f'(1) sinon

De plus, on a

T _T c
Bor (23] = - [ [P 4 [ (@) n(Ya(o) - (Yala) = 1)) au
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et pour tout vy # —1,

T
Bor 25 (0] = Bp(Zip(ty ™) = ep ([ LETE D155,

S

4 [ ) - 1 (4 2)(Yalo) - 1) v(do)du)
R *
On rappelle également que
Bu = Bliy<ry + Bliysry et Yu(z) = Y(2)liuery + Y (@) Lsn

ot les couples (3,Y) et (3,Y) sont les parametres de Girsanov des mesures minimales
pour les deux modéles de Lévy initiaux. Ainsi, on peut déduire de (4.21) que la fonc-
tion p; est de classe C? et que %pt(s,x) = a(6x) 1 Eg- [Z:,T(t)WH]. En appliquant
alors la formule d’It6, on obtient presque stirement, pour tout s < T,

d s @
pi(s, Z5) = Eq-[f'(6Z7(t))] + 67+ Z/ Za(t)" g [ZZT(t)”+1]ﬁ*d5£”)~
i=170 , SI(LZE

Or, pour tout t < T, —Eq«[f'(6Z}.(t))] = x. On a alors, en prenant s =T,

d T (4) ,
627 =2 =Y [ 27 B (247 s s
i=1 0 Su,

En identifiant cette décomposition avec (4.20), on en déduit que pour tout i < d,

B (4)
3 = a8 257 B (20 (07 s

(9"
S
On rappelle que par la Proposition 4.13, Z7. = ¢;27(7) ol ¢ est défini en (4.15) et
4.16) et zi(t) = i\ (i, s La stratégie optimale s’écrit donc
s SAtSs—tAs
2 +1 1 +1 +1 5
* *
) = —ad G () B (6| B (4.22)
t=1 S( )
o
En particulier, si v = —1, on a
(4)
NORCL
)

s

On cherche maintenant a obtenir une écriture plus simple lorsque v # —1. Comme
C* et ¢* sont les densités de mesures qui préservent la propriété de Lévy, pour tout
t < T, les variables aléatoires 2} (t) et 2z, (t) sont indépendantes et donc

Eq-[7(t)"1] = Eq[2; (1) Eq-[2L r (t)]. (4.23)

Comme v # —1, on a pour tout z > 0, f'(z) = #‘_l(f’(x) — 1)+ f/(1). Ainsi, pour
tout t < T,

o = Bq: | f/(6er (1) = a((0ee) ™ Eqe [55(6) ] = 1) + /(1)
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et donc )
(G B [0+ =1 - L@+ (1)

En insérant cette égalité dans (4.22) et en utilisant (4.23), on obtient finalement

Zrl ﬂg,)

o0 = (v + D@+ (1) - Q)EQ*ST%W -

On obtient finalement des expressions explicites de ces stratégies optimales pour
le modele de Black-Scholes.

Modéle de Black-Scholes avec change-point On suppose que L et L sont des
processus de Lévy de caractéristiques (b, ¢,0) et (l;, ¢,0) respectivement. On rappelle
que I'expression de la densité de la mesure minimale pour les fonctions qui vérifient
f"(x) = ax? a été donnée dans la section 4.3.2. On note

b
E

b 1 1
Bs = =0 + 5 sy = (5 + 5) s>y

c 2
Dans le cas de la maximisation d’une utilité exponentielle, u(z) = 1 — e™*, on a
(z) = % et la stratégie optimale est donc donnée par

b= s
b5 =5

En particulier, tout comme pour un modeéle de Lévy simple, 'investissement initial
n’intervient pas dans I’expression de la stratégie optimale.

Pour une utilité logarithmique, u(z) = In(z), et un investissement initial g, on
a f’(x) = ;12 et donc
b = —T00s
R
On peut alors réécrire cette expression uniquement en fonction des paramétres du
modeéle et du prix de actif :

2
. (Zc)f-l-%)xoexp(f(f%_%du)

¢s = =~ .
B+1,_Ss
SS/\T ( SAT )B+1
2-p
Pour une utilité puissance, u(z) = %p, p<l,ona f'(z)= %pqu’ et
ol
n 200 zs®

¢s:_

1— 2=p
(L—p)Ss Bl
ce qui peut encore s’écrire

. by 1 1 to L1 Sy B _
¢s = —xo(+2)exp(—2(p_1)g/o Bscs+2bsﬂs(p—1)d8>sw (SW)P o

Cs
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4.5 Prix d’options dans un modéle avec change-point

On s’intéresse finalement a la détermination d’expressions pour les prix d’options
dans les modéles avec change-point. On considére un modéle de Lévy avec change-
point unidimensionnel et une option dont la fonction de payoff g ne dépend que de
la valeur finale : g(S) = g(Sr). Etant donné une mesure martingale @), on peut alors
obtenir une expression intégrale de Eg[g(St)] en appliquant les résultats utilisant la
transformation de Fourier mentionnés au Chapitre 1. On s’intéresse plus spécialement
aux mesures martingales qui préservent la structure de change-point. On rappelle que
la densité d’une telle mesure @ est de la forme

r
=
Gr
ou ( et (f sont les densités de mesures martingales pour el et el respectivement, qui

préservent la propriété de Lévy. On note alors 1) la fonction cumulant de L sous
Q@ : pour tout z € C tel que EQ|eZX1| < +00, 0n a

Zr =¢(T1)

Yo(z) = (b+cB)z+ izg + / (e** — 1 — zh(z))v(dx).

*

On note également QZJQ la fonction cumulant de L sous Q :

Jo(z) = (b+ )+ 52+ [ (€~ 1= sh(a))ilde)

*

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.17 On considére un modéle de Lévy avec change-point unidimension-
nel S = Spe™ et une option dont la fonction de payoff g ne dépend que de la valeur
finale du priz. Soit Q une mesure martingale équivalente qui préserve la structure de
change-point. On suppose qu’il existe deux intervalle Iy et Iy de R tels que :

i) Pour tout R € I1, [ e g(z)dz < +oo.

i) Pour tout z € I, Eg[e*tT] < +oo et EQ[eZiT] < +o0.
iii) I (I # 0.
Alors, pour tout R € I () I2,

T T .
Eolg(Xr)] = % /0 /R c(t)eVeuRHT=vu=R) (4 4 iR)duda(t) (4.24)

ot Fg(z) = [p e g(x)dx.

Preuve 11 s’agit d’une application directe du Théoréme 1.23. En effet, d’aprés ce
résultat,

1 ‘
Eqlg(Xr)] = o / EqleF=XT) £ (u + iR)du. (4.25)
™ JR
Comme 7 est indépendant de L et L et comme L et L sont indépendants, on a

T - -
EQ [e(R—iu)XT] _ / C(t)EQ [e(R_iu)(Lt+LT_Lt)]dOz(t)
0

T .
— [ et Bole ™) Bq e dat)
0
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On obtient alors (4.24) en insérant cette expression dans (4.25). O

On étudie finalement plus en détail le cas du modeéle de Black-Scholes. On intro-
duit pour cela la notation o(t) = ct + &(T — t).

Proposition 4.18 On considére un actif risqué S donné par un modéle de Black-
Scholes avec change-point et une option dont le payoff est de la forme g(Xr). Alors,
les priz admissibles sont de la forme

_ (eto(®)?

S ' <) r)e 220 drdo
Polo(¥r)] = 7= /0 / e dwda) (4.26)

ot ¢ est une fonction borélienne positive telle que Elc(T)] = 1.

Preuve On rappelle que la densité des mesures martingales équivalentes sont de la
forme

bbs 1 1 [fb 1
Zr = (= [ (2+5)axe—3 [ 5+ 5)%ds)
r=cnen (= [+ paxs—g [+ grads
ou ¢ est une fonction borélienne positive telle que Efc(7)] = 1. Comme 7 est indé-

pendant de L et L, on a
T ~ ~
Eolo(X1)| = [ Balo(Li-+ Lr = Lolda(t).
Or, sous @, L; et Ly — L, sont des variables alétaoires indépendantes de lois respec-

tives N'(—<, ct) et N(—E(Tg_t),é(T —t)). Ainsi, X7 a pour loi N(—@,a(t)) et on
en déduit (4.26). O

On peut alors comparer les valeurs des prix d’options associés a différentes me-
sures f-minimales ou f vérifie f”(z) = az”, a > 0, v € R. On considére pour cela une
option d’achat européenne de payoff g(z) = (e — K)*. On suppose que le change-
point 7 a une loi exponentielle de paramétre g et on rappelle que dans ce cas, la
mesure f-minimale est associée a la fonction

] —W,t
(t) = e
q—+ \I/,Ye_(‘l"y—HJ)T

)2 — 5(é + 1)2). On peut donc écrire

o W, = L2 (¢(2 4 byl

2 c %
—In(K) —o(t)

(q+\IJA,)e_‘I’Wt ( (—ln(K)—i—a(t)

T
Eo«[(eXT—K)T :/
Q [(e ) ] 0 q+que—(‘llw+q)T 2 O’(t)

ou a(dt) = qe” "1 y<pydt + e~ 9T 5y (dt).

Comme 0 < ¢ <1, le prix est bien stir compris entre les prix associés aux deux
modeles de Black-Scholes de volatilités respectives ¢ et ¢. On note respectivement
C(K,T,c) et C(K,T,c) ces deux prix. De plus, si par exemple c(%+%)2—é(%+%)2 >0,
on a pour tout t < 7T,

t ( —(Uy+q)s
: * . Q+\IJ'Y)€ K
| <t)=1
Jm @<ty =l ) e T

=0.

ds
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On obtient de méme
lim Q" (r<t)=1
y—-+00

Ainsi, on en déduit que

lim Eg:[(e*T — K)"] = C(K,T,é) et lim Eg:[(e*T — K)T] = C(K,T,c).
y—=o0 y—-+oo
On obtient les inégalités inverses si c(2 + 3)? — é(% +3)? <o0.
On représente ici les prix Eg«[(eX” — K)*] en fonction de 7 en posant K =1 et
T=1.

F1G. 4.1: Prix d’un Call Européen associé & la mesure f,-minimale en fonction de ~y

La courbe rouge correspond au cas b = b = 1 et ¢ = 2, ¢ = 5 pour lequel
c(b+ 32— L+ 1)2 = —9/20 < 0 et la courbe verte au cas b = b = —2 et
¢ = 2,¢ = 5 pour lequel c(% + %)2 — 5(% + %)2 =9/20 > 0. On note de plus que les
prix sont égaux si et seulement si v = —2 car dans ce cas, on a pour tout ¢t < T
c*(t) = 1.

Il est intéressant de noter que les prix ne dépendent pas seulement des volatilités
c et ¢, mais aussi de b. En effet, bien que le drift n’intervienne pas dans 1’expression
du prix dans un modele de Black-Scholes, il intervient ici dans la loi de 7 sous Q*.
On suppose ici que K =T =1 et on fixe b =1, ¢ = 2, ¢ = 5. On représente alors les

prix pour différentes mesures minimales en fonction de b.

F1G. 4.2: Prix d’un Call Européen associé a la mesure f,-minimale en fonction de b
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La valeur de b n’intervient bien sar pas lorsque v = —2, puisque dans ce cas, on
a c*(t) = 1. De plus, toutes les valeurs de v donnent un méme prix lorsque
b1
2 ~
c(-+2) —clz
G52 -z
ce qui correspond ici aux deux valeurs (v/10—5/2) et (—+10—5/2). Notons finalement
que des valeurs extrémales sont atteintes lorsque %\IJ7 = 0, c’est-a-dire pour b =
5

3-

_¢
2

On étudie finalement linfluence de ¢ pour différentes mesures minimales. On
supposeicique K =T =1,b=1,b=—1et c = 2.

=R ——— 3
\ = e
= b
e o < /
ot //‘
5
,/
y 5 — divergence logarithmique oet  /,
— entropie
— divergence quadratique
/ divergence inverse f
P — Black-Scholes
Al os
/ — divergence logarithmique
V. — entropie
/ | divergence quadratique
divergence inverse
ot/ # — Black-Scholes
/
f
1 % % %
< %
(a)0<e<2 (b) 0 < &< 50

F1G. 4.3: Prix d'un Call Européen associé & la mesure f,-minimale en fonction de ¢

Tous les prix sont compris entre les valeurs associées aux modéles de Black-
Scholes de volatilité ¢ = 2 et de volatilité ¢ (courbes oranges). Les mesures minimales
donnent toutes les mémes valeurs lorsque W, = 0, c’est-a-dire pour & = 2(3 —/8) et
E=2(3++8).Si(y+2)>0,ona

lim ¥, =lim ¥, = —oc0
c——+o0 c—0

et donc, pour tout ¢t < T, lims— 4 o0 Q(7 < t) = lims—o Q(7 < t) = 0. Ainsi,

lim Eg-[(e*T — K)T] = C(K,T,c).

c—+o00
Au contraire, si (7 +2) <0, on a

lim ¥, =lim ¥, = +o0.
o Uy =y =

Dans ce cas, pour des petites et des grandes valeurs de ¢, le comportement du prix
pour le modéle avec change-point est similaire & celui du modéle de Black-Scholes de
volatilité ¢.



Conclusion

Le chapitre consacré a ’étude de propriétés de continuité de prix d’options re-
prend le travail présenté dans article [13], accepté pour publication. On obtient des
résultats de convergence pour les processus de prix sous les mesures martingales en
utilisant en particulier les conditions de convergence en termes de caractéristiques
de [41]. Les propriétés spécifiques des processus de Lévy, et notamment la factori-
sation de Wiener-Hopf, nous permettent alors de déduire d’une simple convergence
en loi des propriétés de convergence pour de nombreux prix d’options. Nous ap-
pliquons ensuite ces résultats aux différentes mesures minimales considérées dans
[32],[38],[43],[49]. Notons que les résultats de ce chapitre, associés & ceux du chapitre
3 sur la forme de stratégies optimales, doivent permettre d’obtenir des résultats de
convergence sur les stratégies maximisant certaines fonctions d’utilité.

L’étude de la minimisation de f-divergences sur I’ensemble des mesures martin-
gales est motivée par les différents travaux consacrés aux mesures minimales pour
des fonctions particuliéres : 'entropie relative ([32],[56],[38]), les f?-divergences ([43])
ou la divergence logarithmique ([49]). Toutes ces fonctions ont une dérivée seconde
de la forme f”(z) = az” et nous montrons ici comment cette propriété intervient
de fagon essentielle dans la détermination de la mesure minimale. Nous montrons
également que cette famille de fonctions joue un role particulier, puisque que, sous
certaines conditions, ces fonctions sont les seules & préserver la propriété de Lévy.
Les résultats de [33] concernant la dualité entre ’expression de stratégies optimales
et la densité de mesures minimales, nous permettent d’obtenir une expression expli-
cite de stratégies optimales pour les fonctions d’utilité associées aux fonctions qui
vérifient f”(z) = axz?. Cette nouvelle expression, qui unifie les cas traités séparément
auparavant, reflete la forme particuliére des fonctions de cette famille.

Nous proposons finalement d’introduire, dans un modéle de Lévy, un instant
aléatoire de changement des paramétres, indépendant du processus initial. Cette gé-
néralisation permet de prendre en compte des variations brusques des paramétres
du modéle. Le travail s’inscrit dans le cadre d’études de modeéles avec change-point
([73],]35]) et est présenté dans la prépublication [14]. L’application des résultats du
chapitre précédent nous permet notamment d’obtenir ’expression des mesures mini-
males pour toutes les fonctions vérifiant f”(x) = ax?, ainsi que les stratégies maximi-
sant les utilités associées. Nous appliquons également ces résultats a la détermination
de prix d’options. Notons que les propriétés spécifiques des processus de Lévy, en par-
ticulier concernant les lois de premier temps de passage, permettent d’envisager une
étude de problémes similaires dans le cadre de change-points dépendants directement
du processus de prix.
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