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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♠❡r❝✐ à ▼♠❡ ❱♦str✐❦♦✈❛✱ q✉✐ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ ré✉ss✐ ✐❧ ② ❛ ❞é❥à ❧♦♥❣✲

t❡♠♣s à ♠❡ ❢❛✐r❡ ❛✐♠❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✦ ❏❡ ❧✉✐ s✉✐s ❛✉ss✐ très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ❞✬❛✈♦✐r

été ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ à ♠✬❡♥❝♦✉r❛❣❡r à ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✱ ♣✉✐s ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♥s❛❝ré

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ à t♦✉t❡

é♣r❡✉✈❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼❛rt✐♥ ❙❝❤✇❡✐③❡r ❡t ❨✉r✐ ❑❛❜❛♥♦✈ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs✳

▲❡✉r ❧❡❝t✉r❡ ❛tt❡♥t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✳ ❏❡ s✉✐s

é❣❛❧❡♠❡♥t très ❤♦♥♦ré❡ q✉❡ ▼❛r❝ ❨♦r ❛✐t ♣r✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ ❡t s✉✐s

r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s s❡s r❡♠❛rq✉❡s ❡t s✉❣❣❡st✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▲♦ï❝

❈❤❛✉♠♦♥t✱ ❨✉r✐ ❑✉t♦②❛♥ts ❡t ❱✐❝t♦r ❘✐✈❡r♦ ♣♦✉r ❧❡✉r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ à ♠♦♥ ❥✉r② ❀ ✐❧s

r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❡s ❡①♣♦sés ❞❡ ▲♦ï❝ ❈❤❛✉♠♦♥t

❡t ❞❡ s❡s ✐♥✈✐tés ♠✬♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts

sé♠✐♥❛✐r❡s ❛✉ ▼❛♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❙❆P❙✱ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡

♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❱✐❝t♦r ❘✐✈❡r♦✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ▼❛r✐❛ ❊♠✐❧✐❛ ❈❛❜❛❧❧❡r♦✱ ♠✬♦♥t

très ❣❡♥t✐♠❡♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ ❧♦rs ❞❡ ♠♦♥ sé❥♦✉r ❛✉ ▼❡①✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t

❊❈❖❙✳

❆✉ ✜❧ ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡s ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✬❆♥❣❡rs✱

♦♥t s✉✱ ♦✉tr❡ ❛ss✉r❡r ❞❡ très ❜♦♥s ❝♦✉rs✱ ♠✬❡♥❝♦✉r❛❣❡r ❡t ♠❡ ❝♦♥s❡✐❧❧❡r ❞❛♥s ♠❡s

❝❤♦✐①✳ ❏❡ ❧❡✉r s✉✐s ❛✉ss✐ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t

♠♦♥tré ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❈❛t❤❡r✐♥❡ ❡t ▼♠❡ ❇♦❝❦✱ ♣✉✐s ❆❧❡①❛♥❞r❛

❡t ❈❛r♦❧✐♥❡✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t t♦✉t❡s ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉✐ ♦♥t é❣❛②é ❜✐❡♥ ❞❡s

♣❛✉s❡s✳ ❏✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝ôt♦②❡r ❛✉ ▲❆❘❊▼❆ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ ❡t ♥♦s

é❝❤❛♥❣❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥ ♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t r❡♥❞✉ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡✳

❏✉❧✐❡✱ ❑❛♥❛ ❡t ❨❛❢❡✐ ♠ér✐t❡♥t ✉♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ très s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté ♠❡s

❜❛✈❛r❞❛❣❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts ♠♦♠❡♥ts ♣❛rt❛❣és ❡♥ ■✶✵✹✳

▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❣❧✐s❡✱ ❡t ❛✉① ❛♠✐s é♣❛r♣✐❧❧és ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡t

❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛✐❞é❡ à ❣❛r❞❡r ❡♥ têt❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧✳ ▼❡s

♣❛r❡♥ts ♠✬♦♥t tr❛♥s♠✐s ❧❡ ❣♦ût ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞❡ ré✢é❝❤✐r s❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❥❡ ♥❡ ♠❡ s❡r❛✐s

❥❛♠❛✐s ❧❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▼❛✐s ❥❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ s✉rt♦✉t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ▼②r✐❛♠ ❡t

❍é❧è♥❡✱ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❡①❝❡❧❧❡♥ts ❝♦♥s❡✐❧s✱ ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❡t t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts

♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸
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✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ✶✽
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❞❡ ▲é✈② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✸✳✸ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✸✳✸✳✹ ❊t✉❞❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ Z∗

T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✸✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ✶❡r ❝❛s ✿ supp(ν) ❡st ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥✲

✈✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✸✳✻ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ✷❡♠❡ ❝❛s ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ c ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✼✽
✸✳✸✳✼ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ✿ ▼❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′′(x) = axγ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✸✳✽ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ c ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✹ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✶
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✹ ▼♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ✽✾
✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐❢s r✐sq✉és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✹✳✶✳✷ ❋✐❧tr❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✷ ▼❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✹✳✸ ▼❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✸✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✹✳✸✳✷ ▲❡ ❝❛s f ′′(x) = axγ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✹ ❙tr❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✺ Pr✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞✬❛❝t✐❢s r✐sq✉és ❛ ❞é❜✉té ❛✈❡❝
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛❝❤❡❧✐❡r ❡♥ ✶✾✵✵ ✭❬✹❪✮ q✉✐ ♣r♦♣♦s❛✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇✲
♥✐❡♥✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ♣❛r ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ❡♥ ✶✾✻✺ ✭❬✻✼❪✮✱ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢ r✐sq✉é ♣❛r
✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s
♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ♣❛r ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❬✾❪ ❡t ▼❡rt♦♥ ❬✺✺❪ ❛ ✈❛❧✉ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣♦♣✉✲
❧❛r✐té à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡♥❝♦r❡ ✉t✐❧✐sé ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
s❛ ❝❛♣❛❝✐té à r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❧❡s ré❛❧✐tés ❞✉ ♠❛r❝❤é ❛ été ❝r✐t✐q✉é❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♠❛r❝❤és ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❧♦❣✲r❡t♦✉rs ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❛✉✈❛✐s❡ ✭❝❢✳ ❊❜❡r❧❡✐♥✱
❑❡❧❧❡r ❬✷✺❪✮✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐❝✐ ❧❡s ❧♦❣✲r❡t♦✉rs ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs ❞❡s ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝✲
t✐♦♥ ✏❙♦❝✐été ●é♥ér❛❧❡✑ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❛❧❧❛♥t ❞✉ ✸ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✼ ❛✉ ✷✷ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✽
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

✭❛✮ é❝❤❡❧❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❜✮ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡

❋✐❣✳ ✶✿ ▲♦❣✲r❡t♦✉rs ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs ✏❙♦❝✐été ●é♥ér❛❧❡✑

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r✲
♠❛❧❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ ♣♦✐❞s ❛✉① très ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✭✶✳❛✮✮✱ ♥✐ ❛✉① très
❣r❛♥❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✭✶✳❜✮✮✳ ❈❡s ❞é❢❛✉ts ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ à ❧✬✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
P❧✉s✐❡✉rs ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s é❝♦♥♦♠✐q✉❡ s✉✐t ✉♥❡
❤♦r❧♦❣❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♣♦✉✈❛♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭●❡♠❛♥ ❬✽✹❪✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭❊❜❡r❧❡✐♥✱ ❑❡❧❧❡r ❬✷✺❪✱ ❊❜❡r❧❡✐♥ ❬✷✶❪✱❬✷✷❪✱ Pr❛✉s❡❬✻✸❪✮✱
♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡ (τt)t≥0 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s GIG(λ, δ,

√
α− β)

✸
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✭❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❬✺❪✮✱ ♦ù λ ∈ R, δ > 0, α > 0 ❡t 0 ≤ |β| < α✳ ▲❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ ♣r✐①
❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ r✐sq✉é ❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Xt = µt+ βτt +Wτt

♦ù µ ❡st ❧❡ ❞r✐❢t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t W ❡st ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞✱ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s τ ✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✱ X ❡st ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❇r♦✇♥✐❡♥✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ t❡❧
♣r♦❝❡ss✉s ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❡ s❛✉ts s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❧♦❣✲r❡t♦✉rs ❞❡s ♣r✐① ❞✬❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❧♦✐
♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡
❛✈❡❝ λ = 1✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s♦♥t ✐❝✐
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❇❧❛❡s✐❧❞✱ ❙♦r❡♥s❡♥
❬✶✵❪✳

✭❛✮ é❝❤❡❧❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❜✮ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡

❋✐❣✳ ✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

■❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❊❜❡r❧❡✐♥✱ ❖③❦❛♥ ❬✷✻❪ q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❡st
♣rés❡r✈é❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s très ❝♦✉rts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s✱ ❞♦♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❝❛s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✳ ▼❛❧❣ré ❝❡s q✉❛❧✐tés✱ ❧❡s ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s♦♥t t♦✉s à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❖r ✐❧ ❛ été s✉❣❣éré ♣❛r ❈❛rr✱
●❡♠❛♥✱ ▼❛❞❛♥✱ ❨♦r ❬✶✷❪ q✉✬✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐❢s ✜♥❛♥❝✐❡rs✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡
▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s q✉✐ ✐♥❝❧✉t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ✐♥✜♥✐❡ ❡st ♦❜✲
t❡♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❈●▼❨✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♣✉r❡♠❡♥t
❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞♦♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ν(dx) =
C

|x|Y+1
(e−G|x|

1{x<0} + e−Mx
1{x>0})

♦ù C > 0, G ≥ 0,M ≥ 0, Y < 2 s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❱❛r✐❛♥❝❡✲●❛♠♠❛✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✶✾✾✶ ❞❛♥s ▼❛❞❛♥✱ ❙❡♥❡t❛ ❬✺✹❪ ❡t
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s Y = 1✳
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❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞❡ d
❛❝t✐❢s r✐sq✉és ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s S = (eX

(1)
, ...eX

(d)
)✱ ♦ù X ❡st ✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
tr❛✈❛✐❧✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ❡t ♦♥ ❞é❝r✐t q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ✜♥❛♥❝✐❡r ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ♣r✐① ❞✬♦♣✲
t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧✐❜rés à ♣❛rt✐r ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♠❛r❝❤é ❡t s♦♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥st❛♥ts s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡♥t ❧❡s ❛❝t❡✉rs ❞✉ ♠❛r❝❤é ❝r♦ît ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❀ ✐❧
❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ■❧ ❡st
❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❡✉t ❛✈♦✐r s✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❛ss♦❝✐és✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡
é❝❤é❛♥❝❡ ✜①é❡ T ✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ g q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣❛②♦✛ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡
❡t t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s A,B ♣♦s✐t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

g(S) ≤ A sup
s≤T

Ss +B. ✭✶✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞❡ ✈❡♥t❡ ❡t ❞✬❛❝❤❛t ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s✱ ❛s✐❛t✐q✉❡s ♦✉ ❧♦♦❦❜❛❝❦
✈ér✐✜❡♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs à ❧✬♦♣t✐♦♥ ❧❡ ♣r✐① EQ[g(S)]✱
♦ù Q ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛
♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐① S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s♦✉s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s très ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❊❜❡r❧❡✐♥✱
❏❛❝♦❞ ❬✷✹❪ ❡t ❏❛❦✉❜❡♥❛s ❬✹✷❪ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ♣❛②♦✛✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣r✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ♠❡s✉r❡s r❡❝♦✉✈r❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲❛r❜✐tr❛❣❡✳ ❖♥ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐sés ✜❧trés (Ωn,Fn,Fn, Pn) à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛ss♦✲
❝✐é❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② Xn✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (bn, cn, νn)✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s Qn ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (βn, Yn)
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ❛ss♦❝✐és
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✭✶✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ♠♦♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à ♣❛rt✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ ❏❛❝♦❞✱ ❙❤✐r②❛❡✈ ❬✹✶❪✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❢♦r♠❡ ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❲✐❡♥❡r✲❍♦♣❢✳

❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❝♦♥✈❡r❣❡
❡♥ ❧♦✐ s♦✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
été ét✉❞✐é ♣❛r ❙❤✐r②❛❡✈ ❬✼✹❪ ❡t ❍✉❜❛❧❡❦✱ ❙❝❤❛❝❤❡r♠❛②❡r ❬✸✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝r❡ts ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✮ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈
(βn, Y n) q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡r♦♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ❛ss♦❝✐és✳

❆✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❡✲
s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✻

✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲❡s
❝❤♦✐① ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
E[f(dQ

dP
)]✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t P ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❛✉① ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
❡♠♣❧♦②é❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r f(x) = x ln(x)✱ ❡t ét✉❞✐é❡ ♣❛r ▼✐②❛✲
❤❛r❛✱ ❋✉❥✐✇❛r❛ ❬✸✷❪✱ ❬✺✻❪ ❡t ❍✉❜❛❧❡❦✱ ❙❣❛rr❛ ❬✸✽❪✱ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r f(x) = − ln(x) ❡t ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❑❛❧❧s❡♥ ❬✹✾❪✱ ❡t ❧❡s f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x) = xq✱ ❛✈❡❝ q > 1 ♦✉ q < 0 ✭ ❏❡❛♥❜❧❛♥❝✱ ❑❧ö♣♣❡❧✱
▼✐②❛❤❛r❛ ❬✹✸❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ ♣♦✉r
✉♥ a > 0 ❡t γ ∈ R✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❛❧♦rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ γ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❚❤é♦rè♠❡s ✷✳✽✱ ✷✳✶✺✱✷✳✶✾✮✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✱ ✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡s ✷✳✶ à ✷✳✺✮✱
à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡ ♣r✐① ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡✳

▲❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît
❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ✜①é ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ γ ❞❡s ♣r✐① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❡s✉r❡s fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s✱
♦ù f ′′γ (x) = axγ ✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②
❡t ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ été ♥♦té ❞❛♥s ❊ss❝❤❡✱ ❙❝❤✇❡✐③❡r ❬✷✾❪ ❡t ❑❧ö♣♣❡❧ ❬✹✾❪ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
r❡❧❛t✐✈❡✱ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♦✉ ❧❡s f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧♦rs✲
q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ✿ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
▲é✈② s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❞ét❡r♠✐✲
♥❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡
❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
▲é✈② ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❖♥ ② ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ▲é✈②✱ ❡t s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ , a > 0, γ ∈ R✱ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s à ♣rés❡r✈❡r
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′′(x) = axγ ✳ ❖♥
❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ q✉✐ ❧✉✐
s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s rés✐❞❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s
❇❡❧❧✐♥✐✱ ❋r✐tt❡❧❧✐ ❬✻❪✱ ❋r✐tt❡❧❧✐ ❬✸✶❪✱ ❡t ●♦❧❧✱ ❘üs❝❤❡♥❞♦r❢ ❬✸✹❪ q✉✬✉♥❡ ❞✉❛❧✐té ❡①✐st❡ ❡♥tr❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té u ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ à u s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧❛
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐té ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤✲
♠✐q✉❡ à ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✹ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛
♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✼

f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ♠✐♥✐♠✐s❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❧❛
q✉❛♥t✐té EP [f(cdQt

dPt
)]✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ❡t t♦✉t c > 0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉♥✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧♦❣❛r✐t❤✲
♠✐q✉❡✱ ♦✉ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′′(x) = axγ ✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲
♣♦✐♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠❛r❝❤é ✜♥❛♥❝✐❡r✱ ❞✐✛ér❡♥ts é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢ r✐sq✉é✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❞✐✈✉❧❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡ss❡ ♦✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❜r✉t❛❧ ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡
♠❛t✐èr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢
r✐sq✉é ❡♥ s♦♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✱ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❛
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞é❜✉té ❛✈❡❝ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ P❛❣❡ ❬✺✾❪✱❬✻✵❪ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛ ♣♦st❡✲
r✐♦r✐ ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❤✐r②❛❡✈ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❬✼✸❪✳ ❈❡s
q✉❡st✐♦♥s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛rt✐❝❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r
❱♦str✐❦♦✈❛ ❬✼✾❪✱❬✽✵❪✱❬✽✶❪✱❬✽✷❪ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❲✐❡♥❡r✱ ♦✉ ♣❛r ❑✉t♦②❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥ts
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s ❬✺✶❪✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✱ ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❙❤✐r②❛❡✈ ❬✼✺❪✱ ❉✐❛s✱ ❊♠❜r❡❝❤ts
❬✷✵❪✱ ❆♥❞r❡♦✉✱ ●❤②s❡❧s ❬✷❪✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été
❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ●✉♦ ❬✸✺❪✱ ❊❧❧✐♦tt✱ ❈❤❛♥✱ ❙✐✉ ❬✷✼❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ✐❝✐ à ✉♥ ❝❛s très
s✐♠♣❧❡ ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t τ ❞❡ ❧♦✐ α✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ r✐sq✉é✱ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ r✐sq✉é ❡st ♠♦❞é❧✐sé
❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ♣❛r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❛ss♦❝✐és à
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② L ❡t L̃ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✱ ♣✉✐s ❞❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♠❛①✐♠✐✲
s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✳ ❯♥❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s L ❡t L̃ ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t
s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵
q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❛❧♦rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′′(x) = axγ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✻✮✳ ❖♥
❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝
❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❡t
♦♥ ❝♦♠♣❛r❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s ♣r✐① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▼♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s

✶✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②

❙♦✐t (Ω,F ,F, P ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé ✜①é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s X = (Xt)t≥0 ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭Ω,F ,F, P ✮✱ à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s Rd✱ ❛❞❛♣té ❡t ❝à❞❧à❣✱ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s✐ ✿

✐✮ P♦✉r t♦✉s s, t ≥ 0✱ Xt+s −Xs ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Fs✳
✐✐✮ P♦✉r t♦✉s s, t ≥ 0✱ Xt+s −Xs ❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ Xt✳
✐✐✐✮ X0 = 0 ♣✳s

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ F = (Ft)t≥0 ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧été❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X✳ ▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡✲
♠❡♥ts ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s X ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
F ✭❝❢✳❬✽❪✱❈❤✶✳Pr♦♣ ✹✮ ✿ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

Ft =
⋂

s>t

Fs.

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❢♦rt❡ ❡st
✈ér✐✜é❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷ ✭Pr♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❢♦rt❡✱ ❬✽❪ ❈❤✶✳Pr♦♣✳✻✮ ❙♦✐t τ ✉♥ t❡♠♣s
❞✬❛rrêt t❡❧ q✉❡ P (τ < +∞) > 0✳ ❆❧♦rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à {τ < +∞}✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
(Xτ+t −Xτ )t≥0 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Fτ ❡t ❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ X✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s❛✉ts ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳ ❖♥
♥♦t❡ µX ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s❛✉ts ❛ss♦❝✐é❡ à X ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µX(ω, dt, dx) =
∑

0≤s<+∞
1{∆Xs(ω) 6=0}δ(s,∆Xs)(dt, dx)

♦ù δ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐s✲
s❡♠❡♥ts ❞❡ X s❡ r❡✢èt❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❛✉ts ❛ss♦❝✐és ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ✭❬✻✹❪✱❈❤✶✳ ❚❤✳✸✾✮ ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡t Λ1,Λ2 ∈ B(Rd∗)
t❡❧s q✉❡ 0 /∈ Λ1

⋃

Λ2 ❡t Λ1
⋂

Λ2 = ∅✳ ❆❧♦rs ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s

Y =
∑

0<s≤.
∆Xs1{∆Xs∈Λ1} ❡t Z =

∑

0<s≤.
∆Xs1{∆Xs∈Λ2}

✽
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s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

■❝✐✱ ❡t ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ Rd∗ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Rd \ {(0, ..., 0)}✳
❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ν ❞❡ X ✿ ♣♦✉r t♦✉t B ∈ B(Rd∗)✱

ν(B) = E[Card(s ≤ 1,∆Xs ∈ B)].

❖♥ ♥♦t❡ P ❧❛ tr✐❜✉ ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ tr✐❜✉ s✉r Ω × R+ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥t✐♥✉s à ❣❛✉❝❤❡✳ ❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : Ω × R+ × Rd∗ −→ R

❡st ♣ré✈✐s✐❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st P ⊗ B(Rd)✲♠❡s✉r❛❜❧❡✳
❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts✱ ❧❡ ❝♦♠♣❡♥s❛✲

t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t é❣❛❧ à ν(dx)ds✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré✈✐s✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ f : Ω × R+ × Rd∗ −→: R+✱

E
[

∑

0<s≤t
f(ω, s,∆Xs)

]

= E
[

∫ t

0

∫

Rd∗
f(ω, s, x)ν(dx)ds

]

.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ✭❋♦r♠✉❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❬✽❪✱❈❤✵✳♣✽✮ ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②
❡t ν s❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈②✳ ❙♦✐t f : Rd → C ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ✈ér✐✜❛♥t f(x) = x
s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❡t t❡❧❧❡ q✉❡

∫

Rd |1 − ef(x)|ν(dx) < +∞✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

E
[

exp
(

∑

0<s≤t
f(∆Xs)

)]

= exp
[

− t

∫

Rd∗
(1 − ef(x))ν(dx)

]

.

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té q✉✐ ❞♦✐t êtr❡
✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ν ✿

∫

Rd

(1 ∧ |x|2)ν(dx) < +∞.

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❞❡
❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ✭❬✺✷❪✱ ❚❤✷✳✶✮ ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à
s✉♣♣♦rt ❞❛♥s [−1, 1]d ❡t ✈❛❧❛♥t x s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ❆❧♦rs X s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡ tr♦✐s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿

X
(1)
t = cWt + bt

X
(2)
t =

∫ t

0

∫

Rd∗ h(x)(µ
X(dx, ds) − ν(dx)ds)

X
(3)
t =

∑

0<s≤t

(

∆Xs − h(∆Xs)
)

♦ù b ∈ Rd✱ c ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t ν ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ❞❡ X✳

❈❡ rés✉❧t❛t s✬é♥♦♥❝❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ h(x) = x1{|x|≤1}✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥é❝❡ss✐t❡r♦♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐✱ ❡t ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❛ été ✜①é❡
❝♦♥t✐♥✉❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ▲é✈② ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻ ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ❡t t♦✉t u ∈ Rd✱ E[ei<u,Xt>] = e−tψ(u)✳

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

ψ(u) = i < b, u > +
1

2
⊤ucu+

∫

Rd

(

ei<u,x> − 1 − i < u, h(x) >
)

ν(dx)

▲❡ tr✐♣❧❡t (b, c, ν) ❡st ❛♣♣❡❧é tr✐♣❧❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X✳

❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ✐❝✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ✐♥✜♥✐♠❡♥t
❞✐✈✐s✐❜❧❡s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ tr✐♣❧❡t (b, c, ν) ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳ ❉❛♥s t♦✉t ❝❡
tr❛✈❛✐❧✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr✐♣❧❡t✳ P♦✉r
✜♥✐r ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②
♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ tr✐♣❧❡t (b, c, ν) q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t 7→ Xt(ω) ❡st s♦✐t
❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t ω ∈ Ω✱ s♦✐t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t ω ∈ Ω✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼ ✭❬✺✷❪✱▲❡♠♠❡ ✷✳✶✹✮ ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s (b, c, ν) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✳ X ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

c = 0✱ supp(ν) ⊆ R+∗✱ b−
∫

R∗ h(x)ν(dx) ≥ 0.
c = 0✱ supp(ν) ⊆ R−∗✱ b−

∫

R∗ h(x)ν(dx) ≤ 0.

✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠❛r❝❤é ✜♥❛♥❝✐❡r

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✉♥ ♠❛r❝❤é ✜♥❛♥❝✐❡r ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ d ❛❝t✐❢s r✐sq✉és
♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ S à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R+∗d✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞❡ S ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

S(i) = S
(i)
0 eX

(i)

♦ù S
(i)
0 > 0 ❡t X = (X(1), ..., X(d)) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd ❞é✜♥✐

s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé ✜❧tré (Ω,F ,F, P )✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❝t✐❢ ♥♦♥✲r✐sq✉é B ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r à ❧✬✐♥st❛♥t

t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
Bt = B0e

rt

♦ù B0 ≥ 0 ❡t r ≥ 0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt✱ ✐❝✐ s✉♣♣♦sé ❝♦♥st❛♥t✳

❯♥ ✐♥✈❡st✐ss❡✉r ♣❛rt❛❣❡ ❛❧♦rs à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t s♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❛❝t✐❢s✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s Φ = (η, φ) ♦ù η ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té
✐♥✈❡st✐❡ s✉r B ❡t φ = (φ(1), ..., φ(d)) ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ✐♥✈❡st✐❡ s✉r ❧❡s d ❛❝t✐❢s r✐sq✉és✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ φ(i) ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à S(i)✱ ❛❧♦rs
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ φ · S ❞❡ φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à S ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

(φ · S)t =

d
∑

i=1

∫ t

0
φ(i)
s dS

(i)
s .

❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽ ✭❬✶✺❪✱ ❉é❢✳ ♣✳✶✸✵✮ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ φ ❡st S✲✐♥té❣r❛❜❧❡✱
❡t q✉❡ φ · S = Y ✱ s✐ Y ❡st ✉♥❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ φ1|φ|≤n · S ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❞✬❊♠❡r② ✈❡rs Y ✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡✱ φ · S ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭❝❢✳ ❬✷✽❪✮✳ ❖♥ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❆♥s❡❧✱
❙tr✐❝❦❡r ❬✸❪✱ ❈♦r✳✸✳✺ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✾ ❙♦✐t S ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t φ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ S✲✐♥té❣r❛❜❧❡✳
❙✐ ✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ R t❡❧ q✉❡ φ · S ≥ a ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs φ · S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
❧♦❝❛❧❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✵ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ Φ = (η, φ) à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd+1 t❡❧ q✉❡ η ❡st B✲✐♥té❣r❛❜❧❡✱ φ ❡st S✲✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ré❡❧ a ∈ R t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

(φ · S)t ≥ −a.

❖♥ ♥♦t❡ A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ str❛té❣✐❡ Φ ∈ A ❡st

Vt(Φ) = V0 + ηtBt +
d

∑

i=1

φ
(i)
t S

(i)
t .

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❛✉t♦✲✜♥❛♥❝é❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

Vt(Φ) = V0(Φ) +

∫ t

0
ηsdBs + (φ · S)t.

❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❛✉t♦✜♥❛♥❝é❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♥✐ r❡tr❛✐t✱
♥✐ ❛♣♣♦rt ❡①tér✐❡✉r ❛✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦✲
✈✐❡♥♥❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐① ❞❡s ❛❝t✐❢s✳

▲✬❛❝t✐❢ ♥♦♥✲r✐sq✉é B ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛✐r❡✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❞♦♥❝
♠❡s✉ré ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ V ∗

t (Φ) = Vt(Φ)
Bt

✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
❛✛❡❝t❡r❛ ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ t♦✉t❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❛❝t✉❛❧✐sé❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♣r✐① ❛❝t✉❛❧✐sé
❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ r✐sq✉é S∗ = S

B
✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡

rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✶ ✭❬✺✽❪✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✸✮ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛✉t♦✜♥❛♥❝é❡✳ ❆❧♦rs

V ∗
t (Φ) = V ∗

0 (Φ) + (Φ · S∗)t.

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✾✱ q✉❡ s✐ S∗ ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❛❧♦rs V ∗ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ♠❛r❝❤é s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✜①é ❡t ✜♥✐
[0, T ]✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✷ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❛✉t♦✜♥❛♥❝é❡ Φ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞✬❛r❜✐tr❛❣❡
s✐

V ∗
0 (Φ) = 0 ✱ P (V ∗

T (Φ) ≥ 0) = 1 ✱ P (V ∗
T (Φ) > 0) > 0.

▲✬❛r❜✐tr❛❣❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣r♦✜t s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ r✐sq✉❡✱ ❡t
♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞✬❛r❜✐tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛r❝❤é✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✸ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s (Φn)n≥0 ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ✧❋r❡❡
▲✉♥❝❤ ✇✐t❤ ❱❛♥✐s❤✐♥❣ ❘✐s❦✧ ✭❋▲❱❘✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ ❜♦r♥é❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n✱

∫ T

0
φns dS

∗
s ≥ f − 1

n

❡t ✈ér✐✜❛♥t

lim
n→+∞

∫ T

0
φns dS

∗
s = f p.s

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♠❛r❝❤é ❡st ◆❋▲❱❘ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡s ♦♣♣♦rt✉♥✐tés✳

❯♥ ♠❛r❝❤é ◆❋▲❱❘ ❡①❝❧✉t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❡t ❧❛
ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐❢s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ♦♣t✐♦♥s s✉r ❧✬❛❝t✐❢
r✐sq✉é S ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ✜①é❡ ✜♥✐❡ T ≥ 0✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ à
❧✬✐♥st❛♥t T ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g : D([0, T ]) −→ R+ ❞é✜♥✐❡
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝à❞❧à❣ s✉r [0, T ]✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❞✬❛❝❤❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿

❖♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ✿

g(S) = (ST −K)+ ✱ K ≥ 0

❖♣t✐♦♥s ❛s✐❛t✐q✉❡s ✿

g(S) = (
1

T

∫ T

0
Ssds−K)+ ✱ K ≥ 0

❖♣t✐♦♥s ❧♦♦❦❜❛❝❦ ✿

g(S) = ( sup
0≤s≤T

Ss −K)+ ✱ K ≥ 0.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✹ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❧❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❛❝t✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❧ ❞♦♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g ❡st ❜♦r♥é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛✉t♦✜♥❛♥❝é❡ φ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ✿

✐✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s a ❡t b t❡❧❧❡s q✉❡ P (∀t ≤ T, a ≤ V ∗
t (φ) ≤ b) = 1

✐✐✮ g(S) = V ∗
T (φ) P✳♣s✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✶✶✱ ♦♥ ❛✉r❛ g(S) = V ∗
T (φ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ré❡❧ x∗ ❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ S✲✐♥té❣r❛❜❧❡ φ t❡❧ q✉❡

g(S)

BT
= x∗ +

∫ T

0
φsdS

∗
s . ✭✶✳✶✮

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
❞✉ t②♣❡ ✭✶✳✶✮ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❜♦r♥é❡s FT ✲♠❡s✉r❛❜❧❡s✳
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✶✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡t ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛r❜✐tr❛❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭▼▼❊✮ t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ Q
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ S∗ ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s
♠❡s✉r❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈②✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ M ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ▼▼❊ Q ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② s✐ X ❡st ❡♥❝♦r❡
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s♦✉s Q✳ ❖♥ ♥♦t❡ M′ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ M ❡t ❞❡ M′✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡s (bQ, cQ, νQ) ❞❡X s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡Q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν) s♦✉s P ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✼ ✭❝❢ ❬✹✶❪✱❚❤ ■■■✳✸✳✷✹✮ ❙♦✐t Q ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré✈✐s✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡ Y
❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ β ✈ér✐✜❛♥t Q✲♣✳s ❡t ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

∫

Rd

|h(x)(Yt(x) − 1)|ν(dx) < +∞

d
∑

i,j=1

∫ t

0

⊤βisc
ijβjsds < +∞

❡t t❡❧s q✉❡











b
Q,(i)
t = b(i) +

∑d
j=1 c

ijβjt +
∫

Rd h
(i)(x)(Yt(x) − 1)ν(dx)

cQt = c

νQt (dx) = Yt(x)ν(dx).

✭✶✳✷✮

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ β ❡t Y ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
♠❡s✉r❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ M ❡t ❞❡ M′ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ●✐rs❛♥♦✈✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽ ❙♦✐t Q ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
P ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ β ❡t Y ✳ ❆❧♦rs

Q ∈ M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ P ✲♣✳s ❡t ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

Yt(x) > 0 (ν − pp) ❡t

∫

Rd

(
√

Yt(x) − 1)2ν(dx) < +∞,

∫

x≥1
(ex − 1)Yt(x)ν(dx) < +∞,
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b+
1

2
diag(c) + cβt +

∫

Rd

(ex − 1)Yt(x) − h(x)ν(dx) = 0. ✭✶✳✸✮

Q ∈ M′ s✐ ❞❡ ♣❧✉s ✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ Rd ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ Y str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ P ✲♣✳s✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ❡t t♦✉t x ∈ Rd✱

βt = β ❡t Yt(x) = Y (x). ✭✶✳✹✮

P❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ♠❡✲
s✉r❡s Q ❡t P ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛ss✉r❡ EQ[eXt ] < +∞✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô q✉❡ ✭✶✳✸✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ Q ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
(bQ, cQ, νQ) s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s✳ P❛r ✭✶✳✷✮✱ ❝❡❝✐ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✭✶✳✹✮ ❡st ✈ér✐✜é✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✾ ✭❝❢ ❬✹✷❪✱ ❚❤ ✶✳✮ ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❛ss♦❝✐é ✿

✭✐✮ M 6= ∅
✭✐✐✮ M′ 6= ∅

❚♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ M′ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❜✐❡♥ sûr à M✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✭✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡
✭✐✐✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (β, Y )✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (βt(ω), Yt(ω)) ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽
♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ω ∈ Ω ❡t ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (βt(ω), Yt(ω))
♣♦✉r ω ❡t t ✜①és✳

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
▲é✈②✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (β, Y ) ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ P àQ ∈ M✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬é❝r✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s❛ ❞❡♥s✐té ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✵ ✭❝❢ ❬✹✶❪ ❚❤ ■■■✳✺✳✶✾✮ ❙♦✐t Q ∈ M ❡t s♦✐t (Zt = dQ
dP

|Ft)t≥0 s❛
❞❡♥s✐té ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠✳ ❆❧♦rs Z = E(N) ♦ù

Nt = (β ·X(c))t +

∫ t

0

∫

Rd∗
(Ys(x) − 1)(µX − ν(dx)ds)

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ◆❋▲❱❘ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉
♠❛r❝❤é ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ M✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✶ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✲
✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✭✐✮ ▲❡ ♠❛r❝❤é ✜♥❛♥❝✐❡r ❛ss♦❝✐é ❡st ◆❋▲❱❘✳
✭✐✐✮ M 6= ∅✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ Pr✐① ❞✬❖♣t✐♦♥s
❞❡ ❉❡❧❜❛❡♥ ❡t ❙❝❤❛❝❤❡r♠❛②❡r ✭❝❢✳ ❬✶✽❪✱❬✶✾❪✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✐✮ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ S ❡st ✉♥❡ s✐❣♠❛✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖r✱ s✐ X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
▲é✈②✱ S = eX ❡st ✉♥❡ s✐❣♠❛✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❝❡
q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✭✐✐✮✳
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❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ✐❧ ❛ été ♥♦té ❞❛♥s
❬✹✷❪✱ ❬✼✷❪ q✉❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ✈ér✐✜é❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X
♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✼✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ◆❋▲❱❘ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ tr✐♣❧❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ X✳ ❯♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛ été
♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❬✹✼❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❖♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ✜♥❛♥❝✐❡r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✷ ✭❬✹✼❪✱Pr♦♣ ✸✳✶✷✮ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♠❛r❝❤é ❛ss♦❝✐é ❡st ◆❋▲❱❘✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✭✐✮ ▲❡ ♠❛r❝❤é ✜♥❛♥❝✐❡r ❛ss♦❝✐é ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳
✭✐✐✮ M ❡st ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✳
✭✐✐✐✮ supp(ν) ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♣❧✉s k ♣♦✐♥ts✱ ♦ù k ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ c✱ ❡t

supp(ν) ⊆ {x ∈ Rd, c(ex − 1) = 0}✳

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ été ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❬✶✾❪ ❡t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡♥tr❡ ✭✐✐✮ ❡t ✭✐✐✐✮ s❡ ♠♦♥tr❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✶✳✸✮✳

✶✳✹ Pr✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡t str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s

❉❛♥s ✉♥ ♠❛r❝❤é ❝♦♠♣❧❡t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐① S ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣ré✈✐s✐❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Q ✭❬✼✻❪✱ ❚❤✶✳✶✼✮✳
❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ H✱ FT ✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à Q✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ φ̂ t❡❧ q✉❡

H = EQ[H] + (φ̂ · S)T

❡t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ φ̂ · S ❡st ✉♥❡ Q✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs à ❧✬♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
♣❛②♦✛ H ❧❡ ♣r✐① EQ[H] ❡t φ̂ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣❧✐q✉❡r ❧❛
✈❛❧❡✉r H à ❧✬✐♥st❛♥t T ✳ ❉❛♥s ❞❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s✱ ❧❡ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞✬❛❝❤❛t ❡✉r♦♣é❡♥♥❡✱

EQ[(ST −K)+] = Φ
( ln(S0

K
) + T (r + σ2

2 )

σ
√
T

)

−Ke−rTΦ
( ln(S0

K
) − T (r + σ2

2 )

σ
√
T

)

♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ st❛♥❞❛r❞✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❧❡ts ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣r✐① ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s {EQ[H], Q ∈ M} r❡❝♦✉✈r❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R+✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t été ét✉❞✐é ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛②♦✛ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ✿ H = g(ST )✳ ■❧ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été ♠♦♥tré ✭❝❢ ❬✷✹❪✱❬✹✷❪✮ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡
❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s g✱

{EQ[g(ST )], Q ∈ M} =]e−rT g(S0), S0[

❡t q✉❡ ❧❡s ♣r✐① ❛ss♦❝✐és ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ M′ s♦♥t ❞❡♥s❡s ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲✬✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡ ✐❝✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲❛r❜✐tr❛❣❡ ✿ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥✲❞❡❤♦rs ♣❡r♠❡t ✉♥
❛r❜✐tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝❤❡t❡✉r ♦✉ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r✳
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ét❛♥t ❝❤♦✐s✐❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ♣r✐① EQ[g(S)]✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
s♦✉s ❢♦r♠❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❝❢✳ ❬✶✶❪✱❬✻✸❪✱❬✻✶❪✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐
✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬✻✶❪ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❡t q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ♣❛②♦✛ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✸ ✭❝❢ ❬✻✶❪✱ ❚❤ ✸✳✺✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢ ❡st ♠♦❞é❧✐sé
♣❛r ✉♥❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✿ S = eX ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛
g(XT )✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1 ❡t I2 ❞❡ R t❡❧s q✉❡ ✿

✐✮ P♦✉r t♦✉t R ∈ I1✱
∫

R
e−Rxg(x)dx < +∞

✐✐✮ P♦✉r t♦✉t z ∈ I2✱ EQ[ezXT ] < +∞
✐✐✐✮ I1

⋂

I2 6= ∅
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t R ∈ I1

⋂

I2✱

EQ[g(XT )] =
1

2π

∫

R

EQ[e(R−iu)XT ]Fg(u+ iR)du

❛✈❡❝ Fg(z) =
∫

R
eizxg(x)dx✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ X
s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ Q✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ X ❛ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν) s♦✉s P ✱ ❡t s✐
(β, Y ) s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ P à Q ∈ M′✱
♦♥ ❛ EQ[ezXT ] = e−TψQ(z) ❛✈❡❝

ψQ(z) = (b+ cβ)z +
c

2
z2 +

∫

R

(

(ezx − 1)Y (x) − zh(x)
)

ν(dx)

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s s✐♠♣❧❡s ✭❬✻✶❪✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞✬❛❝❤❛t
❡✉r♦♣é❡♥♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ g(x) = (x−K)+✱

Fg(z) =
K1+iz

iz(1 + iz)
.

▲♦rsq✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s
❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à A✳ ❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❝♦♥s✐st❡
à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❞❡s ❣❛✐♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✹ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u :]x,+∞[→ R ❞❡ ❝❧❛ss❡
C1✱ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥❝❛✈❡ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡

lim
x→+∞

u′(x) = 0

lim
x→x

u′(x) = +∞

♦ù x = inf{x, x ∈ dom(u)} ∈ [−∞, 0]✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s s♦♥t u(x) = ln(x)✱ u(x) = xp

p
❛✈❡❝

p < 1 ♦✉ u(x) = 1 − e−x✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té u✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✺ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ φ̂ ∈ A ❡st u✲♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r [0, T ] s✐

E[u(x+ (φ̂ · S)T )] = sup
φ∈A

E[u(x+ (φ · S)T )].

❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s (φ̂(n))n≥1 ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉✲♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r [0, T ] s✐

lim
n→+∞

E[u(x+ (φ̂(n) · S)T )] = sup
φ∈A

E[u(x+ (φ · S)T )].



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ♣r✐①

❞✬♦♣t✐♦♥s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✐❢s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠és✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s s♦♥t ❧❡ ❞r✐❢t ❡t ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❀ ✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❈●▼❨ ❡t ❝✐♥q ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧✐❜rés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♠❛r❝❤é✱ ❡t ♦♥ ❧❡s
s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥st❛♥ts s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡
♣❡♥s❡r q✉✬✐❧s ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡♥t ❧❡s ❛❝t❡✉rs
❞✉ ♠❛r❝❤é ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✬❛✉r♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥s ♥❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ❥♦✉❡r ❛✉❝✉♥ rô❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ ❞r✐❢t ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ✉♥
s❡♥s à ♣ré❝✐s❡r ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡r♦♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r✐① ❞❡s ♦♣t✐♦♥s✳ ❯♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❬✸✼❪✱ ♦ù ♦♥ ét✉❞✐❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝r❡ts ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t
✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐① s♦✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s
♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬✼✹❪ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❈♦①✲
❘♦ss✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜❛s❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
(Ωn,Fn,Fn, Pn)✱ ♦ù Fn ❡st ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❝♦♠♣❧été❡ t❡❧❧❡ q✉❡
Fn =

∨

t≥0 Fn
t ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❡s♣❛❝❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② Xn à ✈❛❧❡✉rs

ré❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (bn, cn, νn) ❡t ♦♥ ② ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✿
❧✬❛❝t✐❢ r✐sq✉é ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

Snt = Sn0 exp{Xn
t } ✭✷✳✶✮

❡t ❧✬❛❝t✐❢ ♥♦♥✲r✐sq✉é ♣❛r
Bn
t = Bn

0 exp{rnt}.

✶✽
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❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ✜①é❡ T ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣❛②♦✛ g q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙❦♦r♦❦❤♦❞ D([0, T ]) ❡t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s A ❡t B t❡❧❧❡s q✉❡

g(S) ≤ A sup
0≤s≤T

|Ss| +B. ✭✷✳✷✮

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞✬❛❝❤❛t ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞♦♥t
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ ✈❛✉t g(S) = (ST − K)+✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❛s✐❛t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡

♣❛r g(S) = (ST − 1
T

∫ T

0 Ssds)
+✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❧♦♦❦❜❛❝❦ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s

g(S) = (sup0≤s≤T Ss −K)+ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞❡ ✈❡♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭▼▼❊✮ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✶✳✷✶✱ ❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉sXn ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✾✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ▼▼❊ q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ▲é✈② ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Qn✳
❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs (βn, Y n) ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t
♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✳ ❖♥ ♥❡ ❢❛✐t
♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r Qn ♠❛✐s ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ q✉❡ ❝❡s
♠❡s✉r❡s s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ Qn ét❛♥t ❝❤♦✐s✐❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❧✬♦♣t✐♦♥ ❧❡ ♣r✐①

Cn
T = EQn [g(S̃n)]

♦ù S̃n = Sn/Bn r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r✐① ❛❝t✉❛❧✐sé ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ r✐sq✉é✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ rn = 0 ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❞♦♥❝ Sn ♣❧✉tôt q✉❡ S̃n✳ ▲❡ ❝❛s
❣é♥ér❛❧ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ❞r✐❢t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② Xn bn ♣❛r bn − rn✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♥♦tr❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s t❡♥❞ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s à ♣ré❝✐s❡r ✈❡rs ✉♥
❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν) ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ (Ω,F ,F, P )✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛❝t✐❢s

St = S0e
Xt

Bt = B0e
rt

♦ù S0, B0 s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t r ≥ 0 ❡st ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥térêt✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ r = 0✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (bn, cn, νn, βn, Yn) q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❛ss♦❝✐és ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❧♦rsq✉❡
❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✮✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡ ♣r✐① ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳

✷✳✷ ❈♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
Q ∈ M′✳ ❖♥ ♥♦t❡ (β, Y ) s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡
♣r✐① ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡
♣❧✉s q✉❡

✶✳ limn→+∞ Sn0 = S0

✷✳ limn→+∞ cn +
∫

R∗ h
2(x)Y n(x)νn(dx) = c+

∫

R∗ h
2(x)Y (x)ν(dx)

✸✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ limx→0
f(x)
x

= 0✱

lim
n→+∞

∫

R∗
(ex − 1)f(x)Y n(x)νn(dx) =

∫

R∗
(ex − 1)f(x)Y (x)ν(dx)

❆❧♦rs
lim

n→+∞
Cn
T = CT ✭✷✳✸✮

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤ ❱■■✳✷✳✾ ❞❡ ❬✹✶❪ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡

L(Sn|Qn) −→ L(S|Q).

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (sups≤T S
n
s )n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡✳

❈❡❝✐ s✬♦❜t✐❡♥t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✲❍♦♣❢ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s s♦✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ■❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡

L(Xn|Pn) −→ L(X|P ) ✭✷✳✹✮

❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ s❡ tr❛♥s♠❡t s♦✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ♣♦✉r ✉♥ t❡❧
rés✉❧t❛t s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡

L((Sn, Zn)|Pn) −→ L((S,Z)|P ).

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (βn, Yn) ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ Pn à Qn ✈ér✐✜❡♥t s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ✿

Y n(x) = 1 + βnx+ xǫn(x) ✭✷✳✺✮

❛✈❡❝ limx→0 ǫn(x) = 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ R ❡t Y ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈ér✐✜❛♥t

Y (x) = 1 + βx+ xǫ(x) ❡t

∫

|x|≥1
Y (x)ν(dx) < +∞ ✭✷✳✻✮

t❡❧s q✉❡ ǫn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs ǫ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✭✷✳✹✮✱ ✭✷✳✺✮ ❡t ✭✷✳✻✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡
♣❧✉s q✉❡
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❥✮ limn→+∞ βn = β
❥❥✮ P♦✉r t♦✉t η > 0✱

lim
n→+∞

∫

|x|≥η
Y n(x)νn(dx) =

∫

|x|≥η
Y (x)ν(dx).

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ g✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

Cn
T = EP ∗ [g(S)]

♦ù P ∗ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ❡t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
●✐rs❛♥♦✈ (β, Y )✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ P ∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r S s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿ Y > 0 ν✲♣✳♣ ❡t

lim
n→+∞

∫

x≥1
exY n(x)νn(dx) =

∫

x≥1
exY (x)ν(dx).

❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r✐① ❛ ❧✐❡✉ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② (Xn)n≥1 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ s♦✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s
♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✱

L(Xn|Qn) −→ L(X|Q). ✭✷✳✼✮

Pr❡✉✈❡ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤è♦rè♠❡ ❱■■✳✷✳✾ ❞❛♥s ❬✹✶❪✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ✭✷✳✼✮ ❡st éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿

✐✮ limn→+∞ bQ
n

= bQ

✐✐✮ limn→+∞ cQ
n

+
∫

R∗ h
2(x)νQ

n
(dx) = c+

∫

R∗ h
2(x)νQ(dx)

✐✐✐✮ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ limx→0
f(x)
x2 = 0✱

lim
n→+∞

∫

R∗
f(x)νQ

n

(dx) =

∫

R∗
f(x)νQ(dx)

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ Xn s♦✉s Qn

s♦♥t










bQ
n

= bn + βncn +
∫

R∗ h(x)(Y
n(x) − 1)νn(dx)

cQ
n

= cn

νQ
n
(dx) = Y n(x)νn(dx)

✭✷✳✽✮

❡t q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ Qn ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱

bQ
n

= −1

2
cn −

∫

R∗

[

(ex − 1 − h(x))Y n(x)
]

νn(dx). ✭✷✳✾✮

❉❡s é❣❛❧✐tés s❡♠❜❧❛❜❧❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ X s♦✉s Q ✿










bQ = − c
2 −

∫

R∗
[

(ex − 1 − h(x))Y (x)
]

ν(dx)

cQ = c

νQ(dx) = Y (x)ν(dx).
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▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✐✮ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐✐✐✮ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✸✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ✈ér✐✜❡r ✐✮✳ P❛r ✭✷✳✾✮✱

bQ
n

= −1

2
[cn +

∫

R∗
h2(x)Y n(x)νn(dx)] −

∫

R∗
[ex − 1 − h(x) − h2(x)

2
]Y n(x)νn(dx).

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✳ ❡t ✸✳ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) = [ex− 1−h(x)− h2(x)
2 ]/(ex− 1)

✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t q✉❡ ✐✮ ❡st
✈ér✐✜é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❱■■✳✷✳✾✱ ✭✷✳✼✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ✷

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (sups≤T S
n
s )n≥1✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✲❍♦♣❢ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳ ❖♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ♣❛r é♥♦♥❝❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ✭❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✲❍♦♣❢✮ ❙♦✐t L ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡t
τ ✉♥ t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ L✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ R✱

E[eiuLτ ] = E[eiu sup0≤s≤τ Ls ]E[eiu inf0≤s≤τ Ls ].

❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {z ∈ C : E[|ezL1 |] < +∞} ✭❝❢✳
❬✼✽❪✱❬✺✼❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✺ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Xn ❡t X s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s♦✉s ❞❡s ♠❡s✉r❡s
♠❛rt✐♥❣❛❧❡s Qn ❡t Q ❡t q✉❡

L(Xn|Qn) −→ L(X|Q).

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ τ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ Xn ❡t X ❞❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
µq ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

EQn×µq( sup
0≤t≤τ

eX
n
t ) = EQ×µq( sup

0≤t≤τ
eXt). ✭✷✳✶✵✮

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t τ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✱ ♥♦té❡ µq ❡t
❞♦♥♥é❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ (E, E)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé
✐♥✐t✐❛❧ (Ω̃n, F̃n, F̃n, Q̃n) ♦ù Ω̃n = Ωn × E✱ F̃n = Fn × E ✱ F̃n = (F̃n

t )t≥0 ❛✈❡❝ F̃n
t =

Fn
t ⊗ E ❡t Q̃n = Qn × µq✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t (Ω̃, F̃ , F̃, Q̃) ❞❡

(Ω,F ,F, Q)✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s Xn ❡t X r❡st❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦✉s ❝❡t é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ Qn ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ ❡t
❞♦♥❝ EQn [eX

n
1 ] = EQn [eX

n
0 ] = 1✱ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✲❍♦♣❢ s✬ét❡♥❞ à u = −i

❞❡ s♦rt❡ q✉❡

EQ̃n [esup0≤t≤τ X
n
τ ] =

1

EQ̃n [einf0≤t≤τ X
n
t ]
. ✭✷✳✶✶✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s Xn ❡t X s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡t ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s
❞✬✐♥st❛♥t ✜①❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❡t τ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s
♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞♦♥❝

L( inf
0≤t≤τ

Xn
t |Q̃n) −→ L( inf

0≤t≤τ
Xt|Q̃). ✭✷✳✶✷✮

❈♦♠♠❡ einf0≤t≤τ X
n
t ≤ eX

n
0 ≤ 1✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ q✉❡

lim
n→+∞

EQ̃n [einf0≤t≤τ X
n
t ] = EQ̃[einf0≤t≤τ Xt ]. ✭✷✳✶✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✭✷✳✶✵✮ ❞❡ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✸✮✳ ✷
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▲❡♠♠❡ ✷✳✻ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✭✷✳✶✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t T ≥ 0✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
(sup0≤s≤T S

n
s )n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
sup

0≤t≤T
Snt = Sn0 e

sup0≤t≤T X
n
t

P♦✉r ✉♥ q > 0 ✜①é✱ ♦♥ ❛

esup0≤t≤T X
n
t ≤ eqT

∫ +∞

T

qe−quesup0≤t≤u X
n
t du ≤ eqT

∫ +∞

0
qe−quesup0≤t≤u X

n
t du

❞❡ s♦rt❡ q✉❡
sup

0≤t≤T
Snt ≤ eqTEµq( sup

0≤t≤τ
Snt ). ✭✷✳✶✹✮

▲✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✵✮ ❡♥tr❛î♥❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✉❜✐♥✐ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛✲
♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Eµq(sup0≤t≤τ S

n
t ))n≥1✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ✭✷✳✶✹✮ ❧✬✉♥✐✲

❢♦r♠❡ ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (sup0≤t≤T S
n
t )n≥1✳ ✷

❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡♠♠❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s

L(Sn|Qn) −→ L(S|Q)

❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r D([0, T ])✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

L(g(Sn)|Qn) −→ L(g(S)|Q).

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡A,B ≥ 0 t❡❧s q✉❡ g(S) ≤ A sup0≤s≤T Ss+
B✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✻✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (sup0≤s≤T S

n
s )n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té✲

❣r❛❜❧❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r✐① ✿

lim
n→+∞

EQn [g(Sn)] = EQ[g(S)] ✷

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡ ♣❛r ✭✷✳✻✮✱ ♦♥ ❛

∫

R∗
(
√

Y (x) − 1)2ν(dx) < +∞.

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡

Nt = βX
(c)
t +

∫ t

0

∫

R

(Y (x) − 1)(µX − ν(dx)ds)

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s Z∗ = E(N) ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❞é✜♥✐t
❞♦♥❝ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ P ∗ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ❞♦♥t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ s♦♥t (β, Y )✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐✮✱ ✐✐✮ ❡t ✐✐✐✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳ ❖♥ é❝r✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛

bQ
n

=bn + β(cn +

∫

R∗
h2(x)νn(dx)) +

∫

R∗
h(x)[Y (x) − 1 − βh(x)]νn(dx)

+ cn(β
n − β) +

∫

R∗
h(x)(Y n(x) − Y (x))νn(dx).
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▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✷✳✺✮ ❡t ✭✷✳✻✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (Cn)n≥1 t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0 t❡❧❧❡
q✉❡

h(x)|Y n(x) − Y (x)| ≤ (|βn − β| + Cn)h
2(x).

❆✐♥s✐✱ ❥✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs 0 ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡t ♦♥
❛ ❞♦♥❝

lim
n→+∞

bQ
n

= b+ cβ +

∫

R∗
h(x)(Y (x) − 1)ν(dx).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ✐✐✮ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✿

cn +

∫

R∗
h2(x)Y n(x)νn(dx) =cn +

∫

R∗
h2(x)νn(dx) +

∫

R∗
h2(x)(Y n(x) − Y (x))νn(dx)

+

∫

R∗
h2(x)(Y (x) − 1)νn(dx)

❡t ✐✐✐✮ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ f q✉✐ ✈ér✐✜❡ limx→0
f(x)
x2 = 0✱

∫

R∗
f(x)Y n(x)νn(dx) =

∫

R∗
f(x)(Y n(x) − Y (x))νn(dx) +

∫

R∗
f(x)Y (x)νn(dx).

❆✐♥s✐✱ ✐✮✱ ✐✐✮ ❡t ✐✐✐✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❡t ❞♦♥❝

L(Xn|Qn) −→ L(X|P ∗).

❈♦♠♠❡ g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❜♦r♥é❡ s✉r D([0, T ]) ❡t limn→+∞ Sn0 = S0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ P ∗ s❡r❛ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r S s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ♦♥ ❛ Y > 0 ν✲♣✳♣ ❡t

b+
c

2
+ cβ +

∫

R∗
(ex − 1)Y (x) − h(x)ν(dx) = 0.

P❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ♣♦✉r bP
∗
✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

bP
∗

= − c
2
−

∫

R∗
(ex − 1 − h(x))Y (x)ν(dx). ✭✷✳✶✺✮

❖r✱ ❝♦♠♠❡ bP
∗

= limn→+∞ bQ
n
✱ ♦♥ ❛

bP
∗

= lim
n→+∞

−cn
2

−
∫

x<1
(ex − 1 − h(x))Y n(x)νn(dx) − lim

n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)Y n(x)νn(dx)

= lim
n→+∞

−1

2
(cn +

∫

R∗
h2(x)νn(dx)) −

∫

x<1
(ex − 1 − h(x) − h2(x)

2
)Y n(x)νn(dx)

− 1

2

∫

|x|<1
h2(x)(Y n(x) − 1)νn(dx) − lim

n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)Y n(x)νn(dx).

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ✭✷✳✹✮ ❡t ❥❥✮ q✉❡

bP
∗

= − c
2
−

∫

x<1
(ex − 1 − h(x))Y (x)ν(dx) − lim

n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)Y n(x)νn(dx).
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❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛✉r❛ ✭✷✳✶✺✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

lim
n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)Y n(x)νn(dx) =

∫

x≥1
(ex − 1)Y (x)ν(dx)

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s
♣r✐① ❡st ❛ss✉ré❡✳ ✷

✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s f✲♠✐♥✐♠❛❧❡s

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
Qn s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s s❡❧♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥✲
❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t
minQ∈ME[f(dQ

dP
)]✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ t❡❧❧❡s ♠❡✲

s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s rés✐❞❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ str❛té❣✐❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t
❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ✐❝✐ à q✉❡❧q✉❡s ❝❤♦✐① ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) = x ln(x)
❡t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✸✷❪✱ ❬✺✻❪✱❬✷✾❪✱❬✸✽❪✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s f(x) = xq, q > 1
♦✉ q < 0 ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❬✹✸❪ ❡t f(x) = −xq, 0 < q < 1 ✭❬✶✻❪✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r f(x) = − ln(x) ✭❬✹✾❪✮✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈
s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ■❧ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r été ♥♦té q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ♣ré✲
s❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉✈❡♥t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡
s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′′(x) = axγ , a > 0, γ ∈ R✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ f ′′(x) = axγ ✱ ✐❧
❡①✐st❡ p, q ∈ R t❡❧s q✉❡

f(x) =











ax ln(x) + px+ q s✐ γ = −1

−a ln(x) + px+ q s✐ γ = −2
a

(γ+1)(γ+2)x
γ+2 + px+ q s✐ γ 6= −1,−2.

▲✬ét✉❞❡ q✉✐ s✉✐t s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ γ✳

✷✳✸✳✶ ▼❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✭γ = −1✮

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
●✐rs❛♥♦✈✳ ■❧ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✷❪ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✱
♣✉✐s ❞❛♥s ❬✸✽❪ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f(x) = x ln(x)✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡①✐st❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ β∗ ∈ R t❡❧ q✉❡

∫

|y|≥1
(ey − 1)eβ

∗(ey−1)ν(dy) < +∞

b+
c

2
+ cβ∗ +

∫

R∗

(

(ey − 1)eβ
∗(ey−1) − h(y)

)

ν(dy) = 0 ✭✷✳✶✻✮

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s♦♥t ❛❧♦rs β∗ ❡t Y (y) = eβ
∗(ey−1)✳
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■❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞✬❊ss❝❤❡r ✿ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ S s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❞❡ ❉♦❧é❛♥s✲❉❛❞❡✱ S = E(X̂)✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✭❝❢ ❬✹✻❪ ▲❡♠♠❡ ✷✳✼✳✷ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ q✉❡
❧✬❡①♣♦s❛♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s X̂ ❡st

ψ̂(u) = (b+
c

2
)u+

c

2
u2 +

∫

R∗

(

eu(e
x−1) − 1 − uh(x)

)

ν(dx). ✭✷✳✶✼✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

D = {u ∈ R : EP (euX̂1) < +∞}

❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❊ss❝❤❡r P u ❛ss♦❝✐é❡ à X̂ ❡t u ∈ D ✿

dP ut
dPt

=
euX̂t

EP (euX̂t)
.

▲❛ ♠❡s✉r❡ P u s❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ u ❡st
é❣❛❧ à θ✱ ♦ù θ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

b+
c

2
+ cθ +

∫

R

(

(ex − 1)eθ(e
x−1) − h(x)

)

ν(dx) = 0, ✭✷✳✶✽✮

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ψ̂′(θ) = 0✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ é♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✼✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥✲
tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

bn +
cn
2

+ cu

∫

R

(ex − 1)eu(e
x−1) − h(x)νn(dx) = 0 ✭✷✳✶✾✮

❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ θn✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐
❡♥tr❛î♥❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r✐①✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡

U = {u ∈ R : limn→+∞

∫

x>1
eu(e

x−1)νn(dx) < +∞}. ✭✷✳✷✵✮

U ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R s✉r ❧❡q✉❡❧ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s
♣♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ n✳ ■❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ]−∞, α[ ♦✉ ]−∞, α] ♦ù α = sup{u :
u ∈ U}✳ ◆♦t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ α ≥ 0✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s
q✉❡ ✿

✶✳ limn→+∞ Sn0 = S0

✷✳ limn→+∞ bn = b
✸✳ limn→+∞ cn +

∫

R∗ h
2(x)νn(dx) = c+

∫

R∗ h
2(x)ν(dx)

✹✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ limx→0
f(x)
x2 = 0✱

lim
n→+∞

∫

R∗
f(x)νn(dx) =

∫

R∗
f(x)ν(dx).
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❆❧♦rs✱ s✐ limu→α− ψ̂′(u) ≥ 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ limu→α− ψ̂′(u) > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ✭✷✳✸✮ ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❡t s✐ lim→α− ψ̂′(u) = 0✱ ✭✷✳✸✮ ❡st ✈r❛✐ ❛✉✲♠♦✐♥s ♣♦✉r ✉♥❡
s♦✉s✲s✉✐t❡✳

❙✐ limu→α− ψ̂′(u) < 0✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❣❛r❛♥t✐❡✱ ♠❛✐s s✐ g ❡st ❜♦r♥é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

lim
n′→+∞

Cn′
T = EP ∗ [g(S)] ✭✷✳✷✶✮

♦ù n′ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❡t P ∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ s♦♥t (α, exp(α(ex − 1)))✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s limu→α ψ̂
′(u) < 0✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❡✉t ♦✉ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❡①✐st❡r ✭❝❢✳ ❊①❡♠♣❧❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✮ ❡t ♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡
♠❡s✉r❡ ❡①✐st❡✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s CT ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✭❝❢
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✲❍♦♣❢ q✉❡

lim
n→+∞

EQn [ sup
0≤t≤T

Snt ] 6= EP ∗ [ sup
0≤s≤T

St]

❝❛r EP ∗ [ST ] 6= 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (sup0≤t≤T S
n
t )n≥1 ♥✬❡st ♣❛s

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ét❡♥❞r❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✶✮ à ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛②♦✛ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ❈❛❧❧ ❊✉r♦♣é❡♥✱

lim
n→+∞

Cn
T = lim

n→+∞
EQn(SnT −K)+ = EP ∗(ST −K)+ + 1 − EP ∗ [ST ].

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❛ s✉✐t❡ θn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n ≥ 1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Dn = {u ∈ R :

∫

x>1
eu(e

x−1)νn(dx) < +∞}

s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ψ̂n ❞❡ X̂n✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
u ∈ Dn✱

ψ̂n(u) = (bn +
cn
2

)u+
cn
2
u2 +

∫

R∗

(

(ex − 1)eu(e
x−1) − 1 − uh(x)

)

νn(dx).

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

D = {u ∈ R :

∫

x>1
eu(e

x−1)ν(dx) < +∞}

s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ̂ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ ✭✷✳✶✼✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦t❡r
q✉❡ R− ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s D ❡t Dn✱ n ≥ 1✳ ❆✈❛♥t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂n✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♠♦♥♦t♦♥❡s ♣❛r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ψ̂✳
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▲❡♠♠❡ ✷✳✾ X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

lim
u→−∞

ψ̂′(u) ≥ 0 ♦✉ lim
u→+∞

ψ̂′(u) ≤ 0. ✭✷✳✷✷✮

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② Xn

❛❞♠❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✶✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ limu→−∞ ψ̂′

n(u) ≤ 0✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ été ♠♦♥tré
❞❛♥s ❬✸✽❪✱ ▲❡♠♠❡ ✶✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

ψ̂′(u) = b+
c

2
+ cu+

∫

R∗
(ex − 1)eu(e

x−1) − h(x)ν(dx).

❖♥ ✈♦✐t ❛❧♦rs q✉❡ s✐ c 6= 0 ♦✉ ν(R−) 6= 0✱ ♦♥ ❛ limu→−∞ ψ̂′(u) = −∞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥
❛ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s limu→−∞ ψ̂′(u) = b−

∫

R+ h(x)✳ ❆✐♥s✐✱ limu→−∞ ψ̂′(u) ≥ 0 s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

c = 0, ν(R−) = 0 ❡t b−
∫

R

h(x)ν(dx) ≥ 0 ✭✷✳✷✸✮

❡t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡X s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ limu→+∞ ψ̂′(u) ≤ 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

c = 0, ν(R+) = 0 ❡t b−
∫

R

h(x)ν(dx) ≤ 0 ✭✷✳✷✹✮

❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ X✳ ✷

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂n✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

⋃

n≥1

⋂

k≥nDk✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂
n s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱

❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ❧❡✉r ❧✐♠✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U ❞é✜♥✐t ❡♥ ✭✷✳✷✵✮ ✈ér✐✜❡

U ⊆
+∞
⋃

n=1

⋂

k≥n
Dk.

❖♥ é♥♦♥❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✵ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂n ❡t ψ̂ ❛♣♣❛r✲

t✐❡♥♥❡♥t à C∞(
◦
Dn) ❡t C∞(

◦
D)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

lim
n→+∞

ψ̂′
n(u) = ψ̂′(u) ✭✷✳✷✺✮

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K ⊂
◦
U ✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ψ̂ ∈ C∞(
◦
D)✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ψ̂n ∈

C∞(
◦
Dn)✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t K ❞❡

◦
D✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ψ̂ ❡st ❜✐❡♥

❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ K✱

d

du
eu(e

x−1) − 1 − uh(x) = (ex − 1)eu(e
x−1) − h(x).
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❈♦♠♠❡ h(x) = x s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t u ∈ K ❡t ♣♦✉r |x| ≤ 1✱

|(ex − 1)eu(e
x−1) − h(x)| ≤ Cx2.

■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t C ′ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ K ❡t ♣♦✉r x < −1✱ |ex−1|eu(ex−1) ≤
C ′ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ δ ∈

◦
D t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r x > 1✱ (ex− 1)eu(e

x−1) ≤ eδ(e
x−1)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

ψ̂ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t u ∈ K✱

ψ̂′(u) = b+
1

2
+ cu+

∫

R∗
((ex − 1)eu(e

x−1) − h(x))ν(dx).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂′
n✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂n ❡t ψ̂ s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r ❧❡s
❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭✷✳✷✺✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂′
n ❡t

ψ̂′ s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡s s✉r K✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r K ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ P❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✳ ❡t ✸✳✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t u ∈ K✱

lim
n→+∞

∫

R∗
f(u, x)νn(dx) =

∫

R∗
f(u, x)ν(dx) ✭✷✳✷✻✮

♦ù f(u, x) = (ex − 1)eu(e
x−1) − h(x) − h2(x)(u + 1

2)✳ ❈♦♠♠❡ limx→0
f(u,x)
x2 = 0✱ ♦♥

❛ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹✳ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x < 1}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

✐❧ ❡①✐st❡ δ > u q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
◦
U ❡t ❞♦♥❝ t❡❧ q✉❡ supn

∫

x>1 e
δ(ex−1)νn(dx) < +∞✳

❈♦♠♠❡

lim
x→+∞

eδ(e
x−1)

(ex − 1)eu(ex−1)
= +∞,

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ((ex−1)eu(e
x−1)νn(dx))n≥1 ❡t ❞♦♥❝

✭✷✳✷✻✮✳ ✷

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ θn✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ α =
supU ✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✶ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ✿
❙✐ limu→α− ψ̂′(u) > 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ θ < α ❡t

lim
n→+∞

θn = θ. ✭✷✳✷✼✮

❙✐ limu→α− ψ̂′(u) = 0✱ θ = α ❡t

lim
n→+∞

θn = θ. ✭✷✳✷✽✮

❙✐ limu→α− ψ̂′(u) < 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ♣❡✉t ♦✉ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s

limn→+∞θn = α. ✭✷✳✷✾✮

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r s✉♣♣♦s❡r q✉❡ limu→α− ψ̂′(u) > 0✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣✲
♣♦s❡ q✉❡X ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✾ q✉❡ limu→−∞ ψ̂′(u) <
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0✳ ❈♦♠♠❡ ψ̂′ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r
◦
U⊂

◦
D✱ ✐❧ ❡①✐st❡ θ < α t❡❧ q✉❡ ψ̂′(θ) = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡

♣♦✉r t♦✉t n ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ̂′
n ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂′

n s✉r U ❡♥✲
tr❛î♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

lim
n→+∞

lim
u→α−

ψ̂′
n(u) ≥ lim

u→α−
ψ̂′(u). ✭✷✳✸✵✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r n ≥ n0✱ limu→α− ψ̂′
n(u) > 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ θn < α✳ ❈♦♠♠❡ θ

❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ψ̂′(u) = 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✵ q✉❡ limn→+∞ θn = θ✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ limu→α− ψ̂′(u) ≤ 0✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋❛t♦✉✱

∫

x>1
(ex − 1)eα(ex−1)ν(dx) ≤ lim inf

u→α−

∫

x>1
(ex − 1)eu(e

x−1)ν(dx) < +∞.

❆✐♥s✐✱ ψ̂′(α) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ♦♥
❛ ψ̂′(α) = limu→α− ψ̂′(u)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ψ̂′(u) = 0
❛❞♠❡t ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ θ = α✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♣♦✉r t♦✉t u < α✱ ψ̂′(u) < 0 ❡t ❞♦♥❝
♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✵✱ ♦♥ ❛ ψ̂′

n(u) < 0 ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
r❛♥❣✱ θn > u ❡t ❞♦♥❝ limn→+∞θn ≥ α✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U ✱

✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t u > α✱ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ n′ t❡❧❧❡ q✉❡ limn′→+∞ ψ̂′
n(u) = +∞✱ ❡t ❞♦♥❝

t❡❧❧❡ q✉❡ limn→+∞θn′ ≤ u✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ limn→+∞θn ≤ α✱ ❡t ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ limn→+∞θn = α✳ ✷

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ✿
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s limu→α− ψ̂′(u) ≥ 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ♦✉ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✷✳✷ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Y n(x) = eθn(ex−1) ❡t q✉❡ Y (x) = eθ(e

x−1)✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝

Y n(x) = 1 + θnx+ xǫn(x) ❡t Y (x) = 1 + θx+ xǫ(x) ✭✷✳✸✶✮

❛✈❡❝ limx→0 ǫn(x) = 0 ❡t limx→0 ǫ(x) = 0✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✶✱ ♦♥ ❛ limn→+∞ θn = θ✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞

|ǫn(x) − ǫ(x)| ≤ e|θ+1||ex−1||θ2
n − θ2|x

❡t ǫn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs ǫ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❥✮
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❈♦♠♠❡ ψ̂′

n(θn) = 0✱ ♦♥ ❛

∫

x≥ǫ
(ex − 1)eθn(ex−1)νn(dx) = −

[

bn + cn(
1

2
+ θn) +

∫

x<ǫ

(ex − 1)eθn(ex−1) − h(x)νn(dx)
]

= −
[

bn + (
1

2
+ θn)(cn +

∫

R

h2(x)νn(dx)) −
∫

x≥ǫ
(
1

2
+ θn)h

2(x)νn(dx)
]

−
∫

x<ǫ

(

(ex − 1)eθn(ex−1) − h(x) − (
1

2
+ θn)h

2(x)
)

νn(dx).

✭✷✳✸✷✮
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✷✳✱✸✳ ❡t ✹✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ limn→+∞ θn = θ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❛❧♦rs

lim
n→+∞

∫

x≥ǫ
(ex−1)eθn(ex−1)νn(dx) = −b−c(1

2
+θ)−

∫

x<ǫ

(

(ex−1)eθ(e
x−1)−h(x)

)

ν(dx).

✭✷✳✸✸✮
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

sup
n

∫

x≥ǫ
(ex − 1)eθn(ex−1)νn(dx) < +∞. ✭✷✳✸✹✮

❈❡❝✐✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✐♥té❣r❡r ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r eθ+1 s✉r {x ≤ −ǫ}✱ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (eθn(ex−1))n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r {|x| ≥ ǫ}✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

lim
n→+∞

∫

|x|≥ǫ
eθn(ex−1)νn(dx) =

∫

|x|≥ǫ
eθ(e

x−1)ν(dx). ✭✷✳✸✺✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✷✳✸✸✮ ❡t ❞❡ ψ̂′(θ) = 0 q✉❡

lim
n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)eθn(ex−1)νn(dx) =

∫

x≥1
(ex − 1)eθ(e

x−1)ν(dx) ✭✷✳✸✻✮

❡t ❞♦♥❝ q✉❡ P ∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t limu→α− ψ̂(u) < 0✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✸✶✮✱ ✭✷✳✸✺✮ ❡t ✶✳ r❡st❡♥t ✈r❛✐❡s

❛✈❡❝ α à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ θ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✭✷✳✸✻✮ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈ér✐✜é❡ ❡t P ∗ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❡t ♦♥ ❛ ♠♦♥tré
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳ ✷

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧♦rsq✉❡ limu→α− ψ̂′(u) < 0✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s NIG(α, β, δ, µ)✱ ❛✈❡❝ α > 0✱ 0 ≤ β < α✱ δ > 0 ❡t
µ ∈ R s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r
❇❛r♥❞♦r✛✲◆✐❡❧s❡♥ ❬✺❪✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ µ ❡st ❧❡ ❞r✐❢t ❛❧♦rs q✉❡ α, β, δ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ✿

ν(dx) =
δα

π

eβx

|x| K1(α|x|).

■❝✐✱ K1 ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡ss❡❧ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡s♣è❝❡ ❞♦♥t ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

K1(z) =
1

2

∫ +∞

0
e
− 1

2
z(y+ 1

y
)
dy.

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ 0 ❡t +∞ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❝❢✳ ❢♦r♠✉❧❡s ✾✳✻✳✾ ❡t ✾✳✼✳✷ ❞❡ ❬✶❪✮ ✿

K1(z) ∼
1

z
q✉❛♥❞ z −→ 0 ❡t K1(z) ∼

√

π

2z
e−z q✉❛♥❞ z −→ +∞.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛♥t κ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s NIG(α, β, δ, µ)✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r E[euXt ] = etκ(u)✱
❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭❝❢ ❬✸✽❪✮✱

κ(u) = µu+ δ(
√

α2 − β2 −
√

α2 − (β + u)2). ✭✷✳✸✼✮

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ V n ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ◆■●(n, 0, n, 0) ❡t Zn ✉♥ ♣r♦❝❡s✲
s✉s ◆■●(1

4 , 0,
1
n
, 0)✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ V n✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②

(Xn)n≥1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
Xn
t = bt+ V n

t + Znt .
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❖♥ ♥♦t❡ κn ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛♥t ❞❡ Xn✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ✭✷✳✸✼✮ q✉❡

lim
n→+∞

κn(u) = bu+
u2

2

❞❡ s♦rt❡ q✉❡
L(Xn|Pn) −→ (bt+Wt)t≥0

♦ù W ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱

ψ̂n(u) = ub+

∫

R∗
(eu(e

x−1) − 1 − uh(x))νn(dx)

♦ù

νn(dx) =
n2K1(n|x|) + 1

4nK1(
|x|
4 )

π|x| .

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ n✱ ψ̂n ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ] − ∞, 0] ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r ] − ∞, 0[✱ ❞❡
s♦rt❡ q✉❡ α = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t u ≤ −1✱

ψ̂n
′
(u) ≤ b+

∫

x≥−1
(ex − 1)e−(ex−1) − h(x)νn(dx) + (e−1 − 1)

∫

x<−1
eu(e

x−1)νn(dx).

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱

lim
u→−∞

ψ̂n
′
(u) = −∞.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r u > −1✱ ♦♥ ❛

ψ̂n
′
(u) ≥b+

∫

x≤1
(ex − 1)e−(ex−1)νn(dx) +

∫

x≥ln(1+ 1
2
√

u
)
(ex − 1)e−(ex−1)νn(dx)

+ e
√

u

2

∫ ln(1+ 1
2
√

u
)

1
(ex − 1)νn(dx)

❈♦♠♠❡ limA→+∞
∫ A

1 (ex − 1)νn(dx) = +∞✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lim
u→0

ψ̂n
′
(u) = +∞.

❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ré❡❧ βn < 0 t❡❧ q✉❡ ψ̂n
′
(βn) = 0 ❡t ♦♥ ♣❡✉t

❛ss♦❝✐❡r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ (eX
n
) ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥

ét✉❞✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ♣r✐① ❛ss♦❝✐és ❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦ ✲❙❝❤♦❧❡s✱ ♦♥ ❛ limu→0 ψ̂

′(u) = b+ 1
2 ✳

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ s✐ b+ 1
2 ≥ 0✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐①

✈❡rs ❧❡ ♣r✐① ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
✭✷✳✷✮✳ ❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ b+ 1

2 < 0 ❡t g ❡st ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

Cn
T = EP [g(S)]

♦ù P ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂n ❡t ψ̂ ❧♦rsq✉❡ b = 1 ❡t b = −1✳
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✭❛✮ ▲❡ ❝❛s b = 1 ✭❜✮ ▲❡ ❝❛s b = −1

❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂ ❡t ψ̂n

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ limn→+∞ θn = −(b + 1
2) ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s

limn→+∞ θn = 0 < −(b + 1
2)✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ b + 1

2 < 0✱ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❧✐♠✐t❡ ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Q 6= P ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛✲
r❡r ❧❡ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡
✈❡♥t❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ T ❡t ❞❡ ♣r✐① ❞✬❡①❡r❝✐❝❡ K✱

lim
n→+∞

EQn(K − SnT )+ = EP (K − ST )+ > EQ(K − ST )+.

❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s P ✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ln(ST ) ❛ ♣♦✉r ❧♦✐ N (bT, 1) ❛❧♦rs q✉❡ s♦✉s Q✱
❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❧♦✐ N (−1

2 , 1)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐① ❝r♦ît ❧♦rsq✉❡ b t❡♥❞
✈❡rs −∞✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ b✱ ♣♦✉r
K = 1 ❡t T = 1 ✿

❋✐❣✳ ✷✳✷✿ Pr✐① ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ♣r✐① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ b

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ◆■●(αn,−αn, 1,−1)
❛✈❡❝ αn = 1

2 − 1
4n ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

ψ̂n(u) = −u+
αn
π

∫

R∗
(eu(e

x−1) − 1 − uh(x))e−αnx
K1(αn|x|)

|x| dx

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ̂n s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ] − ∞, 0] ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r ] − ∞, 0[ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
α = 0 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ limu→−∞ ψ̂′

n(u) = −∞ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t αn <
1
2 ✱ limu→0 ψ̂

′
n(u) = +∞✳
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❆✐♥s✐✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ψ̂′
n(u) = 0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ bn = −1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s K1 s♦♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t αn = 1

2 − 1
4n ✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

∫

R∗
h2(x)νn(dx) =

1

2π

∫

R∗
h2(x)e−

x
2
K1(

|x|
2 )

|x| dx

❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ limx→0
f(x)
x2 = 0✱

lim
n→+∞

∫

R∗
f(x)νn(dx) =

1

2π

∫

R∗
f(x)e−

x
2
K1(

|x|
2 )

|x| dx.

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✳✱ ✸✳ ❡t ✹✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧✐♠✐t❡
X q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ◆■●(1

2 ,−1
2 , 1,−1)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ̂′ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ s✉r ]−∞, 0]

❡t ψ̂′(0) = −1✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ψ̂′(u) = 0 ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❛
♣❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♦♣t✐♦♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐①✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡ ✈❡♥t❡✱

lim
n→+∞

Cn
T = EP (K − ST )+.

✷✳✸✳✷ ▼❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ q > 1 ✭γ > −1✮

▲❡ ❝❛s γ > −1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x) = xq✱ q > 1✳ ❉❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t
♦♥t été ❞♦♥♥é❡s ✭❬✹✸❪✱ ❬✶✻❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡❣r♦✉♣❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✱ ♦♥
é♥♦♥❝❡ ✐❝✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t γ 6= −1✳ ❖♥ r❡♥✈♦✐❡ ❛✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✳✼ ♣♦✉r s❛ ♣r❡✉✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ′′(x) = axγ✱ a > 0✱ γ 6= −1✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ β∗ ∈ R t❡❧ q✉❡

1 + (γ + 1)β∗(ey − 1) > 0 (ν − ♣✳♣), ✭✷✳✸✽✮
∫

|y|≥1
(ey − 1)(1 + (γ + 1)β∗(ey − 1))

1
γ+1 ν(dy) < +∞, ✭✷✳✸✾✮

b+
c

2
+ cβ∗ +

∫

R∗

(

(ey − 1)(1 + (γ + 1)β∗(ey − 1))
1

γ+1 − h(y)
)

ν(dy) = 0. ✭✷✳✹✵✮

❙❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ s♦♥t ❛❧♦rs β∗ ❡t Y (y) = (1 + (γ + 1)β∗(ey − 1))
1

γ+1 ✳

❖♥ s❡ r❡str❡✐♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s γ > −1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ X ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν)✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
✈ér✐✜❡r ✭✷✳✸✾✮✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡

I(γ) =

∫

x≥1
e

γ+2
γ+1

x
ν(dx) < +∞.

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs à X ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

F (u) = b+
c

2
+ cu+

∫

R∗

(

(ex − 1)Yu(x) − h(x)
)

ν(dx)
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♦ù

Yu(x) =

{

(1 + (γ + 1)u(ex − 1))
1

γ+1 s✐ (γ + 1)u(ex − 1) ≥ −1,

0 s✐♥♦♥✳
✭✷✳✹✶✮

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✾ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✸ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

lim
u→−∞

F (u) ≥ 0 ♦✉ lim
u→+∞

F (u) ≤ 0.

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ fγ+2✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✹ ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ t❡❧ q✉❡ I(γ) < +∞✳ ❆❧♦rs
❧✬éq✉❛t✐♦♥ F (u) = 0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ β∗✱ ❡t (β∗, Yβ∗) s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ Q∗ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ Q∗ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Yβ∗ > 0 ✭ν✲♣♣✮✳

Pr❡✉✈❡ ❈♦♠♠❡ X ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t F ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F (u) = 0 ❛❞♠❡t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ β∗ q✉✐ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡ ❝❛r F ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡

Yβ∗(x) = 1 + β∗x+ o(x)

❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ❡t q✉❡ I(γ) < +∞✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
∫

R∗
(
√

Yβ∗(x) − 1)2ν(dx) < +∞.

❆✐♥s✐✱

Nt = β∗X(c)
t +

∫ t

0

∫

R∗
(Yβ∗(x) − 1)(µX − ν(dx)ds)

❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t Z∗ = E(N) ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ Q∗

❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (β∗, Yβ∗)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝♦♠♠❡ F (β∗) = 0✱ Q∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✉✐✈r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✾ ❞❛♥s ❬✹✸❪ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ Q∗ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ f q✲
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✿ ♣❛r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✱ s✐ Z ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
●✐rs❛♥♦✈ (β, Y )✱ ♦♥ ❛ E[Zγ+2

T ] = eκ(β,Y )T ♦ù

κ(β, Y ) =
(γ + 2)(γ + 1)

2
β2c+

∫

R∗
Y γ+2(x) − 1 − (γ + 2)(Y (x) − 1)ν(dx)

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q✱ κ(β∗, Y ∗) ≤ κ(β, Y )✳ P❛r
❝♦♥✈❡①✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s β 7→ β2 ❡t y 7→ yγ+2 − 1 − (γ + 2)(y − 1)✱ ♦♥ ❛

κ(β, Y ) − κ(β∗, Y ∗) ≥ (γ + 2)
(γ + 1

2
2β∗c(β − β∗)

+

∫

R∗
(Y ∗γ+1(x) − 1)(Y (x) − Y ∗(x))1{Y ∗(x)>0}ν(dx)

)

≥ (γ + 2)(γ + 1)β∗
(

c(β − β∗)

+

∫

R∗
(ex − 1)(Y (x) − Y ∗(x))1{Y ∗(x)>0}ν(dx)

)

.
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❖r ❝♦♠♠❡ Q ❡t Q∗ s♦♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✱ ♦♥ ❛

b+
c

2
+cβ∗ +

∫

R∗
(ex − 1)Y ∗(x) − 1 − h(x)ν(dx)

= b+
c

2
+ cβ +

∫

R∗
(ex − 1)Y (x) − 1 − h(x)ν(dx) = 0

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✈❛✉t 0 ❡t ❞♦♥❝ κ(β, Y ) ≥
κ(β∗Y ∗)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ Q∗ s❡r❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Yβ∗ > 0 ν✲♣✳♣✳ ✷

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②
(Xn)n≥1 ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (bn, cn, νn)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n✱

In(γ) =

∫

x≥1
e

γ+2
γ+1

x
νn(dx) < +∞

❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à F ✿

Fn(u) = bn +
cn
2

+ cnu+

∫

R∗
(ex − 1)Yu(x) − h(x)νn(dx). ✭✷✳✹✷✮

❖♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ βn ❧✬✉♥✐q✉❡ ré❡❧ t❡❧ q✉❡ Fn(βn) = 0 ❡t Y n ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
Y n = Yβn ✳ (βn, Y n) s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♠❡s✉r❡ f ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡ Qn✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Qn ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Pn ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ Y n > 0 νn✲♣♣✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ν({m}) = ν({M}) = 0✱ ♦ù m ❡t M ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s
✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ν✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺ ❙♦✐t γ > −1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮
❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✳✱ ✷✳✱ ✸✳ ❡t ✹✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❆❧♦rs ✿

❙✐ limn→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ fγ+2✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

lim
n→+∞

Cn
T = CT .

❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞❡ fγ+2✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳

❙✐ limn→+∞ In(γ) = I(γ) + a, a > 0 ❡t s✐ g ❡st ❜♦r♥é❡✱

lim
n→+∞

Cn
T = EP ∗ [g(S)]

♦ù P ∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ S ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳
❙✐ limn→+∞ In(γ) = +∞✱ ❡t s✐ g ❡st ❜♦r♥é❡✱

lim
n→+∞

Cn
T = EP [g(S)]

♦ù P ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ s✉✐t❡ (βn)n≥1 q✉✐ s✬♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Fn✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Fn ✿
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▲❡♠♠❡ ✷✳✶✻ ❙✐
lim

n→+∞
In(γ) = I(γ) < +∞, ✭✷✳✹✸✮

❛❧♦rs Fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts ✈❡rs F ✳ ❙✐

lim
n→+∞

In(γ) = I(γ) + a, a > 0, ✭✷✳✹✹✮

❛❧♦rs Fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts ✈❡rs F̃ > F ✳ ❙✐

lim
n→+∞

Fn(u) = +∞, ✭✷✳✹✺✮

❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t u > 0✱ limn→+∞ Fn(u) = +∞✳

Pr❡✉✈❡ P♦✉r t♦✉t u ∈ R✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✳✱ ✸✳ ❡t ✹✳ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t

lim
n→+∞

bn +
cn
2

+ cnu+

∫

x<1
[(ex − 1)Yu(x) − h(x)]νn(dx)

= b+
c

2
+ cu+

∫

x<1
[(ex − 1)Yu(x) − h(x)]ν(dx)

✭✷✳✹✻✮

♦ù Yu ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✷✳✹✶✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ≥ 1✱

0 ≤ (ex − 1)Yu(x) ≤ Ce
γ+2
γ+1

x
. ✭✷✳✹✼✮

❙✐ ✭✷✳✹✸✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❝❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡

lim
n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)Yu(x)νn(dx) =

∫

x≥1
(ex − 1)Yu(x)ν(dx).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ limn→+∞ Fn(u) = F (u)✳
❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✭✷✳✹✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r u 6= 0✱

lim
n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)Yu(x)νn(dx) >

∫

x≥1
(ex − 1)Yu(x)ν(dx)

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ limn→+∞ Fn(u) = F̃ (u) > F (u)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ t♦✉t❡s
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ✭✷✳✹✺✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs νn({x ≥ 1}) > 0 ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❆✐♥s✐✱
♣♦✉r t♦✉t u > 0✱ Yu > 0 s✉r {x ≥ 1}✱ ❡t ♦♥ ❛ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ +∞✱

(ex − 1)Yu(x) ∼
(

u(γ + 1)
)

1
γ+1 e

γ+2
γ+1

x
.

❈♦♠♠❡ limn→+∞ In(γ) = +∞✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

lim
n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)Yu(x)νn(dx) = +∞

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ limn→+∞ Fn(u) = +∞✳ ✷

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r (βn)n≥1 ✿
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▲❡♠♠❡ ✷✳✶✼ ❙✐ limn→+∞ In(γ) < +∞✱ ❧❛ s✉✐t❡ (βn)n≥1 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs β ♦ù β ❡st
❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F (u) = 0 s✐ ✭✷✳✹✸✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❡t ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F̃ (u) = 0 s✐ ✭✷✳✹✹✮ ❡st ✈ér✐✜é✳
❙✐ limn→+∞ In(γ) = +∞✱ ❛❧♦rs limn→+∞ βn = 0✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ✭✷✳✹✸✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

β = lim inf
n→+∞

βn < β = lim sup
n→+∞

βn.

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ X ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✸ q✉❡ β 6= −∞
❡t q✉❡ β 6= +∞ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ [β, β] ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R✳ ❙♦✐❡♥t ❛❧♦rs (βn

′
) ❡t (βn

′′
)

❞❡✉① s♦✉s✲s✉✐t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ βn
′ −→ β ❡t βn

′′ −→ β✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡

♠♦♥tré❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✻✱ ❝❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ F (β) = 0 ❡t F (β) = 0 ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❝❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F (u) = 0 ❡st ✉♥✐q✉❡✳

▲❡ ❝❛s ✭✷✳✹✹✮ s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t F ♣❛r F̃ ✳
❙✐ ♦♥ ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✷✳✹✺✮✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✻✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t u > 0✱

limn→+∞ Fn(u) = +∞✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t u > 0✱ βn < u ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ lim supn→+∞ βn ≤ 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✭✷✳✹✺✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
limn→+∞ sup supp(νn) = +∞✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ Qn ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Pn✱ ♦♥ ❞♦✐t
❛✈♦✐r Y n > 0 νn✲♣✳♣ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ 1 + βn(γ + 1)(ex − 1) > 0
♣♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ lim infn→+∞ βn ≥ 0✱ ❡t ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
limn→+∞ βn = 0✳ ✷

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳
P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ β t❡❧ q✉❡ limn→+∞ βn = β

❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Y (x) = (1+β(ex−1))
1

γ+1 ✳ ❈♦♠♠❡ supp(νn) ⊆ {x : Y n(x) >
0}✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹✳ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ν({m}) = ν({M}) = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ supp(ν) ⊆
{x : Y (x) > 0}✳

❖♥ ❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n ≥ 1✱

Y n(x) = 1 + βnx+ xǫn(x) ❡t Y (x) = 1 + βx+ xǫ(x)

❛✈❡❝ limx→0 ǫn(x) = 0 ❡t limx→0 ǫ(x) = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ limn→+∞ βn = β✱ ✐❧ ❡①✐st❡
s✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱

|ǫn(x) − ǫ(x)| ≤ C|βn − β|x.

❆✐♥s✐✱ ǫn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs ǫ s✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s limn→+∞ In(γ) < +∞✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (Y n)n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é✲

♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r {|x| ≥ ǫ}✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Y n s♦♥t ❜♦r♥é❡s s✉r x ≤ −ǫ ❡t
♣♦✉r x ≥ ǫ✱ ♦♥ ❛ ✭✷✳✹✼✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t❡ C = C(ǫ)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝
q✉❡

lim
n→+∞

∫

|x|≥ǫ
Y n(x)νn(dx) =

∫

|x|≥ǫ
Y (x)ν(dx)

❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ✭✷✳✹✸✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

lim
n→+∞

∫

x≥1
exY n(x)νn(dx) =

∫

x≥1
exY (x)ν(dx)
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❞❡ s♦rt❡ q✉❡ P ∗ = Q ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ F (β) = 0✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ fγ+2✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ P❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s ♣r✐① ❡st ❛ss✉ré❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛②♦✛ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✭✷✳✷✮✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ✭✷✳✹✺✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✼✱ β = 0 ❡t ❞♦♥❝
Y (x) = 1✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Y n ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs 1 s✉r {x ≤ −ǫ} ❞❡ s♦rt❡
q✉❡

∫

x≤−ǫ
Y n(x)νn(dx) = ν({x ≤ −ǫ}).

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✳✱ ✸✳ ❡t ✹✳ ❡t ❞❡ Fn(βn) = 0 q✉❡

lim
n→+∞

∫

x≥ǫ
(ex − 1)Y n(x)νn(dx) = −b− c

2
−

∫

x<ǫ

(ex − 1) − h(x)ν(dx).

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (Y n(x)I{|x|≥ǫ})n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝

lim
n→+∞

∫

x≥ǫ
Y n(x)νn(dx) =

∫

x≥ǫ
ν(dx).

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ s♦♥t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡s✳ ✷

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s γ = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à q = 2✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉①
♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

Yu(x) = 1 + u(ex − 1). ✭✷✳✹✽✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❈●▼❨(C,A,B, α, b) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♣✉r❡♠❡♥t
❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, 0, ν) ♦ù

ν(dx) =
C

|x|α+1
(e−A|x|1{x<0} + e−Bx1{x>0}).

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉sXn✱ n ≥ 1✱ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❈●▼❨(1, 1, Bn, 0, bn)✱
♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ B ≥ 2 t❡❧ q✉❡

Bn = B +
1

n
❡t bn =

∫

[−1,1]
h(x)νn(dx) −

∫

R+∗
(ex − 1)νn(dx)

❛✈❡❝ νn(dx) = 1
x
(e−|x|

1{x<0} + e−(B+ 1
n

)x
1{x>0})✳ ❈♦♠♠❡ Bn > 2✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fn ❡st

❛❧♦rs ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, 1] ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Fn(u) = bn +

∫

R∗
(u(ex − 1)2 + ex − 1 − h(x))νn(dx). ✭✷✳✹✾✮

❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱

Fn(0) =

∫ +∞

0

e−2x − e−x

x
dx < 0.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ limB→2+

∫

x≥1(e
x − 1)2 e

−Bx

x
dx = +∞✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ B0 > 2 t❡❧ q✉❡

♣♦✉r t♦✉t B✱ 2 ≤ B < B0✱ ❡t t♦✉t n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱

∫

R∗
(ex − 1)2

e−(B+ 1
n

)x

x
dx+

∫ +∞

0

e−2x − e−x

x
dx > 0.
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❖♥ ❛ ❛❧♦rs Fn(1) > 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t B t❡❧ q✉❡ 2 ≤ B < B0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ eX

n
♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs

à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱

lim
n→+∞

bn =

∫

[−1,1]
h(x)ν(dx) −

∫

R+∗
(ex − 1)ν(dx)

❛✈❡❝ ν(dx) = 1
x
(e−|x|

1{x<0} + e−Bx1{x>0})✳ ❖♥ ♥♦t❡ b ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

∫

R∗
h2(x)νn(dx) =

∫

R∗
h2(x)ν(dx)

❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ f q✉✐ ✈ér✐✜❡ limx→0
f(x)
x2 = 0✱

lim
n→+∞

∫

R∗
f(x)νn(dx) =

∫

R∗
f(x)ν(dx).

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✳✱ ✸✳ ❡t ✹✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❧✐♠✐t❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❈●▼❨(1, 1, B, 0, b)✳

❙✐ B > 2✱ ♦♥ ❛ limn→+∞ In(0) = I(0) < +∞✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺✱ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❛②♦✛ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✭✷✳✷✮✱

lim
n→+∞

Cn
T = CT .

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t B = 2✱ limn→+∞ In(0) = +∞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ I(0) = +∞✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ▼❛✐s
♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ ❜♦r♥é❡✱

lim
n→+∞

Cn
T = EP [g(S)].

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝❛s γ = 0 ❡t ❞♦♥❝ q = 2✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
Xn
t = −t + Wt + Znt ✱ ♦ù W ❡st ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡t Zn ❡st ✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ W ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ νn(dx) =
1
n
e−(2+ a

n
)x

1[n;2n](x)dx ❛✈❡❝ a ∈ R✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

Fn(u) = − 1 +
1

2
+ u+

∫ 2n

n

[

(ex − 1)(1 + u(ex − 1))
e−(2+ a

n
)x

n

]

dx

= − 1

2
+ u+

1

n

∫ 2n

n

[

(ue2x + (1 − 2u)ex + (u− 1))e−(2+ a
n

)x
]

dx

= − 1

2
+ u+ u(e−a − e−2a) +

(1 − 2u)

n+ a
(e−(n+a) − e−2(n+a))

+
u− 1

2n+ a
(e−(2n+a) − e−2(2n+a))

= − 1

2
+

γn
n+ a

− δn
2n+ a

+ u(α− 2γn
n+ a

+
δn

2n+ a
)

♦ù

α = e−a − e−2a + 1, γn = e−(n+a) − e−2(n+a), δn = e−(2n+a) − e−2(n+a).
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❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ Fn(0) ≤ −1
4 < 0 ❡t Fn(1) ≥ 1

4 + e−a − e−2a > 0 ❡t ✐❧
❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ βn ∈ [0, 1] à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Fn(u) = 0✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ eX

n
✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱

bn = −1 ❡t cn +
∫

R∗ h
2(x)νn(dx) = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ♣♦✉r t♦✉t❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ ✈ér✐✜❛♥t limx→0
f(x)
x2 = 0✱

lim
n→+∞

1

n

∫ 2n

n

f(x)e−(2+ a
n

)xdx ≤ lim
n→+∞

sup f(x)

n
= 0.

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❧✐♠✐t❡ Xt = −t+Wt✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ limn→+∞ In(0) = limn→+∞
∫ 2n
n
e−

a
n
xdx = e−a − e−2a ❛❧♦rs q✉❡

I(0) = 0✳ P❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ ❝♦♥t✐♥✉❡
❜♦r♥é❡✱

lim
n→+∞

Cn
T = EP ∗ [g(S)]

❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Q q✉✐ ❡st
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ P ∗ s✐ a 6= 0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡ ✈❡♥t❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

lim
n→+∞

Cn
T = KΦ

( ln(K) +BaT√
T

)

− e(
1
2
−Ba)TΦ

( ln(K) + (Ba − 1)T√
T

)

✭✷✳✺✵✮

♦ù Ba = e−a−e−2a

a+e−a−e−2a ❡t Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡
ré❞✉✐t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♠♣❛r❡r✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❛♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ♣r✐① ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r K = 1 ❡t T = 1 ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t✳

❋✐❣✳ ✷✳✸✿ Pr✐① ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r✐① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a

▲❡s ♣r✐① ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a = 0✱ ❞❛♥s q✉❡❧ ❝❛s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❧❛
♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ P♦✉r a > 0✱ ♦♥ ❛ Ba <

1
2 ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t

❞❡ ✭✷✳✺✵✮ q✉❡ limn→∞ Cn
T < 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ lima→+∞Ba = 0✱ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lima→+∞ limn→+∞ Cn
T = 1

2 − e
1
2 Φ(−1)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛ lima→−∞Ba = 1✱ ❡t ❞♦♥❝

lima→−∞ limn→+∞ Cn
T = Φ(1) − e

1
2 ✳
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✷✳✸✳✸ ▼❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ q < 1 ♦✉ ✉♥❡ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✭γ < 1✮

❈❡ ❝❛s r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ f(x) = −xq✱ 0 < q < 1✱ f(x) = xq✱
q < 0 ❡t f(x) = − ln(x)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✐❝✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ ❝❛s γ > −1✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Yu ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ ✭✷✳✹✶✮ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Yu(x) =

{

(1 + (γ + 1)u(ex − 1))
1

γ+1 s✐ (γ + 1)u(ex − 1) ≥ −1

0 s✐♥♦♥

♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❛ss♦❝✐é❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s✳ P❧✉s ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fn ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✹✷✮ s❡r❛ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡
s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

Dn = {u : 1 + u(γ + 1)(ex − 1) > 0 νn✲♣♣} ✭✷✳✺✶✮

❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

D = {u : 1 + u(γ + 1)(ex − 1) > 0 ν✲♣♣}.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ❛ [ 1
γ+1 , 0] ⊆ D ❡t q✉❡ s✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡

ν ❡st R✱ ♦♥ ❛ D = [ 1
γ+1 , 0]✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s γ > −1✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

βn ∈ Dn à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F (βn) = 0 ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❧✉s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ β ∈ D à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
F (β) = 0✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

U =
⋃

n≥1

⋂

k≥n
Dn.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ U ⊆ D✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡ tr❛♥s♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✻ ❞❡✈✐❡♥t

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✽ ❙✐ limn→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞✱ ❛❧♦rs Fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❞❡ U ✈❡rs F ✳

❙✐ limn→+∞ In(γ) = I(γ) + a < +∞✱ a > 0✱ ❛❧♦rs Fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❞❡ U ✈❡rs F̃ ✳

❙✐ limn→+∞ Fn(u) = +∞✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t u ∈ U ✱ limn→+∞ Fn(u) = +∞✳

❖♥ ❞é✜♥✐t

m = lim inf
n

inf supp(νn) ❡t M = lim sup
n

sup supp(νn)

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù (m,M) = R✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡st❡ ✈r❛✐ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✾ ❙♦✐t γ < −1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (m,M) = R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮ ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✳✱ ✷✳✱ ✸✳ ❡t ✹✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✷✳✽ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❆❧♦rs ✿

❙✐ limn→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

lim
n→+∞

Cn
T = CT
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❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳

❙✐ limn→+∞ In(γ) = I(γ) + a, a > 0 ❡t s✐ g ❡st ❜♦r♥é❡✱

lim
n→+∞

Cn
T = EP ∗ [g(S)]

♦ù P ∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ S ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳
❙✐ limn→+∞ In(γ) = +∞✱ ❡t s✐ g ❡st ❜♦r♥é❡✱

lim
n→+∞

Cn
T = EP̃ [g(S)]

♦ù P̃ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (β∗, Yβ∗)✱
❛✈❡❝ β∗ = 1

γ+1 ✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ limn→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉❡
−2 ≤ γ < −1✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✼✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✵ ❙✐ limn→+∞ In(γ) < +∞✱ ❧❛ s✉✐t❡ (βn)n≥1 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs β ♦ù β ❡st
❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F (u) = 0 s✐ ✭✷✳✹✸✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❡t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ F̃ (u) = 0
s✐ ✭✷✳✹✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

❙✐ limn→+∞ In(γ) = +∞✱ ❛❧♦rs limn→+∞ βn = 1
γ+1 ✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (m,M) = R ❡♥tr❛î♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r q✉❡

1

γ + 1
≤ β = lim inf βn ≤ β = lim supβn ≤ 0

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ limn→+∞ In(γ) = I(γ)✳ ❈♦♠♠❡ Fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
✈❡rs F s✉r [ 1

γ+1 , 0]✱ ♦♥ ❛ F (β) = F (β) = 0✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

F (u) = 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ β = β✳ ❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t limn→+∞ In(γ) = I(γ) + a✱ ♦♥

r❛✐s♦♥♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F̃ ✳
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t (2.45)✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t u ∈ [ 1

γ+1 , 0]✱ ♦♥ ❛ limn→+∞ Fn(u) = +∞✱

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ lim supn βn ≤ 1
γ+1 ✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r lim infn βn ≥ 1

γ+1 ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

q✉❡ limn→+∞ βn = 1
γ+1 ✳ ✷

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✾ ❙✐ limn→+∞ In(γ) < +∞✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺
r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛s limn→+∞ In(γ) = +∞✳ ❖♥ ♣♦s❡ β∗ = 1

γ+1 ✳
P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✵✱ limn→+∞ βn = β∗✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Yβn s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r {x ≤ −ǫ} ✈❡rs Yβ∗ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

lim
n→+∞

∫

x≤−ǫ
Y n(x)νn(dx) =

∫

x≤−ǫ
Yβ∗(x)ν(dx).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ Fn(βn) = 0✱ ♦♥ ❛

∫

x≥ǫ
(ex − 1)Y n(x)νn(dx) = −b− c

2
− cβn −

∫

x<ǫ

(

(ex − 1)Y n(x) − h(x)
)

νn(dx).
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❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✳✱ ✸✳ ✹✱ q✉❡

lim
n→+∞

∫

x≥ǫǫ
Y n(x)νn(dx) = −(b+

c

2
+ cβ∗ +

∫

x<ǫ

(ex − 1)Yβ∗(x)ν(dx)) < +∞

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (Y n)n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r {x ≥ ǫ} ❡t

lim
n→+∞

∫

x≥ǫ
Y n(x)νn(dx) =

∫

x≥ǫ
Yβ∗(x)ν(dx).

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ✷

▲♦rsq✉❡ (m,M) 6= R✱ ♦♥ ❛

a = inf U <
1

γ + 1
♦✉ b = supU > 0.

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❧✉s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ F (u) = 0 q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à U ✳ ❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✶ ❙♦✐t γ < −1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (m,M) 6= R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s
q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❜♦r♥é❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✳✱ ✷✳✱ ✸✳ ❡t
✹✳ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❆❧♦rs ✿

❙✐ F (u) > 0 s✉r U ✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

Cn
T = EP̃ [g(S.emL)]

♦ù P̃ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (a, Ya) ❡t

L ❡st s♦✉s P̃ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ S ❞✬✐♥t❡♥s✐té F (a)
1−em ✳

❙✐ F (u) < 0 s✉r U ✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

Cn
T = EP̃ [g(S.eML)]

♦ù P̃ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (b, Yb) ❡t

L ❡st s♦✉s P̃ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ S ❞✬✐♥t❡♥s✐té |F (b)|
eM−1

✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ U , F (u) > 0✳ ▲❡ ❝❛s F (u) < 0

s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈
◦
U ✱ limn→+∞ Fn(u) =

F (u)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Fn ❡t F s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
limn→+∞ βn = a✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐

L(Xn|Qn) −→ L(X +mL|P̃ ) ✭✷✳✺✷✮

❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐✮✱✐✐✮ ❡t ✐✐✐✮ ❞✉ ❚❤ ❱■■✳✷✳✾ ❞❛♥s ❬✹✶❪✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♥♦t❡
q✉❡

bQ
n

=bn + a(cn +

∫

R∗
h2(x)νn(dx)) +

∫

R∗
h(x)

(

Ya(x) − 1 − ah(x)
)

νn(dx)

+ (βn − a)cn +

∫

R∗
h(x)(Y n(x) − Ya(x))νn(dx)

.
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❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✷✳✱ ✸ ❡t ✹✳ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
limn→+∞ βn = a ❡t ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ t❡r♠❡ t❡♥❞ ❞♦♥❝ ✈❡rs 0✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r
t❡r♠❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✱ Y n(x)−Ya(x) ∼ (βn−a)(γ+1)x✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝

lim
n→+∞

bQ
n

= b+ ca+

∫

R∗
h2(x)Ya(x)ν(dx) = bP

∗
.

❖♥ ❛ ❞❡ ♠ê♠❡

lim
n→+∞

cn +

∫

R∗
h2(x)Y n(x)νn(dx) = c+

∫

R∗
h2(x)Y (x)ν(dx)

❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ f ✈ér✐✜❛♥t limx→0
f(x)
x2 = 0✱

lim
n→+∞

∫

|x|≤1
f(x)Y n(x)νn(dx) =

∫

|x|≤1
f(x)Y (x)ν(dx).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ limn→+∞ βn = a < 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t t♦✉t x ≥ 1✱ Y n(x) ≤ C✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✹✳ ❡♥tr❛î♥❡

lim
n→+∞

∫

x≥1
f(x)Y n(x)νn(dx) =

∫

x≥1
f(x)Y (x)ν(dx).

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹✳✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t η > 0 ✜①é✱

lim
n→+∞

∫

m+η<x<−ǫ
f(x)Y n(x)νn(dx) =

∫

m+η<x<−ǫ
f(x)Y (x)ν(dx). ✭✷✳✺✸✮

❈♦♠♠❡ Fn(βn) = 0✱ ♦♥ ❛

∫

x<m+η
(ex − 1)Y n(x)νn(dx) = −bn −

cn
2

− cnβn

−
∫

x>m+η
(ex − 1)Y n(x) − h(x)νn(dx) +

∫

x<m+η
h(x)νn(dx)

❡t ♣❛r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✳✱ ✷✳✱ ✸✳✱ ✹✳✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

∫

x<m+η
(ex − 1)Y n(x)νn(dx) = −F (a) +

∫

x<m+η
(ex − 1)Y (x) − h(x)ν(dx).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ✭✷✳✺✸✮ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ η ✈❡rs 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

lim
n→+∞

∫

x<−ǫ
Y n(x)νn(dx) =

∫

x<−ǫ
Y (x)ν(dx) +

F (a)

1 − em

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

lim
n→+∞

∫

R∗
f(x)Y n(x)νn(dx) =

∫

R∗
f(x)νX+mL(dx).

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ✭✷✳✺✷✮ ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✶✳ ✷

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s γ = −2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Xn

t = −5
2 t+Wt+Jnt ♦ù W ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥
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st❛♥❞❛r❞ ❡t Jn ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈②
νn(dx) = ex

n(ex−1)1[ln( 3
2
),ln(2)](x)dx✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

Fn(u) = −2 + u+
1

n

∫ ln(2)

ln( 3
2
)

ex

1 − u(ex − 1)
dx

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Fn ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ] −∞, 1[ ❡t

lim
u→−∞

Fn(u) = −∞ ❡t lim
u→1

Fn(u) = +∞.

❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ βn ∈] − ∞, 1[ t❡❧ q✉❡ Fn(βn) = 0✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❧♦❣✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t ❜♦ré❧✐❡♥ A✱ limn→+∞ νn(A) = 0 ❡t ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s Xn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs Xt = −5

2 t + Wt✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
F (u) = −2 + u < 0 ♣♦✉r t♦✉t u ≤ 1✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✶✱

L(Xn|Qn) −→ L(X + ln(2)L|P̃ )

♦ù P̃ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (1, Y1) ❡t
L ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té 1 s♦✉s P̃ ✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ X✳

✷✳✹ ❈♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ γ ❞❡s ♣r✐① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❡s✉r❡s fγ✲

♠✐♥✐♠❛❧❡s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛✲
r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ✜①é à ét✉❞✐❡r ❧❛
❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ γ ❞❡s ♣r✐① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❡s✉r❡s fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s f q✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ✈❡rs ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❬✹✸❪✱❬✼❪✳ ❖♥ ✈❛ ✐❝✐ s✬✐♥tér❡ss❡r ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ γ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♣r✐① ❞❡s ♦♣t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✜①é ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs γ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡①✐st❡✳

✷✳✹✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡

❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡
❡st ❧✐é❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Fγ(u) = 0 ♣♦✉r

γ 6= −1 ❡t ψ̂′(u) = 0 ♣♦✉r γ = −1✳ ❆✜♥ ❞✬✉♥✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ✐❝✐ F−1

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ̂′✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é♥♦♥❝❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✼ ❡t ✷✳✶✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▲é✈② t❡❧ q✉❡ supp(ν) = R✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❆❧♦rs

(γ + 1)F−1(0) ≤ 0.

Pr❡✉✈❡ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q✱ ✐❧ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡①✐s✲
t❡r ❞✬❛♣rès ❧❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼ ♦✉ ✷✳✶✷ ✉♥ ré❡❧ βγ t❡❧ q✉❡ Fγ(βγ) = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❛✜♥ q✉❡ Q s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r Yβγ > 0 ✭ν✲♣✳♣✮ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
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βγ(γ + 1) ≥ 0✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ Fγ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ (γ + 1)Fγ(0) ≤ 0✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥
r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t γ✱ Fγ(0) = F−1(0)✳ ✷

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①✐st❡r à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ γ > −1 ❡t ♣♦✉r ✉♥ γ < −1✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ ❙✐ F−1(0) = 0✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ P ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ R✳

❙✐ limu→0 F−1(u) > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ γ0 < −1 t❡❧ q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡①✐st❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ γ ∈ (γ0,−1]✳

❙✐ limu→0 F−1(u) < 0✱ s♦✐t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ré❡❧s γ1 ≥ γ0 ≥ −1 t❡❧s q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡①✐st❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ γ ∈ (γ0, γ1]✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s (γ0,−1] ❡t (γ0, γ1] s✐❣♥✐✜❡♥t ✐❝✐ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡
♣r♦♥♦♥❝❡r s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fγ0✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❙✐ F−1(0) = 0✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ P ✈ér✐✜❡

b+
c

2
+

∫

R∗
(ex − 1 − h(x))ν(dx) = 0

❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ P ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ limu→0 F−1(u) > 0✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❝♦♠♠❡ X ♥✬❡st ♣❛s
♠♦♥♦t♦♥❡✱ limu→−∞ F−1(u) < 0 ❡t ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥✲
tr♦♣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t γ1 = inf{γ < −1 : I(γ) < +∞} ❡t ♦♥ ♣❡✉t
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ γ1 ≤ −2✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ (γ1,−1[✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fγ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✲
✜♥✐❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [ 1

γ+1 , 0]✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ limu→0− Fγ(u) = limu→0− F−1(u) > 0 ❡t

limγ→−1 Fγ(
1

γ+1) < 0✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ γ2 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ [γ2,−1[✱ Fγ(
1

γ+1) ≤ 0✳
❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs γ0 = sup(γ1, γ2)✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Fγ(u) = 0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ γ ∈ (γ0,−1]✳

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ limu→0 F−1(u) < 0✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t γ ≤ −1✱
limu→0 Fγ(u) < 0 ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Fγ s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ❞é✜♥✐❡s s✉r [ 1

γ+1 , 0]✱ ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ à Fγ(u) = 0✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t γ > −1✱ I(γ) = +∞✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①✐st❡r ❞❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r γ ≥ −1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ γ0 = inf{γ : I(γ) < +∞} < +∞ ❡t
♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ I(γ) ❡st ❛❧♦rs ✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t γ > γ0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ 7→ Fγ(

1
γ+1)

❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t limγ→+∞ Fγ(
1

γ+1) = F−1(0) < 0✳ ❆✐♥s✐✱ s♦✐t ♣♦✉r t♦✉t γ > γ0✱

Fγ(
1

γ+1) < 0 ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❀ s♦✐t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡

γ1 ≥ γ0 t❡❧ q✉❡ Fγ1(
1

γ1+1) = 0✱ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Fγ(u) = 0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡✱ ❡t ❞♦♥❝
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ γ ∈ (γ0, γ1]✳ ✷

✷✳✹✳✷ ❈♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ γ ❞❡s ♣r✐①

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à γ ❞❡s ♣r✐①
❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❡s✉r❡s fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ❡①✐st❡♥t s✉r
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✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

I = (γ0,−1], ❛✈❡❝ γ0 < −1 ♦✉ I = (γ0, γ1] ✱ ❛✈❡❝ γ0 ≥ −1.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮✳
❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ I✱ Cγ(g) ❧❡ ♣r✐① ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ fγ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Cγ(g)
s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✹ ❙♦✐t g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮✳ ❆❧♦rs ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ γ 7→ Cγ(g) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ I =]γ0, γ1]✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ♦♣t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ♣❛②♦✛ ❡st ❜♦r♥é✱

lim
γ→γ0

Cγ(g) = EP [g(S)] ✭✷✳✺✹✮

♦ù P ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ♣r✐① ❧♦rsq✉❡ I ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ I =]γ0,−1]✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳✸✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡
q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fγ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✭✷✳✺✹✮ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡
fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs X s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ P ❧♦rsq✉❡ γ t❡♥❞ ✈❡rs γ0✳ ■❧ ❡st
❡♥ ❢❛✐t ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ P ❛♣♣❛r❛✐ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ γ0 /∈ I✱ ❛❧♦rs
I(γ0) = +∞ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ P ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❛♥t ❞❡
❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✺ ❙♦✐t γ > −1 t❡❧ q✉❡ I(γ) = +∞✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ F−1(0) < 0✳
❆❧♦rs

inf
γ∈M

fγ(Q,P ) = 0

Pr❡✉✈❡ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✾ ❞❡ ❬✸✽❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s Qn t❡❧❧❡s q✉❡
limn→+∞ fγ(Q

n, P ) = 0✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s F̃nγ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

F̃nγ (u) = b+
c

2
+ cu+

∫

x≤n
(ex − 1)Yu,γ(x) − h(x)ν(dx) +

∫

x>n

(ex − 1)ν(dx).

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F̃nγ s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ✈ér✐✜❡♥t F̃nγ (0) = F−1(0) < 0 ❡t

limu→+∞ F̃nγ (u) = +∞✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ré❡❧ βn > 0 t❡❧ q✉❡ F̃nγ (βn) = 0✳
❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs Qn ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (βn, Yn) ♦ù

Yn(x) =

{

Yβn,γ(x) s✐ x ≤ n

1 s✐♥♦♥

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u > 0✱ limn→+∞ F̃nγ (u) = +∞ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ limn→+∞ βn =

0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ βn <
1

γ+1 ❡t ❞♦♥❝ Yβn,γ > 0 ν✲♣✳♣✳ ❆✐♥s✐
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Qn ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ F̃nγn
(βn) = 0✱ Qn ❡st ✉♥❡

♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

fγ(Q
n, P ) = E[Zγ+2

T ]−1 = exp
(

T (
β2
nc

2
+

∫

R∗
Y γ+2
n (x)−1−(γ+2)(Yn(x)−1)ν(dx))

)

−1.

❈♦♠♠❡ limn→+∞ βn = 0✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
n→+∞

∫

R∗
Y γ+2
n (x) − 1 − (γ + 2)(Yn(x) − 1)ν(dx) = 0.

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✐♥té❣r❡r ❡st ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r x ≥ n✳ ❊❧❧❡
❡st ❞❡ ♣❧✉s ❜♦r♥é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ −∞ ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à (γ+2)(γ+1)

2 x2 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
0✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱

lim
n→+∞

∫

x≤1
Y γ+2
n (x) − 1 − (γ + 2)(Yn(x) − 1)ν(dx) = 0.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❡t t♦✉t x ≥ 1✱

|Y γ+2
n (x) − 1 − (γ + 2)(Yn(x) − 1)| ≤(γ + 2)(Y γ+1

n (x) − 1)(Yn(x) − 1)

≤(γ + 2)βn(e
x − 1)Yn(x)

❖r✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ Fnγ (βn) = 0 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

lim
n→+∞

∣

∣

∣

∫

1≤x≤n
(ex − 1)Yn(x)νn(dx)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
− b− c

2
−

∫

x≤1
(ex − 1 − h(x))ν(dx)

− lim
n→+∞

∫

x≥n
(ex − 1)ν(dx)

∣

∣

∣
< +∞

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lim
n→+∞

(γ + 2)βn

∫

1≤x≤n
Y γ+2
n (x) − 1 − (γ + 2)(Yn(x) − 1)ν(dx) = 0.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
lim

n→+∞
fγ(Q

n, P ) = 0

❞❡ s♦rt❡ q✉❡
inf
Q∈M

fγ(Q,P ) = 0 ✷

❖♥ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✹✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✱
❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ Cγ(g) ♣✉✐s ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦rsq✉❡ γ t❡♥❞ ✈❡rs γ0✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✹ ❖♥ ✜①❡ γ ∈ I ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (γn)n≥1 ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ I q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs γ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ Cγn(g) ✈❡rs Cγ(g)✳ ❖♥ ♥♦t❡ βγn ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
Fγn(u) = 0✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ βγn ∈ [ 1

γn+1 , 0] s✐ γn < −1 ❡t βγn ∈ [0, 1
γn+1 ] s✐ γn > −1✳

❖♥ ♥♦t❡ ❞❡ ♠ê♠❡ βγ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Fγ(βγ) = 0✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡
♣♦✉r t♦✉t u ∈] 1

γ+1 , 0] s✐ γ < −1 ♦✉ [0, 1
γ+1 [ s✐ γ > −1✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

Fγn(u) = Fγ(u).
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❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Fγn ❡t Fγ s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡

lim
n→+∞

βγn = βγ .

❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✈ér✐✜❡r
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✐✮✳ ❙♦✐t ǫ > 0 ✜①é✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Yγn s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s s✉r
{x < −ǫ} ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

lim
n→+∞

∫

x≤−ǫ
Yγn(x)ν(dx) =

∫

x≤−ǫ
Yγ(x)ν(dx).

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t γn ❡t t♦✉t x ≥ ǫ✱

Yγ(x) ≤ Ce
γ+2
γ+1

x

♦ù γ = inf γn ∈ I✳ ❈♦♠♠❡ γ ∈ I✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r
∫

x≥1 e
γ+2
γ+1

x
ν(dx) < +∞✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (Yγn)n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r {x ≥ ǫ}✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ✐✐✮ ❡st
✈ér✐✜é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Fγn(βγn) = 0 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n✱

∫

x≥1
(ex − 1)Yγn(x)ν(dx) = −b− c

2
− cβn −

∫

x<1
(ex − 1)Yγn(x) − h(x)ν(dx).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡

lim
n→+∞

∫

x≥1
(ex − 1)Yγn(x)ν(dx) =

∫

x≥1
(ex − 1)Yγ(x)ν(dx)

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮✱

lim
n→+∞

Cγn(g) = Cγ(g).

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ (γn)n≥1 ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛r ✈❛❧❡✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡s ✈❡rs γ0 >
−1 ❡t q✉❡ I(γ0) = +∞✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❋❛t♦✉✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

∫

x≥1
e

γn+2
γn+1

x
ν(dx) ≥

∫

x≥1
e

γ0+2
γ0+1

x
ν(dx) = +∞.

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u > 0✱ limn→+∞ Fγn(u) = +∞✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
Fγn s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Fγn(u) = 0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡
βn✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ limn→+∞ βγn = 0✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✐✮ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛✈❡❝ Yγ(x) = 1✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Yγn s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❜♦r♥é❡s s✉r {x ≤ −ǫ} ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

lim
n→+∞

∫

x≤−ǫ
Yγn(x)ν(dx) = ν({x < −ǫ}).

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱

lim
n→+∞

|
∫

x≥ǫ
(ex − 1)Yγn(x)ν(dx)| = lim

n→+∞
|b+

c

2
− cβn +

∫

x<ǫ

(ex − 1)Yγn(x) − 1 − h(x)ν(dx)|

= |b+
c

2
+

∫

x<ǫ

(ex − 1 − h(x))ν(dx)| < +∞
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (Yγn)n≥1 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r {x > ǫ} ❡t
❞♦♥❝ q✉❡

lim
n→+∞

∫

x≥ǫ
Yγn(x)ν(dx) = ν({x ≥ ǫ}).

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✐✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✷✳✷✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡✱

lim
n→+∞

Cγn(g) = EP [g(S)] ✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t

♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡

▲é✈②

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ✐♥❝♦♠♣❧❡t ❝♦♥s✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥✈❡①❡✳ ❈❡s ❝❤♦✐① ♦♥t été ét✉❞✐és ♣♦✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❬✷✾❪✱❬✸✷❪✱❬✸✽❪✱❬✺✻❪✱
♣♦✉r ✉♥❡ f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❬✸✸❪✱❬✹✸❪✱❬✶✻❪✱❬✹✽❪✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐✜é❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ ✱ a > 0✱ γ ∈ R r❡❣r♦✉♣❡♥t✱ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❛✣♥❡
♣rès✱ ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✲γ = −2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳
✲γ = −1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡✳
✲γ 6= −1✱−2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd ❞é✜♥✐ s✉r
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé ✜❧tré (Ω,F ,F, P )✱ ♦ù F = (Ft)t≥0 ❡st ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ à
❞r♦✐t❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t f ′′(x) = axγ✱ a > 0✱ γ ∈ R ❡t X ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡
Q∗ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ β∗ ∈ Rd t❡❧ q✉❡

f ′(Y ∗(y)) > f ′+(0) (ν − pp) ✭✸✳✶✮

d
∑

i=1

∫

|y|≥1
(eyi − 1)Y ∗(y)ν(dy) < +∞ ✭✸✳✷✮

b+
1

2
diag(c) + cβ∗ +

∫

Rd∗

(

(ey − 1)Y ∗(y) − h(y)
)

ν(dy) = 0 ✭✸✳✸✮

♦ù Y ∗(y) = (f ′)−1(f ′(1) +
∑d

i=1 β
∗(i)(eyi − 1))✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❛ss♦❝✐és

à Q∗ s♦♥t ❛❧♦rs β∗ ❡t Y ∗✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Q∗ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré✳

✺✷
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❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✼✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Z = E(N)✱ ♦ù

N =
d

∑

i=1

∫ .

0
β(i)
s dX(c),i

s +

∫ .

0

∫

Rd∗
(Ys(y) − 1)(µX − ν(dy)ds)

❡t ♦ù β ❡t Y ✈ér✐✜❡♥t ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

b+
1

2
diag(c) + cβt +

∫

Rd∗
((ey − 1)Yt(y) − h(y))ν(dy) = 0.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ β ❡t Y s♦♥t
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ M ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X ❡t q✉❡
M′ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ M ❢♦r♠é ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ ✐❧ ❛ été ♥♦té ❞❛♥s ❬✷✾❪ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t❡
♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Q ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q̄✱ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ▲é✈② ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ f(Q̄||P ) ≤ f(Q||P )✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱
♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠♦♥tré ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
f(x) = xq✱ f(x) = − ln(x) ❞❛♥s ❬✹✾❪✳ ▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r
s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ré❣✉❧✐èr❡s
q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐
✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ ✳ ❖♥ ❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❙♦✐t f : R+∗ −→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C3

❡t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν) t❡❧ q✉❡ c ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♦✉ t❡❧
q✉❡ supp(ν) ❡st ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥✲✈✐❞❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥✲
❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ]✱ ❞❡ ❞❡♥s✐té Z∗ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0 ❡t t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ R+∗✱

EQ∗ [|f ′(xZ∗
T )|] < +∞ ✱ sup

t≤T
sup
x∈K

EQ∗ [f ′′(xZ∗
t )Z

∗
t ] < +∞ ✭✸✳✹✮

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ a > 0 ❡t γ ∈ R t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ supp(Z∗
T )✱

f ′′(x) = axγ .

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ Q∗ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, T ]✱ ❛❧♦rs f ′′(x) = axγ

♣♦✉r t♦✉t x > 0✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r c ❡t ν ♣❡✉✈❡♥t s❡♠❜❧❡r r❡str✐❝t✐✈❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡
✸✳✶✻✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✽ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❧✉s
✈ér✐✜é s✐ c ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s str✐❝✲
t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❧❛
♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ f ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s
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❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡①✐st❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ♦♥ ② é♥♦♥❝❡
❡t ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

✸✳✶ f✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❡t ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ M ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❙♦✐t P ❡t Q ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❡❧❧❡s q✉❡ Q << P ❡t s♦✐t
f :]0,+∞[−→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ Q ♣❛r r❛♣♣♦rt
à P ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(Q||P ) =

{

E[f(dQ
dP

)] s✐ E[|f(dQ
dP

)|] < +∞
+∞ s✐♥♦♥

▲❡s f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ f(x) =
x ln(x)✱ ❧❡s f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✱ f(x) = xq✱ q < 0 ♦✉ q > 1 ❡t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤✲
♠✐q✉❡✱ f(x) = − ln(x)✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f(x) = (1 − xq)
1
q ✱ 0 < q < 1 ❡t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❡

t♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ Q∗ ∈ M ❡st ❞✐t❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ] s✐

f(Q∗
T ||P ∗

T ) = inf
Q∈M

f(QT ||PT )

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡ f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q 7→ f(Q||P ) ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡✱ t✐ré❡ ❞❡ ❬✸✹❪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
❣é♥ér❛✉① ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ M ✿

K = {Q ∈ M, t❡❧❧❡s q✉❡ f(Q||P ) < +∞ ❡t EQ[|f ′(dQ
dP

)|] < +∞}

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ✭❝❢ ❬✸✹❪✱❚❤✸✳✶✮ ❙♦✐t Q∗ ∈ K✳ ❆❧♦rs✱ s✐ Q∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r [0, T ]✱

f ′
(dQ∗

T

dPT

)

= x+ (φ · S)T Q∗ − p.s ✭✸✳✺✮

♦ù x ∈ R ❡t φ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ φ · S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q∗✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ (φ · S) ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ φ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à S✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Q∗ ∈ K ♣❛r Q∗ ∈ M✳ ❈❡❝✐
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿
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▲❡♠♠❡ ✸✳✻ ✭❝❢ ❬✺✸❪✱ ▲❡♠♠❡ ✽✳✼✮ ❙♦✐t f ✉♥❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t c > 1 ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s c0, c1, c2, c3 t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u > c0✱

f(cu) ≤ c1f(u) + c2u+ c3. ✭✸✳✻✮

❆❧♦rs ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ M q✉✐ ❡st f ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à K✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✈ér✐✜❡♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ✭✸✳✻✮✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ♠❡s✉r❡s f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞é✜♥✐ss❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ✭❬✸✹❪✱ ❚❤ ✷✳✷✮ ❙♦✐t Q∗ ∈ M t❡❧❧❡ q✉❡ f(Q∗||P ) < +∞✳ ❆❧♦rs Q∗

❡st f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ Q ∈ M t❡❧❧❡ q✉❡ f(Q||P ) < +∞✱

EQ

[

f ′
(dQ∗

dP

)]

≥ EQ∗

[

f ′
(dQ∗

dP

)]

.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬✸✽❪ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬✹✸❪
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s f q✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❬✹✸❪✱ ❚❤✳✷✳✾✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f(x) = xq✱ ❛✈❡❝ q > 1 ♦✉ q < 0✳
❆❧♦rs✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ β∗ ∈ Rd t❡❧ q✉❡

1 + (q − 1)
d

∑

i=1

β∗i(eyi − 1) > 0 (ν − ♣✳♣),

d
∑

i=1

∫

|y|≥1
(eyi − 1)(1 + (q − 1)

d
∑

j=1

β∗(j)(eyj − 1))
1

q−1 ν(dy) < +∞,

b+
1

2
diag(c)+cβ∗+

∫

Rd∗

(

(ey−1)(1+(q−1)

d
∑

i=1

β∗(i)(eyi −1))
1

q−1 −h(y)
)

ν(dy) = 0,

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ s♦♥t β∗ ❡t Y ∗(y) =

(1 + (q − 1)
∑d

i=1 β
∗(i)(eyi − 1))

1
q−1 ✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ∈ M′✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❣é♥ér❛❧❡✳
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✸✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

❆✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s s✐♠♣❧❡s✱
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥✲
♥❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s q✉✐ ♥❡ ♣rés❡r✈❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Xt = cWt + aJt ♦ù W ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇✲
♥✐❡♥✱ J ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ c > 0 ❡t − c

2 < a < 0✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C3✳

Pr❡✉✈❡ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ Q ❛♣♣❛rt✐❡♥t à M s✐ s❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ✈ér✐✜❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

a+
c

2
+ cβs + (ea − 1)Ys(a) = 0.

P❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✱ ❧❛ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ Q ♣❛r r❛♣♣♦rt à
P ✈❛✉t ❛❧♦rs

EP [f(ZT )] =

∫ T

0
EP

[ c

2
f ′′(Zs−)Z2

s−β
2
s+f(Zs−Y (βs))−f(Zs−)−f ′(Zs−)Zs−(Y (βs)−1)

]

ds

♦ù Y (u) =
−a− c

2
−cu

ea−1 ✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✉s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r

✉♥ ré❡❧ z > 0 ✜①é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψz ❞é✜♥✐❡ s✉r ] − a
c
− 1

2 ,+∞[ ♣❛r

ψz := u 7→ c

2
f ′′(z)z2u2 + f(zY (u)) − f(z) − f ′(z)z(Y (u) − 1).

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψz ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à u✱ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t

ψ′
z(u) = cf ′′(z)z2u+

cz

1 − ea
[

f ′(zY (u)) − f ′(z)
]

.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

lim
u→−a

c
− 1

2

ψ′
z(u) = −(a+

c

2
)f ′′(z)z2 +

cz

1 − ea
lim
u→0

(f ′(u) − f ′(z)) < 0,

ψ′
z(

1 − ea

c
) = (1 − ea)f ′′(z)z +

cz

1 − ea
(f ′(z

a+ c
2 + 1 − ea

1 − ea
) − f ′(z)) > 0.

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ré❡❧ u = η(z) ∈] − a
c
− 1

2 , 0[ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ψz✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ (z, u) 7→ ψ′

z(u) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t u > −a
c
− 1

2 ✱ ♣♦✉r t♦✉t z > 0✱
♦♥ ❛

d

du
ψ′
z(u) = cf ′′(z)z2 +

c2

(ea − 1)2
z2f ′′(zY (u)) > 0.

❉♦♥❝ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ η ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ η(n) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

η(n)(x) =











η( 1
n
) s✐ 0 < x < 1

n

η(x) s✐ 1
n
≤ x ≤ n

η(n) s✐ x ≥ n.
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q✉✐ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❜♦r♥é❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

dZ(n)
s = Z

(n)
s− η

(n)(Z
(n)
s− )cdWs + aZ

(n)
s−

(

Y
(

η(n)(Z
(n)
s− )

)

− 1
)

d(Js − s). ✭✸✳✼✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ η(n) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❜♦r♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Kn t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ x, y ≤ n✱

|xη(n)(x) − yη(n)(y)| + |xY (η(n)(x)) − yY (η(n)(y))| ≤ Kn|x− y|

|xη(n)(x)|2 + |Y (η(n)(x))x|2 ≤ Kn(1 + |x|2).
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠❡ Z(n)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs τn =

inf{t ≥ 0 : Z
(n)
s− ≥ n ♦✉ Z

(n)
s− ≤ 1

n
}✱ ❛✈❡❝ inf{∅} = +∞✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r m ≥ n✱ ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s Z
(m)
.∧τn ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✼✮✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

Z∗
t =

+∞
∑

n=1

Z
(n)
t 1{τn<t≤τn+1}

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ [0, τ ] ♦ù τ = limn→+∞ τn✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r
t♦✉t z > 0✱ Y (z) − 1 > 0✱ ♦♥ ❛ τ = +∞ ♣✳s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✼✮✱ Z∗ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

dZt = Zt−η(Zt−)cdWt + a(Y (η(Zt−)) − 1)Zt−d(Jt − t).

Z∗ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ✳ ❈♦♠♠❡

b+
c

2
+ cη(z) + (ea − 1)

−a− c
2 − cη(z)

ea − 1
= 0,

✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ η✱ Z∗

♠✐♥✐♠✐s❡ E[f(Z∗
T )] s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Xt = a(J
(1)
t − t)− b(J (2)

t − t)+dt ♦ù J (1) ❡t J (2)

s♦♥t ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ a, b > 0 ❡t 0 < d < 1 − e−b✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C3✳

Pr❡✉✈❡ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ Y ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r t♦✉t s ≤ T ✱

d+ (ea − 1)Ys(a) + (e−b − 1)Ys(−b) = 0.

▲❛ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ Q ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✈❛✉t ❛❧♦rs

EP [f(ZT )] =

∫ T

0
EP [f(Zs−Ys(a)) − f(Zs−) − f ′(Zs−)Zs−(Ys(a) − 1)

+ f(Zs−υ(Ys(a))) − f ′(Zs−)Zs−(υ(Ys(a)) − 1)]ds

♦ù υ(u) = d+(ea−1)u
1−e−b ✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs à t♦✉t z > 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψz ❞é✜♥✐❡ s✉r R+∗

♣❛r

ψz(u) = f(zu) − f(z) − f ′(z)z(u− 1) + f(zυ(u)) − f(z) − f ′(z)z(υ(u) − 1).
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ψz ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ψ′
z(u) = z

(

f ′(zu) − f ′(z)
)

+
z(ea − 1)

1 − e−b
(

f ′(zv(u)) − f ′(z)
)

❖♥ ❛ ❛❧♦rs
lim
u→0

ψ′
z(u) < 0 ❡t lim

u→+∞
ψ′
z(u) > 0.

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t η(z) t❡❧ q✉❡ ψ′
z(η(z)) = 0✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡

❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

dZs = a(η(Zs−) − 1)d(J (1)
s − s) − b(υ(η(Zs−)) − 1)d(J (2)

s − s)

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ Z∗ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ f ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ✷

❊①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) = 3x2 + 4x3 ❞é✜♥✐❡ s✉r R+∗ ❡t X ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Xt = ln(
3

2
)(J

(1)
t − t) − ln(2)(J

(2)
t − t) + t

♦ù J (1) ❡t J (2) s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té Z∗✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ψ′

z(u) = 0✳ ❖♥ ❛

ψ′
z(u) = z(2zu2 + 2(1 + z)u− 1 − z)

❡t ψ′
z(u) = 0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ η(z) =

√
1+z
2z (

√
1 + 3z −

√
1 + z)✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ Z∗ s♦♥t

Ys(ln(
3

2
)) =

√
1 + z

2z
(
√

1 + 3z−
√

1 + z) ❡t Ys(− ln(2)) = 1+

√
1 + z

2z
(
√

1 + 3z−
√

1 + z).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♠❛✐s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥
❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ Z∗

s− ✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ❛ss♦❝✐é❡ ♥❡
♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❜✐❡♥ q✉❡ f s♦✐t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳

✸✳✸ Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ♣❛r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❣é♥ér❛❧❡ ♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t f(x) = x ln(x)✱ f(x) = xq

q
♦✉ f(x) = − ln(x)✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✐❝✐ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② très ❣é♥ér❛❧ ❧❡s f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s
q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳

❆✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝♦♥s✐❞éré ✿ s✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡
✐♥✐t✐❛❧❡ P ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ ❡❧❧❡ s❡r❛ ❜✐❡♥ sûr f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ q✉❡ P /∈ M✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥✬❛ ❞✬✐♥térêt q✉❡
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s✐ M ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❡t ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
▲é✈② X ✜①é à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν)✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠❛r❝❤é
✐♥❝♦♠♣❧❡t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✷✱ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

✐✮Card(supp(ν)) > k✱ ♦ù k ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ c✳
✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ x ∈ supp(ν) t❡❧ q✉❡ c(ex − 1) 6= 0✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❙♦✐t f : R+∗ −→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C3 ❡t X ✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν) t❡❧ q✉❡ c ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♦✉ t❡❧ q✉❡ supp(ν)
❡st ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥✲✈✐❞❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ s✉r ❧✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ]✱ ❞❡ ❞❡♥s✐té Z∗✱ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t
x > 0 ❡t t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ R+∗✱

EQ∗ [|f ′(xZ∗
T )|] < +∞ ✱ sup

t≤T
sup
x∈K

EQ∗ [f ′′(xZ∗
t )Z

∗
t ] < +∞ ✭✸✳✽✮

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ a > 0 ❡t γ ∈ R t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ supp(Z∗
T )✱

f ′′(x) = axγ .

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ Q∗ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [0, T ]✱ ❛❧♦rs f ′′(x) = axγ

♣♦✉r t♦✉t x > 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t

f ′′(x) = axγ ✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x) = (1 − xq)
1
q ❛✈❡❝ q 6= 1

2 ✱ ✐❧
❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ✭✸✳✻✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✻✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à K✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s ❛✉ ▲❡♠♠❡
✸✳✶✹ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té s✉r f ′′✳ ❆✐♥s✐✱
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡r✈❡r❛ ♣❛s
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ▲✬é❣❛❧✐té f ′′(x) = axγ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r x ∈ supp(Z∗
T )✳ ❖♥ ❞ét❡r♠✐✲

♥❡r❛ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✾ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ R+∗✳

▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❊❧❧❡ s✬♦r❣❛✲
♥✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛
❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ✿
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✿ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❞❡s ❧❡♠♠❡s ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡s ♠❡s✉r❡s Q ∈ M′ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ✭✸✳✽✮✳
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ✿ P❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s ♠❡s✉r❡s Q ∈ M′ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✽✮✳
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ✿ ❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈é✲
r✐✜é❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ✿ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
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❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ q✉❡ s✐ f ′′(x) = axγ ✳
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✺ ✿ ✶❡r ❝❛s ✿ supp(ν) ❡st ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥✲✈✐❞❡✳
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✻ ✿ ✷❡ ❝❛s ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ c ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✼ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ ❡t ♦♥
♠♦♥tr❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❛✉ ✭❝❢✳ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✼ ❡t
✸✳✽✮✱ ♠❛✐s ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐✜é❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✳

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✽ ✿ ❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ c ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ▲é✈② ❜✐❡♥ q✉❡ f ′′(x) 6= axγ ✳

✸✳✸✳✶ ▲❡♠♠❡s ♣ré♣❛r❛t♦✐r❡s

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡♠♠❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶ ❙♦✐t Q ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à M′ ❞❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (β, Y )✳ ❆❧♦rs

Tn = inf{t ≥ 0 : Y (∆Xt) ≥ n ♦✉ Y (∆Xt) ≤
1

n
}, ✭✸✳✾✮

❛✈❡❝ inf{∅} = +∞✱ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt q✉✐ t❡♥❞ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✈❡rs
+∞✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❧❡ ❜♦ré❧✐❡♥

Bn = {y ∈ Rd∗ : Y (y) ≥ n ♦✉ Y (y) ≤ 1

n
}.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❜♦ré❧✐❡♥ B q✉✐ ✈ér✐✜❡ ν(B) < +∞✱ TB = inf{t ≥ 0,∆Xt ∈
B} ❞é✜♥✐t ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 2✱ ν(Bn) < +∞✳
❈♦♠♠❡ Q ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ✱ ♦♥ ❛

∫

Rd∗
(
√

Y (y) − 1)2ν(dy) < +∞.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs

+∞ >

∫

Rd∗
(
√

Y (y) − 1)21{y∈Bn}ν(dy) ≥ (1 − 1√
n

)2ν(Bn)

❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ν(Bn) < +∞✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ Tn ❡st ✉♥ t❡♠♣s
❞✬❛rrêt ❡t ❧❛ s✉✐t❡ (Tn)n≥1 ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ (Bn)n≥1 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s✉✐t❡
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❜♦ré❧✐❡♥s ❡t

⋂

n≥1Bn = ∅✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ν✱
limn→+∞ ν(Bn) = 0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

P (Tn ≤ t) = P (card{s ≤ t,∆Xs ∈ Bn} ≥ 1) ≤ tν(Bn)

❡t ❞♦♥❝ limn→+∞ P (Tn ≤ t) = 0✳ ❈♦♠♠❡ (Tn)n≥1 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ limn→+∞ Tn = +∞ ♣✳s✳ ✷
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▲❡♠♠❡ ✸✳✶✷ ❙♦✐t Z ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ Q ∈ M′✳ ❆❧♦rs ln(Z) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▲é✈② s♦✉s P ❡t s♦✉s Q✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

ln(Zt) =
d

∑

i=1

β(i)X
(c),i
t +

∫ t

0

∫

Rd∗
ln(Y (y))(µX − ν(dy)ds)

− t[
⊤βcβ

2
+

∫

Rd∗
Y (y) − 1 − ln(Y (y))ν(dy)]

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ❡t t♦✉t z ∈ C✱ Re(z) ≤ 1✱ ♦♥ ❛ E[ez ln(Zt)] =

etψ
ln(Z)(z)✱ ❛✈❡❝

ψln(Z)(v) = − z
(⊤βcβ

2
+

∫

Rd∗
Y (y) − 1 − ln(Y (y))ν(dy)

)

+
1

2
⊤βcβz2 +

∫

Rd∗
ez ln(Y (y)) − 1 − zh(ln(Y (y)))ν(dy)

❆✐♥s✐✱ ln(Z) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s s♦✉s P ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s











bln(Z) = −⊤βcβ
2 −

∫

Rd∗ Y (y) − 1 − ln(Y (y))ν(dy)

cln(Z) = ⊤βcβ

ν(A) =
∫

Rd∗ 1{ln(Y (y))∈A}ν(dy), A ∈ B(R)

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ R✱ EQ[eiu ln(Zt)] = EP [e(iu+1) ln(Zt)]✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t q✉❡ ln(Z) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s♦✉s Q✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s











bln(Z),Q =
⊤βcβ

2 +
∫

Rd∗ Y (y)h(ln(Y (y))) − (Y (y) − 1)ν(dy)

cln(Z),Q = ⊤βcβ

νln(Z),Q(A) =
∫

Rd∗ 1{ln(Y (y))∈A}Y (y)ν(dy), A ∈ B(R)

✷

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s
Q ∈ M′✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ❙♦✐t Z ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ Q ∈ M′ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱
EQ[|f ′(xZT )|] < +∞✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, T ] ❡t t♦✉t
❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ R+∗✱

sup
x∈K

E[|f(xZτ )|] < +∞ ✱ sup
x∈K

EQ[|f ′(xZτ )|] < +∞ ✱ sup
x∈K

EQ[|f ′(xZT
Zτ

)|] < +∞

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt (Tn)n≥1 t❡♥❞❛♥t ✈❡rs +∞ ❡t t♦✉t t ≤ T ✱

lim
n→+∞

EQ[f ′(xZt∧Tn)] = EQ[f ′(xZt)] ❡t lim
n→+∞

EP [f(xZt∧Tn)] = EP [f(xZt)]

✭✸✳✶✵✮
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❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❥à ♥♦t❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡ f ′ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
EQ[|f ′(xZT )|] < +∞✱ x > 0✱ ❡♥tr❛î♥❡ s✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K✱ supx∈K EQ[|f ′(xZT )|] <
+∞✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t τ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, T ] ❡t x > 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
EQ[|f ′(xZτ )|] = +∞✳ ❈♦♠♠❡ f ′ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ A > 0 t❡❧
q✉❡

EQ[f ′(xZτ )1{Zτ>A}] = +∞ ♦✉ EQ[f ′(xZτ )1{Zτ}< 1
A
}] = −∞.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ EQ[f ′(xZτ )1{Zτ>A}] = +∞✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ Q
♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ ln(Z) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s♦✉s
Q✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ln(Zτ ) ❡t ln(ZT )− ln(Zτ ) s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
s♦✉s Q✳ ❆✐♥s✐✱ Zτ ❡t ZT

Zτ
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦✉s Q✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs

EQ[|f ′(xZT )|1{Zτ>A}1{ZT
Zτ

≥1}] = EQ

[

EQ[|f ′(xyZτ )|1{Zτ>A}1{y≥1}]|y=ZT
Zτ

]

.

❈♦♠♠❡ f ′ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

f ′(xyZτ )1{y≥1} ≥ f ′(xZτ )1{y≥1},

❞❡ s♦rt❡ q✉❡

EQ[|f ′(xZT )|1{Zτ>A}1{ZT
Zτ

≥1}] ≥ EQ[f ′(xZτ )1{Zτ>A}1{ZT
Zt

≥1}].

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ Zτ ❡t ZT

Zτ
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

EQ[|f ′(xZT )|1{Zτ>A}1{ZT
Zτ

≥1}] ≥ EQ[f ′(xZτ )1{Zτ>A}]Q
(ZT
Zτ

≥ 1
)

= +∞

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ EQ[|f ′(xZT )|] < +∞✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡
EQ[|f ′(xZτ )|] < +∞✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
EQ[f ′(xZτ )1{Zτ<

1
A
}] = −∞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ f ′ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠✲

♣❛❝t K✱ supx∈K EQ[|f ′(xZτ )|] < +∞✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ supx∈K EQ[|f ′(xZT

Zτ
)|] <

+∞ ❡♥ ✐♥t❡r✈❡rt✐ss❛♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡ Zτ ❡t ZT

Zτ
✳

P❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ f ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱

|f(x)| ≤ C + x|f ′(x)|. ✭✸✳✶✶✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡❝✐ à xZτ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

sup
x∈K

EP [|f(xZτ )|] ≤ C + sup
x∈K

xEQ[|f ′(xZτ )|] < +∞.

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt (Tn)n≥1 t❡♥❞❛♥t ✈❡rs +∞✱

EQ[f ′(xZt)] = EQ[f ′(xZt∧Tn)]+EQ[f ′(xZt)1{t>Tn}]−EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}] ✭✸✳✶✷✮

❈♦♠♠❡ EQ[|f ′(xZt)|] < +∞✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0 q✉❛♥❞
n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ Q ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
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❛❧é❛t♦✐r❡s Zt∧Tn ❡t ZT

Zt∧Tn
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ a = inf{x ≥ 0, f ′(x) > 0}✳ ❖♥

❛ ❛❧♦rs

EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}1{xZt∧Tn≥a}]Q(Zt∧Tn < ZT )

= EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}1{xZt∧Tn≥a}1{ ZT
Zt∧Tn

>1}].

❈♦♠♠❡ f ′ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}1{xZt∧Tn≥a}]Q(Zt∧Tn < ZT ) ≤ EQ[|f ′(xZT )|1{t>Tn}]. ✭✸✳✶✸✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡

EQ[|f ′(xZt∧Tn)|1{t>Tn}1{xZt∧Tn<a}]Q(Zt∧Tn > Zt) ≤ EQ[|f ′(xZT )|1{t>Tn}]. ✭✸✳✶✹✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Q ♣♦✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱

lim
n→+∞

Q(Zt∧Tn < ZT ) ≥ lim
n→+∞

Q({Zt < ZT }
⋂

{t ≤ Tn}) = Q(Zt < ZT ) > 0

❡t ❞❡ ♠ê♠❡ limn→+∞Q(Zt∧Tn > ZT ) > 0✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ✭✸✳✶✸✮ ❡t ✭✸✳✶✹✮ q✉❡

lim
n→+∞

EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}]

≤ lim
n→+∞

EQ[|f ′(xZT )|1{t>Tn}]
( 1

Q(Zt∧Tn < Zt)
+

1

Q(Zt∧Tn > Zt)

)

= 0

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✭✸✳✶✷✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r f ′✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t f ✱ ♦♥
é❝r✐t ❞❡ ♠ê♠❡

EP [f(xZt)] = EP [f(xZt∧Tn)] + EP [f(xZt)1{t>Tn}] − EP [f(xZ∧Tn)1{t>Tn}].

❈♦♠♠❡ EP [|f(xZt)|] < +∞✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r
✭✸✳✶✶✮✱ ♦♥ ❛

EP [|f(xZt∧Tn)1{t>Tn}] ≤ CP (t > Tn) + EQ[|f ′(xZt∧Tn)|1{t>Tn}]

❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ limn→+∞EP [|f(xZt∧Tn)1{t>Tn}] = 0✳ ✷

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✹ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r x > 0✱ EQ[|f ′(xZT )|] < +∞✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t
❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ R+∗✱

sup
t≤T

sup
x∈K

EP [f(xZt)] < +∞ ✭✸✳✶✺✮

❘❡♠❛rq✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧
❡①✐st❡s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s c1, c2, c3 t❡❧❧❡s q✉❡

x2f ′′(x) ≤ c1f(x) + c2x+ c3

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✭✸✳✶✺✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ✭✸✳✽✮ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳
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Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt

τn = inf{t ≥ 0 : Zt ≥ n ♦✉ Zt ≤
1

n
♦✉ Y (∆Xt) ≥ n ♦✉ Y (∆Xt) ≤

1

n
}

❛✈❡❝ inf{∅} = +∞✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ❛✉
♣r♦❝❡ss✉s ❛rrêté f(xZt∧Tn)t≤T ✿ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱

f(xZt∧τn) =f(x) +
d

∑

i=1

β(i)

∫ t∧τn

0
xf ′(xZs−)dX(c),i

s

+

∫ t∧τn

0

∫

Rd∗
xf ′(xZs−)(Y (y) − 1)(µX − ν(dy)ds)

+
1

2
⊤βcβx2

∫ t∧τn

0
f ′′(xZs−)Z2

s−ds

+
∑

0<s≤t∧τn
f
(

xZs−Y (∆Xs)
)

− f
(

xZs−
)

− f ′
(

xZs−
)

xZs−
(

Y (∆Xs) − 1
)

✭✸✳✶✻✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s✱

∑

0<s<τn

|f(xZs−Y (∆Xs))−f(xZs−)|2 ≤ sup
x

n2 ≤z≤xn2

f ′(z)2n2x2
(

∑

0<s<τn

(Y (∆Xs)−1)2
)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

EP

[

∑

0<s≤τn
|f(xZs−Y (∆Xs)) − f(xZs−)|2

]
1
2

≤ sup
x

n2 ≤z≤xn2

f ′(z)nxEP
[

∑

0<s<τn

(Y (∆Xs) − 1)2
]

1
2

+ EP [|f(xZτn)|] + sup
x
n
≤z≤xn

f(xz)

< +∞

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
∫ .

0

∫

Rd∗ f(xZs−Y (y)) − f(xZs−)(µX − ν(dy)ds) ❡st ❜✐❡♥
❞é✜♥✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

f(xZt∧τn) = f(x) +

d
∑

i=1

β(i)

∫ t∧τn

0
xf ′(xZs−)dX(c),i

s

+

∫ t∧τn

0

∫

Rd∗
f(xZs−Y (y)) − f(xZs−)(µX − ν(dy)ds) +

∫ t∧τn

0
ψQ(f, x, s)ds

✭✸✳✶✼✮
♦ù

ψQ(f, x, s) =
1

2
⊤βcβf ′′(xZs−)Z2

s−

+

∫

Rd∗
f(xZs−Y (y)) − f(xZs−) − f ′(xZs−)xZs−(Y (y) − 1)ν(dy)

✭✸✳✶✽✮
◆♦t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ψQ(f, x, s) ≥ 0 ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛
♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ν✲♣r❡sq✉❡ t♦✉t y✱

f(xZs−Y (y)) − f(xZs−) − f ′(xZs−)xZs−(Y (y) − 1) ≥ 0.



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P❘➱❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ P❘❖P❘■➱❚➱ ❉❊ ▲➱❱❨ ✻✺

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ✭✸✳✶✼✮ q✉❡

E[f(xZt∧Tn)] =

∫ t

0
E

[

ψQ(f, x, s)1{s≤Tn}
]

ds.

▲♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♠♦♥♦t♦♥❡✱

E[f(xZt)] =

∫ t

0
E

[

ψQ(f, x, s)
]

ds

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t 7→ E[f(xZt)] ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r
t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K✱

sup
t≤T

sup
x∈K

E[f(xZt)] = sup
x∈K

E[f(xZT )] < +∞ ✷

✸✳✸✳✷ ❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ❞❡ ▲é✈②

❖♥ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡
Q ∈ M′ ✈ér✐✜❛♥t ✭✸✳✽✮✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

{

ξs(x) = xEQ[f ′′(xZT−s)ZT−s]

Hs(x, y) = EQ[f ′(xZT−sY (y)) − f ′(xZT−s)].

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺ ❙♦✐t λ > 0 ✜①é✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Q ∈ M′ ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✽✮✳ ❆❧♦rs ♣r❡sq✉❡
sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱

EQ[f ′(λZT )|Ft] = EQ[f ′(λZT )]+λ
d

∑

i=1

β(i)

∫ t

0
ξs(Zs−)dX(c),i

s

+

∫ t

0

∫

Rd∗
Hs(Zs− , y)(µ

X − Y (y)ν(dy)ds).

✭✸✳✶✾✮

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✶✾✮ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt (Tp)p≥1 t❡♥❞❛♥t ✈❡rs +∞ t❡❧❧❡
q✉❡

d
∑

i=1

β(i)2c2iEQ

[

∫ T∧Tp

0
ξ2s (Zs−)ds

]

< +∞.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Tp = {inf t ≥ 0 : Zt ≥
p ♦✉ Zt ≤ 1

p
}✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

EQ

[

∫ T∧Tp

0
ξ2s (λZs−)ds

]

≤ λ2p2T
(

sup
t≤T

sup
λ
p
≤x≤λp

EQ[f ′′(xZT−s)ZT−s]
)2

< +∞

P♦✉r ❧❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s
❞✬❛rrêt (τp)p≥1 t❡♥❞❛♥t ✈❡rs +∞ t❡❧❧❡ q✉❡

EQ

[

∫ T∧τp

0

∫

Rd∗
H2
s (λZs− , y)Y (y)ν(dy)ds

]
1
2
< +∞ ✭✸✳✷✵✮
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P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

τp = inf{t ≥ 0 : Zt ≥ p ♦✉ Zt ≤
1

p
♦✉ Y (∆Xt) ≥ p}

❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ s❛✉t t❡❧ q✉❡ Y (∆Xt) ≥ p s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡ [0, τp]✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s✱

H2
s (λZs− , y)1{Y (y)≤p} ≤ sup

1
n2 ≤η≤n2

EQ[f ′′(ληZT−s)ZT−s]
2λ2n2(Y (y) − 1)21{Y (y)≤p}

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✱

EQ

[

∫ T∧τp

0

∫

Y (y)≤p
H2
s (λZs− , y)Y (y)ν(dy)ds

]
1
2

≤ λTp sup
s≤T

sup
1

p2 ≤x≤p2
EQ[f ′′(ληZT−s)ZT−s]

(

∫

Y (y)≤p
(Y (y) − 1)2Y (y)ν(dy)

)
1
2

✭✸✳✷✶✮
❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❜✐❡♥ ✜♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡st ✜♥✐ ♣❛r ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✽✮ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✽✮ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
●✐rs❛♥♦✈ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

H2
s (λZs− , y)1{Y (y)≥p} ≤

(

EQ[f ′(λZT )|Fs]2 + sup
1
p
≤x≤p

EQ
[

|f ′(λxZT
Zs

)|
]2

)

1{Y (y)≥p}.

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ [0, T ∧ τp] ❛✉✲♣❧✉s ✉♥ s❛✉t t❡❧ q✉❡
Y (∆Xt) ≥ p✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

EQ

[

∫ T∧τp

0

∫

Y (y)≥p
H2
s (λZs− , y)Y (y)ν(dy)

]
1
2

≤ 2EQ[|f ′(λZT )|] + 2 sup
1
p
≤x≤p

EQ[|f ′(λx ZT
Zτp

)|] < +∞
✭✸✳✷✷✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✭✸✳✷✷✮ ❡t ✭✸✳✷✶✮✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✭✸✳✷✵✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥
q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✭✸✳✶✾✮ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧✬❛♣♣❧✐✲
q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ′✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (φn)n≥1

❜♦r♥é❡s✱ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t f ′ ❡t ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✳ ❖♥
❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r φn ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ f ′ ❡t φn ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r [ 1

n
, n]✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝

φn(x) =











An(x) s✐ 0 < x < 1
n

f ′(x) s✐ 1
n
≤ x ≤ n

Bn(x) s✐ x > n

♦ù

An(x) = f ′(
1

n
) −

∫ 1
n

x∨ 1
2n

f ′′(y)(2ny − 1)2(5 − 4ny)dy

Bn(x) = f ′(n) +

∫ x∧(n+1)

n

f ′′(y)(n+ 1 − y)2(2y + 1 − 2n)dy
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❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s r❡❝♦❧❧❡♠❡♥ts ❡♥ 1
2n ✱

1
n
✱ n ❡t n+1 s♦♥t ❢❛✐ts ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ φn s♦✐t

❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 s✉r R+∗✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n✱ φn ❡st ❜♦r♥é❡✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ C > 0 t❡❧ q✉❡

|φn(x)| ≤ 4|f ′(x)| + C ✱ |φ′n(x)| ≤ 3|f ′′(x)| ❡t |φn(x) − φn(y)| ≤ 7|f ′(x) − f ′(y)|
✭✸✳✷✸✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡ Z ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ▲é✈②✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ZT

Zt
❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ Ft ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ ZT−t✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱

EQ[φn(λZT )|Ft] = EQ[φn(λxZT−t)]|x=Zt

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ρn(t, x) = EQ[φn(λxZT−t)] ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô
à ρn(t, Zt)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ρn ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à x ❡t
❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à t✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡

∣

∣

∂

∂x
φn(λxZT−t)

∣

∣ =
∣

∣λZT−tφ
′
n(λxZT−t)

∣

∣ ≤ λ(n+ 1) sup
z∈R

∣

∣φ′n(z)
∣

∣ < +∞.

❉♦♥❝ ρn ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x ❡t

∂

∂x
ρn(t, x) = λEQ[φ′n(λxZT−t)]

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (x, t) 7→ EQ[φ′n(λxZT−t)] ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡

∣

∣

∂2

∂x2
φn(λxZT−t)

∣

∣ = λ2Z2
T−tφ

′′
n(λxZT−t) ≤ λ2(n+ 1)2 sup

z∈R

φ′′n(z) < +∞.

❉♦♥❝ ρn ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x ❡t

∂2

∂x2
ρn(t, x) = λ2EQ[φ′′n(λxZT−t)Z

2
T−t].

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ t✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡♥ t ❞❡ ρn✱
♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô à φn(λxZT−t) ✿

φn(λxZT−t) =φn(λx) +
d

∑

i=1

∫ T−t

0
λxφ′n(λxZs−)β(i)Zs−dX

(c),Q,i
s

+ λx

∫ T−t

0

∫

Rd∗
φn(λxZsY (y)) − φn(λxZs−)(µX − Y (y)ν(dy)ds)

+

∫ T−t

0
ψn(λx, Zs−)ds

♦ù

ψn(u, z) =⊤βcβ
(

uzφ′n(u, z) +
1

2
u2φ′′n(u, z)

)

+

∫

Rd∗

(

(φn(uzY (y)) − φn(uz))Y (y) − uφ′n(uz)z(Y (y) − 1)
)

ν(dy).
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❆✐♥s✐✱

EQ
[

φn(λxZT−t)
]

=

∫ T−t

0
EQ

[

ψn(λx, Zs−)
]

ds.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ρn ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ t ❡t

∂

∂x
ρn(t, x) = −EQ

[

ψn(λx, ZT−t)
]

❡t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô à ρn✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛

❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
{

ξ
(n)
s (x) = xEQ[ZT−sφ′n(xZT−s)]

H
(n)
s (x, y) = EQ[φn(xZT−sY (y)) − φn(xZT−s)].

❖♥ ❛ ❛❧♦rs

ρn(t,Zt) = EQ[φn(λZT )] +

d
∑

i=1

β(i)

∫ t

0
ξ(n)
s (λZs−)dX(c),Q,i

s

+

∫ t

0

∫

Rd∗
ξ(n)
s (λZs−)(Y (y) − 1)1{|Y (y)−1|<1}(µ

X − Y (y)ν(dy)ds)

+
1

2
⊤βcβ

∫ t

0

(

λ2Z2
s−EQ[Z2

T−sφ
′′
n(λxZT−s)]|x=Zs−

+ 2ξ(n)
s (λZs−)

)

ds

+
∑

0<s≤t
H(n)
s

(

λZs− , Y (∆Xs)
)

− ξ(n)
s

(

λZs−
)(

Y (∆Xs) − 1
)

1{|Y (∆Xs)−1|≤1}

−
∫ t

0

∫

Rd∗
ξ(n)
s (λZs−)

(

Y (y) − 1
)

1{|Y (y)−1|≥1}ν(dy)ds−
∫ t

0
EQ[ψn(λxZT−s)]|x=Z

s−
ds

❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ s✬é❝r✐r❡

ρn(t, Zt) =EQ[φn(λZT )] +

d
∑

i=1

β(i)

∫ t

0
ξ(n)
s (λZs−)dX(c),Q,i

s

+

∫ t

0

∫

Rd∗
H(n)
s (λZs− , y)(µ

X − Y (y)ν(dy)ds).

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ n ✈❡rs +∞✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t a > 0✱

σa = inf{t ≥ 0, λZt ≥ a ♦✉ λZt ≤
1

a
},

❛✈❡❝ inf{∅} = +∞✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr lima→+∞ σa = +∞ ♣✳s✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡

|EQ[f ′(λZT )|Ft] − ρn(t, λZt)| ≤ EQ

[

∣

∣f ′(λZT ) − φn(λZT )
∣

∣

∣

∣

∣
Ft

]

❈♦♠♠❡ f ′ ❡t φn ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r [ 1
n
, n]✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ♣❛r ✭✸✳✷✸✮✱

∣

∣

∣
EQ

[

f ′(λZT )|Ft
]

− ρn(t, λZt)
∣

∣

∣
≤EQ

[

∣

∣f ′(λZT ) − φn(λZT )
∣

∣1{σn<T}
∣

∣Ft
]

≤ EQ

[

(5
∣

∣f ′(λZT )
∣

∣ + C)1{σn<T}
∣

∣Ft
]

.
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❖r✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t α > 0✱

lim
n→+∞

Q
(

sup
t≤T

EQ
[

(5|f ′(λZT )|+C)1{σn<T}|Ft
]

≥ α
)

≤ lim
n→+∞

1

α
EQ

[

(5|f ′(λZT )|+C)1{σn<T}
]

= 0

❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lim
n→+∞

Q
(

sup
t≤T

∣

∣

∣
ρn(t, λZt) − EQ[f ′(λZT )|Ft]

∣

∣

∣
> α

)

= 0. ✭✸✳✷✹✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s tr♦✐s t❡r♠❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✶✾✮✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❛ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ limn→+∞ φn(λZT ) = f ′(λZT )✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱
|φn(λZT )| ≤ 4|f ′(λZT )|✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱

lim
n→+∞

EQ[φn(λZT )] = EQ[f ′(λZT )]. ✭✸✳✷✺✮

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✭✸✳✷✸✮✱

|ξ(n)
t (λZt) − ξt(λZt)| ≤EQ

[

λZT |φ′n(λZT ) − f ′′(λZT )||Ft
]

≤ 4λEQ

[

ZT |f ′′(λZT )|1{σn<T}|Ft
]

.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡

lim
n→+∞

Q
(

sup
t≤T

|ξ(n)
t (λZt) − ξt(λZt)| > α

)

≤ lim
n→+∞

λ

α
EQ

[

ZT f
′′(λZT )1{σn<T}

]

= 0

❡t ❞♦♥❝ q✉❡✱ q✉✐tt❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ξ(n) ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡
sûr❡♠❡♥t ✈❡rs ξ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ |ξ(n)| ≤ 3|ξ|✱ ❡t ξ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à X(c),i✱ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ d✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ■✳✹✳✸✶ ❞❛♥s ❬✹✶❪✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r
t♦✉t α > 0✱

lim
n→+∞

Q
(

| sup
t≤T

∫ t

0

(

ξ(n)
s (λZs−) − ξs(λZs−)

)

dX(c),Q,i
s | > α

)

= 0. ✭✸✳✷✻✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♠❛r✲
t✐♥❣❛❧❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❖♥ ✜①❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ p ≥ 1 ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s ❛rrêtés ❡♥ τp✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é❝r✐r❡

∫ t

0

∫

Rd∗
1{s≤τp}|H(n)

s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)|(µX − Y (y)ν(dy)ds) = M
(n)
t +N

(n)
t

❛✈❡❝

M
(n)
t =

∫ t

0

∫

|Y (y)−1|< 1
2

1{s≤τp}|H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)|(µX − Y (y)ν(dy)ds)

N
(n)
t =

∫ t

0

∫

|Y (y)−1|≥ 1
2

1{s≤τp}|H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)|(µX − Y (y)ν(dy)ds)

❖♥ ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ M
(n)
T ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s L2 ✈❡rs 0✱ ♣✉✐s q✉❡ N

(n)
T ❝♦♥✈❡r❣❡

❞❛♥s L1 ✈❡rs 0✳
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P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡

EQ[M
(n)2
T ] =

∫ T

0

∫

|Y (y)−1|< 1
2

EQ[H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)]

2Y (y)ν(dy)ds. ✭✸✳✷✼✮

❖r✱ ♦♥ ❛

∣

∣

∣
H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
EQ

[

φn(xλZT−sY (y)) − φn(xλZT−s) − (f ′(λxZT−sY (y)) − f ′(λxZT−s))
]

|x=Z
s−

∣

∣

∣
.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ |Y (y) − 1| < 1
2 ❡t 1

p
≤ x = Zs− ≤ p✳

❈♦♠♠❡ φn ❡t f ′ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [ 1
n
, n]✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∣

∣H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)

∣

∣ =
∣

∣EQ
[

1{σ 2n
3p
<T}

(

φn(λxZT−sY (y)) − φn(λxZT−s)

− (f ′(λxZT−sY (y)) − f ′(λxZT−s))
)]

|x=Z
s−

∣

∣.

P❛r ✭✸✳✷✸✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

∣

∣H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)

∣

∣ ≤ 8
∣

∣EQ[1{σ 2n
3p
<T}(f

′(λxZT−sY (y)) − f ′(λxZT−s))]
∣

∣

≤ 8 lim
A→+∞

∣

∣EQ[1{σ 2n
3p
<T}(f

′(λxZT−sY (y)) − f ′(λxZT−s))1{ZT−s≤A}]
∣

∣

❖r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ z 7→ EQ[f ′(zZT−s)1{ZT−s≤A}] ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❞❡ ❞ér✐✈é❡
EQ[f ′′(ZT−s)ZT−s1{ZT−s≤A}]✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s✱

∣

∣H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)

∣

∣ ≤
≤ 8 lim

A→+∞
sup

1
2
≤z≤ 3

2

EQ[f ′′(xZT−sz)ZT−s1{σ 2n
3p
<T}1{ZT−s≤A}]|Y (y) − 1|

❊♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ✭✸✳✷✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

EQ[M
(n)2
T ] ≤

8EQ

[

∫ T

0

∫

|Y (y)−1|< 1
2

λ2 lim
A→+∞

sup
1
2
≤z≤ 3

2

EQ[f ′′(λxzZT−s)xZT−s1{σ 2n
3p
<T}1{ZT−s≤A}]|2x=Zs−

.

.(Y (y) − 1)2Y (y)ν(dy)ds
]

≤12λ2 lim
A→+∞

(

∫

|Y (y)−1|< 1
2

(Y (y) − 1)2ν(dy)
)

.

.EQ

[

∫ T

0
sup

1
2
≤z≤ 3

2

EQ[f ′′(λxzZT−s)xZT−s1{σ 2n
3p

<T
}1{ZT−s≤A}]|2x=Zs−

ds
]

❖r✱ ♦♥ ❛ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱

lim
n→+∞

sup
1
2
≤z≤ 3

2

EQ[f ′′(λxzZT−s)λxZT−s1{σ 2n
3p
<T}1{ZT−s≤A}]|x=Zs−

= 0
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❡t ❞❡ ♣❧✉s✱

EQ[f ′′(λxZT−s)λxZT−s1{T>σ 2n
3p

}1{ZT−s≤A}]|2x=Zs−
≤ sup

1
2p

≤x≤ 3p
2

EQ[f ′′(λxZT−s)λxZT−s]
2 < +∞.

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱ limn→+∞EQ[M
(n)2
T ] = 0✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s L1 ❞❡ N
(n)
T ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t

♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
n→+∞

EQ

[

∫ T

0

∫

|Y (y)−1|> 1
2

|H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)|Y (y)ν(dy)ds

]

= 0.

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡

EQ[|φn(λxZT−sY (y)) − f ′(λxZT−sY (y))|]|x=Z
s−

= EQ[|φn(λZT ) − f ′(λZT )||Fs− ].

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛

|H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)|1{s≤τp} ≤EQ

[

|φn(λZT ) − f ′(λZT )||Fs−
]

1{s≤τp}

+EQ
[

|φn(λxZT−s) − f ′(λxZT−s)|
]

|x=Z
s−

1{s≤τp}

❈♦♠♠❡ φn ❡t f ′ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r [ 1
n
, n]✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✷✸✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

|H(n)
s (λZs− , y) −Hs(λZs− , y)|1{s≤τp} ≤ 1{s≤τp}

(

5EQ[|f ′(λZT )|1{σn<T}]

+ 5EQ[|f ′(λxZT−s)|1{σn
p
<T}]|x=Zs−

)

❆✐♥s✐✱

EQ[|N (n)
T |] ≤5

(

∫

|Y (y)−1|> 1
2

Y (y)ν(dy)
)

.

.

∫ T

0

(

EQ[|f ′(λZT )|1{σn<T}] + sup
1
p
≤x≤p

EQ[|f ′(λxZT−s)|1{σn
p
<T}]

)

ds

❖r EQ[|f ′(λZT )|] < +∞✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ limn→+∞EQ[|f ′(λZT )|1{σn<T}] = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝♦♠♠❡ f ′ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱

sup
1
p
≤x≤p

EQ[|f ′(λxZT−s)|1{σn
p
<T}] ≤ EQ[(|f ′(λpZT−s)| + |f ′(λ

p
ZT−s)|)1{σn

p
<T}].

❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ supx∈K sups≤T EQ[|f ′(xZs)|] < +∞✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lim
n→+∞

∫ T

0
sup

1
p
≤x≤p

EQ[|f ′(λxZT−s)|1{σn
p
<T}]ds = 0.

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ limn→+∞EQ[|N (n)
T |] = 0✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡

limn→+∞EQ[M
(n)2
T ] = 0✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉♦♦❜✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t α > 0✱

lim
n→+∞

Q(sup
s≤T

|M (n)
s +N (n)

s | ≥ α) = 0. ✭✸✳✷✽✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ q✉✐tt❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✷✹✮✱ ✭✸✳✷✺✮ ❡t ✭✸✳✷✻✮ q✉❡
✭✸✳✷✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✳ ✷



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P❘➱❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ P❘❖P❘■➱❚➱ ❉❊ ▲➱❱❨ ✼✷

✸✳✸✳✸ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✺ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (β, Y ) ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ Q ∈ M′ s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f ′(ZT ) = x+ (φ · S)T

❡①✐st❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ Q ✈ér✐✜❛♥t EQ[|f ′(ZT )|] < +∞ s♦✐t f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻ ❙♦✐t Z∗ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r [0, T ] q✉✐ ♣rés❡r✈❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ❡t ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✽✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ (β∗, Y ∗) s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈✳
❆❧♦rs ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t x ∈ supp(Z∗

T−) ❡t ♣r❡sq✉❡ t♦✉t y ∈ supp(ν)✱

f ′(xY ∗(y)) − f ′(x) = Φ(x)(
d

∑

i=1

αi(e
yi − 1)) ✭✸✳✷✾✮

♦ù Φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t α ∈ Rd✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ c 6= 0✱ ♦♥ ❛

f ′(xY ∗(y)) − f ′(x) =
d

∑

i=1

(xf ′′(x)β∗i + Vi)(e
yi − 1) ✭✸✳✸✵✮

♦ù V ❡st t❡❧ q✉❡ cV = 0✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ◆♦t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ c ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛

f ′(xY ∗(y)) − f ′(x) = xf ′′(x)
d

∑

i=1

β∗i(eyi − 1).

Pr❡✉✈❡ ❈♦♠♠❡ Q ❡st f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ❞♦✐t ❡①✐st❡r ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✱ ✉♥ ré❡❧ a ❡t
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ φ̂ t❡❧s q✉❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱

f ′(Z∗
T ) = a+ (φ̂ · S)T

❡t t❡❧s q✉❡ (φ̂ · S) s♦✐t ✉♥❡ Q✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t
t ≤ T ✱

EQ[f ′(Z∗
T )|Ft] = a+

d
∑

i=1

∫ t

0
φ̂(i)
s dS

(i)
s . ✭✸✳✸✶✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô à eXt ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
s♦✉s Q✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ d✱

S
(i)
t = S

(i)
0 +

d
∑

i=1

∫ t

0
S

(i)
s−β

∗(i)dX(c),i
s +

∫ t

0

∫

Rd∗
S

(i)
s−(eyi − 1)(µX

(i) − Y ∗(y)ν(dyi)ds)

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✭✸✳✸✶✮ ❞❡✈✐❡♥t

EQ[f ′(Z∗
T )|Ft] =a+

d
∑

i=1

∫ t

0
φ̂(i)
s S

(i)
s−β

∗(i)dX(c),i
s

+

∫ t

0

∫

Rd∗
φ̂(i)
s S

(i)
s−(eyi − 1)(µX − Y ∗(y)ν(dy)ds).
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P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ (EQ[f ′(Z∗
T )|Ft])t≥0 ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡

♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t λ = 1✮✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t ❡t ❞♦♥❝ q✉❡
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s s❛✉ts✳ ❆✐♥s✐✱ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡
t♦✉t s ≤ T ✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t y ∈ supp(ν) ✿

Hs(xZs− , y) =
d

∑

i=1

S
(i)
s− φ̂

(i)
s (eyi − 1).

❈♦♠♠❡ f ′ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t ❝à❞❧à❣✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ s t❡♥❞ ✈❡rs
T ✱

f ′(Z∗
T−Y

∗(y)) − f ′(Z∗
T−) =

d
∑

i=1

S
(i)
T− φ̂

(i)
T−(eyi − 1). ✭✸✳✸✷✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ à ω ✜①é ❡t ♣♦✉r y ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ supp(ν)✳
❊♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à y✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t i ≤ d✱

Z∗
T−

∂

∂yi
Y ∗(y)f ′′

(

Z∗
T−(ω)Y ∗(y)

)

= S
(i)
s−(ω)φ̂

(i)
s−(ω)eyi .

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r ✉♥ y0 ∈ supp(ν) ✜①é ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✿

Φ(x) = xf ′′(xY ∗(y0)) ❡t αi = e−yi
∂

∂yi
Y ∗(y0)

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t

S
(i)
T− φ̂

(i)
T− = Φ(Z∗

T−)αi.

❊♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✸✳✸✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

f ′(Z∗
T−Y

∗(y)) − f ′(Z∗
T−) = Φ(Z∗

T−)
d

∑

i=1

αi(e
yi − 1)

❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✭✸✳✷✾✮✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ c 6= 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❝♦♥t✐♥✉❡s ✿ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱

d
∑

i=1

∫ t

0
ξs(Z

∗
s−)β∗(i)dX(c),i

s =
d

∑

i=1

∫ t

0
S

(i)
s− φ̂

(i)
s−dX

(c),i
s .

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ♦♥
❛ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t s ≤ T ✱

(ξs(Z
∗
s−))2⊤β∗cβ∗ =⊤ (Ss− φ̂s−)c(Ss− φ̂s−).

♦ù Ss− φ̂s− ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ Rd ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s (S
(i)
s− φ̂

(i)
s−)1≤i≤d✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s tr❛✲

❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t ❝à❞❧à❣✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ s t❡♥❞ ✈❡rs T ✱

Z∗
T−f

′′(Z∗
T−)⊤β∗cβ∗ =⊤ (ST− φ̂T−)c(ST− φ̂T−). ✭✸✳✸✸✮
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❖r c ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t ✭✸✳✸✸✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❞♦♥❝ q✉❡

Z∗
T−f

′′(Z∗
T−)β∗ − ST− φ̂T− = V

♦ù V ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 0✳ ❊♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ✭✸✳✸✷✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

f ′(Z∗
T−Y

∗(y)) − f ′(Z∗
T−) = Z∗

T−f
′′(Z∗

T−)
d

∑

i=1

β∗(i)(eyi − 1) +
d

∑

i=1

V (i)(eyi − 1).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✭✸✳✸✵✮✳ ✷

✸✳✸✳✹ ❊t✉❞❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ Z∗
T

❖♥ ét✉❞✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉
s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Z∗

T ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✼ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ρ s✉r Rd ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

supp(ρ) = {x ∈ Rd : ρ(G) > 0 ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt G ❝♦♥t❡♥❛♥t x}.

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡
Rd✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Q∗ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱
ln(Z∗) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s s♦✉s P ❡t s♦✉s Q∗✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ln(Z∗) ❡t ❞♦♥❝ Z∗ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥st❛♥t ✜①❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✱
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Z∗

T− ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Z∗
T ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬ét✉❞❡

❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ln(Z∗
T ) ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡

q✉❡st✐♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❬✸✾❪✱❬✹✵❪✱❬✼✼❪✳ ❖♥ ❝✐t❡ ✐❝✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❬✻✽❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✽ ✭❬✻✽❪✱❚❤ ✷✹✳✶✵✮ ❙♦✐t (Xt)t≥0 ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s (b, c, ν) à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✳

✭❥✮ ❙✐ c 6= 0 ♦✉ s✐
∫

|x|≥1 xν(dx) = +∞✱ ❛❧♦rs supp(Xt) = R✳

✭❥❥✮ ❙✐ 0 ∈ supp(ν) ❡t s✐ supp(ν)
⋂

]0,+∞[6= ∅ ❡t supp(ν)
⋂

] − ∞, 0[6= ∅✱ ❛❧♦rs
supp(Xt) = R✳

✭❥❥❥✮ ❙✐ 0 ∈ supp(ν) ❡t supp(ν) ⊆ [0,+∞[ ❛❧♦rs supp(ν) = [bt,+∞[✳ ❙✐ 0 ∈
supp(ν) ❡t supp(ν) ⊆] −∞; 0]✱ ❛❧♦rs supp(ν) =] −∞, bt]✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✐❝✐ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ Z∗
T ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s X ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ Q∗✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✾ ❙♦✐t Z∗ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r [0, T ] q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✽✮✳ ❆❧♦rs ✿

✭✐✮ ❙✐ ⊤β∗cβ∗ 6= 0✱ supp(Z∗
T ) = R+✳

✭✐✐✮ ❙✐ supp(ν) ❡st ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥✲✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ A t❡❧ q✉❡ [A,+∞[⊆ supp(Z∗
T )

♦✉ ]0, A] ⊆ supp(ZT )✳
❉❡ ♣❧✉s ✿

✲ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ y ❡t ȳ ❞❛♥s supp(ν) t❡❧s q✉❡ ln(Y ∗(y)). ln(Y ∗(ȳ)) < 0✱ ❛❧♦rs supp(Z∗
T ) =

R+✳
✲ s✐ Z∗ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ]✱ ♦♥ ❛

⋃

T≥0 supp(Z
∗
T ) =

R+✳
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Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r q✉❡

ln(Z∗
T ) =

d
∑

i=1

β∗(i)X(c),i
t +

∫ T

0

∫

Rd∗
ln(Y ∗(y))(µX − ν(dy)ds)

+ T
[

− 1

2

⊤
β∗cβ∗ +

∫

Rd∗

(

ln(Y ∗(y)) − (Y ∗(y) − 1)ν(dy)
)

]

.

✭✸✳✸✹✮

✭✐✮ ❙✐ ⊤β∗cβ∗ 6= 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✽✱❥✮ q✉❡ supp(ln(Z∗
T )) = R ❡t ❞♦♥❝

q✉❡ supp(Z∗
T ) = R+✳

✭✐✐✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ supp(ν) ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡✳ ❊♥ ✜①❛♥t ✉♥
é❧é♠❡♥t x0 ∈ supp(Z∗

T ) ❞❛♥s ✭✸✳✷✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Y ∗(y) =
1

x0
(f ′)−1

(

f ′(x0) + φ(x0)

d
∑

i=1

αi(e
yi − 1)

)

✭✸✳✸✺✮

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Y ∗ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ yi✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

supp(νlnZ∗
) = {ln(Y ∗(y)), y ∈ supp(ν)}.

❙✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❥✮✱ ❥❥✮ ♦✉ ❥❥❥✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✽✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✐✐✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐ ❞ès q✉❡
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ν ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡✳

❙♦✐t K ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥✲✈✐❞❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s supp(ν) ❡t s♦✐t ǫ > 0 t❡❧ q✉❡
K

⋂

ν({|y| > ǫ}) 6= ∅✳ ❈♦♠♠❡ Y ∗ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ln(Y ∗(K)) ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R q✉✐
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❛r Y ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I1 = [a1, b1] ❞❡ R+ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ t❡❧ q✉❡

I1 ⊆ ln(Y ∗(K
⋂

{|y| > ǫ})).

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
∑

0<s≤T ln(Y ∗(∆Xs))1{|∆Xs|>ǫ} ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {nx, n ∈ N, x ∈ I1}✳ ❖r ✐❧ ❡①✐st❡ n0 t❡❧ q✉❡

n0a1 < (n0 − 1)b1. ✭✸✳✸✻✮

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ (n0+i)a1 < (n0+i−1)b1✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ [(n0−1)a1,+∞[⊆
{nx, n ∈ N, x ∈ I1}✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s s❛✉ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ǫ s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [A,+∞[
❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ln(Z∗

T )✳
❙✐ I1 ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s R−✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0, A[⊆

supp(Z∗
T )✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ln(Y ∗) ♣r❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛✲
t✐✈❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I1 ❞❡ R+ ❡t a2 < 0 q✉✐ s♦♥t ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ln(Y ∗)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡

{nx+ma2, (n,m) ∈ N2, x ∈ I1}

❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
∑

0<s≤T ln(Y ∗(∆Xs))1{|∆Xs|>ǫ}✳ ❖r✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [A,+∞[ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {nx, x ∈
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I1}✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ m t❡❧ q✉❡ x ∈ [A−ma2,+∞[✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

{nx+ma2, (n,m) ∈ N2, x ∈ I1} = R.

❈♦♠♠❡ ❧❡s s❛✉ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ǫ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ supp(ln(Z∗

T )) = R✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t s✐ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I1 ⊆ R− ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t a2 > 0 ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ν✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ Z∗ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, T ]✳ ❙✐ ln(Y ∗(y)) ♣r❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ♦✉ s✐ ⊤β∗cβ∗ 6= 0✱
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱ supp(Z∗

T ) = R+✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛s ♦ù ln(Y ∗) ❡st ❞❡
s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❡t ♦ù ⊤β∗cβ∗ = 0✳ ❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ln(Y ∗) ❡st à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♦♥
é❝r✐t ♣♦✉r ✉♥ ǫ > 0 ✜①é t❡❧ q✉❡ ν({y > ǫ}) > 0✱

ln(Z∗
T ) = MT + JT −AT

❛✈❡❝

Mt =

∫ t

0

∫

lnY ∗(y)<ǫ
ln(Y ∗(y))(µ− ν(dy)ds)

Jt =
∑

0<s≤T
ln(Y ∗(∆Xs))1{ln(Y ∗(∆Xs))>ǫ}

A =

∫

ln(Y ∗(y))>ǫ

(

(Y ∗(y) − 1) − ln(Y ∗(y))1{ln(Y ∗(y))<ǫ}
)

ν(dy).

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱

[(n0 − 1)a1,+∞[⊆ supp(JT )

♦ù n0 ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✸✳✸✻✮✳ ❆✐♥s✐✱

[(n0 − 1)a1 −AT,+∞[⊆ supp(JT −AT ).

❉❡ ♣❧✉s✱ M ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
supp(MT )

⋂

] −∞, 0] 6= ∅✳ ❈♦♠♠❡ MT ❡t JT s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
♣♦✉r x(T ) ∈ supp(MT )✱ x(T ) < 0✱ ♦♥ ❛

[(n0 − 1)a1 −AT + x(T ),+∞[⊆ supp(ln(Z∗
T )).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝

R =
⋃

T≥0

[(n0 − 1)a1 −AT + x(T ),+∞[⊆ supp(ln(Z∗
T )).

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Y ∗ ❡st à ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ǫ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

∫

−ǫ<ln(Y ∗(y))<0

(

Y ∗(y) − 1 − ln(Y ∗(y))
)

ν(dy) <

∫

ln(Y ∗(y))<−ǫ

(

1 − Y ∗(y)
)

ν(dy)

❡t ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡✳ ✷
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✸✳✸✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ✶❡r ❝❛s ✿ supp(ν) ❡st ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥✲
✈✐❞❡

❖♥ ❡♥ ✈✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ f ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C3✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s Rd t❡❧ q✉❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ν ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❡t ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à K ❡t q✉✐
♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ▲é✈②✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I1, ..., Id t❡❧s q✉❡
I = I1 × ...× Id ⊆ supp(ν)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✾✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ J ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s supp(Z∗
T )✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ φ ❡t α ∈ Rd t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ Supp(Z∗

T ) ❡t t♦✉t y ∈ supp(ν)✱

f ′(xY ∗(y)) − f ′(x) = Φ(x)

d
∑

i=1

αi(e
yi − 1). ✭✸✳✸✼✮

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ I ❡t t♦✉t x ∈ J ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
♣♦✉r ✉♥ x0 ∈ supp(Z∗

T )✱ x0 6= 0✱ ✜①é✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✸✺✮✱

Y ∗(y) =
1

x0
(f ′)−1(f ′(x0) + Φ(x0)

d
∑

i=1

αi(e
yi − 1))

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Y ∗ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r ✉♥ i ≤ d
✜①é✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✸✳✸✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à yi q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ J ❡t t♦✉t y ∈ I✱

Φ(x0)

x0
f ′′(xY ∗(y)) = f ′′(x0Y

∗(y))
Φ(x)

x
. ✭✸✳✸✽✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
yi ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡

{

Φ̃(x0)Y
∗(y)f ′′′(xY ∗(y)) = f ′′(x0Y

∗(y))Φ̃′(x)

Φ̃(x0)x
∂
∂yi
Y ∗(y)f ′′′(xY ∗(y)) = ∂

∂yi
Y ∗(y)x0f

′′(x0Y
∗(y))Φ̃(x)

✭✸✳✸✾✮

♦ù Φ̃(x) = Φ(x)
x

✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ γ ∈ R t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ J ✱

Φ̃′(x)

Φ̃(x)
=
γ

x
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ a > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ J ✱ Φ̃(x) = axγ ✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs
❞❡ ✭✸✳✸✽✮ ❡t ✭✸✳✸✾✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ J ❡t t♦✉t y ∈ I✱

f ′′′(xY ∗(y))
f ′′(xY ∗(y))

=
γ

xY ∗(y)

❡t ❞♦♥❝ q✉❡ f ′′(xY ∗(y)) = a(xY ∗(y))γ ✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ f ′′(x) = axγ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ supp(Z∗

T )✳ ❖♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✾✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r J ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
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[A,+∞[ ♦✉ ]0, A]✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ J = [A,+∞[✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ A′ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t z ≥ A′✱ f ′′(z) = azγ ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t z ≥ A′✱

f ′(z) =

{

a
γ+1z

γ+1 + b s✐ γ 6= −1

a ln(z) + b s✐ γ = −1.
✭✸✳✹✵✮

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x ∈ supp(Z∗
T )✱ x < A′✳ ❙♦✐t y ❡t ȳ ❞❛♥s supp(ν) ❡t n ∈ N t❡❧s q✉❡

xY ∗(y)n ≥ A′ ❡t xY ∗(y)n−2Y ∗(ȳ)2 ≥ A′.

P❛r ✭✸✳✸✼✮✱ ♦♥ ❛

{

f ′(xY ∗(y)n−1) = f ′(xY ∗(y)n) − Φ(xY ∗(y)n−1)(
∑d

i=1(e
yi − 1))

f ′(xY ∗(y)n−1) = f ′(xY ∗(y)n−1Y ∗(ȳ)) − Φ(xY ∗(y)n−1)(
∑d

i=1(e
ȳi − 1)).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Φ(xY ∗(y)n−1) = a(xY ∗(y)n−1)γ+1 ♣✉✐s q✉❡ ✭✸✳✹✵✮ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r
z = xY ∗(y)n−1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r z = xY ∗(y)n−2Y ∗(ȳ)✳

❊♥ ✐tér❛♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ≤ n✱ ✭✸✳✹✵✮
❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r z = xY ∗(y)n−k ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r z = x✳ ❆✐♥s✐✱ f ′ ❝♦ï♥❝✐❞❡
s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ Z∗

T ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✈ér✐✜❡ f ′′(x) = axγ ✳ ✷

✸✳✸✳✻ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ✷❡♠❡ ❝❛s ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ c ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Y ∗✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ν ♥✬❡st
♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❞❡♥s❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ q✉❡ s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ c ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t f ′′(x) = axγ ✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛
s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ❡t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ c ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻ ✱ ♦♥ ❛ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱

f ′(Z∗
T−Y

∗(y)) − f ′(Z∗
T−) = Z∗

T−f
′′(Z∗

T−)
d

∑

i=1

β∗(i)(eyi − 1).

❈♦♠♠❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Z∗
T− ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s R+∗✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t x > 0 ❡t

t♦✉t y ∈ supp(ν)✱

f ′(xY ∗(y)) − f ′(x) = xf ′′(x)
d

∑

i=1

β∗(i)(eyi − 1). ✭✸✳✹✶✮

❙♦✐t ǫ, 0 < ǫ < 1✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à a ∈ R ❡t b > 0 ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

Va,b = {φ ∈ C1([ǫ(1∧b), 1 ∨ b
ǫ

]), t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ [ǫ,
1

ǫ
], φ(bx)−φ(x) = axφ′(x)}

❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣❛r ✭✸✳✹✶✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a, b t❡❧s q✉❡ f ′ ∈ Va,b✳ ❖r Va,b ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s C([ǫ(1 ∧ b), 1∨b

ǫ
], ||.||∞)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
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(φn)n≥1 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Va,b q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ✱ ♦♥ ♥♦t❡ φ̃

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ φ̃(x) = φ(bx)−φ(x)
ax

✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

lim
n→+∞

||φ′n − φ̃||∞ ≤ 2

ǫ(1 ∨ b) lim
n→+∞

||φn − φ||∞ = 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ φ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t q✉❡ φ′ = φ̃✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1

❡t ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ [ǫ, 1
ǫ
]✱

φ(bx) − φ(x) = axφ′(x) ✭✸✳✹✷✮

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ φ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Va,b ✿ Va,b ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢❡r♠é✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s♦✐t φ ∈ Va,b ❡t x, y ∈ [ǫ, 1

ǫ
] ✿

|φ(x) − φ(y)| ≤ sup
x∈[ǫ, 1

ǫ
]

|φ′(x)||x− y| ≤ sup
x∈[ǫ, 1

ǫ
]

|φ(bx) − φ(x)|
|ax| |x− y| ≤ 2||φ||∞

|a|ǫ |x− y|

▲❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❞❡ Va,b ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞♦♥❝ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡s③✱ Va,b ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ φ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Va,b✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ xφ′(x)
❛♣♣❛rt✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à Va,b✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✹✷✮ q✉❡ s✐ φ ∈ Va,b✱ ❛❧♦rs
x 7→ xφ′(x) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✸✳✹✷✮ ❡t ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r x✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

bxφ′(bx) − xφ′(x) = ax(φ′(x) + xφ′′(x))

❡t x 7→ xφ′(x) ∈ Va,b✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ φ(i) ❧❛ ✐✲❡♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ φ✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
(xiφ(i)(x))i≥0 ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ Va,b q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N ❡t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ré❡❧❧❡s
(ρi)0≤i≤n t❡❧❧❡s q✉❡

n
∑

i=0

ρix
iφ(i)(x) = 0.

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Va,b s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ✭❝❢
❬✻✷❪✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ré❡❧❧❡s m,µ, θ ❡t (ai, bi, ci, di, λi)0≤i≤n t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ [ǫ, 1

ǫ
]✱

φ(x) =
n

∑

i=0

aix
λi + xm

n
∑

i=1

bi(ln(x))i + xµ
n

∑

i=0

[ci cos(ln(θx)) + di sin(ln(θx))] ln(x)i.

❈❡❝✐ ❞♦✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r êtr❡ ✈r❛✐ ❞❡ f ′ s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [ǫ, 1
ǫ
] ❡t ❝♦♠♠❡

f ′ ∈ C1(R+∗)✱ ❝❡❧❛ ❞♦✐t êtr❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✳ ❖r f ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❞♦♥❝ f ′ ❡st
❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ n✱ ci = di = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ φ(x) =
∑n

i=0 aix
λi ✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Va,b q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱

n
∑

i=0

ai(b
λi − 1)xλi + xm

n
∑

i=1

bm(ln(b) + ln(x))i − (ln(x))i

= a

n
∑

i=0

aiλix
λi + axmm

n
∑

i=1

(ln(x))i + ai(ln(x))i−1.



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P❘➱❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ P❘❖P❘■➱❚➱ ❉❊ ▲➱❱❨ ✽✵

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ n✱ bλi − 1 = aλi✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉
♣❧✉s ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t λi q✉✐ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t x = 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r
i ≥ 2✱

n
∑

i=2

bm ln(b)i = 0

❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ b = 1✱ ❞❛♥s q✉❡❧ ❝❛s f ′ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ f ′′(x) =
axγ ✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 2✱ bi = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

(bm − 1 − am) ln(x) + bm ln(b) − a = 0

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ bm = 1 + am ❡t ❞♦♥❝ (1 + am) ln(1 + am) = am✱
❡t ❞♦♥❝ q✉❡ m = 0✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

f ′(x) = a0 + a1x
λ + b1 ln(x).

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r f ′′(x) = axγ ✱ ✐❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ a1 = 0 ♦✉ b1 = 0✳ ❙✐ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱

axλ(Y ∗λ(y) − 1 − λ
d

∑

i=1

β∗(i)(eyi − 1)) + b(ln(Y ∗(y)) −
d

∑

i=1

β∗(i)(eyi − 1)) = 0

❡t ❞♦♥❝ q✉❡

Y ∗λ(y) = 1 + λ
d

∑

i=1

β∗(i)(eyi − 1) ❡t ln(Y ∗(y)) =
d

∑

i=1

β∗(i)(eyi − 1).

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ β∗ = 0 ❡t ❞♦♥❝ Y ∗ = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ P
♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a > 0 ❡t γ ∈ R t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
x > 0✱ f ′′(x) = axγ ✳ ✷

✸✳✸✳✼ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ✿ ▼❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′′(x) = axγ

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ f ′′(x) = axγ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❡t s✉✣s❛♥t❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡
s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é à
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, ν)✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗

❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à r❛♣♣❡❧é
q✉✬✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ✭❬✷✾❪✱❬✹✾❪✮✱ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
f(x) = x ln(x)✱ f(x) = xq✱ q > 1 ♦✉ q < 0 ❡t f(x) = − ln(x) ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ▲é✈②✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f(x) = a1f̂(x) + a2x+ a3

♦ù f̂ ❡st ✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s f̂(x) = x ln(x)✱ f̂(x) = xq✱ f̂(x) = − ln(x)✱ ❧❛
♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ♣rés❡r✈❡ ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✱ ✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ (β∗, Y ∗) ❧❡s
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♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ Q∗ ❡t ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r
❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ γ 6= −1,−2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
A1✱ A2✱ A3✱ B1 t❡❧❧❡s q✉❡

f(x) = A1x
γ+2 +A2x+A3 ❡t f ′(x) = B1x

γ+1 +A2.

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ γ = −1✱ ♦♥ ❛

f(x) = A1x ln(x) +A2x+A3 ❡t f ′(x) = A1 ln(x) +A2 +A1

❡t s✐ γ = −2✱

f(x) = A1 ln(x) +A2x+A3 ❡t f ′(x) =
A1

x
+A2.

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s b1✱ b2✱ b3 ❡t c1✱c2✱c3 t❡❧❧❡s
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱

x|f ′(x)| ≤ b1|f(x)| + b2x+ b3 ❡t x2f ′′(x) ≤ c1|f(x)| + c2x+ c3.

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ✈ér✐✜❡ EQ∗ [|f ′(ZT )|] <
+∞ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸✱ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱ EQ∗ [|f ′(xZ∗

T )|] < +∞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Q∗ ✈ér✐✜❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

sup
t≤T

sup
x∈K

EP [f ′′(xZt)Z
2
t ] < +∞.

▲❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ✭✸✳✽✮✳ ❆✐♥s✐✱
♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ♣♦✉r t♦✉t x ∈ supp(Z∗

T ) ❡t t♦✉t y ∈ supp(ν)✱

f ′(xY ∗(y)) − f ′(x) = φ(x)

d
∑

i=1

αi(e
yi − 1).

❖r ❝♦♠♠❡ f ′′(x) = axγ ✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t x, u > 0✱

f ′(xu) − f ′(x) = axγ+1(f ′(u) − f ′(1)).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

φ(x)
d

∑

i=1

αi(e
yi − 1) = axγ+1(f ′(Y ∗(y)) − f ′(1))

❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ✜①❛♥t x0 ∈ supp(Z∗
T )✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r β t❡❧ q✉❡

f ′(Y ∗(y)) = f ′(1) +
d

∑

i=1

βi(e
yi − 1). ✭✸✳✹✸✮

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ c 6= 0✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ β∗ ❞❡ Q∗

❞♦✐t ✈ér✐✜❡r

f ′(Y ∗(y)) = f ′(1) +
d

∑

i=1

(β∗i + Vi)(e
yi − 1)
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♦ù V ❡st t❡❧ q✉❡ cV = 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r β∗ = β + V ✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✱ ✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r q✉❡ Q∗ s♦✐t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✱ Y ∗(y) > 0 ✭ν✲♣♣✮✳ P❛r ✭✸✳✹✸✮✱
❡t ❝♦♠♠❡ f ′ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à

f ′(1) +

d
∑

i=1

βi(e
yi − 1) > f ′+(0) (ν − pp),

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✭✸✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r q✉❡ EQ∗ [ST ] < +∞✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r

d
∑

i=1

∫

|y|≥1
(eyi − 1)Y ∗(y)ν(dy) < +∞

❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ Q∗ s❡r❛ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
s✐

b+
1

2
diag(c) + cβ∗ +

∫

Rd∗
(ey − 1)Y ∗(y) − h(y)ν(dy) = 0.

P❛r ✭✸✳✹✸✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ cβ∗ = cβ✱ ❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✸✳✸✮✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r β∗ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✱
✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮ ❡t ✉♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✜①é q✉❡❧❝♦♥q✉❡ [0, T ]✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

Y ∗(y) = (f ′)−1(f ′(1) +
d

∑

i=1

β∗i(eyi − 1))

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ (β∗, Y ∗) s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ Q∗ ∈ M′✳ ❖♥
❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ Q∗ ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Q 7→ f(Q||P ) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱
❡st ✉♥✐q✉❡✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s γ = −1 ✿ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✷✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
∫

Rd∗

(

Y ∗(y) ln(Y ∗(y)) − (Y ∗(y) − 1)
)

ν(dy) < +∞.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ EP [f(Z∗
T )] < +∞ ❡t EQ∗ [f ′(Z∗

T )] < +∞ ❡t Q∗ ∈ K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✱

f ′(Z∗
T ) = EQ∗ [f ′(Z∗

T )] + βX̂T

♦ù S = E(X̂)✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s X̂ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Q ♣♦✉r S✱ ❡t ❞♦♥❝

EQ[f(Z∗
T )] = EQ∗ [f(Z∗

T )].

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✱ Q∗ ❡st f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ γ 6= −1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ré❡❧❧❡s A ❡t B

t❡❧❧❡s q✉❡
f ′(x) = Axγ+1 +B.

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✷✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡EQ∗ [Z∗γ+1
T ] < +∞✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱

f(x) ≤ xf ′(x) ❡t ❞♦♥❝ EP [f(Z∗
T )] < +∞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

ré❡❧ ψ t❡❧ q✉❡

Z∗γ+1
t =

∫ t

0
Z∗γ+1
s− βdX̂s +

∫ t

0
Z∗γ+1
s− ψds.
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
Z∗γ+1
T = eψT .E(N)T

♦ù N = βX̂✳ P✉✐sq✉❡ E(N) ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ s♦✉s t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ Q ∈ M✱ ❡t
❝♦♠♠❡ N ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✱ E(N) ❡st ✉♥❡ Q✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

EQ[Z∗γ+1
T ] = eψT = EQ∗ [Z∗γ+1

T ]

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ q✉❡ Q∗ ❡st f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ✷

✸✳✸✳✽ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ c ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ f ❞❡ ❝❧❛ss❡ C3✱ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0 ♣❛r
f(x) = 1

2x
2 + x ln(x) − x ❡t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R2 ❞é✜♥✐ ♣❛r

Xt = (Wt + ln(2)Pt,Wt + ln(3)Pt − t)

♦ù W ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R ❡t P ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
P♦✐ss♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ f ′′ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
f ′′(x) = axγ ✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
▲é✈②✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ c ❡st

(

1 1
1 1

)

❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ν ❡st ré❞✉✐t ❛✉ ♣♦✐♥t a =
(ln(2), ln(3))✱ ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♥✉❧❧❡✲♣❛rt ❞❡♥s❡✳

❙♦✐t Q ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈
(β, Y )✱ ❛✈❡❝ ⊤β = (β1, β2)✳ P❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r

ln(2) +
1

2
+ β1 + β2 + Y (a) = 0

ln(3) − 1

2
+ β1 + β2 + 2Y (a) = 0

✭✸✳✹✹✮

❡t ❞♦♥❝ Y (a) = 1 − ln(3
2)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r q✉❡ Q s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ♣❛r ❧❡

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱

f ′(xY (a)) − f ′(x) = xf ′′(x)
(

2
∑

i=1

βi(e
ai − 1)) +

2
∑

i=1

vi(e
ai − 1)

)

♦ù v = (v1,−v1) ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 0 ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
c✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞♦♥♥é❡✱ ❝❡❝✐ s✬é❝r✐t

ln(Y (a)) + x(Y (a) − 1) = (x+ 1)(β1 + 2β2) − v1

❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱

{

β1 + 2β2 = Y (a) − 1

β1 + 2β2 − v1 = ln(Y (a)).
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P❛r ✭✸✳✹✹✮✱ ❝❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡











v1 = − ln(1 − ln(3
2)) − ln(3

2)

β1 = 3 ln(3) − 5 ln(2) − 3

β2 = 3
2 + 3 ln(2) − 2 ln(3).

❈♦♠♠❡ β ❡t Y ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ (ω, t)✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q∗ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉①
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ (β, Y ) ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ❞❡ X✳ ❱ér✐✜♦♥s ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥t q✉❡ Q∗ ❡st ❜✐❡♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺ s✬é❝r✐t
✐❝✐

f ′(Z∗
T ) = EQ∗ [f ′(Z∗

T )] +
2

∑

i=1

∫ T

0

(

βi(1 + Z∗
s−EQ∗ [Z∗

T−s]) + vi

)dSis
Si
s−
.

❙♦✐t Q ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥ ❛

EQ[f ′(Z∗
T )] = EQ∗ [f ′(Z∗

T )]+EQ[((β+ v) · X̂)T ] +
2

∑

i=1

EQ

[

∫ T

0
Z∗
s−EQ∗ [Z∗

T−s]βi
dSis
Si
s−

]

♦ù X̂ ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② t❡❧ q✉❡ S = E(X̂)✳ ❈♦♠♠❡ X̂ ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s
t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q✱ EQ[((β + v) · X̂)T ] = 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡

Z∗
T = EQ∗ [Z∗

T ] +

2
∑

i=1

EQ

[

∫ T

0
Z∗
s−EQ∗ [Z∗

T−s]βid
Sis
Si
s−

]

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Z∗
T = EQ∗ [Z∗

T ](E(βX̂)T )✳ ❈♦♠♠❡ E(βX̂) ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s t♦✉t❡
♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ EQ[Z∗

T ] = EQ∗ [Z∗
T ]✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡

♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q✱ EQ[f ′(Z∗
T )] = EQ∗ [f ′(Z∗

T )]✱ ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✱ Q∗ ❡st
❜✐❡♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ f ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡①✐st❡ ❡t ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ❜✐❡♥ q✉❡ f ♥❡
✈ér✐✜❡ ♣❛s f ′′(x) = axγ ✳

✸✳✹ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
f ′′(x) = axγ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞éré✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ q✉✐ ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✵ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ f ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t c > 0 ❡t t♦✉t t ≥ 0✱
E[|f(c

dQ∗
t

dPt
)|] < +∞ ❡t

E
[

f
(

c
dQ∗

t

dP ∗
t

)]

= inf
Q∈M

E
[

f
(

c
dQt
dPt

)]

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉❡ f ′′(x) = axγ ✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ′′(x) = axγ✱ a > 0✱ γ ∈ R✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱
❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ q✉❡ s✐ f ′′(x) = axγ ✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t c > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s α > 0✱ β, δ ∈ R t❡❧❧❡s q✉❡
♣♦✉r t♦✉t x > 0✱

f(cx) = αf(x) + βx+ δ

❆✐♥s✐✱ s✐ Q∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q✱

E[f(c
dQ

dP
)] = αE[f(

dQ

dP
)] + β + δ ≥ αE[f(

dQ∗

dP
)] + β + δ = E[f(c

dQ∗

dP
)] ✷

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✽✳

✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ▲❛ ❞✉❛❧✐té q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ été ét✉❞✐é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❬✻❪✱❬✸✹❪ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❬✶✼❪ ❡t ❬✹✹❪✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ❙♦✐t u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ u
❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ f t❡❧❧❡ q✉❡

f(y) = sup
x∈R

{u(x) − xy} = u(I(y)) − yI(y) ✭✸✳✹✺✮

♦ù I = (u′)−1✳

❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿










s✐ u(x) = ln(x) ❛❧♦rs f(x) = − ln(x) − 1

s✐ u(x) = xp

p
, p < 1 ❛❧♦rs f(x) = −p−1

p
x

p
p−1

s✐ u(x) = 1 − e−x ❛❧♦rs f(x) = 1 − x+ x ln(x)

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ❞❡ str❛té❣✐❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✸ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ φ̂ ∈ A ❡st u✲♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r [0, T ] s✐

E[u(x+ (φ̂ · S)T )] = sup
φ∈A

E[u(x+ (φ · S)T )].

❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s (φ̂(n))n≥1 ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉✲♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r [0, T ] s✐

lim
n→+∞

E[u(x+ (φ̂(n) · S)T )] = sup
φ∈A

E[u(x+ (φ · S)T )].
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▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ u✲♦♣t✐♠❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✹ ❙♦✐t u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ❡t fu s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡
❝♦♥❥✉❣✉é❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fu✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ❞❡ ❞❡♥s✐té Z∗ q✉✐ ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t λ > 0✱

EQ∗ [|f ′(λZ∗
T )|] < +∞.

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x ≥ x✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ré❡❧ λ t❡❧ q✉❡

−f ′u(λZ∗
T ) = x+ (φ̂ · S)T ✭✸✳✹✻✮

♦ù φ̂ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ φ̂ · S s♦✐t ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

E[u(x+ (φ̂ · S)T )] = sup
φ∈A

E[u(x+ (φ · S)T )]

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt (τn)n≥1 t❡❧❧❡ q✉❡ (φ̂.∧τn)n≥1 s♦✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✲
♠❡♥t u✲♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ x > −∞✱ φ̂ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ u✲♦♣t✐♠❛❧❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ f ′′u (x) = axγ ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✱ ✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✜①é x0 > x✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t u✲♦♣t✐♠❛❧❡ (φ̂.∧Tn)n≥1 ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

φ̂(i)
s = αγ+1

Z∗γ+1
s−

EQ∗ [Z∗γ+1
s− ]

β∗(i)

S
(i)
s−

✭✸✳✹✼✮

♦ù αγ+1 = (γ+1)(x+f ′(1))−a✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ φ̂ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞ès q✉❡ γ 6= −1✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✹ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ❞❛♥s ❬✸✹❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ x > −∞✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐✲
q✉❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❑❛❧❧s❡♥ ❬✹✺❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à é❧❛r❣✐r
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ φ̂ ② ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ S ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✭❬✻✾❪✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ✭❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✮ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ φ̂ ❧♦rsq✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✸✳✹✻✮ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡t ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✹ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t λ > 0✱ E[|f(λZ∗
T )|] < +∞ ❡t

EQ∗ [|f ′(λZ∗
T )|] < +∞✳ ❈♦♠♠❡ f ′ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

λ 7→ EQ∗ [f ′(λZ∗
T )] ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s

limλ→0EQ∗ [f ′(λZ∗
T )] = −∞ ❡t limλ→+∞EQ∗ [f ′(λZ∗

T )] = x✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x > x✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ λ > 0 t❡❧ q✉❡ −EQ∗ [f ′(λZ∗

T )] = x✳ ❈♦♠♠❡ Q∗ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ f(λx)✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ φ̂ t❡❧
q✉❡

−f ′(λZ∗
T ) = x+ (φ̂ · S)T

❡t ❞❡ ♣❧✉s φ̂ · S ❞é✜♥✐t ✉♥❡ Q∗✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡
❝♦♥❥✉❣é❡✱ ♦♥ ❛

E[|u(x+ (φ̂ · S)T )|] ≤ E[|f(λZ∗
T )|] + E[Z∗

T |f ′(λZ∗
T )|] < +∞.
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❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t φ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
fu✱

u(x+ (φ · S)T ) ≤ (x+ (φ · S)T )λZ∗
T + f(λZ∗

T )

≤ (x+ (φ · S)T )λZ∗
T + u(x+ (φ̂ · S)T ) − λZ∗

T f
′(λZ∗

T ).

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✱

E[u(x+ (φ · S)T )] ≤ E[u(x+ (φ̂ · S)T )] + λEQ∗ [(φ · S)T ]

❖r✱ s♦✉s Q∗✱ φ ·S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ♠✐♥♦ré❡✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉r♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝
EQ∗ [(φ · S)T ] ≤ 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

E[u(x+ (φ · S)T )] ≤ E[u(x+ (φ̂ · S)T )].

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ x > −∞✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

(φ̂ · S)T ≥ x− x.

φ̂ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ u✲♦♣t✐♠❛❧❡✳
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x = −∞✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt (Tn)n≥1 ❞é✜♥✐❡

♣❛r
Tn = inf{t ≥ 0, (φ · S)t ≤ −n ♦✉ < φt, St >≤ −n}

❛✈❡❝ inf{∅} = +∞✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s (φ̂.∧Tn)n≥1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ n✱ (φ̂.∧Tn) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

(φ̂ · S)T∧Tn = (φ̂ · S)T−∧T−
n

+

d
∑

i=1

φ̂
(i)

T−∧T−
n
S

(i)

T−∧T−
n

∆X̂
(i)
T∧Tn

♦ù X̂ ❡st t❡❧ q✉❡ S = E(X̂)✳ ❈♦♠♠❡ ∆X̂ ≥ −1✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

(φ̂ · S)T∧Tn ≥ −2n

❡t ❞♦♥❝ q✉❡ φ̂.∧Tn ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❛✲
✈✐té ❞❡ u✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱

u(x+ (φ̂ · S)T∧Tn) ≤ u(x+ (φ̂ · S)T ) + u′(x+ (φ̂ · S)T )((φ̂ · S)T − (φ̂ · S)T∧Tn).

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ u′ = −(f ′)−1✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✳

|u(x+ (φ̂ · S)T∧Tn)| ≤ |u(x+ (φ̂ · S)T∧Tn)| + Z∗
T |(φ̂ · S)T − (φ̂ · S)T∧Tn |.

❖r φ̂·S ❡st ✉♥❡Q∗✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ((φ̂·S)T∧Tn)n≥1

❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡

lim
n→+∞

E[u(x+ (φ̂1{.≤Tn} · S)T )] = E[u(x+ φ̂ · S)T ].

❆✐♥s✐✱ ❧❛ s✉✐t❡ (φ̂1{.≤Tn})n≥1 ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t u✲♦♣t✐♠❛❧❡✳
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❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ f ′′(x) = axγ ❡t q✉❡ ✭✸✳✶✮✱✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ❞♦♥t
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ s♦♥t

β∗ ❡t Y ∗(y) = (f ′)(−1)(f ′(1) +
d

∑

i=1

β∗(i)(eyi − 1)).

P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳
❙♦✐t λ > 0 t❡❧ q✉❡ EQ∗ [f ′(λZ∗

T )] = −x✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺ ♣♦✉r
f ′(λZ∗

T ) s✬é❝r✐t

−f ′(λZ∗
T ) = x− aλγ+1

d
∑

i=1

β(i)

∫ T

0
Z∗γ+1
s− EQ∗ [Z∗γ+1

s− ]
dS

(i)
s

S
(i)
s−

.

❈♦♠♠❡ Z∗ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✱ EQ∗ [Z∗γ+1
T−s ]EQ∗ [Z∗γ+1

s ] = EQ∗ [Z∗γ+1
T ]✱ ❡t

❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

φ̂(i)
s = −aλγ+1EQ∗ [Z∗γ+1

T ]
Z∗γ+1
s

EQ∗ [Z∗γ+1
s ]

β
(i)
s

S
(i)
s−

. ✭✸✳✹✽✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r γ = −1✱ ♦♥ ❛

φ̂(i)
s = −aβ

(i)

S
(i)
s−

.

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t γ 6= −1✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t z > 0✱ f ′(z) = a
γ+1(zγ+1−1)+f ′(1)✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

x = −EQ∗ [f ′(λZ∗
T )] = −aλ

γ+1

γ + 1
(EQ∗ [Z∗γ+1

T ] − 1) − f ′(1)

❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡

−aλγ+1EQ∗ [Z∗γ+1
T ] =

γ + 1

a
(x+ f ′(1)) − a.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ✭✸✳✹✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φ̂(i)
s =

(

(γ + 1)(x+ f ′(1)) − a
) Z∗γ+1

s−

EQ∗ [Z∗γ+1
s ]

β(i)

S
(i)
s−

. ✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▼♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❡♥✲
❣❡♥❞r❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢ r✐sq✉é✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✈✉❧❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡ss❡ ♦✉ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉
♣r✐① ❞❡ ♠❛t✐èr❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢✱ ❡♥ s♦♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐✲
s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
♣♦✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s ✐❝✐ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✿ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s
s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ r✐sq✉é ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡✲
♣♦✐♥t ♣❛r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✐✲
♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❡t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛
♣❛r ❞é✜♥✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥✲
❣❛❧❡s ❛✈❛♥t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❡t
❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s✳

✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✹✳✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐❢s r✐sq✉és

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞❡ d ❛❝t✐❢s r✐sq✉és ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r✐① ❞❡
♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② L à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R2d ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé (Ω,F , P )✳ ❖♥ ✈❛ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r✐① ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧❡
❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t à ❧✬❛✐❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s d ♣r❡♠✐èr❡s ❡t ❞❡s d ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞❡ L✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s L = (L(i))1≤i≤d ❡t L̃ = (L(i))d+1≤i≤2d✳ L ❡t
L̃ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡t ♦♥ ♥♦t❡ (b, c, ν) ❡t (b̃, c̃, ν̃) ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳

✽✾
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▲✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ τ ❞❡ ❧♦✐ α✱ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡ ❞❡ (L, L̃) ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, T ]✳ ▲✬é✈è♥❡♠❡♥t {τ = T}✱ q✉✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦s✐t✐✈❡✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉✱ ❛✉✲♠♦✐♥s
s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ét✉❞✐é✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd ❞♦♥♥é ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ♣❛r

Xt = Lt∧τ + L̃t − L̃t∧τ

❡t ♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞❡ d ❛❝t✐❢s r✐sq✉és ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡

S à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ S(i) = S
(i)
0 eX

(i)
✱ ❛✈❡❝

S
(i)
0 > 0✳ ▲❡ ♠❛r❝❤é ❝♦♠♣♦rt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❝t✐❢ ♥♦♥✲r✐sq✉é ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐① ❡st ♠♦❞é❧✐sé

♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
Bt = B0e

r(t∧τ)+r̃(t−t∧τ)

♦ù r ❡t r̃ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt r ❡t r̃

❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛❝t✐❢s ♥♦♥✲r✐sq✉és s♦♥t ♥✉❧s✱ q✉❡ B0 = 1 ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ d✱ S
(i)
0 = 1✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❢♦rt❡✱ (L̃τ+t− L̃τ )t≥0 ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
▲é✈② ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ L̃✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❛ été ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s L ❡t L̃✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ L✱
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s L.∧τ ❡t L̃τ+. − L̃τ s♦♥t ❡✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✹✳✶✳✷ ❋✐❧tr❛t✐♦♥s

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ✜❧tr❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X
❡st ❛❞❛♣té✳ ❖♥ ♥♦t❡ N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ F q✉✐ s♦♥t P ✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ▲❛
✜❧tr❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡st ♣r♦❜❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F̂ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r X ❡t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (1{t≤τ})t≥0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧été❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ♣❛r

F̂t =
⋂

s>t

σ(Xu, u ≤ s) ∨ σ(1{u≤τ}, u ≤ s) ∨N .

■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥
é❧❛r❣✐❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❡♥s✉✐t❡ à F̂✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F =
(Ft)t≥0 ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ♣❛r

Ft = σ(Xu, u ≤ t) ∨ σ(τ) ∨N .

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ▲❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡✳ P♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

Ft =
⋂

s>t

Fs.

Pr❡✉✈❡ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ Z✱ F∞✲♠❡s✉r❛❜❧❡✱
♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱

E[Z|Ft+ ] = E[Z|Ft]
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❈♦♠♠❡ F ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r X ❡t τ ✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fu✲♠❡s✉r❛❜❧❡✱ u ≥ 0✱ ♣❡✉t êtr❡
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ g(τ,Xs1 , ...Xsn) ♦ù 0 ≤ s1 ≤ ... ≤
sn ≤ u✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t à ❧❡✉r t♦✉r êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❛♥s L1 ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∏n
i=1 gi(Xsi

)✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ t♦✉t
0 ≤ s1 ≤ ... ≤ sn✱ ❡t t♦✉t t ≥ 0✱ ❡t t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❜♦r♥é❡s (fi)1≤i≤n✱ ♦♥ ❛

E[
n

∏

i=1

fi(Xsi
)|Ft+ ] = E[

n
∏

i=1

fi(Xsi
)|Ft].

❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (u0, ..., un) ∈ Rn+1✱ ♦♥ ❛

lim
w→t+

E[eiu0τ+iu1Xs1+...+iunXsn |Fw] = E[eiu0τ+iu1Xs1+...+iunXsn |Ft].

❙✐ sn ≤ t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st Ft ♠❡s✉r❛❜❧❡✱ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❞♦♥❝
✈ér✐✜é❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r k✱ 0 ≤ k ≤ n− 1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r w ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ t✱
sk ≤ w < sk+1✳ ❈♦♠♠❡ τ ❡st F0✲♠❡s✉r❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

E
[

eiu0τ
n

∏

j=1

eiujXsj

∣

∣

∣
Fw

]

= eiu0τ
k

∏

j=1

eiujXsjE
[

n
∏

j=k+1

eiujXsj

∣

∣

∣
Fw

]

. ✭✹✳✶✮

❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s

E
[

n
∏

j=k+1

eiujXsj

∣

∣

∣
Fw

]

1{τ≤w} =
n

∏

j=k+1

eiujXwE
[

n
∏

j=k+1

eiuj(L̃sj
−L̃w)

∣

∣

∣
Fw

]

1{τ≤w}.

❖r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s L ❡st à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t τ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ L✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (L̃sj

− L̃w) s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ Fw ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

E
[

n
∏

j=k+1

eiujXsj

∣

∣

∣
Fw

]

1{τ≤w} =
n

∏

j=k+1

eiujXwE
[

n
∏

j=k+1

eiuj(L̃sj
−L̃w)

]

1{τ≤w}.

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝♦♠♠❡ L̃ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✱

E[

n
∏

j=k+1

eiuj(L̃sj
−L̃w)] =

E[
∏n
j=k+1 e

iuj(L̃sj
−L̃t)]

E[
∏n
j=k+1 e

iuj(L̃w−L̃t)]
. ✭✹✳✷✮

❈♦♠♠❡ limw→t+ E[
∏n
j=k+1 e

iuj(L̃w−L̃t)] = 1✱ ❡t limw→t+ e
iuXw = eiuXt ♣✳s✱ ♦♥ ❡♥

❞é❞✉✐t q✉❡

lim
w→t+

E[
n

∏

j=k+1

eiujXsj |Fw]1{τ≤w} =eiuXtE
[

n
∏

j=k+1

eiuj(L̃sj
−L̃t)

]

1{τ≤t}

= E
[

n
∏

j=k+1

eiujXsj

∣

∣

∣
Ft

]

1{τ≤t}.

✭✹✳✸✮

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t τ > t✱ ♦♥ é❝r✐t

E[
n

∏

j=k+1

eiujXsj |Fw]1{τ>w}

=
n

∏

j=k+1

eiujLwE[
n

∏

j=k+1

eiuj(Lsj∧q−Lw)E[eiuj(L̃sj
−L̃sj∧q)|Fq]|Fw]|q=τ1{τ>w}.



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ▼❖❉➮▲❊❙ ❆❱❊❈ ❈❍❆◆●❊✲P❖■◆❚ ✾✷

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ L ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r

E[eiuj(L̃sj
−L̃sj∧q)|Fq] = E[eiuj(L̃sj

−L̃sj∧q)],

♣✉✐s

E[

n
∏

j=k+1

eiuj(Lsj∧q−Lw)E[eiuj(L̃sj
−L̃sj∧q)|Fq]|Fw]

= E[
n

∏

j=k+1

eiuj(Lsj∧q−Lw)]|q=τE[
n

∏

j=k+1

eiuj(L̃sj
−L̃sj∧q)]q=τ .

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✷✮✱ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s L ❡t L̃ ✿

lim
w→t+

E[

n
∏

j=k+1

eiujXsj |Fw]1{τ>w}

=
n

∏

j=k+1

eiujLtE[
n

∏

j=k+1

eiuj(Lsj∧q−Lt)]|q=τE[
n

∏

j=k+1

eiuj(L̃sj
−L̃sj∧q)]|q=τ1{τ>t}

=E[

n
∏

j=k+1

eiujLsj |Ft]1{τ>t}

✭✹✳✹✮
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ✐♥sér❛♥t ✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✹✮ ❞❛♥s ✭✹✳✶✮✳ ✷

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ τ ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, T ]✱ ♦♥ ❛ FT = F̂T ✳
❈✬❡st ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ F̂ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ é❧❛r❣✐❡ F✳

▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ é❧❛r❣✐❡ F rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s F✲❛❞❛♣té X ❡st à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à F0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s ≤ T ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠❡s✉r❛❜❧❡ ❜♦r♥é❡ f ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❜♦r♥é❡ g✱

E
[

f(Xt −Xs)g
(

(Xu)u≤s
)

∣

∣

∣
F0

]

= E
[

f(Xt −Xs)
∣

∣

∣
F0

]

E
[

g
(

(Xu)u≤s
)

∣

∣

∣
F0

]

Pr❡✉✈❡ ❈♦♠♠❡ F0 = σ(τ) ❡t L ❡t L̃ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ τ ✱ ♦♥ ❛

E
[

f
(

Xt −Xs

)

g
(

(Xu)u≤s
)

|F0

]

= E
[

f
(

Lt∧q − Ls∧q + L̃t − L̃t∧q − (L̃s − L̃s∧q)
)

g
(

(Lu∧q + L̃u − L̃u∧q)u≤s
)

]
∣

∣

∣

q=τ

= E
[

g
(

(Lu∧q + L̃u − L̃u∧q)u≤s
)

E
[

f
(

Lt∧q − Ls∧q + L̃t − L̃t∧q − (L̃s − L̃s∧q)
)

|Fs
]

]∣

∣

∣

q=τ
.

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ L̃q+. − L̃ ❡t L ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts
❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

E
[

f
(

Xt −Xs

)

g
(

(Xu)u≤s
)

|F0

]

= E
[

f
(

Lt∧q − Ls∧q + L̃t − L̃s∧q − (L̃s − L̃s∧q)
)

]∣

∣

∣

q=τ
E

[

g
(

(Lu∧q + L̃u − L̃u∧q)u≤s
)

]∣

∣

∣

q=τ

= E
[

f(Xt −Xs)|F0]E[g
(

(Xu)u≤s
)

|F0]. ✷
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P❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ■■■✳✹✳✸✹ ♣✳✶✼✻ ❞❛♥s ❬✹✶❪✱ ❝❡tt❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s
❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s X✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ M
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à F s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

M = M0 +H ·X(c) +W ⋆ (µX − ν(dx)ds)

♦ù M0 ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥té❣r❛❜❧❡ τ ✲♠❡s✉r❛❜❧❡✱ H ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s F✲
♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❡t W ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt
(Tn)n≥1 t❡♥❞❛♥t ✈❡rs +∞ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡

E
[

∫ Tn

0

⊤HscsHsds
]

< +∞ ❡t E
[

∑

0<s≤Tn

W 2(s,∆Xs)
]

1
2
< +∞.

✹✳✷ ▼❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ MF ❞❡s
F✲♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞é❝r✐r❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡
▲é✈② eL ❡t eL̃✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈②✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
●✐rs❛♥♦✈ ❞❡ ❧❡✉rs ❞❡♥s✐tés ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉①
♠❡s✉r❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ❡t ♦♥ ❞é❝r✐t ❝❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ MF

✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✼ ❡t ✹✳✽✮✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s eL ❡t eL̃ s♦✉s ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r S✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ Q ❛♣♣❛rt✐❡♥t à MF s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ eL.∧τ ❡t eL̃.−L̃.∧τ

s♦♥t ❞❡s F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡s s♦✉s Q✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ eL.∧τ ❡t eL̃.−L̃.∧τ s♦♥t ❞❡s F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡s s♦✉s Q✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r
t♦✉t t ≤ T ✱

EQ[ST |Ft] =1{t>τ}e
LτEQ[eL̃T−L̃T∧τ |Ft] + 1{t≤τ}EQ

[

eLT∧τEQ[eL̃T−L̃T∧τ |Fτ ]
∣

∣

∣
Ft

]

= eLt∧τ+L̃t−L̃t∧τ

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ S ❡st ✉♥❡ F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t F✲
t❡♠♣s ❞✬❛rrêt σ✱ ♦♥ ❛ EQ[Sσ] = 1✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r EQ[Sσ∧τ ] = EQ[eLσ∧τ ] = 1✳
❆✐♥s✐✱ eL.∧τ ❡st ✉♥❡ F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱

EQ[eL̃T−L̃T∧τ |Ft] = 1{t≤τ} + 1{t>τ}EQ[eL̃T−L̃T∧τ |Ft] ✭✹✳✺✮

❖r✱ ♦♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱

1{t>τ}EQ[ST |Ft] = 1{t>τ}e
LτEQ[eL̃T−L̃τ |Ft]

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ S ❡st ✉♥❡ F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q✱

1{t>τ}EQ[ST |Ft] = 1{t>τ}St
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❊♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ✭✹✳✺✮✱ ♦♥ ❛

EQ[eL̃T−L̃T∧τ |Ft] = 1{t≤τ} + 1{t>τ}e
L̃t−L̃t∧τ

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ eL̃.−L̃.∧τ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q✳ ✷

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❝♦♠♣❛r❡r MF ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❛ss♦❝✐és à L ❡t L̃τ ✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s

M(L) = {Q ∼ P, (
dQt
dPt

)t≤T ❡st FL − ❛❞❛♣té ❡t eL ❡st ✉♥❡ FL✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q}

M(L̃, τ) = {Q ∼ P,(
dQt
dPt

)t≤T ❡st FL̃τ+.−L̃τ − ❛❞❛♣té ❡t eL̃τ+.−L̃τ ❡st ✉♥❡

FL̃τ+.−L̃τ ✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❙♦✐t ζ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ M(L) ❡t ζ̃ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥ é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ M(L̃, τ)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ E[c(τ)] = 1✱ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s

Zt = c(τ)
[

ζt1{t≤τ} + ζτ ζ̃t−τ1{t>τ}
]

✭✹✳✻✮

❞é✜♥✐t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ F✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣♦✉r S✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ MF ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞ès q✉❡ τ ♥✬❡st
♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ L ❡t L̃ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ♠❛r❝❤és ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s M(L) ❡t M(L̃, τ) s♦♥t ❞♦♥❝ ré❞✉✐ts à ✉♥ é❧é♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡
❝❤♦✐① ♣♦✉r c✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✳✻✮ ♥❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ❜✐❡♥ sûr
♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ MF✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ Q ❞❡ ❞❡♥s✐té Z✱ (Zt

Z0
)t≥0 ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ τ ✳ ❉❡

♠ê♠❡✱ ( Zt

Zτ
)t≥τ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ L✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ Z ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✻✮ ❡st ✉♥❡ F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s
P ✳ P♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱

E[ZT |Ft]1{t≤τ} = 1{t≤τ}c(τ)E
[

ζτE[ζ̃T−τ |Fτ ]|Ft
]

.

❈♦♠♠❡ L̃τ+.−L̃τ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Fτ ✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ζ̃ ❡t ❞♦♥❝E[ζ̃T−τ |Fτ ] =
1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ζ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ τ ✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

E[ζτ |Ft]1{t≤τ} = E[ζq|FL
t ]|q=τ1{t≤τ} = ζt1{t≤τ}

♦ù ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ζ ❡st ✉♥❡ FL✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

(

E[ZT |Ft]
)

1{t≤T} = 1{t≤τ}Zt.

❉❡ ♠ê♠❡✱
E[ZT |Ft]1{t>τ} = 1{t>τ}c(τ)ζτE[ζ̃T−τ |Ft] = Zt1{t>τ}.

Z ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ♣❧✉s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊❧❧❡ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝
❜✐❡♥ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ Q éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ S ❡st ✉♥❡
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F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡ ZS ❡st ✉♥❡
F✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s P ✿

1{t≤τ}E[ZTST |Ft] = 1{t≤τ}c(τ)E
[

ζτe
LτE[ζ̃T−τe

L̃T−L̃τ |Fτ ]
∣

∣

∣
Ft

]

.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱

E[ζ̃T−τe
L̃T−L̃τ |Fτ ] = E[ζ̃T−qe

L̃T−L̃q |FL
q ]|q=τ = 1

❡t ❝♦♠♠❡ ζ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣♦✉r eL r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à FL✱

1{t≤τ}E[ZTST |Ft] = 1{t≤τ}c(τ)E[ζτe
Lτ |Ft] = 1{t≤τ}c(τ)ζte

Lt = ZtSt1{t≤τ}.

❉❡ ♠ê♠❡

1{t>τ}E[ZTST |Ft] = 1{t>τ}c(τ)Zτe
LτE[ζ̃T−τe

L̃T−L̃τ |Ft] = ZtSt1{t>τ}. ✷

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡
❞é❝r✐r❡ MF ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ Q éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡ F✲❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r S s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❞❡♥s✐té Z ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱

Zt = c(τ)E
(

∫ .

0
βsdX

c
s +

∫ .

0

∫

Rd∗
(Ys(x) − 1)(µX − νX(dx)ds)

)

t
✭✹✳✼✮

♦ù c(τ) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ τ ✲♠❡s✉r❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ E[c(τ)] = 1✱ β ❡st
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s F✲♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❡t Y ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré✈✐s✐❜❧❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

d
∑

j=1

∫ T

0

⊤βscsβsds < +∞ ❡t

∫ T

0

∫

Rd∗
|h(x)(Ys(x) − 1)|ν(dx) < +∞ ♣✳s

❡t t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s ≤ T ✱

(

b+
1

2
diag(c) + cβs +

∫

Rd∗
(ex − 1)Ys(x) − h(x)ν(dx)

)

1{s≤τ}

+
(

b̃+
1

2
diag(c̃) + c̃βs +

∫

Rd∗
(ex − 1)Ys(x) − h(x)ν̃(dx)

)

1{τ<s≤T} = 0

✭✹✳✽✮

Pr❡✉✈❡ ❈♦♠♠❡ X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✲
♠❡♥t à σ(τ)✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ■■■✳✺✳✶✾ ♣✳✶✽✶ ❞❛♥s ❬✹✶❪✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✳✼✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✱ ❧❡s ♣r♦❝❡s✲

s✉s eL.∧τ ❡t eL̃.−L̃.∧τ s♦♥t ❞❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s s♦✉s Q s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✭✹✳✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳
✷

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ♠❡s✉r❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s X ❞é✜♥✐t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▲é✈② ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ▼❖❉➮▲❊❙ ❆❱❊❈ ❈❍❆◆●❊✲P❖■◆❚ ✾✻

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✻ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t s✐ s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ Q✱

L(X|Q) = L(LQ.∧τ + L̃Q. − L̃Q.∧τ )

♦ù LQ ❡t L̃Q s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s♦✉s Q✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
τ ✳

❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s❡ ❞é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼ ❙♦✐t Q ✉♥❡ F✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs β ❡t β̃ ❞❡ Rd ❡t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s Y ❡t Ỹ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s β ❡t Y ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✺ ✈ér✐✜❡♥t

βs = β1{s≤τ} + β̃1{s>τ}

Ys(x) = Y (x)1{s≤τ} + Ỹ (x)1{s>τ}.

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t Q ✉♥❡ F✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
●✐rs❛♥♦✈✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ X s♦✉s Q s♦♥t ✿











bQs = b+ cβs +
∫

Rd∗ h(x)(Ys(x) − 1)ν(dx)

cQ = c

νQs (dx) = Ys(x)ν(dx)

.

❖r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ X.∧τ ❝♦ï♥❝✐❞❡r❛ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❛rrêté ❡♥ τ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ tr✐♣❧❡t (bQs , c

Q
s , ν

Q
s )s≤τ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳

❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ β ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Y ✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ τ ✱ t❡❧s q✉❡
♣♦✉r t♦✉t s ≤ τ ✱ βs = β ❡t Ys(x) = Y (x)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ (Xs−Xs∧τ )s≥τ
s♦✐t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✱ ✐❧ ❞♦✐t ❡①✐st❡r β̃ ❡t Ỹ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s > τ ✱
βs = β̃ ❡t Ys = Ỹ ✳ ✷

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞é❝r✐r❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s M′L

❡t M′L̃ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ♣♦✉r eL ❡t eL̃

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽ ❯♥❡ F✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Q ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

Zt = c(τ)
[

ζt1{t≤τ} + ζτ
ζ̃t

ζ̃τ
1{t>τ}

]

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ E[c(τ)] = 1✱ ❡t ζ ❡t ζ̃ s♦♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡

❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ML ❡t ML̃ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡t q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ▲é✈②✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s q✉✐
♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Zt = c(τ)E(N.∧τ + Ñ − Ñ.∧τ )t
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♦ù

Nt = βL
(c)
t +

∫ t

0

∫

Rd∗
(Y (x) − 1)(µL − ν(dx)ds)

Ñt = β̃L̃
(c)
t +

∫ t

0

∫

Rd∗
(Ỹ (x) − 1)(µL̃ − ν̃(dx)ds).

❈♦♠♠❡ X.∧τ ❡t X −X.∧τ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❝❡❝✐ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ s✬é❝r✐r❡

Zt = c(τ)E(N)t∧τ
E(Ñ)t

E(Ñ)t∧τ
= c(τ)ζt∧τ

ζ̃t

ζ̃t∧τ

♦ù✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✱ ζ ❡t ζ̃ s♦♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ML ❡t
ML̃ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡t q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ✷

❖♥ ❞é❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s F̂✲❛❞❛♣té❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ Q éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ❡st ✉♥❡ F̂✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Ẑt = E[ZT |F̂t] ✭✹✳✾✮

♦ù Z ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ F✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳
❯♥❡ ♠❡s✉r❡ Q éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P ❡st ✉♥❡ F̂✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉✐ ♣ré✲

s❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Ẑt = E[c(τ)|F̂t][ζt1{t≤τ} + ζτ ζ̃t−τ1{t>τ}] ✭✹✳✶✵✮

♦ù ζ ❡t ζ̃ s♦♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ML ❡t ML̃ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t
q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳

Pr❡✉✈❡ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✾✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ FT = F̂T ✳ P♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽ q✉❡

Ẑt = c(τ)ζtE[
ζτ
ζt
ζ̃T−τ |F̂t]1{t≤τ} + c(τ)ζτ ζ̃t−τ1{t>τ}.

❈♦♠♠❡ ζ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ♣♦✉r L✱ ζτ
ζt

❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ F̂t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

ζ̃ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ L ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ F̂t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✭✹✳✶✵✮✳ ✷

✹✳✸ ▼❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s f✲♠✐♥✐♠❛❧❡s

❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t
❛❞♠❡t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à
♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t
❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(H) ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❛ss♦❝✐és à L ❡t L̃ ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ♠❡✲

s✉r❡s f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ML ❡t ML̃ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳
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▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡st ✐❝✐ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é à L ✿ ♣♦✉r t♦✉t c > 0 ❡t t♦✉t
t ≥ 0✱

E[f(c
dQ∗

t

dPt
)] = inf

Q∈M(L)
E[f(c

dQt
dPt

)]

❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é à L̃✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ s✬é❝r✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ✐♥✐t✐❛✉①✳ ❆✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❖♥ ♥♦t❡ ζ∗ ❡t ζ̃∗ ❧❡s ❞❡♥s✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t à eL ❡t eL̃✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

z∗T (t) = ζ∗t
ζ̃∗T
ζ̃∗t
.

▲❡s ❞❡♥s✐tés q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ♣♦✉r eL̃τ+.−L̃τ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ζ̃τs = ζ̃τ+s

ζ̃τ
♦ù ζ̃ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣♦✉r eL̃ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛

♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱

z∗T (t) = ζ∗t ζ̃
∗τ
T−t

♦ù ζ̃∗τ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à eL̃τ+.−L̃τ ✳

❙✐ ♣♦✉r t♦✉t c > 0 ❡t t♦✉t t ≤ T ✱ E[z∗T (t)|f ′(cz∗T (t))|] < +∞✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥

λt(c) = E[z∗T (t)f ′(cz∗T (t))]

❈♦♠♠❡ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λt ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡t
♦♥ ♥♦t❡ ct : λ 7→ ct(λ) s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ H ❡st
✈ér✐✜é❡✳ ❆❧♦rs✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ F✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❡t ♦♥ ❛

dQ∗
T

dPT
= c(τ)z∗T (τ) ✭✹✳✶✶✮

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ E[c(τ)] = 1✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ λ∗ t❡❧ q✉❡

∫ T

0
ct(λ

∗)dα(t) = 1, ✭✹✳✶✷✮

❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ F✲♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❞♦♥t
❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✹✳✶✶✮ ❛✈❡❝ c(τ) = cτ (λ

∗)✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✹✳✶✶✮ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦♥t

βt = β1{t≤τ} + β̃1{t>τ} ❡t Yt = Y 1{t≤τ} + Ỹ 1{t>τ}
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♦ù (β, Y ) ❡t (β̃, Ỹ ) s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ζ∗ ❡t
ζ̃∗ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡
str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵✱ ♣✉✐s à ❧✬ét✉❞❡
❞✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ c∗✳

✹✳✸✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ s✐
❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✳✶✶✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✈ér✐✜❛♥t E[c(τ)] = 1✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✶ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭H✮✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ F✲♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✱ s❛ ❞❡♥s✐té ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✳✶✶✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s F✲♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ✈ér✐✜❡♥t ZT = c(τ)ζτ ζ̃T−τ ✱ ♦ù

ζτ = ζτ
(

τ, (Lu)u≤τ
)

❡t ζ̃T−τ = ζ̃T−τ
(

τ, (Lu)u≤τ , (L̃u − L̃τ )τ≤u≤T
)

.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗✳ ❖♥ ♥♦t❡ Z ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡✲
s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ E[|f(ZT )|] < +∞✳ ❈♦♠♠❡ τ ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s L ❡t L̃✱

E[f(ZT )] =

∫ T

0
E[f(c(t)ζtζ̃T−t)]α(dt). ✭✹✳✶✸✮

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✱
♣♦✉r t ✜①é✱ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ E[f(ζt, ζ̃T−t)]✳ ❊♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à Ft✱
♦♥ ❛ ❛❧♦rs

E[f(ζtζ̃T−t)|Ft] = E[f(ζt(t, y)ζ̃t(t, y, (L̃u − L̃t)t≤u≤T ))]|y=(Lu)u≤t
.

❖r✱ à t ❡t y ✜①é✱ ζ̃T−t(t, y, (L̃u− L̃t)t≤u≤T ) ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s L̃✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡
f ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱

E[f(ζt(t, y)ζ̃t(t, y, L̃))] ≥ E[f(ζt(t, y)ζ̃
∗
T−t)].

❆✐♥s✐✱
E[f(ζtζ̃T−t)] ≥ E[f(ζtζ̃

∗
T−t)].

❖♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❛❧♦rs ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ(L̃u − L̃t, u ≥ t) ✿

E[f(ζtζ̃
∗
T−t)] = E[f(ζt(t, L)ζ̃∗t (ỹ))]|ỹ=L̃.

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à t ✜①é✱ ζt(t, L) ❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s L✳ P❛r ♣rés❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱

E[f(ζt(t, y)ζ̃
∗
T−t)] ≥ E[f(ζ∗t ζ̃

∗
T−t)].
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t
❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡t ❞❡ ✭✹✳✶✸✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c✱

E[f(c(τ)ζτ ζ̃T−τ )] ≥ E[f(c(τ)ζ∗τ ζ̃
∗
T−τ )].

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✳✶✶✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❛r
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✱ Q∗ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ✷

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✭H✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ λ∗ > 0 t❡❧ q✉❡
∫ T

0 ct(λ
∗)dα(t) = 1✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡

s✉r [0, T ] ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ c(τ) = cτ (λ
∗)✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ c∗(t) = ct(λ
∗) ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐

t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✈ér✐✜❛♥t E[c(τ)] = 1✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ c ✉♥❡ t❡❧❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱

f
(

c(t)z∗T (t)
)

≥ f
(

c∗(t)z∗T (t)
)

+ z∗T (t)f ′
(

c∗(t)z∗T (t)
)

(c(t) − c∗(t)).

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✱

E[f
(

c(t)z∗T (t)
)

] ≥ E[f
(

c∗(t)z∗T (t)
)

] + λ(c(t) − c∗(t))

❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ α✱

E[f
(

c(τ)z∗T (τ)
)

] ≥ E[f
(

c∗(τ)z∗T (τ)
)

]. ✷

▲❡s ▲❡♠♠❡s ✹✳✶✶ ❡t ✹✳✶✷ ❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵✳

✹✳✸✳✷ ▲❡ ❝❛s f ′′(x) = axγ

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐
✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ✐♥✐t✐❛✉① ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈② ❡t s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✐❝✐ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ c∗✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ′′(x) = axγ ❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❙❛ ❞❡♥s✐té
s✬é❝r✐t

Z∗
T = c∗(τ)ζ∗τ ζ̃

∗
T−τ . ✭✹✳✶✹✮

❙✐ γ 6= −1✱

c∗(t) =
E[z∗T (t)γ+2]

− 1
γ+1

∫ T

0 E[z∗T (t)γ+2]
− 1

γ+1dα(t)
✭✹✳✶✺✮

❙✐ γ = −1✱

c∗(t) =
e−E[z∗T (t) ln(z∗T (t))]

∫ T

0 e−E[z∗T (t) ln(z∗T (t))]dα(t)
✭✹✳✶✻✮

❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r c∗(t) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ γ = −2 ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s
❞✬✉♥❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✿ f(x) = −a ln(x) + bx+ c✳
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Pr❡✉✈❡ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s c∗ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✹✳✶✺✮ ♦✉ ✭✹✳✶✻✮ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡s
✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❡

∫ T

0 c∗(t)dα(t) = 1 ❡t ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ λ∗ > 0
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱ c∗(t) = ct(λ

∗)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ γ 6= −1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
m t❡❧❧❡ q✉❡ f ′(x) = axγ+1 +m✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

E[z∗s (t)f
′(c∗(t)z∗s (t))] = ac∗(t)γ+1E[z∗s (t)

γ+2] +m

= f ′
( 1

∫ T

0 E[z∗T (t)γ+2]
− 1

γ+1dα(t)

)

= λ∗

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ γ = −1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ m t❡❧❧❡ q✉❡ f ′(x) = a ln(x) +m✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs

E[z∗T (t)f ′(c∗(t)z∗T (t))] = a ln(c∗(t)) + aE[z∗T (t) ln(z∗T (t))] +m

= f ′
( 1

∫ T

0 e−E[z∗T (t) ln(z∗T (t))]dα(t)

)

= λ∗

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✵ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐✲
♥✐♠❛❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✹✳✶✹✮✳ ✷

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ L
❡t L̃ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❝♦♥t✐♥✉s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (b, c, 0) ❡t
(b̃, c̃, 0)✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ❝♦♠♣❧❡ts✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐① ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s c : [0, T ] −→ R+,∗

t❡❧❧❡s q✉❡ E[c(τ)] = 1✳ ▲❡✉rs ❞❡♥s✐tés s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

dQT
dPT

= c(τ) exp
(

−
∫ t

0

(bs
cs

+
1

2

)

dXc
s −

1

2

∫ t

0
(
bs
cs

+
1

2
)2csds

)

♦ù
bs = b1{s≤τ} + b̃1{s>τ} ❡t cs = c1{s≤τ} + c̃1{s>τ}.

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f t❡❧❧❡ q✉❡ f ′′(x) = axγ ✱ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✶✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ c ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡
f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ R✱

c∗γ(t) =
e−Ψγt

∫ T

0 e−Ψγtdα(t)

♦ù

Ψγ =
γ + 2

2

(

c(
b

c
+

1

2
)2 − c̃(

b̃

c̃
+

1

2
)2

)

.

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ τ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q tr♦♥q✉é❡
❡♥ T ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

c∗γ(t) =
(q + Ψγ)e

−Ψγt

q + Ψγe−(Ψγ+q)T
.
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✹✳✹ ❙tr❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲
♣♦✐♥t s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧❡ts✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲
❙❝❤♦❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✱
♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ FT ✲♠❡s✉r❛❜❧❡ H ✐♥té❣r❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Q✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ τ ✲♠❡s✉r❛❜❧❡ H0 ❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
♣ré✈✐s✐❜❧❡ φ t❡❧s q✉❡

H = H0 +

∫ T

0
φsdSs,

♦ù
∫ .

0 φsdSs ❞é✜♥✐t ✉♥❡ Q✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✉♥ t❡❧ ♠❛r❝❤é
❡st ❝♦♠♣❧❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
F̂✱ ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ τ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛r❝❤é s❡r❛ ❜✐❡♥ sûr
✐♥❝♦♠♣❧❡t ❞ès q✉✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠❛r❝❤és ❛ss♦❝✐és à L ♦✉ L̃ ❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈②✱ ❛✉① str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s
❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✳ ❖♥ ♥♦t❡ u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té
❡t fu s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s fu✲♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ fu✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ MF✱ ♦♥ ♥♦t❡ (Z∗

t )t≤T s❛ ❞❡♥s✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ❡t β s♦♥ ♣r❡♠✐❡r
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈②✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

K = {Q ∈ MF, f(Q||P ) < +∞, EQ[|f ′(dQ
dP

)|] < +∞}

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ●♦❧❧✱ ❘üs❝❤❡♥❞♦r❢✱❬✸✹❪✱ ❚❤ ✸✳✶ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✹ ✭❝❢ ❬✸✹❪✱❚❤✸✳✶✮ ❙♦✐t Q∗ ∈ K✳ ❆❧♦rs✱ s✐ Q∗ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ f ✲
♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r [0, T ]✱

f ′
(dQ∗

T

dPT

)

= x+ (φ · S)T Q∗ − p.s ✭✹✳✶✼✮

♦ù x ∈ R ❡t φ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ φ · S ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s Q∗✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tr✐❜✉ F0 ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Mac ❞❡s ♠❡s✉r❡s
♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à P ✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

G = {(φ · S)T , φ
(i) = H(i)

1]si,ti], si < ti, H
(i) ❜♦r♥é❡ Fsi

− ♠❡s✉r❛❜❧❡ }
⋃

{1B, P (B) = 0}

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ F = V ect(1, G)✳ ❙♦✐t Q0 ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛r❜✐tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Mac = {Q << P,∀ξ ∈ F,EQ[ξ] = EQ0 [ξ]} ✭✹✳✶✽✮

❡t ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ Mac ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❜✉ F0✳
■❧ ♣♦✉rr❛✐t s❡♠❜❧❡r ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ x s♦✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
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❛❧é❛t♦✐r❡ F0✲♠❡s✉r❛❜❧❡✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❧♦rsq✉❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ F ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r F1 = V ect({1A, A ∈ F0}, G)✳ ❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t
à ✐♠♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s Q ❡t P ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧❛ tr✐❜✉ F0✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ♦♥ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ é❧❛r❣✐❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à K ❡t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ EP [f(δ dQT

dPT
)] s✉r M ♣♦✉r

t♦✉t δ > 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ str❛té❣✐❡ φ̂ ✭❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✮ u✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s
str❛té❣✐❡s F✲❛❞❛♣té❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ φ̂ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t F̂✲❛❞❛♣té❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❛r❧❡ ♣❛s ✐❝✐ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡
Q∗ ❝❛r ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡tt❡
♥♦t✐♦♥ s❡r❛✐t ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ à ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s τ ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ] ✜①é à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à K✳ ❖♥ r❛♣✲
♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ♥♦té q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✹ ♥✬❡st ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▲é✈② ♠❛✐s ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❡❧❧❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ ❡t φ̂ t❡❧s
q✉❡

f ′(δZ∗
T ) = x+

∫ T

0
φ̂sdSs

♦ù (
∫ .

0 φ̂sdSs) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ Q∗✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡t φ̂ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ F✲❛❞❛♣té❡✳

❖r✱ ❝♦♠♠❡ FT = F̂T ✱ Z∗
T ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à F̂✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ φ̃ ♦♣t✐♠❛❧❡
♣❛r♠✐ ❧❡s str❛té❣✐❡s F̂✲❛❞❛♣té❡s ❡t t❡❧❧❡ q✉❡

f ′(δZ∗
T ) = x+

∫ T

0
φ̃sdSs

❖♥ ❛ ❛❧♦rs

E[u(x+

∫ T

0
φ̂sdSs)] = E[u(x+

∫ T

0
φ̃sdSs)] = sup

φ∈AF

E[u(x+

∫ T

0
φsdSs)]

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ φ̃ ❡st F✲♦♣t✐♠❛❧❡✳ P❛r str✐❝t❡ ❝♦♥❝❛✈✐té ❞❡ u✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ str❛té❣✐❡
u✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ φ̃ = φ̂✳ ✷

❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ F✲❛❞❛♣té❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s φ̂
q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

f ′(δZ∗
T ) = x+

∫ T

0
φ̂sdSs

❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬✉t✐❧✐té ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ✈ér✐✜❡ f ′′(x) = axγ ✳ ❆✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡
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t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

Zs,T (t) =
ZT (t)

Zs(t)

♦ù Z ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲
♣♦✐♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✻ ❙♦✐t u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥❥✉✲
❣✉é❡ f ✈ér✐✜❡ f ′′(x) = axγ✱ ❛✈❡❝ a > 0✱ γ ∈ R ❡t s♦✐t x > x ✉♥ ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❛ss♦❝✐és à L ❡t L̃ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡
♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✭❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡♠❡♥t✮ u✲♦♣t✐♠❛❧❡ φ̂ ❡t ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ d✱

φ̂(i)
s = αγ+1

β
(i)
s

S
(i)
s−

z∗γ+1
s−

EQ∗ [z∗γ+1
s ]

✭✹✳✶✾✮

♦ù αγ+1 = (γ + 1)(x+ f ′(1)) − a✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭✹✳✶✾✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ φ̂ ❡st ❜✐❡♥ F̂✲❛❞❛♣té❡ ✿
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ τ ♥❡ s❡ ❢❛✐t q✉✬à tr❛✈❡rs ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ (σ(1{s≤τ ))s≥0✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ f ′′(x) = axγ ✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝
❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t s✬é❝r✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡
▲é✈② eL ❡t eL̃✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t✱

φ̂(i)
s = φ̂L(i)

s 1{s≤τ} +
ζ∗γ+1
τ−

Sτ−EQ∗ [ζ∗γ+1
τ ]

φ̂
L̃(i)
s−τ1{s>τ}

♦ù φ̂L ❡t φ̂L̃ s♦♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉✲♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s eL ❡t eL̃ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

Pr❡✉✈❡ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ Q∗ ❞❡ ❞❡♥s✐té Z∗ q✉✐ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ δ
❧✬✉♥✐q✉❡ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ −EQ∗ [f ′(δZ∗

T )] = x✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

−f ′(δZ∗
T ) = x+ (φ̂ · S)T ✭✹✳✷✵✮

❡t φ̂ ❞é✜♥✐t ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ❡st ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t F̂✲
❛❞❛♣té❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ φ̂✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺
♣♦✉r EQ∗ [f ′(δZ∗

T )|Fs]✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♥♦t❡r q✉❡

EQ∗ [f ′(δZ∗
T )|Fs] = EQ∗ [f ′(δxZ∗

s,T (t))]|x=Z∗
s (τ),t=τ .

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ρt(s, x) = EQ∗ [f ′(δxZ∗
s,T (t))]✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ f ′′(x) = axγ ✱ ❞❡ s♦rt❡

q✉❡

ρt(s, x) =

{

a ln(x) + aEQ∗ [lnZ∗
s,T (t)] + f ′(1) s✐ γ = −1

a
γ+1(xγ+1EQ∗ [(Z∗

s,T (t))γ+1] − 1) + f ′(1) s✐♥♦♥
✭✹✳✷✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

EQ∗ [ln(Z∗
s,T (t))] = −

∫ T

s

[⊤βucuβu
2

+

∫

Rd∗

(

Yu(x) ln(Yu(x) − (Yu(x) − 1)
)

ν(dx)
]

du
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❡t ♣♦✉r t♦✉t γ 6= −1✱

EQ∗ [Z∗
s,T (t)γ+1] = EP [Z∗

s,T (t)γ+2] = exp
(

∫ T

s

(γ + 2)(γ + 1)

2
⊤βucuβu

+

∫

Rd∗

(

Y γ+2
u (x) − 1 − (γ + 2)(Yu(x) − 1)

)

ν(dx)du
)

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡

βu = β1{u≤τ} + β̃1{u>τ} ❡t Yu(x) = Y (x)1{u≤τ} + Ỹ (x)1{u>τ}

♦ù ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (β, Y ) ❡t (β̃, Ỹ ) s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ✐♥✐t✐❛✉①✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ✭✹✳✷✶✮ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ρt ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ❡t q✉❡ ∂

∂x
ρt(s, x) = a(δx)γ+1EQ∗ [Z∗

s,T (t)γ+1]✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t s ≤ T ✱

ρt(s, Z
∗
s ) = EQ∗ [f ′(δZ∗

T (t))] + δγ+1
d

∑

i=1

∫ s

0
Z∗
u(t)

γ+1EQ∗ [Z∗
u,T (t)γ+1]

β
(i)
u

S
(i)
u−

dS(i)
u .

❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱ −EQ∗ [f ′(δZ∗
T (t))] = x✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t s = T ✱

−f ′(δZ∗
T ) = x− aδγ+1

d
∑

i=1

∫ T

0
Z∗γ+1
u− EQ∗ [Z∗

u,T (t)γ+1]|t=τ
β

(i)
u

S
(i)
u−

dS(i)
u .

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✹✳✷✵✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ d✱

φ̂(i)
s = −aδγ+1Z∗γ+1

s− EQ∗ [Z∗
s,T (t)γ+1]|t=τ

β
(i)
s

S
(i)
s−

.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸✱ Z∗
T = cτz

∗
T (τ) ♦ù cτ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✺✮ ❡t

✭✹✳✶✻✮ ❡t z∗s (t) = ζ∗s∧tζ̃
∗
s−t∧s✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

φ̂(i)
s = −aδγ+1cγ+1

τ z∗s−(τ)γ+1EQ∗ [z∗s,T (t)γ+1]
∣

∣

∣

t=τ

β
(i)
s

S
(i)
s−

. ✭✹✳✷✷✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ γ = −1✱ ♦♥ ❛

φ̂(i)
s = −aβ

(i)
s

S
(i)
s−

.

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ γ 6= −1✳ ❈♦♠♠❡
ζ∗ ❡t ζ̃∗ s♦♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♠❡s✉r❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✱ ♣♦✉r t♦✉t
t ≤ T ✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s z∗s (t) ❡t z∗s,T (t) s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞♦♥❝

EQ∗ [z∗T (t)γ+1] = EQ∗ [z∗s (t)
γ+1]EQ∗ [z∗s,T (t)γ+1]. ✭✹✳✷✸✮

❈♦♠♠❡ γ 6= −1✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱ f ′(x) = a
γ+1(f ′(x) − 1) + f ′(1)✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r

t♦✉t t ≤ T ✱

−x = EQ∗

[

f ′(δctz
∗
T (t))

]

= a
(

(δct)
γ+1EQ∗ [z∗T (t)γ+1] − 1

)

+ f ′(1)
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❡t ❞♦♥❝

(δtct)
γ+1E∗

Q

[

z∗T (t)γ+1
]

= 1 − γ + 1

a
(x+ f ′(1))

❊♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✹✳✷✷✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✷✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

φ̂(i)
s =

(

(γ + 1)(x+ f ′(1)) − a
) z∗γ+1

s−

EQ∗ [z∗γ+1
s− ]

β
(i)
s−

S
(i)
s−

✷

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❝❡s str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✳

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ L ❡t L̃ s♦♥t ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s (b, c, 0) ❡t (b̃, c̃, 0) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
f ′′(x) = axγ ❛ été ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❖♥ ♥♦t❡

βs = −(
b

c
+

1

2
)1{s≤τ} − (

b̃

c̃
+

1

2
)1{s>τ}.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ u(x) = 1 − e−x✱ ♦♥ ❛
f ′′(x) = 1

x
❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

φ̂s = −βs
Ss
.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② s✐♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

P♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ u(x) = ln(x)✱ ❡t ✉♥ ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ x0✱ ♦♥
❛ f ′′(x) = 1

x2 ❡t ❞♦♥❝

φ̂s = −x0βs
Ssz∗s

.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs réé❝r✐r❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❡t ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ ✿

φ̂s =
( bs
cs

+ 1
2)x0 exp

( ∫ s

0
cu
4 − b2u

2cu
du

)

Sβ+1
s∧τ ( Ss

Ss∧τ
)β̃+1

.

P♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ u(x) = xp

p
✱ p < 1✱ ♦♥ ❛ f ′′(x) = 1

1−px
2−p
p−1 ✱ ❡t

φ̂s = − x0βs
(1 − p)Ss

z
∗ 1

p−1
s

E[z
∗ 2−p

p−1
s ]

❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ s✬é❝r✐r❡

φ̂s = −x0(
bs
cs

+
1

2
) exp

(

− 1

2(p− 1)2

∫ t

0
β2
scs + 2bsβs(p− 1)ds

)

S
β

p−1
−1

s∧τ (
Ss
Ss∧τ

)
β̃

p−1
−1
.
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✹✳✺ Pr✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲
♣♦✐♥t ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ✿ g(S) = g(ST )✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ Q✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ EQ[g(ST )] ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♠❡♥t✐♦♥♥és ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t
❛✉① ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ Q ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ZT = c(τ)ζτ
ζ̃T

ζ̃τ

♦ù ζ ❡t ζ̃ s♦♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ♣♦✉r eL ❡t eL̃ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ q✉✐
♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ψQ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛♥t ❞❡ L s♦✉s
Q ✿ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C t❡❧ q✉❡ EQ|ezX1 | < +∞✱ ♦♥ ❛

ψQ(z) = (b+ cβ)z +
c

2
z2 +

∫

R∗
(ezx − 1 − zh(x))ν(dx).

❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ψ̃Q ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛♥t ❞❡ L̃ s♦✉s Q ✿

ψ̃Q(z) = (b̃+ c̃β̃)z +
c̃

2
z2 +

∫

R∗
(ezx − 1 − zh(x))ν̃(dx)

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✼ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈② ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧ S = S0e

X ❡t ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②♦✛ g ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
✜♥❛❧❡ ❞✉ ♣r✐①✳ ❙♦✐t Q ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I1 ❡t I2 ❞❡ R t❡❧s q✉❡ ✿

✐✮ P♦✉r t♦✉t R ∈ I1✱
∫

R
e−Rxg(x)dx < +∞✳

✐✐✮ P♦✉r t♦✉t z ∈ I2✱ EQ[ezLT ] < +∞ ❡t EQ[ezL̃T ] < +∞✳
✐✐✐✮ I1

⋂

I2 6= ∅.
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t R ∈ I1

⋂

I2✱

EQ[g(XT )] =
1

2π

∫ T

0

∫

R

c(t)etψQ(iu−R)+(T−t)ψ̃Q(iu−R)Fg(u+ iR)dudα(t) ✭✹✳✷✹✮

♦ù Fg(z) =
∫

R
eizxg(x)dx✳

Pr❡✉✈❡ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❝❡
rés✉❧t❛t✱

EQ[g(XT )] =
1

2π

∫

R

EQ[e(R−iu)XT ]Fg(u+ iR)du. ✭✹✳✷✺✮

❈♦♠♠❡ τ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ L ❡t L̃ ❡t ❝♦♠♠❡ L ❡t L̃ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❛

EQ[e(R−iu)XT ] =

∫ T

0
c(t)EQ[e(R−iu)(Lt+L̃T−L̃t)]dα(t)

=

∫ T

0
c(t)EQ[e(R−iu)Lt ]EQ[e(R−iu)L̃T−t ]dα(t)
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❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✭✹✳✷✹✮ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ✭✹✳✷✺✮✳ ✷

❖♥ ét✉❞✐❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ σ(t) = ct+ c̃(T − t)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✽ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛❝t✐❢ r✐sq✉é S ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲
❙❝❤♦❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❡t ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ♣❛②♦✛ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ g(XT )✳ ❆❧♦rs✱
❧❡s ♣r✐① ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

EQ[g(XT )] =
1√
2π

∫ T

0

∫

R

c(t)
√

σ(t)
g(x)e

− (x+σ(t))2

2σ(t) dxdα(t) ✭✹✳✷✻✮

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ E[c(τ)] = 1✳

Pr❡✉✈❡ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡

ZT = c(τ) exp
(

−
∫ t

0

(bs
cs

+
1

2

)

dXc
s −

1

2

∫ t

0
(
bs
cs

+
1

2
)2csds

)

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ E[c(τ)] = 1✳ ❈♦♠♠❡ τ ❡st ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞❡ L ❡t L̃✱ ♦♥ ❛

EQ[g(XT )] =

∫ T

0
EQ[g(Lt + L̃T − L̃t)]dα(t).

❖r✱ s♦✉s Q✱ Lt ❡t L̃T − L̃t s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧ét❛♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧♦✐s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡s N (− ct

2 , ct) ❡t N (− c̃(T−t)
2 , c̃(T − t))✳ ❆✐♥s✐✱ XT ❛ ♣♦✉r ❧♦✐ N (−σ(t)

2 , σ(t)) ❡t ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ✭✹✳✷✻✮✳ ✷

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❛ss♦❝✐és à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡✲
s✉r❡s f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ♦ù f ✈ér✐✜❡ f ′′(x) = axγ ✱ a > 0✱ γ ∈ R✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡
♦♣t✐♦♥ ❞✬❛❝❤❛t ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡ ♣❛②♦✛ g(x) = (ex −K)+✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡✲
♣♦✐♥t τ ❛ ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛
♠❡s✉r❡ f ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

c∗γ(t) =
(q + Ψγ)e

−Ψγt

q + Ψγe−(Ψγ+q)T

♦ù Ψγ = γ+2
2 (c( b

c
+ 1

2)2 − c̃( b̃
c̃

+ 1
2)2)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡

EQ∗ [(eXT −K)+] =

∫ T

0

(q + Ψγ)e
−Ψγt

q + Ψγe−(Ψγ+q)T

(

Φ
(− ln(K) + σ(t)

2
√

σ(t)

)

−KΦ
(− ln(K) − σ(t)

2
√

σ(t)

)

)

dα(t)

♦ù α(dt) = qe−qt1{t≤T}dt+ e−qT δT (dt)✳

❈♦♠♠❡ 0 ≤ c∗γ ≤ 1✱ ❧❡ ♣r✐① ❡st ❜✐❡♥ sûr ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r✐① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s c ❡t c̃✳ ❖♥ ♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

C(K,T, c) ❡t C(K,T, c̃) ❝❡s ❞❡✉① ♣r✐①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ c( b
c
+ 1

2)2−c̃( b̃
c̃
+ 1

2)2 > 0✱
♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t < T ✱

lim
γ→−∞

Q∗(τ < t) = lim
γ→−∞

∫ t

0

(q + Ψγ)e
−(Ψγ+q)s

q + Ψγe−(Ψγ+q)T
ds

=0.
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❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡
lim

γ→+∞
Q∗(τ < t) = 1

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lim
γ→−∞

EQ∗ [(eXT −K)+] = C(K,T, c̃) ❡t lim
γ→+∞

EQ∗ [(eXT −K)+] = C(K,T, c).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✐♥✈❡rs❡s s✐ c( b
c

+ 1
2)2 − c̃( b̃

c̃
+ 1

2)2 < 0✳

❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧❡s ♣r✐① EQ∗ [(eXT −K)+] ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ γ ❡♥ ♣♦s❛♥t K = 1 ❡t
T = 1✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✿ Pr✐① ❞✬✉♥ ❈❛❧❧ ❊✉r♦♣é❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ γ

▲❛ ❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s b = b̃ = 1 ❡t c = 2✱ c̃ = 5 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧

c( b
c

+ 1
2)2 − c̃( b̃

c̃
+ 1

2)2 = −9/20 < 0 ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✈❡rt❡ ❛✉ ❝❛s b = b̃ = −2 ❡t

c = 2✱c̃ = 5 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ c( b
c

+ 1
2)2 − c̃( b̃

c̃
+ 1

2)2 = 9/20 > 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s
♣r✐① s♦♥t é❣❛✉① s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ γ = −2 ❝❛r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱
c∗(t) = 1✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♣r✐① ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦❧❛t✐❧✐tés
c ❡t c̃✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ b✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❞r✐❢t ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✉ ♣r✐① ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✱ ✐❧ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ τ s♦✉s Q∗✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ K = T = 1 ❡t ♦♥ ✜①❡ b = 1✱ c = 2✱ c̃ = 5✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧❡s
♣r✐① ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ b̃✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✿ Pr✐① ❞✬✉♥ ❈❛❧❧ ❊✉r♦♣é❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ b̃
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▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ b̃ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ❧♦rsq✉❡ γ = −2✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥
❛ c∗(t) = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ♠ê♠❡ ♣r✐① ❧♦rsq✉❡

c(
b

c
+

1

2
)2 − c̃(

b̃

c̃
+

1

2
)2 = 0

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐❝✐ ❛✉① ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs (
√

10−5/2) ❡t (−
√

10−5/2)✳ ◆♦t♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①tré♠❛❧❡s s♦♥t ❛tt❡✐♥t❡s ❧♦rsq✉❡ d

db̃
Ψγ = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r b̃ =

− c̃
2 = −5

2 ✳

❖♥ ét✉❞✐❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ c̃ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ K = T = 1✱ b = 1✱ b̃ = −1 ❡t c = 2✳

✭❛✮ 0 < c̃ ≤ 2 ✭❜✮ 0 < c̃ ≤ 50

❋✐❣✳ ✹✳✸✿ Pr✐① ❞✬✉♥ ❈❛❧❧ ❊✉r♦♣é❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❡s✉r❡ fγ✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c̃

❚♦✉s ❧❡s ♣r✐① s♦♥t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇❧❛❝❦✲
❙❝❤♦❧❡s ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té c = 2 ❡t ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té c̃ ✭❝♦✉r❜❡s ♦r❛♥❣❡s✮✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s
❞♦♥♥❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ❧♦rsq✉❡ Ψγ = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r c̃ = 2(3−

√
8) ❡t

c̃ = 2(3 +
√

8)✳ ❙✐ (γ + 2) > 0✱ ♦♥ ❛

lim
c̃→+∞

Ψγ = lim
c̃→0

Ψγ = −∞

❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱ limc̃→+∞Q(τ < t) = limc̃→0Q(τ < t) = 0✳ ❆✐♥s✐✱

lim
c̃→+∞

EQ∗ [(eXT −K)+] = C(K,T, c).

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ (γ + 2) < 0✱ ♦♥ ❛

lim
c̃→+∞

Ψγ = lim
c̃→0

Ψγ = +∞.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❡t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c̃✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣r✐①
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❞❡
✈♦❧❛t✐❧✐té c̃✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s r❡✲
♣r❡♥❞ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪✱ ❛❝❝❡♣té ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐① s♦✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡ ❬✹✶❪✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❢❛❝t♦r✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✲❍♦♣❢✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ ❧♦✐ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛♣✲
♣❧✐q✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s
❬✸✷❪✱❬✸✽❪✱❬✹✸❪✱❬✹✾❪✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛ss♦❝✐és à ❝❡✉① ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✸ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❞♦✐✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ f ✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛rt✐♥✲
❣❛❧❡s ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ❝♦♥s❛❝rés ❛✉① ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣♦✉r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✭❬✸✷❪✱❬✺✻❪✱❬✸✽❪✮✱ ❧❡s f q✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✭❬✹✸❪✮
♦✉ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✭❬✹✾❪✮✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′′(x) = axγ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥t❡r✈✐❡♥t
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉❡✱ s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s à ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▲é✈②✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✸✸❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s
❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐
✈ér✐✜❡♥t f ′′(x) = axγ ✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ q✉✐ ✉♥✐✜❡ ❧❡s ❝❛s tr❛✐tés sé♣❛ré♠❡♥t
❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ r❡✢èt❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲é✈②✱ ✉♥ ✐♥st❛♥t
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡tt❡ ❣é✲
♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜r✉sq✉❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t
✭❬✼✸❪✱❬✸✺❪✮ ❡t ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣ré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✶✹❪✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t f ′′(x) = axγ ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ♠❛①✐♠✐✲
s❛♥t ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❛ss♦❝✐é❡s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡ ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ♣❛ss❛❣❡✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥ts ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐①✳

✶✶✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ▼✳❆❜r❛♠♦✇✐t③✱ ■✳❆ ❙t❡❣✉♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❉♦✈❡r
✭✶✾✻✽✮

❬✷❪ ❊✳❆♥❞r❡❛♦✉✱ ❊✳●❤②s❡❧s ❉❡t❡❝t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r❡❛❦s ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ✈♦❧❛✲
t✐❧✐t② ❞②♥❛♠✐❝s ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✶✼✳✺ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣✳✺✼✾✲✻✵✵

❬✸❪ ❏✳P ❆♥s❡❧✱ ❈✳❙tr✐❝❦❡r ❈♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❛❝t✐❢s ❝♦♥t✐♥❣❡♥ts ❡t ♣r✐① ♠❛①✐♠✉♠
❆♥♥❛❧❡s ❞❡ ❧✬■❍P ✸✵✳✷ ✭✶✾✾✹✮✱ ♣✳✸✵✸✲✸✶✺

❬✹❪ ▲✳❇❛❝❤❡❧✐❡r ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✉❧❛t✐♦♥ ❆♥♥❛❧❡s ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬❊◆❙ ✸❡ sér✐❡
❚♦♠❡ ✶✼ ✭✶✾✵✵✮✱ ♣✳✷✶✲✽✻

❬✺❪ ❖✳❊✳❇❛r♥❞♦r❢❢✲◆✐❡❧s❡♥ Pr♦❝❡ss❡s ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ●❛✉ss✐❛♥ t②♣❡ ❋✐♥❛♥❝❡
❙t♦❝❤✳ ✷ ✭✶✾✾✽✮✱ ♣✳✹✶✲✻✽

❬✻❪ ❋✳❇❡❧❧✐♥✐✱ ▼✳❋r✐tt❡❧❧✐ ❖♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛① ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡s
▼❛t❤✳ ❋✐♥❛♥❝❡ ✶✷✳✶ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣✳✶✲✷✶

❬✼❪ ❈✳❇❡♥❞❡r✱ ❈✳◆✐❡t❤❛♠♠❡r ❖♥ q✲♦♣t✐♠❛❧ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
▲é✈② ♠♦❞❡❧s ❋✐♥❛♥❝❡ ❙t♦❝❤✳ ✶✷✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣✳✸✽✶✲✹✶✵

❬✽❪ ❏✳❇❡rt♦✐♥ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✭✶✾✾✻✮

❬✾❪ ❋✳❇❧❛❝❦✱ ▼✳❙❝❤♦❧❡s ❚❤❡ Pr✐❝✐♥❣ ♦❢ ❖♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❈♦r♣♦r❛t❡ ▲✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✽✶✳✸ ✭✶✾✼✸✮✱ ♣✳ ✻✸✼✲✻✺✹

❬✶✵❪ P✳❇❧❛❡s✐❧❞✱ ▼✳❙♦r❡♥s❡♥ ✬❤②♣✬✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞❛t❡ ❜②
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