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Introduction générale et plan de lathese

A résolution numérique d’un probléme d’équations aux dérivées partielles a coefficients disconti-
L nus posé dans un domaine a couche mince est difficile car elle nécessite la discrétisation a I’échelle
de I'épaisseur de la couche. D’un point de vue théorique, on parle de probléme de perturbation
singuliére. D’un pont de vue numeérique, on observe que le maillage comporte alors un trés grand
nombre d’éléments, ce qui rend les calculs longs et parfois peu précis dans certaines zones appelées
zones de couches limites. Les problémes de perturbations singuliéres ont été abondamment traités
dans la littérature. Pour rappeler des travaux proches de ce qui nous intéresse ici, nous pouvons citer
[2] dans lequel I'auteur utilise une approche variationnelle pour traiter certains types de problémes
linéaires et non linaires. Dans [4, 7], les auteurs présentent plusieurs pathologies provenant de ces
types de problemes et définissent plusieurs classes de couches limites. Plus récemment dans [17], les
auteurs exposent les limites d’une approche variationnelle classique pour traiter certaines classes de
problémes de perturbations singuliéres.

Les méthodes asymptotiques permettent d’approcher les probléemes de départ par des problémes
permettant de tenir compte de la couche mince, ou plus exactement de son épaisseur. On fait dans ce
cas un dévelopement asymptotique par rapport a I’épaisseur de la couche mince. Dans certains cas,
en 2D par exemple, on a une expression explicite de la couche mince. On peut remplacer I'effet de
la couche mince par une condition aux limites artificielle appelée condition équivalente ou condition
d’impédance généralisée qui sera judicieusement choisie. Ce dernier probléme peut ensuite étre résolu
par des méthodes classiques. La précision de la condition équivalente sera une fonction décroissante
de I’épaisseur qu’on pourra mesurer. On construit ainsi une famille de méthodes que nous appellerons
méthodes multiéchelles [11, 13, 12, 14]. L’apparition de couches limites dans certaines zones rend ces
méthodes imprécises et insuffisantes. Alors on a recours a d’autres développements asymptotiques
propres aux zones de couches limites. Le domaine de calcul est ainsi divisé en plusieurs zones, dans
lesquelles on peut faire un développement asymptotique adapté. Des zones de jonctions sont alors
nécessaires pour raccorder tous les développements localisés. On définit ainsi une famille de méthodes
appelées méthodes des développements asymptotiques raccordés [4, 7, 15].

Il ressort des méthodes asymptotiques qu’il est nécessaire de décomposer le domaine de calcul
en plusieurs sous-domaines. Une seconde approche purement numérique consiste alors a considérer
directement des méthodes de décomposition de domaines sans recouvrement pour pouvoir faire des
calculs dans la couche également. Ces méthodes se prétent naturellement a ces décompositions. Mais
il se pose alors la question du choix des conditions d’interface a mettre entre les sous-domaines pour
gagner en rapidité de calcul d’une part et d’autre part pour éviter le probléme de raffinement trop coQ-
teux. Le choix de la condition d’interface devra donc prendre en compte I’éventuelle discontinuité des
équations du probleme au passage entre les sous-domaines [18, 22, 15] mais aussi hétérogéenéité géomé-
trique créée par I'existence de la couche mince. Les méthodes de décomposition de domaines consistent



a partager le domaine de résolution d’une équation aux dérivées partielles en sous-domaines. On peut
reformuler le probléme en un probléme équivalent dont les inconnues sont des fonctions définies sur
les interfaces des sous-domaines (méthodes dites de sous-structuration ou de type Schur). La réso-
lution d’un probléme d’interface par une méthode itérative (de type gradient conjugué par exemple)
s’effectue par des résolutions successives de problémes locaux (par sous-domaine). Dans la construc-
tion de ces méthodes, les conditions d’interface doivent étre judicieusement choisies car il faut qu’elles
prennent en compte I’hétérogénéité de certaines quantités pour le matériau mais aussi sa géométrie.
Plusieurs ouvrages traitent du sujet & savoir [11, 17]. On distingue deux types de méthodes décompo-
sition de domaines :

— Les méthodes avec recouvrement des sous-domaines qui ont pour point de départ [1] dans lequel
I'auteur définit la méthode de Schwarz et étudie sa convergence. Ces méthodes ont I'inconvénient
de compliquer énormément la mise en oeuvre numérique, surtout dans le cas des problemes 3D.
De plus pour des géométries complexes, il est difficile voire impossible de définir des zones de
recouvrement. Une autre alternative est nécessaire.

— Les méthodes sans recouvrement des sous domaines : dans ce cas il est impératif de définir
des conditions d’interface appropriées pour que la méthode converge. La méthode de Schwarz
[1] ne converge pas dans ce cas. Une extension de cette méthode au cas sans recouvrement
a été proposée dans [6] ou a la place des conditions d’interface de type Dirichlet, I'auteur
a proposé des conditions d’interface de type Robin. D’autres conditions d’interface ont été
étudiées dans [4, 5], ou les auteurs imposent d’un coté de I'interface une condition de Dirichlet
et de I'autre une condition de Neumann. Dans [7], I'auteur propose pour I’équation d’Helmholtz
des conditions de type radiation a I'interface et prouve par la méme occasion la convergence de
I’'algorithme sans recouvrement. Dans [10], des conditions de type Ventcell sont étudiées pour
I’équation d’advection-diffusion. En dimension deux ou trois, le choix optimal des conditions de
raccord requiert des opérateurs de transmission non-locaux comme il a été mis en évidence pour
I’équation d’advection diffusion dans [8]. Comme les opérateurs non-locaux se prétent peu au
calcul numérique, les auteurs proposent dans le cas d’une convection dominante, de développer
ces opérateurs par rapport a la petite viscosité. De cette facon, on obtient des approximations
locales. Plusieurs approximations par un développement de Taylor en le paramétre de fréquence
ont été proposeées et étudiées dans [g]. L’analyse de convergence de ces méthodes est parfaite-
ment maitrisée. L'idée de résoudre un probleme optimisation sur les conditions d’interface pour
accélérer la convergence est apparue dans [10] pour I’équation d’advection diffusion puis a été
raffinée dans [13]. Depuis cette stratégie a beaucoup été adoptée, notamment dans [12, 18, 19, 22].

Une autre approche consiste a se servir de I'information que nous donne I'étude asymptotique
pour I'incorporer dans la méthode numérique choisie de fagon a I’enrichir. Dans [14, 18], les auteurs
utilisent une méthode des éléments finis enrichis pour traiter les problemes de couches limites. En
effet ils rajoutent dans I’espace des fonctions de base, des fonctions intégrant I'information venant de
I’étude asymptotique faite préalablement.

La question fondamentale que nous nous sommes posée est la suivante : Comment construire
des méthodes numériques efficaces et robustes capables de calculer une solution fiable d’'un probléme
fortement hétérogene en un temps raisonnable.

Pour y apporter quelques éléments de réponse, nous avons particulierement étudié le probléme
modeéle defini comme suit : étant donnés deux parameétres positifs ¢, 77, un domaine 7, et une fonction
f¢ nous cherchons



(1)

(2)

—V.(v*Vu®T) = f¢ dans Q7,
&)
CLE (U, aun ) =0 dans aQ), -1 U

FIGURE o.1: Modéle de probléme avec couche
mince

ou CL®" est un opérateur défini sur le bord de )7, et

1 si xe )y,
1 si xe 0y, (3) yg(x) = L

V(%) = 1 xeal
€ si x e O, €

C’est un modele simple bidimensionnel que I'on rencontre trés souvent. Les parameétres ¢ et

sont supposés petits. Il modélise par exemple un probléme de conduction entre un matériau Q! et
une couche mince Q7. Dans un cas la couche mince est supposée peu conductrice, a la limite iso-
lante, appelé probléme de collage [13] et dans I'autre elle est supposée trés conductrice, a la limite de
conductivité infinie appelé probléme de revétement [19, 16].

Le plan de thése

Nous avons structuré notre travail en deux parties qui se veulent indépendantes et qui constituent

deux approches pour résoudre les problémes de type (1).

La premiére partie est composée de cing chapitres traitant tous de méthodes asymptotiques. Nous
étudions le comportement asymptotique de la solution u®” quand ¢ tend vers zéro. Plus préci-
sément nous cherchons la solution u®” de problémes d’équations aux dérivées partielles sous la
forme d’un développement asymptotique du type

utl = u® +eut + ...

Les inconnues sont donc les u'. Nous verrons que le lieu d’apparition du petit paramétre ¢ joue
un réle fondamentale dans cette étude. C’est d’ailleurs ce qui motive I’enchainement de ces 5
chapitres. Le premier chapitre nous servira d’introduction et nous permettra de comprendre
les types de difficultés auxquelles nous pouvons étre confrontés en envisageant une étude
asymptotique de probléme d’équations aux dérivées partielles en présence de petits parametres.
Il est inspiré de [9]. Dans un second chapitre, nous regardons le cas du probléme (1), (2) avec
n = 1. C’est un probléme qui a été étudié en détails dans [2], mais nous le reprenons ici car il
constitue une transition intéressante pour arriver a exposer la problématique de ce travail. Le
troisieme chapitre traite du probléeme de collage [13] (1), (2) avec 1 = &. En effet dans [13], les
auteurs étudient un probléme d’élasticité linéaire avec des coefficients d’élasticité négligeables
dans la couche mince par rapport au reste du matériau, puis ils définissent et étudient le
probléme limite associé. Dans ce chapitre nous définissons et étudions le probléme limite et



soulignons les difficultés posées par les termes suivants du développement asymptotique. De
fagon assez analogue, le quatriéme chapitre traite le probleme de revétement [19, 16], (1), (3) avec
n = &. Le probléme limite correspondant est étudié dans [19], et dans [16] avec une approche
utilisant une décomposition du probleme de départ en somme d’opérateurs linéaires. Pour
étudier ce probléme nous utilisons une approche variationnelle.

Dans la seconde partie , pour résoudre (1), nous envisageons des méthodes de décomposition de
domaines sans recouvrement qui se prétent assez naturellement a ces types de problémes. Cette
partie est constituée de trois chapitres. Dans un premier chapitre introductif nous faisons I'état
de I'art en rappelant les développement récents de la méthode de Schwarz sur I'équation de
Laplace. Nous reprenons essentiellement les travaux effectués dans [19] et [22] ou les auteurs
définissent une famille de conditions d’interface robustes basée sur une analyse de Fourier. Ce
gui nous permettera de motiver le travail effectué dans cette thése. Puis dans un second chapitre
nous étudions le probléme (1), (2) en étendant les résultats obtenus dans [19] et [22]. Finalement
dans un troisiéme chapitre, nous étudions le probléme (1), (3).



Premiéere partie

Introduction aux problemes de perturbations
singulieres






Résumeé

La formulation mathématique des phénomeénes physiques conduit parfois a des équations conte-
nant un (ou plusieurs) petits paramétres. Ces petits parametres peuvent étre de nature matérielle,
comme de nature géométrique. On parle souvent de familles de problémes a petits parameétres.

Dans ces familles de problemes a petits paramétres, notre étude loin d’étre exhaustive, se limitera
ici a deux sous familles :

1. probléemes raides ou les coefficients au niveau des opérateurs différentiels peuvent étre d’ordres
de grandeur différents selon les régions comme cela est traité dans [2];

2. problémes posés sur un domaine avec couche mince [13],[14],[16].[17],[19].

Notons une certaine différence qui motive un peu le choix des ces sous-familles, notamment au niveau
de I'apparition des petits paramétres. En effet dans les problémes raides les petits paramétres n’appa-
raissent qu’au niveau des rigidités des sous régions composant le domaine considéré, tandis que dans
le cas des problémes a couches minces que nous regarderons, les petits paramétres proviennent non
seulement des rigidités mais aussi de la géométrie des sous domaines.

Pour comprendre le comportement asymptotique de la grandeur physique qui nous intéresse
(en I'occurence ici ce sera toujours la température), lorsque le petit parameétre tend vers zéro, nous
recherchons la solution sous forme d’un développement asymptotique. Dans certains cas pour traiter
le probléme de couche limite et/ou de perturbation singuliére, nous soulignerons la nécessité de
recours a des méthodes de développements asymptotiques raccordés. Mais ces problémes de couches
limites ne sont pas traités dans ce travail. La justification rigoureuse mathématique de telles méthodes
commencent & émerger. En effet nous pouvons citer les livres [4] et [7] et plus récemment la these [15].
Nous finirons cette partie introductive par un chapitre qui traitera deux types de problemes [9]. Ces
problémes nous permettront de définir et de mettre en évidence les notions de perturbations réguliére
et singuliére.

Dans un second chapitre, nous traiterons des problémes dits raides [2] posés sur une structure
composée d’une partie rigide et d’une partie molle de coefficient de rigidité supposé négligeable
par rapport a celui de la partie rigide. Les dimensions caractéristiques des deux composantes de la
structure seront supposées ici étre de méme ordre. Les premiers termes du développement asymp-
totique seront calculés d’une fagon formelle dans un premier temps et ensuite nous en donnerons
une démonstration rigoureuse a travers un théoreme d’erreur de convergence par rapport au petit
parametre.

Le troisieme chapitre sera consacré a I’analyse mathématique des problémes dits de collage[13].
C’est le premier probléme a couche mince que nous traiterons. Ce sont des types de problémes dans
lesquels la couche mince est de rigidité négligeable par rapport au reste du matériau. Il s’agit donc
d’étudier le comportement asymptotique de ces problemes.
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Dans un quatrieme chapitre, nous étudierons un second probléme a couche mince appelé probléeme
de revétement [16],[19] ou cette fois la couche mince est de rigidité beaucoup plus importante que le
reste du matériau.

Toutes ces parties seront complétées par des simulations numériques servant a illustrer sur des cas
simples la pertinence des études théoriques effectuées. Les essais numeériques représentent en soi une
étape supplémentaire et nécessaire dans la validation de la construction des solutions approchées par
des développements asymptotiques.

Dans toute cette partie nous noterons respectivement || - ||oq, || - [|1q , les normes L2(Q) , HY(Q),
| - |10 la semi-norme H(Q), et (-, ), le produit scalaire correspondant a || - ||,.
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Chapitre 1

Introduction aux méethodes asymptotiques

Dans ce chapitre nous reprenons I’étude effectuée dans [9]. Ce chapitre a pour but de servir d’intro-
duction aux méthodes asymptotiques puis d’en dégager les grandes lignes a travers deux problémes
génériques. Etant donnés un réel positif &, un ouvert régulier Q et une fonction f appartenant a L2(Q),
soient les deux familles de problemes suivantes :

—AUE+€2u¢ = f dans Q,
(1.1) (Pe)o
u® = 0 sur 00,
—E2AUE+UE = f 0,
(1.2) (Pg)l

ut! = 0 0Q).

Nous avons la deux problemes elliptiques classiques qui admettent tous les deux une solution
unique dans H(Q). Nous nous proposons de construire une approximation de cette solution en étu-
diant son comportement asymptotique quand ¢ tend vers zéro. Le plan d’étude sera donc le suivant :

1. analyse formelle par développement asymptotique et identification du probléme limite,
2. estimation a priori et convergence faible,
3. convergence forte et estimation d’erreur.

1.1 Etude du probléme (P.)o

Le probléme aux limites (1.1) admet la formulation variationnelle suivante :

(1.3) a(uf,v) +eb(uf,v) = 1(v) Vv e H}(Q),

avec .

A
(1.4) b(ué,v) = /ngv,
A

13



1.1.1 Analyse asymptotigue formelle

Soit I'ansatz

(1.5) ue = ul+e2u+ ... +e"uP + .,

avec u?" € HE(Q)) Vn € IN. En reportant (1.5) dans (1.3) (1.4) puis en identifiant formellement les
termes de méme puissance de ¢, on a pour tout v dans H}(Q),

a(ul,v) = 1I(v),
a(u?,v) = —b(uov),
(1.6)
a(u2v) = —b(u®v).

Regardons les 2 premiers problémes de plus preés, a savoir

u e Hi(Q),
(1.7) (Po)oq a@®v) = I(v) vveHQ).
et
2 1
ws) (P u® € Hz(Q),
a(u?,v) = —b(uv) WweHQ).

Nous pouvons montrer dans un premier temps I’existence et I'unicité de u® grace au théoréme de
Lax-Milgram, et ensuite comme u® € HE(Q), alors I'application v — —b(u® v) est bien une forme
linéaire continue sur Hg(Q). Et donc toujours grace aux théoréme de Lax-Milgram, nous prouvons
que le probleme (P;)o est bien posé. Un raisonnement par induction nous permet alors de prouver le
caractere bien posé des problémes (P2;)o, n > 1.

1.1.2 Estimations a priori et convergence faible

Dans cette sous section, nous cherchons des estimations simples et directes de la norme de u®.

Proposition 1.1. Si f € L?(Q), alors la solution u¢ du probléme défini par (1.3),(1.4), converge faiblement dans
HE(Q) vers uP solution du probléme (1.7).

Démonstration. Prenons comme fonction test dans (1.3),(1.4), v = u®. Nous obtenons :

(1.9) a(uf, ut) + e2b(uf, uf) = I(u®).

Comme | est un élément de H=1(Q) (F désignant une constante positive), nous déduisons de (1.9)
Ui a+€ [ull6n < Fluin-

De cette inégalité, nous avons :
€
u ’1,0 <F

14



Il en résulte la convergence faible de u® vers u* dans H(}(Q) (ou plus précisément la possibilité d’ex-
traire une sous-suite de u¢ qui converge faiblement vers u* dans H}(Q)). En utilisant cette convergence
faible pour passer a la limite(e — 0) dans (1.3),(1.4), nous obtenons le probleme limite suivant :

ur € HI(Q),
(1.10)
a(u*,v) = I(v) WveH}Q).

Ce probléme admet une solution unique et il caractérise parfaitement u*. En le comparant a (Pp), nous
obtenons :

u* =l

L’unicité de la solution implique que la limite faible u® (de la sous-suite extraite de u¢) est unique et
par conséquent c’est toute la suite u¢ qui converge faiblement vers u®. Nous avons donc ainsi montré
que u¢ converge faiblement vers u® dans H&(Q) guand ¢ tend vers zéro. O

1.1.3 Convergence forte et estimation d’erreur

Dans cette section, nous montrons que la convergence forte de u¢ vers u® dans H3(Q), puis en
donner une estimation d’erreur.

Proposition 1.2. La solution u¢ du probléme défini par (1.3),(1.4) converge fortement vers u° défini par (1.7).
De plus il existe une constante positive, que nous noterons C, telle que nous ayons I’ estimation suivante :

lué — U010 < CE2 U0 0.
Démonstration. Posons vé = ué — u®, puis introduisons la quantité :
E(VE) = a(V%, V&) + e2b(VE, Vo).

Comme V¢ € H}(Q), E(v¢) a bien un sens. Développons E(v¢) en utilisant les problémes (1.3),(1.4) et
(1.7), il vient:

E(V¢) = —e?b(uP, ve).
Grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et Poincaré, nous avons (C désigne une constante positive qui

ne dépend que de )
E(VS) < CSZIUO‘LQ’VS‘LQ.

Ce qui s’écrit encore
Via + &V [Ea < CEWlalvia.
Cette derniére inégalité implique
V1 < Ce?|ul|qn,
i.e
(1.11) lué — 0|10 < C2U0) 0.

L’inégalité (1.11) constitue une estimation d’erreur d’approximation de u® par u® mais aussi permet
de montrer la convergence forte de u¢ vers u®. En effet, en passant a la limite dans (1.11), il vient que
R € 0 _ 0 1

L|_r>r(1)|u —u’|1,0 =0 (car u” € Hz(Q)).

Nous pouvons de fagcon analogue introduire le terme suivant du développement a savoir u?, le
€ 0

vers u?. ]

caractériser et justifier la convergence faible et forte de 5
€
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Nous pouvons alors généraliser ces résultats par I'intermédiaire du théoreme suivant :

Théoréme 1.3. (Développement complet). Si f € L2(Q)), alors il existe une constante positive, que nous note-
rons C, telle que nous ayons I’estimation suivante :

ue — (u°+ezu2+e4u4—|—...+82”u2”> Lo < Ce2MHD U, ¢

ol UE est la solution du probléme défini par (1.3),(1.4) et les U, j € IN sont les solutions des problémes définis
par (1.6).

Démonstration. Nous avons déja prouvée ce résultat pour n = 0. Posons
R2M = uf — (uo +ud+tut L+ 82“u2”> et écrivons les équations que vérifie R2"

LER™M V) = a(uf,v) +e?b(uf,v) Eezl( u?,v) + ?b(u? v)),
I(v)
= 1(v) —ﬁu\w—ezb(uo,v) —i?ezl (a( u,v) + e%b(u? v)),
I(v) =
j=n j=n
20 ) — Y g2 2j LV 2042
- b(u’,v) =) € a(ud,v) ; h(u? v),

Autrement dit
a(R?" v) + e2b(R?, v) = —2("Up(u?" v).

Prenons v = R?" dans I’égalité précédente puis utilisons I'inégalité de Poincaré, il vient
Ri0+ IR 5 = — Y [[u®loalR2 (oo,
< C82(n+1) ’u2n |1.Q ’ Rgn ’110_

On en déduit I'inégalité
R2"| < Ce2M D[y,

e — <u° +e2u? 4 fut o+ .'.+€2nu2n) o < Ce2(n+1) ’uzn‘lﬂ
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1.2 Etude du probléeme (P;);
Le probléme aux limites (1.2) admet la formulation variationnelle suivante :
(1.12) g2a(uf,v) +b(us,v) =I(v),  Vvve H}Q).

Les formes bilinéaires a, b et la forme linéaire | sont définis dans (1.4).

1.2.1 Analyse asymptotigue formelle

Nous faisons I'ansatz (1.5). En reportant (1.5) dans (1.12) puis en identifiant formellement les termes
de méme puissance de ¢, on a pour tout v € H (Q)

b(u,v) = 1I(v),

b(u?,v) = —a(ulv),
(1.13)

b(uv) = —a(u®2v).

Regardons les 2 premiers problémes de plus prés i.e

u® e Hi(Q),
(1.14) (Po)1
b(ul,v) = 1I(v)  VveH}Q),
et
uz2 € H}Q)
(1.15) (P2)1
b(u,v) = —a(wv) VYveH}Q).

Nous remarquons que le probléme (1.14) est mal posé. En effet, d’apres la formulation variationnelle ,
nous devrions avoir u® = f. Mais si f Z H}(Q), alors le probléme (1.14) n’aura donc pas de solution.
De méme, si f n’est pas assez réguliére, le probléme (1.15) sera également mal posé. Tout ceci nous
laisse prédire que I'étude asymptotique des problemes de type (P,); est plus délicate.

1.2.2 Estimations a priori et convergence faible

Dans cette sous section, nous cherchons des estimations simples et directes de la norme de u®.

Proposition 1.4. Si f € L?(Q), alors la solution u® du probléme (1.12) converge faiblement dans L2(Q2) vers
f.

Démonstration. Prenons comme fonction test dans (1.12) v = u?, nous obtenons :
(1.16) e?a(uf, uf) + b(uf, uf) = 1(uf).
Comme f est un élément de L?(Q) (F designant une constante positive), nous déduisons de (1.16)

2 2
£ UL+ [[U¥lloa < Fllufloq -
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De cette inégalité, nous obtenons les deux inégalités qui suivent

2 2
lullon < Fllullon et & ufiq < Flulloq.

lullon <F et e[uffq <F?
d’ou
[uffoo <F et efu’| o <F

De ces inégalités, nous déduisons les convergences faibles de u¢ vers u* dans L%(Q)) (ou plus pré-
cisément la possibilité d’extraire une sous-suite de u® qui converge faiblement vers u* dans L?(Q)) et
de eu? vers v* dans Hé(Q). Grace au résultat de compacité de I'injection canonique de Hé(Q) dans
L?(Q)(Rellich), nous avons la convergence forte de eu vers v* dans L?(Q)) d’une part. D’autre part
étant donnée la convergence de u¢ vers u* dans L?(Q), nous avons que eu¢ tend vers 0 dans L?(Q)), par
unicité de la limite, il vient :

v =0.

Utilisons cette convergence faible pour passer a la limite(e — 0) dans (1.12), nous obtenons le probleme
limite suivant :
ut e L),
(1.17)
b(ut,v) = I(v)  VveH}Q).

Ce probleme admet une solution unique et il caractérise parfaitement u*. En le comparant a (1.14),
nous obtenons
u* =ul = f.

Nous avons ainsi montré que u® converge faiblement vers u® = f dans L?(Q) quand ¢ tend vers
zéro. O
1.2.3 Convergence forte et estimation d’erreur

Dans cette section, nous montrons la convergence de u¢ vers f dans L?(Q)), puis nous donnons une
estimation d’erreur.

Proposition 1.5. La solution ué¢ du probléme (1.12) converge fortement dans L?(Q))vers f. De plus si f €
Hg(Q) alors il existe une constante positive, que nous notons F, telle que nous ayons I’estimation suivante

|uf — flloq < Fe.
Démonstration. Introduisons la quantité
E¢ = ¢%a(uf, uf) + b(uf — f,uf — f).
Développons E* et utilisons le probleme (1.12), il vient
E* =b(f, f —u®).

La convergence faible de u® vers f entraine la convergence de E® vers 0. Et par conséquent, les 2
guantités positives
a(eu®,eu’) et b(u*—f,u*—f)

tendent vers zéro. Nous obtenons donc les convergences fortes suivantes lorsque ¢ tend vers zéro
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— eu® converge fortement vers zéro dans H}(Q)
— et u¢ converge vers f dans L?(Q)).
L'estimation d’erreur que nous donnons ci-apres n’est possible qu’en supposant que f est dans H é(Q),
auquel cas nous pouvons prendre la fonction vé = u® — f comme fonction test dans (1.12). En dévelop-
pant la quantité
E(VE) = e%a(V%, V&) + b(VE, v¥)

puis en utilisant (1.12), il vient :
E(V¢) = —2a(f,v®).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne immédiatement (F étant une constante positive) :
eViq +IV[5a < FEIVILa,

soit
Vil <F et [[V¥[lon < Fe

Nous venons donc de montrer que si f € H}(Q), alors

(1.18) [|ué — flloq < Fe.
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Chapitre 2

Problemes raides
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous reprenons un probléeme traité intégralement dans [2]. Soient ), et (), deux
ouverts de IR". Nous noterons Q) = ), U O, U I. Nous désignerons (cf figure 2.1) par
- 0Q) la frontiére de Q;
— 0() la frontiere de Q)q;
00, la frontiere de ()y;
I, la frontiere commune a ; et Oy;
2.1 une partie de 0Q)y;
2, une partie de 0Q)y;
Y. I'union de X, et de Xy;
nr la normale extérieure a 9();
n; la normale extérieure a | orientée vers le domaine Q5.
Nous considérons le probléeme de transmission suivant : Nous cherchons

uj  dans Qy,

uj dans ),
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2

P o)

FIGURE 2.1: Modéle de probleme raide

solution de :
—Auf = f; dans (),
—eAu; = f, dans (),
ut® = 0 sur %,
2.1 Jué
(1) el 0 sur 090\ Z,
r
uj = u; sur I,
ouj au;
= e—= sur |
8n| 8an|

ou ¢ est un petit parametre positif destiné a tendre vers zéro et les f; sont des fonctions données dans
O, i=12
2.2 Existence et unicité de U°
Nous pouvons mettre le probléeme (2.1) sous la forme variationnelle suivante :
(2.2) a“(uf,v) = 1(v) Yv e,
avec :
V = {veH(Q)v=0 surt},

(2.3) a‘(us,v) = VuiVv+e [ Vu;Vy,
1 2

o o
I(v) = / f1v+/ fav.
o) %

Nous pouvons aussi montrer sans peine gu’une solution réguliére de cette formulation est aussi solu-
tion forte du probléme aux limites (2.1). On se contentera de montrer plutét que le probléme variation-
nel (2.2),(2.3) est bien posé en appliquant le théoreme de Lax-Milgram.
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Théoréeme 2.1. Si f; € L?(Qy), f, € L2(Q,), alors le probléme variationnel (2.2),(2.3) admet une unique
solution u¢ € H(Q). De plus il existe une constante C indépendante de « telle que :

(2.4) elluflua < C([falloq, + [If2lloq,)-

Démonstration. O Il est facile de voir que I'espace fonctionnel V muni du produit scalaire de H(Q)
est un espace de Hilbert .
¢ Continuité de a : par I'inégalité de Cauchy Schwarz on a
(

|a®(ué,v)| = '/ Vuinl-i-e/ Vu5Vvy
o 0

' / VUiVVl
(0]

Uil1a, Vilia, T 1U3lo0, [V2la 0,

2’U8|1,Q |V|1,Q'

2[ullyn Ve VeV

IN

(e < 1),

+ ‘/ VU%VVZ
(97}

(2.5)

VAN

IN

VAN

¢ Continuité de | : par I'inégalité de Cauchy Schwarz nous avons

(2.6) ()| = /Q fv + /Q fov

(2.7) <|IVlla(lfilloa, + [If2lloq,) YV EV.
¢ Coercivité de a :

a(ué,us)| = / Vuez-i-e/ \ATES
ja( )| Ql| 1l Qz’ 2|
e/ IVuE|?,

0

> ePg|ulfq,

(2.8)

Vv

ou Pq est la constante de Poincaré.
Le théoréme de Lax-Milgram nous assure alors I’existence et I’'unicité d’une solution au probléme
(2.2) et (2.3). L’estimation a priori annoncée découle immédiatement des inégalités (2.7) et (2.8).
Cette estimation nous servira ultérieurement.

]

Dans le paragraphe qui suit, nous cherchons a construire un développement asymptotique de u®
en le petit paramétre . Ce probléme est traité avec plus de détails dans [2].

2.3 Analyse asymptotique formelle

La structure des équations (2.1) nous conduit naturellement a effectuer I’'ansatz suivant :
u? o
2. uf = -+ Y dul
(2.9) i e Z i
j>0

ou i=1,2 et les fonctions u{ ne dépendent pas de . Nous faisons partir le développement de I'ordre —1,
a cause de I’estimation obtenue dans le théoreme (2.1). Cette écriture est purement formelle, et nous
ne cherchons pas ici a montrer la convergence éventelle des séries en j.
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2.3.1 Les problemes élémentaires

En injectant les expressions (2.9) dans (2.1), puis en identifiant les termes de méme puissance de ¢,
on obtient deux suites de problémes découplés cette fois -ci :

( —Auj1 = fléé dans (),
uj1 = 0 dans X,
(2.10) (PHS ol
ﬁ = 0 sur 90\ Xy,
r
aul ;oubt
a—l’]l - <1—(5_1)a—n| sur I,
et
—Auj2 = f25£1 dans ),
uj2 = 0 sur X,
(2.11) (Q) i
ou,
ﬁ - 0 sur 802\22,
u = uj1 sur |,

ol § désigne le symbole de Kronecker, et cela pour tout j supérieur ou égal & —1. Les problémes PJ, Q!
définissent les termes u! de maniére unique. Regardons de plus prés les premiers termes.

2.3.2 Quelques remarques

Si on suppose connus les u'{ et u'§ pour k < jalors le probleme (2.10) est bien défini comme probléme
de Laplace avec des conditions aux limites mixtes et admet une solution unique [1].

Le probleme (2.11) admet également une solution unique en tant que probléeme de Laplace avec
condition de Dirichlet a I'interface [1]. On devine bien I'algorithme :

¢ On commence par résoudre le probléme (2.10) avec condition de Neumann a I'interface, ce qui

nous donne u‘1 qgu’on prolonge sur | par sa trace.
¢ Ensuite on résout le probléme (2.11) avec condition de Dirichlet a I'interface, ce qui nous donne

uJZ. Puis on recommence pour j+1.

2.3.3 Calcul des premiers termes

Nous allons calculer les 2 premiers termes du développement asymptotique, ce qui étayera le
procédé algorithmique de construction.

Termes de rang -1

Gréce a (2.10), (2.11) nous pouvons écrire
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—Au;' = 0 dans Qy,

_Augl = f2 danS QZy
1
u;- = 0 sur X, u2—1 = 0 sur X
(P1) au;? Q1) —1
_ ou
3 0 sur 00\ Xy, anZ = 0 sur 90\ Xy,
r
ou; ! 5 N
E;Jri = 0 sur |, ut = upt osur L.
|

Si bien que u;l =0et u;l est solution d’un probléme avec conditions aux limites mixtes (homo-
génes) avec fo comme terme source.

Termes de rang O

Etpourj=0o0na

— O pu—
AU? f, dans Qy, —AW) = 0 dans Q,
0 _
uj = 0 sur X, ug = 0 sur X,
(PO) 9u® (Q% 0
ou’ ou, i
1= 2 gyr | up = up sur I
an| ar]I ,

2.4 Justification rigoureuse du développement asymptotique

Nous voulons a présent justifier la convergence de u® vers le développement asymptotique (2.9).
Pour cela, définissons I’espace fonctionnel suivant

W={veV,v=0 dans O}.
La proposition ci-dessous nous permet de montrer la convergence de u® vers u—! dans W.
Proposition 2.2. Il existe deux constantes C;, C, positives telles qu’on ait :
Veluilia, < Ci,

E‘U%‘LQZ < Gy,

(2.12)

avec uj et uj solution de (2.2),(2.3).
Démonstration. L’inégalité du théoréme 2.1 nous dit qu’il existe une constante C :
2 2
e[| 2o < C.
Cela entraine immédiatement d’une part :
(2.13) e |usly 0, < Cu,
et d’autre part

(2.14) elusllyq, < Co.
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Par ailleurs en posant v = u® dans la formulation variationnelle (2.2), on obtient :

2 2
(2.15) eluliq, + € |usliq, < eCl|uillyn, +llusllq,)-
Ce qui nous donne avec les inégalités (2.13) et (2.14)

(2.16) € |u§|i01 +é? |u§’iﬂz =C.

Interprétons les conséquences de ce résultat. De (2.12), on peut dire quand ¢ — 0
eus — u;  Hlfaible.
et aussi que :
eu — 0 Hfort.

Et donc u; peut étre prolongé par 0 dans un premier temps jusqu’a son bord I, puis jusque dans (),
de telle sorte qu’il appartienne & WV et soit solution de (aprés passage a la limite en ¢ ) :

(2.17) Vu;Vv = fov Yv ew.
0, 0,
Et nous en déduisons donc I’égalité :
up =u,t.
Le théoreme ci-dessous généralise ce que nous avons fait plus haut, en ce sens que nous donnons
estimation d’erreur optimale. Pour plus de détails cf [2].

Théoréme 2.3. Sous les hypothéses classiques de continuité et de coercivité de la forme bilinéaire a et de conti-
nuité de la forme linéaire I, dans la formulation (2.2),(2.3), il existe une constante positive C, indépendante de ¢
telle que nous ayons :

~1

(2.18) ue — (2

T + UO +€U1 -+ +ejuj)|1,Q < C€j+1.

-1

. . u
Démonstration. Posons gen = — + u+eut + - +eNul

. On voudrait montrer

|ue _ ¢5,N| S C£N+1

avec C indépendante dee. Ona @.ni1 = @en +eNHuNTL Posons aussi R, = U — @, N+ 1. Nous avons
a“(u,v) = aj(u,v) +eaz(u,v) avec aj(u,v) = / VuVv. Un calcul simple nous montre que
Q.

af(@enin, V) = I(v) +eNT2a(uNtL v).
Ce qui entraine
(2.19) af(Re, v) = —eN T2, (UNTL v).
Faisons v = R, dans (2.19), nous obtenons

E‘RSE,QI + SIRSE,QZ < a*(Re,Re)| < CIENH‘UNH‘LQ IRe|1,0,
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puis
’Rell,() S C/€N+1.
Finalement nous pouvons conclure avec I'inégalité triangulaire ci-dessous
N+1, N+1
Ue — @enlro = [Re+e UM q,

(2.20)

2.5 Discrétisation d’une équation a coefficients discontinus

Dans le but d’effectuer des simulations numériques nous devons établir une relation nécessaire
entre les parametres qui apparaissent dans nos équations et le parametre de discrétisation. Cette section
a pour vocation de guider le choix de ce paramétre de discrétisation.

2.5.1 Probléme continu

Nous nous donnons la géométrie suivante :

Q O
20 ! | 2

FIGURE 2.2: Géométrie considérée

Notons n la normale extérieure a ()1 sur dQ)4, et introduisons la fonction v telle que sa restriction a
04, respectivement a (), soit égale a une constante positive v, respectivement v,. On suppose de plus
que v1 # 1. Etant donnée f une fonction de L?(Q), soit donc le probléme modéle

—div(vVu) =f dans Q,

(2.21)
u =0, sur o0Q).

Une formulation variationnelle équivalente au probléme (2.21) est la suivante
(2.22) Trouver u dans H3}(Q) telque VYve HY(Q), a(u,v)=I(v),
avec :

a(u,v) = v [ VuVv+4w, [ VuVy,
(2.23) Ql 2
I(v) = / fv.
v = [

Le probleme (2.22),(2.23) admet une solution unique. Notons vy, = min(vy,v2) et vy = max(vy, v2).

Alors pour tout v € Hj(€2), nous avons |a(u,V)| < vm |ul,q V], et a(v,v) > vy ]v\iﬂ. Cette solution

au -

an # 0 en général sur |. Supposons alors que
1

la solution de (2.22),(2.23) appartienne a un certain H%*1(Q)), pour un réel sy fixé avec 0 < sp < 5

n’appartient en général pas dans H?(Q) car v # v, et
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2.5.2 Discrétisation

Soit (7n)n une famille réguliere de triangulation de Q, telle que pour tout h, la frontiere de ) soit
contenue dans I'union des cotés (fermés) des éléments K de T,

On note h; respectivement h, le maximum des diametres des €éléments K de 7, contenus dans (_)1
respectivement dans ),. Pour tout h, nous introduisons I’espace discret

(2.24) Xpy = {vh € H(Q); VK € Thovi) € P1(K) }

ou IP; (K) désigne I’espace des restrictions a K des fonctions affines sur IR?. Le probléme disrcret s’écrit
alors

Trouver u, dans X, telque pourtout vy € Xy,

V1 fo, (Vun) ().(VVh) (%) + 12 [, (Vun) (x).(VVn) (x) = [ T(x)vn(x).

Comme X, est inclus dans Hé(Q), les propriétés de la forme bilinéaire a(-, -) sont encore vraies avec
H3(Q) remplacé par X;,. Nous en déduisons alors par le lemme de Lax-Milgram que le probléme (2.25)
admet une solution unique. Pour les majorations d’erreur, nous utiliserons la norme de I'énergie :

(2.25)

1

2
(2.26) Ivil, = (v I9VI5 0, +v2 IVI150,)
gui est une norme équivalente a la norme usuelle. En effet nous avons

W € Hj(Q), vVm Vo < V[, < VoM V] -

En outre I’équivalence de la norme |-|, 5 avec la norme ||-||, , se déduit de I'inégalité de Poincaré.
Nous pouvons alors écrire successivement

\V/Wh € Xh, a(u - Uh,Wh) = 01

Nl

a(u—up,u—up) =a(u—uyu—vy) <alu—upu-— uh)%a(u — Vh, U —Vy)2.
Puis en utilisant ||v||, = a(v,v)z, il en résulte
. u—u < inf |lu—w], .
(227) u—unl, < inf flu—vi],
Introduisons I'opérateur d’interpolation IT, comme cela est fait dans [5], nous avons les deux résultats
suivants pour i = 1 et 2 (C désigne une constante positive) :
(2.28) ’U_Hhu|1,0i <Cllullyq; ’U_Hhu|1,0i < Chilullyq,

ou I'on peut remplacer Q) par I'union des triangles de 7}, dont au moins un sommet appartient a (_li.
Nous en déduisons par un argument d’interpolation

(2.29) ju—TIIhuf; o, < Chy? [Ullsg+1,0

d’ou la majoration d’erreur

1
(2:30) ju—unl, < C (hi® +205") " lullg 10

En ce qui nous concerne dans toutes les simulations numériques effectuées dans cette thése, nous avons
choisi hy = hy = h, de (2.30) nous avons

1
(2.31) U—up|, < Ch® (11 +12)2 lullg 110
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Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons a I’étude d’un modele simplifié de collage d’un matériau.
Pour définir le probléme plus précisément, on se donne la géométrie suivante :
¢ est un petit paramétre positif destiné a tendre vers zéro,
O = (-1, 0) x (0, 1) qui représentera pour nous la partie a coller,
05 = (0, ¢) x (0, 1) qui sera le domaine occupé par la couche de colle,
I = {0} x (0, 1) interface entre (); et Oy,
'Y = {-1} x (0, 1) : le bord gauche de I’ensemble,
- I'% = {¢} x (0, 1) : le bord droit de I’ensemble.
Notons Q° = O; UQS U I, le domaine occupé par I’ensemble collé (cf figure 3.1). On voudrait étudier
le probléme de tranmission suivant (Modeéle simplifié de collage (cas thermique))
Nous cherchons

v — Vi dans (),
V5 dans )5,
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T9 I'd,s

1 s

FIGURE 3.1: Géométrie considérée.

solution de :
(—div(FVVv¢) = f¢ dans QF,
Vi =0, sur T9,
(3.1) V5 =0, sur TId¢
a €
M —0, sur a0\ {TUI},
on
ov5
-2 =0, 00, \ {Tdeu 1},
sur 0z (1 U1}
avec
1 si xe Oy,
(3.2) vi(x) =
€ si xe 5.
La fonction
f dans g,
(3:3) fe =

fs dans )5,

p 2 p . . X1
est donnée et supposée comme étant fonction de la variable y = (—, x2).
&

Théoréme 3.1. Soient donnés e > 0, ¢ € L2(Q)¢). Le probléme aux limites (3.1), (3.2),(3.3), admet une unique
solution v¢ € H1(Q¥) .

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du théoréme (2.1). En effet nous pouvons mettre
le probleme (3.1),(3.2),(3.3) sous la forme variationnelle suivante :

(3.4) a“(ve,v) = I¥(v) Vv e V¥,
avec :
ve = {veH Q) v=0 sur rours},
(3.5) a‘(ve,v) = VViVvVv +e V5V,
0 0y
E(v) = fiv +/ f5v.
0 0,
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ov*

on 0
—AVE = f¢ —eAV§ = f£
Vi =0 1 1 2 2 V5 =0
ove
an =0
1 &

FIGURE 3.2: Modéle de probléme de collage

L’existence et I’'unité de la solution de (3.4),(3.5) résultent de I’'application du théoreme de Lax-Milgram.
U

Afin de comprendre le comportement asymptotique de la couche de colle, nous rechercherons la
solution v sous la forme d’un développement asymptotique.

3.1 Analyse asymptotique formelle

Il est difficile d’étudier la convergence du probléme (3.4), (3.5) car il est posé sur un domaine Q¢
dépendant de e. Afin d’obtenir un domaine fixe (indépendant de ¢€), nous effectuerons le changement
de cordonnées suivant dans Q25 (dans la colle). Soit la fonction

Yei0=(-1,1)x(0,1) — Qf=(-1,¢x(0,1)

(3.6) {(ym/z) si y1 <0,
y=(yuny2) = X=(x,X)=
(ey1,y2) si y;3 >0.
Posons
(3.7) u® =veo¥éuf = (vgo‘lf‘z)ml =i,
(3.8) f=f0¥ 1 = (f0¥%)q, = ff,
et
(3.9) u; = (VoY) q,
(3.10) fo = (f°0¥%)|q,-
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Notons enfin Y = {1} x (0, 1). Si bien que le probléme aux limites (3.1),(3.2),(3.3) se reformule de la
facon équivalente suivante : Nous cherchons u¢ solution de (voir figure 4.2) :

—Auj = f; dans 4,
21 2,€
9 u22 —sza u22 =¢f, dans Qo,
oy ay5
ui =0, sur T9,
us =0, sur I¢
(3.11) Ut
uy
=0, sur o0 \{TUl},
on
oauj d
™ =0, sur o0\ {TUl},
[uf] =0 sur I,
[Vue].n =0 sur I,

ou [w] = w|n, — W|q,. Le systéme (3.11) se met sous la formulation variationnelle suivante :

Jué
an 0
C10%uy  QPuy ‘)
—AUt = f g Jy? ay2
uj =0 1o & V2 u; =0

Jué

an 0

1 1

FIGURE 3.3: Probléme modele en domaine fixe.

(3.12) Af(Uf,v) = FE(v) Vv ey,
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avec .

(V ={v=(vi,v2) € HY(Q), vi=0 sur T9 v, =0 sur I},
Af(UE,v) = AO(ué, V) + %ax(Us, va),
AO(ug,v) = ag(u, Vi) + ax (U, va),
ai(uvy) = o VuiVvy,
(3.13) agi (U5, V) = . g_‘f% j=1,2 sans sommation,
Fe(v) = Fi(v1) + eFa(v2),
Fi(v1) = o five,
Fa(v2) Z/Q2 fava.

La structure des équations du systeme (3.12), (3.13) suggere I’'ansatz
(3.14) uf = u® + eul + €202,

En reportant (3.14) dans (3.12), (3.13), puis en identifiant les termes de méme puissance en ¢, obtient
de facon formelle les problémes imbriqués suivants :

~ PO
(3.15) A°(u},v) = Fy(vy),
- Pt
(3.16) A%(ul,v) = Fy(v2),
- P
(3.17) Ao(ujl,v) = —azz(ujz_z,V2) pour tout j > 2.

Nous pouvons réécrire les problémes PJ, j > 0 de fagon plus compacte :

(3.18) AW, v) = B(v),
ou

Fi(vi) pour j=0,
(3.19) P(v) = 4 F(v2) pour j=1,

—azz(ujz_z,vz) pour tout j > 2.

A ce stade, I’écriture (3.18),(3.19) est purement formelle. En effet nous n’avons montré aucun lien entre
u¢ et le développement asymptotique (3.14), et nous n’avons pas non plus défini les espaces dans
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lesquels les problémes P sont bien posés. Nous en donnerons un sens dans les lignes qui suivent. Soit
V= (V1,V2),

v; € HY(Qy),

. Vo € LZ(QZ), g—;i € LZ(QZ)y
(3.20) V' =

vi =0 sur T¢

v, =0 sur T¢

Vi =Vp sur |I.

7

Nous munirons V° de sa norme naturelle

aVZ

(3.21) VIS0 := lIvalliq, + IVallfa, + Ha—ylHS,oz,
et donc de sa semi-norme :

aVZ
(3.22) ‘Vﬁzo = ‘Vllinl + Ha—ychz)Qz

Signalons que I’espace V° n’est pas vide. En effet les traces [10] sur | et 'Y existent pour tout v ap-

partenant a I’espace anisotrope H%((),) qui est I'espace des fonctions w telles que w € L?(Q),) et

ow s
EVA € L?(w,). Cela nous permet de montrer a présent le
1

Lemme 3.2. 1. L’espace fonctionnel V, défini par la premiére égalité de (3.13), muni de la norme de H'(Q)
est un IR espace de Hilbert.

2. L’espace fonctionnel 1°, défini par (3.20), muni de la norme (3.21) est un R espace de Hilbert.
3. La forme bilinéaire ay,, définie par la cinquiéme égalité de (3.13), est continue sur VV x V) et nous avons :

jaa (u, V)| < [lully VIl VuveE V.
4. Nous avons I’égalité suivante :
(3.23) IVI3e +az2(v,v) = VI[§  Wv eV,
5. La forme bilinéaire A°, définie par la troisiéme égalité de (3.13), est continue sur VP x VO et nous avons

I'inégalité :
[A°(u, V)] < M luflyo [V]iyo Vu,v e VP

6. Il existe un reel positif B tel que :
(3-24) A(v,v) > BV WV EeVP

7. La semi-norme (3.22) est une norme équivalente a (3.21) sur 1°.

8. L’espace fonctionnel V s’injecte continiment dans VP : de plus V est dense dans V°.
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9. Les formes linéaires F et Fy, définies par les septiéme et huitiéme égalité de (3.13), sont continues sur 1°
et il existe deux réels C; et C, tels que nous ayons les deux inégalités

FE(V)[ < Cifvlyo YV e Vo,
‘Fl(V” <Gy HVHVO Yv € VO.

Démonstration. 1. Puisque V est un sous espace vectoriel de H(Q) qui est un espace de Hilbert,
Il suffit de montrer que V' est fermé. Puisque le noyau d’une forme linéaire continue est un
hyperplan fermé, nous exhibons une forme linéaire continue sur H(Q)) dont V est le noyau. V
est trés exactement le noyau de I'application linéaire suivante :

H'(Q) - R

V — V|rgurd .

Cette forme linéaire est continue grace au théoréme de trace de fonctions de H(Q)).

2. V% muni de la norme (3.21) est un R espace de Hilbert. En effet V° est préhilbertien en vertu du
produit scalaire induit par (3.21). Il reste donc a vérifier gu’il est complet pour cette norme. Soit
(v™) une suite de Cauchy dans V°. D’aprés (3.21),

— (V") est une suite de Cauchy dans H(());
— (V") est une suite de Cauchy dans L2(Q,);

vy :
- (aVTZ) est une suite de Cauchy dans L?(Q),).
1
Puisque H1(Q);) et L2(Q);) sont des espaces de Hilbert, il existe les fonctions v}, V et V, tels que
(3.25) vi' - vi dans H((y),
(3.26) V' =V, dans L2(Q),
a m
(3-27) N2 v, dans L%(Q).
Y1

. ov . . L I
Il reste & prouver que a—y2 = V, puis de la continuité de I'application trace, nous pourrons
1

déduire vi = 0 sur T'9, ¥, = 0 sur T et vi = ¥, sur |. Puisque I'injection canonique de L?(Q);)
dans D’((),) est continue, nous déduisons de (3.26) et (3.27)

(3.28) v =V, dans D’'(Q)),
m
(3.29) N G, dans D'(Q).
9y1
D’autre part, d’aprés la continuité de la dérivation de D’(Q),) dans D’((),), (3.28) implique
an1 Vo
.30 —£ — —% dans D'(Qy).
(3-30) dyr "y ()
En vertu de I'unicité de la limite dans D’(Q),), on conclut de (3.29) et (3.30)
. OV
V2 - a—yl

Ceci prouve que g% est une fonction de L?(Q)).
1
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3. Grace a la définition de la forme bilinéaire ay,, pour tout u et v dans )V nous pouvons écrire

au2 aVZ

an(u,Vv) = £ <
2z2(u V)] 0, 9y2 9y2

< Juzlyq, IValiq,

< ullpa lviiya-

4. L’ égalité (3.23) résulte simplement de la définition des normes ||-||,0 et |||, .
5. Gréce a la définition de la forme bilinéaire A%, pour tout u et v dans V° nous pouvons écrire

au28v2
A%(u,v)| = ‘/ Yu; Vv -I-/ —= L,
AT o, T o, dys oy
Ju ov
‘ ‘1,01’ ’l,Ql ayl 0.0, ayl 0.0,
< 2|uflyo [[v]lyo-
6. Pour tout v dans V°, nous pouvons écrire :
aVZ 2
A(v,v) = |vp)? +‘— :
( ) ’ 1‘1,01 ayl O’QZ

2 2
> Cq, [IVill1q, + Ca, IV2lloq, -
> min{Cq,,Ca,} V|5

ou Cq, et Cn, sont les constantes respectives de I'inégalité de Poincaré dans les domaines ()1 et
Oo.

7. Les deux items précédents prouvent que | - |0 définie en (3.22) est une norme sur V°. Etablissons
a présent I’équivalence des normes sur V0. Soit v dans V°. Alors nous avons

ov
2 2 2
VIS0 = Ivalliq, + IV2llgq, + ”a—y1”302 > |V[}o.

Il reste a prouver qu’il existe une constante positive C telle que nous ayons ||v|/,0 < |V|}0. Ceci
découle de I'item précédent car il suffit de voir que

A°(v,v) = |v|3.

8. Démontrons a présent que V est dense dans V°. Comme V est inclu dans V° qui est un espace de
Hilbert, il suffit de vérifier que I’orthogonal de I’espace V dans V° est réduit a {0} i.e

(3.31) v+ = {0}.

Soit vt € V1. Comme A° définit un produit scalaire sur V°, la relation d’orthogonalité (3.31) se
traduit par

(3-32) weV, A’viv)=o.
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Or la forme linéaire Ao(vl, -) est continue sur V, donc par le théoreme de représentation de
Riesz, il existe un unique v;- dans V tel que pour tout v € V nous ayons

(3-33) 0=Av"v) = (vi, V)10

Nous en déduisons vi- = 0, puis v = 0.
9. La continuité des formes linéaires F¢ et Fy sur V0 résulte du fait que f est dans L?(Q)).

3.2 Justification rigoureuse du développement asymptotique

Toute cette section a pour vocation de justifier la validité du développement (3.14). Plus précise-
ment, nous montrons que u¢ solution du systéme (3.12), (3.13) ne reste pas bornée dans V quand ¢ tend
vers zéro mais dans V°. Nou nous focaliserons sur le probléme suivant :

(3-34) Nous cherchons v° € V2, A°(V%,v) = Fi(v) Wve )P

Nous formulerons des remarques pour les termes suivants du développement (3.14) ultérieurement.
Gréace au lemme (3.2), nous pouvons montrer le résultat suivant :

Théoréme 3.3. Pour f; € L2(Q)) le probléme (3.34) admet une unique solution u® dans 1°.

Démonstration. Ce théoréme est une application directe du lemme de Lax-Milgram pour les équations
élliptiques. Nous savons en effet par le lemme (3.2) que :

— V0 est un espace de Hilbert,

— A9 est une forme bilinéaire continue sur V° x V° et coercive sur }°,

— F; est une forme linéaire continue sur V°.

Nous concluons donc que le probléme (3.34) admet une unique solution u® dans V°.

3.2.1 Etude de P
Avec les deux théorémes qui suivent nous montrons les convergences faibles et fortes de u¢ vers u®.

Théoréme 3.4. Lasolution du probleme défini par (3.12),(3.13) converge faiblement vers la solution du probléme
défini par (3.34) dans V.

Démonstration. Faisons v = u® dans (3.12),(3.13), il vient :

AP (Uf, uf) + %a (U, us) = FE(uf).

Gréce au lemme (3.2) :

A () € e b — &2 |uc B = [F(u)],

puis I'inégalité

2 2
e u[ly, + (B — &%) [|u[[3e < Cra [[u]lyo-

On en déduit les 2 inégalités suivantes (C, et C, désignent deux constantes positives ) :
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[ufflyo < Cq,  puis e|uf]|y, < Co.

On peut donc extraire une sous-suite de u® qu’on appellera aussi u® qui converge faiblement dans
Vo vers ul. Fixons a présent v € V dans (3.12),(3.13), on peut écrire

|%a5, (uf, V)| < €°C [|ufl],, < eC — 0,
puis
AP (ué,v) — A%, v)
(car A°(-,v) est une forme linéaire continue sur V°) et enfin

Fé(v) — Fi(v).
Il découle donc de (3.12),(3.13) :

.AO(UE,V) = F]_(V]_) Yv e V.

(et comme V est dense dans V°) nous avons aussi :

AO(UE,V> = F1<V1). Vv e VO

Enfin par unicité de la solution de (3.34), nous avons

u; =u.
]

Théoréme 3.5. La solution du probléme défini par (3.12),(3.13) converge fortement vers la solution du probléme
0

e . ou N .
défini par (3.34) dans V°. De plus si Ha—yzHo,Q2 < oo, alors nous avons I’estimation d’erreur suivante :
2

(3-35) |u* — % < Ce.
Démonstration. Posons :

we = ut —u® e VO,

Nous pouvons écrire :

(3.36) A% (W, WF) + e%app (UF, uf) = A% (Uf, Uf) + e?agy (Uf, uf) — A% (U, we) — A% (U0, uf),
ou encore
(3-37) A% (W, W) + e?ago (Uf, uf) = FE(Uf) — Fu(uf) — Fy(we),

En faisant tendre ¢ vers zéro dans (3.37), nous en déduisons :
— d’une part que Fi(w¢) tend vers zéro, car w¢ tend vers zéro faiblement dans 1V° et F; est une
forme linéaire continue sur V9,
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- d’autre part que F¢(u®) — Fy(uf) tend vers zéro car F¢ — F! dans (V°)’
u
Si de plus nous supposons que H 3y; Ho a0, < oo alors u® € V, nous pouvons donc choisir come

fonction test dans (3.12),(3.13) :

wieyc e

Nous pouvons alors écrire :

A% (WE, wé) + e2ap (We, W) = Fp(w) 4 eFp (W) — A%, wé) — e2apy (ul, we),
= Fl(WS) + EFz(WS) — F1<WS) — 82322<U0,W€).

Nous avons alors

(3.38) [welg, + i IIO,Q2 = & (R(W°) — eaz (U’ W) .

Y2

Il existe donce deux constantes positives C; et C, telles que

(339) W[, +€2||—Ho 0, < Ce[Wily, +¢ H s “ o

et elwf|y, < 82H s ||OQ2

— cas ou g|w|y, > ¢ H s Ho 0,- De (3.39), on déduit les deux inégalités successives :

Etudions le deux cas a savoir : g|w®|y, > ¢ |

(Wely, < Ce, < ¢
— cas ou g|w|y, < e H ||0 0,- De (3.39), on déduit les deux inégalités successives :
ow*
Zay lo,q, < € |W€’Vo < Ce.
Il en résulte donc que :
ow*
wély, < Ce, <C.
Wy, 155
d’ou (3.35). O

Nous pouvons remarquer que I'inégalité (3.35) est optimale. Nous la retrouverons d’ailleurs sur
les simulations numériques. Dans la sous-section suivante, nous interprétons le probleme variationnel
(3-34) en termes de problemes aux limites. Puis nous identifions le probleme limite (¢ — 0).

3.2.2 Interprétation

Dans cette partie, nous interprétons le probleme variationnel (3.34) évoqué dans la précédente
sous-section dans le but d’une étude numérique. Le probléme (3.34) s’interprete comme le probleme
aux limites suivant :
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—Aud =f, dans ),

ud(—=1,y,) =0, Yy, € (0 1), 97U
aug W =0 dans Qy,
— 0) =0 —-10
(P%) { 3y, V20 o We(-10), Q) ud(1,y,) =0, Wy, (01),
ou?
a—y;(w,l) =0, Wy €(-10), w(0,y2) =ud(0,y2),  Vy» € (01).
ou? ou)
—1(0, = —2(0,y2), Vy2€(01),
Byl( y2) ayl( y2) y2 € (01)

Réécrivons la condition de transmission en calculant explicitement la solution sur Q2,. Prenons par
exemple le probléme Q°, si nous supposons connue la fonction u?, il vient :

(3-40) u9(y1,y2) = uf(0,y2) (1 —y1).

De (3.40), nous déduisons :

0
au;

Vo) = —u%(0,y,).
3y (y1,¥2) 1(0,y2)

(3.41)
La derniére équation du probléme P® peut donc se réécrire grace a (3.41) comme :

0
ou;

m (0,y2) = —ul(0,y>).

(3-42)

Les termes d’ordre 0 s’obtiennent donc de la fagon suivante :

(—Au] =f Oy,
u(—1,y2) =0, Vy,e(01),
ou?

(3.43) ay, Y10 =0, VWyi1€(-10),
oul
5yl =0, Vy;€(-10),
ayz (yl ) Y1 < )
ou?
Sr(0.y2) +1l(0y2) =0, Wy E(01),

Y1
et
(3.44) u3(y1,y2) = uf(0,y2) (1 —v1).

Remarque Nous pouvons donc observer que la solution limite (variationnelle) u® qui était supposé
appartenir a V° est en fait plus réguliére. En fait u® appartient aussi a V. C’est le résultat énoncé dans
le théoreme (3.6). Ce théoreme nous dit qu’il n’ y a pas de singularités au voisinage des sommets
A = (0,0) et B= (0,1). Pour la démonstration et pour plus de détails se référer a [6].
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Théoréme 3.6. Le probléme (3.43) admet une unique solution u? € H(Q);). De plus si V(A) et V(B) sont
deux voisinages des points A et B respectivement alors nous avons :

ul € H2(V(A)) et ud e H2(V(B)).

3.2.3 Quelques remarques sur les termes suivants du développement asymptotique

En s’inspirant de I’étude rigoureuse faite sur le probléme (3.34), nous pouvons envisager de faire
une étude analogue sur tous les problémes (3.18),(3.19). En effet nous pourrions nous demander dans
un premier temps le caractere bien posé de ces problémes. Rappelons les problémes auxquels nous
nous intéressons :

(3.45) Nous cherchons ul, A%(ul,v) = (v), VYve )P
ou
Fi(vi) pour j=0,
(3.46) B(v) = { Ra(vy) pour j=1,

—azz(UjZ_Z,Vz) Vo j=2

Nous avons déja montré a travers le lemme (3.2) que la forme bilinéaire A° était coercive sur I’espace
de Hilbert V°, continue aussi sur V° x V° par contre nous voyons clairement que la forme linéaire I
n’est pas toujours continue sur V° pour tout j > 0. Cela reste vrai pour j = 0 comme nous I’avons
montré dans le lemme (3.2), mais aussi pour j = 1 par la méme analyse. En revanche, I n’est pas
continue sur Vpour tout j > 2. Nous concluons que les problémes (3.18),(3.19) sont bien posés pour
j=0etj=1, et pour tout j supérieur ou égal a deux, nous avons donc apparition de couches limites.
En effet si v € V°, nous ne contrélons pas sa dérivée par rapport a y,. Le développement (3.14) n’est
donc pas uniformément valide sur tout ¢, car il est singulier pres des bords y, = 0 et y, = 1. Pour
avoir un développement asymptotique uniformément valide sur tout )¢, nous traiter séparément une
zone de O "loin" (dans un sens a définir) des bords y, = 0 et y, = 1, et un voisinage des bords y, =0
et yo» = 1. Nous définirons ainsi deux développements de la méme solution u® mais valides dans deux
zones distinctes. Il se posera donc la question de raccordement de ces deux développements. L'étude
rigoureuse de ces développements reste une question difficile a cause de la complexité géométrique
des zones de définition mais reste néanmoins une perspective intéressante dans la suite du travail
effectué dans cette thése.

3.3 Etude Numérique

Les calculs présentés ici ont été effectués par éléments finis. Le but de ces calculs est d’illustrer
les résultats obtenus dans la section précédente. Plus précisément, nous cherchons a approcher pour
différentes valeurs de ¢, le systéme (3.1),(3.2),(3.3). Nous évaluons numériquement la vitesse de
convergence de la solution du systéme (3.1),(3.2),(6.1),(3.3) vers (3.43).

Pour e = 271, j = [1,6] nous calculons :

41



— I'approximation par éléments finis de la solution u® du probléme de transmission (3.1),(3.2),(3.3) ;

- I'approximation par éléments finis de la solution u$ du probléme (3.43) ;

— estimations des normes L2, L, H! de la différence u§ — u®

Dans la figure 3.4, nous tracons I’erreur sous différentes normes par rapport a ¢, les pentes des
différentes courbes sont calculées dans tableau 3.1.

10 . - ——————
la droite y=x
—— Erreur L2 matriceEF
—6— Erreur H1 matriceEF
— Erreur L inf
-
>
L
= AT
w 107 't i
-2
10 —
1072 10°

FIGURE 3.4: Ordre de la condition équivalente de collage par rapport a ¢

pentelL2 | 0.8152 | 0.8984 | 0.9465 | 0.9725 | 0.9860
penteH1 | 0.8378 | 0.9156 | 0.9572 | 0.9784 | 0.9891
penteL®™ | 0.7858 | 0.8861 | 0.9403 | 0.9678 | 0.9746

TABLE 3.1: Pente de I’erreur

La figure 3.4 et la table 3.1 indiquent que |lu®—u®|| = O(e), comme cela a été établi a travers
Iinégalité (3.35).

42



Chapitre 4

Probleme de revétement

Sommaire
3.1 Analyse asymptotique formelle . . . . . . .. .. ... 31
3.2 Justification rigoureuse du développement asymptotique . . . .. ... ... ... ... 37
321 Etudede PO . . ... 37
3.22 Interprétation . . . .. ... ... 39

3.2.3  Quelques remarques sur les termes suivants du développement asymptotique 41
3.3 Etude Numérique

4.1 Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons a I’étude d’'un modeéle simplifié de revétement d’'un ma-
tériau. Contrairement au cas du collage, ici la couche mince est de rigidité beaucoup importante que
I'autre partie du domaine. Pour définir le probléme plus précisément, on se donne a nouveau la géo-
métrie 3.1. On voudrait étudier cette fois-ci le probléme de tranmission suivant (Modéle simplifié de

revétement (cas thermique)).
Nous cherchons
v{ dans (),

€ €
V5 dans ),

solution de :
(—div(1*VVvé) = f¢ dans
Vi =0 sur T9,
(4.1) % =0 sur TI9¢
% =0 sur 00y \{T9Ul},
\% =0, sur 905\ {Ir%ul},
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avec

1 si xe (),
(4.2) VE(x) =

1 .
- si xe 3.
La fonction
fr dans (),
(4-3) fe =
f5 dans QF,

est donnée et supposée comme étant fonction de la variable y = (?1, X2). Nous notons 2 différences

ove

— =0

on

1
—AVE = f¢ ——AVE = fzs .

=0 i=1 s %
1 on

ove

— =0

on

1 I3

FIGURE 4.1: Modele de probléme de revétement

avec le probléme de collage :

1. La rigidité de la couche mince est de I'ordre de A (elle était de I'ordre de ¢ pour la couche de
colle), donc beaucoup plus importante que celle de I'autre partie du matériau.

2. la seconde différence est au niveau de la condition aux limites sur le bord x; = 1 qui est de type
Neumann (alors qu’elle était de type Dirichlet pour la couche de colle)

A l'instar du probléme de collage, nous allons montrer que le probléme de revétement est bien posé :

Théoréme 4.1. Pour ¢ € L?(Q¢), le probléme aux limites défini par (4.1), (4.2),(4.3) admet une unique solution
vé dans H(Q)F) .

Démonstration. Nous pouvons mettre le probléme (4.1),(4.2),(4.3) sous la forme variationnelle suivante :

(4.4) a* (v, v) = I5(v) Vv e V¥,
avec

Ve = {v € HY{(QF),v =0 sur 1"9},

1
] at(ve,v) = / VViVv —/ VViVv,
(4.5) (V&,v) o, +€ 0, V2
lev) = [ / fov,
(V) o, v+ - 2V
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et conclure qu’il admet une solution unique dans H(Q¢) grace au théoréme de Lax-Milgram. O

Nous allons donc a présent analyser le comportement asymptotique de la couche mince, pour cela
nous rechercherons la solution v¢ sous la forme d’un développement asymptotique.

4.2 Analyse asymptotique formelle

Nous faisons le méme changement de coordonnées que dans la section 3.1. Le probléme aux limites
(4-1),(3.2),(4.3) se reformule alors de la fagcon équivalente suivante : Nous cherchons donc une fonction

uj  dans (),

u- =
u; dans (),
solution de :
—AU§ = f; dans (),
19%u 92U
__2_22__22 =¢f, dans Oy,
€= dys ay5
ué =0, sur TI9,
a &
832 =0, sur IY
2
(4.6) ou§
% =0, sur o0y \{T9Ul},
a €
% —g, sur aﬂg\{l"dul},
[uf] =0 sur I,
aui 1 Bug
1 = = |
ady1 €2 Y1 suf ’
ou [w] = w|a, —w|q,.
Ju®
a0
19%u5  d%us ot
—AUE = 2oy oy 7
. AU = f e dy;  9y; Ny _
1
an
Ju®
0
1 1

FIGURE 4.2: Probléme modele en domaine fixe.
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Le systéme (4.6) se met sous la formulation variationnelle suivante :

(4.7) a“(uf,v) = F(v) Ywey
avec :
(V = {v=(v1,v2) € HY(Q), vy =0 sur T},
1
a’(us,v) = ay(uf,vi) + E—Zazl(u;vZ) + az (U3, v2),
ar(u®vy) = VuiVvy,
(O]
dus ovy
ai(US, Vy) = 2"
(48) A o 9; %)
AUl v) = ag(ul,vi) + ag(ul,v),
Fé(v) = Fi(va1) +eRa(v2),
Fi(vy) = / fivy,
1(V1) o, v
Fo(vo) = fovo
(07}

La structure des équations du systeme (4.7), (4.8) suggére de chercher une solution u® sous la forme :
(4-9) ué = u® + eut + €2u?...

En reportant (4.9) dans (4.7), (4.8), puis en identifiant les termes de méme puissance en ¢, il en sort les
problémes imbriqués suivants : pour toutv € V

(4.10) a1 (U, v2) = 0,

(4.11) a1 (U3, Vv2) =0,

(4.12) a1 (ud,v1) + a (U3, v2) + axn(ud, vz) = Fi(vy),
(4.13) ag (U, V1) + az1 (U3, V) + az (U3, v2) = Fa(V2),
(4.14) ag (ul,v1) + ap1 (UST2,v2) + aga(ub, v2) =0, Vi > 2.

A ce stade, I’écriture (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) n’est que formelle. Nous allons en donner un
sens dans les sections qui suivront. Définissons tout d’abord I’espace fonctionnel qui nous permettra
d’obtenir des problémes bien posés. Soit W défini comme :

(4.15) W= {w = (wg,Wz) €V, an(wyVvy) =0 Vv, € Hl(ﬂg)}.

46



Ce qui nous permet d’affirmer grace a (4.10), (4.11)
Wew, utew.
Munissons cet espace de la norme naturelle :

av2

(4.16) IVII5y = [Ivilli g, + IV2llg ., + H@Ilégz,
et donc de sa semi-norme :

av2
(4.17) VEy == vilfq, + H@Ilégz-

Nous pouvons déja remarquer que pour tout w dans ¥ on a ||v||yy = ||v|ly. Si nous prenons alors
comme fonction test dans I’équation (4.12), une fonction v appartenant a V¥, nous obtenons le probléme
variationnel qui définit u® :

Nous cherchons :

u e w,
(4.18)
AW v) =F(vy) Wew.
De facon analogue, nous pouvons définir le terme d’ordre 1 par
ut ew,
(4.19)
AUl v) =FR(v)  Wew,
puis le terme d’ordre 2 :
uz ey,
(4.20) an(ud,vp) =Fy(vy) — Ao v) Wvey,
A%(u?,v) =0  Ywew,
ensuite le terme d’ordre 3 :
udey,
(4.21) a (U3, v2) = Fa(vy) — A%t v) Wwe,
AW, v) =0  Wwew,
enfin le terme générique d’ordre j,Vj > 4
u eV,
(4.22) an(uh,vy) = —A%U2v) e,

A(ulbv) =0  Wwew,
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ol P'opérateur A° est défini en (4.8).

Nous étudierons rigoureusement le problémes (4.18) dans les lignes qui suivent et nous ferons
des remarques sur les problemes (4.19),(4.20),(4.21),(4.22) dans une section ultérieure. Avant de conti-
nuer, signalons une différence notable entre les espaces variationnels définis ici et ceux qui ont été
définis dans le chapitre précédent, elle réside essentiellement dans dans la perte de la condition de
Dirichlet dans le domaine ), qui est maintenant de Neumann. Nous verrons que cela n’est pas sans
conséquence. Nous pouvons a présent montrer le lemme suivant

Lemme 4.2. 1. L’espace fonctionnel W défini par (4.15) la muni de la norme (4.16) est un IR espace de
Hilbert.
2. La forme bilinéaire A° défini dans (4.8) est continue sur W x W et coercive sur W.
3. La semi-norme (4.17) est une norme équivalente a (4.16) sur W.
4. Les formes linéaires Fy, F,, définies par (4.8) sont continues sur W.
Démonstration. 1. YV est un sous-espace de V' qui est un espace de Hilbert. Il suffit de monter qu’il

est fermé. En effet pour tout v dans V, I’'espace W est trés exactement le noyau de la forme
linéaire ay; (-, Vv) qui est continue sur V; il est donc fermé dans V.

2. Gréace a la définition de la forme bilinéaire A°, pour tout u et v dans YW nous pouvons écrire

duy | |dv
‘AO(U,VM < /Q ’VU1HVV1‘+/Q ‘a—y; i,
1 2
Ju ov
< oMo+ 5| 5e]
{2 o2

< 2fullw vl -

Ceci prouve la continuité de .A° sur YW x W. Prouvons a présent la coercivité de A°. En effet pour
tout v € W, nous pouvons écrire :
=0,
0,0

v,
dy1

2 2 2
VB = ifa + el (1

2
= |v[y,

2 2
> CollV[[y = CalVviw,

ou Cq, est la constante dans I'inégalité de Poincaré.

3. En vertu des deux items précédents, la semi-norme (4.17) est une norme sur W. Il reste a prouver
I’équivalence avec la norme (4.16), c’est a dire qu’il existe deux constantes C; et C, telles que pour
tout v dans YV nous ayons

Culvliw < IVl < Ce Vil -

Il est facile de voir que C, = 1. En vertu de I'inégalité prouvant I'ellipticité de la forme bilinéaire
A sur W nous avons pour tout v dans W

2 2
A°(v.v) = |Vlyy = Callvliy -

Nous avons alors C; = v/Cq.
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4. Comme f est dans LZ(Q), les formes linéaires Fq, et F, sont continues sur W.

4.3 Justification rigoureuse du développement asymptotique

Cette partie représente un petit pas dans la validation du développement asymptotique (4.9). Dans
un premier temps nous montrons que le probleme (4.18) est bien posé. Grace au lemme (4.2), nous
avons :

Théoréme 4.3. Pour f € L2(Q), le probléme (4.18) admet une unique solution dans W.
Démonstration. Cela résulte d’une simple application du théoreme de Lax-Milgram dont les hypothéses
sont vérifiées grace au lemme (3.2). O
43.1 Etude de P°

Plus précisément, nous montrons que uf tend vers u® dans W de fagon faible puis de facon forte.

Théoréme 4.4. La solution du probléme défini par (4.7), (4.8) converge faiblement vers u® défini par (4.18) dans
W.

Démonstration. En prenant v = u® dans (4.7),(4.8), il vient :

1
AP(Uf, u) + Saa (U3, Up) = Fu(uf) +eFp(u)),

autrement dit

1 du ous
(4.23) uiliq, + zHay 150, + I3 2”002 Fi(ui) +eR2(u3).

Il en résulte en minorant le terme a gauche de I'inégalité et en majorant celui a droite de I'inégalité (Cg
et C désignant deux constantes positives dépendant respectivement de F, F, et de ))

2
Co [luly, < Cr [luy-

. Ce
Soit C = —, alors ||u®]|,, < C et
it C = 5= alors [lut], <

10U ous
(4.24) ’1‘101 eZHBy Hooz H 2”002

On en déduit les trois inégalités suivantes

€ 2 au%
uf|10, <C, ||7H002 <C, Ha—ylHO'Qz < ¢C.

On peut donc extraire une sous-suite de u® qu’on appellera aussi u¢ qui converge faiblement dans
W vers u? . Prenons comme fonction test v dans WV, et faisons tendre & vers 0 dans (4.7),(4.8), les
principaux termes admettent les limites suivantes :

al(ui,vl) — a1(U2,V1)a
a21(u§,v2) = 0,
azz(ug,VZ) — 822<U3,V2)-
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Les équations (4.7),(4.8) deviennent :
Wew, AWl v)=F(v1), Wew.

Par unicité de la solution de (4.18) on a

O

Théoréme 4.5. La solution du probléme défini par (4.7), (4.8) converge fortement vers u° défini par (4.18) dans
W.

Démonstration. Par définition u® € W, donc u® € v, nous pouvons donc choisir comme fonction test
dans (4.7),(4.8) :

£

wWe=u-uley

Nous avons alors :
1 1
AP (W, we) + 8—2a21(u8, uf) = A%uf, uf) + A%, ul) — 240, uf) + 8—2a21(u€, ue),
= F(u) 4 F(u®) — 2F(u9),

= F(u*—u®) —eF(u®) — 0.

On en déduit d’une part les convergences fortes suivantes :

1 Ju®
—Hovﬂl — 0.

£ 0 et =
Wy — 215,

O

Remarque Nous n’avons pas réussi a établir une estimation d’erreur de type (3.35) avec des techniques
de type variationnelles. En revanche nous renvoyant a I’article [16] ou les auteurs montrent la conver-
gence de u¢ vers u® et une estimation d’erreur optimale en utilisant une technique de décomposition
en somme d’opérateurs linéaires.

4.3.2 Interprétation

Dans cette partie, nous interprétons le probléme variationnel (4.18) pour des fins numériques . En
effet regardons de plus prés I'espace VW, ou plus précisément la condition :

agl(U,V) =0, Ywe.

Cette égalité nous dit simplement que u n’est fonction que de la variable y, dans le domaine (),. Soit
donc
W = {V = (Vl,V),Vl S H1<Ql), vy =0 sur Fg, V e H1(|>, vy =V sur |}

Le probleme (4.18) se réécrit alors comme

On cherche uw = (U, U) e w,
/ VUQVV1 —I—/U,V/ = / fivi Vv = (Vl,V) ew.
0, | 0,
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Ce probléme s’interpréte comme

—Aud =f; dans (),
ug =0, sur TY, U(yz) =ui(0.y2) sur I,
(4-25) (P%) 3 qu? @) {u(0) =o
a—ul =U" sur I, (
aﬁé U'(l) =0
—L =0, sur o0y \{lUuTI9},
5 \ {1uT9}
o 0 . oud v
Avec la premiére équation de (Q°) sur I, la condition W = U" se réécrit alors
1
o _ )
dyr  9y,?

Finalement le probléme (4.18) admet quand ¢ — 0 le probleme limite suivant

—Aud =f; dans (),
u? =0 sur T9,
(4.26) ou? 0%u?
— =—-—5 sur l
9y1 )
ou?
— =0 sur 90\ {lUT%}.
)

L'avant-derniére équation de (4.26) est appelée condition de type Ventcel. Le probleme (4.26) est bien
posé et admet une unique solution u? € H?(Q;). Pour plus de détails se reférer a [3].

4.3.3 Quelques remarques sur les termes suivants du développement asymptotique

Dans cette sous-section, nous soulignons la difficulté de justification rigoureuse de la convergence
vers les termes suivants du développement asymptotique (4.9). Par des techniques variationnelles,

, s o (uE—uO) L :
nous n’avons pas réussi a établir la convergence de la quantitt —— = vers u* solution de (4.19),

le probléme soulevé est d’ailleurs le méme que la preuve de I’estima%ion d’erreur. Par ailleurs, nous
remarquons que les problémes (4.20),(4.21),(4.22) sont mal posés. En effet, nous perdons le contréle
suivant la direction y, dans la couche. Comme dans le cas du probléme de collage, il est nécessaire
pour récupérer les conditions aux limites en y, = 0,y, = 1 de traiter de fagon disctincte le cas d’une
zone voisine des bords en question et celui des zones loin des bords.

4.4 Etude Numérique

Les calculs présentés ici ont été effectués par éléments finis. Plus précisément, nous cherchons a
approcher pour différentes valeurs de ¢, le systeme (3.1),(3.2),(3.3). Nous évaluons numériquement la
vitesse de convergence de la solution du systéme (3.1),(3.2),(3.3) vers (3.43).

Pour e = 271, j = [1,6] nous calculons :
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— I'approximation par éléments finis de la solution u® du probléme de transmission (3.1),(3.2),(3.3) ;
- I'approximation par éléments finis de la solution u$ du probléme (3.43) ;
— estimations des normes L2, L, H! de la différence u§ — u?,
Dans la figure (4.3), nous tragcons I'erreur sous différentes normes par rapport a ¢, les pentes des
différentes courbes sont calculées dans tableau (4.1)

10 " " T
la droite y=x
—— Erreur L2 matriceEF
—o&— Erreur H1 matriceEF
—— Erreur L inf
-
>
L
= AT
w10 ]
-2
10 : — :
107 107" 10°

FIGURE 4.3: Ordre de la condition équivalente de revétement par rapport a ¢

penteL2 | 0.6408 | 0.7807 | 0.8767 | 0.9342 | 0.9659
penteH1 | 0.6308 | 0.7779 | 0.8770 | 0.9351 | 0.9666

penteL® | 0.5849 | 0.7369 | 0.8479 | 0.9175 | 0.9569

TABLE 4.1: Pente de I'erreur

La figure 4.3 et le tableau 4.1 semblent indiquer le comportement suivant :

|us =0 = O(e).

Conclusions et commentaires

Dans cette partie, nous avons effectué une étude mathématique rigoureuse des problemes limites
de collage et de revétement. Nous avons vu que dans le cas du collage, la convergence vers le
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probléme limite se passe dans un espace plus grossier que I'espace de départ, par contre pour le
probléme de revétement, la solution limite est plus réguliere que celle de départ. Nous en avons
déduits des conditions équivalentes a la couche mince. Pour le probleme de collage, il s’agit de
conditions de type Robin et pour celui de revétement, il en ressort des conditions de type Ventcell.
Nous avons également mesurer numériquement la précision de ces deux conditions. Nous avons
pointé du doigt les problémes de définition des ordres suivants du développement asymptotique
dds a I'apparition de couches limites au voisinage des bords y, = 0, y, = 1. Une solution possible
serait une méthode des développements raccordés. Cela constitue une perspective naturelle a ce travail.

Cette partie nous a permis de comprendre le comportement asymptotique de des problémes de
type collage ou revétement, mais par construction les problémes limites ne permettent pas d’effectuer
des calculs dans la couche mince ou du moins la précision reste limitée a I’ordre de la condition équi-
valente. La construction mathématique d’un probléme limite d’ordre élevé reste difficile. Alors nous
avons opté dans la seconde partie de ce travail pour des méthodes de décompositions de domaines.
Nous construisons et comparons plusieurs conditions d’interface en tenant compte de la rigidité mais
également de la géométrie de la couche mince.
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Deuxieme partie

Méthodes de décomposition de domaines
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Introduction

La méthode de Schwarz classique[1] est basée sur des conditions d’interface de type Dirichlet. Un
recouvrement entre les sous-domaines est nécessaire pour garantir la convergence de I'algorithme.
Des méthodes de Dirichlet-Neumann [4, 5, 11] ont été proposées pour obtenir une convergence dans
le cas de sous-domaines sans recouvrement. Elles sont basées sur le fait qu’a chaque itération, a
I'interface entre les sous-domaines la condition de Dirichlet est d’abord imposée sur I'un des cétés,
puis la condition de Neuman est imposée sur l'autre. Afin d’assurer d’assurer la convergence de
I’algorithme, une relaxation de la donnée de Dirichlet & I'interface est utilisée. Des variantes partant
de [6] ont été proposées dans le cas de sous-domaines sans recouvrement. Elles sont basées sur des
conditions d’interface de type Robin. De nombreuses techniques de préconditionnement telles que
les conditions d’interface optimisées [12, 18, 19, 22] ou des conditions d’Aitken-Schwarz [14] ont été
développées ces derniéres années.

Les méthodes de Schwarz optimisées font partie des méthodes de décomposition de domaines qui
possédent une convergence grandement améliorée. Dans ces méthodes, les conditions d’interface ont
une importance cruciale pour la convergence de I'algorithme. Des conditions d’interface optimales
gui conduisent a une meilleure convergence peuvent étre déterminées. En revanche, ces conditions
optimales sont non-locales. Une approche consiste a les approcher par des opérateurs locaux. Ces
opérateurs locaux dépendront de plusieurs paramétres qui seront judicieusement choisis de maniére a
accélérer la convergence des algorithmes. Le choix de ces paramétres est formulé a travers un probleme
d’optimisation[19, 24]. L’étude théorique de ce probléme d’optimisation fournit des formules explicites
ou des caractérisations simples pour les conditions de transmission optimisées. De plus elle permet
une analyse du comportement asymptotique de la convergence.

Historiguement les méthodes de Schwarz optimisées ont été introduites dans [10] pour les
équations d’advection-diffusion et ont été étudiées en détail pour I’équation de Laplace dans [19].
Quelques travaux [15, 23] ont aussi été effectués pour les problémes d’évolution. Plus récemment
dans [25], des conditions d’interfaces optimisées ont été développées pour les équations de Maxwell.
Mais toutes ces méthodes s’appliquaient aux équations a coefficients réguliers. Plus récemment,
plusieurs études [16, 21] ont été menées pour étendre et améliorer ces techniques dans le cas des
milieux hétérogenes. Dans [18, 20, 22], les auteurs étudient les méthodes de Schwarz optimisées pour
une équation de diffusion avec coefficients discontinus. lls construisent des conditions d’interface
prenant en compte I’hétérogéneéité des coefficients. lls fournissent une forme explicite des paramétres
optimisés, ce qui leur permet de faire une étude asymptotique en fonction de la finesse du maillage et
du rapport d’hétérogénéité des coefficients de diffusion. Mais ces paramétres optimisés montrent une
certaine limite dés que les matériaux présentent une forte dissymétrie géométrique.

Dans un premier chapitre, nous rappelons I’étude faite dans [19] sur I’équation de Laplace ou I'au-
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teur démontre qu’en général, le facteur de convergence est asymptotiguement de la forme 1 — Ch¥%,
ou h est le pas de maillage et C, o deux réels positifs. Ceci lui a permis de comparer diverses condi-
tions d’interface d’un point de vue théorique mais aussi de valider les simulations numériques. Puis
nous reprenons I’étude faite dans [22] en y présentant sur des applications numériques les limites de
non-applicabilité. Dans [22], I'auteur étudie une équation de diffusion a coefficients discontinus, mais
toujours dans la méme démarche que [19]. Il obtient alors des résultats du méme type qui généralisent
le cas a coefficients continus. De plus il trouve un comportement asymptotique linéaire par rapport au
ratio des discontinuités.

Dans une second chapitre, nous étendrons cette étude au cas discret, ce qui nous permettra de
traiter aussi le cas des matériaux avec une hétérogénéité de type géométrique. Nous prendrons pour
modeéle le probléme (3.1), (3.2),(3.3). Nous montrons que les résultats de I’étude du cas discret suivent
fidélement ceux obtenus dans [19, 22]. En effet nous obtenons que le comportement par rapport a h est
essentiellement du type 1 — Cy4h% ou Cy4 et a4 sont deux réels positifs qui dépendent de la géométrie du
domaine. Nous obtenons également une dépendance linéaire par rapport au ratio des discontinuités.

Enfin dans un troisieme chapitre, nous appliquons la méme idée pour traiter le probléme (4.1),
(4.2),(4.3). La également nous obtenons les mémes tendances asymptotiques.
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Chapitre 5

Rappel historique et développement récent
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Etant donnés deux ouverts réguliers (1 et (), ; deux réels positifs v, et v, ; deux fonctions suffisam-
ment réguliéres f; et f,; nous voulons résoudre numériguement le probléme suivant :

(5.1) —div(vVu) = f dans Q:=0;UQy,
avec

iz pour xe& (g,
(5.2) v(x) =

) pour xe& o,
et

fq dans g,
(5.3) f=

fo dans .

Appelons | I'interface entre (); et ),. Alors le probleme (5.1),(5.2),(5.3) est équivalent au probleme :

uz

(5.4) u=
uz

solution de

( —1/1AU1 =
—1Auy =
(55) U —

1on

dans g,

dans ),

fi dans g,
f» dans Qp,

u, sur |,

au2

Vza—n sur I,
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ou n est la normale extérieure a (); par exemple. On voudrait écrire des algorithmes itératifs de ré-
solution de type Schwarz, ce qui améne a se poser la question de la condition aux limites & mettre a
I'interface. Nous rappellerons deux grandes familles d’algorithmes itératifs :

— celle dont la condition d’interface exprime les continuités de la solution et du flux , qu’on appelle
algorithmes de Dirichlet-Neumann [4] ;

— Puis une autre famille d’algorithmes dont la condition d’interface exprime la continuité d’une
combinaison de la solution et du flux, appelés algorithmes de Schwarz avec condition de type
Robin [10, 12, 19, 22, 18, 20].

En effet, pour le cas v1 = v, dans [4], les auteurs proposent des algorithmes de Dirichlet-Neumann
avec un paramétre de relaxation qu’ils choisissent de facon a accélerer la convergence. Toujours dans
le cas v; = 1p, dans [10, 12, 19], les auteurs proposent différentes conditions d’interface basées sur
une analyse de convergence par transformée de Fourier. L’expression de ces conditions contient des
parametres qui peuvent étre choisis en résolvant un probléme d’optimisation. Ce qui permet d’ailleurs
de faire une étude asymptotique de la vitesse de convergence des algorithmes associés par rapport
au pas de maillage par exemple. Dans [22, 18, 20] les auteurs étendent I’étude au cas v; # v,. Dans
la perspective de notre travail, v; = 1, 1, = €. Donc dans ce chapitre nous présenterons les résultats
gu’ils obtiennent pour v; = 1, v, = ¢, avec € > 0; puis nous montrerons de facon numérique les limites
d’applicabilité de ces conditions.

5.1 Algorithmes de Dirichlet-Neumann

Dans cette section nous définissons la premiére famille d’algorithmes [4]. Etant donnés un para-
metre 6 €]0, 1], et une donnée initiale

u?  sur R™ xR,
(5.6) u =
ud  sur RT xR,
nous cherchons les suites
u!  sur R™ xR,
u" =
up  sur RY xR,
pour n > 1, solutions de
—Aultt = f; sur R™ xR,
—eAul™ = f, sur R xR,
(5.7) DN utl = gul 4+ (1-0)u] en x; =0,
oup ™t ouftt
€ = en x; =0,
8x1 aXl !
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ou de

(AUt = f; sur R xR,
—eAuf™ = f, sur R+ xR,
(58) ND ultl = Bul 4+ (1—6)u) en x; =0,
dup ™! dup*t
= en x; =0.
0X1 ¢ X1 !

Le sytéme (5.6), (5.7) définit les algorithmes de Dirichlet-Neumann et le systéme (5.6), (5.8) définit
lui, les algorithmes de Neumann-Dirichlet. Le réel 0 est appelé paramétre de relaxation. Une fois nos
différents algorithmes itératifs définis, nous nous posons la question de leur convergence.

5.1.1 Etude de convergence par analyse de Fourier

Dans cette partie nous nous intéressons a I’erreur que nous commettons en remplagant respective-
ment u solution du probléme (5.4), (5.5) par les ujf‘, j = 1,2 solutions de (5.6), (5.7) ou de (5.6),(5.8). En
d’autres termes nous voulons étudier les quantités : eJT‘ =uj— uJT‘, j = 1,2, qui sont solutions de (5.6),
(5.7) ou de (5.6), (5.8) avec f; =0et f; =0.

Pour cela, nous cherchons les équations vérifiées par la transformée de Fourier partielle de ej” par
rapport a x,, c’est a dire :

Al

S S | -
€ == u;— 0y, j=12

Pour tout f € L*(IR?), sa transformée de Fourier partielle par rapport a x, peut étre définie comme :

1 e —ikx 2
(5.9) Fxo (1) (x1,k) = N Lw f(x1,X2)e ™ "*2dx, = f(xq,k).

Les éj” sont donc solutions de deux équations différentielles linéaires d’ordre deux :

aZé*n+1

(5.10) —— L 4K =0, j=1.2
ox? J

Les solutions de (5.10) qui sont dans L? sont de la forme
(5.11) e (x1,k) = a?+1<k>e|k|xl et &+ (xg, k) = ocg“(k)e_‘k‘xl.

A ce stade les coefficients a ™ sont inconnus. Nous les déterminerons en utilisant les deux conditions
d’interface en x; = 0, par exemple dans le cas de (5.6),(5.7) on a

ér1]+1 = 6@2 + (1 — 9)@?, §T+1 —_ 6@2 + (1 _ 9)@?,
(5.12) il e soit
JCL AL Celk[ & = |k &,
8x1 aXl

Ce qui nous permet de définir la quantité suivante :

ati(o.k) 1

(5.13) Ron (k) := a0 1-6(1+ E)'
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Puis de facon analogue pour le cas de (5.6),(5.8),

&(0,K)

(514) RND(k) = W =1- 9(1 +€)

Les quantités (5.13) et (5.14) sont appelées facteurs de convergence des algorithmes de Dirichlet-
Neumann et de Neumann-Dirichlet. Les algorithmes (5.7) et (5.8) convergent si et seulement si

Vk € R, ’RDN(k)’<1
et
Vk e R, |Rnp| <1

Si nous faisons § = 1 dans (5.13), c’est a dire sans relaxation nous avons :
1
Yk € R, RDN(k) = E’

d’ou la divergence de I'algorithme (5.6), (5.7) dés que ¢ < 1. Nous pouvons en revanche remarquer que
Rpn est complétement indépendant de k d’ou en posant 6 = 65 := 1L+s le facteur de convergence
Rpn est identiguement nul et nous avons une convergence en deux itérations. De méme, si nous
faisons 6 = 1 dans (5.14), nous avons |Rnp| = ¢, I'algorithme (5.6),(5.8) converge. Mais nous avons
une meilleure convergence en posant 0 = 6yp := Toe auquel cas le facteur de convergence Ryp est
identiguement nul et nous avons une convergence en deux itérations.

5.2 Algorithme de Schwarz avec conditions de type Robin

Nous suivons toujours la présentation faite dans [19, 22]. Nous nous interessons toujours a des
algorithmes itératifs de résolution de type Schwarz mais cette fois-ci avec des conditions a I'interface
de type Robin. Nous allons poser le probléme de fagon un peu plus générale. Etant donné u®, nous
cherchons les suites u" pour n > 1, solutions de

—Aultt —f, dans R~ xR,
—eAujtt =f, dans RT xR,
(5.15) 9 P
v n+1 — v n —
(axl + S1)u] (eaxl +S1)uy en x; =0,
(—Ei—l—Sz)Un-H' = (—i—l—Sz)Un en x1,=0
aXl 2 aXl ! ,

ou les S, j = 1,2 sont des opérateurs linaires agissant uniquement selon la direction x5.

Nous allons une fois de plus faire une analyse de convergence par transformée de Fourier. Mais
pour ce faire, supposons que les opérateurs S; ont des symboles de Fourier que nous noterons ¢j, j =
1,2 c’est a dire :

Fxo (Sju(X1, x2)) = oj(k)d(x1, k), j=1,2.

Nous travaillons sur la suite des erreurs eJ!‘ qui sont solution de (5.15) avec f; = 0 et f, = 0. Plus
précisément nous cherchons les équations satisfaites par leur transformée de Fourier éjf‘. Elles sont
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données par (5.11) et (5.16).

(5.16)

Pour déterminer les ocJ!‘, j = 1,2, nous utilisons (5.16), soit

(k| +01)80 T = (—e|k| +01)8 en x; =0,
(5.17)
(8 |k’ + (72)@2+1 = (— |k| + 0’2)@? en x; =0.

A partir de (5.17), nous pouvons donc définir le facteur de convergence :

_ 8TH0K)  (or —elk]) (02 — |K])
R(k,o1,072) = é;]_l(o, 0 =T ) (T ek

Pour avoir la convergence de I'algorithme (5.15), nous devrons garantir

Vk e R, |R(ko1,02)| <1

Par ailleurs si nous posons donc oy (k) = o2"'(k) := e|k| et o2(k) = o3 (k) := |k|, nous obtiendrons

une convergence au bout de 2 itérations, ce sont les opérateurs optimaux[12]. En revanche afpt et ngt
ne sont pas des symboles de Fourier d’opérateurs différentiels, il est donc impossible de remonter aux
S;. lls définissent donc des opérateurs pseudo-différentiels qui ont le désavantage d’étre non-locaux.
Cela est dO a la valeur absolue dans I'expression des (TiOpt, i = 1,2. Une approche possible consiste a
approcher la valeur absolue dans I’expression des cri(’pt par des polynémes en k.

5.2.1 Conditions de Robin optimisées avec un parametre
Une premiere approximation [19, 22] d’ordre o, consiste a poser
oi(k) =ep, et oa(k)=p

avec p € R;. Cela nous permet de définir la famille d’algorithmes suivante :

—Auftt =f, sur R™ xR,
—eAujtt =f, sur R" xR,
(5.18) 9
1
(a—xl + ep)uit = (ea—xl +ep)u) en x; =0,
(—sier)u”+1 = (—i+p)u” en x;=0
8x1 2 8x1 !

Ces conditions d’interface sont appelées conditions de Robin one-sided dans [19, 22] dU au fait que I'on
a choisi le méme paramétre p pour les deux sous-domaines. Le taux de convergence de I'algorithme
(5.18) se réecrit alors pour tout réel non nul k et pour tout réel positif p comme :

(p—k)®
0+ K (p e ln)

(5.19) Ri(k, p) :=
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Bien que (5.19) soit défini pour tout k € R, dans les applications numeériques, il existe une fréquence
minimale positive k; et une fréquence maximale k; telles que k; < |k| < kp. Par exemple pour un
probléme posé dans un domaine borné avec des conditions de Dirichlet homogeéne, les fréquences
correspondent exactement aux fréquences d’oscillation de la fonction sin(|k|xz). Si le domaine est
quadrillé avec un pas de maillage égal & h et si on suppose |xz| < L alors les fréquences extrémes sont

. 7T 7T . .-
respectivement k; = L et ky = s Nous pouvons alors remplacer |k| par la variable positive k dans
(5.19), c’est a dire pour tout réel strictement positif k; < k <k, et pour tout réel strictement positif p

— k)2
(5.20) Ru(k,p) i= (pk L
(P+2)(p+ek)

Il nous reste donc a choisir la constante p. Nous prendrons celle qui minimise la quantité

sup |Ri(k, p)|. Soit donc a résoudre le probléme d’optimisation
0<ky <k<k,

(5.21) inf  sup |Ri(k p)|.

P>0 0k, <k<k,

Théoréme 5.1. Le probléme d’optimisation (5.21) admet une unique solution qui est donnée par :
(5.22) p=p" = Vkiko

et qui est caractérisée par

(5.23) Rai(ky, p*) = Ru(kz, p*).

Démonstration. Nous ferons la démonstration en 3 étapes :
o Restriction de I'intervalle de recherche de p;
© Montrer que le max |R1(k, p)| est atteint aux bornes de I'intervalle [kq, kz] ;
1<k<ky

o Etude des fonctions restreintes au bord, Ry (ks, -) et Ry(k, ).

Calculons les deux dérivées partielles du facteur de convergence (5.20)

IR, pe(1+e)*(p+k)

2 K, = (k- ’
(5.24) ak( P) ( [(ep + k) (p + €k))?
3R, ke(1+¢)*(p +k)

2 K, - - .
(5.25) ap( P) (p [(ep + k) (p + ek)]?

D’ou sign(aa—F\;)l) =sign(p — k), et sign(%) = sign(k — p).

Nous en dégageons les propriétés suivantes :

o R; est positive pour tout k € [ky, kz];
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o

R,

Pour p < kg, D

(k,p) < 0 pour tout k € [kq, ko], Ry décroit donc quand p croit. On a alors :

inf - sup |Ri(k,p)] < inf sup |Ri(k p)|.

P=k1 0k, <k<k, PERY o<k, <k<k,

R,

De méme pour p > ko, ap

(k,p) > 0 pour tout k € [ky, kz], Ry croit donc quand p croit. On a

alors :
inf - sup |Ri(k,p)] < inf sup |Ri(k p)l.

P<ka2 gk, <k<k, PERY o<k, <k<k,

Nous pouvons donc restreindre I'intervallle de recherche de p a I'intervalle [k;, ko]. Le probléme
(5.21) est alors équivalent au probléme de min-max suivant :

.26 min  max Riy(k, p).
(5 ) pE[kl, kz} kE[kl, kz} 1( p)

A p fixé sur [ki, kz], comme fonction de k, R; décroit sur [kq, p] en admettant un extemum en
k = p qui est en fait un mimimum car Ry(p, p) = 0. Ensuite R croit sur [p,k]. Le max Ri(k, p)

1, K2

est donc atteint soit en k = k; soit en k = k,. Il faut donc étudier les fonctions de la variable p,
R1<k1, ) et R1<k2, )

Ri1(ky, -) est une fonction croissante en p et vérifie Rq(ky, ki) = 0 et Ry (ks, -) est décroissante en p
vérifie Ry(ko, ko) = 0. Quand p = kq, le max Ri(k, p) = Ri(k2, p). Quand p croit, Ry (ks, p) croit et

R1(kz, p) décroit. Mais le ml?x R1(k, p) reste Ry(kz, p), jusqu’a ce que

Rl(kl, p) = Rl(kZ’ p)

Ensuite il devient Ry(ky, p) puis il recroit. Donc il est minimal (cf fig(s.1)) pour p tel que :

Rl(kl, p) = Rl(kZ’ p)

Cette équation admet une unique racine sur [kq, ky] du fait de la monotonie de R; et cette racine a pour
valeur p = p* 1= vkiko. O
5.2.2 Conditions de Robin optimisées avec deux parameétres

Une seconde approximation [19, 22, 18, 20] toujours d’ordre o, des symboles ¢, j = 1,2 consisterait
a poser

o1(k) =ep,  o2(k) =nq,

ou p,q sont des réels positifs. Ce qui correspond a I'algorithme :

(5-27)

—Aultt =f sur R xR,
—eAuf Tt =f, sur R" xR,
0
- n+1 — - n —
(ax +ep)uy (eax +ep)uy en x=0,
(—ei—i—q)u”“ = (—i+q)u” en x=0
ox 2 ox ! '
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— Ru(ky, ) Ri(ka, ) |
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02 1
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FiGUuRre 5.1: Fonctions partielles de p.

L’algorithme (5.27) correspond & un algorithme de Schwarz avec des conditions de Robin un peu plus
générales a l'interface, au sens que nous nous donnons deux degrés de libertés différents, un pour
chaque sous-domaine. C’est pourquoi ces conditions ont été nommeées 2sided dans [19, 22]. Le facteur
de convergence correspondant s’écrit :

(P—k)(q—k)

529 Ralkop.g) = (P+¥)(g+ek)

Et comme dans le paragraphe précédent, nous nous intéressons aux parameétres p et ¢ € R qui
minimisent uniformément sur la gamme de fréquences choisie, le taux de convergence correspondant.
Nous voulons donc résoudre le probléeme de min-max suivant.

2 min max |Ra(k,p,q)].
(5:29) min .max [Ra(k.p.a)|
Cette optimisation étant intégralement faite dans [22], hous en donnons un énoncé ici, puis quelques
commentaires.

Théoreme 5.2. Le probleme d’optimisation (5.29) admet une unique paire de solutions (p*, g**) qui est donnée
par les relations suivantes :

(5.30) Pg” = kika,

(5.31) Ra(ky, P, 0%) = Ra(\/P*0*, p**,q).

Dans [22], 'auteur fait une démonstration en 3 étapes :

o Restriction de I'intervalle de recherche de petq;

o Montrer que R(-, p, q) admet trois maximum locaux atteints respectivement pour k = k1, k = ,/pg
etk = ky;

o Etude des fonctions , Ry (ky, -, -) et Ry(ka, -, -) pour établir les parameétres optimaux p** et g** sont
obtenus par une équioscillation en ces trois maximum locaux.
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Sur la figure (5.2), nous pouvons observer les taux de convergence (5.20) et (5.28) en fonction de k,
évalués aux différents parametres optimisés. Nous voyons notamment que les paramétres optimisés
sont caractérisés par une équioscillation en deux ou trois points et I’algorithme (5.27) a une meilleure
convergence. La section suivante fait I’objet d’étude des performances des différents algorithmes.

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

Taux de convergence

0 50 100 150 200 250 300 350
k

FIGURE 5.2: Taux de convergence par rapport a la fréquence ¢ = 0.1 h = 1/100

5.3 Etude asymptotique de la convergence numeérique des algorithmes

Dans ce qui suit, nous exhibons la performance de la famille d’algorithmes par rapport a chacun
des petits paramétres(h,¢), I’autre étant fixé. Nous supposons de plus ici que ¢ < 1.

5.3.1 Influence du maillage sur la convergence

A ¢ fixé, les deux propositions qui suivent nous donnent le comportement du taux de convergence
par rapport a h. Quand cela sera nécessaire, nous distinguerons le cas ¢ = 1 du cas ¢ < 1 qui sont
traités respectivement dans [19] et [22].

Proposition 5.3. Les comportements asymptotiques du paramétre optimal et du taux de convergence (5.20) pour
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de petites valeurs de h sont donnés par :

2 2
max _ Ri(k,p*) =1-— A+ef <@> + O(h).
<ks ‘ &

Proposition 5.4. Les comportements asymptotiques du paramétre optimal et du taux de convergence (5.28) pour
de petites valeurs de h sont donnés par :

-sie=1

p** ~ 2 8Ké hb

g ~ (24)5 h s,

max _ Ro(k p* a7 = 1— 2v2(<4)% hd 4 o(hd).
<k< T &

-sie<1

372
P ~ 2ky _ 4'kl (1 + 8)2 h1/2
3

1—-¢ m (1—¢)
m(l—e)

2

q** ~

2
h_l-l-\/kl—ﬂ<11+? 172

Cde(l+e) [k

max _ Ra(k,p*,q") =¢ - =

ki <k <

h/2 4 O(h).

=

5.3.2 Influence de € sur la convergence

A h fixé, les deux propositions qui suivent nous donnent le comportement du taux de convergence
par rapport a ¢.

Proposition 5.5. Les comportements asymptotiques du taux de convergence (5.20) pour de petites valeurs de ¢
sont donnés par :

(ke = Vkp)? 2
X Rulk pt) = e + O(F)

Proposition 5.6. Soient :

. 1 1 4
(5.32) pi* = limp™ = = (Mkl T \/kz) _z \/<\/k1 T \/kz) — 16kgko,
e—0 4 4

_ 1 1 7
(5.33) 0" = limg™ = = <\/E+ VE) +- \/<\/E+ \/k—z) — 16kq ko,
e—0 4 4
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alors les comportements asymptotiques du paramétre optimal et du taux de convergence (5.28) pour de petites
valeurs de ¢ sont alors donnés par :

kk k * k
max Ra(k p*.q") = e (Ps ki;gf" ) O(e%).

Dans la section suivante, nous faisons une étude numérique servant a corroborer les résultats théo-
riques obtenus dans ce chapitre, notamment au sujet du comportement asymptotique des algorithmes
par rapport aux différents paramétres. Les différents résultats numériques sont présentés sous forme
de tableaux et de figures comparant les algorithmes (5.7), (5.8),(5.18),(5.27). Les conditions d’inter-
face considérées sont celles avec les paramétres optimisés. Nous étudions séparément le cas d’une
décomposition symétrique de domaines (a = b) et le cas non-symétrique. Dans le cas symétrique,
nous regardons le comportement par rapport au pas de maillage, puis par rapport a . Dans le cas
non-symeétrique, nous simulons I'influence de la dissymétrie sur la convergence.

5.4 Etude Numérique

Tous les résultats numériques exposeés ici ont été effectués sur le probléme modéle suivant :

u=20
—Au;=f; —eAuy = o
U, = 0 Uy = 0
a b
u=20
avec
. 7T
wi(xy) = (x+asin(ly)  (xy) €l -a0)x]o.L,
(5:34) u(x,y) = 2 b “ -
U(xy) = |—rs(at2)+a+|sin(ly)  (xy) €0,b]x]o,L.
b € 3 L
a = 05
Prenons le cas du carré unité pour se fixer lesidées: < b = 0.5,
L = 1
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FIGURE 5.3: Solution de référence

Nous avons utilisé une méthode d’éléments finis P! Lagrange comme solveur mono-domaine. Pour
commencer définissons la norme d’erreur que nous utiliserons a chaque itération n.

IEQ = max(||Ed, ||, [|ED, )
avec
E, = |ufh — UnHrw

ot U" est une solution de reférence discréte et uf, est la solution calculée a I’itération n. Nous choisis-
sons pour donnée initiale un vecteur de valeurs aléatoires comprises entre —1 et 1 de fagcon a ce que
I’erreur initiale contienne toutes les fréquences possibles. De plus tous les résultats ont été testés a la
fois sur un maillage régulier mais aussi sur un maillage quelconque et la vitesse de convergence est la
méme.

5.4.1 Décomposition de domaines symétrique (a = b)

Nous regardons la vitesse de convergence des différents algorithmes étudiés dans le cas ou nous
avons deux sous-domaines de dimensions égales. Pour cela nous considérons d’abord le cas ot e = 1

[19].
Cas de matériaux homogénes e =1

Dans le tableau 5.1, nous simulons la performance des différents algorithmes par rapport au pas de
maillage. En effet nous comptons le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre une erreur de 10 —°
en fonction de la taille du maillage h. Nous voyons que cela corrobore les asymptotes données dans
les propositions 5.3 et 5.4.

Cas de matériaux inhomogenes ¢ # 1

Nous évaluons la performance des algorithmes (5.7), (5.8),(5.18),(5.27) par rapport au pas de
maillage h et a e. D’abord nous fixons ¢ = 0.1 et nous comptons le nombre d’itérations nécessaires
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h Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided) |
1/50 2 \ 2 \ 23 \ 13 \
1/100 2 ‘ 2 ‘ 32 ‘ 15 ‘
1/200 2 \ 2 \ 46 \ 19 \
1/ 400 2 \ 2 \ 66 \ 23 \

TasBLE 5.1: Nombre d’itérations (Gauss-Seidel) pour atteindre une erreur de 10~° en fonction de la taille
du maillage h.

pour atteindre 10~% en fonction du maillage dans le tableau 5.2 Puis nous fixons h = 1/200 et nous

h Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided) |
1/50 2 ‘ 2 ‘ 12 ‘ 5 ‘
1/100 2 | 2 | 16 | 6 |
1/200 2 \ 2 \ 22 \ 6 \
1/ 400 2 \ 2 \ 30 \ 6 \

TaBLE 5.2 Nombre d’itérations (Gauss-Seidel)pour atteindre une erreur de 10~° en fonction de la taille
du maillage h.

comptons le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre 10~° en fonction de ¢ dans le tableau 5.3.
Ceci confirme les asymptotes données dans les propositions 5.3 et 5.4.

5.4.2 Décomposition de domaines non symétrique (@ # b) et Etude dans la couche

Le tableau 5.4 et la figure 5.4 qui suivent étudient le comportement de ces nouvelles méthodes par
rapport a la dissymétrie de la décomposition de domaines. Nous fixons

a=1 e=05.102

et faisons décroitre b en comptant le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une erreur de 10 ~°.
Les algorithmes de Neumann-Dirichlet et de Robin a deux paramétres divergent pour les valeurs de b
égales a 0.01 et 0.005. L’algorithme de Robin a un paramétre diverge pour b = 0.005. Sur les figures, la
légende est décrite de la fagon suivante :

— Robin1 désigne I’'algorithme avec conditions de Robin a un parametre;

— Robinz2 désigne I'algorithme avec conditions de Robin a deux paramétres.
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¢ | Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided) |
0.1 2 \ 2 \ 22 \ 6 \
10 2 | 2 | 7 | 1 |
107 > | 2 | 4 | 3 |
104 2 \ 2 \ 3 | 2 |
10~° 2 | 2 | 2 | 2 |

TasBLE 5.3: Nombre d’itérations pour atteindre une erreur de 108 en fonction de e(h = 1/200)

b | Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided) |
05 8 | 4 | 15 | 5 |
0.1 38 \ 8 \ 15 \ 6 \
0.02 124 \ 42 \ 15 \ 34 \
0.01 171 | DIV | 23 | DIV |
0.005 200 \ DIV \ DIV \ DIV |

TABLE 5.4: Nombre d’itérations pour atteindre une erreur de 10~ en fonction de b(h = 1/200, ¢ = 0.05)

5.5 Conclusion et commentaires

Dans ce chapitre nous avons rappelé les études théoriques effectuées dans [19, 22] ou les auteurs
ont développé des conditions d’interface pour un probleme de diffusion. lls ont montré la robustesse
de ces nouvelles conditions par rapport au pas de maillage h mais aussi par rapport a la disconti-
nuité éventuelle des coefficients de diffusion e. Il est intéressant de remarquer que I’on peut donner
explicitement ces dépendances. Dans le cas € = 1, il avait déja été montré [19] que le facteur de conver-
gence se comportait asymptotiquement comme 1 — Ch% ou C, « sont des réels positifs. En effet, I'auteur

1 . . o . 1

montre que & = 2 pour le cas des conditions d’interface de Robin a un paramétre et « = -~ pour le
cas des conditions d’interface de Robin a deux parametres. Dans [22] qui traite du cas ¢ # 1, I'auteur
retrouve cette tendance pour le cas a un paramétre, mais ce qui est le plus intéressant c’est le fait que
I’'algorithme avec des conditions de Robin & deux parameétres a une convergence complétement indeé-
pendante du pas de maillage h. En revanche, il montre que I’'on a une dépendance linéaire par rapport
a e dans tous les cas.

Par ailleurs, les conditions d’interface de Dirichlet-Neumann ont montré la meilleure performance
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' Robin1

——Robin2
—o&— Dirichlet-Neumann| |
Neumann—Dirichlet|

T T

—— Robin1
—— Robin2
—o&— Dirichlet-Neumann| |
Neumann—Dirichlet|

Erreur globale
5

Erreur globale
5

Say.
107° 107° \&%
10°° 10°°
10710 DY . h . . 1070 ! . A . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Nombre d’iterations Nombre d’iterations

(@ a=1b=05 (bya=1,b=01

2 2
10 . . . - 10 . -
® —— Robin1 —— Robin1
\ —— Robinz —— Robinz
10° —o— Dirichlet-Neumann|| 10° L —o— Dirichlet-Neumann||

Neumann—Dirichlet|

Neumann—Dirichlet|

Erreur globale
5

Erreur globale
5

107 . . = . . 107 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Nombre d’iterations Nombre d’iterations
(c)a=1 b=002 (d)a=1, b=001
2
10 T T
—— Robin1
——Robinz
10° &— Dirichlet-Neumann| |
Neumann-Dirichlet
,,,,,,, 90006e00060004
2
10
1
E
E
< ot
g 10
£
=
10°
107
107" . . . .
0 10 20 30 40 50

Nombre d’iterations
(e) a=1, b=0.005
FIGURE 5.4: Erreur globale au cours des itérations pour ¢ = 0.05, h = 1/200

dans le cas d’'une décomposition symétrique de domaines, mais restent tres sensibles a la géométrie.

Pour finir, rappelons que le tableau 5.4 et la figure 5.4 montrent la non-applicabilité de ces condi-
tions dans le cas d’une trop grande dissymétrie du domaine de calcul qui s’avére pourtant étre un
cas trés intéressant. Dans les chapitres qui suivent nous montrons comment choisir ces conditions de
facon a tirer profit de la dissymétrie du domaine, en d’autres termes nous cherchons a construire des
algorithmes qui convergent d’autant plus vite que la dissymétrie du domaine est importante mais tout
en restant dans le méme esprit que [19, 22].
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Chapitre 6

Méthodes de décomposition de domaines pour le
probleme de collage

Introduction

Le chapitre précédent illustre I'importance du choix des conditions d’interface dans la conver-
gence des algorithmes itératifs de décomposition de domaines. Dans ce chapitre, nous construisons
des conditions d’interface qui prennent en compte les difficultés essentielles que I'on rencontre dans
les problémes de type collage. A savoir :

— la discontinuité des coefficients de diffusion ( conductivité en thermique, coefficients de rigidité

en élasticité...);

— I’épaisseur fine de la couche.

Pour cela nous allons donc étendre les études faites dans [22]et [19] de fagon a tenir compte de ces
difficultés.

Définissons un probléme modele. Nous nous donnons un réel positif ¢ < 1 et trois autres réels
positifs a, b et L. Puis considérons la géométrie définie comme suit :

Iy Iy

Ql 02

—a Iy r, b

FIGURE 6.1: Géométrie considérée

- =] —a 0[x]0, L;
- Qz =]0 b[x]0, L[;

- T = {(—ax), X2 €]0, L[}
—I‘*:{(x L), x, €] —a 0[};

—T’={< 1,0), x¢ €] —a 0[};
- I"={(b,x2), X2 €]J0 L[};

- 1"5* = {(x1,L), x; €]0, b[};

(x
- T, ={(x1,0), x¢ €]0, b[};
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-t = Ff ury:
- =T, uly;
- 1 ={(0,%2),x2 €]0 L[}
Notons ) := O, U Oy U |. On consideére le probléeme de transmission suivant :

Ju

X2

—Auf = f; —eAus = fp

ou
0

FIGURE 6.2: Probléme de transmission

avec les conditions de transmission suivantes sur | (en x; = 0)

ua = Uy,
9 o au

aXl a aXll
La fonction

f dans g,
(6.2) =1 !

fo dans Qp,

est donnée. Nous allons associer au probléme de transmission défini par la figure 6.2 différents algo-
rithmes itératifs, puis nous analyserons leur convergence. Afin de pouvoir tenir compte de la géométrie,
nous ferons une analyse de convergence au moyen de séries de Fourier en X».

6.1 Algorithmes de Dirichlet-Neumann

Nous reprenons les deux algorithmes (5.7) et (5.8) et étudions leur convergence par des séries de
Fourier. La différence entre ces 2 algorithmes étant les conditions a I'interface I, nous allons d’abord
nous intéresser aux équations qui leur sont communes. Comme dans le chapitre précédent, nous tra-
vaillerons non pas sur les suites ui' mais sur I'erreur, c’est a dire e]' = u}' — u; qui sont solutions de

(5.7),(5.8) avec les conditions aux limites héritées de (5.1) ou f; = 0 et f, = 0. Nous pouvons alors
2

) . } d -
développer les e sur les fonctions propres de I'opérateur —— sur (0, L) avec des conditions aux
dx3

limites de Neumann. En d’autres termes, nous cherchons les e]' comme :
k=00
e (X1, X2) = Y @i\ (x1)cos(wixz),
k=0
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k

ol wy = TN k € IN. Nous trouvons alors :
k=00

(6.3) ef (x1,X2) = afg(xa +a) + ) af sh(wy(x1 + a))cos(wixz),
k=1
k=00

(64) e’z‘(xl, X2) = zxgo(b — X1) + Z lxg'kSh((dk(b — Xl))COS(kaZ).
k=1

Le lemme qui suit calcule les coefficients oc{jk, i=1,2

Lemme 6.1. Les coefficients af , a3 sont donnés par la relation suivante :
(65) (Xjr:k = pDN((U)DCRk_l, J = 1, 2
pour (5.7), et

(6.6) ol = pnp(w)at =12
pour (5.8), ou

(6.7) pon(w) =1—-6[1+

Démonstration. Prenons le cas de (5.7). Il nous reste alors a utiliser les 2 conditions d’interface. Ces 2
conditions se traduisent par :

an] ¢t + E a7 sh(wa)cos(wyxz) = 6

k=00
a5+ ) asth(wkb)cos(wkxz)]
k=1

+(1-9) 'y

k=00
o+ ), “rl],kSh(wka)COS(wkxz)] :

k=00 k=00
e|—adit =Y wkzxgkch(wkb)cos(wkxz)] = zxi”o“l + ) wkarl‘ytlch(wka)cos(kaZ).
k=1 k=1

Si bien que I'on a:

aa?gl = 0ad, + (1 —0)af, zx?tlsh(wka) = 0aj sh(wyb) + (1 — 6)a] sh(wa)
—ead§t = afit, —ewich(wb)adit = weh(wea)al ™.
et donc

0
an ¢t = [_E +1-— 9} afo,

6 ch(wia)
€ ch(wkb)

Ce qui s’écrit finalement par la relation (6.5). Le cas (5.8) se traite de fagon strictement analogue. Les
quantités ppn et pnp apparaissent comme étant les facteurs d’amplification de la k'™ fréquence de
I’erreur a I'interface I. C’est pourquoi elles sont appelées facteurs de convergence . O

a7t 'sh(wea) = [ sh(wyb) + 1(—0)sh(wia) | af .
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Enoncons un lemme utile & I’étude de la convergence des algorithmes (5.7) et (5.8).

Lemme 6.2. Soit la fonction définie par g(w) = ihgzg La fonction g est croissante pour a > b et décroissante
pour a < b.
. . b . b
Démonstration. Posons X = wa, wb = XE =X, O0ud= 3 et
th(éx)
f = :
X =%

Il suffit alors de montrer que f est décroissante pour § > 1. Calculons sa dérivée

ron  0sh(2x) —sh(26x)
i) = 2ch?(6x)sh?(x)

Le signe de f’ est donc dicté par son numérateur. Etudions son signe. Soit a x fixé

h(d) = dsh(2x) —sh(26x),
(6.8) h'(6) = sh(2x) —2xch(26x),
h”(8) = —4x?sh(26x) < 0.

Donc h’ est une fonction décroissante. De plus comme h’(0) = sh(2x) —2x > 0, et h’(1) = sh(2x) —
2xch(2x) < 0, alors il existe 0 < Jy < 1 tel que h'(dp) = 0. h’ est donc positive sur I'intervalle [0, o],
nulle en § = Jy, puis est négative pour tout 6 > Jg en vertu de sa décroissance. Nous en déduisons les
variations de h dans le tableau qui suit

) 0 (50 1 +o00
Mx)| + 0 — -

h(x) / NN

De plus la fonction h vérifie h(0) = h(1) = 0, ce qui implique que h est positive pour tout § < 1 et
négative pour § > 1. Donc f’ est négative pour ¢ > 1. O

Nous pouvons a présent énoncer le

2 . .
Théoréme 6.3 (Convergence). Pour 0 < 0 < 1 b I’algorithme (5.7) converge. De méme pour
1+ =max(1,-)
) € a
0<o< 7~ I"algorithme (5.8) converge.
1+ emax (1, B)

Démonstration. Nous ferons la démonstration en deux étapes :

1. Tout d’abord nous déterminerons les valeurs de 6 pour lesquelles les facteurs de convergence
PppN et pnp sont en module plus petits que 1 pour tout wy.

2. Ensuite nous montrerons que si les facteurs de convergence ppn €t pnp sont en module plus
petits que 1 pour tout wy, alors les algorithmes (5.7) et (5.8) convergent .
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Prenons le cas de (5.7). Nous avons I’équivalence

1
\pDN(wk)] <1 == 0 [1+ Eg(wk)} < 2.
Or en vertu du lemme 6.2, nous avons :

inf (g(w)) = min (1, g)

w€e|0,00]

sup_(g(w)) = max (1,2)

w€e[0,00]

Alors

1
sup |epn(w)| <1< 0 |1+= sup g(w)| <2

w€(0, 0] € wg€[0, oo

&0 1+%max(1,g)] <2

2
S0 <

1-|-1max(1,9)
€ a

Le cas (5.8) se fait de maniére analogue en interchangeant les roles de a et b et en remplacant ¢ par

1 . . .
o Montrons maintenant que si les facteurs de convergence ppn €t pnp sont en module plus petits que

1 pour tout wy, alors les algorithmes (5.7) et (5.8) convergent. Pour cela écrivons la norme L2(0, L) de
I’erreur en tout point X;.

L
600, ) a0 = | o800, x2)

k=00
=L [(rx?yo(xl + a))2 + % k; |} sh(wi(x1 + a))|2]

et par la formule de récurrence du lemme (6.1)

1 k=00
e} (xa,.) HZLZ(O,L) =L [(“g,O)ZPDN (0)2"(x1 +a)* + 5 Y (a,)%pon (wi)?sh(wi(x1 + a))[?
k=1

Considérons maintenant la suite de fonction fn(k) = a?, pBx (wi)sh(wk(x: + a)). Puisque |ppn| <
1, la suite f, tend vers zéro presque partout, de plus

2
Y fa(k? < X[ f < oo
k k
Donc par le théoréme de convergence dominée
Y fa(k)* — 0.
k
Nous pouvons montrer de la méme fagon que e5(xy,.) tend vers zéro dans L2(0, L). O
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Revenons un instant sur I’écriture (6.3), (6.4). Nous décomposons I’erreur dans la base des cos(wX2)
qui est de dimension infinie. Pour des raisons d’application humérique, nous tronquerons les séries
(6.3), (6.4) en introduisant un paramétre N > 0, de fagon a avoir des séries discretes avec k € [0, N] et
donc la variable wy € [0, wy] oU oNn a noté :

~ Nm
wN .= T

Le théoréeme (6.3) nous donne un intervalle pour le parametre . Nous allons maintenant optimiser ce
parametre. Nous le choisirons de fagon a minimiser le maximum des taux convergence (opn €t onp )
sur lagamme de fréquence qui nous intéresse. C’est a dire que nous cherchons a résoudre les problémes
de minimisations suivant

6. min max

(6.9) nin max looN|
et

(6.10) min  max _|onp|.

6>0 wke[O,wN]
Ceci fait I’objet de la

Proposition 6.4. (paramétres optimaux de Dirichlet-Neumann).
— Le probléme (6.9) admet une unique solution qui est donnée par

1
1+ —8(9(WN) + 9(0)).

(6.11) 0 =1pHN =

(6.12) 0 =1\p =

De plus pour 6 = T3

(6.13) max |ppn| =

et pour pour 6 = T\ p,

A
(6.14) max Jono| = g(“i“) g(f) -
2+¢( 367+ g

Démonstration. Comme précédemment, nous traiterons uniquement le cas du Dirichlet-Neumann sans

TR . . R 1 .
perte de généralité, car il suffit d’interchanger les roles de a et b et de remplacer ¢ par - pour obtenir
le cas du Neumann-Dirichlet. En utilisant les notations du lemme (6.2), nous avons :

pon(w) =1—0[1+ %g(w)]
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Calculons sa dérivée : 0
PBN(W) = —Eg’(w).

D’aprés le lemme (6.2), g est une fonction monotone de w, donc ppn aussi, et

max |pon| = max{[eon(0)|, [eon(wn)l},
we0,wn]
soit
1b 1
(6.15) max |ppn| = max{ 1—9[1+——]‘, '1—9[1+—g(wN)] }.
wy€[0,wn] ea €

Il nous reste donc & minimiser la quantité (6.15) par rapport & 6. Regardons par exemple le cas a > b.(cf
fig (6.3))

[— pon(0) pon(wn) |
1,0 -
0,5 -
O T T T T 1
l 02 0,4 0,6 0.8 1,0
0
-0,5
-1,0 4

FIGURE 6.3: Fonctions partielles de 6.

ppon est alors une fonction décroissante de w. Pour 6 = 0, on a ppn = 1. Lorsque 6 croit a partir
de 0, ppn(0) et ppn(wn) décroissent et max |ppn(w)| = ppn(0) qui décroit jusqu’a ce que ppn(wn)
w

s’annule puis devient négatif. Puis ppn(0) = —ppn(wn) Si c’est possible. Ensuite le max en module
w
croit. L'égalité ppn(0) = —ppn(wn) est réalisée pour
1
9 == TE;N ==

14 - (9(wn) +9(0))

De plus pour 6 = 15,

9(0) — g(wn)|
max = .
T80 PN = 2200 + glwn)
Le max est donc minimal en 6 pour 6 = 7*. O
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Corollaire 6.5. (Convergence.)
Pour 6 = 15, I” algorithme (5.7)converge et pour 6 = 13, I'algorithme (5.8) converge également.

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement asymptotique des algorithmes 5.7 et 5.8
si nous faisons les choix respectifs 8 = 75, et 8 = 1. Pour cela nous nous plagons dans le cas ou
b = e < 1. Ce résultat est résumé dans la proposition suivante :

Proposition 6.6. Pour b = ¢ < 1, le comportement asymptotique des différents paramétres optimisés et taux
de convergence est résumé dans le tableau suivant :

Conditions
d’interface | Parametres optimisés \ Facteurs de convergence
D-N 5N = 2Ke + O(€?) max |opn(w, o) =1— (24+a He+ O(e)
we0, w\]
ND | tp= ——=+0@) | max |pono(w Tip)| = — [1—a1+<(1+#>e}+o<82)
NP a wel0 ] PN IND)L = 775501 1+2a1
2
TABLE 6.1 asymptotes des parametres optimisés et facteurs de convergence
ou K est une constante.
Démonstration. Algorithme de Dirichlet-Neumann
Le facteur de convergence vaut
1
ppoN(w) =1—16 [1 + Eg(w)].
1
D’aprés la proposition (6.4), le min max est atteint pour 0 = T4y = ou
p prop (64), le min max opn| P ON = 1 L (glan) + 5

th(wb)
9W) = thiwa)

Et pour cette valeur du parametre optimisé, le facteur de convergence vaut :

b
19(0) — g(wn)| L~ S

max = -
welo, wN]pDN 9(0) +g(wn) +2¢ 1+ ag((buN) t g(ij)

d’aprés le lemme (6.2) Pour b = ¢, nous avons

1 pour ‘UN = o(s)
(6.16) g(wn) { th(ewn) pour wy = O(e)
1 Lo
Notons K = g(T) Le facteur de convergence et le paramétre optimisé valent alors :
N
max ‘ (@) 1—a'Ke - 1
weloy) PPN T T 2 Ke PN T I(KT+ale)

Nous avons donc
max \PDN( =1-2+a e+ O(e?)

we(0,wy
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et
5N = 2Ke 4+ O(€?).

Algorithme de Neumann-Dirichlet :

Le facteur de convergence de I'algorithme de Neumann-Dirichlet est :

pDN(w,G):l—G{l—ksﬁ]_

Nous procéderons d’une fagon strictement analogue au cas Dirichlet-Neumann. D’apres la propo-
sition (6.4) la valeur optimale du paramétre est

1

)

Si nous évaluons le taux de convergence pour cette valeur du paramétre et pour b = ¢, nous obtenons :

— ke
0 =1T\p =

_ 1-—Kale
14+ Kale4+2a U

max }‘PND((U)‘

wel0,wy
Puis finalement
max |onp(w)| = _ 1 1—a K (1+ _ 1 el +0O(e?)
we[0, wy] 1+2a? 1+2a?
et 1
TND = T+ O(e)
1+ >

6.2 Algorithmes de Schwarz avec des conditions de Robin

Dans cette partie, nous envisageons des conditions de Robin a I'interface. Nous étudierons donc
des conditions a I'interface [19, 22] de type Robin a un paramétre puis a deux parametres.

6.2.1 Conditions de Robin a un paramétre

Nous nous proposons donc d’étudier la convergence de I'algorithme (5.18) avec une démarche
analogue au cas des algorithmes de Dirichlet-Neumann, a savoir

— définir le facteur de convergence pour cet algorithme

— puis établir des conditions de convergence de I'algorithme

— enfin calculer les paramétres optimaux de convergence.
Comme dans la section précédente, nous travaillerons non pas sur les suites ui' mais sur I'erreur, c’est
a dire ¢} = u' — u; qui sont solutions de (5.18) avec f; = 0 et f, = 0. Nous obtenons les formules (6.3)
et (6.4). Le calcul des coefficients a7, et a3, fait I'objet du lemme qui suit :

Lemme 6.7. Les coefficients uc’l"k, et “S,k dans (6.3) et (6.4) sont donnés par

(6.17) it =pi(wep) it j=12
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ou
w w
(p— th(wkkb))(p - th(wkka) )

(6.18) p1(wy, p) = o o,
P+ @ P T Ehiwn)’

k
avec wy = Trr k € IN.

Démonstration. En effet les 2 conditions d’interface de Robin dans (5.18) se traduisent par :
k=00
afit(1+eap) + Y aff* (wich(wa) 4 epsh(wia)) cos(wyxz)
k=1

k=00
—eagyo(—l +bp)+e Z zxg'k (—wieh(wyb) + psh(wgb)) cos(wixz),
k=1

k=00
af§t (e+bp) + Y af it (ewch(wyb) + psh(wyb)) cos(wixz)

k=1
k=00
af it (—1+ap) + Y waly (—wich(wia) + psh(wya)) cos(wixz).
k=1
Si bien que I'on a:
{zxfgl(l +eap) = —eayo(—1+bp)
afit(e+bp)  =afft(—1+ap),

{zx;‘j{l (wieh(wa) +epsh(wa)) = ead, (—wch(wb) + psh(wb))

aj it (ewch(wib) + psh(wh)) = wiaf, (—weh(wia) + psh(wa)),

et donc

)

Kk = W
(‘”’ eth(wka>>
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Cette section est consacré a I’étude du facteur de convergence de Robin (6.18). Comme il est plus
facile d’optimiser sur une variable continue, dans toute la suite nous remplacerons la variable discrete
wy par la variable continue w. Comme cela a été fait dans le chapitre précédent, nous chercherons a
résoudre le probléme d’optimisation suivant :

min X lp1(w, p)] -

Nous nous plagerons dorénavant dans le cas ou a > b. Nous définissons la fonction

w

(6.19) fa(w) = theoa'

Pour a > 0, w > 0, c’est une fonction croissante de w et décroissante de a. En effet, ses dérivées

partielles valent :
2

of, 1sh2wa — 2wa of, w
—(w)=s——">0 —=—(w)=-—

aw( ) 2 sh?wa da () sh?wa
Le facteur de convergence (6.18) se réécrit comme

< 0.

p—falw) p—fo(w)
Ne iz

p1(w. p) = R(w,p) = [p1(w, p)|.

Notons K := [0, wy], H(p) := sup R(w, p). Enfin posons (on a un ensemble de nombres réels positifs,
K

il admet une borne inferieure)

= inf H(p).
0= Inf (p)

le probleme d’optimisation est :
(P) trouver (w*, p*) tels que R(w*, p*) = 4.

Lemme 6.8. P est équivalent au probleme de min-max suivant :

P min ( max R(w, > .
( ) pe[fa(o) fb(wN)} (,UE[O,(AJN] ( p)
De plus nous avons pour tous a, b, e positifs, § < 1.
Démonstration.
La derivee partielle de p; par rapport p est :

91 .y — L))+ efolw)) (82— fa(w) ()
op P T Flep2 1 p(fa(w) + 21y (w)) + efa(@) Fo(@)]2

Pour p < f4(0), ona p? < f4(0)f,(0) car f, est une fonction décroissante de a et p? < fy(w) fy(w) pour
tout w car f, est une fonction croissante de w. Donc pour p < f,(0), nous avons %—%(w, p) < 0 pour
tout w et donc

infsupR(w, p) > inf supR(w,p).

P>0 ek ( ) p>1a(0) ek ( )

De méme, pour p > fy(wp), NOUs avons aa—%(w, p) > 0 pour tout w et alors

infsupR(w,p) > inf supR(w,p).

P>0 ek P<fp(wn) wek
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Nous pouvons donc restreindre I'intervalle de recherche de p dans le probleme P a I'intervalle

[fa(0), fo(wn)].
Choisissons maintenant p = 1/a, puisqu’alors f,(w) > 1/b > 1/a et pour tout w dans le compact
K, nous avons donc
1

fﬁ(w)_a ) fb(w)—lla <1

p1(w,1/a) = 1 1
212 fa(w) Jte fy(w)

Ce qui entraine
J < H(1/a) =supp;(w,1/a) < 1.
w

Pour le cas symétrique (a=b), nous avons le résultat suivant :

Théoréme 6.9. Si a = b, le probleme P admet une unique solution p*, qui est donnée par I'unique racine
positive de I’équation
R(0,p%) = R(wn, p¥).

Démonstration.
Réécrivons la fonction p; en définissant une nouvelle variable :

. . 1 w
qui en vertu du lemme (6.8) varie entre xp := 3 et Xy = N__ Nous avons

- th(awN)

(P—x?
(p+2)(p+ex)

p(x,p) == p1(w, p) =

Le probléme P est alors équivalent &

(6.20) min max p(X,p).
PE[Xo, Xn] XE[Xo, XN]

p est une fonction positive. Ses dérivées partielles par rapport x et p sont :

21 9% — (x pe(1 +¢)°(p +x)
(6.21) ax X P) = (X [(ep + ) (p + &x)]*
N % o Xe(L e (p+x)
(6.22) ap(X, p)=(p—X) [(ep-l—X)(p-l—EX)]Z.

La démonstration peut se faire en 2 étapes :

1. Pour p € [Xo, Xn], g—i s’annule seulement en x = p, pour lequel p = 0. Ce point correspond donc

a un minimum. Le maximum de p en tant que fonction de x de p est donc atteint aux bornes de
I'intervalle, c’est a dire soit pour x = Xg, SOit pour X = Xy.

2. p(Xo,Xo) = 0 et d’aprés (6.22), la fonction p — p(xo, p) est strictement croissante sur I'intervalle
[0, Xn]. De méme la fonction p — p(Xn, p) est strictement décroissante sur I'intervalle [xo, xn].et
p(Xn, Xn) = 0, comme représenté Figure 6.4.
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Il existe un unique p* tel que p(Xo, p*) = p(Xn, P*). Pour p < p* le maximum est p(xy, p), et pour
p > p* le maximum est p(Xo, p). Il est minimal pour p = p*. Revenant aux variables originelles, nous
obtenons le théoreme.

|— p(x0.") p(xn. ) |

0,9

0,8

0,7 7

0,6

0,5
0,4 p*

0,3

0,2 -

0,1

0,0 LA B R L B R AL B N R R R L B
50 100 150 200 250 300
P

FIGURE 6.4: Fonctions partielles de p.

Revenons au cas a # b.

Etude du probléme d’optimisation P

Le probléme est ici beaucoup plus complexe que dans le cas symétrique. D’abord nous montrons
gu’il existe une solution. Ensuite que toute solution équioscille en au moins deux points en w. Puis
nous montrerons qu’il N’y a pas plus de deux solutions. Enfin nous établirons un série de resultats
asymptotiques prouvant I’existence et I'unité de la solution du probléme P dans les cas ci-dessous

- wNn >> 1leta,b, e fixés;

— wn >> 1ete << 1simultanément;

—enfinlecasb =«.

Commencons par le résultat d’existence donnée par le

Théoréme 6.10. (Existence) Le probléme P a au moins une solution.

Démonstration.
Soit p, une suite minimisante, c’est-a-dire H(p,) — 6. A chague p, nous associons w;, telle que
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R(wn, pn) = H(pn). Si la suite p, tend vers I'infini, puisque f, est continue bornée, on a

Pn — fa(wn) Pn — fb(wn)
—n__aTns g, L
pn + fa((Un)/E pn + 8fb((,dn)

et donc R(wn, pn) tend vers 1, en méme temps qu’il tend vers § < 1, ce qui est contradictoire. O

Nous allons maintenant établir un théoréme d’équioscillation, et nous commencons par deux
lemmes techniques.

Lemme 6.11. Soit (w*, p*) une solution optimale de P. Alors

apl %k

ap (w*, p*) # 0.

Démonstration.

apl

Remarquons d’abord que w™* est, soit un point intérieur, auquel cas %0

extrémités de I'intervalle. Calculons

(w*,p*) =0, soit une des

fa(w)
(1+¢)( + fp(w))
W1 o) = e (0 ) ()

(p+ =D y2(p 4 ety )

et vérifions par I'absurde que ( p*? — fa(w*) fy(w*)) # 0. Supposons I'inverse, nous pourrions calculer

alors
Vfa(w*) = /Ty (w*) )2
V(@) +ey/Tp(w)/ |

b= —p1(p",w") = e(

Calculons la dérivée de p; par rapporta w :

op1 1+e¢
5> (w,p)=p D(w, p),
o <p+%w))<p+sfb(w))
(623) S o[ 1P fh(w) of, b falcw) o,
(WP == e T 30 T p ey a0
P+—
Calculons D(w*, p*).
e R R (3D 3D
D((U P ): fb(w*)fa(w*) fa(CU*)+€ /r(w*)( fa(w*) - fb(w*) )
mais of
W@V 1 a
fa(lw)  w chwashwa
si bien que
0 0
o (wa) i I (' b) s
fa(w*) fo(w*)  chw*bshw*b  chw*ashw*a’
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Nous avons donc,
. 8p1
* = 0 _— * * = 0
Si w 30 (w*, p*) ,

P apl %~k
SI w #0, w(w,p)>0

Ceci nous améne déja a une contradiction si w* est un point intérieur, puisque cette dérivée devrait
s’annuler. Si w* = wp, NOUS avons :

o1 (wn, pY) = fa(wn) fo(wn) — fa(wn) < fa(wn) fp(wn) — fb(wN)> o

fa(wN)fb(wN) p* +¢ fa(wN)fb(wN)s

p* +
p1 est négatif et la fonction de w est croissante au voisinage de wy, p1(w*, p*) ne peut donc étre
un maximum local comme fonction de w. Le traitement du cas w* = 0 est plus délicat, puisque

1 . . . g
(w"=0,p" = \/—_b) est un point stationnaire. Nous pouvons calculer les dérivées secondes par rapport
a

aux deux variables, ou faire un développement limité, a I’ordre 2, ce qui donne tous calculs faits

(%01, 1 . 1 1 1

ow OV = O VO v
0201 1 - 1 . Vab — (va)® +e(vb)®
aw2<0’ /—ab) - pl(oi /—ab) 3 ( + ab+b+ \/B_I_S\/a )’
82p1 1 .

o0 O ) O

Nous avons donc

o1(w, J% +p) = (0, %)(1 —ap? — Bw? +0((7,w)?))

ou « et B sont strictement positifs. Ceci implique que dans un voisinage de (0, ), Nous avons

Vab
lo1| < |p1(0, L) , ce qui contredit le fait que & est une borne inférieure. O
Vab
Lemme 6.12. Soit (w*, p*) une solution optimale de P.
= pa(w pY)
T
a_p<‘“ . P*)

Alors pour toute, 0 < e < 1, il existe 7 > Oet ty € [0, 1] tels que, pour tout t € [eto, to], pour tout w € 1, (w*),

* * N Et
[p1(@”, P+ th)] < (1= =7)8
ol Iy (w*) = [w* —y,w* + 5] NK.
Démonstration.

p est bien défini grace au lemme 6.11. Fixons t > 0. Par la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la
fonction p; en une variable p, il existe 6 €]0, t[ tel que

* ~ * _a * ~
p1(w, p* +1p) = py(w, p )+tpa%(w,p +0p)
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ce qui se réécrit

* - * _a *
p1(w, p* +tp) = p1(w, p¥) +tpa%(w :

Remplagons p par sa valeur

* ~ * * a * ~ a * *
p1(w, p* +tp) = p1(w, p*) — tor (w*, p )+tp(%(w p +6p)—a%(w "))

p1<w,p*+tﬁ>=<1—t>p1<w,p*>+tr‘><%—%<w,p*+ep>—%—(w 0)) + t(o1 (@, *) — pa(w”, p*)).

Définissons
% ap * ~ a % * * *
{(w—w'w) = B2 (@,P" +0P) = (@', P")) + (pr(w, P) = pa(w’,P)
¢ est une fonction continue de deux variables, donc uniformément continue en w sur tout compact.

Ve, 3y, sup |f(w—w*,w)| <ed/2.

wely(w*)
Fixons to €]0, 1[. Alors pour toutt € [0, to], on a
lo1(w, p* +tp)| < (1 —t+eto/2)4,
ce qui conclut le lemme si I'on choisit t € [eto, to]. O

Theoreme 6.13. Si p* réalise I'infimum, alors il existe au moins deux points wyj, w; dans K tels que
R(wi, p*) = R(w;, p*) = H(p") = 4.

Démonstration.

La preuve est par I’'absurde : en supposant qu’il n’y a qu’un point w*, nous allons construire p tel que
H(p) < 4.

sup o1 (w, p*)| <6
wek\ I, (w*)

Ensuite, par continuité, il existe un voisinage fermé U de p* tel que pour tout p dans U on a
sup  [p1(w,p)| <6

wekK\ I, (w*)

et
sup [p1(w,p)| = sup |o1(w,p)|

weK wely(w*)

Pour ¢ suffisamment petit, il existe t € [eto, to] tel que p* + tp € U. Donc

sup [p1(w, p* +tp)| = sup |pi(w, p*+1tp)]
wekK wely(w*)
<(1- ﬂ)(5 <6
d’aprés le lemme 7.8. Ce qui contredit la définition de p*. O
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Nous allons examiner géométriguement le probléme de minimisation. Pour cela, nous définissons

Ona
fa(w)  thwb

fb (CU) ~ thwa

. . . b . thwpnb
qui est une fonction croissante de w, de — a
a thwyna

Y/X =

< 1. L’ensemble £(4) = {R(w, p) < 6} est caracté-

risé par
X>0, Y>0,

1 Y+e|—
X4 Y +e
S

X-1 Y-1 <5

Il est constitué de deux partie limitées par deux hyperboles :
)
E1(6) 1 (1—=6)(XY+1)—(1+ E)Y —(146e)X <0
£(5) © (14 8) (XY +1)— (1— g)v —(1—de)X > 0.

Nous notons #;j(J) les deux hyperboles définies ci-dessus, que nous pouvons réécrire sous forme
standard, pour identifier leurs asymptotes.

5
14—
Hi(0): (X=1=5)(Y - 1;:‘;8) — (1_‘55)2(\/E+ 1/\/€)? =0
5
1-< _
Ha(6) (x—1+§)(Y—11+‘;8)+(1f5)2(\/5+1/\/§)2=o.

Nous noterons géographigquement les branches des hyperboles : # N(5) et #)(6) sont les branches
nord, 13 (6) et H3(d) les branches sud. Les hyperboles se coupent au point (1, —¢) et (—1/¢,1). La
figure 6.5 représente le domaine pour ¢ = 0.1 et § = 0.05. Le domaine est délimite par I’extérieur des
WN b

< 1. Nous
tth a

. . b
hyperboles. La droite D, correspond a w = 0, sa pente est 3 la pente de D, est

appelons trajectoire 7 (p) une courbe dans le plan (X, Y) définie par
X =X(w,p), Y=Y(w,p).

Lemme 6.14. 1. Le long d’une trajectoire, X et Y sont des fonctions positives et décroissantes de w.
2. La trajectoire est concave.
3. Deux trajectoires correspondant a des parametres p distincts ne se coupent pas.

4. HY est située au-dessus de la droite Y = X.
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€=0.1, 6=0.05
10 T T T T

6 H M IH{\I D2 E

D,

-10 -5 0 5 10 15
X

FIGURE 6.5: Représentation du domaine £(J) pour ¢ = 0.1 et § = 0.05.

Démonstration.

La premiére assertion vient de ce que f est une fonction croissante de w, la deuxiéme du calcul suivant.
Notons F la fonction définie par F(x) = th(x)/x. On a alors X = paF(wa),Y = pbF(wb). Calculons

X'Y” — XY’ = p2a?b?(b F' (wa)F”(wb) — aF' (wb)F”(wa).
La trajectoire est concave si et seulement si cette quantité est négative, si et seulement si pour tout w,
whb F'(wa)F”(wb) — waF'(wb)F”(wa) < 0.
Puisque b < a, ceci est réaliseé si la fonction

XF”(x)
F'(x)

X =

est décroissante. Calculons

XF”(x)  2(sh(x)ch(x)? —sh(x)x? — xch(x))
F(x) (sh(x)ch(x) — x)ch(x) '

Un calcul maple nous a montré que cette fonction est effectivement décroissante. La troisieme assertion
vient de ce que f est une fonction injective de w, la quatriéme repose sur le calcul suivant. Si H, coupe
la droite Y = X, c’est en le point défini par I’équation du second degré

L )
T e 10
=) =

)+ (1f5>2(\/5+1/\/5)2:o
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Calculons Xy — (X1 + X2)/2, ou Xg est I'abscisse du centre de I’hyperbole, X; et X, les deux racines de
I’équation précédente. On a

5 &-1
Xo— (X +X2)/2 = —— 0.
0 — (X1 4+ X2) 115 e <
S’ils existent, les deux points d’intersection sont donc sur la partie sud. O

Si I'on trace les hyperboles pour 6 = §*, une trajectoire optimale doit partir d’un point de D, se
diriger vers le sud-ouest en restant entre les hyperboles, et atterrir sur D,. La partie HY n’intervient
donc pas. D’apres le théoréme précédent, la trajectoire doit toucher les hyperboles au moins deux fois,
et si ce n’est pas en une des extrémités, la trajectoire doit étre tangente a I’hyperbole en ce point. Ce
qui traduit le fait que le maximum en w de p est soit en I'une des extrémités de I'intervalle, soit en
un point ou la dérivée s’annule. Jusqu’ici, hous n’avons pu établir le nombre de zéros intérieurs de la
dérivée de p; (7.16).

Théoréme 6.15. Le probléme P a au plus deux solutions.

Démonstration.
Nous avons plusieurs cas.
1. La droite D, est au-dessus de 7—[§ La seule trajectoire optimale possible relie P a F.

2/ ’
N N—— *
- v
=

FIGURE 6.6: Représentation du cas 1

2. La droite D; coupe 3, mais D, est au-dessus.



o
-
(V)

@ T

FIGURE 6.7: Représentation du cas 2

Distinguons les segments d’ou peut partir la trajectoire : depuis le segment dont p est I’extrémité
droite, la seule trajectoire optimale possible 7; relie p a F,. Partant de P3 une trajectoire optimale,
notée 73, peut soit

a- aller directement a F,
b- étre tangente a H, (en un nombre de points non défini), et atterrit au-dessus de F;.

Maintenant si une trajectoire partant d’un point sur le segment [p, P3[ cohabite avec 73, elle doit
étre en dessous de 73. Dans I’hypothése a) elle doit arriver sous F3 ce qui est impossible. Dans
la deuxiéme hypothése, elle devrait passer sous la tangente, ce qui est impossible aussi. Donc
si T3 est trajectoire optimale, c’est la seule dans la partie haute. Sinon, soient deux trajectoires
partant dans le segment ouvert |p, Ps[, elles doivent étre toutes deux tangentes a #, ce qui est
impossible, sinon elles se couperaient. Donc il ne peut y en avoir qu’une. Maintenant pour la
méme raison, aucune trajectoire de ce type ne pourrait cohabiter avec une trajectoire partant de
p. On n’a donc que deux possibilités, 7; ou une trajectoire partant d’un point du segment [p, P3].

3. Les droites Dy et D, coupent 7—[§ On a toujours les mémes possibilités. Notons que dans les deux
cas illustrés graphiquement, la trajectoire 7; semble impossible, car p est au-dessus de p, mais
nous n’avons pu prouver ce fait.

O

Examinons maintenant les équioscillations de p; (-, p). Pour représenter les dessins suivants, nous
avons calculé la solution optimale avec I'algorithme fminsearch de matlab, puis représenté les courbes.
a, b, e fixés, wy croit au fil des figures.
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FIGURE 6.9: equioscillation entre 0 et w = wy
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0,003

0,002 —
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FIGURE 6.10: equioscillation entre 0 et w = w

0,004 —
0,003 -
0,002 -
0,001 —
T

0

De ces courbes nous pouvons conjecturer qu’il existe une valeur de wy pour laquelle w = wy ,
et une valeur wy pour laquelle p equioscille en 3 points 0, w, wn. Pour wy > wy, il y a une seule
solution, caractérisée par I’équioscillation en 0 et wy. C’est pourquoi nous étudions le probléeme P
de facon asymptotique et nous montrons qu’il admet une unigque solution puis nous en donnons un
équivalent. Ceci fait I’objet des lignes qui suivent. Tout d’abord, nous énong¢ons deux lemmes qui nous

seront trés utiles dans cette démarche.

1

T T

2

w
o ]

3

1
4

4_

o o

Ro o o

>

/O’MW FHHFI £224

0o ot %o %

3
y 2
Wﬂ"j
0

_1_

4 6
wN =4, p~341 6~59107°

2

FIGURE 6.11: equioscillation entre 0, w = w et w = wy
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Lemme 6.16. Soient fy, f,, g; et g» des fonctions continues et positives sur IR, K un intervalle compact de IR.
Supposons que p; > 0 est un point minimum local strict de

p—fi p—or
H(p) =
») Hp-l-fz p+02

Le(K)
avec H(p;) < 1 et pour tout w dans K,

p; — fi(w) p7 — 01(w)

> —H(p7).
or T o) Pl Faaw) ~ D)

(6.24)

Alors p7 est I'unique point minimum global de H.

Démonstration. Nous faisons une démonstration par I'absurde. Notons 6* = H(p}) et supposons qu’il
existe un autre point minimum local p;* tel que H(p7*) < 4*. Nous avons alors

(p1" = fu(w)) (p1" = g1(w)) <67 (p1" + f2(w)) (P1” + G2(w)),

pi* —f1 pI" — 01

— H(p** <5*’
pi*+ f2 pi*+ 02 (P1) <

L(K)

ainsi pour tout w dans K on a

i.e
(6.25) (1—0")py* — (fr(w) + 01(w) + 8" fo(w) + 8" g (w)) P3*

+ f1(w) g(w) — 6" f2(w) g2(w) < 0.

Le polyndme du premier membre de (6.25) admet deux racines réelles que nous notons X;(w) et
Xz2(w), car sinon I'inégalité (6.25) ne serait pas réalisée. Ce qui implique alors que pour tout w dans
K, nous avons X;(w) < p;* < Xp(w). De fagon analogue nous avons pour tout w dans K, X;(w) <
p; < Xz(w). Par conséquent pour tout t dans I'intervalle [0, 1] et p(t) = tp;* + (1 — t)p}, nous aurons
X1(w) < p(t) < Xz(w). Ce qui signifie que

P(t) — fi(w) p(t) —qi(w) _ o

(6.26) p(t) + f2(w) p(t) + g2(w) —

L’hypothese (6.24) se réécrit
(6:27) (1+6")p™ + (—a(w) — g1 (w) + 5" f2(w) + 87 go(w)) P*

+ f1(w) 9(w) + 6" f2(w) g2 (w) > 0.

Considérons maintenant le discriminant A(w) du polyndéme du premier membre de I'inégalité (6.27)
et notons

0O = {w,A(w) < 0},

0y = {w,A(w) > 0}.
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Si w appartient a )4, on a pour tout p positif
(6.28) (14 0")p? 4 (—f1(w) — ga(w) + 6" f2(w) + 6% g2(w)) p

+ f1(w) g(w) + 6" fa(w) ga(w) > 0.

Notons alors pour tout w dans Qy, Ty (w) et Ty (w) les deux racines du polynéme du premier membre
de (6.27). Alors pour tout w appartenant a Qp, on a p; < T1(w) ou To(w) < p;. Posons a présent

Oy ={w € Oy, p; < T1(w)},

oy = {w € 0y, p{ > Tz(a))}

Puisque ), est un ensemble compact, alors il existe wjy, wy appartenant a ), tels que
Ti(wy) = in(llc Ti(w) et To(wp) = sup To(w). Ceci entraine To(w2) < pf < Ti(wi). Nous pouvons
welly wEng

p; — fi(wi) p1 —gi(wi)
pt + f2(w1) Py + 92(w1)
nous avons p; # Ta(w2). Ainsi p; < irp}c Ti(w) et p; > sup T2(w), et il existe ty tel que pour tout t
welln wesz
appartenant a [0, to], sup T2(w) < p(t) < inf Ti(w). Ce qui entraine
wEng WEQZI

remarquer que p; # Ti(ws1), sinon on aurait = —¢*. Pour la méme raison

p(t) — fi(w) p(t) — g1(w) .
(6:29) p(® + L(@) pO) Foaw) ~

De (6.26) et (6.29) on déduit H(p(t)) < H(py) et It|n(1) H(p(t)) = H(p?), ce qui contredit le fait que
ﬁ
H(p%) est un minimum local strict. 0

Lemme 6.17. Soient f1, fz, g1 et gy des fonctions continues et positives sur IR, K un intervalle compact de R.
Supposons que p; > 0 est un point minimum local strict de

i p—
L=(K)

p+f p+o

avec H(py) < 1et pour tout w dans K, il existe un réel positif 77 tel que pour tout p dans I'intervalle [p}, p} + 7]
nous ayons

p— fi(w) p—01(w)
p+ f2(w) p+ g2(w)

Alors p; est I'unique point minimum global de H.sur Iintervalle [p;, ).

(6.30) > —H(p1).

Démonstration. Nous raisonnons par I’absurde. Nous supposons qu’il existe un autre point minimum
local pi* tel que H(p7*) < H(py) ot pi* € [p;, o). Posons p(t) = tpi* + (1 —t)p;. Avec une démarche
strictement analogue au lemme (6.16), on a

p(t) — fa(w) p(t) —g1(w)
p(t) + fa(w) p(t) +G2(w)

Selon les hypotheses, il existe tq tel que pour tout t dans I'intervalle [0, to] nous ayons

(6.31) < H(p}).

p(t) — fi(w) p(t) — gi(w) .
p(t) T f2(w0) P(t) + G2(@) —H(pi).

(6.32)
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Les inégalités (6.31) et (6.32) entraine I'inégalité
H(p(t)) < H(p1)
qui constitue une contradiction car p; est un point minimum local strict de H. O

Les lemmes permettent de montrer une séries de résultats. Dans le théoréme nous nous intéressons
au cas wy > 1 et a,b et ¢ étant fixés ot nous montrons I’existence et 'unicité de la solution du
probleme P, puis nous donnons un équivalent du parametre optimisé et du taux de convergence.

Théoréme 6.18. Pour wy > 1, le probléme P admet une unique solution notée p7, qui est donnée par la racine
positive de
01(0, p1) = p1(wn, P1).

al4+eb !
De plus si nous notons ¢, = 11 nous avons asymptotiquement
1
pi ~ Cp wi
et )
Cp(l+e¢ _1
max_[py(w,pp)] ~1— T
wel0,wn] S

Démonstration. On a nécessairement

max lo1(w, p)| = max {[o1(0, p)[, [p1(w, P)|, |p1(wn, P)[}

wel0,wy

.- Jd . , . . R .
ouw € < w, %(w, p) = 0}. Partant de ce fait, la démonstration s’effectue en six étapes a savoir :

4 trouver d’abord pj solution de p1 (0, -) = p1(wn, -) pour en déduire p3;
4 calculer la valeur de p; (wn, p7);

4 trouver w solution de %(-, pr) =0;

4 calculer la valeur de p;(w, p7);

¢ Comparer p;(wn, py) & p1(w, py) pour en déduire [[o1 (-, P7)|[ (k) :

4 Montrer que p; est un point minimum local de H afin de conclure avec le lemme 6.16 que p; est
I'unique point minimum globalde H.

4 Solutions de p;(0,-) = p1(wn, ).
Nous cherchons d’abord les solutions de p1(0, ) = p1(wn, -), c’est a dire

p—"fa(0) p—f(0) p—fa(wn) p—fy(wn)

(6.33) = :
1 1

Comme lim f,(w) = a ! et lim fy(w) = b~?, on déduit de (6.33)
w—0 w—0

p—a' p—bt I falwn) p— fo(wn)
1 p-l—sb_l p‘f’lfa(wN) p+€fb<CUN)
&

(6.34) 1
p+za
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Si on développe et réduit (6.34), il vient

. . ] b1 -1
(6.35) <—a 1 _¢b l+wN(th(a];uN) + th(wa))>p2+ (wN<€_1)<th(awN) - th(awa)>>P

WN
- “’N( th(awn ) th(bw )

Nous allons développer les coefficients de (6.35). En effet pour wy > 1 (6.35) équivaut a

(at+ebt) + (ab)l(th(ale) + th(bsz)) ) =0.

(6.36) 1+e)p?+(e—1)(bt—a)p—(at+ebHwy =0

Si nous appelons p7 la solution positive de (6.36), alors p; ~ Cp\/wn.
4 Calcul de p1 (0, p7).
Calculons alors p1 (0, pt) avec p; ~ Cp /wn.

pi—a! pi—b!
11 piteb™
&

(6.37) p1(0, p7) =
pT +

p;® —pi(at+b?)
;2 + p; ((ea) 1 +eb-1)

(6.38)

1+e

*
1

Puis finalement en développant (6.38) nous avons p1(0, p;) ~ 1 — (b*1 + (sa)*l) , Ou de

facon équivalente

1+e (1+4¢)?

Cp

_1
2
N -

_1
p1(0, p) ~ 1= == (b71 4 (ea) 1) it =1-Cy

4 Solutions de I’équation %(w, py) = 0.

Ce qui revient a chercher les solutions de

fo(w) — pi 9fa fa(w) = p; 3fy

(6.39) &Pt T falw) @(w) + e @(‘U) =0.

Appelons ces solutions w. Pour réaliser (6.50), on a nécessairement
fo(w) = p1 = fa(w).

Supposons que w ~ Cy, w'Ny“’ (7w peut étre négatif.) En remplacant dans (6.50), il vient
w

— > Cpyfan >

th(wb) th(wa)’

puis

Ceci entraine que 1, est strictement positif. il s’en suit que f,(w) ~ C,, wz“’ et fy(w) ~ Cpwy®.

Finalement w ~ Cp\/wn.
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4 Calcul de p;(w, py).
Désignons par C; C, et C3 des constantes positives. Faisons & présent les hypothéses suivantes :

{fb(w) — p{ ~ C1 lel

pi — fa(w) ~ Crwff

(6.40)

N 1 -
ou 1,72 < > et évaluons le facteur de convergence en w. Alors

p1 — fa(w) fo(w) —p1

(6.41) o1 (w, p1)| = =S
L 1. 0 py+efy(w
p1+gfa(w) P1 b( )
puis avec (6.51),
_ Cow]? Ciwlt
(642 e@pi)| ~ =
Cp wN<1—|——> pVn (14¢)
&
ou encore
. —1
(6.43) lo1(@, p})| ~ Cowt 727,

¢ Calcul de [lo1 (-, P}l ()
Nous avons

o1 (- PO [l Loy = Max {p1(0, p1), |p1(w, P)[, p1(wn, P1)}

= 0p1(0, pT) = p1(wn, p1) >> |o1(w, p1)]-

4 minimum local de H.
Prouvons a présent que p; est un point minimum local de H. Comme

H(p1) = max{p1(0, p1), pa(wn, P1)}

> |o1(w, p1)l,
alors il existe un réel positif 77, tel que pour tout p dans [p} —#1, p; + 71,
H(p) = max{p1(0,p), pr(wn,P)} .

Nous voyons que :

fa(0)
(1+¢) (22 + 1(0)
2 (0,p) = . )

(i~ 1a(0) £5(0)) >0

* f 0 ? *
(pi+ 2 (i + et
puisque p;° — f,(0) f(0) ~ C3wn — (ab)~* > Oet

fa((UN)
(1-|'€) 7+fb(wN)
W (o, ) = G )

» o
i (pi+ ) (o1 + eta(n))?

(pf— fa(wn) fb(wN)> <0
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puisque p{z — fa(wn) fp(wn) ~ C%wN —w? < 0. 1l existe donc un réel positif 7, tel que pour

tout p dans [p} — 72, P} + 772],
8p1 8p1
Si nous posons 7 = min {#1,%2}, alors pj est un point minimum strict de H sur Iintervalle
[p1 — 71, P +17l.
O

Nous pouvons ensuite généraliser le résultat précédent au cas ot wy > 1, ¢ < 1 avec a et b étant
fixés pour obtenir le

Théoreme 6.19. Pour wy > 1 et e < 1, il existe une unique solution p; du probléme P qui est donnée par
I’unique racine positive de

p1(0, p1) = p1(wn, P1).
De plus on a asymptotiquement

pr ~ /(@ twn)

et (C désigne une constante positive)

r -1
1-— (Eal si py > (ea) !,
P1
max |o1(w, pt)| ~ { eap; si p; < (ea)7?,
we0,wn]
1 . * o~ —1
1—|——C Sl pl ~ (Sa) .

Démonstration. On a nécessairement

max ]Ipl<w, p)| = max{]p1(0,p)[, [o1(w, p)[, [o1(wn, P)[}

wel0,wy

.- d . , . . R .
ouw € {w, %(w, p) = 0}. Partant de ce fait, la démonstration s’effectue en six étapes a savoir :

4 trouver d’abord p; solution de p1(0,-) = p1(wn, -) pour en déduire pj;
4 calculer la valeur de p1(wn, p7);
4 trouver w solution de ?(-, pr) =0;

w
¢ calculer la valeur de p; (w, py);

¢ Comparer p;(wn, py) & p1(w, py) pour en déduire [[p1 (-, P7)|[ (k) :
4 Montrer que p7 est un point minimum local de H afin de conclure avec le lemme 6.16 que py est
I’'unique point minimum globalde H.

¢ 01(0,-) = p1(wn, ).
Nous cherchons d’abord les solutions de p1(0, ) = p1(wn, -), c’est a dire
P—fa(0) pP—f(0) _ p—falwn) P—fo(wn)
1 fy(0) 1 f '
p_|_gfa(0) p+e b( ) p+gfa(wN) p+e b(CUN)

(6.44)
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Comme lim f,(w) = a et lim fy(w) = b~?, on déduit de (6.44)
w—0 w—0

p—al p-b?t p—fiwn) p-—fo(wn)

- f
p+a 1 p+eb p+gfa(wN) p+efp(wn)

Si on développe et réduit (6.45), il vient

_ _ 1 e b~ a”!
(6:46) (_a T Oy th(wa))> Pt (wN(e - 1><th(aww) - th(wa)>> P

1 €

w
T thiawn) T Thbon)) )=o

— wn ( th{awn)th(bwn) (@t +eb™t) + (ab) 7 (

Nous allons développer les coefficients de (6.46). En effet pour wy > 1 et e < 1 (6.46) équivaut a
(6.47) pPP+(@at-b Hp-wnal=0.

Si nous appelons p7 la solution positive de (6.47), alors p; ~ \/a~lwy.
4 Calcul de p;(wn, PY)-
Calculons alors p1(wn;, p7) avec p; ~ /a~twy.
pi — fa(0)  p1— f(0)
L 1 T+ efy(0
p1+gfﬁ<0) p1+‘c’ b( )

(6.48) p1(wn, PT) =

py?

(6.49) ~ .
pi’ + pi(ea)

Puis finalement en développant (6.49) nous avons 3 possiblités (C désignant une constante posi-

tive)

(ea) *

Pi

— Si p; > (ea) 1, alors py (wn, pf) ~1—
- Si p; < (ea) 7L, alors p1(wn, p}) ~ €ap;.

— Si py ~ (ea) 1, alors p1 (wn, pt) ~ iTc
8p1

4 Solutions de I’équation $<w’ p;) = 0.

Ce qui revient a chercher les solutions de

fo(w) — p; ofa

(6.50) m @((U) +

fa(w) — DI %
p; +efp(w) ow

(w) =0.
Appelons ces solutions w. Pour réaliser (6.50), on a nécessairement
fo(w) = p1 = fa(w).

Supposons que w ~ C,, w'Ny“’ (7w peut étre négatif.) En remplacant dans (6.65), il vient




puis

Yw Yw
% > valwy > %
th(bCyp w @) th(aCy w )

Ceci entraine que 7y, est strictement positif. il s’en suit que fa(w) ~ Cy, wy® et fy(w) ~ Cop wy®.

Finalement w ~ v a lwy.
4 Calcul de p;(w, py).
Faisons a présent les hypothéses suivantes :

{fb(a_)) —-p; ~Ciwf

(6.51) _
p; — fa(w) ~ Crw

N 1 -
ou y1,72 < 5 et évaluons le facteur de convergence en w. Alors

1 — fa(w) Fo(w) —pi

(6.52) o1 (w, p1)| = =5
1 _ *
pi + < fa(@) P T ER()
puis avec (6.51),
_ Cy w? Cywt

(6.53) lp1(@, p7)| ~ 2 N ,

a—Llwn + % fatwy Valwnt+evaloy
ou encore

- 1 e

(6.54) lo1(@, p})| ~ Co ot T 72

(1+e)*
Enfin en développant (6.54) pour wy > 1

_ -1
(6.55) 01(@, )| ~ Caecogt T2 4,

¢ [loa (Pl o)

Nous étudions [p1(-, PT) | « (k) dans les 3 cas suivants :

-1
a
— pour pt > (ea) %, p1(wn, p7) ~1— % Nous avons alors
1

loaC Pl = max{os(0,ph). Ipa(@.pi)]. pa(eon. pi)}

= 01(0,p1) = pa(wn, p1) >> |p2(w, )l

— pour pi < (ea)~1, p1(wn, p;) ~ eap;. Nous avons alors

lor( P llLoy = max{p:(0,p1), [p1(w. p1)|, pr(wn, pi)}
= p1(0,p1) = pr(wn, P1) >> |pa(@, p1)]-
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1
— pour p; ~ (ea) L, p1(wn, P7) ~ 11 C Nous avons alors

o2 (P [[Ley = mMax{p1(0,p1), [p1(w, p1)[, pr(wn, PT)}
= 01(0,p1) = p1(wn, p1) >> [p1(w, p71)]-

Finalement
o1 (- PT) Loy = max{p1(0,p1), [p1(w, pT)|, pa(wn, p1)}

= p1(0,p1) = pr(wn, P1) >> |or(w, p1)l-

4 minimum local de H.
Prouvons a présent que p; est un point minimum local de H. Comme

H(p1) = max{p:(0,pi), p1(wn,p1)}

> |pr(w, p1)l,
alors il existe un reel positif 77; tel que

H(p) = max{p1(0, p), pr(wn,P)}, VP € [pT — 1, PI + 1.

Nous voyons que :

fa(0)
£
2

(pz+ fa(o)) (91 + €6, (0))2

s

- (1+e) - fb(o))

$<0, pr) =

(p{2 — £,(0) fb(O)) >0

-1

puisque p;? — f4(0) f,(0) ~ a twy — (ab) ™ >0

et

fa(wN)
(I4e) ( —— + fp(wn)
%(WN,PT): ( - >

] 2
i <pi+ fa(‘:”) (P} +efo(wn))”

1

<p’{2 — fa(wn) fb(wN)> <0

puisque p3? — fa(wn) fo(wn) ~ a twn — wd < 0. Il existe donc un réel positif 17, tel que

P 9 . .
3%(0, p) >0 > a%(wN, p) Vp € [P} — 12, P} + 12

p; est alors un point minimum strict de H sur I'intervalle [p; —#, p7+ 7] oun = min{y, 72} .

Revenons au cas qui a motivé ce chapitre.
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Etude du probleme d’optimisation 75 pourb=c¢

Théoréme 6.20. Pour b = e et wy ~ Ce™ 7 avec v > 2, il existe une unique solution py du probleme P qui est
donnée par I’'unique racine positive de
p1(0, p1) = p1(wn, p1),
et on a asymptotiquement
-1
* —‘ a " +1 %—1.

pi~4/(@14+1)Ce72 et max |pi(w,py)|~1— €
we[0, wy] C

Siwn = Ce 7avecl <y < 2, alors le probleme P admet une unique solution donnée par I’'unique racine
positive de

p1(0, p1) = p1(wn, P7),
et on a asymptotiquement

pp~et et max |pr(w,pi)|~ Cet.

Démonstration. On a nécessairement

max \pl(w p)| = max {|p1(0, p)|, |p1(w, p)|, |p1(wn, P)[}

wel0,w

- 0 . N -
ol w € {w %(w p) = } De ce fait, pour chaque valeur de «y considérée, la stratégie qu’on adopte

ici consiste a trouver d’abord p; solution de p1(0,-) = p1(wn, -). Ensuite, la démonstration s’effectue
en cing étapes a savoir :

4 calculer la valeur de p; (wn, p7);

4 trouver w solution de gpl( py) =
¢ calculer la valeur de p; (w, py);
¢ Comparer p;(wn, py) @ p1(w, py) pour en déduire ||o1 (- P7) | ok ;
4 Montrer que p7 est un point minimum local de H afin de conclure avec le lemme 6.16 que py est
I’'unique point minimum globalde H.
Nous cherchons d’abord les solutions de p1(0, ) = p1(wn, -), c’est a dire

p—fa(0) p—1H(0)  p—falwn) p— fy(wn)

(6.56) = :
1 f. (0 1 f
p+21a(0) PHERO) gy D) PHER(ON)
Comme Iimofa(w) —altet ||m0 fo(w) = b~1, on déduit de (6.56)
w—r w—r

6.57) p—a?® p-bt ~ p—fa(wn) p— fr(wn)
. T — = 1 - .
p‘f‘ga 1 p+8b p+gfa(wN) p+€ b(CUN)

Si on développe et réduit (6.57), il vient

_ ~ 1 £ b+ a!
659 (=5~ ten s ) )P (4 (i )

1 I3
(htawn) * thiban) )=o

(UN ( 1

(i &)+ (@)
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Si on fait b = ¢, dans (6.58) on a

B 1 e et a
(6.59) <—a oLt on (th(awN) - th(sz))> P+ (WN<€ -b <th(awN) - th(sz)>> P

1 €

i th(awn) + th(sz)) ) =0.

- ‘“N( th(awn ) th(ewn)

(a4 1) + (ae)*(

Appelons p7 les solutions de (6.59) et supposons p; ~ Cpe_'VP (dans I'expression de p7, seul le terme
dominant en ¢ nous intéresse ) et wy ~ Ce~7 (y > 1) et développons (6.59)

(6.60) (C€_7 +Cel™ 7 —al— 1) CSE_Z'YP +(e—1) <Cs_l_7 — a_le_V) Cpe v
(a1 +1)C%27 1 (ae)~? <c8*7 + CsH> —0.

Les termes dominants de I'égalité (6.60) sont : ¢ 7 27°, ¢~ 1=7=70 et ¢727, Pour réaliser donc I’égalité,
nous devons équilibrer ces termes. Nous sommes donc dans deux cas de figures. Soit les termes en
€772 et £727 s’équilibrent en dominant le troisiéme terme; soit les termes en e 727 et ¢ 177
s’équilibrent en dominant le troisiéme terme.

— Premier cas .

2

Soit nous awvons donc —y—2yp,= -2y & yp = > Il nous faudra alors imposer
—1—9—9p> —27, ce qui entraine la condition 7 > 2. Nous avons de plus fyp:% et

CCh=(1+a 1)C? douCp=/C(1+al).

¢ Calcul de p;(wn, p7).

_
Calculons alors p; (wn;, p7) avec p; ~ /C(1+a 1) e 2

pi — fa(wn)  pT — fo(wn)

(6.61) p1(wn, P1) =
1 T+ ef
P+~ fafaon) PLT TN
T T
(6.62) Cpe 2 -Ce= 7T Cpe 2-Ce 7
.02 ~ .

T T
Coe 2+Ce 177 Cpe 24cCel =7

Puis finalement en développant (6.62) pour ¢ < 1,

g 2 g4
Ch = C, = 1,
(6.63) p1(wn, PT) ~ (CpEZ 1) (1 %’82 ) :
i.e
Y
Cp, - —1
(6.64) pr(wn, py) ~ 1= e



¢ Solutions de I’équation %(w, p1) = 0.

Ce qui revient a chercher les solutions de

fb((U) — p{ afa fa(C(J) — p{ afb .
663 ep; = folw) 2w ) rew) 0w 7O

Appelons ces solutions w. Pour réaliser (6.65), on a nécessairement
fo(w) > p1 > fa(@w).

Supposons que @ ~ C, e~ T@(vy,, peut étre négatif.) En remplacant dans (6.65), il vient

—Y
w — w
>Cpe 2 > ,
th(wb) = " = th(wa)
puis
_ —Y _
Y — Y
Coe 7@ > Cpe 2 E—Cwe ¢ .
th(C, el =~ Tw) th(aC, e~ Tw)
Comme ﬂ Coe 7, 0na x > Montrons que > 1. Supposons le contraire
th(aC, e~ 7v) « ' 2~ Y- que 7w - =Upp '
Co e Tw

N . . N _ - - .
c’est a dire ¢, < 1. Ce qui entraine ~e > Cpe 2, et par voie de conséquence

th(Cy el = Tw)
2 > 7, ce qui est en contradiction avec I’'hypothése v > 2. Il s’en suit que fy(w) ~ C, e~ Tw et
fo(w) ~ Cye 7. Finalement w ~ Cpe?.

4 Calcul de p;(w, p7).
Faisons a présent les hypotheéses suivantes :

{fb(a?) —p; ~Cie ™,

DI - fa<a_1) ~ Cpe 2,

(6.66)

ou 1,72 < % et évaluons le facteur de convergence en w. Alors

i~ 1a(@)  1o(@) — pi
1, - x )’
pi + - fa(@) PLT M)

(6.67) lo1(w, p1)| =

puis avec (6.66), hous avons

- ngilyz Cl‘c’*’)/l
6.68 0f)| = ,
Cpe 2 +-Cpe 2 Cpe 2 +¢eCpe 2
ou encore
(6.69) p1(@, p?)| = Cae¥ —(Mm+72) &

(1+¢)?

110



Enfin en développant (6.69) pour ¢ < 1

(6.70) lo1(@, pp)| ~ Cqe?¥ T1— (1 F 72),

¢ Calcul de la [|o1 (-, P7)|l () -

Finalement
o1 (- PO [l Loy = Max {p1(0, p7), [pa(w, p1)[, pr(wn,p1)}

= 01(0,p1) = pa(wn, p1) >> |pa(w, 1)l

4 minimum local de H.

Prouvons a présent que p; est un point minimum local de H. Comme
H(p1) = max{p1(0, p1), p1(wn, P1)}
> |pa(w, p7)],
alors il existe un réel positif 77; tel que
H(p) = max{p1(0,p), pr(wn,p)}, VP € [Py — 71, PT+11].

Nous voyons que :

301 (1+e) fa£0>+fb(0)>
Sa 0.0 = O (p” = 12(0) £5(0)) >0
<pf+ ” > (P +¢fy(0))?

puisque p;° — f2(0) f,(0) ~ C2e7 — (ae) > > Oet

fa(ﬂ]N)
(1+e) | —— + fp(wn)
P (o, ) = (™ )

» o\
" (pi+ =) (o1 + eto(con)?

(p;2 — falwn) fb(wN)> <0

puisque p;° — fa(wn) fp(wn) ~ C2e™” — C2e 27 < 0. Il existe donc un réel positif 77, tel que

a a * *
aLpl(O, p) >0> aipl(wN,p) Vp € [pf — 172, P1 + 12

p; est alors un point minimum strict de H sur I'intervalle [p; —#, py + 7] ouy = min{n, 72} .

— Deuxiéme cas .

La seconde possibilité de réaliser I'égalité (6.60), consiste a avoir —y — 2y, = —1 —y — 7, OuU
encore vp = 1. Il nous faut de plus imposer que —2y > -1 -9 — 7y, = —2 —,i.e v < 2. Nous
avons ainsiyp =1etCC,=C Cg ou Cp = 1. Le parametre optimal p; se développe donc comme

py ~e L.
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4 Calcul de p; (wn, p7)-

Calculons le facteur de convergence p; (wn, p;) avec p; ~ ¢t

p; — fa(wn)  p1 — fy(wn)
.1 T eh(wn)’
p1+gfa<wN) Py e b(wN)

p1(wn, PT) =

el —Ce™7 et —Ce™ 7
eliCe1-7 etqpcel =7

Ce™V—¢t Ce™V—¢t
eltCe =7 etypced =7

(6.71) ~

Puis en développant (6.71) pour ¢ < 1, nous avons

(6.72) o1(wn, P ~ <s - %) (1 - %) (Csl_”Y - 1) (1—Cce ).

Finalement

(6.73) p1(wn, py) ~ Ce* 7.

L’étape suivante consiste a calculer les solutions de %(-, p;) = 0. Mais avant regardons le

terme suivant du développement de p} en e c’est & dire posons p; = ¢ 1+ p1e~ 77, Faisons

i 1 . . S
une petite remarqgue : nous savons que —— — 1. En effet si nous considérons la fonction a

th(x)
. 3 X e % 2e % 2 .
variable réelle f(x) = —— —1,0na f(x) = = , et pour tout entier naturel
. ( ) ex + e—X ( ) eX + e—Xl e2X -1 p
X
n, lim = 0.0n nc écire formellement —— =1 ”x*™). Avec I'h hé
im 0. On peut donc écire formelleme tth(x) + O( ). Avec I’hypothese

wn = Ce~7, développons a nouveau I'égalité p1 (0, p7) = p1(wn, p7) par rapport a ¢, il vient

(6.74)

(eceeroanoa) (o)

+(e—1) (C£_1_7 - a_1Ce_7) <£_1 + 516_7'))
— (a1 4+ 1)C227 4 (ag)~? <Cs—“f + C£1_7> —0.
Puis en développant (6.74) nous obtenons
(6.75) Ce " 24 Ce " —(at41)e?2+2Cp e P 4 2Cp e 7
—2(@t+1)pe Pt —Cate T+ Ccalter?
+Ce 7 t_Ce 7 2_pCale T meft
+Calp e P+ Cpre TP —Cpye Yl
—(@at+1)C?e +alce " +alce T =0.
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Si on équilibre les termes dominants de (6.75), il vient
Cpre " l=(1+a1)C?e?
d’otlyp =7 —1letp; = (a~t+1)C donc
*

pf~e 4 (at+1)Ce T,

4 Solutions de I’équation %(-, p7) = 0.

Appelons ces solutions @ et supposons que @ ~ «w’e~ 7« alors on a nécesairement f,(w) >
py > fa(w) ~ wle™Yw et donc Yw < 1. Cherchons ensuite des équivalents des fonctions

dfy . ofy dfa _ 1 sh(2wa) — 2wa
7 () 52 (). Ona =~(w) = 3 (@) et
1 sh(2wa) — 2wa .1 2ach(2wa) — 2a
im = = lim =
) sh?(wa) w—oo 2 ash(2wa)
— Iim ch(2wa) — 1
~ woeo  sh(2wa)
. 2ash(2wa)
05 2ach(2wa)
. dfa .
Si o > 0, alors w — oo, donc ﬁ(“’) ~ 1. Si par contre 7, = 0, alors
of, 1 w®a

B L . df,
@(w) = thiwta) S (b2’ Et pour finir si 7., < 0, nous développons @(w) pour w — 0.
Nous avons alors

1 x e 4e 4x

th(x) sh?(x) e<—e X (ex—eX)2

2 2
Sty L2
2 6 x(1+X2)2
6

. . of, 2 .
Finalement si v, < 0, alors ﬁw)wﬁwa' De fagon analogue si v, = 1, alors
afb Sh(2w0)—2wo . afb 2 0 1— N .
— =——2* —0uU S 1, alors — ~ = Yo Remplacons a pré-
3 (@) 25h2 () usi 7, < 5, (W)~ gwe plag p

Py afa afb i
sent les différentes valeurs de @(w) et @(w) dans (6.65) :
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e si v, =1, I'égalité (6.65) devient

w 1 w 1
th(ewr) © | th(a@) o 1 @
_ w _ w  th(w® 20000y
e ¢ o) @ sh(ef)
Oou encore
CL)O 1
(th(wo) _1>€ n (w®—1)et 1 W _0
1+ @l t el ¥ th(w®)  sh?(wd)
th(w?)

Cette derniére équation nous dit qu’asymptotiquement, w?® est le zéro de la fonction ® défi-
nie ci-dessous :

1 X
(g X (th(x) - shz(x>> -

® a au moins une solution sur (0, 1) car ® y est continue et lim ®(x) > 0et (1) < 0. En

x—0+
2
. . , X X
effet trouvons un équivalent de ® au voisinage de zéro. Nous savons que W ~1+ 3 et
1 X 2 x> 2x?(1—-x) x* 23
— ———— ~ =X, donc (x) ~ —— + ——> = — — —— > 0. On peut par ailleurs
th(x) sh’(x) 3 ) ~=3 773 3 3 petip

calculer une approximation cette valeur (par exemple avec Maple), on a : w® ~ 0.4920406097.

e Pour 0 < 7, < 1, I'égalité (6.65) devient

w -1 —1\ 1l w -1
— — —(1+a ")Ce 7 — —
th(ew) ¢ (1+a7)Ce th(aw) £2
o + . 3 we =0,
1 _
“ T haw) T )
ou encore en développant on a
2-2
-1 gwmy 1 —1\ 1
€ <1+ 3 > € (14a")Ce +a_1—e_l gdje_o
1+w el4+1 3
Puis en remplacant w par sa valeur,
0
W 1-2y, —1\ ol
? S Yo _ <1 +a )CS v . wOS—’Yw _ 8_1 gwo 81_7“) o
1+ e e el1+1 3 ’
i.e
w_o 1-v0 _ <1 + afl)C I+v0—7 1
3 : LT 2 0 g
er0 + O e+1 3
Et donc

el (1+ah)C tror _ 2,0 4~
3 w?
Cette derniére équation n’admet pas de solution.

114



e Dans le cas ou v, = 0, I’équation (6.65) devient

0 0

w

Y el (14alcedr Yt
1 aw’ th(ewd) ° (1+a7)Ce th(aw®) ©  20°
0y  on? 0 + 0 e=0.
th(aw?) sh”(aw?) . w . w 3
e+ ————+¢ e+ Ee—+c
th(aw?) th(aw?)
En développanton a :
2(,,0)2 0
-1 e (w”) 1 1\ ol w _
1 o ad € (1+ 3 > ¢ (1+a7)Ce +€th(aw0) 12w0
th(awo) Shz(awo) 14 w® l+c¢ 3
th(aw?)
puis
(wo 2 B B
1 A T)e—(l-l-a 1)C<<317_2wo€_0
th(aw®)  sh?(aw?) - w? 3
th(aw?)
gui est impossible a réaliser.
e Enfin dans le cas ou v, < 0, I’équation (6.65) devient
w -1 —1\e o1 w -1
— — —(l+a)Ce™ 7 =
2 _ Theay T AFCET S e
3% o1y @ 1 SO
th(aw) th(ew)

puis en développant on obtient successivement

2,0 o270
g! <1 + %) —el—(1+ahce

2 4 3 2 54, eal—1
—a Yw - Yo = O
3 € 1+al tgwe T+e !
puis
0 1274

2 760 £ — (1‘|‘ a_l)Csl_ry 2

Zawle e 3 — 2wl =0

3 1+a? 3

qui n’a pas de solution.

) , 0 . . . -
En résumé %(w, p;) = 0 a une unique solution qui est w := w = w

4 Calcul de p1(w, p7).
Evaluons donc le facteur de convergence pour w = w. Nous avons

0g—1,

—_— p; — fa(w) p; — fp(w
pl(wv pl) = L 1a( _) pj‘i‘gfb(((;)))’
pT + Efa(w) ! g
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Finalement en développant pour ¢ < 1

_ .50 0
(6.76) os(@, pp) ~ 2= <1 - th‘("wo)> e

¢ Caloul de Jjo1(, P}l

On déduit de I'item précédent que |o1(wn, p;)| = |01(0, p7)| = Ce?™7 > |p1(@, p})|carl < ¢ <
2. En conséquence

(6.77) o2 (s PD) [l =) = o2 (on, PT)I-

4 Minimum local de H.
Montrons a présent que p; est un point minimum local strict de H. En effet

(1+¢) <@ + fb(O))

€

%10 pr) =

0 2
" (pi+ 22 (i + et

1

(p;2 — £,(0) fb(O)) >0,

puisque p? — f,(0) fy(0) ~ e 2 — (ag) > > O et

100 (4 1 o)

2
(pi+ =) (o1 4 eto(con)?

PL(on, p}) = (pi? = falwn) fo(wn)) <0

puisque p;® — fa(wn) fp(wn) ~ 72 — C2e727 < 0. Il existe donc un intervalle autour de p},
[p7 — 7, p1 + 7] sur lequel p} est un point minimum strict de H.
Nous obtenons le résultat annoncé en utilisant le lemme (6.16). O

1

Dans le théoréme précédent, nous n’avons pas regardé le cas limite wy ~ &, c’est I'objet du

théoréme qui suit.

Théoréme 6.21. Supposons que b = ¢ et wy ~ Ce~L. Alors le probléme P admet une unique solution notée
p; et donnée par
- SiC > Cy ~ 1.220732727

* -1 -1 _ 1 — l
(6.78) pr~e g <1+a ) (C—1) <th(C) -
et

) C \ 1-0C)
- Si C < Cy,
(6.80) pt ~e !t +py,
- Ly (- w’ 0
oup;=—(1+at) —F— | 1— —— | etw" ~ 0.4920406097. On a de plus
w th(w”)
(681 max_|os (e, pi)| ~ 22
we(0,wy] 14a!
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Démonstration. La démonstration se fait en six étapes

Résoudre I’équation p1(0, -) = p1(wn, -) pour en déduire p3;
évaluer la quantité p; (wn;, p7);

Résoudre I’équation %(-, p;) = 0 pour en déduire w;

évaluer la quantité |p;(cw, p3)|;

comparer pi(wn,p;) a |pi(w,py)| et étudier les deux cas séparément : cas ou
p1(wn, P1)>|p1(w, p7)|, et cas ol p1 (wn, P1)<|p1(w, p1)|;

montrer que pj est un point minimum local de H dans les deux cas précédents, puis conclure au
moyen des lemmes 6.16 ou 6.17.

Commencons alors par la premiére étape.

p1(0, ) = p1(wn, ) -
Premierement, nous essayons de trouver les solutions de I’équation p1(0,p) = pi(wn,p) ou
encore

€ et -
(6.82) (—a_l —1l+wn (th(ale) " thewon) )> P+ <WN<€ 1) <th(aWN) - th(as“’N)>> P

w 1 €
B wN( th(awN):‘h(zsz) th(awy) + th(sz)) > =0.

Supposons que wy et p; se développent comme wy ~ Ce~ ! et pf ~ Cpe~7°. En remplagant dans
(6.82) il vient

(@t +1) + (ae) Y(

—-1,-1
683) (—al-14Celt-—S Ve 2my(e—1)(Ce?2—S2 F Ve e
th(C) ) P th(c) )P

Developpons par rapport (6.83) & ¢, on obtient

C
CChe 1721 4 (— —a'- 1) Coe?" +CCpe 777 —CCpe 2

th(C)
CalCp CalC C2¢? a’lc
_ —7p P —1—vp _ 1 afl aflc -2 -1 _ 0
th(c) ¢ th(c) ° A+a)gme T ot O
dont on peut équilibrer les termes dominants. Pour ce faire, il faut =1 -2y, = -2 -9, & 9p =

letC C3=CCy < Cp= 1. En conclusion

pi~ et
Regardons le terme suivant du développement en ¢ de p7, c’est a dire posons pj ~ e 14 Cle .
L’égalité p1 (0, p7) = p1(wn, p;) nous donne

C ’ Ca_1€_1 /
P 1 -1 -2 2 ! —1— -1 -2 -1 ! o=
( a Ot g (s +2Ce )+(e (e e (e +Cle )

C2¢2 C
a1 —1_-1 -1
(a 1) th(C) +a e (Cs + —th(C)>
=0.
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En développant la quantité précédente par rapport a ¢, il vient le systeme suivant

C : C :
Ce 3+ (— —al- 1) e 242CC e + (— —a'- 1) 2C’ g7

th(C) th(C)
Cal Ca'l C2e2
Ce2_Ce3_ -1 “2_ (14 gt ~1g g2
+Ce € th(C)g +th(C)€ (1+a )th(C) +a "Ce
ccat , , ccClal : , a’lc
—1-9 —y CC/ —1—v _Cc/ —2— -1
th(C) © thc) © TH-¢ £ T
=0.

Pour équilibrer les termes dominants, il faut que ' = 0 et

a—l (1_|_a—1)C2

C
/:1 71_—_ _ _ -1
CC'=1+a ) C Cth(C)+ h(C) Ca
Ou encore 1 1
I _ -1 _ - =
C'=@1+a?)(c 1)(th(C) c)

Calcul de p1 (wn, p7).

Evaluons le facteur de convergence pour cette valeur du paramétre optimal, on a

pr — fa(lwn)  p7 — fo(wn)

wN, PT) =
PN P = T fwon) i+ e o)
., Cet
8 J—
_et-cet th(C)
Celyce? C
)
1_ C
_e1-0C) th(C)
(6.84) = Cte . c
th(C)
Finalement en développant (6.84)pour ¢ < 1
N 1-C C
(6.85) p1(wn, p1) ~ <T) <1 - th(—C)) €.
Résolution de I’égquation %(-, p;) = 0.

. . ) . .
Ensuite nous cherchons les solutions de %(-, p1) = 0 ou nous rappelons que p; ~ e1. Si nous

supposons de plus que nous cherchons des solutions de la forme w ~ w® e 7, de(6.65) on
déduit fy(0) > pf ~ et > fa(0) ~ w®e 7. Ce qui entraine que v, < 1. et donc @ ~ w’e ! ol
w® = 0.4920406097 (voir démonstration du théoréme (6.20)).
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» *
— Calcul de |p1(w, p7)|.
Evaluons le facteur de convergence pour w ~ w, NOUS avons

pi — fa(w) pi—fo(w)

p1(w, p1) =

1. D tef(w)
Py + Efa<w) P+ efo ()
o, Wt
elowlet £ T th w?)
et wle? g W?
th(w?)
_ .50 0
L (lzw 1Y ¢ = —0.08199780769 .
w? th(w?)

— Comparer |p; (wn, py)| et |p1(w, p7)| -

Il nous reste donc & comparer les quantités p1(0, p7) et |p1(w, py)|. Ce qui revient donc a

comparer les constantes [ ~—C ) (1- - ) et 1-w? 1— W
P c th(C) 0 th(w) /|

4 Nous avons p1(0, py) > |p1(w, py)| dés que C > Co = 1.220732727.
¢ Maintenant regardons le cas C < Cy, pour lequel

p1(0, p1) = p1(wn, P7) < |p(w, p7)]|.

Faisons I’hypothése suivante : py ~ e~1 4 py et cherchons un développement asymptotique de
la solution de I’équationps (0, py) = |p1(w, py)|. Cette derniere équation s’écrit

1 1

pi—a -  pl—¢
pi+etal pi+eet

p1(0,p7) =

1 1

pr+elt—al pr+el-e
pr+et+etat pr+e et

(pr—a He+1 p1€

T petit+al (ptletl
p1
1+a71 E.

. - . . 0
Nous avons vu a travers le théoréme (6.20) que la solution du probléme %(w, p;) peut se

développer comme @ ~ «w® e~! o0 une approximation de w° est 0.4920406097. De plus nous

- 1— w? .
avons p]_(a), pl) ~ <7> <1 — th(TO)> e. D’ou

0 wO
> (1 — > ~ 0.08199780769(1 + a™1).

) e < Joa(@.pb)].



Ainsi

max
wel0, wy
— Minimum local de H.

| lo1(w, p)| = —p1(w, p) = p1(0, p).

¢ CasC > Cq.

Dans ce cas on obtient la premiére conclusion du théoréme en utilisant les résultats de lemme
6.16 et du théoréme 6.20.
¢ CasC < Cy.

Etudions les valeurs de p1 (0, p) pour tout p < p; ~ ¢ 1. Ce sont des valeurs de p qui ne sont
pas couvertes par le lemme 6.17.

— Considérons p de la forme Me™™, (m < 1). Alors

1010, p)| Me™™—al MeM—¢?
1P Me=™ + (ea)~t Me™™ + ee—!

Mel=m —a=1¢ M — M1

Mel-m + a1 M+4em |
~ M 1-m _8m_l = a
a1 M
Donc pour p ~ Me™™, (m < 1), H(p) =

max |p1(w, p)| > H(p7).
w€e(0, wy]
— Considérons a présent p de la forme Me=%, (M < 1). Alors

Mel—a!l (M-1)¢!
‘Pl(O, p)’ ~ 1 1 1 ) 1
Me=1+ (ea)~! Me1+4ee

M—ale M—1

M+ a1l M+¢

M-1

M+al
Donc pour p de la forme Me™1, (M < 1), H(p)

max |p(w, p)| > H(p7)
we(0, wy]
— Considérons pour finir lecas p ~ ¢! < p;. Pour cette valeur de p on a

fa(0)
(14¢) [ 2= + £,(0)
%m,p): < : ; > (p? — fa(0) f,(0)) >0
op f2(0) )2 )
(p+7> (p + £fy(0))

puisque p? — f,(0) f,(0) ~ e72 — (ag)™* > Oet

(@)
(1+e) | — + fo(w)
—%%@xmm>= ( ‘

- - dw
. (fa(w) fo(w) 2)
(p+22) (b etia)?
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puisque d’une part fa(w) fy(@) — p? ~ w®e™? thc(uwo) el —¢72 <0, et d’autre part
dw 0,2
dw  ge —w’e” 0
o d_p — 2 w- > 0.
de
On en deduit p1(0,p) < p1(0,p7) = —pa(w(p7),pr) < —pi(w(p),p). Donc H(p) =

—p1(w(p), p) > —p1(w(pi), P7).
Il reste a présent prouver que p; est un point minimum local strict de H. En effet, on a

1/ x dp1
a—p(O, pl) >0 > —a—p

lequel p7 est un point minimum strict de H. Nous concluons en utilisant le lemme (6.17).

(@, p7). Il existe donc un intervalle autour de p;, [pf —#, p1 + 7] sur

O

6.2.2 Conditions de Robin a deux parametres
Nous reprenons I'algorithme (5.27) et envisageons d’analyser sa convergence au moyen de séries
de Fourier. Cette étude conduit naturellement a la définition du facteur de convergence

Wy Wy

(p— )(a— )
(686) p2<wkv p, q) = 1th($kb) th(a(ilja) )

(p+ Eth(wkka) )@+ Sth(wkkb))

ou par souci de lisibilité nous avons renommer les anciennes variables p et g dans (5.27) par p et g.
Nous pouvons déja constater que la question de trouver les plages de paramétres pour que I'algorithme
(5.27) converge est compliquée. Ce qui fait I’objet du résultat suivant :

Théoréme 6.22 ((Convergence)). L’ algorithme (5.277) converge pour tout couple (p,q) € Pyq 0U Pag =
PLyU P2, avec

1 a
Paa ={a—ep >0} N {yn + (4 —ep)(5; — 5¥n) +2pq > 0},

b 1
Pl ={a—ep <0} N {xn + (a—ep)(5%n — 5) +bpa > 0},

ou
WN WN

thiawn) & N7 thibwn)

XN =
Démonstration.
Pour assurer la convergence, nous devons garantir que :

p2(w,p,0)| <1,  Vw € [0, wn].

Ce qui se traduit par les deux inégalités suivantes :

(6.87) —(pth(wa) + %) (gth(wb) + ew) < (pth(wb) — w)(qth(wa) — w)
et
(6.88) (pth(wb) — w) (ath(wa) — w) < (pth(wa) + <) (gth(wb) + &)
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L’inégalité (6.88) est réalisée Vw > 0. Quant a I'inégalité (6.87), elle équivaut a :

w? w w q
(6.89) OS2W+ZPQ+W<EP—Q)+th(wa)(E—P)

Posons
aw _ bw

T thiwa) YT th(wb)

Vérifier I'inégalité (6.89) revient a chercher I’ensemble P,4 des couples (p, q) > 0 tels que Vx, y €
D = [1, axn] x [1, byn] nous ayons :

b a
(6.90) f(x,y,p,0q) :==xy+ (q— sp)(gx - §y) +abpg >0

Remarquons que si q = ep, alors (p,q) € P,q. La zone ainsi définie par (6.90) est entre les deux
branches d’une hyperbole. On a donc deux cas :
1. q—ep >0:
On trace I’hyperbole.

Y (1*= 5P R
D
/! X
h 4—-—/
y = —z(q —€p)
FIGURE 6.12; Cas 1.1
Une condition nécessaire pour que f(x,y,p,q) soit positif est que le rectangle D soit droite de
I’hyperbole, et pour cela il faut et il suffit que f(1, by, p,q) > 0.
. 1 a
Siq—ep >0 (pa) €Pag < yn+(0—ep)(; —5Yn) +apq > 0.
2. q—ep<O0:

On trace I’hyperbole.
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:ﬂ—(_— D —_—
y 2€q €ep

b
y=—--(0—€p)

x=_(q—ep)

N

FIGURE 6.13: Cas 1.2

Une condition nécessaire pour que f(x,y,p,q) soit positif est que le rectangle D soit au-dessus
de I’hyperbole, et pour cela il faut et il suffit que f(axn,1,p,q) > 0.

. b 1
Siqg—ep<0,(p,q) €Pyg < Xn+ (q—ep)(EXN — E) +bpg > 0.

En résumé, P,g = P, U P2, avec
1 a
Pag = {a—ep > 0} N {yn + (4 —p) (5 — 5¥n) +apq > 0}

b1
Ply = {a—ep <0} N {xn + (4 —p) (5 % — 5) +bpa > 0}

Etudions P,q.
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1
E - ayN > 0
1
Pa = {ep <a} _—ayn <0
la région est quadrillée sur le dessin.
1.1
q =——(=—
P 2a(e yN)
[
[
7 g=ep
c 1 __.-—-/ p
q= Z_a(g —ayn)
bXTN —-1<0, A
X
P2 = {ep > q} TN—1>O,
la région est quadrillée sur le dessin.
1 bXN
“me Y
q
q=e€p
=1
= 2b - >\>>———‘_‘_
’n

O

La figure 6.14 montre clairement les limites des parametres optimisés obtenus dans [19, 22]. Nous
y avons tracé les différents facteurs de convergence évalués aux paramétres optimisés i.e
NS
— Max ppn oOu 0 =05n
N _ A*x .
— maxpnp ou 0 =0p;
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Comparaison des differentes vitesses de convergence par rapport a b
1 T T T T T T T i i
PDN
—  PND
— Ru(wn, p¥)
—p1(wn, B7)
— Ry(wn, P47

p2(wn, B3, 83)

©
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o
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o©
3

©
)}

o o
w £

o
N

Maximum de vitesse de convergence en frequence
=}
3

0 L L L L L L I b
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

b

FIGURE 6.14: Comparaison des differentes vitesses de convergence par rapport a b pour ¢ = 0.07 h =
1/200

6.3 Validation numérique

Tous les résultats numériques exposeés ici ont été effectués sur le probléme modéle suivant :

anu‘g —
—AUS = f —eAu§ = 1
up =0 ' ‘ u; =0
a b
anug - 0

avec comme solution de référence la solution suivante :

u(xy) = (x+ a)cos(%y) Y(x,y) €] —a,0]x]0, L]
(6.91) u(x,y) = 2 b X T
uz(x,y) = —?(a-i— E) +tat o cos(ty) V(x,y) €]0,b]x]0, L].
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a
Prenons le cas du carré unité pour se fixer lesidées: < b = 05
L

Solution exacte sur tout Omega

0.5

0.4

0.3

FIGURE 6.15: Solution de référence

De plus tous les résultats ont été testés a la fois sur un maillage régulier mais aussi sur un maillage
guelconque. La vitesse de convergence est la méme. Nous avons utilisé une méthode d’éléments finis
P! Lagrange comme solveur mono-domaine. Pour commencer définissons la norme de I’erreur que
nous utiliserons a chaque itération n.

[Ea(n)[| = max([[Eq, (M), [[Ea, (M)

EQi(n> = Huin,h - UH|°°’

avec U est une solution de référence discréte et u}, est la solution calculée a I'itération n. La figure 6.16
valide la solution de référence utilisée. En effet elle exhibe la performance de la méthode des éléments
finis utilisée pour discrétiser les algorithmes (5.18) et (5.27). Nous y tragons les erreurs en norme
L2(Q)) par rapport au maillage. Nous précisons que les paramétres de Robin (p, g) dans (5.27) ont été
calculés par un algorithme d’optimisation de type Nelder-Meed [2]. Avant de lancer les simulations
numeériques, il nous reste a donner des précisions sur I'initialisation des différents algorithmes ; le choix
des fonctions u?, i = 1,2 sur I'interface 1. En effet, nous effectuons deux choix :

— Le premier choix naturel est de prendre pour donnée initiale un vecteur aléatoire de facon a'y

faire figurer toutes les fréquences possibles;
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Trace de I'erreur par rapport au pas de maillage pour le collage Trace de I'erreur par rapport au pas de maillage pour le collage
T T

la droite y=2x
—— Erreur L2 matriceEF

= = Erreur L inf

(a) Robin a un parametre (b) Robin a deux paramétres

FIGURE 6.16: Solution obtenue avec la condition de Robin.

— dans notre cas, un autre choix s’avére intéressant, il s’agit d’utiliser les résultats déja obtenus
dans le chapitre. En effet, nous y avons construit des problémes limites pour les problémes raide,
de collage, et de soudage, qui sont de bonnes approximations a ¢ petit et dont les solutions sont
de bons candidats pour une donnée initiale.

De plus nous précisons que dans les conditions d’interface, nous avons utilisé les paramétres optimisés
suivants :

- 0 = 15\ pour l'algorithme 5.7, 6 = {5 pour I'algorithme 5.8;

— p = pj pour l'algorithme 5.18;

- p = p; etq = g5 pour I'algorithme 5.27 ou p3, g5 sont calculés par un algorithme de Nelder-Mead
avec Matlab.

6.3.1 Décomposition de domaines symétrique (a = b)

Nous nous intéressons dans un premier temps au cas d’une décomposition symétrique. Nous es-
sayons de valider toute I’étude théorique montrant le comportement des différents algorithmes par
rapport a h et . Les différents algorithmes ont été initialisés soit par un vecteur aléatoire, soit par la
solution du probléme limite du probléme raide. Dans un premier temps examinons le cas de coefficient
de diffusion continue, i.e e = 1.

Cas de matériaux homogénes e =1

Dans le tableau 6.2, nous simulons la performance des différents algorithmes par rapport au pas
de maillage. En effet on compte le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre une erreur de 10 % en
fonction de la taille du maillage h. Les tests ont été effectués sur des maillages conformes. Le tableau 6.2
est en accord avec les prévisions théoriques d’une part et d’autre part le fait d’initialiser les algorithmes
par la solution du systéme P°, Q° semble diviser le nombre d’itérations par deux.

Cas de matériaux hétérogénes ¢ # 1

Il serait intéressant de comparer les résultats obtenus avec les paramétres optimisés dans [22] a
p;. Pour cela nous comparons les parametres optimaux théoriques et numériques. Sur la figure 6.17,
nous comptons le nombre d’itérations par rapport a une plage de parametres incluant les différents
paramétres optimisés. Ensuite nous évaluons la performance des algorithmes (5.7), (5.7),(5.18),(5.27)
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Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided)
h algorithmes initialises par de nombres aléatoires compris entre —1 et 1.
1/50 2 2 29 15
1/100 2 2 41 17
1/200 2 2 58 21
1/ 400 2 2 83 25
algorithmes initialises par P° et Q°
1/50 2 2 14 7
1/1000 2 2 20 8
1/200 2 2 28 9
1/ 400 2 2 40 10

TABLE 6.2: Nombre d’itérations (Gauss-Seidel)pour atteindre une erreur de 10~° en fonction de la taille
du maillage h.

par rapport au pas de maillage pour ¢ = 0.1 dans le tableau 6.3 puis par rapport a € dans le tableau
6.4. Les tableaux 6.3 et 6.4 confirment les calculs théoriques et de plus I'initialisation des algorithmes

Iterations

16.51

o

—— Nombre d'iterations
o p*
p1

(@) h = 1/50

26

Iterations

24

23.5F

23

N
I
o

N
N

21.5F

®

N
o
3

N
=

©
o

— Nombre d'iterations
o
P1

~©
©

20

22 24

(b) h = 17100

34

FIGURE 6.17: Nombre d’ itérations pour atteindre une erreur de 1e-6 par rapport au parametre optimise
de Robin ¢ =0.1

par la solution du systéme P° et Q° semble diviser le nombre d’itérations par deux.

6.3.2 Décomposition de domaines non symétrique (a 7& b) et étude de la couche mince

Nous nous intéressons a présent au comportement des différents algorithmes par rapport a la
dissymétrie de la décomposition de domaines. Plagons nous pour commencer dans le cas illustré par
le tableau 5.4 et la figure 5.4. Nous illustrons ce cas a travers le tableau 6.5 et la figure 6.18. Il s’agit
donc de regarder le comportement des algorithmes quand nous faisons décroitre b en laissant fixés
les autres paramétres. Les méthodes de Dirichlet-Neumann convergent mais lentement tandis que les
algorithmes avec condition de Robin convergent de plus en plus vite quand b décroit. Sur les figures,
la 1égende est décrite de la fagon suivante :

— Robin1 désigne I’'algorithme avec conditions de Robin a un parametre;

— Robinz2 désigne I'algorithme avec conditions de Robin a deux paramétres.
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Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided)
h algorithmes initialises par de nombres aléatoires compris entre —1 et 1.

1/50 2 2 15 6
1/100 2 2 20 6
1/200 2 2 27 7
1/ 400 2 2 36 6

algorithmes initialises par P? et Q°
1/50 2 2 9 3
1/100 2 2 11 3
1/200 2 2 14 4
1/ 400 2 2 18 3

TABLE 6.3 Nombre d’itérations (Gauss-Seidel)pour atteindre une erreur de 10~° en fonction de la taille
du maillage h.

Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided)

€ algorithmes initialises par de nombres aléatoires compris entre —1 et 1.

1 2 2 58 21
1/2 2 2 56 14
1/4 2 2 43 9
1/8 2 2 30 7
1/16 2 2 20 6

algorithmes initialises par P? et Q°

1 2 2 28 9
1/2 2 2 26 6
1/4 2 2 20 5
1/8 2 2 14 4
1/16 2 2 12 3

TaBLE 6.4: Nombre d’itérations pour atteindre une erreur de 108 en fonction de e(h = 1/200)

Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided)
b algorithmes initialises par de nombres aléatoires compris entre —1 et 1.
5.1071 16 5 23 5
1071 60 10 18 5
21072 128 24 10 4
1072 142 41 7 4
5.1073 111 74 5 4

TaBLE 6.5. Nombre d’itérations pour atteindre une erreur de 10~° en fonction de b (¢ = 5.1072, h =
1/200)

Enfin sur le tableau 6.6 et la figure 6.19 nous étudions le comportement asymptotique des différents
algorithmes dans le cas ou b = ¢. L’algorithme de Dirichlet-Neumann converge trés lentement alors
gue I'algorithme de Neumann-Dirichlet a une meilleure convergence quand nous faisons décroitre «.
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Les algorithmes avec des conditions de Robin convergent de plus en plus vite quand ¢ décroit.

10° : : 10° : :
—— Robin1 —— Robin1
—— Robinz —— Robinz
10° 7% " —&— Dirichlet-Neumann| | 10° L ,:“} e —&— Dirichlet-Neumann| |
U —%— Neumann—Dirichlet| NS —%— Neumann—Dirichlet|

Erreur globale
5
Erreur globale
5

10 10°
107 107° ¢
-10 L L L L -10 L L 5 L L
10 10
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Nombre d’iterations Nombre d’iterations
(@ a=05 b=05 (b)a=1, b=05

10° . - 10° . -
—— Roglm —— Roglm
—— Robin2 —— Robin2

10° —o— Dirichlet-Neumann | | 100 ey —o— Dirichlet-Neumann | |
—4— Neumann—Dirichlet —%— Neumann-Dirichlet|

Erreur globale
5

Erreur globale
5

10” ; . 107 . Y . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Nombre d’iterations Nombre d’iterations
(c)a=1,b=0.1 (da=1 b=0.02

10° ! . 10° ! .
—— Robin1 —— Robin1
——Robin2 ——Robin2

10° —o— Dirichlet-Neumann | | 100 1 —o— Dirichlet-Neumann | |
—4— Neumann—Dirichlet —%— Neumann-Dirichlet|

Erreur globale
5

Erreur globale
5

10 0 10 20 30 40 50 10 0 10 20 30 40 50
Nombre d’iterations Nombre d’iterations
()a=1 b=001 (fa=1, b=0.005

FIGURE 6.18: Erreur globale au cours des itérations pour ¢ = 0.1, h = 1/200

6.4 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons construit des algorithmes rapides, efficaces et s’adaptant parfaitement

au type d’hétérogénéité que I’on rencontre dans les problémes de collage. Pour cela nous avons étendu
les études faites dans [19, 22]. En effet dans [19, 22], les auteurs définissent des conditions d’interface
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Dirichlet-Neumann | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided)
b = ¢ | algorithmes initialises par de nombres aléatoires compris entre —1 et 1.
5.10°1 11 9 66 14
1071 45 13 25 6
2.1072 229 14 7 4
1072 419 14 5 3
5.1073 526 14 3 3
algorithmes initialises par (3.43),(3.44)
51071 9 7 24 5
1071 22 8 11 4
21072 126 8 5 3
1072 232 8 3 2
5.1073 381 8 2 2

TaBLE 6.6: Nombre d’itérations pour atteindre une erreur de 10~ en fonction de e(h = 1/200)

souples et faciles & implémenter car elles dépendent de parametres qui sont explicitement fournis. De
plus ils montrent que I’on peut adapter ces conditions d’interface aux discontinuités que I’on rencontre
dans les problémes raides. Nous avons donc étendu cette étude au cas des problémes de collage. Glo-
balement les algorithmes de Dirichlet-Neumann ont une convergence nettement meilleure aux autres
algorithmes dans le cas a = b et cette convergence se détériore progressivement quand b décroit. Les
algorithmes avec des conditions de Robin restent stables et convergent de plus en plus vite quand b
décroit. Ces résultats sont encourageants et méritent d’étre approfondis a travers I'étude éventuelle
d’un raffinement de maillage localisé dans la couche.
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FIGURE 6.19: Erreur globale au cours des itérations pour h = 1/200.
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Chapitre 7

Méthodes de décomposition de domaines pour le
probleme de revétement

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au second type de probléme déja annoncé antérieurement,
a savoir celui de revétement. Nous ferons une étude analogue a celle effectuée pour le probléme de
collage. Cette étude ira de I'introduction des algorithmes itératifs avec des conditions d’interface de
type Dirichlet, Neumann ou Robin a leur étude asymptotique et numérique. Faisons un petit rappel
du probléme de revétement. Etant donnée la géométrie représentée sur la figure 7.1, nous cherchons

r-a I e

—a Iy r, b

FIGURE 7.1: Géométrie considérée

solution de :
—div(vVu) = f, dans Q
(7.1) u =0, sur T2
ou - a
3N =0, sur T\T
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avec
1 pour xe ()

(7.2) v(x) =
pour xe

m |

et

7:3) f,  dans Q.

est une fonction donnée. Ce probléme est équivalent au probléme de transmission suivant

. {fl dans

anue - 0
1
AU = f; AU =1
uj =0 onu; =0
a b
anus - O

FIGURE 7.2: Probleme de transmission

avec les conditions de transmision suivantes sur | (en x; = 0)

Up = Uz,
79 1o
aXl B € aXll

Comme dans le chapitre précédent, nous allons associer au probleme de transmission défini par la
figure (7.2) différents algorithmes itératifs, puis nous analyserons leur convergence. Afin de pouvoir
tenir compte de la géométrie, nous ferons une analyse de convergence au moyen de séries de Fourier

en Xp.

7.1 Algorithmes de Dirichlet-Neumann

Nous pouvons associer a (7.1),(7.2),(7.3) la famille d’ algorithmes itératifs Neumann-Dirichlet sui-

vante. A 6 donng, nous cherchons les 2 suites ui definies comme suit :

—Aultt =1f;  dans O
1 n+1
_EAUZ =f dans O,
(7.5) ND
aun+1 1 aun—H.
L = -2 sur T?
aXl € 8x1
uptt =6ul +(1—0)u)  sur T,
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avec les conditions aux limites héritées de (7.1). Pour plus de détails sur ces méthodes, se reférer a
[4].[5]- Nous allons analyser la convergence de (7.5), pour cela nous travaillerons une fois de plus sur
I’erreur, c’est a dire sur les suites e]' = ui’ — u; qui sont solutions de (7.5) avec les conditions aux limites

héritées de (7.1) ot f; = 0 et f, = 0. Nous pouvons alors développer les e sur les fonctions propres de
2

d . ..
0l sur (0, L) avec des conditions aux limites de Neumann. Nous cherchons donc les ein comme ;
X
2

el (X1, X2) = I:Z(Z qo{jk(xl) cos(wyXz)
et nous trouvons
(7.6) ef (X1, X2) = afg(xy +a) + iilo a7 sh(w(x1 + a))cos(wyx2)
k=00
(7.7) 62 (X1, X2) = ago + k:Z:l a3 h(wk (b — X1))cos(wixz)
ol wy = an k € IN*. Le lemme qui suit calcule les coefficients a{jk, i=12.

Lemme 7.1. Les coefficients a7, af|, sont donnés par la relation suivante :

Pour tout k > 0 :

(7.8) afy = Anp (wy) zxj”,k’l
ou
1
(7.9) Anp(wi) =1 =01+ = th(wa@)th(wib) ].
Pourk=0:

n __ n __ n—-1
VI’] 0(]_,0 — 0 et 0(2'0 — AND(O) 0(10
Démonstration.
Il nous reste alors a utiliser les 2 conditions d’interface. Ces 2 conditions se traduisent par :

k=00 k=00
afgt+ ) walch(wia)cos(wixz) = - Y wadtsh(wh)cos(wixa),
k=1 k=1

addt+ E aj i teh(wyb)cos(wixz) = 6

k=00
anfy+ ) a["ksh(wka)cos(wkxg)]
k=1

+(1-9)

k=00
wpo + 2 ocgykch(wkb)cos(wKXZ)].
k=1

Si bien que I'on a:

a5t = Oanly+ (1—0)ad,  [a3k’ch(wib) = 6adish(wia) + (1 6)ag,ch(wb)
1
“Tgl =0, wkch(wka)rx?ﬁl = _EwkSh(wkb)agjkLl'
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Et donc
Vn Z 1 “:qu - 0,
"‘231 =(1- 9)“2,0,

6 sh(wyga)sh(wyb)
¢ ch(wa)

rxg’ﬁlch(wkb) = + (1 —6)ch(wyb) | a3,

Ce qui s’écrit finalement :

gt = Anp(wi) a9

avec 1
AND(wk) =1-6 [1 -+ : th(wkb) th(a)ka) ]
La quantité Anp ainsi obtenue est appelée facteur de convergence de I'algorithme (7.5). O

Le théoreme suivant nous fixe les valeurs de 6 pour lesquelles la famille d’algorithmes (7.5)
convergent.

. . 2
Théoréme 7.2 (Convergence). La famille d’algorithmes (7.5) converge pour tout 6 < —

1+=
S

Démonstration.

La démonstration se fait en deux étapes

1. Tout d’abord nous déterminerons les valeurs de 6 pour lesquelles le facteur de convergence A np
est en module plus petit que 1 pour tout wy.

2. Ensuite nous montrerons que si Anp est en module plus petit que 1 pour tout wy, alors I'algo-
rithme (7.5) converge .

Posons :
f(wk) = th(awk)th(bwk), wg € [0 + OO)

Nous pouvons écrire

1
|Anp| <1 & 9[1+gf(wk)}<2.

Oro< f <1, alors

1
sup |AND(wk)] <l<eo |:1+E:| <2

wke[o, 00]

2
S0 < —F.
1
1+-
&

Il nous reste maintenant a montrer que si le facteur de convergence A np est borné par 1 pour tout wy,

alors I’ algorithme (7.5) converge. Pour cela, il suffit d’appliquer le théoréeme de convergence dominée
aux suites de fonctions fn(k) = af, Alp (wi)sh(wi(x1 + a)) et gn(k) = af ARp (wi)ch(wi(b —x1)). O

136



Comme dans le cas du collage, nous introduirons un parameétre N > 0, et travaillerons sur la
variable w € [0, wy] avec :
. Nrm
(UN — T
En gardant en téte que le théoréme (7.2) nous donne un intervalle pour le paramétre 6, nous opti-
miserons ce choix de paramétre. Nous le choisirons de facon & minimiser le maximum du facteur de
convergence Anp sur la gamme de fréquence qui nous intéresse. C’est a dire que nous cherchons a
résoudre

(7.10) min max |Anp|.
>0 wel0,wn]

Proposition 7.3 (paramétres optimaux de Neumann-Dirichlet). Le probléme (7.10) admet une unique so-

lution qui est donnée par 6 = 0 := % ou f(w) = th(wa)th(wb). De plus pour 6 = A} p,
14 1N
2¢e
flwn)
max |Anp|=—"F7—.
wel0wn] Anol =27 flwn)

Démonstration. Le taux de convergence Neumann-Dirichlet vaut :

1
AND(wk) =1- 9[1—|— Ef(wk)], Ywy € [0, wN] et 6>0.

Calculons sa dérivée : 0
ANp (wy) = —gf/(wk)-

f est une fonction croissante, donc Anp est décroissante. Nous avons donc :

ren[gx }|AND(wk)| = max{|Anp(0)|, [Anp(wn)|}
Wy yWN
soit
1
(7.11) max |Anp| = max{|l— 6|, 1-0[14+ =f(wn)]|}
wk€[0,wn] €

Il nous reste donc a minimiser la quantité (7.11) par rapport a 8. Pour 8 = 0, on a Anp = 1. Lorsque
6 croit & partir de 0, Anp(0) et Anp(wn) décroissent et max |Anp (wk)| = Anp(0) qui décroit jusqu’a
w

ce que Anp(wn) s’annule puis devient négatif. Puis Anp(0) = —Anp(wn) Si c’est possible. Ensuite le
max |Anp (wk)| en module croit. L’égalité Anp(0) = —Anp(wn) est réalisée pour
Wk
1
0 = Ao = —— -
f
14 (wn)
2¢
De plus pour 6 = A{p,
f(wN)
max |A =—
wke[o,wN] ’ ND‘ 2¢ + f((,()N)
Le max |Anp(wk)| est donc minimal pour 6 = A*. O
wi

Nous pouvons ainsi en déduire le
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Corollaire 7.4. (Convergence.)
Pour 6 = A p, I'algorithme 7.5 converge.

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour 0 = Ay -

f(wn)

— <1
2¢e + f(wn) <

max |Anp| =
WkE[O,wN]

O

Nous pouvons a présent nous intéresser au comportement asymptotique de I’algorithme 7.5 quand
nos parameétres wy et e deviennent respectivement grands et petits. Ceci fait I'objet du

Théoréme 7.5. Pour wy > 1 et e < 1, nous avons les comportements asymptotiques suivants

AND ~ 2¢ et max ]]AND] ~1—2e.

WKE[0,0JN
Démonstration.
2¢
Pour 1, nous avons f ~ 1, donc A% = —— ~ 2¢ et
“no > (wn) ND 26 + Fan) ¢

f(wn)
max |A = _— " ~1-2e O
wke[o,wN]’ N f(wn) + 2¢

D’aprés théoreme 7.5, pour wy grand et e petit la convergence est d’une part trés lente et d’autre
part indépendante du maillage.

7.2 Algorithmes de Schwarz avec des conditions de Robin

Dans cette partie, nous envisageons des conditions de Robin générales a I'interface. Soit donc la
famille d’algorithmes suivante :

(—Aultt =f, dans Q,
1 n+1
_EAUZ =f dans ),
(7:12) 5 10
v n+1 (- 7 n
<ax1 +ap)uf (8 3 +ag)uy sur |,
10 nel 0 n
<_Ea—x1+a2)u2 = <_a—)(1+a2)ul sur I,

avec les conditions aux limites héritées de (7.1) ou «; et ay sont deux réels positifs donnés. Nous
étudierons deux types de conditions de Robin [22, 19].

7.2.1 Conditions de Robin a un paramétre

Dans cette sous-section, nous regarderons le cas de la condition de Robin & un paramétre (appelé

. . S 1 .
1sided dans [22, 19] ) qui consiste a poser a; = Ep et ap = p avec p > 0. Ce choix nous permet de
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définir la famille d’algorithmes suivants :

—Aultt =f, dans Q,
1 n+1

_EAUZ =f dans ),

(7.13) o 1 1,0

v n+1 _ (2 n

(ax + = p) e(axl + p)uy, sur |1,
1 a n+1 __ a n 0

<_E—ax1 + p)uj = ( ™ + p)u] sur T°,

avec les conditions aux limites héritées de (7.1). Nous nous proposons donc d’étudier la convergence
de I'algorithme 7.13. Nous allons analyser sa convergence. Nous travaillerons non pas sur les suites
ui' mais sur ’erreur, c’est a dire e]' = u! — u; qui sont solutions de (7.13) et des conditions aux limites
héritées de (7.1) mais avec f; = 0 et f, = 0. Nous trouvons les formules (7.6),(7.7). Et grace aux

conditions de transmission de Robin, les coefficients a}\, i = 1,2 se calculent par la relation suivante :
(7.14) (xjf‘fl = A1(wy, p) ocﬂk_l, j=12
ou

(p — wyth(wgb)) <p B th(cj;ka)>

(7.15) Ar(wx, p) =
p+e W (p—|— ﬂth(wkb)>
th(wya) €
avec wy = an En effet les 2 conditions d’interface de Robin se traduisent par :
n+1 1 n+1 1
a5t 1+ Eap)+ Z a7 wieh(wa) + Epsh(wka) cos(wyx2)
1, 1
E"‘Z,o"‘ - g (—wysh(wyb) + pch(wyb)) cos(wyxz),
k=1
k=00 1
ajitp+ Y agit (gwkSh(wkb) + pCh(wkb)> cos(wkX2)
k=1
n+1 .
a5t (—1+ap)+ E ol (—wich(wya) + psh(wya)) cos(wixz);
Si bien que I'on a:
1 1
"‘?31(1 +>ap) = -agg
€ €
apgtp = afgt (~1+ap),
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ot (wkch(wa) + %pSh(wa)> = %fxgk (—wsh(wb) + pch(wb))

"2k <%‘Uksh<wkb> + pch(wb>) = o (~weh(wa) + psh(wa)).
Et donc

n+1_ap_l n—1
X9 = K10
: ap+¢e b

(D—wkth(wkb))<P— k ) .

“;1-'&(-1 — th(wka)
! Wy Wk
<p + Sth(wka)> <'° * ?th(“’kb))

Les lignes qui suivent sont consacrées a I’étude du facteur de convergence de Robin (7.13). Comme il
est plus facile d’optimiser sur une variable continue, dans toute la suite nous remplacerons la variable
discréte wy par la variable continue w et noterons par K I'intervalle [0, wy].

Définissons la nouvelle fonction

1k -

0a(w) = wth(aw).
Pour a > 0, g, est une fonction croissante de w. Le facteur de convergence se réécrit comme

p—falw) p—g(w)
ptefaw) p+%9b(w)

Ar(w,p) = ;. Ri(w,p) = [Ar(w, p)]

ou la fonction f, est définie dans (6.19). En tant que fonction de w, A; est défini sur K. Posons de
nouveau
0" = inf supRy(w, p),

PERY ek

et le probléme d’optimisation :
(P) trouver (w*, py) tels que Ry (w*, p7) = J*.

On notera H(p) = sup Ry(w, p).
K

Lemme 7.6. Le probléme d’optimisation P est équivalent au probléme de min-max suivant :

P min < max Rl(w,p)).

p€]0, fa(wn)] \wel0,wy]
De plus nous avons pour tous a, b, € positifs, 6" < 1.

Démonstration. Nous avons pour tout w dans K,

fa(w) = go(w)

gh(w)

car
fa(w)

= th(wa) th(w)b < 1. La dérivée partielle de A; par rapport p est :

I (o A (@(e) + () (2~ fa()gn(w))
90 P e 1 plgy(w) 2 fafw) T 0 (@) @)
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. ) . 0A1 . .
Ce qui montre qu’aussi longtemps que p > f;(wy), nous aurons w(w, p) > 0 uniformément sur
K car pour tout w € K nous aurons p? > fy(w)gy(w). Nous pouvons donc restreindre I'intervalle de

recherche de p dans le probléme P a I'intervalle (0, fi(wn)].

Choisissons maintenant p = f,(wy). Nous avons alors pour tout w € K, fa(wn) > fa(w) > gp(w)
et
" < H(fa(wN)) = SupAl(w, fa(wN)).

w

Or pour tout w dans le compact K,

fa(wn) = G(w)  fa(wn) = fa(w)
fa(wN)-l-%gb(w) fa(wn) + € fa(w)

Al(w, fa(a)N)) =

Donc 6* < 1. O

Etude du probleme d’optimisation 75

Elle est paralléle a celle du collage, mais les résultats sont assez différents. En effet nous établissons
tout d’abord un résultat d’existence, puis un résultat d’équioscillation. Ensuite nous en déduisons un
résultat d’unicité basé sur une interprétation géométrique du probléme d’optimisation. Pour finir nous
complétons tout ceci par des résultats asymptotiques prouvant I’existence et I'unicité de la solution
du probléme d’optimisation P d’une part et nous donnons explicitement sa valeur d’autre part. Ces
résultats sont établis dans les cas suivants :

- wNn > 1, avec a, b, ¢ fixés;

- b=¢e < 1avec a, wy fixés.

Nous commengons donc par le

Théoréme 7.7. (Existence) Le probléme P a au moins une solution.
Démonstration. La démonstration est la méme que dans le cas du collage (Théoreme 6.10). O

Nous allons maintenant établir un théoréme d’équioscillation, et nous commencons par deux
lemmes techniques.

Lemme 7.8. Soit (w*, py) une solution optimale de P. Alors

NP
a—pl(w ,p1) # 0.
Démonstration.

. e A _ .
Remarquons d’abord que w™* est, soit un point intérieur, auquel cas —1(w*, p;) = 0, soit une des

extrémités de I'intervalle. Calculons o
(1+)(falw) + 212
I (w.p) = £ (P~ flw)anlew)
P (p+efa(w))2(p+ 222

et vérifions par I'absurde que ( p}2 — fa(w*)gp(w*)) # 0.
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Supposons I'inverse, nous pourrions alors calculer

_ 5w \/fa \/gb(W*) i
b =—-N\(p1,0") = <\/gb +g\/fa(w*)).

Calculons la dérivée de A; par rapporta w :

A1 1+e¢
= (w.p)=p D(w, p),
.16) o (H@)(Hsfa(w))
! p— Gb(w) ofa 1P Tfalw) 3
o) =~ (T 0 ) o) 30

Calculons D(w*, p}).
ofa, .. ofy,
\/fa — /Oy (w*) (‘@(w ) @(w ))

RN +e¢fa @I\ (@) (@)

D(w", p1) = /8 (w*)fa

mais of 5
9p
W@ 1 a5, _ 1 4 behwbshwb
falw) w chwashwa' fi(w) w '
si bien que
ofa, ofy
—a—‘j<w)+aw — behwbshwb + ———— > 0
fa(w*) Op(w*) chwashwa
Nous avons donc, pour w* # 0,
Ay
Ceci nous améne déja a une contradiction si w* est un point intérieur, puisque cette dérivée devrait
s’annuler. Si w* = wy, nous concluons comme au lemme 6.11. Si w* = 0 et P} = +/fa(w*)gy(w?*),

. . oA -
faisons un calcul asymptotique pour calculer m(w*, pr) :
. Go(w*) ~b (W),

e

2
8\/§_ \/Ew*)
(Aol
3

(1
1(1

A (w*,py) ~ —£<

:2\;%1+1)af“)
D b)) ~ | f

E \/_w
~ %\/2(1 - \/%(H )
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dp

b
I pr \/jw*<1+€)
' P1 a b 3 b

1+e
~ Vab—— >0,
€
On peut alors conclure comme au lemme 6.11. O

Le lemme 7.8 s’applique maintenant, et nous obtenons le théoréme 7.9 qui se démontre comme le
théoréme 6.13.

Théoréeme 7.9. . Si py réalise I'infimum, alors il existe au moins deux points wj, w; dans K tels que
Ri(wr, P1) = Ru(wsz, 1) = H(p1) = 0™

Définissons maintenant les trajectoires

Lemme 7.10. 1. Le long d’une trajectoire, X et Y sont des fonctions positives et croissantes de w.
2. La trajectoire est convexe.
3. Deux trajectoires correspondant a des parametres p distincts ne se coupent pas.

Démonstration. La premiére assertion vient de ce que f;, et g, sont des fonctions croissantes de w, la
X
——, et G(x) = xth(x). On a

th(x)

deuxieme du calcul suivant. Notons F la fonction définie par F(x) =

anrsX:MetY:M

. Calculons
pb

XY — XY = é(a G (wh)F”(wa) — b G" (wh)F' (wa)).

La trajectoire est convexe si et seulement si cette quantité est positive, si et seulement si pour tout w,
aG'(wh)F”(wa) — bG"(wh)F (wa) > 0.

Par I'étude du collage, nous savons que wb F'(wa)F”(wb) — waF'(wbh)F”(wa) < 0. Puisque les fonc-
tions F et G sont croissantes, I'inégalité précédente est donc réalisée si

F11 G11
Foe Y
Fl
ce qui est réalisé si G est une fonction croissante. Calculons

Fi(x) 1 sinh(2x) —2x
G'(x)  tanh?(x)sinh(2x) +2x’

Un calcul maple nous montre que cette fonction est croissante de o & 1. La troisiéme assertion vient du
fait que f; est une fonction injective de w. O
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Nous nous plagons maintenant dans le plan (X,Y). Pour chaque &, I'ensemble des (X,Y) tels
que Ri(w, p) < 6 est I'ensemble £ décrit dans le collage. Si I’on trace les hyperboles pour § = 6*, une
trajectoire optimale doit partir de I’'axe des X, se diriger vers le nord-est en restant entre les hyperboles,
et atterrir sur D,. D’aprés le théoréme précédent, la trajectoire doit toucher les hyperboles au moins
deux fois, et si ce n’est pas en une des extrémités, la trajectoire doit étre tangente a I’hyperbole en ce
point. Ce qui traduit le fait que le maximum en w de A; est soit en I'une des extrémités de I'intervalle,
soit en un point ou la dérivée s’annule. Jusqu’ici, nous n’avons pu établir le nombre de zéros intérieurs
de la dérivée de A1 (-, p) (7.16).

Théoréme 7.11. Le probléme d’optimisation 7P a une et une seule solution.

Démonstration. Considérons d’abord 7 la trajectoire partant de P. Soit elle va directement a F (cas de
la figure 7.3), soit elle est tangente & 73 et rejoint la droite D, avant F. Si une autre trajectoire optimale
part a droite de F, elle doit &tre tangente & 5. Elle ne peut coexister avec 77, car dans le premier cas
elle serait empéchée de rejoindre la droite D, par 71, dans le deuxiéme cas elle serait empéchée d’étre
tangente a 7—L§ par 7;. De la méme facon, pour les mémes raisons, deux trajectoires démarrant a droite
de P ne peuvent coexister. On a donc au plus une solution. Comme on a montré qu’on en avait au
moins une, on a une solution unique. O

€=0.1, 6=0.28114

6k 4
5 4
F
4t |
3k 4
2 1
L R ]
oF — :
—1r B
—ot A
_3 1 1 1 1 1 - |
-2 0 2 4 6 8 10
X

FIGURE 7.3: Représentation géométrique

Nous savons maintenant que le probléme d’optimisation P admet une unique solution caractérisée
par un phénoméne d’équioscillation. Nous pouvons alors établir deux résultats asymptotiques préci-
sant les endroits de I’équioscillation et donc a fortiori donnant la valeur du paramétre optimisé. Dans
le cas ou wy > 1, nous pouvons établir le

Théoréme 7.12. Pour wy > 1 il existe une unique solution p; positive du probleme P qui est donnée par

A1(0, p7) = As(wn, BY).
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De plus on a asymptotiquement

e EWN - (1+ 5)3
~ | ——— et max |Aj(w, ~1 =y —.
g a(l + 8) we(0, wn] ’ 1( P )’ acwn

Démonstration. En utilisant le fait que

max  [Avw. )l = max {|A1(0,p)|, [A1(@, p), [As(wn, P)[}

wel0,wy

N oA ol . . s
olw € {w, —1(w, p) = O}, nous allons établir la démonstration en six etapes

w
ow

4 résoudre I’équation A1(0,-) = Aj(wn, -), et identifier py;

4 calculer A1(0, py);

¢ résoudre I’équation %(-, p;) = 0 et identifier w;

¢ calculer |[Aq(w, p7)];

¢ comparer Ay(wn, Py) & [As(w, )| puis en déduire [|A1 (-, BY) | ) ;

4 enfin montrer que pj est un point minimum local strict de H, puis conclure avec 6.16.

Nous commencons par la premiere étape
4 Résolution de A1(0,-) = Ar(wn, *)-

Pour commencer, cherchons les solutions de I’équation A1(0, p) = A (wn, p), i.e

ap—1 p—falwn) p—gp(wn)
- f 1 '
ap+¢e p+efa(wn) p+ggb(wN)

(7.17)

Développons et réduisons I’égalité (7.27), nous obtenons

(7.18) (awN th(bwy) +¢ <am5:7$m - 1)) p? + (wn(e —1)th(bwn)) p — ngN (m =0.

Pour wy > 1, I'égalité (7.28) devient
(7.19) a(l+e)p>+ (e —1)p — ewy = 0.

Appelons p; la racine positive de (7.29), elle se développe comme

(7:20) P~ aas s

4 Calcul de A1(0, p7).

Evaluons le facteur de convergence pour (7.20).

. ap; —1
A1(0, PF) = —=
1(0, pY) ap: + ¢
1 1 3
PP SR N L0
apy aswn
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¢ Résolution de I'’équation %(-, pr) =0,

Cherchons a présent les solutions de I’équation

oA,

o (w,Py) = 0, ce qui revient a chercher les w

solutions de

Op(w) — Py 9fa fa(w) —p* 9gy W) —
OF DT @) a0 0

(7.21) P +efa(w) dw w) +

Appelons ces solutions w. Pour réaliser (7.34), nous avons nécessairement
(7.22) fa(w) > P1 > go(w).

Supposons que w ~ sz. En remplagant pj et w par leurs valeurs dans (7.35), il vient

Cw EWN 0% 0%
(7.23) N__ > > Cwpith(bCw)).
th(aCw))) a(l+e) N
Y
wy Y
Comme PN C wy, Nous avons
th(aC wy)
1
(7-24) 5SS

Ceci entraine f,(w) ~ Cw); et ~ Cw]| puis par suite

_ EWN
a(l+e)

4 Calcul de Ay (w, py).

Faisons a présent les hypothéses suivantes :

{fa(w) — B ~Cwl,

(7.25) B _ N
PT — O(w) ~ Crwyf,

N 1 . -
ou 1,72 < > et évaluons le facteur de convergence en w. Alors

C1Cowpt ™™
B2 (L+e)(l+1)

(rn+72)-1 ¢
NC3(UN m

Enfin en développant |A1(w, p7)| pour wy > 1

- +) —1
(7.26) As(@, %) ~ Caw 1 T2 7L
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¢ Calcul de [[Av(-, PY)|[ oo (ic)-

Comme m3x|A1(w,p)]:max{|A1(0,p)],|A1(cb,p)],]A1(wN,p)]} et p;y est tel que

|A1(0,P7)] = |A1(wn, Pt)|, il nous reste donc a comparer |A1(0,p;7)| & |Ai(w, py)|. Nous
avons
- _ 1 1+e)d
Aa(@, )| ~ Caeold? ™7 & |Ag(0,BD)] = [Aa(aon, B7)] ~ 1= (14 8) =1 — o[ L2
P7 aewn

Nous avons alors
[AL( PT) o) = [A2(0,P%)| = [Ar(wn, BT)I -

4 Minimum local de H.

Montrons a présent que p; est un point minimum local strict de H. En effet

g (1+e) (@wb(m)

20.57) =

(Pi* — 1a(0) 35(0)) >0

>33 f 0 2 wx
<P1 + ai >> (P% + €gp(0))°
puisque g,(0) = 0 et

fa<wN)
(1+e) | —— + g(wn)
(WNapT): f ( 82 b N) (mz—fa(wN)gb(wN)> <0
(71 + ) (i + egnaom ?

€

AN
ap

puisque p5% — fa(wn) gs(wn) ~ wn — w? < 0. Il existe donc un réel positif 5 et un intervalle

autour de p;, [Py —#, Pr + 1] sur lequel Py est un point minimum strict de H. Nous concluons
en utilisant le lemme (6.16).
O

Placons nous a présent dans le cas ou b = ¢, nous pouvons alors montrer le

Théoreme 7.13. Pour b = e et wy ~ Ce™7 avec y > 1, il existe une unique solution py positive du probleme
P qui est donnée par
A1(0,pT) = Ar(wn, PT).

De plus on a asymptotiquement
1—y 1 r-1 HT'Y )

Pf~4/—ez e max |[A(w,pr)|=1—1/—<¢e7 +0(e
P1 we[O,wN]’ 1(w, p1)| aC (

Ny

Démonstration. On a nécessairement

max ]\Al(w, P)| = max {|A1(0,p)[, [A1(@, )], [As(wn, P)I}

wel0,wy

.- oA . . . . -
olw € qw, %(w, p) = 0 ;. Partant de ce fait, nous construisons la démonstration en six étapes
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4 résoudre I’équation A1(0,-) = Aj(wn, -), et identifier py;
¢ calculer Aq(wn, Py);
. 0N, . e -
¢ résoudre I’équation a—wl(-, p;) = 0 et identifier w;
¢ calculer |[Aq(w, p7)l;
4 comparer Aj(wn;, py) a [As(w, py)| puis en déduire [[As(-, PT) || o) ;
4 enfin montrer que pj est un point minimum local strict de H, puis conclure avec 6.16.

Nous commencons par la premiere étape

4 Résolution de A1(0,-) = Ar(wn, *)-

Pour commencer, cherchons les solutions de I’équation A1(0, p) = Az (wn, p), i.€

ap—1_ p—fa(wn) P—0h(wn)

(7.27) =
f 1
apte  pefaon) P+ - 0b(wn)

Développons et réduisons I’égalité (7.27), nous obtenons

wN 2 B o (th(bwy)
(7.28) (awN th(bwy) + ¢ (aith(awN) 1)) p° + (wn(e — 1)th(bwy)) p — ewy (th(awN) =0.
En faisant b = ¢ dans I’égalité (7.28) nous obtenons
_ON ) ) 2 _ o2 (H(ewn)
(7.29) (awN th(ewn) +¢ (ath(awN) 1>> P+ (wn(e — Dth(ewn)) p—ewpy <th(awN) =0.

Appelons py la solution positive de I’équation (7.29). et supposons qu’elle s’écrive comme p; ~
Cpe_'yp (dans I'expression de p; seul le terme dominant en ¢ nous intéresse ) et wy ~ Ce™7 et
développons (7.29)

1—
_ _ Cet =7 )
.30 aCe~Vth(Cel =M+ 2 ) 227
(730) ( ( ) th(aCe™7) P

+(Cem (e —th(cel = 7)) cpe M

1-o
th(aCe™7)

Les termes dominants de I’égalité (7.30) sont : e =7 ~27» et e2~27, Pour réaliser (7.30), nous devons

équilibrer ces termes. Nous avons donc
-1
e d’une part —y — 2y, = 1 — 2y ou encore yp = 77

C
e d’autre part aC C3 = C? ou encore Cp = =
d’ou

N C
(7.31) 1~/ 2 £,
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4 Calcul de A (wn, P7).

Evaluons le facteur de convergence pour (7.31).

- pr — fa(w P — Op(w
Ai(wn, P7) = é)*l_i_gfa((w’\:\l)) ~pl 1gb( !
e Pi+ - b(wn)
CpekTW —Ce™7 CpfzkTy —Ce™7

1—

CpePTW + Cel7 CpeTW + Cs’l’”’.

Puis finalement en développant A1(wn, Py) pour e < 1 on obtient

C 2 C -~ C
(7.32) Ar(wn, PY) ~ (1_ EPQ*J) (1_ Epgv;) (1_ Epeuzq>
i.e
Chp 1
(7:33) Arlwn, BY) =1 — 2L L O,
! C
4 Résolution de I’équation %(., p5) =0.

s . . . OA . Co
Cherchons a présent les solutions de I’équation a—wl(w, p;) = 0, ce qui revient a chercher les w

solutions de
Oh(w) —p7 9f4 fa(w) — p* 90y
(734) p; +efa(w) ow (w) epy + Op(w) ow (@)

Appelons ces solutions w. Pour réaliser (7.34), on a nécessairement

(7.35) fa(w) > P > gp(@).
Supposons que w ~ C, e~ 7<. En remplagant pj et w par leurs valeurs dans (7.35), il vient
Cpe M 1 _— 1—
. - wth Tw),
(7.36) th{aC,e ) > Cpe 7 > Cy,e "th(Cye )
Cw 8_7‘0 Yo
Comme th(aCy, e ) Cue ,ona
-1
(7.37) 77 < Yo
. . o . dfa gy
Yw st donc positive. Cherchons ensuite des équivalents des fonctions @(-), S (+). Nous avons
agp 1 sh(2wb) + 2wb
S (w) =5 =
ow 2 ch®(wb)
et
.1 sh(2wh) + 2wb .1 2bch(2wb) + 2b
lim - = lim =
w—o0 2 chz(wb) w—eo 2 bSh(Za)b)
— lim 2bsh(2wbh)

w—oo  2bch(2wb)

=1
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Pour résoudre (7.34), il nous faudra distinguer 4 cas dépendant de la valeur de 7, qui sont
Yo > 1, 7o =1,et0 < vy, < 1ety, = 0. Etudions alors les solutions éventuelles dans chacun

de ces cas.
e Si vy > 1, on a les équivalents suivants

afa

fa(@) ~ Coe ™ 2 2(@) ~ 1
(738) 3
gh(w) ~ Cy e~ 7, a—?j(d;) ~ 1,

si bien que (7.34) est équivalente a

- iy - iy
Coe M —Cpez Cue 7w —Cpez

(7-39) - - =0.
Cpe2 + Cpel~T Cpe’?’ +Cpe e
Pour réaliser(7.42) on a nécessairement
1—o
(7.40) Cpe To > Coe 2 >C, e Vo,
. ¥—1 -
Par conséquent, C, = Cp et v, = o puis finalement
Si ,)/W - 1,
_ ofy  _
fa(w) ~ Cwe™t; a—(j(w) ~1
(7.41)
_ 4 0Qp, - 1 sh(2C,) + 2C,,
~ C,th(C 1; _— ~ —

et I’égalité (7.34) est équivalente a

Coth(Cu)e T —Cpe2t 1 Cpez —Cuel h(2C,,) + 2C
(7.42) wth(Cu)e it 4 pe w€ sh(2C.) +2Cy _

Cpe2 +Cy 2¢C, e +Cuth(Cy) et ch?(Cy)
De I'inégalité (7.37), on déduit que v < 3. L’égalité (7.42) est donc équivalente a
Cuw 73 1 sh(2C,) +2C,
. —th(C,) e 2 — =0
(7.43) o (Cw) th(Co)  ch2(Cy)

Cette derniére égalité est impossible a réaliser.
Si 0 < yw < 1, nous avons les équivalents suivants

fa(@) ~ Coe 7 Z2(@) ~1
(7.44)

- _ gy , -
(@) ~ CZ et 21 2 () ~ 0

et I’égalité (7.34) est équivalente a

_ 1y
CZ el=21 — Cpez

— =0.
Co e + Cp el 7w

(7.45)
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+

- - 1
L’égalité (7.45) entraine d’une part C, = ,/C, et d’autre part 7, = 7 On a donc

(7.46)

ou 7y < 3 gréace a I'inégalité (7.37).
° Si ’)’W - 0,

Co

(7.47)
gp(w) ~ CZe;

et I’égalité (7.34) est équivalente a

12
eC2 —Cpe2

() ~ fhac,)’

1+
a_JN\/C>peiT

%(d)) 1 _ aC,
Jdw th(aCy) Shz(an)
agb _

0 ) 0

1 aC,

(7.48) = c.
Cpe?z + Et

h(aCy)

th(aC,) shz(an)> -0

aC
“__>0.

L’égalité (7.48) est impossible car "
4 Calcul de Aq(w, 7).

1
h(aC,)  sh?(aC,)

® v, > 1
Faisons a présent les hypotheéses suivantes :
fa(d)) - ﬁf ~Ciem
(7-49) N )
P — Ob(w) ~ Cape™

ou 1,72 < 7 et évaluons le facteur de convergence en w. Alors

2

fa(w) — P71

P1 — gh(w)

[As(w, p1)| =

TP Hefa(@0) ~

Cl 8771

1
P + Egb<w)

C2 8772

~

1— 3~ 1 _ Aty
Cpez +Cpe2 Cpez +Cpe 2

ﬂ+7)

~Cae YD —(nt1) &

(1+e)?

Enfin en développant |A;(w, p7)| pour e < 1

(7.50)

e casou 0 < yy < 1.

|A1(@, Pt)| ~ Cae? — (r1+72)

. . . v—1 .
Soit 1 un reéel positif tel que v; < ——. Supposons a présent que

2

(7.51)

P} — Gp(w)| ~ Cre™™
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et évaluons le facteur de convergence en w. Alors

| fa(w) — Pi| !pl—gb( )!
Py +efa(w ) L+ = 9b<a_1)

/ _lty 1
Cpe 4 —Cpg 2 Cle_'yl

1 3 1- (1+7)

[As(w, P7)| =

CpeTW-I- CpszT7 CpsTv-l-Cps‘z

¢ Calcul de [[Ag (-, PT) [l (k)

Comme max |A1(w, p)| = max {|A1(0,p)|, |A1(w, p)|, |A1(wn, p)|} et Py est tel que |A1(0, p)| =
|A1(wn, PT)], il nous reste donc a comparer |A1(0, py)| @ |A1(w, py)|. Ce calcul dépendra égale-
ment des valeurs de .. Nous avons
e cas ou 7y, > 1.

Nous avons

_ C -
2@, B1)| ~ Cat 147 < [As (e, B)| = |A1(0, %) ~ 1= 2 €

Nous avons donc
[A1(w, PD) [y = [A2(0,P7)].

e casou 0 < 7y, < 1.
_ 1—
Par hypothése 71 < ’yT ou encore —71 > 77 D’autre part
3y—-1 -1 1 — 3y —
Y _ n T > i Y

1
4 2 4 2 >0, et

1 .
. Nous en déduisons alors que —y; +

- Ci . 31 ~
As(@, Bl ~ e T < 1A 0.P)] = [Asfon. B
p

Finalement
[A1( P |y = [A2(0, )]
En résumé pour tout -y, positif, nous avons
[ALC P ey = [A2(0,P7)| = [Aa(wn, P7)I -

4 Minimum local de H.

Montrons a présent que p; est un point minimum local strict de H. En effet
fa(0
. 1+ (22 1 g0))
“20,p7) = 3
op . fa(00\? _,
(p1 + ai )> (P1 + e90(0))°
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puisque g,(0) = 0. et
fa(ﬂ]N)

oA

+ gb(wN)>
w(wN, p1) =

(Mk N fa(WN)>2 (p% + egb(wN))2

puisque 5% — fa(wn) Op(wn) ~ €77 — C? £727 < 0. Il existe donc un réel positif 7 et un in-
tervalle autour de pj, [py —#, Pr + 7] sur lequel p; est un point minimum strict de H. Nous
concluons en utilisant le lemme (6.16).

(P1* = falwn) go(wn)) <0

[y

O

Ceci clét I'étude des conditions de Robin & un paramétre. La sous-section qui suit s’intéresse au
cas de deux paramétres qui est nettement plus complexe. Le probleme d’optimisation qui en déduit
est trés difficile. En revanche nous pouvons analyser la convergence de I'algorithme. Pour l'illustra-
tion numérique, nous utilisons un algorithme d’optimisation de type Nelder-Mead pour calculer les
parametres optimisés.

7.2.2 Conditions de Robin a deux parametres

Soient deux paramétres p,q > 0. En posant

Y
K1 = -, Ko — ,
1= 2=1q
dans l'algorithme (7.12), nous définissons une famille d’algorithmes de Schwarz avec condition de

Robin & deux paramétres(appelé 2sided dans [22]) :

(—Ault? =f,  dans Qi
—%Au;‘“ =1f, dans Q,
(7.52) 0o 1 _ 1.9
n+1 _
(5 T ePu (G TOU - sur 1,
(_1i+q)u”+1 = (- +q)uy sur T°
& aXl 2 aX]_ ,

avec les conditions aux limites héritées de 7.1. L’étude de la convergence de I'algorithme 7.52 conduit
naturellement a la définition du facteur de convergence

(p—ath(wb) (4= s

(wa)

(p+eﬁ> (a+ th(wb))

ou w varie dans I'intervalle [0, wy]. Le résultat qui suit étudie la plage de (p, q) nécessaire et suffisante
pour obtenir une convergence.

(7.53) Az (w,p,q) =

Théoréme 7.14 (Conditions nécessaires et suffisantes de convergence). L’algorithme (7.52) converge pour
tout couple (p,q) € Pag 0l Pag = P2, U P2, avec

X
Pl ={p—ea>0tn{pg> (p—eq) '}

q—e¢ a
P§d={p—eq<0}ﬂ{yN+ P) (—yN——)+apq>0}

€
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avec
WN

N = thawon)

Démonstration. Pour assurer la convergence, nous devons garantir que :

et yn = thh(wa).

(p — wth(wb))(gth(wa) — w)
(pth(wa) + ew)(q + %th(wb))

|A2(wk, p,0)| = | | <1 Yw € [0, wn],

ce qui se traduit par les 2 inégalités suivantes

(7.54) —(pth(wa) + &) (q + Zth(wb)) < (p— wih(wb))(qth(wa) — )

et

(7.55) (P — wih(wb)) (ath(wa) — w) < (pth(wa) + ew) (G +  th(wb))

L’inégalité (7.55) est réalisée Vw > 0. Quant a I'inégalité (7.54), elle équivaut a :

(7.56) 0< 2% +2pq +wth(wb)(§ —aq)+ th((fua) (¢4 = p).

Soient deux variables x et y telles que x := th?iza)’ y := bwth(wb). L’inégalité (7.56) équivaut a dire

que nous cherchons I’ensemble P4 des couples (p, q) > 0 tels que Vx,y € D = [1, axn] x [0, byn]
nous ayons :

a h
(7.57) f(x,y,p,q) = Xy +(p — sQ)(Ey - EX) +abpq > 0.

Remarquons que si p = eq, alors (p,q) € Paq. La zone ainsi définie par (7.57) est entre les deux branches
d’une hyperbole. On a donc deux cas :

1. p—¢q > 0: On trace I’hyperbole.

y

a
= —E(P—etﬂ

y=5(p—e€q)

N T

y=3zP—€q)
= X /_,————'—‘—’—-—

FIGURE 7.4: Cas 1.1
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Une condition nécessaire pour que f(x,y, p,q) soit positif est que le rectangle D soit a gauche de
I’hyperbole, et pour cela il faut et il suffit que f(axy,0,p,q) > 0.

. X
Sip—eq>0 (p0Q) €Pu & pa> (p—e)
2. p—e¢q < 0:On trace I’hyperbole.

a
X = —E(D — €q)

y
X = —%(p —€q)

.

_'u
Y—E(p—GQ)

FiGure 7.5: Cas 1.2

Une condition nécessaire pour que f(x,y, p,q) soit positif est que le rectangle D soit a droite de
I’hyperbole, et pour cela il faut et il suffit que f(1,byn, p,q) > 0. Si p—eq < 0, alors (p,q) € Pqq

(p —eq) (a

ce qui est équivalent a yy + > YN %) +apq > 0.

En résumé, P,y = P, U P2, avec
X
Pa={p—ea>0tn{pg> (p—eq) '}

2
— a 1
P§d={p—sq<0}ﬂ{yN+(q ep) (EyN—E)JraPQZO}.

Etudions PL,. La région est quadrillée sur le dessin.
ad
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Ww_1y
e a
yn 1

Py = {ed > p} = 370

la région est quadrillée sur le dessin

qdpup=IN_Z°E
P=% "2
p=e€q
—t—yN T D

7.3 Validation numérique

Tous les résultats numériques exposeés ici ont été effectués sur le probléme modeéle suivant : avec

aﬂuE ==
1
—AUS = fy =Rl
Ui =0 2 — 0
aXl
a b
anug - 0
comme solution de référence
7T
w(xy) = (x+ajos(Ty)  (xy) €] -a0]x]o.L]
(7.58) u(x,y) = X s
Up(x,y) = [a+ ex(1— 2_b)] cos(Ty) (%) €l0,b]x]0, L].
a = 05
Prenons le cas du carré unité pour se fixer lesidées: { b = 05
L = 1.

Nous avons utilisé une méthode d’éléments finis P! Lagrange comme solveur mono-domaine.
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Solution exacte sur tout Omega

0.6

0.4

0.5

0.5

FIGURE 7.6: Solution de référence

Pour commencer définissons la norme de I’erreur que nous utiliserons a chaque itération n.

[Ew ()]l = max([|Ea, ()], |Ea, (n)]])

Ew(n) = [uly — U],

ol U est une solution de référence discréte et ul, est la solution calculée a I'itération n. De plus tous
les résultats ont été testés a la fois sur un maillage régulier mais aussi sur un maillage quelconque, la
vitesse de convergence reste inchangée. Nous précisons de plus que dans les conditions d’interface,
nous avons utilisé les parametres optimisés suivants :

- 0 = A}p pour l'algorithme 7.5;

- p = p; pour l'algorithme 7.13;

- p = p; etq = @5 pour I'algorithme 7.52 ou p3, G5 sont calculés par un algorithme de Nelder-Mead

avec Matlab.
Pour finir il nous reste & donner des précisions sur I'initialisation des différents algorithmes; le choix
des fonctions u?, i = 1,2 sur I'interface I°. En effet, nous effectuons deux choix analogue a ceux faits

pour le collage :
— Le premier choix naturel est de prendre pour donnée initiale un vecteur aléatoire de facon a'y
faire figurer toutes les fréquences possibles;
— un second intéressant est d’utiliser pour une donnée initiale la solution du probléme (4.26) .

7.3.1 Décomposition de domaines symétrique (a = b)

Considérons une décomposition symétrique et étudions le comportement des différents algo-
rithmes par rapport a h.
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Cas de matériaux homogénes e =1

Dans le tableau 7.1, nous simulons la performance des différents algorithmes par rapport au pas
de maillage h. En effet nous comptons le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une erreur
de 10~% en fonction de h. Nous avons aussi mis entre parenthéses a titre de comparaison, le nombre
d’itérations qu’on obtient avec les paramétres optimisés sans tenir compte de la taille des domaines,
ceux développés dans [22] . Comme dans le probléme de collage, I'algorithme de Neumann-Dirichlet
semble étre le plus rapide et stable dans ce cas. De plus il est indépendant du maillage comme le
stipule le théoreme 7.5. Pour, I'algorithme avec des conditions de Robin, les résultats sont en accord
avec les prévisions théoriques

Cas de matériaux hétérogénes ¢ # 1

Nous comparons les résultats obtenus avec le paramétre optimisé en domaine non borné a ceux en
domaine borné. Pour cela nous comparons les paramétres optimaux théoriques et numériques sur la
figure 7.7 ou nous comptons le nombre d’itérations par rapport a une plage de paramétres incluant
les paramétres optimisés p; et ceux dans [22]. Cela situera p; par rapport au parameétre optimisé
numeérique Ensuite nous évaluons la performance des algorithmes (7.5),(7.13),(7.52) pa rapport & h
sur la table 7.2 et & ¢ sur la table 7.4. La vitesse de I'algorithme de Dirichlet-Neumann est toujours
indépendante du maillage, ainsi que celle de I'algorithme avec conditions de Robin a deux parametres.
Le fait de faire décroitre ¢, fait croitre la vitesse de convergence de I'algorithme de Neumann-Dirichlet
et décroitre celle des algorithmes avec conditions de Robin. Nous avons choisi comme donnée intiale,
un vecteur de nombres aléatoires compris entre —1 et 1.

h Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided) |
1/50 14 | 41(59) | 15(26) |
1/100 14 | 58(83) | 19(31) |
1/200 14 | 82(115) | 23(37) |
1/400 14 | 117(142) | 28(43) |

TasLE 7.1: Nombre d’itérations (Gauss-Seidel)pour atteindre une erreur de 108 en fonction de la taille
du maillage h pour ¢ = 1.
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—Nombre d'iterations
*
o p
’r‘)'*
1

—Nombre d’iterations

Iterations
Iterations

7oF
60
s
n L L
8] T E] \
s

(@) h = 1/50

p 2 2 ES
(b) h = 17100

Ficure 7.7: Nombre d’iterations pour atteindre une erreur de 1e-6 par rapport au parametre d’optimi-
sation 1sided ¢ = 0.1

h Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided) |
1/50 91 | 30(83) | 5(22) |
/100 Y T
1/200 91 | 61(167) | 5(34) |
1/ 400 91 | 89(199) | 5(37) |

TaBLE 7.2: Nombre d’itérations (Gauss-Seidel)pour atteindre une erreur de 108 en fonction de la taille
du maillage h pour ¢ = 0.1.

TasLE 7.3: Nombre d’itérations pour atteindre une erreur de 108 en fonction de e(h = 1/200)

¢ | Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided) |
1/2 23 | 88(143) | 14(40) |
1/4 39 | 81(161) | 9(40) |
1/8 73 | 66(167) | 6(36) |
1/16 143 | 51(165) | 5(30) |
1/36 289 | 37(157) | 4(24) |

TaBLE 7.4: Nombre d’itérations (Gauss-Seidel)pour atteindre une erreur de 108 en fonction de h.
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7.3.2 Décomposition de domaines non symétrique (@ # b) et étude dans la couche

Dans cette sous-section nous étudions le comportement des différents algorithmes par rapport a la
dissymétrie du domaine. En effet sur la table 7.5 et la figure 7.3.2, nous fixons a, faisons décroitre b
et observons le comportement des différents algorithmes. Sur les figures, la 1égende est décrite de la
facon suivante :

— Robin1iSF et Robin2SF désignent respectivement les algorithmes avec conditions de Robin a un

et deux parameétres;

— RobiniTF et Robin2TF désignent respectivement les algorithmes avec conditions de Robin a un

et deux parametres ou les parameétres optimisés sont ceux développés dans [22].
L’ algorithme de Neumann-Dirichlet et celui avec conditions de Robin & un parametre restent stables,
tandis que I'algorithme avec conditions de Robin a deux paramétres convergent de moins en moins
vite mais restent néanmoins le plus rapide.

b Neumann-Dirichlet | Robin(one-sided) | Robin(two-sided) |
5101 o1 87(338) 6(72) |
101 91 87(338) 9(72) |
21072 91 87(338) 18(72) |
102 87 87(338) 28(72) |
5103 65 87(338) 43(72) |

TasBLE 7.5: Nombre d’itérations (Gauss-Seidel)pour atteindre une erreur de 10 % en fonction de b pour

h = 1/200.
Neumann-Dirichlet | Robin1SF | Robin1TF | Robin2SF Robin2TF
b = ¢ | algorithmes initialises par un vecteur de nombres aléatoires compris entre
—letl
5.10~1 23 125 289 15 85
107t 91 87 338 9 72
21072 455 43 306 8 45
1072 779 30 284 8 37
5.1073 892 21 261 8 30
algorithmes initialises par la solution du probléme (4.26)
5.10~1 18 28 58 9 20
1071 34 20 42 8 13
21072 171 10 42 8 10
1072 269 7 42 8 9
5.1073 347 6 42 8 8

TasLE 7.6: Nombre d’itérations pour atteindre une erreur de 108 en fonction de e(h = 1/200)
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Ficure 7.8: Erreur au cours des itérations pour différentes valeurs de a et b

Sur la table 7.6 et la figure 7.9, nous pouvons observer le comportement des algorithmes dans le

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons développé des conditions d’interface adaptées aux difficultés posées
par les problémes de type revétement. Parallélement au chapitre précédent, ce travail s’allie aux résul-
tats obtenus dans [19, 22] et démontre I'efficacité et la robustesse des conditions de Robin optimisées.
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Erreur globale

Erreur globale

Erreur globale

De ce fait les résultats obtenus sont encourageants et nécessitent une étude plus approfondie concer-
nant la précision de la solution calculée comparativement a d’autres approches. La suite de ce travail
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FIGURE 7.9: Erreur au cours des itérations pour différentes valeurs de ¢

sera bien entendu I'étude du raffinement de maillage dans la couche mince.
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