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Chapitre 1

Introduction
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1.1 Contexte de la thèse

Cette thèse traite de l’analyse et du traitement d’images ou de séquences
d’images couleur. Par delà les approches marginales usuellement employées, nous
avons cherché à dégager une approche spécifique exploitant au maximum les infor-
mations colorimétriques. Notre démarche s’inscrit dans la continuité des travaux
entrepris par S. Sangwine et al. [Sangwine 2007] utilisant notamment une représen-
tation de l’espace couleur RGB par l’ensemble des quaternions imaginaires purs. Il
s’avère qu’un cadre mathématique particulièrement adéquat pour appréhender la
géométrie des couleurs est celui des algèbres de Clifford dont l’algèbre des quater-
nions est un exemple [Batard 2009, Sangwine 2007]. Les éléments d’une telle algèbre
sont appelés multivecteurs ; ils représentent des “portions" de sous-espaces vectoriels
de dimension arbitraire avec une norme et une orientation. L’un des intérêts, très
exploité en vision et en robotique, est la possibilité de coder algébriquement des
transformations géométriques à l’aide du calcul dit sans coordonnées.

La représentation des images couleurs que nous privilégions dans ce qui suit est
basée sur une généralisation du signal analytique. Là encore, comme cela a été mis
en évidence notamment par G. Sommer et M. Felsberg [Felsberg 2001], le cadre
des algèbres de Clifford se révèle être particulièrement pertinent. La construction
proposée du signal monogène couleur repose sur l’analogie qui peut être faite entre
les conditions de Cauchy Riemann, qui définissent le caractère holomorphe d’une
fonction, et l’équation de Dirac, faisant intervenir l’opérateur du même nom. La
résolution des systèmes qui en découlent utilisent les noyaux de Riesz et de Poisson
2D. Il est bien connu que l’un des intérêt du signal analytique est la possibilité
de définir la phase et l’amplitude instantanées d’un signal réel. Nous discutons,
pour le signal monogène couleur, d’une représentation polaire, basée sur un produit
géométrique, qui s’inscrit dans la même voie.

Les applications envisagées reposent majoritairement sur cette représentation
polaire et sur les informations de couleur, mais nous le verrons aussi de structures
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locales, s’y rattachant. Nous abordons successivement des problématiques liées au
flot optique couleur, à la segmentation couleur multi-échelle, au suivi d’objets cou-
leur et à la détection de points d’intérêt.

Mentionnons également que les travaux décrits dans cette thèse s’inscrivent dans
l’approche “scale-space" du traitement d’images. Le signal monogène couleur est par
construction multi-échelle pour le noyau de Poisson. Cet aspect est très présent dans
les applications évoquées ci-dessus.

1.2 Contenu de la thèse

Nous avons distingué deux parties, l’une théorique, l’autre plus applicative. Nous
commençons la première partie par des notions de base sur les algèbres de Clifford et
les groupes de spineurs. Il existe somme toute peu de références liées au traitement
d’images et de la vidéo où l’on trouve explicitées les définitions et les propriétés qui
nous seront utiles dans la suite. Nous avons opté pour une présentation mathéma-
tique rigoureuse, parfois assez abstraite, illustrée par des exemples classiques. Nous
décrivons ensuite les constructions des signaux analytique et monogène (cette der-
nière dûe à M. Felsberg) impliquant les algèbres de Clifford R2,0 et R3,0 ainsi que les
opérateurs de Dirac associés. La fin de la première partie est consacrée à la construc-
tion du signal monogène couleur et à la représentation polaire qui en découle. Sans
entrer plus dans les détails, signalons simplement que cette représentation polaire
est obtenue à partir du produit géométrique dans R5,0 du signal monogène couleur
avec un vecteur de référence contenant des informations de structures locales et de
couleur fixées. Un tel produit est traditionnellement appelé un 2-verseur. On extrait
de ce 2-verseur une fonction d’angle et une partie scalaire sur l’utilisation desquelles
reposent les applications proposées dans la suite. Nous discutons également sur des
exemples de l’interprétation en termes de phase de cette fonction d’angle. Nous
verrons que beaucoup reste à faire dans cette optique, ce qui ouvre de nombreuses
perspectives au travail présenté dans ce mémoire. Les propriétés des transformées
et des noyaux utilisés sont décrites en annexe.

La première application abordée dans la seconde partie traite de l’extraction d’un
flot optique couleur. Il ne s’agit pas ici de trouver un champ de vecteurs dense qui
serait meilleur que les champs de vecteurs existants. Notre approche est différente
des approches usuelles ; elle consiste à extraire, à partir de la fonction d’angle de la
représentation polaire, le champ de vecteurs des déplacements d’objets d’une couleur
fixée. La contrainte de conservation de l’intensité est remplacée par la contrainte de
conservation de la fonction d’angle. Comme dans toutes les autres applications, on
peut tirer profit du caractère multi-échelle. Deux exemples sont traités, l’un présen-
tant de fortes variations de luminosité, l’autre étant très dégradé par la compression
et les mouvements de caméra.

Nous nous intéressons ensuite à un problème de segmentation couleur multi-
échelle. Pour cela nous considérons tout d’abord la surface de R4 paramétrée par
la partie scalaire et la fonction de phase de la représentation polaire. La détection
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des variations dans une couleur prescrite se fait via l’étude de la première forme
fondamentale de la surface, plus précisément des valeurs propres de cette dernière.
Une variante est proposée où le paramètre d’échelle est traité comme une variable
supplémentaire, la surface précédente étant remplacée par une variété de dimension
3. La même analyse des valeurs propres de la première forme fondamentale corres-
pondante conduit à une détection multi-échelle avec une détermination automatique
du paramètre d’échelle significatif ; c’est ce dernier point qui justifie cette variante.

La troisième application est consacrée au suivi d’objets. La fonction d’angle est
une nouvelle fois utilisée mais cette fois-ci comme mesure de similarité. Nous com-
mençons par décrire une approche naïve de type “block-matching". Dans un second
temps, nous incorporons l’information de similarité dans la fonction de vraisem-
blance d’un algorithme de filtrage particulaire. Ces deux méthodes nous ont permis
de valider la robustesse de la fonction d’angle aux changements d’illuminant ainsi
que sa capacité à encoder l’information de couleur et de structure de façon perti-
nente.

Enfin, et en marge de ces travaux, nous abordons le problème de la détection
des points d’intérêt suivant une approche multi-échelle. Nous commençons par resi-
tuer la définition du détecteur de Harris dans le cadre de la géométrie différentielle
en faisant le lien entre ce dernier et une version “relaxée" du discriminant du po-
lynôme caractéristique de la première forme fondamentale. La version multi-échelle
fait intervenir une nouvelle fois la variété de dimension 3 obtenue en traitant le para-
mètre d’échelle comme une variable. Les détecteurs proposés sont définis à partir de
l’étude des bifurcations des racines (à l’aide des formules de Cardan) d’une version
“relaxée" du discriminant de Cardan du polynôme caractéristique de la première
forme fondamentale de la variété.

1.3 Remarques

Comme nous l’avons dit précédemment, un des objectifs de cette thèse est d’abor-
der certaines des problématiques du traitement des images et de la vidéo en mettant
fortement l’accent sur l’utilisation des informations colorimétriques. L’approche pri-
vilégiée, basée sur la définition et l’utilisation du signal monogène couleur, est nou-
velle et n’a donc fait l’objet d’aucun travail antérieur. Nous le verrons au cours du
texte, de nombreuses questions restent en suspens, notamment en ce qui concerne la
définition de phase pour des images couleur. Les applications décrites montrent que
cette approche donnent de bons résultats dans divers contextes. Clairement, les ré-
sultats contenus dans ce mémoire de thèse sont une première contribution à l’étude
d’un “objet" complexe qui semble laisser entrevoir de nombreuses potentialités.





Chapitre 2

Algèbres de Clifford et
représentations des signaux

Nous commençons par rappeler les définitions et les propriétés de base
concernant les algèbres de Clifford et les groupes de spineurs. Les paragraphes 2.2
et 2.3. sont consacrés aux constructions des signaux analytique et monogène et à
l’analyse de ces derniers. Le reste du chapitre concerne les deux principaux objets
d’étude de notre travail à savoir le signal monogène couleur et la représentation
polaire associée. Le lecteur trouvera en annexe les propriétés des transformées et
des noyaux utilisés.

Sommaire
2.1 Rappels sur les algèbres de Clifford . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1 Algèbres de Clifford : définitions et propriétés. . . . . . . . . 9
2.1.2 Exemples et compléments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.3 Les groupes de spineurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.4 L’opérateur de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 Le signal analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2.1 Construction dans l’algèbre de Clifford R2,0 . . . . . . . . . . 18
2.2.2 Représentation polaire d’un signal monodimensionnel . . . . 21
2.2.3 Analyse de signaux monodimensionnels . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Le signal monogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.1 Construction dans l’algèbre de Clifford R3,0 . . . . . . . . . . 24
2.3.2 Représentation polaire d’une image en niveau de gris . . . . . 27
2.3.3 Analyse de signaux bidimensionnels . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4 Le signal monogène couleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.4.1 Système colorimétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.4.2 Construction dans l’algèbre de Clifford R5,0 . . . . . . . . . . 31
2.4.3 Représentation polaire d’une image couleur . . . . . . . . . . 35
2.4.4 Fonction d’angle ϕV et représentation polaire χ . . . . . . . . 41

2.1 Rappels sur les algèbres de Clifford

2.1.1 Algèbres de Clifford : définitions et propriétés.

Les données de base sont un espace vectoriel E (sur R pour ce qui nous intéresse),
de dimension finie, et une forme quadratique Q sur E. Le but est de définir (et de



10 Chapitre 2. Algèbres de Clifford et représentations des signaux

construire) une algèbre sur R qui contienne E et telle que si u est un vecteur de E,
le produit uu = u2 (qui a un sens dans l’algèbre considérée) soit égal à la valeur
Q(u) de la forme quadratique évaluée sur u. Par suite, si u et v sont deux vecteurs
de E plongés dans une telle algèbre, alors nécessairement : uv + vu = 2B(u, v), en
notant B la forme bilinéaire symétrique associée à Q.
Le produit géométrique des deux vecteurs u et v est alors défini par la formule :

uv = B(u, v) + u ∧ v

où
u ∧ v =

1
2
(uv − vu)

est la partie antisymétrique de ce dernier. On peut remarquer rapidement que l’al-
gèbre recherchée, si elle se doit de contenir les scalaires de R et les vecteurs de E,
doit également contenir d’autres types d’objets. Par exemple, si E est l’espace vec-
toriel R2, Q la forme quadratique euclidienne et (e1, e2) une base orthonormée, alors
l’élément e1 ∧ e2 est de carré -1 ; il ne peut donc pas s’agir d’un scalaire ou d’un
vecteur.

Il faut cependant prendre quelques précautions si l’on veut être rigoureux. Il existe
en effet beaucoup d’algèbres A munies d’une application linéaire f de E dans A
satisfaisant la condition [f(u)]2 = Q(u) pour tout vecteur u de E. De tels couples
(A, f) sont les objets d’une catégorie et l’algèbre de Clifford de E relativement
à la forme quadratique Q, notée dorénavant (Cl(E,Q), i

(E,Q)
), est définie comme

étant un objet initial de cette catégorie. C’est dire précisément que si (A, f) est un
couple comme ci-dessus, il existe un unique morphisme d’algèbres g de Cl(E,Q)
dans A tel que f = g ◦ i

(E,Q)
. Comme tout objet initial d’une catégorie, le couple

(Cl(E,Q), i
(E,Q)

) est défini à isomorphisme (de la catégorie) près. Nous parlerons
cependant, avec un léger abus, de l’algèbre de Clifford de E.
Remarque : L’application i

(E,Q)
est là pour envoyer E dans Cl(E,Q). Nous verrons

plus loin que cette application est une injection et qu’elle permet d’identifier par
conséquent un vecteur u de E et son image i

(E,Q)
(u) dans Cl(E,Q) (ce que nous

avons fait au début de ce paragraphe).

Pour construire pratiquement l’algèbre de Clifford de E, on procède de la façon
suivante. Soit :

T (E) = R ⊕ E ⊕ (E ⊗ E) ⊕ ... =
⊕

i≥0

E⊗i

l’algèbre tensorielle 1 de E, et soit I(E,Q) l’idéal de T (E) engendré par les éléments
de la forme u ⊗ u − Q(u), u appartenant à E. Notons encore i

(E,Q)
l’application

composée :
E −→ T (E) −→ T (E)/I(E,Q)

Il n’est pas trop difficile de vérifier (voir [Postnikov 1985]) que :

1. Si F et G sont deux espaces vectoriels muni chacun d’une base {fi}i∈I et {gj}j∈J , le produit
tensoriel F ⊗ G de F et de G est l’espace vectoriel admettant pour base les produits formels
{figj}(i,j). On note traditionnellement fi ⊗ gj le produit figj . Si u =

P
αifi et v =

P
βjgj alors

u ⊗ v =
P

αiβjfi ⊗ gj .
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Théorème 1. Le couple (T (E)/I(E,Q), i
(E,Q)

) est l’algèbre de Clifford de E.

Par ailleurs, et c’est fondamental dans tout ce qui suit :

Théorème 2. l’application i
(E,Q)

est injective et l’ensemble {ei1ei2 ...eik ; i1 < i2 <
... < ik ; k ∈ {1, 2, ..., n}} avec l’unité 1 de Cl(E,Q) est une base 2de Cl(E,Q).

On en déduit en particulier que l’algèbre de Clifford de E est de dimension 2n

(si n est la dimension de E). La démonstration de ces deux propriétés repose sur
le fait que Cl(E,Q) est une algèbre Z2-graduée. En voici les grandes lignes. On
commence tout d’abord par utiliser le fait que (Cl(E,Q), i

(E,Q)
) est un objet initial

(unique à isomorphisme près) pour montrer qu’il existe un unique automorphisme
α de Cl(E,Q) qui satisfait : α ◦ α = Id et α ◦ i

(E,Q)
= α0 où α0 est l’application

linéaire de E dans Cl(E,Q) qui à un vecteur u associe l’élément -i
(E,Q)

(u). On utilise
ensuite cet automorphisme pour décomposer l’algèbre Cl(E,Q) en la somme directe
Cl(E,Q) = Cl(E,Q)(0) ⊕ Cl(E,Q)(1) avec :

Cl(E,Q)(0) = {x ∈ Cl(E,Q), α(x) = x} (éléments pairs)

Cl(E,Q)(1) = {x ∈ Cl(E,Q), α(x) = −x} (éléments impairs)

De plus : Cl(E,Q)(i)Cl(E,Q)(j) ⊂ Cl(E,Q)(i+j), i et j étant des entiers modulo 2,
ce qui signifie précisément que

Proposition 1. L’algèbre Cl(E,Q) est une algèbre Z2-graduée.

Avant d’aller plus loin, rappelons ce qu’est le produit tensoriel gauche de deux
algèbres Z2-graduées, A = A(0)⊕A(1) et B = B(0)⊕B(1). Il s’agit du produit tensoriel
A ⊗ B = (A ⊗ B)(0) ⊕ (A ⊗ B)(1), avec (A ⊗ B)(0) = (A(0) ⊗ B(0)) ⊕ (A(1) ⊗ B(1))
et (A ⊗ B)(1) = (A(0) ⊗ B(1)) ⊕ (A(1) ⊗ B(0)), ce produit tensoriel étant muni du
produit gauche :

(a ⊗ b)(c ⊗ d) = (−1)ij(ac ⊗ bd)

avec b ∈ B(i) et c ∈ A(j). On note le produit tensoriel gauche de A et B, A⊗̂B. L’in-
térêt de cette construction pour notre étude réside dans le résultat suivant. Soient
E1 et E2 deux espaces vectoriels munis respectivement d’une forme quadratique Q1

et Q2, soit encore E1 ⊕ E2 la somme directe de ces deux espaces munie de la forme
quadratique 3 Q1 ⊕ Q2, alors :

Proposition 2. L’algèbre de Clifford Cl(E1⊕E2, Q1⊕Q2) est isomorphe au produit
tensoriel gauche Cl(E1, Q1)⊗̂Cl(E2, Q2).

Connaissant ce résultat, on peut “dévisser" l’algèbre de Clifford d’un espace vectoriel
E muni d’une forme quadratique Q en invoquant le théorème d’inertie de Sylvester
(classification des formes quadratiques sur R). L’algèbre Cl(E,Q) est le produit
tensoriel gauche de n algèbres élementaires isomorphes chacune à l’un des modèles
suivants : R[x]/(x2 +ε), avec ε = −1, 0 ou 1. On en déduit les deux propriétés citées
plus haut (voir [Postnikov 1985] p. 223).

2. Les ei sont les éléments d’une base Q-orthogonale de E.
3. Cette forme quadratique est définie par Q1 ⊕ Q2(u + v) = Q1(u) + Q2(v).
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2.1.2 Exemples et compléments.

Dans ce qui suit, on note Rp,q (avec n = p + q) l’algèbre de Clifford de l’espace
vectoriel Rn muni de la forme quadratique :

Q(x1, x2, ..., xn) = x2
1 + ... + x2

p − x2
p+1 − ... − x2

n

Premier exemple :

L’exemple le plus simple est celui de l’algèbre R0,1, i.e. l’algèbre de Clifford
de R muni de la forme quadratique Q(x) = −x2. L’algèbre tensorielle de R étant
isomorphe à R[x], R0,1 est isomorphe au quotient R[x]/(x2 + 1) c’est à dire à C. Si
e est un vecteur de R de norme euclidienne 1, alors e2 = −1. Le couple (1, e) est
une base de R0,1 et on réalise un isomorphisme entre cette dernière algèbre et C en
envoyant 1 sur 1 et e sur i. L’algèbre R1,0 est quant à elle isomorphe au quotient
R[x]/(x2 − 1).

Deuxième exemple :

Soit (e1, e2) une base orthonormée 4 de R2. Dans R0,2, on a les relations sui-
vantes : e2

1 = e2
2 = −1. Il est facile de vérifier que l’on réalise un isomorphisme entre

R0,2 et H en envoyant 1 sur 1, e1 sur i, e2 sur j et e1e2 sur k. Les éléments pairs, de
la forme z = x1 + ye1e2, forment une sous-algèbre de R0,2 isomorphe à C. Puisque
(e1e2)e1 = e2 et (e1e2)e2 = −e1, le produit à gauche par (e1e2) agit comme une
rotation d’angle π/2 (le produit à droite agit comme une rotation d’angle −π/2).
On montre aisément, en considérant les matrices :

(
1 0
0 0

) (
1 0
0 −1

) (
0 1
1 0

) (
0 1

−1 0

)

que les deux algèbres R1,1 et R2,0 sont isomorphes à l’algèbre R(2) des matrices
2×2 à coefficients réels.

Troisième exemple :

Soit (e1, e2, e3) une base orthonormée de R3. L’algèbre R3,0 est de dimension
8 et admet pour base la famille (1, e1, e2, e3, e1e2, e2e3, e1e3, e1e2e3). Les éléments
pairs, de la forme q = q01 + q1e1e2 + q2e2e3 + q3e1e3, forment une sous-algèbre de
R3,0 isomorphe à H ; on constate en effet que (e1e2)2 = (e2e3)2 = (e1e3)2 = −1.
De la même manière, tous les éléments de la forme q = q01 + pB pour
un bivecteur B = q1e1e2 + q2e2e3 + q3e1e3 de norme 1 fixé, forment une

4. La base est orthonormée pour le produit scalaire euclidien.
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sous-algèbre de R3,0 isomorphe à C ; on constate en effet que B2 = −1.

Considérons à nouveau le cas général d’un espace vectoriel E muni d’une forme
quadratique Q. Nous avons vu plus haut qu’il existait un unique automorphisme α
de Cl(E,Q) satisfaisant certaines conditions. De la même façon, il existe un unique
anti-automorphisme t de Cl(E,Q) tel que : t ◦ t = Id et t ◦ i

(E,Q)
(u) = i

(E,Q)
(u)

pour tout vecteur u de E. Pratiquement, les applications α et t sont définies sur les
éléments de la base de Cl(E,Q) par :

α(1) = 1 α(ei) = −ei α(ei1ei2 ...eik ) = (−1)kei1ei2 ...eik

t(1) = 1 t(ei) = ei t(ei1ei2 ...eik ) = eikeik−1 ...ei1

A partir de α et de t, on construit une conjugaison sur Cl(E,Q) : le conjugué
d’un élément x est x = t ◦ α(x), puis une norme : N(x) = xx.
On a en particulier : N(u) = −u2 = −Q(u) pour tout vecteur u de E, et
N(ei1ei2 ...eik) = (−1)kQ(ei1)Q(ei2)...Q(eik ).

Nous allons terminer ce paragraphe par quelques exemples de formules de calcul
sans coordonnées. Remarquons tout d’abord que si n est un vecteur de E tel que
Q(n) *= 0, alors n est inversible, d’inverse n−1 = n/n2 = n/Q(n). Si maintenant u est
un vecteur de E, on dispose d’une décomposition en partie parallèle et orthogonale
relativement à n : u = u|| + u⊥, avec u|| ∧ n = 0 et u⊥.n = 0 (on note . la forme
bilinéaire associée à la forme quadratique Q). On montre facilement que u⊥ =
(u ∧ n)n−1 et u|| = (u.n)n−1.

On en déduit que la réflection par rapport à l’hyperplan orthogonal à un vecteur in-
versible n de E est donnée par la formule : sn(u) = −nun−1. De même le symétrique
d’un vecteur u par rapport à n est donné par σn(u) = nun−1.

2.1.3 Les groupes de spineurs

2.1.3.1 Définitions et propriétés

Commençons par un exemple simple : soient n1 et n2 deux vecteurs unitaires de
R3, comment écrire dans le langage des algèbres de Clifford la rotation qui envoie n1

sur n2 en laissant le plan engendré par n1 et n2 globalement invariant ? On constate
tout d’abord que : n2(1 + n2n1) = n2 + n1 = (1 + n2n1)n1 (car n2

2 = n2
1 = 1). Par

ailleurs la norme de l’élément (1+n2n1) est 2(1+n2.n1). Finalement, l’élément pair
de norme 1 (et par conséquent inversible) :

τ =
(1 + n2n1)√
2(1 + n2.n1)

satisfait τn1τ−1 = n2. La rotation cherchée s’écrit u +−→ τuτ−1.



14 Chapitre 2. Algèbres de Clifford et représentations des signaux

Notons θ l’angle entre n1 et n2 ; en écrivant 2(1 + n2.n1) = 4 cos2(θ/2), on vérifie
aisément que :

τ = cos(θ/2) + sin(θ/2)
n2 ∧ n1

|n2 ∧ n1|
= exp

[
(θ/2)

n2 ∧ n1

|n2 ∧ n1|

]

i.e. l’élément τ est l’exponentielle 5 d’un bivecteur, nommément (θ/2)(n2 ∧ n1/|n2 ∧
n1|).

On considère l’algèbre Rn,0, de sorte que N(u) = −u2 = −Q(u) ≤ 0, pour tout
vecteur u de Rn. Le groupe Spin(n) est défini de la façon suivante :

Spin(n) = {x ∈ R(0)
n,0, xvx−1 ∈ Rn ∀v ∈ Rn, N(x) = 1}

Quelques remarques 6. Comme ci-dessus R(0)
n,0 désigne l’ensemble des éléments pairs

de l’algèbre Rn,0. Pour un tel élément, la condition N(x) = 1 équivaut 7 à xt(x) = 1.
Cette dernière condition implique en particulier que l’élément x est inversible dans
Rn,0. L’objet qui nous intéresse dans ce qui suit est la représentation : 8

ρ : Spin(n) −→ GL(n; R)

qui à x associe l’application ρ(x) = ρx de Rn dans Rn définie par ρx(v) = xvx−1.
Comme N(xvx−1) = N(v), la représentation ρ est à valeurs dans O(n, R). Nous
allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 3. La représentation ρ est un morphisme de groupes surjectif de Spin(n)
dans SO(n, R) de noyau isomorphe à Z2.

Commençons dans un premier temps par vérifier que le noyau de ρ est isomorphe à
Z2. Soit donc x un élément pair de Rn,0 tel que xv = vx pour tout vecteur v de Rn.
On peut écrire : x = a0 + e1b1 avec a0 ∈ R(0)

n,0, b1 ∈ R(1)
n,0, et ni a0 ni b1 ne contient

le facteur e1. En choisissant v = e1, on obtient : a0e1 + e1b1e1 = e1a0 + e2
1b1. La

base (e1, e2, ..., en) étant orthonormée, on a eiej = −ejei pour i *= j. On en déduit
en particulier que a0e1 = e1a0 et e1b1e1 = −e2

1b1. Finalement,

a0e1 + e1b1e1 = e1a0 + e2
1b1 = e1a0 − e2

1b1

d’où e2
1b1 = 0 et b1 = 0. Ainsi l’élément x ne contient pas de terme impliquant e1.

On montre de la même manière qu’il ne contient pas de terme impliquant e2, e3, ...,
en. Ceci signifie que x est un scalaire de Rn,0, de norme 1, c’est à dire est soit 1, soit
−1.

5. Nous reviendrons plus tard sur l’application exponentielle.
6. Dans ce qui suit (e1, e2, ..., en) est une base orthonormée (pour le produit scalaire euclidien)

de l’espace Rn.
7. Certains auteurs appellent rotors ce que nous appelons ici spineurs
8. Ceci signifie que ρ est un morphisme de groupes, ce qui est facilement vérifiable.
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La deuxième étape consiste à s’assurer que ρ est à valeurs dans SO(n, R). Sinon,
il existe f , impropre, appartenant à O(n, R) et x appartenant à Spin(n) tels que
ρx = f . D’après le théorème de Cartan-Dieudonné, il existe un nombre impair de
vecteurs unitaires, w1, w2, ..., w2k−1, tels que :

f(v) = −(w1w2...w2k−1)v(w1w2...w2k−1)−1

L’élément y = x−1(w1...w2k−1) satisfait donc −yv = vy pour tout vecteur v de
Rn. Comme précédemment, décomposons l’élément impair y en y = a1 + e1b0 avec
a1 ∈ R(1)

n,0, b0 ∈ R(0)
n,0, et ni a1 ni b0 ne contient le facteur e1. En choisissant encore

pour vecteur v le vecteur e1, on vérifie que b0 est nul, donc que y ne contient pas de
terme faisant intervenir e1. De même y ne contient pas de terme faisant intervenir
e2, ..., en ; par suite y est un scalaire. Mais alors x = λw1w2...w2k−1 (λ étant réel),
est un élément impair de Rn,0, d’où une contradiction.

Il ne reste plus qu’à vérifier que ρ est effectivement surjective, ce qui découle trivia-
lement du théorème de Cartan-Dieudonné 9 [Gallier 2000].

2.1.3.2 Exemples.

Le groupe Spin(2) est constitué des éléments x pairs et de norme 1 de l’algèbre
R2,0 vérifiant : xvx−1 est un vecteur de R2 pour tout vecteur v de R2. Les éléments
pairs de R2,0 sont de la forme x = x01 + x2e1e2 avec N(x) = x2

1 + x2
2. Pour un tel

élément, la condition xvx−1 est un vecteur est automatiquement satisfaite : si v est
un vecteur de R2 alors xvx−1 est un élément impair de R2,0, donc un vecteur. Il
s’ensuit que :

Proposition 3. Le groupe Spin(2) est isomorphe au groupe U(1) des nombres com-
plexes de module 1.

On vérifie facilement que si x = cos θ1 + sin θe1e2 alors xvx−1 est l’image de v par
la rotation de R2 d’angle 2θ.

Tout élément pair, x, de l’algèbre R3,0 est de la forme x = x01 + x1e1e2 + x2e2e3 +
x3e1e3 avec N(x) = x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3. De même que précédemment, on va vérifier

que si v est un vecteur de R3 alors xvx−1 est nécessairement un vecteur de R3. Pour
ce faire, on écrit xvx−1 = u + λe1e2e3 avec u appartenant à R3 et λ appartenant à
R. On constate par ailleurs que xvx−1 = −xvx−1 car v = −v et x = x−1. De plus
e1e2e3 = e1e2e3, d’où xvx−1 = −u+ λe1e2e3. On en déduit que λ vaut 0. Il s’ensuit
que

9. Deux remarques s’imposent :
- Si l’on sait que le groupe Spin(n) est connexe alors le fait que ρ soit à valeurs dans SO(n, R)

est immédiat.
- Pour la surjectivité, on peut invoquer un résultat général : un morphisme de groupes de Lie

connexes φ : G −→ H est un revêtement de groupes de lie (donc en particulier est surjectif) si G
et H sont de même dimension et si le noyau de Φ est discret. Nous avons vérifié que le noyau de ρ
est discret ; il faudrait s’assurer une nouvelle fois que Spin(n) est connexe et que sa dimension est
n(n − 1)/2.
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Proposition 4. Le groupe Spin(3) est isomorphe au groupe H1 des quaternions de
module 1.

Tout élément pair, x, de l’algèbre R4,0 est de la forme x = x01 + x1e1e2 + x2e1e3 +
x3e1e4 + x4e2e3 + x5e2e4 + x6e3e4 + x7e1e2e3e4. On note

i = e1e2 j = e2e3 k = e1e3 i′ = e4e3 j′ = e4e1 k′ = e4e2 I = e1e2e3e4

d’où les relations :

ij = k jk = i ki = j i2 = −1 j2 = −1 k2 = −1

iI = Ii = i′ jI = Ij = j′ kI = Ik = k′

On vérifie une nouvelle fois 10 que si v est un vecteur de R4 et x est un élément
pair de R4,0, alors xvx−1 est un vecteur de R4. On en déduit que tout élément x de
Spin(4) s’écrit sous la forme

x = u + Iv
où u et v sont des quaternions tels que uu + vv = 1 et uv + vu = 0. Finalement,
l’application qui à u + Iv associe (u + v, u − v) est un isomorphisme, d’où

Proposition 5. Le groupe Spin(4) est isomorphe au groupe Spin(3) × Spin(3).

2.1.4 L’opérateur de Dirac

L’opérateur de Dirac est défini sur Rn,0 par :

Dn =
n∑

k=1

ek
∂

∂xk

où pour tout i et j dans {1, .., n}, eiej + ejei = 2δij .
L’équation Dnf = 0 peut être vu comme une généralisation des équations de
Cauchy-Riemann pour la raison suivante. Soit f : R2 → R2,0 définie par

f(x, y) = f1(x, y)e1 + f2(x, y)e2

En appliquant l’opérateur de Dirac

D2 = e1
∂

∂x
+ e2

∂

∂y

à f , nous obtenons :

D2f(x, y) = D2 · f(x, y) + D2 ∧ f(x, y)

=
∂f1

∂x
(x, y) +

∂f2

∂y
(x, y) + e12

[
∂f2

∂x
(x, y) − ∂f1

∂y
(x, y)

]

Par conséquent, il apparait que l’équation de Dirac D2f = 0 dans R2,0 est équivalente
aux équations de Cauchy-Riemann pour les fonctions complexes

f(x, y) = f1(x, y) + if2(x, y)

impliquant que f est holomorphe.
10. Ne pas en tirer de conclusions hâtives : ceci est faux en toute généralité.
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En toute généralité, une fonction satisfaisant l’équation de Dirac est appelée mo-
nogène quand n > 2 et holomorphe quand n = 2 (voir [Felsberg 2002][Gilbert 1991]).

2.2 Le signal analytique

“L’auteur définit également la fréquence instantanée d’un signal, en utilisant
la notion de signal analytique (obtenu par prolongement analytique du signal réel
quand le temps est considéré comme une variable complexe). Ces notions de fré-
quence instantanée et de spectre instantané sont appelées à fournir une base théo-
rique ferme aux recherches sur la modulation de fréquence, sur l’analyse harmonique
continue, sur la compression de fréquences, ..." [Ville 1948]. Nous commençons par
quelques exemples, puis nous montrons comment la construction proposée par J.
Ville, et initiée par D. Gabor [Gabor 1946], s’insère dans le cadre des algèbres de
Clifford.

Premier exemple :

Considérons le signal :
s(t) = cosωt

Nous pouvons le considérer, indifféremment, comme partie réelle de :

Ψ(t) = eiωt

ou de :
Ψ∗(t) = e−iωt

Tant que t ne prend que des valeurs réelles, il n’y a pas de raison pour choisir l’une
de ces deux formes plutôt que l’autre. Ce n’est que si t prend des valeurs complexes :

t = τ + iθ

que nous voyons apparaître des différences. Si, en effet, θ tend vers +∞, Ψ tend vers
zéro et Ψ∗ vers l’infini.

Si nous convenons de ne conserver, dans la mesure du possible, que des fonctions
régulières dans le demi-plan supérieur, nous choisirons donc :

Ψ(t) = eiωt

Deuxième exemple :

Soit le signal :
s(t) =

1
1 + t2

Nous pouvons le considérer indifféremment comme partie réelle des deux fonctions :

1
1 + it

ou
1

1 − it
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Une seule d’entre elles, la seconde, est régulière dans le demi-plan supérieur, nous
choisirons donc :

Ψ(t) =
1

1 − it

Troisième exemple :

Soit le signal :

s(t) =
{

1 if − 1 < t < +1
0 if t < −1 ou t > 1

Nous pouvons considérer s(t) comme partie réelle de :

Ψ(t) =
1
πi

log
t − 1
t + 1

avec une détermination convenablement choisie. Cette fonction n’étant pas uniforme,
nous la rendrons uniforme dans le demi-plan supérieur en excluant de ce demi-plan
les points singuliers −1 et +1.

D’une manière générale, les principes ci-dessus conduisent à associer au signal
s(t) le signal en quadrature :

σ(t) =
PV

π

∫ +∞

−∞

s(τ)dτ
t − τ

=
1
π

lim
ε→0

(∫ t−ε

−∞

s(τ)dτ
t − τ

+
∫ +∞

t+ε

s(τ)dτ
t − τ

)

et la fonction :
Ψ(t) = s(t) + iσ(t)

La formule précédente définit Ψ(t) comme fonction de la variable complexe t, ho-
lomorphe dans le demi-plan supérieur. Un signal tel que Ψ(t) sera appelé signal
analytique.

Réciproquement, nous pouvons alors définir s(t) par :

s(t) = /e
[
|ψ(t)|ei arg Ψ

]

Ce qui nous définit s(t) comme le résultat de la modulation du signal ei arg Ψ par le
signal |Ψ|.

2.2.1 Construction dans l’algèbre de Clifford R2,0

Nous considérons le signal 1D s : R −→ R et nous lui associons la fonction
f : R −→ R2,0 à valeurs dans l’algèbre de Clifford R2,0 telle que f(x) = s(x)e2.
Maintenant, il s’agit de définir une fonction holomorphe fa dans le demi-plan R×R+.
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En utilisant la caractérisation décrite dans le paragraphe 2.1.4, nous cherchons donc
une fonction fa satisfaisant :

D2fa = 0

et telle que la partie "réelle", qui correspond ici à la partie dans la direction e2, soit
le signal lui-même, d’où la condition suivante :

fa(x, 0) = k(x, 0)e1 + s(x)e2

où k(x, y) est une fonction que nous devons construire.

De manière équivalente, nous cherchons une fonction harmonique u satisfaisant
l’équation de Laplace :

D2
2u = 0

avec la condition au bord :
∂u

∂y
(x, 0) = s(x)

dont le gradient D2u sera la fonction holomorphe recherchée. Tout ceci nous amène
donc à résoudre le système suivant :






∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 si y > 0

e2
∂u

∂y
= f si y = 0

(2.1)

avec ∆ = D2
2 , où D2 est l’opérateur de Dirac.

La première équation est l’équation de Laplace 2D restreinte au demi-plan y > 0 et la
deuxième équation est la condition au bord. L’équation de Laplace est une équation
aux dérivées partielles de type elliptique. La solution fondamentale de l’équation de
Laplace 2D (au facteur 1

π près) est :

L2(x, y) =
log(
√

x2 + y2)
π

et son gradient associé est :

g(x, y) = D2L2(x, y) =
x

π(x2 + y2)
e1 +

y

π(x2 + y2)
e2

Nous faisons le produit géométrique de g avec e2 afin de séparer les deux termes
dans des entités différentes, i.e. une partie scalaire et une partie bivectorielle, ce qui
permettra à la fin d’obtenir une solution vectorielle :

ge2 =
x

π(x2 + y2)
e1e2 +

y

π(x2 + y2)

Le deuxième terme (la partie scalaire de ce produit géométrique) est plus connu
sous le nom de noyau de Poisson 1D [Stein 1993, Gilbert 1991] et le premier terme
(la partie bivectorielle de ce produit géométrique) est appelé le noyau de Poisson
1D conjugué [Stein 1993, Gilbert 1991].
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Pour étendre la fonction f au demi-plan y > 0, nous allons utiliser deux propriétés :
1. La fonction ge2 est holomorphe dans le demi-plan supérieur puisque D2ge2 =

D2D2L2e2 = 0.
2. Pour toutes fonctions intégrables h et k, on a D2(h∗k) = (D2h)∗k = h∗(D2k).

Il faut donc trouver une fonction f0 associée à f qui par convolution deviendra
holomorphe dans le demi-plan supérieur, ce constat nous amène à poser :

f0(x, y) = f(x)δ0(y) = s(x)δ0(y)e2

où
δ0(y) =

{
0 si y > 0
1 si y = 0

L’étape suivante est de convoler cette fonction f0 avec la fonction ge2 :

ge2 ∗ f0(x, y) =
∫∫ (

x′

π(x′2 + y′2)
e1e2 +

y′

π(x′2 + y′2)

)
f(x − x′)δ0(y − y′)dx′dy′

En intégrant par rapport à y′, cette convolution 2D se simplifie en une convolution
1D et nous obtenons l’expression suivante :

ge2 ∗ f0(x, y) =
∫ (

x′

π(x′2 + y2)
e1e2 +

y

π(x′2 + y2)

)
f(x − x′)dx′

=
∫

x′

π(x′2 + y2)
e1e2f(x − x′)dx′ +

∫
y

π(x′2 + y2)
f(x − x′)dx′

=
[

xe1e2

π(x2 + y2)
∗ f

]
(x) +

[
y

π(x2 + y2)
∗ f

]
(x)

Par suite, nous appliquons la transformée de Fourier à cette expression et nous
obtenons (voir Annexe B pour le détail des calculs) :

F{ge2 ∗ f0(x, y)}(u) = HP1D(u)HH(u)F (u) + HP1D(u)F (u)

avec 




HH(u) =
u

|u|

HP1D(u) = e−2π|u|y

F (u) = transformée de Fourier de f

(2.2)

En appliquant la transformée de Fourier inverse, nous obtenons donc l’expression
suivante que nous noterons fa :

fa(x, y) = hP1D ∗ f(x, y) + hP1D ∗ hH ∗ f(x, y) (2.3)
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où 




hP1D =
y

π(x2 + y2)
(noyau de Poisson 1D)

hH =
e1e2

πx
(noyau de Hilbert).

La variable y est un paramètre d’échelle et en le faisant tendre vers 0, nous obtenons
le signal analytique classique :

fa(x, 0) = s(x)e2 + hH ∗ s(x)e1 = s(x) + i(hH ∗ s(x))

2.2.2 Représentation polaire d’un signal monodimensionnel

Dans ce paragraphe, nous abordons la notion d’amplitude et de phase du signal
analytique afin d’obtenir sa décomposition polaire dans l’algèbre de Clifford R2,0.
Soit s un signal réel monodimensionnel et f la fonction vectorielle associée. Sa
représentation holomorphe fa est donc :

fa(x, y) = hP1D ∗ f(x, y) + hP1D ∗ hH ∗ f(x, y)
= A1e1 + A2e2

avec 




A1 = hP1D ∗ 1
πx

∗ s(x)

A2 = hP1D ∗ s(x)

Le paramètre y étant un paramètre d’échelle, la fonction fa correspond au signal
analytique de la fonction s lissée par le noyau de Poisson.
La fonction fa étant vectorielle, nous allons la mettre sous forme de 2-verseur 11 en
regardant le produit géométrique de fa et e2. En procédant ainsi, nous étudions le
2-verseur S qui envoie l’élément de base e1 sur fa.

S = fae2 = A2 + A1e1e2

Cette transformation n’est pas anodine, en agissant ainsi, nous pouvons maintenant
écrire :

S = A1 + iA2

Et nous retrouvons exactement l’expression du signal analytique dont l’amplitude
A et la phase ϕ s’écrivent :

A = |fae2| = |fa||e2| = |fa| =
√

A2
1 + A2

2

ϕ = arctan
A2

A1

11. produit géométrique de deux vecteurs.
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L’amplitude A est donc la norme du vecteur fa ou de manière équivalente le module
de la fonction complexe . La phase ϕ correspond à l’angle de rotation du 2-verseur,
ce qui est précisément l’argument de la fonction complexe.
Nous retrouvons donc un résultat classique sur le signal analytique, à savoir, sa
représentation polaire :

fae2 = Aee1e2ϕ

2.2.3 Analyse de signaux monodimensionnels

D’après l’analyse de Fourier, il est bien connu que tout signal g ∈ L2(R, R) peut
être approximé avec une erreur infiniment petite par sa série de Fourier

g(x) =
∑

ν

aν cos(2πνx + φν)

où ν correspond à une fréquence. Chaque composante de fréquence avec sa phase et
son amplitude individuelles peut être analysée séparemment. Ces fréquences d’in-
térêt sélectionnées comportent l’information de structure du signal et doivent être
extraites du signal original. Pour cela, nous allons étudier ce signal à l’origine pour
une fréquence arbitraire ν0. Le modèle local du signal 1D à l’origine 0 donne :

fa(x, y)
∣∣
x=0

= hP1D ∗ g(x)
∣∣
x=0

e2 + hP1D ∗ hH ∗ g(x)
∣∣
x=0

e1

= ay
ν0

cos(φy
ν0

)e2 + ay
ν0

sin(φy
ν0

)e1

où ay
ν0 et φy

ν0 sont l’amplitude locale et la phase locale en 0 à l’échelle y. En d’autres
termes, il s’agit de l’amplitude locale et de la phase locale du signal lissé par le
noyau de Poisson.
En utilisant la représentation polaire introduite précédemment, l’amplitude locale
et la phase locale de fa en 0 sont :

A =
√

(ay
ν0 cosφy

ν0)
2 + (ay

ν0 sinφy
ν0)

2 = ay
ν0

et
ϕ = arctan

sinφy
ν0

cosφy
ν0

= φy
ν0

Grâce au signal analytique, nous pouvons donc trouver de manière exacte l’ampli-
tude locale et la phase locale de chaque fréquence.

2.3 Le signal monogène

Comme nous l’avons vu dans le paragraphe précédent, le signal analytique est
particulièrement bien adapté à l’étude des signaux monodimensionnels. Evidem-
ment la tentation est grande de vouloir généraliser la construction de J. Ville à des
signaux bidimensionnels représentant, par exemple, des images en niveaux de gris.
Une première approche consiste à étendre la transformée de Hilbert à la dimension
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deux dont nous donnons ci-dessous trois exemples. Nous allons voir cependant que
l’approche retenue précédemment permet d’obtenir une généralisation “monogène"
très naturelle.

Premier exemple : transformée de Hilbert partielle [Hahn 1996]

La transformée de Hilbert partielle f j
Hi d’une fonction f : R2 → R par rap-

port à l’orientation j ∈ {1, 2} est donnée par :

f j
Hi(x1, x2) = PV

∫

R2

f(x′
1, x

′
2)

π(xj − x′
j)

dx′
j

Le signal complexe partiel f j
part d’un signal f par rapport à j ∈ {1, 2} est défini

par :
f j

part(x1, x2) = f(x1, x2) + if j
Hi(x1, x2)

Dans cette approche, l’auteur utilise la transformée de Hilbert dans chacune des
directions x et y.

Deuxième exemple : transformée de Hilbert totale [Stark 1971]

La transformée de Hilbert totale fHi d’une fonction f : R2 → R est donnée
par :

fHi(x, y) = PV

∫

R2

f(x′, y′)
π2(x − x′)(y − y′)

dx′dy′

Le signal complexe total de f s’écrit alors :

ftot(x, y) = f(x, y) + ifHi(x, y)

Dans ce travail, l’auteur défini le noyau 1
π2xy comme une extension 2D du noyau

de Hilbert 1
πx . Nous pouvons noter que la transformée de Hilbert totale peut être

considérée comme l’application successive des transformées de Hilbert partielles par
rapport aux deux directions x1 et x2.

Troisième exemple : signal analytique quaternionique [Bülow 2001]

Le signal analytique quaternionique utilise les transformées de Hilbert par-
tielles et totale d’un signal f : R2 → R et est exprimé au travers des quaternions
comme suit :

f q
A(x, y) = f(x, y) + if1

Hi(x, y) + jf2
Hi(x, y) + kfHi(x, y)
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Dans toutes ces approches, il existe un problème majeur souligné dans
[Felsberg 2002], en effet, elles ne permettent pas d’estimer correctement l’amplitude
et la phase de signaux 2D bien que le signal analytique quaternionique soit très
proche de la solution adéquate. Dans toutes ces méthodes, il n’y a pas d’invariance
par rotation ce qui est la clé d’une solution optimale.

Dans [Felsberg 2002, Felsberg 2001], l’auteur propose une solution au pro-
blème en utilisant la solution fondamentale de l’équation de Laplace 3D. En
exprimant le problème à l’aide de fonctions monogènes dans l’algèbre de Clifford
R3,0, il en résulte une solution basée sur la transformée de Riesz qui possède toutes
les propriétés requises en terme d’amplitude, de phase et d’invariance par rotation.
Cette approche est présentée dans le paragraphe suivant.

2.3.1 Construction dans l’algèbre de Clifford R3,0

Considérons s : R2 → R un signal réel bidimensionnel et posons f : R2 → R3,0

la représentation vectorielle de ce signal dans l’algèbre de Clifford R3,0 définie par
f(x, y) = s(x, y)e3. Le problème se ramène à définir une fonction monogène fm dans
le demi-espace R2 × R+.
En utilisant la caractérisation du paragraphe 2.1.4, nous cherchons donc une fonction
fm satisfaisant :

D3fm = 0

et telle que la partie "réelle", qui correspond ici à la partie dans la direction e3, soit
le signal lui-même, d’où la condition suivante :

fm(x, 0) = k1(x, 0)e1 + k2(x, 0)e2 + s(x)e3

où k1(x, y) et k2(x, y) sont des fonctions que nous devons construire.
De manière équivalente, nous cherchons une fonction harmonique u satisfaisant
l’équation de Laplace :

D2
3u = 0

avec la condition au bord :
∂u

∂z
(x, y, 0) = s(x)

dont le gradient D3u sera la fonction monogène recherchée. Tout ceci nous amène
donc à résoudre le système suivant :






∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0 si z > 0

e3
∂u

∂z
= f si z = 0

(2.4)

où ∆ = D2
3 et D3 = e1

∂

∂x
+ e2

∂

∂y
+ e3

∂

∂z
.
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La première équation est l’équation de Laplace 3D restreinte au demi-espace z > 0
et la seconde équation est la condition au bord.
La solution fondamentale de l’équation de Laplace 3D (au facteur 1

2π ) est :

L3(x, y) = − 1
2π
√

x2 + y2 + z2

et son gradient associé est :

g(x, y, z) = D3L3(x, y, z)

=
x

2π(x2 + y2 + z2)3/2
e1 +

y

2π(x2 + y2 + z2)3/2
e2 +

z

2π(x2 + y2 + z2)3/2
e3

Nous faisons le produit géométrique de g avec e3 afin de séparer les trois termes
dans des entités différentes (comme pour la construction du signal analytique) ce
qui permettra à la fin d’obtenir une solution vectorielle :

ge3 =
x

2π(x2 + y2 + z2)3/2
e1e3 +

y

2π(x2 + y2 + z2)3/2
e2e3 +

z

2π(x2 + y2 + z2)3/2

Le dernier terme (la partie scalaire) est plus connu sour le nom de noyau de Poisson
2D [Stein 1993, Gilbert 1991], le premier et le deuxième terme (partie bivectorielle)
sont les noyaux de Poisson 2D conjugués [Stein 1993, Gilbert 1991] (voir Fig. 2.1).
Pour étendre la fonction f au demi-espace z > 0, nous allons utiliser les deux mêmes

hp hp ∗ hRx hp ∗ hRy

Figure 2.1 – Représentation 3D (première ligne) et 2D (deuxième ligne) du noyau
de Poisson, du noyau de Poisson conjugué en x et du noyau de Poisson conjugué en
y respectivement.

propriétés que dans 2.2.1, à savoir :
1. La fonction ge3 est monogène dans le demi-espace supérieur puisque D3ge3 =

D3D3L3e3 = 0.
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2. Pour toutes fonctions intégrables h et k, on a D3(h∗k) = (D3h)∗k = h∗(D3k).
Il faut donc trouver une fonction f0 associée à f qui par convolution deviendra
monogène dans le demi-espace supérieur, posons alors :

f0(x, y) = f(x, y)δ0(z) = s(x, y)δ0(z)e3

et faisons la convolution 3D suivante :

ge3 ∗ f0(x, y, z) =
∫∫∫

(x′e1e3 + y′e2e3 + z′)
2π(x′2 + y′2 + z′2)3/2

f(x − x′, y − y′)δ0(z − z′)dx′dy′dz′

En intégrant par rapport à z′, cette convolution 3D se réduit à une convolution 2D,
et nous obtenons :

ge3 ∗ f0(x, y, z) =
∫∫

(x′e1e3 + y′e2e3 + z)
2π(x′2 + y′2 + z2)3/2

f(x − x′, y − y′)dx′dy′

=
∫∫

(x′e1e3 + y′e2e3)
2π(x′2 + y′2 + z2)3/2

f(x − x′, y − y′)dx′dy′

+
∫∫

z

2π(x′2 + y′2 + z2)3/2
f(x − x′, y − y′)dx′dy′

=
[

xe1e3 + ye2e3

2π(x2 + y2 + z2)3/2
∗ f

]
(x, y) +

[
z

2π(x2 + y2 + z2)3/2
∗ f

]
(x, y)

Par suite, nous appliquons la transformée de Fourier à cette expression et nous
obtenons (voir Annexe C pour le détail des calculs) :

F{ge3 ∗ f0(x, y, z)}(u, v) = HP2D(u, v)HR(u, v)F (u, v) + HP2D(u, v)F (u, v)

avec 




HR(u, v) =
ue1 + ve2√

u2 + v2
I−1
2

HP2D(u, v) = e−2π
√

u2+v2z

F (u, v) = transformée de Fourier de f

(2.5)

Par transformée de Fourier inverse, on obtient donc l’expression suivante que l’on
notera fm (voir [Felsberg 2002]) :

fm(x, y, z) = hP2D ∗ f(x, y) + hP2D ∗ hR ∗ f(x, y) (2.6)

où 




hP2D =
z

2π(x2 + y2 + z2)3/2

hR =
xe1 + ye2

2π(x2 + y2)3/2
e3
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La fonction hP2D est le noyau de Poisson 2D et la fonction hR est le noyau de
Riesz, une extension en dimension deux du noyau de Hilbert. La variable z est un
paramètre d’échelle et en le faisant tendre vers 0, le signal monogène est obtenu.

2.3.2 Représentation polaire d’une image en niveau de gris

La construction que nous venons de décrire permet, comme c’est le cas pour
le signal analytique, d’associer à un signal bidimensionnel une représentation po-
laire. Cette dernière est caractérisée par une amplitude, une phase et une orientation.

Soit I : R2 → R une image en niveaux de gris. Nous lui associons sa repré-
sentation monogène que nous noterons fm telle que

fm(x, y, s) = hP2D ∗ I(x, y) + hP2D ∗ hR ∗ I(x, y)
= A1e1 + A2e2 + A3e3

avec 




A1 = hP2D ∗ hRx ∗ I(x, y)
A2 = hP2D ∗ hRy ∗ I(x, y)
A3 = hP2D ∗ I(x, y)

Les composantes A1 et A2 contiennent respectivement des informations liées aux
structures verticales et horizontales dûes au noyau de Riesz. La composante A3 est
l’image elle-même et le tout est lissé par un noyau de Poisson 2D, ce qui donne
au signal monogène un caractère multi-échelle dans l’espace-échelle de Poisson (voir
Annexe A).
Le signal monogène obtenu est un vecteur dans R3,0 (voir Fig. 2.2) et pour l’étudier,
nous allons regarder le produit géométrique entre e3 et fm. En procédant ainsi, nous
étudions le 2-verseur S qui envoie l’élément de base e3 sur fm.

S = fme3 = A3 + A1e1e3 + A2e2e3

L’amplitude d’un tel signal est :

A = |fme3| = |fm||e3| = |fm| =
√

A2
1 + A2

2 + A2
3

Si nous écrivons S différemment :

S = A3 +
A1e1e3 + A2e2e3

|A1e1e3 + A2e2e3|
|A1e1e3 + A2e2e3|

alors en utilisant l’exemple 3 du paragraphe 2.1.2, nous pouvons écrire :

S = A3 + i
√

A2
1 + A2

2
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Figure 2.2 – Représentation du signal monogène fm dans R3,0.

et nous définissons la phase du signal monogène par :

ϕ = arctan
√

A2
1 + A2

2

A3

Enfin M. Felsberg définit une nouvelle caractéristique qu’il nomme orientation du
signal et qui est donnée par l’expression :

θ = arctan
A2

A1

Pour conclure, le signal monogène peut comme le signal analytique s’écrire sous
forme polaire :

fme3 = AeBϕ

où B =
A1e1e3 + A2e2e3

|A1e1e3 + A2e2e3|
est le bivecteur engendrant le plan de rotation entre e3

et fm.

2.3.3 Analyse de signaux bidimensionnels

2.3.3.1 Classification des signaux 2D

Les signaux 2D f ∈ L2 = L2(R, R) sont classés en régions locales N ⊆ Ω de
différentes dimensions intrinsèques [Felsberg 2002][Bülow 2001] (qui correspondent
à leur codimension). La dimension intrinsèque exprime le nombre de degré de liberté
nécessaire à décrire la structure locale. Les signaux constants sont de dimension zéro
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Figure 2.3 – Première ligne de gauche à droite : un signal constant (i0D), un
signal orienté arbitrairement (i1D) et un signal i2D qui consiste en deux signaux i1D
superposés. Deuxième ligne de gauche à droite : ces mêmes signaux respectivement
représentés en 3D.

(i0D), les lignes et les contours sont de dimension intrinsèque un (i1D) et toutes les
autres formes possibles sont de dimension intrinsèque deux (i2D) (voir Figure 2.3).

i0D = {f ∈ L2, f(xi, yi) = f(xj , yj), ∀(xi, yi), (xj , yj) ∈ N}
i1D = {f ∈ L2, f(x, y) = g(x cos θ + y sin θ), ∀(x, y) ∈ N}
i2D = L2 \ (i0D ∪ i1D)

avec g ∈ L2(R, R). En général, les signaux i2D peuvent seulement être modélisés
par une infinité de signaux i1D superposés.

2.3.3.2 Analyse de signaux i1D

Le modèle de signal i1D (qui est un signal 1D orienté arbitrairement dans le
domaine 2D) s’écrit :

g(x, y) = a cos(ω(x cos θ + y sin θ) + φ)

où a est l’amplitude, ω la fréquence, θ l’orientation et φ la phase.
Dans l’espace échelle de Poisson, ce modèle est donné pour chaque paramètre
d’échelle s > 0 par :

f(x, y, s) = hP2D ∗ g(x, y) = as cos(ωs(x cos θs + y sin θs) + φs)
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Le signal monogène associé est donc :

fm(x, y, s) = f(x, y, s) + hR ∗ f(x, y, s)

Le modèle local de ce signal à l’origine (0, 0) ∈ R2 donne :

fm(x, y, s)
∣∣
(x,y,s)=(0,0,s)

= f(x, y, s)
∣∣
(x,y,s)=(0,0,s)

+ hR ∗ f(x, y, s)
∣∣
(x,y,s)=(0,0,s)

= as cosφse3 + as sinφs cos θse1 + as sinφs sin θse2

En utilisant la représentation polaire introduite précédemment, l’amplitude
locale, la phase locale et l’orientation locale de fm sont :






A =
√

(as cosφs)2 + (as sinφs cos θs)2 + (as sinφs sin θs)2 = as

ϕ = arctan
√

(as sinφs cos θs)2 + (as sinφs sin θs)2

as cosφs
= φs

Θ = arctan
as sinφs sin θs

as sinφs cos θs
= θs

Et de manière générale, on obtient la phase et la fréquence de la manière suivante :





ϕ = ωs(x cos θs + y sin θs) + φs

Ω =

√(
∂ϕ

∂x

)2

+
(
∂ϕ

∂y

)2

= ωs

Le modèle est donc bien adapté pour l’analyse des signaux i1D puisqu’il permet
de retrouver l’amplitude et la phase d’un signal i1D tout en étant invariant par
rotation.

Malheureusement, le signal monogène ne distingue pas les signaux i1D des si-
gnaux i2D et c’est pour palier ce problème que le signal monogène conforme 12 a été
introduit [Wietzke 2010].

2.4 Le signal monogène couleur

Il s’agit ici du principal apport théorique de cette thèse. La construction que
nous allons décrire dans la suite de ce paragraphe justifie a posteriori l’approche
retenue, basée sur l’utilisation du formalisme des algèbres de Clifford. Comme nous
l’avons déjà mentionné, ce dernier offre un cadre d’étude très générique, en ce sens
qu’il permet de s’affranchir de particularités liées à la dimension. Il n’est donc pas
étonnant que, dans la continuité des deux constructions précédentes, nous puissions
obtenir une représentation “monogène" d’un signal s de R2 à valeurs dans R3. Une
construction beaucoup plus générale pourrait d’ailleurs être envisagée. Il va sans
dire que ce qui nous préoccupe est le traitement de signaux correspondant à des
images couleur.

12. terme dû à l’utilisation des algèbres de Clifford conformes
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Soit s : R2 → R3 un signal bidimensionnel à valeurs dans R3 tel que :

s(x, y) = (f3(x, y), f4(x, y), f5(x, y))

Et soit f : R2 → R5,0 le signal vectoriel associé à s défini par

f(x1, x2) = f3(x1, x2)e3 + f4(x1, x2)e4 + f5(x1, x2)e5

Dans notre formulation du problème, l’espace couleur considéré est engendré par
e3, e4, e5 et tout système colorimétrique tels que RBG ou CIE L*a*b* peut être
considéré.

2.4.1 Système colorimétrique

Il est bien connu qu’il existe de multiples variantes pour définir les couleurs
[Fairchild 2005]. Dans la suite, nous serons amenés à considérer deux espaces couleur
particuliers couramment utilisés en traitement d’images.

Le premier est l’espace RVB (Rouge, Vert, Bleu) défini à partir des trois cou-
leurs primaires correspondant aux trois types de cônes de l’oeil humain. Cet espace,
traditionnellement appelé le “cube RVB" car chaque couleur appartient à l’intervalle
[0, 255], est plongé dans la partie vectorielle engendrée par les vecteurs e3, e4 et e5

de l’algèbre R5,0 (voir la figure 2.4).
Le second est l’espace CIE L*a*b*. Celui-ci est traditionnellement qualifié de

perceptuel car sa définition repose sur la façon dont on perçoit les couleurs. Une
couleur est représentée par des coordonnées (x, y, z) appartenant à [−α,α]2×[0, 100],
le couple (x, y) mesurant la chrominance et z étant approximativement proportionnel
à la racine cubique de la luminance. Bien qu’il n’existe pas de transformations
linéaires entre RVB et L*a*b*, nous plongeons L*a*b* dans R5,0 de la même façon
que RVB (voir la figure 2.5). Il serait intéressant, nous ne l’abordons pas ici, de faire
varier la forme quadratique de l’espace vectoriel R5 pour tenir compte de la non
linéarité.

2.4.2 Construction dans l’algèbre de Clifford R5,0

En utilisant la construction précédente du signal monogène, nous pouvons
construire une représentation pour des images couleur dans l’algèbre de Clifford
R5,0, de la manière suivante :

1. Soit s(x, y) = (f3(x, y), f4(x, y), f5(x, y)) une image couleur dans le système
f3f4f5.

2. Soit f(x, y) = f3(x, y)e3 + f4(x, y)e4 + f5(x, y)e5 la fonction vectorielle dans
R5,0 associée à s.

3. Soit γ la fonction monogène dans R2 × R+ × R+ × R+ telle que sa partie
"réelle" sur le bord du domaine R2 soit l’image couleur f :

γ(x, y, 0, 0, 0) = k1(x, y, 0, 0, 0)e1 + k2(x, y, 0, 0, 0)e2

+ f3(x, y)e3 + f4(x, y)e4 + f5(x, y)e5
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Figure 2.4 – Représentation du système colorimétrique RGB dans R3 (à gauche)
et dans R5,0 à droite.

où les fonctions k1 et k2 sont inconnues.

Sachant que γ doit satisfaire l’équation de Dirac D5γ = 0, nous sommes amenés à
étudier le problème suivant dont le gradient de la solution D5u sera notre fonction
γ recherchée :





∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

+
∂2u

∂x2
4

+
∂2u

∂x2
5

= 0 si x3 > 0, x4 > 0 et x5 > 0

e3
∂u

∂x3
+ e4

∂u

∂x4
+ e5

∂u

∂x5
= f(x1, x2) si x3 = x4 = x5 = 0

(2.7)

où ∆ = D2
5.

Comme nous voulons un signal multi-échelle avec une échelle indépendante selon
les canaux traités (x3 pour f3, x4 pour f4 et x5 pour f5) il est préférable de ne
pas utiliser la solution fondamentale de l’équation de Laplace 5D mais de diviser le
système d’équations précédents en 3 sous-systèmes de la manière suivante :

(i = 3, 4, 5)






∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
i

= 0 si xi > 0

ei
∂u

∂xi
= fi(x1, x2)ei si xi = 0

(2.8)

Soit :

p(x1, x2, xi) = − 1
2π(x2

1 + x2
2 + x2

i )3/2
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Figure 2.5 – Représentation du système colorimétrique CIE L*a*b* dans R3 à
gauche et dans R5,0 à droite.

la solution de l’équation de Laplace 3D dont le gradient vectoriel associé est

g(x1, x2, xi) = D5p(x1, x2, xi) =
x1e1 + x2e2 + xiei

2π(x2
1 + x2

2 + x2
i )3/2

Afin de satisfaire les conditions au bord que nous avons imposé, nous faisons le
produit géométrique entre la fonction g et le vecteur de base ei dans le but de
séparer le terme régularisant (noyau de Poisson) et le terme de structure (noyau de
Poisson conjugué), nous obtenons alors :

gei = g · ei + g ∧ ei

=
xi

2π(x2
1 + x2

2 + x2
i )3/2

+
x1e1ei + x2e2ei

2π(x2
1 + x2

2 + x2
i )3/2

= hi
p(x1, x2, xi) + hi

cp(x1, x2, xi)

En utilisant la fonction suivante :

ki(x1, x2, xi) = fi(x1, x2)δ0(xi)ei

La convolution gei ∗ ki est donnée par la somme de :
∫∫∫

hi
cp(x

′
1, x

′
2, x

′
i)fi(x1 − x′

1, x2 − x′
2)δ0(xi − x′

i)eidx′
1dx′

2dx′
i

et
∫∫∫

hi
p(x

′
1, x

′
2, x

′
i)fi(x1 − x′

1, x2 − x′
2)δ0(xi − x′

i)eidx′
1dx′

2dx′
i
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En intégrant par rapport à x′
i, nous obtenons :

gei ∗ ki =
∫∫

hi
cp(x

′
1, x

′
2, xi)fi(x1 − x′

1, x2 − x′
2)eidx′

1dx′
2

+
∫∫

hi
p(x

′
1, x

′
2, xi)fi(x1 − x′

1, x2 − x′
2)eidx′

1dx′
2

Nous renvoyons le lecteur à l’Annexe D pour la définition et les propriétés de la
transformée de Fourier F que nous utilisons ci-après. En appliquant F à la convo-
lution précédente, nous obtenons :

F{gei ∗ ki}(u1, u2, xi) = H i
p(u1, u2)Fi(u1, u2) + H i

p(u1, u2)H i
R(u1, u2)Fi(u1, u2)

où H i
P et H i

R sont les transformées de Fourier des noyaux de Poisson 2D et de Riesz
respectivement et Fi = Ffi. Enfin, en utilisant la transformée de Fourier inverse,
nous obtenons :

F−1{F{gei ∗ ki}} = hi
p ∗ fi + hi

p ∗ hi
R ∗ fi

qui est la solution du système 2.8 pour i = 1, 2, 3. En effet, par définition de p, nous
avons :

D5(gei ∗ ki) = D5(g ∗ fiδ(xi)) = D2
5p ∗ fiδ(xi) = 0

Ces solutions sont monogènes puisqu’elles satisfont l’équation de Dirac correspon-
dant aux sous-espaces Ei = span{e1, e2, ei} (i = 3, 4, 5) et par conséquent l’équation
de Dirac dans R5,0. La somme des solutions fc est toujours monogènes dans R5,0 et
elle satisfait les conditions aux bords du problème initial 2.7.

Nous appelerons fc le signal monogène couleur d’un signal s. Il a la forme sui-
vante :

fc =h3
p ∗ f3e3 + h4

p ∗ f4e4 + h5
p ∗ f5e5

+ h3
p ∗ h3

R ∗ f3e3 + h4
p ∗ h4

R ∗ f4e4 + h5
p ∗ h5

R ∗ f5e5 (2.9)

où 




hi
p =

xi

2π(x2
1 + x2

2 + x2
i )3/2

, (i = 3, 4, 5)

hi
R =

x1e1 + x2e2

2π(x2
1 + x2

2)3/2
ei

La fonction hi
p est le noyau de Poisson 2D et la fonction hi

R est le noyau de
Riesz.
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2.4.3 Représentation polaire d’une image couleur

Soit s : R2 −→ R3 une image couleur définie par s(x1, x2) =
(f3(x1, x2), f4(x1, x2), f5(x1, x2)). Le signal monogène couleur associé à s est de la
forme :

fc = A1e1 + A2e2 + A3e3 + A4e4 + A5e5

où 




A1 = h3
p ∗ hRx1

∗ f3e3 + h4
p ∗ hRx1

∗ f4e4 + h5
p ∗ hRx1

∗ f5e5,

A2 = h3
p ∗ hRx2

∗ f3e3 + h4
p ∗ hRx2

∗ f4e4 + h5
p ∗ hRx2

∗ f5e5,

Ai = hi
p ∗ fi, i = 3, 4, 5

et

hRxi
=

xi

2π(x2
1 + x2

2)3/2

Il contient deux sortes d’information :
– les fonctions A1 et A2 correspondend aux structures verticales et horizontales

lissées au sens de Riesz (voir Fig. 2.6).
– les fonctions A3, A4 et A5 correspondent aux plans couleurs lissés dans l’espace

colorimétrique engendré par {e3, e4, e5}.
Si V = ue1 + ve2 + ae3 + be4 + ce5 ∈ R5,0 est un vecteur unitaire contenant des
informations de structure (u,v) et de couleur (a, b, c) alors le produit géométrique
fcV est par définition un 2-verseur de l’algèbre R5,0 donné par :

fcV = 〈fcV 〉0 + 〈fcV 〉2

où pV = 〈fcV 〉0 est la partie scalaire et 〈fcV 〉2 est la partie bivectorielle. Le produit
géométrique fcV peut être considéré comme un nombre complexe :

fcV = 〈fcV 〉0 + i| 〈fcV 〉2 |

En effet, si A et B sont deux vecteurs de R5,0, avec le produit géométrique AB =
A.B+A∧B, nous pouvons toujours trouver un vecteur B1 tel que A∧B = A∧B1 =
AB1. Alors (A ∧ B)2 = (AB1)2 = −A2B2

1 est un nombre réel. En particulier :

AB = A.B +
√

A2B2
1

AB1√
A2B2

1

= 〈AB〉0 + | 〈AB〉2 |
〈AB〉2
| 〈AB〉2 |

avec
(

〈AB〉2
| 〈AB〉2 |

)2

= −1.

Nous pouvons maintenant définir une amplitude et un angle de rotation associés au
2-verseur fcV :

ϕV = arg (fcV ) = arctan
(
| 〈fcV 〉2 |
〈fcV 〉0

)
(2.10)
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Figure 2.6 – De gauche à droite, de haut en bas : image originale, composantes A1,
A2 et

√
A2

1 + A2
2 respectivement.

et
AV = |fc||V | = |fc| (2.11)

Ainsi, fcV est un 2-verseur polaire que nous pouvons écrire :

fcV = AeBϕV (2.12)

où B = 〈fcV 〉2
|〈fcV 〉2|

est le bivecteur unitaire engendrant le plan de rotation entre les
vecteurs V et fc.
L’angle ϕV mesure la distance angulaire entre fc et un vecteur choisi V dans R5,0,
i.e. il donne une mesure de similarité entre un pixel muni de son information de
couleur et de structure et un vecteur contenant une couleur ainsi qu’une structure
choisies.

Définition 1. La représentation polaire d’une image couleur s est l’application
χ : R5 −→ R5,0 définie par χ(V ) = fcV .

Nous présentons deux exemples pour illustrer cette représentation polaire.

Exemple 1 :

Dans cet exemple, nous considérons l’image couleur I(x, y) =
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Figure 2.7 – Représentation du signal couleur monogène fc dans R5,0.

(r(x, y), v(x, y), b(x, y)) de la figure 2.8 dans l’espace couleur RVB et nous lui
associons sa représentation polaire χ(V ) en prenant V = e3, i.e. V code la couleur
rouge. Calculons explicitement χ(V ) :

χ(V ) = fcV

= fce3

= (A1e1 + A2e2 + A3e3 + A4e4 + A5e5)e3

= A3 + A1e1e3 + A2e2e3 + A4e4e3 + A5e5e3

= A3 +
A1e1e3 + A2e2e3 + A4e4e3 + A5e5e3

|A1e1e3 + A2e2e3 + A4e4e3 + A5e5e3|
|A1e1e3 + A2e2e3 + A4e4e3 + A5e5e3|

= A3 + B
√

A2
1 + A2

2 + A2
4 + A2

5

Nous obtenons donc une amplitude A et un angle ϕV tels que χ(V ) = AeBϕV avec

B =
A1e1e3 + A2e2e3 + A4e4e3 + A5e5e3

|A1e1e3 + A2e2e3 + A4e4e3 + A5e5e3|
.
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Figure 2.8 – Décomposition dans RVB. De gauche à droite : image originale, canal
rouge, canal vert et canal bleu.

De plus, il est intéressant de remarquer que :

χ(V ) = A3 + B
√

A2
1 + A2

2 + A2
4 + A2

5

= AeBϕV

= A(cosϕV + B sinϕV )

Ceci implique en particulier que la partie "réelle" Re(χ(V )) = A3 = A cosϕV .
Nous pouvons donc reconstruire le canal rouge lissé à une certaine échelle grâce à
A et ϕV . La figure 2.9, ligne du bas, illustre cette reconstruction et montre l’erreur
absolue (|A3 − A cosϕV |) entre le canal rouge original et celui reconstruit. Il est à
noter que l’erreur absolue maximale est d’environ 9.58 × 10−10.
Dans la figure 2.9, la ligne du haut montre ϕV et A. Comme nous pouvons le
constater, les angles sont les plus faibles (zones sombres) sur les parties de la maison
proches de la couleur rouge.

Exemple 2 :

Pour les applications traitées dans la partie 3, nous utilisons seulement des
vecteurs V dont les deux premières composantes u et v sont égales à 0, comme dans
l’exemple précédent. Cela s’explique par le fait que nous sommes principalement
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Figure 2.9 – Représentation polaire χ(V ) d’une image couleur dans l’espace RVB
avec V = e3 (i.e. rouge). Première ligne de gauche à droite : image originale, ϕV

et amplitude |fc|. Deuxième ligne de gauche à droite : canal rouge, |fc| cosϕv et
l’erreur absolue.

intéressés par les zones homogènes en couleur, bien que fc contienne une information
locale de structure.
L’exemple qui suit montre des résultats de ϕV avec V contenant des composantes
de structure u et v non triviales. Ces dernières sont choisies de la manière suivante :

u = v = max(max
(x,y)

(|A1(x, y)|),max
(x,y)

(|A2(x, y)|))

La fonction d’angle ϕV est donc petite quand les variations horizontales et verticales
dans une couleur donnée (rouge, jaune et bleue dans cet exemple) sont fortes. Cela
nous permet donc de détecter des coins dans une couleur donnée. La figure 2.10,
ligne du haut, montre les angles ϕV et nous constatons que les angles les plus faibles
(zones les plus sombres) sont bien sur les coins de la couleur choisie. En prenant les
quatre plus petites valeurs dans chacune des images d’angles, nous obtenons la ligne
du bas de la figure 2.10.

A ce stade, il n’est pas clair que la fonction d’angle ϕV soit une phase, au sens
usuel du terme, couleur. Ce n’est pas un problème pour les applications que nous
traitons dans la suite. Nous donnons néanmoins dans le paragraphe suivant des
exemples de calculs concernant l’analyse de signaux et comment la décomposition
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Figure 2.10 – Exemples pour u = v *= 0. De haut en bas, de gauche à droite :
image originale, angles ϕV dans la couleur rouge, jaune et bleu respectivement,
valeurs minimales de ϕV entourées par des cercles rouges.
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polaire peut être mise en relation avec la phase locale du signal monogène définie
dans [Felsberg 2001].

2.4.4 Fonction d’angle ϕV et représentation polaire χ

Comme mentionné précédemment, la fonction d’angle ϕV est principalement
utilisée dans les applications qui suivent comme une mesure de similarité. Nous
pensons cependant que la représentation polaire que nous avons introduite devrait
permettre à terme de dégager une notion rigoureuse mathématiquement de phase
couleur. Nous nous bornons ici à quelques exemples de synthèse et évoquons
rapidement une approche plus générale du problème.

Soit le signal s : R2 −→ R3 de composantes f3, f6 et f9 la fonction f : R2 −→ R9,0

définie par :

f(x1, x2) = f3(x1, x2)e3 + f6(x1, x2)e6 + f9(x1, x2)e9.

Le signal monogène couleur correspondant avec le paramètre d’échelle τ est :

f̃c(x1, x2, τ) = hp ∗ f3e3 + hp ∗ f6e6 + hp ∗ f9e9

+ hp ∗ h3
R ∗ f3e3 + hp ∗ h6

R ∗ f6e6 + hp ∗ h9
R ∗ f9e9 (2.13)

où 




hp =
τ

2π(x2
1 + x2

2 + τ2)3/2
est le noyau de Poisson 2D

hi
R =

x1ei−2 + x2ei−1

2π(x2
1 + x2

2)3/2
ei est le noyau de Riesz (i=3,6,9)

Puisque nous avons les égalités suivantes :





hp ∗ h3
R ∗ f3e3 = hp ∗ hRx1

∗ f3e1 + hp ∗ hRx2
∗ f3e2

hp ∗ h6
R ∗ f6e6 = hp ∗ hRx1

∗ f6e4 + hp ∗ hRx2
∗ f6e5

hp ∗ h3
R ∗ f9e9 = hp ∗ hRx1

∗ f9e7 + hp ∗ hRx2
∗ f9e8

il s’avère que les structures horizontales et verticales des différents canaux sont
dans des composantes différentes et indépendantes. Comme précédemment, si V =
ae3 + be6 + ce9 nous considérons le 2-verseur de R9,0 :

χ̃(V ) = f̃cV = ÃV eieϕV

Maintenant, décrivons trois exemples simples de signaux i1D, voir la figure 2.11. Les
signaux i1D sont donnés par les mêmes fonctions que pour le signal monogène (voir
paragraphe 2.3.3.2) :

fi(x1, x2) = ai cos(x1 cos θi + x2 cos θi + ϕi)

avec i = 3, 6, 9 (voir [Wietzke 2009]).
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Figure 2.11 – Première colonne : images originales. Deuxième colonne : amplitude
ÃV . Troisième colonne : angle ϕ̃V .
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Premier exemple :

Soit ϕ6 = ϕ9 = π/2 (voir Fig. 2.11 première colonne). La fonction test au point
(0, 0) donne f3 = a3 cosϕ3. Le signal monogène couleur correspondant est :

f̃c = hp ∗ hRx1
∗ f3e1 + hp ∗ hRx2

∗ f3e2 + hp ∗ f3e3

C’est précisemment le signal monogène couleur de la première composante de f (qui
est le canal rouge de l’image couleur considérée). Pour V = e3, nous obtenons :

χ̃(V ) = f̃ce3

= hp ∗ f3+hp ∗ hRx1
∗ f3e1e3+hp ∗ hRx2

∗ f3e2e3

et l’amplitude, la phase et l’orientation sont donnés à l’échelle τ = 0 par






ÃV =
√

f2
3 + (hRx1

∗ f3)2 + (hRx2
∗ f3)2

ϕ̃ = arctan

√
(hRx1

∗ f3)2 + (hRx2
∗ f3)2

f3

θ̃ = arctan
hRx2

∗ f3

hRx1
∗ f3

Plus précisemment (voir [Wietzke 2009] pour des calculs similaires) :






ÃV = a3 =
√

(a3 cosϕ3)2+(a3 sinϕ3 cos θ3)2+(a3 sinϕ3 sin θ3)2

ϕ̃ = ϕ3 = arctan
√

(a3 sinϕ3 cos θ3)2 + (a3 sinϕ3 sin θ3)2

a3 cosϕ3

θ̃ = θ3 = arctan
a3 sinϕ3 sin θ3
a3 sinϕ3 cos θ3

Cela montre que le signal monogène couleur peut être utilisé pour retrouver l’am-
plitude locale, l’orientation locale et la phase locale du signal original. Notons que
les mêmes résultats peuvent être obtenus en travaillant directement avec le signal
monogène fm appliqué à la fonction f3.

Deuxième Exemple :

Soient les fonctions tests (voir la figure 2.11 deuxième ligne)

f3 = f6 = a cosϕ cos(π/4) et f9 = 0
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Si nous choisissons V = 1√
2
(e3 + e6) alors






ÃV = a =
√

a2 cosϕ+ 2(
a√
2

sinϕ cos θ)2 + 2(
a√
2

sinϕ sin θ)2

ϕ̃V = ϕ = arctan
√

(a sinϕ cos θ)2 + (a sinϕ sin θ)2

a cosϕ

θ̃V = θ = arctan
a sinϕ sin θ
a sinϕ cos θ

Cet exemple justifie l’introduction du signal f̃c puisque ces résultats ne peuvent
être obtenus en utilisant le signal fc de R5,0. Cela montre que le signal monogène
couleur peut résoudre le problème inverse pour les structures linéaires dans chacun
des plans couleur. L’avantage ici est qu’aucune combinaison des canaux rouge, vert
et bleu n’est requis étant donné que l’information couleur est portée par le vecteur
V .

Troisième exemple :

Ce dernier exemple a pour but de montrer la pertinence de la représentation polaire
quand les différents canaux comportent des signaux i1D paramétrés différemment
(voir Fig. 3 troisième ligne). Soient f3, f6 et f9 définies par :






f3(x1, x2) = a cos(x1 cos θ1 + x2 cos θ1 + ϕ1)
f6(x1, x2) = a cos(x1 cos θ2 + x2 cos θ2 + ϕ2)
f9(x1, x2) = 0

La figure 2.11, troisième ligne, donne les résultats fournis par la représentation po-
laire f̃cV où V est le vecteur contenant la couleur jaune. Le principal avantage par
rapport au signal monogène, est que la fonction d’angle ϕ̃V contient non seulement
des informations géométriques et structurelles mais aussi une information de cou-
leur. Les zones noires correspondent aux petites valeurs de ϕ̃V et donc indiquent les
régions correspondant à la couleur choisie.

Dans [Felsberg 2001] la représentation polaire du signal monogène fm est définie
par :

fm(x1, x2) = |fm(x1, x2)| exp(ψ⊥(x1, x2))

où

exp(ψ⊥) = cos(ϕ) + cos(θ) sin(ϕ)i + sin(θ) sin(ϕ)j

agit comme produit de rotations . Cela est intimment lié au fait que le groupe des
quaternions unitaires est un groupe de spineurs Spin(3) de l’algèbre de Clifford R3,0.

Une telle approche peut être généralisée dans notre contexte. Le 2-verseur fcV
peut être écrit :

fcV = AV ηV
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où ηV est un 2-verseur unitaire. En utilisant le fait que chaque spineur est l’expo-
nentielle d’un bivecteur nous amène à :

fcV = AV exp(βV )

pour un bivecteur βV . Ce bivecteur peut être décomposé avec l’algorithme d’Hes-
tenes et Sobczyk (voir Annexe F) pour introduire des rotations caractéristiques.
Cette décomposition semble être plus adaptée à décrire la représentation polaire
χ en terme de traitement du signal. Cela permet en particulier d’introduire des
axes de rotations similaires aux axes utilisés dans [Felsberg 2001] mais maintenant
dépendants du vecteur de référence choisi V . Puisque dans cette thèse, nous nous
intéressons principalement à des applications sur des images et vidéos couleur qui
dépendent de la fonction ϕV considérée comme mesure de similarité, nous n’abor-
derons pas en détail ce point de vue.





Chapitre 3

Applications

Ce chapitre est consacré à la mise en application des constructions théoriques
du chapitre précédent. Comme nous l’avons déjà mentionné les exemples que nous
traitons reposent essentiellement sur l’utilisation de la fonction d’angle ϕV . Il
est bien évident que nous n’utilisons qu’une partie des informations contenues
dans le signal monogène couleur et que d’autres propriétés, comme la décompo-
sition/reconstruction à partir de la représentation polaire, pourraient être mises à
profit. Ceci étant, il s’avère néanmoins que la fonction ϕV contient déjà beaucoup
d’informations de structures et de couleur et qu’il est intéressant de la tester sur des
applications - flot optique, détection de contours, suivi d’objets, points d’intérêt -
qui sont le plus couramment abordées en utilisant des images en niveau de gris.

Sommaire
3.1 Flot optique couleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.1.2 Méthode CLG (Combined Local-Global) . . . . . . . . . . . . 49
3.1.3 Méthode CLG modifiée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.1.4 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.1.5 Nouvelle contrainte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.1.6 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2 Segmentation multi-échelle d’images couleur . . . . . . . . . 55
3.2.1 Détection de contours métrique . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2.2 Méthode de segmentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2.3 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2.4 Détection de contours métrique et multi-échelle . . . . . . . . 57
3.2.5 Méthode de segmentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.2.6 Segmentation multi-échelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2.7 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.3 Suivi d’objets couleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.3.1 Un algorithme naïf de block-matching . . . . . . . . . . . . . 65
3.3.2 Filtrage particulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.3.3 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.4 Détection de points d’intérêt . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.4.1 Détecteur de Harris et géométrie différentielle . . . . . . . . . 74
3.4.2 Géométrie différentielle dans un espace-échelle . . . . . . . . 76
3.4.3 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.4.4 Complément 1 : H3D couleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.4.5 Complément 2 : H3D et signal monogène couleur . . . . . . . 88



48 Chapitre 3. Applications

3.1 Flot optique couleur

3.1.1 Introduction

En traitement de la vidéo, extraire le flot optique consiste à trouver le champ
de vecteurs associés aux déplacements. Une des approches très couramment utilisée
repose sur le fait que l’intensité de l’image doit être intégrale première du champ
recherché. On obtient à partir du développement de Taylor :

I(x + δx, y + δy, t + δt) = I(x, y, t) +
∂I

∂x
δx +

∂I

∂y
δy +

∂I

∂t
δt + o(.)

l’équation dite de contrainte :
∂I

∂x
u +

∂I

∂y
v +

∂I

∂t
= 0

où (u, v) =
(
δx

δt
,
δy

δt

)
.

Evidemment, cette simple équation n’est pas suffisante pour déterminer les deux
inconnues u et v (problème d’ouverture). Pour les gradients non nuls de l’image, il
est possible de déterminer la composante parallèle à ∇I = (Ix, Iy), i.e. normale aux
contours dans l’image. Il s’agit du flot normal donné par :

wn = − It

|∇I|
∇I

|∇I|

3.1.1.1 Lucas/Kanade

Afin de palier le problème d’ouverture, Lucas et Kanade [Lucas 1981] proposent
une approche locale qui consiste à considérer le flot optique constant dans un certain
voisinage de taille ρ. Dans ce cas, il est possible de déterminer les deux constantes
u et v au voisinage du point (x, y, t) en minimisant la fonction :

ELK(u, v) = Gρ ∗ ((Ixu + Iyv + It)2)

Dans cette équation, Gρ est une gaussienne d’écart-type ρ, nous notons Ix, Iy et It

les dérivées spatiales et temporelles de l’image.

Un minimum (u, v) de ELK satisfait
∂ELK

∂u
= 0 et

∂ELK

∂v
= 0. Cela donne le

système linéaire suivant :
(

Gρ ∗ I2
x Gρ ∗ IxIy

Gρ ∗ IxIy Gρ ∗ I2
y

)(
u
v

)
=
(

−Gρ ∗ IxIt

−Gρ ∗ IyIt

)

Ce sytème peut être résolu tant que la matrice est inversible, ce qui n’est pas le
cas dans les régions homogènes où le gradient est nul. Dans d’autres régions, la plus
petite valeur propre de la matrice peut être proche de zéro et le problème d’ouverture
reste donc présent. Tout cela produit un flot optique non dense, ce qui constitue un
inconvénient non négligeable de cette méthode locale.
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3.1.1.2 Horn et Schunk

Pour avoir un flot optique dense, Horn et Schunk [Horn 1981] proposent une
méthode globale utilisant un schéma de régularisation. Cette méthode différentielle
est la base de nombreuses recherches dans le domaine du flot optique et est considérée
comme le travail fondateur. Il s’agit de minimiser la fonction d’énergie suivante :

EHS(u, v) =
∫

Ω
(Ixu + Iyv + It)2 + α(|∇u|2 + |∇v|2)dxdy

où α > 0 est un poids de lissage qui sert en tant que paramètre de régularisation.
Plus les valeurs de α sont grandes, plus la pénalisation des gradients du flot est forte
ce qui donne un champs de vecteurs plus lisse.

Pour minimiser cette fonction convexe, nous utilisons les équations d’Euler-
Lagrange : 





∆u − 1
α

(I2
xu + IxIyv + IxIt) = 0

∆v − 1
α

(IxIyu + I2
yv + IyIt) = 0

avec ∆ opérateur de Laplace :

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

La solution de ces équations n’est pas seulement unique, elle bénéficie également
d’un effet de "remplissage". Aux endroits où |∇I| ≈ 0, il n’y a pas d’estimation du
flot local possible, mais le terme de régularisation |∇u|2 + |∇v|2 résout le problème
en prenant l’information dans le voisinage. Le flot optique produit est directement
dense ce qui est clairement un avantage par rapport aux méthodes locales.

Le flot optique est un domaine très étudié dans la communauté de vision par
ordinateur. Beaucoup de méthodes ont été proposées depuis les travaux fondateurs
de Horn/Schunck [Horn 1981], et de Lucas/Kanade [Lucas 1981] mais la plupart
d’entre elles repose sur des images en niveau de gris. De nos jours, de plus en plus
de recherches essayent d’incorporer l’information de couleur pour améliorer le flot
optique. Notre formalisme permet justement d’apporter des éléments de réponse et
peut potentiellement être utilisé dans n’importe quelle méthode différentielle de flot
optique, c’est ce que nous présentons dans la suite.

3.1.2 Méthode CLG (Combined Local-Global)

A. Bruhn et J. Weickert [Bruhn 2005] sont les premiers à combiner l’approche
globale de Horn/Schunck et l’approche locale de Lucas/Kanade dans une nouvelle
méthode qui donne un champs de vecteurs mouvements dense à 100% et robuste aux
bruits. Leur idée est de minimiser une fonction d’énergie pour estimer un champs
de vecteurs mouvements :

E(w) =
∫

Ω

(
ψ1(wT Jρ(∇3I)w) + αψ2(|∇w|2)

)
dxdy
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avec

(P )






w = (u, v, 1)T ,
|∇w|2 = |∇u|2 + |∇v|2,
∇3I = (Ix, Iy, It)T ,
Jρ(∇3I) = Kρ ∗ (∇3I∇3IT )

où Ω est le domaine de l’image, α est un paramètre de régularisation, Kρ est un
noyau gaussien avec un écart-type ρ, ψ1 et ψ2 sont deux pénalités non quadratiques
de la forme suivante :

ψi = 2β2
i

√

1 +
s2

β2
i

, i ∈ {1, 2}

où β1 and β2 sont des paramètres d’échelle. Les auteurs donnent dans [Bruhn 2005]
un algorithme efficace pour la résolution.

3.1.3 Méthode CLG modifiée

En considérant la fonction d’angle ϕV (x, y, t) correspondant à la représentation
polaire χ(V ) d’une séquence d’images couleur, où V est un vecteur constant co-
dant une couleur choisie, nous remplaçons la fonction d’intensité I par ϕV (voir
[Zang 2007] pour une approche similaire) ce qui donne l’équation suivante :

ϕV (x, y, t + 1) = ϕV (x, y, t)

En calculant un développement de Taylor du premier ordre, cela nous mène à l’équa-
tion de flot optique :

ϕxu + ϕyv + ϕt = 0.

Nous proposons de minimiser la fonction d’énergie suivante :

E(w) =
∫

Ω

(
ψ1(wT Jρ(∇3ϕV )w) + αψ2(|∇w|2)

)
dxdy

Les paramètres sont les mêmes que dans (P) et la méthode de résolution est la même
que pour A. Bruhn et al [Bruhn 2005].

3.1.4 Résultats

La séquence utilisée dans cette application est la séquence de deux images suc-
cessives "Dimetrodon" et la vérité-terrain associée provenant de la base de données
[Baker 2007]. Cette séquence est difficile car elle est composée de textures surper-
posées.

Les paramètres (a, b, c) du vecteur de référence Vref = ue1 +ve2 +ae3 +be4 +ce5

sont choisis en prenant la médiane des valeurs de chaque plan de couleur et
(u, v) = (0, 0) pour les composantes de structure. D’autres choix comme la moyenne
ou bien même une couleur choisie a priori auraient pu être utilisés. Nous appliquons
la méthode CLG 2D avec pénalité quadratique et nous gardons les paramètres par
défaut pour toutes les séquences d’images. Pour faire simple, nous choisissons de ne
pas optimiser les paramètres de la CLG qui peuvent être différents suivant que l’on
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traite des images en niveau de gris ou couleur, et nous voulons étudier la robus-
tesse de notre approche aux bruits et au changement d’illuminant. Dans un premier
temps, un bruit gaussien (σ = 0.1) est ajouté à chaque image en niveau de gris
ou couleur. Les résultats (table 3.1 et figure 3.1) montre que notre méthode donne
29% d’erreur angulaire (AAE=Average Angular Error)[Bruhn 2005] en moins. Dans
un deuxième temps, nous vérifions que notre fonction d’angle ϕV est robuste au
changement d’illuminant en simulant des conditions d’éclairage plus faible. Cela est
fait en divisant chaque valeur de pixel, couleur ou niveau de gris, de la deuxième
image de la séquence par 2. Les résultats montre que notre méthode n’augmente pas
l’erreur angulaire AAE tandis que la méthode standard produit un flot très altéré.

Table 3.1 – 2D-CLG – Erreur angulaire moyenne (AAE=Average Angle Error)
!!!!!!!!!!!!Condition

Image Niveau de gris Couleur

Normale 10.44 10.52
Bruitée 23.10 16.40
Illumination 88.44 10.52

3.1.5 Nouvelle contrainte

Dans cette section, nous nous sommes intéressés à trouver le champs de vecteurs
correspondant au mouvement d’objets d’une couleur choisie. L’approche étend le
travail décrit précédemment [Demarcq 2009a] et repose sur la méthode CLG pré-
sentée dans [Bruhn 2005] avec l’ajout d’une nouvelle contrainte : l’intégrale première
considérée dans la fonction d’énergie est la fonction d’angle ϕV .

Soit ϕV (x, y, t) la fonction d’angle correspondant à la représentation polaire
χ(V ) d’une vidéo couleur où V est un vecteur constant codant une couleur don-
née. Remplacer la fonction d’intensité I par ϕV amène à l’énergie suivante (voir
aussi [Zang 2007])

E(w) =
∫

Ω

(
wT Jρ(∇3ϕV )w

)
+ α(|∇3w|2)dxdydt

Comme déjà dit, la fonction ϕV peut être vue comme une mesure de similarité.
L’idée est d’implémenter le champs de vecteurs associé aux régions où les valeurs de
ϕV sont petites. Pour cette raison, il est nécessaire d’ajouter un terme de pénalité
qui annule la norme du champs de vecteurs où les valeurs de ϕV sont grandes. Nous
noterons ϕ à la place de ϕV dans la suite. L’énergie résultante est donnée par :

E =
∫

Ω

(
Kρ ∗ (ϕxu + ϕyv + ϕt)2

)
+ α(|∇u|2 + |∇v|2)

+ βg(ϕ)(u2 + v2)dxdy
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Figure 3.1 – De gauche à droite, première ligne : codage couleur du flot optiqe,
vérité-terrain. Deuxième ligne : image originale couleur, ϕV , CLG couleur. Troisième
ligne : image couleur bruitée, ϕV , CLG couleur. Quatrième ligne : image originale
en niveau de gris, CLG. Cinquième ligne : image en niveau de gris bruitée, CLG.
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où la fonction g est la suivante :

g(s) = (tan(s))10

Les équations d’Euler-Lagrange sont :

∆u − 1
α

(
(
Kρ ∗ (ϕ2

x) + βg(ϕ)
)
u + Kρ ∗ (ϕxϕy)v

+ Kρ ∗ (ϕxϕt)) = 0

∆v − 1
α

(Kρ ∗ (ϕxϕy)u +
(
Kρ ∗ (ϕ2

y) + βg(ϕ)
)
v

+ Kρ ∗ (ϕyϕt)) = 0

Comme nous pouvons le voir, cela amène une légère modification de l’algorithme
original dans [Bruhn 2005] puisque nous ajoutons seulement le terme βg(ϕ) dans
les équations de résolution.

3.1.6 Résultats

Il est important de noter que l’approche proposée diffère des approches usuelles.
Nous ne cherchons pas un champs de vecteurs dense qui serait meilleur que les
flots optiques déjà existants. L’idée dans cette application est de montrer comment
utiliser l’information couleur pour obtenir les vecteurs mouvements d’objets d’une
certaine couleur. Nous pouvons également souligner le fait que notre méthode est
très robuste au changement d’illuminant dû au choix de ϕ comme intégrale première
et au bruit dû à l’aspect multi-échelle du signal monogène couleur.

Deux exemples sont traités. Le premier concerne une vidéo de plantes dans un
aquarium (voir la figure 3.2 et [web a]). Le mouvement des plantes est dû au mou-
vement de l’eau qui crée également de forts changements d’illuminant. Le but ici est
d’extraire le flot optique des feuilles rouges.

Le deuxième exemple est une vidéo d’un traffic routier en Inde (voir la figure
3.3 et [web b]). Cette dernière contient d’importants bruits dûs à la compression
JPEG et à une basse résolution. Nous sommes intéressés par l’extraction du champs
de vecteurs associé aux mouvements des taxis jaunes. Dans les deux cas, la caméra
n’est pas fixe et introduit une perturbation dans le mouvement. Pour une meilleure
visualisation, l’orientation des vecteurs de flot optique sera codée par la teinte et
sa norme par la saturation dans le système colorimétrique Hue, Saturation Value
(HSV) (voir la figure 3.2).

La figure 3.2 montre les résultats pour le premier exemple. Il est évident que
la méthode de Horn/Schunk (deuxième ligne, gauche) donne de mauvais résultats
dûs aux forts changements d’illumination. Le mouvement le plus significatif est
celui de l’ombre sur le sable. Le champs de vecteurs de la méthode CLG (deuxième
ligne, milieu) est meilleur puisqu’il prend en compte plus de mouvements. Il est à
noter qu’il est très difficile de retrouver les vecteurs correspondant aux feuilles. Le
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Figure 3.2 – De haut en bas. Première colonne : deux images de la séquence
aquarium et codage couleur. Deuxième colonne : résultat pour les méthodes
Horn/Schunk, CLG et notre méthode avec comme couleur choisie le rouge.
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flot optique couleur obtenu avec la représentation polaire (deuxième ligne, droite)
apparait très pertinente et robuste aux changements d’illuminant. Le paramètre
d’échelle utilisé est 1.

Pour le deuxième exemple (voir la figure 3.3), le paramètre d’échelle est aussi 1.
Le champs de vecteurs correspondant aux taxis apparait clairement et se révèle être
robuste aux bruits.

Figure 3.3 – De gauche à droite. Image de la séquence des taxis, notre méthode
avec comme couleur choisie le jaune.

3.2 Segmentation multi-échelle d’images couleur

Il existe de nombreuses méthodes de segmentation. Dans ce qui suit, nous nous
intéressons à la détection des contours dans une image couleur correspondant à de
fortes variations de l’image dans une couleur fixée. Ces variations sont mesurées à
l’aide de la représentation polaire associée au signal monogène couleur. Notre ap-
proche est résolument géométrique ; elle consiste à mesurer les variations métriques
tout d’abord d’une surface, puis d’une variété de dimension 3, immergées respective-
ment dans R4 et R5. Nous profitons ici du caractère multi-échelle du signal monogène
couleur : dans un premier temps, la détection est à échelle fixée et dans un second
“au travers de l’espace échelle".

3.2.1 Détection de contours métrique

Une méthode classique pour faire de la détection de contours est d’utiliser l’in-
formation de métrique donnée par la première forme fondamentale [DiZenzo 1986]
d’une image vue comme une surface. Pour cela, nous considérons une image multi-
dimensionnelle définie sur un domaine D de R2 avec pour composantes (f1, ..., fn)
comme une surface S de dimension 2 paramétrisée par :

ψ : (x, y) → (x, y, f1(x, y), ..., fn(x, y))
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plongée dans Rn+2 muni de la métrique :

g =
(

1 0
0 1

)
⊕




λ1 0

. . .
0 λn





La métrique de l’espace ambiant induit une métrique sur S, appelée première forme
fondamentale de S, qui prend la forme suivante :

dS2 = dx2 + dy2 + λ1df
2
1 + ... + λndf2

n

Les variations de l’image sont assimilées aux vecteurs tangents de S et une mesure
de ces variations est donnée par dS2. Le reste de la méthode consiste en la sélection
des plus grandes variations locales appelées contours. Plus précisément, soit I(q) la
matrice de représentation de la métrique dS2 au point q = ψ(p) (p ∈ R2) dans le
système de coordonnées donné par les dérivées partielles (dpψ(1, 0), dpψ(0, 1)). Alors
I(q) a la forme suivante :

I(q) =





1 +
n∑

i=1

[
∂fi

∂x
(q)
]2 n∑

i=1

∂fi

∂x

∂fi

∂y
(q)

n∑

i=1

∂fi

∂x

∂fi

∂y
(q) 1 +

n∑

i=1

[
∂fi

∂y
(q)
]2




(3.1)

Soient λ+(q) et λ−(q), λ+ ≥ λ− deux valeurs propres de I(q) et θ+(q), θ−(q) les
vecteurs propres correspondants. La force de contour est alors donnée par :

w(q) =
√
λ+(q) − λ−(q) (3.2)

et nous dirons que p ∈ D est un point de contour si la fonction w possède un
maximum local au point ψ(p) dans la direction donnée par θ+(ψ(p)) [Cumani 1991].

3.2.2 Méthode de segmentation

Tout d’abord, nous avons besoin de choisir le système colorimétrique que nous
souhaitons utiliser pour notre signal monogène couleur. Dans cette application, nous
choisissons l’espace CIE L*a*b* et nous considérons chaque pixel d’une image cou-
leur comme un vecteur dans R5,0 à l’aide du signal monogène couleur à l’échelle
s (la même pour chaque composante, i.e. s = x3 = x4 = x5 dans la formule 8).
Alors le calcul géométrique nous autorise à considérer le produit géométrique entre
chaque vecteur et un vecteur de référence V = ue1 + ve2 + ae3 + be4 + ce5. Comme
dans le paragraphe 2.4.3, une fonction d’angle ϕV (x, y) est obtenue et associée à la
partie scalaire p(x, y) = 〈fcV (x, y)〉0 donne une information d’angle et d’amplitude
respectivement.
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Schéma algorithmique

1. Soit V = ue1 + ve2 + ae3 + be4 + ce5.
2. Calcul de ϕ(x, y) et p(x, y) comme dans 2.4.3.
3. Etant donnée S paramétrée par ψ : (x, y) → (x, y, ϕ(x, y), p(x, y))

dans R4 muni de la métrique M =
(

1 0
0 1

)
⊕
(
λ1 0
0 λ2

)
:

- Calcul de la matrice de représentation de la métrique dS2 comme
dans 3.1 ;

- Calcul de w(q) comme dans 3.2.

Enfin, les variations à la fois dans la fonction d’angle et dans la partie scalaire
sont assimilées aux vecteurs tangents de S et nous pouvons mesurer les contours
relativement à une couleur choisie V .

3.2.3 Résultats

Nous présentons des résultats obtenus sur des images provenant de la base de
données de Berkeley [Martin 2001]. Nous souhaitons montrer la pertinence de notre
approche sur ce type d’images difficiles. En premier lieu, nous utilisons l’image des
jouets [Gevers 2006] (figure 3.4) et nous souhaitons une détection des contours des
objets jaunes.
En prenant le vecteur V codant le jaune dans l’espace L*a*b* sans aucune structure
i.e. V = ae3+be4+ce5, nous appliquons la méthode décrite ci-dessus avec la métrique
euclidienne (λ1 = 1, λ2 = 1) et obtenons les images de la figure 3.4. Comme nous
pouvons le constater, quand nous prenons le paramètre d’échelle égal à 0, nous
n’obtenons pas que les objets jaunes mais tous les objets dont la variation en jaune
est forte. Quand le paramètre d’échelle augmente, nous avons dans un premier temps
un lissage des contours et ensuite la disparition de blocs bleus. Finalement nous
gardons que les objets jaunes recherchés mais aussi les objets verts clairs à cause de
la forte variation dans le jaune entre l’objet et le fond.
Par la suite, nous choisissons deux images de la base de données de Berkeley :
l’avion et le jardin (voir la figure 3.5). Pour la première image (première ligne),
nous voulons les contours rouges. En utilisant l’aspect multi-échelle et en prenant
la métrique (λ1 = 2, λ2 = 0.5) pour renforcer la fonction d’angle relativement à
l’amplitude, nous obtenons les résultats visibles dans la figure 3.5. Pour la seconde
image (deuxième ligne), nous voulons les contours verts. En utilisant l’aspect multi-
échelle et en prenant la métrique euclidienne, les résultats de la figure 3.5 montre
une segmentation très intéressante comparée à celles obtenues dans [Martin 2001].

3.2.4 Détection de contours métrique et multi-échelle

Cette partie présente une nouvelle approche de segmentation multi-échelle
d’images couleur. Basée sur le travail précédent [Demarcq 2009b], le signal mono-
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Figure 3.4 – De gauche à droite : image des jouets, segmentation aux échelles 0,
1.5 et 3.5 (le seuillage par hystéresis est le même pour chaque échelle).
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Figure 3.5 – De haut en bas. Première colonne, image de l’avion, la fonction w et
le résultat à l’échelle 3.5. Deuxième colonne, l’image du jardin, la fonction w et le
résultat à l’échelle 3.5.

gène couleur ainsi que de la géométrie différentielle sont utilisés pour modéliser les
variations dans une image couleur. Le principal avantage de cette approche comparé
à la précédente est qu’elle est capable de faire une segmentation automatique dans
l’espace-échelle, i.e. sans avoir à choisir une échelle particulière.

La méthode précédente peut être étendue à une famille de surfaces paramétrées
par un paramètre réel τ . Nous considérons la variété de dimension 3 plongée par

ψ : (x, y, τ) → (x, y, τ, f1(x, y, τ), ..., fn(x, y, τ))

dans Rn+3 muni de la métrique
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g =




1 0 0
0 1 0
0 0 1



⊕




λ1 0

. . .
0 λn





Dans ce cas, la première forme fondamentale est :

dS2 = dx2 + dy2 + dτ2 + λ1df
2
1 + ... + λndf2

n

La matrice de représentation I(q) de la métrique dS2 en q = ψ(p) (p ∈ R3) est de
la forme suivante :

I(q) =


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

(3.3)

Soient λ1(q), λ2(q) et λ3(q), λ1(q) ≤ λ2(q) ≤ λ3(q), les trois valeurs propres de
I(q) et θ1(q), θ2(q), θ3(q) les vecteurs propres correspondants. La force de contour
considérée est donnée par :

w(q) =
3∑

i=1

λi (3.4)

et nous dirons que p est un contour si la fonction w a un maximum local en ψ(p)
dans la direction donnée par θ3(ψ(p)). Notons que la fonction w est un peu différente
de celle utilisée dans le cas 2D puisque nous utilisons trois valeurs propres. Ce type
de fonction est aussi utilisé dans [Sapiro 1997][Tschumperlé 2006] pour faire de la
diffusion anisotropique.

L’idée est d’appliquer ce type de segmentation quand τ est un paramètre
d’échelle. Cela permet une détection de contours dans l’image, ces derniers étant
aussi, d’une certaine manière, des contours dans l’espace-échelle, i.e. les contours les
plus pertinents au travers des échelles.

3.2.5 Méthode de segmentation

Nous considérons une image couleur dans le système colorimétrique CIE L*a*b*.
Soit V un vecteur de R5,0 et χ(V ) = fcV le verseur polaire correspondant. De ces
données, nous introduisons la variété de dimension trois plongée par

ψ : (x, y, τ) → (x, y, τ, ϕV (x, y, τ), pV (x, y, τ))
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dans R5 muni de la métrique



1 0 0
0 1 0
0 0 1



⊕
(
λ 0
0 µ

)

(pV est la partie scalaire de χ(V )). Les variations de la famille de surfaces dé-
finie par pV et ϕV et paramétrée par le paramètre d’échelle τ , sont assimilée
aux vecteurs tangents et une mesure de ces variations est donnée par dS2 =
dx2 + dy2 + dτ2 + λdϕ2 + µdp2. Ces dernières sont les variations dans l’espace
échelle de Poisson. En appliquant la méthode définie dans le paragraphe 3.2.4, nous
obtenons une segmentation métrique et multi-échelle.

Remarques
– La détection de contours dépend du vecteur V , i.e. d’une couleur choisie. Ceci

implique que les contours d’une couleur choisie sont détectés.
– Pour simplifier, nous travaillons avec seulement un paramètre d’échelle en

posant : x3 = x4 = x5 = τ dans la construction du signal monogène couleur. Le
cas général peut être traité théoriquement de la même manière en considérant
la variété de dimension cinq correspondante. Néanmoins, les interprétations
paraissent moins évidentes.

– Nous considérons la variété donnée par les composantes pV et ϕV du verseur
polaire χ(V ) au lieu de travailler directement avec le signal monogène couleur.
Il apparait en fait que ce verseur contient toute l’information nécessaire pour
réaliser la segmentation vis à vis d’une couleur choisie.

– Les paramètres λ et µ contrôlent l’influence de ϕV et pV dans la détection.

3.2.6 Segmentation multi-échelle

L’algorithme de segmentation que nous proposons ici est une extension du clas-
sique détecteur de Canny [Canny 1986], défini pour les images en niveau de gris,
donc bidimensionnelles, à un espace d’échelle tridimensionnel. Cette méthode est
constituée de quatre étapes successives :

– Lissage gaussien de l’image pour réduire le bruit
– Calcul du vecteur gradient en chaque pixel
– Suppression des non-maxima locaux
– Seuillage par hystéresis

La suppression des non-maxima locaux est un point clé de cette approche,
et son extension à l’espace d’échelle peut être faite d’au moins deux façons.
Ces points particuliers peuvent être caractérisés à partir des dérivées d’ordre
deux et trois [Lindeberg 1998] ou plus directement en terme de vecteur gra-
dient [Monga 1990] comme dans l’algorithme original de Canny. Le principe est
ici de se déplacer dans la direction de la normale au contour, telle que donnée par
le vecteur gradient, et de retenir comme points contours potentiels ceux dont la
norme est localement la plus grande. L’espace d’échelle étant ici représenté par un
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Figure 3.6 – De haut en bas. Première colonnr : courbe des composantes connexes
triées par ordre décroissant en fonction de w pour les image d’avion, de jardin et
des jouets respectivement. Deuxième colonne : Fonctions d’erreur correspondantes.
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empilement d’images bidimensionnelles, chaque pixel possède 26 voisins. En pra-
tique, pour un pixel donné, la norme du vecteur gradient en ce point est comparée
à celle des deux voisins dans la direction de ce même vecteur gradient. Il faut donc
considérer un voisin "avant" le pixel courant et un voisin "après". La norme de ces
voisins est obtenue par combinaison trilinéaire des 8 pixels qui définissent le cube 3D
dans lequel il se situe [Monga 1990]. La transposition dans notre cadre est directe,
en substituant θ3(ψ(p)) à la direction du vecteur gradient et l’intensité du contour
w(p) à la norme du gradient.

A l’issue de ce processus de suppression des non-maxima locaux nous obtenons
une liste de composantes connexes parmi lesquelles les contours pertinents sont sé-
lectionnés. Classiquement, ceci est réalisé par seuillage par hystéresis dont les para-
mètres sont, en général, délicats à ajuster. Nous proposons de simplifier cette étape
en exploitant l’aspect multi-échelle de notre signal. Pour cela, les N composantes
connexes sont triées par ordre décroissant de la moyenne de l’intensité de contour
ω à travers les échelles. Les plus pertinentes sont alors les n premières. Le graphe
de cette mesure est naturellement décroissant (voir la figure 3.6 première ligne), et
nous pouvons visuellement vérifier qu’il est constitué de deux parties quasi-linéaires
reliées par un coude. Nous proposons que ce point remarquable soit utilisé pour
définir le meilleur compromis entre le nombre de composantes connexes et la qualité
de la segmentation. Sa détection est faite très simplement en utilisant un modèle
de courbe défini par deux segments de droites. L’origine du premier segment est
le premier point de la courbe, le coude est à la fois son extrémité et l’origine du
second segment dont l’extrémité est le dernier point de la courbe. La qualité de
l’ajustement du modèle à la courbe est mesuré par le calcul de l’erreur quadratique
moyenne (EQM). Le coude optimum est déterminé en sélectionnant celui qui, parmi
les N candidats, donne l’EQM la plus faible (voir Figure 3.6 seconde ligne).

L’analyse de la complexité algorithmique (temps et espace mémoire) de la seg-
mentation est donnée dans l’Appendice E.

3.2.7 Résultats

Notre méthode de segmentation est testée sur les trois images utilisées précé-
demment. Les premiers résultats concernent l’approche décrite au paragraphe 3.2.2
(voir également [Demarcq 2009b]). La surface 2D est donnée par :

ψ : (x, y) → (x, y, ϕV (x, y), pV (x, y))

où χ(V ) est implémenté à une échelle choisie. La figure 3.4 montre les contours
détectés dans l’image de jouets pour différentes échelles avec V , vecteur de R5,0,
codant la couleur jaune sans aucune structure (u = v = 0). Il faut noter que le seuil
sur w est indépendant de l’échelle mais a besoin d’être choisie. Ici, les paramètres λ
et µ de la métrique ambiante sont égaux à 1. Les contours à l’échelle 0 correspondent
aux fortes variations de la couleur jaune dans l’image. Quand le paramètre d’échelle
augmente, les contours sont lissés (échelle 1.5) et le cube bleu disparaît (échelle 3.5)
puisque les variations correspondantes ne sont plus assez significatives. Les fortes
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Figure 3.7 – Première colonne : images originales. Deuxième colonne : résultats
utilisant la segmentation multi-échelle. Troisième colonne : résultats utilisant une
échelle fixée (échelle=3.5).

variations en jaune entre le cube vert clair et le fond sont toujours pris en compte.
La première (resp. deuxième) ligne de la figure 3.5 montre les niveaux de la fonction
w pour V codant la couleur rouge (resp. verte) et la détection de contours à l’échelle
3.5 avec λ égale 2 (resp. 1) et µ égale 0.5 (resp. 1).

Maintenant, détaillons les résultats obtenus avec l’approche développée dans les
paragraphes 3.2.4 à 3.2.6 utilisant la variété de dimension trois :

ψ : (x, y, τ) → (x, y, τ, ϕV (x, y, τ), pV (x, y, τ))

Les résultats de notre méthode de segmentation multi-échelle sont illustrés dans la
figure 3.7. Nous avons procédé de la manière suivante, l’image d’avion est segmentée
dans la couleur rouge, l’image de jardin dans le vert et l’image de jouets dans le jaune.
La métrique est la même pour chaque image et égale à λ = µ = 0.1, les paramètres
d’échelle sont pris entre 1 et 5 avec un pas de 0.5. Ces contours sont obtenus en
utilisant la méthode décrite au paragraphe 3.2.6 qui nous permet de sélectionner le
nombre pertinent de composantes connexes (voir la figure 3.6). Les courbes associées
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à l’image de jardin sont plus difficiles à interpréter que les autres ; cela est clairement
dû à la grande complexité des contours verts dans l’image. Néanmoins chacune
des trois courbes de la deuxième ligne possède un minimum global ce qui donne
les contours pertinents dans la segmentation multi-échelle. Les contours obtenus
avec cette méthode automatique et multi-échelle donne des résultats intéressants
comparés à la méthode avec échelle fixe décrite dans [Demarcq 2009b]. En effet, les
contours de la troisième ligne correspondent à la segmentation à l’échelle 3.5. Celles
de la deuxième ligne sont ceux obtenus avec la nouvelle méthode. Nous pouvons
voir que le résultat de l’image de jouets est cohérent avec le choix de l’échelle 3.5 (le
cube bleu disparaît). Les résultats pour les images de jardin et d’avion apparaissent
plus pertinents que pour notre méthode à échelle fixe.

3.3 Suivi d’objets couleur

Le suivi d’un objet en mouvement dans une séquence d’images, également appelé
poursuite de cible, consiste à estimer l’état de cet objet (ou cible) sur chaque image
de la séquence à partir d’observations. Les applications en vision par ordinateur en
sont nombreuses et les approches très diverses. Sans prétendre être exhaustif, nous
citerons la surveillance intelligente de parking ou de magasins [Dockstader 2001,
KaewTrakulPong 2003, Siebel 2003], la surveillance de réseau routier[Magee 2004,
Rittscher 2000, Pai 2004], l’ analyse de mouvements humains pour animer des "ava-
tars" synthétiques [Moeslund 2001] et pour finir, la robotique mobile qui a été dans
les années passées l’application reine [Koller-Meier 2001, Schulz 2001]. Les premiers
algorithmes étaient basés sur le filtre de Kalman [Harris 1993] et plus récemment,
la technique du Mean-Shift [Comaniciu 2000] ou le WSL [Jepson 2003] sont deve-
nus des approches intéressantes. Mais ces dix dernières années, le filtrage particu-
laire [Cappé 2007] est devenu l’outil le plus populaires en suivi d’objets dans les
vidéos. Ces filtres, comme les filtres de Kalman, estiment la densité de probabilité
a posteriori, c’est-à-dire la loi du processus d’état conditionnellement aux mesures
acquises depuis l’instant initial jusqu’à l’instant présent. Le filtre de Kalman s’ap-
plique dans le cas où les évolutions de l’état et des mesures sont régies par des
modèles linéaires et bruits additifs Gaussiens. Les méthodes de filtrage particulaires
ont été développées afin d’estimer des distributions de probabilité a posteriori multi-
modales telles que celles couramment rencontrées dans les applications de suivi.

Dans ce contexte, nous définissons un nouveau critère de similarité à partir du
signal monogène couleur. Dans un premier temps, nous l’utilisons dans un algorithme
naïf de suivi de type block-matching, et dans un deuxième temps, dans un filtre
particulaire simple dit "bootstrap". La méthode est testée sur des images couleur
et en niveau de gris.

3.3.1 Un algorithme naïf de block-matching

Notre méthode de block-matching repose sur l’idée principale qui consiste à voir
une image couleur non pas comme un ensemble de pixels mais comme un champs
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Figure 3.8 – Produit géométrique entre deux blocs de 4 pixels vus comme des
vecteurs dans R5,0. Les angles sont représentés par a1, a2, a3 et a4.

de vecteurs dans l’algèbre de Clifford R5,0. De par cette représentation, chacun
des vecteurs contient à la fois une information de couleur et de structure. Dans
ce contexte, nous définissons un objet par un bloc de taille N × M . En faisant
l’hypothèse classique que l’apparence d’un objet ne change pas significativement
d’une image à l’autre, nous prenons le bloc définissant l’objet et nous recherchons
le plus similaire dans l’image suivante en utilisant le critère suivant :

ϕ̄ =
1

NM

N∑

i=1

M∑

j=1

ϕij (3.5)

où ϕij est la fonction d’angle (voir l’équation 2.10) entre chaque vecteur des deux
blocs (voir la figure 3.8). Afin d’en montrer la pertinence, nous allons utiliser un al-
gorithme naïf qui consiste en l’application de l’approche de block-matching décrite
précédemment dans un voisinage de 30 × 30 pixels. Pour chaque pixel de l’image
courante, nous extrayons le bloc correspondant et calculons le critère de similarité.
La plus petite valeur est choisie comme position de la cible à suivre. En appliquant
cette méthode itérativement et en mettant à jour le modèle de l’objet à chaque
image, nous obtenons de bons résultats (voir la figure 3.9). Evidemment, cet algo-
rithme est simple et possède un grand coût de calcul mais cela démontre que notre
critère est adapté comme mesure de similarité.
Nous choisissons comme séquence test, une vidéo provenant du projet
aqu@thèque [Bichot 2005] qui est un système de reconnaissance automatique de
poissons. Elle contient des difficultés telles que des changements de luminosité, des
occlusions et de fortes textures. Dans la figure 3.9, nous initialisons le processus de
suivi en choisissant manuellement un bloc autour de l’oeil du poisson bleu et nous
appliquons l’algorithme précédent. Nous pouvons constater que la cible est main-
tenue jusqu’à la fin malgré un changement de direction brutal du poisson dans le
milieu de la séquence ainsi qu’un fort changement de luminosité. L’efficacité de notre
critère pour suivre les structures et la couleur dans un environnement complexe est
illustrée dans cette séquence.
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Figure 3.9 – Résultats du suivi pour les images #1, #16, #31, #51 et #101 de
la séquence Aqu@thèque. Les étoiles bleues représentent la trajectoire du poisson
suivi.
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3.3.2 Filtrage particulaire

Dans le cadre de notre étude, nous nous intéressons au suivi d’une seule 1

cible par les méthodes de filtrage particulaire. L’état xt de l’objet 2 regroupe un
ensemble de caractéristiques descriptives comme par exemple sa position, sa vitesse
ou encore sa forme. Son estimation s’effectue à partir d’observations ou mesures
issues de l’image. La poursuite de cible est donc un problème d’inférence qui peut
se formaliser comme suit :

– nous nous intéressons à l’objet caractérisé par le vecteur d’état inconnu xt à
l’instant t ;

– nous disposons d’un ensemble d’observations bruitées mesurées jusqu’à
l’instant t et notées z1:t = {z1, ..., zt} ;

– l’objectif du suivi est de déterminer xt conditionnellement à z1:t.

Soit (Ω, P ) un espace probabilisé. Considérons le système composé des deux pro-
cessus d’état (xt)t∈N et de mesures (zt)t∈N∗ à valeurs respectivement dans Rnx et
Rnz . Le processus d’état (xt)t∈N est inconnu et supposé Markovien. Le processus
de mesures (zt)t∈N∗ est également appelé processus d’observations.
La dynamique du processus d’état est régie par l’équation d’évolution

xt = Ft(xt−1,vt) (3.6)

où Ft désigne une fonction, linéaire ou non, décrivant l’évolution de l’état et Vt est
un bruit blanc de dynamique, Gaussien ou non. Le processus de mesures (zt)t∈N∗

est lié au processus d’état par l’équation

zt = Ht(xt,wt)

où Ht désigne une fonction d’observations, linéaire ou non, et wt est un bruit blanc
de mesures, indépendant de Vt, Gaussien ou non. Comme les bruits de dynamique vt

et de mesures wt sont blancs et indépendants, le processus d’état est Markovien et
les observations sont également indépendantes. Dans la suite, le temps est discrétisé
et nous désignons par instant courant l’instant t. x0 désigne l’état initial de la cible
obtenu manuellement ou automatiquement. La poursuite de cible consiste à estimer

1. Il existe, naturellement, des méthodes dédiées au suivi multi-cibles. Une difficulté supplé-
mentaire du suivi multi-cibles par rapport au suivi d’un seul objet réside dans l’association des
mesures ou observations extraites de l’image aux différents objets d’intérêt. La variation du nombre
de cibles, liée à l’apparition et/ou disparition d’objets dans la scène, représente un autre problème.
Les méthodes les plus fréquemment rencontrées sont "le filtre conjoint à associations de données pro-
babilistes" ou JPDAF [Bar-Shalom 1988], le "filtre à hypothèses multiples" ou MHT [Reid 1979],
et les extensions des filtres particulaires au suivi multi-cibles [Isard 2001, Hue 2003, Schulz 2001].

2. Nous utiliserons une notation de type "ingénieur", classique dans le domaine du filtrage, où
la variable aléatoire est confondue avec sa réalisation, ceci n’entraînant pas ici de confusion tout
en simplifiant l’écriture.
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l’état du processus à l’instant courant à partir des observations dont nous disposons
depuis l’instant initial jusqu’à l’instant courant. D’un point de vue formel, il s’agit
d’estimer la densité de probabilité a posteriori p(xt|z1:t), c’est-à-dire la distribution
de l’état xt du processus à l’instant t conditionnellement aux observations z1:t mesu-
rées depuis l’instant initial jusqu’à l’instant t. La densité de probabilité a posteriori
p(xt|z1:t) peut être obtenue récursivement en deux étapes, prédiction et correction,
que nous allons maintenant décrire. Supposons connue la densité de probabilité a
posteriori p(xt−1|z1:t−1) à l’instant précédent. Dans un premier temps, l’étape de
prédiction consiste à utiliser l’équation de dynamique 3.6 pour obtenir la densité de
probabilité prédite p(xt|z1:t−1) à l’instant courant :

p(xt|z1:t−1) =
∫

Rnx

p(xt|xt−1)p(xt−1|z1:t−1)dxt−1 (3.7)

À l’instant courant, une nouvelle mesure zt devient disponible. Cette mesure permet,
dans un second temps, de corriger la densité de probabilité prédite p(xt|z1:t−1) selon
la règle de Bayes afin d’obtenir la densité a posteriori p(xt|z1:t) :

p(xt|z1:t) =
p(zt|xt)p(xt|z1:t−1)

p(zt|z1:t−1)
(3.8)

Le filtre de Kalman fournit la solution exacte dans le cas où Ft et Ht sont li-
néaires et les bruits vt et wt Gaussiens. Cependant, les problèmes réels de pour-
suite de cible présentent des conditions difficiles comme, par exemple, la présence
d’un milieu perturbé, qui ne permettent pas d’appliquer ces filtres. C’est notam-
ment pour pallier ce problème que les méthodes de filtrage particulaire, encore
appelées méthodes de Monte-Carlo séquentielles, ont été proposées en vision par
ordinateur à la fin des années 90. Ces méthodes sont le sujet de nombreuses études
[Isard 1998a, Arulampalam 2002, Hue 2003]. Elles approchent la distribution de pro-
babilité a posteriori p(xt|z1:t) par une somme pondérées de distributions de Dirac
centrées en des points appelés particules :

p(xt|z1:t) =
N∑

n=1

πn
t δ(xt − xn

t )

où πn
t représente le poids de la particule xn

t , δ(.) désigne la distribution de Dirac et
N le nombre de particules utilisées pour estimer la densité a posteriori p(xt|z1:t). A
chaque itération, l’état moyen de la cible est estimé par :

x̂t =
N∑

n=1

πn
t xn

t

Les particules représentent des hypothèses sur l’état de la cible. Le poids associé à
une particule est proportionnel à la probabilité de cette hypothèse. Les méthodes
de filtrage particulaire consistent à propager la liste des particules pondérées au
cours du temps de sorte que les particules explorent l’espace d’état de la cible et se
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concentrent par un mécanisme de sélection dans les régions de forte vraisemblance de
l’espace d’état [Arulampalam 2002]. Du point de vue probabiliste, cette propagation
s’effectue grâce à une densité de probabilité appelée loi de proposition ou densité
d’importance, et notée q(xt|xt−1, zt). Le poids de chaque particule est mis à jour
par la formule suivante :

πn
t ∝ πn

t−1

p(zt|xn
t )p(xn

t |xn
t−1)

q(xn
t |xn

t−1, zt)
(3.9)

où p(zt|xn
t ) est la vraisemblance de l’observation, et p(xn

t |xn
t−1) la loi de dynamique

qui correspond à la partie déterministe du mouvement des particules. L’ensemble
des poids est ensuite normalisé sous la contrainte :

∑N
n=1 π

n
t = 1. À cette dernière

étape près, cette mise à jour se résume à la multiplication du poids à l’instant
précédent par la vraisemblance de l’observation et le modèle de dynamique, divisé
par la densité d’importance. Dans le cas, classique, où densité d’importance et loi
de dynamique se confondent (l’observation n’intervient pas dans la mise à jour des
particules), l’équation 3.9 se réduit à :

πn
t ∝ πn

t−1p(zt|xn
t )

Ce filtre est connu sous le nom de filtre Bootstrap [Gordon 1993], qui est le premier
filtre particulaire publié en 1993, ou Condensation ("CONditional DENSity propa-
gATION") [Isard 1998b], qui est le filtre qui a popularisé cette approche. Ces filtres
restent les modèles les plus usuels aujourd’hui en suivi d’objets. Le suivi par fil-
trage particulaire s’articule donc autour du schéma classique prédiction/correction,
à savoir :

– une étape d’initialisation dont l’objectif est de localiser l’objet à suivre,
– une étape de prédiction qui consiste à prévoir l’état de l’objet en s’appuyant

sur un modèle de son mouvement,
– une étape de correction qui ajuste l’état prédit en se fondant sur des mesures.

Dans ce volet applicatif de notre thèse, nous utilisons un filtre "Bootstrap" construit
autour de la mesure de mise en correspondance de blocs définie à partir de la phase
du signal monogène. Nous avons choisi ce filtre très simple parce qu’il n’intègre
pas les observations dans l’étape de prédiction et que, à modèle de dynamique fixé,
ses performances ne dépendent que la qualité de la mesure de vraisemblance, et
donc de notre fonction d’angle. L’état de l’objet suivi est défini par les coordonnées
horizontales et verticales de sa boite englobante et par sa vitesse. Les particules sont
donc définies par x(n)

t = (xt, yt, ẋt, ẏt), où chaque composante suit une distribution
Gaussienne. La hauteur et largeur de la boite englobante sont fixes, sans rotation ni
mise à l’échelle. Les paramètres du modèle de dynamique sont mis à jour à partir
des positions estimées précédemment. De plus, pour limiter les problèmes de dérive
du modèle nous gardons en mémoire les dix dernières cibles identifiées. Ainsi, pour
chaque particule, la vraisemblance est calculée par moyennage du critère obtenu sur
ces dix cibles de références φ̄ :

l(yt|x(n)
t ) = N (φ̄|0, σ2)
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où N (.|0, σ2) est une distribution Gaussienne de moyenne nulle et de variance σ2.

3.3.3 Résultats

Ce paragraphe montre qu’un filtre bootstrap construit autour de notre critère
donne des résultats intéressants dans des vidéos couleur. Mais sachant que la majeure
partie de la littérature s’appuie sur des approches en niveau de gris, nous proposons
également des comparaisons entre notre méthode et certains de ces algorithmes. Les
résultats montrent que notre méthode appliquée de la même manière sur les images
en niveau de gris ou couleur donne de bons résultats.

Séquence couleur :

Notre méthode est initialisée comme pour l’approche naïve (figure 3.9). Le
résultat du suivi est pratiquement le même, il n’y a pas perte de la cible quand
le poisson fait demi-tour dans la zone à forts changements d’illuminant (voir la
figure 3.10 images #31, #51). Cela confirme la robustesse de notre critère aux
changements d’illuminant. De plus, il peut être observé que tout au long de la
séquence, de l’image #1 à l’image #101, le bloc reste parfaitement centré sur l’oeil
du poisson. Cette bonne localisation est dûe aussi bien à l’encodage de la structure
que de la couleur dans notre critère.

Séquence en niveau de gris :

Dans un récent travail, D. Ross propose une grande variété de vidéo en ni-
veau de gris [Ross 2007] qui inclut des environnements variés. Il compare sa
méthode de suivi avec l’approche Mean-Shift et WSL afin de montrer la pertinence
de son approche. Nous testons notre méthode sur une de ces séquences (voir la
figure 3.11) et montrons que notre méthode donne des résultats similaires à ceux
de l’IVT. Ici, nous proposons des résultats de suivi par filtrage bootstrap sur la
séquence "Plush Toy" [Ross 2007]. Dans cette séquence, la peluche est soumise à
différentes positions (déformation et changement d’échelle de l’objet suivi) et à
de fortes variations d’illuminant. Le bloc que nous utilisons est un mauvais choix
dans un tel cas car il y a beaucoup trop d’informations provenant du fond de la
scène dedans. Néanmoins, notre critère apparaît assez robuste et suit avec succès la
peluche même dans les dernières images où l’IVT échoue à cause d’une combinaison
de poses extrêmes et de changement d’illuminant. Contrairement à l’IVT, aucun
prétraitement pour enlever le bruit n’est fait.

Pour conclure les tests, nous appliquons notre filtre sur la séquence du poisson
convertie en niveau de gris (figure 3.10). Cet algorithme est capable de suivre le pois-
son bleu comme dans la séquence couleur sans le perdre mais nous pouvons observer
un glissement de la fenêtre de suivi de l’oeil vers la nageoire dorsale. En se référant
aux résultats obtenus sur les images couleur, nous constatons que la structure et
l’information de luminance ne sont pas suffisantes alors qu’une combinaison avec la
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Figure 3.10 – Résultats de suivi pour les images #1, #16, #31, #51 et #101
de la séquence Aqu@thèque. Première colonne : résultats pour les images couleur
utilisant notre méthode. Deuxième colonne : résultats pour les images en niveau de
gris utilisant notre méthode. Troisième colonne : résultats pour les images en niveau
de gris utilisant la méthode IVT.
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Figure 3.11 – Première colonne : notre méthode. Deuxième colonne :
la méthode WSL [Jepson 2003] (ellipse en surbrillance), la méthode Mean
Shift [Comaniciu 2000] (carré vert pointillé) et la méthode IVT [Ross 2007] (carré
jaune).
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couleur est pertinente. Sur la même séquence en niveau de gris, l’IVT échoue quand
le poisson fait demi-tour (figure 3.10 image #31).

3.4 Détection de points d’intérêt

La détection de points d’intérêts est largement étudiée depuis 20 ans. Le lec-
teur pourra se référer à [Tuytelaars 2008] pour un état de l’art et de plus amples
détails sur les méthodes existantes. Dans cette section, nous voulons proposer un
nouveau cadre pour la détection de points d’intérêt basé sur de la géométrie dif-
férentielle. En plongeant une image en niveau de gris comme une surface dans R3

(R5 pour une image couleur), nous pouvons utiliser les outils de géométrie diffé-
rentielle tels que la métrique riemannienne de la variété. Ce travail préliminaire est
proposé dans [Noble 1988] et un complément sur la relation avec le discriminant est
donné dans un premier temps. Ensuite, une extension est proposée pour prendre
en considération des données tridimensionnelles telles qu’un espace-échelle ou une
séquence d’images. Enfin, un nouveau détecteur de points d’intérêt est proposé et
de nombreuses comparaisons sont faites avec les méthodes existant dans l’état de
l’art.

3.4.1 Détecteur de Harris et géométrie différentielle

3.4.1.1 Détecteur de Harris

Le détecteur de Harris est introduit pour la première fois dans [Harris 1988]
par Harris et Stephens, c’est l’un des détecteurs de points d’intérêt le plus référencé
dans la littérature. Plusieurs extensions ont été proposées telles que le Harris-Laplace
[Mikolajczyk 2004] pour résoudre des problèmes d’invariance d’échelle ou le Harris-
Affine [Mikolajczyk 2004] pour résoudre des problèmes de transformation affine. Le
détecteur de Harris est basé sur le lissage du tenseur de structure d’une image en
niveau de gris I, aussi appelé matrice d’autocorrélation. Pour détecter des points
d’intérêt, le comportement des valeurs propres de cette matrice est étudié ce qui
donne la distribution du gradient d’un point p ∈ R2 dans un voisinage local. Rap-
pelons la définition tenseur de structure :

Ã = g(σI) ∗ ∇I∇IT = g(σI) ∗
(

I2
x(p, σD) Ix(p, σD)Iy(p, σD)

Ix(p, σD)Iy(p, σD) I2
y (p, σD)

)

où Ix(p, σD) =
∂gσD

∂x
∗ I(p), Iy(p, σD) =

∂gσD

∂y
∗ I(p) et gσ(x, y) =

1
2πσ2

e−
x2+y2

2σ2 .

Les paramètres σD et σI sont respectivement les échelles de différentiation et d’inté-
gration. Elles sont proportionnelles l’une à l’autre d’un facteur s [Mikolajczyk 2004]
(voir travaux de [Lindeberg 1998]). Dans [Mikolajczyk 2004], la version normalisée
en échelle de Ã est utilisée grâce à l’introduction de dérivées normalisées en échelle.
Enfin, Harris et Stephens proposent une certaine fonction pour détecter des coins
dans une image :

H = det(Ã) − ktr2(Ã) (3.10)
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Il est à noter que cette formulation permet d’éviter le calcul explicite des valeurs
propres.

3.4.1.2 Géometrie différentielle

A. Noble [Noble 1988] donne une interprétation du détecteur de Harris dans le
cadre de la géometrie différentielle. Considérons une image en niveau de gris I lissée
par un noyau gaussien d’écart-type σD comme une surface M plongée dans R3 muni
de la métrique :

m =




1 0 0
0 1 0
0 0 µ





Plus précisemment, la paramétrisation est donnée par :

ψ :R2 −→ R3

(x, y) → (x, y, I(x, y, σD))

La métrique m induit une métrique riemannienne :

ds2 = Edx2 + 2Fdxdy + Gdy2 = dx2 + dy2 + µdI2

sur M appelée la première forme fondamentale de la surface. La représentation
matricielle de ds2 dans la base (ψx, ψy) de l’espace tangent TpM , pour p ∈ M est
donnée par :

Ip =
(

E F
F G

)

où E = 〈ψx, ψx〉m , F = 〈ψx, ψy〉m , G = 〈ψy, ψy〉m et 〈., .〉m est le produit scalaire
induit sur TpM par m. En calculant explicitement E,F et G, nous obtenons :

Ip =




1 + µI2

x(p, σD) µIx(p, σD)Iy(p, σD)

µIx(p, σD)Iy(p, σD) 1 + µI2
y (p, σD)



 (3.11)

Cette expression est similaire à celle du tenseur de structure quand µ = 1 dans m.
Nous posons :

A = g(σI) ∗ Ip

En choisissant µ comme fonction de l’écart-type (µ = σ2
D) donne une version nor-

malisée en échelle similaire à [Mikolajczyk 2004].
Le discriminant

∆ = tr2(A) − 4 det(A)

du polynôme caractéristique

pA(λ) = λ2 − tr(A)λ+ det(A)
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Figure 3.12 – Deux images successives de la séquence Graffiti avec les points d’in-
térêt détectés (croix vertes).

de A n’est pas négatif puisque A est symétrique. A noter que ∆̃ = −1
4
∆ est précisé-

ment le détecteur de Harris pour k = 1/4 dans l’équation 3.10. Plus généralement,
nous posons :

Hk = −k∆k

où ∆k = tr2(A) − 1
k

det(A). Il apparaît que le signe de Hk est l’opposé du signe du
discriminant relaxé ∆k. Puisque 0 < k < 1/4, ce dernier peut maintenant prendre
des valeurs négatives.

3.4.2 Géométrie différentielle dans un espace-échelle

Ce paragraphe étend l’approche précédente à une représentation dans un espace-
échelle. Soit une image en niveau de gris I, lissée avec un noyau gaussien d’écart-type
s, vue comme une 3-variété plongée dans R4 muni de la métrique :

m =





1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ν 0
0 0 0 µ





Plus précisément, la paramétrisation est donnée par :

ψ :R3 −→ R4

(x, y, s) → (x, y, s, I(x, y, s))

La métrique m induit une métrique riemannienne qui est donnée dans la base
(ψx, ψy, ψs) de l’espace tangent TpM , pour p ∈ M par :

Ip =




a b c
b d e
c e f




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où

a = 〈ψx, ψx〉m , b = 〈ψx, ψy〉m , c = 〈ψx, ψs〉m

d = 〈ψy, ψy〉m , e = 〈ψy, ψs〉m , f = 〈ψy, ψy〉m

et 〈., .〉m est le produit scalaire induit sur TpM par m. Le calcul explicite des coef-
ficients donne :

Ip =




1 + µI2

x µIxIy µIxIs

µIxIy 1 + µI2
y µIyIs

µIxIs µIyIs ν + µI2
s



 (3.12)

La version lissée est donnée par A = g(σI , τI) ∗ Ip où g est un noyau gaussien 3D.
Nous procédons comme précédemment, le polynôme caractéristique de A est :

pA(λ) = −λ3 + tr(A)λ2 +
1
2
(tr(A2) − tr2(A))λ + det(A)

Et les racines de pA sont implémentées en utilisant les formules de Cardan pour
les équations du troisième degré. Rappelons que le discriminant d’un polynôme
P (x) = ax3 + bx2 + cx + d = 0 de degré 3 (avec a, b, c et d réel) est

∆ = q2 +
4
27

p3, p = − b2

3a2
+

c

a
, q =

b

27a

(
2b2

a2
− 9c

a

)
+

d

a

Rappelons également que :
– ∆ > 0 implique que P possède une racine réelle et deux racines complexes

conjuguées.
– ∆ =0 implique que P possède deux racines réelles (dont l’une est d’ordre 2).
– ∆ < 0 implique que P possède trois racines réelles.

Dans le cas présent a = −1, b = tr(A), c = 1
2(tr(A2) − tr2(A)) et d = det(A).

Relaxant le coefficient 4/27, nous introduisons :

Hk = −(q2 + kp3)

La gamme de valeurs positives peut être élevée et, pour faciliter le seuillage dans
l’algorithme proposé, nous considérons :

H3D =






√
Hk =

√
−(q2 + kp3) si Hk > 0

Hk sinon
(3.13)

Les expérimentations montrent que pour un bon k, H3D se comporte comme le
détecteur de Harris : il est positif pour les coins, négatif pour les contours et proche
de zéro pour les zones homogènes (voir figure 3.13). Dans la suite, nous choisissons
k = 0.148.
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Figure 3.13 – De gauche à droite. Première ligne : image originale, Hα > 0.
Deuxième ligne : Hα ≈ 0, Hα < 0 (les zones blanches correspondent aux struc-
tures détectées)

3.4.3 Résultats

3.4.3.1 Implémentation

L’espace-échelle d’une image est implémenté comme suit :
- une échelle de départ s0 est choisie (s0 = 0.5)
- les niveaux d’échelle sont donnés par sn = ξns0 (avec ξ =

√
2 voir [Lindeberg 1998,

Lowe 1999, Mikolajczyk 2004])
- les dérivées sont implémentées par convolution de l’image en niveau de gris I(x, y, s)
avec les dérivées gaussiennes 3D séparables d’écart-type σD = 1 et τD = 1.
- à l’échelle initiale s0, les points d’intérêts sont extraits en détectant les maximaux
locaux du H3D dans le 8-voisinage du pixel (i, j, s0).
- les points d’intérêt plus grand que 1% de la valeur maximale (comme pour les
détecteur de Harris) sont sélectionnés.
Un autre critère pour sélectionner les points est introduit : seuls les points dont
la valeur du le discriminant est décroissante à travers les échelles sont finalement
gardés. En effet, un "vrai coin" tend à devenir une zone homogène quand l’échelle
grandit, et donc la valeur du discriminant doit diminuer. En pratique, nous regardons
le signe de la dérivée de H3D par rapport à l’échelle.
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Figure 3.14 – Images de la séquence VanGogh. De gauche à droite. Première ligne :
image originale. Deuxième ligne : rotation, zoom. Troisième ligne : répétabilité pour
la rotation et le zoom.
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3.4.3.2 Méthode d’évaluation

De nombreux de travaux ont été fait dans l’évaluation des détecteurs de points
d’intérêt, le plus populaire est peut-être le travail exhaustif de K. Mikolajczyk
et C. Schmid dans [Mikolajczyk 2005, Schmid 2000]. Nous utiliserons plus par-
ticulièrement la répétabilité R comparée avec d’autres détecteurs. Comme dans
[Schmid 2000], le taux de répétabilité entre une paire d’images (I1, I2) possédant
(n1, n2) points d’intérêt dans la partie commune de l’image et respectant la trans-
formation relative T est donnée par la relation :

R(I1, I2, T ) =
#correspondences

min(n1, n2)

où deux points d’intérêt s1 = (x1, y1) ∈ I1 et s2 = (x2, y2) ∈ I2 correspondent ssi
D(Ts1, s2) < r0 (r0 est le rayon du voisinage au point Ts1). Les illustrations sont
données dans Fig. 3.14.
Le critère de répétabilité est modifié [Willis 2009] en exigeant que deux points d’in-
térêt, s1 = (x1, y1) ∈ I1 et s2 = (x2, y2) ∈ I2 correspondent ssi min D(Ts1, si) = s2

et D(Ts1, s2) < r0 et minD(si, T−1s2) = s1 et D(s1, T−1s2) < r0. Ce critère re-
quiert que les points d’intérêt correspondants soient les plus proches voisins l’un de
l’autre sous transformation directe et inverse, et que leur distance point à point est
plus petite qu’un rayon r0. L’évaluation sur des images de la figure 3.15 est faite
avec ce critère ainsi qu’avec deux rayons différents r0 = 1.5 et r0 = 5.

3.4.3.3 Discussion

La figure 3.12 donne un exemple de points d’intérêt détectés avec le détecteur
H3D. Afin d’évaluer le détecteur proposé, nous procédons en deux étapes. D’abord
nous le comparons avec le détecteur de Harris, qui d’après le travail de C. Schmid
et al. [Schmid 2000] est le plus répétable, sur les séquence d’images VanGogh 3.Les
résultats dans la figure 3.14 montrent la répétabilité du détecteur H3D et celle du
détecteur de Harris classique lors de rotations et de changements d’échelle. Puisque
notre détecteur est construit sur le même modèle que le détecteur de Harris, nous
pouvons espérer obtenir des résultats similaires et potentiellement meilleurs. Les
premiers résultats donne une réponse partielle à cette question et montrent qu’il
possède la même robustesse aux rotations et changements d’échelle.

La deuxième étape compare notre méthode avec différents détecteurs de
points/régions d’intérêt sur une base de données 4 bien connue de [Mikolajczyk 2005]
et illustrée dans la figure 3.15. Les détecteurs de Harris, déterminant de la hessienne
(DoH) et laplacien de gaussiennes (LoG) sont implémentés suivant le code 5 mis en
ligne par I. Laptev avec les paramètres par défaut (échelle de dérivation σD = 2 et
échelle d’intégration σI =

√
2σD), la sélection des points les plus pertinents est faite

par seuillage du détecteur de Harris avec 1% de la valeur maximale et un maximum

3. http ://lear.inrialpes.fr/people/mikolajczyk/Database/index.html
4. http ://www.robots.ox.ac.uk/ vgg/research/affine/index.html
5. http ://www.nada.kth.se/ laptev/code.html
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figure 3.15 – Images de la base de données [Mikolajczyk 2005]. (a)(b) sont des
transformations en échelle et rotation, (c)(d) sont des changements de point de vue,
(e)(f) sont des images floutées, (g) subit différentes compressions JPEG et (h) des
variations de luminosité.



82 Chapitre 3. Applications

(a)

(b)

(c)

(d)

Figure 3.16 – Résultats pour les séquences (a), (b), (c), (d) avec r0 = 1.5. Pre-
mière colonne, taux de répétabilité en pourcentage. Deuxième colonne, nombre de
correspondances.
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(e)

(f)

(g)

(h)

Figure 3.17 – Résultats pour les séquences (e), (f), (g), (h) avec r0 = 1.5. Pre-
mière colonne, taux de répétabilité en pourcentage. Deuxième colonne, nombre de
correspondances.
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Figure 3.18 – Résultats pour les séquences (a), (b), (c), (d) avec r0 = 5. Pre-
mière colonne, taux de répétabilité en pourcentage. Deuxième colonne, nombre de
correspondances.
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(e)

(f)

(g)

(h)

Figure 3.19 – Résultats pour les séquences (a), (b), (c), (d) avec r0 = 5. Pre-
mière colonne, taux de répétabilité en pourcentage. Deuxième colonne, nombre de
correspondances.
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de 1000 points pour les deux autres. La méthode SIFT [Lowe 2004] est accessible
sur le site internet des auteurs et est utilisée avec les paramètres par défaut. Les
résultats des méthodes MSER [Matas 2002], IBR et EBR [Tuytelaars 2004] sont
ceux obtenus dans [Mikolajczyk 2005].

Rotation et changement d’échelle :

La première expérimentation est faite sur les images VanGogh soumises à ro-
tation et changement d’échelle. La figure 3.14 montre l’objet de référence (première
ligne, gauche), une rotation de l’objet (première ligne, milieu) et un changement
d’échelle de l’objet (première ligne, droite). A la deuxième ligne, le taux de
répétabilité pour chaque séquence est montré et comme nous pouvons le constater,
notre détecteur apparait aussi répétable que le détecteur de Harris dans les deux
cas.

Changement de point de vue :

Les effets du changement de point de vue pour la scène du graffiti et pour
les images contenant des textures répétées dans la figure 3.15(c,d) sont affichées
dans les figures 3.16(c,d) et 3.18(c,d). Les figures 3.16 et 3.18 montrent sur la
première ligne la répétabilité et sur le deuxième ligne le nombre de correspondance
absolu pour un rayon de r0 égal à 1.5 et 5 pixels respectivement. Notre méthode
donne de bons résultats et est meilleure que le détecteur de Harris. Nous pouvons
voir qu’en augmentant le rayon, notre détecteur est plus performant que les autres.

Changement d’échelle :

Les figures (3.16, 3.18)(a,b) montrent les résultats pour la scène texturée et
la scène structurée de la figure 3.15(a,b). Les résultats montrent que la méthode
SIFT donne de meilleurs résultats que notre détecteur. Mais notre détecteur est
toujours meilleur que le détecteur de Harris.

Blur :

Les figures 3.17(e,f) et 3.19(e,f) montrent les résultats pour la scène texturée
et la scène structurée de la figure 3.15(e,f). Puisque notre méthode n’est pas
invariante par échelle, nous observons que la répétabilité du H3D chute quand le
floutage devient grand pour r0 = 1.5. Cela montre que notre méthode n’a pas une
bonne localisation et ceci est dû au fait que nous ne considérons pas assez l’échelle
dans notre algorithme. Le détecteur de Harris donne de bons résultats grâce au
choix de σD et σI qui compense l’effet de flou et donc la délocalisation des points
d’intérêt. Pour r0 = 5, cela confirme que notre détecteur est en fait répétable
comme le détecteur de Harris dans ce cas mais le H3D souffre de la délocalisation
de ses points d’intérêt.

Artéfacts JPEG :
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Les figures 3.17(g) et 3.19(g) montrent les résultats pour une séquence subis-
sante de fortes compression JPEG de la figure 3.15(g). Le détecteur de Harris est
le meilleur mais il y a un fort pourcentage pour les quatre premières méthodes.

Changement d’illuminant :

Les figures 3.17(h) et 3.19(h) montre des résultats dans le cas de changement
d’illuminant dans les images de la figure 3.15(h). Toutes les courbes sont presque
horizontales, montrant ainsi une bonne robustesse aux changements d’illuminant
bien que les méthodes MSER et Harris obtiennent les meilleurs résultats.

Les expérimentations montrent que le détecteur H3D est performant dans diffé-
rentes conditions. Il est important de noter que nous n’utilisons pas toutes les possi-
bilités offertes par la représentation d’espace-échelle. De futures recherches pourront
être menées en utilisant plus en profondeur certaines caractéristiques des surfaces
comme la deuxième forme fondamentale afin de sélectionner plus pertinemment les
points d’intérêt.

3.4.4 Complément 1 : H3D couleur

Jusqu’à maintenant, nous avons travaillé avec des images en niveau de gris mais
grâce au cadre de la géométrie différentielle, il est très facile d’étendre tous ces
résultats aux images couleur puisqu’il suffit de changer la paramétrisation ψ.

Soit I(x, y) = (I1(x, y), I2(x, y), I3(x, y)) une image couleur dans RVB vue comme
une 3-variété plongée dans R6 muni de la métrique :

m =





1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ν 0 0 0
0 0 0 λ1 0 0
0 0 0 0 λ2 0
0 0 0 0 0 λ3





La paramétrisation de la surface est donnée par :

ψ :R3 −→ R6

(x, y, s) → (x, y, s,R(x, y, s), V (x, y, s), B(x, y, s))

La matrice de la première forme fondamentale de cette surface est :

Ip =





1 +
3∑

i=1

λiI
2
ix

3∑

i=1

λiIixIiy

3∑

i=1

λiIixIis

3∑

i=1

λiIixIiy 1 +
3∑

i=1

λiI
2
iy

3∑

i=1

λiIiyIis

3∑

i=1

λiIixIis

3∑

i=1

λiIiyIis ν +
3∑

i=1

λiI
2
is





(3.14)
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Par suite, il suffit d’appliquer le détecteur H3D en utilisant la trace et le déterminant
de cette matrice.

3.4.5 Complément 2 : H3D et signal monogène couleur

Dans ce paragraphe, nous travaillons avec la fonction d’angle ϕV dans le but de
détecter des points d’intérêt dans une couleur choisie. Nous reprenons l’approche
développée dans le paragraphe 3.4.2 et nous paramétrisons cette fois-ci la surface
par :

ψ :R3 −→ R4

(x, y, s) → (x, y, s, ϕV (x, y, s))

La matrice de la première forme fondamentale s’écrit alors :

Ip =





1 + (ϕV ,x)2 ϕV ,xϕV ,y ϕV ,xϕV ,τ

ϕV ,xϕV ,y 1 + (ϕV ,y)2 ϕV ,yϕV ,τ

ϕV ,xϕV ,τ ϕV ,yϕV ,τ 1 + (ϕV ,τ )2





Nous pouvons alors utiliser le détecteur H3D associé au polynôme caractéristique
de cette matrice.
Nos premiers résultats utilisant cette approche montrent que nous détectons bien
les points d’intérêt dans une couleur choisie. La figure 3.20 montre une compa-
raison de notre approche avec deux méthodes basées sur la couleur décrites dans
[van de Weijer 2006]. La figure 3.21 donne un aperçu de notre détecteur sur deux
des images de la base de données [Mikolajczyk 2005].
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Figure 3.20 – De gauche à droite : détecteurs H3D, Color Boost Harris et Co-
lor Harris appliqués à l’image de maison (première ligne) et à l’image de jouets
(deuxième ligne). La couleur choisie est le rouge pour la maison et le jaune pour les
jouets.
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Figure 3.21 – Notre méthode appliquée sur les images 1 et 2 de la séquence "Bark"
(première ligne) et sur les images 1 et 4 de la séquence "Leuven" (deuxième ligne)
provenant de [Mikolajczyk 2005]. La couleur choisie est le vert pour "Bark" et le
rouge pour "Leuven"
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Conclusion

Les travaux décrits dans cette thèse portent sur la définition et la mise en ap-
plication des propriétés du signal monogène couleur. Nous avons tiré profit d’une
“double utilisation" du cadre mathématique des algèbres de Clifford : tout d’abord
pour modéliser la géométrie de l’espace couleur et ensuite pour obtenir une géné-
ralisation du signal analytique. La construction proposée, nous l’avons vu, soulève
de façon cruciale la question de la définition de la phase d’une image couleur. Nous
avons apporté certains éléments de compréhension mais il n’en demeure pas moins
que cette question est une des perspectives très motivantes pour la poursuite de
l’étude du signal monogène couleur.

Tout comme la nature holomorphe du signal analytique est finalement peu ex-
ploitée en théorie du signal, on peut s’interroger sur les propriétés du signal mono-
gène couleur au regard du caractère monogène. Nous n’avons pas du tout abordé
ce problème, certainement ardu. Une des pistes possibles qui mérite d’être explorée
consiste à analyser le signal via une construction alternative, que nous n’avons pas
décrite dans le mémoire, utilisant la formule intégrale de Cauchy et les techniques
de l’analyse de Clifford [Fleischmann 2008].

De travaux récents [Batard 2010] ont abouti à la définition d’une transformée de
Fourier Clifford pour des fonctions à valeurs dans la partie vectorielles d’une algèbre
de Clifford de type Rn,0. Cette transformée a notamment été utilisée pour le fil-
trage d’images couleur et la définition de descripteurs de Fourier généralisés couleur
[Mennesson 2010]. Il est pour le moins tentant d’appliquer cette transformée sur le
signal monogène couleur (qui est à valeurs dans la partie vectorielle de R5,0) afin
d’analyser les fréquences des structures locales et des couleurs. Un travail théorique
peut être envisagé pour mettre à jour des propriétés spectrales analogues à celle du
signal analytique (voir dans cette optique [Felsberg 2001]).

En ce qui concerne les applications, nous nous sommes bornés à donner des
exemples significatifs. Bien évidemment, ces exemples peuvent être repris de façon
plus pertinente dans des contextes applicatifs précis : amélioration du terme de
régularisation pour le flot optique, choix adapté de la métrique pour la segmentation
ou de la vraisemblance dans le filtrage particulaire pour le suivi.

D’une façon générale, les travaux menés s’inscrivent dans la probléma-
tique qui consiste à fournir des modèles mathématiques très génériques
pour l’étude des images multicanaux ou multidimensionnelles dans l’esprit de
[Batard 2009, Batard 2008]. La construction que l’on a proposée peut facilement
être étendue à ce type d’images. Cependant, la compréhension des phénomènes, en
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termes de théorie du signal, est loin d’être évidente. Il n’en demeure pas moins que
la mise en place de tels modèles semble être un enjeux très actuel du traitement
d’images.

Pour finir, je souhaiterais remercier la région Poitou-Charentes ainsi que l’Of-
fice of Naval Research (NOR Grant N00014-09-1-0493) pour leur support financier
durant cette thèse.



Annexe A

Espace-échelle de Poisson

Dans cette annexe, nous reprenons les travaux de M. Felsberg et G. Sommer
[Felsberg 2004] portant sur l’espace-échelle de Poisson.

A.1 Définition

Quand nous parlons d’espace-échelle, il est naturel de penser immédiatement à
l’espace-échelle gaussien car c’est celui que la majorité des chercheurs en traitement
d’images utilisent. Pendant longtemps, il a même été considéré comme l’unique
espace-échelle linéaire (voir [Babaud 1986][Iijima 1962][Lindeberg 1994]) jusqu’aux
travaux de M. Felsberg. La question de la définition d’un espace-échelle se pose donc.
D’un point vue théorique un espace-échelle vérifie une certaine axiomatique basée
sur la théorie des semi-groupes [Weickert 1999][Iijima 1959]. Cette axiomatique est
basée sur l’hypothèse qu’il y a une transformation Φ qui transforme une image
f(X) (X = (x, y) ∈ R2) en une version floutée fs(X). La transformation a la forme
générale :

fs(X) = Φ(f(X ′),X, s) =
∫

R2
φ(f(X ′),X,X ′, s)dX ′

où s ∈ R+. Si cette transformation vérifie certains axiomes, elle établit un espace-
échelle linéaire invariant en échelle et rotation.

Définition 2. (Espace-échelle linéaire invariant en échelle et rotation) Une trans-
formation définit un espace-échelle linéaire invariant en échelle et rotation si elle
vérifie les axiomes suivants :
A1. Linéarité (par rapport à la multiplication).
A2. Invariant par translation.
A3. Propriété de semi-groupe.
A4. Invariant en échelle et rotation.
A5. Positivité

D’après [Weickert 1999] (respectivement [Iijima 1962]) nous détaillons plus for-
mellement les axiomes précédents :
A1. signifie que Φ(λf(X ′),X, s) = λΦ(f(X ′),X, s) pour tout λ ∈ R.
A2. signifie que Φ(X ′ − X0),X, s) = Φ(f(X ′,X − X0, s) pour tout X0 ∈ R2.
A3. signifie qu’il existe une application S : R+ × R+ → R+ telle que

Φ(Φ(f(X ′′,X ′, s1),X, s2) = Φ(f(X ′′),X, S(s1, s2)) pour tout s1, s2 ∈ R+.
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A4. signifie qu’il existe une application T : R+ × R+ → R+ telle que
Φ(f(aRX ′),X, s) = Φ(f(X ′), aRX, T (s, a)) pour tout a ∈ R+ et tout R ∈
SO(2).

A5. signifie que Φ(f(X ′),X, s) > 0 pour tout f > 0 et tout s ∈ R+.
Dans la littérature, il existe d’autres axiomes complémentaires mais qui se-
raient inutiles dans cette annexe, plus de détails peuvent être trouvés dans
[Felsberg 2004][Weickert 1999].

A.2 Espace-échelle de Poisson

Définition 3. Le noyau de Poisson 2D est donnée par [Stein 1971] :

p(x, y, s) =
s

2π(x2 + y2 + s2)3/2
(A.1)

Le noyau de Poisson établit un espace-échelle linéaire et isotrope puisqu’il satis-
fait les axiomes de la définition 2 (voir également [Felsberg 2001][Duits 2004]) :

Théorème 4. (Espace-échelle de Poisson) Le noyau de Poisson A.1 établit un
espace-échelle linéaire au sens de la définition 2

Démonstration. La preuve est donnée dans [Felsberg 2004].
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Noyaux et transformée de Fourier
dans R2,0

B.1 Transformée de Fourier

Soient f et g des fonctions vectorielles intégrables sur Ω ⊂ R, alors la transformée
de Fourier dans R2,0 et son inverse sont définis par :

F1{f(x)}(u) =
∫

Ω
f(x)e−2πI2xudx

F−1
1 {g(u)}(x) =

∫

Ω
g(u)e2πI2xudu

avec I2 = e1e2 pseudo-scalaire de R2,0. Puisque l’espace engendré par {1, I2} est
isomorphe à C, cette transformée de Fourier agit comme la transformée de Fourier
classique (voir [Felsberg 2001] pour les propriétés qui en découlent).

B.2 Noyau de Hilbert

La transformée de Fourier du noyau de Hilbert est donnée par :

F1

{e1e2

πx

}
(u) =

u

|u|

En utilisant le résultat classique :

F1

{
1
πx

}
(u) = −I2signe(u) = −I2

u

|u|

Nous multiplions par e1e2 à gauche et nous obtenons le résultat.

B.3 Noyau de Poisson

La transformée de Fourier du noyau de Poisson 1D est donnée pour y > 0 par :

F1

{
y

π(x2 + y2)

}
(u) = e−2π|u|y
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En utilisant l’intégrale n̊ 18 de la table d’intégration 19 dans [Bronstein 1993] :
∫ ∞

0

cos(ax)
1 + x2

dx =
π

2
e−|a|

Et en effectuant la substitution x′ = bx où b > 0, nous obtenons :
∫ ∞

0

b2 cos(ab−1x′)
b2 + x′2 b−1dx′ =

π

2
e−|a|

On pose a′ = ab−1, ce qui donne :
∫ ∞

0

b

b2 + x′2 cos(a′x′)dx′ =
π

2
e−|a| b>0=

π

2
e−|a′|b

qui est la transformée Fourier en cosinus de
b

b2 + x2
(a′ étant la fréquence de rota-

tion).
Enfin, on pose b = y et a′ = 2πu

F1

{
y

π(x2 + y2)

}
(u) =

2
π

∫ ∞

0

y

x2 + y2
cos(2πxu)dx = e−2π|u|y

B.4 Noyau de Poisson conjugué

La transformée de Fourier du noyau de Poisson 1D conjugué est donnée pour
y > 0 par :

F1

{
x

π(x2 + y2)
I2

}
(u) =

u

|u|e
−2π|u|y

En utilisant l’intégrale n̊ 17 de la table d’intégration 19 dans [Bronstein 1993] :
∫ ∞

0

x sin(bx)
a2 + x2

dx = signe(b)
π

2
e−|ab|

Et en posant b = 2πu et a = y, nous obtenons la transformée de Fourier en sinus
du noyau de Poisson 1D conjugué :

F1

{
x

π(x2 + y2)
I2

}
(u) = signe(u)e−2π|uy| y>0=

u

|u|e
−2π|u|y
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Noyaux et transformée de Fourier
dans R3,0

C.1 Transformée de Fourier

Soient f et g des fonctions vectorielles intégrables sur Ω ⊂ R2, alors la transfor-
mée de Fourier dans R3,0 et son inverse sont définis par :

F2{f(x, y)}(u, v) =
∫

Ω
f(x, y)e−2πI3(xu+yv)dxdy

F−1
2 {g(u, v)}(x, y) =

∫

Ω
g(u, v)e2πI3(xu+yv)dudv

avec I3 = e1e2e3 pseudo-scalaire de R3,0. Puisque l’espace engendré par {1, I3} est
isomorphe à C, cette transformée de Fourier agit comme la transformée de Fourier
classique (voir [Felsberg 2001][Ebling 2005] pour les propriétés qui en découlent).

C.2 Noyau de Riesz

La transformée de Fourier du noyau de Riesz est donnée par :

F2

{
xe1 + ye2

2π(x2 + y2)3/2
e3

}
(u, v) =

ue1 + ve2√
u2 + v2

I−1
2

D’après la table des transformations d’Hankel dans [Bracewell 1995] :

F2

{
1√

x2 + y2

}
(u, v) =

1√
u2 + v2

En appliquant le théorème de dérivation de la transformée de Fourier 2D :

F2

{
− xe1 + ye2

(x2 + y2)3/2

}
(u, v) = −2π

ue1 + ve2√
u2 + v2

I−1
3

Enfin, en multipliant par − e3

2π
à droite, la transformée de Fourier du noyau de Riesz

est obtenu.
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C.3 Noyau de Poisson

La transformée de Fourier du noyau de Poisson 2D est donnée pour s > 0 par :

F2

{
s

2π(x2 + y2 + s2)3/2

}
(u, v) = e−2π

√
u2+v2s

D’après la table des transformations d’Hankel dans [Bracewell 1995] :

F2

{
(1 + x2 + y2)−3/2

}
(u, v) = 2πe−2π

√
u2+v2

En effectuant la substitution x′ = sx et y′ = sy où s > 0 et en appliquant le
théorème affine [Bracewell 1995], nous obtenons :

F2

{
s3(s2 + x′2 + y′2)−3/2

}
(u, v) = s22πe−2π

√
u2+v2s

En multipliant par (s22π)−1, la transformée de Fourier du noyau de Poisson est
obtenue.

C.4 Noyau de Poisson conjugué

La transformée de Fourier du noyau de Poisson 2D conjugué est donnée pour
s > 0 par :

F2

{
xe2 + ye2

2π(x2 + y2 + s2)3/2
e3

}
(u, v) =

ue1 + ve2√
u2 + v2

I−1
2 e−2π

√
u2+v2s

D’après la table des transformations de Hankel dans [Bracewell 1995] :

F2

{
(1 + x2 + y2)−1/2

}
(u, v) = (u2 + v2)−1/2e−2π

√
u2+v2

et en substituant x′ = sx et y′ = sy (s > 0)

F2

{
s(s2 + x′2 + y′2)−1/2

}
(u, v) = s2(s

√
u2 + v2)−1e−2π

√
u2+v2s

d’où
F2

{
(s2 + x2 + y2)−1/2

}
(u, v) = (u2 + v2)−1/2e−2π

√
u2+v2s

Le théorème de dérivation nous donne :

F2

{
−(xe1 + ye2)(s2 + x2 + y2)−3/2

}
(u, v) = −2π(ue1+ve2)I−1

3 (u2+v2)−1/2e−2π
√

u2+v2s

En multipliant par − e3

2π
par la droite, la transformée de Fourier du noyau de Poisson

conjugué est obtenue.



Annexe D

Noyaux et transformée de Fourier
dans R7,0.

D.1 Transformée de Fourier

Pour une question de clarté, nous notons X = (x1, x2), U = (u1, u2). Soient f et
g des fonctions vectorielles intégrables sur Ω ⊂ R2, alors la transformée de Fourier
et son inverse sont définis par :

F{f(X)}(U) =
∫

Ω
f(X)e−2πI7X·UdX

F−1{g(U)}(X) =
∫

Ω
g(U)e2πI7X·UdU

avec I7 = e1e2e3e4e5e6e7 pseudo-scalaire de R7,0. Puisque I7 commute avec tous les
éléments de l’algèbre et satisfait I2

7 = −1 alors cette transformée de Fourier peut
être assimilée à la transformée de Fourier usuelle utilisant la notation complexe. Un
exemple similaire est traité dans [Ebling 2005].

D.2 Transformée de Riesz

La transformée de Fourier du noyau de Riesz est donnée par :

F
{

x1e1 + x2e2

2π(x2
1 + x2

2)3/2
ei

}
(u1, u2) =

u1e1 + u2e2

(u2
1 + u2

2)1/2
I7ei

En utilisant la table des transformées de Hankel dans [Bracewell 1995] :

F2{(x2
1 + x2

2)
−1/2}(U) = (u2

1 + u2
2)

−1/2

Nous appliquons le théorème de dérivation de la transformée de Fourier :

F2

{
x1e1 + x2e2

(x2
1 + x2

2)3/2

}
(U) = 2πI7

u1e1 + u2e2

(u2
1 + u2

2)1/2

et en multipliant par
ei

2π
à droite, la transformée de Fourier du noyau de Riesz est

obtenu.
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D.3 Noyau de Poisson

La transformée de Fourier du noyau de Poisson est donnée par :

F
{

xi

2π(x2
1 + x2

2 + x2
i )3/2

}
(U) = e−2π(u2

1+u2
2)1/2xi

pour xi > 0.
En utilisant la table des transformées de Hankel dans [Bracewell 1995] :

F{(1 + x2
1 + x2

2)
−3/2}(U) = 2πe−2π(u2

1+u2
2)

1/2

Nous substituons r′ = xi(x2
1 + x2

2)1/2, xi > 0 et nous appliquons le théorème affine
[Bracewell 1995] ce qui nous amène à :

F{x3
i (x

2
i + r′2)−3/2}(U) = x2

i 2πe−2π(u2
1+u2

2)1/2xi

En posant r′ = |X| et en multipliant par (x2
i 2π)−1, la transformée de Fourier du

noyau de Poisson est obtenu.

D.4 Noyau de Poisson conjugué

La transformée de Fourier du noyau de Poisson conjugué est donnée par :

F
{

x1e1 + x2e2

2π(x2
1 + x2

2 + x2
i )3/2

ei

}
(U)

=
u1e1 + u2e2

(u2
1 + u2

2)1/2
e−2π(u2

1+u2
2)

1/2xiI7ei

pour xi > 0.
En utilisant la table des transformées de Hankel dans [Bracewell 1995] :

F{(1 + x2
1 + x2

2)
−1/2}(U) =

e−2π(u2
1+u2

2)
1/2

(u2
1 + u2

2)1/2

et en posant r′ = xi(x2
1 + x2

2)1/2 (xi > 0), nous obtenons :

F{xi(x2
i + r′2)−1/2}(U)

= x2
i ((u

2
1 + u2

2)
1/2xi)−1e−2π(u2

1+u2
2)1/2xi

d’où

F{(x2
i + |X|2)−1/2}(U) = |U |−1e−2π|U |xi

Le théorème de dérivation nous donne :

F{−(x1e1 + x2e2)(x2
i + |X|2)−3/2}(U)

= −2π(u1e1 + u2e2)I7|U |−1e−2π|U |xi

et en multipliant par − ei
2π à droite, la transformée de Fourier du noyau de Poisson

conjugué est obtenue.



Annexe E

Analyse de la complexité

Les algorithmes décrits dans cette thèse ont été mis en œuvre sans optimisation
particulière, aussi cette annexe donne une analyse de leur complexité mais pas de
temps d’exécution.

E.1 Signal Monogène Couleur

À échelle τ fixée, la complexité, en temps et espace mémoire, du signal monogène
couleur peut être estimée, à partir de l’équation 2.4.3. Dans la suite, nous considérons
une image couleur de taille 3 × M × M et un masque de convolution K × K,
typiquement fixé à 11 × 11.

fc est la somme de 5 termes et sa complexité globale en temps est donnée par le
terme de complexité maximale, c’est-à-dire A1 ou A2.

Plus précisément, deux convolutions successives avec des masques non séparables
sont nécessaires. La complexité est alors celle de la convolution, en O(K2M2) si
elle est effectuée dans le domaine spatial, et en O(MlogM) si elle est effectuée
dans le domaine de Fourier. Le choix entre l’une ou l’autre de ces deux méthodes
dépends de la taille du masque, une grande taille de masque conduisant à préférer
le domaine de Fourier. Le signal monogène couleur est stocké sous la forme de 5
images de tailles M × M et la complexité en espace mémoire est O(M2). Les deux
complexités en temps et espace-mémoire sont identiques si elles sont estimées à
partir de l’équation 2.4.3 (signal monogène dans R5,0) ou de l’équation 2.13 (signal
monogène dans R9,0).

E.2 Représentation Polaire

La représentation polaire d’une image couleur, à partir du signal monogène as-
socié fc et le vecteur d’analyse V , est calculée par le produit géométrique de ces
deux quantités. Dans le cas le plus général ce produit nécessite 22.5 ou 22.9 opé-
rations selon que le calcul est fait dans R5,0) ou R9,0. Cependant, l’équation 2.4.3
montre que fcV est un 2-verseur qui n’est donc constitué que d’une composante
scalaire et de parties bivectorielles. Par exemple pour R5,0 ce multivecteur possède
exactement 11 éléments. Le calcul de la représentation polaire s’effectue donc en
temps constant (O(1)) pour chaque pixel et en O(M2) pour l’image. Le stockage de
chaque 2-verseur χ(V ), identifié à un nombre complexe (équation 2.4.3), nécessite
exactement 2 valeurs réelles (ϕV and AV ) et la complexité en espace-mémoire est
en O(M2) pour l’image.
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E.3 Segmentation Multi-échelle

Le procédé de segmentation d’une image couleur 3 × M × M , avec un masque
de convolution K × K, nécessite le choix d’un nombre T d’échelles τ . L’étape la
plus coûteuse de l’algorithme est le calcul de ψ(x, y, τ) en chaque pixel et à chaque
échelle τ . Pour cela, la représentation polaire est faite pour chacune des T échelles.
Au final, la complexité en temps pour l’image est en O(T K2M2) et la complexité
en espace-mémoire est en O(T M2). Les autres étapes de la segmentation sont de
coûts équivalents ou moindres.

E.4 Flot Optique Couleur

La complexité du flot optique est celle de l’algorithme original de Bruhn et
al. [Bruhn 2005] puisque le même algorithme, avec une contrainte modifiée, est ap-
pliqué sur l’image ϕV . Les auteurs indiquent un quasi temps réel avec une approche
multi-grille.



Annexe F

Algorithme de Hestenes et
Sobczyk

L’algèbre de Lie de Spin(n) est R2
n,0 muni du crochet de Lie :

A × B = AB − BA

Comme l’application exponentielle est surjective (Spin(n) est un groupe de Lie
compact connexe), tout spineur peut s’écrire

S =
∞∑

i=0

1
i!

Ai

pour un bivecteur A.
D’après Hestenes et Sobczyk [Hestenes 1984], nous savons que tout A dans R2

n,0

est de la forme
A = A1 + A2 + · · · + Am

où m ≤ n/2 et
Aj = ‖Aj‖ajbj, j ∈ {1, · · · ,m}

avec
{a1, · · · , am, b1, · · · , bm}

un ensemble de vecteurs orthonormaux. Alors

AjAk = AkAj = Ak ∧ Aj

pour tout j *= k et
A2

k = −‖Ak‖2 < 0

Cela signifie que les plans codés par Ak et Aj sont orthogonaux et implique que

eA1+A2+···+Am = eAσ(1)eAσ(2) · · · eAσ(m)

pour tout σ dans le groupe des permutations S(m). Mais comme A2
i est négatif,

nous avons
eAi = cos(‖Ai‖) + sin(‖Ai‖)

Ai

‖Ai‖
La rotation correspondante

Ri : x → e−AixeAi
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agit dans le plan orienté défini par Ai comme plan de rotation d’angle 2‖Ai‖. Les
vecteurs orthogonaux à Ai sont invariants sous Ri.

Il apparait que tout élément R de SO(n) est une composition de simples rota-
tions commutatives, dans le sens où elles n’ont qu’un plan invariant. Les vecteurs
invariants par R sont ceux du sous-espace orthogonal à A. Si m = n/2, c’est trivial.
La composition précédente n’est pas unique si ‖Ak‖ = ‖Aj‖ pour j *= k. Dans ce
cas, une infinité de plans sont invariants à gauche par R.
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Résumé : Dans cette thèse, une nouvelle représentation des images couleur basée
sur une généralisation du signal analytique est introduite. En utilisant l’analogie
entre les conditions de Cauchy-Riemann, qui définissent le caractère holomorphe
d’une fonction, et l’équation de Dirac dans l’algèbre de Clifford R5,0, un système
d’équations dont la solution est le signal monogène couleur est obtenu. Ce signal
est notamment basé sur des noyaux de Riesz ainsi que de Poisson 2D, et une re-
présentation polaire, basée sur un produit géométrique, peut lui être associée. Les
applications envisagées reposent majoritairement sur cette représentation polaire et
sur les informations de couleur et de structures locales s’y rattachant. Des problè-
matiques liées au flot optique couleur, à la segmentation couleur multi-échelle, au
suivi d’objets couleur et à la détection de points d’intérêt sont abordées. En ce qui
concerne le flot optique, nous nous intéressons à l’extraction du mouvement d’objets
d’une certaine couleur en remplaçant la contrainte de conservation de l’intensité par
une contrainte de conservation d’angles. Pour la segmentation, une méthode de dé-
tection de contours basée sur de la géométrie différentielle et plus particulièrement
sur la première forme fondamentale d’une surface, est proposée afin de déterminer
les contours d’objets d’une couleur choisie. Pour le suivi d’objets, nous définissons
un nouveau critère de similarité utilisant le produit géométrique que nous insérons
dans un filtrage particulaire. Enfin, nous resituons la définition du détecteur de Har-
ris dans le cadre de la géométrie différentielle en faisant le lien entre ce dernier et
une version "relaxée" du discriminant du polynôme caractéristique de la première
forme fondamentale. Ensuite nous proposons une nouvelle version multi-échelle de
ce détecteur en traitant le paramètre d’échelle comme une variable d’une variété de
dimension 3.

Mots clés : Algèbre de Clifford, signal monogène couleur, flot optique couleur,
segmentation couleur, suivi d’objets couleur, points d’intérêt.



The Color Monogenic Signal : theory and applications

Abstract : In this thesis, a novel framework for color image processing is introdu-
ced based on the generalization of the analytic signal. Using the analogy between
the Cauchy-Riemann conditions and the Dirac equation in the Clifford algebra R5,0,
a system of equations which leads to the color monogenic signal is obtained. This
latter is based on the Riesz and 2D Poisson kernels, and a polar representation ba-
sed on the geometric product can be associated to this signal. Some applications
using color and local structure information provided by the polar representation
are presented. Namely, color optical flow, color segmentation, color object tracking
and points of interest are developed. Extraction of optical flow in a chosen color is
obtained by replacing the brightness constancy assumption by an angle constancy.
Edge detection is based on the first fundamental form from differential geometry in
order to segment object in a predefined color. Object tracking application uses a
new similarity criterion defined by geometric product of block of vectors. This latter
is viewed as the likelyhood measure of a particle filter. Last part of the thesis is
devoted to the definition of the Harris detector in the framework of differential geo-
metry and a link between this definition and a relaxed version of the characteristic
polynomial discriminant of the first fundamental form is given. In this context, a
new scale-space detector is provided as the result of handling the scale parameter
as a variable in a 3-manifold.

Keywords : Clifford algebra, color monogenic signal, color optical flow, color
segmentation, color object tracking, points of interest.


