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INTRODUCTION

Les théorémes de renouvellement pour une marche aléatoire (Sy)n>1 & valeurs dans R4
ont pour but de préciser le comportement asymptotique, quand |la|| — +oo (a € R%), des
noyaux potentiels Uy (+) définis formellement, pour g : R? — R, par :

+o0
Ua(g) ==Y _E[g(Sn — a)]. (1)
n=1

Les conclusions des théorémes de renouvellement dépendent des conditions usuelles dites lat-
tice ou non-lattice. Par ailleurs, pour donner un sens a U,(-), la marche aléatoire (Sp)n>1
doit étre transiente, ce qui conduit, dans le cas indépendant et dans le cadre markovien, &
considérer les cas suivants :

1. d >3 et IE[S1] =0 (cas centré),

2.d>1 et IE[S1] # 0 (cas décentré) : dans ce cas le comportement de U,(-) est précisé
lorsque |la|| — +o0 dans la direction de la moyenne.

Cette thése est consacrée aux théorémes de renouvellement pour les fonctionnelles additives
markoviennes. Elle prolonge les travaux de Guivarc’h [34] en dimension 1 et de Babillot [4] en
dimension supérieure, fondés sur la méthode spectrale de Nagaev-Guivarc’h. Les améliorations
obtenues dans ce travail sont dues a la nouvelle approche spectrale introduite en 2004 par
Hennion et Hervé dans [42], sur la base du théoréme de Keller et Liverani [53].

Les théorémes de renouvellement du cas indépendant.

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires (v.a.) indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.i.d) a valeurs dans RY. Les théorémes de renouvellement pour la marche aléatoire
Sp = X1+...4+ X, sont classiques. Redonnons en ici un bref historique en privilégiant (comme
dans la thése en général) la condition non-lattice, signifiant ici que Sy, n’est pas a valeurs dans
un sous-groupe fermé propre de R?. Dans les références au cas lattice mentionnées ci-dessous,
Sy, est en fait supposée a valeurs dans Z%. Précisons aussi, avant de revenir sur ce point a la
fin de l'introduction, que les énoncés (et les preuves) du cas lattice sont trés proches de ceux
du cas non-lattice.

En dimension d = 1, le théoréme de renouvellement a été établi dans le cas lattice par
Erdos, Feller et Pollard [24] en 1949 puis, dans le cas général, par Blackwell [10, 11]. Dans
le cas non-lattice, le théoréme de Blackwell assure que, si m := IE[X;] €]0, +0oc], on a alors,
pour toute fonction g directement Riemann intégrable :

lim Uy(g) =0, lim Us(g) = — / g(@)da. )
a——00 a—-+00 m Jr

Il existe aujourd’hui de nombreuses preuves de ce théoréme, la plus classique fondée sur

I'équation de renouvellement se trouvant dans le livre de Feller [25]. Voir également [23]. Une

démonstration utilisant la transformée de Fourier est donnée dans le livre de Breiman [12] :

{Ua(*), a € R} est alors vue comme une famille de mesures de Radon sur R, et la conclusion

(2) est établie en termes de convergence vague.



En dimension d > 2, les théorémes de renouvellement ont d’abord été prouvés dans le cas
lattice, par Spitzer [70] en 1964 dans le cas centré, puis par Ney et Spitzer en 1966 |65] dans
le cas décentré. L’extension au cas non-lattice a été obtenue par Doney [21] en 1965 sous la
condition de Cramer!, et cette derniére hypothése a été remplacée par la condition non-lattice
dans le travail de Stam [71] en 1969. Dans le cas non-lattice, les conclusions principales en
dimension d > 2 s’énoncent de la maniére suivante, sachant que les constantes positives notées
Cyet C’é ci-dessous dépendent uniquement de la dimension d :

(i) Cas d >3 et IE[X;] = 0. Soit mg := max(d — 2,2). Si E[|| X1]|™¢] < 400, on a alors,
en notant ¥ = IE[X{ X1] la matrice de covariance de X :

lim (X7 'a, a>% Uu(g) = C’d/ g(x)dx, (3)
R

llal—+o0

(i) Casd > 2 et := E[X1] # 0. Soit mq := max(%32,2). Si B[||X1[|™4] < +oo, alors :

lim 7% Upm(g) = C / g(z)dz. (4)
R4

T—+00
Sous la condition de Cramer, la vitesse de convergence dans (4) est précisée dans [15, 16].
Dans les travaux précédents, les résultats sont démontrés en termes de convergence vague.
Les conclusions (3) et (4) sont donc valides pour les fonctions réelles g continues a support
compact sur R?. Cette restriction (par rapport au théoréme de Blackwell) s’explique par le
fait que les preuves de (3) et (4) reposent sur des techniques de transformée de Fourier.

Les techniques de transformée de Fourier utilisées par Spitzer et Stam.

Sans aucune hypothése particuliére sur le modéle, il est facile de voir, grace a la formule
d’inversion de Fourier, que le terme général IE[g(S, — a)] de U,(g) s’écrit comme suit pour
g : R? — R intégrable admettant une transformée de Fourier § également intégrable :

Elg(S, - a)) = (21" [ a(6) Ble5)ei) gt (5)
R4

Cette formule est le point de départ des méthodes dites de Fourier en théorie des probabilités.
Notons que, dans le cas indépendant, on a [E[e'h5)] = ¢(t)", avec ¢(t) = E[e{tX1)],

La preuve des théorémes de renouvellement dans [70] et [71] est basée sur un raffinement
du théoréme limite local, dit & Smith [69] en dimension 1 et étendu en dimension supérieure
par Spitzer [70, Th. P7.10]. Le théoréme de Smith-Spitzer, qui repose lui méme sur la formule
(5), est appliqué directement a ’étude du noyau potentiel U, (-) dans [70]. Dans le cas décentré
étudié par Stam [71], 'approche est plus compliquée. En effet, dans un premier temps, Stam
adapte la démonstration du théoréme limite local de Spitzer pour étudier la série intermédiaire

400 .
> 2 (s, - )] - B3, - )],
n=1

ou (§n)n21 est la marche aléatoire définie a4 partir d'une suite ()N(n)nzl de v.a.ii.d. a valeurs

dans RY, avec X; de loi normale admettant la méme espérance et variance que X;p. Le com-
portement de la série W,(g) := Y125 nl4=V/2[E[g(S, — a)], puis celui de Uy(g), est déduit
ensuite de cette étude préliminaire.

LCette condition, plus forte que ’hypothése non-lattice, requiert m”tua+0¢|E[ei<t’X1> ]| < 1.



Les techniques de transformée de Fourier de Breiman et Babillot.

Les techniques de transformée de Fourier utilisées par Breiman [12]| et Babillot [4] n’utilisent
pas le théoréme local de Smith et portent en outre directement sur les noyaux potentiels U, (-).
On se place pour simplifier dans le cas indépendant. Le point de départ est & nouveau (5),
dont on déduit I'égalité (formelle) suivante, en posant ¢(t) = IE[e*tX1)] .

ato) = 2m [ a6 Z¢ el = @n) [ g0 2o e o

Les problémes d’intégration dans (6) se posent quand |¢(t)| — 1 et c’est le cas quand ¢ — 0.
En dimension d > 2 (cas décentré) ou d > 3 (cas centré), il n’y a en fait aucun probléme en
0 car il est facile de voir que la fonction t — lfg()t) est intégrable en ¢ = 0. En revanche en

dimension 1, cette fonction n’est pas intégrable en 0.

La question d’intégrabilité en dehors de t = 0 est liée a la condition non-lattice. En effet,
en termes de fonction caractéristique, cette condition assure que l'on a |¢(t)| < 1 pour ¢ # 0.
Une condition suffisante simple pour définir I'intégrale de (6) en dehors de 0 est la condition
de Cramer : limy_400|¢(t)] < 1, mais cette condition est en fait inutilement restrictive :
en effet, comme démontré dans le livre de Breiman [12], la convergence vague d’une suite de
mesures de Radon sur R? peut étre testée sur la classe H des fonctions intégrables g : R? — C
dont la transformée de Fourier g est a support compact. Considérée avec une telle fonction g,
la derniére intégrale dans (6) est calculée sur le support (compact) de g, de sorte que, sous la
seule condition non-lattice, cette intégrale est bien définie en dehors de 0.

En conclusion, pour toute fonction g € H, les intégrales dans (6) sont définies en dimension
d > 2. En dimension d = 1, seul le probléme en 0 subsiste : il a été résolu par Breiman [12]
en considérant les séries S 7" IE[g(S, — a)] pour r € [0,1], et en faisant tendre r vers
1 ensuite. A cette difficulté prés en dimension 1, la question de la convergence vague de la
famille {U,(-), a € R?} (correctement normalisée pour d > 2)2 est donc ramenée a I’étude
(non triviale) du comportement asymptotique quand |la|| — +oo de la derniére intégrale dans
(6). La limite obtenue est toujours proportionnelle & §(0) = [zq g(x)dz, ce qui explique la
présence de la mesure de Lebesgue dans (2), (3) et (4).

Théorémes de renouvellement pour les fonctionnelles additives markoviennes.

Soit (X, )n>0 une chaine de Markov a espace d’états E quelconque. On appelle fonctionnelle
additive toute marche aléatoire (S,)n>1 définie par

avec £ : B — R mesurable. Les noyaux potentiels U,(-) sont alors définis comme en (1),
mais cette fois l'espérance IE[-] dépend des données initiales (Xo,Sp) : en général on pose
So = 0, en revanche la loi de Xy, notée p (i.e. la probabilité initiale de (X),>0) doit étre
précisée : 'espérance associée est alors notée IF,[-]. Les conditions de centrage sont définies
ici a partir de la probabilité stationnaire, notée m, de (Xy,)n>0, & savoir : 7(§) = 0 dans le

2En vertu de (6), pour d > 2, U,(-) converge vaguement vers la mesure nulle sur R? quand |ja| — 4o0
d’aprés le théoréme de Lebesgue-Riemann.



cas centré, m(§) # 0 dans le cas décentré. Enfin les conclusions attendues des théorémes de
renouvellement sont celles du cas i.i.d. ci-dessus.

En dimension d = 1, lorsque (X,)n,>0 est supposée récurrente au sens de Harris, les
résultas sont aujourd’hui bien connus, le travail le plus complet dans cette direction étant
Particle de Alsmeyer [1] (1994) qui généralise complétement le théoréme de Blackwell dans
le cadre général des marches aléatoires markoviennes (définies a la fin de I'introduction). On
trouvera également dans |2]| de nombreuses références relatives au renouvellement markovien
uni-dimensionnel, qui ont recours comme dans [1] & des conditions de récurrence, voir aussi
[52]. Dans le cadre des produits de matrices aléatoires, I’extension du théoréme de Blackwell
a été obtenue par Kesten [54] et Le Page [58].

Toujours en dimension 1, mais sans ’hypothése de Harris-récurrence, les arguments de
transformée de Fourier de Breiman ont été généralisés par Guivarc’h (voir [34]) aux fonc-
tionnelles additives associées & une chaine de Markov fortement ergodique (voir également
[56, 14, 41]). Rappelons que (X, )n>0 est dite fortement ergodique sur un certain espace de
Banach B (composé de fonctions définies sur F, ou de classes modulo 7) si sa probabilité de
transition Q(z, dy) opére contintiment sur B, si sa probabilité stationnaire 7 définit une forme
linéaire continue sur B, et enfin si 'on a au sens de la convergence en norme d’opérateurs
sur B :

lim Q™ = 1I, (8)

ou IT est le projecteur de rang 1 sur B associé a la probabilité stationnaire : II(f) = 7(f) 1,
avec la notation usuelle 15 pour désigner la fonction identiquement égale a 1 sur E.

La méthode utilisée dans [34] (cf. aussi [14, 41]) s’inspire des techniques de perturbations
d’opérateurs introduites par Nagaev [64]. Cette méthode dite spectrale, qui est rappelée ci-
dessous, a été étendue par Babillot [4] en 1988 pour établir les théorémes de renouvellement
markoviens en dimension d > 2.

La méthode spectrale (cas des chaines finies).

Comme déja indiqué, la formule (5) est générale. Cependant I’hypothése d’indépendance joue
un role essentiel pour obtenir I’égalité (6). Dans le cas d’une fonctionnelle additive markovienne
(cf. (7)), la méthode spectrale consiste a remplacer 'égalité IF[e*-50)] = ¢(t)™ du cas i.i.d. par
une formule induisant la puissance n-éme de 'opérateur de Fourier QQ(t) associé au noyau

Q(t)(z, dy) = "W Q(z, dy),

ot Q(z,dy) est la probabilité de transition de (X;)n>0 et € est la fonction de (7). Noter que
Q(0) = Q. Si E est 'espace d’états de la chaine (X,,),>0 et p sa probabilité initiale, la formule
en question, obtenue facilement en utilisant la propriété de Markov, est la suivante

B, [65)] = /E QU™ dyi = p(Q(1)" 1), (9)

ot Q(t)"1g est la fonction (Q(t)o---0Q(t))(1g) (n itérations). L’objectif est ici de reproduire
les méthodes de Breiman-Babillot. Pour comprendre les techniques d’opérateurs mises en jeu,
on suppose ici pour simplifier que l'espace d’états E de la chaine (X,,)p>0 est fini. Alors
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Q = (¢;;) est une matrice markovienne, Q(t) = (e{4¢)) ¢, ;) est une perturbation (en t = 0)
de @, et grace & (9), I'objectif fixé est li¢ a la convergence de la série de matrices ), -, Q(t)".

Etude de Q(t)"™ en dehors de t = 0.

Soit t € R?\ {0}. Une condition nécessaire et suffisante pour que la série Y, -, Q(t)" converge
est que le rayon spectral (Q(¢)) de la matrice Q(t) soit < 1. Par définition de Q(t), on a
toujours r(Q(t)) < 1. Par conséquent, 'hypothése précédente est exactement le substitut
matriciel de la condition non-lattice du cas indépendant (i. e V¢ € R?\ {0}, |¢(t)| < 1). Sous
la condition spectrale précédente, on a Y., o, Q)" = Q(t) (I — Q(t))™, ot I est la matrice
identité, et cette derniére fonction est de classe C* (en la variable t).

Etude de Q(t)" au voisinage de t = 0.

Afin d’utiliser en ¢ = 0 le théoréme de perturbation (usuel), on suppose que la valeur propre
1 de @ est simple et que le réel 1 est 'unique valeur propre de module 1 de Q. Alors, pour ||
petit, Q(t) admet une valeur propre dominante simple, notée A(t), réguliére (en t) au voisinage
de 0 avec A(0) = 1, les autres valeurs propres de Q(t) étant de module < k, avec k < 1. Donc
pour [t| petit, on peut écrire

Q)" = A@)" () + N (2)", (10)

ou II(t) est le projecteur de rang 1 associé¢ a A(t), et N(¢) est une matrice telle que la norme
matricielle de N (¢)" soit un O(k™). Ainsi, en posant L(t) = u(II(¢)"1g), la formule (9) s’écrit

E,[e!H5)) = MN#)" L(t) + O(K"). (11)

Cette derniére égalité est cette fois trés proche du cas i.i.d., au terme additif prés O(k"), et
au terme multiplicatif prés L(¢) qui tend vers p(n(1g)) = 1 quand t — 0.

Sous les hypothéses spectrales introduites ci-dessus, on peut donc appliquer les techniques
de Breiman-Babillot, et par conséquent étendre aux fonctionnelles additives de chaines de
Markov finies, les théorémes de renouvellement du cas i.i.d..

Extension aux chaines fortement ergodiques.

Pour étendre la méthode spectrale aux chaines de Markov d’espace d’états E quelconque, la
condition r(Q(t)) < 1 pour ¢t # 0 doit étre conservée : en pratique, cette hypothése peut étre
réduite & une condition simple de type "non-lattice", portant sur la probabilité de transition
Q et la fonction &. Par ailleurs, on observe que la condition spectrale imposée ci-dessus a la
matrice markovienne @ (1 est valeur propre simple et I'unique valeur propre de module 1)
est équivalente & la condition de forte ergodicité (8) sur I'espace CV, oit N est le cardinal de
E. Cette condition est essentielle pour appliquer le théoréme de perturbation. On conserve,
dans le cas général, I'hypothése de forte ergodicité, mais cette fois-ci relativement a un espace
de Banach B de dimension infini. Et, contrairement au cas fini, les propriétés des noyaux de
Fourier Q(t) ne sont plus automatiques. Par exemple, il faut supposer que Q(t) a une action
continue sur B pour tout ¢ € R%. Ensuite, pour appliquer la théorie standard de perturbations
d’opérateurs, avec la régularité souhaitée pour établir les théorémes de renouvellement, il faut
supposer @Q(-) suffisamment réguliére de R? dans l’espace des endomorphismes continus de B.

La condition la plus contraignante porte sur la régularité de Q(-). En effet, cette condition
requiert en substance que le noyau ||£(y)||™ Q(x, dy) opére contintiment sur B, avec m; = 1
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en dimension d = 1, my donné dans (3) ou (4) en dimension d > 2. Cette condition de moment
de type "opérateur" est assez restrictive car elle impose en particulier Q(||£||4*¢ f) € B, pour
tout f € B. En pratique, cette derniére condition est difficilement réalisable si la fonction &
n’est pas bornée. Elle est bien adaptée si B est une algébre de Banach et £ € B. Mais les
algébres de Banach étant en général constituées de fonctions bornées, cette derniére condition
conduit aussi & supposer & bornée.

Une nouvelle approche, introduite dans [42] pour établir les raffinements usuels du théo-
réme limite central markovien, consiste & remplacer la théorie classique de perturbations
d’opérateurs par le théoréme de Keller et Liverani [53]. Cette approche, qui permet d’affaiblir
fortement la condition de moment fonctionnelle ci-desssus, est largement décrite dans [48].

Le contenu et les contributions de cette thése.

Dans cette thése, la méthode spectrale généralisée, via le théoréme de Keller-Liverani, est
appliquée pour établir les théorémes de renouvellement (2), (3) et (4), en termes de conver-
gence vague de mesures, pour les fonctionnelles additives de chaines de Markov fortement
ergodiques. Dans les travaux [34, 4, 14, 41], les techniques de transformées de Fourier et les
méthodes d’opérateurs sont présentées conjointement dans les preuves. Dans ce travail, on a
choisi par commodité de séparer complétement ces deux parties.

Ainsi, dans une premiére partie, on introduit les conditions naturelles portant sur la série
S o1 E[ei50)] permettant d’établir les propriétés de renouvellement (2), (3) et (4) a 1'aide
des méthodes de transformée de Fourier de Breiman-Babillot. Comme déja mentionné, ces
derniéres sont plus directes que les méthodes Spitzer-Stam, et ce choix permettra par ailleurs
de démontrer des théorémes de renouvellement avec un méme fil conducteur, quelque soit
la dimension et les cas (décentré et centré) considérés. Ce choix a un léger inconvénient en
dimension d > 2 : en effet, dans les théorémes de renouvellement ainsi obtenus, 'ordre des
conditions de moment sera optimal & € > 0 prés. Mais cet inconvénient n’aura pas d’effet dans
nos applications au cadre markovien car les techniques d’opérateurs utilisées dans ce contexte
et décrites ci-dessous induiront également une perte (arbitrairement petite) en termes de
conditions de moments.

Cette premiére partie ne comporte pas de résultats nouveaux. Néanmoins certains passages
dans les méthodes de transformée de Fourier de [4, 5| ont été précisés et simplifiés. On a
privilégié en particulier une approche élémentaire des estimations asymptotiques en évitant
par exemple d’admettre certains résultats sur les distributions tempérées et les fonctions de
Bessel.

La seconde partie est consacrée aux fonctionnelles additives des chaines de Markov forte-
ment ergodiques : on y présente les méthodes spectrales permettant de vérifier les conditions
introduites dans la premiére partie. Cette partie peut elle-méme étre séparée selon les trois
sous-parties suivantes :

e Dans les chapitres 3 et 4, 'approche usuelle, fondée sur la théorie standard de perturbations
d’opérateurs, est rappelée. Ces deux chapitres ne comportent donc pas de résultats nouveaux,
mais ils permettent, d’une part d’introduire dans un cadre plus simple les outils fonctionnels
et d’autre part de mieux comprendre par la suite les améliorations obtenues grace au théoréme
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de Keller-Liverani. Quelques exemples simples y sont traités en détail avec des réductions trés
simples de la condition spectrale "non-lattice" mentionnée plus haut.

e Dans le chapitre 5, la méthode spectrale généralisée est appliquée pour établir les propriétés
de renouvellement (2), (3) et (4). Un premier résultat® est obtenu en dimension 1 en utilisant
uniquement le théoréme de Keller-Liverani. Les autres résultats, valables en toute dimension,
utilisent la procédure de dérivation de t +— (2Id—Q(t)) ! développée dans [48], en la précisant
cependant car deux difficultés supplémentaires se présentent dans le cadre du renouvellement :
cette procédure doit étre appliquée sur R?, et non plus seulement au voisinage de ¢t = 0, avec
en outre un ordre de régularité fractionnaire, et non plus nécessairement entier. La procédure
donnée au chapitre 5, qui répond en méme temps aux deux points précédents, met en jeu
comme dans [48], non pas un seul espace de Banach B, mais toute une famille d’espaces
Bo, ..., Bm, (croissante pour I'inclusion). La condition de moment fonctionnelle qui en résulte
(en substance) est la suivante :

f € Bo= QU™ f) € B,

On observera que cette derniére condition est plus faible que celle induite par la méthode
spectrale usuelle car By C B,,,. Par conséquent, le champ d’applications des résultats? du
chapitre 5 est ainsi élargi si 'on compare avec les résultats obtenus dans (34, 4, 14, 41]. On
démontre en particulier que les conclusions (2), (3) et (4) s’appliquent aux modéles markoviens
suivants :

(I) Les chaines de Markov p-mélangeantes, cadre qui contient en particulier les chaines
uniformément ergodiques. Ces modéles sont étudiés dans [68].

(IT) Les chaines de Markov V-géométriquement ergodiques, dont on trouvera de nombreux
exemples dans [62].

(IIT) Les modeles itératifs Lipschitziens (stables), largement décrits dans [22, 20].

Les exemples (I) et (IT) sont présentés a la fin du chapitre 5 : on obtient (2), (3) et (4) sous
la condition de moment suivante : m(]|£[|"4T¢) < +oo pour (I), et ||£]|™¢Fe < ¢V pour (II),
avec dans les deux cas, m; = 1 en dimension d = 1, my donné dans (3) ou (4) en dimension
d > 2, et avec enfin € > 0 arbitrairement petit.

o L’exemple (III) est présenté au chapitre 6. Plus précisément, les propriétés de renouvel-
lement (2), (3) et (4) y sont établies pour les fonctionnelles additives associées a la chaine
double ((Fr, Xn—1))n>1, o0 (Fy,)n>1 est la suite i.i.d. de transformations lipschitziennes aléa-
toires définissant le modéle itératif (X,,),>1 (& partir de sa position initiale Xy). Comme dans
[42, 48], on utilise dans cette étude des espaces de fonctions Lipschitz a poids, initialement
introduits par Le Page [58]. Cependant, pour cette étude, on a introduit ici une nouvelle forme
de poids®. Les calculs (assez techniques) sur les espaces de fonctions Lipschitz & poids, portant
d’une part sur la vérification des hypothéses du théoréme de Keller-Liverani et d’autre part
sur la dérivation des opérateurs de Fourier, sont comparables a ceux de [42, 48] effectués pour

3Ce résultat a été présenté dans la note [31] parue au C.R.A.S. en 2008.

“Le cas centré en dimension d > 3 a fait ’objet d’un article [32] accepté dans la revue "Potential Analysis".
Un papier correspondant au cas décentré en dimension d > 2 est en cours de rédaction.

5Ce résultat, communiqué oralement a Hervé et Péne, a permis dans [48] de diviser par 2 P'ordre des
conditions de moment pour les fonctionnelles additives associées a la chaine simple (X;)n>1, et de démontrer
ainsi des théorémes limites sous des conditions de moments proches (a ¢ prés) de ceux du cas i.i.d..
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les fonctionnelles additives associées uniquement & (X,),>1. Ces calculs 6 ont été effectués
conjointement avec Déborah Ferré. L’étude de la chaine double ((F,, X,—1))n>1 présente un
intérét pour les produits de transformations aléatoires. La chaine double intervient également
dans I'étude statistique des modéles itératifs, qui induit des fonctionnelles additives de la
chaine ((Xp—1, X5))n>1, donc de ((F,, Xn—1))n>1. Le premier point est illustré par une ap-
plication aux produits de transformations aléatoires dites topicales permettant de compléter
les résultats de Merlet [61].

Nous terminons cette introduction par deux remarques qui seront détaillées par la suite
dans la thése.

Le cas lattice.

Les théorémes de renouvellement du cas lattice sont obtenus en remplagant essentiellement la
mesure de Lebesgue sur R? par une mesure de comptage. En effet, considérons pour simplifier
le cas oil la suite (X,,) est une suite de v.a.i.i.d a valeurs dans Z?, et reprenons la méthode de
Breiman-Babillot & partir de la formule (6). Comme tout d-uplet de 27Z¢ est une période de
la fonction caractéristique ¢(-) de Xi, la derniére intégrale de (6) peut étre ramenée par pé-
riodisation sur [—m, 7]%, avec § remplacée par sa périodisée : G(-) = >,z 9(- +27k). L'étude
asymptotique quand |ja|]| — +oo s’effectue alors comme dans le cas non-lattice, mais cette
fois la limite est proportionnelle a G(0) et donc & ), 54 g(k) d’aprés la formule sommatoire
de Poisson. Les remarques précédentes s’appliquent dans le cadre plus général du chapitre 2,
et en particulier au cadre markovien, voir les chapitres 4 et 5.

Extensions aux marches aléatoires markoviennes.

Une marche aléatoire markovienne est une chaine de Markov ((X,,Sy))n>0 & valeurs dans
E x R? dont la probabilité de transition P vérifie la condition d’additivité suivante : V(z, s) €
E xR V(A,S) € & x B(RY),

P((z,s),Ax S)=P((z,0),A x (S —s)). (12)

L’exemple le plus classique de marches aléatoires markoviennes est fournie par les fonction-
nelles additives considérées plus haut. Les résultats théoriques de cette thése s’étendent aux
marches aléatoires markoviennes générales, sous réserve d’une adaptation naturelle des hypo-
théses. Voir fin du chapitre 5.

SLes résultats obtenus au chapitre 6 sont utilisés dans un travail en cours [27], effectué en collaboration
avec D. Ferré et L. Hervé. Ce papier contient notamment des résultats statistiques fondés sur des calculs du
chapitre 6.
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Liste des principales notations utilisées.

On note {-,-) (resp. || - ||) le produit scalaire (resp. la norme euclidienne) canonique de R?

(d € N¥).

Pour tout R > 0 , on note B(0, R) la boule ouverte de R? : B(0, R) := {t € R?: ||t| < R} .

Pour tous 0 < r < 7/, on note K,.,» la couronne ouverte de R%: K,. .. = {t e RY : r < ||t]| < r'}.

Soient A et B deux sous-ensembles non vides de R%. On note d(A, B) := inf ||z —y| la
(z,y)EAXB

distance (euclidienne) de A & B.

Pour a € R? et u : RY — C, on note u, la fonction définie : uq(z) := u(z — a), = € R%

On note (IL1(RY), ||-||1) I'espace de de Banach complexe des (classes de) fonctions intégrables
de R¢ dans C.

L4 désigne la mesure de Lebesgue sur R,

Soit k € NU {+oco}. On note C¥(R?, C) le C-espace vectoriel des fonctions de classe C* de R?
dans C, & support compact.

On note S(R?) I'espace de Schwartz des fonctions complexes définies sur R, de classe C*° sur
R? et & décroissance rapide.

B(R%) désigne la tribu des boréliens de R
On note * le produit de convolution de fonctions complexes définies sur R¢.

Soient (X, || - ||x) un espace vectoriel normé, 7 €]0, 1], A une partie non vide de R? et V une
fonction de A dans X. On définit dans [0, 4+o0] :

t) = V)l
[l

v
HVHO’A = ig}i V()| et [V}T’A ;= sup { IV , (t,t) e A% t £ t'}.

On dit que V est uniformément 7-holdérienne sur A si [V]T 4 < Foo.
Soit € R. On note |z| la partie entiére de x.

Soient m € R** et O un ouvert de R?. L’espace CJ*(O, X) est constitué des fonctions U :
O — X vérifiant les conditions suivantes :

U est |m| fois contintiment différentiable sur O,
les dérivées partielles d’ordre 7 = 0,...,|m| de U sont bornées sur O,
les dérivées partielles d’ordre |m] de U sont uniformément (m — |m])-holdériennes sur O.

Soient K C O et f € C;'(O,C). On note :

Hme,K: Z HaﬁfHo,K+ Z [86]0]7,1('
181<|m] 18|=m]

L’espace Cj'(O, C) est muni de la norme || - Hm o

Soient B; et By deux espaces de Banach . La notation By < Bs signifie que By est inclus dans
Bs et que l'injection canonique de By dans By est continue.

Soit (B, || - ||g) un espace de Banach. On note £(B) I'espace de Banach des endomorphismes
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continues de B muni de sa norme subordonnée noté aussi || - || 5.
Soient By et Bz deux espaces de Banach. On note £(By, B2) 'espace de Banach des applica-
tions linéaires continues de By dans By, muni de la norme subordonnée notée || - |3, 3, -

Soit T' € L(B). On note p(T) := {z € C, zId — T inversible } I'ensemble résolvant de T,
o(T) = C\ p(T) le spectre de T" et r(T) le rayon spectral de T'.

Soient (£2, F,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur 2 a valeurs dans
R (v.a.r), intégrable (ou positive). On note IE[X] = [, XdP son espérance.
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Liste des principales hypothéses.

Nous regroupons ici pour la commodité du lecteur les principales hypothéses introduites dans
ce travail.

1. Soient d € N* et m € R™*. Soient (€2, F,P) un espace probabilisé¢, (F, ) un espace mesu-
rable et ((X,,,Sp))n>0 une suite de variables aléatoires (v.a.) définies sur et & valeurs dans
E x RY. Soit f : E — [0, +oo[ une fonction mesurable fizée telle que

Vn > 1, E[f(X,)] < +oo. (13)

Hypothése R4(m) :
Les deuz conditions suivantes sont supposées satisfaites :
(i) 1l existe R > 0 tel que pour tout t € B(0, R) et toutn > 1 :

B[f(Xn) '] = A(@)" L(t) + Ba(t)
ot A(0) =1, A() et L(-) sont des fonctions de C3*(B(0, R),C) et > n>1 Ba(t) converge
uniformément dans B(0, R) vers une fonction de Cy*(B(0, R),C).

(it) Pour tous 0 < r <1, > - E[f(X,) ei<"S">] converge uniformément dans K, ,» vers
une fonction de C}' (Km/, (C).

2. Soit (X}, )n>0 une chaine de Markov homogéne d’espace d’états (E, £) quelconque, de proba-
bilité de transition Q(z, dy), et de probabilité @Q-invariante 7. Soient £ une fonction mesurable
de E dans RY et (Sn)n>0 la suite de v.a., a valeurs dans R?, définie par Sop =0 et :

Vn e N, Sp=> &(Xp).
k=1

Pour tout ¢ € R%, on note Q(t), le noyau de Fourier défini par :

Q(t)(z, dy) = "¢V Q(z, dy).

Hypothése (B) :
Un espace de Banach B vérifie ’hypothése (B) si B — LY(7) et 1 € B, ou bien si B — IL'(r)
et la classe Cl(1g) de 1g (modulo ) est dans B.

Hypotheése Uy(m) :
Soit B un espace de Banach vérifiant I’hypothése (B). On suppose que :
(i) Q est fortement ergodique sur B, i. e. Q € L(B) et nll)liloo Q" —1II|| = 0 ou II € L(B)
est défini pour tout f € B par :
ILf =7(f)le,
(i3) Pour tout ouvert borné O de R%, t +— Q(t) € CI*(O, L(B)).
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Hypothése (NA) :
Pour tout compact K de R4\ {0}, il existe O > 0 et px € [0,1] tels que :

Ve N, Vi€ K, Q)| < i - (14)

Hypothése (RS) :
(i) v e RY, 1(Q()) < 1,
(i4) Pour tout t € R? tel que r(Q(t)) = 1, les valeurs spectrales de module 1 de Q(t) sont des
valeurs propres de Q(t).

3. Soient I un intervalle de R et (Bg)ges une famille d’espaces de Banach. On suppose 'exis-
tence d'un espace de Banach B de la famille précédente tel que, pour tout ¢ € I, on ait

By — B. Soient I un ouvert de R? et (Q(?)),z; une famille d’opérateurs de L(B) telle que

Veel, Vo e, Q(t)p, € L(Bp).

Soient m € R* et 7 = m — |m]. Soient Ty, T;, T des applications de I dans R, commutant
au sens suivant : si @ € I et si T1,74,...,T, € {To, T, T1} sont telles que

Tn---T1(0) €1,
alors, pour tout k = 1,...,n et toute permutation o de {1,...,k}, on a :

Towy To)(0)=Tk---T1(0) € 1.

Soit V un ensemble dont les éléments sont des ouverts de RY contenus dans U tel que V soit
stable par intersection finie.

Hypothése D(m) :

Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tous 0 € I etU €V :

(0) Pour tout u € {0,7,1}, Tu(0) € I = By — Br, )

(1) Pourtoutue{0,7}, Ty(0) el = Q)€ C;;L(Z/{,E(BQ,BTU(Q)))

(2a) Pourtoutj=1,...|m|, TV(@0) e I = Q) ECZ(U,E(BQ,BTIJ-(Q)))

(2b) Pour tout j =1,...,|m|, T,TV0) € I = Q(-) EC{;+T(Z/{,£(B@,BTTT1]~(9)))

(8) Il existe a € I tel que TTTlthTOLmHl(a) cletB= BTTTleJTA_mJ+l(a).

Pour tout 0 € I, on désigne par Ay un ensemble de parties de C et on suppose que ’ensemble
(Ap)ger est stable par intersection finie.

Hypotheése (R) : Pour tous 0 € I et D € Ay, il existe un ouvert U =U(0,D) €V tels que :

V(z,t) €D xU, (zId—Q(t))"' € L(By) et sup |(zId— Q(t))*lHBG < +o0.
(z,t)eDxU

Hypothése U(O) : 1 existe une famille d’espaces de Banach (Bg)ger, telle que pour tout
0 € I, By vérifie ’hypothése (B) et :
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(i) Q est un opérateur fortement ergodique de By, i. e. Q € L(By) et hr—il-l Q" — Mg, =0
n—-roo
ou Il € L(By) est défini pour tout f € By par :

IIf = =(f)le,
(ii) Pour tout t € R, Q(t) € L(By).
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Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires
d’analyse.

Dans ce chapitre, on présente des résultats d’analyse qui seront utilisés pour établir les théo-
rémes de renouvellement du chapitre 2. Les rappels relatifs aux identités approchées et a la
convergence vague de mesures sont classiques ainsi que ceux concernant le comportement a
I'infini de la transformée de Fourier d'une fonction intégrable sur RY (d € N*).

Les techniques de transformées de Fourier introduites dans [4, 5| utilisent en outre, d’une
part des majorations de dérivées partielles d’inverse de certaines fonctions, d’autre part des
résultats sur le comportement en l'infini de la transformée de Fourier de certaines fonctions
présentant une singularité en 0. Le premier point est présenté a la section 1.4 avec une preuve
détaillée. Les énoncés précis du second point sont présentés dans la sous-section 1.1.2 : la
preuve de la proposition 1.6 (utilisée au chapitre 2 dans le cas centré) est assez simple, en re-
vanche les démonstrations des propositions 1.7-1.8 (utiles pour le cas décentré) sont plus diffi-
ciles car elles reposent sur des techniques assez spécifiques de découpage dyadique d’intégrales.
Cette derniére partie, dont les idées principales sont présentées dans [4, 5|, est complétement
détaillée dans I'annexe A.

1.1 Rappels et compléments sur la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable sur R?.

1.1.1 Définition et propriétés usuelles.

Définition 1.1. Soit u € IL*(RY). La transformée de Fourier de u est la fonction 4 : R? — C
définie pour tout t € R? par :

a(t) —/ u(x)e ) dy
R4
Proposition 1.1. Soit u € IL'(R?). Alors @ € C°(R%,C) et @ est bornée par ||ul|; sur R?.
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Démonstration. Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet de vérifier facile-
ment la caractérisation séquentielle de la continuité en ¢ de 4. De plus, V¢t € RY, |a(t)| <
Jga |u(z)| dz. O

Proposition 1.2. Soient f et g € IL'(R?). Alors f(z)g(z) dx = f(@)g(x) da.
R4 R4

Démonstration. Remarquons tout d’abord que f g est intégrable car fg est, d’aprés la pro-
position 1.1, le produit d’une fonction intégrable et d’une fonction continue bornée. Puis,
comme [pa [pa |f(2)g(w)e %= | dudz = (Jpa |f(@)|dz) ([ga lg(u)|du) € RT, le théoréme de
Fubini-Tonelli permet d’écrire

[ @i = [ @ [ gwe = au) s
= /R o) [ pa)e o) dr) du
~ [ fwgtw)du

O]

Rappelons maintenant le comportement en l'infini de la transformée de Fourier d’une fonction
intégrable sur R? ( Théoréme de Riemann-Lebesgue).

Lemme 1.1. Soit u € C2(R? C). Alors | Hlim u(t) = 0.
t||—+oo

Démonstration. Soit t € R%\ {0}. En effectuant le changement de variable y = z — ﬁ dans
a(t), on a :

Tt ; 1 7t .
u(t) = — uy+e‘l<t’y>dy:/ u(z) —u(z + —))e "B dg.
0= [ uo+ i) 3 o (1)~ 0@+ 45)

Le résultat cherché s’obtient alors en appliquant le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue ou en faisant appel a I'uniforme continuité de u car U'intégrale 4(t) précédente est
en fait une intégrale sur un compact de R%. O

Proposition 1.3. Théoréme de Riemann-Lebesque. Soit u € IL'(R?). Alors | Hlim a(t) = 0.
t||—-+oo

Démonstration. Ce résultat s’obtient classiquement en utilisant le lemme 1.1 et la densité de

CY(R4,C) dans IL'(RY). O

Proposition 1.4. Soit k € N*. Soit u € CK(R?,C). Alors H ”lim [t][¥a(t) = 0.
t||——+oo
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Démonstration. Soit f € C}: (]Rd, C). En intégrant par parties, on remarque que

af .
Vje{l,...,d}, vt € R%, —f(t) =it; f(t). (1.1)
al'j
Soit a = (ay,...,aq) € N% tel que oy + ... + ag = k. Posons v := ﬁ. En utilisant
1 - d
k fois (1.1), on obtient que 9(t) = *{*-- - tJ%a(t). Comme v € CY(RY, C), le lemme 1.1
implique | Hlim [t1]% - - - [tq|*a(t) = 0 et la formule du multindme permet de conclure car
t||—-+oo
[#[] < [t + - - + [tal - O

Définition 1.2. Fonctions uniformément holdériennes et espace Cy'(O,C).
Soient A une partie non vide de R%, 7 > 0 et v une fonction de A dans C. On définit dans
[0, +00] -

ollo.a = suplo®] et [v], ;= Sup{w, (t,t) € A%, t £t}

On dit que v est uniformément T-holdérienne sur A si [U]TA < 4o00.

Soit m € RY*. Soit O un ouvert de R®. L’espace Cy' (O, C) est constitué des fonctions u :
O — C vérifiant les conditions suivantes :
— u est |m] fois continiment différentiable sur O,
— les dérivées partielles d’ordre j = 0,...,|m| de u sont bornées sur O,
— les dérivées partielles d’ordre |m] de uw sont uniformément (m — |m|)-héldériennes
sur O, ou | .| est la fonction partie entiére.

Pour K C O et u € C;*(O,C), on note :
HuHmK = Z W“HO,K + Z [aﬁu]T,K'
|8]<[m] 1B]=1m]

La proposition suivante précise le comportement asymptotique de la transformée de Fourier
d’une fonction de Cy*(O, C), a support compact.

Proposition 1.5. Soit O un ouvert borné de R?. Soient m € R** et 7 =m — |m].

Soit u € C‘EmJ (R4, C), a support compact dans O, telle que la restriction de w ¢ O appartienne
a CM(0,C). Alors :

(i) ue Cy(R%,C) et Vo € N tel que |a| = [m], [0%u], ga = [07U] o = 0" _o.

T,

(ii) Il existe C > 0 tel que Va € RY, ||a|™|0(a)| < C([u]o’(f) + Z [Go‘u]ﬂ@).

|laf=[m]

T,

Démonstration. (i) Soit a € N tel que |a| = [m]. Montrons que [0%u] ¢ = [0%], o

Soit (z,y) € O*. Soit (xn) (resp. (yn)) une suite de O telle que lim, 4o T, = = (resp.
limy,— o0 ¥n = y). Un passage a la limite dans I'inégalité suivante, vérifiée pour tout n,

0% u(n) — 0%u(yn)| < [0%u]_ o llzn — ynll”
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nous donne [9%u(z) — 0%u(y)| < [0%u] pllz — y[|” et donc [aau}ﬁ@ < [0%4], - Don
[8au]T7@ = [0%u]_ o car I'inégalite [0%u] o < [8au]T7@ est immédiate.

Montrons maintenant que [0%u], ga = [8O‘u]ﬁ@. Considérons z € O et y € R\ O. Posons,
pour tout t € [0, 1], z(t) := (1 —t)x + ty,

Toy:={tel0,1],[z,2(t)] C O},

et enfin T :=sup 7, . Comme O est ouvert, 7., = [0,7[ et z := x(T) est I'unique point de
I'intersection de la frontiére O\ O de O avec le segment [x,y]. Comme 0%u(y) = 0%u(z) = 0,
on a |0%u(x) — 0%u(y)| = |0%u(z) — 0%u(z)| et donc

0%u(x) — 0u(y)] < [07u], plle — =7 < [0 gl — vl

L’examen des autres cas suivant les positions respectives de x et de y conduit & la méme inéga-
lite. D’ott [0%u], ga < [8au]77@ et finalement [0%u], ga = [8O‘u]ﬂ@ car l'inégalité [60‘u]ﬂ@ <
[0%u], ga est immédiate.

(i1) Soit a = (a1, ...,q) € N tel que |a| ;== a1 + -+ ag = [m].

Soit a € R%\ {0} tel que ||la|]| > 7. Posons @' = O + B(0,1). En effectuant [m | intégrations
par parties puis le changement de variable s =t — W a, on obtient alors :

ima® . a%(a) = / (0°) (£) {0 g

— —i<8,0>d
= e S
/Rd H ||2 @
1/ us i
- = aa a)) e Z(t,(l>dt.
2 ) @ p )

D’aprés (i), on a alors :

Qi aql% Gl 1 R — X La
i) <5 [ @0 = @)+ T o) d

1 7T

< - dt. [0%u . .
2/0' Ol 0 ol

La formule du multinéme et ’équivalence sur R? de la norme euclidienne et de la norme
t + [t1|+-- -+ |tq] sur R? nous donnent l'existence d'une constante D > 0 telle que pour tout
|la|| > 7, on ait :

IN
I

lall™la(@)| < D Y 0%

lal=[m]

De plus, si [la|| < 7, [[a]|"|@(a)| < 7™[i(a)] < 7™ Ly(O) [u], ¢, car u est & support compact
dans O. D’ot (i4). O
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1.1.2 Comportement en ’infini de la transformée de Fourier de certaines
fonctions de classe C* sur R?\ {0}, a4 support compact dans R?\ {0}.

La proposition suivante est essentielle dans la preuve du théoréme de renouvellement (cas
centré) présentée au chapitre 2.

Soit u : R\ {0} — C. Supposons qu'il existe o > 0 tel que Vr € R?\ [~a,a]?, u(z) =0 .

Proposition 1.6. Soit k € N*. Supposons que u soit de classe C* sur R%\ {0} et vérifie les
conditions suivantes :
— (i) - 1l existe s < d—1 tel que chaque dérivée partielle d’ordre < k — 1 de u soit
dominée sur RE\ {0} par ||| =%,
— (ii)g : chaque dérivée partielle d’ordre k de u est intégrable sur R

Alors on a t(a) = o quand |ja|| — +oo.

Tall")

Cette proposition est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.2. Siu est de classe C* sur R\ {0} et vérifie (i)1-(ii)1 alors, pour tous a € RY et

j=1,...,d, ona: E‘?T“j(a) =iaj(a) et W(a) = o quand ||a|| — +o0.

Tal)

Plus précisement la seconde égalité du lemme 1.2 prouve la proposition 1.6 pour k = 1 tandis
que la premiére permet de prouver la proposition 1.6 par récurrence.

Démonstration du lemme 1.2. On note ici également (-,-) le produit scalaire usuel de R?~1.
Remarquons que, d’aprés (7)1, u est intégrable sur RY. Posons 2 = (x1,2') € R x R4~ et
a = (a1,a’) € R x R¥1. Notons

ui(zy) = / w(zy, #')e 19" dy!
[—a,a]d—1

de sorte que
(03
Va e RY,  d(a) = / ui(zy) e "M dxy.
—
Comme u est continue sur R?\ {0} et que 2’ — Li_a,qpa-1(2") [|2"]| 7% est intégrable sur RI-1
(car s < d — 1), on déduit de la condition (i); et du théoréme de convergence dominée de

Lebesgue que uy est continue sur R. De plus, K étant un segment quelconque de R*, aa—;‘l

est bornée sur le compact K x [—a,a]d_l et le théoreme de dérivabilité d’une intégrale a

paramétre permet d’affirmer que u; est de classe C! sur K, avec :

Vo, € K, uj(x1) = /[ o (gi(xl,x’)e_im/’x/) dx’.

Remarquons que, d’aprés (7)1, 88—:;‘1 est intégrable sur RY. L’égalité précédente permet d’écrire

ad—;‘l(a) sous la forme suivante :

51,\6 . —c / —ia1x1] ¢ / —ia1x1
87(@) = lim ui(zy)e dzry, + ui(zy)e dzy ).
1 €
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Une intégration par parties donne, en remarquant que uj(a) = 0 car u(a,-) =0 :
@ . . a .
/ vy (z1) e "M dpy = —e " Cuy(g) + iay / up(xy) e "M day.
g €

En utilisant la continuité de u;(-) en 0, on a :

lim </ uy (1) e dﬂ?l) = —u1(0) + ial/ u(x)e 1) dg.
e=0\ Je [0,0] X [—a,a]d—1

On prouve de maniére analogue que :

—&
lim </ ul (z1) e”i e dxl) = u1(0) + iay / w(z)e~ o) dg,
e—0 —a [—a,0]x [—a,a]d—1

Ainsi %(a) = da1t(a). On a évidemment de méme : gTuj(a) = daju(a), j = 2,...,d. La

premiére assertion du lemme est donc prouvée. L'inégalité ||a|||u(a)| < Z?:l laj||u(a)] =

Z;l:l %(a)] et la proposition 1.3, appliquée a chaque dérivée partielle %, nous donnent
J J

enfin la seconde assertion du lemme. O

Les deux propositions suivantes serviront pour le cas décentré (d > 2) du chapitre 2. Du
fait de cette condition de non-centrage, on introduit pour cette étude la fonction w suivante :

Définition de la fonction w.
Pour tout x = (x1,22,...,74) € R% on note 2’ := (2,...,24) € R¥1 et on considére la
fonction w définie, pour tout z € R?, par :

w(z) = —izy + ||z’ (1.2)
1
Remarque 1.1. Sizy #0 et 2/ #0, on a |w(1w)| < ‘ ll% | /IH%' La fonction o’ définie sur
X1 X

R4\ {0}, est donc intégrable en 0 d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli.

Dans les deux propositions suivantes, r désigne un réel strictement positif quelconque, et 'on
considére deux fonctions 6 et v de C}* (B (0,7), (C), avec m précisé dans chacun des énoncés.

Proposition 1.7. Soit m = max (%, 1) + & avec € €]0, %[ On suppose que 0 est a support

compact dans B(0,7), que 8(0) = 0, et que v vérifie les deux conditions suivantes :

Vjie{2,...,d}, (0v)(0) =0, (1.3)
I(a,b) € (R%)?, Yz € B(0,7), alw(z)| < |v(x)| < blw(z)]. (1.4)
0 _
Alors la fonction q = Y g0, est intégrable sur RY et | ”lim llall d2lcj(a) =0.
a||—-+oo

Proposition 1.8. Soit m = max (%, 2) + ¢ avec ¢ €]0, %[ On suppose que 0 et v vérifient

les conditions de la proposition 1.7, et en outre que toutes les dérivées partielles premiéres et
secondes de 0 sont nulles en 0. Soit v € Cy' (B(OJ‘),C) vérifiant les mémes hypothéses que v.

Alors la fonction q :== — 1p(, est intégrable sur R? et lim ||a|]%cj(a) =0.
VU ’ llal]|—+oo
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La démonstration des propositions 1.7-1.8 est beaucoup plus longue et technique que celle
de la proposition 1.6. Elle est présentée dans [4, 5|, mais avec certaines parties uniquement
résumées. Pour la commodité du lecteur, on donne dans 'annexe 1 une preuve détaillée des
propositions 1.7-1.8, fondée comme dans [4, 5] sur des techniques de découpage dyadique
d’intégrales.

1.1.3 Transformée de Fourier (au sens des distributions) de 1/||-]¢72, d > 3.

Dans ce paragraphe, d est un entier naturel supérieur ou égal a 3. La transformée de Fourier
(au sens des distributions) de || - |72 sur R est la distribution tempérée c|| - [|>~¢, avec
c = (27‘(‘)% 252 F(%) et I'(+) la fonction Gamma d’Euler. Le but de ce paragraphe est de
donner une preuve élémentaire de ce résultat classique. Il s’agit en fait de prouver 1’égalité
suivante (que nous appliquerons directement au chapitre 2) :

Proposition 1.9. Soit g € S(R?). Alors : / Lugdu = c/ 9(122 dv.
re ull re o]

Démonstration. La preuve proposée ici repose sur le théoréme de Fubini-Tonelli, la proposition
1.2 et un calcul usuel de transformée de Fourier d'une gaussienne. Soit g € S(R?). Comme

G € S(R?), la fonction §(-)|| - |72 est intégrable sur R% En effet, §(-)|| - || 72 est intégrable
sur la boule de centre 0 et de rayon 1 car 2 < d et sur le complémentaire de cette boule car
G() 1172 <19l et g est intégrable sur RY. Partons de 1'égalité immédiate

1 oo 2
T = / el gy 20,
U 0

En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli et la proposition 1.2 , on obtient :

/Rdﬁ(u) ”ulwdu = /O+OO /Rd (f](u) Ve () du) dx = /O+OO </Rd g(0) 72 (v) dv> dr,

_ vl

e~ 4z, x > 0. En utilisant a nouveau

vl

ou vz (u) 1= e—llull?® ot (calcul classique) 7z (v) = (T)
le théoréme de Fubini-Tonelli, on a aussi :

400 . d 400 d o)l
/ / g(v) Az (v) dudx = 7r2/ g(v) (/ xTze A d:c> dv.
0 R R4 0

lloll
”Zf donne : 0+°° xte Tody = 2421 (452) ||v|| = (@2,

/ g(u) du = Wde_2 F(d _ 2)/ 9(512 dv.
R 2 7 Jga [

@ Jul®

Le changement de variable y =
D’ou
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1.2 Convergence de mesures et transformée de Fourier.

1.2.1 Convergence vague.

Soit My 'ensemble des mesures positives v sur (R B(R?)) telles que, pour tout a > 0,
v([~a,a]?) < +o00. Rappelons la définition suivante (cf. [12]) :

Définition 1.3. Soient (uy,) une suite de My et p € My. On dit que (uy,) converge vaguement
vers  si, pour tout f € CO(RY,C), lim / f(z)dpn(x) :/ f(z)dp(z).
n—-+00 R4 R4

Proposition 1.10. Soient (p,) une suite de Mg et p € My. Si la suite () converge
vaguement vers pi alors, pour toute partie A € B(R?), bornée, de frontiere u- négligeable, on

a: liIE tn(A) = u(A).

Cette proposition étend aux mesures de My un résultat bien connu [9] lorsque les mesures i,
et v sont des mesures de probabilité de (R?, B(R?)) (résultat que nous admettons ici pour en
déduire la proposition 1.10).

Démonstration. Soit A € B(R?) borné et de frontiére u- négligeable.

1€ cas : p n’est pas la mesure nulle sur (R, B(R?)).
Notons, pour tout m € N*, F,, = [-m, m]? et G, le complémentaire dans R? de | —2m, 2m/[?.
Choisissons m € N* tel que u(F,) > 0 et A C F),,. Considérons, pour tout = € R?,

d(z,Gnm)

(x) =

Par construction, v € C2(R%,[0,1]), et on a Vo € Fy,, v(z) = 1, donc u(y) > u(Fy,) > 0.
Comme pu(y) > 0 et limy, p,(y) = wp(y), il existe N € N tel que ¥Yn > N, pn(vy) > 0.
Considérons alors les mesures de probabilité v et v,, n > N, définies sur B(R?) par :

_ Nn(lB'Y)
fin(7)

VB € B(RY), v(B) = et v,(B)

oit 1p désigne la fonction indicatrice du borélien B de R?. Observons que (v,), converge
vaguement vers v. Soit JA la frontiere de A. De 0 < 14 v < 14 et u(0A) = 0 (par
hypothése), il vient v(0A) = 0 et par conséquent, lim, v,(14) = v(14). D’ott limy, p1p,(14) =
w(la) car 1ay =14 et limy, pn(y) = p(y).

2¢me cqs 1 est la mesure nulle sur (R, B(R?)). Reprenons les notations du 1" cas.

Soit m € N* tel que A C F,. Soit v € CO(R%,[0,1]) telle que Vx € Fy,, v(z) = 1. Comme
0<14<1p, <<,onapourtout n:0 < py(la) < pp(y). Or limy, pn(y) = p(y) =0, d’oit
limy, i, (14) =0 = pu(1a). L]
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1.2.2 Définition des espaces Hy(d), k € N, et critére de convergence faible
de mesures.

Soit v une mesure de probabilité sur (R% B(R?)). La transformée de Fourier # de v est
I'application de R? dans C, définie pour tout t € R? par :

B(#) = (et = / e48%) ().
R4
Rappelons le théoréme de P. Levy :

Proposition 1.11. Soit (v,) une suite de mesures de probabilité sur (R, B(R?)) et v une
mesure de probabilité sur (R, B(R?)). Alors (v,) converge vaguement vers v si et seulement
si Vt € RY, limy, o0 Un(t) = D(1).

Définition 1.4. Soit k € N U {oo}. Hy(d) (ou plus simplement Hy) désigne Uespace des
fonctions complexes h intégrables sur R? telles que h € CF¥(R?,C).

Proposition 1.12. Soit k € NU {oo}. Hy(d) contient des fonctions strictement positives.

Démonstration. Montrons que H(d) contient des fonctions strictement positives. Soient ¢ €
C(R4,R) (non nulle), paire, et s € S(R?) telle que § = ¢. La fonction s est a valeurs réelles
car, d’aprés la formule d’inversion de Fourier et la parité de ¢, on a, pour tout z € R%,
s(x) = ﬁfﬂ%d ¢(t) cos((t,x)) dt. Notons, pour tout z € R E(z) := exp(—|z[/?/2) et
posons o := s2 * E. Puisque les fonctions s? et E sont dans S(R?,RT), et que s n’est pas la
fonction nulle sur R?, o est une fonction de S(R?) strictement positive telle que & € C>°(R?, R)

car on a : 1

1
2n)

5= s2E = §x8)E = 2W)d<¢*¢)ﬁ'

—~

O

Proposition 1.13. Soient (py,) une suite de My et u € My. Soit h € Ho(d), strictement
positive et u- intégrable, telle que pour tout t € RY,

lirf un(ei<t">h) = (et h). (1.5)

n

Alors (un) converge vaguement vers .

Démonstration. (cf.[12]) A priori py,(h) € [0,+00]. En fait, h est p,-intégrable a partir d’un
certain indice n car, d’aprés (1.5) avec ¢t = 0, limy, u, (k) = p(h) € RT. Distinguons deux cas :

17 cas : pu = 0. Soit f € CA(R?, C). Comme f/h € COUR?,C), il existe ¢ > 0 tel que |f| < ch.
Comue [t ()] < in(11) < crin(h), on a lis fin(f) = 0 = () car limy, pin(h) = pa(h) = .

2¢ cas : p # 0. Comme p(h) > 0 et limy, pn(h) = p(h), il existe N € N tel que l'on ait :
Vn > N, pn(h) > 0. Considérons alors les mesures de probabilité v et v, n > N, définies sur
(R?, B(R?)) par :

VA € BRY), v(A) = et vy (4) = Hn1ah)

pin(h)




otl 14 désigne la fonction indicatrice du borélien A de R%. D’aprés (1.5), on a

S . pn(eh)  u(eth)
vt € R, lim 7y (t) := lim = :
o) ==L T )

La suite (v,,) converge donc vaguement vers v par le théoréme de P. Levy (cf. Proposition 1.11).
Considérons maintenant f € CO(R? C) et posons g := f/h. Comme g € CO(R?,C), on a donc :

= b(t).

Un(f) T B o u(f)
Sy T W ale) = vlg) =
Or li}ln Mn(h) = M(h) D’ou lim,, Nn(f) = Iu(f) .

Remarque 1.2. Soit k € NU {oo}. On a Hy(d) C Ho(d), et pour t € R, on a limplication
suivante : h € Hi(d) = e"&'h € Hy(d). Comme il existe des fonctions strictement positives
dans Hy(d) (Prop. 1.12), on en déduit le résultat suivant : une condition sufffisante pour
qu’une suite (p,) de My converge vaguement vers p € My est que :

Vh € Hi(d), lm p,(h) = u(h).

n—-+o0o

1.3 Un résultat d’identité approché.

Pour tous F € S(R?), 3> 0 et x € RY, on note Fs(z) = B¢ F(Bz). Pour w € R?\ {0}, posons
fa—2(w) := ||w|?>~9. Alors :

Proposition 1.14. lim (Fj * f4_2)(b) = F(w)dw uniformément en b tel que ||b] = 1.
Rd

B=+00

Démonstration. Soit € > 0. Comme l'application (u,v) +— fg_o(u — v) est uniformément
continue sur le compact {(u,v) € R? x R? : ||lul| = 1, [jv]| < 1} de R? x RY, il existe donc
0 <n=n(e) < 3 tel que, pour tous HBH =1et ||w|]| <n, on ait ‘fd,g(i)— w) — 1| < e. Or,
pour tout 8 > 0, [pa Fg(w)dw = [pq4 F(w)dw, donc

[ Fwdo (5 ) B)

IN

/ Fs(w)| [1 = faa(b— w)| duw

- /w||<n /w|>n i)+ Byil0)

D’une part, pour tout 5 > 0, on a Amg(ﬁ) < ¢ [ |F(w)|dw. D’autre part, comme F € S(R?),

r et ainsi B, 5(8) < B (8) + B:;I;(ﬂ)

il existe une constante D > 0 telle que |F(-)| < W

avec By () = fIIwIIZn |Fa(w)| dw et

D 3¢ 1 D dw
0= ) (o= ot
i) ol zn \BHw][ )\ |[p — wl[d-2 B Jjwlzn [lw]| 41 |b — w]|d-2
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Comme F est intégrable sur R?, le théoréme de convergence dominée nous donne I’existence
de 3'(e) > 0 tel que pour tout 8 > f'(¢), By(3) = fllyH>nﬂ’F(y)|dy < &e. Décomposons

maintenant B;}’E(ﬁ) en remarquant que si [|b — w|| > 2 alors [|w| > 1. On obtient que

D/ 1 dy 1 dw
TR S )
mb BANTY Jawi<ay Iwll=2 2972 Jrjws1y llw]/dH?

Comme les deux précédentes intégrales sont finies, il existe B"() > 0 tel que pour tout 5 >
B"(e), on ait B:]/B(ﬂ) < ¢, pour tout ||b]| = 1. Finalement, pour tout 8 > max(5'(¢), 5"(¢)),

on a pour tout ||b]| = 1,

Flwydo - (B fan)®)| < ([ IF@)law+2)
Rd

1.4 Majorations de dérivées partielles d’inverse de certaines
fonctions.

Soit v = (V1,...,74) € N On pose [y| =1 +...+794, ¥ = m1!... 74! et si B € N? est tel que

!

B <7, c’est-a-~dire si 3; < ; pour tout i € {1,...,d}, on pose (g) = F-A

Soient Q un ouvert de R? et m € N*. On note C™(2, C) 'espace des fonctions complexes
m-fois continiiment différentiables sur 2.

Pour v € N? tel que |y| < m, on note 7 'opérateur défini sur C™(Q, C) par :

ol 0

o7 : =90'...07" ou 0;:=—.
1 d J a.%'j

=S
Ox| ...8a:d

Rappelons (formule de Leibniz) que si f, g € C™(f2, C) alors, pour tout v € N? tel que

|y <m, on a
v _ TN agv=8¢ 58,
d"(f.9) E <5>8 [.0%

B<y

Soient V' un voisinage borné de 0 dans R% et W un ouvert de R? contenant V.

Proposition 1.15. Supposons que w : W — C soit m-fois contindment différentiable et qu’il
existe a > 0 et b > 0 telles que pour tout x € V', on ait :

d
w(@)| > allz|? et Y |(95w)(x)] < bll].

j=1
Alors, pour chaque v € N tel que |y| < m, il existe Cy >0 telle que

vz e v\ {0}, ]m(%)(;ﬂ)\ < Hrrﬁ;”
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Démonstration. Soit ¥ = (71,...,7a) € N tel que |y| < m. Notons M, = max_ v |07w(z)].
Soit K > 0 tel que ||z|| < K pour tout z € V. Nous allons prouver (1.6) en raisonnant par
récurrrence sur £ = |y| € {0,...,m}. Tout d’abord, (1.6) est évidente pour £ =0 et si £ =1,
(1.6) s’obtient en utilisant les égalités :

) 1 Ojw(x)
1,...,d}, V %4 (— = .
Wi € {Ld) e e VAO) 0)(5)(@) = - 5
Considérons maintenant ¢ € {1,...,m — 1} et supposons (1.6) vérifiée pour chaque v € N?

tel que |y| < £. Soit v € N? tel que |y| = £+ 1. Comme 9" (w.w™") = 0, la formule de Leibniz
nous donne sur V '\ {0} :

m(l):_l Z <;>3'yﬁw_aﬂ(1).

v v B<y, B#Y v

Soient 3 < v tel que |y| — |8 >2et 2z €V \{0}. On a:

Soient f < tel que |[y|— |8 =1etz € V\{0}. On a:

1 1 M., _3C KW=B1=2pr o0
Y—03 G y—BYB < v—BL 8
w@?  C@PQE] S R S T

1 1 bC bC
-8 gL < s _ 8
o@? WP S e T S
D'ott (1.6) pour [97(L)]. O
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Chapitre 2

Théorémes de renouvellement dans un
cadre général

Soit d € N*. Soient (E, ) un espace mesurable et ((X,,, Sy))n>0 une suite de variables aléa-
toires a valeurs dans F x RY. Etant donnée une fonction mesurable f : E — [0, +oo[, on
présente dans ce chapitre des conditions sur les fonctions (de type) caractéristiques

En(t) == E[f(X,) 5], t € R

sous lesquelles on peut appliquer les techniques de transformées de Fourier de Breiman-
Babillot [12, 4] (cf. introduction), et donc déduire les théorémes de renouvellement, plus
précisément les propriétés (2), (3) et (4) de 'introduction, en termes de convergence vague de
mesures. Ces propriétés sont (respectivement) relatives au trois cas suivants :

1. d =1 et [E[Si] # 0 (cas décentré),
2. d >3 et IE[S1] =0 (cas centré),
3. d>2et IF[S;] # 0 (cas décentré).

Les conditions sur E,(t) sont regroupées dans une hypothése appelée R 4(m) faisant intervenir
un paramétre de régularité m > 0. Les propriétés (2), (3) et (4) sont établies respectivement
sous 'hypothése R4(mg + €), avec € > 0 arbitrairement petit, m; = 1 dans le cas 1., mg :=
max(d —2,2) dans le cas 2. et enfin mg := max(d%l, 2) dans le cas 3.. On notera que la valeur
myg correspond & l'ordre dans la condition de moment du cas indépendant (voir 'introduction).
Un raffinement dans le cas d = 1 est présenté dans la sous-section 2.2.5. L’hypothése R4(m) (i)
de la section suivante privilégie le cas "non-lattice" (en un sens qui sera précisé dans la
remarque 2.2). Les extensions au cas "lattice" sont présentées dans la derniére section de ce
chapitre.

Les techniques utilisées dans ce chapitre sont trés proches de celles introduites dans [12, 4].
Cependant, en dimension d > 2, on a simplifié certains passages en remplacant en particulier
des arguments de distributions et le recours aux fonctions de Bessel généralisées par des calculs
élémentaires.

33



2.1 Hypothése R;(m), d € N* et m € R,

Soient d € N* et m € RT*. Rappelons que, O étant un ouvert de R, U : ©@ — C appartient a
Cy'(O,C) si U est |m]-fois continiment différentiable sur O, si les dérivées partielles d’ordre
j=0,...,|m] de U sont bornées sur O, et si enfin les dérivées partielles d’ordre |m| de U
sont uniformément (m — |m|)-héldériennes sur O.

Pour tous R > 0 et tous 0 < 7 < 7/, on définit la boule B(0,R) := {t € R%: ||t|| < R} et la
couronne K,.,» = {t € R : 7 < ||t|| < r'}. On note L4(-) la mesure de Lebesgue sur R%.

Soient (£2, F,P) un espace probabilisé, (E,£) un espace mesurable et ((X,,, S,))n>0 une suite
de variables aléatoires (v.a.) définies sur Q et a valeurs dans E x R? (d € N*). On identifie
désormais S, & la matrice ligne

Sy, = (Sn,l .. Smd) ,
et S désigne la matrice colonne transposée de S,,.
Dans I’hypothése suivante, f : E — [0, +0o[ est une fonction mesurable fizée telle que
Vn > 1, E[f(X,)] < +oo. (2.1)

Hypothése Ri(m). Les deuz conditions suivantes sont supposées satisfaites :
(i) 1l existe R > 0 tel que pour tout t € B(0, R) et toutn > 1 :

E[f(X,) "] = X(t)" L(t) + Ru(t) (22)

ot A(0) =1, A() et L(-) sont des fonctions de C*(B(0, R),C) et > n>1 Ba() converge
uniformément dans B(0, R) vers une fonction de C}'(B(0, R),C).

(i) Pour tous 0 < r <7', 37 E[f(Xn) ei<"s’b>} converge uniformément dans K, , vers
une fonction de Cp* (Kr,r’v (C).
Sous I'hypothése R4(m), on définit :
m:=—i(VA)(0) sim>1, et X:=—(Hess\)(0) sim > 2, (2.3)
ol V et Hess désignent respectivement le gradient et la matrice hessienne.

Proposition 2.1.
(1) Si Uhypothése Rq(1)(i) est satisfaite avec f = 1, L(0) =1, sup,,>; \R%l)(0)| < 400, et si
1 1 a
Vn > 1, E]||Sy]]] < 400, alors m = lim - FEI[S,] :=lim g(E[Sn,l]; ., B[Snd)).
(ii) Si Uhypothése Rq(2)(i) est satisfaite avec f = 1g, L(0) = 1, sup,,>; |R%2)(0)| < 400, si
| Pnz
en outre (VA)(0) =0 et Vn > 1, IE[||Sy||?] < +o0, alors ¥ = lim — IF[S}:S,].
non

Démonstration. Nous pouvons supposer d = 1, sans perte de généralité, car le cas d > 2 se
traite de méme en dérivant partiellement. En dérivant I'égalité IE[e?] = A\(£)™ L(t) 4+ Rn(t)
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en t =0, on obtient : i IE[S,] = n X (0) + L'(0) + R,(0), donc lim, 1 IE[S,] = X'(0). Puis en
dérivant deux fois la méme égalité en ¢ = 0, on obtient — IF[S2] = n \"(0) + L"(0) + R(0),
donc lim, 2 IE[S2] = —\"(0). O

La proposition précédente montre que, sous des conditions qui seront satisfaites par la suite, 1
(resp. X) s’interpréte comme une moyenne (resp. une variance) asymptotique. En particulier
notons que, sous 'hypothése Rq(m)(i), la condition sup,>; \R% )(0)| < 00 est satisfaite en

général pour 0 < ¢ < m en vu d’obtenir la régularité sur ), - Ry(-).

Nous terminons ce paragraphe par 1’énoncé d’une formule simple, mais importante pour la
suite. Rappelons que h € Hg si h : R? — C est Lebesgue-intégrable et h € Cg(Rd, C).

Proposition 2.2. Soit n € N. Soit f : E — [0,+0c[ une fonction mesurable telle que
FE[f(X,)] < +o00. Soit h € Hy, et soit b > 0 tel que h(t) = 0 pour tout ||[t|| > b. Alors on a

1

E[f(X0) bS] = 57 / o B BRGS0

Démonstration. En utilisant la formule d’inversion de Fourier avec h, puis le théoréme de
Fubini, on a :

Bl ns)] = [ 00D (g [ hOe) ) (o)
1

~

_ oS gt
@n)d /tngbh(t)]E[f(Xn) | dt

Remarque 2.1. Cas indépendant : (Xy,)n>0 est i.i.d., Sp=> p_y Xi, et f=1pg.

La convergence uniforme de la série Y, <, IE[e5%)] dans la condition R4(m)(ii) est ici reliée
a Uhypothese usuelle dite non-lattice : X1 n’est pas & valeurs dans un sous-groupe fermé propre
de R%. Les propriétés de régularité dans hypothése Ra(m) sont assurées sous la condition de
moment IE[|| X1]|™] < +o0.

Remarque 2.2. Dans le cadre général de l'hypotheése Ry(m) (avec f = 1g pour simplifier),
la convergence de la série E(t) := 3. o, FE[e!“Sn)] pour t € R\ {0} est également reliée a
une hypothése de type non-lattice. Pour le voir, plagons-nous au contraire dans une situation
"lattice”, & savoir supposons que les v.a. Sy prennent leurs valeurs dans un sous-groupe fermé
propre S de R%. Soit S* le groupe dual de S défini par :

S*:={teR? : VseS§, (t,s)c 2nZ}.

Alors la fonction t — E(t) est (formellement) S*-périodique, et comme E(0) n’est pas défini,
E(t) ne peut ’étre non plus pour t € S*, et en conséquence, la condition Ry(m)(it) ne peut
pas étre satisfaite. Cependant, & condition d’adapter la condition Rq(m)(it) au groupe S, les
théorémes de renouvellement des sections suivantes subsistent, la mesure de Lebesque sur RY
étant alors remplacée par la mesure de Haar surS (a une constante multiplicative pres), voir
la section 2.5.
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2.2 Un théoréme de renouvellement uni-dimensionnel.

Le résultat ci-dessous est une extension naturelle du cas i.i.d. traité dans [12]. Les arguments
utilisés sont inspirés de [12|, et d’extensions obtenues pour les chaines de Markov (voir par
exemple [34, 41]). Rappelons que M; désigne I'ensemble des mesures positives u sur (R, B(R))
telles que, pour tout segment K de R, on ait u(K) < +o0.

2.2.1 Enoncé du théoréme de renouvellement.

Théoréme 2.1. Supposons que l’hypothése R1(1) soit vérifiée avec f : E — [0, +o00] mesurable
vérifiant (2.1), et que Uon ait de plus : N'(0) = ivg, avec vy €]0, +o00[, L(0) # 0 et

/R IA(t) — 1 — dwpt|

R 2

dt < +o0, (2.4)

avec R > 0 donné dans la condition R1(1)(i). Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Pour toute partie borélienne bornée B de R, la série )~ IE[f(Xn) 15(Sn)] converge,
et la mesure positive Uy définie pour tout B € B(R) par :

+o0o
Ur : B Up(B) =) E[f(Xn)15(Sn)]
n=1

appartient & M.

(1t) La famille (Us(- + a))qcr de mesures positives de My converge vaguement vers 0 quand

a — —o00, et vers %(?) L1(+) quand a — +00.

Sia € R et u est une application de R dans C, on pose :
Ug(z) :=u(x —a), x €R.

Si g € CY(R,C), alors g, € C2R,C), et la propriété (ii) signifie (cf. Chap. 1) que
—+00
Uf(ga) = Z E[f(Xn) g(Sn - CL)]
n=1

converge vers 0 quand a — —o0, et vers %?) fR g(x)dx quand a — +o00. Cette propriété est
également vérifiée lorsque g = 1p, pour toute partie borélienne bornée B de R de frontiére
Lebesgue-négligeable d’aprés la proposition 1.10.

Corollaire 2.1. Soit ¢ > 0 quelconque. Supposons que ’hypothése Rq(1 + €) soit satisfaite
avec f : E — [0, +oo[ mesurable vérifiant (2.1), et avec N (0) = ivg, vg €]0,4o00[, et L(0) # 0.
Alors les propriétés (i) et (ii) du théoreme 2.1 sont vérifiées.
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Démonstration. 1l suffit de prouver (2.4). Posons 3(t) := A(t) — 1 —iwvgt, t €] — R, R[. D’apreés
I’hypotheése Ri(1+¢), B € C;+€(] — R, R],C) et il existe C' > 0 tel que

Vs €] = R, R[, [B'(s)] = [N(s) = X(0)| < Cls|".

Donc ona :

el = Rl 1500 = 186) - 00 <| [ 196 ds] < i
On en déduit I'inégalité suivante : Vt €] — R, R[\{0}, M < 1+a : |t|1 =. D’ou (2.4) car
t— Itl%a est intégrable en 0. O

2.2.2 Preuve du théoréme 2.1.

Rappelons que 'espace Hj (1), noté ici simplement Hy, désigne 'espace des fonctions com-
plexes h intégrables sur R telles que h € C’é (R, C), voir le paragraphe 1.2.2. Dans cette partie
consacrée a la dimension 1, nous utiliserons ces espaces avec k = 0 ou 1.

Le théoréme 2.1 va résulter du théoréme ci-dessous. Soit kg € H;y strictement positive (cf.
Prop. 1.12).

Théoréme 2.2. Supposons que les hypothéses du théoréme 2.1 soient satisfaites. Alors, pour
toute fonction h := e™ky (u € R), et pour tout a € R, la série Us(hg) := > ons1 ELf(Xn) ha(Sn)]
converge, et l'on a

lim Uf(he) =0 et lim Ug(hg) = M

a——00 a—-+00 Vo

(2.5)

Le théoréme 2.2 est démontré dans les paragraphes suivants. Nous 'admettons donc ici pro-
visoirement pour en déduire le théoréme 2.1 :

Démonstration du théoreme 2.1. Si g € CAUR,C) (ou si g = 1p avec B € B(R) bornée),
alors il existe C' > 0 tel que |g| < Cko. Comme ) -, E[f(X,)ko(Sn)] < +oo d’aprés le
théoreme 2.2, la série > -, IE[f(X,)g(Sn)] converge absolument. Le fait que I'application
Us : B(R) — [0, +00] soit o-additive est bien connu : en effet, si (B,)pen+ est une famille de
boréliens disjoints de R, alors on a par convergence monotone et par un résultat classique sur
les séries doubles & termes positifs :

“+oo “+oo “+00 400
B) = B [106) Yo1a, 5] = X3 Bl (X)1a (5 zvf
n=1 p=1 n=1 p=1

Ce qui précéde démontre I'assertion (i) du théoréme 2.1. L’assertion (ii) est une conséquence
directe de (2.5) d’aprés la proposition 1.13 du chapitre 1. O
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2.2.3 Preuve du théoréme 2.2.

Dans ce paragraphe, nous supposons vérifiées les hypothéses du théoréme 2.1. Pour établir
le théoréme 2.2, nous avons besoin de quelques résultats complémentaires portant sur les
fonctions introduites dans I'hypothése Rq(1) :

Lemme 2.1. On a \(t) = 1+ dvgt + te(t) avec limy_ge(t) = 0, et il existe o €]0, R| tel que
Uon ait pour tout 0 < [t| < v :

L) £0, |e®)] <X, et |A#) <1 (2.6)

Pour tout t € R et pour tout n € N*, on note

Eq(t) := EB[f(Xp) "],

Démonstration. La premiére assertion est immédiate puisque, par hypothése, A(+) est dérivable
en 0 avec N (0) = vy € i RT™. L’existence de o < R donnant les propriétés souhaitées pour
L(-) et ¢(-) sont évidente (rappelons que L(0) # 0 et L est continue en 0). Enfin, grace aux
conditions Rq(1)(i)-(ii), la série >, <, A"(¢t)L(t) converge pour tout 0 < [t} < «. Comme
L(t) # 0, il vient que |A(¢)| < 1. - O

Désormais « €]0, R] est fixé comme indiqué au lemme 2.1, et nous posons
400
Vi€ [—a,a], R(t):=> Rn(t) et VEERT E(t):=) Eut). (2.7)

D’aprés 'hypothése R (1), les fonctions R(-) et £(+) sont continues sur respectivement [—a, o]
et RT*.

Lemme 2.2. Soit r € [0,1]. Pour tout |t| < «a, la série R.(t) := > " 'R, (t) converge,
et lim,_; Rr(t) = R(t) uniformément sur [—a,a]. De méme, st b > «, alors pour tout
te K :=[-b,—a]Ula,bl, la série £(t) := St r"LE,(t) converge, et lim,_ E,(t) = E(t)
uniformément sur K.

Démonstration. Démontrons la premiére affirmation du lemme, la seconde se prouvant par
un raisonnement analogue. Notons s, ,(t) = > ;7= S TFTIR() et on(t) = S i1 Bi(t),
|t| < a. Une transformation d’Abel donne :

+o00

Sna(t) = —r"on(t) = Y (rF = rF Noy(t).

k=n+1

Soit € > 0. Comme ), - Ry(-) est, d’aprés I'hypothése R (1), une série de fonctions continues
uniformément convergente sur [—a, a], il existe N := N(e) € N* tel que Vn > N, Vt € [—«, a],
oy (t)| < e. Dautre part : 502 . [rF — r#1| < 1. Donc

Vn > N, Vt € [—a,a], Yr € [0,1], |spr(t)| < 2e.
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Il vient que V¢ € [—o, af, Vr € [0, 1],

N
Re(t) =R < Y (1=r"DRa()] + |sns(t) — on(t)]
n=1
< N1 —=7""1 max max |R,(t)|+ 3¢
n=L,...,.N te[—a,a]

Il existe donc 79 € [0, 1] tel que Vr € [ro, 1[, Vt € [—a, o], |R,(t) — R(t)] < 4e. O

La proposition ci-dessous permet de définir I'expression suivante pour h € Hy et r € [0, 1] :

“+o00

Upp(h) =Y r" B[ f(X0) h(Sh)]. (2.8)

n=1

Proposition 2.3. Soit h € Ho et r € [0,1[. Alors la série dans (2.8) est convergente. En
outre, soit b > « tel que, pour tout |t| > b, on ait h(t) = 0. Alors on a, avec R,(t) et E,(t)
définis au lemme 2.2 :

27 Uy, (h) —/a Wt)L(t)dH/a h(t)R(t) dt+/ h(t)E,(t) dt. (2.9)

o 1- T)\(t) —« a<|t|<b

Démonstration. Par convergence dominée, chaque fonction E,(-) est continue sur R. Par
ailleurs, d’aprés 'hypothése Ri(1)(i), on a : Vt € [—a,af, E,(t) = A(t)" L(t) + Ry (). De
la proposition 2.2 et de 'hypothése R1(1), il vient que

h(t) Ry, (t) dt + /

a<[t|<b

07

~

ELF(Xa) h(S)] = 1( [ oxor o+ [

2 o

h(t)E,(t) dt) :

Pour [t| < @, on a [A(t)] < 1 (Lemme 2.1), donc la série >, -, G R\ C Yh(t)L(t) dt
converge pour r € [0, 1[. Par convergence normale de la série de fonctions -, -, 7" “Lh() A" () L(t)

sur [—a, a], on a, par intégration terme a terme sur [—a, a],

Z n- 1/_a HA™ () L(t) dt = /aWdt. (2.10)

—

D’apres ’hypothése R1(1) (i), chaque fonction R, (-) est continue sur [—a, a] et la suite de
fonctions (Ry,), converge uniformément sur [—a, «| vers la fonction nulle. Par conséquent, il
existe C' > 0 tel que Vn € N*, Vt € [—a, o, [Ry(t)] < C. La série >, "1 [@) h(t)R,(t)dt
converge donc et, par convergence normale de la série de fonctions 37, o, 7"~ 'h(t) R, (t) sur
[—a, af, on a, par intégration terme a terme sur [—a, o, -

+00 « @ ~+00
> et / h(t)R,(t) dt = / h(t) Y r" Ry (t) dt. (2.11)
n=1 o

—a n=1

D’aprés 'hypothése R1(1) (i), les arguments précédents s’appliquent exactement de la méme
fagon aux fonctions E, () sur [—b, —a] U [, b] (a la place de R, (-) sur [—a, a]). D’ou

an/a

+oo

7 n—1
() dt = /a i h(t) Y r" B, (t) dt. (2.12)

<\t|<b =
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La convergence de la série ), -, " LE[f(X,) h(S,)], ainsi que la formule (2.9), résultent
donc de (2.10), (2.11) et (2.12). O

Les deux propositions suivantes vont préciser, lorsque h € Hj, le comportement quand » 1
des trois intégrales intervenant dans (2.9). Notons pour simplifier :

Vi (h) = % / O; W dt. (2.13)

Rappelons qu’on note hg := h(- —a) (a € R). On a: Vt € R, ﬁ;(t) = e~} (¢). Notons que,
si h € 'Hy, alors h, € H1 et h, a le méme support que h.

Proposition 2.4. Soit h € Hg quelconque. Soit b > « tel que supp(il) C [=b,b]. On a pour
tout a € R, avec R(t) et E(t) définis dans (2.7) :

I ; 1 - ,
im (U (ha) = Vi (ha)] = / h()R(t) e " dt + — h(t)E(t) e~ dt.
r—1 27 —a 2 af‘ﬂgb
Démonstration. La convergence ci-dessus résulte directement de (2.9) et du lemme 2.2. O

AL R(t)  iL(0)A(0)
1—Xt) oot

Proposition 2.5. Soit h € Hy. Alors la fonction x : t — est

intégrable sur [—a, al, et l’'on a pour a € R :

o : L(0)Ah(0 @ gint
lim 27V (ha) = / () et gy  LORO) (H / Sl?dt).

1 a vo —aa

La preuve de la proposition 2.5 n’est pas immédiate, elle est reportée au paragraphe suivant.
Admettons provisoirement la proposition 2.5 et démontrons le théoréme 2.2.

Preuve du théoréme 2.2. Remarquons tout d’abord que, si k € H; est positive, alors

> E[f(Xn)k(Sn)] < +oo. (2.14)

n>1

En effet, soit a, = E[f(X,)k(Sy)]|. D’aprés la proposition 2.3, on a pour tout r € [0,1] :
Upr(k) = 301 r"la, < 4o0. Par convergence monotone on a : lim, .3 Uy, (k) = > n>10n

(dans [0,4+00]), et par ailleurs les propositions 2.4-2.5 (appliquées avec h = k et a = 0)
montrent que lim,_; Uy, (k) € R. D’ou (2.14).

Rappelons que la fonction kg du théoréme 2.2 est strictement positive et dans H1. Soit u € R
fixé arbitrairement, et soit h := €™ k. Comme |hy| < ko(- — a), la propriété (2.14) (appliquée
avec k = ko(- — a)) montre que la série de fonctions Uy, (he) = 3, 1 7" HE[f(X0)ha(Sn))]
converge normalement sur [0, 1]. D’oil, par continuité & gauche en r =1 :

r—1-

+oo
Us(ha) =Y E[f(Xn)ha(Sn)] = lim Uy (ha).
n=1
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Comme h € H1, I'égalité précédente et les propositions 2.4-2.5 montrent que :

= 1 [ it LO)A(0) (1 1 [®%sint
3 BLACX(S)] = o [ et HOMO (D L [Ty
- h(t) R(t) e~ dt + L h(t) E(t) e~ dt.

2m J_q 27 Ja<lt<b

avec des fonctions x(-), R(:), £(-) dont il n’est pas nécessaire ici de rappeler les définitions

précises : rappelons juste que x(-) et R(-) sont intégrables sur [—a, o, et que £(-) l'est sur

{t : a < |t| < b}. En vertu du lemme de Riemann-Lebesgue (Prop. 1.3), la premiére et les

deux derniéres intégrales ci-dessus convergent vers 0 quand |a| — +o00. Enfin rappelons que
% sint ™ % sint ™

lim —dt = et lim —dt = ——.
a—+oo Jq t 2 a——o00 Jj t 2

Ceci démontre (2.5). O

2.2.4 Preuve de la proposition 2.5.

Ona: .
vr € [5,1[ V€ [—asal, [L-rA()] > ”7;’|t| (2.15)

et en particulier : Vr € [%, 1[,Vt € [~a,al, 1 — rA(t) # 0. L’inégalité précédente s’établit avec
(2.6) en observant que

. 3ug
[1=rA@)] 2 [(1 = r) —drvot] — rite(t)] = rft] (vo —le(®)]) = ~~Itl-
Remarquons maintenant que la fonction qui intervient dans la définition de 27 Vi ,.(hq) (cf. (2.13))

s’écrit sous la forme

NOLOM (0 — fy 1) 4 o) + o),

1—7rA(t)
ou l'on a posé pour (r,t) € [%, 1[x[~a,0q] :
F(rt) = A(t)L(t)lh_(ti )\—(5(0)]1(0) oita,
)\(t) —-1- ivot _ita

fo(r,t) = rL(0)h(0)

(T =7rA(1t)(1 —r(1+ dvpt))

et R A
h(o)e—zta

Jatr) = LOT = Aoy

Nous allons étudier lim, ;- [ fi(r,t)dt pour k € {1,2,3}.
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Lemme 2.3. On a : rl—i{{l* » fi(r,t)dt = 5 -\

. /a AL hlt) — LOAO) o ),

Démonstration. Tout d’abord observons que

= (RO 01

o OO RO s

Par Phypothése R1(1), A et L sont de classe C' sur [—a, o]. De plus, h € C1(R,C). D’aprés
(2.15), il existe donc M; > 0 tel que

V(r,) € [3,1] % ([, 0] \ {0, Ifi(r,0)] < Ms (216)
Comme par ailleurs,

AL(t) h(t) = LO)A(0) i,

vVt e [— 0 li t) = 2.17
€ [~a,a]\ {0}, lim fi(r,?) T30 eia, (2.17)
la conclusion du lemme s’obtient avec le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. [
* L(0)h(0) [ A(t) — 1 —ivgt _;
Lemme 2.4. On a : lim fa(r,t)dt = iL(0)h(0) / (1) Lot —ita gy
r—1- J_q Vg —a (=Xt

Démonstration. Pour r € [3,1], on a | 1 —r(1+ivet) | > 2 [t]. Il existe donc Ms > 0 telle que

W(rt) € [31] x (el \ (0], oty < 2 MO0y g
Par ailleurs, on a :

On conclut a nouveau grace au théoréeme de convergence dominée de Lebesgue car par I’hy-

potheése (2.4), la fonction ¢ — W est intégrable sur [—a, a]. O

D’apres (2.17) (2.19), on a pour tout ¢t € [—a,al, t #0 :

: - ABLE) () L0)A(0)Y i _ita
rgr?fl(r’t)ﬂl_lf?ﬁ(r’t):( 1-X®)  wt )e = (e

Lemme 2.5. On a pour tout t € [—a,a]\ {0} : |x(¢)] < My + Mgl)‘(t)_t#vot‘. En particulier
X est intégrable sur [—a, al.

Démonstration. Comme |x(t)| = lim,_,1- |f1(r,t) + fo(r,t)|, 'inégalité souhaitée résulte de
(2.16) et (2.18). L’intégrabilité de y sur [—«, a] découle de (2.4). O

42



~

Lemme 2.6. On a : lim fa(r,t)dt = LOMO) (71' +/ Slzltdt).

r—=17J_q vo —aa

[ —ita
Démonstration. Posons J(a,r) := / dt. Pour a = 0, le calcul explicite de

o L —r(1+idvt)
J(0,7) donne :

2
lim J(0,r) = lim —arctan (fm"&) -

r—1-— r—1— UgT —-T Vo

Supposons maintenant a # 0, et écrivons

aa 1 aa t—1 aa i sint
J(a,r) = / . dt + / cos . dt + / ¢S . dt
—aa O(1 —7) +irvet —aa O(1 — 1) +irvet —aa O(1 — 1) +irvet

= Ji(a,r) + Jo(a,r) + Js3(a,r).

Le calcul explicite de Ji(a,r) donne lirri Ji(a,r) = ~ Par ailleurs, en utilisant les inégalités
r— Vo
1 —cost |t]
< — is 1-— irvpt)| > t| > Lt
la(1 —7) +irvet| — wvo’ puis a(l —r) +irvet)] = reoftl 2 ],
2

pour 7 € [3,1[ et ¢t € [—a,a] (utiliser 1 — cost < & pour la premiére inégalité), le théoréme
de convergence dominée donne :

i [ cost—1
lim Jo(a,r) = —— ——dt = 0.
r—1 V0 J_aa t
- 1 (%% sint
De méme, en utilisant % < 2 il vient : lim J3(a,7) = — ——dt. O
la(1—r)+irvot] Vg r—1 0 J_0a t

2.2.5 Enoncé d’un théoréme de renouvellement unidimensionnel sous une
hypothése alternative.

Dans les applications au cadre markovien des chapitres 4 et 5, nous appliquerons le théo-
réme 2.1 en vérifiant '’hypothése Ri(1) (plus précisément I’hypothése Ri(1 + €) du corol-
laire 2.1). Dans cette sous-section, nous démontrons que I’hypothése R1(1) peut étre cepen-
dant un peu affaiblie.

En effet, remarquons que dans la preuve du théoréme 2.1 proposée ci-dessus, le fait que A
et L(-) soient supposées de classe C! nous sert a justifier 'existence du développement limité
a lordre 1 de X en 0 (cf. Lemme 2.1 ) et a majorer |fi(r,t)| par une fonction intégrable
au voisinage de 0, indépendante de r (cf. Lemme 2.3). Si I'on remplace 'hypothése L(-) €
Cl([—R, R],(C) par :

L(-) mesurable bornée sur [-R, R|, L(-)continue en 0

et

|L(t) — L(0)]

est intégrable au voisinage de 0,

les calculs effectués dans la preuve du lemme 2.3 montre que |fi(r,t)| est encore majorée par
une fonction intégrable au voisinage de 0, indépendante de r, I’hypothése L(-) continue en 0
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(avec L(0) # 0) permettant d’obtenir |A(¢)| < 1 au voisinage de 0 (cf. Lemme 2.6 ). De plus,
il n’est pas nécessaire de supposer la continuité de R, (-) et la continuité de la somme R(-)
de la série de fonctions -, R,(-). Il suffit de supposer que la suite de fonctions (R,) est
uniformément bornée sur [~ R, R] et que R est intégrable au voisinage de 0 (cf. Preuve du
lemme 2.2).

Fixons donc a nouveau f : E — [0, +oo[ mesurable vérifiant (2.1). L’hypothése Ri(1) du
théoréme 2.1 peut donc étre remplacée par '’hypothése R suivante :

Hypothése 7/?\,/1 Les deuz conditions suivantes sont supposées satisfaites :

(1) 1l existe R > 0 tel que pour tout t €] — R, R[ et toutn > 1 :
B[f(Xn) "] = A®)" L(t) + Rn(t)

sachant que :

o \(0) =1, X mesurable bornée sur [—R, R] et \ dérivable en 0,
e L(-) mesurable bornée sur [—R, R|, L continue en 0 et

/R |L(t) — L(0)]

dt < +00.
“R It|

e La suite de fonctions (Ry,)nen+ est une suite de fonctions mesurables uniformément bornées
sur [—R, R] et la série de fonctions )~ R,(-) converge uniformément sur [—R, R] vers une
fonction de R, intégrable sur [—R, R).

(i1) 3 oq B[ f(Xn) €] converge uniformément sur tout compact de R* vers une fonction
continue.

Les remarques ci-dessus nous permettent alors d’énoncer un théoréme de renouvellement uni-
dimensionnel :

Théoréme 2.3. Supposons que [’hypothése 7/51 soit vérifiée et que de plus : N'(0) = ivg, avec
vo €]0, 400, L(0) # 0 et

dt < +00.

/R IA(t) — 1 — dvpt|

_R 2

Alors les propriétés (i) et (ii) du théoréeme 2.1 sont vérifiées.

2.3 Un théoréme de renouvellement dans le cas centré et en
dimension d > 3.

Dans cette section, d est un entier naturel supéricur ou égal a 3, et on pose
mq = max(d — 2, 2). (2.20)

Rappelons que M, désigne I’ensemble des mesures positives p sur (R?, B(R?)) telles que, pour
tout compact K de RY, on ait u(K) < +oo (cf. le paragraphe 1.2).
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2.3.1 Enoncé du théoréme de renouvellement.

Dans ’énoncé suivant, la constante Cy est celle du théoréme de renouvellement de [70] (cas
ii.d. centré) (cf. Introduction), c’est-a-dire :

4 (det ) 2r(d;2) (2.21)

Cy= 27 g~
ou I'(+) est la fonction Gamma d’Euler, et ot ¥ sera ici la matrice symétrique définie grace
a (2.3). Enfin on considére € > 0 (arbitrairement petit) sid =3 oud =4, et e =0si d > 5.

Théoréme 2.4. Supposons que l'hypothése Ry(mg + €) soit vérifiée avec f : E — [0, +00[
mesurable vérifiant (2.1), et que l'on ait de plus (VA)(0) = 0 et ¥ définie positive. Alors, pour
toute partie borélienne bornée B de RY, la série Y, - IE[f(Xn) 15(Sn)] converge. En outre la
mesure positive Us définie pour tout B € B(R) par :

Us : B Up(B ZE B(Sn)]

appartient & My, et la famille de mesures {(Eila, a>% Up(-+ a)}CLERd converge vaguement
vers la mesure Cy L(0) Lg quand ||al]| — +o00.

D’aprés les rappels du paragraphe 1.2, la convergence vague ci-dessus signifie que 1'on a

lim (2 la,a)s Z]E 9(Sn —a)| = Cq L(0)La(g). (2.22)

llafl—+o0

pour tout g € C(C) (Rd, C), ou bien encore pour g = 15 si B est une partie borélienne bornée de
R? de frontiére Lebesgue-négligeable.

2.3.2 Preuve du théoréme 2.4.

On reprend la méthode utilisée dans [4, 5] en détaillant complétement certains points résumés
dans [4, 5]. Remarquons que dans le cas d = 3 ou d = 4, 'ordre optimal 2 du cas indépendant
(cf. Introduction) est remplacé par 2 + ¢, la présence technique du réel £ nous servant essen-
tiellement & prouver le lemme 2.8 ci-dessous.

Rappelons que, pour tout k& € N* Hjy(d) désigne 'espace des fonctions complexes h inté-
grables sur R? telles que h e c’g (]Rd,(C), voir le paragraphe 1.2.2. Nous utiliserons dans ce
paragraphe l'espace Hg_o(d), noté simplement H,y_». La proposition 1.13 (voir Rq. 1.2) per-
met d’affirmer que le théoréme 2.4 est une conséquence directe du théoréme suivant. Pour
a € R et u:R? — C, on définit : u, := u(- — a).

Théoréme 2.5. Supposons que les hypothéses du théoréeme 2.4 soient satisfaites. Alors, pour
tout h € Hy_o et tout a € RY, la série Up(hg) == D>t E[ f(Xn)ha(Sn)] converge et

lim (X 'a,a)“® Us(ha) = Ca L(0)La(h). (2.23)

llafl—+o0
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Preuve du théoreme 2.5. D’aprés 'hypothése Ry(mg + €), L est continue en 0 et
1
A(t) = 1= 5 (=t 8) +of[[¢])

car X est de classe C? sur la boule ouverte B(0, R). La matrice ¥ étant définie positive et
L(0) # 0, on fixe désormais un réel a €]0, R| tel que, pour tout ||t|| < a, on ait :

A <1-— %(zt,w ot L(t) £0. (2.24)

Notons, pour tout t € R% et pour tout n € N*,
En(t) := E[f(X,) e 5],

Soit h € Hg_o. Soit b > a tel que, pour tout ||t]| > b, on ait h(t) = 0. Soit 7 €]0, . Soit
X € CX(R?,C), a support dans {t : ||| < a}, telle que x(t) = 1 si [|t|| < r. L'égalité de la
proposition 2.2 s’écrit alors comme suit :

~

(2m) B[ F(X,) h(S.)] = / o XORO) Bty + / I OILCEACE?

Soient a € R? et N € N*. En considérant h, & la place de h dans I’égalité précédente (noter
que hg(t) = h(t) e=“49), et en utilisant hypothése Ry(mq + €), on obtient :

N

@m)? S B [f(X0) h(Su —a)] = Z / . YA L(E) i dg

n=1

+ Z/ X(t)ﬁ(t) R, (t) L(t) e~ ita) gy

n=1 HtHSOZ

3 A —i(t,a) dt
+ ;/K”t'l<b(1 = x(t)) h(t) En(t) L(t) € ,

D’ott la convergence de la série ), - IE[f(X,) h(S, — a)] avec :

(2m) ZE h(S, —a)] = I(a) + J(a) + K(a)
on I(a) = . At) o—ilta)
I(a) : /”t||<ax(t)h(t)1_)\()L(t) dt
J(a) = /”t”<a ZR e bl gt
~ +OO .
K(a) = / (1= x@®)) A1) (Y En(t)) e 0 dt.
r<|ltl<b =t

En effet, il résulte de (2.24) que > -, [A(#)]" = 1\)\|(>f()|)‘ < <E§,t> pour 0 < [[t]| < a et comme

d >3 et ¥ est inversible, la fonction ¢ — L est intégrable sur B(0, ). Ainsi le terme I(a)

)
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provient d’une application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Les termes J(a)
et K (a) résultent des propriétés de convergence uniforme de I'hypothése Rg4(mg + €).

Le théoréme 2.5 est alors une conséquence des trois lemmes ci-dessous. O

Lemme 2.7. J(a) + K(a) = o(||a||~*2) quand |a|| — +oo.

Démonstration. Ce résultat découle de la proposition 1.4 du chapitre 1 car, d’aprés 'hypo-
thése Rg(mg +¢), J(a) et K(a) sont des intégrales de fonctions de C42(R?, C). O

Etudions maintenant I(a). Un calcul simple conduit & I(a) = I1(a) + I2(a) + I3(a) avec
h(t)A(t) L(t) —

B = [ MO
tl<a At

I(a) = 2M®Lm)/ﬁ<<§§; e~ilta) gy

iL( ) ( )e—i(t,a> dt
)

A(t) — 1+ Lzt 1)
(1= A()(Xt, 1)

Lemme 2.8. I)(a) + I3(a) = o(||al|~“?) quand |a| — +ooc.

e~ uta) gt

Iy(a) = 2h(0)L(0) /t”< x(®)

Démonstration. Notons que I1(-) et I3(-) sont les transformées de Fourier I;(a) = u(a) et
I3(a) = 9(a) de fonctions u et v qui sont toutes les deux définies sur R?\ {0} et sont nulles en
dehors de la boule B(0, ). Pour étudier le comportement de I (a) et I3(a) quand |la|| — +o0,
nous allons ci-dessous appliquer la proposition 1.6. Pour cela, nous aurons besoin de majorer
les dérivées partielles de u et v, et pour ce dernier point nous appliquerons la proposition 1.15.

Pour étudier I1(a), définissons la fonction #; sur R?, en posant pour ¢ € R?

01(t) = x(t) (R(HA(®) L() = h(0)L(0) )

en prolongeant arbitrairement les fonctions A et L sur R%. Comme 6; € C92(R%, C) et
01(0) = 0, il existe C' > 0 tel que, pour tout t € R?, |61(¢)| < C||t|. Notons V := [~a, a]¢. On
peut supposer que le réel a est choisi tel que vda < min(1, R) de sorte que si t € V, ||t]| < 1
et t € B(0, R). Posons w(t) = 1 — A(t), pour tout t € B(0, R). On a (Vw)(0) = 0 et comme A
vérifie (2.24) et 3 est définie positive, w satisfait aux hypothéses de la proposition 1.15 avec
m=d—2et W= B(0,R). Soient v € N¢ tel que |y| < d — 2 et D, > 0 tels que, pour tout
teV,[070:(t)] < D,. On a d'une part, d’apres (1.6)

cao,

vieVA{0}, |60 ()0 < TR

Et d’autre part, pour 5 € N? tel que 3 # v, 8 <y, comme |3] < |y| —1let |[t| <1sit eV,
on a a nouveau grace a (1.6)

) 1 Dy, 4Cs _ Dy 4C
vee VA{0}, 07 P00 (0)] < HZ”;M < ||Z||1B+|vlﬁ'
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Posons u(t) = Bl 0 < ] < a, et u(t) = 0si [|t|| > . La fonction u est de classe 92

Y0
sur R?\ {0}. Les majorations précédentes et la formule de Leibniz nous donnent :
Vi=0,...,d—2,3M; >0, ¥t € R4\ {0}, [u? ()| < HtHfﬂ,, (2.25)

ol u(i)(~) représente une dérivée partielle quelconque d’ordre ¢ de u. D’ apres (2.25), chaque
dérivée partielle d’ordre < d — 3 de u est dominée sur R%\ {0} par || - ||~(¢~ et les dérivées
partielles d’ordre d — 2 de u sont intégrables sur R? car dominées par || - |~(¢~Y. Comme
I(a) = u(a), on obtient lim,|_ 4o |a||*=2I1(a) = 0 en utilisant la proposition 1.6 avec la
fonction u, et k=d—2, s =d — 2.

Pour étudier I3(a), les mémes estimations peuvent étre établies en définissant 63 € C2~2(R%, C)
sur R%, en posant pour tout ¢ € R?

03(1) = (1) (A( )1 L t>)

la fonction \ ayant été arbitrairement prolongée a R?. Supposons tout d’abord d > 5. Alors
03 € C3(RZ, C) et on vérifie facilement que |03(¢ )| = O(It]13), 1657 (1) = O(|lt]|?) et |62 (1) =
O(||t]). Posons s(t) = ($t,t) sit € V := [~a,a]?. Comme ¥ est définie positive et (Vs)(0) =
0, la fonction s(-) vérifie les hypothéses de la proposition 1.15 avec m = d—2 et W = B(0, R).

Notons maintenant
_ 03(1)
o) =7z A(Bt))(Et,w

La fonction v est de classe C¢~2 sur R?\ {0}. Soit v € N? tel que |y| <d—2ett eV \ {0}
D’aprés la formule de Leibniz, la dérivée partielle 07v(t) est (a des coefficients bindmiaux
prés) une somme de termes de la forme

siO< ||t <a, et w(t)=0 si [[t]| > a.

0%05(1) 0° (L)) 0 ()() avee |51+ 18] + [l = ],

ou w(t) =1 — A(t). En procédant comme avec la fonction u ci-dessus (considérer ici les trois
cas |B] = 0,1,2, et le cas |3| > 3), on montre que :
M;

Vi=0,...,d—2, IM! >0, Vt e R\ {0}, [0 (2)] < T

(2.26)

D’aprés (2.26), chaque dérivée partielle d’ordre < d — 3 de v est dominée sur R? \ {0} par
|- ]|~¢2 et les dérivées partielles d’ordre d — 2 de v sont intégrables sur R? car dominée
par || - |7(@=D. Comme I3(a) = 2h(0) L(0)#(a), on obtient Lm0 lal| 2 I3(a) = 0 en
utilisant la proposmon 1.6 avec la fonction v, et k=d—2, s=d — 2.

Examinons maintenant le cas d = 3 ou 4.1 On a alors |05(t)] = O(||t]|2+¢), |07 (£)] = O(|[t]|*+*)
et |9§2) ()] = O(]|t]|*). On montre comme précédemment que

. M;
Vi=0,...,d—2, IM >0, Vt e R\ {0}, |v@(t)] <

1C’est pour traiter ce cas que nous avons introduit un réel € > 0 et considéré non pas mg mais mq + € dans
le théoréme 2.4.
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D’aprés (2.27), chaque dérivée partielle d’ordre < d — 3 de v est dominée sur R? \ {0} par
| - [|(4=179) et les dérivées partielles d’ordre d — 2 de v sont intégrables sur R? car dominée
par || - [|~(@=9). Comme I3(a) = 2h(0) L(0)(a), on obtient lim| g =400 llal|*2I3(a) = 0 en
utilisant la proposition 1.6 avec la fonction v, et k=d —2,s=d —1 —¢. ]

d
2

-2
Lemme 2.9. Soit C); = (27)2 25-11 <d2) (det )~ 2. Alors :

lim (2 la,a) % L(a) = C' h(0) L(0).

llall—>+o00

Démonstration. Rappelons que la transformation de Fourier est une bijection de S (Rj) sur
S(R%). Comme y € S(R?), il existe donc une unique fonction ¢ de € S(R?) telle que ¥ = Y.
Soit a € R\ {0}. Notant 1,(-) := 9(- — a), on a

I(a) = 2(0) L(0) /R d gt(% dt.

Soient Ay, ..., Aq les valeurs propres strictement positives de la matrice de covariance 3. Soit
A = diag(v/A1, ...,V Aq) et soit P une matrice orthogonale d’ordre d telle que

PP = A% = diag(\1, ..., \).

On a (Xt,t) = (A2P~, P~1t) = ||[AP~#||?. Ainsi, en posant t = PA~!u, on obtient

Iy(a) = 27(0) L(0) /Rd(det AL in(PA~ )

1
du
[[ull

La transformation de Fourier de v +— g(v) = 1(PAv—a) est u — §(u) = (det A)~! @(PAflu).
De la Proposition 1.9 du chapitre 1, on obtient

Iy(a) = /¢ (PAv—a) IId 5 dv, (2.28)

avec ¢ = (277)% 252 I'(%52). Posons b= A"1P~la, 3 =|b| et b= %b, de sorte que ||b|| = 1.
Définissons enfin F(z) = 1(—PAz) et Fg(z) = f¢ F(Bz) pour tous z € R1 et 3> 0. On a :

Ig(a)—QfL(O)L(O)c/F(b—v)”UHld_zdv = QE(O)L(O)C/Fg(B—w)de,

ou encore (392 Iy(a) = 2ch(0) L(0) (Fj * fa_o)(b), avec fa_o(w) := W, ou * désigne le

produit de convolution de fonctions définies sur R?. La proposition 1.14 du chapitre 1 montre

alors que la convergence suivante est uniforme en b € R tel que ||b| =1 :
lim (Fj* fa_2)(b) = / Flw)dw. (2.29)
B——+o0 Ra
Les calculs précédents donnent le résultat souhaité car g = ||Pb|| = HEféaH = (Y la, a>% et
[ F(w)dw = (det A)~" [4h(y)dy = (det £)~= car [ (y)dy = $(0) = x(0) = 1. 0
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2.4 Un théoréme de renouvellement dans le cas décentré en
dimension d > 2.

Dans cette section, d est un entier naturel supérieur ou égal a 2, et on pose

d- 1,2). (2.30)

mg := max(

2.4.1 Enoncé du théoréme de renouvellement.

Soit a fonction mesurable de R dans RY. Introduisons la condition (et la notation) suivante
sur a : ) .
a(t) —Ttm
A:= lim ———
T—1>I—&I-100 ﬁ
Rappelons que lorsque I'hypothése R4(m) de la section 2.1 est satisfaite avec m > 2, on note :
m = —i(VA)(0) et ¥ = —Hess \(0).

e R% (2.31)

Enfin on considére ¢ = 0 si d = 3 ou d =4, et € > 0 (arbitrairement petit) si d > 5.

Théoréme 2.6. Supposons que l'hypothése Ry(mg + €) soit vérifiée avec f : E — [0, +00[
mesurable vérifiant (2.1), et que Uon ait de plus L(0) # 0, m € R?\ {0} et © définie positive.
Soit a : RT — R vérifiant (2.81). Alors la famille de mesures positives (R;), définie sur RY
par :

+oo
Ro(A) = (277) 7T Y E[f(X,) 1a(Ss — a(r))], A€ B(RY) (2.32)
n=1
converge vaguement vers CLy(+) quand 7 — +oo, ou C = C(L,m, %, A) est la constante

définie par :

_1 1 9 1 o 1 3 )
C(L,m,%,A) = L(o)weX (_ |27 2m 2|2 A2 — (27 2m, T 2A) >

[t 2[5 2 7|2

La condition (2.31) est clairement satisfaite lorsque a(7) = 7m, cas particulier de "convergence
vers l'infini dans la direction m". La condition (2.31) de "convergence vers 'infini autour de la
direction m" a été introduite dans [72] pour généraliser certains résultats de [4]. Rappelons que
la proposition 2.1 donne des conditions suffisantes (qui seront vérifiées dans nos exemples) pour
que le vecteur m (a priori défini dans (Cd) appartienne a R? et pour que la matrice symétrique
Y. soit positive.

Réduction du probléme. Comme dans [4] et dans les deux sections précédentes, la question
de convergence vague des mesures positives (R;(-))r>o (correctement normalisées) se réduit
a la convergence de certaines intégrales dépendant du paramétre 7.

Dans cette section, nous notons plus simplement H 'espace H 4o (d) des fonctions complexes
h intégrables sur RY telles que h € C°(RY, C). La proposition 1.13 permet d’affirmer que le
théoréme 2.6 est une conséquence directe du théoréme suivant :
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Théoréme 2.7. Sous les hypothéses du théoréme 2.6, on a pour tout h € H :

T—+00

+oo
lim (27r) 7 > B[ f(Xa) h(Sa — a(r))] = C(L, 1,5, A) /R h(z)da. (2.33)
n=1

La preuve du théoréme 2.7, présentée ci-dessous, reprend pour l’essentiel les arguments de la
preuve [4] mais simplifie I’étude de l'intégrale donnant la limite (2.33). Plus précisement, la
premiére étape de la preuve consiste (comme dans le cas centré) a transformer par analyse de
Fourier la somme du premier membre de (2.33) en une somme de trois intégrales. On vérifie
que deux d’entre elles sont des O(T_(d_l)/ %), quand 7 tend vers +oo, en utilisant un résultat
du chapitre 1 sur le comportement en l'infini de la transformée de Fourier d’une fonction
holdérienne a support compact (cf. sous-section 2.4.3). L’intégrale restante est décomposée
en trois intégrales et les propositions 1.7 et 1.8 montrent que deux de ces intégrales sont des
o(r~4=1/2) (cf. sous-section 2.4.4). Enfin une étude asymptotique de la derniére intégrale,
basée sur ces mémes propositions 1.7 et 1.8, permet d’obtenir la limite (2.33) sans utiliser,
comme dans [4], des résultats sur les fonctions de Bessel modifiées (cf. sous-sections 2.4.5 et
2.4.6).

Une simplification élémentaire : un changement de coordonnées.

Notons €] le premier vecteur de la base canonique de R%. Soit T une isométrie de R? telle que
T(m) = ||m]|e1. Quitte a remplacer S,, par T'S,,, on peut supposer sans perte de généralité que
m = ||m||€1. En fait, ceci revient a remplacer dans la preuve ci-dessous A(+), L(+), Rn(+), h(+), 2
par NoT L, LoT ' R,oT ', hoT ', ToX oT™! respectivement.

La fonction w introduite au chapitre 1 (cf. (1.2)) joue un rdle important dans la preuve du
théoréme 2.7. Rappelons que, pour tout = = (z1,x2,...,24) € R?

w(zx) = —izy + |||

ott &’ := (3,...,24) € RL

Remarque 2.3. Une premiére conséquence de la simplification ci-dessus concerne la fonction
Vo ‘= 1—A

ot \(+) est définie en (2.2). D’apres Uhypotheése Rq(mg + €), vo € CZ””E (B(0,R),C).
Comme (VA)(0) = imi = i||ni||€1, on a donc
(ajv())(o) =0,7j¢ {27 S 7d}

En outre A(t) = 1+ i|mi|lty — £(St,t) + o(||t]|?) car & = —HessA(0). Comme X est une
matrice symétrique réelle d x d définie positive, on peut aussi supposer, quitte a diminuer la
valeur de R, qu’il existe (o, B) € (R%)? tel que :

vz € B(0,R), afw(z)] < |vo(x)| < Blw(z)].

Enfin, L étant continue sur B(0, R) et L(0) # 0, nous supposerons aussi, quitte a diminuer a
nouveau la valeur de R, que Vx € B(0, R), L(x) # 0. Cette derniére condition implique que,
pour x € B(0, R) \ {0}, la série ), - A\"(z) converge et donc que [A(z)| < 1.
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Désormais nous nous plagons sous les hypothéses du théoréme 2.6. Les sous-sections suivantes
sont consacrées a la preuve du théoréme 2.7. Le début de la preuve (jusqu’a (2.34) ci-dessous)
est identique & celle du cas centré. Par commodité pour le lecteur, nous en redonnons les
principaux éléments dans la prochaine sous-section, sachant que les arguments pour définir
I'intégrale I(a) dans (2.34) différent du cas centré.

2.4.2 Analyse de Fourier.

Notons & nouveau, pour tout t € R et pour tout n € N*,
En(t) = E[f(X,) %)),

Soient h € H et b > 0 tel que, pour tout ||t]] > b, ﬁ(t) = 0. Rappelons que, d’aprés la
proposition 2.2, on a, pour tout n € N* :
1 .
B b)) = g [ b B0 dr
@m)« Jyen<s

Considérons maintenant x € C°(R%), a support inclus dans B(0, R), telle que x(t) = 1 pour
|t]] < p avec p €]0, R[. Alors :

(2m) B(F(X0) h(S)] = /” OB B s / LX) R B0 a
tl|< p<|ltlI<

Soit @ € RY. En écrivant 1'égalité précédente avec hy(-) := h(- — a) & la place de h, on obtient
avec 'hypotheése Ra(mq + €) que la série 3 o) E[f(Xy) h(S, — a)] converge et que

+oo
2m)® > E[f(Xn) h(Sn — a)] = I(a) + J(a) + K(a) (2.34)
n=1

Itl<R 1= A1)
—+o00
Ja) = / X h(E) S Rat) et gt
Itl| <R n—1
A +m
K(a) = / L= x(®)h(t) > Bn(t)e " dt
p<||t]|<b n=1

En effet, la remarque 2.3 implique que pour N € N* et ||t < R, t # 0: |30 A\(1)"] < m
Comme 1 est intégrable en 0 (cf. Remarque 1.1 page 26), le terme I(a) s’obtient alors avec
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. L’existence de J(a) et K (a) résultent des

hypothéses de convergence uniforme de I'hypothése Ry(mg + €).

Le théoréme 2.7 s’obtient a partir de ['égalité précédente (2.34) en utilisant les estimations
asymptotiques des paragraphes suivants.
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2.4.3 Etude asymptotique de J(a) et K(a) et décomposition de I(a).

Commengons par montrer que :
—1

J(a) + K(a) = 0|\a\b+oo(||a||_7)- (2.35)

Preuve de (2.35). Posons a nouveau pour simplifier R(-) := 3"t R, (1) et £(-) := 312 B, ().
Etudions d’abord le comportement asymptotique de J(a) et posons

Ft) == x() h(t) R(t) si |t]| < R et F(t) :=0si |¢]| > R.

Remarquons que, par définition de F, on a, pour tout a € R%, J(a) = F (a). Or la fonction
y h est dans C°(R%,C) et est a support compact dans B(0, R). En outre, d’aprés 1’hypo-
thése Ry(mq+e), R € CJ"*"(B(0, R),C). Donc F € CtmdﬁJ (R4, C), F est a support compact
dans B(0, R), et la restriction de F' a la boule ouverte B(O R) appartient a C;"**(B(0, R), C).
La proposition 1.5 (i7) appliquée avec u = F, m = mgy + € et O = B(0, R) nous donne alors
lexistence d’'une constante C’ > 0 telle que :

Va € RY, ||al|™dTe|J(a)| < C'.

_ . _do1
Comme mgq + € > %, on a bien J(a) = o, _ . (lal|”2").

On procéde de méme avec K (a) en considérant, a la place de F, la fonction G définie en 0
par G(0) = 0, et en dehors de 0 par :

vt e R\ {0}, G(t) = (1— x(1) h(t) (1),

Par définition de G, on a : Va € R%, K(a) = G(a). On constate que G € C’}md‘*aj (R4, C), que
G est a support compact dans K, = {t € R? : p < ||t|| < b}, et enfin que la restriction de
G a la couronne ouverte K, appartient a Cg”dJre(Kp,b,(C). La proposition 1.5 (i) appliquée
avec u = G, m = mgq + ¢ et O = K, nous permet de conclure comme précédemment. a

Dans les deux prochaines sous-sections, nous allons étudier le comportement asymptotique de
I(a). Remarquons que I(a) s’écrit immédiatement comme somme de trois intégrales :

I(a) = I (a) + Iz(a) + I3(a)

avec

O RCL

_iL( ) ( ) —i(t,a)
= AQ) dt

oo X(t) )
I(a) = h(0)L(0) /t||<R —i||i|[t1 + 1 (St, 1) o

B A(t) =1 —dllrilfts + (St 1)
I3(a) := h(0)L(0) /t“<Rx (1= () (=i||ml[tr + L (5, 1))

e~ iba) gt
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2.4.4 Etude asymptotique de I,(a) et de I3(a).

Rappelons que vg = 1 — A(+). Remarquons que I;(-) et I3(-) sont les transformées de Fourier
de deux fonctions notées respectivement ¢; et g3. Posons, pour ¢t € B(0, R) :

Li(a) = qi(a) avec q1:=—1p(,r), (2.36)

Puis posons, pour t € B(0, R),

03(t) := x(t) <)\(t) — 1 — ||t + ;@t,t))

et, pour ¢t € RY, §y(t) = —i||mi||t1 + 3(Xt,t). On a de méme :

- 0
Is(a) = @3(a) avec q3:= o ?;70 Lp(0,r)- (2.37)

On a:

_d-1
Ii(a) + I3(a) = o, .. ([lal~2). (2.38)
Preuve de (2.38). Les fonctions 6, et vy vérifient les hypothéses de la proposition 1.7 (cf.
Remarque 2.3 pour vgp). De méme, les fonctions 03, 0y et vy vérifient les hypothéses de la
proposition 1.8. Par conséquent, (2.38) se déduit de (2.36), (2.37) et des propositions 1.7 et
1.8. O

2.4.5 Etude de I5(a) et fin de la preuve du théoréme 2.7.

Dans cette sous-section, nous démontrons le résultat suivant. Si a : Rt — R? wvérifie la
condition (2.31), alors on a :

lim 7% La(r)) = (27)F C(L,m, 3, A) h(0). (2.39)

T—+00
Le résultat (2.39) nous permet d’achever la preuve du théoréme 2.7 :

Fin de la prewve du théoréme 2.7. Grace a (2.34), le théoréme 2.7 s’obtient immeédiatement
en utilisant (2.35), (2.38) et (2.39). a

La preuve de (2.39) donnée dans [4] repose sur des estimations asymptotiques de " fonctions
de Bessel modifiées " et nous renvoie au livre de G. N. Watson |74] dans lequel ces estimations
ne sont en fait que partiellement justifiées. Nous proposons ci-dessous une preuve plus directe
de (2.39), basée sur la proposition 2.6 suivante. Rappelons que S(R?) désigne l'espace de
Schwartz usuel.
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T—-+00

Proposition 2.6. Soient @ € R?\ {0} et ¢ : RT — RY telle que © := lim 7 o(1) € RY.
Alors, pour tout k € S(RY), on a :

_ —i{u, T E+¢(7)) a4l Lo @2 - (0,32
lim %5 / ku) e du=2" " g0y e T
T—+o0 R — (W, u) + ||ul|? (||

La preuve de la proposition 2.6, présentée dans la prochaine sous-section, utilise aussi les
résultats des propositions 1.7-1.8 du chapitre 1. Nous allons maintenant appliquer le résultat
de la proposition 2.6, admise donc provisoirement, pour établir (2.39).

Preuve de (2.39). Comme m = ||m||é€1, (2.31) s’écrit aussi : a(7) = 7 ||m||é1 + /7 r(7) avec
r(7) tel que A :=lim, 4 7(7). Soient Ay, ..., Ag les valeurs propres strictement positives de
Y. Soient A := diag(v/ A1, ...,V Aq) et P une matrice orthogonale d x d telle que

P7IYP = A% = diag(\,..., M)

Remarquons que (Xt,t) = (A2P~1t, P71) = ||AP~¢||%. Posons L = A~! P~!¢}. En utilisant
le changement de variable : t = PA~1u, on obtient que

X(PA—lu)e—i(Aflu,Pfl a)
—i(2[|7]| L, u) + [|ull?

Ir(a) = 2h(0) L(0) (det A) ™ / du.

car t; = (PA 1y, é7) = <u L.
Posons ((x) = x(PA™'z), » € R et ¢(7) = V2r AL P71r(27), 7 > 0. De l'égalité
€1)

(A= u, P~ ||m]le1) = ||m]|(u, L), il vient que
. PAflu)efi(A’lu,Pfl(T||7ﬁ\|e_i+ﬁ.r(‘r)))
L(a(T = 2h(0)L(0 detA_l/X( - du
250) L) ot A)- /C s 2mlLo(5)
g et u
2HmHL )+ [|ul?

Comme A=l = P71%2P ona L = P18 3¢;, dou ||L|| = [|[S 267 | et | S 27| = ||m]||L].
De plus, ((0) = x(0) =1 et

lim — SA"IP~IA = /2 P-lx3A.
Jfoof ()= V2 V2PTIE™

La proposition 2.6 avec k = ¢ € S(RY), @ = 2|m||L = 2P~1S 27 et © = /2P 1N 2A
nous donne finalement :

d+1 ||2*%m\|2\|z*%A|\2—<2*%m,z*%A>2
T, d—1 A 1 27w 2 - 1
lim (=) 2 Ix(a(7)) = 2h(0) L(0) (det X) "2 ————— ((0)e 2= 212 )
e 2=
c’est-a-dire (2.39). 0
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2.4.6 Preuve de la proposition 2.6.

Soit U une isométrie de R? telle que U (&) = ||w]|€1. Soit 7 € RT. Le changement de variable
v = (v1,v") = U(u) dans l'intégrale de la proposition 2.6 conduit a :

/ k(u) e~ wTd+o() p / k(U 1(v)) emilldllvr =io.U(#(M) ;
e U= T v,
R —i(W,u) + [[ul]? R —il[d]vy + [|v]|?

Comme U est linéaire continue sur R on a, par hypothése, lim,_ \% U(o(r)) = U(O).

Posons U(0©) := (L1, L) avec L1 € R et L' € R*!. Comme U est une isométrie, |U(0)|| =
18] et L1 = (U(©),€7) = (©,U1(e7)) = m<@,u_)’). Ainsi
1

_ l@l”Iel® — (e, w)?
7)1

[

IZ|1? = le)* - (0, d)?

ii)tons maintenant U(¢(7)) = o(7) = (o1(7), -+ ,04(7)) et ¥(1) = (p2(7),- -, @alT)).

dv.

/ k(u)e~Huwrw+o(r)) / k(U (v)) e iTl1@ll+e1(r)vr g —i(e(r).0)
ra —i(@u) + [ul? T Jpa —if|@fvr + [Jv]?

Finalement, comme ko U1 € S(R?), lim, 100 2 01(7) = 0 et lim, oo %w(T) =1Ila
proposition 2.6 résulte directement de la proposition 2.7 ci-dessous. O

Proposition 2.7. Soient i € R*, L' € R*1, o : Rt — R telle que lim,_ 210 — () ¢t

T

P RT = R telle que lim,_ 4 o0 wn) _ g, Alors, pour tout h € S(R?), on a :

\/,7_
12
_ h(v) e—i(TateL(m)vr g=ifu(r)0") P
lim 7% / (v) e ¢ =" o),
T—+oo R —ipvr + [[v]| |1l

2.2 /
piog o4

Preuve de la proposition 2.7. Posons : H(v) =e~ 2 e 2, v = (v1,v') € R%

Lemme 2.10. La proposition 2.7 est vraie avec h = H, c’est-a-dire que :

2,2 114
kv vl

e 2 e 2 e_i(T#‘HPl(T))Ule—i<’t/)(7'),v/) on 4t o~
L(r) = / _ - Qoo T T
R o + 17 o

Admettons pour le moment la validité du lemme 2.10. Pour déduire la proposition 2.7 de ce
cas particulier, nous allons procéder par différence et utiliser les propositions 1.7-1.8. Posons :

/

/ h(v) 6_7;(7—#""901(7'))1)1 e—i(l/}(T),U )
TR

dv — h(0)I,(1) = / e~ Trter (ML= W (n)Y) A (1) do,
R4

avec, pour v # 0

h(v) — h(0)H (v)
—ipvy + [|vf|?

viH (v)

Av) = (—ipvr + [Jo]|2) (—ipvr + |[0]2)

(2.40)

— h(0)

o6



Posons pour 7 € RT :

d
a(r) = (tn+@1(7))éi + > or(r)é
k=2
Par hypothese sur ¢(-) = (¢1(+), - ,pa(-)), on a
la(T)l| ~r oo |plT. (2.41)
D’aprés le lemme 2.10, il nous reste & prouver que
lim 7% / e~ ") A(v)dv = 0. (2.42)
T—+00 Rd

Considérons 0; et 0, € S(R?) définies par :
61(v) = h(v) — h(0)H(v) et O3(v) = v?H(v).
On vérifie facilement que 61(0) = 0(0) = 0, puis que

Vie{l,...,d}, (9;62)(0)=0, (9262)(0) = 2,

et

(i, 0) € {1,...,d}*\{(1,1)}, (95,62)(0) =0,
ou l'on a noté af.g = %gw. Considérons maintenant xy € S(R?) telle que x(0) = —ﬁ et
posons, si v = (vy,...,vq) € RY,

s(v) = (—ipv1 + [[0]]*) (=ipor + [|V'[I*)x(v),
avec v = (vg,...,vq). On vérifie aussi facilement que s(0) =0, Vj € {1,...,d}, (9;5)(0) =0,
(075)(0) = —21°x(0) = 2 et ¥(5,1) € {1,...,d}*\ {(1, 1)}, (9%5)(0) = 0.

Donc les dérivées partielles premiéres et secondes de la fonction 03 := 63 — s sont nulles en 0.
Pour v # 0, écrivons A(v) comme suit :

bi(v)
—ipvy + ||v]|?

_ 03(v) 3 y
Al) = O o T o) o oy~ OX )

Soient B une boule fermée de R? de centre 0 et v € C°(R?, [0, 1]) tels que Vo € B, v(z) = 1.
Comme 7Y € S(R?) et lim,_, 4o ||a(7)|| = 400, on a :

lim |a(r)] ‘T / e~ 1)~ (p)x (v)dv = 0 (2.43)
t—-+o00 R4
Les propriétés en 0 des deux fonctions #; et A3, indiquées ci-dessus, nous permettent d’utiliser

la proposition 1.7 avec § = v0; € C2°(R,C) et la proposition 1.8 avec § = v03 € C2°(R, C).
Ce qui nous donne :

. d—1 i v)01(v)
| . iwatry W) 2.44
lim_fla()] /R K e T (2.44)
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| o [ +(0)63(v)
lim |la(7)|| 2 / e i(v,a(T)) . - dv = 0. 2.45
A el f Conor + o) (—ipor + %) (2:45)

Ainsi, grace a (2.41), on a :

lim T(igl/ e~ 1) o (p) A(v)dv = 0. (2.46)
Rd

T——+00
Comme la fonction 1 — 7 s’annule sur une boule fermée B centrée en 0, la fonction (1 —)A
est dans 'espace S(R?) car toutes les dérivées partielles de 1 — sont bornées sur R% et A est

définie sur R?\ {0} comme le quotient d'une fonction de S(R?) et d’une fonction polynomiale
(cf. (2.40)). La transformée de Fourier de (1 —y)A est aussi dans S(R?) et on a donc :

lim 'z / e~ 1) (1 — ~ () A(v)dv = 0. (2.47)
T—+00 Rd
Ainsi (2.42) résulte de (2.46) et de (2.47). O

Preuve du lemme 2.10. 11 suffit de prouver le lemme 2.10 avec = 1. Le cas général s’obtient
en effectuant le changement de variable wy = pvq, w’ = v’ dans l'intégrale I,,(7). Comme

NET O L e
vy * exp(— 5 )dvy < 400 et |v"]| 72 exp(— 5 ) dv' < 400,
0 Rd-1

4
Lol

PUNR s . - exp(—7) exp(— )
le théoréme de Fubini-Tonelli nous donne l'existence de [pq |—?v1+llv’ll2\ 2~ dv (cf. Re-

marque 1.1 page 26). Rappelons maintenant la formule bien connue suivante :

1 —lle)® l[o]|2
Vne N, Vbe R, (—=)" [ ez e odr=¢2, (2.48)
V2T /n

et remarquons que, si v’ # 0, on a :

+oo o 1
/ e(“}l*”v “ )udu = e (249)
0 —ivy + ||/

En utilisant (2.49), le théoréme de Fubini et (2.48), on obtient :

2
, ) ! —i(T4p1(T))v1 ,—
Lir) = / o—il(r)0) o= 1] / e T 1622 dor | dv’
Rd—1 R —1 + HU/H

—iter) -1 ([T a5 ,
= e VileT 2 e [ e 1 1~ dvl] du ) dv
Rd-1 0 R

) 4 +oo T T)—uw 2
- Vor i) 11 ( / P~ L= du) '
0

Rd-1

Puis, en utilisant ’égalité immédiate suivante :

1
I IPu+ S (7 + pa(r) — u)? =

5 [(w+ |17 = (7 + o1 (m))? = [[V[I* + 27 + er (7)) IIV']],

| =

o8



et en effectuant (pour 7 assez grand) le changement de variable ¥’ = /2(7 + ¢1(7)) v’ afin
d’obtenir la derniére égalité ci-dessous, on a :

“+oo
L) _ / i) ) (o () /2 < / 6—;(u+||v/||2_(7+¢1(Tm?)du) 0’
Rd-1 0

V2r
. ’ 112 +oo a2
_ / i) o= (o1 ()] / e Tdz | dv’
R o/ 201 (7))

a1 iy ) +00 22
_ (2(T+¢1(7)) 2 / e " V20+e1(n) 2 e e 2dx dy'
Ré-1 Trter ey (THeL(T)

Enfin, comme 74 ¢ (T) ~r— 4 7, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et (2.48)
donnent

lim 77 I (r) = M(l)dl/ €7i<\%’y,> efw /+ooex22da: dy’
7—-+o0 BT v2' Jra oo ’

1 41 a1 _l1? a1 L2
= \/2%(5) V2 (V2m) e A =2 2 e 1,

ce qui est bien la propriété souhaitée pour I1(7). O

2.5 Extension des théorémes de renouvellement au cas lattice

Considérons comme précédemment une suite (X, Sy)n>0 de variables aléatoires définies sur
un espace probabilisé (2, F,P) et a valeurs dans E x R?, ot (E, ) est un espace mesurable.
On suppose dans cette section qu’il existe un sous-groupe fermé S de R? tel que

vn>1, P(S,€S)=1. (2.50)

Quitte & se placer dans RY avec d' < d, on peut supposer sans perte de généralité que S
est de dimension d (i. e. le sous-espace engendré par S est R?). Puisque S est supposé fermé,

que S s’écrit donc sous la forme S =Z -0 ® ... ®Z -0, © H, avec Uy, ..., 7, linéairement
indépendants, et avec H un sous-espace vectoriel (s.e.v) de dimension d — p. En considérant
une base orthonormée (€7, ...,€,) du s.e.v. orthogonal de H, on peut encore écrire S sous la
forme

S=AZ & ®..®Z-&)® H, (2.51)

ou A est une matrice réelle inversible d’ordre d. Il est alors facile de voir que
St :={te RY : Vs, (t,s)c 212} = QW(A*)_I(Z-€1 D...0ZL- &),
ol A* est la matrice transposée de A. En particulier S* est un sous-groupe discret.

Soit f : E — [0,+o00[ une fonction mesurable vérifiant (2.1). On a vu que le point de
départ des preuves de tous les théorémes de renouvellement précédents (en toute dimen-
sion, dans le cas centré ou décentré) est I'étude des séries > 125 IF[f(X,) h(Sy,)], ou bien
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Sor T E[£(X,) h(S,)] avec r €]0, 1] en dimension d = 1, pour les fonctions h de Hy,(d),
avec k convenablement choisi. Pour h € Hy(d) et t € R, posons :

H(t):=> hit+g).

gES*

En appliquant la proposition 2.2, et en remarquant que la fonction ¢ — IE[f(X},) ei<t’S7L>] est
S*-périodique, on obtient :

1

B[f(X,) h(S0)] = 553 /D CH() Bf(X,) 5 (2.52)

ot D* est un domaine fondamental du groupe quotient R?/S*. A partir de (2.52), on peut
reproduire toutes les preuves des sections précédentes. A cet effet, on conserve la condi-
tion R4(m)(i), mais la condition R4(m)(ii) doit étre remplacée par la suivante :

Condition R/;(m)(ii). Pour tout ouvert U de R? d’adhérence contenue dans R\ S*, la série
D on>1 ]E[f(Xn) ei<"S">] converge uniformément dans U vers une fonction de Cy* (U, (C).

Les démonstrations des sections précédentes peuvent alors étre reprises de maniére identique,
a la différence prés suivante : le terme h(0) dans la limite est remplacé par

H(0)= > h(yg),

gES*

qui, d’aprés la formule sommatoire de Poisson, est égal & cs mg(h), ot mg(-) désigne la mesure
de Haar sur S et cg est une constante strictement positive ne dépendant que du groupe S. En
conséquence on dispose du résultat suivant :

Théorémes de renouvellement dans le cas lattice. Soit S un sous-groupe fermé de
R¢ de dimension d tel que l'on ait la propriété (2.50). Sous les hypothéses (respectives) des
théoremes 2.1, 2.4 et 2.6, mais avec la condition Rl(mg+ €)(ii) a la place de Rgq(mg+€)(3),
les conclusions (respectives) de ces théorémes sont vérifiées avec la mesure cs mg(-) a la place
de la mesure de Lebesque Lq(-) sur RY.

Le cas S = R? est celui traité dans les sections précédentes : on a S* = {0}, les conditions
Ra(ma+¢)(i) et Ry(mg+¢)(ii) coincident, et mg(-) est la mesure de Lebesgue sur R%. Dans
le cas général (2.51), la mesure de Haar sur S est le produit de la mesure de comptage sur
AZP et de la mesure de Lebesgue sur R4 P, Le cas lattice classique est S = Z%, et dans ce cas
S* =27 Z4 et mg(-) est la mesure de comptage sur Z<.

Dans le cas i.i.d, la convergence uniforme dans la condition R/;(m)(ii) est vérifiée sous I’hypo-
thése qu’il n’existe pas de sous-groupe propre Sy de S tel que 'on ait : Vn > 1, IP’(Sn € So) =1
Autrement dit, le groupe S de (2.50) est minimal au sens de 'inclusion. On verra que ce type
de réduction peut étre aussi obtenu dans le contexte markovien des chapitres 4 et 5.
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Chapitre 3

Opérateur fortement ergodique.
Théoréme de perturbation

Dans ce chapitre, on présente les outils d’analyse fonctionnelle qui seront appliqués au cha-
pitre 4 pour développer la méthode spectrale de Nagaev-Guivarc’h dans le cadre des chaines de
Markov. Dans la premiére section de ce chapitre, on introduit 'hypothése de forte ergodicité :
un endomorphisme continu 7" sur un espace de Banach B est dit fortement ergodique si ses
itérés convergent, en norme d’opérateurs sur 3, vers un projecteur de rang 1. Cette définition
est illustrée dans la deuxiéme section dans le cas des matrices stochastiques, d’autres exemples
seront détaillés dans un contexte plus probabiliste au chapitre suivant. Dans la section 3, on
démontre le théoréme standard de perturbations d’opérateurs dans le cas particulier des opé-
rateurs fortement ergodiques. Les outils fonctionnels présentés dans ce chapitre seront repris
dans le cadre plus complexe du théoréme de perturbation de Keller-Liverani du chapitre 5.

Les notations générales utilisées dans ce chapitre sont les suivantes : on note (B, ||-||) un espace
de Banach complexe et on désigne par £(B) 'algebre de Banach des endomorphismes continus
de B muni de la norme subordonnée a || - ||, notée encore || - ||. On désigne par B’ = L(B,C)
le dual topologique de B. Enfin Id est 'opérateur identité sur B.

3.1 Opérateur fortement ergodique.

Le lemme suivant montre que si la suite des itérés d’'un endomorphisme continu de B converge
dans L(B), cette suite converge a vitesse géométrique vers un projecteur.

Lemme 3.1. Soit T € L(B) tel que la suite (T™),, converge dans L(B). Alors II := lim T"

n—-4o0o

est un projecteur de L(B) et il existe ¢ > 0 et p € [0, 1] tel que Vn > 1, ||[T™ —I1|| < ¢p™.

Démonstration. On vérifie facilement par passage a la limite que TTI = IIT = II = II? et que
Vn > 1,T" —II = (T — II)". Considérons alors r € [0, 1] et ng > 2 tels que [T —II|| < r.
Soit n € N*. Soit k (resp. j) le quotient (resp. le reste) de la division euclidienne de n par ng.
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On a alors :

17" = 10| = (T = T)"|| < [T — I [*| T — 11|}

. 1
Soit M = max |7 — II||7. On obtient que Vn > 1, |77 — || < X (370 )", O
j€{0,+,no—1} "

Définition 3.1. [Opérateur fortement ergodique.]
Soit T € L(B). On dit que T est fortement ergodique si la suite (T™),, converge dans L(B)
vers un projecteur de rang 1.

Remarque 3.1. Le lemme 3.1 nous permet de préciser la définition précédente. Supposons
T fortement ergodique et reprenons les notations du lemme 3.1. Soit e € II(B) \ {0} tel que
Im I =C-e. Comme Il est linéaire, il existe w(-) € B tel que

vfeB, II(f) =m(f)e,

et on a en particulier w(e) = 1 car ll(e) = e. Par conséquent la condition de forte ergodicité
s’exprime aussi comme suit : T € L(B) est fortement géométrique si et seulement si il existe
e € B\ {0}, m € B tel que w(e) = 1, puis des constantes ¢ > 0 et p € [0,1], tels que

Vn>1,VfeB, [[T"f —n(f)el < cp”[|f]]. (3.1)
Remarque 3.2. Soit T € L(B) vérifiant (3.1).
- On aTe=-e. En effet, lim, T"e = e et par continuité de T en e,
e =1limT" e = lim T(T"e) = T(lim T"e) = Te.
n n n

- Le nombre 1 est donc une valeur propre de T, et on a en outre : Ker(T — Id) = Ce. En
effet, pour tout f € Ker(T — Id), on a

f :liTIlnT"f:W(f)e.

-OnanoT =m. En effet, comme m € B et w(e) =1, on a pour tout f € B : lim, m(T"f) =
w(w(f)e) = 7(f). En considérant Tf a la place de f dans [’égalité précédente, on obtient :
(T f) = lim, 7(T™(Tf)) = lim,, 7(T"* f) = 7(f).

On étudie maintenant le spectre d’un opérateur fortement ergodique. A cet effet on rappelle
que si U € L(B) est une bijection de B sur B, son inverse U~! (i.e. la bijection réciproque de
U) est aussi dans £(B) d’aprés le théoréme de Banach.

Soit T' € L(B). On note
p(T) :={z € C, zId—T inversible }

I'ensemble résolvant de T', et on note o(1') = C\ p(T') le spectre de T'. Rappelons que o(T") est
une partie compacte non vide de C et que le rayon spectral de T', r(T') := sup{|z|, z € o(T)},
est aussi égal, d’aprés la formule du rayon spectral, & :

. "
HT) = Jim |77, (3.2)

Les définitions ci-dessus sont précisées dans la sous-section 3.4, en particulier la formule pré-
cédente est démontrée dans le lemme 3.6. L’énoncé (et la preuve) de la proposition suivante
fait uniquement appel aux définitions de p(T") et o(T).
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Proposition 3.1. [Spectre d’un opérateur fortement ergodique.]
Soit T € L(B) vérifiant (3.1). Alors o(T) C D(0,p) U {1}, et en particulier r(T') = 1.

Démonstration. Commengons par établir le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit T € L(B). Soient F et G deux sous-espaces vectoriels fermés de B, stables
par T, tels que B = F&G. Alors o(T) C o(T,)Uo(T,,), ou T, (resp. T, ) est ’endomorphisme
induit par T' sur F' (resp. sur G).

Démonstration. Comme F (resp. G) est fermé, (F,|| - ||) (resp. (G,|| - ||)) est un espace de
Banach. Montrons que p(T,,) N p(T,) C p(T). Soit A € p(T.) N p(T,). Notons U € L(F)
(resp. V € L(G)) l'inverse de T, — A\l d,, (vesp. de T, —Ald,) et p, : E — F,p, : E — G les
projections canoniques. Une vérification élémentaire montre que 7' — Ald est inversible dans
L(B), d'inverse U op, +V op, € L(B). Donc A € p(T). O

Soit maintenant 7' € L(B) vérifiant (3.1). Pour tout f € B,ona: f = (f —7n(f)e) + n(f)e.
D’ou B = Kern@®C-e. De plus, Kerw et C-e sont deux s.e.v de B3, fermés et stables par 1" par
la remarque 3.2. D’aprés les propriétés (3.1) et (3.2), le rayon spectral r(Tker ) est inférieur
ou égal & p car Vn > 1, [|[T%,, .|| < ¢p™. Donc o(Tkerr) C D(0, p). Comme o(T¢..) = {1}, on
obtient o(T") C D(0, p) U {1} par le lemme 3.2. O

Remarque 3.3. [Opérateur uniformément ergodique.]

T € L(B) est dit uniformément ergodique lorsque la suite de ses itérés converge dans L(B) au
sens de Cesaro. L’hypotheése de forte ergodicité implique évidemment celle d’uniforme ergodi-
cité. 1l est facile de voir que, si T est uniformément ergodique, alors la limite de la suite des
moyennes de ses itérés est un projecteur sur B.

3.2 Exemple : cas des matrices stochastiques.

Les résultats de cette section sont classiques. Les preuves présentées ici mettent ’accent sur des
hypothéses spectrales, qui illustrent bien les définitions et propriétés de la section précédente.

3.2.1 Matrice stochastique et opérateur de transition associé.

Soit K € N*. On note Mg (R) I'espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre K & coeffi-
cients réels. Soient F = {1,--- , K} et B I'espace vectoriel complexe des fonctions de E dans
C muni de la norme || - ||« définie pour tout f € B par :

[flloe = max([f(1)],. .., [f(K)]).

On vérifie facilement que (B, ||-||oc) est une algébre de Banach. La norme de £(B) subordonnée
a la norme || - || de B est aussi notée || - ||oo. Rappelons quelques définitions classiques :

63



Définition 3.2.
1. Soit Q := (q(i,7)) € Mr(R). On dit que Q est stochastique si

K

V(i j) € {1,..., K}, q(i,j) eRY et Vie{l,...,K}, ) q(i,j)=1
j=1

2. Soit Q € Mg (R), stochastique. L’opérateur de transition sur E associé a Q, noté encore
Q, associe G toute fonction f de B la fonction Qf de B définie par :

K
Vie E, (Qf)(i) = Zq(i,j)f(ﬁ-

Jj=1

Sauf mention contraire, dans la suite de cette section, on désigne par () une matrice stochas-
tique de Mg (R).

Remarque 3.4.

1. Pour tout f € B, |Qflloc < Iflloe (i- € [Qlloc < 1)

2. D’apres la remarque précédente, les valeurs propres complexes de QQ sont de module inférieur
ou égal a 1.

3. Soit 15 la fonction de B telle que Vk € E, 1g(k) = 1. Le réel 1 est une valeur propre de Q
car Qlg = 1.

4. Notons Bt = {f € B, Vi € E, f(i) > 0}. Pour tout f € B, Qf € BT. En d’autres termes,
Q est un opérateur positif de B.

3.2.2 Probabilité @-invariante.

Notons P = {(p1,...,pr) € (RH)X /p; + ... + pg = 1} I'ensemble des (vecteurs de) proba-
bilité(s) sur E. Rappelons la définition d’une probabilité @-invariante.

Définition 3.3. Soit 7 = (m1,...,7x) € P. On dit que 7 est Q-invariante si 71Q = 7, i.e. si
et seulement si
K
Vie{l,....K}, m=> q(ki)m.
k=1

Proposition 3.2. [l existe au moins une probabilité w € P, Q-invariante.

Démonstration. Comme 1 est une valeur propre de @ (cf. Rem. 3.4), 1 est aussi valeur propre
de la matrice transposée Q* de Q. Soit U € R¥ (vecteur colonne), U # 0, tel que Q*U = U.
Notons uq, ..., ux les composantes de U. On a, pour tout i € {1,..., K}, u; = Zszl q(k,i)ug
et donc

K
il <> q(k, i) |ug|. (33)
k=1



() étant stochastique, on a en outre :

K K K K K
S =3 ful = 3 (Zq<k,i>) =3 (Zq@,z‘)w) (3.4)
=1 k=1 )

k=1 i=1 i=1 k=1

Les propriétés (3.3) et (3.4) impliquent que, pour tout i € {1,..., K}, |u;| = Zszl q(k, ) |ugl.
Posons alors s := .5 |u;| > 0 et mp = % ke {1,...,K}. Alors 7 := (71,...,7K) € P et

S
la probabilité 7 est @-invariante d’aprés ce qui précéde. O

3.2.3 Forte ergodicité de Q).

Commengons par redémontrer un résultat plus faible de convergence :

Proposition 3.3. Lopérateur de transition Q) est uniformément ergodique sur B.

Démonstration. Montrons tout d’abord que
B =Ker(Q — Id) & Im (Q — Id).

Il suffit pour cela de vérifier, d’aprés le théoréme du rang, que Ker(Q—Id)NIm (Q—1d) = {0}.
Soient f € Ker(Q — Id) NIm (Q — Id) et g € B tel que f = Qg — ¢g. On montre facilement
que pour tout k € N, kf = Q*¥¢g — g. On déduit alors de la remarque 3.4 que :

VE €N, k| flloo < 2[[g]loo-

Ce qui implique f = 0 et démontre la propriété souhaitée.
On désigne maintenant par II; (resp. Il2) la projection sur Ker(Q —Id) (resp. sur Im (Q—1d))
de direction Im (Q—Id) (resp. Ker(Q—1Id)), et on définit les opérateurs suivants pour n € N* :

Tn:%(ld+Q+...+Q”_1).

1l s’agit de démontrer que la suite (T},),>1 converge dans £(B) vers IIy. Soit f € B. Ecrivons

f=h+faavec fi =IL(f) et fo =1a(f). On a T,,(f1) = f1 car Qfy = f1, et d’apres ce
qui précede, on sait que @ — Id induit une bijection sur Im (Q — Id), d’inverse notée Us. Soit

w := Uy fz, donc fo = Qu —w. Alors on a T,(f2) = 2(Q"w — w). Comme [|Qo < 1, on en
déduit que

1
I1Tn(f) = filloo = [ Tn(f2)lloo < Q"W — w0 < 2fwlle/,

et par continuité de Us et Ilo, il existe une constante C' > 0 indépendante de f telle que
|wllco = [ U2l2(f)]|co < C||fl|oo- D’ot le résultat. O

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante sur ) impliquant 'unicité
de la probabilité @-invariante et la forte ergodicité de ) sur B.

Théoréme 3.1. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 1 est valeur propre simple de Q et est l'unique valeur propre de module 1 de Q.
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(i1) I existe une unique probabilité m € P, Q-invariante, et des constantes C € RT et
r € [0,1] telles que

Vf €B,Vn € N*v Han - 7"'(Jf)lEHOO < CranHKM (3'5)

ou, si ™= (m,...,TK), on a noté w(f) := Z§=1 i f (k).

Démonstration. L’implication (ii) = (i) est évidente. Supposons maintenant ().

a. Unicité de la probabilité Q-invariante et convergence de (Q™). Notons By = Ker(Q — Id),
puis Aj, j = 2,...,s, les valeurs propres de () de module strictement inférieur a 1, et enfin
Bj = Ker(Q — \;Id)™, j =2,...,s, le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre
Aj (de multiplicité m;). D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton et le théoréme des noyaux,

on a
B=B1®By®---® Bs.

Notons IIy,Ils, . .., Il les projections associées a cette somme directe, et pour f € B, posons :
Vi=1,...,s, fj:=1;(f). Alors f = >>%_, fj, et parsuite : Vn € N, Q" f = f1+335_, Q" f;.
Par la formule du binéme, on a, pour tous j € {2,...,s} et n >m; —1:
mj;—1
L — . . neo_ n n—p . pr.
Q"fj = NId+(Q = NID)"f;= <p)Aj (Q = A Id)" ;.
p=0

Rappelons que, pour tout p € N, limy, 4o (Z) /\?_p = lim,— 400 %np)\?_p =0 car |\j| < 1.
On a donc lim,,—, 4o, Q" f; = 0 et finalement, lim, .o Q" f = fi. Comme Ker(Q — Id) est
par hypotheése la droite vectorielle de B engendrée par 1g, il existe donc une unique forme
linéaire 7 sur B, identifiée a un vecteur 7 := (71, ...,7x) € CK, telle que, pour tout f € B,

n—-+00

K
lim Q"f =n(f)lg= (> mf(k))le.
k=1

Puisque @ est un opérateur positif de B et que Q1 = 1g, on obtient par passage a la limite :
VfeB, n(f) >0, et m(1g) = 1. Donc m € P. De plus, 7 est Q-invariante car, d’aprés ce qui
précéde, on a pour tout f € B,

7(QN1e= lm QUQf) = lm Q"(f)==(/)ls.

Enfin 7 est 'unique probabilité Q-invariante car 1 est valeur propre simple de @), donc de la
transposée de Q.

b. Convergence géométrique de (Q™) vers le projecteur n(-)1g. Comme B est de dimension
finie, les projections 1I; introduites ci-dessus sont continues sur B, et par conséquent, pour
tout j € {2,...,s}, il existe b; > 0 tel que Vf € B, || fjlloo < bjl|f]loo- Considérons maintenant

r € |max(|Aa,...,|[As]), 1] et N:=max(mg—1,...,ms—1).
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Soit j € {2,...,s}. Il existe C; > 0 tel que Vn € N*, Vp € {0,...,m; — 1}, n?|\;|" < Cjr"
car limy, 400 np(%)” = 0. D’apreés ce qui précéde, on a donc, pour tout n > N et f € B :

1Q"f —m(lplle < ZZ%”M "P)|Q — A\ Id|Z || £l
7j=2 p=0 p:
< (Z Z Lyl - Mdup)r”ufuoo
i P v

On obtient alors I'inégalité (3.5) avec C := max(C’, M), ou l'on a posé

S m]—l

=2 Z b CINITPIQ - ATdI, et M= max r Q" — w( sl
j=

=U,...,

/\;&O

3.2.4 Irréductibilité d’une matrice stochastique.

Soit n € N. On note ¢(™ (i, j) le terme général d’indice de ligne i et de colonne j, (i,j) € E2,
de la matrice stochastique Q™.

Définition 3.4. [Irréductibilité d’une matrice stochastique.]

1. Q est irréductible si, pour tout (z,y) € E?, il existe n(z,y) € N* tel que q(”(r’y))(x,y) > 0.
2. Q est fortement irréductible s’il existe N € N* tel que ¥(i,5) € E%, ¢™ (i, ) > 0.

La proposition suivante montre que la forte irréductibilité de @ implique la forte ergodicité
de l'opérateur de transition () associé sur B :

Proposition 3.4. Soit ) une matrice stochastique fortement irréductible. 1l existe une unique
probabilité m € P, Q-invariante, et on a (3.5).

Démonstration. Montrons que les hypothéses du théoréme 3.1 sont satisfaites. On note N
I’entier introduit dans la définition 3.4.

a. La valeur propre 1 de @Q est simple. Soit X une colonne propre associée a la valeur propre 1.
Notons M = max;— .. i |z;|. Soient k € {1,---, K} tel que |zx| = M et §; € R tel que

= Me. Considérons Y = (eiakM)*lX et notons yi,- -,y les coordonnées de Y.
Remarquons que, par définition de Y, on a : Vj € {1,--- , K}, Re (y;) < |y;| < 1. Comme
QNY =Y, on a en particulier :

K
=y = ¢k )y _ZQ(N)k] ) Re (y;)
=1

j=1

||Mw

Donc Z]K:1 ¢™(k,7)(1 — Re (y;)) = 0 et comme la matrice QY est, par hypothése, & coeffi-
cients strictement positifs, on déduit de I’égalité précédente que Vj € {1,--- , K}, Re (y;) =1
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et donc que y; = 1. Par conséquent X est colinéaire a la colonne 1g.

b. On a :¥n > N, Q" > 0, ot la notation Q™ > 0 signifie que : ¥(i,) € E2, ¢™(i,5) > 0.
En effet, il suffit de démontrer que : Q™ > 0 = Q"' > 0. Or, supposons que Q" > 0 et qu'il
existe (i,7) € E? tel que ¢tV (i,7) = 0. En utilisant Q"t! = Q"Q et Q" > 0, on obtient
alors : Vk € E, q(k,j) = 0, autrement dit on a QE; = 0, ou E; est le j-éme vecteur de la
base canonique de R¥X. D’ou Q"E; = 0, ce qui contredit I'hypothése Q™ > 0.

c. 1 est la seule valeur propre de () de module 1. Soit A\ une valeur propre complexe de
@@ de module 1, et soit X une colonne propre associée. Notons z1,---,Tx les coordon-
nées de X. Soit £k € {1,---,K} tel que |zx| = maxj—1,.. k |z;|. Soit n > N. De I'éga-
lite A"z, = Zle q(”)(k,j):vj, on déduit que |A* — ¢ (k, k)| < 1 — ¢ (k, k) et donc que
A" — g™ (k, k)| = 1 — g™ (k, k) car

L—q"(k, k) = (X" = q™ (k, k) < [N = g™ (k, k)| < 1= ¢ (k, k).
En développant et simplifiant 'égalité |\* — ¢ (k, k)| = (1 — ¢ (k, k))2, on obtient alors

Re (A\") = 1 car ¢ (k,k) > 0. D’ott A\ = 1. Comme cette égalité est vérifice pour tout
n > N, on a nécessairement A = 1. O

3.2.5 Période d’un état récurrent. Apériodicité d’une matrice stochas-
tique.

Nous présentons ici la condition d’apériodicité d’'une matrice stochastique irréductible, et
démontrons qu’elle implique la propriété de forte irréductibilité, et donc de forte ergodicité.

Définition 3.5. [Etat récurrent pour une matrice stochastique.]
Soit z € E. On dit que x est récurrent si L, := {n € N*, ¢ (z,z) > 0} est non vide.

Soit & € E, récurrent. Observons que L, est stable par addition car si (m,n) € L2, alors on a
q("”")(ac,x) > (™) (x, x)q(”) (xz,2z) > 0.

Le sous-groupe de (Z, +) engendré par L, est donc L, — L, = {s —r,(s,r) € L2}. Il existe
alors un unique d(z) € N* tel que Ly — L, = d(z) - Z, et d(x) est le plus grand entier de N*
tel que L, C d - N*.

Définition 3.6. [Période d’un état récurrent pour une matrice stochastique.]

Soit x € E récurrent. La période d(x) de x est le plus grand entier d de N* tel que L, C d-N*,

Remarque 3.5. Soit x € E. Alors x est de période 1 si et seulement si il existe p € N* tel
que ¢V (z,x) > 0 et PV (x,2) > 0. En effet, si x est de période 1, alors on a par définition
L,— L, =7, et en particulier 1 € L, — L,. Donc L, contient bien deux entiers naturels non
nuls consécutifs. La réciproque est immeédiate.

Proposition 3.5. Soit Q une matrice stochastique irréductible. Tous les états de E sont
récurrents et ont la méme période.
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Démonstration. La récurrence est directement impliquée par 'irréductibilité de @ (cf. déf. 3.4).
Soit (x,y) € E?. Comme Q est irréductible, il existe m € N* et n € N* tels que ¢ (z,y) > 0
et ¢ (y,z) > 0. Donc m + n € Ly car ¢ (z,z) > ¢ (z,y)¢" (y,2) > 0. De méme,
pour tout r € Ly, on a

gt (2, 2) > ¢ (2, 9)0" (v, v)g "™ (y, ) > 0,

doncm+n+rée Ly Dour=(m+n+r)—(m+n) € Ly — L, :=d(x)-Z. On a ainsi
montré que L, C d(x) - N*. Comme d(y) est le plus grand entier d de N* tel que L, C d - N*,
on a d(x) < d(y) et, en raisonnant comme précédemment aprés avoir échangé les roles de z
et y, on a aussi d(y) < d(z). Par conséquent, d(y) = d(x). O

Définition 3.7. Soit Q une matrice stochastique irréductible. La période commune a tous les
points de E est appelée la période de Q). On dit que Q) est apériodique si la période de la chaine
est égale a 1.

Proposition 3.6. Si Q) est une matrice stochastique irréductible et apériodique, alors Q) est
fortement irréductible. En particulier il existe une unique probabilité m € P, Q-invariante, et
on a la propriété de forte ergodicité (3.5).

Démonstration. La seconde assertion découle de la premiére et de la proposition 3.4. Démon-
trons la premiére assertion. Pour u € F, on définit (cf. Remarque 3.5)

p(u) := min {p e N*, q(p)(u,u) >0et q(pH)(u,u) > 0},
puis N(u) =1sip(u) =1, et N(u):= p(u)® -1 si p(u) > 2.
Lemme 3.3. Soit u € E. On a :¥n > N(u), ¢/ (u,u) > 0.

Démonstration. Notons que la propriété du lemme s’écrit encore : VYn > N(u), n € L,. La
propriété souhaitée s’obtient facilement si p(u) = 1, car la stabilité de L, par addition donne
L, = N*. Supposons maintenant que p(u) > 2. Soit n > p(u)? — 1. L’égalité de la division
euclidienne de n par p(u) s’écrit : n = gp(u) + r, avec r € {0,--- ,p(u) — 1} et donc

n=(qg—r)p(u) +r(p(u) +1).
Onag—r €N car r(p(u) +1) < p(u)? — 1. Comme p(u) et p(u) + 1 sont dans L,, (stable par
addition), on a bien n € L,,. O
Démontrons maintenant que ) est fortement irréductible. Comme @ est irréductible, on peut
définir pour tout (u,v) € E?, u # v,
N(u,v) = min{m € N*, ¢"™(u,v) > 0}.

Considérons N := max{N(u) + N(u,v), (u,v) € E?, u # v}, Soit (u,v) € E%. Siu # v, alors
il existe £ € N tel que N = N(u) + N(u,v) + ¢, et on a donc d’aprés le lemme précédent et
par définition de N (u,v) :

Si u = v, alors d’apres le lemme précédent, on a gtv) (u,u) >0 car N > N(u). ]
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3.3 Perturbation continue d’un opérateur fortement ergodique.

Dans cette section, (B, ] - ||) est & nouveau un espace de Banach complexe quelconque, et on
considére Q € L(B), fortement ergodique. Reprenant les notations de la section 3.1, on note

II:= lim Q" =m()e, (3.6)

n—-4o00

our e B et ee Bavec m(e) = 1. On rappelle que la propriété de forte ergodicité de @ sur B
s’exprime comme suit : il existe C' > 0 et & € [0, 1] tels que

Vn=1,VfeB, |Q"f —n(f)e| < C&"|f]| (3.7)

Pour x € [0, 1], on définit les sous-ensembles suivants du plan complexe :

1—
D, = {zE(C, |z| > K, |z—1] > 2/{}, (3.8)

puis on note I';(k) (ou plus simplement I';) le cercle orienté centré en z = 1, de rayon

(1 —k)/2, et Tg(k) (ou I'g) le cercle orienté centré en z = 0, de rayon . Notons que I'y et

'y sont contenus dans D,. Pour tout R > 0, on note B(0,R) := {t € R% : ||t| < R} et
B(0,R) :={t € R?: ||t| < R}.

Soit O un ouvert de R? contenant 0, et soit Q(-) une application de @ dans £(B) telle que
Q0) =Q.
Proposition 3.7. [Perturbation continue de Q.]

Si Q(-) € C°(0, L(B)), alors, pour tout k €]k, 1], il existe R, > 0 tel que, pour tout z € D et
tout t € B(0, Ry,), l'endomorphisme zId — Q(t) est inversible. De plus,

M, :=sup{||(zId — Q)| t € B(0,Rx), z € Dy} < +0c. (3.9)
Posons, pour tout t € B(0, Ry) :

1
2im Jr,

(2Id — Q(t)) " dz, (3.10)

N(t) := %im

z(z[d—Q(t))f1 dz. (3.11)

Alors, quitte a diminuer la valeur de R, on a, pour tout t € B(0, R,), m(Il(t)e) # 0 et :

Wn e N*, Q)" = A(O)TI(E) + N(£)", (3.12)

avec : . W(Q(t)ﬂ(t)e) -
’ m(I(t)e) .

N = % b n(erd - Q) de (3.14)

Enfin les fonctions II(-) et N(-)™ sont dans C°(B(0, Ry), L(B)), et A(-) € CO(E(O ) C). En
particulier on a : limy_oII(t) = I1(0) = IT dans L(B), puis lim;_o A(t) = A\(0) =
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Avant de donner dans la section suivante une preuve de la proposition 3.7, nous donnons
quelques conséquences assez simples des propriétés ci-dessus.

Notons tout d’abord que, par passage a la norme dans (3.14), on obtient d’aprés (3.9) :

sup [N < M x™T (3.15)
teB(0,Rx)

Ainsi la propriété (3.12) permet d’étendre, au voisinage de ¢ = 0, la propriété de forte ergo-
dicité (3.7). Plus précisément on a :

sup Q)" = A@)"H(H)]| < M "

teB(0,Ry)

Une autre conséquence de (3.14) est la formule suivante.

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses de la proposition 3.7, on a pour tout t € B(0, R,,) :

ZN 2m 1_Z(zId Q) dz. (3.16)

Démonstration. Soit t € B(0, R,) fixé. Posons u,(z) = 2™"(zId — Q(t))~!, n € N*, z € T.
La série de fonctions continues ) -, up, de la variable z, converge uniformément sur I'y car

Vz € Ty, [Jun(2)|| < Mus"T! d’aprés (3.9). Sa somme Y% u,, est donc intégrable terme &
terme sur I'g. En utilisant (3.14), on a donc :

7522 2-Q 1dz—f;01fz(zfd—cz<t>)‘ldz,

0n=1

ce qui démontre (3.16). O

Comme conséquence évidente de (3.12) et du corollaire précédent, on obtient la formule ci-
dessous, qui jouera un role important pour ’étude des potentiels markoviens faite au chapitre
suivant. Soit ¢ € B(0, Ry), t # 0. Si |A\(t)| < 1, alors on a

+o0
> Q" = 2O+ 0,

Examinons enfin le cas ott Q(-) est de classe C™ avec m > 0 quelconque. Pour cela, on introduit
la définition suivante :

Définition 3.8. Si s € R, (X, || - ||x) est un espace vectoriel normé, et enfin si U est un
ouvert de R%, on note Ci(U, X) Uensemble des fonctions F : U — X wvérifiant les conditions
sutvantes :
— F est |s] fois continament différentiable sur U,
— Les dérivées partielles d’ordre j = 0,...,|s| de F sont bornées sur U,
— Les dérivées partielles d’ordre |s] de F' sont uniformément u-héldériennes sur U, avec
u:=s—|s].
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La derniere propriété signifie, en notant F3)) une dérivée partielle d’ordre |s| de F, que :

FUsD () — pUsh (g
aup { L0~ FD )

, (1) eU?, t;«ét’} < 00

On utilise en outre les notations de la proposition 3.7 et du corollaire 3.1.

Proposition 3.8. [Perturbation de classe C™ de Q.]

Soit O un ouvert de RY. Si Q(-) € Cy*(O, L(B)), alors on a, pour tout k €]k, 1], les propriétés
sutvantes :

(1) 1I(-) € Cy*(B(0, Rx), L(B))
(i) Pour tout n > 1, Ny(-) :=

V0=0,...,|m],3C;>0,Yn>1, sup |[NO@®)| <Crr",
teB(0,Ry)

,N(-)” € C'(B(0,Ry), L(B)), et

(i) A(-) € 7' (B(0, Ry), C),
(i) N(-) € Cy"(B(0, Rx), L(B)).

Démonstration. Comme Q(-) € Cj"(O, L(B)) et U — U~! (de I'ensemble des endomorphismes
continus inversibles dans lui-méme) est de classe C*°, Iapplication ¢t — (zId — Q(t))™! est
dans C;*(O, L(B)). Par dérivation sous le signe intégrale dans (3.10) (3.14) et (3.16), et en
utilisant (3.13) pour ’étude de A(-), on déduit les assertions (i) — (iv). O

La démonstration de la proposition 3.7 est présentée dans la section 3.5. Avant nous rappelons
ci-dessous quelques résultats trés classiques de théorie spectrale des opérateurs.

3.4 Quelques rappels sur les opérateurs d’un espace de Banach.

Proposition 3.9. On a les propriétés suivantes :
(a) Soit A € L(B) tel que ||A|| < 1. Alors Id — A est inversible, d’inverse
(Id— A)~ Z A", (3.17)

(b) L’ensemble GL(B) des automorphismes de B est un ouvert de L(B).
(c) L’application V +— V=1 est continue de GL(B) dans GL(B).

Démonstration. (a) Soit A € L(B) tel que ||Al| < 1. La série }_, -, A" converge (en norme)
dans £(B). En faisant tendre N vers +o0o dans les égalités :

Id— ANT = (Id — A)( ZA” = ZA” )(Id - A),
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on obtient Id = (Id—A) Y > A" => 22y A"(Id — A). Donc Id — A est inversible, d’inverse
(Id— A=t =310 An.

(b) Soit V € GL(B). Montrons que GL(B) contient la boule ouverte de centre V et de rayon
V=YL Soit U € L(B) tel que |U — V| < |[V~Y|~L Posons A := —V~1(U — V). Comme
|Al < 1,0ona Id+ VYU V) € GL(B) d’aprés I'assertion (a), et son inverse est donné par

+o00
(Id+ ViU -v) ' =3 (v - v)™

n=0

OrU=V(Id+ VYU -V)), donc U € GL(B), d’inverse 3,5 (-1)" (VU - V))"V~L

n=0
(c) Soit V € GL(B). La continuité en V' du passage a I'inverse découle de 'inégalité suivante,
obtenue dans la preuve de (b) en considérant U € L(B) tel que |[U — V|| < ||[V=Y|7!:

+oo
U=t —v D =0V o =)V
n=1

IN

+00
V= (v = vyln™
n=1

jv-vi__
= [VIT = V]

IN

V="

O]

Soit T' € L(B). Rappelons que I'ensemble résolvant de 7', noté p(1"), est 'ensemble des nombres
complexes z € C tels que zId — T soit inversible. Le corollaire ci-dessous montrera que p(7')
est non vide, et la proposition 3.9(b) montre que p(7") est un ouvert de C. Le spectre de T,
noté o(7'), est le complémentaire dans C de I’ensemble résolvant (i. e. o(T) = C\ p(T")). On
rappelle que o(7') est non vide. Le corollaire ci-dessous montrera que o(7") est borné, donc
compact. Le rayon spectral de T, noté r(7'), est défini par 7(7") = sup{|z|,z € o(T)}. Enfin
on utilisera parfois la notation :

Vz € p(T), R.(T):=(zId—T)"".
L’application z +— R,(T'), définie de p(T") dans L(B), est appelée la résolvante de 7.

Corollaire 3.2. Soit T € L(B). Alors on a o(T) C D(0,||T||), autrement dit r(T) < ||T.
Plus précisément, si z € C est tel que |z| > ||T||, alors zId — T est inversible et

+o0
(zld—T)"t = z=tipm, (3.18)
n=0
1
En particulier : |z| > |T| = ||(zId —T)7Y| < EEEk (3.19)
Z —_—

Démonstration. Remarquer que zId — T = z(Id — 27 'T) et appliquer la proposition 3.9(a)
avec A = z7!T. La majoration de la norme de la résolvante repose sur un calcul élémentaire
de somme de série géométrique. O
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L’équation de la résolvante, rappelée ci-dessous, est importante en théorie spectrale. Elle
implique en particulier que l'application résolvante z — R,(T') est holomorphe de 'ouvert
p(T') dans GL(B).

Lemme 3.4. [Equation de la résolvante.] Soit T € L(B). Soient (z,2') € p(T)%. On a :

Ro/(T) = Ro(T) = (2 — #/)Ro(T) R (T), (3.20)

Démonstration. Comme 2'Id—T et zId—T commutent, z'Id—T et R.(T) commutent aussi.
Donc R./(T) — R.(T)=[(2Id—=T) — (ZId—T)| R.(T)R.(T) = (2 — 2 )R,(T)R(T). O

Le lemme suivant généralise la formule (3.18) aux nombres complexes z vérifiant |z| > r(T).

Lemme 3.5. [Série de Neumann.] Soit T € L(B) et z€ C. On a

—+o00
2| > r(T) = R(T)=)_z 1" (3.21)
n=0

Démonstration. Posons r = (1) pour simplifier, et définissons U(0) = 0, et
Vz € D(0,1/r), 2#0, U(z) =2zR.1(T).

D’aprés la formule (3.20), z — R, (T') est une fonction holomorphe sur p(7"), donc sur l'ouvert
{z € C,|z| > r}. Il vient que U est holomorphe sur D(0,1/r) : en effet, U est holomorphe
sur D(0,1/7)\ {0} par les opérations sur les fonctions holomorphes, et holomorphe en 0 avec
U'(0) = 0 car d’aprés (3.19) on a lorsque z € C est tel que 1/|z| > || T :

U(z) — U(0) 1

| I=1R:(D < =77
: |27t = |IT|

— 0 quand z — 0.

Par conséquent il existe une unique suite (Cy,)n>2 d’éléments de L(B) telle que
+oo
Vz € D(0,1/r), U(z) = Y 2"Cp.
n=2

Or, si |z| < 1/||T||, on a U(z) = 32 2"+2T™ d’aprés (3.18). Donc, par unicité de la suite
(Cr)ns2, on a: Vz € D(0,1/r), U(z) = S22 22 T™ et par conséquent, pour tout |z| > 7,
1, X
R.(T)=2U(-) = Z PR

z
n=0

O

Lemme 3.6. [Formule du rayon spectral.] Soit T € L(B). On a r(T) = lirf HT”H%
n—-+0oo
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Démonstration. La suite (||T”||%) est une suite de réels positifs majorée par ||T||. Montrons
la convergence de cette suite en prouvant que h7mn||T"||% = lim,||T"||» = r(T). Soit z € C
et n € N*. L’égalité

n—1
A —T" = (z21d—T)» T 1F

k=0
implique que si 2" € p(T™) alors z € p(T). Donc si z € o(T), alors 2" € o(T™), et donc
|z|" < r(T™) < ||T™|| d’aprés le corollaire 3.2. D’ou r(T') < himnHT"H%
Soit z € C tel que |z| > (T). D’aprés (3.21), lim, 2=t 7™ = 0. Donc il existe C > 0
tel que ¥n € N, ||[T"|| < C|z|"*!. On obtient alors que HNHT”H% < |z| et donc que
Tim,, ||T"||= < #(T). Par conséquent, on a lim,|T"||» < r(T) < lim,|T"|~ et I'égalité an-
noncée car lim, || 7%||» < Tim, ||T7||=. O
Remarque 3.6. Soit T € L(B) tel que Vn € N, T™ # 0. On peut établir directement la

convergence de la suite (||T”||%) : la suite réelle de terme général a, = In(||T™||) est sous-
additive et on obtient classiquement que la suite (%an)n converge (vers sa borne inférieure).

3.5 Preuve de la proposition 3.7.

On suppose dans la suite que les hypothéses de la proposition 3.7 sont vérifiées, & savoir : Q)
est fortement ergodique sur B, Q(-) est une application de O dans L(B) telle que Q(0) = Q,
ot O est un ouvert de R? contenant 0, et enfin Q(-) € C°(O, L(B)).

Pour a € C et 7 > 0, on note D(a,r) (resp. D(a,r)) le disque complexe ouvert (resp. fermé) de
centre a et de rayon r. Rappelons que le réel & € [0, 1] est défini en (3.7) et que (cf. prop. 3.1)

a(Q) C D(0,&) U {1}. (3.22)

3.5.1 Localisation du spectre de ((t) au voisinage de 0. Preuve de (3.9).

Commengons par présenter quelques conséquences immeédiates de (3.22).
Remarque 3.7. Soit x €], 1], et soit S, = D(0,£) UD(1,(1 - k)/2).
(i) Le sous-ensemble S, est un voisinage ouvert de o(Q) dans le plan compleze.

(ii) L’ensemble D, défini en (3.8) est le complémentaire de Sy, dans C. Par conséquent, on
a Dy, C p(Q), autrement dit pour tout z € Dy, l'endomorphisme zId — Q) est inversible.

(iii) Par continuité de z — (zId — Q)~! sur le fermé Dy (cf. proposition 3.9(c)), et d’aprés
(8.19), on a sup .p _|l(21d — Q)7 Y| < +o0.

Soit Rp > 0 tel que B(0, Rp) C O. Comme Q(-) € C°(O, L(B)) par hypothése, 'application
|Q(-)|| est majorée sur le compact B(0, Rp) de R?, et on pose

d=sup {||Q)Il, t € B(0, Ro)}.
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D’aprés le corollaire 3.2, pour tout t € B(0, Rp), on a o(Q(t)) C D(0,d). Le lemme suivant
étend la remarque 3.7 (i) a Q(t) pour ¢ voisin de 0.

Lemme 3.7. [Continuité du spectre quand t — 0.] Soit k €]k, 1[. Il existe R, €]0, Ro]
tel que
vt € B(0,R.), o(Q(t)) C D(0,x)UD(1,(1—k)/2).

Démonstration. Pour k €]#, 1[, posons S, := D(0,x) U D(1,(1 — k)/2). On procéde par
I’absurde. Supposons que o(Q(t)) ne soit pas contenu dans Sy. Alors pour tout n € N*, il
existe t, € B(0,Ro/n) et z, € D(0,d) \ O tels que 'endomorphisme z,Id — Q(t,) de B
soit non inversible. Comme D(0,d) \ Sy est un compact de C, on peut considérer une valeur
d’adhérence, z = limy, z,,, de la suite (z,). On a 0(Q) C Sy (d’aprés (3.22)) et z ¢ Sy,
d’ou z ¢ 0(Q). L’endomorphisme zId — @ est donc inversible, mais il est aussi non inversible
d’aprés la proposition 3.9 (b) car, la suite (¢,) ayant pour limite 0, zId — @ est la limite de
la suite (z,, Id — Q(tn, ))r d’endomorphismes non inversibles. Cette contradiction prouve que
I’assertion du lemme est vraie. O

La conclusion du lemme 3.7 étend évidemment aussi la remarque 3.7 (i7) & Q(¢). Plus préci-
sément, pour tout k €]&, 1[ et pour tout (2,t) € D, x B(0, R,), Popérateur zId — Q(t) est
inversible. Nous allons maintenant étendre la remarque 3.7 (4i7) en démontrant que la famille
de résolvantes ((2Id — Q(t))™1),.+ est bornée sur Dy, x B(0, R,;) (ce résultat correspond en fait
a la propriété (3.9) dans la proposition 3.7). Pour cela nous utiliserons la remarque suivante :

Remarque 3.8. Pour k €], 1], Uapplication (z,t) — (2Id — Q(t))~! est continue de l’en-
semble D, x B(0, R,) dans GL(B).

En effet, cette application est la composée, d’une part de (z,t) — zId — Q(t) qui est continue
de Dy, x B(0, R,;) dans GL(B) car par hypothése Q(-) est continue sur B(0, R,) C O, d’autre
part de V +— V=1 qui est continue de GL(B)) dans lui-méme (proposition 3.9(c)).

Preuve de (5.9). De la remarque précédente, on déduit que (z,t) — [(21d — Q)71 est
continue sur le compact K := (D, N D(0,2d)) x B(0, R,) de C x R%. D’ou

sup {[|(zId — QUN7Y, (z,1) € K} < 4oo0.

De plus, si 2z € Dy, avec |z| > 2d et si t € B(0, R,), alors on a

<

- 1
[(z1d = Q(t))7'|| < ; v

I
| = lR@)]

d’aprés le corollaire 3.2. O

3.5.2 Ecriture des projecteurs Il et Id — Il comme intégrales de Dunford.

Rappelons (cf. (3.6)) que II est le projecteur de rang 1 défini pour tout f € B par :

ILf = 7(f)e,
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et posons, pour tout f € B :
o f = f—1I(f).
Soit k €]k, 1[. Rappelons que I'y (resp. I'g) est le cercle orienté de centre z = 1 et de rayon
(1 — k)/2 (resp. de centre z = 0 et de rayon ). Puisque I'o UT; C D,, 'endomorphisme
(zId — Q)™ est bien défini pour z appartenant a I'y ou I'g.
Lemme 3.8. [Expressions intégrales des projecteurs Il et Ilp.] On a :
1

1
m=— Id— Q) 'd t Ty = — Id— Q) 'dz.
27 Fl(z Q) = ¢ 0 20T FO(Z Q) &

Démonstration. Définissons dans £(B) :

Comme (zId — Q)e = (2 —1)e,on a:
Ae:i (zId—Q)*ledz:i 1 edz:1<?{ 1 dz)e:e.
Iy

2im Jp, 2w Jp, z—1 2im z—1

Donc A et II coincident sur la droite vectorielle de B engendrée par e. Définissons maintenant
H = Kerm, qui est un sous-espace vectoriel fermé de B (car m € B') et stable par Q (cf. la
remarque 3.2 page 62). Notons Qg 1’endomorphisme de £(H) induit par @ sur H . D’aprés
(3.7), on a, pour tous n € Net h € H, ||Q"h| < Ci™||h||. Dong, si |z| > & et en particulier si
2| = &, la série Y, 5 z_(”H)Q%h converge. On en déduit que zIdy — Qg est une bijection
de H avec, pour tout h € H, (zIdy — Q) *h = Z:ﬁ% z_("H)Q?{h. D’ou, pour tout h € H :

1
Ah = — ¢ (2ldg — Qp) *hdz
2im Jp,

_ 2“1- <nz:z (n+1) Q’n)

1
= —/ (% z (n+1) dz>Qn =
2im — T

0

I'intégration terme a terme résultant de la convergence uniforme sur I'y de la série de fonctions
de la variable z, Zn>0z (n+D)@Qnh. Donc A et II coincident sur I’hyperplan H. Comme
B =Ce® H, on a finalement montré que II = A.

Par un calcul analogue, en posant B = % fl—‘o (zId — Q)" 'dz, et en observant cette fois que

0o 1 = 0, puis que fl‘ 2=t g, = 2im0,n, on peut établir que Be = 0 et que Bh = h,
pour tout A € H. Donc B 1I,. ]

3.5.3 Définitions et propriétés des projecteurs perturbés I1(¢) et IIy(¢).

Soit x €]#&, 1[. D’aprés la remarque 3.8 et ' UT; C Dy, on peut définir pour t € B(0, Ry,) :
1

I0(t) := % )i (zId — Q(t)) 'dz,
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Mo(t) = —— [ (21d — Q(t))d=. (3.23)
2im Jr,
Lemme 3.9. [Perturbation des projecteurs Il et Ily.] Les applications I1(-) et p(-)
sont dans C°(B(0, R,),L(B)). En outre, pour tout t € B(0, Ry), les endomorphismes TL(t) et
IIy(t) sont des projecteurs de B qui commutent avec Q(t) et on a : I1(t)I(t) = o (¢)II(¢) = 0
et Id =1I(t) + ().

Démonstration. D’aprés la remarque 3.8, la fonction (z,t) — (2Id—Q(t))~! est uniformément
continue sur le compact I'; x B(0,R,.) de CxR? pour j = 0, 1. On en déduit que les intégrales
I1(-) et IIy(-) dépendent continiiment de la variable ¢. Soit t € B(0, R, ). Montrons que I1(¢)? =
T1(t). Rappelons qu'on a posé : Ry(z) := (2Id — Q(t))~!. L’équation de la résolvante (3.20)

nous donne 1 1
-Ry(2') — . S Ryi(2).

Soit I’} un cercle orienté de centre z = 1, de rayon 7/ 6]177“, 1 — k[. D’aprés le lemme 3.7, on
a T C p(Q(t)). Pour 2 € T fixé, en intégrant 1’égalité précédente sur I'1, on obtient

< r Rt(z)dz>Rt(Z/) = (]ilzi'zz,)Rt(Z’) — ﬁlZ_IZ,Rt(z)dz

1

_
122’

Rt(Z>Rt(Z/) =

z—Z —Z

d’ou

2r W R() = 0 — f/} Ri(2) dz.

En intégrant maintenant cette derniére égalité sur I'} et en utilisant le théoréme de Fubini, il

o (2im)°TI(t)* = — /Fl Rt(z)</r = > 2= (i

rz— 2z
1

d’ou I'égalité souhaitée. Par un calcul analogue, en considérant z € I'y et 2’ € ', ou I'j; est un
cercle orienté de centre z = 0 et de rayon ' €]k, I_T”[, et en intégrant 1’équation résolvante,

tout d’abord sur Ty, puis sur I'fj, on montre que Iy (¢)IIy(t) = Mp(¢).

De méme, en intégrant I’équation résolvante avec z € I'y (resp. z € T'p), puis sur 2’ € T,
(resp. 2’ € T'}), on montre que II(¢)IIy(¢t) = 0 (resp. o (¢)II(¢) = 0). En outre, I1(¢) et My(t)
commutent avec Q(t) car (z — Q(t))~! et Q(t) commutent.

Montrons pour terminer la preuve de ce lemme que Id = Iy(t) + II(t). Soit p > 1+ 155,
et soit I', le cercle orienté de centre z = 0 et de rayon p. Comme 2z — (zId — Q(t))™! est
holomorphe sur I'ensemble résolvant p(7') = C \ o(Q(t)), la propriété (3.21) et les résultats
classiques d’intégrales curvilignes nous donnent :

— 14z 2Td — 14y — 2Id — ~1 45
ﬁlwd Q) dz + 74 (2Id — Q(t)) " d ﬁp( 14— Q) d

- ﬁ) (io z-<n+1>Q(t)”) dz

n=0
“+o0o
= Z <j£ z~(n+1) dz> Q(t)".
n=0 P
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En utilisant les égalités frp 2= 4z = 278y, il vient TI(t) + o(t) = Id. O

3.5.4 Propriétés au voisinage de 0 de II(¢) et définition de la valeur propre
perturbée \(?).

Eemme 3.10. [Rang de II(¢).1 Quitte a diminuer la valeur de R, on a, pour tout t €
B0, Ry), rg(T1(1)) = 1.

Démonstration. Comme t — II(t) est continue en 0 (cf. Lemme 3.9) et que I1(0) = I, il existe
R! < R, tel que pour tout t € B(0, R.), ||II(t) — II|| < 1. Quitte & diminuer la valeur de R,
supposons, pour ne pas introduire une notation supplémentaire, que, pour tout t € B(0, Ry),
|TI(t) — || < 1. Soient t € B(0,Ry) et (f,g) € II(t)(B)2. Comme rg(Il) = 1, il existe
(a,b) € C2\ {(0,0)} tel que all(f)+bIl(g) = 0. Posons h := af +bg € II(¢)(B). Ona: ITh =0
et comme II(¢) est un projecteur, II(¢)h = h. On a donc nécessairement h = 0 car sinon on
aurait

[12]l = ITL(t)h — TIA|| < |[TL(E) — TLO)[[{[A]] < [|A]]-
La famille (f, g) est donc une famille liée de II(¢)(B) et par conséquent, rg(II(t)) < 1 Sup—

posons enfin qu'il existe t € B(0, R,) tel que II(t) = 0. Alors |[II|| = |[TI(¢) — HH
et |le] = |[T(e)| < |IT|lllell < |lell, ce qui est absurde. Donc, pour tout t € B(0, R,{),
rg(II(t)) = 1. O

Remarque 3.9. Si B est de dimension finie, le lemme précédent peut se démontrer plus
simplement en utilisant le fait que le rang d’un projecteur est égal a sa trace.

Remarque 3.10. Comme t — TI(t) est continue en 0 et que m € B, on a limy_o7(II(t)e) =

7(Ile) :1(6) = 1. Quitte a diminuer encore la valeur de R,,, nous supposerons dorénavant
que V't € B(0, Ry), m(I1(t)e) # 0.

Lemme 3.11. [Définition de la valeur propre perturbée A(t).]1 Il existe une unique
fonetion A(-) € C°(B(0, Ry),C) telle que Vt € B(0, Ry,), Q(#)II(t) = A(t)II(t). En outre, A(t)
peut étre définie par la formule (3.13).

Démonstration. Rappelons (cf. lemme 3.9) que Q(t) et II(#) commutent. Soit ¢t € B(0, Ry).
= ot

Le vecteur v(t) := II(t)e est un vecteur directeur de II(¢)(B) et comme II(t)v(t) ), on a

Donc Q(t)v(t) € II(t)(B) et il existe donc un unique complexe A(t) tel que Q(t)v(t) = A(t)v(t).
De méme, il existe une unique forme linéaire L(t) € B’ telle que Vf € B, II(¢) f = L(t)(f)v(t).
Par suite, Vf € B, QWII(t)f = L)(f)Qt)v(t) = LE)(f)At)v(t) = AHII(E)f puis en

considérant 1’égalité précédente avec f = e, on obtient :

t)1I(¢
oy = Qo)
m(II(t)e)
Enfin () est continue sur B(0, R,;) par composition d’aprés le lemme 3.9 car 7 € B'. O

79



3.5.5 Décomposition de Q(t)", n € N*, au voisinage de t = 0.

Cette sous-section est consacrée aux preuves de (3.12) et (3.14) (ce qui termine la démons-
tration de la proposition 3.7).

Preuve de (3.12) et (3.14). D’aprés les lemmes 3.9 et 3.11 , on a, pour tout t € B(0, R,,) :
Q)" = Q(t)"I1(t) + Q(1)"Ho(t) = A(t)"II(t) + Q(¢)"Ilo(t) = A()"IL(t) + (Q(¢)Io(t))",

la derniére égalité provenant du fait que Iy(t) et Q(¢) commutent et que IIy(¢) est un pro-
jecteur (lemme 3.9). Démontrons maintenant que Q(¢)IIy(¢) est bien ’endomorphisme N (t)
donné en (3.11). Autrement dit, on doit montrer que, pour tout ¢t € B(0, R,), on a

1
QWy(t) = N(t) = — ¢ 2(zId — Q(t)) ™! dz. (3.24)
2im Jr,
Le lemme ci-dessous montre plus généralement que 1 on peut exprimer Q(t)" et (Q(¢t)p(t))"
sous forme d’intégrales de Dunford. Soient p > 1+ 5% et I, le cercle orienté de centre z = 0

et de rayon p.
Lemme 3.12. Pour tousn € N* et t € B(0, Ry), on a :

QY = 5= § 2"(21d— Q1) dz, (3.25)
i Jr,
(@QUM(0)" = 5= § "1 = Q)" d= (3.26)

L’égalité (3.26) appliquée avec n = 1 donne l’égalité souhaitée (3.24). Appliquée avec n
quelconque, elle fournit (3.14).

Démonstration du lemme 3.12. D’aprés (3.21) on a :

j{ﬂp (2= Q) dz = ﬁp z”(iz(ml)Q(t)k) ds — :go (éﬁ anldz) Q).

0

On déduit (3.25) des égalités frp 2Ry = 2imby .
Comme déja remarqué, on a (Q(t)IIy(t))" = Q(¢)"IIp(¢). Ainsi, en utilisant (3.25), la définition
(3.23) de IIy(¢), et enfin ’équation de la résolvante (3.20) et le théoréme de Fubini, on obtient :

(2im)2 Q)" (1) = ( 75 S Ry(2) dz> < ) R dz’)
_ ﬁ p j’i ) Rl e
_ ]i 7?0 - ! . <Rt(z') _ Rt(z)) dzd?
_ FORt(z’)<7§ nz dz)dz’— Ry(2 < FOZ_Z> ..

P
m
et fl“o “5 =0. O

D’ou égalité (3.26) en observant que
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Remarque 3.11. Si l’on suppose uniquement, dans la proposition 3.7, que lim;_o Q(t) = Q
dans L(B) (& la place de Q(-) € C°(O,L(B))), alors les conclusions de cette proposition
subsistent, a l’exception des derniéres assertions concernant la continuité de II(-), N(-)" et
A(+) sur B(0, Ry;). Cependant, on a encore limy o I1(t) = I (dans L(B)) et limy_q A(t) = 1.

81



82



Chapitre 4

Théorémes de renouvellement
markoviens obtenus par la méthode
spectrale usuelle

Dans ce chapitre, I’hypothése de forte ergodicité du chapitre précédent est adaptée au cadre
probabiliste markovien, a savoir : on dit qu'une chaine de Markov (X,,),>0 d’espace d’états
E est fortement ergodique sur un espace de Banach B si sa probabilité de transition Q(x, dy)
opére contintiment sur B, si sa probabilité stationnaire w (dont on suppose ici l'existence)
définit une forme linéaire continue sur B, et enfin si la suite des itérés Q" de Q) converge
en norme d’opérateurs sur B vers le projecteur de rang 1 défini par : II(f) = =« (f) 1g, la
notation usuelle 1p désignant la fonction identiquement égale & 1 sur E. On notera que
I'espace B, composé ici de fonctions complexes mesurables sur E (ou de classes modulo 7 de
telles fonctions), doit en particulier contenir la fonction 1.

Dans la section 4.1, on présente des exemples classiques de chaines de Markov fortement
ergodiques. Le cas des chaines finies (Ex. 1) est évidemment le plus simple et on pourra
utiliser les résultats de I'étude faite dans la section 3.2. Les premiers exemples de chaines
fortement ergodiques (non finies) présentés ensuite sont assez simples : il s’agit du modéle
itératif usuel sur [0,1] déduit de la transformation z +— 2z modulo 1 (Ex. 2), puis de la
chaine sur R dont la probabilité de transition @Q(z,-) est définie par la loi uniforme sur [0, z]
(Ex. 3). Les deux exemples qui suivent concernent des modéles plus généraux, donnés d’'une
part par les chaines dites v-géométriquement ergodiques (Ex. 4), d’autre part par les chaines
p-mélangeantes (Ex. 5). Les modéles itératifs Lipschitziens, qui fournissent aussi une classe
générale de chaines de Markov fortement ergodiques, seront étudiés dans le chapitre 6.

Dans la section 4.2, étant donnée une chaine de Markov (X;)n>0 et & = (&1,...,&4), une
fonction définie sur E et a valeurs dans R%, on rappelle la définition des noyaux de Fourier
Q(t) associés a £ et a la probabilité de transition de (X,,)n>0, ainsi que le lien entre les itérés
Q(t)" de Q(t) et la fonction caractéristique de la fonctionnelle additive S, = > p_; &(Xk).
Ensuite, dans la section 4.3, en utilisant les résultats du chapitre précédent, on introduit des
hypothéses de type opérateur pour vérifier I'hypothése R4(m) du chapitre 2. Les conditions

83



obtenues sont celles de [34, 14, 41, 4], a savoir, outre I’hypothése de forte ergodicité sur B :
une condition de régularité sur I'application Q(-) : R — £(B) et une condition spectrale dite
de non-arithméticité.

Dans la section 4.4, on énonce les théorémes de renouvellement que 1'on peut déduire du
chapitre 2 en utilisant les hypothéses de type opérateur. On y retrouve les énoncés établis dans
[34, 14, 41] en dimension 1 et dans [4] en dimension d > 2. Dans la section 4.5, les théorémes de
renouvellement sont appliqués aux exemples mentionnés ci-dessus. Plus précisément, on verra
que les conditions de régularité sur Q(-) sont particuliérement bien adaptées lorsque ’espace
B relatif a la forte ergodicité est une algébre de Banach et que les fonctions coordonnées &; de
& sont dans B. Ce cas de figure sera illustré par les exemples 1 et 2, pour lesquels on réduira
lattice. Pour les exemples 4 et 5, on verra que les hypothéses de régularité sur Q(-) conduisent
a des conditions de moment (de type opérateur) assez contraignantes (voir également & ce
sujet la derniére section de ce chapitre). Dans la section 4.6, on étend nos résultats au cas
lattice.

4.1 Chaines de Markov fortement ergodiques.

4.1.1 Notations générales et définition de la forte ergodicité

Dans ce chapitre, on désignera par (X,,),>0 une chaine de Markov homogeéne d’espace d’états
(E, &) quelconque, de probabilité de transition Q(z, dy), et de probabilité Q-invariante 7 (dont
on suppose 'existence).

Si X7 et Xo sont des espaces de Banach, la notation X; «— Xy signifie que X7 C Xo et
que 'application identique est continue de X7 dans Xs. On note ﬁl(ﬂ) I’espace vectoriel des
fonctions complexes définies et m-intégrables sur F.

Hypothése (B). Un espace de Banach B vérifie Uhypothése (B) si B — LY(7) et 1p € B,
ou bien si B — IL*(7) et la classe Cl(1g) de 1g (modulo ) est dans B.

L’hypothése (B) implique donc que 7 € B’ et nous permet d’introduire le projecteur Il € £L(B),
de rang 1, défini pour tout f € B par :

I = 7(f)1. (4.1)

Définition 4.1. Soit (B, || - ||) un espace de Banach vérifiant [’hypothése (B). On dira que
(Xn)n>o0 est fortement ergodique relativement a B si Q opére continiment sur B (i. e. Q €
L(B)) et si Q est fortement ergodique sur B, avec II défini en (4.1).

L’hypothése de forte ergodicité, introduite et discutée au chapitre 3, signifie donc ici que la
suite des itérés (Q™), de I'opérateur de transition () converge dans L£(B) vers le projecteur II
de (4.1). D’apreés la remarque 3.1, elle est équivalente a la condition suivante :

3k €01, 3C >0, ¥n>1, Q" —TI|| < C&", (4.2)

ot || - || désigne ici la norme subordonnée dans L£(5).
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4.1.2 Trois exemples simples.

e Exemple 1. Chaines de Markov finies.

Soit (X, )n>0 une chaine de Markov finie, a savoir I'espace d’états E = {1, ..., K} est fini. Soit
Q@ = (q(i,7)) sa matrice de transition. On désigne ici par B 'espace vectoriel (de dimension
finie) des fonctions de E dans C. La matrice de transition ) induit sur B un opérateur de
transition, noté encore @), défini par

VfeB, YieE, Qi) = q(i,5) Q) (4.3)

J=1

L’espace B étant de dimension finie, on peut considérer n’importe quelle norme sur B, par
exemple la norme || - || utilisée dans la section 3.2. On dit que (X,)n>0 est irréductible
et apériodique si @ est irréductible et apériodique au sens des définitions données dans la
section 3.2. La proposition suivante est classique et a été démontrée dans le chapitre 3 (cf.
prop. 3.6).

Proposition 4.1. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov finie, irréductible et apériodique. I
existe une unique probabilité w Q-invariante, et on a (4.2) sur B.

e Exemple 2 (E =[0,1]) : X,, = 5(Xn—1 + 0,), avec 0, ~ Bern(1/2).

Soit (X, )n>0 la chaine de Markov d’espace d’états E = [0,1], définie par la donnée d’une
v.a. Xo a valeurs dans [0, 1], et par la formule itérative suivante :

Vn e N*, X, = =(X,_1+0,),

N

ol (0p)n>1 est une suite de v.a.i.i.d. indépendante de Xo, toutes de loi de Bernoulli de pa-
ramétre 1/2. Il est facile de voir que sa probabilité de transition @ est définie, pour toute
fonction mesurable complexe bornée f sur E, par :

x r+1

vre B, Qf(r) = 5 (/(5)+ F(a). (4.0

On note v la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On vérifie facilement que v(Qf) = v(f), autrement
dit v est une probabilité @Q-invariante sur [0,1]. L’opérateur @) précédent est un exemple
classique d’opérateurs de transfert (ici associé a la transformation x +— 2z modulo 1), voir
par exemple [18, 19].

Soit B = Lip(F) I'espace de Banach complexe des fonctions lipschitziennes de E dans C, muni
de la norme || - || définie pour tout f € Lip(FE) par

L= m(F) + 1l
avec  m(f) = sup |f (@) = fly)l

(z,y)€E2, z#y [z =yl

Proposition 4.2. L’opérateur Q défini par (4.4) est fortement ergodique sur Lip(E), avec 11
dans (4.2) associée & la mesure de Lebesgue v sur [0, 1].

ot |[fllo = max|f(z)].
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour tout u € Lip(E), on a Qu € Lip(E) et

m(Qu) < Sm(w). (4.5

Comme @ est clairement linéaire, ) est un endomorphisme continu de Lip(E). La suite de la
preuve de cette proposition utilise les résultats du lemme suivant :

Lemme 4.1. Soit H := {g € Lip(F), v(g) = 0}. Alors H est un sous-espace fermé de
Lip(E), stable par Q, et pour tout g € H, on a | g]| < 3m(g).

Démonstration. H est fermé car v définit clairement une forme linéaire continue sur Lip(E),
et il est stable par @ car v est @Q-invariante. Soit ¢ € H. Comme Re (g) est une fonction
continue de [0,1] dans R, d’intégrale nulle sur [0, 1], il existe 1 € E tel que Re (g)(x1) = 0.
De méme, il existe xo € E tel que Im g(x2) = 0. Soit = € [0, 1]. L’égalité

9(x) = (Re (g)(x) — Re (g)(x1)) + i(Im (g)(x) — Im (g)(x2))

implique alors que |g(z)| < m(g)(|]z — z1| + |z — 22]) < 2m(g). Donc ||g||.. < 2m(g). O
Terminons maintenant la preuve de la proposition 4.2. Montrons que la suite (Q™) converge
dans L(Lip(FE)), vers le projecteur v(-)1g. Soient f € Lip(E) et g := f — v(f)1lg. Comme
g € H, on a, pour tout n € N, Qg € H avec [|Q"g|| < 3m(Q"g) < m(g) d’apres le
lemme 4.1 et (4.5). Par conséquent, comme Qlg = 1g et m(g) = m(f), on a :
1Q"f —v(Hell = [Q"(f —v(le)l
3
3
< 2.
O

e Exemple 3 (F =R) : cas ou Q(z,-) est la loi uniforme sur [0, z].

Soit (Xy)n>0 une chaine de Markov, a valeurs dans £ = R, de probabilité de transition @
définie pour toute fonction mesurable complexe bornée f sur E par :

= /1 f(tx)dt, x € E. (4.6)
0

En d’autres termes, la probabilité de transition Q(z,-) est la loi uniforme sur [0,z] (resp.
[,0]) si & > 0 (resp. x < 0), et la distribution de Dirac dp en 0 si x = 0. On a clairement
Qf(0) = f(0), donc dy est une probabilité @-invariante.

Soit v > 0. Considérons 'espace complexe B, des fonctions f de E dans C telles que

|f(z) = f(y)] (4.7)

my(f):=  sup < +oo0.
! (ey)e B2, oy [T — yl(L+ [2))V (1 + [y[)7
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On vérifie facilement que si f € B, alors on a

|/ ()]

fly i=sup ———5— < +o0. 4.8
I = W )
On munit B, de la norme || - || définie pour tout f € B par :

1A= ma () + 1]y (4.9)
et on montre classiquement que (B, | - ||) est un espace de Banach.

Proposition 4.3. L’opérateur Q défini par (4.6) est fortement ergodique sur B, avec II dans
(4.2) définie par II(f) = f(0)1g.

Démonstration. Un calcul élémentaire montre que, pour tout u € By, on a Qu € B, car on a

i (Qu) < () (4.10)

et |Qul, < |u|,. Comme @ est clairement linéaire, on a Q € L(B,).

Lemme 4.2. Soit H := {g € B, g(0) = 0}. Alors H est un sous-espace fermé de B.,, stable
par @Q, et pour tout g € H, on a ||g|]| < 2m,(g).

Démonstration. Les deux premiers points résultent du fait que dp € BL/ et que dg est Q-
invariante. En outre, pour tous g € H et z € R, on

l9(2)| = lg(@) = g(0)] < ma(g)lal(1 + |2])T < my(g) (1 + |2])7*.

Donc |g|, < m,(g). u

Montrons maintenant que la suite (Q") converge dans L(B,) vers II comme défini dans
I'énoncé. Soit f € B,. Posons g := f —do(f). Comme g € H, on a, pour tout n € N, Q"g € H
avec [|[Q"g|| < 2m,(Q"g) < 25-m,(g) d’aprés le lemme 4.2 et (4.10). Par conséquent, comme
Qlg =1 et m(g) =m(f), on a:

1Q"F =56(Dll = 1Q"(F = 3o
< gmlf)

O

Signalons que les espaces de type B, seront aussi utilisés dans le chapitre 6 pour I’étude des
modéles itératifs lipschitziens.

Les exemples 4 et 5 ci-dessous concernent, non plus des exemples particuliers de chaines de
Markov, mais des modéles markoviens classiques.
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4.1.3 Exemple 4 : les chaines de Markov v-géométriquement ergodiques.

Fixons une fonction mesurable v de E dans [1,400[ et considérons 'espace vectoriel complexe
B, des fonctions mesurables f : E — C telles que f/v soit bornée sur E. L’espace B, contient
clairement toutes les fonctions complexes bornées sur E (en particulier 1g) et on vérifie

classiquement que B, muni de la norme || - ||, définie pour tout f € B, par :
|f ()]
[fllo = sup
z€E U(SU)

est un espace de Banach. Remarquons que @ € £L(B,) si et seulement si Qu € B,.

Définition 4.2. La chaine (Xp)n>0 (ou Q) est dite v-géométriquement ergodique si Q) est
fortement ergodique sur (By, | - ||v), autrement dit si Q € L(B,) et si Q vérifie la condition
(4.2) sur (By, || - ||v), & savoir :

3 €[0,1[3C >0, Yn > 1, Vf € By, Q" f —7(f)lello < CR"|f]lo- (4.11)

On notera que la définition 4.2, comme ’hypothése de forte ergodicité en général, présuppose
lexistence de la probabilité Q-invariante 7. En outre ici, (4.11) requiert que v soit m-intégrable,
et cette derniére condition implique que B, vérifie 'hypothése (B) (i. e. B, «— Ll(7)).

Sous des hypothéses d’irréductibilité et d’apériodicité, il est établi dans [62] que la pro-
priété (4.11) est équivalente aux conditions classiques suivantes : il existe N € N*| une mesure
positive non nulle v sur (E,€) et C € & tel que v(C) > 0 de sorte que

Ve e E, YA€ &, QN (x, A) > v(A)lc(x), (4.12)

3p € [0,1], IM >0, QNv < pv+ Mlc. (4.13)

Nous renvoyons & [62] pour ce résultat, pour des compléments sur les conditions (4.12) (4.13),
appelées respectivement conditions de "minoration" et de "drift", et enfin pour des exemples
de chaines v-géométriquement ergodiques.

Nous adoptons ici une approche fonctionnelle différente de [62]. Cette approche est illustrée
ci-dessous par un exemple de processus autorégressif. Commencons par rappeler la définition
générale de quasi-compacité.

Définition 4.3. Soient B un espace de Banach complexe quelconque et T € L(B) tel que
r(T) = 1. On dit que T est quasi-compact sur B s’il existe m € N*, \; € C, p; € N*
(i=1,...,m) tels que l’on ait

B = &L, Ker(T — \;Id)P* & H, (4.14)

avec H, s.e.v. fermé de B, invariant par T, tel que r(Tx) < 1, ot l'on a noté Ty la restriction
de T sur H, et avec A; tel que |\i| > r(T|g) et dimKer(T — N\ Id)P* < +oo (i=1,...,m).

La proposition suivante, admise ici et prouvée dans [43, 47|, montre que les conditions de
"minoration" et de "drift" ci-dessus impliquent la quasi-compacité de @Q sur B,,.
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Proposition 4.4. Supposons que les conditions (4.12) (4.13) soient satisfaites. Alors le rayon
spectral r(Q) de Q sur B, est égal a 1, et QQ est quasi-compact sur By,.

La propriété r(Q) = 1 s’établit facilement sous la condition (4.13). En effet, on a Qv <
pv+M, et QY étant un opérateur positif de B, tel que Q1 = 15, on obtient plus généralement
que, pour tout n € N* :

M
Q"Nv < pv+ ——. (4.15)
L—p
On en déduit que sup,, |Q™Vv|l, < +oo. Par un argument de division euclidienne, il vient

que Q est & itérés bornés sur B, : supy, [|Q*v]|, < +oo. Dot 7(Q) < 1 d’aprés (3.2). Comme
Qlg = 1p, on a bien 7(Q) = 1.

Un exemple (modéle autorégressif). Soit X une variable aléatoire réelle. Soit (X, )n>1
la suite de v.a.r définie, pour tout n € N*, par :

Xn = aXn—l + ena

avec a €] — 1,1[\{0}, et (6,,)n>1 une suite de v.a. réelles i.i.d et indépendante de Xy. On
suppose que 61 admet une densité de probabilité p continue et strictement positive sur R, et
en outre que 6y est de carré intégrable, i.e. que 03] = [, y*p(y)dy < +oo.

On vérifie facilement que (X,,)n>0 est une chaine de Markov dont la probabilité de transition
est définie pour tout z € R et tout borélien A de R par :

Q(z, 4) = /R La(az + ) ply) dy.

Nous démontrons ci-dessous que les conditions (4.12) (4.13) sont satisfaites sur cet exemple.
Sous des hypothéses supplémentaires, nous en déduirons la forte ergodicité de ) sur B, en
étudiant directement les éléments propres périphériques de Q).

o FEtude de la condition (4.12). Soit ¢ > 0. La condition (4.12) est vérifice avec N = 1,
C = [—c¢,c] et une mesure positive non nulle v (dépendant de p et de C). En effet, posons,
pour tout z € R, p.(2) := min,eco p(z + u). Comme p est continue et p > 0, on a 0 < p. < p
et p. est intégrable sur R avec [ pe(z)dz €]0,1]. Considérons la mesure positive non nulle v
définie pour tout borélien B de R par :

v(B) = /B pe(2)dz.

Clairement on a v(C) = v([—c,c]) > 0. Soit A un borélien de R. Pour tout z € C, on a
Q(z,A) = / p(z — ax)dz > v(A).
A

En effet, si z € C, on a —ax € C et donc pour tout z € R, p(z — ax) > pc(z). Comme
Q(-,A) > 0, la propriété (4.12) est établie comme souhaitée.

e Etude de la condition (4.13). Soit v(z) = 1 + 2%, x € R. Remarquons que Qv € B, et donc
que Q opére dans B, car, pour tout x € R, on a :

(Qu)(z) = /R (1+ (az + 1))p(y)dy = a?o(z) + 2aE[1]x + 1 — o + E[0.
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Considérons p €]a?,1[ et ¢ > 0 tels que, pour tout |z| > ¢, on ait

‘2@E[91]m+1—a2+E[9%H < 9
p—a‘.

v(x) -
Pour |x| > ¢, on a Qu(x) < pv(x), et pour = € [—c, ], on a Qu(x) < a?v(x) + M avec

M := max ‘2@E91]x+1—a + E[67]].

z€[—c,]
Par conséquent, la condition (4.13) est vérifice avec N =1 et C = [—¢, ¢].

e Etude du spectre périphérique de Q. D’aprés la proposition 4.4, on sait que 7(Q) = 1 et que
@ est quasi-compact sur B, avec ici v(z) =1+ 22, x € R. Supposons en outre que p soit de
classe C! sur R et qu'il existe € > 0 tel que

sup (1 + |a) | (2)] < +oc. (4.16)
zeR
Soit A € C tel que |A| = 1. Nous allons montrer que Ker(Q — Id) = C- 1r et que si A\ # 1,
alors Ker(Q — A d) = {0}. Ceci démontrera bien la forte ergodicité de @ sur B, car on sait
en outre que ) est a itérés bornés sur B, de sorte que la propriété (4.14) sera alors vérifiée
avecm=1, A A\1=1letp; =1.
Soit f € Ker(Q — I). Remarquons tout d’abord que f est bornée sur R car on a pour tout
n € N (cf. (4.15) avec N =1 ici)

M
1= =1Q1 < QUF1) < IMILQ" < 1o+ 7=)

et donc

M
< I "+ ——) < —
11 B WS leemo+ =) < Il g

Pour tout x € R, on a
M(@) = @N(a) = [ flaa+wptiy = [ F)p( - an)a.

D’aprés le théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre, z +— fR f(2)p(z —ax)dz est de
classe C! sur R, de dérivée z — —a Jg f(2)P'(z — ax)dz. En effet, 'hypothése (4.16) permet de
vérifier que la condition usuelle de domination locale de la dérivée partielle par rapport a z
de (z, z) — f(z)p (z - a:L‘) est satisfaite. Ainsi f est de classe C! sur R avec, pour tout = € R,
A(z) = —a fR (z — az)dz. L égalité précédente implique que f est bornée sur R, et en
1ntegrant par partles cette méme égalité, on obtient que

@) =a [ (- an)dz = a [ f'las+y)pu)dy,

car, p et p’ étant intégrables sur R, lim, ;o p(u) = 0. En d’autres termes, Qf" = %f’
Comme \%] = ‘714 > 1let r(Q) =1, on en déduit que f' = 0 et donc que f est constante sur R.
On a ainsi montré que la seule valeur propre de module 1 de @) est 1, et que ’espace propre
associé est C - 1g.
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En conclusion, si §; admet une densité de probabilité p de classe C! sur R, strictement positive

telle que [, ¥>p(y)dy < +oc et s'il existe e > 0 tel que sup (1+]z|)' T°|p(z)| < 400, alors Q est
z€eR
fortement ergodique sur (B,, || - ||»). Remarquons pour finir que, si 6; est une v.a. gaussienne,

les hypothéses précédentes sur 67 sont satisfaites.

4.1.4 Exemple 5 : les chaines p-mélangeantes.

Soit k € N*. Le coefficient de p-mélange & I'horizon k, noté p(k), d'une suite (Z,),>0 de
v.a. est défini par :

p(k) := sup {Corr(f,g), f € L*(G}), g € L*(G° 1)}, (4.17)
otl, pour tous p € N* et ¢ € N* U {oo} tels que p < g, on a noté G} := o(Zy, -+, Z,) la tribu
engendrée par les variables aléatoires Zy,, - - - , Z,, et ot le coefficient de corrélation Corr(f, g)

de f et g est classiquement défini par :

E(fg] — E[f|E]g] '
VE(f - E[))4VE[(g - Eg])?

La suite (Z,)nen est dite p-mélangeante si klim p(k) =0.
—400

Corr(f,g) =

Soit (Xp)n>0 une chaine de Markov d’espace d’états (F,E), de probabilité de transition
Q(z,dy), admettant une probabilité Q-invariante 7. On note (IL%(), || - ||l2) 'espace de Le-
besgue usuel associé a (E, &, ). Il est facile de voir que @ est un opérateur contractant (au
sens large) de IL?(7) : Vf € L2(7), |Qfll2 < ||fll2-

Nous admettrons la proposition classique suivante, prouvée dans [68].
Proposition 4.5. La chaine (X,,)n>0 est p-mélangeante si et seulement si QQ est fortement
ergodique sur B = IL*(w), c’est-a-dire s’il existe & € [0,1] et C > 0 tels que

Vn > 1,Vf e L*(n), |Q"f —T(f)l2< CA"If]2 (4.18)

avec : 1I(f) =n(f)1E.

La proposition suivante, établie aussi dans [68|, montre que si @ est fortement ergodique
sur LQ(W), alors pour tout p €|1,+o0o[, @ est également fortement ergodique sur 'espace de
Lebesgue usuel (LP(r),| -|,) associé a (E,&,7) :

Proposition 4.6. Soit (X,,)nen une chaine de Markov p-mélangeante. Pour tout p €]1, +o00],
Q est fortement ergodique sur ILP(r), c’est-a-dire il existe &y € [0,1] et Cp, > 0 tels que U'on
ait, toujours avec II(f) = n(f)1Eg :

Vn > 1,VfeIP(r), [Q"f —I(f)llp < Cphyllfllp- (4.19)

1
Démonstration. Soit p € [1,400]. La norme usuelle de ILP(r) est || - ||, = 7(| - |P)?. La norme
subordonnée de L(ILP (7)) est aussi notée ||-||,. Comme 7 est Q-invariante, @) est un opérateur
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contractant (au sens large) de ILP(m) : ||Q||, < 1. Puisque II est aussi un opérateur contractant
(au sens large) de IL°°(7) et de IL'(), on notera en particulier que I'on a pour tout n € N* :
|Q" —1II]|oo < 2 et [|Q™ —1I]J; < 2. Considérons maintenant p €]2, +oo[. D’apreés le théoréme
de Riesz-Thorin (cf. [7]), on a :

1—-2 2
Q™ — 1|, < Q" =TI, " Q" —1I||%.

Par conséquent, d’aprés (4.18), @ est fortement ergodique sur ILP(w) car :
2 2 2
|Q" — Ml <20 C 72 (RT7)".

On démontre de méme que @ est fortement ergodique sur ILP(7), pour p €]1,2[, en utilisant
le théoréme de Riesz-Thorin avec les espaces IL'(r) et L2(). O

4.2 Fonctionnelles additives et noyaux de Fourier.

Soit (X, )n>0 une chaine de Markov d’espace d’états (E,E) quelconque, de probabilité de
transition Q(z,dy), de probabilité Q-invariante 7. Dans toute la suite, on désigne par p la loi
initiale de (Xy)n>0, ¢’est-a-dire la loi de Xp.

Soit z +— &(x) = (&1(x),...,&(x)) une fonction mesurable de E dans R?. On désigne par
(Sp)n la suite de v.a. suivante, a valeurs dans R?, définie par :

Vn €N, Sp=> &(Xp). (4.20)
k=1

La suite (Sy,)n, est appelée la fonctionnelle additive de la chaine (X,,),>0 associée a &.

4.2.1 Définition des noyaux et opérateurs de Fourier associés a ().

Pour tout ¢ € R, on note Q¢(t), ou plus simplement Q(t), le noyau de Fourier défini par :

Q(t)(z, dy) = "W Q(z, dy). (4.21)

Soit B un espace de Banach vérifiant ’hypothése (B). Soit t € R? tel que Q(t)(.,dy) définit
un endomorphisme continu de £(B). Notant aussi Q(t) cet opérateur de B, on a donc, pour
tousz € Fet feB:

Q) (x) = /E F)Q) (. dy) = /E eH0:E0) £(4) Q. dy). (4.22)

Exemple : Cas des chaines de Markov finie.

On conserve les notations de I’exemple 1 page 85. Alors, pour t € R?, I'opérateur de Fourier
Q(t) est défini sur l'algébre de Banach (B, || - ||«) des fonctions de E = {1,--- , K} dans C
de la maniére suivante :

K

VfeB, VkeE, (Q)f)(k) = Q"0 ) =3 "elth0)) £(5)q(k, j). (4.23)

j=1
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Remarquons que Q(-) € CO(R?, £L(B)). En effet, rappelons que ||-|| désigne la norme euclidienne
sur R%. On pose

Ci=max {[¢G)]. j=1.....K}.
On a pour tous (s,t) € (R?)?

680 — 8O < (= 5,6(-)) < O 1t — 5],
d’ot, par la remarque 3.4, on a pour tout f € B :

1Q(1)f — Q(3) fllos = QUMD — HsLON 1| o < C' |1t — 5| || f]o-

Ainsi on a |Q(t) — Q(8)]leo < C|t — ||, et Q(-) est lipschitzienne donc continue sur R?.

Plus précisément, puisque Q(-) s’identifie a la matrice (gie*$())) dont les coefficients sont
clairement des fonctions de classe C*® de RY dans C, la fonction ¢ — Q(t) est de classe C™
de R? dans £(B), avec pour tous k € N, (p1,--- ,pq) € N? tel que p; + --- +pg = k, et tous
teRlet feB:

( 9*Q(t)

K
g o) () = QU ettt e ) = ;z”“ﬁ“ (7)€ DD F (gl 9)-

4.2.2 Lien entre la fonction caractéristique de S, et I’opérateur Q(-).

L’hypothése R4(m) du chapitre 2 fait appel, pour f : E — [0, +00[ mesurable donnée, a la
fonction (de type) caractéristique définie comme D’espérance de la v.a. f(X,) e %5 Dans le
cadre markovien de ce chapitre, 'espérance dépend de la probabilité de transition ), mais
aussi de la probabilité initiale . A cet effet, nous utiliserons les notations usuelles P, et IE,
pour faire référence a la probabilité initiale p. Ainsi la fonction (de type) caractéristique de

Ihypothese Rq(m) sera IE, [ f(X,) ei<~,5n>]_

Nous utiliserons a plusieurs reprises 1’égalité du lemme suivant, énoncée pour le moment
pour toute fonction complexe f mesurable bornée sur F et toute loi de probabilité initiale p.
Lorsque Q(t) aura une action continue sur un espace (de fonctions complexes) B, la formule
sera appliquée avec u € B' et f € B :

Lemme 4.3. On a

Vn>1, Yt eRY, B, [f(Xn) 5] = u(@Q@)" f).

Démonstration. Procédons par récurrence sur n. Soit o(Xo, ..., X,) la tribu engendrée par
lesv. a. Xg,...,X,, n € N. Notons f; 'application de E dans C définie pour tout z € E par :

filw) = 5@ f (@), t € RY.
En considérant (4.20) avec n =1, on a :

Bu[f(X0)e 5] = Bu[f(X1)] = Eu[Bu[f,(X1) | o(Xo)]
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et donc, par la propriété de Markov, IE,[f(X)e!(t51)] = [(th)( 0)]. Comme Qf; =
Q(t)f, on obtient donc IE,[f(X1)e1] = IE,[(Q(t)f)(Xo0)] = w(Q(t)f), c’est-a-dire 'égalité
du lemme 4.3 pour n = 1.

Supposons 1’égalité du lemme 4.3 établie pour un certain entier n > 1. On a alors avec (4.20) :

Eulf(Xpp1)e 5] = B, fi(Xnp)e )]
= Eu[E.[fi(Xnp1)e ") | o(Xo, ..., X0)]]
= B[ EL[fi(Xnt) | 0(Xo, .-, X0)]]
et donc IE,[f(Xpi1)e!t5m+1)] = B, [0 ) (Qf,)(X,)] d’aprés la propriété de Markov. Fi-

nalement, en appliquant ’hypothése de récurrence a la fonction mesurable bornée Q(t)f, on
obtient :

Eu[f(Xpp1)e 5] = B [(Q) )(Xn)e 5] = n(Q)™(Q() £)) = m(Q1)™ /).

L’égalité du lemme 4.3 est vérifiée avec 'entier n + 1 et est donc vraie pour tout n € N*. [

Remarquons que le cas particulier f = 1g nous donne l'expression suivante de la fonction
caractéristique de S,

Vn>1, vt e R, B[] = u(Q(t)"1). (4.24)

4.3 Etude de la condition R,;(m) par la méthode spectrale usuelle.

On conserve les données et notations introduites au début de la section 4.2. Le lemme 4.3
montre que ’hypothése R4(m), introduite au chapitre 2 pour établir les théorémes de re-
nouvellement, se raméne a 'étude des itérés Q(t)". C’est 'objet de la méthode spectrale de
Nagaev-Guivrac’h, que nous appliquons dans les deux sous-sections suivantes, en introduisant
des hypothéses de type opérateur et en utilisant les résultats du chapitre précédent.

Soit B un espace de Banach vérifiant ’hypothése (B). Les opérateurs de Fourier associés a @
et £ ont été définis en (4.21). Soit m € R. Introduisons ’hypothése suivante :

Hypotheése Uy(m).
(i) Q est fortement ergodique sur B (cf. définition 4.1),
(i3) Pour tout ouvert borné O de R, Q(-) € CJY(O, L(B)).

Remarque 4.1. En pratique, lorsque ['hypothése Uq(m)(it) est satisfaite, alors pour tous
ke {l,---,|m]} et (p1,---,pa) € N¢ tel que py + --- + pqg = k, Uopérateur _07Q0) o

R
Vopérateur de L(B) associé au noyau
Qo) (D) (1 dy) = 67 () - 657 () €40 Q(a, dy), (4.25)
c’est-a-dire que pour toust € RY, f € L(B) et x € E, on a :
Q¢ ,
(atm...(a)tpdf) (x) =" /E & (y) -+ i y) W) f(y)Q(x, dy). (4.26)
1 d
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4.3.1 Etude de la condition R;(m)(i).

Pour établir la condition R4(m)(i), les points-clés de la méthode spectrale usuelle sont les
propositions 3.7-3.8.

Proposition 4.7. Si Uhypothese Ug(m) est satisfaite, alors pour toute probabilité initiale p
sur E telle que p € B' et pour tout f € B positive, les fonctions (de type) caractéristiques
E,[f(Xy,) ez<"S">], n > 1, vérifient la condition Rq(m)(i) avec L(0) = w(f).

Démonstration. Rappelons (cf. (4.1) et (4.2)) que, d’aprés Ug(m)(i), il existe & € [0,1[, C > 0
et T € B tels que
VfeB,Vne N, [|Q"f —n(f)lel < CE"|f].
]

En particulier, si f > 0, la suite positive (E[f(X,)])
im B[] = lm (@ f) = p(x(F)LE) = 7().

Soit O un voisinage ouvert borné quelconque de 0 dans RY. L’hypothése Uy(m)(ii) nous
permet d’appliquer d’abord la proposition 3.7 aux opérateurs de Fourier Q(¢), a savoir : pour
tout k €]k, 1], il existe R,, > 0 tel que, pour tout t € B(0, R,), on ait

Vo€ N, Q)" = A(t)"IL(t) + N(t)",n € N*,

II(t), N(t) et A(t) étant respectivement définis en (3.10), (3.11) et (3.13) avec e = 1g. Le
lemme 4.3 implique alors que, pour tout ¢ € B(0, R,), on a :

By [f(Xn) €500 ] = w(@Q)" f) = M0)"L(t) + Ra(t),
avec L(t), R,(t) définis par :
L(t) == p(II(t)f) et Ry(t) :== pu(NE)"™f). (4.27)

En outre, en utilisant (3.15) et les hypothéses u € B', f € B, on obtient que la fonction R(-)
de la condition R4(m)(i) est ici donnée par :

n est majorée car elle est convergente :

vt € B(0, Ry,) ZR N@)f),

avec N(t) = > .51 N(t)" (cf. (3.16)). La proposition 3.7 nous donne aussi A(0) = 1 et
I1(0) = I := 7(-)1g. On a donc en particulier

L(0) = p(IL(0) f) = u(ILf) = p(w(f)1E) = 7(f)-

Enfin la proposition 3.8 fournit la régularité souhaitée pour les fonctions A(-), L(-) et R(-).
La condition R4(m)(i) est donc établie. O
Remarque 4.2. Pour toust € B(0,Ry) et ¢ =0,...,[m], ona RY (t) = ,u(]\ﬁse) (t)). D’apres
la proposition 3.8, on a donc en particulier

¥e=0,...,[m|,3C; >0, sup|RP(0)] < || Ce.

n>1

Remarque 4.3. La fonction A(+) est indépendante de la probabilité initiale p et de la fonction

positive f € B : elle dépend en effet uniquement de Q(-) (cf. (3.13)). Par contre, les fonctions
L(:), Ru(-) et R(-) dépendent de p et f.
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4.3.2 Etude de la condition R;(m)(i7).

L’étude de la condition R4(m)(ii) nous conduit & introduire ’hypothése supplémentaire sui-
vante sur Q(-) :

Hypothése (NA). [Hypothése de non-arithméticité spectrale.]
Pour tout compact K de R\ {0}, il existe Cic > 0 et px € [0, 1] tels que

¥n e N, Vt € K, |Q)" | g < Cy o (4.28)

Enongons une condition équivalente a ’hypothése (NA) lorsque Q(-) € CO(R?, L(B)).
Proposition 4.8. Si Q(-) € C°(R%, L(B)), alors ’hypothése (NA) est équivalente a

vt € R4\ {0}, r(Q(t)) < 1. (4.29)

Démonstration. Elle utilise le résultat du lemme suivant :

Lemme 4.4. Si T, — T dans L(B), alors r(T) > limy, r(T}).

Démonstration. On sait (cf. Lemme 3.6 et Remarque 3.6) que r(7") = inf,,>; ||T”||% Soient

1
e > 0etng > 1tels que r(T) < [|[T70[|"0 < 7(T)+ §. Comme limy, [| T[] = ||T7°]| dans L(B),
il existe K > 1 tel que

€

1 1
vk K, T < T + S

1 a1 _
donc Vk > K, r(Ty) < |T;°||70 < [T + § < r(T) +e. D’ott limy (7)) < 7(T) 4+ €. On
en déduit I'inégalité cherchée car € > 0 est arbitraire. O

Nous pouvons maintenant passer a la preuve de la proposition 4.8. Supposons (4.28) et consi-
dérons t € R%\ {0}. Soit K = {t}. Comme K est un compact de R?\ {0}, la formule du rayon
spectral nous donne 7(Q(t)) < px < 1. D’ou (4.29).

Supposons maintenant (4.29). Soit K un compact de R\ {0}, et soit

r. =sup{r(Q(t)), t € K}.

On ar, €[0,1]. Si rg = 1, alors il existe une suite (73); de K tels que limy r(Q(7x)) = 1.
Par compacité de K, il existe une sous-suite (T¢(k))k qui converge vers 7 € K et comme
limy, Q(74(k)) = Q(7) dans L(B), on a r(Q(7)) > limy, 7(Q(7)) = 1 par le lemme 4.4, ce qui
est faux car 7 # 0 et 7(Q(7)) < 1 par (4.29). Donc r, < 1.

Considérons alors p, €|r,,1[ et ' le cercle complexe orienté {|z| = p, }. On a, pour tous
t € K et n € N* (cf. Preuve de (3.25)) :

QU™ = —— ¢ 2 (z1d — Q) de.

"~ 2im Jp
Comme (z,t) +— (zId — Q(t))~" est continue sur le compact I' x K de C x R?, on a

Mgr:= sup |[(zId— Q)| < +oc.
(t,z)e KxT"
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L’expression intégrale de Q(t)™ précédente implique alors (4.28) ; plus précisément on obtient :

vt e K, Vn e N*, Q)" < Mk rpptt. O

La propriété (4.29) peut étre réduite a des conditions sur @ et £, voir la sous-section 4.3.3.
Pour le moment nous gardons la forme générale de '’hypothése (NA) qui est la plus simple
pour faire le lien avec R4(m)(i7).

Proposition 4.9. On suppose que les hypothéses Ug(m) et (NA) sont satisfaites. Alors, pour
toute probabilité initiale p sur E telle que p € B’ et pour tout f € B positive, les fonctions
(de type) caractéristiques IE, [ f(Xn) ez<"S”)], n > 1, vérifient la condition Rq(m)(ii).

Démonstration. Puisque u € B’ et f € B, la proposition 4.9 résulte alors du lemme 4.3 et des
deux lemmes ci-dessous. d

Soit 0 < 7 < 7’. Notons K = K,.,, = {t € RY: 7 < ||¢|| < '} 'adhérence de K, ,» dans R?.
Rappelons que la condition (4.28) nous donne 'existence de C' > 0 et p € [0, 1] tels que, pour

tousn € N*et t € K, ||Q(¢)"]| < Cp". La série ) -, Q(t)" converge donc uniformément sur
K. -

Lemme 4.5. Soient p' €]|p,1[, z € C et 'y est le cercle orienté de centre 0 et de rayon p'.
Ona :

Vie K, Q(t ZQ

(21d - Q(t)) ™" d. (4.30)

2271' 1—,2

Démonstration. Soient ¢t € K et |z| = p/. La condition (4.28) implique que (zId — Q(t))_l =
S =t DQt)™ € L(B) (cf. section 3.4). Une preuve analogue a celle de (3.25) montre
alors que, pour tout n € N, on a

Q)" = — ¢ 2"(zId—Q(t)) 'dz

um Fp’

et la propriété (4.30) s’obtient comme dans la preuve de (3.16) en intégrant terme & terme sur

[y la somme de la série D o 2" (z1d — Q(t))f1 de la variable z, uniformément convergente
sur Iy 0

Remarque 4.4. Comme p € B' et f € B, la série > ons1 Q)" f) converge uniformément
sur K = K, vers n(Q(t)f).
Lemme 4.6. Q(-) € C}'(K,,v, L(B)).

Démonstration. Le lemme découle clairement du lemme précédent et de ’hypothese U (m)
qui permet de dériver sous le signe "intégrale". O
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4.3.3 Réduction de ’hypothése (NA)

Sous I'hypothése U 4(0), on sait que Q(-) € C°(RY, L(B)) et on a prouvé que I'hypothése (NA)
est équivalente a (4.29). L’introduction de I'hypothése (RS) ci-dessous, portant sur le rayon
spectral et le spectre périphérique de Q(t), t € R?, permet de transformer (4.29) en une
hypothése de non-existence de valeurs propres de module 1 de Q(t), t # 0.

Hypothése (RS).
(i) Vt e R%, r(Q(t)) < 1,

(i4) Pour tout t € R? tel que r(Q(t)) = 1, les valeurs spectrales de module 1 de Q(t) sont des
valeurs propres de Q(t).

Corollaire 4.1. Si Q(-) € C°(R%, L(B)) et si I’hypothése (RS) est vérifiée alors :

(NA) & (4.29) & Vt#0, Q(t) n’a pas de valeur propre de module 1.

Par conséquent, sous les hypothéses U4(0) et (RS), la vérification de '’hypothése (NA) revient
a démontrer que, pour ¢t # 0 et A € C, |A\| = 1, I'équation de fonction propre Q(t)w = Aw n’a
pas de solution w € B, w # 0. Or, ’équation précédente s’écrit encore

/ €O () Q(r, dy) = Auw(x),
FE

pour tout * € E ou pour w-presque tout z € FE selon la nature de 'espace B. En outre,
en utilisant ’hypothése de forte ergodicité, on peut montrer que cette équation ne peut étre
satisfaite que si |w| est constante m-presque stirement, de sorte que I’équation ci-dessus peut
étre étudiée en utilisant le résultat classique :

[ [ owQ@an =1, 16=1] = 6=1Q(.dy) - ps.

Enfin, grice a la notion d’ensembles (Q-absorbants, on peut préciser les arguments précédents
et réduire la condition (4.29) en utilisant les définitions de non-arithméticité ou non-lattice
suivantes :

Définition 4.4. Rappelons que A € £ est Q-absorbant si pour tout a € A, Q(a, A) = 1.
— On dit que (Q,§) (ou plus simplement &) est arithmétique relativement a B s’il existe un
d-uplet t € RE\ {0}, un nombre complexe A € C tel que |\ = 1, puis un sous-ensemble

A € &, Q-absorbant, tel que w(A) = 1, et enfin une fonction bornée w € B telle que |w|
soit constante non nulle sur A, de sorte que :

ve e A, eEWw(y) = Mw(z) Q(z,dy) — p.s.. (4.31)

— On dit que (Q,€) (ou plus simplement &) est lattice s’il existe un d-uplet b € R?, un
sous-groupe fermé H de (RY, +), H # R?, puis un sous-ensemble A € £, Q-absorbant,
et enfin une fonction mesurable bornée 6 : E — R%, de sorte que

Vee A, &(y)+0(y)—0(x)eb+H Q(x,dy) — p.s.. (4.32)
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La proposition suivante est classique, voir par exemple |41, Prop. V.1-V.2] et [48, § 5 et 12].

Proposition 4.10. [Réduction de 1’hypothése (NA).] On suppose que les hypotheéses U 4(0)
et (RS) sont satisfaites, et on suppose en outre que, si Q(t)f = Af, avec t € R4\ {0}, f € B,
et A€ C, |A =1, alors |f| < 7(|f|). On a alors les propriétés suivantes :

(i) L’hypothese (NA) est vérifiée si et seulement si & est non-arithmétique relativement a B.

(ii) Si& est non-lattice, alors & est non-arithmétique relativement a 3. La réciproque est vraie
si l’espace B vérifie la propriété suivante : pour toute fonction v : E — R mesurable, la
fonction e (ou sa classe modulo 7) appartient o B.

Nous donnons ci-dessous une preuve compléte de la proposition 4.10 dans le cas des chaines
finis (i. e. Pespace d’états E est fini). Les arguments dans le cas général sont en fait similaires.

Remarquons que, dans le cas fini, sous la condition U4(0), les deux autres hypothéses de la
proposition 4.10 sont vérifiées. En effet, B est 'algébre de Banach des fonctions de E dans
C, muni par exemple de la norme || - ||, €t les opérateurs de Fourier sont définis par (4.23).
Comme B est de dimension finie, toute valeur spectrale de Q(t) est une valeur propre de Q(t).
En outre, d’aprés (4.23), on a : Vt € R%, 7(Q(t)) < [|Q(t)]loo < 1. Par conséquent I’hypothése
(RS) est vérifiee. Enfin, si f € B est tel que Q(¢)f = Af avec A € C, |A| = 1, alors on déduit
de (4.23) que |f| < Q|f], puis par une récurrence immédiate que : Vn > 1, |f| < Q"|f|. Or,
d’aprés ’hypotheése de forte ergodicité, on sait que lim, Q"|f| = = (|f|), donc |f| < 7w(|f])-
Dans le cas fini, les conditions non-arithmétique et non-lattice sont équivalentes (voir la preuve
ci-dessous).

Démonstration de la proposition 4.10 dans le cas des chaines finies.

Démontrons tout d’abord que, si la condition (4.29) n’est pas satisfaite, alors £ est arithmétique
et lattice. Soit ¢ € R?\ {0} tel que r(Q(t)) > 1. Alors on a 7(Q(t)) = 1, et Q(t) admet une
valeur propre complexe A de module 1. Soit f € B\ {0} une fonction propre associée a A.
Alors |f| < w(|f|). D’ou fo :=7w(|f]) — |f| > 0 et comme 7(fy) = 0, on obtient |f| = =(|f|)
m-p.s.. En particulier on a ||f||cc = 7(|f]), et sans perte de généralité on peut supposer que
| flloo = 1. Définissons

A={ke B, [f(h)] =1}.

Soit k € A. De (4.23) on déduit que
L=[f(R)] =Y alk, DS F(0)] <> gk, DIF O] < | £ (k)] = 1,

(€E teE
d’ou I'implication suivante : g(k,¢) > 0 = ¢ € A, ou encore : £ ¢ A = q(k,f) = 0. On en
déduit que Yk € A, q(k, A°) = 0, ce qui démontre que A est Q-absorbant. Notons que ce
qui préceéde montre aussi que m(A) = 1. Soit maintenant g : A — R telle, pour tout ¢ € A,
f(0) = €90 et soit f € R tel que A = €. La relation Q(t)f = Af et le fait que A soit
(Q-absorbant donnent alors pour tout k£ € A

S glk, £)(1 — i H£O)+0-a)=8) _ g,

leA
done Yy 4 alk, £) (1 — cos((,E(6)) + g(6) — g(k) — ) = 0. D'ou :
Vk e A, (t,£())+g()—gk)—Be2rZ Qk,-) — ps.. (4.33)

99



On en déduit en particulier qu’on a (4.31) avec w = €%, de sorte que ¢ est arithmétique. Pour
établir que £ est lattice, posons 6(¢) = g(E)W, e A puisb = ﬁW’ et enfin définissons
H = (2WZ)W @ (Rt)*. Alors H est un sous-groupe fermé de RY, H # RY, et ¢ est lattice
car la propriété (4.33) s’écrit encore :

Vke A, £()+0()—60(k)—be H Q(k,-) —ps..

Réciproquement, démontrons que, si £ est lattice, alors £ est arithmétique, et la condition
(4.29) n’est pas satisfaite. Supposons que & soit lattice. Avec les notations de (4.32), on a alors
pour t € H+\ {0}

Vi€ A, (,E()+0()—0(k) —b) =0 Q(k,-) —ps..

En posant A = e/ et w(.) = X400 on obtient (4.31), donc € est arithmétique. De plus,
en utilisant (4.23) et le fait que ’ensemble A dans (4.32) est Q-absorbant, il vient

Vk € A, (Qt)w)(k) = 3 qlk, 1) D) w(e) = xw(k),
leA

puis en itérant, on obtient que Q(t)"w et A"w coincident sur A pour tout n > 1. Cette
derniére propriété implique que r(Q(t)) = 1, donc que (4.29) n’est pas vérifiée. En effet, comme
r(Q(t)) < 1, si on avait r(Q(t)) # 1, alors on aurait 7(Q(¢)) < 1, donc lim,, Q(¢)"w = 0, ce
qui est impossible car on a Vk € A, [(Q(t)"w)(k)| = |w(k)| = 1. 0

Nous terminons cette sous-section par I’étude du cas particulier d’une chaine finie de ma-
trice de transition @ a coefficients strictement positifs. Rappelons que 'opérateur @) est alors
fortement ergodique (cf. Proposition 3.4).

Proposition 4.11. Si Q est une matrice de transition & coefficients strictement positifs, alors
r(Q(t)) =1 si et seulement si la fonction e/“$0)) est constante sur E.

Démonstration. Soit t € R? tel que 7(Q(t)) = 1. Soient A une valeur propre complexe de
module 1 de Q(t) et f € B\ {0} telle que Q(t)f = Af. Alors |f| est constante sur E : en
effet, si k € E est tel que |f(k)| = ||f]|co, alors en écrivant |f(k)| = [(Q(t)f)(k)|, on déduit
aisément de (4.23) et de la stricte positivité des coefficients de @ que |f(I)| = |f(k)| = || fco-
Soit p € E quelconque. L'égalité Af(p) = > ;cp a(p, DeXtEW) £(1) (cf. 4.23) nous donne :

A= a(p,p)e P £(p)| <> la(p, DI F(D)]
l#p

ou encore, |f| étant constante sur F :
A — q(p, )@ | < 1 —|q(p, p)e{HE@)|
Cette inégalité est en fait une égalité car
1-— |Q(p,p)ei<t’5(p)>! = |\ — |q(p,p)€i<t’£(p)>| < A= q(p’p)€i<t,£(p)>|.

Le développement de Iégalité |A—q(p, p)e? 4P |2 = (1—q(p,p))? donne Re (Ae HHEM))) = 1,
cest-a~dire A = eX{t€(®)) Donc la fonction e #€()) est constante et égale & \. Réciproquement,
soient t € R% et A € C, de module 1 tels que Vk € E, e/{t¢*)) = X Comme Q(t) = AQ, on a
Q(t)1g = Mg, donc r(Q(t)) = 1. O
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4.4 Théorémes de renouvellement (énoncés généraux).

Les résultats du chapitre 2 et de la section 4.3 permettent d’énoncer des théorémes de re-
nouvellement pour des fonctionnelles additives associées & une chaine de Markov fortement
ergodique. C’est l'objet de cette section, ot 'on retrouve les résultats de [34, 4] (voir aussi
[14, 41]). Dans cette section, on conserve les données et notations précédentes, a savoir :

(Xn)n>0 est une chaine de Markov d’espace d’états (E,E) quelconque, de probabilité de tran-
sition Q(z,dy), de probabilité Q-invariante 7, et enfin de loi initiale p. On considére une

fonction € = (€1,...,&3) de E dans R?, de coordonnées m-intégrables sur E, et la fonction-
nelle additive associée S, = Y 1 &(Xk). Enfin on dit que § est w-centrée (ou simplement
centrée) si w(&§;) =0 pour i =1,...,d. On dit que £ est non-centrée dans le cas contraire.

4.4.1 Moyenne et variance asymptotique associé a (.5,),

Nous allons ici appliquer la proposition 2.1 du chapitre 2. D’aprés la proposition 4.7, sous
I'hypothése Uy(m), Phypothése Rg4(m)(i) du chapitre 2 est satisfaite pour toute probabilité
initiale p telle que p € B’ et pour tout f € B positive.

En particulier, puisque f =1 € B, on a
E,[e550] = X0 L(t) + Ra(t), (4.34)

out A(+), L(+) et Ry,(t) sont des fonctions de C}*(B(0,R),C) (pour un certain réel R > 0).
Rappelons que A(0) = 1, et que A(t) est la valeur propre dominante de Q(t) (donc A(t) ne
dépend pas de p, contrairement & L(t) et R,(t)). Il n’est pas nécessaire ici de rappeler les
définitions précises des fonctions L(-) et R,(-) associées & f = 1g et p (obtenues dans la
preuve de la proposition 4.7). Observons uniquement que L(0) = w(1g) = 1, et que nous

avons sup,,>1 \Rg)(())] < 400 pour £ =0,...,|m] (cf. Remarque 4.2).

Explicitons tout d’abord le vecteur moyen 7 associé a la fonctionnelle additive (S, ), :

Proposition 4.12. Supposons que Uhypothése U (1) soit vérifiée. Alors, pour toute probabilité
initiale p vérifiant p € B' et Vn € N*, IE,,[||S,||] < +00, on a :

i = —i(VA)0) = lim - IE,[S,] = 7(6) = (x(6a) .- 7(E))

Démonstration. La proposition 2.1 du chapitre 2 donne la premiére égalité. En considérant le
cas particulier 1 = 7, ce qui est possible puisque 7 € B, et en utilisant le fait que

n

B[S, =Y Ex{(Xi)] = > B [(Q%)(X0)] = Y m(QF¢) = nx(€),
k=1 k=1

= k=1

on déduit la seconde égalité. O

Le résultat suivant fournit la matrice de covariance asymptotique dans le cas centré.
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Proposition 4.13. [Matrice de covariance asymptotique > dans le cas centré.]
Supposons que Uhypothése Uy(2) soit satisfaite, et que & soit w-centrée, i.e. m = w(§) = 0.
Alors, pour toute probabilité initiale yu vérifiant p € B et Vn € N*, IE,[[|S,|*] < +oc, on a :

% = —(Hess 1)(0) = lim % [E,[S75,). (4.35)

Cette limite est indépendante de u, et ¥ est une matrice symétrique positive.

Démonstration. Notons que, d’aprés la proposition 4.12, (VA)(0) = 0 car 7(§) = 0. La pro-
position 2.1 du chapitre 2 donne donc le résultat souhaité. O

Dans le cas décentré m = w(§) # 0, la matrice symétrique ¥ := —(Hess A)(0) est définie
sous I’hypothése U4(2), mais Iassertion (i) de la proposition 2.1 du chapitre 2 ne s’applique
pas puisque (VA)(0) # 0. Par recentrage, nous allons cependant pouvoir écrire une formule
analogue & celle de la proposition 4.13.

Proposition 4.14. [Matrice de covariance asymptotique > dans le cas décentré.]
Supposons que U'hypothése Uy(2) soit satisfaite, et que & soit décentrée, i.e. m = w(§) # 0.
Alors, pour toute probabilité initiale pu vérifiant p € B et Vn € N*, IE,[[|S,|*] < +oc, on a :

1
Y = —(Hess\)(0) = m* - m + lim - E,[(Sn — nm)* (S, —nm)], (4.36)

ot m est identifié ci-dessus a la matrice ligne (w(&1)...m(&q)). La limite précédente est indé-
pendante de p, et ¥ est une matrice symétrique positive.

Démonstration. Posons & := & —mi et Sy =Yy &(Xk) = Sp — nm. Notons Aq(+) la fonc-
tion de la formule (4.34) relative a Sy, .. Autrement dit, A.(t) est la valeur propre dominante
de l'opérateur de Fourier Q¢ (t) associé a &.. D’aprés la proposition 4.12 (appliqués avec &),
on a (VA:)(0) =0, et d’aprés la proposition 4.13, on a :

1
e i= —(Hess A:)(0) = lim — IE,[S* Sp.c].
n n ’

Maintenant le nombre A(¢) dans la formule (4.34), relative cette fois & Sy, est la valeur propre
dominante de 'opérateur de Fourier Q¢(t) associé a ¢. Comme on a Q¢(t) = /& Qg (t), il
vient que A(t) = e!&™\(t), d’ou pour tout (j,1) € {1,...,d}?:

(8?1)\)(0) = —mEmy + (6?,)\6)(0).
On en déduit que —(Hess A)(0) = m*-m—(Hess A:)(0), ce qui fournit le résultat souhaité. [

Remarque 4.5. [A propos des conditions IE,[[|S,]]] < +oo et IE,[||S,]*] < +o0.]

Supposons que Q opére sur B. Si ||€|| € B et u € B', alors, pour tout n > 1, IE,,[||Sy]]] < +o0.
En effet, comme Q¥||€|| € B pour tout k > 1, on a

Eul|Salll < Y BulllEXi)lll = Y n(@ 1€l < +oc.

k=1 k=1

102



De méme, on peut montrer que, si ||€]|? € B, alors on a

Eu[l1Sa]?] < n ) n(@Q"E]%) < +oc.
k=1

Remarque 4.6. Dans tous les exemples de la section 4.5, les conditions € non-arithmétique
ou non-lattice impliquent que la matrice 3 des propositions 4.15-4.14 est automatiquement

définie positive (cf. [48, § 5]).

4.4.2 Théorémes de renouvellement

Pour la commodité du lecteur, nous retranscrivons ci-dessous, dans notre cadre markovien, les
conclusions (attendues) des théorémes de renouvellement que nous allons déduire ici (cf. co-
rollaire 4.2) du chapitre 2 et de la section 4.3. Les limites ci-dessous sont des limites au sens
de la convergence vague de mesures de M, (cf. définition 1.3). Sous réserve d’existence, on
note pour p, probabilité initiale donnée, pour f : E — [0, +-00] fixée, et pour tout borélien B
de R? :

“+o0o

U : B Up(B) = > IE,[f(Xn) 15(Sn)].

n=1
Pour donner un sens aux potentiels Uy (-), nous devons supposer que (Sy), est transiente, ce qui
conduit, comme pour les suites de v.a.i.i.d., & considérer les trois cas ci-dessous. Pour I’étude
des propriétés de récurrence-transience des marches aléatoires markoviennes, nous renvoyons
a [3] pour le cas de la dimension d = 1, & [37] pour les chaines transientes uniformément

ergodiques, a [33] pour les chaines fortement ergodiques, et & [52, 50] pour le cas des chaines
récurrentes au sens Harris.

Les conclusions (attendues) sont les suivantes (cf. corollaire 2.1 et les théorémes 2.4 et 2.6 du
chapitre 2) :

- Cas décentré unidimensionnel d=1 et 7(£) >0 :

im Up(-+a)=0 o lim U;(+a) ="z (4.37)

a——00 a—-+oo W(f)

- Cas centré multidimensionnel d >3 et m:=7(§) =0 :

(72a,a) 2 Us(- + a) = Can(f) La(-) (4.38)

llall =00

avec la matrice de covariance (asymptotique) ¥ donnée par la proposition 4.13, et avec la
constante Cy = 271 T8 (det 2)7% F(%), ou I'(+) désigne la fonction Gamma d’Euler.

- Cas décentré multidimensionnel d > 2 et m :=7(§) #0 :

Soit a : RT — R? une fonction mesurable telle que A := lim,_ o a(T\);Tm e R?. Notant,
pour tout A € B(R?) :

+oo
Ro(A) = 277) 7 Y Eu[f(X0) 1a(Sn — al(r))],
n=1
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la conclusion (attendue) est

lim R,(-)=CLq(") (4.39)

T—+00
avec la matrice de covariance (asymptotique) ¥ donnée par la proposition 4.14, et avec la
constante

1 1 1 1 1

det¥) "2 Y| ?||ST2Al? — (B2, R 2A)?

C = O, 5, A) = n(f) 922 eXp(— 72 P2 AN - (272, 22 A) )
X7z 2[|X72m|?

Dans le corollaire ci-dessous, on considére € > 0 quelconque et :

e sid=1, on pose my =1 et on suppose w(§) > 0,
e sid=2, on pose my = 2 et on suppose & non-centrée,

e si.d >3, on pose
- mg = max(d — 2,2) si & est centrée,

~ mq = max (%52, 2) si & est non-centrée.

Les hypothéses U g3(mgq+¢) (page 94) et de non-arithméticité spectrale (NA) (page 96), utilisées
dans ’énoncé ci-dessous, portent sur 'action de @ et des opérateurs de Fourier Q(t).

Corollaire 4.2. [Théorémes de renouvellement markoviens.]
On suppose que les hypothéses Uyz(mg+¢) et (NA) sont satisfaites, puis que, pour tout n > 1,
IE,[||Sn|l]] < +00. Lorsque d > 2, on suppose en outre que les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) Yn > 1, Eu[[[Sn]?] < +oo,

(i) La matrice de covariance X est définie positive.

Alors, pour toute probabilité initiale p telle que p € B' et pour tout f € B, positive, telle que
w(f) #0, on a (4.37) ou (4.38) ou (4.39) (selon la dimension et la condition de centrage).

Ce corollaire est une conséquence directe des résultats du chapitre 2 (cf. corollaire 2.1 et les
théorémes 2.4 et 2.6) et des propositions 4.7 et 4.9.

Le terme principal dans la preuve des théorémes de renouvellement du chapitre 2 est lié a
I'expression Al(t_))\L(g). Le nombre complexe L(t) (cf. (4.27)) dépend ici de la probabilité initiale
1 et de la fonction f. Cependant, d’une part p n’intervient pas dans la limite des conclusions

(4.37) (4.38) (4.39), d’autre part f intervient uniquement par le terme 7(f). Ceci découle de
la propriété limy—o p(IL(¢) f) = w(II(f)) = 7 (f).

Rappelons que I’hypothése de non-arithméticité spectrale (NA) peut étre réduite, sous des
conditions assez générales, a des hypothéses plus classiques de non-arithméticité ou non-lattice
(cf. proposition 4.10). Le corollaire 4.2 sera étendu au cas lattice dans la section 4.6.

4.5 Applications.

Dans cette section, on applique le corollaire 4.2 aux exemples de chaines de Markov fortement
ergodiques de la section 4.1. On démontre en particulier que I'hypothése U (m) est parti-
culiérement bien adaptée lorsque ’espace B est une algébre de Banach et que les fonctions
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coordonnées &; de & sont dans B : c’est I'objet de la sous-section 4.5.1, et ce résultat est illus-
tré par I'exemple 2 de la section 4.1. Par contre on verra dans la derniére sous-section que la
condition U (m)(ii) conduit & des conditions assez restrictives sur £ dans les exemples 4 et 5.

Commencons par traiter le cas simple des chaines de Markov finies (cf. page 85).

Corollaire 4.3. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov finie, d’espace d’états E, telle que son
opérateur de transition Q (cf. (4.3)) soit fortement ergodique sur l’algébre de Banach B (de
dimension finie) des fonctions de E dans C. Soit £ : E — R® non-lattice. Alors, pour toute
probabilité initiale p sur E et pour tout f : E — R telle que w(f) # 0, on a (4.37) ou (4.38)
ou (4.39) (selon la dimension et la condition de centrage).

Démonstration. L’hypothése U (o0) est vérifiée car @ est supposé fortement ergodique sur B,
et Q(-) € C°(R%, L(B)) (cf la sous-section 4.2.1). Enfin, comme & est non-lattice, 'hypothése
(N A) est vérifiée (cf. Prop. 4.10). O

4.5.1 Cas des chaines fortement ergodiques sur une algébre de Banach.

Dans cette sous-section, B est une algébre de Banach vérifiant I’hypothese (B).

Corollaire 4.4. Soit (X,)n>0 une chaine de Markov telle que Q soit fortement ergodique sur
B. Soit € = (&1,...,&q) une fonction de E dans R? telle que :
(i) Pour tout £ € {1,...,d}, & € B,
(ii) La condition de non-arithméticité spectrale (NA) (page 96) est satisfaite,
(iii) X est définie positive.
Alors, pour toute probabilité initiale p sur E telle que i € B' et pour toute f € B, positive,

telle que 7(f) # 0, on a (4.37) ou (4.38) ou (4.39) (selon la dimension et la condition de
centrage).

Démonstration. Comme [|€||> = &2 + ...+ &2 € B, on a, pour tout n € N, IE,[[|S,]?] < +o0
et a fortiori IE,[||S,]]] < +oo (cf. Remarque (4.5)). On peut donc considérer, pour d > 2,
la matrice symétrique ¥ comme indiqué dans la sous-section 4.4.2. Le corollaire découle du
corollaire 4.2 et du lemme ci-dessous. O

Lemme 4.7. On a Q(-) € C*°(R?, L(B)) et, pour tout k € N, tout (p1,--- ,pq) € N¢ tel que
p1+ -+ pg =k, et enfin pour tout f € B :

oF |
(atzln.q.).(ta)@z)f = Q(iFel .. ghaci (el f),

Démonstration. Soient t € R? et f € B. Par hypothése, on sait que (t,&) € B. Donc la série
> n>o i <tf!>an converge, car on a pour tout n € N

1t "

n!

2 {t:€)

R 171

105



Par conséquent e/{t€) f est dans B, comme somme de la série convergente Yon >0 1" <t5> f de
I’espace de Banach B, et on a

CIOTEl) SUALLIAT I SR IRLLIAYS

car @ € L(B). Considérons, pour tout n € N, I'application u,, de classe C*° de R? dans £(B)
définie, pour tout ¢ € RY, par : uy,(t) = z"Q(UnL,Wf) Soit £ € {1,...,d}. On a 8“0( t) =0 et,

pour tout n > 1,

Ouy,

_ (e B
T = Qe

(n—1)!
On vérifie facilement que la série ) -, %“—t;‘ converge uniformément sur tout compact de R

Du théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions, on déduit que Q(-) est de
classe C* de R? dans £(B), avec pour tout £ € {1,...,d} et t € R?

f)-

[e.9]

el =2 L iens) = Quoens)

Un raisonnement par récurrence permet d’obtenir la conclusion de cette proposition. ]

4.5.2 Application a I’exemple 2

On consideére ici I'exemple 2 (page 85) : (Xy)n>0 est la chaine de Markov d’espace d’états
E =[0,1], définie par la donnée d’une v.a. Xy a valeurs dans [0, 1], puis par X,, = %(Xn,l +
Hn) (n € N*), ou (0,)n>1 est une suite de v.a.i.i.d. indépendante de Xy, avec 6, de loi de
Bernoulli de paramétre 1/2. Ici B = Lip(F) est 'algébre de Banach complexe des fonctions
lipschitziennes de E dans C. Posons

rz+1 T
) =)}

Pour illustrer le corollaire 4.4, plagons nous en dimension d = 1. Soit £ € Lip(E) telle que
fo x)dx > 0.

F = {vec®(0,1],R), Vz € [0,1], v(

Corollaire 4.5. On suppose que & vérifie la condition suivante : il n’existe pas de couple
(a,b) € R?, ni de fonction ¢ € F N Lip(E) tels que :
x
Ve € 0,1, £() = ar + b+ 9(x) — 6(5).

Alors, pour toute probabilité initiale p sur [0,1] et toute fonction f € Lip(E), f >0, f #0,
et enfin pour tout g € CS(R, C), ona :

lim ZE 9(S, —a)] =0,

+oo
i S B, (X g(5, — ) — B I0)E [ ot

a—-+00
-t = fo &(x)dx
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Ezemple d’application. Considérons ¢ € Lip(E) définie par : £(z) = 22, z € [0, 1]. Montrons en
raisonnant par 'absurde qu’il n’existe pas de couple (a,b) € R?, ni de fonction ¢ € FN Lip(E)
tels que Vo € [0,1], £(z) = ax + b + ¢(z) — ¢(5). Supposons donc I'existence d’un réel a € R
(b étant nécessairement nul) et d’une fonction ¢ € F tels que

Vz € [0,1], 2° = ax + ¢(z) — ¢(3).

N8

Comme ¢ est continue en 0, on obtient pour tout x € [0, 1]

—+00 —+00

S (P =a 2+ o) - 600)

n=0 n=0

c’est-a-dire que ¢(z) = 2% —2az+¢(0), et on aboutit a une contradiction car une vérification
élémentaire montre que ¢ € F.

Considérons enfin pour simplifier f = 1jg ). Le corollaire 4.5 permet d’affirmer en particulier
que, pour tous réels a et § tels que a < 3, et pour toute loi de probabilité p sur [0, 1], on a :

—+00 n “+oo

QEIEIOO Z EM [1[a+a,ﬂ+a](z XI%)] =0et lim Eu [1[a+aﬁ+a}(z XI%)] = 3(/6 - a)'
n=1

a——400
= k=1 n=1 k=1

Démonstration du corollaire 4.5. Rappelons (cf. prop. 4.2) que la probabilité de transition @
de (X;,)n>0, définie par
1 z z+1

Qf(@) = 5 (1) + 1(5-)

est fortement ergodique sur l'espace (Lip(E),|| - ||), qui est une algébre de Banach. Par hy-
pothése on a £ € Lip(E), et par ailleurs, si p est une loi de probabilité quelconque sur [0, 1],
alors on a p € B’ car, pour tout f € B, |u(f)| < ||flleo < ||f|l- Pour appliquer le corollaire 4.4,
nous admettons provisoirement ici que la condition de non-arithméticité spectrale (NA) sur
Lip(F) est équivalente a la condition imposée sur £ dans le corollaire 4.5. Cette équivalence
résultera de I'étude détaillée (dans cet exemple) du spectre périphérique des opérateurs de
Fourier Q(t) en fonction de £. Cette étude est reportée a la sous-section 4.6.2. O

4.5.3 Application aux exemples 4 et 5.

Dans cette sous-section, on souhaite appliquer le corollaire 4.2 dans le cadre des chaines de
Markov v-géométriquement ergodiques (Exemple 4 page 88) et des chaines p-mélangeantes
(Exemple 5, page 91). Plus précisément, on démontre que, contrairement aux exemples des
sous-sections précédentes, I'hypothése de régularité Ug(m)(ii) induit ici des conditions de
moment assez contraignantes. Ceci est dii au fait que les espaces B mis en jeu dans le cadre
du p-mélange ou de l'ergodicité v-géométrique ne sont pas des algébres de Banach et sont
composés de fonctions non bornées.

e Exemple 4. [ Chaines v-géométriquement ergodiques.]
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Soit v une fonction mesurable de E dans [1,+o0], et soit (X,)n>0 une chaine de Mar-
kov wv-géométriquement ergodique, c’est-a-dire () est fortement ergodique sur l'espace de

Banach complexe (By,| - ||v) constitué des fonctions mesurables f : E — C telles que

| fllo == sup,er |1’jg))| < +400. En particulier, on a @ € L£(B,), c’est-a-dire que Qv € B,.

Pour tout t € R, Popérateur de Fourier f — Q(t)(f) := Q(e*{*4) f) est dans £(B,). En effet,
f— et f est dans By, et on sait que Q € L(B,).

Proposition 4.15. Soit m > 0. Supposons que Q(||&||"v) € By, i.e.

1 m
sup é @)™ o(9)Q(x, dy) < +oo. (4.40)

Alors, pour tout ouvert borné U de R, Q(-) € CI*(U, L(By)) et les dérivées partielles de Q(-)
sont données par (4.26).

Démonstration. Soit k € N. Notons, pour simplifier, f — Qx(f) 'un quelconque des opéra-
teurs f — Q(iF&" .. .fgde”t’@f), oit (p1,- - ,pa) € N est tel que p;+- - -+pg = k. Admettons
provisoirement le lemme suivant :

Lemme 4.8. Soit U un ouvert borné de R%. Soit § €]0,1[. On a alors :

(i) QUIEIIFv) € By = Qu(-) € CJ(U, L(By)),

(i) QUIEN*+*v) € By = Qi(-) € Cy(U,L(Bu)) et Qi() = Q1 ()-
Supposons m > 1, m non entier (les autres cas se traitant de méme) et posons 7 =m — |m|.
Comme [|&|*™ < 14 |€]|™ et Qu € By, on a Q(||€||**™v) € B,. Donc, d’aprés (ii) avec k = 0
et § = 7, on obtient Q(:) € CL(U, L(B,)) avec Q' = Q1. En utilisant |m| — 1 fois (i) avec

successivement Q1, ..., Q| 1, on obtient que Q(-) € ClEmJ_l(U,E(Bv)) et QUm) = Q|m-
Finalement, en considérant (i) avec k = [m| et § = 7, on obtient que Q(-) € C;*(U, L(B)). O

Preuve du lemme 4.8. Sans perte de généralité, on suppose d = 1 car ’extension au cas d > 2
pour (ii) est immédiate en utilisant des dérivées partielles. Considérons donc, pour tous ¢ € R,

keNet fe By, Qut)f = Qi*ere™ f).
Preuve de (7). Soient t,tg € R et f € B,. Comme, pour tout u € R, [ — 1| < 2|u|’, on a :

Qu()f = Qlto)f1 < QIEI 171 = 11 11) < 20t — tol” If 1w QI ).

Soit Cy € RY tel que Q(|¢|*°v) < Crv. On a donc

1Qk(t)f — Qr(to) fllo < 2Ck|t — tol®|| f|o-

En particulier, Qr € C°(R,L(B,)) et U étant relativement compact dans R, Q est une
application continue bornée de U dans £(B,), uniformément 6-holdérienne sur U. D’ou (7).

Preuve de (ii). Soient t,ty € R et f € B,. En remarquant que, pour tout u € R,

et — 1 — ju| < 2Ju|t0,
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on a :

Q(lg[F | 710)E — 1 — (¢t — to)€] | f])

Qr(t)f — Qu(to)f — (£ —t0)Qr41(to) f| <
< 20t —to| " QUEMT ) £l

On a donc :

1Qk(t)f — Qr(to) f — (t — t0)Qrs1(to) fllv < 2Ckr1lt — to| || £l

Donc Q. € CH(R, L(B,)) et Q) = Qx+1. Enfin, d’aprés (i), Qx et Q) = Qg1 sont des appli-
cations (continues) bornées de U dans £(B,). Donc Qi € Ci(U, L(B,)). Dot (ii). O

e Exemple 5. [Chaines de Markov p-mélangeantes.]

Soit (Xy)n>0 une chaine de Markov p-mélangeante (cf. page 91), c’est-a-dire fortement ergo-
dique sur 'espace usuel IL?(7), oit 7 est la probabilité Q-invariante.

Pour tout ¢t € R%, I'opérateur de Fourier f — Q(t)(f) := Q(e*{*4) f) est dans L(IL*(r)), par
composition des applications f — e“{t€) f et Q.

Proposition 4.16. Soit m > 0. Supposons sup,cp Q(||€]|*™)(z) < 400 i.e.

sup / 1€ 2" Q(a, dy) < +o. (4.41)
FE

zeE

Alors, pour tout ouvert borné U de R?, on a Q(-) € cr (v, L(IL?(7))), les dérivées partielles
de Q(t) étant données par (4.26).

Démonstration. La preuve proposée ci-dessous est trés proche de la preuve de la proposi-
tion 4.15 précédente. Soit k& € N. Notons a nouveau, pour simplifier, Qx () I'un quelconque des
opérateurs Q(i*¢P .. .ﬁgde“tf)-) oit (pr,--- ,pa) € N est tel que p; +---+pg = k. Admettons
provisoirement le lemme suivant :

Lemme 4.9. Soit U un ouvert borné de R%. Soit § €]0,1[. On a alors :
(i) supyep QIEIP) < +o0 = Qu(-) € CY(U, LIL?(m)))
(i) supycp QUIEIIP*F242) < +oo = Qk() € Cy(U, LILA(m))) et Q) () = Qura ().

Supposons m > 1, m non entier (les autres cas se traitant de méme) et posons 7 =m — |m|.
Comme [[€]]2T27 < 1+ ||€]I*™, on a sup,cp Q([|€]*T%7(z) < 4oo. Donc, d’aprés (ii) avec
k=0etd =7, on déduit que Q(-) € C(U, L(LL?*(x))) avec Q' = Q1. En utilisant |m] — 1
fois (i7) avec successivement Q1,...,Q|,;,|—1, on obtient que Q(-) € CbLmJ_l(U,E(JL2(7T))) et
Qmh) — Q|m|- Finalement, en considérant (i) avec k = [m] et 6 = 7, on obtient que

Q() € €' (U, L(L*(w))). O

Preuve du lemme 4.9. Sans perte de généralité, on suppose a nouveau d = 1. Considérons
donc, pour tous t € R, k € Net f € IL%(m), Qr(t)f = Q(i*&Fe™s f).
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Preuve de (i). Soient t,tg € R et f € IL?(nr). Comme, pour tout u € R, |e™ — 1| < 2u|’, on
a:

Qi(t)f — Qulto) fI < QIE]F |18 — 1] | £]) < 2Jt — tol® QUIEIFT| £)).

Soit Ck s € RY tel que Vo € E, Q€%+ (2) < Cy,5- D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a donc, pour tout x € E :

Q1) f — Qi(to) f1*(z) < 4Ck 5t — o Q| f1*) ().

et comme 7 est Q-invariante :

1Qk(®)f — Qr(to) fllp2(r) < 2¢/Chiys

t—tol° [ fll z2m)

Donc

En particulier, Q; € C°(R, L(IL?(7))) et U étant relativement compact dans R, Qy, est une
application continue bornée de U dans £(IL?(r)), uniformément §-holdérienne sur U (et méme
sur R). D’ou (7).

Preuve de (ii). Soient t,ty € R et f € IL?(w). En remarquant que, pour tout u € R,
e — 1 — ju| < 2Ju|T0,
on a :

Q) f — Qr(to)f — (t —to)Qrs1(to) fl < Q(IEF ™10 — 1 — (t —to)¢] | f])
21t — to| 0 Q(I¢[FT O f)

A

On a donc par @-invariance de m et d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1Qx(t) — Qilto) — (t — t)Qur1 ()| £y < 2v/Crralt — tol 2.

Donc on a Qi € CH(R, L(IL?(n))) et Q) = Qpy1. Enfin, d’aprés (i), Qy et Q}, = Q41 sont des
applications (continues) bornées de U dans £(IL?(7)). On obtient donc Qy € Ci (U, L(IL*())).
D’ou (i). O

4.6 Théorémes de renouvellement dans le cas lattice

On compléte les résultats du corollaire 4.2 en considérant dans cette section le cas lattice. Pour
cela, on conserve le cadre probabiliste précédent, a savoir : (X,,),>0 est une chaine de Markov
d’espace d’états (F,E) quelconque, de probabilité de transition Q(z,dy), de probabilité Q-
invariante 7, et de loi initiale .
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4.6.1 Enoncés généraux

On considére a nouveau & = (£1,...,&) une fonction de E dans R?, de coordonnées 7-
intégrables sur F, mais on suppose ici que la fonction £ est & valeurs dans un sous-groupe
fermé S de (R?,+). La fonctionnelle additive associée, encore définie par S, = Y, &(Xk),
est donc & valeurs dans S.

Quitte & se placer dans RY avec d’ < d, on suppose que S est de dimension d (i. e. le sous-espace
engendré par S est R?). Comme le sous-groupe S est supposé fermé, il est de la forme

S=AZ & ®..®Z-&)® H,

ou (€1,...,€p) est un systéme orthonormé, H est un s.e.v de dimension d — p, et A est une
matrice réelle inversible d’ordre d. On rappelle aussi que

S*:={teR? : Vs€S, (t,s) €2rZ} =2 (A*)"H(Z - &1 ®...DZL-§&,).

Les noyaux de Fourier Q(t) associés a @ et £ sont définis comme précédemment (cf. (4.21)),
et I'hypotheése Uy(m) (page 94) va également jouer un role important dans le cas lattice.
On désigne a nouveau par B un espace de Banach vérifiant I'hypothése (B) (cf. page 84),
on suppose que la loi initiale u de Xy définit une forme linéaire continue sur B, et enfin on
considére une fonction positive fixée f dans B.

Comme indiqué dans la section 2.5, la condition R4(m)(i) est conservée dans le cas lattice,
et d’aprés la proposition 4.7, elle est vérifiée avec L(0) = m(f) sous 'hypothése Uy(m). En
revanche, dans le cas lattice, la condition R4(m)(ii) doit étre remplacée par la condition
RL,(m)(ii) de la section 2.5, dont on rappelle ici la formulation :

Condition R/,(m)(ii). Pour tout ouvert U de R? d’adhérence contenue dans R*\'S*, la série
D on>1 JE[f(Xn) ei<"sn>] converge uniformément dans U vers une fonction de Cp' (U, (C).

Grace a une extension évidente de la preuve de la proposition 4.9 (page 97), la condition
RL(m)(ii) sera satisfaite si 'hypothése Ug(m) est vérifiée et si, pour tout compact K de
R4\ S*, il existe des constantes Cx > 0 et pg € [0, 1] telles que

Vne N, Ve K, [Q@)"|g < Cp p. (4.42)

Nous allons voir que, comme dans la sous-section 4.3.3 (qui correspond au cas S = Rd),
la condition précédente est vérifiée sous certaines hypothéses de type non-arithmétique ou
non-lattice, mais ici définies relativement au sous-groupe S. A cet effet introduisons sous
I’hypothése U4(0) le sous-ensemble suivant de R? :

G={teR:r(Q(t)) =1}.

On notera que S* C G car Q(0) = Q, 7(Q) = 1 et Q(-) est S*-périodique. En adaptant les
arguments de [48, Sect. 12|, on peut montrer que G est un sous-groupe fermé de R%. En outre,
une extension évidente de la proposition 4.8 permet de démontrer la propriété suivante :

Pour tout compact de K de R\ G, il existe des constantes Cr > 0 et px € [0, 1] telles que

VneN, Vie K, |Q)"g < Cy b (4.43)
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Par conséquent, comme S* C G, une condition nécessaire et suffisante pour que la condi-
tion (4.42) soit satisfaite pour tout compact K de R%\ S* est que S* = G.

De plus, sous les hypothéses U;(0) et (RS) (cf page 98), la condition r(Q(t)) = 1 peut étre
réduite & une équation de fonction propre, ce qui conduit dans le cas lattice a introduire les
définitions suivantes :

— On dit que & est arithmétique dans S relativement o B s’il existe un vecteur t € R%\ S*,
A € C tel que |A| = 1, un ensemble Q-absorbant A € & tel que m(A) = 1, et enfin une
fonction w € B de module 1 sur A, tels que l’on ait la propriété suivante :

vee A, W w(y) = w(z)  Q(z,dy) — p.s.. (4.44)

— On dit que € est sous-lattice dans S s’il existe un vecteur b € R, un sous-groupe propre
So de S, puis un ensemble Q-absorbant A € £ tel que w(A) = 1, et enfin une fonction
mesurable bornée 6 : E — RY tels que

Vee A, &(y)+0(y) —0(x) eb+Sy Qx,dy) — p.s..

Sous les hypothéses U4(0) et (RS), en s’inspirant de la preuve de la proposition 4.10 (page 99),
on peut démontrer que S* = G si et seulement si & n’est pas arithmétique dans S relativement
a B.

Supposons en outre que G soit discret, c’est le cas par exemple si (S),), vérifie un théoréme
central limite, voir [48, Sect. 12]. On a alors la propriété suivante (voir la preuve de [48,
Prop. 12.4]) :

Il existe un vecteur b € R, un ensemble Q-absorbant A € £ tel que w(A) = 1, et enfin une
fonction mesurable bornée 0 : E — R tels que

Vee A, &(y) +0(y) —0(x) e b+ G* Q(x,dy) — p.s..

Par conséquent, si £ n’est pas sous-lattice dans S, on a nécessairement G* = §, et donc G = S*
et € n’est pas arithmétique dans S relativement a B.

Des remarques précédentes, on déduit le résultat suivant, voir également [49].

Proposition 4.17. On suppose que la fonction £ est a valeurs dans un sous-groupe fermé S
(de dimension d) de R?, et que les hypothéses Ug(m) et (RS) sont satisfaites. Alors :

(i) La condition Ry(m)(ii) est vérifiée si et seulement si & n'est pas arithmétique dans S
relativement a B.

(ii) Supposons en outre que G soit discret. Si & n’est pas sous-lattice dans S, alors la condition
RL(m)(it) est satisfaite.

En appliquant les résultats de la section 2.5, on déduit alors les théorémes de renouvellement
ci-dessous dans le cas lattice. On rappelle que mg(-) est la mesure de Haar sur S, et que cg
est la constante strictement positive liée & la formule sommatoire de Poisson.
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Corollaire 4.6. [Théorémes de renouvellement markoviens. Cas lattice.]

Supposons que & soit a valeurs dans un sous-groupe fermé S (de dimension d) de R?, que € ne
soit pas arithmétique dans S relativement a B, que les hypothéses Ugy(mq + €) et (RS) soient
satisfaites, et enfin que, pour tout n > 1, IE,[||Sy|]] < +o00. Lorsque d > 2, on suppose en
outre que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) EL[]ISn]?] < +oo,
(i) ¥ est définie positive.
Alors, pour toute probabilité initiale p telle que u € B' et pour tout f € B, positive, telle que

w(f) #0, on a (4.37) ou (4.38) ou (4.39) (selon la dimension et la condition de centrage),
mais avec la mesure cs mg(+) a la place de la mesure de Lebesgque Lq(-) sur RY.

4.6.2 Etude dans le cas de ’exemple 2

On considére ici 'exemple 2 (cf pages 85 et 106). Dans la sous-section 4.5.2, nous avons ad-
mis que la condition sur £ énoncée dans la proposition 4.5 est équivalente & la condition de
non-arithméticité spectrale (NA), ce qui nous a permis de préciser les théorémes de renouvel-
lement pour 'exemple 2 dans le cas non-lattice. Dans cette sous-section, nous allons déduire
cette équivalence d'une étude compléte du spectre périphérique des noyaux de Fourier. En
particulier, cette étude illustre, avec une preuve compléte, certains résultats admis dans la
sous-section précédente.

Dans l'exemple 2, B = Lip(FE) est I'algébre de Banach complexe des fonctions lipschitziennes
de E dans C. On considére ici une fonction réelle £ € Lip(E). L’opérateur de Fourier associé
Q¢(t), noté aussi plus simplement Q(t), est défini pour tout f € Lip(E) par :

Vo € [0,1], (Q(t)f)(x) = %(ewg)ﬂg) +eit§(z;1)f(x; L)

D’aprés le lemme 4.7, pour tout t € R, Q¢(t) est un endomorphisme continu de Lip(E), et
I'on a Q(-) € C*°(R?, L(Lip(E)). Nous nous proposons dans cette sous-section de faire I’étude
compléte, en fonction de &, du sous-ensemble suivant de R :

Ge:={teR, r(Qe(t)) =1}.

Nous déterminons en outre, pour ¢t € G, les valeurs spectrales de module 1 de Q¢(t). On
pose, comme dans la proposition 4.5,

(4.45)

Fi={vec®(0,1,R), Yo e 0,1], o(*F L. o)}

Proposition 4.18. Soit £ € Lip(E). Alors on a les propriétés suivantes :
(i) Ge # {0} si et seulement si il existe (a,b) € R* et ¢ € F N Lip(E) tels que :

Va € [0,1], §(x) = az + b+ ¢(x) — 6(3):
Dans ce cas, on a
2
ng—WZ sia#0 et Ge¢=Rsia=0.
a
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(11) Soitt € Ge. Alors Qe(t) admet pour seule valeur spectrale de module 1 la valeur propre
simple ¢€(0) ¢t ' ‘
Ker(Qe(t) — O ) = {ce™), c e C}

avec s(x) := Y 12 (&(57) —£(0)), = € [0,1].

Rappelons que la condition de non-arithméticité spectrale (NA) sur Lip(FE) est équivalente
a G¢ = {0} (cf. prop. 4.8). Par conséquent I'assertion (i) de la proposition 4.18 démontre
I’équivalence admise dans la preuve de la proposition 4.5.

La proposition 4.18 permet de préciser I’énoncé du corollaire 4.5 dans le cas lattice : si la
condition du (i) de la proposition 4.18 est vérifiée avec a # 0, alors la premiére conclusion du
corollaire 4.5 subsiste, et la seconde est vérifice avec a ) ., g(ak) a la place de [ g(x)dx.

La preuve de la proposition 4.18 requiert certaines propriétés spectrales de Q(t). Pour cela
nous allons utiliser le résultat classique suivant.

Théoréme 4.1. Soient (B, |- ||) un espace de Banach et By, || -|lo) un espace vectoriel (semi-)
normé tels que l'injection canonique i : B — By soit compacte. Soit T € L(B) tel que r(T) > 0.
Supposons qu’il existe 6 €]0,7(T)[ et R > 0 tels que

VfeB, [Tl <4llfll + RIlfllo- (4.46)

Soit A € o(T) tel que |\ = r(T). Alors A est une valeur propre de T.

L’inégalité (4.46) est appelée inégalité de Doeblin-Fortet. Le théoréme 4.1 est une conséquence
classique du théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, voir [51, 39]. Une preuve (directe) du
théoréme 4.1 est présentée dans 'annexe B.

Vérifions que T' = Q(t) satisfait les hypothéses du théoréme 4.1 avec

(B, - 1) = (Lip(E), |- 1) et (Bo, |l - llo) = (Lip(E), || - llo),
et avec 0 = % dans l'inégalité (4.46). C’est 'objet des deux lemmes suivants.

Lemme 4.10. {f € Lip(E), ||f|| < 1}) est relativement compacte dans (Lip(E), || - ||co)-

Démonstration. Soit (f,) une suite de {f € Lip(E),||f|| < 1}. La suite (f,) est une suite
uniformément équicontinue et bornée (pour la norme de la convergence uniforme sur [0,1]) : en
effet, pour tout n € Net (z,9) € [0,1)%, || fall. < 1et |fu(z)— frn(y)| < m(fu)lz—y| < |z—yl.
Donc d’aprés le théoréme d’Ascoli, il existe f € C°([0,1],R) et ¢ : N — N strictement
croissante telles limy, || f — fom)llc = 0. Et f € B, par passage a la limite dans la derniére
inégalité. O

Remarque 4.7. Une preuve simple du lemme 4.10 n’utilisant pas le théoréme d’Ascoli et
donc le procédé diagonal, est possible. Soit (f,) une suite de {f € B, ||f|| < 1}. Soient e > 0
et p = p(e) € N* tel que % < 5. Soit xy = %, ke€{0,...,p}. Les (p+ 1) suites (fn(xr))n
étant des suites bornées de C, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que, pour
tout k € {0,...,p}, la suite (fymn)(@k))n converge dans C. Donc par le critere de Cauchy, il
eviste N € N* tel que Ym,n > N, Vk € {0,...,p}, [fom)(@r) — fom)(@r)| < §5. Considérons
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maintenant x € [0, 1] quelconque et k(x) € {0,...,p} tel que |v— ()| < %. Alors, pour tous
m,n > N et pour tout x € [0,1] :

| fon) (%) = foam) (@) < 2|2 — Tp@)| + | fom) (Tr@)) — fomm) (Tr@))] < €

La suite (fyn))n est donc une suite de Cauchy de l’espace de Banach (€°(10,1],C), [ - |.) -

Lemme 4.11. Pour tout t € R, Q(t) € L(Lip(E)) et il existe C(t) > 0 tel que pour tout
f € Lip(E)

11 < 5L fl + COIS.. (447)

Démonstration. Soit t € R. L’opérateur de Fourier Q(t) est ici défini par :

vf € Lip(E), Vo € 0,1], (QU0)f)(x) = ("3 f(5) + e (T L),

Soit f € Lip(E). Comme, pour tout (x,y) € E?,

1) () = MO f ) = MO (f (@) — f(y) + () (€7 — D)),

on a m(e"f) < m(f) + |t||| f||l..m(€). Rappelons que Vg € Lip(E), m(Qg) < $m(g) et que
1Qgll.. <llgll... Par conséquent,

IQOfI = Mm@ ) + Q™).
< gmle )+ e
< gmlf)+ (1 Glm©).
1
<

SI71+ COl.

avec C(t) := 1+ 3|t|m(£). La linéarité de Q(t) est évidente et ce qui précéde prouve que
Q(t) € L(B) avec [[Q(1)]| < C(#). O

De ce qui précéde, nous pouvons déduire la proposition suivante :

Proposition 4.19. Soient t € R tel que r(Q(t)) > 3 et A € a(Q(t)) tel que |\ = r(Q(t)).
Alors A est une valeur propre de Q(t). En outre, pour tout t € R, on a r(Q(t)) < 1.

Démonstration. La premiére assertion est une conséquence directe du théoréme 4.1 et des
deux lemmes précédents. Supposons maintenant qu'il existe ¢ € R* tel que r(Q(t)) > 1. Soit
A€ o(Q(t)) tel que [N = r(Q(t)). D’apres la premiére assertion, A est une valeur propre
de Q(t). Soit f € B\ {0} telle que Q(t)f = Af. L’inégalité |Q(t)f|loc < ||flloc conduit a
r(Q(t)) = || < 1. Contradiction. O

D’aprés la proposition 4.19, la propriété ¢t € G¢ est équivalente a 'existence de valeur propre
de module 1 pour Q¢(t). Nous pouvons maintenir établir la proposition 4.18.
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Démonstration de la proposition 4.18.

Prewve de (i). Supposons G¢ # {0}. Soit t € R* tel que 7(Q(t)) = 1. Soit A € C tel que
|A| = 7(Q(t)). D’aprés la proposition 4.19, X est une valeur propre de Q(t). Soit f € B\{0} telle
que Q(t)f = Af. Alors |f] < Q(|f]) et, Q étant positif, pour tout n € N* on a |f| < Q™(|f]).
De plus, comme @ est fortement ergodique (proposition 4.2), on a pour tout = € [0,1] :

lim,— o0 (Q"] 1) () = (£}, ot
va € [0,1], |£(2)] < v(f]).

Soit zg € [0, 1] tel que |f(wo)| = max,ep1)|f(z)]. On a donc fol(]f(:no)\ —|f(z)])dx = 0 et
comme ¢ +— |f(z0)| — |f(z)| € C°([0,1],RT), on obtient finalement que

Va € (0,1, [f(z)] = v(|f])-

Donc |f| est une fonction constante (non nulle) sur [0, 1].

implique alors que
. e 1
et€3) p(Dy = eite () g (2 + )
2 2
car e€(3) f (5)et eit6(*3) f(%5L) sont deux nombres complexes non nuls de méme module dont
le module de la somme est égale a la somme des modules. Introduisons grice au théoréme
du relévement continu g € C°([0,1],R) telle que f = ||f||oc€™ et posons u := t& + g. Alors
Vo € [0,1], u(ZL) — u(%) € 2nZ et, u étant continue sur [0, 1], il existe donc k € Z tel que
vz € [0,1], u(ZH) — u(%) = 2k7. Ainsi il existe k € Z et v € F tels que

Ve € [0,1], u(z) = t&(x) + g(x) = dkmz + v(z).
Posons A = ¥ a € R. Comme \f(z) = eitf(g)f(%) = [|flloce™2), il existe | € Z tel que
g(z) = u(5) +2lT — a. D’ou
1 1 x 2kr a—=2m 1

£(2) = 5 (u(a)—g(@) = ; () ~u(5) ~2r+a) = = o+ E=E 4 S (0(w) —0(3)). (448)

Posons ¢ := %v. Il existe donc (a,b) € R? et ¢ € F tels que

Ve €[0,1], &(x) = ax + b+ ¢(x) — ¢(=). (4.49)

x
2
Admettons provisoirement que g € B (cf. fin de la preuve de (i7)). Alors u € B, v € B et donc
¢ € B. Remarquons aussi que le couple (a,b) de I'égalité (4.49) est unique. Cela résulte du
fait que si Vo € [0,1], cx = () — ¥(5), avec c € R et ¢ € F, alors ¢ = 0 et ¢ = 0. En effet,
¢ étant continue en 0, on obtient que Yz € [0,1], ¢(z) = 3725 5% + (0) = 2cx + ¥(0) et
comme ¢ € F, ¢ = 0. Enfin, si a # 0, d’aprés (4.48) et I'unicité du réel a dans I'égalité (4.49),
t € 27. Donc si a # 0,

Gg C %Z. (4.50)

Réciproquement, supposons qu'’il existe (a,b) € R? et ¢ € F N B tels que
x

Vo € [0,1], £(x) = ax + b+ ¢(x) — ¢(§)
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Supposons a # 0. Soit k € Z*. Posons t = 2’%, o = bt et v =t¢ de sorte que
2 1
éw) = 200 + % 4 Lu(@) — v(3).
Soit f(z) = '@k +v(3) 4 € [0,1]. Alors comme v € F, on a :
L ite(zy ./ ste(zxly . T+ 1
QUINGE) = (3 + e D)
_ é(ei(kmc—&-a—&-v(%)—v(%))ei(kmv—l—v(%)) + ei(kﬂ(x-{—l)—l—a{—v(%ﬂ)—v(%ﬂ))ei(kﬂ(x-‘,—l)-l—v(%"l)))
— %(6i(2kwx+a+v(%) +ei(2kwr+a+v(%~'1)))
= “f(x).

Comme € est une valeur propre de Q(t), on a r(Q(t)) > 1 et 7(Q(t)) = 1 d’aprés la
proposition 4.19, c’est-a-dire ¢ € G¢. On vient donc de vérifier que Vk € Z*, QIfT” € G¢. D'ou
Ge = 227 d’apres (4.50).

Le cas a = 0 et b # 0 se traite de la méme maniére : soit t € R* quelconque. Soient « := bt
et f,(-) = (). On vérifie que Q(t)f; = €' f,. Donc Vt € R*, r(Q(t)) =1 et Ge =R.

Enfin, sia = b = 0, i.e. s'il existe ¢ € F tels que Va € [0, 1], {(z) = ¢(z) — ¢(5), alors Vt € R*,
r(Q(t) =1: 1€ a(Q(t)) car pour tous t € R* et f;(-) = ¢**3) Q(t)f; = fi. Donc G¢ = R.

Preuve de (ii). La propriété est immédiate sit = 0 car Q(0) = Q et Ker(Q—1d) = Vect(1p 1))
Soit t € G¢ NR*. Soit A une valeur spectrale de Q(t) de module 1. On sait d’aprés la proposi-
tion 4.19 que A est une valeur propre de Q(t). Soit f € B\{0} telle que Q(¢)f = Af. Rappelons
(cf. preuve de (i)) que f ne s’annule pas sur [0, 1] et que Yz € [0,1], f(z) = )\e’tf(%)f(%).
Soient x € [0, 1] et n € N*. Posons &(-) = £(-) — £(0). En itérant I’égalité précédente, on a

N i H(E(E) (2 T

f(z) = (Ne™EOyneitle(3)+ +£(2n))f(27n)‘

Comme pour tout z € [0,1], |£(z)| < m(€)|z|, la série de terme général D k1 5(2%) converge
absolument. Posons alors s(z) := S22 € (37). L’égalité précédente montre que la suite de
complexes de module 1 ((Ae’(9))™), converge vers %6_it5($). Dot A = €0 et f(z) =

£(0)e?5(®) . Remarquons pour finir que s € B et donc (cf. preuve de (7)) que g € B car g — ts
est constante sur [0, 1]. O

4.7 Conclusion (du chapitre 4)

Nous terminons ce chapitre par quelques remarques sur la condition de moment de type
opérateur formulée dans ’hypothése U y(m)(ii) (page 94). Tout d’abord, remarquons que cette
condition a une incidence en termes de condition de moment sur £. Pour le voir, considérons
pour simplifier d = 1 et supposons par exemple que la condition U1 (2)(ii) soit satisfaite, avec
Q"(+) donné par (4.25). En particulier Q”(0) est associé¢ au noyau —¢(y)? Q(z, dy). Comme
lp € B,onaQ"(0)lg =—-Q(¢2) € BC L' (x). D’ou (€2) < +o0.
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Cependant, contrairement au cas indépendant, la condition 7(|£|?) < 400 n’implique pas en
général la propriété U1(2)(ii), et plus généralement la condition 7(]|£]|™) < +oo n’implique
pas en général la propriété Uq(m)(ii).

Dans les applications aux exemples 4 et 5 qui concernent, d’'une part les chaines de Markov
v-géométriquement ergodiques (page 107), d’autre part les chaines p-mélangeantes (page 109),
on a vu que I'hypothése de régularité U (m)(ii) est vérifiée sous les conditions de moment
(4.40) et (4.41), a savoir respectivement :

() sup— / 1@ o(9)Q, dy) < +oo
FE

ek ’U(iL‘)

(#)  sup / 1E@) 12" Q(z, dy) < +oo.
xeFE JFE

Ces conditions, qui sont aussi celles qu’on déduirait des travaux [34, 14, 41, 4] (voir [2§]
pour (x) et [73| pour (%)) sont naturelles en regard des preuves proposées dans ce chapitre.
Cependant elles sont contraignantes en pratique et semblent difficiles & satisfaire avec des
fonctions £ non bornées. En particulier, si 'espace d’états E de la chaine (X,,),>0 est non
compact (typiquement E = R?), ces conditions ne sont pas adaptées a 1’étude de la marche
Sp = X1+ -+ X, car {(x) = z est non bornée. En fait, dans 'exemple simple du modéle
autorégressif de la sous-section 4.1.3, en considérant £(z) = z, v(z) = 1 + 22, x € R, et en
supposant IF[07] < 400, on peut méme démontrer que la fonction ¢ — Q¢(t) de R dans £(By)
n’est pas continue en 0, voir [48, Section 3|.

Dans le chapitre suivant, on propose une méthode spectrale alternative, fondée sur 1'utilisa-
tion de la forte ergodicité non plus sur un seul espace 3, mais sur toute une famille d’espaces.
Cette approche permet d’affaiblir les conditions de moment ci-dessus. En particulier,

- Pour les chaines v-géométriquement ergodiques, la condition () sera remplacée par la sui-
vante : [|£]|F% < Cv (cf. (5.37)),

- Pour les chaines p-mélangeantes, la condition (+*) sera remplacée par : 7 (||¢[|™+%) < +oo
(cf. (5.40)).

Ces nouvelles conditions de moment possédent, d’une part la forme attendue (dans chacun
des deux modéles), d’autre part 'ordre optimal au réel dy (arbitrairement petit) prés.
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Chapitre 5

Théorémes de renouvellement
markoviens obtenus par une méthode
spectrale alternative.

Comme indiqué dans la conclusion du chapitre précédent, la condition lims_¢ ||Q(¢) — Q]| = 0,
nécessaire pour appliquer la théorie standard de perturbation d’opérateurs, peut ne pas étre
remplie par 'opérateur de Fourier Q(t) = Q¢(t) quand la fonction £ n’est pas bornée. Dans ce
chapitre, nous présentons le théoréme de Keller et Liverani [53] (voir également [6, 60]), qui
permet d’obtenir des résultats de perturbation d’opérateurs sous une hypothése de continuité
plus faible. En contrepartie, ce théoréme requiert que la famille d’opérateurs vérifient des
inégalités de Doeblin-Fortet. Ce théoréme est rappelé et redémontré dans la section 5.1. La
preuve que nous proposons est largement inspirée du travail de synthése fait par D. Ferré dans
[26] & partir des articles [53, 60]. Dans les sections 5.2 et 5.3, ce théoréme est utilisé, d’une
part pour établir un résultat de perturbation "faible" d’un opérateur fortement ergodique, et
d’autre part pour réduire ’hypothése de non-arithméticité spectrale (qui s’exprime comme
I'hypothése (NA) du chapitre précédent).

Dans la section 5.4, on généralise la procédure de dérivation des résolvantes développée dans
[48], en la précisant dans les deux directions suivantes, nécessaires pour la preuve des théorémes
de renouvellement : la procédure doit étre appliquée sur R%, et non plus seulement au voisinage
de t = 0, et I'ordre de régularité considéré peut étre fractionnaire et plus nécessairement entier.
Comme dans [48], la procédure de dérivation présentée ici met en jeu, non pas un seul espace
de Banach B, mais toute une famille d’espaces By, ..., B, (croissante pour l'inclusion). La
condition de moment fonctionnelle, imposée par I'hypothése Q(-) € C™(R%, £L(B)) du chapitre
précédent, est alors remplacée en substance par une condition, également fonctionnelle, mais
beaucoup plus faible en pratique. Pour I'expliquer briévement (dans le cas d = 1), observons
que la condition : f € B = Q(£™ f) € B induite par ’hypothése précédente (quand on dérive
m fois opérateur de Fourier Q(t)f = Q(e€ f)) est ici remplacée par la condition

feBy=QE™f) € B,

qui est moins restrictive car By C B,,.
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Les résultats de la section 5.4 peuvent étre utilisés pour étudier ’hypotheése R4(m) du cha-
pitre 2, a partir de laquelle il est possible d’obtenir les théorémes de renouvellement. C’est
I'objet de la section 5.5 . L’intérét de ces énoncés théoriques, en comparaison avec les résul-
tats du chapitre précédent, n’apparait clairement qu’a la section 5.6 dans les applications aux
chaines de Markov v-géométriquement ergodiques et aux chaines de Markov p-mélangeantes.
En effet, les propriétés de renouvellement (4.37) ou (4.38) ou (4.39), présentées page 103 selon
la dimension et la condition de centrage, sont obtenues sous la condition ||£[|™d%¢ < ¢V pour
le premier modeéle et sous la condition de moment 7(||¢]|™4T¢) < +oo pour le second, avec
dans les deux cas la valeur mg du cas indépendant. Dans la section 5.7, nous présentons un
raffinement du théoréme de renouvellement unidimensionnel, encore fondé sur le théoréme de
Keller et Liverani, mais qui n’utilise pas la procédure de dérivation. Ce résultat reprend, en
le généralisant légérement, celui présenté dans la note [31].

5.1 Un théoréme de Keller-Liverani.

L’énoncé original du théoréme de Keller et Liverani est démontré dans [53] (sous une hypo-
thése supplémentaire). Voir aussi [6] et [48, § 4|. L’article |60] donne une preuve résumée du
théoréme 5.1 (énoncé ci-dessous) dans un cas particulier. Les preuves présentées dans cette
section adaptent légérement celles proposées dans [26].

Nous utilisons dans cette section les définitions et notations usuelles de théorie spectrale
(spectre, ensemble résolvant, application résolvante d’un opérateur), rappelées dans la sec-
tion 3.4 (page 72).

5.1.1 Un premier énoncé.

Considérons un espace de Banach (B, [|-|[g) et un espace vectoriel (semi-) normeé (B1, |- |5, )-
Supposons que B — B, c’est-a-dire que B C B et qu’il existe o > 0 telle que, pour tout
f € B, on ait

1B, < ellflis- (5.1)
Soit T' € L(B). Rappelons que ||T'||g = sup{||Tfl|5, f € B, ||fllg < 1} et notons :

ITlg B, =suwl{lITflg,, f€B [fllpg<1}

Rappelons que o(T') désigne le spectre de T' (cf. chap. 3). Notons A(T') ’ensemble des parties
A non vides de C telles que d(A,o(T)) > 0. Pour tous x > 0 et A € A(T), on note :

Aga=ANn{z€C, |z| >k} (5.2)

Théoréme 5.1. [Keller et Liverani.] Soient tog € RY et I(ty) un voisinage de to dans
Re. Soit (U(t))ser(ty) une famille de L(B) vérifiant les hypothéses suivantes :

(Hy) II existe &(tg) > 0 tel que

vfeB, [[U(to)flg, < eto)lflB,; (5:3)
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(Hy) Il existe c1(to) > 0, k1(to) > 0 tels que, pour tout n € N*, il existe M, (t9) > 0 de sorte
que :

vt € I(to), Vf € B, lU®)"fllg < ci(to)s(to)" || fllg + c1(to) Man(to) I £ 3, (5.4)

(H2) U(-) est continue en to, au sens faible suivant :
tim [|U(2) ~ Ulto)] 5,5, = 0 (5.5)

Alors on a les propriétés suivantes :

(i) Pour tous k > ri(ty) et A € A(U(ty)), il existe un voisinage J C I(ty) de to dans R?
tel que, pour tout (t,z) € J x Ay a,

R.(t) :== (2Id — U(t))™!

est défini dans L(B).

(i1) Les résolvantes de l’assertion (i) sont uniformément bornées pour (t,z) € J X A, 4 :
sup {||(zId - U(t))_1||B, (t,2z) € J x A,{,A} < +00.

(iii) Les résolvantes de l’assertion (i) sont continues en ty au sens suivant :
- -1 -1
tli)r% sup{”(z]d—U(t)) —(zId=U(t0)) " lIpB,s % € A,€7A} =0.

Comme B — B, la condition de continuité (Hs) est plus faible que la condition de continuité
usuelle limy 4, [|[U(t) — U(to)||g = 0 de la théorie standard de perturbation d’opérateurs.
L’hypothése supplémentaire (H;) impose a la famille (U(t));cr(,) de vérifier des inégalités
dites de Doeblin-Fortet, uniformément en ¢ € I(tg). La propriété de continuité (iii) obtenue
pour les résolvantes s’exprime alors naturellement avec la norme des opérateurs linéaires
continus de B dans B;. On notera que cette propriété est uniforme en z € A, 4.

Avant de démontrer le théoréme 5.1, nous introduisons quelques réductions évidentes et des
notations simplifiées. Tout d’abord nous pouvons supposer tg = 0, quitte & considérer la
famille (U(t + t0))ser(to)—to> 01 L(to) —to = {t — to, t € I(to)}. Notons pour simplifier

I:=1(0), U:=U(0), ¢:=¢0), c1:=c1(0), rk1:=r1(0), M, := M,(0).

Soit p > 0. La continuité de z + (2Id — U)~! sur I'ensemble résolvant p(U) de U (cf. (3.20))
implique que

SUP{ll(zfd—U)_llllg? z2€C, d(z,0U)) 2 p, |2 < ||UHB+1} < 00,

car {z € C, d(z,0(U)) > p, |z| < [|U||g+1} est une partie compacte de C, incluse dans p(U).
De plus, d’aprés (3.19), on a

sup{||(z]d—U)*1||B, zeC, |z| > ||U||B+1} <1
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Donc
sup {||(z]d — U)_1||B, z€C,d(z,0U)) > p} < 400. (5.6)
Considérons alors A € A(U) et p:=d(A,o(U)). Comme A C {z € C, d(z,0(U)) > p}, on a
AxaCAC{zeC, d(z0U)) > p},
ce qui nous permet, d’aprés (5.6), de définir :
H :=sup {||(zId — U)_IHB, 2 €A} < Foo. (5.7)
En outre, d’apreés (5.4) et (5.1), en posant ¢ := ¢1(k1 + aMy), on a pour tout ¢ € I,
[UM)lg <c et|U(t)-Ulp <2 (5.8)

La démonstration du théoréme 5.1 repose sur les quatre lemmes techniques suivants. Pour
tout z € p(U), on note
R.:=R.(0) = (2Id - U) ' € L(B).

Lemme 5.1. [l existe a > 0, et pour tout n € N* il existe b, > 0, de sorte que l’on ait pour
tous z € Ay a et f € B :

K1 n
1R:fllg, = a(=)"IIflg +ballflB,-
Lemme 5.2. [l existe a1 > 0 et ag > 0 tels que pour toust € I et f € B, on ait :

1flig < aillflig, + a2ll(z1d = U(®)) [ g-

Lemme 5.3. Soient k > k1 et A € A(U). 1l existe un voisinage Iy C I de 0 tel que, pour
toust € Iy et z € Ay 4, zId — U(t) soit inversible a droite dans L(B).

Lemme 5.4. Soient k > k1 et A € A(U). 1l existe un voisinage Iy C I de 0 et un réel C > 0
tels que

Vi € Iy, Vz € Ay a, Vhe B, |[hlg < Cll(z1d = U(t))hl|g-

Nous admettons provisoirement ces quatre lemmes et démontrons le théoréme 5.1.

Démonstration du théoréme 5.1.

(1) L’assertion (i) est une conséquence immeédiate des lemmes 5.3 et 5.4. En effet, d’apres le
lemme 5.3, pour tous (t,2) € I x A, 4, Papplication zId — U(t) est surjective et d’apreés le
lemme 5.4, pour tout (t,z) € Io x Ay 4, elle est injective. Posons J = I N Iy. Alors J C [
est un voisinage de 0 dans R? et, pour tout (t,2) € J x A, a, 'application zId — U(t) est
bijective, avec (zId — U(t))~! € L(B) d’aprés le théoréme de Banach.

(ii) Soient t € J et f € B. Le lemme 5.4, appliqué avec h = (zId — U(t)) "' f, nous donne
directement ’assertion (ii).

(iii) Soit t € J. Rappelons que, pour 2z € A, 4, on note R,(t) := (2Id — U(t))~!. On vérifie
facilement que
R.(t)— R.=R.(U(t) — U)R.(t).
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Soit f € B. En considérant le lemme 5.1 avec (U(t) — U)R,(t)f a la place de f, puis en
utilisant la propriété (5.8) et la notation d6(¢) := |U(t) — Ullg g,, et enfin le lemme 5.2, on
obtient pour tout n € N* :

I(R=(t) = R)fllg, = [R(U®) - U)R(8) [l g,

< ("L W)~ )Rl + b U - VA0,
< (200("0)" +b,0(1)) | B (0) 118
< (20ey +000)) (RO, +arl ). (59)

Or en utilisant (5.1) et (5.7), on a aussi :

HRz(t)fHBl < ||szHBl + [[(R.(t) — Rz)f”Bl
< aH||fllg+[I(R=(t) — R:)fllB, -

La propriété (5.9) implique donc que, pour tous n € N*, t € Jet f € B,on a:

(-0~ < (20e"2)+0,60) ) (@i a0l +an (R0~ S, ) 510

Soit enfin € > 0. Introduisons

:= min (l _me )
V= 2’ 2(a1aH + ag)”’

et fixons Ng € N* tel que 2ac(®L)No < ;L. La propriété de continuité faible (5.5) (i. e.

— 2a1
limy_,0 d(t) = 0) nous donne l'existence d’un voisinage K de 0, K C J, tel que, pour tout

t € K, bn,6(t) < 52-. On obtient alors avec (5.10) que, pour tout ¢ € K,

¥ 1
I(R:(t) — R:)fllg, < a*l(alaH +as)|lfllg + 5 IR=(t) = R-fllg,
et donc, pour tout t € K :
gl
I(R-(t) — R:)fllg, < 2671(6%104}1 +a2)flg <ellfls:

ce qui prouve 'assertion (77) du du théoréme 5.1. O

Il reste & démontrer les quatre lemmes admis précédemment. Les trois premiers lemmes re-
posent sur I'identité classique suivante. Pour tous n € N*, t € I et 2 € A, 4, on a

n—1 n—1
Id—z"UW)" = (z2Id—U®) Y 2 WUy = Y 20U (zId - U(t).  (5.11)
=0 1=0

Démonstration du lemme 5.1. Soient z € Ay, 4, f € B. En appliquant (5.11) avec t =0, on a

n—1
f=2TU"f+ (21d=U)D 2T,
=0
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Donc en composant par R, := (2Id — U)~! et en utilisant (5.1), (5.7), (5.3) et (5.4) en t = 0,
on obtient que :

n—1
IR:Allg, < T IRU" i, + 1=~V IU g,
=0
—n n 1 = ¢ 7
< aHRU" flg, + =Y _C)Ifls,
=0
1= é
< aHr " (et flg +adalflp,) + - D C)Ifls,
1=0
K1, . 1 n—1 c .
< ae(")"Ifllg + (aHr e Ma+— () )11,
1=0

ce qui est bien l'inégalité du lemme 5.1, avec les constantes suivantes : a := aHcy, et pour
tout n € N* : b, := aH k"1 M,, + %2?2_01(%)2~ O

Démonstration du lemme 5.2. Soient n € N*, t € I et z € A, 4. En appliquant 1'égalité (5.11),
puis en utilisant (5.4) et (5.8), on a, pour tout f € B :

n—1
Iflg < ™ IU@ flg+ Y =~ VU @) (=1d — U 1)) fllg
1=0
n—1
<z (@rtIflg + e Mal fllg,) + S 12" NU )il (z1d — U1)) £l 8
=0
< al™mfig+ Mgy +1§<C>i|< 1d—U@)f|
= a K B K B Kk * B

Choisissons N’ € N* tel que ¢;(&)N "< 3. On obtient alors I'inégalité souhaitée avec les

. L oCiMpys ol N'—1/c¢cvs
constantes : a; := 2 N et ag 1= 2g Zi:o (E) : =

Démonstration du lemme 5.3. On a
(zId — U(t))(nz_:l U@+ 2 T"U)"R,)
- =Id—z""U@)"+ 2z "U®t)"(2Id - U(t))R.
=Id—z""U(t)"(Id — (z1d = U(t))R.)
(

=1Id—z""U(@t)" <(zld —U)R. — (21d — U(t))RZ>
=Id—z""U@t)"(U(t) — U)R.. (5.12)

Posons Uy, (t) := z7"Q(t)"(U(t) — U)R,. Soit h € B. En utilisant (5.4), (5.7), la notation
6(t) == |U(t) = Ul g g, et enfin (5.8), on a:

1Unhlg < |27 (st [(U(t) = U)R:hl g + c1My||(U(t) — U)R:h| 3,)
k" (2c1cHKY + et M HO(t)) ||R]| 5.

IN
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) (i. e. limy_,00(t) = 0),
. On a alors, pour tout

Choisissons alors N € N* tel que QCch(%)N < % puis, grace a (5
considérons un voisinage I C I de 0 tel que k Vet MyH 6(t) <
telietze A4,

5
1
1

3
Un@ls <3 <1
On en déduit que Id — Un(t) est inversible dans £(B) et donc, d’apres 'égalité (5.12), que
I'endomorphisme zId — Q(t) est inversible a droite dans L(B). O

Démonstration du lemme 5.4. Soit h € B. Appliquons le lemme 5.2 avec f = h et le lemme 5.1
avec f = (zId — U)h. En se servant des inégalités élémentaires suivantes, qu’on démontre
aisément en utilisant (5.8), la notation 4(t) := ||U(¢) — Ullg g, et (5.1)

I(z1d = U)hllg
I(z1d = U)hlig,

IU@) = U)hllg + [[(z1d = U @) g < 2¢l|h]| g + [[(z1d = U(t) |3
U ®) = U)hlip, +l[(zId = U#)l|g, < 6@)l|hlg + all(zId = U(#))hl| B,

VARPVAY

on obtient que

IPllg < aillhllg, + azll(zId = U(t))hlg
a1 [a(%)”H(Z‘Id— U)hlig + bull(21d — Q)hli g, ] + azll(21d — U(t))hllg

IN

< @ [m(%)” + b0 ()]|IR] g + [ala(%)” + arbpa + as] | (21d — U (£))h -

Choisissons N” € N* tel que 2ajac()" < I puis, grace a (5.5) (i. e. lim—od(t) = 0),
considérons un voisinage Is C I de 0 tel que a;by»d(t) < i. On a alors, pour tout ¢t € I et
z € A,.@,A,

[hlg < Cli(zI —=U{@))nl g

avec C' := 2(a1byra + ala(%)N" + az) ce qui termine la preuve du lemme 5.4. O

5.1.2 Raffinement du théoréme 5.1 (vitesse de convergence).

Le résultat de la proposition suivante est également établi dans larticle [53] de Keller et
Liverani. Ce résultat montre que, si le terme M, (ty) de la condition (H;) du théoréme 5.1 est
de la forme M™, alors on peut améliorer I'assertion (%ii) de ce théoréme en précisant la vitesse
de convergence vers 0 de

sup{||(zId — U(t)) ! — (2Id — U(to))*lHB’B1 , 2 € A at

Soient ty € R? et I(tg) un voisinage de to dans R%. Soit (U (t))c I(to) une famille d’éléments
de L£(B). Les notations utilisées dans cette sous-section sont celles du théoréme 5.1. Les hy-
pothéses sont les suivantes :

Hypothéses. On suppose que les conditions (Hy) (H1) (H2) du théoréme 5.1 sont satisfaites,
avec la précision suivante dans ’hypothése (Hy) : il existe une constante M > r1(ty) tel que

My (to) = M™.
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Pour tout x € |1 (to), max(é(to), M) |, on définit

. Ink —1In Hl(to)
~ Inmax(é(tg), M) — In k1 (o)

(k) : €lo, 1].

Enfin, d’aprés 'hypothése (Hz), on peut considérer une fonction e : I(tg) \ {to} — R
vérifiant lim;_4, £(t) = 0 et telle que

vt € I(to) \ {to}, o(t) :=[U(t) = Ulto)llg g, <e(t).

Rappelons que A(U(tp)) désigne 'ensemble des parties A non vides de C telles que la distance
de A au spectre de U(tg) soit strictement positive, et que pour tous k > 0 et A € A(U(ty)),
onnote A, 4 :=AN{z€C, |z| > K}

Proposition 5.1. Sous les hypothéses et notations précédentes, pour tout A € A(U(ty)),
quitte a diminuer le voisinage J de tg du théoréme 5.1, il existe D > 0 tel que

vVt e J, sup {|(z]d —U@®)™ = (21d - U(to))_1||37[51 , 2z € A,@A} < De(t)". (5.13)

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréme 5.1, nous supposons tg = 0, et nous
notons pour simplifier é := ¢&(0), k1 := k1(0) et M’ := max(¢, M). Quitte a diminuer le
voisinage J de 0, nous pouvons supposer que pour tout ¢ € J\ {0}, on a 0 < e(¢) < 1.
Considérons alors, pour tout t € J \ {0},

n(t) := max {n € N*, £(t) < (=2 )1},

M/
Rappelons que, dans I’énoncé, « est fixé tel que k €|k1, M'[, et que 7 €]0, 1] est défini de sorte
que % - (%)7. Soit ¢ € J\ {0}. Par définition de n(t), on a (%)”@) <e(t) < (%)n@)—l.

On en déduit que

Mooy < (Byn) — ((ELyn(o)y7 T
Loy < (0 = (FL) ) < (o)
Comme MTI = () I:T, il vient que
M Ko 1=t M 1
n(t) < Y T—1 < = 7’—1‘
Cor0 < (5)F et < () T e

Rappelons qu’on a noté §(t) := ||U(t) — U|g s, puis que pour tout z € A, 4 et t € J, on a
posé R,(t) := (2Id — U(t))~!, avec la notation simplifiée : R, := (2Id — U)~L.

Nous repartons maintenant de I'inégalité (5.10) établie dans la preuve du théoréme 5.1, que
nous rappelons ici par commodité :

I(7:0) - R, < (200" 45,00 ) (@10t + )l + arl(R.00) - R2)11 g, )

ou a,c,a1,a, H as sont des constantes positives, qu’il n’est pas nécessaire de redéfinir ici. En
revanche nous rappelons que la constante b,, provient du lemme 5.1, et qu’elle est définie par
by == aHe (M) + %Zgzol(%)l (voir la fin de la preuve du lemme 5.1). Remarquons qu’il
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/ . . .
M) . En considérant maintenant

existe d > 0 tel que, pour tout n € N*, on ait b, < d( - "
n = n(t) dans 'inégalité ci-dessus, on a donc, comme 0(t) < &(t) :

I(R-(t) — R fllg, < (2ac<*“>"<t> n bne<t>) (<a1aH T an)||fllg + arll (Ralt) — Rz)fHBl)

K

! 1—71

= )6(t)7<(alaH+a2)|f||B T (Rat) Rz)f||31>-

M
< (2ac+d(—
R1

Comme limy g e(t) = 0, il existe un voisinage K de 0 dans R¢, K C J, tel que Vt € K \ {0},
!

M
al (2@0 -+ d(?l)

= )e(t)” <

N

Alors Vt € K \ {0},

/

1—-7

I(Ro(0) = RS, < 2(2ac+d(1-)'T) (mak +a2) <075

ce qui démontre la propriété de la proposition 5.1. ]

5.2 Perturbation faible d’un opérateur markovien fortement er-
godique.

Dans cette section, on considére un espace mesurable (E, &), et on désigne par () un noyau
markovien sur F, admettant une probabilité invariante, notée 7. Soit B un espace de Banach
vérifiant ’hypothése (B) définie au chapitre 4, rappelée ici par commodité : B — L£(7) et
1g € B, ou bien B «— IL*(7) et la classe Cl(1g) de 15 (modulo 7) est dans B.

On suppose que @ opére continiment sur B, et que @ est fortement ergodique sur B, c’est-a-
dire qu'il existe C' > 0 et & € [0, 1] tels que :

Vn=21,VfeB, |Q"f —m(flelg < Cr" [ flp- (5.14)

Soit Iy un voisinage ouvert de t = 0 dans R? et soit (Q(t))ies, une famille quelconque
d’éléments de £(B) tels que Q(0) = Q.

Grace au théoréme 5.1, nous démontrons dans cette section que les conclusions de la propo-
sition 3.7 subsistent sous une hypothese différente de lim; .o ||Q(t) — Q[|g = 0. Par la suite,
ce résultat sera appliqué aux opérateurs de Fourier QQ(t) associés a une fonctionnelle additive
markovienne pour étudier, comme au chapitre 4, la condition R4(m)(i) du chapitre 2.

5.2.1 Propriétés de Q(t) au voisinage de t = 0.

Comme au chapitre 4, on note II le projecteur de rang 1 défini pour tout f € B par

I(f) = (/e



Comme au chapitre 3, pour x € [0, 1[, on note

1—
D, — {ZGC, 22k, o =12 — “}, (5.15)

et on appelle I';(k) (ou plus simplement I'1) le cercle orienté centré en z = 1, de rayon
(1 — k)/2, puis T'g(k) (ou I'y) le cercle orienté centré en z = 0, de rayon k. Remarquons a
nouveau que I'1 et I'g sont contenus dans D,. Sous réserve d’existence, nous posons

1 _
()= — ¢ (2ld—Q(t)) ' d=. (5.16)
2im Jr,
La proposition suivante est donc, comme mentionné ci-dessus, ’analogue de la proposition 3.7 :
Proposition 5.2. Supposons qu’il existe un espace vectoriel (semi-) normé (B, || - ||3,) tel

que B — By — ILY(), avec en outre I1ellg, # 0, et qu’il existe un voisinage I de 0 dans

Re, I C Iy, de sorte que la famille (Q(t))ier vérifie les hypotheéses (Hy) (Hy) et (Hs) du
théoréme 5.1 en to = 0 avec k1(0) < 1. Alors :

(a) Pour tout k € | max(k,k1(0)),1[, il existe R, > 0 tel que, pour tout z € D, et tout
t € B(0, R,), l'endomorphisme R,(t) := (zId — Q(t))~! est défini dans L(B). De plus,
M, :=sup {||(zId — Q(t))_lﬂlg, t € B(0,Ry), z € Dy} < +o0. (5.17)

(b) Pour toutt € B(0, R,.), l'intégrale curviligne (5.16) définit un projecteur continu de B qui
commute avec Q(t) et, quitte a diminuer la valeur de R, on a rg(Il(t)) = 1.

(¢) Quitte a diminuer & nouveau la valeur de R, on a 7(I1(t)1g) # 0, et :

Vn e N, vt € B0, Re), Q)" = A(®)"TI(t) + N(1)", (5.18)
A(E) = W (5.19)
N = % b en(erd - Q) de (5.20)

Enfin on a I1(0) = II et lim;_o A(t) = A(0) = 1.

Remarque 5.1. La condition (Ha) de la proposition 5.2 s’écrit : limy o [|Q(t) — Q| g B, =0.
FElle est plus faible que l’hypothése de continuité en 0 de t — Q(t) de la proposition 3.7 car
B — Bl.

Remarque 5.2. Comme dans la proposition 3.7, A(t) sera construit comme la valeur propre
dominante de Q(t). Plus précisément, sous les hypothéses de la proposition 5.2, nous avons

Ker(Q(t) — A(t)Id) = Im II(t), et donc Q(t)II(t) = A(t) IL(¢).

Remarque 5.3. Supposons que les hypothéses de la proposition 5.2 soient satisfaites. Alors,
comme au chapitre 3, on peut montrer que

sup  [N()"|g < My w™, (5.21)
teB(0,Ry)
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d’on

sup Q)" = AO)"I(t)l|g < M s

teB(0,Rx)

et enfin qu’on a pour tout t € B(0, R,) :

ZN 2m A 1_z(zld Q) dz. (5.22)

5.2.2 Preuve de la proposition 5.2.

Notons pour simplifier k1 le réel x1(0) de 'hypothése (Hp). Nous utilisons la méme démarche
que celle exposée dans la preuve de la proposition 3.7. Le seul probléme technique consiste &
montrer que sous ces nouvelles hypothéses le projecteur I1(t) défini en (5.16) est bien de rang
1 au voisinage de 0.

Preuve de l’assertion (a). Soit k €] max(k, k1), 1[. Rappelons que I'hypothése (5.14) de forte
ergodicité implique que o(Q) C D(0, &) U {1} (cf. Lemme 3.1), de sorte que d(Dy,o(Q)) > 0.
Ainsi, avec les notations du théoréme 5.1, on a D,; € A(Q) et (cf. (5.2))

Dy=DxN{z€C, |z| 2K} =A_p .

Appliquons le théoréme 5.1 en considérant A = D, et en choisissant R, > 0 tel que le
voisinage ouvert J de 0 dans R? contienne la boule fermée B(0, R,) (rappelons que J dépend
de  dans le théoréme 5.1). Alors les assertions (i) et (i7) du théoréme 5.1 donnent exactement
lassertion (a) de la proposition 5.2. O

La suite de la preuve de la proposition 5.2 repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 5.5. [Continuité faible de II(¢) en 0.1 Ona:

lim [T1() ~ ] 3,1, = lim [1I(8) — TT g 3, = 0. (5.23)
Lemme 5.6. Il existe D > 0 tel que : Vt € B(0, Rs), Vf € ImIL(t), | fllg < D\ fllg,-

Admettons provisoirement ces deux lemmes et terminons la preuve de la proposition 5.2.

Preuves de l’assertion (b). L’existence, pour tout ¢t € B(0, R,;), de I'intégrale curviligne (5.16)
découle de l'assertion (a), et II(t) définit ainsi un projecteur continu sur B qui commute avec
Q(t). Ces derniers points ont été détaillés dans le lemme 3.9 du chapitre 3, les arguments sont
identiques ici. Pour démontrer que rg(II(t)) = 1, nous allons adapter, grace aux deux lemmes
précédents, la preuve du lemme 3.10. Quitte & diminuer la valeur de R, on peut supposer
d’aprés le lemme 5.5 que, pour tout t € B(0, Ry), on a

1
1) ~ s, < 55 (5.24)

ot D est la constante positive du lemme 5.6. Soit t € B(0, R,) et soit (f,g) € II(t)(B)2.
Comme rg(IT) = 1, il existe (a,b) € C?\ {(0,0)} tel que l'on ait aIl(f) + bII(g) = 0. Posons
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h = af +bg € II(t)(B). On a IIh = 0 et comme II(¢) est un projecteur, on a II(t)h = h.
Comme h =II(t)h — IIh, le lemme 5.6 et I'inégalité (5.24) nous donnent

1
Ikl < Dllhllg, < DII() — 1Lz g, [kl < 5lIkls-

D’out h = 0. La famille (f, g) est donc une famille liée de TI(¢)(B), et donc rg(I1(t)) < 1.
De plus, si I'on suppose I'existence de t € B(0, R,) tel que II(t) = 0, en utilisant & nouveau
le lemme 5.6 et (5.24), on a

1 1
ILel3, = IMMLel g, < -1 g8, 125 < 575 D I1els, < 5 I1el3,

ce qui est absurde car HlEHBl # 0 par hypothése. Finalement, pour tout ¢t € B(0, R,), on a
bien rg(II(t)) = 1. 0

Preuve de l'assertion (c). D’apres le lemme 5.5, on a limy_o 7(II(t)1g) = 7(Il1g) = 1. Donc,
quitte & diminuer la valeur de Ry, on peut supposer que : V¢t € B(0, Ry), 7(Il(t)1g) # 0. D’ou

v(t) = II(t)1g # 0. En procédant alors comme dans la preuve du lemme 3.11, on montre
qu’il existe un unique A(t) € C tel que Q(t)v(t) = A(t)v(t) et que 'on a (5.19). Les preuves
de (5.18) et (5.20) ont été détaillées dans la sous-section 3.5.5 du chapitre 3. O

Il reste & démontrer les lemmes 5.5 et 5.6.

Preuve du lemme 5.5. D’aprés 'assertion (7i) du théoréme 5.1, appliqué a la famille (Q(t))ser
et avec A = D,, on a :

lim sup{||(21d — QW) — (sId-Q)7'lgp, # € Dx} =0.

Soit € > 0. Considérons r,, €]0, R,] tel que, pour tous t € B(0,7,) et 2 € D,

2¢e
11—k

I(z1d Q1) — (z1d — Q) g, <

Paramétrons le cercle I't = I'1(x) en posant z(¢) := 1 + 1556 ¢ € [0,2n]. De linclusion
I'i(k) C Dy, on a donc pour t € B(0,7,) et f € B,

N1

IT(0) f — 115 5, s\

2
— K 2 -1 -
S /0 I[(=(0)1d = Q1) ™' f = (=(0)1d ~ Q)" /]| g, 40
— K 2 _
< s /0 |(=(0)1d = Q1) ™" ~ (=(0)1d ~ Q)5 g, fll s 40
< elflg,

ce qui démontre bien que lim; ¢ ||[II(¢) —II|| g B, = 0. On en déduit Iautre limite du lemme 5.5
car par hypothése By — IL'(m). O

Pour établir le lemme 5.6, remarquons que, puisque @Q(t) commute avec le projecteur II(¢),
nous pouvons considérer 'endomorphisme continu de £(ImlII(t)) induit par Q(¢) sur ImII(¢) :

L(t) :== Q(t) | rm(r)-

Commengons par établir le lemme suivant.
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Lemme 5.7. Pour tout t € B(0, Ry), le spectre o(L(t)) de L(t) est contenu dans le disque
fermé complere D(1,155) .= {2z € C, |z — 1| < 5=},

Démonstration. Soient n € N et t € B(0, R,;). Soient p > 1 + 1—7;1 et I', le cercle orienté de
centre z = 0 et de rayon p. Rappelons que I';(k), noté simplement I';, est le cercle orienté
centré de centre 1 et de rayon 15%. Remarquons que ((Q(t) — Id)II(t))" = (Q(t) — Id)"IL(t)
car (t) commute avec le projecteur II(¢). En procédant alors comme dans la preuve du

lemme 3.12, on montre que, pour tout p € N :

QUPTI(H) = -

— P(zId —Q(t))~ ' d

d’ot 'on déduit par la formule du binéme que

1

(Q(t) — Id)"1I(t) = j{ (z—1)"(2Id — Q(t)) ™" dz.
2im Jr,

De cette derniére égalité et de (5.17), on déduit alors

11—k«

[((Q(1) = ITI(1))"|| g < Mu(——)"

Comme, pour tous n € Net f € Imll(t), on a (L(t) — Id)"f = (Q(t) — Id)"1I(t) f, on obtient
par la formule classique du rayon spectral (cf (3.2)) que

1—x

r(L(t) — Id| i) < 5
Par conséquent le spectre de L(t) — Id|py,r) est contenu dans D(0, 1_7”) et comme on a
o(L(t)) = o (L(t) — Id)1mns)) + {1}, Vinclusion du lemme 5.7 est prouvée. O

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme 5.6.

Prewve du lemme 5.6. D’aprés le lemme 5.7, les éléments z € o(L(t)) sont tels que |z| > 135
En particulier, 0 & o(L(t)), donc L(t) est un endomorphisme continu bijectif de I'mlII(t), et

comme o(L(t)™1) = {1, z € o(L(¢))}, il vient

2
-1
r(L(t)™) < T 7
Puisque kK > k1 > 2k1 — 1, 0n a H% < %1 Soit r 6]1_%{, %1[ D’aprés l'inégalité précédente, il

existe N € N* tel que Yn > N, ||L(t)~"||g < r". Utilisons maintenant I’hypothése (H1). Pour
tous t € B(0,Ry), f € ImII(t) et n > N, on a :
Ifllg = IL@™L®)"flp
L@ I BIL@)" flB
IL®) g (crst [1fllg + er M (0)lI £ 3,)
ci(k1r)™ || fllg + et Mn(0) 7" (| f| B, -

Choisissons N > N tel que cl(/ﬂr)N’ < % On obtient alors que, pour tous t € B(0, R,;) et
feImll(t) :

(VAN VANVAN

£l < 21 My (0) #™'|| FlI B, 5
ce qui démontre I'inégalité du lemme 5.6. a

131



5.3 Hypothéses équivalentes a ’hypothése (NA).

Comme déja indiqué, les résultats de la section précédente seront appliqués par la suite aux
opérateurs de Fourier Q(t) associés a une fonctionnelle additive d’une chaine de Markov
fortement ergodique, dans le but d’étudier la condition R4(m)(i) du chapitre 2.

La condition R4(m) (i) repose en revanche sur les propriétés spectrales de Q(t) en dehors de
t = 0. Comme on 'a vu au chapitre 4, la condition adaptée pour cette étude est I’hypothése
dite de non-arithméticité spectrale, dont on rappelle ci-dessous la formulation. Pour simplifier,
nous considérons pour le moment cette hypothése pour une famille quelconque (Q(%))icpa
d’éléments de £(B), ou B est un espace de Banach complexe.

Hypothése (NA). [Hypothése de non-arithméticité spectrale.]
Pour tout compact K de R\ {0}, il existe Crc > 0 et px € [0, 1] tels que

¥n e N*, Vi€ K, |Q()"|g < Cy. Pl (5.25)

L’étude de I'hypotheése (NA) a été faite au chapitre 4 (cf. section 4.3.3) sous la condition de
régularité Q(-) € C°(R?, £L(B)). Grace au théoréme 5.1, nous étendons ici cette étude sous une
condition de continuité plus faible sur Q(+). Les énoncés obtenus sont analogues a ceux de la
sous-section 4.3.3, en particulier la proposition suivante remplace la proposition 4.8.

Proposition 5.3. Soit (By, || - HBI) un espace semi-normé tel que B — Bi. Supposons que,
pour tout tg € R\ {0}, il ewiste un voisinage I(tg) de to dans R de sorte que la famille
(Q(t))ter(ty) vérifie les hypotheses (Ho), (Hy) et (Hz) du théoreme 5.1 avec r1(to) €]0,1[.
Alors :

(NA) < Vte R\ {0}, r(Q(t)) < 1.

Démonstration. Les arguments utilisés sont inspirés de |48, Lem. 12.3|. L'implication directe
est évidente. Réciproquement, supposons que : V¢ € R?\ {0}, 7(Q(t)) < 1. Soit K un compact
de R4\ {0}. Soit 7, € [0, 1] défini par

r. =sup{r(Q(t)), t € K}.

Montrons par 'absurde que rx < 1. Supposons donc rx = 1. Soit (7 )ken une suite de K telle
que limg r(Q(7x)) = 1. Considérons, pour tout k € N, A\; € o(Q(7x)) tel que [Ag| = r(Q(7x)).
La suite (74) (resp. (Ag)x) étant une suite d'un compact de R? (resp. de C), on peut supposer
désormais que ces deux suites convergent respectivement vers tg et A. Remarquons que tg # 0
car to € K, et que |A| = 1. Donc A & o(Q(to)) car on a par hypothese r(Q(to)) < 1. Donc

1
§:= id()\,a(Q(tg)) > 0.
Soient x €]ki(tp), 1] et A := {z € C, d(z,0(Q(to)) > ¢}. Comme d(A,c(Q(ty)) > 6 > 0,
d’aprés le théoréme 5.1, il existe un voisinage J C I(tg) de ty dans R? tel que 'on ait pour

tout t € J,

0(Q(t)) C Fes:=1{2€C, |z2| <k} U{z€C, d(z,0(Q(ty)) < 0}. (5.26)
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Comme la suite (73); converge vers tg, il existe kg € N tel que, pour tout k > ko, 7, € J
et donc, d’aprés (5.26), pour tout k > ko, A\, € F, 5. Comme Fj, 5 est un fermé de C, on a
A =limy A\ € Fi.5. D'ott [A| < Kk < 1 car d(A, o(Q(tp))) > 0, ce qui est en contradiction avec
le fait que |A\| = 1. Donc on a bien rx < 1.

Remarquons maintenant qu’il existe un ouvert I(K) de R? contenant K, puis des constantes
c1(K) >0, k1 (K) €]0,1[, et M,(K) > 0 tels que

V> 1,Vf e B, vt € I(K), |Q(1)" fllg < c1(K)m(K)" [|fllg + e (K)Mn(K)[ flig,- (5:27)

En effet, 'hypothése (H;) étant vérifiée sur un voisinage ouvert I(7) de tout 7 € R?\ {0},
on a K C UyegW(7). D’aprés la propriété de Borel-Lebesgue, il existe donc des éléments
T, ..., € K tels que K C I(K) := U}_;W (). Il suffit alors de considérer les constantes
c(K):= max c1(mx), k1(K) = max ki1(m) et My (K) = max My, (x).

=L,..,p =L..p =L..p

Considérons alors p, €] max(k1(K),r,),1[ et notons I le cercle complexe orienté {|z| = p, }.
Remarquons que, pour tout ¢t € K, on a d(F, U(Q(t))) > p,. —rk > 0. Soit 7 € K quelconque.
Remplagons 'hypothése initiale (Hz) (pour 7) par (5.27) avec t € I(17) N I(K) et appliquons
le théoréme 5.1 avec la famille (Q(t))ier(r)nr(r)s £ = P > K1(K) et A=T = AN{|z| > K} :
il existe un voisinage J(7) de 7 dans R? tel que

sup{[|(zId — Q(t)) " !|g, t € J(7), z € T'} < +o0.

Comme K C UrecrJ(7), il existe, d’aprés la propriété de Borel-Lebesgue, 71,...,7, € K tels
que K C Up_,J (7). D’ot

Ck =sup{[|(zId— Q(t)) '|lg, t € K, 2 € T} < +oc.

Or, pour tous t € K et n € N*, on a (cf. Preuve de (3.25))
1
Q)" = — ¢ 2"(zId — Q(t)) td=.
2 T

On obtient bien finalement V¢ € K, Vn € N*, [|Q(t)"||g < Ckpk- O

Comme au chapitre 4, pour étudier ’hypothése de non-arithméticité spectrale (NA), on peut
utiliser ’hypothése (RS), introduite page 98 et rappelée ci-dessous par commodité, qui permet
de réduire la condition 7(Q(t)) < 1 a une question de non-existence de valeur propre de module

1 pour Q(t).
Hypothése (RS).
(i) vt € R, r(Q(t)) <1,

(i4) Pour tout t € R? tel que r(Q(t)) = 1, les valeurs spectrales de module 1 de Q(t) sont des
valeurs propres de Q(t).

Corollaire 5.1. Si (Q(t)),cra vérifie les hypothéses de la proposition 5.3 et U'hypothese (RS),
alors :
(NA) <Vt € R4\ {0}, Q(t) n'a pas de valeur propre de module 1.
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Pour terminer cette section, supposons que la famille (Q(t));cra soit définie par les opéra-
teurs de Fourier associés & une probabilité de transition () sur un espace mesurable E et
a une fonction ¢ mesurable de E dans R?. Rappelons que ceux-ci sont définis comme suit
(cf page 92) :

Vi e RY, Q(t)(x, dy) = W Q(x, dy). (5.28)

La condition (RS)(7) est en général vérifiée pour les opérateurs de Fourier car Q(t) est dominé
par @ (i. e. |Q(¢)f| < Q|f|), mais elle n’est pas automatique pour autant car on notera que
la propriété précédente n’implique pas nécessairement que ||Q(¢) f|| < || Q|||

Remarque 5.4. [Sur la condition (RS)(4)]

— La condition (RS)(i1) est satisfaite si, pour tout t € R, Q(t) vérifie les hypothéses du
théoréme de ITonescu-Tulcea et Marinescu (cf. page 114). Ce résultat, déja utilisé dans
la sous-section 4.6.2, sera ausst appliqué pour les modéles itératifs au chapitre 6.

— Lorsque B est un treillis de Banach, la condition (RS)(i) est satisfaite et la condi-
tion (RS)(ii) lest si Q est fortement ergodique sur B. Rappelons que B est un treillis
de Banach s’il posséde la propriété suivante : V(f,g) € B2, |f] <lg| = |If]l < |lgll. Ce
résultat, qui est une conséquence de [67, Cor. 1.6/, sera utilisé pour les deuz exemples
étudiés dans ce chapitre (cf section 5.6).

Remarque 5.5. Sous les hypothéses du corollaire 5.1, on peut réduire l’hypothése (NA) a
des conditions trés simples de non-arithméticité ou non-lattice, portant directement sur la
fonction . Ces réductions sont exactement celles présentées dans la proposition 4.10 (et les
preuves sont identiques).

5.4 Une procédure de dérivation.

La régularité imposée dans I’hypothése R4(m) du chapitre 2 requiert, quand on utilise la
méthode spectrale, des propriétés de régularité (en t) de la résolvante (z1d — Q(t)) ™!, ot Q(t)
désigne le noyau de Fourier. Dans le chapitre 4, pour obtenir cette régularité, nous avons
utilisé la condition U4(m)(i7), qui requiert que Q(-) € C;*(U, L(B)) pour tout ouvert borné U
de R?. Nous développons dans cette section une procédure de dérivation des résolvantes qui
repose sur 'utilisation d’une famille d’espaces emboités. Pour bien comprendre, d’une part les
contraintes imposées en pratique par la condition Q(-) € C;*(U, L(B)), d’autre part l'intérét
d’utiliser plusieurs espaces, nous renvoyons a la conclusion du chapitre 4 et & 'introduction
de ce chapitre.

La procédure développée ici est une adaptation de [48, App. A] permettant, d’'une part
d’étendre le résultat au cas m non entier, d’autre part de faire I’étude de I’hypothése R 4(m)(i7)
(qui n’est pas faite dans [48]). Cette approche, introduite dans un autre contexte dans |59, 38|,
a été développée dans le cadre du théoréme de Keller et Liverani dans [42] et [29]. On trouvera
dans [48] des références concernant les applications dans la méthode de Nagaev-Guivarc’h.
Bien que nous appliquerons par la suite cette procédure aux noyaux de Fourier associés a une
fonctionnelle additive markovienne, nous considérons dans cette section une famille générale
d’opérateurs.
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On utilisera les notations suivantes (déja introduites au chapitre 3). Si s € R, (X, || -||x) est
un espace vectoriel normé, et enfin si & est un ouvert de R%, on rappelle que I'espace Ci (U, X)
est constitué des fonctions F' : U — X vérifiant les conditions suivantes :

— F est |s] fois continiiment différentiable sur U,

— Les dérivées partielles d’ordre j = 0,. .., |s| de F' sont bornées sur U,

— Les dérivées partielles d’ordre |s| de F' sont uniformément u-héldériennes sur U, avec

u:=s—|s].

La derniére propriété signifie, en notant F([)) une dérivée partielle d’ordre |s| de F', que :

rUsh ey — pllsh (g
Sup{H (H)t_t/Hu (")llx

L () elU? t# t’} < 0.

Soit I un intervalle de R, et soit (Bg)pes une famille d’espaces de Banach complexe. On note
L(By, By) 'espace de Banach des applications linéaires continues de By dans By, muni de la
norme subordonnée notée | - {3, B,

On suppose l'existence d'un espace de Banach B de la famille précédente tel que, pour tout
0 € I, on ait By — B. Soit U un ouvert de R, et soit {Q(t), t € U} une famille d’opérateurs

de L(B) telle que N
Vtel, Vo eI, Q(t)\BG € L(By).

Soient m € R et 7 = m — |m]. Commengons par introduire des conditions de régularité sur
t — Q(t). Pour cela, on va utiliser des fonctions Ty, T, Ty définies sur I, a valeurs réelles,

commutant au sens suivant : st 0 € I et si 71,72,...,7, € {To, 17,11} sont telles que
Tn---T1(0) €1, (5.29)
alors, pour tout k =1,...,n et toute permutation o de {1,...,k}, on a :
Towy  To)(0) =T T1(0) € I. (5.30)

Soit V un ensemble dont les éléments sont des ouverts de R? contenus dans U. On suppose
que V est stable par intersection finie. L’hypothése D(m) suivante précise les conditions de
régularité de l'application Q(-), considérée comme application d’un ouvert & € V dans un
espace du type L(By, Br(g)), ot T est une composée de Ty, Tr,T1 :

Hypothése D(m). Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tous 0 € I etU €V :
(0)  Pour tout u € {0,7,1}, Ty (0) € I = By — Br, )

(1) Pourtoutu e {0,7}, Tu(0)el = Q)€ C})L(U,ﬁ(Bg,BTu(Q)))

(2a) Pour tout j =1,....|m], T} (0) e I = Q() GC{;(L{,E(Bg,BT{(Q)))

(2b) Pour tout j =1,...,|\m], T,TV(#) eI = Q() e CiJrT(U,E(Bg,BTTle(G)))

. 1 >
(3) Il existe a € I tel que TTTIWJ TOLmJJr (a) eI et B= BTTTleJTOLmJH(a).

Désormais a désignera un réel vérifiant I'hypothése (3) précédente et les espaces B, et B
joueront un roéle important dans les énoncés suivants.
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Remarque 5.6. Comme B, < B, Uhypothése D(m)(2b) implique que, pour tout

7™ (a)
UeV, onaQ()eCl(U,LB,B)).

Pour tout 6 € I, on désigne par Ay un ensemble dont les éléments sont des parties de C.
On suppose que 'ensemble {Ag, 0 € I} est stable par intersection finie. L’hypothése suivante
précise les conditions d’existence des résolvantes (21d — Q(t))~! dans L(By).

Hypothése (R). Pour tous 0 € I et D € Ay, il existe un ouvert U =U(0, D) € V tels que
V(z,t) € D x U, (zId—Q(t))~! € L(By),

sup { [|(z1d — Q) g : (2,t) € D x U} < +oo.

Si ’hypothése (R) est vérifiée, on note pour tout 6 € I et tout D € Ay :
Y(z,t) € D x U, D), R.(t) := (zId—Q(t)) .

Proposition 5.4. Soient m € R’ et 7 = m — [m]. Supposons que les hypothéses D(m) et
(R) soient satisfaites. Alors il existe D € A, et un ouvert U = U(a,D) € V tels que, pour
tout z € D, Uapplication t — R.(t) soit dans C;* (U, L(Ba, B)). En outre on a :

ve—0,...,|ml, Rw—mm{W%mﬂH ~:(%0€Dxu}<+a%

B..B

ot Rg)(') désigne une dérivée partielle quelconque d’ordre ¢ de R,(-). De plus, si m ¢ N, la
constante de Hélder d’ordre T de R,(szJ) sur U est uniformément bornée en z € D, i.e.

1R ) - R W)l g
sup{ =T w2 (Lt el t#t, 2z € D} < +00.

Soulignons que Ay, utilisé dans ’hypothése (R) ci-dessus, ne désigne pas une partie de C,
mais un ensemble de parties de C. Par exemple, on peut considérer Ag = {A,, r > py},
ou A, désigne une partie de C et pg un réel strictement positif. Notons que, dans ce cas, la
famille {Ag, § € I} est bien stable par intersection finie. En effet, pour tous (61, 62) € I%, on a
Ag, N Ay, = {A,, 7 > max(pg,, po,)} = Dy, avec 6 € {01,602} tel que pg = max(pg, , pg,). Dans
la section suivante, nous appliquerons la proposition 5.4, d’'une part dans le cas précédent
avec A, = {z € C: |z| > r}, d’autre part dans le cas Ay = {Dy, k €]k, 1[}, ot Dy, est défini
en (5.15), et ot (kp)ger est une famille de réels de ]0, 1[.

La preuve de la proposition 5.4 est présentée pour simplifier dans le cas d = 1. L’extension au
cas d > 2 est immeédiate puisqu’il suffit de remplacer les dérivées de 'opérateur Q(t) du cas
d = 1 par les dérivées partielles de Q(t) dans le cas d > 2. Introduisons maintenant quelques
conventions et définitions.

Les notations || - [z, et || -[|5, B,, sont allégées et remplacées par la suite respectivement par

| -1lo et || -]l0,6r- La définition suivante, qui étend celle de Ci(U, L(Bg, Byr)) au cas des fonctions
t — F,(t) dépendant de la variable z € C, est adaptée a I'étude des résolvantes.
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Définition 5.1. Soient (0,0') € I?, s € RY. et u:=s— |s].

Nous écrirons que F = (F,(t)).+ € C3(0,0") s’il existe un réel 5 € I tel que, pour tout D € Ag,
il existe U € V de sorte que :

(a) V(z,t) € DxU, F,(t) € L(By, By ),

(b) Yz € D, Uapplication t — F,(t) est dans CZESJ (U, L(By, By)),

(¢c) Vj =0,..,[s], sup{||Fz(j)(t)H9’9/, (z,t) € Dx U} < o0, ou Fz(j)(') désigne une dérivée
partielle quelconque d’ordre j de F,(-),

(d) Vz € D, lapplication t — FZ(LSJ)(t) est dans Cy (Z/{, L(By, Bgl)), et la constante de Holder

d’ordre v de FZ(LSJ)(-) sur U est uniformément bornée en z € D.

Dans 'utilisation de cette définition, nous ferons par commodité ’abus de notation suivant.
Soient (0,0') € I?, s € R* | F € C;(0,0'), et soit (01,60;) € I? tel que By, — By. Si, pour les
¢léments D et U de la définition ci-dessus, nous avons en outre F,(t)(By,) C By, pour tout
(z,t) € D x U, et si la restriction de F,(t) a By, vérifie les propriétés suivantes :

_ Fz(t)\Bel S E(BGUBO’l)a

- (FZ(')\Bgl)z,t € cg’(el,efl), pour un certain s’ € R* |
alors nous écrirons simplement que F € Cil(Hl,G’l). (Une notation plus rigoureuse du type
FeCy(0,0) et Fy, g, € C{ (01,6 compliquerait inutilement les arguments a venir.)
Preuve de la Proposition 5.4. Introduisons ’assertion suivante :
(Po) Si0 €1 et T Ty(0) € I alors (R.(t)).. € Cp (0, To(0)) NC; (0, T-To(0)).
Puis, pour tout £ = 1,...,|m], posons & = {(i,j, k) eN3 it j4+k=10— 1}, et introduisons :
(Pe) Si@ el et T, TITyH(0) € I, alors (R.(t)). € C,‘;(@,TngH(H)), avec

RO = Y RIGQUIRP®) et (BO®),, €Ch 0. TT{THH (6)).
(ivjvk)egl

Lemme 5.8. La propriété (Py) est satisfaite.
Lemme 5.9. La propriété (P1) est satisfaite.

Lemme 5.10. Soient m > 2 et ¢ € {1,---,|m| — 1}. Si les propriétés (Po), (P1), ..., (Pe)
sont vérifiées, alors on a (Pps1).

Admettons provisoirement ces trois lemmes. Alors, par récurrence, la propriété (P|,,|) est
satisfaite. Or rappelons que a € I dans 'hypothése D(m) est tel que TTTlth TOLmHl(a) el,
et tel que BTTTl“" IpimIt gy = B. Les conclusions de (P|,,), considérée avec ¢ = a, donnent
alors celles de la proposition 5.4. Plus précisément celles-ci sont satisfaites pour tout domaine
D du plan complexe tel que D € Ag, oil 3 est un certain réel de I.

Dans I’énoncé de la proposition 5.4, on a considéré D € A,, ce qui est toujours possible
en choisissant D € Ag N D,. En fait, la propriété de départ (R.(t)).; € Cp(a,To(a)) de
la propriété (Py) (considéré avec 8 = a) nécessite de travailler avec des domaines D € A,
(cf. preuve du lemme 5.8). O
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La suite de la section est consacrée a la démonstration des trois lemmes ci-dessus. Le prochain
lemme, qui concerne la composition d’applications du type F' = (F,(t)),+, en est le point-clé.

Afin d’alléger les notations, si U = (U.(t)).,s et V = (V.(t)).,+, on pose UV := (Uz(t)Vz(t))Z o
le produit U, (t)V;(t) étant & considérer comme composition d’applications linéaires.
Lemme 5.11. Soit (01, 02, 03, 0,) € I*.
(i) Soit k € N. Si Bp, < By,, By, — Bp, et V € CF(6,053), alors
V € Ci(02,04), V €CE(61,03) etV € Cp(6:,064).

(i) SiV € CY(01,02) et U € C(Ba,03), alors UV € C)(61,03).
(ii3) Soit u €0, 1]. Supposons que By, — Bg, — Bop, — Byg,, et que

V e C(61,60:), U e Cl(bo,04),

V e Ch(61,603), U € C(b3,064).
Alors UV € C{(01,04). De plus, siu =1, on a alors (UV) =U'V +UV".

La preuve du lemme 5.11 est trés simple, en particulier les points () et (ii) se justifient facile-
ment. Nous donnons cependant une démonstration détaillée de 'assertion (ii¢) afin d’illustrer,
d’une part la définition de F' = (F(t)). € Cg(Q, '), d’autre part 'utilisation de la propriété
de stabilité par intersection finie des ensembles Ay et V.

Démonstration de l'assertion (iii). Commengons par examiner le cas ot u €]0, 1[. Par défini-
tion de V € CY(01,02), il existe 312 € I tel que

VD € Aﬁl,w i€V, Y(z,t) € D x Ui 2, V.(t) € E(Bgl,Bgz).

De méme, on peut définir 324 € I, 313 € I, et enfin 334 € I tels que l'on ait :
- VD e Aﬁ2,47 Uss €V, V(z,t) € D x Us 4, U.(t) € L(Bs,,Bg,),
- VD e Aﬁl,sv dUi3€V, V(z,t) € D x Ui 3, V.(t) € £(691,893),
- VD e Ag3y4, Uz 4 €V, V(z,t) € D x U3 4, U.(t) € L(Bg,, Bg,),

avec en outre

Cia=sup |[[Va(t)llgy 0, <+00, Cou:=  sup |[Us(t)|loy0, < +o0,
(z,t)eDxU (z,t)eDxU

Ciz:=sup |[Va(t)llo,0, < +o0,  Csa:=  sup [[Us(t)]lgs,0, < +00.
(z,t)yeDxU (zt)yeDxU

Comme {Ay,6 € I} est stable par intersection finie, il existe 5 € I tel que Ag coincide avec
Iintersection des quatre ensembles Ag, ,,...,Ag;,. Soit D € Ag. Comme V est stable par
intersection finie, on peut définir 4 € V comme l'intersection des quatre ouverts iy 2,...,U3 4
(définis a partir de D). Dot : V(z,t) € D x U, U,(t)V.(t) € L(By,, By, ), avec

sup {HUz(if)Vz(t)thg47 (Z,t) €D x U} < 0274 CLQ < 4o00.
De plus, par hypothése, il existe Dy 4 > 0 et D; 3 > 0 tels que 'on ait pour tout (¢,t') € U?

1U=(t) = U=(t)lop00 < Daalt =", [[Va(t) = Va(t)llo.00 < Drslt — "
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Soient maintenant z € D et (t,t') € U?. Partant de I'égalité évidente :
U-()V2(t) = U(t)Va(t') = Uo(t) (Va(t) = Va(t) + (U=() = U=(t) Va(t),
on obtient bien que UV € Cy(6;,04) car
|U.()V=(t) = Us(E)Va(t')gy,00 < C3.4 D13t —¢'[“ 4+ Doy |t — '[* Cho.

Examinons pour finir le cas u = 1. Soit z € D et (t,ty) € U*. On a

U=(t)V=(t) — Uz(to) Va(to) _ Uz(t)VZ(t) — Velto) | Ux(t) = Us(to)

Va(t
t—to t—to t—to =(to),

avec par hypothése :

z t) — z 13 .
thr? W =V/(ty) dans L(By,,By,) et thn? U.(t) = U,(ty) dans L(By,,Bs,),
—to — 1t —to

Vz(t(]) S 5(891,392) et lim M

—_ !/
t—to t— tO - Uz(to) dans E(BQQ, 894)

La fonction U,(-)V.(-), de U dans L(By,,By,), est donc dérivable sur U, avec
VieU, (U.(t)V.(t)) = UL(t)V.(t) + U.(6)V](¢).

Plus précisément elle est de classe C' sur U d’aprés le point (i), car par hypothése on a
- ‘/;() € CO(U,ﬁ(Bgl,Bgz)) et U;() € CO(L{,E(892, 894))
- V() e CO(Z/{,[:(BQI,BQS)) et U,(+) € CO(U,£(393,894)). a

Dans la preuve des lemmes 5.8 et 5.9, nous utiliserons la remarque suivante. Soit B un espace
de Banach quelconque. Pour tous S, T € L(B) tels que S et S — T soient inversibles, on a :

(S—1T)!= zn:(S*lT)kS*l + (St s — 1)L (5.31)
k=0

Cette propriété résulte de I'identité classique suivante, vraie pour tout W € £L(B) :
n
VneN, Id= () _W*)(Id—-W)+ W
k=0

Rappelons que, par ’hypothése (R), pour tout 6 € I et pour toute partie D du plan complexe,
D € Ay, il existe un ouvert dans R?, (6, D) € V, tel que pour tout (z,t) € D x U(#, D) on
ait R,(t) := (zId — Q(t))~! € L(By), et :

M(0,D) :=sup {||R.(t)|lg, (2,t) € D xU(0,D)} < +oc.

Preuve du lemme 5.8.

Soit 0 € I tel que T:Tp(0) € I. D’apreés les hypothéses sur Ty et T, il vient que Tp(0) € I et
T, (0) € I. Considérons T,,, avec u = 0 ou u = 7, et démontrons que (R(t)).: € C;(0,T,(0)).
Avec u = 0, cette derniére propriété donne exactement la premiére conclusion souhaitée
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dans (Pg). Avec u = T, elle implique bien que (R.(t)).: € C](6,T:Ty(f)) : en effet, on a
T;To(0) = To(T7(0)), donc By, gy — B, 1) d'aprés la condition (0) dans D(m), et on
conclut en utilisant le lemme 5.11(3).

Démontrons donc que (R.(t))..: € Cy(0,Tu(0)). Soit 8 € I tel que Ag = Ag N Ag,(g). Pour
D € Ag quelconque, on note U = U(H, D) NU(T,(#),D). Par hypothése, on a U € V, et
d’aprés (5.31), considéré avec n =0, S = zId — Q(tp) et T = Q(t) — Q(to), on obtient pour
tous z€Dett,tgcelU:

R:(t) — R:(to) = R:(to) (Q(t) — Q(t0)) R-(t).

D’ou
[R(t) = Rz(to)llorue) < [[R=(to)ll,0)|QE) — Q(t0)llo,7, (0|1 B=(E) 6
< M(Tu(0), D) [|Q(t) — Q(to)llo,z, o) M (0, D).
La condition (1) de D(m) nous permet alors de conclure immédiatement. O

Preuve du lemme 5.9.
Pour (6,0') € I? tels que By < By, on utilisera ci-dessous la notation

[1f[lo
1f1lo

et la remarque évidente : VU € L(By,cBy), ||U

C(0,0) == sup {110 f € By, f # 0},

lo.or < C(0,0) [|U]|o.

Soit 8 € I, et soient 61 = T()(G), 0y = TlT()(@) et 03 = ToTlT()(@) = T1T02(9). Le fait que
T, TyTZ(9) € I et les hypothéses sur Ty, Tr, Ty impliquent que 61,6, 05 € I. Soit

A=Ay ﬂAgl OAQQ OA93,
puis pour D € A, soit
U:=U0,D)NU01,D)NU(O2, D) NU(O3, D).

Soit z € D. Pour tous (tg,t) € U?, 'égalité (5.31), utilisée avec n = 1 et & nouveau avec
S =zId — Q(to) et T = Q(t) — Q(to), nous donne

Rz(t) = Rz(to) + Rz(to) (Q(t) - Q(tO)) Rz(tO) + 192@);
avec 9, (t) := R.(to) (Q(t) — Q(to)) Ra(to) (Q(t) — Q(to)) R.(t). On a :

% < IRt 1Q10) ~ Qe |-l 2 EENAL2 1),
0 0
< M(03,D) Q1) — Qo) 0, M (65, ) 19 - f?g)”elﬂz C(6,0,) M(0,D).

Les hypothéses (1) et (2a) de D(m) impliquent alors que le membre de droite de 'inégalité
précédente tend vers 0 quand ¢ tend vers ¢y, uniformément en z € D. Considérons

Otte) — tiun QO = QW) _

o t—to (Bo,, By, )-
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On a:

[|R-(t0) (Q(t) — Q(t0)) R=(to) — (t — to) R=(t0)Q (t0) R (t0) | 5.,
< R (t0)lay,05 | Q(E) — Q(t0) — (¢ — to)Q'(Tfo)HQLQZHRz(to)He,el
< C(6,603) M(62,D) ||Q(t) — Q(to) — (¢t — to)Q,(to)H(;h(;ZCWﬁD M(0,D)
= o([t — tol).

Les estimations précédentes nous donnent

IR (t) = Ra(to) — (t — to) R=(t0)Q " (to) R=(to) llo.0, = o([t — tol)-

En d’autres termes, application ¢ — R(t) de U dans L(By, By,) est dérivable en ¢y avec
R (to) = R:(t0)Q'(to)R:(to) € L(Bs, Bg,) LBy, Br, 1y72(0)),

la derniére inclusion provenant de T,T1T¢(0) = Ty (63) (donc By, — By, 11206 daprés la
propriété (0) de D(m)). Les deux premiers points de (P1) sont ainsi démontrés.

Pour finir la preuve de (P1), il reste a prouver que (R.(t)Q'(t)R.(t)).+ € C; (0, T TV T3 (9)).
Par commodité, certaines propriétés du type (F.(t)).. € Ci (6, To(0)) seront souvent réécrites
plusieurs fois ci-dessous afin de faciliter ’application de I’assertion (iii) du lemme 5.11. Tout
d’abord la propriété (Pg) (cf. lemme 5.8) et 'hypothése D(m) donnent

(R=(t)=1 € C3(0,T0(0)),  Q'(-) € CF(To(0), TiTo(9)),
d’ott, d’aprés le lemme 5.11(i7) :
(Va(t)z := (Q'(t)R:(t))1 € Cy (6, TAT1(0)).
A nouveau, la propriété (Pg) et 'hypothése D(m) nous donnent
(R=(t))=: € Cp(0,To(0)),  Q'(-) € C(Tu(), T-TaTo(0))

(Rz(t))z,t € CZ (6) T‘r(e))7 Q/() € C(b) (TT(9)7 TlTT(G)) - Cz? (TT(9)> TTTlTO(g))

la derniére inclusion provenant de T,T1Ty(8) = To(T1T-(9)), puis de (0) dans D(m) et du
lemme 5.11(7). L’assertion (i%¢) du lemme 5.11 donne donc

(V;:'(t))z,t € CZ (07 TTTITO(H)) .

En appliquant une derniére fois la propriété (Py), et en réécrivant ci-dessous (par commodité)
les deux derniéres propriétés obtenues pour (V;(t))., on a

(‘/;«(t))z,t S Cg (9, T1T0(0)), (Rz(t))z’t S CZ (TlT()(Q), ToTTTlTo(Q))

(sz(t))z,t € CZ (9, TTTlTo(G)), (Rz(t))zﬂg € C(g (TleTo(g), ToTTTlTo(Q)),

(Utiliser en outre (0) dans D(m) et le lemme 5.11(¢) pour obtenir la premiére propriété
ci-dessus sur R,(t).) Le lemme 5.11(4i7) & nouveau donne donc

(R=()V2(1)z = (R(6)Q' () R:(1)):0 € CF (0, VT T To(6))
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ce qui démontre bien la propriété souhaitée car ToT:11Tp(0) = TTTng(H). O

Démonstration du lemme 5.10.
Pour simplifier, nous omettons les variables z et t désormais. Comme précédemment, par
commodité, certaines propri¢tés du type (F;(t)).: € Cy(6,Tp(f)) seront souvent réécrites
plusieurs fois. Rappelons que, pour s € N*, on a noté & = {(i,j, EyeN3, i+j+k=5— 1},
et que la propriété (Ps) s’énonce de la maniére suivante : si @' € I et T,T5T3(0') € I, alors
(Ro(t))z € Co(0/, TETET(0))), avee

RO = Y ROHQUIMRP(@) et (RO),,€Cq(d, T TIT5(0)).
(4,9,k)€Es

Soit m > 2, et soit £ € {1,---,|m]| — 1} tel que les propriétés (Po), (P1),...,(Ps) soient
vérifiées. Nous devons montrer qu'on a (Pyi1). Soit 6 € I tel que T, 7Y ' TE2(9) € 1. De la
propriété (Py) et de BTlgTOeH 0 = BTf+1T§+2(0)7 on déduit que

ReCy(0, Ty TEH(0)), avee RO = Y ROQUHR®.
(i.9,k)€E
Soit (i,7,k) € &. Nous devons donc démontrer les propriétés suivantes :
(@) ROQUFIRK) € ¢l (0, T T2 (0))
(B) (R(i)Q(Hj)R(k))’ = RUFDQU+) R(K) 1 RO QR+ R(K) 4 R QU+I) Rlk+1)
)

(7) Les trois applications de la somme précédente appartiennent a Cj) (0, TTTerngJFQ(H)).
Démontrons (). Comme k < ¢, on obtient en utilisant (Py) et ’hypothése D(m) :
R® € (0, TFTE(0)) et QUM e CY(TETE (), T/ TH T (9)), (5.32)
d’on, par le lemme 5.11(17) :
QUFIR® e Y (9, TITFHTE+(9)). (5.33)
En réécrivant la premiére propriété de (5.32), et en utilisant I’hypothése D(m), on a :
R® € (0, TETE(9)) et QUH) € CL(TETE (), TITH2TE+20).

(Utiliser en outre BTj+k+2Tk+1(9) — BTj+k+2Tk+2(0) et le lemme 5.11(7) pour la derniére pro-
1 0 1 0
priété.) De plus, comme 1 < k + 1 < ¢, on obtient en utilisant (P41) et I'hypothése D(m) :

R®) e CH(0, TITE(9)) et QUH) e C(TFHTE2(0), T TF2TE+2(9)).
Le lemme 5.11(4i7) nous donne donc :
QU R® e ¢t (0, TITF2TE+2(9)). (5.34)

Posons W := QU R(®) . Alors, en réécrivant la propriété (5.33), et en utilisant (P;41) (noter
quei+1</¢),ona:

%% c Cg (97T{+k+1Té€+1(0)) et R(l) c C% (Tj_j+k+1T0k+1(9),Tf+j+k+2Té+k+3(9)),
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puis en réécrivant la propriété (5.34) et en utilisant (P;), on a :

W e CLO, TITF2TE2(6)) et RY e (T 21i+2(0), T2 1itk+3(p)).
Le lemme 5.11(4i7) nous donne donc
D’ou la propriété (o) caronai+j+k+2=~¢+1leti+k+3</(+2.

On obtient facilement la propriété (3) en utilisant ce qui précéde et en appliquant la formule de
dérivation du lemme 5.11(iii), d’une part pour calculer (R W), d’autre part pour calculer
W' = (QU+IRMY . Enfin la propriété (y) s’établit en introduisant T, et en répétant les
arguments ci-dessus & chacun des trois termes intervenant dans la somme de 'égalité (3). O

5.5 Application : étude des hypothéses R,(m)(i) et Ry(m)(id).

Soit (X )n>0 une chaine de Markov d’espace d’états (E,E) quelconque, de probabilité de
transition Q(x, dy), de probabilité Q-invariante 7, et de probabilité initiale p. Soit £ : E — R?
mesurable. La fonctionnelle additive (Sy,), associée est définie comme au chapitre 4 :

Vn €N, Sp=> &(Xp).
k=1

Les noyaux de Fourier Q(t) associés a @ et £ sont définis en (5.28).

En appliquant les résultats des sections précédentes aux noyaux de Fourier, nous présentons ici
des conditions suffisantes pour que ’hypothése R4(m) du chapitre 2, qui fournit les théorémes
de renouvellement en toute dimension, soit satisfaite. Les corollaires 5.2 et 5.3 ci-dessous seront
appliqués dans la section suivante dans le cadre des chaines de Markov v-géométriquement
ergodiques et des chalnes p-mélangeantes, et au chapitre suivant dans le cas des modéles
itératifs lipschitziens.

Pour f : E — [0, +o0[ mesurable fixée, et ici dans notre cadre markovien avec la donnée de
la loi initiale p de la chaine (X, )n>0, 'hypothése R4(m) du chapitre 2 porte sur la fonction
(de type) caractéristique : IE,[f(X,) e {+5n)].

Hypothése U(0). Il existe une famille d’espace de Banach (Bg)oecr, telle que pour tout 0 € I :
e By vérifie ’hypothése (B) (cf. p. 84),

e La probabilité de transition QQ définit un opérateur fortement ergodique sur By (cf. (5.14)),
e Les noyauz de Fourier Q(t) associés a Q et & opérent continument sur By.

L’hypothése D(m) a été introduite dans la section précédente. Le premier énoncé concerne
I'hypothése Rgq(m)(7).

Corollaire 5.2. Supposons que ’hypothése U(O) soit satisfaite, et qu’en outre :
(a) Q) vérifie ’hypothése D(m) vis-a-vis de (Bp)ges et V :={B(0,r), r > 0},
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(b) Q(-) vérifie les hypothéses de la proposition 5.2 sur chaque espace By.

Alors Uhypothése Rq(m) (i) est satisfaite pour toute probabilité initiale p € B et pour toute
fonction positive f € B, les espaces B, et B étant ceux donnés dans la proposition 5.4. En
outre la fonction L(-) de U’hypothése Rq(m) (i) vérifie L(0) = w(f).

Démonstration. En procédant comme dans la preuve de la proposition 4.7 du chapitre 4,
le corollaire 5.2 est une conséquence du lemme suivant, qui redonne exactement les mémes
conclusions que la proposition 3.8, en remplacant £(3) par 'espace L(B,, E’) des applications
linéaires continus de B, dans B. ]

Lemme 5.12. Sous les conditions du corollaire 5.2, les éléments perturbés de la proposi-
tion 5.2 vérifient les propriétés suivantes (on note B := B(0, R) pour simplifier) :

(i) 11(-) € C§(B, L(Ba, B))
(ii) Pour tout n > 1, Ny(-) := N(-)"* € CJ*(B, L(Ba, B)), et il existe & € (0,1) tel que :

V0=0,...,|m], 3C; >0, Yn>1, : sup||N(t) B < CyR",
teB

I,

(if) X() € CP(B.C).
(iv) N () € Cy*(B, L(Bqg, B)).

Démonstration. D’aprés la condition (b) et les conclusions de la proposition 5.2, I'hypo-
thése (R) de la proposition 5.4 est satisfaite avec les ensembles Ag := {D,, k €]kg, 1[} pour
un certain iy €]0, 1[. En utilisant la proposition 5.4 et les intégrales curvilignes (5.16), (5.20)
(sur les cercles T'g et 'y définis a partir de k €]&q, 1] quelconque), les propriétés de régularité
souhaitées pour II(+) et N, (-) se déduisent alors par dérivation sous le signe intégral. Puisque
Q(-) € Cy (U, L(Ba, B)), la régularité de A(-) se déduit de (5.19). Celle de N'(-) := 32 N ()"
s’établit aussi par dérivation sous le signe intégral (cf. (5.22)). O

Passons a I’étude de la condition R4(m) (i), qui repose sur I'hypothése D(m) et sur 'hypothése
de non-arithméticité spectrale (NA) (cf. p. 132). Soit V l'ensemble des ouverts bornés de R?
dont I’adhérence est contenue dans R\ {0}.

Corollaire 5.3. Supposons que ’hypothése U(O) soit satisfaite, et que 'on ait en outre :
(a) Q(-) vérifie Uhypothése D(m) avec (Bg)ger et V défini ci-dessus,
(b) Pour tout 0 € I, Q(-) vérifie Uhypothése (NA) sur By.

Alors Uhypothése Rq(m)(ii) est satisfaite pour toute probabilité initiale j1 € B et pour toute
fonction positive f € B, les espaces B, et B étant ceur donnés dans la proposition 5.4.

On renvoie a la section 5.3, notamment au corollaire 5.1 et aux remarques 5.4 et 5.5, pour
I'étude et les réductions de I'hypothése (NA).

Démonstration du corollaire 5.3. En utilisant le lemme 4.3 (p. 93), le corollaire 5.3 est une
conséquence du lemme suivant. a
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Lemme 5.13. 5@ les conditions du corollaire 5.3 sont satisfaites, alors pour tout U € V, on
a:Q():=>"0Q()"e cy(u, E(Ba,B))

Démonstration. Soient U € V et K = U, et pour tout € I, soit p() = px(6) le réel de
10, 1] relatif a ’hypothése (NA) considérée sur l'espace By. Soit 79(Q(t)) le rayon spectral de
Q(t) considéré comme élément de L(By). Alors on a r9(Q(t)) < p(@) (cf. lemme 3.6 p. 74).
Définissons Ag := {A,y, p' > pg}, avec Ay = {z € C: |z| > p'}. La famille {Ag,0 € I} est
clairement stable par intersection finie. En outre, 'hypothése (R) de la section précédente est
satisfaite : en effet, en utilisant les résultats classiques de théorie spectrale (cf. section 3.4), on
montre facilement que, pour € I et D € Ay (i. e. D = A, avec p' > pyg), les conclusions de
I'hypothése (R) sont vérifices avec 'ouvert U(0, D) = U. Par ailleurs, en fixant p' €]p(a), 1],
ot a € I est I’élément donné dans I’hypothése D(m), et en considérant le cercle orienté I,
de centre 0 et de rayon p’, on peut montrer (exactement comme dans le lemme 4.5) que 1'on
a ’égalité suivante dans L£(B,,) :

Vie K, Q(t ZQ

(zId Q(t )) dz.

2171' p,l—

Grace a la proposition 5.4, la propriété de régularité souhaitée pour Q(-) s’établit alors par
dérivation sous le signe intégral. O

Remarque 5.7. On notera que si les hypothéses du corollaires 5.2 sont satisfaites avec m = 1
et IE,[||Snl] < +00 pour tout n > 1 (resp. avec m = 2 et IE,[||Syn||?] < +00), alors le vecteur
moyen m (resp. la matrice de covariance asymptotique ) peut étre défini comme dans la
proposition 4.12 (resp. les propositions 4.13-4.14), mais ici la probabilité initiale p doit étre
dans le dual de Uespace B correspondant & Uhypothése D(1) (resp. D(2)).

Remarque 5.8. Méme dans le cas centré en dimension d > 5, ou le théoréme de renouvelle-
ment 2.4 est démontré sous ’hypothése Rqa(m) avec lordre optimal m = my (i. e. l'ordre du
cas i.i.d.), Uapplication des corollaires 5.2-5.3 ne permettra pas dans les prochains exemples
d’obtenir les propriétés de renouvellement sous la condition de moment optimale. Ce fait est
dd a Uapplication de la procédure de dérivation de la section 5.4. En effet, lorsque la fonction
& nest pas bornée, la propriété Qi € Cg(U,Bg,B(;/) n’est pas vérifiée avec 0 = 0, mais avec
0" = To(0) (typiquement, 0’ := 0 + o). La présence de Ty dans la procédure de dérivation
induit ainsi un "écart” entre les espaces By et B un peu plus grand que celui espéré. Ceci
explique pourquoi, dans les applications de la section suivante et du chapitre 6, l'ordre des
conditions de moment sera toujours mg + € avec € > 0 arbitrairement petit.

Enfin mentionnons que I'étude du cas lattice, présentée dans la section 4.6 du chapitre 4, peut
étre étudiée ici de la méme fagon. Supposons que la fonction £ (et donc S,,) soit a valeurs dans
un sous-groupe fermé S (de dimension d) de R?. Rappelons que, pour obtenir les théorémes
de renouvellement du cas lattice, la condition R4(m)(i7) doit étre remplacée par la condition
RL(m)(ii) de la section 2.5 (cf. page 60). Grace au lemme 4.3, la propriété de convergence
uniforme dans la condition R/;(m)(i%) est satisfaite pour f positive (appartenant a un certain
espace B) si, pour tout compact K de R?\ S*, il existe des constantes Cx > 0 et px € [0,1]
telles que

Vne N, Vte K, [|Qt)"|g < Ckpl. (5.35)
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Le corollaire 5.3 peut alors étre adapté au cas lattice comme suit : sous la condition (a) du
corollaire 5.3, et si la condition (5.35) est satisfaite sur tous les espaces By de ’hypothése D(m),
alors la condition R/;(m)(ii) est vérifiée avec f et p comme indiqué dans le corollaire 5.3. La
proposition 4.17 se généralise de la maniére suivante. Sous la condition (a) du corollaire 5.3,
et si les opérateurs de Fourier Q(t) vérifient ’hypothése (RS) (cf page 133) sur chaque By,
alors la condition R} (m)(ii) est vérifiée avec f et p comme indiqué dans le corollaire 5.3 si,
et seulement si, £ n’est pas arithmétique dans S relativement a B, (cf page 112).

5.6 Exemples.

Dans cette section, on applique les résultats théoriques précédents aux chaines de Markov v-
géométriquement ergodiques et aux chaines de Markov p-mélangeantes. Ces premiers exemples
montrent I'intérét de la méthode spectrale généralisée en termes de conditions de moment
(comparer les résultats des sous-sections 5.6.1 et 5.6.2 avec ceux obtenus pour ces deux
exemples a la fin du chapitre 4).

Les notations et données probabilistes (markoviennes) sont celles utilisées précédemment :
(Xn)n>0 est une chaine de Markov d’espace d’états (E,E) quelconque, de probabilité de
transition Q(x,dy), de probabilité Q-invariante 7, et de loi initiale p. Les espaces mis en jeu
dans cette section vérifie I'hypothése (B) définie au chapitre 4 (page 84), et on rappelle que
Q est dit fortement ergodique sur un tel espace B s’il existe C' > 0 et & € [0, 1] tels que :

Vn>1,VfeB, |Q"f —n(f)lellg < CR"[|fllg- (5.36)
On considére & = (&1,...,&;) une fonction 7-intégrable de E dans R?, et la fonctionnelle
additive associée S, = Y ;_; &{(Xy),n € N*. On dit que £ est m-centrée (ou simplement
centrée) si (&) = 0 pour ¢ = 1,...,d. Les noyaux de Fourier Q(t) associés & @ et £ sont

définis en (5.28).

Pour les deux modéles markoviens traités dans cette section, les familles d’espaces utilisées
ont été introduites dans [48]|. Les conditions de dérivabilité des opérateurs de Fourier sont
également faits dans [48], 'extension & un ordre de régularité fractionnaire présentée ci-dessous
est simple.

Pour la commodité du lecteur, on rappelle la condition non-lattice markovienne, déja présentée
au chapitre 4 (page 98).

On dit que & est non-lattice s’il n'existe pas de d-uplet b € R, de sous-groupe fermé (H, +)
de (R, 4), H # RY, de sous-ensemble A € &, Q-absorbant et enfin de fonction mesurable
bornée 0 : E — R de sorte que

Vee A, &y)+0(y)—0(x)eb+H Q(x,dy)p.s.

Nous admettons ici que, pour les deux exemples de cette section, si £ est non-lattice, alors la
matrice de covariance asymptotique X, associée a (Sy,)n, est automatiquement définie positive,
voir [48, Sect. 5].
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Les théorémes de renouvellement du chapitre 2 (cf. le corollaire 2.1 et les théorémes 2.4 et
2.6) ont été démontrés sous I'hypothése Rg(mg + €), avec € > 0 arbitrairement petit (et
mg redonné ci-dessous). On fera référence aux propriétés de renouvellement (4.37), (4.38) et
(4.39), présentées dans la section 4.4, qui sont les conclusions (attendues dans notre cadre
markovien) déduites des théorémes de renouvellement du chapitre 2. Enfin on rappelle que la
valeur mg dépend de la dimension d et des condition de centrage (ou non) sur ¢ :

e sid =1, on pose m; = 1 et on suppose 7(&§) > 0,

e si d =2, on pose mg = 2 et on suppose { non-centrée (ie m := w(&) # 0)),

e si d > 3, on pose
- mg = max(d — 2,2) si £ est centrée (ie m = w(§) = 0)),

- mg = max(%, 2) si £ est non-centrée.

5.6.1 Application aux chaines de Markov v-géométriquement ergodiques.

Nous considérons ici 'exemple 4 du chapitre 4 ou v : E — [1,+00[ est fixée et (X,)n>0
est une chaine de Markov v-géométriquement ergodique. Cette derniére propriété signifie que
lopérateur de transition @ est fortement ergodique sur I'espace de Banach (B,, ||-||,) composé
des fonctions f : E — C telles que ||f||, = sup,cg |f(z)|/v(x) < +oo. En particulier, on a
Qu € B, et m(v) < +00.

Corollaire 5.4. Soit ¢ : E — R?, nonlattice, telle que :

35 > 0, 3C >0, ||¢]|meTo < Co. (5.37)

Soit a €]0,1 — m:ﬂfao [. Alors, pour toute probabilité initiale y sur E telle que u(v) < +oo et
pour toute fonction mesurable f : E — [0,+o00[ telle que f/v* soit bornée et w(f) # 0, les
propriétés de renouvellement (4.37), (4.38) ou (4.39) (selon la dimension et la condition de

centrage) sont satisfaites.

Démonstration. Soit m €]mg, (1—a)mg+0do[. Pour établir les propriétés (4.37), (4.38) et (4.39),
nous allons démontrer, en utilisant les résultats de la section 5.5, que I'hypothése R4(m) du
chapitre 2 est vérifiée. Pour cela, considérons, pour tout 6 €]0, 1], espace de Banach (By, ||-|/9)
des fonctions f de E dans C telles que :

La proposition 5.5 ci-dessous montre que la famille d’espaces (89)961071] satisfait 1’hypo-
thése U(©) (cf page 143). En particulier, pour tout 6 €]0,1], @ est fortement ergodique
sur By. La proposition 5.5 montrera en outre que les opérateurs de Fourier Q(t) vérifient les
hypotheéses des propositions 5.2 et 5.3 sur By. Par ailleurs, la proposition 5.6 montrera que
Q(-) vérifie 'hypothése D(m) relativement a la famille (Bg)ge[q,1], avec le réel a de I'énonce,
B = B, et V I'ensemble des ouverts bornés de R%. Considérons maintenant une probablité u et
une fonction f vérifiant les hypothéses du corollaire 5.4 : f € B, et p définit une forme linéaire
continue sur B. Alors, d’aprés le corollaire 5.2, I'hypothése Rq(m)(i) est satisfaite. Enfin, les
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espaces By étant des treillis de Banach, la condition (RS) est vérifiée car @ est fortement ergo-
dique sur By (cf remarque 5.4 page 134). Les hypothéses du corollaire 5.1 sont donc satisfaites
de sorte que '’hypothése de non-arithméticité spectrale (NA) (sur chaque By) est équivalente
a & non-lattice. D’apres le corollaire 5.3, 'hypothése R4(m)(ii) est donc vérifiée. O

Proposition 5.5. La famille d’espaces (Bg)gejo,] satisfait I'hypothese U(O) (cf page 143).
En outre, pour tout 0 €]0,1], les noyauz de Fourier Q(t) vérifient sur By les hypothéses des
propositions 5.2 et 5.3.

Démonstration. Par hypothése ) opére continiiment sur B, donc sur By en appliquant I'in-
égalité de Jensen. Il est alors facile de voir que, pour tout ¢t € R?, le noyau de Fourier Q(t)
opére aussi contintiment sur Bg. Par hypothése, () est fortement ergodique sur B,. La forte
ergodicité de @ sur By, pour tout 6 €]0,1], s’obtient alors en utilisant le lien entre la forte
ergodicité et les conditions "drift". On admet ici ce résultat, voir [48, Lem. 10.1]. Il existe
donc Cy > 0 et Ky € [0,1] tels que :

Vn = 1, Vf € By, |Q"f —m(f)1elle < Corgllfllo- (5.38)

Vérifions maintenant que la famille (Q(t));g[q,1) Vérifie les hypothéses des propositions 5.2
et 5.3 sur By, avec la semi-norme auxiliaire 7 (| - |). La propriété (Hp) est évidente. Pour
établir (H;), remarquons que si f € By, alors on a |f| € By avec |||f]llo = ||flle et que si
u,v € By sont telles que |u| < |v], alors on a ||ullsg < ||v||g (i- e. By est un treillis de Banach).
Soient f € By, t € R? et n € N. Comme |Q(t)"f| < Q"|f|, on a donc, avec (5.38) :

1QE)" flle < Q" fllle < Corg |fllo + (1) I1E]6- (5.39)

D’ou (Hy). Enfin, comme 7 est Q-invariante, on a pour f € By et t,tq € R?

T(1Q(t)f — Qto) f1) < m(|e"C1& 1| |f]) < || fllg m(|e" 10O —1] 7).

Donc [|Q(¢) — Q(tO)HBQ,JLl(w) < m(|eft10).8 — 1] 9%). Or w(v?) < +o00, donc par convergence
dominée, lim; s, 7(|e?“€ — 1]0%) = 0. D’on (Hy). O
Proposition 5.6. SoitV l'ensemble des ouverts bornés de R®. Soient a le réel du corollaire 5.4

et m €lmg, (1 — a)(mq + d0)[. Alors Q(-) vérifie ’hypothése D(m) relativement a la famille
(Bo)oe(a,1)-

Démonstration. Soit k € N. Notons, pour simplifier, Qx(x, dy) 'un quelconque des noyaux de
transition Q(y, . p,) définis en (4.25) avec (p1,--- ,pa) € N tel que py + - - - +pg = k. L’étude
de I’hypothése D(m) repose sur le lemme technique suivant ot l'on a posé pour simplifier
n:=mgq+d:

Lemme 5.14. Soit U un ouvert borné de R?. Soient 0 < 0 < 0’ <1 et 7 €]0,1[. Alors, pour
tout k € N, on a :

(i) Si 0+ % <0, alors Q) € CQU, L(By, By)).
(i) Si 0 + 5L <0’ alors Qy € Cj (U, L(Bo, Byr))-
(iii) Si 6+ 5L < ', alors Q € Cy(U, L(Bo, By)).
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Admettons provisoirement ce lemme et démontrons que I’hypothése D(m) est vérifiée comme
indiqué dans la proposition. Rappelons que 1 := mg + dg. Par hypothése sur m, a €]0,1 — %[
Soient 7 =m — |m| et § > 0 tels que a +m/n + (2|m] + 1)6/n = 1. Notons enfin I := [a, 1]

et pour tout 6 € I :

To(0) :==0+6/n, T:(0)=0+71/n, Ti(0) =0+ (1+0)/n.
Il est clair que (5.29) implique (5.30) et que T TleJ TOLmHl(a) = 1. L’hypothese (0) de
I'hypothése D(m) est clairement vérifiée. L’hypothése (1) de D(m) résulte des propriétés (i) et
(1) du lemme 5.14 (avec k = 0), en considérant respectivement ' = Ty(6) et 6 = T;-(6). Enfin
les hypothéses (2a) et (2b) de D(m) s’obtiennent par récurrence en utilisant les propriétés
(7i) et (i7i) du lemme 5.14. O

Démonstration du lemme 5.14. Sans perte de généralité, on suppose que d = 1. L’extension au
cas d > 2 pour (4i7) est immédiate en utilisant des dérivées partielles. Rappelons (cf. (4.25))
que si d =1, on a, pour tout £ € R,

Qu(t)(x, dy) = i* "W Q(z, dy).

Soit 0 < a < 1 tel que 6 + HTO‘ < @'. Soient t,ty € R et f € By. Comme, pour tout u € R, on
a e — 1| < 2Jul®, il vient

Qu(t)f — Qulto) f] < Q(IEIF [0 — 1] £]) < 205 [t —tol* | f[lsQ(w 7 7).

Or Q(UHTQW) < Q") et Q(v”) € By car, d’apres D'inégalité de Jensen, Q(v?) < (Qu)?'.
D’ou

QR f — Q(to) Fllor < 2C 0 1t = to]® £ ]l0 1Q" ) o

et par conséquent on a

kta /
1Qu(t) = Qu(to)llo,er < 2C 7 IQW™ )l [t — to]*.
On a montré que Qn € C(R,Bg,By). Si U est un ouvert borné, alors @ est bien une
application continue bornée de U dans L(By, Bj). Ceci prouve l'assertion (7). Remarquons
que l'on vient en fait de prouver que Qi € Ci'(U, By, By). Donc le point (i7) s’obtient en
considérant o = 7 dans la preuve précédente.

Pour établir (iii), considérons 0 < a < 1 tel que 0 + Hl% < #'. Soient t,tg € R et f € By.
En remarquant que, pour tout v € R, on a [ — 1 — iu| < 2|u|'T® et en procédant comme

dans la preuve de (), on obtient que

kE+l4a

1Qk(1)f = Qi(to)f — (t — t0)Qrs1(t0) fllor <2C [t = to| (| 1o Q™) o

Par conséquent,

k+14a

1Qk(1) = Qi(to) — (t = t0)Qr+1(to)llagr <2C 7 | Q™)llor|t — to] .

Donc Qi € CY(R,By,By) et @, = Qui1. Enfin, d’aprés (i), Qp et Q) = Qi+1 sont des
applications (continues) bornées de U dans £(By, By/). Donc Q. € Cp(U, By, Byr). O
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5.6.2 Application aux chaines de Markov p-mélangeantes.

Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov p-mélangeante (cf. page 91). Rappelons que () définit
alors un opérateur fortement ergodique de IL? () (prop. 4.5). Commengons par présenter un
énoncé simple dans le cas stationnaire (u = 7).

Corollaire 5.5. Supposons que € : E — R? soit nonlattice et qu’il existe 5o > 0 tel que
m(J|EImat0) < 4oc. (5.40)

Alors, sous la probabilité Py, les propriétés (4.37) ou (4.38) ou (4.39) (selon la dimension et
la condition de centrage) sont vérifiées avec la fonction f = 1.

Si 'on compare avec le cas indépendant, la condition de moment (5.40) est celle attendue
a dg > 0 prés. Le corollaire 5.5 est un cas particulier de ’énoncé suivant. On note comme
d’habitude ILP(m), 1 < p < oo, l'espace des (classes de) fonctions complexes sur E dont la
puissance p-iéme du module est 7-intégrable.

Corollaire 5.6. Supposons que & vérifie les hypothéses du corollaire 5.5. Alors les propriétés
(4.37) ou (4.38) ou (4.39) (selon la dimension et la condition de centrage) sont vérifies sous
les hypothéses suivantes sur la probabilité initiale p et la fonction positive f mesurable sur E :

o u=dnr, ou ¢ € IL" (7) avec ¥’ > ——. ot n = mg+ 8 et m €mg, 1|,

n—m’

!
o f€LL°(m) avec s > niim et % > -

Etant donné r' > n_im, les deux conditions précédentes sur s sont remplies si s est suffisam-
1, 1

(i.e. + 4+ = = 1). La condition précédente sur r’ donne

,,J
r’—1

ment grand. Posons en effet r =

%<1—m.0naainsil<r<%, etcomme%/%quandse+oo, onanffns >rsis
est suffisamment grand.

Soient p,q > 1. On note, pour simplifier, | - ||, la norme usuelle de ILP(7) et || - ||p,q la norme
sur L(ILP(m), L% (7)), subordonnée aux normes || - ||, et || - |4

Démonstration du corollaire 5.6. La preuve est en tout point identique a celle du corollaire 5.4
en considérant ici la famille d’espaces (IL? (7))6e(r,s]> avec s donné dans I'énoncé et r = %, et
en appliquant les deux propositions ci-dessous. Notons que la condition (RS) s’obtient comme
dans D'exemple précédent car les espaces ILY () sont des treillis de Banach, voir également la
fin de cette sous-section. O

Dans les deux propositions qui suivent, on suppose vérifiées les hypothéses du corollaire 5.6.

Proposition 5.7. La famille d’espaces (Le(ﬂ'))ge]l’JFOO[ satisfait Uhypothése U(O) (cf page 143).
En outre, pour tout 0 €1, +00|, les noyauz de Fourier Q(t) vérifient sur IL% () les hypothéses
des propositions 5.2 et 5.3.

Démonstration. Soit 6 €]1, +oo[. Dans I’hypothése U(0), seule la forte ergodicité de @ sur
Le(ﬂ') est non triviale. Or rappelons que cette propriété est satisfaite par hypothése sur
(7). Elle s’¢tend ainsi a tous les espaces ILY(w) d’aprés le théoréme de Riesz-Thorin
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(cf proposition 4.6). Démontrons que la famille (Q(t))¢c[q,1) vérifie les hypothéses des pro-
positions 5.2 et 5.3 sur IL%(n), avec By = IL'(w). La propriété (Hy) est évidente, et (H;)
découle de la forte ergodicité de @ sur (le treillis de Banach) IL? () (cf. preuve de (5.39)).
Soit maintenant 6" ’exposant conjugué de 6. Comme 7 est Q-invariante, on a, d’aprés l'in-
égalité de Holder

77(‘6i<t’§> — ei<t0’£)’ : |f|)
€)oo | 7l

m(|Q(t)f — Q(to) f])

IA N

Or, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, lim; .z, [|e!(t€) — eito) |, = 0.
Donc on a limy—¢ [|Q(t) — Ql/p,1 = 0, ce qui démontre (Hy). O

Proposition 5.8. Soit V l’ensemble des ouverts bornés de R¢ et soit m vérifiant la condition
du corollaire 5.6. Alors Q(-) vérifie ’hypotheése D(m) relativement a la famille (EQ(W))GG[T,S],

. . L . /
avec s (et ') définis dans Uénoncé du corollaire 5.6, et r = .

Démonstration. Rappelons qu’on a posé 1 = mg + dp, qu’on a par hypothése 7T(||£||’7) < 400,
R N . . . ’ n
et qu'on considére m € |mg,n[. Soit 7 = m — |m]. On rappelle également que ' > 7o que

o i n YE]
r:= 7, et enfin que s est choisi tel que s > p—— et s > T

Remarquons que 7 < s. Posons alors I := [r, s] et définissons, pour 6 € I :

no no no
T0(0) = —— T = T, =
ol & > 0 est choisi de sorte que r = T ([T D)s +<;7(8Lm ESVE Cette derniére relation s’écrit aussi

T, T T (s) = 1

L’hypothése D(m) de la section 5.4 est satisfaite comme indiqué dans I’énoncé. En effet, la
condition (0) de I’hypothése D(m) est évidente, et les conditions de régularité (1), (2a) et
(2b) de D(m) sont vérifiées pour tout ouvert borné U de R? comme conséquence immédiate
des trois lemmes suivants. O

Lemme 5.15. Soient u € {0,7} et 0 € I tel que T,,(0) € I. Alors

Q() € Cy (RY, L(L (), L™ (m))).

Soient k € {0,---,|m|} et t € R% Notons a nouveau Qx(t) I'un quelconque des opérateurs
associés & un noyau du type

Qpr....p) (D)@, dy) = " (y) - - €54 (y) 140 Q(z, dy),

avec p1 4 - +pg = k. Si d = 1, Qu(t)(z, dy) = i*eW) Q(x, dy).
Lemme 5.16. Soient 1 < j < |m]| et § € I tel que T (0) € I. Alors

Q() € ¢/ (RY, L(If (x), LI O (7))

avec, pour tout k € {1,--- ,j}, Q¥ = Qy.
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Lemme 5.17. Soit 1 < j < |m] et soit 0 € I tel que T,T!(0) € I. Alors

Q() € 7 (R L(IL (), LT O)(1))).

Pour établir ces trois lemmes, nous nous plagons pour simplifier en dimension d = 1, 'ex-
tension au cas d > 2 étant immédiate en utilisant des dérivées partielles. Nous utiliserons
plusieurs fois le résultat classique suivant :
oo’
Lemme 5.18. Soient p et p’ deuz réels tels que 1 < p’ < p. Soient v € IL»— (7) et w € ILP(7).
Alors vw € ILP (m) et on a
lowly < oll e ol (5.41)

p—p

Démonstration. Considérons a = pfp/

Holder nous donne :
[P tupan < ([ 1o am) 5 [ )t
E E E

1 1
(/(|vw| pdﬂ' v / \U|P % dﬂ' T / \w|Pdr)»
E

c’est-a~dire (5.41). O

= 1% > 1. Comme %—i—% = 1, 'inégalité de

ou encore

Démonstration du lemme 5.15. Examinons le cas u = 7. Le cas u = 0 s’étudie de méme
en remplacant 7 par le réel § qui définit Tp. Comme, pour tout a € R, e — 1| < |a| et
le’ — 1] <2, on a e — 1] < 2'77|a|™. Rappelons que, m étant Q-invariante, pour tous p > 1
et g mesurable de E dans RT, 7((Qg)P) < m(Q(gP)) = m(gP). Soient (¢, h) € R% et f € IO (x).
Ona:

1Q( +h)f = Q) fllT. () 1QE+R)f = QS| ne,

< QU™ = 1| FDI s
n+T16
< (€™ =1 f1ll g
n+760
< 27T |RLT (NS e
n+76
< 2RI NI (1 £l

pp’
p—p

no
n+76>

en utilisant (5.41) avec p =46, p' = v=[{" et w=f car P25 =71 D’ou:

1Q(t +h)f — Q) fllo.r.oy < 2 (I€])7 A,
ce qui démontre la conclusion du lemme 5.15. a

Démonstration du lemme 5.16. Montrons que pour tout k € {0,--- ,5 — 1}, on a
Qr € G} (RY, £(L°(x), L) (7)),
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avec, pour tout t € RY, Q\(t) = Qpi1(t) € E(ILG(W),]LTf(Q)(Tr)). Soient t,h € R et soit
f € IL%(x). Rappelons que, pour tout a € R, e — 1 —ia| < 2|a| min(1, |a|). On a alors :

1Qu(t+h)f = Qu(t)f = hQun®fl o < ||QUIgl*e™ =1~ ingl 171) |,
T n+j6
< 20l ||lg/ min(1, 1l iEDIA| o
n+350
< 20l ||l min(L, 1D, 11l
i
Pour obtenir I'inégalité précédente, on a utilisé la propriété (5.41) avec p = 6, p' = nj_—ie, et

avec v = F 1 min(1, || |€]) et w = f (noter que p%;, = 1). Par conséquent

1Qut + 1) = Qult) = hQus1 Dl rg(g) < 2IA ||€1+ minL, 1] ]},

D’apreés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a

f 14 i, i |, =0
. (bt 2 : k+1)n/j 1

car limy g [§] 7 min(1, [h]|¢])7 = 0 et comme (k + 1)n/j < n, on a |&|k+Dn/5 ¢ I (7).
Donc I'application ¢ — Q(t) de R dans LI (), L™ (7)) est dérivable sur R et, pour tout
teR, Q4t) = Qur1(t) € LILO(m), LTI (r)).

Il reste & montrer que pour tout k € {1,---,j}, on a Qi € CO(Rd,E(EG(W),IZLT{(Q)(W))).
Rappelons que, pour tout a € R, |e** — 1| < 2min(1, |a|). Soient (t,h) € R? et f € L(r). On
a:

QK+ 1) f = Qe fll7ge) = ||Qk(t+h)f_Qk(t)f||%

< [1Qk(e™ = LD no_
n+30
< lgfFle™ — 111 o
n+350
< 2||lgfFmin(1, mlie ]|,
n+356
< 2||igf*min(1, Rl1D||, /1o
J

. 0 / )
en utilisant (5.41) avec p = 0, p = o (25 = 1), v = €|% min(1, |h||£]) et w = f. Par
conséquent

k.
1Qk(E + ) = Qut)l gy < 2|11 min(1, In e}, -
J
Enfin, en appliquant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue comme précédemment,

on obtient que le terme de droite dans I'inégalité précédente tend vers 0 quand h — 0, ce qui
démontre la propriété annoncée. a
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Démonstration du lemme 5.17. Soit ¢ € I tel que T,T!(#) € I. Comme T7(0) € I, on a
Q() € C7(RY, L (z), LT ) (m))) d’apres le lemme 5.16. A fortiori nous avons donc aussi

Q) € ¢ (RY L(L0(x), LT O (1)) et QW) = Q; € L(L’ (x), LTI (r)).

Montrons que Q; € C” (Rd,E(JLG(W),JLTTle ©) (m))) en procédant comme dans la preuve du
lemme 5.15. Soient (¢,h) € R? et f € IL(r). On a :

1Qs(t+ ) f = Qi) fllygsqy = @it +h)F Qs

n+(G+7)0
< 1QUEPIE™ = LIIFDI__s
n+(i+7)0
< (11 =1 Fll__uo
n+(G+7)0
< 25T |R[T TS
n+(G+7)0
< 2RI ([1EPFT]| o 1Nl
Jj+T
1 0 / ] PN
en utilisant (5.41) avec p =46, p' = m (G =45),v= €T et w = f. D’ou :
_ J+T
1 (t + h)f = Qi) fllg g7 gy < 2T (IE]M) IR,
ce qui démontre la conclusion souhaitée. a

Complément sur I’hypothése (RS).

Pour cet exemple (comme dans la sous-section précédente), I'hypothése (RS) (p. 133) est
obtenue en utilisant le fait que IL° () est un treillis de Banach et que @ est fortement ergodique
sur IL%() (cf remarque 5.4). Rappelons que ce résultat découle de [67], qui est basé sur des
arguments assez abstraits d’opérateurs positifs sur des treillis de Banach. Nous nous proposons
ici, dans un cas particulier, de donner une preuve plus simple de la propriété (RS).

Soit 6 €]1,+oco] et t € R? Rappelons que I'opérateur de Fourier Q(t) est un opérateur
contractant de ]La(w), donc de rayon spectral inférieur ou égal & 1. Supposons que ['opérateur
de transition ), considéré comme élément de Ee(ﬂ'), soit tel que :

k€ [0,1[,Vn > 1, Vf € LP(x), |Q"f —n(f)1elle < &"(|f]0. (5.42)

Autrement dit, on suppose que @ est fortement ergodique sur Le(ﬂ'), et qu’en outre la
constante C' dans la définition (5.36) de forte ergodicité est inférieure ou égale a 1.

Proposition 5.9. Sous la condition précédente, les valeurs spectrales de module 1 de Q(t)
sont des valeurs propres de Q(t).

Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme 4.1 (page 114) avec :
B, - 1) = (L), [l - lo),  (Bo, Il - lo) = (L} (x), |w(e'H40)]) et T =Q(t) € L(L (7).

Il est immédiat que |m(e*{*€).)| est une semi-norme sur IL*(7) et que (IL?(x),]| - ||¢) s’injecte
contintiment dans (IL'(r), |7T(6i<t’£>-)’) car, pour tout f € IL%(r),

w (e )< (| £) < e
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Vérifions que I'injection canonique de (ILY(7), || - ||g) dans (L' (), |7T(ei<t’5>-)|) est compacte.
Soit ¢’ I'exposant conjugué de 6. Soit (f,) une suite bornée de (ILY(x), || - |lg). Comme tout
sous-ensemble borné de IL?(7) est faiblement relativement compact, il existe f € ZLQ(W) tel
que, quitte & considérer une sous-suite de (f,), on ait : Vg € IL? (), limy— 400 7(fng) = 7(fg).
En particulier, pour g = ¢X%€) e IL% (), on a lim,_ o0 [1(e! 1€ £,)| = |7(e!(t€) f)|. Enfin,
en considérant n = 1 dans (5.42), on a

1QWNs = 1R 1) 1o k€55 Fllg + |m (M55 )

<
< &l fllo + Im(e 50 )]

ce qui permet de conclure avec le théoréme 4.1. ]

5.7 Un théoréme de renouvellement unidimensionnel.

Dans cette section, nous démontrons, sous des hypothéses légérement simplifiées et générali-
sées, le théoréme de renouvellement unidimensionnel présenté dans la note [31]. Cette étude
repose sur le résultat de la sous-section suivante, qui compléte la proposition 5.2 lorsque
I'hypothése de continuité (H2) est renforcée par une condition Lipschitz.

5.7.1 Raffinement de la proposition 5.2 (vitesse de convergence).

Nous conservons donc ici les hypothéses et notations de la proposition 5.2, a savoir : (E, &) est
un espace mesurable, () est une probabilité de transition sur (F, ) admettant une probabilité
invariante, notée 7, B est un espace de Banach vérifiant ’hypothése (B) définie au chapitre 4
(page 84), Iy est un voisinage ouvert de ¢ = 0 dans R, (Q(t))sey, est une famille d’éléments
de L(B) tels que Q(0) = @, et

vt e RY, Vf € B, n(|Q(t)f]) < w(|f])- (5.43)

Enfin nous supposons que @ est fortement ergodique sur B (cf. (5.36)).

Proposition 5.10. Supposons qu’il existe un voisinage ouvert I de 0 dans R? de sorte que
la famille (Q(t))ier vérifie les hypothéses (Hy) et (Hz) du théoréme 5.1 avec ty = 0, K1 :=
k1(0) < 1, M,(0) =1 et By = IL*(7). Supposons de plus qu’il existe C > 0 tel que

V(L Y) € 2, Q) - Q) B gsy < Cllt I (5.44)

Inki—Ink
In k1

RY, et des applications X\, v, ¢ et N & valeurs respectivement dans C, B, B' et L(B) tels que
lon ait, pourt e J :

Vn =1, VfeB, Q)"f = At)"o(t)(fv(t) + N(B)"f, (5.45)

Soient k €| max(k, k1), 1] et 7(k) = . Alors il existe un voisinage J C I de 0 dans

avec de plus les propriétés suivantes :
(a) AM(0) =1, v(0) =1g, w(v(t)) =1 et ¢(0) = .
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(b) t — ||Jv(t)|| est majorée sur J et il existe C' > 0 tel que :
(b1) vt € J, w(lv(t) — 1g]) < C[|t]"
(b2) Vi€ J,Vf e B, [6(t)(f) = 7(/)] < [t £]]
(b3) Vi € J, ¥n € N*, [N (1)"]| < C's"

(c) X et L(-) sont continues sur J.

Démonstration. On conserve les notations introduites dans I’énoncé de la proposition 5.2. En
utilisant la propriété (5.44) et la proposition 5.1, on obtient aisément le raffinement suivant
du lemme 5.5 : pour tout ¢y € I, il existe un voisinage ouvert V(o) de to C J et K > 0 tels
que

vt € V(to), Vf € B, m([IL(t) f —IL(to)(f)]) < Kllt —tol|"[| £l - (5.46)
Considérons le réel R, de la proposition 5.2. Posons J = B(0, Ry) et, pour tout ¢ € J,
H(t)lE
v(t) = —— .
W= s

Comme rgIl(t) = 1, il existe un unique élément ¢(t) € B’ tel que

vf e B, ({t)f = ¢(t)(f) v(t).
D’aprés la remarque 5.2, on a Q(t)v(t) = A(t)v(t). Par construction, v(0) = 1g, w(v(t)) = 1 et
#(0) = 7 car Il = I1(0) = 7(-)1g. L’assertion (a) est ainsi démontrée. En outre, t — [[v()| 5
est bornée sur J d’aprés le lemme 5.6 car t — 7(|v(t)|) est bornée sur J d’aprés le lemme 5.5.
Posons maintenant «(t) = 7(II(¢)1g). En considérant tg = 0 et f = 1 dans (5.46), on a
at) = 1| = |=(Il(t)1e — 1p)| < 7([I({)1e — lg|) < K|t [1elp

et en utilisant les égalités v(t) — 1p = (a(t)v(t) — 1) + (1 — a(t))v(t) et a(t)v(t) = (¢)1g,
on obtient

m(|v(t) = 15]) m(I(H)1e = 1e]) + |a(t) = 1 =(ju(®)])
K1gllg(+m(lv@®)D) 1"

el

ININ A

car t — m(|v(t)|) est bornée sur J. D’ou (bl) et (b2) s’obtient immeédiatement avec (5.46)
car ¢(t)f —n(f) = w(1L(¢) f) — w(I1(0) f). La propriété (b3) correspond & la propriété (5.21)
déja mentionnée.

Il reste & établir la continuité de A\ et ¢ sur J. Soit tg € I. On montre comme dans le cas
to =0 que Vt € V(tp), on a :

m(Jv(t) —v(to)]) = O([It — tol)-
En utilisant 1’égalité
A(t) = Alto) = m((Q(t) — Q(to))v(t)) + m(Q(to) (v(t) — v(to))

et la propriété (5.44), on obtient que A(-) est localement 7-hdldérienne sur I. Donc ¢(-) est
également localement 7-holdérienne sur I d’aprés (5.46) car ¢(t) = w(II(¢) f). D'oa (c). O
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5.7.2 Théoréme de renouvellement (cas stationnaire).

Dans cette sous-section et dans la suivante, on considére une chaine de Markov (Xp,)n>0,
d’espace d’états (F,E) quelconque, de probabilité de transition Q(z,dy), de probabilité Q-
invariante 7, et de loi initiale u.

Soit 1 une application continue de R* dans R™ ayant les propriétés suivantes :

¥(0) = 0, ¥ est dérivable en 0, 1'(0) > 0, 1 est strictement croissante et non majorée sur R™
et 'ensemble

o dt
e > 0, / — < 400
=0 0wty <
est un intervalle non vide dont la borne inférieure est notée i(1)).

Les exemples classiques de telles fonctions sont ¥ (t) = t, avec i(¢)) = 0, ¥(t) = In(1+¢t), avec
i) = 1.

Fixons € > 0 et considérons une fonction £ mesurable sur F, a valeurs dans R, telle que :

m (|§rw(r§\)“w’“) < +oo. (5.47)

Remarquons que cette condition de moment sur ¢ implique que ¢ € IL! (). Supposons de plus
que m(&) > 0 et considérons la fonctionnelle additive (S, )nen définie par

n
Vn €N, Sp=> &(Xp).
k=1
Soit (B, |- ||) un espace de Banach vérifiant I’hypothése (B). On suppose que @ est fortement

ergodique sur B (cf. (5.36)).

Les noyaux de Fourier associés a @ et &, notés Q¢(t) (ou simplement Q(t)) sont définis comme
précédemment, & savoir : V¢ € R, Q(t)(x,dy) := W Q(x, dy). On suppose que, pour tout
t € R, Q(t) opére contintiment sur 5.

Comme 7 est Q-invariante, il est facile de voir que la famille (Q(¢));er vérifie (5.43). Soit [
un voisinage de 0 dans R. Introduisons maintenant trois hypothéses supplémentaires :

Hypothése (K1) : Il existe k1 € [0,1] et Cy > 0 tels que :
Vn=1,vtel, VfeB, [QM)"fI<rI|fII+Crr(|f])-
Hypothése (K2) : Il existe K > 0 et v €]i(1)),i(¢) + €[ tels que :

K
(M)

Hypothése (K3) : Pour tout compact K de R*, il existe p €]0,1[ et ¢ € R™™* tels que

VM >0, Vtel, VfeB, m(ljgsa|e™ —1)f|) < It || £]I.

Vn=1, vie K, Q)" <cp”.
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L’hypothése (K2) implique la propriété suivante :

3D >0, ¥f e B,Y(t,¢') € I?, 7(|IQ(t)f — Q') f]) < DIt — ||| f]- (5.48)
En effet, soit f € B, (t,#') € I? et M > 0. En utilisant (K2) et I'inégalité [ — 1| < |ul|¢],
u € R, on a:

m(lef = eEp]) = m(|(¢ T~ 1) f) < MlE—'|x (] f 1) + t=2llIfl- (5.49)

K
P(M)
Or m € B/, donc il existe D' > 0 telle que Vf € B, w(|f|) < D'| f]]. Par conséquent, il existe
D > 0 tel que A ‘

VfeB, Ytt)erI?, (e f—e"Cf) < Dlt—1t||f].

Comme [Q(t)f — Q) f| = |Q((e™ — ™) f)| < Q(|("¢ — ) f|), la propriété (5.48) re-
sulte de I'invariance de 7. En d’autres termes, t — Q(t) est continue en 0, lorsque Q(t) est
considéré comme opérateur de (B, || - ||) dans (B,n(]-|)). On reconnait ’hypotheése (5.44) de
la proposition 5.10 (page 155).

Par conséquent, sous les hypothéses ci-dessus, la famille (Q(t))er vérifie en particulier les
hypothéses de la proposition 5.10. On notera enfin que I’hypothése (K3) correspond a I’hy-
pothése de non-arithméticité spectrale (NA) (cas d = 1), dont I’étude et les réductions sont
présentées dans la section 5.3.

Dans le théoréme suivant, on suppose p = 7.

Théoréme 5.2. [Cas stationnaire.] Supposons que les hypotheéses (K1), (K2) et (K3)
soient vérifiées par la famille (Q(t))wer. Soit f € B, positive telle que w(f) > 0. Alors, pour
tout g € C2(R,C), on a :

aEmOOZIE g(Sn —a)] =0 et aEmOOZE Xn)g(Sn —a)] = jrg)) /Rg(x)dx.

Démonstration. En utilisant les conclusions de la proposition 5.10, nous allons vérifier que les
hypothéses du théoréme 2.3 sont satisfaites avec vy = (&) et L(0) = w(f).

Soit f € B, positive. Par le lemme 4.3 et (5.45), on a, pour tous t € J et n € N*|

B [f(Xn)e™] = n(Q(t)" f) = A(&)"¢(t)(f) + (N ()" f) (5.50)

car m(v(t)) =1, d’on

L(t) = ¢(t)(f) et Rn(t) = 7(N(t)"f).
La preuve ci-dessous est organisée en quatre parties : ’étude de A(+) (la plus technique), puis
celle de L(-) et de la convergence uniforme sur .J de la série ), - R (t), et enfin 'étude de
la convergence uniforme sur tout compact de R* de la série 3, -, E[f(Xp) etton],
e Propriétés de \(+).
La proposition 5.10 nous donne directement A(0) = 1 et A est continue sur J (cf. (a) et (c)).
Montrons maintenant que A est dérivable en 0 avec X' (0) = im(£) et que la condition intégrale
sur A du théoreme 2.3 est satisfaite.
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Proposition 5.11. On a :

At) =1+ im(€)t+ o(t), quand t — 0 (5.51)

/JM(” - 175; Oy < oo (5.52)

Preuve. Soit t € J. Comme A(t)v(t) = Q(t)v(t) = Qe v(t)) et m(v(t)) = 1, on a, par
Q-invariance de 7 :

A(t) = ﬂ(eitﬁv(t)) = Tr(eitg) + ﬂ(eitf(v(t) — 1E)) = 77(6“5) + 7r((eitg — 1) (v(t) — 1E))
Comme ¢ € ILY(m), n(e™) = 1+ im(&)t + o(t). De plus, en utilisant (5.49), avec t' = 0,
f=uv(t)—1get M = |t|72, t # 0, et le résultat (b1) de la proposition 5.10, on obtient :

76 = D(00) — 15)]) < I+~ i o(t) — 15|
P([t7=)"
et comme ||v(-)|| est majorée sur J d’aprés la proposition 5.10, il existe donc C” > 0 tel que

7r(|(eiltg —1)(v(t) — 1E)|) < C"|t|1+% + w(|tC|"_’g)L It]. (5.53)

D’ou (5.51) car limy_o(t(]t|72)*)~! = 0 puisque, par hypothése, lim, ;o0 1(z) = +00. L’in-
égalité (5.53) montre en outre que si a > 0 est tel que [—a, a] C J,

/a ‘7?((6“E —1)(v(t) — 1E))‘

2 dt < +oo.
—«

En effet, foa tl‘ft% converge, et comme ¢ > i(¢), le changement de variable u = t~2 conduit a :

/a dt 2/+°° du -
—_— = — 00.
ot T Jo 5 utp(u)

TtEN_1__4
Il reste a établir la convergence de 'intégrale f_aa Mdt. Posons, pour 8 > 0 et

t e R*:

1 _ly—
05(t) := max {|t2,([t]"2) "}
Lemme 5.19. [l existe K > 0 tel que :

vt e [-1,1\ {0}, Vu e R, [ — 1 —itu] < K[t|0(t) |u| (1+ ¢ (|u]))’.

Admettons pour le moment le résultat du lemme 5.19. Fixons [ égal & i(¢)) + €, ot € > 0 est
le réel de 'hypothése de moment (5.47) sur £&. On vérifie facilement que ce choix de 8 nous
1 65(t)

assure la convergence de l'intégrale [, == dt. D’apres le lemme 5.19, on a :

w1~ 1p — it€]) < K[t 05(6) m(1€] (1 + w(IEN) ).
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Cette inégalité et (5.47) donnent immédiatement lexistence de [;"t72 7(|e"® — 1p — it€]) dt
et a fortiori de [® ¢72 | w(e™) — 1 — im(¢)t | dt. La proposition 5.11 est démontrée. 0

Preuwve du lemme 5.19. L’inégalité cherchée s’obtient en distinguant deux cas :
- 19" cas : \/|t||u| < 1. Onsait que : Va € R, |e® —1 —ia| < 27142 On a donc en particulier
e — 1 —itul <271 [t]2 Jul (v/[e]Jul).
Supposons tout d’abord 3 > 1. Comme il existe D’ > 0 tel que Vx € [0,1], < D't)(z), on a
e — 1 — itul < 272 D' #]2 Jul o (]t |ul]).-
Comme [t| < 1, la croissance de 1 nous donne :
et =1 —itu] < 27 D Jt)3 ul o (Jul) < 271 D' 2 ful (1+w(fu])”.
Si0 < 3 <1, on définit D” > 0 tel que : Yz € [0,1], x < D"¢P(x), et 'on a de méme :
e — 1 —itu| < 27 D" [t)2 ful % (Vtllul) < 270D [t fu] (1+ (Jul))”.
- 22 cas : \/|t[|u| > 1. Comme pour tout a € R, |¢® — 1 —ia| < 2|a|, on obtient par croissance

de 1 :

. B
€ — 1~ itu] < 21 u] < 20¢] [u] 2L

T

ce qui donne l'inégalité voulue. a

e Propriétés de L(-).
Rappelons que L(t) = ¢(t)(f). La proposition 5.10 nous donne directement L(0) = ¢(0)(f) =

7w(f) et L continue sur J (cf. (a) et (c)). De plus, d’aprés (b2), t — M

dt
tl—7

est intégrable

(]
sur J car fO converge.

o Convergence uniforme sur J de la série Y~ Ry(t).

Rappelons que R, (t) = 7w(N(t)"f). On vient de prouver que A et L sont continues sur .J.
Comme t — IF[f(X,)e"] est aussi continue sur J (par convergence dominée), t +— R, (t)
est continue sur J d’aprés (5.50). Et comme 7 € B', la série de fonctions Y, -, Ry (t) converge
normalement donc uniformément sur .J d’aprés la propriété (b3) de la proposition 5.10.

e Convergence uniforme sur tout compact de R* de la série ), E[f(Xn) e“S"} . Rappelons
que d’aprés le lemme 4.3, E[f(X,) "] = 7(Q(t)"f). Comme m € B, la convergence
uniforme souhaitée résulte immédiatement de I'hypothése de non-arithméticité (K3) et de la
continuité de t — IE[f(X,)e"].

La démonstration du théoréme 5.2 est compléte. [
5.7.3 Théoréme de renouvellement (cas non-stationnaire).

Dans cette sous-section, on conserve les notations et hypotheéses (sauf p = ) de la sous-section
précédente. On introduit en outre une nouvelle hypothése sur la famille (Q(¢))ser :

Hypothése (K4) : Il existe un espace de Banach (B*, || - | g+) avec B — B* tel que
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(a) Q € L(B*) et 1 est une valeur propre isolé du spectre de ) € L(B"),
(b) limy_o |Q(t) — QHB,B* =0, et t — 1[|Q(t) — QHB,B* est intégrable en 0.
Supposons que la loi p de Xq soit dans B’. Remarquons que, pour tous f € B, positive, et
n>1,
E,[f(Xn)] = pn(@Q"f) < +oo
Théoréme 5.3. [Cas non-stationnaire]
Supposons que les hypotheéses (K1), (K2), (K3) et (K4) soient vérifiées par la famille des

opérateurs de Forier (Q(t))ier. Soit p € B' N B*. Soit f € B, positive telle que w(f) > 0.
Alors, pour tout g € CY(R,C), on a :

akmw Z FE,| g(Sp—a)] =0 et aEmm Z FE,[f(X)g(Sn—a)] = :_E'Q /Rg(x)dx.

Démonstration. On procéde comme dans la preuve du théoréme 5.2 en utilisant les conclusions
de la proposition 5.10. Soit f € B, positive. Par le lemme 4.3 et (5.45), on a, pour tous t € J
et n € N*,

Bu[f(Xn)e™] = p(Q)"f) = A(t)"$(t) (F)n(v (1)) + (N ()" ) (5.54)

donc ici
L(t) = ¢(t)(f)n(v(t)) et Rn(t) = p(N ()" f).

La difficulté principale de cette preuve consiste & montrer que L(-) est continue en 0 et que
L(t) — L(0
/|() ()|dt<+oo.
J |t]

Concernant la continuité en 0 de L, on sait déja que t — ¢(t)(f) = w(IL(¢)(f)) est continue
en 0 (cf. Preuve du théoréme 5.2). Il suffit donc de prouver que t — p(v(t)) est continue en 0.
Choisissons k €] max(f, k1), 1[ de sorte que le disque de centre 1 et de rayon an ne contienne
pas de valeur spectrale de Q € £(B*). Soit I'; le cercle de centre 1 et de rayon 1_7” On sait
(cf. 5.17) que

Sy = sup{||(z[df Q(t))_1||B*, teld, z € Fl(ﬁ;)} < +o0.

Posons S := sup {[|(z1d — Q))~'[|, 2 € T1(x) } < +o0. L'égalité

’U(t) — 1E = H(t)lE —H(O)lE = ﬂ .

((zId - Q(t) ™' — (2Id— Q)™") dz
et la relation

(21d = Q)™ = (21d = Q)" = (21d = Q)(Q(t) — Q)(21d — Q(t)) ™"

nous donnent :

1—
lo(t) = g < —5— 8:51Q®) - Qll 3.5 (5.55)
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Donc lim; o [[v(t) — 1||g= = 0 et comme p € B*', ¢+ p(v(t)) est continue en 0. En outre, on

L(t) = L(0) = () (f)u(v(t)) = ¢(0)(f) = o) (SHu(v(t) — 1x) + (1) (f) — ¢(0)(f)-

On a dé¢ja observé (cf. Preuve du théoréme 5.2 ) que [, [t|7Ho(t)f — ¢(0)f|dt < +oc.
Comme ¢t — ¢(t)(f) est bornée sur J (car continue en 0), il suffit donc de prouver que
S5 117 p(o(t) — 1g]) dt < 400 ou encore que [ [t|~* [u(t) — 1g||g+ dt < +oo car pu € B
Mais cette derniére condition est satisfaite grace a (5.55). Les autres propriétés requises pour
(Rp)nen et Y, <1 IE[f(X,)e!Sn] s'¢tablissent comme dans la preuve du théoréme 5.2. [

5.8 Extension sous une hypothése de type semi-groupe.

Soit (E, ) un espace mesurable. Dans cette section, ((Xp,Sy))n>0 est une suite de variables
aléatoires a valeurs dans E x RY, ot (X,,),>0 est une chaine de Markov définie sur (2, A, P),
d’espace d’états E et de probabilité de transition Q(z,dy). Soit = € E. On note P, la mesure
de probabilité P (et IF, 'espérance associée IF) lorsque la loi de X est la masse de Dirac
en x.

Pour toute fonction complexe f bornée sur E, et pour tous n € N et ¢ € R, posons :
(Qu®)f) (@) = B [f(Xn) e ] (2 € E). (5.56)
Remarquons que @Q1(0) = Q. Introduisons la condition suivante :
Condition (G). Pour tout t € R, (Q,(t))nen est un semi-groupe, i.e :
V(m,n) € N2, Quin(t) = Qm(t) o Qn(t).
Sous la condition (G), on a en particulier Q,(t) = Q(t)™ avec Q(t) := Q1(t) défini par :
(Q)f) (@) == Eu[f(X1) V] (z € E). (5.57)

Les opérateurs Q(t) sont appelés opérateurs de Fourier et dans le but d’étudier I’hypo-
thése R(m), on peut observer que (5.56) conduit a la formule suivante :

B, [f(Xn) 5] = (Q(1)"f)(x)  (x € E). (5.58)
Montrons que les marches aléatoires markoviennes vérifient la condition (G).

Marches aléatoires markoviennes.

Si ((Xn,Sn))nen est une chaine de Markov d’espace d’états E x R? et de probabilité de
transition P vérifiant la propriété suivante :

V(z,a) € ExRY VA€ &, VB e B(RY), P((z,a),Ax B)=P((2,0),Ax (B —a)),

la suite (Sy,)nen est appelée marche aléatoire markovienne (MRW). On montre facilement que
(X )nen est aussi une chaine de Markov, appelée chaine conductrice de (S, )nen. Supposons
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Sp = 0 (ici la notation IF, doit étre remplacée par IE(, ). La propriété de translation
précédente est équivalente & la suivante : pour toute fonction mesurable bornée F sur E x R?
et pour tout a € R? on a (PF), = P(F,), o 'on pose, pour tout G : E x RY — C :

Go(z,b) := G(x,b+ a).

Vérifions maintenant la condition (G). Fixons ¢ € R Etant donné f : E — R mesurable
bornée, posons : F(x,b) := f(z) et pour z € E et b€ R% On a :

(@) f) () = By [f(Xn) W] = B [(PF 1 Sn1)]

= [FE.[(PF)s,_,(Xn-1,0)]
E.[(PFs, Xn 1,0)]
E,[(PF)(X,-1,0) ¢ 51

T

T

= f(y) et {tbta) = ¢i{b@) F(y b) pour obtenir la derniére égalité. On a
B, [g(Xp-1) e B5n1] = (Qn-1(t)g) (x) avec

9(-) := (PF)(,0) = E.[f(X1) ' "] = (Qu(6) ) ().

On a prouvé que (Qn(t)f)(z) = (Qn-1(t) o Q1(t)f)(x) et la condition (G) est satisfaite.

Remarque 5.9. Les théorémes de renouvellement peuvent étre étudiés dans le cadre géné-
ral précédent d’une suite ((X,, Sn))n>0 vérifiant la condition (G) en adaptant la procédure de
dérwation de [{8] et en supposant la chaine de Markov conductrice (Xp)n>0 fortement ergo-
dique sur une famille d’espaces de Banach, les conditions de moment s’exprimant alors avec
(X1,51).

en utilisant : F,(y,b)

ainsi : (Qn( )f)( )
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Chapitre 6

Cas des modeéles itératifs lipschitziens.

Dans ce chapitre, on applique la méthode spectrale généralisée du chapitre précédent pour
démontrer des théorémes de renouvellement dans le cadre des modéles itératifs lipschitziens.
Ces théorémes sont établis ici plus précisément pour des fonctionnelles additives associées, non
pas seulement au modéle itératif (X,)p>0 lui-méme, mais a la chaine double (F,, X;—1)n>1,
ol (Fy)n>1 est la suite i.i.d. de transformations lipschitziennes aléatoires définissant (X, )n>1
par la formule itérative : X,, = F,, X,,_1.

Dans la section 6.1, on présente des conditions assurant 1’existence et 'unicité de la probabilité
invariante. Dans la section 6.2, on introduit les espaces de fonctions Lipschitz & poids sur
lesquels opéreront les opérateurs de Fourier dans le cadre de la procédure de dérivation du
chapitre précédent. Ces espaces, qui sont du méme type que ceux introduits par Le Page
[58], ont été utilisés dans de nombreux travaux, voir par exemple [63, 66, 41, 42, 36, 13,
48|. Cependant la définition du poids est ici légérement modifiée. L’intérét de cette nouvelle
définition a été mentionné en introduction : elle permet de diviser par 2 ’ordre des conditions
de moment donné dans [42]. La forte ergodicité sur ces espaces de fonctions Lipschitz & poids
est étudiée dans la sous-section 6.2.3 en s’inspirant (et en simplifiant parfois) les arguments
de [42].

L’intérét de considérer la chaine double (F},, X;,—1)n>1 est expliqué dans la section 6.3 : une
telle chaine est souvent utilisée pour I'étude des produits de transformations aléatoires, et
I’étude statistique des modéles itératifs fait appel aux fonctionnelles additives de la chaine
(Xn—1,Xn)n>1, donc de (Fy, X;,—1)n>1. Les théorémes de renouvellement pour les fonction-
nelles additives associées & la chaine double sont présentés dans la section 6.4, et illustrés a la
section 6.5 avec notamment une application aux produits de transformations aléatoires dites
topicales, qui compléte les résultats de Merlet [61].

La preuve des théorémes de renouvellement est donnée dans la section 6.6. Comparables a
ceux faits dans [42, 48|, les calculs effectués sur les espaces de fonctions Lipschitz a poids,
pour vérifier les hypothéses du théoréme de Keller-Liverani et étudier la régularité pour les
opérateurs de Fourier, sont néanmoins plus techniques dans le cas de la chaine double. Ils ont
été effectués conjointement avec Déborah Ferré. Les résultats obtenus peuvent étre appliqués
pour démontrer d’autres théorémes limites, voir [27]. Mentionnons enfin que, dans le cadre
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des processus autorégressifs (exemples classiques de modéles itératifs), la méthode spectrale
généralisée a été utilisée dans [36, 13| dans le but d’établir des résultats de convergence vers
des lois stables pour la fonctionnelle additive Y ), Xj. Voir aussi [30, 17].

Précisons maintenant les notations utilisées dans ce chapitre, et la définition des modéles
itératifs lipschitziens. On désigne par (E,d) un espace métrique complet, muni de sa tribu
borélienne &, par (G,G) un ensemble mesurable, et par (€2, .4, P) un espace probabilisé.

Soit (0p)n>1 une suite de v.a.i.i.d a valeurs dans G, soit Xy une v.a. & valeurs dans E,
indépendante de (0,)n>1, et soit F' : G x E — E une fonction mesurable. On utilisera la
notation suivante :

V(,z) e G X E, Fyr:=F(0,z).

Définissons alors par récurrence la suite de v.a. (Xp,)nen, & valeurs dans E, en posant :
Vn 2 1, Xn == F(an,anl) == FGHanl- (61)

La suite (X,,)nen est une chaine de Markov dont la probabilité de transition @ est définie
pour toute fonction réelle mesurable f bornée sur F par :

(Qf)(x) = E[f(Fp,x)]. (6.2)

Dans toute la suite, on suppose que, pour tout § € G, lapplication Fy : (E,d) — (E,d)
est lipschitzienne, et on note ¢(), et parfois c4(#) pour faire référence a la distance d(-, ), le
coeflicient de Lipschitz de Fy. Autrement dit on suppose que, pour tout 6 € G,

c(0) = cq(0) := sup {w, r,y € FE, ©+# y} e RT. (6.3)

La suite (X,)n>1 est alors appelée un modele itératif lipschitzien (cf. [20] et [22]). Enfin, on
considére dans toute la suite un point quelconque (fixé) zo € E.

6.1 Existence et unicité d’'une probabilité invariante.

Soit (Xp)n>1 un modele itératif lipschitzien. La proposition suivante nous donne, sous une
hypothése de contraction en moyenne et une hypothése de moment, ’existence et 1'unicité
d’une loi de probabilité w, Q-invariante, c’est-a-dire vérifiant pour toute fonction f : E — R
mesurable bornée : m(Qf) = 7(f).

Proposition 6.1. Soit p > 0. Si E[c(601)?] < 1 et E[d(xo, Fp,z0)P] < 400, alors il existe

une unique probabilité, w, Q- invariante, et l'on a w(d(xg,-)P) < 400.

Précisons qu’il existe des conditions plus faibles que les précédentes, assurant ’existence d’une
probabilité invariante pour un modéle itératif lipschitzien, voir [20] et [22]. Cependant, les
conditions de la proposition 6.1 sont bien adaptées a la suite de notre étude.

Démonstration. Si p €]0,1], alors d’ := dP est une distance sur E, l'espace (F,d’) est com-
plet, et pour tout 6 € G, on a cy(f) := cq(0)P, et donc par hypothése Flcy(61)] < 1 et
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E[d (x, Fp,z0)] < +00. Par conséquent (quitte a changer d en d’ si p €]0, 1[), on peut suppo-
ser pour prouver la proposition 6.1 que p > 1. Définissons les suites de v.a. (Z,,)nen et (Zn)neN
comme suit. On pose Zy = Zy = Id (I'application identité sur E), et pour tout n € N*, on
définit

Ly i=1Fy, 0---0Fp et Zn i=Fp o---0Fp,.
Lemme 6.1. Pour tout x € FE, la limite Zoo 1= limy, 100 Zn(x) existe P-p.s. et elle est
indépendante de x.

Démonstration. Pour tout n € N*, les v.a. c¢(01),--- ,c(0,), et d(zo, Fy,,,xo) sont indépen-
dantes, et les v.a. c(61), - ,c(0,) (resp. d(zxo, Fp,x0) et d(xo, Fy, ,x0)) ont la méme loi.
D’aprés l'inégalité de Holder, nous avons F[c(61)] < 1 et E[d(xo, Fp,z0)] < +00. En outre,
la somme de la série de v.a. positives ., <o d(Zn(20), Zny1(0)) est intégrable car

+0o0 “+o0o
Y E[d(Zy(x0), Zni1(x0))] = Eld(xo, Z1(0)] + Y E[d(Zu(x0), Zns1(x0))]
n=0

n=1

IN

+oo
Eld(xo, Fpyo)] + Y E[c(61) - ¢(0,)d(0, Fy, ., 70)]

n=1

IN

+o0

E[d(flfo, Fgll’o)] + Z F [6(91)] tee E[C(@n)} E[d(x(), F9n+1$0)]
n=1
+oo

Eld(wo, Fy,z0)) + Y Ec(61)]" Ed(x0, Fp, x0)]

n=1

IN

“+oo
< ) Ele(01)]" Eld(zo, Fy,x0)]
n=0

1

SR

E[d(l‘o, Fgll‘o)].

Donc la série de v.a -, d(Zn(x0), Zny1(20)) converge P—presque stirement. D’ot la conver-
gence presque siire de la suite de v.a. (Z,(20))n. Considérons alors Q0 € A tel que P(Q") = 1

et Vw € Q| la suite (Z,(w)(zo)) converge. Posons

Vw e Q) Zoo(w)(mo) == lim Z,(w)(zo).

n—-+00

La suite de v.a. (¢(0y))n étant une suite de v.a.i.i.d. intégrables, on obtient, par la loi forte
des grands nombres, 'existence de ' € A tel que P(Q') =1 et

Vo e, Tim L(c(1(@) -+ c(Ba(w)) = Ele(61)].

n—+oo N
Soient w € ', et r tel que E[c(61] < r < 1. Comme on a

< l(c(al) + 4 (b)),

3=

(0(91) e c(@n))

3
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il existe N(w) € N* tel que VYn > N(w), ¢(01(w)) - - c(0n(w)) < ™. Par conséquent, on a :

Vw € ) limy,— 100 ¢(61(w)) - - ¢(0,(w)) = 0. Soit maintenant z € E. Comme on a
Vo €0, d(Za()(@), Znlw)(w0)) < c(b1(w)) - c(0u(w)) d(z, 70),
on obtient : Vw € Q' N Q| ngrfoo Zn(W)(x) = Zoo(w)(z0). O

Dans toute la suite, on note 7 la loi de la v.a. Zoo.

Lemme 6.2. 7 est Q-invariante.

Démonstration. Comme les v.a. 01, ..., 6, sont indépendantes et de méme loi, Zn(xo) et
Zn(xg) ont la méme loi. Soit f une fonction continue bornée de E dans R. On a donc, par
convergence dominée :

w(f) = Blf(Zs)] = lim E[f(Zn(2o)] = lim IE[f(Zn(x0))]-

n—-+o0o n—-+o00

Par ailleurs, (Z,,(x0))nen correspond au modéle itératif défini en (6.1) avec Xo = . Autre-
ment dit, (Z,(xo))nen est une chaine de Markov de probabilité de transition @ et de probabi-
lité initiale d,, (distribution de Dirac en xp). On adonc : Vn € N*| IE[f(Z,(z0))] = (Q"f)(x0).
En appliquant les remarques précédentes a f et () f, on obtient :

n(f) = lim (Q"f)(xo) = lm (@ f)(wo) = lim (Q"(Qf))(z0) = (Qf),

—+00

ce qui démontre bien le lemme. O

Lemme 6.3. 7w est l'unique probabilité sur (E,E) Q-invariante.

Démonstration. Soit ' une probabilité sur (E, ) Q-invariante. Soit f une fonction continue
bornée de E dans R. Soit n € N*. L'é¢galité IE[f(Z,(z0))] = (Q"f)(x0) et la Q-invariance de

7/ nous donnent :

7 (f) = 7(Q"f) = /E Bl (Za(y))] dn' () = [E Bl (Za(y)] dn'(y).

Par le lemme 6.1, on sait que, pour tout y € E, la suite (Zn())n converge en loi vers Zoo, donc :
limy,— oo E[f(Zn(y))] = E[f(Zx)]. Et comme VYn € N*, Vy € E, | f(Z,(y))| < sup,cg | f(a)],
le théoréme de convergence dominée nous donne alors, en passant & la limite dans la derniére

intégrale, que 7' (f) = E[f(Z)] = 7(f). O

Lemme 6.4. La fonction d(xo,.)P est intégrable par rapport a la probabilité Q-invariante 7.

Démonstration. Rappelons que 7 est la loi de la v.a. Zs,. Notons ||.|l, la norme usuelle de
P (Q, A,P). Soit n € N*. Grace a des arguments déja utilisés (cf. le début de la preuve du
lemme 6.1), on a

B[d(Zn(x0), Zn41(x0))’] Ee(01)" - c(fn)” d(zo, Fy,,,, 70)"]

c(0r,
(E[c(01)?])" E[d(wo, Fpy0)"],

IN A
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ce qui s’écrit encore :
1d(Zn(@0), Znsa(20))ll, < lle(@)]2 |d(z0, Foyz0)l,-

0);

On salt par hypothése que FE[c(01)P] < 1, et le lemme 6.1 assure qu’on a P— presque stirement :
~ 1

d(xg, o) < Z+°% d(Zn(z0), Zn+1(x0)). Comme (7T(al(:co7 )P ))P = ||d(x0, Z. )||p, on obtient

1 = =
(z(d(wo, 7)) 7 < ld(wo, Fg,xo)ll, + 1D d(Zn(0), Zni1(z0))ll,
n=1
< Hd(.’L‘o,Fglxo + Z Hd n+1(x0))H
1
< m||d($0aF01$O)Hp7

ce qui donne bien la propriété souhaitée, car par hypothése on a |d(xo, Fp, o), < +oo. [

6.2 Définition d’espaces de Lipschitz a poids.

Nous supposons dans cette section que toute boule fermée de 'espace métrique complet (E, d)
est compacte (en précisant que cette hypothése supplémentaire n’intervient que dans la preuve
de la proposition 6.6).

6.2.1 Définition des espaces B, 3.

Nous modifions légérement ici la définition des espaces de Lipschitz & poids introduits dans
[58], en considérant un paramétre supplémentaire (cf 3 ci-dessous) dans la définition du
"poids". L’intérét du paramétre (3 sera précisé dans la remarque 6.3 (page 182).

Pour A €]0, 1], on définit la fonction poids py associée & la distance d en posant, pour z € E :
pa(x) =14 Ad(z, zo). (6.4)

On note plus simplement p la fonction p :
p(x) =1+ d(z,zo). (6.5)

Soit a €]0, 1]. Soit (3,7) € R? tel que 0 < 8 < ~. Notons, pour (z,y) € E? :

A, (@,9) = pA@)* A1) + pa(2)* pA(y)°” (6.6)

)

et plus simplement A, g, la fonction A& By On désigne alors par B, g 'espace des fonctions
f de E dans C vérifiant la condition suivante

[f(z) = f(y)]
Z, y)a Aa,ﬁ,'y(iﬁ,

ma,gﬁ(f):sup{d( m x,y € E, x;éy} < +00.
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Soit f € By g~. On pose

W) .: |f(z) — f(y)] g }
ma,ﬁ,w(f)- Sup{d(x,y)o‘Ag/\’gv(x,y)’ r,y€EE, v#yy < +oo.

En outre, comme d(zg,2) < }pa(e), on a |f(2)] < [f(xo)| + 3 m{s () pa(e)*0FD, ce qui
permet de considérer
N . /(@)
|FIQY = sup

e pA(2)* 0D

Dans le cas particulier 3 = 7, nous noterons plus simplement B,  I’espace B, g3 ~-

< +00. (6.7)

Remarque 6.1. L’espace B, g, ne dépend pas du paramétre A €]0, 1], c’est pourquoi A n’in-
tervient pas dans la notation. Ce parameétre jouera cependant un réle important au niveau
du choix de la norme de B, g~ en vu d’obtenir la forte ergodicité de Q) et les inégalités de
Doeblin-Fortet pour les noyauz de Fourier (voir les preuves des propositions 6.7 et 6.9). Notons
d’ailleurs que les normes ci-dessus, pour deux valeurs données du paramétre A, sont évidem-
ment équivalentes. Cette remarque s’étend aux normes définies dans la section suivante.

6.2.2 Définitions de normes équivalentes sur B, s .

Supposons que « €]0,1] et v > 0 soient tels que
Ele(0)*0] <1 et Eld(xg, Fp,x0)* ] < 400. (6.8)

Il existe donc, d’aprés la proposition 6.1, une unique probabilité 7, Q-invariante et

7(d(xo, )0V < 400. (6.9)
Remarquons alors que, d’aprés (6.9) et (6.7), toute fonction de B, g est - intégrable. Les
applications || - H((;\)ﬁ,y, || - H((;\)gy | € || - ||(a)‘2” . définies respectivement pour f € B, g par :
A A A
Illess = miasa () +1F1S)
A A
AN, = M, (F) + |7 ()],
A A
| lase = My (F) + (£,
sont clairement des normes sur B, 5 . Nous noterons plus simplement ||. ||, 5, (resp. |- [[a,8,4, /x|
1 1 1
t |- llag.,7) les normes [ [ (resp. [ 150 et 150 2 ).

Vérifions maintenant que ces trois normes sont équivalentes sur B, g~ et que cet espace, muni
de I'une quelconque de ces normes, est complet. Les preuves proposées ci-dessous réorganisent
et simplifient celles de [42]| dans le cadre du nouveau poids introduit précédemment.

)

Proposition 6.2. Les normes || - |[;5 .

et | - Hg\%mm sont équivalentes sur Bo g -
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Démonstration. Soit f € By g,. Comme |f| < |f|a7p)\(7+1), on a

(] < 7)) < 1AL w30,

Donc Hf||aﬁ7 | < <1+ 7T(p)\(’Y+1))] |]]c]]aﬁ7 Pour démontrer 'inégalité de domination réci-

proque, considérons tout d’abord f € B, g, a valeurs réelles. Soit (z,y) € E? On a

fl@) = f)+ (@)~ @)
< ) +mi (Dd@,y) Al (1)
< f)+ mQ () (Ao, 2)® + d(xo,y)*) 2pA(2)° pa(y)™
2

) [I’A(95)(1(%1)10,\(3/)047 + PA(J:)MP,\(?J)O‘(VH)} :

IN
\H
S
+
|
3
o
=

D’ou, en intégrant par rapport & y, avec x fixé :

flz) <|m(f)] + )\% mg"\éw(f) [p)\(x)a(wl)ﬂ(in) +p>\($)77r(pi‘(v+1))} _

En raisonnant de méme avec — f, on obtient plus précisément que

I O 58 () T D8+ )5

(P3O )
< fm(Hl+ 4A)\7a me sy (F)pa(a) 0.

Revenons maintenant au cas général d'une fonction f de B, g, & valeurs complexes. On
obtient, en utilisant I'inégalité précédente avec Re(f) et Im(f), que :

[f(@)] < [Re(f (@) + [Im(f(x))]

a(y+1)
< m(Re(f)| + [m(Im(f)] + 4(pk>\a) [mg?,)@ﬁ(Re(f)) g)ga,(fm(f))]m(x)a(”“)
a(y+1)
< V2in(f)| + 8%> m®,_(Ppa(a) ),

D’ou |f!§3% <V2Im(f)| + 8¢ W(pf\é(vﬂ))mg’%ﬂ(f), et finalement

115, < (V2+ 8237 xS N A,

L’équivalence des normes || - H sur By g~ est ainsi démontrée. O

iy € lap

On obtient de méme mais plus facilement (& partir d’inégalités analogues établies directement
sur | f|) la propriété suivante.

Proposition 6.3. Les normes ||. H et ||. H sont équivalentes sur Bu g, -

a,B,y By,

Enfin, on peut montrer par des arguments classiques que l'espace (Bq 3., ||- HSE; 7) est complet.
Par équivalence de normes, on dispose alors du résultat suivant.
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- ‘ . . A A
Proposition 6.4. Les trois espaces vectoriels normés (Bq,g.-, || - H(a)ﬁv)’ (Bagqs |l - ng,)ﬁm\ﬂl)
et enfin (Bagqy, || - H((;\)ﬁwr) sont des espaces de Banach.

Considérons maintenant 7/ > «. On vérifie immédiatement que I’application ||- H&A)ﬁ ., définie,
pour tout f € B, g, par :
A A A
IG5 1= M (F) + 112 (6.10)

)

est une norme sur B, 3. L’espace B, g, muni de la norme ||- Ha,ﬁmv

car on a la propriété suivante.

, est un espace de Banach

M)

o €l H((;\%,Y sont équivalentes.

Proposition 6.5. Pour tout v' > =, les normes ||. ||

Démonstration. Clairement ||. ||()‘) <. H(/\) . De plus, pour tous x € E et f € By gy,

By’ = 1 la,Byy
F@)] < 1fo)] +2(5)%mC (FIpala) 0 et fao)| <1715,
donc
e <+ 2w (1) £ 2507 () + 112

Par conséquent, on a

712 < 211 (6.11)
et done || < (12071, =
Proposition 6.6. Soit o > ~. Alors Uinjection canonique de (Bag., || - ”t(x/\)ﬁvv’) dans
(Ba,gqys || - Hf(l/\:i’) est compacte.

Démonstration. Nous détaillons la preuve de [42, Lem. 5.4| basée sur le théoréme d’Ascoli et
le procédé diagonal. Soit (f)nen+ une suite de By g, telle que : Vn € N, ||an((;\23 vy <1.0n
a donc pour tous n € N* et (z,y) € E2, |fn(x)] < pa(z)*0'+D | et

(@) = fa()] < (2, 9)* (A () pA(H)* +Da(2)™ Pa(y) ™). (6.12)

La suite (fy), est une suite de fonctions de E dans C uniformément équicontinue et uni-
formément bornée sur le compact B(zg, R) car, d’aprés (6.12), on a pour tous n € N et
(l’,y) € B(xﬂvR)Qa

|fn(@) = fo(@)] < 2(1 + AR)S(1 4+ AR)™d(x,y)* et|fn(x)| < (1 + AR)*'*D,

Notons B, := B(zg,p), p € N*. D’aprés le théoréeme d’Ascoli, il existe une suite extraite
(fn)ner, de (fn)n qui converge uniformément sur By vers g;. Comme la suite (fn)ner, est
uniformément équicontinue et uniformément bornée sur le compact Bo, il existe une suite
extraite (fn)ner, de (fn)ner, qui converge uniformément sur By vers go, la restriction de g a
Bj étant égale a g;. En itérant le procédé, on obtient une suite décroissante de sous-ensembles
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de N: Iy D Iy... D Ij... et une suite de fonctions (gx)r>1 telles que pour tout k > 1,
(fn)ner, converge uniformément sur By, vers g, la restriction de gx+1 & By, étant égale & gy.
Soit z € E. Posons g(x) := gp(x) avec p := min{k € N*,x € By }. Pour k,j € N*, notons ni
le j-éme terme de I, et ¢(k) := ng Alors la suite (fy(,)) converge simplement vers g sur £ et
uniformément vers g sur By, p € N*, car la suite (fg(n))n>p est une suite extraite de (fp)ner,-
En utilisant (6.12) avec ¢(n) a la place de n et en faisant tendre n vers 400, on obtient que

g € Bap et que ||g||£3‘23,y,y, < 1. Il nous reste & montrer que lim, i |fgn) — g|((l’\i, = 0.

Soit & > 0. Comme |fy(,) — g\fj% < 4N (cf. (6.11)), on peut fixer p € N* tel que pour tout
x & By, on ait pA(x)*a(Vl*'Y) < /\Taa. Alors pour tout « & B,,

o @) o) ax
p/\(:p)a(W +1) p)\(x)a('Y -7)

Et comme (fy(,)) converge uniformément vers g sur By, il existe N € N* tel que :

oy () — g()]
Vo € Bp’ p,\(.f)a(’yu'_l) S ‘f(ﬁ(n) (I’) - g(l’)’ S €.
D’olt t > NetaeE: Jem@-dol o O
, pour tous n > N et x @R = E.

6.2.3 Forte ergodicité de () sur B,z .

Notons, pour tout 8 € G,
My (0) = max(1,¢(0)) + Ad(zo, Fozo) (6.13)

et plus simplement M(-) la fonction M;(-). La proposition suivante généralise a B, g, la
propriété de forte ergodicité de [42| [Th. 5.5] démontrée dans le cas § = ~.

Proposition 6.7. Supposons que
E[M(6:)*0H 4 ¢(61)® M (6,)*P] < +o0. (6.14)
Alors Q € L(Ba,g,y)- Si en outre
E[e(61)* max(1, ¢(61)) ] < 1, (6.15)
alors il existe C >0 et A € [0,1] tels que

Vf€Bapy, 1Q"f—7(f)llapy < CA"|fllapq-

La conclusion précédente signifie que @ est fortement ergodique sur (Ba,g: || - ||a,3,y), Mais
aussi sur B, g, muni de I'une quelconque des autres normes (équivalentes) introduites dans la
sous-section précédente. Remarquons que les deux hypothéses (6.14) et (6.15) de la proposi-
tion 6.7 impliquent (6.8), donc (6.9). Commengons par prouver un lemme que nous utiliserons
a plusieurs reprises par la suite :
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Lemme 6.5. Soit A €]0,1]. On a, pour tous v € E et § € G,

pA(Fpr)
pa(z)

< M,\(0) < M(6)

et pour tous a €]0,1], (8,7) € R? tel que 0 < B <, et tout (z,y) € E? :

AL (Fy, Fay) < My(0)* 0+ AL ().

Démonstration. Comme Fjy est lipschitzienne de (E,d) dans (E,d) (cf (6.3)), on a :

pa(Foz) 1+ Ad(Fpz,x0) — Ad(Fywo, z0) | Ad(Fpzo,70)
pa(z) 1+ X d(x,z0) 1+ Md(z, x0)
1+ Ad(Fyz, Fpxp)
< M (F,
- 1+ Md(z,x0) + Ad(Fpzo, zo)
1+ Xe(8)d(z, xo)

IN

+ )\d(F@JZ(), wo)

1+ Ad(z, x0)
< max(1,¢c(0)) + Ad(Fpxo, x0),

d’otl la premiére inégalité. Il vient que
A, (Fpa, Fyy) = pa(Fp)™ pa(Foy)™ + pa(Fpa)™ pa(Fpy) ™
< Ma(0)* pa()™” MA(6)™ pa(y)™ + MA(6)* pa(z)* Mx(6)*pa(y)*”,

ce qui démontre la seconde inégalité. O

Preuve de la proposition 6.7. Soit f € Bq g. En utilisant (6.7) et le lemme 6.5, on a
(Qf)(@)| < E[|f(Fay2)|] < [£1S) B[ M(6:)*0+D | py(a)0FD,

En d’autres termes,
QFIQ) < BIM(01) V| £I. (6.16)

o,y —

Soit (x,y) € E%. On a, en utilisant & nouveau le lemme 6.5,

(Qf)(x) = (QF)(y)] El|f(Fo,x) — f(Fo,y)l]
((:u7 ,'y(f)lE[d(Felva91 ) A&ng(FGlx:FGly)]
sy () E (0

D My (0P ] d(z, )AL (),

VARV

)
B
A

< wl) (O E[e

c’est-a-dire

mis (QF) < B[e(61)” My(01)* @) T mG) (f). (6.17)

Donc, d’apres (6.16) et (6.17), @ opére bien dans B, g .

Pour établir le second point de la proposition 6.7, nous allons utiliser la norme |- H B || AVeEC
Ao choisi convenablement. Plus précisément, la norme précédente étant équivalente a ||-|/a,3,4
la propriété de forte ergodicité de la proposition 6.7 résulte du lemme suivant. a
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Lemme 6.6. Sous les hypothéses (6.14) (6.15), il existe Ao €]0,1[ et A € [0,1] tels que

< A" £

a8,

\V/f € Boc,ﬁ;ya ||an_77( )1H

aﬂvlﬂ

Démonstration. Grace a (6.14) (6.15), le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
donne :

lim E[e(6) My(60)"* 7)) = Ble(8:)” max(1,e(6:))"*] <1,

de sorte qu’on peut choisir un réel Ay €0, 1] tel que
A = IE[c(61) M)y, (61)*P] < 1. (6.18)

(o)
B,y

mO% (Q"f = m()1) =m\) (@),

et que, 7 étant Q-invariante, on a 7(Q"f — (f)1) = 7(Q™f) — n(f) = 0. En itérant I'inéga-
lité (6.17) (avec A = Xg), on obtient finalement que

Soit n € N*. Remarquons que, par définition de m on a

Q" f —w(HLY. < AmmlY () < a9

a,B,7,|| 015’Y|7"|7

soit I'inégalité souhaitée. O

6.3 Fonctionnelles additives associées a la suite ((0;, Xi—1)).

On rappelle que || - || désigne la norme euclidienne de R?, d € N*.

6.3.1 Cadre général.

On conserve les notations et hypothéses introduites au début de ce chapitre (page 166), et on
considére un modéle itératif lipschitzien (X, ),en défini par (6.1). Dans la suite, on s’intéressera
aux fonctionnelles additives de la forme suivante :

Vn e N, Spi=Y &0k Xp1), (6.19)
k=1

ot £ : G x E — R est une application mesurable pour laquelle il existe 7, s € R, avec
r < s+ 1, et deux applications R, S : G — R* mesurables telles que V0 € G, V¥(z,y) € E?,

1€(6, )|
1€(0, ) — £(0, y)

Remarque 6.2. On peut supposer r < s+ 1 car, si (6.21) est satisfaite, alors on a (6.20)
avecr =s+ 1 et R(0) = |£(0,x0)]| + S(6).

R(0)(1 + d(z0,2))" (6.20)

<
< S(0)d(z,y)(1 +d(wo,) + d(z0.1)) " (6.21)
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Dans la prochaine section, on présentera les théorémes de renouvellement du chapitre 2 pour
les fonctionnelles additives (6.19), avec £ vérifiant (6.20) et (6.21). Auparavant, nous donnons
dans les exemples 1 et 2 ci-dessous, et dans la sous-section 6.3.2, des situations dans lesquelles
apparaissent naturellement des sommes du type (6.19) .

Ezemple 1. Le cadre précédent contient les fonctionnelles usuelles de la chaine (Xj)x. En effet,
soit u : E — R? pour laquelle il existe deux constantes positives C' et o telles que

V(@,y) € B2, |u(z) —u(y)ll < Cd(z,y)(1 + d(zo, ) + d(z0,))”. (6.22)

En utilisant le lemme 6.5, on vérifie aisément que € := wo F, oit F' est la fonction introduite
dans (6.1), vérifie les hypothéses (6.20) avec r = 0 + 1 et (6.21) avec s = o et, & constantes
multiplicatives prés, R(0) = M (0)°*! et S(0) = c¢(0)M(6)°. Dans cet exemple, on a

3

Ezemple 2. En statistique markovienne (voir par exemple [22]), on est conduit a étudier les

sommes du type
n

Sn=_ (Xp-1,Xp),
k=1

pour une fonction mesurable donnée ¢ : Ex E— R. Par définition de X,,, on a )(Xy_1, X) =
(Xi—1, Fp, Xk—1), et par conséquent S, est aussi une somme du type (6.19).

6.3.2 Produits d’applications aléatoires.

Soient M un ensemble non vide, A un semi-groupe de transformations sur M, et soit (A, )n>1
une suite de v.a.i.i.d & valeurs dans A. Considérons alors la suite (P,)nen de v.a & valeurs
dans A définie par Py = Idy (I'application identique sur M) et

VYn>1, P,:=A,0---0Aj.

Soient ey € M. Nous renvoyons a [57, 58, 8, 40, 35| (et a leurs bibliographies) pour des résul-
tats généraux concernant le comportement des suites (¢(P,(ep)))n pour certaines fonctions ¢
définies sur M, & valeurs dans RY, avec N € N*. En particulier, on pourra consulter [57, 41|
et [35, p. 316] pour l'utilisation de la méthode spectrale usuelle dans ce cadre. Nous rappelons
uniquement ici le procédé classique permettant de transformer ¢(P,(eg)) en une somme du
type > p_y §(Ak, Xi—1), out (Xp)nen est un modele itératif & valeurs dans un espace quotient.

Soit R une relation d’équivalence sur M telle que, pour tout (e, e’) € M? :
eRe = VAeA, Ale)RA(). (6.23)
Soit ¢ : M — RY vérifiant la condition suivante : V(e, e’) € M2,

eRe = VAeA, ¢(Ale)) — ole) = d(A(€)) — o(€). (6.24)
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Introduisons 'espace quotient X := M/R. La propriété (6.24) permet de donner un sens a la
fonction suivante £ : A x X — RV

V(A e) € AxXM, £(Ae):=¢(Ale)) — dle).

On a alors :

oPea) = o) = 3 (S(Pulen)) — 9Phorco))
= Z <¢(Ak(Pk1(€0))) - ¢(Pk1(€0)))

— e Bl (6.29)

k=1

Grace a (6.23), on peut associer a chaque application A € A I'application de X dans X, notée
A, définie par :
A(e) := Ale).

Comme A est stable par composition, on a, pour tout k& > 2 :

Pkfl(e()) = Zkfl 0...0 Al(é())

et la suite de variables aléatoires (X20),cn a valeurs dans X définie par

Vn €N, X2 = P,(eo)

est un modéle itératif car : - -
Vn>1, X0 = F(An,Xzo_l),

avec F': A x X — X définie pour tous A € A et x € M par: F(A,7) .= A(T) = A(z) .

La principale difficulté est alors de trouver une distance adéquate d(-,-) sur X, pour laquelle
les éléments A (A € A) possédent de bonnes propriétés de contraction sur (X, d).

Les deux exemples suivants sont classiques, et utilisent ¢(-) := In|| - ||. Comme les espaces
quotients correspondants sont bornés, la méthode spectrale usuelle peut étre utilisée pour
obtenir des théorémes limites pour la suite (In || A, 0---0A1(ep)||)n. En particulier le théoréme
de renouvellement (cas d = 1) du chapitre 4 s’applique, voir [41].

Produit de matrices aléatoires inversibles.

Soit Ml = R?\ {0}, A = GL(q,R) le groupe des matrices réelles inversibles d’ordre ¢, et soit
R la relation d’équivalence sur M définie par : e R €’ ssi e et € sont colinéaires. La fonction
¢(-) == In|| - || vérifie clairement (6.24) et X := M/R (I'espace projectif usuel) s’identifie a
la sphére unité de R? : X := {e € M, [le]| = 1}. L’action induite par A € GL(¢g,R) sur X
est alors définie par : Vo € X, A(z) := A(z)/||A(x)||, et on a : V(A,z) € GL(¢q,R) x X,
£(A,z) = ¢(A(z)) — ¢(x) = In||A(x)||. Enfin une distance appropriée sur X est celle définie
par : d(z,z’) = |sinf(z,2)|, ou O(z,2") est I'angle entre = et 2’. Dans [57], la méthode
spectrale usuelle est appliquée dans ce cadre pour établir des raffinements du théoréme limite
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central, voir aussi [41]. Mentionnons que, pour les produits de matrices aléatoires inversibles,
le théoréme de Blackwell (plus précis que le résultat de renouvellement du chapitre 4) a été
établi pour la suite (In|[A, o --- o Ai(eo)||)n par Kesten [54] et Le Page [58], a l'aide de
techniques trés différentes des méthodes de Fourier, fondées notamment sur une extension du
lemme de Choquet-Deny, voir également [55].

Produit de matrices aléatoires positives.

Ici Ml = (R% )9 et A est I'ensemble des matrices positives ¢ x ¢ dont chaque ligne et chaque
colonne contient au moins un coefficient strictement positif. On choisit la méme relation R
que ci-dessus. Dans cet exemple, || - || est la norme sur R? définie par : |ef| = D7, e,
e=(e1,...,eq) € R% A ce changement de norme prés, on peut définir comme dans I’exemple
précédent la fonction ¢ sur (R% )4, 'ensemble X, I'action induite sur X par A € A, et enfin la
fonction &€ sur A x X . La distance adéquate sur X est ici la distance de Hilbert. Cet exemple
est présenté dans [40, 41], voir aussi [42, 45, 44].

Nous détaillons un peu plus l'exemple suivant, inspiré du travail [61], car nous lui appliquerons
par la suite les théorémes de renouvellement de la prochaine section (cf. la sous-section 6.5.2).

Produits d’applications topicales aléatoires.
Soit M = RP et <gp la relation d’ordre usuelle sur RP. Notons 1 = (1,...,1) € RP et A
I’ensemble des applications topicales sur RP, c¢’est-a-dire I’ensemble des applications A de RP
dans RP vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) Ve e RP, Ve e R, A(e+cl) = A(e) + c1,

(i) V(e,e') e RP x RP, e <ppr € = A(e) <p» A(€).
Etant donnée une suite (A, )p>1 de v.a.ii.d a valeurs dans A, on définit comme précédemment :
Py = Idy (Iidentité sur M) et Vn > 1, P, := A, o---0 Aj. Les situations ou de telles
applications interviennent sont présentées dans [61] (et dans la bibliographie jointe).

L’objet de I’étude faite dans [61] est d’établir des théorémes limites pour des suites de la
forme (¢(Pn(eo)))n, avec g € RP, et ¢ : RP — R une fonction croissante (i. e. V(e,e’) €
RP x RP, e <pp ¢ = ¢(e) < ¢(€')) vérifiant :

Ve e RP, Ve e R, ¢(e+cl) = o(e)+c.

Les trois exemples typiques et simples de telles fonctions ¢ sont : Ve = (e1,...,e,) € RP,
de)=e (i=1,....p), ¢(c)= max e;, (e)= min e
i=1,...,p i=1,...,p

On considére maintenant la relation d’équivalence suivante :
(e, ) ERP xRP: eRe & e—¢e eR-1.

Il est alors facile de voir que les propriétés (6.23) et (6.24) sont satisfaites. Enfin la distance
considérée sur X := RP /R dans [61] est la suivante :

V(z,y) € X2, d(z,y) == max (z; —y;) — min (x; —y;).
i=1,...,p i=1,...,p

Les applications induites sur X par les éléments A € A possédent, vis-a-vis de cette distance,
des propriétés de contraction sur lesquelles nous reviendrons dans la sous-section 6.5.2.
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6.4 Enoncés des théorémes de renouvellement pour les modéles
itératifs lipschitziens.

Soit d € N*. On rappelle que (-, -) (resp. || - ||) désigne le produit scalaire canonique (resp. la
norme euclidienne associée) de R?. Dans cette section, (E,d) est un espace métrique complet
tel que toute boule fermée de E soit compacte. Les notations concernant les modéles itératifs
lipschitziens sont présentées au début du chapitre (page 166).

Dans I’énoncé général ci-dessous, on considére

— (Xn)nen, un modele itératif lipschitzien (cf. (6.1)),

— ¢ : G x E — R vérifiant les hypothéses (6.20) et (6.21),

— Sp =271 &0k, Xi—1), la fonctionnelle additive associée (cf. sous-section 6.3.1).
Rappelons que la probabilité de transition de (X,,),ecn, notée @, est définie en (6.2). Grace a

la proposition 6.1, les hypothéses de moment/contraction ci-dessous nous permettront, dans
tous les cas envisagés au théoréme 6.1, de définir :

— La probabilité Q-invariante, notée 7,

— Le vecteur moyen :

n:= [ IO d
= [ Ple)ldr(a),
(en fait les hypotheses assureront que [ IE|[|£(01, @) |dm(x) < +00).

— La matrice de covariance asymptotique T’ (cas d > 2), définie par

1
— sim=0: ¥:=lim—IFI[S;S,], (6.26a)
n - n
1
— Sim#A0 : Xi=mF-m+ lim — E,[(S, —nm)*(S, —nm)]. (6.26b)

Comme dans les deux chapitres précédents (et comme dans le cas i.i.d.), on définit 'ordre my
des conditions de moment & venir de la maniére suivante :

e sid=1, on pose mi =1 et on supposera que [ IE[£(01,z)]dr(z) > 0,

e sid=2, on pose mo =2 et on supposera que m % 0,

e sid >3, on pose

- mg = max(d —2,2) sim =0,

- mg = max(%, 2) sim #0.

Les hypothéses de moment /contraction ci-dessous portent

— D’une part, sur le modéle itératif, via les fonctions ¢(-) et M (-) définies sur G, données
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en (6.3) et (6.13), dont nous rappelons ici par commodité les définitions : V8 € G,

Fyx, F,
C(@) — sup d( 0T, Qy)

t M) = 1,¢(0 d F, . 6.27
()e 2, 2k d(.’E,y) € ( ) max( >C( ))+ (J?(), 9:[;0) ( )

On utilisera aussi la fonction suivante :

Vo € G, ¢(6) :=max (1,c(0)).

— D’autre part, sur la fonction &, via les nombres réels r, s > 0, et les fonctions R(-), S(+)
définies sur G, qui ont été introduits dans les hypothéses (6.20) (6.21). Plus précisément,
on utilisera les fonctions suivantes :

V0 € G, R(0):=max(1,R(0)) et S(0):=max(1,5(6)).

0
Hypothése de moment/contraction. Soient § > 0 et « := min(1, m) On suppose
s
que pour A € {0,1} et tout j =0,...,|mg], on a en posant mg :=mg — |mq] :

E[(E(el)j—l—i-/\ﬁld-‘r(ssv(g)+é(el)j-'r/\'r/ﬁd—l-(sg(gl)a)M(el)(s-i-l)(md—/\ﬁld—j)-i-é] <+OO (628)

IE [fz(el)J‘+Aﬁd+5a’(91)aM(9l)<S+1><md—md—j>+5] < +o0. (6.29)
E[c(61) &(0y)cTImato] < 1. (6.30)

Hypothése non-lattice. On suppose qu’il n’existe pas de d-uplet b € R%, ni de sous-groupe
fermé (H, +) de (R, 4), H # R?, ni de sous-ensemble A € &, Q-absorbant, ni enfin de
fonction mesurable bornée 1 : E — R? de sorte que

Ve e A, &£(61,x)+Y(Fp,x) —(z) € b+ H P-presque sirement.

Les conclusions ci-dessous correspondent aux propriétés de renouvellement du chapitre 2,
exprimées dans le cadre markovien. Elles sont donc exactement les mémes que celles présentées
dans les deux chapitres précédents (cf. (4.37) (4.38) (4.39) selon la dimension et 'hypothése
de centrage ou non). Pour la commodité du lecteur, nous les détaillons & nouveau ci-dessous.

Théoréme 6.1. [Théoréme de renouvellement.]

Sous les hypothéses de moment/contraction et non-lattice précédentes, pour toute probabilité
initiale p (loi de la v.a. Xo) vérifiant

)U’(d(l‘(% ')(8+1)md+6) < +00,
et pour toute fonction f : E — [0, +oo] vérifiant

sup [f(z) — f(v)]
(@weB, ety d(z,y)® (1+ d(@,20)) T (1 + d(y, )"

< +00,

on a les résultats suivants pour tout g € CO(R4,C) :
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e Sid=1 et n(IE[E(0:1,")]) >0, limg—oo > i Eu[f(X0)g(Sn — a)] = 0 et

+oo
Al
Jim S B Xa)glSn o)) = s [ stwa.

n=1

e Sid>3 avec m =0, et si la matrice X2 donnée par (6.26a) est définie positive, alors

(27 ta,a) ZE 9(Sy, — a)] :C(d,E)ﬂ(f)/ g(u)du,

I\CLIIHJrOO R

avec O(d, %) := 271 772 (det 2)7% I'(42), ou I'(-) désigne la fonction Gamma d’Euler.
e Sid=2oud >3 avecm # 0, et si la matrice ¥ donnée par (6.26b) est définie positive,

alors pour tout a : RT — RY telle que A :=lim,_, | o a(TEﬁTm eR? ona

lim(277) T ZE 9(Sn — a(7))] :C’(m,E,A)w(f)/ g(u)du,

R4

ol

COm. 5. A) = (detT)~2 z)—% o < - HE—%WLH?HE‘%AH?I— (D21, E‘5A>2).
12727 2|57 2m?

La démonstration du théoréme 6.1 est présentée dans la section 6.6. Elle repose sur la méthode
spectrale généralisée du chapitre 5, selon la méme procédure que celle utilisée pour les chaines
v-géométriquement ergodiques et les chaines p-mélangeantes, mais appliquée ici avec une
certaine famille d’espaces de Lipschitz & poids. La condition sur u dans I’énoncé impliquera
que p est une forme linéaire continue sur le plus gros des espaces de la famille, tandis que la
condition sur f impliquera que f est dans le plus petit des espaces. La définition précise de
la famille d’espaces (cf. sous-section 6.6.3) permet d’affaiblir un peu les conditions sur p et f.
La difficulté technique supplémentaire, en comparaison avec les exemples traités au chapitre
5, résulte ici de la considération de fonctionnelles associées a la chaine double ((0y, Xx—1))k,
et de la plus grande complexité des normes introduites sur ces espaces de Lipschitz & poids.

Notons qu’a 'exception du cas décentré avec d pair et d > 6, la valeur my est entiére (donc
mq = 0), et les conditions de moments (6.28) et (6.29) s’écrivent alors :

E Ké(el)ﬂ'l+5§(9) + 1?2(91)1“5(91)&) M(@l)(3+1)(mdj)+1 < +o0.

E [ﬁz(el)ﬂ&g(al)aM(el)<s+1><mdJ’W] < +00.
Dans le cas décentré, avec d pair et d > 6, on a mg € 1/2+ N, donc my = 1/2 : les conditions

de moments (6.28) et (6.29) sont alors données par les deux précédentes, auxquelles il faut
ajouter les deux suivantes :

B Kﬁ(el)a’—l+é+5§(9) + R30S <9l)a> Moy _M] o
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E|R(6)7+29(0,) M () SHDmal =)0 | o 4 oo

Les hypothéses des énoncés intermédiaires dans les preuves (section 6.6) peuvent en fait étre
formulées avec les fonctions R(-) et S(-). Cependant, la synthése de toutes ces hypothéses,
nécessaire pour établir le théoréme 6.1, est facilitée lorsqu’on utilise R(-) et S(-). Mentionnons
enfin qu’une condition alternative plus générale que I’hypothése non-lattice sera présentée dans
la sous-section 6.6.2.

Remarque 6.3. Fxpliquons briecvement l’intérét du parametre 3 dans la définition des espaces
de fonctions Lipschitz a poids. Considérons pour simplifier £ vérifiant l’hypothése (6.21) avec
s = 0. Nous verrons que, sous des conditions de moment que nous ne précisons pas ici, les
noyauz de Fourier associés a & sont de classe C™ de R® dans L(Ba,gq Ba,ﬁ’,'y—l—m/a)' Or, pour
appliquer la procédure de dérivation du chapitre 5, nous devrons supposer que QQ est fortement
ergodique sur Bo,gr ~,,, 0 l'on a noté v, = y-+m/a. Si l'on considére les espaces de fonctions
Lipschitz a poids usuels Bo .~ €t Bary,ym, alors d’apres la proposition 6.7, ceci conduit (en
substance) & la condition de moment IE[M(6,)?7m] = IE[M(01)?>*7T2™] < +o00. Méme en
choisissant o petit, 'exposant est de l'ordre de 2m. Avec le parametre 3, qu’on pourra fixer
dans cette étude en fonction de la constante s de (6.21), la forte ergodicité de Q sur B g ~,,
requiert que IE[M (01)*W'+m)] = IE[M(6,)*PF'+0)4™] < 400, Lordre dans cette condition de
moment est de la forme m + € si l'on choisit « suffisamment petit.

6.5 Exemples d’applications.

On explicite ici les conditions de moment (6.28) et (6.29) du théoréme 6.1, d’une part dans
le cadre général des modéles itératifs lipschitziens en considérant des exemples typiques de
fonctions £(+, -), d’autre part dans le cadre spécifique des produits de transformations aléatoires
topicales défini dans la sous-section 6.3.2.

6.5.1 Exemples de fonctions &(-,-).

Soit (Xp)nen un modele itératif lipschitzien. Rappelons que les définitions de ¢(0) et M ()
ont été redonnées en (6.27).

Pour simplifier, on suppose dans cette sous-section que 'on a : ¢(f;) < 1 P-presque srement.
Sous cette condition, I'hypothése de contraction (6.30) du théoréme 6.1 est alors vérifiée car
&(01) =1 P-p.s., et par conséquent ¢(f;)® ¢(f;)EtImatd <1 Pops..

Dans les trois exemples typiques suivants, nous allons voir que les conditions de moment (6.28)
et (6.29) du théoréme 6.1 se réduisent a une condition (presque) optimale (en comparaison
avec le cas i.i.d.).

Exemple 1. Dans cet exemple, (E,d) est U'espace R? muni de la distance associée a la norme
euclidienne || - || de RY, et on choisit pour simplifier xg = 0. Considérons £(0,z) := F(0,x),
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ot F est la fonction introduite dans (6.1). Donc, pour tout n € N* :

Spi= Y &0k Xpo1) = Y Xi.
k=1 k=1

Alors les conditions de moment (6.28) et (6.29) du théoréme 6.1 sont remplies si, pour un
certain e > 0, on a :

ZE[||F(O,91)Hmd+e] < too.

En effet, la fonction § vérifie clairement la condition (6.21) avec s = 0 et S(6) = ¢(#). En
outre, en utilisant la définition de ¢() et le lemme 6.5, on a

10, 2) || < e(0)]l<]| + [ £(0, 0],

de sorte que ¢ vérifie la condition (6.20) avec r = 1, et avec (& une constante mulitiplicative
pres) : R(0) = M(0) := max(1,c(8)) + || F(6,0)||. La condition (6.28) (avec my € N) est donc
satisfaite s'il existe § > 0 tel que I'on ait avec A € {0,1} :

Vi=0,...,|mq|, E|ROYTOMB,) | < +oo,

c’est-a-dire s'il existe § > 0 tel que IE[M(0;)™472°] < +o0. Et, sous cette derniére derniére
condition, I'hypothése (6.29) est aussi satisfaite. Le cas mg € 1/2 + N conduit a la méme
condition de moment.

Exemple 2. Dans cet exemple, (E,d) = (R,|-|). Considérons £ : G x R — R définie par
£(0,x) == F(0,x)?, de sorte que pour tout n € N* :

n

Spi=> &0k Xpo1) = Y _ X7,

k=1 k=1

Alors les conditions de moment (6.28) et (6.29) du théoréme 6.1 sont remplies si, pour un
certain e >0, on a :

JE[|F(0,91)\2+€] < +oc.
(On a encore choisi g = 0 pour simplifier.) En effet, la fonction £ vérifie la condition (6.20)
avec r = 2 et, & une constante multiplicative prés, R(§) = M (0)? (voir 'exemple précédent).

En outre, £ vérifie la condition (6.21) avec s = 1, et avec S(0) = 2¢1(0) M (0) car

[F(0,2)* = F(0,y)*| = |F(0,2)—F(0,y)[[F(0,2) + F(0,y)l
< 2c1(0) M(9) Jz —yl (1 + |=] + [y]).

Rappelons que, en dimension d = 1, la constante m; du théoréme 6.1 est égale & 1. L’hypo-
thése (6.28) est donc satisfaite s'il existe d > 0 tel que pour tous j € {0, 1}, on ait :

E (M<91)2(j—1+5)+1+M(91)2(j+6)+6)M(91)2(1—1)+6 < +oo,
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cest-a-dire si IF[M (61)%>74] < 4-o00. Cette derniére condition implique aussi (6.29).

Exemple 3. Dans cet exemple, (E,d) = (R,|-|) et G = R2. Soit Xy une v.a. réelle et
s0it (0,) = ((an,bp))nen une suite de v.a.i.i.d, & valeurs dans R?, indépendante de Xy. On
suppose que |ai| <1 P—p.s., et on considére le modéle autorégressif réel défini par :

Vn e N*, X, :=a, X,—1+ b,.

Considérons € : R? x R — R définie pour tout (a,b,x) € R® par : f((a, b),x) = ax® +bx. On
a:

Sp 1= Zf(Qk,Xk—l) = kZXk—le-
-1

k=1
Les conditions de moment (6.28) (6.29) du théoréme 6.1 sont remplies s’il existe e > 0 tel
que
E[b 7] < +cc.

En effet, le modéle itératif lipschitzien considéré ici est associé a la fonction F : R2 x R — R
définie par : F((a,b),z) = ax + b. Pour tout = (a,b) € R?, Papplication z — F(6,z) est
clairement une application lipschitzienne de R dans R avec ¢1(6) = |a|. La fonction & vérifie
la condition (6.20) avec g =0, r =2 et R(8) = (1 + |a|)(1 + |b]) car

€((a,b),2)| < lal2® + [bl|z|
< (L+]aD@+ [b) (@ + f2))
< (U fal) (@ + [+ [a)?.

Elle vérifie la condition (6.21) avec xg =0, s =1 et S(0) = (1 + |a|)(1 + |b]) car

£((a,b),2) —€((a,0), )] = |a(a® —y?) +b(z —y)|
= [(a(z +y) +b)(z —y)|
< (lal(lz| + lyl) + [b]) |& = y]
< (L laD@+ o) |2 —y| (14 2| + Jyl)-

En outre, on a M((a,b)) = max(1,c1(a,b)) + |F((a,b),0)| = max(1, |a|) + |b|. D’aprés ce qui
précede, on a donc

Comme d = 1, la constante m; du théoréme 6.1 est égale a 1, et la condition (6.28) est
satisfaite s’il existe d > 0 tel que pour j € {0, 1}, on ait :

B (14 [b1])770 + (14 b)) (1 + [b1])20DH0 ] < 40,

donc si IE[M(0;)?3°] < +00. Cette derniére condition implique aussi (6.29).
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6.5.2 Applications aux produits de transformations aléatoires topicales.

Commengons par préciser les définitions et les notations introduites dans la sous-section 6.3.2.
Soient p et ¢ € N*. On note T'(p,q) l'ensemble des applications topicales de RP dans RY.
Rappelons que B € T'(p, q) si

Ve eRP, Vee R, B(zx+clp) =DB(z)+clg (6.31)

V(z,y) e RFE X RP, z <,y = B(z) <, B(y), (6.32)

ou 1, (resp. 14) désigne le vecteur de RP (resp. de RY) dont toutes les composantes valent 1,
et oit <, (resp. <,) désigne la relation d’ordre canonique dans RP (resp. dans R?). Si p = ¢,
on note simplement T'(p) = T'(p, p).

Désormais, on fixe p € N*. On note X, 'espace quotient R? /R, ott R, est la relation d’équi-
valence suivante sur R? :
TRpy v —yeR- 1.

L’ensemble X, est muni de la distance d(-,-) suivante :

V(z,9) € X2, d(z,7) = max (z; —y;) — min (z; — ;).
i=1,....,p i=1,...,p
Comme X,, est isomorphe & RP~L, I’espace métrique (X, d) est complet. Rappelons que pour
tout A € T(p), on note A lapplication définie sur X, par : Vz € X,,, A(Z) = A(z). On définit
enfin I’ensemble

T(p) = {4, AeT(p)}.

On a vu dans la sous-section 6.3.2 que I’étude des produits de transformations aléatoires
topicales peut étre faite & 'aide de fonctionnelles additives associées & un modéle itératif défini
a partir de I'espace métrique E = X, et de 'ensemble de transformations G = T'(p). Avant
de revenir sur ce point, et d’étudier dans ce cadre les conditions de moment du théoréme 6.1,
vérifions que les éléments de T'(p) sont des applications lipschitziennes de I'espace (X, d).

Lemme 6.7. Soit A€ T(p). On a :

V(z,7) € Xp x X, d(A(2),A(y)) < d(z,9). (6.33)

Démonstration. 11 est évident que

r <, y+ max (z; —y)lp.
221,...,p

En utilisant alors (6.31) et (6.32) avec B = A, on a :

A(x) <, A(y) + max (x; — y;)1p,

2:17...717
donc
Alw) = A(y) <, max (ai -~ )L,
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et en particulier

max (A(z); — A(y);) <, max (z; — y;).
i=1,...,p i=1,...,p

De méme, en échangeant le role de x et de y, on obtient :

— min (A(z); — A(y);) < — min (z; — ;).
i=1,...,p i=1,...,p

L’inégalité cherchée se déduit alors par addition des deux derniéres inégalités. O

Ainsi, avec (E,d) = (X,,d) et G = T(p), les fonctions ¢(-) et M () (cf (6.27)) vérifient ici :

- VA e T(p), ¢(A) <1 (d’apres le lemme précédent),

S

- VA eT(p), M(A)=1+d(A(0),0) (en posant z¢ = 0).

Lemme 6.8. On a : VA€ T(p), M(A) <1+ 2 max;—1__,|A(0)].

Démonstration. On a pour tout A € T(p) : d(A(0),0) = max A(0); — ‘rrllin A(0);, d’ou
i=1,...,p i=1,...,p

I’inégalité du lemme. O

Comme déja remarqué dans la sous-section 6.3.2, & toute fonction ¢ € T'(p, 1), on peut associer
la fonction & : T'(p) x X, — R définie par :

V(4,z) € T(p) x Xp, &(A,7) := ¢(A(z)) — d(2). (6.34)

(car 2R,y = ¢(A(z)) — ¢(z) = ¢(A(y)) — #(y)). Etudions les conditions (6.20) et (6.21)
pour une telle fonction &.
Lemme 6.9. Soit ¢ € T'(p,1). Alors La fonction & définie par (6.34) vérifie :

(i) la condition (6.21) avec s =0 et : YA € T(p), S(A) =1,

(ii) la condition (6.20) avec r =1, et avec pour tout A € T(p) :

R(A) = 14 |¢(A(0)) —¢(0)] < 1+ max |A(0);]. (6.35)

1:17'”7}7

Démonstration. Pour établir (i), nous devons montrer que

VA € T(p), ¥(7,5) € Xp x X, |€(A,7) — £(4,9)] < d(z.5). (6.36)
Partons de la double inégalité évidente suivante :

Y+ Z,:nllin (i —y)lp <,z <, y+ Z,i]rllax (i —yi)lp.

P P

En utilisant (6.31) et (6.32) avec B = ¢, on obtient :

¢y) + min (z; —y;) < d(z) < d(y) + max (z; —yi),
i=1,...,p i=1,...,p
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donc

min (zi —vi) < ¢(x) — ¢(y) < max (z; — ;).
i=1,...,p i=1,...,p

De méme, en utilisant (6.31) et (6.32) avec B = A, puis avec B = ¢, on a aussi :

Aly) + min (z; —yi)1p <, A(z) <, A(y) + max (z; —yi)1p,

i=1,...,p i=1,...,p

puis

(A(y)) + min (z; —y;) < ¢(A(x)) < d(A(y)) + max (x; — i),

/Lzlv"'»p 7':17"'7p
c’est-a-dire

min (2, —y;) < d(A(z)) — ¢(A(y)) < max (z; — y;).

i=1,...,p i=1,...,p
D’ou

|(6(A(2)) = 6(@)) = (6(A(y)) — ¢(y))| < max (z; —y;) — min (z; —ys),

i=1,...,p i=1,...,p

ce qui démontre bien (6.36).

L’assertion (i7) découle de (7). En effet, la propriété (6.36), appliquée avec g = 0, donne pour
tout A € T'(p) :

vz € Xp, [€(4,2)] < [6(A,0) +d(2,0) < (1+1¢(4,0)]) (1 +d(z,0)),

ce qui démontre 1'égalité dans (6.35) par définition de &. En outre, comme ¢ € T'(p,1), on a
vu ci-desssus que, pour tous z,y € RY, on a ¢(z) < ¢(y) + max;—1,_,(; — yi), et a fortiori
o(z) — ¢(y) < max;—1, p|z; — yi|. En échangeant le role de x et de y, on obtient que

6(x) — 6(y)] < max | — il

=1,...

et cette inégalité, appliquée avec x = A(0) et y = 0, donne bien celle de (6.35). O

Considérons maintenant une suite (Ay),>1 de v.a.ii.d. a valeurs dans T'(p), puis définissons
Py = Idgr (I'identité sur RP) et

VYn>1, P,:=A,0---0Aj.

Soit ¢ € T'(p, 1), puis £ définie par (6.34). On a vu dans la sous-section 6.3.2 (cf (6.25)) que :

Veo € RP, ¢(Pulen)) — dleo) = > _ (A, Pai(en)).

k=1

Le théoréme 6.1 permet donc de démontrer des propriétés de renouvellement pour la suite
(¢(Py(e0)))n, & condition bien str de vérifier, d'une part la condition de contraction (6.30)
qui met en jeu la loi commune des v.a. Ay, d’autre part les conditions de moment (6.28)
(6.29) et la condition non-lattice, qui concernent la fonction £. Nous renvoyons a [61] pour
I'étude de la condition de contraction (6.30) et de ’hypothése non-lattice, et nous examinons
ici uniquement les conditions (6.28) et (6.29).

Comme ¢ est a valeur réelles, la constante m; du théoréme 6.1 est ici égale a 1. Soit || - || une
norme quelconque sur RP, par exemple ||z|| = max;—1,. p |z;|. Alors :
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Proposition 6.8. Les conditions de moment (6.28) et (6.29) du théoréme 6.1 sont remplies
sl existe e > 0 tel que
E[||A1(0)]|"*] < +oo.

Démonstration. Des lemmes 6.8 et 6.9, on déduit que la condition (6.28) est satisfaite s’il
existe & > 0 tel que pour tout j € {0,1}, on ait :

B|(1+ max \Al(O)i|)j+‘5(1+2,n11ax 141(0):]) 7] < 400,
i=1,...,p i=1,....p

cest-a-dire si IE[||A1(0)]'72°] < +oo. De méme, sous cette derniére condition, on a (6.29)
car pour tout w € Q, on a A;(w) € T(p), par conséquent c¢(A;(w)) < 1 d’aprés (6.33), et
¢(A1(w)) :=max(1,c(A1(w))) < 1. O

L’ordre 1 + e dans la condition de moment ci-dessus (avec e > 0 arbitrairement petit) est
presque optimal en comparaison avec le théoréme de renouvellement du cas indépendant.

Plus généralement, sous la condition de contraction (6.30) (cf [61]) et sous la condition
E[||A1(0)[|™*¢] < 400, avec m € R% donné et e > 0 arbitrairement petit, on peut démontrer
en utilisant les résultats de ce chapitre que les hypothéses du corollaire 5.2 (page 143) sont
satisfaites vis-a-vis d'une famille {Ba,q~,7 € [a,7]} d’espaces de fonctions Lipschitz & poids
définies ici sur I'espace métrique F = X,,. On renvoie a la sous-section 6.6.3 pour la définition
exacte de «, a et ¥ en fonction de m et e, mais on peut ici juste retenir que, d’une part
la fonction 1x, identiquement égale a 1 sur X, est dans By a4, €t que toute distribution de
Dirac 0z de € X, définit une forme linéaire continue sur B, ,5. Par conséquent, d’apres le
corollaire 5.2, on a pour tout eg € RP, pour tout réel ¢ dans un certain voisinage Iy de 0, et
enfin pour tout n > 1 :

e~ itd(e0)) E[eit¢(Pn(80))] — E[eit k=1 E(Ak,ﬁkq(éo))] = \(t)" L(t) + Rn(t),

avec des fonctions A(+), L(+) et R, (+) de classe C™ de Iy dans C, telles que A\(0) =1, L(0) =1
et supyey, | RS ()] = O(k™) pour un certain réel 0 < x < 1. Ces propriétés permettent alors
d’établir les raffinements usuels du théoréme central limite pour la suite de v.a. (¢(Py,(eg)))n
(en supposant en outre la condition non-lattice pour certains de ces théorémes). Cette étude
a été faite dans [61] sous la condition de moment IE [||A1(0)||*"¢] < 400, out m est 'ordre
attendu (celui du cas indépendant), par exemple m = 3 pour le théoréme de Berry-Esseen. La
nouvelle définition des espaces & poids présentée dans la sous-section 6.2.1 (avec le paramétre
() permet d’obtenir les théorémes limites de [61] sous la condition de moment (presque)
optimale IE[||A1(0)[|™¢] < +oc.

6.6 Démonstration du théoréme 6.1.

Les conclusions du théoréme 6.1 correspondent aux propriétés (4.37) (4.38) (4.39) introduites
au chapitre 4, qui sont la traduction dans le cadre markovien des conclusions des théorémes
de renouvellement établis dans le chapitre 2 sous I’hypothése R4(mgq+¢), avec my défini selon
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la dimension d et selon que la marche aléatoire est centrée ou non. Comme dans les exemples
traités dans la section 5.6 du chapitre 5, pour vérifier ’hypothése R4(mg+¢€), on va appliquer
la méthode spectrale généralisée. Commencgons par définir les noyaux de Fourier.

Soit f : E — R mesurable bornée. On pose, pour tous t € R et x € E,

(RS (@) = B[S f(Fy2)] = / e CEOD) f(Fyx) Py, (0).  (6.37)
G

Notons que ces noyaux de Fourier ne correspondent pas & ceux associés directement a la chaine
de Markov ((0k, Xi—1))r (d’espace d’états G x E) et a la fonction . Ces derniers n’ont pas
d’intérét (a priori) pour la méthode spectrale car ils sont associés a la probabilité de transition
de ((0g, Xr—1))k, dont l'action sur les fonctions f : G x E — C ne posséde pas (a priori) de
bonnes propriétés spectrales. Les opérateurs de Fourier Q(t) définis ci-dessus sont eux associés
a l'opérateur de transition @ = Q(0) du modéle itératif (X )x, qui est fortement ergodique sur
les espaces de fonctions Lipschitz a poids sous certaines hypothéses de moment /contraction
(cf section 6.2.3). En outre ils jouent le méme rdle que dans les deux chapitres précédents,
comme le montre le lemme suivant qui est ’analogue du lemme 4.3.

Lemme 6.10. Soit u la loi de X et soit f : E— R mesurable bornée. Alors :

Vn>1, ¥t € RY, B, [f(Xn)e 5] = n(@Q1)" f). (6.38)

Démonstration. Procédons par récurrence sur n. L’égalité est immédiate pour n = 1 par
définition de Xy, Sp et (6.37) :

B, [f(X1)e' 5] = IB,[f(Fy, Xo)e'H+010))]
= FE,[(Q(t)f)(Xo)]
= u(Q)f)
Soit m un entier supérieur ou égal & 2. Supposons (6.38) vrai pour n — 1. Par hypothése, les
v.a. (Xo,01,...,0nh-1) et 0, sont indépendantes, et les v.a. 0, et #; ont la méme loi. Comme
Sn_1 et X, _1 sont fonctions de Xy, 61, ..., 8,1, on a donc d’aprés le théoréme de Fubini :
E,[f(Xa)e! 't = Bu[f(Fp, Xno1)e (S0 60 Xa)]
= B, |t [ f(FyX,_)ebE0Xa))gp, (6)
G
= B [(QW))(Xnor) et 5]
= QMW" QW)))
= wW@®)"f),
et donc (6.38) est vrai pour n. O

On va appliquer les corollaires 5.2 et 5.3 (pages 143 et 144) pour vérifier 'hypothése R 4(mg+e)
du chapitre 2. On présente ci-dessous les résultats intermédiaires, qui seront détaillés et établis
dans les sous-sections qui suivent, permettant d’appliquer ces deux corollaires.
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Dans la sous-section 6.6.3, on définira deux nombres réels a et ¥ tels que
stl<a<y et ay+1) <(s+1)mg+0, (6.39)

ou s est la constante de I’hypothése (6.21), et ou 6 > 0 et « €]0, 1] sont les constantes données
dans les hypothéses du théoréme 6.1. La famille d’espaces considérée ici sera {Bq,q,7 € I},
avec I = [a,7]. Rappelons que les espaces de fonctions Lipschitz a poids B, g, ont été
introduits dans la sous-section 6.2.1.

(a) Dans la sous-section 6.6.1, on présentera les conditions de moment /contraction sous les-
quelles les noyaux de Fourier Q(t) opérent contintiment sur B, g, et vérifient sur cet
espace les hypothéses du théoréme de Keller et Liverani. Ces résultats montreront que :
Résultat A. Sous les conditions (6.28) (6.29) (6.30), Uhypothése U(O©) (page 143) est
vérifiée relativement a la famille d’espaces {Ba,ay,y € I}, et les hypothéses des proposi-
tions 5.2 et 5.3 (pages 128 et 132) sont satisfaites sur chacun des espaces de cette famille.

(b) Dans la sous-section 6.6.2, on démontrera que les noyaux de Fourier Q(t) vérifient I’hypo-
these (RS) (page 133) sur chacun des espaces de la famille précédente, et en appliquant
le corollaire 5.1 (page 133), on démontrera que :

Résultat B. Sous les conditions (6.28) (6.29) (6.50), la condition non-lattice du théo-
réme 6.1 implique que [’hypothése de non-arithméticité spectrale (NA) (p. 132) est satis-
faite sur chaque espace de la famille précédente.

(c) Dans la sous-section 6.6.3, pour n € R’ quelconque, on présentera les conditions de
moment /contraction sous lesquelles les noyaux de Fourier vérifient 1’hypothése D(n + ¢€)
du chapitre 5 (page 135). Cette étude montrera que :

Résultat C. Sous les conditions (6.28) et (6.29), Uhypothése D(mg + €o) est satisfaite,
avec un certain €9 > 0, pour tout ouvert borné U de R? et relativement a la famille
{Ba,aq:v €1}

Admettons provisoirement les résultats A, B et C.

Preuve du théoréme 6.1. En utilisant la définition (6.7) et 'inégalité a(7+1) < (s+1)mg+9,
il est facile de voir que I'hypotheése sur la probabilité initiale 1 dans le théoréme 6.1 implique
que g est une forme linéaire continue sur B := B, ,5 (le plus gros des espaces de la famille
ci-dessus). En utilisant le fait que s + 1 < a, la condition sur la fonction f fixée dans le
théoréme 6.1 implique que f € By := Bg,,q (le plus petit espace de cette famille). Comme
conséquence du corollaire 5.2 (page 143) et des résultats A et C ci-dessus, 'hypothése R4(m)(7)
est satisfaite avec L(0) = 7(f). L’hypothése R4(m)(ii) est vérifiée comme conséquence du
corollaire 5.3 (page 144) et des résultats B et C. O

Les trois sous-sections suivantes sont consacrées a la preuves des résultats A, B et C.

6.6.1 Action des noyaux de Fourier sur B, 3., et vérification des hypothéses
du théoréme de Keller et Liverani.

Avant d’établir le résultat A, nous démontrons un lemme pour lequel on définit (a priori dans
[0, +00]) les quantités suivantes :

D= E[M (0], A= B[e(0:)*My(0:)* 7], B = B[S(0:)* M (6:)°0"Y)],
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avec A €]0,1], a €]0, 1], et 3,7, tels que 0 < 5 <y <+, et ou ¢(-) et M (-) sont les fonctions
sur G dont les définitions sont rappelées dans (6.27), et ou enfin M,(-) est la fonction sur G
définie en (6.13). Notons que My (-) < M (-). Les normes utilisées ci-dessous ont été définies
dans la section 6.2.

Lemme 6.11. On a les propriétés suivantes :
(i) Pour tous f € By ett € R :

QAL <DIFIY,. (6.40)

(i) Sis+1<B<y<+ <v+5—(s+1), avec s donné dans l’hypotheése (6.21), alors on
a pour tous f € By g ett € R :

m,@0)F) < Aml (1) + 21" BIAL) (6.41)

Démonstration. Rappelons que, pour g : E — C, on a noté :

l9()|
blacy = 2 ey <

Soit f € Ba - En utilisant le lemme 6.5 (page 174), on obtient
Q) F)(@)] < B[|f(Foy2)|] < |£152, B[ My(61)°0" D | py ()0 +D),
ce qui démontre (6.40). Soit maintenant (z,y) € E%. On a, pour tout ¢t € R? :
QNf(x) - QW) f(y) =B [ei“f“’wﬂf(Felx) - ei“’f(ehy”f(Fely)} :
En écrivant Pexpression e/t £01:2)) f(Fy 2) — eX6E0w)) £(Fy ) sous la forme

i (t:€(01,2)) <f(F9 x) — f(Fpy ) < (t.6012)) ‘<t’§(01’y)>>f(F91y)>

et en utilisant I'inégalité e’ — 1| < 2]c]|

(
Q) f(2) = Q) f(y)| < B[ f(Fo,x) — f(Fo,y)l] + 2[tI*E[|I€(01, ) — E(O1, ) 1] f (Fo,y)]]-

On peut supposer d(zg,y) < d(xg,x). Rappelons que p(-) < %p)\(-). Des hypothéses sur &
(cf (6.21)), il vient que

® (c € R), il vient

2

1€(01, ) = £(01, 9)|| < S(01)d (2, y)(1 + 2p(x))” < (5

2S(01)d(@. y)pr ()"

)

En utilisant la définition de m B, 7( f), le lemme 6.5 et les inégalités précédentes, on obtient :
QW f() = Q) f(y >| <m@_ () d(x,y)* AL} (2,y) Ele(01)” My (61)* )]
2(2)° 11 £15, ) pa(e)pa )+ B S(01)" M (61)° )]
<Amly, (Do) ALY (@)

T D1 B 115 d, 5)*pa(e)*paly) ™0+ Ppa(y)”.
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Or comme d(xg,y) < d(zg,z), on a

PA@)™ pA )T T pa ()8 < pa ()20 Ty ()98 < pr () Tpa(y)*? < AL (2,y).

D’ou, si x # v,

QS ) = QW _ 4 5y 4 22y oo B

A By ay”?
d(z, y)* AL _(z.y) A
ce qui démontre la seconde propriété du lemme. O

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat A. On suppose que les conditions (6.28) (6.29)
(6.30) du théoréme 6.1 sont satisfaites. Il n’est pas utile ici de définir précisément les réels «, a,
et le segment I, intervenant dans la définition de la famille {Bq 4,7 € I} d’espaces de fonc-
tions Lipschitz a poids (ce travail sera fait dans la sous-section 6.6.3). Signalons uniquement
pour le moment que 0 < a < §, et que I = [a,7] avec

a>s+1 et ala+7) < (s+1)mg+9, (6.42)

ol & > 0 est le nombre introduit dans les hypothéses du théoréme 6.1. Par commodité, on
détaille ci-dessous toutes les propriétés du résultat A :

Proposition 6.9. Soient y € I = [a,7], et ¥ =~v+a— (s+1). Alors :

(i) Il existe une unique probabilité Q-invariante, notée , et on a w(pHDmatd) < 4oo,
L’espace Bo,a~ contient la fonction 1, et s’injecte contindment dans L’l(ﬂ) ;

1) Q est fortement ergodique sur Ba g~ ;
K 7’Y
(iii) Pour tout t € R, on a Q(t) € L(Ba.an) ;

() 1l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous f € Baay ett € R?, on ait :

Q) flayy < €[ flay-

(v) Soitty € RY. Il existe un voisinage ouvert I(tq) de ty et des constantes Ag €]0,1[ ety > 0
(indépendantes de to) tels que pour tout n € N*, il existe une constante My (tg) > 0 de
sorte que l'on ait pour tous t € I(ty) et f € Baay -

1QW)™ Flaarrer < 1 A3 1F g + 1 Mi(t0) |l (6.43)
(vi) Avee (B, |- 118) = Baarr |- lasaor) et (Brll-118,) = Bavarys Il - o) on a :
Vo € R, lim Q) — Qo) 3., =0,

et enfin il existe d > 0 telle que : Yf € Boar, || fllary < dn(|f]) (i e. By — L'(7)).

Démonstration. Comme les fonctions R(-), S(-) et M(-) sont a valeurs dans [1,+oc], les hy-
pothéses (6.28) (6.29) (6.30) impliquent que IE[M (61)(+Vmat] < 400, De méme, comme
0<a<detc()>1, onadapres (6.30)

E[c(gl)(erl)der&] < E[C(el)aféf(el)(erl)der&fa] < E[C(Ql)ag(el)(erl)deré] <1.
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Le premier point de (i) résulte donc de la proposition 6.1. Dans la suite de cette preuve, on
considére v € [a,7]. Notons que (6.42) donne :

ay+1)<ala+vy) <ala+73) < (s+1)mg + 0. (6.44)

Le fait que 1 € Ba,, est évident. Pour établir le dernier point de (i), notons qu'on a
d’aprés (6.7) pour tout f € Baanr i |f] < |flany 20, dot w(|f]) < | flan 7(p*OFD), ce qui
démontre que By g — L'(7) car po‘(VH) < ﬂ(p(5+1)md+ ) < 4o0.

L’assertion (i7) découle de I'étude de la forte ergodicité de @ faite dans la proposition 6.7
(page 173) : utiliser (6.44) et o« < 0 pour montrer que les conditions (6.28) (6.29) (6.30)
impliquent celles de la proposition 6.7 appliquée avec B, 4 -

L’assertion (i7i) résulte du lemme 6.11 appliqué avec A =1, 8 = a et 7/ = ~ : utiliser (6.44)
et a < § pour montrer que les espérances D, A et B du lemme 6.11 sont finies.

Pour (iv), notons que la définition de 7' et I'inégalité (6.44), donnent
a +1) <a(y+a) <aF+a) < (s+1)mg+ 6.

D’aprés la propriété (6.40) du lemme 6.11 appliqué avec = a, 'assertion (iv) est satisfaite
avec & = IB[M,(6;)5*)™a+d]. Passons a la preuve de l'assertion (v). Grace au théoréme de
convergence dominée de Lebesgue (procéder comme pour (6.18)), il existe A\g €]0, 1] tel que

Ag = IB[c(01)* My (61)TDmate] < 1.

Notons que Ay majore toutes les espérances notées A dans le lemme 6.11, lorsque ce dernier
est appliqué avec 8 = a et A = Ay (et v € [a,7]). Soit tg € RY fixé, et soit I(ty) un voisinage
ouvert borné quelconque de ¢y dans RY. Alors la propriété (6.41) du lemme 6.11, appliquée
avec 3 = a, A = Ao, 7 € [a,7] et ¥/ = v+ a — (s + 1), assure U'existence d’une constante
C(to) > 0 telle que

vt I(to), m$% (Q()f) < Aemy) () + Clto)|FIS2). (6.45)

En itérant cette derniére inégalité et en tenant compte de I’assertion (iv), on obtient que pour
tous n € N*, il existe M, (ty) > 0 tel que pour tous f € B, g et t € I(tg) :

o) o) o)
1RO 195 < ABIFICE, o + Malto) FIS5).
. L (Ao)
D’ou (v) par équivalence des normes | - Haﬁvv’ et ||+ la,8,7,97 Puis de [+ |77 et | - |a, (car

Ap(-) < pal) < p())-

Démontrons enfin 1'assertion (vi). Soient ¢ € R? et 2 € E. Soit ¥ €]0, 1] quelconque (pour le
moment). En utilisant I'inégalité |e — 1| < 2|c[? (¢ € R), les hypothéses sur & (cf (6.20)), la
définition (6.7) de |f|n~ et enfin le lemme 6.5 (page 174) avec A = 1 ici, il vient

Q) (@) — (Qto)f) ()| < [l t0um) 1| £(6y2)|]
< 20t —to|"B[|£(01, 2)|°| f(612)]
< 2[t —to|” | flan p(x)"" E[R(01)” p(612)*0 Y]
< 20t —to|” [ flaq p(2) "0 ER(6:)* M (6;) 0]
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Comme par hypothése av < 0, on déduit de (6.44) et de 'hypothése (6.29) que l'espérance
ci-dessus est finie. En outre, comme 4’ > 7, on peut choisir 9 tel que Ir+a(y+1) < a(y'+1).
D’ou I'existence d'une constante E > 0 telle que 'on ait, pour tout f € By, et tout z € E :

Q) f) (@) = (Q(to) ) (@)] < E [t —to]” | flay p(2)* Y,

D’aprés (6.11), on adonc : |Q(t) f—Q(0) flaq < 2 E [t—t0|?|| fllaany,'» ce qui donne le premier
point de (vi). Le second s’établit comme en (i), en utilisant I'inégalité (déja mentionnée)
a(y" +1) < (s+1)mg + 0. O

6.6.2 Réduction de ’hypothése de non-arithméticité spectrale (NA).

On démontre le résultat B énoncé en début de section, qui concerne la réduction de I’hypothése
de non-arithméticité spectrale (NA) (page 132) sur chaque espace de la famille {Bq 4,7 € I}.
On suppose & nouveau que les conditions (6.28) (6.29) (6.30) sont satisfaites. Les arguments
utilisés dans cette sous-section sont classiques, et ils illustrent bien les énoncés de la sous-
section 4.3.3 du chapitre 4. Comme précédemment il n’est pas utile ici de connaitre précisément
les définitions de « et des bornes a et ¥ du segment I. Les propriétés données sur ces trois
nombres juste avant la proposition 6.9 sont suffisantes pour les énoncés de cette sous-section.

D’aprés la proposition 6.9, les noyaux de Fourier Q(t) vérifient les hypothéses de la propo-
sition 5.3 (page 132) sur chaque espace de la famille {By 4,7 € I}, avec I = [a,7]. Par
conséquent, pour tout v € I, on a I’équivalence suivante :

(NA) & VYteR4\ {0}, r(Q(t)) < 1, (6.46)

ou la propriété (NA) et le rayon spectral r(Q(t)) de opérateur Q(t) sont considérés relative-
ment & 'espace Bg,q. Pour réduire la propriété r(Q(t)) < 1 en termes de non-existence de
valeurs propres de module 1, nous devons établir ’hypothése (RS) (page 133), a savoir :

Proposition 6.10. Pour tout v € I et tout t € R, on a r(Q(t)) < 1, avec Q(t) considéré
comme élément de L(Ba,ay). En outre, si r(Q(t)) = 1, alors les valeurs spectrales de module
1 de Q(t) sont des valeurs propres de Q(t).

Démonstration. Soit t € R? tel que r(Q(t)) > 1. Soit A une valeur spectrale de Q(t) (i.
e. A € o(Q(t))) tel que [A| = 7(Q(t)). Soit ' = y+a—(s+1) (comme dans la proposition 6.9).
Grace aux assertions (iv) et (v) de la proposition 6.9 et au fait que 'injection canonique de
(Ba,aqs | - llasayy) dans (Ba,aqys || - lla,y) est compacte (cf. proposition 6.6), le théoréme de
Ionescu-Tulcea et Marinescu s’applique (cf théoréme 4.1 page 114) : comme le réel Ay de la
proposition 6.9 (v) est tel que Ag < 1 < r(Q(%)), A est donc une valeur propre de Q(t). Soient
f €Bag~ \ {0} telle que Q(t)f = Af et x € E tels que f(x) # 0. Comme, pour tout n € N*,
Q)" f| < Q™(|f]), on a en particulier

IA"1f ()] < Q™(If])(=).

Or, la forte ergodicité de @ sur Bq 4 (cf. prop. 6.9 (i7)) implique en particulier la propriété :
lim, 400 Q" (| f])(z) = 7(|f]). D’ou |A] < 1 et finalement 7(Q(t)) < 1. Enfin, si r(Q(t)) = 1,
alors ce qui précéde montre bien le second point de la proposition. ]
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Introduisons maintenant la condition suivante, qui correspond dans le cas des modéles itératifs
a la condition d’arithméticité de la sous-section 4.3.3. On rappelle que A € £ est Q-absorbant
si pour tout z € A, on a (Q1la)(z) = 1.

Définition 6.1. On dit que & est arithmétique (et non-arithmétique dans le cas contraire)
relativement G Be.q- 8'il existe tg € R?\ {0}, un compleze X € C tel que |\| = 1, une partie
Q-absorbante, A € £, telle que m(A) = 1, et enfin une fonction bornée w € By q telle que
|w| soit constante non nulle sur A, de sorte que :

Ve e A, oty (Fy x) = Aw(z) P-presque sirement. (6.47)

Proposition 6.11. On a les propriétés suivantes :

(1) Soity € I. L’hypothese (NA) (p. 132) relative G Bao est satisfaite si et seulement si &
est non-arithmétique relativement a By g, -

(ii) La condition non-lattice (p. 180) du théoréme 6.1 implique que ’hypothése (NA) est
vérifiée relativement & chaque espace de la famille {Byq~,v € 1}.

Démonstration. D’aprés (6.46) et la proposition 6.10, 'hypothése (NA) relativement & B g~
est équivalente & la propriété suivante : pour tout ¢t € R\ {0}, Q(¢) n’a pas de valeur propre
de module 1. La preuve ci-dessous de (i) est trés proche de celle de la proposition 4.10 (p. 99).

Supposons que £ soit arithmétique relativement a B, 4, et considérons les éléments g, A, A
et w associés, vérifiant la propriété (6.47). Démontrons qu’on a alors 7(Q(to)) = 1 (donc (NA)
n’est pas vérifiée). Remarquons que, pour toute fonction g : E — C mesurable bornée et pour
tout t € R%, on a

14Q(t)g = 14Q(t)(1ag).

En effet, si & € 4, Q(t)(1aeg)(x) = 0 car [(Q(t)(1409)) (#)] < llglloc@1c () = 0. On en deduit
que, pour tout n € N*,

14Q(to)"w = 14Q(to) (14Q(t0)" w).
Or on a 14Q(to)w = Al qw car, d’aprés (6.47), on a pour tout = € A,

(Q(to)w)(x) = Bl 2w (Fy,x)] = Bw(z)] = w(z).

Donc, pour tout n € N*,
14Q(to)"w = A"1 q4w.

Par hypotheése il existe M > 0 telle que Yz € A, |w(z)| = M. En outre nous savons que
r(Q(to)) < 1, et la condition 7(Q(tp)) < 1 conduit & une contradiction : en effet, dans ce cas,
on aurait lim, Q(to)"w = 0 dans Ba,q et comme By 4y — L£(n),

0= lirlgnﬂ(|1AQ(to)”w\) =m(|law|) = M.

D’ou 7(Q(tp)) = 1 comme annoncé.

Réciproquement, considérons to € R?\ {0} tel que r(Q(tp)) = 1, avec Q(tg) vu comme
élément de L£(Ba,q,), €t démontrons que § est arithmétique relativement a B 4. Puisque
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r(Q(tp)) = 1, on sait que Q(tp) admet une valeur propre A, de module 1. Soit w € By g,
w # 0 tel que Q(tp)w = Aw. On a, pour tout n € N*, \"w = Q(tp)"w, d’ou

jw] < Q" (Jw])
Comme |w| € By g, la forte ergodicité donne lim, ||Q"(|w|) — 7(|w|)1E|a,3,, = 0, d’ott

Vo € B, 1im Q" (jul)(x) = m(jul).

Donc w est bornée sur E car |w| < 7(Jw|), cette derniére inégalité impliquant que 7(|w|) > 0
car w # 0. Soit
A:={z € B, |w(z)] = 7(lw])}.

Posons g(z) = m(|w|) — |w(x)|, z € E. Comme g > 0 et 7(g) = 0, on a g = 0 7—p.s., et

donc w(A) = 1. Sans perte de généralité, on peut supposer que 7(Jw|) = 1. Soit x € A fixé.
L’égalité Q(t)w(x) = Aw(x) s’écrit

ei< tvf(elvx) >w(F91 x)

B Aw(z)

=1,

et comme la v.a. entre crochet est de module < 1, on a : eX5£012) )y (Fy ) = Mw(x) P—p.s..
Cette derniére égalité implique que Fp,z € A P—p.s., et donc que A est absorbant car
Q(x,A) = IE[14(Fp,x)] = 1. On a bien montré { est arithmétique relativement & Bg q .
L’assertion (i) est donc prouvée.

Pour établir I’assertion (%), utilisons (i) et procédons par contraposition, en supposant que &
est arithmétique relativement & B, 4 pour un certain v € I. Considérons les éléments tg, A,
A et w relatifs a la propriété (6.47). Soient ¢ € R tel que A = €', puis g : E — R mesurable
bornée telle que Vz € A, w(x) = ¢4 Enfin posons

to to to 1
w(-) :=g() , bi=c , et H:=21Z)——= @ (Rty)—.
[[£o[? [[£o]|? [[£o]|?

Alorson a:Vx € A, £(01,x)+v¢(012) —(x)—b € H P—p.s., donc £ ne vérifie pas la condition
non-lattice. O

Remarque 6.4. D’aprés la proposition 6.11, on peut remplacer dans le théoréme 6.1 la condi-
tion non-lattice par la suivante : pour tout y € I, £ est non-arithmétique relativement a Bo. g -
Remarquons en outre que l’équivalence mentionnée dans la proposition 4.10 (p. 99), entre la
condition lattice et celle d’arithméticité, n’est pas vraie ici (i. e. sur Bqq~) €n toute généralité.
En fait, en étudiant la réciproque dans la prewve de (ii) ci-dessus, on peut voir facilement que
cette équivalence a lieu si la fonction ¢ de la condition lattice est telle que 'V € Baa,y-

6.6.3 Veérification de I’hypothése D(my + ).

On démontre ici le résultat C énoncé en début de section. Rappelons que la valeur mgy, qui
intervient dans I'ordre des conditions de moment /contraction du théoréme 6.1, est ou bien un
entier ou bien un demi-entier selon qu’on est dans le cas centré ou non. En fait le résultat C
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est vrai quand on remplace mg par un réel positif  quelconque, et nous présentons dans cette
sous-section ce résultat plus général.

Soient 7 € R% , et i) :=n — |n]. Etant donné § € R* , on définit o := min(1, T ‘11)) puis

. ) 1—
€0 := min , O ,
‘ (4(a+<s+1><m+1>) 2 )
et enfin
a:=s+1+c¢gp,

(s+1)n (s+1)(n]+1)

?::a—i— + 2¢eg

On suppose que l'on a pour tout j =0,...,|n] :

E [(ﬁ(egﬂ‘*”’é(&) + R(el)ﬁég(el)a)M(91)<8+1><ﬂ—j>+5} < 400 (6.48)

E [E(el)j+55(91)aM(el)@“)(ﬂ—fHé] < 4o00. (6.49)
E[(é(el)j—l+ﬁ+5§(e) + é(el)j+ﬁ+é§(el)a>M(91)<8+1><L"J—j>+5] < 400 (6.50)
E [ﬁ(el)ﬁﬁ“ael)aM(91)<s+1><L”J-J'>+5] < +o0. (6.51)

Le résultat C est un cas particulier de la proposition suivante. En effet, les hypothéses (6.28)
et (6.29) impliquent les précédentes avec n = myg (donc 7 = 0 si mg € N, et = 1/2 si
mg €1 / 24+ N )

Proposition 6.12. Sous les conditions ci-dessus, [’hypothése D(n + €y) (page 135) est satis-
faite pour tout ouvert borné U de R?, relativement a la famille {Bg a~,7 € I} avec I = [a,7].

Démonstration. On utilisera & maintes reprises les inégalités suivantes (déja mentionnées dans
les sous-sections précédentes) qui sont clairement vérifiées d’aprés les définitions de «a, a et 7.
Pour tout v € I = [a,7], on a

a(y+1) < ala+7) ala+7)

(s+1)n+2a(s+1+eo) +2eo(s+1)(|n] +1)
(s+1)n+2a(s+1)+2e0(a+ (s +1)([n] + 1))
(

s+ 1)n+4. (6.52)

INIA N CIA

Soit m = 1 + 9. On va donc montrer que I’hypothese D(m) est satisfaite comme indiqué
dans 1’énoncé. Soit 7 := 7 + gp. Notons que, comme 0 < gy < 15—" par hypothése, on a

0<71< %ﬁ < 1. Donc |m] = |n], et m = |m| + 7. Définissons pour v > 0 :

To(y) =7+ (s+Deo/a, Tr(y) =79+ (s+7/a et Ti(y):=7v+(s+1)(1+e)/a
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Les propriétés de commutativité concernant Ty, 15, et T7 sont évidentes, ainsi que la condi-
tion (0) (page 135). En outre, on montre facilement que

5 =T, 7T ).

Pour simplifier, notons B = B q,- Soit & un ouvert borné de R, et soit v € I = [a,7]. Les
trois propriétés suivantes démontrent que 'hypothése D(m) est satisfaite relativement a la
famille {Ba,a~,7 € 1}

(i) Pour u € {0,7}, ona: Ty(y) € I = Q() € Cy (U, L(By, Br,(1)))
(i) Vj=1,lm] : T{(y) €1 = Q) € CHU,L(ByByy(,)):
(ii)) Vj=1,...lm] : TT/(y) €l = Q()€Cy" (U LBy, By 1))

Les propriétés (i) (ii) et (iii) résultent des deux propositions suivantes (voir les détails ci-
dessous). O

Soit k € N. La dérivée partielle %(t} de 'opérateur de Fourier Q(t) donné en (6.37)
1 k
est ici formellement définie par :

(6.53)

Pour simplifier les énoncés des propositions ci-dessous, on désigne par Qi 'opérateur associé
& un quelconque noyau de la forme précédente. En particulier, @)y := Q.

Dans les deux propositions ci-dessous, on considére 3, v € Rt tels que s +1 < 3 < 7.

Proposition 6.13. Soient k € N, ¥ €]0,1]. On suppose que les conditions de moments
sutvantes sont vérifices :

-Sik=0:
E {éwl)%(el)a M (6,)0FY 4 éwl)ﬁael)w(el)aww] < o,

- Sik>1:
E[Gﬂ&ﬁ*“@wﬁ+§wn“@Q&V>Mwﬂmﬂn]<+m
B[00 M0 < o
Soit ' > v+ W Alors pour tout t € R? nous avons Qp(t) € L(BogryyBapnr), et pour

tout owvert borné U de R?, on a Qi(-) € C? (U, E(BaﬂmBaﬂﬁ/)).
Proposition 6.14. Soit k € N et ¥ €]0,1]. Supposons que

E [fi(el)’“” <R’(91) +S(61) + R(61) §(91>a> M(gl)aml)] < 4o
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IE|R(0)* 1 7E(0,) M (6,)*P+) | < +00.

: (k+149)(s+1) . . .
Soit v > v + T2 Alors Qp(-) est une fonction partiellement dérivable (par rapport
a chaque variable) de RY dans L(Ba g, Bagnr), et on a Q) = Qpy1-

L'égalité Q) = Qr41 est bien sir & considérer au sens de I'abus de notation mentionnée
ci-dessus. Les preuves de ces deux propositions sont reportées a la sous-section suivante.

Pour obtenir les points (i) (i) et (iii) ci-dessus, il suffit d’appliquer ces deux propositions
avec 8 = a, et ¥ = gp ou ¥ = 7, en vérifiant pour chaque application que les hypothéses (6.48)
(6.49) (6.50) (6.51) et les condition sur vy dans (7) (i7) ou (i7i) permettent bien d’appliquer ces
deux propositions. Pour compléter la preuve de la proposition 6.12, nous donnons ci-dessous
les détails de ces vérifications. Rappelons qu’on a noté B, = B 4, pour simplifier.

Vérification de (i) pour uw = 0. Considérons v € I tel que Tp(y) € I, c’est-a-dire tel que
a<vy<7%—(s+1)eo/c. En utilisant (6.52), on a :

a(y+1) <a(y+p8)=a(y+a) <aH+a)—(s+1)gg < (s+1)n+4.

Comme en outre on a g9 < & et que R(6), S(#) et M () sont > 1, les hypothéses (6.48) (6.49)
(avec j = 0) nous permettent d’appliquer la proposition 6.13 avec k = 0, 8 = a, ¥ = &y,
qui assure que Q(-) € C;° (U, L(B,,By)), avec v/ = v + (s + 1)/c. Le point (i) est donc
démontré pour u = 0, car v = Ty(7).

Vérification de (i) pour u = 7. Soit v € I tel que T () € I, c’est-a-dire tel que a < v <
¥ —(s+1)7/a. On aici

ay+ 1) <ay+p8)=aly+a)<aF+a)—(s+1)7 < (s+1)np+d—(s+1)7

= (s+1)(n—7)+06
(s+1)|n] +9.

A

Comme gy < 0, les hypotheses (6.50) (6.51) (avec j = 0) permettent d’appliquer la pro-
position 6.13 avec k = 0, f = a, 9 = 7, qui assure que Q(:) € C},”(U,E(BW,BW/)) avec
v =~4 7(s+ 1)/a. Ceci prouve le point (i) pour u = 7, car 7' = T (7).

Vérification de (ii). Soit j € {1,..., [m]}, et soit v € I tel que TV (7) := v+ (s+1)(1+&0)/cx
soit aussi dans I, c’est-a-dire : a <y <5 —j(s+1)(1+¢9)/c. On aici :

o(r+1) < a(f+7) = aly+a) < ai+a—j CEDEID (a4

de sorte que les hypothéses (6.48) (6.49) permettent d’appliquer avec § = a, ¥ = ¢y, d'une
part la proposition 6.14 avec k = j — 1, d’autre part la proposition 6.13 avec k = j. Dot :
Q() € CIT* (U, L(B,,B,)) avec 7' := v + (j + £0)(s + 1)/a. D'ott (i4) car on a clairement
v < le(’y) := 5, donc By — B, et finalement L(B,B,) — L(B,B,).

Vérification de (iii). Soit j € {1,...,|m]}, et soit v € I tel que

T.T(v) =7+ (s + 1) (j(1 +e0) +7)/a €1,
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c’est-a-dire :
a<y<y—(s+1)(j(1+e0)+7)/c.
Posons v; 1= le(’y) et v, = TTle(’y). Du point (ii) et de B,, < B, _, on sait que Q(-) est

de classe C? de R? dans £(B,, B, ) avec QU (-) = Q;(-). Pour montrer le propriété (i), il
reste & établir que Q;(-) est 7-holderienne. On a ici

aF+a—(s+1)(t+j(1+e0))/c)
(s+1)n+6—(s+1)(7+))
(s+1)(n—7—3)+0
(s+1)(ln] —J) +o0.

a(y+1) <a(f+7) =aly+a)

(VAN VAN VARSI VAN

Comme ¢y < 0, les hypothéses (6.50) (6.51) permettent donc d’appliquer la proposition 6.13
avec k = j, B=a, ¥ =7. Dou Q;(-) € C"(R%, B,,B./) avec v/ = v+ (j +7)(s + 1)/a, et par
conséquent Q;(+) € C"(R%, B, B, ) car, comme 7 < v, By < By, .

6.6.4 Démonstration des propositions 6.13 et 6.14.

Dans le cas particulier de I'exemple 1 (page 176), conduisant aux fonctionnelles additives
de (X, )n, les propositions 6.13 et 6.14 peuvent étre établies en appliquant directement les
résultats de [48, Section. 11]. Dans le cas général des fonctionnelles additives de (£(0k, Xx—1) )k,
avec & vérifiant (6.20) (6.21), les preuves de ces deux propositions sont semblables, mais un
peu plus techniques.

Par commodité, on rappelle tout d’abord quelques notations et propriétés introduites au début
du chapitre et dans la section 6.2 qui seront systématiquement utilisées dans la suite. Soient
0 € G et (x,y) € E% Par définition de c(-) on a

d(Fpz, Fyy) < c(0) d(x,y).
On a noté M (0) = max(1,¢(0)) + d(zo, Fpxo), et p(z) =1+ d(z,zp). On a (lemme 6.5)
p(Fyz) < M(0) p(z).

Pour tous a €]0,1], (3,7) € R? tel que 0 < 8 < v, et tout (z,y) € E2, on a défini le poids
Dosr (@) = p(x)* p(y)*7 + p(2)* p(y)*”, et on a (lemme 6.5)

Ap s (For, Fpy) < M(0)*PH) A, 5. (2, y).

Enfin on a posé pour f: EF — C,

— |f(=)] _ |f(=) = fw)l
| flay = igg p(x)o1) et mags(f) = SuP{d(:v,y)a Do (2,9) r,y€E, v# y},

puis || flla,8,y := Ma,8,4(f)+|flay, la condition m, g ~(f) < +oo impliquant que |f|a,y < 400,
et donc || flla,3,y < +00, et définissant ainsi la norme sur By, 3.
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Ceci étant rappelé, on utilisera le lemme suivant. Soit ¢ : G X E — C mesurable. Supposons
qu’il existe deux constantes positives u et v et deux fonctions mesurables positives U(-) et
V(-) définies sur G telles que, pour tous 6 € G et z,y € E tels que d(xo,y) < d(zo,x), on ait :

q(0, )]
lq(0,2) — q(6,y)|

Posons (formellement) pour tous z € E et f € B, g~

U(9) p(z)" (6.54)
V(0)d(x,y)" p(x)". (6.55)

VANVAN

Kf(z) = E[q(ehx) f(F91$)] : (6'56)

Lemme 6.12. Sous les hypothéses (6.54) et (6.55), nous avons pour tous f € Byg et
x,y € E tels que d(xo,y) < d(zo,x),

K f(z)] < B[U@G)M(01)* ]| flan pla)t o0
(Kf(x)— Kf(y)| < E[UO1)c(0:1)*M(01)* ) mag.(f) dlz,y)* pla)" Aagq (2, y)
+ E[V(01) M(01)* V] | Flayy d(a,y)* p(a)? ply)*0 .

Démonstration. On a

K f(2)| < E[lq01,2) f(F2)|] < E[U®)p@)" |flanp(Fo,z)*0H)]
< E[U(0)M(0)* D] | flon pla)yHo0tD),

puis pour tout (z,y) € E? tel que d(zo,y) < d(wo,z)
Kf(@) - Ki(y)| < E[\q(el,x)! F(Frya) f(Fely)I] n E[U(F@lyn 4(01.2) q(el,w@
< JE[le)p(x)"ma,g,y(f) d(Falx,FelyWAa,ﬁ,V(Felx,Fely)]

n |f\a,sz[p<Fely>a“+” v<91>d<x,y>ap<x>”}

IN

JE[U<91> (61)° Mwl)awﬂ)] ey (1) A, )" p@)" Do (.3)
‘B [vwn Mwl)““*”} Flo d@,9)® p()” p(y)20+D,

ce qui démontre la seconde inégalité du lemme. O

Pour simplifier, nous donnons la preuve des propositions 6.13 et 6.14 dans le cas d = 1.
L’extension & d > 2 est simple en utilisant les dérivées partielles (et les opérateurs donnés
dans (6.53)). On rappelle que les noyaux de Fourier (cf Qo(t) ci-dessous) sont associés a
¢ : Gx E — R vérifiant les hypothéses (6.20) et (6.21). Par conséquent, il existe r, s € Rt avec
r < s+ 1, et deux applications R, S : G — R* mesurables telles que : V0 € G, V(z,y) € E?,

€6, )| R(0) p(x)”
1£(0,2) — £(0,y)] S(O) d(z,y) (p(=) +p(y))".

IN A
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Les opérateurs Qg (t) sont définis (formellement) par :
LER, v € B, (Qu()f)(w) = B[i*€(0r, 2) ™) f(Fy,a) ].

On utilisera dans la suite I'inégalité suivante, vérifice pour k € N* et tout (z,y) € E? tel que
d(y,zo) < d(z, ) :

16(0,2)" — £(0,9)*| < C S(0) R(O)" " d(x,y) p(ar)* Tt (6.57)
La preuve de cette inégalité est simple. En effet, de d(z,y) < p(x) + p(y) < 2p(z), il vient
€(0,2) — €0, y)| < 22 7S(O)d(x,y) p(z) 7 (6.58)

On déduit I'inégalité souhaitée en utilisant le fait que p(y) < p(x) et I'égalité

N
—_

(0, 2)" — £0,y)" = (£(0,2) — £(0,1)) Y _£(0,2) 110, y)",

0

o~
Il

Enfin on note pour b € Ret (6,2) € G x E :
ep(6, z) = 0,
Rappelons que, pour tout ¢ € R et ¢ €]0, 1], on a
lefe — 1] < 2|¢|”. (6.59)

Dans les majorations ci-dessous, nous utiliserons la notation C' pour désigner une constante
strictement positive, dont la valeur pourra changer d’une inégalité & I'autre. Ces constantes
pourront dépendre de Uentier k, de la constante s, et du point ty € R? en lequel on étudie la
régularité, mais elles ne dépendront, ni de la fonction générique f € B, g, ni de la variable
t € R?, ni enfin des points z,y € E.

Preuve de la proposition 6.13.
Soit tg € R donné. Pour t € R, on note h = t—t( et on suppose que |h| < 1. On a formellement
pour le moment

Kf(z) = Qr(t) f(z) — Qk(to) f(z) = E[g(61, ) f(Fp,z)],

avec
q(0,2) = (i&(0,2))" (er(6, ) — €1y (0, 2))- (6.60)
La proposition 6.13 est une conséquence du lemme 6.12 et des deux lemmes suivants. O

Lemme 6.13. La fonction q donnée en (6.60) vérifie 'hypothése (6.54) du lemme 6.12 avec :
U®) =2|h” RO et u=(k+0)r

etona:u+a(y+1) <aly +1).
Démonstration. D’aprés (6.59), on a |q(0,z)] < 2|h|?|€(0,x)|*TY. La fonction U(6) et la
constante u se déduisent donc des conditions sur £. Par hypothése dans la proposition 6.13,

onaay+ (k+9)(s+1) < ay, et onsait que r < s+ 1. D’ou le dernier point du lemme. [
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On rappelle que : V0 € G, R(6) := max(1, R(6)).

Lemme 6.14. La fonction q donnée en (6.60) vérifie I’hypothése (6.55) du lemme 6.12 avec
v=(k+9)(s+1)+as, et:

- Sik=0:V(0) =Clh|’ R6)” S(6),
- Sik>1:V(0) =Clh[” (RO S(0) + R(6)*7 S(0)%).
En outre on a : p(x)"Da,p(7,y) < 2865 (2,y), et p(z)? p(y)* 0T < Ay gy (2,y).

Démonstration. Soient z,y € E tels que d(y,xo) < d(z,x0). On a :

IQ(Hvx) - Q(eay)’ < ’é‘(e?x)k - §<97y)k’ ‘et(07$) - et0(07$)’ +
|£(97y)’k ‘ (et(eax) - eto(eax)) - (et(97y) - eto(97y)) ‘ )

et on notera que le premier terme dans le membre de droite ci-dessus est nul si & = 0. De
(6.57) et de
lec(0, ) — ery (0, x)| < 2[h|"[€(0,2)|” < 2[h|” R(0)"p(z)",

il vient que
€00, 2)F = £(0,9)"| lex(0, ) — ety (0, )| < C'|h]” R(O)* 7 S(0)d(w, )™ plar) k- HHIrster
Ecrivons maintenant

E0,z,y) = (et(G,x) - eto(ﬂ,:p)) - (et(ﬁ,y) - etO(G,y))
= e (0,7) (eh(G, x) — eh(Q,y)) + (eh(ﬂ,y) — 1) (etO(H,:I:) — etO(H,y)).

En appliquant (6.59) avec les exposants max(d, ), 9 et «, puis en utilisant les conditions sur
&, et enfin les inégalités p(y) < p(z) et |h| < 1, on obtient :

B0, 2,y)] < |en(0,z) —en(0,y)| + |en(0,y) — 1] |er, (6, 2) — €4, (6, 5)]
< 2R [¢(8, ) — £(8,) " 4 2(R[? 168, )| 20to|* €6, 2) — (8, y)|*
< 2fnf? (€0, 2)] + €(0,9)) "V e(0,2) — £(0.9)]" +
Ato|*[h|” 1€(0, ) |€(0, 2) — £(0,9)|
< CIR"R(0) ) p(a) x5 () d(w, ) () +

C|h|”R(6)"p(y)"" S(8)*d(x, )" p(x)**
< C[h)” R(0)”S(0)d(x,y)*p(x)" .
Dot comme [£(0, y)[* < R(6)" p(x)™,
€0, )" | B0, 2,9)] < C |h|” R(O) S(0) d(, y)* pla) EFrree.
Finalement, en utilisant les inégalités qui viennent d’étre établies, on a :
(0, 2) —a(0,y)] < CIlh[” RO S(O)d(w,y)* p(x) b HHOrrstIme g
Ch|” R(O) S(0)"d(w, y) p(ax) FHOrtes,
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sachant que le premier terme dans le membre de droite ci-dessus n’intervient pas lorsque
kE = 0. Ceci donne bien la fonction V(6) cherchée. L’expression de la constante v résulte de
I'inégalité suivante (utiliser r < s+ 1) :

max((k—1+19)r+s+1—a, (k:+19)r+as> < (k+Y)(s+1)+as.

Enfin, comme A, 5~ (7,y) < 2p(z)*'p(y)*? (car on a p(y) < p(z)), puis que r < s+ 1 et
ay+ (k+9)(s+ 1) < oy’ (par hypothése dans la proposition 6.13), on a

P(2)" D gy (2,y) < p(x) FFDEED 2p(2) 7 p(y)*8 < 2p(2)7 p(y) ™ < 200 5. (2, ).

Et, comme p(y) < p(x) et s+ 1 < 3, on a aussi

p(x)? p(y)*0 T = p(a) kTN Tasy()aGHl) = ()R stDFas ol F1=8) ) ()0l
< p(m)av+(k+19)(5+1)+a(5+l ﬁ)p(y) af
< p(2)* p(y)*”
< Aoe ﬁ,’y’( )
ce qui démontre bien la derniére inégalité du lemme 6.14. 0

Preuve de la proposition 6.14.
Soient t et tg € R. On note a nouveau h = t — tg, et on suppose que |h| < 1. Posons, pour
tout (6,2) e G x E :

q(0,z) = (i€(0,2))" (er(0, ) — ety (0,7) — i hE(, x) €4, (0, 2)). (6.61)
L’opérateur K associé a ¢(6,x) (via la formule (6.56)) correspond a :
K = Qk(t) — Qi(to) — h Qr41(to)-
Pour tout ¢ € R, on note ¢(c) = e — 1 — ic, de sorte que
0(6,2) = GE(0, 2)* e1y (6, 7) S(E(0, 2)). (6.62)
Rappelons que, par hypothése dans la proposition 6.14, ¢ €]0, 1] est tel que
ay+ (k+1+9)(s+1) <ay. (6.63)

Nous utiliserons dans la suite de cette preuve les deux inégalités suivantes : V(c,d) € R?,

[p(c)| < 2[el'+? (6.64)
[6(c) = $(d)| < 2]e—d| (|e|” +|d]"). (6.65)
La proposition 6.14 résulte du lemme 6.12 et des deux lemmes suivants. O

Lemme 6.15. La fonction q donnée en (6.61) vérifie 'hypothése (6.54) du lemme 6.12 avec :
U0) = C B RO et w=(k+1+0)r, (6.66)

etona:u+a(y+1) <aly +1)
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Démonstration. Les expressions de U(-) et u découlent de (6.62), (6.64) et des conditions sur
€. Le dernier point du lemme s’obtient en utilisant r» < s + 1 et (6.63). O

Lemme 6.16. La fonction q donnée en (6.61) vérifie ’hypothese (6.55) du lemme 6.12 avec :
V(0) = C[n[* (R(O)FTS(0) + R(O)FTHIS0)*) et v=(k+1+9)(s+1)+as.

En outre on a : p(x)*Aa gy (@,y) < 20050, y), et p(z)? p(y)* 0D < Ay (@, y).

Démonstration. Soit k € N. Soient z,y € E tels que d(y,xg) < d(z,xq) (donc p(y) < p(x)).
Procédons comme dans la preuve précédente. On a :

g0, 2) — q(0,y)] < 1£(0,2)F — £(0,9)"[ |o(h&(6, z))]
+ 168, 9)[*| ety (0, 2)D(hE(0, 7)) — €1y (68, y)D(RE(D, 1))
= D(0,z,y)+ E0,z,y).

(noter que D(6,z,y) = 0si k = 0). On obtient en utilisant (6.64) et (6.57) que :
D(0.w,y) < C |h|"* d(x,y)* S(0) R(O)" " p(x)* 1=+ EIT R(9)H7p(a) ).

De plus on a

B.) < RO )™ (|0(06(6.2) ~ 6(H0.0)] + 100000 e (0:) — 1, 0.9)]
= R(Q)kp(:r)rk (E1(9,:17, y) + Eo(0, x, y))
Or, d’apreés (6.65) (6.58) et p(y) < p(z), on a

2(h|[€(0, x) — £(0,9)|(|hE(0, 2)[” + [hE0,y)[”)
C [A" R(6)”S(0)d(w, y)*p(z)* T,

El(eax7y) S
<

et comme on a ey (6, x) — e, (0,y)] < 2|to]“|€(0,2) — £(0,y)|, on déduit de (6.64) que

Ex(0,2,y) < CIh[""RO) ™ p(y) ) S(0)*d(,y) p(z)**
< O ’h‘1-H‘}R(0)1-H951(6)o¢d(x7 y)ap(x)r(l-i-ﬂ)-i-as.

En utilisant les majorations ci-dessus et le fait que r < s + 1, on obtient bien les expressions
de V(+) et v souhaitées. Pour obtenir les derniéres propriétés du lemme, on procéde comme &
la fin de la preuve du lemme 6.14 en utilisant ici (6.63). 0
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Chapitre 7

Annexes.

ANNEXE A. DEMONSTRATION DES PROPOSITIONS 1.7-1.8.

Par commodité nous retranscrivons ci-dessous les hypothéses et les énoncés des proposi-
tions 1.7-1.8.

Définition de la fonction w.
Pour tout x = (x1,22,...,24) € R on note 2’ := (x2,...,74) € R¥1 et on considére la
fonction w définie, pour tout = € R?, par :

w(z) = —izy + ||2']|%. (7.1)

1
Remarque A.1. Siz; #0 et 2’ #0, on a —— < —5 —L1. La fonction —, définie sur
@l = ey 2 w

R4\ {0}, est donc intégrable en 0 d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli.

Dans les deux propositions suivantes, r désigne un réel strictement positif quelconque, et ’on
considére deux fonctions 6 et v de Cp* (B (0,7), (C), avec m précisé dans chacun des énoncés.

d—1

Proposition A.1. Soit m = max (%, 1) + & avec € €0, %[ On suppose que 0 est a support

compact dans B(0,r), que 8(0) = 0, et que v vérifie les deuzx conditions suivantes :

Vi€ {2,....d}, (8;0)(0) = 0, (7.2)

I(a,b) € (R%)?, Vo € B(0,7), alw(z)| < |v(x)| < blw(z)]. (7.3)
0 _
Alors la fonction q := - 1p(o,r) est intégrable sur R? et lim Hau%(j(a) = 0.

Proposition A.2. Soit m = max (%, 2) + £ avec € €0, %[ On suppose que 0 et v vérifient
les conditions de la proposition 1.7, et en outre que toutes les dérivées partielles premiéres et

secondes de 0 sont nulles en 0. Soit v € Cy* (B(O,r),(C) vérifiant les mémes hypotheses que v.

0 _
Alors la fonction q := — 1) est intégrable sur RY et lim ||a|]%(j(a) =0.
(XY ’ —+00

llall
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Pour établir ces deux propositions, nous commencons par introduire quelques notations.

Pour (wp,w})) €]0,+00[? tel que wy < wf, on note :

F07wo7w(’) = {:c = (z1,...,2q) € R? - wo < |w(z)| < wé}. (7.4)
Soit k € Z. On définit la "dilatation" Dy, sur R% en posant, pour = = (1, xa,...,2q4) € R :
Tr1 T2 Tq
et on note
!/
wo w
Tton, ety = Di(To,wg,00) = {2 = (21,...,74) €R? 7 Slw@)l < 4—2}, (7.6)

et plus simplement, I'y :=1T", 1o c’est-a-dire :

Ty = {o=(a1,...,20) €R? - 4klﬁ§|w(:€)|§4ik} (7.7)
Nous utiliserons plusieurs fois I'inclusion immédiate suivante :
Wk €N, Tjupur C B, V“’();f“’é) (7.8)
Posons 1
T = Too={z=(21,....20) €R? : g Slw(@) < 2} (7.9)
Comme f(; cI'_1uUTl'guUTIY, on a alors :
Vk € Z, Dyp(Tg) CTp_q1 UT, UT)iq (7.10)
Fixons maintenant r > 0 et ky € N* de sorte que 2k0‘/§ T <T.

D’aprés (7.8), on a pour tout p > ko — 1, I'), C B(0, g) C B(0, 2,%)@1) C B(0,7) et donc par
(7.10), pour tout k > ko,
Du(Te V2

Soit u : B(0,r) — C. On définit, pour tout k € N, la fonction uy sur B(0,r) en posant :
Vz € B(0,r), ug(x)=u(Dyx).

Remarquons que si k > kg, u est définie sur Dk(fa) et donc wug est bien définie sur fa. La
norme |- || = a été définie dans la définition 1.2.

Proposition A.3. Soit m un réel supérieur ou égal & 2. Soient p € C>°(R4\ {0}, C) a support
compact dans T'g, 6 € C"™(B(0,r),C), a support compact dans B(0,r), telle que 6(0) = 0 et

0 —~
v e Cy'(B(0,r),C) vérifiant (7.2) et (7.3). Alors la fonction p-X . prolongée par 0 sur R\ T,
Vg

0
appartient C?(Rd,C) et il existe K > 0 tel que, pour tout k > ko, Hp—kH ~ < K2F.
vk

m,['g —
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Proposition A.4. Soient e > 0 et m un réel supérieur ou égal a 2+¢€. Soient p, v, 6 vérifiant
les hypothéses de la proposition A.83 et ¥ vérifiant les mémes hypothéses que v. Supposons de
plus que :

Vi e{1,...,d}, (9;0)(0) =0, V(j,1) € {1,...,d}> (876)(0) = 0. (7.12)

0 —
Alors la fonction p—]i, prolongée par 0 sur R4\ Ty, appartient a C7*(R?, C) et il existe L > 0

< L2k

tel que, pour tout k > kg, on ait : Hp HmFo S

Uk U
La preuve des propositions A.3-A.4 est reportée a la fin de cette annexe.

Nous allons maintenant construire une partition de I'unité adaptée aux sous-ensembles f‘\; =
Dy (Ty), k € Z, puis démontrer les propositions A.1 et A.2 en utilisant cette partition de
I'unité et les propositions A.3-A 4.

Construction d’une partition de l'unité sur R®\ {0}.
Rappelons que [y = {zeR? : I <|w(z)| <2}. Définissons, pour tout k € Z,

L

1
Fk —Dk PO {.’EERd : G S\w(az)|§24—k}

o

Observons que Iy, contient T (cf. (7.7)).
Soit v € C (R4, R1), & support compact dans Iy, telle que

Vr €Ty, ~(z)=1.

Remarquons que vy o D_; € C°(R% RY) et que v o D_j est & support compact dans f;
Considérons maintenant, pour tout z € R? :

= H(D_yx) € [1, 400
k€EZ
Ona¢0)=0etsixz#0:

—In8 —In|w(z)| In2—In|w(z)]

zely & ke i , =1 ]

Comme l'intervalle précédent est de longueur 2, z # 0 appartient & au plus trois ensembles
Ty, et ¢(z) € [1, +oo[ car R4\ {0} = Upezl'y = Upezlp.
Remarquons aussi que par définition de ¢

VO ETZ, doDy=o. (7.13)

Proposition A.5. Soit p la fonction définie sur R\ {0} par : p(x) := Wg r € R%\ {0}.

Alors p € C*°(R4\ {0}, RT). De plus, p s’annule sur R\ (Fo U{0}) et on a :

Vo € R\ {0}, ) p(D_gz) = 1.
keZ
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Démonstration. Notons, pour tout p € Z, Int (T, UT,1) = {z € RY, 4,,% < |w(x)] < 4%,}

Vintérieur de ', UT 4 1. Comme R\ {0} = Upez Int (T, UT,41), il suffit donc de prouver que
¢ est de classe C* sur 'ouvert Int(I', UT',11). Soit x € Int(I', UL'y11) et k < p—2. Comme
&< & 41k, on a |w(x)| < %4% Ainsi x ¢ T'y; et 'y(D_k(mB: 0 car D_g(z) ¢ I'g. De méme si
k‘ >p+3,onadgp L < 4p+2 donc |w(z)| > 24% et ¢ € T'y and y(D_g(z)) = 0. Par suite, la
restriction de ¢ a I nt(Fp UIp41) est la somme finie Z,p;i_l voD_j et est donc de classe C™°
sur Int(I', UT'p41) comme somme finie de fonctions de classe C*°. La premiére affirmation de
la proposition A.5 est prouvée. -

Il est évident que Vo € R?\ (I'g U {0}), p(z) = 0 car v est & support compact dans T'y.
Enfin, comme V¢ € Z, ¢ o Dy = ¢, on a, pour tout 2 € R\ {0} :

Zp(D_kx Z,YD k) = Z’yD gx) = 1.
(D_gx)

keZ kGZ kEZ

Preuve de la proposition A.1.

Soit r > 0. Rappelons que kg € N* a été choisi tel que que 2,m‘/§1 < r de sorte que I'y, C B(0,r)
pour tout £ > kg — 1. Posons

1
C .= Uj2k0+1rj = {$ € ]Rd,O < "LU(JZ)| < (Z)kOJrl}.

Remarquons que B(0, %(%)ko“'l) \ {0} cc ccCcB(,r).

Soit 7' = %(i)k“l. Considérons € CP(R%,R), a support compact dans C telle que :
Ve € B(0,7"), n(z) = 1. Posons : ¢ := (1 — n)g. Comme ¢q; € ckm (R4, C), a support
compact dans K, -, et que la restriction de ¢1 & K,/ , appartient a Cy*(K, ., C), il résulte de
la proposition 1.5, appliquée avec O = K/, et u = q1, que lim|q| 4o ||a]] 21q](a) =0 car
m > d 1

Nous pouvons donc désormais supposer, quitte a considérer ng a la place de q, que :
Vo & C, q(z) = 0.

Pour prouver que ¢ est intégrable sur R? puis estimer §, nous allons utiliser la partition
de I'unité de la proposition A.5. Observons pour cela que D_;(C) = Ujsp,1D_p(I';) =
Ursko+1—kLe. Donc si k < ko — 1 alors D_;(C) C Up>oI'y. Comme f(; CcT_1UTyuTIy, il
résulte donc de la proposition A.5 que po D_j s’annule sur C si k < kg — 1. En outre, g(z) =0
si z ¢ CU{0}. Par conséquent, d’aprés la proposition A.5 :

“+o0

vz e R'\ {0}, q(z) = ) p(D_yx)q(x).

k=ko

Soit k > k. En effectuant le changement de variable ¢ = D_jx et en utilisant la proposi-
tion A.3, on obtient :

L oD la@lds = G [ o0 la(Deolat < Kfallo) (7.14)
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Comme la série Y~ [ra p(D—1x) [q(x)|dz converge, la fonction g est intégrable sur R? et
on a, pour tout a € R¢ :

+o0
Cj(a) = / q(m) e—i<x,a> dr = Z P(kal') q(x)e—i@, a>d.’IJ
R4

|
l\D
??‘
s
+
—
@
JF
S
—~
>
=
S|
~

(7.15)
ol on a posé pour tout k > ko : by (t) = p(t) ¢(Dit) 15 (t), sit € R4\ {0} et 9 ,(0) =0

Lemme A.1. Il existe C > 0 tel que Yk > ko, Vb € R, Hb||m\%c\p(b)] < C2F.

Preuve du lemme A.1. 1l suffit d’appliquer la proposition 1.5 avec O = {:U e R¢ % <
lw(z)] < 2} et u = 1y, , puis la proposition A.3. Remarquons en effet que vy, , € CCLmJ (R4, C),
& support compact dans fa = O et que la restriction de Yr,p & O appartient a Cp*(O,C) car
les trois fonctions p, 6 et v appartiennent a Cy'(O,C), |v| étant minorée par une constante
strictement positive sur O d’aprés (7.3). O
Montrons maintenant la propriété asymptotique annoncée sur ¢(a). Comme m > %, on
déduit du lemme A.1 et de la proposition A.3 que I'on a pour tout k > kg et b € R? :

1811 [, ()] < (1B + 1) [9r(B)] < (C + K) 2"
Puis, en utilisant le fait que ||a| < 4%||Dyal|, on obtient pour a € R\ {0} et k > kg :

d 1 1 C' + K
lall =" () [drp(Dra)| < (497 () (€ + K) 2% = == (7.16)
400
C+K ¢
Considérons alors § > 0 et k; > ko tel que Z + < 7 D’aprés (7.16), on a : Va € RY,
k=k1
= d-‘rl D < é
lall =" | Z Urp(Dra)| < 3.
k=k1
— Akm ok
D’aprés le lemme A.1, on a Va € R?\ {0}, |t ,(Dya)| < el et comme m > %51 on a
a
donc
a1 ] 1
lim all 2 d+1wk Dya) =0
1o 3 -
P 1 1)
Choisissons A > 0 tel que pour tout ||al| > A, ||a]| 2 Z (2 )dHWkW(DkaN < 3
k=ko

Par suite, d’aprés (7.15), on a, pour tout ||a|| > A, ”CLH%W(CLN < §. En d’autres termes, on

a bien montré que lim g o0 lal| = ¢(a) = 0. O
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Preuve de la proposition A.2.

La preuve de la proposition A.2 est analogue a la précédente. On utilise la proposition A.4 a la
place de la proposition A.3. Le terme en O(27%%) de (7.14) devient un terme en O(2-5(d-1+2))
et 'on obtient par le méme procédé I'intégrabilité de la nouvelle fonction ¢ et la méme égalité
(7.15) avec la nouvelle fonction )y, ,. Comme le terme en O(2%) du lemme A.1 devient un terme
en O(2F2=¢)) on obtient une inégalité analogue a I'inégalité (7.16) avec un terme majorant
en O(27%) a la place du majorant de (7.16) en O(27%). On conclut alors de la méme fagon.
Od

Preuve des propositions A.3 et A.4.
Nous utiliserons plusieurs fois le résultat élémentaire suivant :

Lemme A.2. Soit O un ouvert de R%. Soient f,g € Cj(O,C). Alors fg € C;(O,C) et :

[£9] oS HfHo,o [9] 0T HgHO,(’) [f]T,O'

Les propositions A.3 et A.4 se déduisent facilement des lemmes A.3, A.4 et A.5 énoncés ci-
dessous en utilisant la formule de Leibniz et le fait que toutes les dérivées partielles de p sont
bornées sur I'g. Les preuves des lemmes A.3-A.4-A.5 sont basées sur la propriété (7.11) et
I'inégalité des accroissements finis sur la boule B(0, 22—\?)

Rappelons que, pour toute fonction u : B(0,r) — C, on définit, pour tout k£ € N, la fonction

ug sur B(0,r) en posant : Vo € B(0,7), ug(z) = u(Dgz).

Lemme A.3. Soit m un réel supérieur ou égal a 2. Soit § € Cy*(B(0,r),C) telle que (0) = 0.
Il existe C,C",C" > 0 tels que, pour tout k > kg :

C
Bl < m) = [0%6k|, 5 < oF (7.17)
C/
Bl < m) =1 = [0°6,], 7 < o (7.18)
C//
18] =m| = [0°0x), 7 < 55 (7.19)

Lemme A.4. Soit m un réel supérieur ou égal a 2+ ¢, ¢ > 0. Soit 0 € C;'(B(0,r),C) telle
que 6(0) = 0 et vérifiant (7.12). Il existe D, D', D" > 0 tels que, pour tout k > ko :

1

8] < [m) = [[0%6k[|, 5 < D (55)** (7.20)
B1< lml =1 = [0°6d, 1 < D' ()" (7.21)
8= lm] = [0%8], 5, < D" ()" (7.22)

Lemme A.5. Soient m un réel supérieur ou égal a 2 et v € Cy'(B(0,r),C) vérifiant (7.2) et
(7.8). 1l existe d,d’',d" > 0 tels que, pour tout k > kg :

1
|M§wuﬁuyamﬂ§Mk (7.23)
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— < d'4* (7.24)
~ < d"4k (7.25)

Preuve du lemme A.3. Comme les dérivées partielles premiéres de 6 sont bornées sur B(0,r)
et que 6(0) = 0, il existe M > 0 tel que Yz € B(0,r), |6(z)] < M||z||. D’aprés (7.11), on
a donc |0k, 5 < M+/2/2%=1. Soient 3 € N tel que 1 < || < |m] et x € B(0,7). Alors
|0°0,,(x)| < ﬁy(aﬂa)(mxn. Ainsi (7.17) résulte du fait que les dérivées partielles de 6
d’ordre j = 1,...,[m] sont bornées sur B(0,7). Pour 8 = 0, (7.18) est une conséquence de
Vinégalité des accroissements finis car ||Dyz — Dyl < 5xllz — yl| et les dérivées partielles
premiéres de 6 sont bornées sur B(0,r). De méme, (7.18) est vérifice si 1 < || < |m]| —1
(plus précisement, [aﬂek]lf < 4%/ dans ce cas). Et enfin, si |5| = |[m] (> 2), on a pour tout

(2,y) €Ty
(0°6,) () — (0°61) (y)| < 4% (9°0)(Dyx) — (9°6)(Diy)| < 4%7 [369]73 o 1z —=ull"
d’ou (7.19). 0

Preuve du lemme A.J. Par hypothese, on a 68(0) = 0, (9;0)(0) = 0 et (8]%9)(0) = 0 pour
(4,0) € {1,...,d}% Si|B| <2 alors (7.20) résulte de l'existence d’une constante Kz > 0 telle
que : Yz € B(0,7), [0°0(x)| < Kg|z||>7!%17¢. Pour 2 < |8 < |m], (7.20) est évident. Puis
(7.21) pour 8 = 0 découle de ||Dyzx — Dyyl|| < i||x —y|l, (7.11) et du fait que les dérivées
partielles premiéres de 6 sont majorées en valeur absolue par C ( e sur B(0, 2)[1) Pour
|B] = 1, (7.21) s’obtient de méme en tenant compte des derlvees partielles secondes de 6
sur B(0, 2,9@) Pour 2 < |B] < [m]| — 1, les majorations (7.21) sont a établir uniquement
si m > 3 : les dérivées partielles d’ordre |3| + 1 de 6 étant bornées sur B(0, zk—\/z), on a

[0° Qk] 0 < C'( )3, Ce qui termine la preuve de (7.21). Enfin considérons |3| = [m]. Soit
(x,y) € FO .On a

(@°0)(@) — @80 < (50" (@°0)(Dir) — (076)(Day)|
< GO [0%6], o ()l — ol
D’ou (7.22) car [m]+7=m>2+¢. O

La preuve du lemme A.5 utilise le résultat suivant :

Lemme A.6. Soient m un réel supérieur ou égal & 2 et v € C™(B(0,r),C) vérifiant (7.2)
(7.3). Alors il existe ¢, , " > 0 tels que, pour tout k > ko :

18l < m) = [|0%|y 5 < 4k (7.26)
Bl < m) =1 = [0%0], 5 < z—k (7.27)
18] = [m] = [3%1@%% < 27 (7.28)
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Preuve du lemme A.6. D’aprés (7.3), on a |vg(z)| < blw(Dgz)| < 4%|w(:c)|, donc, d’apres
(7.9), Z. Par ailleurs, on a, pour tout x € B(0,r), (01v)(z) = ﬁ(@lv)(Dkx), ce
qui 1mphque H@lkaofa < 4%}}611’“0,3(0@ et Vj e {2,...,d}, (Ojug)(x) = 2%(8]-11)(Dkx).
D’aprés (7.2) et 'inégalité des accroissements finis (chaque dérivée partielle seconde de v est
bornée sur B(0,7)), il existe M > 0 tel que Vo € B(0,r), [(9jv)(x)| < M|z|. De (7.11), i
vient que ||9; kaO m <M 2‘[ . Ceci prouve (7.26) pour || = 1. Maintenant si 2 < || < LmJ
alors (0%vg)(x ) = ( )51( )52+ +Pa(9Pv)(Dpx) pour tout € B(0,7), et par conséquent
H@ﬁkaOJ:; < H@ UHO,B(O,T)' La preuve de (7.26) est ainsi compléte.

Prouvons d’abord (7.27) dans le cas 3 = 0. Posons V (z) = v(z) —(01v)(0) 1 pour x € B(0,r).
On a (01V)(0) = 0 et (02V)(0) = -+ = (94V)(0) = 0 par (7.2). Il existe donc M > 0 tel
que Vj € {1,...,d}, Vo € B(0,7), [(0;V)(x)] < M |lz||. Cette majoration et l'inégalité des
accroissements finis appliquée dans B(0, 2,6421) impliquent l'existence de C’ > 0 tel que 1'on
ait, pour tout (z,y) € IT)Q, |V (Dyx) — V(Dry)| < C/HDkx — Dyl < ,:Hx — yl||. Comme
vg(z) = V(Dyz) + (01v)(0) 3k, il existe C” > 0 tel que |vi(z) — vi(y)| < %HCB —y||. Dot
[U’f]l,ﬁ) < %’:‘

Etablissons maintenant (7.27) dans le cas |5] € {1,...,|m]| — 1}. Comme chaque dérivée
partielle d’ordre || + 1 de v est bornée sur B(0,r), il existe M > 0 tel que pour tout

—~2
(x7 y) € FO

|(07ue) () = (9%ur) ()| < 2|m,€|(5 v)(Dyz) — (870)(Dyy)|
M
< o IDgr — Dyl
< M 1
< =~ vl
< Myl
Ceci termine la preuve de (7.27). La preuve de (7.28) est analogue a celle de (7.19). O

Preuve du lemme A.5.
Preuve de (7.23). Par (7.3) et (7.9), on a Hl/ka0~ <24 " Soit j € {1,...,d}. Avec (7.26)
et I'inégalité précédente, on obtient

c 4783 64c
5 < (lowos ) (I 55) < ¢ o = oot

Raisonnons maintenant par récurrence. Soit £ € {1,...,|m] — 1}. Supposons que, pour tout
B € N tel que |B] < 4, il existe Cs > 0 tel que

o5

[o°(- o, < Csd"

Soit v € N tel que |y| = ¢ + 1. Comme 8‘*(1},{_1 .vg) = 0, la formule de Leibniz donne :

"= 3 ()P0 ) (7.20)

Uk Uk 5y Bty
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D’oi, en utilisant ’hypothése de récurrence et (7.26) :

ool < lits 5 (5) (1060 ) (Jo 00l )

B<y, B#Y

2.4k+1 v e
= (B)ots
B<y, B#y

(5 2 (He)

B<y, BFY
Ce qui termine la preuve de (7.23).

Preuve de (7.24). Supposons (3 = 0. En utilisant (7.27) et en procédant comme dans la preuve

~2
de (7.23), on obtient [ ]11“ < 64° 84¢ 4k car, pour tout (z,y) € Iy,
‘ 1 _ 1 | _ ’vk(x) — Uk(y)‘
ur(z)  or(y) ok () [or(y)]
L ok+s
< L], ey

64c

n lz —yl,

Examinons maintenant le cas |§| = 1. Soit j € {1, ...,d}. En utilisant le lemme A.2, (7.26)
(7.23) et 'inégalité précédente, on obtient que

1 1

[@E]lj} = Kajvk)‘@hﬁ)
< [|05orllo7 [iz]lfa + [95ue, H%ng
Uk k
< ol @15 Horo[jk]mg oyl (1 o)’
< 2 d4k64c

E(d4’“)2 = c"4",

Ceci démontre (7.24) pour | ﬁ | = 1. Pour compléter la preuve de (7.24), procédons a nouveau
par récurrence. Supposons que, pour un certain £ € {1,...,|m| — 2}, et pour tout 3 € N? tel
que |B] < ¢, il existe Dg > 0 tel que

[aﬁ(i)] < Dg4k. (7.30)

vk 1,y

Soient v € N? tel que |y| = ¢+ 1 et 8 < 7 tel que 3 # . En appliquant le lemme A.2, on a,

en simplifiant | - ||, 7 en || - [lo et [-], 7 en []1 :
[ 0 0], < [ 10 0+ o 19700 7w,

Vg Uk Uk

IN

[ } Haﬁ Ho”m % Mo
+ ol ( Dol + 170l 72 0),)
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Comme |B| < ¢, on obtient, en utilisant (7.26), (7.27), (7.23) et (7.30), l'existence d’une
constante Lg > 0 telle que [ Gﬁ( o 8( (vk)], < Lg4F . Liégalité (7.29) implique alors

I'existence d’une constante D, > 0 telle que [8”(1%)] <D, 4k D’ou la propriété souhaitée.
O

Preuve de (7.25). Soit v € N? tel que \'y| LmJ Sif<~5, 6#0,8#~ (donc |B] < [m] —1

et |y — 8| < |m] — 1), on a alors [ aﬂ( )a’v ﬁ(yk)] Ty < E4F pour un certain E > 0

(utiliser le lemme A.2 comme Ci—debsus et (7 26) (7.27) (7.23) (7.24)). Posons :

s=-0 X (P,

Uk 5<ry, 520,02

D’aprés (7.29), on a ’égalité : BW(L) = —i 0"y, + s et la remarque précédente montre que

[sk], 7= < E'4* pour un certain E' > 0. On majore de méme [si] - car Ty est borné. Enfin,
le lemme A2 et (7.23) (7.28) nous donnent [ 872};9] < E"4F pour un certain E” > 0. Ce

g
qui conduit a la majoration annoncée de [87( k)] . O
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ANNEXE B. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1.

Pour la commodité du lecteur, nous redonnons ci-dessous 1’énoncé du théoréme 4.1.

Théoréme B.1. Soient (B, ||-||) un espace de Banach et (By, ||-||o) un espace vectoriel (semi-)
normé tels que l'injection canonique i : B — By soit compacte. Soit T € L(B) tel que r(T) > 0.
Supposons qu’il existe 6 €]0,7(T)[ et R > 0 tels que

Ve B, (ITf <ollfll + Bl flo- (7.31)
Soit A € o(T) tel que |\ = r(T'). Alors A est une valeur propre de T

Démonstration du théoreme B.1.
Soient u,v € B tels que v = (A d — T)u. D’aprés (7.31),

Alllull < floll + [[Tul] < ol + 6][ull + Rflullo,
d’ou

lull < Rljullo + [[v]])- (7.32)

1
R
Soit (Ay)n ume suite de p(T) telle que lim, A, = A. Alors sup,, [|[(A\Id — T)7!|| = +oo.
Supposons en effet que M := sup,, ||[(A\nId — T)7!|| < +o0o. D’aprés (3.20), on a alors, pour
tous p,q € N,

I(ApZd = T) ™" = (Agld = T)7H| < MZ|X, = Aql.
La suite de Cauchy ((A,Id — T)™!),, est donc une suite convergente de £(B). Notons U =
lim,, (A, Id — T)~!. En faisant tendre n vers +oo dans I'égalité (A\,Id — T)"'(\,Id —T) =
(Anld—T)(\Id—T)™! = Id, on obtient U(Ad—T) = (A\[d—T)U = Id et donc que \Id—T
est inversible, d’inverse U, ce qui contredit ’hypothése A € o(T).

D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe f € B tel que sup,, ||(A\nId—T) L f| = +oo.
Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que
lim ||\, Id — T) 7 f|| = 4o0.
n
Posons alors a,, := ||(AId — T)7Lf| et ¢, = i()\n[d —T)~'f. Comme, pour tout n € N,

|on|l = 1, la compacité de 'injection canonique i permet de supposer, quitte a extraire a
nouveau une sous-suite, que la suite (¢, ), converge dans (Bo, || - ||o)-

Soient p,q € N. On a

(/\Id - T)(¢q - ?bp) = ()‘ - /\q)(ﬁq + ()‘qu - T)¢q - O‘ - Ap)‘bp - (/\pld - T)¢p
1 1

= (A=Ag)dg — (A= Ap)dp + (Eq - ;p)f
et en considérant (7.32) avec u = ¢4 — ¢, on a donc
1 1 1
ol <~ - A A E A=A ] - — .
16, = < 155 (Rl = dulo+ A =Ml + W= dyl + 10— lIAT) (739
Cette derniére inégalité montre que (¢y,), est une suite de Cauchy dans (B, || - ||). Donc (¢, )n

converge dans (B, ||-||). Posons ¢ := lim,, ¢,,. Remarquons que ¢ # 0 car ||¢|| = lim, ||¢,| = 1.
Comme limy, | T¢, — To|| = 0 et limp—ioo [[Andn — T'hn| = limni\\f\\ = 0, on obtient

T¢ = A¢ et X\ est bien une valeur propre de T'. O
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