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Résumé

L’objectif de ce travail est de développer des algorithmes de décomposition de
domaine pour des équations de 'océanographie. Les méthodes de décomposition de
domaine consistent a décomposer un domaine de calcul de grand taille en plusieurs
sous-domaines plus petits. Elles s’appliquaient jusqu’a présent a des problémes sta-
tionnaires, nous généralisons ici ce type de méthodes aux problémes en temps (’Sch-
warz Waveform Relaxation Methods’). Le principal but de cette nouvelle approche
est de simuler des problémes multiphysiques pour lesquels il est intéressant d’avoir
une discrétisation temporelle différente dans chaque sous-domaine.

Nous généralisons aux équations d’évolution une méthode récente qui consiste
a écrire les conditions transparentes (Conditions aux Limites Absorbantes) puis
les approche par des opérateurs différentiels d’ordre 1 dans la direction normale a
Iinterface et d’ordre 0 ou 1 dans la direction tangentielle.

Nous développons cette méthode premiérement pour I'équation de convection
diffusion qui traduit notamment I’advection des traceurs (température, salinité, tra-
ceurs passifs) dans 'océan. Nous approchons les opérateurs exacts par développe-
ment, de Taylor, ou par optimisation du taux de convergence. Nous démontrons que
les problémes aux limites introduits sont bien posés. Puis nous montrons la conver-
gence des algorithmes correspondants. Des résultats numériques sont implémentés
dans le cas avec ou sans recouvrement et mettent en évidence la réelle efficacité des
méthodes optimisées. Nous faisons ensuite un premier pas vers le couplage d’équa-
tions en implémentant un algorithme de couplage de I’équation de convection avec
I’équation de convection diffusion.

Ensuite nous traitons les équations de Saint Venant, moyennes verticales des
équations de Navier-Stokes en milieu tournant. Nous introduisons pour ce systéme
un algorithme de décomposition de domaine avec des conditions d’interface qui
s’obtiennent par des considérations physiques. Nous montrons que cet algorithme
est bien posé puis nous en démontrons la convergence. Des résultats numériques
concluants sont également exposés.

Mots-clés : méthode de décomposition de domaine, méthode de relazation d’ondes,
conditions aux limites absorbantes, méthode optimisée, couplage de modéles, pro-
blemes multi-physiques, équation de convection-diffusion, équations de Saint-Venant.



Abstract

The purpose of this work is to apply domain decomposition methods to some
oceanographic equations. Classical domain decomposition methods treat stationary
problems. We generalize in this work this method to the time dependent problems
resulting in a Schwarz Waveform Relaxation method. This allows to simulate mul-
tiphysic problems with for example different time steps in each subdomain.

The principle of this method is to write first the absorbing boundary conditions
on the interfaces, then to approximate them by differential operators of order 1 in
the normal direction to the interface and of order 0 or 1 in the tangential direction.

We analyse first the convection diffusion equation : we approximate the exact
operators by a Taylor development or by optimization of the convergence rate. We
show that the such introduce subdomain problems are well posed and that the
corresponding algorithm is convergent. Numerical results are implemented with or
without overlap and illustrate the efficiency of the method.

A first step towards coupling of equation is made in studying the coupling bet-
ween the convection equation with the convection diffusion equation. Similarly to
the domain decomposition method, we write transparent operators on the interface
then we approximate them. Encouraging numerical results are obtained.

We study then Shallow Water equations. We propose a domain decomposition
algorithm with interface conditions obtained by physical considerations. We show
that this algorithm is well-posed and is convergent. Numerical results are obtained.

Keywords : domain decomposition methods, Schwarz Waveform relaxzation me-
thods, absorbing boundary conditions, optimized transmission conditions, coupling
of equations, multiphyisic problems, convection diffusion equation, Shallow Water
equations
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Introduction

Introduction aux méthodes de décomposition de domaine et de couplage

La premiére étape dans la résolution numérique d’une équation aux dérivées par-
tielles est le maillage du domaine de calcul. Ceci permet de discrétiser 1’équation et
conduit a la résolution d’un systéme linéaire. Mais dans beaucoup de cas physiques
le domaine de calcul est de grande taille, et si ’on souhaite le mailler assez fine-
ment, le systéme linéaire correspondant ne peut étre ni stocké ni résolu par un seul
ordinateur.

Avec I’émergence des calculateurs paralléles, les méthodes de décomposition de
domaine ont suscité beaucoup d’intérét car elles offrent la possibilité de transfor-
mer un probléme de grande taille en une série de problémes gérables par un seul
ordinateur.

Ces méthodes consistent a décomposer le domaine initial en plusieurs sous-
domaines sur chacun desquels on utilise un processeur pour résoudre l'équation.
Les différents processeurs échangent des informations au niveau des interfaces com-
munes selon un processus itératif, pour converger vers la solution globale. On peut
définir autant d’algorithmes qu’il y a d’informations différentes & échanger au niveau
de l'interface; le probléeme est alors de choisir des conditions d’interface efficaces,
c.-a-d. qui ménent & des problémes bien posés et & une convergence rapide.

Les méthodes de décomposition de domaine ont d’abord été appliquées aux pro-
blémes stationnaires. Les prémisses de ces méthodes datent d’avant méme 'appa-
rition des ordinateurs. La premiére idée fut de H.A. Schwarz [42] qui mit au point
cette méthode pour établir des résultats d’existence et d’unicité d’une solution har-
monique sur des domaines composés de plusieurs sous-domaines de formes simples.
Avec l'apparition des ordinateurs cette méthode a été analysée et utilisée a des fins
calculatoires (voir par exemple P.L. Lions 1988 [35]). La méthode de Schwarz clas-
sique s’applique au cas ou les domaines se recouvrent et consiste a échanger des
données de Dirichlet entre les sous-domaines. Plus tard d’autres conditions d’inter-
face ont été implémentées rendant inutile le recouvrement pour converger (voir P.L.
Lions 1990 [36] et B. Després [11]). Dans ce cas les sous-domaines échangent des
conditions de type Robin (c.-a-d. une combinaison linéaire de conditions de Neu-
mann et de Dirichlet) au niveau des interfaces. Dans des travaux plus récents ces
conditions de Robin ont été généralisées et choisies de maniére judicieuse, notam-
ment en optimisant le taux de convergence. Cette méthode a été appliquée a la
résolution de I'équation de Helmholtz ([18] M.J. Gander, F. Magoulés et F. Na-
taf), ou de I’équation de convection-diffusion stationnaire (C. Japhet [27]). D’autres
conditions ont été mises en ceuvre pour 'équation de Helmholtz dans [9] (F. Collino,
S. Ghanemi et P. Joly) et pour I’équation de convection-diffusion dans [8] (C. Car-
lenzoli et A. Quarteroni). Plus généralement on trouvera dans [41] (A. Quarteroni
et A. Valli) une revue et une étude des différentes méthodes de décomposition de
domaine tant au niveau continu qu’au niveau discret.



Introduction

Les phénomeénes étudiés par des méthodes de décomposition de domaine sont en-
suite devenus de plus en plus complexes et le découpage en sous-domaines est devenu
un moyen d’adapter le schéma numérique, la discrétisation voire le modéle a la zone
géographique. On a alors affaire a un probléme de couplage d’équations. C’est le cas
par exemple en modélisation océanique, ot le caractére multi-échelle de la dynamique
est trés marqué. Ainsi 'océanographie cotiére, en plein développement actuellement,
requiert le couplage de modéles cotiers avec des modéles a grande échelle dont les
physiques sont différentes. La encore la difficulté du probléme réside dans I’écriture
des conditions d’interface. Pour le couplage de I’équation de convection-diffusion et
de I’équation de convection, on pourra trouver deux approches différentes de cou-
plage dans [21]| (F. Gastaldi, A. Quarteroni et G. Sacchi Landriani) et [15] (M.J.
Gander, L. Halpern et C. Japhet).

Introduction aux méthodes de relaxation d’ondes

Les méthodes de décomposition de domaine ont d’abord été appliquées a des
problémes stationnaires. Pour traiter des problémes d’évolution, la méthode habi-
tuellement utilisée consiste a discrétiser 1’équation en temps (on obtient donc une
suite de problémes stationnaires a résoudre) et a chaque pas de temps on résout le
probléme stationnaire correspondant par les méthodes décrites précédemment.

Le Tableau 1 décrit la méthode pour résoudre I'équation Ju/0t — A(u) = f
dans Q~x]0, 7T, u(-,0) = wy dans Q. On applique un schéma implicite en temps
de type Crank Nicolson a cette équation et on obtient u, 1 — %A(unﬂ) = G* ou
GY = u, + %A(un) + dt fri1/2 et ot u, désigne I'approximation de u au temps n
et dt le pas de temps. A chaque pas de temps n on résout le probléme spatial par
une méthode de décomposition de domaine, et pour cela on introduit pour chaque
sous-domaine Q= et QT les opérateurs d’interface B, et B, ... Nous donnons ici
I’exemple d’un découpage en deux sous-domaines mais cette méthode se généralise
aisément a un nombre quelconque de sous-domaines.

Dans le cas de 'algorithme de Schwarz classique (voir [42] H.A. Schwarz), on a
B, = Id et dans le cas de conditions de Robin B3, = 0/dn — a™ avec n le vec-
teur normal & linterface et a* des scalaires a choisir. Pour les conditions de Robin
généralisées (voir [27] C. Japhet) on a BZ,_ = 0/0n — a* + 30/0T + 0% /012 ot T
représente le vecteur tangent & l'interface.

Mais dans 'optique de la simulation de phénoménes multiphysiques ot I'on sou-
haiterait avoir des codes qui puissent tourner indépendamment 1'un de ’autre dans
chaque sous-domaine avec notamment des pas de temps différents, cette méthode
n’est pas satisfaisante.

10
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ul = wo|o-
v = wola+
Pour n=1,N
k=0
Tant que non convergence
Processeur 1 Processeur 2
{ uktl — %A(uffl) =G,y _, dans Q7 { vR Tl %A(vffl) = GY_, dans QF
Blass(tn ) = Blags(vy) sur T Blass (o) = Bllas(ury) sur I
k = k+1
Fin Tant que, fin algorithme de Schwarz
Uny1 = Uy,
Vg1 = vy

Fin des pas de temps

TAB. 1 — Méthode classique pour résoudre un probléme d’évolution par décomposi-
tion de domaine

Dans de récents travaux les méthodes de décomposition de domaine ont été
appliquées directement au probléme en temps. Ces méthodes ont pour origine les
itérations de Picard introduites a la fin du dix-neuviéme siécle pour étudier des équa-
tions différentielles ordinaires du type du/dt = f(u) (voir E. Picard [40] et E. Lind6lf
[32]). Cette méthode a été ensuite parallélisée par E. Lelarasmee, A.E. Ruehli et A.L.
Sangiovanni-Vincentelli [31] afin de résoudre numériquement un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires avec pour application la simulation du comportement
d’un circuit électronique. Cette méthode, appelée relaxation d’ondes, peut étre vue
comme une méthode de décomposition de domaine, cette identification a été faite
par M. Bjgrhus [6] pour des problémes hyperboliques du premier ordre et par M.J.
Gander et A. Stuart [19] pour des problémes paraboliques. Cette méthode consiste
a résoudre dans chaque sous-domaine le probléme sur tout I’'intervalle de temps et
a échanger des informations qui sont alors fonctions de la variable d’interface et du
temps. Le Tableau 2 dresse le schéma de cette méthode. Notons que nous pouvons
choisir une discrétisation en temps différente dans chaque sous-domaine.

Dans un premier temps, dans [19] (M.J. Gander et A. Stuart) et [20] (M.J. Gan-
der et H. Zhao) cette méthode a été appliquée a I’équation de la chaleur en utilisant
des conditions de transmission de type Dirichlet (algorithme de Schwarz classique

11
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Pour k=0, jusqu’a convergence

ug = wolo-
Ug = wo o+
Processeur 1 Processeur 2
8uakt+1 — ATy = Flo- dans Q™ x]0,T] av;:I — AWM = Flo+ dans QFx]0, T
uw*¥H( -, 0) = wolo- dans Q oFF(, -, 0) = wolg+ dans QF
Bayr (u ) = Bgyp (vF) sur Tx]0, T Biwr (v*11) = By (u*) sur I'x]0, T

Fin de I'algorithme de Schwarz

TAB. 2 — Méthode de Schwarz avec relaxation d’ondes

de type relaxation d’ondes) BgEWR = Zd. Puis des conditions de transmission plus
appropriées ont été mises en place (voir M.J. Gander, L. Halpern et F. Nataf [17] ou
pour I’équation des ondes en une dimension M.J. Gander et L. Halpern [16]). Elles
ne nécessitent plus de recouvrement entre les deux sous-domaines et sont calculées
de fagon & ce que la convergence de I’algorithme soit rapide.

Objectifs de la thése

Ce type de méthodes est potentiellement trés intéressant pour nombre d’applica-
tions. Parmi celles-ci, nous nous sommes plus particuliérement intéressé a la modéli-
sation océanique, ol les problémes multi-échelles et les opportunités de couplage mul-
tiphysique sont nombreux. C’est pourquoi nous travaillons dans un premier temps
sur I’équation de convection-diffusion en deux dimensions :

ou ou ou

- - — —vAu = Q T
a5 o) e —vBu = dans 9]0,
u(-,+,0) = wuy dans ),

+ conditions aux limites sur OS2,

qui traduit notamment 'advection des traceurs (température, salinité, traceurs pas-
sifs) dans l'océan. Dans un second temps nous nous intéressons aux équations de
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Saint-Venant :

;

% = fu— c—[;% +vAu + pj dans Qx]0, T,
% = —fu— C_[;g_Z+VAU+pZy dans Qx]0, T,
% = _H(% + g—Z) dans Qx]0, T,
(u,v,h)(+,-,0) = (uo, vo, ho) dans €,

[+ conditions aux limites sur 052,

qui est un modéle simple de la dynamique océanique. Ici les inconnues (u,v) et h
désignent le vecteur vitesse et la hauteur d’eau, f est la force de Coriolis, H la
hauteur moyenne initiale, ¢? la vitesse des ondes de gravité et (7,,7,) la tension du
vent.

Pour écrire nos algorithmes de décomposition de domaine, nous suivons le rai-
sonnement qui a été appliqué dans [27| (C. Japhet) pour I’équation de convection
diffusion stationnaire en deux dimensions, et dans [17] (M.J. Gander, L. Halpern et
F. Nataf) pour I'équation de convection diffusion instationnaire en une dimension.
Cette technique consiste a utiliser la théorie des conditions aux limites absorbantes,
d’abord introduite par B. Engquist et A. Majda [13] pour I’équation des ondes ou
des systémes hyperboliques du premier ordre, puis par L. Halpern [24| ou L. Hal-
pern et M. Schatzman [26] pour I'équation de Navier-Stokes. Cette théorie permet
de traiter des équations sur un domaine €2 non borné : la résolution numérique se fait
obligatoirement sur un sous-domaine borné €2, et pour que la solution sur €2, corres-
ponde a la solution sur 2, il faut écrire des conditions aux limites sur 02, telles que
sur cette frontiére aucune onde ne se réfléchisse : ce sont des conditions aux limites
absorbantes. Plus tard dans [38] (F. Nataf, F. Rogier et E. Sturler) cette technique
a été appliquée aux méthodes de décomposition de domaine, puisque 1’on cherche
également a rendre 'transparente’ l'interface fictive entre les deux sous-domaines.
Ceci méne a une convergence optimale de I'algorithme dans le sens ou 1’algorithme
converge en autant d’itérations qu’il y a de sous-domaines.

Toutefois ces opérateurs ne sont pas locaux et ne peuvent pas étre utilisés de fagon
pratique dans un algorithme et ainsi ils doivent étre approchés. Nous obtenons cette
approximation soit par développement de Taylor soit par optimisation du taux de
convergence.

Pour I’équation de convection-diffusion les opérateurs approchés auront la forme :

6_u
on

ou

ou
— :': —_— —_—
autBEr £y,

+ _
Bawru =

13
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avec n et 7 les vecteurs normal et tangent & l'interface. Et pour les équations de
Saint-Venant nous prendrons :
2 0
B yr (U, h) = —1/2—: + %hn + ( A E‘Sm Z ) U,

avec U = (u,v).

Pour chacune des équations nous montrons que les problémes aux limites corres-
pondants & ces conditions sont bien posés. Nous choisissons les paramétres a™, 3
et v pour ’équation de convection-diffusion, et les paramétres 9, A, u, \ et [L pour
les équations de Saint-Venant, et nous étudions les algorithmes de décomposition de
domaine associés. Dans un souci de simplification, nous traitons le cas particulier de
deux sous-domaines, mais les démonstrations se généralisent facilement & un nombre
quelconque de sous-domaines.

Plan de la thése

Ce travail se décompose en deux parties. La premiére est consacrée a la résolution
de I’équation de convection-diffusion et la deuxiéme aux équations de Saint-Venant.
Pour chacune de ces équations nous proposons un algorithme de décomposition de
domaine de type relaxation d’ondes. Nous montrons qu’il est bien posé et qu’il
converge. Nous proposons des schémas pour discrétiser ces algorithmes et nous don-
nons des résultats numériques qui illustrent 'efficacité des méthodes proposées.

La partie I est consacrée a I’équation de convection-diffusion.

Dans le Chapitre 1, nous étudions I’équation de convection-diffusion dans I'espace
R? et sur l'intervalle de temps ]0, +oo[. Nous rappelons des résultats d’existence,
d’unicité puis de régularité de la solution sur ce domaine.

Dans le Chapitre 2 nous généralisons 'algorithme de Schwarz classique au pro-
bléme de convection-diffusion instationnaire. Cela signifie que nous décomposons
I'espace R? en deux demi-plans se recouvrant (cette condition est nécessaire pour
que Dalgorithme converge), puis nous mettons en place des conditions de trans-
mission de type Dirichlet au niveau de I'interface. Nous montrons dans un premier
temps que cet algorithme est bien posé, puis nous démontrons qu’il converge. Mais
il est bien connu que cette méthode est peu performante : elle nécessite un recou-
vrement et sa convergence est lente; sa convergence est d’autant plus lente que le
recouvrement est petit. Nous cherchons alors de meilleurs opérateurs d’interface.
C’est I’objet du Chapitre 3 ot nous utilisons la théorie des conditions aux limites
absorbantes pour écrire des conditions de transmission qui ménent a la convergence
de I'algorithme en deux itérations. Ces opérateurs ne sont pas locaux et ne peuvent
par conséquent pas étre utilisés directement dans un algorithme. Nous devons les
approcher et pour cela nous introduisons des opérateurs d’interface d’ordre 0 ou 1.

14
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Dans le Chapitre 4 nous nous intéressons a l'algorithme avec des conditions de
transmission d’ordre 0. Nous étudions les problémes aux limites dans chaque sous-
domaine et montrons qu’ils sont bien posés. Nous pouvons alors définir ’algorithme
c.-a-d. nous pouvons expliciter le premier itéré.

Nous reprenons la méme étude dans le Chapitre 5 ot nous étudions I’algorithme
avec des conditions de transmission d’ordre 1.

Puis dans le Chapitre 6 nous démontrons la convergence des algorithmes avec
des conditions d’ordre 0 ou 1. Nous traitons d’abord le cas sans recouvrement et la
démonstration repose sur des estimations d’énergie. Puis nous nous intéressons au
cas avec recouvrement. Cette fois la convergence de I'algorithme est démontrée en
considérant le taux de convergence.

Les opérateurs d’interface d’ordre 0 (resp. 1) dépendent d’une (resp. 2) constante(s).
Dans le Chapitre 7 nous proposons et discutons plusieurs stratégies pour choisir ces
coefficients (développement, de Taylor, optimisation du taux de convergence).

Dans le Chapitre 8 nous analysons la discrétisation de I’équation de convection-
diffusion et plus particuliérement nous expliquons comment discrétiser les conditions
de transmission.

Dans le Chapitre 9 nous exposons des résultats numériques qui illustrent ’ef-
ficacité des méthodes optimisées. Nous traitons dans un premier temps le cas ou
la vitesse de convection est constante, cas que nous avons traité dans les chapitres
théoriques précédents. Puis nous étendons la méthode a des vitesses plus générales.
Pour chaque vitesse nous considérons le cas ou les sous-domaines se recouvrent ou
non.

Dans le Chapitre 10 nous abordons le probléme du couplage d’équations. Plus
particuliérement, nous étudions le couplage de ’équation de convection avec ’équa-
tion de convection-diffusion. Nous définissons la solution recherchée et proposons
un algorithme pour une vitesse de convection quelconque. Nous ne donnons aucun
résultat théorique mais nous mettons en ceuvre ces algorithmes et exposons des ré-
sultats numériques.

La partie II est consacrée aux équations de Saint-Venant.

Pour les équations de Saint-Venant nous suivons le méme cheminement que pour
I’équation de convection-diffusion.

Dans un premier temps (Chapitre 12) nous rappelons comment établir les équa-
tions de Saint-Venant et nous explicitons les approximations physiques qui sont
faites dans cette étude.

Dans le Chapitre 13 nous étudions les équations de Saint-Venant dans I’espace
R2. Nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour la solution du probléme
de Cauchy et nous donnons également des résultats de régularité.

Dans le Chapitre 14 nous nous plagons dans le demi-plan {(z,y),x > 0,y € R}
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et nous résolvons les équations de Saint-Venant grace a une transformée de Fourier-
Laplace (Fourier en y, Laplace en t). Nous montrons également quelques propriétés
pour la solution.

Dans le Chapitre 15 nous définissons I’algorithme de Schwarz classique de type
relaxation d’ondes pour les équations de Saint-Venant. Nous étudions dans un pre-
mier temps les problémes aux limites qui interviennent dans cet algorithme, nous
montrons qu’ils sont bien posés et nous donnons un résultat de régularité. Dans
un second temps nous définissons 1’algorithme complet puis nous montrons qu’il
converge.

Dans le Chapitre 16 nous cherchons un algorithme plus performant que 1’algo-
rithme de Schwarz classique, c.-a-d. nous cherchons a écrire des conditions de trans-
mission plus appropriées. Dans un premier temps nous explicitons des opérateurs
d’interface qui ménent a la convergence en deux itérations, puis nous considérons
des approximations de ces opérateurs. L’étude des algorithmes associés nécessite
deux lemmes de relévement et un lemme de positivité que nous démontrons dans la
Section 16.3.

Dans le Chapitre 17 nous étudions I’algorithme associé aux opérateurs approchés
d’ordre 0. Nous montrons que les problémes aux limites sont bien posés et nous
définissons I’algorithme correspondant. Au Chapitre 18 nous appliquons la méme
étude a 'algorithme avec des conditions d’ordre 1. Puis nous montrons au Chapitre
19 que les algorithmes avec des conditions d’ordre 0 ou 1 convergent. Enfin nous
approchons les opérateur exactes par des opérateurs différentiels au Chapitre 20.

Dans le Chapitre 21 nous retrouvons le schéma aux différences finies utilisé habi-
tuellement pour discrétiser les équations de Saint-Venant, par un calcul de flux aux
interfaces. Ceci nous permet alors de discrétiser facilement les opérateurs d’interface
que nous avons introduits dans les chapitres précédents.

Par ailleurs dans cette étude les solutions sont cherchées dans des espaces de

Sobolev anisotropes et nous utilisons des outils comme les transformées de Fourier
ou Laplace. Des annexes rappellent les définitions et théorémes utilisés.
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Premiére partie

Méthode de décomposition de
domaine appliquée a ’équation de
convection diffusion en dimension 2
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Chapitre 1

L’équation de convection-diffusion
dans 'espace entier

Dans ce premier chapitre nous étudions I’équation de convection diffusion sur
I'espace entier R? et sur I'intervalle de temps |0, T7.
Apreés avoir explicité ’équation de convection-diffusion dans la Section 1.1, nous
rappelons un résultat d’existence et d’unicité de la solution dans la Section 1.2. Puis
dans la Section 1.3 nous donnons un résultat de régularité.

1.1 Présentation du probléme

Le but de cette étude est de résoudre 1’équation de convection-diffusion dans
QO =R?:
ouw - ~
Eer-Vu—yAu:fdans Qx]0, T,
u(-,-,0) = uy dans €,

(1.1)

avec les données physiques

- a
b = ( b) la vitesse de convection,

v la viscosité strictement positive.

Le second membre f et la condition initiale uy seront précisés dans la section sui-
vante. Les coefficients a, b et v sont supposés constants dans la partie théorique.

19



Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Dans le but de travailler avec des solutions de carré intégrable en temps sur
10, 400, nous introduisons un probléme équivalent (voir Annexe B, Section B-5) :

%_l: +b-Vw —vAw+ cw = f dans Qx]0, +00],

w(-,-,0) = wy dans 2,

(1.2)

qui est déduit de (1.1) par le changement de variables w = e~“u (c est une constante
strictement positive), f = e f et wy = uy.
Nous notons alors £ I'opérateur de convection-diffusion ainsi introduit :

0
ot
Dans les sections suivantes, nous donnons un résultat d’existence, d’unicité et de
régularité pour le probléme (1.2).

L==+b-V-vA+ec (1.3)

1.2 Existence et unicité de la solution

Dans la suite, (-,-) désignera le produit scalaire dans L*(2) et || - || la norme
associée.
Nous considérons w € L*(]0, +oo[; H'(€2)), une solution faible de (1.2), en d’autres
termes w vérifie :

d L )
@(w, v) +v(Vw,Vov) + 5 ((b -Vw,v) — (b- Vo, w))

+ c(w,v) = (f,v) pour tout v de H'(£2),

w(-,+,0) = wp.

(1.4)

Théoréme 1.2.1 Si wy appartient a L*(Q) et si f appartient o L*(]0, +oo[; L*(Q))
alors il existe une unique solution faible de (1.2) appartenant a L*(]0, +oo[; L*(£2))N
12(10, +oof, ().

PREUVE : Ce résultat est classique, nous en rappelons la preuve.
Commengons par 'unicité. Nous multiplions (1.2) par w et nous intégrons sur ) :

1d 9
——|lw|* + v||Vw|]* + c||w|]* = (f,w).
Sl + AVl + el = (/)
Nous appliquons ensuite 'inégalité de Cauchy-Schwarz au second membre de cette
équation, puis nous utilisons I'inéquation (1.5) valable pour tout a, b et « strictement

positifs :
2

b
2ab < aa® + —, (1.5)
(@
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Chap. 1 L’équation de convection-diffusion dans ’espace entier

nous obtenons alors :

1d : 5 C 9 1 :
i - < |1l
ol + |Vl + Sl < 1)

L’intégration de cette inégalité sur |0,¢[, ¢ > 0, nous donne :

t t +oo
Sl +v [ IVu@)Pdo + 5 [ fwlo)Pdo < 5 [ 150 Pdo + o]
0 0 ¢Jo 2
(1.6)
Si nous nous ramenons au cas homogéne avec une condition initiale nulle (c.-a-d.
f =0, wy =0), I'inégalité (1.6) nous donne 'unicité de la solution dans les espaces
indiqués dans le théoréme.

Pour D'existence, nous rappelons d’abord les hypothéses wy € L?(Q) et f €
L*(]0, +oo[; L*(2)) qui montrent que le second membre de (1.6) est borné. Puis
nous appliquons la méthode de Galerkin : nous en rappelons ici les grandes lignes
mais plus de détails peuvent étre trouvés, par exemple, dans [10] (R. Dautray et
J.L. Lions).

L’espace H'() est un espace de Hilbert séparable. Tl existe donc une suite dénom-
brable de vecteurs (v;)j—1,., dont toute sous famille finie est libre et telle que la
réunion des espaces V;, engendrés par vy, - -+ , v, soit dense dans H*(Q).

Par densité pour tout wy dans L*(), il existe une suite (wo,, ) qui converge vers
wy et telle que wy,, soit dans V,,, pour tout m. Et nous avons wy,, = Z:il Qi V-
Nous cherchons a présent w,, dans V,,, c.-a-d. wp,(t) = D" gmi(t)v;, solution du
probléme :

d
%(wmv Uj) + U(Vwm, ij)—l—
Lb. v b-V = 1<j< (1)
5 ( : wm’vj)_( : vj’wm) +C(wmavj)_(f>vj)> >~)]>m,
Wi (0) = wop,.
L’équation (1.7) est équivalente au systéme différentiel d’ordre 1 suivant :
dgm r
Am— Bm_’m = Jm>
gt Bmn =1 (1.8)

Gm(0) = Gom

ou A, et B, sont les matrices de dimension m x m définies par (A,,);; = (vi,v;)
et (Bp)ij = v(Vu;, Vu;) + %((B-Vvi,vj) —(b- Vv, v;)) 4 ¢(v;, vj). Les vecteurs g,

Gom €t fr, de R™ ont respectivement pour j*™° élément : gy,;, ;i et (f, v;).
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Les v; étant linéairement indépendants, la matrice A,, est inversible et le systéme
(1.8) posséde une unique solution g, et par suite (1.7) posséde une unique solution
wy, telle que w, € L>(]0,4+00[; V;,) et dyw,, € L*(]0, +00; V).

Il ’agit a présent de montrer que w,, tend vers la solution de (1.4). Tout d’abord w,,
vérifie I'estimation a priori (1.6), ce que 'on montre en sommant pour 1 < j < m
la relation (1.7) multipliée par g,,;. Par conséquent w,, se trouve dans un borné
de L>(]0,4o0[; L*(Q)) N L*(]0, +oo[; H'(2)). Nous en déduisons des résultats de
convergence faible et faible x suivants : il existe une sous-suite (w,), telle que

w, —w faible x  dans L*(]0, +oo[; L*(27)),
w, — w faible dans  L*(]0, +oo[; H'(Q27)).

Ceci nous permet de passer a la limite dans (1.7). Par suite w, tend vers w,
la solution de (1.4). Nous en concluons 'existence de la solution de (1.4) dans
L>(]0, +o00[; L*(2)) N L2(]0, +oo[; H1()). O

Remarque 1 Une autre démonstration peut étre proposée. Elle repose sur une
étude par transformation de Fourier en espace de ’équation. Cette méthode permet
également de montrer le résultat de régularité présenté dans la section suivante.

1.3 Reégularité des solutions faibles

Le traitement des problémes d’évolution nécessite 'introduction d’espaces spé-
cifiques comme les espaces de Sobolev anisotropes. On se reportera a I’Annexe A,
pour la définition des espaces H™*(£2x]0,T[) et I’énoncé des théorémes de trace cor-
respondants. Nous rappelons ici les deux résultats de régularité suivants (voir [34]
J.L. Lions et E. Magenes).

Théoréme 1.3.1 Si f appartient o L*(]0,T[; L*(Q)) et si wo appartient a H'(Q)
alors w, la solution faible de (1.2), appartient a H*>'(Q2x]0,TY).

Théoréme 1.3.2 Si [ appartient o H“'/?(Qx]0,T]) et si wy appartient o H?()
alors w, la solution faible de (1.2), appartient a H>3/2(Qx]0, T|).

Dans les chapitres qui suivent, nous définissons des algorithmes de décomposition
de domaine pour résoudre le probléme (1.2). Nous verrons que la solution dans
chaque sous-domaine vérifie également les résultats de régularité des Théorémes
1.3.1 et 1.3.2.

Par ailleurs, nous présenterons des algorithmes de décomposition de domaine
qui nécessitent la connaissance de la trace de la solution sur la frontiére artifi-
cielle ainsi que la trace de ses dérivées en espace et en temps. Nous appliquons
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Chap. 1 L’équation de convection-diffusion dans ’espace entier

alors le théoréme de trace de I’Annexe A : pour §; un domaine de R?, les hypo-
théses du Théoréme 1.3.1 permettent (sous certaines conditions de compatibilité)
d’établir une bijection entre w de H*1(£;x]0,T[) et les traces de w et d,w dans
H3/23/4(9€,; )0, T) et HY/*1/4(9Q;x]0, T[). Avec les hypothéses du Théoréme 1.3.2
nous avons une bijections entre w de H*3/2(;x]0,T|) et les traces de w, d,w et
Oyw dans H®/25/4(9Q;x]0, T]), H3?34(0Q;x]0,T]) et HY/?Y4(9;x]0, T).
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Chapitre 2

Algorithme de Schwarz classique de
type relaxation d’ondes

Dans ce chapitre nous résolvons 1'équation (1.2) par une méthode de Schwarz
classique de type relaxation d’ondes. L’algorithme de Schwarz classique a été in-
troduit pour résoudre des problémes stationnaires par H.A. Schwarz [42], et a été
analysé entre autres par P.L. Lions 1988, [35]. Il consiste & échanger des données

de Dirichlet entre les sous-domaines : 1’algorithme correspondant est décrit dans le
Tableau 1 avec B, . = Zd.

class
Dans des travaux plus récents cette méthode a été généralisée aux problémes
d’évolution ; dans ’algorithme présentée dans le Tableau 2, cette méthode consiste
a prendre BSiWR = Zd. On trouvera une analyse de la méthode de Schwarz classique
de type relaxation d’ondes pour I’équation de la chaleur dans [19] (M.J. Gander et
A. Stuart) ou [20] (M.J. Gander et H. Zhao) .

2.1 Algorithme de Schwarz classique

Dans cette section nous considérons une décomposition de 'espace R? avec re-
couvrement. Nous verrons que le recouvrement est une hypothése nécessaire a la
convergence de l'algorithme de Schwarz classique.

Nous introduisons les demi-espaces Q~ =] — 0o, L[ xR et Q1 =]0, +oo[xR ou L re-
présente le recouvrement strictement positif. Nous définissons également les inter-
faces ', = {(z,y) € R? | x = L} et Ty = {(x,y) € R? | z = 0} (voir Figure 2.1).

Comme dans la méthode de Schwarz classique nous proposons ici un algorithme
de décomposition de domaine avec échange de données de Dirichlet entre les sous-
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

'

Ty Q+

Fic. 2.1 — Décomposition du domaine R? avec recouvrement

domaines :
L = f  dans Q x]0, +o0],
", -,0) = wy dans Q7 (2.1)
u"t! = " sur [';x]0, 400,
L™t = [ dans Q"x]0, +oo],
v"H(-,-0) = we dans QF, (2.2)
vt = u" sur Iyx]0, +o0],

avec u° et v° a préciser. Rappelons que 'opérateur £ a été défini en (1.3).

Dans la Section 2.2 nous montrons que chacun des problémes aux limites interve-
nant dans (2.1), (2.2) posséde une unique solution. Ceci nous permet de définir plus
préciséement u® et v° dans la Section 2.3 et de montrer que Palgorithme (2.1), (2.2)
est bien défini. La Section 2.4 est consacrée a la démonstration de la convergence de
I’algorithme.

2.2 Existence, unicité et régularité de la solution de
chaque sous-probléme
Nous étudions ici les problémes aux limites qui interviennent dans 1’algorithme

(2.1), (2.2). Nous ne traitons que le probléme dans 7, celui dans Q" se traitant de
facon identique. Nous introduisons le probléme :

Lu = f dans Q" x]0, +o0],
u(+,-,0) = wy dans Q" (2.3)
u = g  sur [';x]0, +ool.
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Chap. 2 Algorithme de relaxation d’ondes de type Schwarz classique

Dans le théoréme suivant nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour ce
probléme et nous donnons également un résultat de régularité.

Théoréme 2.2.1 Soit f dans L*(]0, +oo[; L*(Q2)) et wy dans H'(Q). Si g est dans
H3/2:3/4(Rx]0, +00|) et si la relation de compatibilité

Yy e R, g(y,0) = wo(L,y) (2.4)

est vérifiée, alors le probleme (2.3) posséde une unique solution u appartenant a
L>=(]0, +oo[; L2(Q7))NL(]0, +oo[; H(27)). De plus u appartient ¢ H*(2~ x]0, +00[).

PREUVE : La preuve de ce théoréme est classique, elle consiste a appliquer le
Théoréme A-3.2 si la relation de compatibilité (2.4) est vérifiée; dans ce cas nous
pouvons introduire un relévement U dans H*!(Q~x]0, +-00]) tel que

U(-,-,0) =wy dans Q7
U(L,-,-) =g sur I';x]0, +ool.

En considérant la variable u, = v — U, ceci nous conduit au probléme suivant (avec

fr=f—=LU € L*(]0, +o0[; L*())) :

L, = f. dans Q™ x]0, 400,
ur(-,-,0) = 0 dans Q7 (2.5)
Uy = 0 sur [';x]0,+o0[.

Comme pour le Théoréme 1.2.1, I'existence et 'unicité dans L°°(]0, +oo; L*(27))N
L*(]0, +o0[; HY(Q27)) de la solution de ce probléme se montre par une méthode de
Galerkin.

Pour montrer la régularité, nous prolongeons d’abord u, et f,. par 0 pour les
temps négatifs et nous notons u, et f. ces prolongements. Nous introduisons i, la
transformée de Fourier partielle en temps et en espace tangentielle, c.-a-d. en ¢ et
en y, de u, définie par

1

a,(z, k,w) = o
T

/ up(z,y, t)e "D dy dt,
RQ

et nous introduisons une définition analogue pour 1A‘,~. Nous appliquons alors la trans-
formée de Fourier a I'équation Lu, = f, dans Q= x R et nous obtenons I’équation
différentielle d’ordre 2 en = (voir Annexe B) :

020, o,

+a

/ ’ Vi, = . 2.
92 o + (iw + ¢ + bik + vk7)a, = f, (2.6)

-V
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Nous multiplions cette équation par u,., le conjugué de G,, et nous I'intégrons ensuite
en z sur | — oo, L[. Nous trouvons aprés intégration par parties :

L o, |?
/ v 6:; (z,-,) + (iw + ¢ + bik + vE*)|0,)*(z, -, ) | dx
—o0 (2.7)
B a4 S P = [ e e
a[L‘ ) uT VA 2 uT ) - e r ZU, Y uT ZU, Y xZ.

Dans (2.7) les termes de bord disparaissent puisque u, et donc u, est nul en z = L;
nous prenons alors la partie réelle de cette relation et en lui appliquant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz et la relation (1.5), nous obtenons pour tout a > 0 :

da, |

/OO (V O (xa',')+(c+uk2)|ﬁr|2(gg,.’.)> dx

L 1 - «
< 1P (.- - a2 (.- - )
— /Oo (2a|f7’| ("L‘a ) )+ 2|u7’| (:E? ? )) dl‘

Le choix o = ¢ + vk? donne d’une part

L L ‘]Acr‘z
/ |ﬂr|2<x7'7'> dx§ / 7('1’7'7') dﬂf, (28)

- oo €+ VE?|?

et d’autre part :

L
[ v
—00

Par ailleurs, par I'égalité de Parseval nous trouvons pour 5 = 0,1 ou 2 :

L
/// :wﬁw@ﬁ:///|W%$mhmwm%
RJR J—c0

et en utilisant (2.8) nous obtenons la majoration

/// dddt</// |k|26|f|2dddk;
xdydt < g ot k2P w dk.

Mais puisque pour 3 < 2, I'application k — |k|**/|c + vk?|? est une fonction continue
et bornée quand |k| tend vers 'infini, elle est donc bornée pour tout k& de R. Par
conséquent il existe une constante C strictement positive telle que

2 L
/// da:dydth/// If,|? dz dy dt, (2.10)
RJRJ -0

28

o, |?
ox

(x,-,)dx < /_ #(az, - ) d. (2.9)

2(c + vk?)

dPu, 2

oyP

7"

oys

7"

oys




Chap. 2 Algorithme de relaxation d’ondes de type Schwarz classique

nous avons de nouveau utilisé I’égalité de Parseval pour cette estimation.
Le méme raisonnement fournit pour 5 =0ou 1 :

g R L
/// 0 (8”") dxdydtgc/// If, |2 da dy dt. (2.11)
8195 RJR J—c0

Puisque f, € L*(R; L?(2)) nous tirons des relations (2.10) et (2.11) que u,, d,u,,
Oyuy, Opyu, et Oyyu, appartiennent a L*(R; L?(27)), c.-a-d. G,, 0,0, ikd, et kU,
sont dans L?(] — oo, L[xR x R). En revenant a I’équation (2.6) nous observons que
— 10,0, + iwi, est dans L?(] — oo, L[xR x R), ce qui s’écrit explicitement :

/// dxdkdw+/// |liwi,|*dx dk dw
R JR
+2Re/// urdxdk:dw<oo

Si nous récrivons le dernier terme de cette expression au moyen d’une intégration
par parties, nous obtenons :

2726/// uda:dkdw
R JR
, a, | o T
= —2Re | ivw dr dkdw | +2Re ivw—1u,(L, -, )dk dw,
RJR J—co R JR Ox

et puisque 0,(L, -, -) = 0, ce terme est nul. Nous en déduisons alors que iw, et 0,0,
sont dans L?(] — oo, L[xR x R) et par suite d;u, et d,,u, sont dans L?(R; L*(27)).

De ce dernier résultat et des points précédents nous concluons que u, est dans
H?*'(Q~ x R). Par suite u = u, + U est dans H*! (2~ x]0, +o0). 0

GQGT
22

2.3 Définition de ’algorithme

La premiére itération de I'algorithme (2.1), (2.2) s’écrit :

(L u’ = f dans Q x]0,4o0],
u’(-,-,0) = wy dans Q"
\ u'(L,-,-) = g sur I'px]0, +o0],
(2.12)
(L ° = [ dans Q*x]0, +oo],
0°(-,-,0) = wy dans QF,
0°(0,-,-) = go sur Ipx]0, +ool.
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Le théoréme qui suit indique qu’a partir du couple (u",v™) I'algorithme (2.1), (2.2)
définit un unique couple (u™*1 v"*1). Ce résultat repose sur le Théoréme A-3.2
qui donne la régularité des traces de (u",v") a partir desquelles (u™** v"1) est
construit. Le Théoréme 2.2.1 donne la régularité du couple (u™*1, v™*1).

Théoréme 2.3.1 Soit f dans L*(]0, +oo[; L*(Q)) et wy dans H'(Q). Soit gy dans
H3/2:3/4(Rx]0, +00|) et g1, dans H3?3/*(Rx]0, 4+-00[) tels que

9o(+,0) = we(0,-) et gr(-,0) = wo(L,-) surT. (2.13)

Alors Ualgorithme (2.1), (2.2) initialisé par (2.12), définit une suite unique (u™,v™)
dans H*' (2~ x]0, +-00[) x H*(QTx]0, +o0]).

PREUVE : Le Théoréme 2.2.1 et son analogue dans Q1 montrent que le probléme
(2.12) définit un unique couple (u°, v%) dans H?'1(Q~ x]0, +oo[) x H?' 1 (27 x]0, +00).
Par ailleurs si v™, solution de (2.2) a I’étape n, appartient a H*:1(Q%x]0, +00]), en
utilisant le théoréme de trace A-3.2 nous obtenons que v"(L, -, -) est dans 'espace
H3/23/4(R %0, +00[) avec v"™(L, -, 0) = wo(L, -).

Ainsi de nouveau par le Théoréme 2.2.1, le probléme (2.1) est bien posé dans
H?1(Q x]0, +0o0[). Nous réitérons le raisonnement dans QF, et par récurrence, nous
obtenons la preuve du théoréme. O

Nous montrons dans la section suivante que 'algorithme (2.1), (2.2) converge.

2.4 Convergence de I’algorithme

Le résultat suivant nous donne un résultat de convergence pour l'algorithme
(2.1), (2.2).
Théoréme 2.4.1 Soit f dans L*(]0, +oo[; L*(Q)) et wy dans H'(Q). Soit gy dans
H3/2:3/4(Rx]0, +00]) et gr. dans H3?:3/4(Rx]0, +-00|) vérifiant les relations de com-
patibilité (2.13). Alors Ualgorithme (2.1), (2.2) initialisé par (2.12), converge dans
H?1(Q7 x]0, +o00[) x H* (2" x]0, +00]).
PREUVE : Nous introduisons e} (resp. el), l'erreur de l'algorithme (2.1), (2.2)

a I'étape n > 0 dans le domaine Q~ (resp. Q) c.-a-d. €} = wy- — u” (resp.
el = wyo+ — v™), ot w est la solution de (1.2). Ces erreurs vérifient les relations
(Le" =0 dans Q7 x]0, +o0],
en(,,0) =0 dans Q°,
L en = "1 sur I'px]0, +o0f,
(2.14)
(Lel =0 dans Q" x]0, o0,
er(-,,0) =0 dans QF,
L ey = "' sur I'yx]0, +ool.




Chap. 2 Algorithme de relaxation d’ondes de type Schwarz classique

Nous prolongeons e et el! par 0 pour t < 0 (nous notons e} et e' ces pro-
longements). Nous avons e!(-,-,0) = 0 et e}(-,-,0) = 0, et donc en appliquant la
transformée de Fourier en y et t & ’équation de convection diffusion homogéne dans
Q™ x]0, +oo[ et QT x]0, +00[ nous obtenons (voir Annexe B) :

L&z, k,w) =0 pour (z,k,w) €] — 0o, L[xR x R,
et L&'z, k,w)=0 pour (z,k w) €]0,+00[xR x R,

ou £ = —vd*/02* + ad/dx + (i(w + bk) + ¢ + vE?).

Ainsi, €] (resp. €;) est solution d’une équation différentielle ordinaire dans
| — 00, L[xR x R (resp. |0, +oo[xR x R). Nous introduisons alors la quantité 0 =
a® + 4v(i(w + bk) + vk? + ¢) et §%/2 défini par

512 = % <R+m)l/2 +Z|]|L\/§<

avec R = a®+4vc+4v°k? et I = 4v(w+bk). Les racines du polynome caractéristique
de 'opérateur différentiel £ sont alors

1/2
—R+\/R2+I2) : (2.15)

1 _ 1
=g e e o= ga=). (@19

Comme dans [26] (L. Halpern et M. Schatzman) nous avons Re(o~) < 0 et Re(ot) > 0,
et pour que €, et &, ne croissent pas exponentiellement a ’infini nous imposons :

+

{ ez, k,w) =a"(k,w)e® *, z <L,

i (2.17)
ez, k,w) = p"(k,w)e” *, x>0,

ou o™ et 3" sont calculés grace aux conditions aux limites de (2.14) sur T'g et T', .
Nous obtenons alors @+t = (0™~ Lgn=1 gf gnitl — glom—oNLlgn=1 ¢ 5. .

énJrl('277 k’w) — 6(0770+)Lé371<x’ /{Z,(,LJ) sur ] — 00, L[XRQ,

et & (2, k,w) = e Tl (@ k,w)  sur ]0, +oo[xR%.

Nous définissons & présent le taux de convergence de I'algorithme (2.1), (2.2) :

plos) = |
et dans le but de trouver une borne supérieure a p, nous utilisons les relations
Re(c” —o") = Re(—6"?/v) < —aq,
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

ot o = (a? 4 4ve)Y? /\/2v est indépendant des variables de Fourier k et w.
Par conséquent nous obtenons p < e=*L d’ou |/ < e~*F[é" | puis

(L+ED? + (1 +w?)E )2 < (T+F)? + (1 +w?)e el 2 c-a-d.

len  llmae < e Jleg™ e

2.18
&5 e < e fleg ™ 219

Par récurrence il vient

e llarza < 2 (Jleh] rran + €Dl za)

lesllarz < 2o (bl e + [legll =) -

ou |A] désigne le plus grand entier inférieur a A.
En faisant tendre n vers l'infini nous obtenons que l'erreur de l’algorithme dans
chaque sous-domaine tend vers 0 et nous terminons la preuve. 0

Les relations (2.18) nous indiquent que la vitesse de convergence de I’algorithme
de Schwarz classique dépend de la taille du recouvrement L. L’algorithme conver-
gera d’autant plus vite que L sera grand. Le taux de convergence est méme égal a
1 si L est nul, c.-a-d. I"algorithme ne converge pas si il n’y a pas de recouvrement,
(car dans ce cas &""' = &"~! pour tout n).

Dans le chapitre suivant nous présentons un algorithme de relaxation d’ondes avec
des conditions de transmission mieux adaptées que celles de Dirichlet : elles ne néces-
sitent pas de recouvrement et sont choisies de facon a ce que le taux de convergence

soit minimal, nous assurant ainsi une convergence plus rapide.
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Chapitre 3

Algorithme de relaxation d’onde
optimal

Dans cette section, nous introduisons un algorithme de Schwarz de type relaxa-
tion d’ondes plus performant que la méthode de Schwarz classique que nous avons
présentée au Chapitre 2. Pour cela nous généralisons aux problémes d’évolution les
travaux de F. Nataf et F. Rogier [37] et de F. Nataf, F. Rogier et E. de Sturler
[38] qui utilisent des conditions limites absorbantes comme conditions d’interface,
rendant ainsi optimale la convergence de 'algorithme.

Contrairement a la méthode de Schwarz présentée précédemment, le recouvre-
ment n’est ici plus nécessaire a la convergence de ’algorithme. Nous introduisons
alors les deux domaines : Q= = R~ x R et Q7 = R* X R et notons I' 'interface
c-a-d., ' = {(x,y) € R? | = 0} (voir Figure 3.1).

v
81

Q+
cet—

F1G. 3.1 — Décomposition du domaine R?

Nous montrons dans la Section 3.1 que I’on peut écrire un algorithme de décom-
position de domaine avec des conditions de transmission qui entrainent la conver-

33



Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

gence en deux itérations. Nous verrons toutefois que les opérateurs correspondants
ne peuvent étre utilisés en pratique dans un algorithme et nous introduisons alors
dans la Section 3.2 des opérateurs approchés.

3.1 Conditions de transmission exactes

Nous considérons 1’algorithme de Schwarz suivant

( Lot = f dans Q7 x]0, 400/,
u"+1(-, -,0) = wp dans €2,
aunJrl . ov™ .
o —Su = o — 80" sur I'x]0, +oo, o)
¢ Lontl = f dans Q" x]0, o0,
V", -, 0) = w dans QF,
ov"tt R ou" o,
TE —Stu = —STu"  sur I'x]0, 4o00],

avec ST et S~ a définir. Ce seront des opérateurs pseudo-différentiels qui dépendent
de la variable d’espace y et de la variable de temps ¢.

Théoréme 3.1.1 L’algorithme (5.1) converge en deux itérations vers la solution de
(1.2) si les symboles de Fourier de ST et S~ sont o et o~ donnés par (2.16).

PREUVE :
Nous introduisons e (resp. el') 'erreur de I'algorithme a I’étape n dans le domaine
Q (resp. Q) c.-a-d. e} = wjgo- — u™ (resp. €} = wjo+ — v™), NOUS avons :

( Lel = 0 dans Q7 x]0, 00/,

(-, 0) =0 dans 7,

n+1 n
\ aeaux . S—GZH — a;xv — 5‘@2 sur TX]O, +OO[,
(3.2)

¢ /:€Z+1 = 0 dans Q+X]Ov +0o0l,

(., 0) -0 dans O,

a n+1 a n
| T S = Gy o Ste w0 ool

Comme nous I’avons montré au Chapitre 2, les transformées de Fourier des prolon-
gements par 0 pour les temps négatifs de €], et e} vérifient

{ &z, k,w) = a"(k,w)e” *  (z,k,w) €] — 0o, 0[xR x R

. (3.3)
e (x, kyw) = p"(k,w)e” © (x,k,w) €]0,+00[xR x R.
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Chap. 3 Algorithme de relaxation d’onde optimal

ou les coefficients 0" et o~ sont donnés par (2.16). Les relations suivantes sont alors
vérifiées : .
8eu +an

— _oTe" =0

ox “ ’

oo .. (3.4)
o0x 7%=

Par conséquent, si nous choisissons les opérateurs ST et S~ tels que leurs sym-
boles soient o et o, dés la deuxiéme itération, I'erreur dans chaque sous-domaine
vérifie I’équation de convection-diffusion homogéne avec une condition initiale nulle,
et une condition aux limites homogéne sur I'. Par unicité de la solution, nous obte-
nons alors que e, = 0 dans Q™ et e; = 0 dans Q. Par suite u' = wyg- et v! = w)g+.

O

Les opérateurs ST et S~ conduisent & la convergence en deux itérations vers la
solution globale du probléme, mais ils ne sont pas locaux; nous ne les connaissons
que par leur transformée de Fourier, trop cotliteuse a expliciter. Nous ne pouvons
donc pas mettre en ceuvre 1’algorithme précédent avec ces conditions de transmission.
C’est pourquoi nous allons approcher les symboles o et 0~ par des polynémes en &
et w dans lesquels nous reconnaitrons des transformées de Fourier. Nous obtiendrons
ainsi une approximation de S* sous forme d’opérateurs différentiels. C’est ’objet
du paragraphe suivant.

3.2 Algorithme de relaxation d’ondes avec des condi-
tions de transmission d’ordre 0 ou 1

Comme nous 'avons vu précédemment, nous ne pouvons pas calculer explicite-
ment les opérateurs ST et S~ dont les symboles de Fourier sont les ot et 0~ et cela
a cause de la racine carrée qui apparait dans (2.16).

Nous introduisons alors ici des polynomes de degré 0 ou 1 que nous noterons
respectivement op et oy :

aar:aer et Ua:a—p’
2v 2v
a+ . . . a— . .
af:—p—l—zwq—i—zbkq et o] = p—zwq—zbkq,
2v 2v

ot p > 0 et ¢ > 0. Dans ce cas les opérateurs correspondants sont différentiels :

SSL:a+p et SO_:a—p’

2v 2v (3.5)
+_atp 0 ,, 0 e _a-p O , 0 '
51 2v +q8t+ qay et Sy 2v Tt qay'
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Si dans I’algorithme (3.1), nous remplagons S* par Sf, nous obtenons un nouvel
algorithme avec des conditions de transmission d’ordre 0 si j = 0 ou d’ordre 1 si
j=1

Pour chacun de ces cas nous étudions l’algorithme correspondant. Nous nous
assurons dans un premier temps qu’il est bien posé : nous considérons le cas des
conditions d’ordre 0 au Chapitre 4 et d’ordre 1 au Chapitre 5. Ensuite nous mon-
trons que ces algorithmes convergent au Chapitre 6. Enfin, au Chapitre 7 nous
choisissons les paramétres p et ¢ de fagon a ce que les opérateurs 8].i soient une
bonne approximation (dans un sens a définir) des opérateurs S*.
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Chapitre 4

Algorithme avec conditions de
transmission d’ordre 0

Dans le chapitre précédent nous avons introduit un algorithme de relaxation
d’ondes optimal. Il est optimal dans le sens o il converge en deux itérations. Mais
nous avons vu que nous ne pouvions pas l'utiliser directement et nous avons in-
troduit des opérateurs différentiels pour approcher ces opérateurs optimaux. Nous
traitons ici le cas ol ces opérateurs approchés sont d’ordre 0.

Si dans l'algorithme (3.1) nous remplacons ST par S& donnés par (3.5), nous
obtenons un algorithme de relaxation d’ondes avec des conditions de transmission
d’ordre 0. Dans ce chapitre nous étudions I'algorithme :

Lt = f dans Q™ x]0, o0,
u”+1(.7.70) = wp dans Q°, (4 1)
a n+1 o 8 n _ .
6_Z _ %unﬂ — 8—2; - azypv" sur I'x]0, 400,
L™t = f dans Q7 x]0, +o0,
o™ (-, 0) = wy dans Q7 (4.2)
a n+1 a n .
8_” _ azﬂvnﬂ — 8u — a;pun sur I'x]0, +o0],

T v T v

avec u’ et v° & définir.

La Section 4.1 est consacrée a montrer que le probléme dans chaque sous-domaine
posséde une unique solution. Ceci nous assurera que 'algorithme est bien défini et
nous permettra de définir u° et v° dans la Section 4.2. La convergence de I’algorithme
(4.1), (4.2) sera montrée au Chapitre 6.
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4.1 Etude du probléme dans chaque sous-domaine

Nous étudions ici les problémes aux limites qui interviennent dans 1’algorithme
(4.1), (4.2). Nous ne traitons que le cas du domaine ©~, celui du domaine QT se
traitant de facon analogue. Nous introduisons le probléme :

Lu = f dans Q x]0, +o0],

u(-,+,0) = wy dans O, (4.3)
ou a—p

w9y 4 = 9 sw I'x]0, +o0].

Théoréme 4.1.1 Soit [ dans L*(]0, 4+oo[; L*(Q)), wo dans H'(Q)) et p > 0. Si g
est dans HY?:Y4(Rx]0, +o0|), alors le probleme (4.3) admet une unique solution u
dans L>(]0, 4+oo[; L*(Q7)) N L*(]0, +o0[; HY(Q27)) avec wr dans L*(]0, +-o0[; L*(T)).
De plus u appartient o H*'(Q~x]0, +00]).

PREUVE : Nous nous ramenons, dans un premier temps, a un probléme avec une
condition initiale nulle et une condition aux limites homogéne sur I'x]0, 4-o00].

Soit go une fonction de H3/2:3/4(Rx]0, +o0[) telle que go(-,0) = wy(0,-) sur T.
Puisque g+ (a—p)go/2v appartient & H'/2:1/4(Rx]0, +-00]), le Théoréme A-3.2 nous
donne l'existence d'un relévement U dans H>'(Q2™x]0, +-o00]) tel que

U(,-,0) = wy dans O,
U@ ,--) = g sur I'x]0, +o0],
ou a —

pgo sur I'x]0, +o0.

=Z00.-.) =
5y (0 ) 9+
Par suite nous avons trouvé U dans H*!(Q2~ x]0, +o00|) tel que 0,U—(a — p)U/2v =
g sur I'x]0, +o0].
Nous introduisons alors u, = u — U et nous posons f, = flo- — LU (nous
avons f, € L*(]0, +oo[; L*(27)) ). Nous sommes alors amené¢s a résoudre le probléme
suivant :

Lu, = f, dans Q x]0, +oo],

ur(+y+, 0) = 0 dans Q, (4.4)
ou, a—p

e 5, Ur 0  sur I'x]0, +o00]

Nous multiplions I'équation Lu, = f, par v € H'(£27), nous intégrons en espace puis
nous utilisons la condition aux limites sur I'x]0, +ool[. Si (-, )~ désigne le produit
scalaire dans L*(Q7) et || - ||~ la norme associée, nous obtenons alors la formulation
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Chap. 4 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 0

faible suivante :

d

+ c(up, v)o- + g / uvdy = (fr, v)q-pour tout v de H'(Q7), (4.5)
r
up(+,+,0) = 0.
Nous substituons v par u, dans cette formulation, nous obtenons :
1d
— Nl + VIV - + cllullg- + /\url2dy = (frur)o--  (4.6)
2dt 2 Jr

Nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité (1.5) sur le second membre
de cette égalité :

1d c
il 0l + S+ 5 [ Py < - @)

puis nous intégrons sur |0, ¢[, ¢ > 0, et nous obtenons :

1 t c [
ol )0 [ 1901 (@)do + 5 [l (o) do

p ! 2 1 ! 2
- dy < — _ d
+2/0 /F|ur| y< 20/0 115 (o) do

Cette estimation a priori nous donne I'unicité de la solution u, dans ’espace
L>=(]0, +o00[; L2(Q27)) N L2(]0, +oc[; HY(27)) et dont la trace sur I' appartient & Pes-
pace L2(]0, +o0f; LA(T)).

(4.8)

Pour I'existence, nous utilisons la méthode de Galerkin ; nous montrons avec les
notations de la démonstration du Théoréme 1.2.1 que u,, vérifie 'estimation a priori
(4.8). Par conséquent u,, est borné dans L>°(]0, +oo[; L*(27))NL%(]0, +oo[; H'(27))
indépendemment de m et sa trace sur I', t,,p, est bornée dans L?(]0, +-oo[; L*(I)).
Ceci nous donne des résultats de convergence faible et faible x et nous pouvons alors
passer a la limite dans (4.5) appliquée a u,, et montrer que u,, converge vers u,.
Ceci montre l'existence de u, dans L>(]0, +oo[; L*(Q7)) N L2(]0, +oc[; H (7)) avec
upr dans L*(]0, +oo[; L*(T')).

Nous montrons a présent la régularité.

Nous multiplions I'équation Lu, = f, par —0u,u, —¥10y,u,, avec y; une constante
strictement positive que nous choisirons plus loin, et nous intégrons sur €2~. Nous
détaillons ici le calcul de chacun des termes pour lesquels nous utilisons dans un
premier temps une intégration par parties puis la condition aux limites sur I' :

Oy = (a — p)u,/2v.
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

i. Le terme d’évolution est intégré par parties :
ou, 0%*u, N 0%u,
ot oz " o2 )
(O () Bu (0 (0w dw)  [Owdu
Not\oz ) ox ). "M\ \ay ) oy ). Jp 0t O

1d ||ou, 2 1d ||ou, 2 a—pld 9
=57 +m5 - 57 [ lul"dy.
2dt || Oz ||o- 2dt || 0y ||o- 2v 2dt Jp

ii. Le terme de convection est décomposé en deux parties. Par intégration par
parties nous trouvons d’abord

. ou, 0*u, N 9%u,
oz zz oY% ) o

. 0 (Ou,\ Ou, a 0 (Ou,\ Ou, —a/
C\0x \ 0z ) 9z ) T\ Bz Ay )’ 0y ) g I

2

ou, ay

Ox

_g/' 8ur 2 ﬂ 3ur 2d _a/ aur 2d
_2 T aSL’ 2 r 8y Y r 837 y
a / ou, 2 a1 ou, 2
=— = — dy.
2 Jp| Oz 2 Jr| 0y

De facon similaire nous avons :

s du, 82ur+ 0%u,
Oy Ox? n 2 ) o

—b 2 % % + b g % % _b/au”au”d =0
S \oy\ oz ) 0z )y n dy \ 0y )’ 0y ) o r Oy Ox =

Par conséquent nous trouvons en utilisant la condition aux limites sur I,

- 0%u, 0%u, afa—p\? 9 am ou,
(5w G ), =5 () [l S

dy
iii. Le terme de réaction est intégré par parties :

2

dy.

2

—c (ur,@+7102ur) :c‘ Our +cn u | —ca_p/|ur|2dy.
Ox? 0y? ) - 0 |- Y |- v Jp
iv. Le terme de diffusion est traité comme suit
2 2
v (Aur, 8&:; +mn a@;;)ﬂ
0u, 2 2u, 2 *u, 0%u,
- O Q- T dy? 0- Futm) (W’ y? )Q— .

40



Chap. 4 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 0

Or le troisiéeme terme de cette expression se récrit en utilisant successivement
une intégration par parties en y puis en x et enfin en utilisant la condition au

bord :
%, 0%u, o 9% [(Ou,\ Ou,
oz oy ) dx2 \ 0y )’ 0y ) o-

|l 2%u, 2 0 (0Ou,\ Ou, p
_‘&c@y Q-_/ra_y(&r) ay
B 0%u, 2 a—p 8ur2
_’8x8y Q__ 2v /r dy

En regroupant les calculs i. & iv. nous trouvons :

1d |||ou, | A, || / ) ( )
—— + — u.|=dy / Uy | 2 dy
2dt [' 0r |- n Y |- 2v [ ] |
2 2
ay, ou, ou, ou, a 9 82ur
— d — d
2 dy y+e ox Q,Jr on 8y Py +v 022 || -
0?u, 0*u, (a—p) [ |0u,|”
1 — (1 d
+vy a7 || +v(1+m) '&L’ﬁy . (1+m) 5 /F o y

(fr, 0 ur) + M (fr, 0 ur) .
0- 0-

Nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz et nous appliquons la relation (1.5)
au second membre de cette équation; en réarrangeant les termes nous obtenons
I’estimation suivante :

1d |||du,|? ou, ||” a—p 9 a—p aa—p 9
—— — dy| — —— — Ao d
2dt [' 0z || oy Il 2w /F|“”| W \“tay /F|“| Y
+(-5+2a+ >)/8urzd+ T3 [ 7
2 2 n r| Oy Y 0z || - n 0y ||o- Ox?
_'_I/'Yl aQUr ? —|—1/<1 I ) 82Ur ? < i(l + )Hf H2
2 || 0y? |- n 0xdy (|- — 2v Tl rlle--
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Nous multiplions alors (4.7) par une constante v strictement positive que nous
choisirons plus loin et ajoutons le résultat a I’estimation précédente. Nous obtenons :

%%[%Hur”é—""%ﬁ Z_+’71 %ur Q__ 2u /|ur\2dy
(-2 (0 575) frmrare (G o) [ 5]
+%Ilurllé—+(c+vw) % i+(’371+”72) aal;r i a;;r 2
% %2;7’ 2_4—1/(1—1—%) g;g; i_ < (%4‘211/( +%)) £ 11

(4.9)
Par hypothése la constante p est strictement positive et nous choisissons v; > a/p—1
et 72 > (a —p) (c+ala — p)/4v) /vp. Sous ces conditions les facteurs de [ |u,|* dy
et [. |0,u,|* dy sont positifs ou nuls. L’intégration de 'inégalité (4.9) sur intervalle
de temps |0, ¢[ implique alors

1

5 [l +|

A, ||? a—p 5
ol 0= 50 [ ..0m]

2 2
ou, ou, (U)> o
0-

ox oy
2 2 2
(o) + 21| 2l '8% wﬂdg
o-
(4.10)

o- 2 || Oy? 0xdy
V2 1
< (1 g
< (245 +%)/Hﬂh
Dans le cas ot p > a nous obtenons rapidement d’aprés l'estimation précédente
que u, appartient a L*(]0, +oo[; H*(€27)). Dans le cas contraire nous utilisons la
relation :

ou, 2 () +
~
0x || !

! CY2 2
[ Ll @) + e+ )
0

(5

(@) + (en+ )

2

0%, ||”
. (@)t

0x?

ou,
T d < T
e

valable pour tout o > 0. La premiére ligne de (4.10) est alors minorée par

a—p 9 a—pl
_ gl ¥ A 1— l
(% aQU)Hum +( QVQ)'

Nous choisissons « dans Uintervalle [(a — p)/2v, 2vy5/(a — p)] et cet intervalle n’est
pas réduit a I'ensemble nul sous la condition 75 > (a—p)?/(2v)%. Ainsi en choisissant

Q*

ou, 2
ox

-

42



Chap. 4 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 0

v2 > max((a — p) (¢ + ala — p)/4v) Jvp, (a — p)*/(2v)?), nous pouvons choisir « tel
que les quantités (7o — a(a — p)/2v) et 1 — (a — p)/2va soient positives ou nulles.
Ainsi nous avons également u, dans L?(]0, +oo[; H*(Q7)) quand p < a.

Par conséquent pour tout p > 0, u, appartient a L?(]0, +ool; H*>(Q7)). Par
ailleurs, nous déduisons de I'équation Lu, = f, que dyu, est dans L*(]0, +o0o[; L*(27))
et donc u, est dans H*'(Q~x]0 + oo[). Et puisque u, = U — u avec U dans
H?Y(Q~x]0 + oo), nous en déduisons le résultat du théoréme. 0

4.2 Définition de I’algorithme

Nous initialisons 1'algorithme (4.1), (4.2) comme suit :

( Lu’ = f dans Q x]0, +o0],

u’(-,-,0) = wy dans Q"

0 _

(95 P~y s X0, ool .
( Lo° = [ dans Q"x]0, +oo,

00(-,-,0) = wy dans QT

o a+p
50 "5 ¢ < h  sur I'x]0, 4o0].

Théoréme 4.2.1 Soit f dans L*(]0,+oo[; L*(2)), wo dans H'(Q) et p > 0. Soit
g dans HY?V4(Rx]0,4+o0|) et h dans HY?Y*(Rx]0,+o0|). L’algorithme (4.1),
(4.2) initialisé par (4.11) définit une suite unique (u™,v"™) dans H*1(Q~x]0, +o00[) x
H? QT x]0, +00[).

PREUVE : Le probléme (4.11) définit d’aprés le Théoréme 4.1.1 un unique couple
(u®,0%) dans H? 1(Q~ x]0, +o0[) x H?1(QFx]0, +00]).

Par ailleurs, si v", solution de (4.2), appartient & H? (2% x]0, +oc[) en appliquant
le théoréme de traces A-3.2, nous avons :

Un<07 ) ) € H3/273/4(RX]07 _'_OO[)v

ov"

o
Ceci signifie que g = 9,0"(0, -, -)—(a — p)v™(0, -, -) /2v est dans H'/%1/4(Rx]0, +-o0]).
Le Théoréme 4.1.1 nous donne alors Pexistence de u™™! dans H* (2~ x]0, +o0]).
Un raisonnement identique dans Q% termine la preuve. 0

(0,-,-) € H'? 4 (Rx]0, +00]).
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Chapitre 5

Algorithme avec conditions de
transmission d’ordre 1

Nous proposons & présent de remplacer les opérateurs S* de I'algorithme (3.1)
par les opérateurs différentiels S;¥ définis en (3.5) ; nous obtenons alors un algorithme
de relaxation d’ondes avec des conditions de transmission d’ordre 1. Nous étudions

ici ’algorithme suivant, :

(LTt = f dans Q™ x]0, T,
u" (-, -, 0) = wy dans O,
0 a—p 0 0 0 a—p 0 0
__ — b . n+1 _ __ 7 b s
(8:1: o it qay) ! (5 -2 ozt 19y
\ sur I'x]0, T7.
(L™t = f dans QF x]0, T,
v+ 0) = wy dans QF,

0 a+p 0 O\ py1 . (O a+p 0 0
< b >U B <0:c 2v Tt bq@y
\ sur I'x]0, T

avec u? et vV & définir.

)v" (5.1)

Dans la Section 5.1, nous montrons que les deux problémes aux limites intervenant
dans cet algorithme sont bien posés. Ceci nous permettra alors de montrer que
I’algorithme est bien défini dans la Section 5.2. La convergence sera démontrée au

Chapitre 6.
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

5.1 Etude du probléme aux limites dans chaque sous-
domaine

Nous étudions ici les problémes aux limites qui interviennent dans 1’algorithme
(5.1), (5.2). Les deux problémes étant similaires, nous travaillons sur le probléme
dans Q :

Lu = f dans Q x]0, +o0],

u(+, -, 0) = wy dans Q, (5.3)
ou a—p ou ou

5 o U + e + bqa—y = g  sur I'x]0, +o0].

Comme nous 'avons remarqué au paragraphe (1.3) nous devons imposer suffi-
samment de régularité & f et wy pour pouvoir définir sur I' la trace de dyu. C’est
pourquoi nous prendrons f dans H“'/2(Q2x]0, +o0[) et wy dans H?(€). Sous cette
condition, w, la solution de I’équation de convection diffusion dans R?, est une fonc-
tion de H*3/2(Qx]0, +o0l). Nous supposons par ailleurs que g s’écrit sous la forme :

_ _a=-p O 0
g—g1+( 5 +qat+bqay>go- (5.4)

avec
go € H?*5*(Rx]0, +00)

et g € H¥?3/*(Rx]0, +00|),
vérifiant les relations de compatibilité sur I" :
gO('7 0) = w0(07 ')7

wWo 5.6
50,0 = 520, .

Le résultat principal de ce chapitre est contenu dans le théoréme suivant :

(5.5)

Théoréme 5.1.1 Soit f dans H“'/2(Qx]0, +o00|) et wy dans H*(Q). Sip et q sont
strictement positifs, si g peut s’écrire sous la forme (5.4) avec gy et g1 donnés par
(5.5) et si les relations de compatibilité (5.6) sont vérifiées, alors le probléme (5.3)
posséde une unique solution u dans L*(]0, +oo[; L2(Q7)) N L2(]0, +oo[; HY(Q7))
avec ur dans L*(]0,+oo[; L*(I")) N L*(]0, +oc[; HY(T)). De plus w appartient o
H33/2(Q~ x]0, 4+-00]).

Ce théoréme est démontré en plusieurs étapes. Dans le paragraphe 5.1.1 nous mon-
trons que le probléme (5.3) posséde une unique solution dans L>°(]0, +oc[; L2(27))N
L*(]0, +o0[; HY(227)), puis dans le paragraphe 5.1.2 nous montrons la régularité de
cette solution.
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5.1.1 Existence et unicité de la solution

Nous introduisons le probléme intermédiaire suivant :

Lu, = f. dans Q" x]0, 400,
Zng.’ ’ Oa) —p ou ou I (5.7)
a; ——y, Ut 8; + bq 8yr = 0 sur I'x]0, +ool.

Si (-, )q- et || - [[o- désignent respectivement le produit scalaire et la norme dans

L*(©7) la formulation faible du probléme (5.7) s’écrit :

( Trouver u, tel que pour tout v dans H*(Q27)

d 1/ - .
pm ((ur,v)g— + qy/ Uy dy) + c(up, v)g- + = ((b -V, v)g- — (b- Vv,ur)g—>
/ . P

bquv ou, ov
+ v(Vu,, Vo)o- + g /Fuw dy + % . ( o v — a—ym) dy = (fr,v)a-,

L ur(+,-,0) =0.

(5.8)
Le Théoréme 5.1.2 donne un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme (5.7)
puis le résultat est généralisé au probléme (5.3) dans le Théoréme 5.1.3.

Théoréme 5.1.2 Soit f, dans H“/2(Q2x]0, +oc[). Sip et q sont strictement positifs
alors le probleme (5.7) posséde une unique solution dans L>(]0,+oo[; L*(27)) N
12()0, +ocf; H'(2°).

PREUVE : Nous considérons le probléme (5.7) et nous multiplions I’équation Lu, = f,
par u, puis nous intégrons sur {2~. En utilisant les conditions aux limites nous ob-
tenons :

1d p
Sl v [P ay] + cllu e+ oI VulB + 5 [ P dy = (frua-,
2dt T 2 I

et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité (1.5) :

1d p
Sor [l v [ P dy] + w4 o VulB + 5 [ Py
2dt T 2 I

1 c
< A+ A
< Solfelfa + Sl
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soit apres intégration sur |0, ¢[ (la condition initiale est identiquement nulle) :

i+ 0 [P O8]+ 5 [ ol (0)4

+y/ |Vur|3- (o) do + & //|u (0,9, 0) dydo (5.9)

<o [ Wl-to)do

Nous allons chercher d’autres estimations a priori, en multipliant I’équation Lu, = f,
par —0,,u,. Dans un premier temps nous écrivons les relations suivantes que nous
obtenons par intégrations par parties :

ou, 0%u, (O [(Ou\ Ou, _a
(55, <@ 6) %), -5
o (82ur 82ur) _ < 0? <8ur) 8ur)
0x? 7 0y? ) o- 0x2 \ 0y )’ 0y ) o-
:V‘ o%u, ||? _V/g <8ur) aurdy
0x0Yy || - rOy \ Ox ) Oy
Ainsi en multipliant I’équation Lu, = f, par —0y,u, et en intégrant le résultat sur
2~ nous trouvons :
1d ou, ||? g/ ou, |? 2 +V'82ur
2dt o 2.Jr| 0y o- 0xdy
o [0u,\ Ou, 9%u,
- o () S|, - (%),

dy
En utilisant la condition aux limites —0,u, = —(a — p)u,/2v + qOyu, + bgd,u, sur
', le deuxiéme terme de bord de (5.10) devient :

ou, 2
dy

2
0%u,

0y?

dy + v

0 5.10
ou, 2 ( )

dy

0 (0Ou,\ Ou, a—p ou, |” qu d ou, |”
i = dy + = — dy,
r Oy \ Ox ) Oy 2 Jp| Oy 2.dt Jp| Oy
ce qui conduit a :

1d | Ou, 2 +g/ ou, 2d Ly 0%, ||? Ly 0%u, ||?

2dt || 0y ||~ 2 .Jr| Oy Y 0Y? || o- 020y || -
_a—p/ 8ur2 %i 8ur2d
2 Jr| oy 2 dt Jr| Oy Y

ou,

+
C ay

2
82ur
Q- Q-
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Nous appliquons alors 'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité (1.5) au second
membre puis nous intégrons sur |0,¢[. Nous obtenons aprés avoir réarrangé les

termes :
1| ou, 2 qu ou, 2 0%u, 2
— — t)d d
|50+ % [15e] 0noas [ 5e] @
t 92u t au 2
d d 5.11
+y/ 8ayﬂ()a+c/ 8y()cr ( )
8ur

S5

Si f, est nul, les inégalités (5.9) et (5.11) nous donnent, grace a la positivité de p et
q, Punicité de la solution u, dans L>(]0, +oo[; L*(27)) N L*(]0, +o0[; HY(Q7)) avec
upr dans L®(]0, +oo[; L*(T)) N L*(]0, +oo[; H(T)).

Pour montrer I'existence, nous utilisons la méthode de Galerkin (voir [10] R.
Dautray et J.L. Lions). Comme au Chapitre 1, nous introduisons u,, la solution de
(5.8) dans un espace de dimension finie et cette solution vérifie également (5.9) et
(5.11). Avec I’hypothese f, dans L?(]0, +oc[; L?(Q2)), nous obtenons alors que wu,y,
reste dans un borné de L>(]0, +oo[; L*(Q7)) N L*(]0, +oo[; HY(27)) et que sa trace
sur T reste dans un borné de L>(]0, +oo[; L*(T')) N L*(]0, +oc[; HY(T)).

Ceci nous permet de déduire P'existence d’une sous-suite (u,) telle que :

O.0.0)dydo < o [ Il (o) do
vJo

Up — U faiblex  dans L>(]0, +-o00[; L*(27)),

Uy — U faible  dans L*(]0, +oc[; H'(Q7)),

u,(0,-,-) = u faiblex  dans L>(]0, +oo[; L*(T")),
]

uy(0,-,-) = u faible dans L*(]0, +oo[; H'(T)).

Nous pouvons alors passer a la limite dans (5.8) appliquée & wu,, et montrer que la
limite vers laquelle tend w, est solution de (5.7). O

Le théoréme suivant nous donne ’existence pour le probléme de départ (5.3).

Théoréme 5.1.3 Soit f dans H“'/2(Qx]0, +00|) et wy dans H*(Q). Si p et q sont
strictement positifs, si g peut s’écrire sous la forme (5.4) avec gy et g1 donnés par
(5.5) et si les relations de compatibilité (5.6) sont vérifiées, alors le probléme (5.3)
posséde une unique solution u dans L (]0, +oo[; L*(Q7))NLA(]0, +ool; HY(Q7)) avec
ur dans L>(]0, +ool; L*(T")) N L*(]0, +-o0[; HX(T')).

PREUVE : Pour démontrer ce théoréme nous nous ramenons a un probléme avec
une condition initiale nulle et une condition aux limites homogéne sur I'x]0, +ool.
Pour cela, nous appliquons le Théoréme de relévement A-3.2 et avec les hypothéses

(woj- g0, g1) € H(Q7) x HY*¥4(Rx]0, +00]) x H¥**4(Rx]0, +00]),
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

et les conditions de compatibilité (5.6), nous déduisons qu’il existe U appartenant a
H33/2(Q~ x]0, +oc) tel que :

Uu(,-,0) = wop- dans Q7
U(Oa'a') = 9o sur PX]0,+OO[,
g—g((),-,-) = 0 sur I'x]0, +oo.

Grace a la relation (5.4) ceci signifie que nous avons trouvé U dans H>?/2(Q~ x]0, +o0])
qui vérifie

ou a-—p ou oU

&8Py 4 % 4 bgT = gsur X0

o 7 +q6t + qay g sur I'x]0, 400/,

U(-,-,0) = woo- dans Q.

En introduisant u, = u—U, et f. = fio- — LU € H"/2(Q~x]0, 400[), nous sommes
amenés alors & résoudre le probléme (5.7) qui par le Théoréme 5.1.2 posséde une
unique solution u, dans L>(]0, +oc[; L*(Q27)) N L*(]0, +-c0[; H'(27)) avec u,r dans
L>(]0, +-o00[; L*(T))NL2(]0, +oo[; HY(T)). Par ailleurs U est dans H*%/2(~x]0, 4+oc])
qui est inclus dans L>(]0, 4+-o0[; L2(27))NL3(]0, +-00[; H(Q7)) et H>/25/4(T'x]0, +o0])
est inclus dans L*°(]0, +oo[; L*(I"))N L*(]0, +o00[; H(T")) (voir [7] H. Brezis). Nous en
concluons qu'il existe une unique solution u au probléme (5.3) dans I'espace indiqué
par le théoréme. 0

5.1.2 Reégularité de la solution

Nous montrons a présent un résultat de régularité pour la solution du probléme
(5.3). Pour cela, nous avons besoin de lemmes techniques indiquant que certaines
fonctions de k et w sont bornées. Pour des raisons de clarté, ces lemmes sont énoncés
et démontrés dans I’Annexe C.

Pour montrer le résultat de régularité, nous utilisons des transformées de Fourier.
Pour simplifier les calculs, nous nous ramenons a 1’équation de convection-diffusion
homogéne avec une condition initiale nulle. Pour cela, nous rappelons qu’avec les
hypothéses f dans H'/2(Qx]0, +o0]) et wy dans H?(£2), w, la solution de I'équation
de convection-diffusion sur le domaine entier Q, est dans H>3/2(Qx]0, +oo[). Nous
introduisons e, = u — wjo- et le probléme devient alors :

Le, = 0 dans Q x]0, 400,

eul+,+0) = 0 dans Q, (5.12)
de, a—p de, de,,

S oy G + hpvs + bqa—y = g, sur I'x]0,+ool,
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Chap. 5 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 1

ol gy = ¢ — (Z—Z] — aQ—pr + qaa—l; + bqg >|F est dans HY/21/4(Rx]0, +o0]).

Nous utilisons la définition des espaces de Sobolev anisotropes sur un demi-plan don-
née dans I’Annexe A. Ainsi pour montrer que e, appartient a H>%/2(Q~x]0, +o0]),
nous décomposons le résultat en trois parties. LLe Théoréme 5.1.4 prouve que e, ap-
partient & L?(R~; H*2(]0, +oo[; L2(R))) et le Théoréme 5.1.5 nous donne e, dans
L*(R~; L*(]0, +oo[; H3(R))). Ensuite nous obtenons que e, appartient a ’espace
H3(R™; L*(Rx]0, 400])) par le Théoréme 5.1.6.

Une premiére partie du résultat de régularité nous est donnée par le théoréme sui-
vant.

Théoréme 5.1.4 Si g, appartient & HY4(]0, +o0[; L2(R)) alors pour tout p stric-
tement positifs la solution de (5.12), e,, appartient ¢ L*(R~; H*2(]0, +oo[; L*(R))).

PREUVE : Nous prolongeons e, et g, par 0 pour les ¢ < 0 (nous notons e, et g, ces
prolongements). Nous prenons la transformée de Fourier de ’équation de convection
diffusion et en utilisant les mémes notations qu’au Chapitre 2, nous avons :

eu(z, k,w) = alk,w) e"+x,

ou « va étre déterminé par la condition aux limites du probléme (5.12) :

Oe, a-— Oe, e,
Fra Wpe" + qg + bqa—y g, sur I' x R. (5.13)
Notons que
5172 42 bk
0_+_a2 p+zq(w+bk) P +2mq(w+ )7
v

grace a la définition (2.16) de o™. Ainsi en appliquant la transformée de Fourier a
(5.13) nous trouvons la valeur de « et par conséquent, nous pouvons expliciter &, :

2v
p+ 02 + 2ui(w + bk)q

&u(z, k,w) = g, (k,w)e” .

Ainsi montrer que e, appartient a L?(R™; H%?(R; L*(R))), revient & montrer que

3/2
/ // |p+51/2+2m(w)+ bk)q) 2 2R g (ke w)|? da dk dw < oo,

(14w
(Re(o))2|p+ 612 + 2vi(w + bk)q)|

c.-a-d. 8.,| € L*(R x R). (5.14)
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Mais les Lemmes C-0.1 et C-0.2 nous donnent 'existence de deux constantes stric-
tement positives et indépendantes de k et w telles que

(1+w)"

1 2\1/8
( T ) < Cl et ;
p+ 612 + 2vi(w + bk)q)|

(Re(ot))1/2 —

S CSa

nous en déduisons alors

(1+w?)*[g, (k,w)|
(Re(o))/2|p + 0% + 2vi(w + bk)q)|

< C1C3(1+ w?)81g,, (k,w)].

Or le Théoréme A-4.1 nous indique que si g, est dans H'/4(]0, +-oc[; L3(R)), alors
g, est dans HY4(R; L?(R)). Nous avons alors montré (5.14) et par suite e, est dans
LA(R-; HO2(R; L2(R))). .

Le théoréeme suivant nous donne un deuxiéme résultat de régularité.

Théoréme 5.1.5 Si g peut s’écrire sous la forme (5.4) avec go et g1 donnés par
(5.5) et si les relations (5.6) sont vérifiées, alors pour tous p et q strictement positifs
la solution de (5.12), e, appartient a L*(R™; L*(]0, +oo[; H3(R))).

PREUVE : Comme dans la démonstration du Théoréme 5.1.4, nous nous ramenons
au probléme :

412 1+k2) N 2
/ // D+ 02 + 2vi(w + b)) @)e\g (k,w)|?de dk dw < oo,

(1 +k‘2)3/2
(Re(o+))'/2|p + 612 + 2vi(w + bk)q)|

c-a-d. 6., € L*(R x R). (5.15)

Pour la démonstration de (5.15), il est nécessaire d’expliciter g,, en décomposant g
en la somme (5.4). Nous obtenons

B ow a-p. ow ow
G = g_<8—:1:_ 2v +q§+bq8y>|
B a—p 0 0 ow
= <— 5 +q E -+ bqay) (g(J - U)‘[‘) —+ g1 — 8—x‘r (516)
B _a—p 0 g
= ( 5 +q8t—|—bq8y)ho+h1

ot hy = go — wyr appartient a H>?5/4(Rx]0,+o0[) et hy = g1 — (8, w) appar-
tient a H3/>3/4(Rx]0, +oo[). Or d’aprés les relations de compatibilité (5.6), hg et

52



Chap. 5 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 1

hy s’annulent au temps ¢ = 0, ce qui signifie que d’une part le prolongement par 0
de ces fonctions (notés hy et h;) appartiennent respectivement a H°>/%5/4(R x R) et
H3/23/4(R xR) (voir Théoréme A-4.1) et d’autre part nous obtenons que la transfor-
mée de Fourier de (—((a — p)/2v) + q0, + bgdy)hy est (—((a — p)/2v) +ig(w + bk))ho
(voir Annexe B).

Nous avons alors :

R a—p . 5 5
8l <1 = 2L+ i+ bR ol + [y,

puis nous montrons le résultat (5.15) en deux étapes.

i. D’aprés les Lemmes C-0.1 et C-0.2 de I’Annexe C, il existe deux constantes
Cs et U5 strictement positives et indépendantes de k et w telles que

(14 k2)1/4 =P 4 jg(w + bk)|

Tr) <
Re(e))2 =9 332 L avi(w + bk)a)

< Cs. (5.17)

Par conséquent nous avons

(1+ k232 |72 4 ig(w + bk)| ho(k, w)] N
(Re(o M) V2|p + 62 + 2vi(w + bk)q)] < CyCs(1 4+ k%) hg (k,w)].

Et puisque hg est dans H°/%5/4(R x R) nous en déduisons la premiére partie
du résultat.

ii. D’aprés les Lemmes C-0.1 et C-0.2 de I’Annexe C, il existe Cy et Cy telles que :

(1 +k52)1/2
lp+ 612 + 2vi(w + bk)q)|

14 E2)1/4
( * ) <02 et

(Rel )7 = =

et donc

(L+ k)2 |hy (k, w)

< 2\3/4 | .
Rele N 2p 5 07 1 2viw 7 oR)g)] = 2GRk, w)]

Et puisque h; est dans H%?%4(R x R) nous obtenons la seconde partie du
résultat.

Les résultats i. et ii. montrent (5.15) et nous obtenons par suite que e, appartient a
L2(R-; L(R; HY(R))). -

Nous donnons a présent le dernier résultat de régularité.
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Théoréme 5.1.6 Si g peut s’écrire sous la forme (5.4) avec gy et g1 donnés par
(5.5) et si les relations de compatibilité (5.6) sont vérifiées, alors pour tout p et q
strictement positifs la solution de (5.3), e, appartient o H3(R™; L?(Rx]0, +00[)).

PREUVE : 1l s’agit ici de montrer que e,, 0,€,, O..€, et O,3e, appartiennent a
L*(R™; L*(Rx]0, 400])) c.-a-d. suivant les notations introduites dans la démonstra-
tion des Théoréemes 5.1.4 et 5.1.5, il s’agit de montrer que :
lead
(Re(ot))Y/2|p + 612 + 2vi(w + bk)q)

“gw|(k7w) S LQ(R X R) pour j =1,2 et 3.

(5.18)
Nous montrons le résultat pour j = 3.
De méme que précédemment, le Lemme C-0.3 de I’Annexe C nous donne ’existence
d’une constante Cj strictement positive et indépendante de k et w telle que :
Ll

ety < Col(L+ )7+ (14 %)), (5.19)

Et le Lemme C-0.4 nous donne 'existence une constante C; telle que :

(1 + /{Z2)5/4 4 (1 +w2)5/8

< 23/4 | (1 2)3/8y 9
P02 T avi(w 1 k) TR )T (5:20)

Puis comme dans la démonstration du Théoréme 5.1.5, nous décomposons g,, sous
la forme (5.16), et nous montrons le résultat en deux étapes.
i. Pour la partie en hy nous utilisons les relations (5.17) et (5.19) et montrons
que :

lot]? | — 52 +ig(w + bk)|

Re(o ) 2]p 1 072 1 2wi(w 1 bE)g) 0l = CoCs((145*)%* 4 (14w?)>%) hg.

Et puisque hg est dans H%/%5/4(R x R), nous en déduisons la premiére partie
du résultat.

ii. De méme nous avons par (5.19) et (5.20) :

o2

(Re(at))V2|p + 612 4 2uvi(w + bk)q| —

((1+k;2)5/4+(1+w2)5/8) .

h
Cs Ip+ 612 + 2vi(w + bk)q)| ha]

< CgCq((1+ K23 + (1 + w?)3/3)|hy].

Et puisque h; est dans H%*2?%4(R x R) nous obtenons la seconde partie du
résultat.
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Chap. 5 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 1

Les résultats i. et ii. montrent que d,se, est dans L*(R™; L*(R x R)). En utili-
sant le méme procédé pour e,, 0., et J,.€,, nous obtenons que e, appartient a
H3(R™; L*(R x R)). O

Le théoréme suivant nous donne le résultat de régularité pour le probléme initial
(5.3).

Théoréme 5.1.7 Soit f dans H"'/?(Qx]0, +00|) et wy dans H*(Q). Sip et q sont
strictement positifs et si g peut s’écrire sous la forme (5.4) avec go et g1 donnés par
(5.5) et si les relations de compatibilité (5.6) sont vérifiées, alors le probléme (5.3)
posséde une unique solution u dans H>3/>(Q~ x]0, +00]).

PREUVE : En considérant w € H>%2(Q~x]0, +o0[) la solution de I’équation de
convection-diffusion dans R? et en introduisant e, = W)~ — U, NOUS SOmMmMes ameneés
a résoudre le probléme (5.12) qui par les Théorémes 5.1.4, 5.1.5 et 5.1.6 posséde une
unique solution dans H3?%2(Q~x]0, +o0o[). Nous en déduisons que u est également
dans H33/2(Q~x]0, +oc]). O

5.2 Définition de 'algorithme

Soit w™* un élément quelconque de H*3/2(Q2x]0, +00[) tel que w™*(-,-,0) = wy.
Nous définissons g = (9, —(a — p)/2v+q,+bqd,)w™ (0, -, -), h = (9, — (a + p) /2v —
q0; — bgd,)w™"(0, -, -) et nous initialisons 1'algorithme (5.1), (5.2) par :

( Lu’ = f dans Q™ x]0, 400/,

UO(', . O) = U}OIQ— dans Q_,

0 - 0 0

8& _&7Po + q@ + bq% = g sur I'x]0, +o00],

| Oz 2v ot oy
(5.21)

( Lo° = f dans Q" x]0, 00|,

UO(-, . O) = Wo|a+ dans QJr,

' a+p o’ o

ov” _ 2 v oy, r .
W 5, U gy q@y sur I'x]0, +00]

Théoréme 5.2.1 Soit f dans H“'/?(Qx]0, +oc[) et wy dans H*(Q). Soit p et g
deuzx réels strictement positifs. L’algorithme (5.1), (5.2) initialisé par (5.21) définit
une suite unique (u™,v"™) dans H>3/2(Q~x]0, +-00[)x H>3/2(QF x]0, +o0]).
PREUVE : Puisque w'™* est dans H*3/2(Qx]0, +o0]) avec w™*(-, -, 0) = wy, d’aprés
le Théoréme A-3.2 nous avons

w0, ) € HY*¥H(Rx]0, +00]),

awinit

5 (0) € H2: 3R x]0, +00]),
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

et les relations suivantes sont vérifiées sur I :

winit(o’ ) O) = w0(07 ')7

0winit 8’11]0

g (0,-,0) = —(0,-).

ox
En reprenant les notations du Théoréme 5.1.1, nous introduisons :

go = wiﬂit(()’ ) ')7

awinit
— (...
g1 o ( )y )a

ainsi g s’écrit ¢ = (—(a —p)/2v 4 q0/0t + bqd/y) go + g1 et go, g1 vérifient les
hypothéses du Théoréme 5.1.1. Le probléme (5.21) définit alors d’aprés le Théo-
réme 5.1.1 (et son équivalent dans Q) un unique couple (u° v°) appartenant a
H33/2(Q~ x]0, +-00[) x H>3/2(QFx]0, +00]).

Ensuite si v”, solution de (5.2), est dans H33/2(Q*x]0, +00]), en reprenant le raison-
nement que nous venons d’appliquer & «°, nous montrons, toujours par le Théoréme
5.1.1, que u™*! est défini dans H>3/2(Q~x]0, 4+-o0).

Un raisonnement analogue dans QF compléte la preuve.
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Chapitre 6

Convergence des algorithmes de
relaxation d’ondes

Dans ce chapitre nous montrons que les algorithmes introduits dans les Chapitres
4 et 5 convergent vers la solution du probléme global. Pour cela nous étendons au
cas instationnaire la preuve construite dans [37| (F. Nataf et F. Rogier) pour des
problémes stationnaires.

Dans un premier temps nous nous intéressons au probléme sans recouvrement.
Pour cela nous écrivons un lemme technique (Section 6.1.1) qui sera la base de la
démonstration de la convergence des algorithmes (4.1), (4.2) et (5.1), (5.2). Dans la
Section 6.1.2, nous détaillons le cas des algorithmes avec des conditions de trans-
mission d’ordre 0 (algorithme (4.1), (4.2)) et dans la Section 6.1.3 nous traitons
l'algorithme avec des conditions d’ordre 1 (algorithme (5.1), (5.2)).

Enfin dans la Section 6.2 nous introduisons le taux de convergence des algo-
rithmes optimisés et nous montrons que ceux-ci convergent dans le cas avec recou-
vrement.

6.1 Cas sans recouvrement

Nous étudions ici la convergence des algorithmes (4.1), (4.2) et (5.1), (5.2) quand
les domaines Q= et QT ne se recouvrent pas.

6.1.1 Reésultat préliminaire

Nous introduisons tout d’abord 'opérateur

10 8 &
S = (Eﬂjay 5y ) (6.1)
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

puis nous récrivons ’équation de convection-diffusion, en utilisant les opérateurs
Sji, j = 0,1 introduits en (3.5). Nous utilisons le fait que Sji sont des opérateurs
différentiels a coefficients constants et que par conséquent ils vérifient la propriété de
commutativité. Nous utilisons également la propriété ST+ S~ = S;’ +§; = a/v.
Nous avons :

2 0 .
L = —V@‘F(la—x—ys,
0? 0 s
L = —V@‘FV(S;_*FS] )a_:L‘_VS
0 0 _ _ s
9 - 0 + tQ- s
L = —U %_S] %_S] +I/(Sj Sj —S) (63)

Nous introduisons ici un lemme technique qui nous servira & montrer que 1’al-
gorithme avec conditions de transmission d’ordre 5 = 0 ou j = 1 converge. Nous
détaillons ces différents cas dans les sections suivantes.

Lemme 6.1.1 Si u est solution de Lu = 0 dans Q~ x]0, +o0[, alors pour j = 0,1,
nous avons l’égalité :

Z/%_SﬂL 2d _z/%—é‘_ 2d
2 Jp|Ox iUy r|Ox A
ou Ou ou
+_ S == = —— St 6.4
+V ((S_] S] )8.'1:’ 83:)9 +a’ (8.’1:"8'] u)ﬂ ( )

—a (8*%, u) —v (Ssu, (SJT — Sf)u)ﬂ_ = 0.
.

]61’ J J

PREUVE : Nous multiplions I’équation Lu = 0, avec L écrit sous la forme (6.2), par
Oyu — S; u puis nous intégrons sur 27 :

0 [0Ou B ou B 4 [ Ou B ou B
ou ou
+tSTu. — — ST — Sy, — — 8T =
+v (Sj S; u, o S; u) . v (S u, I S; u) . 0.

Apreés intégration par parties et simplifications, nous obtenons :

v ou 2 ou Ou ou
— — S ul d punidn — . S
Q/F Sy u y+1/(8] 83:’3:6)9 V(S] &L”SJ U)Q

% J

(6.5)

. Ou s e
—v (8 u’ﬁ_x)g_ +1/(S u, S; u)Q_ = 0.
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Chap. 6 Convergence des algorithmes de relaxation d’ondes

De facon analogue, nous multiplions I’équation Lu = 0, avec L écrit sous la forme
(6.3), par J,u — Sju et nous intégrons sur 2~. Aprés simplifications nous trouvons :

2

ou

_g/F St dy+u(3j%,%)Q_—u(sj%,sju)ﬂ_ oo
» (ssu, %)Q o (S'uSt), =0 |
Puis en soustrayant (6.6) a (6.5) nous obtenons :
g/r %—SJUQdy—g/F %—SjUQdy
+u ((Sj* — Sj)%, %) N +v <Sj%,8ju) N (6.7)

ou s _
—v (S;ra—x,Sj u)ﬂ —v (8, (S} — 8 )u),_ = 0.

Par ailleurs, nous rappelons la relation S}L +&; = a/v d’ott nous tirons :
0 0
v 87@,S+u =a —u,S7Lu —v S*—u,Sf’u ,
To0xrT ) o or 7 ) To0rT ) o

ou ou ou
— +2 -~ S — +2- Y s
1/(8] 8$’SJ u)ﬂ a(S] 6$’U)Q+V<SJ 8:10’8] u)Q,

v Sf@,éﬂru —v S*@,Sfu =a @,S*u —a S*@,u )
ToxT ) o ToxT ) o or" 7)o 7 Ox o-

En récrivant (6.7), nous obtenons alors le résultat annoncé dans le Lemme 6.1.1 :

et

Z/@_3+ Qd_z/@—s 2d
2 Jr|0x A 2 Jr|0x A
ou Ou du
—+v <<S] S] >8l"81‘)9_+a(81"8] u)ﬂ_ ( )
L Ou s n _
o (S2) s s, =0

O

Nous allons a présent expliciter cette expression en différenciant les cas j = 0
et 5 = 1, c.-a-d. en considérant I'algorithme avec des conditions de transmission
d’ordre 0 (j = 0) ou d’ordre 1 (j = 1).
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6.1.2 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 0

Dans cette section, nous montrons que l’algorithme (4.1), (4.2) converge. Ce
résultat utilise le Lemme 6.1.1.

Dans le cas ot 7 = 0 nous avons :

a+p _ a—p 6.9

Squ= L et Syu= 5, (6.9)

Théoréme 6.1.1 Soit f dans L*(]0,+oo[; L*(Q)) et wy dans H'(Q). Pour tout p

strictement positif lalgorithme (4.1), (4.2) converge dans L* (|0, +oo[; L*(Q7)) N

L*(]0, +ool; HY (7)) x L (]0, +oo; L2(QT))N L2 (]0, +oo[; HY(Q2T)) vers la solution
de (1.2).

PREUVE : Si w désigne la solution de ’équation de convection-diffusion dans R2,
nous introduisons €' = u" —wq-, I'erreur a litération n+1 dans Q~, et el =
p Tt — wio+ Perreur dans Q. Ces erreurs vérifient les relations :

Lot _— dans Q7 x]0, 400/,

(.-, 0) = 0 dans Q7 (6.10)
0{;’?1 _ az—ypezu — % — az_ypeg sur I'x]0, +o0f,

Lt — 0 dans Q7 x]0, +o0],

emt(.,-,0) = 0 dans QF, (6.11)

L’erreur e ™! vérifiant I’équation de convection-diffusion homogéne dans Q= x]0, 400,

nous pouvons appliquer le Lemme 6.1.1 ce qui signifie que e?™! vérifie (6.4).
Nous notons tout d’abord que

n+1 n+1
o (28 gremt o594 o) g
ox o ox o-

St -8 ==
0 0 yv

puis nous récrivons (6.4) pour j = 0, en utilisant la définition de I'opérateur S*

donnée en (6.1).

et que

2

n n 2
2 Jp| Oz 2 Jp| Oz (6.12)
den 12 pd o et 2 pc. .
|| % oy il -+ o=+ Dl - =0
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Chap. 6 Convergence des algorithmes de relaxation d’ondes

+1

Par ailleurs, e vérifie au niveau de l'interface la condition aux limites suivante :

n+1 n
86u+ _S(]_en+1 aﬁ 0— :}l’
Ox Ox
et nous obtenons alors :
v anH T n+1 ’ n—+112 pa n+1 PCy nt12
5 - Spe dy +pl|Vey  [lg- + || 6 + = llen ™ lI5-
2 r aSL’ 2 dt 14
e ) (6.13)
v er
= — — -S| dy.
2 /F ’ ox 0°¢ y
Un raisonnement analogue dans Q% nous donne :
v 062*1 ~ ntl ’ n+1 P n+1 pc 12
5 —Syet™ dy+p Vet G + 5= He 6+ + = llen™ I3
2 Jr| Oz 2u dt v
) (6.14)
B / Oeyl 4
N or Y

et en additionnant (6.13) et (6.14) sur les n € {0,..., N}, nous obtenons aprés
simplifications :

N
SO Z L etz 2Ly,
2| 2 dt 2v dt
P e+ et e+ oIV A+ uw&lu@]

(6.15)

2

8 N+1 8 N+1
%L s dm/F R
0el 0e? 2
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Aprés intégration sur |0, ¢[, nous obtenons :

N
p n n
> [2— (len M- (1) + llen™ 1B (1))
n=0 v
pc ! nt112 n+12 d
+ | (lea™ lla-(0) + g™ o+ (o)) do
0

t
+p/ (IVer ™ la-(o) + |!V€’J“H?z+(0'))d0]
0

86N+1 86N+1

2
0,y,0) + ' gx — Sy et

+ N+1
- Sje,

(%
(5

Nous posons ensuite

—333 (0,y,0)dydo + = //‘— eg

t
n . p pc n n n
et 7 =min (22,2 p) (e 13- (1) + / (e 8- (o) + IVer - (o)) dor+

v’ v’

2
(O,y,0)> dy do

2
el 3
(0,y,0) + ' 8; -S, 68

+ 0
_Soeu

0,y, O’)) dy do.
(6.16)

(0,y,0)dydo,

t
e I (¢ )+/0 (lex™ 1§+ (o) + |!V€Z“H?z+(0'))d0> > 0.

L’expression (6.16) s’écrit alors :

N
Y <,
n=0

et puisque la quantité C' ne dépend pas de N, la série >~ F™ est convergente et
son terme principal tend alors vers 0. Nous obtenons alors la convergence de 1’algo-
rithme dans L* (]0, +oo[; L*(227)) N L2 (]0, +-o00[; H'(27)) x L (]0, +oo[; L*(QT)) N
L?(]0, +oo[; HY(OQT)).
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6.1.3 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 1

Nous étudions ici la convergence de I’algorithme (5.1), (5.2) c.-a-d. nous sommes
dans le cas ot j = 1. Les opérateurs sur le bord sont définis par :

+p U+ @—l—bqa ot St =L P Ou b Ou (6.17)

to — _ g _pa=
Sru==," 2v Tor Ay ! o ' Ty q@y'

Théoréme 6.1.2 Soit f dans H“'/2(Qx]0,4+o0[) et wy dans H*(Q). Siq > 0 et
p —a’q/2 > 0 alors Ualgorithme (5.1),(5.2) converge dans L>=(]0, +oco[; HY(27)) N
L2(]0, +o0[; HY(Q27)) x L>=(]0, +oo[; HY(QT)) N L2(]0, +-00[; HY(2T)) wvers la solution
de (1.2).

PREUVE : Afin d’expliciter la formulation variationnelle (6.4) dans le cas ou j = 1,
nous récrivons trois termes de (6.4).

i. En écrivant :

0 0
- 2 2bq—
S-S + qat + qay,
nous en déduisons I’égalité suivante :
Jou Ou du 0 (0Ou 0 (0u u
+ — 20U -
(<8 ~S)g m)m <pa MY (a )+ 2bavs, <8x> ’ax)ﬂ_
B pH tav dt ' 0z || -
ii. En utilisant (6.1), nous obtenons :
ou Oou  O*u P ou ou
o s + _ Q- — _ -
v (S%u, (S Sl)u)ﬂ, <8t+bay l/ay2+cu u+2qa +2bq8

- jt[<qc+ LAY WHa IF]
2

ou
— 2qb°
Q7+(p+ qb”) 3yl

ou Ou PC 1o
4 —, = — .
w51 50) i
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iii. Nous avons également cette égalité :

Ju Ju
o(Grsiu), oS5,
= a(@_u aeru) +a(8_u q@) +a<@ bq@>
oxr’ 2 0- ox’ "0t ) o ox’ "0y ) o
(), () ), ()
v 0’ ) o \ox)’  )q oy \ Oz o-
ou Ou Ju Ou Ju
= 2aq (%’E)QJFZQZ)Q (%’%)Q_aq 8tudy

Soit w la solution du probléme de Cauchy dans R?. Nous considérons e I'erreur
de lalgorithme (5.1), (5.2) dans Q~ a P'étape n+1 c.-a-d. e} = wyo- —u"*. Nous
avons Le™ = 0 sur Q™ x]0, +-00[ et nous pouvons appliquer le Lemme 6.1.1. Nous
écrivons alors la relation (6.4) en utilisant les égalités i., ii. et iii. et en réarrangeant

les termes :
Z/ 662+1_8+ n+12dy_z/ del 1 s nHQdy
2 Jr| Ox 2 Jr| Ox
il (e )1 o S o G [l
o Tl 20 an; R

(6.18)
Nous récrivons la derniére ligne de cette expression et nous trouvons :

aen—i-l 8€"+1 8€n+1 aen-i-l 8€n+1 aen-i-l
“q( de ot )Q_+ aq( dedy )Q_+ q( day ot )Q

n+1 n+1 n+1 n+1
= (ava % w2 (v % w2
or ot ) 2 o-

2
Hen+l aenJrl)
-

+2 (b\ﬁ 20—

- v w T N L R
_%2(]‘6682; o
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Chap. 6 Convergence des algorithmes de relaxation d’ondes

Finalement nous obtenons l'estimation suivante :

v 8en+1 2
2,

_ S+ €n+1

d
or 4

d P\ n I
+ [ (qc+ —) et W + Vet — 5 [ jert dy)
dt 2 Jr

1 1
DI, i+ B
- oy llo-  p T 7
v aenJrl 2
< = v S dy.
- 2/11 ox L Y

Or si e est 'erreur dans Q1 a 1'étape n, e ™! vérifie sur I'x]0, o0 :

+1
aez — n+1 aez - n
Ox Sl = ox —Srew

et aprés intégration sur ]0 t[ nous obtenons :

2

8 n+1
“u (0,y,0)dody

+ n+1
—Sley

P n n
- (qc+ ) ue - () + avlI Ve - 1)

2v
2 n+l 2
aq " a“q Oeyl
- [rer o na -G [ |5 @a e
den 112 pc [* i
+p < H oda+—/ e g (o)do
5| v+ 2 [ e o)
t n 2
S Z// 8€U _81_6 (O,y,O’) dO'dy
2 Jo Jr

Nous faisons d’une part 'hypothése p — a*q/2 > 0 pour que le coefficient devant le
terme [ [|0,ent1||2 (0)do soit positif. D’autre part nous utilisons I'inégalité suivante
valable pour tout o > 0 :

1 8en+1 2
[P0t dy < alle - + <[ %
xr

(6.20)

Qi.

Ceci nous permet de borner inférieurement —(aq/2) /|e”+1| (0,y,t)dy si a > 0

c.-a-d.
p n n aq n
(a0+ 32) e 13- (1) + avl| Vel - ¢ /Ie 0.yt
> (gt 2= a T ) e B0+ (av = L) IVer 3 (0)
- 2 2 u 2a v ’
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

et nous choisissons « tel que gc + p/2v — aaq/2 > 0 et qv — aq/2a > 0. Un tel «
existe si a/2v < p/aqu + 2c/a c.-a-d. si a®q/2 < p + 2cqu ce qui est vrai puisque
nous avons fait I’hypothése p — a?q/2 > 0 et ¢ > 0.

Un raisonnement analogue nous donne la relation suivante dans le domaine Q7 :

s

2

8 n+1
S - «Lyaa)dady

— n+1
lev

+(2 +c)ue"+lu (t) + VHV@”“ N0

2 ¢ ar ¢ vl

—//\e"“? (0,y,0 )dady+(p——) ety (0)do+ (6.21)
’ 0 837 ot ’

8@"“

o+

Nous sommons les inégalités (6.19) et (6.21) sur les n € {0,..., N}. En faisant
tendre N vers l'infini, nous obtenons que l'erreur dans 27, e}, tend vers 0 dans
I'espace L>(]0,+oc[; HY(Q7)) N L(]0, +oof; HY(Q7)) et erreur dans QF, e, tend
vers 0 dans L>(]0, +oo[; HY(QT)) N L2(]0, +-o00[; HY(QT)) (voir la démonstration de

la convergence de 1’algorithme avec conditions de transmission d’ordre 0 dans la
Section 6.1.2, pour plus de détails).

p

w+—/n“%ﬁ>

2

(0,y,0) dody.

0

O

6.2 Cas avec recouvrement

Dans cette section nous introduisons le taux de convergence en variables de
Fourier des algorithmes (4.1), (4.2) et (5.1), (5.2) quand les deux sous-domaines se
recouvrent. On trouvera par exemple dans [27| (C. Japhet) I’écriture du taux de
convergence dans le cas stationnaire. Les domaines Q~ et QT sont définis par :

Q" =] — o0, L[XR, et O =]0, +00[xR.

Nous introduisons également I';, = {(z,y),x = L,y € R} et I'y = {(x y) r =0,y € R},
les interfaces. Les conditions aux limites des algorithmes (4.1), (4.2) et (5.1), (5.2
sont alors pour j = 0,1 :

8un+1

ov™

e S utt = e S;v™ sur T'px]0, +o0],
6.22)
n+1 n (
&éx — St = 88% — S sur Tyx]0, 4o0l.
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Chap. 6 Convergence des algorithmes de relaxation d’ondes

Nous étudions dans un premier temps I’algorithme avec des conditions d’ordre 0.

Théoréme 6.2.1 Soit f dans L*(]0,+o0[; L*(Q)) et wy dans H'(Q). Pour tout
p strictement positif [algorithme (4.1), (4.2) converge dans H*(2~x]0, +oo[) x
H>Y(Q+x]0, +00]).

PREUVE : Nous considérons 'algorithme que vérifie 'erreur. A 1’étape n, ’erreur
dans Q7, e, et 'erreur dans Q% e, vérifient 1’équation de convection-diffusion

homogeéne et la transformée de Fourier de leur prolongement s’écrit alors (voir Chap.
2) :

&z, k,w) = o (k,w)e” ® pour z €] — 0o, L],

&' (z, k,w) = p"(k,w)e’ * pour x €]0, +o0.

Les erreurs e et e vérifient les conditions aux limites suivantes :

Jentl B e B
Y Syett = Sretsur ' x R
ox ox
Jentl e
L Syeltt = % — Sfel sur [h x R
ox ox
nous trouvons alors
_ + _ _ —
&n+1(0_+_0_0)€o L:ﬁn(o_ _0_0>€o L’
B om —of) = (o —ay),

avec oi = (a4 p)/2v. Nous en déduisons alors :

- _ o + _ gt
g — 0 o — 0 -+ _
an-‘,—l _ 0_ 3_ 6(0 o )Lan 1'
ot —o, o- — o,

Puis des relations o™ + 0~ = o + 0, = a/v, nous tirons :
2
+_ .t -
ot — (U_ U(i) e(0 7o+)LO[n71.
én+1 an—i—l
Si le taux de convergence de I'algorithme est défini par p = | ——| = - |, nous
e an
avons : , “
ot (k,w)—og ot
kyw,p) = |t | eReleT oL 6.23
N o
et puisque o= = (a £ 6"/%)/2v (voir (2.15)), nous avons
51/2_p 2 L5
polk,w,p) = | S | yRe@) (6.24)
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Nous raisonnons alors comme pour la démonstration du Théoréme 2.4.1 (démons-
tration de la convergence de I’algorithme avec des conditions de Dirichlet). Puisque
p > 0 il existe une constante Cy < 1 telle que [6%/2 — p|/|0Y/% + p| < C} et par suite :
et < Cre~eb|eh ! c.-a-d.

1+k’22+ 1+w2 én+12§02 1+k522+ 1+w2 6—20{Lén—12’
u 1 u

et par suite ||e"T!||g21 < C2e=29L||en |21, D’une part nous obtenons par ré-
currence que ||€”*t| g21 converge vers (0. D’autre part nous remarquons que cet
algorithme converge plus rapidement que 1’algorithme de Schwarz classique avec re-
laxation d’ondes.

Un raisonnement identique sur e termine la preuve. 0

Nous donnons a présent un résultat de convergence pour l'algorithme avec des
conditions de transmission d’ordre 1.

Théoréme 6.2.2 Soit f dans H“'/?(Qx]0, +oo[) et wy dans H*(Q). Sip et q sont
strictement positifs alors algorithme (5.1), (5.2) converge dans H>3/2(Q~ x]0, +o00[) x
H33/2(QF x]0, 4+-00]).

PREUVE : Nous reprenons la démonstration du Théoréme 6.2.1. Et nous trouvons
que l'expression du taux de convergence dans ce cas est :

1 2 . 2
pl(k7 w,p, Q) - 5 i b= QVZQ(W * bk) 67%7%6(51/2)

- (6.25)
012 + p + 2vig(w + bk)

Par ailleurs :

162 £ (p + 2vig(w + bk))|?
= |6Y22 + |p + 2viq(w + bk)|* + 2Re(6Y%(p + 2vig(w + bk)))

et
Re(6Y%(p — 2vig(w + bk))) = pRe(6Y?) + 2vq(w + bk)Tm(5?).

Or d’aprés (2.15) la partie imaginaire de §'/2 a le signe de (w + bk) et par suite

Re(6Y%(p — 2vig(w + bk))) est positif. Nous avons donc |62 + p + 2vig(w + bk)| >

|61/2 — p — 2vig(w + bk)| et il existe alors une constante Cy < 1 telle que
[p1(k,w, p)| < Coe™ Rl

et nous concluons comme au théoréme précédent. ]
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Chapitre 7

Optimisation des conditions de
transmission

Au Chapitre 3, nous avons écrit un algorithme avec des conditions de transmis-
sion optimales c.-a-d. un algorithme qui converge en deux itérations. Toutefois les
opérateurs ST intervenant dans ces conditions ne sont pas locaux. Dans les Cha-
pitres 4 et 5, nous les avons alors remplacés par des opérateurs différentiels d’ordre
0 (S5) ou d’ordre 1 (Si°). Ceci revient a approcher le symbole de Fourier de S* par
un polynéome en k et w, les fréquences de Fourier associées aux variables d’espace
tangentielle et de temps. Plus précisément, dans le cas de "approximation d’ordre
0 nous avons approché §'/2 (voir (2.15)) par une constante p, et pour I’approxima-
tion d’ordre 1 nous avons introduit le polynome p + 2vig(w + bk), avec p et ¢ deux
constantes. Le but de ce chapitre est de choisir p et gq.

Nous présentons ici deux stratégies. Une premiére idée consiste a faire un déve-
loppement de Taylor en basses fréquences du symbole des opérateurs S* (voir [38]
(F. Nataf, F. Rogier et E. Sturler) ou [12]| (B. Engquist et H.K. Zhao)). Cette stra-
tégie a été appliquée dans le cadre des conditions aux limites absorbantes puis de
la décomposition de domaine. Ce n’est toutefois peut étre pas la meilleure stratégie,
surtout si un large spectre de fréquences est représenté dans le phénoméne modélisé.
Pour obtenir une meilleure approximation des opérateurs ST, nous proposons d’uti-
liser une stratégie qui prend en compte toutes les fréquences du phénoméne en
choisissant les p et ¢ qui minimisent le taux de convergence de I’algorithme (voir [1]
Y. Achdou et F. Nataf).

Cette méthode a été pour la premiére fois appliquée a I’équation de convection-
diffusion stationnaire en deux dimensions ([27] C. Japhet) : le taux de convergence
est dans ce cas optimisé sur ’ensemble des fréquences discrétes associées a la va-
riable spatiale tangentielle (variable de Fourier associée a y). Puis le cas du probléme
d’évolution a été traité en dimension 1 dans [17] (M.J. Gander, L. Halpern et F.
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

Nataf) 'optimisation se fait alors sur I’ensemble des fréquences discrétes en temps.
Ici nous optimisons le taux de convergence a la fois sur les fréquences en espace et
sur les fréquences en temps.

Nous rappelons que les opérateurs optimaux St et S~ ont respectivement pour
symbole (a + 6V/2)/2v et (a — 6V/2)/2v et ces symboles sont approchés par les poly-
nomes o = (a+ p)/2v +ig(w + bk) et oy = (a — p)/2v —iq(w + bk).

7.1 Approximation de Taylor

Dans un premier temps, nous approchons 8/ grace a un développement de
Taylor pour k et w petits. Nous avons :

sV — (a2 + dve + 42k + dvi(w + bk>)1/2

4 4?2
= Va*+ 41/0\/1 + 71/2'(@0 + bk) + g2

a? + 4ve a? + 4ve

2v
~ \V (],2 +4I/C+ m@((ﬂ‘l‘bk)

Pour une approximation d’ordre 0 nous prendrons donc

p=Va®+4ve,

et pour celle d’ordre 1 :

1
p=va*+4vc et g=

Va2 + dve

Les taux de convergence de 'algorithme avec des conditions d’ordre 0 ou 1 sont dé-
finis en (6.24) et (6.25). Nous voyons que dans le cas d’un recouvrement non nul, ces
taux tendent vers 0 quand les fréquences tendent vers l'infini. Ainsi le recouvrement
prend en charge les hautes fréquences et ceci justifie la recherche d’'une méthode
valable pour les basses fréquences. Dans la section suivante nous présentons une
méthode qui prend en compte toutes les fréquences et qui sera donc efficace méme
dans le cas sans recouvrement.

7.2 Optimisation du taux de convergence

Notre objectif est d’obtenir un algorithme de décomposition de domaine qui
converge rapidement. Ceci signifie que 1’on cherche a avoir le taux de convergence le
plus petit possible et ce sur I’ensemble des fréquences discrétes.
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Chap. 7 Optimisation des conditions de transmission

Nous rappelons que le taux de convergence de l'algorithme avec des conditions
d’ordre 0 et un recouvrement de taille L > 0 (défini au Chapitre 6) s’écrit :

2

1/2
5 2 — p 67%7{6(51/2)' (71)

02 +p

pO(kv W,p) -

Ce taux de convergence dépend des fréquences de Fourier k et w et du paramétre
p. Nous nous intéressons tout d’abord au domaine de définition de ces variables. La
constante p doit satisfaire les hypothéses des Théorémes 4.2.1 (I'algorithme est bien
défini) et 6.1.1 (I’algorithme converge), c.-a-d. p > 0. Ensuite les deux variables de
Fourier k et w parcourent a priori R, mais du point de vue du probléme discrétisé,
toutes les fréquences ne peuvent étre représentées sur un maillage. En effet, on ne
peut représenter des solutions de fréquences inférieures a = /L, ou L, est la longueur
du domaine, ni celles de fréquences supérieures a 7/Ay ou Ay est la longueur d’une
maille (voir le théoréme de Shannon ou pour 'application aux maillages dans le livre
[14] de C. A. J. Flechter). En refaisant le méme raisonnement pour les fréquences
en temps ('intervalle de temps est |0, T, le pas de temps At), nous obtenons :

|k5|€{7r 7T:| | |6[7T 7T]
T A | W T ALl "
L, Ay T At
Nous introduisons alors D I’ensemble défini par :
™ Tm s
D=3 (kw) eR — < |k < —,=<|w|<—¢.
{th e, < £ T <ll< 5}
Nous allons visualiser ce taux de convergence dans le casou v =0.01,a =0 =1,
c = 0 et oi les pas de discrétisation en temps et en espace sont de 'ordre de 1072.
Si le domaine est de largeur L, = 1 et 'intervalle de temps est [0, 1], nous observons
sur la Figure 7.1 le maximum du taux de convergence sur les fréquences k et w de
D en fonction du parameétre p dans le cas sans recouvrement. Sur la Figure 7.2 nous
observons la méme quantité dans le cas d’un recouvrement d’une maille. Il apparait
dans chacun des cas qu’il existe un p = p,,; pour lequel le maximum sur ’ensemble
des fréquences du taux de convergence atteint un minimum. C’est ce p que nous
allons choisir.
Dans le cadre de 'approximation d’ordre 0, nous serons alors amenés a résoudre

le probléme suivant :
2

e~ v R0 (7.2)

51/2 —p
oY2 4+ p
Avec les mémes données que précédemment, nous observons sur les Figures 7.3

et 7.4 le maximum de py, le taux de convergence de 1’algorithme avec des conditions
d’ordre 1, sur 'ensemble des fréquences en fonction des paramétres p et ¢ dans le

min max
p>0 k,weD
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0.9f

0.8f

0.7f

0.6f

maxy, ., |po|

0.5f

0.3f

0.2
0

F1G. 7.1 — maxy,, |po| en fonction de p (sans recouvrement).

0.9f

0.8f

0.7f

0.6f

0.5f

maxy ., |po]

0.4F
0.3

0.2f

0.1f

F1G. 7.2 — maxy,, |po| en fonction de p (recouvrement d’une maille).

cas sans et avec recouvrement. Ces figures également mettent en évidence ’existence
d’un minimum pour le taux de convergence d’ordre 1.

Ainsi dans le cadre de I’approximation d’ordre 1 nous sommes amenés a résoudre
le probléme suivant :

/2 . 2
i - J p — 2vig(w + bk) o~ LRe(51/2).

- 7.3
(p,q)>0,p— % q>0 FwED 612 4+ p + 2vig(w + bk) (7.3)

Nous n’avons pas de résultats théoriques sur ces problémes d’optimisation, et les
deux problémes (7.2) et (7.3) sont alors résolus de fagon numérique. Dans la suite
tous les parameétres optimisés seront calculés par Matlab qui propose une méthode
de recherche de minimum de type simplexe de Nelder-Mead.
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081571

3.5p

0.76335
251
0,71199

S 2r 066013
0.60826

l 05564 1
—osMsA——

 oas68—— |
0.40081— |

851980

N
Y6160

o5 &

L0

0025727

F1G. 7.4 — maxy, |p1| en fonction de p et ¢ (recouvrement d’une maille).

Nous visualisons a présent les taux de convergence des méthodes de Taylor et
des méthodes optimisées. Nous nous plagons premiérement dans le cas o a =b =1
et v = 0.01. Dans le cas sans recouvrement nous observons sur la Figure 7.5 les taux
de convergence des différentes méthodes en fonction de £k et w et sur la Figure 7.6
différentes coupes de ces taux de convergence. Sur la Figure 7.5 nous observons qu’a
un ordre donné le taux de convergence des méthodes optimisées est globalement plus
petit que celui des méthodes de Taylor. La Figure 7.6 nous indique plus précisément
que quand w et k ont des petites valeurs (voir par exemple la coupe k = 3 et
w € [—100,100], le taux de convergence des méthodes de Taylor est plus petit que
celui des méthodes optimisées. Puis plus les fréquences augmentent (coupes k = 61,
k =125 ou k = 135 ) plus ce rapport s’inverse et les méthodes optimisées présentent
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un meilleur taux de convergence que les méthodes de Taylor.

Ordre 0, ordre 1 Taylor et optimisé
74

Fic. 7.5 — v = 0.01 : taux de convergence des différentes méthodes en fonction des

fréquences de Fourier £ et w. Cas sans recouvrement.

Ordre 0 Taylor et optimisé, ordre 1 Taylor
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Taux de convergence

Taux de convergence

Coupe en k=3

—— ordre 0 Taylor

Coupe en k = 61

—+ ordre 0 optimisé
0.6F --- ordre 1 Taylor o 06F 1
~+- ordre 1 optimisé g
L i < L i
0.5 ) 05
—
g
= 0.4r
Q
()
o 03f
<
i L
% 0.2
&= 0.1f .
4ot DLt el S R
-300 —200 -100 0 100 200 300
w w
Coupe en k =125 Coupe en k = 315
0.6f 1 )
(&)
=]
<)
o0
—
g
= 0.4r 1
Q
()
o 03f —
<
i
0.2r, H
= T - S Al S 2 S A
! M = 0.1} ]
G}*‘ﬁ*\"‘b—% — T+ -ttt 0 . . . . L
-300 -200 -100 0 100 200 300 -300 —200 -100 0 100 200 300

w

w
FiGg. 7.6 — v = 0.01 : coupes des taux de convergence. Cas sans recouvrement.

Nous étudions a présent le cas avec recouvrement d’une maille. La Figure 7.7
montre les taux de convergence en fonction de k et w et la Figure 7.8 en montre
des coupes. Nous remarquons tout d’abord en comparant les Figures 7.6 et 7.8 que
I’échelle de 7.8 est divisée par 10 par rapport a celle de 7.6. Ceci nous indique que
I’algorithme avec recouvrement convergera plus vite que celui sans recouvrement.
Dans le cas avec recouvrement nous remarquons également que les méthodes de
Taylor sont meilleures uniquement pour les basses fréquences.

Remarque 2 La coupe k = 315 de la Figure 7.6 et la coupe k = 190 de la Figure
7.8 mettent en évidence le fait que le tauz de convergence tend vers 1 quand k et
w tendent vers linfini dans le cas sans recouvrement et vers 0 dans le cas avec
recouvrement.
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w -400 0 k w —400 0 k

Ordre 0 Taylor Ordre 0 Taylor et optimisé

w -400 0 k w —400 0 k

Ordre 0 Taylor et optimisé, ordre 1 Taylor Ordre 0, ordre 1 Taylor et optimisé

Fig. 7.7 — v = 0.01 : taux de convergence des différentes méthodes en fonction des
fréquences de Fourier £ et w. Cas avec recouvrement d’une maille.
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Coupe en k =3 Coupe en k£ = 61

0.06 T

0.06 T

Taux de convergence

Taux de convergence

—— ordre 0 Taylor
—t+— ordre O optimisé
0.05} -~ ordre 1 Taylor | L o5k
—+- ordre 1 optimisé g
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0.04 go 0.04
. = o
>
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0.03- S
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<
0.021 L
=
0.01r H
~+~
o,
0 , . 0 . i .
-300 -200 -100 0 100 200 300 -300 -200 -100 0 100 200 300
W w
Coupe en k =125 Coupe en k =190
0.06 T T T 0.06 T T T
0.05} 1 & oost
=]
<)
0.04 go 0.04
. = o
>
g
0.03f 1 S 003f
<)
<
5 0.02-
=
H oo}
S oo 4 1_ N = ——=—————
A B el i
o . . . . . o . . . . .
-300 -200 -100 0 100 200 300 -300 —-200 -100 0 100 200 300
w w

Fic. 7.8 — v = 0.01 : coupes des taux de convergence. Cas avec recouvrement d’une
maille.

Nous étudions a présent le taux de convergence de ces différentes méthodes quand
la viscosité est plus grande, par exemple v = 0.5. Les Figures 7.9 et 7.10 montrent
des coupes de ces taux respectivement dans le cas sans et avec recouvrement. Nous
voyons d’une part que I’échelle de ces figures est plus grande que celle des Figures
7.6 et 7.8 (v = 0.01), ce qui nous indique que quand la viscosité va augmenter, la
convergence deviendra plus lente. Nous comparons ensuite d’une part les Figures 7.6
et 7.9 (sans recouvrement) et d’autre part les Figures 7.8 et 7.10 (avec recouvrement,)
et nous remarquons que plus la viscosité est grande moins bonnes sont les méthodes
de Taylor, méme sur les basses fréquences. Ceci nous indique que les méthodes
optimisées seront d’autant meilleures par rapport aux méthodes de Taylor que la
viscosité sera grande.
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Taux de convergence
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= 0.5 : Coupes des taux de convergence. Cas sans recouvrement.
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Coupe en k =3 Coupe en k =61
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FiG. 7.10 — v = 0.5 : Coupes des taux de convergence. Cas avec recouvrement d’une

maille.

7.3 Cas d’une vitesse non constante

Dans tout ce qui précéde nous avons fait I’hypothése que la vitesse de convection
était constante et 'interface rectiligne. Mais les techniques présentées précédemment
peuvent trés bien s’étendre au cas ou la vitesse de convection est non constante
et l'interface non rectiligne. Les opérateurs BgEWR de l'algorithme présenté dans le
Tableau 2 s’écrivent alors :

0 b-ntp 0 0

an o o TP o
oll n et T représentent respectivement le vecteur normal et tangentiel a 'interface.
Les paramétres p et ¢ ne sont plus des constantes mais dépendent de la variable
d’interface. Dans le cas de I'approximation de Taylor nous aurons :

1

= b-n)244vcet g= .
P ( ) I (b-n)%+4ve
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De méme, dans la méthode optimisée nous optimiserons le taux de convergence de
fagon locale, en chacun des points de 'interface (ou de fagon moins cotteuse en
quelques points de l'interface, les autres étant interpolés).

Dans le Chapitre 9 nous mettons en ceuvre ces méthodes et nous considérons
différentes valeurs pour les paramétres a, b et v. Notamment nous étudions le cas
ou la vitesse de convection n’est pas constante.
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Chapitre 8

Discrétisation des algorithmes de
décomposition de domaine

Au Chapitre 9 nous mettons en ceuvre les algorithmes de décomposition de do-
maine que nous avons introduits aux Chapitres 4 et 5 et nous présentons des ré-
sultats numériques. Le but de ce chapitre est de montrer comment discrétiser ces
algorithmes.

Nous détaillons dans un premier temps (Sections 8.1, 8.2) la discrétisation de
I'équation de convection-diffusion sur Qx]0, T'[, en donnant le schéma & l'intérieur
du domaine, aux bords (nous considérons des conditions aux limites de type Dirichlet
ou Neumann) et aux coins.

Puis dans la Section 8.3 nous nous intéressons plus particuliérement a la discré-
tisation des conditions de transmission des algorithmes que nous avons introduits
aux Chapitres 4 et 5.

8.1 Maillage du carré unité

Dans le cadre de la mise en ceuvre numeérique, nous travaillons sur le domaine

spatial Q = {(z,y),0 <z < X,0<y <Y} et sur le probléme aux limites décrit
sur la Figure 8.1, c.-a-d. nous considérons des conditions aux limites de type Diri-
chlet ou Neumann sur le bord de (2.
Nous maillons 2 de fagon uniforme (voir Figure 8.2); nous discrétisons l'intervalle
[0, X] en abscisse en N, intervalles de longueur X/N, = Az, et 'intervalle [0, Y] en
ordonnée en N, intervalles de longueur Y/N, = Ay. L'intervalle de temps [0, 7] est
également discrétisé en Ny intervalles de longueur 7'/ Ny = At.

Nous introduisons par ailleurs u’; 'approximation de u((i—1)Az, (j—1)Ay, nAt),
pour 1 <:< N, +1,1<7<N,+1letl1<n<Np+1
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o _

oy " ar
J=Ny+1

ou Ay |
u = 0 7
g3 O g1
j=1
y\ U= gy Jl_ i=1 = Na41
F1a. 8.1 — Probléme aux limites FIG. 8.2 — Maillage du domaine

8.2 Discrétisation de I’équation de convection-diffusion

Pour discrétiser ’équation (1.2), nous utilisons le schéma de Crank Nicolson
d’ordre 2, centré en temps et en espace (voir [14] C.A.J. Flechter).
Dans la suite nous détaillons le schéma a l'intérieur du domaine, sur les bords et
dans les coins.

8.2.1 Schéma i l'intérieur du domaine

Nous discrétisons ici 1’équation :

ou ou ou

La dérivée en temps est centrée en (n + 1/2) et est discrétisée au point (i, 7) par :

n+1 n
Wij — Uiy

At

Les dérivées en espace sont centrées et prises au temps n+1/2. Ainsi pour 2 < i < N,
et 2<j <N, I'équation est discrétisée par :
1 un+1 L8 (%)nJrl

At Bz g( )nﬂ 5 (Lwiy
s w5 (G, = 5 (), + 0w
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ol nous avons introduit :

du\™ 1 " "
(8_90)” = —ZAx(ui-i-l,j - ui—l,j)a

Oun~ 1 " "
(a_y>” = m(ui,ﬁl - Uz‘,jq)a

(Au)m = Ar2 (ui-i-l,j T U 2%’,]') + —Ayg (ui,j+1 T g — 2Ui,j)a
FrE 1( oy ey
2,] 2 2y 2% :

8.2.2 Schéma sur les bords du domaine

Nous discrétisons ici les conditions aux limites sur 0€2. Ces conditions peuvent
étre du type Dirichlet ou Neumann (voir Figure 8.1).

e Les conditions de type Dirichlet qui s’écrivent en continu :

u=4g,

se discrétisent comme 'équation & l'intérieur du domaine c.-a-d. au temps n + 1/2.
Nous avons alors :

1 n n+1/2 1 n .
5“1,}71 = gL}L 2 _ Ui pour 1<j<N,+1,
1 n 1 .
auznirl — i,1+1/2 _ §U?1 pour 2 <i< N, +1,

n L. : : .
avec g/ = S(9(( = DAz, (7 — 1Ay, nAt) +g((i — DAz, (j = DAy, (n+ 1)At))
e Pour écrire une condition de type Neumann compatible avec le schéma centré
en espace a l'intérieur du domaine, nous introduisons un point fictif & 'extérieur du

domaine.
Sur le bord {z = 1,0 <y < 1}, la condition
ou
or g

se traite au point (N, +1,5),2 < j < N, en introduisant le point fictif (N, + 2, j)
(voir Figure 8.3) et en écrivant :

1

A\ Ungr2,; — Un,, Np+1,5-
2A.§U< x J x,] x J
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1=Nz 1=Nz+1 =Nz+2

F1aG. 8.3 — Discrétisation d’une condition de Neumann

La relation (8.2) nous permet alors d’obtenir la valeur de urjgi/;j Nous pouvons

donc a présent discrétiser 1’équation de convection-diffusion sur le bord, et nous
obtenons alors la condition aux limites discréte pour 2 < j < N, :

<6u>n+1/2 N b(@u)n+1/2 (A n+1/2 2v (un+1/2 _ "+1/2>

- - — v UWnor1; = v | Un, Npt1j
at ay vy ) z+1,j sz ] z+1,7

Nz+1,5 Nz+1,5

n+1/2 2v n+1/2
Na+1,j A T ) Ngr1go

Ax

ou nous avons introduit :

@ n+1/2_i( n+l n)
otli; At i Yig)>
n 1 n n n
(Ayyu>i,j = Ay? (ui,j+1 T U — 2um).

Il reste alors a traiter cette condition aux limites aux niveau des coins. C’est l'objet
du paragraphe suivant.

8.2.3 Schéma aux coins

Pour les coins de coordonnées (1,0), (0,0) et (0,1) (voir Figure 8.1), c.-a-d. des
coins qui appartiennent a des bords ’Dirichlet’, nous appliquons la condition de
Dirichlet correspondante.

En revanche, un coin entre deux bords 'Neumann’ (ici le point (1,1)) ne peut
pas se traiter directement. Nous suivons alors le principe utilisé pour discrétiser la
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Chap. 8 Discrétisation des algorithmes

condition de Neumann sur le bord, mais dans ce cas, nous introduisons deux points
fictifs (voir Figure 8.4), Nous discrétisons les deux conditions aux limites sur chacun

X

ou _
ay_g2

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1=Nz+1

F1a. 8.4 — Discrétisation d’un coin avec conditions de Neumann

ou
des bords. La condition — = ¢; au point (1, 1) se discrétise comme suit :

Ox

1 n+1/2 n+1/2 o n+1/2
N (UNI+2,Ny+1 - UNI,NyH) = JINg+1,Ny+1-

R .. Ou .
De méme, pour la condition — = g, en (1, 1), nous écrivons :

dy
1 ( n+1/2 _ n+1/2 )_ n+1/2
2Ay Uny+1,Ny+2 — UNgt1,8y ) = G2N,+1,Ny+1-

Ces conditions nous permettent de trouver ’approximation de u aux points
(Ny; +2,N, +1) et (N, + 1, N, + 2). Par suite, nous pouvons écrire I’équation de
convection-diffusion au coin :

Ou\n+1/2 20 12 nt1/2 2V ny1g2 n+1/2
() eoonmyos ™ B (0 = w2i000) = 55 (000, = w200
nt1/2 2v n1/2 2v n+1/2
= JNp+1,ny+1 + <A—SL’ - a)gle+1,Ny+1 + (A_y - b)g2Nx+1,Ny+1-

8.2.4 Résolution du systéme discret

La relation (8.1) et les conditions aux limites discrétisées sur le bord de € et aux
coins, s’écrivent sous une forme matricielle du type :

AU = B,
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trrn+l _

avec "U" = (ul,l, c. ,ul,Ny+1, U1, - - - 7u2,Ny+17 ey UNG+11y - - uNerl,Nerl).

Ce systéme linéaire est résolu a chaque pas de temps par une méthode itérative de
type GMRES.

8.3 Discrétisation des algorithmes de décomposition
de domaine

Dans cette section, nous explicitons le schéma pour discrétiser les algorithmes de
décomposition de domaine introduits aux Chapitres 4 et 5.
Nous décomposons €2 en deux sous-domaines :

Q= {(l‘,y), 0 S X S xinterf+L, 0 S Yy S Y},
O = {('rvy)u Tinterf < T < X, 0< Yy < Yv}7

avec L > 0 la taille du recouvrement et Zinerr 1’abscisse de 'interface pour Q7.

Nous maillons chacun de ces domaines comme nous l’avons fait pour Q (voir
Figure 8.5) et les deux maillages sont concordants : 0~ est décomposé en (N} +1) x
(N, + 1) mailles de surface Az x Ay et QF est décomposé en (N2 + 1) x (N, + 1)
mailles de surface Az x Ay

F1a. 8.5 — Discrétisation des sous-domaines

8.3.1 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 0

Nous discrétisons ici I'algorithme (4.1), (4.2) c.-a-d. I'algorithme avec des condi-
tions de transmission d’ordre 0 .

Nous traitons le probléme du point de vue de Q= (un raisonnement analogue
s’applique au domaine Q) :

Lu = f dans Q™ x]0, T,
u(-,-,0) = wp dans Q7|

ou a—p dv  a—p

-7 = — — r T
Ox 2w Ox o 0 W £x]0, T,
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avec v solution de I’équation de convection-diffusion dans Q7.

Il s’agit alors d’une part de discrétiser la condition aux limites 0, u—(a — p)u/2v = g
pour résoudre le probléme dans 2~ et d’autre part d’extraire le second membre
0,v — (a — p)v/2v du domaine Q.

Discrétisation des conditions de transmission

Nous traitons ici la condition aux limites dans 2~ qui est de la forme :

ou
%—)\U—g.

Cette condition de Robin se discrétise en {z = Tipert + L, 0 < y < 1} comme nous
I’avons fait pour la condition de Neumann, c.-a-d. nous introduisons un point fictif
(voir Fig 8.3) :

1 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 .
AL (uN;HJ — Uy ) — A1) =G, pour 2 < j < N,

Nous obtenons alors 'expression de uy1,,; et nous pouvons ainsi écrire I'équation
de convection-diffusion sur le bord. Pour 2 < 5 < N,, nous avons :

n+1/2
(8u) N (a)\ B Q—V(Ax)\ B 1)> L2 Q_Vun+1/2

a9 2 Nl41,; 2 NLj
ot N1 Az @ Ax? Ne

ou ntl/2 +1/2 +1/2 2v +1/2
0 (6_y) — By = fa, T (E - “) Inish

Ni+1,j

Les coins demandent également un traitement particulier. Si nous imposons sur ['un
des deux bords qui forment ce coin une condition de Dirichlet, le coin sera traité
par cette condition de Dirichlet. En revanche si nous traitons le bord de () avec une
condition de Neumann, le coin sera traité comme nous ’avons fait dans la Section
8.2.3, c.-a~d. nous introduisons deux points fictifs puis nous écrivons I’équation au
coin. Si la condition d,u = g, est imposée en y = Y, nous obtenons alors au point
(N, N, +1):

n+1/2 2 2
(6u) N (a)\ B —V(ASL’)\ B 1)) 2 2V g

En 2 NA+1,Ny+1 2 UNL Ny+1
M ) 1y g Az @ Az? Ne
_ 2v (un+1/2 +un+1/2 ): fn+1/2 + 2v —a n+1/2 —b n+1/2
AyZ Ni+1,Ny NE, Ny+1 NA+1,Ny+1 N NA4+1,Ny+1 g2N;+1,Ny+1'
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Extraction de la condition de transmission

Il s’agit ici d’extraire de Q7 la quantité d,v — Av au niveau du point (int, j) du
maillage QF, avec int = 1+ 1, [ > 0 le nombre de mailles de recouvrement.

uisque Uit véri n équation nvection-diffusion discré .1), nou
Puisque ving ; vérifie dans QF I’équation de convection-diffusion discréte (8.1), nous
n+1/2

mi_1; (il est nécessaire d’exprimer v en ce point

pouvons donner I’expression de v
dans le cas [ = 0) :

P2 _gyntl/2  ntl/2 x((v) +a(v)

int—1,7 — “Vint,j int41,5 a a..
O n+1/2 ’
n1/2 n+1/2
+b (8_) — vlyyv ~ Jintj )
Y/ int,j

Ensuite la dérivée 0,v se discrétise de la maniére suivante :

n+1/2 n+1/2 n+1/2
@ ~ Uint+1,5 — Vint—1,5
ox 2Ax ’

int,j

et en introduisant (8.3) dans cette expression nous trouvons :

@ n+1/2 B 9 ”Zﬁﬁ _ Uiﬂ}ﬂ Ax ( @ n+1/2
ox 2+ alAx Ax 2U + alAx ot

int,j int,j
+b ( ) —v(Ay,v) 172 +1/2>.

8,!/ mnt,7 mnt,7

Ainsi, de QF, nous extrayons :

@ n+1/2 B )\,U.n-f-ll/z _ Qv i A\ 1).n+1./2 . 2v 'U.n+1/2.
Ox 1nt,j Az(2v + aAx) nt.j Az(2v + aAx) inft+1,j

int,j

_i @ n+1/2+b @ n+1/2_V(A U)TL+¥/2_ n+1/2
2y_|_an at ay Yy~ /int,j int,j

int,j int,j

int,j

(8.4)

8.3.2 Algorithme avec conditions de transmission d’ordre 1

Nous donnons & présent le schéma pour P'algorithme (5.1), (5.2) c.-a-d. 1'algo-
rithme avec conditions de transmission d’ordre 1. Nous discrétisons le probléme dans
Q™

Lu = f dans Q7 x]0, 77,
u(-,+,0) = wp dans Q7

0 a—p 0 0 0 a—p 0 0

S Y Y - (Z_ Y Y r'x]0, T
<m m'”m+w@)“ (5 m/+%{M%QUW’MQL
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avec v solution de I’équation de convection-diffusion dans Q7.

Comme précédemment nous allons discrétiser la condition aux limites du pro-
bléme dans €2~ puis nous montrons comment extraire le second membre de cette
condition aux limites.

Discrétisation des conditions de transmission

La condition aux limites en {x = Ziyerr + L,0 < y < 1} de l'algorithme (5.1),
(5.2) est de la forme :
ou ou ou

A VL W L
or UG ThG, =Y

La discrétisation de cette condition s’écrit pour 2 < j < N, :
1 n+1/2 +1/2 +1/2 Ou\""” u\""” 1/2
—(u —u"T)Y =T g = +bg | — =gt
ong e~ i ) T Mg T Gy ) Gy ) =

. . +1/2 N ,
Nous tirons alors de cette relation la valeur de uzl+£ ., et nous pouvons a présent
14z,

écrire I’équation de convection-diffusion sur 'interface. Nous trouvons :

2qv ou\""? 2qu ou\ " nt1/2
(1 —aq+ E) (E) +b(1—aq+ Ay a_y - V(Ayyu)N;ﬂ,j

Ni41,j Ni41,j

2v n+1/2 2v nt1/2 nt1/2 2v n+1/2
+ (a)\ — A—x2<)\ASL’ - 1)) Unifiy ~ Aggtint, = faid + Ay O I

Extraction de la condition de transmission

Nous montrons a présent comment extraire la quantité d,v — A\v + ¢0,v + bg0,v
du domaine Q7. Nous reprenons le raisonnement de ’algorithme avec conditions de
transmission d’ordre 0. De (8.4) nous tirons :

O e ot Ot ) i,

int,j int+1,j5

2v n+1/2 2u nt1/2 Ax o

= - A) oty n+1/2 Az [0
<Ax(2’/ + aAx) " ) Vinig Az(2v + aAx) Vint+1,j (g U+ an) ot

Ax ov\ "2 Ax s s
b= 5 ans ) 5 — (=l ).
+ (q QU + a,A:L‘) <8y>int,j QU + G,A:L‘ V( yyv)mt,j + fmt,g

(8.5)
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Partie I : Décomp. de dom. pour ’équation de convection diffusion

8.3.3 Mise en ceuvre pratique de 1’algorithme de décomposi-
tion de domaine

Nous détaillons ici la maniére dont nous mettons en ceuvre 'algorithme avec des
conditions de transmission d’ordre 7, j = 0,1 sur deux processeurs. Le processeur
n°l résout l'équation sur €~ pendant que le processeur n°2 résout 1’équation sur
Qr.

Si g%, et g* sont calculées a D'étape k, 'étape k + 1 se déroule comme suit :
16 étape : résolution de ’équation sur tout I'intervalle de temps et dans chaque

sous-domaine.
- PROCESSEUR n°1

LuF! = f  dans Q x]0,T],
uF (-, -, 0) = wy dans Q°,
a k+1
a_u - S7uFt = gb sur I'x]0, T
x
- PROCESSEUR n°2
Lok = f  dans Q" x]0,7],
ARt CIPN () = wy dans QT
) k+1
a_v — S;rvkJrl = ¢ surI'x]0, T
x

2¢me  atape : extraction des conditions aux limites.

- PROCESSEUR n°1
Extraction de ¢®™! = 9,uf*! — S;Lu”“rl pour tous les pas de

temps selon I’équivalent de la formule (8.4) dans Q™ si j =0
ou (8.5)sij=1.

- PROCESSEUR n°2
Extraction de ¢&*! = 90" — Sj_vk“ pour tous les pas de

temps selon la formule (8.4) si j =0 ou (8.5) si j = 1.

3éme  gtape : échange d’informations entre les processeurs.
- PROCESSEUR n°1
Envoi de g*™ réception de g%
- PROCESSEUR n°1
Envoi de g™ réception de g"*.

Retour a I’étape 1.
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Chapitre 9

Résultats numériques

Dans ce chapitre consacré aux résultats numériques, (2 désigne le carré unité
Q={(z,y), 0<x<1,0<y <1}. Dans le cas ou 2 est décomposé en deux sous-
domaines, nous allons résoudre 1’équation de convection diffusion sur 2x]0, T par
les méthodes de décomposition de domaine présentées aux Chapitres 2, 4 et 5. Nous
considérons le cas avec ou sans recouvrement.

Dans la Section 9.1 nous mettons en évidence le manque de performance de
la méthode de Schwarz classique par rapport aux méthodes optimisées. Puis dans
la Section 9.2, nous comparons la vitesse de convergence des différentes méthodes.
Nous considérons plusieurs vitesses de convection et plusieurs viscosités. Enfin dans
la Section 9.3 nous étudions I'influence du pas de temps et du pas d’espace sur la
convergence de ces méthodes.

9.1 Comparaison entre conditions optimisées et condi-
tions de Dirichlet

Dans cette section nous allons regarder comment converge la méthode de Schwarz
classique par rapport aux méthodes optimisées. Pour cela nous résolvons I’équation
Lu = 0sur 2x]0,1[ o0 @ =Q  UQT et Q7 = {(z,y),0 <2 <0.51,0 <y < 1},
Qf = {(2,9),05 <z < 1,0 <y < 1} (le recouvrement vaut 0.01) et avec les
conditions aux limites décrites sur la Figure 9.1.

Les paramétres de discrétisation définis au Chapitre 8 sont Az = Ay = 0.01
c-a-d. N = N, = 100 et At = 0.01. Les paramétres physiques valent v = 0.01,
a=1b=0.1et c=0 et la condition initiale vaut ug(z,y) = exp (—100((z —0.25)* +
(y —0.5)2)). Tous les algorithmes de décomposition de domaine de ce chapitre seront
initialisés par u’(-,-,t) = ugjo- et v°(-,-,t) = ugjo+ pour tout t de ]0,1[. La Figure
9.2 décrit I’évolution de la solution au cours du temps. Nous voyons notamment que
la solution convecte selon le vecteur (1, 1) tout en se diffusant.
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AN

>

limites

Probléme aux

Fic. 9.1 -

F1G. 9.2 — Solution aux temps t =0,t=0.3,t =0.6 et t =1
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0.2

0.18r

0.16+

0.14r

0.12r

0.1r

0.081

0.061

0.04r-

0.02-

—&— Ordre 0 optimisé
== Dirichlet
— solution

0

F1G. 9.3 — Coupe du premier itéré

0.2
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Les Figures 9.3, 9.4 et 9.5 montrent une coupe de la solution calculée au temps
t = 1; nous comparons a différentes étapes de I'algorithme la solution obtenue par
la méthode de Schwarz classique et par la méthode optimisée d’ordre 0. Nous voyons
qu’avec la méthode optimisée, dés les premiéres itérations, de bonnes informations
sont transmises au niveau de l'interface pour donner une solution proche de la solu-
tion exacte. Les conditions de Dirichlet ne semblent pas étre les bonnes informations
a échanger. Cette expérience montre que les conditions d’interface de 1’algorithme
optimisé sont mieux adaptées que celles de I'algorithme de Schwarz classique.

Ces résultats sont a rapprocher de ceux de [17] (M.J. Gander, L. Halpern et F.
Nataf) implémentés en dimension 1.
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9.2 Vitesse de convergence des méthodes optimisées

Dans les Chapitres 4 et 5 nous avons écrit un algorithme de décomposition de
domaine avec, du coté 27, les conditions d’ordre O :

k1 k
out a—poukH:&v _a—po

ox v oxr v ’
ou les conditions d’ordre 1 :
ot a—pr Ouktl ouFtt ok a—p ok ok
_ b — _ k —— + by —.
e oy T T T T T T gy T Ty, U Ty Ty

Nous cherchons ici & comparer la vitesse de convergence de cet algorithme pour
différents choix du paramétre py (algorithme avec des conditions d’ordre 0) et pour
différents choix des paramétres p; et ¢; (algorithme avec des conditions d’ordre 1)
(voir Chapitre 7), et pour cela nous allons résoudre le probléme aux limites suivant :

( Lu = f dans Qx]0,T],
u(-,+,0) = wug dans Q,
U(O, ) ) = 0 sur [Oa 1] X]Oa T[a
u(-,0,-) = go sur [0,1]x]0, T,
0
8—2(1, L) = g5 sur [0,1]x]0, T,
\ g—Z(~,1,-) = g4 sur[0,1]x]0,T7.

Afin d’observer la vitesse de convergence des différents algorithmes, il suffit d’obser-
ver I’évolution de I’erreur. C’est pourquoi dans chacune des sections suivantes nous
étudions le cas ou f, ug, g1, 92, g3 et g4 sont identiquement nulles. L’algorithme de
décomposition de domaine sera alors initialisé par la fonction :

w(x,y,t) = Z sin(lyt) Z sin(l,x) Z sin(l,y).

l;=0,7/At l.=0,7/Ax ly=0,m/Ay

Dans toute la suite les paramétres de discrétisation sont les suivants (voir Chapitre
8) :

Az = Ay = 0.01 c.-a-d. N, = N, = 100,

At = 0.01.
La théorie que nous avons mise en place précédemment s’applique au cas ou la vi-
tesse de convection est constante. Dans la Section 9.2.1 nous montrons des résultats
numériques qui entrent dans cette catégorie. En revanche nous pouvons parfaite-
ment appliquer les algorithmes introduits aux Chapitres 4 et 5 au cas ou la vitesse
de convection n’est plus constante; les sections suivantes sont consacrées a ce cas.
La vitesse de convection sera tournante dans la Section 9.2.2, recirculante dans la
Section 9.2.3 et tourbillonnante dans la Section 9.2.4.
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9.2.1 Vitesse constante

Dans cette section la vitesse de convection est constante, elle vaut a = b = 1
(voir Figure 9.6). Nous allons étudier le comportement des différents algorithmes
selon la valeur de la viscosité.
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0.4
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AR R RN RN
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y 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
7

F1G. 9.6 — Représentation du champ de vitesse constant sur le carré [0, 1] x [0, 1]

L’interface entre les deux sous-domaines se trouve en x = 0.5 et nous allons
considérer plusieurs tailles de recouvrement.

Nous allons mettre en ceuvre les algorithmes de décomposition de domaine avec
des conditions de transmission obtenues par développement de Taylor ou par opti-
misation du taux de convergence (voir Chapitre 7). Dans le cas ou l'intervalle de
temps est T = [0,0.1] (c.-a-d. T est découpé en 10 pas de temps), la Figure 9.7
montre comment varient les paramétres optimisés pg (le coefficient optimisé de la
méthode d’ordre 0) et p1, ¢1 (les coefficients optimisés de la méthode d’ordre 1) en
fonction de la viscosité. Nous considérons le cas sans recouvrement (L = 0) et le cas
d’une maille de recouvrement (L = Az). Nous remarquons dans un premier temps
que les coefficients optimisés pg, p1 et ¢ dépendent de la taille du recouvrement
et de la viscosité, contrairement aux coefficients de Taylor (pour Taylor nous avons
po=1lal=1,p1 =lal =1et ¢ = ‘71” = 1 et ces paramétres ne dépendent ni de
la viscosité ni du recouvrement). Nous remarquons également que les coefficients
optimisés d’ordre 0 (py et p;) augmentent avec la viscosité alors que le coefficient
d’ordre 1 (¢y) tend vers 0. Nous reviendrons sur ce point plus loin.
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Paramétres d'ordre 0 Parametre d'ordre 1

F1G. 9.7 — Paramétres optimisés en fonction de la viscosité. 7' = [0, 0.1].

Cas sans recouvrement

Nous regardons a présent comment convergent ces algorithmes et nous nous
placons tout d’abord dans le cas sans recouvrement. Les Figures 9.8, 9.9 et 9.10
montrent pour différentes longueurs de l'intervalle de temps (7" = [0, 0.1], T = [0, 0.5]
et T = [0, 1]) Pévolution du logarithme en base 10 de I’erreur L?*(0,7T'; L*(Q2)) en fonc-
tion des itérations et pour différentes valeurs de la viscosité. Les Tableaux 9.1, 9.2
et 9.3 nous donnent pour chacune des viscosités la valeur des paramétres optimisés.

Nous comparons lefficacité des différentes méthodes et pour cela nous rappelons
que les méthodes de Taylor ont été obtenues au Chapitre 7 par développement en
basses fréquences des symboles des opérateurs optimaux ST, introduits au Chapitre
3. Mais en fait, il est aisé de constater que nous obtenons le méme résultat en
développant ces symboles pour une viscosité petite. Ainsi nous pouvons supposer
qu'un cas favorable aux méthodes de Taylor est le cas ol la viscosité est petite.

Et en effet pour chaque longueur d’intervalle de temps, nous observons que pour
des viscosités inférieures & v = 0.05 les deux meilleures méthodes sont les méthodes
d’ordre 1 (optimisée et Taylor). Puis quand la viscosité augmente et atteint envi-
ron v = (.05, la méthode optimisée d’ordre 0 devient meilleure que la méthode de
Taylor d’ordre 1. Enfin, plus la viscosité augmente, plus I’écart entre les méthodes
optimisées et de Taylor se creuse. Dans tous les cas la méthode avec des conditions
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optimisées d’ordre 1 est trés efficace comparée aux autres méthodes. Par exemple
nous voyons sur la Figure 9.10 (7" = [0,1]) que pour la petite viscosité v = 0.01
I’algorithme optimisé d’ordre 1 converge en deux fois moins d’itérations que 1’algo-
rithme de Taylor d’ordre 1, et ce rapport ne cesse d’augmenter avec v (pour v = 0.05
ce rapport devient 3 ete...).

Nous observons par ailleurs que les méthodes optimisées d’ordre 0 et d’ordre 1
convergent a la méme vitesse quand la viscosité est grande (v = 0.5 ou v = 1). Ceci
concorde avec le fait que ¢; tend vers 0 quand v grandit et que pg et p; ont des valeurs
proches (voir les Tableaux 9.1 et 9.2 et 9.3). En fait, nous pouvons penser que quand
la viscosité devient grande, I’équation tend a se comporter comme l’'équation de la
chaleur, équation symétrique pour laquelle il est judicieux d’utiliser 'opérateur de
transmission :

0 0 0?

0 Dy + QZa—yQ-
Ceci nous améne a considérer un algorithme de décomposition de domaine avec des
conditions d’ordre 2 en espace. Dans le cas T = 1 la Figure 9.11 montre le résultat
obtenu avec une condition optimisée d’ordre 2 quand la viscosité vaut v = 1. Nous
voyons que cette méthode permet d’améliorer considérablement la convergence ; elle

converge en 5 fois moins d’itérations que les méthodes optimisées d’ordre 0 ou 1.

Ensuite nous renvoyons le lecteur a l'article de M. J. Gander et H. Zhao [20]
qui met en évidence 'existence de deux sortes de convergence dans I'algorithme de
Schwarz classique de type relaxation d’ondes appliqué a I’équation de la chaleur : il
y a convergence superlinéaire quand 'intervalle de temps est 'petit’ et convergence
linéaire quand 'intervalle de temps est plus 'grand’. Pour des intervalles de temps de
longueur 'moyenne’, les auteurs ont observé une convergence de I'algorithme linéaire
dans un premier temps puis superlinéaire dans un second temps. C’est ce méme
phénomeéne que nous pouvons observer sur les Figures 9.8, 9.9 et 9.10. Pour de
faibles viscosités (v = 0.005, v = 0.01) nous observons que les méthodes d’ordre
0 (optimisée et Taylor) présentent ces deux convergences : d’abord linéaire puis
superlinéaire. Et plus la longueur de I'intervalle de temps augmente, plus la région
linéaire est importante. Les méthodes d’ordre 1 ne présentent que la convergence
linéaire, car pour ces petites viscosités, ces deux méthodes convergent vite. Quand
la viscosité est grande, nous n’observons plus ce palier : les méthodes optimisées
convergent rapidement et n’ont pas le temps de changer de régime, et les méthodes
de Taylor sont trés lentes et atteignent cette limite en dehors de notre échelle.
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Ordre 0
vr=0005|rv=001|v=005|v=01|v=05| v=1
Do 2.2472 2.7977 7.4862 | 12.4714 | 42.8094 | 75.1425
Ordre 1
r=00005rvr=001|rv=005|rv=01|rvr=05| v=1
D1 1.8422 2.6396 7.5888 | 12.6887 | 43.8940 | 76.7787
¢ 0.3396 0.3276 0.1276 0.0859 | 0.0705 | 0.0623

TAB. 9.1 — Coefficients optimisés d’ordre 0 et 1. 7" = [0, 0.1]. Cas sans recouvrement.

Ordre 0
r=0005|rv=001|rvr=005|v=01|rvr=05| vr=1
Do 2.2216 2.7101 5.8853 9.0031 | 32.9412 | 63.9050
Ordre 1
r=00005r=001|rv=005|v=01|v=05| v=1
D 1.8247 2.5394 5.8749 9.0099 | 32.9531 | 63.9120
¢ 0.3549 0.3438 0.1668 0.1095 | 0.03019 | 0.0155

TAB. 9.2 — Coefficients optimisés d’ordre 0 et 1. 7" = [0, 0.5]. Cas sans recouvrement.

Ordre 0
r=0005|rv=001|rvr=005|rv=01|rvr=05| v=1
Do 2.2211 2.7082 5.7857 8.6642 | 32.3447 | 63.5418
Ordre 1
r=0.005|rvr=001|rvr=005|rv=01|rvr=0.,5 v=1
D1 1.8244 2.5371 5.7684 8.6557 | 32.3437 | 63.5413
¢ 0.3550 0.2278 0.08937 | 0.07459 | 0.01458 | 0.0079159

TAB. 9.3 — Coefficients optimisés d’ordre 0 et 1. T'= [0, 1]. Cas sans recouvrement.
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F1G. 9.8 — Vitesse constante : a=b=1. T' = [0, 0.1]. Cas sans recouvrement.
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F1G. 9.9 — Vitesse constante : a=b=1. T' = [0, 0.5]. Cas sans recouvrement.
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F1G. 9.11 - Vitesse constante : a=b—=1. T'= [0, 1]. Cas sans recouvrement.

Cas avec recouvrement

Nous nous plagons a présent dans le cas d'une maille de recouvrement et nous
pouvons alors implémenter I’algorithme de Schwarz classique avec relaxation d’ondes
(conditions de Dirichlet). Le Tableau 9.4 nous donne la valeur des paramétres opti-
misés quand 'intervalle de temps est T = [0, 1]. La Figure 9.12 montre I’évolution de
lerreur L*(0, T; L*(Q2)) dans ce cas. Ces graphiques montrent que quand la viscosité
est petite (v = 0.005, ¥ = 0.01) toutes les méthodes convergent trés rapidement puis
comme dans le cas sans recouvrement, plus la viscosité augmente, meilleures sont les
méthodes optimisées par rapport aux méthodes de Taylor. Pour v = 1 par exemple
les méthodes optimisées convergent en 10 itérations environ, alors que les méthodes
de Taylor en nécessitent 3.5 fois plus pour l'ordre 1 et 4 fois plus pour l'ordre 0.
Nous notons que pour toutes les viscosités la méthode de Schwarz classique est trés
lente.

Comme dans le cas sans recouvrement, nous remarquons que quand v =1 'op-
timisé d’ordre 1 n’apporte rien a la convergence par rapport a I’'optimisé d’ordre 0.
Et en reprenant la Figure 9.11 nous voyons qu’implémenter 1’ordre 1 optimisé avec
une maille de recouvrement produit la méme efficacité que d’implémenter ['ordre 2
optimisé dans le cas sans recouvrement.
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F1G. 9.12 — Vitesse constante : a=b=1. T' = [0, 1]. Cas avec recouvrement.
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Ordre 0
r=0005|rv=001|v=005|v=01|v=05| v=1
Do 1.5248 1.7203 2.5241 3.3182 | 10.040 | 17.7833
Ordre 1
r=0.005|rv=001|v=005|v=01|v=05| v=1
D1 1.2041 1.3417 1.9611 2.6202 | 8.6620 | 16.8939
1 0.5693 0.4655 0.5094 | 0.2031 | 0.0600 | 0.03046

TAB. 9.4 — Coefficients optimisés d’ordre 0 et 1. 7' = [0, 1]. Cas avec recouvrement.

Conclusion des résultats numériques avec vitesse constante

Nous résumons ici les remarques faites précédemment. Elles seront également vé-
rifiées dans les sections suivantes, quand la vitesse de convection n’est plus constante.

Dans le cas sans recouvrement, nous observons deux régimes de convergence :
d’abord linéaire puis superlinéaire. La taille de la premiére zone dépend de la taille
de I'intervalle de temps, de la méthode et de la valeur de la viscosité.
La méthode optimisée d’ordre 1 est dans tous les cas la plus performante ; la méthode
optimisée d’ordre 0 est d’autant meilleure que la viscosité est grande. Et globalement
plus v est grand plus ’écart entre les méthodes optimisées et les méthodes de Taylor
se creuse au profit des méthodes optimisées. Quand la viscosité devient vraiment
grande, 'ordre 1 optimisé n’apporte rien a la convergence par rapport a ’ordre 0
optimisé. Dans ce cas l'ordre 2 optimisé apporte un gain considérable.

Dans le cas avec recouvrement, les méthodes se comportent de la méme facon.
Plus la viscosité est grande, meilleures sont les méthodes optimisées comparées aux
méthodes de Taylor. Nous remarquons également que dans la mesure du possible il
est préférable d’avoir une maille de recouvrement (peu couteuse) plutot qu’aucun
recouvrement. En comparant les Figures 9.12 et 9.10, pour v = 1 par exemple, nous
voyons qu’une maille de recouvrement apporte un gain de rapport 5 sur la vitesse
de convergence des méthodes optimisées.
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1 -2y,

Dans cette section nous étudions le cas ou la vitesse de convection n’est plus

constante et vaut pour (z,y) € [0,1] x [0, 1] (voir la Figure 9.13) :

La variation sur I'interface des deux composantes a et b de la vitesse est représentée

9.2.2 Vitesse tournante
sur la Figure 9.14.
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F1G. 9.13 — Représentation du champ de vitesse tournant sur le carré [0, 1] x [0, 1]
Fic. 9.14 — Composantes a et b de la vitesse de convection sur I'interface
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Nous travaillons sur 'intervalle de temps [0, 1] (soit 100 pas de temps) et nous
considérons le cas avec ou sans recouvrement. La Figure 9.15 montre la valeur des
paramétres optimisés et de Taylor d’ordre 0 (py) ou d’ordre 1 (p1, ¢1) en chacun des
points de l'interface. Nous retrouvons le comportement déja observé dans le cas de
la vitesse constante : les paramétres optimisés d’ordre 0, py et p;, augmentent avec la
viscosité alors que le paramétre optimisé d’ordre 1, ¢; tend vers 0. Nous remarquons

également la singularité en y = 0.5 du paramétre de Taylor ¢; = —.

lal

La Figure 9.16 montre 1’évolution de I’erreur en fonction du nombre d’itérations,
pour différentes valeurs de v, quand le recouvrement est nul et la Figure 9.17 montre
la méme quantité dans le cas d’un recouvrement d’une maille. Le résultat est cohé-
rent avec celui obtenu a vitesse constante (Section 9.2.1).

Dans le cas sans recouvrement et pour toutes les viscosités, la méthode la plus
efficace est la méthode optimisée d’ordre 1. Cette fois-ci méme pour de petites visco-
sités la méthode de Taylor d’ordre 1 n’est pas performante et la méthode optimisée
d’ordre 0 devient rapidement meilleure que celle-ci.

Dans le cas avec recouvrement nous observons le méme phénoméne, méme pour
des faibles viscosités les méthodes optimisées sont plus efficaces que les méthodes
de Taylor et I’écart entre les deux méthodes se creuse quand la viscosité grandit.
Nous remarquons également (Fig 9.17) que contrairement aux méthodes de Taylor,
le nombre d’itérations nécessaire a la convergence des méthodes optimisées est plutot
stable par rapport a la viscosité : ce nombre passe de 6 itérations pour v = 0.005 a
11 pour v = 1 alors que pour une approximation de Taylor, il passe de 9 a 70.
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F1G. 9.15 — Vitesse tournante : valeur des parameétres optimisés et de Taylor en
fonction de la variable d’interface dans le cas avec ou sans recouvrement. De haut
en bas : ¥ = 0.005, v = 0.05 et v = 0.5
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T = [0, 1]. Cas sans recouvrement.
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F1G. 9.17 — Vitesse tournante. 7' = [0, 1]. Cas avec recouvrement.
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Comme pour la vitesse constante nous mettons en ceuvre des conditions optimi-
sées d’ordre 2 dans le cas sans recouvrement et quand la viscosité vaut v = 1 (cas ou
le terme d’ordre 1 tend vers 0 et la condition optimisée d’ordre 1 n’apporte rien a la
convergence par rapport a 'ordre 0). Nous observons également que ces conditions
améliorent nettement la vitesse de convergence.
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3t —+ Ordre0 Optimisé
- - Taylor Ordrel
-+- Ordrel Optimisé |
-o QOrdre2 Optimisé
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0 10 20 30 40 50
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F1G. 9.18 — Vitesse tournante. 7' = [0, 1]. Cas sans recouvrement.
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9.2.3 Vitesse de type recirculation

Dans cette section nous étudions le cas ou la vitesse de convection vaut pour
(x,y) € [0,1] x [0,1] (voir la Figure 9.19) :

a(z,y) = — cos(m(z — 0.5)) sin(7(y — 0.5)),
b(x,y) = cos(m(y — 0.5)) sin(m(x — 0.5)).
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F1G. 9.19 — Représentation du champ de vitesse 'recirculation’ sur le carré [0, 1] x

[0, 1]

La Figure 9.20 montre comment varient a et b, les deux composantes de la vitesse,

sur l'interface.
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F1G. 9.20 — Composantes a et b de la vitesse sur les interfaces x = 0.1, x = 0.3 ou x = 0.5
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La Figure 9.21 montre comment varient sur 'interface les paramétres optimisés
et de Taylor pg, p; et g1 pour les viscosités v = 0.005, v = 0.05 et v = 0.5 et quand
I'interface se trouve en x = 0.5. Nous remarquons la singularité en y = 0.5 du para-
meétre de Taylor d’ordre 1, ¢;.

Dans le cas sans recouvrement (Figure 9.22 9.23 et 9.24) les commentaires sont
identiques a ceux de la vitesse tournante (voir Section 9.2.2). Nous remarquons de
plus que quand l'interface se trouve en z = 0.1 (Figure 9.24) la méthode de Taylor
d’ordre 1 donne de mauvais résultats surtout quand la viscosité est grande. Ce cas
correspond a une composante de la vitesse |a| de faible amplitude, et nous avons
vu (Fig. 9.21) qu’alors les paramétres optimisés pour v = 0.5 ou v = 1 sont trés
petits comparés aux parameétres de Taylor qui explosent a cause de la singularité
en y = 0.5. Nous pouvons voir sur la Figure 9.27 les performances de la méthode
optimisée d’ordre 2 qui est implémentée dans le cas v = 1 c.-a-d. quand les méthodes
optimisées d’ordre 0 et 1 convergent a la méme vitesse.

Dans le cas avec recouvrement (Figures 9.25, 9.26) nous remarquons que les
méthodes optimisées sont toujours les plus efficaces. Pour v = 1 par exemple, il faut
une dizaine d’itérations aux méthodes optimisées pour converger alors qu’il en faut
plus d’une soixantaine aux méthodes de Taylor.
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F1a. 9.21 — Vitesse recirculante

: valeur des paramétres optimisés et de Taylor en

fonction de la variable d’interface en x = 0.5. De haut en bas : v = 0.005, v = 0.05

et v=20.5
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F1G. 9.22 — Vitesse recirculante. T' = [0, 1].
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F1G. 9.26 — Vitesse recirculante. T' = [0, 1]. Interface en 2 = 0.3. Cas avec recouvre-
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F1G. 9.27 — Vitesse recirculante. T' = [0, 1]. = 0.5. Cas sans recouvrement.
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9.2.4 Vitesse de type tourbillons

Dans cette section nous étudions le cas décrit dans [43| (P.K Smolarkiewicz) et
[44] (A. Staniforth, J. Cote, et J. Pudykiewicz) c.-a-d. quand la vitesse de convection
vaut (voir la Figure 9.28) :

a(x,y) = 0.32m sin(4rz) sin(47y),
b(z,y) = 0.327 cos(4my) cos(4rx).
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F1G. 9.28 — Représentation du champ de vitesse tourbillonnant sur le carré [0, 1] x
[0, 1]

La Figure 9.29 montre comment varient a et b, les deux composantes de la vitesse,
sur l'interface.

La Figure 9.30 montre comment varient sur I'interface les paramétres optimisés
et de Taylor pg, p1 et g1 pour les viscosités v = 0.005, v = 0.05 et v = 0.5 et quand
I'interface se trouve en x = 0.5. Nous remarquons que sur l'interface le paramétre
de Taylor d’ordre 1, ¢, présente cinq singularités alors que les paramétres optimisés
tendent vers 0 quand la viscosité grandit.

Les Figures 9.31, 9.32 et 9.33 montrent 1’évolution de ’erreur dans le cas sans re-
couvrement quand l'interface est en x = 0.5, x = 0.4 ou x = 0.3. Les remarques des
sections précédentes s’appliquent ici. En revanche nous voyons que la méthode de
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F1c. 9.29 — Composantes a et b de la vitesse de convection sur I'interface.

Taylor d’ordre 1 est peu performante, voire divergente quand la viscosité est grande.
En effet la premiére composante de la vitesse a s’annule plusieurs fois sur I'interface
(voir Figure 9.29) et dans ce cas les paramétres de Taylor deviennent infinis. Nous
montrons de surcroit, dans le cas sans recouvrement, quand l'interface se trouve en
z = 0.5 la performance de la méthode d’ordre 2 optimisée (Figure 9.37).

Les Figures 9.34, 9.35 et 9.36 montrent I’évolution de ’erreur dans le cas avec
recouvrement quand l'interface est en x = 0.5, x = 0.4 ou x = 0.3. Nous remarquons
que pour les viscosités v = 0.5 ou v = 1 le nombre d’itérations nécessaires pour
obtenir une erreur de 107¢ est de 10 pour les méthodes optimisées quelle que soit la
position de l'interface. En revanche les méthodes de Taylor sont lentes en x = 0.5
(I'ordre 1 nécessite environ 60 itérations); cette situation correspond au cas ou la
premiére composante de la vitesse |a| est petite. Et les méthodes de Taylor sont
plus rapides quand l'interface se trouve en x = 0.4 (I'ordre 1 nécessite une trentaine
d’itérations) ; ceci correspond au cas ou I'amplitude de |a| est plus grande qu’en
x = 0.5.
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F1G. 9.37 — Vitesse tourbillonnante. T'= [0, 1]. z = 0.5. Cas sans recouvrement.
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9.3 Influence du pas de maillage et du pas de temps

Dans la section précédente nous avons regardé 'influence de la vitesse de convec-
tion et de la viscosité sur la vitesse de convergence des différents algorithmes de dé-
composition de domaine présentés dans cette thése. Ces résultats ont été obtenus a
pas de maillage en espace et en temps fixes (Az = At = 0.01). Nous regardons dans
cette section I'influence de Ax et At sur la convergence des algorithmes. La Figure
9.38 montre le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une erreur de 1075 dans
le cas de la vitesse recirculante définie a la Section 9.2.3 et quand la frontiére se
trouve en x = 0.5 avec une maille de recouvrement.

70

Nb itérations

00e6d
Hooo00000
. .

£ 09

1 . . .
100 150 200 250 300 350 400 450

1/Az =1/At

FiG. 9.38 — Nombre d’itérations nécessaire pour arriver a convergence (107%) en
fonction du pas de maillage

Nous observons d’une part que pour chaque pas de maillage les méthodes optimi-
sées restent les plus performantes. D’autre part, il apparait que quand on raffine le
maillage, le nombre d’itérations nécessaire aux méthodes optimisées pour converger
augmente peu contrairement aux méthodes de Taylor : pour 'ordre 0 par exemple, la
méthode optimisée nécessite 24-12—=12 itérations supplémentaires pour passer d'un
pas de maillage de 1/100 & 1/350 alors qu’il en faut 64-24—40 pour Taylor.
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Chapitre 10

Couplage de I’équation de
convection-diffusion et de I’équation
de convection

Pour simuler numériquement un phénoméne physique complexe, il peut étre utile
d’adapter I’équation a la région géographique. En océanographie, par exemple, les
équations de base qui permettent de simuler le mouvement de I’'océan sont les équa-
tions de Navier Stokes en milieu tournant. Mais il est intéressant d’une part de
simplifier cette équation dans le but de gagner du temps de calcul dans les régions
peu perturbées ou a la physique particuliére (les équations de Saint Venant est une
moyenne verticale de I’équation de Navier Stokes faite quand la profondeur de I'eau
est faible). D’autre part on peut adapter le modeéle et mettant en avant un phéno-
méne prépondérant dans la région considérée (phénomeéne de couche limites . . .).

Suivant le principe des méthodes de décomposition de domaine, le couplage
de modéles consiste a partager le domaine de calcul en deux sous-domaines, par
exemple, et a résoudre une équation sur le premier sous-domaine tandis que sur
I’autre nous résolvons une deuxiéme équation. La difficulté réside alors dans I’écri-
ture des conditions d’interface.

Dans ce chapitre nous traitons le probléme modéle du couplage entre ’équation
de convection-diffusion et ’équation de convection.

Nous généralisons ici aux problémes d’évolution le couplage introduit dans [15]
par M.J. Gander, L. Halpern et C. Japhet. Le probléme initial est celui que nous
avons traité dans les chapitres précédents : nous souhaitons résoudre 1’équation de
convection-diffusion (1.2). Mais cette fois nous considérons que la viscosité est petite
et méme négligeable dans la moitié du domaine. Nous décomposons alors €2 en deux
sous-domaines Q= et QF. Sur Q~ la viscosité est faible, nous résolvons ’équation de
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convection-diffusion. Sur le domaine Q*, la viscosité est négligeable, nous résolvons
I’équation de convection dont nous introduisons l'opérateur :

_9 »
Ecza—i‘b'v—'—c.

Pour des raisons de clarté, 'opérateur de convection-diffusion sera a présent noté
Lep.

Dans la Section 10.1, nous définissons la notion de couplage de ces deux modéles,
puis dans la Section 10.2 nous proposons un algorithme. Nous donnons enfin dans
la Section 10.3 des résultats numériques.

10.1 Définition du couplage

Dans cette section nous définissons la notion de couplage entre 1’équation de
convection-diffusion et I’équation de convection. Ceci revient & définir des condi-
tions que la solution doit vérifier au niveau de l'interface. En 'occurrence nous
souhaitons ici que la solution du couplage vérifie les mémes propriétés que la solu-
tion de ’équation globale (équation de convection diffusion). Ce sont ces propriétés
que nous allons expliciter dans un premier temps.

Soit © un ouvert de R2, que nous décomposons en deux sous-domaines Q~ et QF
qui ne se recouvrent pas. La frontiére commune est notée I" et 77 désigne la normale
sortante & Q~ (voir la Figure 10.1).

F1G. 10.1 — Décomposition du domaine 2

Si [v]r désigne le saut de v a l'interface I', et w la solution de I'équation de
convection-diffusion dans €2 nous pouvons montrer que :

[w] =0,
lg_w} . (10.1)
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Ainsi w, la solution de ’équation de convection-diffusion sur 2x]0, +ool, vérifie au
travers de toute interface la continuité de w et de son flux.

Nous pouvons & présent définir une notion de couplage entre I’équation de con-
vection-diffusion et I’équation de convection (voir [21] (F. Gastaldi, A. Quarteroni
et G. Sacchi Landriani) pour une autre définition). Nous résolvons ’équation de
convection-diffusion dans €~ et ’équation de convection dans Q*. Et nous souhai-
tons que la solution de ce couplage soit compatible avec la solution de ’équation de
convection-diffusion sur le domaine entier, c.-a-d. nous imposons (10.1).

Nous cherchons donc a résoudre :

Lopu = f dans Q x]0,T7,
u(-,+,0) = wy dans Q,
(10.2)
Lov = f dans Q*x]0, T,
v(-,-,0) = wy dansQT,
avec u et v vérifiant a U'interface :
U=,
du v (10.3)
on  on’

Dans la section suivante nous proposons un algorithme qui converge vers la solution
de ce probléme.

10.2 Ecriture des conditions de transmission exactes

Comme nous l'avons fait dans le cadre de la décomposition de domaine (Chapitre
3), nous travaillons sur 'espace R? que nous décomposons en deux demi-plans (Fig.
10.2), puis nous écrivons un algorithme qui converge en deux itérations.
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v
81

Q+
cet—

F1G. 10.2 — Décomposition du domaine R?

Puisque 'opérateur de convection est un opérateur de transport, le nombre de
conditions aux limites a imposer dans le domaine 2~ différe selon le signe de la
vitesse de convection sur 'interface. Nous détaillons alors différents cas : celui ou
la vitesse de convection est entrante dans Q7 ; celui ou elle est sortante; enfin nous
considérons le cas ou la vitesse est tournante.

10.2.1 Cas de la vitesse sortante vers Q"

Dans le cas o b -7 = a > 0 sur I', ’équation de convection dans {2~ nécessite
une condition aux limites sur I'. Nous proposons ’algorithme de couplage suivant :

( Lopult! = f dans Q™ x]0, 4+o0|,
uF (-, 0) = wy dans Q~,
o k+1 ) k
\ O_Z Skt = a—z — S v*  sur T'x]0, 400,
( (10.4)
Lok = f dans Q7 x]0, +o0|,
oML 0) = wp dans QF,
k+1 k
v Stk = ou” _ STuF  sur T'x]0, +-o0l.
\ a;p 8l‘

Comme pour la décomposition de domaine (Chap. 3), nous cherchons les opérateurs
ST et S qui ménent A convergence en deux itérations.

Théoréme 10.2.1 Soient B, v et ¢ des coefficients constants. L’algorithme (10.4)
converge en deuz itérations vers la solution de (10.2) si les symboles de S~ et ST
sont respectivement :

bk 1
YIRS ot = —(a+ 6", (10.5)
a a 2v

Ocony = 1
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avec §Y/2 donné par (2.15).
De plus, les relations de continuité (10.3) sont vérifiées a convergence sur I.

PREUVE : Nous introduisons ef et ef les erreurs respectives dans Q= et QF a
I'étape k de I’algorithme (10.4). Nous avons ef(-,-,0) = 0 et e*(-,-,0) = 0 et nous
prolongeons e” et eF par 0 sur les valeurs négatives de ¢ (nous notons e* et e ces pro-
longements). La solution e vérifie ’équation de convection-diffusion homogéne sur
QO xR et e* vérifie 'équation de convection homogéne sur QF x R. Nous appliquons
alors la transformée de Fourier en temps et en espace tangentielle, (c.-a-d. en ¢ et y)
aux équations Lope, = 0 dans | — oo, 0[xR x R et Loe, = 0 dans | — oo, 0[xR x R.
Nous obtenons :

Lope® = 0avec (x,k,w) €] — 0o, 0[xR x R,
Lo&f = 0avec (z,k,w) €]0, +oo[xR x R,
2

0 0 , 0 :
avec Lop = Vo + an- + (i(w + bk) + ¢+ vk®) et Lo = s + (i(w + bk) + ¢).

..k ~k . , . P . .. ,
Ainsi e, et €, sont solutions d’équations différentielles ordinaires que nous résolvons :

~k k otz
& (x, k,w) = a"(k,w)e” *,

é];(:p, k,w) = Bk, w)e o,

cony définis en (10.5). (On pourra se reporter au Chapitre 2 pour le
détail de ces calculs).

avec ot et o

Ainsi les relations suivantes sont vérifiées :

~k
oe,, ok
a— — g eu = O,
s
~k
aev = Ak 0
837 Uconvev -

Par conséquent, si les symboles de S~ et ST sont donnés par (10.5), 'erreur a I'étape
k dans chaque sous-domaine est solution d’'une équation homogéne avec une condi-
tion initiale nulle et une condition aux limites homogéne sur I'. Par suite, dés k = 2
I’erreur est nulle et I'algorithme a convergé.
Par ailleurs, si nous notons (u,v) la limite de la suite (u*, v*) nous avons sur
I'x]0, +oo] :

ov ou

ov o, YU +
o ST e STu,
ou _ ov _
a_:L‘_S u_a_{L‘_S v,
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c.-a-d. deux combinaisons linéaires différentes de la solution et de son flux sont
continues a l'interface. Ceci nous assure alors que la propriété (10.3) est vérifice.

L’opérateur ST sera approché par un opérateur différentiel comme aux Chapitres
4 et 5. Par ailleurs, nous remarquons que o, est un polynéme en k et w, ce qui
signifie que S~ est un opérateur différentiel. Ainsi contrairement a I'opérateur S+
nous pouvons expliciter 'opérateur S~ :

_ 1/0 0 c
S = - (E + ba—y) - (10.7)

Ainsi, dans le cas ou les coefficients des équations traitées sont constants, ’algo-
rithme peut étre mis en ceuvre avec une condition de transmission exacte et par
conséquent ’algorithme (10.4) converge en deux itérations.

10.2.2 Cas de la vitesse entrante dans ()~

Dans le cas ot b+ 7 = a < 0 sur I', ’équation de convection ne nécessite pas de
condition aux limites.
Nous imposerons alors a I'équation de convection-diffusion une condition de Diri-
chlet pour nous assurer un minimum de continuité. Il n’y a plus d’algorithme, nous
résolvons alors :

Lov = f dans Q" x]0, +o0],

v(-,-,0) = wy, dans QT

Leopu = f dans Q x]0, +o0], (108)
u(-,+,0) = wy dans Q,

u = v sur I'x]0, +ool.

10.2.3 Cas de la vitesse tournante

Ici nous étudions le cas d’une vitesse qui n’est plus ni purement sortante, ni
purement entrante. Nous introduisons :

Lot = {2z €l,b-i >0},

I'w={z el b-i<0}

ot 7 est la normale sortante de 2~ et ot I'on a Ty UL = I et Ty N i = 0.
Nous nous inspirons de I’algorithme (10.4) que nous appliquons au cas ot la vitesse
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de convection n’est pas nécessairement constante et de l’algorithme (10.8). Nous
proposons alors l'algorithme suivant :

( LopuFt! = f dans Q7 x]0, +oof
uF (., - 0) = wp dans Q7 x]0, +ool,
o k+1 o k
gaz S T — 0% — S vF sur Toy x]0, +o0],
| uMt! = oF sur 'y, x]0, +oo,
[ LooFt! = f dans QF,
o"(- -, 0) = wp dans Q" x]0, +oo,
8'Uk+l a+p k41 8uk a+p k
= T = o= - Lout X0, ;
( Oz 2v ox o S 1xJ0, +oo]

avec S~ défini par (10.7) et p une constante strictement positive. A convergence
nous avons les relations :

= ovsur ' x [0, T,

u
ou v
% = a—x sur Pout X [07 T]

Remarque 3 Cet algorithme impose une condition de type Neumann a [’équation
de convection, ce qui en pratique ne peut se traiter directement. De [’équation de
convection nous tirons :

ov 1ov bov ¢

—_— = —_——— = —— — =
Ox adt ady a’
et nous pouvons récrire la condition aux limites sur I, sans dérivée normale :

1okt b@vk“_gvkﬂ_a+pvk+1:_18uk bouk ¢ k_a+puk

a Ot a dy a 2v a Ot a0y a 2v

10.3 Reésultats numériques

10.3.1 Vitesse constante
Probléme aux limites

Nous résolvons ici I’équation de convection-diffusion sur le carré unité et sur
I'intervalle de temps [0, 7] avec les paramétres : v = 0.001, a =b = 0.1 et ¢ = 0.
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Si g = ¢ 100015 "]o probléme aux limites est le suivant :

du

a—y—o
TN
STV TS
STV TS

u=0 LS A A Gy =0

STV TS
STV TS
STV TS
STV

u=g

il
T
Nous décomposons €2 en deux sous-domaines qui ne se recouvrent pas et nous
placons l'interface en x = 0.6.

La donnée initiale (Figure 10.3) est la solution du probléme stationnaire :

%u + b.Vu — vAu = 0 dans

Discrétisation

Nous simulons ce probléme sur 200 pas de temps, c.-a-d. dt = 0.035. Et le pas
d’espace vaut dz = 1/101.

Résultats

La solution de référence, appelée solution visqueuse, est la solution de I’équation
de convection-diffusion sur €2. Elle est représentée sur la Figure 10.4 au temps t = 7.

Nous observons alors, aprés convergence c.-a-d. aprés deux itérations, la coupe en
y = 0.5 de la solution du couplage au temps ¢t = 7 que nous comparons a la solution
visqueuse (Figure 10.5) . Dans le domaine Q~, la solution du couplage correspond a la
solution visqueuse ; dans le domaine Q, nous observons effectivement une solution
qui convecte mais ne diffuse plus. Nous voyons par ailleurs que la solution et sa
premiére dérivée sont bien continues au niveau de l'interface.
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Fic. 10.3 — Condition Initiale

0.5

—— Solution couplage
0.45 - - Solution visqueuse

0.4r

0.351

0.3

0.25-

0.2r

0.15r

0.1

0.051

F1G. 10.5 — Solution du couplage, vitesse constante

10.3.2 Vitesse tournante
Probléme aux limites

Nous résolvons ici I’équation de convection-diffusion sur le carré unité, et sur
I'intervalle de temps [0, 1] avec les paramétres : v = 0.001, a = 1 — 2y, b = 1 et
c=0.

—100(x—0.4)?

Sig=e , le probléme aux limites est le suivant :
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o
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Nous décomposons §2 en deux sous-domaines et plagons 'interface en z = 0.6.

La donnée initiale (Figure 10.3) est la solution du probléme stationnaire :

u+B.Vu— vAu = 0 dans €

1
0.01

avec les conditions aux limites précédentes.

ion

1sat

t

iscré

D

On simule ce probléme sur 200 pas de temps, c.-a-d. dt = 0.005. Le pas d’espace

vaut dr = 1/201.

Résultats

La solution visqueuse au temps ¢ = 1 est représentée sur la Figure 10.7.

1

F1G. 10.7 — Solution visqueuse a t

F1Ga. 10.6 — Condition Initiale
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Chap. 10 Couplage convection-diffusion /convection

Les Figures 10.8 et 10.9 montrent deux coupes en y < 0.5, c.-a-d. dans la région
ou la vitesse de convection se dirige vers Q7. Nous voyons que, comme pour la vitesse
constante, la solution du couplage correspond a la solution visqueuse dans €2~. Dans
QT la solution convecte mais ne diffuse plus.

Les Figures 10.10 et 10.11 montrent deux coupes en y > 0.5 (région ou la vitesse
de convection sort de Q7). Nous voyons que puisque la solution n’a pas diffusé dans
QF, la perturbation qui en résulte se propage a Q.

1 T T T

0.9l Solution couplage
- - Solution visqueuse

0.81

0.7f

0.6f

0.51

0.4

0.3r

0.2

0.1f

0 . . h
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fi1G. 10.8 — Coupe de la solution
eny=0.3

1 T T T

09l = Solution couplage
“l| - -+ Solution visqueuse

0.8r

0.7

0.61

0.5f

0.4r

0.3r

0.2f

0.1r

0 I f
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 10.10 — Coupe de la solution
eny=0.7
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09l = Solution couplage
- - Solution visqueuse

0.8

0.7

0.6r

0.5f

0.4r

0.3

0.2

0.1-

0 . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 10.9 — Coupe de la solution
eny=0.5

1 T T T

0.9 q

0.8

0.7

0.6

0.5-

0.4

0.3

0.21

01l — Solution couplage
-~ Solution visqueuse
0 —

0 0.2 0.4

F1G. 10.11 — Coupe de la solution
eny =079
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Chapitre 11

Conclusions et perspectives

Le but de cette premiére partie était de mettre en place un algorithme de dé-
composition de domaine de type relaxation d’ondes pour 1’équation de convection
diffusion, et dans toute cette étude nous avons considéré une décomposition du do-
maine initial en deux sous-domaines.

Dans un premier temps nous avons étudié ’algorithme de relaxation d’ondes de
type Schwarz classique (c.-a-d. avec des conditions de transmission de Dirichlet) qui
nécessite un recouvrement entre les deux sous-domaines. Mais comme les résultats
numériques I'ont montré plus loin, cette méthode s’avére lente et peu performante.

Nous avons alors écrit des conditions de transmission qui permettent la conver-
gence de 'algorithme en deux itérations et pour lesquelles le recouvrement n’est plus
nécessaire. Malheureusement les opérateurs correspondants sont pseudo-différentiels
et nous ne pouvons pas les utiliser directement dans un algorithme. Nous les avons
alors approchés par des opérateurs différentiels d’ordre 0 ou 1 et nous avons étudié
les algorithmes correspondants. Cette étude a montré que si les données (second
membre, condition initiale) avaient une forte régularité, le premier itéré de ’algo-
rithme devait vérifier des conditions de compatibilité au temps ¢ = 0. Nous avons
ensuite montré la convergence de ces algorithmes dans le cas avec ou sans recouvre-
ment des sous-domaines.

Nous avons ensuite approché les opérateurs exacts soit par développement de
Taylor en basses fréquences soit par optimisation du taux de convergence. Des ré-
sultats numériques ont ensuite donné des éléments de comparaison pour ces deux
méthodes. Quand la viscosité est petite les méthodes de Taylor restent compétitives
mais dés que la viscosité grandit les méthodes optimisées deviennent sans conteste
les méthodes les mieux adaptées. Cette remarque est valable que I'on ait un recou-
vrement ou non, que la vitesse soit constante (contexte de 1’étude théorique) ou non.
Nous avons vu que 'avantage des méthodes optimisées est de s’adapter aux données
physiques du probléme et a la discrétisation : le nombre d’itérations nécessaires a la
convergence est peu sensible aux changements des données. Nous avons également
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remarqué que quand la viscosité est grande, la méthode optimisée d’ordre 1 n’ap-
porte rien a la vitesse de convergence par rapport a la méthode optimisée d’ordre
0. Il semble alors que dans ce cas (qui correspond a une symétrisation de 1’équa-
tion) il est avantageux de passer a des conditions d’ordre 2 ; une étude théorique de
ces conditions serait intéressante. Pour résumer, dans le cas de faibles viscosités, la
méthode la plus efficace est la méthode optimisée d’ordre 1. Quand la viscosité est
grande on peut se contenter de la méthode optimisée d’ordre 0, ou pour obtenir une
convergence encore plus rapide, passer a ’ordre 2.

L’étude théorique a été effectuée dans le cas de deux sous-domaines avec une
interface rectiligne et une vitesse de convection constante. Mais cette théorie peut
facilement étre appliquée au cas ot le nombre de sous-domaines est supérieur a 2 :
I’étude des sous-problémes est identique et la démonstration de la convergence des
algorithmes peut étre facilement généralisée.

Par ailleurs, les algorithmes présentés ici peuvent s’étendre a des problémes phy-
siques plus généraux. Nous avons mis en place ces conditions quand la vitesse de
convection n’est plus constante; dans ce cas les paramétres optimisés varient en
fonction de l'interface. Cette variation étant continue, il suffit d’optimiser quelques
paramétres et d’interpoler les autres; les algorithmes optimisés ne sont donc pas
plus cotiteux dans le cas d’une vitesse non constante que dans le cas d’une vitesse
constante et ils ont également montré leur efficacité par rapport aux méthodes de
Taylor.

Nous pouvons également imaginer une interface qui n’est pas rectiligne et les
conditions d’interface du Chapitres 5 deviennent :

0 axp 0 0
S LS A

on 2w o T o7
avec 1 et T les vecteurs normaux et tangents a I'interface.

Enfin, I’étude de ce probléme de décomposition de domaine a pu étre appliquée
a un probléme de couplage, celui de I’équation de convection diffusion et de 1’équa-
tion de convection. Nous avons écrit des conditions de transmission et nous avons
obtenu des résultats numériques. Ce premier pas vers le couplage d’équations est
encourageant, et nous permet d’envisager des couplages d’équations plus complexes.
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Deuxiéme partie

Méthode de décomposition de
domaine appliquée aux équations de
Saint- Venant
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Chapitre 12

Equations de Saint-Venant

Dans ce chapitre nous rappelons comment les équations de Saint-Venant sont
obtenues formellement par intégration verticale des équations de Navier Stokes. On
pourra se reporter a [45] (Tan Weiyan), [22] (A. E. Gill) ou [39] (J. Pedlosky) pour
plus de détails.

Dans un premier temps nous explicitons le systéme de Saint-Venant sur lequel
nous allons travailler. Puis nous mettons en évidence les ondes de Kelvin représentées
dans le modéle.

12.1 Equations non hydrostatiques

Dans cette section nous écrivons les équations de Navier-Stokes dans un milieu
en rotation et nous rappelons les propriétés de ces lois de conservation.

12.1.1 Lois de conservation

Soit p la masse volumique et p la pression du fluide. Nous notons —gl;: le vecteur
gravité et si Vg € R3 désigne la vitesse dans un repére galiléen G, les équations de
Navier-Stokes (avec une viscosité nulle) s’écrivent :

DV -
pP—; = —Vap — pgk,
DDt (12.1)
p —
— Vs -Vg=0
D 0 -
ou F’; représente la dérivée particulaire a—i + Vsp - Vg.

Remarque 4 V3 et V3- représentent respectivement les opérateurs gradient et di-
vergence dans R®. Nous noterons V et V- ces opérateurs dans R2.
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Puisqu’il est plus naturel de travailler dans un repére lié a la Terre, nous intro-
duisons le référentiel R (O, Z, 4, Z) en rotation {2 par rapport a G (voir Figure 12.1).
Si V' désigne la vitesse dans R, la premiére équation de (12.1) s’écrit, :

p <D‘7 (12.2)

— 20N 17) =—Vs3p—V3d — pg/;,
Dt

avec ® = Q?R?/2 et R la distance entre la particule et I'axe de rotation. Puisque la
force de gravité dérive d’un potentiel, il existe ¥ tel que —V3® — pgk = —V3VU et
nous récrivons cette quantité —pgj.

!,
T

F1G. 12.1 — Référentiels R et G

Nous introduisons ensuite un systéme de coordonnées sphériques qui va per-
mettre de prendre en compte plus facilement les effets de la gravité. Nous intro-
duisons (A, ¢, ) les coordonnées correspondant a la longitude, la latitude et la hau-
teur (voir Figure 12.2). Dans ce nouveau repére, V a pour coordonnées (u,v,w) et
Q = (0, Qcos ¢, Qsin@). L'équation (12.2) devient :

( (Du wvtan¢g wuw ) B 1 0Jp
p(ﬁ_f+7> +2Wp(weosg —vsing) - =  rcosON’
2
p &Jru tan¢+% + 2Qpu sin ¢ = —1@,
Dt r r 0¢ (12.3)
Dw  u?+0? 50 5 . op '
asr . pu cos = — 5 =,
Dp p (@ (v cos¢))+£0(r2w) 0
\ Dt rcos¢ O\ ¢ r2  Or ’
avec — *Q ¢ g+gi+w£
Dt Ot rcospON 1O or’
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!

y <

ﬂ
xT

F1G. 12.2 — Systéme de coordonnées sphériques

12.1.2 Propriétés des lois de conservation

Le systéme (12.3) posséde les propriétés de conservation suivantes :

i. Conservation du moment angulaire :
Le moment angulaire d’une particule de fluide dans un milieu en rotation :
M = (Q + u/R)R? est conservé.

ii. Conservation de I’énergie mécanique :
Pour tout volume V on a [, 4 (u* + v* + w? + gz) dV = 0.

12.2 Equations hydrostatiques

Nous faisons ici quelques hypothéses physiques qui nous permettront d’approcher
le systéme (12.3) et nous précisons les conditions aux limites.

12.2.1 Approximations
Approximation de Boussinesq

Cette approximation consiste a considérer que la densité volumique varie faible-
ment autour d’'une position d’équilibre. Soit py la valeur de référence, et p la petite
perturbation, nous avons :

P(ff,y,zat) = Po +ﬁ($7y727t) avec po > b\

En introduisant cette décomposition dans I’équation de conservation de la masse

—

Dp/Dt + pV3 -V =0, nous trouvons :
Dp -

Dt +po(Vs- V) +p(Vs-V) =0.
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[’approximation de Boussinesq qui traduit la faible variation de densité p/py < 1

—

nous donne alors ’hypothése d’incompressibilité V-V = 0.

Approximations hydrostatiques

Nous étudions la circulation de I'océan dans un volume de hauteur H petit
par rapport aux dimensions de la Terre, c.-a-d. nous faisons les approximations
géométriques suivantes :

- la coordonnée r est de 'ordre du rayon de la Terre : r ~ a.

- la variation de r est de 'ordre de H : Or ~ H.

- les variations de la longitude et de la latitude sont linéaires : (OX, 9¢) ~ O(1).

En utilisant les approximations précédentes et en considérant l'expression de la
dérivée particulaire en coordonnées sphériques :

D o, w0 w0 D
Dt Ot rcospON 1o or’

nous déduisons les adimensionnements suivants :

u o~ U,
v~ U,
UH
W~
a

ot ~ —.
U

Nous faisons alors une étude adimensionnelle de la troisiéme équation du systéme
(12.3). En appréciant Uordre de grandeur de chacun des termes et en négligeant les
plus petits, il reste :

Op

or —Pg-

C’est 'approximation hydrostatique.
Ensuite en divisant les deux premiéres équations de (12.3) par p et en approchant
1/p par 1/py (approximation de Boussinesq), nous obtenons finalement le systéme :

(Du  wvtan¢g uw ) 1 dp

— = — =20 20 -

Dt r r weos ¢+ Alusing por cos ¢ ON

Dv u’tan¢g  uw 1 Jp

- T T 9Qusind — — 22

Dt r r using por 0¢’ (12.4)
9p _ _

ar_ pg?

ViV =0.
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Ce systéeme n’est toutefois pas physiquement acceptable. En effet, comme nous
I'avons vu au paragraphe (12.1.2) le moment angulaire et ’énergie cinétique des
équations primitives non hydrostatiques sont conservées. Mais les équations (12.4)
ne vérifient pas ces propriétés. Or il suffit de négliger le terme en w dans le second
membre des deux premiéres équations, ce qui est cohérent avec la simplification de
la troisiéme ou I'on avait négligé le mouvement vertical, pour que I’énergie cinétique
soit conservée. Ensuite, si on écrit les équations en un rayon moyen rg, la conserva-
tion du moment angulaire est vérifiée. Nous obtenons alors les équations primitives
hydrostatiques :

(Du  wuvtang N 1 o
- = @ @@ v — —
Dt rE rEcos @ ON’
Dv u?tan ¢ F 1 op
- = = @ u — —
ap’ p
or =49

r Po

[ V3.V =0,

avec

0 U 0 v 0 0

D
Di 9 rocosoon  rpoe  Vor
p/ - p/pOa
f =20 sin ¢.
Nous récrivons ce systéme de facon plus compacte, en introduisant la vitesse
horizontale U = (u,v) :
( —
DU - o
— kAU =—-VY,
oy T p

8/
aﬁz_gﬁ, (12.6)
r Po
- Ow
(V- U+ 5 =0.

Dans la suite nous revenons a un systéme de coordonnées cartésiennes (x,y, z) ol
la variable z est assimilée a r.

12.2.2 Conditions limites

Nous détaillons ici les conditions aux limites qui sont imposées a la surface de
I’eau et au fond. Ici A représente la hauteur de I'eau par rapport a la surface z = 0
et 1 représente la profondeur (voir Figure 12.3).
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— Surface libre
Soit G(x) = 0 I’équation de la surface libre d’un fluide en mouvement. Pour
une particule située au niveau de cette surface, I’équation G(z) = 0 ne varie
pas au cours du temps. Du point de vue lagrangien, cela signifie que I'on a
DG/ Dt = 0 sur cette surface.
Ainsi en z = h(x,y,t), ’équation de la surface libre, nous avons la relation :
Dz/Dt = w = Dh/Dt c.-a-d.
oh oh oh

:E+u0_x+v8_y en z = h. (12.7)

w

— Fond
L’équation du fond s’écrit : z 4+ n(z,y) = 0 et la condition d’imperméabilité
V-0 = 0 (0 représente le vecteur normal au fond) nous donne :

wW=—u— —v— en z = —. (12.8)

Fi1a. 12.3 — hauteur et fond de 'eau

12.3 Equations de Saint-Venant linéaires

Puisque nous sommes dans le cas d’'un bassin peu profond, nous allons plutot
considérer le mouvement moyen régi par les équations (12.6) que nous allons pour
cela intégrer verticalement.

Equations avec termes sources

Dans cette section nous introduisons les termes sources. Nous prenons en compte
notamment la force exercée par 'atmosphére au niveau de la surface de I'eau et celle
qu’exerce le fond marin sur I’eau. Ces forces font appel a la théorie de la couche limite
d’Ekman. Si on exerce une force 7 a la surface d'une couche d’épaisseur z, au niveau
de la base de la couche il s’exercera une force 7 — §z 0,7 (voir Figure 12.4).

152



Chap. 12 Les équations de Saint-Venant
o

8z F\%F_ézg_j

>

Fia. 12.4 — Couche limite d’Ekman

Nous obtenons alors la force par unité de masse : 9,7/ py que ’on ajoute au second
membre de I'équation de quantité de mouvement puisque c’est bien une force qui
tend a accélérer le fluide.

Les équations sont donc

(DU - 107
AU = -Vp + ——
i + fkANU Vp +p082’
W __r (12.9)
0z po”’
- Ow
U4+ —=0
(V-U+ -

Equations de Saint-Venant

Puisque nous considérons que le mouvement vertical est de faible amplitude
devant le mouvement horizontal, nous allons intégrer verticalement les équations
primitives hydrostatiques (12.9) dans le contexte de petites variations. Pour cela,
nous écrivons U comme la somme de la valeur moyenne et d'une petite perturbation :

U=0(x,y,t) +U(2,y,21) (12.10)

o
Pour intégrer la premiére équation de (12.9), il nous faut obtenir une expression

de la pression. Pour cela, nous utilisons la deuxiéme équation de (12.9) :
op’ p
0z Po Po

Nous en déduisons que p’ = g(h — 2) + fhz p/podz, ou si on néglige les petites varia-
tions :

avec U(z,y,t) = iffnﬁdz o H =mn+ h.
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A présent nous intégrons verticalement sur la faible épaisseur [—n, h] chacun des

termes de la premiére équation de (12.9) ((X); désigne la ™ composante du vecteur
X) :

i. terme DU /Dt (nous prenons en compte la condition Vs - V = 0) :

(a_U vﬁV) o
<5’_

ou 8u 6u) &

_,7 8y 0z
h 0(uv) O(uw)
( oy + 92 ) dz
Oh o (" oh on
= a . udz — aup_h 3_/ u’dz — 8_u‘22:h 3 \QZ,_U

— %+u@+v@—w —u U@Jrv@er
oo "o ey ) L, or oy ),

) /h ) /h ) o /h
= — udz + — udz + — uv)dz,
ot ox oy ,n( )

cette derniére égalité utilise les conditions aux limites (12.7) et (12.8). En
reprenant le raisonnement sur la deuxiéme coordonnée de DU /Dt nous trou-

vons : .
oU _ 0(HU) P
/_77 <§+VUV> dz = —— +V~/ (UUYdz.

-

ii. terme en pression :

h h h
Vpdz = ¢ </ Vhdz —/ Vzdz)
—n - -
h

h
= g(V/ hdz — hVh — hVn) — g(V/ zdz — hVh +nVn)
-1 -
= ¢(V(Hh) — hVh — hVn) — g(hNVh — nVn — hVh +nVn)
— g(V(Hh) — hVH)

gHVh.
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iii. termes de forcage :

ou 7, et T, représentent respectivement la tension exercée au niveau de la
surface de 'eau et au niveau du fond.

En regroupant les calculs i., ii. et iii. nous obtenons finalement 1’équation :

mHﬁ>+v_/h 5

UUNYdz + FHEAU + gHVn = = — b 12.11
5 _n( ) f gH =20 = ( )

Nous intégrons a présent la condition d’incompressibilité V - U + 0w [0z =0:

h h
/v-ﬁdz+/ 8—wdz
- - 0z

h
= V/ UdZ—Vh-U‘Z:h—VT]'U‘Z:_n+w|z:h—w‘zz_n
-n

oh

G

la derniére ligne étant obtenue grace aux conditions aux limites (12.7) et (12.8).
Gréace a la relation (12.10) nous pouvons approcher le deuxiéme terme de (12.11)

par V-(H ﬁﬁt) et nous obtenons finalement les équations de Saint-Venant suivantes :

= V-(HU)+

HU L L 7R
NHU) YV (HUUY + fHEAT + gHVR = = — 10

ot Po Po (12.12)
oh ~ O0(Hu) O(Hv) 0

E—i_ ox + oy

Dans I’étude qui suit nous supposons que la hauteur totale de ’eau varie peu (c.-a-d.
H peut étre assimilée & une constante), ainsi V - (HUU?) devient HVUU, et ce
terme est ensuite lindarisé autour de U = 0. Par ailleurs pour des raisons de stabilité
numérique, il est utile d’ajouter de la dissipation au modéle. La force de Coriolis est
considérée constante dans la partie théorique et dépendra de I’espace dans la partie
numérique. Enfin, nous négligeons la tension du fond marin. Nous travaillerons alors
sur les équations de Saint-Venant linéarisées suivantes :

88—[;+f/§/\ﬁ+%Vh:E—uAﬁ,

po (12.13)
O g (e 99 g
ot or  oy)

155



Partie II : Décomp. de dom. pour les équations de Saint-Venant

Pour des raisons de compacité d’écriture nous adimensionnons la variable A et nous
introduisons A" = (h— H)/H. Ceci revient & travailler sur le systéme précédent
avec H = 1. Et nous introduisons la variable ¢ telle que ¢ = gH. Nous obtenons
finalement le systéme :

88—[;+fEAﬁ+c2wu: Ts _ AT,

, po (12.14)
Qﬁ_+_ Qg%_gg -—0
ot oxr  oy)

Ce systéme est trés utilisé en météorologie et océanographie, notamment pour des
études de processus. Par ailleurs, la dynamique des modéles tridimensionnels trés
complexes utilisés pour les simulations réalistes (modéles aux équations primitives)
peut en fait étre décomposée comme la superposition de modes verticaux vérifiant
chacun un systéme de type Saint-Venant. Les équations de Saint-Venant sont donc
sous-jacentes a tous les modeles de circulation océanique ou atmosphérique.

12.4 Ondes de Kelvin

Les ondes principales présentes dans le modéle de Saint-Venant sont les ondes
de Kelvin. Ces ondes sont solutions du systéme de Saint-Venant sans viscosité, sans
forcage et avec une vitesse méridienne nulle (v = 0) :

'8uK 26hK
o o
qu%—gQ@EZZO,
dy
8hK 8uK

ot o

=0,

=0.

En cherchant la solution sous la forme ux = e5*™'u(y) et hx = *"*'h(y), nous
sommes amenés a résoudre le systéme :

st + *Eh =0,

fu+ A— =0,
dy

sh+ Eu = 0.

La premiére et la troisiéme équation nous donnent une condition nécessaire pour que
la solution ne soit pas identiquement nulle : £ = es/c, avec € = +1. Nous obtenons
également h = —eti/c. La deuxiéme équation nous donne alors d,a = fet/c, c.-a-d.
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- ! . o .
u = «ae“<Y. Or 'hypothése f = [y avec f > 0 nous indique que fy > 0, ainsi en
prenant ¢ = —1 nous sommes assurés que la solution n’explose pas avec y. Nous
avons alors :
—3x st =py”
ug = ae <‘e’e 2|
1 s —By>

hr = —ae <Ceste 2
c

et nous retrouvons le fait que I’onde de Kelvin est une onde qui se propage d’ouest
en est.
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Chapitre 13

Equations de Saint-Venant dans
I’espace entier

Dans ce chapitre, nous résolvons les équations de Saint-Venant dans l’espace
entier = R? c.-a-d. nous résolvons le probléme de Cauchy suivant, avec W (z, y, t)
défini pour (z,y) € Q et ¢t €]0, 17 :

oW OW oW PW  PW
W:A%+Ba—y+0(8x2 + 3y )+DW+FW dans Qx]0, T,
W(.,-,0) =W, dans Q,
(13.1)
u 0 0 —¢ 0 0 0
avec W= | v |, A= 0 0 O ., B=10 0 -¢ |,
h -1 0 0 0 -1 0
v 0 0 0O f O Fy
C=10wv 0 |,D=| —f 00 et ¥y, = | F
0 0O 0 0 O 0

La force de Coriolis est supposée constante ici et dans les chapitres qui suivent.
Nous introduisons U le vecteur vitesse (u,v)’, F = (F}, F3)" et nous notons Lgy
I'opérateur de Saint-Venant défini par :

0 0 0 0> 0
=2 22 B2 oL _“Z)_p
Lsw ot Ox dy ¢ (8:52 8y2)

Si nous explicitons les équations en U et h de ce systéme, nous obtenons :

9y —vAU+ Vh+ DU =F,

ot (13.2)
oh 0w o0 |
ot ox oy
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avec D = ( 0 —f )

f 0
Dans la Section 13.1 nous montrons que le probléme (13.1) avec un second membre
nul est bien posé. Puis grace au principe de Duhamel, dans la Section 13.2 nous
généralisons le résultat au probléme non homogéne et nous donnons un résultat de

régularité pour la solution.

13.1 Probléme de Cauchy homogéne

Nous étudions ici le probléme sans second membre associé & (13.1) :

13.3
Wg(,-,0) = W, dans (. (13.3)

{LSWWH = 0 dans Qx]0, 7],
Nous rappelons dans cette section les théorémes qui nous donnent I’existence d'une
solution & ce probléme de Cauchy homogéne. On pourra se reporter a [30] (H-O.
Kreiss et J. Lorenz) pour plus de détails.
Dans un premier temps nous définissons la transformée de Fourier dans les deux
variables de l'espace (z,y) € R? d’une fonction ¢ de L?*(R?) :

~

1 .
Ok, 1) = — [ oz, y)e ") drdy,

2 R2

et nous prenons la transformée de Fourier de I’équation (13.3). Si Wy = (g, Opr, o)
désigne la transformée de Fourier de Wy = (upy, vy, hy), nous avons :

OW . . W
8t]{ _ (ZkA+ZlB - (k2_'_l2>C+D)WH danS R2X]O7T[7 (134)
WH(',',O) :WO dans Rz.

Définition 13.1.1 La matrice P(ik,il) = (ikA+ilB — (k* +1*)C + D) est appelée
symbole de lopérateur différentiel P(0,,0,) = A0y + BOy + C(0yy + 0yy) + D.

Nous résolvons a présent (13.4) et ce probléme admet la solution :
Wik, 1,t) = Wo(k, 1)eP (R,

Par transformée de Fourier inverse nous trouvons que la solution de (13.3), si elle
existe, est de la forme :

1 . o, o~
Wy (z,y,t) = / ekt ly) oPURIDINY ((E 1) dk dl. (13.5)
R2

T or
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Cette derniére expression nous donne alors un critére pour que le probléme (13.3)
soit bien posé. C’est 1'objet de la définition suivante ou |A| désigne la norme de
la matrice A définie par |A| = max{|Aul,|u| = 1} avec | - | la norme euclidienne
vectorielle.

Définition 13.1.2 Le probléeme de Cauchy (15.3) est dit bien posé s’il existe deux
constantes K et « telles que
|6P(ik,il)t| < Ke

pour tout t > 0 et pour tout (k,1) dans R2.

Cette définition implique que la solution Wy existe et qu’elle est majorée en
norme par la condition initiale.

Ainsi pour montrer que (13.3) est bien posé, il suffit de montrer que la matrice
P(ik,il) = (tkA +ilB — (k* + [>)C + D) vérifie cette propriété. Mais la forme de
P(ik,il) est difficilement exploitable; nous utiliserons alors une caractérisation de
cette définition. Pour cela nous introduisons le théoréme suivant ou l'expression
A < Bou A et B sont deux matrices hermitiennes de C™", est définie par (u, Au) <
(u, Bu) pour tout u dans C".

Théoréme 13.1.1 Le probléme de Cauchy u; = P(0y, 0y)u est bien posé si et seule-
ment si pour tout (k,1) de R?, il existe une matrice hermitienne H(k,l) € C*>? avec

K 'Td < H(k,l) < KId et H(k,1)P(ik,il) + P*(ik,il)H (k,1) < 2aH(k,1)

avec Id 'opérateur identité dans C*2, et K, a des constantes indépendantes de

k etl.

Ce théoréme permet de démontrer le résultat qui suit (on pourra trouver la
démonstration de ces deux théorémes dans [30] (H-O. Kreiss et J. Lorenz)). Nous
rappelons que le systéme O,u + Ad,u = 0 est dit fortement hyperbolique si A est
diagonalisable et si ses valeurs propres sont réelles.

Théoréme 13.1.2 Nous considérons le vecteur Wy (x,y,t) = (Uy(x,y,t), hg(x,y,t))*
et Uopérateur différentiel P(0,,0,) écrit sous la forme :

(P 0 Rir Rz
73_(0 %)+(Rm o)*R“
Si Py est Uopérateur Laplacien, si O;hy = Pa(hy) est un probléme fortement hyper-

bolique, et si les R sont d’ordre 1 et Ry d’ordre 0, alors le probleme de Cauchy
Wy = P(0,,0y)Wp est bien posé au sens de la Définition 13.1.2.

Si (+,*)q et ||+ |lq désignent le produit scalaire et la norme associée dans L?(IR?), nous
avons le théoréme suivant.
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Théoréme 13.1.3 Soit Wy = (U, hg) dans L*(Q2) x L*(2). Le probléeme de Cauchy
(15.3) est bien posé au sens de la Définition 13.1.2. De plus nous avons [’estimation
d’énergie pour tout t > 0 :

Wa(-, )]G < CWoll§. (13.6)
avec C' une constante positive.

PREUVE : Nous appliquons le Théoréme~ 13.1.2. avec P = vA, Ri1 =0, Ri2 =
. -D
—?V, Py =0, Ryy = —divet Ry = ( 0 8 )
Nous obtenons alors que (13.3) est bien posé.
Il reste & montrer I’estimation d’énergie. Pour cela nous multiplions scalairement
par le vecteur Uy I’équation

%j—t’{ —vAUp +AVhy + DUy =0

et nous intégrons le résultat sur . Nous obtenons aprés intégration par parties et
puisque (DUpy, Upy)g =0

1d :
—— || U3 + v||VUg||E — (hg, divUg)q = 0. (13.7)
2 dt

Puis en multipliant I'équation d,hy + divUy = 0 par c?hy et en intégrant sur €,
nous obtenons :

2
d
E L hull3 + A(h, divUp)a = 0. (13.8)
2 dt

En additionnant (13.8) et (13.7) nous trouvons alors :

=~ =

(Txlé+ Slhnls) +vIVURIE = 0. (13.9)

N | —
Q.

t

Cette relation nous indique d’une part que I’énergie se dissipe sous le seul effet
de la viscosité. D’autre part, 'intégration de cette équation sur l'intervalle |0, ¢] et
'utilisation de la condition initiale nous donne I’estimation (13.6) 0

13.2 Probléme de Cauchy non homogéne

Nous étudions a présent le probléme de Cauchy non homogéne (13.1). Nous
montrons dans un premier temps que ce probléme posséde une solution (Théoréme
13.2.1) puis nous donnons des résultats de régularité (Théorémes 13.2.2 et 13.2.3).
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Théoréme 13.2.1 Soit Wy = (U, hg) dans L*(Q)xL*(Q2) et F dans L?(0, T; L*(2)).
Le probléme de Cauchy non homogéne (13.1) posséde une solution et elle vérifie l’es-
timation d’énergie pour tout t > 0 :

IWE, 0l < ) (Il + t LT

PREUVE : Nous introduisons le semi-groupe d’opérateurs 7 (¢) défini par
Wy (t) =T (t)W. (13.10)

Par ailleurs, le principe de Duhamel (voir [30] (H-O. Kreiss et J. Lorenz)) nous
donne :

W(t) =T (t)Wq + /t’T(t — 7)F(7)dr,
0
et ainsi,
t
W, t)lle < ([T (#)Wollo +/0 I7(t = 7)F(7)[o dr.
Le probléme homogéne étant bien posé, il existe deux constantes positives a et K

telles que |Wg|(t) < Ke|Wy| c.-a-d. |T(t)F| < Ke“|F|. Et en utilisant (13.6),
nous en déduisons :

t
W, t)l[e < Cl[Wollo + max ea(”)/ [F(, - 7)lledr,
0<r<t 0

avec C' la constante positive donnée par le Théoréme 13.1.3.
Ainsi nous avons :

W 013 < E(0) (nwoné v ||F<-,-,r>||é) |

avec C’(t) une constante positive qui dépend de t. 0

Le théoréme suivant nous donne un premier résultat de régularité pour le pro-
bléme de Cauchy (13.1).

Théoréme 13.2.2 Soit Wy = (U, hg) appartenant a H'(Q) x H'(Q) et F ap-
partenant o L2*(0,T;L*(Q)). Si W = (U, h) est la solution de (13.1), alors U ap-
partient & H>1(Qx]0,T[) et h appartient & HY(Q2x]0,T[) avec d;h appartenant
H™/2(Qx]0,TY).
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PREUVE : Nous reprenons le raisonnement de la preuve du Théoréme 13.1.3, c.-a-d.
nous multiplions scalairement 1’équation d’évolution en U de (13.2) par U, celle en
h par ¢®h. Dans le cas du probléme non homogeéne (13.9) devient, :

1d
571Ul + [[Pl2) + vV UG = (F, U)o

1
< slFlle + 3 S

Cette inégalité est obtenue par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par la relation (1.5).
Nous intégrons a présent cette relation sur 0, ¢[, ¢t < T :

1 t
SO +Erla®) +v | [[VU|[g(0)do
2 /0 (13.11)

1/t 1/t 1
<5 [ IFI @) + 5 [ NUL@)do + S0l + hol)
0 0
. Lot
Soit ¢(t) = B |U||5,(o)do, nous avons alors pour tout t <7 :
0

P(t) < K+ o(t)

1 T
avec K = 5/0 1[5, (0)do + - (HUOHQ+C2”h0”Q)

Le lemme de Gronwall implique que pour tout t < T, ¢(t) < KeT c.-a-d. :

I I
5 [ 10t < e (5 [ IR0 + S00aIR + Al

Avec les hypotheéses (Ug, hg) € L2(Q) x L*(Q) et F € L?(0, T; L*(92)), cette derniére
inégalité nous donne U dans L*(0, T; L?(Q2)). Ensuite, I'inégalité (13.11) nous donne
U dans L?(0, T; H'(Q2)).

Nous multiplions a présent I’équation en U par —AU et celle en h par —c?/A\h
et nous intégrons sur 2. Nous obtenons :

5 dtHVUHQ VIAUG = ¢*(Vh, AU)g = (DU, AU)g == (F, AU)qg
A d
2.dt

(13.12)
Z|IVA|Z = A(divU, Ah)g = 0.
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Par ailleurs, nous avons (DU, AU)q = (—fv, Au)g + (fu, Av)g = (fVv, Vu)g —
(fVu,Vv)g =0 et

(divU, Ah)q =— (V(divU),Vh)q
—(v(&)7),-CG)7)
Ox O oy O
(Pu Ok (P 0n\ (0 kY (0 0
B ox? oz / dyox’ dy ) o 0xdy’ Ox ) o o2 oy )
Et par intégrations par parties successives en z et y sur le deuxiéme et troisiéme
terme de I’expression précédente, nous obtenons :

0*u Oh 0*u Oh 9*v Oh 0*v Oh
: A _ (229 (2 eny 2V YRy (2Y YR
(divU, Ah)o (83:2’ 6:6)9 <8y2’ 6:6)9 (8:1:2’ 8y)9 <8y2’ 8y)9
— (AU, Vh.

En additionnant les égalités (13.12) et en appliquant Cauchy-Schwarz et (1.5) au
second membre, nous trouvons alors :
1d
2ai'
L’intégration sur |0, ¢[ nous donne alors :

1 v
IVU[|& + EIVA[E) + v[|AUJE < 5HFH% + §HAUH?2-

1 v [
SIVUI() + CITAE®) + 5 [ 18U (@)do
0
o ) (13.13)
< oo [ IFI)do + IVl + [Thol)
0

Puisque Wy = (Uy, hg) est dans H(Q2) x HY(Q) et F dans L?*(0,T;L?(Q)), nous
en déduisons que U est dans L?(0,7; H?*(2)). Par ailleurs (13.11) et (13.13) nous
donnent h € L*(0,T; H'(Q)). Enfin en utilisant I’équation en U nous avons 9, U dans
L2(0,T;L%(9)) et en utilisant I'équation en h nous avons d;h dans L?(0,T; L*(Q2)).
D’otu le résultat :

U € H*'(Qx]0,T[) et he H“(Qx]0,T).

Enfin, puisque U € H>(Qx]0, T[), divU € H“/2(Qx]0, T[) et I’équation en h nous
donne alors :
oh 1,1/2
— € H»/2(Qx]0,T).
ot
(I
Le théoréeme suivant nous donne un résultat de régularité quand les données du
probléme ont une régularité plus forte que celle considérée dans le Théoréme 13.2.2.
Cette régularité nous permettra de définir la trace de 0,U sur une interface fictive
de €.

165



Partie II : Décomp. de dom. pour les équations de Saint-Venant

Théoréme 13.2.3 Soit Wy = (Uy, hg) dans H*(Q)x H?*(Q) et F dans H>*(Q2x]0, T).
Si W = (U, h) est la solution de (13.1), alors U est dans H**(Qx]0,T|) et Oh est
dans H>2(Qx]0,T[) avec ;h dans H*3?(Q1x]0, TY).

PREUVE : Les hypothéses de ce théoréme vérifient celles du Théoréme 13.2.2 et
par conséquent W = (U, h) est dans H>!(Q2x]0, T'[) x H»'(Qx]0, T|) avec Vh dans
H(0,T;L*(Q)).

Nous dérivons chacune des équations du systéme de Saint-Venant par rapport a x et
nous posons W = (uy,v1, hy) = (O,u, 9,v, 9,h)". Grace a la linéarité de I’équation
nous avons :

OF
Low Wi = I dans Qx]0, T,

OW,
Ox

avec 0,F dans H“'/2(Qx]0, T|) (voir Théoréme A-3.1), et 9, W, dans H2(€2). Nous
appliquons alors de nouveau le Théoréeme 13.2.2 a ce systéme et nous obtenons
0,U dans L%(0,7;H?(Q)). En refaisant le méme raisonnement pour le vecteur
(0yu, dyv,d,h), nous obtenons 9,U dans L*(0,7; H?*(2)) et par suite U est dans
L2(0,T; H3(Q2))

Et puisque 9, F, 9,,F et ,,,F sont dans L?(0, T; L*(Q)) et 0,.. Wy, 9, Wy et 9, W
sont dans H'(Q2), nous pouvons réitérer le processus sur les dérivées d’ordre 2 en
et y du systéme de Saint-Venant et nous déduisons que U est dans L2(0, T; H*(2)).
De méme nous avons h dans L*(0,T; H3(Q)).

Wl(', - 0) =

dans €2,

Pour la régularité en temps nous dérivons le systéme de Saint-Venant par rapport
at, c-a-d. Wy = (ug, v, he)' = (Qyu, 0w, 0;h)* vérifie le systéme :

LoywWy = — dans Qx]0, T,
Wg(', ,0) = GO dans Q,

ou O;F est dans L2(0, T; L*(Q2)) et Gg est défini par :

Fl(') 70) - <_fUO - VAUO +02%>

ox
Go= | Fy(-,-,0) — <fu0—1/Avo+02%) )
dy
)
or Oz

avec chacune des composantes de Go dans H'(().
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Toujours par le Théoréme 13.2.2, nous obtenons que 9, U est dans H'(0, T'; L%(Q))
et par suite U appartient & H?(0, T; L*(Q)).
D’autre part nous avons ;h dans H'(0, T'; L*(Q)) c.-a-d. h est dans H?(0,T; L*(9)).
Nous en déduisons alors que U appartient & H*2(2x]0,T]) et h a H>?(2x]0,T7).

Enfin, puisque divU est dans H>*?2(Qx]0,T[), I'équation d;h + divU = 0 nous

donne 9;h dans H>*/2(Qx]0, TY). O
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Chapitre 14

Equations de Saint-Venant dans le
demi-plan

Dans ce chapitre nous décomposons 2 en Q7 =] — oo, L[xR et Q" =]0, +00[xR
avec L > 0, et nous faisons une étude en Fourier-Laplace (Fourier selon la variable y,
Laplace selon la variable t) des équations de Saint Venant dans chacun de ces demi-
plans. Ceci nous permet d’écrire un systéme d’équations différentielles ordinaires
dont nous obtenons explicitement la solution en Fourier-Laplace. Cette démarche
nous sera utile aux chapitres suivants au cours desquels nous considérons différentes
conditions aux limites.

Dans la Section 14.1, nous effectuons une transformation de Fourier-Laplace du
systéeme de Saint Venant et nous le résolvons dans la Section 14.2. Enfin dans la
Section 14.3 nous montrons une propriété des valeurs propres généralisées qui sera
utile dans les chapitres suivants.

14.1 Transformée de Fourier-Laplace du systéme

Soit ¢ une fonction intégrable en espace telle qu’il existe deux constantes stric-
tement positives a et K telles que [¢(z, y,t)| < Ke* pour tout (z,y) de R*. Nous
notons ¢ la transformée de Fourier en y et de Laplace en t de la fonction ¢ :

~

1 e —( s
¢(‘T7 7, S) = % / / ¢($,y,t)6 Gimy+ t)dy dta
R JO

ou s =o0+1iw, o > a > 0, est la variable de Laplace associée au temps, et n la
variable de Fourier associée a la variable d’espace tangentielle y.

Nous considérons les équations de Saint Venant sans terme source et avec une condi-
tion initiale nulle, et nous en prenons la transformée de Fourier-Laplace. Nous notons
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o~

W = (4,0, h) la transformée de W = (u, v, h) et nous obtenons le systéme :

( oh 0%
(s+ v = fo+ 5 —vas = 0,
2/\
(s +vn?)o + f + c*inh — 1/@ = 0, (14.1)
Ox?
sh + mo + % = 0.
\ ox

Nous cherchons la solution du systéme (14.1) sous la forme W = & ¢=5% avec
® c R? et nous sommes amenés a résoudre le systéme suivant :

M® =0, (14.2)
ou M est définie par :
s+v —ve? — f — %
M(En,s)= | f s+vn? —vE Fin
- in s

Le systéme (14.2) a une solution non nulle si et seulement si le déterminant de M
est nul. Cette condition est réalisée si et seulement si £ est solution de ’équation
bicarrée a coefficients dépendant de s et 7 suivante :

2 2 | 42 2 2,2

4 2, 5 s L Gt A B 4 s
— |2 - —+ — = 0. 14.3
g (77+1/+51/+02)€+1/(31/+02)+ v +n+sy+02 (14:3)

Nous introduisons :

1 s s s2(c* — 4f20?) — dsv f2c?
52 _ 2?72 T+ 4 \/ ( f ) f ’
2 v o osv+c? 2u(sv + c?) (14.4)
€ 1 o2+ 5 52 V/82(ct — 4f20%) — dsv f2c2 -
b\ T T a2 2u(sv + c?) ’

ot VX désigne le nombre complexe i/|X| si X € R™ ou le nombre complexe de
partie réelle positive et dont le carré est X dans les autres cas.
Les solutions de (14.3) sont alors

b= —VBa= & et &= 6= 6, (14.5)

c.-a-d. les parties réelles de &; et & sont négatives et celles de &3, &4 sont positives.
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14.2 Résolution du systéme en Fourier-Laplace

La solution du systéme (14.1) s’écrit sous la forme :

—~

W = o ®le 9% + a,®%e 2% 4 3PP 5% 4 Pl 57,

avec les @ donnés par

4 fs — inc%
P — gz — (v +AE +s(s+vpP) |- (14.6)

invé&E+ f& —in (s +vn?)

Soit W la solution dans €2... Pour que dans chaque sous-domaine la solution
soit de carré intégrable en x, nous considérons le signe de la partie réelle des &;, et
nous éliminons les termes exponentiellement croissants. Nous obtenons :

—~

W_ = o ®'e 8% + 0y ®%e " pour (2,7, 5) €] — 0o, L[xR x C,
\/7\\7+ = a3®®e 75" + a,®*e " pour (1,7, s) €0, +0o[xR x C.

Par le Théoréme 14.2.1 nous montrons que ®', ®2 d’une part, et ®3, ®* d’autre
part, ne sont pas colinéaires et qu’ainsi la solution dans chaque sous-domaine est
définie & exactement deux constantes prés. Ces constantes seront déterminées par
les conditions aux limites.

Dans ce qui suit nous posons ¢ = ¢* — 41212

Théoréme 14.2.1 Si (o,w) # (0,0) et (0,w) # (4vf2c?/¢,0), alors les vecteurs B!
et ®2 d’une part et les vecteurs ®3 et ®* d’autre part ne sont pas colinéaires.

PREUVE : Nous montrons dans un premier temps que ®! et ®2 ne sont pas coli-
néaires. Pour cela nous notons M; la matrice M prise au point £ = &;. Nous avons
par définition :

Ml(I’l =0 et MQ‘I)2 = 0,

et si @' et ®2 étaient colinéaires, nous aurions M; P> = 0 et My®' = 0, et nous
allons montrer que ces deux derniéres égalités ne peuvent étre réalisées. Pour cela
nous récrivons 'égalité M;®" = 0, i = 1,2 sous la forme (voir (14.2)) :

(EP+&Q+R)® =0 (14.7)
v 0 0 0 0 —c s+uvn? —f 0

avec P = 0 —v 0 |,Q= 0 0 O et R = f s+vn? G |,
0 0 0 -10 0 0 in s

et ceci nous donne pour i = 2 :

R®* = (~&P — £Q)®”,
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et par suite
M®* = (§P+&Q+ R)P’
= (8P +6Q - &P - Q)
= (L&)l +&)P+Q)9°

De méme nous avons

My®' = (& — &) (&1 + &)P + Q)P

Nous en déduisons que si & # & et si det((& + &)P + Q) = Av(& + &) # 0,
alors My®! #£ 0 et M ®? # 0 et par suite ®! et ®? ne sont pas colinéaires. Nous
allons montrer qu’en dehors des points (o,w) = (0,0) et (o,w) = (4vf2c*/¢,0), &
est différent de & et & + & est non nul.

Nous cherchons d’abord pour quels (1, 0,w) de R3, I'égalité £ = & est vérifiée.
Nous avons & = & si et seulement si s(s¢ — 4f2c*v) = 0 (voir (14.4)), c.-a-d. si et
seulement si

s=0ous=4c’f*v/é

soit
(o,w) = (0,0) ou (0,w) = (4c*f*v/E,0).

D’autre part nous cherchons pour quels (n,o,w) de R3, Dégalité & + & = 0 est
réalisée. Pour cela nous montrons les implications et équivalences suivantes :

Re(€) <0 et Re(&) <0

Im(&) =0 et Im(&3) =

(14.8)
En effet, puisque les parties réelles de &; et & sont négatives, une condition nécessaire
pour que & + & s’annule est que Re(&;) = Re(&2) = 0. Puis nous avons

61+ & =0) = (Re(&1) = Re(&2) =0) < <

1/2

Re(&1) = ——= (Re(&F) + (Re(&1)* + Im(&)*)'?) 7,

5
V2
ainsi Re(&;) ne s’annule qu’a la condition nécessaire et suffisante que Re(£7) < 0
et Zm(&2) = 0. De méme nous avons Re(&;) = 0 si et seulement si Re(&5) < 0 et
Im(&3) = 0. Mais Zm(£?) s’écrit sous la forme Zm(&3) = X +Y et Im(&3) = X Y,
avec (voir (14.4)) :

X:Im( 572)) etY:Im<V325_48”f202>.

T 5 - 2(sv + 2 2v(sv + ¢?)
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Ainsi, dire que les parties imaginaires de £7 et £3 sont nulles revient & dire que X = 0
et Y =0. Or X =0 revient a :

1 20(c® +ov) +rv(w? —o?) 0
w —_— =
2v 2((c® + ov)? + w?v?) ’

R ct +20%02 + dove® + 20%w?
c-a-d. w =0,
2((® + ov)? + w?)

et nous en déduisons alors puisque o > 0 que X est nul si et seulement si w = 0. Or
la partie Y avec w = 0 s’écrit :

0 si co — 41/f2c2 >0,
Y = co? — 4o f2c?
\/‘ e si éo—4vfic® <0.
2v(ov + ¢?)
Ainsi quand w = 0 et dans le cas ou ¢ est positif, Y est identiquement nul si

o > 4vf3c?/¢ ou si 0 = 0. Et dans le cas ou ¢ est négatif, Y est identiquement nul
pour 0 =0 ou o = 4v f2c?/c.
Nous avons donc montré que si ¢ > 0 :

, ) w=0et
(Zm(&F) =Im(&) =0) < ( o € [Avf2c?/é, +oo[U{0} ) ’

et sic<O0:

(Im(&) =Im(&) =0) < ( ;u : ?4eytf202 /&y u {0} ) '

Or si w = 0 nous avons

2

2¢ —dovf3c?
Re(e2) =2+ 2 o E E—R \/a c
(&) =m+ " 2(ov + ¢2) b avee ‘ 2u(ov + ¢2) ’

et £ > 0 car E a le signe de la partie réelle d'une racine complexe. Ceci signifie
que quand w = 0, pour tout o > 0 la partie réelle de £ est strictement positive. Et
quand o = 0 la partie réelle de &2 s’annule pour 7 = 0.

Pour résumer, en dehors du point (0,7, w) = (0,0,0) nous ne pouvons pas avoir
a la fois Im(&3) = Im(&3) = 0 et Re(£F) < 0. Et grace a (14.8) nous concluons que
dans ce cas, I'égalité & + & = 0 ne peut pas avoir lieu.

Nous concluons du raisonnement précédent que pour (o,w) # (0,0) et (o,w) #
(4v f2c?/¢,0) nous avons &; # & et & +& # 0, et nous avons vu que cela signifie que
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les vecteurs @1 et ®2 ne sont pas colinéaires. Un raisonnement analogue s’applique
aux vecteurs ®3 et d. 0

Nous dissocions a présent les variables Uy = (us,vy) et hy et nous écrivons
d’une part (voir (14.1)) :

. 1ou_ i

h_ = —_L - ﬁ@i pour (SII,?],S) E] - OO7L[XR X C’
s Ox S

. 1 0u ’

hy = 2 ﬁm pour (x,n,s) €]0,+00[xR x C,
s Ox S

et d’autre part :

A~

U_ = Mpe 2o pour (z,7,s) €] — 0o, L[xR x C,
U, = M3 3 pour (x,7m,s) €]0, +o0[xR x C,

- Al AQ —&122 __ e—&x 0 . aq

- A3 A4 Er0m 6512: 0 - (0%
et M34 - ( Bl B2 ) ) € — 0 efgx et B - ay )

ou les A;, B; et C; sont définies en (14.6). Le théoréme suivant qui est une consé-
quence du Théoréme 14.2.1, nous indique que les matrices M5 et Ms, sont inver-
sibles.

(14.9)

Théoréme 14.2.2 Si (o,w) # (0,0) et (o,w) # (4vf3c*/¢,0), alors les vecteurs
(A1, By) et (Ag, By) ne sont pas colinéaires.

PREUVE : Nous raisonnons par I’absurde. Nous supposons que les vecteurs (A, By)
et (As, By) sont colinéaires. Nous avons alors A; By — A3 By = 0 et cela signifie que
I’on peut trouver une constante \ telle que By = A\Bs et A = AAs.

Par ailleurs la troisiéme équation de (14.2) nous donne :

C) = (51A1 - iﬁBl),

CQ -

Wl ®» |

({245 —inBy).

Ceci nous conduit & C; = AC, et par suite nous obtenons (A, By, C) = A(Ag, Bs, Cy).
Mais ceci est en contradiction avec le Théoréeme 14.2.1 qui nous indiquait que les
vecteurs (Aj, By, Ch) et (Ag, Bs, Cs) ne sont pas liés.

Nous obtenons donc A1By — AsB; # 0 et nous en déduisons le résultat du
théoréme. 0
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14.3 Propriété des valeurs propres généralisées

Nous étudions ici le comportement de & et & quand o tend vers l'infini.

Lemme 14.3.1 Si fve # 0 alors les parties réelles de & et & tendent uniformément
vers —oo quand la partie réelle o de la variable de Laplace s, tend vers l'infini.

PREUVE : Dans un premier temps, nous étudions les parties réelles de &7 et &3.
Pour cela nous développons (14.4) :

) o 5 (P=wH(ov+*)+2wPor 1 [(ov+ AR+ vwl
S = w T 2((ov + 2)? + v2w?) 2w ((au +c2)?2 + 1/2w2)
y ( w  20w(ov+ )+ vw(w? — o?) N 1 ((01/ +A)I — VwR))
2v 2((ov + )2 + v2w?) 2v \ (ov + ¢?)? + v2w?

(14.11)
avec si on pose ¢ = c¢* — 42 f? :

1/2
R = % (6(02 — W) —wf?Po 4+ /(¢(0? — w?) — 4 f2c20)? + 4w?(oé — 2f2021/)2>

1
I= —| —¢&(0? =) +4vficto+
(o

1/2

V(@02 —w?) — v f2c20)2 4 4w (0 — 2f202u)2> sign(w(oé — 2f2c*v)).
(14.12)
Nous avons alors Re(&7,) = n° + fi(o,w) + fo(o,w) £ %fg(a, w)+ %fél(a, w) avec

filo.w) = 5.
~ (0* =) (ov + ) + 2P0v
falo,w) = 2((ov + 2?2 +12w?)
 (ov+ AR
fs(o,w) = (ov+ 2)2 + 12?2
Filorw) = vwl

(ov + ?)? 4+ 1v2w?

Nous allons montrer que les parties réelles de 2 et £2 tendent vers 'infini quand o
tend vers l'infini, et ce, de maniére uniforme en w. Pour cela nous établissons suc-
cessivement les assertions i., ii., iii. et iv. qui montrent que fi, fo, f3 et fyq vérifient
également cette propriété.
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i. De maniére évidente, f; tend vers 'infini avec o, de facon uniforme en w.

ii. Nous étudions a présent fs.

f (O w) o (0’2 _ w2)(o'l/+02) + 2020 B 1(4)2(0'1/ o 62) +02(01/+02)
AT 2((ov 4 ?)? + 12w?) 9 20 1 (o0 + )2

Nous avons
dfs —wct(ov + ?)

ow — (V2w? + (ov + c?)2)2’

ainsi a o fixé, fy est croissante pour w €] — 00, 0[ et décroissante pour w €
10, +o0[. Par ailleurs quand |w| tend vers +o0, fs tend vers (ov — ¢?) /212 (voir
le tableau de variations (14.1)). La fonction f; se trouve alors dans la bande
[(ov — ¢?) /212,02 /2(ov + ¢?)] pour tout w. Nous obtenons alors que fy(o,-)
converge uniformément vers +o0o quand o tend vers l'infini.

w | —o0 0 400
1 o2
2 ov+c?
f2 / N
1ov—c? 1ov—c?
2 2 2 v2

TAB. 14.1 — Tableau de variations de fs

iii. Nous étudions a présent

(ov+ AR
(2 +ov)? + v2w?

fa(o,w) =

Dans un premier temps nous étudions R qui a été défini en (14.12) et nous
récrivons R? sous la forme

R? = % (—6w2 + G+ V(—éw? + G1)2 + 4w2G2> :

avec Gy = o(o¢—4vfic?),
Gy = (0¢—2f*)?, (14.13)
c = -2 f
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Nous avons
OR? —C\/(=ew? + G1)? + 4w2Gy + Pw? + 2Gy — ¢G4
= w y
Oow \/(—5w2 + G1)? + 4w?Gy

c.-a-d. O,R? s’annule en w = 0 et chercher les autres zéros de 0,R? revient a
résoudre :

eV (—ew? + G1)? + 4w2Gy = Pw? + 2G, — &G (14.14)

En élevant au carré 'expression (14.14) nous trouvons aprés simplifications :
4Gy(Gy — ¢G1) = 0.

Or Gy — ¢G = 4f*cM? # 0 et Gy # 0si o # 2f22v/c.

En conclusion, 9, R? ne sannule qu'en w = 0 si 0 # 2f%c%v/¢. Par ailleurs
0,R? a le signe de w( \/ —cw? 4+ G1)? + 4w?Gy + Aw? + 2G4 — ¢G4). Or
2Gy — ¢Gy = 02¢% — docvf?c? + 81/2f4c4 > 0 pour tout o > 0. Ainsi dans le
cas ou ¢ est négatif, 9,R? a de fagon évidente le signe de w. Et dans le cas
ol ¢ est positif (—¢y/(—cw? + G1)? + 4w?Gy + Pw? 4 2G5 — ¢Gy) est positif
quand 4G9(Go — ¢G1) T'est également, c.-a-d. pour n’importe quelle valeur
de w. Nous en déduisons que 9,R? a le signe de w et nous pouvons dresser
le tableau de variations de la fonction R? (Tableau 14.2). Ainsi nous avons

w | —o00 0 +0o0

Ga Ga
E E

R? \ /
5(G1+1Gy|)

TAB. 14.2 — Tableau de variations de R?

0< R<VG/Ve

Ensuite nous écrivons
1

1
0< < VY (o,w) € R?,
“(+ov)?+ 12w T (2 +ov)? (0, )

R(c* + ov) |Gy 1 5
< < — R=.
0_(01/+02)2+1/2w2_ ¢ c2+ov V{ow) €

Nous avons alors :

puis

loc —2f2c*v] 1
NG 2+ ov
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iv.

et nous en déduisons que f3 reste bornée uniformément en w quand o tend
vers l'infini.

Enfin nous traitons le terme

vwl
(2 +ov)? 4+ v2w?

fa=

Nous montrons dans un premier temps que la quantité |I|/|v/1 + w?| est bornée
par une constante indépendante de w et o. Ce qui signifie que nous cherchons
une constante C' > 0 telle que

I? <O+ w?). (14.15)

Avec Gy et G4 définis en (14.13), nous avons :

12 = % (6&)2 — Gl + \/(-6&)2 + G1)2 + 4w2G2) s

et (14.15) s’écrit :

1
5(@;2 -Gy + \/62w4 +2(2Gy — EG1)w? + G2) < C(1 4 w?),

ou encore

1
VBt +2(2Gs —2C1)w? + GE < 2(C + SG1) + (20 =

En prenant le carré de cette expression et en réarrangeant les termes, nous
trouvons :

(& — (2C — &)Hw* +2(2Gy — 4C* +20¢ — 2CG,)w?* — 4C(C + Gy) < 0.
En prenant C' = ac, cette expression devient :
P’ + dow® + 3 <0 (14.16)

avec

¢ =—4a(a—-1),
¢ = (-4 (a—1)0” + 16w f°* (o — 1) o +4ad + 1617 f'¢" —8a’¢?)
3 = —4da o’ +16acor f2c* —4a*F

Ainsi en choisissant @ > 1, nous avons ¢, négatif. Ensuite le discriminant de

¢5 vu comme un polynome en o vaut 64 (—2a & + &2 + 412 f4ct) a (a — 1) .
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Donc en imposant en plus o > (&* + 4% fc*) /2¢%, nous avons ¢, négatif pour
tout o. Enfin le discriminant de ¢3 vu comme un polynéme de o vaut

64 a2 (—ac® + 402 f4ch). Et en prenant o > 40 f4c? /2, nous avons ¢z né-
gatif pour tout o.

Ainsi, en choisissant o = oy = max(1, 4% f*c* /&, (% + 47 f4c*) /28%), Tex-
pression (14.16) est négative pour tout w et par suite (14.15) est réalisée avec
C' = apc. Nous avons alors :

' I
QpcC.

— | <
V1+w?|

A présent nous introduisons G = (¢ 4+ ov)? > 0 et nous décomposons f; sous

la forme :
I vwv' 1+ w?
f4(0’w) - 2 2
V1+w? Gs+rviw
I Vo~
—= _ w s
T G3f4( )
N 1 2 2
avec fi(w) = % et A = 2—3 Nous avons :
ofs —(A—2)w?+1

Ow V£ 1(1 4 2w\ + wir?)’

et nous considérons les deux cas :

Si A —2 <0 alors 8wf4(w) > 0 pour tout w c.-a-d. f4 est croissante sur R. Et
en considérant sa limite & Iinfini, nous avons | f;(w)| < 1/\.

Si A —2 > 0 alors 02,]?4@)) — 0 pour w = wyo = £1/V/A—2. Bt |fy(w)| <
max(1/[A[, [fa(wi)], [ fa(w2)])-

Pour résumer nous avons :

1/2 1 Gg

si — < (24 ov)? alors | fy] < 1=

2 = 2’
% 2 2 7 Loz 7
si 5 2 (¢ +ov)” alors | fy| < max(| 3], [fa(wi)], [fa(w2)]).
2
Ainsi pour o tel que 5 < (¢* 4+ ov)? nous avons
I v o~ \/Oéoé
< |—| — < .
|f4<0’,bd)‘ = ‘m G3|f4<w>| — v

Nous avons alors montré que f; est bornée uniformément en w et  quand o
tend vers l'infini.
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Les résultats i., ii., iii. et iv. montrent que fi, fo, f3 et f4 tendent vers I'infini avec
o, uniformément en 7 et w. Or puisque nous avons :

CRe(e) - %(Re<§%>+me(s%)?ﬂm(s%)?)m

1

V2

>

1/2
<f1 Fhat gt £+ Ut +f4>>2> ,

nous obtenons que Re(&;) converge uniformément vers —oo quand o tend vers I'in-
fini. 0
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Chapitre 15

Algorithme de Schwarz classique de
type relaxation d’ondes

Nous résolvons a présent les équations de Saint-Venant par méthode de décompo-
sition de domaine. Dans ce chapitre nous étudions la généralisation de 1’algorithme
de Schwarz classique au probléme en temps comme nous ’avons fait dans la partie
I, Chapitre 2.

Cette méthode nécessite un recouvrement et nous découpons ainsi le domaine
Q2 en deux sous-domaines _ =| — oo, L[XR et Q, =]0, +o0[xR et nous notons les
interfaces I'y, = {(z,y) € R? | x = L} et Ty = {(z,y) € R? | z = 0} (voir la Figure
15.1).

ry

Ty Q+

F1G. 15.1 — Décomposition du domaine R? avec recouvrement

Dans ce qui suit W désigne I'inconnue (u4, vy, hy) dans Qi et Uy le vecteur
vitesse (Ux,vi).
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Nous proposons ici 'algorithme de Schwarz classique de type relaxation d’ondes :

Lo WHH = Fy dans Q_x]0,T7,

WHFLL.0) = W, dans Q_, (15.1)
Urt = UY  surI';x]0, 77,

Loy WHE = Fy dans Q. x]0, 77,

WHEH(.0) = W, dans Q, (15.2)
Uttt = U*  sur Tyx]0, 7]

Dans la Section 15.1 nous étudions les problémes aux limites qui sont impliqués
dans cet algorithme et montrons qu’ils sont bien posés. Ceci nous permet alors de
définir plus précisément l'algorithme dans la Section 15.2. Puis dans la Section 15.3
nous montrons que cet algorithme converge.

15.1 Etude des problémes aux limites

Nous étudions ici les problémes aux limites impliqués dans Palgorithme (15.1),
(15.2). Les deux problémes étant identiques, nous étudions le probléme dans Q_ :

Low W = Fy dans Q_x]0,T7,
W(,-,0) = W, dans_, (15.3)
U =g sur ', x]0, 77,

avec FW = (Fl,FQ,O)t = (F,O)t

Le théoréeme suivant nous donne un résultat d’existence, d’unicité et de régularité
pour le probléme aux limites (15.3).

Théoréme 15.1.1 Soit F dans L*(0,T;L*(Q2_)), Wy = (U, hg) dans H'(Q_) x
HY(Q_) et g dans H3%3/4(T x]0,T]). Si la relation de compatibilité

g(-,0) =Uo(L,-) surly, (15.4)

est vérifiée, alors le probleme aux limites (15.3) posséde une unique solution W =
(U, h) dans H>Y(Q_x]0,T[) x H"Y(Q_x]0,T[) avec &;h dans H“'/?(Q_x]0,T7).

PREUVE : La démonstration de ce théoréme se fait en deux temps. Nous mon-
trons premiérement que le systéme écrit en variables de Fourier-Laplace posséde
une solution. Puis nous revenons aux variables initiales et montrons la régularité
par estimations d’énergie.
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Nous considérons dans un premier temps le probléme sans second membre et
avec une condition initiale nulle. Pour cela nous introduisons W, = W¢,,chy — W oll
W cauchy €st la solution du probléeme de Cauchy (13.1) dont la régularité est donnée
par le Théoréme 13.2.2. W, vérifie :

Loew W, = 0 dans Q_x]0,T7,
W.(-,-,0) = 0 dansQ_, (15.5)
U. = g. sur ' x]0,T],

avec 8. = Ucaueny (L, -, -) — g € H¥%3/4(D 1 x]0, T[) (voir le Théoréme A-3.2).

Comme nous 'avons fait au Chapitre 14, nous prenons la transformée de Fourier-
Laplace de I’équation de Saint-Venant homogéne puis nous la résolvons. Puisque W,
est défini dans €2 nous avons (voir (14.9)) :

104, n.
- — — .
s Ox S

ﬁc = Mlgg_&”a et ilc = —

La condition U, = g, sur I';, x]0, T s’écrit, alors en Fourier-Laplace :
Mye*2la =g, (15.6)

Or du Théoréme 14.2.2 nous déduisons que si 0 # 0 et o # 4vf2c* /¢ alors A} By —
AyBy # 0 et par conséquent My est inversible. Par suite, la relation (15.6) définit
un unique a et nous trouvons l'unique solution du probléme homogeéne (15.5) écrit
en Fourier-Laplace :
ﬁ'c — M12§*§12(93*L)M1*21gc’
104, n.

>

c —

s Ox s &

Par conséquent le probléme en Fourier-Laplace correspondant a (15.3) posséde une
unique solution.

Nous revenons a présent a la solution dans les variables primales. Pour cela
nous raisonnons comme dans la Partie I, Chapitre 2. Puisque Wy = (Ug, hy) €
H'(Q_) x HY(Q_), g € H¥?3/4('; x]0, T[) et que la relation de compatibilité (15.4)
est vérifiée, le Théoréme A-3.2 nous indique qu’il existe U,ge, dans H>1(Q2_x]0, T[)
tel que :

Uselev(+,,0) = Uy dans Q_,
Uselev(L,+,:) = g sur I'7, x]0, T'[.

Nous construisons ensuite Aoy dans HYH(Q_x]0,T) tel que hyeley(+,-,0) = hg et
Othreley = —divU,ee, dans Q_x]0, T[. Nous introduisons alors U, = U — U,gey,
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hy = h — hreey €t W, = (U,., h,.). Nous sommes amenés a résoudre le probléme :

Low W, = Fj, dans Q_x]0,T],
W.,(-,-,0) = 0 dans Q_,
U.(L,,-) =0 sur ', x]0, 77,

avec F7y, = (F], F3,0)" = Fy — Lsw (Uveley Preley)’, vecteur dont chaque composante
appartient a L*(0,T; L*(2_)).

Nous prenons la transformée de Fourier-Laplace de I’équation et nous trouvons :

( ~
0>, oh, -
_V&:; +(s+yn2)ﬂr—fﬁr+02% = [y,
—I/@%»(S*I»VQ)A + fa, + 2, il — I?’\T’ (157)
92 7°) 0y U, + c“inh, = Fy,
N ou,
sh, + inv, + ahr = 0.
\ 890

Nous multiplions alors la premiére équation par @, (le conjugué de 4,) puis nous
intégrons selon la variable x sur | — oo, L[. Si (+,-), désigne le produit scalaire dans
L*(]—o0, L[) et ||-||. sa norme associée, nous obtenons aprés intégrations par parties :

Oty 2+(s+u2)Hﬁ 12 — (f,,t)e — ¢ Oty
01’ 7] Tz ry Yr)x T 01’ N

v

xT

n (_y%@, V) + (L .)) @(L,-,) = (F',a,), ¥(n,s)€RxC.

De méme, nous multiplions la deuxiéme équation par 0, et nous intégrons selon la
variable x sur | — 0o, L[ . Nous obtenons :

db, ||?
|| G|+ Gl + (i)
7 aAr = or
+Ein(h, b,)e — VA (L, )on(Ly ) = (B}, 8,)e - V(n,s) € R x C.

Ox
Puis nous multiplions le conjugué de la troisiéme équation par 2h, :
- ~ 0u . s
3| |2 + (hr, T) — inc? (hr, vr) = 0.
oxr = T

Nous additionnons ces trois égalités et en utilisant les conditions aux limites @, (L, -, -) =
0 et 0.(L,-,-) =0, nous obtenons :
2

A~

ou,
ox

_(f@ra'ar)x + (f'ara {)r)a: - (F{,’Ilr)x + (F2r’ {)r)a:

14

+ (4 o) O 2 + 56 2 o)
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Nous prenons alors la partie réelle cette derniére égalité. Puisque f est réelle et
qu’ainsi (fi,, 0y)e — (fOr, Uy), = 2¢Zm( f,, 0, )., nous obtenons pour tout a > 0 et
avec o la partie réelle de s :

2
T (@) |02 + Collh 2 = Re ((F,.T,),)

xT

A~

ou,
ox

1, = SN
< —||F)? + =||U,|]?
S IF 2+ 10,2

par I'inégalité de Cauchy Schwarz et par la relation (1.5). En prenant a = (o +vn?),
nous trouvons :

U, (- < |IFT(- 2 15.9
[O-Cns)l, = GrpmplFCm 9l (15.9)
~ 2
ou 1 ~
. < — = _|IF( 2 15.1
H 5e 1) S g TG s, (15.10)
R 2 1 ~
h,(- < — ||F"(- 2 15.11
( 1 S) . 2020'(0' + 1/7’]2) ” ( 3 Tl S)Hm ( )

Nous introduisons || - ., la norme dans L?(€2_). Nous utilisons alors la relation
(B-3) de I’Annexe B et la relation de Parseval. Nous obtenons pour 3 = 0,1 ou 2 :

r

U, |? L .
| war < e [ [ [ w0 Re e+ i) dedyde
ay T,y RJR J—0o0

— o) / 02211 T (-1, + i) |2 d oo

IN

|77|26 . 2
< Fr dn d 15.9
= // (0 + ) || (,m, 0 +iw)|[zdndw  par ( )

< ClC(T)/ / 1B (-, 0 + io)||2 iy o,
R JR
(15.12)

avec C une constante positive. Cette derniére inégalité est obtenue en remarquant
que pour 0 < 3 < 2, 'application n — |n|**/(o + vn®)? est continue et bornée a
I'infini, et que par conséquent elle est bornée sur tout R.

A présent nous utilisons la relation de Parseval sur la variable de Fourier associée
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a y (nous notons F" la transformée de Fourier inverse en 7 de F") :

T 95U, |2 .
155 o < o [ [ 1B R+ dde,
0 dy Ty
= GO [ PR (o + i) de
(15.13)
< o [IFIE W par 3 -2),
0
5 T
< o [ I, @
0

Cette derniére inégalité est obtenue grace au principe de causalité (B-4.1). Nous
obtenons alors le résultat suivant :

2
U, ou, ot o°u

3 5 = appartiennent a L*(0,T; L*(Q_)). (15.14)
Y Y

De méme nous avons pour S =0ou 1 :

[l Gl oa < e [[[ w5
- cm [ [P %

A

(x,n, 0+ iw) dx dndw

(n, 0 + iw) dndw

< // D |Fr|| dndw par (15.10)
- 2v(o +vn?)
< Go(T) / B2, () dt
5 T
< GO / B2, (1) e
0

avec Cy une constante strictement positive obtenue par le méme argument que pré-
cédemment. Nous obtenons alors :

2
aatir et gxg; appartiennent a L*(0,7; L*(Q_)). (15.15)
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Enfin, nous avons pour # =0ou 1 :

9°h,.||? L )
5, 0 < O [ [ [ oo+ io) drdnds
T,y

0

= o) [ [ .o + i) dyd

[n*” )
= F 15.11
- //2c2 o—+m,)” Izdndw  par (15.11)
< coom) [ d
~ T
< GO [0 d
0
Ce qui nous donne :
Oh, , . 2
h, et 8—3/ appartiennent a L=(0,7"; L*(Q_)). (15.16)

Pour obtenir les autres résultats de régularité et conclure la démonstration du
théoréme, nous utilisons de nouveau les équations (15.7). En dérivant la troisiéme
équation de (15.7) en x, nous obtenons :

oh,  indi, 18%,

or s Or s O0x2’

et en reportant cette relation dans la premiére équation il vient :

2\ 0%, i db, s,
‘(“* )a2+<3+”"> Sy =

Avec I'hypothése F" = (F7, Fi)t € L?(0,T;L3(2)) et grace aux résultats (15.14) et
(15.15), nous obtenons que —(v + ¢*/s)0yp 1, + s, est dans L?(] — oo, L[xR x R),

c.-a-d. :
. 2\ 0%, s
— v+ — Sty
s ) Ox2

En développant cette expression nous trouvons :

[

2
dz dndw < oo.

2.7 azA
o + | st |* + 2Re (—E(VJch/s) 8“;

}V+02/s}2 ‘88 >

Er)] dz dndw < .
(15.17)
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Et puisque les termes de bord s’annulent grace a la condition aux limites, nous avons
par intégration par parties :

//R/RG”“/S)W )dfcdﬁdw—/ // (v+c/s)

Or [v+ c?/s]* = v+ c*/|s|* + 2vc®Re(s™') > 12, et Re(5(v + ¢*/s)) = ov +
A(0® —w?)/(0® +w?) > ov — ¢, ainsi la relation (15.17) devient :

d:c dndw.

T

83:2

L
dxdndw+/ / |sti,|* dx dn dw
—oo JR JR

Uy

2(0v — ¢?) dx dndw < 0.

En choisissant ¢ > ¢?/v, nous en déduisons que

%u,  Ou,
02 ¢ ot

L*(0,T; L*(92.)). (15.18)

Un raisonnement analogue appliqué a la deuxiéme équation de (15.7), nous donne
également

v, 0

8;}2 et 8—1; sont dans L*(0,T; L*(2_)). (15.19)
Enfin, nous considérons les résultats (15.14) et (15.15) qui nous donnent div U, dans
L*(0,T; L*(©_)). En utilisant la troisiéme équation de (15.7), nous obtenons :

Oh,

5 ot dans L*(0,T; L*(Q2_)). (15.20)
Nous considérons par ailleurs les résultats (15.14) et (15.18) qui nous donnent d;u,.,
Au, et v, dans L?(0,T; L*(©_)). En utilisant la premiére équation de (15.7), nous
obtenons alors :

L*(0,T; L*(92.)). (15.21)

8:16

Ainsi les résultats (15.14), (15.15), (15.16), (15.18), (15.19), (15.20) et (15.21) nous
donnent U, dans H>'(Q_x]0,T[) et h, dans H“'(Q_x]0,T[). En considérant en-
suite ’équation d’évolution en h, nous obtenons que d;h, est dans H/2(Q_x]0, TY).

PUiSque U = U, + U,y €6 h = hr+hreleva et que (Ureleva hrelev) € H2’1(Q— X]O, T[) X
HY1(Qx]0,T[), nous en déduisons le résultat de régularité du théoréme. 0
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15.2 Définition de ’algorithme

Nous initialisons I'algorithme (15.1), (15.2) par :

(Low W® = Fy  dans Q_x]0, 77,
WY(.,-,0) = W, dans Q_,
| U = gy sur [';x]0,T7,
(15.22)
(Lo WS = Fy  dans Q, x]0,T7,
WO (00 = W, dansQ,,
\ Ul = go sur [xx]0,T7,

avec g7, dans H*23/4(I'; x]0, T[) et go dans H3/23/4(Tyx]0, T[) vérifiant :
gL('u()) :UO(L7'> et go('70) :U0<07'>'

Théoréme 15.2.1 L’algorithme (15.1), (15.2) initialisé par (15.22) définit une
suite unique (U*  h*) appartenant & H>Y(Q_x]0,T[) x H*(Q_x]0,T[) avec d;h*
dans HYV2(Q_x]0,T|) et une suite unique (U%, h%) appartenant a H*'(Q, x]0, T[) x
HM(Q, x]0, T[) avec 0;h% dans H?(Q, x]0, TY).

PREUVE : D’aprés le Théoréme 15.1.1, le probléme (15.22) définit un unique
(U%,h%) dans H*Y(Q_x]0,T[) x H*(Q_x]0,T[) et un unique (U%,h%) dans
H>*'(Q4x]0,T[) x H*(Q4x]0, 7). Puis si W est solution de (15.2) a I'étape k
dans Q, x]0, T, alors d’aprés le Théoréme A-3.2, nous avons :

U*(L,-,-) dans H¥*¥*(I";, x]0, T[) avec U% (L, -,0) = Uy(L,-).
Ainsi, de nouveau par le Théoréme 15.1.1, le probléme (15.1) définit un unique

(UM R dans H21(Q_x]0,T[) x H“'(Q_x]0,T[). Un raisonnement analogue
dans €2, termine la preuve. 0

15.3 Etude de la convergence de I’algorithme

Nous montrons ici que 'algorithme (15.1), (15.2) initialisé par (15.22) converge.
Comme dans la partie I, nous faisons une étude de I'’équation en Fourier-Laplace.
Ceci nous permet de définir p, le taux de convergence de ’algorithme et le résultat
de convergence est obtenu en montrant que |p| est strictement inférieur a 1.
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15.3.1 Définition du taux de convergence

Nous introduisons l'algorithme vérifié¢ par l'erreur de (15.1), (15.2) a 'étape k+1.
Si nous appelons encore W*™ et W**! les erreurs dans Q_ et (., nous avons :

Low WHL = 0 dans Q_x]0,T7,

WHL(. . 0) = 0 dans Q_, (15.23)
Ukt = U% sur ['1x]0,T7,

Loy WEH = 0 dans Q. x]0, T,

WERL(L.0) = 0 dans Q, (15.24)
Ukt = U*  surTyx]0, 7.

Nous prenons la transformée de Fourier-Laplace de I’équation de Saint-Venant ho-
mogéne dans chacun des sous-domaines (2_ et €2, . Dans le Chapitre 14, nous avons
résolu cette équation et nous avons montré que la solution s’écrit (voir (14.9)) :

Uk (z,n,5) = Mye *2"a” pour (x,n,s) €] — oo, L[xR x C,
G’i(x, n,8) = Ms,e52°3% pour (z,7,s) €]0, +00[xR x C.
Les conditions en x = L et x = 0 s’écrivent alors :

— L __k+1 _ L ak
Myse &12 « — M34§§12 ,6,

M, B! = Mpa”.
Nous obtenons alors I'itération suivante :
ak+1 — Q&QLMle ]\434§§12L]\43741]\412akfl7
puis

I/_\TEH(L, n,8) = Mpe 2ol t!
= Msye®2" My, Mo (15.25)
= M34§£12LM§41M12§£12LM172161171(La n,5).

Ainsi la vitesse de convergence de 'algorithme (15.1), (15.2) nous est donnée par la
norme de la matrice T = Mzqe12E Myt Mypes2E M5!

Définition 15.3.1 Le tauz de convergence p de algorithme (15.1), (15.2) est défini
par la racine du rayon spectral de T'T™ :

plo,w,n) = max(|\| Y2, N valeurs propres de TT™).
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15.3.2 Convergence de I’algorithme de Schwarz classique

Nous introduisons dans un premier temps | A|? le carré de la norme de la matrice
A défini par le rayon spectral de AA*, c.-a-d. |A]*> = max(|\], [A2]) oit A\; et Ay sont
solutions de :

A2 = Xlal* + [0 + |c|* + |d[*) + |det AP =0 si AZ(ZZ)'

Par ailleurs, nous rappelons que si X; et X, sont les solutions de I’équation X2 —
SX + P =0, alors nous avons :

| X1]? + | Xo|?

e ve—ap[ 1 |y ver—ar|

1
= 3 (1S]* + |S* — 4P))
|S|? + 2|P].

IN

Ainsi nous pouvons écrire :
[A]F = max(|Ad, [Ae]) < [Ad]+ of < (Jal* + [0 + |e]* + [d]*)* + 2] det A" (15.26)
Le lemme suivant nous donne une borne supérieur pour la norme de 7'.

Lemme 15.3.1 Il existe un og tel que pour tout o > og la norme de la matrice T
est strictement inférieure a 1 pour tout (n,w) de R x R.

PREUVE : Nous avons |T| < |Msy||eS2h] | Mg | Mo |€512F] | M5, Or puisque
Re(€1) < Re(£y) nous avons |82 = eRe€L) et par ailleurs pour (4,7) = (1,2)
ou (i,7) = (3,4), nous avons en vertu de (15.26) :

(M2 < (JAP+ AP+ B + |Bz|2)2 +2|A;By — A;By %,

2
(AP + AP+ B + Bl 1

M2 < )
| Y | - ‘AZBQ — A]Bl|2 |AZBQ — AJ81‘2

Ainsi nous avons :

P, $)?Re(e)"
|AlBQ — A231|2|A332 — A4Bl|2’

| Maa [ | Mag'| | Mia] €25 [ M| <

avec P(n, s) une quantité qui peut étre bornée par un polynéme en 7 et w (voir la dé-
o . . P(n,

finition des A; et B; en (14.6)). Nous 1ntr0du1s9ns Q. 8) = mm o ‘(2’7‘1232714431'2

et pour o fixé, nous mettons en avant deux points :
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i.

ii.

Or le Lemme 14.3.1 nous indique que e
quand o tend vers l'infini. Si nous choisissons o tel que Ke

Le Théoréme 14.2.2 nous indique que si o # 0 et o # 4vf?c?/¢, les quantités
|A1 By — A2 By| et |A3By — A3 By| ne s’annulent en aucun w ou 7. Ces quantités
ne peuvent donc tendre vers 0 que quand |n| ou |w| tendent vers I'infini. Ceci est
effectivement le cas puisque |A; By — Ay By | et |A3 By — A4 By sont factorisables
par & — & (voir la définition des A; et B; en (14.6)) et que & — & tend vers 0
quand || ou |w| tend vers I'infini (voir (14.4)). Or dans ce cas —Re(§2) croit
comme || ou |w| (voir (14.4)), et par suite Q(n, w)e?ReE)L tend vers 0. Ainsi
pour tout 0 < C' < 1 il existe un 7y > 0 et un wy > 0 tels que pour tout
lw| > wo et || > no on ait Q(n, w)e?REL < O,

Puisque les quantités | Ay By— Ay By| et |A3Bo— A3 By | ne s’annulent en aucun w
ou 7, nous en déduisons que sur I'ensemble borné (w,n) €] — wo, wo[X] — 1o, No|
la quantité Q(n,w) est bornée et par suite nous avons pour tout (n,w) €

] = wo, wo[X] — 10, 0] :

P, s) GRe)L < [ PRel)L
|A1By — Ay B1?|A3 By — AyBy | B

avec K une constante.

2Re(€2)L tend vers 0 uniformément en 1 et w

2Re(@2)l < ' pour tout

o > 0y, les résultats i. et ii. nous donnent :

| M| |g§12L| |M3’41\ | M| |§512L| |M1’21\ < C < 1 pour tout o > oy, (w, k) € R2.

Nous en déduisons que pour o > 0y, la norme de T est strictement inférieure a 1.

O

Le théoréme suivant nous indique que I’algorithme (15.1), (15.2) converge.

Théoréme 15.3.1 Soit F dans L*(0,T;L*(Q2_)), Wy = (Ug, hy) dans H () x
HY(Q.). L’algorithme (15.1), (15.2) initialisé par (15.22) définit deuz suites (U* | h*)
et (U%,hY) convergentes respectivement dans L*(0,T; H*(Q_)) x L*(0,T; H*(2.))
et L2(0,T; HY(2y)) x L*(0,T; HY(S2)) pour tout 0 < T < +oc.

PREUVE : Soit [U**!| la norme euclidienne de U**'. En utilisant (15.25) nous
obtenons :

UMY (L, m,s)| < [T |UY(L,n,s)|.

Or leLemme 15.3.1 nousAdonne I’existence d'une constante 0 < C' < 1 et d'un oy tels
que [UMY(L,n,s)| < C|[U*Y(L,7n,s)| pour tout o > oy et par suite nous obtenons

(U%(L, 0,0 +iw)| < C*[U°(L, 0,0 + iw)|,
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ce qui nous donne en utilisant (B-3)

3
T
|t oka < / J10% (oot i) s
0
< C(T)Ck//\UO(L,n,a+iw)| dydw  (15.27)
RJR

T
~ k
< O / U (L, o) dr,

cette derniére inégalité est obtenue par la relation de Parseval et par le principe
de causalité (voir Théoréme B-4.1). Nous en déduisons alors la convergence de
U?*(L,-,-) dans L*(0,T; L*(T'1)). Tl nous reste alors & montrer le résultat de conver-
gence de U?* dans L%(0,T; L*(Q2_)) et pour cela nous remarquons que par construc-
tion de ’algorithme nous avons également obtenu la convergence de Uik(L, -,+) dans
L*(0,T; L*(I'y)).

Nous appelons U%_le relévement de la donnée sur le bord du probléme (15.23)
c.-a-d. (voir Théoréme A-3.2) U~ est dans H*1(Q_x]0,T) et vérifie Ufelev = Uk
sur [ x]0,T[ et UE,. (-,-,0) = 0 dans Q. Nous construisons ensuite h¥,. — tel
que hE, (-,-,0) = 0 dans Q_ et bk, + d1vUrelev = 0 dans Q_x]0,T]. Ainsi
Wk = (UM — Uk AR - BE O vérifie Loy WFE = — L, (UE, AEL ) dans

relev’ relev

Q_x]0,T[, WF(-,-,0) = 0 dans Q_ et U*(0,-,-) = 0 sur I';x]0, T

Nous reprenons alors le calcul qui nous a permis d’obtenir (15.13) pour 5 = 0,
coed, [ Uy () < K(T) [ Lo (Ubey, )12, () db. Ensuite en utilisant
la continuité du relévement de U%(L,-,-) en UF de H?3/23/4(I',x]0,T[) dans
H?!(Q_x]0,T]) nous obtenons :

relev

/O UM Uk 2, (0t < K(T) / L (U, B )12, (Bt
< &) [ 10kl

avec K(T) et K(T) deux constantes qui dépendent de 7. Nous en déduisons :

T T
/0 UM p)2, de < / JUR = U)oy + / [0S (- DI, d

T
< K@) [Tl i

de nouveau par la continuité du relévement. Ainsi, puisque U% (L, -, -) converge dans
L*(0,7T; L*(T1)), nous obtenons la convergence de U* dans L?(0,T; L?(2_)).

193



Partie II : Décomp. de dom. pour les équations de Saint-Venant

Nous réitérons le processus sur 9, U™ et 9,U%™" et nous montrons grace a (15.27)
que U* converge vers 0 dans L2(0,7; H'(Q_)) et h*™ dans L2(0,T; L*(Q2_)). Le
méme raisonnement dans {2, termine la preuve. 0
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Chapitre 16

De I’algorithme optimal &
I’algorithme optimisé

Comme nous I’avons vu dans la partie I, la méthode de Schwarz classique converge
trés lentement ; et il est intéressant de s’inspirer de la théorie des conditions aux li-
mites absorbantes pour mettre en place des conditions de transmission qui conduisent
a un algorithme de décomposition de domaine plus performant et qui converge méme
dans le cas sans recouvrement. Le non recouvrement des sous-domaines est intéres-
sant car il est moins cotliteux qu’un recouvrement et il est indispensable pour envi-
sager un couplage d’équations.

Dans la Section 16.1 nous écrivons des conditions aux limites qui ménent a la
convergence optimale de I’algorithme. Puisque ces conditions ne sont pas exploitables
dans la pratique, nous les approcherons dans la Section 16.2 par des opérateurs dif-
férentiels. Nous considérerons le cas ou ces opérateurs sont d’ordre 0 ou 1 et dans
chacun de ces cas nous étudierons 1’algorithme associé. Pour cela nous avons besoin
de trois lemmes que nous énoncons et démontrons dans la Section 16.3.

Nous décomposons l'espace R? en deux sous-domaines qui ne se recouvrent pas
(voir Fig. 16.1) et dont l'interface se trouve en z = 0.
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v
81

Q.

F1G. 16.1 — Décomposition du domaine R?

16.1 Algorithme optimal

Dans cette section nous proposons un algorithme de décomposition de domaine
optimal, c.-a-d. nous choisissons les conditions de transmission de facon a avoir
convergence en deux itérations (dans le cas d'un découpage en n sous-domaines en
bandes nous aurons convergence en n itérations). La méthode s’inspire de la théorie
des conditions aux limites absorbantes; on pourra se reporter par exemple & [25] (L.
Halpern) pour le traitement de systémes incomplétement paraboliques.

Il est connu que si I’'on décompose le domaine initial en deux sous-domaines, les
quantités conservées au travers de 'interface commune sont la solution, et la quantité
—vdU /O + *hn ot i désigne le vecteur normal & l'interface. Suivant I'idée mise
en place pour I’équation de convection diffusion nous proposons I’algorithme :

Ly WHH = Fy dans Q_x]0,T]
WHEHL(.. . 0) = W, dans Q_
Ukt ouk
—v 87 + Ao - ATURE = - Va—Jr + A (hE,0)" — ATUR  sur T'x]0, T
xXr xXr
Lgw WEH = Fw dans Q. x]0, T[
WHEFL(.,.0) = W, dans Q.
ouhtt our
a+ — AR 0 —ATUR =y i A(hF,0)0 = A~UR  sur I'x]0, T
X X
(16.1)

avec AT et A~ a définir.
Nous introduisons dans un premier temps les matrices :

D:(”JFOCQ/S 2),}1:(8 mcg/s)’ﬂz(% gz) (16.2)
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avec &;, © = 1,2 définis en (14.5). Nous rappelons que les matrices M, et Msy sont
définies en (14.10). Le théoréme suivant nous indique comment choisir les opérateurs
AT et A~ de facon optimale.

Théoréme 16.1.1 Si le symbole de Fourier-Laplace de 'opérateur At est
—D Ms,&1o My, — H,

et si le symbole de A~ est
—D MMy, + H,

alors lalgorithme (16.1) converge en deuz itérations.

PREUVE : Nous considérons 'algorithme (16.1) avec Fy = 0 et Wy = 0, c.-a-d.
nous considérons 1’algorithme vérifié par les erreurs que nous appelons encore W¥ et
W*. Nous prenons la transformée de Fourier-Laplace des équations dans Q_x]0, T
et 2, x]0,T[ et d’aprés le Chapitre 14 et les relations (14.9) nous avons :

ﬁ’i(az,n, s) = Mye *2*a” pour (2,7, s) €] — 0o, 0[xR x C,

ﬁﬁ(x,n, §) = Msue*** B" pour (.7, s) €]0, +oo[xR x C, (16.3)
. 1ouk  in
I I &

Nous écrivons les conditions aux limites de I’algorithme (16.1) en variables de Fourier-
Laplace et nous remplagons h% par —0,a% /s —inok /s, :

Ukt N A aUk PN
— D8 — — HUM _ATURT = - — HU% — A*U* en {0} x R x C,
Ox 81:
Ukt N N ouUk ~ PN
p? 8+ + HUE — AU = D=+ HU* — A"U* en {0} xR x C.
x x
(16.4)
Par ailleurs, le Théoréme 14.2.2 nous indique que les matrices M, et M34 sont
inversibles, ainsi les relations (16.3) nous donnent 0, U = —Ms,&10 My, U+, et un

raisonnement analogue pour 9, U* nous donnent en z = 0 :
[Tk
B D@U .
Ox
ou* _ - .
o+ HU" = (=DMpé15My," + H)U".

Ainsi en choisissant AT et A~ comme indiqués par le théoréme, les seconds membres
de (16.4) s’annulent. Les erreurs W* et W* sont alors solutions d’une équation
sans second membre, avec des conditions aux limites homogénes et une condition
initiale nulle c.-a-d. W* et Wﬁ sont nulles. Par conséquent dés la deuxieme itération
I’algorithme a convergé. 0

— HUY = (=DMgyé, M, — H)UE,

D
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16.2 Algorithme optimisé

Les opérateurs A* sont des opérateurs pseudo-différentiels et ne peuvent étre
utilisés directement dans un algorithme. Comme dans la partie I, nous allons alors
les approcher par des opérateurs différentiels. Nous proposons 1’algorithme :

L WHH = Fy dans Q_ x]0,T]
Wli“(', - 0) = W dans Q_

Uttt ouk
—v 89_0 + A(h1 0y — A;ppU]frl = —v 8; + (k% 0)" — A;pprc|r sur I'x]0, T
Low WEF = Fyw dans Q. x]0, T
WEHL(...,0) = W, dans Q.

Uttt our
a; — A0 - AL U = v i A(hF,0)" — AL, UF  sur I'x]0, T

(16.5)

avec A; . des opérateurs différentiels a définir.

Nous considérerons dans un premier temps (Chapitre 17) la forme le plus simple

pour ces opérateurs :
Ap
(I ==
A app — ( 5\ ﬂ ) s

avec \, /i, A et it quatre réels. Nous appellerons la condition associée, condition
d’ordre 0. Ensuite au Chapitre 18 , nous étudierons des conditions d’ordre 1, c.-a-d.
pour lesquelles il intervient une dérivée en temps :

IAE %\JFO‘% K
app 2 i)’

avec \, i, A\, fi et « cinq réels. Pour étudier en détail les algorithmes associés a
ces conditions nous avons besoin de trois lemmes que nous énoncons et démontrons
dans la Section 16.3.

16.3 Lemmes préliminaires

Dans cette section nous énoncons et démontrons trois lemmes qui nous serviront
a montrer sous quelles hypothéses les problémes aux limites impliqués dans (16.5)
possédent une unique solution.
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16.3.1 Relévement pour le probléme d’ordre 0

Nous construisons ici un relévement pour les conditions aux limites de (16.5)

quand Ajpp a la forme :

OA+

A
app 5\[1’

avec A, [i, A et i1 réels. Ceci correspond a ce que nous appellerons des conditions
d’ordre 0.

Lemme 16.3.1 Soit Uy = (ug,vo) dans H' () et g dans HY>V4(T'x]0,T[). Il
existe U, dans H>1(Q_x]0,T|) tel que :

or 0 app =T

U,(-,-,0)=U, dans Q_x]0,T7.

_VaUr e ( hy ) —At U, =g sur T'x]0,T7,

ot h, est défini par :

68}? + divU, =0 dans Q_x]0,T],

he(,-,0) =0 dans Q_.
PREUVE : Nous introduisons g¢ et go dans H*/*34(I'x]0, T[) vérifiant sur T :
gé‘(-,()) = uo(0,-) et 9(1)}('70) = v(0, ).

Puis si (g), désigne la deuxiéme composante de g, nous introduisons gi = (g)a +
Agi+jige € HY?Y4(T'x]0,T]) et par le Théoréme A-3.2, puisque vy est dans H(Q_),
nous obtenons 'existence de v, dans H*!(Q_x]0,T]) tel que :

v (0, -, ) = ¢y sur I'x]0, T,
o V%(Oa K ) = gf sur FX]Oa T[u
v+, -, 0) = vy dans Q_.

Nous construisons a présent le relévement w,. Pour cela nous introduisons ¢ =
(&)1 + gl + pgg € H'>V4(T'x]0, TY), puis gi' tel que :

A 5 c2in
g = ——=(97 + —35)- 16.6
91 SU+CQ<91 + S 90) ( )

Nous avons |g¥| < C(|g¥| + |ingy|) avec C une constante strictement positive. Et
puisque g¢ est dans H3/23/4(T'x]0, T[) nous avons d,g¢ dans HY2Y/4(T'x]0,T]) et
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par suite g est dans HY%Y/4(I'x]0, 7). Tl existe donc u, dans H>'(Q2_x]0,T]) tel
que :

ur(0,-,) = g5 surI'x]0,T7,
%(07'7') = g% sur FX]OvT[u
ur(,-,0) = wuy dans Q_.

Enfin nous notons U, = (u,,v,) et nous définissons h, comme étant la solution de
Oh, + divU, = 0 dans Q_x]0,T[ avec h,.(-,-,0) = 0 dans Q_. Ceci nous donne en
variables de Fourier-Laplace :

- 10a, in
h, = —— — —0, Y(z,n,s) €] —o00,0xR x C.
—S Ty, W(w,5) €] - 00,0)
Ainsi nous avons sur l'interface :
Ay 52 .\ 0u, inc?
— V5 hr - - — - —Ar
V8x+c (V+s)8:p sv
A ., et
= W+ )a - %

En utilisant la définition de g% (voir (16.6)), nous trouvons que —vdyu, + 2h, = g
sur I'x]0, T'[. Par suite nous avons :

ou,
Ve + hy — My — v, = g — Mgy — pgy = (g)1 sur I'x]0, T'.
Nous avons également, :
v, \ ~ v \ U ~ v
Vg, AU~ e = g1 = Ag — figg = (g)e sur I'x]0, T,

16.3.2 Relévement pour le probléme d’ordre 1

Nous construisons ici un relévement pour les conditions aux limites de (16.5)

quand A:pp est de la forme :

A+ — Atas p
app \ i)’
avec A\, [i, 5\, it et a réels correspondant a ce que nous appellerons des conditions

d’ordre 1.
Dans la suite (g); désigne la ™ composante de g.
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Lemme 16.3.2 Soit g tel que (g)1 = § — (A + ad,)gd o g € H*5*(I'x]0,T])
et g¢ € H/>THTx]0,T[), et (g)s € HY?%4(T'x]0,T]). Nous supposons que les
relations de compatibilité suivantes sont vérifiées :

((g):1(,0) = 0 surT,
(8)2(-,0) = 0 surT,
95(-,0) = 0 surl,
\ aagto (,0) = 0surl.
11 eziste alors U, = (u,,v,) dans H?(Q_x]0,T]) tel que
—yaal;" + h, — Auy — pv, — aaal;r = (g)1 sur I'x]0, T,
—yavr — Xup — v, = (g)2 sur I'x]0,T]
o T HOp = g)2 ) )
U.(-,-,0) = 0 dans Q_,
\ %(, 5 0) = 0 dans _.
ou h, est défini par
h
aatr + divU, = 0 dans Q_x]0,T7,
hy(+,+,0) = 0 dansQ_.
PREUVE : Soit g¢ dans H"/>7/4(I'x]0,T[) vérifiant les relations de compatibilité
sur I :
98(70) = 07
993 _

Nous introduisons g = (g)s + Agy + jigy € HY>4(I'x]0,T[) avec g¢ donné par
le théoréme. Grace aux relations de compatibilité sur (g)s, g§ et g§ nous avons

97(-,0) = 0 sur I'. Par le Théoréme A-3.2 nous obtenons alors 'existence de v, dans
H**(Q_x]0,T]) tel que

(v.(0,-,-) = ¢ sur I'x]0, T'[,
org .y = Zrgv s rx)o, 7]
8$ ’ - v gl sur ) )
v-(-,,0) =0 dans Q_,
v,

\ E(, 50) =0 dans Q_.
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Nous construisons a présent le relevement u,. Pour cela nous considérons g dans
HP/25/4(T'x]0, T'[) défini par :

gy = g+ g, (16.7)

et grace aux relations de compatibilité sur (g)1, g5, drg5 et g5 nous avons gi'(-,0) = 0.
Ensuite nous introduisons (g¥, g&) solution de :

—vgi + gy =gt sur I'x]0, T

dgi dgs
— 4+ g\ + =0 surI'x]0,T
G0y =0 sur T,
Nous remarquons que puisque gi(-,0) = 0 la solution g}, si elle existe, vérifie

g1(-,0) = 0. Puis nous résolvons ce systéme par transformée de Fourier-Laplace

et nous trouvons :
s A c2in
! = ———— | ¢+ —37 ) . 16.8

91 s L 2 (91 + p 90) ( )

Nous avons |§%| < C(|g¥| + |ing|), avec C' une constante strictement positive. Et
puisque gy est dans H"/27/4(T'x]0, T[), nous avons d,g¢ dans H*/2%/4(T'x]0, T[) et
par suite g¥ est dans H°/2%/4(I'x]0, T[). Il existe donc u, dans H*?(Q_x]0,T]) tel
que :

(u,(0,-,-) = gy surI'x]0,T7,
%(07'7') = g% sur FX]OvT[u
(v, 0) = 0 dans Q_,

\ %(-,-,0) = 0 dans Q_.

Enfin, nous notons U, = (u,,v,) et nous définissons h, comme étant la solution de
O¢th, +divU, = 0 dans Q_x]0,T[ avec h,(-,-,0) = 0 dans £2_. Ceci nous donne en
variables de Fourier-Laplace :

h, = —— — —0, Y(x,n,s) €] — o0, 0[xR x C.

Ainsi nous avons sur l'interface :

ou, N A\ 04, inc? . A\ inc?
- +C2hr:_(y+;) —77—1}7«:— I/+; g%—nng

o0x ox s

Et en utilisant la définition de g% (voir (16.8)), nous trouvons que —vd,u, +c*h, = G
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sur I'x]0, T'[. Par suite nous avons sur I'x]0, 7 :

aur 8ur ~U a U v
—ya—i-czhr—)\ur—aﬁ — v, = gy — (A+a§) g0 — 19

) 2\ .,
= 9 ()\"‘aa) 9o
= (g

Et nous avons également :

ov,

o — N = i = g7 = Agy — figy = (g)2 sur ['x]0, T,

—UV

16.3.3 Lemme de positivité
Lemme 16.3.3 Soit g dans L?(0,T;L*(T)) et W = (U, h) la solution de :

Lsw W = 0 dans Q_x]0,T],
W(,-0) = 0 dansQ_,
U = g sur'x]0,T].

On note A= lopérateur défini par

A:g—><y%—g—c2(3))lp. (16.9)

Si f\_('r], s) désigne le symbole de Fourier-Laplace de cet opérateur, alors pour tout
(n,s) € R x C, la matrice A= (n, s) est définie positive.

PREUVE : Nous reprenons le systéme écrit en variables de Fourier-Laplace (14.1) et
nous multiplions la premiére équation par u. Nous intégrons ensuite selon la variable
x sur | — 0o, 0. Aprés intégrations par parties nous obtenons pour (7,s) € R x C :

sllalls +vn?llal; — (fo, @),
—c? (iz, %) +v ou + (—V% + c%) 0(0,-,-) = 0.

Ox Ox
De méme, nous multiplions la deuxiéme équation par v et nous intégrons selon la
variable x sur | — 0o, 0. Nous obtenons :

2 N
00— B
— l/a—x'U(O, *y ) = 0

00

sl1912 + vn?[[8]15 + (fit, 0)0 + Pin(h, 0)e + v e

xT
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Puis nous multiplions le conjugué de la troisiéme équation par c2h :

SN2 s) + ¢ (R G ) = inei o), =0
x x

Nous additionnons ces trois égalités et nous obtenons :

2

A~

s|O]2 +5¢||A))2 + v + P ||U) 2+

Nous prenons alors la partie réelle de cette derniére égalité. Puisque f est réelle,
nous avons (f,0), — (f0,4), = 2(Zm((fu,0),). En utilisant la définition (16.9) de
I’opérateur A~ nous obtenons :

2

8—:c (777 8)

+ui?|[U[2(n, ) = Re('gA~8)(n, 5).

~

Re(s) (11012 5) + A2 5)) + v

Et puisque Re(i) > (0 nous en déduisons que pour tout g non identiquement nul,
nous avons Re(*gA~g) > 0. Ce qui montre que la matrice A~ (7, s) est définie positive
en tout point (n,s) € R x C. O
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Chapitre 17

Algorithme avec des conditions
d’ordre 0

L’objectif de ce chapitre est d’étudier 'algorithme (16.5) quand les opérateurs
AL sont d’ordre 0, c.-a-d. quand ils s’écrivent sous la forme :

app
A
0p =
A&pp:(x ﬂ),

Dans la Section 17.1, nous montrons que chacun des sous-problémes impliqués
dans (16.5) est bien posé, ce qui nous permettra de définir 'algorithme complet dans
la Section 17.2. On pourra trouver dans [23] (B. Gustafsson et A. Sundstrém) ou [2]
(V. I. Agoshkov, A. Quarteroni et F. Saleri) une étude de différents problémes aux
limites pour les équations de Saint-Venant avec un terme de convection.

ol A\, , A, et L sont réels.

17.1 Problémes dans le demi-espace

Nous introduisons le probléme aux limites suivant :

Low W = Fy dans Q_x]0,T7,
W(-,-,0) = W, dans Q_, (17.1)
—ya—U+62<h)—oA+ U =g sur I'x]0, T’

8x 0 app ) Y

avec Fy, = (I, F»,0)" = (F,0)".

Nous allons montrer sous quelles hypothéses sur OA:pp ce probléme est bien posé.

Pour cela nous introduisons dans un premier temps la définition suivante :
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Définition 17.1.1 Une matrice M(n,s) est dite coercive s’il existe une constante
7 indépendante de n et de s telle que pour tout (n,s) € R x C et pour tout U € R?,

Re(tUMU) > +|0)? .
Le Théoréme 17.1.1 nous donne un résultat d’existence et de régularité pour le
probléme (17.1).

Théoréme 17.1.1 Soit F dans L*(0,T;L*(Q2_)), Wy = (Ug, hy) dans H () x
HY Q) et g dans H*Y4(T'x]0,T). Si le symbole de Fourier-Laplace de "Af,, est
coercif alors le probléme aux limites (17.1) posséde une unique solution (U, h) dans
H2(Q_x]0,T[) x H"Y(Q_x]0,T[) avec d;h dans H“'/*(Qx]0,T).

PREUVE : Nous considérons W ,uchy, la solution du probléme de Cauchy associé
a (17.1), c-a-d. Weaneny est la solution aux équations de Saint-Venant dans R
D’apreés le Théoreme 13.2.2 du Chapitre 13, Ugaueny est dans H*'(Q2x]0, T[) et heauchy
dans HY1(Qx]0,T[) avec Oihcancny dans HYY2(Q_x]0,T[). Puis nous introduisons
W, =W — (Weaueny)jo_ qui est solution du probléme :

LSWWC = 0 dans _ X]O’ T[’
Wc(a,[}O) , = 0 dans Q_, )
— v axc + 02 ( OC ) _ OA:ppUC = g Sur PX]O,T[,

avee ge = g — (=10 Uaneny + ¢ (heancy, 0)' — "Ady Usanay )ir € HY2VH(T'x]0, T7).

La régularité de g, s’obtient en utilisant le Théoréme de trace A-3.2 : nous avons
(=10, Ucaneny )r dans HY2V4T'x]0, T[) et (Ucaucny)r dans H¥23/4(T'x]0, TT[). En-
suite puisque Agauchy €st solution de Ohcauchy + Orlcauchy + OyUcauchy = 0 nous en
concluons que (heauchy )| st également dans H'Y/2Y4(T'x]0,T7).

Comme nous ’avons vu au Chapitre 14, la solution en Fourier-Laplace de I’équa-
tion Lg, W, = 0 dans Q_x]0, T s’écrit pour tout (x,7,s) €] — 0o, )[xR x C :
ﬁc<x7 7, S) = M12§7£121a7
. 104, .

Rl 8) = =y T e

avec a que l'on détermine grace a la condition aux limites sur I'. Dans les variables
initiales cette condition s’écrit :

U + 2 ( fic ) — S U, =g.sur 'x]0, T,

V- 0 app Uc
c.-a-d. avec la définition (16.9) :
_(A— + OA+

app

U, = g, sur I'x]0, T,
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ou en Fourier-Laplace :
(A + 0A+

app

)M12a - gc~ (173)

Or d’aprés le Lemme 16.3.3, la matrice A‘('r], s) est définie positive pour tout

(n,s) € R x C, et par hypothése OAjpp( s) l'est aussi, nous en déduisons que la

matrice (A~ + OA;rpp)( s) est également définie positive et elle est ainsi inversible.
Par ailleurs, le Theoreme 14.2.2 nous indique que la matrice M, est inversible. Et
donc la relation (17.3) définit un unique a. Par suite nous obtenons 'existence d’une
unique solution au systéme écrit en variables de Fourier-Laplace.

Nous écrivons a présent une estimation d’énergie pour la solution en Fourier-
Laplace du probléme. Pour cela nous utilisons le Lemme 16.3.1, qui avec ['hypothése
g. dans HY/21/4(T'x]0, T[), nous donne l'existence de U,ge, dans H>(Q_x]0, T) tel
que :

a-[jrelev 2 hrelev
or te (0

Uselev(+,+,0) = 0 dans Q_,

) OAfyp Useier = g sur Ix]0, 7Y,

Ol hyeley st défini par Ophpeley + div Upgey = 0 dans Q_x]0, T et hpgley(,+,0) = 0
dans Q_. Si nous introduisons (U,,h,.) = (U. — Urelev, he — Nreley), NOUS sommes
alors amenés a résoudre le probléme :

Eswwr - FT‘;V danS Q_X]O,T[,
W..(+,-,0) =0 dans Q_,

ou, h, ¥

e c? ( 0 ) — %, Ur = 0 sur I'x]0, T'[,

ou Fj, = (Flr, Fgr, ) ESW relev -

L’équation dans Q_ x]0, T'[ s’écrit en variables de Fourier-Laplace :

(P, oh, _
—Ua§ +(S+Vﬁ2)ﬁr—f@r+c2a—x = Flr,
aZA ~
Vo + (s +vn?)o, + fa, + Finh, = F, (17.4)
o,
shr +inv, + il = 0.
\ 690

Nous reprenons les calculs de la démonstration du Lemme 16.3.3 c¢.-a-d. nous multi-
plions la premiére équation de (17.4) par @,, la deuxiéme par v, puis nous multiplions
le conjugué de la troisiéme équation par c¢2h,. Puis nous intégrons la somme de ces
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résultats selon la variable x sur | — oo, 0] et nous obtenons :

2
+ P I[UE = (For, in)e + (fiar, )

T

~

T

sI1UZ + 3Rl + v

= ou, L
_'_tUr(O’ .’ .) <_V ax + C2 ( O )) <O7 .7 .> = <FT7UT‘>!L"

Nous utilisons alors la condition aux limites en x = (0

_yaUr+62<hr)_oA+ I’j =0,

ox 0 app 7

et nous trouvons :

2

A~

T

(s + )| U2 + 52| he || + v + 2 Zm((fir, 0,).)

+t6_7’0[\+ ﬁ (07 Yy ) - (f‘raﬁr)x-

app — T

Nous prenons ensuite la partie réelle de cette expression et nous utilisons la coer-
civité de °AS  pour traiter le terme de bord : il existe une constante v > 0 telle

app

que Re(tﬁ_rofﬁ U, (0,7,5)) > 7/U,|*(0,n, s). Puis nous appliquons l'inégalité de

app

Cauchy-Schwarz au second membre et nous utilisons la relation (1.5). Nous trou-

vons pour €; > 0 & choisir :

2

A~

~ . U, N
(@ + )G + o hellz + v ||| + 100, -, )
< LTI + o IFI.
- 2 v 261 *
En choisissant ¢; = o + vn? nous obtenons :
) 12
o+v ~ ~ , R
CEVDNG 2 + 0?2 + v +910,(0,-,)
1 ~
—h 2.
P Ll

208



Chap. 17 Algorithme avec des conditions d’ordre 0

Ceci nous conduit alors aux inégalités suivantes :

1

10, |2 < mHFrHi V(n,s) e R xC,
2
ou 1 ~
r FT 2 R
aZL' 21/(0_ + VT’Q) || ||m v(nv S) S X Ca
~ ]_ ~
[he |2 < |F"||2 V(n,s) € R x C.

2c20(0 + vn?)

Puis nous raisonnons comme pour le Théoréme 15.1.1 du Chapitre 15 et ces derniéres
relations nous indiquent que

ou, 90U, 9°U, 9*U,

U, t dans L*(0, 75 L*(Q2_
) 31’ ) 8y ? 8y2 78xay son ans ( ) ) ( ))7 (17 5)
et hy, % sont dans L*(0,T; L*(2_)).
Y
Ensuite, en utilisant ’équation en h, nous obtenons :
oh, 9 9
v est dans L*(0,7; L7(Q2_)). (17.6)

Pour montrer le résultat du théoréme il nous reste alors & montrer que 0,,U, et
9;U, sont dans L?(0,T;L*(Q_)) et que d,h, est dans L?(0,T; L*(2_)). Pour cela
nous considérons la premiére équation de (17.4) et grace aux résultats (17.5) et a
hypothése Fr dans L2(0,T7; L2(€2_)), nous obtenons que sii, — vy, + 20yh, est
dans L*(]— o0, 0[ xR xR). Si nous notons || ||4nw €t (*, *)zyw respectivement la norme
et le produit scalaire dans cet espace, nous obtenons par intégration par parties :

.2
. 0?1, N 5 Oh,
St, — vV c
ox? ox
1’7"77"‘}
L2 .
01 oh 0?1 oh
o ~ 2 T 2 r ~ r 2 r
= st |z, .+ |-V 92 +c e + 2Re (sur,—y o2 +c 8:1:)
x,m,w €Z,n,w
.2
0% oh ot o -
_ ~ |12 r 2 r T r 2
= Hsuerm,ij —v o2 +c e — 2Re ((s e ,—V e +c hr)mw>
1’7"77"‘} b
= aﬁr 27
+ 2Re st (0,m,8) | —v——(0,7n,s) + c°h,.(0,n,s) |dpdw | < oo,
RJR 837

(17.7)
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avec s = o + 1w. Par ailleurs :

ou,
ox

ox ox
et ‘Re ((aur,ﬁzr) )
ox -

D’aprés (17.5) et (17.6) nous obtenons que ’Re ((@ﬁr,gﬁr)x,mw) ’ est bornée. D’autre

part, l'équation en 9, permet d’affirmer que s, —v0,,0, est dans L?(]—o0, 0[x R xR).
Or nous avons :

— Re <($8ur’ _Vﬁur + czﬁr)xm,w) =ov

2 .
— *Re ((&M , Eﬁr) )
xT,n,w ax xT,n,w

~

o,
<l

Hxnw HSh ||acnw

920, ||
) jp—
r 2
or —
920, || 0?0
— 2 r 3 r
= ||Svr||mnw+y 12 mnw_QRG ((Svr,l/ax2 )””7“’)
e (17.8)
= ||so, %, + Gl
o Ox? T,m,w
a0, ||* D0,
2Re (31/ Y + 50,(0,7, s) <_Vl(07777 s))) < 00.
2| ox

En additionnant (17.7) et (17.8) et en prenant en compte le fait que Re(s9, i, h,)
est borné, nous obtenons alors :

stz 4 || o 2Ol o |19 |
SUr |5 -V & ov
o7 oxr2 ox ox
:L;,n7w m7n7w
s ) |16%0, |7 L oo, |I*
SUT W oV
" 8:1:2 Z,n,w 8:1: Z,n,w (179)

+2Re (/ / st (0,1, s ( 88 (0,7, 5) + h, (0,7, 5))dndw)
— avr
+2Re (/ / s0,(0,m, s) (—1/—(0,7), 5)) dndw) < 0.
RJR ox

En utilisant la condition aux limites, les deux derniéres lignes de cette expression
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s’écrivent :

2Re (3 tﬁr<07 n, S)(—V% + C2<BT7 O)t)<07 m, S))

= 2Re (stﬁr(o, 7, )OA:ppIAJT(O, n, s))
— 9Re (E(A\mF(O, 1, 8) + filon2(0, m, 5) + pind, (0,1, 8) + Mo, (0,7, 5)))

= oM, [2(0,7, 8) + ofil 6, [2(0,7, s) + 2Re (E(Marﬁr(o, 1, 8) + Aty o, (0,7, s))> .
(17.10)

Par ailleurs, nous avons ‘2726 (E(,uﬂr@r + Nt 0,)(0, 7, s))) < 2|+ A |st0,(0, 1, 5)]

et
0 I st
s, 0.(0,m,8) = M(az,n,s)dw

0

L.
/

Ox
. 00, ¢ O,
sura—x(x,n, s) dx+/_ SUp—— e “(z,n, s)dx

v i 0,09 < g [ poifaee [\ e L i
c.-a-d. [st,0,(0,1, s)| < — s, | dx r+— s0,|° dx
" 2001 J_ 2 J_ |0z 2019
0
1o 8ur
e dr, (17.11
ar | ( )
avec a et ap deux constantes strictement positives. Ainsi (17.9) devient :
] + A [P, 50,
e B _
- B e |- Pl S
x7n7w
<oy |28 || [l + 1A
+<2au—a2<m|+w>>H% o+ (1—7 56,12,
0%, - loa,11?
201 — A -
|55 em et |52

o (0,1, 8) + oilé. *(0,m, 8) < oc.

Nous remarquons dans un premier temps que si OA;Fpp est coercive, alors \ et [
sont positives et par conséquent, les deux derniers termes de cette expression sont
positifs. Nous prenons alors ay > |u| + |A| et cp > || + |A|, puis si nous choisissons
o > 0y avec 0y = max(ay, as) (|| + |A|)/2v nous en déduisons que sii, et s, sont
dans L?(] — 0o, 0[xR x R) et par suite en utilisant (B-3) :

e20T +oo  p4oo
U, t)dt < / / / |sti,|* (2,1, w) dv dndw < oo,

ot
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avec o > oq c.-a~d.

ou,
e est dans L?(0, T; L*(Q2_)). (17.12)
Puis en dérivant la troisiéme équation de (17.4) par = et en injectant le résultat dans
la premiére nous obtenons :

( c2> &Pa,  inc® O, ~

YT = for+ (s + o), = F,

oxr? s Ox

et grace a (17.5) et (17.12) nous avons ¥y, in0,, n*4, et s, dans L*(] —oo, 0[x R xR).
Puisque |inc*d,/s| < |inc*d,|/o € L*(] — 0o0,0[xR x R), nous obtenons alors que
(v + ¢ /5)0pti,€ L*(] — 00,0[xR x R) et par suite en considérant que la quantité :

B (ov + ®)? + v2w? 1/2
N 02 + w? ’

est bornée pour tout w € R nous en déduisons que :

0u, 5 5
922 est dans L=(0,7; L*(Q2_)).
Par ailleurs la deuxiéme équation de (17.4) nous donne :
862;27" est dans L*(0,T; L*(Q2_)).
Enfin, en revenant a la troisieme équation de (17.4) que nous dérivons par rapport a
x nous obtenons d,h, = —0,,1,/s —inc*d,0, /s et par suite nous en déduisons que :
oh

8—; est dans L?(0,T; L*(Q2.)).

Nous avons ainsi U, dans H*'(Q_x]0,T) et h, dans H"'(2x]0,T7).

Or Ur - Uc - Ucauchy - Urelev avec Urelev et (Ucauchy>|ﬂ, dans H2’1(Q, X]07 TD
et hy = he — Neauchy — Prelev aVeC Rreley €t (Reaueny)jo_ dans HBH(Q_x]0, 7). Nous
en déduisons que U est dans H>'(Q_x]0,T[) et h est dans H"'(Q2_x]0, T[). Enfin,
I’6quation d’évolution en h nous donne d;h dans HYY2(Q_ x]0,T)). O

17.2 Définition de I’algorithme d’ordre 0

+ .
Quand A7 ont la forme :



Chap. 17 Algorithme avec des conditions d’ordre 0

avec \, [, \ et i des réels, nous initialisons 1’algorithme (16.5) comme suit :

( Low WO = Fy  dans Q_x]0, 7]
WY (.,-,0) = W, dans Q_
U ho
Vo + 2 ( 0 > - OA;'ppU(l = g sur I'x]0, 7|
(17.13)
Ly WY = Fy dans Q,.x]0,7T]
Wi(,-,0) = Wy dans Q4
ou’ Ko _
v 3x+ —c? ( 0+ ) —9A,, 0% = g  sur I'x]0, T

avec Fyy = (F,0)! et g1, go dans HY/2Y4(T'x]0, T')).

Théoréme 17.2.1 Soit F dans L*(0,T;L*(Q)) et Wy = (Ug, hy) dans H'(Q) x
H'(2). Si le symbole de °AL, ) est coercif, alors Ualgorithme (16.5) avec Ay, = Ay
initialisé par (17.18) définit une suite unique (U*, h*) dans H>'(Q_x]0,T[) x
HY(Q_x]0,T]) avec O;h* dans HV2(Q_x]0,T[) et (U%, hE) dans H>(Q x]0, 1) x
HY Q4 x]0,T]) avec 8;h% dans H"/2 (04 x]0,T]).

PREUVE : D’aprés le Théoréme 17.1.1 le probléme (17.13) définit un unique (UY , h?)
dans H*'(Q_x]0, T[) x H"(Q_ x]0, T'[) et un unique (U9, A% ) dans H*! (0 x]0, T[) x
HY(Q, x]0,T]) avec 9;h%. dans H'/2(Q, x]0, T']). Puis si W* est solution de (16.5)
a Pétape k dans Q_, alors d’aprés le Théoréme A-3.2, nous avons sur I'x]0, 77 :

Uk hE k
e + ¢ < 0 ) — A, U" dans HY2Y4(T'x]0, T).

Ainsi, de nouveau par le Théoréme 17.1.1, le probléme (16.5) dans €, définit
un unique (UXM pEFY) dans H2(Q, x]0, T[) x HY (2, x]0,T[) avec d;h5+! dans
HY/2(Q, x]0,T[). Et un raisonnement analogue dans €, termine la preuve. 0
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Chapitre 18

Algorithme avec des conditions
d’ordre 1

Dans ce chapitre nous nous intéressons a l’algorithme (16.5) dans le cas ou les

opérateurs Ay ont la forme :

A+ ozg
1Aaipp = - ot H )
A f

ou A, i, A, ji et o sont des réels.

Dans la Section 18.1, nous montrons que chacun des sous-problémes impliqués
dans (16.5) est bien posé, ce qui nous permettra de définir I’algorithme complet dans
la Section 18.2.

18.1 Probléme dans le demi-espace

Nous nous intéressons au probléme aux limites suivant :

Lsw W = Fy dans Q_x]0,T7,
W(-,-,0) = W, dans_, (18.1)
—ya—U+62<h)—1A+ U =g sur I'x]0, 7'

81‘ 0 app Y Y

avec Fy, = (I, F»,0)" = (F,0)".

Le théoréme suivant nous indique sous quelles hypothéses sur 1A:pp ce probléme

posséde une unique solution. Ici nous considérons des données initiales avec une
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régularité plus forte que celle des données du Théoréme 17.1.1 (conditions d’ordre
0), afin de pouvoir définir la trace de dyu sur T'.

Théoréme 18.1.1 Soit F dans H>'(Q_x]0,T[), Wy = (Ug, hy)" dans H3(Q_) x
H3(Q_) et Uy = (g, 00)* = F(-,-,0) — (—vAUqy + >Vho + (— fvo, fuo)t) € HY(Q).
Soit g tel que (g)1 = § — (A + ad,)gd, avec § dans H**5/*(T'x]0,T[) et g¢ dans
H72TMx]0,T)) et (g)y dans HY>5/*(T'x]0, T[). Nous supposons que les relations
de compatibilité suivantes sont vérifiées :

( 8’&0

g(ao) = _V%(Oa')+02h0(07') _M'UO(Oa') sur Pa
gg(a O) = u0(07 ) sur F,
gl ~
agto(-,()) = o(0,-) surT,
0 < N
\ (g)2(,0) = — V%(Oa ) — Aug(0, -) — g (0, -) sur I

Si le symbole de 1Ajpp est coercif et si av est positif, alors (U, h) la solution de (18.1)
est dans H*2(Q_x]0,T[) x H>?(Q_x]0,T]) avec d;h dans H>3/*(Q_x]0,T]).

PREUVE : Nous reprenons la démonstration du Théoréme 17.1.1. Nous introduisons
Wc =W — (Wcauchy)\fl_ ol (Ucauchya hcauchy) € H4’2(QX]0, T[) X H3’2(QX]0, T[) est
la solution du probléme de Cauchy associé a (18.1) (voir Théoréme 13.2.3). Nous
avons :

Loy W, = 0 dans Q_x]0,T],
W.(-,+,0) = 0 dans Q_,

ou, he
— v + c? ( 0 ) — AL, U = g sur I'xJ0, 77,

h
avec g. = g — (_VamUcauchy + C2 ( Ocauchy ) - 1A:ppUcauchy>|I‘-

Au cours de la démonstration du Théoréme 17.1.1, nous avions montré dans un
premier temps que le probléme en Fourier-Laplace avec Af S = OA;fpp posséde une

unique solution et cette démonstration reposait sur la coercivité de OAljpp. Sous la

méme hypothése sur 1A:pp, nous obtenons le méme résultat pour le probléme (18.1).

Nous cherchons a présent a relever la donnée g. et pour cela nous allons appliquer
le Lemme 16.3.2. Nous vérifions ici que ses hypothéses sont vérifiées. En utilisant
I’équation et les conditions initiales nous avons (voir Chapitre 13 pour les notations) :

U(-,-,0) = vAUy — *Vhy — DU + F(-,-,0),
0 Ucaueny (-, ,0) = vAUy — *Vhy — DUg + F(-, -,0),
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et par suite 9, U.(+,-,0) = 0 dans Q_. De méme nous avons 0;h.(-,,0) = 0. D’autre
part, le théoréme de trace A-3.2 nous donne (—v0,Vcauchy — Xucauchy — [Wcauchy )1 dans
HP/25/4(T'x]0, TY), ainsi (g.), est dans H**5/4(T'x]0, T[). La condition initiale sur
(g)2 nous donne par ailleurs (g.)2(+,0) = 0 sur I'. Nous écrivons également :

g - ()‘ =+ 04—)93 - (_Vazucauchy + Cthauchy — MUcanchy — ()\ + 05_>ucauchy)\f‘

ot ot
9\
- ()\ + Oéa)g(]u

(gC)l

Il
Qn

avec § = § — (—vO0pUcanchy + Ctha,uchy — Weauchy )0 € H5/2’5/4(F><]0,T[) et go =
96 — (Ucauchy)|r € H72T4Tx]0,T|). Ces quantités vérifient au temps ¢ = 0 les
conditions suivantes :

x ~ Ocanc
g(" O) = g(" O) - (_VaThy + Czhcauchy - chauchy)(oa g 0) =0
ou ou
= (2 g )(0,) (02 Py — )0,
=0
gg(ao) - gg(ao) _ucauchy(oa'ao)
=0
8@0 o % i aucauchy
- Oh
= (0,) = (F(0,,0) = (~vhug + 52 = f10) (0, ))
= 0,

cette derniére égalité est obtenue en utilisant la définition de u, donnée dans le
théoréme.

Nous pouvons alors appliquer le Lemme 16.3.2 et introduire un relévement U,gey
dans H*2(Q_x]0,T|) et hpgey défini par 0;hreley + div Upeey = 0 dans Q_x]0, T et
Pretev(+, -, 0) = 0 dans Q_ vérifiant :

a[J'relev 2 hrelev 1A+
-V o +c ( 0 - AappUrelev = 8¢ Sur FX]O,T[,

Uselev(+, -, 0) = 0 dans _|
a-[Jrelev
ot

(+,-,0) =0 dans Q_.

217



Partie II : Décomp. de dom. pour les équations de Saint-Venant

Ainsi en introduisant (U, h,.) = (U, — Upeley, he — Nreley), NOUs obtenons :

Lsw W, = Fy, dans Q_x]0,T7,

W..(+,+,0) =0 dans €_, (18.2)
Iy, 2 T 1At _ .

— v +c ( 0 ) - AU = 0 sur I'x]0, T7,

avec Fj, = (F1", F5",0)" = (F7,0)" = —Lsw Wrelev.

Nous écrivons alors des estimations a priori pour les équations en u,., 0, et h,.
. . , s . +
Comme pour la démonstration du Théoréme 17.1.1 et puisque le symbole de lAapp
est coercif nous obtenons également les relations suivantes :

2 1

- or|2
2
o, E—
Oz 2v(o 4 vn?) v
) 1 .
1R I3 IE|2.

2c20(0 + vn?)

En considérant que F est dans L2(0, T'; L?(2_)), nous trouvons comme pour le Théo-
réme 17.1.1 que U et h ont la régularité indiquée en (17.5) et (17.6).

Puis nous reprenons les calculs (17.7) et (17.8) et nous obtenons (17.9). Mais ici
les termes de bords deviennent :

ou,

2Re (s tﬁr((), n, 8)(_1/8—30 + 02(iLr> 0)")(0,n, 3))

app

= 2Re <stﬁ'r(0,n, s)'AL U,L(0,7, 3))
— 2Re (3(()\ + as) | 20,7, 8) + alon 20,1, 8) + 1@ 6,(0,7, 8) + Ay (0,7, s)))
= (e(A + ao) + aw?) |, |*(0,7, s) + ofilv,[*(0, 7, )+

2Re (uﬁ_r@r(O, 1, s) + i, 0,.(0, n, S)) -

Avec I’hypothése o > 0 nous obtenons en suivant le raisonnement du Théoréme
17.1.1 que U est dans H*>'(Q_x]0, T[) et h dans H"'(Q2_x]0, T).

Nous remarquons ensuite que puisque d;We(-,-,0) = 0 et G Wieley(+,+,0) = 0
dans Q_, nous avons également O, W, (-,-,0) = 0 dans 2_. Nous reprenons alors
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le raisonnement précédent que nous appliquons au systéme (18.2) que nous avons
dérivé par rapport au temps :

FT‘
LswW,, aaZV dans Q_x]0,T7,
W...(+,-,0) =0 dans Q_,
8Urr 2 hrr 1A+ o
v +c ( 0 ) — ANppUrr = 0 sur I'x]0, 77,

avec (U,,, h,,) = (0,U,, Oh,) et O,F" dans L*(0, T; L*(2_)).

Nous obtenons ainsi que 9;U, est dans H*!'(Q_x]0,T]) et que O;h, est dans
HYY(Q_x]0,TY).

De méme nous dérivons le systéme (18.2) une (resp. deux) fois par rapport a y
et puisque 9,F" (resp. 9,,F") est dans L*(0, T; L*(€2_)) nous obtenons que 9,U, et
9., U, sont dans H*'(Q_x]0,T) et 9,,h, est dans H"*(Q_x]0,T).

Pour obtenir le résultat du théoréme il reste alors & montrer d’une part que 9,3 U,.,
0,3, U, et 9,4U, sont dans L?(0, T; L*(Q_)) et d’autre part que dy.h,, p3hy et Opyyhy
sont dans L*(0, T'; L*(€_)). Pour montrer ces résultats nous remarquons que puisque
U, —v0., U, — 10y, U, + *Vh,+ (— fu,, fu,)! = F" avec F” dans H>'(Q_x]0,TY),
alors Gy = —v0,,u, + 29.h, est dans H*1(Q_x]0,T]) et Gy = —vdpv, + *Oyh,
est dans H*1(Q_x]0,TY).

En écrivant que 9,G5 et 0,,G2 sont dans L*(0,7; L*(2_)) et en considérant la
régularité de h, (& savoir O,y h,. et Oy h, sont dans L?(0,T; L*(©_))), nous trouvons
que 9,30, et dy3,v, sont dans L?(0,T; L*(Q-)).

Par ailleurs, en revenant aux variables de Fourier-Laplace et puisque h, = —(0x 0, +
c*ind,) /s nous avons 0ye Gy = — (V4% 8)Ogatiy— 2 (i) 5)Dys 0y dans L (]—o0, O[x R x
R). Or nous avons |c¢*(in/8) 0,30, | < 2|ind,sd,|/0 et Oy3,v, est dans L*(0, T; L*(Q_)),
ainsi —(v + ¢?/s)0,atl, est dans L?(] — oo, 0[xR x R) et puisque |v + ¢?/s| est une
quantité bornée, nous en concluant que d,au, est dans L*(0,T; L*(©_)). Nous appli-
quons le méme raisonnement & 0,G; et d,,G1 et nous obtenons que 0,3u, et Jys,u,
sont dans L?(0,T; L*(2_)).

A présent la régularité de h, (c.-a-d. Opphy, Opshy, Opyyhy sont dans L2(0, T; L*(2_)))
s'obtient en écrivant que 9,G1, 0,,G1 et 0,,G1 sont dans L?(0,T; L*(2_)) et en
considérant la régularité de wu,.

Enfin, nous obtenons que d,4v, est dans L?*(0,7; L*(Q_)) en dérivant G5 deux fois
par rapport a x.
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Ainsi nous avons montré que U, est dans H*?(Q_x]0,T]) et que h, est dans
Hg’z(Qf X]07 TD Et pUiSque (Ura hr) = (U - Urelev - Ucauchy7 h — hrelev - hcauchy)
avec Uyglev, Ucauchy dans H*?(Q_x]0, T[) et hyelev, fcanchy dans H*?(Q_x]0, T'[), nous
en déduisons le résultat du théoréeme. 0

18.2 Définition de I’algorithme d’ordre 1

Soit W™t = (U™, h™") un élément quelconque de H**(Q_x]0, T[) x
H32(Q_x]0,T[) tel que WMt(-, - 0) = Wy et §,U™(-,-,0) = Uy avec W dans
H3(Q) x H3(Q) et Uy défini par Uy = F(-, -, 0) — (—vAUg+*Vho+ (— fvo, fu)t) €

H!(Q_). Nous définissons :

annit ) hinit Iat init
g1_<_,/ Ox e (0 )_AappU |r’

8Uinit ) hinit . .
— - _ A— nit ]
o (o (0) ),

Quand A}, = '"A;  nous initialisons I'algorithme (16.5) comme suit :

( Low WO = Fy dans Q_x]0,7],

WY (.,-,0) = W, dansQ_,

ou? hY
VY + ¢? ( 0 ) — 1A;'ppU(l = g sur I'x]0, T,
(18.3)

( Lsw WY = Fy dans Q. x]0,7],

W (,-,0) = Wy dans Qy,

au’ 0
v 3; - ( g+ > — 1A;ppU3_ = g sur I'x]0, T'[,

avec Fy = (F,0)".

Théoréme 18.2.1 Soit F dans H*>'(Qx]0,T[), Wy = (Ug, hg) dans H3(Q) x
H3(Q). Sile symbole de ' A, est coercif et si a est positif, alors Ualgorithme (16.5)
avec A;tpp = lAfpp et initialisé par (18.3) définit une suite unique (U h*) dans

H*?(Q_x]0,T[) x H**(Q_x]0,T[) avec d;h* dans H**?*(Q_x]0,T]) et (UL n*)
dans H*?(Q, x]0, T[) x H>*(Q,x]0,T[) avec d;hk dans H>>/2(Q, x]0,T]).

PREUVE : Puisque W™" est dans H*?(Qx]0, T[) x H>*(Qx]0, T[) avec W™'(. -, 0) =
Wy et 9, U™ (-,-,0) = Uy, d’aprés le Théoréme A-3.2, nous avons § = (—vd,u™" +
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AR™M — ™) p dans HY25/4(T'x]0,T), g¢ = (u™"*)r dans H/2T/4(T'x]0, T]) et o =
(—v0,v™t — Au™* — i) 1 dans HY/25/4(T'x]0, T), avec §(-,0) = (—v0,uq+c*ho —
1) (0, ), g5(+,0) = up(0,-), Orgs(+,0) = (0, -) et Go(-,0) = (—v0,v9 — Aug — fivy).
Ainsi g = (§ — (A + ady)gl, §2)" vérifie les hypothéses du Théoréme 18.1.1 et

le probléme (18.3) dans €, définit un unique (U°,R%) dans H?(Q_x]0,T[) x
H32(Q_x]0,T]) avec 9;h° dans H*3/2(Q_x]0,T[). Un raisonnement analogue dans

le sous-espace ;. nous donne 'existence et 'unicité de (U, h%) dans H*?(Q2,. x]0, T) x
H32(Q, x]0, T[) avec 9,h%. dans H>3/2(Q, x]0,T7).

Puis nous appliquons le méme raisonnement aux sous-problémes de (16.5) pour ob-
tenir la fin de la preuve du théoréme. ]
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Chapitre 19

Etude de la convergence de
I’algorithme

Dans ce chapitre nous donnons des résultats de convergence pour l'algorithme
(16.5) dans le cas particulier o les opérateurs A;tpp sont diagonaux. La généralisation
a des opérateurs plus généraux reste a faire.

19.1 Convergence de P'algorithme avec des condi-
tions d’ordre 0

Le théoréme suivant nous donne un résultat de convergence pour l'algorithme
(16.5) quand les conditions de transmission sont d’ordre 0 et quand les opérateurs
A, sont diagonaux.

Théoréme 19.1.1 Soit F dans L?(0,T;L*(Q?)), Wy = (Ug, hg) dans H(Q) x

HY(Q). Si
_ qg O
A:pp:Aapp:(() p)’

avec p et q deux réels strictement positifs, alors les suites (UM RF1) et (Uffrl, hfl)
définies par lalgorithme (16.5) initialisé par (17.13), convergent respectivement dans
L2(0, T; HY(Q_)) x L2(0, T3 L(Q.) et LA(0, T3 HY(Q,)) x L2(0, T; 13(2,)),

PREUVE : Nous introduisons tout d’abord les opérateurs B, et B_ définis par :

B+(U,h):—1/a—U+02<h)—A+ U

ou 0 ) e
ou h
B_(U, h) = Va—gj — 02 ( 0 ) — Ai_ppU’
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Ces opérateurs vérifient les relations :

B.(U,h) + B_(U,h) = —2A+ U

app

BAUJU—B(UJUz2(ﬁ%g+w2(g>).

Dans la suite ‘X désigne la transposée du vecteur ou de la matrice X. Puisque par
hypothése p et ¢ sont strictement positifs, la matrice A est inversible et le terme

app
("U) (—u@mU + ¢ ( g )) s’écrit, :

1 ({(By + B)(U.W) ‘(M) (B — B)(U,h).

app

Et si A;fpp = ( g 2 ) avec p et ¢ deux réels strictement positifs, nous avons :

((B++B-)(U, h)) "(A,) " (B — B-)(U, h)

:(@+&ﬁ%ﬂ5“%:%%)

1 1
= —((By)* = (BL)") + = ((BY)* - (B2)?)
q p
ot Bi_ représente la ™ coordonnée du vecteur B (U, k). Nous avons ainsi montré
que :

ou h 1 1
") —v—+¢ = ——((BL)? — (BY)?) — —((B>)* — (B*)?). (19.1
(0) (v () = g (B2 - (B - (B - @) (0.

Pour montrer que I'algorithme (16.5) converge nous introduisons & présent 1’al-
gorithme de lerreur. Si nous notons W& = W, — W4 l'erreur dans Q.. (avec W,
la solution du probléme de Cauchy dans R? (voir Théoréme 13.2.3)), nous avons

L WHH = 0 dans Q_x]0,T7,
WHEHL(L . 0) =0 dans Q_,
L -

_ ke gy N o UL o7k e _ A+ Tk

v +e*(hZ7,0)" — AL, UY = v +c*(h1,0)" = A, UL sur I'x]0,T7,
Low WEH =0 dans Q. x]0, 77,
WHEFL(..0) =0 dans Q.

afijrl B o 81]"1 ~ o

8; - CQ(hiﬂ, 0)f — AappU’frl = V== A(hF,0) - AappU’i sur I'x]0, (Tl[g )
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Nous multiplions alors I'équation d’évolution en U™ dans Q_ par U, celle en

h* par R puis nous intégrons la somme de ces résultats sur ©_. En notant || - ||o_
la norme L?(£2_) nous obtenons :

1d, - - "
57 TG + IAEE) + v VOE g

B afjkﬂ ;Lk+1
tyTh+1y [ - 2 - _
—l—/F(U )(1/ e —|—c(0 ))dfy 0.

Et d’aprés (19.1) nous avons :

1d - - )
57 (TOE G + IAEE) + [ VOE g
1 /1 ~ - 1 - -
4 [ SIBLOEL R 4 B (08 7 Py
rdq p
1 /1 ~ ~ 1 . -
= Z/—\t&’i(U’f“,h’fH)\? + = [BL(UE h ) Py,
rq p

Or la condition aux limites sur I'x]0, [ du probléme dans Q_ s’écrit B, (U1 pE+1) =
B, (U%, h%), nous obtenons alors

1d, -~ - -
52 (OEHE + IREE ) + v VOE
1 1 - ~ 1 - -
+7 / g1 B (U= RZP + B2 (U, APy (19.3)

11 0 e s Uog2 ok i
L ot i+ L0t P
rq p

En réitérant le raisonnement dans €2, nous obtenons :

1d

2dt

R 1y oy

47 [ SIBLOL R B (O Py (19.4)
]‘/1 1 /776 7.k |2 1 2 11k 1.k\|2

=— [ —|B_(U,h")|* 4+ —|B= (U, h7)|*d~.
T 1B TR R P 4 B (O B

(NOEG, + IR, + VIO G,
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Si nous introduisons

B = OO IR + VO

b5 (ITE A, + IR, + VO,
PR = IO R | (O R Py
G = [ SIBLDE R 4 B (T4, R P,

l'addition de (19.3) et (19.4) s’écrit :

Ek+1 + Fk+1 + Gk-‘,—l — Fk + Gk
et en sommant cette relation pour tous les k € {0,---, K} nous obtenons aprés
simplifications des termes redondants :

K41
ZEk +FK+1 +GK+1 — FO+GO.
k=1
En faisant tendre K vers l'infini nous obtenons que la série Z:ﬁ E* converge et
que par conséquent E* tend vers 0. o
Nous obtenons alors la convergence de erreur (U* , h* ) vers 0 dans L2(0, T; HY(Q_)) x
L2(0, T L*(2-)) et de Perreur (U*, h% ) vers 0 dans L?(0, T; HY(Q4.)) x L2(0, T; L*(£2.)).
O

19.2 Convergence de l’algorithme avec des condi-
tions d’ordre 1

Nous donnons & présent un résultat de convergence pour ’algorithme (16.5)
quand les conditions de transmission sont d’ordre 1.

Théoréme 19.2.1 Soit F dans H>'(Qx]0,T[), Wy = (Ug, hg) dans H3(Q) x
H3(Q). Si
- AaZ 0
A;Lpp:Aapp:( Oat ﬁ)’

avec \, fi et o trois réels strictement positifs avec ac® < \v alors les suites (Uli“7 h'frl)
et (UST WA définies par Ualgorithme (16.5) initialisé par (17.18), convergent res-
pectivement dans L*(0, T; HY(Q_))x L?(0,T; L*(2_)) et L*(0, T; HY(Q,))x L?(0, T; L*(Q24)).

226



Chap. 19 Etude de la convergence de I’algorithme

PREUVE : Nous introduisons les opérateurs suivants :

BL(U,h) = —1/8— +*h — M — a&u

Ox ot’

ou ou

1 _ou oy o OU
B_(U’h)_yax c“h — \u ag

En multipliant la somme et la différence de B (U, h) et BL(U,h) nous obtenons
(BL(U,n))* — (BL(U,h))* = 4(—vd,u + ¢*h)(—Au — adyu), puis

u (—y% c2h> 4)\((81 (U, h))2 — (B (U, h))?) — %g—? <— g—z + 2h)

Nous introduisons également

B3 (U, h) = S0

Ox o,
B*(U,h) = IJ% — [w.

et nous obtenons (B (U, h))* — (B%(U, h))* = 4(—vd,v)(—fw). Nous reprenons la
démonstration du Théoréme 19.1.1 et nous écrivons une estimation d’énergie sur

'algorithme de Perreur définie par (19.2) :

1d -
S (IO + S IRER ) + v VO

. HTk+ i+
trrk+1y [ 2 - _
—i—/F(U_ )( e —|—c(0 ))d’y 0,

et en utilisant la définition des By, nous trouvons :

577 IO G+ P IREE) + v VOE G

+A‘ﬁ«@aﬁ“h“w — (BL(UE, ) %) dy

) 19.5)

o it ikt (
Rty — hk-i—l d

+/FA(”ag;“—)azﬁ7

*ﬂ‘@«WaW4wﬁ> — (B2(TH ) dy = 0,

Par allleurs nous multiplions 'équation 9,a*™! —
par O,u**t

okt
1%

vAT + AR — fE =0
! et nous intégrons le résultat sur Q_. Nous obtenons :

2 ~
8hk+1 aakhLl aak+1
_ AR 4 290 - | a1 OUZ _
Q+<”“ L PR T (f”’at )Q 0
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et par intégration par parties nous trouvons finalement :

2

0 ~ o [0ukt!
~pt1 Y okl 2k 9 -
o Q_”(V“ Vi >)Q_ ‘ <h ’6t< oz ))

ourtt o\ ot pyr 0T
+/F(_V—8x +ch_) BT —dy — f( Sy )Q—O

Nous pouvons récrire (19.5) grace au terme de bord de 'expression précédente :

i

1d va ) ~
S (IO + STV + IR ) + v VO
LUkt phtt 1 rh+1 Fh+1 Tl
"I Y h dy
+/p 4>\((B (Ut ))? — (BL(UE, )% +A 5|

(19.6)

_ac ﬁ’zﬂ,ﬁ ouz" 2y @§+1’8aﬁ+1
A a\ or )), N ot )
1 - ~ - ~
b [ g (B0 )2 - (B (O R dy =0,
r G

Par ailleurs nous écrivons les relations suivantes qui s’obtiennent premiérement par
intégration par parties selon la variable temporelle, puis par 'utilisation de I’équation
d’évolution 9,p*! = —9, a4 ! — 9, ot

[ 05 (55), 0w

hk-i—l 8 k+1 8~k+1
— / / ux (1,y,0 )dad:cdy—l—/ k1 gx (z,y,t)dzdy

Q
s 2 oukt! ikt

= )d dxdyd

/0 e Q,( 0+// o (z,y,0)dxdydo+

_ 8~k+1
/ W (2, y, 1) ——(z, y, t)dxdy
O
t|| ark+1 (2 ~k41)2
€1 8’&_ 1 8’0_
< 1+ — —
< < + 2)/0 e Q_( )da+2€1 o Q_(0) do
2

€2 17 k+12 -
205 £
FSIREIR 0 + 5 |5

(2)-

1 H aaqul
Q_

Cette derniére inégalité est obtenue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par la
relation (1.5) avec € et ey deux réels strictement positifs. Nous écrivons également
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pour €3 strictement positif :

2

().

Q_

aaqul

ot

ot [Pes 1
~k+1 — 3 || ~k+1 =
P %5) <SR 5

En intégrant en temps (19.6) et en utilisant les deux relations précédentes nous
trouvons :

2

okt va |loak+
U () + S — 2= — )+ — || t
(I 0+ 50 -0 |5 | 0+ 5| | ©
2 o T k102
+e(1 = SR A ()
ac? €1 A hlas! 2 t 9kt 2
iy g I - -
+ (V ) (1+ 2))/0 e Q_(0') da+1//0 o Q_(0) do+
| opktt 2 ac? 1 o hilass 2
S d - - d
1//0 Ox Qf( o)do+ (¥ A 261) o Il 9y Q,(U) ’
o+ ||*

ot

g Ly [ . a_g& ot
#2a-o0 [ (o) [ o

_|_i /t/(Bl (UkJrl hk+1 2d’y+—/ / 82 Uk+1 hk+1)) d
1 [ ~ ~ . ~
<o [ [m@siepa s L[ [ i g
r “Jo Jr

0

Nous choisissons a présent ¢, tel que ¢; > ac®/2uA, et €3 tel que e3 > 1/2, ainsi
les quantités C; = v — ac®/2Xe; et C3 = a(l — 1/2¢3)/)\ sont positives. Puis sous
la condition ac® < Av, nous pouvons choisir €, tel que /v < e < M a c.-a-d.
tel que les quantités Cy = a(v — ¢?/e3) /X et Cy = (1 — aey/)) soient strictement
positives. Si nous utilisons la condition aux limites sur I'x]0, T[ du probléme dans

229



Partie II : Décomp. de dom. pour les équations de Saint-Venant

Q_: B, (UM pRHY = B, (U 1% ) nous obtenons :

2

~ 2 ~ 1
L/ it g2 ourt! ou”
- C t — t
SO @+ 6 | S| @+ 5 |5 | ©
+C | (1)
ac? €1 tl 9kt 2 t oaktt 2
S 14 e - d
—l—(u 3 ( + 2))/0 B Q_(a)da+1//0 o Q_(0) o
) 9okt | 9k t1|?
+1// — o)do+C / — o) do
o || Ox Q,( ) ! 0 dy Qf(
Ll gkt || a fleg [1 . 2
e do—XTg’/ 112 (o) do
Q-

/ / Bl UkJrl hk+1 2d’y+ / / 82 UkJrl hk+1)) d
_4)\//81 (U* %)) dfy+ //82 (U* hk))?

Un calcul analogue dans €2, nous donne :

2

~ 2 ~k+1
Ligrheng2 ou'! Ouy
— t t — t
1 (e ORE (o r ICR o vl O
+CollAE ), ()
ac? €1 )/t 821]1“ ? t gak+t|?
+lv—— (14— (cr)da+1// + (0)do
( A ( 2) : ox Q. 0 dy Q.
t ~k+1|2 t k41112
+v / B (o) do+ Cy / W (0)do
0 or Q. 0 oy Q.
t aakﬂrl 2 & f €3
L Ty
S o447, (o)

/ / Bl Uk—i—l hk+1 2d +_/ / BQ Uk—i—l hk—l—l)) d
_4)\//61U’“h’“ d7+—//BQU’“h’“ )2dry.
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Nous introduisons ensuite les quantités :

ok ||I?
k _ ~ et
B = (e + 5|5 L
t aak 2
Col| R —= d
+ Ol 0) +v [ |5 @
t | A=k (12 t ook |12
+1// 003 (0)da+C’1/ ke (0)do
o Il 9z ||, o 1l 9y llg,
t 8,&/]? 2
+03/ —=|| (0)do
o Il 9t |l
ik ||” 2
k _||9ux -
O e WG 0

Fr(it) = //Blukhkd+ //BZUkhkd
GFt) = //61 (U" k) d’y+ //62 (U* 1)) 2dy,

nous avons alors :
1
EY + E* + 5 min(1, C) (HF + HY) (1) + FF + G*

2 t
Fk 1+Gk 1+maX (%%,—V+a§ <1+ 2))/(Hﬁ+H_’T_)(O’)dO'
0

En additionnant cette relation sur tous le k € {1,---, K 4 1} et en simplifiant les
termes redondants, nous obtenons :

K+1 K+1

1
> (B + BY) + Smin(1,Co) Y (HE + HY) (1) + F¥H + GRT
k=1 k=1
af2€ 6 K+1
< FUT) 4+ G*(T) + max <X73’_,/+_ 1 ) Z/ Hk_'_Hk (0) do.
(19.7)
Si nous posons ¢(t) = S o\ [[(H® + HY)(0) do, puisque B, FX+' et GK*+1 sont

positifs nous avons avec C une constante positive :
¢(t) < C(F"+ G+ o(1)),

ott FO = FO(T) et G° = G°(T). Par le lemme de Gronwall nous obtenons ¢(t) <
C(T)(F°+ G°) et par suite le second membre de (19.7) est borné par une constante
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indépendante de K et en faisant tendre K vers I'infini dans le membre de gauche nous
obtenons que la série S0 (B* + B%) + I min(1, Cy) Yo (HE + HY) (t) converge
et par conséquent E¥ et HY tendent vers 0. Nous obtenons alors la convergence de
U% dans L2(0, T; H'(Q4)) et de A% dans L?(0,T; L*(Q)). 0

19.3 Calcul du taux de convergence

Dans le Chapitre 20 nous allons expliciter les opérateurs Afpp intervenant dans
l'algorithme (16.5) par des considérations physiques. Malheureusement tous les élé-
ments de ces opérateurs ne pourront étre déterminés de cette facon, les autres seront
alors choisis par optimisation du taux de convergence. C’est pourquoi dans cette sec-
tion nous écrivons le taux de convergence de 'algorithme (16.5).

Comme dans la section précédente, nous considérons 1’algorithme de l'erreur
(19.2) mais cette fois-ci nous considérons également le cas ot les deux sous-domaines
se recouvrent, c.-a~-d. Q_ =] — oo, L[xR et Q, =]0, +00[xR avec L > 0.

Nous prenons la transformée de Fourier-Laplace de cet algorithme et nous trou-
vons que

ﬁli(a:, n,5) = Mye 2"a” pour (z,7,s) €] — oo, L[xR x C,
U (2,7, 5) = Mye®2*B* pour (z,7, 5) €]0, +00[xR x C,

et hi =-————— —0].

Si nous notons {\+ et A~ les opérateurs dont les symboles de Fourier-Laplace sont
respectivement AT = —D MMQM?;E —HetA™=-D M12@M1_21+H (voir (16.2))
les conditions aux limites s’écrivent :

(A + A;rpp)ﬁ (L7 ) ) = (AJF - AJF )ﬁJr(La "y ')7

—(AF + A UL(0,,) = (A7 = AL, U (0,,),

app

et nous les écrivons sous la forme

— (A 4 Ay) Mase $2Eal ™t = (A% — Ak ) MaeS2E 8",
(A +Aapp)M34ﬂk+1 (Ai Aapp)M12a

Nous obtenons alors l'itération :

~ ~

ak+1 - Q&QLM (A +A:pp) app
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Nous notons 7" la matrice d’itération de la suite (a¥). Sur linterface, I’algorithme

converge de la maniére suivante :

ﬁ’i“(L, n,s) = Mye 2laft!
= M126_§12LTak_1
— M12Q7£12LT§£12LM17216§71(L, n,$)
= TU*Y(L,n,s),

avec T = (A" +AS

app app

) AT AL Maget 2 M

AT A

app

)HAT-A

Le taux de convergence de ’algorithme est alors défini par :

p = max(|\;|"/2, \; valeur propre de TT*).
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Chapitre 20

Approximation des conditions de
transmission exactes

Dans la Section 16.1 nous avons introduit les opérateurs non différentiels AT et

A~ définis par :

AT = =D M3,&15M;,' — H,

A" = —D MMy + H,
et nous avons montré qu’ils conduisent a la convergence en deux itérations de 1’algo-
rithme (16.1). Puisque nous ne pouvons pas utiliser ces opérateurs de fagon pratique
dans un algorithme, nous allons les approcher par des opérateurs différentiels.
Pour cela nous considérons le développement en viscosité petite des matrices AT et
A~, et nous obtenons :

cvpre-Lvm e X e o owr) Ly IR L opn

/2 1 2
i\/SV—fﬂI/—FO(VQ) Vsv+0W4?)
S CS
Nous développons alors ce résultat en |f| << 1 et nous obtenons au premier ordre :
sv
c+— 0
At = + 2c

app

0 \/ SV

20.1 Approximation d’ordre 1/2

[’approximation d’ordre 1/2 par rapport a v de la matrice A* nous donne :

app
n c 0
Aapp1/2 ( 0 P ) )
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avec p une constante positive a choisir. Ceci conduit alors aux conditions aux limites
du coté Q_ :

auk—I—l uk
— ua; + AR — ettt = —Va—+ + AhY — cut,
x x
gvt* k+1 ovl k
—v — po"tt = —v—= — pot.
ox ox
Et du coté Q :
ouFtt ouk
s ERF — ekt = ua—+ — At — et
x x
k+1 k
u” pa_ OU% k
v —ptt =v—= — ot
ox ox

Puisque les constantes p et ¢ = ¢ sont positives, le Théoréme 17.2.1 nous indique
que I’algorithme associé a ces conditions est bien posé, et le Théoréme 19.1.1 nous
indique qu’il converge.

20.2 Approximation d’ordre 1

L’approximation d’ordre 1 par rapport & v de la matrice /A\;fpp nous donne :
sv
N c+— 0
0 »p

avec p une constante positive. Nous obtenons la condition aux limites suivante dans

Q_

ourt! v ourtt ouk v Ou”
— 4R et - = = PR - cu’i -t
ox 2c Ot ox 2¢ Ot
ovFtt ok
—v pe — poktt = —ya—; — puF
Et du coté €, :
k+1 k+1 k k
Qui™ ERFL L v Ouy _ V@u, —Ehk ek — v Out
ox + + 2c Ot ox - T 2c¢ Ot
vkt ov*
v 8; — pv_’frl = Vﬁ—x — po®.
Puisque les constantes p, ¢ = ¢ et a = v/2c sont positives, le Théoréme 18.3

nous indique que l'algorithme ainsi construit est bien posé. Et puisque la condi-
tion vc?/2c < cv est réalisée, le Théoréme 19.2.1 nous indique que lalgorithme
converge.
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Chapitre 21

Schéma numérique

Dans ce chapitre nous décrivons le schéma numeérique qui sera utilisé dans le
Chapitre 22 pour discrétiser les équations de Saint-Venant sur Qx]0, 77 :

( Ou c oh i
5 = g At L
v c? Oh 7Y
i AL\
ot fu H@yjL ijpOH
oh ou Ov
oar _ gl

| Ot <8x+6y)’

Des conditions aux limites de non glissement (Dirichlet) u = v = 0 sont appliquées
sur le bord de 2. Dans la Section 21.1, nous donnons le schéma numérique utilisé
pour discrétiser le probléme global dans le domaine €2. Puis dans la Section 21.2
nous détaillons la discrétisation de l'algorithme de décomposition de domaine que
nous avons introduit aux Chapitres 16, 17 et 18 en particulier nous détaillons la
discrétisation des conditions de transmission.

21.1 Discrétisation du probléme global

Nous considérons 7 = (Mi,j)ogigNz;OgjgNy un maillage régulier de €2, avec M, ;
la maille définie par M, ; = [z;, z;41] X [y;, y;j+1] , oll nous avons introduit :
o (2;)o<i<n,+1 la discrétisation de l'intervalle [0, L, | avec xy = 0, xn,+1 = L, et
Tipv1 —x; = Ax = L, /N,, pour 0 < i < N,.
o (Y;)o<j<n,.:» la discrétisation de l'intervalle [0, L,] avec yo = 0, yn, + 1 = L,
et yj1 —y; =Ay=1L,/N,, 0<j<N,.

Nous travaillons ici avec la grille décalée appelée C' dans la classification d’Ara-
kawa (voir [3] (A. Arakawa et V.R. Lamb)), c.-a-d. une grille ou les inconnues u, v
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et h sont réparties sur la maille M ; selon la Figure 21.1. La Figure 21.2 décrit la
répartition des inconnues sur ’ensemble de la grille.

S g DD Oy O
» U
(I IS = ) AU
u.
Yy = h
) © 9 o o 0o
/UZ,] () @ O ¢ D 9 O
¢ S 9O ¢ @ 9 o ¢
FIG. 21.1 — Maille M;; = | S O
’ ()

[in, sz+1] X [yju yj+1]

F1G. 21.2 — Maillage de €2

Un schéma numérique classique pour traiter les équations de Saint-Venant linéa-
risées est un schéma aux différences finies semi-implicite en temps stabilisé par le
filtre de Asselin suivant (voir [4] R. Asselin) :

271—1 _ Zn—l + 7(271—2 o 22n_1 + Z”)’ (211)

avec v une constante positive, et z" ’approximation au temps n de u, v ou h.

Ici nous interprétons ce schéma aux différences finies par un calcul de flux au travers
d’interfaces. Ce schéma est équivalent & celui des différences finies a l'intérieur du
domaine. Cependant cette approche nous permettra de mettre en place facilement
les conditions limites que nous avons a traiter dans le cadre de la décomposition de
domaine.

21.1.1 Equation d’évolution en u
Pour discrétiser la dimension temporelle de I’équation (21) sur 'intervalle |0, 77,
nous introduisons la suite :

(tn)OSHSNt avec to = 0, tNt =T et tn—i—l — tn = At = T/Nt pour 0 S n S Nt — 1.

Pour obtenir un schéma semi-implicite en temps (c.-a-d. implicite en u et explicite
en v et h), nous décalons les variables u, v, et h sur la grille en temps : les inconnues
discrétes sont notées u;';, v;'; et hi';; elles sont respectivement des approximations
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de la solution (u, v, k) sur les volumes K ., K!; K[  avec :
K = [Ticjes Tivagal X (s, Yja] X [tn, taga],

K= [, i) X [Yj—1/2: Yj+1/2) X [tns1/2, tgssa)s

ng,n = [@i, wia] X (Y5, i) X [tnrasz, tngagel-

La Figure 21.3 montre ces volumes dans 'espace (Z, 7/, f) par rapport a la maille
M; ; indiquée en pointillés.

v
t:t Kl’.]?’”‘
s K&
/[:7]'7

F1G. 21.3 — Décalage de la grille en temps (équation en u)

Schéma a l’intérieur du domaine

Nous intégrons I'équation (21) sur le volume V% = [2;_1/2, Tiy1/2] X [Y5, Yj11] ¥
[tnt1/2:tnigye) avec 1 < <N, 1 < j < N,—1let0<n<T-—1 (voir Figure 21.4) :

ou ® Oh 0%u 02u
ot con v Fe _
/u (8t THor V029 2) dudydt = / dedyat

i,5,m i,7,m

ou Fx:Tx/poH

Aprés intégration nous obtenons :

i+1/2 y]+1 i+1/2 fYi+1 flnts/2
/ / u(w,y, n+3/2) —u(x,y, n+1/2))d56’dy / / / fudzdydt
z; Ti—1/2YY;j toy1/2

i—1/2YYj

yﬂ+1/tn+3/2 [(02 0u) c?
—v— | (@iy1/2,y,t) — (_h - V—) (ﬂfil/z,yat)} dydt
/ fos1/o H or H oxr
ZTit1/2 flnt3/2 ou Tit1/2 [Yj+1 flnt3)/2
—1// / { (x,yj41,t) — o —(z,y;.t ] dxdt = / / / F* dxdydt.
n+1/2 Ti—1/2YYj lnt1/2

Ti—1y2 Yt
(21.2)
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n a4
Vi—1,j < Ui
7 N7 n+l

hi ) o Uiy
\\ - /7 ® }\\
. 50
n > 2,7

Uij,*®

. AP
2 i—1.7 n.
gl 7 Uz,]

z

FiG. 21.4 — Volume d’intégration pour I'équation d’évolution en w : V' =~ =
[xi—l/ani-i-l/Q] X [ijijrl] X [tn+1/27tn+3/2]

Nous détaillons le terme en fov :

Tiv1/2 [Yj+1 flnt3)/2 T Yjt1/2 n+3/2
/ / / fvdxdydt = / / / fvdxdydt
Ti—1/2 tny1)2 i1/ Yj lnt1/2
T Yj+1 n+3/2
+/ / / fudxdydt
Ti—1/2Yj+1/2 n+1/2
Tit1/2 fYj+1/2 n+3/2 Tiv1/2 (Yj+1 n+3/2
/ / / fudxdydt + / / / fvdxdydt.
Yj+1/2

n+1/2 n+1/2

Or sur [z;—1/2, ¥ X [Yj, Yjr1/2) X [tns1/2, tnrs2] v est approché par vf 5, sur [7;_1/2, 7] X
[Yj1/2, Y5 X [tns1/2, tuysye) v est approché par vf ., etc... Le terme en fv devient
alors :
Ax A
SIAtf,

n n n
5 3 (0 vl ot Ul )

Par ailleurs le terme fxm/z tnts)2

I P [Oyu(z, yjt1,t) — Oyu(x,y;,t)| dv dt sera approché
par

At At

n n+1 n+1 n n+1 n+1
A$7(Um‘+1 up; ol ) — Ax—( bt =)
= A ﬁ< n Tyl -9 _'_ n+1 4 n+l 9 n+1)
= Ax 5 Wi g+ U, u Upjoq T U u; ;).

Nous procédons de maniére identique pour les autres termes de (21.2) et nous
divisons le résultat par Az Ay At. Nous trouvons pour 1 <¢ < N,, 1 <j <N, —1
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et 0<n<T—1:

n+1 n 2
] ] n n n n n n
Al T i,j(vi,j TV TVt Uz’—l,jﬂ) + = HAr (h — h; 71,]')
v v
_ n n o noy\ _ n+1 n+l n+1
AL (ui—l—Lj +tu_y QUi,j) 2A$2( i1, T Wit 2ui,j )

v
n n n n+1 n+1 n+1 x \n+1/2
_—y(ui,j—i—l T U — QUi,j) YN 2yz(ui,]drl T — 2%’,]' )= (1 ”) )

i+1/2 [Yj+1

avec (F}; yrHt/2 — /
A.T}AyAt Ti—1/2YYjtr1/2

n+3/2

/ F*(x,y,t) dxdtdt.
tny1/2

Schéma aux bords Est/Ouest

Comme le montre la Figure 21.2, sur les bords Est/Ouest les noeuds o sont
calculés les u'; coincident avec les nceuds de la frontiere. Les conditions de type
Dirichlet : u = 0, s’écrivent alors :

ug; =0, un, 1, =0 pour0<j< N, 0<n<Np-—1

Schéma aux bords Nord/Sud

Sur les bords Nord/Sud, la condition aux limites de Dirichlet est plus délicate a
traiter car les nceuds ou sont calculés les u;’; ne correspondent pas aux neceuds de la
frontiére (voir la Figure 21.2).

Nous traitons ici le cas de la frontiére Nord (celui de la frontiére Sud se traite
de maniére identique). Pour cela nous notons ug N, I’approximation de v au temps
n sur le bord Nord (voir la Figure 21.5). La condition de Dirichlet au temps n + 1/2
s’écrit alors (u(;N +ugn,)/2=0.

Nous reprenons alors I'expression (21.2) pour j = N,. Le terme

Titv1/2 ftn+3/2 8u
—1// (;1: Yn,+1, 1) dadt,
Ti—1/2

lnt1/2

est alors approché par

—vAr—

At (ugNy — uzNy ug—]té B uzj\}i) _ VA'TAt( n + un-i—l)
2 Ay/2 Ay/2 Ay RNy NS
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n+1
6’N’!J

%
N 7
- N
- uR un/—ki e
= i \ C Ny
7 <
. »
PEaN

A 7
N
mn -~
u;
1
7N:4
| N

<y
8l \ =+

Fia. 21.5 — Discrétisation de la condition aux limites du bord Nord

Finalement pour 1 < ¢ < N, nous trouvons :

ntl _  n 2
U N, —Uin, 1 1

n n n n n n
AL - Zfz’,Ny(Uz‘,Ny + 0N, 11 T Vit N, VLN ) T E—Ax< in, — hiin,)

1% 1%
n n n n+1 n+1 n+1
YN (UHLNy + Ui N, 2“2‘,Ny) T 9AL2 (uz'+1,Ny tu N, — 2ui,Ny)

v n n v n n €T n
Ty (N, -1 = 3uily,) = WOLLE@l,fl — 3uf ity = (K"
21.1.2 Equation d’évolution en v

Dans le but de réinterpréter le schéma semi-implicite en temps pour 1’équation
d’évolution en v (21) nous décalons la grille en temps selon la Figure 21.6.

U [ v
RAVELS ) 1,7,1

F1G. 21.6 — Décalage de la grille en temps (équation en v)
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Schéma a l’intérieur du domaine

En intégrant I'équation (21) sur le volume V% = [x;, mi11] X [yj_1/2, Yj1/2] ¥
tni1/2,tnigse|, nous trouvons pour 1 <i < N, —let 1 <53 <N, :
+1/25 tn+3/ y

T“rl_v"
/[/7 2
]At j+ fl,](u +uerlj 1+u2+1j+u,j 1)+

21

HA(h —hl 1)

2,7—1

v v
n n n n+1 n+1 n+1
T oA (viJrLj T U~ 2%;’) - Qsz( i1, T Vic1j — 2%,]' )

( TL+11 +anrl o 2,01'1}1) — (F

)n+1/2
u,J+ 5,j—1 1,7

n n n
(vi,jJrl T U1 — 2%,]‘) - ij

v
2Ay2

Ti41 y]+1/2 n+3/2
avec ( "*1/2 / / / (x,y,t) dedydt.

Yj—1/2 n+1/2

v
2Ay>
(21.3)

Schéma aux bords Nord/Sud

Comme pour les bords Est/Ouest de I’équation en u, les conditions aux limites
de Dirichlet v = 0 se traitent de fagon directe au niveau des bords Nord/Sud (voir
Figure 21.2).

Schéma aux bords Est/Ouest

Suivant le raisonnement qui a été fait pour le bord Nord de I’équation en u, sur
le bord Est la condition de Dirichlet v = 0 se discrétise de la maniére suivante pour
1<j<N,:

n+1 _n

UNej — UNg,j _f (un + +un +on )
At 4 Na,j Ngz,j Nz,j—1 Na+1,5 Nz+1,5-1

C2 1 N n 14 n n
P By e = Mhst) = g (s = 305

v v
n+l g n+ly n n — "
oA (“Nx—l,j vaJ) DI (VN j+1 T UN,.j—1 — 20N, ;)
v
. n+1 n+1 . n+ly Y n+1/2
TN 5 (VL 1 VN1 — 208 5) = (FR, ) :

21.1.3 Equation d’évolution en h

Suivant la méme méthode que pour les équations en u et en v, nous discrétisons
I'équation (21) en I'intégrant sur le volume [z, ;1] X [y, Yj1] X [tnt1/2, tnys2], pour

243



Partie II : Décomp. de dom. pour les équations de Saint-Venant

0<i< N, 0<j<Nyet0<n<N,—1etnous trouvons :

n+1 n n n n n
h’i,j - hi,j L H Uity — Uy n Vij+1 — Yij —0
At Ax Ay '

Notons que cette équation ne nécessite pas de conditions aux limites.

21.2 Discrétisation de D’algorithme de décomposi-
tion de domaine

Dans cette section nous explicitons le schéma utilisé pour discrétiser 1’algorithme
de décomposition de domaine (16.5). Nous décomposons 2 en deux sous-domaines :

QO ={(2,9), 0 <& < Tintery + L, 0 <y <Y},
Q+ = {($7y)a Tinter f <r<X,0< y < Y}’

avec L > 0 la taille du recouvrement et @;.,r 1'abscisse de I'interface.

Nous maillons chacun de ces domaines comme nous 'avons fait pour € : Q_ est
décomposé en N, x N, mailles de surface Az x Ay et Q. est décomposé en N2 x N,
mailles de surface Az x Ay.

Nous nous intéressons ici au probléme du point de vue du domaine 2_, le probléme
dans €2, se traitant de facon identique. Il s’agit alors de discrétiser le probléme :

LW, = Fyw dans Q_X]O,T[,
Wi(-,-,0) = W, dans Q_,

8U1 02 8U2 C2
s Ox * E(hl’ 0)" — A:ppUl - Y Ox + E(hQ’ 0)" — A;rppUQ sur I'x]0, 77,

ot (Ug, hy) est solution des équations de Saint-Venant dans Q, et ou A7 est un
opérateur de la forme :

R

U+ a—~+ pv

A;_ppU - - 315 a 3
AU+ fiv

avec U = (u,v) et A\, a, , X et i cing réels.
Dans la Section 21.2.1 nous considérons 1’équation d’évolution en u. Nous mon-
trons premiérement comment discrétiser la condition aux limites :
ou; ouy
—vV— 4+ —hy — \uy —a— — puv; = g, 21.4
0w HNT T Yy THITY (21.4)
sur le bord Est de {)_ et au niveau des coins. Puis nous montrons comment extraire
la quantité —v0,us + 02h2/H — \ug — adyus — pvg du domaine €2 .
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Dans la Section 21.2.2 nous considérons I’équation d’évolution en v. Nous mon-
trons comment discrétiser la condition aux limites :

—v— — Auj — fivy = g, (21.5)

au niveau du bord Est de €)_ et au niveau des coins, puis nous montrons comment
extraire la quantité —v0,vy — Aus — fivg du domaine €2 .

21.2.1 Equation en u
Schéma au bord Est du domaine 2_

Au niveau du bord Est du domaine €2, nous traitons I’équation d’évolution en
u en intégrant sur le volume VNU;,j,n = [TN141/2, Tng1) X [Ys, Yje1) X [tns1/2s tngs)2]
pour 0 < j < N, —1let 0<n <N (voir la Figure 21.7).

41
[ (ul);]\fil_]

(Ul)xn : (u1 )N%J’

2
g
z

F1a. 21.7 — Discrétisation de la condition de transmission du bord Est
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Nous obtenons :

N1+ Niy1 [Yit

y]+1 1 Ltnt3/2
/ (ur (2, y, n+3/2) —uy(x, y7tn+1/2)> dxdy — / / for dxdydt
z n+1/2

TnLt1y Nit1/¥ Y5

Vit fhnts/a [/ o2 Ouy c? Ouy
"o )= gh—vo- t)| dydt
+/ /n+1/2 |:(H ! v 835) ($N£+1>?/> ) (H 1 v a{[) ({L‘N%Jrl/Q’y’ ):| Y

1 n+3/2 1 Yj+1 flnts/2
—1// " +Q/ [aul T,Yj41,t) — 68 (x,y;,t } dxdt = / e / F* dxdydt.

TnLt1y +1/2 Nit1/¥Yi tnt1/2

(21.6)
Nous utilisons alors la condition aux limites (21.4) que nous écrivons —vd,u; +
c2h1/H = Ay + adyu; + pvy + g en @ = xy144 et nous écrivons :

Yj+1 Ltnt3)2 02 au Yj+1 LEnt3)2 8
/ / ( hy —’/a—) (Tn141,9,) / / ()\u1+a Y +/~LU1+9) (Tn141,9,1).

n+1/2 n+1/2

Ce terme est approché par :

At n n n
AAy?((ul)N;H,j + (Ul)N1+1 )+ aAy((ul)N—il—iLj - (ul)N;Jrl,j)

Ay n n n+1/2
+/~L7At<<vl)1v;,j + ()N ) + AyAthﬁ/lJ’

n+1/2  _ yiriptogs/e
avec gN1+17J — Jy; tny1/2

termes de (21.6), et en multipliant le résultat par 2/(AxAyAt) nous obtenons alors
pour 1<j<N,—let0<n<N;:

g(y,t) dydt. En approchant de la méme maniére les autres

1
(“1>nNJg+1] (ul)nN;H,j 2¢2 1 N

A7 - §fN;+1,j ((Ul)njv;,j + (Ul)nzv;,jH) - ?E(hl)zv;,j

v

n n v n+1 n+1
JF@ ((UI)N;HJ - (Ul)N;,]) + A2 ((ul)Nl-i-l,] (Ul)N;,j)

v
_2Ay2 ((ul)nN;H,jJrl + (“1)nN;+1,j—1 u1 N1+1,]>
v +1 +1 +1
_2Ay2 ((u1)7]i71+1 g1t (ul)xﬂﬂ g-1 2(uy %HJ)

)‘ n n+1 20‘ n n
+A—x((u1)N;+1,j + (UI)N1+1 J) + M«ul)Nﬂrlj (“1>N;+1,j)

)n+1/2 _ l n+1/2

[’L n n xX
‘|‘E((vl)N;7j + (Ul)N;,jH) = ( N1+1,5 Ang%+17j'

246



Chap. 21 Schéma numérique

Schéma aux coins

Pour le traitement du coin Nord/Est par exemple, nous reprenons le calcul
précédent et nous appliquons le raisonnement du bord Nord. Nous obtenons pour
1<j<N,—-1:

(ul)nNtilN (u)yaiy, 1 . 2¢% 1 .
At - §fN$7Ny1 (Ul)N;,Nyl - ?A—x( 1)N;,N_;

14 14 1 1
+A—x2<<u1)nN;+1,Ny1 — (u1)§y vy) + A—lg<<u1)nNt+1 Ny T (u1)yy )

v n n 4 n n
_2Ay2 ((UI)N;+1,Ny1—1 - 3(“1)N;+1,Ny1) - 2Ayi<<u1)Nﬂr1 Ny—1 3(“1)]\;511 Ny)

)\ n+1 20{ n n
+Ax<<u1)Nl+1 N} + (UI)N1+1 Nl) + m((ul)Nﬂﬂ N} T (UI)N;H,N;)

lu n T n 2 n+1/2
+—Ax (Ul)N;,Nyl = ( N;+1,Ny1) 2 —Ang;Jr/l,Nyl'
(21.7)

Le raisonnement est identique pour le coin Sud/Est.

Extraction de la condition de transmission : bord Ouest de (2,

Pour mettre en place la condition aux limites associée a 1’équation en u de 1’al-
gorithme (16.5), il reste a discrétiser le second membre de la condition aux limites,
c.-a-d. nous avons a calculer pour 1 <j < N, —1:

ntl2 1 Yj+1 flnis/2 B 8u2 B au2 B '
gN;H,j_AyAt/ tut1/2 V_+th A — Q= — 2 | (TN, Y5 ) dy dt.

Nous intégrons I'équation (21) sur le volume [z n1 41, Zn143/2] X [U5, Y1) X [Ent1/25 tnysy2)
du domaine 2.

N1t+3/2 yJ+1
/ / U2 T y,tn+3/2) - U2(37 Y, n+1/2)) dxdy

TNl
N1t3/2 Yj+1 flny3/2
/ / / fuadxdydt
tny1/2

Yj+1 tn+3/2 C2 au C2 8u
+ /yj [n+1/2 |:(Hh2 - Va—2) (:L‘N1+3/2’ y’ ) (Hh2 B Va—;) ($N%+1’ ya t):| dydt
Nit+3/2 [tn+3/2 [ Oy A
_y/ / { 2 x yg+1,t) By (:U Yj, )} dxdt

N1+1 n+1/2
N1+3/2 Yji+1 n+3/2
F* dxdydt.
Tl tnt1/2

247



Partie II : Décomp. de dom. pour les équations de Saint-Venant

Nous en déduisons alors que la terme (Ay At)~1 [WH["43/2 (_9 uy + 2hy ) Hhs) (xNn141, . t)] dydt

Yi Jlnt1/2
est approché par :

Az (U2)nNJ§1+1,j — (U2)R40, 1 n "
- A7 —éfN;+1,j((U2)N;+1,j+1 +(02)N111)
2c?

n 4 n n
H—M(h2>N;;+1,j - @((u2)]\75}+2,j - (“2)N;+1,j)

v v
N ((uQ)%E}f—QJ - (u2)§gi1j) - Ay’ (u2)nN3}+1,j+1 + (u2)nN;+1,j—1 - 2(u2)nN;+1,j

1%
_—(UQ)XTE}FLj-Fl + (UQ)%—E}FLj—l - 2(11/2)7];11__1‘_17] - ( ]@%+1,j)n+1/2

Ay?

et nous obtenons alors ’expression de gxffi/fj pour 1 <j<N,—1:

n+1 n
INL+1,5 9 At HAz 2N+
14 14

_A—xz((UZ)r]i/;qLZj — (u2)N1y1) — A7 ((u2)Nia, — (u2) Ny ;)

v n n n
_A—yz((UZ)N;H,jH + (“2)N9}+1,j71 - 2(u2)N;+1,j)

v
_A—y2<<u2)nNELLj+1 + (“2)%11,171 B 2@2)%11,]')
1 n n x n+1/2 A ntl A
_§fN;+1,j((U2)N;+1,j+1 + (2)ni15) = (FRagg) B §<<u2>N;+1,j + (U2)n41,4)
(ug) Ny — (ua) iy
—o—— e = pu((v) R + (02)R )
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Extraction de la condition de transmission : coin Nord/Ouest

Au niveau du coin Nord/Ouest en reprenant le méme raisonnement que dans les
paragraphes précédents, nous obtenons :

1
nil2 Az (u2)nN§+1,Ny - (“2)%;+1,Ny 2c? By
INbrLN, T T At + as e,
v n n v n+1 n+1
_A—:Uz«u?)N;JrQ,Ny - (u2)N;+1,Ny) - A—xz(<u2)N;+2,Ny - (u2)N;+1,Ny)
v n n
_A—yz<<u2)1v;+1,Ny—1 - 3<u2)N;+1,Ny)
v n+1 3 n+1
_A—?/Q<<U2>N;+1,Ny—1 - <u2)N;+1,Ny)
1
_§fN;+1,Ny((v2)nN;+1,Ny+1 + (1’2)nN;+1,Ny) —( ]f/g}Jrl,Ny)n—’—l/z
A n+1 n
—5((u2)N%+17Ny + <u2)N;+1,Ny)
(UQ)%}H N, — (W2)y N
—Q — yAt - - - N((UZ)HN;,Ny + (1’2)nN;,Ny+1)-

21.2.2 Equation en v
Schéma au bord Est du domaine )_

Nous traitons a présent la discrétisation de la condition aux limites (21.5) c.-a-d.
la condition aux limites pour I’équation en v.
La Figure 21.8 représente une coupe du volume d’intégration au temps n + 1/2.
Nous notons (vl)gH/Q la valeur de v sur le bord au temps n + 1/2, et la condition

aux limites —v0,v; — Auy — vy = g s’écrit :

2v n+1/2 n+1/2 5\ n n ~ n+1/2 n+1/2
2 (0™ = R = SR+ ()0 + 05 gL
Ceci nous donne :
Az Ax A
n+1/2 n+1/2 n n
(v1)5 2= - mgwéd - mg((ul)mﬂ,j + (Ul)N;H,jq)
v n n
+ m«q}l)Ng}j + (V1) N ;)

(21.8)
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