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�� ��'!(��� �� �&��.>��  ��!� �1#�'��+ �� (����� �� �!(�>�� ������(1�� ��
(�� �� � !3 �� ��'.��'.� �� ����� ���!�� � :� �� ( �.>�� �� ��'��� �* �� ��
���!��� � � �� ��'�!������ ( #�!���, ( �� !��  ''!(!� ���� �� ���!�� �� 6!�
��!���� ?��� !���� � � '�((!� !�� �'�����:6!�*


 ���(�>�� ��@'!��� 6!� #� � ���'������ � �� � ��� '���� �� '� (�(����
�� �� �� ������ !� ��'. A��(��� '�.����� � !� ����(1�� �� '����� 6!�, � ���/
(�>�� �!�, ����� � � �� ����� ������ '�((!�� �� 6!� ��� ��� �� ������ � ��
�� ' ��� �� ���0� ((�� �� ��'.��'.� �����:��� �! � ���'' ���� ��������!�����
�'�����:6!��* ������ ��, (��  @����� �'�����:6!�� ��� + �� 6!��� �� ��0 0� ( �/
0�� ��!�, !�� ��0�� ����'���'� ���� � ��!�'� ��!� �� �����!��� � �� (�� �� � !3
�� �.>��*

	�!�  ���� � � '�(���.������ �� (�� � �'�!�� �'�����:6!�, � ������� 6!�
���1#�'��+ �� ( �.>�� �� �� �� �������� !�� (��.��� ��1!��� �� �� ���(��� �!
'��� '� +���� �� � �� � ��(!� ���� �!(���6!� �! ���'��� ���(1�!���� 0�* ��� 
  1�!�� � ���� 1�� ���� ��!�  �0����.(� �� �� ���(��� �! '��� '� +���� �� ����� /
��(���  ����� B(��.��� ��� �6!���1��� �!''����+�C, 6!�  � ���'���  ! ���������/
(��� ��!��  ����'.� ��!� 0���� �� '���!� ��!� �� ��( �� B��� (���. ���� '�
�&� (�'�C, D$%E* ��  (����� 6!� � ��1!������ �� '��  �0����.(� ��� +����(���
���� � ��������!'���� ��� �F��� �&� (�6!�� � �� �� (��>��* ��� �������� ��� !��
'�����1!���� ��0!� ��� ��� �!� � �����!����* �� '���� � ���  ��!&� � � !� �.��/
�>(� �� '�����0��'� 6!� ��!�  ���� �� 1�� � ���'' ���� �� '���� �.>�� D$5E* �����
�� ��!� ���!�� � �.����6!� 6!� ���� ��!� ���!��� ��!� '� �&�� �� �0����.(�* ��
6!� ��� �������� ��, '���� 6!� '�((� ��!�� ��( �'.� �� ��'.��'.� '���� �� +�!�� ��
���0!�� �1���� �����* ����� �� �1���� �� �� '�(�����(��� �� �� �0����.(� 6!����
 �� �!� � '��+ �� � ���!�� �� � '�����0��'�* �� �� ���!�� 6!� '���� �����>��
��� ����  ! � � �� ��(�� �� ���'����� ����  ! �� ���� ��� �F��� �&� (�6!��* G�
����� � (������, � � '�� ��( �6!��, 6!� �� ���� ����� � ��' ��6!� �� � (��.���
�� �����!���� ��� ��� ����(��� +���* 
 ��( �'.�  ������ ��!� '� �&�� ����!��
�� 6!� ���� �����!��� ��!���� � � � �!��� � �� (�� �� � !3, ��!� ?��� 6! ��:��
B���3����(��� ����� �!(���6!��C*

� ����������, �� ��!� ���� 6!� ����H!��'� ��� �F��� �&� (�6!�� �� ���� ��
�!����� �� ��!� '� �&�� �� ���'��� �� (��� �� +��(�* 	�!� ���� ������ '�(���
�� �!@� �� �!���� !�� '. A�� �� ����!'����, �� ���� �� ���������� �� '���� ���
�!���� �� +��( 0�* 	�!�� ��, � �����0��� � ��!� �� ��� ��0�'���� �� ��(!� ����
���(1�!���� 0� �� ���� ���������� ��  ���� �� ���  ����'.�� 6! ��/�� ��6!��*
��  !#�!���.!�, ��� ��!� ���+��( ��� ���� ��� ��!��(��� �� �&� (�6!�, ( �� ��
�&� (�6!� �3���'��� I	�����	, �	���, �-��� �3���'��, ***J* �� '�(/
������ (��!3 ��!�6!�� ����6!�,  ��>� ( �.>��, ���� (� ��( ��� �� '�����1!��
� � ��(!� ���� �! ��'�!� 0� �� �K��, #� �  !����K� �� � ���� � ������� �� '�(���
��� �F��� �&� (�6!��* �� ��� ��'��� ��!� �(���� �� �� ����� '�(��� ��� �F���
�&� (�6!�� �� ��'�!� 0� �� �K�� 6!��� �(1�!���� 0�* � �� '���� +���/'� � ��+/
:'!��� �� ��  ����!��* �� + �� �� ����� '�(��� ��� +��'�� ��������� � �� � (��.���

����* �� ���� � �� �� ���(��� '. ����� �� '� (�(���� 6!���� ��� ��0�� #� �
�(���&��*

���!���, (�� '��� ��� �'�� �!� � (��.��� 
���� ��� + �� 6!� #� (� �!��
��������� � � (��.��� ��� ���(���� :��� ��� '�/��(��* ��� ��!3  ����'.��
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��F>���� � �� � ��������� ���� ��� ��'���!��, ( �� � �.������.�� ����� � (?(�*
	 �  ����!��, #� ����� !� '��� �� �����?� � � 1��(�' ��6!� �� (�� '�(��/

���'�� �� '��� '� �� +�����(���, (����  (����� � (����������� � ��!�!�� � �� ���
����.>��� �� 0���!* G� � �1���! !��  ��� �� ������������ �� �����������, � �� ��
' ��� �� ���#��� ����� ���, ��!� ��1!��� '� �&�� ����!��* ����� �.�( ��6!�  
���!��� + �� 1�!��/��/���0�  ! ���� �! � 1�� ����� 6!� '�(��� � ��.�!��  '�!����,
� �(� '��  '������� �'�����:6!��, !�  3� �� ������ � �!� � (�' ��6!� �! ��� ��*
���!��, #� � ������� !� (��>�� �!(���6!� ��!�!�� 6!� ����� '�(��� ��� 0� ���
0�����(����, #� � � ���'��� � � '��'������ ��!��  ������  ���'!��� �� 0���! ���/
��'� �� ��� ���!'�!���  � ��(�6!�� �� #� '�/��' ��� !� �.>�� �!� � (������ ����
�! ��(���� 0� ����!3*

��!#�!�� � �� � (������ ���� ��� ���� �������+ '�, �� ��!� '���� (�� '�����1!/
����� � �� � (���  ! ����� �� ���� �� '.�'� �� � �� ��!����� ���� �� ���� '�.������
��!� � ��(!� ���� �� � +� 0(��� ���� �! 1����*

�� ���!(�, (��  '������� �� ��'.��'.� ����/��'��� ��� ��!���� �� ���'!���
 !��!� �� ��!3  3��* 
� ���(��� '��'���� �� ���������(��� �� (��.���� �!(�/
��6!�� �� ' �'!� ��� ���!'�!���* �� + �� ���1#�� �� � � ���� �� �� '� (�(����* 
�
��'���, '��'���� � (������ ����, �� ��!� � ���'!��>��(���, ������'.����(��� ��
���� �������+ '�* ��� �&��.>�� ��� �������� � �� � � ���� ���* ��!� '�� �� � !3
��� ��� �� +�!�� �� '��� 1�� ����� �� ��'.��'.�  ��' ��� ���!������� �� ��� '.��/
'.�!�� 8� �L �� �� ��� �0���* � �� � �����>�� � ���� �� '� (�(����, #� ��������
��� ���#��� �'�����:6!�� 6!� #� ��!. ��� (���� � 1���*
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G� � � ���(1�� � �� '���� � ���� �! (�(���� (�� �� � !3 �� ��'.��'.� 6!�
'��'������ �� ���������(��� �� (��.���� �!(���6!�� �� ' �'!� ��� ���!'�!���*
����� � ���� �� ���'!��  !��!� �� ����� '. ������ ������'��* � �� ��� ��!3 ���(����,
�� ��� 6!������ �� ' �'!�� �� �&� (�6!� ��� ���!'�!���*


� ���(��� '. ����� ��� '��� '�� � � ����� �� '�(��� ��� �F��� �&� (�6!��
� �� � (��.��� � 0� ��� ��'��(���� �� ��(��* 
�� ' �'!�� ����  ����6!�� � � 
��(!� ���� �! ��'�!� 0�� �� �K���*


� ��'��� '. ����� ��� !�� �&��.>�� �� (�� �� � !3 �!� �� ��( ��� 0� ��� '�/
��(�� �� �&� (�6!�  ��' '��� '� +���� ��* 
��  ����' ����� ���� ��!�  ' ��/
(�6!�� 6!� ! '. ����� ���'�����, ' � �� �!#�� ��� � �� !�� �. �� �(��0����*

� �� �� ������>(� '. ����� #� �������� !�� ��!�� 6!� ���>�� ��!� �� �� � �&��
�!(���6!�* �� �� 0�� ��!�� � ��� ���� �� � '�����0��'� ��!�� (��.��� �� ����3�/
( ���� �! ���1�>(� �� (�(1� �� � � ��� +��'����� '���� ���� � � (��'� !3*
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�� 477= � $%%% #� � �� � ���� � �� �� ' ��� ��!� '���� � �� ��'.��'.� �����
�����, ������������ �� 	�' ���� G!��� M���� I�	GMJ �� � ��0��� 	�' ����* �����
�����>��  :� �'� !�� ��!��, 6!� ��!�  ���� �������� � �� �� �K�� ��0��� � ��
(������ ����, �!� � ��(!� ���� ��� ���'���� ���(1�!���� 0� �� �� ��'�!� 0�
��� �K���* 
 (��.��� 
���� I
��0� ��(� ��'��(���J ��� !�� (��.��� ��/
'��(��� �� ��� '� ���6!� 6!� ��'������ ��>� ��! ����'��(���� ��!� ��(!��� ��
���'��� � �� � ��� ����* ������ ��, '���� !�� (��.��� ���� ���� 6!� ���'. ���
� � ��� ��!�  !3 ���1�>(�� �� '�����0��'� �!���!� ����6!� ���� '�����>�� ���
���!'�!��� �� 0� ���� ��+��( ����� �� ���/�� ���6!��  ��' '��� '�, +�����(��� ��
����(( 0�(���* �����, � (��.��� �� ��0!� ��� ���� �&� (�6!� ���  �� �!�
�������� ��� ��!� �!�(����� '�� �1�� '���* ��� ������� �&� (�6!� �� � (�/
�.��� 
����  ��� �� ����� �� !�� � ��� ���� �!� ��� �3�(���� �� ��'�!� 0�
�� �K��  + �� ���1#�� ��!�  ���'�� D$;E �� ��!�� '�((!��' ���� D$"E* 
� ����'.�
 ������ ��� 1 ��� �!� !�� +��(!� ���� � �� ��������� � 6! ��� '. (�� ��� ���/
1�>(�� �&� (�6!�� �� 0� ���� ��+��( �����* ����� +��(!� ���� ��� '�(� ��1��
 ��' ��� �� ��� �!''������� �� � (��.��� 
����* ���� + ��  �� � A��� �� '�!���
I'���� ���� �� 	��� /N��'..�F / 0� ����� �! ���� '�(���J ( ��  !��� !� '�!���
�! � ��. 1��!�� I+��'� ��������� / ���� '�(���J* 
�� ���!�� �� 6!� ��!�  ����
�!1���� �!� �� ��'�!� 0� ��� �K���, ���, �����  !����, (�� �� ������'� 6!� ��
�� ���(��� �! '��� '�/+���� �� � � !�� (��.��� �� ��� ���� I(��.��� .������/
6!�(��� �(�� ���� � �� �� ��0�'��� !������J ��� ( �  � ��� � � �&� (�6!�*

�� 
�������� �� �� �������


 (��.��� 
����, ������!��� � � 	* 
 ���>O� D54E ��!� ��� ���1�>(�� (�/
' ��6!�� �� ������� ����!�1 �����,  � � � �!��� ���, �����  !����, 0���� �����
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��� ���
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� � 	* -!��& D7E �� 0� ���� ��+��( �����  ��' '��� '�, +�����(��� �� ����(( /
0�(���* �:� �� (����� �� ������'� ��� ������ ��!�� !3 6!� #� � ����������, #�
�������� � �� '� � � 0� �.� ��� 0� ���� ��0��� �� � (��.��� ����� ��* �����/�/
����, � �� ����� '�(��� ��� �F���� ���������* 	�!� ��(���:�� � ������� ����, ���
 '����� �� '��� '� ���� ��0��0��� I'���� !�� ��� � ��� ��!��� 6!� #� � (��� � ��
(� ����''!��� �� � 0������ �! '��� '� +���� ��J*

�� ���� Ω0 �� ��( ��� �''!�� � � � ���!'�!�� � ������ �� ����� � t = 0 �� Ω
� '��:0!� ���� � ������ �� t I���� :0!�� 4*4J* ��� X � �������� ����� �� �� x(t)
� ��������  '�!����, � �� ��+��( ���� ϕ ��:��� � �

x(t) = ϕ(X, t) ∀X ∈ Ω0 and ∀t ∈ [0, T] , I4*4J

��� �!������ �!@� ((��� ��0!��>�� ��!� 6!� �� 0� ����� �� �� ��+��( ����,

F =
∂ϕ

∂X
(X, t) , I4*$J

�� �� ��'��!�  ''���� ����,
ẍ(t) , I4*5J

�3������* 
� ��'��!� ���� '�(��� u ��� ��:�� � �,

u(X, t) = ϕ(X, t) − X . I4*9J

�� ���� Ud ��� ���� '�(���� �(����� �!� � � ���� ∂0Ω � +�����>�� ∂Ω �� Ω
Fd ��� +��'�� �(������ �!� � � ���� ∂1Ω* 
�� �( 0�� ��'����6!�� �� '�� � �����
� � � �� ��+��( ���� ϕ ���� ������ ∂0Ω0 = ϕ−1(∂0Ω) �� ∂1Ω0 = ϕ−1(∂1Ω)* fd

��� � ������� ���!(�6!� �� +��'� �(�����*

���� 4*4 P ���:0!� ����� ����� ��� ��  '�!�����


��6!���1�� �� � ���!'�!�� ��!� �� (����� ��!� � +��(� � �� ��������� �!�/
� ��� ∫

Ω0

tr(PT∇v∗)dX =
∫

∂1Ω0

F 0
d .v∗dS +

∫
Ω0

f0
d .v∗dX , I4*;J

∀t ∈ [0, T ] and ∀v∗ ∈ U0 = {v∗, v∗|∂0Ω0 = 0} ,



������� �� �� ������� 4;

�Q P = JσF−T ��� �� ���(��� �����!� ��� '���� ����� �� 	��� /N��'..�F, J =
detF �� σ �� �����!� ��� '���� ����� �� � !'.&* �� �� 0�� ��!�� +��(!� ����

 0� �0����� ��� ��*


 (��.��� 
���� '�((��'� � � � ��:������ �� ��!3 ����(1���, � ����/
�����'���� ���6!��� �� ���!�� � ���!���� �! ���1�>(�* 
� ���(��� ����(1�� Ad

��� ������(1�� ��� � �� 1��� S = (F, P ) 6!� ����:��� )
/ ��� ���������� ���	
������

u|∂0Ω0 = Ud and F = I +
∂u

∂X
I4*"J

/ �� ��	������ ��	������� ) � �� ���� �� ����'��� �� �!��� �'�� ����!����� I4*4%J*


� ��'��� ����(1�� Γ ��� ������(1�� ��� � �� 1��� Ŝ =
(
F̂ , P̂

)
6!� ����:���

/ �� ��� �� ��
�����
���

F̂t = A(P̂τ , τ ≤ t) , I4*<J


 ���!���� Se �! ���1�>(� ��� � ���������'���� ��� ����(1��� Γ �� Ad* 	�!�
� �����(����, �� !������ !�  �0����.(� ���� ��+ ������ �� ��!3 �� ��� I���� :0!��
4*$ J*

Sn

Ad

Sn+1

K0

Ŝn

Γ

Se

H0

���� 4*$ P ��0����.(� ���� ��+

�� ���� ∆Sn+1 � ��F����'� Sn+1 − Sn* 
 ���!���� Se ��� �1���!� � � � 
��� ���� �!�� ��� )

Se = S0 +
N∑

n=0

(Sn+1 − Sn) = S0 +
N∑

n=0

∆Sn+1



4" � # ������� � 	
��� ���
����� �� ����

�Q S0 ��� !�� ����� ��� ����, � � �3�(���, � ���!���� �! ���1�>(� �� �� ���'��� ��/
�� ���* ��((� ���� � ����� � ��� �!����� '���! �� ��!� ��� � ����� ��.�(�0������

� �� � ��������� ���� ��� ��'���!��, �� �� � ����  ��' ��� � !3 Ṡ =
(
Ḟ , Ṗ

)
*

/ 
 ���(�>�� �� �� �� � (��.��� '������� � �����(����
ˆ̇

Sn '��� ��� �� Ṡn ��
� ����'���� �� ��'.��'.� K0* �� �� 0�� ��!�� �� �� ��' �� ��� ���� ���*

/ 
 ��'���� �� �� �� � (��.��� '������� � �����(���� Ṡn+1 '��� ��� ��
ˆ̇

Sn ��
� ����'���� �� ��'.��'.� H0* �� �� 0�� ��!�� �� �� 0��1 �� ���� ���*
�� '� 6!� '��'���� ��� ����'����� �� ��'.��'.�, �� !������ '� ���6!�(���, ��!�
'�� ���1�>(�� �� (��� �� +��(�, � �����' �� '�((� ���� ��!� K0 �� ������ ��!�
�� ���2� '�((� ����'���� �� ���'���� H0* � �� '� ' �, �� �0����.(� �'.�( ����
� �� � :0!�� 4*$ '��������� � !�� (��.��� �� ��R��� (���:��*

�� � ���'!� ����� �� � (��.��� 
���� �������� � �� � +��(!� ���� � �� /
��������� �� � �� � ��������� ���� ��� ��'���!��* �! ����'��� ��� �!��� �'��
����!�����, �� ��!� �� ����� � ��� ���� �!�� ���

∀v∗(X, t) ∈ U

∫ T

0

∫
Ω0

tr
(
(Ṗn+1 − Ṗn)T∇v∗

)
dXdt = 0 I4*=J

�Q U = {v∗ , v∗|∂0Ω0 = 0}* ������ 6!� ������0� ���� �� + �� �!� ����� '� ��
�!� �� ��(��* �� ���� ��!� ���� 6!� ���� �����!�� '� �&�� �� ����'.� � �� � 
(��.��� ��� ���(���� :��� ��� '�/��(��* 
 ��F����'� +��� (��� �� ����� '��
��!3 (��.���� ������ � �� � ��������� ���� ��� ��'���!��* 
�� ��� ��� ����
������ � �� �� � � 0� �.� �!�� ��*

�� 
���� �� ������ �� �� ������� �

G� �������� � �� '� � � 0� �.� !�� 0���� ��� ���� �� '���� (��.��� � � 
�&� (�6!�* �� ��!� ���!��� � �� � ������ �!�� �� !����  ����'.�� �������� ����
� �� ��� �� � !3 �� � �0��1�� D49E �� 
 ���>O� D5%E, ( �� ����� ������� � �� ��
' ��� ��� ������� ��+��( �����*


 ���(�>�� ���� 6!� ����� � �������� ��� �� � #�!��� � �!��� �'� ����!���� ���
6! ������ �� ''���� ����* ��� ������� � (���:�� ������(1�� Ad ��  #�!� �� ���
'��������� ����� ��� �� �� '������� �� ���6! ���� �! (�!��(���* 
�� ���(���� ��
Ad �������  ���� ����:��
/ ��� ���������� ���	
������


u(X, 0) = 0

u̇(X, 0) = 0
, ∀t ∈ [0, T ] , u|∂0Ω0 = Ud and F = I +

∂u

∂X
I4*7J

/ ��	������ � 
���
��� )

∫
Ω0

ρ0ü.v∗dX +
∫

Ω0

tr(PT∇v∗)dX =
∫

∂1Ω0

F 0
d .v∗dS +

∫
Ω0

f0
d .v∗dX , I4*4%J



���� �� ������ �� �� �������� 4<

∀t ∈ [0, T ] and ∀v∗ ∈ U0 = {v∗, v∗|∂0Ω0 = 0} ,

���!��� � ��( �'.� ���� ������ � (?(�* �� + ��, '����  ����'.� �� �����'��
� � ��� ����'���� �� � (��.��� 
���� ' � ��� �F���� ��������� ���� ��� ��'���!��
�� � '� �����, ��� �������  �� � A��� � �� ������(1�� ��� � �� 1��� � �����(����*
�����, �� ����

ν = ρü

� ������� �� +��'� ��������� �� ���� '.����� '�((� � �� 1�� �! �� �� ���� '�(���
u* �� ����� ( ��>�� 6!� � ���!���� �! ���1�>(� ��� � ���������'���� �� ������(1��
��� � �� 1���

S = ((F, u), (P, ν)) ∈ Ad

�� �� ������(1�� Γ ��� � �� 1��� Ŝ =
(
(F̂ , û), (P̂ , ν̂)

)
����: �� ��� ���� �� '�(/

�����(���
F̂t = A(P̂τ , τ ≤ t) , I4*44J

��

ν̂ = ρ0
∂2û(t)

∂t2
. I4*4$J


 ��� ���� I4*4$J ��� '��������� '�((� !�� ��� �� '�(�����(���* ����� !� �����
��>� �(���� �� �� � ��( �'.�* ��� ���(�� �� �� ���� �� � (?(� ( ��>�� ���
� �� 1��� ν̂ , û �� ��� � �� 1��� P̂ , F̂ *

�� !����� �� �� �0����.(� ���'�����, � ���(�>�� �� ��

/ ��	���� ������ ������� ) ���!���
ˆ̇

Sn =
(

(
ˆ̇

Fn,
ˆ̇

Pn), ( ˆ̇un, ˆ̇νn)
)

��� 6!�


ˆ̇

Pn − Ṗn = −K0(
ˆ̇

Fn − Ḟn)

ˆ̇νn − ν̇n = −ka( ˆ̇un − u̇n)

et


ˆ̇

Pn = Kτ
ˆ̇

Fn

ˆ̇νn = ρ0
∂2 ˆ̇un

∂t2

I4*45J

�Q ka ��� !�� ����'���� �� ��'.��'.�  ! (?(� ����� 6!� K0*
�� � ��'���� �� ��,

/ ��	���� ������� � ������� ) ���!��� Ṡn+1 =
(
(Ḟn+1, Ṗn+1), (u̇n+1, ν̇n+1)

)
��� 6!�


ˆ̇

Pn − Ṗn+1 = H0(
ˆ̇

Fn − Ḟn+1)

ˆ̇νn − ν̇n+1 = ha( ˆ̇un − u̇n+1)

et [Sn+1 ∈ Ad] ,

�Q ha ��� !�� ����'���� �� ��'.��'.�  ! (?(� ����� 6!� H0*
��  !��� ����� '��+ �� (�� �� � ��  ��� �� '.����� ��� ����'����� �� ��'.��'.�

ha �� ka* 	�!� ��� (?(�� � ����� 6!� K0 , � ����'���� ka ��� '.����� �����' ��*



4= � # ������� � 	
��� ���
����� �� ����

�� !��� � ��, � ����'���� ����( �� ��!� ha ��� �� � ����'���� � �0���� � � ���
I4*4$J '����/�/����

ha =
∂ ˆ̇ν

∂ ˆ̇u
.

	�!� ' �'!��� '�� ���� ��!�, ��!� '.��������� �� ����'.�� � ��� � � !�� (��.���
�� ��F����'�� :����, �� �&�� �!��� �(���'���* ��� ∆t = tI+1−tI �� � � �� ��(��,
� ���'����� ���� �����

ˆ̇ν(I + 1) = ρ0

ˆ̇u(I + 1) − 2 ˆ̇u(I) + ˆ̇u(I − 1)
∆t2

.

��   ����,

∂ ˆ̇ν(I + 1)

∂ ˆ̇u(I + 1)
=

ρ0

∆t2
Id .

�Q Id ��� � ( ���'� ��������* ��!� '.��������� �� ������� '�((� ����'���� ��

��'.��'.� ha ������ ��!�
ρ0

∆t2
Id*

����� ���'����� ���� �� � ��� ���� �� '�(�����(��� I4*4$J ��� ��!�������
��!� ���� �� ��' ��, '����/�/���� ��!� ������0� ���� �� � ��� I��� ��� � �� �� ���'��
D$;EJ*


 ��������� ���� ��� ��'���!�� ��� !�� ��� � ���'!� ���� �� � (��.���*
����� ���� ����������� � � ��� '�(1�� ����� ���� ���� �� +��'����� �! ��(�� �� ��
+��'����� ����� '�* �� '.����� ��!� ��� � �� 1��� '���( ��6!�� ��� �������� �����
�!�� ����

u̇n+1(X, t) − u̇n(X, t) =
pn∑
i=1

gi(t)wi(X)

Ḟn+1(X, t) − Ḟn(X, t) =
pn∑
i=1

gi(t)αi(X)

�� ��!� ��� � �� 1��� �! ��� ��� �������� ����� �!�� ����

ν̇n+1(X, t) − ν̇n(X, t) =
pn∑
i=1

hi(t)µi(X)

Ṗn+1(X, t) − Ṗn(X, t) =
pn∑
i=1

hi(t)βi(X)

�Q gi, hi ���� ��� +��'����� �! ��(�� ��:���� �!� [0, T ] �� wi, αi, µi, βi ���� ���
�����!�� ������ ��� �� � � �� 1�� ����� '� X * 	�!� '. 6!� ���� ���� n, ��������
pn ��� !� � � (>��� �� � (��.���* 
� ����� ��� ���������(���� �� � (��.���,
6!� ��� !� ��! ��'.��6!�, ��� ��� ���� � �� �� ���'�� D$;E*
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G� � �������� !�� �&��.>�� �� � (��.��� 6!� #� � ����������, �� ��� & ��
�� ������0!�� ��� ������ '��+� �� � ��( �'.�* G� � '.���� �� �� � � ���������
��� ���1�>(�� ��'.��6!�� ���'������* 	�!�� �� ��� ���� ��(1��!3* 	�!�  ����
�� ��6!� �� ��������� �� ��(1��!��� (��.���� �!(���6!�� #� ��!3 ���� 6!�
� (��.��� 
���� ��� '��� ���(��� !�� ��� ��!� ��@'���� � '�(������� �� �
(����� �� ��!���* �� ��!�, ��  ( �.�!��!��(��� ���� �'� � ���!1���� ���� ����*

-��� ������!, �(�� ���� � �&� (�6!�  � �� !� 1!� �� ��0!� ��� ����* 
��
�3�(���� �!(���6!�� �� ���� ��� (����� 6!��� ��'�!� 0� �� �K��, �� ����� �� � 
�&� (�6!�  ���(�� �� (���� ��� ' �'!�� ������(( 0�(��� #!�6!�� ��� ���� !3
���'.� �� � �!��!��* ������ �� ����!��  (��  !��� �� ������'� �� + �� 6!� ��
�� ���(��� � � ��� ���� �! '��� '� +���� �� ���� �� � �  � ���  ! ���1�>(� �&/
� (�6!�* ���  ����'.� � � ��!� ��( ���� �� (!������' ��!��, '�((� ��������
� �� D44E �� D5%E, ��� �� ���1 1��(��� ��!�  � ����*



$% � # ������� � 	
��� ���
����� �� ����



�������� �

������ ��� ������ ��	�

������������ �� ����	�����


�� �� � !3 6!� #� � �� ����� �!� � (��.��� � 0� ��� ��'��(���� �� ��(��
(����  (��� � (� ���'.�� �!� � (��.��� ��� ���(���� :��� ��� '�/��(��* ��
�� ���!�� 6!� '�� ��!3 (��.���� ���� ��� ����(��� ���'.��* ��!��� ��� ��!3
���� 1 ���� �!� !�� +��(!� ���� � �� ��������� ���� �� ��( ��� ������0� ����
��� ����� '�/��(��* 
 ��F����'� ( #�!�� ����� '�� ��!3  ����'.�� ������ � ��
� ��������� ���� �� ��'���!��* 
��1#�'��+ �� ����!�� �� �� (!������* � �� !�
���(��� ��(�� �� �� 0��� �� �� ����!��� ��� ���1�>(�� ���� ����� ���� ���� ����
I�� ����&� (�6!��J �� !����� �� � (��.��� ��� ���(���� :��� ��� '�/��(��* ��
�� �� 6!������ �� (������ ���@' '��� �� � (��.���, �� ���(� �� ���'�����, ��
� ������ ��  !��� � ��!������ �� � �� 1����� �! ( ��� 0� � �� ����� '� �� � ��
�� ��(��* � �� !� ��'��� ��(��, �� �� 0��� �� �� ����!��� ��� ���1�>(�� ���
���� ���� �� '��� '� �� +�����(���* ��� ���!�� �� ��� ��� �1���!� �!� ��� �3�(����
 ' ��(�6!�� �� �!� ��� �3�(���� �� '��� '�  ��' +�����(���* ���  '������� ���
+ �� ���1#�� ��!�� �.>�� ��!���!� �� ��'�(1�� $%%4 , �� ��!3  ���'��� � �� ���
���!�� ������ ���� ��� D9E, D;E �� �� ��!3 '�((!��' ����� ������ ���� ���*

�� 
�������� �� �� �������


 ���.��� ��� ���(���� :��� ��� '�/��(�� I�8��J, �� ������0!� ���
 !���� (��.���� �� ' �'!� ��� ���!'�!��� � � ��!����� ���� ��!�� �������� ���� ��
(?(� � �!�� �!� ����� '� �� �!� �� ��(��*


 �8�� ����� � � !�� (��.��� ��>� ��� ��!�* ���� ��!� ?��� '������/
��� '�((� !�� �3������� �� � (��.��� ��� ���(���� :��� B'� ���6!�C, � �� ��
���� �Q ���� �� ����6!�, � !� ���1�>(�  !3 ��(���� ���! ��!� ���1�>(� �����/
�!����* �'�!����(���, ��!���!��  ����'.�� �3������, �� ��!� '����, � (��.���
� 0� ��� ��'��(���� �� ��(�� I
����J, � (��.��� �� S � ���2�� ���'����/
�!� S, �� � �K��� 6!� ���� ��((�� S (��.��� �� � ���2�� �(�/���'�����!�

$4
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S* � �� � ��!� �� ��� �!1��' ����� �!� � (��.��� �� � ���2�� ���'�����!�,
��� +��'����� ���������� ���� ���� '���������� '�((� �� �� �� ����!�� �� +��'/
����� ����� '� �� �� ��(��* ��!� (��������� 6!� � �� '� ' �, �� ��!� '��� ���
( ��� 0�� ��� '�/��(��, !������� � (��.��� �� � ���2�� �(�/���'�����!� ��/
����� ��!� ��(���(��� �  ����6!�� !� �'.�( ������0� ���� �!(���6!� �� �&��
��R( �2*

��!� ������� � �� '� '. ����� 6!�!��  �������� � ���'!��>�� ��� ������ �
� ��� ��� � ���� ��� � �� 1��� ��� '� �� ��(��* 
 � ���� �� '� '.��3 �����
� � (������ � � ��� 6!������� �� ���'������ �� ���!�� ��, ( �� ��!�K� � � '� 6!�
'������!� �� +��� �� ����� ��!�� � � ���� �� ��( ��� 0�* ��!� (���������, �� �F��,
6!� '� �&�� ���������� ���� ���  � ���  ! ��( ��� 0�* 
� ��( ��� 0� ��� '�/��(��
6!� ��!�  ���� ��������� ��� 1 �� �!� � '�����!'���� �� ( ��� 0�� ��� '�/��(��
��� ���!'�!���*

�� ��( ��� 0� ���  ����6!� � ��F������ ���1�>(�� (�' ��6!�� �� ��� (/
(��� �� '��� '�  ��' +�����(���* 
��� �� ���1�>(�� �� '��� '�, �� ��� ��'��� ���
�� ���� !� ( ��� 0� :�  !��!� �� � O��� �� '��� '�* 
� ��!� ��!����, '����
O��� �� '��� '� ��� ����!����* ����� ��!� 0 0��� �! ��(�� �� ' �'!�, ��  �� � A�
�������� �� �� '�����!��� !� ( ��� 0� ����!��+ 6!� �!��� �� � O��� �� '��� '�*

����� ���(���  ! '. ����� ���'�����, ��� ��+��( ����� ���� �!������� ��/
�����*


��1#�'��+ �� '���� ��!�� �� �� �� ����6!�� !�� (��.��� �����(���� :���, ��
���1�>(� ������!���� ��� � '��������� '�((� !� ���1�>(�  !3 ��(���� �!� ��
��( ��� ��� '�/��(�� Ω× [0, T ]* � �� '� ���1�>(�  !3 ��(����, � '�������� �!�
� ������� ����� �� I� t = 0 J �� !�� �����!���� '�������� �!� � ������� :� �� I� t =
T J, � � �3�(��� �� �� �&��>(� ���  ��?�� 1�!� ��(���, ���� '���������� '�((�
��� '���������  !3 ��(����* ��� '��������� ��!���� (���� � ��� ���'�����!����
�� ������� �Q �! ����� �� �!� �! � � ��� �(�!������* �� � (?(� ( ��>�� 6!�
� �� � (��.��� �� � ���2�� ���'�����!� �� 6!� � �� � (��.��� 
����, � 
+��(!� ���� � �� ��������� ��� �� 1��� �!� �� ��( ��� ��� '�/��(�� Ω × [0, T ]

� �� '����  ����'.�, ����'���!� ����'�� �� ��� �� ���� '�(��� u* �� ���� ε ��
�����!� ��� ��+��( ����� �� a �� �����!� �� ���2�* 
 +��(!� ���� � �� ���������
�� ���� '�(���� ��!� ���'���� )
���!��� �� ���� '�(��� u ∈ Uad ��� 6!�∫ T

0

∫
Ω

(ρüv + aε(u) : ε(v) − fdv) dxdt =

∫ T

0

∫
∂1Ω

Fdvdsdt,

∀v ∈ U0
ad

�����

�Q Uad ��� ������(1�� ��� ���� '�(���� �!@� ((��� ��0!�����, 6!� � ���+���
��� '��������� '���( ��6!�� �� ����� ���, v ��� �� ���� '�(��� ����!�� �� U0

ad ���
������(1�� ��� ���� '�(���� �!@� ((��� ��0!�����, 6!� � ���+��� ��� '���������
'���( ��6!�� �� ����� ��� �!����*

�:� �� ����� '�(���, � �� � +��(!� ���� � �� ���������, �� � '�������� �!�
� ������� ����� ��, �� �� � �� ����!�� ��� 6! ������ �� ''���� ����� ��� ����0�� � �
� ����� � � � �����  ! ��(��* �� 6!� �����,



������� �� �� ������� $5

∫ T

0

∫
Ω

ρüvdxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

ρu̇v̇dxdt

+

∫
Ω

[ρu̇T (x)v(x,T ) − ρu̇0(x)v(x, 0)]dx

�����

�Q u̇T (x) ��� � �������  ! ��(�� t = T * 
� ����3�( ���� �������� � ��
'���� ��!�� ��� �� �&�� � ���2�� �� ��(�� �� �� ��� '�* 
��������� ���� ��� '�/
��(�� ��� '�����!��� � � ���� �� ���&�K(�� �� 
 0� �0�* 
�� ���(���� :��� ����
���� � (����6!��*

ue
2

ue
3

ue
1

Ee

2

t

1

3

x

���� $*4 P ���(��� :�� �� ��+����'� �� $� ��� '�/��(�� �� �&�� ��(���3

!� !� ���(��� :�� ��� '�/��(�� Ee I:0!�� $*4J, �� ���� '�(��� ����:� )

u(x, t) =
ne∑
i=1

ϕe
i (x, t)ue

i I$*5J

�Q ne ��� �� ��(1�� �� ���!�� �� �����(��� Ee, ϕe
i ���� ��� +��'����� �������/

��� ���� �� ue
i ��� ���� '�(���� ��� !3* 
 (?(� �������� ���� ��� !������� ��!�

��� ���� '�(���� ����!��� v, '� 6!� '������!� !�� � �� ��� � � � �����  !3  �/
���'.�� ����������� � � - #�� �� -�. ���� D"E, D<E* 
 ���'����� ���� ��� '�/��(��
�� � ���'������ +��(!� ���� � �� ��������� (>��  ! �&��>(� ���� ��� �!�� �� )

([M̃u] + [K̃u]){U} = {Fu} + {Λ} I$*9J

�Q [M̃u] ��� � ( ���'� ��� ����  !3 �F���� ���������, [K̃u] � ( ���'� ��� ����
 !3 �F���� �������!��, {Fu} �� ��'��!� ��� � ��� ��+  !3 �F���� �3�����!��, {Λ}
�� ��'��!� ��� � ��� ��+  !3 '���������  !3 ��(���� �� �������� �� {U} �� ��'��!�
��� � ��� ���� '�(����*

����������� !� ( ��� 0� ��� '�/��(�� '�����!�� � � '�!'.�� �!''������� �����/
(���� � �� �� ��(��* �� ��!�� � ���� �� ( ��� 0� B��� ��:�C* � �� ��!�, ���
�!(���� ��� �T!�� 6!� ��� ��� (?(�� '���������� ��(�������� ���� ���'.�� ���
!�� ���  !���� I:0!�� $*$J,  ���� �� (�(1�� �� 0 !'.� �! �&��>(� I$*9J, �� (��
��!� � +��(�

([M̃u] + [K̃u]){U} = [T ]{U} =
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∆t

∆t

t

x

5 6 7 8

9 1110 12

2 3 41

���� $*$ P �3�(��� ��!� ( ��� 0� $� ��� '�/��(��


[T11] [T12] 0 0 0 0
[T21] [T22] [T23] 0 0 0

0 [T32] [T33] [T34] 0 0
. . . . . .
0 0 0 [Tn/n−1] [Tn/n] [Tn/n+1]
0 0 0 0 [Tn+1/n] [Tn+1/n+1]




{U0}
{U1}

.

.

.
{Un}


	 � �3�(���, ��!� �� ( ��� 0� ��� '�/��(�� �� � :0!�� $*$, ��  

{U0} =

 u1

u2

u3

u4

 , {U1} =

 u5

u6

u7

u8

 et {U2} =

 u9

u10

u11

u12


�� !����� �� '� �&�� �� �!(���� ����, � ( ���'� ��� �� [T ] �� ��� ��!�/( ���'��
[Tij ] ���� �� �&�� 1 ���*

�����	
�� * � 
� + �� �� '.����� !�� �������� ���� �� 
 0� �0� ��!� ���
���� '�(���� �(���6!� 6!� ��� ���� '�(���� ���� '�����!� ( �� 6!� ��� ��������
���� ���'�����!��* 	 � '����6!��� ������0� ���� � � � ����� I$*$J ����� � � �3 '��,
�� + !� ��!�K� !������� � +��(!� ���� �� � (��.��� �� � ���2�� ���'�����!�,
'� 6!� ������� � �'���� � ������� �� � �������  ! ���� ��� ������1!�����* � ��
� �!��� ��!� '����������� � +��(!� ���� I$*$J, � '. �� 6!� ������!� '�((���
��� �! (?(� ����� 6!� � �� �� ' � �����(���� :��� �� ��� '� '� ���6!�* ��
�F��,  ��' !�� �������� ���� �� 
 0� �0�, �� ���� '�(��� ��� '�����!  ���� 6!�
� ��+��( ���� ��� ���'�����!�* �� ��!�, �� ��!� (������, � �� �� ' � ��!��



������� �� �� ������� $;

�������� ���� ���� ���, 6!� � (��.��� �� � ���2�� ���'�����!� �� '���� ����������
� �� '��  ���'�� ������� ��� (?(�� ���!�� ��*
� �������� !� ( ��� 0� ��� ��:� ��� 6!� ��!� �� ���� ��:��, ���(�� �� �� � �
 ���(1��� � ( ���'� ��� �� [T ] , ( �� ��!��(��� ��� ��!�/( ���'�� [Tij ] * ��'�
���!�� '������� 1��(��� � � ���� ��� �&��>(�� � ����!���* �� + ��, � � ���� ��
'�� �&��>(�� ���� ���� ��� �3 '��(��� � (?(� 6!� '���� �1���!� � �� �� ' �
���  ����'.�� '�!�� �� ��� (��.���� ��'��(��� ��� �� �&�� ��F����'�� :���� ��
��(�� � � (��.��� �����(���� :��� �� ��� '�* ���  ����'.�� ������  �������
� �� � �!��� ) (��.���� 8�/8�*
� ���!���, �� '������� �� ���'���� 6!� �� ��'��!� ��� � ��� ��+  !3 '���������
 !3 ��(���� �� �������� {Λ} ��� �� � +��(�

{Λ} = ({Λ0}, 0, ..., 0, {Λn})T

�� 6!� {Λ0} ��� ����� � � ���� ��� '��������� �!� � ������� ����� ��,  ���� 6!�
{Λn} ��� ��'���!* 	 � '����6!���, � �����!���� �! �&��>(� I$*9J ��� �F�'�!��
�� � ( ��>�� �!�� ��� )

�� ���(��� �&��>(� ���6! �����,

[T11]{U0} + [T12]{U1} = {F0} + {Λ0} I$*;J

����� {U1}, ��� �&��>(�� ���6! �����,

[Ti/i−1]{Ui−2} + [Ti/i]{Ui−1} + [Ti/i+1]{Ui} = {Fi−1} 2 ≤ i ≤ n , I$*"J

������� ��� ���� '�(���� {Ui} �� �� ������� �&��>(� ���6! �����,

[Tn+1/n]{Un−1} + [Tn+1/n+1]{Un} = {Fn} + {Λn} , I$*<J

����� {Λn}*
G� ����� � �������� �!� �� + �� 6!� �� ���� �� ��+>�� � � ���'��!�� '� ���6!�

 ������ � �� � (��.��� ��� ���(���� :���, �!��6!� ���� '��� �� {U0} �� ���(���
�&��>(� ���6! ����� I$*;J �� ���� � � ������ � �����(���� {U1}* ����� �� ��!3�>(�
I$*"J 6!��� + !�� �� !�������* �� ��!�� ��, '� ����� � � �� ' �* ��� ����� �! + ��
6!� ���� ����!� !� ���1�>(� ������!����* � ��,  � �� �� ���� ������ '�(���, ��
��(1��!3 ' �'!�� ��� ��� �� �����* 
� ��'���, �� ��!� ���� 6!� � ��( �'.�  ���
���!��� � � �3����(��� ���� �!(���6!�*
� ������ ��:� 6!� ��� ( ���'�� �� �����!���� [Ti/i+1] ���� 0���� ��(��� ���
�&(����6!��,  ���� 6!� � ( ���'� ��� �� [T ] ��� �&(����6!�* �����, ��!� �� �0�/
���.(� �������� '�/����!�, �� + !� !������� !� �����!� ��� �&(����6!�* ��� ��!�
� � A��� ��� ��� �� �� ���(� �� ��(�� �� ' �'!�* ������ ��, '�((� ���1#�'��+
��� ��!������� '����  ����'.� ��!� �� ���� ��� ���1�>(�� �� '��� '�  ��' +�����/
(��� �� 6!� � �����!���� ��� ���� ��� 6!� ��!�  ���� ���������� D;E ��� �� �&��
� !�� ����� ��� ���� ���, '�� ��� �&(������ �� F�'���� � � ��� ��(�� �� ' �'!�*
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�� (��.���� ���������� � �� �� � � 0� �.� ���'����� ���� ��'��(��� ��� �>�
6!� ���� !������ ��� ( ��� 0�� ��� '�/��(�� ��� ��:��* 
 6!������ ��� �� � ����
�� ����� ��� !� ����  ��' ��� (��.���� ��'��(��� ��� '� ���6!�� �� �&�� 8�/8�*
��� �����>��� ���� 1 ���� �!� !�� ��� � ���� ��� � �� 1��� ��� '� �� ��(��* �����
'�!����� � (��.��� ��� ���(���� :��� ��!� � ���'����� ���� �� �� ��  ��' ���
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]
{Ui+1} = {Ui} + ∆t{U̇i} + ∆t2

[(
1
2 − θ

)
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� �� '� � � 0� �.� #� �������� ��� ��'.��6!�� �� ��( ��� 0� ��� '�/��(��
6!� ��!�  ���� �����������* � �� � ������ �!��, �� ���!�� �� ��(1��!3  ���'���
�!� �� ��( ��� 0�* 	 �(� '�� � �����, !� 1�� ��(1�� � ��� �� ��( ��� 0� ��� '�/
��(��* ��� �������� !�������� � (��.��� �� � ���2�� ���'�����!�* � ��, � ��
� ��!� ��, �� ����'.� ��� ��'��(��� ��* ����� � ���� 6!� �� ��( ��� 0� ���F�'/
�!� � ��� � � �� ��(�� ������* 
� ��!� ��!����, ��� � ��!�� ��� ��'���!�� �!
��!�� ! ( ��� 0� ���� �1���!�� � �  ����3�( ���� �! �������� ���� �� '����� ��
�� �'��� ( ��� 0�, '� 6!� ��!�  ���������� �����#�'����* �� ��!�, ���������� ����
!������� ��� �� �&�� (!������3* � �� �� ���'�� D9E, ��!� ���������� !�� ��'.��6!�
�� � �� ���� �� ( ��� 0� ��'��(��� �� �� ��(���3, ���������� ��!� �� ����'.�
�� ���� '�(����* ����� ��'.��6!� �� ��'������ � � �� �����#�'�����* ����  ���
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���� ���� �6!���� �� ���� ��#� ���'.��� �!� '� ���1�>(�* �� ��!� '���� ���
�� � !3 �� �!0!�� �� �!�1��� D4<E �� ��!� ��'�((��� '�!3 �� ����( � ��  �
D4=E* ��� !�������� � (��.��� �� � ���2�� ���'�����!�* � �� ��� ��!3  ����'.��,
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��( ��� Ω �� ��(������ d �� !� ��(1�� ��� � N �� �T!�� �! ( ��� 0� ��� '�/
��(��, � ��(������ �! ���1�>(� ���� ��� � ����!��� ��� d × N , '� 6!� �������
���� 0� �� ����6!� d = 2 �! d = 3* ��� ���!���� ��!� ��(��!�� �� ��(�� ��
�����!���� ��� ��!������� �� ' �'!� � � ��>��* ����� �������� '.����� � �� D4=E*

� �� '� � � 0� �.� ��!� ��������� !�� ���!���� ��� ��'��(��� ��, 6!� �!1/
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���!��� � � ���� �! ���1�>(�, � � ���(���� ��!�� �����!���� +���� �� ���0�� ��*

	�!� :3�� ��� �����, ������� d = 1 �� '���������� �� ( ��� 0� ��� ���!'�!��
:0!�� $*=*

4 65 7

8

9 10

11 12 13 14

15

17 19 20

21 22 23 24

18

16

21 3

pas de temps

x

t

���� $*= P 8����� ��� '�/��(��

	�!� ' �'!��� ��� � ��!�� ��� �T!�� �! ( ��� 0�, �� ���'>�� � � +����� ��� '�/
��(��* ��� '������� � ' �'!��� ��� ���� '�(���� ��� �T!�� � � ���� ��� ���� /
'�(���� ��� �T!�� �! +���� ��� '�/��(�� ���'�����* 	�!� ���!����� '���� ��/
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� ���(��� +���� ��� '������!�
��� �T!�� I=,7,4%,44,4$,45,49J* 
�!�� ���� '�(���� ���� ' �'!��� � � ���� ��
'�!3 ��� �T!�� �� ������ �� t = 0* 
� ��!3�>(� +���� ��� '������!� ��� ���!��
I4;,4",4<,4=,47,$%J �� �� ������>(�, ��� �T!�� I$4,$$,$5,$9J* 
�� ���� '�(����
��� �T!�� �! +���� k + 1 ���� ' �'!��� � � ���� �� '�!3 �! +���� ��� '�/��(��
k, #!�6!�� ���1������� �� ��!� ��� ���� '�(���� � ������ �� :� �*
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� ���(��� �&��>(� ��� �� ��(������ <, �� ��'��� �� ��(������ ",
��'*** 	 � '�����, � �� !��  ����'.� ����'��, ����� 6!� �������� � �� D4<E, ��
+ !� ����!��� !� �&��>(� �� ��(������ 4<* W����((���, �!� !� �3�(���  !���
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������"� 54

��!� ���  ����' ����� ��!� '�(���6!��� I5� �� 9� ��� '�/��(��J �� 0 �� ���
'������� 1��*

	�!� ���!����� '���� (��.��� �� ' �'!�, ��!�  ���� �� ���� !� ���1�>(� ��
��( ��� 0� ���(��� ��� �!� �� ( ��� 0� ��� '�/��(�� ��� ���!'�!�� :0!�� $*7*

∆t/2

t∆

x

t

6

7

10

12

1514

11

13

8 9

4

1 2 3

5

���� $*7 P � ��� 0� ��� '�/��(�� ��� ��0!���� �� ��� ��� ��:�


�� ���!�� �� �!(���6!�� �1���!� � � '���� (��.��� +���� ��, �!� ���3�(���
��!�� 1 ��� �� ��1� ����, ��� ��� '�(� ��� � '�!3 �1���!�  ��' �� ( ��� 0�
��0!���� ��!� :�, :0!�� $*4%*

∆t

∆t/2

t

x

6

9

12

15

18

2120

17

14

11

8

54

7

10

13

16

19

21 3

���� $*4% P � ��� 0� ��� '�/��(�� ��0!���� �� ��� ��:�


 ��F����'� ��� ���� ( 3�(!( ����� ��� � ��!�� ��� ���� '�(���� ��!� ���
��!3 ��(!� ����� I:0!��� $*7 �� $*4%J ��� ��������� 4.10−3X I:0!�� $*44J* ���
�3�(��� ���� � (������ 6!� '���� ��'.��6!� �� ��( ��� 0� +���� �� ������ A��
� � �� ����� �� ���'�����* 
��3�(��� ��� '����� �� ���� ����� ��!� (����� ��
������'� �� 0 �� �� ��(�� �� ' �'!�* 8 !�� �� !��( ��� ���� �� '���� (��.���
+���� ��, ��!� �� ��!����� � �  ���� ��!� ���� � �� ��� �������0 �����* ��!��+���,



5$ � # ������� �� ������� ��� ���������� �� 
�������	�

0 25 50
longueur de la barre (mm)

−0.02

−0.01

0.00
de

pl
ac

em
en

t (
m

m
)

maillage non regulier (methode frontale)
maillage regulier

���� $*44 P ���� '�(��� ��� �T!�� ���!� ��� ( ��� 0�� :0!��� $*7 �� $*4% �
������ �� 5∆t

�� ����'.�  �� � A� ��>� ���(����!�� �� ���� '������!� !�� ������'���� �� �� � ��
�������� ���*

�( �������� )��� ������&����� �� ���������� � 

������� *�������

����� (��.��� �����(���� :��� ��� '�/��(��  ��� !������� ��  � ����  !
�� ���(��� ��� ���1�>(�� (��� �� �� #�! ��� '���������  !3 ��(���� !��� ��� ���
 ��' +�����(��� ��' �� ��!��(1* G� �������� � �� '� � � 0� �.� !�� �&��.>��
�� � (��.��� �� ��� ���!�� ��*

	�!� ����� '�(��� �� '�� '���������  !3 ��(���� !��� ��� ���, ��  #�!�� ��
�� � �� ����!�� ��� +��'�� �� �� '����, 6!� ���� ���'������ �� � ( ��>�� �!�� ���∫ T

0

∫
∂cΩ

rvdsdt =
p∑

e=1

{Ve}T [Ce]{Re} I$*=J

�Q
{Re} = (re

1, ..., r
e
ne

)T I$*7J

��� �� ��'��!�  ���(1�� ��� �� '����� �!� �����(��� Ee* �� ��� '�(���� ��� ��'/
��!�� �� '����� re

i �3��'��� �!� '. 6!� ���!� i �� �����(��� Ee* ��� �� '�����
���� �!������� '��'�������  !3 ���!�� �� '���� ���� �!� !�� ��� �� ��(�������*

����� ��!� [Ce] ��� �� 0�� � � � 1��'�* 
�� ��!�/( ���'�� 3× 3, Cii

e ���� �!����
�� �� ���!� i ��� ��1�� �� �0 � � hI, �Q I ��� � ( ���'� �������� �� h �� � � ��
��(�� I�! � ��(������ ��(������� �� � ��� ��J, �� �� ���!� i ��� ' ���� �  !
'��� '�* �����, ���6! ���� �! (�!��(��� ���'������� �������

([M̃u] + [K̃u]){U} − [C̃]{R} = {Fu} + {Λ} I$*4%J
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�Q [C̃] ��� � ( ���'� �� 0�� �� � � 1��'� ��� ����  !3 +��'�� �� '��� '� �� {R}
�� �� ��'��!�  ���(1�� �� �� '����� �� '��� '�* ����� �!� '. 6!� ��� �� i �!
( ��� 0�, �� ���� ����!���

[Ti/i+1]{Ui} − [Ci]{Ri} = {Fi−1} − [Ti/i−1]{Ui−2} − [Ti/i]{Ui−1} 2 ≤ i ≤ n ,
I$*44J

	�!� �����(���� ���  '����� �� '��� '� I{Ri}J, �� '�!��� '� �&��>(� ���6! �����
 ��' ��� ���� �� '��� '� �� �� +�����(���* 
 �����!���� �! �&��>(� ��� � ���
�F�'�!�� �� !����� �� !�� (��.��� �� �&�� B��� (���. ���� '� �&� (�'�C
 � ����  ! ' ��� �� � (��.��� ��� '�/��(��* 
�� ��� ��� ���� ������ � ��
�� ���'�� D;E*

��� ���!�� �� �!(���6!�� (������ �� � '.!�� ��!� 1��' �!� !� �1�� '�� �� �
��� ��� '�(� ��� � '�!3 �1���!� � � �� ��0�'��� �����* 
�� ���!�� �� �� ���(�
�� +��'� �� �� ���� '�(��� ���� ��� ����(��� ���'.�� I���� D;EJ*

�� ��!� !� ��� � �� ���� 0� ��!�� �K�� � � !� (��� �������  ���(�� �� ������,
 ��' �!''>�, � (��.��� �� ��( ��� 0� ��'��(��� � I���� D;EJ*

�+ "���� ����

����� ��!�� ��!�  ��( ��� !� �� � �� '������� 1�� �� ��!�   ������ !��
��'��� ��� �'� � �����* 
��  ���'�� ���(����!�� �� '����  ����'.�, �� � ���'!����
� �� � (��.��� +���� �� �� ��( ��� 0� ��� '�/��(��, ���� ���1 ��(��� ?���
��!��!��� � � !�� �.>�� �� ��'��� �* �� ��&  #�!��� '��� ���(���, !�� ��!��
�!� �� ��( ��� 0� �� 9�* �!��6!�� ������ ���� ��������� � �� � � ���� �M �� '�
(�(����*
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�����	��� ���������� ���

�������� ���� ��� �����
���

�� ��������

�����  '������ ��� �� ����� �� '��� 1�� ����  ��' ��� �� � ���� �� ��������/
���� �� ����� I�� ���J* 
��1#�'��+ ��� �� ���������� !��  ����� ����  !3  ����'.��
����� Y ��� '��+��(�� Z �� ���(���� :���* �� �� 0�� �� �!1����!�� � � +��'����/
����� ���!� �! ���1�>(� � �� �������, !�� �!��� �� +��'���������� ���'�������� 6!�
'�����0�  ! ���� �� � Γ/'�����0��'� ���� '���� �����>��* 
 (��.��� ��� 1 ���
�!� !��  ����3�( ���� � � ��� +��'����� '���� ���� � � (��'� !3* ���� �� �� /
����� � !�� (��.��� �� � ���2�� ���'�����!� �� ��� '�* ��� � ��� ���� �!(�/
��6!�  ��� �� ����� �� !�  ���'��  ��� �!1��� D4$E* ��  !��� ��� �� ���� � ����*

!� �������

�� '�����>�� �� ���1�>(� �� 	������ � �� � +��(� � �� ��������� ) ���!���
u ∈ H1

∂u
(Ω) ��� 6!�

F(u) = inf
v∈H1

∂u
(Ω)

∫
Ω

|∇v|2 dx − 2 〈f, v〉 , I5*4J

�Q F(·) ��� � +��'���������* Ω ��� !� �!���� 1���� �� ��2  ��' !�� +�����>��
�!@� ((��� ��0!��>�� [ H1

∂u
(Ω) ��� ����� '� ��� +��'���� �� H1 �!��� �!� � 

� ���� ∂uΩ �� � +�����>�� ∂Ω [ f ∈
(
H1

∂u
(Ω)

)′
, �� 〈·, ·〉 ��� �� ����!�� �' � ���

����� H1
∂u

(Ω) ��� ���� �! �* 
� 1!� ��� �� '�����!��� !�� �!��� �� ���1�>(�� ��
(���(�� ���� � �� '���� ����� ��!� ��� +��'���������� ���'�>��� ��:����  ��' ���
+��'����� '���� ���� � � (��'� !3 �!� !�� + (���� �� ��� �0!� ����� �� Ω*

5;
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 '�����!'���� �� '���� �!��� �� +��'���������� ���'�������� � ��� � � � ��:/
������ ��!� ( ��� 0� ���( � �� �! � �� Ω, �!�� � � '���� ��!� 0� ����� 0���� ����*

�� ���� Th �� ( ��� 0� ���( � �� Ω ���������� � � ��� �� ��� '�����!� �!� � 
:0!�� 5*4 �� T̂h �� ( ��� 0� �! � �� Th ���������� � � ��� �� ��� ���'�����!�* 
���/
��'� h ���������� � :����� �! ( ��� 0�* �� ��� ' �'!�� '�((� �� �� � ��!� 0� ���
��(������ ��� ��� �0��� �! ( ��� 0�* 
�� '���������� ��� ���!�� �! ( ��� 0�
���( � ���� ������ xi* �� ���� Nh �� ��(1�� ��� � �� ���!�� �! ( ��� 0� ���( �*

���� 5*4 P � ��� 0�� ���( � �� �! �*


���� '� ��� +��'����� ���������� ���� Yh ��� ��:�� � �

Yh :=
{
v ∈ L2(Ω) : v = '���� �!� Tj ∈ Th,  ��' v = 0 � �� Ω \ Ωh

}
. I5*$J

�� ���� v̄h ��� +��'���� �� Yh ������0��� � � O��� � �� ��2* �� �� ����� 6!�
'�� +��'����� �� ���� � � ��F������ 1���, �� ��� ��'��� ��� �� ��:��� !� 0� �����
0���� ����  ! ���� ��� ������1!�����* �� ���� Dv̄h �� 0� �����  ! ���� ��� ������/
1!����� �� v̄h* �� ��� ��:�� � �

< Dv̄h, q̂ >= −
∫

Ωh

v̄h∇q̂ dx ∀q̂ ∈ Xh. I5*5J

�Q Xh ��� ����� '� ��� +��'�����  @��� �!� Tj ��� '�����!�� �!� Ωh I����� � ����
��� +��'����� ���&����6!�� �!� ThJ* �� '� 0� ����� �� ��:��� � +��'���������




�������� ��������� 5<

Jh(v̄h) :=
∑

i∈Nh

|Dhv̄h(xi)|2 |T̂i| + ηh2
∑

i∈Nh

ti∑
t=1

| [|v̄h|](t) |2, I5*9J

�Q Nh ��� ������(1�� ��� ����'�� ��� ���!�� �! ( ��� 0� �� η ��� !� ���� ����'/
��(��� ������+* 
� ���(�  ����������

ηh2
∑

i∈Nh

ti∑
t=1

| [|v̄h|](t) |2, I5*;J

+ ��  �� � A��� �� � !� �� '�����!��� [|v̄h|](t) �� v̄h �� ���0 �! ��0(��� (xi, x
(i)
t ),

�Q x
(i)
t  �� ������ � ������(1�� x

(i)
t , t = 1, ...ti, ��� ���!�� ������� �� xi* �����

� ������'� �� '� ���(�  ���������� 6!�  �� ����� � (��.��� � !�� (��.��� ��
� ���2�� ���'�����!�*


 ���(�>�� � ���� �� ����!��, �� ����� ����'�� ��(��� � � �* � ���� I��!�
!� ��'��!�  �����, ���� D4$EJ,  (����� 6!� ��������!'���� �� '� ���(�  ����������
I5*;J ���(�� �� ��!��� � Γ/'�����0��'� �� � +��'��������� ����

J(v) :=


∫

Ω

|∇v|2 dx ��!� v ∈ H1
∂u

(Ω)

+∞ ��!� v ∈ L2(Ω) \ H1
∂u

(Ω)

I5*"J

�� �.���>(� ���(�� �� '�����!��� !�� �!��� �� ����3�( ����� �! ���1�>(�
�� 	������ I5*4J � �� ���� � (���(�� ���� �� � +��'���������

Fh(v) := Jh(v) − 2〈〈f, v〉〉h, I5*<J

�Q 〈〈·, ·〉〉h ��� ��:�� � �

〈〈f, v〉〉h :=


0 �� v ∈ L2(Ω) \ Yh∫
Ω

f0v + f1 · Dhv dx �� v ∈ Yh,
I5*=J

�� f = f0 − div f1*

!� ��� ����� � ����� ��


��1#�'��+ �� '���� ' (� 0�� �� ' �'!�� �� �� �� ������ !�� ����( ���� �!/
(���6!� �! � !3 �� '�����0��'� �� � (��.��� �� �� '�(� ��� '�� ���+��( �'��
 ��' � (��.��� ��� ���(���� :��� '� ���6!� I� ���2��J*

 �� ������� � �� ��� ��� ���, �� ��!� (������ 6!� � +��'��������� Jh(v̄h)
��!� �� ���'���� �� � ( ��>�� �!�� ���

Jh(v̄h) =
∑

i∈Nh

 1
|T̂i|

(
ti∑

t=1

1
2

∣∣∣xi − x
(i)
t

∣∣∣ [|v̄h|](t)nt

)2

+
ti∑

t=1

ηh2 [|v̄h|](t) |2
 ,

I5*7J
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�Q nt ��� �� ��'��!� ���( �  ! ��0(��� (xi, x
(i))* �� ���� vi

h �� ���� '�(���

�!� �����(��� Ti, �� Vh =
{
v1

h, ..., vPh

h

}T

, �� ��'��!�  ���(1�� �� ��!� ��� ���� /

'�(����* 
�����(1��� ��� ���!�����  �(����1���, ���� Vad ��� ������(1�� ��� Vh

���� 6!�, ��!� '. 6!� ���(��� 6!�  !� 'K�� '�((!�  ��' � +�����>�� ��1�� ∂tΩh,
�� � !� �� '�����!��� ��� �!����� �!�, �� ��!� '. 6!� ���(��� Ti, 6!�  !� 'K��
'�((!�  ��' � +�����>�� 1��6!�� ∂uΩh, �� � !� �� '�����!��� ����:�

[|vi
h|] = vi

h


� ���1�>(� �� (���(�� ���� ���'���  ���� ) ���!��� Vh ∈ Vad (���(!( ��
� +��(� 6! �� ��6!� �!�� ���

Jh(Vh) =
1
2
V T

h AVh − FT Vh

�Q A ��� !�� ( ���'� �&(����6!� ��:��� �������� �� F ��� �� ��'��!� ��'���
(�(1��* 
�� ���� '�(��� �(����� �!� ∂uΩh ���� ���� �� '�(��� � �� ���� ��
� !� �� '�����!��� � � +�����>��* ��� '���������  F�'���� � ( ���'� A �� ��
��'��� (�(1�� F *

	�!� ������ '���� (��.��� #� � ��������� !� ��0�'��� ���'�:6!�  ����� ���	
I����� �� �����3�( ����� �� ��(1� �� 	��1��(�J* �?(� �� �� ���1�>(� ��
(���(�� ���� ���'����� ��� '� ���6!�, #� � ��!� �� (?(� ���'����� ��� ��@'!����
��'.��6!�� ����� ���� � � (��.���* 	 � �3�(���, �� ���(1� 0� �� � ( ���'�
A �� + �� �!� ��� ���(���� �� ��� �!� ��� ���!��* �� '� + ��, ��!� �1����� !��
( ���'� 1 ���, �� + !� ����(���� � �!(���� ���� ��� ���(����* G� � ���������
!�� ��'.��6!� ������(�� ���� ��� ���(���� �� ��!& �� �!� '���� !������� ��!� ���
���!��* �� !��� � ��, ��  + ��! '������!�� � ����� ��� ���!�� �������, �!�� '����
��� ���(����, ��'***


 (��.���  ��� ������ �!� ��� 6! ��� �3�(���� �� � :0!�� 5*$* � �� ���
����� ���(����, � ���!���� �3 '�� ��� '���!�* 	�!� �� 6! ���>(�, ��  ���� '�((�
���!���� �3 '�� '���� �1���!� � � � (��.��� ��� ���(���� :���  ��' !� ( ��� 0�
��>� :�* 	�!� ��!� �� ��� ��� ���� D4$E*

� �� ��� :0!��� 5*5 �� 5*9 , ��� �������� !�� �� �! ���� �!(���6!� �� ������!�
I�� 1 �� ��0 ���.(�6!�J '�((��� �!� �� 0� ����� �� +��'���� �� � :����� �!
( ��� 0�* 
 :0!�� 5*5 � ���(1�� ��� ���!�� �� �1���!� � � �� ��0�'��� ���	 ��
5*9 '�!3 �1���!� � � �� ��0�'��� �����*

�� '���� �� 6!� ������� �� '�����0��'� �� ���'.� �� 4 ��!� ��� ����� ���(����
�3�(���� �� ���'.� �� 4\$ ��!� ���3�(��� 9* �� '� 6!� '��'���� � '�(� � ����
 ��' �����, �� ��!� ���� 6!� ������� �� 0� ���!� ��� �� (?(�* �� ��&  � �
�� �(��� �� ��F����'�� ( #�!���* 	 � '�����, ��!� !� ( ��� 0� ��>� :� I4<%%%
���(����J, �� ��(�� �� ' �'!� �1���! � � ���	 �� 5<X �!�����!� � '��!� ��
�����* ��� ���3���6!� � � �� ��(1�� �� ��0��� �� ��1����� 6!� ��� �������
��!3 +��� �!�����!�  ��' ����� (��.��� I4<%%% ���(���� '����� =<%% ���!��J*
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���� 5*$ P ���� ��!�� ��� ���� '�(����

!! "���� ���� �� ���������#��

����� ��!�� ��� '��� ���(��� � ��!� �.����6!� � � 6!���� #� � � ���'��� ���!��
'���� (���� �!� �� ( �.>�� �!� � '�����0��'� �� � (��.��� ��� (���.
���� '� �&� (�'�*

��� ��!�� �!� ����H!��'� �! ���(�  ���������� ��� �� '�!�� �� !�  ���'�� ��� ��
���� � ����* � �� '�� ��!�� !3 ���������(����, ��1���� 	 ���� �� ������������
��  �� �� I�� ���J ��� ���! �� �0�� ����� 0��!�� �� '��� 1�� ��!��* 
 (��.���  
(����� ��� ' � '���� �� ��� ��(���� I� ���� �(���� ��� ��� �&��>(�� � ����!���J*
	 �  ����!�� �� �� � � � '�����!'����, ���� ��(1�� �������� ��� ��!� �� ���� ���
���1�>(�� �Q � ���!���� ��� ���'�����!�, '�((� � �� ��� ' � �� � :��!� ����*
��!�  ���� ��� (� ��� ��'.��'.�� � �� '���� ����'����*
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G� � � ���(1�� � �� '���� ������>(� � ���� �! (�(���� (�� �� � !3 �� ��/
'.��'.� 6!� '��'������ � (������ ���� �!(���6!� �� ������'.����(��� ��� ����
�������+ '�* ����� � ���� ��� '������!�� �� ����� '. ������ ������'��*

� �� �� ���(��� '. ����� #� �������� �� (��>�� ��!�!�� �� 0� ���� ��+��( /
����� 6!� #� � ��������� �� � (��.��� �!(���6!� 6!� �!� ���  ���'���* 
�� ' �'!��
���� �� ����� �!� ��� �3�(���� ��!�!�� � �� ��� ����.>��� �� 0���!*


� ��'��� '. ����� �� ��� �� � +� 0(��� ���� �! 1���� ��!� !�� �3���/
���� '��:���* G� ��������� � (��.��� �!(���6!� 6!� ��!�  ���(�� �� ������
'�(��� �� '�� �.���(>��� �� ���� �!�� ��� �������� ���#�'���� ��� +� 0(����*

� �� �� ������>(� '. ����� #� �������� !� (��>�� �� ��� �� '.�'� ����� �������
��0����* ����� ��� ��� 1 ��� �!� � ��:������ ��!� ���� ��!� �� ������!����*
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����0��� �� '�� �� � !3 ��(���� � �� ���� 477=* ����� 6!� #��� ��  ! 
 1�� /
����� �� ��' ��6!� �� ��� ��  ���/�!�����, #� � ��� '��� '�� � � !� '.��!�0���
�� M ���'������, �� ��'��!� M � �� M����, ���'� ����� ��� ����.>��� !��'�(/
� ��(��� ��� �� 0���!3* �� ������� ��!. �� �� ����(���� � 0��(����� �� '��
�(�� ���* �� �&�� ����!��, �!� ��� ����.>���, ��� � �0�(��� �� ��� � �� � �����/
� �!��, ( �� �� �3���� ��! �� ��+����'�� �!� ��� ����.>��� !��'�(� ���(��� ���
I�(�� �� �!� !� ��!� '���&��J* G� � �� �!��� ��� ���!�� � � '� ��( ��� �� ��/
'.��'.�, �� #� � �1���!,  ��>� ( (!� ����  ! 
���, !� :� �'�(��� �� � � ��
�! '������ �'�����:6!� �� ��!��������� �� ����������� �� ��!� �� � ����� � �� '����
����'����* �� ��!�, ����� � � '���� �&� (�6!�, (�� � 1�� ����� �� ''!���  (��
��� (�&��� ��!� ���������� !��  '������ �� ������ �� ��((�� B��' ��6!� �!
��� ��C* G� �������� � �� '� '. �����, !�� �&��.>�� ��� �� � !3 6!� #� � �� ����* ��
�� 0��� �� �� (�������� ��!�!�� �� ����.>��� �� 0���!3,  :� �� ��!���� '����K���
��� ����!����* 
 (������ ���� �! �.���(>�� ��� ( '���'���6!�* ����� ��!��
��� �������� ��� �� � !3 �� ���(1��0 �� N� �1���0, ( �� � �� !� ' ��� ��!�
0���� � ��� 0� ��� 0�����(����* ��((� � �� � ( #����� ��� (��>��� ��������
� �� � ������ �!��, '� (��>�� ��� '�����!��  !��!� �� � ��� ��!�!�� ����'. ��*

� (��>��  ��� ��������� ��!� ?��� ��' � �� ��� '� �� �� ��(�� �� ��!� 6!�
� ��� ��!�!�� ����:� �� ����'��� ���1#�'������* ��� ���!�� �� �!(���6!�� ��� ���
�1���!� �!� !� �3�(��� ��!�!�� ����� ��!3 1��'� �� '��� �� '�(� ���  ���
������� �3����(��� ���* 8��� �� '�� ���!�� ��, !��  ���'!� ���� �� 0���!3  ���
(�������� � � ���(���� :��� �� !��  � �&�� �� � ������1!���� �� ��!�!��, �!� ��
�� �� ! ��1� �,  �! (����� �� ������'� ���(���� �'� �� �� '���� ��� (!�'��� ��
��� ��0 (���� '������* ����� ��!��  + �� ���1#�� �� ��!3  ���'��� � �� ��� ���!��
������ ���� �� D$<E, D$7E �� �� ��!3 '�((!��' ����� � ���� ���*

9;



9" � # ����������� ����
���� �� ����
�

(� ��� �, � ��


� (��>�� �� ����� � � ����'��(��� '�(��� ��� �.���(>��� (�'���'���6!��,
�� �� � ������'� �! ������>(� '���� I��1��� ��!�!��J* ���  ���'�� ���� 0��1 �����
�� ���� �� '�(��� � �� ���� ��� '��@'����� ��!�!�� �� �� +�����(���* 
� (��>��
�� ����� � � ��� ��!� '�(��� �� � ��(��� �!��* G� + �� ��.&���.>�� 6!� ���
�F��� �.��(�6!�� �!� ��!�!�� ��!���� ?��� ��0��0�� � �� ��� '��������� ������
��!����� ���� �� � ����.>��*

�� ���� ϕ � �� ��+��( ���� 6!� ����� � �������� �� � � ���'!�� X  ! ��(��
t*

x = ϕ(X, t) I9*4J

�� ������� ����!�1 ����� I���� ��� �� � !3 �� ���(1��0 ��  � D47E, D99EJ, ��
���� '�(���, u ��� ��'�(���� �� � ( ��>�� �!�� ���

u = ue + uw I9*$J

�Q uw ��� �� ���� '�(��� �] � ��!�!�� �� ue � � ���� '�(���(��� ���*

� ����� �� ��� �� �� (�� (��>�� ��� �� (?(�, ( �� ��!� �����'��� ��

����'��� ���1#�'������, � ��'�(�������� ��� + ��� �!� ������ ��!� ϕ*

ϕ(X, t) = ϕe(X, t) + ϕw(X, t) sur ∂Ωc I9*5J

ϕw ��� � �� ��+��( ���� �!� � ��!�!�� �� ϕe � � ���� '�(���(��� ��� I����
:0!�� 9*4J*

φ e
φw

φ

N

TxX

���� 9*4 P ��'�(�������� �� � �� ��+��( ����


 �� ��+��( ���� �!� � ��!�!�� ��� ������� � � !�� ��� ��!�!�� 6!� ���������
�� � ��� ����'. ��* ��� ��������� ���� ��� �� � !3 ����'. �� ��� � �!�� ���* ��
 �1����� 6!� �� ���!(� ��!�!�� w ����! � � +�����(��� ����:�

w = Kfs I9*9J

�Q K ��� �� '��@'���� 0��1 � ��!�!��, 6!� ������ ��� ( ���� !3 �� '��� '�,
f ��� � +��'�  ����6!�� �� s � ���� �'� ��� �� �� 0�����(���* � ���� ��!. ���



�� �#����� 9<

�����(���� � � �� �! ���!(� ��!�!�� w1 ��� ����  ! ( ���� ! 4 �� '���� w2

��� ����  ! ( ���� ! $, �� ��!� �������� ��� ��� ����� �!�� ����

w = w1 + w2

��
w1 = K1fs, w2 = K2fs

�Q, Ki, ��� �� '��@'���� 0��1 � ��!�!��  ���'��  ! '���� i = 1, 2*
����� ��� ��� 0��1 ��* ���� ����� �� ���� �� ���, �� ��' �����* G� ������� � ��

'���� ��!�� !�� 0���� ��� ���� �� '���� ��� �� '. 6!� ����� �� '��� '� �� � ��!�
���� ��* �� ���� (T, N), �� ���>�� ��' �  ���'��  ! ����� �� '��� '� ����� ��!3
'����* N ��� �� ��'��!� ���( � �� T �� ��'��!� � �0������*

�� ���� ϕ1 � �� ��+��( ���� ��!� �� ���(��� '����, �� ϕ2 ��!� �� ��!3�>(�
'����* 
 ������� ��� ���� � �0�������� ��� ��:��� � �

vT = (ϕ̇1 − ϕ̇2).T I9*;J

��� r = (rT , rN ) � +��'� �� �� '���� �3��'�� �!� �� ���(��� '����, �3���(��
� �� �� ���>�� ��' �, � '�(��� ��� ���( �� �� � ������� ��!�!��, ��� ������� � �
��� ��� ����� �!�� ���� ) 

d

dt
(ϕw

1 .N) = kw
1 rN |vT |

d

dt
(ϕw

2 .N) = −kw
2 rN |vT |

I9*"J

�Q kw
i ��� �� '��@'���� ��!�!�� ��' � �! '���� i = 1, 2* 
�� '�(��� ���� � �0��/

������� ��� �� ��+��( ����� ��!�!��� ���� �!������� �!����*

ϕw
1 .T = ϕw

2 .T = 0 I9*<J

������ 6!� '���� ��� ��' �� ��!�!�� ��� �'���� �� �������* ����  ��� �� 1���
��!� ����:�� �� ����'��� ���1#�'������* � �� �� ���'�� D$7E #� (����� 6!� � ��� ��
������ � � �! '. �0�(��� ���1���� ��!�* 
 ��(����� ���� ������ �� � ����
�!� �� + �� 6!� � ������� ��� ���� ��� ��� �� ��� � � '. �0�(��� ���1���� ��!�*

����� ��� ��!�!�� ��� '�!����  !3 ���� �� '��� '� �� �0������ �� �� +�����(���
��' �� ��!��(1* � gN = (ϕ1 − ϕ2).N ��� ����������'� ����� ��� ��!3 '����
' ���� ��  ! '��� '�, ��� '��������� !��� ��� ��� �� �0������ ��!���� ?��� �'����
�� � ( ��>�� �!�� ���,

rN = proj�+(rN − ρngN) I9*=J

�Q proj�+ ��� ������ ��!� �� ���#�'���� �!� �+ �� ρN > 0* 
 ��� �� ��!��(1
��� ������� � � � ��� ����

rT = projC(rN )(rT − ρT vT ) I9*7J

�Q C(rN ) =
{
rT ∈ �2���� 6!� ‖ rT ‖ ≤ µrN

}
��� � ��'���� �! 'K�� �� ��!��(1,

µ ��� �� '��@'���� �� +�����(��� �� ρT > 0*

$���
���



9= � # ����������� ����
���� �� ����
�

P �� ��>� ��� ���� ��!�!��� I9*"J �� I9*<J, ����������'�  �� � A� '�((� !��
+��'���� �� rN �� vT *

P � �� � � ���� � �0�������� �� � ������� ��� ����, � ������� ��!�!�� �������/
����� � �, ��  

vT = (ϕ̇1 − ϕ̇2).T = (ϕ̇e
1 − ϕ̇e

2).T I9*4%J

P �� $�, � �� !�!��, ������ ��!� �� '��� '� +���� �� ��� ���� ��� � � (��/
'� !3* 
���6!��� &  !�!�� '�� ���� ��!� ������� ���/���� ��� � � (��'� !3*
��� ����� �! ����!�� ����� � �� '���� ���( �� �� � ������� �� 0�����(���*

(� ���������� � ����� �


�� 0� ��� ���� '�(���� ���� �� ���� ��  ���� �� !�� (��.��� �� � 0� �0���
�� '�! ����* 	�!� � ���'����� ���� �� �� ��, �� !������ � (��.��� ��� ���(����
:��� �� ��!� � ���'����� ���� ��(�������, !�� (��.��� ���!��� �(���'���* 
��6! /
���� �! (�!��(��� ���'������� ����� �� �&��>(� ���/���� ��� �!�� ��

M(q+)(q̇+ − q̇−) − hFint(q+) − hR − hFext = 0 I9*44J

�Q h ��� �� � � �� ��(��, M(q+) ��� � ( ���'� �� ( ���, q+ ��� �� ��'��!� ��� �
��� ��������� ��� ���!��  ! ��(�� t+h, q̇+ ��� �� ��'��!� ��� � ��� �������� ���
���!��  ! ��(�� t + h, Fint(q+) ��� �� ��'��!� ��� � ��� +��'�� �������!���, R
��� �� ��'��!� ��� � ��� +��'�� �� �� '���� �� Fext ��� �� ��'��!� ��� � ��� +��'��
�3�����!��� �������*

�� ��>� � ��� ��!�!�� I9*"J, q+ ��� !�� +��'���� �� � � ���� '�(���(��/
� ��� I�� �� ����� 6!� ��!� ��((�� �� �� ���'���, ��!� � ������� �� � � ����
�� ���6!�J qe+ �! ��'��!� �������� �� �! ��'��!� �� '���� �� '��� '� R )

q+ = fw(qe+, R) I9*4$J

�� !��� � ��, � ��� �� '�(�����(��� ��� �!������ .&����� ���6!�, �� ���
+��'�� �������!��� ��������� ��!��(��� �� � � ���� �� ���6!� �� � ��+��( ���� )

Fint(q+) = Fint(qe+) I9*45J


� �&��>(� ���6! ����� I9*44J ��� ���� ���� � � !�� (��.��� �� ��R��� (�/
��:��,  ����6!�� � � � �� 1�� qe+* �����, q̇e+ ��� '.��'.� '�((� � ��(��� �� � 
�!��� (q̇e+

k )k∈N ����: ��

(M +h2K)(q̇e+
k+1−q̇e+

k )−hRk+1 = −M(q̇+
k −q̇−)−hFint(qe+

k )+hFext(k) I9*49J

����� !�� (��.��� �� ��R��� (���:�� ' � � �� ������ ��!� � �0���, � 

'�����1!���� �! 0� �����
∂fw

∂qe+
����� � � '��������� �� � � �� ���� �� ( ���

∂M

∂qe+
��� ��0��0��*
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� �&��>(� I9*49J ��� '�!���  !3 ���� ��!�!��, �� '��� '� �� �� +�����(���*
	�!� ����!��� �� ���1�>(� '�!���, #� � ��������� !�� �������,  � ���� � ��!�!��,
�� � (��.��� B���/(���. ���� '� �&� (�'�C* 
�� �6! ����� ���� �����!��
� �� ��� ���>��� ��' !3* 	�!� '. 6!� ���!� α ' ���� �  ! '��� '�, �� ���� Hα

� ( ���'� �� '. �0�(��� �� 1 ��* 
�� ��'���!�� ���� rα, �� ��'��!� �� '����
 ! ���!� α � ������ ���� k + 1 �� veα, � � ���� �� ���6!� �� � ������� ��� ���� �
������ ���� k + 1* ����� �����>�� ��� ��:��� � �

veα = Hα(q̇e+
k+1 − q̇e+

0 ) I9*4;J

�Q q̇e+
0 ��� � ������� �! �����  �� 0������ I'����� �! ���>�� ��' �J* �����, ��!�

'. 6!� ���!� α, ���6! ���� �! (�!��(��� ���'������� �� ���!�� �

veα − hWrα = veα
f I9*4"J

�Q veα
f ��� � ������� ��1��* ����� � ������� 6!� �� ���!� α  !� ��, �� �� 1���'� ��

�� '���� rα �� ��!� ��� � ��!�� ��� �� '����� ���  !���� ���!�� ������ � ������ ����
���'������* 
 ( ���'� W ��� ��:��� � �

W = Hα(M + h2K)−1HT
α I9*4<J

	�!� '. 6!� ���!� α ��� ���� �� '��� '� �� +�����(��� ���'�������� ����

rα
N = proj�+(rα

N − ρngα
N) I9*4=J

��
rα
T = projC(rα

N
)(rα

T − ρT veα
T ) I9*47J


���������'� gα
N ��� ������� � � � ��� ���� �!�� ���

gα
N = gα−

N + h(veα
N + kwrα

N |veα
T |) I9*$%J

�Q gα−
N ��� ����������'�  ! ��(�� t* 
� �&��>(� ���6! ����� I9*4<J, I9*4=J, I9*47J

��� �����! � � !�� (��.��� �� ��R��� 0���� �����, ' � ��� ���� ��!�� ���!� ���
�6! ����� I9*4=J, I9*47J ���� ���/���� ���� �� ���/��F������ 1���* ����� (��.���
���  ����6!��  !3 � �� 1��� ��' ��� yα = (veα

T , veα
N , rα

T , rα
N )* ���>�  ���� ' �'!��

yα, �� �� ��� �� ���!� ' ���� �  ! '��� '� �!�� �� α+1 ���  ���� �� �!��� #!�6!��
'�����0��'�*

(! ��� �������


� (��>��  ��� � ���� �!� !� �3�(��� '� ���6!� �� +�����(��� ��!� '&������
�!� !� �� �� !* 
�� ���!�� �� �!(���6!�� ��� ��� '�(� ���  ��' ��� ���!�� ��
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� ���'!� ���� �! 0���!  ��� (�������� � � ���(���� :��� �� ��(������ ��!3*
��!��� ��� ���!'�!���  � ��(�6!�� #�! �� !� �K�� � �� � (�' ��6!� �! 0���!
��� ��� ����0���� I:0!�� 9*$J* �� �����!�� �� +�(!�, � ���!��, �� �� �� ! ��1� �,
��� ������� ���!���� �� �! 6! ���'���, 6!� ���� (�������� � � ��� ������� �� �/
��6!�� �� ��� ��0 (���� '������, (�������� � � ��� '^1��� �� ���6!��* ��!��� ���
' � '�������6!�� ( ���� ! ���� � ���(1���� � �� D$7E*


� ���'!� ���� ��� ������� �� +��'�� � � �� '���� �! (!�'�� 6! ���'��� �� �!
����� �! ����� �! '����* 
� '���� �! (!�'�� ��� �� ����� � � ��!3 +��'�� ��������
I���� :0!�� 9*$J* 
���������� �� '���� +��'� ��� +��'���� �� � ������� �� H�3���
6!� ���� ��!. ��� �(�����* �� + !� ����� 6!� �� ����� 0� �� +��'� �� �� ���'!� ����
��� '�!'� � ��!� �� �!�� '����'��(��� ��!�!��* �� �F��, ������� �� ���'!� ���� ��
���� '�(����, �������� �� � '����K��� �� ���� '�(��� ��� ��+ �! +�(!� � � � �/
����  ! ��1� , �� ���' �� 0�����(���* ����� 6!� �� 0�����(��� ��� �����������(���
������ � � �� '���� ��� ��0 (���� '������*

���6 ��� �� �� H�3��� ��� ��� �� ����� ) !�� H�3��� � 99 ��0��� , !�� H�3���
� 99 ��0��� �!���� ��!�� �3�������, !�� H�3��� ��� �� � 44% ��0���, !�� H�3���
��� �� � �� �� '���� �! (!�'�� �� !�� H�3��� ��� �� � �� �� '���� ��� ��0 (����
'������* 
�!�!�� �!� �� �� �� ! ��1� � ��� ����������� � �� � :0!�� 9*5, ��!�
'. 6!� ' � �� H�3���*


� � �&�� ��� '�!�1�� + �� ��������� ��� ���!�� �� �������� ���* �� '���� ��
6!� ��!�!�� ��� ��!� �(���� ���  ��>� !�� H�3��� ��� �� 6!� ��>� !�� H�3���/
�3�������* �� &  ��!3 � ����� � '�� * 
 +��'� �! (!�'�� ��� ��!� �(���� ���
�!� �� !�� H�3��� ��� ��, '� 6!�  !0(���� ��� +��'�� �� �� '���� �!� �� �� �� !
��1� �, �� �� 0�����(��� ���  !��� ��!� �(���� �� �� :� �� H�3���* 	�!�  ��!&��
'���� ��( �6!�, �� �!@� �� '���� ���, �!� � :0!�� 9*5, 6!� ��!�!�� ��� (����
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���� �!� �� � �� �! �� �� ! ��1� �* ��� ��� �]  ! 0�����(���  ������!� �! +�(!�*
��� ���!�� �� �!� !� ��!� 0� �� ��(1�� �� '&'��� ��� ��� �� ����� ��!� (��/

���� ������!���� �� ��!�!�� �� +��'���� �! '&'�� I���� D$7EJ*
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�� (��>�� �(���'��� �� �� ���(��� �� ��!�!��  ���(�� �� �� ���� ��� ���/
1�>(�� �� 0� ��� ���� '�(���� �� �� ������ ��� ����' ����� �������� ���� �!�
��� + '��!�� ����� ��� ��!�!�� � �� ���  ���'!� ����� �! 0���!*
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	������ '����'��(��� � ������1!���� �� ��!�!�� ��'������, �� � ���'!����, ��?���
 ! ��!� ��>� �� � '���( ��6!� ������* � �� �� ���'!� ���� �! 0���!, �� �3���� !��
��� ����  3� �� ����� �� +�(!� �� �� ��1� * ����� ��� ����, �� ��!� ?��� ����� ��
'�(��� 6!�� �� ���� !�� (������ ���� 5� �� �� ���'!� ����* �� ��!�, ��!���!��
 ���'��� (������ �� ������'� ��� �F���  00� � ��� �! '. �0�(��� �� ����'���� �!�
��!�!��* ��!� '�� (� ��!��� � ���������� !� (��>�� 5� ��!�!�� ��� �� '�(���
�� '�� �F��� (!���/����'��������*
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��� �� � !3 ��� ��� �� ����� � �� �� ' ��� �� � �.>�� �� �!0!�� ��(��� D94E,
6!� #� � '�/��' ���� �� '��� 1�� ����  ��' �� 
 1�� ����� ����0���6!� �3��������
��!'�!��� I
��J �� -�!�0��* 
��1#�'��+ �� '���� ��!��, �����0��� ���!��������,
�� �� ���1����� !�� ��������� ���� �� � �!��!�� ��!� ���(��� �� ���!'�!�� ��
1����  �(�, �� �&�� (!�, ��!� �� '���� ��!�� �3�������* �� �� 0��� ��  !���, ����/
��(�� ��� �F��� �3������ '����'!��+� � '���� �!��!��, �� �� �! �� ��� ( ���� ��
��� �������� ��� +� 0(���� �� 1����� ���#����* 	�!� '�� , �* ��(���  � ��
!� ���(��� ��(��, ����(� �� '. �0�(��� ��!� �3������� � � ��� (��.���� �3/
����(��� ��� �����(�������* 	!��, ��!�  ���� ���������, !�� (������ ���� �!
'�(�����(��� �! 1���� � � �������(��� ��� �����(���� ���'���� '�.���+�* �����
��!��  + �� ���1#�� ��!�� '�((!��' ���� ������ ���� �� D9$E �� !�  ���'�� ���
��!(�� � �� !�� ���!� ������ ���� ��*

+� �� �� �-�����������


� ���1�>(� ��� ���! �� ����''!� ����� ���!���������* ����� '��'������ ��
���6!� ���3������� ��!�� '. (1�� ���+��( �� !�� ��(�� �� ��+��������(��� � ��
� ���!'�!�� ��!� �� '��!� �!'�� ���* 
� 1!� �� ����� ��!�� ��� ���� �!�� � �!��/
� �'� �� ���3������� �� �� 6! ���:�� ��� �F�� �!� � ���!'�!�� �� 1����  �(� ��
�!� � �����!'���� I:0!�� ;*4J*


 � ���� �3����(��� ��  ��� �� �����  ! 
�� �� -�!�0��* 
 '. (1�� ��
1���� ���+��( �� � ��(�� �� ��+��������(���  ��� (�������� � � !�� ( 6!����
��  '��� � ���'.���� ���!��� 4\$%e* ��� + '� �� � ( 6!����  ��� �����!(�����
�� ' ���!�� �� +��'� I���� :0!�� ;*$J*

��� �����  ��' �! � �� ( 6!���� �������, ������ ����������� � ������'� �!
�� '��!� �!'�� ���,  ��' ��F������ (�� �0�� 0 O�!3, ��F������� ����0��� �� (��/
L 0� �� ��F������� ��������� ����� ��� ��������, ��� ��� �� �����* �� & �� � � '�����/
1!�  !3 ' (� 0��� ����� ��, #� �� ��� ����� � � � �� '�����! �� '���� � ���� ��
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����!�� I��!� ��� ��+��( ����� ���� � �� �� (�(���� �� �.>�� �� �* ��(��� D94EJ*
������ �� ��!� ��� 1������ �� � �!���, ���'� !�� �&��.>�� ��� ���!�� ��* !�� ��
������0�� �� (��L 0� �� �� (�� �0� 0 O�!3, �� �1����� ��!3 �&�� ���3�������*

/ ��� �3������� �� �&�� ��%�	
�����, 6!�  �� � A� ��!� ��� (�� �0��
���_�&���0>��, ' � '�������6!� ��!�� (����� ����� �� ��������* 
 ������� ��
H ((� ��� �����* I'+* :0!�� ;*5J

/��� �3������� �� �&�� ����������, 6!�  �� � A� ��!� ��� (�� �0�� �3&/
0>��_�&���0>��, ' � '�������6!� ��!�� (����� � ���� �� �������� �!� !� ��(��
'�!��* I'+* :0!�� ;*9J


 ������'� �� '�!����� �� �� ��!� ��� '�� �!� � � +��(� '�(���3� �! ���!(�
'��'������� ��� ��������� ��� 0 O ��  !0(������ � ��(��� �!�� ���� �� � '�(/
1!�����* �� +����� ����� ����� ��' ��� ��!���� �� ���!����*


 ��� ������� ��� ��������� ( 3�( ��� �!� � + '� ����!�� �� � ( 6!����
��� �����������, ��!� '. 6!� �&�� ���3������� � �� ��� :0!��� ;*; �� ;*"*

�� �� ���� � 6!������ �� ����������� ���� ��� ���!�� �� � ���'.���� ������* �
� �!� �� !���� �3������'�� �! '���� � ����� + ���� �!� ��� ' � �� ��H 0� ����
�� (����! '��:��, �� ���>�� ��!3 �.���(>��� �(���� ���* 	�!� !�� (?(� ���/
���� �� '. �0�(��� I(?(� '��������� ����� ���J ( �� ��� ���!(�� ��F������ ) /

 �������� ( 3�( �� ��� �������� ��� �! ���!(� �3����(��� � �! ���� I !3
'���������  �� 1 ��6!�� ��!� �! (���� � �+ ���� ����J*

/ 
 ������� (�&����
∂p

∂t
�� � '�!�1� ��������\��(�� �� �. �� �� '����� �'�

��� �� !� �� ��!� ������ 6!� �� ���!(� '��:�� ��� + �1��*

����� ��!�� �3����(��� ��  ���(�� �� '�����!��� !�� 1 �� �� ������� ����/
���� ���, 6!� ��!�   ��� � �����(���� ��� '���������  !3 ��(���� �� '. �0�(���
� �� ��� ��(!� ����� �� +� 0(��� ���� �! 1���� 6!� �!�����*
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����� ��(���, � (��.��� � � ���(���� ���'���� ��� �� � (�������� ��� ( ��/
�� !3 0� �!� ����* �� �� 0��� �� �� (�������� �� (����! '�((� !� ����(1�� ��
������� ��0���� ���� � � ��� ���� �������+ '��* ���  � �� ����� 6!� ��!�  ����
�� ������  ��' �* G� � ��� ���(�� �� (�������� ��� (����!3 '�����!� #!�6!�� � 
�!��� �� ���1������ ��� �.���(>��� �&� (�6!�� �� +� '�!��* 
����� ����'�� ��
�� �� �� ��(�� '�� ��� ���(���� ��0���� � � ��� ���(���� ��+��( 1��� ���'�������
� � ���(���� :���* ��� ���(���� :��� ���� ������ � � ��� �� ����� �������+ '� '�/
.�����* ����� !��  ����'.� ��F������ �� '����� �� D=E, D4"E* ���� ����� '����� ��
� � ��!�����, ( �� �� # ( �� ���  ����6!�� � �� ���!'�!��� 1���� ��!(���� �
�� � �&� (�6!� � ���� �� 0� ���� ��+��( �����* ��!�  ���� '.���� ��!�������
!� (��>�� � �����+ '� ����(( 0� 1��* ����� +��(!� ���� �������� � �� D9%E
��� ���������� � � ���� �� � ������ ����������� �� �.����� �! '��� '� !��� ��� �
������� � � �* 8��(��� D45E* �� (��>�� ���(�� �� ������ '�(��� ��!� ����(/
( 0�(��� �������+ '� +��(!�� �� ����0��* ��� 0� ��� � ���� �� ����!�� �� '�
(��>�� ��� ��� ����� � �� D$4E* �� ��� ������� !� � �� 0� ���0�����+ �� ���� �
 �.����� � ���� � +���� �� � � ��������!'���� ��!�� � �� 1�� ������(( 0�(���
β (1 > β > 0)* ��� �� ���'��� �� �������+ '� ��� ������!��� � � ��� � ���!�� CN ��
CT ��:���� � � !���� �� �!�+ '� I������ 	 \(J* 
�����0�� ��' �� �� �!��!�� ��
�������+ '� � � !���� �� �!�+ '� ��� ������ � � � � �� 1�� w* ���� ��� �3���(�� ��
IG\(2J* �� $�, � ��� �������+ '� '�.����� ����(( 0� 1�� ��!� ?��� �����������
� � ��� 0� �.�� �� � :0!�� ;*<* 
 � ��!� �� ������0�� �������+ '� w ������ �� � 
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'���� ���� � �!��!�� σc �� �� � ��0����� �������+ '� CN � � � ��� ���� �!�� ��� )

w =
(σc)2

CN


 (������ ���� �!(���6!� ��� �� ����� � � � (��.��� S��� �(���. '��� '�
�&� (�'�S  � ���� � � �* G� �, M* �' �& �� `* ������� D$4E  !3 (!���'����  ��'
�����+ '� '�.�����* �� �� 0�� ��!� �� ���(��� �(���'��� ��� '��������� �������+ '�
'�.����� � � !�  �0����.(� �� �&�� � !�� ����� ��� ���� ���* ����� (��.���  
��� ���0� ((�� � �� �� ��0�'��� 
��� 7%*

+! ��� �������


� (��>��  ��� � ���� �!� !� �3�(��� ���� �� �� '���� �&� (�6!� I1 ��� ��
���2�����J* ��  ���(�� �! ' �'!��� �� ( ��>�� �3���'��� � ��(��� � �!��!�� ��
+��'���� �� � ������� �� ��+��( ����* � �� ��!��� ��� ��(!� �����, ��� � ���!��
�������+ '� ��� ��� ������ 4% +��� ��!� 0� ���� 6!� � ��0����� �! ( ���� !* ��
'.��3 ����� �� ���� ����!� �������+ '� 6!� ��!�  ���� '���������* G� � '.���� ��
��������� ��� ���!�� �� �!(���6!�� '��'��� �� � +� 0(��� ���� ��!� ����� ��
1����  �(� ��!(�� � !�� �3������� '��:���* 
� ����� �� 1����  ��� ��(��/
����� �!�� ���� ) 4( 3 4( 3 4%'(* 
� 1����  ��� ' � '�������6!�� �!�� ���� )
���!�� �� �̀!�0 �a5;�	 , '��@'���� �� 	������ ν = 0, 3, ( ��� ���!(�6!�
ρa$5;%20\(5, '��@'���� �� +�����(��� µ = 0, 3* 
� ���1�>(� ��� �� ��� �� ��/
+��( ����� �� ���* �� '� + ��, � (������ ���� ���  �( �!��� ��� ����' ��* ��!�
 ���� '.���� �� (�������� ��� ���+���� � � ��� '^1��� �� '��� 6!� �� �� � ������
6!��� �� '����*

� �� �� ' � ��!�� ����� ����, � '���� ���� � �!��!�� ��� ����� � 4% �	 , ' �
��!�  ���� '.���� !�� ������� �� ��+��( ���� ��������� 4; �−1* 
�� '���������



��������� �� ����������� ;<

���� ;*9 P �0� � �� �������� ��!� !�� ����� ����

 !3 ��(���� �� �� '. �0�(��� ���� ����������� � �� � :0!�� ;*=* �� �1�����, � ��
� :0!�� ;*7, ������!���� �� ������ �� '�(�������� � �� ���� ����!� �! (!�* �����
���� �� ��H>�� �!� � �!�+ '� ��1�� �� �� �� ��+��(� �� ���� �� �� '����, �� '����
� �!����������� ��� ����� �� �� '���� �� �� '�(�������� 6!� ��(�� �� ( ���� !*

�� ��0(���� 1��!� ������������ ��� �!��!���* 
� (��>�� ���(�� ������(�� � 
������� ���#�'���� ��� +� 0(���� I:0!�� ;*4%J* � �� '� ' � ���� ��� ��������� <
(\�* �� '���� ��  !��� 6!� � �!��!�� �� '��'�����  !��!� �� ���+����*


� (?(� �&�� ����!��  ��� �� ���� � �� �� ' � ��!�� ��H 0� ����* 
 '���� ����
� �!��!�� ��� ����� � ; �	 , ' � ��!�  ���� '.���� !�� ������� �� ��+��( ����
��������� 4,; �−1* 
�� '���������  !3 ��(���� �� �� '. �0�(��� ���� �����������
� �� � :0!�� ;*44* 	�!� '� �&�� ���3�������, �� ��&  � � ���' ��� 0�, ( �� !��
�!��!�� � � '�� ����(��� '��'������  !3 1���� �� � � ��� �� 1���� I:0!�� ;*4$J*

+( "���� ���� �� ���������#��


���!��  ���(�� �� '������!�� !�� 1 �� �� ������� �������� ��� �!� ������!/
���� �� � �������� � �� !� (����! '��:�� ��!� �3�������* �� !��� � ��, �� (��>��
�!(���6!�  ���(�� �� �����!��� ��� (�' ���(�� �� +� 0(��� ���� �! 1���� ��
������(�� ��� �������� ���#�'����� ��� +� 0(����* ��!� '�� � �� � ��(��� ��!��
��!�� 1���(�����������*

�� ��� ����! �� ��!��!���� '�� �� � !3 �� ������ �� !�� (������ ���� 5�, '�
6!� ����� !�  ���'� ��!� ���'.� �� � �� ����, �� � ���'!���� � �� � ��������/
� ���� ���  �( �!���* �� ��� ����!  !��� �� ���������� !��  ����'.� �(���'���
��!� �� ' �'!� �� � '���� ���� � �!��!�� �� �� ����� '�(��� ��� �.���(>��� ��
'�(� '���� �! 1���� �� �� ''������(��� �� � ��0����� �� +��'���� �� � �������
�� ��+��( ����*



;= � # ����������� ����
���� �� �� �
�	��������� �� �����

���� ;*; P 	������� ( 3�( �� ��!� !�� ��H 0� ����

���� ;*" P 	������� ( 3�( �� ��!� !�� ����� ����



��������� �� ����������� ;7

���� ;*< P ���>�� �������+ '� '�.����� ) �&'�� �� '. �0�\��'. �0� ���( � ��
� �0������

���� ;*= P ����������  !3 ��(���� �� '. �0�(���, ' � ��!�� ����� ����



"% � # ����������� ����
���� �� �� �
�	��������� �� �����

Time

���� ;*7 P ����� ���� �� ������ �� �� +��'���� �! ��(�� I�	 J

Bloc ejection

Reinforces

���� ;*4% P M������ ���#�'���� ��� +� 0(���� I((\�J



��������� �� ����������� "4

���� ;*44 P ����������  !3 ��(���� �� '. �0�(���, ' � ��!�� ��H 0� ����

���� ;*4$ P �!��!�� �� '�� ����(���, ' � ��!�� ��H 0� ����



"$ � # ����������� ����
���� �� �� �
�	��������� �� �����



�������� �

����	���	�� �� ��	� �� ����


���!�� 6!� #� � '.����� �� ��������� � �� '� '. ����� '��'���� � (������ /
���� �!(���6!� ��� ( ���� !3 0� �!� ���� � � ��� '����'����� �� ������� ��0����*

���6!� '�� ������� ���� ��� ���6!�� �! ��� ��.>���, ��� ���� �� '.�' ��:���� � � � 
������ �� ��!3 '��@'����� �� ������!�����, !� '��@'���� ���( � �� � �0������,
������� 1���  � �����* � �� ����6!� � 0��(����� ��� ��0���� ���� �� '� ' ���,
��� (��>��� ��( ����� � ?��� ����'.��* 	�!� ��� ������� �� +��(� ���&0�� ��,
��!�  ���� ������� !�� ��� �� '.�' �� �&�� ( ���'�����* ����� ��� ����� '�(���
�� � 0��(����� ��� ������� �� �� �� �0�� ���(� '�* 	�!� ������ ��, ��� ���!�� ��
�!(���6!�� ��� ��� �1���!� ��!� ��� ������� �� +��(� ' ����* ��� ���!�� �� ���
��� '�(� ��� � '�!3 �1���!� � � � (��.��� ��� ���(���� :���,  ����6!�� � ���
' ���� ��+��( 1���* ��� (������� 6!� '���� ��� ( ���'����� ��� ���+�� 1��* �����
��!�� � + �� ���1#�� �� ��!3 '�((!��' ����� ������ ���� ��� D$E, D5E*

.� ������� �� ������ ����

�� ���(� �� (������ ���� ��� '��������� ����� ������� ��0���� �� ���!�� ��
��(1��!��� �!1��' �����* 	 �(� '�� (��>��� �� ��!� '���� � ��� �� '.�' ��
��R��� 6!� ��� +��(!��� � � !�� ��� ���� ���� ��� ����� � ������� ��� ���� ���( ��
 � �� �� '.�' v−N �� � ������� ��� ���� ���( ��  ��>� �� '.�' v+

N *

v+
N = −eNv−N


� '��@'���� eN ���  ����� '��@'���� �� ������!����* � �� �� (?(� ������,
����6!� ��� '.�'� ���� �1��6!�� �� �� ������'� �� +�����(���, � ��'������ ����/
����!��� !� '��@'���� �� ������!���� � �0������  �� � A�* � �� � ��!� �� ���
�!1��' �����, '� '��@'���� � �0������ ��� +��'���� �� �� �0�� ���(� '� �� �! '��+/
:'���� �� +�����(���* � �� '� '����3��, G*G* ���� ! D5"E, D5<E  ������� ��!�������
!� '��@'���� �� ������!���� � �0������ '���� �� �� �� ���'���� ��� ���� �� '��� '�
+���� ��  ��' !�� ������� ��� ���� +��(���� ṽ ��:��� '�((� !�� '�(1�� ����

"5



"9  # ����������� �� ��� �� ����

'����3� ��� �������� ��� �����  � �� ��  ��>� �� '.�'

ṽN =
1

1 + eN
v+

N +
eN

1 + eN
v−N

��

ṽT =
1

1 + eT
v+

T +
eT

1 + eT
v−T

�Q eT ��� �� '��@'���� �� ������!���� � �0������, v−T � ������� ��� ���� � �0��/
������  � �� �� '.�' �� v+

T � ������� ��� ���� � �0��������  ��>� �� '.�'* �� (��>��
��� 1���  � ���  !3 ������� �� �&�� ���6!� �! ��.>��* 	 � '�����, ����6!� � 
0��(����� ��� ��!� '�(���3�, �� (��>�� (����� ��� ��(���� I���� ��� ����'� D95E,

�  !3 D59EJ* !� ��� �3�(���� �� '.�'� ����� 1 ����, ��� (������� 6!� �� '�/
�@'���� �� ������!���� I�� ��R���J ������ �� �������� ���� �� � 1 ��� �� �!
����� �� '��� '� � ������ �� �� ���(� '�* 
���������� �! ���1�>(� ����� �� � �����
�� '�(��� ��� '�!�� 0�� ����� ��� �������� �� ��� ����, ��� �������� ���( ��� ��
� �0���������* �� ��!� + '���(��� �� '��� ��'�� 6!� '�� '�!�� 0�� ���� �� � �/
��� �!� � ��� ���������� 0��(����6!�� I+��(� ��� �������, ��' ��� ���� �� �� ��
�! ����� ���(� '� ��  �0�� ���(� '�J* �� �������� �� �� � ������ �� �������
+��(���� ������!��� � � G*G* ���� !, �� �� '���� ������ ��!� �� '��������, ��!�
 ���� ������� !� ��!�� ! (��>�� �� '�������� 1 �� �!� � ��� ���� �!�� ��� )

(1 + E)Ṽ = V + + EV − I"*4J

�Q E ��� ������ ��!� �� '��������, V − �� �����!� ��� �������� ��� �����  � �� ��
'.�' �� V − �� �����!� ��� �������� ��� �����  ��>� �� '.�'* � ���� �3���(� ���
�����!�� � � ��!�� ���(���� �� ���!'�����  ! ����� �� '��� '� C, � ��� ����
I"*4J �� (�� ��!� � +��(� ( ���'����� �!�� ��� )

(1 + EC)ṼC = V +
C + EV −

C I"*$J

�� $�, EC ��� !�� ( ���'� 535, 6!� ��!�  ���������� ( ���'� �� ������!����  !
����� �� '��� '� C*

�� �� ����� 6!� '� ����� �� '��� '� ��� � �� 1��, ��!� '.�������� ��������:��
� ( ���'� �� ������!����  ! '����� ��������� G ��� �������, � '. �� 6!� ����
��!� � �� �������� �� ���(����� 6!�� �����* �� �F��, �� ��>� � ��� ���� �!� ���
�����!��

VC = JVG

 ��'

J =

 1 0 0
−y 1 0

x 0 1


�Q x �� y ���� ��� '���������� �! ��'��!� GC, �� �1�����

EG = J−1ECJ.



�����$����� �� �� ������ �� ��������� ";

.� ������)������ �� �� ������� �� ������ ����

����� ������:' ����  ��� �� ����� �!� !� �3�(��� �� '�������� ��!� ������ ��
+��(� ' ���� �!� !� �� �* 	�!� ������:�� ��� ���(�� �� � ( ���'� �� ������!����,
��!�  ���� !������ � 0���� ��� ���� �� � ��� �� ��R��� �!�� ���

V +
G = −EGV −

G I"*5J

�� �!���� �� 6!� �� +�����(��� ��� �!�* ���� ��� �� � ������1!���� ��� ��������
V −, ��!�  ���� ' �'!�� V + �� !����� �� !��  ����'.� � � ���(���� :��� �� �&��
��� '�/��(�� I���� '. ����� $J* 
� (�!��(��� �� ������ ��0���  ��� �3�� �� �!

���� "*4 P ���>�� ���(��� :�� ��������:' ����

(�!��(��� ������(1�� �� �3���(�  ! '����� ��������� G* �� + �� �� � ���� �� �0��
����'����'� θ, �� � ������� �! ������  � �� �(� '�,

V −
G =

 Ω−

V −
x

V −
y


��!�  ���� �! �����(���� ��!� ��� '��@'����� �� � ( ���'� �� ������!����

EG =

 E11 E12 E13

E21 E22 E23

E31 E32 E33

 .

	�!� ��� � ����� �� �&(�����, !� ��!� '��� �! ������ �� ��� �� ���* �� ��!�
�����!��� ��� '�!�1�� ���� �� � � ��!� �� Eij �� +��'���� �� θ � �� D5E* ���
'�!�1�� ��� ���  ����'.��� � � ��� ���&�K(�� �� ��0�>� ����� �� cos(θ)* M��'�,
� � �3�(���, ��� ���!�� �� 6!� ��!�  ���� �1���! ��!� E11 )

E11 = 7, 4 − 26, 9cos(θ) + 25, 4cos(θ)2 − 5, 9cos(θ)3



""  # ����������� �� ��� �� ����

���� "*$ P E11(θ)

.! "����������� � ����� ��

	�!� ���!����� '���� ��� �� '.�'  ��' ( ���'� �� ������!����, ��!�  ���� '����/
���� ��!3 ' � �����*

+,-,& ���! ���� (��������

� �� �� ���(��� ' �, ��!�  ���� ��(!�� ���(� '� ��!� '!1� �� '���, �� ;%
(( �� 'K��, �!� !� �� � ��:��(��� ��0���, ��'���� ��!�  �0�� θ = π/6  ��'
��.���O��� ��, �� '������� �� 6!� � ��� ���!� �� �� +�����(��� �� ���� ��0��0��
�� �� �!� �(��� �� !�� ������� ����� �� �����' �� �� ;% ((\� I���� :0!�� "*5J* 
�
���1�>(� ��� �� ���  ��' �����  ����'.�� ��F�������* � �� ��� ��!3 ���(�>���,
�� 1��' �� '��� ��� '�������� ��0��� �1���� �� �����'����(��� � !�� ��� �� '.�'
�' � ��� �� � !�� ��� �� '.�' ( ���'�����* 	�!� � ��� ( ���'�����, ��!�  ���� ����
� ( ���'� �� ������!���� �����(����  ! � � 0� �.� ���'����� �� ��!� � ���
�' � ��� ��!�  ���� '�������� !� '��@'���� �� ������!���� ���( � eN = 1 ��
!� '��@'���� �� ������!���� � �0������ eT = 0, 5* � �� � ������>(�  ����'.� ��
������ ��� '�������� ��+��( 1��  ��' !� (��>�� ���(���� :��� 6!� ����� '�(���
��� 0� ��� ���� '�(����* � �� �� � 1�� ! "*4 ��� ���������� ��� ���(���� ��
���!'����� �! �����!� ��� �������� �! ������  ! '����� ��������� #!���  ��>� ��
'.�'*

�� '���� �� 6!� �� �����!� ������1!��!� ��� ��������  ��>� '.�', �1���!  ��'
!�� ��� �� '.�' ( ���'�����, ��� ��!� ���'.� �� '��!� �1���! � � �� ����'.� ���/
(���� :��� 6!� '��!� ���! ��� ' �'!��  ��' !�� ��� �� '.�' �' � ���* ��!�  �����
���� � �� �� � � 0� �.� 6!� �!�� ��� '����6!��'�� �� '�� ���!�� �� �!� �� '�(���/
��(��� �! 1��'  ��>� �� '.�', � �� �� ' � ��!�� '.!�� ��1��*

�� ��!� ����:��  !���  ��' ��� � ��!�� �! � 1�� ! "*4 6!� ��!� � ��� �� '.�'



����������� ��������� "<

x

G

Plan incliné

y

θ

���� "*5 P �.�' �!� �� � ��'����

��0��� ��0��� ��+��( 1��

�� �� '.�' �' � ��� 
�� �� '.�' ( ���'����� ���(���� :���

Ω+ I� �\�J /%," /4,5 /4,9
V +

x (G) I((\�J 57," 59,9 59,;
V +

y (G) I((\�J 4=," 4$,7 45

��� "*4 P ��(� � ����� ��� ��������  ��>� '.�'

( ���'�����, ������0�� '�����6!�  ��>� �� '.�' ��� ��+����!�� � '����  � �� �� '.�',
'� 6!� ��� ��  ''���  ��' �� ��'��� ����'��� �� � �.��(��&� (�6!�*

+,-,. ���! �� !���� "�/��

� �� �� ��!3�>(� ' � ����, ��!�  ���� ��(!�� � '.!�� ��1�� �! '!1� �� '��� �!�
�� (?(� �� � ��'����* ����� +���/'�, �� ���1�>(� ��� �� ���  ��' !��  ''���� ����
�� � ��� ���!� �� 7,=4 (\� �� �� +�����(��� ��� ��0��0�* ����� ���(���  ! ' �
���'����� � ������� ����� �� ��� '.����� �!���* 
�� ��(!� ����� ��� ��� �� ������
 ��' !� � � �� ��(�� �� 10−4�* G� � � ���(1��, � �� � :0!�� "*9, ��� ���������
�! 1��' �� '���, �1���! � � '. 6!� ��(!� ����, ;%% � � �� ��(��  ��>� �� '.�'*

� ���� '�����>�� 6!� � ���!���� �� ��+����'� ��� '���� �1���!� � � �� ����'.�
��+��( 1��, �� ��!� ���� 6!��� ��� ���+�� 1�� �� '.����� !�� ��� �� '.�' ( ���'�����*
�� �F��, �� �1����� 6!� � �� �� ' � ��!�� ��� �� '.�' �' � ���, �� ����� �� '��� '�
 1� !'�!� ���� 0����� �� ���0 �! �� � �� 6!� � ��� ���� ����� � � �!@� ���*
��� ��� �����������(��� �]  ! ( �6!� �� '�!�� 0�� ����� ��� �F��� ���( !3 ��
� �0�������*



"=  # ����������� �� ��� �� ����

Loi de choc scalaire Loi de choc matricielle

Eléments finis

���� "*9 P �.!�� ��1��  ��>� '.�'

.( "���� ����

� � �!� �� '�� ���(���� ' �'!��, ��  �� � A� '� ���(��� 6!� �� ����'.� ( /
���'����� ��� ��!�  � ���� � � (������ ���� ��� '.�'� ����� ������� �� +��(�
���&0�� ���, 6!�!��  ����'.� �' � ���* �� ��!�, ���������� ���� ��� '��@'�����
�� � ( ���'� �� ������!���� � � ��� ���&�K(�� �� '����!�, ���(�� �� ���!���
� 1 �� �� ������ ��!� '. 6!� ��((��* ����� (��.��� ��!� �� 0���� ����� �
��� ���&0���� 6!��'��6!��, ( �� � �� '� ' �, �� + !� ��:��� !�� ( ���'� �� ���/
���!���� ��!� '. 6!� ��((��* ��� 0���� ��� ����  !3 ���&>����, ��(1�� ��!�
����' ��* �� + !� ��� ��!��(��� ��:��� !�� ( ���'� �� ������!���� ��!� '. 6!�
��((��, 6!� ������� �� �� �����  �0���, ( ��  !��� ��!� '. 6!�  ��?��*

������ ��!��+��� 6!� � �� '���� ��!��, ��� '�(� � ����� ���� + ���� �����
��F�������  ����'.�� �!(���6!��* �� ��� �� �������� �� �� ��� '�(� ��� � ���
���!�� �� �3����(��� !3*



��������� "7


 �!��� � ������ � '���� ��!�� ��� �� �� (�������� ��� '.�'�  ��' +�����/
(���* ��!�  ���� 6!��6!�� ������ ���������0 ����, �� � ���'!����, !�� (��.���
6!� '�������� �� � ���!��� � ( ���'� �� ������!����,  ��' +�����(���, �� + �� ��
!� '. �0�(��� �� � �� 1�� �!� �� �0�� ����'����'� �! '.�'*



<%  # ����������� �� ��� �� ����



��������� ������

������ ����� �� ������� ��

���������

<4





�� %�&&& �� ���� <5

.+ �� !% �� �� �

� � ��'�!�� �� '� (�(���� �� ��!� ��( �6!�� 6!� � �� ����6!� ��!���
��� ������'�����, #� � ��� ���� �0�� ��� (��>���  ! �����(���������,  �� �� (?(�
#!�6!�� � ���� �! 9� ��!� ��� ���(���� :��� ��� '�/��(��* G� ����� 6!� '��
���������(���� ���� '������!�� !�� � ���� �(���� ��� �� (�� +!�!�� �� � !3
�� ��'.��'.�* �� ��!� ������ 6!� #� �!�� �� ��� �� ��!�� 1���� ��'����� ��!�
�� � �� 0�  ! 5�, ( �� � �� �� ��( ��� ��� ���� �������+ '� �� '��!� ��� ��� '�/
��(��, #� '���� 6!��� ����� ��'��� 1� !'�!� � + ���*

+,�,& �"��0� �� ��("��0� ��� �1��2��� �� ���������

�� ��� ����  ��' ��� ���� �� '.�', #� � (��� !�� ��!��, �� '��� 1�� ����  ��'
8� �'2 ��� �� �� ���6!��� ���'������ �� ��!'�!��� �! 
���, � �� �� ' ���
�! �� 0� �� ��� �� ��1��� 	�� ��� D57E, �!� ��� '.�'� � �� ��� �&��>(�� ��
�����0����* ��� �� � !3 ��� + �� �!��� � '�!3 ��0 0�� � �� � �.>�� �� �����' 
�
 !3 D5;E �!� � (������ ���� �! ��� 0� �� ����� 0� ��� ���!'�!��� �� �����0����*
��  (�� �� ������'� �� ��!�  ���� '��:�(� � � !�� ����� ���3������'��, ���
��(���� �� � ��� �� '.�' �� ���� ! ��!� ��� ������� ��0���� �� �&�� 1 ���* 	�!�
�� F� �'.�� �� '�� ���1�>(�� �� ���� �� '.�', ��!�  ���� '.���� �� (�������� ���
1 ���� � � ��� ��+��( 1��� �� ��������� !� ���(��� :�� �� ��!��� �� �&� (�6!�
�� 0� ���� ��+��( �����* ��� ���(��� :�� ��� 1 �� �!� ��� �� � !3 �� ��� ���
D4;E* ��  !� �� �!  ������ '�((� ���'���((��� !�� ��� �� '.�' ( ���'�����,
( �� �� ��!� ���  �� �! ��!� �������� �� ��!������� !��  ����'.� ���(���� :���
' � �� ��(1�� �� ������� (�� �� #�! � �� '�� �&��>(�� �� �����0���� ��� ��! �����*
��� �� � !3 ��� + �� ���1#�� ��!�� '�((!��' ���� � �� �� '����6!� 
 0� �0� D4%E*

+,�,. 3���� -�

��((� #� �� � ���6!� �� '��'�!���� �! '. ����� 9, ��� '. �0�(���� �� ����'/
����� ���� ��� + '��!��  00� � ��� ��!� ��!�!��* ��� (��!��� I���� 
 !���� D5$E,
G�.���� D$$E, ��� (����� 6!� ��!� !�� (?(� '. �0� �� !�� (?(� ���� �'� ��
+�����(��� � �'�!�!�, ��� '. �0�(���� �� ����'���� ��!� ����  !0(����� ��!�!��
��!� + '��!� ��3* G� ����� 6!�!�� � ���� �! �.���(>�� ��!� ?��� �3���6!�� � �
!�� ��' ��� ���� ��� '���� ����� ���� ��� '. �0�(���� �� ����'���� I� �� 0� ��
1�!�������J* 	 � ��� ���������� ��' ��� �� �������>6!��, �� (��>�� ��!�!�� 6!� #� �
���������, ��(1��  � ��� ��!� ������ '�(��� �� '�� �.���(>��� (!�������'/
��������* � �� ��!� '�� , �� + !� �� 0���� �����  ! 5�* �� �.�����, �� ��&  � � ��
��@'!���� ( #�!��� � �� � 0���� ��� ����, ' � � �� � ������� ���� �! (��>��,
 ! '. ����� 9, �� ����� � � + �� ��.&���.>��� �!� � ��(������* 
 ��F����'� � ��!�
��� 1�� ��� � �� ���3�������� �� �� ' �'!� �� ������ ��!� �� '��� '� +���� ��  ��'
!�!��, '���� � ���� ������ ��!� � �0���  !3 ���� I9*4=J, I9*47J* G� '�(��� �� �����
'�� +!�!�� �� � !3  ���O � ����(��� �� ��� ���0� ((�� � �� 
���7%*
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G� �������� � �� '� � � 0� �.� !�� ��H�3��� 6!� #� � '�((��'�� � (����
'��'��� �� � �����!���� �� ���1�>(�� '�(���� �� ����� ��(������� � �� ����� '�
�� !�� � �� �� ��(��*

������!��� !� ���(��� :�� 9� �� ���� � � �� ����� ���1�>(��, �� '� �����
��� ���1�>(�� �� ��������� ����* 	 � '�����, '�����!��� !� ( ��� 0�, (?(� ��
��!� ���(��� ���, ��� ���� ��?��� ����� �, �3'���� � �� �� ' � �� ( ��� 0�� ��0!�����
+��(�� �����(���� :��� �� �&�� (!������3* � �� ���  !���� ' �, �� �� � ���'!����
��!� ��� ���(���� :��� �� �&�� ��(���3, �� ( ��� 0� ����� !�� ��@'!���* 	�!�/
� ��, ��!� (������ 6!� � (��.��� �8�� ��� �@' '�, �� + !�  ���� 1� !'�!�
��!� ���� �� �������� !� ��'.��6!� �� ��( ��� 0� � � (��.��� +���� ��* ����� �
���� �������� !�� 0���� ��� ���� �� '���� �������� � �� �� � � 0� �.� $*5* 	�!�
(������ ��!�� � ��@'!��� �� ����!��, ���'� 6!��6!�� ���������(���� I��� ��'���
�!1����J, 6!� #� �����, (������� ��?��� ��!��!���� )

� �� � :0!�� "*; ���� ����������� ��� � ����� ���(��� ���� �� ( ��� 0�� $�,
5� �� 9�  ��' ��� �!(���� ��� ���!��* �� ���� n0 �� ��(1�� ��� � �� ���!�� �
������ �� t = 0 �! ( ��� 0� ��� '� ������, �� ���� �!����� 6!�� ������ �� t = h ��
��(1�� �� ���!�� ����� �� (?(�* 	�!� �� ( ��� 0� $�, ��� '����'������� ����

t t
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n0+i
t=h

t=h
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t=0 t=0
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���� "*; P � ��� 0� ��� '�/��(�� $�,5�,9�

i, j, n0 + i
j, n0 + i, n0 + j

	�!� �� ( ��� 0� 5�, ��� '����'������� ����
i, j, k, n0 + i
j, k, n0 + i, n0 + j
k, n0 + i, n0 + j, n0 + k

�� �������� �� �� '� 6!� ���'>��, �� ��!� �������� � 0���� ��� ���� �!�� ��� ���
'����'������� ��!� �� ( ��� 0� 9�*

i, j, k, l, n0 + i
j, k, l, n0 + i, n0 + j
k, l, n0 + i, n0 + j, n0 + k
l, n0 + i, n0 + j, n0 + k, n0 + l
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��� ���������(���� '������!��� !� ����� �� ��� �� �������� ��, ( �� 1� !/
'�!� �� �� � �� ����� ��'��� � + ��� � �� '� ��( ��� �� � �� �� !���� ���� 6!�
��� 0� ���� ��+��( �����, ���� ���/�� ���'���, ��'***

.. �� /��������� �

��((� #� �� �  ����'� � �� � ������� ���� �! (�(����, !�� � ���� �� (��
 '������ �'�����:6!� ����� ������ �!� ��� ����''!� ����� �� ����  ��' � 1��(�' /
��6!�* G� �������� �'� ��� ��( ���� 6!� #� �  1����� �� '�!3 6!� ���� �� '�!�� ��
���������(���*

+,+,& 	���""�� ����!�"��� �� 0����

���� ��� �� (��  '������ �!� ��� ����.>��� �� 0���!3, �� 	K��  ��� �� � ��/
0��� 
 �0!���' ��!�������, (� '��� '�� :� $%%$, ��!� !�� ��!�� �!� !� ���#��
�����.>�� I ������  ���'!���J �� 0���!3, �������� � � � ��'���� ������8�*
����� ��!��  ��� �� ����� � �� �� ' ��� ��!�� '��� 1�� ���� �� ��'.��'.� �����
�� ���, ������������ �� ����������� �� �� ������8�, ���� #��� �� �� ���/
���� 1��* 
���!�� '������ �� � ����(���� !� �&��>(� �� ������ �� 0���!3, 1������
� � � ��'���� ������8�* �� � ���'!����, �� �� �� 6!������ �� �����(���� ���
��(������� ����( ��� �� '��� ���� ��>'��  :� ��?���  ! ��!� ��>� �� � '���/
( ��6!� �� �� ���'!� ���� �! 0���!3, ��!� �����0�� ��� ���!'�!���  � ��(�6!��*
����� '���( ��6!� ��� ��� ����(��� '�(���3� �� ������ �� � ���� �!� �� '����
��� ��0 (���� '������* 	�!� ?���  ! ��!� ��>� �� � '���( ��6!� ������, #� � !��/
���� �� (��>�� �� ���'!� ���� 6!� #� � ��������� � �� �� ' ��� �� (�� �� � !3
�!� ��!�!��* ����� '��� 1�� ���� �� ��'.��'.�  + �� ���1#�� ��!�  ���'�� � �� !��
���!� ������ ���� �� D$=E �� ��!� � ����� �� '���� �* ��� �� � !3 ��� ���(�� ��
(����� �� ������'�� ��!���!�� ���!�� �� �������� ���* G� � (�����, �� � ���'!����
6!� �� �&��>(� �� 6! ��� 1 ���� ��������� � � �b���� D5=E, 6!� + �� ��+����'�
� �� �� ��( ���, ��!� �� ������ '�(��� �� � '���( ��6!� �! 0���!, ( �� � �
 ��' ��� ��(������� ����� ��(��� ���������*

+,+,. ������"�0� �����6

�� '��� 1�� ����  ��' � ��� �!�������3 �� 	 ���'2 � c � �, �! 
���, ��!�
 ���� � �'� !�� ��!�� �!� ����H!��'� �� �� '���� ��� H!���� �.&�����0�6!�� �!�
�� ��(���� 0� ����!3* ��� �� � !3 ��� ��1!��� � � �� �� 0� �� ��� �� G!����
-������ �� ( �� $%%; �� �� ��!��!����� � � � �.>�� ��������� � � '. ���, ����
#� �!��  '�!����(��� '�/����'��!�*


��� ��� !� ( ���� ! '�(���3�,  ���������, .�����0>��, �� ����!��+* �� ���
'������!� �����(���� �� ���!'�!�� �����'���� (�' ��6!�(��� �� �.&�����0�6!�/
(���, �� + L�� '&'��6!�, �� 6!� �� � ����� '�����!����(��� � ��!� ���������/
(���* � �� �� 1!� ���3���6!�� � ����� �� ( ��� ����!�� ���� ��� ���� �� �� !3
�� ���0!� �!���, ��  �� � A� ��'��� ��� �� ������� �� '�(��� �� �K�� �! H!���
������������ �������  ! ���� �� ����, ��� ��!��(��� � !�� �'.���� ( '���'���6!�
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I��� ������� ��� ���������J, ( ��  !��� � '���� ��� '���!��� ����!��� I� � �3�(���
��� �����'&��� �!������ �����1���  !3 ����6!���1��� ���'���/��(���6!�� ��\�!  !3
'���� ����� �� '�� ����(��� ����  !3 (�'��(�!��(���� �! H!���J*


��� �! �� 0� �� ���, ��!�  ���� !������ !� (��>�� ������ ���6!� 6!� ��!�
 ���� '�!��� � !�� ��� �� ��(���� 0� �� d�F, �� �� �� � !3 �� ��(���� 0� �
!�� ��+��( ���� �6!�� �����* �����  ����'.�  (����� !�� ��H!��'� + �1�� �� � 
�������� �!� �� ��(���� 0� ��!� !� ��(�� �� �����'�� ���� '�!�� I�� ������� �� � 
��'����J* 
� '!(!� �!� !� ��(�� ���0 I�� ������� �! (���J ��!�� �� � � '�����
'���!��� � ��� �����'����� �� �������� ����!���  ���O ��F�������* 
�� �.���/
(>��� ������ ���6!�� �� �� ��(���� 0� ��� ��� ��(�� ' � '�������6!�� ��������
�� 0� ���!�� ��>� ��F������* 
 (������ ���� ����'�� � !�� �'.���� :�� �� ��(��
'���!�� �� � ��� ��(�� �� ' �'!� ���.�1���+�* ��� ��� ��0�� �� ' �'!� ��!�� ��
'�������� � !������� ��� (��.���� �� � !� �� '&'��� ��!� (���� � 1��� !�� �����
��(!� ����, ( ��  ! �! ��� 0 ((�� �� � �� 1����� ��� ���� �.&�����0�6!�� �� ��/
(���� 0�, �� �� ������� �� ���������� ���� !�� (������ ���� ��F������* �����/'�
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