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♠❛rs ✷✵✵✺ ❡♥♥❡✐❣é ♦ù ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❡♥❝♦♥trés ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡t
❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✱ ✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs s✉ ♠❡ ❝♦♥s❡✐❧❧❡r ❡t ♠❡ ❣✉✐❞❡r
s✉r ❧❡ ❜♦♥ ❝❤❡♠✐♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞é❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱ q✉✐ s♦♥t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s
❞❛♥s t♦✉t r❛♣♣♦rt ❞✐r❡❝t❡✉r✲❞♦❝t♦r❛♥t✱ ▼✳ ❇❛r❧❡t ❛ t♦✉❥♦✉rs s✉ ♠♦♥tr❡r
✉♥❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❤♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛✐r❡✳

▼♦♥ éq✉✐♣❡ ❞✬ ❆♥❛❧②s❡ ❡t ●é♦♠étr✐❡ ❈♦♠♣❧❡①❡ ♠✬❛ ❛❝❝♦r❞é ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t
✉♥ ❛❝❝✉❡✐❧ ❝❤❛❧❡✉r❡✉① ❡t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s été tr❛✐té ❝♦♠♠❡
✉♥ ❥❡✉♥❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❡✐♥ ❞r♦✐t ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té✳ ▲❡✉r ♣♦rt❡ ét❛✐t t♦✉❥♦✉rs ♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s✉r ❞❡s s✉❥❡ts ✈❛r✐és ❧✐és ♦✉ ♣❛s à ❧❡✉r ✐♥térêts ❝♦✉r❛♥ts✳ ❆✉ ♥♦②❛✉ ❞✉r ❞✉
sé♠✐♥❛✐r❡ ❋ré❞ér✐❝ ❈❛♠♣❛♥❛✱ ▼♦❤❛♠❡❞ ❑❛❞❞❛r✱ ❱✐♥❝❡♥t ❑♦③✐❛r③✱
▼✐❝❤❡❧ ▼❡♦✱ ▼✐❤❛✐ P❛✉♥ ❡t ❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ✈❡♥✉s ❆❧❛✐♥ ●❡♥❡st✐❡r✱
❙❡r❣❡② ▲②s❡♥❦♦ ❡t ▼❛t❡✐ ❚♦♠❛ ♠❡s ♣r♦❢♦♥❞s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛
❜❡❧❧❡ ❛t♠♦s♣❤èr❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ✈✐✈r❡✳

➚ ❧❛ ♣♦rt❡ ❞❡ ▼✐❝❤❡❧ ▼❡♦ ❥✬❛✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❢r❛♣♣é ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣♦✉r
❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡
❞❡✈r❛✐t ❧✉✐ êtr❡ ❞é❞✐é ✿ ✐❧ ② ❛ ❢❛✐t ♣❛r❛îtr❡ s✐♠♣❧❡s ❡t é✈✐❞❡♥ts ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧❡s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és✳

▲❛ ✈❡♥✉❡ ❞✬❆❧❛✐♥ ●❡♥❡st✐❡r ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s
❞❡ ♣r♦✜t❡r ❡t ♣❛r❢♦✐s ❞✬❛❜✉s❡r ❞❡ s❛ ❣r❛♥❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❡t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈✬❡st ❧♦rs ❞❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❛✈♦✐r ❛✈❡❝
❧✉✐ ❡t ❉❛♥✐❡❧ ❇❛r❧❡t q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛ r❡ç✉
s❛ ❢♦r♠❡ ✜♥❛❧❡✳

❊♥ ❧✐❣♥❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❆♥t♦✐♥❡

✺
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❉♦✉❛✐✱ ❈❧❛✉❞❡ ❙❛❜❜❛❤ ❡t ❲✐❧❧❡♠ ❱❡②s q✉✐ ♥❡ s❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♠✐tés à
ré❞✐❣❡r ❞❡s ❝♦♠♣t❡s✲r❡♥❞✉s ❡①t❡♥s✐❢s ❡t é❧♦❣✐❡✉① ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ ♠❛✐s
♠✬♦♥t ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é ❞❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❡t s✐❣♥❛❧é ❧❡s
❢❛✉t❡s ❞❡ ❢r❛♣♣❡ q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t é❝❤❛♣♣é à ♠❛ r❡❧❡❝t✉r❡✳ P♦✉r ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ à ❧❛
s♦✉t❡♥❛♥❝❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❝♦✉rt ♣ré❛✈✐s ❡t ❧❡s ❧♦♥❣s ✈♦②❛❣❡s✱ ❥❡ ❧❡✉r s✉✐s é❣❛❧❡♠❡♥t
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✳

✳✳✳❈♦♠♠❡ ❥❡ s✉✐s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t à ❆r♦♥ ●♦❤r q✉✐ ❛ ❧✉✐ ❛✉ss✐ t♦✉t ❛❜❛♥✲
❞♦♥♥é ♣♦✉r ❛ss✐st❡r à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ ❝❤❡♠✐♥✳

❊st✲✐❧ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉✬♦♥ ❝✐t❡ ❘✐❞❤❛ ❇❡❧❣r❛❞❡ q✉✐ ❛✈❡❝ s❡s
tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛ s✐❣♥é ❧❡ ❞é❜✉t ❡t ❞♦♥♥é ❧✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥
❛✉ s✉❥❡t q✉❡ ✈♦✉s tr♦✉✈❡r❡③ ✐❝✐ tr❛✐té ❄

❯♥ ❞♦❝t♦r❛t ♥❡ ✈✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡ s❝✐❡♥❝❡ ❡t ✉♥ ❥❡✉♥❡ ♠❛t❤✲
é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s♦✉t✐❡♥ ♠♦r❛❧ s✬✐❧ ❡s♣èr❡ ❢r❛♥❝❤✐r ✏❧❡✑
♣❛s ❝♦♠♠❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❧❡ ❢❛✐r❡✳ ▲❛ ❝❤♦r❛❧❡ ❞✉ ❈■❊❙ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s
●r♦s❥❡❛♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡ ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡✱ ❛ ❛ss✉ré ❝❡tt❡ ❛✐❞❡ ❡t ❧❡ ❞✐✈❡rt✐ss❡♠❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ❣râ❝❡ à ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ❥♦✈✐❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ② tr♦✉✈❡r✱ ❧❡s s♦✐ré❡s
❝❤❡③ ▼❛♥♦❧❛ ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡rts✱ t♦✉❥♦✉rs s♦✉r❝❡ ❞✬❛♠✉s❡♠❡♥t✳

P❛r♠✐ ♠❡s ❝❛♠❛r❛❞❡s ❞✬❛✈❡♥t✉r❡ ❧❡ r♦✉q✉✐♥ P✐❡rr❡ ➱t♦ré ❛ t♦✉❥♦✉rs
s✉✱ ✜❞è❧❡ à ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛①✐♠❡ ❞❡ s❛ ❝ré❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡
s❛ ❣r❛♥❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ♣♦✉r é❝❧❛✐r❡r ❧❛ ❥♦✉r♥é❡✱ ❡t ▲❛rs ❙❝❤ä❢❡r ❢❛✐s❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡✱
♠ê♠❡ s✐ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❝♦♠♣r✐s s❡s ❜❧❛❣✉❡s✳❆❧❡①❛♥❞r❡ ●❛❧❧♦✐s ❛✈❡❝
●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❚②✈❛❡rt tr❛♥s❢♦r♠❛✐❡♥t ❡♥ s♦✉r✐r❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉❝✐s✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❋ré❞ér✐❝ ▼❡r✐③❡♥ ♥♦✉s ét♦♥♥❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ s❡s ❣❛❞❣❡ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧✬■♥st✐t✉t ❧❡s ❞❡✉① ♦❝❝✉♣❛♥t❡s ❞✉ ❜✉r❡❛✉ ✶✶✶✱ ▼❛♥♦♥ ❉✐❞r② ❡t
▼❛r✐❡✲❆♠é❧✐❡ ▲❛✇♥ ♦♥t s✉❜✐ ❛✈❡❝ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ♠♦q✉❡r✐❡ ❧✬é❝❧❛t❡✲
♠❡♥t ❞❡ ♠❛ ♣❛ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ t❤é ❡t ♠❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦✲❜✉r❡❛✉①✱ ❚♦♠ ❑r❛♥t③✱
❇r✉♥♦ ▼❛rt✐♥ ❡t ❧❡ ♣❡t✐t ♥♦✉✈❡❛✉ ❘♦❣❡r ◆❛❦❛❞ ♦♥t r❡♥❞✉ ❛❣ré❛❜❧❡ ❛✈❡❝
❧❡✉rs ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧✳

➚ ❝❡tt❡ ❛t♠♦s♣❤èr❡ ❝♦♥✈✐✈✐❛❧❡ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é ❛✉ss✐ ♠❡s ✜❞è❧❡s ❝♦♠♠❡♥✲
s❛✉① ❡t ❛♠✐s ❋❛rr❡❧❧ ❇r✉♠❧❡②✱ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ●r♦s❥❡❛♥ ❡t ❆❧❛✐♥
●❡♥❡st✐❡r ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ s♦✉✈❡♥t ♣✉ ❞✐s♣✉t❡r ❞❡s s✉❥❡ts ❧❡s ♣❧✉s ✈❛r✐és✳

▼♦♥ ♣èr❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ♠♦✐ ❡t ❞❡♣✉✐s ♠♦♥ ♣❧✉s ❥❡✉♥❡ â❣❡
✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs s✉ s✉s❝✐t❡r ❡♥ ♠♦✐ ❧✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡
❧❡s s✉❥❡ts ❞❡ ♥♦s ét✉❞❡s ❛✐❡♥t ❞✐✈❡r❣é✱ ❥❡ s❡r❛✐ t♦✉❥♦✉rs ❡♥❞❡tté ❡♥✈❡rs ❧✉✐ ♣♦✉r
♠✬❛✈♦✐r ♠♦♥tré ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ❚♦✉s ❧❡s s♦✉❝✐s ❣r❛♥❞s ❡t ♣❡t✐ts q✉❡ ❥✬❛✐ é♣r♦✉✈és
❞✉r❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s q✉❛tr❡ ❛♥♥é❡s✱ ♠❛ ♠èr❡ ❧❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t r❡ss❡♥t✐s ♣❧✉s
❡♥❝♦r❡ ❡t ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣✉✐ss❡ ❧❛ r❛ss✉r❡r ❡t
❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ✜èr❡✳

❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❥❡ ✈♦✉❧❛✐s rés❡r✈❡r ✉♥ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
à ♠♦♥ ❛♠✐❡ ❞❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ▼❛r✐❡✲❆♠é❧✐❡ ▲❛✇♥✳ ❆✈❡❝ s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✱
s❡s s♦✐ré❡s s♣✐r✐t✉❡❧❧❡s ♦✉ ♣❛s✱ s❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ à r❡st❡r à ❝ôté ❞❡ ♠♦✐ ❥✉sq✉✬à
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❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜♥❛❧✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s❛ ❝❛rr✐èr❡ ❧✬❛✐t ♣♦rté❡ ❛✉ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣✳ ❏❡
s❛✈❛✐s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ♦ù ❥✬ét❛✐s ♣rêt à ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r✱ ❡❧❧❡ ét❛✐t ❧à ♣♦✉r ♠♦✐ ❡t
❧❡s ❛❜✉s q✉❡ ❥✬❛✉r❛✐s ♣✉ ❝♦♠♠❡ttr❡ ♥✬♦♥t ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♣❛s ❢❛✐t ✈❛❝✐❧❧❡r s♦♥
❛♠✐t✐é✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♠❡r❝✐ ✦

◆❛♥❝②✱ ❧❡ ✽ ♠❛rs ✷✵✶✶

P✐♦tr P✳ ❑❛r✇❛s③
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❢r❛♥ç❛✐s✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és
à ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s q✉❡ ♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷✱ ✸ ❡t ✹
❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❱✉ ❧❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞✉ s✉❥❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛
❞✉❛❧✐té ❞❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❞é❞✐é à ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❡t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❝❡s
s✉✐t❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧ ❞✬✉♥
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱ ♦♥ ❡①♣♦s❡r❛ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❤❡r✲
♠✐t✐❡♥♥❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s ♥♦✉s s❡r♦♥s ❛♠❡♥és
à ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t à ♠♦♥tr❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉
❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ❤❡r♠✐✲
t✐❡♥♥❡s ♦✉ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts
❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ r❛♥❣ 4 ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡
❢♦r♠❡ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡✳

❙✉✐✈r❛ ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❞✐é ❛✉① s✉✐t❡s ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❞❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s
❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts✳ ▲✬✐♥térêt s❡ ♣♦rt❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲
❍ö❧❞❡r ❞✐t❡s ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡s ❡t ♦♥ ❡♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t ✭❛✱❜✮✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳

❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✉① ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡s ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ à s✐♥❣✉❧❛r✐té ✐s♦❧é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ❝♦♠♣❧été
❢♦r♠❡❧ ❞❡ s♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ❧❡ s②♠étr✐sé ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ ❞❛♥s ❬❇❡❧✵✶❪ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❛①✐♦♠❡s ❞♦♥♥és
♣❛r ❑✳ ❙❛✐t♦ ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑✳

✾
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✵✳✶ ▲❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

❯♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥
Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ E ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ b ❡t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ C✲❧✐♥é❛✐r❡ a ❞❡ E ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡ q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t
à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

ab✁ ba ✏ b2.

■♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❉✳ ❇❛r❧❡t ✭❝❢✳ ❬❇❛r✾✸❪✮✱ ✐❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à s✐♥❣✉❧❛r✐té ✐s♦❧é❡
✭❝❢✳ ❬❇r✐✼✵❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ à s✐♥❣✉❧❛r✐té
✐s♦❧é❡ f : Cn�1 Ñ C ❡t à s♦♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ✿

D :✏
Ωn�1

0

df ❫ dΩn✁1
0

,

♦ù Ωi
0 ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣❡r♠❡s ❞❡ i✲❢♦r♠❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♦♥

♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r D ✿

arωs ✏ rfωs

brωs ✏ rdf ❫vs

♦ù r☎s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠♦❞✉❧♦ df ❫ dΩn✁1
0 ✱ ω P Ωn�1

0 ❡t d v ✏ ω✳ ▲❡
❝♦♠♣❧été ❞✉ rés❡❛✉ D ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ b✲❛❞✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱ ❝♦♠♠❡
✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❇❛r✾✸❪✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❞❡ s♦✉s✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♥♦r♠❛❧✳

▲❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❛✉r♦♥t ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❞✬✉♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
ré❣✉❧✐❡r ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦✉s✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♥♦r♠❛✉① Fi ❞❡ E✱
t❡❧s q✉❡ ✿

0 ✏ F0 ❼ F1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Fn ✏ E,

♦ù t♦✉s ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts Fi④Fi✁1 s♦♥t ❞❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s s✐♠♣❧❡s✳

✵✳✷ ❉✉❛❧✐té ❡t ❢♦r♠❡s ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❝❧❛r✐✜❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❞✉❛❧ ❞✬✉♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E✳ ❉❡✉① ♥♦t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡①✐st❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❞✉❛❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❉✳ ❇❛r❧❡t ❞❛♥s ❬❇❛r✾✼❪
❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ δ✲❞✉❛❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ ❞❛♥s ❬❇❡❧✵✶❪✳
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❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✳ ❇❛r❧❡t ❞❡ ❞✉❛❧ E✝ ❞✬✉♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E✱
q✉✐ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ Crrbss✲str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✉r E✝✳ ▲❡
❞✉❛❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❧❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ HomCrrbss ♣E,E0q✱ ♦ù E0 ❡st ❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ r❛♥❣ 1 ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t e0 q✉✐ ✈ér✐✜❡ ae0 ✏ 0✱ ❡t ❧❛
a✲str✉❝t✉r❡ s✉r E✝ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

♣aϕq♣xq ✏ a♣ϕ♣xqq ✁ ϕ♣axq

♣♦✉r t♦✉t ϕ P E✝ ❡t x P E✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ δ✲❞✉❛❧ ❞❡ ❇❡❧❣r❛❞❡ s❡r❛ ré❞✉✐t❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧ à ❧✬❛✐❞❡

❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ✱̌ q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s s✐❣♥❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ a ❡t b
✭aÑ ✁a ❡t bÑ ✁b✮✱ ❡t ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡s E ❡t F ✱ q✉✐ ❢❛❝t♦r✐s❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Crrbss✲❜✐❧✐♥é❛✐r❡

Φ: E ✂ F Ñ G,

❞❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ G s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

a ♣Φ♣x, yqq ✏ Φ♣ax, yq � Φ♣x, ayq,

♦ù x P E ❡t y P F ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ δ✲❞✉❛❧ ❞✬✉♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❇❡❧✵✶❪ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ Ĕ✝ ❜ Eδ✱ ♦ù Eδ ❡st ❧❡
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δ P C ✭❝❢✳ ❬❇❛r✾✸❪✮✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s s✉r C✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Ĕ✝✳

❉❛♥s ❬❇❡❧✵✶❪ ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ E
❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ C

n�1 ❞❛♥s C à s✐♥❣✉❧❛r✐té ✐s♦❧é❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ♣n � 1q✲❞✉❛❧✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡t
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❧❡s ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑ ❞❡ ❑✳ ❙❛✐t♦ ✭❝❢✳ ❬❙❛✐✽✸❪✮✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡s ✏♣❛✐r✐♥❣s✑✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❧❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳

❊♥ s❡ r❛♠❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✲
❢ér✐❡✉r✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡
à s♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ❛❞♠❡t ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❡♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ r❛♥❣
4✱ q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❡st ❜✐❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❡t
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❛❞❥♦✐♥t s♦♥t ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❡♥s✳

✵✳✸ ❙✉✐t❡s ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡s

■❧ ❡st ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❬❇❛r✾✸❪ q✉❡ ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts Fi④Fi✁1 ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❞✬✉♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r E

0 ✏ F0 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Fn ✏ E



✶✷ ❈❖◆❚❊◆❚❙

♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ♣♦✉r ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♠ê♠❡
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs
❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts E ❞❡ r❛♥❣ n ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r

0 ✏ F0 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Fn ✏ E,

❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ✿

✭✐✮ ▲❡s q✉♦t✐❡♥ts ✏❝❡♥tr❛✉①✑ Fn✁i④Fi s♦♥t t♦✉s ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts ♣♦✉r 0 ↕ i ↕
rn④2s✳

✭✐✐✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ❧❡ q✉♦t✐❡♥t s✐♠♣❧❡ Fi④Fi✁1 ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❛❞❥♦✐♥t ❞❡
Fn✁i�1④Fn✁i✳

✵✳✹ ❍✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡
❡♥tr❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ δ✲❞✉❛❧ ❞❡ ❇❡❧❣r❛❞❡ ❡t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛①✐♦♠❛✲
t✐q✉❡ ❞❡s ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑ ❞❡ ❑✳ ❙❛✐t♦✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C

n�1 Ñ C à s✐♥❣✉❧❛r✐té ✐s♦❧é❡ ❡t ❞❡
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

∆: E Ñ Ĕ✝ ❜♣a,bq En�1

❞♦♥♥é ♣❛r ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t�
∆� ∆̌✝

✟
④2 t❡❧ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s C✲❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❞✉✐t❡

∆k : E ✂ E Ñ C

✈ér✐✜❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ s✐ ❧❡s∆k q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❝❡s ❛①✐♦♠❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡s ❡t ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t

❛✐♥s✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
t❡r♠❡ ∆0 ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✐❞✉ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✳



❈❤❛♣t❡r ✶

❚❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s r❛t❤❡r ♥❡✇✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s
❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s t❤❡♦r②✱ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ st✉❞② ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❜② ❊✳ ❇r✐❡s❦♦r♥ ✐♥ ❬❇r✐✼✵❪✳
❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉✳ ❇❛r❧❡t ✐♥ ❬❇❛r✾✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉❜t②♣❡s ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❞❡✜♥✐♥❣ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r t❤❡♦r❡♠✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s❤♦✇❡❞
❜② ❈✳ ❏♦r❞❛♥ ❛♥❞ ❖✳ ❍ö❧❞❡r ❢♦r ❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳
❲❡ r❡❢❡r t♦ ❬❇❛r✾✸❪ ❛♥❞ ❬❇❛r✾✼❪ ❢♦r ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳

✶✳✶ ❚❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

✶✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ▲❡t Crrbss ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
b✳ ❆♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❢r❡❡ Crrbss✲♠♦❞✲
✉❧❡ E ♦❢ ✜♥✐t❡ r❛♥❦ ❛♥❞ ❛ C✲❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ a : E Ñ E t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥

ab✁ ba ✏ b2, ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ b : E Ñ E ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t b P Crrbss✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ✐ts Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡
❛s t❤❡ b✲str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ a ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
a✲str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦r❡♦✈❡r ❞❡✜♥❡ ❛♥
♣a,bq✲♠♦r♣❤✐s♠ ❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ϕ : E Ñ F

✶✸



✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❚❍❊❖❘❨ ❖❋ ♣A,Bq✲▼❖❉❯▲❊❙

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s E ❛♥❞ F ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
Crrbss✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝ts t❤❡ a✲str✉❝t✉r❡✿

ϕ♣axq ✏ aϕ♣xq,

❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t x P E✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ϕ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✭r❡s♣✳ ❡♥❞♦♠♦r✲
♣❤✐s♠✮ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✐❢ ✐t ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ E ❂ F ✮✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇❛r✾✼❪✳ ▲❡t

Ã ✏

★
✽➳
0

Qp♣aqb
p, ✇✐t❤ Qp P Cras

✰
,

t❤❡ Cras✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ s❡r✐❡s ✐♥ b ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ Cras ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ab ✁ ba ✏ b2 ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r t❤❡
b✲❛❞✐❝ t♦♣♦❧♦❣②✳ ■t ✐s ❛ r✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s Crrbss ❛s ❛ s✉❜r✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✭❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳ ▲❡t Crrbss ⑨ Ã ❜❡ t❤❡ r✐♥❣ ❣✐✈❡♥
❛❜♦✈❡✳ ❆♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐s ❛ ❧❡❢t Ã✲♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢r❡❡ ❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ r❛♥❦✱
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡✳

❲❤✐❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ♣✉ts ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ♦✈❡r ❛ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✶✳✶ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛r✐t② ♦❢ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐t✳

❆s ❛ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶ ✇❡
❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ n

abn ✁ bna ✏ nbn�1, n P N, ✭✶✳✷✮

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ✉s t❤❛t a♣bnEq ⑨ bnE✱ ❢♦r ❛❧❧ n P N✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦❢ a ❢♦r t❤❡ b✲❛❞✐❝ t♦♣♦❧♦❣② ♦♥ E✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ a ❣✐✈❡s ✉s
❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✭✶✳✷✮✱

aS♣bq ✏ S♣bqa� S ✶♣bqb2, ✭✶✳✸✮

✇✐t❤ S♣bq P Crrbss ❛♥❞ S ✶♣bq t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❢♦r♠✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✸✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ❛♥❞ ❛ Crrbss✲❜❛s✐s tvi✉✱ 1 ↕ i ↕ n✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✭✶✳✸✮ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ a ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
✐ts ✈❛❧✉❡s a♣viq ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ǫi P E ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✭✶✳✸✮ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ a✱ s✉❝❤ t❤❛t

a♣viq ✏ ǫi

❛♥❞ a s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ a✲str✉❝t✉r❡✳
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❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ♥♦✇ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡✿

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✳ ▲❡t E ✏ Crrzss ❜❡ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z✳
❲❡ ❡♥❞♦✇ ✐t ✇✐t❤ ❛ Crrbss✲str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✿

bS♣zq ✏

➺ z

0

S♣tqdt,

✇❤❡r❡ S♣zq P Crrzss✳ ❚❤❡ a✲str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② t❤❡
❡❧❡♠❡♥t z✿

aS♣zq ✏ zS♣zq.

■❢ ✇❡ t❛❦❡ e :✏ 1 ❛s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ E✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ r❡♠❛r❦ ✶✳✸ t❤❛t E ❝❛♥
❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ 1 t❤❛t s❛t✐s✜❡s✿

ae ✏ be.

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✺ ✭❇r✐❡s❦♦r♥ ❧❛tt✐❝❡✮✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✐s
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
t❤❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ❧❛tt✐❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❇r✐✼✵❪✳ ▲❡t

f : Cn�1 Ñ C, n P N,

❜❡ ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞
s✉♣♣♦s❡ f♣0q ✏ 0✳ ❚❤❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s t❤❡
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡

D :✏
Ωn�1

0

df ❫ dΩn✁1
0

,

✇❤❡r❡ Ωi
0 ❛r❡ ❣❡r♠s ♦❢ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ i✲❢♦r♠s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ♦♥

t❤✐s s♣❛❝❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s a ❛♥❞ b t❤❛t ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳
▲❡t rωs ❜❡ ❛ ❣❡r♠ ♦❢ ❛♥ ♣n� 1q✲❢♦r♠ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡

raωs ✏ rfωs.

❙✐♥❝❡ ω ✐s ❛ ❣❡r♠ ♦❢ ❛♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢♦r♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❜② P♦✐♥❝❛ré✬s ❧❡♠♠❛
❛ v s✉❝❤ t❤❛t ω ✏ d v✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡

rbωs ✏ rdf ❫vs.

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦❡s♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ v✳ ■♥ ❢❛❝t ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛♥♦t❤❡r
❡❧❡♠❡♥t w s✉❝❤ t❤❛t ω ✏ dw✱ v ❛♥❞ w ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t dα ✇✐t❤
α P Ωn✁1

0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✿

df ❫v ✏ df ❫w � df ❫ dα,
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✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t df ❫v ❛♥❞ df ❫w ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ♠♦❞✉❧♦ df dΩn✁1
0 ✳

❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t

rabωs ✏ ra ♣df ❫vqs ✏ rf ♣df ❫vqs

rb♣a� bqωs ✏ rb ♣fω � df ❫vqs ✏ rb d ♣fvqs ✏ rf df ❫vs

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ab ✏ ba � b2✳ ▼♦r❡♦✈❡r b ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ♠♦❞✉❧❡✳
❈♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✿

0 Ñ Ω0
0 Ñ

❫df ☎ ☎ ☎ Ñ ❫dfΩn�1
0 Ñ 0.

■t ✐s ❛❝②❝❧✐❝ ✐♥ ❡✈❡r② ❞❡❣r❡❡ ❡①❝❡♣t ♣n� 1q✱ ❜❡❝❛✉s❡ f ❤❛s ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t②✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ω ✏ d v ❛♥❞ brωs ✏ 0✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦

df ❫v ✏ df ❫ d u, u P Ωn✁1
0 ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② df ❫♣v ✁ d uq ✏ 0.

❇✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛❜♦✈❡ ✐s ❛❝②❝❧✐❝ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ n✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

v ✁ d u ✏ df ❫α, α P Ωn✁1
0 ,

❛♥❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥

d v ✏ ✁ df ❫ dα,

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ✉s t❤❛t rωs ✏ 0✳
❚❤❡ b✲❛❞✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ E ♦❢ D ✐s ❛ ❢r❡❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ r❛♥❦✳ ❚❤❡

✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ b ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ D ✐♥t♦ ✐ts ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ E ❛♥❞ s♦ ✇❡
❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ a ❛♥❞ b t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ E ❛♥❞ ❣✐✈❡
✐t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇❛r✾✸❪✳

▼❛♥② ❡✛♦rts ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♣✉t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ❧❛tt✐❝❡
♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✳ ❆s ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡♥
✐♥ ❬❇❛r✾✸❪✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉r s❡❛r❝❤ t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✶✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❇❛r✾✸❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡✈❡r② ♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
s②st❡♠ ✐♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡ ❛t z ✏ 0✱ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳ ❆♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐❢
aE ⑨ bE✳

❚❤✐s ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✏s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡✑✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✼✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ b✁1a

✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❢❛❝t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✇❛s st✉❞✐❡❞ t❤♦r♦✉❣❤❧② ✐♥
t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❇❛r✾✸❪✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♥♦t ❛❧❧ ❇r✐❡s❦♦r♥ ❧❛tt✐❝❡s ❣✐✈❡ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐❣❣❡r ❝❧❛ss✿ r❡❣✉❧❛r
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳ ❆ s✉❜✲Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ F ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
s✉❜✲♣a,bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐❢ ✐t ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ a✱

a♣F q ⑨ F.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾✳ ❆♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r ✐❢ ✐t ✐s ❛ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳

❋♦r ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏s♠❛❧❧❡st✑ s✐♠♣❧❡✲
♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s E ❛s ❛ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ E ✇❡ ✇✐❧❧ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✇✐t❤ ✐ts ♣a, bq✲✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦
❛♥♦t❤❡r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✵✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ E# ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣a, bq✲♠♦r♣❤✐s♠ i : E Ñ E#✳ ❲❡ s❛② t❤❛t E#

✐s t❤❡ s❛t✉r❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt②✿ ❢♦r ❡✈❡r② s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ❛♥❞ ❛♥②
♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

ϕ : E Ñ F,

t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ϕ̃ : E# Ñ F ✱ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✿

E
ϕ //

i
��

F

E#

ϕ̃
>>

❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ b✲t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ Erb✁1s
❛s

Erb✁1s ✏ E ❜Crrbss Crrbssrb
✁1s.
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❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t♦ Erb✁1s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ a ♦♥ E ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

a
�
v ❜ b✁p

✟
✏ a♣vq ❜ b✁p ✁ pv ❜ b✁p�1. ✭✶✳✹✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ a ♦♥ Erb✁1s ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✱ s✐♥❝❡

a
�
bv ❜ b✁p

✟
✏
�
ba♣vq � b2v

✟
❜ b✁p ✁ pbv ❜ b✁p�1

✏ a♣vq ❜ b✁p�1 � ♣1✁ pqv ❜ b✁p�2

✏ a
�
v ❜ b✁p�1

✟
❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ab✁ ba ✏ b2 ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❡♥❝❡ Erb✁1s s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r
❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❢r❡❡ ❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ r❛♥❦ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② b✲t♦rs✐♦♥✲
❢r❡❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❣✐✈❡♥ t✇♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s E ❛♥❞ F ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠✿

ϕ : E Ñ F,

t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ ❛ b✲❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ E rb✁1s ❛♥❞
F rb✁1s✿

ϕ̃ : E
✏
b✁1

✘
Ñ F

✏
b✁1

✘
✭✶✳✺✮

v ❜ b✁n ÞÑ ϕ♣vq ❜ b✁n.

■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② ✉s✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✶✳✹ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛♣ ϕ̃ ✐s ❛❧s♦ a✲❧✐♥❡❛r✳
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✶✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t✿

✭✐✮ E ✐s r❡❣✉❧❛r✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ s✉❜✲Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ Erb✁1s✿

E# ✏
✽➳

k✏0

�
b✁1a

✟k
E

✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ r❛♥❦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ E# ✐s ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❢♦r t❤❡
✐♥❞✉❝❡❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ E# ✐s ❝❧❡❛r❧② st❛❜❧❡ ❢♦r b✁1a ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡
♠♦r♣❤✐s♠ a ✏ b ♣b✁1aq✳ ■❢ ✐t ❤❛s ✜♥✐t❡ r❛♥❦ ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ E ✐s r❡❣✉❧❛r✳

❙✉♣♣♦s❡ E ✐s r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ϕ ❜❡ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡
♠♦❞✉❧❡ F ✳ ❯s✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✶✳✺ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ϕ t♦ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ♠❛♣

ϕ̃ : E
✏
b✁1

✘
Ñ F

✏
b✁1

✘
.
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❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ϕ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ϕ̃ ✐s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♣b✁1aqF ⑨ F

✇❡ ❤❛✈❡
ϕ̃
✁�
b✁1a

✟k
E
✠
✏
�
b✁1a

✟k
ϕ̃ ♣Eq ⑨ F,

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ϕ̃ ♦❢ E# ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ F ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ E# ✐s ❛ s✉❜✲Crrbss✲
♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ t②♣❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ r❛♥❦✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ E# ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t❡ E# ❣✐✈❡s ✉s ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ❛♥❞ ✐ts s❛t✉r❛t❡ E# t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦✈❡r C ♦❢ E#④E ✐s ✜♥✐t❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t❡ E# ⑨ E rb✁1s ❤❛s ✜♥✐t❡ r❛♥❦✱ s♦ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ b✁nE ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ n P N✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦✈❡r C ♦❢ E#④E ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ b✁nE④E✱ ✇❤✐❝❤ ✐s n ☎ rg♣Eq✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✸✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛
s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ r❛♥❦ t✇♦ ❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts
e1 ❛♥❞ e2 ✇✐t❤ a ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ae1 ✏ λbe1

ae2 ✏ ♣µ✁ 1qbe2 � e1

✇✐t❤ λ ❛♥❞ µ P C✳ ❚❤✐s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤
✐s s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② x ✏ b✁1e1 ❛♥❞ y ✏ ♣λ ✁ µqe2 ✁ x✳ ■t✬s ❡❛s②
t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t✿

ax ✏ ♣λ✁ 1qbx

ay ✏ ♣µ✁ 1qby

✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✹ ✭◆♦♥ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✮✳ ❉✳ ❇❛r❧❡t s❤♦✇s ✐♥ ❬❇❛r✾✸❪ ✭❡①✲
❛♠♣❧❡ ✷✳✶✮ t❤❛t t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts e1
❛♥❞ e2 s❛t✐st❢②✐♥❣

ae1 ✏ e2

ae2 ✏ be1

✐s ♥♦t r❡❣✉❧❛r✳



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❚❍❊❖❘❨ ❖❋ ♣A,Bq✲▼❖❉❯▲❊❙

✶✳✷ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s

■♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s
❛s ❛ ✇❛② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡s✿ s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞
♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r t❤❡♦r❡♠ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s
t❤❛t ❛♥② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿ ✉♣ t♦ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡
q✉♦t✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛♥② r❡s✉❧ts
❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡
q✉♦t✐❡♥ts✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇❛r✾✸❪✳

✶✳✷✳✶ ◆♦r♠❛❧✐t②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ❜② ❛ s✉❜✲
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ❛r❡ ♥♦t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦r♠❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡② s❛t✐s❢②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺✳ ❆ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦r✲
♠❛❧ ✐❢ t❤❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ E④F ✐s ❢r❡❡✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✐❢ bF ✏ F ❳ bE✳

❈❧❡❛r❧②✱ s✐♥❝❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ a✱ a ✐♥❞✉❝❡s
❛ C✲❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ã ♦♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t E④F ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ab✁ ba ✏ b2✱ s♦
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✉s t❤❛t E④F ❤❛s ❛♥ ✐♥❞✉❝❡❞ str✉❝t✉r❡
♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✶✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② F❳bE ⑨ bF ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡
✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ♦❢ r❛♥❦ 1 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥
❡❧❡♠❡♥t x P E✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ x ❘ bE✳

❲❤❡♥ t❤❡ r❛♥❦ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✼✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ F ❛ s✉❜✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ E✳ ❚❤❡♥ F
✐s ♥♦r♠❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ϕ : F ④bF Ñ E④bE

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ F ✐♥ E ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ϕ ✐s F ❳ bE✱ s♦ ϕ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡
bF ✏ F ❳ bE✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❧❡ q✉✐t❡ ♦❜✈✐♦✉s ❤❛s t✇♦ ✉s❡❢✉❧ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s t❤❛t
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t♦ t❡st ♥♦r♠❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳
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❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✽✳ ▲❡t F ❜❡ ❛ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ❛♥❞ tvi✉
❜❡ ❛ Crrbss✲❜❛s✐s ♦❢ F ✳ ❚❤❡♥ F ✐s ♥♦r♠❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿➳

i

αivi P bE, αi P C

✐♠♣❧✐❡s αi ✏ 0✱ ❅i✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡
➦

i αivi ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ F ④bF ✳ ❍❡♥❝❡ ❜② ✶✳✶✼ F ✐s ♥♦r♠❛❧ ✐❢ t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ bE ✐s 0✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✾✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ F ❸ G t✇♦ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❦✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ F ✏ G t❤❡✐r r❛♥❦ ✐s ❡q✉❛❧✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s✐♥❝❡ F ✐s ♥♦r♠❛❧ ✐♥ E✱ ✐t ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦r♠❛❧ ✐♥ G✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ F ④bF ❛♥❞ G④bG ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ r❛♥❦
♦❢ F ❛♥❞ G✳ ❍❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✼ ✇❡ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t ϕ : F ④bF Ñ G④bG ✐s
❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ s♦ F ❝♦♥t❛✐♥s ❛ Crrbss✲❜❛s✐s ♦❢ G ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ G✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♠♦❞✉❧❡ E ✐s
st✐❧❧ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡✿ ✇❡ ❤❛✈❡ aF ⑨ bE ❳ F ✏ bF ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛♥②
s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐s r❡❣✉❧❛r✿ t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t❡ ♦❢ E✳

❙✐♠✐❧❛r❧② q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ r❡❣✉❧❛r ✭r❡s♣✳ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡✮ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❜② ❛ ♥♦r✲
♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛r❡ r❡❣✉❧❛r ✭r❡s♣✳ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡✮✳ ❆ ❡❛s② ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇❛r✾✸❪ ❧❡♠♠❛ ✷✳✸✳

✶✳✷✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆s
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❏♦r❞❛♥✲
❍ö❧❞❡r s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✵✳ ❆♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✐♠♣❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ♦♥❧②
♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ 0 ❛♥❞ E✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✶✳ ❲❡ ♥♦t❡ Eλ ✇✐t❤ λ P C t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ ♦♥❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❜② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t eλ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s aeλ ✏ λbeλ✳

❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦❢ r❛♥❦ 1 ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❝♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✾ t❤❛t Eλ ✐s s✐♠♣❧❡✳
▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱ ❤❡♥❝❡ r❡❣✉❧❛r✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡
♦♥❧② r❡❣✉❧❛r s✐♠♣❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Eλ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳



✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❚❍❊❖❘❨ ❖❋ ♣A,Bq✲▼❖❉❯▲❊❙

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✷ ✭❙✐♠♣❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ 2✮✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥♦♥ r❡❣✉❧❛r
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ✐s s✐♠♣❧❡✳ ▲❡t✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ e1
❛♥❞ e2 ❜❡ ✐ts ❣❡♥❡r❛t♦rs t❤❛t s❛t✐s❢②

ae1 ✏ e2

ae2 ✏ be1.

❙✐♥❝❡ ✐t ❤❛s r❛♥❦ 2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t✬s s✐♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇
t❤❛t ✐t ❞♦❡s♥✬t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ 1✳ ▲❡t ♣r♦❝❡❡❞
❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ♦❢ r❛♥❦ 1

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t f P F ✳ ❇② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ f ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Crrbss✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✐t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ e1 � S♣bqe2 ♦r S♣bqe1 � e2✱
✇✐t❤ S♣bq P Crrbss✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

a ♣e1 � S♣bqe2q ✏ e2 � S♣bqbe1 � S ✶♣bqb2e2 ✏ T ♣bq ♣e1 � S♣bqe2q ,

❢♦r ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ T ♣bq P Crrbss✳ ❈❧❡❛r❧② ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ T ♣bq ✏ S♣bqb ❧♦♦❦✐♥❣
❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ e1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ e2 ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡✿

1� S ✶♣bqb2 ✏ S2♣bqb,

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❧❛❝❦s ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠✳
■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ f ✏ S♣bqe1�e2✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

a ♣S♣bqe1 � e2q ✏ S♣bqe2 � S ✶♣bqb2e1 � be1 ✏ T ♣bq ♣S♣bqe1 � e2q ,

❣✐✈❡s ✉s T ♣bq ✏ S♣bq ❛♥❞ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r S♣bq✿

b� S ✶♣bqb2 ✏ S2♣bq,

✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s✿ ✐❢ ✇❡ ✇r✐t❡ S♣bq ✏
➦

i sib
i ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ s20 ♦❢ S2♣bq ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t❡r♠ 2s0s1b ♦❢ ❞❡❣r❡❡
1 ♠✉st ❜❡ ③❡r♦ t♦♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❤❛s ❛ t❡r♠ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1 ❡q✉❛❧ t♦ b✳

✶✳✷✳✸ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣♦s❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡str❛✐♥ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ r❡❣✉❧❛r
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❉✳ ❇❛r❧❡t ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
s❡r✐❡s ❛♥❞ ❣❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❬❇❛r✾✸❪✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡♠❛✐♥s ♠❛✐♥❧② ✉♥❡①♣❧♦r❡❞✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✸✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ n P N ❛♥❞ tFi✉ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ E✱ ❢♦r 0 ↕ i ↕ n s✉❝❤ t❤❛t✿

0 ✏ F0 ❼ F1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Fn ✏ E.

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ tFi✉ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ♦❢ E ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ q✉♦t✐❡♥ts Fi④Fi✁1✱ ❢♦r 1 ↕ i ↕ n✱ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳

❙✐♥❝❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ r❛♥❦✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉r❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✹✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡♥ ✐t ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
s❡r✐❡s✿

0 ✏ F0 ❼ F1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Fr ✏ E,

✇❤❡r❡ r P N ❛♥❞ Fi ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ E ❛♥❞ Fi④Fi✁1 ❛r❡ s✐♠♣❧❡
❢♦r ❛❧❧ i✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
■t ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✾ t❤❛t ❡✈❡r② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ 1 ♠✉st ❜❡

s✐♠♣❧❡✳
▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ n P N ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡ r❡s✉❧t tr✉❡ ❢♦r

❛❧❧ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ r❛♥❦ ❧❡ss t❤❛♥ n✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ❡✐t❤❡r E
✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡✱ ♦r E ❤❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ s✉❜✲
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✾ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✉s t❤❛t t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ F ✐s str✐❝t❧②
❧❡ss t❤❛♥ n✳

❋r♦♠ ♦✉r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t F ❛♥❞ E④F ❛❞♠✐t ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s✱

0 ✏ G0 ❼ G1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Gs ✏ F

✇✐t❤ Gi ♥♦r♠❛❧ ✐♥ F ❛♥❞

0 ✏ H0 ❼ H1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Ht ✏ E④F.

✇✐t❤Hi ♥♦r♠❛❧ ✐♥ E④F ✳ ❯s✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✼ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
ϕi : Gi④bGi Ñ F ④bF ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ i ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
ϑ : F ④bF Ñ E④bE✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ϑ✆ϕi ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
Gi④bGi ❛♥❞ E④bE ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s Gi ❛r❡ ❛❧s♦ ♥♦r♠❛❧
✐♥ E✳

▲❡t π : E Ñ E④F ❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ E ♦♥t♦ E④F ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡
H ✶

i ✏ π✁1 ♣Hiq✳ ❚❤❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s H ✶
i ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢

E✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ♦❢
E✿

0 ✏ G0 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Gs ✏ F ✏ H ✶
0 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ H ✶

t ✏ E
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❘❡♠❛r❦ ✶✳✷✺✳ ■❢ E ✐s r❡❣✉❧❛r✱ t❤❡♥ t❤❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❣✉❧❛r✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✳✷✶ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s✐♠♣❧❡ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ r❛♥❦ 1✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣r♦♦❢ ✭❝❢✳ ❬❇❛r✾✸❪✮✱
s❤♦✇s ✉s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② r❡❣✉❧❛r s✐♠♣❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✻✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡♥ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦r✲
♠❛❧ s✐♠♣❧❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ 1 ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Eλ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳
❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶✷ ✇❡ ✜♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E#

t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s E ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t E#④E ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦✈❡r C✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ♦❢ E# ♦❢ r❛♥❦ 1

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t e ❛♥❞ ❧❡t λ P C s✉❝❤ t❤❛t ae ✏ λbe ✭s✐♥❝❡ F ♠✉st
❜❡ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡✮✳ ❙✐♥❝❡ E#④E ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ n P N s✉❝❤
t❤❛t bne P E✳

▲❡t n0 ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ n s✉❝❤ t❤❛t bn0e P E ❲❡ ❛ss❡rt t❤❛t t❤❡ s✉❜✲
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ✶ ♦❢ E ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② bn0x ✐s ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Eλ�n0

❛s ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳
■♥ ❢❛❝t s✐♥❝❡ ae ✏ λbe✱ ❜② ✉s✐♥❣ ✶✳✷ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ a.♣bn0qe ✏ ♣λ � n0qb.b

n0e✱
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t F ✶ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Eλ�n0

✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ F ✶ ✐s ♥♦r♠❛❧ ✐♥ E✿ ✐❢ n0 → 0 t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s

♥✉♠❜❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✉s t❤❛t bn0e ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ bE ✭♦t❤❡r✇✐s❡ bn0✁1e P E✮
❛♥❞ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✽ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ F ✶✳

■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ n0 ✏ 0 ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t F ✶ ✏ F ✐s ♥♦r♠❛❧ ✐♥ E#✱
❤❡♥❝❡ ♥♦r♠❛❧ ✐♥ E✿ ✐❢ E#④F ✐s ❢r❡❡✱ s♦ ✐s ✐ts s✉❜✲Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ E④F ✳

❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡✲
♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✼ ✭❬❇❛r✾✸❪✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡✲♣♦❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ f t❤❡ C✲
♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② b✁1a ♦♥ E④bE✳ ❋♦r ❡❛❝❤ λ P C ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ f ❧❡t✿

λmin ✏ min tλ� j, j P Z⑤λ� j P Spec♣fq✉

t❤❡♥ E ❤❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x t❤❛t s❛t✐s✜❡s ax ✏ λminbx ❛♥❞ t❤❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
F ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② x ✐s ♥♦r♠❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡✬❧❧ ❜✉✐❧❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ xi P E✱ i P N✱ s✉❝❤ t❤❛t

�
b✁1a✁ λmin

✟✄ n➳
k✏0

bkxk

☛
P bn�1E ❅n P N
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❛♥❞ s✐♥❝❡ E ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r t❤❡ b✲❛❞✐❝ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ a ✐s ❝♦♥t✐♥♦✉s t❤❡ s❡r✐❡s

x ✏
✽➳

k✏0

bkxk

✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ s❛t✐s❢②✿�
b✁1a✁ λmin

✟
x P

↔
n

bnE ✏ 0

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣b✁1a✁ λminqx ✏ 0 ♦r ax ✏ λminbx ❛s ✇❡ ✇❛♥t❡❞
❙✐♥❝❡ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s λmin P Spec♣fq t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ x0 t❤❛t s❛t✐s✜❡s

♣b✁1a✁ λminqx0 P bE

✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥ n ➙ 0 ✇❡ ❤❛✈❡ n � 1 ❡❧❡♠❡♥ts xk✱ ❢♦r i r❛♥❣✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ n✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

�
b✁1a✁ λmin

✟✄ n➳
k✏0

bkxk

☛
✏ bn�1y

❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ y P E✳ ❲❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛♥ xn�1 s✉❝❤ t❤❛t�
b✁1a✁ λmin

✟
bn�1xn�1 ✁ bn�1y P bn�2E

❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✶✳✷ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

bn�1
��
b✁1a✁ λmin � n� 1

✟
xn�1 ✁ y

✟
P bn�2E,

t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ b ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ✇r✐t❡✿�
b✁1a✁ ♣λmin ✁ n✁ 1q

✟
xn�1 ✁ y P bE.

❇② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ λmin ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t�
b✁1a✁ ♣λmin ✁ n✁ 1q

✟
✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ E④bE✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜♥❞ t❤❡ y ✇❡ ✇❡r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r✳

❲❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛♥ x ✏
➦✽

k✏0 b
kxk t❤❛t s❛t✐s✜❡s ax ✏ λminbx✳ ■t ♠✉st

❛❧s♦ ✈❡r✐❢② x ❘ bE✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❧❡t k ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t b✁kx P E✱ ❜✉t
b✁k ❘ bE✳ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♥♦t 0 ✐♥ E④bE ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s

a
�
b✁kx

✟
✏ ♣λmin ✁ kq b

�
b✁kx

✟
,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ λmin✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✽
t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② x ✐s ♥♦r♠❛❧ ✐♥ E✳
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❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡❣✉❧❛r s✐♠♣❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✷✽✳ ❆❧❧ r❡❣✉❧❛r s✐♠♣❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♦❢ r❛♥❦ 1 ❛♥❞ ❛r❡
✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s Eλ✳

Pr♦♦❢✳ ❆♣♣❧② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✻ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t E ♠✉st ❜❡ ♦❢ r❛♥❦ 1 ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Eλ✳ ❇②
❝♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✾ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ E ✏ Eλ✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts e ✈❡r✐❢②✐♥❣ ae ✏ λbe ♣❧❛② ✐♥
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✾✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ x P E✳ ❲❡ ❝❛❧❧ x ❛♥ ♠♦♥♦✲
♠✐❛❧ ♦❢ E ♦❢ t②♣❡ ♣λ, 0q ✇✐t❤ λ P C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ x s❛t✐s✜❡s✿

ax ✏ λbx.

✶✳✷✳✹ ◆♦♥ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s

❆s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐❢ E ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞✿

0 ✏ F0 ❼ F1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Fn ✏ E

t❤❡ q✉♦t✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥ ❢❛❝t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❡♥❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✿

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✵✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✸✳
■t s❛t✐s✜❡s✿

ae1 ✏ λbe1

ae2 ✏ ♣µ✁ 1q be2 � e1

❢♦r ❛ ❜❛s✐s te1, e2✉ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs λ ❛♥❞ µ✳ ▲❡t ❞❡✜♥❡✿

e✶
1 ✏ e1 � ♣µ✁ λq be2.

❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡ te✶
1, e2✉ ✐s st✐❧❧ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ E ❛♥❞ ✐t s❛t✐s✜❡s✿

ae✶
1 ✏ λbe1 � ♣µ✁ λq

�
♣µ✁ 1q b2e2 � be1 � b2e2

✟
✏ ♣λ� µ✁ λq be1 � µ ♣µ✁ λq b2e2 ✏ µbe✶

1

ae2 ✏ ♣µ✁ 1q be2 � e✶
1 � ♣λ✁ µq be2 ✏ ♣λ✁ 1q be2 � e✶

1

❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s✳ ❖♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❜❛s✐s te1, e2✉✿

0 ❼ F ❼ E,
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✇✐t❤ F ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② e1✳ ❚❤❡ t✇♦ q✉♦t✐❡♥ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
F ✔ Eλ ❛♥❞ E④F ✔ Eµ✁1✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r
❜❛s✐s✿

0 ❼ F ✶ ❼ E,

✇❤❡r❡ F ✶ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② e✶1 ❛♥❞ t❤❡ q✉♦t✐❡♥ts ❛r❡✿ F ✶ ✔ Eµ ❛♥❞ E④F ✶ ✔ Eλ✁1✳
◆♦✇ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ λ ✘ µ✱ t❤❡ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❧❛ss❡s✳✳

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
t❤❛t ❞♦♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r s❡q✉❡♥❝❡ ❝❤♦♦s❡♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡♦r❡♠ ✐s ❞✉❡ t♦ ❉✳ ❇❛r❧❡t✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✶ ✭❬❇❛r✾✸❪✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ 0 ✏ F0 ❼
F1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Fn ✏ E ❛ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤♦s❡ q✉♦t✐❡♥ts ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Fi④Fi✁1 ✔ Eλi

❢♦r 1 ↕ i ↕ n ❛♥❞ t❤❡ λi P C✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤♦♦s❡♥✿

✭✐✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r
➦n

i✏1 λi✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
➧n

i✏1 ♣z ✁ exp ♣2iπλiqq ✭♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ λi ✐♥ ❡❛❝❤
❝❧❛ss ♦❢ C ♠♦❞✉❧♦ Z ✐s ❝♦♥st❛♥t✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❉✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞✉❛❧✐t② ❢♦r ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡ E✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉✳ ❇❛r❧❡t ✐♥ ❬❇❛r✾✼❪ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ ✐♥ ❬❇❡❧✵✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❞✉❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❉✳ ❇❛r❧❡t
❛♥❞ ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡t❛✐♥ ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❉✳ ❇❛r❧❡t✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡✬❧❧
r❡❞✉❝❡ ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ δ✲❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡ ❛♥❞ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠♦r❡♦✈❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠s ♦♥
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t❤❡♠ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ✐ts
❛❞❥♦✐♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡r♠✐t✐❛♥
♥♦♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦r♠s ♦♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥t♦ ✐ts ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣❛rts✳

✷✳✶ ❉✉❛❧✐t②

✷✳✶✳✶ ❇❛r❧❡t✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥

▲❡t E ❛♥❞ F ❜❡ t✇♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❆s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❉✳ ❇❛r❧❡t ✐♥ ❬❇❛r✾✼❪✱
t❤❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ HomCrrbss ♣E,F q ♦❢ Crrbss✲❧✐♥❡❛r ♠❛♣s ❢r♦♠ E t♦ F ❤❛s ❛
♥❛t✉r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Λ t❤❛t s❛t✐s✜❡s

♣Λϕq ♣xq ✏ aF ♣ϕ♣xqq ✁ ϕ ♣aExq , ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ ϕ P HomCrrbss ♣E,F q✱ x ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ E ❛♥❞ aE ❛♥❞ aF ❛r❡ t❤❡
a✲str✉❝t✉r❡s ♦❢ E ❛♥❞ F r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤✐s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Hom♣a,bq ♣E,F q✳ ❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥✬s s❛❦❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ aE✱ aF
❛♥❞ Λ ❛❧❧ ❜② t❤❡ ❧❡tt❡r a ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥

✷✾
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❝♦✉❧❞ ♣♦s❡ ✇❡ s❤♦✉❧❞ r❡❛❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

a ☎ ϕ♣xq

❛s ♣Λϕq ♣xq✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ aE ♣ϕ♣xqq ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥♦✲
t❛t✐♦♥

aϕ♣xq.

❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❛s✿

a ☎ ϕ♣xq ✏ aϕ♣xq ✁ ϕ♣axq.

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡r❡❛s HomCrrbss ♣E,F q ✐s ❛ ❢r❡❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢
✜♥✐t❡ r❛♥❦✱ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✶ ❜✐s ♦❢ ❬❇❛r✾✼❪ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡
HomÃ ♣E,F q ♦❢ ♣a, bq✲♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ F ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ C✲❞✐♠❡♥s✐♦♥
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ◆♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ Hom♣a,bq ♣E,F q✳

❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ E0 ❢♦r t❤❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❇❛r❧❡t✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ E0 t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r 0✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

Hom♣a,bq ♣E,E0q

t❤❡ ❞✉❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ E ❛♥❞ ♥♦t❡ ✐t ❜② E✝✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ b✲str✉❝t✉r❡ ♦❢ E✱ t❤❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡
E✝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡✱ s✐♥❝❡
E0 ✏ Crrbsse0✱ ✇✐t❤ ae0 ✏ 0✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ Eλ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
E✁λ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛s✐s teλ✉ ♦❢ Eλ ❛♥❞ te✝λ✉ t❤❡ ❞✉❛❧ ❜❛s✐s ♦❢
♣Eλq

✝ s✉❝❤ t❤❛t
e✝λ♣eλq ✏ e0,

✇❤❡r❡ e0 ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ E0✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ a ♦♥ e✝λ
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡✿

a ☎ e✝λ♣eλq ✏ ae✝λ♣eλq ✁ e✝λ♣aeλq ✏ ae0 ✁ e✝λ♣λbeλq ✏ ✁λbe0 ✏ ✁λbe✝λ♣eλq

❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

a ☎ e✝λ ✏ ✁λb ☎ e✝λ

♦♥ t❤❡ Crrbss✲❜❛s✐s te✝λ✉ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳
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❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ s❤♦✇s ✉s t❤❛t ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ✐ts ❞✉❛❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇✐t❤ ✐ts ❜✐❞✉❛❧
E✝✝ ✏ ♣E✝q✝✳ ■♥ ❢❛❝t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ E✝✝ ✏ ♣E✝q✝ ✐ts ❜✐❞✉❛❧ t❤❡♥
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

can : E Ñ E✝✝

v ÞÑ ♣v̂ : ϕ ÞÑ ϕ♣vqq ,

✇❤❡r❡ v P E ❛♥❞ ϕ P E✝✱ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡t✇✐s❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❵can✬ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ E ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ✐ts Crrbss✲♠♦❞✉❧❡ ❞✉❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✐t ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✐t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ a✲str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ a ♦♥ E✝✝ ❜② a ☎ ☎✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s✿

a ☎ ☎v̂♣ϕq ✏ av̂♣ϕq ✁ v̂♣a ☎ ϕq,

❢♦r ❡❛❝❤ v̂ P E✝✝ ❛♥❞ ϕ P E✝✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

♣a ☎ ☎ can♣vqq ♣ϕq ✏ a can♣vq♣ϕq ✁ can♣vq♣a ☎ ϕq ✏

✏ aϕ♣vq ✁ a ☎ ϕ♣vq ✏ aϕ♣vq ✁ aϕ♣vq � ϕ♣avq ✏ can♣avq♣ϕq,

❢♦r ϕ P E✝ ❛♥❞ v P E✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❞✉❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧✐t②
❢✉♥❝t♦r t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E t♦ ✐ts ❞✉❛❧ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠
ϕ : E Ñ F t♦ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠

ϕ✝ : F ✝ Ñ E✝

ψ ÞÑ ϕ ✆ ψ ψ P F ✝

✐s ❡①❛❝t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ▲❡t E✱ F ❛♥❞ G ❜❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐st ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✿

0 Ñ F
i
ÝÑ E

π
ÝÑ GÑ 0,

t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❡①❛❝t✿

0 Ñ G✝ π✝

ÝÑ E✝ i✝

ÝÑ F ✝ Ñ 0,

✇❤❡r❡ i✝ ✭r❡s♣✳ π✝✮ s❡♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ϕ ✐♥t♦ ϕ ✆ i ✭r❡s♣✳ ϕ ✆ π✮✳
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Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❡①❛❝t ❛s ❝♦♠♣❧❡① ♦❢Crrbss✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ✆i ❛♥❞ ✆ϕ
❛r❡ a✲❧✐♥❡❛r✳

❇② r❡❧❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛②✳

▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ Ã ❜❡ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝t

Ext1
Ã

✁
E, Ã

✠
,

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s ❛ r✐❣❤t ♠♦❞✉❧❡ ♦✈❡r t❤❡ r✐♥❣ Ã ♦r ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t❧② ❛s ❛ ❧❡❢t ♠♦❞✉❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r✐♥❣ Ãop✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠
♦❢ r✐♥❣s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ϑ : ÃÑ Ãop

1 ÞÑ 1

b ÞÑ b

a ÞÑ ✁a

x ☎Ã y ÞÑ ϑ♣xq ☎Ãop ϑ♣yq ✏ ϑ♣yq ☎Ã ϑ♣xq,

❢♦r x ❛♥❞ y P Ã ❛♥❞ ☎Ã ❛♥❞ ☎Ãop t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐♥❣s Ã ❛♥❞ Ãop

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ϑ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✉❜r✐♥❣
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② b ❛♥❞ ✐t ♠❛♣s a t♦ ✁a✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t
❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ✭❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡
❞✉❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s t❤❡ ❧❡❢t Ãop✲♠♦❞✉❧❡

E✝ ✏ Ext1
Ã

✁
E, Ã

✠
,

✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ❧❡❢t Ã✲♠♦❞✉❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ϑ✿

Ã✂ E✝ Ñ E✝

♣x, vq ÞÑ ϑ♣xqv

✷✳✶✳✷ ❇❡❧❣r❛❞❡✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥

■♥ ❬❇❡❧✵✶❪ ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ ❣✐✈❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ δ✲❞✉❛❧ ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡✱ ❢♦r δ ✐♥ C✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❇❡❧❣r❛❞❡✬s 0✲❞✉❛❧ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ δ✲❞✉❛❧ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ 0✲❞✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❇❡❧❣r❛❞❡✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✭❇❡❧❣r❛❞❡✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ δ✲❞✉❛❧ ♦❢ E✱
δ P C✱ t❤❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡

HomCrrbss ♣E,Eδq

❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♣a, bq✲str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ra ☎ ϕs♣xq ✏ ϕ♣axq ✁ aϕ♣xq

rb ☎ ϕs♣xq ✏ ✁bϕ♣xq ✏ ϕ♣✁bxq,

✇✐t❤ ϕ P HomCrrbss ♣E,Eδq ❛♥❞ x P E✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝✐❧✐❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts
♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞ C✱ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ s❡r✐❡s Crrbss ❛❧s♦
❛❞♠✐ts ❛ r❛t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥

˘: Crrbss Ñ Crrbss

S♣bq ÞÑ S̆♣bq ✏ S♣✁bq,

✇❤❡r❡ S♣bq P Crrbss✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❛♥
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♣a, bq✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ E
❛♥❞ ♥♦t❡ ✐t Ĕ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ E ✐ts❡❧❢✱ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ a✲ ❛♥❞ b✲
str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

a ☎Ĕ v ✏ ✁a ☎E v

b ☎Ĕ v ✏ ✁b ☎E v,

✇❤❡r❡ ☎Ĕ ❛♥❞ ☎E ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣a, bq✲str✉❝t✉r❡ ♦❢ Ĕ ❛♥❞ E r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥s ♦❢ ❜♦t❤ a ❛♥❞ b✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ab ✁ ba ✏ b2 ✐s st✐❧❧

✈❡r✐✜❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞✉❧❡ Eλ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐ts❡❧❢✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❜❛s✐s eλ✱ t❤✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

Φ : Eλ Ñ Ĕλ

S♣bqeλ ÞÑ S♣✁bqeλ ✭✷✳✷✮

❢♦r S♣bq P Crrbss✳
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❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✶✳ ❆♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳
❲❡ ❝❛♥ t❛❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ 2 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦
❡❧❡♠❡♥ts x ❛♥❞ y t❤❛t s❛t✐s❢②✿

ax ✏ λbx

ay ✏ λby � ♣1� αbq x,

✇❤❡r❡ λ ❛♥❞ α P C ❛♥❞ α ✘ 0✳ ■ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s❛t✐s✜❡s

ax ✏ λbx

ay ✏ λby � ♣1✁ αbq x,

❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❦ 2 r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇❛r✾✸❪ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳

❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
✁
Ĕ
✠
˘♦❢ ❛♥

♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐s t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐ts❡❧❢✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❧❡t E ❛♥❞ F ❜❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ϕ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ F ✳ ❙✐♥❝❡ ϕ♣✁axq ✏ ✁aϕ♣xq ❛♥❞ ϕ♣✁bxq ✏ ✁bϕ♣xq✱ ❢♦r ❛❧❧
x P E t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡s Ĕ ❛♥❞ F̆ ✳
❲❡ ❝❛❧❧ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦r t❤❡ ❢✉♥❝t♦r t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡✈❡r② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ t♦ ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ✐ts❡❧❢✳ ■ts ❡❛s② t♦ s❡❡
t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t♦r ✐s ❡①❛❝t✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛r❦
❛❜♦✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✷✳ ▲❡t E✱ F ❛♥❞ G ❜❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞

0Ñ E Ñ F Ñ GÑ 0

❜❡ ❛♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❛♥❞
❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t♦rs t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛❜♦✈❡ ✐s ❛❧s♦ ❡①❛❝t✿

0Ñ Ğ✝ Ñ F̆ ✝ Ñ Ĕ✝ Ñ 0,

✇✐t❤ Ĕ✝✱ F̆ ✝ ❛♥❞ Ğ✝ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧s ♦❢ E✱ F ❛♥❞ G✳

❲✐t❤ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❇❡❧❣r❛❞❡✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ 0✲❞✉❛❧
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥✬s s❛❦❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ ❛♥
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ✐ts ❞✉❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛❞❥♦✐♥t ❢✉♥❝t♦r t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t② ❢✉♥❝t♦rs✳ ❆♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤
✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ δ✲❞✉❛❧ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ δ P C ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳
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✷✳✶✳✸ ❇✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ❛♥❞ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ Hom♣a,bq ♣E,F q ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❜❥❡❝t ❢♦r ✐ts
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ b✲str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ▲❡t E✱ F ❛♥❞ G ❜❡ t✇♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❆♥ ♣a, bq✲❜✐❧✐♥❡❛r
❢♦r♠ ♦♥ E ✂ F ✐s ❛ Crrbss✲❧✐♥❡❛r ♠❛♣ Φ✱

Φ : E ✂ F Ñ G,

t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

aΦ♣x, yq ✏ Φ♣ax, yq � Φ♣x, ayq.

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✹✳ ■❢ Φ ✐s ❛♥ ♣a, bq✲❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ♦♥ E ✂ F ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ G ❛♥❞
v ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ E✿

Φv :✏ Φ♣v, ☎q : w ÞÑ Φ♣v, wq w P F

✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ♣a, bq✲♠♦r♣❤✐s♠✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❛♣ π : v ÞÑ Φv ✐s ❛♥
♣a, bq✲♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ Hom♣a,bq ♣F,Gq✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t✿

π♣avq♣xq ✏ Φav♣xq ✏ aΦv♣xq ✁ Φv♣axq ✏ a ☎ Φv♣xq ✏ aπ♣vq.

■♥❤❡r❡♥t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣a, bq✲❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣s ✐s t❤❛t ♦❢ t❡♥s♦r
♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺✳ ▲❡t E ❛♥❞ F ❜❡ t✇♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♣a, bq✲t❡♥s♦r
♣r♦❞✉❝t ♦❢ E ❛♥❞ F ❛♥❞ ✇r✐t❡ ✐t ❛s E ❜♣a,bq F t❤❡ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡

E ❜Crrbss F

❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ a✲str✉❝t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

a ♣v ❜ wq ✏ ♣avq ❜ w � v ❜ ♣awq

❢♦r ❡✈❡r② v P E ❛♥❞ w P F ✳

❚❤❡ a✲str✉❝t✉r❡ ✇❡ ❣❛✈❡ ♦♥ E ❜♣a,bq F ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t✿

a ♣bv ❜ wq ✏ a♣bvq ❜ w � bv ❜ a♣wq ✏ ba♣vq ❜ w � b2v ❜ w � v ❜ ba♣wq ✏

a♣vq ❜ bw � v ❜ a♣bwq ✏ a ♣v ❜ bwq ,
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❢♦r ❡❛❝❤ v P E✱ w P F ❛♥❞ ✐t s❛t✐s✜❡s ab✁ ba ✏ b2✿

a ♣bv ❜ wq ✁ ba ♣v ❜ wq ✏ ba♣vq ❜ w � b2v ❜ w � bv ❜ a♣wq

✁ ba♣vq ❜ w ✁ bv ❜ a♣wq ✏ b2 ♣v ❜ wq .

❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ✉s✉❛❧ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt②✿ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣

Φ : E ✂ F Ñ E ❜♣a,bq F,

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣ Ψ ♦♥ E✂F ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ t❤✐r❞ ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡ G✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣a, bq✲♠♦r♣❤✐s♠ Ψ̃ ❢r♦♠ E ❜♣a,bq F ✐♥t♦ G t❤❛t
♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✿

E ✂ F

Φ
��

Ψ // G

E ❜♣a,bq F.

Ψ̃

::t
t

t
t

t

❲❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛s Φ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Φ : E ✂ F Ñ E ❜♣a,bq F

♣v, wq ÞÑ v ❜♣a,bq w

❛♥❞ ❞❡✜♥❡ Ψ̃ ❛s✿

Ψ̃ : E ❜♣a,bq F Ñ G

v ❜♣a,bq w ÞÑ Ψ♣v, wq

❚❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ Ψ̃ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r
♣r♦❞✉❝t ♦❢ Crrbss✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ ✐s a✲❧✐♥❡❛r✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❞♦ ✐t ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs v ❜♣a,bq w ♦❢ E ❜♣a,bq F ✱ ❢♦r v P E ❛♥❞ w P F ✿

Ψ̃
�
a♣v ❜♣a,bq wq

✟
✏ Ψ̃

�
♣avq ❜♣a,bq w � v ❜♣a,bq ♣awq

✟
✏

Ψ♣av, wq �Ψ♣v, awq ✏ aΨ♣v, wq ✏ aΨ̃♣v ❜♣a,bq wq.

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢
Crrbss✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❜❥❡❝t
✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✻✳ ▲❡t E✱ F ❛♥❞ G ❜❡ t❤r❡❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✲
✉❝t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
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✭✐✮
E ❜♣a,bq F ✔ F ❜♣a,bq E,

✭✐✐✮ �
E ❜♣a,bq F

✟
❜♣a,bq G ✔ E ❜♣a,bq

�
F ❜♣a,bq G

✟
,

✭✐✐✐✮ �
E ❜♣a,bq F

✟✝
✔ E✝ ❜♣a,bq F

✝,

✭✐✈✮ �
E ❜♣a,bq F

✟̆
✔ Ĕ ❜♣a,bq F̆ ,

✭✈✮ ❚❤❡ ♣a, bq✲♠♦r♣❤✐s♠

Φ : E Ñ E ❜♣a,bq E0

v ÞÑ v ❜♣a,bq e0

✇❤❡r❡ e0 ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E0✱ ✐s ❛♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠✳

✭✈✐✮ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✿

E✝ ❜♣a,bq F Ñ Hom♣a,bq

�
E,F ❜♣a,bq E0

✟
ϕ❜♣a,bq y ÞÑ

�
Φ : x ÞÑ y ❜♣a,bq ϕ♣xq

✟
,

✇❤❡r❡ ϕ P E✝✱ x P E ❛♥❞ y P F ✳

❋r♦♠ ♣r♦♣❡rt② ✭✈✮ ❛♥❞ ✭✈✐✮ ✇❡ ❤❛✈❡ E✝❜♣a,bqF ✔ Hom♣a,bq ♣E,F q✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥
t✉r♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ δ✲❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t ❢r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ δ✲❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s
t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

Hom♣a,bq

�
Ě, Eδ

✟
,

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s Ĕ✝ ❜♣a,bq Eδ✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛♥ ♣a, bq✲❜✐❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ E ✂ F ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ G✱ ❛♥

♣a, bq✲❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✐❢ G ✏ E0✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠s ♦♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧
♥❡❡❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼✳ ▲❡t E ❛♥❞ F ❜❡ t✇♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ Φ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥
E✂F ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Φ ✐s ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣a, bq✲♠♦r♣❤✐s♠ v ÞÑ Φ♣v, ☎q
✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ E ✇✐t❤ F ✝✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❆ s❡sq✉✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ E ✐s
❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ E ✂ Ě✳



✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❉❯❆▲■❚❨ ❆◆❉ ❍❊❘▼■❚■❆◆ ❋❖❘▼❙

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✾✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s❡q✉✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
E ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ E ✇✐t❤ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t Ĕ✝ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♥♦t ❛❧❧
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✭❡✳❣✳ Eλ ✇✐t❤ λ ✘ 0 ✐s ♥♦t✮ ❛♥❞ ♥♦t ❡✈❡r②
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛❞♠✐ts ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s❡sq✉✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ s❡sq✉✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ Φ ♦♥ E✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ ✐t t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❢✉♥❝t♦r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣ Φ̌ ♦♥ Ě ✂E ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ Ě0✳ ■❢ ✇❡ ✜① ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ Ě0 ✇✐t❤ E0✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r Φ̌ ❛s ❛ s❡q✉✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ Ě✳
❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♣a, bq✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣a, bq✲❤❡r♠✐t✐❛♥
❢♦r♠s ❛s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❆♥ ♣a, bq✲s❡sq✉✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ H

♦♥ E ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣a, bq✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥t✐✲♣a, bq✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮ ✐❢ ✐t
s❛t✐s✜❡s✿

H♣v, wq ✏ Ȟ♣w, vq,✁
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② H♣v, wq ✏ ✁H̆♣w, vq

✠
.

✇❤❡r❡ v P E✱ w P Ĕ ❛♥❞ H̆ ✐s t❤❡ s❡sq✉✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦♥ Ě ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞♠✐t ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s❡sq✉✐❧✐♥✲
❡❛r ❢♦r♠✱ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♠✉st ❜❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❜② ❞❡✜♥✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t E ✐s
❤❡r♠✐t✐❛♥ ✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮✱ ✐❢ ✐t ❛❞♠✐ts ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥
✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮ ❢♦r♠✳

▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r
Φ : E Ñ Ĕ✝ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠ ✈✐❛ t❤❡
r❡♠❛r❦ ✷✳✶✹✳

❲❡ ❝❛♥ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♣r♦♣❡rt② ✐♥t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❜❡t✇❡❡♥ Φ ❛♥❞
✐ts ❛❞❥♦✐♥t Φ̌✝ : E Ñ Ĕ✝✳ ■♥ ❢❛❝t ✇❤✐❧❡ Φ♣vq✱ ❢♦r v P E ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣✿

ϕ : w ÞÑ Φ♣v, wq, w P Ě,

t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠❛♣ Φ̌✝ s❡♥❞s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t v P E ✏ E✝✝ t♦ t❤❡ ♠❛♣✿

ϕ : w ÞÑ v
�
Φ̌♣w, ☎q

✟
✏ Φ̌♣w, vq.

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
◆♦t❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ Φ ❢r♦♠ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E

❛♥❞ ✐ts δ✲❞✉❛❧ Ĕ✝❜♣a,bqEδ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥
E ❜♣a,bq E✁δ④2 ❛♥❞

Ĕ✝ ❜♣a,bq Eδ ❜♣a,bq E✁δ④2 ✔ Ĕ✝ ❜♣a,bq Eδ④2.
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❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

⑧�
E ❜♣a,bq E✁δ④2

✟✝
✔ Ĕ✝ ❜♣a,bq Ě

✝
✁δ④2 ✔ Ĕ✝ ❜♣a,bq Eδ④2,

✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ E ✇✐t❤ ✐ts δ✲❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠
♦♥ E ❜♣a,bq E✁δ④2✳

✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠s

❲❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥
❢♦r♠s ♦♥ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❛s ♦❢
r❡♠❛r❦ ✷✳✶✾✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇❡
✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
✉♥✐q✉❡✳

■♥ t❤❡ ❧❛st s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❞♠✐ts ❛t ❧❡❛st ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦r ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛❞♠✐t ♦♥❧② ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦r
♦♥❧② ❛♥ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠✳

✷✳✷✳✶ ■♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t E ✐s ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s✲

❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❞✐r❡❝t s✉♠ F ❵G ♦❢ ♥♦♥ ③❡r♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳

❙✐♥❝❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✐♥t♦ ❛ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s E ✏ F ❵ G t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ E✱ ❜② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ✇❡ ❝❛♥
✜♥❞ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✿

E ✏
rà

i✏1

Fi,

✇❤❡r❡ r P N ❛♥❞ Fi ❛r❡ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡

Fi ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡s✉❧t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳
❚❤❡♥ ❡✈❡r② ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ E ✐s ❡✐t❤❡r ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♦r ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
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❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛
❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✹✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ λ P C✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡✿

Vλ ✏
✦➳

Fi⑤Fi ⑨ E,Fi ✔ Eλ

✮
,

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ E ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Eλ✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t Vλ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ Vλ ❛s ❛♥ ✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ λ t❤❛t Vλ ✐s
♥♦r♠❛❧✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✺✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱ λ P C ❛♥❞✿

λmin ✏ inf
j
tλ� j⑤j P Z ❛♥❞ ❉x P E, ax ✏ ♣λ� jqbx✉

❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ λ� j s✉❝❤ t❤❛t E ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t②♣❡ ♣λ� j, 0q✳
❚❤❡♥ Vλmin

✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ E ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❛s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ Eλmin

✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t✇♦ ❢❛❝ts✳
❋✐rst✱ ❢♦r ❡✈❡r② W ✔

➚
Eλmin

s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ E✱ W ✐s ♥♦r♠❛❧ ✐♥ E✳
▲❡t ✐♥ ❢❛❝t tei✉ ❜❡ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ W ✇✐t❤ 1 ↕ i ↕ p t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ W ✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜②
❛❜s✉r❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ x P W ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ bE✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ bW ✳

❇② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ x ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ bW ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ x ✏➦p

i✏1 αiei✱ αi P C✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t

ax ✏ λminbx

❜✉t ♥♦✇ ✐❢ x ✏ by ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡✿

ay ✏ ♣λmin ✁ 1qby,

❛♥❞ s✐♥❝❡ y P E ✐t ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ λmin✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t Vλmin

✐s ❛ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ Eλmin
✳ ■♥ ❢❛❝t

❧❡t W ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✭✐♥❝❧✉s✐♦♥✇✐s❡✮ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ Eλmin
✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ Vλmin
✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♥❝❡ W ✐s ♥♦r♠❛❧✱ ❢♦r ❛♥② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F

✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Eλmin
♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❝❛s❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✿ ❡✐t❤❡r

W ❳ F ✏ t0✉ ♦r F ⑨ W.

■❢ W ❳ F ✘ t0✉✱ ❧❡t e ❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ F ❛♥❞ S♣bqbne P W ✇✐t❤
S♣0q ✘ 0✱ t❤❡♥ S♣bqe P W ❜② ♥♦r♠❛❧✐t② ❛♥❞ e ✏ S✁1♣bqS♣bqe P W ✳ ❲❡ ❤❛✈❡
t❤❡r❡❢♦r❡ F ⑨ W ✳

■❢ W ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡r② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Eλmin
✱ t❤❡♥

✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ Vλmin✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ F s✉❝❤ t❤❛t W ❳ F ✏ t0✉✱ ❤❡♥❝❡
W ❵ F ✐s st✐❧❧ ✐♥ Vλmin✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧✐t② ♦❢ W ✳
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❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ Vλmin
t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✻✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❧❡t ϕ ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠
❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡♥ ϕ ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ϕ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳

■❢ E ✐s ♦❢ r❛♥❦ 1 t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s❛t✐s✜❡❞✿ ✐♥ ❢❛❝t E ♠✉st ❜❡
✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ Eλ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② b✲❧✐♥❡❛r ♠♦r♣❤✐s♠s ❢r♦♠ ❛ Eλ t♦
✐ts❡❧❢ t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ a✲❧✐♥❡❛r ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t s❡♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r e t♦ αe✱ α P C✳
❚❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r α ✘ 0✳

▲❡t ♥♦✇ E ❜❡ ♦❢ r❛♥❦ n → 1✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞✱ ❜② ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✼✱ ❛ λmin

t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
♠♦❞✉❧❡ Vλmin

✐s ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ Eλmin
✳

▲❡t tei✉ ❜❡ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Vλmin
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t②♣❡ ♣λmin, 0q ❛♥❞

❧❡t x ❛♥♦t❤❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t②♣❡ ♣λmin, 0q✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t x ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✱ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ C ⑨ Crrbss✳

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Vλmin
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t x P Vλmin

✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t
x ✏

➦
i Si♣bqei ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛♣♣❧② a t♦ ❜♦t❤ s✐❞❡s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✿

ax ✏
➳
i

�
λminSi♣bqbei � S ✶

i♣bqb
2ei
✟
✏ λminbx�

➳
i

S ✶
i♣bqb

2ei

❛♥❞ s✐♥❝❡ x ✐s ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t②♣❡ ♣λmin, 0q✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ S ✶♣bqi ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧
i ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

x ✏
➳
i

Si♣0qei,

❛s ✇❡ ✇❛♥t❡❞✳
▲❡t ϕ : E Ñ E ❜❡ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ E ❛♥❞ tei✉ ❛ ❜❛s✐s ♦❢

Vλmin
✳ ❊✈❡r② ϕ♣eiq ✐s ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t②♣❡ ♣λmin, 0q ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t

♦❢ Vλmin
✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ϕ t♦ Vλmin

✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ Vλmin
✿

ϕ⑤Vλmin
: Vλmin

Ñ Vλmin
.

▼♦r❡♦✈❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ϕ♣eiq ✐♥ ♦✉r ❜❛s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥✲
st❛♥ts✱ ϕ⑤Vλmin

❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡s✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ ✐t ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✿

0 // Vλmin

�

� //

ϕ

��

E // //

ϕ

��

E④Vλmin
//

ϕ̃

��

0

0 // Vλmin

�

� // E // // E④Vλmin
// 0
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✇❤❡r❡ ϕ̃ ✐s t❤❡ ♣a, bq✲❧✐♥❡❛r ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇❡❞
t❤❡ ✜rst ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛rr♦✇ ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❛rr♦✇ ϕ̃ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✿ s✉♣♣♦s❡ ✐♥ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s x ❛♥❞ y P E t❤❛t ♠❛♣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ♠♦❞✉❧♦
Vλmin

✳ ❚❤❡♥ ϕ♣x✁ yq ✐s ✐♥ Vλmin
✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ϕ⑤Vλmin

✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t v P Vλmin

s✉❝❤ t❤❛t

ϕ♣x✁ yq ✏ ϕ♣vq

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s x✁ y ✏ v ❜② t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ϕ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡
❢❛❝t t❤❛t x ❛♥❞ y ❛r❡ ✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❝❧❛ss❡s ♠♦❞✉❧♦ Vλmin

✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ E④Vλmin

✐s str✐❝t❧② ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ E✱ ✇❡ ❝❛♥
❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ϕ̃ ✐s ❛❧s♦ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❛ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧t ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛rr♦✇
✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✛❡r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠
t❤❛t ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ♦✈❡r C✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✼✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ϕ ❛♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢
E✳ ❚❤❡♥ E s♣❧✐ts ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ t✇♦ ϕ✲st❛❜❧❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s F
❛♥❞ N ✱ ✇✐t❤ ϕ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ F ❛♥❞ ♥✐❧♣♦t❡♥t ♦♥ N ✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

Kn ✏ Kerϕn, n P N.

❙✐♥❝❡ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s F ⑨ G ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡②
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❦✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Kn st❛❜✐❧✐③❡s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥
✐♥t❡❣❡r m✿ Km ✏ Km�1✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ In ✏ Imϕn✱ ❧❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ϕ t♦ Im✿

ϕ⑤Im : Im Ñ Im�1 ⑨ Im.

❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✿ ✐❢ y ✏ ϕm♣xq P Kerϕ✱ t❤❡♥ x P Km�1 ✏ Km✳
❍❡♥❝❡ y ✏ ϕm♣xq ✏ 0✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤✐s
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t Im�1 ✏ ϕ♣Imq ✏ Im✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ t❛❦❡ F ✏ Im ❛♥❞ N ✏ Km✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② st❛❜❧❡ ❜② ϕ✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t E ✏ F ❵N ✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t Kerϕ ❳ F ✏ t0✉✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ϕ t♦ Im ✐s
✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ➚ ❢♦rt✐♦r✐✱ s✐♥❝❡ K ⑨ Kerϕ ✇❡ ❤❛✈❡ F ❳N ✏ t0✉✳
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▲❡t✬s t❛❦❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x P E✳ ❙✐♥❝❡ Im ✏ I2m ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
y P E s✉❝❤ t❤❛t ϕm♣xq ✏ ϕ2m♣yq ❛♥❞ ❝❛❧❧ k t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t x✁ϕm♣yq✳ ❚❤✉s ✇❡
❝❛♥ ✇r✐t❡ x ❛s ❛ s✉♠✿

x ✏ ϕm♣yq � k

♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ϕm♣yq P Im ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t k P Km✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

E ✏ N ❵ F.

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ϕ t♦ N ✐s ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ s✐♥❝❡ ϕ⑤mN ✏ 0✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞②
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ Im ✏ F ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸✿

Pr♦♦❢✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ϕ ❛♥ ❡♥❞♦♠♦r✲
♣❤✐s♠ ♦❢ E✳ ❚❤❡♥ ❜② ❧❡♠♠❛ ✷✳✷✼ s♣❧✐ts E ✐♥t♦ ❛ s✉♠

E ✏ N ❵ F

♦❢ t✇♦ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✇✐t❤ ϕ ♥✐❧♣♦t❡♥t ♦♥ N ❛♥❞ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ F ✳ ❇✉t E ✐s
✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✐t❤❡r N ✏ 0 ❛♥❞ ϕ ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♦r F ✏ 0 ❛♥❞ ϕ ✐s
♥✐❧♣♦t❡♥t✳

✷✳✷✳✷ ❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t t❤❡♦r❡♠

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑r✉❧❧✲
❙❝❤♠✐❞t t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✽ ✭❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t ❢♦r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
t✇♦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E✿

E ✏
mà
i✏1

Ei

E ✏
nà

i✏1

Fi

✇❤❡r❡ m,n P N ❛♥❞ ❛❧❧ Ei ❛♥❞ Fi ❛r❡ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡♥
m ✏ n ❛♥❞ ✉♣ t♦ ❛ r❡✐♥❞❡①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s Ei ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Fi ❢♦r ❛❧❧
1 ↕ i ↕ n✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛s✿
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▲❡♠♠❛ ✷✳✷✾✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ϕ ❛♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ E✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t ϕ ✏ ϕ1 � ϕ2✳ ❚❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♦❢ ϕ1✱ ϕ2 ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

Pr♦♦❢✳ ❇❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ϕ✁1 t♦ ❜♦t❤ t❡r♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐t② t❤❛t ϕ ✏ Id ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❚❤❡ t✇♦ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠s ϕ1 ❛♥❞ ϕ2 ❝♦♠♠✉t❡✳ ■♥ ❢❛❝t✿

ϕ1ϕ2 ✁ ϕ2ϕ1 ✏ ϕ1♣ϕ1 � ϕ2q ✁ ♣ϕ2 � ϕ1qϕ1 ✏ ϕ1 ✁ ϕ1 ✏ 0.

❇② ❧❡♠♠❛ ✷✳✷✸ t❤❡ ϕi ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♥✐❧♣♦t❡♥t ♦r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ■❢ t❤❡② ✇❡r❡
❜♦t❤ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ t❤❡✐r s✉♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s✉r❞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
r❡s✉❧t✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✵✳ ❇② s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✶✳ ▲❡t E ❛♥❞ F ❜❡ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞
α : E Ñ F ❛♥❞ β : F Ñ E t✇♦ ♣a, bq✲❧✐♥❡❛r ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t β ✆ α
✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ α ❛♥❞ β ❛r❡ ❛❧s♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ♣r♦✈❡ t❤❛t F ✏ Imα ❵Ker β✳ ■❢ α♣xq P Ker β✱ ✇❡ ❤❛✈❡

β ✆ α♣xq ✏ 0,

❤❡♥❝❡ x ✏ 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

Imα ❳Ker β ✏ t0✉.

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x P F ❛♥❞ ❧❡t

y ✏ α ✆ ♣β ✆ αq✁1 ✆ β♣xq.

❲❡ ❤❛✈❡

β♣x✁yq ✏ β♣xq✁β♣yq ✏ β♣xq✁♣β ✆ αq ✆ ♣β ✆ αq✁1 ✆β♣xq ✏ β♣xq✁β♣xq ✏ 0.

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ✇r✐t❡ x ❛s s✉♠ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t y ♦❢ Imα ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x✁ y ♦❢
Ker β✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s F ✏ Imα ❵Ker β✳

◆♦✇ s✐♥❝❡ β ✆ α ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ s♦ ♠✉st ❜❡ α ❛♥❞ Imα ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ 0✳ ❇✉t
F ✐s ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ Imα ✏ F ❛♥❞ Ker β ✏ 0✳ ■t
❢r♦♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✻ t❤❛t α ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ β ✏ ♣β ✆ αq ✆ α✁1 ♠✉st ❜❡ ❛❧s♦
❜✐❥❡❝t✐✈❡✳
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Pr♦♦❢ ♦❢ ❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤✐s t❤❡♦✲
r❡♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ m✳

■❢m ✏ 1✱ t❤❡♥ E ✐s ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ n ✏ 1 ❛♥❞ E1 ✔ F1✳
■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s

qi ✏ πi ✆ p1,

✇❤❡r❡ t❤❡ πis ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ Fi ❛♥❞ t❤❡ pjs ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥
Ej✳ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♠✿➳

i

p1 ✆ qi ✏ p1 ✆
➳
i

πi ✆ p1 ✏ p1 ✆ p1 ✏ p1,

✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t E1✳ ❇② t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ i

s✉❝❤ t❤❛t p1 ✆ qi⑤E1
: E1 Ñ E1 ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢

❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✐t ✐s p1 ✆ q1✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✷✳✸✶ q1⑤E1
✏ π1 : E1 Ñ F1 ✐s ❛♥

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❧❡t ♥♦t❡G ✏

➦m

i✏2 Fi✳ ❲❡ ✇❛♥t
t♦ s❤♦✇ t❤❛t E1 ❵G ✐s ❡q✉❛❧ t♦ E ✏ F1 ❵G✳ ❙✐♥❝❡ π1 ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢
E1 ♦♥t♦ F1 ❛♥❞ ✐ts ❦❡r♥❡❧ ✐s G ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡

E1 ❳G ✏ t0✉ :

✐❢ x P E1 ❳G✱ t❤❡♥ π1♣xq ✏ 0✱ ❜✉t π1 r❡str✐❝t❡❞ t♦ E1 ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ s♦ x ✏ 0✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ E ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s v � w ✇✐t❤ v P F1

❛♥❞ w P G✳ ■❢ y P E1 ✐s s✉❝❤ t❤❛t π1♣yq ✏ v✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

v � w ✏ y � π1♣yq ✁ y � w,

❛♥❞ π1♣yq ✁ y P W ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ π1✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t E1 ❵G ✏
E ✏ E1 ❵

➦m

i✏2Ei✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② E④E1 ✔ G ✔

➦m

i✏2Ei ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ G✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡ E ✇✐t❤ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t Ĕ✝✳ ❚❤❡ ❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t t❤❡♦r❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ s❤♦✇
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✷✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡♥ E ✐s
✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦✿

E ✔
rà

i✏1

�
F❵αi

i

✟
❵

sà
i✏1

�
Gi ❵ Ǧ✝i

✟❵βi

✇❤❡r❡ r ❛♥❞ s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ αi ❛♥❞ βi ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❚❤❡ Fi ❛r❡ s❡❧❢✲
❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ Gi ❛r❡ ♥♦♥ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ Fi✱ Gi ❛♥❞ Ǧ✝i ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐s❥♦✐♥t✳
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Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ E ✐♥t♦ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

E ✏
➳
i

Ei.

❙✐♥❝❡ E ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

E ✔ Ě✝ ✏
➳
i

Ě✝
i .

❚❤❡ ❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t t❤❡♦r❡♠ ❛ss✉r❡s ✉s t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ Ei ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Fi ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♥♦♥ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Gi ✇✐t❤ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

➦
iEi ❛♥❞

➦
i Ě

✝
i ♠✉st

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❡s ✉♣ t♦ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ Gi

❛♥❞ t❤❡ Ǧ✝
i ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✸✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡
♥♦♥ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❛❞♠✐ts ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♥♦♥❞❡✲
❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦r♠✳ ■♥ ❢❛❝t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Gi ❵ Ǧ✝

i ✱ ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠
❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Φ : Gi ❵ Ǧ✝
i Ñ ♣Gi ❵ Ǧ✝

i q̌
✝ ✏ Ǧ✝

i ❵Gi

♣x, yq ÞÑ ♣y, xq.

■❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t t❡r♠ Fi ✐s ♣❛✐r✱ ✇❡ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡
s✐t✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥♣❛✐r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❢❛r ♠♦r❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② ✐t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✷✳✸ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠s ♦♥ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

❆s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠s ✐s ♥♦t s♦
s✐♠♣❧❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s
❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✹✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡ ❛♥❞ E ✘ t0✉✳ ❚❤❡♥ ✐t ❛❞♠✐ts ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦r♠ ♦r ❛♥
❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦♥❡✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t Φ : E Ñ Ě✝ ❜❡ ❛♥② ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ E ✇✐t❤ ✐ts ❞✉❛❧ ❛♥❞ ♣♦s❡
M ✏ Φ✁1Φ̌✝✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ E ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Id�M

❛♥❞

Id✁M

t❤❡② ❝♦♠♠✉t❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦r ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ s✐♥❝❡ E ✐s ✐♥✲
❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❜♦t❤ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ t❤❡✐r s✉♠ 2Id ✇♦✉❧❞ ❜❡
♥✐❧♣♦t❡♥t t♦♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s✉r❞✳

■❢ Id�M ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ s♦ ✐s S ✏ Φ� Φ̌✝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛
♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❜✐❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ Id✁M ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞
❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ A ✏ Φ ✁ Φ̌✝✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥
❢♦r♠✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧②
♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣a, bq✲♠♦❞✲
✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠ ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E0 ✇✐t❤
t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ t❤❛t s❡♥❞s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r e t♦ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t ě✝✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
λ, µ P C t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ♦❢ r❛♥❦ 4✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② te1, e2, e3, e4✉ ✇❤✐❝❤
s❛t✐s✜❡s✿

ae1 ✏ λbe1

ae2 ✏ µbe2 � e1

ae3 ✏ ✁µbe3 � e1 ✭✷✳✸✮

ae4 ✏ ✁λbe4 � e2 ✁ e3

✇❤♦s❡ ❛❞❥♦✐♥t ❜❛s✐s s❛t✐s✜❡s✿

a ☎ ě✝4 ✏ λbě✝4

a ☎ ě✝3 ✏ µbě✝3 ✁ ě✝4

a ☎ ě✝2 ✏ ✁µbě✝2 � ě✝4

a ☎ ě✝1 ✏ ✁λbě✝1 � ě✝3 � ě✝2
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■t ✐s ♥♦✇ ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Φ : E Ñ E✝

e1 ÞÑ ě✝4

e2 ÞÑ ✁ě✝3
e3 ÞÑ ě✝2

e4 ÞÑ ✁ě✝1

✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ ✐s ❛♥t✐✲s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳
■❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ λ ❛♥❞ µ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs 2λ✱ 2µ ❛♥❞ λ✟ µ ✐s

❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥
❢♦r♠✳

❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✈❡r② r✐❣✐❞ ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✸ ❛r❡ t❤❡
4✲t✉♣❧❡ts tαe1, αe2, αe3, αe4✉✱ ❢♦r α r❛♥❣✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✿ ❧❡t
x1✱ x2✱ x3 ❛♥❞ x4 ❜❡ ❢♦✉r ♥♦♥ ③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t s❛t✐s❢②✿

x1 ✏ λbx1

x2 ✏ µbx2 � x1

x3 ✏ ✁µbx3 � x1

x4 ✏ ✁λbx4 � x2 ✁ x3

▲❡t x1 ✏ Re1 � Se2 � Te3 � Ue4✱ ❢♦r R✱ S✱ T ❛♥❞ U P Crrbss✱ t❤❡♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿

a♣Re1 � Se2 � Te3 � Ue4q ✏
�
λRbe1 �R✶b2e1

✟
��

µSbe2 � Se1 � S ✶b2e2
✟
�

�
✁µTbe3 � Te1 � T ✶b2e3

✟
��

✁λUbe4 � Ue2 ✁ Ue3 � U ✶b2e4
✟
✏

�
λRb�R✶b2 � S � T

✟
e1��

µSb� S ✶b2 � U
✟
e2 �

�
✁µTb� T ✶b2 ✁ U

✟
e3 �

�
✁λUb� U ✶b2

✟
e4. ✭✷✳✹✮

▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ αS ✏ bS ✶✱ ✇❤❡r❡ α P C ❛♥❞ S P Crrbss ❤❛s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥❧② ✐❢ α ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳

❇② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ax1 ✏ λbx1✱ ✇❡
❞❡❞✉❝❡ ✁2λUb � U ✶b2 ✏ 0✱ ❤❡♥❝❡ U ✏ 0 s✐♥❝❡ 2λ ❘ Z✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇❡
♦❜t❛✐♥

✁♣λ� µqTb� T ✶b2 ✏ 0

✁♣λ✁ µqSb� S ✶b2 ✏ 0
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✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s S ❛♥❞ T ❡q✉❛❧ t♦ 0 t♦♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ Rbe1�R✶b2e1
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛s s♦❧✉t✐♦♥ R ✏ α ❢♦r α P C✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛② x1 ✏ αe1✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ x2 ✏ µbx2 � x1 t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
x2 ✏ αe2✳ ■❢ ✇❡ ❧❡t x2 ✏ Re1 � Se2 � Te3 � Ue4 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ ❢❛❝t✿

✁♣λ� µqUb� U ✶b2 ✏ 0 ñ U ✏ 0

✁2µTb� T ✶b2 ✏ 0 ñ T ✏ 0

S ✶b2 ✏ 0 ñ S ✏ β, β P C,

❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
λRb�R✶b2 � β ✏ α,

✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡s β ✏ α ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❛♥❦ 0✳
❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡s ✉s x3 ✏ αe3 ❛♥❞ x4 ✏ αe4✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡r❡✲

❢♦r❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ E ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡①
♥✉♠❜❡r✳ ❆❧❧ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ E ✇✐t❤ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
αΦ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧❧ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t s❤♦✇s ✉s t❤❛t E ✐s ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t ✐❢ ❜② ❛❜s✉r❞
E ✏ F ❵ G✱ E ✇♦✉❧❞ ♣♦ss❡ss ❛t ❧❡❛st ❛♥♦t❤❡r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❡✳❣✳ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ F ❛♥❞ ✁Id ♦♥ G✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❙❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s

●✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡✲
♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡✲
r✐❡s ❛❧✇❛② ❡①✐sts ❢♦r s✉❝❤ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳

✸✳✶ ❙❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s

❈♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ E ♦❢ r❛♥❦ n P N ❛♥❞ ❛ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts❡❧❢✿

0 ✏ F0 ❼ F1 ❼ . . . ❼ Fn ✏ E.

✇✐t❤ Fj④Fj✁1 ✔ Eλj
✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r λj✳ ❲❡ s❛②

t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✐❢ λn✁j�1 ✏ ✁λj ❢♦r ❛❧❧ 1 ↕ j ↕ n ❛♥❞ t❤❡
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ Fn✁j④Fj ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❢♦r ❛❧❧ 0 ↕ j ↕ rn④2s✳

❲❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦r
❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①t❡♥❞ ✐t s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t♦ ❛❧❧ r❡❣✉❧❛r
s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦r ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✱
t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r s❡q✉❡♥❝❡

0 ✏ F0 ❼ F1 ❼ . . . ❼ Fn ✏ E

✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳

❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ s❤❛❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛s✳

✺✶
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▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥t✐✲
❤❡r♠✐t✐❛♥✮ ❛♥❞ Φ : E Ñ Ĕ✝ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✲s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✮ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts F1 ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Eλ s✉❝❤ t❤❛t
Φ♣F1q♣F1q ✏ 0✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ Fn✁1 ♦❢ r❛♥❣ n✁1

s✉❝❤ t❤❛t E④Fn✁1 ✔ F̌1

✝
❛♥❞ Fn✁1④F1 ✐s ❤❡r♠✐t✐❛♥ ✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t eλ ❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ F1 ❛♥❞ H t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
Φ ❜② H♣x, yq ✏ Φ♣yq♣xq ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

Fn✁1 :✏ tx P E⑤H♣eλ, xq ✏ 0✉.

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ H♣eλ, eλq ✏ 0 ❣✐✈❡s ✉s F1 ⑨ Fn✁1 ❛♥❞ Fn✁1

✐s ♥♦r♠❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡✿

0 Ñ F1 Ñ E Ñ E④F1 Ñ 0

❜② t❤❡♦r❡♠ ✷✳✻ ✇❡ ❝❛♥ ♣❛ss t♦ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s❡q✉❡♥❝❡✿

0 Ñ ⑧♣E④F1q
✝ Ñ Ĕ✝ π

Ñ F̌ ✝
1 Ñ 0.

▲❡t K ✏ Ker π✱ s✐♥❝❡ π ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❢♦r♠s ♦♥ E t♦ t❤❡
s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F1✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ K ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

K ✏ tϕ P Ĕ✝⑤ϕ♣F1q ✏ 0✉

s✐♥❝❡⑧♣E④F1q
✝
✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ K✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s t❤❡ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡

♦❢ Ĕ✝ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ F1✳
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Φ t♦ Fn✁1✳

Φ : Fn✁1 Ñ Ĕ✝.

❙✐♥❝❡ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Fn✁1✱ Φ♣xq♣eλq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ x P Fn✁1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t❤❛t Φ♣Fn✁1q ⑨
⑧♣E④F1q

✝✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ϕ P ⑧♣E④F1q
✝ t❤❡

❡❧❡♠❡♥t y ✏ Φ✁1♣ϕq s❛t✐s✜❡s Φ♣yq♣eλq ✏ 0 ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ⑧♣E④F1q
✝ ⑨ Φ♣Fn✁1q✳

❍❡♥❝❡ Φ♣Fn✁1q ✏
⑧♣E④F1q

✝ ❛♥❞ s✐♥❝❡ Φ ✐s ❛♥ ♣a, bq✲❧✐♥❡❛r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ Fn✁1

✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ✐ts ✐♠❛❣❡ ❜② Φ✿ ⑧♣E④F1q
✝✳

▲❡t ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡✿

0 Ñ ♣Fn✁1④F1q Ñ ♣E④F1q Ñ ♣E④Fn✁1q Ñ 0

❛♥❞ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t s❡q✉❡♥❝❡✿

0 Ñ ⑧♣E④Fn✁1q
✝ i
Ñ ⑧♣E④F1q

✝ π
Ñ ⑧♣Fn✁1④F1q

✝ Ñ 0.
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π ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠s ♦❢ ⑧♣E④F1q
✝✳ Ker π ✐s t❤✉s t❤❡

❢♦r♠s ♦❢ ⑧♣E④F1q
✝ t❤❛t ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ⑧♣Fn✁1④F1q

✝ ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❢♦r♠s ♦❢ Ě✝ t❤❛t ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ F1 ❛♥❞ Fn✁1✿

Ker π ✏ tϕ P Ě✝ s✳t✳ ϕ♣Fn✁1q ✏ 0✉

s✐♥❝❡ F1 ⑨ Fn✁1✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ Φ ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✲s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✮

Φ♣eλq♣Fn✁1q ✏ ✟Φ♣Fn✁1q♣eλq ✏ 0

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ Φ♣F1q ⑨ Ker π✳ ❆♥ ❡❛s② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t Ker π ✐s ♦❢ r❛♥❦
1✳ ❙✐♥❝❡ Φ♣F1q ✐s ♥♦r♠❛❧✱ ♦❢ r❛♥❦ 1 ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ Ker π✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡
❡q✉❛❧✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ⑧♣E④Fn✁1q
✝ ✔ Ker π ✔ F1✳ ◆♦✇ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Φ s❡♥❞s Fn✁1

♦♥t♦ ♣E④F1q
✝ ❛♥❞ F1 ♦♥t♦ Ker π✱ s♦ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s❡✲

q✉❡♥❝❡✿
0 Ñ Ker π ãÑ ♣E④F1q

✝ π
Ñ ♣Fn✁1④F1q

✝ Ñ 0

✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ Ker π ✇✐t❤ F1 ❛♥❞ ♣E④F1q
✝ ✇✐t❤ Fn✁1✿

0 Ñ F1 Ñ Fn✁1 Ñ
⑧♣Fn✁1④F1q

✝ Ñ 0.

♦r ✐♥ ♦t❤❡r t❡r♠s ⑧♣Fn✁1④F1q
✝ ✔ ♣Fn✁1④F1q✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② xÑ Φ♣xq⑤Fn✁1
❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥✳

▲❡t r❡s✉♠❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥t❡r✇♦✈❡♥ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s✿
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▼♦❞✉❧❡s ✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❛r❡ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✬s ❛❞❥♦✐♥ts✳
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❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳ ■❢ aeλ ✏ λbeλ ❛♥❞ 2λ ❘ N✱ t❤❡♥ H♣eλ, eλq ✏ 0✳ ■♥ ❢❛❝t
H♣eλ, eλq P E0 ♠✉st ✈❡r✐❢②✿

aH♣eλ, eλq ✏ H♣aeλ, eλq �H♣eλ,✁aeλq ✏ 2λbH♣eλ, eλq

✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ E0 ♦♥❧② ✐❢ 2λ P N✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ■❢ E ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡r♠✐t✐❛♥ ✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡
❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts λ P C s✉❝❤ t❤❛t E ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s F ❛♥❞ G ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs f ✏ g ✏ λ ♠♦❞ Z t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts
F1 ⑨ Fn✁1 t✇♦ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦r r❛♥❣ 1 ❛♥❞ n ✁ 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

s✉❝❤ t❤❛t ⑧♣E④Fn✁1q
✝ ✔ F1 ❛♥❞ Fn✁1④F1 ✐s ❤❡r♠✐t✐❛♥ ✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② H ❛♥ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ✭r❡s♣✳ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮ ❢♦r♠ ♦♥
E✳ ▲❡t ef ❛♥❞ eg ❜❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ F ❛♥❞ G ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t f ✁g ➙ 0✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ F1 ♦❢ E ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r e P E s❛t✐s✜❡s H♣e, eq ✏ 0✳

❇② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✶✳✷ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✇❡ ❤❛✈❡ abf✁geg ✏ fb ☎ bf✁geg✳ ▲❡t✬s
♣♦s❡ e1 ✏ bf✁geg✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✿

V :✏ tαef � βe1⑤α, β P C✉

◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡r② v P V s❛t✐s✜❡s av ✏ fbv✳ ❚❤❡ b✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ H ❛♥❞ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ a ❣✐✈❡ ✉s✿

♣a✁ 2fbqH♣v, vq ✏ 0

✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♥ E0 ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ αb2fe0✱ α P C✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ B ❢r♦♠ V ✂ V t♦ C s✉❝❤ t❤❛t✿

H♣v, wq ✏ B♣v, wqb2fe0 ❅v, w P V

❚❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ♦❢ H ✐♠♣❧② t❤❛t B ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r s②♠✲
♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ♦♥ ❛ 2 ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥tr❛✐♥s✿

B♣ef � xe1, ef � xe1q ✏ a0 � a1x� a2x
2

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ai✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❤❛s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❡❝t♦r e ✘ 0

s✉❝❤ t❤❛t B♣e, eq ✏ 0✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ H♣e, eq ✏ 0✳
❇② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞✐♥❣ e ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✇❡r ♦❢ b✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s

♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ H♣e, eq ✏ 0✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t e ❘ bE✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡
♠♦❞✉❧❡ F1 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② e ✐s ♥♦r♠❛❧✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷
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▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞✿

0 ❼ . . . Fi✁1 ❼ Fi ❼ Fi�1 ❼ . . . E

❜❡ ❛ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ Fi④Fi✁1 ✔ Eλi
❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡

✐s ❛ j s✉❝❤ t❤❛t λj�1 ✘ λj ♠♦❞ Z✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❞✐✛❡rs ♦♥❧② ✐♥ t❤❡

j✲t❤ t❡r♠ F ✶
j s✉❝❤ t❤❛t F ✶

j④Fj✁1 ✔ Eλ✶j
❛♥❞ Fj�1④F

✶
j ✔ Eλ✶j�1

✇✐t❤ λj ✏ λ✶j�1

♠♦❞ Z ❛♥❞ λj�1 ✏ λ✶j ♠♦❞ Z✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥ts ✉♣ t♦ ❛♥
✐♥t❡❣❡r s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r G :✏ Fj�1④Fj✁1 ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ E ♦♥t♦
t❤❡ q✉♦t✐❡♥t E④Fj✁1✱ π : E Ñ E④Fj✁1✳ G ✐s ❛ r❛♥❦ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ r❛♥❦ 2 ❣✐✈❡♥ ❜② ❉✳ ❇❛r❧❡t ✐♥ ❬❇❛r✾✸❪
✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r G ❛r❡✿

G ✔ Eλj
❵ Eλj�1

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ t❛❦❡ F ✶
j ✏ π✁1♣Eλj�1

q ♦r

G ✔ Eλj�1�1,λj

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② y ❛♥❞ t s❛t✐s❢②✐♥❣✿

ay ✏ λjby

at ✏ λj�1bt� y

t❤❛t ❤❛s ❛❧s♦ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✿ t ❛♥❞ x :✏ y�♣λj�1✁λj�1qbt ✇❤✐❝❤
s❛t✐s❢②✿

ax ✏ ♣λj � 1qbx

at ✏ ♣λj ✁ 1qbt� x.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ t❛❦❡ F ✶
j ✏ π✁1♣➔ x →q✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✻✳ ▲❡t λ ❜❡ ❡✐t❤❡r 0 ♦r 1④2 ❛♥❞ E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡r♠✐t✐❛♥ ✭r❡s♣✳
❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❡❧✲
❡♠❡♥t❛r② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ λ ♠♦❞✉❧♦ Z ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡
♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t ❡✈❡r② ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st 2 ❡❧❡♠❡♥t❛r②
q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ λ ♠♦❞✉❧♦ Z✳

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st F1 ⑨ Fn✁1 t✇♦ ♥♦r♠❛❧ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ r❛♥❣ 1 ❛♥❞

n✁ 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s✉❝❤ t❤❛t ⑧♣E④Fn✁1q
✝ ✔ F1 ❛♥❞ Fn✁1④F1 ✐s ❤❡r♠✐t✐❛♥ ✭r❡s♣✳

❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✮✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t F1 ✔ Eµ ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❛♥❞ tFi✉ ❛ ❏✲❍ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ F1 ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t E④Fn✁1 ✐s ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡r µ✶ ❡q✉❛❧ t♦ λ ♠♦❞ Z✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣
r❡♣❡❛t❡❞❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡✿

0 Ñ Fn✁1 Ñ E Ñ ♣E④Fn✁1q Ñ 0

❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✿

0 Ñ ⑧♣E④Fn✁1q
✝ i
Ñ Ě✝ π

Ñ F̌ ✝
n✁1 Ñ 0.

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ i ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ Ě✝ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r

❡q✉❛❧ t♦ ✁λ ♠♦❞ Z ✭s✐♥❝❡ ⑧♣E④Fn✁1q
✝ ✔ E✁µ✶✮✳ ❇✉t λ ✏ ✁λ ♠♦❞ Z ❛♥❞

E ✔ Ě✝ s♦ ❜② t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ F1 ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s Im
✁ ⑧♣E④Fn✁1q

✝
✠
✏

Φ♣F1q✱ t❤✉s ⑧♣E④Fn✁1q
✝ ✔ F1✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ Ě✝ ❜② E ❛♥❞ ⑧♣E④Fn✁1q

✝
❜② F1 ✐♥

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

0 Ñ F1
i
Ñ E Ñ F̌ ✝

n✁1 Ñ 0

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t ❛♥❞ i ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✱ s♦ F̌ ✝
n✁1 ✔ ♣E④F1q

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② Fn✁1 ✔
⑧♣E④F1q

✝✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
Φ✁1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Φ✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t✿

0 Ñ Fn✁1④F1 Ñ E④F1 Ñ E④Fn✁1 Ñ 0

0 Ñ ⑧♣E④Fn✁1q
✝ Ñ ⑧♣E④F1q

✝ Ñ ⑧♣Fn✁1④F1q
✝ Ñ 0

❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ⑧♣E④Fn✁1q
✝ ❛♥❞ ⑧♣E④F1q

✝ ✇✐t❤ F1 ❛♥❞ Fn✁1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

0 Ñ F1
ϕ
Ñ Fn✁1

π
Ñ ⑧♣Fn✁1④F1q

✝ Ñ 0

❢♦r t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ F1✱ ϕ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✭✉♣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡①

♥✉♠❜❡r✮ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ F1 ⑨ Fn✁1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ⑧♣Fn✁1④F1q
✝ ✔ ♣Fn✁1④F1q✳ ◆♦t❡

t❤❛t π ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Φ t♦ Fn✁1✱ s♦ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✭r❡s♣✳
❛♥t✐✲s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛♥❦
♦❢ t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❋♦r r❛♥❦ 0 ❛♥❞ 1 t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳
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❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❡✈❡r② r❛♥❦ ➔ n ❛♥❞ ❧❡t✬s ♣r♦✈❡ ✐t ❢♦r

r❛♥❦ n✳ ▲❡t ✜♥❞ F1 ⑨ Fn✁1 ♦❢ r❛♥❣ 1 ❛♥❞ n✁1 s✉❝❤ t❤❛t ⑧♣E④Fn✁1q
✝ ✔ F1 ❛♥❞

Fn✁1④F1 ✐s ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦r ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✿

✭✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s G ♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ E ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r λ
♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ 0 ♦r 1④2 ♠♦❞ Z✳ ❚❤❡♥ Φ♣Gq♣Gq ✏ 0 ❜② r❡♠❛r❦ ✸✳✸ ❛♥❞
✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳
❖♥❧② ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ✇❤♦s❡ ♦♥❧② ♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s
❤❛✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✏ 0 ♦r λ ✏ 1④2 ♠♦❞✉❧♦ Z r❡♠❛✐♥ ❛❢t❡r t❤✐s ♣♦✐♥t✳

✭✐✐✮ ❋♦r λ ✏ 0 ♦r λ ✏ 1④2 t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜✲
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ λ ♠♦❞ Z✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❧❡♠♠❛ ✸✳✹✳
❆❢t❡r t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ 1④2 ♠♦❞✉❧♦ Z ❛♥❞ ❛♥ ✉♥✐q✉❡
♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦r♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜✲♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡q✉❛❧ t♦ λ ♠♦❞ Z✱ ✇❤❡r❡ λ ✏ 0 ♦r 1④2✱ ❜✉t t✇♦ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ❛ ❏✲❍
s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ λ ♠♦❞ Z✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❧❡♠♠❛ ✸✳✻✳
❖♥❧② ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ r❛♥❦ ❛t ♠♦st 2 ✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ✮ ♣❛ss
t❤✐s ❢❛r✳

✭✐✈✮ ❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ E ✐s 2 ❛♥❞ ♦♥❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ❛ ❏✲❍ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0

♠♦❞ Z✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❡q✉❛❧ t♦ 1④2 ♠♦❞ Z✳ ❇② t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❦ 2

♠♦❞✉❧❡s t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❬❇❛r✾✸❪✿

⑧♣Eλ ❵ Eµq
✝ ✔ E✁λ ❵ E✁µ

Ě✝
λ,µ ✔ E1✁λ,1✁µ

s♦ ✐❢ λ ✏ 0 ♠♦❞ Z ❛♥❞ µ ✏ 1④2 ♠♦❞ Z t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ✐s ♥♦t s❡❧❢✲
❛❞❥♦✐♥t✳

❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s Fn✁1④F1 ❤❛s ❛ ❏✲❍ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐♠❛❣❡ ❜② t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♠♦r♣❤✐s♠ Fn✁1 Ñ Fn✁1④F1 ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ 0 ❛♥❞ E ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❏✲❍ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ E
t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ ♦✉t t❤❡
❤❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞✉❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡♥ ✐t ❛❞♠✐ts
❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s✳
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Pr♦♦❢✳ ❇② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✷ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ E ✐♥t♦

E ✏
mà
i✏1

Hi

✇❤❡r❡ m ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ Hi ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦r
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ G❵Ǧ✝✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♥♦♥ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳

❊❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ t❤✐s s✉♠ ❛❞♠✐ts ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t ✐❢
Hi ✐s ✐♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♦r ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ❜②
t❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✹✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐❢ Hi ✐s t❤❡ s✉♠ G ❵ Ǧ✝ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t✱
✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✜♥❞ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s✳ ❚❛❦❡ ✐♥
❢❛❝t ❛♥② ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r s❡r✐❡s ♦❢ G✱

0 ✏ G0 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Gn ✏ G.

❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s❡r✐❡s

0 ✏ ⑧♣G④Gnq
✝
❼ ⑧♣G④Gn✁1q

✝
❼ . . . ⑧♣G④G0q

✝
✏ Ǧ✝.

❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ♦❢ G❵ Ǧ✝ ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✿

0 ✏ G0 ❼ G1 ❼ . . . G ✏ G❵ ⑧♣G④Gnq
✝
❼ G❵ ⑧♣G④Gn✁1q

✝
❼

☎ ☎ ☎ ❼ G❵ ⑧♣G④G0q
✝
✏ G❵ Ǧ✝.

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ m✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ m ✏ 1 ✇❛s
❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡♥✳

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ m ➙ 2 ❛♥❞ ❧❡t E ✶ :✏ H1 ❛♥❞ F :✏
➦m

i✏2Hi✳ ❲❡ ❤❛✈❡
t❤❡r❡❢♦r❡ E ✏ E ✶ ❵ F ✱ ❛♥❞ E ✶ ❛♥❞ F ❛r❡ ❜♦t❤ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ♦❢ E ✶✿

0 ✏ E ✶
0 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ E ✶

r ✏ E ✶

❛♥❞ ♦❢ F ✿
0 ✏ F0 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ Fs ✏ F.

❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r✐❡s ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✿

0 ✏ E ✶
0 ❼ E ✶

1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ E ✶
rr④2s ❼ E ✶

rr④2s ❵ F1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ E ✶
rr④2s ❵ Frs④2sr☎ ☎ ☎ s

E ✶
r♣r�1q④2s ❵ Fr♣s�1q④2s ❼ E ✶

r♣r�1q④2s ❵ Fr♣s�1q④2s�1 ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ E ✶
r♣r�1q④2s ❵ F

❼ E ✶
r♣r�1q④2s�1 ❵ F ❼ ☎ ☎ ☎ ❼ E ✶ ❵ F,

✇❤❡r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ r ❛♥❞ s✱ r☎ ☎ ☎ s st❛♥❞s ❢♦r



✸✳✶✳ ❙❊▲❋✲❆❉❏❖■◆❚ ❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❙❊❘■❊❙ ✺✾

✭✐✮ t❤❡ ✏ s✐❣♥ ✐❢ r ❛♥❞ s ❛r❡ ❜♦t❤ ❡✈❡♥✳

✭✐✐✮ t❤❡ ❼ s✐❣♥ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❞❞✳

✭✐✐✐✮ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡
❼ E ✶

rr④2s ❵ Fr♣s�1q④2s ❼

❚❤✐s ❝❛s❡ ♥❡❡❞s ❛ s❤♦rt ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❢ r ❛♥❞ s ❛r❡ ♦❞❞✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦
❝❡♥tr❛❧ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ E ✶

r♣r�1q④2s④E
✶
rr④2s ❛♥❞

Fr♣s�1q④2s④Frs④2s✳ ❙✐♥❝❡ E ✶
i ❛♥❞ Fi ❛r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t s❡r✐❡s ❜♦t❤ q✉♦t✐❡♥ts

❛r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ♦❢ r❛♥❦ 1✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ E0✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❍✐❣❤❡r✲r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s

■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ❧❛tt✐❝❡ ❑✳ ❙❛✐t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑ ✭❝❢✳ ❬❙❛✐✽✸❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢
❛①✐♦♠❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❯s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❞✉❛❧✐t② ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣❡r♠ ♦❢ ❛
❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ C

n�1 ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞
✐ts ♣n � 1q✲❞✉❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡✬❧❧ ♣r♦✈❡ ✭❛s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞ ❜② ❘✳ ❇❡❧✲
❣r❛❞❡ ✐♥ ❬❇❡❧✵✶❪✮ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t
♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r D ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ C

n�1 ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ✇❤✐❧❡ E ✇✐❧❧
❞❡♥♦t❡ ✐ts b✲❛❞✐❝ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳

✹✳✶ ❉✉❛❧✐t② ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ ❣✐✈❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞
✐ts ♣n� 1q✲❞✉❛❧✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ✭❇❡❧❣r❛❞❡✮✳ ▲❡t E ❜❡ t❤❡ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣❡r♠
♦❢ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : Cn�1 Ñ C✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠
❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ ✐ts ♣n� 1q✲❞✉❛❧✿

∆ : E ✔ Ĕ✝ ❜♣a,bq En�1

❲❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ t❤✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛ s❡r✐❡s ∆k : E✂E Ñ C ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r
❢♦r♠s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

r∆♣yqs ♣xq ✏ ♣n� 1q!
�✽➳
k✏0

∆k♣x, yqb
ken�1

✻✶
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✇✐t❤ x✱ y P E✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ ❜②
❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♣n� 1q!✳

✹✳✷ ✏❍✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑ ♦❢ ❑✳ ❙❛✐t♦

❑✳ ❙❛✐t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❙❛✐✽✸❪ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛✐r✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❇r✐❡s❦♦r♥ ❧❛tt✐❝❡
D ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑✿

K♣kq : D ✂D Ñ C k P N

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✭✐✮ K♣kq♣ω1, ω2q ✏ K♣k�1q♣bω1, ω2q ✏ ✁K♣k�1q♣ω1, bω2q✳

✭✐✐✮ K♣kq♣aω1, ω2q ✁K♣kq♣ω1, aω2q ✏ ♣n� kqK♣k✁1q♣ω1, ω2q✳

✭✐✐✐✮ K♣0q s❛t✐s✜❡s
K♣0q♣D, bDq ✏ K♣0q♣bD,Dq ✏ 0

❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✬s r❡s✐❞✉❡ ♦♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t D④bD✳

✭✐✈✮ K♣kq ❛r❡ ♣✁1qk✲s②♠♠❡tr✐❝✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❝❛♥
❞❡❞✉❝❡ t❤❛t K♣kq♣D, bk�1Dq ✏ K♣kq♣bk�1D,Dq ✏ 0✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣❛✐r✐♥❣s K♣kq ❛s ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ D④bk�1D✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡✬❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ∆k ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✐✮✕✭✐✐✐✮ ♦❢ t❤❡ ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡
♣❛✐r✐♥❣s✑ ♦❢ ❑✳ ❙❛✐t♦✳

❚❤❡ ♣r♦✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② st❡♣s✳

✹✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✹✳✸✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✐✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ b✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ∆♣yq t♦ ♦❜t❛✐♥✿➳
k

♣n� 1q!∆k♣bx, yqb
ken�1 ✏ r∆♣yqs ♣bxq ✏ b r∆♣yqs ♣xq ✏➳

k

♣n� 1q!∆k♣x, yqb
k�1en�1
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✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s ∆k♣x, yq ✏ ∆k�1♣bx, yq✳ ❆♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ b✲❧✐♥❡❛r✐t②
♦❢ ∆ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

∆♣byq♣xq ✏ ♣b ☎Ě✝ ∆♣yqq ♣xq ✏ ✁b∆♣yq♣xq,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

♣n� 1q!
➳
k

∆k♣x, byqb
ken�1 ✏ ∆♣byq♣xq ✏ ✁b∆♣yq♣xq ✏

♣n� 1q!
➳
k

✁∆k♣x, yqb
k�1en�1

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ∆k♣bx, yq ✏ ✁∆k�1♣x, byq✳

✹✳✸✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✐✐✮

❙✐♥❝❡ ∆ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆♣ayq ✏ a ☎Ě✝ r∆♣yqs ❛♥❞✿

♣n� 1q!
➳
k

∆k♣x, ayqb
ken�1 ✏ ∆♣ayq♣xq ✏ a ☎ r∆♣yqs♣xq ✏

✏ ∆♣yq♣axq ✁ ar∆♣yq♣xqs ✏ ♣n� 1q!
➳
k

�
∆k♣ax, yqb

ken�1 ✁∆k♣x, yqab
ken�1

✟
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ En�1 ✭aen�1 ✏ ♣n � 1qben�1✮ ❣✐✈❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥

abken�1 ✏ bkaen�1 � kbk�1en�1 ✏ ♣n� k � 1qbk�1en�1

❤❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇s✿

∆k♣ax, yq ✁∆k♣x, ayq ✏ ♣n� kq∆k✁1♣x, yq

✹✳✸✳✸ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✬s r❡s✐❞✉❡

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ∆0 ✐♥❞✉❝❡s ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✬s r❡s✐❞✉❡
♦♥ D④bD ✔ Ωn�1④df ❫ Ωn✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✐✈✮✿ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ∆0 ❛♥❞ t❤❡ b✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ∆ ✐t✬s
❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ∆0♣D, bDq ✏ ∆0♣bD,Dq ✏ 0✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r ∆0 ❛s
❛ ♣❛✐r✐♥❣ ♦♥ D④bD✳

●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✬s r❡s✐❞✉❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Res♣g, hq :✏ lim
εjÑ0,❅j

➺
⑤❇f④❇zj ⑤✏εj

gh dz

❇f④❇z1 ☎ ☎ ☎ ❇f④❇zn�1
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✇❤❡r❡ g, h P O ❛♥❞ dz ✏ dz1❫ . . . dzn�1✳
❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ∆ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ s✐① ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s
♠♦r♣❤✐s♠ ❛s s❤♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♣❤✿

E
α // F1

β // F2

F3

γ

``AAAAAAA

δ����
��

��
��

Ĕn�1 F5ζ
oo F4η

oo

❚❤❡s❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ♣❛ss t♦ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ b ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ∆0✿

E④bE α̃ // F1④bF1

β̃ // F2④bF2

F3④bF3

γ̃

eeJJJJJJJJJ

δ̃{{ww
ww

ww
ww

ww
w

♣Ĕ✝❜En�1q
b♣Ĕ✝❜En�1q

F5④bF5
ζ̃

oo F4④bF4η̃
oo

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ rg dzs ❜② ∆0 ✐s Res♣g, ☎q✱ ✇❤❡r❡ g dz ✐s ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Ωn�1✳ ❲❡✬❧❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ✐♥ ♠❛♥② st❡♣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛❜♦✈❡✳

✭✐✮ ❙t❡♣ ✶✿ E✱ F1 ❛♥❞ F2✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✿

F1

bF1

✔
Ωn�1

df ❫ Ωn

F2

bF2

✔
Dbn�1

♣❇̄ ✁ df❫qDbn
,

t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ α̃ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ Ωn�1④df ❫ Ωn ❛♥❞ β̃

✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ i : Ωn�1 ÞÑ Dbn�1✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t β̃ ✆
α̃♣rg dzsq ✏ ri♣g dzqs✳ ▲❡t ✇r✐t❡ T P Dbn�1,0 t❤❡ ❝✉rr❡♥t i♣g dzq✳

✭✐✐✮ ❙t❡♣ ✷✿ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ F2 ❛♥❞ F3 ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❡♠♠❛ ✸✳✹✳✷ ♦❢ ❬❇❡❧✵✶❪ ✇❡ s❡❡ t❤❛t✿

F3

bF3

✏
Ker♣Db0,n�1

df❫
Ñ Db1,n�1q

❇̄Ker♣Db0,n
df❫
Ñ Db1,nq
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❛♥❞ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ γ̃ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ Db0,n�1 ⑨ Dbn�1✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ S :✏ γ̃✁1♣T q ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿

T ✏ df ❫ αn,0

❇̄αn,0 ✏ df ❫ αn✁1,1

☎ ☎ ☎ ☎ ☎ ☎

❇̄α1,n✁1 ✏ df ❫ α0,n

❇̄α0,n ✏ S

✇❤❡r❡ t❤❡ αp,q P Dbp,q✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣Db✌,q; df❫q ✐s ❛❝②❝❧✐❝ ✐♥ ❞❡❣r❡❡ ✘ 0 ❢♦r ❛❧❧
q ✐♥ 0, . . . , n � 1 ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s rSs ✏ rT s ✇❤❡r❡ r☎s ✐s t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ✐♥ F2④bF2✳

♣❇̄ ✁ df❫q
n➳

k✏0

αk,n✁k ✏ ❇̄α0,n ✁ df ❫ αn,0 ✏ S ✁ T

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ▲❡t ❜❡ ♣p, qq P N
2 ❛♥❞ ϕp,q ❛

C✽ t❡st ❢♦r♠ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ♦❢ t②♣❡ ♣p, qq✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢
T ♦✈❡r ϕ0,n�1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

➔ T, φ0,n�1 →✏

➺
φ0,n�1 ❫ g dz

t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝✉rr❡♥t s❛t✐s✜❡s T ✏ df ❫ αn,0✿

➔ αn,0, φ1,n�1 →✏ lim
ε1Ñ0

➺
⑤❇1f ⑤➙ǫ1

φ1,n�1 ❫ g dz2❫ . . .❫ dzn�1

❇1f

✐♥ ❢❛❝t✿

➔ df ❫αn,0, φ0,n�1 →✏ lim
ε1Ñ0

➺
⑤❇1f ⑤➙ǫ1

φ0,n�1 ❫ df ❫ g dz2❫ . . .❫ dzn�1

❇1f

✏

➺
φ0,n�1 ❫ g dz

❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❙t♦❦❡s✬ t❤❡♦r❡♠✿

➔ ❇̄αn,0, φ1,n → ✏ ✁ ➔ αn,0, ❇̄φ1,n →

✏ lim
ε1Ñ0

✁

➺
⑤❇1f ⑤➙ǫ1

❇̄φ1,n ❫ g dz2❫ . . .❫ dzn�1

❇1f

✏ lim
ε1Ñ0

➺
⑤❇1f ⑤✏ǫ1

φ1,n ❫ g dz2❫ . . .❫ dzn�1

❇1f
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❲❡✬❧❧ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥ts αn,0
k ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r 1 ↕ k ↕ n � 1

❛❧s♦ ✈❡r✐❢② df ❫ α
n,0
k ✏ T ✿

➔ α
n,0
k , φ1,n�1 →✏

✏ lim
εkÑ0

➺
⑤❇kf ⑤➙ǫk

♣✁1qk�1φ1,n�1 ❫ g dz1❫ . . . ①dzk . . .❫ dzn�1

❇kf

❛♥❞ t❤❛t r❇̄αn,0s ✏ r❇̄αn,0
k s ✐♥ F2④bF2✿ ✐♥ ❢❛❝t ♣❇̄ ✁ df❫q♣αn,0 ✁ α

n,0
k q ✏

❇̄αn,0 ✁ ❇̄αn,0
k ✳

❋♦r ❛❧❧ k P 0, . . . , n ❛♥❞ 1 ↕ i1 ➔ . . . ➔ ik�1 ↕ n� 1 ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡✿

α
n✁k,k
i1,...,ik�1

✏
1

♣k � 1q!
lim
ǫiqÑ0

❅1↕q↕k�1

➺
⑤❇i1f ⑤➙ǫi1
⑤❇iqf ⑤✏ǫiq

♣✁1q♣
➦

q iqq�1g
➍

l✘i1,...,ik�1
dzl

❇i1f . . . ❇ik�1
f

❛♥❞ ❧❡t αn✁k,k :✏ α
n✁k,k
1,2,...,k�1✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✉s✿

〈

df ❫ α
n✁k,k
i1,...,ik�1

, ϕk,n✁k�1
〉

✏

〈

1

k � 1

k�1➳
q✏1

❇̄αn✁k�1,k✁1

i1,...,♣iq ,...,ik�1

, ϕk,n✁k�1

〉

✉s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ k t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t αn✁k,k

i1,...,ik�1
❞♦❡s♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ iqs✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s✏

df ❫ αn✁k,k
✘
✏
✏
❇̄αn✁k�1,k✁1

✘
.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❇̄α0,n ❛❝ts ✉♣♦♥ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕn�1,0 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②✿

➔ ❇̄α0,n, φn�1,0 →✏
1

♣n� 1q!
lim
ǫkÑ0

❅k

➺
⑤❇kf ⑤✏ǫk
❅k

φn�1,0g

❇1f . . . ❇n�1f

✭✐✐✐✮ ❙t❡♣ ✸ ❢r♦♠ F3④bF3 t♦ ♣D④bDq
✝✿ ❧❡t ♥♦t✐❝❡ t❤❛t S ✐s ❛ ❝✉rr❡♥t ♦❢ t②♣❡

♣0, n� 1q ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✿

F4

bF4

✔ Ker
✁
H

n�1
0 ♣X,Oq

df❫
Ñ H

n�1
0 ♣X,Ω1q

✠
❛♥❞ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ F3④bF3 ❛♥❞ F4④bF4 ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦♥❡✱
❛♥❞

F5

bF5

✔

✂
Ωn�1

df ❫ Ωn

✡✝
❋r♦♠ st❡♣s ✭✶✮✕✭✸✮ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ∆0 ✐♥❞✉❝❡s ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✬s r❡s✐❞✉❡✳



✹✳✹✳ P❘❖P❊❘❚❨ ✭■❱✮ ✻✼

✹✳✹ Pr♦♣❡rt② ✭✐✈✮

❱❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ∆k ❛r❡ ♣✁1qk✲s②♠♠❡tr✐❝ ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❢♦♦t✲
st❡♣s ♦❢ ❑✳ ❙❛✐t♦ ❛♥❞ ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜②
♣r♦✈✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳

▲❡t ∆ : E Ñ Ĕ✝ ❜♣a,bq En�1 ❜❡ ❇❡❧❣r❛❞❡✬s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❆s ✇❡ ❛❧r❡❛❞②
♥♦t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ E ❛♥❞ Ě✝ ❜♣a,bq En�1 ❛r❡ ✐♥
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ E ❜♣a,bq E✁♣n�1q④2 ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t✱
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛♣ t❤❛t s❡♥❞s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ Φ t♦ Φ❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2

✳
❇② ❛♥ ❡❛s② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳ ▲❡t ∆ : E Ñ Ĕ✝ ❜ En�1 ❜❡ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞

∆♣yq♣xq ✏ ♣n� 1q!
➳
k

∆k♣x, yqb
ken�1

❢♦r ❡❛❝❤ x ❛♥❞ y P E✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ∆k s❛t✐s❢② ❙❛✐t♦✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✈✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ∆❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2

✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳

Pr♦♦❢✳ ∆❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2
✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✐✛ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2

�
y ❜ e✁♣n�1q④2

✟ �
x❜ e✁♣n�1q④2

✟
✏
➳
k

Skb
ke0 ô

∆❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2

�
x❜ e✁♣n�1q④2

✟ �
y ❜ e✁♣n�1q④2

✟
✏
➳
k

Sk♣✁bq
ke0.

❢♦r ❛❧❧ x ❛♥❞ y P E✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2

�
y ❜ e✁♣n�1q④2

✟ �
x❜ e✁♣n�1q④2

✟
✏
➳
k

Skb
ke0 ô

∆♣yq♣xq ✏
➳
k

Skb
ken�1.

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡
❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ C

n�1 t♦ C ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ Φ : E Ñ Ĕ✝ ❜♣a,bq En�1 ✇✐t❤

Φ♣yq♣xq ✏ ♣n� 1q!
➳
k

Φk♣x, yqb
ken�1,

❢♦r ❛❧❧ x ❛♥❞ y s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ C✲❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s Φk s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ❢♦✉r
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❙❛✐t♦✬s ✏❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s✑✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t ∆ ❜❡ ❇❡❧❣r❛❞❡✬s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ ∆k ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠

∆̌✝ ❜♣a,bq IdEn�1
: E Ñ Ĕ✝ ❜♣a,bq En�1

❛♥❞ ❧❡t Φ ✏
�
∆� ∆̌✝ ❜♣a,bq IdEn�1

✟
④2✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ Φk s❛t✐s❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r s✐♥❝❡
∆0 ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✭●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✬s r❡s✐❞✉❡✮ ❛♥❞ ∆̌✝ ❜♣a,bq IdEn�1

✐♥❞✉❝❡s t❤❡
tr❛♥s♣♦s❡❞ ♦❢ ∆0 ♦♥ E④bE✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Φ0 ✏
�
∆0 �

t∆0

✟
④2 ✏ ∆0.

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦

⑧�
Φ❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2

✟✝
✏ Φ̌✝ ❜♣a,bq IdE♣n�1q④2

✏ Φ❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2
,

t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ Φk s❛t✐s❢② ❙❛✐t♦✬s ♣r♦♣❡rt② ✭✐✈✮✳
❲❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t Φ ❜♣a,bq IdE✁♣n�1q④2

✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ E ❜♣a,bq E✁♣n�1q④2 ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t✱ ✇❡
❝❛♥ ❛♣♣❧② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✻ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢
Φ❜♣a,bqIdE✁♣n�1q④2

✳ ❇✉t ✐❢ Φ❜♣a,bqIdE✁♣n�1q④2
✇❡r❡ ♥♦t ✐♥❥❡❝t✐✈❡ Φ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡

❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦r♠ ♦♥ E④bE✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s✉r❞✳

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❢♦r♠ ♦♥ E ❜♣a,bq E✁♣n�1q④2 ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❇r✐❡s❦♦r♥
❧❛tt✐❝❡s✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✻✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ C

n�1 t♦ C ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥ E❜♣a,bqE✁♣n�1q④2

✐s ❛ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❇❛r✾✸❪ ❉❛♥✐❡❧ ❇❛r❧❡t✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ✐✳ ■♥ ❈♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❣❡♦♠❡tr②✱ ❯♥✐✈✳ ❙❡r✳ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✶✕✹✸✳ P❧❡♥✉♠✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✸✳

❬❇❛r✾✼❪ ❉✳ ❇❛r❧❡t✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ■■✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❈♦♠♣❧❡①
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ✭❚r❡♥t♦✱ ✶✾✾✺✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✻✻ ♦❢ P✐t♠❛♥ ❘❡s✳
◆♦t❡s ▼❛t❤✳ ❙❡r✳✱ ♣❛❣❡s ✶✾✕✺✾✳ ▲♦♥❣♠❛♥✱ ❍❛r❧♦✇✱ ✶✾✾✼✳

❬❇❡❧✵✶❪ ❘✳ ❇❡❧❣r❛❞❡✳ ❉✉❛❧✐té ❡t s♣❡❝tr❡s ❞❡s ♣a, bq✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❏✳ ❆❧❣❡❜r❛✱
✷✹✺✭✶✮✿✶✾✸✕✷✷✹✱ ✷✵✵✶✳

❬❇r✐✼✵❪ ❊❣❜❡rt ❇r✐❡s❦♦r♥✳ ❉✐❡ ▼♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞❡r ✐s♦❧✐❡rt❡♥ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥ ✈♦♥
❍②♣❡r✢ä❝❤❡♥✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ▼❛t❤✳✱ ✷✿✶✵✸✕✶✻✶✱ ✶✾✼✵✳

❬❙❛✐✽✸❪ ❑②♦❥✐ ❙❛✐t♦✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐r✐♥❣s K♣kq
F ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❤②✲
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