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RESUME

Les méthodes d’inversion par moindres carrés nécessitent la simulation de
propagation d’ondes modélisées par des équations linéaires. La généralisation de
ces méthodes d'inversion & des milieux tridimensionnels, se heurte au coat in-
formatique des simulations numériques. C’est donc dans cette partie simulation
numérique que se situe la majeure partie de notre travail.

Nous commencons par ’étude de 'inversion d’un milieu localement per-
turbé, c’est & dire que nous recherchons une hétérogénéité de forme donnée dans
une matrice homogéne. Nous montrons dans ce cas simple, influence de la
fréquence de la source sur la non-linéarité de la fonction cott.

Ensuite, nous introduisons et analysons une famille de schémas numériques
pour ’équation des ondes acoustiques, en milieu homogene. Ces schémas sont
d’ordre deux ou d’ordre quatre en temps et d’ordre quelconque en espace. Nous
avons estimé le coiit informatique des simulations, et préconisé un choix du nom-
bre de points par longueur d'onde et du nombre de points par période. Ceci donne
alors les pas d’espace et de temps.

Puis, nous étudions la stabilité et la précision de cette famille de schémas
numériques en milieu hétérogéne. Nous obtenons des résultats de stabilité quelque
soit I'hétérogénéité du milieu, et donnons 'ordre d'approximation de ces schémas
numeériques en milieux hétérogénes. Nous étudions également les conditions ab-
sorbantes "éponge”.

Enfin nous nous somimes intéressé & une estimation d’erreur a posteri-
ori pour 'équation des ondes en milieu unidimensionnel. Ces estimations sont
généralisables au cas bidimensionnel. Elles permettent de mesurer 'erreur com-
mise sur la solution a l'aide de quantités calculables; donc on peut par une
procédure adaptative régler les pas de temps et d’espace.

MOTS CLES
Equation des Ondes Schémas Numériques
Stabilité Numérique Conditions Absorbantes
Cotit Informatique Estimation A posterior

Inversion Sismique Réflexion






ABSTRACT

Least square inversion methods require wave propagation modelling by li-
near equations. In tridimensional media the computational cost of the modelling
limits the range of application of those methods. Therefore it is in modelling that
the main part of this work has been done.

We start with the inversion of locally disturbed medium, that is to say we
look for an heterogeneity of given shape, in an homogeneous matrix. We show in
this simple case, the influence of the frequency of the source on the non-linearity
of the cost function.

Next we introduce and analyse a family of numerical schemes for the acous-
tic wave equation in homogeneous media. Those schemes are of order two or four
in time and of any order in space. We estimate the computational cost of the
modelling, and advice a choice for the number of points per wavelength and the
number of points per period, which fix the space and time steps.

Then we study the stability and the accuracy of this family of numerical
schemes in heterogeneous media. We obtain stability results for arbitrary heteroge-
neous media and give the order of approximation of those schemes in heterogeneous
media. We also study the "sponge” absorbing boundary condition.

Finally we deal with a posteriori error estimates for the wave equation in
unidimensional media. Those estimations are generalizable to bidimensional me-
dia. They permit a measure of the error on the solution, by computable quantities;
therefore they allow to fix the space and time steps in an adaptative procedure.

KEY WORDS
Wave Equation Numerical Schemes
Numerical Stability Absorbing Conditions
Computational Cost A posteriori Estimate

Inversion Seismic Reflexion
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PRESENTATION DES TRAVAUX

Cette these est composée de trois parties relatives & un méme théme de
recherche, la propagation des ondes modélisées par des équations linéaires en mi-

lieu hétérogene.

Nous allons décrire succintement ci-dessous, le contexte dans lequel se sont
déroulés les travaux, ainsi que les éléments qui ont motivé leur entreprise. Enfin,
on énonce les principaux résultats.

Ce travail s’est entiérement déroulé & I'Institut Frangais du Pétrole (IFP)
sous la direction d’Alain Bamberger. La premiére partie a été réalisée & la divi-
sion Géophysique et Instrumentation en collaboration avec F. Collino. Le reste
a été réalisé & la division Informatique et Mathématiques Appliquées. L’analyse
de I'erreur de dispersion en milieu homogéne a été faite en collaboration avec F.
Collino.

Partie 1 - Inversion Tridimensionnelle : Etude d’un Milieu
Localement Perturbé

Motivations

Les méthodes d'inversion par moindres carrés néeessitent la simulation de la
propagation d’ondes dans des milieux complexes. Un vaste travail de recherche a
été entrepris, aussi bien au niveau théorique que numérique, en milieux unidimen-
sionnel et bidimensionnel. La poursuite de ces études en milieux tridimensionnels
complexes, se heurte au coiit informatique des simulations.

Cependant dans le cas d’'un milieu localement perturbé, nous avons pu éviter la
modélisation 3D compléte. Nous avons cherché a retrouver une hétérogénéité de
forme générique donnée, incluse dans un milieu homogéne de référence.

L'objet de cette premiére approche de l'inversion tridimensionnelle est ‘de recou-
vrer la forme de 'hétérogénéité.

Construction de 'exposé

Aprés une bréve présentation de la physique du probléme (section 1.1),
nous étudions le probléme direct, et notamment sa linéarisation par rapport aux




parametres (section 1.2). Ensuite aprés une présentation du probléme inverse (sec-
tion 1.3), nous étudions le comportement de la fonction cott des moindres carrés
(section 1.4) pour une perturbation sphérique. Enfin nous donnons des résultats
pour des perturbations de forme générique eli:pscndaie (sectlon 1.5) et nous con-

cluons (section 1.6).

Résultats

Pour un milieu localement perturbé, la linéarisation du probléme et une
hypothése de champ lointain permettent de relier la perturbation sur les sismo-
grammes & la transformée de Radon de la perturbation sur le milieu. '

Nous avons montré, dans ce cas que le rayon de courbure de la fonction coit des
moindres carrés au voisinage du minimum, dépendait linéairement de la fréquence
de la source émettrice d’ondes. Ceci souligne 'intéret des méthodes de continuation
en fréquence, développées depuis les années 1985, pou.r surmonter la non-linéarité
du probléme.

Nous avons ensuite appliqué l'inversion au cas d’ellipso’ides et montré la bonne
convergence de la méthode pour des cas plus complexes que la sphere.

Partie IT - Schémas Nﬁmériques pour I’Equation des Ondes
en Milieu Hétérogéne

ivations

Lorsque I'on s’intéresse a des milieux tridimensionnels complexes, les métho-
des d’inversion faisant appel au calcul optimal, nécessitent la modélisation tridi-
mensionnelle de la propagation des ondes. -

Le cott informatique pour de telles simulations est alors considérable. Les méthodes
numériques pour les problemes hyperboliques ont été et restent un actif sujet de
recherche. Un trés grand nombre de publications concernent notamment l'analyse
du cotit informatique de ces méthodes. Une référence classique est le fameux arti-

cle de Alford, Kelly et Boore (cf [Alf]).
L’objet de ce travail est de présenter et d’analyser une famxlle de schémas numériques

pour 'équation des ondes acoustiques.

Construction de l'exposé

Nous avons séparé cette étude en deux chapitres : 'un pour le milieu ho-
mogéne (chapitre 2) et 'autre pour le milieu hétérogéne {chapitre 3}.
Aprés une bréve introduction (section 2.1}, nous analysons Perreur de dispersion,



en étudiant ’erreur de phase et I'erreur de groupe des schémas d’ordre deux ou
d’ordre quatre en temps. Afin de bien comprendre P'analyse du coiit informatique
(section 2.5), nous donnons les courbes d’erreur en milieux unidimensionnel (sec-
tion 2.2}, bidimensionnel (section 2.3) et tridimensionnel (section 2.4).

Ensuite nous procédons de la méme maniére pour l'opérateur défini par trans-
formation de Fourier (section 2.6}, puis nous concluons cette étude en milieu ho-
mogene (section 2.7).

Nous entamons avec le chapitre 3, 'étude de la stabilité et de la précision en
milieu hétérogéne. Tout d'abord en milieu unidimensionnel (section 3.1) puis en
mileu bidimensionnel avec des généralisations en milieu tridimensionnel (section
3.2). Puis en vue d’une parallélisation de I'implémentation, nous étudions les con-
ditions absorbantes éponge (section 3.3).

Résultats

I’étude en milieu homogéne nous a permis, comme dans Darticle d’Alford,
Kelly et Boore, de déduire une régle pratique afin de contréler la dispersion
numérique. Nous préconisons pour des schémas d’ordre 2 ou d’ordre 4 en temps et
d’ordre quelconque en espace, un choix du nombre de points par longueur d’onde
et du nombre de points par période.
Par exemple, pour un schéma (2-4) nous préconisons 6 points par longueur d’onde
minimale, et 20 points par période minimale. Nous avons également montré qu'il
n’était pas nécessaire d'utiliser des opérateurs d’ordre trés élevé en espace, leur
cott calcul devenant prohibitif.
L'étude de la stabilité en milieu hétérogéne nous a conduit & des critéres de sta-
bilité- suffisants, quelque soit 'hétérogénéité du milieu. Les conditions de sta-
. bilité obtenues dépendent explicitement des contrastes des parameétres acoustiques
(vitesse et densité).
L’étude des propriétés de réflexion et de tmnsmassmn nous a montré la perte de
Pordre d’approximation du schéma, en précence d’une discontinuité dans le milieu.
Les solutions numériques ne convergent plus qu ‘en o(h).
L’analyse des conditions absorbantes "éponges” a montré la sunphcste d’ :mplemen—
tation et 'efficacité de ce procédé. Cependant I’augmentation nécessaire du do-
maine de calcul, induit un surcoit informatique.

Autres Aspects du Travail

Ce travail a donné lieu & deux publications & la ” Premiére Conférence
Internationale sur les Aspects Mathématiques et Numériques des Phénomeénes de
Propagation d’Ondes” tenue a Strasbourg en avril 1991 (cf [Seil],[Pia]) et & une
présentation lors du congrés "SIAM Annual Meeting” tenu & Chicago en juillet

1990 (cf [Sei2]).



Partie ITI - Estimations d’Erreur A posteriori pour ’Equation
des Ondes

Motivations

Les analyses précédentes en milieux homogéne ou hétérogéne, donnent des
regles pratiques afin d'obtenir des résultats avec une précision acceptable.
Cependant cette précision "acceptable” reste qualitative puisque aucune mesure
de Perreur n’est faite en pratique. L’objet de cette derniére partie est justement
d’obtenir des estimations de Perreur en fonction de quantités calculables.

Construction de 'exposé

Nous commengons par déduire une estimation d’'erreur a posteriori pour
le probléeme semi-discret en espace (section 4.1). Ensuite nous travaillons sur le
probleme semi-discrétisé en temps (section 4.2). Enfin, nous donnons ’estimation
d’erreur a posteriori globale (section 4.3).

»

at

Pour le probléme semi-discrétisé, nous avons obtenu une majoration d’erreur
a posteriori en norme L? en o(h). Ensuite par une hypothése de régularité sur la
~ source nous avons obtenu une majoration a posteriori en norme H' également en
o{ h), ce qui est le cas de la majoration a priori classique de la méthode des éléments
finis. Pour le probléme totalement discrétisé, nous avons montré que l'erreur se
comportait en o{ At + h). Cette technique d'estimation d’erreur a posteriori est un
moyen de controler la précision numérique, par un processus de réglage adaptatif
des pas de temps et d’espace.

Autres Aspects du Travail

Ce travail a donné lieu & une présentation lors du congrés "SIAM Annual
Meeting” tenu & Chicago en juillet 1990 (cf [Seid]).
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Chapitre 1

Inversion Tridimensionnelle :
Etude d’un Milieu Localement

Perturbé

Dans ce premier chapitre nous abordons l'inversion en milieu tridimension-
nel avec un objectif triple.

Tout d’abord nous présentons des calculs analytiques dans le cas d’un mi-
lieu tridimensionnel localement perturbé. Ces calculs sont menés dans le cadre
d’une linéarisation par rapport aux paramétres et ensuite grace & une hypothése

de champ lointain.

On obtient ainsi une relation entre les sismogrammes et la transformée de
Radon de la perturbation. On montre ensuite que les hypothéses précédentes con-
duisent a des classes d’équivalence de perturbations.

Ensuite nous étudions, dans le cas d'une perturbation sphérique, le com-
portement de la fonction coiit des moindres carrés, suivant la fréquence de la source
émettrice d’ondes. On établit une relation montrant le comportement du rayon de
courbure au voisinage du minimum en fonction de la fréquence.

Enfin nous présentons des résultats d'inversion d'un ellipsoide ayant trois
axes différents, afin de montrer que la méthode s’applique a des cas plus com-
pliqués que la sphére.




CHAPITRE 1. INVERSION D'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

1.1 Introduction

Une expérience de sismique consiste & faire propager une onde dans le sous-sol, et
~ & enregistrer les réponses de celui-ci en surface a ’aide de capteurs.
Les interfaces du milieu donnent naissance a des phénomenes de réflexion, diffrac-
tion et de transmission; ainsi les enregistrements sismiques, appelés sismogrammes,
sont riches en information sur ces interfaces (cf fig 1.2).
Lorsque I’on dispose des sismogrammes il faut se livrer & un travail d’interprétation
de ces données. Un des moyens d’interprétation est ce que I’on appelle I'inversion.
Cette démarche consiste & faire une simulation numérique de la propagation des
.ondes dans un milieu de caractéristiques données, et de mesurer 'écart entre les
sismogrammes générés et ceux enregistrés.
On cherche ensuite & faire décroitre cet écart et le modéle géophysique retenu sera
celui qui rendra 'écart (c’est & dire I'erreur) minimum. '

Source Récepteurs

U Y4 v \ s v

couche 1

couche 2

[

couche 3

/

\\\

fig 1.1 : Hlustration d’une expérience de sismique.
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CHAPITRE 1. INVERSION D’'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

1.2 Probleme Direct

On présente tout d’abord la linéarisation de I'équation des ondes. Ensuite on utilise
une hypothése de champ lointain pour obtenir un développement de la variation
de pression du en fonction du rapport diametre sur profondeur de la perturbation.
Le premier terme de ce développement fait apparaitre des. classes d’équivalences

entre perturbations.

1.2.1 Linéarisation du probleme

On se place dans le cadre d’un milieu acoustique homogéne sans surface libre.
La variable mesurée est la pression u qui est régie par ’équation des ondes:

(1 8% 1

m'ét—;(m,t,x.,) - V(;(—;)'Vu(:c,t,z,)) = S(z,t.z,)
{1 u{z,0,z,) = 0 (1.1)
;gf‘—(z,o,xm 0

ol I (x) est le module d’incompressibilité
p(z) est la densité volumique de masse
S(z,t,z,) est la source émettrice d’ondes.

En utilisant la fonction de Green I'(z,t,z,)}, qui est la solution de (1.1) avec
S(z,t,z;) = 8(z — z,)6(1), la solution u a pour expression :

u(m,f,i,) = /VF(':c,t,y) * S{y,t,z,)dV{y)

En prenant la source ponctuelle en espace on a:

S(y,t, .’Z?,) = 6(3' - x,)S(t)

et donc u est de la forme:

u(z,t,z,) =z, t,z,) * 5(t)

On va maintenant s'intéresser & la solution u 4 éu du probléme (1.1) avec K + 6K

6



1.2. PROBLEME DIRECT

et p-+ ép. Afin de linéariser le probléme on fait les hypotheéses :

K é
—_— ] "-ﬁ<<1
K p

du est alors solution du probléme linéarisé :

(1 B%u 1 SK Bu bp
mmg;;‘;—(z,i,ma) - V(p(m)v&(m,t,x,)) = e —(z,t,2,) — V(p2 Vu(z,t,z,))
{ bu(z,0, z,) = 0
k a;:(m 0,z,) = 0
(1.2)

soit encore en utilisant la fonction de Green :

5 3
bu(arityz) = [ Ton )« (3 g vet.20) = V(EValyt,2)|dV()

En utilisant le fait que u est solution de (1.1) et que 'on se place en milieu ho-
mogene on trouve :

' 8%y 6K 6 5
Sulz,,t,2,) = /V Dz, t,y) * (57 (4,12 (55 = ;g:) + fsw, t,z,)]dV (y)

Lorsque 'on suppose que la perturbation n'introduit pas de variation en densité
c’est a dire &p = (} on trouve :

o 1YY
Su(zr,t,zy) = | T(zpt,y) * [omz (vt 2.) (55 )1V (1)
v ot K

Pour un milieu sans surface libre, on connait I'expression de la fonction de Green
qui est donnée par :

P 6(tmuy“ma“)

Hontz) = Hy~%H c

Ainsi on a une expression reliant les sismogrammes du et la perturbation §K

7
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CHAPITRE 1. INVERSION D’UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

lz-z i+ ]lz~2|

1 S(t - ,
5u(x,,t,x,)m(4m2)2/v e R@dvVE) (1)

On pose C**¢ = (4nc?)*

Rema.rgue :

On aurait formule analogue pour §P si on travaillait dans un milieu avec surface
libre en supposant ép = 0. Le calcul fait alors intervenir une source virtuelle S’
symétrique de S par rapport & la surface dans l'expression de T qui reste symétrique

en Set S,
On peut donc, sans restreindre la généralité, s'intéresser au cas sans surface libre

avec 6p = 0.

1.2.2 Hypothése de champ lointain

On suppose maintenant que la perturbation est petite devant sa profondeur. Ainsi
on supposera la perturbation & une profondeur égale & 1 et de diameétre ¢.

e= Sup |[z—yl
eV

Récepteur.
x

Source

x A

fig 1.3 : Exemple de perturbation localisée en espace.
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1.2. PROBLEME DIRECT

Pour tout point x de la perturbation et pour G quelconque, on a :

IG“*J’J,)
TG — T, ”

o= =l 2o — =, | \}1 +2(z - s}

onala

Proposition 1.1

Soit G un pointtel que : ¥ z €V ||z ~25] < e alorsona:

8 . -
Su(z,t,z,) = 6u®(z,t,2,) — B / St~ te = L) p-sK(p)dp + O(%)

avec
C:te :a p ]
5 0 ,ty 5 == St_...t P 51” d
u'(z,t, z,) ll-n*?G“i”alle»"G"mf!l/a ( G C) \{(p)dp
sle ate
B ~ c i C 2
fze~z, " |26 — = |

DEMONSTRATION :

On part de la relation :

lz-z |+l z—=|

St —

1 - ’
Su(es,t,2,) = e /V ST o 5K (2)dV ()
On a pour tout point G :
[z =2, =l z¢ — 2, | \J1+2($*$c)w+ll£—wc I
“ g — T, “
En faisant un développement en ¢ on a :
22, l=ll 26 — 2. || +(z - 20)7 =22k 4 0(e?)
26—z, |
de méme :
ol (:':'G _-Ir) 2.
H I —=Zy N"‘H Ig — I, n +(3 - xG)_” g — 2T, Il + 0(62)

U R b o e
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CHAPITRE 1. INVERSION D'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

d’ou
2=z, + ]| &~z =l 26 — 2, || + || 26 = 2, || +(z = 26) - Wsr + O(e?)
1 1
= — B dr —z:)  Wen + O(e?
Te=m el Teo—zlza-z] 2 (#70) Wer+0(")
avec
r—2 r—=
Wf & r
B V==, || Tz—= |

d’on la relation :

Sulz,t,z,) = i ll/S(t {z = 2c) - Wsp)b K (z)dx

“ g — z, |||l ¢ - =z,

-B f‘ St — tg - Lﬂl;fﬁl - Wsr)(z — 26)WsréK(z)dz + O(&°)
En intégrant sur les plans d’équation (z ~ z5)Wsg = p pour p € [o, §] on obtient:

8 .. .
Su(z,t,2,) = 6u®(z.t,2,) — B / §(t - tg — fc-’)paf«r(p)dp + O(e%)

avec

Cate

I 26 = 2. il 26 — 2,

§P%z,t,2,) = i fj S(t - tg - %)5?&’(p)dp

et

5K (p) = jx §K(z)dz

(x—zc)Wsp=p

S ESSA IEELY .

R.erna,rg ues :

i) 6K (p) est la transformée de Radon de 6K. Elle s'introduit naturellement car
on a transformé l'intégration sur le domaine V, en une double intégration ; I'une
sur les plans d'équation (z — .’.E’(;)WSR = p, 'autre sur la cote du plan p qui varie

10



1.2. PROBLEME DIRECT

entre o et A4,

fig 1.4 : Dlustration de la méthode de calcul de 6K (p).

i1) 1z est le temps de parcours Source, point G, Récepteur.

i1} Wspg est le vecteur normal au plan de coupe pour la transformée de Radon.

On rappelle la définition de la transformée de Radon d’une fonction f. Soit z un
vecteur de R” et p un réel. On définit la transformée de Radon de f au point

(p,2) par:

flp,z) = e fly)dy

C'est I'imtégrale de f dans 'hyperplan d’équation z -y = p.
A deux dimensions, cela revient & intégrer f suivant des droites orthogonales au

11
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CHAPITRE 1. INVERSION D'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

vecteur z situées & la distance p de l'origine. Ici 6K(p) correspond & 6K (p, Wsg)

A

¢ Support de f

Y
o

fig 1.5 : Tlustration du procédé d’intégration de Radon.

Le résultat précédent montre que l'on peut choisir un point G quelconque pour le
développement de §P(x,,t,z,). 1l serait intéressant de savoir s'il existe un point
G qui améliorerait la validité du développement .Le résultat suivant répond en
partie & la question.

Proposition 1.2

On suppose que la source est i spectre borné et que la perturbation est petite devant
la longueur d’onde minimale de la source. Alors si le point G vérifie :

/V(x ~ 26)6K(2)dz = 0

T = g(t—fa) \{x)dz 3
Pt ) = e e~ P 4 0
Remarque :

12



1.2. PROBLEME DIRECT

Ce point G particulier fait gagner un ordre dans le développement en annuiant
P'ordre 2 en ¢, c’est & dire augmente la validité du développement.
L’hypothese de source a spectre borné n’est pas restrictive car. en pratique, on a

pour source un Ricker qui verifie cette propriété.
DEMONSTRATION :

On part de 'expression suivante :

lz—z. i +[z—2z |

1 S(t — »
§u(z, t,1,) = P /V TeToT p— ” §K(z)dV(z)

On passe dans le domaine de Fourier pour la source

(maz
0

5(t) = %Re/ wS(w)e™ dw

On utilise alors les développements au premier ordre en ¢ suivants:

2= 2, l1=ll 26 = 2, I| +(z - 26) 2222 4 0e?)
leo=21

|2 =2, 1=l 26 = 2. || +(z - 26)7 2222 4 0(e?)
l20 =2 |

on peut alors écrire :

lz—z |+ 12—z =] 76 - 2. | + || 26 = 2 || +(z — z6) - Wsg + O(?)
et
- - _ L= (2 ~ 26) - 4 + O]
Tz z=z ] Tro—=ea=a] 6)-:
avec
, _ T-—uz, z -z,
AT =l

ce qui donne pour éu :

13
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CHAPITRE 1. INVERSION D'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

ste Qmasr 28
bu(z,, t,z,) = %-Re/o w”Sw)

I z6 — 2, Il 26 — - |

PR EEA R EErs
[ /V 1= (z ~ 2¢) - AJFK(2)e " c )dx]dw +0(%)

Travaillons maintenant sur le terme de phase

[z=z ||+ ]|z —z |

elw{ - o ) = e;w(t_ga) e

"’%{(w —z6) - Wsp + O(e?)]

La longueur d'onde minimale de la source correspond a la pulsation Q,,,, c'est &
dire que : Ay = 27¢/Qnaz
On fait alors 'hypotheése :  £/A,,;, < 1 ce qui permet de développer 'exponentielle

iz - zg) - W, O(e? w 2
eltemzel Wort O ) ¥1(e - 5 Wan+ 01 + 0
d'ou
_ O, [Omes w?S(w) .
bulz,tiz,) = = Re/g P ”(/V §K(z)dz)dw

ate Clmaz 38 fw(t~ig)
- ke / wiS(w)e ( j (z — 26) - WEK (2)dz )dw
0 1%

iz —z, ||l 76 = z. |

-
Cote Qrnas 2S(w)eiw(t-—tc)
- —Re /D PR ety f (z = 26) - AY6K (z)dr)dw

+ O(%)
Ainsi en choisissant G tel que :

/v (z — 26)6K(z)dz = 0

o1 a:

(/V(x —zg)bK(z)dz) W = (L(g —zg)6K(z)dz)- A =0

d’ott le résultat.

14



1.2, PROBLEME DIRECT

1.2.3 Equivalence entre perturbations

Nous n’avons fait, jusqu’a présent aucune hypotheése sur la connexité de V.

Si on suppose que V n’est pas connexe (c’est & dire pas en un seul morceau )
alors en ne conservant que éu® dans le développement de §u, on montre que deux
perturbations différentes donnent ( au premier ordre ) la méme réponse.

En effet une perturbation est caractérisée par :

- un point arbitraire G € Co(V') (Co(V) enveloppe convexe de V)
- les intégrales de surfaces 6 K(p) p € |a, B].
Alors avec :

N N
v=UV e NVi=0

=1 =1

et toujours diam(V') « 1 la linéarité de I'intégrale donne :

N
Oste - P,
et = T T [ 8t - 1o - By6X (o)

a;=qa B;=pf Vi=1.N alors :

Su(z,t,2,) = " [P -’3)(N51'-( d
o) = ey L St DO T eiendp

FEo3 ]

En supposant que les perturbations V; ont la méme forme {par exemple que ce sont
toutes des sphéres de rayon fixe ) et donc que V; = Z ou Z est une perturbation

fixe on a

6K (p) = 6K z(p)

et donc :
Arcste g . oo
bulz,t,z,) = / S(t —te — =YK z(p)d |
( 2 | zg ~ zs ||| z6 ~— 2 || Ja ( c) (p)dp |
}
ainsi la perturbation V = | J Vi caractérisée par les 6K est équivalente 4 la

i=1
perturbation Z caractérisée par N6K .
On définit ainsi une relation d’équivalence par la relation :

VRZ v 6P associéa V. = 6P associé a Z : g

15




CHAPITRE 1. INVERSION D'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

Ainsi les deux configurations suivantes sont équivalentes :

Wsn Wsp

6K1=8K;=1 6K =9

I est donc clair que I'hypothése de connexité sur V détermine I'élément de la classe
d’équivalence que ['on retrouve.

Remarg ue :

i) L’approximation utilisée ne distingue donc pas les deux objets ci-dessus; ceci
peut s’interpréter en terme de pouvoir de résolution, c'est & dire montre ce que
I'on peut espérer retrouver lors d’une inversion.

ii) Lorsque V; = Z un moven d'avoir a; = o B = 8 Vi = 1.N est d'imposer

que:
WSR-C.‘C}‘-‘:O t<j <N

ou {; est le centre de V..

En posant :

M Koo
le point G veérifie :
GS'ugjxcte,} 2<]$N

c’est & dire qu’il se trouve a l'intersection de plusieurs plans.

16



1.2. PROBLEME DIRECT

Pour 'exemple précédent des deux spheéres on a simplement une direction u telle
que GS - u = C*. Ceci définit le plan bissecteur de ’angle (SG.GR).

Source

Récepteurs

) ¢

Ca

W

)

fig 1.6 : Le plan bissecteur.

17
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CHAPITRE 1. INVERSION D’UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE
1.3 Probléme Inverse

1.3.1 Présentation du probléme inverse

Le probléme inverse associé & I’équation des ondes consiste & retrouver les parametres
d’une structure du sous-sol (vitesse, densité, géométrie) & partir des sismogrammes

enregistrés en surface.
Soit ¢ l'opérateur de modélisation, qui & un sous-sol donné (p, k') associe les sis-

mogrammes correspondant.
Le probléme inverse s’énonce alors comme suit :

7 Etant donné une observation (ici un sismogramme) X eziste-i-il des paramétres

(p, K) tels que : ®(p,K)=X ¢ 7

Ce probleme est difficile car 'opérateur @ est non linéaire en (p, K) et donc en
général n’admet pas d'inverse.

De plus les données ne sont pas en pratique dans 'espace image de 'opérateur &
car elles sont bruitées.

1.3.2 Les moindres carrés

Puisqu’il n’est pas possible en général de résoudre le probléme inverse on s'intéresse
au probléme suivant : '

” Ezite-t-il un jeu de paramétres (p, K) tel que Uécart J(p, K) =] ®(p, K) - X |
soit minimum ¢ 7

On cherche de ce fait les paramétres qui expliquent "au mieux” (au sens de la
norme ci-dessus) les données. Pour notre probléme la norme choisie est la norme

L? en temps.
La fonctionnelle J est donc définie par :

+oo . 1/2
HCESED VD VT MRS SOES BIRY (14)

sources récepleurs

Nous renvoyons le lecteur a [Cha] pour une étude plus compléte du probléme
inverse.

18



1.4. ETUDE POUR UNE PERTURBATION SPHERIQUE

1.4 Etude pour une Perturbation Sphérique

Nous appliquons ici les résultats de la section (1.2.2) au cas d’une sphére. Nous
donnons d’abord 'expression de la fonction cofit. Ensuite nous étudions la dépendance
du rayon courbure de la fonction coit par rapport a la fréquence de la source et
nous obtenons des comportements asymptotiques.

1.4.1 Expression de la fonction coit

Dans le cas d’une perturbation sphérique de rayon r, la transformée de Radon de
8K s’exprime facilement, si on suppose que 6K est constant dans la sphére on a :

§K(p)= 6K -m-(r? - p*)

d’ou

C*SKn
I z6 =z il 26 = 2 || /-

Su(z,,t,z,) = S(t te — g)(rz - p’)dp

L’application de modélisation ¢ est définie par :
® o rr B(r) = SP(2)
Lorsque les données sont synthétiques, alors 'observation X est donnée par :

.X = @(T‘g).
Ainsi 1a fonction cofit J s'exprime sous la forme :
p

1/2

M= T % 1 @0 -eroi

sources récepieurs

On suppose r proche de ry; on peut alors linéariser & autour de rg, d’ou :

—_ X 2K ?I’C“ero(r ’"G) ~ p
J(r) - wgcs ?écgpztgnrg (H TG — Ty “ ] Ig -~ Tr ”) .[ -["‘e S(t tG )dp}

La linéarisation de J autour de ry se justifie par le fait que 'on va s’intéresser au
comportement local de la fonction cotit en rg.

19
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CHAPITRE 1. INVERSION D’UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

1.4.2 Influence de la fréquence au minimum

On définit le rayon de courbure de J au voisinage de ro comme l'inverse de la
dérivée seconde de J en rg.

Propaosition 1.3

Si on suppose que : S(t) = G(Ft) et ro/A <1
ou F est la fréquence, A la longueur d’onde et G € C™(R), alors le rayon de
courbure R(ro, F') vérifie

1
R(ro, F) = e .
(ro. F) 3ari | G |
ot
SKm
(a4

e =z il ze = 2. |
Nous avons illustré ce résultat par la figure (1.7)

DEMONSTRATION ©
On a;
+co
J"(r0) = 8a?r? jo I(ro, t)dt

on

I(re,t) = ] " G(F(t —tc + B))dp

—re c
d’ou1 en supposant que rg/A € 1

I(ro,t) = 2roG(F(t — tc))

Ainsi )
I(ro) = 32ar | G | - 7 O

L’hypothése sur la source suppose qu'elle est a amplitude constante. On peut
considérer le cas ou 'amplitude de la source dépend également de la fréquence. il
est judicieux alors, de normaliser J(r) par Parrivée directe en G. Ainsi on définit

J(r)
I P(re) If?

20
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1.4. ETUDE POUR UNE PERTURBATION SPHERIQUE

avec

1 t
P(rg) = =S(t - =)

Proposition 1.4

On suppose que la source est de la forme : S(t) = A(F)G(Ft)
ou F est la fréquence et G € C™(R) alors on a :

Vir) ~ C*.F lorsque F — 400
V(ir) ~ Ct.F3 lorsque F — 0

On s

arg

FT . arg
] (6(u = Fig + ) - G(u—~th—-—-—-)) du

V(ir)= (2a(r — 7'0)7‘0?"(’,‘)2 B8 s
[0 G*(u — 22)du

La premiére intégrale vaut :

FT | .
[ 6= Fio+ 52 - Gu~ Fio - ) 'au =21 & I - G+ 6222
1) Lorsque F — +oo alors 1:-:3 — 400
G G(QGT‘Q)) 20
et FT
2, To = 2

| ew-Dau=jc

Ainsi

Rl G 1y

Vir) = 2(2a{r — rg)rorg
(r) = 2(2a( )ro ”G”

21
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CHAPITRE 1. INVERSION D'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

1) Lorsque F' — 0 alors L)

X
/FT( G(u - Ftg + -‘3139-) ~ G(u - Ftg — ‘”")) du = 4?32*“’"9 G(0)
0
et
FT
/ G u — 2ydu = G(0)
(i A
d’on
V() = (2a(r = rorore’®) S0 po 5

G(0)

1.5 Résultats Numériques

Nous illustrons les résultats de la section {1.4) sur le rayon de courbure de la fone-
tion coit. Ensuite nous montrons un exemple d’inversion d’un ellipsoide.

1.5.1 Fonctions coiit pour différentes fréquences

Nous illustront ici les résultats du paragraphe (1.4.2)
On remarque essentiellement deux aspects :

1} Le puit de convergence diminue lorsque la fréquence augmente

ii} La résolution est meilleure pour les hautes fréquences c’est & dire que
la fonction coiit est plus "pointue” au voisinage du minimum.
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fig 1.7 : Exemples de fonctions cofit.
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CHAPITRE 1. INVERSION D’UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

On remarque que les valeurs de la fonction colt augmente avec la fréquence
{(sauf au minimum !}. Cela explique le fait que plus la fréquence est grande, et
donc la longueur d’onde petite, plus 'onde "voit” de détails dans le milieu. Ceci

est net sur les sismogrammes de 10Hz et 70H .

fig 1.8 : Vue de dessus du dispositif.

La figure (1.9) est le sismogramme enregistré pour une source de 10Hz, c'est &
dire une longueur d’onde de 150m, et une perturbation sphérique de rayon de 25m.

L’onde ne voit qu’une réflexion de 1'hétérogénéité.
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fig 1.9 : Sismogrammes synthétiques & 10 Hz.
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fig 1.10 : Sismogrammes synthétiques a4 70 Hz.
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CHAPITRE 1. INVERSION D'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE

La figure (1.10) est le sismogramme enregistré pour une source de T0H z,
c’est a dire une longueur d'onde de 21m et une perturbation sphérique de rayon
de 26m. On peut voir la réflexion sur le fond de la perturbation et donc au total

deux réflexions ( cf figure (1.11) ).

Source Récepteurs

fig 1.11 : Hlustration de la réflexion sur le fond.
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1.5.2 Résultats d’inversion

Pour Vinversion on a supposé 61 constant dans la perturbation (ceci est justifié
par 'hypothése du 2.2 la perturbation est petite devant sa profondeur) et la forme
générique de la perturbation connue. Pour les résultats numeériques nous avons
considéré une forme ellipsoidale. L’inversion consiste donc a retrouver les car-
actéristiques de 'ellipsoide, c’est & dire la taille de la perturbation.

Dans ’exemple qui suit on cherche & retrouver un ellipsoide d’axes 30m, 15m, 20m.
On a généré des sismogrammes (dits observés) grace a ce modele de sous-sol et un

ricker de 30Hz.
Ensuite on a choisi un ellipsoide d’axes 25m, 20m, 25m comme modeéle initial pour

Poptimisation. Tenant compte des résultats du paragraphe précédent on a "une
idée” du modeéle initial que 'on doit choisir afin de converger.
Le dispositif est le suivant :

\

fig 1.12 : Le dispositif.

MODELE A RETROUVER : 30 15 20
MODELE INITIAL : 252025

Les figures suivantes montrent la convergence des trois axes au cours des itérations.
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1.5. RESULTATS NUMERIQUES
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CHAPITRE 1. INVERSION D'UN MILIEU LOCALEMENT PERTURBE
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1.6. CONCLUSION

1.6 Conclusion

L’étude précédente nous a permis d’illustrer les points suivants :

i} nous avons obtenu, par un calcul analytique, une relation entre la varia-
tion de pression du et la transformée de Radon de la variation d’impédance acous-
tique 6 K.

ii) ensuite nous avons illustré dans le cas d’une perturbation sphérique les
non-linéarités de la fonction colit et montré l'influence de la fréquence de la source
sur ces non-linéarités,

Nous avons notamment établi que le puit de convergence de la fonction coiit est
d’autant petit que la fréquence est élevée, mais qu'en revanche la résolution au
minimum est meilleure avec les hautes fréquences.

iii) enfin nous avons montrer que les approximations utilisées définissent
des classes d’équivalence entre perturbations. Ainsi nous avons étudié le pouvoir
de résolution de la méthode, c'est & dire ce que l'on pouvait espérer retrouver lors
d'une inversion.
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Chapitre 2

Analyse de ’Erreur de Dispersion
en Milieu Homogene

Lorsque I'on considéere des milieux tridimensionnels complexes, les méthodes
classiques d’inversion faisant appel au contrdle optimal, nécessitent la modélisation
de l’état vibratoire du milieu au cours du temps. Cette modélisation est trés
coutetise et réduit donc le champ d’application de 'inversion. C’est pourquoi nous
allons nous efforcer de trouver des schémas numériques "économiques”.

Les différentes méthodes de discrétisation de ’équation des ondes acous-
tiques peuvent se mettre sous la forme :

Apwu} — Bagul = 0

ou Aja. est un opérateur de dérivation discréte en temps, et By, un opérateur de
dérivation discréte en espace. Bja, est par exemple, un opérateur de différences
finies ou opérateur de Fourier discret. Il y a, done une discrétisation en temps et
une discrétisation en espace.

Dans ce chapitre nous analysons 'erreur de dispersion totale en milien
homogene, provenant des erreurs de discrétisation en temps et en espace, sur la

vitesse de phase et la vitesse de groupe.
Nous avons mené cette analyse en milien unidimensionnel, bidimensionnel et tridi-

mensionnel, de fagon & bien montrer les différents problémes inhérents a chaque
dimension, pour des schémas d’ordre deux et d’ordre quatre en temps.

Nous avons utilisé pour la dérivation discréte les différences finies ainsi que la
méthode spectrale basée sur la transformée de Fourier.

Ensuite, en imposant un critére sur 'erreur de phase et erreur de groupe,
nous déduisons un coit informatique des simulations numériques en fonction du
nombre de longueurs d’onde parcourues.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L'ERREUR DE DISPERSION

Ceci nous permet de choisir, pour une erreur fixée, en milieu homogeéne, les deux
paramétres importants lors d’une simulation numérique & savoir :

1) le nombre de points par longueur d’onde minimale

2) le nombre de points par période minimale.

On arrive alors, comme dans l'article classique de Alford, Kelly et Boore (cf
[Alf]), & préconiser en fonction de la taille du modéle considéré et de 'erreur fixée,
les parameétres numeriques ci-dessus, pour des schémas d’ordre deux ou quatre en

temps et d’ordre quelconque en espace.
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2.1. INTRODUCTION

2.1 Introduction

L’équation des ondes acoustiques en mileu homogene relie la pression acoustique
u & la vitesse ¢ du milieu et s’écrit :

1 3*u
aga =0

Afin de discrétiser en espace, I'idée naturelle est de considérer une approximation
A, du Laplacien. Cette approche n'est pas facilement généralisable 4 des milieux
hétérogénes. En effet en milieux hétérogeénes, la pression acoustique u est reliée
au module d’incompressibilité A et a la densité p par 'équation :

1 8%

1
s e N (=W oy} = 0

Il faut donc calculer des dérivées de la forme :
o [(10u
5 (55:) *)

Pour cela nous allons construire une approximation A, de la dérivée premiére e
x

puis par composition obtenir une approximation By de (*).

Afin de définir les opérateurs de dérivation discréte 4;, nous allons considérer
deux grilles de points, I'une de pas 2/2 et 'autre de pas A. Nous définissons alors
deux familles d'opérateurs de dérivation discrete A} et A}. Nous allons voir que
P'une de ces deux familles est meilleure que 'autre au niveau de la précision et du
cout calcul, pour un modéle donné.

Remarques :

1) L'étude qui suit en milieu homogéne, est analogue pour ces deux familles d'opéra-
teurs. Les résultats pour 'erreur de phase et l'erreur de groupe sont tout a fait
comparables. Il est cependant important de bien voir les différences, notamment
sur les courbes d’erreur sur les vitesses de phase et de groupe, afin de comprendre
le gain engendré par une méthode par rapport a I'autre.

ii) Nous donnons ci-aprés une table des principales notations de ce chapitre.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Notations

Opérateur de dérivation discréte en espace
Coefficients intervenant dans l'opérateur 4,
Coeflicients intervenant dans 'opérateur 4;
Coefficients intervenant dans I'opérateur 4,
Vitesse du milieu {(m.s™1)

Pas de temps (s)

Erreur relative sur la vitesse de phase

Erreur relative sur la vitesse de groupe

Fréquence de coupure de la source (Hz)

Inverse du nombre de points par période minimale
Pas d’espace (m)

Inverse du nombre de points par longueur d’onde minimale
Module d’incompressibilité du milieu (kg.m=! - s~?)
Longueur de 'opérateur

Longueur d'onde minimale (m)

Dimension du domaine

Nombre de points par longueur d’onde

Nombre d’opérations par noeud et par pas de temps
Nombre de pas de temps

Nombre de points par période minimale

Nombre de pas d’espace dans une direction
Parameétre de Courant p = cAt/h

Densité (kg.m™3)

Période minimale de la source (s)

Temps maximal de propagation (s)

Champ de pression (kg.m™'.s~%)
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL
2.2 Etude en Milieu Unidimensionnel

2.2.1 Schémas d’ordre 2 en temps
L'opérateur sur la grille compléte

On introduit tout d’abord 'espace

_ "
L, = {soEL"’(R) [ o= Y @i Yimr/mhse1/mm) }

Em w00

L2,/; est 'espace des fonctions L*(R) en escalier, définies sur une grille de pas
h/2. On définit Popérateur A} au point z; = 1h/2 par la relation :
AL Lg,}fz — L} 172
u = Alu(i) z%u(i«}ml)wu(i-—l)]

™~

Siu e C®(R) alors on a :

L L oG
Alu(i) = ;a;u’(a:;) + ;a; > ut (l;l)

i=1 k=3,5,7

. L Ou - T :
Pour que A} soit une approximation de 5;(:2:.-), c’est & dire qu’il soit consistent,

on impose :
L
2 =1
=}

Ensuite, puisque 'on dispose de L coefficients, on peut imposer (L — 1) conditions
pour que A} soit d'ordre 2L.
L

En effet, puisque Za; = 1, on peut écrire :
21
ul*i)(z)

0 2
(4-32) o= S ()
En imposant :

L
S PPay =0 p=12.,L~1
=1 '

oLl a

w7y (L
(A}: 3 ) u( ) = m—%—ﬁl (Z fﬂ'a;) (g)EL + O(h2L+2)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Donc les coeflicients de Popérateur A} sont solution du systeme linéaire :

{ L

L
lepaz = 0 p=12..L-1
i=1

.

Un calcul simple montre que :

= (_,1)“‘1 rr]*;'[fmz
t | TIm* = By |

mEl

On construit une approximation de la dérivée seconde -g;—H en formant
B} = —'AjoA}. En posant 8 = a;/1, B} s'écrit :

L .
Blu(z;) = “-1-5 Z BiBem i+ l4+m)+ui~{I+m))

h Im=}
— fu(i+ (I = m))+uli — (I -m))]

Afin de discrétiser complétement 1'équation des ondes :

18u B
== - == =0 (2.1)
c? ot Ox?

on fait une différence finie d’ordre 2 en temps, ce qui donne I'éguation discrétisée
suivante :

n+l n o .mm-l
u; 2u} +uf
cZAtL?

— Bju} =0 (2.2)

On obtient la relation de dispersion du schéma numérique, en calculant les sym-
boles B,(k) et Dps(w) des opérateurs de discrétisation en espace et en temps. Pour
cela on peut chercher des solutions ondes planes de I'équation discrétisée { 2.2).
On choisit donc u} sous la forme :

» u;‘ = e:xp{z(k_;k/? - wnﬁit))"m
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

d’ou pour tout indice !l € Z on a :

uly, = exp(i(klh/2)) - u}

Le symbole de I'opérateur B} (k) est alors la fonction de k qui vérifie :

F(Bhuy) = By(k)F(u")(k)
ou F' est la transformation de Fourier, d'oti

Bi(k) = (Zﬁzsm(zkh )

De méme pour la discrétisation en temps on trouve :

At
Da(w) = Kﬁsmz(,‘f’___)

d’ot ’on déduit la relation de dispersion :

sm(f-é-{) = EQJ-Zﬁ:sm(lm)

Remarque

Pour un schéma d’ordre 2 en temps et d’ordre 4 en espace correspondant & L = 2

on a

w (1+0o(A)) = ke ((51 +26;) + (B; + 852)(““’) + a(h“))
Par définition des a; on a

Bi +2ﬁ2 = 1 51 ‘*}"852 = 0

On trouve donc :
= ke (14 o(At?) + o(h*))

Ce qui montre que le schérma est bien d’ordre 2 en temps et 4 en espace.

L’erreur sur la vitesse de phase

On tire de la relation de dispersion :

w = wlk;At) = X-E arcsin ( Z B sm(?—-fl-))
I=1
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

On peut alors calculer la vitesse de phase ¢, = "w"%kml ainsi que l'erreur relative de
phase E, = 2" Ona:
2 cAt & kh
E.(k, At) ToA7 2resin (T gﬂ; sm(l—é- ) -1

En faisant un développement de E, lorsque kh — 0 et en tenant compte des
hypothéses sur (f;),., ; on obtient :

L L 2L
E,(k,Af) = (k‘;fzt) (Q(Li)l (Z “’““ﬂ)( ) + o (kh)*L*?)

Un calcul simple montre que :

L

L
ZIZLH@ = ZFLQ o= ( I)L-I(LI)Z

I=1 i=1

d’otr
At)? I (kR
Eq(kh,at) = (w24) ”(21(1;+) )Y ("z“) +olER ™
Remargues:

i) Le calcul de P'erreur relative sur la vitesse de phase au premier ordre, fait ap-
paraitre un terme dépendant de la discrétisation temporelle { c'est & dire de At )
et un terme dépendant de la discrétisation spatiale ( c'est & dire de h ).

Le calcul Perreur relative de discrétisation temporelle E, donne :

"'"f.dz had DAg(W)
“wz

2
= Lo awan

Ei =

De méme, le calcul de I'erreur relative de discrétisation spatiale donne :

— Bi(k)

E = =
= - 2(};’)2 kh ) &L Lh 242
YA (‘g“) +olt5) )
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

On constate donc que lorsque kh — 0, on a

1 kh 242
E,(k,At) = S(E - E;) + of(wAt)) + () )
c'est a dire que 'erreur relative sur la vitesse de phase, est proportionnelle a la
différence des erreurs de discrétisation, ce qui montre que les erreurs se compensent
(cf Dablain [Dab)] ). Ceci est net sur les courbes d’erreur de phase ci-dessous.
La partie croissante de la courbe pour H — 0 provient de 'erreur en temps, alors
que la partie décroissante pour H -+ 1/2 provient de U'erreur en espace.

ii) On a exprimé E, en fonction des quantités adimensionnelles suivantes :

o H = (h/2)/), inverse du nombre de points par longueur d'onde minimale
(A = Am:'n = C/ch:r)

e p = cAt/h, paramétre de Courant

en utilisant les relations suivantes :

h
wAt = 2#;5%3 = 4rHp p=cAt/h
h h
kEh = - = A
h 21r/\ 4rH H )
ce qui donne :
4mip? (Lh?9L .
H) = L P g2 L 2L py2L 2L+2 9.

iii) Les courbes ci-dessous montrent que, pour un p donné, le maximum de la
courbe d’erreur de phase croit avec la longueur de 'opérateur et est aussi décalé
vers H = 1/2.

Ceci s'explique par le fait que plus l'ordre de 'opérateur est élevé en espace, plus
Perreur de discrétisation en espace est petite. C’est donc l'erreur de discrétisation
en temps, devenant prépondérante sur une plus grande plage de H, qui augmente
Perreur.

iv) Le cas particulier de L =1
Le développement ci-dessus donne dans le cas ot L = 1

2riH?
3

E,(p,H) = (P* ~1) +o(H)

or puisqu’en milieu unidimensionnel on a p? < 1, au voisinage de 0 E_(p, H) < 0.
P g olP >
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Depluspour L > lona E,(p, H) > O pour H assez petit. Il y a donc une différence
fondamentale entre L = 1 et L > 1 dans la positivité de l'erreur relative sur la

vitesse de phase.
On retrouve avec L = 1 le schéma aux caractéristiques, & savoir que pour p =

cAt/h=1ona

2 .. kh h
E,(p.H) = kCAtarcsm(sm( 5 N-1= —-1l= 0
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L’erreur sur la vitesse de groupe

La relation de dispersion s'écrit :

wit et

Sln(""'z'—” o Z ﬁg Sln(z

. o s Ow .
Pour trouver la vitesse de groupe définie par ¢,, = — on dérive formellement par

gk

rapport a k, ce qui donne :

t L kh
— cos(-&j—é-) = ¢y Bl cos(i—)
i=1 2
On peut alors calculer I'erreur relative sur la vitesse de groupe E,, = Sr = ¢
C

Z Bil cos( li_c_}_z_

E.(k,At) = = -1

\ (cAt Zﬁfsm(uh )

En utilisant les variables adimensionnelles

cAt h
P= H=5
on a
L
Z Bil cos(2lm H)
EppH) = —teeeeeeee. ]

L 2
1~ (PZ B sin(?ln‘H))

{=1

Nous donnons ci-dessous les courbes d'erreur sur la vitesse de groupe, qui ont
la méme forme que les courbes d'erreurs sur la vitesse de phase, et auxquelles on
peut appliquer les mémes remarques.



2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

Error on Group Speed
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L’opérateur sur la grille incompléte

On introduit les espaces :

+ o0
I? = {tpe LYR) | ¢ = Z Pit1/2 Hin i+l }

1= -0

+ o0

L7 = {‘PGLZ(R) /=3 @i Yuenhgit1/m }

=00

et on définit 'opérateur A% :
A} L? — L?

L

u o Alu ((4+1/2)= Y e fu(i 4 ) — u(i
i 41/ =0 el D —u(i =1+ 1)

Afin d'illustrer la différence entre A} et AZ, nous prenons 'exemple de I = 2.
Nous représentons les points nécessaires au calcul de A} et de A?

i~2 -1 i 4l 42

On remarque que le pas d’espace pour B} est deux fois plus petit que celui pour
B}. Les mémes considérations de consistence et d’ordre d’approximation qu'au
paragraphe précédent imposent aux a; de vérifier les relations suivantes :

( L
Za;:l

=1

L
2(21 ~1)a; =0 rp=12.,L-1

i=1
d’ou .
T1(2m - 1)?

o = (--»1)““1 mafl

[ TI@em -1 —(20-1)?]

mEl
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

Comme précédemment on construit I'opérateur B? = — *A20A2.
En posant £ = oy /(2] — 1), B} s’écrit:

Bh”(“’)“}'{ﬁ Zﬁg uE+({I+m-1))+ui — (I +m—1))]

T G+ -m) - (=)

Par une différence finie d’ordre 2 en temps, on obtient ’équation discrétisée suiv-
ante :
n+I 2‘l£ 4+ unwl

kel At2 — Biu? =0 (2.4)

On obtient la relation de dispersion du schéma numérique en calculant le symbole
B?(k) de P'opérateur de discrétisation en espace, ou en cherchant des solutions
ondes planes de 'équation { 2.4).

kh \
Bi(k) = (Z Brsin((2] — 1)“5'))
d’ou la relation de dispersion :

sin(u’?t = ci&t Z B sin ((25 - 1)#)

Remarque :

Pour L = 1 on peut noter que 'on a la méme relation de dispersion que dans le
cas de 'opérateur défini sur la grille compléte. Les mémes remarques s'appliquent
donc dans ce cas.

L’erreur sur la vitesse de phase

On tire de la relation de dispersion :

w = wlk At) = 2—% arcsin ( Zﬁ; sin ((2! - 1)%;3))

{=l

c
.Ona

On calcule alors P'erreur relative de phase E, =
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

2 . fent & kh
E (k,At) = PN, arcsin (T ;ﬁ; sin ((21 - 1)-—2—-)) -1

En faisant un développement de E, lorsque kh — 0 et en tenant compte des hy-
potheses sur (a;),.., ; on obtient :

2 _1\E L 2L
Ew(k, ﬁt) = (k(;it) + (2(1; i)l)g (Z (2: - I)H'H;Bz) (-‘%{i) + o(kh2L+2)
© A=l

-

On montre aisément que :

ZL:(zz - 1)2L+]ﬂ1 = (mi)L'H ILI (21’?‘1 _ 1)2
=3

ma]
d’ou
ILI 2
(2m-1) 2L
_ (Wﬁt)z ma=1 kh 2042
Eolkh,At) = == - %5 |7 el
Remarques :

i) Le calcul de Verreur de discrétisation spatiale donne :

k2 — Bi(k)

E, = —
L
2 [T(2m ~1)? oL
mazl kh 2L42
CLynr (7)) TR

On constate également ici que les erreurs de discrétisation se compensent, ce qui
est clair sur les courbes d’erreur de phase ci-aprés (cf [Dab)).

i1} On a exprimé E,, en fonction des variables adimensionnelles
¢ H = h/X inverse du nombre de points par longueur d’onde minimale,
¢ p=cAt/h en utilisant les relations suivantes :

t
wAt = 27?-?3% = 27Hp

Eh = 21:'-;-':271'3
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2.2, ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

ce qui donne la relation suivante :

L
2,2 I1@m-1)

T o
Ey(p,H) = =-H" - BT T o) (29)

Ici aussi on remarque que le maximum de chaque courbe pour un p donné est
décalé et augmenté lorsque la longueur de 'opérateur croit.

iii} Lorsque I'on compare les expressions du développement de E,,, pour 'opérateur
sur la grille compléete ( 2.3) et incompléte ( 2.5) on remarque que la part de Perreur
temporelle de ( 2.3) (c’est & dire le coefficient de At?) est 4 fois supérieur & celui
de { 2.5).

De méme en calculant le rapport des parties spatiales (c’est & dire le coefficient de
H*) de ( 2.3) et ( 2.5) on montre facilement que :

L

1 @m-1)?

— m=1 1

22L( L) =

Ceci explique pourquoi 'opérateur construit sur la grille incompléte est meilleur
que celui construit sur la grille compléte. En effet les erreurs de phase et de groupe
de A} auront un maximum inférieur & A}. Nous verrons que, pour une précision
donnée cela implique que, le colt calcul ainsi que la place mémoire nécessaires
pour A? sont également inférieurs a ceux de A}.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

L’erreur sur la vitesse de groupe

La relation de dispersion s’écrit :

w = wlk,At) = B%; arcsin ( 2,6; sin ((21 - 1}%@))

Pour trouver la vitesse de groupe défini par c,, = — on dérive formellement par

X . Ok
rapport a k, ce qui donne :
At
Ow cos(ﬁ-w) cZﬂ;(2l ~ 1) cos{{2] - 1)m)
Ak Pt
On peut alors calculer erreur relative sur la vitesse de groupe E, = Cor — €
c

251(21 — 1) cos((21 — 1) )
E.(k At) = —==! -1

\Jlm (CAtZﬁ;sm (2 - 1)~ h))2

=1

Ce que I'on peut encore écrire sous la forme :

iﬁ;(?l —1)cos((2l - 1) H)
Ey(p,H) = —= =1

JI - (r - o)

=1

Nous donnons ci-desous les courbes d’erreur sur la vitesse de groupe qui ont la
méme forme que les courbes d’erreurs sur la vitesse de phase.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION
Error on Group Speed
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

2.2.2 Schémas d’ordre 4 en temps
Déduction du schéma en milieu homogéne

Suivant Dablain (cf [Dab]), il est possible de construire des schémas d’ordre qua-
tre en temps en utilisant la technique de 'équation modifiée. Nous en exposons le
principe en milieu homogéne ot ’équation des ondes s’écrit :

18  Ju

262 T B2t
En supposant la solution u réguliere (v € C*(R x R) ) on peut écrire :
0%y ™ - 2y" 4y ! A? Fu

_ _ 4
ot At? 12 ot +o(AF)

En dérivant deux fois par rapport au temps ’équation des ondes on obtient:

dtu Hu Jlu Su
- 2 = ¢ - .4
ot oozt Ox2ot?

T O ——
Ox?

donc 8*u u™tt — 2y 4yl A AL o'
— _ 4
5 At 5 gat T oA

Ainsi avec une approximation d’ordre 2 de ot notée &7, on peut écrire
I

8*u u™t - 2y 4 p? AN 2
=7 = 5 -3 (8% + o(h?)) + o(h* + AtY)

En remarquant que grace & la condition de stabilité (que 'on verra plus tard)
At o« h, on a At?o(h?) = o(At*+ k*). Donc en utilisant 'approximation suivante

Fu w2 4y C4At284
a2 At? 12
on obtient un schéma d’ordre 4 en temps. En prenant une approximation d’ordre

&u . .
4 en espace pour le terme = on obtient un schéma (4-4).

dz*
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Remargues :

i) Tout se passe comme si on avait discrétisé, non pas I'équation des ondes, mais
Péquation "modifiée” suivante :
1 8% Fu At §u

5 T B; T 12 a0

Cette équation apparait comme une perturbation de I'équation des ondes puisque
lorsque At tend vers 0 on retrouve 'équation des ondes.

it) Cette équation est mal posée. En effet si I'on cherche des solutions ondes
planes de I'équation ci-dessus de la forme :

u(z,t) = etk k€ER weR

on obtient la relation de dispersion suivante :

ket At?
= kai/1 -
+ C\/ 3
22, tz.
w = tikey/)l - ’“1;‘ |

Ainsi la solution u{z,t) est non borné au cours du temps, puisque l'on a

Donc lorsque k > Jc%:t ona:

[u(z,t)] —t—too +00

L’opérateur sur la grille compléte

On discrétise I'équation des ondes "modifiée”, & 'aide des opérateurs introduits
précédemment sous la forme :

2At2
12

1 uft — 297 4 ! _
B A T4l -
1

——'4}o0dlo A}LOA}‘}U? =0 (2.6)

On pose B! =4} 04}.
Il est facile de caiculer le symbole B'(k) de B! 4 partir du symbole 4} (k) de A}.
En effet B'(k) est défini par :

F(B'u)(k) = B(k) = F('AloAlu)(k)
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

= ‘Ap(k) - F(Apu)(k) = ‘AL (k) - AL(K) - F(u)(k)

Done
Bl(k) = 'Ap(k)AL(k)

De méme le symbole C'(k) de *B'oB?, puisque B' est un opérateur symétrique,
est donné par :

Cl(k) = (B'(k))?

On peut maintenant écrire la relation de dispersion du schéma (4-2L). En notant

L lkh
A(k) = Zﬁg sin(-—2——)
{=1

la relation de dispersion s'écrit :

-4 L wAt -4, At 16,
EWNT sin®( 3 = h2A (k) + T h‘*A (k)
soit encore
wit AN 1 cAt
—_—y e o= I ianl Y I ¥
sin{ 5 7 Alkn/1 3( h Y A%(k)

Remarque :

i) Tout comme Péquation modifiée, qui apparait comme une perturbation de
I'équation des ondes, la relation de dispersion ci-dessus apparait comme une per-
turbation de la relation de dispersion du schéma (2-2L), qui s’écrirait avec les
memes notations sous la forme :

L wit cAt
SIII(—:?-—) = “};*A(k)

On tire de la relation de dispersion la pulsation w :

4
w(k, At) = -Ag-ga.rcsin (%—A(k} z-g(i{;ﬁ)wm)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L’erreur sur la vitesse de phase

L’erreur relative sur la vitesse de phase est alors donnée par :

E(k,At) =

2 . [ cAt 1 cAt,, .
kICAtarcsm( : A(k)\/l—s( h )A(k)) -1

On peut réécrire 'erreur sur la vitesse de phase 4 ’aide des parameétres adimen-
sionnels p = ¢At/h et H = h/(2)) sous la forme :

1 ) P,
21eraIcszn (pA(k)\/l— 3.4 (k)' -1

On obtient alors les courbes suivantes.

E,(k,At) =
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Error on Phase Speed
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57

L3T R

100

Pmax = 0.480

P = DT,
seee P 0.2°PMAX
- P o= 0.4°PMAX
...oP = o,s‘Pm
- P = §,.8%PMAX
== P = {.0*PMAX

[LE]

T o N S U R b ot

T



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L’erreur sur la vitesse de groupe

La relation de dispersion s’écrit :

wit cAt 1, et
T — Y a2 1 ¥ oy N
=) = a1 - S rar

sin{

Pour obtenir la vitesse de groupe on dérive la relation de dispersion par rapport &
k ce qui donne :

At S W A A , 1, e — (R A" (Y Ak
Sae o) = Slaky {A(k) 1= 2 Bearey 4+ ap S ELARAD }}
V1 3(5PA4%k)

Puisque

L 1k

AR) = 3 fisin(E0)

=1

En posant

L
A(k) = 318 cos(%}f)
I=1

Al(k) = —gj(k)

d’ou I'erreur relative sur la vitesse de groupe est donnée par :

A (1 - 33 °0)

E, (k,At) = . _ , s
L= (7 a2(k) (1~ §(5)24%(R) )y /(1 = 307 4%(k)

On obtient alors les courbes suivantes.
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Error on Group Speed
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02
100 P = CODT
B - . ‘P = 0-2‘ m
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L'ERREUR DE DISPERSION

Remargues :

i) Contrairement au schémas d’ordre 2 en temps, les schémas d’ordre 4 en temps
ont des courbes d'erreur de phase et de groupe, toujours négatives. Ceci montre
leur plus grande précision en temps, puisque la dispersion temporelle se manifeste
par une "bosse” positive.

ii) Le choix de cAt/h est assez peu sensible. Ceci permettra lors des simulations
numériques de choisir cAt/h = pnaz, Puisque ce choix ne donne pas plus d’erreur.
On peut rapprocher cette remarque du schéma (2-2) ot 1a aussi, on pouvait (et on
devait) prendre eAt/h = prg..

L’opérateur sur la grille incompléte

On discrétise 'équation des ondes "modifiée” a l'aide des opérateurs introduits
précédemment sous la forme :

1 L5 o B oyn n=~1 Z’Atﬁ
};;”* A:’;;“L“* + {fAioAi - - = fA,{oA%ofAioAi}u? =0 (27)
On pose B? = 'A}043. Le symbole B*(k) de B? est donné & partir du symbole
A% (k) de A? par
B¥k) = 'Al(k)AL (k)

De méme le symbole C?{(k) de 'B%0B?, puisque B? est un opérateur symétrique,
est donné par

C*(k) = (B*(k))?

On peut maintenant écrire la relation de dispersion du schéma (4-2L}. En notant

1 kh
Alk) = Z,Bg ssn( ) )
la relation de dispersion s'écrit
~4 ., wAt -4 ., c*At? 16
= — A%k
Fap s Tg) = AR+ A
solt encore
At At 1 et
sin(5-) = S A(R)1- (504
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2.2. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

On tire de la relation de dispersion la pulsation w :

2 . et 1.cht,,
wik,At) = Y arcsm( - Alk) 1«--§( 7 A (k))
L’erreur sur la vitesse de phase

L’erreur relative sur la vitesse de phase est alors donnée par :

4
E (k,At) = kczAt avesin (E%A(k) 1~—-?1;(5§-E)2A2(k)) -1

On peut réécrire I'erreur sur la vitesse de phase & 'aide des paramétres adimen-
sionnels p = cAt/h et H = h/(2)) sous la forme :

2
E (k,At) = 5 n'al arcsin (pA(k)j/l - %A"’(k) ' -1

On obtient alors les courbes suivantes.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed
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22. ETUDE EN MILIEU UNIDIMENSIONNEL

L’erreur sur la vitesse de groupe

La relation de dispersion s’écrit :

() = S a1 - (e

Pour obtenir la vitesse de groupe, on dérive la relation de dispersion par rapport
a k ce qui donne :

G2 s 22 = 5"5\‘—‘?40&@){14 (1 - A + gL AE )A(“}

2 8k l(cAt)ZAz(L)
Puisque
L ——
A(k) = Eﬁ,sjn(ﬁgl___l_)_’iﬁ)
=1 2
En posant
Ay = Zlﬂzc (LR,
on a

Ak = %A(k)

d’ou I'erreur relative sur la vitesse de groupe est donnée par :

A(k) (1 - 3(<At)242(k) )

E,.(k, At) '
1 (24%(k) (1~ 3(5$0242(0) /(1 - é(—‘:—)m%k))

On obtient alors les courbes suivantes.

63

R T e S o o



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L'ERREUR DE DISPERSION

Error on Group Speed
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2.3. ETUDE EN MILIEU BIDIMENSIONNEL
2.3 Etude en Milieu Bidimensionnel

2.3.1 Schémas d’ordre 2 en temps
L’opérateur sur la grille incompléte

Vu la supériorité de I'opérateur défini sur la grille incompléte, nous allons pour-
suivre P'étude avec cet opérateur seulement, afin de ne pas alourdir inutilement
I'exposé. On se place en milieu homogene de vitesse c et afin de discrétiser
Péquation :
1 8%u 0% u
Z5r " GGm tam) =0
¢ ot Or Oy

nous allons utilisé, comme dans le cas unidimensionnel, les opérateurs suivants

A2 @y — BxI

x

t~

u o Alu(i+1/2,5) Z 21 - I)h Uin,j = Wizit,j

A2 (L2 — I2x P
L

.. ad]
u e Alu(ij+1/2) = Em[uuw - Uijt41]
On approche le Laplacien A = £% 4 %‘3— par 'opérateur

~(*AZoAZ + tAloAl). A l mde d'une différence finie d’ordre 2 en temps, on
obtient I’équation dxscrete suivante :

"‘H — 2u} +u““

N ~ Byl =0 (2.8)

'!J

On tire de 'équation ci-dessus la relation de dispersion :

sin(“’?t) = CAt\/f2(kcos_(6))+ f3(ksin(6))
o (ZZ—I)kh
flk) = 2(21 5

d’ol l'on tire la pulsation w

w(k,8,At) = —%—arcsm(wm\/fz(kcosw))-l- F*(ksin(8)))
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L’erreur sur la vitesse de phase

L’erreur relative sur la vitesse de phase est alors donnée par :

a.rcsin(f-;?—-t-\/ F2(kcos(8)) + F2(ksin(8))) — 1

E,(k,6,At) =

2
ket

La fonction 6 ~ E,(k,8) est périodique de période 7/2 et paire. Il suffit donc de
I'étudier pour 6 € [0, Z]. Lorsque kh — 0 on a le développement suivant :

Blk0,80) = 33 ; AT costio) + smtiono)) A2
+o (( L yiea)
2 2
= ‘é‘ %}“’?’)2 - W(cm”‘“(ﬁ)+szn2L+2(9))(k2h)
Fol(S)

Ce que l'on peut écrire encore avec H = h/) et p = cAt/h sous la forme :

ﬂ.zngz H (2m - 1

E,(H, 6,p) = = - (2L ey (cos®*2(8) + sin®+2(9))r?L H2L
kh
+0((~§~)2L+2)
Remarques :

i) Dans le développement ci-dessus, on remarque encore le cas particulier joué
par L = 1. En effet pour L > 2 l'ordre de h sera toujours supérieur & ’ordre de
At, ce qui implique que l'erreur sur la vitesse de phase sera positive (au moins
pour kh — 0) alors que pour L=1on a:

Eu(k 6,80 = 3 (517 = (cost@) +sint(@NE) + oAy

ce que 'on peut encore écrire a I’aide des variables adimensionnelles :

et h
= Y
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sous la forme :

2(wH)*®

5 (p? = (cos*(8) +sin*(8))) + o( H)*)

E,(H.8,p)=

Ceci montre qu’au voisinage de 0 (en kh) Perreur sur la vitesse de phase est

négative. En effet en milieu bidimensionnel on a p*> < 1/2 et

sin?(26)
2

> p?

[ IR

cos*(8) + sin*(f) = 1 — >

La différence fondamentale entre 'ordre 2 (correspondant & L = 1) et les ordres
supérieurs s’explique ici. C’est la négativité des courbes d’erreur sur la vitesse de

phase {et de groupe aussi) pour L = 1.

Dans le cas unidimensionnel, on a vu qu’en se placant & la condition de stabilité,
on n’obtenait pas d’erreur sur la vitesse de phase. En milieu bidimensionnel, il se
passe le méme phénomene mais simplement pour un seul angle § = = /4. En effet

pour L =1et § = r/4 on a avec cAt/h = .\é@

2 k
E (k,8,At) = T Atarcsm(m\/ &Sg"i@)+sm( hs:n(ﬂ)})wl
2 V3 khv"
= g arcsm(—m\/-s n( -1
_ 2 khv2
"~ keAt 2 2 B

On retrouve ici un résultat de Alford, Kelly et Boore (cf [Alf]} qui trouvaient
que le minimum d’erreur se faisait selon 6 = 7, et le maximum d’erreur se faisait

selon les axes, c’est a dire &4 6 = 0.
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Error on Phase Speed
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2.3. ETUDE EN MILIEU BIDIMENSIONNEL
Error on Phase Speed

100

sg-*

Ny b
Ho

g
]

Pmax =

02 [+ -] 0.4 1%

4
0.5850
0.550

69

=10-*

104

BO

80 -

P = 0.606
Pmax = 0.606
100
100
a0 -
0 -
‘0 -
20
40
50
80 -
- § O ] * Y " T M 4] i ¥
4.0 0.1 0.2 0.3 G4
H
L =10
P = 0508
Pmax = 0.508

L]

P



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L’erreur sur la vitesse de groupe

En dénivant la relation de dispersion par rapport a k on obtient :

Atdw wAt, %t (cos(8)f (k cos(8))f(k cos(6)) + sin(8) (K sin(6))f (K sin(9)))

mfﬂ'a—k-cos( 5 ) \/fz(kcos(g))+f2(ksjn(8))

De la vitesse de groupe normalisée 122 on déduit facilement l'erreur relative sur

c k
la vitesse de groupe donnée par :

2 (cos(8) f'(k cos(8)) f (k cos(6)) + sin(8)f ' (k sin(8)) f(k sin(6)))

E, (k0 ,A) = e
V1= (L2 f2(k cos(6)) + F2(ksin(8)) - /F3(k cos(8)) + f2(k sin(8))

-1

On obtient alors des courbes d’erreur analogues 4 celles obtenues pour l'erreur sur
la vitesse de phase.

70

A WY T S8 N 5 o b8 e
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Error on Group Speed
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Error on Group Speed
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2.3. ETUDE EN MILIEU BIDIMENSIONNEL

2.3.2 Schémas d’ordre 4 en temps
L’opérateur sur la grille incompleéte

En dimension 2, en appliquant le méme principe qu'en dimension 1 il est facile
d’obtenir un schéma (4-2L), I'équation "modifiée” correspondante est alors donnée

par :

1 &u (3211 5%) _ cAr (3“u Jiu 3“u) —0

25z \3= T op 12 \3m T 2525, T Gy

On pose B, = —'A20AL, B, = —~'A20A? et A, = B, + B, On discrétise I'équation
des ondes "modifiée” a’aide des opérateurs introduits précedemrment sous la forme

ulft — 2P a7t A At?
—ar {A" + ( 12 tA""Ah)}“?a =0 (2.9)

On peut maintenant écrire la relation de dispersion du schéma (4-2L). En notant

A(k) = iﬂ; sin(W} A = A(kcos(6)) A, = A(ksin(8))
I=1

F(K) = AZR)+ 430) — (S (A000) + AL(E) + 2420 42(0)

la relation de dispersion s’écrit :

sin(wé\t) = f-%im

On en tire la pulsation w :
2 N AAN:
w(k,6,At) = — arcsin (T‘/ f(k))

L’erreur sur la vitesse de phase

L'erreur relative sur la vitesse de phase est alors donnée par :
2 .
et ) -

La fonction 6§ — E,(k,#) est périodique de période 7 /2 et paire. Il suffit donc de
P'étudier pour 6 € [0,%]. Nous avons alors les courbes suivantes.

E (k. 8,At) =
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Error on Phase Speed
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Error on Phase Speed
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L’erreur sur la vitesse de groupe

La relation de dispersion s’écrit :

sin(*5) = <2 [k

En dérivant la relation de dispersion par rapport a k on obtient

At dw wAt, 22 £ |y
Toeph - 20

De la vitesse de groupe normalisée %%‘f on déduit facilement Perreur relative sur
la vitesse de groupe donnée par :

N(k 6, At, k)

D(k,68,AtR) !

E,.(k,6,At, k)

N = (cos(8)A(k)AL(k) + sin(0) 4, (k) A, () (1-~-§(E%-£)2(Ai(k)+/1§(k))
1/2
D = ((1-Frsw) sw)

avec

L
ARy = B COS(%E)
I=1

A, = A(kcos(8))

A = Ak sin(f))

On obtient alors des courbes d’erreur analogues 4 celles obtenues pour l'erreur sur
la vitesse de phase.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE I’ERREUR DE DISPERSION

Error on Group Speed
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2.3. ETUDE EN MILIEU BIDIMENSIONNEL
Error on Group Speed
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2.3. ETUDE EN MILIEU BIDIMENSIONNEL

2.3.3 Etude de ’Anisotropie Numérique

Introduction

On considére une onde plane harmonique, se déplacant dans un milieu homogéne,
dans la direction dy faisant un angle § avec 'horizontale. Nous allons voir que con-
trairement au cas continu, la vitesse de phase numérique dépend de la direction
de propagation, c’est & dire de 'angle 6.

Soit donc u une onde plane harmonique se déplacant dans la direction dj.

u(&,‘, ¥, t) = ei(wt——fklcosea:—fklsiney)

u étant solution de ’équation des ondes on a la relation de dispersion classique

w = co/ki+kd

c\/[kF cos? 8 + |k|?sin® 6
= clk|

c’est a dire que la pulsation est indépendante w de I'angle 8.

Dans le cas discret de ’équation ( 2.8) on a :

v = w_arcsin(f%é\/Az(kij"?A?(kz))

- ....amsm( - \/42(|K|cos6) + AX([F]sin®))

donc w dépend de I'angle de propagation 6.

L’Anisotropie de la vitesse de phase

Lorsque At tend vers 0, c'est a dire lorsqu’il n'y que la discrétisation spatiale, la
relation de dispersion devient :

kih

273
w(k,8) = Za; sin((2] — 1)~ Za; sin((2] ~ 1) )
2

f=}

(291

.l
= {(ZG‘" sin((2] - 1)’kih cosf ) (Z arsin{(2] - 1}’k{h sin 6 ) }

En introduisant H = [k|h/2# inverse du nombre de peoints par longueur d’onde la
vitesse de phase ¢, devient une fonction de H et 8 et la quantité adimensionnelle
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE I’ERREUR DE DISPERSION

c,/c est donnée par :

2 2y %
&(H,()) = u....}.....{ (é oy sin((2] — 1) H cos 8)) + (EL: arsin((2! - 1)nH sinl‘?)) }
¢ 2rH i=1 I=1

Nous présentons ci-dessous les courbes, en coordonnées polaires, de la vitesse de
phase normalisée ¢,/c pour différents opérateurs.
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- = 2,3,4,8, 400

=

L=10
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Remargue:

Le gain d’isotropie lorsque 'on augmente la longueur de P'opérateur est bien visi-
ble sur les courbes ci-dessus. Il s’explique par le fait que 'on approche de mieux
en mieux 'opérateur de dérivation continue qui est isotrope. Nous illustrons ce
phénomene de deux fagons.

Tout d’'abord, en fixant & deux le nombre de points par longueur d’onde et en aug-
mentant la longueur de l'opérateur; puis changeant d’opérateur pour la dérivation
en x et en y. Nous avons choisit L = 1 en x (opérateur peu isotrope) et L = 20 en
v {opérateur trés peu anisotrope).

LX=1 LY=20
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2.3. ETUDE EN MILIEU BIDIMENSIONNEL

L’Anisotropie de la vitesse de groupe

Pour étudier Panisotropie de la vitesse de groupe, nous allons considérer la quantité
adimensionnelle suivante:

Veolk,6) _ ley(k.6)

C C

En repartant de la relation
i

cf(& kb)) (& kR N\
w(k,8) = =— (Z aysin((21 - 1)——-—)) + (Z aysin((20 — 1)---»))
h l=] 2 f=l 2
on déduit la vitesse de groupe en fonction de H = |k|h/2r et 6

(i (21 — 1) cos((2l — 1) H cos 8 ) (Z o sin({20 - 1) H cosﬁ?))

[ fo=

IVw(k,8)]

c

-3

{ (Z aysin((2! — 1)w H cos 9)) + (}E_: a;sin({2] — 1)7 H sin 9)

{==1 I=1

+

(ia;(ﬂ — 1)cos((2] — 1)nH sin 8) ) (i o sin((2] — 1) H sin 9))

{(Z oy sin({2] — ) H cos 9)) + (EL: apsin{(2] — 1)r H sin 8)

{=1 i=1

Nous donnons ci-dessous les courbes en coordonnées polaires de la vitesse de groupe
normalisée pour différents opérateurs.

1.5 -
4

o8 0.8
4

02 - 0.E

~0.2

-8 -0 ~

.‘."; = 2,3,4,8, +00
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24. ETUDE EN MILIEU TRIDIMENSIONNEL
2.4 Etude en Milieu Tridimensionnel

2.4.1 Schémas d’ordre 2 en temps
L’opérateur sur la grille incompléte

On se place en milieu homogeéne de vitesse c et afin de discrétiser I'équation

}mazu _ (Bzu + u + &*u
c? Ot dz? ay? oz?

) =0

On utilise les opérateurs suivants :
Al o (L3P — LIxI*xI?

AZ : Sy e - .
Uu Fovommmp zu(z-i—l/?,}, g(ﬂwl)h il gk u:—f-{-l..).k}

A2 o (LE® — LPxL?xI?
L
.o [¢3]
u o AQu(ig +1/2,k) = ;:_:, m[m.j-»z,k = Uijmi4 1]

AT (L2, — L2x L2x L2
L
o A5k 1/2) = S Uit — Wi
/ ) E(ZI“‘].)I!&[ 3.kl gk +1]
On approche le Laplacien par l'opérateur B, = ~(*AZ0A42 + ‘A20A? + *AZoA?).

A Taide d’une différence finie d’ordre 2 en temps, on obtient i’equatxon discrete
suivante :

n«H
ljk zuljk+uljk
c2At?

n —
- Bl =0

On tire de 'équation ci-dessus la relation de dispersion :

wAt
2

- \/f2 (kcos(8)sin(¢) + f(ksin(8) sin(¢)) + f2(k cos(¢)

sin{

L ar _
flky = Z(zgjl)sin((zl Ql)kh)

I=)

d’ou l'on tire la pulsation w :

2 arcsm(—-\/ F2(k cos(8) sin(¢) + f2(ksin(8) sin(8)) + f2(k cos(¢))

w(k191¢’1At) = At
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L'’ERREUR DE DISPERSION

L’erreur sur la vitesse de phase

L’erreur relative sur la vitesse de phase est alors donnée par :

E (k,6,0,At) = kczAt arcsm( F(k 8,¢,08) —1

VF3(k cos(8) sin(4)) + f2(k sin(6) sin(4)) + f*(k cos(9))

F(k,6,¢,At)

La fonction § — E,(k,8, ¢, At) est périodique de période /2 et paire en 6, et elle
est périodique de période « et paire en ¢. Il suffit donc de 'étudier pour § € [0, %]

et ¢ € [0,%]. Lorsque kh — 0 on a le développement suivant :
5 2
2m —1
Eu(k,6,6,0) = =(22ly Aen 2 Sy
e ’ 3D GL+1) '3

(Sin2L+2(¢)(c052L'+2(9) + Sin2L+2(6)) + COS2L+2(¢)) + O((_'IC_Q;_E)2L+2)

Ce que I'on peut écrire encore avec H = h/\ et p = cAt/h sous la forme :

L
Ry 11(2112 - 1)
E‘P(Hags é;p) = 3! - m—~(2L-é— 1)! (WH)

(Sin2L+2(¢)(COS2L+2(9) + Sin2L+2(9)) + COS2L+2(¢)) + 0((}:})%-}2)

Remarques :

1} Dans le développement ci-dessus, on remarque encore le cas particulier joué
par L = 1. En effet pour L > 2 I'ordre de k sera toujours supérieur a l'ordre de
At, ce qui implique que Perreur sur la vitesse de phase sera positive (an moins
pour kh — 0) alorsquepour L=1on a: '

wiit

Eo(k,6.9,01) = 5 ((-—wf ~ {sin*(9)(cos*(6) + sin'(6)) + cos*(9) () ) ()"

3t

ce que 'on peut encore écrire & l'aide des variables :

_ ot _ R
T A T 2A
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2.4. ETUDE EN MILIEU TRIDIMENSIONNEL

sous la forme :

2(nH)?
3

E,(H,6,4,p) = (p* — {sin*(¢)(cos*(8) + sin*(8)) cos*(¢)) + o(H)*

Ceci montre qu’au voisinage de 0 (en kh) l'erreur sur la vitesse de phase est
négative. En effet en 3D on a p* < 1/3 de plus :

sin*(¢)(cos*(8) + sin*(8)) + cos*(¢) = 1 — -;-(sinz(Egb) + sin*(6) sin2(26))
Le maximum de la fonction F :
F(6,¢) = sin®(2¢) + sin*(4) sin?(26)
est atteint au point :

0, = ¢, = arctan(v/2) = arccos(-—\g—g-: ) >~ 54.74°

i =

donc )
6.6) = _ 4
oeio S S50 T (6 0) = Fl00r00) = 3

finalement on obtient bien

sin($)(cos*(#) + sin*(8)) + cos*(4) > % > p?

i1} Pour (6,, ¢,) on a d’ailleurs

cos(6,) = sin(f,) = ,__?
cos(d,) = %sin(cso) = %

d’ot

F(H,8,6,p) = \/f(kcos(8,)sin(¢,)) + f2(ksin(8,)sin(a,)) + F2(k cos(6,))

_ \/2 £ sin(8,) + F2(k cos()

= \/?’afﬁ(;fc--‘{z-f—:E sin(¢,))

= w/-'?f(k*é‘/g sin(¢,))
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

d’ot en choisissant p = E%E = % on a
2 VB = khZ
E (k,6,¢6,At) = YN a.rcsm(wé-\/gsm(-é—-é“ sin(¢,))) — 1
= ﬁ(—?sin(@))ml = \/5-—-?- 1 =0

On remarque encore une fois, que selon une direction particuliére correspondant &
(6,,4,) on a aucune erreur sur la vitesse de phase.
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Error on Phase Speed
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION
Error on Phase Speed
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Error on Phase Speed
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L’erreur sur la vitesse de groupe

En dérivant la relation de dispersion par rapport & k on obtient :

-‘?‘ié‘icos(ﬁéi) _ cAt/hN
2 Ok 2’ VD

N = N(k,8,¢,At) = cos(8)sin{¢)f (k cos(#) sin(¢) f(k cos(8) sin(¢))
+sin(6) sin(¢) £ (k sin(8) sin($)) £ (k sin(6) sin(¢))
+cos(¢) f'(k cos($)) f (k cos(¢))

D = D(k,8,¢,At) = f(kcos(8) sin(¢)) + f(ksin(8)sin(4)) + f2(k cos(¢))

De la vitesse de groupe normalisée 18¢ on déduit facilement Derreur relative sur
la vitesse de groupe donnée par :

iN _
1= (%D . /D

On obtient alors des courbes d’erreur analogues & celles obtenues pour P'erreur sur
la vitesse de phase.

Egr(k,8,¢,A8) = 1
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Error on Group Speed
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Error on Group Speed
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Error on Group Speed
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

2.4.2 Schémas d’ordre 4 en temps
L'opérateur sur la grille incompléte

En dimension 3, on obtient ’équation modifiée suivante :

“]:_?__2__3 N &*u + &*u 4 J*u N A [Py + u " Jtu
¢ ot? Ox? oy? 0z? 12 \ gz dy* 0z
At [ Ju + Fu + Fu | 0
6 Oz20y*? 01%02° 8y2922

On pose B, = ~'A20A%, B, = —'A%oA? et B, = —'A%0A% et A, = B, + B, + B,.
On discrétise 'équation des ondes mod1ﬁee” a l’aade des opérateurs mtrodults
précédemment sous la forme :

a1

u" ; - 2u‘ + t 2At2
gk Jk u Jk {Ah + (C iAhOAﬁ)}u::;,k et 0 (2.10)

c? At? 12

On peut maintenant écrire la relation de dispersion du schéma (4-2L). En notant

A(k) = Zﬁg sm( lkh A = A(k cos(8) sin(¢))
= A(k sin(8) sin(¢)) A, = A(k cos(4))
1 e\t

flk) = Aj+ A+ A% - o() (A;+A;+A3+2A§A§+2A§Af+2A§A§)

la relation de dispersion s’écrit :

sin(250) = /A

On en tire la pulsation w :
wik,8,¢, At) = ~§~£ arcsin (E%i\/f(k))

L’erreur sur la vitesse de phase

LD’erreur relative sur la vitesse de phase est alors donnée par :

kcikt arcsin ( \/}(T))

96
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La fonction 6 s E_(k, 8, ¢, At) est périodique de période 7/2 et paire en 6, et elle
est périodique de période 7 et paire en ¢. Il suffit donc de I'étudier pour 8§ € [0, Z]
et ¢ € [0,Z]. Nous avons alors les courbes suivantes.
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Error on Phase Speed
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Error on Phase Speed
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Error on Phase Speed
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2.4, ETUDE EN MILIEU TRIDIMENSIONNEL

L’erreur sur la vitesse de groupe

La relation de dispersion s’écrit

sin(i"-?ﬁ) = fu‘;%ﬁF(kh,a, 6, A1)

En dérivant la relation de dispersion par rapport a k on obtient :

JAY;
2

At Bw
2 6k

cos( at

) = G(kh,8,6,At) =G

c - (AN
\/F(k cos(8) sin(¢), At) + f(ksin(6) sin(4), At) + f(k cos(6), At)
N = cos(8)sin(¢)f (kcos(8)sin(@)) + sin(8) sin()f (k sin(8) sin(4))

+cos(¢) f (kcos(d))

De la vitesse de groupe normalisée %-‘g—f, on déduit facilement 'erreur relative sur
la vitesse de groupe donnée par

N(kh,8,6, A1)
D(kh, 6, ¢, )

E,.(k,8,0,40t) =

D = \JF(kh,6,¢,At)- \/1 - (5‘;?-5)25*(&»}1,9,;5, At)

On obtient alors des courbes d’erreur analogues a celles obtenues pour erreur sur
la vitesse de phase.
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Error on Group Speed

*0°? *1073
106 160
)

80 aa:

80 + o0 I

40 l

40 -

30~ 20

L]

-2 -

i)

08 ¢.0 0.1 02

L =4
Pmax = 0.449

*10°3
100 § Theta = 45,00
80 Phi = 54.74
80
" . P = 0%pT
- weae P 0.2%PMAY
J e P o= 0. 4*PMAX
20 o . ----P -} O.S.Pw
J e P = 0.BPUAY
o ww P = 1,0*PMAX
T .
40
i} -
80 -
-100 "’ 15 v Y Y T Y T T
0.0 6.1 6.3 03 0.4 o8
E
L =10

Pmax = 0.415

102



2.4. ETUDE EN MILIEU TRIDIMENSIONNEL
Error on Group Speed

“10-3 "0
160 100
ao: °°”:
&0 - 0
Fr w]
20 20 -
[+
_20 ]
40
80 -
g0
~100 <fommy v
o5 2.0 01

g
[
S
A
o]
141}
N b
won
o A
a
N
©

Pmax = 0.495 Pmax = 0.449
T
100 Theta = 45.000
80 -
eo: ANGLOZ PH!
1 . na 10
40 - e 20
1 - 30
R0 - - 20
- 50
[13 P 80
. -—— 70
wBO - - 80
4 . 80
—40 -
0 4
80
~ 1K - y T
0.0 6.1 (¥4

b~
i

ol
>

P = 0415
Pmax = 0.415
103

A T T TR R 5 3 e v 8 ek



x1g -3

CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Group Speed
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2.5. COUT INFORMATIQUE
2.5 Coit Informatique

2.5.1 Coit calcul et place mémoire

Le nombre d’opérations C d’une simulation numérique de 1'équation des ondes,
avec les opérateurs B, définis ci-dessus, pour un domaine carré ou cubique est
donné par :

C = N, (N)" N,

Dimension du domaine { n = 2,3 )

n
Nop Nombre d’opérations par noeud et par pas de temps
N, : Nombre de points de discrétisation dans une direction
N: : Nombre de pas de temps

Le nombre d’'opérations N,,,; est donné pour le schéma (2-2L) par
Nep(2,2L)=2n(3L~-1)+n-1+4=6Ln-—n+3

En effet, & chaque itération on fait 2n dérivations premieéres pour calculer les
dérivées secondes. Chaque dérivation premiére coite 3L — 1 opérations. On fait
ensuite n — 1 additions pour calculer la somme des dérivées secondes et obtenir
une approximation du Laplacien. Enfin pour itérer le schéma en temps, on fait 4
opérations. Au total on fait 6Ln — n + 3 opérations.

Pour le schéma (4-2L)}, il faut rajouter la discrétisation de la partie d’ordre 4 en
espace. Pour chaque terme de la forme ‘B (B, ) ou 'B.(B,), on fait 4n dérivations
premieres qui coiitent 3L — 1 opérations. Puis on fait n(n + 1)/2 — 1 additions
afin d’obtenir une approximation de A?. Enfin on multiplie par ¢?A#?/12 puis on
ajoute ce terme, soit au total (4n(3L — 1) + 1)n{n + 1)/2 — 1 opérations.

Donc le nombre d’opérations pour le schéma (4-2L) est

Nep(4,2L) = 6Ln—-n+3+{4n(BL-1)+1)n(n+1)/2-1
(BL-1)2n(1+nn+1)))+n{n+3)/2+2

On suppose que le domaine est de taille A" et que 'on propage 'onde le temps Tine.
d’un aller-retour au fond du modele (c’est & dire Tz = 24/c¢) alors on peut écrire

* me 2A
]\igz 2 m:;—iz-

N = At

>

h
JAY:
On note j le nombre de iongueﬁrs d'onde parcourues, H = h/\ , p = cAt/h et
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Fraz la fréquence de coupure de la source. Alors puisque

_JA _JA g
— 2 Tmar-' c ”Fmaz
# . +
j 7
= N, = e
N 2H ‘T pH

Le colit devient donc une fonction de j, H et p :

_ Iy I
C“N”(sz) pH

Exemple :

Propager un Ricker de fréquence centrale F, = 30Hz sur j = 100 longueurs
d’onde dans un milieu homogéne de vitesse ¢ = 1500ms™! correspond donc & une
propagation dans un domaine de 4 = 1000m de c6té, pendant T = 1.33s.

On peut remarquer que le produit pH s'interpréte comme l'inverse du nombre
de points par période. En effet

cAt k c

pH = T-Xm&ﬁ':\-wAt'Fm”
At

pH = Tonin ¢

Ainsi on peut encore écrire le coit calcul C sous la forme

= No(Lmd
h At
H = :\- Gm"?"

La mémoire M nécessaire & une simulation est donnée par :

M = 2% (N.)"

car on conserve en mémoire les tableaux u™ et ™! qui ont chacun (N, )" éléments.
On veut maintenant choisir L, H, p de maniére & minimiser le cofit calcul et la place
memoire sachant que l'on a les contraintes:

60 £ H €05 {(di au théoréme de Nyquist)

i

——

0< p < Pmas (dii a la condition de stabilité)

106

S S S A B ek



2.5. COUT INFORMATIQUE

2.5.2 Critéere sur l'erreur de vitesse de phase

Nous allons relier 'erreur sur la vitesse de phase du schéma, au nombre j de
longueurs d’onde parcourues, puis ensuite relier H et p 2 7. On obtiendra ainsi le
coiit calcul € en fonction du nombre de longueurs d’onde parcourues j.

Pour relier I'erreur sur la vitesse de phase E,, au nombre de longueurs d’onde
parcourues, on impose quau temps T, final d’observation le déphasage entre
I'onde exact et I'onde numérique soit inférieure & n/n (n =1,2,3,...), donc

(k) = @|Tmar € = & kloy = c|Tnas < =
n n
soit encore, puisque T, = jA/c
i =
c n
d’ot puisque kA = 27
1 -1 1
E) <o & — < E, < —
"‘pl"’”ﬁn] 2ng — 7% T 2nj

Il reste maintenant & choisir H et p, L étant fixé, de facon & ce qu'on ait, pour un
modele donné ( c’est & dire un juq, donné ), | E, | € 1/2nfnez.

2.5.3 Critére sur l'erreur de vitesse de groupe

La vitesse de groupe représente la vitesse de propagation de Iénergie. Nous im-
posons qu'aprés j longueurs d’onde parcourues, 'erreur sur la propagation de
'énergie soit inférieure a un certain pourcentage o. Nous mesurons l'erreur sur la
vitesse de groupe par analogie avec l'erreur sur la vitesse de phase, comme suit:

kleg = ¢c|Tmez < @

c'est & dire puisque T, = jA/c

FEZA < a

[
d’ott
« —a o
Efs & —2<E, <2
1Eorl < 27y 2y = onj




CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

2.5.4 Meéthode employée

Le cotit calcul sera d’autant plus réduit que le nombre de points par longueurs
d’onde sera petit. En effet le coiit s'exprime en fonction du nombre de points
par longueur d'onde Ny = Anin/h = 1/H et du nombre de points par période
Nr,..,., = Tmin/ Ot = 1/G de la fagon suivante :

C o« NI-Np..

Pour une erreur arbitraire donnée, on peut tracer la courbe des p admissibles en
fonction de H, et calculer le colt correspondant. L’exemple ci-dessous en dimen-
sion 2, correspond & une erreur sur la vitesse de phase de E, = 2.5- 1072 pour un
schéma d’ordre 2 en temps et 4 en espace.

g

oo
S0 wf
&
-]
| Thaat L =2 .
gw Pmax = 0.606
& 1 EO = 0.0025
200 -
(L

-

v
oo L5 23

53 .
H Admissibje

Error on Phase Speed

Error on Phase Speed (2D)

o
]

o
o

e
o

L
»

MINIMUM OF THE COST
FOR H = HMAX

i

Normaligsed Cost

e
i

o
)

516 0.8 X 5.0

H admissgible

=
Lo
8
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2.5. COUT INFORMATIQUE
L’ensemble des H admissibles est ’ensemble des H qui vérifie

E,(p(7).H) 2 -E,

Il est clair sur la courbe de cofit, que la stratégie la plus économique est la suivante.

Pour Verreur sur la vitesse de phase, on choisit p = p(7) de facon a ce que
la. courbe d’erreur sur la vitesse de phase soit tangente a la droite :

Eo(p(j),H) = Eo = 1/2njmaz

c'est le plus grand p possible qui vérifie la contrainte sur 'erreur de phase, donc
celui qui aura le At le plus grand.

On choisit ensuite H = H(7) de telle maniére que E (p,H) = —~E, ( c’est le plus
grand H possible ).

De cette fagon on maintient Perreur de phase E,(p, H) a 'intérieur des bornes
{—E,, E,] sur la plus longue plage de H possible. Ceci pour tous les angles 6 en
milieu bidimensionnel, et 6 et ¢ en milieu tridimensionnel.

Pour I'erreur sur la vitesse de groupe nous procédons de la méme maniere,
en choisissant p = p(j) de fagcon & ce que E,(p, H) soit tangente a la droite
Ey(p, H) = Ey = /(2% jmaz)-

Puis nous choisissons H = H(7) de facon & ce que E,,(p(7),H(7)) = ~E4

Cout pour les schémas d’ordre 2 en temps

On se place en dimension 2 avec pour critére sur 'erreur sur la vitesse de phase

(k) = olTer < 5

On propage ensuite sur 7 = 100 longueurs d’onde, ce qui donne

|E,] <2510 =E,

Nous donnons ci-dessous un exemple du choix de p et H pour L = 1,2,4 pour le
schéma d’ordre 2 en temps.
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Error on Phase Speed
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2.5. COUT INFORMATIQUE

i) Pour L = 1, puisque 'erreur sur la vitesse de phase est toujours négative pour
tout p < Pmer On choisit donc p, = Pmar. On cherche ensuite H = H, tel que

inf, E,(po, Ho,0) = ~E,

velo;d
d’ou /5
H, = 525.1072 P = .....2..2_
ii) Pour L = 2 on cherche tout d’abord p, tel que
sup sup E,(p,, H,8)=E,
Helo;4] 6€f0; %)
Puis ensuite H, tel que
ee]g,f%} Ew(po, Hoa 6) = """Eo
Ce qui donne
H, = 17.5-1072 po = 0.282
i1) Pour L = 4 on trouve
H, = 272-107? p, = 0.148

Nous avons synthétisé les résultats ci-dessus dans le premier tableau suivant. Nous
donnons également le méme tableau correspondant au critére plus sévére suivant :

(k) = | Tmez < o

On propage ensuite sur j = 100 longueurs d’onde, ce qui donne

|E,| <2.5.107*
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION
L 1 2 4
p= -C—%-t- 0.707 0.282 0.148
H= -;5 5.25-107% | 17.5-1077% | 27.2-10~2
G = %}E 3.71-107% | 4.93-107% | 4.02-10"2
N, 953 286 178
N, 2696 2029 2397
N, 13 25 49
N,, Totales 3.176 - 10 | 0.413 - 10% | 0.406 - 10™°
Temps CPU (s) 318 42 41
Mémoire (mots) 1.81-10% | 0.16-10° | 0.06-10°
Temps / Temps L=2 7.57 1 0.97
Mémoire / Mémoire L=2 | 11.31 1 0.37

Schéma d'ordre 2 en temps (2D)
Déphasage inférieur & 7 /2
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2.5. COUT INFORMATIQUE

L 1 2 4
p= E%E 0.707 0.159 0.0634
H= g-t- 1.5-107% 19.75-107% | 19.75 - 10~2
G= '%-ﬁ 1.06-10% | 1.55-10"% | 1.25.1072
N, 3334 513 254
N, 9430 6451 7987
Nop 13 25 49
Nop Totales 136.2-10% | 4.22-10'° | 2.51-10%
Temps CPU (s) 13625 422 251
Mémoire (mots) 22.2-10° | 0.53-10° | 0.13-10°
Temps / Temps L=2 32.3 1 0.6
Mémoire /| Mémoire L=2 41.9 1 0.25

Schéma d’ordre 2 en temps (2D)
Déphasage inférieur a w/20
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L 1 2 4
p= E—i}i 0.577 0.230 0.122
H = ; 4.75-10? | 16.12-10"2 | 26.5. 102
G = %,E 2.74-107% | 3.71-107% | 3.23.10~2
N, 1452 310 188
N, 3646 2693 3088
N, 18 36 72
Nop Totales 7.65-10 | 2.89-10' | 1.49.10%
Temps CPU (s) 763200 28908 14940
Mémoire (mots) 232-107 | 5.96-107 | 1.33.107
Temps / Temps L=2 | 264 1 0.52
Mémoire / Mémoire L=2 38.9 1 0.22

Schéma d'ordre 2 en temps (3D)
Déphasage inférieur & = /2
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L 1 2 4
p= %%i 0.577 0.130 0.052
H = -/’\E 151072 | 9.0-107% |19.25.10"?
G= %E 8.66-1073 | 11.75-10% | 10.0-10-3
N, 3333 555 259
N, 11547 8510 9920
Nop 18 36 72
Nop Totales 769-10% | 5.25.101 1.25.10%
Temps CPU (s) 769-10° | 5.25-10° 1.25.10°
Mémoire (mots) 740-10% | 3.42.108 0.35- 108
Temps / Temps L=2 146 1 0.24
Mémoire / Mémoire L=2 216 1 0.1

Schéma d’ordre 2 en temps (3D)
Déphasage inférieur & 7 /20
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Nous donnons ci-dessous les tableaux correspondant & une erreur relative
de la vitesse de groupe de 10% puis de 1%, c’est & dire que 'on a

k]cg‘f‘(k) - Cleax S 41

On propage ensuite sur j = 100 longueurs d’onde, ce qui donne :
pour a = 0.1 Byl <1610

puis pour o = (.01 |Eprl < 1.6-107°
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L 1 2 4
p= -c-%t- 0.707 0.126 0.042
H= -; 0.89-10"% | 5.77-1072 | 14.2- 102
G= -%-,E 6.3-107% | 7.2.10°% | 5.9.10-3
N, 5618 878 353
N, 15893 13936 16810
Nop 13 25 49
N,p Totales 652-10% | 26.8.10% | 10.2.10°
Temps CPU (s) 65200 2680 1026
Mémoire (mots) 63.1-10° | 1.54-10° | 0.25-10°
Temps / Temps L=2 24.3 1 0.38
Mémoire / Mémoire L=2 41 1 0.16

Schéma d’ordre 2 en temps (2D)
10 % d’erreur sur la vitesse de groupe
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L 1 2 4
p= E—%E 0.707 0.072 0.018
H = -f-\f 0.60-10"2 | 3.77-10"% | 10.67- 102
G = %ﬁ 4.73-107° | 2.71-10"3 | 1.92-10~?
N 8334 1327 469
N, 25574 36862 52112
Nop 13 25 49
N,, Totales 23.091- 102 | 1.7108 - 10*2 | 0.5616 - 1012
Temps CPU (s) . 230910 17108 5616
Mémoire (mots) 139 . 10° 3.52-10° | 0.44-10°
Temps / Temps L=2 - 135 1 0.33
Mémoire / Mémoire L=2 39.5 1 0.125

Schéma d’ordre 2 en temps (2D)
1 % d’erreur sur la vitesse de groupe
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Remarque

Afin de se persuader que la meilleure stratégie pour diminuer le colit est de
privilégier H au lieu de G, nous reprenons 'exemple précédent, ou en 2D, on
a pour critere sur 'erreur sur la vitesse de phase :

|E,] £25-107% = E,

L - 2
ANGLE:

)

&
frereny 0
—— 15
- 20
- 25
S 0
- 3
- 0
o, &
L=2
P = 0282
Pmaxr = 0.606

o o

On privilégie H

L
Lb ANCLE:
¥ H [ anns "]
t v s &
Vol feee 10
Pof feee vE
t H B a0
V= &
E - 85
. S e
E
wp ; L = 2
|| P = 0.606
- | i | Pmazx = 0.606
0t !

On privilégie G
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Des courbes ci-dessus on déduit les cotits informatiques synthétisés dans le tableau
ci-dessous.

Cas Préférence pour H | Préférence pour G
p= -C-%—E 0.282 0.606
H= ~';~ | 17.5- 1072 7.0-107*
G= %—; 493.107* 4.24 - 1072
N, 286 714
N, 2029 2358
N,, Totales 0.413 - 10 3.0 10
Temps CPU (s) 42- 300
Mémoire (mots) .0.16 - 108 1.02 - 108
Rapport des Temps 1 7.14
Rapport des Méroires 1 6.37
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Dans toute la suite nous avons choisi un critére d’erreur de phase correspondant

4

a .
(k) = 0l Tmas < 3

et un critére de groupe correspondant & :

kjeg, — ¢|T < 0.1

Nous donnons les courbes du nombre de points par longueur d'onde {c'est a
dire Ny = Ny, = Anin/h = 1/H) ainsi que les courbes du nombre de points
par période (c'est & dire Ny = Nz, = Tp.in/At = 1/G) en fonction de j pour
différentes longueurs d’opérateurs.

Remarques :

i) Le nombre de longueurs d’onde parcourues est ici le nombre de longueur d’onde
minimale correspondant & la fréquence de coupure du signal. Pour un Ricker, la
fréquence de coupure est & peu prés 3 fois la fréquence centrale, donc le nombre
de longueur d’onde minimale parcourue est 3 fois le nombre de longueur d’onde
centrale parcourue.

Si I'on mesure le temps de propagation en nombre de longueur d’onde centrale
parcourue, il convient donc de diviser ; par 3 pour avoir la courbe correspondante.

ii) Alford, Kelly et Boore (cf [Alf]) considérent, non pas le nombre de points
par longueur d’onde minimale correspondant a la fréquence de coupure, mais le
nombre de point par longueur d’onde correspondant & la fréquence & mi-hauteur.
Pour un Ricker cette fréquence & mi-hauteur est & peu prés 1.5 fois la fréquence
centrale. Donc le nombre de points par longueur d’onde minimale que nous util-
isons est deux fois le nombre de points par longueur d’onde utilisé par Alford,

Kelly et Boore.

ii1) Par exemple pour un Ricker de fréquence F, = 30H z dans un milieu de vitesse
¢, = 1500m . s7', Ny = 6 points par longueur d’onde correspond a un pas en
espace h = 2.77m, et Nz, = 20 points par période correspond 4 un pas en temps
At = 55-10""s.
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COUT INFORMATIQUE

Error on Phase Speed (3D)
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Error on Group Speed (2D)
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Error on Group Speed-(3D)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Remarques :

1) Pour le nombre de points par longueur d’onde, on remarque que la hiérarchie des
opérateurs est respecté. Plus I'opérateur est précis et moins il requiére de points
par longueur d’onde, ce qui est naturel.

Il est remarquable cependant que le plus grand gain est obtenu entre 'ordre 2
(L=1) et l'ordre 4 (L=2), alors qu’ensuite le gain est nettement moins conséquent.
Par exemple pour l'erreur de phase en 2D, le rapport du nombre de points par
longueur d’onde pour 'ordre 2 (L=1) sur l'ordre 8 {L=4) vaut 6.5, alors le rapport
de 'ordre 4 (L=2) sur 'ordre 8 (L=4) vaut 1.5.

i) Pour le nombre de points par période, on constate que 'ordre 4 (L=2) et 'ordre
8 (L=4) sont les meilleurs opérateurs. Ceux sont les opérateurs pour lesquels, la
compensation de 'erreur en temps et de 'erreur en espace se fait le mieux.

iii) Dans le fameux article de Alford, Kelly et Boore (cf [Alf]), une régle pratique
(rule of thumb) préconisait pour un schéma (2-2), 10 points par longueur d’onde
correspondant & la fréquence & mi-hauteur. Nous rappelons que cela correspond &
20 points par longueur d’onde minimale correspondant & la fréquence de coupure,
que nous utilisons. . Ainsi au vues des courbes précédentes cela correspond au

critére suivant : .

!w(k)mw[Tma:: < '5'

iv) Pour le schéma (2-4) les courbes précédentes montrent qu’afin de contréler
la dispersion en espace il faut 6 points par longueur d’onde minimale et pour
controler la dispersion en temps 20 points par période. Ces choix sont compatibles
avec la condition de stabilité. En effet on peut écrire :

[TAN CTm,'ﬂ At N ’\min At NA

h B h Tmin - h Tmin - NTmm
La condition de stabilité en 2D du schéma (2-4) s’écrit :

At
3}-;- < 0.606 = Pruas

Doncavec Ny=06et Ny, _=20ona:

Ny et
IVT,,,,“ == 0.3

Ainsi ce choix du nombre de points par longueur d’onde et du nombre de points par
période conduit a choisir le parametre 9%5 dans l'intervalle de stabilité [0, pnaz).

Nous synthétisons maintenant le choix de p et de H en présentant les courbes
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2.5. COUT INFORMATIQUE

de temps calcul sur le CRAY-XMP 14 pour les différents opérateurs. Nous avons
estime les performances du CRAY & 100 Megaflops.

Ensuite afin de voir quels sont les meilleurs opérateurs, il est judicieux de tracer les
courbes de cout calcul & ; fixé en fonction de la longueur de 'opérateur. Nous nous
sommes placé ici 4 7 = 200. Pour un Ricker de fréquence centrale F, = 30H z, dans
un milieu de vitesse ¢, = 1500m-s~1, cela correspond & un domaine de A = 2000m
de cté, et & un temps de propagation de T,,,, = 2.67s.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed (2D)
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Error on Phase Speed. (3D)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed (2D)
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2.8.

COUT INFORMATIQUE

Error on Phase Speed (3D)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L'’ERREUR DE DISPERSION

Nous avons limité a 10 minutes le temps calcul pour tous les cas de figure
afin de pouvoir comparer les colits informatiques en 2D et en 3D.

Les courbes de temps calcul intégrent outre le choix de H et p, le nombre d’opérations
par noeud que chagque opérateur nécessite. C’est essentiellement ce terme qui classe
les opérateurs.

En effet passé 'opérateur d’ordre 8 (L=4) le gain en nombre de points par longueur
est assez faible et le nombre de points par période également. Par contre le nombre
d’opérations par noeud est linéaire avec L.

Ceci donne finalement un opérateur optimal pour 'ordre 8 (L=4) en 2D, l'ordre
12 (L=06) en 3D. Ceci s’explique par le fait que le nombre de points par longueur
d’onde intervient au carré en 2D et au cube en 3D. |

II faut aussi voir que si I'optimum se situe en L = 4 o L = 6, le gain par
rapport a l'ordre 4 (L=2) n’est pas aussi considérable que celui observé pour
L =1 par rapport & L = 2. De plus 'opérateur d’ordre 4 (L=2) sera plus facile-
ment implémentable avec des conditions absorbantes pseudo-différentielles, que
des opérateurs d’ordre plus élevé.

Enfin un opérateur ne peut étre optimal pour le temps calcul et la place mémoire en
méme temps. Le meilleur opérateur pour la place mémoire est I'opérateur d’ordre
le plus élevé (L=10, L=20), car il requiére le moins de points par longueur d’onde.
Cependant il nécessite beaucoup d’opérations par noeud (en 2D pour L=10 il faut
122 opérations, en 3D 180 opérations !) et est donc pénalisé au niveau du temps
calcul.
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Coiit pour les schémas d’ordre 4 en temps

Comme précédemment on se place en dimension 2 avec pour critére sur Perreur

sur la vitesse de phase :
lw(k) — w|Tnar <

0ol

On propage ensuite sur j = 100 longueurs d’onde, ce qui donne

B, <2510 =E,

Nous donnons ci-dessous un exemple du choix de p et H pour L = 2,4 pour le
schéma d’ordre 4 en temps.

Nous avons ensuite synthétisé les résultats dans le premier tableau suivant. Nous
donnons également les mémes résultats correspondant au critére plus sévére suiv-

ant :

(k) ~ [ Tes < 5

On propage ensuite sur j = 100 longueurs d’onde, ce qui donne

|E,l <2510
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed
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2.5. COUT INFORMATIQUE

L 2 4
p= f%i 0.606 0.549
H= *% 0.135 0.235
G = %E 8.18-10~% | 12.9- 102
N, 370 212
N, 1228 774
Nop 147 315
N, Totales 2.46-10" | 1.10- 10
Temps CPU (s) 247 111
Mémoire (mots) 2.74-10° | 0.90-10°
Temps / Temps L=2 | 1 0.45
Mémoire / Mémoire L=2 1 0.33

Schéma d’ordre 4 en temps (2D)

Déphasage inférieur 4 7 /2
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L 2 4
p= 5—‘}%3 0.606 0.549
H= {\1 0.075 0.16
G = %}i 4.55-10~% | 8.79- 1072
N, 666 312
N, 2199 1136
N., 147 315
N,, Totales 1.44 - 104 | 3.49.10%
Temps CPU (s) 1438 350
Mémoire (mots) 8.87-107 | 1.94-107 |
Temps / Temps L=2 1 0.24
Mémoire / Mémoire L=2 1 0.22

Schéma d’ordre 4 en temps {2D)
Déphasage inférieur & 7 /20
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2.5. COUT INFORMATIQUE

L 2 4
p= f‘%—f 0.495 0.445
H= -;‘ 0.136 0.241
G= %;E 6.74-1072 | 10.8 - 102
N, 366 207
N, 1483 923
N, 401 869
N,, Totales 2.94-102 | 0.71- 10"
Temps CPU (s) 2.94-10° | 7.14-10%
Mémoire {mots) 9.08-107 | 1.77-107
Temps / Temps L=2 1 0.24
Mémoire / Mémore L=2 1 0.19

Schéma d’ordre 4 en temps (3D)
Déphasage inférieur a = /2
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L 2 4
p= 3‘%3 0.495 0.445
H = % 0.076 0.17
=25t | 3.77-1072 | 7.68-107?
T
N, 655 201
N, 2650 1300
N, 401 869
Nop Totales 3.0-10" | 281101
Temps CPU (s) 3.0-10% | 2.81-10°
Mémoire (mots) 5.62-10% | 4.93.107
Temps / Temps L=2 1 0.094
Mémoire / Mémoire L=2 1 0.087

Schéma d’ordre 4 en temps (3D)
Déphasage inférieur & = /20
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Nous donnons ci-dessous les tableaux correspondant & une erreur relative
de la vitesse de groupe de 10% puis de 1%, c’est & dire que l'on a

klege(k) = c|Timer € o

On propage ensuite sur 7 = 100 longueurs d’onde, ce qui donne

pour a = (.1

|Egr] < 161074

puis pour o = (.01

|Ep] < 1.6-107°
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

L 2 4
p= -C-%t- 0.606 0.549
H= % 0.045 0.105
G= %’f 2.72.10"% | 5.77 - 10~?
N, 1112 476
N, 3667 1732
No, 147 315
N,p Totales 6.65-10" | 1.24. 101
Temps CPU (s) 6654 1238
Mémoire (mots) 2.47-10% | 0.45-10°
Temps / Temps L=2 1 0.19
Mémoire / Mémoire L=2 1 0.18

Schéma d’ordre 4 en temps (2D}

10 % d’erreur sur la vitesse de groupe
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2.5. COUT INFORMATIQUE

L 2 4
p= %?—t- 0.606 0.549
H= gﬁ 2.5-107% 1 6.25- 1072
G= %ﬁ 1.52-1072 | 3.45-10"°
N, 2000 800
N, 6500 2911
Nop 147 315
N, Totales 3.88-10'% | 5.86. 10"
Temps CPU (s) 38807 5668
Mémoire (mots) 8.0-10° | 1.28-10°
Temps / Temps L=2 1 0.15
Mémoire / Mémoire L=2 1 0.16

Schéma d’ordre 4 en temps (2D)
1 % d’erreur sur la vitesse de groupe
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Dans toute la suite nous avons choisi un critére d’erreur de phase correspondant

a
w(k) = Tz <

o]

et un critére de groupe correspondant a

klcg — c|T < 0.1

Nous donnons les courbes du nombre de points par longueur d’onde (c’est a dire
N, = 1/H) ainsi que les courbes du nombre de points par période (c’est & dire
Nt,... = 1/G) en fonction de j pour différentes longueurs d’opérateurs.
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Error on Phase Speed (2D)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed (3D)
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Error on Group Speed (2D)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Group Speed (3D)
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Tout comme pour les schémas d’ordre 2 en temps on remarque que pour
le nombre de points par longueur d’onde, la hiérarchie des opérateurs est respectée.

Lorsque I'on compare le nombre de points par longueur d’onde pour 'ordre 2
en temps et pour l'ordre 4 en temps, il est clair que l'ordre 4 en temps requiere
plus de points par longueur d'onde. Le fait d’ajouter la partie d'ordre 4 en espace
a I’équation détériore donc la précision en espace.

Lorsque l'on compare le nombre de points par période on constate qu'asymptoti-
quement le schéma (4-4) est moins cotiteux que le schéma (2-4), ce qui parait
naturel. Cependant le gain est assez faible et n’est pas comme on pourrait s’y
attendre, quadratique. Ceci s’explique par le comportement assez différent des
erreurs sur la vitesse de phase et de groupe, pour les deux schémas.

Nous illustrons ceci en donnant les courbes de nombre de points par longueur
d’onde et du nombre de points par période pour ces deux schémas en 2D et 3D.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L'’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed (2D)
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Error on Phase Speed (3D)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L'ERREUR DE DISPERSION

Schéma (2-4) (4-4)
p= -‘-’-%3 0.282 0.606
H= % 0.175 0.135
G = -{;—t 4.93-10"% | 8.18.10°?
N, 286 370
N, 2029 1222
N, 25 147
N, Totales 0.413-10' | 2.46 . 101
Temps CPU (s) 42 247
Mémoire (mots) 0.16-10% | 0.27. 10°
Temps / Temps ordre 2 1 5.88
Mémoire / Mémoire ordre 2 1 1.69

Comparaison des schémas (2-4) et (4-4) (2D)
Déphasage inférieur & /2
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Schéma (2-4) (4-4)
p= -‘-’%’f 0.230 0.495
H= -;\}-l- 0.161 0.136
G= —‘?,—t- 3.71-107% | 6.74 - 1072
N, 310 366
N, 2693 1483
N, 25 401
Nop Totales 2.89-10' | 2.94- 10"
Temps CPU (s) 2.89-10* | 2.94.10°
Mémoire (mots) 5.96-107 | 9.08. 107
Temps / Temps ordre 2 1 10.17
Mémoire / Mémoire ordre 2 1 1.52

Comparaison des schémas (2-4) et 4-4) (3D)
Déphasage inférieur & #/2
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Nous synthétisons maintenant le choix de p et de H en présentant les
courbes de temps calcul sur le CRAY-XMP 14 pour les différents opérateurs. Nous
avons estimé les performances du CRAY & 100 Megaflops.
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2.5. COUT INFORMATIQUE

Error on Phase Speed (ZD)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed (3D)
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2.5. COUT INFORMATIQUE
Error on Phase Speed (2D)
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Normalised Cost

Normalised Cost

CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed (3D)
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2.6. OPERATEUR DEFINI PAR TRANSFORMATION DE FOURIER

2.6 Opérateur défini par transformation de Fourier

2.6.1 Définition de 'opérateur

On utilise la relation suivante :

Ou s
F (5-;) =tk Fu

Ainsi 'opérateur de dérivation discrete A3 est défini par :

Adu(z;) = F'oMoF

ou les transformations de Fourier sont discrétes (FFT), et M est la multiplication
par ik,. A} est d'ordre infini.

On définit I'opérateur B, approximation de la dérivée seconde par B = t43043.
On a donc :

B; = F~loMoFoF *oMoF = F~loM%F

ou M? est la multiplication par —k?,
En faisant une différence finie d'ordre 2 en temps, on obtient Péquation discrétisée
suivante :

=+l oun n—}
u; 2uJ + u;
c? A2

- Bju? =0 (2.11)

2.6.2 Erreur sur la vitesse de phase

Le symbole de B} est simple & calculer. On a : B (k) = —k?
On obtient alors facilement la relation de dispersion :

t i

d’ou

w = wlk,At) = -Ag;arcsin (iéék>

Cp—C

On calcule alors l'erreur relative de phase E, =

arcsin (E-é-t-k) -1

2
Eolk,81) = 7%
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

En utilisant les variables adimensionnelles suivantes :

ciht
h

on peut encore écrire E,, sous la forme :

H =

>l 5

E,H,p) = arcsin (wHp) — 1

1
mHp
En faisant un développement de E, on obtient :

2
Eukat) = B2 oreanyt

On remarque qu'il n'intervient que Ierreur de discrétisation en temps (on s’y at-
tendait puisque la dérivation en espace est exacte). On obtient les courbes de
dispersion ci-dessous.

Remarques :

1) En 2D la relation de dispersion devient :

t t
sin(w:;'3 ) = cg VkE+ k2
ki = k cos(8) ky = ksin(8)

on obtient donc la méme relation de dispersion

At
sin( u._r?t = fwém k

i) On a le méme résultat en 3D. Ainsi le calcul des cofits caleuls en 9D et 3D sera
simplifi¢ par rapport au cas des différences finies, puisque les courbes de dispersion
unidimensionnelles donne le parameétre p recherché.

iii) La condition de stabilité du schéma en dimension n s’écrit :

wat 2
h = =n/n

Ceci se déduit du théoréme de Nyquist (cf [Kos])
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2.6. OPERATEUR DEFINI PAR TRANSFORMATION DE FOURIER

- Error on Phase Speed
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

2.6.3 Erreur sur la vitesse de groupe

La relation de dispersion s’écrit :

wt ciht
O =} 2= e
sin( 2 ) 2

On calcule alors l'erreur relative de groupe en dérivant la relation de dispersion
par rapport a k£ ce qui donne :

E,.(k,At) = ~1

En utilisant les variables :

on peut encore écrire E,, sous la forme :

1 .
Egr(H’p) — -—--u——-.—.-............_...;. —_1
1—(prH)

On obtient les courbes de ci-dessous.
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2.6. OPERATEUR DEFINI PAR TRANSFORMATION DE FOURIER

Error on Group Speed
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

2.6.4 Coit informatique

Le nombre d’opérations C d'une simulation numérique de I'équation des ondes,
avec 'opérateur B} défini ci-dessus, est donné par :

C = 2n (3log,(N.) +2) N.® N,

car on calcule NN, itérations; pour chaque itération on fait 2n dérivations premiéres
pour calculer les dérivées secondes.

Pour chaque dérivation on fait N}'~! fois le nombre d’opérations pour caleuler
F~loikoF. Enfin le nombre d’opérations necessaires au calcul de F~loikoF est
3N log, N; + 2.

Si 'on suppose que le domaine est de taille A™ et que ’on propage 'onde le temps
T d’un aller-retour au fond du modéle (c’est & dire T = 24/c) alors on peut écrire :

7 =
Ny =

>
=
I
3]
|
|

On note j le nombre de longueurs d’onde parcourues et p le parameétre de Courant
{ c’est adire p = ¢cAt/h ). Alors puisque A = jA/2 et que H = 1/2, le colit devient
une fonction de j et p:

) . 29
C = 6n (J)"(Ioggcj)w);}

La mémoire M nécessaire 4 une simulation est donnée par :

M= (N = 2%

On veut maintenant choisir p de maniere a4 minimiser le cofit calculet la place
mémoire.
Pour cela comme précédemment nous allons relier 'erreur de phase et 'erreur de
groupe, au nombre j de longueurs d’onde parcourues. Puis ensuite, & l'aide de
Perreur de phase et de l'erreur de groupe, relier p 4 j. On obtiendra ainsi C en
fonction de j, nombre de longueurs d’onde parcourues.

J- b
La méme analyse que précédemment conduit aux critéres :

1 o

Il reste maintenant & choisir p, de facon & ce qu’on ait, pour un modeéle donné
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2.6. OPERATEUR DEFINI PAR TRANSFORMATION DE FOURIER
( c'est & dire un jme donné ), | B, | € 1/2njmez et | By | < /(27 jmaz)-
Pour cela nous choisissons le p le plus grand, ¢’est & dire celui qui vérifie

E¢(p, 05) = Eﬂ = 1/2njmax

et

Egr(ps 05) =FE = a/(zﬁ'jmax)

Nous donnons ci-dessous les courbes du nombre de points par longueur période
pour les deux différents critéres. Il est intéressant de noter que les courbes sont
semblables pour un méme critére en 2D et en 3D. Ceci s’explique par le fait que la
relation de dispersion est la méme en 2D et en 3D. La seule différence est que la
condition de stabilité est plus sévére en 3D, et donc le Pmaz €0 3D sera inférieur au
Pmaz €n 2D. C'est ce qui explique que I'on observe une partie constante au début
de la courbe pour P'erreur sur la vitesse de phase, qui soit plus importante en 3D
qu’en 2D. Cette partie constante signifie en effet que P = Pmar st acceptable; Il le
sera d’autant plus longtemps qu'il sera petit.

Ensuite nous donnons les courbes de temps caleul sur le CRAY-XMP 14. Nous
avons vérifié numériquement que pour les FFT le CRAY-XMP 14 avait un rende-
ment d’a peu prés 60 megaflops.

161

T I R R R R I

e



CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed (2D)
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2.6. OPERATEUR DEFINI PAR TRANSFORMATION DE FOURIER

Error on Phase Speed (3D)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

Error on Phase Speed
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Error on Group Speed
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CHAPITRE 2. ANALYSE DE L’ERREUR DE DISPERSION

2.7 Conclusion

L’étude de I'erreur de dispersion totale en milieu homogene, nous a permis de
mettre en évidence les points suivants :

i) Tout d’abord nous avons montré que les erreurs de discrétisation en espace
et en temps sont de signes opposés, et tendent donc & se compenser. L’erreur
se comporte totalement différemment pour les schémas d’ordre deux ou d’ordre
quatre en temps, ainsi que pour le schéma (2-2) et les schémas d’ordre 2 en temps
et d’ordre plus élevé en espace. Ceci explique le gain considérable de temps calcul
et de place mémoire lorsque l'on passe d’'un schéma (2-2) & un schéma (2-4).

ii) Ensuite nous avons étudié les deux paramétres importants & régler lors d’une
simulation numeérique, & savoir le nombre de points par longueur d’onde minimale
(qui donne le pas d’espace h) et le nombre de points par période minimale {qui
donne le pas de temps At).

En ce qui concerne le pas d’espace plus I'opérateur est d’ordre élevé en espace et
plus le pas d’espace peut étre choisi grand, pour une précision donnée.

En ce qui concerne le pas de temps la hiérarchie des opérateurs n’est plus re-
spectée, et I'opérateur qui, pour une précision donnée, autorise le pas de temps le
plus grand est l'opérateur d’ordre 4. Cest celui pour lequel I'erreur en temps et
Verreur en espace se compensent le mieux. A linverse des opérateurs trés précis
en espace (ordre 20 et plus ou opérateur de Fourier discret) imposent un pas de
temps trés petit, I'erreur provenant essentiellement de la dispersion en temps.

iii) Enfin pour des raisons de coft informatique et également de simplicité d’implé-
mentation nous préconisons l'opérateur d'ordre 4 pour lequel nous pouvons donner
la regle pratique suivante,

Afin de régler le pas d’espace et le pas de temps lors des simulations numériques,
un ordre de grandeur pour le schéma (2-4) est 6 ou plus points par longueur d’onde
minimale et 20 ou plus points par période minimale.

iv) Pour une méme précision donnée, la comparaison entre schéma (2-4) et schéma
(4-4) montre que le surcoiit calcul engendré par le schéma (4-4) ne se trouve pas
compensé par une diminutation significative du pas de temps. II en résulte que
bien que plus précis le schéma (4-4) est nettement plus coiiteux que le schéma (2-4).
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Chapitre 3

Schémas Numeériques pour
’Equation des Ondes en Milieu

Hétérogene

Nous allons présenter une famille de schémas numériques, pour 1'équation
des ondes acoustiques en milieu hétérogéne, basés sur les opérateurs du chapitre

précédent.

L’avantage de cette approche est qu’elle reprend l'idée variationnelle, dans
le sens ou elle ne fait intervenir que les dérivées premiéres, qui sont naturelles &
I’équation continue. Ceci a pour conséquence de respecter implicitement ’hétérogé-
néité du milieu, et de fournir des schémas stables quelque soit le degré d’hétérogé-

néité du milien.

L’obtention des schémas numériques que nous proposons, peut se voir comme
une généralisation de la méthode de l'identité intégrale (cf {Marl]). En effet, con-
siderons deux maillages de pas h, décalés de h/2, le premier défini sur les points
z; = j - h; Pautre défini sur les points 7,412 = x; + h/2. En intégrant ’équation
des ondes sur la maille [z,.,; Z;4+1/2] on obtient :

-/‘TJ-H;'? —l@dxw/r”m b3 (i?mzf) de = 0

v O

s0it encore

/r;-n/: 1 52ud {1511}:"“’2 1 Bu(m ) 1 Bu( )
B e # 14 SR — . frarad Fr— . a4 5
Fimif2 K 8?:2 p@z 2jo1p2 p“,.,]'lz 3:: =12 Pi-i—lf? 6:5 J+1/2

Il reste maintenant a choisir une formule d’intégration numérique, afin
d’évaluer Uintégrale & gauche du signe égal. La seule formule d'intégration numérique
qui donne un schéma explicite est la formule du point milieu, a savoir :
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

Zivie 1 Gy 1 9%y Ti—1je + Tigiym 1 8%u
—Tldy = h. 2O0Y T Ry oy O
ij__l,g Eoe™ = b gaal 2 ) K a2 (%)

Par une différence finie d’ordre 2 en temps, on obtient le schéma :

1 ultl =22 g g0t _1f 1 éﬁ(m o L 5u(l_‘ )
K, At? B h i1/2 Oz =172 Pi+t/2 Oz AL
J Pi-1/ +1/

Sous cette forme, on voit qu'en choisissant Papproximation A4, d’ordre 2 de la
dérivée premiére, cest & dire -

Ujpy —U;  Ou
Apu(Tjp12) = ‘m};““" = ”é;(xjn/z) + o(h?)
on obtient le schéma :
1 uftt - 27 gt . 1 n

On peut généraliser cette méthode 3 un ordre d’approximation quelconque en
espace. En intégrant I’équation des ondes sur différentes mailles, il suffit de
faire une combinaison linéaire des intégrales obtenues de fagon 3 obtenir I'ordre

d’approximation voulu.

Pour obtenir par exemple une approximation d’ordre 4 on cherche o, et a, tels

que
1 /EJ'H/? 1 a")ud + f“’:+3/2 1 62ud3: 1 3211( )—{-o(h")
h Gy 2ye1p2 K 642 z Qg s K 82 K 82\
cequidonnea::%etﬁmmé
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

3.1 Cas Unidimensionnel Hétérogéne

3.1.1 Schémas d’ordre 2 en temps et 2L en espace

Introduction et Notations

Nous cherchons & discrétiser 'équation :

1 % 8 1 Ou
R 5 () = (31
oti les fonctions K et p vérifient :
K e LYR) p € L}R)

0<KmSK($)SKM
0 < pm £ p(z) < pu

Pour cela on introduit les espaces fonctionnels suivants :

oo
L? = {@ELZ(R) [ o= > @i Lg-1/m,e1/2)8) }

T (X

L2

I

o0
{ v €L R) [/ o= > winp Yiin (i+1)4) }

15 -0

ol h le pas de discrétisation en espace, muni des produits scalaires suivants :

+eo
(f’g)Lg:(f$g)O = h Z figi

o

+o0
(f:g)LE =(f.g)s = h Z fe+1/2 Fiv1/2

£ G

L7 est I'ensemble des fonctions en escalier de L*(R) définies aux points o et L? est
Vensemble des fonctions en escalier de L(R) définies aux points .

I * —_——— 0 - =- * —-——— 0

i1 i—1/2 i i+1/2 i+ 1
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

On introduit alors 'opérateur :
Ay« L} — L%
u o Ayu (1+1/2)= tZL;af(u,«“ — Uinigr)
¥y

) Ju . .
qui est une approximation d’ordre 2L de 3o au point Tiyy2 00 = T
I ——"

Un calcul simple, donné en annexe 1, montre que le transposé de A, est alors
défini par ;

tAh . Lz -— L§

L
v o fApu (3) = - Zal(v£+lm1/2 - ‘Ui—l+1/2)
I=1

L 5 :
‘A, est une approximation d’ordre 2L de -»-é?:- au point z;.

L'opérateur A calcule les dérivées premiéres sur la grille « (demi-entiers), alors
que lopérateur ‘A; calcule les dérivées sur la grille o (entiers). Ainsi lorsque
Pon forme *4,(1/pAx)u on obtient un élément de LZ, c’est & dire une quantité
évaluée aux points entiers. La grille * n’est done qu’un intermédiaire de calcul, la
discrétisation étant fixe de pas h sur la grille o.

i~3 §=2 w1 3 j+1 i+2 i+3
U ——p & ¢ B & ¢ v
£
A,
Y
vy > - Il 7
tl
A
Y
V(lipV i) &

i

Hlustration du procédé de calcul

170

L T R o



3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

Etude de la Stabilité

On discrétise I'équation ( 3.1) sous la forme :

1 uft — 2u® 4 P! 1 n
}'{,‘: YN + A, ;Ah u; = 0 (3.2)

Nous cherchons a établir la stabilité de 'équation discrétisée ( 3.2).
Pour cela on utilise la méthode énergétique. On fait I'analogie avec I'énergie con-
tinue donnée par :

1 du\? 1 [6u)\?
E(t):Lm“j(*ég) d:r:+/R;E—)(-5;) dr

Pour exhiber 1'énergie discréte, on fait une intégration par parties discréte, c’est
a dire qu’on multiplie { 3.2) par la quantité (u?*! — u?"1)/2¢t puis on intégre en
sommant sur z ce qui donne :

1yt oyn 4 yn1 s un-——l)
0

i
—_ — 1 = n
0 = (K, At + Ah(pAhu ), -——-————-—---—2At

1 uﬂ-f—} — + y™—1! yti y"-l + IA "4 gl unw—l
K At to2ar ) T\ M TTeAr )

soit encore

0 1 (1u™ gy gyt g 1 (1w —y™l gy yn!
2At \K' At 7 At J 2At\K At T At N
1 1 n+1 n 1 1 n -1
T 3 (pAhu  An ) 24t (pAhu » An )

On utilise alors les identités suivantes :

1. . " 2 A u™t 4oyn
(e ) = (A el :
. 1 un-i-l —y® un-i-l — "
- -A A
(p 2 Y2 )
};Ahun Ahu“”l - }-—Ah un + uﬂ-“l Ah ﬁﬂ + uﬂ-»].
p ’ . p 2 2 .
1 y" — gyl y? — un-l
- {—4 , A
(P T2 e ) .
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

dou :
¢ = 1 1 u™l -y gyl oy 1y® =yt y?—yn?
o2t \K At 0 At ) K a7 oA ),
1, w4y u™t 4yn At 1 umtl gy "t oy
- -~ 20 (4 A
+(A"2’A"2 .4\ Tar AT,
1, ut4um! u® +y"? A7 (1 |yt —yn! u™ — gt
- (‘4" 5 AT )_"f‘ el e e v |
En posant :
1 Atﬁ 1 un+1 — " un-i—l —y®
Entl/2 — e et -
= (g - G Ga) Yt )
1 uttl oyt ymt oyn
En+1/2 — tA iy |
r ( h (P k 2 3 2 .
En+1/2 _ E;a-é—lﬁ + E;H/ﬁ

olt EM*Y2 est Iénergie cinétique discréte, Er+1/2 est énergie potentielle discrete
et E™1/2 est I'énergie discréte totale, au temps n + 1/2, on trouve que :
En+li2 _ pnt1/2
At

c’est a dire la conservation de 'énergie discréte. La stabilité du schéma numérique
sera assurée dés que les deux quantités EP*Y/2 et E+1/2 seront positives.
Traitons tout d’abord 'énergie potentielle; elle est définie par:

1 un-i-l + T un+1 + u™
En+1/2 - t4, [ ~A4 ; )
o h p k 3 5 i3
1 un+1 + ut uwi-l 4yt
= |~4 A
(p k 9 + 4k 9 .
Puisque 1/p est minoré par une constante positive on a :
n+1 n
1 et +ut > 0

EptiZ > — |14,
£y

Etudions maintenant sous quelle condition E*+1/? est également positive, c’est &
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

dire que pour tout u € L on ait :

1 At? 1
E;t-i»l/? — (..E - ....,..‘I.....!Ah (;A},) u, u)o >0
soit encore
2
I = (A: tAh( Ah) u) < (w}u , u)o (3.3)
At2 +o0 L )2
I = anu; - Ui
4 L Pivrf I=Z1 !( +I H—E)
AP (L N (& 2
< —h a ) ( Uig) = Uiy )
4 h;oo Piv1f2 g : g;( ¥ +1)
2 L L u?
< 9_t_h (Za? Z 1+1 -‘-»i+1)
=1 =1 m_w Piv1f2 Piv1p2

T - XD Pt-—1+1;’2 [,y pi'i'f—llz

Atz L L +o0 u?
- PEE(ERE - E55)

Pour retrouver le second membre de I'inégalité ( 3.3}, on introduit alors K; dans
la sommation, ce qui donne :

L +eo L v O 2

=1 'z-oc =1 Pi-l+172 Pigi-1/2

L 1 £ K; K, iy uzz
< Atz(LZa?)Supi{ﬁz t }h_f_:}';'

=1 1=1 Pi-i41/2 Pivi-1/2

L L } "
< At*(LZa?)supe{gzZ _K’ + .I“ }(-};uu)

=1 =1 Pielb1f2 Piyi~1f2
On aura donc stabilité du schéma si :

L g .
At? (LZaI)sup{ - d - K + .K' } <1

I=1 2L 1= Pi-ie1/2 Pigt-1/2

Or on a vu précédemment que a; = o;/(2l — 1}h = B /h, donc :

L
;la? P h2 251

{2=1
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En posant

_ 1/2
o - ol 5]

=1 Pi-i+1/2 Piti-142

onala

Proposition 3.1

Une condition suffisante de stabilité du schéma {8.2), d’ordre 2 en temps et d’ordre

2L en espace s’écrit :
-1/2
C.At L !
&< (rna)
£ 4

La quantité C, a la dimension d'une vitesse. En milieu homogéne de vitesse C
on a C. = C. On peut obtenir une condition de stabilité plus simple, mais moins
fine, en majorant C.. On pose K; = p;y, 2+ C? alors :

L . .
(C.)} = sup {é}fz K; + K, }

=1 Piml41)2 Piti-172

o
b~

1 & oo i
(c‘)g S Sup {m Z p|+1/2 + p +1/2 } Sup C‘Z
i ade 105 Pisig1)2 Pigt-1/2 i

En posant :

—

62 = sup {m 3 Ditf2 + piti/z }
) i 2L & picisr Pisicipe

On peut alors énoncer le

Corollaire 3.1

Une condition suffisante de stabilité du schéma (8.2), d’ordre 2 en temps et d’ordre
2L en espace s’écrit :

CmarAt Lo\
mar < g1 2

4. est une mesure du degré d’hétérogénéité du milieu, puisque §, compare la valeur
de p en 7 + 1/2 aux valeurs de p.aux (2L — 1) points voisins. En milieu homogéne
on a é =1 et en milieu hétérogéne on peut majorer 6, comme suit :
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

msgfsm
M Pm

on a alors le
Corollaire 3,2

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( §.2), d’ordre 2 en temps et d’ordre
2L en espace s’éerit :
-1/2
Crnaz At P ( L )
cme < Ly
h PM ,._,Z; I

On peut noter que la condition de stahilité précédente tient compte explicite-
ment du degré d’hétérogénéité du milieu.

Dans le cas L = 1, c’est & dire le cas du schéma (2-2), on a B = 1 et pour
un milieu homogéne on a p, = pp, on retrouve donc la célébre condition de

stabilité de Courant, Friedrichs et Lewi (cf [Cou3]), & savoir :
CAt <
5 =

En milieu homogéne on peut trouver une condition nécessaire de stabilité. Il est
intéressant de voir si la condition suffisante de stabilité précédente est également
nécessaire. Aprés transformation de Fourier en espace, on écrit le schéma sous la

forme :
Vel = 4 . p»

o1 on a posé :
2— 4(V AN L) ~1

n4-1
Vn-!-l _ (u )
- o™

A(k) = f_jﬁ,san ((21@)%&)

=1

Une condition nécessaire de stabilité est que toutes les valeurs propres de la matrice
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

A soient inférieures & 1 en module. Le polynéme caractéristique est donné par :
t
P(A) = A2— ) (2 -4(f-§-)2A2(k)) +1=0

Le produit des racines valant 1, il faut nécessairement que les valeurs propres
solent imaginaires. Donc il faut que le discriminant de cette équation du second
degré en A, soit négatif ou nul. D’od

2
A = (2 - 4(-"-%3)2,42(@) —4 <0
ce qui implique :

T < (mpaw)”

Un calcul rapide montre que le maximum est atteint pour k = 7/h et vaut :
L
max A(k) = 3|4
le=i

Ainsi une condition nécessaire de stabilité en milien homogéne du schéma d’ordre
2 en temps et d'ordre 2L en espace s'écrit :

"C"'}?‘t' = (g iﬁzi) )

Il est clair que notre condition de stabilité n’est pas optimale, puisque
L L 1/2
Sial < (135)
] i=1

1l est possible de I'améliorer en reprenant { 3.3), on peut écrire :
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

A2t :
I = —=—p z (Zm(my—maa))

4 TP \io

At2 oo L L )
< 7 e Ziazl) (Z la (gt = Uizigr) )
im—oo Pi+1/2 \i1zg j=1
At2 +00 L L 9 )
< "—'ﬁ 3 3 lal Yo laf(udy +uly,)
(TR —00 P;-{»l/ FE% | =3
At2 L L +o0 \ 2
= ....2.... (Z lall) Zla"h Z (“e+1 +“;—l+x)
fes1 i=1 i=—oo Pit1/2
7 (B () %
L e allh a 4 —
2 E‘;I d ‘..Z...:m;i | Pivt-1/2  Pimivr2) K
5 (S (Sl (o} G
< a;l | su a + (-—-; . u)
(ZI 4 r z;l d Pivi=1/2  Pi-i+1/2 K

Puisque a; = fB;/h, en posant

L K, K,
- (zzzl Iﬁl[) i {E 124 (2P:+f-1f2 * 2Pe-1+1/2)}

on peut énoncer la

Proposition 3.2

Une condition suffisante de stabilité du schéma { 5.2), d’ordre 2 en temps et d’ordre

2L en espace s’écrit :
Cy At Lo\
*;a < (Z lﬁzl)_

{=1

En milieu homogeéne de vitesse C on a la condition de stabilité suivante :

CAt (Z 8 )”1

i=1
On a donc améliorer la condition de stabilité qui est ici nécessaire et suffisante.
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

On peut majorer Cy comme suit en posant K; = p;4; 12C?

¢l = (glﬁzi)qsup{ilﬁr!( g )}

i ey 2pici-12 2pici4ap2

< (gia,i)dsqp{f:sﬁ:l( 2 & )}supc,?

. +
i i=1 2pi4iy /2 2P{—!+1 /2 1

< 84Cres
En posant :
L - L Pig1/2 Pivy/2
% = (Sie) {3 ia(jone o )}
* :=}:1 ; gl 2piyi172 2pi-t41/2
on a le

Corollaire 3.3
Une condition suffisante de stabilité du schéma { 8.2), d’ordre 2 en temps et dordre
2L en espace s’écrit :
Cma:z:At L -
Zmetl < (6# > w)
{=1

6% est une mesure du degré d’hétérogénéité du milieu, tout comme 6.. On peut
majorer by par :

.’?_"lsgisfﬂ
3% Pm

on a alors le
Corollaire 3.4

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 3.2), d’ordre 2 en temps et d’ordre
2L en espace s'écrit :
CrmazAt _ [om (&, N7
smezml o [Bm (Z ;5,;)
h PM {=1

S’il est clair qu'en milieu homogeéne la deuxiéme condition de stabilité est bien
meilleure que la premiére, le cas hétérogéne lui est plus délicat. En effet, les condi-
tions de stabilité données par les propositions (3.1) et (3.2) intégrent 'hétérogénéité
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

du milieu de facon assez fine. L’une et 'autre procédent par pondération de rap-
port de la forme K;/piyi-12, c'est & dire de termes de vitesses locales. On ne peut

donc conclure pour un milien quelconque.

3.1.2 Schémas d’ordre 4 en temps et 2L en espace

Introduction et Notations

Suivant Dablain {cf [Dab]) il est possible de construire des schémas d'ordre quatre
en temps en utilisant la technique de Iéquation modifiée. Nous en exposons le
principe en milieu homogéne ou Péquation des ondes s'écrit :

10 P
c? g1? 9z

En supposant la solution u réguliere (u € C*(R x R) ), on peut écrire :

O%*u u™tl — 2yt g™t A2 Fy 4
5 = Ar - T3 ga ToAAY)

En dérivant deux fois par rapport au temps P’équation des ondes on obtient:

..‘?itf.wc? du -2 Fu 0%

ot = “Brez: T “oziorr - Bxt

done
FPu  ut - 2u" 4 Th A §lu

ot? At? T 12 9t

+ o{ Att)

» . - » a4u #+ » .
Ainsi avec une approximation d’ordre 2 de —, notée 4, on peut écrire

ar?

2'&‘. ,un-i»l - oy unw—l C4At2
gt v 2 EE S5 (0 ofh) + ok + At
En remarquant que grace & la condition de stabilité (que 'on verra plus tard) Af
h, on a At?o(h?) = o(At' + h*). Donc en utilisant pour fy%ﬁé I’approximation
sutvante _
10% o™ =2y 4w :‘:25315284
oz EINT 12k

on obtient un schéma d’ordre 4 en temps. En prenant une approximation d’ordre
A p PP

a . .
4 en espace pour le terme 2= on obtient un schéma (4-4).

dz?
Remarque :
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE
1) Tout se passe comme si on avait discrétisé, non pas I'équation des ondes, mais
Péquation "modifiée” suivante :

i@zu H%u A Fu _
c? gt o2 12 8z¢

Cette équation apparait comme une perturbation de P’équation des ondes puisque
lorsque At tend vers 0 on retrouve ’équation des ondes.

Le raisonnement précédent s’applique au cas de I’équation des ondes en milieux
hétérogénes, qui s’écrit :

IR AN
K(z) ot2 Oz \p(z)0z ) —

On trouve alors I'équation modifide suivante -

O YR AN YR N RN ERAN
K(z) 042 Oz \p(z) 0z 12 9z (p(x) (55 (I)B:r (p(:r) 61))) B
(3.4)

Nous cherchons maintenant & discrétiser cette équation a 'aide des opérateurs en
espace vus précédemment. Afin d’avoir un schéma (4-4) il nous faut approcher le

terme
2 (1 o
Oz \ p(z) 0z

a l'ordre 4. Ceci implique qu’il faille utiliser, pour ce terme, l'opérateur A, corre-
spondant & L = 2. Ensuite il faut approcher la quantité

5 (5 (Bl (7e5%:))

& 'ordre 2. 1l faut donc utiliser pour ce terme Popérateur A4, "‘éorrespondant a
L = 1. Ainsi une écriture a-priori du schéma numérique est :

1wt — 2¢47 4 ! e, [1 A2, (1 1
— 1 i et PR ""A ] - no
K,'_ A2 + { Ag pAz . 12 Al P 1 K Al PA; ) U, ]

(3.5)

Nous allons montrer que, bien que séduisante, cette approche conduit & un schéma
instable. La difficulté est d’assurer la positiviteé de la forme bilinéaire associée &
Popérateur de discrétisation spatiale.
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

Etude de la Stabilité

Nous cherchons & établir la stabilité par la méthode énergétique de I’équation ( 3.5)
ce qui revient & montrer que le schéma est L? stable. Pour cela on procéde a une
intégration par parties discréte en multipliant I’équation par (um+! —u™1)/(2At),
ce qui donne :

1™ =2y 4wt 1 yt - yn?
= [= Ay = A" | St
0 (K At T AN g )

A, (1 el (1 . ut —yn?
- (Gl Gr))r =)

1 y™tl — 2yn n-1 a+l 01 1 nél . n-l
_ ( u" +u u u ) +(;A2u“,A2u u )

- \K At? T 2At 2At
At 1 S B ek
- 12 (f\ A;(pA;)u s Al(pAl) oA )a

1
On pose B, =4, (;Al). En utilisant les égalités suivantes

1 n4-1 n n+1 n
(“A2U"+I : Azﬁn) = (—1-.42“ LI ik S )
P . P 2 2 .

1 un-l-l —_u® un-{-l —y”
~ =4
(P 2 9 y A? 9 )‘

1 n fiwl n n~1
R R

p . p 2 2 .

i u"® — un-—l u" - un—I
- (=4
(p Ty T3 )
Ainsi que
n+l n 4l n
(KB, Bw") = (KB® tul gt
o 2 2/,
un«}»l — " un—i—i -y
b KB + B
)
7 ne1 n n-}
(E’B;u" N B}U““I) = KBiu T . B;u tu
o e 2 .
u® — un-l y" — yt-l
- |KB . By
(o= 25,



CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

et en posant

1 At? .
T = :A2(;A2I) - "““i‘"ﬁz""t.Bl(I\Bl)

n+1 n n41 n
nH1/2 _ U +u U +u
Er (T o )
1 At2 un+1 -y un-{-l —yn
n+1/2 = —
(R ]

En+1/2 - E:+}j2+E?+I/2

on a la conservation de I'énergie discréte clest & dire -
En+1/2 _ pr-1/2
At

Comme d’habitude, la stabilité du schéma viendra de Ia positivité des énergies
potentielle et cinétique.

= {

Remargues :

i) Si I'on montre la positivité de 'énergie potentielle, c’est & dire que 'opérateur
T est positif, alors la positivité de Pénergie cinétique découle de la positivité de
Popérateur :

s 1 At 1
C=+ - ~~ Az(;Az)
En effet I'énergie cinétique est positive si pour tout u € L?
« At?
(Au,u), = ((-}i; - TT)u , u)o > 0
Or
; 1
(Tu,_ u), < Ag(;Ag)u , U
puisque
At
T3 (*B(KB)u, u)o >0

donc on a I'inégalité attendue suivante : |
(), 2 (u.w)) = (o), 20 = (du,u), 2 0)
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

ii) € est 'opérateur d’énergie cinétique du schéma (2-4) pour 'équation des ondes
en milieux hétérogenes. C sera positif si (cf Propositions (3.1) et (3.2} )

-1/2 L
Gt < (r5a) S < (i)

{=1 {==1

-1

1l s’agit maintenant de montrer que l'opérateur T' associé & I'énergie potentielle
est positif. Pour tout u € L2

(Tu, u) = ({'Az( Az)—"{%‘z‘th(KBx)} )

2
= (%Agﬂ., Aglt) - é‘i'(KB;U Blu)

T sera positif si et seuleurnent si

2
At (KB,u Byu), (%Azu \ Azu) (%)
Orona
. 1wy — Ui 1wy —uig ])2
KByu, Byu), = h K; —
(KE: ) t‘goo ( [Pt‘+l/2( k ) Pf*xﬁ( h )
et

(%Agu,Azu)' S e ([ ) 4 gyt =t}

imeoo Pit+1/2

Il est clair alors que, pour u quelconque on ne peut majorer le premier membre de
I'inégalité (+) par le second, ni inversement d’ailleurs puisque ces deux quantités
ne font pas intervenir les mémes points. On ne peut donc pas assurer la positivite,
d’olt instabiliteé.

Afin d’obtenir un schéma stable, on va devoir utiliser pour la partie d'ordre 2
et d’ordre 4 en x, le méme opérateur de dérivation discrete. Ainsi on introduit
'opérateur By = 'Ar(1/pAL) et on discrétise I'équation ( 3.4) comme suit :

1l = 2u? ! ; 1 At 1 ( 1

— = - el A VAL | KT AL | A, T o=

K At .{.A‘f‘(p&) 12 “E TR R L)) }u‘ °
(3.6)
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Par des calculs strictement analogues aux calculs précédents, on obtient les ex-
pressions suivantes pour I'énergie :

1 At?
T = AL( AL) 12 BL(KBL)

Eu+l/2 _ Tun'é»l + yt  ynH + "
P N 2 72 .
En+3/2 _ -3:“ 3 At2T ™l ut gttt u®
¢ K 4 at At ).

En+1/2 . En+l/2+En+I/2
P [

et on montre également que 'énergie totale se conserve. Voyons maintenant sous
quelle condition 'énergie potentielle est positive. Le lemme suivant répond a la
question.

Lemme 1

Sotent des fonctions K et p telles que:

K € I¥R) p € I*(R)
0 < K., £ K(z) £ Ky
0 < pm < p(z) £ pum

On définit Popérateur By = *AL(1/pAL). On a alors les inégalités suivanies :

L
("Bu(KBL)u, u) < 4¢? (Lzaf) (*AL(1/pAL e, u)
i=1

L 2
(‘BulEBLyu, u) < 4C3 (Zfarl) (‘4c(1/paL)u , )

ws]

DEMONSTRATION : En annexe 2

Une condition suffisante pour que énergie potentielle soit positive est que :

4c.aty (L 4Cuat)? (L
Tl ()

Par définition de (a;)i=;. 1, on a q; = Bi/h. Ainsi il faut que :

L ~1/2 L y-!
U xfé(zz:ﬁf) Gt ﬁ(zw) |
=] =t
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

Pour assurer la stabilité du schéma, il faut maintenant montrer que |'énergie
cinétique est positive. Grace a la remarque précédente, ce sera vrai deés que 1'on
vérifiera la condition de stabilité du schéma (2-2L). Il faut donc également que (cf
Propositions (3.1) et (3.2) )

L -1/2 I -1
=< (1os) =2 < ()

h [ {=1

On peut alors énoncer la

Proposition 3.3

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( $.6), d’ordre 4 en temps et d’ordre
2L en espace s’éerit :

L -1/2 L ~1
£ (Lfo?) =2 < (S ia)
=1 i=1

On peut obtenir une condition de stabilité plus simple en appliquant les corol-
laires précédents. En posant comme précedemment

1 & Pix1/2 Piv1/2
8 = sup {m—— +
i | 2L ; Pi-1+1/2 Piti~1/2

5 (ilﬁ:l)_lsgp{%ilﬂ:i( i, | Py )}

=1 < iz Piti-1/2  Pi-lg1y2

I

on peut énoncer le

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 9.6) d’ordre 4 en temps et d’ordre
2L en espace 3’éerit :

I -1/2 L -1
gﬁf—-—m < max (5. (L Zﬁf) , by (Z lﬁel) )
i) i=1

En majorant 4, et 4 comme précédemment on a
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

Corollajre 3.6

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 3.6), d’ordre § en temps et d’ordre
2L en espace s’éerit :
~1
cma.zAt m L
ot ¢ [ (1)
h PM \iz3

En milieu homogéne unidimensionnel, la condition de stabilité pour le schéma
(4-4), correspondant a L = 2 s’écrit :

g—é-t- < -6» ~ 0.857

R~ 7

On retrouve ici la condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma (2-4).
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3.1.3 Comparaisons avec les schémas de G.Cohen et P.Joly
Schéma (2-4)

Lorsque L = 2, on a alors un schéma d’ordre 4 en espace et d’ordre 2 en temps.
G.Cohen et P.Joly ont proposé, en milieux acoustiques hétérogénes, un schéma
d’ordre 2 en temps et d’ordre 4 en espace basé sur l'idée suivante. En milieu ho-
mogene, on peut construire un schéma d’ordre 4 en espace, par une combinaison
linéaire du schéma d’ordre 2 sur une grille de pas h D, et du schéma d’ordre 2
sur une grille de pas 2k Dj;. La méme idée peut s’appliquer en milien hétérogene.
En milieu unidimensionnel, le schéma proposé par Cohen-Joly s’écrit :

,}...u?H — 2u? +ul! 4 { 1 (u}‘+1 - u}‘) 1 u,- - u,_ }
h

K; At? " 3h Pis1/2 Pici /2

1 1 Ul - u® 1 ul —ul
- +2 i - i~2
t & { 3 ( oh ) 3 ( ok )} 0

ou on suppose connues les quantités :

1 fmivn ]

- dx
K, = 2hJa, K(z)
1 = }.-./:Hl ——-1 dr
Pit+1/2 hle  p(z)
et otonaposé >0 1/16</\<7/16'
1 1
= = (-2 + A+
K; K, Vi1
1 1
BRSSPI 1 A —— 4+ —
Piv1/2 Pis1/2 Pivsfz  Pi-1y2
1 1 1 1
—_— o e -+
pi 2 pisif2 pi-ip2

Ainsi en ne stockant pas dans la mémoire, ces nouveaux coeflicients (calculés &
partir des données 1/K; et 1/p;11/0 ), il faut 4 opérations pour le calcul de 1/K;,
4 opérations pour le calcul de 1/p,4172, 4 opérations pour le calcul de 1/p;,, et de

1/ Pimt-
En réécrivant le schéma de Cohen-Joly sous la forme :

| 4 EKaAatrtfaf 1 N 1
u?“ = 2ul —u} T4 5 [5 {5;-4-1/2 (t&?-;-z - ug) - A (U? - “?—1)}
- < {;1* (480 = 7) = 5= (u2 - u:t.z)}}
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on voit qu'une fois les coefficients calculés (ce qui prend 16 opérations) il nécessite
18 opérations, soit au total 34 opérations par noeud et par pas de temps.

Schéma Proposé

Le schéma d’ordre (2-4) que nous proposons correspond a L = 2 et s'écrit :

JuP -2ur ™t 9 (g(u:;l ““?)ml(u?iz wu?..,))
f{f At? 84 Piti1 /2 8 h 8 3h
1 9 ul —ul 1 ul, —ul, )}
Pi-1/2 (8( h ) 8( 3h )
1 1 9 Ufsy =~ Uy loufs—uf )
* o { pirors (8( PE e T

_ 1 Q.ul, —ul, 1 ul —ul 4 )}
Pi-3/2 (8( h ) 8( 3h )

ol on suppose connues les quantités :

L _ L 1
K. = hlw E@D)T
1
Piv1/2 hJa  p(x)

En réécrivant le schéma ci-dessus sous la forme :

" n_ome1 BALTO[ 1 9 a1 "
¥ +1 = 2!.{‘- - Uy T ["{ (""’ ui+1 - U, ) - EZ(”:'+2 - u£~1))

h? 8 Pivisz \8

1 9 n n }. n n
Ry ('8“("" ) = gl - uf_z))}
1 1 9 . n 1, . N
Y {p£+3!2 (‘g(uwz —up,) - 24(u,-+3 ul ))
""""'""'——1 9 n n 1 n n
o (g(u‘"l ) m g “ima)) H

Ici il n’est pas nécessaire de précalculer les coefficients, et ce schéma ci-dessus
nécessite 33 opérations par noeud et par pas de temps.

Bien que le schéma que nous proposons requiere 7 points, alors que le schéma
de Cohen-Joly 5, lorsque 'on ne stocke pas les coefficients précalculés, nous avons
moins d’opérations par noeud. Cette tendance va se confirmer et meéme s’accentuer
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

en milieu bidimensionnel ou il devient couteux de stocker des tableaux
supplémentaires.

Bien sir, le coiit informatique est aussi lié au pas de temps, et donc au nombre
de points par période et a la condition de stabilité. Pour le schéma proposé par
Cohen et Joly en milieu homogéne unidimensionnel de vitesse C on a :

CAt _ /3
—— < — PN R
P 0.866
alors que nous avons c
At 6
S o |
e 0.857

En revenant aux définitions du nombre de points par longueur d'onde Nj = A, /h
et du nombre de points par période Npy = Trin /At 0t Tpin = 1/ Frar, Frmas
fréquence maximale, on peut écrire :

Ami Thni
h = =z At = == Awu"n = CTmin
N, Nat
d'oi ?

CAt  CT,. N, N,

h Na:  Amin Nag

Afin de controler la dispersion en temps il faut imposer 20 points par période min-
imale; pour contréler la dispersion en espace il faut imposer 6 points par longueur
minimale. Ainsi on a

CAt N, 6
h Nas 20"’0‘3

La condition de stabilité est respectée, et n'influence donc pas le cofit calcul; le
gain en cott calcul viendra donc du nombre d’opérations par noeud.

En milieu unidimensionnel on peut stocker les tableaux de coefficients intermédiaires
K; pt pi{1j2. Ainsi le schéma proposé par Cohen et Joly requiére 18 opérations
par noeud et par pas de temps.

En ce qui concerne notre schéma, nous le mettons sous la forme :

(A
Pt = 2ut -yt - *{%‘%— (tAg(i“Ag)u?)

1 ]

ol A; est l'opérateur correspondant & L = 2.
Le calcul s’organise alors comme suit. On commence par calculer la dérivée

premiére au point ¢ + 1/2. Puis on stocke le résultat intermédiaire de A2ulyy g
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

dans un tableau unidimensionel de travail v(; + 1/2). Ensuite on multiplie par
1/pis1/2 et on applique *4,. Appliquer 4, ou son transposé colite 5 opérations et
la multiplication par 1/pij1/2 1 opération, soit au total 11 opérations. Itérer le
schéma demande done 5 + 11 = 16 opérations par noeud et par pas de temps. La
encore, on remarque que bien que notre schéma soit défini sur 7 points il requiere

moins d’opérations par noeud.

Schéma (4-4)

Lorsque L = 2, on a un schéma d’ordre 4 en temps et d’ordre 4 en espace.
G.Cohen et P.Joly ont proposé un schéma (4-4) basé sur le schéma (2-4) pro-
posé précédemment. En milieu unidimensionnel ce schéma s’écrit -

1t -2yt 4 P! 4 { 1 (u?“ —u,’-‘) 1 (u?wu?_i)}
K, AN Z 3h | fisaye h Pi-1/2 h
0

VL fuf,— u?) 1 (u}‘ - “?mz) no_
" & {ml ( oh i \ 2k thu =

avec

By = At? [K,—+1 (_1_ 1 (u?“ - “‘?ﬂ) 11 (u?+1 - u?))
' 12 2 Pivr/2 \ b Piy3f2 h h Pi+1/2 h
+ K; - (pivia — picip2) (i 1 (u?_H - u?) 11 (u}‘ - u?—l))
Pi+1/2 Pi-1/2 b piyay h h pi1y2 k

K, (l 1 (u?—u?__l) 11 (u;:,lmu?_z))}
Pic12 \ h piciya h hopi-an h

ol on suppose connues les quantités

R dz
K; = 2k /), K(z)
1 1 =
= -/ * -—-}:—d:z:
pi-f-i/i’ h Ty p(.’t‘)
et ol on a posé
1 1 1 1
= = (1=28)+ B+ =
K; ( mf\s‘ A i1 Ko
1 1
- = (1-2X) + A{ 1 + 1
Pivryz Pivif2 Pi+3f2 Pi-1/2
1 1, 1 1 _

!
I

- +
pi 2 pisa 2 Pieiyz
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Le schéma précédent est donc le schéma (2-4), auquel on a ajouté la discrétisation
du terme d’ordre 4 en espace :

L2 (p(lx) ( o (p(lz) gz)))

On peut réécrire B sous la forme :

- At? [K,,,, ( 1 1 )
Bu! = . Upyg = Uiy ) — = (ul , —ul
12 bt Pit1/2 Pi+3/2( +2 “) PH-I/Q( + )

K- (piv1p2 — picijz) [ 1 n 1 n
+ ) : _ ) (uip —u) — _ (uf —uil,y)
Pit1/2 Pi-1/f2 Piv1f2 Pi-1/2

Kl"-l 1 n n 1 n n
- () - )|
Pi-172 \ Pi-1/2 Pi-3/2

On effectue donc 27 opérations par noeuds et par pas de temps.

Ainsi itérer le schéma (4-4) proposé par G.Cohen et P.Joly nécessite 18 (schéma
(2-4)) + 1 (on ajoute la partie d’ordre 4) 4 27 (partie d'ordre 4) = 46 opérations
par noeud et par pas de temps. On en reste la si l'on stocke les coefficients qui
interviennent pour la "partie” (2-4) du schéma, sinon il faut ajouter 16 opérations
pour le calcul des coefficients.

Schéma Proposé

Le schéma que nous proposons s'écrit sous la forme suivante :

1l = 2uf 4 ! A,
e o {B - —i-g—-B(AB)u,- =0

avec

B = t.‘i;’ (‘}'Az)
p

Nous allons maintenant faire le compte des opérations nécessaires pour une itération
en chaque noeud. Pour cela on s’autorise le droit d’utiliser deux tableaux unidi-

mensionnel de travail.
Pour le calcul de B tout d’abord, on stocke les valeurs de 4,u},, ), dans un tableau

V, c’est a dire que :
V(j) = A2u1+1f2
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Ceci requiére 5 opérations. Ensuite on multiplie le tableau V par 1/p puis on
applique le transposé de 4;. Au total le calcul de Bu? colte 11 opérations.

On stocke maintenant le résultat du caleul de Bu? dans un deuxiéme tableau de
travail W. On multiplie ensuite par K puis on applique le transposé de I'opérateur
B. Au total on a 1 opération pour la multiplication par K puis 11 opérations pour
le transposé de B. Donc le calcul de la partie d’ordre 4 en espace, aprés le calcul
de la partie d’ordre 2 en espace coiite 12 opérations. On voit ici l'intéret de choisir
le méme opérateur pour la partie d'ordre 2 en espace et la partie d’ordre 4 en

espace.

En réécrivant le schéma sous la forme suivante

At?

tB B,
T B(K B)u! }

u’-“” =z 2u:‘ —_ u{-‘"l '*}‘K; . Atz {B

¥

Il est clair qu’une itération de notre de schéma requiére 5 opérations pour itérer
le schéma plus 11 (ordre 2 en espace) + 2 (terme —A#?/12) + 12 (ordre 4 en es-
pace) opérations pour le calcul des dérivées en espace soit un total de 30 opérations.

Le colt calcul sera évidemment lié & la condition de stabilité et au nombre de
points par période. En milieu homogéne la condition de stabilité du schéma de
G.Cohen et P.Joly est

CAt
= <
P 1
alors que nous avons
Cit 6
=< 2
h — 7

Le nombre de pas de temps pour notre schéma sera donc 7/6 fois plus grand que
le nombre de pas de temps pour le schéma de Cohen-Joly. Cependant 'ordre en
espace étant le méme le pas d’espace sera le méme, donc le nombre de points de
discrétisation le méme. Ainsi le rapport du cott informatique du schéma proposé,
par le coiit informatique du schéma de Cohen-Joly, sera égal au rapport des nom-
bre de pas de temps (7/6), par le rapport du nombre d’opérations (30/46); c’est a
dire 0.76. Notre schéma est donc 25 % moins coitteux.

Conclusion

Notre approche pour des schémas (2-4) et (4-4) en milieu unidimensionnel, est
plus économique, que celle de G. Cohen et P. Joly, puisqu’elle requiére moins

d’opérations par noeud.
Ensuite, elle fournit un schéma stable quelque soit ’hétérogénéité du milieu, ce
qui n'est pas le cas du schéma de Cohen-Joly.
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

Cependant pour des milieux hétérogénes ou les schémas de Cohen-Joly sont sta-
bles, la condition de stabilité sera nettement plus grande pour le schéma qu’ils
proposent, que pour le notre. Leur schéma sera alors plus économique.

Pour le schéma (2-4), il faut tempérer cette remarque par le fait qu'en choisissant
un At trop grand (c’est & dire -‘5%-1 proche de la condition de stabilité), on induit
une erreur de dispersion en temps. En pratique donc, la condition de stabilité
n’aura qu’un réle indicatif.

En ce qui concerne le schéma (4-4) par contre, on a intéret a prendre sfi proche
de la condition de stabilité; dans ce cas le schéma proposé par Cohen-Joly est plus
économique, puisque notre condition de stabilité sera d’autant plus petite que le

milieu est hétérogene.
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3.1.4 Etude de l’erreur en milieux hétérogénes

Nous allons étudier la précision des schémas numériques introduits précédement
dans des milieux hétérogénes. Nous allons notamment nous intéresser a l'influence
du "degré” d’hétérogénéité du milieu sur la précision des résultats numeriques.
Nous avons procédé de la facon suivante. Pour chaque milieu considéré nous
calculons une solution de référence (analytiquement lorsque c’est possible, en
faisant converger les méthodes numériques lorsque la solution analytique est hors
d’atteinte). Ensuite nous comparons cette solution de référence aux résultats des
simulations numériques.

Nous étudions trois types de milieux de plus en plus hétérogenes. Tout d'abord
un milieu homogéne afin de bien comprendre ce qui dans la suite proviendra du
caractere hétérogene du milieu. Ensuite un milieu bicouche ou l'on connait la solu-
tion analytique, pour différents contraste d'impédance acoustique. Enfin un milieu
aléatoire de fonction de corrélation gaussien oti I'on fixe la variance et la portée a
notre convenance de maniére 4 obtenir un milieu arbitrairement hétérogene.

On considére I’équation des ondes acoustiques en milieux hétérogénes. La pres-
sion acoustique u est reliée au module d’incompressibilité K, ala densité pet ala
source émettrice d'ondes f par le systéme d’équations suivantes :

1 8%u 1
m-a—t"é- - V(;(;jVu) = f(t)b, re€R
u(z,0) =0 %(m,ﬂ) =0

Nous considérons ici une source "Ricker” c’est a dire que f (t) est donnée par :

) = L oricmy

nF dt?

ol F' est la fréquence centrale (ou dominante) du spectre de 7
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Etude en Milieu Unidimensionnel

Le Milieu Homogéne
La solution exacte avec source Ricker
Dans le cas d’un milieu homogéne K et p sont des constantes et on peut alors

réécrire I’équation sous la forme :

1 8% u
Fmjor o =fWhk  zeR
8u

u(z,0) =0 -5}-(3,0) =0

(3.7)

ot ¢ = +/K/p. En utilisant la transformation de Fourier, on détermine la solution
exacte de ce probleme (cf Annexe 3). On peut écrire la solution u(z,t) sous la
forme :

= S, =l _ &, |2
o) = §(Fe- - )
ol F est la primitive de f qui s’annule en —oo.

Rema.rgue

Ce résultat classique montre tout d’abord qu'il y a propagation de deux ondes dans
des directions opposées (I'une vers +oc et 'autre vers —o0); done le probléme est
symétrique par rapport & la source. Ensuite que le milieu 1D "intégre” la source,
puisque la solution a la forme de la primitive de la fonction source f.

Les solutions numériques et leur précision

Nous allons illustrer sur des instantanés, les résultats sur l'erreur de phase et
erreur de groupe du chapitre précédent. Le probléme étant symétrique on s’intéresse
uniquement & 'onde se propageant vers la droite.

Nous allons illustrer trois points. Tout d’abord le gain significatif lorsque ’on
passe d’un opérateur d’ordre 2 (L = 1) & un opérateur d’ordre 4 (L = 2).

Ensuite nous allons montrer que cette tendance ne se généralise pas et que le gain
de précision obtenu entre 'ordre 4 (L = 2) et l'ordre 20 par exemple (L = 10) est
faible. Enfin nous montrerons l'influence de la discrétisation en temps et les effets
de dispersion qu’elle engendre.

L’intéret de L = 2 par rapport 4 L =1
Pour des opérateurs d’ordre peu élevé en espace, le probléme principal va étre
la dispersion en espace, comme le montre les courbes d’erreur de phase de la par-

tie précédente. La supériorité de Popérateur correspondant & I = 2 par ra ort a
22 pe P P Pp
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L =1 est net sur 'instantané ci-dessous, ou avec seulement 4 points par longueur
d’onde la solution calculée avec L = 2 est pratiquement la solution exacte, alors

que celle calculée avec I = 1 disperse énormément.

4 Paints per Lbuelength

-
ww Schons [ o2
e Bchase | ot
- & =——ipxoct Solutisn
- +
%
- 8
L] i1
L * 5
3 AFREEE
2 H H
» 3 4
© H H
& & ki
- H /W
:
i
L] o
-
H
ey U —" - el
L] " -] [ » » - - L [ [ [] L= ]

Distonce (m)

Instantané a t = 0.3 s avec %}’- = 0.2

Le schéma avec L = 2, bien que trés précis, a ses limitations et on peut noter ses
effets dispersifs avec 3 points par longueur d’onde.

3 Poinls per Wovelength

L]
% —=Schame L2
- Scheme L=
- = fxgct Soliut ion
- A
Y .
it y
‘ L
o A |
5 v % (:'1 H E‘ H
o ET S L . NI
b4 e e vl B s z
& ¥ R i
.. L i
H
L
-
TR TR R T R e R TTe R e .

Distance {(m)

Instantané & ¢ = 0.3 s avec

On est alors tenté de réitérer le raisonnement, et de prendre un opérateur plus

long afin d’obtenir une meilleure précision.

L’intéret de L = 2 par rapport & L = 10

L’analyse précédente ne se généralise pas notamment & cause de 'erreur en temps
qui devient prépondérante avec des opérateurs trés précis (donc trés longs) en
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espace. Cependant on observe un gain en précision spatiale lorsque 'ordre de
Vopérateur augmente, comme le montre 'instantané ci-dessous.

3 Ppinls per Lbuelength

L]
- Schame | 21R
—-Scheme |2
- A menExoil Solution
-
»
b .
5 At
s g
Hi <Tg
S
B -
-
—” -
TR iLn [ R~ R S

Distdance (m}.

Instantané & ¢ = 0.3 s avec 5%5 = 0.2

Ce gain est toutefois beaucoup moins important que dans le cas L = 1 par rapport
a L = 2. On peat remarquer sur l'instantané ci-dessous qu’avec 4 points par
longueur d'onde les deux opérateurs L = 2 et L = 10 sont trés proches de la

solution exacte.

4 Points per Loue length

wenlohame L=1B
= Scheme 43
» wem Exoct Solution
-
w : ]
o :
5
Sy
L]
<
-
-
" . B
i M ] o W

Bistonce (m)

Instantané a ¢ = 0.3 5 avec 5%-‘ = (.2

Lorsque I'on n’impose plus un At petit en prenant cAt/k = 0.2 mais que l'on
choisit cAt/h = 0.7 on constate les effets dispersifs de la discrétisation en temps.
Or comme on I'a vu sur les courbes d'erreur de phase et d’erreur de groupe,
plus I'opérateur est précis en espace et moins il y aura de compensation entre la
dispersion en espace et la dispersion en temps. Ceci est visible sur!instantané
ci-dessous o1 l'opérateur correspondant & I = 10 subit plus la dispersion en temps
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que celui correspondant a4 L = 2.

4 Poinls per Uoueiength
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Instantané a ¢ = 0.3 s avec 5"‘:"-‘* = 0.7

Ce phénomene s’accentue lorsque I’on laisse se propager 'onde. La dispersion pour
L =10 est nettement plus importante que celle pour L = 2.

¢ Painks per wovelength
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' »l 1
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-
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Distonce (m)
Instantané a t = 3.0 s avec E%i = 0.7
Conclusion

Nous avons illustré, en milieu homogéne les différents effets dispersifs liés & la

discrétisation en temnps et en espace,
Nous pouvons en conclure que 'opérateur d’ordre 4 correspondant a L = 2 réalise

un bon compromis en assurant une bonne approximation en espace et une bonne
compensation de l'erreur en temps et de 'erreur en espace.
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Le Milieu Bicouche
La solution exacte avec source Ricker

Aprés avoir vu les effets dispersifs en milieu homogéne, nous allons passer aux
milieux hétérogeénes et tout d’abord aux milieux bicouches.

La dispersion numérique n’est plus alors le seul phénomene déterminant. En effet
il intervient, dans un milieu bicouche, ’approximation des coefficients de reflexion
et de transmission. '

Il est possible de calculer analytiquement l'ordre d’approximation de ces coefhi-
cients. En résolvant la relation de dispersion semi-discréte en k, on trouve trois
nombres d’ondes ky, k;, k3. Le premier correspond a onde exacte, et les deux
autres a des ondes évanescentes. En écrivant alors les équations données par le
schéma au noeud de I'interface, ainsi qu’aux quatre noeuds voisins, il est possible
de trouver une expression de R; et Ty. Ceci est long et fastidieux, et nous avons
préféré procéder numeériquement. Pour cela nous allons calculer la solution exacte.
On se donne un milieu tel que

K] T < Xy

K(z) =
Kg > Tr
; Tz

plz) =
P2 z 2z

Puisque le probléme est symétrique par rapport a la source on considére une inci-
dente se propageant vers la droite. On décompose alors la solution u sous la forme
suivante : '

z <27 u{z,t) = ui(z,t) + up(z,t)

T >z u(z,t) = ur(e,t)

e

On sait d’autre part que 'onde incidente se propage a la vitesse ¢; = /K, /p, vers
la droite, donc est de la forme:

ur(z,t) = F{t - -E-)

Puisque I'onde réfléchie se propage & la vitesse ¢; en sens inverse de I'onde inci-
dente, on choisit uz de la forme :

T Ty

ur(z,t) = G(t+ o )

200

e 8 A g € g




3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

L’onde transmise se déplace a la vitesse ¢; = /K, /p, dans le sens de l'onde inci-
dente; on choisit donc ur de la forme :

r -y

ur{z,t) = H(t - - )

Il nous reste donc a identifier les deux fonctions inconnues G et H. Pour cela on

écrit la continuité de la pression u ainsi que la continuité du flux %g-;‘; a l'interface,

ce qui donne

([ Ft-Z)+G(t) = H()
{ Pa-2y4 @) = -ng'(t)
2
o1 = VKips o2 = VE3p;

.

Puisque pour t <O ona F = G = H = 0 on peut intégrer la deuxiéme relation et
on est alors conduit au systéme suivant

H()~G(t) = F(t-%)

ZHU)+G(t) = Ft-=)
T2

d’ou oo
G = BT, o
0 = ZZ2F@-2)
. 20’2 = Ty
H{t) = -~ Pt — —
) = Z2Fe-2)

On en déduit 'expression exacte de 'onde réfléchie et de I'onde transmise

O3 — Oy E—Ir

~ -7:!

.1 _— __.........,..,.Ft__..._,,;, <
UR(-'E ) oy -+ 2] ( Cq Cy ) T
( t) 202 F(f ol I .’L‘I)) >
Uurizr, = T — z x
g o2+ 0y € 15 !

Les solutions numériques et leur précision

Le calcul de la solution exacte montre que I'onde transmise ainsi que l'onde
réfléchie, ont la forme de la primitive du Ricker. Les solutions numeriques au-
ront également cette forme mais avec, le plus souvent une perte de la symétrie et
un décalage, un retard par rapport & 'onde exacte. Ceci montre que le coefficient
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de réflection (resp transmission) est complexe.

-
oot Narmeienl Solukion
e Exoct. Sohid ion
‘“ N H
» : ;
i i
i g ;
i ;
» N
e
P~ ¥
A : ;
o i i
[N H H
o .m . :
| !
-2 : !
! i
- f
;
-8 i
-5,

e R e ey~
' Distonce (M

Exemple de dispersion numérique

Nous allons voir alors quel est 'ordre d’approximation du coefficient de refiexion

(resp de transmission) en calculant I’erreur L? normalisée, sur les instantanés. En

effet par la relation de dispersion, il est elair que l'onde incidente numérique uh

vérifie :
uf = ur+o(h?)

ou u; est 'onde incidente exacte. Alors on a
llurll = |R] juy]

lur—ubll _ |R— Ryl
el IR

(1+0(r%)

Ainsi on verra quel est 'ordre d’approximation en tracant simplement les courbes
it Al i 3 P
U =y

h— S (resp h— Bl

Cas d’un faible coefficient de réflexion

Nous considérons tout d’abord un mileu avec un coefficient de réflection B de
0.1. On se place dans le milieu suivant:

Cy = 2000m/s Cs = 1500m/s
p1 = lkg/m P2 = 1.2kg/m

ce qui donne les coefficients de réflexion et transmission suivants :

=~ 0.1 T = 0.9
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Nous donnons ci-dessous les mstantanés pour différents pas d’espace (c’est a dire
nombre de points par longueur d’onde).

Error on the Reflected Wave

L2 r—
e N o &
010 e Bxpet Solution
0.08}
n.o8
0.4
o
E o.08
n ope
®
o
~0.04
-8.08
=000
~8.i0
A ETTes 1760 1780 7500 1830 1640 1980 850 1900 1950 1940 1960 1980 £000

Distance {m)

Instantanés de 'onde réfléchie.

Error on the Transmitted Wave

— w10
e N om B
- Pxact Solution

Pressure
b bbb

B T T U T Y YT T )
Distance (m)

Instantanés de Ponde transmise.

Nous allons voir maintenant que 'approximation du coefficient de transmission
et de réflection est d’ordre 1. Nous donnons ci-dessous les courbes d'erreur L?
normalisée, c’est a dire des quantités :

L ISez(-'E,tﬂ) - Sﬁum(m,tg)lzdl‘
,/g [Saum (2, tD)IzdI
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ou { est un ouvert arbitraire contenant le support de la solution exacte.

Error on the Reflected Wave Error on the Transmitted Wave

i.0

o8 —
+ b3
05 ” &5
0.4 + 5 e
09 o3
os + 02
o1 o1
oo 51 03 B3 64 0B R T TTEE5T oo 01 0F 03 B4 6E T BE BT IR %% *4m
Space Step : *4m Space Step

L’erreur Normalisée.

Cas d’un fort coeflicient de reflexion

Nous allons maintenant chercher & savoir quel réle peut jouer I'hétérogénéité du
milieu sur les résultats précédents. Nous avons donc considéré un milien avec un
plus fort coefficient de réflection, dont les vitesses et les densités sont données par

Cy = 2000m/s Cs = 1500m/s
p1 = lkg/m pz = 0.5kg/m

d’ou les coefficients de réflexion et transmission :
= —5/11 >~ —(0.4545 T = 6/11 ~ (.5454

Nous donnons ci-dessous les instantanés pour différents pas d’espace (c’est & dire
nombre de points par longueur d’onde).
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Reflected Wave
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Instantanés de 'onde transmise,

Il est clair sur ces instantanés que I'amplitude de 'onde est bien approchée par
les schémas numeériques. Par contre le décalage entre I'onde exacte et 'onde
numérique est lul plus difficile & maitriser. Nous donnons ci-dessous une série
de 4 instantanés qui illustrent cette propriété, et qui montre bien la formation du
décalage entre les deux ondes. Dans I'exemple choisi, le temps 1 correspond au
temps de trajet source-interface, et At correspond au temps de propagation d'une
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longueur de signal.
Time = 1 + DT/4

- N m 10
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Le coefficient de réflection est complexe.

Nous allons voir maintenant que I’approximation du coefficient dé transmission
et de réflection est d’ordre 1. Nous donnons ci-dessous les courbes d’erreur L?

normalisée :
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L’erreur Normalisée

Remarque

1) L’etude menée en milieu homogéne pour le schéma (2-4), préconisait 6 points par
longueur d’onde, pour que le déphasage entre 'onde exacte et 'onde numérique,
au temps final T, soit inférieure & 7 /2, c’est & dire :

(w-wk)T < 7
ce que 'on peut encore écrire sous la forme :
A
(e—c,)T < 2

ou A est la longueur d’onde. Ce critére correspond a l'erreur que se donnent les
géophysiciens, en prenant comme longueur d’onde, la longueur centrale correspon-
dant a la fréquence centrale. Nous remarquons que sur les instantanés ci-dessus le
décalage en espace entre les deux ondes, pour 5 points par longueur d’onde est de
Pordre de A/10.

On se trouve donc en dessous de l'erreur admise en géophysique. On respecte
également la contrainte sur I'erreur de phase, fixée précédemment.

En milieu bicouche avec des contrastes d’impédance forts, nous pouvons donc
conseiller de méme qu’en milieu homogene, 6 points par longueur d’onde pour le
schéma (2-4).
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Conclusion

Nous avons montré numériquement que les coefficients de réflexion et de trans-
mission en milieu bicouche, sont approchés & Pordre 1 en h. Ce résultat est a
rapprocher du résultat de G.Cohen et P.Joly (cf[Coh3]) qui ont calculé analy-
tiquement !'ordre d’approximation du coefficient de réflexion et de transmission
pour le schéma (2-4) qu'ils proposent.

Ils ont montré que 'approximation est :

i) d'ordre 1, si on reste sous la condition suffisante de stabilité

i) d’ordre 2, si on la transgresse (ce qui ne veut pas dire qu'on ait un schéma
instable).

Nous avons vu que la régle pratique déduite de 'étude en milieu homogene,
s’appliquait. Nous préconisons donc 6 points par longueur d’onde, méme en milieu
bicouche avec fort contraste. Ce choix du pas d’espace donnera un décalage entre
Ponde exacte et 'onde numeérique inférieur & A/4, qui est l'erreur généralement

admise en géophysique.

Le Milieu Aléatoire

Le milieu & faible variation

En utilisant des milieux a fonction &e corrélation gaussienne il est facile de se
donner une distribution d’impédance acoustique, ainsi qu'une distribution de den-

sité de variation arbitraire. On se donne donc tout d’abord une distribution
d'impédance acoustique i ayant les caractéristiques suivantes:

moyenne = 4 - 10¢ écart type = 5%

portée = 1.5 m longueur du milieu = 500 m
ainsi qu'une distribution de densité p telle que
moyenne = 1 écart type = 5%

portée = 1.5 m longueur du milieu = 500 m

Nous considérons que le milieu est constitué de couches de 0.5 metre ot les
parametres K et p sont constants. Nous incluons ces deux milieux de 500m dans
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

un milieu homogéne de 2000m ce qui nous donne les distributions suivantes

-
[ ]
-

«]-
&l
by o8
»
‘e...
R
=
“i
e
é’n
=]
=
-
b 3 :
; : ; i
(] - [ » - [ e e N e

Distonce (m}

L’impédance acoustique K

1.4

R

-
L

h

Density (kg/m)

§

N I e s s~ R
Distonce (m}

La densité p

Le calcul de la solution de référence

Dans de tels milieux la solution analytique est hors d’atteinte, il faut donc calculer
une solution de référence numériquement. Afin d’étre le plus impartial possible
nous avons calculé cette solution de référence par deux simulations différentes
avec deux schémas différents. Nous avons utilisé le schéma construit avec L = 2
et L = 4. Puisque nous avons échantilloné la perturbation en K et p avec un pas
d’espace de 0.5 metre, nous avons effectué les deux simulations avec ce méme pas
d’espace. Celui-ci correspond & 48.36 points par longueur d’onde. Pour le pas de
temps nous avons choisi le parametre p = cAt/h égal & 1/10, ce qui correspond a
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

un pas de temps de 2.22 107° seconde. Nous laissons ’onde se propager pendant
0.95 seconde de facon a voir les phénomémes de réflection et de transmission sur
la zone perturbée. Nous sommes alors sur que le support de 'instantané se trouve
dans [0, 2000] et nous comparons les deux instantanés obtenus en calculant erreur
relative c’est & dire la quantité

172

2000 ,
[ 186) - S @)Pde
E = {2 = 1.64 107°

2000 52 d
jg (z)dz

oit § (resp S') est la solution obtenue avec L = 4 (resp L = 2).
On décide alors de prendre comme solution de référence l'instantané généré avec

L=4.

Pressure
: ;I -
<

W

Distonce {(m)

La solution de référence

Les solutions numeériques et leur précision

L'erreur numérique proviendra de deux sources. Tout d’abord la dispersion numérique

lorsque le nombre de points par longueur d’onde est insuffisant. Ensuite lorsque
Pon a un pas d’espace supérieur & 0.5 métre une erreur d’interpolation sur le mi-
lieu. On ne tiendra alors pas compte de certains phénomeénes.

Nous fixons le rapport C At/h = 0.1. Puis nous calculons erreur relative E qui
devient une fonction du nombre de points par longueur d’onde N (c est a dire du
pas d'espace h). On a

1/2

2000 )
'/0 (SCI('Ti tﬁ) - Suum(m, to)) dr

E(N) = 7000 —
/0 §%(z,10)dz
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

Nous donnons ci-dessous les courbes d’erreur.

* 98.28
Smooth Medium

10

0.9

0.8

o

0.8

0.5

Error (%)
*

0.4

03

oe

6.1

0.0 0.1 o2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.8 * 483 m

Space Step

L’erreur relative normalisée.

Le milieu a forte variation

On se donne donc tout d’abord une distribution d’impédance acoustique K ayant
les caractéristiques suivantes :

moyenne = 4 - 10° écart type = 20% .
portée = 1.5 m longueur du milieu = 500 m
ainsi qu’une distribution de densité p telle que :
moyenne = 1 écart type = 20%

portée = 1.5 m longueur du milieu == 500 m

Comme précédemment nous considérons que le milieu est constitué de couches de
0.5 metre ou les paramétres K et p sont constants. Nous incluons ces deux milieux
de 500m dans un milieu homogéne de 2000m ce qui nous donne les distributions
suivantes
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*

L.

Bulk Modulus (kg m 7 ¢2)
o

o

1
Bistonce (m)

L’impédance acoustique K

y thgrmd

Dens it
£

-
-

EE¢

|

T R T T

Distence (m)

=&

-
e

La densité p

Le calcul de la solution de référence

Comme précédemment nous caculons une solution de référence numériquement,
avec deux simulations différentes et deux opérateurs correspondant & I = 2 et
L = 4. Le pas d’espace est fixé 5 0.5 métre ce qui correspond & 34.6 points par
longueur d’onde. Pour le pas de temps nous avons choisi p = cAt/h égal & 1 /10,
ce qui correspond & un pas de temps de 1.417 10~5 seconde. Nous laissons l'onde

se propager pendant 0.95 seconde, :
Nous comparons les deux instantanés obtenus en calculant Verreur relative et nous
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3.1. CAS UNIDIMENSIONNEL HETEROGENE

obtenons

1/2

f o (S(z) - 5'(z)dz)"
E={L - = 2.316 10~°

v/:oeo 5%*(z)dz

On décide alors de prendre comme solution de référence l'instantané généré avec
L =4.

Pragsure

R B R TR T
Distonce (m)

La solution de référence

Les solutions numériques et leur précision

Comme précédemment nous comparons les différents opérateurs en fixant le rap-
port C At/h = 0.1. Nous donnons ci-dessous les courbes d’erreur relative E.

" 3232 Rough Medium

10

0.9

967 6i 6F ©3 04 @8 0B 87 08 GF I8 *483m
Space Step

L’erreur relative sur les instantanés
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Conclusion

En milieu aléatoire, c’est & dire en milieu extrémement hétérogene, nous avons
montré que l'approximation des réflections et transmissions dans le milieu est
d’ordre 1. Il faut noter le bon comportement du schéma par rapport a ’hétérogénéité
du milieu lorsque I'on augmente les contrastes d’impédance.

Dans le cas de milien extrémement hétérogeéne, notre régle de 6 points par longueur
d’onde n'a plus tellement de sens. En effet un tel pas d'espace revient & lisser le
milieu, et & ne pas tenir compte de certaines réflections et transmissions. On
peut cependant dire qu’en appliquant cette régle, on contréle le phénoméne de
dispersion.
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3.2, CAS BIDIMENSIONNEL HETEROGENE

3.2 Cas Bidimensionnel Hétérogéne

Nous reprenons ['analyse en milieu bidimensionnel.
P £

3.2.1 Schémas d’ordre 2 en temps et 2L en espace
Introduction et Notations

Nous cherchons & discrétiser I'équation :

OO N RS
K(z,y) 9t* 0z \p(z,y)0z) 8y \plz,y)dy) '
ou les fonctions K et p vérifient :

K € L*(R?) p € L*(R?)
0 < Kn < K(z,y) < Kur
0 < pm £ p(z,y) £ pum

Pour cela on introduit les espaces fonctionnels suivants :

480
L, = {wEL"’(RQ) [ o= 3 i; Y-1/2n,641/28) L{Gi-1/20m04+1/2)8 }

i\j= oo

L2

i

+oc
{ e € LYR?) [ o= 3 winziese Lingenn 1iin,Ga1)h) }

i,j::-oo

+00
L} = { p € LYR®) / o= 3 @i Yangenn Li-1/2m0+1/2A) }

fim—co

2
L,

LIm—oc

o0
{ €LY RY) [ o= 3 @iirire Yioyaagitr/amn Lign, G+ 1)) }

h le pas de discrétisation en espace. On muni ces espaces des produits scalaires
suivants :

+oo oo

Fo, =(f19)e = B3 3 fijgi

LT =00 Jmwoo
4+o0 400
(Fr9z, =(£19)ee = B® Y 37 firippierss 9is/2ie1/2

[ Tpree
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

+o0  +o00

£z, =900 = B D Y fuapg gisryey
(D0 o — e
+oc  +oo

(Fi9. =(f19)e = B 3 Y fisje Gisap
12— 00 Ftm o0

On introduit alors les opérateurs de dérivation discréte suivants:
Ar @ L%, — L2

L
v o Agu ((41/2,5)= Y al(ui, — Uinit1,j)

I=1
Ay, LI, — L2,
L
u o A (45 +1/2) = Y ayuiig — Uijein)
=1
i ! I
L R Ly
...J_.__.u...c}.../
I | A
|
£5 _ . A p
Fla ia |
o U
I I !
il il Gt el PNT
I ! T I

la grille
Les transposés sont alors définis par :

tA-‘t‘ : Lzo Lgo
L

v v (4,5) = = 3 avivie1a; = vicirya,)
I=3

‘A4, + L L3

L
v = A (G5) ==Y avijeiiiy = Vijois1/2)
I=1
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' 3.2. CAS BIDIMENSIONNEL HETEROGENE

Comme dans le cas unidimensionnel on remarque que lorsque 'on forme ‘4,(1/p4,)
on calcule bien une guantité aux points entiers.

Etude de la Stabilité

On discrétise 'équation ( 3.8) sous la forme :

1 uf —2up 4+l 1 1
i 1, i, A, [ =A, L t - A .
K., A2 + pA ul; + T4, pAy u; 0 (3.9)

Nous cherchons & établir la stabilité par la méthode énergétique. Comme précédem-
ment on fait une intégration par parties discréte en multipliant par la quantité

(ult' — u}71)/2At puis en sommant sur i et j:

1 un+1 _ zun -+ un--l ; 1 1 un+1 — un-—l
= — A:r: "“‘A mn ¢ - n el

solt encore

o = | 1wl - 2y gyl gyt gymed
= \E AL T oAt )

1 1 un«H - un«-I
3 ol n i il T WO
+ (A;c (pru ) + ‘A, (pAyu ) , 5AT )oo

Le premier terme ne pose pas de probléme et se transforme en :

—r—

( 1 un-—}-l — 2'&“ + un-l _un»{-l — un-—-l)
%]

K At YT 9AL
_ 1 I um}-l — uu un+1 - un . 1 1 un — ﬂnui un - unwl
T2At\K  Ar T A ) 28t \K A T AR )

Traitons maintenant le second terme :

1 1 yhtt .yt
t - n H ot 1 e s oma—— -

(A,, (pru ) 4, (pAyu ) e )

{1 ETan - um=1 1 y"t -yl
R o n s e t et n e
- (A” (ﬂA”u ) » T 24 )W ¥ (A” (pA”u ) YN )

1, . y"t -yl 1, ., uttt — ynl

= (;A,u s Ar——-z—gt“m)‘o + (;—Ayu , A,,T)m
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Ce que 'on peut encore écrire sous la forme

1 n+l _ ynl 1 n+l yh—1
(‘.. A, A2 (L e g e
Y g
=0 o=

241 2418
1 1 un-}-l + y" T kian) + y" 1 un+1 —y? un+l —yh
B m {(;Ar 2 ’ Ax 2 *0 - ;As 2 ' Am 2 "o
1, u*+ u"“‘ u™ -i— u™! u” -yl u” — !
— —Az ) z
(p 2 ) ¥ ( 2 A3 ) .
1 un+1 + §" n+1 + u n+l _ u® un-ﬁ-i —yt
(e ).+ (et at)
1, u™4yn? u® 4 y! 1, um—u1 u” — "l
- - A -
(pA” 2 TV ) " (pA” 2 T )}

en regroupant les termes de méme nature on a

1 n+l .. n-1 1 n+l _ ,.n=1
(..Axun,.,;x&_.%&_u) + (AA u ) _
p L 2] p ow

2At 240
1 1 oy utl 4 oy 1 ™l gyn u™tl oy
o\ AT TG AT
p L]+ p =0

1 u® + un-wl u® + un«-l) 1 u — uﬂ—l y" — un—l
- "‘Ax 3 Ar + —"Ax 3 A.‘t

P 2 2 J_. T 2 2 .

1, untl gy "t L u") (1 u™tl . yn y™tl gy
+ (”’ y Sy + —Ay y Ay

P 2 ) RV 2 2 N

1 u® + ynt u® 4 yn—l 1 U" -yl 3" -yl
— (;Ay 2 3 Ay 2 ) "!" (";Ay 2 y Ay 2

En posant :

1 . At" un«f-l -—y" un-f-l —yh
+1/2 = —
== (x-S ),

nd1 n n+1 n
R ]

+1/2 m1/2 ’ +1/2
EE = gy pr
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3.2. CAS BIDIMENSIONNEL HETEROGENE

on obtient :
ErH\2 . g1/

At

= 0

c’est a dire la conservation de ’énergie discréte. La stabilité du schéma numérique
sera assurée dés que les deux quantités ET+Y/2 et En+!/2 seront positives,

Comme précédemment l'énergie potentlelie est tnv;alement positive. Etudions
sous quelle condition E7*!/? est également positive, c'est & dire que pour tout
u € L2, on ait :

| _
mor o (2 ) oo ()] 2o

c’est & dire
At? 1 ; 1 1
o - < -y
I ( y {A (pA) + Ay(pAy)}u,u)W < (Ku,u)m
Reprenons la premiére expression
A, (1 e f1
(T{ A, (;A;) + ‘A, (;Ay) } v, u)oo

At? {1 At? (1
=— (-4, 4, — (=4,
n (pA u u)w o+ 7 (pAyu Agu)o'

Atﬁ +-o0 1 L 2 2
= h?—— Z (Z ay(tigr; = ”-‘~—l+1.j)) (Z ar(u; j41 — .J-I+1))
Pig+ifez \ =

4 T Pivrjag \o

At? (L ' 1
= hz (Z alz) Z Z (us-i-l,} + u|~i+1,3) + o (u?‘j+1 + u?'j.,,,f,{,.})
i =1 i,j= 00 Pi+1/2,j Pis+1/2
A (& o) o ] 1 1 1wl
i (L) 8 Sr—t—+ . +
1/ ije—coi=t Piet41f2,  Piki=1/25  Pij-i+1/2  Pijri-1p2 B

L 1 1 1
< At (2L E az) su { E + + : + }
=~ P 4L Pwl«i—lﬁ; ; . i j (i )

=1 Pivi-1f25  Pij=i+1/2  Pijsl-1/2
(% v)
-y, U
K 00

On aura donc stabilité si :

L K s - -
At2(2LZai)sup{1 oo K K Ky )'}'51

4L & Pivivrfzg  Pidl-1/25  Pig-l41/2 Pij+i-1/2
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Or puisque a; = §;/h avec §; = a;/(21 — 1) en posant
1/2
1 LK, K, K K;;
C. = (w- sup{ e 4 2 4 e 4 = })
4L i imy Piel41/2,5 Pidia1/2,5 Pij-it+1f2 Pij4i-172

on peut énoncer la

Proposition 3.4

Une condition suffisante de stabilité du schéma (8.9), d’ordre 2 en temps et d’ordre
2L en espace s'éerit :

! L ~1f2
_C.'_:é..’f < (2L Zﬁf)
h i=1

On peut obtenir une condition de stabilité plus simple mais moins fine en ma Jorant
C. comme suit en posant K;; = p;,, /25 Ch

{L Ty My Ky Kigm}

=1 Pi-141/2,j Biti-1/2; Pij~i+1/2 Pij+i-1/2

1
2 - —_—
(CF = wep

< Sup____{ Pi+1/2,5 + Pit1/2,5 + Pit1/e,; + Pi+z/2,j}_cﬁm
iv 4L\ piciaiga Pitle1/2,; Pij~i4+1/2 Pij+i=1/2

En posant :

62 — Sup {m p+1/2i1 + p"f‘l/z,f + p+1/2,] + p+1/2.3 }

¥ i V4L 5 pictvaja;  Pisieiya; Pij—l+1/2  Pijel-1/2

on peut énoncer le

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 3.9), d’ordre 2 en temps et d’ordre
2L en espace s'écrit :

Cracht /3 L "2
mazx < MLt 2
ol o L2y, (Lgﬂz)

Comme précédemment on peut majorer § afin d’obtenir une condition de stabilité
simple. On a alors le : o
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3.2. CAS BIDIMENSIONNEL HETEROGENE
Corollaire 3.8
Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 5.9), d’ordre 2 en temps et d’ordre

2L en espace s’écrit ;
~1/2
h oM ‘

Il est facile de généraliser les propositions précédentes au cas tridimensionnel.
Nous donnons simplement le corollaire précédent pour le cas tridimensionnel.

Corollaire 3.9

Soit n la dimension de l'espace une condition suffisante de stabilité du schéma
d’ordre 2 en temps et d’ordre 2L en espace s’écrit :

CmazAt \/— Pm (L Z g ) mi

h PM [E3 ]

Comme dans le cas unidimensionnel nous allons voir que pour un milieu homogéne
cette condition de stabilité n'est pas optimale. Aprés transformation de Fourier
en espace, on écrit le schéma sous la forme :

Vntl = 4.y
ou on a posé :

2 — 4(2H2A2k) + A2(k)) -1

Vel = (“;l)
Ak) = A(kcos(h))
Ay k) = A(ksin(8))

Une condition nécessaire de stabilité est que toutes les valeurs propres de la matrice
A soient inférieures 4 1 en module, ce qui implique :

L -1
%‘;‘AE < _\? (Z lﬁzl)
f=1
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Il est clair que notre condition de stabilité n’est pas optimale, puisqu’ en milieu

homogene elle s’écrit :
Q_A..f < g I Z 57
h 2 =1

Il est possible de I"améliorer en repartant de

I = A =4 + '4,{=4 ,
(4 p AV A

on peut écrire :

At? (1 At? (1
I = T (;Axu, Axu)w + e (;;A,,u ; Ayu)o‘

IA

L oo
2 () § (2 o s )

b=1 ijs—00 =1 Pit1/2.;  Pityf2;  Pijsie Pija1)e

L L .. . - <
2A¢2 (Z [a;l) sup {-1- z lai} ( Ky + Kiy + K + K, )}
g 4 Big~i41/2

<
=1 4] =1 Piti=1/25  Pimid1/25  Pij+-1/2
(72 )
R’ ’ o0
En posant
L =1 L - . .
1 Ki; K;; K;; K,
Cy :( lﬁ:l) sup{— !&l( Pt )}
# E i3 4; Pidi-142,i Pi-ls1/2,5 Pij+l-1/2 Pij-i+1/2

on peut énoncer la

Proposition 3.5

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 8.9), d’ordre 2 en temps et d’ordre

2L en espace s’écrit :
Cy Ot 2 (& -
Gl < 2 ()
b=1

On retrouve dans le cas du milieu homogéne la condition nécessaire de stabilité.
On obtient une condition de stabilité plus simple mais moins fine en majorant Cy

>

comme suit en posant K,; = piyp; - C2; :
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L -1 L - - - -
i I\ K ; I\,‘ 1 I\,‘ ;
Ci; = (Z ]/5’;{) sup {~ Z ( + S L 4 = ) }
1=1 2 (4 =1 Piti-1}ig Pi-l+1/2,5 Pig+i-1/2 Pii—la1]2
= - 1& Pi+1/2,j Piv1/2.5 Pi+1/2. Pis1/2.5
< (X181 supi72 1A + + +
=1 i3 =1 Piele1/2,5 Piti-1[2,5 Pig-i4142 Pig+lw1f2
Crhaz
En posant :

L - 1 y : : . .
= (Z !ﬁg]) Sup{ 2 :lﬂ [ ( Pig1/2,5 1.314—1/2,; ‘ + It"n'-f-1/2,3 + f-.’n-+1/2‘3 )}
{=1

i 41D Pi-l+1/2, P:+1—1f2,3 Pij-l+1f2  Pij+i-1/2

on ale

Corollaire 3.10

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 3.9), d’ordre 2 en temps et d’ordre
2L en espace s'écrit ;

-1

Comar At 2 L
st 25, %15
JE= |

Comme précédemment on peut majorer g afin d’obtenir une condition de sta-
bilité simple. On a alors le

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 3.9), d’ordre 2 en temps et d’ordre

2L en espace s’écrit :
Crac f -
et < 5/ (2 iﬁzl)

=1

Il est facile de généraliser les propositions précédentes au cas tridimensionnel.
Nous donnons simplement le corollaire précédent pour le cas tridimensionnel.

223



CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE
Corollaire 3,12

Sott n la dimension de lespace une condition suffisante de stabilité du schéma
( 3.9), d’ordre 2 en temps et d’ordre 2L en espace s’écrit :

CrmazBt /1 [pm (& B
—— < - ;;(;lﬂtl)

En milieu homogéne 3D nous obtenons pour le schéma d’ordre 4 -
cat _ 243

k- 7
Cette derniére condition de stabilité est & rapprocher de la condition de stabilité

en milieu 3D du schéma de Cohen-Joly donné par (cf [Muf])

CAt
h

~ (.495

<05
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3.2. CAS BIDIMENSIONNEL HETEROGENE

3.2.2 Schémas d’ordre 4 en temps et 2L en espace

Introduction et Notations

En milieu bidimensionnel hétérogene, l’equatlon modzﬁee qux dlscretzsee donne un
schéma 4 en temps, est donnée par : : : o S

108 (106) APO (1(0,.0 (10
K ot2 Oz \pOr 12 8z \p \ Oz~ Oz \por
L2 (1) a0 (1(35 0 (1))

8y \p 0y 12 8y \p \Oy Oy \pOy

A0 (100, 0 (1)) _APS (1(8 0 (10u))) _,
12 9z \p \ Oz Oy \pdy 12 8y \p \ Oy~ Ox pa:c -
(3.10)

Reprenant les conclusions de 'étude en milieu unidimensionnel, on discrétise I'équation
ci-dessus a I'aide des opérateurs A, et A4,, défini ci-dessus sous la forme :

n+1 n-~} 2
up; = 2up; 4+ U t _]; Aty 1 _}; n
K‘,sz + { A, (pAz) =03 Az pA K'A, pAz uf;
1 At? 1 " 1 .
R e N G
A, (1 1 At? 1
——'A, | -A, |K'A, [-4 P~ —'4, | =A, | KA, | -4, no=
12 (p ( “(P ”)))u“ 12 (p (x (P )))u’

(3.11)

En posant B, = '4,(1/pA,) et B, = *A,(1/pA,) on peut écrire ( 3.11) sous la
forme :

wlft - 2P 4 uls! At?
I + (B: + By)ul; — T3 (B: + By) (K(B: + B))ul; = 0
g

(3.12)

Nous allons maintenant établir la stabilité de cette équation par la méthode
énergétique.

Etude de la Stabilité

Afin de montrer la L? stabilité, on procéde & une intégration par parties discréte
de I'équation aprés avoir multiplié par (v} — uf;1)/24¢t.
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1 uﬂ+1 — Dy + un—I un-j—l — un-l n yntl o unwl
0 = (?{" At? ' T 24t ) * (‘B"” ' TT2A )
yntl ﬁn—l AR . n ynttl gyt
+ (‘B!fun 3 2At ) - 12 (t(Bz' + ‘BF)(‘A (B-’f? + BU))U 1 T)
soit encore

0 = 1 Iantlgyn gyl gy 1 ut -yt gy yned
2t |\K At 0T AT ), T\ETT a0 T A o

+ (Beu™, ) — (Bou”, u™1) 4+ (Byu", u™t)  — (Byu®, u™t)

Atz n+1 Atz - n—1
- K(B, + B,yu"*' (B, +B,)u"| + 5 K(B:+ B,)u" , (B, + B,)u

On utilise alors I'identité du parallélogramme, et on obtient en posant :

At?
T = B, + B, ~ “‘i—z"t(Bx+By)(K(B$+By))

2 ’ 2

-1— AtQT un-é—'.[__un un-}»l__uﬂ
K~ 4 At T A )

Erti? E:+1/2 + E;%—H/?

En+l/2 _ (T un+1+un gl +uﬂ)
4

En+1/2

I

la conservation de 'énergie discréte, c'est & dire que :

En+1/2 _ pn-1/2
At

Montrons maintenant que les énergies potentielles et cinétiques sont positives.
Pour I'énergie potentielle, voyons sous quelle condition P'opérateur T est positif

sur L2 | c’est & dire :

=

Vu € L (Tu,u) 20

soit encore

At . . _ ,
(55 + BB+ B w) s (5 + B, y

oo
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Le lemume suivant répond a la guestion.

Lemme 2
On suppose que les fonciions K et p vérifient :

K € L* R?) p € L* R?)
0 < K,, < K(z,y) € Ky
0 < pm < p(z,¥) £ pMm

on a alors les inégalités suivantes :

£ (2. + mw.n)

=1

(‘(Bx + By K(B: + By))u, u) < 16C? (L

oo

(‘(B,+ B, YK (B, + ByY)u , u) < 16C% (EL: iagl) ((Bz + By)u, u)

oo I=1

1 L{ K K K;; K,
C? = sup{ Z( Do e 4 e riy )}
4L =1 \Piti=1/25  Pi=l4+1f25  Pijei-1/2 Pij-l41)2

L -1 .. O T w
¢ = (L) s {foim (i Ky K, K )
l=1

=1 Pigi=1/2,5  Pisld1fay Pig+i-1/2 Pigj-i+1/2

DEMONSTRATION : En annexe 4

Ainsi I'énergie potentielle sera positive dés que :

(c At)? (LZa;) <1 (C#At (Zla;]) <1

i=1 {1

c’est a dire en utilisant la définition des 8; = q;/h :
—-1/2

C.At 3/ & CaAt 3 (L -
Git < B iya) 2 < 2 (Sa)
FE | I=1

Pour assurer la stabilité du schéma, il faut monter que 'énergie cinétique est
positive. Comme précédemment, cela sera assuré dés que la condition de stabilité
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du schéma (2-2L) sera vérifiée, c’est & dire dés que (cf Propositions (3.4) - (3.5) ):

c.at (LZ 5 ) mi Cim < %’? (i | 5"') -

h {=1 Iz=1

IA

On peut alors énoncer la

Proposition 3.6

Une condition suffisante de stabilité du schéma ( $.11), d’ordre 4 en iemp.a et
d’ordre 2L en espace s’éerit :

-1/2
C..Af < (LZﬁl) Cﬁz&t (Z |ﬂ[])

h =21 I=1

On peut obtenir une condition de stabilité plus simple mais moins fine en ma-
jorant C, et Cy. On pose K;; = piyi/0; - C?; alors en notant

53 = sup {_ﬁ}__ L Pis1/2,5 + Pi1/2,5 + Pit1/2,5 + Pit1f2,5 }
4L 15 Picirrjz;  Pivicipag Pij-i+1f2  Pij4i-1/2

5; — (Ziﬁf[) Sup{4Z’B](Pi+1/2.j + Piv1/2.5 + Piv1/2,5 + Pis1/2,5 )}
{=1

i3 = Pitia1/2,5 Bici+1/2,5 Pijel=1/2 Pig-i+1/2
on peut alors énoncer le
orollai 3

Une condition de stabilité du schéma ( 3.11), d’ordre § en temps et d’ordre 2L
en espace $’éerit ;

ComasAt 3 L N\ Comas At -
— ig:l LY BF —— “V:‘S# Z!ﬂf
h 2 IS | h J==1

Comme précédemment on peut majorer 6. et &4 afin d’obtenir une condition de
stabilité simple. On a alors le
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Corollaire 3.14
Une condition suffisante de stabilité du schéma ( 3.11), d'ordre { en temps et

d’ordre 2L en espace s’éerit :

Cm;;rAt < \/‘ Pm (Z[ﬁl)

-1

11 est facile de généraliser la proposition précédente au cas tridimensionnel

Corollaire 3.15
Soit n la dimension de l'espace, une condition suffisante de stabilité du schéma
( 8.11), d’ordre 4 en temps et d’ordre 2L en espace s’écrit

CracDt /7 [P (L )"‘
ST g X Lm
S Ta Vo ;zi:lﬁrl

Exemple

Pour le schéma (4-4) correspondant & L = 2, en milieu homogéne on trouve la

condition de stabilité suivante :

Cat _ vn 6
kh — n T

229



CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

3.2.3 Comparaison avec les schémas de G.Cohen et P.Joly
Schéma (2-4)

En milieu hétérogéne bidimensionnel, le schéma de G.Cohen et P.Joly s’écrit sous
la forme :

1wl = 2uf; +ulf? _ji_{ 1 (“?ﬂ,j “i,)
R{j At? h \ fisr/2,5 h Pi-1/2,5

3 ()
() )
(2520

1»1 W

:-»2,_1

+ ....1....{ 1 (U?+2.j uy; )
3h Pig15 2h P: 1.4

+...L{ 1 (uﬁju*tﬁ‘a)_ 1 ( i :d*z)} _
3h Pig+1 2h ii—1 2h

ol on suppose connues les quantiteés :

1 1 -/”"'HJ/"’-)H .
- = T3 d:zdy
Kivipz4172 h?
1 1 i Tig+1
—— ——/ “/ - ———d:zrdy
Pis1/2,541/2 h? £, p(m
et ou on a posé
1 1 1 1
= = # + e . +(1 - 48)—
‘vJ I\"‘f“l;) Ixfﬂl‘j -R 1,741 At,}m ) ( BiJ
1 1 1 1
= = (1-2X) + A( +
Pit1/2,i Pit+1/2,5 Pi+3j2,;  Pi-1/2;
! 1 1 1
- = (1-2X) + A( +
Pij+1/2 Pij+1/2 Pij+3j2  Pij-1f2
avec
1 1 1 1
Pi+1/2.5 < Pip1f2a41/2 Pit1f2,i-1/2
1 1 1 1
= o +
Pij+1/2 2 pisrfrgH1/2 Pim1/2,541/2
Pi 4 pivijzirr/a Pivifrg-12 Pi-1/2i41/2 Pi-1/25-1/2
IR Y- ! 1 1
R 4 Kipgnp  Kipi-z o Kiapgae Kiapgan

230



32 CAS BIDIMENSIONNEL HETEROGENE

En réécrivant le schéma ci-dessus sous la forme :

Eattfaf 1 . n 1 .
';12 i ['5 { (ui+1.j - ”5,;‘) - (ueg - ui—nl,j)}

ndl . n. n-1
ui o= 2wt +

P s
b () - 5 ()
- M () - e (- )
- 3 {,,1 (02 = 0s) - pl (w2 = ubea) }]

il est facile de voir qu’aprés avoir calculé les coefficients (ce qui prend 70 opérations)
le schéma nécessite 32 opérations. Si on stocke les coefficients, il faut utiliser au
moins 8 tableaux bidimensionnels, puisque 'on peut stocker deux des tableaux
dans les tableaux K et p. Il reste donc 6 tableaux de coefficients auxquel on
ajoute les deux tableaux pour u” et u™™'.

Ll
Q
Q
1'
¢
o]

Les Points utilisés dans le caleul
au pas de temps n.

231



CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

Schéma Proposé

Nous réécrivons notre schéma sous la forme -

wey KA 1 1 "
u:‘j" = 2u}; — u}; - -—-;;-gww (tAz(;Ax) + tAy(;Ay)) up;

ou A, est l'opérateur correspondant & L = 2 opérant sur la grille unidimensionnelle
horizontale, et A, 'opérateur opérant sur la grille verticale.

Le calcul s’organise comme suit. On stocke le résultat intermédiaire Azul,, ), dans
un tableau unidimensionnel v(i+1/2). Puis on multiplie par 1/p;,, 72 et on applique
‘A;. Appliquer A, ou son transposé coiite 5 opérations et la multiplication par
1/pis1/2 1 opération, soit au total 11 opérations. Ensuite on itére le schéma, ce
qui a pour effet de mettre la valeur de la dérivée en z dans ulFl, 1l reste alors &
ajouter la valeur de la dérivée en y. Pour cela on utilise & nouveau le tableau v,
en procédant comme pour la dérivée en z.

Itérer le schéma demande donc 5 + 11 4+ 1 + 11 = 28 opérations. Bien que notre
schéma soit défini sur 7 points il requiére moins d’opérations par noeud. De plus
il ne requiére que 4 tableaux bidimensionnels.

o]

o)
Q
)
o]
Q

Cods

Les Points utilisés dans le calcul
au pas de temps n.
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Schéma (4-4)

En milieu bidimensionnel hétérogéne, ce schéma s’écrit sous la forme suivante :
Y

1ot ool _4_{ ! (u:-;z,j—u:‘,j) o1 (w)}
K ; At? 3h Pis1/2.; h Piv1/2, h
- ..‘.4...,{ 1 (“3;41 ‘*“3:‘) o (“?a - “35—1)}
3h { pigay h Pij-1/2 h
+i{ 1 (@w,;‘*”ﬁj) . (uﬁj—”?—m)}
3h | Bivry 2h Piw1,s 2h
+ i.{~ ! (“3’“ "u‘!t-")_ _— (”"1" "uzf‘z)} +Bul; = 0
3h Pii+1 2h Pij-1 2h !
avec
By, = — At? {Km,j ( Ulya + ul; 4 Wi U1y _4”?44,:')
hd 12h4 Pid1/2, \Pi+3/2,5  Piv1/25  Piv1j+1/2 Pitl,i-1/2 Pis1,5
+K;+3/2.j( ul u?-z,;‘ + ”?—-1,;‘+1 + “?H,j—l “4”?«»1,5)
Pi-1j \Pi-1f2j  Pi=3/25  Pi-15+1/2  Pie1-1/2 Pi-1,j
+-Ki.j+1/2 ( Uy Uy et 4 ug; " Uisea m4ugi+1)
Pii+1 Pit1/2,541  Pi-ifa 41 Pig+1/2 Pig+3f2 Pij+1
+Ki,j——1/2 ( ”?-5-1,1‘-1 + “?~1,j-—1 ”:j + u?,;‘—'z “_4”:‘::'-1)
Pii—-1 Pi+1/zj=1  Pie1f25-1  Pig-1f2 Pij-3/2 Pij-1
_4Ki,j ( U?ﬂ,j + u?-l.j + “?,;4—1 + u?.j-! _4?_21)}
Pig \Pi+1f2;  Pi-if2g  Pij+ifz Pij-1/2 Pi;

ou on suppose connues les quantités :

et ou on a posé

’Ki,j

I 1 /3|+21/1’7: 243
e dl'd
Kivpai417 h? v
1 / AR A d:sdy
Pi+1/2.5+1/2 h? w  P(T)
1 1 1 1
B + + + = +(1-4
(K;'+1.;‘ Ky Kija Ii:‘,j-—l) ( %
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1 1 1 1
— = (1 —_ 2:\) 4+ ,\( +
Pi+1/2,5 Pit1/2,5 Pi+3f2,j  Pi-1/2,j
1 1 1 1
— = (1-2)) + A +
Pig+1/2 Pig+1/2 Pij+3/2  Pig-1/2
avec
1 1 1 1
= = -+ )
Pit1/2.i 2° pigrs2i+1/z Piv1/2i-1/2
1 1 1 1
= - +
Pig+1/2 2 pis1s2541/2 Pi1/2,541/2
1 1 1 1 1 1
— - + + + '
i 4 Fi+1/25+1/2 Pitif2,j-142 Pi-1/2,5+1/2 Pi-1/2.5-1/2
11 1 + 1 1 1
K;; 4 Kipi+12 Kiypg-12 Kicipgez  Kicyjag-172

Le calcul de la partie B cofite 66 opérations par noeud et par pas de temps. Une
itération de la partie "(2-4)” du schéma cofite 32 opérations {(une fois les coefh-
ciennts calculés). Donc une itération du schéma (4-4) ci-dessus cotite au total 98
opérations, si on stocke les coeflicients; sinon il faut ajouter 70 opérations. Ici en-
core si on stocke les coefficients il faut 8 tableaux bidimensionnels supplémentaires.

Ll
o}
o}
Q
o]

Les Points utilisés dans le calcul
au pas de temps 1.
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Schéma Proposé

Le schéma (4-4) que nous proposons, s’écrit sous la forme :

At? .
u?jl = 2“2}'““?;1'}"1{*\7' -At? {Bz + B, - ?"2"” (t(Bx + B, )(K(B, + By)))} u::j
c’est & dire
n+l 2 n n-1 K A 2 B Atz t ’B H
Wil = 2y -+ K A B+ B, — == (‘B(KB,)+'B.(KB,)

+ tBy(KBa:) + tB?(KBy))}u:j

Les termes d’ordre 4 vont coiiter chers & calculer. En effet nous avons dessiné
ci-dessous les points ol on doit évaluer les termes B, et B,.

u.
()
e
Q

Les points de calcul de B, et B,

Chaque terme coute 11 opérations. Il faut donc 2.7 11 = 154 opérations pour
disposer des termes B, et B,. Nous représentons ci-dessous les points nécessaires

au calcul de B, et B,.
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s
Q
o
o]
o]
o3
o

Les points nécessaires au calcul

En stockant dans deux tableaux unidimensionnels les résultats du calcul précédent,
on peut ensuite multiplier par K (soit 13 opérations) puis ajouter B u?; et B,ul,
(soit 2 opérations). Ensuite itérer le schéma requiére 5 opérations. Au total il faut
174 opérations pour itérer le schéma. Ceci est comparable au schéma proposé par
G.Cohen et P.Joly dans le cas oli on ne stocke pas les coefficients. En effet on a
alors 98 + 70 = 168 opérations par noeud et par pas de temps.

On peut remarquer enfin que cette formulation ne nécessite pas de tableaux bidi-
mensionnels supplémentaires de travail, et que I'on utilise que 4 tableaux bidimen-
sionnels.

On peut procéder différemment, et s’autoriser deux tableaux bidimensionnels de
travail. On pourra alors calculer sur toute la grille les quantités B ul; et Byu};
(ce qui fait 2.11 = 22 opérations). Alors le calcul du terme d’ordre 4 en es-
pace (‘(B: + By )(K(B; + By))) u?; nécessitera 4.12 (calcul des termes de la forme
'B.(K(B;) + 3 (additions de ces quantités) = 51 opérations. Au total itérer le
schéma nécessitera 51 + 22 + 3 (additions) + 5 (pour itération) = 81 opérations.

Conclusion

Pour le schéma (2-4) notre approche est plus économique que celle de Cohen-Joly.
En effet elle nécessite moins d’opérations par noeud de 'ordre de 28 (surtout si on
ne stocke pas les coefficients intermédiaires de calcul), et moins de place mémoire
(si on les stocke).

Pour le schéma (4-4), le colt des deux schémas est extrémement lourd, en nombre
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d’opérations. Si on ne stocke pas les coefficients intermédiaires de calcul, alors le
schéma de Cohen-Joly et le notre ont a peu prés le méme nombre d’opérations
par noeud, de l'ordre de 170. Ceci rend ces schémas assez peu utilisable de facon
realiste.

Si on stocke les coefficients intermédiaires de calcul, alors nous avons moins d’opéra-
tions par noeud et pas de temps, de 'ordre de 80. La encore ce nombre d’opérations
rend le schéma extrémement coliteux & mettre en oeuvre.

237



CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

3.2.4 Implémentation du code a deux dimensions

Grilles Décalées

Afin d’implémenter un code de propagation d’ondes acoustiques en milieux bidi-
mensionnels, nous allons définir les grilles du milieu, c’est a dire la grille en K et
la grille en p. On fait Phypotheése que K et p sont constants par maille. Lors du
calcul des dérivées en espace en x et en y, on est amené a considérer les quantités

suivantes :

1 1
Pit1/24 Pij+1/2
En effet on a:
o1 . L 1 . 1 .
Ay(_Aﬂu)(sz) = '-Zal{—__——Avu(za]+l”1/2)”w‘4yu(11]ml+1/2)}
g =1 Pij+i-1f2 Pii—i+1/2
De méme
AR A)i]) = =3 el Avu(i+H=1/2, ) ——— A u(il+1/2,])
? g : ’ l=1 1Ps’+l—1/2,j i ’ Piel41/2,5 * ’

La premiére idée est de définir p au centre des mailles en u comme sur le dessin
ci-dessous.

-1 ) j+l

1y
\/

N

i+1

£
vy

La premiére grille en u et p.

Alors il est facile d’obtenir les valeurs aux points milieu en (i4+1/23) et (i,j+1/2)
en posant:

1 1 1
= 1/ +
Piv1/2,; Pis1/2,5+41/2  Piv1/2,5-1/2
1 1 1
Pij+1/2 Pivr/2+1/2  Pi=1/25+1/2
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Cette formulation conduit & des calculs supplémentaires indésirables. On peut
éviter ces calculs supplémentaires en definissant p sur une grille décalée comme

sur la figure ci-dessous.
j-1 ) j+1

-1

Fat
Y/

i+

3
b

- La premiére grille en u et p.
On considere p constant sur la maille

Alors les valeurs de I )

Pit1/2,j Pij+1/2
sont donnés explicitement par la valeur de p au centre de la maille M(Z,;). Ainsi
il n’y a pas de calculs supplémentairesdans ce cas de figure.
On définit les valeurs K[! sur la méme grille que p et on a donc la configuration
suivante:

La grille en u et p.
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Traitement des Bords

La surface libre

La méthode de dérivation discréte que nous avons choisie requiere 4L — 1 points
pour un opérateur d’ordre 2L.

iYL T “w

g

Exemple avec L = 2

Vv Uy

Lorzque on se trouve & la surface libre, il manque done 2L — 1 points afin de
pouvoir calculer la dérivée.

Domaine
Exterieur

Q

Q

Domaine
interieur

-

Le probléme au bord.

Supposons la surface libre en z = 0 et et écrivons I'équation vérifiée par le schéma
aux points de la surface. La condition de surface libre s’écrit
, u(z,f) =0 pourz €Ty V£t > 0
Onadoncpouri=0 V;
n4-1 n nw1 Al 2}t 1 t 1 n
u = 2um- —u;; + f&g‘j:ﬁi_ { Ax(;A,-,-) + A,,(;Ay)} U

7
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Si la condition est vérifiée alors on a

=0

n _ .nwl
Ui = Ui;

1 n
tAx(;A,;)u'J =10

Ainsi la condition de surface libre sera vérifiée pour ]! si

1 n
tAy(;Av)ue.j =0

En développant les calculs on trouve que si u est antisymétrique par rapport & la
surface alors la condition de surface libre est vérifiée. C'est & dire qu’il nous faut
prolonger notre grille de 2L —1 lignes au-dessus de la surface 7 = 0 par la condition

L’antisymétrie de u peut s’interpréter comme une conséquence du principe d’image-
rie. En effet u peut étre vu comme la restriction & R? de la solution du probléme
dans R? avec deux sources, symétriques par rapport & la surface et opposées. Le
probléme de "manque” de points pour la dérivation va également apparaitre sur
les trois autres bords du domaine.

Les bords absorbants

Il y a deux fagons de traiter ce probléme. Tout d’abord les conditions absorbantes
"éponges” (cf paragraphe (3.3)). La configuration est alors la suivante :

I.

Q

19
Le domaine et les éponges.

L’implémentation du schéma dans le domaine, se généralise alors facilement. 1l
suffit de prendre dans 'éponge les points manquants. Reste alors le cas du bord
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de I’éponge. Or il est essentiel de remarquer que plus 'onde passera de temps dans
I’éponge plus elle s’amortit. On double donc la longueur de P’éponge en symétrisant
le domaime en x et en y. On considére donc le domaime non pas pian mais sous
la forme d’un tore. On résoud par la méme occasion le probléme du manque de
points puisqu’on a simplement supprimé les bords.

Ceci a pour conséquence au niveau du phénomeéne de propagation de faire rentrer
en I's 'onde sortant en I';y, par exemple. Cependa.nt l’onde aura traverser I'éponge
Iy T'y puis I'sTy et sera fortement amortie lorsque 'éponge sera suflisament grande.
La deuxi®me solution & ce manque de points est de décroitre 'ordre du schéma
lorsque l'on s’approche du bord et d’appliquer sur le bord des conditions ab-
sorbantes pseudo-différentielles (cf[Bam1} [Bam?2}).

s = i L=3

" ; L=2

; L=t
EXTERIOR INTERIOR

BOUNDARY

La décroissance de l'ordre du schéma prés du bord.

Nous avons implémenté cette solution qui semble stable numériquement, sous la
condition de stabilité du schéma le plus élevé (donc la plus contraignante). Nous
n’avons cependant pas démontré la stabilité d'un tel schéma.
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3.2.5 Etude de ’erreur en milieu hétérogéne

Nous allons reprendre en milieu bidimensionnel I’étude de l'erreur, afin de montrer
la validité de la démarche. Pour ne pas alourdir I’exposé, nous allons reprendre
le cas du milieu bicouche, et analyser 'ordre d’approximation du coefficient de

reflexion.

La solution de référence

On considére le milieu suivant :

120 m
- o

P=1
¢c=2000

R2 Rl

v =« g
P=05
c=1875

Le milieu et le dispositif

Pour obtenir une solution de référence, on procéde comme précédemment en
choisissant 27.5 points par longueur d’onde (ce qui donne un pas d'espace h =
0.9m), et cAt/h = 0.1 (ce qui donne At = 4.85 107°s). Nous avons fait une
modélisation avec 'opérateur d’ordre 4 en espace (L=2} et d’ordre 2 en temps, et
une modélisation avec I'opérateur d’ordre 8 en espace (L==4) et d’ordre 2 en temps.
La différence relativeen norme L? étant de ’ordre de 10~°, nous choisissons la so-

lution calculée avec L=4, comme solution de référence.
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"

0

N

Pressure
N

[+]
. vV
—y

865 0.05 B.1D 6.16 0.20 6.25 0.30
Time (s)

La solution de référence

Les solutions numeériques

Nous avons calculé les solutions numériques avec différents choix du nombre de
points par longueur d’onde, pour un schéma (2-4). Nous donnons ci-dessous un
instantané, ou on constate que le coefficient de réflexion est complexe (puisqu’il y
a un déphasage entre l'onde exacte et 'onde numérique).

Receiver 2 (2D)

i4
1.2
1.0
0.8
o8

04 7
0.2 .

-0.8
~0.4
-0.8

e N = B {
- Exact Solution

Pressure
o
[+

§
&
o

-1.0
-1.2
~1.4
~1.8
~1.8
-2.0

2§ 18 ¥

28 033

g
Time (8)

Instantané de 'onde reflechie



3.2, CAS BIDIMENSIONNEL HETEROGENE

Les courbes d’erreur L? normalisée montrent, comme dans le ¢as unidimen-
sionnel, que 'ordre d’approximation est encore 1.

* 5.43 :
o Receiver 1 (2D)
o8
0.8
o
—
§ o8
E os
o
™
L
Py
0z
Sh ¥ o Y] ) e w4
Space Step
* 5.39
o Receiver 2 (2D)
o8
'Yy
g?" o7
& 08
g o8
=
*
o4
03
02
e oE ¥ oE £ " w4m
Space Step

L’erreur Normalisée
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3.3 Conditions Absorbantes ”Eponges”

3.3.1 Cas unidimensionnel homogéne

Afin de pouvoir implémenter les schémas numériques précédents, il faut traiter
le probléme des conditions absorbantes. En effet,les limitations informatiques en
place mémoire nous imposent un domaine de calcul fini. Donc pour simuler la
propagation d’une onde dans un milieu non borné, il faut imposer aux bords du
domaine des conditions dites "abscrbantes” pour :

i) assurer la décroissance de 1'énergie & I'intérieur du domaine de calcul

ii) éviter de perturber I'état vibratoire & Pintérieur du domaine par des réfléxions
sur les bords.

Bamberger et al (cf [Baml], [Bam2]) ont proposé des conditions absorbantes du
type pseudo-différentiel. Cette solution n’est pas facilement implémentable si le
schéma & l'intérieur est d’ordre élevé. C’est pourquoi nous avons opté pour des con-
ditions absorbantes du type "éponge”. Elles consistent & rajouter au domaine de
calcul une bande dans laquelle on amortira ’onde, en rajoutant & Péquation des on-
des un terme de frottement (c’est  dire proportionnel 3 la vitesse de déplacement).

Plus précisément on se place dans un milieu unidimensionnel infini, le demi-espace
des z < 0. Notre probléme est d’absorber les ondes venant de —oo dans le demi-

espace des z > 0.

On peut donc écrire que la solution u vérifie ;

1 8%

25“&_2- - Au = 0 <0
18 adu
i —_—— me >
Zof T oo ~ o 0 z20
Montrons tout d’abord la décroissance de ’énergie.

Décroissance de I’Energie

On peut réécrire I'équation sous la forme :

1 8%u a Gu
g-&;%ﬂ(z)?%—{——-ﬁkuxo T €R

ou H(z) est la fonction de Heaviside.
Pour exhiber I'énergie on multiplie I’équation par %‘f puis on intégre sur R. En
posant
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E(t)w-l-/—l— -(?Ezd:c+}~j )’
T 2Jrc2\ Ot 2 Ja\bz)] “

o= ["2()

et

On obtient

d
S EM) = —f()

Ce qui montre la décroissance de P’énergie puisque « (donc f) est positif.

“ Energie

0.8 ~
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Analyse par Onde Plane

Afin d’étudier plus finement 'équation faisons une analyse par ondes planes.
Pour cela on suppose que u est de la forme :

U(.’E,t) = ei(ut-—kz)

On obtient alors les relations de dispersion suivantes :

Lu‘2

7z + k =0 r € R”
w? 1aw
Y + — + Kk =0 z€ R*
d’on
2
w
-
1 c?
w? low
B2 o= = - ==
2 c? c

Pour z € R* il faut donc choisir le signe de k;. Pour cela on fait tendre a vers 0
et on peut écrire

w 1ac
ky o F—(1 - =
2 C( 2w)
En choisissant _
by = 2 1
2 c 2

Ol a
lu(z, 1) =%

L’énergie associée & cette solution est non bornée au cours du temps, ce qui con-
tredit la décroissance de I'énergie. Lorsque & — 0 on a donc :

w ¢
k o~ 1 i
2 = =( o)
et on peut donc écrire u sous la forme :
u(z,t) = e ¥ Wt=k7) z € R*

On voit bien sous cette forme 'effet du term 9;%%, c'est un effet d’amortissement
de 'amplitude de 'onde (donc de son énergie) avec la distance au bord z = 0.
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Calcul du Coefficient de Réfiexion

Afin d’éviter des réflexions parasites ou de les minimiser calculons le coefficient de
réflexion. Pour cela on suppose la solution u de la forme

u(x,t) = ei(wt—er) + R ei{wt«{-k};) e R
u(z,t) = T Wik reR*

ou R est le coefficient de réflexion et T le coefficient de transmission.
Au passage de interface z = 0, il y a continuité de u et du flux & d’'ot les

relations

1+ R=T
k(1 - R) = kT
d’ot
_........_le - z_iftf
1+R w

Lorsque a — 0 on peut écrire que :

2

. A
'Rl - \ 4w 2
ot + (m)
¢
1] est facile de voir alors que :
m |[Rj =0 lim |R| = 1
(i OO Lat o)

C'est a dire que les basses fréquences sont réfiéchies, alors que les hautes fréquences
passent. Afin d’éviter cet inconvénient, nous allons lisser le coefficient d’amortissement
de facon & éviter un saut brusque & l'interface (qui crée les réflexions). On introduit
donc une fonction g(z) telle que :

g(0) =0 g(NA) =1

ot A est la longueur d'onde et N le nombre de longueur d’onde sur lequel on
amortit (c’est & dire la taille de I’éponge). On remplace donc le coefficient o par

a - g(x) d’ot
(ag(z))’

4w 2
(ag(@)® + (=)
Lorsque g(z) = 0 alors |R|(z) = 0 il n'y 2 aucune aucune réflexion.
Pour les essais numériques nous avons choisi

[R[*(z) =

= .
g(z) (NA) < NA
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ou A est la longueur d'onde et NV le nombre de longueur d’onde sur lequel on amor-
tit onde.

Nous présentons ci-dessous un exemple 1D de propagation d’un Ricker ol on laisse
s’amortir 'onde sur dix longueurs d’onde (N=10). La figure ci-dessous est une col-
lection d’instantanés 1D du front d’onde.

On remarque que la condition absorbante n'est pas parfaite puisque comme le
montre le calcul du coefficient de réflexion, les basses fréquences sont réfléchies.

40

30

| = | 2
20 +—+ - . ' 3}
15 +— - 1‘} -

10

Time

ool

0 " 53 L L] L) T Y Y T T ey Y
00 010203040506 070809 101112

X (icm)
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Nous donnons également un exemple de sismogramme dans le cas unidimen-
sionnel ol il n'y a pas d’atténuation afin de montrer 'amplitude des (inévitables)
réflexions. Dans cette exemple nous avons L = 2 et & = 1/8 et nous avons amorti

sur dix longueurs d’onde.

1.0

0.6

-0.6

-1.0

Sismogramme

b Oy
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3.3.2 Généralisation aux milieux hétérogénes

On généralise ’équation avec amortissement en milieux hétérogénes de la facon
suivante :

1 8w 8 .108u o Ou

it Uttt

pc? gt? -5_:;(;_3-; + pe Ot

Il reste maintenant & discrétiser cette équation, et plusieurs options se présentent
pour la discrétisation du terme £%. Nous allons voir qu’une seule m&ne & un schéma

stable. Nous discrétisons I'équation ci-dessus comme suit

1ouf*t! —2ul ol 1 a; ul — !
; T 1 A """‘A n —t £ — 0
pict At? T g A pici At

et nous allons montrer que cette formulation conduit & un schéma instable. Afin
d’établir la stabilité, nous procédons par la méthode énergétique.

1 un+1 _ zun + unw-l 1 o un — un—l un+1 — un-»l
0 = — AR (=AU — y
(pc2 INT TACANT + 2 st ).
soit encore
0 = 1 1wty oyl gyn 1 1 u™ - ul oyt -yl
T O2At\pc? At At 20t \pc2 At T At .
1 1 n+1 n 1 1 n—1
+ -é-zg (-—Ahu , Apu )‘ - EK; (-«-Ahu , Apu i
o un un-wl y"® - uaw—l a un - unwl un—H —y®
pc At T 24t N pc Al T 248 R

En utilisant :

n+1 n n+1 n
(—I-Ahu”“ ? Ahu“‘) = (}_Ahu +u ’ Ahu +u )
P . p 2 2 .
1 un»{—l —_ un un-H — un
- -4 , A
(ﬂ 2 Y2 ) .
1 n n=1 " n-1
(iAhu“, Ahu”“l) _ ("Ahu 4+ u ,A;‘n +u )
p . P 2 2 .
1 u® - gyl y"® e gyl
— -4 ' , A
(ﬂ S "2 ) .
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on a:
0 = 1 1 ,um{-l —ytt un+1 —y" 1 y™ - un-—l gt - un-—»l
To2At L \per At At . pct At At .
1 yhtl + yh i +u" At? 1 yttl g o ,un)
- s Ap——— ~A , A
+ (p Y2 )T T M A TTAr ).
1 -1 u™ 4 yn-1 At2 1 L u® — g1
- - , Ap=———— -A y Ay ——
(p h2)*+4phAt YA ).
+ au® y” -yt 4 (= u? —ytt oyt gy
pc T 2A¢t . pc At 7 2At .
En posant :
n+1 n
abl _ oy -u
iy At
n+1 n
n+i —_ u +u
v 2
2
EZ&*&»I/? = (__}_é_ - é;t"'tAh (}'Ah) 1 : vn-i»l)
pc 4 p 0
E;i+1/2 = (!Ah (}“Ah) whtl . wn—H)
p .
En-i»!ﬁ - E;t-{»l/Z -+ E;t«i—l/z

ET+1/? est D'énergie cinétique discréte, En*Y/? est 'énergie potentielle discréte et
En+1/2 est Pénergie discréte totale, au temps n + 1/2, on trouve que :

En-i-i/? — Eﬂ*ili — ___q__vn v® — _g_vn vn-{-l
24t - 2p¢ 2pc
= - 0 o
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Pour assurer la décroissance de énergie il faut donc que

Yv,w € L?
Bz(—a—v, v) +(-f-¥-—v, w) >0
2pc . 2pc .
Or avec w = —2v on a B < 0 d’on instabilité.

Le méme calcul en discrétisant le terme en temps par (u™*! — 4")/At donne le
méme résultat d’instabilité.
Par contre en choisissant I'approximation centrée

au un-{-l — un—l

v

ot 2At

on obtient :

En+1/2 _ En«l[? 3 o un+1 - H"’_l un+l - un—-} <o
2At pc 2At ’ 2A¢ o

ce qui montre la décroissance de 'énergie. La positivité des énergies potentielle et
cmetique est alors assurée par la condition de stabilité vue précédemment.

3.3.3 Exemple a deux dimensions

Aprés I'analyse en milieu unidimensionnel, des conditions absorbantes éponges,
nous allons donner ici une illustration de son efficacité en milieu bidimensionnel.
Nous considérons un milieu homogéne entouré d’une couche "d’éponge”.

Milieu homogéne

On considére un milieu homogeéne de vitesse C = 1500m/s et de densité p = 1. On
lui ajoute une bande de 10 longueur d’onde de largeur (ici A = 20m donc la largeur
de la bande est de 200 m). On régle le coefficient a (Coefficient d’amortissement
maximum au bout de I’éponge) égal 4 1/8 = 0.125 comme dans le cas unidime-
sionnel.
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Le domaine et ses éponges.

Nous allons observé les effets de ces conditions absorbantes sur les in-
stantanés du front d’onde. Le milieu étant assez petit (400 m), la divergence
géométrique a peu d'effet entre le moment ol 'onde touche I'éponge, et le mo-
ment ol touche le bord de celle-ci.

Les instantanés

De par les symétries du domaine, on a représenté sur les instantanés que le cadran
supérieur droit.

Le premier instantané correspond exactement au temps de propagation de la source
a l'interface domaine-éponge. I situe done Pendroit exact de l'interface. Les in-
stantanés suivants montrent I'absorbtion de I'onde dans Péponge, ainsi que les
reflexions indésirables a l'interface domaine-éponge. Sur le dernier instantané on
peut remarquer la réflexion de l'onde sur le bord de I’éponge. Cette réflexion
sera dissipée trés fortement avant d’entrer & nouveau dans le domaine. Comme
on 'a dit au paragraphe concernant T'implémentation du code, il est possible (et
souhaitable) de périodiser le milieu de: fagon & éviter cette réflection sur le bord
de I'éponge. L’onde se dissipera alors pendant deux longueurs d’éponge.
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3.4 Annexes

3.4.1 Annexe 1 : Calcul du transposé

Soit LZ et L? les deux espaces suivants :

o
L} = { e €LR) [ o= Y @i lji-ymmgsr/on }

1=t w00

M

I? = {cp € LQ(R) [ e= Z @i YinGie1)h) }

o2 - 00

olt h le pas de discrétisation en espace, muni des produits scalaires suivant :

+oo
(f;g)ng(fag)a = h Z fi g

i — o0

400
(va)L’;’ ‘—-“(f,g). = h z f-‘+1/2 Giv1/2

=—c0
On introduit Popérateur
A}, . Lg — L2

U — 4hu (2 -+ 1/9) = Zai(uv\?i — Uy l+1)
fee]

Le transposé de A, noté 14, est déﬁfzi-'pa_r

‘Ap ¢ L — L2
: v o Apv /[ (Ahv u)G = (v, Apu),

Ainsi

(2Ahva u), = h Z V=+zfzz¢1(u:+1“ug-t+x)

I-"-""'OO
= h Z Zalv£+1/2(ui+!—ui~l+l)
fmemon fa)
L 4eo L 4o
= hz Z QUi 1/2Uie] hz E QUi folhieiyy
I....l [T :1 o

= hZag z Victgr oty — kzal Z Vigia1faly

[ I=1 [ET
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+o0 L
= kY wy avieisrjz = Viki-1/2)
=1

$23 e 0O

Le transposé de A; est donc défini par :

t4, : L? — L2
L
v o App (i) ==Y a(Vigie1z — Vieidr/2)
=1
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3.4.2 Annexe 2 : Démonstration du Lemme 1

Montrons les inégalités suivantes :

(‘BL(KBLYu , u)_

(tBL(KBL)u . u)o

C. =

{2 (5

(= 51) s s

DEMONSTRATION. :

Soit u € L2 on a

(‘B(KBu, u)_

= (KBu, Bu)

oo
= kY KBu} =

fiz——oc

IA

1 —00

(gl
2 (1) £

< 4L (Zaf) sup( .

CTAYIRI

AN

<

L

1=1 Pi+l-1/2

4C? (Lza ) (*Ac(1/pAL)u , u)

f=1

L

2
3 (Llal) (Act/pdchu, v),

by

K; K;

o

L

h +§ K, (Z

=1

3> K,f;

= K Auwgeap

2 h 3

imeoo Pidl=1/2  Pisi-1/2
K;
Pi-ls1/2

d’ot1 le résultat annoncé en posant

C. = sup{

1
2L

P

o

Pi-l+1/2

K;

I

fm =00

2pisi-1/2

+00
Y K

(i

I=

)
2piiy1n

2
Au;.}l.—l/z Aul"l+}/2 )
Pigi-1/2 Fiwl41/2

=1

Auipioiy

Pivi-1/2

2) i (A'UH-I-I/?Z _

Aui—l+1/2 ) 2
Pi-l41/2

2
) + (Aui-!-njz)z
Piwit1/2

- 2
K A’uiiigp

K;

Pici+1f2 Piwls1/2

L K;'

K;

= Pi+i-1/2

260

Piis1/2

1

}

)) (‘Ac(1/pAL)u, u),



3.4. ANNEXES

Nous allons démontrer maintenant la deuxiéme partie du lemme.
Soit u € L2 on a

= (KBu, Bu),

i

h %f.I{;Biz h Z K; (z Aui+a-—1/z _ Aui i1z

ime—oo im0 =1 Pisl=1j2 Pi-i+1/2
o s L — Aug_ Au;_ A2
< h Z (Z (‘iali llallIii( +-1/2 I-Hf?))
i=—o0 \=1 Piti~1f2 Pimit1/2
Avigg- Au;..
< Zla’llh Z ZIaEII Ci(5 Uii—1f2 AU l+1/2)2
it =i Pigi-1f2 Pwl+1/2
A ‘U-. - A?'u,'...
< 2Ziazih §2 5 oAtz | A iz
i=—oc I=1 |+I 1/2 Picivrf2

)

< 22@ supzzla;[ B B (a/pAe, v),

=1 Pivi-1f2  Pi=ig1f2
En posant
2 L - (& K; K;
C: = ( agi) sup{ lay ( . : )}
# ;t i E | 2pivi-172 2Piciv1/2
L -1 - "
K; K;
= | I8 ) snp{ B ( + : )}
(; ! i &l l 2pipic12 2Pi-ln)2
on obtient

L 2
(tBL(KBL)u . u)o < 4C% (Z]a;]) _(‘AL(l/pAL)u , u)o

i=1
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3.4.3 Annexe 3 : Solution Exacte avec une source Ricker

Par Transformation de Fourier en {z,t) on obtient :

-
d’ou . "
500 KT
d(zw) = L) /"
’ 27 Jeowo k- 'l;%'

Il faut donc calculer _
+00 e:kz

I(a:,w) == *‘“‘"‘“‘“—w';dk

Pour cela on utilise le théoréme des résidus. On introduit la fonction

h : C—C
cikz
zr— h(z) = 5
B2
o2

Ainsi que le contour suivant
i i)

Le contour d’intégration I'r.

ou .
Ci(t) = Re* t € [0, 7]

volt) = ~2—ee”®  te(0,m]
V() = ¥ —ge™ t e [0,
On suppose que z > 0 et on pose alors

Ape = [FR =S Uy Ul=Z +6, 2 —e]Uf U[S +¢.R)
c [ c C
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et
f}z'g = C§ UAR,,

b étant holomorphe sur I'p. on a

fr =)z = 0

de plus

. : Reitei(eRE)
h(z)dz = - .
[C;'; (z)dz /0 (Re't — ..‘:.:’.)(Re:t._{,. .,rg.)dt

a* Re—(Rxsint)
f . Y
o |Re't — £||Re't + |

Puisque z > 0 on a

Hm h(z)dz = 0
R—4o0 c;

1l reste maintenant 3 passer a la himite en €.

it gia{— & —ee™)

£

”* ei:(w{f‘—ec“")

o 2%+ ce ™

|

Qr .
i f o B et
eu:( e ™) 1

: < -
2% feet T |24 +ee]

<

<

£Eln

D’aprés le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a

-
W

. hi2dz = i :
?—I—%.,;(Z)z tme—g
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De la méme maniére on montre que

iwd
1{1}3 4 h(z)dz = —ime o

Ainsi

it

I(z,0)= | ™ hik)dk

-0

—(limemo L _h(z)dz + lim L , h(z)dz)

= Eff {es'wf - e-—iwf}

2w

Doncpour z >0ona

™ —twd fwE
I(-?:-,W) = .......E{e & “e c}

2 w 1w

En prenant comme contour d’intégration le symétrique par rapport a 'axe réel du
contour I'g,, par le méme raisonnement on obtient pour z < 0

mc [ et emiwi
o) = % =

Ainsi on obtient

c f(w) ( e ,-WM)
Lg,‘) = e | T e £ <
4 w

On introduit alors la primitive F de f

Bs) = ] w F(r)dr

L 4 re-yr)y
nF dt

On peut écrire la solution u(z,t) sous la forme :

||

u(z,t) = g(ﬁ(t“"—‘)-—ﬁ’(t+ fl‘l))

c [
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3.4.4 Annexe 4 : Démonstration du Lemme 2

Montrons les inégalités suivantes :

(‘(B,+By)(1{(3x+3y))u : u) < 16C? (L fjaf) ((Bz + B)u, u)

o fz=1

(‘(BJt + B )(K(B. + B,))u, u)

oo =1

ol

L ' o s o
C? = sup{:LZ( R + Ky + Kij + Kiy )}

Piti~1/25  Pi-l+1/25  Pijei-1/2 Pij—i+1/2

K;; K ;

< 16C% (}fj ]a;]) ((B, + B)u, u)

oo

o0

Kij

¢t = (i!ﬁ:l)- wup {151 (K +

I=1 I=1

DEMONSTRATION :

On pose § = B, + B, et soit u € L2,

(‘S(I{S)u , u) = (‘(B,, + B,)(K(B, +B))), u)

o0 o0

= (K(Bz -+ By)u y (Bx -+ By)u) = h? ZIXP."J‘ {(Bx -+ By)u;‘,-]g

o0

Pidl-1/2  Piel41/25  Pij+i-1/2

+ i‘ - ) }

2
= h? Z K; (Z Arliziaysa; _ Artiiyysa + Ayt ipio1/2 _ Ayt i ,2)

(=1 Piti-172,5 Pi-i+1/2,j Aigal1f2

Pig—i+1/2

Ayuf,j—i+1/2

=1 =1

<a(Sa)n > YAttty Aty

I=1 =1 Pitl-1f25 Pi-ls1/2

+(Ayui¢j+f-1[2 2+(Ayut.:—f+1f2 2
Pij+i=1/2 Pij-t+1/2

(Zal) B2 ZI i Z( sUitl-1/2; " A:uiul_+1/2,j + Ayu;,,-+;_;/2 _

Piti-t/2,i Pivlt1/2,5 Pigai-1/2

I=1 i=1 1,3 Pivi-1)2,5 Pivi-1/2,5 Piwit1/2,i Piwly1/2,5

(Z )Z B2 Z Ki; Alugap; + 'K,-,_,‘ .Aij“i-b{»i/zj

- 2
Kij Aluijniag b K Aoy

e

Pigai=1j2  Pijat-1/2 Pig—t+1/2  Pijals1fs
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CHAPITRE 3. SCHEMAS NUMERIQUES EN MILIEU HETEROGENE

1 K ; K; K, ; K,
<4 (z a;) sup( { Lt B e e L - L ))41} ((Bz + By)u,u)
= 4L pigi-1/2;  Pi-i41/25  Pig+i-1/2  Pij-l+1/2

< 16C? (Lzaf) ((B,, + B)u, u)

(3

Montrons maintenant la deuxieme inégalité.

(If(BI + By)u, (B: + By)u) = h? ZI\ [(B: + By)ui J]

o0

- 2
S K Agtivi-1/a;  Astlicipigeg | Ayligri-yz Ayllij-ivif
Z K Z a - + -
=1 Pigi-1/2,5 Pi-t+1/2,5 Pij+i-1/2 Pij-i+1/2

(Z fml) B Zflxg ZZ[ i|( ’u'*“-ﬁ/?:) n (Az:ui-l+3/2,j)g +

f=1 =1 Piti-1/2,; Pi-t+1/2,j

(Ayus.:+z—:f2 2, Ayt j_141/2 o

..+.
Pij4i-1/2 Pi i—1+1/2
L L -
4(2[‘3{])2}222 K;; Agui+l-—1/2,j+ Ki; Au; 412,
[y =1 g Piti=1/2,j Piti-1/2 Pimi41/2 Pimit1/24

K Ayui,j+£~_—1/2+ Ki;  Ayuij-iv17

Pij+i-1/2 Pij+i-1/2 Pig—i+1/2  Pij-i+1/2

L L . . - -
-.(; 16 (z 1&1,) Sup (Z jﬁ.d.( IX:,} + At,] + I\,f‘, + I‘*x,] ))

P i o7 4 P12 Pimlenf2g Pigai-1/2 Pig-i41/2

(B, + B,)u,u)

2

L
< 16C} (}: lazl) ((Br + B, u)

=1 o
en posant

L -t ", .. s -
e (Z iﬁ?{l) sup{4 Z 1] ( R + K " Aflw + .f\w )}
i=1

L7 =1 Figlm1f2,5  Piel1f2i  Pij+i-1f2 Pij=i41)2
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PARTIE III

ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI
POUR L’EQUATION DES ONDES






Chapitre 4

Estimation d’Erreur A Posteriori
pour I’Equation des Ondes
Unidimensionnelle

L’étude du chapitre 2, ainsi que les régles déduites pour assurer une bonne
précision du schéma numeérique, sont basées sur une analyse a priori du comporte-
ment du schéma numérique. En particulier en milieu hétérogéne, on ne garantit
pas la précision des solutions numériques, et les choix de h et At ont une bonne

part d’empirisme.

Afin de remédier & cet inconvénient, on déduit ici une borne de l'erreur
entre la solution exacte u et la solution numeérique uy, en fonction de quantités
calculables & partir de u;. On peut alors véritablement quantifier la précision de
la solution numérique. '

L’étude qui suit est en milieu unidimensionnel. Le lemme fondamental
de majoration d’erreur se généralise au cas bidimensionnel, par des techniques
sophistiquées cf [Babl], [Bab2], [Bab3].
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CHAPITRE 4. ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

4.1 Estimation pour le Probléme Semi-discrétisé

Dans ce premier paragraphe nous allons obtenir une estimation d’erreur a poste-
riori entre la solution exacte et la solution semi-discréte. C’est & dire que nous
allons obtenir une majoration de lerreur en fonction de la solution semi-diseréte.
Pour cela on utilise un lemme fondamental de majoration sur I'espace d’approxima-
tion utilisé di & Babuska et Rheinbolt (cf [Babl], [Bab2]). Nous en déduisons une
majoration a posteriori en norme LZ.

Ensuite, par une hypothése de régularité sur la source émettrice d’ondes, on déduit
une estimation en norme H1,

4.1.1 Probleme continu

Sur Pouvert § =)0, L[, on cherche la solution u du probléme suivant:

1 % 1
R 50 V(mvu) =f zeQ
w(z,0) = 0 =(z,0)=0 (4.1)
u{0,8) =0 uw(L,t) =0

On fait les hypothéses suivantes

K,pe L¥9)
0<KnSK(z) < Kpy < 400
0 < pm < p(z) < par < 40

Nous allons donner une formulation variationnelle de ce probleme. Pour cela on
introduit les espaces suivants:

H = L¥Q)
Vo= H)®)

On muni H du produit scalaire (u,v) = [1/Kuvdz.
Soit alors la forme bilinéaire a{.,.) sur V x V définie par :
a:VxV — R

(u,v) »— a(u,v)z[}lvuvvdx (4.2)
P

Il est clair, vu les hypothéses sur p, que «(.,.) est bilinéaire, symétrique, continue

et V-elliptique sur V x V.,
On suppose que f € C*0,T; H) et on est donc amené a chercher la solution du
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4.1. PROBLEME SEMI-DISCRETISE

probléme variationnel suivant:

feCHO,T;H) uweCY%0,T:VYNCY0,T; H)

2 )
Zg{i(U(t),R‘) + a(u(t),v) = (f(t)v)  VweV
(4.3)

Ou
u(z,0) =0 —(z,0) =0
(2.0) C(z,0)
a(.,.) étant bilinéaire symétrique et V-elliptique, il existe une base orthenor-
male de vecteurs propres (v;) de H associée aux valeurs propres (i;) telle que

YoeV a(v,v,—) = ,u,'(v,v,-).

En décomposant u(t) sur la base (v;) on a que u;(t) = (u(t), v,) vérifie

&
Sz ) Fut) = fit)
(4.4)
ui(0) = 0 -‘%‘;ﬁ(o) =0
La solution de (4.4) est :
ut) = % [ sin(m(t = m)fi(r)ar (4.5)

d’ou u(t) en sommant sur tous les u;. Sous cette forme il est clair que

feCHO,T;H) = u e C¥0,T; H)

4.1.2 Probléme semi-discret

On discrétise I'intervalle Q & I'aide d’une subdivision réguliére de pas h en I + 2

points
O=pp <1 <...<zp<zyqy=1L

On définit alors les fonctions (@)izo.1+1 € Pi(2) définie par:
pi(zj) = &i;

On introduit alors le sous-espace V), de V engendré par les (¢,)i=1.; qui sont nulles
en 0 et en L. Donc

Vi = [pili=11
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CHAPITRE 4. ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

On définit alors I'opérateur d'interpolation (cf [Rav]) par

I, : CYQ) — W
I
v o= Ih(z) = ) v(zipi(z)

=]
On cherche maintenant une solution du probléme semi-discret suivant

feC¥0,T;H) wupeC%,T;Vi)NC¥o,T; H)

2
-g—-?-(uh(t), %’;) + alun(t)vn) = (F(t),vn) Vos € Vi
(4.6)

up(z,0) =0 %;f-(x,ﬂ) =0

a(.,.) étant bilinéaire symétrique et V-elliptique, il existe une base orthonormale
de vecteurs propres (v;3) de H associée aux valeurs propres (u; ) telle que

Vor € Vi a(ve,vipn) = pin(vn,vig).

En décomposant ux(t) sur la base (v;3) on a que u;jp(t) = (u(¥),v;s) vérifie

2., .
65;5"'(*) + winuia(t) = fia(t)
(4.7)
ui(0) = 0 %:?i(ﬂ)mﬂ
Dot
win(t) = —— [ sin(/ER(t — 7)) fsn(r)d (48)
ik = M-L in{\/ii;n e(T)dT .

d’ou ux(t) en sommant sur tous les u;4. Sous cette forme on voit également que

f € C¥0,T; H) => up € C¥0,T; H)

4.1.3 Erreur a posteriori semi-discréte

Estimation en norme L?
On cherche une majoration de 'erreur e(t) = u(t) — ua(t). Pour cela on éerit
Péquation vérifiée par e(f).A t fixé, on introduit la forme linéaire F(¢) continue
sur V définie par:

F(t):V — R

2U v |
v s F(t)(v) = (f(t),v)m(é&%&a,f)wa(ub(t),v)
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4.1. PROBLEME SEMI-DISCRETISE

F est bien définie puisque f € CH0,T; H) == uy € C¥0,T; H)
D’aprés le lemie de Lax-Milgram on sait qu’il existe z(¢) € V tel que

a(z(t),v) = F(t)(v) (4.9)
¢’est & dire en revenant a la définition de F
2
a(z(t),v} = ;EQ%Q’ v) — a(e(t),v) YeeV (4.10)

e(t) est donc solution du systéme suivant

32

=3(e(t)h =) + alet)v) = alz(thv)  VoeV
(4.11)
e(z,0) =0 %{E(x’o) =0

En utilisant la base orthonormale (v;) on a que €;(t) = (e(t), v;) est solution de

3263'
Sp () + pei(t) = pizt)
(4.12)
Oe;
e;{(0) = 0 #(0-) =0
Dol
¢
e;(t) = cr_,-L sin{a,(t — 7))z;(7)dr (4.13)
avec
aj =/l
Puisque
2 & 2
lle(llga =3 _les(t)]
7=l
on a la majoration suivante
9
Ile(t)lf%’n < t/g a(z(r), z(7))dr (4.14)

Par définition de z on a
, | 52 v
YeeV a(z,v) = (f,v)~ gﬁ(nh(t), -I?) ~ a(ui(t),v) (4.15)
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CHAPITRE 4. ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

donc Yui € Vi a(z,vs) = 0 ainsi on peut écrire que

a(z,z) = a(z,z —vp)
= a(Pz,z —wp) vy [ Hpon = Hpz

ou P est la projection orthogonal pour le produit scalaire induit par a(.,.) sur le
sous-espace

W = {ve VﬂCO(Q)/Hw“—*O}
En effet

a(z,z) = a(z,z ~vy)
= a(Pz,z —vy) + a(Pzt, 2z ~ vy)

orw =z — vy € W puisque IIv, = Iz, donc a(Pzt,z —vp) =0

Remarque

Afin de pouvoir définir 5z il faut que z € C%QN) ceci est loisible puisque en
1D HY(Q) C C%Q) (cf [ Lio-Mag ] ).

Ainsi en posant |lz]|% = a(z,2) on a donc
lzllE < WIPzlle- llz — wlle (4.16)

Nous appliquons maintenant le lemme fondamental pour la majoration de I'erreur

Lemme 1
On suppose 1/p € CE(Q) alors il existe une constante C = C(h) telle que
' - <
(onets S mmn 17~ 0allE < C(R)ll2]lE (4.17)

EMONSTRATION

On définit 'espace
W = {veVnCYQ) /v =0}

et on pose w = 2 — vy. Puisque IIjvp, =iz onaw e W. Alors

a(z,2) = q(w + Vh, W + vy)
= a(w,w)+ a(vy, v) + 2 a(w,va)
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4.1. PROBLEME SEMI-DISCRETISE
Traitons le terme a{w, vy ).
a(w,vy) = / EVwVvkdm
Qp

I-1 i+t 1
= Z f ~VwVvdz
;i P

=i

-l ez 1 1 Ti+l 1
= Z/ (=~ WuwVupdr +/ VwVupdr
it Cplz)  pinye i Pi+1/2

ou |
piv1f2 = p((zi + 2i41)/2)
On a supposé 1/p(z) € CH{Q) donc
1
p(z) pin

| < Ch

d’ou

i) 1 1 i+1
[ - ) Vuude < Oh [ VuTuds
xi p(z) A2 zi :

Traitons maintenant la deuxiéme intégrale on a

T 1 i
/ v VwVupdzr = ~ /‘ w_2 wAvpdz + | ! %w]i‘f“
% Pit1)2 T Piti)2 piy12 O 0

Puisque vk flgi g0 € Pi(]zi,zip1[) on a Avy = 0. De plus on a IIzw = 0 done
Vj=1.I-1 w(z;)=0 ce qui entraine

Ti41 1
/ VuwVopdr =0
zi  Pid1f2

Finalement on a

Chlwjy alveli
Ch ljwl|ellvall&
Ch {Jlwil% + lloall%}

a(w,vy)

IN A IA

En revenant & ]{z|[% on peut écrire
iz < (1 - Ch) {|lellE + llvaliE}
d’otl la majoration annocée

Iz =iy < 1+O0M)llE =
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CHAPITRE 4. ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

En revenant & la majoration précédente et en appliquant le lemme, on obtient
IPzlle < lzlle £ C(R)|IPzl|E (4.18)

ainsi en connaissant une estimation de ||Pz||f on aura une estimation de a(z, z)
et donc de l'erreur. Par définition de Pz on peut écrire

a(Pz,w}) = a(z,w) Ywe W
Donc
a(Pz,w) = F(w) Yue W
En particulier pour tout 1 = 1..I — 1 ¥y € D(z{, zi31[) on a au sens des distribu-
tions sur |z, 2i4]
1 8%uy

“VGYP2) = [0+ VGV~ w7 = €loyaonl (4.19)

PZ(I,‘) = PZ(.’.C;’.{.]) = (
En supposant un peu de régularité sur les coeflicients, on peut écrire I'équation
ci-dessus comme une équation différentielle ordinaire. On suppose domnc que
ft) € C%zizin])
/K € C%aizi)) (4.20)
1/p € CWlzi zip]) Vi=1.]-1

et on écrit I'équation ci-dessus sous la forme

A(Pz)
Pz(:!:,')

HoH

ri T €]z, Tip|
0 Pz(zit)) =0 (4.21)

avec

Av = ~V(ivy)

1 62
r;(z,t) = f(I,i) - Auh(z,t) — }1{; atl;h(x,t) x G}Eigzﬁ.l[

On en déduit facilement que
”P'ZHO,}T».‘,M.{[ < Azjﬁn“ri“ﬂ,}zs.xeﬂf (4-22)
Ol Aimin €st la plus petite valeur propre de A sur lzi, zisa[.Ainsi
I-1 o
Z * Pz ridx

=1 S Fi

a(Pz, Pz)

I

(4.23)
I-1

Z A:,Im*,, [ril fg,}z.'.-’-‘ﬂ»t {

=1

IA
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4.1, PROBLEME SEMI-DISCRETISE

On obtient finalement la majoration d'erreur a posteriori donnée par la proposi-
tion suivante

Proposition 4.1

Soit u(t) la solution du probléme continu et ua(t) la solution du probléme semi-
discret au temps t. Alors on a la majoration d’erreur

lu(t) ~ un(®)llia < Cz(h)fzf\ffnmﬁ(/fm [ri(z, 7)[*dz)dr (4.24)

=]
avec

1 a2
ri(z,t) = f(z,t) — Aug(z,t) —~ a:,i,h(a:, ) T €]z, Tipa]
Remarque

On sait que la plus petite valeur propre de l'opérateur A avec conditions aux
limites nulles sur I'intervalle |z;, x,41] est minorée par la plus petite valeur propre

de 1’operateur B = —1/pyA sur le méme intervalle. Ainsi
- b2
)‘t min < _2
pMT

Dans le cas d’un milieu homogéne ol on choisit K(z) =Cpet p=1ona
-1 h?
A=—-A C(h) =1 Ai,min = ;{'3
On a de plus r; = o(1) d’otr

-1

ZA, L / rite, T dz = ofh").

e 1

On a alors l'ordre de convergence suivant

llu(t) = ua(®llog = o(h) 42

Estimation en norme H!

Il est possible d’améliorer ce résultat par une hypothese de régularité sur la fonction
source f. En effet

fECs(ﬂTH)muhEC’(UTI{)
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donc on peut définir
Fiit):V —s R

v — Pt)(v) = (6f(t) 1 Bup(t) Aup(t) . (4.26)

I&' 513 ,v)«—a( 9t )

et puisque z{t) est solution de

a(:(t),v) = F(t)(v) (4.27)
2'(t) = {9_;!;) est solution de

a(2'(t),v) = F(t)(v) (4.28)

Revenons maintenant a l'expression de e;

t .
e(t) = ajlsin(aj(tur))zj(r)dr

avec
aj = \/ij

En intégrant par parties on a
ej(t) = [-zj{r)cos(aj{t — 1)) Jj+ /0: cos(aj(t — 7))zi(r)dr  (4.29)
d’olt
) < 3 ( 22(0) + 23(1) + ¢ f () (r)dr) (4.30)
on en déduit aprés multiplication par la j%™ valeur propre u ;

ale(t),e(t)) < 3 (a(z(O), z(0)) + a(z(), 2(t)) -é-tét a(z}('r), (z_;-(‘r))d'r)
(4.31)

Alors puisque
a('(t),n) =0  Ver eV,

on peut appliquer le lemme 1 ce qui donne

a(e(t)e(t) < 3(a(Pz(G),Pz(G))+a(Pz(t),Pz(t))+t / a(Pzj(r), (Pz (r))dr)

(4.32)
Comme précédemment on déduit que
(
G(Pz(t)! Pz(t)) < Z’\:,mm ri(i)uﬂjz, Tig1]
1=l .
¢ . (4.33)
a(PHOPD) € S Al OlBmee
4 =1
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4.1. PROBLEME SEMI-DISCRETISE

avec
1 0%y,

A CRVNEYC ERP

ri{z,t) = f(z,t) — Aup(z,t) —
(4.34)

r;(:c’t) = %%i(:z:,t)

On peut donc énoncer la proposition suivante

Proposition 4.2

Soit u(t) la solution du probléme continu et up(t) la solution du probléme semi-
discret au temps t. Sous Uhypothése f € C*0,T; H) on a la majoration d'erreur

'u(t) - ufl(t)l%ﬂ < 3pMcz(h) {ZAI min ( lrf({))'Ig,]x.-,:c;H[ + ”ri(t)“g,]z,-,x;.,.g{)

tz=]

oot
+ M g

(4.35)
arves
16°
ri{z,t) = flz,t) - Aun(z,t) — T 5 u?h(::: 1) T €]z, Tis|
(4.36)
ri{z,t) = ?;;'(:r t)
Remarque
Dans le cas d’un milieu homogéne ot on choisit K(z) = Apet p=1ona
h?
A=-A Clh)=1 /\,‘mnm;—i
On a de plus r; = o{1) d’ou
-1 i+
S A [ itz r)Pde = ofa)
1=1
On a alors
lu(®) —ua(lle = ofh) (4.37)
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On peut comparer ce résultat & ’estimation d’erreur a-priori. On a (¢f [Ra-Tho))

1 du(s
It) = Olhan < € b {0l + 1250+ [ 15 Haads .35
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4.2. PROBLEME TOTALEMENT DISCRETISE

4.2 Probléme Totalement Discrétisé

Lorsque le probléme est totalement discrétisé, on cherche une estimation de erreur
totale de discrétisation

(™) — ukll
En décomposant cette erreur en la somme de 'erreur en espace plus 'erreur en
temps il ne reste plus qu’a estimer l'erreur en temps

lua(t™) — uil|

On va alors définir un interpolé @ de la suite (¢} )p=1. 4. On obtiendra alors une
estimation a posteriori de

[fur(t™) — a(t™)l]

et ensuite une estimation de

|lu(2®) — a(t™)]|
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CHAPITRE 4. ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

4.2.1 Cas d’une valeur propre

Dans la suite nous nous rameénerons au cas du systéme suivant :

LhO + W) = f)

(4.39)
w(0) = %(a) = 0

On intégre de facon discréte en utilisant le schéma de Newmark

wH o= ut o+ AL+ A8 (] - 0)in + 6amH)
ﬁn-{hl = u" .«i—Atz ((1 - (5)?.&” + 5ﬁn+1) (4.40)
i+ Wt = fr = ()

Ceci correspond au schéma

uhtl -—2un+u“"I 0 atl 1 n 1 fiwl
= +w (Gu +(5+6 20"+ (5 - 5+ 6)u )

=™+ (3 +86-26)f"+(} =6+ O)f"
(4.41)

Pour le schéma explicite on a § = 1/2 et § = 0, c’est & dire que I'on a

w2y 4 yn?
At2 -+ w?,un = fn (442)

On définit alors I'interpolé @ de la suite (4™ )u=;. n qui vérifie
a(t") = u" @™t =y

. . 4.43)

di, , e di ) (

hd - CU gmtty o gl

= (") =u ) =

Un calcul simple montre que pour ¢ € [#*,t"'] on a

a(t") = (1 —a)u"+ou™ 4+ %’i(a - 3a? + 2a®)(a™! — ")

-— é}i(a — a?)(ﬁn+} + ﬁn) (4.44)

t—t"
At

a = at)=
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4.2 PROBLEME TOTALEMENT DISCRETISE

d’ot pour t € [t*,t"] on a

dt3 (t) + wha(t) = 3(a — 1/2)(E" - i*) + %(iz"“ + ")

w? [(1 —au® + au™ + ég—-?-(a - 3a? + 263G — ") (4.45)
- %ﬁ(a o a2)(ﬂn+l +un)} - y”(t)
On peut réécrire u™(t) sous la forme
pr(t) = 3(a =1/ = i) + (P 4 ) + w0 (@ = 1/2) (™ - u”)]
+ A (g - 3a? + 20%)(@™ — i) + (@ — a2)(i™ + ™)
(4.46)
On pose alors
1 Ld
(1) = W(t) = (7 + 1) (447)

Moyennant quelques notations, nous sommes maintenant en mesure d’écrire P’équation
vérifiée par l'erreur entre u et #. On note donc

et) = Zs”(t)l gn=1,6m]

n=}

(4.48)
~f — 1 al n+1 u
fo) = 520+ et
On peut alors écrire que e(t) = #(t) — u(t) vérifie
L) + Helt) = <0 +(F - N
_ (4.49)
- de
e(0) = Et_((}) = 0

d’ou

e(t) = i L *sin(w(t — 7))e(r)dr + i- [)’ ‘sin(w(t — I)(f - )(r)dr  (4.50)
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C’est & partir de cette expression que l'on va obtenir des estimations a posteriori.
Traitons tout d’abord la premiére intégrale.On pose

Lt) = A sin(w(t — ))e(r)dr (4.51)

t
L@ < [le)ldr (4:52)
On décompose alors £¥(7) sous la forme
ef(r) = m*(r)+pXr)

m¥(r) = 3(a —1/2)(EH - ik) + o2 [(a — 1/2)(u*+ - uk)}

242
+w ft (Cl‘ - 3a? + 2&‘3)(ﬁk+l - ﬁk) (453)
2A$?
pr) = (@ + it a - a?)
Alors
t AR
e < 5 [ ekmlar
(4.54)
=/ 1 v 1
< 3 ([ e+ [ o)
fz=]

11 est facile de voir que

" At wiAL?
m-l < 2 amn _gn-1p 4 2pm -1 in nel
(4555)
) ! At wiAt?
" WAL L e
[»_1 p"H)dr £ it (4.56)
Ainsi
N 2 2
Ih)| < %‘{{’;mﬁ"-—ﬁ"—}i+w2}u"mu““1l+w1‘2t in = )
‘ (4.57)
242
+w 6At lﬁn+&ﬂ-jl}
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Il reste maintenant & majorer la seconde intégrale

L{t) = —[ sin{w(t — ‘r))f('r) — f(r)dr (4.58)

d’ot:

t)| = L \f = Fi(r)dr

1 N
1= fids < 5[ 17 = fl(s)as (4.59)
n=}

A

TEL(IF o + 2211 1)

d’ott le résultat prinéipal de cette partie

Proposition 4.3

Soit u(t) la solution du probléme (4.1) et @(t) Uinterpolé de la suite (v )p=1 N
solution de (4.42). En supposant que Yk = 1.N ff= f(t¥), pour t € AR
on ¢ la majoration d’erreur

O < Tt (IF e+ At llo) + 38 5 E =2

n=}
N owheyml A2 gn o gnel A
+ Atw ;l N |At + 16' Y, IAt-{»—é-—[u + i

(4.60)

4.2.2 Estimation a posteriori de ’erreur en temps

Estimation en norme L?

Revenons maintenant au probléme qui préoccupe. On sait que u(t") est solution
de (F)

&? as Vb
R+ awm) = (e Veel
(4.61)

up(z,0) =0 %?(33,0) =
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CHAPITRE 4. ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

et que u} est solution de (P)

(u}:'*’l — 2uf + up~!
At?

F) +alubw) = () Veel
(4.62)

ud(z) = 0 ul(z) =0

Puisque a(.,.) est une forme bilinéaire symétrique V-elliptique, il existe une base
de Vi, (w;i)i=1.; orthonormale dans L?(Q) associée aux valeurs propres (A;)i=1.1,

telle que
Vor € Vi alvp,wi) = A{vp,widon 1<i<T

(4.63)
[lwilion =1 1<i<7
En décomposant uy, et u} sur cette base on a
1 I
up = Y up = (un, wio,n lunllse = Juil?
1] twz}
(4.64)
7 I
up = 3 ulw, up = (uh, wilon luillia =3 lu?f?
=] iz ]

Alors en choisissant v, = w,; dans (F,) on trouve que u est solution de (Fy;)

d?u; :
TE Ol + i) = f(t) i=1.1
(4.65)
du;
u0) =0 «a-;-((})m{)

et uj est solution de (P ;)

AR T

S w4 Al = £ im0 .

u?(0) =0 u}(0) =0

On pose alors w? = A/|jwil|% et & partir de la suite (u})n=1.n on construit
Iinterpolé @;(¢) défini plus haut. Il est facile de voir alors que 'erreur
ei(t) = 4(t) — ui(t) vérifie

T + wtald) = O+ @pli- 0
P (4.67)
: €y .
e(0) = *2?(0) = 0
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4.2. PROBLEME TOTALEMENT DISCRETISE

En appliquant la proposition (4.3) on obtient

~1

At 3AL -y
)] S Tommomr (16 oo + AL lleo) + 5 D“ At
Wy n=zl
- “*1 A2 G0 — P! At
+  Atw; (;l At —=|—— |At + ——[ii] +

A partir de cette estimation de e;(t) on peut déduire une estimation de
e(t) = ii4(t) — up(t) en norme L3(2). En effet on a

o0
lle)|i5a = ;Iei(t‘)l2

or on sait que

w? = i/ llwillk

sn-1

i)
()68}

(4.69)

(4.70)

done puisque la suite des valeurs propres ); est croissante on la minoration suivante

1
MK

1
— <
-

3

donc

)] < 5= (Al + A4 1) +

3&t\/ﬁ_z|u -ty

(4.71)

-yt Af? gm -l At?
; ) 1 f - ..,’3 ..’?,,I
4 Dty (n};l[ et VAL 4 16] A3 1A +—-—-—6 af +ir
(4.72)
d’on
GO < Af] NI + AR, + R 2:! Mim 2
“ 2,\ A : e T 760 \ &

N n n-1 at2 i ﬁ{z—

na=s]

2 Uy —u, ' iy éﬁi"'} wn—1
+ 3w (Zl 1ot + Ty | At + =[] + i |

2

(4.13)
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Ainsi on peut énoncer le résultat principal de cette partie

Proposition 4.4

Soit up(t) la solution du probléme ({.61) et 4(t) Uinterpolé de la suite (U )n=1..N
solution de ({.62). En supposent gue Vk = 1.N f*¥ = f(t5), pour t € [tN-1 ¢V]
on a le majoration d’erreur

2
e < A% | (1 mozanin + MIF eio )

27K —

- T u;; I Al + QKMMQ«-'-—M:—JM!E
2 ,ﬁn-ml
+ QIxMAt ”Z}( - )At”%*‘QAMAt H;u +un--l”2
"~ (4.74)

Remarque
Dans le cas d’un milieu homogéne ol on choisit & (z)=1letp=1ona
2
”
A=-A Ay = 73

ainsi que l'estimation d’erreur

2
leife < A [BT L (i ”Lm(erpm)*i*&f”f oo r20)

2712 X in — ! ul”!
+ 16#!; = Qf”on'?"gnr;( Bty (475)
2 i = e §
9‘3’5 Z( A;‘ -)At|[E I{Zu +u""ll"’J
f=1 ' =l

Ainsi on peut expliciter I'ordre de convergence de l'erreur a posteriori. En effet
llun(t) — @(t)llon = o(At) (4.76)
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4.3. ESTIMATION A POSTERIORI TOTALE
4.3 Estimation A Posteriori Totale

4.3.1 Estimation en norme L?
En utilisant I'inégalité
lu(t) — @(lloo < |lu) — ur{tillon + Hua(t) — @($)llop (4.77)

et en appliquant les propositions (4.1) et (4.4) on déduit une estimation a poste-
riori de Perreur L3(£2) entre la solution exacte et la solution discrete interpolée en
temps. Plus précisément on a la proposition suivante

Proposition 4.5

Soit u(t) la solution du probléme continu et i(t) Uinterpolé de la suite (uf)n=1.N
solution du probléme totalement discrétisé. En supposant que Vk = 1.N f* =
f(t5), pour t € tV=1,t"] on a la majoration d’erreur

I-1 ¢ rrien
lu(t) - @(®)Ea < cﬁ(h)t;,x;;,m A ( / iri(z, 7)|2dz)dr
37?2

ZAER»m(“f,Hsz(O,T;L?(Q) + At F oo o1irxe)

At? [

2Ky e i® — " A T R
on, > = Atli0,9+91\MllZ(T)AtllE

n=] n=]

oK A X in — ] ORMAL L e
MO S (At —HET S

==l n=—l
(4.78)
avec
ri(z,t) = f(z,t) — Aun(z,t) — L 58 (1) z €)zi, Tin]
(4.79)
T = NAt
Remarque

Dans le cas d’un milien homogeéne ol on choisit K () = 1 et p = 1 on al'estimation
d’erreur suivante

llu(t) = @(t)llon = olh)+o(At) (4.80)
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