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Introduction

Le cadre général de ce travaill en
théorie de la démonstration est 'dtude des
preuves considérées comme des programmes
[Par88, GLT88, Kri90, How80}, et plus
particuliérement celle des preuves de la logique
lindaire [Gir90, Gir87a, Tro92]. Les techniques
utilisées étant souvent de nature combinatoire,
on se référera éventuellement aux classiques du
genre tels [Ber73, Ber79, GWT75, Bol79].
L'essentiel de cette thése est consacrée a
Pétude combinatoire des réseaux de preuve
de la logique Hnéaire multiplicative, tout
d’abord pour le calcul avec la régle de
MELANGE , puis (et c’est 13 le centre
de notre travail) pour un calcul nouveau
portant sur des multi-ensembles ordonnés de
formules, qui étend le premier et peut se
concevoir comme un modéle du paralidtlisme.
Dans ee calcul cohabitent des connecteurs
généralisés définis par des ordres, les connecteurs
commutatifs et associatifs usuels par (%) et
tenseur (@), et un autre baptisé précade (<),
qui posséde les étonnantes propriétés suivantes:
ce connecteur est associatif, non-commutatif,
autodual ((A < B)L = (A* < B%)) et il est
situé, pour Pordre défini sur les formules par
Pimplication linéaire, entre le tenseur et le
par .

The general framework of this proof-
theoretical work is the sludy of proofs-
as-programs [Par88, GLT88, Kridf,
How80], and more precisely  the
proof-theoretical study of linear logic
[Gir90, Gir87a, Tro92]. We often
make use of combinatorial {fechnigues
for which the reader can refer o
the classical books in the area like
[Ber?3, Ber79, GW75, Bol79].

This thesis is mainly concerned with
proofnets of mulliplicative linear logic,
firstly for a calculus with the MiX-rule,
secondly (and this the heart of our work)
for a new calculus dealing with partially
ordered mullisels of formulae, which
eztends the first one and which may be
viewed as a model for concurrency. The
latter involues generalised connectives
defined by orders, the ustal
associative and commutative par (%) and
tenseur (®), and a third one christened
précade (<), which enjoys the following
unusual propertics: this conneclive is
associalive, non-commulative, self-dual
((A < B)r = (AL < BY)), and is in
between par and tenseur for the partial
order defined on formulae by linear
implication,




Cette restriction & wun calecul purement
multiplicatif est juste un moyen de mieux
cerner les problémes rencontrés; nous évoquons
dans la conclusion comment incorporer & notre
calcul les modalités et les quantificateurs (ce qui
est trivial), pour ainsi obtenir un systdme d’un
pouvoir d’expression raisonnable (contenant la
logique intuitionniste du second ordre).

Le calcul ordonné est au confluent de deux
courants de la logique linéaire: [Pétude des
connecteurs généralisés initide dans les articles
[Gir87b] et [DR90], quoique nos connecteurs
généralisés soient d’une autre nature, et
I'étude de la logique linéaire non-commutative
[Gir87a, Yet90], qui se propose d’affaiblir la
régle d'échange — quoique la encore notre
point de vue soit radicalement différent. Il
permet de plus de traiter les éléments neutres
et Daffaiblissement tout en évitant certains
inconvénients de la régle de mélange.

Pour pouvoir appeler calcul ce calcul ordonné,
nous avons commencé par établir les propriétés
suivantes, qui constituent i notre avis le
minimum pour une telle appellation:

* une sémantique des preuves non-dégénérée
(ou modele de Heyting) qui garantisse le
bien-fondé et le caractére constructif de
ce calcul, et qui est ici fournie par les
espaces cohérents,

% un calcul en réseaux, c’est-d-dire un
critére simple qui permette de reconnaitre
les preuves des structures ressemblantes,
et qui soit préservé par élimination des
coupures,

* un calcul des séquents tel que toute
preuve séquentielle se traduise en un
réseau correct

This restriclion to the plain multiplicafive
calculus is just a way to outline the
encountered difficuliies; in the conclusion
we sketch how fo deal with modalities
and quaniifiers (this is siraight forward}
in order to oblain a calculus of a sensible
ezpressive power (including the second
order intuitionnistic logic).

Two {irends of linear logic merge in
the ordered caleulus:  the study of
generalised connectives started by [Gir875]
and {DR90], even though the nature of our
connectives is completely different, and
the study of non-commuialive linear logic
[Gir87a, Yet90] which limits the exchange
rule — even though our approach once
again differs from theirs. Moreover this
calculus provides a proofnet calculus for
unils and weakening which avoids some
drawbacks of the miz rule.

In order lo call calculus the ordered
calculus, we firstly established the
following properites, which, according
to us, are ¢ minimum for deseruing such
an appellation: .

* a  non-degenerated  denotational
semantics or Heyting model, here
provided by coherence spaces, which
ensures the soundness and the

constructiveness of the calculus,

* a proofnel syniaz, ‘e a
simple  criterion,  preserved by
cut-elimination, which dislinguishes
between proofs and closely related
objects,

* a sequent calculus such that any
sequential proof is translated inlo a
correcl procfnet.

INTRODUCTION




INTRODUCTION

Résumons bridvements notre apport aux deux
courants sus-mentionnés.

Concernant la logique linéaire non-commutative,
Pétude s’est essentiellement restreinte au calcul
des séquents (sans modalités ni quantificateurs),
4 celle des valeurs de vérité ou phases (avec les
modalités mais pas de quantificateurs) tandis
que:

% nous disposons d’un calcul en réseaux (et
en séquents) qui s’étend sans peine aux
modalités et guantificateurs,

* nous disposons d’une sémantique des
preuves pour ce calcul, ol le connecteur
non-commutatif s'interpréte par un objet
non-isomorphe & son symétrique

# dans ce systéme, les connecteurs usuels et
commmuitatifs cohabitent avec le connecteur
non-commutatif

Concernant les connecteurs généralisés, nous
avons réussi & leur donner:

% une sémantique des preuves {fournie par
les espaces cohérents); cette question
avait été posée pour les connecteurs
généralisés de [Gir87b, DR90], mais
le simple calcul des espaces cohérents
correspondant n’admet, aujourd’hui encore
qu'une réponse partielle (mais trés
élégante}) en termes de jeux due A
[vdW89];

% un calecul des séquents traitant de ces
connecteurs, dont nous avons réussi &
prouver qu’il était le plus riche 4 ne
donner que des résecaux corrects (par une
étude de D'orthogonalité des préordres, i.e.
du type des modules);

Let us briefly summarize our coniribuiion
1o the two quoted trends.

Concerning non-commutative linear logic
the study was essentialy limited lo the
sequent calculi (without modalities and
quaniifiers), to the truth values or phases
(with modalities but no gquantifiers} while:

« we have a proofnet calculus (and a
sequential calculus} which may be
casily ertended to modalities and
quantifiers

* we have a proof semaniics for this
calculus, where the non-commuialive
connective is inferpreted as an object
non-tsomorphic 1o s symmeiric

* in  this  syslem, the  wsual
commulative conneclives and {the
non-commutative one live under the
same roof

For generalised connectives we manage o
give them:

% & proof semantics (provided by
coherence spaces); this question
had elready been poinled oul
for the generalised conneclives of
[Gir87h, DR90}, and [vdW89] has
given an elegant but partial solution
i lerms of games;

* a sequent calculus dealing with such
connectives, which is proved o be
the largest 1o give correcl proofuets
(by o study of orthogonalily of
preorders i.e. of the lypes of the
proof modules);




* une quasi-preuve de la séquentialisation,
que nous mentionnons, bien qu’un maillon
de la preuve nous fasse encore défaut; en
effet ce serait tout A fait nouveau pour
des connecteurs généralisés. On montre
aussi que le caleul des séquents introduit
est le seul possible pour avoir ce théoréme
de séquentialisation,

* une interprétation intuitive qui s’insére
dans le cadre trés  général de
I'isomorphisme de Curry-Howard entre
preuves et programmes, et de la logique
linéaire comme une logique des actions.

Ce dernier point est bien sur la nouveauté
essentielle, et vient du fait que Pordre porte
aussi sur les coupures, c’est i dire sur les
calculs & effectuer. Une stratégie d’évaluation se
trouve ainsi décrite, et "ordre étant partiel, les
calculs minimaux sont & effectuer en paralldle,
tandis que certains calculs sont 4 effectuer avant
d’autres: cela donne lieu 4 des optimisations
de stratégies, et & une interprétation en termes
de parallélisme que nous décrivons ci-aprés.

* an almost complele proof of
sequentialisation; although a lemma
remains unproved, we include
ifts formulation and ezpose the
established lemmas since it would
be a completely new resull for
generalised conneclives. We show
that the sequent caleulus we give
is the only possibilily to have lhe
sequentialisation theorem.

* an ntuitive meaning for these
conneclives which fits into the
Curry-Howard isemorphism between
procfs and programs, as well as into
the tnterpretation of linear logic as
a logic of actions.

This laller point is of course the
major novelly, and comes from the fact
the order also concerns the cuts t.e.
the computations to be performed. A
compulationnal strategy is thus deseribed,
and as the order is a partial order, ithe
mintmal compuiations are to be compuied
in parallel, while some compulations are
fo be performed before others: this give
rise {0 an inierpretation as a model for
concurrency o be below described.

INTRODUCTION




INTRODUGCTION

8A. Résumé

Commencgons par la partie B, qui est la plus
standard et aussi origine de ce travail:

Le calcul avec la régle de mélange
(Partie B)

Comme ce caleul ordonné est une extension du
calcul avec la régle de mélange, nous traitons
préalablement de ce dernier, qui a son intérét
propre: il permet, en effet, de se passer des
boites L de [Gir87a] (qui sont évidemment
les mémes que les boites affaiblissement).
Un examen minutieux des cas de base de
I'élimination des coupures de [Git87a] montre
que sans ces boites, le calcul avec les modalités
et les quantificateurs conflue,

Néanmoins, si 'on ne restreint pas la régle
de mélange, on a: 1= 1, ce qui signifie
gu'une formule !A se comportie comme une
formule affaiblie.On obtient alors des preuves
de conclusions !A,!B, qui ne se trouvent pas
dans le calcul usuel.

Nous remédions & ce probléme de la manitre
suivante: on indexe les séquents par des entiers,
et on demande que l'index final soit 0. Il est
inutile d’ajouter cette information aux réseaux,
car il se déduit du nombre de composantes
connexes de fout graphe de correction. Cet
index ajouté est un invariant de D'élimination
des coupures, et fournit une sémantique des
phases.

On obtient alors un calcul ot 1 # 1 et o
la prouvabilité des formules avec 1,1,®,% est
décidable en temps polynomial, ce qui est
assurément préférable 4 la NP-complétude de
ce probléme pour le calcul habituel [LW92].

8A. Summary

Let us start by part B, which is the more
standard one and the starting point of
this work:

The mix-calculus
(Part B)

Since the ordered calculus ertends the
miz-calculus we firstly deal with the
miz calculus, which also has s ouwn
interest: il is a way fo get rid of the
L-bozes of [Gir87a] (which are clearly
the same as the weakening bozes). A
close examination of the basic cases of
cul-elimination of [Gir87a] shows that
without these bozes the calculus with
modalities and quaniifiers is confluent.
Nevertheless if we do not limit this
miz-rule, we obtain 1= L, and this
means that a A formula behaves like
weakened formula. We there fore oblain
proofs with conclusions 'A,!B conirary {o
what happens in the usual calculus.

We avoid this drawback as follows: we
index sequents by integers, and we ask for
the final indez to be 0. There is no need
to add anything lo the proofnet calculus
as #f may be compuied from the inveriani
number of connected components of any
correction graph of the proofnet. This
indez is preserved by cut-elimination and
gives a phase semantics for this calculus.

We thus obtain a calculus where 1 # L
and where the provability of formulae
written with 1,1,®,% is decidable in
polynomial time, which clearly improve
the usual case for which i is NP-complele
[LW32]. SRR
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Notons que notre critére pour ce calcul:
“sans cyele et (nombre d’affaiblissement +
1) = (nombre de composante connezes)” se
généralise récursivement au calcul plein de la
maniére suivante: un réseau est correct si et
seulement si P'intérieur de toute boite maximale
est un réseau correct et si le réseau obtenu
en remplagant toute boite maximale par un
axiome n-aire est correct. On obtient ainsi
un calcul correspondant & {Abr9i] dans lequel
on sait reconnaitre les réseaux (“proofs”) des
préréseaux (“proof expressions”).

Mais notre principal intérét pour ce calcul
est que ces réseaux sont le calcul sous-
jacent du calcul ordonné. Ayant du affiner
notre connaissance de ces réseaux pour l'étude
du calecul ordonné, nous avons été conduit
a introduire la notion d’agrégat, dont on
établit clairement qu’ils ont les méme proriétés
combinatoires que les réseaux tout en étant
plus maniables et plus élégants.

Combinatoire
(Partie A)

Agrégats
{Chapitre 2)

Ce sont des graphes dont les arétes sont colordes
tels que pour toute couleur le sous-graphe de
cette couleur soit biparti-complet. On peut aussi
les voir comme une généralisation particulitre
des graphes, différente des hypergraphes: une
aréte est une paire d’ensembles finis de sommets
{(au lieu d’une paire de sommets). I’analogie
se poursuit ainsi: on s’intéresse aux chemins
dits bigarrés, ceux qui n’empruntent pas deux
arétes de la méme couleur — qui correspondent
aux chemins réalisables des réseaux (selon la
terminologie de [Dan90]); ce sont I’analogue
des chemins simples (qui n'utilisent pas deux
fois une méme aréte). On s’intéresse ensuite
aux couleurs scindantes i.e. aux couleurs dont
la suppression des arétes déconnecte totalement
les deux parties du graphe biparti-complet
correspondant; ce sont donc Panalogue des
isthmes.

Nolice our criterion “without cycle and
(number of weakening +1) = (number
of connected components)” may easily
be recursively generalised {o the full
calculus this way: a proofnel if and
only if the inside of any mazimal boz is
correct, and if the proofnet oblained by
replacing mazimal boxes by n-ary ezioms
ts correct. We thus obtain a calculus
corresponding o [Abr§1] in which we
are able to recognize proofuets {“proofs”)
from preproofnets (“proof ezpressions”).
But our main interest in this calculus is
that it is the underlying coleulus of ihe
ordered calculus. As we had lo improved
our knowledge on these proofnets to the
study the ordered ones we were lead
lo infroduce the agregaies notion which
we show fo be the same combinalorial
abjects as proofaets, although they are
more manageable and elegant,

Combinatorics
(Part A)

Agregates
{Chapter 2)

They are edge coloured graphs such that
for any colour the corresponding subgraph
is complele bipartite. They may also be
viewed as a particular generalisalion of
graphs, different from hypergraphs: an
edge is a pair of disjeint finile sels of
vertices (instead of e pair of distinct
vertices). The analogy goes as follows:
we are interested in variegaled paths, i.e.
path not using twice the same colour
corresponding to the feasible paths of a
proofnet (according to the terminology
of [Dan90]); they are the analogue of
simple paths., Then we look af splilting
eolours, i.e. eolours whose removal
totally disconnects the two parts of the
corresponding complete ~ bipariite graph;
they are the analogous of bridges.
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On démontre alors le théoréme suivant: {tout
point d’un agrégal est reli€é par un chemin
bigarré d un poinl d’une couleur scindante, ou
& un poinl d’un cycle bigarré. Les réseaux se
traduisant fidélement (pour les chemins bigarrés)
de deux manitres en des agrégats sans cycle
bigarré, ce théoréme a pour corollaires triviaux
I’existence d’un par scindant dans un réseau,
et Dlexistence d'un tenseur scindant dans un
. réseau dont les conclusions sont toutes des
" genseur ; il permet de plus d’établir ’existence
- de certains chemins dans un réseau, qui sont
utiles 3 ’tude des réseaux ordonnés. On
montre enfin que le nombre de composantes
. connexes de tous les sous-graphes bigarrés
.. maximaux est le méme — celd nous permetira
de traiter les neufres au chapitre 5.

Nous avons pensé que cetie notion d’agrégat
—— 3 la différence des réseaux — et le résultat
les concernant, pouvaient avoir un intérét
combinatoire intrinséque; c’est ce qui explique
qu’on en ait fait un chapitre indépendant.

Ordres et Orthogonalité
(Chapitre 1)

Un autre aspect purement combinatoire de
notre travail et nécessaire & 1’dtude du calcul
ordonné est étude des ordres finis et de
Porthogonalité entre les relations binaires non
symétriques.

On définit, dans ce chapitre, deux opérations
de contraction sur les ordres qui correspondent
respectivement & la formation de A¥B et
de A < B lorsque les formules A et B font
partie d’un ensemble ordonné de formules et de
coupures. On définit aussi les deux opérations
inverses qui correspondent au remplacement
d’une coupure par deux plus petites dans un
ensemble ordonné de coupures et de formules,
la premitre correspondant & une coupure ¥/®,
la seconde & une coupure </ <.

We then prove the following theorem:
any vertex of an agregate is connected
via a variegated path to a vertex of
a splitting colour, or to a vertex of a
variegated cycle. Proofnels are faithfully
(according to variegated paths) translaled
in {woe ways inlo agregales, this theorem
has as straight forward corollaries the
eristence of splitling par , and the
existence of a splitting tenseur in a
proofnet whose conclusions are all ®-
formulae.; this theorem also establishes
the ezistence of particular paths in a
proofnet, which are usefull in the study
of ordered proofnets. We then proof that
the number of connected componenis of
any maztmal variegeled subgraph is the
same, and this enables us fo deal with
units in chapler §.

We think that this agregate notion — as
opposed to proofnet — heve an inirinsic
combinatorial inlerest; that is the reason
why we made an independant chapler of
their study.

Orders and Orthogonality
{Chapter 1)

Another purely combinatorial aspect of
our work, necessary for the study of
the ordered calculus is the study of
finite orders and of orthogonality of non
symelric binary relations,

We define in this chapler, two operations
on orders of contraction which corresponds
respectively 1o the formation of the
formulee A®B and A < B when the
formulaee A and B belong fo an ordered
(multi)set of formulae and cuts. We also
define the two converse operalions which
correspond to the replacement of a cul
by two smaller cuts within an ordered sel
of formulae and cuts, in the first case
for a ®/® cul and in the second for a
< /< cul




Les contractions identifient soit deux points
indiscernables dans l'ordre, soit deux points
dont le premier est l'unique prédécesseur du
second, et le second Punique successeur du
premier. On démontre alors le théoréme
suivant: un ordre fini se contracte en un poinl
st el seulement s'il satisfait la condition globale
suivante: (A< A' et A<Bet B<B) =
(A< B ou A B ou B' < A').

Ce théordme permet de caractériser les
connecteurs généralisés définis par un ordre
qui sont équivalents & une formule; les
contractions de méme espéce étant confluentes,
cette formule est unique modulo l'associativité
et la commutativité du par et P’associativité
du précade .

On définit ensuite I'orthogonalité entre relations:
deux relations sont orthogonales lorsque
leur composée est sans “vrai” circuit (i.e.
(z,y) € ¢ = (y,z) € ¢). On caractérise alors
'ordre le plus riche qui ne crée pas de circuit
(cycle orienté) non-plat lorsqu'on forme un
TENSEUR ou un MELANGE dans les réseaux
ordonnés. Cela permet aussi de définir les
modules du calcul ordonnés.

Réseaux et séquents ordonnés
(Partie C)

On commence par présenter l'espace cohérent
associé au précéde et le produit ordonné
d’espaces cohérents, puis on définit un calcul
en réseaux qui correspond & cette sémantique,
Enfin on présente le calcul des séquents
correspondant, et on étudie la séquentialisation.

Des espaces cohérents au connecteur
précdde (Chapitre 6)

En appelant connecteur multiplicatif les lois
de composition sur “.7, ¢ =" “~" qui sont
croissantes (pour lordre “u” < ¢ =fg “ni)
on voit qu’ill n’y a que trois connecteurs
multiplicatifs: le par , le tenseur et le
précéde .

Contractions idendify either  fwo
indiscernible points, or two points the
first of them being the only predecessor of
the second one, and the second one the
only successor of the first one. We then
prove the following theorem: a finite order
contracts to a vertex if and only if it
enjoys the following global property:
(A< A" and A<Band B'<B) =
(A’SB or AL B or B’SA’).

This theorem provides a characlerisaiion
of generalised connectives which are
equivalen! fo a single formula; because
of the confluence of contractions of
the same kind, the oblained formula
is unique module the associativity and
commutativily of par and the associativily
of précade .

We then define orthogonality between
relalions: two relations are orthogonal
when their composilion has no “real”
circuit (i.e. (z,y) €Ec=> (y,z)&c) We
thus characlerize the largest ovder which
does not creates any circuit (directed
cycle) when we wuse a TENSEUR or
MELANGE rule in the ordered proofnels.
This also leads to the notion of modules
Jor ordered proofnets.

Ordered sequents and proofnets
(Part C)

We firstly introduce the coherence space
corresponding lo préctéde and the ordered
product of coherence spaces, then we
define a proofnel synlar corresponding
to this semanlics. Finally we give
the sequeni calculus and study the
sequentialisation,

From coherence spaces to the
précdéde connective (Chapter 6)

If we call mulliplicative conneclive any
binary operation on “UY, “ =" “~" which
are increasing (with respect 1o the
order “JY < “ =< ) only three
multiplicative connectives ezist: the par ,
the tenseur and the précade .
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On vérifie alors que te connecteur précade est
non-commutatif, associatif, et auto-dual,
et situé entre les connecteurs par et
tenseur pour Dimplication Ilinéaire. En
généralisant la définition de la cohérence
selon le précade , on définit le produit
d’une famille d’espaces cohérents A; ordonnée
par i (1)o@ (@), 2lh)  ssi

Ji [z 2l et V5> f[il ;= 22;}

‘Les réseaux ordonnés (Chapitre T)

On définit un caleul correspondant 4 la
‘sémantique définie plus haut. Ces réseaux
‘généralisent trés naturellement les réseaux de
la seconde partie. Le lien correspondant au
connecteur précade est le méme que celui
du lien par , auquel on ajoute un arc de
la prémisse A vers la prémisse B si la
conclusion est A < B. L’crdre sur Pensemble
des conclusions et des coupures est représenté
par un ensemble d’arcs: on a un arc de F
vers G si et seulement si F< G — ot F et
G sont des coupures ou des conclusions. Le
critére est le suivant: foui graphe de correction
ne contient pas de circuit (cycle orienté).

Les étapes élémentaires d’élimination sont
semblables & celles du calcul habituel.
Néanmoins on doit préciser quel est 1’ordre
sur les conclusions et coupures aprés une telle
étape: dans le cas d'une coupure entre un
par et un tenseur les deux coupures créées
sont équivalentes dans le nouvel ordre (et elles
occupent dans ordre la place de celle qu'on
vient de supprimer) tandis que dans le cas
d’'une coupure entre deux précdde l'une est
des deux coupures créées préctde Pautre (et
elles occupent la place de celle que 'on vient
de supprimer). On montre alors que le critére
de correclion est préservé par élimination des
coupures, et que toute preuve de Ay,..., A,
comportant les coupures ¢y, ....c, dans un ordre
i portant, et sur les A;, et sur les ¢; se normalise
en une preuve de Aj,..,A, dans lordre i
restreint & Ajy,..,An. Cette normalisation est
évidemment forte et confluente.

We then check that this  lalest
précade conneclive is non-commutalive,
associative, and self-dual; moreover il
is in between tenseur and par for the
arder corresponding 1o linear implicalion.
We then generalise the coherence with
respect lo précede fo define the product
of a family A; of coherence spaces
ordered by 1: (xy, . zn) (2%, ) iff
3 [ziz) et Vi > ili] 25 = 2f].

Ordered proofnets (Chapter T)

We here define a calculus corresponding
to the semantics of the previous chapter.
These proofuels are & straight forward
generalisation of the proofuets of part
B. The link corresponding {0 tlhe
précade eonneclive is the par link leaded
with an arc from A tyo B if the conclusion
is A< B. The order on conclusions
and culs is encoded by arcs: there is
an arc from F to G iff F <G —
F aend G being conclusions or culs.
The correciness criterion is the following:
any correction graph contains no circuit
(directed cycle)

The cui-elimination steps look like the
usual ones, bul one must specify the
order on the reduced proofnel: if the
cut-elimination step concerns e par and
¢ tenseur formula, the twoe smaller culs
are equivalent in the new order {and
take the place of the removed cut)if
the cutf-el'minaiion step concerns two
précéde formulae, the two smaller cuts
are lower-equivalent in the new order (and
take the place of the removed cut). We
then prove that the criterion is preserved
by cut-elimination and that any proof
having Ay,..., A, as conclusions, ¢1,....ca
as cuts, 1 as order concerning both the
Ai, and the ¢; reduces to a cui-free proof
of Ai,...,An in the order i resiricted
to Aj,...An. This normalisalion is
obviously sirong and confluent,
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On définit ici la sémantique cohérente d’une
preuve par une généralisation de la méthode
des expériences [Gir87a]. On montre que deuz
ezpériences d'un réseau correct soni loujours
compatibles (modulo le produit ordonné des
espaces cohérents). On montre alors que les
réseaux normaux ont une sémantique non-
triviale, et que I'élimination des coupures
préserve la sémantique cohérente. Ainsi tout
réseau ordonné a-t-il une sémantique cohérente
non-teiviale.  Ceci montre que notre caleul
ordonné représente suffisament de fonctions, ou
de programmes.

On démontre ensuite que dans un résequ
ordonné il est toujours possible de transformer
les liens précdde en liens tenseur ou par de
maniére 4 oblenir un réseau habituel (c’est
trivial pour les réseaux sans coupure et plus
délicat pour ceux avec coupures: il faut utiliser
des résultats des chapitres 2 et 4). Cela montre
que ce calcul est une extension conservative du
calcul de la seconde partie non seulement par
rapport aux preuves, mais auusi par rapport i
la dynamique des calculs.

On démontre aussi que les formules A;,..., A,
dans Uordre 1 sont équivalentes & une formule
F(Ay,....An) si et seulement si ordre i est
contraciile, ce qu'on a défini et caractérisé au
chapitre 1. Dans ce cas, la formule F ne
contient que des précdde et des par et est
unique modulo P’associativité prés de ces deux
connecteurs, et la commutativité du second.
On peut, d’aprés le chapitre I, caractériser ces
ordres.

Calcul des séquents ordonnés
(Chapitre B)

On définit ici les régles du calcul des séquents.
On prend pour chague régle la régle la plus
libérale & ne créer que des réseaux corrects, ce
que les chapitres 1 et 7 permettent de définir.
On vérifie alors que ces régles sont interpétées
par la sémantique cohérente, Le calcul choisi
est un ainsi le plus libéral & ne donner que
des réseaux corrects et & étre interprété par la
sémantique cohérente.

We here define the coherence semantics
of a preef by a generalisalion of the
ezpertment method [Gir87a]. We prove
that any two experiment of & correct
proofnet are coherent, that nermal
proofuets have @ non-trivial coherence
semantics, and {hat the coherence
semanlics of a proofnet is preserved
by cut-elimination. Thus any proofnel
has a non-trivial coherence semantics.
This shows that our ordered calculus
conlains enough functions or programs.

We then prove that any
précéde connective of an ordered proof
net may be transformed info a tenseur or
par in order lo obiain a usual proofnel
(this is straight forward for cut-free
proofnets and trickier for proofnei with
culs: one applies results from chaplers 2
and 4). This shows thai this calculus is
a conscrvative extension of the calculus
of the second part, not only with respect
to proofs, but alse with respect to the
dynamics of computation.

We alse prove that the formulae Ay, ..., 4,
ordered by i are equivalent to a single
formula F(A;, ..., Aq) if and only if the
order iis contractile, which we already
defined and characlerised in chapier 1.
In this case, the formula F only eonlains
précéde and par , and is unique modulo
the associativily of these two connectives,
and the commutativity of the latest.

The calculus of ordered sequents
(Chapter 8)

We here define the rules of the segquent
calculus. We take the most permissive
rules which only lead to correct proofnets,
and chaplers I and 7 enables us o
define such rules, We then check that
these rules admit a coherence semantics
interpretation.  Therefore the obtained
calculus is the largest to be sound with
respect to both coherence semantics and
proofnet syniaz.
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Séquentialisation des réseaux ordonnés
{Chapitre 9)

On donne ici une quasi-preuve de Ja
séquentialisation, i.e. une preuve reposant
sur un lemme de théorie des graphes dont la
démonstration n’est pas encore achevée., On
procéde par la méthode du tenseur scindant.
Il faut, aprés avoir supprimé les par et
précdde finaux augmenter l'ordre de maniére a
trouver une frontidre correspondant i une régle
TENSEUR ou MELANGE finale; des exemples,
issus du chapitre 2, montrent alors qu’on ne
peut se restreindre & ne rechercher qu’un seul
type de frontiére, c'est-d-dire que el que les
régles MELANGE ef TENSEUR ne commuteni pas
(sur les formules, elles commutent évidemment,
mais pas sur les ordres).

Les frontiéres correspondant & des régles
MELANGE ef TENSEUR finales sont d&ludides,
el si aucune ne correspond @ wune régle
alors nombre de chemins sont simullanément
réalisables. Le lemme admis monire qu’alors il
y aurest un circuil, ce qui est impossible dans
un réseau correct,

D'autre exemples du méme style montrent
que si l'on restreint les régles du calcul des
séquents, par exemple si Pordre créé par ces
deux régles TENSEUR et MELANGFE est toujours
d’un séquent prémisse vers l'autre, alors il
existe des réseaux non-séquentialisables.

La preuve n'étant pas finie on envisage
aussi ce qui se passerait si le résultat était
faux: on aurait alors un calcul des réseaux
qui satisferait toutes les propriétés habituelles
mais qui n’aurait aeucun calcul des séquents
correspondant, puisque nous avons montré que
le calcul des séquents proposé est le plus riche
possible 4 ne donner que des réseaus corrects; ce
serait 13 une situation complétement nouvelle.

Sequentialisation of ordered

proofnets (Chapter 9)

We give here an almost complete proof
of sequentialisation, i.e. a proof which
relies on a graph theoretical lemma
whose proof remains unfinished. We
proceed by the splitling tenseur method.
After suppressing the final précéde and
par links, one has to find a border
corresponding to a final MELANGE or
TENSEUR rule. Eramples coming from
chapter 2, show that it is not enough
to look for just one kind of border,
ie. the MELANGE et TENSEUR rules do
not commute — with respect {o formulae
they obviously do, but nol with respect 1o
orders.

The borders corresponding - 1o final
MELANGE or TENSEUR rules are sludied
and we show that if no border corresponds
{0 a final MELANGE or TENSEUR rule then
numerous paths would be simultaneously
feasible, The admitied lemma says that
the exisience of all these simultaneously
feasible paths would imply a feasible
circufl, and this is impossible in a correct
proofuet,

Other examples of the same kind also
shows that when the rules are restricted
to only create order from one premisse
sequent to the other, there exists non-
sequentialisable proofnets.

As the proof is nol finished we also
consider what would happen if {the
sequentialisation should fail. In this case
we would obtain a proofnet calculus with
all the wusual good properties, without
any corresponding sequent calculus since
we have proved that the given sequent
calculus s the largest which give only
correct proofuels; this would be a radically
new situation. '
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§B. Interprétation Naive du
Calcul Ordonné comme
Modele du Paraliélisme

On aura remarqué qu'il n'y a guére plus de
rapport entre un de nos connecteurs et le
“ou” usuel qu’il n'y en a entre un entier
non-standard et le nombre 2: notre systéme ne
mérite Padjectif logique qu’en cela qu’il posséde
(plus ou moins) les mérmes propriétés que la
logique intuitionniste ou classique.

Fort heureusement, Vinformatique fournit un
support relativement concret ol interpréter ce
calcul. Dans notre calcul ordonné, VPordre
porte, et sur les formules conclusions, et sur les
coupures c’est-a-dire sur les calculs 4 effectuer.
Chacun sait que Délimination des coupures
dans les réseaux de preuves est usuellement un
calcul ol tout ce qu’il est possible de faire en
paralléle est effectivement représenté par des
coupures pouvant étre calculées en paralléle.
Néanmoins ce parallélisme outrancier n’est pas
toujours idéal: par exemple, une coupure sur
un affaiblissement a tout intérét, pour que le
calcul termine au plus vite, & éire effectude en
premier, puisque sa réduction fait disparaitre
tout une preuve qui contenait éventuellement
des coupures.

Il est alors utile (et naturel) d’interpréter notre
ordre sur les coupures comme un ordre dans
lequel les réduire. On peut alors décider que
lors d’un affaiblissement, la formule affaiblie
soit minimale dans l'ordre: ainsi une coupure
sur une telle formule sera t elle éliminée en
premier!., Ainsi cet ordre sur les coupures et
conclusions &' interpréte comme une stratégie

~ qui est décrite dans la syntaxe méme.

§B. A Naive Interpretation of
the Ordered Calculus as a
Model for Concurrency

One easily checks thatl there are no more
relationships between our connectives and
the usual “or” than there are between a
non-standard integer and the number 2.
our system only deserves the adjective
“logical” because it (more or less) enjoys
the same properties as intuilionnislic or
classical logic.

Fortunately, computer science provides a
relatively concrete medium {o inierprel
this calculus. In this ordered calculus
the order concerns both the formulae
and the cufs 1e.  fhe computations
to be performed, It 15 wellknouwn
that cut-eliminafion on proofnels is
a computation in which any possibly
parallel computatlions are actually encoded
by parallel compulations. Nevertheless
this ezcessive parallelism 1s nol always
absolute:  for instance, a cul on a
weakening should be performed first, if
we wani the compulation fo be as gquick
as possible, since ils computation erases ¢
part of the proof which possibly contains
cuts.

Thus il is gquile usefull (and natural)
fo inderpret the order on the culs as
an order on the computations, We can
now decide that a weakened formula be
minimal in the order: {his way a cul on
such a formula will always be performed
firs®. This order is therefore interpreted
as a strategy which is described within
the syntar itself '

Len fait il vaut mieux placer cette formule affaiblic en dessous de toutes les formules de hauteur 1 de l'ordre,

pour préserver l'associativité de 'affaiblissement
ZActually, we should rather put such a formulae below all formulas of height 1 in the order, to preserve the

associativity of the weakening rule
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Notons qu’il s'agit 14 de stratégie plutot que
de contraintes et de parallélisme, car le calcul
aboutit toujours et notre calcul interpréte
naturellement une régle ENTROPIE qui oublie
{en partie) l'ordre.

Par contre, en présence d’axiomes autres que
ceux de la logique pure, alors cette régle qui
permet d’oublier Pordre doit étre exclue. En
effet, si ces axiomes extra-logiques expriment
des contraintes destindes & un robot, tels
“ouvrir la porte avant d’entrer”, comme au
cours de la preuve cet ordre se méle aux
autres ordres, il serait manifestement maladroit
de permettre & un quelconque endroit de la
preuve un affaiblissement de cet ordre.

Ainsi en présence d’axiomes extra-logique,
cet ordre modélise-t-il la dépendance et
I'indépendance temporelle des actions et leur
indépendance, c’est-d-dire un calcul paralléled.
Son seul défaut en temps que modéle d’un
calcul paralléle est qu'il ne modélise pas de
situation de blocage.

Supposons maintenant qu’on décide de
n’éliminer que les coupures minimales dans
lordre: pour éliminer une coupure situde aprés
une formule, il faut attendre que celle ci soit
mise en coupure avec sa formule duale. Alors
on a modélisé un calcul paralltle avec des
situations de blocage.

Nous pensons que cette interprétation pourrait

rapidement devenir plus tangible en faisant le
lien avec [MTV90].

3true concurrency: on ne considére pas que A paralléle & B soit “A avent B ou (non-déterministe} B avant
A%
*true concurrency: we do not consider A parallel B to be A before B (non-deterministic) or B before A: it is

il s'agit plus d’'un calcul A la Winskell qu's la Milner

more like a Winskelli calculus than a Milner calculus.

.constraints and concurrency,

strategy than
since the
calculus  always ends, and since our
ealculus  naturally involves o rule
ENTROPIE which forgels (part of) the
order.

Bul, when there are extra-logical azioms,
one has to leave out this rule. Aclually,
if these ezxtra-logical azioms ezpress
constrainls for a robot, such as “open
the door before entering”, since the order
merge with ofhers inside the proof, it
would be an obvious blunder fo allow
anywhere in a proof an application of
this ENTROPIE rule.

Thus, with eztra logical azioms, this
order encodes the femporal dependency
and independency of actions, ie. @
concurrent caleulust. The only drawback
in such a model is that it does not model
dead-lock situalions.

Notice i is more a

Now assume we decide to only compuie
minimal cuts (in the order): o compuie
a cutl above a formule, one has {o wail
uniil the formula is #iself cul with its dual
formula. Then we obtain o model for
concurrency with dead locks situations.

We think this interpretation will soon
become more concrele by making a

connection with [MTV3I0]
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§C. Terminologie et Notations

On trouvera un index des notations, un index
et la table des mati¢res 4 ia fin de la thése.

Pour ce qui est des graphes, on utilise la
terminologie du livie de Berge [Ber79] qui
donne toutes les définitions dont nous avons
besoin dans le premier chapitre , et un index
trilingue 4 la fin de son livre.

On ne s'en écartera que sur le point suivant: un
circuit dans un graphe simple comportant
et des arcs et des arétes (des paires
d’arcs {u = (z,y); 4% = (y,z)}) sera pour
nous un circuit (en son sens) c¢ tel que,
si u€c alors &t € c. Cet usage élimine les
circuits “plats”, comme c’est souvent l’usage
(par exemple si on regarde un graphe comme
un complexe simplicial de dimension 1).

En s’éloignant de l'usage on dira graphe coloré
pour graphe dont les arétes sont colorédes —
mais nous ne considérerons jamais de graphes
dont les sommets soient colorés, ce qui justifie
cet abus commode,

On dira souvent ensemble pour multi-ensemble,
et formule pour occurrence de formule, le
contexte permettant aisément de trancher,

Ordre signifiera toujours ordre partiel, et
relation relation binaire,

La réunion de deux relations U et 9 de
domaines différents E et E’ désignera la
relation sur EUE’ dont les couples en relations
sont WU L. ‘

Les intervalles [n, p] sont évidemment pris dans
N et n[p] désigne Ventier n modulo p, ce qui
est ufile pour indexer les points d’un circuit.

Enfin, tous les objets considérés dans cette
thése sont finis, sauf les espaces cohérents; on
remarquera de plus que les résultats démontrés
sont rarement vrais dans des structures infinies,

8C. Terminolnogy and Notation

We give & netation indexr, an indez and
the table of contenis al the end of the
thésis.

Concerning graphs we vrefer lo  the
terminology of [Ber79] which exposes in
the first chapter all the definitions we
need — and give a multilingual indez at
the end of his book.

We only depart from his definition of «
circuil on the following peint: according
{o our convention a circuit in a simple
graph containing both arcs and edges
(pairs of arcs {u = (z,y);i = (y,z)})
is one of his circuit ¢ such that,
if u€c then & &c. This convention
prokibits “flal” circuits as it is wsual
(e.g. when a graph is viewed as a
simplicial complez of dimension 1).
Though 1 s unusual, we mean by
“coloured graph” an edge coloured graph
— but we never consider (vertez) coloured
graphs, so it is a harmliess and convenient
abuse.

We often say set for multisel, and
formula for occurency of a formula, the
sens being clear from the coniext.

Order always mean partial order, and
relation binary relation.

The union of two relations W and © on
two differents sets E and E' will be the
relation on EUE’ consisting of the pairs
uub.

Intervals [n,p] are obviously included in
N et n[p] stand for the inleger n modulo
p, which is usefull for naming the vertices
of a circuit,

Finally all objects we consider are finite,
except coherence spaces; one can show
that most of the resull we establish fail
for tnfinite structures.

INTRODUCTION
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Chapitre 1

Ordres et Orthogonalité

Comme la conclusion d’un séquent ou d’un résean ordonné est un multi-ensemble fini ordonné, nous
avons préalablement besoin d’opérations élémentaires sur les ordres et d’énoncer quelques propriétés
élémentaires de 'orthogonalité des relations binaires, en particulier lorsqu’une des deux est un ordre.

NoTatioN 1.1, Par ordre nous entendons ici un ordre dont le domaine est fini. Un tel ordre
est totalement déterminé par la donnée, pour tout point z du domaine, de lensemble de ses
successeurs, noté Sz -— ou de I'ensemble de ses prédécesseurs, noté Pz,

Par ordre trivial, nous entendons un ordre dont le domaine est un singleton. Comme il n’y a
qu'un tel ordre & isomorphisme prés, on dira souvent l'ordre trivial.

On éerit = < y[i] pour ziy et = < yli] pour (ziy A = # y) ce qui évite d’introduire des notations
pour lordre strict associé a 1.

Par ordre vide, noté ¢} on entend un ordre discret dont 'ordre strict associé est vide.

On notera JV la relation identique, |u| le domaine de la relation u, U la cléture réflexive et

transitive de U et uiE la restriction & E de Ia relation .

§A. Points Equivalents et Equivalents-Inférieurs

DEFINITION 1.2. [z équivalent & y, = ~ y] On dit que = est équivalent & y dans Pordre i, ce que
Pon note z ~ y[i], si et seulement si

z < zli) <= z < fi] Sz = Sy
Vz et ce qui s’énonce {wssi: et
e < zfi] <= y < 2fi] Pz =Py

C’est bien évidemment une relation d’équivalence, et si x ~ y alors ¢ et y sont incomparables ou

égaux,

17




18 CHAPITRE 1, ORDRES ET QRTHOGONALITE

DEFNITION 1.3. [z équivalent-inférieur 4 y, :cfsy[i]] On dit que z est équivalent-inférieur & y dans
Pordre i, ce que l'on note z~yfi), si et seulement si:

z € 2[i} <= 2 < yli] Sz = {y}
Yz et ce qui s'énonce aussi: et
2 < z[i}] <= y < <{i] Py = {z}

On a alors <y et cette relation est anti-réflexive, anti-symétrique et anti-tramsitive. De plus,
pour fout z il existe au plus un y tel que :J:rsy.

Voici ce que cela signifie localement dans le diagramme de Hasse:

z e~y xfay

§B. Contractions d'un Ordre

Nous avons besoin d’opérations sur les ordres qui correspondent aux régles du calcul des séquents,
et notamment de définir un ordre sur Ai,..An, A¥B et sur A;,..A;, A < B, étant donné un ordre
i sur A;,...A,, A, B. On décrit ici ces opérations, qui seront utilisées dans les paragraphes §G..

DEFINITION 1.4. [contraction d’un ordre suivant deux points équivalents, i/zmyu]

Soient i une relation d’ordre , z, y deux points de |i| tels que z ~y, et u ¢ [i|. On définit fa
contraction de i suivant z ~ y, que Pon note 1/smywu, la relation d'ordre sur |i|— {z,y} U {u}
obtenue en identifiant les deux points x et y et en appelant le point résultant u:

U < 2fifengeu] &= (z<2lil A y<2i])
2 < Ufifznymu] = (z<2fi] A z<yli])
Vz,2' #u 2 < zfifemyan] &= 2 <2i]

On peut aussi formuler cette définition en termes de prédécesseurs:

dans {fpmyoy dans i
Pu = Px=Py
Vz ¢ Sz(= Sy)li] Pz = Pz
Vz € Sz(= Sy)li] Pz = Pz—{z,y}+{u}
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ou de successeurs:

dans i/ mymey dans {
Su = Sz(=Sy)
Yz ¢ Pz(= Py)li) Sz = Sz
Yz € Pz = (Py)li] Sz = Sz—{z,y}+{u}

DEFINITION 1.5, [contraction d’un ordre suivant deux points équivalents-inférieurs, 1/ umzey)
Soient i une relation d'ordre, z, y deux points de |i| tels que 25y, et u & {il. On définit Ia
contraction d’un ordre suivant deux points équivalents-inférieurs, que l'on note i/::'say-wu la relation

‘d'ordre sur |i| — {z,y} U {u} obtenue en identifiant les deux points z et y et en appelant le point
résultant u:

u<alif o 1 = (2<lil A y<ali])

u

r< “[i/:éyw ] &= (z<zfi] A z<yli])

Y

Ve, i fu I <afif o ] =z <]

o if s U

On peut aussi formuler cette définition en termes de prédécesseurs:

dans i/ ¢ dans i
Tray~u
Py = Pz
¥z ¢ Syli] Pz = Pz
¥z € Syli] P: = Pz-{y}+{u}
ou de successeurs:
dans !./rsy“u dans 1
Su = Sy
Yz ¢ Pzli) Sz = Sz
¥z € Pz[i] Sz = Sz—{z}+{u}
Résumons graphiquement ces deux opérations:
AV ] .
dans i ou dans i devient dans i/zeyu

REMARQUE 1.6. (i} Les ordres induits sur [i} — {z,y} par i, i/omyu € i/r:sy“u coincident.

(it} On a z équivalent 4 u dans 1/ 2nywu si el seulement si z, y ef z sont équivalents dans i. De
plus les ordres (i/,;~y~.u)/ et (i/xwz-wu)/ sont les mémes. ..
[TESF 2T Uy ) )

(tii) Soit z équivalent-inférieur & y dans 8. On a uSz dans i/ts y et seufement si ¢ est

équivalent-inférieur & y dans i et y est équivalent inférieur & z dans §. De plus les ordres
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i / et {i / sont les mémes.
(/3'5.'!‘““) ufazmw (/9‘53""") xsumw

(iv) Six, y, z el t sont quaire points distincts de i, lels que les couples z,y el z,t soient chacun

un couple de points équivalents ou équivalents-inférieurs de i, alors les ordres (i/,;,y....u) /‘Z .

et (i/s,tmm0) /”, . soni les mémes,

(v) Si z el y sont deuz poinis équivalenis-inférieurs, et z el t sont deuz poinis distincls équivalents
de i, alors les quatre points z,y,z et t de i sont distincts.

Soit E un ensemble; appelons (E, ¥,<) les formules écrites & I'aide des éléments de F et des
connecteurs binaires % et <. On quotiente (E,%,<) par P'associativité des deux connecteurs ¥ et
<, et par la commutativité de ® (ces connecteurs coinciderons bien évidemment avec ceux de méme
nom de la troisitme partie, mais ce qui est présenté ici, peut se concevoir de maniére purement
formelle).

Soit i un ordre sur E; si ¢ ~y, on note (#%®y) le point résultant de la contraction de 2 et ¥
dans /sy, et si x»sy, on note (z < y) le point résultant de la contraction de 2 et y dans
i/;sy“u. Remarquons que les domaines des contractions successives de { sont ainsi constitués de
formules de (E, ¥,<) ot chaque élément de E apparait exactement une fois dans exactement une
de ces formules.

Soient i) et iz deux ordres sur des formules de (E,®,<). On dit que i; et i, sont équivalents
il existe une bijection du domaine de i, dans le domaine de i, qui préserve l'ordre, et telle que
Pimage d’une formule soit une formule équivalente.

La proposition suivante découle des remarques 1.6., et établit la confluence locale de la contraction:

PROPOSITION 1.7. Soient i; et 1, deuz ordres équivalents dont les domaines, constitués de formules
de (E,%,<) sont tels que chaque élément de E apparaisse eractement une fois dans ezactement une
formule; soit j1 une coniraction de i, el jo une contraction de iy. Si j; w'est pas équivalent & jg,
alors il existe €1 une contraction de j, et €, une contraction de §, qui sont équivalenies.

Un argument standard permet alors d’en déduire le

COROLLAIRE 1.8, Sodent | et j deuzr ondres sur E et iy et jo deuz ordres oblenus par des
contractions successives de 1 et j tels que iy et jo ne contiennent ni points équivalents (distincts) ni
équivalenis-inféricurs . Alors

i=] < ip et jo sont équivalents

§C. Expansions d'un Ordre

Etant donné un ordre sur des formules et des coupures, nous devrons lui associer, lors de la
description des étapes élémentaires d'élimination des coupures, (§B.1. et §B. du chapitre 7) un
ordre dont le domaine s’obtient en remplagant une des coupures par deux coupures plus petites.
Nous avons besoin de deux opérations distinctes, suivant qu’il s’agit d’une coupure entre deux
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précdde ou entre un par et un tenseur . On remarquera que les opérations dont nous donnons
ici la description sont les opérations inverses des contractions précédentes.

DEFINITION 1.9, [expansion equivalente d’un ordre, {/y..z~y] Soient i une relation d'ordre, u € |i|
et z,y & lil. On définit Pexpansion équivalente de i suivant u, que l'on note i/uw;ﬁ.y, comme la
relation d’ordre sur |i]— {u} U {z,y} obtenue en remplagant u par deux nouveaux points équivalents

z et y:

z ~ i/ umony]
z < 2lifumzny] = {u < 2[i])
2 < &fifumeny]l = (2 < ufi])
Vz,2' 22,y 2 <z[ifumzny] =  z< 2]

ce qui peut aussi se formuler en termes de prédécesseurs:

dans 1/ywzmy

Pz = Py
Vz & Su Pz
Yz g Su Pz

dans i
= Pu
Pz
= P} + o)

ou de successeurs:

dans i/umz.uy

Sz = Sy

¥z & Pu Sz
Vz € Pu Sz

dans i
= Su
Sz
= Sz—{u}+{z,y}

DEFINITION 1,10. [expansion équivalente-inférieure

d'ordre, u € |i| et 2,y € |i|. On définit I'expansion équivalente de i suivant u, que I'on note i/ . ,
U~

d’un ordre, i/y..z¢y] Soient i une relation

~¥

comme la relation d’ordre sur |i| — {u} U{z,y} obtenue en remplagant u par deux nouveaux points

équivalents = et y:

zSyli/
Y<#{lfumzy] = (u< i)
2 < afifymzy] = (2 <uli))
Vz, o' # 2,y 2 <il[ifummsy] =  z< 2]

]

<
Ut Droy

ce qui peut aussi se formuler en termes de prédécesseurs;

dans {fymzny

Pz

Py

Vz¢ Su Pz
Vz € Su Pz

dans i
= Pu
= {z}
= Pz .
= Pz—{u}+{y}
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ou de successeurs:

dans {fyezmy dans i
Sz = (1)
Sy = Su
Vi & Pu S8z = 8z
Vze Pu Sz = Sz—{u}+ {z}

Ces opérations d’expansion sont “inverses” des précédentes opérations de contraction:

(i/uﬂxw)/ = i

Tevy i
(i/u-»z(y) /z'sywu = 1
(i/2ngm) / = i
Ut Doy

(‘/xﬁgv‘u) /uma::sy =1

§D. Ordres Contractiles

DEFINITION 1.11. On dit qu’un ordre est contractile si et seulement si il se réduit en l'ordre trivial
par une suite (finie) de contractions.

REMARQUE 1.12. Dés que le domaine a plus de trois points, il existe des ordres non contractiles:
i={a<b¥ <ba<a} est le plus petit ordre qui n'est pas coniractile. Le théoréme suivant
montre que ce contre-exemple est tout A fait générique.

La caractérisation des ordres contractiles est la suivante:

THEOREME 1.13. Un ordre fini i est contractile si el seulement s'il satisfait la condition globale P

suivante;
( a<ada \ ( & gb )
et ou
pi Va,b,a','| a<b | =| ag¥
el ou
\ ¥<b ) \ b < a )

b b
’ b o o
a )
—_— a
;= Q\b’w \bg o NN,
a @ *

a.

lcomme “papillon”: le cas utile dans la conclusion est b < o' et dans le diagramme de Hasse, le dessin obtenu

ressemble & un papillon
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REMARQUE 1.14.

(i} L’implication est vraie dés que deux des quatre points sont égaux.

(i) 1 satisfait cette condition, si et seulement si, pour toute partie E de [i|, I'ordre induit par i
sur E satisfait cette condition.

(ifi) Un ordre satisfait la condition P si et seulement si l'ordre inverse la satisfait.

(iv) L'exemple i = {(z; < zig1), (2 < ¥i),i € N} montre que I'hypothése de finitude est essentielle:
i satisfait P mais n’est pas contractile.

Commengons par quelques lemmes:

LEMME 1.15. Les opérations de contraction et d'expansion préservent P . Autrement dit, si ¥ est
une contraction de i alors ¥ satisfait P si et seulement si i satisfait P

DEMONSTRATION:

“{ satisfait P » = “E satisfait P *
Soient a,b,a’,b’ des points deux & deux distincts de € satisfaisant a <bd- A a<a’ A ¥ <b
dans €, montrons que a ¥ V ¢’ b V ¥ <a' dans &
Si aucun des a,b,a’,6' nest le point u obtenu par contraction de z et y, le point (ii)
de la remarque précédente permet de conclure en considérant les restrictions de i et £ &
{a,b,a’,¥’} qui coincident.
Supposons donc que 'un des a,b,a’,b’ soit u. Par symétrie (en changeant le sens de
l'ordre) on voit qu’il n’y a que deux cas & envisager: a = u et o' = u.

On a donc:

u<bb] et a<dalf] et ¥ <bff
C’est donc qu’on avait, dans {:

y<bli] et a<d'fi] e ¥ <bi].
En appliquant la condition P dans i, il vient:

y <Vl ou o Ui} ou ¥ i)
ce qui entraine, dans &

y <V ou o B ou ¥ o'ff

Tout aussi simple que le cas précédent.

“k _satisfait P ” = “i satisfait P ” Soient a@,b,a',b' des points deux & deux distincts de i
satisfaisant a <& A a<a’ A b <b dans i, montrons que a < ¥ V o' <b v ¥ <a
dans i. Si aucun de ces quatre points n'est 'un des deux points contractés, comme
la contraction préserve Pordre sur les points autres que ceux contractés, et que dans §
Vimplication est vraie, elle ’est aussi dans i.

Si € est obtenu par contraction de deux points équivalents-inférieurs z5y de i il est
possible que deux de ces quatre points soient les deux points contractés. Par symétrie, il
suffit d’envisager les deux cas suivants: a=z ef b=y, et a=2z et o' = v.
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Si a==2z et b=y, comme ces points sont équivalents-inférieurs, on a dans i: & < = et
a' 2y, dott ¥ < a' dans i.
Si a=z et a' =y, comme ces points sont équivalents-inférieurs, on a dans i: b > y.

On peut donc désormais supposer qu'un et un seul des quatre points a,b,a’,b est z ou

LY

y et se restreindre & ne considérer que les deux cas suivants:

sia=zouyon a u<b A a<a A b <b dans B et il sensuit que
ugb V a' b Vv M <a dans €, on a alors (2 <V A y<<b¥) vV o' b Vv VL
dans i, ce qui assure le résultat.

siaf=zouyon a a<bdb A a<u A ¥ <b dans B, et il sensuit que
ag<b V ughb Vv ¥ga' dans §; onaalorsagd Vv a’' b v () <2 A ¥ <y)
dans i, ce qui assure le résultat.

&

LEMME 1.16. Soient 1 satisfaisant P , z; < ... < z,,, une chaine de longueur maximale m > 2, y,
minorant strict de zo et y,, un majorant strict de z,.1. Alors 2y~ et zp ~ Ym.

DEMONSTRATION: Comme Pordre inverse satisfait aussi P il suffit de montrer que z; ~ y.

Remarquons pour commencer gque y; est un prédécesseur de zp: s'il existait un w tel
que y1 < w< 23 la chaine 1 < .. < w < ... < 29 < ... < 2y serait de longueur strictement
supérieure & m.

* Comme la chaine 2; < 23 < ... < 2, est de longueur maximale, z; n’a pas de minorant
strict; la chaine y; < 22 < ... < z,, étant aussi de longueur maximale y; n’a pas non plus
de minorant strict.

* Soit z > #;, montrons que z>y. On a 2> 2; , 23 < 23 et 1 < 29, et la condition P
montre gue

sy V 22 V sz

Les deux premiers cas sont exclus car rs est un successeur de z;. Clest donc que
y1 < #, et comme zp est un successeur de z;, ¥ # #, et on a établi y; < z. La chaine
Y1 < 22 < ... < Ty étant aussi de de longueur maximale, on montre de méme que, si
z >y, alors z > 2y,

Ainsi z; et y; ont les mémes minorants et majorants stricts, i.e. & ~#. <
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LEMME 1.17. Soit i un ordre satisfaisant P . Si PenNPy# @ et SzNSy+# O alors z ~ y.

DEMONSTRATION: Soient a € Pz N Py et b€ S# NSy et soit { un sucesseur de z. Comme on a
<t A z<bhb A y<b

la condition [P impose que:
tgh v 2y V y<t

On voit que ¢ < b contredit le fait que ¢ soit un successeur de z, et que 2 £ y contredit le
fait que & soit un successeur de y. Ainsi y 1.

E b

—

a

Les rdles de # et de y étant symétriques, on montrerait de méme que tout successeur de y
est supérieur ou égal &4 x. Ainsi 2 et y ont les mémes majorants stricts.

La méme démonstration appliquée 4 l'ordre inverse prouve que z et y ont aussi les mémes
minorants stricts, Ils sont donc équivalents. &

Démonstration du théoréme 1.13.: Monirons pour commencer que la condition P est nécessaire,
le. si 1 est contractile, alors i satisfait P . L'ordre trivial satisfaisant P , ceci est une
conséquence directe du lemme 1.15..

Etablissons maintenant que si i satisfait ® | alors { est contractile. On procéde par récurrence
sur le nombre de points du domaine de i: il suffit alors, en vertu du lemme 1.15., de montrer
que tout ordre non trivial et satisfaisant P contient deux points distincts équivalents ou
équivalents-inférieurs. Soit r; < z2 < ... < 2y une chaine de longueur maximale m

* Pordre i est l'ordre discret (qui satisfait ® ) dont tous les points sont

équivalents; comme i n’est pas l'ordre trivial, i contient deux points équivalents.

b OU BIEN POUR TOUT k< m—1 LE POINT 23 A UN SUCCESSEUR Ypi1 7 Lk+1,
et dans ce cas le lemme 1.16. montre que Zp ~ Ym.

b OU BIEN IL EXISTE DES ®; AVEC k€ m -1 DONT LE SEUL SUCCESSEUR EST Zp41,
ET SOIT 2; LE PLUS PETIT D'ENTRE EUX.
Sii=1,

. . ‘rs <
- ou bien x; est Punique prédécesseur de za et x;~zs.

- ou bien z2 a un prédécesseur y; # z1 et le lemme 1.16. montre que zy ~ yi.
Sii> 1, le point x;_; a un successeur autre que x; disons v.
Si 241 n’a pas d’autre prédécesseur que zy,

on a alors :c,-fsm.-.,_l.
Sinon, soit u # 2; un prédécesseur de z;4; On a alors
u< g1 A 2ic1 <Tigr A g <V
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et la condition P montre que:
i1 Su Vovgey V ugo

/ Liya
I°
nr\

Si z;_1 < u, appelons | la longueur de la chaine ¢ de 2i-1 & u. On a alors
1< 1. En effet, si | > 1 la chaine z; < z2... < Tj—1 < 2 < Zigp1 < oo < Ty D€
peut étre maximale car la chaine £y < @3.... < Zjop <c<u < Bigy < . < ¥y
est strictement plus longue. Donc =1, zi41 € Sz;NSu et z—1 € PaiN Py,
et le lemme 1.17. montre que u ~ 2.

Si v < zi41, appelons I' la longueur de la chaine ¢’ de v & ziy1. On a alors
" < 1. En effet, si I’ > 1 la chaine zy < ... < ®j~1 < Zi < Tig1 < oo < T D€
peut étre maximale car la chaine z; < z2.... < 2j_1 <V < ¢ < i1 <. <
est strictement plus longue. Donc I = 1, zi41 € Sz;NSv et zi_1 € Pz Py,
et le lemme 1.17. montre que z; ~ v.

Si ugvet 1(zi <v), montrons que u=v ie. que Wu<wv) Si on
avait u < v, comme z; < Tig1 A U < Ziyy, on aurait, en vertu de
Ia condition P , v zigs V ugz V 2 €v. Cependant, comme
u est un prédécesseur de z;y1 on a 1(u < #;), comme v est un
successeur de z;_; on a 1(v € z;), et nous avons exclus le cas (déja
traité) v € zi41. On a donc u = v et le lemme 1.17. montre que (u = v) ~ i,
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Ce résultat nous permettra de montrer dans le paragraphe §G. du chapitre 7 que les connecteurs
géndéralisés définis par un ordre définissable 4 I'aide des connecteurs binaires sont exactement ceux
définis par un ordre contractile,

On peut maintenant appliquer le résultat 1.8, aux ordres contractiles:

THEOREME 1.18. Un ordre contractile est complétement caractérisé par une formule écrite avec les
points de son domaine el les connecleurs ® ef <, & la commutativité de ¥ el & lassociativité de ¥
el < prés.

Ce résultat nous permettra dans le paragraphe §G. du chapiire 7 de montrer que les connecteurs
généralisés définissables par des connecteurs binaires le sont d’une unique maniére.

§E. Orthogonalité des Relations Binaires

NoraTioN 1.19. Soit E un ensemble fini. On note Rg l'ensemble des relations binaires sur E, JD
l'identité sur E, et l'on dira simplement relation pour relation binaire. Les relations sont désignées
par des lettres gothiques W,0,... etc. On note UY la composée des relations binaires W et ¥ (ie.
z(U0)y ssi 3z [zuz A z0y] ) et U la cldture réflexive et transitive de w: W= |J, .z u". Par chaine
d’une relation W, on entend une suite de points (z;), de cardinal fini, telle que z;Uz;y). Par circuit
d’une relation U, on entend une chaine de W de cardinal > 2, dont le premier et le dernier point
sont €gaux.

DEFINITION 1.20. On définit sur R(E) une relation binaire notée “L” appelée orthogonalité
faible par:
ULb ssi In (UO)* = O

Soit § C Re on note
St={ueRp /YD ES ULV} CRp
et si §,TCREg on dit que SLT ssiVUES Vo €T ulb, ie. SCTE ou T C S+

ProrosiTiON 1.21. Deux relations U et b sur E sont faiblement orthogonales si et seulement si
leur composée UV ne contient pas de circuit.

DEMONSTRATION:  Soit 10 une relation sur E. Pour établir la proposition il suffit de montrer que
pour toute relation W sur F, on a:

(Vn " #0) < (v admet un circuit)

Si W admet un circuit zg,#;,...2p, To, alors pour tout entier n, on a zo 10 x,[,, et par suite
10" n'est pas vide,

Inversement, si n est un entier supérieur ou égal & #FE pour lequel to” # @, alors, per
définition de la composition des relations, on peut trouver une chaine de longueur n+1
20, %1, Tn; les @ ne pouvant &tre deux & deux distincts, cette chaine contient un circuit de

Enumérons briévement quelques propriétés de Iorthogonalité faible:
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REMARQUE 1.22, L’orthogonalité faible jouit des propriélés suivanles, qui justifient le nom
“orthogonalité”:

* La relation L est syméirique, fant sur Rg que sur P(Rg):
(up)" = g = (bu)** = p(uv)"u =g
* Sott §, T C RE.
ScT=TLcs%
SIT & SCTL: & Tcst

(Si)“i" 58

(1)) =s

Nous présentons maintenant une autre notion d’orthogonalité qui est essentiellement semblable &
la précédente pour les préordres, et qui est stable par cioture réflexive et transitive.

DEFINITION 1.23. Soient U et © deuz relations sur E. On dit que U est orthogonale ¢ 1, ce
qu’on note WL 0, si el seulement si:

(- J0) L (6 39)

ProPosiTION 1.24. Sofeni U ef b deur relations sur E. Les relations W ef U soni orthogonales si
et seulement si tout circuit élémentaire de WUV — TV est un circuil de U — v ou de b — 1.

DEMONSTRATION:  Soit Zg,...,n-1,Zo un circuit élémentaire de YUV — IV qui n’est ni un circuit
de 4 — 9, ni un circuit de b —U. Notons que les z; sont deux i deux distincts et que, quitte
4 effectuer une permutation circulaire des indices, on peut supposer que zoMa; et &,_;0zg.
On peut alors extraire une sous-suite z;, = Zq,%i;, ..., Zi, de Zo,..., 21, To satisfaisant

25 (W= Iy, , 2, (0 =T0)zi, , @, (U-TV)2, , z; (0 -T0)zy,

et cela montre que U et Y ne sont pas orthogonales.

Inversement, supposons que (W — J0)(¥ — JD)} contienne un circuit. Il existe alors une suite
20y, I~y de points de E et une suite fp = 2o < f... < i, d’entiers € n—1 vérifiant
les conditions suivantes, ot I désigne lintervalle [i:,ik41] si k < p et I, Densemble

{ipaip-l-l:---in—l:iﬂ}:
* deux points de la suite zg,...,2,.; dont les indices sont dans un méme I sont distincts.
% 51 k est pair et [,{+ 1€ I alors zjltery
% 8i k est impair et 1,1+ 1[n] € I; alors ;9240

Si les points (#¢)ign—1 sont deux & deux distincts, alors 2g,..., 241,20 est un circuit minimal

de uUDB —JV qui n'est ni un circuit de ¥ —©, ni un circuit de v —y, sinon ‘il existe un plus
petit indice i et un indice j tels que i< j<n-1 et z; = z;. Comme ¢ et j ne peuvent étre
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dans le méme Ii, z;,%i41,...,2; est un circuit élémentaire qui n’est ni un circuit de U~ ¥, ni

<

un circuit de b — 1.

REMARQUE 1.25. * % el B sont orthogonales si el seulement si leurs clotures réflevives el
transitives U el 0 le soni, ‘

* W ef U peuvent élre orthogonales el contenir une ef Vautre des circuils el étre orthogonales.
* st UNBNIVD = el si U el B sont orthogonales alors U el V sont faiblement orthogonales.

* Uorthogonalité jouit également des propriéiés mentionnées dans la remargue 1.22.

§F. Ordres et Orthogonalité

Les résultats présentés ici servent principalement & définir ordre maximal que l'on peut prendre
sur le séquent conclusion des régles TENSEUR et MELANGE du chapitre 8 — i.e. le plus grand ordre
qui ne crée pas de circuit dans les réseaux ordonnés correspondants et qui soit interprété par la

sémantique cohérente.

DEFINITION 1.26. Soient E et E' deux ensembles finis disjoints, On dit qu’une relation | sur
EUE' satisfait la condition T([, E, E') lorsque:

zlz’ zly
Vz,y€ EVz',y’ € E'| et |=]| ou
vly il

=
1 f—\y
E e’

ol
. y 7)/\_,&&
£ E \ ”’ EE; E. \ la)

THEOREME 1.27. Soient E el E' deuz ensembles finis disjoints, i un ordre strict sur E et i’ un
ordre stricls sur E', et | un ordre sirict sur EUE’ contenant iUt Les propositions suivanies sont

équivalentes:

(i) Yu e R(E) Yo e R(E') (uliet w Li)= 11 (uuw)
‘e ’ _ —
(ii) (L, E, E') et IIE =i et I]E, =i
St elles sont satisfaites ont dit que | est une ertension orthogonale de 1,j -

DEMoNsTRATION:  Montrons que (i) implique (ii).
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Pour établir que les restrictions de | & E et E’ sont i et i', compte tenu de Iinclusion
{ui et de la symétrie du probléme, il suffit de montrer que i contient la restriction de [
a E. Si ce n'était pas le cas, il existerait de points distincts 2 et y de E tels que 2ly sans
que ziy. La relation U = {(y,2)} = uU D serait orthogonale & i mais non & [.

Supposons maintenant que T([, E,E’) ne soit pas satisfaite. Il existe donc 2,y € F et
'y € E' tels que zle!, y'ly, T(2ly) et T(y'le’). Notons que z # y et 2/ £y puisque [ est
transitive. Comme les restrictions de | 4 F et E’ sont respectivement i et i, il s'ensuit que
u={(y,z}} et W = {(2’,y')} sont respectivement orthogonales & i et i'. Or z,2',y',y,z est
un circuit élémentaire de [U (U UW) — IV qui n'est ni un circuit de {— (MUW), ni un circuif
de (UUW)~ I, ce qui montre que [ et HUW ne sont pas orthogonales.

Montrons maintenant que (ii) implique (i). Supposons qu’il existe deux relations U et ' qui
soient respectivement orthogonales & i et i’ et telles que WU ne soit pas orthogonale A I,
Il existe alors des circuits de (WUW)UI— TV élémentaires qui ne sont ni des circuits de
(wuw) —1, ni des circuits de [ - (WU W). Choisissons en un qui soit de longueur minimale.

* §’il ne contient que des points de E, c’est un circuit de (uUElE ~J0) qui n’est ni un
civcuit de 14— [ o ni un circuit de [E — U, et par suite []E # 1.

* Sinon, ce circuit contient et des points de £ et des points de E'. Quitte & effectuer une
permutation circulaire des indices, on peut supposer que ce circuit sécrit xy,19,.., 2., 2
avec 1 € F et z; € E'. Appelons i le plus petit indice > 2 tel que z; soit dans FE.
Comme [ est un ordre strict et que le circuit choisi est de longueur minimale, z; et z;
sont distincts, ainsi que 23 et z;_;. On a alors zilzy et z;.(z;, et, comme le circuit
est de longueur minimale T(z;l2;} et V(z;.,{z2, ce qui contredit T(L E, EY).

<
DEFINITION 1.28. Soient E et E' deux ensembles finis d’intersection {#}. On dit qu’une relation [
sur BU E' satisfait la condition T,({, E, E') lorsque:
T(LE E): VyeE ¥y € E|yly = (ylz ou zly’)
et

vy = (y'lz ou zly)

y iy = 4 —\Y wyu___,.g)

7

E = E E € g’

THEOREME 1.29. Soient E el E' deuz ensembles finis tels que EN E' = {z}, { un ordre strict sur
E et i un ordre siricts sur E', et | un ordre strict sur EUE' contenant iUl Les propositions
suivanies soni équivalentes: ST

() Yu e R(E) Vo e R(E") (uLiet W Li)=1L(uuw)
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[iE =1 et [[E‘ =

el

(i) | T(I, B, E' - {z}) et T(l,E — {z},E")
et

(I, E, E')

DEMONSTRATION:  Montrons que (i) implique (ii).

* Il est clair que (i) entraine T(l, E, E' — {z}) et [[ =1, et T([, B — {z}, E') et [E’ =i.
il suffit en effet dappllquer deux fois le theoreme précédent: une premiére fois en

remplagant £’ et i par E' — {2} et 1[}3J =)’ et une seconde fois en remplagant E et i
ht £

par K — {2} et XIE =)

* Montrons maintenant que T.([, E, E’) Soient deux points y € £ et y' € E’, que l'on peut
supposer distincts de z, tels que yly’ et soient ¥ = {(z,y)} et U = {¢,2)}. Commﬁ [
n’est pas orthogonale & HUW il s ensult que 1 n’est pas orthogonale & U, ou que i’ nlest
pas orthogonale & . Comme i et i’ sont transitives, on a alors yiz ou a:ly et done
yiz ou zly'.

Montrons que (i) implique (i) en montrant qu’il est impossible que T(i) et (ii) soient
simultanément satisfaites. Soit donec U € R(E) et W € R(E’) deux relations respectivement
orthogonales 4 i et i', telles que [ ne soit pas orthogonales & WUW. La relation (funuy —J0
contient donc des circuits &lémentaires qui ne sont ni des circuits de [— {uUw), ni des
circuits de (WUW) ~[. Prenons en un ¢ qui soit de longueur minimale. En vertu de la
démonstration du précédent théoréme, on peut se restreindre au cas oli z figure dans ce
circuit, et les symétries du probléme montre qu’on peut alors supposer que z figure dans
€ =29, Z,&y,...8n_1,20 de 'une des deux manitres suivantes: zgUz et zlzy ou zoUz el zu'z,.

% Si zoutz ef zlzs, alors il existe deux points consécutifs z; et Xitifa) de ¢ satisfatsant:
zi € E' — {z}, zipin) € E — {2}, et zilzipqp.
> sl ¥ = z;, comme [ est un ordre, on a :c[:z:,—+1[,,], ce qui contredit le fait que ¢ soit
de longueur minimale.
> Sinon T([, E, E' — {z}) montre que zlzg ou z;{zs, et chacune de ces deux propositions
contredit le fait que ¢ soit de longueur minimale,

* Si zoWz ef zWzy, comme E — {z} et E' — {z} sont disjoints, et que z n’apparait qu'une
seule fois dans c, il existe un indice i tel que a:,-[a:,v_,_l[,,} avec x; € B et xypqm) € E.
La condition T.([,E,E') montre alors que z;{z ou zlz;1{, et chacune de ces deux
propositions contredit le fait que ¢ soit de longueur minimale.

<

§G. Circuits dans un Graphe et Orthogonalité

On considére ici des graphes simples sans boucles contenant des arcs et des ardtes. De tels
graphes correspondent bien évidemment 4 des relations binaires anti-réflexives. Néanmoins il est une
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A

différence ennuyeuse entre les deux présentations: dire que la relation associde & G est sans-circuit
est strictement plus fort que de dire que § est sans-circuit. En effet, un usage?, qui convient
parfaitermnent 4 notre étude des réseaux ordonnés, est de ne considérer, dans un graphe, que les
circuits non-plats: un eircuit non-plat d’un graphe est un circuit de la relation qui ne contient pas
(z,y) et (y,z). Plus précisément:

DEFINITION 1.30. On appelle graphe (simple) ¢ de sommets S, et d’arcs a le couple (5,0) ou
@ est une relation binaire antiréflexive sur S. Les chaines de @ et les suites d’arcs consécutifs de
de G — appelées aussi chemins, pour des raisons évidentes — se correspondent bijectivement,

Un chemin ¢ :ag = (20,21),61 = (21,22),..,an_1 = {(zn-1,2n) d'un graphe G = (S,a) tel que
zy, = 29 est appelé un circuit de G si et seulement si

a€caddec
ou
@=(y,2z) & a={(z,y)

DEFINITION 1.31, Soit (G, a) un graphe simple; on appelle connexité de G la relation @; autrement
dit, 0y si et seulement s'il existe un chemin de z & y dans G. On notera que, le graphe n’dtant
pas symétrique, la connexité n’est pas forcément symétrique, et n’est donc pas, en général, une
relation d'équivalence, La plus petite relation d’équivalence qui la contienne s’appelle Ia connexité
faible, et la plus grande relation d’équivalence qu’elle contienne s’appelle la conmexité forte,

Etant donné deux graphes sans circuit G, = (51,81} et Go = (Ss,83), une question vient
naturellement & l’esprit: leur réunion G, UG, = (51U S2,a; Uag) est-elle aussi sans circuit? Le
théoréme suivant, et surtout son corollaire montre qu’il est nul besoin de connaitre explicitement

@; et @y pour répondre & cette question. Ces résultats nous serons fort utile pour établir la
modularité des réseaux ordonnés,

THEOREME 1.32. Soient G; = (51,81) et Gy = (S,,02) deur graphes simples sans circuil. On a le
résultat susvant:

Gl =>GUG, = (51 U8, a, Udy) est sans circuil

De plus, si Gy el Gy salisfont la conditition:
Cc: - Vo (ueaydada)\ (veayzaga)

alors
4 La; <= GIUG, = (51 US,a U 0y} est sans circuit

DEMONSTRATION:  Si §; UG, contient un circuit, il en contient un ¢ qui est élémentaire. Comme
G1 et Gy sont sans circuit, ¢ contient un arc de a; — @z et un arc de 0y — ;. En vertu de la
caractérisation de l'orthogonalité établie par la proposition 1.24., le relations a; et ¢y ne sont
pas orthogonales.

2qui correspond par exemple A& 1%étude homologique d'un graphe considéré comme un complexe simplicial de
dimension un
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Supposons maintenant que Gy et G, satisfasse la condition C et que a; et d, ne soient pas
orthogonales. Il existe alors un circuit élémentaire ¢ de @;Uas —JV qui contient un arc de a;
et un arc de dz. Si ce circuit contenait deux arcs u et #, alors il serait de la forme z,, 22,2
avec u = (2y,29) et @ = (29,21), et la condition C ne serait pas satisfaite. Il s’ensuit que ¢
est un circuit de Gi UGs. <&

COROLLAIRE 1.33. Soient Gy = (S;,4,) el Go = (52,a3) deuz graphes simples sans circuil. Alors
les deuz preopesitions sutvantes sont équivalentes:

C: Yu uea] = i al ueu[ =4 at
o ! Si1NSy e 2 §1nS, A 2 §1nS5; ¢ ! 5118,
(i) | et
Gt Ge sans circuil
i) @ l L& ]
( ) ! 51NS, 2 51NS,
DEMONSTRATION: En effet la condition €’ est équivalente & la condition C et d’autre part,
'ﬁl, .Lﬁgl équivaut & a; L d». En effet si a; L a; alors @; L @y et par stabililité de
S8y 51n8,
Porthogonalité par sous-relation, on en déduit que: ﬁ';l _Lﬁgl . Supposons maintenant
5118,y Sins,

que @; et fI; ne soient pas orthogonales. Alers la proposition 1.24. montre qu'il existe une
suite zg, 21, .., 2n-1 d'éléments de 5, U Sy tels que:

30(61 — 33)21,2’:1(32 - ja)a:g, ............ In_l(d1 - J‘O)zn, :B,;(ag - 33)30

Il est clair que les points z; sont des points de 5, NS, et que le éircuit ci-dessus est un

circuit de E;I Ua, — 30, ce qui montre que "u"ll et Ty ne sont pas
51015, §,n8; 5,15, 5105,
orthogonales. &
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Chapitre 2

Agrégats

§A. Introduction

Nous étudions ici les agrégats qui sont des graphes moins spécifiques (et donc plus maniables) que
les réseaux, dont les propriétés combinatoires sont cependant les mémes ~— comme nous le verrons
au chapitre 4. Les agrégats sont une généralisation particuliére des graphes dans laquelle une aréte
est une paire d’ensembles de sommets (au lieu d’une paire de sommets); on remarquera qu’une
“aréte” généralisée en ce sens a toujours deur sommets, ce qui n’est pas le cas des hyperaréles
d’un hypergraphe.

Plus précisément, un agrégat est un graphe dont les arétes sont colorées, tel que, pour toute
couleur «, le sous-graphe de couleur o est biparii-complet. On s'intéresse alors aux chemins bigarrés
i.e. aux chemins qui ne contiennent pas deux arétes de la méme couleur. Si l'on pense les agrégats
comme des graphes généralisés, ces chemins sont donc ’analogue des chemins simples (ceux qu
n’empruntent pas deux fois la méme aréte). Comme les réseaux correspondent aux agrégats sans
cycle bigarré, qui généralisent les foréts, ceux-ci nous intéresserons plus particulidrement. Cela n’'est
pas trop surprenant: les preuves habituelles sont effectivement des foréts, et un réseau est, grosso
modo, une classe d’équivalence de preuves habituelles.

Une couleur o sera dite scindante si la suppression des arétes de couleur o déconnecte totalement
les deux parties du graphe biparti complet de couleur a. En poursuivant ’analogie, il s’agit donc
d’un isthme. Nous démontrons alors le résultat suivant: dans un agrégat sans cycle bigarré, il y a
toujours une couleur scindante. Ce résultat est & mettre en paralitle avec le résultat bien connu
suivant: dans une forét, toute aréte est un isthme (dans notre cas le “toute” est devenu “une”).

En fait, I’énoncé exact du théoréme ici démontré est: tout point d’un agrégat est relié par un
chemin bigarré 4 un point d’une couleur scindante, ou est relié par un chemin bigarré & un cycle
bigarré. :

Ce résultat permet d’unifier les diverses preuves des théorémes de séquentialisations des réseaux
multiplicatifs, et établit l'existence de certains chemins bigarrés, dont notre étude des réseaux fera
grand usage.

35
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Ce résultat entraine trivialement les corollaires suivants pour les réseaux avec la régle de mélange:

* existence d’un par scindant dans un réseau (cf §B.1. du chapitre 4)

* existence d'un temseur scindant dans un réseau dont toutes les conclusions sont des
tenseur (cf §B.2. du chapitre 4).

8B. Agrégats

On suivra la terminologie de [Ber79].

On traite ici de graphes dont les arétes sont colorées. Par commodité, mais en s’éloignant de
I'usage, on dira “graphe coloré” pour “graphe dont les arétes sont colorées”.

DEFINITION 2.1. Un agrégat (de graphes bipartis-complets ) est un graphe coloré el fel que, pour
toule couleur le sous graphe correspondant est un graphe biparti-complet .

Exemple d’agrégat GO:

o

e LE LW
"
-

1Y d

DEFINITION 2.2. Un ensemble d’arétes colorées est dit bigarré si et seulement s’il ne contient pas
deuz arétes d’une méme couleur. .

DEFINITION 2.3. Une couleur o d’un agrégat est dite scindante ssi les arétes de couleur a séparent
les deuz parties du graphe biparti-complet correspondant.
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8C. Enoncé des Résultats

Le principal résultat de cette partie est le suivant:

THEOREME 2.4. Soit G un agrégal, et X lun de ses sommels non isolé ; alors G contient l'une
des configurations sutvanies:

X—L—% un chemin bigarré de X & un sommet d’une couleur scindanie.
X-2—® un chemin bigarré de X & un sommet d’un cycle bigarré.

HyYPOTHESE 2.5. On voit que ce résultat vaul si el seulement s’il vaut pour un agrégal connezxe; on
" se limitera done, dans la suile, aur agrégails connexes.

Comme le lecteur I’a remarqué nous utilisons différents types de caractéres:

+ Les majuscules calligraphides G F H designent des agrégats.
* Les lettres grecques o, f,... désignent des couleurs,

# Les majuscules romaines X|Y,... désignent les sommets.

+ Les minuscules italiques a,b,c... désignent des arétes.

* Les minusules sansérif p,s,c... désignent des chemins ou des cycles.
Nous utilisons les notations suivantes:

% on dira que deux points sont B-connectés s’ils sont reliés par un chemin bigarré

% d € « signifie que l'aréte d est de couleur o (i.e. est une o[Gl-aréte ou, s’il n’y a pas de
confusion possible, une a-aréte).

* ofG] désigne les sommets du sous graphes de couleur & de § . La précision “[G]” sera
éventuellement omise.

* Parfois, «[G] désignera les «-arétes de ¢ , comme dans D'expression § — a; le contexte
permettra de faire aisément la différence. La précision “(G]” sera éventuellement omise, comme
dans G — o

x On dit que X est un a-sommet de G ssi X € a[G], i.e. ssi X est incident & une alG]-aréte.

% On désigne par a*{G] et o~[G] les deux parties du graphe biparti-complet correspondant. (Ce
sont donc des ensembles de sommets.} La précision “{G]” sera éventuellement ommise,

* G — « désigne le sous-graphe obtenu & partir de G en supprimant les a-arétes.
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§D. Etirement d'un Agrégat

Nous allons ici étudier une opération sur les agrégats dont les propriétés sont nécessaires & la
preuve des résultats précédement énoncés. Cette opération dépend de deux paramétres. Le premier
est at, 'une des deux parties du graphe biparti complet correspondant &4 une couleur a, et le
second est une couleur 3.

Cette opération consiste :

* ajouter une o-aréte entre tout sommet de ot et tout sommet de B qui n’est pas dans o™, & ‘
moins qu'il y en ait déja une, ‘

* supprimer les [-arétes.

Le résultat de cette opération, appelée étirement et notée G,+¢ 5 st aussi un agrégat (voir
la proposition 2.9. ci-dessous), qui a une couleur de moins # !. Si Von procéde & plusieurs
étirement consécutifs dont le premier paramétre est le méme, le résultat ne dépend pas de Dordre
des étirements. (voir proposition 2.16. ci-dessous), et on peut donc définir cette opération avec un
ensemble de couleurs pour second paramétre. Notre preuve (prochain paragraphe) utilise de maniére
cruciale cette opération avec les paramétres at et 8= {fi,...,0,} dans le cas suivant: il y a un
chemin bigarré entre deux sommets de o~ utilisant les couleurs Bi,...0s et aucun des f;-sommets
n’est dans a¥. !

Dans ce cas, la preuve a besoin des résultats suivants:

* toute couleur scindante de agrégat étiré G,+ g est une couleur scindante de G . (voir les
propositions 2.12. et 2.14.). -

* tout chemin bigarré de Pagrégat étiré G,+¢ g provient d'un chemin bigarré de G (voir le
lemme 2.17.). B

En gardant ceci en téte, nous pouvons maintenant commencer notre étude de I’étirement:

DEFINITION 2.6. Soient G un agrégat, ot une des deux parties de I'une de ses couleurs et 8 I'une
de ses couleurs. On définit I'étirement G,+¢ g de G de ot vers B comme I'agrégat suivant: (nous
le définissons ici comme un graphe coloré, mais la proposition suivante montrera qu’il s’agit bien
d’un agrégat):

*x G et Gore g ont les mémes sommels.

* Les couleurs de G,+¢ 5 sont celles de G sauf g 2

* Pour toute couleur vy # a,8 , Gu+¢ p & les mémes y-arétes que G .

*x Il y a une a-aréte entre deux sommets de G,+¢ p 5i et seulement si P'une des deux clauses
suivante est satisfaite; '
b il y en avait déji une dans G

> dans G Vun des deux sommets était dans B[G] mais pas dans o~ [G], et I'autre était dans

a*[g]

13 moins que o =, mais nous n'utiliserons pas ce cas trivial
2% moins que 9 = o dans ce cas, Ga...(_ o = convient mieux & notre étude
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Voici Iétirement G%,+ g de notre exemple Go;

PROPOSITION 2.7. Pour toute couleur v de l'étirement G.+¢ 5 d’un agrégat G , le sous-graphe
Y[Ga+< gl est biparti-complet. :

DEMONSTRATION! Pour toute couleur ¥ # «,F le sous-graphe 7[Go+< p] de Gate g est
biparti-complet puisque c’est le méme que ¥[G]. On vérifie aisément que le sous-graphe
a[Gate p] de Gote p est le graphe biparti-complet suivant: l'une de ses deux parties est
ot G+ ¢ p) = at[G] (la méme que dans G ) et L'autre est a™ [Gate sl = a~[GlU(BIG]\ ot [G]).
Puisque o~ [G]Nat[G] = @ les parenthéses peuvent étre omises; on les a dcrites pour souligner
que a=[Gate p] D (6] o

PROPOSITION 2.8. Deux sommets sont connectés dans G (1) ssi ils le sont dans Go+e g (2).

DEMONSTRATION:

* (1)=(2) It suffit de démontrer que si deux sommets étaient adjacents dans § alors ils
sont connectés dans G,+e g - S'ils sont y-adjacents avec vy # 3, alors ils le sont encore
dans Ga+e g - S'ils étaient B-adjacents dans G prenons un sommet Z dans ot{G]: Z est
a-adjacent 3 Pun et I'autre dans G,+¢ g - lls sont donc connectés dans Gove g -

* (2)=>(1) Soient X et Y deux sommets connectés de Gate g ; ils sont aussi des sommets
de G qui est connexe par 2.5.. '

<&
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PROPOSITION 2.9. L’étirement G,+¢ s d’un agrégat connexe G est aussi un agrégat connexe,

DEMONSTRATION;  Conséquence immédiate des deux propositions précédentes. <

ProprosITION 2.10. Les deux graphes G —a— 3 et (gaq.(_ ﬁ) — o sont Identiques:

DEMONSTRATION:  Evident d’aprés la définition d'un étirement. <

D.1. Etirement et Couleurs Scindantes

PROPOSITION 2.11. Si 4 # o, 8 alors les deux agrégats suivants F et M sont identiques:
F= (g - 7)«1-4 A

H: (ga{'é ﬁ) -

DEMONSTRATION:  Remarquons d’abord que ces deux agrégats ont les mémes somimets {ceux de
G ) et les mémes couleurs {celles de G exceptées v et 8). Il suffit donc de montrer que pour
toute couleur § # 3,7 de G deux sommets sont é-adjacents dans F si et seulement g'ils le
sont dans H .

Si & # «, c’est évident: la proposition 2.10. montre que F —a = ((G ) {,) —a=G—r—uw
et H—a=Gotep—Y—a=0otgp—a—y=0G—a—1.

Comparons maintenant afF] et o[H].

On a a*[F] = a*[G — 7] = a*[G] et ot [H] = at[Ga+¢ g] = at[G]; ces deux parties sont donc
les mémes.

On sait que a~[F] = a~[G - 7]U (66 71\ a*[6 1)) = a~(6] U (BI6] \ a*(6]) tandis que
o~ [H] = & [Gate p] = & [G1U(BIG]\ at[G]); ces deux parties sont donc aussi les mémes, ce
qui achéve la démonstration. <

PROPOSITION 2.12. Si 7 # a est une couleur scindante de Go+< g alors 7 est une couleur scindante
de G .

DEMONSTRATION: Nous allons plutét montrer que si 4 n'est pas une couleur scindante de & ,
alors 7 n'est pas une couleur scindante de Go+e p - On remarquera que toute couleur de
Gate p est une couleur de G , et hypothése signifie donc qu'il existe deux sommets dans
des parties opposées de ¥[G] qui sont connectés dans G — 7. Puisque D'dtirement préserve
la connexité (proposition 2.8.), ils sont aussi connectés dans (G —7T),+¢ - L8 proposition
2.11. affirme alors qu’ils le sont aussi dans (Gu+e p) — 9. Ainsi ces deux sommets qui sont
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bien évidemment dans des parties opposées de 7 dans G,+¢ g {puisque ¥[G] = ¥[Got< 5] )
montrent que 7 n’est pas scindante dans Go+¢ g - %

REMARQUE 2.13. La réciproque est vraie: Si v # «, est une couleur scindante de § alors 7 est
une couleur scindante de Gote g -

PROPOSITION 2.14. Supposons que B[G] et ot [G] soient disjoints. ® Si o est une eouleur scindante
de Go+¢ p alors o est une couleur scindante de G .

DEMONSTRATION: Comme précédemment, nous démontrerons que si « n'est pas une couleur
scindante de § alors « n'est pas une couleur scindante de Go+g g -
Si @ n’est pas scindante dans § . il existe At € at[G] et A~ € a~[G] tels que AT et A
soient connectés dans § — o par un chemin p.

Si le chemin p ne contient pas de (-arétes, ces sommets, qui sont aussi dans chacun dans
'une des deux parties de a[G,+¢ 5} (puisque ot [Goie ] = at[G] et a7 [Gore 5] D 27 [G]),
sont aussi connectés dans G,+e g—a =G —a—f. Ainsi o n’est pas scindante dans

ga+-€ 8 -

Si le chemin p contient une p-aréte (dessin ci-dessous), il y a un B[¢]-sommet sur le chemin
p, et soit U le pB[G]-sommet le plus prés de A sur ce chemin, Alors
U est dans o [Ga+< 5] (puisque notre hypothése A[G] N at[G] = @ entraine
a"[Gate p] = a”GIU (BG] - a*[G]) = a~[G]UB[G] 3 U). La partie p’ de p qui
méne 4 U ne contient ni o-aréte ni P-aréte, et est donc un chemin du graphe
G—a—f=Ga+e g —a. Nous avons donc trouvé deux sommets, Pun dans at[Ga+e gl
AY, Pautre dans a~{G.+< g), U, qui sont connectés dans Go+¢ g — . Ainsi o n'est pas
une couleur scindante de Go+¢ g -

<

REMARQUE 2.15. La réciproque n'est pas vraie mais on a: si a est une couleur scindante de G |
o est une couleur scindante de G,+¢ 5 , & moins qu'un sommet de B[G] soit connecté dans § — a
& un sommet de at[g).

3Cettie hypothése est bien nécessaire: prendre par  exemple ¢ défini par:
otfg] = {X} a~[g) = {¥} o o
Bgtel = {X} el = {2}

gl = ) ¥7lgl = {2}
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§0D.2. Etirement et Chemins Bigarrés

ProposiTION 2.16. Si 'on effectue deux étirements de méme premier paramétre sur un agrégat ¢
le résultat ne dépend pas de lordre dans lequel on les effectue:

(Gate 7),,{»4 8= (Gat ﬁ)ahe ¥

DEMONSTRATION: Ce sont tous les deux des agrégats, et, pour toute couleur + # a,f8 le
sous-graphe ¥ de ces deux agrégats est clairement le méme, puisque c’est ¥[G]. Leurs
sous-graphes bipartis-complets o ont une partie identique, at tandis que leurs parties o~ sont
respectivement (a‘ §] (7\&*')) U(B\eat) et (a‘ U (ﬁ\a+)) U{y\at), ot les couleurs et
leurs parties sont prises dans G . Elles sont évidemment égales. <

Cette proposition permet de considérer étirement d’un agrégat ol le second paramétre est un
ensemble de couleurs 8 = {B1,...,0,}; on notera alors Gg+¢ 5 pour

(s )= (O cns).

ate Ay at< By
pour toute permutation ¢ de {1,...,n}. '
Il est alors clair, en écrivant G — § pour G — By — ... = B, que ¢ -f-a= (Qﬁe ,g) - .

LEMME 2.17. Supposons que que lon ail des sommels Zy et Z, dans o~ qui soienl B-connecté par

le chemin bigarvé q = Zy,e1 € B1,Z1,..Zp_1,6p € Bp, Zp...,e5, € B, Zn 08 aucune des couleurs f; ne
soit égale @ o

Notons B Uensemble {f1,..., .}

alors, si les sommels X el Y sont B-connectés dans Gate p, s le sont B-connectés dans G . 4

DEMONSTRATION: Pour éviter les lourdeurs d’écriture on supposera, sauf mention contraire, que les
couleurs et leurs parties sont considérées dans G : on écrira donc a au lieu de «[G).

Appelons p le chemin bigarté entre X et Y dans Guie g -

Appelons qq...,—1 le sous-chemin de q entre Zy et Z,_y et qy.., le sous-chemin de q entre Z,
et Z,:

q0.-p—1 = Zu, el,Zl, ey Bp_, Zp_1

qp...n = Zp, ep+1, Zp.l.l 3 ---.,en,Zn

Supposons que les parties des couleurs B soient nommées de sorte que Zi_; € f; et Z; € Bt

$0n peut se demander ce qu'il en est de la réciproque. Elle est trivialement fausse: il suffit .de considérer
Pagrégat suivant & trois sommets X,Y,Y’, et deux couleurs o,f, avec ot = {X,}, o= = {V,Y'} et gt = {V}
B~ ={¥'}. Y et Y’ sont R-connectés dans ¢ mais pas dans Oate p=0-0. . )
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On remarque que p contient au plus une a-aréte puisque c’est un chemin bigarré , et que p
ne contient pas de f(;-aréte puisque les fB; ne sont pas des couleurs de Go+¢ g

Si p ne contient pas d’ a-aréte qui ne soit une c-aréte de ¢ il n’y a rien & démontrer: p

est un chemin bigarré de G .

Si p contient une a-aréte a = {A, A’} qui n’est pas une a-aréte de G, alorsp s'écrit X,t,4,a €
@ ALVY ol A€ at[Gatepl e A€ o~ [Go+e p] (ou linverse, mais cela n'a pas
d‘importance). Donc A € at et il existe une a-aréte ap de G entre A et Zp, et une
a-aréte a, de G entre A et Z,. Ainsi A' € 8, pour un certain p, et deux cas symétriques
se présentent: A' € Bt ou A' € B;.

Si A'eBt(g], il y a dans G une fBy-aréte b, entre Z,_y et A’. On vérifie aisément que
P ’ ¥ r 4 q

]e c]%emm

X, t, A: ag € a, ZOJ S’, Zp—ll bp: A:’r tir Y

est un chemin bigarré de G . Donc X et Y sont B-connectés dans G . (figure ci-dessous)

o* o

1;—-*3:\

A
AY

/<
Py *’fePf’
.S

AI
n-{ rnf-d.. ‘ b’
Y

Sinon, A€ 8; , et il y a dans G une Bp-aréte b, entre Z, et A’. On vérifie aisément

que le chemin
X,t,A,ﬂn e O.’, Zn)leP!b’p G ﬁPlA’Jt’?Y

est un chemin bigarré de G . Donc X et Y sont B-connectés dans G . (figure ci-dessous)

ol o
X Zr %
b \?z K
r—i
l/
/zf’ Y
‘zﬂ:.’;' - ”'z!ﬂ'l ,




44 CHAPITRE 2. AGREGATS

9D.3. Etirement et Configurations Recherchées.

Dans ce sous-paragraphe, nous supposerons que les hypothéses des deux dernidres propositions 2.17.
2.14, sont satisfaites:

HYPoTHESE 2.18, (pour le reste de ce sous-paragraphe) a~ confient des sommets Zo el Zy
qui sont B-connectés par le chemin bigarré q = Zo,e1 € B1,21,.-Zp~1,€p € Bp1Zpory€n € P, Zn el
tous fB; sont disjoints de at.

$C .
Nous allons démontrer que, si X—~—3& ou X-2—(3 est vrai dans Go+¢ g , alors il en est de
méme dans G

PROPOSITION 2.19., Une couleur scindante ¢ de Ga+e p est couleur scindante de G .

DEMONSTRATION:  On procéde par induction sur la construction de Goate g °

Gate p = ( ((ga’*é ﬁ’i)a+e ﬂz)'-.)

I suffit donc de montrer que, pour tout p € [1,n — 1}, € est scindante dans

( ((Gam ﬁl)ah:- ﬁz) )

entraine ¢ est scindante dans

( ((Ga+<- m)am 52)".)a+<- By

Nous I’avons déja démontré pour ¢ # « (cf proposition 2.12.). Si ¢ = @, pour pouvoir appliquer
la proposition 2.14. il faut que at N f41; cela déecoule de notre hypothdse 2.18. puisque

a¥[Gate g] = at[g]. ©

ate .Bn

ate pp

a+€ .6;:+1

LEMME 2.20. Supposons que X soil B-connecté & un sommet ¥ d’une couleur scindante €[Gate E]

a2
de Go+¢ p par un chemin bigarré t de Gate g, ie X-Y—3Z est vrai dans Gote p avect, Y et e,
alors X est B-connecté & un sommet Z de Ia couleur €[G] de G (qui est aussi scindante dans G )

f14
par un chemin bigarré s de § , i.e. X-1—3% est vrai dans G avec s, Z et ¢

DEMONSTRATION: Le fait que ¢ soit aussi scindante dans ¢ découle de la proposition précédente.

On peut supposer que t ne contient pas de E[Ga+ ¢ ‘g]-aréte: si tel était le cas, on pourrait
interrompre t au premier sommet suivi d’une efG,+¢ p]-aréte.

Sice#a,Y est dans €[] = ¢[Ga+ ¢ gl et le lemme 2.17. fournit un chemin bigarré dans G
entre X et Y.

Si £ = a , I’argument ressemble & celui du lemme 2.17.. Puisque t ne contient pas d’a-aréte
dans G,+¢ g ot est lui-méme un chemin bigarré entre X et Y dans G . La seule
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difficulté qu’on puisse rencontrer est la suivante: Y ¢ ofG]. Cela signifie que Y € 8; pour
un i€ [1,n}.

Si Y est dans §7[G). Alors il y a une f;-aréte dans § entre Y et Z;. On vérifie aisément
que le chemin

s = th)Y)y € .Bl‘:Zl'leH-l)Zl'-{-ism:Zn

est un chemin bigarré de G conduisant & Z, qui appartient & oG], i.e. 4 un sommet
de la couleur scindante o de G .

1

£ e .
X y-45 2 2z
' i
]
/
/
/

Si Y est dans B7[G]. Alors il y a une fi-aréte dans G entre Y et Z;_;. On vérifie
aisément que le chemin

§= Xsts Yay € .31'1 Zi'—lret'-—llzl'—Zj--qZU

est un chemin bigarré de G conduisant & Zy qui appartient & oG], i.e. & un sommet
de la couleur scindante o de G .

d}-!-

<

LEMME 2.21. Supposons que X soit B-connecté & un sommet Y d’un cycle bigarré ¢ de Gate 8
par un chemin bigarré t de Go4¢ 5, Le. X2—@ est vrai dans G, p avec t, Y et c. Alors X

. . * I3 ‘c T
est B-connecté 4 Y du cycle bigarré d de G par un chemin bigarté s de G , i.e. X—+—3% est vrai
dans ¢ avecs, Y et d.

DEMONSTRATION:  Clest assez évident, puisque le lemme 2.17. transforme un cycle bigarréd ¢ de

Gate g en un cycle bigarré d de § (le cycle transformé contient plus d’arétes, donc plus de
couleurs:il ne peut donc pas étre dégénéré).
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s et d peuvent avoir des couleurs communes, Néanmoins une configuration & contient
une toujours une sous-configuration —— ol le chemin bigarré et le cycle bigarré ont au
plus une couleur commune. (Il faut considérer sur t la premitre aréte dont la couleur apparait

dans d ). &

§E. Démonstration du Résultat Principal

Nous allons maintenant démonirer le théoréme 2.4.:

THEOREME 2.22. (ou 2.4,) Soient G un agrégal, et X Pun de ses sommels non isolé ; alors §
contient l'une des configuralions suivanies:

ac
X213 un chemin bigarré de X & un sommet d'une couleur scindanie.

X-Lt—@ un chemin bigarré de X a un sommet d'un cycle bigarré.

qgE.1. L’'Algorithme

L’algorithme procéde ainsi:

On va construire de proche en proche un chemin bigarré commengant par X, et lorsque ce ne
sera pas possible on recommencera avec X dans un étirement de ¢ |, qui a une couleur de moins.

On prend, pour commencer, n'importe quelle aréle incidente & X (on traite d’agrégats connexes
avec at moins une couleur, ¢’est donc possible). Désormais, le chemin que nous allons construire
commencera toujours par une aréte de cette couleur, et ne sera donc jamais vide. On suppose que
la derniére aréte est

Yee,ece,Ecet
et qu’'on est dans |'agrégat H .

On regarde alors 8'il y a une aréte incidente & n sommet de et d’une couleur autre que e.

£
* 8’ n’y en a pas, X+—3E est vrai dans H . (1)

% Sl y a une aréte d € § incidente & E' de £t qui conduit & un point G, on envisage deux
cas, suivant que cette couleur & figure ou non dans le chemin bigarré déja construit.

t Si cette couleur n'a pas été rencontrée, on recommence cette procédure avec le chemin
bigarré plus long suivant:

...(inchangé)..Y,e' € ¢, E',d € §,G

> Si cette couleur 8 a déjdA été rencontrée: notre chemin  bigareé s’écrit
X, t.,U €6 ,veébVeéts.Ye €c¢E e on envisage deux cas, suivant
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que [Eeé et Gebt) ou [E€ét et Geb]
- 8l [E€é et Geét) alors X—2—® est vrai dans H . (2)
- §i [E €4t et G €46~] on envisage & nouveau deux cas suivant que l'une des couleurs
de s intersecte §~ ou non.

+ 5i Vune des couleurs de s intersecte 6, X-42—® est vrai dans H . (3)

- Si aucune couleur de s ne rencontre - on recommence la procédure avec le
méme sommet X dans l'agrégat G- g (ot § désigne les couleurs de s } et le
chemin bigarré

X,t, .De 6“[95-—<. EJ’B e 6[95'6 E}’D [ 5+EQ'5—<, E,]

On remarque que la couleur de la premitre aréte est préservée au cours de cette procédure:
méme si on étire Pagrégat suivant cette couleur, le chemin se réduit beaucoup mais cela reste vrai,
et sinon on garde t et cela reste vrai. Puisque I'on a commencé cette procédure avec un chemin de
longueur au moins un, X n’est pas isolé dans G- ¢ 5 (ce qu’assurait déja la proposition 2.8.).

¥E.2. Correction

£
Quand ’agrégat n'a qu’une couleur, X—2—3F est vrai. A chaque étape de la procédure, soit nous
augmentons la longueur du chemin bigarré (et il ne peut y en avoir d’infini), soit nous diminuons
le nombre de couleurs de 'agrégat. L'algorithme s’arréte donc en (1), (2) ou (3).

(1) L’algorithme s’arréte parce que toutes les arétes incidentes aux sommets de et sont des
g-arétes. Dans ce cas il est clair que la couleur £ est scindante dans # . On procéde ensuite
par induction sur le nombre p d'étirements effectués pour obtenir % & partir de G , et p
applications du lemme 2.20. montrent que X"b""% est vrai dans agrégat G de départ. On
remarquera que la preuve fournit explicitement la couleur scindante (c’est celle sur laquelle
s’arréte l'algorithme), le sommet de la couleur scindante (en utilisant le lemme 2.20.), et le
chemin bigarré (en utilisant le lemme 2.17.).

(2) Le cycle bigarré est V,.s..D,e' €¢,F,d €4,V et le chemin bigarré X, .t...,.U €6~ ,v€ 4§, V.
Ce chemin et ce cycle bigarré peuvent étre effectivement transformés en un chemin bigarré de
X a4 V et un cycle bigarré passant par V (en utilisant le lemme 2.21.). Donc X-t—Q est
vrai dans G .

(3) Si une couleur de s , disons {, intersecte 6~ en Z. montrons que ——3) est vrai dans  , et
done dans G d’aprés le lemmme 2.21., Dans ce cas, on a le chemin bigarré suivant:

X, b, Ueé ,vebvedt 2,/ e(,2".Y,eceE desC

Remarquons qu’on a alors une é-aréte u entre E' et U une §-aréte w entre Z et V, et une
d-aréte w' entre Z et E'. Deux cas se présentent:

* Z et Z' sont dans la méme partie de ¢, et il y a donc une (-aréte z entre Z et
Z”. Le point est E’, le chemin bigarré X,.t..,U € §~,u € §, E' € 6*, et le cycle bigarré
EebtwebZeb ,ze(,2"..Y,ece B
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* Z et Z" sont dans la méme partie de ¢, il y a donc une {-aréte z entre Z et
Z'. Le point est V, le chemin bigarré X,.t...,.U €é ,v€ 8V €8t et le cycle bigarré
Vet . Zhzel,Z,webV

X

QE.3. Complexité de I'Algorithme en |'Absence de Cycle Bigarré

Dans ce cas, qui est celui dont on se sert pour les réseaux, l'algoritme trouve un chemin bigarré
de X & un sommet d’une couleur scindante et le fait en un temps raisonnable, puisque la seule
longue étape est de vérifier si I'une des couleurs A intersecte 67. Nous pouvons alors donner une

.23
estimation du temps nécessaire au calcul de la configuration X~2—=%, en appelant €' le nombre
total de couleurs de 'agrégat de départ.

On choisit au hasard une aréte incidente 4 un sommet de e, et on teste si cette couleur figure
dans le chemin bigarré . Cela prend £ étapes ol ¢ désigne la longueur du chemin bigarré déja
construit. Au pire, on fait cela jusqu'a ce que £ soit maximal, i.e. £=c¢. Le nombre de telles
étapes est au pire:

k=¢
k=
k=1

(c+1)e
2

Alors l'algorithme s’arréte, ou on recommence dans un agrégat ayant une couleur de moins, et
avec un chemin peut-étre de nouveau réduit & une aréte. Au pire on recommence cela C fois.
Ainsi le nombre maximal d'étapes de cet algorithme est moins de: :

5%t 1@o+NEYC, 1EHYO O
2 — 2 6 2 2 6
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§F. Corollaires

Pour comimencer, on remarque que les couleurs scindantes donne une structure d’arbre & un agrégat
connexe, d’oil:

DEFINITION 2.23. La suppression d’une couleur scindante dans un agrégai conneze définit deur
classes de sommels: ceur qui sonl conneclés & un colé, el ceur gui sonl connectés & Uauire. On
appelle feuille d’un agrégat connere une telle classe si elle est sans couleur scindanie. On eppelle
feuille d’un agrégal les feuilles de ses composanies connezes. On remarguera qu’une feuille ne
rencontre gu’au plus une couleur scindante.

*On déduit immédiatement du théoréme 2.4. le résultat suivant:

COROLLAIRE 2.24. Si lagrégat est sans cycle bigarré, alors il existe un chemin bigarré de toul
point d'une feuille 4 la couleur scindante qui la définit.

THEOREME 2.25. Soit G un agrégat sans cycle bigarré, et soit o une partie d’une couleur
scindante a de G telle qu’il existe d’autres couleurs scindantes du coté a* de a. Alors il existe un
chemin bigarré de at & P'une de ces couleurs scindantes.

DEMONSTRATION: On procéde par récurrence sur le nombre de couleurs (scindantes ou
non-scindantes) situées du coté de o+ — disons & gauche, pour simplifier — dans G . On
suppose qu’il ¥ a au moins une couleur scindante & gauche de a. S'il n'y a qu'une couleur
4 gauche de «, elle est scindante et le résultat vaut. Sinon on applique l'algorithme en
commencant par une aréte de «. Si l'on effectue un étirement, on remargue que celui-ci ne
détruit que des couleurs non-scindantes & gauche dé «, et que les couleurs scindantes situdes
4 gauche de o restent des couleurs scindantes situdes 4 gauche de «. L’hypothése d’induction
nous fournit donc un chemin bigarré de o 4 une couleur scindante située & gauche de o
dans Détirement et le lemme 2.20. nous permet de construire une configuration similaire dans
I'agrégat non-étiré, <

REMARQUE 2.26. Il est, par conire, faur qu'il existe un chemin bigarré d'une couleur scindante o
4 toute couleur scindante située immédialement & sa gauche {ou 4 sa droite):

) anbre dy confons soondante

Les deux résultats précédents entrainent immédiatement le suivant:

COROLLAIRE 2.27. Soit G un agrégat est sans cycle bigarré, el Fg lVune de ses feuilles. Alors il
ezisie une auire feuille Fé. telle gu’il eziste un chemin bigarré enire toul sommet de Fg et tout
sommel de F’g. -
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§G. Sous-Graphes Bigarrés Maximaux

THEOREME 2.28. Soient G et G' deux sous-graphes bigarrés mazimauzr d’un agrégal G sans cycle
bigarré. Alors G et G' ont le méme nombre de composanies connezes.

DEMONSTRATION:  De tels sous-graphes sont obtenus en choisissant, pour toute couleur o une
aréte de couleur «, et ce sont des foréts: ils contiennent donc au plus un chemin minimal
entre deux sommets. Vu que le nombre de couleurs est fini, G' est un transformé de G par
une suite finie de transformations du type suivant:

G — (G-—a+a ol aet a' sont deux arétes de coulsur o

Une récurrence triviale montre qu'il suffit de vérifier qu’une transformation de ce type préserve
le nombre de composantes connexes. On remarquera qu’une telle transformation ne modifie
que les composantes connexes des sommets de a = XY et o' = X'Y".

Montrons d’abord qu’il suffit de traiter le cas ol a et a’ ont un sommet commun. Supposons
que X et X' soient dans la méme partie de la couleur «, et donc que Y et Y’ soient
dans l'autre. Appelons b Pa-aréte XY’ et & l'a-aréte X'Y. On remarquera qu'une telle
transformation se décompose en:

G —» G-a+b —» G-b4+d¥ —» G-V+a

qui ne fait intervenir que des transformations ol les deux arétes ont un sommet commun.

Supposons maintenant que a et a’ aient un sommet commun, disons X = X'.Envisageons
deux cas, suivant que le nombre de composantes connexes de (G succeptibles d’étre modifiées
(ee(X) = cc(Y) et ce(Y')) est un ou deux.

Une seule composante connexe risque d’étre modifide, ie. cc(X) = cc(Y) = ece(Y’) dans G.
Remarquons que tout chemin de G reliant X et Y’ utilise a: sinon, ce chemin et Paréte o
constitueraient un cycle bigarré de l'agrégat. C’est donc que Y et Y’ sont relids par un
chemin de G n’utilisant pas a. L’unique composante connexe succeptible de modification ne
s’est pas divisée au cours de la transformation puisqu’on a:

ee{ X) = ce(Y') = ce(Y) dans G’

Deux composantes connexes risquent d’étre modifides, ie. cc(X) = ec(Y) # ce(Y’) dans G.
Remarquons de suite qu’elles ne peuvent se séparer en au moins trois composantes connexes,
par suppression d’une aréte (et a fortiori par le remplacement d’une aréte). Remarquons que
tout chemin de G reliant X et Y utilise a: sinon, ce chemin et 1’aréte a constitueraient un
cycle bigarré de Dagrégat. Il n’y a donc pas de chemin entre Y/ et Y dans (Y: si tel était
le cas, ce chemin utiliserait o/, puisqu'il n'existait pas dans G; il y aurait alors un chemin
entre X et ¥ dans G/, et donc un chemin de G n’utilisant pas e entre X et ¥, ce que l'on
vient de réfuter. Les deux composantes connexes ont été modifiées mais sont toujours deux
puisqu'on a:
ce(X)=ce(Y') # ce(Y) dans G
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Partie B

Larégle de mélange

53







Chapitre 3

Séquents, Réseaux et Regle de Mélange

Dans cette partie, nous étudions bridvement le calcul lindaire multiplicatif {dont les seuls connecteurs
sont le tenseur et le par , avec une régle supplémentaire dite de mélange:

;™ 172
}““AerZ:"'rAn l_BllB21“':BP .
MELANGE
’—Al, Ag, .y An, By, B,y Bp

Ce calcul n’est pas le centre de notre travail (qui est le calcul ordonné) mais nous présentons tout
de méme nos travaux le concernant car:

% Ce calcul est sous-jacent au calcul ordonné, ie. le cas trés élémentaire ol Pordre des
conclusions est toujours vide au cours de la preuve.

* (lest Poccasion d’une répétition générale, ol présenter les séquents, réseaux et espaces
cohérents, et établir les résultats qui les lient dans ce cas plus simple.

% Les agrégats et autres notions combinatoires de la premidre partie sont utilisées ici pour
démontrer certaines propriétés des réseaux qui seront bien utiles lors de D’étude des réseaux

ordonnés.

x Ce calcul permet de plus de traiter les éléments nentres (et donc ’affaiblissement) comme on
le verra au chapitre 5.

8A. Le Calcul des Séquents

Donnons les régles de ce calcul:

55
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Regle structurelle

: T ‘ T
Rigle de mélange A1, 42,.., Ay |—B1,Bs,... B,
MELANGE
}_Als Aﬂr reey An; Bl» B2: ey Bp
Regles d’identité
Axiome —}—A, e AXIOME
. m : me

Régle de coupure A, Asy..y A, K K% By, Bs,...,B,
COUPURE
}_'Als A?; "'iAﬂ) Bll B2) “rey BP

Régles logiques

T m P2

Ragle du tenseur b—A1,Agy .y Any A =B, By, By, ..., B,
TENSEUR
['__Aer2y-":An3A®B:BlJB2r“'er
LT
Régle du par A4, B, A1, Az, ..., An

PAR

—A%B, A, Aq, ..., A,

THEOREME 3.1. (élimination des coupures) Toute preuve de ce calcul peet éire lransformée en
une prewve n'ulilisant pas la régle COUPURE ; cetle réduction est localement confluente el fermine

toujours,

DEMONSTRATION:  (C’est une conséquence directe du méme résultat pour le calcul plus riche du
chapitre 5 (cf 5.4.) o

THEOREME 3.2. Toufe preuve de ce calcul peut étre iransformée en une preuve n'utilisant que des
ariomes glomiques.

DEMONSTRATION:  C'est une conséquence directe du méme résultat pour le caleul plus riche du
chapitre 5 (cf §D.) o

§B. Les Réseaux Correspondants

On va les définir comme des graphes dont les sommets sont étiquetés par des formules et dont les
arétes sont colorées.

NoTATION 3.3. [couleurs] On se donne un ensemble dénombrable de couleurs. Parmi ces couleurs,
on en distingue une, le noir, notée N tandis que les autres seront dites propres, et seront
désignées par des lettres grecques o, f3, ...

DEFINITION 3.4. On appelle (abusivement) arbre des sous-formules d’une formule F, un .arbre
binaire dont les sommets sont étiquetés par des sous-formules de F et les branchements par des
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connecteurs de sorte que, si G et H sont les successeurs de L dans un branchement étiqueté par
le connecteur O, alors L = GVH. On remarquera qu'on s'autorise ainsi 4 considérer des arbres
des sous-formules “élagués” dont les feuilles ne sont pas toujours des atomes; par conire, si une
sous-formule immédiate H, d'une formule HOG figure dans I'arbre, I'autre sous-formule immédiate
(G y figure aussi.

DEFINITION 3.5. Une famille d’arbres des sous-formules est dite bien colorée si et seulement si:

* les deux arétes correspondant & un connecteur tenseur sont noires;
* les deux arétes correspondant & un connecteur paxr sont d'une méme couleur propre;

* deux arétes appartenant & des connecteurs par différents, — qu’ils soient ou non dans le
* méme arbre — sont de couleurs (propres) différentes.

DEFINITION 3.6. Un préréseau est un graphe simple coloré dont les sommets sont étiquetés par des
formules et le signe “e”. Plus précisément, un préréseau II est défini par un triplet (F, Az, Cut) o

«x F est une famille bien colorée d’arbres des sous-formules des formules F;, dont les feuilles
sont les A;.

* Az est un ensemble d’arétes noires non-adjacentes de la forme A—A; on A; = Aj'L
% Cut est un ensemble triplets (e, cg, cxt) ol

 les ey sont des sommets du préréseau autres que ceux de F, étiquetés e, de degré 2,
appelés coupures du préréseau

b pour tout lienk, ¢y et ey’ sont des arétes noires de la forme ey——F; et o——F; avec
F; = F,—"‘, de sorte que, si k # X', les deux arétes cy et ¢y, ne sont pas adjacentes et les
deux arétes cy et cy, ne sont pas adjacentes. (On peut aussi dire qu’une racine F; est

Y

incidente & au plus une aréte cx ou cgl)

On appelle feuille du préréseau toute feuille de la forét F. On appelle coupures du préréseau
les sommets de Cut (ie. les o). On appelle conclusion du préréseau toute racine F; de F
non-adjacente & un sommet de Cut (non-incidente & une aréte de Cut). On appelle hypothése
d’un préréseau une feuille non-incidente & une aréte de Axz.

Bien que les préréseaux et les agrégats partagent les mémes propriétés combinatoires, on voit que
la définition des premiers est nettement moins maniable. Donnons deux exemples de préréseaux
afin d’éclaircir cette notion:

A B gt C
NG oc/’ \\ /f?/
N / N

(A3B) ® (B8 C)
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A A
\\ f
o
\ (1 C
e o AN A
\\{ Y/, \{ {’ ! ‘{ fl
\Yj

((asA)3c)®B v <,

(e c)®(c¥D) (D'ect)®(A%AY)

DEFINITION 3.7. Un lien d'un prérésean Il = (F,Az,Cut) est I'un de ses (petits) sous-graphes
pleing suivants:

% Un lien hypothése est le graphe réduit & une hypothése du préréseau.

1

% Un lien axiome est une aréte de Az. Les deux extrémités de larétes, A et AL sont dites

conclusions de ce lien.

TN
A A+

% Un lien par est consitué des deux arétes adjacentes d'une méme couleur propre liant une
sous-formule A®B de F; & ses deux sous-formules immédiates A et B. A®B est appelée la
conclusion du lien, tandis que ses sous-formules immédiates A et B sont appelées prémisses
de ce lien.

% Un lien tenseur est constitué des deux arétes noires liant une sous-formule AQ B de F; &
ses deux sous-formules immédiates A et B, A® B est appelée la conclusion du lien, tandis
que ses sous-formules immédiates A et B sont appelées prémisses de ce lien.
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A B

%

AQ®B

x Un lien coupure est constitué des deux arétes noires incidentes 4 un sommet de C'ut. Le sommet
oy est dit conclusion de ce lien, tandis que les formule Fy et Fi sont dites prémisses de ce lien.

DEFINITION 3.8. Dans un graphe coloré on dit qu’un ensemble d’arétes est bigarré s'il ne contient
pas deux arétes d’une méme couleur propre. Un chemin bigarré est donc un chemin qui n’emprunte
Jjamais deux arétes d’une méme couleur propre - ¢f Chapitre 2

DEFINITION 3.9. On dit qu’un préréseau est un réseau s’il ne contient pas de cycle bigarré.
I

Ainsi le premier exemple n’est pas un réseau, et le second en est un.

§C. Des Preuves Séquentielles aux Réseaux

On va associer, & toute preuve 7 du calcul des séquents précédemment défini, un réseau |w| sans
hypothtse et dont les conclusions sont celles de x. Pour cela on commence par lui associer un
préréseau, et on vérifiera que c¢’est un réseau sans hypothése. Cette question étant triviale et bien

connue, nous irons un peu vite,

La traduction d’une preuve séquentielle # en un réseau || se fait inductivement:
% Si la derniére régle de m est MELANGE :
L !

i i'_AhAQs---l An l—Bl,Bz,...,BP
MELANGE
}'_AI:A%'":AHJBMBE: v--pr

|71 {mal

At Ay ...Ay BiBy...B
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% Si la derniére régle de 7 est AXIOME :

—— AXIOME
k3 }—A, AJ.
| / \
A At

% Si la dernidre régle de 7 est{ COUPURE :

iy ;2

P A1, Ay .y An, K K. By, By, ..., B,
COUPURE
[_"Aer2nm:AﬂthBZ;-“:BP

[x1] e

x| .
Ay Ay .. A K K* By Bz ... B,
Vo
-]
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% Si la derniére régle de = est TENSEUR :

+m cTa

T I_A1|A2:-"1AﬂrA E_B:BI)BZM--pr
TENSEUR
I-—-Al,Az,...,An,A®B,Bl,Bg,...,Bp
(1] 7]

[

A Ay .. ALK BB B ... B,

\ /
A®B

* Si la derniére régle de 7 est PAR !

:m

T {—A, B, A1, Aa, ..., An
PAR

'_A?B:AI:AZI '":An

|F1|
b
A B Ay A, ... A,
aVa
A¥B

ProrosiTION 3.10. La fraduction d’une preuve sequentielle est un réseau sans hypothése.

61

DEMONSTRATION:  Le fait qu’on obtienne ainsi un préréseau sans hypothése est clair, et le fait
qu’il n’y ait pas de cycle bigarré dans la traduction d’une preuve séquentielle se vérifie

aisément par induction sur la preuve traduite.

o
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Chapitre 4

Des Réseaux aux Séquents

DEFINITION 4.1, On dif gu’un réseau Il est séquentialisable si et seulement s’il eziste une preuve
7 du calcul des séquents telle que le réseau associé & = soil II. On dit alors que 7 est une
séquentialisation de II.

THEOREME 4.2. (de séquentialisation) Tout réseau est séquentialisable.

Ce chapitre est essentiellement consacré i la démonstration de ce théoréme. La preuve repose
sur le théoréme principal du chapitre précédent 2.4., qu'on applique & deux traductions d’un réseau
en agrégat. On unifie ainsi les deux techniques les plus courantes de séquentialisation, qui jusqu'ici
étaient sans rapport: la méthode du tenseur scindant de {Gir87a] (qui jusqu’ici ne permettait pas
de traiter le calcul avec la régle MELANGE ) et celle de [Dan90]. L’application des corollaires
(chapitre 2 §F.) du théoréme 2.4. i ces traductions d’un réseau en agrégat permet de plus d’en
déduire D'existence de certains chemins bigarrés dans un réseau, mais cela sera présenté au chapitre
9, lorsque se sera utile pour comprendre la structure des réseaux ordonnés.

On étudie ensuite de maniére un peu plus générale le lien entre réseaux et agrégats afin de
montrer que réseaux et agrégats sont, d’un point de vue combinatoire, les méme objets.

On termine par la nofion de tenseur héréditairement scindant, qui nous sera nécessaire pour
plonger les réseaux ordonnés dans ces réseaux-ci .

8A. Le théoreme de séquentialisation

On appelle hypothése dans le calcul des séquents un axiome propre:
—H

ot H est une formule. Le réseau correspondant consiste simplement en la formule H. Un réseau
correspondant & une preuve utilisant les hypothéses }—H; est un réseau avec hypothéses dont les
hypothéses sont précisément les H;.

63
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Nous allons en fait démontrer le théoréme suivant, qui assure évidernment le théoréme de
séquentialisation:

THEOREME 4.3. Pour toul réseau I de conclusions Cy,..,Cp et d’hypothéses Hy, ..., Hy, il existe
une preuve séquentielle de |—C,,...,C, sous les hypothéses |—Hy ..|—H, dont le réseau associé est
1.

On procéde par induction sur le nombre de liens du réseau II, qu’on appellera la taille de II.
Si ce nombre est 1, le résultat est évident: la preuve correspondant & II est un axiome ou une
hypothése.

PRrOPOSITION 4.4. Si le réseau Il n’est pas connexe, et si tout réseau II' de taille I' < | est
séquentialisable, alors 11 est séquentialisable,

DEMONSTRATION:  Une partition en deux classes des composantes connexes donne deux réseaux
II; et II; plus petits (un réseau non vide contient au moins un lien), et la régle
MELANGE appliquée & une séquentialisation de II; et une séquentialisation de Il donne une
séquentialisation de II. <

DEFINITION 4.5. Un lien tenseur ou coupure est dit scindant si et seulement s'il est final et si
I'une de ses deux arétes est un isthme (auquel cas I'autre est aussi un isthme).

SNy

]

I

i

i

1

i
AR B

DEFINITION 4.6. Un lien par est dit scindant si et seulement si les deux arétes qui le constituent
séparent ses prérnisses de sa conclusion,

LEMME 4.7. Si un réseau Il de taille | contient un lien par scindant et si tout réseau I’ de taille
U <1 est séquentialisable, alors II est séquentialisable.

DEMONSTRATION:  On suppose que II contient un par scindant A¥B. La suppression des deux
arétes de ce lien donne deux réseaux plus petits: l'un II; de conclusions Cy,..Ci, 4,B et
d’hypothéses Hy, ..., Hy, l'autre I, de conclusions Cry1,...C;, et d’hypothdses Hyyy, ..., Hy A% B
— en renumérotant éventuellement les C; et les H;. Comme II; et II; sont de taille plus
petite que I (le lien par scindant a été supprimé), on dispose de deux preuves séquentielles
7, et mp correspondant respectivement & II; et H,. La preuve =y utilise donc-une hypothése
t—A%¥B. On obtient une preuve correspondant a II de la sorte: on applique la régle PaR 2
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71 et on obtient une preuve n{ de Cy,..Cy, A®B sous les hypothéses Hy, ..., H,. On place =}
au dessus de I’hypothése | —A®B de m, dans laquelle on remplace la formule A®B par la
séquence Cj,...Cy, A®B. On obtient ainsi une preuve w4 de conclusions Cy,....,Ck, Ciy1,....Cn

sous les hypothéses |—H, ..|—Hy |—Hug1 .|—Hp. o

LEMME 4.8, Soit I un réseau de taille 1 tel que tont réseau de taille I <1 soit séquentialisable.
Si H posséde un lien par final alors I est séquentialisable.

DEMONSTRATION:  On considére le réscau II' plus petit en supprimant un lien par final de TI.
En appliquant la régle par 4 une séquentialisation de II’, on obtient une séquentialisation de
. ’ o

LEMME 4.9. Si un réseau Il de taille | contient un lien tenseur ou coupure scindant et si tout
réseau II' de taille I' <l est séquentialisable, alors Il est séquentialisable.

DEMONSTRATION: Si H contient un lien tenseur ou coupure scindant, on obtient, en le
supprimant, deux réseaux plus petits II; et Il;, qui ont, par hypothése, des séquentialisations
m et me. On obtient une séquentialisation de II en appliquant la régle TENSEUR ou COUPURE
du caleul des séquents & m; et 3. <

LeMME 4.10. Soit Il un réseau sans lien par . Alors I est séquentialisable.

DEMONSTRATION:  On procdéde par récurrence sur le nombre de Hens d’un tel réseau. S'il n’y
a aucun lien tenseur ou coupure , le réseau est réduit & une hypothése ou un axiome; sa
séquentialisation est évidente. Sinon, considérons un lien tenseur ou coupure final; celui-ci
étant scindant, 'argument de la démonstration du lemme 4.9. permet de conclure. <

On voit alors que n’importe lequel des deux lemmes suivants suffit & achever la démonstration
du théoréme de séquentialisation.

LEMME 4.11. Tout réseau contenant au moins un lien par contient un lien par scindant.

LEMME 4.12, Tout réseau dont toutes les conclusions sont des tenseurs contient un lien

tenseur scindant.

Nous allons les démontrer tous deux dans le paragraphe suivant. On remarquera qu’ils fournissent
des algorithmes différents pour séquentialiser un réseau.

La notion de par scindant, et celle de bloc qui va suivre sont due & Vincent Danos. On
trouvera aussi dans sa thése [Dan90] une preuve indépendante de l’existence d’un par scindant.
La nouveauté de notre travail sur ce sujet est de démontrer directement Pexistence d’un tenseur
scindant, de faire de ces deux techniques de séquentialisation qui jusque 1a semblaient sans rapport
les corollaires d’un résultat général de combinatoire (celui du chapitre deux) et surtout d’affiner
notre connaissance des chemins bigarrés (ou réalisables) dans un réseaun avec MELANGE , ce qui aide
& Pétude des réseaux ordonnés. Signalons aussi l'existence d’une autre preuve de la séquentialisation
de ces réseaux, la premidre qui ait éié trouvée, qui n’utilise pas cette nofion, et ne semble pas éire
un corollaire du théoréme du chapitre 2, due & moi-méme et Arnaud Fleury [FR90).
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8B. Réseaux et Agrégats

On va définir deux manitres de transformer un réseau en un agrégat sans cycle bigarré,
correspondant aux deux lemmes sus-mentionnés. Le résultat sera & chaque fois fourni par le
théoréme 2.4. du chapitre 2. La traduction donne une surjection s des sommets du réseau sur les
sommets de P’agrégat, et la seconde une bijection des axiomes dans les sommets de l'agrégat (ce
qui est aussi une surjection des feuilles du réseau sur les sommets de ’agrégat) ; ces surjections
sont fideles dans le sens suivant: D'agrégat contient un chemin bigarré entre s(X) et s(¥) si et
seulement si le réseau contient un chemin bigarré entre X et Y.

qB.1. Existence d'un par Scindant
DEFINITION 4.13. Un bloc d’un réseau est un de ses sous-graphes noirs connexes maximaux. On
note N la surjection de ensemble des sommets de Il sur lensemble des blocs de 11 qui & un

sommet U de II associe le bloc N(U) le contenant.

DEFINITION 4.14. Soit Tl un réseau, dont les couleurs propres sont aj,....,&,. On appelle traduction
de I suivant ses liens par , que l'on note I, le graphe coloré suivani:

% les sommets de Iy sont les blocs de II.
* les couleurs de T, sont les couleurs propres de IL

% on a une a-aréte entre deux blocs X et Y de II si et seulement si Il contient une cr-aréte
entre un sommet de X et un sommet de Y.

En d’autres termes on obtient II, 4 partir de Il en contractant ses blocs.

Donnons la traduction de Pexemple du chapitre précédent:

PROPOSITION 4.15. Soit II un réseau; alors 1l, est un agrégat de K2 et de KU1

DEMONSTRATION:  Soit & une couleur du réseau H, correspondant au lien de prémisses U et V
et de conclusion W = U®RV. 1l est clair que le graphe I, contient au plus deux o-arétes,
les traces des deux c-ardtes de II, et que celles-ci sont adjacentes (elles Vétaient dans I, el
Il, est une contraction de I). On notera qu'il est cependant possible que Il contienne une
seule o ardte — si U et V sont dans le méme bloc, ie si N({U)=NM(V). -
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Montrons maintenant que II, ne contient pas de boucle. Si Il contenait la boucle XX, c’est
qu'une a-aréte de I avait ses deux sommets U et W dans X = AM(U) = N(W). Comme II
est un graphe simple, on sait que U/ # W, et comme U et W sont dans le méme bloc X de
1I, il existe un chemin noir p entre U et V. Le cycle UpVal/ est un cycle bigarré de II, ce
qui contredit I’hypothése II est un réseau.

LeMME 4.16. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) deux sommets X et Y de I, sont reliés par un chemin bigarré de I,

(ii) un sommet de X (i.e. un sommet U de I tel que N(U) = X) est reli¢ par un chemin bigarré
de Il 4 un sommet de Y (i.e. un sommet V de I tel que N(U)= X).

(i) tout sommet de X est relié par un chemin bigarré de I 4 un sommet de Y.

DEMONSTRATION:

(#) = (i#i) Soient U tel que N(U) =X, V tel que A(V)=Y et p un chemin bigarré de H
reliant U et V. Soient U’ tel que N(U) = N(U)= X, V' tel que M(V'} = N(V) =Y.
Comme U et U’ (resp. V et V') sont dans le méme bloc, il existe un chemin y (resp.
z) noir reliant U et U’ (resp. V et V). Le chemin U'yUpVzV’ est bigarré (les arétes
ajoutées au chemin bigarré p sont noires).

() => (if) Soit p = Xj....Xn un chemin bigarré de II,. On sait que deux sommets X; et Xiyy
de I, sont reliés par une aj-aréte si et seulement s’il existe deux sommets U; et Viyg
de II reliés par une aj-aréte a; de II tels que N(T;) = X; et N(Vi41) = Xig1. Comme
N(Uip1) = M{Vi+1) = Xiq1, les deux sommets U; et V; de I sont reliés par un chemin
notr w; de II. Le chemin Uy,a;, Vi, wi,Us,az, Vo, wa....... Vaci,Wn,Un,a,, Vi, est clairement
un chemin bigarré de H reliant le sommet U/; de X; au sommet V,, de X,.

(it} = (1) Soit p = U;....U,, un chemin bigarré de I reliant U; et U,. On obtient un chemin
bigarré reliant N(U;) et N(U,) en considérant le chemin p’ = N(U})....N(U,) ol les
arétes noires sont remplacées par le signe “=".

<

PROPOSITION 4.17. 8i I est un réseau, alors I, ne contient pas de cycle bigarré.

DiEmonsTRATION:  Conséquence directe du lemme précédent. <
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PropPosiTION 4.18. Soit Il un réseau et II, sa traduction suivant ses liens par . Un lien par de
couleur o est scindant si et seulement si la couleur « est une couleur scindante de Pagrégat Il.

DEMONSTRATION:  §'il existe un chemin (par forcément bigarré) entre les deux cotés d’un des

K'? (ou K%') de T, alors ce chemin correspond & un chemin de I — en remplagant les
points de I, par des chemins noirs. De méme, un chemin de II correspond & un chemin de
I, en remplagant les arétes noires par des signes 4=, _ <&

DEMONSTRATION DU LEMME 4.11. En appliquant le théoréme 2.4. & une composante connexe de
I, non réduite & un sommet, on obtient un lien par scindant dans Pune des composantes connexes
de II, qui est bien évidemment un lien par scindant de II.

§B.2. Existence d'un tenseur Scindant

La deuxitme traduction envisagée donne un agrégat dont les sommets sont les arétes axiome du
réseau, et les couleurs les liens tenseurs du réseau.

DEFINITION 4.19. Soit Il un réseau, soit Az l'ensemble de ses arétes axiomes et soit Lg 'ensemble
de ses liens tenseur dont les éléments seront notés ®,, ®p...etc. On définit alors le graphe llg
appelé traduction de I suivant ses liens tenseur comme un graphe coloré dont les sommets sont
Az et les couleurs £Lg. On a une aréte de couleur @, € Lg entre deux de ses sommets a € Az et
a' € Az si et seulement si 'un des deux sommets de P'aréte a est au dessus de I'une des prémisses
du lien tenseur ®, de II et si I'un des deux sommets de a' est au dessus de I'autre prémisse du
lien tenseur ®. de II.

Donnons la traduction de Pexemple du chapifre précédent:

PROPOSITION 4.20. Le graphe coloré Tlg est un agrégat.

DEMONSTRATION: On montre d’abord qu'il n’y a pas de boucle dans Ig. Ensuite, il suffit de
montrer que, pour toute couleur ®, de Ilg et pour tout couple d’@,-arétes ab et cd de Ilg,
ac ou ad est une ®,-aréte de Ilg, et que, pour tout couple d’@q-arétes ab et ac de Hg, be
n’est pas une ®,-aréte de Ilg,

Ilg ne contient pas de boucle Si Ilp contenait la boucle aa de couleur @, alors laréte
axiome a aurait un de ses sommets au dessus de l'une des prémisses du lien tenseur @,
et l'autre au dessus de lautre prémisse de ce lien. Il y aurait alors un cycle
‘bigarré dans le réseau, vu que les deux sous-arbres au dessus des prémisses de ce lien
ne contiennent pas deux fois la méme couleur, et que les arétes du lien tenseur sont noires.
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& \5

ab,cd € ®q = (e € @ V ad € ®@4) Supposons que ab,cd € ®,. Il existe done un sommet A
de P’aréte axiome a du réseau et un sommet B de l'aréte axiome b du réseau qui soient
I'un au dessus d’une des prémisses du lien tenseur ®,, et 'autre au dessus de l'autre
prémisse du lien tenseur ®,. Symétriquement, il existe un sommet C de l'aréte axiome
¢ du réseau et un sommet D de Daréte axiome d du réseau qui soient Pun au dessus
d’une des prémisses du lien tenseur ®,, et l'autre au dessus de Pautre prémisse du lien
tenseur ®,. Un lien tenseur n’ayant que deux prémisses on voit que:

% ou bien A et C sont au dessus de la méme prémisse du lien tenseur ®, auquel cas
A et D sont au dessus de prémisses différentes, et on une @,-aréte ad dans Ilg.

,J\\?k

% ou bien A et D sont au dessus de la méme prémisse du lien tenseur ®, auquel
cas A et C sont au dessus de prémisses différentes, et on a une @g-aréte ac dans llg.

NN

ab,ac € ®, = bc € @, Supposons que ab,ac € ®,. Il existe donc un sommet A de |'aréte
axiome a du réseau et un sommet B de Paréte axiome & du réseau qui soient Pun au
dessus d’une des prémisses du lien tenseur ®, et 'autre au dessus de 1'autre prémisse
du lien tenseur ®,. Symétriquement, il existe un sommet A’ de l'aréte axiome a du
réseau et un sommet C de l'aréte axiome ¢ du réseau qui solent I'un au dessus d’une des
prémisses du lien tenseur ®, et 'autre au dessus de autre prémisse du lien tenseur ®,.
Comme A et A’ ne sont pas au dessus des prémisses différentes du lien tenseur ®, -—
sinon on aurait une ®,-boucle aaq, ce qu’on a réfuté précédement — B et C sont au
dessus de la méme prémisse du lien tenseur ®,. Si I’ on avait.une @, aréte bc dans
g, b ou ¢ aurait son autre extrémité au dessus de Vautre prérmsse de ce hen tenseur
®q, et on a déjd vu que c’est impossible.
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i

&

PROPOSITION 4.21. Deux axiomes a et a' de Il sont connectés dans II si et seulement si les
sommets correspondants de Ilg le sont dans Tlg.

DEMONSTRATION:  §'ils sont connectés dans Ilg, il est clair qu'ils le sont dans II, chaque ®.
aréte de g se mimant par un chemin de II.

Supposons qu’on ait un chemin p entre a et a’ dans II. On procéde par induction sur le
nombre d’axiomes rencontrés entre a et a’. Si c’est 0, le chemin entre a et a’ est tout entier
contenu dans un arbre et ce chemin est donc unique. Si son point le plus bas est un ken
tenseur ®g, les deux sommets a et a’ de Ilg sont adjacents par une ®g-aréte. Si le point le
plus bas est un lien par , il existe un lien tenseur en dessous, disons ®+, Soit g un axiome
situé au dessus de l'autre coté de ®,; alors Mg contient les ®.-arétes ga et ga’; les sommets
a et @' de Ilg sont donc connectés dans Ilg. La connexité étant transitive, une récurrence
triviale achéve la démonstration. <&

PROPOSITION 4.22. Les deux prémisses A et B d'un lien tenseur ®, sont connectés dans Il par
un chemin n’utilisant aucune de ses deux arétes si et seulement s’il existe deux axiomes a et b, a
au dessus de A et b au dessus de B tels que les sommets correspondants de Ilg sofent connectés
dans Ilg par un chemin n’utilisant aucune aréte de couleur ag.

DEMONSTRATION:  Supposons que l'on ait un chemin entre A et B dans IT n’utilisant aucune des
deux arétes du lien ®4. En racourcissant éventuellement ce chemin, on peut supposer qu’il
existe dans II un chemin entre deux axiomes a et a’ situés de part et d’autre de @g ne
passant pas par ®,. Considérons le réseau II' obtenu & partir de I en supprimant le lien
tenseur ®, et les liens par situés an dessus de lui. Les axiomes a et a’ sont connectés dans
ce réseau dont toutes les conclusions sont des tenseurs, et la proposition précédente montre
qu'ils le sont dans IIG; comme IIf, contient Ilg (mémes sommets mais plus d’arétes) et que
®q n'est pas une couleur de IIy, les points a ef o' sont connectds dans Hg par un chemin

n'utilisant pas d’®.-arétes. <

ProPOSITION 4.23. (i) Soit p un chemin bigarré de Ilg reliant ses sommets a et a'; alors I
contient un chemin bigarré reliant un sommet de 'axiome a .et et un sommet de P'axiome o',

(ii) Soit p un chemin bigarré de I reliant un sommet de l'axiome a et un sommet de 'axiome
o'; alors g contient un chemin bigarré reliant ses sommets a et a'.
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Pour démontrer cette proposition, nous avens besoin du lemme suivant:

LEMME 4.24. Soient x el y deur feuilles situées au dessus d’un fenseur @, dans II; s’il existe un
chemin bigarré enire z el y ne passant pas par @, alors z et y sont d'un méme colé du fenseur

®Rg.

DEMONSTRATION:  On suppose qu’il existe un couple de feuilles situées de part et d’autre du
tenseur ®p et on en choisit un 2,y de sorte que le chemin entre # et y ne passant pas par
®, contienne un nombre minimal de feuilles de 1’arbre Ag. Si ce chemin ne passe pas au
dessus ®p, alors il ¥ a un cycle bigarré. S'il passe au dessus de B, alors il contient un z au
dessus de ®g; ce z est soit du méme coté de ®p que z, soit du méme coté de ®5 que y. Les
feuilles z,z (ou z,y) sont situdes de part et d’autre de ®p et il existe un chemin les reliant
contenant strictement moins de feuilles de Ag, ce qui contredit I’hypothése de minimalité. &

DEMONSTRATION: -

(i) On procéde par induction sur la longueur / du chemin bigarré reliant a et o' dans Hg
pour établir qu’il existe un tel chemin oli toute ®,-aréte est remplacée par un V-chemin
de rebond ®4. Si I =1 le résultat est évident, vu que les deux arbres premisses du
tenseur ®, n'ont pas de couleur commune, et que les deux chemins reliant la conclusion
du tenseur @, 4 l'axiome a et & Vaxiome a’ sont bigarrés,

o a’a'
—-——"-.\ e,

N\

Soit ba’ de couleur ®p, la dernitre aréte de p dans Ilg. D’aprés ’hypothése d’induction,
on dispose d’un chemin bigarré s de II, de l'axiome a & Paxiome b. Appelons ®, le
tenseur final situé en dessous de ®p et v le chemin bigarré de A, reliant b et o' et
passant par ®p. Si s ne passe pas par A,, alors le prolongement de asb par v de b & a

contenu dans A, est un chemin bigarré de II.
S’ils n’empruntent pas d’arétes de Il de méme couleur, asbva’ convient.

Sinon, c’est que s et t contiennent un point en commun, et soit U®V leur premier point
commun sur s qui est nécessairement la conclusion d’un par de A,. Appelons z la
premiére feuille de A, qui précede URV, et y la premitre feuille de A4, qui suit UV,
on a alors as’zs”ys"’b. L’unique chemin de A, entre z et y passe par un tenseur ®,.
1l s’ensuit que = et y sont de part et d’autre de ®.,, et que b et o' sont de part et
d’autre du tenseur ®g. Notons aussi qu'en vertu de Vexistence du chemin bigarré entre
y et b ne passant pas par ®g, y et b sont d’un méme coté de ®5. Pour la méme raison,
y et b sont aussi d’un méme coté de ®,. Comme le par U®V est au dessus et de ®p
et de ®,, I'un des deux tenseur ®s et ®, est au dessus de I'autre.

Si ®y est au dessous de ®p, comme y et x sont de part et d’autre de ®y et yet b de
part et d'autre de ®z, ®p est au dessus de ®, du coté de y; donc a' et z sont de part
et d’autre de ®,. Le chemin cherché est as’z(®,)a’.
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Si ®. est au dessus de ®p, on montre de méme que x et a’ sont de part et d’autre de
®p. Le chemin cherché est as'z(®p)d’

(i) 1l suffit de remarquer que toute partie maximale du chemin contenue dans un méme
arbre peut étre remplacée par une aréte de Ilg, et qu’on obtient alors un chemin bigarré

de II.
& g

. iy

\\

<&

LEMME 4.25. Soit II un réseau. Un lien tenseur ®, d’un réseau Il est scindant si et seulement
si cette couleur ®, est scindante dans 'agrégat correspondant Ilg. '

DEMONSTRATION: Montrons, pour commencer, que si le tenseur ®, du réseau II n’est pas final, la
couleur ®, n'est pas scindante dans P'agrégat Ilg. Si le lien tenseur ®, n'est pas final, alors il
est au dessus d’un lien tenseur final ®g. Soient b un axiome dont une conclusion est au dessus
de Pautre prémisse du lien tenseur ®g, a un axiome dont une conclusion est au dessus de la
prémisse gauche du tenseur ®,, et ¢’ un axiome dont une conclusion est au dessus de la prémisse
droite du tenseur ®,. Il s'ensuit que dans Ilg, les arétes ab et a’b sont de couleur ®p et
que I’aréte aa’ est de couleur ®,, ce qui montre que la couleur ®, n'est pas scindante dans Illg.
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Supposons maintenant que le tenseur ®, soit final mais pas scindant dans II. Il existe donc
dans II un chemin (nécessairement non bigarré) d’une aréte axiome a dont un sommet est au
dessus d’une des prémisses de ce lien tenseur & unec aréte axiome a' dont un sornmet est au
dessus de l’autre prémisse de ce lien tenseur, n’empruntant pas les arétes de ce lien tenseur.
Ce chemin correspond (d’aprés la proposition précédente) & un chemin dans IIg n’utilisant
pas d’®q-aréte entre a et a’, et comme aa’ est une ®q-aréte de g, cela suffit & assurer que
®q n'est pas une couleur scindante de Ilg.

Montrons maintenant que si une couleur de IIg correspond & un lien tenseur scindant de
It alors cette couleur est une couleur scindante de Ig. $'il existait dans IIg un chemin
n’utilisant pas d’®,-aréte entre les deux axiomes a et a’, a dont I'un des sommetfs soit au
dessus d'une partie de ®, et o’ au dessus de l'autre prémisse du lienltensaur R, alors,
d’aprés les propositions précédentes il existerait dans II un chemin n’utilisant pas de ®.-aréte
entre a et a'. &

DEMONTRATION DU LEMME 4.12. D’aprés le lemme précédent, il suffit d’appliquer le théoréme 2.4..

9¥B.3. Optimisation de la méthode du tenseur scindant

PROPOSITION 4.26. Soit II un réseau dont toutes les conclusions soient des tenseurs. Considérons
II' le réseau obtenu en remplagant tout lien tenseur non final par un lien par . Alors I’ est un
résean et de plus ®, est un tenseur scindant de NI’ équivaut & ®, est un tenseur scindant de II.

DEMONSTRATION:  Les chemins bigarrés de II contiennent ceux de I, et II' ne contient donc
aucun cycle bigarré. Les chemins (pas forcément bigarrés) de II et H’ étant les mémes
une aréte est un isthme de II si et seulement si c'est un isthme de II’, ce qui achéve la
démonstration. <&

L’algorithme pour trouver un tenseur scindant fonctionne donc en un temps %a- ol ¢ est le nombre
de tenseur finaux. Il a été dit que P'algorithme pour touver un tenseur scindant était linéaire car il
se ramenait & trouver un isthme dans un graphe: c’est faux, car si Pisthme trouvé est un axiome,
ou méme une aréte d'un lien non-final, cet isthme ne permet pas de séquentialiser le réseau, en
tout cas pas directement,.

B.4. Agrégats et réseaux
PROPOSITION 4.27. Soit G un agrégat sans cycle bigarré; alors il existe un réseau Il tel que Iy =G

DEMONSTRATION:  Un sommet de G est dit prémisse d’un K12 si et seulement s’il est I'un des
deux points de sa partie & deux éléments, et il est dit conclusion s’il est le sommet de sa
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partie & un élément. Pour chaque K!! de G, appelons (arbitrairement) prémisse l'un des deunx
sommets et conclusion P'autre. Soit maintenant X un sommet de G, qui est c fois prémisse
d’'un K12, ¢ fois d'un K1, et h fois conclusion d'un K*2 ou K14, On considére le bloc suivant:

h

Il est clair qu’en plagant les par entre les points correspondants de blocs ainsi construits pour
tout sommet de G, on obtient un réseau dont la traduction suivant les par est agrégat de
départ. <

La proposition suivante montre que tout agrégat sans cycle bigarré est grosso modo la traduction
selon les tenseurs d’un réseau. On peut vraisemblablement montrer par un argument plus fin qu’il
est exactement la traduction selon les liens tenseurs d'un réseau. Nous pensons que c¢ela n'en vaut
pas la peine, I'essentiel &tant de se convaincre que réseaux et agrégats sont combinatoirement les
mémes objets, ce que la proposition suivante suffit 4 é&tablir.

PROPOSITION 4.28. Soit G un agrégat sans cycle bigarré; alors il existe un réseau Il et une
surjection (...)* de Ilg dans G tels que:

X et X' sont reliés par un chemin bigarré dans G si et seulement si tout axiome de X+ et tout

axiome de X't sont reliés par un chemin bigarré dans llg. (cela signifie que Ilg est essentiellement
semblable 4 G)

DEMONSTRATION:  On commence par transformer l'agrégat ainsi: pour tout K™? de Pagrégat on
ajoute deux arétes entre les deux parties du K™P, ce qui correspond & un tenseur entre deux

par n-aires.
doviont W

K3'3 de. couwloun of

Puis on remplace tout point X atteint par p K" par : le bloc X+ suivant:
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X'& twis conclusions

X alteint qan ton Ky .,
On obtient alors un réseau II dont I'agrégat Ilg n’est pas tout & fait ¢ mais qui satisfait: X
et X' sont reliés par un chemin bigarré dans G si et seulement si tout axiome de X+ et tout
axiome de X't sont reliés par un chemin bigarré dans IIg. <O

§B.5. Existence d'un tenseur héréditairement scindant

Nous établissons dans ce parargraphe un résultat nécessaire a la démonstration du théoréme
théortme 7.24. du paragraphe §F. olt nous explicitons le rapport entre ce calculci et le calcul

ordonné.
DEFINITION 4.29. On dit qu’un lien tenseur (ou coupure ) t d’un réseau Il est héréditairement
scindant si et seulement s’il satisfait la condition récursive suivante:

* t est scindant dans 11

% s8I t' est un lien tenseur dont la conclusion est une prémisse de %, alors t' est héréditairement
scindant dans la composante connexe du réseau Il —t le contenant — ot Il —t désigne le
réseau obtenu en supprimant le lien tenseur final ¢.

Il est alors clair que “le lien tenseur t est héréditairemmt scindant dans sa composante connexe”
équivaut & “le lien tenseur t est héréditairement scindant”.

Donnons un petit exemple:

/\ r\/—,_\\
N \// \/

mon. sendlamk

\8 /
wnafamt‘
Sen
Aonbds bavement  scimolank
LEMME 4.30. [du tenseur héréditairement scindant] Dans un réseau dont toutes les conclusions sont
des tenseur il existe un lien tenseur héréditairement scindant.

DEMONSTRATION:  On procéde par induction sur le nombre de liens tenseur du réseau. Si clest
un, ce lien tenseur est final, scindant et n’a pas de prémisse qui soit un lien tenseur: il est
donc héréditairement scindant. Sinon, soit t un tenseur scindant de II; si aucune des deux
prémisses de t n’est un tenseur , alors t est héréditairement scindant dans II. Sinon, soit ¢’
un lien tenseur prémisse de t; considérons alors II’ la composante connexe de t' dans II — ¢
(dont toutes les conclusions sont des tenseur ), qui contient par hypothése d’induction un
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lien tenseur héréditairement scindant tt; si t+ # ¢/ alors t* est héréditairement scindant dans

[

On peut donc supposer désormais que t’ est héréditairement scindant dans II; si l'autre
prémisse de t n’est pas un tenseur, t est alors héréditairement sindant dans II.

Sinon, soit t"” Dlautre prémisse de t; considérons alors II” la composante connexe de ¢
dans TI — ¢ (dont toutes les conclusions sont des temseur ), qui contient par hypothése
d’induction un lien tenseur héréditairement scindant ¢*. Si t* # t" alors ce lien temseur est
héréditairement scindant dans II. Si t* = t” le lien t” est héréditairement scindant dans II”,
et comme le lien t' 'est dans I, le lien t est héréditairement scindant dans IL

i £ f/
E




Chapitre 5

Eléments neutres

Nous allons montrer que la régle de MELANGE permet de construire un calcul en réseaux avec les
éléments neutres du par (L) et du tenseur (1) ot il n'y ait pas de boite L et dans le quel ces
deux neutres soient différents.

La solution que la régle de MELANGE suggére est pourtant d’élaborer un caleul ot L = 1.
Clest peu satisfaisant car sela signifie qu’une formule affaiblie se comporie comme une formule de
connecteur principal bien-siir (!A), ce qui entraine notamment l'existence de preuves de conclusion
IA®!B, dés que 1A et !B sont prouvable, alors que le calcul usuel ne contient jamais de preuve
une telle conclusion. Le calcul usuel a par contre Vinconvénient d’étre trop complexe pour avoir un
bon critére des réseaux puisque la prouvabilité des formules écrites exclusivement avec L, 1, ® et
® est un probléme NP-complet [LW92].

Nous montrons ici que la fin du chapitre 2 (le théoréme 2.28. permet une solution intermédiaire.
Ceite solution utilise un entier associé au réseau, appelé indice du réseau, qui est préservé par
¢limination des coupures: le nombre de 1 moins le nombre de composantes connexes de tout
sous-graphe bigarré maximal (cette définition est licite car le théoréme 2.98. montre que tous les
sous-graphes bigarrés maximaux ont le méme nombre de composantes connexes ). Le critére est
alors le suivant:

(¢) le réseau est sans circuit bigarré et son indice est 0.
Notons enfin que cet entier fournit de plus une sémantique des phases,

La portée de ce résultat dépasse le cadre multiplicatif dans le quel nous le présentons. En effet
les boites L sont évidement les mémes que les boites affaiblissemcnts, et ces boites sont les seuls
obstacles & la confluence du calcul. La généralisation de notre critére “sans cycle bigarré et nombre
de” & un caleul avec 7,1,V,3 sans boites affaiblissement (et donc confluent) est le critére récursif
suivant. Un réseau est correct si et seulement si:

le remplacement de ces boites maximales par des axiomes n-aires satifait (c);
Pintérieur de chaque boite maximale est un réseau correct.

Notons que c'est la le seul critére connu pour reconnaitre les réseaux des préréseaux (ou les
“proofs” des “proof expressions” dans un calcul correspondant & [Abr91}, i.e. & [Gir87a) sans boites
affaiblissement. Le résultat négatif de {LW92] suggére qu’on ne peut obtenir de critére raisonnable
décrivant exactement le calcul des séquents original sans introduire de boites affaiblissement et
perdre la confluence. Ainsi, bien que nous ayons strictement plus de formules prouvables, (telle
1 ® (1%1)), notre solution semble optimale.

77
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8A. Le Calcul des Séquents avec Mélange et Eléments Neutres

fA.1. Une Sémantique des Phases

Nous renvoyons & [Gir87a] pour la définition précise d’un espace des phases. Disons simplement
qu’on se donne un monoide commutatif et une partie L¥ de ce monoide, |’ensemble des antiphases.
Deux éléments du monoide sont dit orthogonaux si leur composé est une antiphase, et on étend
comme d’habitude cette notion aux sous-ensembles du -monoide.. On interprdte alors les formules
par des faits, i.e. des sous-ensembles égaux & leur bi-orthogonal. Les formules vraies sont celles
dont l'interprétation contient 1¥, Porthogonal des antiphases.

Nous travaillerons ici avec des séquents indexés par un entier relatif. Cet entier peut se voir
comme un fait d’une sémantique des phases fort naturelle due & M. Ajlani, que nous décrivons
brié¢vernent.

* le monoide est (Z,+) {addition usuelle sur les entiers relatifs)

* Pensemble des antiphases L¥ est [1,400)

* les faits sont les sections commengantes de Z: 17 = (1)t = [0,400)
[a,400)t = [1-a,+o0)
[a,+00) @ [b,+00) = [a+b,+0)
[a,400) ® {b+ox) = [a+b-1,4x)

On identifiera n et [n,+00).

§A.2. Les Régles du Calcul des Séquents

Regles structurelies
L™ T2
n m
}———Al,Ag,...,An l—Bl,Bg,...,BP ,
mtm—1 MELANGE
I——-—-——'Al,Az, ...,An, Bl, Bg, vy Bp
1 VIDE
l_...._
Regles d'identité
0 AXIOME
—A, AL
T s

F—A1, 42,0 A K —K*, By, By, B,
ey _ — COUPURE
I_AI:A2r ey An: BI;BZ| ey Bp
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Regles logiques
™ w2
2 m N
"_AlsA%"-»An;A !—'—Bi BlaB2:'":Bp H
e TENSEUR F—1
I--————A;, Agy i, A, A® B,By, Bs, ..., Bp
n FAUX
A, B, Ay, Ay, . A 1
,I;-_ 1,42 ﬂPAR l___L
*_—A,?BrAI:AzynuAn

REMARQUE 5.1,

* L'indice d’une preuve séquenticlle x, noté #(w) est l'indice du séquent conclusion.
% Ce calcul est évidement valide pour Vinterprétation dans le modéle précédement décrit.

* La régle habituelle du L est une régle dérivée: MELANGE(T, raux), donne une preuve de méme
indice que =.

* L'axiome du séquent vide VIDE est nécéssaire & Iélimination des coupures: consiérer, par
exemple la preuve COUPURE(uN,Fanx)

* Si l'on ommet les régles VIDE et MBLANGE, mais ajoute la régle (dérivable) du L lindice est
toujours nul, et on reconnait le calcul ordinaire,

* S’il on omymet les indices, on a L = 1.

* S'il on ommet les indices et les régles vaux et un, c’est Je calcul des deux chapitres précédents.

DEFINITION 5.2. On dit que F est valide au niveau i s'il existe une preuve de |H-F.

F est valide signifie que F est valide au niveau 0.

REMARQUE 5.3. On a strictement plus de formules valides que de formules valides dans le calcul
ordinaire: par exemple L & (1%1) et ((A® B) —o (A%®B)) ® L sont valides. On remarque de plus
que 1 et (A® B) — (A®B) sont valides ! au niveau 1.

TuforEME 5.4. (Elimination des coupures) Soit P une preuve séquentielle de F-T alors il
existe une preuve sans coupure de 2-T.

DEMONSTRATION: Cest un corollaire immédiat du théordme de séquentialisation présenté
ultérieurement. On procéde ainsi: on traduit la preuve séquenticlle en son réseau associé,
on normalise le réseau ainsi obtenu, et on lui associe (par le théoréme de séquentialisation
5.16.) une preuve sans coupure. Nous montrererons dans les propositions 5.8.,5.10. et 5.16.
que lindice de la preuve est préservé par élimination des coupures. ' K

!De toute fagon elles sont toutes interprétées par la sémantique cohérente
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§B. Les Réseaux Correspondants

Réseaux et préréseaux sont les mdmes que ceux des deux chapitres précédents. Cependant un
réseau sera dit correct si son indice, défini quelques lignes plus bas est 0. On aura de plus deux
liens supplémentaires correspondants aux éléments neutres:

DEFINITION 5.5. % On appelle lien 1 une hypothése 1.
* On appelle lien 1| une hypothése L,

* On appelle ff(I1} le nombre de liens 1 d’un réseau N

ProprosITION 5.6. Soit Il un réseau. Le nombre de composanies connezes de ses sous-graphes
bigarrés mazimauz (ou graphes de correction) est toujours le méme. On le notera ce(ll).

DEMONSTRATION:  Conséquence directe de la proposition 2.28.. <

DEFINITION 5.7. On appelle indice d’un réseau le nombre #(I1) suivant:
F#(I) = fF(I) — ec(Il) + 1

PROPOSITION 5.8, Une preuve séquentielle d’indice n se fraduil en un réseau d’indice n.

DEMONSTRATION:  Par induction sur la construction de la preuve. &

§B.1. Elimination des Coupures

Donnens ici les étapes élémentaires;
A
N e N\

®

%
o
>

A® B a¥s v W




§C SEQUENTIALISATION | 8 1

4 L

\/ A&nzobuﬁm (m'f/"—)

PROPOSITION 5.9, L’élimination des coupures est confluente et termine toujours,

DEMONSTRATION: 1l suffit de remarquer que la taille du réseau {son nombre de liens) diminue
au cours de chacune de ces étapes et que ce processus est localement confluent. <

PROPOSITION 5.10. L’élimination des coupures préserve Uindice.

DEMONSTRATION: Il suffit de vérifier que chaque étape élémentaire préserve l'indice, ce qui est
dvident (mais important). <

§C. Séquentialisation

Les résultats du chapitre précédent s’étendent aisément & ce caleul-ei. Il faut tout de méme vérifier
qu'un réseau d’indice n admet une séquentialisation d’indice n. Pour ce faire, nous' allons ici établir
que chacune des étapes élémentaire de la séquentialisation décrites au chapitre précédent, tant par
la méthode du tenseur scindant que :

celle du par scindant préservent cet indice.

ProposITION 5.11. Soit H un réseau réduit & un lien axiome, hypothese, lou L. Alors son indice
est Vindice de sa séquentialisation.

DEMONSTRATION:  ‘Trivial. <o

PROPOSITION 5.12, Soit II un réseau connexe dont toutes les conclusions soient des tenseurs, t un
lien tenseur scindant, II; et Iy les deux parties du réseau II — ¢ (II; et I, sont des réseaux car
le lien tenseur ¢ est scindant); soit m et my les deux preuves séquentielles correspondant & II;
et Il; et m = TENSEUR (73, m;) celle correspondant & II; si #(my) = #(Iy) et #(m) = #(113) alors

#(m) = #(10).
DEMONSTRATION:  Cela est dii aux égalités triviales suivantes:
* #(7) = #(m) + #(m2)
* ce(IT) = ec(H;) + ee(H) — 1
* fAID) = (L) + ff(TT,)
R

PROPOSITION 5.18. Soit Il un réseau non-connexe et soit 1y et II, les classes d'une partition en
deux classes des composantes connexes de II (If; et Iy sont évidement des réseaux); soit my et my
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les deux preuves séquentielles correspondant & Iy et Iy et m = MELANGE(m, w2) celle correspondant

a II; si #(m) = #(I) et #(m2) = #(I,) alors #(x) = #(II).
DEMONSTRATION:  Cela est dii aux égalités triviales suivantes:

* #H(m) = #{m) + #(m) — 1
* CC(H) = CC(HI) + CC(Hg)
* fE(IE) = ff(TE) + fF(H2)

<&

ProrositioN 5.14, Soit II un réseau, soit p l'un de ses liens par finaux; soit 11, le réseau obtenu
par suppression de ce lien par final; soit my la preuve séquentielle correspondant & I} m = par(m;)
celle correspondant & II; si #(m) = #(I1;) alors #(z) = #(II).

DEMONSTRATION:  Cela est dil aux égalités triviales suivantes:

* #(r) = #(m1)
* cc(IT) = ce(ll;)
* fAI) = ff(I1)
<&

PROPOSITION 5.15. Soit I un réseau connexe d’hypothéses H\,..., H, et de conclusions Ci,....,Cy;
soient p un lien par scindant, II; et IIy les deux parties du réseau II —p (M, et U, sont des
réseaux car le lien par t est scindant); on suppose que IIy d'indice i est d’hypothéses Hy,.., H; et
de conclusions C\,...,Cy tandis que Il d'indice j est d’hypothéses Hpyy,..,Hp et de conclusions
Cii1y 0y Cn s0it mp et mo les deux preuves séquentielles correspondant & II; et Ila; on obiient une
séquentialisation m de Il ainsi:

(i) on ajoute & tous les indice en dessous de I'hypothése A®B lentier i puis on remplace dans
7y la formule A®B par la séquence A%®B,(,...,Cy, et on appelle 7 le résultat de cette
opération — qui n’'est pas tout & fait une preuve séquenticlle.

(ii) on place la preuve séquentielle m, au dessus de la feuille F~A%B,Cy,...,,.Ci — on obtient
ainsi une preuve séquentielle d’indice i+ .

On a alors #(I1) = #(x).

DEMONSTRATION:
* ce(Il) = ee(H;) + ece(Ml) — 1

* fA(ID) = fF(IL,) + Ff(IT2)
¢

Toutes les étapes de la séquentialisation, que ce soit par la méthode du tenseur scindant (qui
n'ufilise pas la dernitre proposition) ou par celle du par scindant préservent l'indice. Dol le

THEORBME 5.16. Soit I un réseau d'indice n; alors il eziste une preuve sé’quentzeh’e d’indice n del
que son réseau assocté soft II, -
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§D. n-Expansion

Ce caleul & la propriété de y-expansion: tout axiome non-atomique est dérivable & partir des seuls
axiomes atomiques, et la démonstration en est aussi triviale qu’habituellement.

On remarquera que les deux preuves MELANGE(raux,uv) et AXIOME{Ll} on le méme indice. En
termes de réseaux, cela signifie que, si cela ne crée pas de cycle bigarré, on peut lier par un lien
axiome n’importe quel lien L & nr’importe quel lien 1 sans changer l'indice du réseau.
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CHAPITRE 5.

ELEMENTS NEUTRES




Partie C

Réseaux et séquents ordonnés
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Chapitre 6

Des espaces cohérents au connecteur “précéde”

 La sémantique cohérente est une sémantique de Heyting (on interpréte les preuves et non les
~ formules) étroitement lide i Ia logique linéaire dont 1’étude a parfois suggéré de nouvelles directions.
Ici, elle nous conduira & envisager un connecteur multiplicatif binaire, non-commutatif, associatif et
autodual, précadde , noté <, et un calcul logique dont les conclusions sont des multi-ensembles
ordonnés de formules. Nous le déveloperons dans les chapitres suivants en gardant & lesprit cette
sémantique qui assure notamment le bien-fondé de notre calcul ordonns.

§A. Espaces cohérents

DEFINITION 6.1. Un espace cohdrent A est un graphe simple non orienté dont lensemble des
sommets ou poinls s’appelle la trame [A|l. Deuz sommets = el y sont dils strictemeni cohérents s'ils
sont adjacents (et donc distincts); on nole cela =~y Al

Le dual d'un espace cohérent A, noté AL est le graphe simple complémentaire: A el AL ont la
méme trame et deuz poinis distincis soni adjacents dans AL si el seulement s'ils ne le sont pas

dans A:
* At = |4
* Vo, €At =14l 24y (2nw[4at] <= Nery)a)

On utilise les abréviations désormais standard de [GLTS8S, Gir87a):

a7y ssi z#y et 2 et y sont adjacents z et y sont strictemnent cohérents
TRy ssi 1(z~y) z et y sont incohérents

Toy ssi Nzry) A2y z et y sont strictement incohérents
20y ssi (z~y) V 2=y z et y sont cohérents

Remarquons que la donnée de 'une de ces relations détermine totalement ’espace cohérent,.

Les seuls morphismes entre espaces cohérents que nous envisagerons ici sont les application
lindaires. ' ST

DEFINITION 6.2, Soit A un espace cohérent, on note CI(A) l'ensemble des cliques de A

87
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Une application linéaire d’un espace cohérent A dans un espace cohérent B est une application !
de |A} dans CI(B) telle que:

* si 2Cy alors I(2) Ul(y) € CI(B)
* si 27y alors I(z)Ni{y) =@

L’interprétation du calcul habituel procéde ainsi:

On suppose que Yon dispose d’un espace cohérent pour chaque varisble propositionnelle, et on
définit alors, pour chaque formule, un espace cohérent lui correspondant.

On interpréte alors chaque preuve du multi-ensemble Aj, .., A, comme une clique de l'espace
cohérent A;%.. %A,

Le calcu! de la clique associde & une preuve s’effectue soit sur les réseaux (par la méthode des
expériences que nous étudierons dans le cas plus général des réseaux ordonnés) soit inductivement
sur la preuve séquentielle (nous donnerons ici la sémantique cohérente du calcul de la premiére
partie, et celle du calcul ordonné lorsqu'il sera défini).

La sémantique d’une preuve est alors un invariant de I’élimination des coupures.

§B. Le connecteur précade

Soient A et B deux formules et @ un connecteur binaire. Ce connecteur s’interpréte dans la
sémantique cohérente comme une fonction © qui associe au couple d'espace cohérents A, B un
espace cohérent AVB dont la cohérence n’est fonction que de celle sur |A| et de celle sur [B].

Le connecteur ¥ est dit multiplicatif si sa trame [AVB| est le produit cartésien [A|x [B| des

trames de A et de B. Le connecteur ¥ est donc en fait une loi de composition sur ['ensemble a

LI L S “f\”}
’ —_ .

trois éléments {“w ,

Pour pouvoir associer aux cliques de A et de B des cliques de AVB de maniére canonique il
faut de plus que:

* (2,9)" (2, 9)[AVB] <= ="2'[4]
* (2,9)"(2,¥)[AVB] <= y"v(B]
* z~z'[A] A y~y'[B] = (z,9)~ (', v)[ACB]

* zoz'{A] A yoy'[B] = (z,9)- (=" ¢4V B

Tout ceci peut se résumer ainsi: il faut que la loi de composition sur {“o”,“ = 7, 4"} soit
compatible avec l'ordre “U” < “=" < “~" dans le sens suivant: s &' A <t =808 <1OF
Compte tenu de limplication (sVs' = “=")=> (s = “=" A & = “=") on voit que seuls “~Q.”

et Q™" ne sont pas déterminés par cette condition. .
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On dira gue le connecteur ¥ est commutatif ssi
(z,9)C(z', ¥ )[AVB] = (y,2)C(/,2')[BYA]

i.e. si la loi de composition correspondante l'est. On voit alors qu’il n’y a que deux connecteurs
multiplicatifs binaires commutatifs, que nous appellerons bien évidement par el temseur qui
correspondent aux formules du méme nom:

A®RB A®REB
A\B wl=f~ A\B wl=1~
soit
A® B (a,6)C(d’, b)) [A® B] ssi ala’[A] A bCV[B]
A%RDB (a,0)~{a', ¥) [A® B} ssi a~a'{A] v Y[B]

et on a bien (A"S’B)"' = At ® BL.

S’l on se demande quels sont les connecteurs multiplicatifs binaires non-commutatifs on voit qu'’il
1’y en a que deux, qui sont symétriques I’un de P’autre. On appellera ces connecteurs A“précéde” B
et B“précéde” A ce que 'on notera A < B et B < A. En voici la définition:

A< B
A=
o lololm
= w|l=1"
~ ~ ~ Lo

Ce qui s’écrit aussi:

A<B|(@b~@,¥) [4<B]  ssi (ana'l4] A b=b) v b~ ¥[B]

PROPOSITION 6.3. Le connecfeur précade est

(i) non-commulatif A< BEB<A
(i) associatif ie. A< (B<C)=(A<B)C
(i) eutodual i.e. (A< B)Lt = A+ < Bt

(iv) “entre le par et le tenseur ”: on a¢ (A® B) — (A< B) et, par dudlité, (A < B) —o (A®B),
soit: [
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A¥B = B¥A

[A@B=B® A

DEMONSTRATION:

(i) Cela se voit sur la définition de la cohérence.
(if) Montrons que:
(1) (=, (v, )~ (=", (¢, 2))[A < (B < C)] équivaut &

(2) (=, 9),2)~((=",¥),2')[(A < B) < C], ce qui suffira puisque (#,(y,2)) = (=',(¢/,2)) ssi
((z,¥),2) = ((',3'), #'). Les lignes suivantes sont équivalentes:

D: (=)= (2 '))[A <(B<0Q)]
(a2 MA@ 2) = 7, ) v (w2, )18 < €1 (def)
(z Z[AlAy=y /\z—z’) "y’B]/\z“z)Vz"z’[C}) (def)

z~ ' [Aj Ay = y’/\z*zgvgy y{B]/\z*z)Vz"z’[C] {ass)

e~2l[AlAy=y Az=2 )V (y yB]Az-z)Vz"z’{C] (dist)
(((aﬂx'm} Ay=v) Vyny') Ar= z') Vany (def)
((:c,y)f‘(x’, YI[A<BlAz= z’) V! (def)

(2): (= 9) )= y), (A< B) < C]
(iii) (z,y)(2',¥)[A < B] signifie, d’aprés la table, yoy/[B] V (z-2/[4] A yoy/[B]) soit
y~y' [B] v (E"l" [At] A gy [B*]) ie. (z,9)" (=" y)[4* < BY]
(iv) L'identité de A® B dans A < B une application linéaire: les tables de cohérence
précédentes montrent que (z,¥)C(2',y)[A® B] = (2,y)C(2',¥')[A < B, ce qui suffit.

<&

§C. Produit ordonné d'espaces cohérents

La définition de la cohérence dans 'espace cohérent A < B donne Pidée de la généralisation suivante:

DEFINITION 6.4. (produit ordonné d’espaces cohérents) Soif i un ordre sur le multi-ensemble
d’espaces cohérents Aj,..,An. On définit le produit ordonné par i des espaces cohérents Ay,.., A,
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ainse:
* Se trame esi le produif cartésien des espaces cohérents:

HAs' =H[Ai|
i

il
% La cohérence est définie “lexicographiquement”:

(a1y ey an)™(al, yal) HA.- &= 3i {a;"aﬂ-[A,-] A (Vj >ifi} a5 = a;»[Aj})]
i

On remarque alors que A%®B n’est autre que HA,B tandis que A < B n’est autre que H A, B,
& A<B
Cette définition suggére qu’on peut manipuler des multi-ensembles ordonnés de formules au lieu
des multi-ensembles habituels, i.e. travailler avec des connecteurs multiplicatifs généralisés (qui ne
seront pas tous définissables avec le par et le précéde ). Clest la P'objet des chapitres suivants.
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§D. Sémantique cohérente du calcul multiplicatif avec mélange

A titre d’exemple, nous donnons rapidement la sémantique cohérente du caleul des séquents défini
p

dans le chapitre 4.

fl

- o
t—Ai, A2,y ..y An By, Bs,..., B
b—Ay, A2, ..., Ap, B1, B3, ..., By

PMELANGE

{(alx v @y B1y vy bp)/

(a1,...,an) € ||mi|] et (by,...,bp) € H"fz“}

[_A15A2|'"sAn)A®B:BlsBZH--|Bp

— (o fect)

1'7"1 57"2 {(al,...,an,bl,..,,bp)/3ze|K|

['_AlsAm---;AruI{ }‘-‘I{‘L!BllB2:"‘er
COUPURE
'_AIJAZJ ey An)BllB2a'"aBp ((11, ...,ﬂn,Z) € HFIH el (61! "‘lbpﬁ Z) € “‘JTQH}

E7r1 ) {(al,...,an,(a,b),bl,...,bp)/

l_"AI:AZy“'rAnsA }"'BrBI:B%“'in
TENSEUR

(als'":aﬂ:a) € ”7"1” et (biblr“'lbp) € ”"’T2“}

L
I_‘A: BF Al: Aﬂ!: ey Aﬂ
P
—A%B, Ay, Ag, Ay

{(al,...,an,(a,b))/

(al, vy By Gy b) € ”71’1”}

On vérifie alors aisément que la sémantique cohérente d’une preuve est un invariant de la preuve

par rapport & I’élimination des coupures.

On pourrait tout aussi bien calculer la sémantique cohérente d'une preuve sur le réseau
correspondant. Ce calcul étant une restriction du calcul ordonné, ce sera un cas particulier de la
sémantique cohérente des réseaux ordonnés présentée ultérieurement.




Chapitre 7

Réseaux ordonnés

“Nous allons donc construire un systéme de preuves dont la conclusion est un multi-ensemble ordonné
de formules construites & l'aide de par , tenseur et précade . La sémantique de Heyting d’une
preuve de Ay, ..., A, dans lordre { sera une clique de Pespace cohérent produit précédement défini.
On commence par présenter ces preuves en réseaux car la généralisation correpondante des réseaux
est plus naturelle que celle du caleul des séquents.

Les formules sont ici écrites & I'aide des trois connecteurs binaire tenseur “®”, par “®”, et
précdde “<”. On rappelle que (4 < B}t = AL < BL.

8A. Définition des réseaux ordonnés

NoTATION 7.1. [couleurs] On se donne un ensemble dénombrable de couleurs. Parmi ces couleurs,
on en distingue une, le noir, notée AN tandis que les autres seront dites propres, et seront
désignées par des lettres grecques o, 3, ...

NOTATION 7.2. Par graphe simple orienté on entend un graphe orienté sans boucle tel que, pour
tout couple de points (z,y) on ait au plus un arc de z vers y, ce qui n'interdit pas d’avoir aussi
un arc de y vers z. Si la paire d’arcs u = (z,y) et it = (y,z) font partie du graphe, on parlera
afors de l'aréte {z,y} ce qu'on écrira souvent z—y. En fait on réservera l'expression l'arc (z,y),
ce qu'on écrira souvent z — y pour un arc = (z,y) du graphe tel que larc @ = (y,2z) ne fasse
pas partiec du graphe. Dire qu’une aréte est de couleur v, c'est dire que les deux arcs qui la
constituent sont de couleur v.

On va définir les réseaux ordonnés comme des graphes simples orientés colorés, dont les arcs sont
tous noirs et dont les arétes sont colorées (et dont certaines sont noires).

DEFINITION T.8. On appelle (trés abusivement) arbre des sous-formules d'une formule F de ce
langage, un couple (T, A) ol : s '

* T est un arbre binaire dont les sommets sont étiquetés par des sous formules de F, et les
branchements par les connecteurs (binaires), “®*,‘®" et “<”, de sorte que: si G et H sont
les successeurs de L dans un branchement étiqueté par le connecteur O alors L= GVH. On
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remarquera qu'on s'autorise ainsi & considérer des arbres des sous formules “élagués” dont les
feuilles ne sont pas toujours des atomes; par contre, si une sous-formule immédiate H, d’une
formule HPG figure dans Parbre, l'autre sous-formule immédiate G y figure aussi.

« A est Pensemble des arecs G — H pour tous les couples G H de sommets de 'arbre dont le
prédecesseur est G < H.

Ce n’est done pas un arbre, mais un graphe simple constitué. par un arbre, augmenté d’arcs entre
certains sommets.

DEFINITION T.4. Une famille d'arbres des sous-formules est dite bien colorée si et seulement si;

* les arcs sont noirs
+ les deux arétes correspondant & um connecteur tenseur sont noires;

% les deux arétes correspondant 4 un méme connecteur par ou précéde sont d'une méme
couleur propre;

% deux arétes apartenant & des connecteurs par ou précade différents, -— qu’ils soient ou non
dans le méme arbre — sont de couleurs (propres) différentes.

DEFINITION 7.5. Un préréseau ordonné est un graphe simple coloré dont les sommets sont étiquetés
P g
par des formules et le signe “e”. Plus précisément, un préréseau ordonné Il est défini par un

quadruplet (F, Az,Cut,i) oi:

« F est une famille bien colorée d'arbres des sous-formules des formules F;, dont les feuilles
sont les A;.

% Az est un ensemble d’arétes noires non-adjacentes de la forme A;A; ot A; = AJ-'L
% Cut est un ensemble triplets {oy, ey, ct) ot:

> les oy sont des sommets du préréseau ordonné autres que ceux de F, étiquetés e, de
degré 2, appelés coupures,

& pour tout k cx et cxl sont des arétes noires de la forme exy——F; et o——F; avec
F= F}"‘, de sorte que, si k # k', les deux arétes ¢y et cy, ne sont pas adjacentes et les
deux arétes cx et ¢y ne sont pas adjacentes, (On peut aussi dire qu’une racine Fy est
incidente & au plus une aréte ¢ ou cx')

* 1 est un ensemble d’arcs noirs dont les extremités sont parmi Fi, ey

On appelle feuille du préréseau ordonné toute feuille de la pseudo-forét F. On appelle coupures
du préréseau ordonné les sommets de Cut (Le. les o). On appelle conclusion du préréseau
ordonné toute racine F; de F non-incidente a un sommet de Cut. On appelle hypothése d’un
préréseau ordonné une feuille non-incidente & une aréte de Az. "

Remarquons tout de suite que I’objet suivant n’est méme pas un préréseau ordonné (ce n'est pas
un graphe simple orienté): '
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DBFINITION 7.6. Un lien d'un préréseau ordonné Il = (F, Az,Cut,i) est l'un de de ses (petits)

sous-graphes pleins suivants:

% Un lien hypothése est le graphe réduit & une hypothdse du préréseau ordonné.

« Un Hen axiome est une aréte de Ax.

A At

% Un lien par est consitué des deux arétes incidentes d’une méme couleur pmpre_lfaﬁt. une
sous-formule A¥B de F; & ses deux sous-formules immédiates A et B. A¥B est appelée la
conclusion du lien, tandis que ses sous formules immédiates A et B sont appelées:-prémisses

de ce lien.
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* Un lien précadde est consitué des deux arétes incidentes d’une méme couleur propre liant une
sous-formule A < B de F; 4 ses deux sous-formules immédiates A et B, et de larc noir
A— B. A< B est appelée Ia conclusion du lien, tandis que ses sous formules immédiates A
et B sont appelées prémisses de ce lien.

A‘—‘—-_—}-B
\\o(, (5//
AV,
AR

* Un lien tenseur est consitué des deux arétes noires liant une sous-formule A® B de F; 4 ses
deux sous-formules immédiates A et B. A® B est appelée la conclusion du lien, tandis que
ses sous formules immédiates A et B sont appelées prémisses de ce lien.

A 3
7 H
A® B

* Un lien coupure est consitué des deux arétes noires incidentes & un sommet de Cut.

L

2 F
o N

L

Un préréseau ordonné s’obtient donc, s’il n'y a pas de coupure !4 partir d’un préréseau
commutatif par addition d’arcs noirs de deux sortes. Les premiers vont d’une prémisse d’un len
par & l'autre, et les second vont d’une conclusion & une autre conclusion.

DEFINITION 7.7. Dans un graphe coloré orienté on dit qu'un ensemble d'arcs et d'arétes est
bigarré s’ ne contient pas deux arétes d’ 'une méme couleur propre. Un chemm bigarré est donc

sinon il faudrait que réseau commutatif contienne des coupures entre deux %¥; on verra au paragraphe §F, de
ce chapitre le rapport exact entre réseaux ordonnés et réseaux commutatifs
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un chemin qui n'emprunte jamais deux arétes d'une méme couleur propre — ce qui ressemble, si
ce n'était de lorientation, aux définitions similaires des chapitre 2 et 4,

DEFINITION 7.8. On dit qu’un préréseau ordonné est un réseau ordonné s’il ne contient pas de
circuit bigarré,

REMARQUE T7.9. Dans un résean ordonné, Il = (F,Ax,Cut,i) le sous-graphe noir i est sans
circuit. Un préréseau Il = (F,Az,Cut,i) est un réseau ordonné si et seulemnent si le préréseau
II' = (F, Az,Cut,i) est un réseau ordonné ot i désigne la cléture transitive de i {qui est antiréflexive
puisque i est antiréflexive et sans circuit).

* Ainsi le second exemple de préréseau est-il un réseau, tandis que le premier n’en est pas un.

DEFINITION 7,10, Soient Il = (F, Az,Cut,1} un préréseau de conclusions Ay,...,An,e1,...,ex[i]. On
note II™ le préréscau I~ = (F, Az,Cul,@); il est clair que si 11 est un réseau alors 1™ est a
fortiori un réseau.

“ On appelle graphe de correction de Il tout sous-graphe bigarré maximal de 1I. Les graphes de
corrections des réseaux ordonnés sont donc orientés.

Un sous-graphe maximal de I~ qui est bigarré sera dit graphe de correction interne.

On appelle parcourt de II toute relation U sur A,,..., A, définie par un graphe de correction
interne, i.e. W est un parcourt de R si et seulement si il existe un graphe de correction interne G
tel que:

AMAg si et seulement si G contient un chemin de A; & Ai. Les parcourts ne sont donc pas
forcément symétriques, contrairement aux parcourts habituels. Ils sont par contre transitifs.

ProprosiTION T.11. Un préréseau ordonné de conclusions Ap,..An[W] est un réseau ordonné si et
seulemnent si:

% 1 est sans circuit
* tout graphe de correction interne est sans circuit

% 1 est orthogonal & tout parcourt interne (rappelons que l'orthogonalité est stable par cléture
transitive et réflexive)

&B. Elimination des Coupures Ordonnées

Nous allons maintenant démontrer que le critire donné dans la définition des réseaux ordonnés
est stable par élimination des coupures. Nous donnons ici les tapes é&léméntaires de P'édlimination
des coupures, qui utilisent les expansions d’ordres présentées au chapitre 1, et nous montrons que
chacune de ces étapes donne un réseau ordonné, i.e. que le critére sans circuit bigarré est préservé
par élimination des coupures. Notons que c’est 13 un argument essentiel pour pouvoir donner le
nom de calcul & ce systéme, et que faute de ce résultat nous aurions soit modifié ce calcul, soit
abandonné notre idée d’un tel caleul,
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9B.1. Coupure sur un axiome [az]

@
A/\ . \&/ o \A/
A A < nedduck
N
X_/ &\\/

L'ordre sur les conclusions et coupures I'ye est ilr'

Montrons maintenant que:

LEMME 7.12. Si II est un réseau ordonné qui se véduil en une élape [ax] en 1U', alors II' esl aussi
un réseatt ordonné.

DEMONSTRATION: I est clair que M’ est un préréseau, et qu’il ne contient pas de circuit bigarréf
interne, i

1l suffit alors de remarquer que II’ s’obtient & partir de II par contraction d’arétes noires (&
double sens), et par effacement d’arcs noirs de i &

qB.2. Coupure entre deux précéde [ped]

A—>R Ar—apr L

>Z

. ¥
L'ordre sur les conclusions et coupures est { =1/ <
oy ~eiy)

LEMME 7.13. Si I est un réseau ordonné gui se réduif en une étape [ped] en II', alors 11 est aussi
un réseau ordonné. . : -

DEMONSTRATION: Il est clair que II' est un préréseau et que tout chemin bigarré de II' utilisant
au plus une aréte noire de chaque paires d'arétes o;~—A,o;,—B et o;—AL 0, —B*
se releve en un chemin bigarré de IL Lo
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§B ELIMINATION DES COUPURES ORDONNEES

Supposons done que II contienne un circuit bigarré; il en contient alors un qui est de
longueur minimale, ce qu'on abrégera en minimal.

D’aprés la remarque précédente, si ce circuit bigarré minimal ¢ contient au plus une aréte de
chaque paires d’arétes noires e;,—A,¢;,—B et o;,——AL, o;;——BL, ce circuit se releve
en un circuit bigarré de II.

Supposons alors que ¢ emprunte la paire d’arétes ¢;,——A,e;——B. Puisque ¢ est minimal, ¢
emprunte nécessairement Parc o;, — ¢;,. Il existe donc dans II' — et donc dans IT un chemin
bigarré de B & A. Ce chemin et Farc 4 — B constituent un chemin bigarré de II.

B se traite de maniére similaire.

<&

Le cas olt che contient la paire d’arétes e;,——AL, e,

‘qB.3. Coupure entre un tenseur et un par [is/par]

LEMME 7.14. Si Tl est un réseau ordonné qui se réduit en une étape fts/par] en 1, alors II' est
aussi un réseau ordonné.

. ! :
L’ordre sur les conclusions et coupures est 1 =1i/4us; ~oi,

DEMONSTRATION: Il est clair que II' est un préréseau et que tout chemin bigarré de II’ utilisant
au plus une aréte noire de la paire d’arétes o.-t--—--AJ',o,-,——B'L se teléve en un chemin

bigarré de II.

Supposons donc que I’ contienne un circuit bigarré; il en contient alors un qui est de longueur
minimale, ce qu’on abrégera en minimal, D’aprés la remarque précédente, si ce circuit bigarré
minimal ¢ contient au plus une aréte de la paire d’ardtes noires o;,——A', e;,—B*, ce
circuit se reléve en un chemin bigarré de II. Supposons maintenant que ce circuit contienne
B*.

S'il emprunte les deux arétes e;,——A et e;,—B, alors II' — et donc II — contient un
chemin bigarré de A & B, qui constitue, avec les deux arétes noires du lien tenseur A® B
un circuit bigarré de 1L '

la paire d’ardtes noires o;,—A~L, e,

$'il emprunte une seule des deux arétes e;,——A,e;,—B, alors II' — et donc Il — contient
un chemin bigarré de lune des formules A%, BL a Pune des formules A, B (ou de Pune des
formules A, B & l'une des formules AL, BL), qui, concaténé avec le chemin de II passant par

o; les reliant, constitue un circuit bigarré de II. <
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§B.4. Normalisation forte et confluence du calcu! des réseaux ordonnés

Nous allons montrer que ’élimination des coupures est une normalisation forte et confluente. Pour
cela il faut préciser ce que l'on entend par élimination des coupures: soit H un réseau ordonné
de conclusion Ay, ..., Ap, e1,...,9, dans I'ordre i alors on peut, par les transformations locales [az] |

[ped} et [ts/par] précédement décrites, obtenir une preuve de Ay,..., A, dans ordre iA R

EETERIAS 3
THEOREME 7.15. Si Il est un réseau ordonné alors 11 est fortement normalisable, et la normalisation
est confluente.

DEMONSTRATION: On a vu que si Il est un réseau, alors tout réduit II' de II est aussi un
réseau, i.e. ne contient pas de circuit bigarré (il est clair que II' est un préréseau).

Montrons maintenant que que i'l =1i . Dans le premier cas i = 1/ aei ~riys €

ArvenAn AvreyAn
dans le second, i =i < . D’aprés le paragraphe §C. du chapitre 1, la restriction de
' p paragrap

[ FECL FRT P

it . . . .
1 au conclusions et aux coupures autres que e; est i, dans les deux cas, ce qui assure, a
fortiori, le résultat.

Chacune des étapes élémentaires diminuant la taille du réseau, la terminaison est assurée. La
confluence est triviale, <&

§C. Sémantique cohérente des réseaux ordonnés

Nous allons ici calculer la sémantique cohérente d’un réseau ordonné, par une méthode qui généralise
4 notre calcul les expériences de [Gir87a].

Tout d’abord une remarque aussi triviale qu’utile:

REMARQUE 7.16. Si (a;,...,an)-(a},...,a}) HA,- et ap~al[Ag] alors 31 > kfi]  araf[A

(Evident d’aprés la définition du produit ordonné d'espaces cohérents.)

DEFINITION 7.17. Une expérience est Pattribution & chacune des formules du réseau d’une valeur
prise dans la trame de I'espace cohérent correspondant de sorie que:

* pour chaque lien axiome ou coupure on ait la méme valeur pour A et At

* pour chaque lien par tenseur ou précdde la valeur de la conclusion du lien soit le couple
des valeurs des prémisses.

LEMME 7.18. (de compatibilité) Deur eczpériences d’un méme réseau sont toujaurs cohérenies
moduloe le produit ordonné des conclusions. '

DEMONSTRATION:  On suppose qu'on a réalisé deux expériences incohérentes, et on montre que
le résean m'est pas correct, i.e. contient un circuit bigarré. -Si c'est le-cas, il existe une
conclusion ofi les deux expériences sont strictement incohérentes. En effet si les expériences
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étaient toujours cohérentes ou égales sur les conclusions, comme elles ne sont pas égales en
toutes les conclusions, en considérant une conclusion maximale ol elles soient strictement
cohérentes on voit qu’elles seraient cohérentes dans le produit ordonné des conclusions.

On construit, en partant de cette conclusion ol elles sont strictement incohérentes, un chemin
bigarré qui a la propriété suivante:

% lorsque le chemin monte les expériences sont sirictement incohérentes,
+ lorsque le chemin descend les expériences sont strictement cohérentes,

* lorsque le chemin emprunte un axiome on passe d’une formule oll les expériences étaient

A

strictement incchérentes 4 une formule ol elles sont strictement cohérentes,

. % lorsque le chemin emprunte une coupure on passe d’une formule ol les expériences étaient
strictement cohérentes & une forrnule ofi elles sont strictement incohérentes,

% lorsque le chemin emprunte un arc de lordre, ou d’un lien précdde , on passe d’une

formule oli les expériences étaient strictement cohérentes &4 une formule oli elles sont
strictement cohérentes.

On va montrer qu'on peut prolonger indéfiniment un tel chemin bigarré, & moins qu'il y ait
un circuit bigarré. Cela assurera ’existence d’un circuit bigarré et contredira la correction
du réseau. Pour un réseau correct, les valeurs des expériences en les conclusions sont donc
nécessairement cohérentes en le produit ordonné des conclusions.

On envisage successivement (et patiernment) tous les lieux possibles de la fin du chemin déja
construit.

’DANS UN LIEN par }

EN MONTANT (les deux expériences sont donc strictement incohérentes en sa conclusion)
Un rapide calcul montre que les deux expériences sont strictement incchérentes en
Pune au moins des deux prémisses. On étend le chemin jusqu’ds cette prémisse, en
s'assurant que le chemin n’a pas utilisé auparavant Pautre aréte du lien par . Si tel
était le cas, vu les cohérences, on y serait passé en montant, et on aurait donc un
circuit bigarré.

EN_DESCENDANT PAR L’UNE DES PREMISSES (les deux expériences sont donc strictement
cohérentes en cette prémisse)
Les deux expériences sont aussi strictement cohérentes en la conclusion du lien. On
prolonge notre chemin en descendant de la prémisse & la conclusion du lien, en
remarquant que si notre chemin a déja utilisé l'autre aréte on a un circuit bigarré
utilisant I’aréte que l'on vient d’ajouter au chemin.

DANS UN LIEN précdde : A< B]

EN MONTANT (les deux expériences sont donc strictement incohérentes en sa conclusion)
Un rapide calcul montre que les deux expériences sont strictement incohérentes en
Pune au moins des deux prémisses. Notons que, puisque les deux expériences sont
strictement incohérentes en la conclusion, si le chemin a emprunté Pune des deux
arétes du lien, c’est en montant, et que de fait on a circuit bigarré, Si le chemin n’a
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emprunté aucune de ces deux arétes, on peut le prolonger jusqu'd une prémisse oil
les deux expériences sont strictement incohérentes.

EN DESCENDANT (les deux expériences sont donc strictement cohérentes en cetle prémisse)

PAR LA PREMISSE A S5t on arrive & la prémisse A d'un lien précdde A < B en
descendant les deux cas suivanis peuvent se présenter:
* soit B : . auquel cas on remonte par B en utilisant l'arc du lien précade ,

# soit B : O auquel cas les expériences sont strictement cohérentes en la conclusion
du lien et on prolonge le chemin en descendant jusqu'd la conclusion du lien.
Si le chemin avait emprunté 'aré droite (forcément en descendant)}, alors il y a
un circuit bigarré utilisant ’arc du lien précads .

PAR LA PREMISSE B Dans ce cas les deux expériences sont strictement cohérentes en
la conclusion de ce lien. On prolonge le chemin en descendant & cette conclusion.
Notons que si le chemin avait emprunté Paréte A~——A < B du lien précdde ,
c'était en descendant, et que dans ce cas on obtient un circuil bigarré empruntant
’aréte droite du lien précadde .

DANS UN LIEN tenseur |

EN MONTANT (les deux expériences sont donc strictement incohérentes en sa conclusion)
Si on arrive en montant 4 la conclusion d’un lien tenseur , alors les deux expériences
sont strictement incohérentes en l'une au moins des prémisse du lien. On prolonge
notre chemin jusqu’a une telle prémisse,

EN DESCENDANT (les deux expériences sont donc strictement cohérentes en cette prémisse)
Si on arrive en descendant dans Pune des prémisses d'un lien tenseur , alors soit on
remonte par I’autre prémisse si les deux expériences y sont strictement incohérentes,
soit on descend 4 la conclusion oit les deux expériences sont alors strictement
cohérentes. (Un rapide calcul montre qu’il n'y a pas d’autre possibilité.)

MONTANT DANS UN LIEN axiome] (les deux expériences sont donc strictement incohérentes

en cette conclusion du lien axiome)

Si on arrive (nécessairement en montant) 4 l'une des conclusion d’un lien axiomeon
prolonge le chemin en descendant par l’autre conclusion du lien axiome (ol les deux
expériences sont forcément strictement cohérentes).

EN

DECENDANT DANS UN LIEN coupure ](les deux expériences sont donc strictement

cohérentes en cette prémisse du lien coupure )

Si on arrive (forcément en descendant) dans Pune des prémisses d’un lien coupure alors
on prolonge notre chemin en remontant par l’autre prémisse du lien coupure (ol les
expériences sont forcément strictement incohérentes).

| En

DESCENDANT DANS UNE GONCLUSION DU RESEAUJ (les deux expériences sont donc

strictement cohérentes en cette conclusion)

Si on arrive (nécessairement en descendant) dans une conclusion du réseau comme nos
deux expériences sont strictement incohérentes modulo le produit ordonné des conclusions,
il existe une conclusion supérieure dans l'ordre sur les conclusions ol les deux expériences
sont strictement incohérentes (d’aprés la remarque 7.16.). Il existe donc un arc de notre
conclusion & cette conclusion, arc par lequel on prolonge notre chemin. '

Le lecteur méticulenx aura remarqué qu’on n’utilise pas l'ordre entre les coupures. Cela est




§D MODULARITE DE CE CALCUL 103

di au fait que les coupures s’éliminent sans modifier la sémantique et que si cet ordre était
nécessaire, on ne pourrait traduire notre chemin dans le résean normalisé. <

LEMME T7.19. Tout réseau normal admet une sémantique cohérente non-triviale.

DEMONSTRATION: 11 suffit de choisir, pour tout lien axiome A, Al une valeur dans la trame
|A| = |At| de 1'espace cohérent correspondant & A. Ensuite, on “propage” ces valeurs dans le
réseau, ce qui fournit toujours une expérience puisqu’il n’y a pas de coupure. O

LEMME 7.20. Si 1T se réduit en I par élimination des coupures, alors Il et ' ont méme
sémantique cohérente.

DEMONSTRATION: Il est clair quil suffit d’envisager le cas ol II' est obtenue par une étape
élémentaire d’élimination des coupures.

On remarque alors que les expériences réussies de II et II' se correspondent bijectivement. &
THEOREME 7.21. Tout réseau ordonné admel une sémantigue cohérenie mon iriviale préservée par
élimination des coupures.

DEMONSTRATION:  Conséquence directe des lemmes précédents. <

§D. Modularité de ce Calcul

On exploite ici les résultats du paragraphe §G. du chapitre 1 pour définir des notions de module
et de typage. Cela généralise fortement les notions de modules pour des réseaux commutatifs
envisagées dans [DR90, Gir87b}, en ce sens qu'on ne demande pas qu’un module soit un réseau
avec hypothéses, et lorsqu'on branche deux modules on ne demande pas gu'ils soient disjoints: on
prend simplement la réunion ensembliste de deux graphes. Un module est pour nous n’importe
quelle partie d’un réseau, et il est possible qu'il ne contienne qu’une seule des deux arétes d’un
méme lien. Par la méme cela ressemble un peu i certaines constructions que {Mét92] a introduit
pour les réseaux commutatifs.

DEFINITION 7.22. Un module M de bord T est un couple XI,T' ot T est un sous-graphe d’un réseau
ordonné, el T un sous ensemble de ses sommels. On définit les graphes de correction d’un module
comme ceur d’un réseau: ce sonl ses sous-graphes bigarrés mazimaeuz; un parcourt du module
associé & un graphe de correction G est alors la restriction @ T du préordre W suivant: XuY si et
seulement si G contient un chemin de X 4 Y. Soit M et M' deuz modules de méme bord T, ei
dont les sommels communs soient T' ef tel que si M|r contient l'arc A — B alors M'|r ne contient
pas U'arc B — A el réciproquement; on définit alors leur branchement comme la réunion ensembliste
de ces deuz graphes si elle est un prérésean.

Le théoréme 1.33. du chapitre 1 montre que, le branchement de deux modules est un réseau
correct si et seulement si toute restriction aux frontitres des parcourts sont orthogonales. Il est
alors naturel de définir le type d’un module de bord I' comme un ensemble clos par bi-orthogonal

de relations binaires sur F.
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8E. n-expansion

L'axiome A < B——AL < B* se décompose en

P
\ / \ /7
\\ // \\ /
N/ \ /

v/
A<B A B

qu'on peut considérer comme un module de frontitre A < B,A' < B dont le seul parcourt
est U= {(A < B,AL < BL)}. Soit Il un réseau ordonné utilisant l’axiome A < B~—AL < B,
Le module de frontidre A < B,A't < B* constitué par I privé de cet axiome n’a que des
parcourts orthogonaux & ceux de l'axiome 4 < B——A' < BL qui n’a qu'un seul parcourt, . Le
remplacement dans I de A < B——A' < B* par sa décomposition donne donc un réseau correct.

On démontrerait de méme qu'un axiome A® B—AL%¥BY peut &tre remplacé par sa
décomposition.

Enfin une induction triviale montre que tout réseau ordonné peut &tre transformé en un réseau
ordonné n'utilisant que des axiomes atomiques.

§F. Rapport avec le calcul de la deuxiéme partie.

PROPOSITION 7.23. Un réseau réseau ordonné sans coupure dont on oublie les arcs est un réseau
habituel dans le quel les précede sont devenus des par .

DEMONSTRATION: Il est clair qu'on obtient ainsi un préréseau. Il sufflit alors de remarquer
que tout chemin bigarré du réseau commutatif sous-jacent est un chemin bigarré du réseau
ordonné. <

THEOREME 7.24. {plongement du calcul ordonné) Il est possible, dans un réseau ordonné, de
transformer certains précdde en par et d'autres en tenseur det d’obtenir ainsi un réseau habituel

DEMONSTRATION:  On peut supposer sans perte de généralité que lordre sur les conclusions et
coupures est 'ordre discret, et que le réseau est connexe.

On procdéde par induction sur le nombre de liens autres qu’axiomes du réseau II.

Sl n’y a que des axiomes, il n’y a rien & démontrer.

S’il y a un lien par ou précade final, en le supprimant on le transforme en un réseau plus
petit que ’on transforme; en remettant un lien par a la place du lien supprimer, on
obtient une solution pour II.

Sinon, le réseau commutatif sous-jacent contient

un tenseur ou une coupure héréditairement scindant d’aprés le lemme 4.30..

S’il s'agit d’un tenseur t, en le supprimant, on obtient deux réseaux plus petits, pour
les quels on dispose d’une solution. En remettant ce tenseur supprimé on obtient
une solution pour II. : SR
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I

®

8’il s’agit d’une coupure, on envisage deux cas:
pure, g

c’est une coupure entre deux précdde A* < Bt et A < B On procéde alors & une
étape d’élimination des coupures sur cette coupure, et on supprime Pordre apparu.
Le réseau obtenu ayant un lien de moins, on dispose d’une solution II’ pour ce
réseau. Comme la coupure réduite était scindante, les deux arétes A—— AL et
B——B* constituent un ensemble séparateur de ce réseau I, appelons I} et IT}
ces deux morceaux — qui sont des réseaux commutatifs, dont les chemins sont
& double sens. Si II{ contenait un chemin bigarré reliant AL et BL et I} un
chemin bigarré reliant A et B, alors II’ contiendrait un circuit bigarré empruntant
les deux coupures et ces deux chemins, qui, étant dans des parties disjointes du
réseau ne peuvent avoir de couleur commune. Le réseau obtenu en plagant un lien
tenseur sous les deux formules non-reliées par un chemin bigarré, un lien par sous
les deux autre, et une coupure entre ce par et ce tenseur est une solution pour I

,n— se. rZJLW«f < /n-q Ae fza/ﬂ,S fmm& WT"

u

T\d tmfmmgz

c’est une coupure entre un par et un tenseur AT®BL et A® B On procéde alors
& une étape d’élimination des-coupures sur cette coupure, et le réseau obtenu
ayant un lien de moins, on dispose d’une solution II’ pour ce réseau. Comine
la coupure réduite était scindante, les deux coupures A — AL et B - Bt
constituent un ensemble séparareur de ce réseau II', appelons IIf{ et II, ces
deux morceaux — qui sont des reseaux commutatifs, dont les chemins sont
a double sens. Comme on a choisi une coupure héréditairement scindante le
réseau Il3 ne peut contenir de chemin bigarré entre A et B: la transformation
ne crée pas de chemin (et donc a fortiori pas de chemin bigarré) entre des
parties totalement déconnectées (ici la composante connexe de A et celle de B
dans II — {A® B}). On obtient donc une solution pour II en supprimant les
deux coupures créées et en remettant les liens tenseur , par et coupure disparus.
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§G. Connecteurs n-aires définissables

Ce paragraphe fait grand usage du chapitre 1.

Dans le calcul commutatif tout préréseau IT de conclusions Ay, ....., A, se transforme canoniquement
en un préréseau II’ ayant une seule conclusion F(A;,.....,A,) de sorte que II soit un réseau si
et seulement si IT’ en est un. On sait de plus que cette formule F({A;, ..., A;) est unique &
Passociativité et la commutativité prés du par et vaut A;?...%A,.

Qu’en est-il pour ce calcul? On peut se demander ici quels sont les ordres i tels que tout
préréseau de conclusion Ap,.....,A,[i] se transforme de méme en un préréseau I’ ayant une unique
conclusion F(Aqy,.....,An) ol F' est une formule écrite avec les A; et nos connecteurs de sorte que
II soit un réseau si et seulement si II' en est un.

Appelons FV le module de bord Ay,..,An, constitué¢ par P'arbre des sous-formules de F arrété
en Aj,.., A, (au sens de la définition 7.3., qui en fait un module}, et notons F P’ensemble de ses

parcourts.
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AQ, /Az As A4
Ai‘g A;_ \\ >/ AJ@ AH
AN s
&< 7
S
F= (AXA) (A @ A,)

Notre question se raméne donc 4 la suivante:

existe il F(Ay, .., An) lelle que, pour fout prémodule® M de bord Ay,...,An, M complété par i est
un réseau, si et seulement si M complété par F'V esl un résequ.

Nous pouvons maintenant formaliser cette question:

élant donné un ordre i sur A;,.., A, eziste-d-tl F telle que W sur A,y,.., A, est orthogonale d
tout parcourt de FV si el seulement si U esi orthogonale i?

Ce qui s’énonce plus concisément en utilisant Porthogonalité sur les ensemble de relations:

existe-t-il F telle que F* = {i}+?

PROPOSITION 7.25. S'il existe F(A1,..,An) écrile avec les conneclenrs ¥, ® el < {elle que
FL = {i}* alors F ne contient pas de connecleur @.

DEMONSTRATION:  En effet, si tel était le cas, soit A; situde de P'un des cotés du temseur , et
A;j de lautre. Alors il existe un parcourt © de Fy contenant (A;, Aj) et (A;,A;). Si i ne
contient pas (A;,A;), alors U = {(4;, A;)} est orthogonale & i sans étre orthogonale & b € F*.
Méme démonstration si | ne contient pas (4, 4;). De plus, comme i est un ordre, i ne peut

contenir (A;, A;) et (Aj, A;). <o

LEMME 7.26. Soient Fy,...,Fy des formules écrites avec les lettres Ay, ..., A, de sorie que les leltres
utilisées par Fi,..,F, constitueni une partition de Ay,..,Ap. Soit § un ordre sur Fy,..,Fp et jl
Uordre oblenu par expansion des Fy,..,F, (on a vu au chapitre I paragraphe §B. comment s’obtient
cet ordre). Soit M le module de bord Ai,..., Ay défini par la réunion des FF',...F_,,V et Vordre j, et
soit M Uensemble de ses parcourts.

Alors on @ ML = {j}t

DEMONSTRATION:  On procéde par récurrence sur le nombre de liens de M. Si M ne contient
pas de lien, alors n = p, Vi { n A; = F; (& une permutation des indices prés) et j' =] et le
seul parcourt de M est j=7j', et le résultat est évident.

Sinon, P'une des formules F; est G¥®H ou G < H. Remarquons que les lettres utilisées par
les formules G, H,F3,...F, constituent aussi une partition des Ay,..,A, . Munissons ces
formules de Pordre ¥ = j/(uwa)mn~g ou €=j/ (G<H)mGSH selon le cas. Appelons N le

modules de bord Aj,..,A, constitué par la réunion des GV,HV,FY,..F¥ et Yordre ¥, et

2un prémodule est module qui contient éventuellement des circuits bigarrés
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appelons A l'ensemble de ses parcourts. L’expansion de € suivant les formules G, H, Fy, .. F,
est précisément j', et en vertu de I'hypothése de récurrence on a donc AL = {j'}+. Tl suffit
donc de montrer que ML = At pour pouvoir conclure. On va pour cela montrer que, pour
toute relation U sur A,,..,A, on a

(@ eMUuLv)) < (3’ e N N uLv))

(i) Supposons que F; = G¥H.

(i.a) (Implication directe) Supposons qu'il existe un circuit bigarré dans MUY, et montrons
qu’il en existe un dans N UU. Pour cela, prenons un circuit bigarré ¢ de M UU de
longueur minimale. Remarquons que ¢, qui est bigarré, n’utilise pas les deux arétes

- H—G%H et G—~G¥H. Si ¢ nutilise aucune des arétes H—~G¥H et G—G¥H
alors ce circuit bigarré est un circuit bigarré de NUU. 8§’ en utilise une, disons
H——G%H, Parc suivant de ¢ est H®G — X (respectivement H®G — X). Par
définition de lordre ¥ = j/(¢®H)wc~n, N UU contient le circuit bigarré ¢’ obienu
par remplacement de H—G%®H — X (respectivement H—G%H « X) par H — X
(respectivement H «— X).

(i.b} (Implication réciproque) Supposons qu’il existe un circuit bigarré de N UU, et
montrons qu’il en existe un dans M UU. Pour cela, prenons un circuit bigarré ¢ de
M UU de longueur minimale. Si ¢ n’emprunte pas d’arc incident & H ou G, c’est
un circuit bigarré de M UU. Remarquons qu'un circuit passant par H (ou par ()
emprunte un arc de € incident &4 H (ou G), puisque les seules arétes incidentes &
sont de méme couleur.
Bemarquons ensuite que ce circuit bigarré étant de longueur minimale, s'il emprunte
un arc incident & G (resp H), alors il ne passe pas par H (resp G): en effet si tel
était le cas, comme H et G sont équivalent dans ¥, G..s..H — X..t..G pourrait

On est donc ramené, i la symétrie des rdles de H et (¢ prés au cas ol ce circuit
passe par H et pas par ( et emprunte un arc incident & H., Il suffit alors de
remplacer 'are H — X {ou H « X) par H—H®G — X (ou par H—HPG — X)
pour obtenir un circuit bigarré de M UU. Le fait qu'on n’ait pas & remplacer
simultanément un arc incident & G par une telle séquence nous assure que le circuit
ainsi constitué ne contient pas ies deux arétes H—G¥®H et G—G®H, et est donc
bigarré).

(ii) Supposons que Fy =G < H.

(ii.a) (Implication directe) On procéde comme en (i.a) si ce n’est que le circuit ¢ peut
emprunter P’arc du lien G < H. Mais on remarque que c’est aussi un arc de ¥, et ¢
est un circuit de N U

(ii.b) (Implication réciprogque} On procéde comme en (i.b) si ce n’est que le circuit peut
passer et par H et par G ef étre de longueur minimale. Dans ce cas il emprunte
Parc G ~—+ H de l'ordre . Clest alors un circuit bigarré de M U U empruntant arc
G — H du lien G < H. ' ' e '
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Appliquons maintenant ce lemme dans le cas ou p=1:

PROPOSITION T.27. L'ensemble des relations orthogonales aux parcouris F de FV est U'ensemble des
relations orthogonales & §', Pordre obtenu par expansion de F.

Notre question se raméne donc a:
quand eziste-1-#l une formule F, qu’on peut supposée écrile avec les connecteurs ¥ el < fel que
i=1, ot ' est l'ordre expansé correspondant 4 F?

Nous y avons déjd répondu au chapitre 1 par le théoreme 1.18.:

THEGREME 7.28. Il existe une formule F(A,.., An) équivalente d Ay, Anfi] tie. il exziste I telle
que les parcourts F de FV salisfasse:

Vu(ulF <= uli)
si et seulement si i est confractile, ef dans ce cas F est unique & l'associativilé de ® el < prés, et
d la commutativité de ¥ prés.

Rappelons que les ordres contractiles, qui sont les expansés de Pordre trivial, ont été caractérisés
dans le théoréme 1.13. par la condition globale IP :

(a<a’\ (a’gb\

et ou
P Va,ba',¥'| a<b | =] agd
et ot

\ V<t )\ ¥

b b
a' a’
o ol
K K g
o8 o

a’ a
e
g

o \

b b
a
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Chapitre 8

Le Calcul des Séquents Ordonnés

8A. Présentation

Les régles du calcul des séquents correspondant doivent opérer et sur un multi-ensemble ordonné
de formules: les connecteurs par et tenseur ayant la méme sémantique et les mémes liens que
dans le calcul habituel, nous demanderons que les régles TENSEUR et PAR opérent sur les formules
comme dans le calcul usuel. Quant au connecteur précade , vu qu'il est situé entre le par et le
tenseur , on peut A juste titre se demander s'il lui faut une régle & deux prémisse ou/fet une régle
4 une prémisse. En fait nous allons lui trouver une régle & une prémisse, puis démontrer que toute
régle correcte (dans les réseaux) & deux prémisse est simulable dans notre calcul. Par simulable
nous voulons dire que:

tout résultat de 'application d’une éventuelle régle précade {correcte) & deux séquents-prémisses,
peut s'obtenir par application de deux de nos régles 4 ces mémes séquents prémisses

Cette notion est plus faible que dérivable, car on n’a pas démontré que le remplacement d’une
application de cette éventuelle régle & deux prémisse par une application de deux de nos régles était
uniforme sur les ordres (sur les formules, il 'est évidemment), bien que cela soit vraisemblable.

Cela montre qu'il n’est pas nécessaire de lui trouver une régle & deux prémisse. Notons d’ailleurs
que dans les réseaux le comportement du précdde est bien plus proche de celui du par que de
celui du tenseur .

Il ne reste donc plus qu’a préciser la maniére dont ces régles agissent sur l'ordre.

Cette action se devra de respecter les principes suivants:

(i) Les ragles sont interprétées par la sémantique cohérente.
(i) Les régles ne donnent naissance qu’a des réseaux ordonnés corrects.

(i) Les régles permettent de séquentialiser le plus de réseaux corrects possible.

On remarquera que, pour que les deux premiers principes soient satisfaits, il faut que l'ordre sur
le séquent conclusion ne soit pas trop grand (pour linclusion); par contre, le troisitme principe
nous incite & le prendre le plus grand possible. On dira qu’une régle est plus libérale qu'une autre
si Pordre sur le séquent conclusion est plus grand, i.e. pour tout application de la régle la moins
libérale il est une application de la régle plus libérale qui fournisse un ordre plus grand.

1i1
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La mise au point de ce calcul utilise de manitre essentielle les résultats du chapitre 1.

Nous procéderons pour chaque régle ainsi: on détermine la régle la plus libérale qui ne crée que
des réseaux corrects, et on montre quelle est interprétée par la sémantique cohérente, ce qui suffit.
On pourrait méme montrer que la régle la plus libérale qui soit interprétée par la sémantique
cohérente est la méme que la régle la plus libérale qui ne crée que des réseaux corrects. En
effet le détail des preuves de validité pour la sémantique cohérente utilise crucialement toutes les
hypothéses signifiant que le réseau est correct. Cela n'est pas trop étonnant, compte tenu du
théoréme 7.21. qui montre que tout réseau correct admet un sémantique cohérente non-triviale.

Pour déterminer la régle la plus libérale & ne créer que des réseaux corrects, le lecteur aura
peut-étre l'impression qu’on utilise l'argument suivant: l’ensemble des parcourts des réscaux de
conclusions Ay, ..., An[i} construit par des preuves séquentielles de |—Ay,.., An[i] contient toutes les
relations orthogonales &4 i. En fait cet argument n’est qu’un abus de langage, car un examen
méticuleux des démonstrations odi semble intervenir cet argument montre qu’on n'utilise que
'assertion bien plus faible suivante (utilisée dans le lemme 7.26.: si i ne contient pas A; < Aj[i]
alors il existe une preuve séquentielle dont le réseau associé contient un parcourt contenant
(Aj, A;). Justifions la rapidement. Le réseau suivant, qui est séquentialisable avec toutes les régles
imaginables, montre que dés qu'il ¥y a plus de deux formules c’est le cas.

f N/

/
> V

3 \" e © ®
g1
Ensuite on remarquera que des régles raisonnables ne devrait pas faire intervenir le nombre de
formules dans un séquent prémisse. Finalement — et c¢’est 1a Pargument qui motive notre choix —

on doit pouvoir considérer des preuves avec des séquents-hypothéses, qui dans les réseaux peuvent
se traduire par et ’argument le plus for{ est alors pleinement justifié.

¢B. Régles & une prémisse

§B.1. L'axiome

m AXIOME

L’ordre vide est assurément le plus grand qu’on puisse prendre pour obtenir un graphe simple...
Le réseau ainsi constitué est correct, et la régle est trivialement interprétée par la sémantique

cohérente,
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9B.2. La regle d’entropie

Etant donné que les régles du par et du précdde ne sont pas toujours applicables, nous donnons
une régle qui permet d'affaiblir Iordre. Elle permet aussi de ramener tout réseau (ordonné) ne

contenant pas de lien précdde & un réseau habituel.

- My

i——A‘l.’ Az; ey Aﬂ [i]
— ENTROPIE

— A1, Az, An [EC 1]

On vérifie trivialement que cette régle ne crée que des réseaux corrects et est interprétée par la

sémantique cohérente.

ﬁ[B3 Le par ordonné

Le par est un connecteur qui correspond & la contraction de deux formules équivalente dans
Pordre; cette régle ne serait donc pas toujours applicable, s'if n’y avait la régle d’ENTROPIE .

ST
'—A.,AQ,A[,ASQ,.-.,A,-] [i]
par
F—As®A,, Ay, Ag, .y An [i/A.~A°wA75’B] :

PROPOSITION 8,1, Celle régle est la plus libérale & ne créer que des réseauz correcis.

DEMONSTRATION:

Appelons j P'ordre sur les conclusions (As®4,), A1, ..., Ay qui serait fourni par une autre régle.
Dire que la régle ne crée que des réseaux corrects c’est dire que: J L 5 {i}*t ou J désigne
les parcourts du module de bord A,, A, 4;,...A, consistant en un lien par A,%A, et 'ordre

j sur les points (A, ®A4,), A1, .., An.

Montrons qu’il existe alors i C 1 tel que Ay ~ 4o[i'] et j =1/ 4 mdom(a, Pao)-

Soit i' = j/A%®Bwa~p. On a vu dans le lemme 7.26. que J* = {j'}. On a donc 4 o {i),
et done i’ Ci.

Done j = '/ gy ow(as Bas) avec i C 1.

Il est clair que si Dinclusion est stricte, et que les deux points A, et A, sont équivalents

dans i alors j est strictement plus petit que i/4,. Ao~+(A.F4,). Si les deux points ne sont pas
équivalents, le plus grand ordre que l'on puisse prendre est une contraction d’un sous-ordre
maximal de i ot ils solent équivalents, et nous pouvons alors dériver cette régle & l'aide de la

régle I’ENTROPIE et de notre régle du par . %

3.a. Sémantique cohérente de la régle par

ProrosITION 8.2. Cette régle est interprétée par la sémantique cohérente.
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DEMONSTRATION:  Soient deux n-uplets cohérents

Si i est un indice (éventuellement e ou o), Pexpression i: " signifiera a;™¢;

Si les deux premiers n-uplets sont égaux, les deux seconds aussi.

Si (as,@0,a1,......an) (), al,al,....a}), on va envisager trois cas, suivant l'indice ¢, o ou i qui

les rend cohérents.

Sie:™ et Vi> efi] i:=, on a (e,0):~; de plus, par construction de j on a i> (e,0)[j] si et
seulement si i > ofi} et donc i:=. !
Le cas o ;™ et Vi > o ¢{:=, est symétrique.
Si i:~ et Vi > ifi] #:= alors i convient: si (e,0) > i[i] alors e > i[i] et o > i[i] et donc |
(o,0) :=. Si # > i[i] alors i’ > i[i} et donc ¢ :=. o

9B.4. Le connecteur précade

Nous déterminons ici la régle du prémisse & une prémisse et nous montrerons & la fin du chapitre |
qu’elle permet, avec la régle de MELANGE donnée plus tard de simulée toute régle correcte a deux
prémisses pour ce connecteur.
Le connecteur précéde correspond & la contraction de deux formules équivalentes-inférieures dans
I'ordre
DT
[""AhAmAlyAQi"';An [l]

*—"(AO < AO)iAhAZ) "'1An i/A.’SAQW(A.<Ag)]

PRECEDE

ProposiTION 8.3. Cetle régle est la plus libérale @ ne créer que des réseaur correcis.

DEMONSTRATION: Méme démonstration que pour la régle du par .

4.a. Sémantique cohérente de la régle du précade

PROPOSITION 8.4, Cette régle est interprétée par la sémantique colérente.

DEMONSTRATION:  Soient deux n-uplets cohérents

)
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montrons qu’'on a

((@e;@0) a1,y an)C((a}, a}) ,a},.....,a0) H(A. < Ao) A,y An| ot jZi/.Sow.@o
LJ

S5i les deux premiers n-uplets sont égaux, les deux seconds aussi.
Si (as,a0,a1,.....,apn)"(a}, al,a},....al), on va envisager trois cas, suivant Vindice », o ou i qui
les rend cohérents.
Si e:™ et Vi> ofi] i:=, comme o:= on a {s,0}:~; de plus, par construction de j on a
i > (e,0)[j] si et seulement si i > e[i] et donc i :=.
Si0:7 et Vi>o i:=, alors (e,0): ™, et comme i > (»,0)[j] si et seulement si i > o[i] on a

=

Si i:~ et Vi >i[i] i := alors i convient: si (e,0) > i[i] alors e > ifi] et o > i[i} et donc
{o,0) :=. Si # > {[i] alors i > {[i] et donc i :=. O

§C. Reégles a deux prémisses

L'ordre précédement obtenu pour les régles & une prémisses était spécialement simple & décrire,
tandis que pour les régles & deux prémisses, il faudra faire preuve de plus de circonspection, c’est
4 dire utiliser les résultat du chapitre 1 paragraphe §F..

§C.1. La regle de MELANGE
L’application de la régle de MELANGE & deux preuves séquentielles m; et m s’écrit:
‘m s

A1, Az, . An )] FBi, Ba, .., By [j]
l_“'A11A21'--:Aﬂ’BlaBZ'l"')Bp [E]

MELANGE

Appelons 7 la preuve séquentielle ainsi obtenue. Exprimons maintenant le fait que cette régle ne
crée que des réseaux corrects &4 P'aide de la proposition 7.11.:

* Le réseau I~ obtenu en ommettant Iordre sur les conclusion est correct (sans circuit bigarré).

* L’ordre sur les conclusions est orthogonal & tout parcourt du réseau.

Appelons II; le réseau correspondant & 7y et I, le réseau correspondant & mp. Les parcourts de
I~ sont les réunions des parcourts de I et IIS, de domaines disjoints. Nous avons donc déja
étudié au chapitre 1 paragraphe §F., & quelle condition € est orthogonal & toute telle réunion de
deux relations dont les domaines sont disjoints et nous avons appelés ces ordres des extensions
orthogonales de i,j . La régle la plus libérale qu'on puisse prendre est done assurément la suivante:
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m - my
—A1, Az, .y An [} |—B1,Ba, .., By [j]

MELANGE
b—Ay, As, ...y A, By, By, v Bp [E]

oii B est une extension orthogonale de i,i.
Notons qu'il existe toujours de telles extensions orthogonales, telles E={Uj, E=i<j, E=j<i..
Rappelons qu’on a caractérisé (théordme 1.27.) ces ordres par :
£ est une extension orthogonale de deux ordres i et j définis sur deux ensembles disjoints E et

F si et seulement si:

(i) €|E =i
(ii) E'F =j
zbz’ 2By
(iii) T(¢, E, F)avec T(E, E,F): Yz,y e EV2',y € F | et |=| ou
y'Ey y 't

Cela nous sera trés utile dans le paragraphe suivant:

1.a. Sémantique cohérente de la régle de MELANGE

ProPOSITION 8.5, Cette régle est interprétée par la sémantique cohérente.

DEMONSTRATION: On suppose que

(a1,as,.....an)C{a}, ab, ..., ah )} ]:[A,-
i

et que -

(@) e @ ) ClBI 1y oo i) H A;

.

)

on va montrer que

! ! ! '} [
(@1,82, ey By B 1y ooy Gm ) (A1, %, oy Gy Gy ey Qi ) H Ap

13

On écrira [ : C pour a;Caj.

Les lettres 4,4 désigneront des indices < n (correspondant & des éléments de ]}, et les lettres
7,7 des indices > n (correspondant & des éléments de [j[}. On est nécessairement dans un

des quatre cas suivants:
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Si (ay, Gz, ..., ap) = (81,85, ..., al) et (angi, s tm) = (@l 41y ey @) alors le résultat est évident.

Si (a1,a2,...;dn) = (@], @5,y al) €t (Gna1y o, @) C{@h41s s 0 ), alors il existe un indice
§ 17 tel que tous les 5/ > j[€] soient j :=. On va montrer que cet indice a la méme propricté
dans & Prenons un indice qui lui soit supérieur dans €. Si c’est un indice de j, disons j,
comme € étend conservativement j (i), cet indice lui était supérieur dans j, et donc j':=. Si
c’est un indice de i, on a de toute fagon i :=.

Le cas (a1,d2,....,8,)C(a}, a5, ..., %) et (@ni1,ee @m) = (@l gy -n @) est symétrique.

Si (ay,82,....,an) "0}, ak, ..., 8,) {Hi A,-} et (@nigty s Om) " (Blgyy o O ) [ﬂj A,-}, alors on a
un indice i:~ de i tel que tout indice # de i situé au dessus de lui dans i soit &’ :=, et
aussi un indice j: ™ de j tel que tout indice j' de j situé au dessus de lui dans j soit
4/ :=. Si ni Pun ni Pautre ne satisfaisait cette méme propriété dans B tout entier, alors il
existerait un indice k au dessus de i dans € tel que k:# et un indice ! au dessus de j'
dans € tel que !:#. Comme E étend conservativement i (i) et j (ii), ¥ est un point de
j et I un point de {; comme V(k > j[€]) et (I > i[€)), don T(k > jfi]) et T > i[i]), ce-
ci contredirait (iii}. L’un des deux indices i : ™ et j : ™ n’a donc que des majorants h = dans €.

rl'
t
| \://{
\ /
‘ L
A

-

\
5

4C.2. Le TENSEUR ordonné

L’application de la régle de TENSEUR & deux preuves séquentielles m; et mp s’écrit:

im -y
}_AhAhAZ:“-:Aﬂ [i] '_‘AOsAn'{'l:“':Am [j]

TENSEUR
l_(AC ® Ao), Ah AZ: ooy An;An-i-l: reey Am [E]

Appelons r la preuve séquentielle ainsi obtenue. Exprimons maintenant le fait que cette régle ne
crée que des réseaux corrects & l'aide de la proposition 7.11.:

% Le réseau 11~ obtenu en ommettant l'ordre sur les conclusion est correct (sans circuit bigarré).

* L’ordre sur les conclusions est orthogonal 4 tout parcourt du réseau.

Appelons Il; le réseau correspondant & m; et Il le réseau correspondant & mj. ‘Comme ce
tenseur est final, chacune de ses deux arétes, qui sont noires, est un isthme de II-. Les parcourts




118 CHAPITRE 8. LE CALCUL DES SEQUENTS ORDONNES

de II™ sont donc les clétures transitives des réunions des parcourts de I et I, dans les quels on
renomme A, ® A, les deux points A, et A, . Nous avons donc déja étudié au chapitre 1 paragraphe
§F., & quelle condition € est orthogonal & toute telle réunion (l'orthogonalité est stable par cloture
transitive) de deux relations dont la seule chose que l'on sache est qu’elles sont respectivement
orthogonales & i et j; et nous avons appelés ces ordres des extensions orthogonales de i, au dessus
du point commun, ici 4, ® A,. La régle la plus libérale qu’on puisse prendre est donc la suivante:

L _ ki)
i—'AHAI:Am"‘)An [i] }_AmAn-H;---:Am [j}
I_(-AO ® Ao): Al 3 A?l seey An: Aﬂ-{-i) L Am [E]

TENSEUR

ol € est n'importe quelle extension orthogonale de i, j dans lesquels on renomme A, ® 4, les points

A. et Aol

Notons qu'il existe toujours de telles extensions orthogonales, par exemple la relation obtenue
en considérant i comme une relation sur A, @ A, A1,.., Ay et j comme une relation sur
Ay ® Ao, Ang1, s Am, et en prenant la cldture transitive de la réunion de ces deux relations.

Rappelons qu'on a caractérisé (théoréme 1.29. ces extensions orthogonales, et que compie tenu
de Pidentification & la quelle on procéde, la caractérisation est la suivante, ol E = {As, ALy ooy An}
et F'={As, Ant1,s Am }:

o

(): Bapaiwal, =i CORR I VIOVN I _
(i) : T(E,E,F - {A.}) (7): T(6,E ~ {A),F) -
(iif) : Ta,pa,(8,E = {AJ, F - {4.})

avee Tp o4, (8, B — {A}, F — {4,}):

Yye E ~{A} V¥ € F - {A,} yby’ = (yRA, @ 4, ou A, ® Aty
ef
iy = (A, ® A, ou A, ® A ty)

cette caractérisation est nécessaire au paragraphe suivant:

2.a, Sémantique cohérente de la régle du TENSEUR

PROPOSITION 8.6, Cette régle est interprétée par la sémantique cohérente.

DEMONSTRATION:  On suppose que

(as,a1,a2,..., an)o(a:;a’lr a’Z: "-':a:z) H A
i

leette identification de deux ‘points n'est pas trds élégante, mais elle. se comprend bien; une définition plus
formelle eut exigé de faire des sommes amalgamées de relations, ce qui nous a semblé pire..
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et que
(ﬂo;an+1:---vsam)o(alosa:x-i-la'-“:a:n) HAJ
j

on va montrer que

((an ao): 1382 000y By g1y vy am)C((a:, a:)): 3’1’3’2; sreey a:-na::{»l: ""ia:-n) H Ak

¢

'On écrira {: C pour ¢;Cal.

Les lettres i,#' désigneront des indices € n ou lindice o (correspondant & des éléments de [i]},
et les lettres 7, ;' des indices > n ou lindice o {correspondant 4 des éléments de [j}).

. — ! / ! / —_— [ ! [
Si (as,a1,az,...,6n) = (a,,a},a},....,a}) et (Go,0ngt, ey tm) = (64,00 11, ony Gfy) alors le
résultat est évident,

Si (as,a1,02,....,8q) = (a},a},a},....,a},) et (@, @n41,....,@m)"(af, 844, .y G1,} |, appelons

indice de j qui rendent les deux n-uplets strcictement cohérents: j: ™ et pour tout j' de j
au dessus de j dans j on a j':= (j et j/ peuvent éventuellement valoir o).

Si cet indice est j = o , montrons que (s,0) rend les deux n-uplets de ¥ cohérents. On a
déja (e,0): ™ (par la définition de la cohérence suivant le tenseur). Soit i un point de i
autre que o situé au dessus de (e,0} dans ¥ on a {:=. Soit maintenant j un point de i
autre que o situé au dessus de (»,0) dans ¥; d’aprés la propriété (i’) de € ce point j est
au dessus de o dans j et donc j:=.

Si cet indice est j # o , montrons que ce méme indice convient dans € On a déja j: .
Supposons que (e,0) soit au dessus de j dans ¥; d’aprés la propriété (i’) de € on a
o > j[i] et donc o := comme e := on a (e,0) ;=. Soit maintenant j' # o de j au dessus
de j dans B; d’aprés la propriété (i’) de ¥, cet indice j* est au dessus de j dans j, et
donc j :=. Soit maintenant i de i — e au dessus de j/ dans ¥, on a i :=.

i ' ’ i — I ' r A 4
Le cas (a,,a1,as,.,8,)"(ay, a1, ....,ap,) et (Go,ng1, -, 0m) = (85,641, . Gr; ) | €5t symétrique.

i (du 1,2, oy 3n) ™0}, 0,6, e 5) [T Ai] €6 (@0, By s @m) (@0, Gy o) {Hj 4]

on a un indice f de 1 qui rend les deux preniers n-uplets strictement cohérents et un indice j
de j qui rend les deux seconds n-uplets cohérents. On va envisager quatre cas, suivant que
ces indices font ou non partie de o, 0.

Sii=e et j=o, le point (s,0) de ¥ convient. On a déja (e,0): ™. Soit maintenant un
point i # e de i situé dans € au dessus de (e,¢). La propriété (i) de € montre que i est

au dessus de e dans § et done {:=. Soit maintenant un point § # o de j situé dans € au
dessus de (,0). La propriété (i’) de ¥ montre que j est au dessus de o dans j et donc
ji=

Sii=e et jfo.
Si o est au dessus de j dans j , (et donc o :=), alors (e,0)} convient. On a déja (e,0) : ™
puisque o : ™ et o :=. Soit maintenant { # ¢ un point de i situé au dessus de (e,0)
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dans ¥. D’aprés la propriété (i) de €, ce point i est au dessus de ¢ dans | et donc
i:=. Soit maintenant un point j* au dessus de (e,0) dans ¥, d’aprés la propriété
(i)de ¥ ce point j' est au dessus de o dans j; comme o est au dessus de j, ce point
j' est au dessus de j dans j, et donc j' :=.

Si o n’est pas au dessus de j dans j , montrons que j convient. On a déa j: .
Comme o n’est pas au dessus de j dans j le point {e,0) n’est pas au dessus de j
dans € en vertu de la propriété (i') de € Soit i un point de i — o situé au dessus de
j dans €. En raison de la propriété (iii) de €, comme o n'est pas au dessus de j
dans } ce point est au dessus de & dans i et donc i :=.

Si i # e et j= o, Sous-cas symétrique au précédent.

Sii#e et j#o , montrons que i ou j convient dans €. Si ce n’était pas le cas, il existerait
4" de } au dessus de ¢ dans & tel que j':#, et un # de i au dessus de § dans E tel que
i’ 1. Les propriétés (i) et (ii) de € montre que ¥ # o et j' #o.
La propriété (ii} (ou (ii’)) de € montre que 1’ > i[€] ou j' > j[€] ce qui compte tenu de
(i) (ii) et de j':# et i’ :# est manifestement impossible. '

&

9C.3. La régle de COUPURE

La géométrie de cette régle dans les réseaux étant la méme que celle du tenseur , la régle de
coupure la plus libérale & ne donner que des réseaux corrects est donc la suivante:

‘7 2
}"‘I()AhAZ)---:An [i] i_'IfLsAn+lsmaAm [j]

COUPURE
;"—'.rAerZI ey Ans An+1; wnAm [?]

qC.4. Sémantique cohérente de la régle COUPURE

On  définit ia sémantique cohérente de cette régle comme d’habitude: r| =
{(alx-"san:an-}-l:---:am)/az € Ufl(z:als---:an) € |7rll et (z:an+1|"-:am) € [“-2]}- Pour la méme
raison qu’habituellement s'il existe un tel 2z alors il est unique.

ProrosITioN 8.7, Cette régle est interprétée prr la sémantique cohérente.

DEMONSTRATION:

La preuve, on s'en doute, est grosso modo la méme que pour la régle du TENSEUR , & ceci
prés que:
el & 0!

o7 &= 0w
LB ——
On suppose que

(845 01,83, ....,an)C(ay, 01, a3, ..., ap) HA‘

i
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et que

! ! ’
(@or@ng1y e @m) O, Al gy eons i) HAj
1
avec g, = @, {on conserve les indices car o: ™ et o: ™ n'ont pas la méme signification) on
va rnontrer que

! I ) ! !
(a1,82, .00y n, Grgty ooy O )C(ah, 85, ey By, Gy g, sy ) HA;;

¢

On écrira 1: C pour ¢;Caj.

Les lettres ¢,4' désigneront des indices € n ou l'indice e (correspondant & des éléments de [i]),
et les lettres j,j' des indices > n ou Pindice o (correspondant & des é&léments de |j}).

Si (as, 01,02, ., a0) = (a4, a},8%, .0,a0) et (Go,dnts, e @m) = (@}, 641, o @) alors e

résultat est évident.

Si (as,a1,a3,....,80) = (ay,a],0h, ..., a}) €t (do,Gngts e @Gm) (@), @hyy, @l )| appelons
l'indice de j qui rendent les deux n-uplets strictement cohérents: j: ™ et pour tout j' de j
au dessus de j dans j on a j':=

Cet indice est j# o, car e = danc o:=, et on montre que ce méme indice convient dans §.
On a déja j: ™. Soit j'# o de } au dessus de j dans ¥; d’aprés la propriété (") de €, cet
indice j* est au dessus de j dans j, et donc j:=. Les i < n sont tous {:=.

! ! ! ! — 1 7 ! .
Le cas (a,,81,a2, ..., 80) (0}, 01,05, ., 6) €6 (o, @ny1y ey @Gm) = (@, 80, .0, @ly,) | €8E Symetrique.

Si (ae,a1,a2,...,an)"(a},a},a), ....,a,) [H‘ A.‘] et (o, Gnaiy oy @ ) (Qoy @l pgy ooery @) [HJ AJ-]

on a un indice ¢ de |i] qui rend les deux premiers n-uplets strictement cohérents et un indice
7 de j qui rend les deux seconds n-uplets cohérents. On va envisager trois cas {le cas i = o
et 7 = o ne se présentant pas), suivant que ces indices font ou non partie de e,o0.

Si i=e alors o: < et par suite j# o et To > j. Alors j convient. On a déja j: . Soit
i # e un point de i — e situé au dessus de j dans & En raison de la propriété (iii) de &,
comme o n’est pas au dessus de j dans j ce point est au dessus de e dans i et donc i:=

5i i # e et j = o, Sous-cas symétrique au précédent.

Si i£e et j#o , montrons que { ou j convient dans €. Si ce n’était pas le cas, il existerait
7' de j au dessus de i dans B tel que j' :#, et un # de i au dessus de j dans € tel que
i’ :#. le point ' ne serait donc pas au dessus de i dans £, et le point j' ne serait donc
pas au dessus de j dans E. En vertu des propriétés (i) et (i’) de & le point ¥ ne serait
pas au dessus de ¢ dans i, et le point 7/ ne serait donc pas au dessus de j dans E ce
qui contredirait la propriété (ii) de €. L'un des deux convient donc,

&
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8D. Quelques Propriétés de ce calcul

§D.1. Toute régle précdde a deux prémisses est simulable

Supposons qu’on ait une régle 4 deux prémisse pour le précede . Alors, par toute aplication de
cette régle 4 une toute preuve m; de A,, A1,.., Aali] et & toute preuve my de Ay, Anti, ..., Am[j] on
obtient une preuve m de (A, A,), Ay, -, Any Ansi, - AmlE]. Appelons I s le réseau constitué par
la réunion des deux reseaux II; et IT — 2 associés au deux preuves my et my. Notons que lorsque
et my varient les parcourts de ce réseau décrivent tous les UUD, ot U L1 et ¢ L j. Considérons
maintenant le module M de bord A,,Al,..,An, Ant1,..s Am[)} qui consiste en le lien (4,,A4,) et
lordre € sur (A,,A,), A1, ..., 4n, Ant1,.., Am{E] et appelons A l'ensemble de ses parcourts. Nous
sommes dans les conditions du lemme 7.26. qui nous affirme alors que Mt = {€/ (A<B)wAS B}J‘.

Dire que la régle est correcte, c’est dire que t' = B/ est orthogonal & YUV pour tout

’ (A<B)~ASH
WLliettout © Lj Clst donc dire que € est une extension orthogonale de i,j. On peut
donc dériver par la régle MELANGE le séquent A.,Ao,Al,...,A",An“,..,Am[E']. On est alors en

mesure d’appliquer notre régle 4 une prémisse PRECEDE , puisque A,~A, dans ¥ = ¢/ (A<BYwASE

et le résultat est (Ao,Ao),Al,---,AmAnH,--.Am[é’/A,ngA<B}- 7l suffit alors de remarquer que

g = (f/(A<B)wA55) /(A<B) A<B pour se rendre compte qu'une telle régle n’augmente pas la

classes des séquents prouvables.

qD.2. Non commutation du TENSEUR et du MELANGE

Nous montrerons dans dans le paragraphe §C. du chapitre suivant qu’il est possible que la derniére
régle soit TENSEUR (resp MELANGE ) et l'avant derniére MELANGE (resp TENSEUR ) sans que
linverse soit possible, ce qui montre que ces deux régles ne commutent pas.

¢D.3. Elimination des coupures

Décrire les cas de base de ’4limination des coupures pour ce caleul n’est pas beacoup plus difficile
que pour les calculs plus simples; ce qui se passe sur les formules est identique; par contre, il
faut s’assurer qu'on peut obtenir un ordre sur le séquent final de la preuve réduite restreint aux
formules contienne celui de départ, ce qui, par une application de la régle ENTROPIE , permet de
conclure. Pour pouvoir écrire le cas de base entre deux précede , il faut préalablement remarquer,
que les quatre formules étaient dans des séquents disjoints, puisque qu’il faut que A < B[i] pour
pouvoir former la formule (A < B), et que nos régles ne créent de l'ordre qu’entre des formules
apartenant & des séquents différents (sinon on créerait 3 coup sur des circuits bigarrés dans les
réseaux correspondants). On ne peut alors écrire ce cas qu’en supposant que les régles qui les ont
amenés dans un méme séquents précédent immédiatement les régles PRECEDE qui ont créé les deux
formules coupées. Dans tous les cas le moyen le plus simple pour s’assurer que l'ordre final de
la preuve réduite contient i’ordre de la preuve non réduite est de mimer ce qui se passe dans les
réseaux, c'est-hA-dire de s’assurer que le réseau formé est toujours correct, ce qui revient & montrer
que l’orthogonal de Pordre de la preuve réduite est inclus dans celui de la preuve non-réduite.
On notera que c'est exactement ce qu'on a fait lorsqu'on a démontré la stabilité du critére de
correction par élimination des coupures.




§D QUELQUES PROPRIETES DE CE CALCUL 123

La preuve compléte et directe de I'élimination des coupures est vraisemblablement affreuse.
En effet, d’une manitre générale, la complexité de cette démonstration réside surtout dans les
commutations de régles, en particulier des régles structurelles (ici la régle de MELANGE ), qui
permettent de se ramener aux cas de base, et on a vu que les régles de ce calcul commutaient fort
mal.
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Chapitre 9

Séquentialisation

On ne fera pas de différence entre les liens tenseur et coupure qui ont et le méme comportement
combinatoire et des régles séquentielles similaires — comme il est habituel en ce domaine.

§A. Liens par et précade finaux

LEMME 9.1, Un réseau ordonné Il de conclusions (A;®Ap), Aa, ..., Anfi] est ségquentialisable si el
seulement si le réseau TI' de conclusion A;,Ag,..An{i’ = 1/(4%®Bwa~p] (oblenu par suppression de
ce lien) est séquentialisable.

DEMONSTRATION: I est clair que si II' est séquentialisable, alors I D’est aussi puisqu’on peut

appliquer la régle du PAR ordonné & une preuve séquentielle II' de II' (A ~ B dans i), et
qu'on obtient ainsi une preuve séquentielle dont le réseau correspondant est II.

Soit maintenant 7 une séquentialisation de H. Notons qu'une régle par correspondant au lien
final A1%A; a été effectuée dans m, mais qu’il n’y a aucune raison qu’elle ait été effectuée
en dernier. Néanmoins cette formule A; ¥ A, n’est la prémisse principale d’aucune régle de =,
et descend dans la preuve jusqu’au séquent conclusion. On va montrer que 7 se transforme
canoniquement en une preuve #° dont le réseau associé est II'. Remarquons que deux preuves
dont chaque régle agit de la méme maniére sur les formules et dont ordre sur le séquent
conclusion est le méme ont le méme réseau associé. La transformée n° de 7 sera une preuve
telle qu’it soit possible de lui appliquer la régle PAR et d'obtenir ainst une preuve dont le
réseau soit II, c'est & dire une preuve dont le réseau associé est TI’.

Pour obtenir #° on transforme chaque séquent de 7 }—(A;%A2), Fi,...Fp[j] situé en dessous de
la régle ayant créé (A;%Az) en un séquent |—A, Az, Fi, .. Fpli/a, %4+ 4,~a,] b 11 faut encore
vérifier qu'on obtient ainsi une preuve. L’action des régles sur les formules est évidement
correcte, et on vérifie aisément par induction sur la hauteur de la régle qui construit ce
A1 %Ay dans la preuve que Paction des régles sur les ordres est aussi correcte:

Dans le cas d'une régle ENTROPIE , il sufit de remarquer que “si j Cj alors
st ] .
)/ 4B a0 armas €I/ A BAsmAL A,

lce genre de transformation n'est possible qu'en Pabsence de régles de contraction, ce qui est le cas
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Dans le cas d'une régle PAR ou PRECEDE la remarque 1.6, (iv) du chapitre 1 montre que la
régle est correcte, Dans le cas d'une régle d’ENTROPIE , clest immédiat, il suffit d’affaiblir
I’'ordre de manitre identique pour les deux points A et B.

Dans le cas d'une régle MELANGE , il suffit de remarquer que si ¥ est ume extension
orthogonale de i j et que u est un point de i, alors €/u-sz~y est une extension orthogonale
de fywzny J (il y 8 méme équivalence),

Enfin dans le cas d’une régle TENSEUR (dont A;®A; nest évidemment pas une prémisse) il
suffit de remarquer que si € est une extension orthogonale de i j au dessus de z et que u est
un point de i différent de @ , alors €/y..pny est une extension orthogonale de fuzny § (Y
a méme équivalence). <&

LEMME 9.2. Un réseau ordonné I de conclusions (A;%®Az), As, ..., Anli] est séquentialisable si el
seulement si le réseau II' de conclusion Ay, Ag,.Apfi’ = 1/(A®B~a~p] (oblenu par supprsseion de
ce lien} est séquentialisable, ' ' '

DEMONSTRATION: Méme démonstration que précédement en remplagant PAR et ¥ par < et
précade , et ~ par £, <

Remarquons que ces régles montre que si une régle PAR (ou PRECEDE ) est effectuée avant une
autre régle, alors il est possible de l'effectuer aprés. .

On peut donc désormais supposer que les réseaux ordonnés considérés ont pour conclusions des
formules tenseurs ou des atomes.

§B. Structure des réseaux sans par ni précade final

Les quelques définitions suivantes nous seront utiles pour décrire ces réseaux sans par ni
précade final:

DEFINITION 9.3. % On appellera ces réseaux sans par ni précadde final des réseaux tendus.
% Remarquons que, par suppression des arcs, un réseau ordonné I se transforme en un réseau
' commutatif écrit avec Ia régle MELANGE (décrits et étudiés dans la partie B), que P'on

appellera réseau commutatif associé.

% On appellera tenseurs scindants d’un réseau ordonné les tenseurs scindants du réseau
commutatif associé (dont on a prouvé lexistence dans la partie 2).

% Un satellite d’un réseau ordonné est une composante connexe du réseau “conmmutatif
correspondant (tout point du réscau ordonné est dans un satellite, eventuellement réduit & ce
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point). Notons qu’un arc d’un lien précdde a toujours ses deux extrémités dans le méme
q P

satellite,

x Un entrelacs d’un réseau ordonné est un ensemble de points d'un satellite défini comme une
classe d’équivalence de la relation suivante: deux points X et Y d’un méme satellite sont dits

équivalents si et seulement si

& ils sont égaux ou

b aucun des deux n'est la conclusion d’un tenseur scindant, et, pour tout tenseur scindant
du satellite, il sont situds d’un méme coté de ce tenseur scindant dans le réseau

commutatif associé.

 On notera qu’un tenseur scindant étant un isthme , cette définition a un sens.

D}:’:EfINlTION 9.4. On appelle agrégat orienté la donnée d’un agrégal ef d'un ensemble d’arcs noirs
m!i(i,z_zt cerlains de ses sommels. On associe & un réseau ordonné un agrégat orienté sans circuil
bigarré comme au chapitre §, paragraphe §B.: les sommets de lagrégat sont les arétes aziomes du
réseau tendu, et les couleurs propres ses liens tenseur . On a un arc noir de laziome a vers
Uaziome b s'il existe un arc noir d’un point situé en dessous de a & un point situé en dessous b.

On se convaincra qu’on obtient ainsi un agrégat orienté sans circuit bigarré, et qu'il n’y a pas
lieu d’introduire de couleur pour les arcs, compte tenu qu'il sont orientés (l): si I'agrégat contenait
un circuit bigarré, utilisant deux ares de ’agrégat correspondant & un méme arc du réseau, compte
tenu de Pordre de passage imposé (par le sens des arcs) ce circuit bigarré existerait aussi dans le
réseau orienté.

Les résultats des chapitres 2 et 4, montrent qu’un réseau commutatif consiste en une famille
d’arbres (sans racines) dont les sommets sont de deux types: ce sont soit les conclusions des
tenseur scindants, soit les entrelacs du réseau.

Un réseau ordonné est la superposition d’un réseau commutatif et d’arcs joignant ses sommets.
De plus, le paragraphe §F. du chapitre 2, compte tenu de la fidélité de traduction de I en Iig
(qui se vérifie comme au chapitre 4) on voit qu’il n’y a jamais d’arc entre deux feuilles situdes a
une ditance 2 dans cette forét. En effet on sait que tout point de la feuille est relié par un chemin
bigarré bilatére & un tenseur scindant, et que la réunion de deux chemin bigarré ne traversant pas
le méme entrelacs est bigarré: lexistence d'un tel arc entrainerait donc l’existence d’un circuit
bigarré. De méme on peut affirmer qu’étant donné une feuille, il en existe une autre telle qu’il
existe un chemin bigarré bilatere, entre tout point de la premitre et tout point de la seconde. Voici

donc & quoi ressemble un réseau ordenné:

prohite

X
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Nous avons utiliser dans les chapitre 1 et 8 les propriétés T et T., et nous allons en considérer
une plus simple du méme genre, qui sera plus maniable dans les graphes:

DEFRINITION 9.5, Deuz arcs d’un graphe salisfont la condition TW(f,g) si ef seulement si le graphe
conlient un arc de la source de l'un au bul de Uautre:

’§> —%—> —-i‘;—}-
<——~—~—-:—>-€:—————-TM6———-

On remarquera que nos graphes éfant sans boucle, si ces deur arcs sont consécutifs, alors larc

composé (oblenu par transitivité) fait nécessairement partie du graphe. Le lien enfre cette condition
et la transitivité explique le symbole choisi.

PROPOSITION 9.6. Supposons que le graphe soit un réseau ordonné el que ces deuz arcs soient des
arcs entre des conclusions; alors on peut supposer gue si deuz des quatre extrémités soni confondues,
la condition est salisfaile.

DEMONSTRATION: Notons que I’absence de boucle fait que ces quatre points sont au moins deux.
Si ces quatre points ne sont en fait que deux alors ces deux arcs sont les mémes, puisque le
réseau contient au plus P'un des deux ares (z,y) et (y,z), et la condition est satisfaite. Si ces
quatre points sont trois, et s'ils ont ie méme but ou la méme source, alors la condition est
satisfaite, Si ce sont des arcs consécutifs, comme le réseau est correct si et seulement si il
I’est en ajoutant les arcs composés (puisque l'orthogonalité est stable par cléture transitive),
on peut toujours supposer ces arcs présents, au quel cas la condition est satisfaite. o

En vertu de cette remarque on supposera que les arcs composés sont toujours présents.

Donnons maintenant une définition qui va nous permettre de caractériser la dernitére régle du
calcul des séquents si elle est une régle de MELANGE :

DEFINITION 9.7. Une frontidre d'un réseau ordonné I ayant au moins deuz satellites est une
partition en deuz classes Cy,Ca des satellites du réseau ordonné, ce qui fournit aussi une parlilion
en deur classes des poinis du réseau,

Les arcs frontidre sont les arcs gui la traversent, i.e. dont une eztremité est dans un safellite de
Ci el Uaulre dans un satellite de C3; ce sont donc des arcs enire conclusions. Deuz arcs fronliére
sont dit contravariants si leurs ezirémilés finales sont de part et d’auire de la frontiére.

Les extrémités des arcs fronitidre, appelés points frontidre, se partagent en deur classes £ el &
de points conclusions, On nolera qu’un chemin d’un poinl situé d’un coté de la frontiére & un point
situé de Vautre colé contient un nombre tmpair d’arcs frontiére, el guun chemin d’un poini & un

point situé de Uautre coté de le fronliére utilise un nombre pair d’arcs frontiére.

La fronlitre est dite séparée si el seulement si la restriclion de l'ordre du réseau aux poinis de
la frontiére satisfait la condition suivanie, déjd apparue dans les chapiire I el &

(i) T(f, &1, £2)

Cele peut se formuler plus intelligiblement en termes d’arcs:
tout couple d’arcs frontitre contravariants (f,g) satisfait TH(f,g).
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On dit que la frontiére esi séparable s'il est possible d'sjouter des arcs & 1l de sorte qu’on
obtienne un graphe sans circuil bigarré el que la froniiére soil séparée. Notons qu’il est alors

possible de le faire de sorte gue le graphe en question soil un réseau, puisqu’on n’a pas & ajouler
d’arcs entre des poinis gqui ne soient pas des conclusions du réseau pour salifaire celte condition.

Donnons maintenant une définition du méme genre qui va nous permettre de caractériser la
derniére régle utilisée si elle est TENSEUR :

DEFINITION 9.8. Soit Il un réseau tendu el A® B lun de ses fenseurs scindants. Soit n-{A®B}
le réseau oblenu & partir de II par suppression du point A® B ef des arcs el aréles qui lui sont
incidents. Comme A® B esl un tenseur scindani de II les salelliles de A et B dans I1 — {A® B}
sont distincts. Une frontidre tendue d’un réseau ordonné I (associée au tenseur scindant AQ@ B)
est une partition en deuz classes des satellites du réseau 11 — {A® B} telle que le satellite de A
soil dans une des deur classes et celui de B dans Uautre.

Un arc frontiére est soft un arc qui la traverse, soil un arc incident 4 A® B; un arc frontidre
est donc un erc entre deuz conclusions.

Les eztre’matés des arcs se partagent dounc en frois classes £ el & et {A® B}, et ces points sont
appelés points frontidre. Deuz arcs frontiére sont dils contravariants si el sculement si: leurs
sources ou leurs buts sont situées de part et d’autre de la frontiére. On remarquera que, suivant
cette définition les arcs AR B —~ X €8 et X| €& — Xj € & sont contravariants, ce qui dvitera
la proliférations des clauses définissant une fronidre tendue séparée.

Une frontiére tendue est dite séparée si et seulement si la resiriction de Uordre du réseau auz
points de la fronliére satisfait la condition suivante déjd apparue dans les chapitre 1 el 8:

(i) Tags(f, &1, &2)
(%) T(f,& U{A® B}, &)
(iii) T(f,£1,6, U {A® B))
ce qui peut aussi se formuler en une liste plus intelligible de propriétés du graphe:

(i) pour tout arc frontitre X, € £ — Xo € & le graphe contient lun des deur arcs:
X1€86 —A®B ou A®B - X, €&y

A® A® B W

et la condition symétrique: pour lout arc frontidre X, € £ « X3 € & le graphe contient un
des deur arcs: X, €8 — A®B ou A B — X, € &,.

(i) tout couple d’arcs frontiére contravariants (f,g) sat:sfazt "!I‘”(f, g) (.souhgnons encore que Hune
des quaire exirémités peut ftre AQ B )

On dit que la frontiére tendue est séparable s'il est possible d’ajouter des arcs ¢ II de sorte
qu'on obtienne un réseau el que la frontidre soit séparée. '
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Maintenant mentionnons deux lemmes qui montre que les définitions précédentes de frontiére
séparable et de frontidre tendue séparable fournissent Panalogue des habituels tenseurs scindants i.e.
caractérisent les derniéres régles appliquées.

Le signe [1° désigne désormais un réseau tels que tous les réseaux de taille inférieure 4 la sienne
sont séquentialisables.

LEMME 9.9. Soit F = (C1,Cy) une frontiere d’un réseau H°. Alors F séparable équivaut d: il
existe une preuve séqueniielle de réseau associé TI° dont la dernidre régle est MELANGE suivie
éventuellement de ENTROPIE appliguée & une séquentialisalion de C; dans un ordre i), ef & une
séquentialisation de Cy dans un ordre is.

DEMONSTRATION: L'implication réciprogue est triviale, Pour Pimplication directe il suffit de
remarquer que pour que l'ordre satisfasse (i) il n’est pas nécessaire d’ajouter des arcs ailleurs
qu’entre deux conclusions. - e o

LEMME 9.10. Soil F = (A® B,(C,C3) une frontidre lendue d'un réseau N°. Alors F séparable
équivaut 4: il eziste une preuve séquentielle de réseau associé M° dont la dernidre régle est
TENSEUR suivie éventuellemeni de ENTROPIE appliquée & une séquenlialisation de C; dans un ordre
iy el & une séquentialisation de Cy dans un ordre iy.

DEMONSTRATION:  Aussi évidente que la précédente. <

§C. Monstres Choisis

Avant d’en venir & la séquentialisation proprement dite, nous souhaitons présenter ici quelques uns
des exemples qui nous ont permis d’élaborer le calcul des séquents, et de trouver la méthode de
séquentialisation, ainsi que de démontrer que les régles TENSEUR et MELANGE ne commutent pas.

Nous avions premidrement considéré régle de mélange plus stricte, ol l'ordre sur le séquent
conclusion était i < j, mais on s’est apergu qu'elle était trop stricte pour permettre le
séquentialisation, méme avec la régle la plus libérale possible pour le tenseur (celle donnée au
chapitre précédent). Le réseau qui suit a les propriétés suivantes:

% aucun de ses deux tenseurs scindants n’admet de frontiére tendue séparable, et sa derniére

régle n'est donc pas un TENSEUR ; ce qui montre qu'on ne peut se restreindre & chercher la
dernitre régle sous la forme d’un TENSEUR

* sa seule frontitre est traversée dans les deux sems, ce qui montre qu'on ne peut pas se
contenter d’une régle MELANGE ot Pordre & sur le séquent conclusion est i < j; par contre
cette frontitre est séparable, et une fois le réseau ainsi séparé, chacun des deux tenseur admet
une frontitre tendue séparable dans sa partie.

% cet exemple est minimal pour ces propriétés
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donnons aussi sa représentation en agrégat orienté;

Ce réseau posstde les propriétés suivantes:

* L’unique frontidre possible n’est pas séparable, ce qui montre qu'on ne peut supposer que la
derni¢re régle appliquée soit une régle de MELANGE .

* Aucun arc frontitre ne peut &tre transformé en tenseur sans créer de circuit bigarré. S'il
n’existait pas de tels réseaux, on eut alors pu supposer que la derniére appliquée est toujours
un TENSEUR , en changeant éventuellement des arcs en tenseurs, {C’est ce qui explique qu’on
Pait préféré au contre-exemple minimal & satisfaire le premier point) '

Nous avons cru un certain temps que les réseaux ordonnés étaient séquentialisables avec une régle
du tenseur plus stricte que ceile présentée dans le chapitre précédent, disons TENSEUR — oli I'on
demande seulement que dans l'ordre sur le séquent conclusion aucune formule du second séquent
prémisse ne soit inférieure 3 une formule du premier séquent prémisse — c’est bien évidement un
cas particulier de notre régle.

La derniére régle du calcul des séquents, si elle est une telle regle TENSEUR ~, correspond & une
frontiére qui n'est traversé que dans un sens. Notons de plus que, si un réseau tendu ordonné n’a
qu'un seul satellite, alors la derniére régle est nécessairement un TENSEUR , ef,que pour un lien
tenseur scindant donné, il n'y a qu’une seule frontiere tendue possible, Mais nous avons trouvé

alors un réseau avec les propriétés suivantes:
* ce réseau n'a qu'un seul satellite

* sa derniere régle ne peut pas étre TENSEUR - puisque toute frontidre tendue est traversée
dans les deux sens ef il est minimal pour celle propriéié

* un seul de ses trois tenseur scindants peut étre la derniére régle {celui du milieu), ce qui

montre nos regles commutent mal, et qu'un tenseur scindant peut ne jamais correspondre &
la dernitre régle appliquée. o

que voici:
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x / . r : #
Donnons également sa représentation en agrégat orienté :

Nous pensons que sans cette notion d’agrégat il eut été inespéré de trouver un tel contre-exemple
dont on a pourtant démontré qu’il était minimal.

Nous n’avons pas eu le courage d’crire les preuves séquentielles correspondantes .

§D. Séquentialisation

Compte tenu des monstres ci-dessus présentés, nous pouvons entamer la dén_lontration de la
séquentialisation en gardant présent & Pesprit qu’on ne peut se restreindre & chercher exclusivement
une frontidre séparable ou i chercher exclusivement une frontitre tendue séparable. H faut donc
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chercher simultanément 'une ou Pautre. ('est 13 une différence essentielie avec le calcul de la
seconde partie.

DEFINITION 9.11. Une saturation d’un réseau ordonné 1l est un graphe simple sans circuit bigarré
oblenu par addition d’arcs noirs & H lel que, élani donnés devz poinls A el B du graphe, si ce
graphe ne conlienl pas Uarc B — A alors il un chemin bigarré de A & B. Dans un tel graphe,
Paddition d'un arc crée toujours un circuil bigarré, d’edt le noem “saturation”.

ProrosITION 9.12. Touf réseau ordonné admel au moins une saturation.

DEMONSTRATION: On le batit de proche en proche par addition d’arcs noirs, sans difficulté
aucune: on construit une suite de graphe de ce type dont le premier est I, = IT; si I,
contient deux sommets A et B tel que II, ne contienne pas de chemin bigarré de A vers B,
ni Parc B — A, on prend Il 4 égal & II, augmenté de l’arc noir B — A et ll,41 ne contient
pas plus de circuit bigarré que II,, c’est-A-dire aucun. Notons que par la suite nous n’aurons
pas & reconsidérer ce couple. Une telle suite s'aréte done, 8'il ¥ a s sommets, en moins de

s(s — 1)/2 fois. O

Comme il est impossible d’ajouter un arc & une saturation, on a:

REMARQUE 9.13. Dans une saturation d’un réseau, les notions de frontiére (resp frontitre tendue)
séparable el de frontiére (resp fronliére tendue) séparée coincident.

LEMME 9.14. Il eziste une fronliére séparable dans 11 équivaut ¢ il eriste une saluration T de II
dans la quelle il ezisle une frontitre séparée.

DEMONSTRATION

« S'il existe une frontiére séparée dans une saturation de II, en ommettant les arcs non
nécessaires au fait que cetle frontiére soit séparée, on obtient une frontiére saturée de II,
obtenue par adjonction d’arcs noirs 4 II, ce qui montre que la fronfidre est séparable.

% §'il existe une frontiére séparable C;,C; dans II, on peut par définition adjoindre des arcs
a I de sorte & ce qu’elle soit séparée. Appelons II* le réseau obtemu et montrons qu’il
est possible de le saturer de sorte que la frontitre reste séparée.

Si, pour le saturer, on ajoute & II;, un arc qui n'est pas un arc frontitre, la dite frontiere
reste saturée et on poursuit la saturation.

Si pour le saturer on doit ajouter un arc frontiére, c'est qu’il existe un point A de C;
et un point B de C; tels qu’il n'existe pas de chemin bigarré de B & A dans I}, et
II} ;1 est obtenu par addition de l'arc f = A — B. Les seuls couples d’arcs frontiére qui
empécheraient éventuellement la frontiére d’étre séparde sonfi les couples f,g ol g est un
arc frontidre contravariant avec f, ¢ = A’ «— I'. $’il n’est pas possible d’ajouter & I,y
ni 'arc B’ — B ni Parc A — A’ c’est que I}, contient un chemin bigarré u de B’ 4 B
et un chemin bigarré v de A & A’ et prenons les de longueur minimale. Comme il n'y a
pas de circuit bigarré, ces deux chemins utilisent donc des arétes de méme couleur, et
par suite, 'un au moins des deux traverse la frontiére, disons u. Soient f' et g' deux
arcs contravariants de la frontiére consecutifs sur u; comme ces arcs sont des arcs de ITY,
dans le quel cette frontidre est séparée, on a TIH(f,g) et on voit que u ne peut &tre
de longueur minimale. L’un de ces deux chemins n'existe donc pas et on peut ajouter
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I'un des deux arcs & Il .1, et on fait cela pour tout g tel que f,g ne satisfasse pas la

condition. Ensuite on poursuit la saturation, avec une frontitre & nouveau séparée,

<

LEMME 9.15. Il existe une frontidre tendue séparable dans II équivaut 4 il exisie une safuration It
de II dans la quelle il existe une frontiére tendue séparée.

DEMONSTRATION: Preuve similaire 4 la précédente. O

On en déduit aisément le
LEMME 9.18. Un réscau contieni une fronliére séparable ou une frontidre tendue séparable si el
seulement s'il existe une saluration de ce réseau qui contient une frontidre séparée ou une frontiére
tendue séparée.

Et maintenant’ nous donnons une caractérisation des frontitres non-séparées dans une saturation:

THEOREME 9.17. Une frontiére F d’une saturation n'est pas séparée si et seulement s'il existe
deux arcs frontiére contravariant f et f' et un circuit X(f € F)X'pY'(f' € F)X'qX ot le chemin
p est bigarré et n'utilise pas d’arc de F, et ot le chemin q est bigarré.

DEMONSTRATION:  Montrons pour commencer que s’il existe un tel cireuit la frontitre n'est pas
séparée: il suffit de considérer le couple f, f' pour s’en convaincre: ce couple ne peut satifaire
']I‘n(f: f’)'

Réciproguement si la frontidre n’est pas séparée, alors il existe un un couple d'arcs traversant
la frontigre A; — f — A} et Ay — f'— A; tels qu’il existe un chemin bigarré p de A} & A4} et
un chemin bigarré p’ de Ay & A;. Ce circuit traverse nécessairement la frontitre d’autre fois
sinon p et p’ n'aurait pas de couleur commune, et la saturation contiendrait un circuit bigarré,

Appellons distance entre f et f' sur un circuit fuf'vf le minimum de ny et n, ol n,
(resp n, désigne le nombre d’arcs de la frontiére contenus dans u (resp v) — ce nombre est
évidement pair.

Prenons maintenant un circuit traversant contenant f et f’ tel que leur distance sur ce circuit
soit minimale, Considérons maintenant deux arcs de la frontiére consécutifs sur un ce cireuit,
du coté ol est atteinte cette distance (s'il n’y en a pas, la distance est 0 et le probléme est
résolu) disons X —g— X’ et ¥ g’ —Y’. On a donc un chemin bigarré d de Y 4 X ne
traversant pas la frontidre. Si I'agrégat contient l'arc Y’/ — u — X’ alors on a trouvé un

circuit sur lequel la distance entre f et f’ est plus petite que sur le circuit de départ, ce qui
est impossible. Par définition d’une saturation, il existe un chemin bigarré e de X’ &4 Y’ Les
arcs g et g’ sont donc sur un circuit X(g)X'eY'(¢')X'dX ol e et d sont bigarrés et ol d ne

traverse pas la frontidre. O

Pour donner une caractérisation des frontitres tendues non-sépardes dans une saturation, nous
utiliserons le petit lemme suivant sur les frontitres séparées:

LeMME 9.18. Soit F = C1,C; une froniidre séparée.

(i} soit X et Y deuz poinis de Cy (ou de C3) tels qu'il ezisle -un chemin bigarré de X ¢ Y,
alors il existe un chemin bigarré de X & Y n'ulilisant pas d’arcs frontidre.
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(15} soient X un point de Cy el Y un point de Cy (ou X un point de Cy et Y un point de Cy)
tels qu’il eziste un chemin bigarré de X & Y; alors il eziste un chemin bigarré de X 4 Y
ulilisant un el un seul arc frontiére,

DEMONSTRATION:

(i) Considérons un chemin bigarré de X & Y utilisant un nombre minimal d’arcs frontitre.
On sait que ce nombre est pair. Si c’est 0, le lemme est établit. Sinon, scit deux arcs
frontidre f,g consécutifs sur ce chemin; ils sont contravariant et satisfont donc TH(f, g).
Si ces arcs sont f = A; — Az qui précéde g = A} «— Aj, comme la frontiére est séparée
le graphe contient I'un des deux arcs A; — A} ou Az — A}, et comme ce ne peut éire
Ay «— A% (sinon il y aurait un circuit bigarré), on a l'arc 4; — A}, ce qui contredit la
minimalité du chemin bigarré considéré. :

(ii) Argument similaire,

<o

THEOREME 9.19. Une frontiére tendue F d’une saturation n'est pas séparée si et seulement s’il
existe au moins 'une des deux configurations suivantes:

(i) deux arcs frontidre contravariants f et f' et un circuit AdX(f)X'eY'(f)YgA (ou la méme
chose avec B) tel que [ et f' sont les deux seuls ares frontiére de ce circuit, les chemins

AdX()X'eY! et X'eY'(f')YgA sont bigarrés. :

(ii) deux arcs frontiére contravariants f et f' (non incident au tenseur) et un circuit
X(fe P)X'pY'(f' € F)X'qX ol le chemin p est bigarré et n’utilise pas d’arc de F, et ot le
chemin q est bigarré.(comme précédement)

DEMONSTRATION:

# Il est clair que 8'il on a I'une des deux configurations, alors la frontiére tendue n’est pas
séparée, la premidre configuration contredisant le point (i) de la définition de frontiére
tendue séparée, et le second contredisant le point (ii) de cette définition.

* On suppose que la frontitre n’est pas saturée, et qu’on n’a pas (ii); on peut donc
appliquer TH aux couples d’arcs frontiére contravariants non-incidents &4 A® B, et en
particulier supposer qu’un chemin traversant en utilise au plus un. On suppose qu'on a
f=X —Y sans avoir ni X - A® B nit A® B — Y, puisque le graphe est saturé, il
existe un chemin bigarté d de ¥ 4 A® B et un chemin bigarré e de AQ B 4 X. Sinie
ni chd n’empruntaient les arétes du tenseur ¢, on aurait un circuit bigarré: ce cas est
donc exclus, Si e et chd utilisent ¢, la propriété précédente montre qu’on peut supposer
que e et d n’utilisent qu'un seul arc frontitre; la condition T™ montre qu’alors qu'on a
la configuration (ii). Si 'un des deux n’utilise pas {, alors l'un traverse une seule fois et
Pautre aucune et on a aussi une configuration (ii}.

Y

On remarque que ces théorémes entrainent ’existence de chemins bigarrés quasi ¢ompatibles, et
ce pour toute frontitre non-séparde, et pour toute frontitre tendue non-séparée.
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Pour démontrer la séquentialisation, nous utiliserons un lemme, que nous n’avons pas encore fini
de démontrer mais qui est trés raisonnable au vu des deux théorémes précédents; nous envisagerons
cependant ce que signifierait Pechec de la séquentialisation, car en ce domaine Pintuition peut
facilement étre prise en défaut:

LEMME 9.20. (non encore établi}) Si une safuration ne contient ni frontiére séparée ni froniiére
tendue séparée, alors elle contient un circuit bigarré.

La raison pour la quelle nous croyons cela est que les lemmes précédents montre qu’on a alors un
grand nombre de chemins dont la réunion est bigarrée, et nos travaux en cours nous encouragent
dans cette croyance .

Moyennant '_ce lemme, on peut démontrer la séquentialisation:

THEOREME 9.21. (modulo le lemme précédent) Toul réseau ordonné est séquentialisable.

DEMONSTRATION:  Considérons un réseau II° non-séquentialisable de taille minimale — i.e. tous
les réseaux ayant moins de liens sont séquentialisables. En vertu du premier paragraphe de ce
chapitre, II° ne contient ni par ni précade final. $'il n’est pas séquentialisable, c’est donc
quw’il ne contient aucune frontitre tendue séparable, et aucune frontiére séparable. Considérons
alors une saturation de II, et on a vu précédement qu’il en existe. Alors cette saturation ne
contiendrait aucune frontitre séparée et aucune frontiére tendue séparée, et notre pseudo-lemme
précédent montre que c¢’est impossible, <&

Qu’adviendrait-il si ’'on découvrait un réseau ordonné non séquentialisable?

A la différence d’autres travaux ofl l'on n’a pas de preuve de la séquentialisation (connecteurs
généralisés de [DR90]), nous proposoms ici un calcul des séquents, qui, de plus, est Punique
candidat possible (en vertu du chapitre 8). Cela signifierait qu’il n’y a pas de calcul des séquents

(raisonnable} correspondant & ce calcul en réseaux, qui pourtant étend le plus conservativement
possible le calcul usuel — notamment pour la sémantique cohédrente.

En fait, si ce n'tait de l'énergie dépensée pour essayer de démontrer ce résultat, on pourrait
méme se réjouir de découvrir ainsi de nouvelles directions,
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En guise de conclusion

Comme on l'aura remarqué, notre étude du calcul ordonné est loin d’8tre exhaustive,

Une question naturelle pour un systéme logique est celle de sa complétude: il semble que le
moyen le plus raisonnable de mener cette question & bien soit d'étendre la sémantique des phases,
en définissant une opération interprétant les connecteurs généralisés et le précede .

La décidabilité de la prouvabilité est aussi une question naturelle: nous pensons, au va du calcul
en réseaux qu’elle ressemble & celle du calcul purement multiplicatif habituel.

Mentionnons encore que le développement de Pinterpréiation informatique, en se référant par
exemple aux travaux de [MTV90] nous semble intéressant.

Parmi les extensions de ce calcul, nous avons déja étudié celle & un caleul avec les modalités
4P ot “I” ei les quantificateurs, pour obtenir un calcul d’un pouvoir d’expression raisonnable, sans
boites affaiblissemnent comme la présence de la régle MELANGE nous le permet; le caleul ainsi obtenu
est donc confluent. Les régles doivent opérer ainsi sur 'ordre: lors d'une régle correspondant a la
formation d’une boite, Pordre sur les conclusions est le méme qu’avant la formation de cette boites;
la régle de contraction ne doit contracter que des formules équivalentes dans lordre {(c’est grosso
modo un par ). Lors de l'dlimination des coupures, chaque formmule du contexte d’une boite !
dupliquée, est dupliquée en deux formules équivalentes dans ’ordre. On peut alors démontrer la
normalisation forte de ce calcul, comme dans [Gir87a] compléié par la propriété de striction de
[Dan90]; et la confluence résulte de Pabsence des boites affaiblissement.

Une autre généralisation possible serait de travailler avec des préordres plutét qu’avec des ordres,

ce qui revient a4 autoriser des circuit bigarrés internes & 1i; cette généralisation semble & premitre
vue assez compliquée 4 réaliser.

Une extension intéressante serait de formuler un calcul des séquents contenant et des formules &
gauche et des formules & droite. Nous pensons qu'il s’agit 13 d’une question trés difficile, vu que le
dual d'un espace cohérent défini par un ordre n’est pas, en général, un espace cohérent défini par
un ordre, sauf dans le cas olt l'ordre est total, ce qui extrémement pathologique: ¢’est un cas ol
toutes les preuves des différentes formules sont complétement déconnectées. Notons tout de méme
que dans le cas d’un ordre contractile, on sait définir ce dual, puisque la formule s’écrit avec les
connecteurs par et précéde dont on connait le dual.

Signalons enfin qu'il nous semblerait judicieux de remplacer les réseaux, d’une définition propre
4 endormir tout non-logicien, par les agrégats et d’ainsi pouvoir appliquer des techniques (sinon
des résultats) combinatoires standard. Nous avons été surpris de l'absence de connection entre
I’é¢tude de la structure des preuves et les mathématiques combinatoires, alors que les preuves sont
évidément des structures finies, généralement des arbres, et dans le cas des réseaux de la logique
lindaire des graphes colorés — que nous préférons aux positions d’interrupteurs, méme s’il s’agit

bien des mémes objets....
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Connecteurs de la logique linéaire

Girard (et nous)  Troelstra

» + par (“ou” multiplicatif)

1 0 faux (neutre du par )

® * tenseur (“et” multiplicatif)

1 1 un (neutre du tenseur )}

AL ~ A A orthogonal (négation linéaire)
Petites majuscules TENSEUR  régles du caleul des séquents

Caractéres dactylographiés
Majuscules romaines

Minuscules romaines

Majuscules calligraphiées

Minuscules sans sérif
Minuscules gothiques

Minucules grecques

~Majuscules grecques
Majuscules doubles

tenazeur connecteurs et liens correspondants
A, U.,X.. formules
sommets d’un graphe
a,b,.. points d’une relation
arétes d’un graphes
parfois, sommets d’un graphe
H & .. graphes, agrégats
N la couleur noire
CE.. cotés d’une frontidre
F parcourts du module FV associé & F
cd chemins d’un graphes
u b v ... relations
i,j€.[0.. ordres (partiels)
a, 8, .. couleurs propres
n preuve séquentielle :
1 réseaux, ordonnés ou commutatifs
P,C,T conditions
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R-connectés

a*[g]

a[d]

17 relation identique

17 domaine de la relation U4

17 restriction de la relation U
i ’ensemble F

17 cloture transitive et
réflexive de la relation U

17 z strictement inférieur 4 y
dans i

17 = inférieur & y dans 1

17 points équivalents dans 1

18 points équivalents-inférieurs
dans i

18 contraction d'un  ordre
suivant deux points
équivalents

19 contraction d'un  ordre
snivant deux poinis
équivalents-inféricurs

21 expansion d'un ordre
snivant deux points
équivalents

21 expansion d’'un  ordre
suivant deux points

équivalents-inférieurs

22 condition pour gu'un ordre
soit contractile

27 U et 9 sont deux relations
faiblement orthogonales

28 U et ¥ sont denx relations

orthogonales
29 condition pour  qu'un
ordre soit une extension

orthogonale de deux ordres
disjoints

30 condition gqu’un
ordre soit une extension
orthogonale de deux ordres
ayant un point commun

pour

33 conditions sur le pariage
d'un graphe simple orienté
en deux

37 chemin bigarré menant &
une couleur scindante

37 chemin bigarré menant i
un cycle bigarré

37 reliés par un chemin bigarré

37 une des deux parties d’un
graphe complet biparti o

37 les sommets du sous-graphe
de couleur a

g —«o 37 G privé de ses arétes de
couleur o

F 56 famille d’arbres de sous-
formulies

e 57,94 sommets d’un réseau
correspondant a des
coupures

Cut 57,94 ensembles des liens
coupures d'un réseau

Az 57,94 ensemble des liens axiomes
d'un réseau

1% 78 antiphases

1¢ 78 orthogonal des antiphases

#{x) 79 indice d’une preuve
séquentielle

#(I) 80 indice d’un réseau

Ff() 80 nombre de lien 1 d'un
résea

ce(II) 80 nombre de composantes
connexes «de tout sous
graphe bigarré maximal
d’un réseau

I, 66 traduction du réseau I en
agrégat suivant ses liens
par

Mg 68,127 traduction du réseau II en
agrégat suivant ses liens
tenseur

| Al 87 trame de l'espace cohérent
A

zCy[d] 87 z et y sont deux points
cohérents de la trame de
A

(= ™ )87 (incohérents,  striclement
cohérents, strictement in-
cohérents)

CUX) 87 clique d’un  espace co-
hérents

H A 90 produit ordonné des espaces

i ?ohérents A; ordonnnés par
1

X—Y 93 aréte de sommets X et Y

X—=Y 93 arc joignant X et Y

{F,A) 93 famille d’arbres de sous-
formules orientés

Fv 1160 module canoniguement as-
socié 4 une formule F

A 113  les points de |A;] sont
strictement cohérents, etc..

T 129  condition correspondant &

T dans ur graphe
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Agrega.t , 3D
orienté 127

Arbre des sdus—formules, 56, 93
bien coloré, 57, 94

Bien coloré; arbres des sous-formules, 57, 94

Bigarré, 37, 59, 97
sous graphe bigarré maximal, 50

Contractile, ordre, 22

Contraction d’un ordre suvant deux points
équivalents, 18
équivalents-inférieurs, 19

Critére de correction des réseaux
avec mélange, H9
avec neutres et mélange, 80
ordonnés, 97

Cohérent, espace, 87
B-Connectés, points d’un graphe coloré, 37

Connecteurs généralisés, 91, 93, 111
définissables, 106

Elimination des coupures,
avec mélange, 56
avec neutres et mélange, 80
ordonnées, 98, 122

Entrelacs d’un résean orienté, 127
Equivalents, points d’un ordre, 17

Equivalents-inférieurs, points d'un ordre, 18
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Etirement d’un agrégat, 37

n-Expansion,
avec neutres et mélange, 83
ordonnée 104

Expansion d’un ordre suivant deux points
équivalents, 21
équivalents-inférieurs, 21

Expérience d'un réseau, 100

Extension orthogonale de deux ordres,
disjoints, 29
ayant un point commun, 30

Feuille )
d'un (pré)réseau, 57, 94
d'un agrégat, 49 -
d’un agrégat orienté, 127

Frontiére, 128
séparable, 128
séparée, 128

Frontiére tendue, 129

séparable, 129
séparée, 129

Graphe
simple, 32
simple orienté, 93

Graphe de correction d’un réseau orienté, 97

H¢réditairement scindant, tenseur, 75
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Indice,
d’une preuve séquenticlle avec neutres et
mélange, 79
d’un réseau avec neutres et mélange, 80

Lien dun réseau
avec mélange, 58
avec neutres et mélange, 80
ordonné, 95

Modules d’un réseau ordonné, 103

Orthogonalité des relations,
faible, 27
forte, 28

Phases, sémantique des, 78

Parcourts d'un réseau ordonné, 97
interne, 99

Précade,
espace cohérent, 89
lien, 96
régle séquentielle, 114, 122

Préreseau,
avec mélange, b7
avec mélange et neutres, 80
ordonné, 94

Produit ordonné d’espaces cohérents, 91

Résean,
avec mélange, 59
avec mélange et neutres, 80
ordonné, 97

Satellite d’un réseau ordonné, 127

Saturation d’un réseau ordonné, 134

Scindant(e),
couleur, 37
par , 64
tenseur , 64, 126

Sémantique,
des phases, 78
cohérente, B7, 100

Séquentialisation,
avec mélange, 63
avec mélange et neutres, 81
ordonnée, 125

Tendu(e),
réseau, 126
frontigre, 129

Trame d’un espace cohérent, 87
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