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RésuméLes sorties de route en virage constituent une part importante des accidents de la route enFrance, causes d'environ 30% des accidents mortels pour l'année 2008. Ces accidents se produisentprincipalement sur route secondaire ce qui montre le besoin du conducteur d'être assisté danssa tâche de lecture et de négociation du virage. L'objectif de ce travail est le développementd'une méthodologie d'évaluation du risque encouru par le conducteur lors du franchissementd'un virage a�n de mettre en place sur les itinéraires routiers un système d'alertes déclenchéesen cas de situation potentiellement dangereuse. La méthodologie menant à l'évaluation du risqueest basée sur l'emploi de méthodes probabilistes, permettant de prendre en compte �dèlement lesincertitudes inhérentes au conducteur, au véhicule et à l'infrastructure. A l'entrée du virage, undispositif de mesure renseigne sur la position latérale et la vitesse du véhicule arrivant. Une famillede trajectoires de passage en virage est alors simulée à partir d'un modèle dynamique de véhiculedont certains paramètres d'entrée dépendent de trajectoires mesurées sur le tra�c réel. Des indicesde risques associés à des critères de sécurité sont ensuite évalués par des méthodes �abilistes.Les résultats obtenus sont la détermination et la hiérarchisation des paramètres in�uents sur lescritères de sécurité, ainsi que l'évolution des indices de risque en fonction des conditions initialesen entrée de virage. Les applications réalisées dans le dernier chapitre démontrent le potentiel dela méthodologie �abiliste proposée et son intérêt dans le domaine de la sécurité routière.AbstractRoadway departure while cornering constitutes a major part of car accidents in France, ac-counting for nearly 30% of casualties in 2008. Most of them occur on secondary roads and revealthat drivers need assistance for a safe curve negociation. The subject of this work is the develop-ment of a methodology to assess the roadway departure risk in order to implement in the roadinfrastructure warning devices alarming the driver in case of potentially dangerous situations.The application of probabilistic methods for the risk assessment allows an accurate represen-tation of the uncertainties arising from the driver, the vehicle and the road infrastructures. Atthe entrance of the curve, speed and position of the approaching vehicle are measured. Then,a family of trajectories is simulated from a dynamic model. Some of the model input dependon experimental trajectories measured on the real tra�c. Finally, safety criteria are chosen andassociated risk indices are calculated using reliability methods. The in�uence of various parame-ters of the model are studied, and the obtained results are the evolutions of the risk indices asa function of the measured initial conditions. The probabilistic methodology elaborated in theroad safety domain constitute a valuable decision support tool for the alarm triggering.
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1
Introduction générale
Le contexte de ce travail de thèse est la prévention des accidents de la route pour la classe desvéhicules légers dans les zones dites de rase campagne (i.e. à l'exclusion des zones urbaines etautoroutes). Il s'inscrit dans le cadre du grand projet national SARI (Surveillance Automatiséede la Route pour l'Information des conducteurs et des gestionnaires), qui est une action derecherche du PREDIT (Programme de Recherche et d'Innovation dans les Transports Terrestres).L'ambition du projet SARI est de réduire signi�cativement les accidents liés aux sorties de routeou aux pertes de contrôle de véhicules, en informant mieux les conducteurs des di�cultés deconduite auxquelles ils doivent faire face. Les principales actions ciblées partagent le projetSARI en trois thèmes :- les ruptures physique de la route (ex. virage) causant des accélérations ou décélérationsfortes du véhicule (thème RADARR),- les ruptures de visibilité et de lisibilité de la route pouvant entraîner des trajectoires inap-propriées (thème VIZIR),- les dégradations apportées par la pluie et le vent (thème IRCAD).L'objectif de cette thèse concerne le premier point, et vise à la mise en place dans certains vi-rages identi�és comme des zones accidentogènes d'un système d'information alertant au momentapproprié les conducteurs d'un risque de perte de contrôle de leur véhicule. Pour être e�cace, lesystème doit donc prévenir les conducteurs su�samment tôt, capter leur attention, et les inciterà modi�er leur conduite.Le coeur de ce travail est l'élaboration d'une méthodologie probabiliste menant à la dé�nitiond'un indice de risque de violer un critère de sécurité prédé�ni. Le résultat attendu est unecartographie d'évolution du risque en fonction du comportement du conducteur en entrée devirage. Cette cartographie permettra l'identi�cation des trajectoires limites (i.e. potentiellementdangereuses) et constituera ainsi un outil e�cace d'aide à la décision pour le déclenchementd'alerte.



2 Introduction généraleLes dispositifs de mesure et d'alerte envisagés dans l'approche proposée sont disposés en bordde voie, intégrés à l'infrastructure. Ceci constitue une particularité de ce travail par rapport auxétudes connexes, où les équipements sont généralement embarqués dans le véhicule. Lorsqu'unvéhicule se présente en entrée de virage, l'estimation du risque encouru par le conducteur estréalisée à partir de trajectoires simulées par le biais d'un modèle dynamique spéci�quementdéveloppé dont certains paramètres d'entrée dépendent de trajectoires expérimentales relevéessur le tra�c réel.La méthodologie d'estimation du risque proposée est basée sur des approches probabilistes,dans le but de prendre en compte les incertitudes provenant du conducteur, du véhicule et del'infrastructure. L'application de ces approches au domaine de la sécurité routière constitue uneoriginalité de ce travail et présente l'avantage majeur de mener directement au calcul d'indicesde risque essentiels pour la décision d'un déclenchement d'alerte.Organisation de la thèseAprès une brève revue des données d'accidentologie permettant de cerner la problématique, dansle Chapitre I est réalisé l'état de l'art des études consacrées d'une part aux développementsde systèmes de prévention de sortie de route, et d'autre part aux aspects stochastiques de ladynamique du véhicule. Un bilan de ces études conduit à l'élaboration de la méthodologie me-nant à l'estimation d'indices de risques, dont le cheminement dé�nit l'organisation des chapitressuivants.Le Chapitre II détaille la modélisation mécanique du système. Un modèle dynamique duvéhicule est spéci�quement développé pour l'application ciblée, a�n de simuler des cas de conduitecourants dans un temps de calcul réduit imposé. Ensuite le calcul d'une trajectoire de référence,caractéristique du comportement d'un conducteur standard pendant la négociation du virage,est réalisé à partir de relevés e�ectués sur le tra�c réel. Le choix de critères de sécurité mèneen�n à l'identi�cation des trajectoires potentiellement dangereuses.A�n de prendre en compte l'aléa présent naturellement chez le conducteur, sur le véhiculeet l'infrastructure, le Chapitre III est consacré à la modélisation probabiliste du système. Unefamille minimale de variables et processus aléatoires, identi�ée par une analyse de sensibilité,est alors introduite dans le modèle déterministe. La sélection des paramètres aléatoires permetd'obtenir une représentation optimale des incertitudes présentes dans le système, tout en facilitantl'application des méthodes �abilistes.Plusieurs indices de risques sont alors proposés dans le Chapitre IV, associés à di�érentesapproches �abilistes. Ces indices sont comparés sur la précision de détection des cas dangereux,



Introduction générale 3ainsi que sur le temps de calcul nécessaire à leur évaluation. L'adaptation des méthodes �abilistesexistantes aux spéci�cités du modèle dynamique utilisé aboutit alors à la proposition d'un outild'aide à la décision e�cace et rapide.Le Chapitre V présente les résultats issus de l'approche proposée, ce qui illustre les possibi-lités d'application de cette méthodologie. La position en bord de voie des dispositifs de mesure etd'alerte est validée vis à vis du temps de réaction du conducteur par rapport au déclenchementd'alerte. La démarche suivie pour cela consiste à véri�er l'existence d'une trajectoire permettantune réduction e�ective du risque encouru par le conducteur suite au déclenchement d'alerte.





5
Chapitre I
Position du problème
Ce chapitre présente tout d'abord quelques statistiques et études post-accidentelles, a�n de cer-ner le contexte de ce travail, ainsi que les causes principales de sortie de route. Puis sont évoquéesles di�érentes études entreprises sur la prévention des sorties de route, ainsi que les systèmes ac-tuellement présents sur le marché. Les recherches en cours portent à la fois sur le développementde système d'alarmes, ainsi que sur la dé�nition de critères de sécurité pertinents. Les étudesconcernant la dynamique du véhicule et intégrant des aspects stochastiques sont également rap-pelées. Un bilan de ces études conduit en�n à l'élaboration de la méthodologie proposée dans cetravail.I.1 Données d'accidentologieLes chi�res 2008 de la sécurité routière font état de 4 275 tués et 34 965 blessés hospitalisésen métropole. Selon le bilan dressé par l'Observatoire National Interministériel de la SécuritéRoutière [ONI], ceci constitue une forte baisse par rapport à l'année précédente (−8, 2%) attribuéeentre autres à la baisse des vitesses moyennes, à l'amélioration du taux de port de la ceinturede sécurité ainsi qu'à la baisse du tra�c (−1, 4%). Malgré cela, la France reste au 11ème rangeuropéen en terme de mortalité, et l'objectif annoncé pour 2012 est de ne pas dépasser le seuilde 3 000 victimes.On constate dans le tableau I.1 que les accidents de véhicules légers (VL) en rase campagnereprésentent 44% des accidents mortels et 30% des blessés. La quasi-totalité de ces accidentsintervient hors intersection et indi�éremment de jour ou de nuit. Contrairement à une idée ré-pandue, les statistiques montrent que dans 75% des cas, les accidents se sont produits avecdes conditions météorologiques normales (i.e. chaussée sèche et visibilité correcte). Les dernières



6 I. Position du problèmeTués Blessés hospitalisésVL (total) VL (total)Rase Campagne 1898 (3040) 10038 (16583)Tous réseaux 2205 (4275) 14127 (34965)En Intersection 142 (445) 2035 (7087)Hors Intersection 2063 (3830) 12092 (27878)Jour 1106 (2379) 8219 (22893)Nuit 1099 (1896) 5908 (12072)15-29 ans 902 (1577) 5388 (14004)Autres 1303 (2698) 8739 (20961)Table I.1 � Données 2008 d'accidentologielignes du tableau montrent que les jeunes conducteurs sont une population à risque. Il apparaitdonc que l'expérience est indispensable pour une conduite correcte sur des routes de rase cam-pagne, c'est à dire principalement les routes nationales ou départementales. Pour ces itinéraires,la répartition des accidents selon le pro�l de la route est donnée dans le tableau I.2. Les statis-tiques 2008 montrent qu'environ la moitié des accidents se produit en virage, indi�éremment àgauche ou à droite. Selon [MBM+05], ces proportions sont cependant sous-évaluées : le retouraux données de base (procès-verbaux) servant à la constitution des statistiques montre que desaccidents à proximité d'une courbe sont souvent codés en section rectiligne, alors que l'accidentest directement lié à la courbe.Dans les accidents du type � sortie de voie en virage �, un seul véhicule est impliqué dansl'origine de l'accident, même si plusieurs véhicules peuvent être touchés par la suite. Ils résultentde deux grands types de problème [MBM+05] :- problème de `guidage' : accident dû à une interruption du contrôle de la trajectoire.Cette catégorie intègre les cas d'endormissement/somnolence, activité annexe, distraction,malaise, ainsi que les cas de contrôle dégradé de la trajectoire (ex. alcoolisation) ;- problème `dynamique' : perte de contrôle liée à une vitesse élevée relativement auxcapacités du conducteur, du véhicule et aux caractéristiques de la chaussée.De nombreux cas d'accidents de type `dynamique' se produisent avec des niveaux de solli-citation dynamique théoriquement acceptables. Il faut alors considérer l'importance de la com-binaison des accélérations transversale et longitudinale qui génère une forte augmentation de lasollicitation dynamique résultante. Ces sollicitations peuvent être dues à une mauvaise lecturede la trajectoire, ou à des réactions inadaptées (ex. correction de trajectoire ou freinage tropbrusque). Il ressort de l'étude des cas de pertes de contrôle en courbe [MBM+05] qu'un seuil de



I.2. Systèmes de prévention déterministe 7Tués BlessésLigne droite 1921 10471Courbe à gauche 490 2511Courbe à droite 504 2562Courbe en S 77 510Indéterminé 48 529Table I.2 � Répartition des accidents selon la courbure, en rase campagnesollicitation maximal admissible ne peut être dé�ni en raison de la diversité des conditions (tracédu virage, trajet habituel, . . . ) et des systèmes mis en jeux (véhicules, expérience, . . . ). Assurerla sécurité des usagers imposerait alors de dé�nir un seuil trop faible. Ceci serait perçu commeune nuisance par le conducteur, et induirait une perte de crédibilité du système d'alerte à longterme.L'identi�cation de trajectoires potentiellement dangereuses ne peut donc pas être déduitedirectement de la violation de critères de sécurité déterministes, car ils omettent la variabiliténaturelle provenant du conducteur, du véhicule et de l'infrastructure. La démarche proposée dansce travail sera donc basée sur une approche probabiliste intégrant l'aléa présent dans le système,dont le résultat est une estimation du risque encouru par le conducteur.I.2 Systèmes de prévention déterministeI.2.1 Systèmes existantsLes premières actions concrètes pour lutter contre les risques liés aux véhicules à moteur ontconsisté en des systèmes de prévention passifs, comme par exemple l'obligation du port de laceinture de sécurité ou l'apparition des Airbags (Buick, 1973). Associés à des prétensionneurs deceinture (Mercedes, 1981), ces équipements permettent un meilleur maintien des occupants lorsdu choc, et donc de minimiser les blessures. Les structures de véhicule ont aussi été amélioréesavec le concept de zones de déformation programmée (Volvo, 1966), qui absorbent une partiede l'énergie mise en jeu lors de collisions. Côté infrastructure, l'amélioration de l'état des routesautorise un meilleur contrôle du véhicule. De plus, le nombre d'accidents a fortement baissé avecl'apparition des limitations de vitesse et l'installation des radars automatiques (2003). La miseen place de bandes rugueuses sur les bords de voie (Fig. I.1), causant une vibration du véhicule,a réduit d'environ 20% les sorties de route dues à des problèmes de guidage [FHW99], phéno-mène majeur aux Etats-Unis. Ce système, d'un coût d'installation modique, présente cependant
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Figure I.1 � Bandes rugueuses en milieu et bord de voiedeux inconvénients. Premièrement, les bords de route doivent disposer d'un accotement stabilisérelativement large, pour permettre au conducteur de modi�er sa trajectoire. Deuxièmement, cesystème ne permet aucune anticipation, le conducteur n'étant alerté qu'après la sortie de voie.Les moyens de sécurité active (i.e. intervenant sur les commandes du véhicule) assistentle conducteur lors de man÷uvre entraînant des sollicitations dynamiques élevées, telles qu'unévitement d'accident. Parmi ces moyens on peut citer l'ABS (Anti-lock Braking System, Chrysler,1971) et l'ESC (Electronic Stability Control, Mercedes, 1995) aujourd'hui de série sur la plupartdes véhicules. Ces systèmes assistent le conducteur pour garder le contrôle de son véhicule en casde sousvirage ou survirage, par exemple, mais sont toujours ine�caces en cas d'inattention, doncd'inaction. Dans ces cas, seuls des systèmes de surveillance permettent d'alerter le conducteuravant une situation dangereuse. Réservés aux véhicules haut de gamme donc encore peu di�usés,on peut citer les systèmes de détection d'inattention du conducteur (Attention Assist, Mercedes,2007) ainsi que des systèmes de détection de sortie de voie. Ces derniers sont actuellement baséssur des détections des marquages de bord de voie par capteurs infrarouge ou caméras et alertentle conducteur par vibration du siège et du volant lors de leur franchissement. Agissant donccomme des bandes rugueuses électroniques (voir système AFIL Fig. I.2), ces systèmes n'alertentpas non plus le conducteur avant que la sortie de voie ne soit e�ective. Le déclenchement d'alertesanticipées est l'objet de ce travail de thèse et les recherches en cours sur les systèmes de préventionde sortie de voie, connus sous le nom Lane Departure Warning Systems (LDWS), sont abordéesdans la section suivante.I.2.2 Recherches en coursEn l'absence de directives européennes sur les LDWS (la situation est la même aux Etats-Unis), les fabricants d'automobiles et les instituts de recherche ont développé, par le biais del'International Organisation for Standardisation (ISO), des standards pour ces systèmes [ISO07].Ce document les dé�nit comme des systèmes embarqués alertant le conducteur en cas de sortie
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Figure I.2 � Exemples de systèmes de sécurité active : AFIL (Citroën) et Attention Assist(Mercedes)
a) b)Figure I.3 � Système de prévention embarqué (a) et zones d'alerte, selon [ISO07] (b)de voie involontaire, mais n'agissant pas sur les commandes du véhicule. Le conducteur resteresponsable des actions de sûreté sur le véhicule. Les alertes doivent obligatoirement être baséessur la position latérale du véhicule sur sa voie et peuvent en option prendre en compte la vitessedu véhicule. Le seuil de déclenchement d'alerte peut également être réglable par le conducteur.Il n'existe pas d'exigence sur les technologies de capteurs utilisées. Cette réglementation dé�nitégalement une zone délimitée par deux lignes dans laquelle l'alerte doit être déclenchée (Fig.I.3b). La ligne de premier avertissement doit être située entre 0.75 et 1.5 m de l'intérieur de lavoie (selon la vitesse latérale du véhicule) et la ligne de dernier avertissement à au plus 0.3 m àl'extérieur de la voie (1 m pour les poids lourds et autocars). De par cette standardisation, lesétudes sur les LDWS portent donc sur deux points : les capteurs embarqués dans le véhicule etles critères de sécurité.1) Capteurs embarquésA�n d'assister le conducteur dans sa tâche, les capteurs embarqués doivent renseigner les sys-tèmes LDWS sur l'état dynamique du véhicule, son environnement et le pro�l de la route (FigI.3a). Parmi les prototypes réalisés [LSW+06, LBCG03, SGM+06, LW09, Rev03, BI06, AFS09],l'équipement se compose de :



10 I. Position du problème- Bus CAN : Le bus CAN du véhicule donne accès au relevé des vitesses des roues duvéhicule, au rapport engagé, à la position de la pédale d'accélérateur ainsi qu'à l'état desfeux et des clignotants.- Caméra : Une caméra est montée à l'avant du véhicule (derrière le rétroviseur ou le bouclieravant) et associée à un algorithme de détection des marquages de bord de voie. Ceci permetd'estimer la position latérale du véhicule sur la chaussée, sa vitesse latérale, ainsi que sonorientation par rapport à l'axe de la route. Si les conditions de visibilité sont su�santes, lepro�l de la route en amont du véhicule peut être calculé. Des di�cultés apparaissent lorsdes forts contrastes ombre/soleil, sous la pluie, dans le brouillard ou de nuit.- (D)-GPS : Les véhicules d'aujourd'hui sont souvent pourvus de capteurs GPS (GlobalPositioning System), mais disposent d'une précision insu�sante (de 1 à 5 m) pour estimerdirectement la position latérale du véhicule sur la chaussée. Il sont utilisés en combinaisonavec une carte numérique, qui peut renseigner sur la courbure, le dévers et la pente duvirage à venir. Cependant, il n'existe pas encore de standard pour ces cartes, ni de donnéesà grande échelle. Une alternative est l'utilisation de GPS di�érentiel (D-GPS), procurantune précision centimétrique à une fréquence de 10 Hz. L'étude de trajectoire ainsi quele positionnement précis du véhicule est alors directement possible, mais pour un coûttoutefois incompatible avec un équipement de série.- Radar : Un radar longue portée est généralement installé dans l'axe longitudinal du véhi-cule, ainsi que des radars moyenne portée sur les côtés. Ils permettent une mesure précisede la vitesse et la détection d'obstacles à proximité du véhicule. De plus, une fusion avecles données vision issues des caméras renforce la �abilité des détections.- Gyroscope : Le gyroscope mesure le taux de lacet (vitesse de rotation du véhicule autourde son axe vertical), qui est une donnée importante de l'état dynamique du véhicule.- Accéléromètres : Les accélérations longitudinales et latérales sont mesurées et renseignentsur les sollicitations dynamiques appliquées au véhicule.- Angle de braquage : A�n de connaître au mieux les actions du conducteur, un codeurinstallé sur la colonne de direction donne accès à l'angle imposé au volant.- Observateurs : L'intégration de calculateurs et de modèles dynamiques assez simplespermet d'évaluer à moindre coût des quantités soit inaccessibles à la mesure, soit nécessitantdes capteurs à prix élevé (par exemple : dérive des pneumatiques, dévers de la route, . . . ).Il apparait donc que l'intégration à bord du véhicule des systèmes LDWS nécessite de nom-breux capteurs, ce qui est un frein majeur à l'implémentation en masse de ces dispositifs.



I.2. Systèmes de prévention déterministe 112) Critères de sécuritéLes critères de sécurité doivent permettre de détecter des situations à risque, i.e. pouvant menerà un accident. Dans notre cas le risque étudié est celui lié à une sortie de voie involontaire. Cecipeut se produire par l'occurrence de plusieurs événements (sollicitation dynamique trop élevée,erreur de guidage, . . . ) ou de leurs combinaisons. Ainsi de nombreux critères existent dans ledomaine de la sécurité routière. Ils sont ici répertoriés par catégorie, selon le type de donnéesauquel ils font appel.Critères géométriquesCe sont les critères les plus simples, exprimés directement à partir de la position du véhicule.Ils ont l'inconvénient de ne considérer ni la trajectoire du véhicule ni le pro�l du virage.- Position latérale : La connaissance de la position latérale d du centre de gravité duvéhicule permet de le situer sur la chaussée. On peut ainsi évaluer si le véhicule reste sursa voie par :
d < Lvoie/2− b (I.1)où Lvoie est la largeur de la voie de circulation et b la demi-largeur du véhicule. De façonanalogue aux bandes rugueuses, ce critère ne se déclenche que lorsque la sortie de voie estréalisée, et ne permet donc pas d'anticipation de la part du conducteur. Une alternative,comme indiqué par [Bat99, ISO07, ZXHY08] est de considérer une frontière virtuelle pouravertir le conducteur. Cette frontière peut être située soit à l'intérieur de la voie pouranticiper la sortie de route, mais avec alors un fort risque de fausses alertes, soit à l'extérieursi la présence d'accotements stabilisés et le tra�c environnant le permettent.- Angle de cap relatif : Dé�ni par l'angle formé entre l'axe du véhicule et celui de laroute, il se réfère donc à une erreur de cap du véhicule possiblement causée par un mauvaisguidage du conducteur. Cependant ce critère est peu utilisé dans la littérature, car il nesu�t pas à lui seul à détecter une situation accidentogène. En e�et, un couplage entreun angle de cap relatif élevé, une position latérale décentrée et éventuellement une vitesselatérale importante est nécessaire pour une détection robuste des situations dangereuses.Par exemple, [Sen07] propose de déclencher une alerte si l'angle de cap relatif est supérieurà 5◦ et si le véhicule est excentré de plus de 40 cm.



12 I. Position du problèmeCritères cinématiques- Vitesse longitudinale : Une importante campagne de mesure a permis au SETRA (Ser-vice d'Etudes sur les Transports, les Routes et leurs Aménagements) d'identi�er empiri-quement des relations entre les vitesses pratiquées et la géométrie de la route [Gam86].Certaines de ces formules ont récemment fait l'objet de véri�cations [LM08]. L'indicateurutilisé est V85, correspondant à la vitesse en dessous de laquelle circulent 85% des VL libres(non génés par d'autres usagers). Pour un virage de rayon R sur route nationale, on trouve :
V85 =

102

1 + 346/R1,5
(I.2)où V85 est exprimé en km.h−1 et R en m.En considérant que le contact entre le véhicule et la route suit la loi de frottement deCoulomb, un simple calcul montre que la limite d'adhérence est obtenue pour la vitesselimite Vadh donnée par :

Vadh =

√
Rg

tan(δr) + µ

1− µ tan(δr)
(I.3)où δr désigne l'angle de dévers, µ le coe�cient de frottement et g l'accélération de la pesan-teur. Cependant, ce modèle simpli�é surestime généralement la vitesse admissible, surtoutpour les grands rayons de courbure. Ainsi le système d'alerte développé dans [PJT+99] uti-lise un coe�cient de sécurité réglable par le conducteur pour diminuer la vitesse d'alerte.Un modèle ra�né, considérant la pente i0 de la route est développé dans [Gla04] :
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(I.4)où λlong et λlat représentent respectivement la quantité d'adhérence mobilisée par le conduc-teur respectivement en longitudinal et latéral, h est la hauteur du centre de gravité duvéhicule et af , ar sont les distances du centre de gravité aux essieux avant et arrière res-pectivement. Ce modèle nécessite donc des connaissances précises des caractéristiques duvéhicule, ainsi qu'une estimation de l'adhérence mobilisée.Le tableau I.3 compare les vitesses issues des di�érentes modélisations pour un virage fort(rayon de 150 m) et un virage moyen (rayon de 250 m). La pente i0 est supposée nulle, laroute présente un dévers favorable de 4◦ conformément aux préconisations SETRA, et lecoe�cient de frottement est µ = 0.9. On constate que les vitesses issues des modélisationsphysiques (Eqs. (I.3-I.4)) sont surestimées pour deux raisons. Premièrement, les hypothèses
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V85 Vadh VmaxVirage fort (R = 150 m) 85.8 km.h−1 140.5 km.h−1 125.9 km.h−1Virage moyen (R = 250 m) 93.8 km.h−1 181.4 km.h−1 162.5 km.h−1Table I.3 � Comparaison des modèles de vitesse longitudinaleémises dans les modèles (loi de Coulomb, vitesse constante, . . . ) ne retranscrivent pas la dy-namique du véhicule sous des sollicitations élevées. Deuxièmement, un conducteur standardperdra le contrôle de son véhicule avant que les limites de stabilité soient atteintes, donc àdes vitesses inférieures. Ces limites doivent donc être implémentées avec un coe�cient desécurité, ce qui complique leur mise en ÷uvre. A titre de comparaison, les vitesses V85 issuesde la relation empirique identi�ée par le SETRA (Eq. (I.2)) sont largement inférieures àcelles issues des modélisations physiques et sont peu dispersées autour de 90 km.h−1. Ene�et, l'indicateur V85 correspond à une vitesse pratiquée et ne re�ète pas réellement unrisque de perte de contrôle.- Accélération latérale : L'accélération latérale renseigne directement sur les sollicitationsdynamiques appliquées au véhicule et donc sur le risque de perte de contrôle. Les véhiculesactuels ont généralement des limites de stabilité proches de 7 à 8 m.s−2, cependant 95%des situations de conduite se situent dans l'intervalle [0-3] m.s−2 [MBM+05]. Dépasserces sollicitations correspond alors pour le conducteur à des situations d'inconfort, doncpotentiellement dangereuses. Ainsi des valeurs proches de 3 m.s−2 sont souvent retenuescomme valeurs limites [Sen07, Lec02, Fau97]. Il faut toutefois noter que ces limites sontvalables en régime établi, donc que l'e�et d'un freinage ou d'une accélération en viragen'est pas pris en compte dans ce critère.- Accélération longitudinale : Une perte de contrôle peut aussi se produire suite à unfreinage trop fort en entrée ou milieu de virage, principalement à cause de problèmes devisibilité ou de lecture du virage. Ici aussi, les limites des véhicules actuels sont prochesde 10 m.s−2, pourtant le seuil conseillé [PJT+99] est de 1.5 m.s−2 a�n de conserver desniveaux de sollicitation habituels pour le conducteur.Critères dynamiquesCette catégorie de critères porte sur les paramètres régissant directement la dynamique duvéhicule. A la di�érence des critères précédents, les cas potentiels d'instabilité ne sont donc pasdéduits de modélisations simpli�ées. Par contre ils peuvent nécessiter de nombreux capteurs etles seuils associés sont généralement dépendants de la conception du véhicule.



14 I. Position du problème- Angle de dérive pneumatique : Cet angle (voir II.1.2 pour la dé�nition précise et lese�ets) représente le dérapage du pneumatique, c'est-à-dire l'angle entre l'orientation dela roue et sa vitesse réelle. Un angle de dérive trop important implique des di�cultés àmaitriser le véhicule, puisque l'on sort alors du domaine linéaire de son comportement. Cecritère est utilisé dans [AFS09] qui propose une limite de 5◦. Le prototype utilisé est équipéd'un D-GPS, d'une unité de mesure inertielle, d'une carte numérique et d'un calculateurembarqué. L'angle de dérive est alors estimé à partir des données et d'un modèle simplede véhicule. Le fait de limiter l'angle de dérive à de faibles valeurs garantit la validité dumodèle simple de véhicule et permet l'application en temps réel.- Gradient de sous-virage : La maniabilité du véhicule est précisément décrite par legradient de sous-virage Ksv. Il représente l'angle de braquage aux roues β à ajouter selonl'accélération latérale ay a�n de conserver une trajectoire circulaire de rayon R. En e�et,lorsque la vitesse (donc l'accélération latérale) augmente, le braquage doit être augmentépour compenser les di�érentes �exibilités des pneumatiques et des trains avant et arrière.Il se dé�nit par la formule [Ryu04] :
Ksv =

∂β

∂ay
=
Wf

Cf
− Wr

Croù Wf et Wr représentent les charges verticales appliquées aux essieux avant et arrièrerespectivement, et Cf et Cr les raideurs de dérive des pneumatiques avant et arrière res-pectivement. Le gradient Ksv s'exprime en ◦/g, et les valeurs usuelles des véhicules légerssont de 2 à 3◦/g. Une valeur positive de Ksv représente un comportement sous-vireur duvéhicule (le braquage β doit être augmenté pour conserver la même trajectoire) et in-versement Ksv < 0 indique un comportement survireur. Un seuil sur Ksv ne peut êtredirectement appliqué pour détecter des situations dangereuses puisque les valeurs nomi-nales de Ksv varient d'un véhicule à l'autre. Par contre, une variation trop importante de
Ksv signi�e un changement notable du comportement du véhicule di�cile à appréhenderpar le conducteur standard donc potentiellement dangereux.Critères combinésCette catégorie de critère, mêlant plusieurs critères des catégories précédentes, est générale-ment implanté dans les LDWS a�n de minimiser le taux de fausses alertes.- TLC (Time to Lane Crossing) : Le TLC représente le temps restant avant que le vé-hicule ne franchisse les limites de sa voie de circulation. De la même manière que pour lecritère de position latérale, une frontière virtuelle peut ici aussi être substituée à la fron-tière réelle de la voie (Fig. I.4). Plusieurs hypothèses peuvent être adoptées sur la nature



I.2. Systèmes de prévention déterministe 15
Figure I.4 � Di�érents algorithmes TLC et points de franchissement associésde la trajectoire future du véhicule et du pro�l de la route [PJT+99]. Les plus courammentutilisées sont une trajectoire rectiligne (à vitesse latérale vy constante) correspondant à unbraquage nul, ou une trajectoire circulaire (à accélération latérale ay constante) correspon-dant à un braquage constant, sur une route supposée droite. Les TLC ainsi évalués, notésrespectivement TLCr et TLCc, sont donnés par :TLCr = dv

vy
, TLCc = −vy +

√
v2y + 2aydv

ayoù dv est la distance entre le centre de gravité du véhicule et la ligne frontière la plusproche. Le TLC est donc une fonction de paramètres cinématiques de la trajectoire. Unealerte doit être déclenchée si le TLC évalué est inférieur au temps de réaction du conduc-teur. Le seuil de 1.5s correspond au temps pour lequel 98% de la population réagit. Cecritère a montré de bons résultats pour les problèmes d'assoupissement sur les autoroutesaméricaines [LSW+06], pour lesquelles les courbures des virages sont faibles, les voies largeset l'accotement stabilisé important. L'application de ce critère sur des routes secondaires enFrance avec des virages potentiellement serrés et des accotements stabilisés réduits sembledi�cile. Il est en e�et quasiment impossible sur ce type de route de rester inactif plus d'uneseconde sans sortir de sa voie.- CSW (Curve Speed Warning) : Ce critère est basé sur la vitesse maximale Vmax (cal-culée par exemple par Eqs. (I.2)-(I.4)) de passage en courbe et l'accélération longitudinaleadmissible. Etant donnée la vitesse V du véhicule mesurée à une distance d de l'entrée duvirage, du temps tr de réaction du conducteur, pour négocier le virage à la vitesse Vmax ilfaudra appliquer au véhicule une décélération a donnée par :
a =

V 2 − V 2
max

2(d− trV )Le temps de réaction sera ici aussi pris égal à 1.5 s, et la décélération a comparée au seuil de
1.5 m.s−2. La pertinence des alertes fournies dépendra alors de la pertinence de l'évaluationde la vitesse maximale Vmax.



16 I. Position du problème
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Figure I.5 � Indicateur de risque déduit de logique �oue, selon [KO03]- Logique �oue : Une des principales causes des fausses alertes provient de l'utilisationde seuils �xes dans les critères de sécurité qui sont inadaptés aux caractéristiques propresde chaque conducteur. Quelques études tentent de contourner ce problème en basant ladécision d'alerte sur des algorithmes de logique �oue. Börner et Isermann [BI06] proposentd'identi�er la situation actuelle de conduite (neutre, sousvirage, survirage, instable), àpartir de cinq signaux mesurés : angle de braquage, vitesse, taux de lacet, accélérationslongitudinale et latérale. Di�érentes alarmes peuvent alors être émises pour informer leconducteur. Cependant, le choix des fonctions de transition dans l'algorithme de logique�oue est toujours arbitraire. A�n de s'adapter réellement à chaque conducteur, [KO03]propose un indicateur de risque basé à la fois sur le critère de position latérale et le TLC.La valeur de l'indicateur, donc la forme de la surface de la �gure I.5 est identi�ée pourchaque conducteur sur des sorties de routes intentionnelles sur simulateur. Ceci permet deminimiser les fausses alertes pour des conducteurs conduisant proche du bord de voie, ouoscillant dans leur voie. Cependant, cette approche est aussi basée sur des règles détermi-nistes d'évolution du risque.Cet aperçu des critères de sécurité couramment utilisés montre les limites d'applicabilité descritères simples ainsi que les di�cultés de mise en ÷uvre des critères plus évolués. De plus, l'uti-lisation de seuils de sécurité �xes conduit à un nombre élevé de fausses alertes liées à la dé�nitionde ce seuil [MBM+05]. L'application de méthodes probabilistes considérant les incertitudes in-hérentes au conducteur, au véhicule et à l'infrastructure permet de contourner ces contraintes.Cette approche nécessite alors un couplage entre une approche mécanique déterministe et la théo-rie des probabilités. Les études de ce type appliquées à la dynamique du véhicule sont recenséesdans la section suivante.



I.3. Etudes de dynamique stochastique du véhicule 17I.3 Etudes de dynamique stochastique du véhiculeLa modélisation de certains paramètres du modèle dynamique par des variables ou processusaléatoires doit permettre une représentation �dèle de la propagation des incertitudes à travers lemodèle. Ce choix de modélisation s'e�ectue en réalisant une analyse de sensibilité [SCS04, Sob01],qui détermine les paramètres les plus in�uents sur la variabilité de la sortie du modèle. Lesméthodes d'analyse de sensibilité sont détaillées dans le chapitre III. Une application est proposéepar [CJS05] sur la tendance au renversement des SUV (Sport Utility Vehicles). L'analyse menéea permis d'identi�er parmi 19 paramètres envisagés les 11 prépondérants, et de quanti�er leurin�uence. Ceci constitue un avantage évident pour améliorer la conception des SUV, dont laforte propension au renversement est responsable de 30% des accidents mortels sur autoroute auxEtats-Unis. Cette réduction du nombre de variables aléatoires permet de plus un gain importanten termes de temps de calcul pour l'application de méthodes �abilistes, en vue de calculer unindice de risque.Un comparatif de méthodes probabilistes (Monte-Carlo, linéarisation stochastique, chaos po-lonymial) appliqué à un quart de véhicule composé d'une roue, d'un système de suspension etd'une masse suspendue est réalisé dans [SSA06a, SSA06b]. Les incertitudes sont prises en comptepar des variables aléatoires (raideurs et coe�cient d'amortissement du pneumatique et de la sus-pension) et un processus aléatoire modélisant les aspérités de la chaussée. Cependant l'étude estaxée sur la simulation de systèmes dynamiques complexes avec incertitudes, et l'impact sur latrajectoire du véhicule n'est pas analysé.Le même modèle de quart de véhicule est utilisé dans [GZD08], considérant aussi aléatoiresles caractéristiques des suspensions et le chargement dû à la route. Une méthode de Monte-Carloest mise en ÷uvre pour caractériser la variabilité de la réponse dynamique du système aléatoire,en termes de fréquences propres et modes propres. Ensuite, l'e�et des paramètres aléatoires surla réponse en déplacement vertical du véhicule est étudié par Random Factor Method (RFM),et comparé à une méthode de Monte-Carlo. Cette méthode consiste à modéliser l'aléa présentsur les paramètres d'entrée et la sortie du modèle par leur valeur moyenne multipliée par unfacteur aléatoire. Utilisée sur un simple modèle de quart de véhicule à deux degrés de liberté,cette méthode permet une expression intégrale de la moyenne quadratique du déplacement duvéhicule, estimée numériquement. Le temps de calcul est alors fortement réduit par rapport à laméthode de Monte-Carlo.Une approche �abiliste a été réalisée dans [SBS07] a�n d'estimer la stabilité des véhiculesen environnement venteux en Islande, phénomène qui pourrait causer jusqu'à 20% des accidentsdans les zones exposées. Le critère de sécurité utilisé véri�e qu'aucune des roues n'est à la limite



18 I. Position du problèmedu glissement relativement à un modèle de Coulomb :
f = min

i∈[1,4]
µNi −

√
F 2
y + (Fx + FR)2où Fy est la force latérale totale, Fx la force aérodynamique longitudinale, FR la résistance auroulement. La résultante horizontale est alors comparée à l'adhérence disponible sur la roue lamoins chargée min

i∈[1,4]
µNi, avec Ni la force normale sur la roue i. Ainsi le cas f > 0 signi�e qu'iln'y a pas de glissement, f = 0 lorsque la limite de glissement est atteinte, et quand f < 0 laroue glisse et le véhicule n'est plus en situation stable. L'indicateur de risque utilisé est l'indiced'Hasofer-Lind βHL, et la probabilité d'accident Pf est évaluée selon une approximation linéaireFORM. Cinq variables aléatoires sont considérées (vitesse et direction du vent, coe�cient defrottement, dévers de la route et vitesse du véhicule), mais l'indice de risque est calculé enconsidérant alternativement deux variables aléatoires, les trois autres étant �xées à leur moyenne.Les couplages pouvant exister entre les cinq paramètres supposés aléatoires ne sont donc pas prisen compte, ce qui conduit potentiellement à une sous-évaluation du risque.Les travaux les plus proches de notre problématique sont présentés dans [Sel08], et visentà détecter une situation de risque de reversement d'un poids lourd. L'évaluation du risque estfondée sur la prise en compte des incertitudes du système véhicule-conducteur-infrastructure, etl'application de méthodes �abilistes permet le calcul de la probabilité de violer les critères desécurité en temps réel. Le critère de sécurité utilisé est le LTR (Load Transfer Ratio), exprimépar :

LTR =
Nd −Ng

Nd +Ngoù Nd et Ng représentent la somme des forces verticales appliquées respectivement aux côtés droitet gauche du poids lourd. Ce rapport varie entre −1 et +1, et ces valeurs extrêmes indiquentle décollement des roues d'un des côté du véhicule. Le LTR est évalué par le biais d'un modèledynamique de poids lourd composé de deux corps rigides, comportant 4 degrés de liberté. Troisapplications sont envisagées :- Prédiction à long terme (un passage de virage) : un pro�l de braquage est imposé en entréedu modèle, la probabilité que le LTR prenne les valeurs ±1 le long de la trajectoire estévaluée par les méthodes FORM, SORM et surface de réponse. Sept variables aléatoiressont prises en compte : la hauteur du centre de gravité, les raideurs de pneumatiques avantet arrière, le coe�cient d'adhérence, la masse suspendue et les vitesses en milieu et sortiede courbe.- Prédiction à court terme (de 1 à 3 s) : A partir de la valeur de l'indice de Hasofer-Lind
βHL(t) à l'instant t, la valeur au pas suivant βHL(t + ∆t) est estimée par un �ltre de



I.4. Méthodologie proposée 19type ARMA. Ici, seulement la hauteur du centre de gravité et la masse suspendue sontaléatoires.- Modélisation empirique du risque : cette démarche consiste à remplacer le modèle dyna-mique de poids lourd et le calcul de critère de sécurité par un méta-modèle calculant lavaleur du LTR en fonction des valeurs des paramètres d'entrée aléatoires et déterministes.Ainsi le calcul �abiliste, ne faisant plus appel au modèle mécanique complet, est plus ra-pide. Ce méta-modèle est calculé par SVM, pour deux variables d'entrée (la vitesse et lahauteur du centre de gravité).En résumé de cet état de l'art des études d'accidentologie, des systèmes de prévention desortie de route et des études dynamiques stochastiques, les points suivants sont retenus a�nd'élaborer la méthodologie de ce travail :- Les études d'accidentologie révélant di�érents scénarios menant à des sorties de route,plusieurs critères de sécurité adaptés doivent être utilisés.- La mise au point de dispositifs embarqués de prévention de sortie de route a conduit àla dé�nition de critères de sécurité de plus en plus évolués, rendant parfois leur mise en÷uvre di�cile. L'utilisation de trajectoires simulées pour la négociation du virage permetd'implanter facilement plusieurs catégories de critères.- La dé�nition des seuils de sécurité est rendue délicate par les incertitudes provenant duconducteur, du véhicule te de l'infrastructure. Une méthodologie basée sur une approcheprobabiliste permet est nécessaire pour compte de ces variabilités.- Le choix du nombre optimal de paramètres aléatoires dans le modèle mécanique doit être�xé à l'aide d'une analyse de sensibilité a�n de garantir la représentativité de la propagationdes incertitudes et d'optimiser le temps de calcul.- Des indices de risque peuvent alors être calculés par des méthodes �abilistes. Les méthodesde Monte-Carlo, faciles à mettre en ÷uvre, présentent l'inconvénient d'un coût de calculincompatible avec l'application à l'échelle nationale d'une telle méthodologie. Des méthodesd'approximation doivent alors être adaptées aux spéci�cités de cette application.I.4 Méthodologie proposéeLe domaine d'application de cette étude concerne les virages en rase campagne, considérés dan-gereux soit par leur tracé, soit par une signalisation inadaptée. L'avancée attendue est le déve-loppement d'un système de signalisation dynamique, c'est à dire délivrant des signaux variables
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Figure I.6 � Méthodologie proposée menant à une cartographie du risqueen fonction du niveau de risque encouru par le véhicule arrivant. Ce type de message dynamiquepermet d'éviter un surnombre de panneaux de signalisation routière, dont le caractère permanententraîne une perte d'e�cacité de leur fonction préventive [VSD10]. Les accidents visés sont detype � sortie de voie en virage � pour lesquels un seul véhicule est impliqué dans l'origine del'accident, même si plusieurs véhicules peuvent être touchés par la suite. L'aspect original del'approche développée dans le cadre du projet SARI/RADARR consiste à disposer les moyens demesure et d'alerte en bord de voie. Ainsi, une fois qu'un virage considéré dangereux est équipé,tous les véhicules se présentant à l'entrée de ce virage sont pris en compte.La méthodologie proposée ici est basée sur les méthodes �abilistes classiques [DM96] (ini-tialement employées dans le domaine du génie civil) qui permettent le calcul direct d'indicesde risque, ce qui constitue un avantage majeur pour la décision du déclenchement d'alertes. Ledétail de ces méthodes est donné dans le chapitre IV. Le résultat attendu est une cartographied'évolution du risque en fonction des conditions initiales du véhicule se présentant à l'entrée duvirage. Les étapes menant à cette estimation du risque sont détaillées dans l'organigramme dela �gure I.6.



I.4. Méthodologie proposée 21Le caractère dangereux de la trajectoire doit être déterminé dès l'entrée du virage a�n deprévenir le conducteur su�samment tôt pour qu'il puisse réagir. Le dispositif de mesure desconditions initiales, placé en bord de voie, renseigne sur la position latérale et la vitesse longitu-dinale du véhicule se présentant à l'entrée du virage.Une trajectoire de référence est associée à ces conditions initiales. Cette trajectoire représentela trajectoire qu'aurait suivi un conducteur standard pour la négociation du virage, et sertd'entrée au modèle dynamique du véhicule. Ces deux premières étapes nécessitent des donnéesexpérimentales.Un modèle dynamique de véhicule est alors spéci�quement développé pour la simulation detrajectoires de passage en virage sur lesquelles sont évaluées des critères de sécurité. Les trajec-toires simulées retranscrivant des conditions de conduite usuelles, les sollicitations dynamiquesengendrées ne sont donc pas élevées. La modélisation adoptée, basée sur un modèle lacet-dérive-roulis amélioré, permet des résultats précis tout en conservant un temps de calcul réduit.Par une modélisation probabiliste adaptée, des paramètres aléatoires sont ensuite introduitsdans le modèle de véhicule. Ces paramètres sont sélectionnés par une analyse de sensibilité, etconcernent les actions du conducteur, les caractéristiques du véhicule ainsi que de l'infrastructure.La sortie du modèle dynamique est alors une famille de trajectoires, aléatoirement répartiesautour de la trajectoire de référence.Des indices de risque peuvent être calculés par l'application de méthodes �abilistes sur cettefamille de trajectoires. Ces indices quanti�ent la probabilité de violer des critères de sécuritéprédé�nis et sont donc une représentation du risque encouru par le conducteur en entrée de virage.La répétition de ce calcul pour di�érentes conditions initiales permet d'établir une cartographied'évolution du risque, qui constitue un outil d'aide à la décision e�cace pour le déclenchementd'alerte.Dans le domaine de la �abilité des structures, le risque est combinaison à la fois de la pro-babilité de l'occurrence d'un évènement et de sa gravité (par ex. conséquence en termes dedommages humains, économiques, environnementaux, . . . ). Dans cette étude, nous nous res-treindrons à l'évaluation de la probabilité d'occurrence des accidents de type sortie de route. Leterme risque sera alors utilisé pour désigner cette probabilité, pour rester cohérent avec la notiond'indice de risque utilisée dans le domaine de la sécurité routière.
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Chapitre II
Modélisation déterministe
II.1 Modèle dynamique de véhiculeL'objectif de ce chapitre est de développer un modèle dynamique de véhicule a�n de simuler destrajectoires de passage en virage, dont certaines doivent retranscrire des situations de conduitepotentiellement dangereuses. La gamme de sollicitations dynamiques simulées correspond auxsollicitations couramment rencontrées dans le tra�c réel. En e�et, on ne s'intéresse pas ici à lasimulation d'accidents, mais à l'évaluation de critères de sécurité dont les seuils se situent loin deslimites de stabilité des véhicules. Le recours à des méthodes �abilistes pour estimer des indicesde risque peut nécessiter un nombre conséquent de simulations, ce qui impose un temps de calculréduit. Pour ces raisons, le modèle proposé est basé sur le modèle lacet-dérive-roulis comportanttrois degrés de liberté, dont l'expression générale est développé dans [Bro06]. Un tel modèleretranscrit �dèlement les phénomènes dynamiques, pour un coût numérique faible par rapportà un modèle multicorps [BH04]. Nous proposons une forme améliorée de ce modèle permettantde considérer une vitesse variable, ainsi que l'uni réel de l'infrastructure (pente et dévers). Desra�nements sont également apportés sur le modèle d'interaction pneumatique/chaussée et surle modèle de suspensions.II.1.1 Paramétrage et hypothèsesLe véhicule est modélisé par un système à 3 degrés de liberté, à savoir l'angle de lacet θ, l'anglede dérive α et l'angle de roulis ϕ, qui sont dé�nis sur les �gures II.1 et II.2. La particularité dece modèle est le repérage totalement angulaire qui donne accès directement à l'état dynamiquedu véhicule. Notons qu'avec ce repérage la détermination explicite de la trajectoire suivie par levéhicule nécessite un calcul supplémentaire, détaillé dans la partie II.1.3.
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Figure II.1 � Vue de dessus

Figure II.2 � Vue de face et de côtéLa �gure II.1 représente un véhicule vu de dessus. Le conducteur agit sur la trajectoire par lebiais du volant, en appliquant l'angle de braquage β, et en actionnant les pédales d'accélérateuret de frein, modi�e ainsi les forces tangentielles FXi,i∈[1,4] appliquées aux roues. Seules les rouesavant sont supposées directrices, et on considère que le même braquage est appliqué à la rouedroite et à la roue gauche. L'orientation du véhicule est repérée par l'angle θ et sa vitesse parle vecteur V . Le point O1 est dé�ni sur la �gure II.2 comme la projection du centre de gravité(CdG) G sur l'axe de roulis, positionné à une distance h0 du sol et h du point G. Le modèle desuspensions, supposé admettre uniquement un mouvement de roulis, est détaillé dans la sectionII.1.2. On remarque que la vitesse du véhicule V n'est pas alignée avec son axe longitudinal, maisforme avec ce dernier un angle α, appelé angle de dérive. Cet e�et, causé par la déformation despneumatiques est modélisé dans la section II.1.2. On se place dans le cas où le véhicule est sur uneroute de pente i0 et de dévers δr. Tous les angles entrant en jeu dans ce modèle, excepté l'anglede lacet θ, sont considérés comme petits et par conséquent toutes les fonctions trigonométriquesde ces angles seront linéarisées au premier ordre.



II.1. Modèle dynamique de véhicule 25Les forces extérieures considérées sont :- Pesanteur : La masse totale embarquée M est concentrée au centre de gravité G. Lesmasses des essieux sont supposées négligeables.- Aérodynamique : Seule la composante longitudinale est prise en compte.- Contact pneumatique/chaussée : On ne s'intéresse ici qu'aux e�orts transmissibles parle contact, primordiaux dans le guidage du véhicule. Les moments sont négligés, ainsi troisforces FXi, FY i, FZi pour chaque roues i ∈ [1, 4] sont appliquées aux points de contact Ai.Les relations d'évolution entre ces forces sont données par la modélisation du pneumatique.On considère de plus que les systèmes de freinage et de di�érentiel sont correctementéquilibrés, d'où FX1 = FX2 et FX3 = FX4.II.1.2 Modèle de contact et de suspensions1) Modèle de contact pneumatique/chausséeLes pneumatiques sont les seuls points de contact du véhicule avec le sol. Ils doivent donc assurerdes fonctions essentielles telles que guider le véhicule, supporter la charge, amortir les irrégularitésde la route, tout en assurant une durée de vie acceptable. Par conséquent la prise en compte deleur comportement un point clé dans la modélisation de la dynamique du véhicule. De nombreuxtravaux sont consacrés à la modélisation du comportement des pneumatiques, les plus précis étantbasés sur des modèles dynamiques [AdW08], voire couplés à un modèle éléments �nis [Gip05]. Cesmodèles sont très coûteux en temps de calcul et nécessitent de connaître la valeur de plusieurscentaines de paramètres inaccessibles sans moyen d'essais. L'étude comparative réalisée dans[Nad07] montre que pour la gamme de sollicitations considérée dans notre application, le recoursà de tels modèles n'est pas nécessaire. C'est pourquoi nous avons opté pour des formulationsstatiques tenant compte de trois phénomènes majeurs dans la modélisation des forces de contact.Phénomène de dériveLors de la prise de virage se produit un phénomène de dérive en raison de la déformationde la bande de roulement du pneumatique. La vitesse réelle au point de contact Ai de chaqueroue forme un angle δi, appelé angle de dérive du pneumatique (voir Fig. II.1). Grâce à cettedéformation, le pneumatique exerce des forces latérales sur la chaussée qui permettent le guidagedu véhicule. La �gure II.3 illustre l'allure d'un relevé expérimental de la force de dérive FY i enfonction de la dérive δi. On observe que cette évolution est rapidement non-linéaire, et comporte
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Figure II.3 � Force latérale en fonction de la dérive, selon [Bro06]un maximum. Les modélisations usuelles considérant que la rigidité de dérive du pneumatiqueest constante sont donc rapidement inadaptées lorsque les sollicitations dynamiques augmentent.Pour modéliser ces non-linéarités, nous adoptons ici le modèle de Pacejka [Pac02] fréquem-ment rencontré dans la littérature qui ne nécessite que peu de paramètres. Les forces latérales
FY i sont exprimées par :

FY i = −D sin [C arctan (B(1− E)δi + E arctan (Bδi))] (II.1)où B,C,D,E sont quatre paramètres à identi�er. Un simple calcul cinématique permet de déduirel'angle de dérive du pneumatique à partir des paramètres du modèle :
δ1 = δ2 = α+ af θ̇/V − β (II.2)
δ3 = δ4 = α− arθ̇/V (II.3)E�et des forces normalesLa raideur de dérive d'un pneumatique est fortement in�uencée par la force normale FZiqui lui est appliquée. Concrètement cela se traduit par la dépendance des paramètres B,C,Det E de (II.1) à la force normale. Lors de la prise de virage, on observe des transferts de massede l'intérieur vers l'extérieur (par la force centrifuge), ainsi que de l'avant vers l'arrière (lors dephases de freinage ou d'accélération). Il est donc important de tenir compte de ces e�ets dansnotre application.
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ra) b)Figure II.4 � Evolution des forces latérales pour di�érentes charges normales (a), et avec va-riables adimensionnées (b)Le modèle choisi ici [RM83] est basé sur une adimensionalisation de δi et FY i par rapport àla force normale FZi. Ces variables adimensionnées, notées δi et F Y i sont données par :
δi =

c1c2FZ0 sin
(
2 arctan

(
FZi

c2FZ0

))

µFZi
· tan δi

F Y i =
FY i
µFZiL'avantage de cette méthode est qu'elle ne dépend que de trois paramètres, FZ0 étant la chargenominale du pneumatique, et c1, c2 décrivant l'évolution de la raideur de dérive en foncion de lacharge.Une fois les variables adimensionnalisées, les lois de comportement pour di�érentes charges

FZi sont confondues (Fig. II.4). On identi�e alors les coe�cients adimensionnés B′, C ′,D′, E′ dela formule de Pacejka :
F Y i = −D′ sin

[
C ′ arctan

(
B′(1− E′)δi + E′ arctan (B′δi)

)]Couplage longitudinal/latéralL'existence d'une force longitudinale FXi (par des actions d'accélération ou de freinage)diminue la force latérale transmissible, donc la capacité de guidage du véhicule. Ce phénomènecause des pertes de contrôle lorsqu'un freinage trop important est appliqué en entrée de virage.Ce couplage entre force longitudinale et force latérale est pris en compte ici par un simplemodèle de frottement de Coulomb permettant une représentation correcte du comportement duvéhicule jusqu'à la limite de la stabilité [Bro06]. Il s'agit donc ici de véri�er que la résultante



28 II. Modélisation déterministehorizontale reste dans le cercle d'adhérence, dé�ni par le coe�cient d'adhérence µ. Ceci est assurépar un coe�cient multiplicateur par roue ϕxi, dé�ni par :
ϕxi =

√
µ2F 2

Zi − F 2
Xi/µFZiLorsque le freinage appliqué requiert toute l'adhérence (FXi = µFZi), alors le coe�cient ϕxiest nul. Dans ce cas FY i = 0 et le véhicule est alors en trajectoire rectiligne. Le cas FZi = 0correspond au cas où la roue est décollée, donc automatiquement la force latérale FY i est aussinulle. Ceci ne pose donc pas de problème dans la dé�nition de ϕxi.En tenant compte des trois modèles présentés, l'expression �nale de la force latérale s'écritdonc :

FY i = ϕxiµFZiFY i(δi) (II.4)E�ets négligésLe carrossage est l'angle entre la roue et le plan perpendiculaire au sol suivant l'axe longi-tudinal du véhicule. Il in�ue donc directement sur la surface de contact entre le pneumatiqueet la chaussée. Cet e�et n'a pas été modélisé ici car les modèles disponibles dans la littératurefont intervenir trop de paramètres pour l'application ciblée. Pour les mêmes raisons, les e�etsde la pression du pneumatique, ainsi que les phénomènes thermiques sont négligés. Ces hypo-thèses de modélisation sont compatibles avec la gamme de sollicitation dynamique modérée del'application visée.2) Modèle de suspensionsDe par le choix du modèle à 3 degrés de liberté, le seul mouvement autorisé pour les suspensionsest le roulis. C'est à dire que les sollicitations de tangage et de pompage sont négligées, cequi se justi�e par le fait qu'elles interviennent peu dans la dynamique latérale du véhicule.Contrairement à une idée répandue, l'e�et des suspensions sur le transfert de charge est assezlimité, le déplacement e�ectif du centre de gravité du véhicule étant faible. L'e�et principal dela suspension sur la dynamique du véhicule concerne la modi�cation de sa géométrie lors dudébattement, modélisé ici par le phénomène de braquage induit.



II.1. Modèle dynamique de véhicule 29Ressorts et amortisseursLa fonction première de la suspension consiste à assurer la tenue de route et le confortdes usagers par le biais de l'action de ressorts, amortisseurs et barres anti-roulis. Ces élémentsassurent la liaison entre les trains avant et arrière, et la caisse du véhicule. Les raideurs de roulisdes trains avant et arrière Kϕf et Kϕr sont alors données par :
Kϕf = 2b2kf + c , Kϕr = 2b2kr (II.5)où kf , kr et c sont respectivement les raideurs des ressorts avant et arrière et de la barre anti-roulis, b étant la demi-voie du véhicule. De la même façon, les coe�cients d'amortissement enroulis avant et arrière bϕf et bϕr sont donnés par :

bϕf = 2b2bf , bϕr = 2b2br (II.6)où bf et br sont les coe�cients d'amortissement linéaires. La raideur de roulis équivalente Kϕ etl'amortissement de roulis équivalent bϕ sont alors dé�nis comme la somme des valeurs avant etarrière :
Kϕ = Kϕf +Kϕr , bϕ = bϕf + bϕrParallélismeLe réglage du parallélisme des trains avant et arrière permet d'optimiser le comportementdynamique du véhicule. Cette opération consiste à introduire un angle entre les roues d'unmême train. En général, on introduit un angle de pincement δ0r (les lignes suivant les axes desroues tendent à se croiser devant le train) pour le train arrière a�n de limiter le survirage. Aucontraire, le train avant présente souvent un angle d'ouverture δ0f (les lignes suivant les axes desroues tendent à se croiser derrière le train), toujours pour améliorer la stabilité et compenser lepincement provoqué par le couple appliqué lors des phases d'accélération.Braquage induitLors de la compression de la suspension, sa cinématique induit une modi�cation des anglesde carrossage et de braquage. Etant donné la modélisation choisie pour le pneumatique, on neconsidère ici que le braquage induit par le roulis. Là encore, ces e�ets sont aujourd'hui maîtriséset recherchés par les constructeurs car ils permettent une meilleure stabilité du véhicule. Lesbraquages induits sont considérés comme linéaires par rapport à l'angle de roulis ϕ [Gil02].Ils sont introduits dans le modèle par un terme supplémentaire dans les angles de dérive des



30 II. Modélisation déterministepneumatiques δi, avec deux coe�cients εf et εr se rapportant respectivement aux trains avantet arrière.En tenant compte du réglage de parallélisme et des braquages induits, (II.2) et (II.3) de-viennent alors :
δ1 = α+ af θ̇/V − (β − εfϕ)− δ0f

δ2 = α+ af θ̇/V − (β − εfϕ) + δ0f

δ3 = α− arθ̇/V − εrϕ+ δ0r

δ4 = α− arθ̇/V − εrϕ− δ0rII.1.3 Formulation et résolution du problème1) Equations dynamiquesL'équation du mouvement relie les paramètres du système α, θ, ϕ, V aux commandes du conduc-teur notées u = (β, FX1, FX2, FX3, FX4)
T . Le choix du vecteur d'état xs = (α, θ̇, ϕ, ϕ̇, V )Tpermet de se ramener à un système du premier ordre de la forme :

{
ẋs(t)=A

−1(xs(t))F (xs(t),u(t)) , t > 0

xs(0)=xs0

(II.7)avec :
A(xs) =




MαV 0 0 0 M
MV 0 −Mh 0 Mα
0 IZZ IXZ 0 Mhϕ

−MhV IXZ IXX+Mh2 0 −Mhα
0 0 0 1000 0


 , F (xs,u) =




MαV θ̇+
∑

4
i=1

FXi−
ρ
2
SCxV 2+Mgi0

−MV θ̇+
∑4

i=1
FY i+Mgδr

af (FY 1+FY 2)−ar(FY 3+FY 4)

MhV θ̇−(Kϕ−Mgh)ϕ−bϕϕ̇−Mghδr
1000ϕ̇


Notons que le terme 1000 sur la dernière ligne de la matrice A est un arti�ce numérique quipermet d'améliorer son conditionnement. Les valeurs numériques des paramètres, correspondantà une Peugeot 406, sont disponibles dans le tableau II.1. Après la discrétisation temporelle,la résolution pas à pas est e�ectuée numériquement par une méthode de Runge-Kutta d'ordredeux avec un pas de temps de 1/40 s. Le modèle a été développé en langage Matlab ainsi qu'enFortran. Pour une trajectoire de 200 points, l'exécution du modèle nécessite 8 ms sous Matlab etseulement 0.8 ms sous Fortran, sur un PC standard de 2 GHz. Ces temps de calcul extrêmementfaibles comparés à des simulateurs complet de véhicule permettent l'analyse �abiliste du système.
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Paramètre Symbole Unité ValeurDimensionsDistance du CdG au train avant af m 1.167Distance du CdG au train arrière ar m 1.532Demie-voie du véhicule b m 0.75Hauteur du CdG h+ h0 m 0.537Hauteur de l'axe de roulis h0 m 0.253Masses et InertiesMasse totale embarquée M kg 1610Moment d'inertie longitudinal IXX Kg.m2 416Moment d'inertie vertical IZZ Kg.m2 3015Produit d'inertie IXZ Kg.m2 −65SuspensionsRaideur équivalente Kϕ Nm.rad−1 175.103Amortissement équivalent bϕ Nm.rad−1s−1 2900Angle d'ouverture du train avant δ0f

◦ 0.05Angle de fermeture du train arrière δ0r
◦ 0.35Coe�cient de braquage induit avant εf - 0.13Coe�cient de braquage induit arrière εr - 0.25AérodynamiqueDensité de l'air ρ Kg.m−3 1.225Maître-couple S m2 1.90Coe�cient de traînée Cx - 0.32PneumatiqueCoe�cient de frottement µ - 0.9Charge nominale FZ0 N 4400

B = 0.816 C = 0.7788 D = 1.5735

E = 0.5358 c1 = 15.549 c2 = 1.159Table II.1 � Valeurs numériques des caractéristiques du véhicule (Peugeot 406)
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Figure II.5 � Construction point par point de la trajectoire2) Calcul de la trajectoireLe paramétrage utilisé dans ce modèle ne fait pas intervenir explicitement la position du véhicule.La détermination de la trajectoire nécessite donc un calcul supplémentaire une fois l'équationdynamique (II.7) résolue, donc le vecteur xs connu. Le rayon de courbure R de la trajectoiresuivie par le véhicule est donné par :
R =

V

α̇+ θ̇
(II.8)Connaissant alors à chaque instant la vitesse du véhicule et la courbure, la trajectoire estconstruite point par point par raccordement en tangence de cercles de rayon R ou de droites,lorsque la courbure est nulle (Fig. II.5).II.1.4 ValidationLe modèle a été validé par comparaison avec le simulateur Callas/Prosper, pour lequel un modèlede Peugeot 406 validé expérimentalement [LDSS97] est disponible. La validation est e�ectuéepour des vitesses allant de 20 à 100 km.h−1. Pour chaque vitesse, l'angle de braquage β augmentelinéairement de 0 à 1 degré en 2.5 s puis est maintenu constant jusqu'à la �n de la simulation(temps de simulation total : 10 s).Les paramètres du modèle du tableau II.1 concernant les dimensions, la masse, les inerties etl'aérodynamique sont directement extraits du �chier de con�guration de Callas/Prosper. Concer-nant les paramètres du pneumatique, la seule donnée accessible sous Callas/Prosper est la loid'évolution de la raideur de dérive en fonction de la charge normale FZi. Ceci permet le calculdes paramètres c1, c2 et FZ0. Les paramètres de la formule magique de Pacejka (B,C,D,E)sont identi�és sur les forces latérales disponibles en sortie des simulations de Callas/Prosper. Les
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a) b)Figure II.6 � Validation du modèle par comparaison avec Callas/Prosperangles de pince δf0 , δr0 sont directement disponibles, tandis que les caractéristiques de suspensionssont calculées selon les formules (II.5) et (II.6). Par contre, les coe�cients de braquage induits
εf , εr ne sont pas accessibles. En e�et, Callas/Prosper mentionne seulement le type de suspension(Mc Pherson). Ces paramètres sont identi�és en dernier, avec pour critère la minimisation del'écart latéral entre les trajectoires simulées et les trajectoires de Callas/Prosper.La �gure II.6 montre l'évolution de l'écart latéral maximal entre la trajectoire simulée parCallas/Prosper et la trajectoire du modèle (II.6a) ainsi que l'évolution de l'erreur commise surl'évaluation de l'accélération latérale ay par le modèle en fonction de la vitesse (II.6b). L'er-reur entre le modèle développé et la simulation Callas/Prosper est inférieure à 20 cm jusqu'à
90 km.h−1. L'accélération latérale maximale est alors de 3 m.s−2, ce qui constitue la valeur limiteusuelle pour des cas de conduite standards (cf. I.2). Pour des vitesses supérieures à 90 km.h−1,l'erreur sur l'accélération latérale est toujours satisfaisante. Par contre, le cumul de cette erreurlors de la construction point par point de la trajectoire cause une rapide divergence sur l'écartlatéral. En e�et, le temps de simulation étant constant, la distance totale de la trajectoire simulée(et donc le cumul d'erreur) augmente avec la vitesse. Les écarts latéraux pour les vitesses lesplus élevées, bien que très faibles en comparaison de la distance parcourue, sont toutefois incom-patibles avec l'application visée. Le modèle développé possède donc une précision satisfaisantepour évaluer l'état dynamique du véhicule lors de longues sollicitations (7.5 s) à 3 m.s2.II.2 Dé�nition d'une trajectoire de référenceLa trajectoire de référence représente la trajectoire qu'aurait suivi un conducteur standard pour lanégociation du virage. Cette trajectoire est donc nécessairement fonction des conditions initiales,en position et en vitesse, mesurées en entrée de virage. Dépendant de nombreux facteurs humainsnon contrôlables (style de conduite, habitude du site, conditions de visibilité, enchaînement de
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a) b)Figure II.7 � Virage étudié (a) et principe du dispositif de mesure (b)virages, . . . ) une dé�nition théorique d'une telle trajectoire est di�cilement réalisable [LBCG03,Ea07, Gab07]. C'est pourquoi nous avons choisi de construire la trajectoire de référence à partirde relevés expérimentaux sur tra�c réel.II.2.1 Mesures de tra�cLe développement de moyens de mesure de la trajectoire d'un véhicule a été réalisé dans une autretâche du projet SARI [Goy05, GCT09]. Le dispositif utilisé est basé sur l'emploi combiné de deuxcaméras et d'un télémètre. La trajectoire du véhicule (en position et vitesse) est ensuite estiméepar un post-traitement des images et par fusion avec les données du télémètre. Ce système al'avantage d'être portable, et de ne nécessiter aucun équipement embarqué dans le véhicule. Cedispositif de mesure a été déployé pendant deux jours sur une courbe située sur la Rd8 entreGuingamp et Bourbriac (Fig. II.7), permettant l'acquisition de 400 trajectoires mesurées sur letra�c réel. De plus, les pro�ls de pente et dévers de la chaussée ont été relevés par le véhicule demesure VANI (Véhicule d'ANalyse des Itinéraires) du LCPC avec une période d'échantillonnagede 1 m. Le virage est en légère descente (environ −1◦) et présente en son centre un déversfavorable d'environ 5◦. Ces données sont incluses dans le modèle dynamique par les angles depente i0 et de dévers δr.Les relevés de vitesse montrent que 85% des conducteurs abordent le virage avec une vitesseinférieure à 67 km.h−1, bien en deçà de la vitesse réglementaire (90 km.h−1). La signalisationlaisse donc une part d'interprétation au conducteur dans le choix de la vitesse adaptée, ce quipeut mener à des situations dangereuses. De plus, la signalisation en place dans ce virage doit êtrelimitée a�n de ne pas prévaloir celle du virage suivant, qui est un tournant sévère à angle droitlimité à 50 km.h−1. Ce virage constitue donc une application type du projet SARI/RADARR.
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Figure II.8 � Densité de passage mesurée dans le virage Rd8La densité de passage des 400 trajectoires observées lors de la campagne de mesures estreprésentée sur la �gure II.8. La densité maximale (en rouge sur la �gure) représente l'endroit parlequel le plus de véhicules sont passés. On peut remarquer qu'à l'entrée du virage (correspondantà x = 20 m), les trajectoires n'occupent pas toute la largeur de la route, mais sont concentrées àl'extérieur du virage. Ceci peut être dû à la présence d'une longue courbe à gauche avant le virageque les conducteurs ont tendance à couper. A la sortie du virage les trajectoires sont répartiessur la totalité de la largeur de la voie. Au cours du virage, on observe que les conducteurs restentprincipalement à l'extérieur de leur voie. On ne constate pas sur ce virage de tendance à couperla trajectoire, éventuellement à cause de problèmes de visibilité (les arbres cachent la sortiedu virage) et de la présence d'obstacles (barrière, poteau électrique) proche du bord de route.La disponibilité de ces mesures apparaît donc comme une nécessité dans la proposition d'unetrajectoire de référence précise, puisqu'on constate même, sur un virage a priori simple (pas dediscontinuité forte de courbure, de pente, . . . ), de nombreux e�ets di�ciles à modéliser par lesmodèles théoriques de conducteur.II.2.2 Classes de conducteursA�n de re�éter les di�érents styles de conduite observables, plusieurs classes de conducteurssont dé�nies à partir des trajectoires expérimentales, selon les conditions initiales mesurées enposition et en vitesse. A chacune de ces classes est ensuite associée une trajectoire de référence.Il est intuitivement attendu une corrélation entre les vitesses d'entrée observées ve et laposition latérale initiale ye, puisqu'un conducteur abordant le virage avec une vitesse élevéeaura tendance à couper le virage, et donc à se placer à l'extérieur en entrée de virage. Enfait, le nuage de points de ve en fonction de ye (Fig. II.9a) ne montre pas de corrélation notable(ρyeve = −0.23). Le découpage des classes de conducteurs peut donc être réalisé indépendammentselon la vitesse d'entrée ve ou la position latérale ye. Il a été choisi de créer arbitrairement quatre
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Classe 4a) b)Figure II.9 � Dé�nition des classes de conducteurs (a) et trajectoires de référence (b)classes de conducteurs, selon des intervalles de 50 cm sur la position latérale indiquées par lesdi�érentes couleurs sur le graphe. Les classes sont numérotées de l'intérieur du virage (Classe 1)vers l'extérieur (Classe 4). Dans chaque classe, la trajectoire de référence est alors dé�nie commela moyenne des trajectoires observées (Fig. II.9b). On observe qu'à partir des points de départdes trajectoires de référence espacés de 50 cm, les trajectoires convergent vers le centre de la voieen sortie de virage.II.2.3 Calcul des commandesUne fois la trajectoire de référence connue et un pro�l de vitesse �xé, les commandes du conduc-teur sont calculées par inversion du modèle dynamique. Le pro�l de braquage recherché est celuiminimisant à chaque pas n de la simulation l'expression :

m∑

j=1

d2j =

m∑

j=1

||
−−−−−−→
Pn+jP

ref
n+j ||2où dj est dé�ni sur la �gure II.10 comme l'écart entre le (n+ j)ème point simulé Pn+j et le pointde la trajectoire de référence correspondant P refn+j . Cette équation est résolue par une méthodede Newton-Raphson. Le choix m = 1, ne considérant que le pas suivant de la simulation mène àun braquage présentant des oscillations, à cause d'incompatibilité avec le temps de réponse dumodèle dynamique. Il faut donc prendre en compte la trajectoire sur plusieurs points en avant,

m = 5 fournit de bons résultats. Cette approche par inversion du modèle a été préférée à unasservissement des commandes de conducteur car elle permet un suivi exact de la trajectoirede référence (l'erreur de suivi est inférieure à 10−6 m), et l'algorithme d'inversion développé negénère aucune oscillation dans le braquage de référence obtenu.
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Figure II.10 � Algorithme de suivi de trajectoire
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a) b)Figure II.11 � Braquages de référence selon la classe du conducteur (a) et la vitesse (b)A cause de la variation de l'angle de dérive, le calcul des commandes de référence doit êtree�ectué pour chaque pro�l de vitesse étudié. A�n de balayer toutes les conditions initiales pos-sibles, cette opération a été réalisée pour des vitesses allant de 45 à 80 km.h−1 et ce pour chaqueclasse de conducteurs. La �gure II.11 présente les braquages obtenus en fonction de la classe duconducteur (a) et de la vitesse (b). On observe sur le graphe (a) de fortes modi�cations du bra-quage selon la classe du conducteur, révélatrices de comportements di�érents (attaque francheen début de virage, correction prononcée en �n de virage, . . . ) pouvant mener à des situationsdangereuses en divers endroits de la courbe. La graphe (b) montre l'évolution du braquage deréférence pour plusieurs vitesses de négociation du virage. L'amplitude des actions du conducteuraugmente avec la vitesse, pour compenser l'angle de dérive des pneumatiques.II.3 Expression des critères de sécuritéParmi les critères dé�nis dans la section I.2.2, trois seront utilisés dans les applications. Leursexpressions en fonction des paramètres du modèle sont précisées ici.



38 II. Modélisation déterministeLes critères de sécurité sont évalués sur les trajectoires simulées pour le virage de la Rd8présenté section II.2. La durée de simulation correspond au temps de passage du véhicule dans levirage, évoluant donc selon la trajectoire empruntée et la vitesse pratiquée. Cette durée appeléetemps total d'observation, notée T , est déterminée par le franchissement d'une ligne virtuelle de�n de virage entraînant l'arrêt de la simulation.Critère de position latéraleLe critère de position latérale compare la position du véhicule par rapport aux bords de savoie de circulation ou à une frontière virtuelle. Soit d la distance signée entre le milieu de lavoie de circulation et le centre de gravité du véhicule et d le seuil correspondant au domaine desécurité choisi, alors le critère de sécurité s'exprime :
d− sup

t∈[0,T ]
|d(t)| > 0 (II.9)où T est le temps total d'observation. Pour cette application, d est égal à la demi-di�érence entrela largeur de voie et de la largeur du véhicule. Cependant, dans des cas particuliers (présence debas-côtés stabilisés, tra�c sur la voie opposée, . . . ) d'autres seuils pourront être choisis.A�n de véri�er l'inégalité (II.9), la position d doit être calculée à partir de la trajectoiresimulée. Le modèle dynamique fournit en sortie l'écart latéral (selon la normale à la trajectoirede référence n) entre la trajectoire simulée et la trajectoire de référence, notée ds sur la �gureII.12. La distance dref de la trajectoire de référence par rapport au centre de la voie étant connue,

d est alors donné à chaque pas de temps par :
d = ds − dref

Figure II.12 � Calcul du critère de position latérale



II.3. Expression des critères de sécurité 39Critère d'accélération latéraleLe critère d'accélération s'exprime de façon analogue à l'inégalité (II.9) par :
ay − sup

t∈[0,T ]
|ay(t)| > 0 (II.10)où le seuil d'accélération latérale maximale ay est choisi égal à 3 m.s−2.En tenant compte de (II.8), l'expression de ay en fonction des paramètres du modèle est :

ay =
V 2

R
= V (θ̇ + α̇)Critère de TLC (Time to Lane Crossing)L'expression du critère de TLC est :TLC− sup

t∈[0,T ]
TLC(t) > 0 (II.11)où le seuil TLC est choisi égal à 1 s.L'expression du TLC choisie est celle la plus couramment utilisée, supposant une trajectoireà accélération latérale constante et une route rectiligne :TLC =

−vy +
√
v2y + 2aydv

ay

Figure II.13 � Calcul du critère de TLC



40 II. Modélisation déterministeoù dv est la distance entre le centre de gravité du véhicule et la frontière du domaine de sécuritéla plus proche, la vitesse latérale vy est évaluée par dérivation numérique de dv . Dans les cas oula sortie de voie est impossible (v2y+2aydv < 0), le TLC est pris égal à 3 s. A�n de considérer lesfranchissements possibles des frontières extérieures et intérieures du domaine de sécurité, deuxTLC notés TLCe et TLCi associés aux distances dev et div (voir Fig. II.13) sont calculés, le TLCglobal est ensuite dé�ni par : TLC = inf(TLCe,TLCi)
Une analyse déterministe du phénomène de sortie de route consisterait à évaluer des critèresde sécurité directement sur la trajectoire de référence, ce qui est une vision idéale du problème oùle conducteur suit exactement cette trajectoire. Or, à cause de l'incertitude présente à la fois dansles actions du conducteur, le véhicule et l'infrastructure, la trajectoire réalisée par le conducteurn'est pas déterministe. La modélisation probabiliste du système est l'objet du chapitre suivant.L'évaluation des critères de sécurité ne sera alors plus binaire (0 si le critère est respecté, 1 sinon),mais présentera une gradation représentative du niveau de risque encouru par le conducteur.
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Chapitre III
Modélisation probabiliste
Ce chapitre est consacré à la modélisation probabiliste du système, c'est à dire à la prise encompte des incertitudes provenant du conducteur, du véhicule et de l'infrastructure dans le mo-dèle déterministe développé au chapitre précédent. Cette modélisation doit être basée sur unnombre minimal de paramètres aléatoires a�n d'optimiser l'application de méthodes �abilistes.L'identi�cation de cette famille est réalisée par une analyse de sensibilité globale basée sur lesindices de Sobol', détaillée dans la section III.3. Les résultats de l'analyse de sensibilité condui-sant à conserver quatre variables aléatoires et un processus stochastique, ce dernier est ensuiteapproximé pour faciliter l'application de méthodes �abilistes.III.1 Sources d'incertitudeIII.1.1 Choix des paramètres aléatoiresUne pré-sélection est réalisée parmi les paramètres du système (recensés dans le tableau II.1) etles entrées (commande du conducteur) a�n de respecter les contraintes physiques du système.Ces contraintes sont exprimées par des relations fonctionnelles entre ces paramètres (ex. une mo-di�cation de la masse entraine une modi�cation de l'inertie), a�n de choisir une famille minimalede paramètres physiquement indépendants. Les paramètres sont regroupés par catégories, selonle schéma de la �gure III.1, pour les quelles le choix des paramètres potentiellement aléatoiresest justi�é ci-dessous.
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Figure III.1 � Familles de paramètres du modèle mécanique1) ChassisLes paramètres liés au chassis sont composés de dimensions, de la masse et d'inerties. Parmi lesdimensions, on suppose que celles directement liées à la fabrication du véhicule (empattement
L, demi-voie b, hauteur du centre de roulis h0) présentent peu de variabilité. Ces paramètressont donc considérés déterministes et �xés à leurs valeurs nominales données dans le tableauII.1. Les termes de masse et d'inerties sont par contre liés non seulement aux caractéristiques duvéhicule, mais aussi au chargement embarqué, et in�uent fortement le comportement dynamiquedu véhicule. La variabilité de la masse M considérée provient du chargement embarqué. Unevariation du chargement embarqué provoque aussi des changements dans la position du centre degravité longitudinalement (af , ar), verticalement (h), et dans les termes d'inertie (IXX , IZZ , IXZ).On suppose que le centre de gravité reste dans l'axe de symétrie du véhicule.Parmi ces paramètres, la masseM et la distance ar sont supposées aléatoires, les autres étantcalculées par des relations fonctionnelles exprimées dans le paragraphe III.1.2.2) SuspensionsLes caractéristiques des ressorts et amortisseurs sont susceptibles de varier au cours du temps.Pour une analyse plus �ne, les caractéristiques des trains avant et arrière sont séparées. Quatreparamètres aléatoires sont donc choisis dans cette catégorie : Kϕf ,Kϕr les raideurs en roulisavant et arrière, ainsi que bϕf , bϕr les amortissements en roulis avant et arrière. Ces grandeurssont dé�nies dans (II.5) et (II.6).



III.1. Sources d'incertitude 453) InfrastructureTrois caractéristiques dé�nissent la chaussée : le dévers, la pente et l'uni (variation de la macroet micro-structure). Dans notre approche, les angles de dévers et de pente sont mesurés sur levirage de la Rd8 utilisé pour l'illustration, et implémentés dans le modèle. La variabilité del'uni provient de la structure de l'enrobé ainsi que de l'usure provoquée par le passage répétéde véhicules, et in�uence le coe�cient de frottement µ entre le pneumatique et la chaussée. Lesautres paramètres de la loi de contact n'étant pas considérés aléatoires (cf. 6)), la variabilitéde l'uni est représentée par le coe�cient µ, considéré aléatoire et supposé constant le long duvirage. Les variations dues aux phénomènes météorologiques, étudiés dans une autre tâche duprojet SARI, ne sont pas considérées ici.4) ConducteurLe comportement du conducteur est déterminant dans sa façon d'aborder le virage, et dans lechoix de la trajectoire le long du virage.Les conditions initiales mesurées sont la position latérale et la vitesse longitudinale du véhiculeà l'entrée du virage, et déterminent l'attribution d'une classe de conducteur selon la démarcheexpliquée en II.2.2. Le décalage entre la position e�ective du véhicule à l'entrée du virage etle centre de la classe associée est modélisé par un décalage D0 par rapport à la trajectoire deréférence. Une perturbation V0 est également ajoutée à la vitesse de référence Vref .La trajectoire de référence, associée aux conditions initiales mesurées, représente la trajectoireciblée par le conducteur à l'entrée du virage. La trajectoire réellement suivie au cours du virageva donc osciller autour de la trajectoire de référence, à cause d'erreurs de suivi du conducteur.Pour modéliser cet e�et, des perturbations additives doivent être ajoutées aux commandes duconducteur, c'est à dire à l'angle de braquage et à l'e�ort de freinage ou d'accélération appliqué.De même que pour le calcul de la trajectoire de référence, les caractéristiques statistiques de cesperturbations sont déduites de mesures expérimentales plutôt que de modèles de comportementde conducteur. Cependant ici, le manque d'information sur le pro�l de vitesse au cours du viragerend impossible la caractérisation de la variabilité des commandes de freinage/accélération. Ainsi,seule une perturbation sur l'angle de braquage β est considérée, de sorte qu'à chaque pas de temps
t ∈ [0, T ] on ait :

β(t) = βref (t) + ψ(t)



46 III. Modélisation probabilisteoù βref est le braquage de référence, déduites de la trajectoire de référence selon l'algorithmedé�ni dans la section II.2, et ψ un processus stochastique, dont les caractéristiques sont préciséesdans la section III.2.5) AerodynamiqueLa variabilité des e�orts aérodynamiques due à des incertitudes sur la densité ρ de l'air, la surfacefrontale S ou sur le coe�cient aérodynamique Cx du véhicule est supposée avoir une in�uencenégligeable sur sa trajectoire. Aucun paramètre aléatoire n'est donc retenu dans cette catégorie.6) PneumatiqueLa validation du modèle menée dans le chapitre précédent a souligné l'importance du modèle decontact pneumatique/chaussée a�n d'obtenir des résultats précis. Ceci a pour conséquence l'utili-sation de 6 paramètres pour décrire les non-linéarités par rapport à l'angle de dérive (B,C,D,E)et par rapport aux forces normales (c1, c2). La modélisation de certains de ces paramètres pardes variables aléatoires pouvant entraîner des comportements non-physiques, ces paramètres ontété �xés à leur valeur déterministe dans la suite de l'étude. Le coe�cient de frottement µ a étépris en compte dans l'infrastructure, comme expliqué dans 3).III.1.2 Relations entre paramètresDix paramètres aléatoires ont été choisis pour représenter les incertitudes provenant du conduc-teur, du véhicule et de l'infrastructure. Neuf de ces paramètres sont modélisés par des variablesaléatoires (M,ar,D0, V0,Kϕf ,Kϕr, bϕf , bϕr, µ), la perturbation du braquage étant modélisée parun processus stochastique ψ. Les réalisations de ces paramètres aléatoires vont, par le biais derelations physiques, modi�er les valeurs d'autres paramètres du modèle.En premier lieu, l'empattement du véhicule L étant constant, af et ar sont liés par :
af = L− arSelon les valeurs de la masse M , des raideurs des suspensions avant et arrière Kf ,Kr, et dela position longitudinale du centre de gravité ar, la hauteur du véhicule est modi�ée. On noterespectivement hf , hr et h0 (voir Fig. III.2) les hauteurs de l'axe de roulis au niveau des essieuxavant, arrière et du centre de gravité. La di�érence d'écrasement des suspensions par rapport
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Figure III.2 � Hauteurs de l'axe de roulisaux caractéristiques nominales est donnée par les relations :
hf = hf +

M −M

Kϕf

ar
L

hr = hr +
M −M

Kϕr

af
L

h0 =
arhf + afhr

Loù les variables surlignées désignent les valeurs nominales des paramètres. La hauteur h étantsupposée constante, la modi�cation de la hauteur du centre de gravité par rapport au sol h+ h0est donnée par la modi�cation de h0.Un changement de la masse M a aussi des répercutions sur les termes d'inertie du véhicule.Il est supposé que la répartition de masse n'est pas modi�ée, ce qui implique que le rayon degiration est constant pour chacun des termes d'inertie IXX , IZZ , IXZ . La variation d'inertie estalors liée à la variation de masse par la relation :
IXX = IXXM/M , IZ = IZM/M , IXZ = IXZM/MLes perturbations ajoutées sur la vitesse et le braquage provoquent des inadéquations avecles conditions initiales du véhicule aux premiers pas de la simulation. Par exemple, le fait decommencer la simulation avec un braquage non nul crée un à-coup arti�ciel sur la réponse dumodèle et fausse les résultats. Pour remédier à cela, une phase d'initialisation où les commandessont �xées pendant une seconde à leurs valeurs perturbées au premier pas de la simulation estréalisée. Les valeurs de taux de lacet θ̇, dérive véhicule α et pneumatiques δi , roulis ϕ, forcesnormales FZi et latérales FY i obtenues à la �n de cette simulation sont utilisées comme condi-tions initiales pour la simulation de la négociation du virage. La �gure III.3 montre le résultatd'une simulation avec et sans adaptation des conditions initiales. On observe des oscillationssur l'accélération latérale pendant environ 0.7 s sur le cas sans initialisation, alors que le casavec initialisation permet de démarrer immédiatement la simulation avec la valeur d'accélération
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Figure III.3 � A-coups dus aux perturbations des conditions initiales (gauche) et zoom sur ledébut de simulation (droite)latérale adéquate. A la �n de la simulation (t = 4.5 s) l'écart latéral entre les deux simulationsest de 12 cm, ce qui montre la nécessité de cette phase d'initialisation.La perturbation ajoutée sur la vitesse fait que toutes les simulations ne mettent pas le mêmetemps à franchir le virage, la commande de braquage ne peut donc pas être indicée en temps. Lebraquage β appliqué au temps t est alors déduit du braquage de référence βref par la relation :
β(t) = βref

(
t · (1 + V0

Vref
)

)Cette relation est déduite par l'égalité de la distance parcourue sur la trajectoire perturbée à lavitesse Vref + V0 et de celle parcourue sur la trajectoire de référence à la vitesse Vref .III.2 Modélisation probabilisteIII.2.1 FormulationDix grandeurs incertaines ont été sélectionnées dans la partie précédente : 9 paramètres du modèleainsi qu'une perturbation des commandes fonction du temps. Les 9 paramètres sont regroupésdans le vecteur x = (M,ar,D0, V0,Kϕf ,Kϕr, bϕf , bϕr, µ)
T , modélisé par un vecteur aléatoirenoté X = (X1, . . . ,X9)

T dé�ni sur un espace de probabilité (Ω,F , P ), dont les composantes sontsupposées mutuellement indépendantes. La perturbation de l'angle de braquage est modéliséepar un processus stochastique ψ, dé�ni sur le même espace de probabilité (Ω,F , P ) et supposéindépendant de X.De par leur dépendance en ψ (à travers le vecteur de commande U) et en X, les fonctions
A et F du modèle dynamique (Eq. II.7) sont aussi aléatoires. Par conséquent le vecteur d'état
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xs devient un processus aléatoire noté Xs dé�ni sur (Ω,F , P ), indexé sur R, à valeurs dans R5,gouverné par l'équation :

{
Ẋs = A−1(Xs;X)F (Xs,uref ;X, ψ) , t > 0

Xs(0) = Xs0 p.s. (III.1)où uref = (βref , FX1, . . . , FX4)
T est la part déterministe de la commande U , Xs0 associée auxconditions initiales est déduite de X et ψ par la phase d'initialisation expliquée dans la partieprécédente. Les notations A−1(Xs;X) et F (Xs,uref ;X, ψ) signi�ent respectivement que lafonction matricielle A−1 est vue comme une fonction de Xs paramétrée par X et que la fonctionvectorielle F est considérée comme une fonction de Xs et de uref paramétrée par X et par ψ.Les critères de sécurité sont ensuite évalués à partir de la solution Xs du système. Deuxcritères sont utilisés pour l'analyse de sensibilité, le critère de position latérale et le critèred'accélération latérale. L'expression des variables de contrôle (d et ay) en fonction du vecteurd'état xs est donnée dans la section II.3, et notée formellement ici :

d = η1(xs) (III.2)
ay = η2(xs) (III.3)Lorsque le vecteur d'état xs est modélisé par le processus aléatoire Xs, ces variables de contrôledeviennent donc aussi des processus aléatoires notés D et Ay, calculées à partir des mêmesfonctions η1, η2 dé�nies par (III.2)-(III.3). Dans ce contexte aléatoire, les critères de sécurité(II.9) et (II.10) peuvent alors être réécrits :

d− sup
t∈[0,T ]

|D(t)| > 0 (III.4)
ay − sup

t∈[0,T ]
|Ay(t)| > 0 (III.5)III.2.2 Choix des loisIdéalement, le choix des lois de X et ψ doit être déduit de données statistiques. Cependant,les seules données disponibles (400 trajectoires, cf. II.2) ne permettent cette identi�cation quepour le processus ψ. Di�érentes lois, respectant les contraintes physiques du problème sont doncalternativement testées pour X
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M ar D0 V0 Kϕf Kϕr bϕf bϕr µ

1610 1.532 0 0 87580 87580 1450 1450 0.9Table III.1 � Moyenne des variables aléatoiresLoi du vecteur XEn l'absence de données pour le vecteur X plusieurs lois sont envisagées. A�n de respecterla physique du problème, les paramètres (M,ar,Kϕf ,Kϕr, bϕf , bϕr, µ) doivent être positifs et nepeuvent pas prendre de valeurs in�nies. Les moyennes des perturbationsD0 et V0 sont nulles, maisne peuvent prendre de valeurs que sur un support borné. Pour ces raisons, des lois uniformeset gaussiennes tronquées (cf. annexe A) sont alternativement considérées avec les moyennesindiquées dans le tableau III.1, �xées d'après les valeurs nominales de paramètres.Identi�cation du processus ψLe processus ψ représente les oscillations induites par le conducteur autour de l'angle debraquage de référence βref . Dé�ni sur (Ω,F , P ), ψ est choisi comme un processus borné, centré,stationnaire et continu en moyenne d'ordre deux et indépendant deX. Ces conditions ont conduitau choix d'un processus ψ = (ψ(t), t ∈ R) dont l'expression est donnée par, ∀t ∈ R+ :
ψ(t) = ε sin (νt+ σW (t) + 2πΘ) (III.6)où ε, ν, σ sont des constantes réelles positives, W est un processus de Wiener standard réel dé�nisur (Ω,F , P ) et Θ une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], indépendante de W et égalementdé�nie sur (Ω,F , P ). La densité spectrale de puissance (DSP) Sψ de ce processus a pour expres-sion :

Sψ(λ) =
ε2σ2

2π

[
1

4(λ− ν)2 + σ4
+

1

4(λ+ ν)2 + σ4

]
, λ ∈ R (III.7)La connaissance de cette expression permet l'identi�cation des constantes ε, ν, σ. Pour cetteapplication, ces constantes sont identi�ées à partir des trajectoires expérimentales du virage dela Rd8. Les DSP estimées à partir des données expérimentales sont visibles sur la �gure III.4a.L'homogénéité des DSP expérimentales a conduit à identi�er un seul jeu de paramètres ε, ν, σpour toutes les classes de conducteurs. La procédure d'identi�cation utilisée est basée sur uncritère minimax. On observe une rapide décroissance de la DSP en fonction de la fréquence. Acause de l'échantillonnage des données, ceci ne rend l'identi�cation possible que sur quelquespoints pour des fréquences inférieures à 0.5 Hz. Les trois paramètres ε, ν, σ ne peuvent pas êtreidenti�és de façon satisfaisante sur ce nombre restreint de points. L'amplitude ε a donc été�xée arbitrairement à ε = 2.5 10−3, correspondant à des oscillations de ±3◦ au volant. La DSP
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a) b)Figure III.4 � Densités spectrales de puissance expérimentales (par classe) et identi�ées (a) etexemples de perturbation simulée (b)identi�ée est alors représentée sur la �gure III.4a, pour ν = 0.49 ; σ = 0.735. Des exemples detrajectoires de ce processus pour les paramètres identi�és sont présentées sur la �gure III.4b.III.3 Analyse de sensibilitéLe but de l'analyse de sensibilité est de classer les paramètres aléatoires (les 9 composantes de
X et le processus ψ) selon leur in�uence sur la variabilité de la sortie du modèle (les variables decontrôle associées aux critères de sécurité D et Ay). Seuls les paramètres les plus in�uents serontalors conservés aléatoires pour la suite de l'étude, les autres étant �xés à leur valeur nominale.Cette réduction de la dimension aléatoire du problème permet une application plus rapide etrobuste des méthodes �abilistes, servant à évaluer les indices de risque.III.3.1 Choix de la méthodeDeux grandes familles de méthodes sont couramment utilisées [SCS04], le choix de la méthodedépendant de l'objectif (analyse �ne ou quantitative), et du coût numérique du modèle méca-nique.Méthodes localesCes méthodes, basées sur des dérivées partielles de la sortie du modèle par rapport auxparamètres d'entrée, sont peu coûteuses en temps de calcul. Les interactions entre paramètresne peuvent pas être étudiées, puisque lorsqu'un paramètre est modi�é, les autres sont gardésconstants. De plus, ces méthodes sont di�cilement utilisables pour comparer les in�uences de



52 III. Modélisation probabilisteplusieurs facteurs entre eux, à cause de problèmes d'ordres de grandeur et d'unités. Une norma-lisation souvent utilisée dé�ni l'indice de sensibilité Si du paramètre xi sur la sortie y par :
Si =

xi
y

∂y

∂xiceci est impossible quand la sortie y est proche de 0 ou lorsque la sensibilité est cherchée autourde xi = 0, et impose de plus de ne considérer que des petites variations du paramètre xi. Il estdonc conseillé dans le cas de modèles non-linéaires avec plusieurs paramètres de di�érents ordresde grandeur de recourir à une méthode globale.Méthodes globalesLes analyses de sensibilité globales quanti�ent la proportion de variabilité de la sortie y dumodèle due à la variabilité du paramètre d'entrée xi. A la di�érence des méthodes locales, oula sensibilité est évaluée autour d'une valeur de xi, une méthode globale considère entièrementl'intervalle de variation de xi ainsi que la forme de sa densité de probabilité. Une deuxièmepropriété essentielle des méthodes globales est que lorsque la sensibilité Si est évaluée les autresparamètres xj,j 6=i varient aussi, donc la totalité des domaines de variabilité des paramètres d'en-trée est parcourue. Un nombre important d'appels au modèle mécanique est alors nécessaire, cequi constitue le principal inconvénient de ces méthodes.Le modèle dynamique utilisé étant fortement non-linéaire, et d'un temps de calcul réduit,une méthode d'analyse de sensibilité globale est donc parfaitement adaptée. La plupart de cesméthodes sont basées sur des analyses de variance. Nous avons choisi ici la méthode de Sobol'[Sob01].III.3.2 Indices de Sobol'1) Dé�nitionPour chaque composante Xi de X et chaque variable de contrôle Z (avec Z = D ou Ay ici),un indice de Sobol' SZi est évalué. Le calcul de l'indice SZψ associé au processus ψ est détailléci-après. L'indice SZi est basé sur l'espérance conditionnelle E[Z|Xi] de Z sachant Xi :
SZi =

V(E[Z|Xi])V(Z) =
ViV(Z) (III.8)où V(.) désigne la variance. Selon sa dé�nition SZi est donc une fonction du temps, et varie entre

0 et 1. Une valeur faible de SZi signi�e que l'incertitude sur Xi a peu d'in�uence sur la variabilité



III.3. Analyse de sensibilité 53de Z. Par conséquent, Xi peut être considéré comme un paramètre déterministe. Dans le cascontraire, le paramètre Xi doit être conservé aléatoire pour préserver une modélisation �dèle dela propagation de l'incertitude des paramètres d'entrée sur la sortie.Les indices d'ordre supérieur permettent d'étudier les interactions entre les paramètres. L'in-dice du second ordre SZij est dé�ni par :
SZij =

V(E[Z|XiXj ])− Vi − VjV(Z) =
VijV(Z)Il retranscrit le poids de la variabilité du couple Xi,Xj sur la variabilité de Z. On dé�nit de lamême façon autant d'ordre d'indices que le nombre n de paramètres aléatoires, il existe donc entout 2n − 1 indices de Sobol'. Ces indices véri�ent la propriété suivante :

∑

i

SZi +
∑

1≤i<j≤n

SZij + . . .+ SZ1,2,...,n = 1 (III.9)Si on s'intéresse à la contribution globale (à tous les ordres) d'un paramètre Xi, le calcul desindices des e�ets totaux SZTi permet d'éviter le calcul de tous les termes. Ces indices sont dé�nispar :
SZTi =

E[V(Z|X−i)]V(Z) = SZi +
∑

j 6=i

SZij +
∑

j 6=i

k 6=i

SZijk + . . . (III.10)où la notation .|X−i signi�e que le conditionnement est relatif à X privé de sa i-ème composante.2) Déroulement de l'analyseLe calcul des 2n − 1 indices étant rarement nécessaire, le déroulement de l'analyse de sensibilitéest organisé comme suit :- On calcule les indices du premier ordre SZi et leur somme ∑n
i S

Z
i .- Si cette somme est proche de 1, les termes d'ordre supérieur à 1 dans (III.9) sont négligeableset il n'y a donc pas d'interaction entre les paramètres. L'analyse s'arrête alors à cette étape.- Si cette somme est signi�cativement inférieure à 1, on évalue les indices totaux SZTi. Lesparamètres pour lesquels SZTi est signi�cativement di�érent de SZi indiquent des interactionsavec d'autres paramètres du modèle (i.e. certains des termes d'ordre supérieur SZij,j 6=i sontnon nuls).



54 III. Modélisation probabiliste- Pour ces paramètres, on calcule alors les indices d'ordre supérieur jusqu'à avoir identi�éles interactions que l'on souhaite connaître.Selon la nature des interactions présentes dans le modèle et les informations recherchées,l'analyse peut donc nécessiter le calcul soit des seuls indices du premier ordre SZi , soit des indicesd'ordres supérieurs.3) Estimation numériqueLe calcul des indices de Sobol' est simplement basé sur des évaluations de variances et d'espé-rances conditionnelles, dont les estimateurs sont connus. Cependant, l'application directe d'uneméthode de Monte-Carlo pour évaluer (III.8) nécessite deux boucles imbriquées : une intérieurepour le calcul de l'espérance conditionnelle, et une extérieure pour le calcul de la variance. Ceciimplique un nombre important d'évaluations du modèle. Saltelli [Sal02] propose une stratégiepour réduire le nombre d'appels au modèle. Le principe est de réécrire le terme Vi de (III.8) sousla forme :
Vi = V(E[Z|Xi]) = V(Z)− E[V(Z|Xi)] =

∫

R

E2(Z|Xi = x̃i)pi(x̃i)dx̃i − E2(Z) (III.11)où pi est la densité de probabilité de la variable Xi. L'équation (III.11) comporte néanmoinstoujours l'inconvénient de nécessiter deux boucles imbriquées pour évaluer Vi par une méthodede Monte-Carlo : une boucle intérieure pour le calcul de E2(Z|Xi = x̃i), et une boucle extérieurepour calculer l'intégrale sur dx̃i. A�n de simpli�er les calculs, on peut montrer que l'intégrale de(III.11) peut être réécrite :
Ui =

∫

R

E2(Z|Xi = x̃i)pi(x̃i)dx̃i =

∫

R2n−1

f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn)f(x
′
1, x

′
2, . . . , xi, . . . , x

′
n)

n∏

i=1

pi(xi)dxi

n∏

i=1

i 6=j

pi(x
′
i)dx

′
i (III.12)où la notation z = f(x) symbolise la formulation du modèle dynamique. L'indice du premierordre SZi est alors donné par :

SZi =
Ui − E2(Z)V(Z) (III.13)



III.3. Analyse de sensibilité 55Pour estimer numériquement SZi , deux m-échantillons x et x′ sont tirés, et rangés dans lesmatrices M1 et M2 :
M1 =




x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n... ...
xm1 xm2 · · · xmn




, M2 =




x′11 x′12 · · · x′1n
x′21 x′22 · · · x′2n... ...
x′m1 x′m2 · · · x′mn


Pour chaque i ∈ [1, n], la matrice Ni est alors construite à partir de la matrice M2 dont la ièmecolonne est remplacée par celle de la matrice M1 :

Ni =




x′11 x′12 · · · x1i · · · x′1n
x′21 x′22 · · · x2i · · · x′2n... ...
x′m1 x′m2 · · · xmi · · · x′mn


L'estimée ûi de Ui est alors obtenue à partir des échantillons contenus dans les matrice M1 et

Ni :
ûi =

1

n

m∑

r=1

f(xr1, xr2, . . . , xrn)f(x
′
r1, x

′
r2, . . . , xri, . . . , x

′
rn)Le terme V(Z) est calculé en utilisant l'estimateur sans biais de la variance et les échantillonscontenus dans la matrice M1. La moyenne quadratique E2(Z) est quant à elle estimée par :

ê2(Z) =
1

n

m∑

r=1

f(xr1, xr2, . . . , xrn)f(x
′
r1, x

′
r2, . . . , x

′
rn)au lieu de la formule classique ( 1n∑m

r=1 f(xr1, xr2, . . . , xrn)
)2. Ce choix se justi�e si l'on considèrel'estimée de Vi :̂

ui − ê2(Z) =
1

n

m∑

r=1

f(xr1, xr2, . . . , xrn)f(x
′
r1, x

′
r2, . . . , xri, . . . , x

′
rn)

− 1

n

m∑

r=1

f(xr1, xr2, . . . , xrn)f(x
′
r1, x

′
r2, . . . , x

′
rn)qui doit tendre vers 0 lorsque le paramètre xi n'a aucune in�uence.Au total, l'estimation des n indices de sensibilité du premier ordre SZi nécessite m(n + 2)appels au modèle. L'estimation des deux variables de contrôle (Z = D et Z = Ay) étant réaliséesimultanément lors de l'appel au modèle, étudier la sensibilité par rapport à plusieurs critères nenécessite donc pas de simulations supplémentaires.



56 III. Modélisation probabiliste4) Cas du processus ψL'expression des indices de Sobol' (de même que pour les autres méthodes de sensibilité globale)n'est pas directement applicable aux processus stochastiques. Une possibilité est de substituerau processus ψ la famille �nie de variables aléatoires (ψ(tk), 1 ≤ k ≤ N) constituée des Nobservations du processus ψ au noeuds (tk,≤ n ≤ N) d'une partition de [0, T ] préalablementchoisie. Les N variables aléatoires ψ(tk) étant corrélées, la décomposition dont est issue (III.9)et qui est à la base des propriétés des indices de Sobol', n'est plus unique. Le calcul des indicesde sensibilité associés à chacune des variables de la famille (ψ(tn), 1 ≤ n ≤ N) peut toutefoistoujours être réalisé selon (III.8), mais l'interprétation de la valeur de l'indice n'est plus la même.En e�et, la sensibilité d'une variable prend aussi en compte, du moins partiellement, la sensibilitéaux autres variables avec lesquelles elle est corrélée. Bien que des propositions de dé�nition desensibilité existent dans ce cas [ST02, IR08, VWG09], nous avons ici appliqué la méthode proposéepar Jacques et al. [JLD06], qui permet de conserver le cadre des indices de Sobol'.L'idée est de calculer la sensibilité par rapport au groupe de variables dépendantes, et l'indicede sensibilité alors calculé correspond à l'indice de sensibilité multidimensionnel classique :
SZψ =

V(E[Z|ψ(t1) . . . ψ(tn)])V(Z) =
V(E[Z|ψ])V(Z) =

VψV(Z) (III.14)Le processus ψ est alors traité de façon totalement analogue à chacune des composantes Xi de
X. Par exemple, le calcul du terme d'interaction entre Xi et ψ sera réalisé par l'indice du secondordre :

SZiψ =
V(E[Z|Xiψ])− Vi − VψV(Z) =

ViψV(Z)Le même shéma numérique que celui proposé dans la section 3) est alors appliqué pour lecalcul des indices associés à ψ.III.4 RésultatsLes résultats présentés dans cette section sont obtenus à partir des données issues de la campagnede mesures réalisée sur le virage de la Rd8. Comme évoqué lors du choix des lois (section III.2),nous ne disposons de paramètres identi�és que pour les caractéristiques du processus ψ. Les loiset les moyennes des composantes de X ont été choisies d'après des contraintes physiques mais,en l'absence de données, les variances sont inconnues. Pour ces raisons, l'analyse de sensibilité estmenée en deux temps. Premièrement, seul le vecteur X est supposé aléatoire, a�n de sélectionner



III.4. Résultats 57les composantes les plus in�uentes. Ensuite, une analyse combinant ces composantes sélectionnéeset le processus ψ est réalisée.III.4.1 Analyse du vecteur XDans cette section seul le vecteur X est aléatoire, le processus ψ est considéré nul. En l'absence deconnaissances statistiques sur X, l'analyse de sensibilité est réalisée pour plusieurs lois, plusieurscoe�cients de variation et pour plusieurs vitesses a�n de conclure sur les composantes les plusin�uentes.1) E�ets des loisDeux lois di�érentes sont attribuées alternativement à toutes les composantes de X : uniformeset gaussiennes tronquées (cf. annexe A). Les lois gaussiennes sont tronquées à ±3 écarts-types,a�n de s'assurer que les tirages des variables ne puissent pas prendre de valeurs in�nies. A�n dese placer dans des situations comparables, les coe�cients de variation sont conservés pour lesdeux lois, sauf pour les variables D0 et V0 qui ont des moyennes nulles. Le support de la loi de
D0 correspond à la largeur d'une classe de conducteur (50 cm), ce qui conduit aux écarts-types :

σunifD0
=

0.5

2
√
3
≈ 0.144

σGaussT
D0

=
0.5

6
≈ 0.083pour la loi uniforme et Gaussienne tronquée respectivement. Concernant la perturbation sur lavitesse V0, un support correspondant à 4 km.h−1 est choisi. Les écarts-types associés sont alors :

σunifV0 =
4

2
√
3
≈ 1.155

σGaussT
V0 =

4

6
≈ 0.667Pour toutes les autres composantes, le coe�cient de variation est pris égal à 5%.La �gure III.5 représente l'évolution le long de la trajectoire des indices de sensibilité associésaux 9 composantes du vecteur X, pour des commandes de conducteur correspondant à la classe

1 et à la vitesse de 60 km.h−1. Sur le graphe III.5a concernant la position latérale (SDi ), onobserve peu de di�érences entre le cas uniforme et gaussien tronqué. Dans les deux cas, quatreparamètres (M,ar,D0, V0) ont des indices de sensibilité importants, les autres étant négligeables.En début de simulation, le paramètre le plus in�uent est D0, puisque les dispersions sur les autresparamètres ne créent pas encore de variation signi�cative de la trajectoire. En �n de trajectoire,
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a) b)Figure III.5 � In�uence des lois (uniformes et gaussiennes tronquées) sur les indices de sensibi-lités
ar,M ainsi que dans une moindre mesure V0 deviennent les paramètres prépondérants. Le casgaussien tronqué tend à diminuer légèrement l'in�uence de D0 et V0, ce qui par conséquent crééune augmentation des autres indices. La courbe en gras représente la somme des 9 indices dupremier ordre, et on remarque qu'elle est très proche de 1 tout au long de la simulation. Selon(III.9), ceci montre que les indices d'ordre supérieur sont négligeables.Sur le graphe concernant l'accélération latérale SAy

i , l'évolution de la valeur des indices estplus rapide que pour la position latérale. Ceci est dû au fait que l'accélération latérale est unegrandeur pouvant évoluer rapidement d'un pas de simulation au suivant, en fonction de la con�-guration du véhicule et des commandes du conducteur. Au contraire, plusieurs pas de simulationsont nécessaires pour observer une modi�cation notable de la trajectoire. Toutefois on retrouvesur ce graphe une in�uence importante de M,ar et V0 tout au long de la simulation. Le para-mètre le plus in�uent évolue en fonction des con�gurations (établissement du roulis, braquagequasi-constant, braquage maximal, . . . ). Le cas gaussien tronqué tend ici à diminuer l'in�uencede V0, ce qui augmente celle deM . Le changement de loi ne fait donc pas apparaitre de nouveauxparamètres ayant une in�uence sur le critère d'accélération latérale ou de position latérale.2) E�et du coe�cient de variationPlusieurs coe�cients de variation (Cv) sont testés, toujours sur le cas à 60 km.h−1 de la classe
1 pour la loi uniforme, a�n de véri�er si la famille de paramètres a priori les plus in�uents(M,ar,D0, V0) identi�ée dans la section précédente est modi�ée. Des coe�cients de variations



III.4. Résultats 59Cas σM σar σD0
σV0 σKϕf

σKϕr σbϕf
σbϕr

σµ

Cv = 5% 80.5 0.076 0.144 1.155 4380 4380 72.5 72.5 0.045

Cv = 10% 161 0.153 0.144 1.155 8758 8758 145 145 0.09

Cv = 20% 322 0.306 0.144 1.155 17516 17516 290 290 0.18Table III.2 � Valeurs des écarts-types utilisés pour l'analyse de sensibilité
Cv = 5%, 10% et 20% sont a�ectés à chacune des composantes du vecteur X, exceptés pour lesvariables D0 et V0 pour lesquelles les écarts-types sont �xés. Les écarts-types correspondant àchacun des trois cas testés sont répertoriés dans le tableau III.2.La �gure III.6 montre les résultats de l'analyse de sensibilité. Une vision générale des graphesmontre que les paramètres les plus in�uents restent toujoursM,ar,D0 et V0, quel que soit le degréd'incertitude introduit dans le modèle. Les écarts-types des perturbations D0 et V0 étant �xesdans les trois cas, il est donc logique d'observer une diminution de leur indice de sensibilité associélorsque l'écart-type des autres paramètres augmente. Ceci est véri�é à la fois sur la positionlatérale D et sur l'accélération latérale Ay. Les cas Cv = 5% et Cv = 10% véri�ent toujoursque la somme des indices du premier ordre est égale à 1, par contre on observe une baisse en �nde simulation dans le cas Cv = 20% (jusqu'à environ 0.9). Ceci semble indiquer l'apparition decouplages entre les paramètres lorsque les variabilités introduites dans les paramètres deviennentimportantes. En e�et, un coe�cient de variation de 20% pour une loi uniforme correspond à desvariations de ±35% du paramètre autour de sa valeur moyenne. Cette plage de variation étenduesollicite donc davantage les non-linéarités du modèle dynamique.Pour les 5 autres paramètres (Kϕf ,Kϕr, bϕf , bϕr, µ), les indices de sensibilité sont dans tousles cas inférieurs à 0.03. Il faut en e�et leur attribuer un coe�cient de variation égal à 30% (ceuxde M et ar étant alors pris égaux à 5%) pour atteindre un maximum de sensibilité égal à aumoins 0.1 en un point de la simulation. Ces cas extrêmes étant peu représentatifs de la situationréelle, nous pouvons raisonnablement écarter ces 5 paramètres de la modélisation probabiliste.3) E�et de la vitesseCertains phénomènes dynamiques n'apparaissent que pour des sollicitations élevées et par consé-quent les indices de sensibilité peuvent être fonction de la vitesse. Dans tous les cas précédents,la vitesse de référence Vref était imposée à 60 km.h−1. A�n de valider les résultats de l'analysede sensibilité quel que soit le niveau de sollicitations, trois vitesses de référence de 50, 60 et
70 km.h−1 sont considérées, toujours pour la classe de conducteur numéro 1. La loi uniforme estconservée pour chacune des composantes du vecteur X et les écarts-types imposés correspondentà la ligne Cv = 5% du tableau III.2.
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Figure III.7 � In�uence de la vitesse (de 50 à 70 km.h−1) sur les indices de sensibilités



III.4. Résultats 61Les résultats (Fig. III.7) sont similaires aux résultats obtenus précédemment. Le fait d'aug-menter la vitesse ne fait pas apparaitre de nouveaux paramètres in�uents, mais modi�e la partd'in�uence des quatre paramètresM,ar,D0, V0 pour la position latérale et l'accélération latérale.L'augmentation de la vitesse, donc des sollicitations dynamiques, tend à augmenter essentielle-ment l'in�uence du paramètres ar sur la position latérale D. En e�et la position du centrede gravité est un paramètre prépondérant de la directivité (i.e. réponse à une modi�cation dubraquage) du véhicule. En conséquence, l'in�uence de D0 diminue d'environ 20%. Concernantl'accélération latérale, l'in�uence de la perturbation V0 diminue fortement lorsque la vitesse deréférence augmente, et est reportée sur l'in�uence deM et ar. Cette diminution est expliquée parle fait que l'écart-type de V0 étant �xé, la perturbation associée est de plus en plus faible lorsque
Vref augmente de 50 à 70 km.h−1. Sur les deux graphes, la somme des indices est toujours égaleà 1 et par conséquent l'analyse au premier ordre est su�sante.En conclusion de cette première analyse de sensibilité, il apparait que parmi les 9 composantesde X a priori sélectionnées, seulement 4 ont une in�uence signi�cative sur la variabilité de lasortie du modèle. En l'absence de données statistiques sur ces paramètres, cette tendance a étévalidée sur plusieurs choix de lois, d'écarts-types et de vitesses. Pour la suite de l'étude, le vecteur
X est réduit à ses 4 premières composantes X = (M,ar,D0, V0)

T = (X1,X2,X3,X4)
T . Les 5autres paramètres sont considérés déterministes, et pris égaux à leurs valeurs nominales fourniesdans le tableau II.1. Il est important de noter ici que, le fait qu'un paramètre ait un indice desensibilité négligeable ne signi�e pas que la modélisation mécanique associée puisse être retirée.Par exemple, le fait que les paramètres de suspension aient des sensibilités faibles ne signi�epas qu'un modèle dynamique sans suspensions réagirait de façon analogue au modèle développé.La sensibilité quanti�e seulement le transfert des variabilités à travers le modèle, elle est doncassociée au modèle probabiliste, et ne remet pas en cause le modèle déterministe.III.4.2 Analyse de X et ψLe but de cette deuxième analyse est d'étudier simultanément l'importance des 4 composantesde X (i.e. des variables X1 = M,X2 = ar,X3 = D0,X4 = V0) et du processus de perturbationde braquage ψ. Il s'agit de mieux appréhender le rôle de chacun des paramètres sur les critèresde sécurité. Les caractéristiques du processus ψ étant identi�ées sur le tra�c réel, il convientdonc ici de choisir soigneusement les lois des composantes de X a�n de se placer dans un casréaliste. Les paramètres M et ar étant des paramètres physiques, des lois gaussiennes tronquéessont choisies, les valeurs extrêmes étant a priori peu probables. A l'opposé, les perturbations

D0 et V0 pouvant prendre indi�éremment toutes les valeurs de leur plage de variation, des loisuniformes sont donc choisies pour ces variables. Les caractéristiques statistiques considérées pources quatre paramètres sont résumées dans le tableau III.3.



62 III. Modélisation probabilisteParamètre X Loi Moyenne Ecart-type Support
M X1 Gauss T. 1610 16 [1562; 1658]

ar X2 Gauss T. 1.532 0.04 [1.412 : 1.652]

D0 X3 Uniforme 0 0.144 [−0.25; 0.25]

V0 X4 Uniforme 0 1.155 [−2; 2]Table III.3 � Caractéristiques statistiques des composantes de X
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Figure III.8 � Analyse de sensibilité du vecteur X et du processus ψLa �gure III.8 présente les indices de sensibilité des 4 composantes du vecteur X et duprocessus ψ. Sur le critère de position latérale, les indices de sensibilité associées à X présententdes allures similaires à celles obtenues précédemment. Le processus ψ a une in�uence négligeablependant environ 0.5 s, puis SDψ se stabilise rapidement autour de 20%. Concernant l'accélérationlatérale, le processus ψ et la perturbation V0 se partagent la majorité de l'in�uence tout au long dela simulation. La position du centre de gravité reste in�uente autour de 1.5 s, lorsque le braquagede référence βref est maximal. Le rôle de la masse M est fortement réduit avec l'introductiondu processus. Cependant, puisqu'il possède encore une in�uence forte sur la position latérale,le vecteur X ne peut donc pas être réduit davantage. L'introduction du processus ψ n'a pasperturbé l'additivité du modèle, puisque la somme des indices vaut toujours 1.L'analyse de sensibilité nous a ainsi permis de ramener le vecteur X de 9 à 4 composantes.Les incertitudes inhérentes au conducteur, au véhicule et à l'infrastructure sont donc représentéespar 4 variables aléatoires et 1 processus stochastique. Cette réduction de la dimension aléatoiredu système va nous permettre une application optimale des méthodes �abilistes, en vue d'évaluerdes indices de risque.



III.5. Approximation de ψ 63III.5 Approximation de ψL'analyse de sensibilité précédente a conduit à conserver le paramètre ψ qui, de par son statutde processus, est mal adapté à l'analyse �abiliste qui est la prochaine étape de notre travail.En e�et par dé�nition, ψ équivaut à la donnée d'une famille in�nie (ψ(t), t ∈ R+) de variablesaléatoires et, par construction, les méthodes de l'analyse �abiliste de n'appliquent que dans dessituations où les variables aléatoires sont en nombre �ni. Nous allons donc nous ramener à unetelle situation en construisant une approximation de ψ ne faisant intervenir qu'un nombre �nide variables aléatoires. Rappelons que ce processus est borné et a pour expression :
ψ(t) = ε sin (νt+ σW (t) + 2πΘ) , t ∈ R+où ε, ν, σ sont des constantes réelles positives, W est un processus de Wiener standard réel et Θune variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et indépendante de W .Nous allons utiliser une approximation de ψ par un processus ψK = (ψK(t), t ∈ R+) tel que :

ψK(t) = ε sin (νt+ σWK(t) + 2πΘ) , t ∈ R+ (III.15)où WK est une K-approximation de Karhunen-Loève du processus de Wiener W , c'est-à-direune approximation de W de la forme :
WK =

K∑

k=1

√
λkφk(t)ξk (III.16)où les (ξk)k=1,K sont des variables aléatoires gaussiennes standards indépendantes dans leurensemble et les couples (λk, φk)k=1,K sont les K premières valeurs propres et fonctions propresassociées de l'opérateur de covariance du processus de Wiener standard W . Ces grandeurs sontdonnées par [GS03] :

φk(t) =
√
2 sin((k − 1

2
)πt) , λk =

1

(k − 1
2 )

2π2pour t ∈ R+ et k ∈ N
∗.Rappelons que le processus de Wiener standard W est dé�ni comme suit : c'est un processusdé�ni sur (Ω,F , P ), indexé sur R+, à valeurs dans R, du second ordre, non stationnaire, centré,gaussien, à accroissements gaussiens indépendants et de fonction de covariance :

CW (s, t) = E[W (s)W (t)] = min(s, t)
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Figure III.9 � Evolution de l'approximation de la densité spectrale de ψ en fonction de l'ordrede troncature KDe plus, la famille dénombrable (λk, φk)k=1,N∗ est solution du problème spectral :
∫

R+

CW (s, t)φ(s)ds = λφ(t)Portant (III.16) dans (III.15), il vient :
ψK(t) = ε sin (νt+ σ

K∑

k=1

√
λkφk(t)ξk + 2πΘ) , t ∈ R+et on obtient ainsi un processus approximant entièrement déterminé par un nombre �ni devariables aléatoires : les K variables gaussiennes standards indépendantes (ξk)k=1,K et la variable

Θ, uniforme sur [0, 1] et indépendante de la famille (ξk)k=1,K .Pour le choix de l'ordre de troncature K, nous avons utilisé un critère d'approximation basésur la minimisation de l'écart (au sens L2) entre la densité spectrale de puissance (DSP) SψKde ψK et la DSP cible Sψ de ψ, donnée par (III.7). Des études réalisées sur des simulateurs deconduite [CU01] montrent que les actions de braquage du conducteur sont généralement à desfréquences inférieures à 0.5 Hz. Il a donc été choisi de réaliser l'identi�cation sur la plage defréquence [0, 1] Hz.La �gure III.9 représente le graphe de la DSP théorique Sψ calculée par (III.7), et ceux desDSP calculées pour divers choix d'ordre de troncature K = 5, 10, 20, 100. Il apparaît que le choix
K = 10 est su�sant pour l'application visée. Par cette méthode, la simulation du processus ψ nerequiert donc que la simulation de dix variables gaussiennes standard ξk et une variable uniforme
Θ.



III.6. Formulation finale 65III.6 Formulation �naleL'approximation du processus ψ réalisée permet de réécrire (III.1) uniquement en fonction de va-riables aléatoires. En redé�nissant le vecteur aléatoireX parX = (M,ar,D0, V0,Θ, ξ1, . . . , ξ10)
T ,cette équation prend la forme :

{
Ẋs = A−1(Xs;X)F (Xs,uref ;X) , t > 0

Xs(0) = Xs0 p.s. (III.17)La dimension du problème stochastique (i.e. la dimension de X) est ainsi n = 15. On notera quedans cette formulation, le vecteur aléatoire X est à composantes mutuellement indépendantes.





67
Chapitre IV
Analyse fiabiliste
L'analyse �abiliste du système a pour but d'évaluer des indices de risque associés aux critères desécurité, à partir de la modélisation probabiliste proposée. Par soucis de simplicité, la démarcheest ici explicitée seulement dans le cas du critère de position latérale sur le virage de référencede la Rd8. La méthodologie reste identique pour les critères d'accélération latérale ou de TLCprésentés en section II.3. Plusieurs indices de risque sont proposés dans ce chapitre, puis comparéspar rapport au temps de calcul nécessaire à leur évaluation. Les résultats attendus sont l'évolutiondes indices de risques en fonction des conditions initiales, dans le but d'obtenir une cartographiedu risque encouru par le conducteur en entrée de virage.IV.1 Formulation �abilisteL'analyse de sensibilité et l'approximation du processus ψ présentées au chapitre précédent nousont permis d'écrire le modèle dynamique sous la forme :

{
Ẋs = A−1(Xs;X)F (Xs,uref ;X) , t > 0

Xs(0) = Xs0 p.s.où X est un vecteur aléatoire à valeurs dans Rn, avec n = 15, dé�ni sur l'espace de probabilitéde base (Ω,F , P ). La solution Xs de ce système est un processus dé�ni sur (Ω,F , P ) et indexépar t. On peut donc la voir comme une fonction de t et de l'aléa ω ∈ Ω. Mais la dépendance en
ω vient ici de ce que Xs dépend en fait de X et donc de ω à travers X. On peut en e�et écrireformellement, ∀t ∈ R+ :

Xs(t) = f(t,X) (IV.1)



68 IV. Analyse fiabilisteet ∀t ∈ R+, ∀ω ∈ Ω :
Xs(t;ω) = f(t,X(ω))où f est une fonction de R+ × R

15 dans R5 représentant la réponse du système.Compte tenu de la relation (III.2) et du fait que xs est maintenant un processus Xs, lavariable de contrôle du critère de position latérale est également un processus, noté D, tel que
∀t ∈ R+ :

D(t) = η1(Xs(t))Ce que l'on peut encore écrire, d'après (IV.1)
D(t) = η1 ◦ f(t,X)relation qui montre que le processus D dépend également de t et de X. Posant D = η1 ◦ f , onpeut écrire formellement :
D(t) = D(t,X)où D est une fonction de R+ × R

15 dans R.A partir du critère de position latérale (III.4), introduisons la fonction d'état-limite G dé�nie
∀x ∈ R

n par :
G(x) = d− sup

t∈[0,T ]
|D(t,x)|Cette fonction dé�nit deux sous-ensembles complémentaires de R

n, Ds et Df , tels que :
Ds = {x ∈ R

n : G(x) > 0} , Df = {x ∈ R
n : G(x) < 0}appelés respectivement domaine de sécurité et domaine de défaillance, et qui représentent, pour

Ds, le domaine où le critère de position latérale est respecté et, pour Df , le domaine ou cecritère est violé. A ces deux sous-ensembles sont associés les événements de sécurité Es ∈ F etde défaillance Ef ∈ F dé�nis comme suit :
Es = {ω ∈ Ω : G(X(ω)) > 0} , Ef = {ω ∈ Ω : G(X(ω)) < 0}et véri�ant :

Es ∪ Ef = Ω , Es ∩Ef = ∅ (IV.2)



IV.1. Formulation fiabiliste 69Une fois connue la densité de probabilité pX de X, l'objectif fondamental de l'analyse de�abilité est d'évaluer les probabilités P (Es) et P (Ef ), appelées respectivement probabilité desécurité et probabilité de défaillance. Ces probabilités sont données par :
P (Es) =

∫

Ds

pX(x)dx , P (Ef ) =

∫

Df

pX(x)dx (IV.3)et sont telles que, d'après (IV.2) :
P (Es) = 1− P (Ef )Il résulte de cette dernière relation que la connaissance de l'une de ces deux probabilités déterminecomplètement l'autre. C'est pourquoi dans la pratique �abiliste on ne s'intéresse en général qu'àl'une de ces deux, et principalement à P (Ef ). C'est ce que nous ferins ici en notant commehabituellement Pf cette probabilité qui peut être réécrite :

Pf = P (Ef ) =

∫

Rn

1Df
(x)pX(x)dx (IV.4)où 1Df

est la fonction indicatrice du domaine Df telle que 1Df
(x) = 1 si x ∈ Df et 1Df

(x) = 0si x /∈ Df , x = (x1, . . . , xn)
T est l'élément générique de R

n et dx = dx1 . . . dxn la mesure deLebesgue associée. Le calcul exact de cette intégrale étant généralement impossible, des méthodesde Monte-Carlo [RK07, Rip06] et des approximations �abilistes [DM96] sont utilisées pour estimer
Pf .IV.1.1 Formulation standardDans la démarche �abiliste classique, il est d'usage de transformer la formulation initiale du pro-blème (Eq. (IV.4) en une formulation standard dans laquelle le vecteur des paramètres aléatoiressuit une loi gaussienne standard. Cela implique de construire une transformation régulière T[Ros52, DM96] (opération supposée possible ici) telle qu'on puisse écrire :

Y = T (X)où Y = (Y1, . . . , Yn)
T est un vecteur aléatoire gaussien standard à valeurs dans Rn. En introdui-sant alors le changement de variable y = T (x) dans (IV.4), on obtient :

Pf =

∫

Rn

1∆f
(y)ϕn(y)dy



70 IV. Analyse fiabilisteoù l'ensemble ∆f est l'image par T de Df :
∆f = T (Df ) = {y ∈ R

n : Γ(y) < 0}avec :
Γ = G ◦ T−1et où ϕn est la densité de la loi gaussienne standard sur Rn, telle que ∀y ∈ R

n :
ϕn(y) =

1

(2π)n/2
exp

(
−〈y,y〉n

2

) (IV.5)où 〈., .〉n désigne le produit scalaire euclidien sur Rn.IV.1.2 Indice de Hasofer-LindL'indice de Hasofer-Lind βHL est un indice de �abilité dont le calcul est plus aisé que celui de laprobabilité de défaillance. Il est dé�ni dans la formulation standard par :
βHL = δ(O,∆f )où O est l'origine de l'espace standard et δ(O,∆f ) la distance euclidienne entre O et le domainede défaillance ∆f (Fig. IV.1). Donc, βHL est solution (non nécessairement unique) du problèmed'optimisation sous contrainte :

βHL = min
M∈∆f

‖−−→OM‖n (IV.6)où ‖.‖n est la norme euclidienne associée au produit scalaire 〈., .〉n. De nombreux algorithmessont disponibles dans la littérature [Rac76, ZK94] pour la résolution de ce problème. Le pointsolution M∗, tel que βHL = ‖−−−→OM∗‖n est appelé point de conception.IV.1.3 Approximation FORMCette approximation (FORM signi�e First Order Reliability Method) consiste à remplacer ledomaine de défaillance ∆f par le demi-espace ∆L
f tangent à ∆f en M∗ (voir Fig. IV.1). Cedemi-espace est dé�ni par :

∆L
f =

{
y ∈ R

n : ΓL(y) < 0
}
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Figure IV.1 � Illustration de l'indice de Hasofer-Lind, en dimension deuxavec :
ΓL(y) = Γ(y∗) + 〈∇Γ(y∗),y − y∗〉n , y ∈ R

n (IV.7)où y∗ = (y∗1, . . . , y
∗
n)
T est le vecteur des coordonnées de M∗ (i.e. le vecteur position de M∗), ∇Γest le gradient de Γ et Γ(y∗) = 0 ici. L'équation (IV.7) est le développement de Taylor au premierordre de Γ en M∗. En utilisant cette approximation, la probabilité de défaillance Pf peut êtreapproximée par :

PLf =

∫

Rn

1∆L
f
(y)ϕn(y)dyet on peut alors montrer que :

PLf = Φ

(
−Γ(y∗)− 〈∇Γ(y∗),y∗〉n

‖∇Γ(y∗)‖n

)
= Φ(−βHL) (IV.8)où Φ est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard sur R. La probabilité PLf estappelée l'approximation FORM de Pf et n'est une approximation convenable de Pf que si lafonction d'état-limite Γ est quasi-linéaire et le point de conception unique.Dans le cas où le point de conception n'est pas unique, l'approximation donnée par (IV.8)doit être modi�ée. Par exemple, considérons deux points de conception M∗

1 et M∗
2 d'indices deHasofer-Lind correspondants β1HL = ‖OM∗

1 ‖n et β2HL = ‖OM∗
2 ‖n (Fig. IV.2). On peut alorsmontrer [DM96] que l'approximation FORM PLf de Pf s'écrit :

PLf = 1− G2(β
1
HL, β

2
HL, ρ12)
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Figure IV.2 � Illustration d'un cas avec deux points de conception, en dimension deuxoù ρ12 = 〈n1,n2〉n est le produit scalaire des vecteurs normaux unitaires sortant n1 et n2 donnéspar :
n1 = − ∇Γ(y∗

1
)

‖∇Γ(y∗

1
)‖n

, n2 = − ∇Γ(y∗
2)

‖∇Γ(y∗
2)‖net G2(x1, x2; ρ) est la fonction de répartition de la loi gaussienne sur R

2, centrée et de matricede covariance :
C =

[
1 ρ

ρ 1

]soit :
G2(x1, x2; ρ) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞

1

2π
√

1− ρ2
exp

(
−u

2
1 − 2ρu1u2 + u22

2(1 − ρ2)

)
du1du2IV.1.4 Approximation SORMLa méthode SORM (Second Order Reliability Method) est un ra�nement de l'approximationFORM consistant à remplacer la fonction d'état-limite Γ par son approximation quadratique ΓQen M∗, donnée par :

ΓQ(y) = Γ(y∗) + 〈∇Γ(y∗),y − y∗〉n +
1

2
〈∇2Γ(y∗)(y − y∗),y − y∗〉n , y ∈ R

n (IV.9)puis à substituer au domaine de défaillance ∆f le domaine :
∆Q
f =

{
y ∈ R

n : ΓQ(y) ≤ 0
}



IV.1. Formulation fiabiliste 73La probabilité de défaillance PQf associée à ∆Q
f est alors donnée par :

PQf =

∫

Rn

1
∆Q

f

(y)ϕ(y)dyintégrale qui peut ensuite être approximée par la formule asymptotique de Hohenbichler [HR88] :
PQf ∼ Φ(−βHL)

n−1∏

i=1

(
1 +

ϕ(βHL)

Φ(−βHL)
κi

)−1/2

(1 ≤ βHL → +∞) (IV.10)où κi, 1 ≤ i ≤ n− 1 sont les courbures principales de la surface d'état-limite en M∗, considéréespositives si le domaine de défaillance est convexe enM∗, et supposées véri�er ∀i ∈ {1, . . . , n−1} :
κi > −Φ(−βHL)/ϕ(βHL). Dans (IV.9), ∇2Γ(y∗) désigne la matrice hessienne de Γ en M∗ et ona toujours Γ(y∗) = 0.L'enjeu de la méthode SORM, une fois calculé l'indice de Hasofer-Lind, est donc d'évaluer lescourbures principales κi. Plusieurs méthodes existent dans la littérature, basées pour la plupartsur le calcul des valeurs propres de la hessienne ∇2Γ(y∗). Les inconvénients de ces méthodestiennent principalement à trois causes :1. la fonction d'état-limite doit être deux fois continûment di�érentiable au voisinage deM∗ ;2. l'estimation numérique de la hessienne ∇2Γ(y∗) est coûteuse lorsque n est grand ;3. le calcul des κi à partir de la hessienne est très sensible aux bruits numériques, et peutconduire à des valeurs très imprécises.La méthode dite du � Point Fitting �[KLH87] permet en général d'éviter ces inconvénients. C'estpourquoi nous l'avons utilisée dans ce travail. Nous en donnons une brêve description ci-après.La première étape de cette méthode consiste à réaliser un changement de variables y → y′dans l'espace standard a�n que le point de conception M∗ soit situé sur l'axe relatif à y′

n. Cettetransformation correspond à une rotation, dé�nie par :
y′ = Ryoù la n-ième ligne de la matrice R est égale à y∗/‖y∗‖ et les (n − 1) lignes restantes sontdéterminées par un algorithme d'orthogonalisation de Gram-Schmidt.Puis, dans chaque plan (y′i, y

′
n), 1 ≤ i < n, deux points de contrôle P−i et P+i (voir Fig. IV.3)sont choisis tels que :- leurs coordonnées dans le plan (y′i, y

′
n) sont (−βHL, η−i) et (βHL, η+i) respectivement,
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Figure IV.3 � Méthode SORM Point Fitting, selon [KLH87]- les ordonnées η−i et η+i sont solutions des équations non linéaires :
Γ(R−1y′

−i) = 0 , Γ(R−1y′

+i) = 0avec y′
−i = (0, . . . , 0,−βHL, 0, . . . , η)T et y′

+i = (0, . . . , 0, βHL, 0, . . . , η)
T . Ces deux équa-tions sont résolues en utilisant un algorithme de Newton-Raphson.Deux demi-paraboles P−i et P+i sont ensuite construites sous les contraintes d'être tangentesà la surface d'état-limite enM∗ et de passer par P−i et P+i respectivement. Une telle constructionpermet d'approximer des surfaces d'état-limite non-symétriques, comme montré sur la �gure IV.3.Les courbures κ−i et κ+i des demi-paraboles P−i et P+i sont données respectivement par :

κ±i =
2(η±i − βHL)

β2HLLes courbures principales de la surface d'état-limite en M∗ peuvent alors être approximées parles courbures équivalentes κeqi , 1 ≤ i < n, dé�nies par les égalités :
1√

1 + ϕ(βHL)
Φ(−βHL)

κeqi

=
1

2


 1√

1 + ϕ(βHL)
Φ(−βHL)

κ−i

+
1√

1 + ϕ(βHL)
Φ(−βHL)

κ+i


 , i = 1, . . . , n− 1 (IV.11)En remplaçant dans (IV.10) les κi par les κeqi on obtient �nalement la nouvelle approximationcherchée de PQf :

PQf ≈ Φ(−βHL)
n−1∏

i=1

(
1 +

ϕ(βHL)

Φ(−βHL)
κeqi

)−1/2



IV.2. Améliorations apportées 75IV.2 Améliorations apportéesPlusieurs améliorations ont été apportées aux algorithmes standards présentés ci-dessus, a�n des'adapter au mieux aux spéci�cités du modèle et de réduire les calculs nécessaires.IV.2.1 Convergence de l'algorithme de détermination de M∗La recherche du point de conception, étape fondamentale du calcul de βHL, est le préliminaire àl'application des méthodes FORM et SORM. Deux algorithmes de résolution du système d'op-timisation (Eq. IV.6) ont été testés : l'algorithme de Rackwitz-Fiessler [Rac76], programmé enMatlab, et l'algorithme iHLRF [ZK94] implémenté dans FERUM [BMD09]. En choisissant commepoint de départ le point origine O, aucun de ces deux algorithmes ne parvient à converger. Onpeut voir sur la �gure IV.4a les composantes du vecteur position y∗ du point de conception pourles trois premières itérations de l'algorithme de Rackwitz-Fiessler, pour la classe de conducteurs
1 avec une vitesse de 45 km.h−1. On remarque que la 5-ème composante yn5 de yn, correspon-dant à la variable aléatoire X5 = Θ (Eq. (III.6)), change totalement de valeur d'une itérationà la suivante. Ceci résulte des non-linéarités associées à cette variable, qui provoquent de fortesvariations du gradient. A�n de contrôler ces divergences, un seuil de variation maximale ε a étéintroduit entre deux itérations successives n et n+ 1, traduit par l'inégalité :

∣∣yn+1
5 − yn5

∣∣ < ε (IV.12)La valeur de ε a été choisie égale à 0.05, ce qui assure au gradient de Γ de rester quasimentconstant d'un pas de l'algorithme au suivant. Si l'inégalité (IV.12) n'est pas véri�ée, le vecteurnormal unitaire n est modi�é en n̂ selon :
λ = ε/|yn+1

5 | (IV.13)
n̂ =

yn + λyn+1

||yn + λyn+1|| (IV.14)la nouvelle estimation du point de conception à la (n + 1)-ième itération ŷ
n+1 est alors donnéepar :

ŷn+1 = βn̂ | Γ(βn̂) = 0 (IV.15)où β est déterminé par une méthode de Newton-Raphson.La �gure IV.4b illustre graphiquement les valeurs des composantes de yn,yn+1 et ŷn+1 pour
n = 2. Dans ce cas la di�érence yn+1

5 −yn5 est largement supérieure à ε, par conséquent l'inégalité
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a) b)Figure IV.4 � Coordonnées de M∗ selon les itérations (a) et correction de yn+1 (b)(IV.12) n'est pas véri�ée. Le vecteur corrigé ŷ
n+1 est alors calculé selon (IV.13)-(IV.15). Il estconstruit de telle façon que ŷn+1

5 soit à une distance ε = 0.05 de yn5 et situé au plus proche de
yn+1
5 . Les autres composantes du vecteur corrigé ŷ

n+1 intègrent une proportion λ de yn+1 selon(IV.14). Les vecteurs yn et ŷn+1 sont relativement proches d'une itération à l'autre, ce qui assurela convergence vers le vecteur position solution y∗. L'évolution de βnHL = ‖yn‖ en fonction de nest visible sur la �gure IV.5 avec et sans la correction (IV.13)-(IV.15). On observe que le cas sanscorrection présente une évolution chaotique, et il a été véri�é que la convergence n'est toujourspas atteinte au bout de 300 itérations. Au contraire, l'application de la correction permet decontrôler l'évolution βnHL et de converger en 28 itérations. Le critère de convergence retenu est :
∣∣βn+1
HL − βnHL

∣∣ < 10−3

∣∣Γ(yn+1)
∣∣ < 10−4Les carrés noirs sur la �gure IV.5 désignent les itérations ou la correction a été appliquée. Onremarque que la correction est systématique dans toute l'approche du point de conception, etest également appliquée à certaines itérations (22, 24 et 25) proches de la convergence. Il ap-parait donc que les non-linéarités contenues dans le modèle rendent la correction obligatoire etla convergence lente. Il est par conséquent important, a�n de minimiser le nombre d'itérationsnécessaires, d'initialiser l'algorithme au plus près du point de conception.IV.2.2 Stratégie de choix du point initialSans information a priori sur le point de conception, le point d'initialisation généralement choisiest l'origine O de l'espace standard. Les calculs précédents ont montré que la convergence né-cessitait alors un grand nombre d'itérations. Il est donc important de choisir judicieusement le
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Figure IV.5 � Convergence de l'indice βnHL, avec et sans correctionvecteur position initial y0 en fonction des informations disponibles au moment du calcul. Le cal-cul d'indicateurs de risque est e�ectué pour la plage de vitesse [45, 80] km.h−1 dans chaque classede conducteurs a�n de couvrir toutes les conditions initiales possiblement rencontrées. Trois dif-férents cas sont à considérer selon que l'on considère le premier calcul (cas 1 : 45 km.h−1, Classe1), les premiers calculs des autres classes de conducteurs (cas 1 : 45 km.h−1, Classe 2,3, ou 4),ou tous les autres calculs (cas 3).- cas 1 : Pour ce calcul, aucune information n'est connue concernant d'autres vitesses ouclasses de conducteurs. Par contre, l'analyse de sensibilité sur le critère de position latéralea montré que les quatre variables aléatoires (M,ar,D0, V0) représentent environ 75% del'in�uence totale, le processus ψ représentant les 25% restant. On peut donc supposer quele point de conception M∗ est proche du point de conception M̃∗ du système pour lequelle vecteur aléatoire X̃ = (M,ar,D0, V0)
T est réduit aux quatre premières composantes de

X et où le processus ψ est ignoré. Comportant seulement quatre variables aléatoires, levecteur position ỹ
∗ = (ỹ∗1, ỹ

∗
2 , ỹ

∗
3, ỹ

∗
4)
T de M̃∗ est rapidement estimé, et le vecteur y∗ choisiest :

y0 = (ỹ∗1 , ỹ
∗
2 ỹ

∗
3 ỹ

∗
4, 0, . . . , 0)

TLa comparaison entre le vecteur position initial y0 et le vecteur position y∗ de M∗ estprésentée sur la �gure IV.6a. On remarque que l'ordre de grandeur des quatre premièrescomposantes de y0 est satisfaisant. Ce choix permet de réduire le nombre d'itérationsnécessaires pour converger de 28 à 9, ce qui correspond à une réduction de 789 à 241appels au modèle mécanique.- cas 2 : Lors du premier calcul d'une nouvelle classe de conducteurs, le point initial choisi estle point de conception de la classe de conducteurs précédente, préalablement calculé. Par
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Itérations AppelsSans initialisation 1 836 54 168Avec initialisation 207 6 033Table IV.1 � Gain apporté par la stratégie d'initialisation
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a) b)Figure IV.7 � Allure des états-limites dans les cas X5 uniforme sur [0, 1] (a) et X5 uniforme sur
[−0.5, 0.5] (b)exemple, le point de conception du cas (45 km.h−1, Classe 2) est choisi comme point initialdu cas (45 km.h−1, Classe 3). Comme on peut le voir sur la �gure IV.6b les coordonnéesde y0 et y∗ sont alors assez proches, et la convergence est alors obtenue en moyenne en 5itérations (140 appels au modèle).- cas 3 : Dans tous les autres cas, le point initial choisi est la solution du cas à la vitesseimmédiatement inférieure dans la même classe de conducteurs. Dans ce cas le vecteurposition y0 est très proche du vecteur position de M∗ (Fig. IV.6c) et le calcul ne nécessiteque 2 itérations, soit moins de 70 appels au modèle. Cette catégorie concerne 64 des 68calculs de probabilité.Cette stratégie d'initialisation conduit alors à la séquence de calcul résumée sur la �gureIV.6d. Le gain en nombre d'itérations et d'appels au modèle qu'elle procure est résumée dans letableau IV.1. On observe un facteur de réduction proche de 9 en termes de coût de calcul.IV.2.3 Réuni�cation des domaines de défaillanceUne fois le point de conception déterminé, l'approximation FORM de la probabilité de défaillancen'est fonction que de l'indice de Hasofer-Lind βHL = ‖y∗‖ selon (IV.8). Cette approximationn'est valable que dans le cas ou le point de conception est unique, et ne fournit de bons résultatsque si la surface d'état-limite est quasi-linéaire. Or, on remarque sur la �gure IV.7a que dansle plan (y4, y5), le domaine de défaillance est formé de deux parties disjointes. Dans ce cas, lasolution classique consiste à déterminer le point de conception relatif à chacune de ces parties. Ilest alors possible de déterminer une approximation FORM de la probabilité de défaillance dans
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Figure IV.8 � Ra�nements apportés à la méthode SORM PFle cas ou deux points de conception existent selon les formules détaillées dans la section IV.1.3[DM96, KD98].Dans notre cas, la variable aléatoire à l'origine de ce fractionnement du domaine de défaillanceest la variable X5 = Θ qui apparaît dans l'expression du processus ψ :
ψ(t) = ε sin (νt+ σW (t) + 2πΘ)Cette variable, initialement supposée uniforme sur [0, 1], peut en fait être choisie uniforme surtout intervalle de longueur 1 sans modi�er les propriétés statistiques du processus ψ. Or, il estapparu qu'en la choisissant uniforme sur [−0.5, 0.5], le domaine de défaillance ne comportait plusqu'une seule partie comme le montre la �gure Fig. IV.7b. Nous avons donc opté pour ce choixqui permet d'obtenir un domaine de défaillance formé d'un unique sous-ensemble de R15 et doncde simpli�er l'application de la méthode FORM.IV.2.4 Enrichissement de SORM Point FittingL'application de la méthode SORM Point Fitting, telle que détaillée dans la section IV.1.4, n'apas fourni de résultats satisfaisants. Or la représentation de la surface d'état-limite par unesurface quadrique est généralement su�samment précise pour les applications d'ingénierie, àcondition que le point de conception soit rigoureusement identi�é et unique [KD98]. Etant donnéles problèmes de convergence rencontrés avec ce modèle, une meilleure identi�cation du pointde conception ne peut être obtenue qu'en diminuant le seuil ε de (IV.12). Ceci a alors pourconséquence d'augmenter fortement le nombre d'itérations pour atteindre la convergence. Pouréviter cet inconvénient, l'idée suivie ici consiste à utiliser les points de contrôle P±i a�n derelocaliser précisément le point de conception.



IV.2. Améliorations apportées 81Le principe proposé est d'utiliser le maximum d'information connue sur la surface d'état-limite (le point de conception estimé M∗ et les points de contrôle P±i) pour y faire passer unesurface polynomiale (P). Le point de conception corrigé M̃∗ se situe alors au minimum de (P)(voir Fig. IV.8). La méthode SORM Point Fitting classique utilise deux points de contrôle, lasurface polynomiale (P) est donc de degré 2. Cependant, ce degré ne permet pas de correctione�cace pour les surfaces d'état-limite non-symétriques, ce qui est un des avantages majeursde la méthode SORM Point Fitting. Il a donc été choisi d'ajouter des points de contrôle a�nd'augmenter le degré de la surface (P). Ces points doivent être ajoutés par paire pour ne pasprivilégier un côté. Un total de 4 points de contrôle s'est avéré être un bon compromis. Ces points
P 1
±i et P 2

±i sont placés aux abscisses ±βHL/2 et ±βHL de l'axe y′i respectivement. En e�et, ilest important de disposer d'une bonne représentation de la surface d'état-limite dans l'intervalle
[−βHL, βHL] sur lequel sont estimées les courbures principales. Une fois identi�é le point deconception corrigé M̃∗ (et donc son vecteur position ỹ

′∗), les courbures κ±i des demi-paraboles
(P±i) sont évaluées par les formules :

κ+i =
1

2

(
2(η1+i − ỹ′∗n )

(βHL/2− ỹ′∗i )
2
+

2(η2+i − ỹ′∗n )

(βHL − ỹ′∗i )
2

)

κ−i =
1

2

(
2(η1−i − ỹ′∗n )

(−βHL/2− ỹ′∗i )
2
+

2(η2−i − ỹ′∗n )

(−βHL − ỹ′∗i )
2

)dans le cas ou le point corrigé M̃∗ se situe entre P 1
−i et P 1

+i. Ce calcul correspond à la moyennedes courbures des demi-paraboles reliant M̃∗ à P 1
+i et M̃∗ à P 2

+i pour la partie droite, et desdemi-paraboles reliant M̃∗ à P 1
−i et M̃∗ à P 2

−i pour la partie gauche. Lorsqu'une correction plusforte est appliquée, par exemple si le point M̃∗ se situe à droite de P 1
+i, les courbures sont évaluéespar :

κ+i =
2(η2+i − ỹ′∗n )

(βHL − ỹ′∗i )
2

κ−i =
1

2

(
2(y′∗n − ỹ′∗n )

(y′∗i − ỹ′∗i )
2
+

2(η1−i − ỹ′∗n )

(−βHL/2− ỹ′∗i )
2

)Dans ce cas les demi-paraboles considérées relient M̃∗ à M∗ et M̃∗ à P 1
−i pour la partie gauche,et seulement une demi-parabole est considérée pour la partie droite reliant M̃∗ à P 2

+i. On procèdede façon analogue lorsque le point corrigé se situe à gauche de P 1
−i. Si le minimum de la surface

(P) se trouve à l'extérieur du segment formé par les points P 2
−i et P 2

+i, il y a alors probablementun problème de convergence et aucune correction n'est apportée. En�n, la courbure équivalente
κeq est toujours calculée selon (IV.11) et l'approximation SORM de Pf selon (IV.10).En pratique, les ordonnées η1,2±i des points additionnels P 1,2

±i sont calculées selon l'algorithmeproposé dans la méthode SORM Point Fitting par [KLH87]. Le calcul de l'approximation SORMde Pf nécessite alors au total 196 appels au modèle mécanique.
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Figure IV.9 � Quelques exemples de surfaces d'état-limite (courbes bleues), leurs approxima-tions SORM (courbes vertes), les points de contrôle (points noirs), les points deconceptions initiaux (triangle rouge) et corrigés (carrés verts)Les demi-paraboles rouges sur la �gure IV.8 montrent l'erreur importante pouvant être com-mise si le point de conception est mal identi�é. En e�et, si le point M∗ ne se situe pas sur latangente horizontale de la surface d'état-limite dans le plan (y′i, y
′
n), l'approximation par demi-paraboles n'est alors pas correcte. Par contre, une fois estimé le point de conception corrigé M̃∗les demi-paraboles vertes identi�ées reproduisent �dèlement la surface d'état-limite. La �gureIV.9 montre les corrections e�ectuées par la méthode SORM Point Fitting telle que modi�éeci-dessus. Le graphe a) correspond à un cas idéal où l'état-limite est symétrique et le pointde conception parfaitement identi�é. Les graphes b) et c) représentent deux cas ou le point deconception est mal identi�é et nécessite une correction. On observe alors que le point après cor-rection (carré vert) est correctement placé. Les graphes de la dernière ligne d) e) et f) illustrentdes cas avec des fortes non-linéarités. On observe alors que la courbe approximée (courbe verte)restitue une bonne approximation de la surface d'état-limite au voisinage du point de conception,qui in�uence majoritairement la valeur de la probabilité de défaillance.
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a) b)Figure IV.10 � Séparation des cas de sortie intérieure et extérieureIV.3 Premiers résultatsLes méthodes exposées ci-dessus ont été implémentées en langage Matlab ainsi qu'en Fortran. Lesrésultats sont présentés ici pour le seul critère de position latérale, des applications plus complètesétant réalisées dans le chapitre suivant. Dans cette section, le but est d'évaluer les di�érentesméthodes de �abilité mises en ÷uvre sur ce problème. Dans chaque classe de conducteurs, lesprobabilités de défaillance sont calculées pour des vitesses allant de 45 à 80 km.h−1. Selon lavitesse, le nombre de points de la trajectoire à simuler varie de 109 à 197 et les temps de calcul de
0.5 à 0.8 ms en Fortran (resp. 5 à 8 ms en Matlab). La rapidité du programme Fortran permet deréaliser des simulations de Monte-Carlo, a�n de disposer de valeurs de référence de la probabilitéde défaillance. Les méthodes FORM et SORM ont été codées en Matlab a�n de permettre undéveloppement et une visualisation des résultats plus rapides.IV.3.1 Résultats Monte-CarloDans un premier temps, les probabilités de défaillance ont été évaluées par une méthode deMonte-Carlo. Les calculs ont été e�ectués en parallèle sur un cluster de 54 processeurs. Chaqueprobabilité de défaillance est évaluée avec N = 107 simulations, ce qui nécessite moins de deuxheures de calcul sur un des processeurs 2 GHz du cluster. Les 68 conditions initiales envisagées(17 vitesses dans 4 classes de conducteurs) sont alors calculées en moins de 4 heures grâce aucluster, mais nécessiteraient plus de 4 jours sur un seul ordinateur.Rappelons que le critère de position latérale (III.4) s'écrit :

d− sup
t∈[0,T ]

|D(t)| > 0
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Sortie extérieureFigure IV.11 � Points de conception associées aux sorties extérieure et intérieureCe critère peut donc être violé si sup

t∈[0,T ]
D(t) ≥ d ou si inf

t∈[0,T ]
D(t) = −d, situations correspondantaux cas de sorties intérieure et extérieure illustrées sur la �gure IV.10a. Les probabilités associéesà chacun de ces événements sont présentées �gure IV.10b en échelle logarithmique, en bleu pour lasortie intérieure et en rouge pour la sortie extérieure. On constate une forte di�érence des valeursdes probabilités, d'une part à cause de la tendance des véhicules au sous-virage (qui favorise lasortie extérieure) et d'autre part en raison des trajectoires de référence situées à l'extérieur dela voie de circulation. Aucune sortie intérieure n'a été observée pour des vitesses inférieures à

60 km.h−1. De plus, la probabilité d'occurrence de la sortie intérieure est toujours négligeablepar rapport à la sortie extérieure, sauf pour les vitesses supérieures à 70 km.h−1 pour la classe
1. Ces cas, pour lesquels l'accélération latérale maximale est supérieure à 5 m.s−2 excèdent doncfortement la limite de sécurité usuelle de 3 m.s−2. Pour ces raisons, on ne considérera que lasortie extérieure dans le critère de position latérale, qui se simpli�e alors en l'inégalité :

d− sup
t∈[0,T ]

D(t) > 0 (IV.16)Ceci permet de ne considérer qu'un seul mode de défaillance, et donc de n'avoir qu'un seul pointde conception grâce à la modi�cation apportée section IV.2.3. Notons toutefois que le point deconception associé à la sortie intérieure peut facilement être trouvé avec la méthodologie proposée.La �gure IV.11 compare les coordonnées des points de conception pour les sorties extérieure etintérieure, les indices de Hasofer-Lind associés ont pour valeurs respectivement 3.13 et 8.33. Onretrouve donc bien le fait que la sortie extérieure est le mode de défaillance prépondérant.



IV.3. Premiers résultats 85FORM SORM PF SORM PF 4Appels 8 704 16 320 22 032Erreur moyenne 280% 62% 24%Erreur maximale 805% 138% 70%Table IV.2 � Comparaison des erreurs et du nombre d'appels relatifs aux di�érentes méthodes�abilistesIV.3.2 Comparaison des méthodes �abilistesLes méthodes de Monte-Carlo, FORM, SORM Point Fitting, ainsi que les adaptations apportéesont été appliquées au critère de position latérale tel que modi�é dans (IV.16) :
d− sup

t∈[0,T ]
D(t) > 0L'objectif de cette section est de comparer les estimations de la probabilité de défaillance associéesaux di�érentes méthodes, en termes de précision et de coût de calcul. Les résultats des estimationssont présentés par classe de conducteurs sur les �gure IV.12 et IV.13 en échelles linéaire etlogarithmique respectivement. Les intervalles de con�ance de l'estimation par Monte-Carlo n'ontpas pu être ajoutés à ces �gures, car étant donné le grand nombre N = 107 de simulationse�ectuées et les valeurs de probabilité entre 10−4 et 10−1, la longueur des intervalles est inférieureà 0.1% de Pf .On peut remarquer que l'approximation FORM mène à une forte sur-évaluation de la proba-bilité de défaillance. Ceci indique que la surface d'état-limite présente une courbure importanteau voisinage du point de conception, et con�rme ce qui avait déjà été observé sur les �gures IV.7et IV.9. L'application de la méthode SORM Point Fitting permet de se rapprocher de la valeurobtenue par Monte-Carlo. Cependant une di�érence existe toujours, autant à basse vitesse qu'àhaute vitesse. Cette méthode n'est donc pas assez précise pour l'application visée. Les ra�ne-ments apportés à la méthode SORM, nommée SORM PF 4 sur les �gures par référence aux 4points de contrôle, apportent un gain en précision sur toute la plage de vitesse. L'erreur maximalese situe alors sur les faibles probabilités (vitesses inférieures à 55 km.h−1) qui sont des cas quine nécessiteront certainement pas d'alerte. Par contre l'accord des résultats est très satisfaisantsur les vitesses supérieures à 55 km.h−1, correspondant à la majorité des vitesses mesurées surle tra�c lors de la campagne de mesure.Le tableau IV.2 résume le nombre d'appels au modèle mécanique nécessaire à chacune desméthodes �abilistes pour évaluer la totalité des probabilités de défaillance (68 cas). La méthodeFORM ne nécessite que 8704 appels, mais les résultats qu'elle fournit sont inexploitables à causedes erreurs d'approximation commises. Les erreurs maximales se situent toujours au niveau des
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Figure IV.12 � Comparaison des méthodes �abilistes, échelle linéaire
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FORM SORM PF SORM PF 4 Monte-CarloClasse 1 V 45 8, 60 · 10−4 2, 26 · 10−4 1, 57 · 10−4 9, 50 · 10−5Classe 1 V 50 2, 87 · 10−3 1, 08 · 10−3

7, 80 · 10
−4 4, 57 · 10−4Classe 1 V 52 4, 43 · 10−3 1, 76 · 10−3

1, 27 · 10
−3 7, 92 · 10−4Classe 1 V 54 6, 15 · 10−3 2, 51 · 10−3

1, 80 · 10
−3 1, 14 · 10−3Classe 1 V 56 9, 93 · 10−3 4, 26 · 10−3

3, 08 · 10
−3 2, 03 · 10−3Classe 1 V 58 1, 29 · 10−2 5, 61 · 10−3

4, 08 · 10
−3 2, 75 · 10−3Classe 1 V 60 1, 75 · 10−2 7, 69 · 10−3

5, 63 · 10
−3 3, 95 · 10−3Classe 1 V 62 2, 17 · 10−2 9, 72 · 10−3

7, 25 · 10
−3 5, 27 · 10−3Classe 1 V 64 2, 53 · 10−2 1, 15 · 10−2

8, 64 · 10
−3 6, 34 · 10−3Classe 1 V 66 3, 09 · 10−2 1, 42 · 10−2

1, 10 · 10
−2 8, 37 · 10−3Classe 1 V 68 3, 59 · 10−2 1, 70 · 10−2

1, 33 · 10
−2 1, 07 · 10−2Classe 1 V 70 4, 03 · 10−2 1, 98 · 10−2

1, 57 · 10
−2 1, 26 · 10−2Classe 1 V 72 4, 37 · 10−2 2, 23 · 10−2

1, 76 · 10
−2 1, 43 · 10−2Classe 1 V 74 5, 10 · 10−2 2, 71 · 10−2

2, 16 · 10
−2 1, 83 · 10−2Classe 1 V 76 5, 80 · 10−2 3, 17 · 10−2

2, 56 · 10
−2 2, 21 · 10−2Classe 1 V 78 6, 38 · 10−2 3, 54 · 10−2

2, 93 · 10
−2 2, 61 · 10−2Classe 1 V 80 6, 83 · 10−2 3, 85 · 10−2

3, 23 · 10
−2 2, 90 · 10−2Classe 2 V 45 2, 19 · 10−3 6, 94 · 10−4 4, 90 · 10−4 3, 08 · 10−4Classe 2 V 50 6, 03 · 10−3 2, 47 · 10−3

1, 80 · 10
−3 1, 13 · 10−3Classe 2 V 52 8, 76 · 10−3 3, 75 · 10−3

2, 76 · 10
−3 1, 79 · 10−3Classe 2 V 54 1, 18 · 10−2 5, 11 · 10−3

3, 68 · 10
−3 2, 50 · 10−3Classe 2 V 56 1, 79 · 10−2 7, 90 · 10−3 5, 83 · 10−3 4, 19 · 10−3Classe 2 V 58 2, 26 · 10−2 1, 00 · 10−2

7, 45 · 10
−3 5, 45 · 10−3Classe 2 V 60 2, 92 · 10−2 1, 30 · 10−2

9, 81 · 10
−3 7, 48 · 10−3Classe 2 V 62 3, 49 · 10−2 1, 58 · 10−2

1, 21 · 10
−2 9, 68 · 10−3Classe 2 V 64 4, 00 · 10−2 1, 84 · 10−2

1, 43 · 10
−2 1, 15 · 10−2Classe 2 V 66 4, 76 · 10−2 2, 24 · 10−2

1, 76 · 10
−2 1, 47 · 10−2Classe 2 V 68 5, 43 · 10−2 2, 61 · 10−2

2, 08 · 10
−2 1, 78 · 10−2Classe 2 V 70 5, 97 · 10−2 2, 97 · 10−2

2, 39 · 10
−2 2, 07 · 10−2Classe 2 V 72 6, 41 · 10−2 3, 27 · 10−2

2, 69 · 10
−2 2, 37 · 10−2Classe 2 V 74 7, 30 · 10−2 3, 83 · 10−2

3, 16 · 10
−2 2, 87 · 10−2Classe 2 V 76 8, 17 · 10−2 4, 34 · 10−2

3, 65 · 10
−2 3, 42 · 10−2Classe 2 V 78 8, 97 · 10−2 4, 85 · 10−2

4, 10 · 10
−2 3, 92 · 10−2Classe 2 V 80 9, 71 · 10−2 5, 32 · 10−2

4, 55 · 10
−2 4, 44 · 10−2Table IV.3 � Valeurs des di�érentes approximations de Pf pour les classes 1 et 2
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FORM SORM PF SORM PF 4 Monte-CarloClasse 3 V 45 3, 91 · 10−3 1, 26 · 10−3

8, 89 · 10
−4 6, 03 · 10−4Classe 3 V 50 9, 44 · 10−3 3, 87 · 10−3

2, 81 · 10
−3 1, 83 · 10−3Classe 3 V 52 1, 32 · 10−2 5, 57 · 10−3

4, 08 · 10
−3 2, 76 · 10−3Classe 3 V 54 1, 73 · 10−2 7, 31 · 10−3

5, 29 · 10
−3 3, 90 · 10−3Classe 3 V 56 2, 51 · 10−2 1, 07 · 10−2

7, 97 · 10
−3 6, 07 · 10−3Classe 3 V 58 3, 09 · 10−2 1, 31 · 10−2

9, 90 · 10
−3 7, 70 · 10−3Classe 3 V 60 3, 86 · 10−2 1, 65 · 10−2

1, 27 · 10
−2 1, 02 · 10−2Classe 3 V 62 4, 55 · 10−2 1, 97 · 10−2

1, 53 · 10
−2 1, 27 · 10−2Classe 3 V 64 5, 09 · 10−2 2, 24 · 10−2

1, 76 · 10
−2 1, 46 · 10−2Classe 3 V 66 5, 89 · 10−2 2, 65 · 10−2

2, 13 · 10
−2 1, 82 · 10−2Classe 3 V 68 6, 59 · 10−2 3, 06 · 10−2

2, 48 · 10
−2 2, 17 · 10−2Classe 3 V 70 7, 12 · 10−2 3, 40 · 10−2

2, 76 · 10
−2 2, 50 · 10−2Classe 3 V 72 7, 52 · 10−2 3, 71 · 10−2

3, 06 · 10
−2 2, 77 · 10−2Classe 3 V 74 8, 40 · 10−2 4, 24 · 10−2

3, 55 · 10
−2 3, 28 · 10−2Classe 3 V 76 9, 23 · 10−2 4, 76 · 10−2

4, 05 · 10
−2 3, 83 · 10−2Classe 3 V 78 1, 00 · 10−1 5, 26 · 10−2

4, 50 · 10
−2 4, 37 · 10−2Classe 3 V 80 1, 07 · 10−1 5, 73 · 10−2

4, 93 · 10
−2 4, 83 · 10−2Classe 4 V 45 8, 40 · 10−3 2, 69 · 10−3

1, 82 · 10
−3 1, 39 · 10−3Classe 4 V 50 1, 68 · 10−2 6, 52 · 10−3

4, 42 · 10
−3 3, 39 · 10−3Classe 4 V 52 2, 24 · 10−2 8, 72 · 10−3

5, 94 · 10
−3 4, 79 · 10−3Classe 4 V 54 2, 81 · 10−2 1, 08 · 10−2

7, 22 · 10
−3 6, 15 · 10−3Classe 4 V 56 3, 83 · 10−2 1, 45 · 10−2 1, 00 · 10−2 8, 93 · 10−3Classe 4 V 58 4, 52 · 10−2 1, 69 · 10−2

1, 21 · 10
−2 1, 07 · 10−2Classe 4 V 60 5, 43 · 10−2 2, 02 · 10−2

1, 55 · 10
−2 1, 38 · 10−2Classe 4 V 62 6, 16 · 10−2 2, 29 · 10−2

1, 81 · 10
−2 1, 60 · 10−2Classe 4 V 64 6, 68 · 10−2 2, 48 · 10−2

2, 03 · 10
−2 1, 82 · 10−2Classe 4 V 66 7, 45 · 10−2 2, 80 · 10−2

2, 40 · 10
−2 2, 15 · 10−2Classe 4 V 68 8, 03 · 10−2 3, 06 · 10−2

2, 66 · 10
−2 2, 47 · 10−2Classe 4 V 70 8, 39 · 10−2 3, 26 · 10−2

2, 87 · 10
−2 2, 73 · 10−2Classe 4 V 72 8, 59 · 10−2 3, 42 · 10−2

3, 06 · 10
−2 2, 91 · 10−2Classe 4 V 74 9, 28 · 10−2 3, 85 · 10−2

3, 47 · 10
−2 3, 34 · 10−2Classe 4 V 76 9, 90 · 10−2 4, 37 · 10−2

3, 82 · 10
−2 3, 76 · 10−2Classe 4 V 78 1, 05 · 10−1 4, 64 · 10−2

4, 16 · 10
−2 4, 10 · 10−2Classe 4 V 80 1, 10 · 10−1 4, 90 · 10−2

4, 42 · 10
−2 4, 40 · 10−2Table IV.4 � Valeurs des di�érentes approximations de Pf pour les classes 3 et 4
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Figure IV.14 � Erreur commise sur la vitesse d'alerte en fonction de la probabilité seuil, pourla classe 2faibles vitesses. L'application de la méthode SORM PF permet une forte réduction des erreursmoyennes et maximales, mais au prix d'un coût numérique doublé. Les erreurs résiduelles sontcependant trop fortes pour l'application visée. Avec les points de contrôle supplémentaires, laméthode SORM PF 4 nécessite 35% de temps de calcul supplémentaire (14 s en Fortran et 2′20”en Matlab) mais l'erreur moyenne diminue à 24%. L'erreur maximale est toujours importante etconcerne toujours les faibles vitesses.Les tableaux IV.3 et IV.4 permettent d'analyser plus �nement l'impact des erreurs de cha-cune des méthodes par rapport à l'application visée. Les cases colorées en vert, jaune et orangereprésentent respectivement les cas où l'erreur est inférieure à 10, 20 et 30% par rapport auxsimulations de Monte-Carlo. On remarque que peu de cas concernent des erreurs inférieures à
30% pour la méthode SORM PF, dans les vitesses les plus élevées. La précision supplémentaireapportée par la méthode SORM PF 4 conduit à une erreur inférieure à 30% pour des vitessesgénéralement supérieures à 65 km.h−1, et même inférieure à 10% pour les vitesses les plus élevées.Ces erreurs semblent néanmoins élevées. L'important, en vue de déclencher une alerte si un seuilde probabilité est dépassé, est en fait l'erreur induite sur la vitesse d'alerte. A�n d'évaluer cetteerreur, il a été estimé pour chaque probabilité entre 10−4 et 10−1 la di�érence entre la vitessed'alerte fournie par les simulations de Monte-Carlo et celle fournie par les simulations SORMPF et SORM PF 4. Cette erreur est présentée sur la �gure IV.14 pour la classe 2. Les cas oucette di�érence est inférieure à 3 km.h−1 sont reportées en gras dans les tableaux IV.3 et IV.4pour toutes les classes de conducteur. Ceci concerne tous les résultats issus de SORM PF 4 pourdes vitesses supérieures à 50 km.h−1, Donc, même pour les cas où l'erreur est supérieure à 30%.Par contre, les résultats issus de SORM PF ne permettent pas cette précision, l'écart induit surla vitesse étant au minimum égal à 3.5 km.h−1. En e�et, les cas où la précision de la méthodeSORM PF est de 20% correspondent aux vitesses élevées, et donc aux probabilités également



90 IV. Analyse fiabilisteélevées. Même un pourcentage d'erreur à priori faible peut engendrer une erreur conséquentesur la valeur de la vitesse d'alerte. Par e�et inverse, ceci implique que même pour des erreurssupérieures à 30% (situées à des probabilités alors très faibles), la méthode SORM PF 4 permetune évaluation correcte de la vitesse d'alerte.En conclusion, l'adaptation des méthodes �abilistes existantes aux spéci�cités du modèleutilisé a permis d'atteindre un niveau de précision compatible avec l'application visée. Le coûtnumérique, de l'ordre de 15 s sur un ordinateur standard, a été fortement réduit puisque plusieursjours sont nécessaires en utilisant une méthode de Monte-Carlo. Ceci permet, d'une part deréaliser facilement des études paramétriques (objet du chapitre suivant) puisque les simulationssont alors rapides, et d'autre part d'envisager une application à grande échelle sur les nombreuxpoints noirs du réseau routier actuel.
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Chapitre V
Applications
L'analyse �abiliste a permis de construire un outil d'aide à la décision pour le déclenchementd'alertes en entrée de virage. L'objet de ce chapitre est d'étudier l'applicabilité de cet outil pourchacun des critères de sécurité retenus ainsi que pour di�érentes valeurs des paramètres contrôlantces critères. On étudie également, dans les cas potentiellement dangereux, le comportement aprèsalerte a�n de déterminer si le dispositif envisagé permet e�ectivement une réduction du risqueencouru par le conducteur.V.1 Application aux critères de sécuritéTrois critères de sécurité ont été sélectionnés parmi ceux présentés dans la section I.2. Deux de cescritères (position latérale et accélération latérale) ont été choisis pour leur simplicité, puisqu'ilsre�ètent directement les scénarios de sortie de route par problème de guidage ou dynamiqueidenti�és dans [MBM+05]. Le troisième critère considéré est le Time to Lane Crossing (TLC),évaluant le temps disponible avant que le véhicule ne sorte de sa voie de circulation. Le TLC aété choisi car il est implanté dans la majorité des systèmes LDWS développés actuellement. Lecalcul de ces critères de sécurité (II.9)-(II.11), explicité dans la section II.3, est rappelé ici :

d− sup
t∈[0,T ]

|d(t)| > 0

ay − sup
t∈[0,T ]

|ay(t)| > 0TLC− sup
t∈[0,T ]

TLC(t) > 0A chacun de ces critères est associée une probabilité de défaillance selon la méthodologie détailléeau chapitre précédent. Ces probabilités sont notées respectivement PDf , PAf et P Tf pour la position
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a) b)Figure V.1 � Evolution de la probabilité PDf en fonction des conditions initiales, en échellelinéaire (a) et logarithmique (b)latérale, l'accélération latérale et le TLC. Les résultats présentés dans ce chapitre sont obtenusà partir des données issues de la campagne de mesures réalisée sur le virage de la Rd8 (cf. II.2).V.1.1 Critère de position latéralela �gure V.1 donne la représentation graphique de l'évolution de la probabilité PDf en fonctiondes conditions initiales (vitesse, classe de conducteurs). Cette représentation est une surface, eton peut y observer que PDf varie de 10−4 à 0.05. Pour plus de clarté les graphes sont tracés àla fois en échelle linéaire (V.1a) et logarithmique (V.1b). On observe une in�uence à la fois dela vitesse et de la classe de conducteur sur la probabilité PDf . La classe 1 apparaît être la plussûre. Ceci correspond au fait que la trajectoire correspondante est le plus à l'intérieur de la voiealors que, comme il a été remarqué au chapitre précédent, le mode de défaillance prépondérantest la sortie extérieure. La probabilité PDf évolue rapidement avec la vitesse, et de façon similairedans chacune des classes de conducteur. Par contre, on peut voir que pour les vitesses prochesde 80 km.h−1 de la classe 4 les valeurs de la probabilité sont localement inférieures à celles dela classe 3, ce qui ne se produit pas pour d'autres conditions initiales. De même, les probabilitésde la classe 1 évoluent plus lentement que les classes voisines pour les vitesses très élevées.Ces phénomènes a priori inattendus peuvent être attribués à l'insu�sance de la modélisationmécanique pour les niveaux de sollicitations engendrés par ces vitesses élevées. En e�et, le calculdes commandes de référence (selon la méthode décrite en section II.2.3) diverge pour des vitessessupérieures à 85 km.h−1. Cependant ces vitesses correspondant déjà évidemment à des situationsà risque, cette portion de la courbe n'est pas signi�cative pour l'application visée. Il n'a, en e�et,été mesuré aucune vitesse supérieure à 75 km.h−1 sur les deux jours de la campagne réalisée surla Rd8.
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a) b)Figure V.2 � Dé�nition des vitesses d'alerte en fonction de la probabilité seuilLa probabilité PDf est in�uencée à la fois par la classe de conducteur et la vitesse. Cettedernière variable apparaît déjà clairement accidentogène dans les statistiques de la sécurité rou-tière [MBM+05]. Par contre, l'intérêt majeur de l'application des méthodes probabilistes à ceproblème est d'obtenir une gradation du niveau de risque encouru lors de la négociation du vi-rage. Ceci permet de dé�nir rigoureusement les conditions initiales menant à un même niveau derisque encouru par le conducteur. La méthodologie d'évaluation du risque proposée ici constituedonc un outil d'aide à la décision e�cace pour la dé�nition des cas à alerter. Une fois choisieune probabilité seuil Pf , les vitesses d'alerte par classe de conducteurs sont en e�et directementdé�nies par les courbes iso-probabilité des surfaces de la �gure V.1. Une illustration pour lechoix de probabilité Pf = 2 · 10−2 est présentée sur la �gure V.2. Toutes les conditions initialespour lesquelles la probabilité est située au-dessus du plan rose dans la �gure (a) nécessitent ledéclenchement d'une alerte. Les vitesses limites correspondant aux déclenchements d'alerte enfonction des classes de conducteurs sont reportées sur le graphe (b). On observe une évolutionnon linéaire de la vitesse d'alerte, qui aurait été di�cilement mise en évidence avec une étudedéterministe.Les vitesses d'alerte vont de 66 km.h−1 pour la classe 4 à 74 km.h−1 pour la classe 1. Cetteplage étendue de vitesses justi�e de di�érencier les classes de conducteurs dans le but de générerdes alertes pertinentes. Ces résultats ont été obtenus en utilisant un critère de sécurité simpleet sans modélisation de caractéristiques de � pilotage � (trajectoire coupant le virage, freinage,. . . ) puisque les trajectoires de référence sont obtenues à partir de relevés sur le tra�c réel. Enfait, les résultats montrent même une tendance inverse, puisque la trajectoire de référence de laclasse 4, correspondant à une entrée de virage en position extérieure sur la chaussée, ne montrepas signi�cativement de tendance à couper le virage (voir �gure II.9) et mène donc à une vitessed'alerte inférieure à celles des autres classes en raison de sa proximité avec le bord de voie. Aucontraire, la classe 1, correspondant à des positions distantes au maximum de 35 cm du milieude la voie, permet une plus grande tolérance aux erreurs du conducteur, et la vitesse d'alerte
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Figure V.3 � Vitesses d'alerte en fonction du seuil Pfqui lui est associée est donc supérieure. Ces comportements de conduite ont déjà été mis enévidence [GM92] : les conducteurs pratiquant les vitesses les plus élevées (souvent dénommés� expérimentés � dans les études) ont des réactions relevant de la faute technique (classiquementun freinage combiné à un coup de volant augmentant les sollicitations) telles qu'observées chezles conducteurs � ordinaires �. Ceci souligne encore l'importance de la crédibilité de la trajectoirede référence pour obtenir des résultats sensés, et donc la nécessité de disposer de mesures dutra�c réel.Le choix dé�nitif des vitesses d'alerte est donné par la valeur de Pf . Cependant il est importantde noter que cette probabilité Pf ne représente pas directement un risque d'accident, mais unrisque de dépasser les critères de sécurité. Il se produit en e�et de nombreuses situations ou unvéhicule sort légèrement de sa voie de circulation sans générer d'accident. La probabilité réelled'accident PA est donnée par :
PA = Pf · P (A|Ef )où A est l'événement � accident �, Pf = P (Ef ) est la probabilité de défaillance estimée ici, et

P (A|Ef ) est la probabilité d'occurence de l'accident A sachant que l'événement de défaillance
Ef s'est réalisé (i.e. que le critère de sécurité soit violé). Cette probabilité conditionnelle pourraitêtre évaluée sur des analyses de tra�c, et permettrait de dé�nir le seuil Pf à partir d'un choixde probabilité d'accident PA. Ce choix est une décision politique et d'experts et dépasse donclargement le cadre de cette étude. Il est cependant intéressant d'étudier l'impact de la valeur dece seuil sur les vitesses d'alerte. La �gure V.3 présente l'évolution des vitesses d'alerte en fonctionde la classe de conducteurs pour les probabilités Pf = (10−3, 4 · 10−3, 10−2, 2 · 10−2, 3 · 10−2). Onremarque que les trois courbes correspondant aux valeurs intermédiaires Pf = (4 · 10−3, 10−2, 2 ·
10−2) présentent des évolutions similaires, et sont séparées d'environ 6 km.h−1. Chacune de cescourbes est associée à une amplitude de vitesse d'alerte de l'ordre de 8 km.h−1, comme constaté
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Figure V.5 � Accélérations latérales maximales de 3 m.s−2 pour les trajectoires de référencevitesses d'alerte sont donc proches des vitesses pour lesquelles les trajectoires de référence fran-chissent le seuil d'accélération latérale de 3 m.s−2, comme montré sur la �gure V.5. Ces vitessessont de 51 km.h−1 pour la classe 1, 58 km.h−1 pour la classe 2, 57 km.h−1 pour la classe 3 et
56 km.h−1 pour la classe 4. Les vitesses des classes 2 à 4 sont proches car les comportementsdans le virage sont similaires et consistent en deux pics d'accélération d'amplitudes égales cor-respondant à des braquages marqués en entrée et sortie de virage. La classe 1 présente seulementun pic en début de virage, puis une accélération quasi constante au cours du virage. Ainsi lebraquage à l'entrée du virage est plus fort pour cette classe (visible sur la �gure II.11), ce quiexplique que la vitesse d'alerte associée soit plus faible.Il se dégage de ces résultats que ce critère ne met pas en avant l'intérêt de l'approche proba-biliste menée ici. En e�et contrairement au critère de position latérale qui mène à une gradationprogressive du niveau de risque, on obtient ici seulement une évaluation binaire du risque (0 :sécurité - 1 : défaillance). Cependant, combiné aux relevés e�ectués sur le tra�c réel pour dé�nirles trajectoires de référence, ce critère permet de mettre en avant les comportements dangereux.Les conducteurs de la classe 1 se présentant plutôt à l'intérieur du virage et ne voulant pas dé-river vers l'extérieur du virage sont conduits à devoir braquer fortement pour suivre la courbureprononcée à l'entrée du virage, ce qui implique des sollicitations dynamiques élevées, même àdes vitesses relativement faibles. Une fois de plus, ce critère est donc intéressant lorsqu'il est liéà des trajectoires de référence réalistes et permet une étude plus �ne que la simple évaluationd'une vitesse maximale, étant donné un pro�l de courbure du virage.V.1.3 Critère TLCLe critère TLC représente le temps restant avant que le véhicule ne franchisse un des bords desa voie de circulation, lorsqu'aucune modi�cation n'est appliquée aux commandes. Ce critère
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a) b)Figure V.6 � Probabilité P Tf en fonction des conditions initiales, en échelle linéaire (a) et loga-rithmique (b)est fréquemment utilisé dans les systèmes LDWS car il permet la détection anticipée des casdangereux pour le déclenchement d'alertes e�caces. La probabilité de défaillance associée P Tfest tracée sur la �gure V.6, pour un seuil �xé arbitrairement à TLC = 1 s. En e�et la valeur de
1.5 s couramment utilisée dans la littérature correspond à des études réalisées sur les autoroutesaméricaines aux courbures nettement moins importantes que celles des routes départementalesfrançaises. Les résultats montrent que, même avec ce seuil inférieur aux valeurs usuelles, lesprobabilités restent importantes, variant de 10−2 à 0.6. Ce critère est in�uencé à la fois par lavitesse et la classe de conducteurs. On retrouve cette fois-ci une évolution graduelle du risque,à l'image des résultats obtenus avec le critère de position latérale. Les probabilités augmententfortement avec les vitesses élevées, puisqu'à distance égale, le temps disponible avant de franchirles bords de voie sera inférieur. On remarque également d'importantes variations d'une classe deconducteur à l'autre. Les classes les plus dangereuses sont ici les classes 1 et 4, puisqu'elles sontles plus proches des bords de voie. Cette di�érence semble moins importante pour les vitessesplus faibles, comme indiqué sur le graphique en échelle logarithmique (V.6b).Les TLC associés aux sorties intérieures (TLCi) et extérieures (TLCe) sont tracés sur la�gure V.7 pour les trajectoires de référence, à la vitesse de 60 km.h−1. Les valeurs maximalessont tronquées à 5 s a�n d'avoir une meilleure lisibilité des minima locaux. Les probabilités P Tfindiquent un risque quasi-équivalent sur la classe 1 et sur la classe 4, ce qui laisse supposer quela classe 1 soit susceptible d'engendrer des sorties intérieures, contrairement à ce qui avait étédétecté avec le critère de position latérale. On observe en e�et sur la trajectoire de la classe 1en début de virage deux minima de TLCi et TLCe, celui associé à la sortie intérieure présentantune valeur légèrement inférieure. Ces minima ont des valeurs supérieures à 1 s, puisqu'ils sontévalués sur la trajectoire de référence qui est sécuritaire. Lorsque les perturbations aléatoires sontintroduites dans le modèle, les valeurs de ces minima se modi�ent et ils peuvent alors franchirle seuil TLC = 1 s. Le minimum global des classes 2 et 3 se situe en �n de virage et correspond
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Figure V.7 � TLC associés aux sorties intérieures et extérieures pour les trajectoires de référenceà une sortie extérieure. Le TLC associé à la sortie intérieure TLCi présente aussi un minimumen milieu de virage pour ces deux classes, mais de valeur supérieure d'environ 0.5 s. On retrouvepar contre sur la classe 4 une in�uence unique de la sortie extérieure avec des valeurs de TLCefaibles en début et en �n de virage. En comparant la localisation de ces minimums avec lesallures des accélérations latérales (Fig. V.5) et des braquages (Fig. II.11) de ces trajectoires,on remarque que les pics de TLC se situent généralement de part et d'autre d'un maximumde braquage (et donc d'accélération latérale également). En e�et, avant d'appliquer le braquagele véhicule se déporte vers l'extérieur et le TLCe diminue. Inversement, après application dubraquage le véhicule se rapproche de l'intérieur et le TLCi diminue. Comme il a été observéprécédemment que les conducteurs de la classe 1 braquent plus fort en entrée de virage, il estlogique d'y retrouver plus d'in�uence du TLCi que dans les autres classes.Le critère TLC semble donc indiquer un possible risque de sortie intérieure, non détecté parle critère de position latérale (Fig. IV.10b). Les critères étant évalués sur la même famille detrajectoires simulées de l'entrée à la sortie du virage, ceci implique donc des fausses détectionsde la part du critère TLC. En e�et, les conducteurs de la classe 1, qui ont une forte probabilitéde violer le critère de TLC, ont parallèlement une faible probabilité de violer le critère de po-sition latérale. C'est-à-dire que peu de trajectoires présentant des TLC inférieurs au seuil TLCconduisent réellement à une sortie de route. Ces fausses détections proviennent d'une part d'un



V.1. Application aux critères de sécurité 101

a) b)Figure V.8 � Repartition le long du virage des dépassements de critères de sécurité (a) et vi-tesses d'alerte dé�nies par combinaison des critères de sécurité (b)seuil TLC trop élevé (il est en e�et peu probable de considérer qu'une inattention d'une secondedans un virage de route départementale soit possible), d'autre part des hypothèses à la base del'expression du TLC couramment utilisée dans la littérature (voir section II.3). Il est en e�etsupposé que les actions du conducteur sont constantes jusqu'à la sortie de route. Or on observede grandes variations dans les braquages de référence sur une période d'une seconde. De plus,à chaque pas de calcul du TLC les bords de voie sont supposés rectilignes, le pro�l réel de laroute n'est pas pris en compte. Ceci explique que lorsque les conducteurs appliquent un fort bra-quage, en vue de suivre la courbure de la route, ils se rapprochent très rapidement des frontièresvirtuelles supposées rectilignes (voir Fig. II.13) et provoquent de fausses alertes. L'utilisation decritères ra�nés implique donc plus de paramètres à calibrer pour obtenir des résultats réalistes.V.1.4 Combinaison des critèresLes premières applications de la méthodologie proposée dans la partie précédente ont montrédes résultats assez di�érents. On constate en fait que chacun des critères détecte un scénariodi�érent pouvant mener à une sortie de route, ce qui est con�rmé par la �gure V.8a montrant larépartition des déclenchements des critères en fonction de la distance parcourue dans le virage.Cette répartition est calculée sur l'ensemble des trajectoires simulées. Le critère d'accélérationlatérale tend à être dépassé en entrée de virage, lorsque le braquage maximal est appliqué, alorsque le critère de position latérale se déclenche en majorité en �n de trajectoire, lorsque lesincertitudes introduites dans le modèle créent une dispersion maximale des trajectoires. Entreles deux, le critère TLC réagit régulièrement tout au long du virage, avec un pic correspondantà l'anticipation des sorties de route constatées en �n de virage.Chacun de ces critères mène à des vitesses d'alerte di�érentes une fois choisis les seuils
d, ay,TLC ainsi que la probabilité Pf à ne pas dépasser (cf. Fig. V.8b). Les vitesses d'alerte
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V (km.h−1)a) b)Figure V.9 � Probabilités PDf pour les seuils d = 1, 1.5, 2 mobtenues en combinant tous les critères (zone hachurée grise sur la �gure) sont alors égalesau minimum des vitesses d'alerte pour chaque classe de conducteur. Pour être correctementpositionnées entre elles, les zones d'alertes doivent donc être dé�nies par des seuils d, ay,TLCréglés convenablement, ce qui est l'objet du paragraphe suivant.V.2 Analyse paramétriqueV.2.1 Critère de position latéraleLa �gure V.9 présente l'évolution de la valeur de PDf lorsque le seuil d est successivement priségal à 1, 1.5 et 2 m. Modi�er le seuil d revient à alerter lors du franchissement de frontièresvirtuelles placées de l'intérieur à l'extérieur des bords de voie réels (Fig. I.3). On peut observerque la valeur de probabilité diminue lorsque d augmente. On constate cependant une évolutioncomparable pour les valeurs d = 1.5 m et d = 2 m. Par contre, lorsque la valeur d est prise tropfaible, on peut voir, d'une part que PDf présente une très faible variation pour les classes 1 à 3,et d'autre part qu'elle est quasiment constante pour la classe 4 quelle que soit la vitesse. Ceciprovient du fait que le domaine de sécurité ne contient plus entièrement le couloir de 50 cm delarge dé�nissant la classe 4. Donc, selon les valeurs prises par la perturbation D0 de la positioninitiale, une part des conducteurs de cette classe sort du domaine de sécurité dès l'entrée duvirage.Il semble donc que la dé�nition de frontières virtuelles, utilisées dans les systèmes de pré-vention de sortie de route pour minimiser le taux de fausses alertes, ne soit pas nécessaire avecl'approche proposée ici. En e�et, un seuil d trop faible mène rapidement à des résultats irréa-
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66 km.h−1 pour ay = 4 m.s−2 et 74 km.h−1 pour ay = 5 m.s−2. On observe toujours une vitesseinférieure d'environ 7 km.h−1 pour la classe 1.Le choix du seuil d'accélération latérale usuel ay = 3 m.s−2 conduit à des vitesses d'alertefaible par rapport aux vitesses réellement pratiquées dans ce virage. Il semble donc que ce seuilsoit à reconsidérer, compte tenu des performances accrues des véhicules actuels. Imposer un seuild'accélération trop faible reviendrait à alerter de trop nombreux conducteurs et à créer ainsi uneaccoutumance néfaste à ce nouveau dispositif d'alerte.V.2.3 Critère de TLCComme nous venons de la voir dans la partie précédente, le seuil TLC �xé arbitrairement à 1 s esta priori trop faible, et mène à des détections erronées de risque de sortie intérieure dans la classe
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V.3. Trajectoire après alerte 105TLC trop élevé on risque d'introduire de fausses détections de sortie de route. A l'opposé, lorsquele TLC est faible, on retrouve les résultats issus du critère de position latérale. Ce critère est doncintéressant dans le cadre de détermination en temps réel du risque de sortie de route. Dans ce cas,la prévision de la trajectoire en aval est réalisée sur un laps de temps court selon les hypothèsesdétaillées dans la section I.2.2. L'approche probabiliste proposée ici permet donc d'obtenir desrésultats réalistes en conservant des critères simples (position latérale et accélération latérale), cequi réduit le nombre de paramètres à calibrer pour déterminer les conditions initiales nécessitantun déclenchement d'alerte.V.3 Trajectoire après alerteA la di�érence d'un système embarqué permettant la mesure et l'évaluation en continu de cri-tères de sécurité, l'approche proposée dans le projet SARI est basée sur une mesure à l'entréedu virage réalisée par un dispositif placé en bord de voie. Dans ce cas se pose la question desavoir si l'alerte est déclenchée su�samment tôt pour permettre au conducteur de corriger satrajectoire. La position du dispositif d'alerte résulte d'un compromis entre les données mesuréeset le temps de réaction du conducteur. En e�et, si le point de mesure est placé trop en amont duvirage, les conditions initiales mesurées ne seront pas corrélées avec les trajectoires de passage envirage rendant impossible la dé�nition de trajectoires de référence réalistes. Au contraire, plusles conditions initiales seront mesurées proches du virage, plus elles seront représentatives ducomportement de conduite en virage. Dans ce cas, le nombre de fausses alertes sera minimum,mais ne laissera peut-être pas le temps de réaction nécessaire au conducteur.V.3.1 Pro�l du virage étudiéLe pro�l du virage étudié ainsi que l'emplacement des dispositifs de mesure sont présentés sur la�gure V.13. La longueur développée du virage est d'environ 100 m et son rayon de courbure a étéborné à 600 m sur le graphe pour des raisons de lisibilité. Le dispositif de mesure des trajectoires(voir section II.2) mis en place pendant deux jours a permis la dé�nition des trajectoires deréférence sur la zone grisée. Le virage est également équipé de points de mesure des conditionsinitiales (constituées de boucles d'impédance implantées dans la chaussée) en entrée de virage et
50 m avant, indiqués par les traits pointillés rouges sur la �gure. La méthodologie proposée icine prend pas en compte la mesure réalisée 50 m avant le virage. Le dispositif d'alerte, constituéde panneaux à chevrons surmontés de feux à éclats pilotés, est situé à 44 m de l'entrée du virageet visible depuis l'entrée. A cause de la distance réduite entre l'entrée du virage et le point decourbure maximale, il est important de déterminer si le dispositif permet e�ectivement à un
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Figure V.13 � Pro�l du virage Rd8, et emplacements des dispositifs de mesureconducteur alerté de réduire les sollicitations dynamiques imposées au véhicule et de rester sursa voie de circulation.V.3.2 Calcul de la trajectoire après alerteLa démarche adoptée est de rechercher par simulation une trajectoire compatible avec les réac-tions du conducteur, en termes de temps de réaction, minimisant les sollicitations dynamiques.Cette étude est réalisée pour les conditions initiales correspondant aux vitesses les plus élevéesdans chaque classe de conducteurs. Au moment de l'alerte à l'entrée du virage, le conducteurcontinue de suivre la trajectoire de référence pendant son temps de réaction. A l'issue de cetemps de réaction, il est attendu que le conducteur applique une correction de freinage. Etant àl'entrée du virage dans une phase d'attention, le temps de réaction moyen est alors de 0.54 s et ladécélération généralement appliquée de 3 m.s−2 [Kho05]. Ce temps est donc diminué par rapportà la moyenne de 1.3 s dans le cas général. Cette réduction de vitesse va permettre une premièrediminution des sollicitations dynamiques. Pour plus de �exibilité, il est également permis auconducteur de se déporter vers l'extérieur de sa voie de circulation, sans toutefois en dépasser lafrontière.La détermination de la trajectoire après alerte est réalisée en deux temps. Premièrement, unpro�l de vitesse le long du virage est calculé à partir des valeurs de la décélération et du tempsde réaction disponibles dans [Kho05]. Ensuite, la courbure de la trajectoire est optimisée a�n deréduire les sollicitations dynamiques.
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Figure V.14 � Dé�nition du pro�l de vitesse après alerte1) Pro�l de vitesseUne décélération de 3 m.s−2 est appliquée après le temps de réaction du conducteur à partir dela vitesse de référence. Cette décélération est gardée constante jusqu'à obtenir une diminutionde la vitesse de 5 km.h−1 et mène au pro�l de vitesse modi�é représenté par la courbe rouge surle graphique V.14. A�n de ne pas introduire de discontinuités dans les accélérations au débutet à la �n du freinage et de reconstituer l'application progressive de la pression sur la pédale defrein, le pro�l de vitesse est �ltré (courbe verte). Ce �ltrage est réalisé par un �ltre passe-bas deButterworth du troisième ordre, dont la fréquence de coupure est choisie à 1 Hz. Ce pro�l �ltréconstitue la vitesse imposée pour la trajectoire après alerte notée V f dans la suite.Les trajectoires n'étant alors plus parcourues à la même vitesse, le temps de parcours n'estplus le même. C'est pourquoi, dans la suite, les grandeurs physiques sont indicées par la distanceparcourue le long du virage et non par le temps.2) Trace de la trajectoireTout d'abord en chaque point M(s) de coordonnées (x(s), y(s)) de la trajectoire, est calculé lerayon de courbure R de la trajectoire de référence par la relation classique :
R =

(ẋ2 + ẏ2)3/2

ẋÿ − ẏẍ
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Figure V.15 � Limitation de l'accélération latérale après alerteoù s est l'abscisse curviligne. A partir du rayon de courbure, l'accélération latérale Ay associéeau pro�l de vitesse V f déterminé précédemment peut être calculée par :
Ay =

V f 2

RLa vitesse V f étant inférieure à la vitesse de référence V ref grâce à la phase de freinage, l'ac-célération latérale Ay est donc inférieure à l'accélération Arefy associée au pro�l de vitesse deréférence V ref . Cependant cette seule phase de freinage ne permet pas une réduction su�santedes sollicitations dynamiques. A�n de diminuer encore l'accélération latérale subie pendant levirage, il a été choisi de construire une trajectoire à accélération maximale imposée. Ainsi enconnaissant le pro�l de vitesse après alerte V f , le rayon de courbure modi�é Rf peut être calculéet la trajectoire reconstruite selon le schéma utilisé dans la section II.1.3.Un exemple d'accélération latérale de référence est montré sur la �gure V.15. Ce pro�l estobtenu si le conducteur ne présente aucune réaction face à l'alerte déclenchée. On cherche àconstruire ici une trajectoire dont le pro�l d'accélération n'excède pas 4 m.s−2, seuil qui seraitressenti comme un inconfort par un conducteur standard. L'accélération standard est donc bor-née à cette valeur (courbe rouge sur le graphe). A�n que la trajectoire associée soit réalisablephysiquement, l'accélération latérale est ici aussi �ltrée (courbe verte). La fréquence de coupureest choisie à 4 Hz, ce qui correspond aux fréquences maximales de la dynamique latérale desvéhicules [Gil02].A partir de l'accélération latérale �ltrée Afy et du pro�l de vitesse imposé V f , le rayon decourbure modi�é Rf est donné par :
Rf =

V f 2

Afy



V.3. Trajectoire après alerte 109et la trajectoire associée peut être calculée. A�n de véri�er si la trajectoire ainsi obtenue peute�ectivement être réalisée par un véhicule, le modèle inverse (voir section II.2.3) est utilisé a�nde remonter aux commandes du conducteur. Si cette inversion se déroule sans erreurs, alors latrajectoire après alerte est validée.Cette démarche reproduit les actions du conducteur dont le premier re�exe, une fois alerté,sera de freiner. Ensuite, se rendant compte que le virage est plus serré que ce qu'il avait évaluéle conducteur se laisse déporter vers l'extérieur de sa voie dans la première partie du virage,évitant ainsi le premier pic important d'accélération latérale. Sur la deuxième moitié du viragel'accélération latérale Afy est du même ordre que Arefy , mais, la vitesse Vf étant inférieure à lavitesse de référence, le rayon de courbure associé est plus fort. Cela compense le déport e�ectuédans la première moitié du virage et peut ainsi permettre au conducteur de rester sur sa voie decirculation sans dépasser l'accélération latérale de 4 m.s−2.V.3.3 RésultatsLe calcul des trajectoires après alerte a été réalisé pour les vitesses les plus élevées dans chacunedes classes de conducteurs. Par construction, ces trajectoires correspondent à des sollicitationsdynamiques élevées pour un conducteur standard, mais respectent les capacités des véhiculesactuels. Il s'agit donc d'évaluer si cette trajectoire modi�ée permet au conducteur de rester sursa voie de circulation. Dans le cas contraire cela implique que le conducteur doive modi�er plusradicalement son comportement dans le virage, et donc que l'alerte est déclenchée trop tard.Les �gures V.16 et V.17 représentent les évolutions temporelles de l'accélération latérale et dela distance par rapport au bord de voie extérieur dans chaque classe de conducteurs, pour le cas
V ref = 80 km.h−1. Les courbes noires correspondent aux trajectoires de référence, les courbesvertes aux trajectoires modi�ées. Dans chaque classe de conducteurs, après le temps de réactiondu conducteur l'accélération est bornée à 4 m.s−2 ce qui permet d'éviter les pics importantsd'accélération à l'entrée et à la sortie du virage. Pour les classes 1 et 2, l'accélération latéraleest maintenue constante jusqu'à la sortie du virage tandis que pour les classes 3 et 4, une légèrebaisse des sollicitations apparaît en milieu de virage conformément à ce qui était observé sur latrajectoire de référence. Les �ltrages réalisés sur les pro�ls de vitesse et d'accélération permettentaux trajectoires obtenues d'être réalistes puisque l'inversion du modèle se déroule sans erreurs.La distance dext représente l'écart par rapport à la frontière extérieure de la voie de circulationet doit donc rester positive pour que le critère de position latérale ne soit pas violé. Les distancesassociées aux trajectoires de référence vont de 2 m à environ 50 cm en entrée de virage puisconvergent toutes approximativement vers le milieu de voie en sortie de virage. Les courbesassociées aux trajectoires après alerte ont des valeurs de dext inférieures puisque, du fait de la
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V.3. Trajectoire après alerte 111limitation de l'accélération latérale, le véhicule se déporte vers l'extérieur de la chaussée. A lasortie du virage, les classes de conducteurs 2 et 3 disposent encore d'une marge de 50 cm parrapport au bord de voie. Par contre, les conducteurs de la classe 4 ne disposent plus que de 20 cmtandis que ceux de la classe 1 dépassent la ligne médiane de 15 cm. L'alerte semble donc su�santepour les conducteurs des classes 2 et 3. Les conducteurs de la classe 4, bien que disposant desaccélérations les moins élevées sur la trajectoire de référence, �nissent très proches de la sortiede voie car ils ne possèdent que peu de marge pour se déporter vers l'extérieur. Il apparaît quela classe la plus critique est la classe 1, bien qu'elle dispose a priori du maximum d'écart parrapport au bord de voie en début de simulation. La trajectoire de référence de cette classe génèreun pic très élevé d'accélération latérale en début de virage. Lorsque ce pic est écrêté à 4 m.s−2,la trajectoire modi�ée se déporte donc très fortement vers l'extérieur. Alors que dans les autresclasses la distance entre la trajectoire de référence et la trajectoire modi�ée atteint 1 m en �n desimulation, elle atteint 1.70 m pour la classe 1.Ce type d'alerte semble donc su�sant vis-à-vis des vitesses pratiquées dans le virage. Lesconducteurs alertés subiront en e�et lors de leur négociation du virage des accélérations relati-vement fortes et sortiront proches de leur bord de voie. Ces conditions créent donc une situationde conduite inconfortable et le conducteur trouvera alors l'alerte justi�ée. Ces résultats, obtenuspar la simulation d'un comportement de conducteur vraisemblable restent toutefois à con�rmerpar des expérimentations sur le terrain. Les conducteurs abordant le virage à une vitesse incom-patible avec la position du point d'alerte ne peuvent pas être traités par cette méthodologie.En e�et, anticiper le point d'alerte conduirait à des trajectoires de référence moins réalistes etdonc à un risque plus élevé d'alertes injusti�ées. Cependant, comme indiqué sur la �gure V.13,le virage est équipé en amont (50 m) de mesures de conditions initiales supplémentaires. Cespoints peuvent être utilisés pour des alertes anticipées en cas de vitesses très excessives. Les
50 m de réaction supplémentaires permettent alors au conducteur d'appliquer un freinage plusconséquent. A son passage à l'entrée du virage, la nouvelle trajectoire du conducteur sera alorsprise en compte selon la méthodologie adoptée dans ce travail, avec une vitesse compatible avecla position du point d'alerte.





113
Conclusion et perspectives
Inscrite dans le cadre de la composante RADARR (Recherche des Attributs pour le DiagnosticAvancé des Ruptures de la Route) du projet national SARI (Surveillance Automatisée de la Routepour l'Information des conducteurs et des gestionnaires) et centrée sur la sécurité des véhiculesautomobiles légers en virages, l'étude présentée dans ce travail de thèse est une contributionà la mise en place d'une procédure d'alerte destinée à prévenir les conducteurs de l'éventuelledangerosité de leur conduite en entrée de virage et concerne plus particulièrement la mise en÷uvre d'une méthodologie probabiliste basée sur la dé�nition d'un indice de risque �abiliste etorientée vers la prédiction des trajectoires potentiellement dangereuses.La trajectoire d'un véhicule lors de la négociation d'un virage est déterminée par le conducteurmais est également très dépendante de l'environnement du véhicule (i.e. l'infrastructure) et deson comportement. Compte tenu du caractère aléatoire très marqué des paramètres régissant lefonctionnement du triptyque véhicule-infrastructure-conducteur, une démarche probabiliste s'estnaturellement imposée pour évaluer le risque encouru par le conducteur lors de la négociation duvirage. L'apport de l'approche probabiliste dans ce contexte de sécurité routière permet d'unepart d'intégrer rationnellement dans la stratégie d'évaluation du risque le caractère aléatoire desparamètres, et d'autre par de dé�nir le risque au travers d'indicateurs (indice de Hasofer-Lind,probabilité de défaillance) pouvant facilement être utilisés dans une stratégie d'aide à la décisionpour le déclenchement d'alertes. La procédure d'alerte proposée est basée sur la mesure de latrajectoire à l'entrée du virage par des dispositifs placés en bord de voie, ce qui lui confère sonoriginalité par rapport aux systèmes embarqués généralement utilisés. L'estimation du risque desortie de route en virage est alors e�ectuée à partir de la simulation numérique de trajectoires viaun modèle dynamique spéci�quement développé dont certains paramètres d'entrée dépendent detrajectoires mesurées sur le tra�c réel.La première étape de la méthodologie est la modélisation déterministe du système. Un mo-dèle dynamique de véhicule a été spéci�quement développé a�n de combiner les exigences deprécision pour des sollicitations dynamiques correspondant à la conduite courante et celles de laminimisation du temps de calcul en vue de l'emploi de méthodes probabilistes. Les commandes



114 Conclusion et perspectivesdu conducteur appliquées pour la simulation de la négociation du virage doivent être représenta-tives du comportement moyen des conducteurs. Pour cela, elles ont été déduites de trajectoiresrelevées expérimentalement sur site lors d'une campagne de mesures de deux jours sur tra�créel. L'utilisation de ces trajectoires expérimentales a permis d'obtenir des résultats réalistes parrapport aux comportements des conducteurs, qui auraient pu être biaisés par une approche baséeentièrement sur la modélisation.Ensuite, la modélisation de certains paramètres du système par des variables et processus aléa-toires a permis d'introduire dans le modèle déterministe les incertitudes inhérentes au conducteur,au véhicule et à l'infrastructure. Les paramètres aléatoires ont été sélectionnés par une analyse desensibilité globale a�n de garantir la représentativité des incertitudes et de réduire la dimensionaléatoire du problème. Il a ainsi été retenu quatre variables aléatoires et un processus stochas-tique, ce dernier étant approximé par un développement de Karhunen-Loève tronqué en vue deson emploi dans une méthode �abiliste. Plusieurs indices de risque associés à la probabilité dedépasser les seuils de critères de sécurité ont été calculés. Le faible temps de calcul requis parun appel au modèle mécanique développé a rendu possible l'emploi d'une méthode de Monte-Carlo et ainsi l'obtention des valeurs cibles de référence. Cependant, bien qu'utilisable dans cecontexte, l'approche de Monte-Carlo n'en est pas moins chronophage et s'est révélée inadaptée àla méthodologie proposée. Nous nous sommes alors orientés vers des méthodes �abilistes qui nousont permis de réduire fortement le nombre d'appels au modèle mécanique et par suite d'élaborerun outil d'aide à la décision pertinent pour le déclenchement d'alertes.Les applications réalisées dans le dernier chapitre démontrent le potentiel de la méthodologie�abiliste proposée et l'intérêt de son emploi dans le domaine de la sécurité routière. En e�et cettedémarche permet entre autre de déterminer rigoureusement les conditions d'entrée dans le viragemenant au même niveau de risque encouru par le conducteur. Ceci permet d'éviter d'avoir recoursà des critères de sécurité évolués pour la dé�nition des cas d'alerte, et diminue ainsi le nombre deseuils associés à déterminer. Le risque de déclencher de fausses alertes est par conséquent aussiréduit. Les critères de sécurité retenus à la suite de ces applications sont simplement le critèred'accélération latérale, et le critère de position latérale. Les vitesses d'alerte dans chaque classede conducteur sont alors simplement déduites de la donnée d'un seuil de probabilité à ne pasdépasser qui pourra être déduit d'analyses du tra�c. Une fois l'alerte déclenchée, il a été montréque la procédure envisagée constituée de dispositifs de mesure et de prévention placés en entréede virage permet e�ectivement une réduction des sollicitations dynamique lors de la négociationdu virage. En e�et une trajectoire n'excédant pas 4 m.s−2 d'accélération latérale et respectantle critère de position latérale a pu être construite dans chaque classe de conducteurs pour desvitesses allant jusqu'à 80 km.h−1. Cette plage de vitesses est compatible avec la quasi-totalitédes vitesses pratiquées. Pour les vitesses supérieures, il est alors nécessaire d'utiliser les pointsde mesure situés 50 m avant le virage a�n de déclencher une alerte anticipée. Cette alerte seraseulement liée à la vitesse, puisque la position latérale mesurée trop tôt en amont n'aura pas de



Conclusion et perspectives 115corrélation avec la trajectoire de passage en virage. Le conducteur disposera ainsi d'une distancesupplémentaire pour réduire sa vitesse.Les perspectives de ce travail concernent d'une part le modèle probabiliste, et d'autre partle modèle mécanique. Leur concrétisation est conditionnée par la disponibilité de données expé-rimentales supplémentaires. Le point clé permettant l'application de la méthodologie concernela dé�nition de la probabilité seuil Pf . Cette probabilité ne re�étant pas directement un risqued'accident mortel ou corporel, un seuil acceptable ne peut être prescrit. La dé�nition de ce seuilnécessite donc une expertise qui doit être réalisée à partir d'études sur le tra�c réel. Le deuxièmepoint concerne la caractérisation statistique du vecteur aléatoire X. Les paramètres associés auprocessus de perturbation du braquage ont pu être identi�és grâce aux trajectoires expérimen-tales mais des valeurs arbitraires ont été attribuées aux autres composantes. La caractérisationcomplète nécessiterait donc ici aussi des données supplémentaires. Le dernier point est associé àla représentativité du modèle mécanique. En e�et dans cette étude un seul modèle de véhiculea été considéré (Peugeot 406). La généralisation des résultats obtenus doit donc être étudiée.Cependant, compte tenu du caractère modéré des sollicitations dynamiques, un modèle dyna-mique unique est peut-être su�sant. Dans le cas contraire plusieurs modèles devront être adoptés(correspondant par exemple aux types monospace, berline, citadine) et couplés à un dispositifde reconnaissance du type de véhicule.
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Annexe A
Caractérisations, représentations et si-mulations numériques de variables aléa-toires scalaires :uniformes,gaussiennes standards,gaussiennes,gaussiennes tronquées
A.1 Préliminaires : Représentation & SimulationRappelons que par simuler une variable aléatoire (v.a.) Y (scalaire ici, mais tout ce qui suitse généralise sans di�culté à la dimension vectorielle) on entend classiquement construire un
N -échantillon numérique {y1, · · · , yN} de réalisations indépendantes de cette v.a.. Pour cela, onprocède en trois étapes :1. On cherche un entier p ≥ 1 et une application t : [0, 1]p → R, tels que l'on puisse écrire :

Y = t(U) (A.1)



118 A. Caractérisations et simulations numériques de variables aléatoiresoù U = (U1, · · · , Up)T est une v.a. p-dimensionnelle uniforme sur [0, 1]p (i.e. ses compo-santes U1, · · · , Up sont uniformes sur [0, 1] et indépendantes dans leur ensemble).2. On construit un N -échantillon numérique {uj}j=1,N de réalisations indépendantes de U .3. On en déduit l'échantillon numérique cherché {yj}j=1,N de Y en appliquant (A.1) à chaqueréalisation uj(1 ≤ j ≤ N) de U issue de l'étape précédente :
yj = t

(
uj
)
; j = 1, · · · , N (A.2)L'échantillon numérique {uj}j=1,N de l'étape 2 s'obtient en utilisant un générateur denombres �pseudo-aléatoires�. Il en existe de nombreux dans la littérature. L'un des plusrécents, et probablement des plus utilisés à l'heure actuelle, est le Mersenne Twister [MN98]qui est un générateur de type �registre à décalage à rétroaction� particulièrement réputépour l'ensemble de ses qualités statistiques, sa rapidité d'exécution et la grandeur de sapériode (égale au nombre premier de Mersenne : 219937 − 1).Disposant d'un bon générateur de nombres pseudo-aléatoires, l'étape fondamentale de laméthode devient alors l'étape 1. En e�et, si le générateur est de qualité, c'est du choix du couple

(p, t) que va dépendre la qualité de l'échantillon simulé {yj}j=1,N . Bien entendu, ce choix n'estpas unique. Par exemple, dans tous les cas (c'est-à-dire, quelle que soit la loi de Y ), on peutprendre p = 1 et t = F−
Y , où F−

Y est l'inverse généralisée de la fonction de répartition FY de Y ,telle que, ∀u ∈ [0, 1] :
F−
Y (u) = sup{y : FY (y) ≤ u} = inf{y : FY (y) ≥ u} (A.3)et donc :

Y = F−
Y (U) (A.4)avec U uniforme sur [0, 1].Mais si Y est gaussienne, F−

Y (qui coïncide alors avec l'inverse classique F−1
Y de FY ) n'admetpas une expression analytique explicite et il est alors préférable dans ce cas d'utiliser la relationde Box et Muller [DM96] :

Y = mY + σY
√

−2 lnU1 cos 2πU2 (ou Y = mY + σY
√

−2 lnU1 sin 2πU2) (A.5)où U1 et U2 sont deux v.a. indépendantes et uniformes sur [0, 1], et mY , σY sont la moyenne etl'écart-type de Y .Donc, dans ce cas U = (U1, U2)
T et t est l'application de [0, 1]2 dans R telle que, ∀u =

(u1, u2)
T ∈ [0, 1]2 , t(u) = mY + σY

√
−2 lnu1 cos 2πu2 (ou t(u) = mY + σY

√
−2 lnu1 sin 2πu2).



A.2. Variable aléatoire uniforme 119Il n'est pas toujours possible, toutefois, de trouver une application t possédant une expressionanalytique explicite. Dans ce cas, on peut toujours utiliser la relation (A.4) en calculant l'inversenumériquement (il existe de très bons algorithmes pour cela, notamment dans le cas gaussien[Wic88]). On peut également, comme nous le verrons dans le cas gaussien tronqué, avoir recoursà une méthode indirecte basée sur une technique d'acceptation-rejet.Sur le plan de la terminologie, la relation (A.1) porte le nom de représentation de Y , d'oùle nom d'étape de représentation attribué à l'étape 1. On notera que, d'après ce qui précède,une v.a. peut posséder plusieurs représentations (par exemple les relations (A.4) et (A.5) pourune v.a. gaussienne). L'étape 3 est, quant à elle, l'étape dite d'échantillonnage numérique .C'est cette dernière qui porte généralement le nom d'algorithme de simulation .A.2 Variable aléatoire uniformeA.2.1 Caractérisation probabilisteSoient a et b deux réels tels que a < b. Une v.a. Y uniforme sur [a, b] est une v.a. dont la densitéde probabilité, la fonction de répartition, la moyenne et l'écart-type s'écrivent, respectivement :
pY (y) =

1

b− a
1[a,b] (y) ; y ∈ R (A.6)

FY (y) =
y − a

b− a
1[a,b](y) + 1]b,+∞[ (y) ; y ∈ R (A.7)

mY =
b+ a

2
(A.8)

σY =
b− a

2
√
3

(A.9)A.2.2 ReprésentationSoit U une v.a. uniforme sur [0, 1]. Alors Y admet la représentation :
Y = a+ (b− a)U (A.10)



120 A. Caractérisations et simulations numériques de variables aléatoiresA.2.3 Algorithme de simulationD'après (A.10), l'algorithme s'écrit :
yj = a+ (b− a)uj ; j = 1, · · · , N (A.11)où {uj}j=1,N est une N -famille de réalisations indépendantes de U .RemarqueComme le montrent (A.6) et (A.7), une v.a. uniforme est complètement déterminée par la donnéede son support [a, b]. Or, comme on peut le voir sur (A.8) et (A.9), la donnée de ce supportdétermine de manière unique la moyenne et l'écart-type de la v.a.. Une telle v.a. est donc aussientièrement caractérisée par la donnée de sa moyenne et de son écart-type. Ainsi, une v.a.uniforme Y de moyenne mY et d'écart-type σY est une v.a. uniforme de support [a, b], avec a et

b donnés par :
a = mY −

√
3σY (A.12)

b = mY +
√
3σY (A.13)relations tirées de (A.8) et (A.9) en résolvant ce système en le couple (a, b). En d'autres termes,il est équivalent de se donner une v.a. uniforme par son support ou par sa moyenne et sonécart-type : la donnée du premier �xe les deux autres et réciproquement.A.3 Variable aléatoire gaussienne standardA.3.1 Caractérisation probabilisteUne v.a. X gaussienne standard est une v.a. dont la densité de probabilité et la fonction derépartition s'écrivent, respectivement :

ϕ(x) =
1√
2π

exp

(
−x

2

2

)
; x ∈ R (A.14)

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞

exp

(
−u

2

2

)
du ; x ∈ R (A.15)Une telle v.a. a une moyenne nulle et un écart-type unité :

mX = 0 (A.16)
σX = 1 (A.17)



A.3. Variable aléatoire gaussienne standard 121A.3.2 ReprésentationSoit U = (U1, U2)
T une v.a. uniforme sur [0, 1]2 ; donc U1 et U2 sont indépendantes et uniformessur [0, 1]. Alors, X admet la représentation :

X =
√

−2 lnU1 cos 2πU2 (A.18)A.3.3 Algorithme de simulationD'après (A.18), l'algorithme s'écrit :
xj =

√
−2 lnuj1 cos 2πu

j
2 ; j = 1, · · · , N (A.19)où {uj = (uj1, u

j
2)
T }j=1,N est une N -famille de réalisations indépendantes de la v.a. U =

(U1, U2)
T uniforme sur [0, 1]2.RemarqueLa relation (A.18) résulte d'un résultat bien connu dû à Box et Muller [DM96], stipulant que si

U1 et U2 sont deux v.a. uniformes sur [0, 1] et indépendantes, alors les v.a. :
{ √

−2 lnU1 cos 2πU2√−2 lnU1 sin 2πU2

(A.20)sont gaussiennes standards et indépendantes.On déduit de ce résultat que la v.a. √−2 lnU1 sin 2πU2 peut également être choisie commereprésentation de X, et dans ce cas l'algorithme de simulation s'écrit :
xj =

√
−2 lnuj1 sin 2πu

j
2 ; j = 1, · · · , N (A.21)Mais on peut exploiter plus judicieusement un tel résultat pour la simulation. En e�et, comme lesdeux v.a. dé�nies pas (A.20) sont deux représentations indépendantes de X, et comme U1 et U2,qui sont isonomes et indépendantes, peuvent être considérées comme des copies indépendantesd'une même v.a. V uniforme sur [0, 1], en passant aux réalisations dans (A.20) et en supposant

N pair (hypothèse ne nuisant aucunement à la généralité car on peut toujours se ramener à cettesituation), il vient :
{
x2k−1 =

√
−2 ln v2k−1 cos 2πv2k

x2k =
√
−2 ln v2k−1 sin 2πv2k

; k = 1, · · · , N2 (A.22)(A.23)



122 A. Caractérisations et simulations numériques de variables aléatoiresoù {vj}j=1,N est une N -famille de réalisations indépendantes de la v.a. V . L'intérêt d'un telalgorithme sur les algorithmes (A.19) et (A.21) est évident. En e�et, ces derniers peuvent seréécrire, respectivement :
xk =

√
−2 ln v2k−1 cos 2πv2k ; k = 1, · · · , N (A.24)

xk =
√

−2 ln v2k−1 sin 2πv2k ; k = 1, · · · , N (A.25)où {vj}j=1,2N est une 2N -famille de réalisations indépendantes de la v.a. uniforme V précédente.Par conséquent, pour simuler N réalisations indépendantes de X, on voit qu'avec l'algorithme(A.23) il faudra simuler N réalisations indépendantes d'une v.a. uniforme sur [0, 1], donc faireappel N fois au générateur de nombres pseudo-aléatoires, alors qu'avec les algorithmes (A.24) et(A.25) il faudra en simuler 2N , donc faire appel 2N fois au générateur.Rappelons, pour terminer, une représentation toujours possible de X, à savoir sa représenta-tion standard :
X = Φ−1(V ) (A.26)avec V uniforme sur [0, 1] et Φ donnée par (A.15), qui conduit à l'algorithme de simulation :

xj = Φ−1(vj) ; j = 1, · · · , N (A.27)où {vj}j=1,N est une N -famille de réalisations indépendantes de V . Bien entendu, un tel algo-rithme ne sera e�cace que si l'on dispose d'une procédure numérique performante (i.e. préciseet rapide) pour le calcul de Φ−1.A.4 Variable aléatoire gaussienneA.4.1 Caractérisation probabilisteUne v.a. Y gaussienne de moyenne mY et d'écart-type σY est une v.a. dont la densité de proba-bilité et la fonction de répartition s'écrivent, respectivement :
pY (y) =

1

σY
√
2π

exp

(
−(y −mY )

2

2σ2Y

)
=

1

σY
ϕ

(
y −mY

σY

)
; y ∈ R (A.28)

FY (y) =
1

σY
√
2π

∫ y

−∞

exp

(
−(u−mY )

2

2σ2Y

)
du = Φ

(
y −mY

σY

)
; y ∈ R (A.29)



A.4. Variable aléatoire gaussienne 123avec ϕ et Φ données par (A.14) et (A.15). Une telle v.a. peut s'écrire :
Y = mY + σYX (A.30)où X est une v.a. gaussienne standard.A.4.2 ReprésentationCompte tenu de (A.30) et des résultats du paragraphe A.3, Y admet les représentations suivantes,qui ne sont pas uniques bien entendu :

Y = mY + σY
√

−2 lnU1 cos 2πU2 (A.31)
Y = mY + σY

√
−2 lnU1 sin 2πU2 (A.32)

Y = mY + σY Φ
−1(V ) (A.33)où U = (U1, U2)

T est une v.a. uniforme sur [0, 1]2 et V une v.a. uniforme sur [0, 1].A.4.3 Algorithme de simulationDe (A.31), (A.32), (A.33) et des résultats du paragraphe précédent, on tire les quatre algorithmessuivants :
yk = mY + σY

√
−2 ln v2k−1 cos 2πv2k ; k = 1, · · · , N (A.34)

yk = mY + σY
√

−2 ln v2k−1 sin 2πv2k ; k = 1, · · · , N (A.35)
{
y2k−1 = mY + σY

√
−2 ln v2k−1 cos 2πv2k

y2k = mY + σY
√
−2 ln v2k−1 sin 2πv2k

; k = 1, · · · , N2 (A.36)
yk = mY + σYΦ

−1(vk) ; k = 1, · · · , N (A.37)Dans les algorithme (A.34) et (A.35), {vj}
j=1,2N

est une 2N -famille de réalisations indépendantesd'une v.a. V uniforme sur [0, 1]. Dans les algorithmes (A.36) et (A.37), {vj}
j=1,N

est une N -famille de réalisations indépendantes de la même v.a.. Dans l'algorithme (A.36), N est supposépair.RemarqueComme habituellement, on notera : Y ∼ N (mY , σ
2
Y ) une v.a. Y gaussienne de moyenne mY etde variance σ2Y . Une v.a. X gaussienne standard sera alors naturellement notée : X ∼ N (0, 1).



124 A. Caractérisations et simulations numériques de variables aléatoiresA.5 Variable aléatoire gaussienne tronquéeA.5.1 Caractérisation probabilisteSoient a et b deux réels tels que a < b et soit S une v.a. gaussienne de moyenne m et d'écart-type
σ : S ∼ N (m,σ2). Une v.a. Y est dite suivre une loi gaussienne tronquée de souche S et desupport [a, b] si sa densité de probabilité et sa fonction de répartition s'écrivent, respectivement :

pY (y) =
pS(y)

FS(b)− FS(a)
1[a,b] (y) ; y ∈ R (A.38)

FY (y) =
FS(y)− FS(a)

FS(b)− FS(a)
1[a,b](y) + 1]b,+∞[ (y) ; y ∈ R (A.39)où pS et FS sont respectivement la densité de probabilité et la fonction de répartition de S :

pS(z) =
1

σ
√
2π

exp

(
−(z −m)2

2σ2

)
=

1

σ
ϕ

(
z −m

σ

)
; z ∈ R (A.40)

FS(z) =
1

σ
√
2π

∫ z

−∞

exp

(
−(u−m)2

2σ2

)
du = Φ

(
z −m

σ

)
; z ∈ R (A.41)où ϕ et Φ sont données par (A.14) et (A.15). Une telle v.a. Y a pour moyenne et écart-type :

mY = m

(
1−

σ
m

(
ϕ
(
b−m
σ

)
− ϕ

(
a−m
σ

))

Φ
(
b−m
σ

)
− Φ

(
a−m
σ

)
) (A.42)

σY = σ


1−

b−m
σ ϕ

(
b−m
σ

)
− a−m

σ ϕ
(
a−m
σ

)

Φ
(
b−m
σ

)
− Φ

(
a−m
σ

) −
(
ϕ
(
b−m
σ

)
− ϕ

(
a−m
σ

)

Φ
(
b−m
σ

)
− Φ

(
a−m
σ

)
)2



1/2 (A.43)Observons que si X est une v.a. gaussienne standard, donc de fonction de répartition Φ, alorson a l'égalité en loi :
FY (Y ) = Φ(X) (A.44)avec Φ donnée par l'équation (A.15) et FY par l'équation (A.39). De l'équation (A.44) on tire :
Y = F−

Y (Φ(X)) (A.45)où F−
Y est l'inverse généralisé de FY , dé�ni par :

F−
Y (u) = sup {y : FY (y) ≤ u} = inf {y : FY (y) ≥ u} ; u ∈ [0, 1] (A.46)
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F−
Y (1) = sup {y : FY (y) ≤ 1} = inf {y : FY (y) ≥ 1} = b (A.47)
F−
Y (0) = sup {y : FY (y) ≤ 0} = inf {y : FY (y) ≥ 0} = a (A.48)Compte tenu des relations (A.39) et (A.41), (A.45) se réécrit alors, tous calculs faits :

Y = m+ σΦ−1

(
Φ

(
a−m

σ

)
+

(
Φ

(
b−m

σ

)
− Φ

(
a−m

σ

))
Φ(X)

) (A.49)A.5.2 ReprésentationLa v.a. X étant gaussienne standard, Φ(X) est une v.a. uniforme sur [0, 1]. Par suite, d'aprèsl'équation (A.49), une représentation possible de Y est :
Y = m+ σΦ−1

(
Φ

(
a−m

σ

)
+

(
Φ

(
b−m

σ

)
− Φ

(
a−m

σ

))
U

) (A.50)avec U uniforme sur [0, 1].A.5.3 Algorithme de simulationL'algorithme le plus direct est celui basé sur l'équation (A.50) :
yj = m+ σΦ−1

(
Φ

(
a−m

σ

)
+

(
Φ

(
b−m

σ

)
− Φ

(
a−m

σ

))
uj
)

; j = 1, · · · , N (A.51)Une autre possibilité, et qui évite le calcul de Φ−1, est d'utiliser l'algorithme d'acceptation-rejetsuivant.Soient U et Z deux v.a. scalaires continues possédant les propriétés suivantes :(a) elles sont indépendantes ;(b) U est uniforme sur [0, 1] ;(c) Z est facile à simuler ;(d) le support de la densité de probabilité pZ de Z contient celui [a, b] de pY ;(e) il existe un réel M ≥ 1 tel que, ∀y ∈ R : pY (y) ≤MpZ(y).L'algorithme est alors organisé comme suit :(1) soient zk une réalisation de Z et uk une réalisation de U ;(2) on forme pY (zk)
MpZ(zk)

et on fait le test : uk ≤ pY (zk)
MpZ(zk)

;



126 A. Caractérisations et simulations numériques de variables aléatoires(3) si l'inégalité est véri�ée(acceptation), on pose : yk = zk ;(4) si l'inégalité n'est pas véri�ée (rejet), on retourne à l'étape (1).L'algorithme est stoppé lorsque les N réalisations cherchées {yj}
j=1,N

de Y sont obtenues.On montre que la probabilité d'acceptation est de 1/M . Par conséquent, lors du choix dela v.a. Z, il faut veiller non seulement à ce que ses propriétés (c), (d) et (e) soient satisfaites,mais également à ce qu'elle soit telle que la valeur du rapport 1/M soit le plus proche possiblede 1. Un choix possible ici est le suivant : Z ∼ N (m,σ2), donc pZ = pS , où pS est la densitéde probabilité gaussienne donnée par (A.40). Avec un tel choix, la condition (e) conduit à :
M ≥

(
Φ
(
b−m
σ

)
− Φ

(
a−m
σ

))−1 et on peut alors prendre :
M =

1

Φ
(
b−m
σ

)
− Φ

(
a−m
σ

) (A.52)avec une probabilité d'acceptation de Φ
(
b−m
σ

)
− Φ

(
a−m
σ

) et donc une probabilité de rejet de
1−

(
Φ
(
b−m
σ

)
− Φ

(
a−m
σ

)).L'algorithme se réduit alors à :(1) soit zk une réalisation de Z ;(2) on fait le test : zk ∈ [a, b] ;(3) si le test est positif, on pose yk = zk ;(4) si le test est négatif, on retourne à l'étape (1).Il ne nécessite ainsi que de savoir simuler une v.a. gaussienne de moyenne et écart-type donnés(la v.a. Z∼ N (m,σ2)), ce que l'on sait faire sans di�culté (cf. �A.4.3).RemarqueUn cas particulier important est celui où :
m = 0, b > 0, a = −b (A.53)



A.5. Variable aléatoire gaussienne tronquée 127Dans ce cas, les relations (A.38) à (A.41), (A.42), (A.43) et (A.49) à (A.51) deviennent :
pY (y) =

pS(y)

FS(b)− FS(−b)
1[−b,b] (y) ; y ∈ R (A.54)

FY (y) =
FS(y)− FS(−b)
FS(b)− FS(−b)

1[−b,b](y) + 1]b,+∞[ (y) ; y ∈ R (A.55)
pS(z) =

1

σ
√
2π

exp

(
− z2

2σ2

)
=

1

σ
ϕ
( z
σ

)
; z ∈ R (A.56)

FS(z) =
1

σ
√
2π

∫ z

−∞

exp

(
− u2

2σ2

)
du = Φ

( z
σ

)
; z ∈ R (A.57)

mY = 0 (A.58)
σY = σ

(
1− 2 bσϕ

(
b
σ

)

Φ
(
b
σ

)
− Φ

(
− b
σ

)
)1/2 (A.59)

Y = σΦ−1

(
Φ

(
− b

σ

)
+

(
Φ

(
b

σ

)
− Φ

(
− b

σ

))
Φ(X)

) (A.60)
Y = σΦ−1

(
Φ

(
− b

σ

)
+

(
Φ

(
b

σ

)
− Φ

(
− b

σ

))
U

) (A.61)
yj = σΦ−1

(
Φ

(
− b

σ

)
+

(
Φ

(
b

σ

)
− Φ

(
− b

σ

))
uj
)

; j = 1, · · · , N (A.62)La v.a. Y est alors dite gaussienne tronquée centrée, d'écart-type σY et de support [−b, b].
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