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Conventions et notations

i le nombre complexe
√
−1

e−iωt convention en régime harmonique

ψ fonction gaussienne 1D

Ψ fonction gaussienne 2D

f̃(k) =
∫∞
−∞ f(x)e−ikxdx transformée de Fourier

f(x) = 1
2π

∫∞
−∞ f̃(k)eikxdk transformée de Fourier inverse

h∗ complexe conjugué de h

A∗ (A matrice) matrice adjointe (transposée conjuguée)

~u vecteur (colonne) quelconque

û vecteur unitaire

~uT , AT transposée d’un vecteur, d’une matrice

~u · ~v produit scalaire de deux vecteurs

~u ∧ ~v produit vectoriel de deux vecteurs

⌈r⌉ entier le plus proche à r en s’éloignant de zéro

⌊r⌋ partie entière de r

|Ecalcul−Ereference|
max|Ereference| erreur absolue normalisée

|Ecalcul−Ereference|
|Ereference| erreur relative
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Chapitre 1

Introduction

La modélisation de la propagation radar dans des milieux terrestres urbanisés (i.e. en présence de multiples

obstacles) suscite de nos jours un grand intérêt, particulièrement pour calculer les champs arrivant aux cibles

cachées (non visibles par rapport à l’antenne radar) et rétrodiffusés de ces cibles vers le radar.

Les méthodes actuellement utilisées pour simuler la propagation radar en environnement terrestre sont

divisées en plusieurs catégories : la méthode d’équation parabolique, les méthodes de rayons, et les méthodes

numériques rigoureuses. La méthode d’équation parabolique, basée sur une approximation asymptotique, est la

méthode la plus utilisée actuellement dans la modélisation des scénarios de propagation radar en environnement

terrestre. Elle permet d’obtenir une bonne précision de calcul des champs en "hautes fréquences". Pour l’utiliser,

il faut que les dimensions de tous les obstacles dans le milieu de propagation soient plus grandes que la longueur

d’onde utilisée. Cette méthode, qui est une méthode de calcul itératif des champs basée sur la discrétisation de

l’environnement, ne permet pas de simuler facilement les interactions des champs électromagnétiques avec

les obstacles latéraux et la présence d’une cible en non visibilité. D’autre part, les méthodes de rayons sont

aussi appliquées dans le domaine de propagation radar notamment dans le calcul des surfaces équivalentes

radar (SER) des cibles radar et la modélisation de la diffraction des champs électromagnétiques par ces cibles.

Ces méthodes sont toutes basées sur la représentation du champ par sommation d’un nombre fini de rayons

(ou tubes de rayons), et les lois d’optique géométrique (Snell-Descartes) complétées par les approximations

de l’onde plane locale. Un problème commun à toutes ces méthodes est le problème de caustiques dans des

milieux de propagation contenant des interfaces courbes concaves, et la lourdeur de calcul en trois dimensions

dans des scénarios complexes (multiples obstacles, multi-trajets,...) à cause de l’augmentation du nombre total

de rayons nécessaires à traiter. Enfin, les méthodes numériques sont des méthodes de calcul basées sur la

résolution des équations de Maxwell sous leur forme différentielle, par exemple la méthode de différences

finies dans le domaine temporel (FDTD), ou sur la résolution d’équations intégrales à l’aide de méthodes de

moments (MoM). Ces méthodes permettent d’obtenir des solutions numériques de champs électromagnétiques

sans utiliser d’approximation. Une discrétisation avec un pas inférieur à la longueur d’onde est alors nécessaire

dans le modèle numérique. Compte tenu de la dimension de l’environnement à simuler, ces méthodes posent des

problèmes de temps de calcul et de capacité mémoire des ordinateurs. D’où l’intérêt d’une approche alternative

à ces méthodes conventionnelles qui permette d’obtenir des résultats de précision suffisante pour la propagation

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

en environnements terrestres complexes avec des temps de calcul et des tailles mémoires raisonnables.

Dans cette thèse, nous proposons d’utiliser dans ce but une méthode de discrétisation dans l’"espace des

phases" (espace-vecteur d’onde) dont l’idée principale est de décomposer les distributions sources sur un en-

semble de fonctions gaussiennes. À partir de telles décompositions, le champ rayonné est obtenu par superpo-

sition de faisceaux gaussiens élémentaires translatés spatialement et spectralement (rotation de leurs axes). Si

les fonctions gaussiennes sont suffisamment localisées dans le domaine spectral, ces faisceaux gaussiens élé-

mentaires sont des "propagateurs paraxiaux" faciles à suivre par l’intermédiaire de leurs axes dans un environ-

nement complexe (interfaces multiples arbitraires), et les champs sont alors évalués par une simple sommation

de termes analytiques, d’où la rapidité des calculs dans la méthode proposée. Cette méthode, LFG "de base",

est basée sur l’approximation paraxiale, elle est connue pour permettre des calculs de propagation rapides en

environnements complexes, et pour éviter tout problème de caustiques. Le recours à la théorie des frames pour

le Lancer de Faisceaux Gaussiens (LFG) a été initié par la thèse de D. Lugara [1]. Cette théorie fournit une base

rigoureuse pour la décomposition du champ rayonné en faisceaux gaussiens, et permet de calibrer le nombre

et les directions des faisceaux à lancer, avec une flexibilité qui permet de tenir compte des contraintes du pro-

blème posé. Le LFG associé à cette théorie a déjà été mis en œuvre à Télécom SudParis, dans les thèses de

R. Tahri [2] et A. Fluerasu [3], pour simuler la propagation dans le domaine millimétrique en environnement

multi-trajets (canal de propagation intra-bâtiments). Les simulations ont été validées par des mesures, y com-

pris pour le couplage à un récepteur en non visibilité. Aux fréquences plus basses comme celles utilisées pour

simuler la propagation radar en environnement terrestre, la méthode LFG "de base" est confrontée à deux types

de problèmes : la réflexion et la diffraction partielle d’un faisceau gaussien rencontrant un obstacle limité, et

l’élargissement spatial des faisceaux gaussiens après propagation sur une grande distance. Ces problèmes sont

pourtant indispensables à résoudre pour évaluer avec une précision suffisante le champ rétrodiffusé par une

cible en non visibilité.

Dans ce travail, nous proposons d’utiliser la méthode LFG à partir de frames successifs (LFG "de base"

à laquelle on ajoute l’algorithme de "re-décomposition d’un faisceau gaussien") pour dépasser ces problèmes.

L’application de frames à fenêtres gaussiennes, utilisés initialement pour décomposer les distributions sources

de champs, est étendue aux décompositions des champs incidents sur des plans ou des portions de plans,

déterminés en fonction des obstacles rencontrés et des distances parcourues. Les champs rayonnés à partir

de ces plans sont alors obtenus par sommation des faisceaux gaussiens lancés depuis ces frames dits "de re-

décomposition".

Les transformations paraxiales d’un faisceau gaussien totalement intercepté par une interface plane ou

courbe sont des problèmes déjà traités par la méthode LFG "de base" [4, 5]. Les transformations d’un faisceau

gaussien par un obstacle de taille limitée seront traitées par l’algorithme de re-décomposition : les faisceaux

partiellement interceptés par des surfaces limitées sont "re-décomposés" successivement sur deux frames de

re-décomposition, à fenêtres "étroites" puis "larges", définis dans les plans de ces surfaces. Le premier frame

de re-décomposition (celui à fenêtres "étroites") permet de traiter les discontinuités physiques, tandis que le

deuxième frame de re-décomposition (celui à fenêtres "larges") permet de re-propager les champs transformés

sous la forme de faisceaux "collimatés". L’algorithme de "re-décomposition d’un faisceau gaussien" est proposé
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comme une solution complémentaire de la méthode LFG "de base". Cet algorithme, qui est basé lui-même sur

des décompositions sur des frames de Gabor, permet d’enrichir la formulation de lancer de faisceaux gaussiens,

et améliore sa capacité à répondre aux besoins actuels en propagation radar dans un milieu urbain.

Dans ce premier chapitre, nous présentons un rapide état de l’art des méthodes de calcul des champs électro-

magnétiques utilisées actuellement en propagation radar, des faisceaux gaussiens et des types de discrétisation

associés au LFG. Ensuite, nous faisons un rappel des méthodes de calcul basées sur la théorie du LFG qui per-

mettent de modéliser la transformation des faisceaux gaussiens par des obstacles. Finalement, nous introduisons

l’approche "LFG avec re-décomposition" étudiée dans cette thèse.

1.1 Méthodes de calcul de la propagation radar

La modélisation de la propagation radar a d’abord été limitée aux modèles en deux dimensions qui peuvent

être traités par des solutions analytiques. Ensuite, les études ont été améliorées pour arriver à traiter des scéna-

rios de propagation en trois dimensions plus réalistes grâce à des méthodes de calcul numérique développées.

Dans ce qui suit, nous présenterons une description générale de la méthode d’équation parabolique et des

méthodes de rayons qui sont caractérisées par un temps de calcul raisonnable par rapport aux méthodes numé-

riques (MoM et FDTD) dans des scénarios 3D de propagation, nous exposerons certaines de leurs applications

dans le domaine de propagation radar tout en mentionnant les difficultés et les limitations qu’elles rencontrent.

1.1.1 Equation parabolique

L’idée de l’approximation parabolique a été introduite par Leontovich et Fock [6] pour traiter les problèmes

de diffraction des ondes radio. La méthode d’équation parabolique est basée sur une approximation asymp-

totique de l’équation d’onde en supposant que la propagation d’énergie est modélisée par un cône dont l’axe

désigne la direction de propagation privilégiée [7]. Considérons un scénario de propagation 2D défini dans le

plan (xOz) tel que le demi axe (z > 0) désigne la direction paraxiale de propagation, et soit n l’indice de

réfraction du milieu de propagation supposé homogène. La composante d’un champ ψ vérifie alors l’équation

d’onde suivante :
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂z2
+ k2n2ψ = 0 (1.1)

avec k le nombre d’onde. Soit u(x, z) la fonction réduite associée à la direction paraxiale z, u(x, z) s’écrit alors

sous la forme suivante :

u(x, z) = e−ikzψ(x, z) (1.2)

et l’équation (1.1) en fonction de u s’exprime par :

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2
+ 2ik

∂u

∂z
+ k2(n2 − 1)u = 0 (1.3)

En factorisant, on obtient :
{

∂

∂z
+ ik(1−Q)

}{

∂

∂z
+ ik(1 +Q)

}

u = 0 (1.4)
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où Q est appelé l’opérateur pseudo-différentiel :

Q =

√

1

k2
∂2

∂x2
+ n2 (1.5)

Les deux solutions de l’équation (1.4) sont données par :

∂u+
∂z

= −ik(1−Q)u+ (1.6)

∂u−
∂z

= −ik(1 +Q)u− (1.7)

L’équation (1.6) correspond à la propagation d’ondes dans le sens des z croissants, et l’équation (1.7) à la

propagation dans l’autre sens (z décroissants). Ces deux équations différentielles de premier ordre en z sont

appelées "forward and backward equations" en anglais. Si on considère uniquement l’équation "forward" (1.6),

et si on connaît le champ dans les positions initiales du domaine de calcul, cette équation s’écrit numériquement

sous la forme suivante :

u(., z +∆z) = eik∆z(−1+Q)u(., z) (1.8)

De la même manière, on obtient aussi l’autre équation numérique de propagation de champs ("backward") :

u(., z −∆z) = eik∆z(−1−Q)u(., z) (1.9)

On voit que la méthode d’équation parabolique est une méthode de calcul numérique (discrétisation du do-

maine) et itératif ("forward and backward equations"). Pour calculer le champ à un point d’observation donné,

il faudra discrétiser l’environnement de calcul et effectuer une procédure de calcul itératif pour arriver au point

d’observation souhaité en commençant soit par le point initial du domaine si on veut utiliser l’équation "for-

ward", soit par le point final si on veut utiliser l’équation "backward". Cette contrainte ralentit parfois le calcul

surtout dans certaines situations où il faudra faire un énorme calcul pour arriver au point "cible" désiré. Dans

un scénario de propagation radar en environnement terrestre urbain, l’emploi de la méthode d’équation pa-

rabolique pour calculer les champs arrivant aux cibles cachées et rétrodiffusés vers l’antenne radar nécessite

l’utilisation en même temps des deux équations "forward" et "backward", ce qui n’est pas évident.

La méthode d’équation parabolique a été utilisée dans plusieurs domaines d’applications : la propagation

acoustique sous-marine 2D [8], l’optique et la propagation des ondes sismiques. Au départ, la méthode d’équa-

tion parabolique a été appliquée dans les problèmes de propagation sous-marine ou sur terrain plat. Mais dans

les dernières années, cette méthode a été très utilisée pour modéliser les effets de la propagation radar, et les

techniques ont été améliorées pour gérer les problèmes de diffraction et de réflexion des champs électroma-

gnétiques dans un milieu de propagation terrestre urbain [9–13]. La méthode la plus efficace de résolution de

l’équation parabolique est de type Split-Step Fourier (SSF). Cette méthode tire son nom du fait que la propa-

gation est modélisée, grâce à un passage dans le domaine spectral en utilisant la transformée de Fourier, par un

calcul itératif. Cette résolution est développée pour la première fois en 1973 [14]. Cette technique a été perfec-

tionnée [15] pour permettre de considérer un sol d’impédance quelconque en tenant compte de la condition aux

limites de Léontovich dans la résolution SSF. Cette méthode, basée sur la résolution de l’équation parabolique

par SSF, est développée dans [13, 16] pour calculer les champs électromagnétiques dans des scénarios 3D de

propagation radar en environnement terrestre (en présence des bâtiments).
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1.1.2 Méthodes de rayons

L’idée générale des méthodes de rayons est basée sur la décomposition d’un champ électromagnétique en

une sommation d’un nombre fini de rayons (tracé ou lancer de rayons) ou de tubes de rayons. Le principe

du tracé de rayons est simple : si on connaît la position de l’antenne émettrice et du point d’observation, il

suffit de tracer la liste des rayons (directs et indirects) qui peuvent se propager physiquement entre ces deux

positions. Une application directe de la méthode de tracé de rayons incluant les rayons diffractés dans un

scénario complexe de propagation augmente le nombre total de tests à effectuer pour trouver tous les rayons

participant à la propagation. Par conséquent le temps de calcul croît énormément avec le nombre d’obstacles

existant dans le milieu de propagation et le nombre de réflexions/diffractions par rayon.

Une deuxième approche a été alors proposée, le lancer de rayons, qui consiste à définir un volume de

réception autour du point d’observation. Dans la plupart des modèles, ce volume est une sphère centrée au point

de réception. Le champ électromagnétique total est alors obtenu par sommation des champs de tous les tubes de

rayons "utiles". Cette méthode a aussi plusieurs limitations : le nombre de rayons à lancer avec la complexité

de l’environnement et l’utilisation d’une sphère de réception peuvent causer d’importantes erreurs de calcul

(mauvaise estimation de phases). Le lancer de tubes de rayons permet de surmonter le second problème mais

engendre une multiplication des tests (le point d’observation est-il à l’intérieur ou à l’extérieur du tube ?). Dans

toutes les méthodes de rayons, l’utilisation d’une approximation "champ lointain" rend la méthode incapable

de traiter avec précision les interactions des champs électromagnétiques avec les obstacles situés dans les zones

"champ proche" et même "intermédiaire". Un autre problème inhérent à toutes les méthodes de rayons est le

problème de caustiques dans le cas où le milieu contient des surfaces courbes concaves, particulièrement dans

les simulations de propagation en environnement terrestre urbain en présence d’obstacles naturels, ce problème

se traduit dans les simulations par l’apparition de zones brillantes dans les images radar.

Bien que les méthodes de rayons soient souvent appliquées dans la modélisation de la propagation pour les

systèmes de communication [17–19], elles sont aussi utilisées pour simuler la propagation radar. Ces méthodes

sont très utilisées dans le calcul et la prédiction de la surface équivalente radar (SER) [20–22]. L’une des plus

célèbres méthodes basées sur la théorie de rayons est la méthode connue en anglais par "Shooting and Bouncing

Rays" qui a été utilisée dans [23] pour la prédiction de la surface équivalente radar d’objets complexes. Les

méthodes de rayons basées sur la théorie géométrique de diffraction (GTD) [24] et sa version uniforme (UTD)

[25] ont été utilisées aussi pour calculer le champ diffracté par superposition d’un nombre de rayons lancés à

partir des points de diffraction localisés sur la surface diffractante. Les positions de ces points de diffraction

sont obtenues par tracé de rayons basé sur le principe de Fermat (trajet optimal). Des travaux de recherches

ont été développés pour coupler les méthodes asymptotiques (Optique Géométrique, GTD et UTD) avec une

technique de lancer de rayons. Ce couplage permet de traiter : la simulation de SER, l’étude de rayonnement

d’antenne et la modélisation de la propagation en milieux homogènes ou inhomogènes [26].

1.1.3 Autres approches et perspectives

Plusieurs méthodes de calcul hybrides ont été développées pour adapter les méthodes de calcul existantes

et les rendre plus aptes à traiter des situations de calcul de champs plus compliquées. La méthode proposée
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dans [27] est basée sur la combinaison de l’équation parabolique avec le lancer de faisceaux gaussiens pour

étudier la propagation dans des milieux inhomogènes à grande échelle. La méthode proposée dans [28] uti-

lise l’équation parabolique et les méthodes de différences finies avec les fonctions de Green pour calculer les

pertes de transmission dans une atmosphère inhomogène et sur un terrain irrégulier, celle proposée dans [29]

combine le tracé de rayon avec l’optique physique et la théorie physique de diffraction pour calculer la SER

d’objets complexes, et finalement l’équation parabolique est combinée avec les rayons optiques pour modéliser

la propagation radar dans [30]. L’optique physique a été aussi utilisée pour traiter les effets de la diffraction,

complétée par des intégrales de frontières faisant appel notamment à des "Incremental Length Diffraction Co-

efficients" (ILDC) [31], des "elementary edge waves" (EEW) [32], et à "Incremental Theory of Diffraction"

(ITD) [33–35]. Toutes ces techniques sont basées sur le calcul du champ diffracté par superposition de tous les

champs rayonnés à partir de l’obstacle diffractant.

Dans cette thèse, nous proposons d’utiliser une méthode basée sur le principe de lancer de faisceaux gaus-

siens pour tenter de surmonter les limites des autres méthodes dans des environnements où le LFG est connu

pour son efficacité (réflexions multiples en 3D).

1.2 Faisceaux gaussiens

On trouve dans la littérature de nombreuses représentations des faisceaux gaussiens : modes gaussiens,

champs rayonnés par des sources complexes ou par des distributions sources dans un plan... Dans tous les cas,

un faisceau gaussien possède une "largeur" non nulle à la fois dans les domaines spatial et spectral, puisque le

spectre d’une fonction gaussienne est lui-même gaussien. Cette "épaisseur" des faisceaux gaussiens fournit à la

méthode de LFG plusieurs propriétés intéressantes :

• L’épaisseur du faisceau gaussien est différente de zéro dans les deux domaines spatial et spectral. Par

conséquent, les faisceaux gaussiens ne souffrent pas de problèmes de caustiques, ce qui est particulière-

ment important dans des scénarios contenant des interfaces courbes, ou dans des milieux de propagation

non homogènes.

• Le nombre de faisceaux à lancer dans des scénarios en trois dimensions est plus petit que le nombre de

rayons à lancer dans les méthodes de rayons, pour des résultats de précision équivalente.

• La représentation discrétisée des champs sous la forme d’une superposition de faisceaux n’introduit pas

de discontinuités "non physiques" car elle n’est pas basée sur un échantillonnage ou une approximation

discontinue (marches d’escaliers) du spectre rayonné, comme c’est le cas avec les méthodes de lancer de

rayons ou de tubes de rayons.

1.2.1 Modes gaussiens et faisceaux gaussiens paraxiaux généralisés

L’équation d’onde en espace libre pour une composante Ψ du champ électrique est donnée par :

∆Ψ+ k2Ψ = 0

Pour appliquer l’approximation paraxiale, on suppose que l’onde se propage selon l’axe Oz et que les varia-

tions transverses sont lentes par rapport à la variation longitudinale. Choisissons le plan (z = 0) comme plan
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équiphase. Dans ce cas Ψ peut se mettre sous la forme :

Ψ(x, y, z) = u(x, y, z)eikz

Avec l’hypothèse paraxiale |∂2u
∂z2
| ≪ 2k|∂u∂z |, on obtient alors l’équation parabolique :

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ 2ik

∂u

∂z
= 0

La solution générale de cette équation s’écrit comme le produit d’un polynôme d’Hermite, d’une fonction de

distribution transverse de type gaussien et d’un facteur de phase. L’ensemble des solutions constitue un spectre

discret de modes dits "gaussiens". Pour le premier de ces modes (mode fondamental gaussien), on a :

Ψ(x, y, z) = Ψo

√

woxwoy
wx(z)wy(z)

eikze
−
(
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w2
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+ y2
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)

e
ik
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(
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(
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πw2
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)
)

(1.10)

où Ψo, wox et woy sont des constantes, wx, wy, Rx et Ry sont des fonctions lentement variables de z.

wox etwoy sont les rayons minimaux dans les directions x et y, situés ici par convention en z = 0, et sont encore

appelés les “waists” du faisceau. La distribution de champ dans une section transverse a une variation purement

gaussienne, de largeur à 1/e wx et wy dans les directions x et y respectivement . wx et wy sont alors les rayons

transversaux du faisceau. Le front d’onde du faisceau gaussien est elliptique, de rayons de courbure Rx(z) et

Ry(z). Cette représentation de faisceau gaussien est une représentation scalaire (pour une seule composante du

champ). Elle se généralise facilement aux autres composantes dans le cas d’un champ vectoriel.

On peut définir aussi le faisceau gaussien comme étant le champ rayonné par une "source gaussienne". Sup-

posons qu’on connait la distribution du champ dans le plan source (xOy), et supposons que cette distribution

suit une fonction gaussienne centrée dans les deux domaines spatial et spectral :

Ψ(x, y, 0) = Ψo e
−
[

x2

w2
ox
+ y2

w2
oy

]

(1.11)

On peut retrouver le mode fondamental gaussien à partir du spectre d’ondes planes Ψ̃(kx, ky) qui est défini par

la transformée de Fourier de la fenêtre gaussienne Ψ(x, y, 0) par rapport aux variables spatiales [36, 37] :

Ψ̃(kx, ky) = TF [Ψ(x, y, 0)] = Ψo πwoxwoye
− 1

4
(w2

oxk
2
x+w

2
oyk

2
y) (1.12)

Nous allons détailler dans le chapitre 2 le cas général d’un faisceau gaussien paraxial généralisé nommé

Bmnpq(x, y, z) qui représente le champ rayonné par une fenêtre gaussienne Ψmnpq(x, y) obtenue à partir de la

gaussienne centrée par translation dans les deux domaines spatial et spectral :

Ψmnpq(x, y, 0) = Ψ(x−mx̄, y − pȳ, 0)ei(nk̄xx+qk̄yy) (1.13)

avec :

• {m, p} les indices spatiaux suivant les variables spatiales x resp. y et {x̄, ȳ} les pas spatiaux.

• {n, q} les indices spectraux suivant les variables spectrales kx resp. ky et {k̄x, k̄y} les pas spectraux.
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Nous allons voir dans la section [2.2.1] que l’expression d’un faisceau gaussien paraxial généraliséBmnpq(x, y, z)

peut être obtenue par intégration du spectre d’ondes planes de la fenêtreΨmnpq en utilisant la méthode du point

selle et une approximation paraxiale.

Le mode fondamental gaussien est un cas particulier du faisceau gaussien paraxial généralisé obtenu dans le

cadre d’une approximation paraxiale. Il correspond au faisceau B0000 rayonné par la fenêtre gaussienne source

centrée Ψ0000(x, y, 0). Ce résultat, obtenu pour une seule composante du champ vectoriel, se généralise facile-

ment aux autres composantes du champ puisque l’on sait exprimer la composante selon z du spectre d’ondes

planes en fonction des deux autres composantes transverses du même spectre. Dans la suite, nous introdui-

sons l’expression des faisceaux Bmnpq sous la forme de "rayons complexes" dans un repère (Omp, x̂µ, ŷµ, ẑµ),

"tourné" par rapport au repère global, et qui dépend pour chaque faisceau de ses translations spectrale et spatiale.

Dans certains travaux, ces faisceaux gaussiens paraxiaux généralisés sont nommés "propagateurs gaussiens".

1.2.2 Sources complexes

Un faisceau gaussien peut être représenté aussi comme étant rayonné par une source complexe ponctuelle.

Les premiers travaux significatifs évoquant l’idée d’utiliser des coordonnées spatiales complexes sont datés du

milieu des années 1960. G. Deschamps [38] propose de combiner en un seul nombre complexe deux nombres

réels qui caractérisent la section transverse d’un faisceau gaussien. Au début des années 1970, G. Deschamps

[39, 40], J. Keller et W. Streiffer [41] montrèrent que la continuation analytique des coordonnées spatiales

d’une ligne source ou d’un point source dans l’espace complexe décrivait des faisceaux avec une amplitude

transverse quasi-gaussienne dans l’espace réel. À partir de ces résultats, L. Felsen débuta ses travaux dans

le domaine des champs issus de coordonnées complexes et des ondes évanescentes, appliqués à différents

problèmes électromagnétiques [42–45].

Le principe général de la méthode de la source complexe vient de l’idée de prolonger analytiquement les

fonctions de Green dans l’espace complexe. La fonction de Green représente le rayonnement dans l’espace à

trois dimensions d’une source ponctuelle placée en (xS , yS , zS). Son expression est donnée par :

G(~r, ~rS) =
eikD

4πD
(1.14)

avec D la distance entre le point source et le point d’observation :

D = |~r − ~rS | =
√
(x− xS)2 + (y − yS)2 + (z − zS)2 ; ~r le vecteur coordonnées du point d’observation et

~rS = (xS , yS , zS) celui du point source. Si on déplace le point source dans l’espace complexe, par exemple en

(x̄S , ȳS , z̄S) = (0, 0, ib), la distance D devient :

D̄ =
√

x2 + y2 + (z − ib)2; D̄ ∈ C (1.15)

tel que Re(D̄) > 0 pour assurer la condition physique de rayonnement. Dans le cadre d’une approximation

paraxiale et si on suppose que (x2 + y2 ≪ z2 + b2), cette distance complexe devient égale à :

D̄ ∼ z − ib+ x2 + y2

2(z − ib) (1.16)
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FIG. 1.1 – La source complexe ponctuelle rayonne un champ non négligeable uniquement dans la direction

(z > 0).

La fonction de Green correspondant à cette distance complexe devient alors :

Ḡ(~r, ~rS) =
ekb

4π

eikze
ik
2

x2+y2

z−ib

z − ib (1.17)

Cette dernière fonction de Green représente le champ rayonné par une source complexe ponctuelle. De l’équa-

tion (1.17), on déduit que le champ rayonné par une source complexe ponctuelle correspond au mode fonda-

mental gaussien (1.10) ayant l’axe z comme axe de symétrie cylindrique. Le faisceau gaussien créé par une

source complexe ponctuelle est une solution exacte des équations de Maxwell puisqu’il est exprimé en espace

libre par la fonction de Green. Un faisceau gaussien paraxial à symétrie cylindrique est donc équivalent (dans

sa zone de paraxialité) à une onde sphérique créée dans un espace complexe par une source ponctuelle située

en un point non réel. Le paramètre b détermine le waist du faisceau dans son plan source.

Le principe des méthodes de sources complexes consiste à décomposer une distribution de champ source

sur un ensemble de sources complexes ponctuelles. Le champ total rayonné par cette distribution source s’écrit

alors sous la forme d’une somme de "faisceaux gaussiens" (paraxiaux ou non) créés par ces sources complexes

ponctuelles. Ces méthodes ont été utilisées pour des calculs d’interactions en champ vraiment proche, avec

des sources complexes directives permettant de représenter une part des ondes évanescentes [46, 47]. Elles

sont également proposées pour des calculs d’interactions entre objets en 3D, par LFG paraxiaux à partir de

sphères [48–50] ou pour le calcul de champs diffractés à partir d’arêtes [51, 52].

1.3 Discrétisation initiale

La représentation des champs propagés dans un environnement par LFG repose sur la discrétisation des

sources de rayonnement. La superposition de modes gaussiens n’est pas adaptée à la représentation de sources
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non paraxiales. Par ailleurs, la représentation de champs sources par superposition de sources complexes repose

sur un échantillonnage spatial (sources peu directives) ou spectral. Il n’existe pas de formalisme permettant de

représenter un rayonnement quelconque à partir d’un plan source, par décomposition en sources complexes.

L’approche la plus systématique pour représenter des champs sources dans l’espace des phases est basée sur

des techniques temps-fréquence que nous présentons ci-dessous.

1.3.1 Transformée de Fourier à fenêtre

La représentation d’une distribution de champ source comme une sommation d’un nombre discret d’objets

élémentaires nécessite le calcul d’une série des coefficients discrets appelés "coefficients de pondération" cor-

respondant aux objets élémentaires. Par exemple, le principe des méthodes LFG est basé sur la décomposition

d’un champ source sur une famille de fonctions élémentaires translatées dans les deux domaines spatial et spec-

tral. Cette famille de fonctions élémentaires est appelée "frame" si elle vérifie des conditions d’échantillonnage

et de localisation dans les deux domaines spatial et spectral qu’on présentera en détails dans le chapitre 2.

L’idée générale du frame vient initialement de la transformée de Fourier à fenêtres ou transformée de

Fourier à court terme. La transformée de Fourier à fenêtre F (xo, ko) d’une fonction f(x) s’exprime comme

suit :

F (xo, ko) =

∫ ∞

−∞
f(x)ψ∗(x− xo)e−ikoxdx (1.18)

où ψ∗ désigne le complexe conjugué de ψ qui est la fonction fenêtre qui doit être localisée dans le domaine

spatial et dans le domaine spectral si on veut obtenir réellement une analyse de Fourier locale. Dans le cas

général, la fonction ψ est normalisée et centrée à l’origine (spatiale et spectrale) de sorte que ψ(x − xo)e
ikox

soit centrée autour de xo et ko. La fonction à deux variables F (xo, ko) donne une information sur le contenu

spatial et spectral de f autour du point (x0,k0). Cette transformée est encore appelée transformée de Gabor

même si ce terme est souvent réservé au cas où la fenêtre ψ est une fonction gaussienne.

L’intérêt principal de cette transformée de Fourier à fenêtre est le fait qu’on peut reconstruire la fonction

f(x) grâce à la relation suivante [53] :

f(x) =
1

2π

∫∫ ∞

−∞
F (xo, ko)ψ(x− xo)eikoxdxodko (1.19)

La famille des fonctions {ψ(x − xo)e
ikox}, qui sert à localiser la fonction f , est alors construite à partir de la

fonction centrale ψ(x) par translation spatiale de x0 et spectrale de k0. La transformée de Fourier à fenêtre per-

met donc de représenter une fonction f(x) d’une variable à partir d’une fonction de deux variables F (xo, ko).

En faisant un maillage régulier tous les xo = mx̄ dans le domaine spatial et ko = nk̄x dans le domaine spectral,

on peut représenter la fonction f à partir des valeurs discrètes de sa transformée de Fourier F (xo, ko) :

Fmn =

∫ ∞

−∞
f(x)ψ∗(x−mx̄)e−ink̄xxdx (1.20)

où x̄ représente le pas d’échantillonnage spatial et k̄x représente le pas d’échantillonnage dans le domaine

spectral. La reconstruction de la fonction f à partir de ces coefficients discrets Fmn n’est pas aussi immédiate

que dans le cas continu. Plusieurs contraintes se posent : il faut tout d’abord que ces coefficients caractérisent
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la fonction f complètement, et aussi que la reconstruction numérique de la fonction f soit stable. D’où vient

l’idée générale des frames qui sont construits en choisissant la fonction fenêtre et les pas d’échantillonnage

dans les deux domaines spatial et spectral, et qui permettent de répondre aux contraintes de stabilité afin de

réaliser cette discrétisation.

1.3.2 De la décomposition de Gabor aux frames de Gabor

La décomposition de Gabor a été proposée en 1946 par D. Gabor [54] pour discrétiser une distribution

de champ source f sur une famille de fonctions gaussiennes {ψmn}. Cette famille est construite à partir d’une

fenêtre centrale par des translations dans les deux domaines spatial et spectral, avec des pas d’échantillonnage

spatial x̄ et spectral k̄x qui vérifient la relation suivante :

x̄k̄x = 2π (1.21)

Il a été cependant établi que la décomposition de Gabor est instable numériquement à cause de la fonction

biorthogonale [55–59] utilisée dans le calcul des coefficients de décomposition de la fonction f sur la famille

des fonctions gaussiennes. La fonction biorthogonale n’appartient pas à L2(R) et n’est pas localisée, ce qui

entraîne des problèmes de convergence dans les représentations de champs à partir de cette décomposition et

ne garantit pas l’obtention de la solution souhaitée.

Pour résoudre les inconvénients de la décomposition de Gabor (instabilité numérique, mauvaise localisa-

tion) tout en conservant les avantages d’une représentation discrète des champs par sommation de fonctions

gaussiennes, il faut introduire un sur-échantillonnage (redondance) dans la décomposition de façon à ce que

l’ensemble des fonctions gaussiennes soit un frame, dit "frame de Gabor" [60–63]. Dans le cas d’une décom-

position sur un frame de Gabor, Il faut donc que les pas d’échantillonnage spatial et spectral vérifient la

relation suivante :

x̄k̄x < 2π (1.22)

En imposant cette contrainte sur les pas d’échantillonnage, on peut assurer la stabilité de la reconstruction de la

fonction f à partir de ses coefficients de décomposition. La décomposition sur un frame de Gabor, formellement

analogue à la décomposition de Gabor, assure donc la stabilité et la convergence des décompositions grâce au

sur-échantillonnage.

Dans le chapitre 2, nous présenterons les éléments de base de la théorie des frames et nous montrerons à

quelles conditions on peut construire des frames de Gabor. Nous présenterons aussi les propriétés de ces frames

particuliers et la méthode de calcul des coefficients de décomposition.

1.3.3 Principe du "LFG de base" à partir d’un frame

Dans les méthodes qui représentent le champ par sommation de faisceaux gaussiens, chaque faisceau est

traité à part dans le milieu de propagation, et le champ total au point d’observation est égal à la somme des

champs rayonnés par tous les faisceaux se propageant dans l’environnement de ce point. Ces méthodes ont été

déjà appliquées dans différents domaines [64–68].
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Comme illustré sur la figure 1.2, une distribution quelconque définie dans un plan source (le long de l’axe

x sur la figure) peut être décomposée dans ce plan sur un frame de fenêtres gaussiennes. Chaque fenêtre gaus-

FIG. 1.2 – Décomposition du champ source sur un frame de Gabor

sienne rayonne dans l’espace et donne naissance à un faisceau gaussien. La translation spatiale se manifeste

par une translation de l’origine du faisceau dans le plan source, et la translation spectrale par une rotation de

la direction de l’axe du faisceau ẑµ. Nous allons illustrer dans le chapitre 2 que grâce à une approximation

paraxiale, le champ d’un seul faisceau gaussien élémentaire qui se propage en espace libre peut être donné par

une expression analytique ("propagateur paraxial").

La méthode LFG "de base" à partir d’un frame consiste à :

1. Décomposer la distribution du champ source (ou le champ émis par l’antenne d’émission) sur un en-

semble de fenêtres gaussiennes constituant un frame, conformément à la théorie mathématique des

frames.

2. Tracer les trajets des axes des faisceaux dans l’environnement.

3. Calculer les champs transformés (réfléchis, transmis...) des faisceaux gaussiens par les interfaces pré-

sentes dans le milieu de propagation.

4. Calculer les champs des faisceaux "utiles" (i.e. de champ non négligeable aux points cibles).

5. Superposer ces champs, pondérés par les coefficients de décomposition des fenêtres de frame correspon-

dantes.

Dans la théorie LFG "de base", seules les transformations paraxiales d’un faisceau gaussien par les interfaces

peuvent être traitées. Des approximations asymptotiques permettent d’obtenir dans ce cas des expressions ana-

lytiques pour les champs transformés. Une transformation est traitée comme "transformation paraxiale" lorsque

le faisceau incident est totalement intercepté par la surface de l’interface c’est-à-dire lorsque le champ du fais-

ceau incident est totalement reçu par l’interface.
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1.4 Transformations des faisceaux gaussiens en présence d’obstacles

Dans ce travail de thèse, nous allons nous intéresser aux transformations d’un faisceau gaussien dans un

environnement complexe (i.e. en présence d’obstacles). Dans le cas où le faisceau gaussien rencontre la surface

d’un obstacle, on peut distinguer deux principales catégories de transformations. Dans la première, le faisceau

est totalement intercepté par la surface de l’obstacle c’est-à-dire la totalité du champ du faisceau considéré

comme non négligeable est reçue par la surface de cet obstacle (réflexion et/ou réfraction spéculaire). Dans ce

cas, les transformations peuvent être traitées en appliquant une approximation paraxiale, d’où la dénomination

de "transformations paraxiales" [1,61,69]. La transformation paraxiale d’un faisceau gaussien par une interface

régulière donne alors naissance à deux autres faisceaux gaussiens : un réfléchi et un transmis. Dans le second cas

de figure, le faisceau est partiellement intercepté par la surface de l’obstacle, c’est-à-dire une partie du champ

du faisceau non négligeable n’est pas interceptée par cette surface ("diffraction") comme par exemple dans le

cas d’une incidence sur le coin d’un obstacle. Dans ce cas, les champs transmis ne peuvent pas être considérés

comme des faisceaux gaussiens car la réflexion spéculaire est inexacte, et la transformation paraxiale seule ne

donne pas des résultats de bonne précision. Dans une telle situation, on propose pour résoudre ce problème

d’appliquer un algorithme de re-décomposition.

1.4.1 Transformations paraxiales

Les faisceaux gaussiens sont des "propagateurs paraxiaux" qui peuvent être suivis et transformés comme

des rayons optiques lors de réflexions/réfractions spéculaires à condition que ces faisceaux soient totalement

interceptés par les interfaces diélectriques ou conductrices. Des faisceaux images rendent facilement compte de

réflexions multiples ; le principe de raccordement de phase ("phase matching" en anglais), la matrice ABCD et

les opérateurs de Fresnel peuvent être appliqués le long de l’axe du faisceau dans le cas d’interfaces courbes.

Lorsqu’un faisceau incident rencontre une interface régulière, ce faisceau engendre un faisceau gaussien réfléchi

et un autre transmis. Nous allons voir dans ce qui suit (section [2.2.2]) que grâce à une approximation paraxiale,

des expressions analytiques peuvent être établies pour les faisceaux gaussiens transformés. L’approximation

dite "paraxiale" utilisée pour justifier ce traitement des faisceaux est d’autant plus précise que les faisceaux

sont plus collimatés (i.e. de faible largeur spectrale).

Chaque faisceau peut être alors suivi à travers un environnement complexe en appliquant les lois de Snell-

Descartes le long de l’axe du faisceau aux différentes interfaces rencontrées. On aura donc une procédure très

simple à mettre en œuvre pour connaître les transformations successives d’un faisceau gaussien paraxial dans

un environnement de propagation donné. Cependant, pour respecter les conditions de validité de l’approche

"phase matching", il faut que les faisceaux gaussiens restent suffisamment étroits par rapport aux rayons de

courbure des surfaces rencontrées, qui eux-mêmes ne doivent pas varier trop rapidement [40, 70, 71]. Dans le

cas où le faisceau éclaire une portion de surface trop importante ou arrive en incidence rasante, les résultats de

la méthode "phase matching" deviennent imprécis car les champs réfléchi et transmis ne sont plus exactement

des faisceaux gaussiens paraxiaux.

Des méthodes plus sophistiquées ont été proposées pour pallier ces inconvénients : optimisation des coef-
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ficients de décomposition modale pour un faisceau de Gauss-Hermite incident obliquement sur une interface

courbe [72], introduction de “faisceaux gaussiens elliptiques” pour représenter le champ rayonné par une an-

tenne à réflecteurs [73], utilisation de faisceaux “conformes” lancés depuis un frame de Gabor pour l’étude de

radômes [74]...

1.4.2 Diffraction

Dans un contexte de propagation radar terrestre en milieu urbanisé, il est fort probable de rencontrer plu-

sieurs fois le phénomène de diffraction, par exemple sur le coin d’un obstacle, par transmission partielle entre

deux bâtiments...

De nombreuses approches ont été développées pour modéliser la diffraction de faisceaux gaussiens depuis

les années 80, de la diffraction de modes gaussiens par des ouvertures ou des réflecteurs aux approches récentes

commme la "Beam-to-Beam diffraction". Nous faisons ci-dessous un rapide tour d’horizon des méthodes sus-

ceptibles d’être utilisées dans le contexte qui nous intéresse.

a Rayons diffractés

Les approches les plus classiques consistent à exprimer le champ d’un faisceau gaussien diffracté comme

un champ de rayons, de façon très analogue aux méthodes de type Théorie Géométrique de la Diffraction

(GTD) ou intégrales de bord en Optique Physique (PTD). Dans le premier cas de figure, les rayons diffractés

sont obtenus par approximation asymptotique dans le domaine spectral, alors que la seconde approche a pour

point de départ une intégrale d’Optique Physique à partir des champs d’un faisceau gaussien incident [70, 75].

Cette seconde approche permet de traiter des problèmes de diffraction par des surfaces courbes, et a été en

particulier développée par Pathak et ses co-auteurs pour l’analyse d’antennes à réflecteurs [71]. Les mêmes

auteurs ont proposé pour ce type de problème une autre décomposition des champs sources en "fonctions de

base gaussiennes" ("Gaussian-Ray Basis functions" en anglais, GRBF) [71,76]. Ces fonctions élémentaires, qui

ne vérifient pas toujours les équations de Maxwell, ont été proposées pour surmonter le problème de réflexion

des faisceaux gaussiens collimatés (i.e. larges spatialement) par des surfaces d’antennes de petites tailles.

Aucune de ces approches cependant ne semble vraiment adaptée à la simulation de la propagation par LFG

dans un environnement qui provoque des réflexions-diffractions multiples. En effet, dès la première diffraction,

les faisceaux gaussiens incidents sont diffractés sous forme de rayons, et l’algorithme perd alors de son intérêt.

D’autres approches asymptotiques ont été proposées et mises en œuvre dans des contextes applicatifs où la

rapidité de calcul et la modélisation de champs vectoriels sont primordiaux [77, 78]. Les propagateurs obtenus

après diffraction ne sont ni des rayons ni des faisceaux gaussiens “classiques”.

b Incremental Complex Point Source diffraction

La méthode connue sous le nom "Incremental Complex Point Source diffraction" en anglais (CPS/ITD) est

une méthode de modélisation de la diffraction par intégrations sur des sources complexes ponctuelles. Cette

méthode, qui a été introduite dans [33, 34], est une généralisation de l’ITD définie dans l’espace réel [35]. Le
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principe de l’ITD consiste à exprimer le champ total diffracté par une intégration linéaire de sources élémen-

taires le long des frontières de l’objet diffractant, dont le champ rayonné s’ajoute au terme d’optique géomé-

trique. En chaque point d’intégration, les contributions sont calculées en appliquant le principe de localisation

hautes fréquences pour évaluer les coefficients de diffraction en remplaçant la géométrie locale par une forme

canonique. Le calcul complet de cette méthode est présenté dans [33].

L’intérêt de la méthode CSP/ITD est de permettre d’intégrer le long du bord de l’objet des sources ponc-

tuelles décalées dans l’espace complexe. Cette méthode exige bien sûr que ces sources ne soient pas trop larges

spatialement le long de bords ou de surfaces courbes, pour des raisons de localisation. Elle dépend aussi de la

possibilité de calculer les coefficients de diffraction. Son utilisation dans un algorithme de LFG nécessite enfin

de discrétiser les intégrales de diffraction.

c Beam to Beam diffraction

Des travaux récents de Heyman et Katsav ont eu pour objectif de représenter les champs d’un faisceau gaus-

sien diffracté comme une somme discrète de faisceaux collimatés. Deux stratégies de sommation de faisceaux

gaussiens pour simuler la diffraction par un bord dans une configuration 2D ont été présentées dans [79, 80].

Dans une configuration 3D, la méthode "Beam to Beam diffraction" (B2B) [51, 52] consiste à exprimer les

champs diffractés par superposition de faisceaux gaussiens paraxiaux dont les origines sont localisées sur les

bords des obstacles, avec des axes pointant dans toutes les directions. La représentation du champ diffracté par

le bord d’un demi-plan sous forme d’une sommation de faisceaux gaussiens comporte deux phases : une décom-

position angulaire du spectre d’ondes planes du champ diffracté dans un plan perpendiculaire à l’axe du bord, et

une décomposition sur un frame de Gabor le long de l’axe du bord d’une distribution ligne source qui remplace

le spectre d’ondes planes du champ diffracté [51, 81]. Les coefficients de décomposition, qui sont donnés par

des expressions analytiques, dépendent de l’orientation du faisceau incident, de la distance entre l’origine de

ce faisceau et le bord, et d’autres paramètres physiques. Ces coefficients forment la matrice de diffraction, et

permettent de représenter facilement le champ diffracté d’un faisceau incident rencontrant le bord d’un obstacle

à l’aide d’une série de faisceaux élémentaires. Le bord d’un obstacle se décrit alors par sa matrice de diffraction

appelée "beam-to-beam matrix". Cette méthode représente un peu l’équivalent de la Théorie Géométrique de la

Diffraction, mais dans l’espace des faisceaux gaussiens. Les types de discontinuités et d’obstacles pour lesquels

les coefficients de diffraction sont évalués analytiquement peuvent cependant limiter son application.

1.5 Approche proposée

Dans ce travail, nous proposons, dans le contexte des formulations de lancer de faisceaux gaussiens pa-

raxiaux, d’utiliser une méthode LFG améliorée grâce à l’utilisation de frames successifs. La base de cette

méthode est le LFG "paraxial" ou "de base" à partir de frames de Gabor, combiné avec un algorithme de

re-décomposition des faisceaux gaussiens.

La méthode LFG "de base" permet d’effectuer des simulations de propagation rapides en environnements

complexes, et d’échapper aux problèmes de caustiques. Le LFG à partir de frames de Gabor permet aussi
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de calibrer le nombre et les directions des faisceaux à lancer d’une façon efficace et flexible. Cependant, la

diffraction d’un faisceau gaussien lorsqu’il est partiellement intercepté par un obstacle de dimensions finies

pose un problème difficile à traiter avec précision par la méthode LFG "de base". Les formules analytiques

des transformations paraxiales d’un faisceau gaussien par une interface arbitraire s’appliquent en effet à des

faisceaux totalement interceptés. Par ailleurs l’élargissement spatial des faisceaux gaussiens remet en cause

leur paraxialité pour des trajets "longs".

L’algorithme de re-décomposition que nous proposons vise à surmonter ces limitations. Il se décompose en

deux étapes :

• une re-décomposition du faisceau incident sur un frame à fenêtres étroites défini dans le plan de l’obs-

tacle. Dans le cas d’un faisceau incident sur un obstacle de dimensions finies, seuls les coefficients de

re-décomposition correspondant aux fenêtres centrées sur l’obstacle sont pris en compte,

• un changement de frame permettant d’obtenir les coefficients de décomposition du champ incident in-

tercepté sur un frame à fenêtres larges, à partir des coefficients calculés à l’étape précédente. Dans le cas

d’un obstacle réfléchissant, le champ réfléchi est alors obtenu par superposition des faisceaux réfléchis,

issus de la transformation des champs des fenêtres du frame de re-décomposition "large", multipliés par

leurs coefficients de pondération.

L’élargissement spatial des faisceaux gaussiens après une longue propagation pose un deuxième problème

de validité de l’approximation paraxiale et peut constituer une limitation des méthodes basées sur la formu-

lation LFG. Ce problème peut être résolu aussi en appliquant l’algorithme de re-décomposition d’un faisceau

gaussien. La "re-décomposition" des champs de faisceaux devenus trop larges, donnant ainsi naissance à un

nouvel ensemble de faisceaux paraxiaux "collimatés", est proposée pour pallier le problème de non paraxialité

des faisceaux dans des environnements de grande taille.

La suite du document est organisée de la manière suivante :

– Dans le deuxième chapitre, nous présentons les éléments essentiels de la théorie de frames, en particu-

lier des frames de Gabor, avec un intérêt particulier pour les frames de Gabor à fenêtres gaussiennes

(calcul des coefficients et des limites spatiales et spectrales). Ensuite, nous présentons les propriétés des

faisceaux gaussiens astigmatiques généralisés : expression analytique de propagation, et transformation

paraxiale par une interface arbitraire.

– Le troisième chapitre présente en détails l’algorithme de re-décomposition d’un faisceau gaussien en trois

dimensions, basé sur l’utilisation de deux frames de re-décomposition : un premier à fenêtres étroites dans

le domaine spatial et un deuxième à fenêtres larges. Cet algorithme est composé de trois étapes essen-

tielles : le calcul des coefficients de re-décomposition sur le frame "étroit", la procédure de changement

de frame pour passer du premier frame au deuxième, et le calcul des coefficients de re-décomposition sur

le frame à fenêtres larges. À chaque étape, des simulations sont présentées et confrontées à des solutions

de référence, pour valider les différentes étapes de la formulation.

– Dans le quatrième et dernier chapitre, nous présentons quelques applications illustrant l’intérêt de la re-

décomposition des faisceaux gaussiens dans des situations où la méthode LFG "de base" présente des

limitations. Nous commençons ce chapitre par le calcul, dans des situations diverses, des limites spatiales
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et spectrales de la re-décomposition, et donc des bornes inférieures et supérieures des sommations, sur

les fenêtres ou les faisceaux, utilisées pour synthétiser le champ. Puis l’algorithme est testé pour évaluer

sa précision lors de la re-décomposition du champ d’un faisceau se propageant en espace libre, diffracté

par une ouverture, ou réfléchi-diffracté par un obstacle plan de dimensions finies.
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Chapitre 2

Formulation du lancer de faisceaux gaussiens

à partir d’un frame

Le principe général des frames est de décomposer le signal ou le champ sur une famille de fonctions élémen-

taires. Dans cette thèse, nous allons nous intéresser à l’utilisation de frames dans la modélisation des champs

électromagnétiques pour une propagation en espace libre ou en présence d’obstacles. L’une des applications

intéressantes des frames est la décomposition d’un champ source sur une famille de fonctions élémentaires. Par

exemple, le champ rayonné par une antenne peut être mesuré dans un plan proche de l’antenne, utilisé comme

"surface équivalente". En définissant un frame de décomposition sur cette surface équivalente, la distribution du

champ source peut être alors décomposée sur l’ensemble des fonctions élémentaires constituant ce frame. Si les

champs rayonnés par chacune de ces fonctions élémentaires sont connus, on aura une modélisation complète

des champs électromagnétiques rayonnés par l’antenne en additionnant ces champs élémentaires.

Dans la suite, nous allons travailler avec un cas particulier de frame appelé frame de Gabor, formé par

une famille de fonctions gaussiennes translatées dans les deux domaines spatial et spectral. Le frame de Gabor

possède plusieurs avantages : la fonction gaussienne est bien localisée dans son domaine de définition ainsi que

dans le domaine transformé et la transformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne. Le plus grand

intérêt du frame de Gabor est le fait que le rayonnement d’une fenêtre gaussienne élémentaire, connu sous le

nom "faisceau gaussien", a été amplement exploré. Des approximations asymptotiques permettent d’établir des

expressions analytiques pour ces faisceaux élémentaires, ce qui conduit à une représentation simple et rapide

des champs. Une approximation paraxiale est utilisée également pour établir l’expression des champs résultant

de la transformation d’un faisceau par des interfaces régulières dans un environnement complexe (en présence

des obstacles). En utilisant les frames de Gabor, on peut calculer les champs électromagnétiques propagés dans

certains environnements par superposition d’un nombre limité de faisceaux élémentaires.

La première partie de ce chapitre présente de façon générale la notion de frame avec un intérêt particulier

pour le frame de Gabor à fenêtre gaussienne. Ensuite nous allons présenter l’application de ces frames particu-

liers dans le domaine de propagation pour modéliser les champs électromagnétiques. Puis nous allons détailler

le calcul des limites spatiales et spectrales par lesquelles on restreindra la sommation sur une bande donnée

spatiale ou spectrale dans la synthèse d’une fonction décomposée sur un frame de Gabor. La deuxième partie

29
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de ce chapitre présente la notion de faisceau gaussien généralisé et ses transformations paraxiales. Nous termi-

nerons le chapitre en abordant les problèmes liés à la propagation d’un faisceau gaussien et les erreurs liées à

l’approximation paraxiale.

2.1 Théorie générale des frames

La notion de frame a été introduite en 1952 par Duffin et Schaeffer [82] pour l’étude des séries de Fourier

non-harmoniques. Mais l’utilisation des frames est devenue plus importante plus tard dans l’analyse "temps-

fréquence" et la théorie des ondelettes [83, 84]. Nous allons présenter dans cette section d’une façon résumée

la notion générale de frame (définitions et propriétés) sans aucune démonstration. Les démonstrations de toutes

ces propriétés pourront être trouvées dans [53,84,85] qui constituent d’excellentes références à ce sujet. Ensuite

nous allons détailler plus précisément les propriétés particulières du frame de Gabor.

2.1.1 Définitions et propriétés

Les définitions et les propriétés des frames que nous allons présenter sont générales et valables quel que soit

l’espace de Hilbert considéré. Nous emploierons cependant le terme de fonctions pour désigner les éléments de

cet espace puisque nous nous placerons dans la suite de ce travail dans le cas d’un espace de Hilbert fonctionnel

formé par les fonctions réelles de carré intégrable, L2(R) ou L2(R2).

Notations : 〈., .〉 désigne le produit scalaire associé à un espace de Hilbert H, et ‖ ‖ la norme associée, ‖f‖ =√
〈f, f〉. Dans L2(R) le produit scalaire est défini classiquement par 〈f, g〉 =

∫

f(x)g∗(x)dx.

Définition 2.1. Une famille de fonctions (ϕj)j∈J dans un espace de Hilbert H forme un frame s’il existe deux

constantes positives A et B, 0 < A ≤ B <∞, telles que, pour toute fonction f dans H,

A‖f‖2 ≤
∑

j∈J
|〈f, ϕj〉|2 ≤ B‖f‖2 (2.1)

A et B sont appelées les limites du frame et 〈f, ϕj〉 désigne le produit scalaire de la fonction f par la fonction

ϕj dans l’espace de Hilbert H.

Lorsque A = B = 1, la famille (ϕj)j∈J constitue une base orthonormée. Tout frame forme une famille

complète mais il existe des familles complètes qui ne sont pas des frames. Les frames ont donc des propriétés

« plus fortes » que les familles complètes mais « moins fortes » que les bases.

Introduisons maintenant une autre notion importante, celle de l’opérateur de frame tel qu’il est défini

dans [53, 84] :

Définition 2.2. Si (ϕj)j∈J forme un frame dans H, alors l’opérateur de frame S est l’opérateur linéaire de H

vers l2(J) = {c = (cj)j∈J ; ‖c‖2 = ∑

j∈J |cj |2 <∞} défini par

(Sf)j = 〈f, ϕj〉

Sf =
∑

j∈J
〈f, ϕj〉ϕj
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Une des propriétés importantes de l’opérateur S est son inversibilité et en appliquant l’opérateur S−1 aux

fonctions ϕj , on obtient une nouvelle famille de fonctions ϕ̂j ,

ϕ̂j = S−1ϕj , j ∈ J (2.2)

La fonction ϕ̂j est appelée la fonction duale de la fonction ϕj . Les fonctions (ϕ̂j)j∈J forment elles aussi un

frame défini dans la proposition suivante :

Proposition 2.1. Les fonctions (ϕ̂j)j∈J constituent un frame de limites B−1 et A−1,

B−1‖f‖2 ≤
∑

j∈J
|〈f, ϕ̂j〉|2 ≤ A−1‖f‖2 (2.3)

L’opérateur associé F̂ : H → l2(J), (F̂ f)j = 〈f, ϕ̂j〉 satisfait F̂ = F (F ∗f)−1, F̂ ∗F̂ = (F ∗F )−1 et F̂ ∗F =

Id = F ∗F̂ .

On appelle (ϕ̂j)j∈J le frame dual de (ϕj)j∈J . On peut déduire de la propriété précédente que toute fonction

f ∈ H peut être représentée à l’aide du frame et du frame dual de la façon suivante :

f =
∑

j∈J
〈f, ϕ̂j〉ϕj =

∑

j∈J
〈f, ϕj〉ϕ̂j (2.4)

L’expression (2.4) montre que l’on peut reconstruire la fonction f à partir des coefficients 〈f, ϕj〉 du moment

que l’on connaît les fonctions duales ϕ̂j . De plus, on sait aussi décomposer f sur les fonctions ϕj . Ces décom-

positions ont d’excellentes propriétés de convergence.

Comme nous l’avons déjà dit, les frames ne sont pas nécessairement des bases car les fonctions ϕj ne sont

pas linéairement indépendantes. Donc la décomposition d’une fonction f donnée sur un frame de fonctions ϕj

n’est pas unique. Cependant les coefficients obtenus par projection sur le frame dual ϕ̂j sont des coefficients

« d’énergie minimale » au sens de la proposition ci-dessous :

Proposition 2.2. Si f =
∑

j∈J cjϕj pour c = (cj)j∈J ∈ l2(J) et si tous les coefficients cj ne sont pas égaux à

〈f, ϕ̂j〉, alors
∑

j∈J |cj |2 >
∑

j∈J |〈f, ϕ̂j〉|2.

Les fonctions duales ϕ̂Nj peuvent être calculées à partir des fonctions ϕl en appliquant un algorithme itéra-

tif :

ϕ̂Nj =
∑

l∈J
αNjlϕl (2.5)

avec

αNjl =
2

A+B
δjl + αN−1jl − 2

A+B

∑

m∈J
αN−1jm 〈ϕm, ϕl〉 (2.6)

où δjl est la notation de Kronecker définie par δjl = 1 si j = l et δjl = 0 sinon.

Les équations (2.5) et (2.6) nous permettent de déterminer le frame dual {ϕ̂j}. En pratique, le nombre de

termes restants dans les sommations est limité car beaucoup de 〈ϕm, ϕl〉 seront négligeables. Le rapport B/A

conditionne la convergence de cet algorithme. Plus ce rapport est proche de 1 et plus la convergence sera rapide,

c’est-à-dire moins d’itérations seront nécessaires pour obtenir une bonne précision.
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2.1.2 Frames de Gabor dans L
2(R)

Dans l’espace L2(R), les deux types de frames les plus utilisés sont les frames d’ondelettes (liés à la

transformée en ondelettes) et les frames du groupe de Weyl-Heisenberg. Les frames appartenant au groupe de

Weyl-Heisenberg sont constitués à partir d’une seule fonction "centrée" par translation dans les deux domaines

spatial et spectral. Dans cette thèse, nous allons nous intéresser à un frame particulier appartenant au groupe

Weyl-Heisenberg qui est le frame de Gabor. Son principe consiste à décomposer une distribution quelconque

f(x) sur une famille de fenêtres gaussiennes ψmn déduites les unes des autres par translation dans les domaines

spatial et spectral. La distribution f(x) s’écrit alors sous la forme d’une sommation de ces fenêtres gaussiennes

multipliées par des coefficients de pondération Amn :

f(x) =
∑

m,n

Amnψmn(x) (2.7)

La famille des fonctions gaussiennes ψmn est définie comme suit :

ψmn(x) = ψ(x−mx̄)eink̄x avec (m,n) ∈ Z
2, x ∈ R, (x̄, k̄x) ∈ R

2 (2.8)

où x̄ et k̄x sont respectivement les pas de translation spatial et spectral, ψ(x) est une fonction gaussienne

normalisée (‖ψ‖ = 1) et centrée définie par :

ψ(x) =

√√
2

Lx
e
−π x2

L2
x (2.9)

La fonction gaussienne peut être exprimée aussi en fonction de son écart-type σx tel que Lx =
√
πσx.

Pour représenter la densité d’échantillonnage d’un frame du groupe Weyl-Heisenberg, on introduit un pa-

ramètre νx appelé facteur de sur-échantillonnage. Le paramètre νx représente le degré d’échantillonnage pour

le maillage constituant le frame, il est défini par :

x̄k̄x = 2πνx (2.10)

où x̄ désigne le pas spatial et k̄x désigne le pas spectral.

Il a été montré dans [1, 60] que la condition νx < 1 (ou x̄k̄x < 2π) est nécessaire et suffisante pour que la

famille des fonctions gaussiennes {ψmn} forme un frame. Le choix de la fonction gaussienne comme fenêtre

de frame est justifié par plusieurs raisons : premièrement, la fonction gaussienne permet d’obtenir une bonne

localisation dans les deux domaines spatial et spectral, deuxièmement la représentation de la gaussienne dans

le domaine spectral est aussi une gaussienne (la transformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne),

et finalement nous verrons dans la suite que le champ rayonné par une gaussienne (appelé faisceau gaussien) et

les transformations de ce champ par une interface arbitraire s’obtiennent explicitement par des approximations

asymptotiques.

Les propriétés d’un frame dépendent aussi du paramètre ρ (“match” parameter en anglais). Ce paramètre

décrit la distribution de la fonction ψ dans les deux domaines spatial et spectral, son expression est donnée

par [61] :

ρ =
∆x/x̄

∆kx/k̄x
(2.11)
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où ∆x = ‖xψ(x)‖/‖ψ(x)‖ et ∆kx = ‖kxψ̃(kx)‖/‖ψ̃(kx)‖ désignent respectivement les largeurs spatiale et

spectrale de la fonction ψ.

L’une des propriétés intéressantes du groupe de Weyl-Heisenberg, dont le frame de Gabor fait partie, est le

fait que la famille des fonctions duales forme aussi un frame et elle est construite à partir d’une seule fonction

"centrée". Il a été montré aussi dans [86] que pour un frame de Gabor à fenêtres gaussiennes et afin d’obtenir un

nombre minimum d’itérations dans le calcul des fonctions duales, il est préférable d’avoir la relation suivante

entre la largeur des fenêtres et le facteur de sur-échantillonnage :

x̄ =
√
νxLx (2.12)

où Lx désigne la largeur spatiale des fenêtres gaussiennes. On en déduit que : k̄x =
√
νxΩx avec Ωx la largeur

des fenêtres dans le domaine spectral : Ωx = 2π
Lx

.

Le frame de Gabor particulier qui respecte la relation (2.12) est appelé "frame équilibré" (ou "balanced frame"

en anglais) car son paramètre ρ de ce frame est égal à 1 : la fenêtre gaussienne ψ couvre également bien les

deux domaines spatial et spectral.

2.1.3 Calcul des coefficients de décomposition

Conformément à la première égalité dans l’équation (2.4), les coefficients Amn de décomposition à énergie

minimale d’une fonction f sur le frame de Gabor formé par la famille des fonctions {ψmn} s’obtiennent :

Amn =

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ̂∗mn(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ̂∗(x−mx̄)e−ink̄xdx (2.13)

où ϕ̂ désigne la fonction duale "principale" correspondant à la fonction gaussienneψ, et ϕ̂mn désigne la fonction

duale translatée. La famille des fonctions duales {ϕ̂mn} forme aussi un frame de Gabor que l’on appelle le

frame dual. En utilisant les propriétés d’un frame de Gabor, la fonction duale principale ϕ̂ est calculée grâce

à l’algorithme itératif (équations (2.5) et (2.6) ci-dessus), et les fonctions ϕ̂mn se déduisent à partir de cette

dernière par des translations spatiales et spectrales. Il a été par ailleurs prouvé que plus la valeur de νx est

petite, plus la fonction duale est proche d’une gaussienne. Par conséquent le calcul de cette dernière en utilisant

l’algorithme itératif donné par les équations (2.5) et (2.6) converge plus vite. En choisissant un facteur de sur-

échantillonnage νx tel que (νx ≤ 0.25), la fonction duale ϕ̂ peut même être obtenue avec une précision correcte

dès la première itération par la formule suivante :

ϕ̂mn(x) =
νx
‖ψ‖2 [ψmn(x)] (2.14)

Les coefficients Amn peuvent être vus comme étant la transformée de Fourier de f(x)ϕ̂∗(x−mx̄) évaluée
en nk̄x. Ils peuvent ainsi être calculés efficacement grâce à la transformée de Fourier discrète et l’algorithme

FFT (Fast Fourier Transform) [86, 87]. Ils peuvent également s’obtenir par projection de la transformée de

Fourier f̃(kx) de la distribution f :

Amn =
e−imnx̄k̄x

2π

∫ ∞

−∞
f̃(kx)

˜̂
ψ∗mn(kx)dkx =

e−imnx̄k̄x

2π

∫ ∞

−∞
f̃(kx)

˜̂
ψ∗(kx − nk̄x)eimx̄kxdkx (2.15)
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2.1.4 Limites des sommations

Dans cette partie, on cherche à calculer les bornes inférieuresMmin,Nmin et supérieuresMmax,Nmax des

indices spatial m (Mmin � m � Mmax) et spectral n (Nmin � n � Nmax) de sommation des gaussiennes

dans la représentation (2.7) d’une distribution quelconque unidimensionnelle f(x). Ces bornes inférieures et

supérieures sont les limites des indices spatial et spectral auxquelles on restreindra les sommations dans la

synthèse de f(x) sans introduire d’erreur significative sur la fonction synthétisée dans une région donnée de

l’espace des phases (x,kx) dans R
2.

(a) Domaine spatial (b) Domaine spectral

FIG. 2.1 – Décomposition d’une distribution f sur un frame de Gabor défini par la famille {ψµ} dans les deux

domaines spatial et spectral

La figure 2.1 montre la décomposition dans les deux domaines (espace, phase) d’une distribution quel-

conque f(x) sur un frame de Gabor formé par la famille des gaussiennes {ψµ} où µ = (m,n) ∈ Z
2.

[xmin, xmax] est l’intervalle spatial où la distribution f(x) est considérée non négligeable et [kxmin
, kxmax ]

est l’intervalle spectral où sa transformée de Fourier f̃(kx) est considérée non négligeable. On introduit les

largeurs spatiale L0 et spectrale Ω0 définies par :

L0 = (xmax − xmin) et Ω0 = (kxmax − kxmin
)

Dans le domaine spatial, on prendra en compte dans la sommation sur m les gaussiennes (i.e. les coeffi-

cients associées) qui sont centrées à l’intérieur de l’intervalle [xmin, xmax] ainsi que celles qui sont centrées

à l’extérieur de l’intervalle mais dont la valeur est non négligeable à l’intérieur. Le terme "non négligeable"

veut dire que la valeur de la gaussienne est supérieure ou égale à un ǫ fixé. On définit alors la largeur wǫ de la

gaussienne ψµ au niveau ǫ par :

wǫ =
√

−ln(ǫ)wox =
√

−ln(ǫ)(Lx/
√
π) (2.16)

où wox est l’écart type de la gaussienne, lié à la largeur de la fenêtre gaussienne Lx par :
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wox = Lx/
√
π

Les gaussiennes qui interviennent dans la sommation sont représentées sur la figure 2.1 en trait plein, celles qui

sont représentées en pointillé n’interviennent pas dans la sommation. On obtient ainsi :

Mmin = inf

(

⌈xmin − wǫ
x̄

⌉, ⌊xmin − wǫ
x̄

⌋ − 1

)

noté ⌈xmin − wǫ
x̄

⌉− (2.17)

Mmax = sup

(

⌈xmax + wǫ
x̄

⌉, ⌊xmax + wǫ
x̄

⌋+ 1

)

noté ⌈xmax + wǫ
x̄

⌉+ (2.18)

où ⌈ ⌉ désigne l’entier le plus proche en s’éloignant de zéro et ⌊ ⌋ désigne la partie entière. L’expression de

la borne inférieure spatiale Mmin est constituée principalement du terme xmin

x̄ qui correspond à l’indice de la

première gaussienne centrée à l’intérieur de l’intervalle [xmin, xmax] et du terme wǫ

x̄ qui correspond au nombre

des gaussiennes qui sont à l’extérieur de l’intervalle [xmin, xmax] mais dont la valeur est "non négligeable"

à l’intérieur de cette intervalle. L’expression de la borne spatiale supérieure Msup est égale à la somme de

deux termes : xmax

x̄ qui correspond à l’indice de la dernière gaussienne centrée à l’intérieur de l’intervalle

[xmin, xmax] et du terme wǫ

x̄ qui correspond au nombre des gaussiennes non centrées dans l’intervalle mais

dont la valeur est non négligeable à l’intérieur de cette intervalle.

En remplaçant wǫ par sa valeur donnée par l’expression (2.16), les limitesMmin etMmax se réécrivent sous la

forme suivante :

Mmin = ⌈(xmin −
Lx

√

−ln(ǫ)√
π

)/x̄⌉− (2.19)

Mmax = ⌈(xmax +
Lx

√

−ln(ǫ)√
π

)/x̄⌉+ (2.20)

Dans le domaine spectral, les bornes inférieureNmin et supérieureNmax de l’indice spectral n peuvent être

déterminées par une approche similaire. Dans la sommation sur n, on va de même considérer les gaussiennes

centrées à l’intérieur de la bande spectrale [kxmin
, kxmax ] qui désigne la largeur spectrale de la distribution

f̃(kx), ainsi que celles qui prennent des valeurs non négligeables dans la bande spectrale, ce qui conduit à :

Nmin = ⌈
kxmin

− Ω̃ǫ
k̄x

⌉− (2.21)

Nmax = ⌈
kxmax + Ω̃ǫ

k̄x
⌉+ (2.22)

où Ω̃ǫ est l’équivalent de wǫ dans le domaine spectral, c’est-à-dire la largeur spectrale de la fenêtre gaussienne

au niveau ǫ :

Ω̃ǫ = Ωx

√
−ln(ǫ)√
π

où Ωx est la largeur spectrale équivalente à Lx dans le domaine spatial : Ωx = 2π
Lx

. Si on remplace Ω̃ǫ par sa

valeur, les limites Nmin et Nmax se réécrivent sous les formes suivantes :

Nmin = ⌈(kxmin
− Ωx

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄x⌉− (2.23)
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Nmax = ⌈(kxmax +
Ωx

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄x⌉+ (2.24)

De ces formules des limites, on peut déduire à une ou deux unités près le nombre total de fenêtres gaus-

siennes nécessaires pour synthétiser la distribution f avec une précision suffisante dans les deux domaines

spatial et spectral. On noteM (resp. N ) le nombre total d’indices dans le domaine spatial (resp. spectral) :

M =Mmax −Mmin + 1 ∼
(

xmax − xmin +
2Lx

√

−ln(ǫ)√
π

)

/x̄ (2.25)

N = Nmax −Nmin + 1 ∼
(

kxmax − kxmin
+
2Ωx

√

−ln(ǫ)√
π

)

/k̄x (2.26)

Pour les frames de Gabor "équilibrés" (x̄ =
√
νxLx), on obtient :

M ∼ 1√
νx

(

L0
Lx

+ 2

√

−ln(ǫ)
π

)

(2.27)

N ∼ 1√
νx

(

Ω0
Ωx

+ 2

√

−ln(ǫ)
π

)

(2.28)

De ces deux dernières équations (2.27) et (2.28), on déduit que le nombre total des indices spatiaux et spec-

traux dépend non seulement des largeurs de bande spatiale L0 et spectrale Ω0, mais aussi du facteur de sur-

échantillonnage νx et de la précision souhaitée en fonction de ǫ. Si on diminue la valeur de ǫ, le nombre total des

indices spatiaux et spectraux augmente ce qui est normal car en diminuant ǫ, les largeurs wǫ et Ωǫ augmentent

et par suite le nombre de gaussiennes nécessaires à la reconstruction de f augmente. Concernant le facteur de

sur-échantillonnage νx, le nombre total d’indices augmente lorsque la valeur de νx diminue. Cette influence est

évidente aussi car en diminuant la valeur de νx on échantillonne plus dans les deux domaines spatial et spectral,

et par conséquent le nombre de gaussiennes intervenant dans la sommation augmente.

Le nombre total de fenêtres "utiles" (utilisées dans les deux domaines spatial et spectral pour synthétiser la

fonction f ) s’obtient en multipliant le nombre total d’indices spatiauxM par le nombre total d’indices spectraux

N :

Nt =M ×N ∼ 1

νx

[

L0Ω0
LxΩx

+

√

−ln(ǫ)
π

(

2Ω0
Ωx

+
2L0
Lx

)

− 4ln(ǫ)

π

]

(2.29)

Ce nombre Nt détermine le nombre total de coefficients de décomposition nécessaires pour représenter avec

précision la distribution f dans les deux domaines spatial et spectral.

En remplaçant LxΩx par sa valeur (LxΩx = 2π), on retrouve pour le premier terme de Nt la dimension de

Landau-Pollak ("LP dimension" en anglais) [81] :

Nt ∼
L0Ω0
2πνx

(2.30)

À partir des frames à une variable, on peut définir des frames à deux variables. En effet, dans L2(R2)

un frame à deux variables constitué par la famille des fonctions bidimensionnelles Ψµ(x, y) où µ désigne le

quadruplet des indices spatiaux m suivant x et p suivant y et spectraux n suivant kx et q suivant ky, peut être

construit comme produit de deux frames à une seule variable dans L2(R) : un premier frame de fonctions de la
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variable x, constitué par la famille des fonctions unidimensionnelles ψxmn(x) et un deuxième de la variable y

constitué par la famille des fonctions ψypq(y). Les fonctions Ψµ(x, y) du frame 2D sont alors obtenues à partir

des fonctions ψxmn(x) et ψ
y
pq(y) par la relation suivante :

Ψµ(x, y) = ψxmn(x).ψ
y
pq(y) , µ = (m,n, p, q) ∈ Z

4 (2.31)

On montre facilement que le frame dual à deux variables de {Ψ̂} est obtenu aussi par produit des frames duaux

à une variable {ψ̂mn} et {ψ̂pq}.

2.2 Faisceaux gaussiens astigmatiques généralisés

Dans cette partie, nous allons voir comment à partir de la décomposition d’une distribution source plane

sur un frame de Gabor, on obtiendra une représentation vectorielle complète du champ rayonné dans un demi-

espace en superposant un nombre limité de faisceaux gaussiens élémentaires. Des approximations asympto-

tiques permettent d’établir des expressions analytiques pour ces faisceaux élémentaires, ce qui conduit à une

représentation simple et rapide des champs. Le champ rayonné s’exprime alors par sommation sur un nombre

fini de termes analytiques. Cette méthode de décomposition a été utilisée pour calculer le champ dans un milieu

complexe en présence d’interfaces. Il a été prouvé [1,70,71] que les transformations d’un faisceau élémentaire

lorsqu’il rencontre une interface suffisamment grande et régulière sont aussi exprimées par des expressions

analytiques. La théorie de la décomposition sur un frame de Gabor fournit une base rigoureuse pour la décom-

position du champ rayonné en faisceaux, et permet de calibrer le nombre et les directions des faisceaux à lancer,

avec une flexibilité qui permet de tenir compte des paramètres de l’environnement de propagation. Plusieurs

applications basées sur cette théorie ont déjà été mises en œuvre pour tester la capacité de cette méthode à

simuler la propagation en environnement multi-trajets (canal de propagation intra-bâtiments) [2, 3].

2.2.1 Approximation paraxiale à partir d’une intégrale spectrale

Dans cette section nous allons chercher les expressions analytiques d’un faisceau gaussien 3D rayonné par

une fenêtre gaussienne bidimensionnelleΨµ(x, y) parmi l’ensemble des fenêtres {Ψµ}. Supposant qu’on a une

distribution quelconque de champ ~Uo(x, y) (électrique ou magnétique) définie dans un plan source (xOy), on

note Uxo (x, y) et U
y
o (x, y) les composantes selon x et y de ce champ. D’après le principe de la décomposition

sur un frame de Gabor, chaque composante du champ peut être exprimée par une sommation d’un nombre

limité de fenêtres gaussiennes Ψµ translatées dans les deux domaines spatial et spectral multipliées par leurs

coefficients de pondération, on obtient alors :

Uαo (x, y) =
∑

µ

AαµΨµ(x, y) , α = {x, y} , µ = (m,n, p, q) ∈ Z
4 (2.32)

On suppose qu’on utilise le même frame de Gabor à deux variables défini dans L2(R2) pour la décomposition

des deux composantes du champ. On aboutit à des expressions analogues à l’équation (2.32) pour les spectres

d’ondes planes de ces composantes :

Ũαo (kx, ky) = TF [Uαo (x, y)] =
∑

µ

AαµΨ̃µ(kx, ky) =
∑

µ

Aαµψ̃
x
mn(kx)ψ̃

y
pq(ky) , α = {x, y} (2.33)
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où ψ̃xmn(kx) et ψ̃
y
pq(ky) désignent les transformées de Fourier des ψxmn(x) et ψ

y
pq(y) par rapport aux variables

spatiales :

ψ̃xmn(kx) =

√√
2Lxe

−π
(

kx−nk̄x
Ωx

)2

e−imx̄(kx−nk̄x) (2.34)

ψ̃ypq(ky) =

√√
2Lye

−π
(

ky−qk̄y
Ωy

)2

e−ipȳ(ky−qk̄y) (2.35)

Lα désigne la largeur spatiale initiale de la fonction ψα (α = {x, y}), et Ωα désigne sa largeur spectrale.

Les coefficients Aαµ (α = {x, y}) de décomposition de chacune des composantes Uαo (x, y) sur le frame de

Gabor {Ψµ} peuvent être obtenus par projection dans le domaine spatial de la fonction Uαo (x, y) sur la famille

des fonctions duales {Φµ} formant le frame dual :

Aαµ =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Uαo (x, y) Φ

×
µ (x, y) dxdy (2.36)

Ces coefficients de décomposition peuvent également s’obtenir à partir de la transformée de Fourier Ũαo (kx, ky)

de la distribution source Uαo (x, y) (projection dans le domaine spectral).

On désigne par ~̃Uo(kx, ky) le spectre d’ondes planes vectoriel associé à la distribution du champ source
~Uo(x, y), ce spectre s’exprime par :

~̃Uo(kx, ky) = Ũxo (kx, ky)x̂+ Ũyo (kx, ky)ŷ + Ũ zo (kx, ky)ẑ (2.37)

Les composantes selon x et y du spectre d’ondes planes ~̃Uo(kx, ky) sont respectivement les transformées

de Fourier des composantes du champ source Uxo (x, y) et Uyo (x, y). La composante selon z de ce spectre

Ũ zo (kx, ky) s’obtient en fonction des deux autres puisque ~k · ~̃Uo(kx, ky) = 0, soit :

Ũ zo (kx, ky) = −(
kx
kz
Ũxo +

ky
kz
Ũyo ) (2.38)

avec kz =
√
k2 − k2x − k2y où k est le nombre d’onde dans le milieu considéré. Cette dernière expression est

valable dans le domaine visible défini par (k2x + k2y < k2), d’où kz ∈ R
+∗.

Le champ ~U(x, y, z) en n’importe quel point du demi-espace (z > 0) peut être exprimé en fonction de son

spectre d’ondes planes ~̃Uo(kx, ky) :

~U(x, y, z) =
1

4π2

∫∫ ∞

−∞

~̃Uo(kx, ky)e
i(kxx+kyy+kzz)dkxdky (2.39)

tel que Im(kz) ≥ 0 pour satisfaire la condition de rayonnement à l’infini. Si on remplace Ũ zo (kx, ky) par sa

valeur donnée par l’équation (2.38), on obtient :

~U(x, y, z) =
1

4π2

∫∫ ∞

−∞

[

(

x̂− kx
kz
ẑ
)

Ũxo (kx, ky) +
(

ŷ − ky
kz
ẑ
)

Ũyo (kx, ky)
]

ei(kxx+kyy+kzz)dkxdky (2.40)

En permutant l’intégrale et la somme et en regroupant les termes, on peut réécrire le champ ~U(x, y, z) comme

suit :

~U(x, y, z) =
1

4π2

∑

µ=(m,n,p,q)

Axµ

∫∫ ∞

−∞
(x̂− kx

kz
ẑ)ψ̃xmn(kx)ψ̃

y
pq(ky)e

i(kxx+kyy+kzz)dkxdky

+
1

4π2

∑

µ=(m,n,p,q)

Ayµ

∫∫ ∞

−∞
(ŷ − ky

kz
ẑ)ψ̃xmn(kx)ψ̃

y
pq(ky)e

i(kxx+kyy+kzz)dkxdky

(2.41)
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Donc le champ ~U(x, y, z) s’exprime sous la forme suivante :

~U(r) =
∑

α

∑

µ

Aαµ ~B
α
µ (r) α ∈ {x, y}, µ = (m,n, p, q) (2.42)

où r = (x, y, z) désigne un point quelconque du demi-espace (z > 0), et ~Bα
µ (r) est défini comme étant le

champ rayonné en ce point r par une fenêtre de polarisation linéaire selon α. Donc en partant de la décompo-

sition d’une distribution de source sur un frame de Gabor, le champ ~U(r) rayonné par cette distribution source

calculé en n’importe quel point r de l’espace peut être exprimé par une superposition d’un nombre discret de

"propagateurs" élémentaires ~Bα
µ multipliés par leurs coefficients de pondérations Aαµ . À partir des équations

(2.41) et (2.42), on trouve que ~Bα
µ s’exprime par la relation suivante :

~Bα
µ (r) =

~Bα
µ (x, y, z) =

1

4π2

∫∫ ∞

−∞
~fα(kx, ky)ψ̃

x
mn(kx)ψ̃

y
pq(ky)e

i(kxx+kyy+kzz)dkxdky (2.43)

où ~fα(kx, ky) est une fonction vectorielle égale à :

• x̂− kx

kz
ẑ pour α = x

• ŷ − ky

kz
ẑ pour α = y

Si on remplace les transformées de Fourier ψ̃xmn(kx) et ψ̃
y
pq(ky) par leurs expressions, l’intégrale (2.43) devient :

~Bα
µ (r) =

√

2LxLy

4π2
ei(mnx̄k̄x+pqȳk̄y)

∫∫ ∞

−∞
~fα(kx, ky)e

i[kx(x−mx̄)+ky(y−pȳ)+kzz+
iπ

Ω2
x
(kx−nk̄x)2+

iπ

Ω2
y
(ky−qk̄y)2]

dkxdky

=

√

2LxLy

4π2
ei(mnx̄k̄x+pqȳk̄y)

∫∫ ∞

−∞
~fα(kx, ky)e

iφ(kx,ky)dkxdky α ∈ {x, y}, µ = (m,n, p, q)

(2.44)

avec

φ(kx, ky) = kx(x−mx̄) + ky(y − pȳ) + kzz +
iπ

Ω2x
(kx − nk̄x)2 +

iπ

Ω2y
(ky − qk̄y)2 (2.45)

Les fonctions ~fα(kx, ky) et φ(kx, ky) sont choisies de façon à avoir une variation spectrale lente de la fonction
~fα(kx, ky) par rapport à celle de φ(kx, ky). Dans la suite, la fonction φ sera dénommée « phase » (complexe)

de l’intégrande.

Nous allons maintenant nous intéresser à l’évaluation asymptotique de l’intégrale type (2.44). Le but est

de trouver des expressions analytiques pour les champs ~Bα
µ afin que le calcul du champ à partir de ces dé-

compositions soit simple et rapide. Cette intégrale peut être calculée grâce à la méthode de descente rapide

("Steepest Descent Path" en anglais) qui permet d’effectuer une approximation paraxiale. La démonstration de

ce calcul est détaillée dans [1]. Grâce à l’approximation paraxiale, les champs ~Bα
µ obtenus sont des faisceaux

gaussiens paraxiaux "généralisés" dont la direction de l’axe dépend des pas de translation dans le domaine

spectral (nk̄x, qk̄y) :

~Bα
µ (x, y, z) ∼

√

2LxLy

4π2
ei(mnx̄k̄x+pqȳk̄y) ~fα(kxs, kys)

2πeiφ(kxs,kys)

(−detΦ′′s)1/2
(2.46)

où (kxs, kys) est le point selle de la fonction φ(kx, ky) et detΦ
′′

s désigne le déterminant de la matrice des

dérivées secondes Φ′′ en ce point. On suppose que le point selle de la phase φ est proche de l’origine spectrale
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de la fenêtre translatée (nk̄x, qk̄y). On obtient alors :

φ(kxs, kys) ≃ φnq −
1

2
~φ′

T

nqΦ
′′−1

nq
~φ′nq (2.47)

Φ′′s ≃ Φ′′nq (2.48)

φnq désigne la phase évaluée au point (kxnq, kynq) = (nk̄x, qk̄y), ~φ′nq est le vecteur des dérivées premières

de φ évalué au point (kxnq, kynq), et Φ′′nq désigne la matrice des dérivées secondes évaluées de même au point

(kxnq, kynq) et Φ′′
−1

nq son inverse. On a :

~φ′nq =





∂φ
∂kx

∣

∣

nq
∂φ
∂ky

∣

∣

nq



 (2.49)

Φ′′nq =





∂2φ
∂k2

x

∣

∣

nq
∂2φ
∂kykx

∣

∣

nq
∂2φ
∂kxky

∣

∣

nq
∂2φ
∂k2

y

∣

∣

nq



 (2.50)

Soit ~Xµ = [
xµ
yµ ] le vecteur formé par les composantes dans le plan transverse à l’axe du faisceau et (xµ, yµ, zµ)

les coordonnées du point d’observation dans le repère (Omp, x̂µ, ŷµ, ẑµ) comme illustré sur la figure 1.2. Omp

est le point de coordonnées (mx̄, pȳ, 0) ; ẑµ est le vecteur unitaire colinéaire au vecteur ~knq (direction de l’axe

du faisceau), x̂µ et ŷµ sont choisis arbitrairement de façon à constituer une base orthonormale avec ẑµ. En

développant le calcul de φnq, ~φ′nq et Φ′′nq et en effectuant le changement de variables pour passer du repère

global au repère lié au faisceau ~Bα
µ , on peut réécrire l’expression (2.46) sous la forme suivante :

~Bα
µ (x, y, z) ∼ ~fα(kxnq, kynq)B0

(

det Γ(zµ)

det Γ(0)

)1/2

eikzµe
ik
2
~X T

µ
Γ(zµ) ~Xµ , µ = (m,n, p, q) ∈ Z

4 (2.51)

avec

B0 =
( 2

LxLy

)1/2
(2.52)

Γ est la matrice de courbure correspondant au faisceau élémentaire ~Bα
µ . Elle est déterminée par la relation

suivante :

Γ(zµ) =

[

zµ − ib11 ib12

ib12 zµ − ib22

]−1

=

[

Γ11 Γ12

Γ12 Γ22

]

(2.53)

où les paramètres bij sont définis par :

b11 =
L2x
λ
(x̂µ.x̂)

2 +
L2y
λ
(x̂µ.ŷ)

2 (2.54)

b22 =
L2x
λ
(ŷµ.x̂)

2 +
L2y
λ
(ŷµ.ŷ)

2 (2.55)

b12 = b21 = −
L2x
λ
(x̂µ.x̂)(ŷµ.x̂)−

L2y
λ
(x̂µ.ŷ)(ŷµ.ŷ) (2.56)

La matrice de courbure "complexe" Γ vérifie la relation suivante :

Γ−1(zµ) = Γ−1(0) + zµId (2.57)
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où Γ−1 désigne l’inverse de la matrice Γ, et Id désigne la matrice identité.

En optique géométrique, la matrice Γ est réelle et représente la matrice de courbure du front d’onde du tube

de rayons qui se propage. Dans le cas des faisceaux gaussiens, on peut donc interpréter la matrice Γ comme la

matrice de courbure "complexe" du faisceau. Si Γ(zµ) est une matrice diagonale avec des éléments identiques

sur la diagonale, le faisceau gaussien est dit "symétrique", et si la matrice est diagonale avec des éléments

différents sur la diagonale le faisceau est appelé "elliptique". Lorsque tous les termes de la matrice sont non

nuls, on a un faisceau gaussien "généralisé" : il présente alors un astigmatisme général [39, 40, 70, 71, 88, 89].

On peut établir les relations suivantes entre les rayons de courbure réels Rx(zµ) selon la variable xµ et Ry(zµ)

selon yµ, les largeurs wx(zµ) et wy(zµ) du faisceau à 1/e selon xµ et yµ dans le plan transverse à zµ et les

termes Γij de la matrice Γ(zµ) :

Γ11 =
1

Rx(zµ)
+

2i

kw2x(zµ)
(2.58)

Γ22 =
1

Ry(zµ)
+

2i

kw2y(zµ)
(2.59)

Par analogie, on peut introduire Rxy et wxy [89] :

Γ12 = Γ21 =
1

Rxy(zµ)
+

2i

kw2xy(zµ)
(2.60)

Dans le cas d’un faisceau elliptique avec simple astigmatisme (i.e. Γ12 = 0), on peut définir aussi les largeurs

de ce faisceau dans son plan transverse selon xµ et yµ au niveau ǫ (wǫx, w
ǫ
y) en fonction des éléments de la

matrice de courbure :

wǫx(zµ) =

√

− 2ln(ǫ)

kIm
(

Γ11(zµ)
) wǫy(zµ) =

√

− 2ln(ǫ)

kIm
(

Γ22(zµ)
) (2.61)

La direction de l’axe du faisceau ~Bµ peut être définie aussi par les deux angles θnq et ϕnq obtenus à partir des

indices de translation spectrale n et q :

nk̄x = k sin θnq cosϕnq (2.62)

qk̄y = k sin θnq sinϕnq (2.63)

La figure 2.2 représente la répartition d’amplitude en dB dans le plan (xOz) de la composante suivant l’axe

ŷ du faisceau gaussien By
µ lancé à partir de la fenêtre gaussienne Ψµ(x, y), calculée en utilisant l’expression

paraxiale deBy
µ. La fenêtreΨµ(x, y) est définie dans le plan source (xOy), polarisée linéairement suivant l’axe

ŷ, pourm = 0, n = 6, p = 0 et q = 0. La largeur de la fenêtre gaussienne à 1/e selon x estwox = Lx√
π
= 5, 65λ.

On observe que la région où le champ peut être considéré comme non négligeable est concentrée autour de l’axe

du faisceau dont la direction est donnée par (θnq, ϕnq) avec θnq déduit de nk̄x = ksin(θn) et ϕnq = 0.

Pour résumer, on déduit que le champ créé par une fenêtre gaussienne (nommé faisceau gaussien ou pro-

pagateur gaussien) peut être obtenu, en appliquant une approximation paraxiale basée sur la méthode du point

selle, par une expression analytique (2.51). La zone de validité de l’approximation paraxiale est répartie autour

de la direction de l’axe du faisceau, et dépend de la largeur spatiale de la fenêtre gaussienne source choisie. Au

fur et à mesure que la largeur initiale du faisceau augmente, ce dernier devient plus collimaté et par conséquent

la zone de validité de la formulation paraxiale devient plus large.
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FIG. 2.2 – Module en dB du faisceau gaussien défini par sa largeur initiale L0 = 10λ, (m = 0, n = 6, p =

0, q = 0) et (ν = 0, 25).

2.2.2 Transformation d’un faisceau gaussien par une interface

Dans le cas général, lors de la propagation d’un faisceau gaussien dans un milieu urbain, ce faisceau va

rencontrer des obstacles et des interfaces et par suite il va subir des transformations successives. L’un des

intérêts principaux des méthodes de LFG est que l’effet d’obstacles réguliers sur la propagation d’un faisceau,

si le faisceau est entièrement intercepté par l’obstacle, se modélise par des expressions analytiques obtenues

par approximation paraxiale [1]. Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le champ rayonné par une

distribution source donnée peut être obtenu par superposition de faisceaux gaussiens (principe de la méthode

LFG). Dans cette partie, nous allons nous intéresser à la transformation de chaque faisceau gaussien élémentaire

lorsque ce dernier rencontre une interface régulière.

La méthode la plus simple pour traiter ce problème est basée sur le principe de l’accord de phase ou ("phase

matching" en anglais) [40] qui aboutit à une méthode ABCD généralisée [40, 89–92]. Les champs obtenus

par la transformation d’un faisceau gaussien incident lorsqu’il rencontre l’interface sont calculés d’une façon

analogue aux champs obtenus pour une transformation d’un tube de rayons paraxiaux par une interface en

les généralisant au cas des matrices de courbures complexes. Cette approche n’est pas entièrement rigoureuse

puisque l’on suppose a priori que les champs réfléchi et transmis sont eux aussi des faisceaux gaussiens. Dans

le cas d’interfaces planes, il est facile cependant d’exprimer les champs réfléchis ou transmis sous la forme

d’intégrales de spectres d’ondes planes. En utilisant la même méthode que dans la section précédente, on

aboutit alors à des formules de faisceaux gaussiens paraxiaux pour les champs réfléchis ou transmis.

Les formules analytiques, obtenues pour les transformations d’un faisceau gaussien, que nous allons présen-

ter dans ce paragraphe sont basée sur l’approche de phase matching car cette approche constitue une procédure

très rapide pour le calcul de champs électromagnétiques dans un environnement contenant des multiples obs-

tacles, et elle permet aussi d’obtenir une précision suffisante dans certains types de scénarios. Plusieurs termes
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correcteurs peuvent être ajoutés pour raffiner les expressions analytiques obtenues [69, 93].

Soit un faisceau gaussien ~Bi
mnpq incident sur une interface séparant deux milieux d’indices de réfraction

respectifs ni et nt. D’après (2.51), ~Bi
mnpq peut se mettre sous la forme suivante :

~Bi
mnpq(x

i
µ, y

i
µ, z

i
µ) ∼ ~unqB0

(

det Γi(z
i
µ)

det Γi(0)

)1/2

eikz
i
µe

ik
2
~XiT

µ Γi(zµ) ~Xi
µ (2.64)

où la matrice de courbure Γi(ziµ) vérifie la relation (2.57).

Suivant la méthode ABCD, le faisceau gaussien incident ~Bi
mnpq donne naissance, en rencontrant l’interface, à

un faisceau gaussien réfléchi ~Br
mnpq et un faisceau gaussien transmis ~Bt

mnpq [70, 71] :

~Br
mnpq(x

r
µ, y

r
µ, z

r
µ) =

¯̄R~Bi
mnpq(I)

[

det Γr(z
r
µ)

det Γr(0)

]1/2

eikr(zr
µ+

1
2
~XrT

µ Γr(zr
µ)
~Xr

µ) (2.65)

~Bt
mnpq(x

t
µ, y

t
µ, z

t
µ) =

¯̄T ~Bi
mnpq(I)

[

det Γt(z
t
µ)

det Γt(0)

]1/2

eikt(zt
µ+

1
2
~XtT

µ Γt(zt
µ)
~Xt

µ) (2.66)

I est le "point d’incidence", c’est-à-dire le point intersection de l’axe du faisceau ~Bi
mnpq avec l’interface.

(xrµ, y
r
µ, z

r
µ) et (xtµ, y

t
µ, z

t
µ) sont les coordonnées du point d’observation dans les repères liés respectivement

aux faisceaux réfléchi et transmis, d’origine commune le point I et dont les axes sont orientés selon ẑrµ et ẑtµ.

Ces directions sont déterminées par les lois de Snell-Descartes appliquées à l’axe du faisceau incident. Les

matrices Γr et Γt sont les matrices de courbure complexes des faisceaux réfléchi et transmis, et vérifient toutes

deux une relation de type (2.57) :

Γ−1r (zrµ) = Γ−1r (0) + zrµId (2.67)

Γ−1t (ztµ) = Γ−1t (0) + ztµId (2.68)

Au point "origine" I , pour lequel zrµ = ztµ = 0, ces matrices de courbure s’obtiennent en fonction des matrices

de courbure du faisceau incident et de l’interface grâce au principe de phase matching, où l’on suppose que les

phases des faisceaux réfléchi et transmis sont égales à celle du faisceau incident sur l’interface. On aboutit alors

aux relations suivantes :

P Tr Γr(0)Pr = P Ti Γi(ziI)Pi − 2 cos θiΓΣ(I) (2.69)

ntP
T
t Γt(0)Pt = niP

T
i Γi(ziI)Pi + (nt cos θt − ni cos θi)ΓΣ(I) (2.70)

(0, 0, ziI) désignent les coordonnées du point I dans le repère lié au faisceau incident. θi est l’angle d’incidence

de l’axe du faisceau ~Bi
mnpq au point I et θt est l’angle de réfraction associé, déterminé par la loi de Snell-

Descartes : ni sin θi = nt sin θt. ΓΣ(I) est la matrice de courbure de la surface au point I . Enfin, les matrices

Pi, Pr et Pt sont les matrices de projection des vecteurs transverses associés à chaque faisceau sur le plan

tangent à l’interface au point I [1].

Les opérateurs de réflexion ¯̄R et de transmission ¯̄T dépendent de l’"angle d’incidence" θi du faisceau

incident ~Bi
mnpq(I) au point d’incidence I , de ni et nt :

¯̄R =

[

RTE 0

0 RTM

]

, ¯̄T =

[

TTE 0

0 TTM

]

(2.71)
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où RTE (TTE) et RTM (TTM ) sont les coefficients de réflexion (transmission) de Fresnel, respectivement pour

une polarisation perpendiculaire et parallèle au plan d’incidence :

TTM =
2ni cos θi

ni cos θt + nt cos θi
TTE =

2ni cos θi
ni cos θi + nt cos θt

(2.72)

RTM =
nt cos θi − ni cos θt
ni cos θt + nt cos θi

RTE =
ni cos θi − nt cos θt
ni cos θi + nt cos θt

(2.73)

FIG. 2.3 – Coupe 2D de la réflexion totale d’un faisceau gaussien défini par µ = (0, 0, 4,−2) de largeur initiale

Lxo = Lyo = 30λ par un plan parfaitement conducteur.

La figure 2.3 représente l’amplitude de la somme des deux champs dans le cas d’une interface plane parfai-

tement conductrice : le champ du faisceau gaussien incident et le champ résultant de la réflexion par l’interface.

Le faisceau incident ~Bi
µ, polarisé suivant l’axe ŷ, est défini par les largeurs spatiales dans le plan source (xOy)

Lxo = Lyo = 30λ et par le quadruplet des indices spatiaux et spectraux µ = (m,n, p, q) = (0, 0, 4,−2). Le
champ réfléchi Br

µ est calculé à l’aide des formules analytiques présentées ci-dessus (2.65).

En résumé, le calcul du champ d’un faisceau gaussien transformé par une interface régulière est obtenu

par des formules analytiques explicites. Ces formules ne sont cependant valides que dans la région paraxiale

si la largeur des faisceaux incidents sur l’interface est suffisamment petite par rapport au rayon de courbure de

la surface, qui lui-même ne doit pas varier trop rapidement [1, 4, 71]. L’avantage de cette approche est qu’elle

est très simple et rapide puisque les faisceaux gaussiens peuvent être suivis dans un milieu par l’intermédiaire

de leurs axes. Les expressions analytiques de transformations paraxiales ont été déjà testées dans le domaine

millimétrique pour plusieurs applications comme par exemple : la transformation d’un faisceau par une lentille-

substrat [1, 61] et la propagation de champs électromagnétiques intra-bâtiments [2, 3].

2.2.3 Quelques problèmes de faisceaux gaussiens

La principale approximation utilisée dans les méthodes de LFG est l’approximation paraxiale. Nous avons

vu dans les deux sous-sections précédentes que cette approximation a été utilisée d’une part à l’intérieur de la

méthode du point selle pour calculer l’expression analytique d’un faisceau gaussien qui se propage en espace
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libre, et d’autre part avec la méthode "phase matching" pour calculer les champs transformés (réfléchi, transmis)

de ce faisceau gaussien par une interface régulière.

Bien que la méthode LFG de base (basée uniquement sur la formulation paraxiale) permette de modéliser

les champs électromagnétiques dans différents scénarios de propagation, elle s’avère souffrir de plusieurs limi-

tations dans des scénarios plus compliqués. La source de ces limitations est connue : l’élargissement spatial d’un

faisceau gaussien, et les transformations des faisceaux gaussiens partiellement interceptés par les interfaces.

a Élargissement spatial d’un faisceau gaussien

Lors de la propagation d’un faisceau gaussien, ce dernier s’élargit spatialement en fonction de la distance

parcourue. L’erreur de l’expression paraxiale (2.51) du faisceau augmente avec la distance de propagation.

La figure 2.4 représente une coupe 2D dans le plan (yOz) d’un faisceau gaussien lancé à partir de la fenêtre

(a) Amplitude du champ (b) Erreur relative

FIG. 2.4 – Coupe dans le plan (yOz) d’un faisceau gaussien rayonné à partir d’une fenêtre gaussienne source

de largeur L = 30λ.

gaussienne centrale Ψµ=(0,0,0,0) (l’axe du faisceau est suivant l’axe ẑ), et ses largeurs initiales dans le plan

(xOy) Lxo = Lyo = 30λ. La figure 2.4(a) montre l’amplitude normalisé du champ du faisceau incident calculé

par application directe de la formulation paraxiale (2.51). La figure 2.4(b) représente l’évolution de l’erreur

relative du même champ en fonction de la distance de propagation. L’erreur relative est par définition égale à

la norme de la différence (vectorielle complexe) entre le champ calculé par l’expression paraxiale et le champ

"référence" divisée par la norme du champ "référence". Le champ "référence" est obtenu par intégration de

spectre d’ondes planes. La région bleue de la figure 2.4(b) représente la zone de validité de la formulation

paraxiale (erreur relative du champ calculé inférieure à 0, 05). La zone de validité de l’approximation paraxiale

est une zone qui entoure l’axe du faisceau. Sur la figure d’erreur, on observe clairement que l’erreur relative

augmente en fonction de la distance de propagation.

Un faisceau gaussien est sensible à sa largeur initiale. Plus la largeur initiale spatiale du faisceau incident

est grande, plus le faisceau est collimaté et sa zone de validité devient plus large. Pour calculer le champ d’un
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faisceau après une longue propagation, l’application de la formulation paraxiale toute seule n’est pas très effi-

cace puisque l’erreur paraxiale augmente d’une façon importante. Cette erreur paraxiale peut être diminuée en

appliquant un algorithme de re-décomposition : le faisceau devenu trop large est re-décomposé sur un nouveau

frame, donnant ainsi naissance à une nouvelle famille de faisceaux paraxiaux "collimatés" qui se propage avec

une erreur plus faible.

b Faisceau gaussien rencontrant une discontinuité physique

Un autre problème pour la modélisation de la propagation par la méthode LFG de base est la transformation

d’un faisceau gaussien partiellement intercepté par un obstacle de dimensions limitées (discontinuité physique).

Nous avons vu dans la section [2.2.2] que les transformations d’un faisceau gaussien par une interface arbitraire

peuvent être obtenues par des expressions analytiques à condition que le faisceau incident soit totalement inter-

cepté par l’interface. Cette condition ne peut pas être réalisée dans tous les scénarios de propagation. La figure

(a) Réflexion totale (b) Réflexion partielle

FIG. 2.5 – Propagation et réflexion d’un faisceau gaussien : Coupe 2D pour un faisceau lancé dans le plan

(xOy) d’une source placée à l’origine du plan (xOz). Les surfaces colorées correspondent aux régions où le

champ est non négligeable.

2.5 présente deux scénarios pour un faisceau gaussien incident lancé par une source "gaussienne" située à l’ori-

gine du plan (xOz). Dans le premier scénario représenté par la figure 2.5(a), le faisceau incident est totalement

intercepté par la surface plane d’un obstacle latéral après une certaine distance de propagation (réflexion totale

du faisceau incident). Dans ce cas, la surface latérale de l’obstacle est considérée comme un plan infini, et la

totalité du champ non négligeable du faisceau incident sera réfléchie par cette surface. La méthode "de base"

LFG répond dans ce cas à la situation et le champ totalement réfléchi peut être calculé en utilisant l’expres-

sion analytique (2.65) d’un faisceau réfléchi par une interface plane. Par contre la figure 2.5(b) présente une

situation où le faisceau gaussien incident rencontre une discontinuité physique représentée par un coin d’un

obstacle plan limité, on se retrouve donc dans un cas où la totalité du faisceau n’est pas réfléchie dans un même

plan. Dans ce cas la réflexion spéculaire le long de l’axe du faisceau utilisée dans l’algorithme "LFG de base"
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est inexacte, et par suite la formulation paraxiale ne peut pas seule résoudre le problème. Dans des situations

FIG. 2.6 – Faisceau incident et nouveau lancement de faisceaux après re-décomposition dans le plan P1. Les faisceaux

les plus foncés représentent les faisceaux "utiles" (ayant un champ non négligeable proche de la cible T ).

de ce type, on propose aussi d’appliquer un algorithme de re-décomposition qui permet de calculer le champ

partiellement réfléchi par un obstacle limité : le faisceau incident est re-décomposé juste sur le plan P1 qui

contient la surface latérale de l’obstacle, et la partie du champ réfléchi s’obtient par superposition de faisceaux

lancés à partir des fenêtres du frame de re-décomposition en prenant compte uniquement les fenêtres étroites

dont l’origine spatiale appartient géométriquement à la surface de l’obstacle (voir figure 2.6).

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe de la décomposition sur un frame de Gabor qui peut être

utilisée pour discrétiser des distributions sources planes de champs électromagnétiques. Grâce à cette décompo-

sition le champ rayonné par une distribution source quelconque peut être obtenu par superposition d’un nombre

donné de faisceaux gaussiens multipliés par leurs coefficients de décomposition (principe de la méthode LFG).

Le choix de la décomposition sur un frame de Gabor est justifié par le fait que la famille des fonctions formant

le frame est constituée par des éléments localisés dans les domaines spatial et spectral, et que les algorithmes

de calcul des coefficients de décomposition sont numériquement stables, et aussi le fait que le champ rayonné

par une fenêtre gaussienne ce qu’on appelle "faisceau gaussien" et la transformation de ce faisceau par une

interface quelconque sont donnés par des formules analytiques explicites.

La méthode LFG basée uniquement sur la formulation paraxiale permet donc de résoudre le problème de

calcul du champ dans plusieurs situations (propagation en espace libre, propagation indoor...). Cette méthode

s’avère limitée dans d’autres situations, par exemple, lorsqu’un faisceau gaussien parmi l’ensemble des fais-

ceaux lancés rencontre un obstacle limité, le champ transformé ne peut pas être calculé par les formules de base

du LFG. L’élargissement spatial d’un faisceau gaussien qui se propage et l’augmentation de l’erreur du calcul

du champ de ce faisceau par l’approximation paraxiale constitue une deuxième limitation de la méthode LFG

"de base". Tous ces problèmes nous ont poussé à ajouter à la formulation de base LFG un algorithme dit de
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"re-décomposition" qui va être décrit et validé dans le chapitre suivant. Cet algorithme enrichit la méthode LFG

"de base" et la rend plus capable à traiter des scénarios de propagation plus complexes.



Chapitre 3

Formulation de la re-décomposition d’un

faisceau gaussien 3D

La méthode de Lancer de Faisceaux Gaussiens (LFG) permet de calculer les champs électromagnétiques

dans différents scénarios de propagation parmi lesquels la propagation dans un milieu terrestre ("outdoor" en

anglais) et la propagation intra-batiments ("indoor" en anglais). Cette méthode est basée principalement sur la

décomposition d’un champ source sur un frame de Gabor composé par une famille des fonctions ou "fenêtres"

gaussiennes. Chaque fenêtre rayonne dans l’espace en donnant naissance à un faisceau gaussien. L’un des points

forts de la méthode LFG est le fait que les transformations paraxiales (réflexion et transmission totales) d’un

faisceau gaussien qui rencontre une interface régulière sont données par des formules analytiques (cf. section

[2.2.2]). La principale approximation utilisée dans la formulation LFG est l’approximation paraxiale qui permet

d’une part avec la méthode du point selle de donner l’expression analytique de propagation d’un faisceau

gaussien en espace libre, et d’autre part avec la méthode de raccordement de phase ("phase matching" en

anglais) de traiter les transformations paraxiales d’un faisceau gaussien totalement intercepté par une interface.

Bien que la méthode LFG "de base" soit une méthode de calcul du champ simple et rapide, elle est limitée par

une prise en compte trop approximative des effets de diffraction et par l’élargissement spatial des faisceaux

gaussiens au regard des dimensions des obstacles.

Dans ce chapitre, nous présenterons d’une manière détaillée un nouvel algorithme dit de "re-décomposition"

d’un faisceau gaussien en espace 3D qui permet de traiter des situations où la méthode LFG "de base" paraît

insuffisante. Cet algorithme permet donc d’enrichir la formulation LFG et il peut être considéré comme un com-

plément à cette méthode. Dans la première partie de ce chapitre, nous présenterons le principe de l’algorithme de

re-décomposition d’un faisceau gaussien, utilisant deux frames de Gabor : un premier frame à fenêtres étroites

et un deuxième à fenêtres larges. Ensuite, nous détaillerons le calcul des coefficients de re-décomposition d’un

faisceau gaussien sur un frame à fenêtres étroites, des coefficients de la matrice de changement de frame qui

permet de passer d’un frame à un autre, et finalement les calculs des coefficients de la re-décomposition sur

le frame à fenêtres larges. Nous illustrerons par des simulations numériques la validité de chaque étape de

l’algorithme de re-décomposition et nous discuterons l’influence de chaque paramètre sur la précision de la

re-décomposition.

49
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3.1 Principe de l’algorithme de re-décomposition

L’idée de l’algorithme de re-décomposition est introduite pour permettre à la formulation LFG de traiter

les transformations partielles d’un faisceau gaussien rencontrant des obstacles de taille limitée. Pour calcu-

ler la transformation d’un champ incident (représenté par sommation d’un nombre discret de faisceaux gaus-

siens "incidents") quand il rencontre une interface plane de dimensions limitées, on propose de re-décomposer

dans le plan de l’interface les champs de faisceau "incident" intercepté par l’interface. Les coefficients de re-

décomposition du champ total transformé sont obtenus alors par simple sommation de tous les coefficients

correspondant à la re-décomposition de chacun de ces faisceaux "incidents" en tenant compte de leurs transfor-

mations par l’interface.

Pour redécomposer un faisceau gaussien, nous proposons d’utiliser deux frames de Gabor que l’on appelle

"frames de re-décomposition" : un premier constitué par des fenêtres spatialement étroites, et un deuxième

constitué par des fenêtres spatialement larges. Les notions "spatialement étroites" et "spatialement larges" sont

des notions relatives, il suffit que la largeur de fenêtres larges soit considérée comme grande par rapport à

celle des fenêtres étroites pour que l’approximation paraxiale utilisée dans les calculs soit valable. Le premier

frame à fenêtres "étroites" permet de prendre compte des transformations brusques dans le domaine spatial, et

le deuxième frame à fenêtres "larges" permet de re-propager le champ sous la forme de faisceaux "collimatés"

après re-décomposition.

Considérons un faisceau gaussien rayonné par une fenêtre source gaussienne, élément d’un frame de Gabor

défini dans le plan source (P ). Ce faisceau peut être redécomposé dans un plan quelconque (P ′) qu’on appelle

"plan de re-décomposition", sur lequel les deux frames de re-décomposition sont définis : le premier composé

par la famille de fenêtres spatialement étroites, noté {ψ′µ′}, et le deuxième composé par la famille de fenêtres

spatialement larges, noté {ψµ} (voir figure 3.1). Le plan de re-décomposition (P ′) peut être un plan réel ou un

plan virtuel.

L’algorithme de re-décomposition se décompose en deux étapes principales :

• Le champ du faisceau incident est décomposé sur le premier frame de re-décomposition à fenêtres étroites

défini dans le plan de re-décomposition (P ′), ce qui donne naissance aux coefficients de re-décomposition

"étroits" (i.e. sur le frame à fenêtres spatialement étroites) qu’on note A′µ′ .

• On passe du premier frame à fenêtres étroites vers un nouveau frame à fenêtres larges en effectuant

un changement de frame, on obtient alors des nouveaux coefficients Aµ qui sont les coefficients de re-

décomposition du même champ incident sur le frame à fenêtres spatialement larges. Le champ rayonné

après re-décomposition sera donc la somme de tous les champs des faisceaux "collimatés" multipliés

chacun par son coefficient de pondération Aµ.

Dans la suite de cette thèse, par abus de langage, nous nommerons le frame de re-décomposition à fenêtres

étroites (resp. larges) par "frame de re-décomposition étroit (resp. large)" et les coefficients de re-décomposition

sur le frame à fenêtres étroites (resp. larges) par "coefficients de re-décomposition étroits (resp. larges)".

Une étape intermédiaire peut être ajoutée à l’algorithme de re-décomposition pour rendre compte de la tron-

cation d’un faisceau incident lorsqu’il rencontre une interface de taille limitée. Supposons par exemple qu’on
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FIG. 3.1 – Schéma de la re-décomposition d’un faisceau gaussien incident.

a un écran absorbant placé au plan (P ′), et que cet écran possède une ouverture rectangulaire centrée. L’algo-

rithme de re-décomposition sera adapté pour calculer le champ du faisceau incident tronqué après l’ouverture.

Dans ce cas, la troncation s’obtient par sélection spatiale des fenêtres de re-décomposition étroites. On suppose

que les coefficients de re-décomposition "étroits" qui vont intervenir dans le calcul du champ tronqué sont ceux

des fenêtres étroites dont l’origine appartient spatialement à l’ouverture, les autres coefficients de fenêtre étroite

étant considérés comme nuls. Ensuite, on fait appel à une procédure de changement de frame qui permet de cal-

culer les coefficients de re-décomposition du champ ainsi tronqué sur le frame de re-décomposition à fenêtres

"larges" à partir des coefficients de re-décomposition "étroits" non nuls. Le champ du faisceau tronqué sera

alors obtenu par superposition de tous les champs des faisceaux "collimatés" (rayonnés à partir des fenêtres du

frame de re-décomposition "large") multipliés chacun par son coefficient de re-décomposition Aµ. L’utilisation

d’un frame intermédiaire à fenêtres spatialement étroites est particulièrement utile car il permet de prendre en

compte les discontinuités abruptes de l’environnement, et facilite l’obtention d’expressions analytiques appro-

chées pour les coefficients de la matrice de changement de frame. Pour des fenêtres très étroites dans le domaine

spatial, cette représentation du champ sur une surface limitée tend vers celle de l’Optique Physique. Plusieurs

applications qui illustrent l’intérêt de cet algorithme seront présentées dans le chapitre 4.

3.2 Calcul des coefficients de re-décomposition sur le frame à fenêtres étroites

Dans cette partie, nous présenterons la formulation complète de la première étape de l’algorithme de re-

décomposition d’un faisceau gaussien, qui consiste à calculer les coefficients de re-décomposition sur le frame

intermédiaire à fenêtres étroites, notés A′µ′ . Nous commencerons cette section en rappelant les relations entre

les spectres d’ondes planes d’un champ électromagnétique définis dans des plans différents. Nous présenterons

ensuite les calculs détaillés des coefficients de re-décomposition d’un faisceau gaussien sur le frame à fenêtres

spatialement étroites. Ensuite, nous présenterons plusieurs simulations numériques illustrant la validité de cette
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re-décomposition et nous discuterons l’influence de chaque paramètre du frame de re-décomposition "étroit"

sur la précision des calculs.

3.2.1 Relation entre spectres d’onde plane (SOP) définis dans deux plans différents

À partir du SOP d’un champ électromagnétique défini dans un plan P , on peut calculer le SOP de ce même

champ défini dans un autre plan P ′.

Notant par :

• (O, x̂, ŷ, ẑ) et (O′, x̂′, ŷ′, ẑ′) les repères cartésiens liés respectivement aux plansP (x̂, O, ŷ) etP ′(x̂′, O′, ŷ′),

les axes ẑ et ẑ′ définissent les vecteurs normaux aux plans correspondants.

• ~̃E(kx, ky) et
~̃
E′(kx′ , ky′) les spectres d’ondes planes vectoriels (SOP) du même champ

−→
E respectivement

dans le plan P et P ′, avec kz et kz′ positifs.

• ~k le vecteur d’onde défini par :
~k = kxx̂+ kyŷ + kz ẑ = kx′ x̂′ + ky′ ŷ′ + kz′ ẑ′

Soit M(x, y, z) un point quelconque dans l’espace, le champ en ce point M peut être exprimé en fonction de
~̃E(kx, ky) par :

−→
E (M) =

∫ ∫ ∞

−∞

~̃E(kx, ky)e
i
−→
k ·−−→OMdkxdky (3.1)

et en fonction de
~̃
E′(kx′ , ky′) par :

−→
E (M) =

∫ ∫ ∞

−∞

~̃
E′(kx′ , ky′)e

i
−→
k ·
−−−→
O′Mdkx′dky′ (3.2)

or on a :
−−→
OM =

−−→
OO′ +

−−−→
O′M (3.3)

L’équation (3.1) s’écrit alors :

−→
E (M) =

∫ ∫ ∞

−∞

~̃E(kx, ky)e
i
−→
k ·
−−→
OO′ei

−→
k ·
−−−→
O′MJ(

−→
k ,
−→
k′ )dkx′dky′ (3.4)

avec J(
−→
k ,
−→
k′ ) le déterminant de la matrice jacobienne du changement de variable (kx, ky) −→ (kx′ , ky′) :

J(
−→
k ,
−→
k′ ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂kx

∂kx′

∂kx

∂ky′

∂ky

∂kx′

∂ky

∂ky′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
−→
k .ẑ−→
k .ẑ′

= kz

kz′

En identifiant les équations (3.2) et (3.4), on obtient :

~̃
E′(kx′ , ky′) =

~̃E(kx, ky)e
i
−→
k ·
−−→
OO′J(

−→
k ,
−→
k′ ) (3.5)

Puisque les spectres d’ondes planes vectoriels ~̃E(kx, ky) resp.
~̃
E′(kx′ , ky′) ne sont définis que dans les demi-

espaces (kz > 0) resp. (kz′ > 0), la dernière relation n’est pas valide dans tout l’espace. Son domaine de

validité est défini par l’intersection entre les deux demi-espaces (z > 0) et (z′ > 0).
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3.2.2 Formulation et approximation paraxiale

Dans ce paragraphe, nous considérerons un champ source dont la distribution est définie par une seule fe-

nêtre gaussienne bidimensionnelle Ψµ(x, y) parmi les fenêtres de la famille {Ψµ|
µ∈Z4

} constituant un frame de

décomposition source. Ce frame source est défini dans le plan source P (O, x̂, ŷ), et caractérisé par l’ensemble

des paramètres {Lx, Ly, νx, νy} où Lx et Ly sont les largeurs initiales des fenêtres {Ψµ} dans le domaine

spatial suivant les axes x̂ et ŷ, νx et νy sont les deux facteurs de sur-échantillonnage pour les variables x et y

(νx < 1, νy < 1). On suppose que le champ source est linéairement polarisé dans le plan source, soit α son axe

de polarisation tel que α ∈ {x, y}. Pour optimiser le frame de Gabor source, les pas spatiaux x̄ et ȳ suivant les

deux axes x̂ et ŷ sont donnés par les relations suivantes :

x̄ =
√
νxLx ȳ =

√
νyLy (3.6)

et les pas spectraux k̄x et k̄y par :

k̄x =
2π
√
νx

Lx
k̄y =

2π
√
νy

Ly
(3.7)

La fenêtre gaussienne Ψµ(x, y) est donnée par :

Ψµ(x, y) =

√

2

LxLy
e
−π

„

(x−mx̄)2

L2
x

+
(y−pȳ)2

L2
y

«

ei(nk̄xx+qk̄yy) (3.8)

où µ = (m,n, p, q) ∈ Z
4 désigne le quadruplet des indices spatiaux et spectraux, (m,n) est le couple formé

par les indices spatialm et spectral n suivant l’axe x̂ et (p, q) le couple formé par les indices spatial p et spectral

q suivant l’axe ŷ.

La fenêtre gaussienne sourceΨµ(x, y) rayonne dans le demi-espace (z > 0) en donnant naissance à un faisceau

gaussien Bµ (voir figure 3.2). Après une distance de propagation, on va redécomposer ce faisceau Bµ dans un

plan P ′(O′, x̂′, ŷ′) sur un frame de Gabor formé par la famille de fenêtres spatialement étroites {Ψ′µ′}. Ce frame

à fenêtres étroites est défini par l’ensemble de paramètres {L′x′ , L′y′ , ν ′x′ , ν′y′}. On désigne par R(O, x̂, ŷ, ẑ) le
repère global du système de coordonnées et parR′(O′, x̂′, ŷ′, ẑ′) le repère local lié au plan de re-décomposition

(P ′). Le but de ce paragraphe est d’établir les expressions des coefficients A′µ′ de re-décomposition du faisceau

Bµ sur le frame à fenêtres étroites.

On définit la matrice C = (cij) comme étant la matrice de passage du repère globalR au repère lié au plan

de re-décompositionR′ :








c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

















x

y

z









=









x′

y′

z′









(3.9)

On peut définir tout de suite la matrice M = (mij) qui désigne la matrice de passage inverse c’est-à-dire du

repère local R′ vers le repère global R. Cette matrice de passage est obtenue à partir de la matrice de passage

C par :

M = C−1 = CT (3.10)
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FIG. 3.2 – Re-décomposition d’un faisceau gaussien Bµ dans un plan infini (P ′).

Le spectre Ψ̃Pµ (kx, ky) désigne le spectre d’ondes planes de la fenêtre source Ψµ(x, y) dans le plan source P .

Ψ̃Pµ (kx, ky) est égale à la transformée de Fourier de la distribution source Ψµ(x, y) par rapport aux variables

spatiales :

Ψ̃Pµ (kx, ky) =

∫ ∫ +∞

−∞
Ψµ(x, y)e

−i(kx.x+ky .y) dxdy (3.11)

Remplaçant dans l’expression (3.11) la fonctionΨµ(x, y) par sa valeur donnée par l’expression (3.8), on obtient

alors :

Ψ̃Pµ (kx, ky) =
√

2LxLy e−
0.5
2π
[L2

x(kx−nk̄x)2+L2
y(ky−qk̄y)2] e−i[(kx−nk̄x)mx̄+(ky−qk̄y)pȳ] (3.12)

On note par ~̃ΨP
′

µ (kx′ , ky′) le vecteur spectre d’ondes planes du faisceau incident défini dans le plan de re-

décomposition P ′, il est donné par :

~̃ΨP
′

µ (kx′ , ky′) = Ψ̃x
′

µ (kx′ , ky′)x̂
′ + Ψ̃y

′

µ (kx′ , ky′)ŷ
′ + Ψ̃z

′

µ (kx′ , ky′)ẑ
′ (3.13)

On désigne par Ψ̃α
′

µ (kx′ , ky′)|α′∈{x′,y′} les composantes du spectre ~̃ΨP
′

µ (kx′ , ky′) tangentes au plan P ′, elles

sont obtenues à partir du spectre source Ψ̃Pµ (kx, ky) défini dans le plan (P ) grâce à la relation (3.5) qui lie les

spectres d’ondes planes pour différents plans :

Ψ̃α
′

µ (kx′ , ky′) = hα,α
′

(kx, ky)Ψ̃
P
µ (kx, ky) J(

−→
k ,
−→
k′ ) ei

~k·
−−→
OO′ (3.14)

où J(
−→
k ,
−→
k′ ) = kz

kz′
est le déterminant de la matrice jacobienne du changement de variables (kx, ky) −→

(kx′ , ky′). Le terme hα,α
′

(kx, ky) dépend de la composante selon α′ du spectre dans le plan P ′ et de la polari-

sation α de la fenêtre source Ψµ(x, y). Ce terme est un terme de projection qui est égal à :

• c11 − c13kx√
k2−k2

x−k2
y

pour (α, α′) = (x, x′)

• c12 − c13ky√
k2−k2

x−k2
y

pour (α, α′) = (y, x′)
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• c21 − c23kx√
k2−k2

x−k2
y

pour (α, α′) = (x, y′)

• c22 − c23ky√
k2−k2

x−k2
y

pour (α, α′) = (y, y′)

Les variables spectrales kx, ky suivant les axes x̂ et ŷ dans l’expression (3.14) peuvent être exprimées en

fonction des variables spectrales kx′ , ky′ suivant les axes x̂′ et ŷ′ en effectuant un changement de variables

(équivalent à un changement de base) pour passer du repère localR′ vers le repère globalR :








kx

ky

kz









=M









kx′

ky′

kz′









=









m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

















kx′

ky′

kz′









(3.15)

alors kx et ky s’expriment par :

kx = kx(kx′ , ky′) = m11kx′ +m12ky′ +m13

√

k2 − k2x′ − k2y′ (3.16)

ky = ky(kx′ , ky′) = m21kx′ +m22ky′ +m23

√

k2 − k2x′ − k2y′ (3.17)

Les composantes tangentes au planP ′ du spectre du faisceau incident Ψ̃α
′

µ (kx′ , ky′)|α′={x′,y′} sont re-décomposées

dans le plan P ′ sur le nouveau frame constitué par la famille de fenêtres étroites {Ψ̃′µ′} en donnant naissance à

l’ensemble de coefficients {Aα′µ′} dits "coefficients de re-décomposition" :

Ψ̃α
′

µ (kx′ , ky′) =
∑

µ′

Aα
′

µ′ Ψ̃
′
µ′(kx′ , ky′) (3.18)

avec :

Ψ̃′µ′(kx′ , ky′) =
√

2Lx′Ly′ e
− 0.5

2π
[L2

x′
(kx′−n′k̄x′ )

2+L2
y′
(ky′−q′k̄y′ )

2]
e−i[(kx′−n′k̄x′ )m

′x̄′+(ky′−q′k̄y′ )p
′ȳ′] (3.19)

Les coefficients de re-dé-composition Aα
′

µ′ sont obtenus par projection de la composante selon α′ du spectre

Ψ̃α
′

µ (kx′ , ky′) sur le frame "dual" {Φ̃′µ′} associé au frame de re-décomposition {Ψ̃′µ′} :

Aα
′

µ′ =

∫ ∫ ∞

−∞
Ψ̃α

′

µ (kx′ , ky′)
[

Φ̃
′×
µ′ (kx′ , ky′)

]

dkx′dky′ (3.20)

Si le sur-échantillonnage est suffisant, on utilise les fonctions duales "approchées" (cf. [1]) :

Φ̃′µ′(kx′ , ky′) =
ν ′x′ν

′
y′

‖Ψ̃′µ′‖2
Ψ̃′µ′(kx′ , ky′) (3.21)

où ‖Ψ̃′µ′‖2 désigne le carré de la norme de la fonction Ψ̃′µ′ .

En remplaçant dans (3.20) la fonction Φ̃′µ′(kx′ , ky′) par sa valeur donnée par l’expression (3.21) et Ψ̃α
′

µ (kx′ , ky′)

par son expression (3.14), on obtient alors :

Aα
′

µ′ =

∫ ∫ ∞

−∞
hα,α

′

(kx, ky)Ψ̃
P
µ (kx, ky)J(

−→
k ,
−→
k′ ) ei

~k·
−−→
OO′

[

ν ′x′ν
′
y′

‖Ψ̃′µ′‖2
Ψ̃
′×
µ′ (kx′ , ky′)

]

dkx′dky′ (3.22)

On peut finalement mettre Aα
′

µ′ sous la forme suivante :

Aα
′

µ′ = c0

∫ ∫ ∞

−∞
fα,α

′

µ′ (kx′ , ky′)e
ig(kx′ ,ky′ )dkx′dky′ = c0 I (3.23)
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où c0 est une constante donnée par :

c0 =
√

2LxLy
√

2Lx′Ly′

[

ν ′x′ν
′
y′

‖Ψ̃′µ′‖2

]

(3.24)

L’intégrale I s’écrit sous la forme :

I =

∫ ∫ ∞

−∞
fα,α

′

µ′ (kx′ , ky′)e
ig(kx′ ,ky′ )dkx′dky′ (3.25)

et en vue d’utiliser la méthode du point selle pour évaluer l’intégrale I , les fonctions fα,α
′

µ′ (kx′ , ky′) et g(kx′ , ky′)

sont choisies de façon à avoir une variation spectrale faible pour la fonction fµ′(kx′ , ky′) et forte pour g(kx′ , ky′),

donc on aboutit en utilisant (3.22), (3.19) et (3.11) à :

fα,α
′

µ′ (kx′ , ky′) = hα,α
′

(kx, ky) e
− 0.5

2π
[L2

x′
(kx′−n′k̄x′ )

2+L2
y′
(ky′−q′k̄y′ )

2]
J(
−→
k ,
−→
k′ ) (3.26)

g(kx′ , ky′) =
0.5i

2π

[

L2x(kx − nk̄x)2 + L2y(ky − qk̄y)2
]

−
[

(kx − nk̄x)mx̄+ (ky − qk̄y)pȳ − ~k ·
−−→
OO′ − (kx′ − n′k̄x′)m′x̄′ − (ky′ − q′k̄y′)p′ȳ′

]

(3.27)

Dans la suite, on appellera la fonction g(kx′ , ky′) la "phase" complexe de l’intégrande, même si sa partie ima-

ginaire correspond à la variation gaussienne de l’amplitude de l’intégrande. Cette amplitude gaussienne est

considérée comme un terme de "phase" qui varie rapidement en fonction de (kx′ , ky′) contrairement à la fonc-

tion fα,α
′

µ′ (kx′ , ky′) qui varie lentement dans le domaine spectral. En appliquant la démarche utilisée dans la

sous-section [2.2.1] du chapitre précédent, l’intégrale I peut être calculée grâce à la méthode dite de "descente

rapide" (ou Steepest Descent Path) qui permet de faire une approximation paraxiale. La démonstration complète

est présentée dans [1]. On obtient alors :

Aα
′

µ′ = 2πc0 f
α,α′

µ′ (kx′S , ky
′

S
)
e
− i

2
g
′T
nq

h

g
′′

nq

i

−1
g
′

nq

√

−det
[

g
′′

nq

]

eignq (3.28)

L’indice nq indique qu’une fonction donnée est évaluée au point (kxnq, kynq).

(kx′S , ky
′

S
) est le point selle approché de la "phase" complexe et

[

g
′′

nq

]

est sa matrice des dérivées secondes en

ce point. Le point de phase stationnaire est évalué grâce à l’approximation paraxiale : on suppose que la "phase"

complexe est considérée comme stationnaire lorsque (kx, ky) = (kxS
, kyS

) = (nk̄x, qk̄y).

gnq désigne la phase évaluée au point selle :

gnq = g(kxS
, kyS

) (3.29)

Après calcul, on trouve que gnq s’exprime par :

gnq =
−→
kS ·

−−→
OO′ + (kx′S − n

′k̄x′)m
′x̄′ + (ky′S − q

′k̄y′)p
′ȳ′ (3.30)

avec
−→
kS = (kxS

, kyS
,
√

k2 − k2xS
− k2yS

).

g
′

(kx′ , ky′) désigne le vecteur des dérivées premières de la phase g(kx′ , ky′) :

g
′

(kx′ , ky′) =





∂g
∂kx′

∂g
∂ky′



 (3.31)

avec :
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• ∂g
∂kx′

= −(mx̄− x′o)(m11 −m13
kx′

kz′
)− (pȳ − y′o)(m21 −m23

kx′

kz′
) + z′o(m31 −m33

kx′

kz′
) +m′x̄′

+ i
2π

[

L2x(kx − nk̄x)(m11 −m13
kx′

kz′
) + L2y(ky − qk̄y)(m21 −m23

kx′

kz′
)
]

• ∂g
∂ky′

= −(mx̄− x′o)(m12 −m13
ky′

kz′
)− (pȳ − y′o)(m22 −m23

ky′

kz′
) + z′o(m32 −m33

ky′

kz′
) + p′ȳ′

+ i
2π

[

L2x(kx − nk̄x)(m12 −m13
ky′

kz′
) + L2y(ky − qk̄y)(m22 −m23

ky′

kz′
)
]

g
′

nq est le vecteur g
′

(kx′ , ky′) évalué au point selle (kx′S , ky′S ), on obtient alors :

g
′

nq =







−(mx̄− x′o)(m11 −m13

kx′
S

kz′
S

)− (pȳ − y′o)(m21 −m23

kx′
S

kz′
S

) + z′o(m31 −m33

kx′
S

kz′
S

) +m′x̄′

−(mx̄− x′o)(m12 −m13

ky′
S

kz′
S

)− (pȳ − y′o)(m22 −m23

ky′
S

kz′
S

) + z′o(m32 −m33

ky′
S

kz′
S

) + p′ȳ′






(3.32)

[

g
′′

nq

]

est la matrice constituée par les dérivées secondes de la fonction g(kx, ky) par rapport à kx′ ,ky′ évaluées

au point selle (kx′S , ky′S ) et
[

g
′′−1
nq

]

son inverse :

g
′′

nq =





∂2g
∂k2

x′

∂2g
∂kx′ky′

∂2g
∂ky′kx′

∂2g
∂k2

y′



 (kx′S , ky
′

S
) (3.33)

avec :

• ∂2g
∂k2

x′
(kx′S , ky

′

S
) = i

2π

[

L2x(m11 −m13

kx′
S

kz′
S

)2 + L2y(m21 −m23

kx′
S

kz′
S

)2
]

+ [m13(mx̄− x′o) +m23(pȳ − y′o)−m33z
′
o]

(

k2
x′

S

+k2
z′
S

k3
z′
S

)

• ∂2g
∂k2

y′
(kx′S , ky

′

S
) = i

2π

[

L2x(m12 −m13

ky′
S

kz′
S

)2 + L2y(m22 −m23

ky′
S

kz′
S

)2
]

+ [m13(mx̄− x′o) +m23(pȳ − y′o)−m33z
′
o]

(

k2
y′
S

+k2
z′
S

k3
z′
S

)

• ∂2g
∂kx′ky′

= ∂2g
∂ky′kx′

= i
2π

[

L2x(m11 −m13

kx′
S

kz′
S

)(m12 −m13

ky′
S

kz′
S

) + L2y(m21 −m23

kx′
S

kz′
S

)(m22 −m23

ky′
S

kz′
S

)

]

+ [m13(mx̄− x′o) +m23(pȳ − y′o)−m33z
′
o]

(

kx′
S
.ky′

S

k3
z′
S

)

Deux approximations ont été utilisées durant le calcul des coefficients de re-décomposition "étroits" : l’approxi-

mation paraxiale liée à l’évaluation de l’intégrale par la méthode du point selle, et l’utilisation des fonctions

duales "approchées". Par conséquent deux paramètres vont particulièrement influer sur la précision de calcul :

• le rapport entre la largeur initiale du faisceau incident et la largeur des fenêtres étroites de re-décomposition,

qui doit être assez grand pour améliorer la précision de la méthode du point selle,

• le facteur de sur-échantillonnage du frame de re-décomposition "étroit" qui influe sur la précision de

l’approximation du frame dual (plus la valeur de ce facteur est petite, plus la fonction duale "approchée"

est proche de la fonction duale exacte).
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3.2.3 Illustration numérique et paramétrisation

Dans cette section, nous présenterons plusieurs résultats numériques qui illustrent la validité et les limites

de la formulation présentée dans la section précédente. Nous discuterons la précision de la re-décomposition

sur le frame à fenêtres étroites et l’influence des paramètres de ce frame sur les résultats de la procédure.

Considérons toujours une distribution de champ source définie par une seule fenêtre gaussienne bidimen-

sionnelle Ψµ(x, y) parmi la famille des fenêtres {Ψµ} qui constituent le frame source. Nous allons reprendre

les même notations de la section précédente : P (x̂, O, ŷ) est le plan source et Bµ est le faisceau gaussien créé

par la distribution Ψµ(x, y). On prend comme plan de re-décomposition le plan (Pµ) transverse à l’axe du

faisceau incident Bµ. Le frame de re-décomposition "étroit" est composé par la famille des fenêtres étroites

{Ψ′µ′}. Soit (I, x̂µ, ŷµ, ẑµ) le repère local dans le plan de re-décomposition (Pµ) lié au faisceau incident (voir

figure 3.3). Le quadruplet µ = (m,n, p, q) (tel que µ ∈ Z
4) des indices spatiaux et spectraux est pris égal à

FIG. 3.3 – Re-décomposition d’un faisceau gaussien Bµ dans son plan transverse (Pµ).

(0, 20, 0, 0). On en déduit que le faisceau Bµ est lancé de l’origine spatiale du plan (P ), et tourné dans le plan

(xOz) d’un angle de 36, 86o par rapport à l’axe ẑ. Plaçons le plan de re-décomposition (Pµ) à la distance bx

suivant l’axe ẑµ (OI = bx). I est le point d’intersection de l’axe du faisceau Bµ avec le plan (Pµ), et puisque

le faisceau est tourné dans le plan horizontal (xOz), on peut définir une distance bx qu’on appelle distance de

collimation du faisceau incident suivant la variable x donnée par :

bx = L2xo cos
2(θ)/λ (3.34)

où θ est l’angle entre l’axe du faisceau ẑµ et l’axe ẑ, (Lxo, Lyo) désignent les largeurs initiales de la fonction

Ψµ(x, y) dans le domaine spatial. Nous allons prendre un faisceau incident de largeurs spatiales initiales Lxo =

Lyo = 10λ, et un facteur de sur-échantillonnage ν pour le frame source tel que νx = νy = ν = 0, 09.

Afin de valider la formule analytique (3.28) des coefficients de re-décompositionA′µ′ , nous allons comparer

le champ dans le plan (Pµ) reconstruit par sommation des fenêtres étroites (multipliées par les coefficients de
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décomposition A′µ′) avec d’une part le champ incident calculé par la formulation paraxiale, et d’autre part

le champ calculé par intégration du spectre d’ondes planes de la fenêtre source, ce qu’on nomme solution

"référence".

FIG. 3.4 – Module du champ incident dans le plan Pµ (en dB) calculé par la méthode "référence".

La figure 3.4 montre le niveau d’amplitude du champ du faisceau incidentBµ dans le plan de re-décomposition

(Pµ). Ce champ "référence" est calculé en intégrant le spectre source d’ondes planes Ψ̃(kx, ky) donné par la

transformée de Fourier de la fonction Ψµ(x, y) par rapport aux variables spatiales. La zone d’observation ap-

partient au plan (Pµ), elle est limitée approximativement à un rectangle où le module de Bµ est considéré non

négligeable (supérieur ou égal à un ǫ fixé). Ici on a pris ǫ = 10−4.

Le frame à fenêtres étroites utilisé pour effectuer la re-décomposition du faisceau incident est défini par

les quatre paramètres : les deux largeurs initiales des fenêtres étroites (L′x, L
′
y) et les deux facteurs de sur-

échantillonnage suivant les deux composantes (ν ′x, ν
′
y). Afin de restreindre le nombre de paramètres du frame

de re-décomposition, on choisit le même frame selon les deux variables spatiales x′ et y′ : largeurs spatiales

identiques L′x = L′y = L′ et même facteur de sur-échantillonnage ν ′x = ν ′y = ν ′.

La figure 3.5 montre la reconstruction du champ incident et le niveau d’erreur absolue normalisée dans le

domaine spatial le long de l’axe (Ixµ) noté A1 dans la figure 3.4 de la carte du champ incident. L’axe x̂µ de

la figure est normalisé par rapport à wǫ(zµ = bx) qui représente la largeur spatiale du faisceau incident dans le

plan (Pµ), selon l’axe (Ixµ). Le frame de re-décomposition choisi a pour largeur spatiale L′ = 0, 5λ et pour

facteur de sur-échantillonnage ν ′ = 0, 16. La figure 3.5(a) représente l’amplitude du champ incident obtenu

par les trois méthodes de calcul : la courbe continue représente l’amplitude du champ calculé par intégration du

spectre d’ondes planes source défini dans le plan source (P ) (la solution de "référence"), la courbe marquée par

des croix représente le champ calculé en appliquant la formulation paraxiale, et la courbe en pointillé représente

le champ calculé par superposition des fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" multipliées chacune par

son coefficient de re-décomposition A′µ′ . La figure 3.5(b) montre le niveau d’erreur absolue normalisée de

reconstruction du champ par le frame de re-décomposition "étroit" (courbe en pointillé), et l’erreur absolue

normalisée du champ paraxial (courbe continue). Les niveaux des erreurs pour la reconstruction et pour la

formulation paraxiale sont très proches dans le domaine spatial (de l’ordre de 1, 4.10−2). De ces deux dernières
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(a) Amplitude du champ (b) Erreur absolue normalisée

FIG. 3.5 – Comparaison du champ incident calculé par trois méthodes différentes : intégrale d’ondes planes

("référence"), formulation paraxiale et sommation des fenêtres étroites.

figures, on déduit que l’erreur de reconstruction par les fenêtres étroites est cohérente à celle obtenue par la

formulation paraxiale, ce qui constitue une première validation pour les formules analytiques trouvées dans la

section précédente [3.2].

La figure 3.6 représente une comparaison dans le domaine spectral suivant la variable spectrale kxµ entre le

spectre d’ondes planes du champ incident obtenu par sommation des spectres des fenêtres étroites multipliées

par leurs coefficients de re-décomposition A′µ′ , et le spectre d’ondes planes exact de ce même champ dans le

plan (Pµ) obtenu à partir du spectre Ψ̃(kx, ky) du faisceau dans le plan source (P ) en utilisant la formule qui lie

les spectres d’ondes planes (SOP) dans des plans différents, établie dans la section [3.2.1]. La figure de gauche

(a) Amplitude du spectre du champ (b) Erreur absolue normalisée

FIG. 3.6 – Comparaison du spectre du champ incident reconstruit par les fenêtres étroites à la solution "réfé-

rence".

présente l’amplitude du spectre du champ incident : spectre reconstruit par le frame de re-décomposition "étroit"
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(courbe marquée par des croix), et spectre exact (courbe en pointillé). La figure de droite montre le niveau

d’erreur absolue de reconstruction du spectre comparée à la solution exacte. On observe que le niveau d’erreur

ne dépasse pas 1, 6.10−2. Ce résultat, qui est cohérent avec le résultat obtenu dans le domaine spatial, montre

que la reconstruction du spectre d’ondes planes du champ incident en utilisant le frame de re-décomposition

"étroit" est aussi précis avec les paramètres choisis pour ce dernier frame.

FIG. 3.7 – Comparaison entre la phase du champ incident calculé par reconstruction à partir des fenêtres étroites

et la phase du champ calculé par approximation paraxiale.

La figure 3.7 montre une comparaison de la phase en degré le long de l’axe (Ixµ) pour d’une part le champ

calculé par sommation de fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" (courbe en pointillé), et d’autre part

le champ calculé par approximation paraxiale (courbe continue). On observe clairement que les deux courbes

sont quasi identiques, ce qui montre aussi la validité des formules de calcul des coefficients de re-décomposition

"étroits" sur le frame {ψ′µ′}, et que le champ calculé par sommation de fenêtres étroites est reconstruit d’une

façon précise dans les deux domaines spatial et spectral (espace-vecteur d’onde). D’après les comparaisons

dans les deux domaines (spatial et spectral) entre reconstruction de champs et solutions exactes présentées dans

les figures 3.5 et 3.6 et la comparaison des phases présentée dans la figure 3.7, on remarque que les niveaux

d’erreurs pour la reconstruction sont très proches dans les deux domaines spatial et spectral (de l’ordre de

1, 4.10−2), et que la courbe de phase du champ reconstruit est parfaitement cohérente à celle de la solution

"exacte", ce qui signifie que les conditions de validité des approximations utilisées sont satisfaites. On déduit

alors que par sommation des fenêtres étroites, on peut obtenir une bonne reconstruction du champ incident dans

les deux domaines spatial et spectral.

Deux cartes d’amplitude de coefficients de re-décomposition A′µ′ sur le frame à fenêtres étroites sont mon-

trées en figure 3.8 :

• la figure de gauche montre la distribution des amplitudes des coefficients de re-décompositionA′µ′(m
′, p′)

c’est-à-dire les coefficients de re-décomposition sur le frame étroit dans le domaine spatial pour n′ =

q′ = 0. Les axes de cette carte s’obtiennent en multipliant l’indice spatial m′ par le pas d’échantillon-

nage du frame de re-décomposition x̄′ suivant la variable spatiale xµ (axe des abscisses), et en multipliant

l’indice spatial p′ par le pas d’échantillonnage ȳ′ suivant la variable yµ (axe des ordonnées). Cette carte
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(a) Domaine spatial pour (n′ = q′ = 0) (b) Domaine spectral pour (m′ = p′ = 0)

FIG. 3.8 – Cartes d’amplitude de coefficients de re-décomposition sur le frame de fenêtres étroites.

représente alors une zone d’observation du champ appartenant au plan de re-décomposition (Pµ). On

remarque que la distribution des coefficients A′µ′(m
′, p′) dans le domaine spatial pour les indices spec-

traux nuls ressemble beaucoup à la carte du champ incident dans le plan (Pµ) présentée par la figure

3.4. Nous montrerons un peu plus loin dans cette section qu’une relation simple lie les coefficients de

re-décomposition "étroits" au champ paraxial.

• la figure de droite représente l’amplitude des coefficients de re-décomposition A′µ′(n
′, q′), cette fois-ci

dans le domaine spectral pour des indices spatiaux nuls (m′ = p′ = 0). Les axes de cette carte sont : en

abscisse la variable spectrale kxµ obtenue en multipliant l’indice spectral n′ par le pas spectral du frame

de re-décomposition "étroit" k̄x′ , et en ordonnée la variable spectrale kyµ obtenue en multipliant l’indice

spectral q′ par le pas spectral du frame de re-décomposition "étroit" k̄y′ .

La précision de la première étape de l’algorithme de re-décomposition (calcul des coefficients de re-

décomposition sur le frame à fenêtres étroites) dépend du choix des paramètres de ce frame de re-décomposition

L′ et ν ′. En effet, la largeur spatiale des fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" L′ affecte la précision

des calculs des coefficients de re-décomposition A′µ′ . Ceci est dû à l’approximation utilisée dans les calculs

qui suppose que la valeur de L′ doit être beaucoup plus petite que la valeur de la largeur initiale du faisceau

re-décomposé L (L′ ≪ L) pour que le spectre d’ondes planes des fenêtres étroites varie lentement par rapport

au spectre d’ondes planes du faisceau. La valeur du facteur de sur-échantillonnage ν ′ influe aussi sur la syn-

thèse du champ incident en utilisant les fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" et ses coefficients de

re-décompositionA′µ′ . Le facteur ν
′ influe directement sur la précision de l’approximation utilisée pour calculer

le frame dual : plus la valeur de ν ′ est faible, plus les fonctions duales "approchées" sont proches des fonctions

duales exactes. Dans la suite de cette section, nous allons montrer des résultats qui illustrent l’influence de ces

deux paramètres L′ et ν ′ sur les calculs des coefficients de re-décomposition du faisceau incident sur un frame

de re-décomposition à fenêtres étroites qui représente la première étape de l’algorithme de re-décomposition.

Donc le niveau d’erreur de reconstruction par les fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" peut être baissé
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encore en diminuant soit la largeur des fenêtres étroites L′ qui améliore la précision de la méthode du point

selle, soit la valeur du facteur de sur-échantillonnage ν ′ qui rend l’approximation du frame dual plus précis.

Fixons tout d’abord la valeur du facteur de sur-échantillonnage du frame de re-décomposition à fenêtres

étroites à ν ′ = 0, 16. Selon la valeur de la largeur initiale L′ des fenêtres étroites du frame de re-décomposition,

la précision de la reconstruction change dans les deux domaines spatial et spectral. La figure 3.9 représente

une comparaison selon l’axe x̂µ des erreurs absolues normalisées des champs reconstruits par les frames de

re-décomposition "étroits" (pour différentes valeurs de L′) avec l’erreur obtenue par l’approximation paraxiale.

Cette comparaison met en évidence l’influence de la valeur de la largeur L′ sur la précision de la reconstruction

du champ dans le domaine spatial. En effet, la courbe marquée par des croix représente l’erreur normalisée

de la reconstruction pour une largeur L′ = 2λ, celle marquée par des triangles représente l’erreur normalisée

pour L′ = 0, 5λ, celle en pointillé pour L′ = 0, 25λ, et la courbe continue correspond à l’erreur du champ

paraxial. En comparant les courbes, on observe que le niveau d’erreur diminue au fur et à mesure que la valeur

de L′ diminue, et pour L′ = 0, 25λ la reconstruction prend approximativement la même allure que le courbe

paraxiale.

FIG. 3.9 – Erreur de reconstruction du champ dans le domaine spatial en utilisant les fenêtres étroites pour

ν ′ = 0.16 et plusieurs valeurs de la largeur initiale L′.

Dans le domaine spectral le paramètre L′ affecte de la même manière les erreurs. Sur la figure 3.10, on

compare suivant l’axe de la variable spectrale kxµ les erreurs absolues normalisées de reconstruction du spectre

d’ondes planes du champ incident, la référence est donnée par le spectre d’ondes planes exact pour différentes

valeurs de L′. On observe que le niveau d’erreur baisse (i.e. la précision augmente) lorsque la valeur de la

largeur L′ des fenêtres étroites diminue. Donc pour améliorer la précision de la reconstruction du champ par

superposition de fenêtres du frame étroit, il suffit de choisir une petite valeur de L′ par rapport à la largeur du

faisceau incident.

Nous allons montrer maintenant l’influence du facteur de sur-échantillonnage ν ′ du frame de re-décomposition

"étroit" sur le calcul des coefficients de re-décomposition A′µ′ et la reconstruction du champ. La figure 3.11

présente les erreurs absolues normalisées dans le domaine spatial le long de l’axe x̂µ de la reconstruction pour

deux valeurs différentes de ν ′ (la courbe marquée par des triangles pour ν ′ = 0, 25, celle en pointillé pour
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FIG. 3.10 – Erreur de reconstruction du spectre du champ en utilisant les fenêtres étroites en fonction de la

valeur de la largeur L′ pour ν ′ = 0, 16.

FIG. 3.11 – Erreur de reconstruction du champ par sommation de fenêtres étroites en fonction de la valeur de

la largeur ν ′ pour L′ = 0, 5λ.
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ν ′ = 0, 16). La courbe continue correspond à l’erreur sur le champ du faisceau paraxial. On remarque que

l’erreur de reconstruction du champ diminue lorsqu’on échantillonne plus (i.e. la valeur de ν ′ diminue). On

observe aussi que pour ν ′ = 0, 16, on obtient une précision de la reconstruction comparable à celle obtenue

pour le faisceau paraxial. De la même manière le facteur de sur-échantillonnage ν ′ affecte aussi la précision de

FIG. 3.12 – Erreur de reconstruction du spectre du champ pour des fenêtres étroites de largeur spatiale (L′ =

0.5λ) et pour différentes valeurs de ν ′.

la reconstruction dans le domaine spectral. Comme illustré sur la figure 3.12, la reconstruction du spectre du

champ incident utilisant le frame de re-décomposition à fenêtres étroites devient plus précise au fur et à mesure

qu’on diminue la valeur de ν ′. L’erreur de reconstruction pour ν ′ = 0, 16 (en pointillé) ne dépasse pas 1, 5.10−2

dans l’intervalle où le spectre du champ est considéré comme non négligeable (supérieur à 10−4), tandis que

cette erreur s’élève jusqu’à 2.10−2 pour la reconstruction utilisant le frame de re-décomposition "étroit" ayant

ν ′ = 0, 25 (courbe marquée par des triangles).

Considérons maintenant un faisceau gaussien, normal à son plan source, rayonné par la fenêtre centrale

Ψµ=(0,0,0,0) d’un frame source défini par les paramètres suivants : la largeur initiale L et le facteur de sur-

échantillonnage ν = 0, 16. Le frame de re-décomposition "étroit" est défini par les paramètres fixes : la largeur

initiale de la fenêtre gaussienne L′ = λ et le facteur de sur-échantillonnage ν ′ = 0, 16. Choisissons comme

plan de re-décomposition le plan transverse à l’axe du faisceau incident distant de bx par rapport à l’origine

du faisceau. bx désigne toujours la distance de collimation selon x du faisceau incident. Dans le cas d’un

faisceau normal à son plan source, le plan transverse est un plan parallèle aussi au plan source du faisceau.

Nous allons prendre plusieurs valeurs de la largeur initiale du faisceau incident L pour montrer l’influence de

la valeur de L ou du rapport L/L′ sur la synthèse du champ du faisceau par sommation des fenêtres du frame

de re-décomposition "étroit". Les figures 3.13 présentent l’évolution des erreurs de reconstruction (à gauche

les erreurs absolues normalisées et à droite les erreurs relatives) en fonction de la valeur du rapport L/L′. En

effet, le rapport L/L′ affecte directement la précision de l’approximation utilisée dans la méthode du point selle

pour calculer les coefficients de re-décomposition "étroits". Plus ce rapport est grand, plus cette approximation

devient précise. Si la valeur du rapport L/L′ est "grande" (i.e. L ≫ L′), les fenêtres étroites possèdent alors

une grande épaisseur spectrale par rapport à celle du faisceau re-décomposé, et dans ce cas la supposition
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(a) Erreur absolue normalisée (b) Erreur relative

FIG. 3.13 – Evolution des erreurs en fonction du rapport L/L′.

que l’amplitude du spectre des fenêtres étroites varie lentement par rapport au spectre du faisceau incident est

vérifiée. D’après les erreurs normalisées et relatives, on observe que la courbe en pointillé qui correspond au

rapport L/L′ = 10 possède la meilleure précision. Ceci confirme notre analyse des conditions de validité de

l’expression (3.28) utilisée pour le calcul des coefficients de re-décomposition sur le frame à fenêtres étroites.

3.2.4 Comparaison avec l’échantillonnage par sources complexes

En comparant la carte d’amplitude d’une composante du champ d’un faisceau gaussien incident dans un

plan (P ′) (notée BP ′) à la carte spatiale des coefficients A′µ′ de re-décomposition de cette dernière composante

dans (P ′) sur un frame à fenêtres étroites, on remarque que l’amplitude de ces coefficients de re-décomposition

ressemble à l’amplitude de BP ′ multipliée par une constante. Cette similarité est intéressante à analyser, car

elle permet également de rapprocher la décomposition sur un frame à fenêtres étroites de l’échantillonnage par

des sources complexes peu directives. Les coefficients de re-décompositionA′µ′ peuvent se mettre sous la forme

suivante (cf. (3.23)) :

A′µ′ =
∫ ∫ ∞

−∞
fA′

µ′
(kx′ , ky′)e

igA′
µ′
(kx′ ,ky′ )

dkx′dky′ (3.35)

avec :

• fA′
µ′
(kx′ , ky′) =

[

ν′xν
′
y

4π2

]

√

2LxLy
√

2L′xL′ye
− 0.5

2π
[L2

x′
(kx′−n′k̄x′ )

2+L2
y′
(ky′−q′k̄y′ )

2]
J(
−→
k ,
−→
k′ )

• gA′
µ′
(kx′ , ky′) =

0.5i
2π

[

L2x(kx − nk̄x)2 + L2y(ky − qk̄y)2
]

−
[

(kx − nk̄x)mx̄+ (ky − qk̄y)pȳ − ~k ·
−−→
OO′ − (kx′ − n′k̄x′)m′x̄′ − (ky′ − q′k̄y′)p′ȳ′

]

La composante du champ du faisceau incident en un pointM est obtenue par intégration de son spectre d’ondes

planes :

BP ′(M) =
1

4π2

∫ ∫ ∞

−∞
Ψ̃µ(kx, ky)e

~k.
−−→
OMdkxdky

=
1

4π2

∫ ∫ ∞

−∞
Ψ̃µ(kx, ky)e

~k.
−−→
OO′e

~k.
−−−→
O′MJ(

−→
k ,
−→
k′ )dkx′dky′ (3.36)
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On peut réécrire BP ′(M) sous la forme suivante :

BP ′(M) =

∫ ∫ ∞

−∞
fBP ′ (kx′ , ky′)e

ig
BP ′ (kx′ ,ky′ )dkx′dky′ (3.37)

avec :

• fBP ′ (kx′ , ky′) =
1
4π2

√

2LxLyJ(
−→
k ,
−→
k′ )

• gBP ′ (kx′ , ky′) =
0.5i
2π

[

L2x(kx − nk̄x)2 + L2y(ky − qk̄y)2
]

−
[

(kx − nk̄x)mx̄+ (ky − qk̄y)pȳ − ~k ·
−−→
OO′ − kx′x′(M) − ky′y′(M) − kz′z′(M)

]

Pour les pointsM(x′(M), y
′
(M), z

′
(M)) centres spatiaux des fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" défini

dans le plan (P ′) c’est-à-dire {(x′(M), y
′
(M), z

′
(M)) = (m′x̄′, p′ȳ′, 0)}, BP ′(M) s’exprime sous la forme d’une

source complexe multipliée par un coefficient indépendant deM :

BP ′(m′x̄′, p′ȳ′, 0) = CeA′µ′Ψ
′
µ′(m

′x̄′, p′ȳ′) avec µ′ = (m′, n′, p′, q′) et (n′ = q′ = 0) (3.38)

En son centre spatial, la fonctionΨ′µ′ ci-dessus a pour valeur
√

2
L′xL

′
y
. Pour (n′ = q′ = 0), le terme gBP ′ (kx′ , ky′)

est identique au terme gA′
µ′
(kx′ , ky′) et la valeur de la constante Ce se déduit de la comparaison des deux termes

fBP ′ et fA′
µ′

√

2
L′xL

′
y
:

Ce =
1

2ν ′xν ′y
e

0.5
2π
[L2

x′
k
′2
x0
+L2

y′
k
′2
y0
] (3.39)

où (k′x0
, k′y0) désigne le point spectral, dans le domaine spectral lié au plan (P ′), qui correspond à la direction

de l’axe du faisceau incident.

Pour vérifier cette hypothèse, nous allons reprendre la situation présentée dans la sous-section précédente.

Nous avons tracé sur la figure 3.14 d’une part l’amplitude du champ du faisceau incident le long de l’axe

FIG. 3.14 – Comparaison entre le champ paraxial et les coefficients de re-décomposition A′µ′ sur les fenêtres

étroites pour différentes valeurs de ν ′.

x̂µ calculé en utilisant la formulation paraxiale de BP ′ ce qu’on nomme aussi le "champ paraxial" (courbe

marquée par des triangles), et d’autre part les deux autres courbes (en pointillé et en trait continu) représentent

l’amplitude des coefficients de re-décomposition "étroits" A′µ′ le long de l’axe x̂µ pour deux valeurs différentes
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de ν ′ (0, 25 et 0, 16) multipliées chacune par les constantes correspondantes. La figure 3.15 montre le niveau

d’erreur entre coefficients de re-décomposition "étroits"A′µ′ et champ paraxial aux points correspondants (x′ =

m′x̄′,y′ = p′ȳ′) pour les deux valeurs de ν ′ (0, 25 et 0, 16). De ces figures, on déduit que si n′ = q′ = 0,

les coefficients A′µ′ de re-décomposition du faisceau incident sur fenêtres étroites peuvent être obtenus aussi

en échantillonnant le champ de ce faisceau dans le plan de re-décomposition avec les pas spatiaux x̄′ et ȳ′ !

Pour n′ = q′ = 0, le champ rayonné par Ψ′µ′ correspond à celui d’une source complexe (cf. section [2.2.1]).

L’échantillonnage effectué par des fenêtres très étroites peut alors être comparé à celui effectué avec des sources

complexes peu directives.

FIG. 3.15 – Erreurs normalisées absolues entre champ échantillonné par les Ψ′µ′ et champ paraxial, en fonction

de la valeur de ν ′.

3.3 Changement de frame

La première étape de l’algorithme de "re-décomposition d’un faisceau gaussien" consiste à calculer les

coefficients de re-décomposition A′µ′ des faisceaux gaussiens incidents sur le frame de re-décomposition à

fenêtres étroites. Ces coefficients permettent de modéliser les transformations abruptes d’un champ incident

par les obstacles de tailles limitées. La sélection de l’ensemble des coefficients "utiles" dépend de la zone

d’intérêt de calcul du champ (surface d’un obstacle, ouverture,...). Dans le cas par exemple de la diffraction

d’un champ incident par une ouverture, le champ incident est re-décomposé dans le plan de l’ouverture (i.e. les

faisceaux incidents représentant le champ incident sont re-décomposés), et les coefficients de re-décomposition

"étroits" utiles pour calculer le champ total diffracté sont ceux qui correspondent aux fenêtres du frame de

re-décomposition "étroit" dont l’origine spatiale est située dans l’ouverture.

La deuxième partie de l’algorithme consiste à changer de frame pour passer du premier frame de re-

décomposition à fenêtres spatialement étroites vers un nouveau frame à fenêtres larges dans le domaine spatial.

Le but du changement de frame est de calculer les coefficients de re-décomposition du faisceau sur le nou-

veau frame à fenêtres larges à partir des anciens coefficients de re-décomposition A′µ′ de ce même faisceau

sur le premier frame à fenêtres étroites. L’étape du changement de frame est une étape simple et rapide. En
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effet, après le calcul des coefficients de changement de frame, les coefficients de re-décomposition "larges"

s’obtiennent par simple produit matriciel entre une matrice qui contient les coefficients de changement de

frame, qu’on l’appelle "matrice de changement de frame", et un vecteur colonne formé par les coefficients de

re-décomposition "étroits". Le champ rayonné après re-décomposition s’obtient alors par superposition d’un

nombre discret de faisceaux "collimatés", rayonnés par les fenêtres du frame de re-décomposition "large", mul-

tipliés par leurs coefficients de re-décomposition Aµ. Le changement de frame est alors une étape obligatoire

dans l’algorithme de "re-décomposition", il permet de propager le champ avec des faisceaux collimatés après

le plan de re-décomposition.

Dans cette section, nous allons présenter tout d’abord le calcul des coefficients de la matrice de changement

de frame dans le cas général. Ensuite, nous allons présenter quelques simulations numériques qui illustrent la

validité de ces calculs. Nous allons montrer ensuite la façon de calculer les coefficients de re-décomposition

"larges" à partir des coefficients de re-décomposition "étroits" et des matrices de changement de frame. Des

simulations numériques, qui représentent la dernière étape de la validation numérique, seront présentées à la fin

de cette section.

3.3.1 Formulation

On note E(x′, y′) l’une des composantes d’un champ électromagnétique quelconque ~E, E(x′, y′) est une

fonction appartenant à l’espace L2(R2) définie dans le plan (x′O′y′). Par application du principe de la décom-

position sur un frame de Gabor,E(x′, y′) se décompose sur le frame "étroit" et s’exprime par une sommation de

fenêtresΨ′µ′ pondérées par leurs coefficients de décomposition {A′µ′}. De mêmeE(x′, y′) peut être décomposé

aussi sur le frame "large" et dans ce cas E(x′, y′) s’écrit sous la forme d’une somme de fenêtresΨµ multipliées

par leurs coefficients de décomposition Aµ. On obtient donc :

E(x′, y′) =
∑

µ

AµΨµ(x
′, y′) =

∑

µ′

A′µ′Ψ
′
µ′(x

′, y′) (3.40)

On rappelle que :

• µ = (m,n, p, q) ∈ Z
4 est le quadruplet des indices spatiaux et spectraux correspondant aux fenêtres

spatialement larges Ψµ,

• µ′ = (m′, n′, p′, q′) ∈ Z
4 est le quadruplet des indices spatiaux et spectraux correspondant correspondant

aux fenêtres spatialement étroites Ψ′µ′ .

Les coefficients de décomposition sur le frame à fenêtres larges Aµ s’obtiennent par une projection de la fonc-

tion distribution du champ E(x′, y′) sur le frame "dual" {Φµ} associé au frame de décomposition "large" :

Aµ =
∫∫∞
−∞ E(x′, y′) Φ×µ (x

′, y′) dx′dy′

Si on remplace E(x′, y′) par sa valeur en fonction des fenêtres étroites
(

E(x′, y′) =
∑

µ′ A
′
µ′Ψ

′
µ′(x

′, y′)
)

, les

coefficients Aµ s’écrivent :

Aµ =
∫∫∞
−∞

(

∑

µ′ A
′
µ′Ψ

′
µ′(x

′, y′)
)

Φ×µ (x
′, y′) dx′dy′
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Permutant la somme et l’intégrale, les coefficients Aµ s’expriment alors par la relation suivante :

Aµ =
∑

µ′ A
′
µ′

(

∫∫∞
−∞ Ψ′µ′(x

′, y′) Φ×µ (x
′, y′) dx′dy′

)

et les coefficients Aµ peuvent être mis sous la forme suivante :

Aµ =
∑

µ′

A′µ′ c
µ′

µ (3.41)

où cµ
′

µ est le coefficient de changement de frame donné par :

cµ
′

µ =

∫ ∫ ∞

−∞
Ψ′µ′(x

′, y′) Φ×µ (x
′, y′) dx′dy′ (3.42)

Les coefficients de changement de frame cµ
′

µ s’obtiennent donc par une projection des fenêtres étroitesΨ′µ′(x
′, y′)

sur les fonctions duales Φµ(x′, y′) qui correspondent aux fenêtres larges Ψµ(x′, y′).

On note :

• A
′ le vecteur des coefficients de décomposition A′µ′ de la composante E(x′, y′) sur le frame à fenêtres

étroites {Ψ′µ′ , µ′ ∈ Z
4},

• A le vecteur des coefficients de décomposition Aµ de la même composante E(x′, y′) sur le frame à

fenêtres larges {Ψµ, µ ∈ Z
4},

• C la matrice de changement de frame, matrice de passage du premier frame à fenêtres étroites vers le

nouveau frame à fenêtres larges, et cµ
′

µ les éléments de cette matrice.

De l’équation (3.41), on peut alors déduire que le vecteur des coefficients de décomposition "larges" A s’obtient

à partir de la matrice de changement de frame C et du vecteur des coefficients de décomposition "étroits" A
′

par simple produit matriciel :

A = CA
′ (3.43)

Pour des valeurs suffisamment faibles des facteurs de sur-échantillonnage du frame de décomposition "large"

constitué par la famille {Ψµ} (νx < 0.25 et νy < 0.25), la famille des fonctions duales {Φµ} s’obtient de façon

approchée par :

Φµ(x
′, y′) =

[

νxνy
‖Ψµ‖2

]

Ψµ(x
′, y′) (3.44)

Les frames utilisés dans la décomposition, qui sont des frames de Gabor à deux variables, sont des produits de

frames à une variable :

Ψµ(x
′, y′) = ψx

′

mn(x
′)ψy

′

pq(y′) , µ = (m,n, p, q) ∈ Z
4

Ψ′µ′(x
′, y′) = ψ′x

′

m′n′(x
′)ψ′y

′

p′q′(y
′) , µ′ = (m′, n′, p′, q′) ∈ Z

4

L’équation (3.42) se réécrit alors sous la forme suivante :

cµ
′

µ =

∫ ∫ ∞

−∞

(

ψ′ x

m′,n′(x
′)ψ′ y

p′,q′
(y′)

)

[

νxνy
‖Ψµ‖2

ψ×x

m,n(x
′)ψ×y

p,q (y
′)

]

dx′dy′ (3.45)
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L’intégrale double se transforme en un produit de deux intégrales simples :

cµ
′

µ =
νx

‖ψxm,n‖2
∫ ∞

−∞
ψ′ x

m′,n′(x
′)ψ×x

m,n(x
′) dx′ × νy

‖ψyp,q‖2
∫ ∞

−∞
ψ′ y

p′,q′
(y′)ψ×y

p,q (y
′) dy′ = (cm

′,n′

m,n )x × (cp
′,q′

p ,q )y

(3.46)

avec :

• (cm
′,n′

m,n )x =
νx

‖ψx
m,n‖2

∫∞
−∞ ψ′ x

m′,n′(x
′)ψ×x

m,n(x
′) dx′,

• (cp
′,q′
p ,q )y =

νy

‖ψy
p,q‖2

∫∞
−∞ ψ′ y

p′,q′
(y′)ψ×y

p,q (y
′) dy′.

En remplaçant dans (3.46) les fenêtres étroites et larges et leurs fonctions duales par leurs expressions (3.8) et

(3.44), les coefficients de changement de frame se réécrivent alors sous la forme :

cµ
′

µ =

∫ ∞

−∞

νx
‖ψxm,n‖2

√
πσxσx′

e
− (x′−m′x̄′)2

2σ2
x′

− (x′−mx̄)2

2σ2
x ei(n

′ ¯kx′x
′−nk̄xx′)dx′

×
∫ ∞

−∞

νy
‖ψyp,q‖2√πσyσy′

e
− (y′−p′ȳ′)2

2σ2
y′

− (y′−pȳ)2

2σ2
y ei(q

′k̄y′y
′−qk̄yy′)dy′

(3.47)

Rappelant que σ désigne l’écart-type de la fonction gaussienne : σx = Lx√
2π

et σy =
Ly√
2π

sont les écarts-type

de la fenêtre large, et σx′ =
Lx′√
2π

et σy′ =
Ly′√
2π

désignent les écarts-type de la fenêtre étroite. Remarquant aussi

que l’équation (3.47) contient des intégrales de la forme
(

∫∞
−∞ e−ax

2+bx
)

, on remplace ces intégrales par leurs

valeurs :

∫∞
−∞ e−ax

2+bx dx =
√

π
a e

b2

4a

et après réarrangement de termes, on obtient :

cµ
′

µ =
νxνy

π‖Ψµ‖2√σxσyσx′σy′
e
− (m′x̄′)2

2σ2
x′

− (mx̄)2

2σ2
x e

− (p′ȳ′)2

2σ2
y′
− (pȳ)2

2σ2
y

√

π

Ax
e

B2
x

4Ax

√

π

Ay
e

B2
y

4Ay (3.48)

avec :

• Ax = 0.5( 1
σ2

x′
+ 1

σ2
x
),

• Ay = 0.5( 1
σ2

y′
+ 1

σ2
y
),

• Bx = m′x̄′

σ2
x′

+ mx̄
σ2

x
+ i(n′k̄x′ − nk̄x),

• By =
p′ȳ′

σ2
y′
+ pȳ

σ2
y
+ i(q′k̄y′ − qk̄y),

• ‖Ψµ‖2 = ‖ψxm,n‖2‖ψyp,q‖2, il est à noter que (‖Ψµ‖2 = 1) pour un frame à fenêtres gaussiennes norma-

lisées.

La seule approximation utilisée pour obtenir les expressions (3.48) des coefficients de changement de frame

est l’approximation du frame dual. Comme on le verra dans la suite, cette approximation permet d’obtenir une

très bonne précision si l’on choisit des facteurs de sur-échantillonnage suffisamment faibles pour le frame de

re-décomposition "large".

Numériquement, le calcul du vecteur A des coefficients de re-décomposition sur le frame à fenêtres larges

à partir de l’équation (3.43) n’est pas optimisé, ces coefficients peuvent être tirés à partir de la séparation des
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variables dans (3.47). La procédure de changement de frame peut alors être effectuée en utilisant deux matrices

de changement de frame "à une variable"
[

cm
′,n′

m,n

]

x
et

[

cp
′,q′
p ,q

]

y
au lieu de la matrice de changement de frame

"à deux variables" C. On définit alors :

•
[

cm
′,n′

m,n

]

x
=

∫∞
−∞ ψ′ x

m′,n′(x
′)ϕ×x

m,n(x
′) dx′,

•
[

cp
′,q′
p ,q

]

y
=

∫∞
−∞ ψ′ y

p′,q′
(y′)ϕ×y

p,q (y
′) dy′.

Pour le frame de re-décomposition "large", on note M (resp. N ) le nombre total des indices spatiaux (resp.

spectraux) selon la variable x′, et P (resp. Q) le nombre total des indices spatiaux (resp. spectraux) selon la

variable y′. {M ′, N ′, P ′, Q′} sont les nombres équivants à {M,N,P,Q} pour le frame de re-décomposition

"étroit". En ré-arrangeant les vecteurs des coefficients de re-décomposition "étroits" et "larges", on peut limiter

la dimension des matrices utilisées dans les calculs et donc la mémoire nécessaire pour effectuer le changement

de frame, soit :

• Amat = [ap,qm,n] la matrice obtenue en ré-arrangeant le vecteur des coefficients de re-décomposition

"larges" A selon les deux variables spatiales x′ et y′, Amat contientM ×N lignes et P ×Q colonnes,

• Cx =
[

cm
′,n′

m,n

]

x
la matrice de changement de frame suivant la variable x′, cette matrice est formée de

M ×N lignes etM ′ ×N ′ colonnes,
• Cy =

[

cp
′,q′
p ,q

]

y
la matrice de changement de frame suivant la variable y′, cette matrice est formée de

P ×Q lignes et P ′ ×Q′ colonnes,
• A′

mat =
[

a′p
′,q′

m′,n′

]

la matrice obtenue en ré-arrangeant le vecteur des coefficients de re-décomposition

"étroits" A
′ selon les deux variables spatiales x′ et y′, A′

mat contientM ′×N ′ lignes et P ′×Q′ colonnes.
Les coefficients de re-décomposition "larges" s’exprime alors par le produit matriciel suivant :

Amat = CxA
′

matC
t
y (3.49)

où t désigne la transposée d’une matrice. La forme matricielle de l’équation (3.49) est :
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(3.50)

Ce produit matriciel sera divisé en deux étapes successives :

Etape 1 : Dans un premier temps, on calcule une matrice intermédiaire A
i qui est le produit des deux matrices

A
′

mat et C
t
y, on nomme par ai

p,q
m′,n′ les éléments de A

i :

A
i = A

′

matC
t
y ⇐⇒ ai

p,q
m′,n′ =

∑

p′,q′

a′p
′,q′

m′,n′c
p,q
p′,q′ (3.51)

Etape 2 : À partir des coefficients intermédiaires ai
p,q
m′,n′ , on calcule les coefficients am,np,q sur le frame de re-

décomposition à fenêtres larges par le produit matriciel suivant :

Amat = CxA
i ⇐⇒ ap,qm,n =

∑

m′,n′

cm
′,n′

m,n ai
p,q
m′,n′ (3.52)
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Les coefficients de re-décomposition "larges" Aµ (ou ap,qm,n) seront donc calculés par deux produits matri-

ciels consécutifs. Ces coefficients sont utilisés pour calculer le champ après re-décomposition par superposition

d’un nombre limité de faisceaux gaussiens "collimatés", créés par les fenêtres du frame de re-décomposition

"large", afin d’avoir des erreurs de propagation paraxiale "raisonnables". Dans la section suivante, nous présen-

terons des simulations numériques qui valident la formulation du changement de frame et montrent les niveaux

d’erreurs obtenus pour les champs synthétisés à partir des coefficients de re-décomposition "larges".

3.3.2 Illustration numérique et paramétrisation

a Matrice de changement de frame

Le changement de frame est une étape nécessaire dans notre algorithme de re-décomposition pour calculer

les coefficients de re-décomposition Aµ sur le deuxième frame qui est le frame à fenêtres larges à partir des

coefficients de re-décomposition A′µ′ sur le frame de re-décomposition "étroit" par un simple produit matriciel.

Les coefficients de changement de frame cµ
′

µ s’obtiennent en projetant la famille des fenêtres étroites Ψ′µ′ sur la

famille des fonctions duales Φµ composant le frame dual correspondant au frame de re-décomposition "large",

et la seule approximation utilisée durant les calculs des coefficients de changement de frame est l’approximation

des fonctions duales par les fonctions duales approchées.

La précision des calculs dépend alors de la valeur choisie des facteurs de sur-échantillonnage du frame de

re-décomposition "large" νx et νy. Plus la valeur des facteurs de sur-échantillonnage est faible, meilleure est la

précision des calculs des coefficients de re-décomposition "larges".

FIG. 3.16 – Influence de la valeur du facteur de sur-échantillonnage ν du frame de re-décomposition "large"

sur la précision des calculs des coefficients de changement de frame.

Dans une première validation numérique des expressions des coefficients de changement de frame présen-

tées dans la section précédente, nous allons reconstruire, à l’aide des coefficients de changement de frame,

la fenêtre gaussienne étroite centrale Ψ′µ′=(0,0,0,0) du frame de re-décomposition "étroit" défini par : une lar-

geur de fenêtres étroites L′ telle que L′x = L′y = L′ = 2λ et un facteur de sur-échantillonnage ν ′ tel que

ν ′x = ν ′y = ν ′ = 0, 16. La fenêtre étroite Ψ′µ′=(0,0,0,0) peut être synthétisée par superposition de fenêtres larges,



74 CHAPITRE 3. FORMULATION DE LA RE-DÉCOMPOSITION D’UN FAISCEAU GAUSSIEN 3D

définissant un frame de re-décomposition "large", multipliées par les coefficients de changement de frame qui

correspondent à la valeur µ′ = (0, 0, 0, 0). La figure 3.16 représente les erreurs absolues normalisées de la syn-

thèse en utilisant plusieurs frames de re-décomposition "larges" définis par : une largeur spatiale des fenêtres

larges L fixée à 10λ et différentes valeurs du facteur de sur-échantillonnage νx = νy = ν. Cette figure montre

l’évolution de l’erreur absolue normalisée en fonction de la valeur du facteur d’échantillonnage du frame de

re-décomposition "large" ν. Cette erreur est due à l’approximation du frame dual utilisée dans le calcul des

coefficients de changement de frame. On observe que le niveau d’erreur augmente avec la valeur de ν, ce qui

est logique car l’approximation de la fonction duale devient moins précise lorsque la valeur de ν augmente. On

peut considérer que cette approximation n’ajoute pas d’erreurs significatives pour les valeurs de ν ≤ 0, 25 (pour

ν = 0, 25 l’erreur absolue normalisée est de l’ordre de 8× 10−3, et pour ν = 0, 16 de l’ordre de 2× 10−4).

Nous allons montrer maintenant quelques cartes d’amplitude des matrices de changement de frame obte-

nues pour différentes valeurs du facteur de sur-échantillonnage du frame de re-décomposition "large" ν. Les

quatre cartes de la figure 3.17 présentent l’amplitude de coefficients de la matrice Cx de changement de frame

unidimensionnelle selon la variable spatiale x
(

Cx =
[

cm
′,n′

m,n

]

x

)

utilisée comme une matrice de passage entre

le frame de re-décomposition "étroit" défini par les paramètres (L′ = λ et ν ′ = 0, 16) et des frames de re-

décomposition "large" pour lesquels L = 10λ. Les deux premières figures sont obtenues avec un facteur de

(a) ν = 0, 16

(b) ν = 0, 4

FIG. 3.17 – Coefficients de la matrice Cx de changement de frame selon la variable x avec L = 10λ, ν ′ = 0, 16

et L′ = λ.
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sur-échantillonnage du frame de re-décomposition "large" ν = 0,16 : à gauche on présente la carte des coef-

ficients de changement de frame dans le domaine spatial pour (n = n′ = 0) en fonction des indices spatiaux

m qui correspond aux fenêtres larges et m′ qui correspond aux fenêtres étroites, et à droite on trouve la carte

des coefficients de changement de frame cette-fois dans le domaine spectral pour (m = m′ = 0) en fonction

des indices spectraux n des fenêtres larges et n′ des fenêtres étroites. Les deux autres figures représentent les

éléments de la matrice de changement de frame Cx pour la valeur ν = 0.4. Sur ces deux dernières figures,

on représente : à gauche la carte des coefficients dans le domaine spatial Cx(m
′,m) pour (n = n′ = 0),

et à droite la carte dans le domaine spectral Cx(n
′, n) pour (m = m′ = 0). On observe que le nombre des

indices spatial m et spectral n est plus faible pour ν = 0, 4 (moins d’échantillonnage pour les coefficients

du frame de re-décomposition "large"). Les frames utilisés sont "équilibrés" ce qui signifie que le facteur de

sur-échantillonnage dans chacun des domaines (spatial/spectral) vaut
√
ν, soit 0, 4 et 0, 63 dans les deux cas

présentés ici.

Sur les figures 3.18, nous allons fixer la valeur du facteur de sur-échantillonnage du frame de re-décomposition

"large" à ν = 0, 16, et nous allons changer la valeur de la largeur L′ des fenêtres du frame de re-décomposition

"étroit". Les deux premières cartes 3.18(a) représentent le cas où le frame de re-décomposition "étroit" et le

(a) L′ = 10λ

(b) L′ = 2λ

FIG. 3.18 – Coefficients de la matrice Cx de changement de frame selon x avec L = 10λ, ν = 0, 16 et

ν ′ = 0, 16.
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frame de re-décomposition "large" sont identiques (ν ′ = ν et L′ = L) : à gauche le domaine spatial et à droite

le domaine spectral pour les coefficients de la matrice Cx de changement de frame selon la variable spatiale x.

Dans ce cas, les cartes des amplitudes des coefficients de changement de frame
[

cm
′,n′

m,n

]

x
sont symétriques par

rapport à leurs diagonales dans les deux domaines spatial et spectral ce qui se déduit facilement de l’expression

(3.48). Contrairement à ce qui serait obtenu avec des "bases" orthogonales, ici les cartes ne sont pas réduites

à une diagonale unité, ce qui est directement lié aux valeurs non nulles des projections d’une fenêtre de frame

sur les fonctions duales des autres fenêtres. Les deux autres figures 3.18(b) représentent des distributions de

l’amplitude des coefficients de la matrice Cx dans le cas où les fenêtres du frame de re-décomposition "étroit"

ont une largeur L′ égale à 2λ. Toutes ces cartes illustrent le fait que les cartes d’amplitude des coefficients

de changement de frame cµ
′

µ ont une structure "de bande", dans les deux domaines spatial et spectral, directe-

ment lié à la localisation des fenêtres gaussiennes dans les deux domaines. On observe aussi sur ces cartes une

sorte de périodicité dans la répartition des coefficients, la matrice Cx possède une structure par "blocs" de type

matrice "circulante".

La valeur choisie pour le facteur de sur-échantillonnage ν du frame de re-décomposition "large" est le seul

paramètre qui influe sur la précision des calculs des coefficients de changement de frame cµ
′

µ puisque la seule

approximation utilisée dans ces calculs est celle du frame dual. Pour des faibles valeurs de ν (ν ≤ 0, 25), on

peut considérer que la fonction duale approchée est très proche de la fonction duale exacte, et dans ce cas, on

obtient une bonne précision de calcul des coefficients de changement de frame cµ
′

µ .

b Re-décomposition complète

Dans ce paragraphe, nous allons présenter plusieurs simulations qui illustrent la validité de nos calculs de

coefficients de re-décomposition Aµ. Ensuite nous allons discuter l’influence des paramètres choisis pour les

deux frames de re-décomposition "étroit" et "large" sur la précision des calculs. En fait, cette précision dépend

de la précision de chacune des étapes de l’algorithme de re-décomposition : le calcul des coefficients de re-

décomposition A′µ′ sur le frame à fenêtres étroites et le calcul des coefficients de changement de frame cµ
′

µ .

Les paramètres du premier frame de re-décomposition à fenêtres étroites, L′ la largeur de la fenêtre gaussienne

étroite et ν ′ le facteur d’échantillonnage, agissent énormément sur la précision de calcul des coefficients de re-

décomposition étroits A′µ′ . Par conséquent, ces paramètres influent sur la précision de calcul des coefficients de

re-décomposition "larges"Aµ qui sont déduits à partir des coefficientsA′µ′ . En effet, la précision des coefficients

de re-décomposition "étroits" augmente si les fenêtres gaussiennes de re-décomposition sont plus étroites dans

le domaine spatial (i.e. l’épaisseur spectrale de la fenêtre augmente⇒ sa variation spectrale devient plus lente

par rapport aux fenêtres larges⇒ plus de précision de la méthode de descente rapide et alors des coefficients de

re-décomposition "étroits" et "larges"). La précision des calculs s’améliore aussi lorsqu’on échantillonne plus

le frame de re-décomposition "étroit" (i.e. la valeur du facteur de sur-échantillonnage ν ′ diminue). Le facteur ν ′

influe sur la précision de l’approximation des fonctions duales (plus la valeur de ν ′ diminue, plus les fonctions

duales "approchées" deviennent proches des fonctions duales exactes). Il est évident qu’une mauvaise représen-

tation du champ à partir de ces coefficients de re-décomposition "étroits" va aboutir après changement de frame

à une mauvaise représentation de ce même champ par les coefficients de re-décomposition "larges". L’erreur
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sur les calculs des coefficients de changement de frame cµ
′

µ s’ajoute aux erreurs de calcul des coefficients de

re-décomposition "étroits" pour donner l’erreur totale de calcul des coefficients de re-décomposition "larges",

ce qui est nommée aussi l’"erreur totale de re-décomposition".

Nous allons reprendre le scénario de la section [3.2.3] "validation numérique pour le calcul des coefficients

de re-décomposition étroits". Le frame source et le frame de re-décomposition "large" sont identiques et définis

par : L la largeur de la fenêtre gaussienne tel que L = Lxo = Lyo = 10λ, et ν le facteur de sur-échantillonnage

tel que ν = νx = νy = 0, 09. Le faisceau incident est lancé à partir de la fenêtre gaussienne Ψµ(x, y) définie

par le quadruplet d’indices spatiaux et spectraux µ = (0, 20, 0, 0). Le frame de re-décomposition "étroit" est

défini par : L′ la largeur des fenêtres gaussiennes étroites L′ = L′x = L′y = 0, 5λ et ν ′ le facteur de sur-

échantillonnage ν ′ = ν ′x = ν ′y = 0, 09. Le plan de re-décomposition est le plan transverse au faisceau incident

(Pµ) placé à la distance bx (distance de collimation du faisceau suivant x) suivant l’axe ẑµ du faisceau.

La figure 3.19 représente l’amplitude du champ du faisceau incident le long de l’axe x̂µ dans le plan de

re-décomposition (Pµ) (cf. figure 3.3) calculé par : intégration du spectre d’ondes planes (solution "référence")

en trait continu, sommation des fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" multipliées par leurs coefficients

de re-décomposition A′µ′ en pointillé, et sommation des fenêtres du frame de re-décomposition "larges" mul-

tipliées par les coefficients larges correspondants Aµ (courbe marquée par des triangles). Sur cette figure, on

observe que la reconstruction du champ dans le plan de re-décomposition en utilisant les fenêtres larges et ses

coefficients Aµ donne de bons résultats sur une large zone d’observation qui va de l’axe du faisceau jusqu’à

son élargissement wǫ(zµ = bx) au niveau ǫ dans le plan (Pµ) avec ǫ = 10−4. Cette comparaison constitue une

première validation de nos calculs des coefficients de re-décomposition Aµ et des coefficients de changement

de frame cµ
′

µ .

FIG. 3.19 – Comparaison de l’amplitude du champ du faisceau incident reconstruit par les fenêtres larges et

étroites avec le champ "référence" suivant l’axe x̂µ.

Au niveau précision des calculs des coefficients de re-décomposition Aµ sur le frame à fenêtres larges, la

figure 3.20 montre les niveaux des erreurs (absolues normalisées et relatives) pour le champ paraxial (courbe

en trait continu) et les champs reconstruits par les fenêtres de re-décomposition étroites (courbe en pointillé) et

larges (courbe marquée par des triangles) comparés à la solution "référence" calculée par intégration d’ondes
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planes. La figure 3.20(a) représente l’erreur absolue normalisée des trois champs (paraxial, reconstruit par le

(a) Erreur absolue normalisée (b) Erreur relative

FIG. 3.20 – Erreurs des champs (paraxial, reconstruit par les fenêtres du frame de re-décomposition "étroit",

reconstruit par les fenêtres du frame de re-décomposition "large") par rapport à la solution "référence".

frame de re-décomposition "étroit", reconstruit par le frame de re-décomposition "large"). De cette erreur, on

déduit que la précision de la reconstruction du champ par les fenêtres larges est très bonne avec les paramètres

choisis pour les deux frames de re-décomposition "étroit" et "large". On obtient quasiment la même précision de

reconstruction à partir des deux frames de re-décomposition "étroit" et "large", cette précision est comparable

aussi à celle obtenue par la formulation paraxiale (erreur absolue normalisée < 1, 5.10−2) sur toute la zone

du champ non négligeable le long de l’axe d’observation x̂µ. La figure 3.20(b) présente l’erreur relative pour

les mêmes champs : obtenu par la formulation paraxiale, reconstruit par le frame de re-décomposition "étroit",

et reconstruit par le frame de re-décomposition "large". L’erreur relative est égale à la norme de la différence

(complexe) entre champs calculé et référence, divisée par la norme du champ référence. Cette figure montre

aussi que la précision de calcul est quasiment la même pour les trois méthodes de calcul. Les deux figures

d’erreurs présentées montrent que le changement de frame n’a pas ajouté d’erreurs supplémentaires dans la

procédure de re-décomposition car on retrouve quasiment le même niveau d’erreur pour le champ obtenu avant

changement de frame (par le frame de re-décomposition "étroit") et après changement de frame (par le frame

de re-décomposition "large").

Sur la figure 3.21, on compare la phase du champ calculé par la formulation paraxiale (courbe continue),

et celle du champ reconstruit par les fenêtres du frame de re-décomposition "large" multipliées par leurs coef-

ficients Aµ (courbe marquée par des triangles). On trouve que la courbe de la phase du champ reconstruit colle

parfaitement avec celle de la phase du champ paraxial. De cette comparaison, on déduit que la reconstruction

par les fenêtres larges respecte aussi la phase du champ, ce qui valide encore les formules des coefficients de

re-décomposition "larges" Aµ établies dans la section précédente.

La figure 3.22 présente les deux cartes d’amplitude des coefficients de re-décomposition "larges" Aµ du

champ incident dans les deux domaines spatial et spectral : la carte de gauche montre la distribution d’amplitude

des coefficients de re-décomposition "larges" Aµ(mx̄, pȳ) dans le domaine spatial pour les indices spectraux
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FIG. 3.21 – Comparaison de la phase du champ reconstruit par les fenêtres larges avec la phase du champ

"référence" suivant l’axe x̂µ.

nuls (n = q = 0), tandis que la carte de droite représente l’amplitude des coefficients de re-décomposition

"larges" Aµ(nk̄x, qk̄y) cette fois-ci dans le domaine spectral pour des indices spatiaux nuls (m = p = 0). Il est

à noter que la distribution des coefficients de re-décomposition "larges" dans le domaine spectral ressemble (à

une constante près) à la carte du spectre d’ondes planes du faisceau incident dans le plan de re-décomposition

(ici Pµ).

(a) Domaine spatial pour (n = q = 0) (b) Domaine spectral pour (m = p = 0)

FIG. 3.22 – Cartes des coefficients de re-décomposition sur le frame de fenêtres larges.

Pour montrer l’influence des paramètres des deux frames de re-décomposition sur la précision de l’algo-

rithme de re-décomposition, nous allons changer les valeurs de ces paramètres tout en restant dans le plan

de re-décomposition transverse (Pµ). Le frame source est défini par : Ls la largeur spatiale des fenêtres

gaussiennes choisie telle que (Ls = Lsxo = Lsyo = 10λ) et νs le facteur de sur-échantillonnage tel que

(νs = νsx = νsy = 0, 16). Le faisceau est lancé à partir de la fenêtre Ψµ(x, y) définie par µ = (0, 15, 0, 0). Dans

ce qui suit, nous allons montrer l’influence des paramètres du frame de re-décomposition "large" sur la préci-

sion de la synthèse du champ par sommation d’un nombre discret de fenêtres larges. Les paramètres du frame
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de re-décomposition à fenêtres étroites sont les suivants : L′ = L′xo = L′yo = 0, 5λ et ν ′ = ν ′x = ν ′y = 0, 16.

(a) Erreur absolue normalisée (b) Erreur relative

FIG. 3.23 – Erreurs des champs (paraxial, reconstruit par les fenêtres larges) comparés à la solution de "réfé-

rence" pour plusieurs frames de re-décomposition "larges" définis par L = 10λ (valeur fixée), et pour diffé-

rentes valeurs de facteur de sur-échantillonnage ν.

Les figures 3.23 illustrent l’influence du paramètre ν (facteur de sur-échantillonnage), qui définit la densité

d’échantillonnage du frame de re-décomposition "large", sur la précision de la procédure de re-décomposition.

La valeur de la largeur des fenêtres du frame de re-décomposition "large" L est fixée à 10λ, et la valeur de

ν change. La figure 3.23(a) présente une comparaison entre les erreurs absolues normalisées sur le calcul des

champs d’une part en utilisant la formulation paraxiale, et d’autre par sommation des fenêtres du frame de re-

décomposition "large" pour différentes valeurs de facteur de sur-échantillonnage ν. La courbe en trait continu

représente l’erreur normalisée du champ paraxial, celle en pointillé correspond à la reconstruction avec le frame

de re-décomposition "large" pour ν = 0, 16, celle marquée par des triangles pour ν = 0, 25 et la dernière mar-

quée par des croix pour ν = 0, 4. Pour les deux valeurs ν = 0, 16 et ν = 0, 25, on observe que la précision de

la reconstruction par les fenêtres larges est très proche de la solution obtenue par la formulation paraxiale. Ceci

est logique car pour ces valuers de ν l’approximation utilisée dans les calculs des coefficients cµ
′

µ pour le frame

dual "approché" est très précise. L’erreur de reconstruction provient de l’approximation paraxiale dans le calcul

des coefficients de re-décomposition "étroits". La reconstruction par les fenêtres larges devient plus mauvaise

en augmentant le facteur de sur-échantillonnage ν (pour ν = 0, 4, l’erreur est proche de 8.10−2). La figure

3.23(b) montre la comparaison entre les erreurs relatives pour la formulation paraxiale et la reconstruction pour

les différentes valeurs de facteur de sur-échantillonnage du frame de re-décomposition "large" ν. Il est à noter

que l’erreur absolue normalisée du champ paraxial ne dépasse pas 3, 5.10−2 sur toute la zone observée. Ces

dernières figures d’erreurs montrent l’influence du facteur de sur-échantillonnage du frame de re-décomposition

"large" ν sur la re-décomposition. En fait, la valeur de ν agit directement sur la précision des fonctions duales

"approchées" utilisée dans le calcul des coefficients de changement de frame cµ
′

µ (équation (3.45)). Plus la

valeur de ν est faible, plus le frame dual "approché" constitué par les fonctions duales "approchées" devient

proche du frame dual exact, et la précision de calcul meilleure.
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Nous allons fixer maintenant la valeur du facteur de sur-échantillonnage ν du frame de re-décomposition

"large", et nous allons changer la largeur L des fenêtres larges pour voir son effet sur la précision de calcul

des coefficients de re-décomposition "larges" Aµ. Cette largeur n’intervient pas dans le calcul des coefficients

de re-décomposition étroits A′µ′ . Elle affecte les valeurs des coefficients de changement de frame cµ
′

µ , mais pas

la précision de calcul. En effet, la seule approximation utilisée dans les calculs de cµ
′

µ est l’approximation du

frame dual "approché", seule la valeur du facteur de sur-échantillonnage ν affecte cette précision. On peut alors

conclure que la précision dans la procédure de changement de frame dépend uniquement de la valeur du facteur

de sur-échantillonnage du frame de re-décomposition "large" ν. Les figures 3.24 valident cette hypothèse, ces

figures représentent à gauche l’erreur absolue normalisée et à droite l’erreur relative pour deux frames de re-

décomposition "larges" différents ayant le même facteur de sur-échantillonnage ν (ν = 0, 16) et des valeurs

différentes de L. On obtient quasiment la même précision pour la reconstruction du champ par sommation des

fenêtres larges des deux frames de re-décomposition, ce qui vérifie notre hypothèse de départ.

(a) Erreur absolue normalisée (b) Erreur relative

FIG. 3.24 – Erreurs des champs (paraxial, reconstruit par les fenêtres large) en prenant deux frames de re-

décomposition larges ayant la même valeur de ν (ν = 0, 16), et pour deux valeurs différentes de L (L = 10λ

ou L = 2λ).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulation complète en trois dimensions de la re-décomposition

d’un faisceau gaussien qui se propage en espace libre. Nous avons introduit une formulation pour re-décomposer

un faisceau gaussien, qui utilise deux frames successifs "de re-décomposition" : un premier frame de fenêtres

spatialement étroites, et un second de fenêtres spatialement larges. La procédure de re-décomposition propo-

sée comporte deux étapes principales : le calcul des coefficients de re-décomposition sur le premier frame à

fenêtres étroites et le calcul des coefficients de re-décomposition sur le second frame à fenêtres larges, obtenus

par produit matriciel des matrices de changement de frames à partir des coefficients de re-décomposition sur

les fenêtres étroites. Nous avons détaillé les calculs pour chaque étape de la procédure de "re-décomposition",
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et à la fin de chaque étape nous avons présenté des résultats de simulations illustrant la validité des calculs théo-

riques. Nous avons discuté le choix des paramètres des deux frames de re-décomposition ("étroit" et "large"),

et l’influence de ces paramètres sur la précision des calculs. Nous en avons déduit que la largeur des fenêtres

étroites, le facteur de sur-échantillonnage du frame de re-décomposition "étroit" et le rapport entre les largeurs

de deux frames de re-décomposition influent directement sur la précision de la première étape c’est-à-dire sur

le calcul des coefficients de re-décomposition étroits. Seul le facteur de sur-échantillonnage du frame de re-

décomposition "large" affecte la précision de calcul des coefficients de changement de frame, et par conséquent

la précision de calcul des coefficients de re-décomposition larges.

Dans le chapitre suivant, nous intégrerons cette procédure de re-décomposition, dans des calculs de propa-

gation par lancer de faisceaux gaussiens, afin de modéliser la propagation des champs électromagnétiques dans

des scénarios comportant des obstacles de dimension finie.



Chapitre 4

Application de la re-décomposition au lancer

de faisceaux gaussiens

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les détails de calcul pour chaque étape de l’algorithme de

re-décompostion d’un faisceau gaussien en trois dimensions. Nous avons présenté la formulation complète de

cet algorithme : le calcul des coefficients de re-décomposition sur le frame à fenêtres étroites, et des coefficients

de re-décompostion sur le frame à fenêtres larges en appliquant la procédure de changement de frame. À chaque

étape, des simulations numériques ont été effectuées pour valider la formulation et les calculs théoriques. Nous

avons discuté aussi l’influence des paramètres choisis pour les deux frames de re-décomposition sur la précision

des calculs.

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques applications illustrant l’intérêt de la re-décomposition des

faisceaux gaussiens dans des cas où la méthode LFG "de base" présente des limitations. Nous commencerons

ce chapitre en présentant la méthodologie de calcul des limites spatiales et spectrales de la re-décomposition

c’est-à-dire des bornes inférieures et supérieures des indices de sommation sur les fenêtres ou les faisceaux

utilisés pour synthétiser le champ. Ensuite, nous comparerons les erreurs induites par la re-décomposition avec

les erreurs de l’approximation du faisceau paraxial. Puis nous présenterons l’application de l’algorithme de

re-décomposition à la modélisation de la diffraction d’un faisceau gaussien par une ouverture. Enfin, nous

traiterons un scénario courant dans lequel nous utiliserons la procédure de re-décomposition pour calculer le

champ d’un faisceau partiellement réfléchi par un obstacle de dimensions limitées.

4.1 Limites des indices spatiaux et spectraux pour la re-décomposition

Dans cette section, nous présentons le calcul des limites des indices spatiaux et spectraux pour la re-

décomposition d’un faisceau gaussien 3D sur des frames de re-décomposition à deux variables spatiales. Ces

limites sont les bornes auxquelles on va restreindre la sommation de faisceaux gaussiens "utiles" (i.e. néces-

saires pour calculer le champ sans ajouter d’erreurs significatives après la procédure de re-décomposition).

Le calcul des limites selon deux dimensions est une généralisation de la méthodologie de calcul selon une

dimension présentée dans la section [2.1.4]. Ces limites dans les deux domaines spatial et spectral changent

83
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selon la zone souhaitée de calcul du champ. Par exemple, pour calculer le champ dans une région du plan de

re-décomposition, il suffit de limiter les sommations de fenêtres en fonction de cette région (filtrage dans le

domaine spatial). Ensuite, pour calculer le champ rayonné dans une zone d’observation qui n’appartient pas au

plan de re-décomposition, on peut réduire le nombre de faisceaux lancés par sélection de faisceaux "utiles" (fil-

trage "spectral" ou angulaire). Les faisceaux "utiles" dans ce cas sont ceux qui possèdent un champ considéré

comme non négligeable (supérieur à un ǫ fixé) dans la zone d’observation. Plusieurs facteurs affectent donc

les limites spatiales et spectrales, parmi lesquels : la géométrie du scénario, les dimensions des obstacles sur

lesquels on effectue les re-décompositions et la position de la zone cible (appelée aussi zone d’observation) par

rapport à l’obstacle de re-décomposition.

Dans toute cette section, nous allons considérer une seule fenêtre source gaussienne bidimensionnelle

Ψµ(x
0, y0) définie dans un plan source P 0(O0, x̂0, ŷ0). Cette fenêtre rayonne dans le demi-espace (z0 > 0)

en donnant naissance à un faisceau gaussien. On désigne par Bµ l’une des composantes du faisceau gaussien

vectoriel exprimé dans le chapitre 2 par l’équation (2.44). La re-décomposition de Bµ nécessite la définition

de deux frames de Gabor à deux variables : un frame de re-décomposition "étroit" (i.e. à fenêtres spatialement

étroites), et un deuxième "large" (i.e. à fenêtres spatialement larges). Soit (P 1) le plan de re-décomposition qui

peut être un plan réel ou virtuel. Le repèreR1(O1, x̂1, ŷ1, ẑ1) est le repère lié au plan de re-décomposition P 1,

O1 est l’origine de ce repère, (x̂1, ŷ1) sont deux vecteurs unitaires qui forment une base du plan P 1, et ẑ1 son

vecteur normal tel que (x̂1, ŷ1, ẑ1) forme une base orthonormée directe. Le frame de re-décomposition "étroit"

(resp. "large") est constitué par la famille des fenêtres gaussiennes {Ψ′µ′} (resp. {Ψµ}) de largeurs spatiales

L′x et L′y (resp. Lx et Ly) suivant x̂1 et ŷ1, et spectrales Ωx′ et Ωy′ (resp. Ωx et Ωy) suivant kx1 et ky1 , les

couples (x̄′, ȳ′) (resp. (x̄, ȳ)) et (k̄x′ , k̄y′) (resp. (k̄x, k̄y)) sont respectivement les pas de translation spatiaux et

spectraux.

Nous allons reprendre les notations de la section [2.1.4] pour les bornes inférieures et supérieures des limites

spatiales et spectrales. On note alors par (Minf ,Msup) et (Pinf , Psup) les bornes inférieures et supérieures de la

sommation dans le domaine spatial suivant les axes x̂1 et ŷ1, de même (Ninf , Nsup) et (Qinf , Qsup) désignent

les limites inférieures et supérieures des indices de la sommation mais cette fois dans le domaine spectral

suivant les composantes spectrales kx1 et ky1 .

Le calcul des limites spatiales et spectrales pour les coefficients de re-décomposition se fait dans R1 le re-

père local associé au plan de re-décomposition. Pour les deux frames de re-décomposition, les limites spatiales

et spectrales suivant les deux axes x̂1 et ŷ1 s’obtiennent en généralisant les expressions des limites suivant une

seule variable présentées par les équations (2.19), (2.20), (2.23) et (2.24) :

Limites spatiales :

Pour synthétiser le champ par le frame de re-décomposition "étroit" (resp. "large"), la sommation le long de

l’axe x̂1 sur l’indice spatialm est limitée par les bornes inférieureM e
inf (resp.M l

inf ) et supérieureM
e
sup (resp.

M l
sup), et le long de l’axe ŷ1 sur l’indice p par les bornes inférieure P einf (resp. P linf ) et supérieure P

e
sup (resp.

P esup) :
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frame de re-décomposition "étroit" :

M e
inf = ⌈(x1min −

Lx′
√

−ln(ǫ)√
π

)/x̄′⌉− , M e
sup = ⌈(x1max +

Lx′
√

−ln(ǫ)√
π

)/x̄′⌉+ (4.1)

P einf = ⌈(y1min −
Ly′

√

−ln(ǫ)√
π

)/ȳ′⌉− , P esup = ⌈(y1max +
Ly′

√

−ln(ǫ)√
π

)/ȳ′⌉+ (4.2)

frame de re-décomposition "large" :

M l
inf = ⌈(x1min −

Lx
√

−ln(ǫ)√
π

)/x̄⌉− , M l
sup = ⌈(x1max +

Lx
√

−ln(ǫ)√
π

)/x̄⌉+ (4.3)

P linf = ⌈(y1min −
Ly

√

−ln(ǫ)√
π

)/ȳ⌉− , P lsup = ⌈(y1max +
Ly

√

−ln(ǫ)√
π

)/ȳ⌉+ (4.4)

Limites spectrales :

De même, la sommation sur les fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" ("large") est limitée suivant

la variable spectrale kx1 (sommation sur l’indice spectral n) par les bornes inférieure N e
inf (resp. N l

inf ) et

supérieure N e
sup (resp. N l

sup), et suivant la variable spectrale ky1 (sommation sur l’indice spectral q) par les

bornes inférieure Qeinf (resp. Qlinf ) et supérieure Q
e
sup (resp. Qlsup) :

frame de re-décomposition "étroit" :

N e
inf = ⌈(kx1

min
− Ωx′

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄x′⌉− , N e
sup = ⌈(kx1

max
+
Ωx′

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄x′⌉+ (4.5)

Qeinf = ⌈(ky1min
− Ωy′

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄y′⌉− , Qesup = ⌈(ky1max
+
Ωy′

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄y′⌉+ (4.6)

frame de re-décomposition "large" :

N l
inf = ⌈(kx1

min
− Ωx

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄x⌉− , N l
sup = ⌈(kx1

max
+
Ωx

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄x⌉+ (4.7)

Qlinf = ⌈(ky1min
− Ωy

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄y⌉− , Qlsup = ⌈(ky1max
+
Ωy

√

−ln(ǫ)√
π

)/k̄y⌉+ (4.8)

Dans ce qui suit, nous allons présenter trois situations différentes dans lesquelles nous donnerons les détails

de calcul des limites spatiales et spectrales et les approximations utilisées dans ces calculs :

• la re-décomposition d’un faisceau gaussien dans un plan infini,

• la re-décomposition d’un faisceau gaussien rencontrant un obstacle ou une ouverture rectangulaire de

taille limitée,

• le calcul des limites spectrales en fonction de la zone d’observation du champ rayonné.

4.1.1 Faisceau gaussien re-décomposé sur un plan infini

Comme illustré sur la figure 4.1, on considère le faisceau gaussien incident Bµ rayonné par la fenêtre source

gaussienne Ψµ(x0, y0). Les composantes selon x̂1 et ŷ1 de ce faisceau sont re-décomposées dans le plan infini

(P 1) successivement sur deux frames de re-décomposition "étroit" puis "large". Soit I le point d’incidence de
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FIG. 4.1 – Schéma de la re-décomposition d’un faisceau gaussien dans un plan infini (P 1).

l’axe du faisceau incident sur le plan (P 1). Lors de la propagation, le faisceau incident Bµ s’élargit dans le

domaine spatial jusqu’à ce qu’il arrive au plan de re-décomposition (P 1). Les nouvelles largeurs spatiales du

faisceau incident dans le plan (P 1), notéeswx1 suivant l’axe x̂1 etwy1 suivant l’axe ŷ1, s’obtiennent à partir des

largeurs spatiales wTxµ
et wTyµ

du même faisceau Bµ dans le plan transverse à son axe au point I . Par "largeur"

on entend ici la distance à l’axe jusqu’à un niveau d’amplitude relatif (par rapport au niveau sur l’axe) fixé

à une valeur arbitraire faible (ǫ). Pour un faisceau incident elliptique avec simple astigmatisme, wTxµ
et wTyµ

sont données par les équations (2.61). Dans le cas d’un faisceau incident elliptique quelconque, wTxµ
et wTyµ

représentent les deux demi-axes de l’ellipse (équi-amplitude au niveau ǫ) dans le plan transverse du faisceau.

Ces largeurs s’obtiennent alors à partir des valeurs propres λ1 et λ2 de Γi, la partie imaginaire de la matrice de

courbure du faisceau incident évaluée au point d’incidence I :

wTxµ
=

√

−2ln(ǫ)
kλ1

wTyµ
=

√

−2ln(ǫ)
kλ2

(4.9)

avec :

Γi = Im (Γ(I)) =

[

Γ11i Γ12i

Γ12i Γ22i

]

(4.10)

et

λ1 =
Γ11i + Γ22i −

√

(Γ11i − Γ22i )
2 − (2Γ12i )

2

2
, λ2 =

Γ11i + Γ22i +
√

(Γ11i − Γ22i )
2 − (2Γ12i )

2

2
(4.11)

Des majorants wx1 et wy1 des largeurs spatiales du faisceau dans le plan (P 1) sont alors obtenus de façon

approchée en considérant que wx1 et wy1 se projettent sur le grand demi-axe de l’ellipse max(wTxµ
, wTyµ

) dans

le plan transverse du faisceau.

L’épaisseur spectrale du faisceau incident dans le plan (P 1) n’est plus égale à son épaisseur spectrale initiale
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dans le plan (P 0) (cf. (3.5)). On désigne par Ωx0 (resp.) Ωy0 la largeur spectrale initiale du faisceau incident au

niveau ǫ dans le plan source (P 0) suivant x̂0 (resp.) ŷ0 :

Ωx0 =
2π

Lxo

√

−ln(ǫ)
π

Ωy0 =
2π

Lyo

√

−ln(ǫ)
π

(4.12)

Des majorants Ωx1 et Ωy1 des nouvelles largeurs spectrales dans le plan (P 1) s’obtiennent de façon approchée

en considérant queΩx1 etΩy1 se projettent sur le grand demi-axe de l’ellipsemax(Ωx0 ,Ωy0) dans le plan (P
0).

À partir de ces majorants de largeurs spatiales et spectrales du faisceau incident dans le plan (P 1), on

peut déterminer une zone spatiale où le champ du faisceau est considéré comme non négligeable, et une zone

spectrale où son spectre est considéré non négligeable. La zone spatiale de champ non négligeable est comprise

dans un rectangle limité suivant l’axe x̂1 par l’intervalle [x1min, x
1
max] = [x1I−wx1 , x1I+wx1 ], et suivant l’axe ŷ1

par l’intervalle [y1min, y
1
max] = [y1I−wy1 , y1I+wy1 ]. De la même manière, la zone de spectre non négligeable est

comprise dans le rectangle limité suivant kx1 par l’intervalle [kx1
min

, kx1
max

] = [kx1
0
−Ωx1 , kx1

0
+Ωx1 ], et suivant

ky1 par l’intervalle [ky1min
, ky1max

] = [ky10 −Ωy1 , ky10 +Ωy1 ] où kx1
0
et ky10 sont les composantes spectrales dans

le repère R1 qui correspondent à la direction de l’axe du faisceau incident. Les nouvelles bornes inférieures et

supérieures pour les indices spatiaux le long des axes x̂1 et ŷ1 s’obtiennent alors par les équations (4.1), (4.2),

(4.3) et (4.4), et pour les indices spectraux suivant les composantes spectrales kx1 et ky1 par les équations (4.5),

(4.6), (4.7) et (4.8).

4.1.2 Faisceau gaussien rencontrant un obstacle ou une ouverture rectangulaire limité

La figure 4.2 représente un faisceau gaussien incident Bµ lancé par la fenêtre source gaussienneΨµ(x0, y0)

définie dans le plan source P 0(O0, x̂0, ŷ0). Ce faisceau rencontre après propagation un obstacle (ou une ouver-

FIG. 4.2 – Schéma de la re-décomposition d’un faisceau gaussien rencontrant un obstacle (ou une ouverture)

rectangulaire (A1B1C1D1).

ture) rectangulaire défini par ses quatre sommets (A1B1C1D1). La zone spatiale sur laquelle le champ incident

sera re-décomposé est cette fois liée aux dimensions de l’obstacle. On rappelle queR0(O0, x̂0, ŷ0, ẑ0) désigne
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le repère global lié au plan source (P 0), et R1(O1, x̂1, ŷ1, ẑ1) le repère local lié au plan (P 1) contenant l’obs-

tacle. Soit O1 l’origine du repère R1 qui peut être n’importe quel point du plan (P 1). La re-décomposition du

faisceau incident est effectuée dans le plan (P 1). Afin de simplifier les calculs des limites spatiales et spec-

trales de la re-décomposition, l’origine O1 est prise au point A1, et le vecteur x̂1 est choisi égal au vecteur
−−−→
A1B1 normalisé (x̂1 =

−−−→
A1B1

|−−−→A1B1|
) et le vecteur ŷ1 est choisi égal au vecteur

−−−→
A1D1 normalisé (ŷ1 =

−−−→
A1D1

|−−−→A1D1|
).

(x1A = 0, y1A = 0, z1A = 0), (x1B, y
1
B, z

1
B = 0), (x1C , y

1
C , z

1
C = 0) et (x1D, y

1
D, z

1
D = 0) représentent res-

pectivement les points A1, B1, C1 et D1 dans le repère local R1. Puisque l’obstacle sur lequel on effectue

la re-décomposition est de taille limitée, les indices spatiaux selon les deux axes x̂1 et ŷ1 seront donc définis

en fonction des dimensions de cet obstacle. La zone spatiale d’intérêt est limitée suivant x̂1 par l’intervalle

[x1min, x
1
max] = [x1A, x

1
C ], et suivant l’axe ŷ1 par l’intervalle [y1min, y

1
max] = [y1A, y

1
C ]. Les nouvelles bornes

inférieure et supérieure des indices spatiaux m le long de l’axe x̂1 et p le long de l’axe ŷ1, données par (4.1),

(4.2), (4.3) et (4.4), deviennent alors :

frame de re-décomposition "étroit" :

M e
inf = ⌈−

Lx′
√

−ln(ǫ)
x̄′
√
π

)⌉− , M e
sup = ⌈ (x1C +

Lx′
√

−ln(ǫ)√
π

)/x̄′ ⌉+ (4.13)

P einf = ⌈−
Ly′

√

−ln(ǫ)
ȳ′
√
π

)⌉− , P esup = ⌈ (y1C +
Ly′

√

−ln(ǫ)√
π

)/ȳ′ ⌉+ (4.14)

frame de re-décomposition "large" :

M l
inf = ⌈−

Lx
√

−ln(ǫ)
x̄
√
π

)⌉− , M l
sup = ⌈ (x1C +

Lx
√

−ln(ǫ)√
π

)/x̄ ⌉+ (4.15)

P linf = ⌈−
Ly

√

−ln(ǫ)
ȳ
√
π

)⌉− , P lsup = ⌈ (y1C +
Ly

√

−ln(ǫ)√
π

)/ȳ ⌉+ (4.16)

Pour calculer les limites spectrales, nous allons distinguer deux cas :

a La zone spectrale est liée aux dimensions de l’obstacle

Pour calculer le champ en n’importe quel point de l’espace y compris les points appartenant au plan de

l’obstacle (P 1), il faudra prendre en compte l’effet de la troncation du faisceau incident Bµ par les dimensions

de l’obstacle. Si on note Ψ̃TP 1(kx1 , ky1) le spectre d’ondes planes du faisceau incident tronqué, ce spectre peut

être calculé par produit de convolution dans le plan de l’obstacle (P 1) entre le spectre d’ondes planes du

faisceau non tronqué Ψ̃P 1(kx1 , ky1) et la transformée de Fourier de la fonction caractéristique de l’obstacle

rectangulaire TFrect(kx1 , ky1) :

Ψ̃TP 1(kx1 , ky1) = Ψ̃P 1(kx1 , ky1) ∗ TFrect(kx1 , ky1) (4.17)

où la transformée de Fourier du rectangle est donnée par :

TFrect(kx1 , ky1) = ∆x1∆y1 sinc(
∆x1kx1

2
) sinc(

∆y1ky1

2
) e−0.5i(∆x1kx1+∆y1ky1 ) (4.18)

où ∆x1 et ∆y1 définissent les dimensions de l’obstacle rectangulaire (∆x1 = |−−−→A1B1| et ∆y1 = |
−−−→
A1D1|).

Les nouvelles largeurs du spectre Ψ̃TP 1 tronqué dépendent alors des dimensions de l’obstacle rectangulaire. Elles
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seront souvent plus grandes que celles du spectre du champ non tronqué car elles s’obtiennent par un produit

de convolution entre le spectre non tronqué et le sinus cardinal correspondant à la surface de l’obstacle. Les

nouvelles largeurs du spectre tronqué selon les deux variables spectrales deviennent alors égales à la somme des

anciennes largeurs du spectre non tronqué et les largeurs spectrales de la transformée de Fourier selon le nombre

de lobes Nlobes pris. La zone spectrale du champ tronqué est alors donnée par les intervalles [kx1
min

, kx1
max

] et

[ky1min
, ky1max

] tels que :

kx1
min

= kx1
0
− Ωx1 − 2πNlobes

∆x1

, kx1
max

= kx1
0
+Ωx1 +

2πNlobes

∆x1

(4.19)

ky1min
= ky10 − Ωy1 −

2πNlobes

∆y1
, ky1max

= ky10 +Ωy1 +
2πNlobes

∆y1
(4.20)

Selon le nombre de lobes Nlobes pris en compte pour le sinus cardinal dans la transformée de Fourier du

rectangle, la précision souhaitée pour le calcul des largeurs du spectre tronqué change. Plus le nombre de lobes

augmente, meilleure est la précision. Les nouvelles bornes inférieures et supérieures des indices spectraux, pour

les deux frames de re-décomposition "étroit" et "large", s’obtiennent alors en remplaçant kx1
min

, kx1
max

, ky1min

et ky1max
dans les expressions (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8) :

frame de re-décomposition "étroit" :

N e
inf = ⌈(kx1

0
−Ωx1−Ωx′

√

−ln(ǫ)√
π

−2πNlobes

∆x1

)/k̄x′⌉−, N e
sup = ⌈(kx1

0
+Ωx1+

Ωx′
√

−ln(ǫ)√
π

+
2πNlobes

∆x1

)/k̄x′⌉+

(4.21)

Qeinf = ⌈(ky10−Ωy1−
Ωy′

√

−ln(ǫ)√
π

−2πNlobes

∆y1
)/k̄y′⌉−, Qesup = ⌈(ky10+Ωy1+

Ωy′
√

−ln(ǫ)√
π

+
2πNlobes

∆y1
)/k̄y′⌉+

(4.22)

frame de re-décomposition "large" :

N l
inf = ⌈(kx1

0
−Ωx1−Ωx

√

−ln(ǫ)√
π

−2πNlobes

∆x1

)/k̄x⌉−, N l
sup = ⌈(kx1

0
+Ωx1+

Ωx
√

−ln(ǫ)√
π

+
2πNlobes

∆x1

)/k̄x⌉+

(4.23)

Qlinf = ⌈(ky10−Ωy1−
Ωy

√

−ln(ǫ)√
π

− 2πNlobes

∆y1
)/k̄y⌉−, Qlsup = ⌈(ky10+Ωy1+

Ωy
√

−ln(ǫ)√
π

+
2πNlobes

∆y1
)/k̄y⌉+

(4.24)

b La zone spectrale est limitée par le domaine visible

Pour calculer le champ re-propagé après re-décomposition dans le plan (P 1), il suffira de limiter au domaine

visible la zone spectrale à synthétiser. Cette zone spectrale est déterminée suivant les deux composantes spec-

trales kx1 et ky1 par les intervalles [kx1
min

, kx1
max

] et [ky1min
, ky1max

] tels que [kx1
min

, kx1
max

] = [ky1min
, ky1max

] =

[−k, k]. Les bornes inférieures et supérieures des indices spectraux s’obtiennent alors en remplaçant kx1
min

,

kx1
max

, ky1min
et ky1max

dans les expressions (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8).

c La zone spectrale est liée à la zone d’observation (ou zone cible)

La figure 4.3 montre un faisceau gaussien Bµ incident sur un obstacle rectangulaire (A1B1C1D1), et une

cible T autour de laquelle on définit une zone d’observation, qu’on appelle "zone cible", où on va chercher
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à calculer le champ. On suppose que cette zone cible est définie par le rectangle (A2B2C2D2) dont le centre

est le point T . Soit R2(O2, x̂2, ŷ2, ẑ2) le repère lié au plan (P 2) qui contient le rectangle cible. Les frames de

re-décomposition sont définis dans le plan (P 1) qui contient la surface rectangulaire de l’obstacle. Le champ

arrivant à la zone cible est la somme du champ du faisceau incident Bµ dans cette zone (trajet direct), et du

champ du faisceau Bµ réfléchi et/ou diffracté par l’obstacle (A1B1C1D1) (trajet indirect) et arrivant jusqu’à

la zone d’observation. On peut calculer la partie du champ du faisceau Bµ réfléchie (et/ou) diffractée par

l’obstacle (A1B1C1D1) en re-propageant les faisceaux lancés à partir de fenêtres du frame de re-décomposition

"large". L’existence d’une zone cible (zone d’intérêt) permet de limiter le nombre d’indices spectraux utilisés

dans la sommation car le nombre de faisceaux "utiles" est limité dans le domaine spectral par la zone angulaire

d’observation (voir figure 4.4). Cette zone angulaire contient tous les faisceaux lancés à partir du frame de

re-décomposition "large" ayant un champ non négligeable dans le rectangle (A2B2C2D2). Les faisceaux

FIG. 4.3 – Schéma d’un faisceau gaussien rencontrant un obstacle rectangulaire (A1B1C1D1) et une zone cible

rectangulaire (A2B2C2D2) où on va chercher le champ. T représente la cible.

FIG. 4.4 – Zone angulaire des faisceaux "utiles" partant du frame de re-décomposition "large" défini sur l’obs-

tacle (A1B1C1D1) et arrivant jusqu’à la zone cible (A2B2C2D2).
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"utiles" au calcul du champ dans la zone cible sont ceux dont les axes passent à l’intérieur d’un rectangle

(E2F2G2H2) défini à partir du rectangle cible (A2B2C2D2) en ajoutant les "demi-largeurs moyennes" des

faisceaux, notées wxzmoy
et wyzmoy de chaque côtés du rectangle suivant les variables spatiales x2 et y2. Ces

"demi-largeurs" ajoutées wxzmoy
et wyzmoy permettent de prendre en compte dans les sommations de calcul du

champ les faisceaux dont les axes ne rencontrent pas la zone cible (A2B2C2D2) mais qui possèdent un champ

non négligeable au niveau ǫ à l’intérieur de cette zone. Elles désignent l’ordre de grandeur moyen des largeurs

spatiales pour les faisceaux "collimatés" qui sont lancés à partir du frame de re-décomposition "large" défini

dans l’obstacle (A1B1C1D1) et qui arrivent à la zone cible. Pour définir ces "demi-largeurs moyennes", on

introduit :

• zmoy la distance entre le point O1 centre du rectangle (A1B1C1D1) et le point cible T (zmoy = |
−−→
O1T |),

• θmoy l’angle entre l’axe ẑ1 et le vecteur
−−→
O1T .

On définit les distances bxmoy et bymoy qu’on nomme distances moyennes de collimation par :

bxmoy =
L2

xcos
2θmoy

λ et bymoy =
L2

ycos
2θmoy

λ

où Lx et Ly sont les demi-largeurs spatiales des fenêtres du frame de re-décomposition "large", et λ la longueur

d’onde. Par suite les demi-largeurs wxzmoy
et wyzmoy sont calculées de façon approchée à partir des distances

moyennes de collimation bxmoy et bymoy et de la distance zmoy par les formules suivantes :

wxzmoy
=

√

2(z2moy + bx2moy)

kbxmoy
wyzmoy

=

√

2(z2moy + by2moy)

kbymoy
(4.25)

Dans le domaine spectral, puisque les faisceaux dont les axes ne passent pas à l’intérieur du rectangle (E2F2G2H2)

sont exclus du calcul du champ dans la zone cible, les limites sur les indices spectraux sont déterminées par la

zone angulaire formée par les quatre vecteurs
−−−→
O1E2,

−−−→
O1F2,

−−−→
O1G2 et

−−−→
O1H2. Le domaine spectral "utile", pour

calculer le champ par le frame de re-décomposition "large", est alors limité par les bornes inférieure kx1
min

et

supérieure kx1
max

suivant la composante spectrale kx1 , et par les bornes inférieure ky1min
et supérieure ky1max

suivant la composante spectrale ky1 . Ces bornes spectrales sont obtenues en projetant sur les deux axes x̂1 et ŷ1

les quatre vecteurs normalisés î1, î2, î3 et î4 respectivement colinéaires à
−−−→
O1E2,

−−−→
O1F2,

−−−→
O1G2 et

−−−→
O1H2, comme

suit :

kx1
min

= min{î1.x̂1, î2.x̂1, î3.x̂1, î4.x̂1} ∗ k kx1
max

= max{î1.x̂1, î2.x̂1, î3.x̂1, î4.x̂1} ∗ k (4.26)

ky1min
= min{î1.ŷ1, î2.ŷ1, î3.ŷ1, î4.ŷ1} ∗ k ky1max

= max{î1.ŷ1, î2.ŷ1, î3.ŷ1, î4.ŷ1} ∗ k (4.27)

Les limites spectrales du frame de re-décomposition "large" sont alors données par les expressions suivantes :

N l
inf = ⌈

kx1
min

k̄x
⌉− , N l

sup = ⌈
kx1

max

k̄x
⌉+ (4.28)

Qlinf = ⌈
ky1min

k̄y
⌉− , Qlsup = ⌈

ky1max

k̄y
⌉+ (4.29)
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4.2 Intérêt de la re-décomposition pour limiter les erreurs paraxiales

D’après la formulation présentée dans le chapitre précédent il apparaît que le calcul des coefficients de

re-décomposition du champ incident sur un plan fait appel à une approximation paraxiale. On a vérifié nu-

mériquement que l’erreur induite sur la synthèse du champ d’un faisceau gaussien incident à partir de ces

coefficients, dans un plan transverse à l’axe du faisceau, était du même ordre que l’erreur due à l’approximation

paraxiale dans l’expression paraxiale du faisceau incident. Cependant l’approximation paraxiale, dans l’algo-

rithme de re-décomposition, intervient lors de la projection du spectre du faisceau incident sur celui des fenêtres

de frame de re-décomposition "étroit". On peut donc imaginer que l’erreur induite n’est pas toujours du même

ordre de grandeur que dans l’expression paraxiale du faisceau gaussien. Dans cette section, nous présentons

une illustration numérique de cette différence.

FIG. 4.5 – Coupe 2D dans le plan xOz d’un faisceau gaussien lancé à partir d’une source placée à l’origine du

plan xOy, incident sur un obstacle latéral.

La figure 4.5 représente la géométrie d’un premier scénario qui a été proposé pour un radar UHF (la fré-

quence de système est une "fréquence radio" de 430 MHz). La distribution source est polarisée selon ŷ et

d’amplitude complexe gaussienne Ψµ(x, y), {Ψµ} est le frame source défini dans le plan (xOy). La fenêtre

Ψµ(x, y) est choisie telle que µ = (m,n, p, q) = (0, 15, 0, 0) où µ est le quadruplet des indices spatiaux et

spectraux, Ψµ rayonne dans l’espace un faisceau gaussien incident. Dans ce paragraphe, on note Bµ la com-

posante selon ŷ du champ électrique de ce faisceau. Le frame source est défini par : Ls la largeur spatiale de

la fenêtre gaussienne, Lsx = Lsy = Ls = 10λ (soit 7m à 430MHz), et νs le facteur de sur-échantillonnage,

νsx = νsy = νs = 0, 25. Le faisceau incident a son origine au point O origine spatiale du repère global car les

indices spatiaux du faisceau incident sont nuls (m = p = 0), et ce faisceau est incliné dans le plan horizontal

(xOz) d’un angle de 48o par rapport à l’axe ẑ, ce qui se déduit des indices spectraux n = 15 et q = 0. Après une

certaine distance de propagation, ce faisceau incident rencontre la surface rectangulaire d’un obstacle latéral

illustré sur la figure 4.5. La distance entre l’origine du faisceau incident et son point d’incidence sur l’obstacle

latéral est de 2, 5bx (∼ 115m) où bx désigne la distance de collimation du faisceau suivant la variable spatiale

x.
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FIG. 4.6 – Module de la référence du champ incident sur la surface latérale rectangulaire.

La figure 4.6 montre la carte d’amplitude deBµ sur la surface rectangulaire de l’obstacle latéral. Cette carte

représente le module du champ calculé par intégration du spectre exact d’ondes planes du faisceau incident par

rapport aux variables spatiales, ce qui nous offre une solution de "référence". Pour re-décomposer le faisceau

gaussien incident sur la surface de l’obstacle, il faut définir deux frames de re-décomposition :

• un premier à fenêtres étroites dont les paramètres sont définis par : L′ = L′x = L′y = 0, 5λ, et ν ′ = ν ′x =

ν ′y = 0, 16,

• un second constitué par les fenêtres larges, de paramètres : L = Lx = Ly = 10λ, et ν = νx = νy =

0, 16.

Le plan de re-décomposition est le plan contenant la surface rectangulaire de l’obstacle.

Dans ce qui suit, nous allons présenter les cartes d’erreur des champs sur la surface de l’obstacle, calculés

par plusieurs méthodes : l’expression d’un faisceau gaussien paraxial, la reconstruction par les fenêtres du

frame de re-décomposition "étroit", et la reconstruction par les fenêtres du frame de re-décomposition "large".

Les champs calculés par les différentes méthodes sont comparés à la solution de "référence".

FIG. 4.7 – Carte de l’erreur absolue normalisée du champ incident obtenu en appliquant l’approximation pa-

raxiale.
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La figure 4.7 représente la carte d’erreur absolue normalisée du champ incident calculé en utilisant la

formule paraxiale d’un faisceau gaussien. On rappelle que l’erreur absolue normalisée du champ est égale à la

norme de la différence entre le champ calculé et le champ référence divisée par la valeur maximale de la norme

du champ référence.

FIG. 4.8 – Carte de l’erreur absolue normalisée du champ incident obtenu par sommation de fenêtres du frame

de re-décomposition "étroit".

La figure 4.8 représente la carte d’erreur absolue normalisée du champ incident calculé cette fois par som-

mation de fenêtres gaussiennes du premier frame de re-décomposition "étroit" multipliées par les coefficients

de re-décomposition "étroits" A′µ′ . D’après les figures 4.7 et 4.8, on observe clairement que l’erreur du champ

reconstruit par le frame de re-décomposition "étroit" est plus faible que celle obtenue par la formulation pa-

raxiale sur toute la surface rectangulaire de l’obstacle. L’erreur causée par l’approximation paraxiale (appelé

aussi erreur paraxiale) est l’une des conséquences de l’élargissement spatial du faisceau gaussien incident, cette

erreur augmente avec la distance parcourue. Plus la largeur spatiale initiale du faisceau gaussien est large, plus

la zone de validité de l’approximation paraxiale s’élargit. Un autre facteur qui influe sur le niveau de l’erreur

est l’angle d’incidence du faisceau gaussien lancé, l’erreur paraxiale augmente avec l’angle du rotation du fais-

ceau. L’erreur sur le champ calculé par re-décomposition n’augmente pas, elle, avec la distance de propagation,

puisque ce champ est calculé à partir du spectre d’ondes planes exact grâce à une re-décomposition spectrale.

Comme il a été expliqué précédemment, les faisceaux rayonnés par les fenêtres étroites sont des faisceaux

non collimatés donc on ne peut pas les propager après l’obstacle puisque l’erreur de la formulation paraxiale

dépend de la largeur initiale des faisceaux. D’où la nécessité de changer de frame pour passer du premier frame

de re-décomposition à fenêtres étroites au deuxième frame à fenêtres larges. Le champ après re-décomposition

sera alors calculé par re-propagation d’un ensemble de faisceaux "collimatés" lancés à partir des fenêtres du

frame de re-décomposition "large".

La figure 4.9 représente l’erreur absolue normalisée du champ sur la surface de l’obstacle reconstruit par

les fenêtres du frame de re-décomposition "large" en le comparant à la solution "référence". De cette figure,

on déduit que le passage du frame à fenêtres étroites vers le frame à fenêtres larges n’a pas ajouté d’erreurs

significatives dans la procédure de re-décomposition. Avec les paramètres choisis pour les deux frames de
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FIG. 4.9 – Erreur absolue normalisée du champ incident obtenu par sommation des fenêtres larges après chan-

gement de frame.

re-décomposition, on a obtenu à peu près le même niveau d’erreur pour la reconstruction par les frames de

re-décomposition "large" et "étroit".

La figure 4.10 présente une comparaison le long des deux axes centrauxA1 etA2 de la carte de la figure 4.6

entre les erreurs absolues normalisées du champ du faisceau incident calculé de trois manières différentes : en

utilisant l’approximation paraxiale (courbe continue), par sommation de fenêtres du frame de re-décomposition

"étroit" modérées par leurs coefficients de re-décomposition (en pointillé) qui est la première étape de l’algo-

rithme de re-décomposition, et finalement par sommation de fenêtres du frame de re-décomposition "large"

multipliées par leurs coefficients de re-décomposition (courbe marquée par des croix) qui est la dernière étape

de l’algorithme de re-décomposition. Le champ calculé est comparé chaque fois à la solution de "référence"

du champ donnée par intégration du spectre d’ondes planes. Il apparaît clairement que le niveau des erreurs

(a) le long de l’axe A1 (y′ = 4) (b) le long de l’axe A2 (x′ = 4.5)

FIG. 4.10 – Comparaison le long des deux axes centraux de la carte A1 et A2 entre les erreurs absolues norma-

lisées obtenues par : formulation paraxiale (en trait continu), reconstruction en utilisant les fenêtres étroites (en

pointillé), et reconstruction en utilisant les fenêtres larges (courbe marquée par des croix).
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absolues normalisées des champs synthétisés à partir des deux frames de re-décomposition "étroit" et "large"

est plus faible que le niveau de l’erreur paraxiale.

4.3 Diffraction d’un faisceau gaussien par une ouverture rectangulaire

Dans cette section, nous allons traiter le phénomène de diffraction en combinant la re-décomposition d’un

faisceau gaussien avec la méthode LFG "de base". La figure 4.11 présente un premier scénario qui a pour

but de tester la capacité de notre algorithme de re-décomposition à résoudre une situation de diffraction d’un

champ incident par une ouverture. Considérons un seul faisceau gaussien Bµ parmi les faisceaux lancés à partir

d’un frame source défini dans le plan P 0(O0, x̂0, ŷ0, ẑ0) et caractérisé par : la largeur de la fenêtre gaussienne

Ls = Lsx = Lsy = 10λ et le facteur de sur-échantillonnage νs = νsx = νsy = 0, 09. Bµ désigne le faisceau

lancé à partir de la fenêtre source Ψµ(x0, y0)|µ=(0,0,0,0) polarisée linéairement suivant l’axe ŷ0. L’origine du

faisceau gaussien incident Bµ est le même point O0 l’origine du plan (P 0), et son axe est colinéaire à ẑ0 car le

quadruplet des indices spatiaux et spectraux est nul µ = (0, 0, 0, 0). Ce test est fait pour une application radar en

FIG. 4.11 – Géométrie du scénario.

milieu semi-urbain, la fréquence de travail est dans la bande UHF (f = 430MHz). Un écran absorbant est placé

dans le plan parallèle au plan source à une distance z = 0, 5bo = 35m avec une ouverture carrée centrée de côté

a = 5λ (soit 3, 5m pour f = 430MHz), bo désigne la distance de collimation du faisceau incident donnée par :

bo = L2/λ = 70m. On désigne par (P 1) le plan de l’écran et par R1(O1, x̂1, ŷ1, ẑ1) son repère associé. Le

faisceau incident Bµ va subir une diffraction en rencontrant l’ouverture carrée. Le plan d’observation (ou de

calcul du champ) est le plan (P 2) parallèle au plan source et distant de 0, 7bo (55m). On noteR2(O2, x̂2, ŷ2, ẑ2)

le repère associé au plan (P 2). Puisque les trois plans (source, de l’écran, et d’observation) sont des plans

parallèles, leurs vecteurs normaux (ẑ0, ẑ1 et ẑ2) sont alors colinéaires.

Pour mettre en œuvre la re-décomposition, nous avons besoin de définir dans le plan de l’ouverture (P 1)

deux frames de re-décomposition :
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• un premier frame de re-décomposition à fenêtres étroites défini par les paramètres suivants : L′ = L′x =

L′y = 0, 2λ (0.14m pour f = 430MHz) et ν ′ = ν ′x = ν ′y = 0, 09. Les pas d’échantillonnage selon les

deux axes x̂1 et ŷ1 dans le domaine spatial sont donnés par x̄′ = ȳ′ =
√
ν ′L′ = 0, 06λ et les pas dans le

domaine spectral sont donnés par k̄x′ = k̄y′ =
√
ν ′ 2πL′ = 1, 5k où k désigne le vecteur d’onde plane.

• un deuxième frame de re-décomposition à fenêtres larges identique au frame de re-décomposition source

c’est-à-dire défini par : L = 10λ (soit 7m à la fréquence UHF) et ν = 0, 09. Les pas d’échantillonnage

spatiaux sont donnés par x̄ = ȳ =
√
νL = 3λ et les pas dans le domaine spectral suivant les variables

kx1 et kx2 sont donnés par k̄x = k̄y =
√
ν 2πL = 0, 03k.

Le champ du faisceau incident sur l’ouverture est décomposé sur le premier frame de re-décomposition à

fenêtres étroites. On suppose que toutes les fenêtres étroites dont l’origine appartient à l’ouverture contribuent

au champ qui se propage après l’ouverture, et que les autres fenêtres n’interviennent pas dans la synthèse du

champ transformé, leurs champs étant absorbés par l’écran absorbant. Dans le vecteur des coefficients de re-

décomposition "étroits", les coefficients non nuls sont ceux des fenêtres étroites ayant leur origine spatiale à

l’intérieur de l’ouverture, et les coefficients restants sont mis à zéro. Une fois le vecteur des coefficients de

re-décomposition étroit calculé, on effectue un changement de frame (étroit/large) pour calculer le vecteur de

coefficients de re-décomposition "large" équivalent. Ensuite, le champ transformé après l’ouverture s’obtient

par superposition des faisceaux gaussiens "collimatés" lancés à partir du frame de re-décomposition "large".

FIG. 4.12 – Carte d’amplitude du champ incident sur la surface de l’ouverture calculé par intégration du spectre

d’ondes planes (solution "référence").

La figure 4.12 montre le niveau d’amplitude du champ du faisceau incident sur la surface de l’ouverture

carrée calculé en intégrant le spectre source d’ondes planes. Cette carte représente la carte référence du champ

à laquelle nous allons comparer les champs calculés à partir de l’expression du faisceau gaussien paraxial et

par reconstruction en utilisant les frames de re-décomposition "étroit" et "large".

Les deux cartes de la figures 4.13 représentent le champ du faisceau incident sur la surface de l’ouverture

reconstruit grâce aux frames de re-décomposition définis sur la même surface : la figure de gauche présente la

reconstruction par les fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" multipliées chacune par son coefficient

qui apparait très similaire à la carte "référence", et la figure de droite représente le même champ incident calculé
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(a) étroit (b) large

FIG. 4.13 – Reconstruction du champ du faisceau incident sur la surface de l’ouverture en utilisant les frames

de re-décomposition "étroit" et "large".

cette fois par sommation de fenêtres du frame de re-décomposition "large" multipliées par leurs coefficients de

re-décomposition "larges".

(a) le long de l’axe A1 (y1 = 0) (b) le long de l’axe A2 (y1 = 2λ)

FIG. 4.14 – Amplitude du champ incident tronqué par l’ouverture obtenu par intégration du spectre d’ondes

planes (solution de "référence"), et par reconstruction en utilisant les frames de re-décomposition "étroit" et

"large".

La figure 4.14 présente deux comparaisons d’amplitude du champ incident tronqué le long des deux axes

horizontauxA1 etA2 (figure 4.12) sur la surface de l’ouverture. Le champ incident est calculé de trois manières

différentes : en trait continu le champ référence obtenu par intégration du spectre d’ondes planes, en pointillé le

champ synthétisé par les fenêtres du frame de re-décomposition "étroit", et avec des croix le champ calculé par

sommation de fenêtres du frame de re-décomposition "large". La courbe paraxiale n’est pas représentée car elle

est quasiment identique à la solution "référence" puisque tous les points de l’ouverture sont considérés dans la

zone paraxiale du faisceau incident, et que l’ouverture se situe à une faible distance de propagation (0, 5b0).
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On observe que le champ reconstruit par les fenêtres étroites est quasiment identique au champ référence, le

maximum de son erreur normalisée absolue est de l’ordre de 5.10−4 (−66dB). Le champ synthétisé à partir du

frame de re-décomposition "large" est visiblement moins précis, et présente des oscillations dues à la troncation

dans le domaine spectral par un nombre de lobes fixé (équations (4.23) et (4.24)). Le maximum de son erreur

normalisée atteint 4, 8.10−2 (−26dB). En effet, la reconstruction du champ tronqué par l’ouverture avec les

fenêtres du frame de re-décomposition "large" nécessite un grand nombre de coefficients de re-décomposition

correspondant à des fenêtres larges dans le spectre non visible. Ce nombre ne se posera pas pour le champ

re-propagé après l’ouverture (sélection spectrale ou angulaire de faisceaux).

Nous présentons maintenant le spectre du champ tronqué par l’ouverture. La carte présentée par la figure

4.15 montre l’amplitude du spectre d’ondes planes Ψ̃TP 1(kx1 , ky1) exact du champ du faisceau incident tron-

qué par l’ouverture carrée dans le plan (P 1). Ce spectre est calculé grâce à un produit de convolution entre

Ψ̃P 1(kx1 , ky1) le spectre d’ondes planes du faisceau incident dans le plan (P 1) non tronqué et TFo(kx1 , ky1)

la transformée de Fourier de la fonction caractéristique de l’ouverture par rapport aux variables spatiales x1 et

y1 :

Ψ̃TP 1(kx1 , ky1) = Ψ̃P 1(kx1 , ky1) ∗ TFo(kx1 , ky1) (4.30)

où la transformée de Fourier de la fonction caractéristique de l’ouverture est donnée par :

TFo(kx1 , ky1) = a2 sinc(
akx1

2
) sinc(

aky1

2
) (4.31)

FIG. 4.15 – Carte du spectre "exact" du champ incident tronqué par l’ouverture obtenu par produit de convo-

lution entre le spectre du faisceau incident et le sinus cardinal de l’ouverture dans le plan (P 1) (en prenant 8

lobes du sinus cardinal).

La figure 4.16(a) présente une comparaison dans le domaine visible le long de l’axe ky1 = 0 pour l’ampli-

tude des spectres d’ondes planes dans le plan (P 1) du faisceau incident tronqué obtenus par :

• reconstruction à partir des fenêtres du frame de re-décomposition "large" (en pointillé) en prenant 8 lobes

pour calculer les bornes des indices spectraux (voir les équations (4.23) et (4.24))

• le produit de convolution (4.30) (en trait continu), qui constitue la solution "référence" pour 8 lobes prise

en compte dans le sinus cardinal de (4.31).
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(a) (b)

FIG. 4.16 – Comparaison le long de l’axe (ky1 = 0) entre le spectre du faiceau tronqué reconstruit en utilisant le

frame de re-décomposition "large" et le spectre "exact" obtenu par produit de convolution (solution "référence").

Le niveau d’erreur de reconstruction du spectre tronqué en utilisant le frame de re-décomposition "large"

est présenté sur la figure 4.16(b). La valeur maximale de cette erreur normalisée est de l’ordre de 4, 6.10−2

(−27dB). Ceci montre la capacité de la re-décomposition à représenter l’effet d’une troncation abrupte d’un

faisceau gaussien.

Le frame de re-décomposition "large" est utilisé ensuite pour lancer les faisceaux "utiles" intervenant dans

le calcul du champ diffracté après l’ouverture. La figure 4.17 présente deux cartes du champ diffracté (en dB)

calculé dans le plan d’observation (P 2) placé à une distance 0, 2bo = 20m de l’ouverture carrée diffractante :

à gauche le champ est calculé par intégration du spectre d’ondes planes du faisceau incident tronqué dans le

plan (P 1) par rapport aux variables spatiales ce qui nous donne une solution de "référence", et à droite le

champ est obtenu par superposition des faisceaux "collimatés" "utiles" re-propagés à partir des fenêtres du

frame de re-décomposition "large". Les faisceaux "utiles" sélectionnés sont ceux qui contribuent au champ

dans la zone d’observation. Nous avons choisi la distance 0, 2b0 entre l’ouverture et le plan d’observation pour

tester la capacité du LFG après re-décomposition à représenter le champ dans des zones situées en "champ non

lointain" par rapport aux sources. La zone d’observation est une zone carrée de côté 30λ centrée à l’origine du

plan (P 2).

La figure 4.18 représente l’erreur absolue normalisée (en dB) entre les deux cartes du champ diffracté LFG

et référence présentées sur la figure 4.17. Avec les paramètres choisis pour les deux frames de re-décomposition,

la valeur maximale de cette erreur est de −26dB (4, 8.10−2).

Afin de montrer l’effet du nombre de lobes du sinus cardinal (choisi pour la troncation spectrale) sur la

précision des résultats, la figure 4.19 présente une comparaison le long de l’axe y2 = 0 du champ diffracté

calculé par : re-propagation de faisceaux "collimatés" (LFG) en limitant le domaine spectral par 5 lobes du sinus

cardinal (courbe marquée par des triangles) et par 8 lobes (courbe marquée par des cercles), et par intégration du

spectre d’ondes planes du faisceau tronqué (en trait continu) qui est notre solution de "référence". On observe

que la courbe LFG (8 lobes) est plus proche de la solution référence que celle du LFG (5 lobes), ce qui est
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(a) Référence (b) LFG

FIG. 4.17 – Champ du faisceau gaussien diffracté (en dB) observé dans le plan (P 2) situé à une distance

20λ de l’ouverture carrée, et obtenu par deux méthodes : (a) intégration du spectre d’ondes planes (solution

"référence"), (b) propagation des faisceaux "utiles" lancés à partir du frame de re-décomposition "large" défini

dans le plan de l’ouverture (LFG).

FIG. 4.18 – Erreur absolue normalisée (en dB) du champ diffracté obtenu par LFG.
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logique car en augmentant le nombre de lobes du sinus cardinal, on élargit le spectre du champ re-décomposé et

la précision de la reconstruction s’améliore. De ces résultats, on conclut que l’algorithme de re-décomposition

FIG. 4.19 – Comparaison le long de l’axe y2 = 0 du champ diffracté (en dB) obtenu par : intégration du spectre

d’ondes planes (courbe en trait continu), LFG en prenant 5 lobes de sinus cardinal (courbe marquée par des

triangles) et LFG en prenant 8 lobes (courbe marquée par des cercles).

permet de résoudre des problèmes de diffraction avec une précision satisfaisante. Cette précision peut être

améliorée soit en augmentant le nombre de lobes Nlobes pris pour la troncation du spectre, soit en diminuant la

largeur L′ des fenêtres du frame de re-décompisition "étroit", ce qui garantit une meilleure représentation du

champ tronqué dans le domaine spectral d’une part, spatial d’autre part.

(a) Domaine spatial pour (n′ = q′ = 0) (b) Domaine spectral pour (m′ = p′ = 0)

FIG. 4.20 – Cartes des coefficients de re-décomposition "étroits".

Nous allons maintenant présenter quelques cartes d’amplitude pour les coefficients de re-décomposition

"étroits" (A′µ′)|µ′=(m′,n′,p′,q′) et "larges" (Aµ)|µ=(m,n,p,q). La figure 4.20 présente deux cartes d’amplitude pour

les coefficients de re-décomposition "étroits" A′µ′ :

• la carte de gauche montre la distribution en amplitude de ces coefficients A′m′0p′0(m
′x̄′, p′ȳ′) dans le

domaine spatial pour la direction normale au plan de re-décomposition (n′ = q′ = 0). On observe que
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la distribution des coefficients de re-décomposition "étroits" dans le domaine spatial ressemble à la carte

du champ du faisceau incident sur la surface de l’ouverture.

• la carte de droite montre la distribution en amplitude des coefficients A′0n′0q′(n
′k̄x′ , q′k̄y′) dans le do-

maine spectral pour l’ensemble des fenêtres étroites ayant la même origine spatiale (m′ = p′ = 0).

(a) Domaine spatial pour (n = q = 0) (b) Domaine spectral pour (m = p = 0)

FIG. 4.21 – Cartes des coefficients de re-décomposition "larges".

La figure 4.21 montre deux cartes d’amplitude des coefficients de re-décomposition "larges" (Aµ) dans les deux

domaines : à gauche la distribution dans le domaine spatial des coefficient Am0p0(mx̄, pȳ) ayant les indices

spectraux nuls, et à droite les coefficients de re-décomposition "larges" A0n0q(nk̄x, qk̄y) correspondant aux

fenêtres larges centrées au même point (m = p = 0) qui ressemble à une constante près au spectre du faisceau

tronqué dans le plan de re-décomposition (P 1).

4.4 Réflexion-diffraction d’un faisceau gaussien partiellement incident sur un

obstacle

Dans cette section, nous allons présenter une autre application intéressante de la re-décomposition qui est la

réflexion partielle d’un faisceau gaussien incident sur un obstacle de dimensions limitées. Nous allons traiter la

réflexion-diffraction d’un seul faisceau gaussien incident sur un obstacle de dimensions limitées parfaitement

conducteur. Le scénario choisi est de nouveau un scénario radar UHF, avec une fréquence du système est

de 430MHz. Nous allons présenter les figures illustrant les champs et les erreurs pour les différentes étapes de

l’algorithme de re-décomposition utilisées pour calculer le champ transformé. Comme illustré par la figure 4.22,

un seul faisceau gaussien incident Bµ est lancé à partir d’un frame source à fenêtres spatialement larges défini

dans le plan source P 0(O0, x̂0, ŷ0, ẑ0) par : Ls la largeur de la fenêtre gaussienne source, Ls = Lsx = Lsy =

10λ, et νs le facteur de sur-échantillonnage, νs = νsx = νsy = 0, 09. Bµ est rayonné par la fenêtre gaussienne

source Ψµ(x0, y0) définie par le quadruplet des indices spatiaux et spectraux µ = (m,n, p, q) = (0, 25, 0, 0).

De la valeur de µ, on déduit que l’origine du faisceau incident est au même point O0 (m = p = 0), et son

axe est incliné de θnq = 48, 6o par rapport à l’axe ẑ0 dans le plan horizontal (x0O0z0). On va supposer que
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la polarisation de la fenêtre gaussienne Ψµ(x0, y0) est une polarisation linéaire suivant l’axe ŷ0. Puisque le

faisceau est tourné dans le plan horizontal (q = 0), on peut définir une distance bx équivalente à la distance de

collimation du faisceau suivant la variable x définie par : bx = (Lsx)
2 cos2 θnq/λ (∼ 46m pour f = 430MHz).

Le faisceau Bµ rencontre après propagation la surface latérale d’un obstacle parfaitement conducteur située à

FIG. 4.22 – Géométrie du scénario.

(x0 = 50λ). La surface de l’obstacle est carrée de côté 3λ appartenant au plan P 1(O1, x̂1, ŷ1, ẑ1), centrée sur

le point (x0 = 50λ, y0 = 0, z0 = 41, 5λ). La distance entre l’origine du faisceau incident et le centre de cette

surface est égale à 65λ. Afin de calculer le champ transformé par la surface de l’obstacle, on va définir dans le

plan P 1 deux frames de re-décomposition :

• le premier à fenêtres étroites défini par les paramètres suivants : L′ = L′x = L′y = 0, 075λ (0, 14m pour

f = 430MHz) et ν ′ = ν ′x = ν ′y = 0, 09. De ces deux valeurs, on déduit que les pas de translation selon

les deux variables spatiales x1 et y1 sont donnés par : x̄′ = ȳ′ =
√
ν ′L′ = 0, 0225λ, et les pas dans le

domaine spectral sont donnés par : k̄x′ = k̄y′ =
√
ν ′ 2πL′ = 4k où k désigne le vecteur d’onde plane.

• le second constitué par les fenêtres larges, identique au frame de re-décomposition source, c’est-à-dire

défini par : L = Lx = Ly = 10λ et ν = νx = νy = 0, 09. Les pas de translation spatiaux sont alors :

x̄ = ȳ =
√
νL = 3λ, et les pas dans le domaine spectral : k̄x = k̄y =

√
ν 2πL = 0, 03k.

La figure 4.23 représente la carte d’amplitude "référence" du champ du faisceau incident sur la surface de

l’obstacle. Sur cette carte, le champ est obtenu par intégration du spectre d’ondes planes rayonné par la fenêtre

source.

Les deux cartes de la figure 4.24 représentent le champ sur la surface de l’obstacle reconstruit en utilisant

les frames de re-décomposition : à gauche la carte d’amplitude du champ incident calculé par sommation de

fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" pondérées par les coefficients de re-décomposition "étroits", et

à droite la carte d’amplitude du champ obtenu par sommation de fenêtres du frame de re-décomposition "large"

pondérées par leurs coefficients de re-décomposition. On observe comme précédemment (cf. section[4.3]) que

le champ tronqué peut être reconstruit en utilisant les frames de re-décomposition, et mais que la carte du champ
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FIG. 4.23 – Carte du champ incident sur la surface de l’obstacle calculé par intégration du spectre d’ondes

planes source (solution "référence").

(a) étroit (b) large

FIG. 4.24 – Reconstruction du champ du faisceau incident tronqué sur la surface de l’obstacle en utilisant les

frames de re-décomposition "étroit" et "large".
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reconstruite par le frame de re-décomposition "large" contient des oscillations d’amplitude, conséquences de

la troncation spatiale du champ incident (i.e. élargissement du spectre) et d’un nombre de coefficients de re-

décomposition "larges" insuffisant pour reconstruire le spectre après troncation.

La figure 4.25 montre des coupes du champ incident tronqué le long des deux axes centraux A1 et A2

de la carte du champ présentée dans la figure 4.23 (surface latérale de l’obstacle). Ces coupes présentent une

comparaison d’amplitude entre les champs calculés par :

• intégration du spectre d’ondes planes source (courbe continue), ce qui aboutit à la solution de "référence",

• sommation de fenêtres du frame de re-décomposition "étroit" multipliées par les coefficients de re-

décomposition "étroits" (courbe en pointillé),

• et sommation de fenêtres du frame de re-décomposition "large" multipliées par les coefficients de re-

décomposition "larges" (courbe en croix).

On observe que la reconstruction du champ incident tronqué par les fenêtres étroites est très proche de la

solution "référence", tandis que la reconstruction par les fenêtres larges possèdent de petites oscillations qui

sont causées par la troncation spatiale du champ. En effet, les coefficients de re-décomposition "larges" ont

été calculés à partir des coefficients de re-décomposition qui correspondent aux fenêtres étroites dont l’origine

spatiale appartient à la surface de l’obstacle. Nous allons montrer par la figure 4.26 une comparaison entre les

(a) le long de l’axe A1 (y1 = 0) (b) le long de l’axe A2 (x1 = 0)

FIG. 4.25 – Comparaison le long des axes centraux de la carte entre champs obtenus par la formulation paraxiale

(en continu), la reconstruction par les fenêtres étroites (en pointillé), et la reconstruction par les fenêtres larges

(en croix).

erreurs absolues normalisées sur la surface de l’obstacle le long des deux axes A1 et A2, obtenues pour les

champs tronqués calculés par : formulation paraxiale (courbe continue), et sommation de fenêtres du frame de

re-décomposition "étroit" (en pointillé). On observe que le niveau d’erreur de reconstruction est plus faible que

celui de la formulation paraxiale, ce qui montre que la précision de la re-décomposition est satisfaisante jusqu’à

cette étape.

Passons maintenant au domaine spectral, la figure 4.27 représente la carte du spectre du faisceau tronqué

obtenu par produit de convolution entre le spectre d’ondes planes non tronqué du faisceau incident et le sinus
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(a) le long de l’axe A1 (y1 = 0) (b) le long de l’axe A2 (x1 = 0)

FIG. 4.26 – Erreurs absolues normalisées le long des axes de la surface de l’obstacle de champs obtenus par :

formulation paraxiale, et reconstruction en utilisant les fenêtres étroites.

cardinal qui est la transformée de Fourier de la surface de l’obstacle par rapport aux variavles spatiales x1 et

y1 du plan (P 1). Cette carte représente une carte "référence" pour le spectre du faisceau tronqué par la surface

de l’obstacle. Pour observer l’effet de la reconstruction dans le domaine spectral, nous allons montrer dans la

FIG. 4.27 – Carte du spectre du champ incident tronqué sur la surface de l’obstacle calculé par convolution du

spectre du champ non tronqué par le sinus cardinal représentant la surface de l’obstacle (solution "référence").

figure 4.28 le spectre du champ tronqué reconstruit en utilisant les frames de re-décomposition le long de l’axe

ky1 = 0 sur la surface de l’obstacle. La figure de gauche présente d’une part le spectre d’ondes planes du

champ incident tronqué obtenu par sommation de spectres des fenêtres du frame de re-décomposition "large"

(en pointillé), et d’autre part le spectre du champ tronqué obtenu par produit de convolution entre le spectre

d’ondes planes non tronqué dans le plan (P 1) et le sinus cardinal correspondant à la surface carrée de l’obstacle

(en trait continu). Ce dernier spectre est considéré comme une solution de "référence". Cette figure montre

que la courbe du champ reconstruit après re-décomposition coïncide visuellement avec la courbe "référence"

dans une large zone du domaine spectral (dont tout le domaine visible). La figure de droite montre l’erreur
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Amplitude du spectre Erreur absolue normalisée

FIG. 4.28 – Spectre du champ incident tronqué le long de l’axe ky1 = 0 obtenu par le frame de re-décomposition

"large" et par convolution du spectre non tronqué avec le sinus cardinal qui correspond aux dimensions de la

surface de l’obstacle.

absolue normalisée pour la reconstruction du champ dans le domaine spectral en utilisant les deux frames de

re-décomposition : la courbe en trait continu représente l’erreur de reconstruction du spectre d’ondes planes

du champ tronqué en utilisant les fenêtres du frame de re-décomposition "étroit", celle en pointillé représente

l’erreur de reconstruction du même spectre en utilisant les fenêtres du frame de re-décomposition "large". Ces

deux courbes d’erreur sont quasiment identiques, ce qui montre que les paramètres des deux frames de re-

décomposition sont bien choisis de façon à ce que le changement de frame n’ajoute aucune erreur significative.

Le niveau d’erreur de reconstruction spectrale du champ ne dépasse pas 2, 3.10−2. La reconstruction du spectre

dans le domaine visible est donc satisfaisante, et les conditions de validité des approximations utilisées dans la

re-décomposition sont remplies.

Le faisceau incident Bµ est partiellement intercepté par la surface de l’obstacle supposé parfaitement

conducteur. Dans cette simulation, nous allons nous intéresser aux transformations du champ du faisceau in-

cident intercepté par la surface de l’obstacle. Pour cela, nous allons observer le champ dans une zone d’ob-

servation carrée de côté 80λ centrée dans le plan (P 2) parallèle au plan (y0O0z0) et placée latéralement dans

le plan x0 = 30λ. Désignant par R2(O2, x̂2, ŷ2, ẑ2) le repère associé à ce plan d’observation. En appliquant

l’algorithme de re-décomposition, on peut obtenir le champ "réfléchi-diffracté" par la surface conductrice de

l’obstacle. On calcule tout d’abord les coefficients de re-décomposition du faisceau incident sur le frame de

re-décomposition "étroit", et on suppose que les seules fenêtres étroites qui interviennent dans la reconstruc-

tion du champ réfléchi sont celles dont l’origine spatiale appartient à la surface de l’obstacle. Les coefficients

de re-décomposition "étroits" correspondant aux autres fenêtres sont mis à zéro. À partir des coefficients de

re-décomposition "étroits", on calcule ensuite les coefficients de re-décomposition sur le deuxième frame à fe-

nêtres larges en appliquant la procédure du changement de frame. Le champ "réfléchi-diffracté" par la surface

de l’obstacle s’obtient alors par sommation des faisceaux "collimatés" lancés à partir des fenêtres spatialement

larges en tenant compte de la transformation par l’obstacle (réflexion des faisceaux). Seuls sont lancés les fais-
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ceaux "utiles" pour la zone d’observation, à savoir ceux dont le champ est considéré comme non négligeable au

niveau dans cette zone. Deux cartes (en dB), sont présentées dans la figure 4.29, pour le champ partiellement

(a) Référence (b) LFG

FIG. 4.29 – Champ du faisceau gaussien partiellement réfléchi (en dB) observé dans le plan (P 2) obtenu par

deux méthodes : (a) intégration du spectre d’ondes planes (solution référence), (b) re-propagation de faisceaux

lancés depuis le frame de re-décomposition "large" (LFG).

FIG. 4.30 – Comparaison le long de l’axe y2 = 0 entre le champ partiellement réfléchi par la surface conductrice

de l’obstacle calculé par LFG et la solution "référence".

réfléchi par la surface conductrice de l’obstacle et observé dans le plan (P 2), obtenu : à gauche par intégration

du spectre d’ondes planes du faisceau incident tronqué dans le plan (P 1) ce qui donne la solution de "réfé-

rence", et à droite par superposition des faisceaux "collimatés" "utiles" propagés à partir des fenêtres du frame

de re-décomposition "large". La figure 4.30 montre une coupe le long de l’axe y2 = 0 du champ partiellement

réfléchi par la surface de l’obstacle. Cette figure présente une comparaison (en dB) entre le champ réfléchi

obtenu par intégration du spectre d’ondes planes (courbe continue) qui est la courbe "référence", et le même

champ obtenu par superposition de faisceaux rayonnés par les fenêtres larges (courbe marquée par des cercles).

Cette figure montre qu’on a obtenu une bonne reconstruction du champ par application de la re-décomposition
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suivie d’un LFG.

La figure 4.31 représente la carte d’erreur absolue normalisée (en dB) pour le champ présenté à la figure

4.29(b). Avec les paramètres choisis pour les deux frames de re-décomposition choisis, la valeur maximale

de cette erreur est de −33dB (2, 8.10−2) ce qui est tout à fait acceptable pour une méthode basée sur des

approximations paraxiales successives.

FIG. 4.31 – Erreur absolue normalisée du champ du faisceau gaussien partiellement réfléchi (en dB) observé

dans le plan (P 2).

Il est à noter que ce niveau d’erreur est obtenu en utilisant (135 × 15 × 135 × 15) coefficients de re-

décomposition sur le frame à fenêtres étroites et (17 × 58 × 17 × 69) coefficients de re-décomposition sur le

frame à fenêtres larges (avec sélection spectrale ou angulaire). Le nombre de coefficients de re-décomposition

est représenté par (M ×N × P ×Q) avecM (resp. P ) le nombre total d’indices spatiaux suivant la variable

spatiale x1 (resp. y1), et N (resp. Q) le nombre total d’indices spectraux suivant la composante spectrale kx1

(resp. ky1). Au niveau "temps de calcul" : la première étape de l’algorithme de re-décomposition (calcul des

coefficients de re-décomposition "étroits") dure 3, 34 secondes, et la deuxième étape (changement de frame)

dure 60, 32 secondes (∼ 1 minute) avec les paramètres choisis pour les deux frames de re-décomposition. Les

simulations sont effectuées sur un processeur Core 2 Duo 2, 53GHz et de 4GB de mémoire cache.

Quelques cartes d’amplitude pour les coefficients de re-décomposition "étroits" (A′µ′)|µ′=(m′,n′,p′,q′) et

"larges" (Aµ)|µ=(m,n,p,q) sont présentées dans les figures 4.32 et 4.33. La figure 4.32 présente deux cartes

d’amplitude pour les coefficients de re-décomposition "étroits" A′µ′ :

• la carte de gauche montre la distribution en amplitude de ces coefficients A′m′0p′0(m
′x̄′, p′ȳ′) dans le

domaine spatial pour la direction normale au plan de re-décomposition (n′ = q′ = 0). On observe que

la distribution des coefficients de re-décomposition "étroits" dans le domaine spatial ressemble à la carte

du champ du faisceau incident dans le plan de re-décomposition (P 1).

• la carte de droite montre la distribution en amplitude des coefficients A′0n′0q′(n
′k̄x′ , q′k̄y′) dans le do-

maine spectral pour l’ensemble des fenêtres étroites centrées à l’origine (m′ = p′ = 0).

La figure 4.33 montre deux cartes d’amplitude des coefficients de re-décomposition "larges" Aµ dans les deux

domaines : à gauche la distribution dans le domaine spatial des coefficients Am0p0(mx̄, pȳ) ayant les indices
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(a) Domaine spatial pour (n′ = q′ = 0) (b) Domaine spectral pour (m′ = p′ = 0)

FIG. 4.32 – Cartes des coefficients de re-décomposition "étroits".

spectraux nuls, et à droite les coefficients de re-décomposition "larges" A0n0q(nk̄x, qk̄y) correspondant à l’en-

semble des fenêtres larges ayant la même origine spatiale (m = p = 0) qui montre à une constante près le

spectre du faisceau incident tronqué dans le plan de re-décomposition (P 1) présenté dans la figure 4.27.

(a) Domaine spatial pour (n = q = 0) (b) Domaine spectral pour (m = p = 0)

FIG. 4.33 – Cartes des coefficients de re-décomposition "larges".

4.5 Scénario réaliste

Dans cette section, nous allons présenter les premiers résultats numériques obtenus pour un scénario “réa-

liste” de propagation radar terrestre à la fréquence radio (f = 430MHz). La figure 4.34 montre la géométrie

du scénario : un radar terrestre placé dans un environnement qui comprend plusieurs bâtiments dont une tour

définie par ses quatre coins au sol E, F, G, H. Dans un premier temps, le sol sera considéré comme plan et

horizontal, et les surfaces comme parfaitement réflechissantes. La décomposition en faisceaux gaussiens du

champ rayonné par l’antenne radar sera effectuée à partir de données mesurées soit dans un plan proche à cette

antenne soit en champ lointain. On cherche à calculer le champ dans une zone cible située en non visibilité,
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“derrière” la tour (cf Fig. “vue du dessus”).

FIG. 4.34 – Géométrie du scénario.

Dans une première étape de validation de notre approche, nous présentons le calcul du champ diffracté par

le mur le plus proche de la tour (“Mur 1” sur la figure 4.34) vers l’un des murs de la tour, pour un unique

faisceau source. Le frame de Gabor source choisi pour représenter le champ source est défini par : Ls la largeur

des fenêtres gaussiennes (Lsx = Lsy = Ls = 10λ) et νs le facteur de sur-échantillonnage (νsx = νsy = νs =

0, 16). L’origine du repère global est celle du plan source, supposée approximativement centrée par rapport

à l’antenne radar. Le faisceau utilisé comme faisceau source dans les résultats ci-dessous est rayonné par la

fenêtre Ψµ|µ=(0,4,0,0) du frame source. Les frames de re-décomposition définis dans le plan contenant le "Mur

1" sont :

• un frame à fenêtres étroites caractérisé par : L′ = L′x = L′y = 0, 15λ et ν ′ = ν ′x = ν ′y = 0, 16,

• un frame à fenêtres larges de mêmes paramètres que le frame source.

La figure 4.35 représente l’amplitude du champ du faisceau source sur la surface du "Mur 1", calculé

de deux manières différentes : (a) par intégration du spectre d’ondes planes du faisceau source, et (b) par

sommation des fenêtres du frame de re-décomposition "étroit". L’erreur de reconstruction du champ par le

frame de re-décomposition "étroit" est présentée en figure 4.36. La valeur maximale de cette erreur est de

8.10−2. Le nombre de coefficients de re-décomposition "étroits" utilisés pour reconstruire le champ sur le

“Mur 1”, de dimensions (13m× 11m), est égal à 344× 11× 265× 11 et le temps de calcul des coefficients de

décomposition sur le frame étroit est de 7, 56 secondes.

La carte de la figure 4.37 représente la carte du champ réfléchi-diffracté par le "Mur 1", observé sur le mur

de la tour ayant pour base les points E et H. Ce mur est de dimensions (5m× 13m). Le champ réfléchi-diffracté

est calculé par re-propagation des faisceaux collimatés "utiles" (sélection angulaire) après re-décomposition sur

le “Mur 1”. Le nombre de faisceaux utilisés est de 18 × 23 × 17 × 36, et le temps de calcul nécessaire pour

effectuer le changement de frames avec ces paramètres est de 53, 86 secondes.

Nous présenterons lors de la soutenance les résultats des étapes suivantes de la simulation pour ce scénario.
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(a) référence (b) reconstruit par les fenêtres étroites

FIG. 4.35 – Cartes de l’amplitude du champ incident sur le "Mur 1".

FIG. 4.36 – Erreur de reconstruction (absolue normalisée) du champ incident sur le "Mur 1" avec les coefficients

de re-décomposition sur le frame à fenêtres étroites.
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FIG. 4.37 – Cartes de l’amplitude du champ partiellement réfléchi du "Mur 1" observé sur le mur de la tour

ayant pour base les points E et H.
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4.6 Conclusion

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons présenté la méthodologie de calcul des limites des indices

spatiaux et spectraux de la re-décomposition selon les régions spatiales ou spectrales à représenter, en fonction

du cas étudié. Ensuite, nous avons comparé la performance de l’algorithme de "re-décomposition d’un faisceau

gaussien 3D" en termes d’erreur à la formulation du faisceau gaussien paraxial. Nous avons ensuite présenté

deux scénarios de test où les effets de la diffraction ne peuvent pas être pris en compte par la méthode LFG "de

base" : diffraction par une ouverture, et réflexion-diffraction par un obstacle conducteur de dimensions limitées.

Les précisions obtenues sont tout à fait encourageantes, pour une méthode "approximative" qui exploite

l’approximation paraxiale à la fois pour calculer les coefficients de re-décomposition à partir d’expressions

analytiques, et pour propager les champs sous la forme bien connue de faisceaux paraxiaux.

L’étude de situations proches de scénarios “réalistes” met en évidence l’intérêt de la méthode de redécom-

position en termes de complexité de calcul :

– Seul le calcul des coefficients de re-décomposition sur le frame à fenêtres étroites doit être effectué pour

chacun des faisceaux partiellement interceptés par la surface. Avec nos programmes exécutés par un

processeur standard la durée de ce calcul est de quelques secondes pour chaque faisceau.

– Le nombre de faisceaux re-propagés après re-décomposition sur une surface plane limitée ne dépend pas

du nombre de faisceaux incidents interceptés par cette surface, mais uniquement des dimensions de la

surface, de la zone angulaire de calcul du champ après interaction avec cette surface, et des paramètres

du frame à fenêtres larges.

Cette méthode ne souffre donc pas de l’explosion du nombre de rayons diffractés observée dans les méthodes

de rayons en environnement 3D.
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Conclusion

Au cours de ce travail, nous avons développé et validé une méthode de lancer de faisceaux gaussiens amé-

liorée pour modéliser les champs électromagnétiques en environnements terrestres urbanisés (i.e. en présence

de multiples obstacles). Cette méthode, basée principalement sur la théorie des frames, enrichit la formulation

du lancer de faisceaux gaussiens paraxiaux et élargit son domaine d’application. La théorie des frames est uti-

lisée dans ce travail pour surmonter les limitations du "LFG de base" : la mauvaise modélisation des effets de

la diffraction d’un faisceau gaussien par des obstacles de taille limitée et l’élargissement spatial excessif des

faisceaux gaussiens après une longue propagation. Nous avons introduit un algorithme de "re-décomposition"

et nous l’avons appliqué à la simulation de la diffraction d’un faisceau gaussien par un obstacle plan de taille

limitée : le faisceau est "re-décomposé" successivement sur deux frames, à fenêtres "étroites" puis "larges",

définis dans le plan d’interface de l’obstacle rencontré. Le champ rayonné après re-décomposition s’obtient

alors par superposition de faisceaux "collimatés" lancés à partir de ce plan. En associant le lancer de faisceaux

gaussiens à un tel algorithme de "re-décomposition" pour les faisceaux partiellement interceptés par des obs-

tacles de taille limitée, la méthode proposée vise à modéliser la propagation de champs électromagnétiques en

environnements complexes avec une précision et un temps de calcul "raisonnables".

Dans la première partie de l’étude, la formulation du lancer de faisceaux gaussiens à partir d’un frame a été

présentée : la représentation d’une distribution d’un champ source sous la forme d’une sommation de fenêtres

gaussiennes (décomposition sur un frame de Gabor), les limites des indices spatiaux et spectraux auxquelles

on restreindra la sommation dans la représentation, le calcul du champ rayonné par superposition de faisceaux

gaussiens élémentaires lancés à partir de ces fenêtres gaussiennes. L’utilisation de fonctions gaussiennes comme

fenêtres de frame est particulièrement intéressante puisqu’elle permet, grâce à une approximation paraxiale,

d’exprimer sous forme analytique ces faisceaux élémentaires.

Dans la deuxième partie de ce travail, nous avons présenté la formulation complète d’un nouvel algorithme

de re-décomposition d’un faisceau gaussien. L’emploi de deux frames successifs : un premier à fenêtres spa-

tialement "étroites" qui permet de prendre en compte des discontinuités physiques, et un deuxième à fenêtres

spatialement "larges" qui permet de calculer les champs après re-décomposition par re-propagation d’un en-

semble de faisceaux "collimatés". Nous avons vu aussi que la procédure de re-décomposition s’effectue en

deux étapes principales : le calcul des coefficients de re-décomposition du champ incident sur le premier frame

à fenêtres étroites et le calcul des coefficients de re-décomposition du champ sur le deuxième frame à fe-

nêtres larges par produit matriciel des matrices de changement de frames par le vecteur des coefficients de

re-décomposition "étroits". Nous avons présenté pour chaque étape de la procédure des résultats de simulation
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illustrant la validité de la formulation théorique, et nous avons discuté l’influence des paramètres des deux

frames de re-décomposition sur la précision de calcul.

Enfin, la dernière partie de cette thèse a été consacrée à tester l’algorithme proposé dans des scénarios

simplifiés proches de situations rencontrées en propagation Radar terrestre. Nous avons d’abord illustré le

fait que cet algorithme peut contribuer à une meilleure représentation des champs des faisceaux incidents,

en particulier en incidence non normale. Nous avons ensuite validé la capacité de l’algorithme à simuler des

champs diffractés par une ouverture ou par un obstacle réfléchissant.

Cette thèse a donc permis de développer une formulation originale permettant d’effectuer des calculs de

propagation dans des environnements diffractants, en modélisant les champs propagés exclusivement sous la

forme de faisceaux gaussiens. Par l’intermédiaire de frames successifs à fenêtres étroites/larges, elle combine la

souplesse de l’Optique Physique ou des sources complexes pour la représentation de champs incidents sur des

surfaces limitées, et l’intérêt des transformations paraxiales utilisant les opérateurs de l’optique géométrique

(Fresnel, matrice ABCD). Ce double avantage est lié à la bonne localisation dans le domaine spatial (resp.

spectral) des fenêtres de frame "étroit" (resp. "large").

Les validations effectuées dans cette thèse apportent la preuve que cette formulation est utilisable pour

simuler la propagation radar en environnement semi-urbanisé. L’étape suivante pour l’utiliser dans ce contexte

consiste à développer un algorithme puis un code qui mette en œuvre la combinaison LFG − re-décomposition

pour des interactions successives, sur des obstacles possédant plusieurs parois, avec un champ source lui-

même représenté par une sommation de faisceaux. L’optimisation de ce code reposera sur la recherche du

meilleur compromis entre précision et efficacité numérique, à travers le choix des plans de re-décompositions

éventuelles en espace libre, des paramètres de frames utilisés et de sélection des faisceaux utiles (niveau de

champ considéré comme négligeable). La validité et les potentialités de la formulation proposée devront être

étudiées dans le cas d’interfaces courbes et de faisceaux en incidence quasi-rasante. Enfin, l’hybridation du

LFG avec des méthodes plus rigoureuses pour des scénarios multi-échelles peut être envisagée via la mise en

œuvre de re-décompositions sur des surfaces virtuelles entourant les régions à forte complexité.
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Résumé

L’objectif de ce travail de thèse est d’enrichir la formulation du Lancer de Faisceaux Gaussiens (LFG) et de

tester sa capacité à répondre à certains des besoins actuels en calculs de propagation dans le domaine du Radar

terrestre. Le LFG est envisagé comme une alternative possible aux méthodes classiques (Equation Parabolique,

méthodes de rayons) en environnement complexe urbanisé, en particulier en présence d’obstacles latéraux, avec

une cible située en non visibilité. La méthode de LFG "de base", qui utilise des expressions analytiques obtenues

par approximation paraxiale, permet des calculs de propagation rapides en environnements complexes, sans

problèmes de caustiques. Elle conduit à des résultats de précision satisfaisante dans le domaine millimétrique,

par exemple pour des calculs de champs intra-bâtiments. Aux fréquences plus basses comme celles utilisées

en Radar terrestre, elle est limitée par une prise en compte trop approximative des effets de diffraction et par

l’élargissement spatial des faisceaux gaussiens au regard des dimensions des obstacles. La théorie des frames

est utilisée dans cette thèse pour dépasser ces limites.

La théorie des frames fournit un cadre rigoureux pour la décomposition initiale du champ rayonné en

faisceaux gaussiens, et permet de calibrer le nombre et les directions des faisceaux à lancer. Dans ce travail de

thèse, l’emploi de frames de fenêtres gaussiennes pour décomposer des distributions de champs ou de sources

équivalentes est généralisé aux distributions de champs incidents sur des plans ou des portions de plans, choisis

en fonction des obstacles rencontrés et des distances parcourues. Les champs rayonnés à partir de ces plans sont

alors obtenus par sommation des faisceaux gaussiens lancés depuis ces frames dits de “re-décomposition”.

Les transformations de faisceaux gaussiens par des obstacles de taille limitée sont ainsi traitées par re-

décomposition : les faisceaux incidents partiellement interceptés par des surfaces limitées sont “re-décomposés”

successivement sur deux frames de re-décomposition, à fenêtres "étroites" puis "larges", définis dans les plans

de ces surfaces. Le frame à fenêtres "étroites" permet de traiter les discontinuités physiques, tandis que le frame

à fenêtres "larges" permet de propager les champs transformés sous la forme de faisceaux "collimatés".

Dans cette thèse, nous présentons une formulation de ces re-décompositions permettant une mise en œuvre

numériquement efficace, grâce à des expressions analytiques approchées des coefficients de frame pour la pre-

mière décomposition, et des éléments de la matrice de changement de frame pour la seconde. Cette formulation

est mise en œuvre numériquement, et l’influence de différents paramètres sur la précision des re-décompositions

est analysée. Finalement, l’algorithme de LFG enrichi de ces re-décompositions successives est utilisé dans un

scénario simplifié proche de situations rencontrées en propagation Radar terrestre.

Mots-clés : frame de Gabor, lancer de faisceaux gaussiens, méthodes temps-fréquence, approximation paraxiale, Radar.



Abstract

In this work the Gaussian Beam Shooting (GBS) algorithm is complemented with new original formula-

tions, and the ability of this “augmented” GBS algorithm to address specific problems encountered in electro-

magnetic field computations for ground-based Radar applications is tested. GBS is considered as an alternative

to methods (Parabolic Equation, ray based methods) currently used for such computations in complex urban

environments, especially when lateral obstacles and Non-Line-Of-Sight (NLOS) targets are involved. The "ba-

sic" GBS algorithm makes use of analytical expressions obtained through paraxial approximations. It allows to

perform fast computations in complex environments, without suffering from any caustics problems. Reasonably

accurate results have been obtained with this method in the millimetric range, e.g. for indoor field calculations.

At lower frequencies, such as used in ground Radar systems,”basic” GBS cannot model diffraction effects ac-

curately enough, and Gaussian beam width with respect to obstacle dimensions becomes a problem after some

propagation distance. Frame theory is used in this PhD to overcome these limitations.

Frame theory provides a rigorous framework for the initial decomposition of radiated fields into a set of

Gaussian beams, providing flexible rules to adjust the number and directions of the launched beams. In this

thesis, frame theory is used to discretize not only the source field distribution but also incident field distributions

over planes or parts of planes of interest, according to encountered obstacles and propagation distances. The

radiated fields are then obtained by summation of Gaussian beams launched from these frames called “re-

expansion frames”.

Gaussian beam transformations by finite sized obstacles are addressed by this re-expansion scheme : the in-

cident beams partially impinging on limited areas are successively “re-expanded” on two re-expansion frames,

the first one composed of "narrow" windows and the second one of "wide" windows, both defined in the plane

containing the limited area. Spatially narrow window frames allow to take into account abrupt transitions in

space, and spatially wide window frames radiate in the form of collimated Gaussian beams.

The re-expansion formulation proposed in this work is designed for efficient numerical implementation.

Approximate analytical expressions are established for expansion coefficients on narrow window frames, and

for frame change matrix elements. This formulation has been implemented, and the influence of frame parame-

ters on re-expansion accuracy is analyzed. Finally, the GBS algorithm augmented with successive re-expansions

is used to compute fields in simplified scenarios similar to situations encountered in ground-based Radar pro-

pagation problems.

Keywords : Gabor frame, Gaussian beams shooting, phase-space methods, asymptotic approximations of integrals, Ra-

dar.


