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Résumé 1

Résumé

Parmi tous les composants mécaniques présents dans un moteur d’avion, les roulements
tiennent une place majeure puisqu’ils assurent la liaison entre les parties tournantes, les
rotors, et les parties fixes, les stators. Pour assurer leur bon fonctionnement, un jeu radial
interne est nécessaire. Les roulements présentent de ce fait une non-linéarité forte qui peut
affecter le comportement vibratoire de la structure.

L’objectif de cette these, réalisée en collaboration avec la société Snecma Moteurs, est
d’étudier I'influence de ce jeu fonctionnel sur la dynamique rotor. A cette fin, un banc
expérimental, dénommé banc Dynamique D’Ensemble, a été réalisé.

Dans un premier temps, ['aspect modélisation des roulements sera traité. Le modele
proposé, qui prend en compte le jeu radial et considere le contact bille/bague comme
hertzien, nécessite cependant des outils de calcul appropriés. Nous présenterons alors la
méthode de tir multiple et la méthode des éléments finis en temps avant de montrer les
résultats de calculs effectués sur divers exemples.

Dans un second temps, nous présenterons le banc Dynamique D’Ensemble qui per-
mettra de valider expérimentalement les modeles de roulements utilisés. Ce banc a été
concu pour étre le plus simple possible, tout en restant le plus représentatif d’un moteur
d’avion. Nous exposerons tout d’abord les aspects dimensionnement et recalage, puis les
premiers résultats obtenus sur banc tournant.

Mots clés:

dynamique rotor, jeu de roulement, contact de Hertz
méthodes non-linéaires, analyse de la stabilité
dimensionnement, essais expérimentaux






Abstract 3

Abstract

Of all mechanical components in aircraft engines, bearings are primordial since they
connect rotating parts, namely the rotors, to non-rotating parts, namely the stators. The
good running is insured by an internal radial clearance. This latter gives to bearings a
strongly nonlinear behaviour which can affect rotordynamics.

The aim of this thesis is to study the influence of the clearance on rotordynamcis. For
this purpose, an experimental set-up, called DDE bench, has been built-up.

The first part is devoted to bearing model bearings. The one developed here takes into
account the radial clearance and assumes that the balls/raceways contact is of hertzian
nature. Specific algorithms based on the multiple shooting method and the time finite
element method are used. These methods will be thoroughly studied before presenting
some results on relevant examples.

The description of the DDE bench will follow. This one will help us to validate the
bearing models. It was designed to be as simple as possible, while remaining representative
of an actual aircraft engine. Elements of design and updating will be addressed. The
obtained results will then be presented.

Keywords:

rotordynamics, bearing clearance, Hertz contact
nonlinear methods, stability analysis
mechanical design, testing
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Introduction

Les exigences fonctionnelles de tout équipement sont bien entendu le premier souci
du concepteur. Pour les moteurs d’avions, on cherche donc tout d’abord a optimiser le
rendement. Mais les tendances actuelles visent a diminuer la masse totale, a augmenter les
vitesses de rotation, a réduire les jeux entre parties tournantes et parties fixes, ainsi qu’a
accroitre la durée de vie et améliorer la fiabilité. Les aspects concernant la dynamique des
rotors doivent des lors étre analysés au début méme du stade de la conception, afin de
s’assurer du fonctionnement sain et correct du moteur.

La dynamique des machines tournantes est un domaine particulier de la mécanique qui
a depuis longtemps intéressé autant la communauté scientifique que le monde industriel,
les premiers y voyant un vaste domaine a explorer, riche en phénomenes physiques com-
plexes, les seconds un atout majeur non seulement pour la compréhension des problemes
rencontrés mais aussi pour I'innovation technologique.

Jusque dans les années 1980, les recherches étaient axées vers le calcul des modes
propres d’aubes et de roues aubagées, la détermination des vitesses critiques et la pré-
diction des amplitudes de réponse de rotors soumis a un balourd. Depuis, on s’oriente
vers une amélioration des modeles pour obtenir des prédictions de plus en plus réalistes,
ce qui passe bien entendu par une meilleure compréhension des phénomenes physiques
mis en jeu. Les études portent donc a présent sur une modélisation plus fine de chaque
composant (comme les roulements ou les amortisseurs par film d’huile), de chaque liaison
ou interface (liaisons boulonnées ou a gorge en v, interfaces au niveau des aubes), . ..

Parmi tous les composants que l'on trouve sur un moteur d’avion, les roulements
jouent un role majeur puisqu’ils assurent la liaison entre les parties tournantes, les rotors,
et les parties fixes, les stators. Cependant, un jeu radial est nécessaire pour assurer leur
bon fonctionnement. Les roulements présentent de ce fait une non-linéarité forte qui peut
affecter le comportement vibratoire de la structure. L’objectif de cette these, réalisée en
collaboration avec la société Snecma Moteurs, est d’étudier I'influence de ce jeu fonctionnel
sur la dynamique rotor, I'idée étant de pouvoir a terme quantifier les jeux de roulement a
partir de mesures expérimentales.
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Fi1c. 1: Modélisation des roulements par des ressorts

A cette fin, nous avons dimensionné un banc expérimental dénommé banc Dyna-
mique D’Ensemble. Celui-ci a été congu pour étre le plus simple possible tout en restant
représentatif d’'un moteur d’avion civil, de type turboréacteur a double flux. Nous nous
sommes cependant orientés des sa conception vers un banc modulable et évolutif, qui
puisse étre facilement adapté et utilisé pour des études a plus long terme, concernant par
exemple le contact aubes/carter. Ce banc va nous permettre d’une part d’acquérir une
base de données expérimentales sur la signature spectrale de ce type de non-linéarité et
d’autre part de valider les modeles numériques proposés dans cette étude.

Le modele classiquement utilisé est un modele linéaire, composé d'un assemblage de
deux ressorts orthogonaux entre eux et a I’axe de rotation, comme montré sur la figure [II.
Ce modele ne prend bien entendu pas en compte le jeu radial. Un modele plus évolué
intégrant cette non-linéarité intrinseque sera donc proposé. Il faut alors avoir recours a
des algorithmes de calculs capables de traiter des problemes incluant ce type de non-
linéarités.

L’approche traditionnelle est 'intégration temporelle. Cependant, cette approche s’a-
vere couteuse en temps de calcul, surtout pour des structures faiblement amorties. Si,
dans le cadre de 'analyse transitoire, 'intégration temporelle est la seule alternative, il
n’en est pas de méme pour l'étude en régime forcé, en particulier ’étude des réponses
a balourd. Dans ce cas, il est préférable d’avoir recours a des méthodes spécialement
dédiées au calcul dans le domaine fréquentiel. Nous avons donc développé de nouveaux
outils que nous présenterons dans ce document, destinés aux calculs de réponses a balourd
et capables de traiter les problemes avec jeu.
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Structure du document

Le premier chapitre du mémoire est consacré a la dynamique des rotors. Les ma-
chines tournantes possedent en effet certaines particularités comparativement aux struc-
tures fixes. Dans un premier temps, les principaux points qui leur sont propres sont donc
précisés. La seconde partie porte quant a elle sur les phénomenes non-linéaires typique-
ment rencontré dans les moteurs d’avion.

Le lecteur trouvera, au deuxieme chapitre, une synthese des méthodes utilisables dans
le domaine fréquentiel pour traiter les problemes intégrant des non-linéarités. En plus
du cadre théorique, nous évoquons aussi les aspects un peu plus pratique comme les
techniques de continuation et de condensation. Une attention particuliere est également
apportée a I’analyse de la stabilité, en 'abordant notamment du point de vue fréquentiel.

Dans le troisieme chapitre, nous exposons la nouvelle modélisation proprosée pour les
roulements. Celle-ci est basée sur la théorie du contact de Hertz et prend en considération
le jeu radial. Les exemples, traités avec la méthode de tir adaptée dans sa version multiple,
montrent alors la richesse comportementale induite par la présence du jeu. Cette méthode
demande cependant un temps de calcul excessif pour des systemes de taille importante.

Nous nous sommes donc orientés vers une seconde méthode : la méthode des éléments
finis en temps. Cette méthode, qui fait 'objet du quatrieme chapitre, s’apparente a la
méthode des éléments finis classique, c¢’est-a-dire en spatial. La structure creuse des ma-
trices qu’elle met en jeu associée a une technique d’évaluation des forces non-linéaires
astucieuse permet de traiter des problemes plus conséquents.

Enfin, le cinquieme et dernier chapitre porte sur le banc d’essais Dynamique D’Ensem-
ble. 11 présente d’abord les motivations de sa contruction avant de présenter ses ca-
ractéristiques principales et les divers équipements. Les résultats des essais préliminaires
qui ont servi pour le recalage des modeles éléments finis sont ensuite reportés. Pour finir,
on présente les procédures établies et suivies pour l'exploitation du banc ainsi que les
résultats des premiers essais obtenus sur banc tournant.
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Chapitre I

Dynamique des rotors

Généralités

Le plus simple écolier sait maintenant des vérités pour
lesquelles Archimede elt sacrifié sa vie.

Ernest Renan
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Introduction

Les rotors sont définis comme tout élément tournant autour d’un aze fixe. Le champ
des rotors est donc vaste, les satellites géostationnaires animés d’une rotation libre étant,
conformément a cette définition, des rotors. De tels rotors sont appelés rotors libres, par
opposition aux rotors firés qui sont eux supportés par des paliers. Ces derniers sont
présents dans de nombreux domaines: 'aéronautique, ’automobile, le nucléaire, ou en-
core l'industrie pétroliere. Dans notre étude, on se focalisera sur les rotors fixés, plus
précisément sur ceux des moteurs d’avion. Comme le montre la figure [[LI] sur les rotors
des moteurs d’avion on distingue un arbre, une partie compresseur et une partie tur-
bine. Les compresseurs permettent de comprimer 'air aspiré par ’avant, air qui est alors
chauffé par la combustion d’un carburant puis détendu et rejeté vers l'arriere a grande
vitesse a travers la tuyere. Les turbines quant a elles permettent de prélever une partie de
I’énergie du gaz pour provoquer le fonctionnement des compresseurs, qu’elles entrainent

par 'arbre.

carter redresssur de soufflonte

carter intermédioire

chambre turbine

de houte pressicn
combustien (1 étoge|
campressenr | —
bosse pression
(3 étages| -

carfer d'échappement

M{, sortie des gaz

turbine
bosse pression
(4 #tages|

carfer de turbing

COMpresseur arbre e
haute pression de furbine
19 étages) houte pression

\ erbre de turbing bosse pression

Fi1G. 1.1: Moteur d’avion de type turboréacteur a double flux

Pour étudier la dynamique d'un systeme comportant un ou plusieurs rotors, il est
possible d’écrire les équations du mouvement soit dans un repere fixe soit dans un repere
tournant a la méme vitesse de rotation que le rotor. On utilise un repere tournant princi-
palement pour I’étude des roues ou disques aubagés. Dans le contexte qui nous intéresse,
celui de la dynamique d’ensemble, le repere fixe est plus approprié. Il convient de préciser
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que ces deux domaines sont étudiés en parallele, les fréquences propres des roues aubagées
se placant bien au-dela de celles des arbres sur lesquels elles sont montées.

Lors de la mise en équation, on utilise les angles d’Euler pour décrire le mouvement
d’un élément de rotor, comme pour le mouvement général de tout solide. Les équations
du mouvement comportent ainsi de nombreuses non-linéarités. Pour ’étude dynamique
des rotors cela dit, 'hypothese de petits déplacements est classiquement avancée. On
suppose aussi que la vitesse de rotation est constante, ou tout au moins qu’il s’agit d’une
fonction connue du temps. Cela permet d’obtenir des équations du mouvement linéaires.
Les vibrations axiales et de torsion se trouvent de plus découplées des vibrations de flexion,
auxquelles on s’intéresse plus particulierement en dynamique d’ensemble.

Les études essentielles en dynamique rotor concernent le tracé du diagramme de Camp-
bell, qui représente I’évolution des fréquences propres en fonction de la vitesse de rotation,
et le calcul des réponses a balourd, principalement lors du passage des vitesses critiques.
Pour réaliser de telles études, on dispose aujourd’hui de nombreux outils de modélisation
comme la méthode des matrices de transfert, des éléments finis, de I'expansion polyno-
miale généralisée ou encore des fonctions de transfert distribuées. Toutes ces méthodes
permettent de prendre en compte les particularités que présentent la dynamique des ro-
tors vis-a-vis de la dynamique des structures fixes. On peut citer par exemple I'existence
de moments gyroscopiques responsables de la variation de la fréquence propre en fonction
de la vitesse de rotation ou celle de forces circulatoires qui rendent le mouvement instable
a partir d'une certaine vitesse, et ce méme dans le cadre purement linéaire.

Nous présenterons donc dans un premier temps les divers aspects propres aux rotors
avant de présenter, dans un deuxieme temps, les sources de non-linéarités présentes dans
les moteurs, en particulier celles provenant des roulements ou des problemes d’interaction
entre rotor et stator.
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1.1 Particularités des machines tournantes

1.1 Les divers types d’excitations

Les moteurs d’avion sont soumis a diverses sollicitations extérieures. Outre le poids
propre, on trouve les efforts de balourd, qui sont propres aux machines tournantes. Ceux-ci
correspondent aux forces d’inertie générées par le mouvement rotatif des masses excentrées
et non équilibrées du rotor. Lorsqu'une piece d'un rotor possede des axes principaux
d’inertie transversale non orthogonaux a 1’axe de rotation, un couple est aussi produit.
On le qualifie de balourd dynamique, par opposition a balourd statique usuellement employé
pour désigner la force. Pour une vitesse de rotation constante, 'expression de ces efforts
dans un repere fixe est de la forme

fa m.e.Q?. cos(Qt — )

Iy B m.e.Q% sin(Q.t — ) (L1)
M, | | (La—1).7.9% cos(Qt — 3) '
M, (I — 1,).7.Q% sin(Q.t — 3)

ou m, I4, et I, sont respectivement la masse, 'inertie diamétrale et 'inertie polaire,
e Pexcentricité du centre de gravité, 7 angle d’inclinaison de I'axe d’inertie (supposé
faible), « et [ leur phase. Si la vitesse de rotation n’est pas constante, des termes de
couplage en € viennent s’ajouter.

L’origine des efforts de balourd est variée. Il peut s’agir soit de problemes d’usinage, de
montage, voire de gradients thermiques qui peuvent induire un fléchissement de 'arbre.
Puisqu’ils constituent la source majeure d’excitation, il faut tenter de les minimiser.

Pour cela, I'usinage des pieces tournantes de moteurs est toujours suivi d'une rectifi-
cation pour respecter des tolérances séveres. Ensuite, durant la phase de montage, un tres
grand soin est apporté; la seule opération robotisée lors de 1’assemblage d'un moteur est
d’ailleurs la pesée des aubes, qui permet, une fois terminée, d’optimiser la position des
aubes afin de minimiser le balourd résiduel. A chaque stade de la fabrication du moteur,
on effectue de plus un équilibrage (quatre phases d’équilibrage au total : pieces primaires,
modules assemblés, rotors assemblés et in-situ). Cette opération consiste a apporter des
ajouts de masses ponctuels pour compenser les balourds résiduels, et permet de se retrou-
ver avec un balourd final admissible.
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D’un autre coté, le balourd peut aussi survenir en phase d’utilisation a cause de la
perte d'une aube ou la détérioration de certains éléments du moteur suite a un incident.
Ce cas de figure se produit par exemple lors d’ingestion de grélons ou d’oiseaux. Cela
cause des dégats considérables car, une fois aspiré, 1'oiseau vient heurter la soufHante,
endommageant ainsi certaines aubes, ce qui génere aussitot un important balourd. De
plus, suite a I'impact, ces pieces peuvent se désolidariser des rotors. Les carters sont donc
dimensionnés pour que les débris soient contenus, afin d’assurer 'intégrité du moteur et
la sécurité des passagers. La capacité de rétention d’un moteur rentre d’ailleurs en ligne
de compte dans sa qualification, et des nombreux essais d’ingestion sont réalisés afin de
I’apprécier.

Les réponses dynamiques pour ces balourds exceptionnels se distinguent de celles ob-
servées en condition normale de fonctionnement, i.e. induites par un faible balourd. En
effet, les mécanismes qui rentrent en compte sont nombreux et trés complexes: mou-
vements de grandes amplitudes et déformations importantes, problemes de contacts et
frottements avec le stator, plastification de certaines pieces et propagation de fissures,
desserrements de boulons et ouvertures de brides, décélération rapide des rotors,. .. [124]
Les calculs de réponse a fort balourd s’effectuent donc exclusivement par intégration tem-
porelle (phénomene transitoire). En particulier, I’étude d’ingestions d’oiseaux ou de pertes
d’aubes demande de prendre des pas de temps tres faibles. Ces problemes sont donc classés
dans la dynamique rapide.

En outre, bien que I'alimentation du moteur soit automatiquement coupé lors d'un tel
événement, les rotors continuent a tourner, a faible vitesse, a cause du flux d’air entrant.
C’est ce qu’on appelle le wind-milling [145]. Le fort balourd persiste donc et peut s’avérer
dangereux s’il vient exciter un mode de ['aile.

Le wind-milling est un bon exemple de couplage aérodynamique. Mais ces couplages
existent aussi en régime normal : si pour I’étude de la dynamique d’ensemble du moteur on
ne les prend pas en considération (le couplage intervient uniquement de maniere indirecte
via la vitesse de rotation), ils sont de premiere importance pour 'étude des roues aubagées.
Premierement, compte tenu de la rotation et de la présence de nombreux obstacles génant
le passage de I'air dans le moteur (raidisseurs, redresseurs de flux), les aubes se trouvent
excitées par des impulsions dues a la discontinuité de I’écoulement et de fréquence égale
a la vitesse de rotation que multiplie le nombre d’obstacles. Secondement, ’écoulement
de Tair autour des aubes peut amener des problemes d’instabilité de type flottement, i.e.
I’apparition de vibrations auto-entretenues qui peuvent mener a la rupture.

Enfin, il faut préciser que les rotors subissent des effets d’inertie lorsque ’avion tourne.
Tres peu d’études ont été menées sur ce sujet. Ces efforts, nommés forces de manceuvre,
amenent des vibrations transitoires de basses fréquences qui viennent se moduler avec les
vibrations synchrones du balourd [114], [T02].
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1.2 La notion de vitesse critique

Il est connu que les modes propres d’'un systeme conservatif en rotation sont des modes
complexes deux a deux conjugués a pulsations propres purement imaginaires. Cela est du
aux effets gyroscopiques, induits par la rotation, qui couplent les déplacements horizontaux
et verticaux [66} [59]. Ils peuvent cependant étre associés pour obtenir des modes réels
qualifiés soit de direct, soit de rétrograde, suivant que le mouvement de précession qui leur
est associé est dans un sens identique ou contraire au mouvement de rotation.

Le point essentiel est la dépendance de leur fréquence propre en fonction de la vi-
tesse de rotation (). Le graphique représentant ’évolution de celles-ci en fonction de €2
s’appelle le diagramme de Campbell [76]. On peut démontrer que la partie de I’énergie
cinétique relative aux termes gyroscopiques est positive (négative) pour les modes directs
(rétrogrades), si bien que les effets gyroscopiques tendent a rigidifier (assouplir) la struc-
ture [23]. Ainsi, les courbes croissantes (décroissantes) du diagramme de Campbell (figure
L2) sont relatives aux modes directs (rétrogrades). L’amortissement modal &, lui aussi,
évolue en fonction de la vitesse de rotation. Le tracé du diagramme & en fonction de €2
permet donc de statuer sur la stabilité du systéeme tournant en présence d’amortissement.

f

mode direct

mode indirect

Fi1G. 1.2: Diagramme de Campbell

L’excitation majeure dans un systéeme en rotation étant les forces synchrones de ba-
lourd, il est possible de détecter les phénomenes de résonance en reportant la droite
d’équation f = 2, appelée droite d’excitation synchrone, sur le diagramme de Camp-
bell. Les points d’intersection avec les courbes des fréquences propres directes fournissent
les vitesses auxquelles les résonances ont lieu. Ces vitesses portent le nom de vitesses cri-
tiques. Les points d’intersection avec les fréquences propres rétrogrades n’ont pas d’intérét
a premiere vue puisqu’elles ne peuvent étre excitées par un balourd (au méme titre qu'une
poutre sollicitée uniquement horizontalement ne peut vibrer verticalement), & moins qu’il
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n’existe des couplages ou des interactions. Il faut préciser que dans le cas d’un systeme
bi-rotor (ou plus, certains moteurs possédant un rotor moyenne pression), il convient de
reporter sur le diagramme les droites synchrones correspondant aux deux rotors, f = Qpgp
et f = Qpp, car le balourd présent sur un rotor peut exciter aussi I’autre rotor. Le nombre
de vitesses critiques se trouve ainsi doublé (on distingue les vitesses critiques produites
par le rotor basse pression et celles produites par le rotor haute pression). De plus, on
reporte parfois aussi les droites d’équation f = n.Q2 ou f = Q/n pour repérer les vitesses
auxquelles des pics super ou sous-harmoniques causées par des non-linéarités peuvent
éventuellement survenir.

La détermination des vitesses critiques demande donc le tracé du diagramme de
Campbell, i.e. un calcul de modes propres a chaque vitesse de rotation (méthode de
balayage en fréquence). Le temps de calcul est donc important. Pour traiter efficacement
les systemes de taille importante, G. GENTA a proposé une technique itérative basée sur
la décomposition en parties proportionnelle et non proportionnelle des matrices d’amor-
tissement et gyroscopiques pour le calcul de valeurs propres [57].

Dans le cas particulier de systemes non amortis et sans couplage directionnel, il est
possible de calculer directement les vitesses critiques (c’est-a-dire sans passer par 'ex-
traction des fréquences propres pour diverses valeurs de la vitesse de rotation). Il suffit
d’injecter la relation w = +\.€2 dans I’équation homogene du mouvement, le signe étant
positif (négatif) pour les vitesses critiques directes (rétrogrades) [16]. La résolution du
probleme aux valeurs propres alors obtenu fournit d’emblée les vitesses critiques. Le co-
efficient \ est introduit pour la conversion des unités ainsi que pour gérer les excitations
induites par les balourds d’autres rotors ou rechercher les éventuels pics de réponses sur
ou sous-harmoniques.

1.3 L’influence des dissymétries

Si les rotors sont souvent axisymétriques, axisymétrie de forme bien stur mais aussi
en comportement (pour des rotors en matériaux composites par exemple), il n’en est pas
de méme pour les stators: la présence d’éléments juxtaposés aux carters, la fixation avec
I’aile,. .. créent des dissymétries a la fois de masse et surtout de raideur.

L’influence des dissymétries en raideur des paliers sur la dynamique du rotor est bien
documentée. Tout d’abord, on note que si les raideurs transversales dans deux directions
principales sont différentes, la réponse synchrone du rotor a un balourd est un mouvement
de précession elliptique au lieu de circulaire. De plus, a ’arrét, les modes propres dans les
plans vertical et horizontal ont naturellement des fréquences propres distinctes. Les modes
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(a) Cas axisymétrique (b) Cas non axisymétrique

Fic. 1.3: Influence des dissymétries sur le diagramme de Campbell

classiquement associés par paires dans le contexte axisymétrique (car identiques a vitesse
de rotation nulle), avec un mode direct et un mode rétrograde, sont des lors différents
I'un de I'autre. On montre d’ailleurs que pour chacun des deux une vitesse critique existe
[76]. Lors d’une réponse a balourd, on observe donc non plus un pic de résonance mais
deux (on parle de phénomene de dédoublement de résonance, split resonances dans la
littérature anglo-saxonne) : le mode rétrograde est excité (cf. figure [L.3).

Dans certaines plages de vitesse de rotation, on observe alors un mouvement de
précession rétrograde du rotor, engendrant ainsi des contraintes axiales normales alternées
dans le rotor qui peuvent s’avérer nuisible (diminution de la durée de vie a cause de la fa-
tigue cyclique, apparition de fissures). Cependant, ces plages sont relativement étroites et
se trouvent aux alentours de vitesses critiques, 7.e. des zones dans lesquelles les opérations
prolongées sont naturellement prohibées (afin d’éviter les phénomenes d’amplification dy-
namique). Les mouvements rétrogrades apparaissent donc de maniere transitoire, lors des
passages de vitesses critiques.

Ce phénomene est classique et peut étre inhibé lorsque I'amortissement est suffisant.
De nombreuses études numériques et expérimentales ont permis de le mettre en évidence.
Un point moins connu mais pourtant bien réel est 1'existence simultanée de la précession
directe et de la précession rétrograde. C. RAO et al. ainsi que A. MUSZYNSKA ont mené
avec succes des expériences durant lesquelles ce cas de figure s’est manifesté [109, 04].
C. RAO et al. ont étudié un rotor de type Jeffcott supporté par des paliers hydrodyna-
miques soumis a 'influence de la gravité, avec différentes valeurs de jeu radial pour les
paliers. Ils ont constaté, pour un jeu dans un certain intervalle, un dédoublement du pic
de résonance, avec le rotor qui orbite dans un sens au niveau du disque et dans 'autre
partout ailleurs sur 'arbre. Il s’avere que le mouvement de précession rétrograde est effec-
tivement initié au niveau du disque, et, qu’avec I'augmentation de la vitesse de rotation,
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il s’étend progressivement le long de ’arbre puis diminue de nouveau avant de disparaitre
totalement.

De son coté, A. MUSZYNSKA s’est intéressée a I'étude d’un rotor vertical monté sur
roulement a billes et possédant un battement total. L’anisotropie des paliers est assurée par
des ressorts de raideurs différentes pour le maintien des bagues extérieures de roulement.
Le rotor possede un disque en extrémité qui génere des effets gyroscopiques. Les essais ont
révélé 'existence de vitesses de rotation pour lesquelles 'extrémité de I'arbre accouplée
avec le moteur d’entrainement orbite dans le sens direct et le disque a l'autre extrémité
orbite dans le sens rétrograde.

La dérivation d’'un modele simplifié lui permet d’analyser les contraintes dans ’arbre,
révélant ainsi la décomposition de celles-ci en une composante constante et une compo-
sante harmonique d’ordre 2 (i.e. dont la dépendance en temps est en 20, Q étant la
vitesse de rotation de 'arbre). Une analyse paramétrique a partir de ce modele recalé
confirme les roles du balourd et de 'amortissement dans ’apparition de ce phénomene.

Pour connaitre le sens de précession a une abscisse donnée sur ’arbre, le moyen le plus
simple est de regarder le déphasage entre le déplacement horizontal et le déplacement
vertical (ou toutes autres données analogues). Expérimentalement, cela requiert 1'utilisa-
tion de capteurs placés perpendiculairement dans un méme plan et d’un oscilloscope (ou
d’un matériel d’acquisition de signaux). On peut également relever le sens de précession
directement a partir de I'orbite si on utilise un top-tour connecté a l’entrée ”impulsion”
de Poscilloscope [46].

Au-dela de la simple observation, il est aussi possible de déterminer le sens de pré-
cession par le calcul : si OA représente le vecteur déplacement d’un point A placé sur la
fibre neutre du rotor par rapport un point O fixe (situé sur I'axe d’alignement) et V(A) sa
vitesse, alors OA Al}(A) est positif alors le mouvement de précession est direct, sinon il est
rétrograde. Basé sur ce principe, C. RAO et al. fournisse les plans d'un circuit électronique
de type différentiateur-multiplicateur qui délivre une tension continue positive ou négative
suivant le sens de la précession.

Comme précisé au départ, la dissymétrie des rotors est beaucoup plus rare, mais elle
peut exister. Il s’agit principalement de dissymétries d’inertie (anisotropie des inerties
diamétrales) ou de dissymétries de raideur (pour les rotors en matériaux composites par
exemple). En raison de la rotation propre, les équations décrivant la dynamique du systeme
comportent alors des termes fonction du temps, qui peuvent, dans certaines circonstances,
générer des instabilités. Le mouvement d'un tel rotor, méme parfaitement équilibré, peut
donc diverger. Il a été démontré que les zones d’instabilité se trouvent entre les vitesses
critiques dédoublées et qu’elles peuvent disparaitre en présence de non-linéarités

[67].
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Il faut préciser que les dissymétries dans les rotors peuvent apparaitre au cours du
temps avec la fatigue : la présence de fissures transversales dans ’arbre entraine une modi-
fication locale de raideur qui rend les caractéristiques élastiques anisotropes. Le probleme
est cela dit tout différent. En effet, la raideur locale dans la direction de la fissure n’est
pas identique selon que cette derniere est ouverte ou fermée [20, I58]. On la modélise
donc par une raideur bi-linéaire valant k &+ 0k (suivant le signe du moment de flexion), k
étant la raideur dans 'autre direction principale. Les équations du mouvement sont donc
toujours paramétriques mais comporte cette fois-ci des termes non-linéaires fonction du
temps. Les réponses a balourd se trouvent fortement affectées et varient considérablement
en fonction de la direction du balourd, des zones d’instabilité pouvant émerger lorsque la
position du balourd correspond & celle de la fissure [67].

1.4 Le role déstabilisant de ’amortissement interne

Si 'amortissement a toujours un role bénéfique sur la dynamique des systemes non-
tournants, il n’en est pas de méme pour les systemes tournants. Les ingénieurs ont depuis
longtemps été conscients des effets déstabilisants induits par ’amortissement interne, i.e.
matériel, des rotors: il s’avere en effet que pour des systemes axisymétriques le mouvement
peut devenir instable a partir d’un certain seuil de vitesse de rotation. Ce seuil dépend du
ratio entre 'amortissement qualifié d’externe (c’est-a-dire celui introduit par les paliers,
le couplage avec le fluide environnant,. .. ) et ’amortissement interne, mais il est toujours
supérieur a la premiere vitesse critique.

L’instabilité est liée a la rotation propre du rotor et n’est en rien attribuable a
d’éventuelles non-linéarités. Lorsque 'on exprime les forces d’amortissement internes des
parties tournantes dans un repere fixe, on remarque que celles-ci se décomposent en deux
termes: un terme proportionnel a la vitesse, .e. des forces d’amortissement au sens clas-
sique, et un terme proportionnel au déplacement, i.e. des forces dites circulatoires. Ce
sont ces dernieres qui sont a l'origine des phénomenes d’instabilité car elles s’opposent
aux forces d’amortissement externe [143]. Les forces circulatoires sont parfois appelées
forces pseudo-gyroscopiques. Il faut cependant noter qu’elles ne s’observent pas exclusi-
vement sur les systemes en rotation. Par exemple, lors de ’étude de la barre de Pfliiger
(barre sur appuis simples soumise a des forces tangentielles concentrées), on retrouve
également des forces de nature circulatoire [122].

La modélisation par éléments finis reflete bien ce phénomene. On montre aisément que
la prise en compte d’amortissement tournant fait intervenir des matrices d’amortissement
symétriques D qui s’ajoutent aux matrices d’amortissement externe et des matrices de
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forces circulatoires antisymétriques H qui s’adjoignent aux matrices de raideur formant
ainsi des matrices de raideur généralisée. Le caractere non symétrique de celle-ci révele
bien I'existence éventuelle d’instabilités. Si ’amortissement est visqueux, D est constante
et H dépend linéairement de €). A grande vitesse, les forces circulatoires deviennent donc
prépondérantes. Dans le cas d'un amortissement hystérétique, D dépend linéairement de
Q™! mais que H est constante. Ce type d’amortissement apporte donc toujours la méme
contribution aux effets circulatoires, indépendamment de la vitesse de rotation. Pour un
amortissement externe nul, on peut montrer que le systeme reste stable jusqu’a la premiere
vitesse critique, compte tenu du terme D qui prédomine [162].

Il convient de remarquer que si le rotor a un mouvement de précession synchrone et
circulaire, alors les forces d’amortissement interne sont nulles. L’énergie est alors dissipée
exclusivement par les forces d’amortissement externe. Seule la présence d’amortissement
sur les parties non tournantes permet donc de limiter les amplitudes de vibration lors du
passage des vitesses critiques.

I.2 Origine des non-linéarités

2.1 Les roulements

Pour un grand nombre de machines tournantes, on utilise des paliers hydrodynamiques.
Cependant, pour les moteurs aéronautiques, les paliers doivent étre de faible encombre-
ment et capables de supporter d’'importantes charges non seulement radiales mais aussi
axiales, et ce méme a des vitesses de rotation quasi-nulles. Cela justifie donc 'utilisation
de roulements. Ces éléments sont des pieces majeures puisqu’ils assurent les liaisons entre
rotor et stator et les liaisons inter-rotor.

Etant donné que les roulements sont soumis lors de leur fonctionnement a des gra-
dients thermiques, un jeu interne est nécessaire pour éviter des compressions importantes
des billes ou rouleaux et, par conséquent, une fatigue prématurée. Ils possedent donc
une non-linéarité inhérente. Celle-ci peut induire des phénomenes complexes et variés.
Il a en effet été observé sur moteur d’avion des réponses asynchrones de grandes am-
plitudes a 2 fois et méme 8 fois la vitesse critique [43]. Celles-ci ne se produisant pas
avec des roulements délibérément montés avec un jeu excessivement serré, ces réponses
sous-harmoniques s’averent donc étre liées a 'existence d'un jeu de fonctionnement.
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Fia. 1.4: Modélisation des roulements

F. F. EHRICH a montré qu’elles sont associées a ’existence d’un excentrement du rotor
dans un de ses paliers, qui peut étre di par exemple a des forces statiques (comme le
poids propre ou les charges de manceuvre) ou encore a un mauvais alignement (probleme
de montage). Des vibrations sur-harmoniques ont aussi été décelées en régime sous-critique
[45]. Ces réponses sur ou sous-harmoniques ont une grande importance car elles expliquent
les pseudo-pics de résonance observés a des vitesses de rotation multiples ou sous-multiples
de la vitesse critique (non prédits par l'analyse linéaire). Physiquement, ces zones de
vitesse correspondent a des régimes ou le rotor rebondit plusieurs fois par période ou une
fois en plusieurs périodes sur la bague extérieure de roulement. Entre deux pics consécutifs
de réponses sur ou sous-harmoniques, des comportements chaotiques ont également été
remarqués [44]. Cependant, I'existence de solutions chaotiques dans ces zones de transition
a une importance moindre car les amplitudes de vibrations sont assez faibles.

Afin de modéliser ces phénomenes, de nombreux auteurs ont proposé d’utiliser une
raideur bi-linéaire par morceaux (cf. figure [.4] cas rotor excentré) pour tenir compte de
la dissymétrie en raideur apportée par la présence combinée d'un jeu radial et d’une force
statique: si le déplacement du rotor est dans le sens opposé a cette force et s’il s’avere
suffisant pour assurer le décollement, alors la flexibilité se limite a la flexibilité apparente
du rotor au niveau du palier (raideur k). Elle est donc plus faible que celle de 1’ensemble
roulement /rotor (raideur k). Ce phénomene se retrouve dans la littérature sous le nom
de normal-loose condition |25l B5]. Ce modele a effectivement permis de confirmer, via
des méthodes de perturbation [25], I'existence de réponses sous-harmoniques, ainsi que de
réponses sur-harmoniques et chaotiques via l'intégration temporelle [43], [44] [45].

Les études paramétriques menées sur un rotor de type Jeffcott montrent que 'existence
de telles solutions sont fortement influencées par le ratio des raideurs, ki /ko, et le taux
d’amortissement. Elles apparaissent en effet pour des faibles valeurs de ces coefficients.
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Grace a un tel modele, F. F. EHRICH a également réussi a expliquer des combinaisons de
fréquence constatées expérimentalement sous certaines conditions [42] [40].

D’autres auteurs sont arrivés a des conclusions identiques en considérant un modele
de raideur radiale bi-linéaire, cette raideur étant nulle si le déplacement relatif entre le
rotor et le palier est inférieur au jeu radial [29]. La raideur du palier n’est donc prise en
compte que lorsque le jeu est consommé. Ce modele offre 'avantage de gérer facilement les
forces statiques et permet d’étudier I'influence des forces de balourd (la validité du modele
précédent repose sur I’hypothese que le rotor reste au voisinage du fond du roulement,
i.e. que la force de balourd est relativement faible comparativement & la force statique).

Y. B. KiM et al. précisent que le balourd doit se trouver dans un certain intervalle pour
pouvoir observer des réponses sous-harmoniques d’ordre 2 [74]. Effectivement, si le balourd
est trop faible vis-a-vis de la force statique, le phénomene de décollement ne se produit
pas: le systeme est donc linéaire. De méme, si le balourd est trop important, le rotor
orbite toujours en fond de roulement : la réponse est dans ce cas circulaire et synchrone.
Des remarques semblables tiennent aussi pour la valeur de la force statique ou celle du
jeu de roulement. Ils montrent de plus que I'augmentation de I'amortissement permet de
réduire, voire d’inhiber, les pseudo-pics de réponses sous-harmoniques, et ce quelle que
soit la valeur de la force statique. Des réponses chaotiques ont également été détectées
pour des grandes valeurs de ratio entre la raideur du roulement et celle de I'arbre. Elles
proviennent de bifurcations successives par dédoublement de période.

L’ajout dans ce modele d’un terme de couplage en raideur modélisant sommairement
les forces induites par les joints d’étanchéité a révélé qu’a partir d’une certaine valeur de
ce terme, des réponses quasi-périodiques peuvent survenir [72] [75] ainsi que des sauts de
réponse au passage de la vitesse critique [27].

La nature hertzienne du contact constitue un autre type de non-linéarité présent dans
les roulements [40]. En gardant une modélisation radiale bi-linéaire mais en prenant cette
fois-ci une force de raideur en puissance 3/2 et non plus linéaire, S. SAITO montre qu’il
est possible d’obtenir des intervalles de vitesse de rotation pour lesquels deux solutions
existent, conduisant ainsi a des sauts de réponse [113] 49].

Outre ces aspects de jeu radial et de contact de Hertz, la rotation d’ensemble des billes
ou des rouleaux, i.e. la cinématique du roulement causée par la rotation du rotor, engendre
une variation périodique de la raideur sous I'action d’une force statique. Ceci est source de
vibration : un rotor méme parfaitement équilibré est donc soumis a une force d’excitation
paramétrique [I38]. En présence d’un balourd, la réponse du rotor possede donc deux
composantes fréquentielles distinctes (une relative a la vitesse de rotation et une autre
égale a la fréquence de rotation de la cage), avec éventuellement des combinaisons de
celles-ci, qui s’amplifient lorsque le jeu radial augmente [137]. Quelques études réalisées
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pour des roulements a billes ont d’ailleurs aussi montré, d’'un point de vue théorique
uniquement, la possible apparition de chaos par dédoublement de période et via une
route quasi-périodique [137,[92]. La perte de contact entre les billes et les bagues semble
étre une condition nécessaire pour avoir un régime chaotique, indiquant que les roulements
faiblement chargés sont potentiellement sujet a de telles réponses [92].

Mais en pratique, 'influence de la force de balourd est généralement telle que ces effets
induits par I'excitation paramétrique sont négligeables, surtout lorsque le nombre de billes
ou de rouleaux est important, si bien que seule la fréquence synchrone du rotor est prise
en considération dans la réponse.

Cependant ce phénomene a son importance dans les détections de défauts dans les
roulements [132]. En effet, les imperfections géométriques génerent, du fait de la rotation,
des impulsions dont la fréquence est beaucoup plus importante que la fréquence synchrone
[127, 155]. En utilisant des accélérometres, on retrouve de ce fait dans le spectre du signal
des raies a certaines combinaisons de fréquences qui dépendent du type de défaut. Il est
donc possible en analysant les signaux de conclure quant a la localisation et le type de

défaut [133] [30].

Bien que la présence de défauts dans un roulement n’influence pas d’ordinaire la
réponse principale due au balourd, des résultats expérimentaux ont montré que des
phénomenes de résonance peuvent se produire a la fréquence de la cage lorsqu'une des
billes d’un roulement possede un diametre bien supérieur aux autres. L’explication réside
dans le fait qu’avec la présence de cette anomalie géométrique, I’arbre se trouve excentré
par rapport a la ligne passant le centre des bagues extérieures des roulements, causant
inévitablement un balourd qui tourne non pas a la vitesse de rotation de I’arbre mais a
celle de la cage. De plus, la raideur dans la direction de la bille anormale est plus impor-
tante que dans les autres directions. Vu cette asymétrie, d’autres résonances, relatives a
un mode rétrograde, peuvent aussi apparaitre [154].

2.2 Contact rotor/stator

Pour le bon fonctionnement du moteur, des jeux sont nécessaires entre parties fixes et
parties tournantes. On en trouve donc a tous les endroits, que ce soit entre les aubes de
la soufflante et le carter fan ou encore au niveau des joints d’étanchéité. Au stade de la
conception, on essaie cependant de les réduire au minimum pour atteindre les meilleures
performances possibles, puisqu’en les diminuant on augmente le rendement, minimise les
fuites,. .. Au niveau du carter fan par exemple, on place un matériau tendre d’épaisseur
suffisante pour qu’il soit en contact avec les aubes de la soufflante. Des les premieres
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rotations, les aubes viennent alors consommer le surplus, ce qui assure un jeu minimal en
fonctionnement normal.

Bien entendu, la réduction des jeux entre parties fixes et parties tournantes entraine
une augmentation de la probabilité que le rotor vienne rentrer en contact avec un élément
du stator, si bien que depuis une vingtaine d’années les recherches dans ce domaine n’ont
cessé de se multiplier. Ces recherches ont permis de mettre en évidence, soit expérimenta-
lement soit numériquement, une tres grande diversité du comportement vibratoire apres
une prise de contact, de valider les modélisations adoptées, et s’orientent maintenant vers
la prédiction de couplages éventuels [150].

L’interaction rotor/stator a été étudié par F. F. EHRICH d'un point de vue théorique
et numérique sur un systeme simplifié [47]. Il a démontré que sous l'influence d’une force
de balourd suffisante le rotor peut, a 'approche de la vitesse critique, entrer en contact
avec un élément du stator, engendrant ce qu’il appelle un stator whirl (mouvement de
précession directe du stator). En régime permanent, ce contact continu engendre une
rigidification locale responsable d'un décalage du pic de résonance vers une fréquence plus
grande. Dans certains cas, cela peut aller jusqu’al” apparition d’un phénomene d’hystérésis
se traduisant par deux sauts de réponse (le premier arrivant lors de I'accélération et le
second lors de la décélération, a une vitesse plus faible) et l'existence d'une zone dans
laquelle deux réponses dynamiques sont possibles (le stator suivant ou non un mouvement
de précession directe).

Il a aussi mis en évidence l'existence, en régime sur-critique, d'une branche secon-
daire de réponse stable dans laquelle le mouvement de précession du stator est également
possible. Cette branche étant déconnectée de la courbe de réponse principale (précession
directe du rotor seul), la précession n’est généralement pas observée. Elle peut cependant
survenir si le systeme est soumis a quelques perturbations. Une fois initiée, elle persiste
jusqu’a ce qu’on décélere jusqu’a un certain seuil (souvent la fréquence propre du stator)
a partir du quel on retrouve la solution principale, un saut de réponse accompagnant cette
transition. H. F. BLACK, a 'aide des réceptances polaires, montre aussi que l'interaction
synchrone est possible méme si le rayon du mouvement de précession du rotor est inférieur
au jeu radial. Il fournit de plus un critere permettant de définir les zones d’interaction. J.
L. LAWEN et G. T. FLOWERS ont d’ailleurs utilisé ce critere pour analyser les interactions
possibles entre un rotor supporté par des paliers magnétiques et un palier auxiliaire [79].

Les interactions précédentes supposent que le coefficient de frottement dynamique
entre les parties tournantes et fixes est assez faible. Cette hypothese est valide par exemple
si le contact vient par exemple d'une consommation du jeu radial d'un amortisseur par
film d’huile due a une pression d’huile insuffisante. Dans ce cas, c’est la bague extérieure
du roulement qui vient frotter sur le stator, le rotor tournant sans probleme dans son
roulement.
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Fia. 1.5: Force de frottement responsable de la précession rétrograde

Cependant, dans de nombreuses circonstances, le coefficient de frottement est impor-
tant. La prise de contact du rotor avec le stator génere alors une force de frottement non
négligeable qui peut étre source d’instabilité, I'instabilité se traduisant par un mouvement
de précession rétrograde du rotor. M. P. DEN HARTOG a été un des premiers a expliquer
ce phénomene: des que le rotor vient toucher une partie de stator, une force de frotte-
ment apparait du fait de sa rotation. Mais cette force qui s’applique au point de contact
est de sens contraire a la vitesse tangentielle du rotor en ce méme point (cf. figure 2.2)).
Elle s’oppose ainsi au mouvement de rotation, engendrant un mouvement de précession
rétrograde auto-entretenu (cette vibration correspondant avec une des fréquences propres
du systeme). Avec une description aussi sommaire, on pourrait penser que cette insta-
bilité est assez fréquente. Néanmoins, sa réalisation est influencée par de nombreux pa-
rametres, autres que le seul coefficient de frottement. F. F. EHRICH par exemple témoigne,
en considérant la dynamique du stator dans un probleme de contact rotor/stator, que les
mouvements de précession rétrogrades de grandes amplitudes peuvent ne pas exister dans
certaines circonstances [41]. Il trace un diagramme de stabilité qui montre l'influence des
ratios de raideur et d’amortissement, wps/wo, et £ /&, sur Papparition ou non d'un whirling
rétrograde.

En réalité, du fait des décalages statiques ou d’imperfections géométriques, la prise
de contact ne s’opere pas immédiatement de maniere totale. Il existe préalablement des
phases ou le contact est partiel. Pendant ces phases, des composantes sur-harmoniques
apparaissent dans le spectre de la réponse. De nombreux essais sur moteur réel ont en effet
révélé la présence de sur-harmoniques d’ordre 2 et 3. Leur niveau dépend de la sévérité du
contact. R. F. BEATTY les explique en analysant la série de Fourier d’un signal sinusoidal
tronqué et donne une relation entre la longueur d’arc de la zone de contact et les niveaux
des sur-harmoniques [T4]. Tl affirme que le contact est bénin pour la machine tant que la
zone de contact reste inférieure a 270°, ou que le niveau des composantes harmoniques
d’ordre 2 et 3 ne dépasse pas 75 et 50 % de 'amplitude synchrone (si les mesures ne sont
pas effectuées pres de 'endroit du contact, il faut utiliser les fonctions de transfert).
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Une fois le rotor en contact permanent établi, il se peut, si la force de frottement est
suffisante, que le rotor subisse en régime sur-critique une instabilité se traduisant par une
réponse sous-harmonique en précession rétrograde. Sinon, dans le cas ou le frottement
est trop faible, le stator se comporte comme un palier supplémentaire et joue le role de
limitateur d’amplitude.

De nombreux autres phénomenes s’observent parfois en présence de contact. Par
exemple, si le rotor possede une certaine flexibilité en torsion, il peut alors y avoir des
phénomenes de couplage entre les vibrations de torsion et les vibrations latérales, puisque
la force de frottement génere également un couple résistant qui s’oppose au couple moteur
[B]. TI a aussi été démontré expérimentalement que les effets thermiques peuvent s’avérer
importants : avant la vitesse critique, le frottement provoque un échauffement local sur
I’arbre, causant alors un fléchissement de ’arbre sous les effets thermiques. Puisqu’en
régime sous-critique le centre de gravité du rotor se trouve plus éloigné de I'axe que le
centre géométrique, le balourd se trouve amplifié, ce qui augmente les forces de frottement
et ainsi de suite. Au-dela de la vitesse critique par contre, c’est I'inverse. Le fléchissement
n’est donc pas accentué et contribue a diminuer le balourd da a I’excentrement du centre

de gravité [14].

Enfin, concernant la modélisation, deux modeles sont classiquement utilisés. Le pre-
mier fait appel a une raideur de contact k. : en cas de contact, la force normale s’exprime
par f, = —k..(A —0) et la force tangentielle par f; = p.f,, les parametres A, § et p
représentant respectivement le déplacement radial, le jeu radial et le coefficient de frotte-
ment dynamique. Le deuxieme est le modele de rebond : la condition de non pénétration
A < 6 est imposée et on admet qu’au point de contact la variation de vitesse normale
s'écrit v = —e.v,,, e étant le coefficient de restitution. A la suite d’'une comparaison entre
des résultats numériques obtenus avec ces deux modeles et des résultats expérimentaux,
Y. S. CHOI et C. Y. BAE ont conclu que le modele de raideur de contact permet de mieux

appréhender le contact, en terme de niveau et de forme des orbites, que le modele de
rebond [28§].
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Conclusion

Ce chapitre a présenté les principaux aspects liés a la dynamique des rotors, parti-
culierement dans le cadre des rotors de moteurs d’avion. On y a montré comment de
nombreuses instabilités peuvent survenir a cause de la rotation, méme sans non-linéarités.
Ces instabilités proviennent notamment de I'amortissement interne des rotors ou de dis-
symétries. Leur étude, bien que non immédiate, est simplifiée du fait de l'absence de
non-linéarités.

Comme on vient de le voir cependant, la prise en compte de certains phénomenes se
produisant dans les moteurs d’avion — comme les phénomenes d’interaction entre rotor
et stator par exemple — ou de certains éléments — comme les roulements ou les amortis-
seurs par film d’huile appelés squeeze film — introduisent des non-linéarités importantes
qui peuvent elles aussi etre sources d’instabilité. Dans notre étude, on s’intéressera en par-
ticulier aux roulements, éléments de premiere importance compte tenu de leur fonction,
dont le comportement est fortement non-linéaire. L’analyse dynamique dans ce contexte
est donc difficile et demande de disposer d’outils numériques adaptés et efficaces, ainsi
que des modele physiques pertinents.
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Introduction

Ce chapitre présente différents outils de calcul utilisables lors de I’étude du compor-
tement dynamique d’une structure soumise a une sollicitation périodique. Cette étude
consiste, du point de vue mathématique, a rechercher la solution du systeme d’équations
différentielles dépendant du temps qui modélise le mouvement de la structure. Il parait
licite d’admettre que la solution est elle aussi périodique, hypothese essentielle de nom-
breuses méthodes de résolution dont on passera en revue les plus répandues. Les non-
linéarités présentes dans I’équation peuvent malgré tout conduire a des solutions apério-
diques ou chaotiques [136]. A T'heure actuelle, les seuls outils de calcul permettant la
détermination de telles solutions sont les intégrateurs temporels. C’est pourquoi unique-
ment des méthodes de calcul de solutions périodiques sont présentées ici.

Dans toutes ces méthodes, il est nécessaire de stipuler la forme de la réponse. Cela
permet de transformer le systeme d’équations différentielles régissant le mouvement de
la structure en un systeme d’équations algébriques qui lui est équivalent sous les hy-
potheses avancées. Si, lors de la résolution des équations différentielles du mouvement
par intégration temporelle directe, il est impossible d’obtenir des solutions instables (sauf
dans des cas particuliers, comme un cycle répulsif qui peut s’obtenir par une intégration
rétrograde, i.e. en temps négatif), il n’en est pas de méme lors de la résolution des
équations algébriques. L’étude de la stabilité des solutions est donc indispensable, pour ne
prendre en considération que les solutions stables, c¢’est-a-dire physiquement observables.

Ces méthodes ont un large domaine d’application. Toutefois, leur présentation est ici
volontairement limitée a un cas particulier mais néanmoins important : celui des structures
composées d'un assemblage d’éléments supposés linéaires reliés entre eux par des liaisons
éventuellement non-linéaires. Son importance se justifie non seulement par son ampleur
mais aussi par sa particularité: ampleur car de telles modélisations sont fréquentes, et
particularité car, les liaisons étant localisées, il est possible de condenser les degrés de
liberté (ddl ) linéaires sur les ddl non-linéaires.

Dans ce contexte, I’équation différentielle peut s’écrire sous la forme

=

M.q(t) + B.q(t) + K.q(t) + fi“(t,g,g) = f‘”(t) (IL.1)
ol g, fi“ et f‘” représentent respectivement les vecteurs des coordonnées généralisées, des
forces non-linéaires et des forces extérieures. Les matrices M, B et K correspondent aux
matrices de masse, d’amortissement généralisé et de raideur généralisée, pouvant contenir
des termes relatifs a de la précontrainte, a la rotation a vitesse constante de certains
éléments, ou autre.
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Si toutes les liaisons sont linéaires, la solution analytique exacte peut étre déterminée
directement [59]. Cela n’est bien entendu plus possible lorsque des liaisons présentent des
non-linéarités. Cependant, pour de faibles non-linéarités, i.e. si i”a peut se mettre sous
la forme i”“ tin 4 ¢ f lanl o4 & est un petit parametre, on peut avoir recours a la méthode
de balance harmonique ou a des méthodes dites de perturbation, comme la méthode de
Lindstedt-Poincaré ou encore la méthode des échelles multiples. Pour ces méthodes, le
lecteur est renvoyé a l’excellent ouvrage des professeurs A.H. NAYFEH et D.T. Mook [99].
R. GANESAN [55] ou D. W. CHILDS [25] ont par exemple appliqué celle des échelles multiples
pour 'analyse des vibrations d’un rotor de type Jeffcott en prenant en compte un effet
de normal-loose. Ces méthodes conduisent également a des solutions analytiques, mais
approchées. Cela permet d’établir des relations entre les parametres physiques du modele
et des caractéristiques de la réponse, ce qui est particulierement utile dans le domaine de
'identification [I3]. Il faut toutefois souligner qu’elles restent difficiles & mettre en place
sur des systemes de taille importante, et que la prise en compte d’un nouveau parametre
demande de reconduire tous les calculs soit a la main, soit a I’aide d’un logiciel de calcul
formel comme Maple ou Mathematica.

Dans le cas de fortes non-linéarités, il n’est plus envisageable d’effectuer des calculs
analytiques. On a alors recours a des méthodes purement numériques, qu’il est possible
de classer en deux catégories: les méthodes temporelles et les méthodes fréquentielles.
Compte tenu de leur caractere numérique, si un parametre A du systeme évolue, il
est nécessaire d’effectuer un calcul pour chaque valeur prise par celui-ci. Ainsi, pour
déterminer la solution lorsque A varie entre A,,;, et A4z, on couple ces méthodes avec
un algorithme de type prédicteur/correcteur, incluant éventuellement une méthode de
continuation.

Les deux premiers paragraphes exposent successivement des méthodes temporelles
et fréquentielles. Le troisieme paragraphe est consacré a leur implémentation dans un
algorithme de type prédicteur/correcteur et présente quelques méthodes de continuation.
Le quatrieme paragraphe traite de 'analyse de la stabilité des solutions ainsi que des
problemes de bifurcations. Enfin, le cinquieme et dernier paragraphe aborde de la mise
en place de la technique de condensation sur les ddl non-linéaires lors de I’application de
ces méthodes.
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II.1 Les méthodes temporelles

L’intégration temporelle représente 1’approche classique pour résoudre un systeme
d’équations différentielles dépendant du temps. Elle consiste a construire la solution pro-
gressivement dans le temps, pas a pas. La popularité des intégrateurs réside tant dans
leur simplicité d'utilisation que dans leur capacité a traiter tout type de problemes. Leur
application a I’étude du comportement dynamique d’une structure soumise a une solli-
citation périodique s’effectue naturellement, en commencant 'intégration a partir d’une
condition initiale quelconque et en la poursuivant jusqu’a ce que le régime permanent soit
atteint. Cependant, le temps calcul nécessaire pour s’affranchir du régime transitoire peut
s’avérer prohibitif, surtout pour les structures faiblement amorties.

Dans ce contexte de régime forcé, les solutions a long terme aux quelles on s’intéresse
peuvent étre de trois types: T-périodiques (7' étant un multiple de la période T} de
'excitation, i.e. T' = p.T avec p entier non nul), quasi-périodiques ou chaotiques. Pour
ces deux derniers types, seule 'intégration temporelle directe permet de les calculer. Par
contre, dans le cas assez fréquent des réponses périodiques, il est souvent plus judicieux
de recourir a des méthodes temporelles, comme la méthode de tir ou la méthode des
différences finies.

Ces méthodes, assez récentes dans le domaine de la mécanique vibratoire, découlent de
méthodes largement développées dans un domaine mathématique, celui de la résolution
des problemes de valeurs aux limites [126]. Elles consistent a trouver la solution d’une
équation différentielle de la forme y'(x) = f(x,y(x)) qui vérifie des conditions aux limites
décrites par une équation du type r(y(a),y(b)) = 0. C’est exactement le probleme qui
se pose lors de la recherche de solutions T-périodiques. L’équation différentielle est dans
ce cas I'équation différentielle du mouvement mise sous forme d’état, et la fonction r est
définie par r(y(0),y(T)) = y(T) — y(0) (ou y = *[*q, *¢] représente le vecteur d’état),
traduisant la périodicité de la solution, a savoir ¢(0) = ¢(T') et ¢(0) = ¢(7T"). L’application
de celles-ci a la dynamique des structures découle donc spontanément [98].

1.1 Les intégrateurs temporels

Les méthodes d’intégration directe, ou plus simplement intégrateurs, sont des procé-
dures numériques pas-a-pas qui permettent de traiter les équations différentielles (ini-
tial value problems). Leur popularité et leur essor important sont dus a leur facilité
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d’implémentation et leur disposition a traiter aisément tout type de systemes, méme
non-linéaires.

En mécanique, les équations en question sont celles du mouvement. Il s’agit d’équations
différentielles ordinaires temporelles d’ordre 2 provenant de la semi-discrétisation (via par
exemple la méthode des éléments finis ou la méthode des différences finies) des équations
différentielles partielles hyperboliques spatio-temporelles établies a partir des équations
fondamentales de la mécanique des milieux continus.

Ces équations du mouvement sont parfois mises sous forme d’état

a1 _ v L g 0
5] [—Mg i) 3] () 0

La taille du systeme est dans ce cas multipliée par 2, mais son ordre passe a 1. Cela

permet d’utiliser les nombreux intégrateurs du premier ordre répertoriés dans la littérature
mathématique.

1.1a Principe de fonctionnement d’un intégrateur

La résolution de I’équation différentielle du mouvement consiste pour tout intégrateur
a vérifier cette équation en plusieurs instants consécutifs ¢, en avancant des hypotheses
sur la variation du déplacement, de la vitesse et de l'accélération durant chaque inter-
valle de temps [ty , try1]. Cela conduit a des algorithmes pas-a-pas qui fournissent des
approximations successives de ces trois champs.

Les intégrateurs les plus répandus sont ceux basés sur les différences finies, comme la
famille des algorithmes de Newmark, le principe étant de remplacer les dérivées tempo-
relles par des différences finies. Ils s’appuient sur des relations du type

q(k) & ( P q(k—j)
[ (k) ] = Z Q. [ ~(k—7) ] + Z Atﬁj [ = (k—j) ] (II3>
d Jj=1 4 §=0 4

ol g(k) est 'approximation de la vraie solution g au temps t; (idem pour les autres termes).
Couplées a I’équation différentielle du mouvement, elles donnent des schémas numériques
qui agissent comme des filtres sur la solution.

A coté des schémas basés sur les différences finies, on trouve aussi des schémas basés
sur 'extrapolation ou encore le développement en série de Taylor, comme la famille des
algorithmes de Runge-Kutta, qui présentent ’avantage d’une meilleure précision, au prix
d’un temps de calcul plus important, avantage cependant non garanti pour les problemes
fortement non-linéaires.
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1.1b Classification des schémas

Les schémas numériques des intégrateurs sont souvent répertoriés en deux catégories :
les schémas implicites (5y # 0) et les schémas explicites (5 = 0). En implicite, le calcul
de la solution au temps tx1 se base sur I'équation du mouvement considérée a I'instant
tx+1, alors qu’en explicite c’est a l'instant t5. De ce fait, en formulation implicite le cotit
calcul pour un pas de temps est élevé et la demande de stockage en mémoire importante
(inversion a chaque pas) contrairement a la formulation explicite qui, quant a elle, présente
I'inconvénient de nécessiter un pas de temps assez faible pour des questions de stabilité.
Les schémas implicites sont surtout utilisés pour traiter les problemes structuraux (aussi
appelés problemes inertiels, pour lesquels la réponse est dominée par un petit nombre
de modes basse fréquence), alors que les schémas explicites sont utilisés pour traiter les
probléemes de propagation d’ondes (probléemes de dynamique rapide, pour lesquels il y a
une contribution importante des moyennes et hautes fréquences).

La classification des schémas s’opere également suivant le nombre p d’instants ulté-
rieurs t;_; utilisés pour d’écrire 1'état du systeme a l'instant actuel ¢;. Si p = 1, on parle
de schéma a un pas, si p > 1, de schéma a pas multiples. En pratique, les schémas a pas
multiples sont beaucoup moins répandus, car ils présentent 'inconvénient de nécessiter
une procédure spéciale de démarrage. De plus, la gestion du pas de temps pour ces schémas
est tres délicate, de méme que ’établissement de leur limite de stabilité et leur niveau de
précision [126].

1.1c Analyse de la stabilité

Pour établir la convergence d’un intégrateur, I'analyse de la stabilité du schéma nu-
mérique associé est essentielle. En effet, d’apres le théoreme d’équivalence de LAX, la
stabilité d’un schéma aux différences finies est une condition nécessaire et suffisante pour
que la solution numérique converge vers la solution exacte lorque le pas de temps tend
vers 0 (condition globale de convergence), pourvu toutefois que 1’algorithme soit consistant
(condition locale de convergence).

La stabilité est classiquement étudiée dans le cadre linéaire (en présence de non-
linéarités, I'analyse de stabilité est rendue beaucoup plus complexe voire impossible).
De plus, on se limite a un seul degré de liberté, la condensation modale permettant tou-
jours (sous I’hypotheése d’une matrice d’amortissement modal diagonale) de passer d’un
systeme de n équations a n équations découplées.
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Pour cette analyse, il faut tout d’abord injecter les relations relcinem dans I’équation
différentielle du mouvement, ce qui conduit a une nouvelle relation qui, sous forme cano-
nique, s’exprime par

(k—=1)

(k) q(k) q (k—1) (k—1) (k—1)
A Ol A k=) +0 = Ay +b (I1.4)

Cette expression relie les vecteurs d’état du systéme (configuration dans l'espace des
phases) aux instants successifs t;_; et ¢,. La matrice A, appelée matrice d’amplification,
est propre au systeme étudié et s’exprime donc en fonction des parametres physiques
(pulsation propre wy et amortissement modal £). Le vecteur b quant a lui est relatif a
I'excitation appliquée au systeme. Tous deux dépendent bien str du pas de temps At et
des parametres du schéma (a; et 3;). Il s’en suit que

k
y® = ARy 4 5 471 k) (IL.5)

£ <
On remarque ainsi que la stabilité numérique du schéma n’est assurée que si ||| Af|| < 1.
On a par conséquent recours au rayon spectral p(A) = max(|A], |A2|) (les \; étant les

valeurs propres de é) et le critere de stabilité s’écrit

p(4) <1 (IL.6)

On parle dans ce cas de stabilité spectrale (il existe d’autres techniques pour étudier la
stabilité d’un schéma par différences finies, comme le principe de coefficients fixés). Il faut
noter que le recours aux invariants principaux de A permet de vérifier de maniere élégante
cette condition, puisqu’elle s’écrit dans ce cas

_1<det(4) <1 (IL.7)

{ det(A) & tr(A)+1>0

Vu la dépendance de A vis-a-vis de At, cette stabilité peut, suivant le schéma, étre
conditionnelle ou non (i.e. indépendante ou non du pas de temps). L’avantage majeur
des schémas implicites sur les schémas explicites provient du fait qu’ils sont généralement
inconditionnellement stable. Ainsi, en implicite, le pas de temps n’est pas limité par
des problemes de convergence, mais uniquement par des problemes de précision, alors
qu’en explicite, le pas de temps doit vérifier At < At..; pour assurer la convergence.
Cette condition a respecter n’est cependant pas une contrainte a ’égard des problemes de
propagation d’ondes, pour lesquels on utilise toujours un pas de temps tres faible afin de
pouvoir capturer les variations tres rapides des quantités étudiées. Etant donné que les
schémas explicites sont plus rapides que les schémas implicites, travailler en explicite est
particulierement recommandé dans ce cas.
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Le pas de temps critique, calculé a partir de ou [L7, s’exprime en fonction des
parametres du schéma et de la pulsation propre wy, i.e. de la fréquence. Dans le cas d'un
systeme d’équations, le pas de temps critique sera celui fourni par la fréquence maximale.
Pour les modeles éléments finis, en résolution directe (i.e. sans calcul des modes propres),
le calcul de f,,,, n’est toutefois pas indispensable car il est possible de 'approximer par
exces (car la valeur propre maximale d'une structure homogene est inférieure ou égale
a la valeur propre maximale du plus petit élément du réseau qui est elle plus aisément
calculable, analytiquement ou numériquement, et dépend sous une forme ou une autre de
la célérité des ondes dans le modele, cf. la condition de compatibilité de Courant).

1.1d Etude de la précision

Outre la stabilité purement numérique du schéma, il faut aussi s’intéresser a sa capacité
a suivre I’évolution de la solution exacte au cours d'un pas de temps At. L’erreur de
troncature locale e définie par

y(te) = Ay(tr—1) + b(tx—1) + At.e(tp—1) (IL.8)

donne une indication sur la précision locale de I'algorithme. On dit que ’algorithme
est consistant si Vi, |le(tr)||, < c.At™. Le coefficient m est l'ordre de précision, supérieur
ou égal a 2 pour la plupart des intégrateurs utilisés en mécanique.

L’ordre de précision, ou taux de convergence, ne donne cependant aucune information
sur I’écart entre la solution numérique et la solution exacte. Pour quantifier cet écart, on
fait ’hypothese d'une structure conservative (§ = 0) soumise uniquement a des conditions
initiales (pas de chargement ou d’excitation extérieurs). Dans ce cas, la solution exacte
entre les instants t; et t,_; vérifie I'’équation suivante

it = (50 ) = [ _mtenn "o | (g0 ) = dte
(I1.9)

La matrice A relie entre elles les solutions exactes aux instants ¢ et t,_;. Elle est a
comparer avec la matrice A de I’équation qui est associée a la solution numérique.

La comparaison du module et de la phase de leurs valeurs propres (;\172 = etiwot

pour 4
et A1 o = p.e*¥ pour A) offre donc une mesure adéquate de la précision du schéma. On

définit alors les erreurs relatives d’amplitude ¢, et de périodicité ¢, par

Ea=p—1
II.1
{ gp = wo. At/ — 1 (I1.10)
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L’erreur de périodicité, qualitativement semblable pour tous les schémas classiques,
mesure la distorsion en fréquence. Elle est toujours bien plus élevée que I'erreur d’ampli-
tude.

Les intégrateurs, agissant comme des filtres, atténuent tous plus ou moins 'ampli-
tude de la solution (a l'exception de la méthode de 'accélération moyenne). On parle de
dissipation numérique.

Le rayon spectral de la matrice d’amplification permet de juger de l'efficacité du fil-
trage. Celui-ci est utile en hautes fréquences (car les modes hautes fréquences, sont peu
précis voire non physiques — artefact de la discrétisation spatiale — et parfois générateurs
d’oscillations parasites) mais il ne doit surtout pas affecter les basses fréquences (sous peine
de détériorer énormément la solution). Si on utilise une condensation modale, les modes
propres d’ordre élevés sont naturellement évincés et le filtrage des hautes fréquences ne de-
vient plus primordial. L’amortissement numérique est donc un parametre clef permettant
de juger de la qualité d’un intégrateur.

A la place de p(A) ou &g, le parametre 1, = —In[p(A4)]/¢(A) (avec p(A) la phase de la

plus grande valeur propre de 4, en module), appelé facteur de dissipation algorithmique,
est d’ailleurs plus facilement utilisé.

1.1e Cas des problemes non-linéaires

Toutes les remarques données sur les schémas numériques d’intégration sont valables
uniquement pour les systemes linéaires. Des qu'une non-linéarité est introduite, la conver-
gence n’est plus assurée. Y. M. XIE a montré qu’il est méme possible d’obtenir une moins
bonne précision malgré un pas de temps plus petit [I53].

La stabilité inconditionnelle des schémas implicites n’est plus valide en non-linéaire.
Ils sont donc soumis, comme les schémas explicites, a une restriction sur le pas de temps.
Mais le pas de temps critique At,.; ne peut plus étre établi analytiquement. En pratique,
dans les problemes incluant de non-linéarités de comportement, on linéarise autour de la
position d’équilibre a l'instant considéré puis on utilise les formules utilisées en linéaire
pour 'estimer. Le pas de temps maximum est aussi dicté par la lenteur de la convergence
et les erreurs introduites par le traitement approximatif des non-linéarités.

De plus, si la limite de la stabilité est dépassée en linéaire (i.e. At > At,,;), la solution
numérique croit exponentiellement jusqu’a la limite de I’overflow de 'ordinateur (donc
facilement détectable par I'utilisateur) alors qu’en non-linéaire il se peut que I'instabilité
ne soit pas directement visible, conduisant a une solution erronée sans que l'utilisateur
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en soit conscient. Ce phénomene appelé instabilité arrétée, qui arrive par exemple dans
les problemes élasto-plastiques, peut facilement étre mis en évidence par une seconde
intégration avec un pas de temps plus faible pour s’assurer que le résultat est relativement
indépendant de la taille du pas de temps utilisé, ou par une balance énergétique.

La balance énergétique consiste a faire le bilan des énergies du systeme entre deux
instants successifs. Il existe en effet un lien étroit entre la conservation de I’énergie et
la stabilité numérique de certains schémas: le bilan est positif dans la zone d’instabilité
(At > At.;). Tester les schémas sur des systemes non-linéaires conservatifs est d’ailleurs
un moyen rapide de quantifier leur inéxactitude par la variation relative de I’énergie totale
e = |(E — Ey)/Epl|. Le bilan énergétique correspond donc a une mesure de stabilité qui
trouve son application non seulement dans les problemes non-linéaires mais aussi avec
les algorithmes implicites-explicites (issus d'une formulation hybride implicite/explicite)
pour lesquels le calcul de At..; n’est pas réalisable analytiquement.

Pour un oscillateur comprenant une non-linéarité cubique, de nombreux auteurs [86),
[134] ont observé que les intégrateurs classiques tels que la méthode des différences centrées
ou la méthode de l'accélération moyenne donnent de bons résultats des que At < T'/20,
tandis que d’autres intégrateurs comme la f-méthode de Wilson ou la méthode de Houbolt
amenent des erreurs importantes pour At > T'/50 a cause de leur fort amortissement
numérique.

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4/5 est quant a elle de loin la plus précise si le pas
de temps reste assez faible (e < 0,1% pour At < T'/100). Son excellent taux de conver-
gence explique pourquoi elle sert souvent de référence sur des cas simples [116], méme si
elle n’est pas utilisée pour traiter les problemes transitoires en éléments finis car beaucoup
trop onéreuse. Dans tous les cas, pour des pas de temps trop grands (At > T'/5), divers
types de problemes peuvent apparaitre, notamment des problemes de non-convergence,
de solution numériquement chaotique, ou encore de solution totalement erronée [153)].

D’autres auteurs comme C. H. LAMARQUE et O. JANIN [77] ont étudié les performances
d’intégrateurs numériques sur des systemes mécaniques avec impacts. Ils ont montré que
les méthodes classiques de l'accélération moyenne ou de Runge-Kutta se comportent
mieux, en termes de précision et de temps de calcul, que la méthode de Schatzman-Paoli
pour laquelle un résultat de convergence a été établi (pour une catégorie de problemes
avec impacts). De plus, en testant plusieurs algorithmes de localisation de linstant de
chaque impact (interpolation linéaire, parabolique et dichotomie), ils ont pu mettre en
évidence que la localisation tres fine de I'instant des impacts n’est pas toujours nécessaire.
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1.2 La méthode des différences finies

La méthode des différences finies est une alternative a la méthode de tir. Elle est utilisée
pour traiter divers types de problemes, notamment ceux de propagation de la chaleur ou
encore de crash. Le principe sous-jacent a cette méthode est le remplacement de toutes
les dérivées (temporelles et /ou spatiales) apparaissant dans une équation différentielle par
des quotients ou différences finies [126]. Pour le cas auquel on s’intéresse ici, les dérivées
qui rentrent en jeu sont naturellement des dérivées temporelles.

1.2a Description de la méthode

La période [0, T'] est tout d’abord partitionnée en M sous-intervalles [t;_ , t; ] (i allant
de 1 a M). L’objectif de la méthode est alors de trouver une valeur approchée g; de q(t;),
solution exacte au temps t;. Pour cela on a recours a une approximation par différences
finies des vitesses et accélérations généralisées (¢ et §) a ces instants. On rejoint la les
schémas numériques d’intégration temporelle (cf. relations cinématiques [L3]).

Pour illustrer cette méthode, le schéma de Crank-Nicolson sera utilisé (la démarche
étant la méme pour tout autre schéma) et les intervalles de temps seront tous supposés de
longueur At par souci de simplicité. Le schéma de Crank-Nicolson est un schéma d’ordre
2 (i.e. avec une précision en O(At?)) qui donne les approximations suivantes

. 1
i = g (-0

2'1“ (IL11)
4 = A—ﬂ-(@—?-ww)

L’insertion de ces approximations dans ’équation différentielle du mouvement [T1]
écrite a chaque instant ¢;, associée a 'hypothese de périodicité gy = qo, conduit alors a
un systeme algébrique non-linéaire de la forme

H(X) = AX+b(X) =0 (11.12)

qu’il faut résoudre pour obtenir le vecteur X = ¢ [t@ i o], dee. les approxi-

mations de ¢ aux différents instants ¢;. La matrice A possede un structure particulicre:
bloc-tridiagonale avec en plus deux termes extra-diagonaux qui proviennent de la condi-
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tion de périodicité.

(A% A" 0 0 0 A
Al AT A 0 0 0 (o 1 1
: : = A2 = 2At=
2
A= i - _ 2 M+ K
= ' ' avec A AtQ M + 3¢
P g A= oy Lop
0 0 0 .4 A" A S EEE WV
L 4" 0 0 0 A A
(I1.13)
Le terme qui englobe les non-linéarités, b, s’exprime simplement par
ilia(t[))@;ﬂ; CJM—l) - ilia(tO)
l_)<&) - ilia(tnw dm—1, C_I_m, Qm-i-l) - ilia(tm) <1114)

| (e, g0 qai—2, qui—1) — P (tr) |

rendant aisé le calcul de la jacobienne de H. En effet, J, = g—)—b( possede la méme structure
que A. Ses blocs non-nuls sur la ligne i étant o

8flia . 1 8flia .
Iy = g d) ot B =~ = grgpe(ti g, ) (I1.15)

On remarque que si la force non-linéaire f'% est indépendante de la vitesse généralisée ¢

alors la jacobienne de b est bloc-diagonale.

1.2b Limitations de la méthode

A Tinstar de la méthode de tir que nous verrons au chapitre suivant qui wutilise un
intégrateur, la méthode des différences finies se base directement sur le schéma numérique
d’'un intégrateur. A ce titre, le schéma usité se doit d’étre consistant et de posséder de
bonnes propriétés relativement a la stabilité et la précision (cf. paragraphe sur 'intégration
temporelle). Le schéma de Crank-Nicolson par exemple est, en linéaire, inconditionnelle-
ment stable d’ordre 2.

Il faut noter que la méthode des différences finies conduit généralement a des systemes
de grande taille car pour obtenir une précision acceptable il faut utiliser une partition
assez fine de la période. Elle n’est pas donc adaptée a I’étude de systemes dont le champ
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de déplacement présente des gradients importants ou comporte des termes moyenne ou
haute fréquence. Cela explique pourquoi son utilisation dans les problemes de dynamique
non-linéaire en régime forcé est assez restreint. Des auteurs 1’ont cependant déja appliquée
avec succes sur un probleme de dynamique rotor supporté par un palier hydrodynamique.
Pour que cette méthode soit viable point de vue temps de calcul, ils ont eu recours a la
condensation modale et pris en considération la structure particuliere des matrices au sein

du solveur utilisé [T40, T4T].

II.2 Les méthodes fréquentielles

Pour tout systeme linéaire subissant une excitation mono-harmonique, sa réponse,
une fois le régime permanent établi, est elle aussi mono-harmonique. Cette constatation,
fondée sur la théorie des équations différentielles linéaires, n’est cependant plus toujours
vérifiée pour des systemes non-linéaires. Il est toutefois légitime de supposer que la réponse
forcée de tels systemes sera quand méme périodique.

Cela n’est bien entendu pas toujours vrai, car on observe également dans certains cas
des réponses quasi-périodiques ou encore chaotiques, mais le cas de réponses périodiques
reste quand méme le plus fréquent, la période de la réponse T' étant un multiple de la
période de l'excitation Ty (i.e. T' = p.T, avec p entier non nul). Dans ce cas, il est possible

de décomposer la solution périodique de I’équation différentielle du mouvement en série
de Fourier [56].

C’est exactement l'idée des méthodes fréquentielles. On admet que la solution re-
cherchée est T-périodique et assez réguliere. Elle peut ainsi étre décomposée sur la base in-
finie mais dénombrable des fonctions trigonométriques. Comme du point de vue numérique
il n’est pas envisageable de traiter des sommes infinies, I’hypothese suivante est avancée :
la solution peut étre approchée correctement par une série de Fourier tronquée. Se li-
mitant aux premiers termes uniquement (le terme constant, ou biais, et les M premiers
harmoniques), et en notant w = 27 /7T, on peut ainsi écrire [7§]

M

. 1

qE(L) gLy = 5 % + Z(a_m cos(mwt) + by, . Sin(mwt)) (I1.16)
m=1

qui traduit qu’on approche la solution exacte par une fonction appartenant au sous-

espace vectoriel de dimension finie engendré par la base By des fonctions trigonométriques

cos(mwt) (m=0 a M) et sin(mwt) (m=1a M).
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La validité de cette hypothese dépend fortement de l'ordre de troncature: plus le
nombre de termes dans la série sera important, i.e. plus M sera grand, et plus g ®Pro°h¢ se
rapprochera de ¢, Mais pour assurer cette convergence vers la solution exacte, encore
faut-il vérifier un axiome de complétude. Celui-ci stipule qu’il faut utiliser la base By dans
sa totalité, c’est-a-dire prendre en considération tous les termes de la série tronquée. Bien
entendu, s’il s’avere qu’un coefficient a,, ou by, est nul ou négligeable comparé aux autres,
I’harmonique relatif a celui-ci peut étre omis dans la base utilisée. Malheureusement, il
n’existe aucun critere permettant de stipuler a I'avance quels sont les harmoniques qui
ont une importance, i.e. ceux qu’il faut effectivement retenir pour obtenir une solution

acceptable.

La solution approchée, une fois injectée dans 1’équation différentielle du mouvement,
conduit alors a

Eult. X) = M .G () + B .q"P (1) + K . q () + f(t, "™ ") — f*'(t) ~ 0 (IL17)

ou

[><

:t[tﬂvtﬂatﬁa"'ata_Matb_M] <1118)

Ce terme résiduel non nul obtenu, &y, est 1ié a 'erreur de troncature : il mesure ’erreur

approché

commise en remplacant la solution exacte par la solution approchée ¢ , 1.e. sa série

de Fourier tronquée a l'ordre M (cf. .

L’avantage de travailler avec des fonctions trigonométriques est de pouvoir exprimer
ce terme résiduel uniquement en fonction du temps et des coefficients de Fourier de ¢, i.e.
de t et X. En effet, la dérivée n'®™® d’une fonction trigonométrique étant elle-méme une
fonction trigonométrique, accélération et vitesse peuvent s’exprimer dans la méme base
que celle utilisée pour exprimer le déplacement. Cela permet donc d’exprimer £y sous la
forme

et X) = 3K+ X ( (- 002D+ (10B). b ) costinr) +

((g — (mw)?.M) . by, — (mw.B) .a_m) -sin(mwt) )
+ fliél(t’ qapproché@’l),Qapproché(ti)) o fe:ct(t)

(I1.19)

Le propre de chaques méthodes fréquentielles est alors de faire disparaitre la variable
temps ¢, conduisant ainsi a un systeme d’équations algébriques dont les seules inconnues
sont les coefficients de Fourier a,, (m=0 a M) et b,, (m=1 a M). Deux d’entre elles, les
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plus répandues, sont exposées ci-dessous : la méthode de balance harmonique incrémentale
et la méthode de collocation trigonométrique.

Avant de poursuivre, un point important est a souligner, car il conduit a une di-
minution du nombre d’inconnues. Ce point concerne quelques propriétés de la solution
recherchée qu’il est parfois possible de trouver préalablement a tout calcul, et dont il faut
tirer avantage lorsqu’elles permettent d’affirmer que certains harmoniques ont une contri-
bution nulle. A tire d’exemple, on peut citer le cas d’un oscillateur soumis a du frottement
sec pour lequel seuls les harmoniques d’ordre impair ont une participation non nulle [105].
Meéme remarque pour 1’étude d’un oscillateur de Duffing si on se restreint aux solutions
symétriques [24] [BT].

2.1 La méthode de balance harmonique incrémentale

Déja évoquée précédemment, la méthode de balance harmonique est une méthode
fréquentielle dont I'inconvénient majeur provient de sa nature analytique. Pour son utili-
sation, on se heurte donc a quelques limitations:

1. travailler sur un systeme de petite taille,
2. considérer une non-linéarité faible assez simple,

3. prendre un nombre d’harmoniques restreint.

En effet, il est évident que les calculs ne peuvent étre conduits sur des systemes de grande
taille et qu’ils sont difficilement réalisables pour des non-linéarités complexes. De plus,
méme pour des systemes a un seul ddl , les calculs qu’il faut conduire lors de son applica-
tion deviennent vite fastidieux si le nombre d’harmoniques retenus augmente (on dépasse
rarement M = 3). De ce fait, cela ne permet 1’étude de systemes qu’avec de faibles non-
linéarités pour lesquels la réponse peut étre correctement approchée par un petit nombre
d’harmoniques. Le lecteur intéressé pourra consulter un ouvrage de A.H. NAYFEH et D.T.
Mook [99] dans lequel sont traités de nombreux exemples a quelques ddl incluant des
non-linéarités de type raideur quadratique.

E. H. DOWELL a également utilisé la méthode de balance harmonique pour ana-
lyser le comportement vibratoire d’une poutre, décrite dans sa base modale, reliée a un
systéme masse /ressort par I'intermédiaire d’un patin modélisant du frottement sec. Pour
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ce systeme a plusieurs ddl , malgré le fait qu’il ne retienne qu'un seul harmonique, ses
conclusions semblent, pour reprendre ses mots, paradoxales, et le sont: il s’agit d'une
inversion de signe conduisant alors a une mauvaise interprétation de l'effet de 'amortis-
sement modal linéaire de la poutre. Cette erreur commise, corrigée dans un second article
[52], montre la complexité des calculs & mener et comment il est facile de se tromper.

Avec l'essor de 'informatique, une nouvelle méthode permettant de s’abstenir de ces
limitations, nommée méthode de balance harmonique incrémentale, a pu voir le jour. Les
premiers travaux semblent étre ceux de S. L. LAU et al. (cf. références dans [7§]). Cette
méthode s’effectue en deux étapes désignées dans la littérature par procédure de Newton-
Raphson et procédure de Galerkin. La méthode sera d’abord décrite telle que présentée
initialement par S. L. LAU. Le lecteur ne verra peut-étre donc pas immédiatement de lien
direct avec 'introduction sur les méthodes fréquentielles. Elle sera ensuite exposée sous un
autre angle, ce qui permettra alors de la comparer a la méthode de balance harmonique
et de revenir dans le cadre plus général exposé en introduction.

2.1a La procédure de Newton-Raphson

Dans la méthode de balance harmonique incrémentale, I’équation différentielle du mou-
vement [L1] est préalablement mise sous forme incrémentale, I'idée étant de déterminer
la solution de maniere itérative selon le schéma de Newton-Raphson. A cette fin, on
décompose ¢ en deux termes: une fonction donnée a priori et une fonction corrective, i.e.
q=q iy Agq. Une fois cette expression injectée dans [LT], on obtient alors une nouvelle
équation différentielle dont I'inconnue est Aq. Si gmi est assez proche de la solution exacte,
lia

i.e. Ag ~ 0, un développement de Taylor a 'ordre 1 de f** conduit alors a

M. AG(t) + (§+%m) CAG(t) + (g+%ia) Aq(t) + E(t,g””'(t)) ~ 0 (11.20)

avec

R(t,q™ () = M.g™ (t)+B.¢™ (t)+ L. ¢™ (8)+ 7 (t,¢™(£), 4™ (t)) = [ () (1L.21)

terme résiduel qui est d’autant plus faible que ¢ ni est proche de la solution initiale.

Par souci de lecture, on notera 'omission volontaire des arguments des matrices ja-
cobiennes relatives & f™. Celles-ci sont bien entendu évaluées en (¢,q™ (t), ¢ (t)). 1l est
également important de souligner que 1’expression [L20 est non nulle du fait de I’approxi-
mation faite (développement de Taylor limité a l'ordre 1).
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On se replace alors dans le contexte fréquentiel : s’intéressant a la solution périodique,
on utilise des décompositions en série de Fourier limitées aux M premiers harmoniques

qgm(t) = 3 ap™  + <a_m””. cos(mwt) + by, . sin(mwt))

) m (11.22)
Agq(t) = 5 Aay + > <Aam. cos(mwt) + Ab,, . sin(mwt))
T T m=1

Restreindre ¢ sous cette forme n’a aucune importance puisque c¢’est une fonction quel-
conque. Cependant, pour Ag, il s’agit d’une troncature. De ce fait, on ne pourra converger

vers ¢t la solution exacte du probléme, mais seulement I’approcher par une fonction
4q

approché appartenant & I’espace vectoriel engendré par By;.

Ces expressions, reportées dans les équations [I.20 et [T.2T] conduisent a

1 8ilia M , ailia
§<£+8—g ).M_’_; ((é—(mw)ﬂﬁLa—g ). Aa,
aflia ) aflia
+mw.(B + a—; ). Ab,, |.cos(mwt) + ((g— (mw)”. M + B0 ). Ab,,
8flm '
—mw.(B + % ) .Aam) sin(mwt) | + Eu(t, X™) ~ 0 (11.23)
=" 0 24m oM

ou la définition de &y est donnée en T1a

Cette derniere équation est le produit de la procédure de Newton-Raphson. Elle se
présente sous forme incrémentale en faisant intervenir des coefficients de Fourier et non
plus de dérivées temporelles. Cependant il s’agit toujours d'une équation temporelle. L’ap-
plication numérique de la méthode de Newton-Raphson est impossible a ce stade, car cela
demande de travailler sur des systemes d’équations algébriques de dimension finie. Trans-
former en un tel systeme est précisement 1'objet de la seconde étape de la méthode
de balance harmonique incrémentale.

2.1b La procédure de Galerkin

La procédure de Galerkin consiste a rechercher AX qui annule l'expression
en moyenne temporelle pondérée, les fonctions de pondération étant les fonctions tri-
gonométriques cos(mwt) (m = 0 a M) et sin(mwt) (m = 1 & M). On multiplie donc
successivement [1.23] par 2/T, 2 cos(kwt)/T et 2sin(kwt)/T (k =1 & M) puis on integre
sur une période, i.e. [0, T']. Dans la littérature, certains auteurs disent qu’ils réalisent une
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balance harmonique [29], ou plutét un équilibrage des termes harmoniques. Cela conduit
a un systeme de (2M+1).N équations algébriques a (2M+1).N inconnues (N étant le
nombre de ddl du systeme étudié) qui s’écrit sous la forme matricielle

(A+ A(X™) AX + A X" 4 b(X™) = 0 (I1.24)
ol
[ ALY 0 0 0 0 |
Q IA(mel,mel) .A(mel,Qm) Q Q
A= |0 ABmaml - glmzm 0 0 (I1.25)
0 . O 0 ;4(21\/[—1,21\/[—1) A(?M—l,?M)
0 0 0 qEM2M-1) M 2M)
et .
Q(O)(iml)
é(Qk—l) (sz)
Q(le) _ Q(%)(Xmi) <HQ6)

é(2M_1) (sz)
p2M) ( Xim‘)

La structure bloc-diagonale de A est due a I'orthogonalité de la base By (pour le produit

scalaire < o,0 >= % fOT ... dt) combinée & la définition des vecteurs X" et AX (coefficients

de Fourier classés harmonique par harmonique, i.e. *[ @™, a)™, ..., bar'y' |, by’ ] et
non ddl par ddl , i.e. *[ ap(™, ai{™, ..., bM_lT? bu'y' 1)- La matrice jacobienne de b,

notée J,, ne possede quant a elle pas de structure particuliere a priori.

Les sous-matrices et sous-vecteurs sont définis comme suit

ACY = K
é(2m71,2m71) _ £ _ (mw)?ﬂ _ é(2m71,2m71) (IIQ?)
A(2m71,2m) = mw E _ A(2m,2m71)
y T gl
J (0,0) X ini _ =0t
S (X o
0

. lia ) lia
é(o’zm_l)(izm) .cos(mwt) — mw.a—g .sin(mwt)) dt (I1.28)

0S8

é(O,Qm) (ilnz) —

c\ﬂo\ﬁC\
—~

Nl Sl N =

a_lia
.sin(mwt) + mw. o= .cos(mwt)) dt
q
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lia
é(%_l’o)(ﬁmi) = % / a—f .cos(kwt) dt
é(%*mm*l)(iim’) = % / (g—flwcos (mwt) — mw. Z—qlmsin(mwt)).cos(kwt) dt
é(Qk—l,Qm)(Xim‘) _ % / (g sin(mwt) + mw. g—;lmcos(mwt)>.cos(kwt) dt
é(%’o)(iim) = % / a—g -sin(kwt) dt
é(%,?m—l)(Xim') = % / (%MCOS (mwt) — mw.%%sin(mwt)).sin(k;wt) dt
ﬁ(%gm)(im) = % / (% sin(mwt) + mw. g—;lwcos(mwt))sin(kwt) dt

et

)= 2 (X ) — 1)

b(2k:—1) (X““)

pf(ﬁ% "X, X) < ). cos(kon

p(2k) ( Xini) _

Nl Nl ’ﬂll\ﬁ

/ (flm (t, g™ (t, X™), g™ (t, X ™)) — f“t(t)) . sin(kwt) dt
0 (I1.29)

Pour I'expression des sous-matrices de Jy, les dérivées de fm par rapport a ¢ et g sont

bien entendu évaluées en (¢,¢™ (¢, X"™),¢" (t, X™)).

A la fin de cette procédure de Galerkin, on se retouve donc avec un systeme matriciel
linéaire dont la résolution conduit aux coefficients de Fourier de Ag. Cependant il ne
faut pas oublier que le développement de Taylor dans a été limité a 'ordre 1. De
ce fait, la fonction ¢ ini g Ag n’est pas la solution attendue, i.e. ¢ approché " majis juste une
approximation de celle-ci.

La méthode de balance harmonique incrémentale est donc implémentée en suivant
I’algorithme suivant

1. Initialisation de X 3. XM — XM 4 AX
2. Résolution de [L20 = AX 4.  Retour au point 2

On retrouve 'algorithme classique de Newton-Raphson [73, 126]. Apres chaque ité-
ration, on obtient une approximation de la solution X meilleure que la précédente, la
convergence étant assurée si le premier itéré n’est pas trop éloigné de la solution. Le
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processus est stoppé des qu’un critere d’arrét est vérifié. Les tests de convergence utilisés
sont généralement [[78, 05

AX
12X 1o, (I1.30)

|AX]|| < TOL, et / ou — <
X

ou TOL; et TOL; sont des tolérances fixées par 1'utilisateur. ||«|| représente soit la norme
euclidienne ||+||, soit la norme infinie ||| .

2.1c¢ Evaluation des termes non-linéaires

Dans le systeme d’équations algébriques linéarisées auquel conduit la méthode de
balance harmonique incrémentale apparaissent de nombreuses intégrales faisant intervenir
en intégrande les forces non-linéaires et leurs dérivées par rapport aux déplacements et
vitesses généralisés ( cf. et [L29). La grande difficulté de cette méthode réside en fait
dans I’évaluation de ces intégrales.

La premiere approche est le calcul direct. Il s’agit d’une évaluation littérale de toutes
ces intégrales: b et J, sont ainsi obtenus sous une forme explicite. C’est classiquement

ext

I’approche utilisée pgur la partie linéaire de b, relative a f*. En effet, la sollicitation

extérieure est souvent décomposée en harmoniques,
JHE) = fo+ fo. cos(wypt) + fs. sin(wpt) + feo . cos(2wyt) + foo . sin(2wyt) + ... (11.31)

le calcul est donc immédiat et donne

blm _ _t[2.tﬁ7t9’ ’tQ’té7tE’tQ’ 7tQ7t@t&’ ] (11.32)
2p t;?mes 2p t:;mes

Les vecteurs nuls n’interviennent que dans le cas ou la période présumée de la solution ne
correspond pas a celle de la force d’excitation, i.e. lorsque p > 1.

Pour la partie non-linéaire de b, cette approche a cependant des limites, car les calculs
a mener sont lourds et peuvent vite devenir inextricables avec certains types de non-
linéarités. Néanmoins, elle est applicable dans le cas d’une raideur linéaire par morceaux
[78] éventuellement paramétrique (en cos(wt)) [107], d'une raideur quadratique et
d’un amortissement de type frottement sec [105].

Une autre approche pour U'évaluation de b™ se base sur une décomposition en série
de Fourier de fm. La décomposition est licite puisque cette fonction est T-périodique
(la justification découlant des trois points suivants: (1) ¢ est supposée T-périodique donc
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| . IDFT |
X | ; q(ty) et q(ty) |
. . DFT y 3
CUM(X) = —— [t a(te), 4(t)) |
domaine fréquentiel domaine temporel

Fic. I1.1: Technique AFT

¢ et G le sont aussi, (2) f‘” est Ty-périodique donc T-périodige, (3) i““ s’exprime en
fonction de ces quatre vecteurs au travers de [LIl). Tronquée & M harmoniques, cette
décomposition s’écrit

M

, 1

F(t,q,q) ~ 5 (X) + Z( en(X) . cos(mwt) + dp(X). sin(mwt)> (11.33)
m=1

En remarquant que les termes non-linéaires apparaissant dans b correspondent aux coef-

ficients de la série de Fourier de f%®

, c’est-a-dire a ¢, et d,,, on peut alors avoir recours
aux transformées de Fourier discretes directes (DFT) et inverses (IDFT) pour le calcul
de ™ en fonction de X. En effet, connaissant les coefficients de Fourier de ¢, on peut
obtenir, via une IDFT, la valeur de ¢ et ¢ en plusieurs instants t, = kT/L (k= 0 a
L—1). On en déduit alors, par définition, la valeur de fi“ en ces mémes instants. Enfin,
l'utilisation d’une DFT sur f"@ échantillonée fournit ses coefficients de Fourier, autrement

dit les éléments du vecteur E"l.

Ce principe, portant le nom de technique AFT (pour Alternating Frequency/Time), est
schématisé figure [[T.T] Initialement, AFT est le nom donné & une méthode par T. M. CAME-
RON et J. H. GRIFFIN [19] (variante de la méthode de balance harmonique incrémentale).
Cela dit, dans la littérature actuelle, AFT réfere désormais a cette technique de transi-
tions entre les domaines temporel et fréquentiel, bien que T. M. CAMERON et J. H. GRIFFIN
n’en soient pas les créateurs puisque d’autres personnes — S. SAITO par exemple [I13] —
I’employaient déja avant eux.

Pour le calcul des transformées de Fourier discretes, il est fortement conseillé de prendre
un nombre de points d’échantillonage multiple de 2 (L = 2™ avec n entier généralement
compris entre 8 et 12). Ceci permet d’utiliser un 'algorithme FFT (pour Fast Fourier
Transform) développé par J. W. COOLEY et J. W. TUKEY en 1965, qui, grace a sa perfor-
mance, minimise le temps de calcul.

Il est important de noter que la DFT est une méthode numérique de calcul de trans-
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Fic. 11.2: Explication du phénomene de distorsion de repliement

formée de Fourier (discrete) et non de calcul de série de Fourier (tronquée). Ainsi il est
nécessaire d’établir correctement le lien entre les coefficients de la transformée et les coef-
ficients de la série (certains auteurs [29, [72] utilisent d’ailleurs directement une notation
dérivée de la DFT a la place de et [I.33] & un coefficient multiplicatif pres, corres-
pondant au nombre de points d’échantillonage). Lors du traitement numérique du calcul
de la transformée de Fourier, il faut également étre conscient des erreurs classiques in-
troduites par 1’échantillonage [48]. La premiere erreur est une distorsion de repliement
(aliasing) qui se produit lorsque le signal analysé comporte des fréquences supérieures a
la fréquence de Nyquist (fine: = (L/T)/2, soit la moitié de la fréquence d’échantillonage).
Si tel est le cas, ces composantes fréquentielles viennent s’ajouter aux composantes com-
prises dans le spectre [0, fa |- L'exemple ﬁguremontre un signal de période 1 sec
comportant des harmoniques a 1, 3 et 8 Hz. L’harmonique a 8 Hz est bien visible pour
L = 17. Mais pour L < 17, elle se superpose aux autres harmoniques. Pour L. = 9, la fi-
gure montre comment 1’échantillonage temporel intervient dans ce phénomene. La
seconde erreur est le leakage. Il s’agit de la répartition de 1'énergie de chaque composante
fréquentielle d’un signal analysé pendant une période finie sur les fréquences discretes
présentes dans le spectre de la DFT. Cette erreur se traite aisément ici en prenant comme
période d’échantillonage la période T'. Quant au probleme de distorsion de spectre, le seul
moyen de s’en affranchir est de prendre un nombre de points L assez grand lors du calcul
de la DFT [19].

Le calcul de b par FFT est une approche trés répandue principalement grace a sa
capacité a traiter indifféremment tout type de non-linéarité [29, [72] [73] [T5], 146]. Lorsque le
nombre de points d’échantillonage n’est pas une puissance de 2, on a recours a ’algorithme
classique de DFT [56, 48]. En prenant L = 2.M + 1, les coefficients ¢,, et d,, se calculent
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aisément par

[t a(t),a(h)
F(X) = = Lel). : (11.34)

St g(t), g (t)

le déplacement aux divers instants de 1’échantillonage ¢;, (k =1 a L) étant obtenu via
Tralta), - fq(t) ] = (L@ ) X (I1.35)

Les matrices I et £’1 d’ordre L sont parfois appelées matrices de transformation. Elles
permettent de passer respectivement du temporel au fréquentiel et du fréquentiel au tem-
porel. Leurs expressions sont [95], 142]

2/LL pour =1
L[(i,7) = q 2/L.cos(i.(j — 1).7/L) pour i=24,..,L—-1 (I1.36)
2/L.sin((¢ — 1).(j — 1).7/L) pour i=3,5,..,L
et
1/2 pour j=1
L '(i,j) = cos((i—1).j.m/L) pour j=24,..,L—1 (I1.37)

sin((¢ —1).(j — 1).7r/L) pour j=3,5,..,L
et se retrouvent facilement en écrivant 'interpolation des signaux aux instants t; par les
fonctions de la famille By;.

Bien que certains auteurs affirment que cette technique est plus efficace en se basant
sur la constatation que les matrices de transformation ne nécessitent qu'une et une seule
initialisation [29], son utilisation montre que dans quasiment tous les cas elle est moins
rapide que celle utilisant I’algorithme FFT [144]. Elle est toutefois plus précise. Son attrait
réside principalement dans sa nature générale qui lui permet d’étre utilisée dans d’autres
circonstances, notamment pour traiter les solutions quasi-périodiques [75]. Le plus rapide
et précis reste quand méme la méthode de balance harmonique sans technique AFT, i.e.
avec les expressions analytiques (si disponibles) [78], en dépit d’'une probabilité accrue
d’introduction d’erreurs lors de leur programmation.

Pour I'évaluation de Jj, le calcul classique, applicable dans toute situation, est une ap-
proximation par différences finies [29, [74]. Le calcul analytique exact peut aussi étre mené,
dans certaines circonstances [105, [78, T07]. La technique AFT peut encore s’appliquer. 11
suffit de remarquer que les colonnes de J, contiennent les coefficients de Fourier des fonc-

of lia of lia

. 8flia . aflia . aflia
tions 75 3 .cos(muwt) — mw. 5 .sin(mwt) et o -sin(mwt) + mw. 5 .cos(muwt),
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comme le montrent les équations [L.28 Cette technique a déja été appliquée [95] mais
conduit & un grand nombre de calcul de FFT ((2M + 1)2.N? au total), ce qui se révele
couteux lorsque M ou N augmente. A. Y. T. LEUNG et S. K. CHUI [R1] proposent quant a
eux un calcul explicite de J;, directement a partir de coefficients de Fourier des matrices

jacobiennes de fm (par rapport a g et ¢). Le calcul de leurs coefficients ne nécessite que
N? FFT pour chaque, engendrant ainsi un gain en temps calcul important. La matrice
Jp est ensuite construite a partir de formules analytiques non données ici mais détaillées
dans [81]. Outre la rapidité, on limite également les erreurs de calcul liées au traitement
numérique de I'évaluation de la transformée de Fourier. Le seul point faible réside dans
la complexité des formules qui peuvent facilement donner naissance a des erreurs de pro-
grammation.

Une derniere technique consiste a combiner le calcul analytique de la jacobienne de
J" avec les formules de la DFT et IDFT. Y. B. KIM et S. T. NOAH en donne le détail
des calculs sur des cas particuliers comme un systeme comprenant une raideur bi-linéaire
I73] ou un rotor de Jeffcott avec un jeu radial [72]. Dans le cadre d’une non-linéarité

quelconque, P. SEKAR [115] fournit I'expression générale

6)—E(X) = C®I) .di ——lm(t t),qt) | . (L' eI)
05__::'1%1 aq l;glagl - \L L

lia

+ (L®l) .diag (a_g (tl,g(tl),g(tl))> (@ '.D)®I) (11.38)

qui se découle directement de la dérivation de [1.34l La matrice de dérivation

0O 0 0 0
0 0 w 0
0 —w 0 0
D = (I1.39)
0O ... 0 0 M.w
0O ... 0 —Mw 0

n’est utilisée que lorsque la force £/ dépend de la vitesse généralisée. L’expression [T38]

combine précision et facilité de programmation.

2.1d Application d’autres algorithmes de résolution

Historiquement, dans la méthode de balance harmonique incrémentale, I'ordre dans
lequel les procédures de Newton-Raphson et de Galerkin sont appliquées est effectivement
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celui présenté dans les paragraphes précédents. Cela dit, et comme démontré par A. A.
FERRI [51], cet ordre a peu d’'importance. En effet, il est possible de partir directement
de I'équation [I.I7l Lui appliquer la procédure de Galerkin revient & écrire

2 T
T/ Em(t, X) . cos(hwt)dt =0 , VK, 0<E<SM
0 (I1.40)

9 T

= / Eu(t. X). sin(kwt)dt = 0 , ¥k 1<k<M
0

Cela montre que la solution approchée obtenue est la projection orthogonale de la solution

exacte sur le sous-espace vectoriel engendré par By. Ces intégrations menées, on trouve

un systeme algébrique de la forme
H(X) = A X+bX) =0 (I1.41)

La résolution de celui-ci par la méthode de Newton-Raphson nécessite son écriture sous
forme incrémentale, ce qui redonne finalement Dans ce cas, inverser 'ordre des
2 procédures n’a donc aucune importance tant point de vue théorique que pratique.
Néanmoins, appliquer en premier la procédure de Galerkin montre clairement que la
procédure de Newton-Raphson n’est pas indispensable. Pour résoudre le systeme [I.41] on
peut en réalité avoir recours a n’importe quel solveur. F. CHU et Z. ZHANG par exemple
utilisent la méthode inverse de Broyden de rang 1 [32].

La méthode AFT développée par T. M. CAMERON et J. H. GRIFFIN [19] est une va-
riante de la méthode de balance harmonique incrémentale. Dans cette méthode, I’équation
différentielle du mouvement [I.T] est écrite sous forme fréquentielle en prenant la trans-
formation de Fourier de chacun des termes. Puisque cela est effectué par FFT, I'équation
obtenue doit étre vérifiée a toutes les fréquences discretes introduites par la FFT (wy, =
2.7/T, avec k =0 a L/2, L étant le nombre de points et 7T, la période d’échantillonage).
Il s’agit donc de résoudre un systeme algébrique de (1 + L/2).N équations a (1 + L/2).N
inconnues. Si on prend T, =T et L = 2.M, on retrouve exactement la méthode de balance
harmonique incrémentale avec évaluation du terme non-linéaire b par FFT. La différence
principale avec celle-ci réside dans son implémentation judicieuse. En effet, plutot que
de limiter le nombre de fréquences discretes pour la FFT et ainsi se limiter aux basses
fréquences, 'approche de la méthode AFT consiste a prendre au départ un grand nombre
de fréquences discretes (L élevé) en appliquant quelques itérations de type point fixe
sur le systeme algébrique a résoudre pour voir quels harmoniques sont prépondérants,
puis a se limiter a ces dernieres pour la résolution par la méthode de Newton-Raphson.
Cette implémentation permet de conserver les termes hautes fréquences du signal tout en
limitant le nombre d’inconnues et donc le temps de calcul.

Pour la méthode de balance harmonique incrémentale, il est aussi possible de limiter le
nombre d’harmoniques dans [L.16 & la composante synchrone a quelques sur-harmoniques
et/ou sous-harmoniques d’ordre m (pour ces derniéres il faut p > 1). Le systeme a résoudre
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comportant plus d’équations que d’inconnues, on a alors recours a un algorithme d’opti-
misation tel que celui de Levenberg-Marquardt (optimisation par moindres carrés) pour
la recherche de la solution [11§].

2.1e Relation avec la méthode de balance harmonique

On s’apercoit en observant [L40l que la méthode de balance harmonique incrémentale
n’est autre que la méthode de la balance harmonique classique en ce qui concerne la mise
en équation. La seule différence réside dans la résolution qui n’est plus analytique mais
numeérique.

La méthode de balance harmonique incrémentale est, comme cela vient d’étre exposé,
tres diversifiée dans sa mise en équation et technique de résolution. Pendant de nom-
breuses années les auteurs ont donné divers nom a cette méthode, comme la méthode de
Newton-Raphson / Galerkin, la Fast Galerkin Method ou encore la méthode de Balance
Harmonique / Newton-Raphson. Aujourd’hui le nom de balance harmonique incrémentale
semble définitevement adopté. De nombreuses présentations de cette méthode, différentes
de celles exposées ici, existent [81], [15].

2.2 La méthode de collocation trigonométrique

La méthode de balance harmonique incrémentale exposée précédemment n’est autre
qu'une méthode de résidus pondérés. Ces méthodes de résidus pondérés, bien connues
dans le domaine du calcul par éléments finis [34], permettent d’approcher numériquement
des solutions dont I’expression analytique ne peut étre trouvée.

Elles consistent a approximer la solution exacte par sa projection sur une base complete
préalablement définie (c¢f. [L16). Puisqu’il s’agit d’une approximation, I’équation que 'on
cherche a résoudre n’est donc pas parfaitement vérifiée. Il subsiste une erreur dénommée
résidu (ILI9). L’objectif est alors de minimiser I'erreur. Pour cela, on cherche & rendre
ce résidu orhogonal a une famille de fonctions de pondérations (ou fonctions test) qui
forment une base complete ([L40). Appliquées au calcul de solutions périodiques, ces
méthodes permettent donc de transformer I’équation différentielle du mouvement ([LTI)
en un systeme d’équations algébriques (IL4T]).

Pour la méthode de balance harmonique incrémentale, fonctions d’approximation et



I1.2. Les méthodes fréquentielles 53

fonctions de pondérations sont identiques (il s’agit des fonctions harmoniques de la base
Byp). Elle s’apparente donc a la méthode de Galerkin, la plus célebre des méthodes de
résidus pondérés, aussi nommée méthode de Bubnov-Galerkin. D’autres méthodes de
résidus pondérés existent néanmoins [34]. Pour évoquer les plus populaires, on peut citer :
la méthode de collocation (encore appelée méthode de collocation par points), la méthode
des sous-domaines (ou de collocation par sous-domaines), la méthode des moindres carrés
(ou des moindres carrés continus) et la méthode de collocation par moindres carrés (ou des
moindres carrés ponctuels, ou encore de collocation sur-déterminée). A titre informatif,
elles appartiennent a la famille des méthodes de Petrov-Galerkin (méthodes de résidus
pondérés pour lesquelles les fonctions de pondération ne dépendent pas des fonctions
utilisées pour approcher la solution).

L’application d’autres méthodes de résidus pondérés au calcul de solutions périodiques
semble donc justifiée. C’est ce qui a été fait avec la méthode de collocation, donnant
ainsi naissance a une méthode fréquentielle désignée dans la littérature par méthode de
collocation trigonométrique.

De nombreux auteurs l'on déja largement utilisée principalement sur des problemes
incluant des amortisseurs a film d’huile. J. Y. ZHAO et al. étudie grace a cette méthode leurs
influences sur le comportement de rotors rigides ou flexibles dans le cas ot ils sont montés
avec ressort de retenue, en fonctionnement concentrique mais aussi excentrique [157, [156].
C.S. CHEN et al. quant a eux ’emploient pour analyser les vibrations couplées en torsion
et flexion d’un engrenage dont le pignon menant est supporté par un tel amortisseur
(21, 22].

2.2a Procédure de collocation

Cette méthode consiste a chercher la solution approchée qui vérifie I’équation du mou-
vement en 2M+1 instants t; préalablement choisis sur la période étudiée, i.e. [0, T'] (en
général cette répartition est uniforme: ¢, =k.7/(2M+1)). La collocation consiste donc a

écrire
((M.j(t) + B.gt) + K.gt) + [fhgd) = [(0)
M.gt) + Bt + K.gt) + fUead = 170
| Moittn) + Balta) + Koalta) + [flanad) = ()

(I1.42)
On injecte ensuite dans ce systeme d’équations le développement en série de Fourier
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tronquée de ¢ (ILI6). Les calculs qui en découlent ont été menés par A. N. JEAN et H. D.
NELSON [68] et sont assez fastidieux. Nous proposons donc un autre moyen de développer
les calculs. Notre nouvelle approche, exposée ci-dessous, conduit bien entendu au méme
résultat, mais beaucoup plus simplement et rapidement.

2.2b Pondération par des Dirac

L’idée consiste a appliquer directement la collocation sur I’équation [[I.19] ce qui revient
en fait & annuler le résidu v (cf. [L19) en moyenne temporelle pondérée, les fonctions
de pondération étant des Dirac, 0(tx) : t — 0(t — tx) (k=0 a 2M). Concretement, il suffit
de vérifier

T
VE 0 < k< OM, / it X).5(t — 1) dt = Enilte, X) = 0 (11.43)
0

d’otu le lien entre la méthode de collocation trigonométrique et la méthode de collocation

classique.

Par cette technique, on obtient directement un systeme de (2M + 1).N équations
algébriques a (2M + 1).N inconnues qui s’écrit sous la forme matricielle suivante

H(X) = A.X + b(X) = 0 (1L44)
La matrice A s’exprime par
B A(0,0) o A(072m—1) A(O,Qm) o A(O,QM—l) A(O,QM) o 7
A _ A(k,O) o .A(k,Qm—l) A(k:,?m) o A(kz,QM—l) A(k,QM) o (II45)
;4(2M,0) . ;4(2M,2m—1) A(QM,2m) L AMaM-1) 4 (2M2M)
avec
Ak0 g
_—= 2 p—
é(mm_l) (K — (mw)®.M) . cos(mwt;) — mw.B. sin(mwt;) (11.46)
é(k’zm) = (K —(mw)®M) .sin(mwt;) + mw.B. cos(mwt;)

La matrice A n’a pas, comme dans le cas de la méthode de balance harmonique incré-
mentale, une structure bloc-diagonale. Cependant sa construction est assez aisée. Il suffit
de remarquer que

A=(C'D)eM+ (L 'DeB+L'e (11.47)

[
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avec I et D matrices définies dans [L.36] et [L.391 La matrice 22 est diagonale, ses termes

étant de la forme (mw)?.

Le vecteur b quant a lui englobe les forces non-linéaires et les forces extérieures

ilm (to, (tO,X) g(%;&)) iemt(t0>
b — bnl + l_)lin — flza (tlm (tk7X) Q(tkai)) o .iemt(tk) (II48)
flm (tan, q(tant, X)), q(tanr, X)) iemt(tQM)

Le systeme obtenu peut alors étre résolu par n’importe quel solveur non-linéaire. C.
NATARAJ et H. D. NELSON [96] utilisent par exemple une méthode de la sécante. Mais on
peut également faire appel a d’autres algorithmes, qui utilisent éventuellement la matrice
jacobienne de b dont voici ’expression

lia

Jy = diag (a—g (tr, q(te), Q(tk))> (el

lia

On remarquera la similitude avec [T38.

2.2¢c Collocation par moindres carrés

La collocation peut s’effectuer sur un nombre d’instants quelconque L vérifiant L >
2M+1 (condition nécessaire pour que le probleme soit bien posé). Pour L >2M+1, cette
collocation dite sur-déterminée conduit a un systeme de L.N équations pour (2M+1).N
inconnues, similaire & [L44] Ce systéme étant rectangulaire, sa résolution passe donc par
I'utilisation d'un algorithme d’optimisation. Il est possible de démontrer que la solution
de ce probleme minimise la fonctionnelle Z définie par

Z |Eni(ti, X) |2 (IL.50)

montrant par conséquent son lien direct avec la méthode de collocation par moindres
carrés. Le cas particulier L =2M+1 conduit naturellement a la méthode de collocation
trigonométrique telle exposée précédemment.
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Cette méthode est adaptée astucieusement par M. CHINTA et A. B. PALAZzZOLO [26].
Leur stratégie est de faire d’abord appel a la méthode de collocation trigonométrique. Si un
probleme de convergence est rencontré avec le solveur, suite a une mauvaise estimation
de la solution recherchée (i.e. mauvais itéré initial) ou autre (mauvaise répartition des
instants ¢, par exemple), ils se retournent vers la méthode de collocation trigonométrique
sur-déterminée. Pour la résolution du probleme, ’algorithme de Levenberg-Marquardt est
alors utilisé.

II.3 Les techniques de continuation

Les méthodes temporelles et fréquentielles exposées auparavant permettent de calculer
les oscillations périodiques d'un systeme forcé pour un jeu de parametres fixé. Mais une
étude dynamique ne se limite pas a un seul calcul. Elle consiste généralement a suivre
I’évolution du comportement vibratoire lors d'une variation d’'un parametre physique noté
A. Il peut s’agir de 'amplitude d’une force, d’un taux d’amortissement, d'une valeur de
raideur,. .. On le nomme parametre de controle ou parametre de bifurcation.

On g’intéresse donc aux oscillations périodiques pour les valeurs de A\ comprises dans
une plage de variation donnée, [ A1, Ay ]. La solution de I’équation différentielle du mouve-
ment dépendant de ce parametre, elle est notée g(¢; A), et il en est évidemment de méme
pour les solutions X (\) du systeme algébrique

H(X,\) = AN X + b(X,)) = 0 (IL51)

obtenu par 'application des méthodes non-linéaires, avec une dépendance implicite de X
vis-a-vis de A.

Bien entendu la solution n’est déterminée qu’a un nombre fini de valeurs A,, ne permet-
tant qu'un tracé de la courbe de réponse point par point. Sur cette courbe est représentée
I’évolution d'une grandeur convenablement choisie, liée a g(t; A), en fonction de A. La
grandeur en question dépend du probleme considéré et peut étre 'amplitude de vibra-
tion, I'énergie du signal.. .. Elle peut toujours s’exprimer en fonction des composantes de
X et, dans un souci de généralisation, sera par la suite notée [X]. Dans le cadre le dyna-
mique des rotors, I’étude classique est celle de réponse a balourd, au quel cas on représente
I'amplitude de vibration en fonction de la vitesse de rotation (A = Q).

La continuation, dont le but est le tracé des courbes de réponse, repose en général sur

des algorithmes du type prédicteur/correcteur : le prédicteur fournit une estimation X ®)

de la solution a A,, qui est ensuite améliorée par le correcteur jusqu’a 'obtention de la
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solution recherchée X® = X (Ap). Chaque couple de prédicteur et correcteur constitue
donc une technique de continuation. Cette technique n’est cependant pas unique, mais
dépend du choix de la paramétrisation adoptée.

3.1 La paramétrisation

Pour tracer la courbe en réponse, on calcule usuellement la solution pour un ensemble
de valeurs )\, fixées. On parle dans ce cas de continuation séquentielle. Son inconvénient est
qu’elle ne permet pas de suivre la courbe lorsque celle-ci se retourne, évenement fréquent
lors de l'analyse non-linéaire (c¢f. problemes de flambement en statique ou de saut de
réponse en dynamique). Pour palier cette difficulté, quelques stratégies existent et sont
exposées ci-dessous.

3.1a Paramétrisation par longueur d’arc

L’idée est de paramétrer la courbe par son abscisse curviligne, et non plus par le
parametre de controle qui devient de ce fait une inconnue du probleme. L’abscisse cur-
viligne s de la courbe de réponse réelle ne pouvant étre déterminée précisément, elle est
approximée par la longueur de ligne brisée définie par 'ensemble des points ([X]®), \®)).
La distance entre deux points successifs sur la courbe est donnée par

As®) \/“X(p) ~ X @12 4 (A®) = \G-D)2 (11.52)

la norme utilisée étant la norme euclidienne. Le premier point calculé servant d’origine
(s = 0), I'abscisse curviligne se définit alors de proche en proche

s — =1 4 AW (I1.53)

L’équation algébrique qu’il faut résoudre ne dépend plus implicitement que du
seul parametre s, et posséde maintenant une inconnue supplémentaire, A(s). Pour que la
résolution soit possible, il faut donc I'augmenter d'une équation scalaire: 1’équation de
paramétrisation p. La premiere idée est de dire que le point recherché se trouve sur la
courbe d’équation H(X) = 0 et sur une hypersphere centrée sur le dernier point trouvé et
de rayon As. L’incrément As, fixé par I'utilisateur (constant alors) ou par le programme
(variable), est appelé longueur d’arc. Le systeme a résoudre est donc

H(X, ) = AN).X + b(X,\) =0
{ PN = [|X — XO2 £ (A = AP — A =0 (I1.54)
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T ([X] @+ A@+D)

PIX, N As) =0

([X](p)‘ A(r))

A

Fic. I1.3: Méthode de continuation du type arc-length

Cette méthode de continuation, schématisée figure [L3] porte le nom de continuation arc-
length.

Une autre possibilité est de rechercher la solution a I'intersection de la courbe réponse
et d’un hyperplan orthogonal & la tangente & la courbe au point (X® A?)) et situé & une
distance Al de ce dernier. L’équation de la tangente s’obtient facilement en écrivant que

dH = 0 et s’exprime par

0H 0H

—dX+—.d\=0 I1.55

ox TN T (1L55)
Les composantes X ®) et A® d’un vecteur directeur a cette tangente vérifient donc la
relation

0 (OH oy on)  OH ) o i)
x® = <8£<X AP)) SR, 20) (I1.56)

En normalisant le vecteur directeur, I’équation de cet hyperplan s’obtient aisément et
conduit au systeme augmenté suivant

= (p) (11.57)

H(X,\) = AN . X + b(X,\) =0
PXA) = X7 (X = XP) + A0 (A= AP) — Al = 0

L’équation de 'hyperplan découle en fait de la linéarisation de celle de 'hypersphére
de la méthode de continuation arc-length. Le terme Al ne représente pas la distance entre
deux points de la courbe mais la distance entre un point et la projection d’un second sur
la tangente du premier, comme le montre la figure [L4l On parle ainsi de continuation
pseudo arc-length.

Si pour la méthode de continuation arc-length on est siur de pouvoir trouver une
intersection avec I’hypersphere, pour la méthode de continuation pseudo arc-length il
se peut qu’il n’existe pas d’intersection. De plus, méme si I’hyperplan venait a couper
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[X]

([X](‘H»])‘ )\(p+l))

([x]®, A@) NP AA) =0

A

Fi1G. 11.4: Méthode de continuation du type pseudo arc-length

la courbe de réponse non localement (c’est-a-dire hors voisinage du dernier point), on
rencontrerait des problemes de convergence lors la résolution de[IL57 Pour éviter ce cas
de figure, il suffit de prendre Al assez faible (relativement a la courbure de la courbe au
point ([X]®, AP)).

Il est possible pour la méthode de continuation arc-length d’utiliser une autre hyper-
sphere, dont le centre se trouve a une distance Al du point dernier point trouvé, sur la
tangente a la courbe en ce point, et le rayon correspond a un fraction de Al.

L’avantage de la méthode de continuation arc-length sur la méthode de continuation
pseudo arc-length réside dans sa simplicité d’application. Mais 1’équation ajoutée est non-
linéaire, contrairement a celle de I'hyperplan. La méthode de continuation pseudo-arc
length par contre nécessite le calcul des jacobiennes de H par rapport et \.

3.1b Paramétrisation sélective

Une alternative a la paramétrisation par longueur d’arc est la paramétrisation sélective.
Elle consiste a fixer soit une composante de X, soit A, ce qui revient a résoudre le systeme
augmenté

{ H(X.A) = AN). X + (X, \) =0 (11.58)

avec k € [1, n+ 1] (en posant X, ; = A). Le coeflicient n peut étre défini de plusieurs
manieres. En général, il est adapté a chaque pas, de méme que l'indice k, offrant ainsi
une grande flexibilité. Il est de pratique courante de prendre comme indice celui du terme
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([X](;'Hrl).’ /\(p+l>)

([X]@+D A@+Dy

([X](P), )\(p))

(a) (b)

Fic. IL.5: Méthode de continuation du type AFC

qui, entre deux calculs, a subit la plus grande variation relative, c¢’est-a-dire pour lequel

X® — x@-D)

X0 (11.59)

Aik:maX{Ail,...,AXn_H} avec AX, =

Une fois que l'indice est fixé, il reste a choisir une valeur appropriée pour n. Ce choix
dépend de X, et de la valeur d’incrément entre deux points successifs. Une stratégie
souvent employée consiste a prendre

=X+ - XY (I1.60)

P _ X1 ot le nouvel

ou ¢ est un facteur d’ajustement entre l’ancien incrément X
(p)

incrément n — X ;.

Parfois la variation relative de X, | est pondérée par une constanste plus grande que
1 afin de favoriser le choix A. Changer la paramétrisation de A pour X, (k =1 a n) ne
présente d’'intérét que localement, précisément aux retournements éventuels de la courbe
(c’est d’ailleurs aux points de retournement que la variation relative de A n’est pas la
plus importante), d’ou le nom également employé de paramétrisation locale [I17]. G. XIE
et Y. K. LOU ont appliqué cette technique de continuation avec la méthode de balance
harmonique incrémentale et la méthode de collocation trigonométrique [Th1] [152]. Leur
parametre de controle étant la fréquence, ils parlent de technique AFC (pour Alternating
Frequency/Coefficient). La figure [LH montre le fonctionnement de cette technique.

Il est intéressant de remarquer que lorsque A est utilisé (¢f. figure [[1.5(a)|, on se retrouve
dans le cas de la continuation séquentielle, le choix pour n étant alors tout naturellement
la valeur A\.
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3.2 Les prédicteurs

Un prédicteur est un algorithme qui permet de prédire (X (p+1) AP+H) a solution
recherché, a partir des solutions trouvées précédemment, (X (p=) AP=)) 5 > 0. L'estima-

. . /1 o (p+1) ¢ . C sy

tion fournie par le prédicteur, (X , AP “est alors prise comme premier itéré dans
le processus incrémental utilisé lors de la résolution de [LA1], ce qui assure une meilleure
convergence.

3.2a Prédiction tangente

Le prédicteur tangent consiste a utiliser la tangente du dernier point trouvé comme pro-
longement local de la courbe. En continuation séquentielle, la variation A\ du parametre
de controle étant imposée, [1.55 permet de déduire directement 1’estimation suivante

S (p+1) OH ' 0H
X=X = (xP) \P) ——=(X®P AP A 11.61

Il s’agit du point situé sur la tangente & la courbe de réponse en (X®, A®)) et pour lequel
la valeur de X\ est APt = \®) - A\

Ce prédicteur, proposé par DAVIDENKO, s’adapte aussi pour le cas ou le paramétrage
de la courbe s’effectue par longueur d’arc, et se trouve dans la littérature sous le nom
de prédicteur d’Euler. Le point estimé est alors celui se trouvant sur la tangente a une
distance As (ou Al) du point (X® A®). Les incrémentations entre le dernier point trouvé
et le point estimé vérifient donc

oH oH
=y ® @ =y \(® —
(X J A ).AX—l— )\(X JA ).AA—O

X (11.62)
[AX®P 2 + |[AND)2 = As? (ou Al?)

La premiere équation donne la direction et la seconde la distance. La résolution conduit
alors a l'estimation suivante

[ 50+ — A 1 AND — \®) 4 As (ou Al)
0H ): |
Z=(x @) \®) 2= (x @ A@Y12 41
\/H (Srxeam) S A+
. H -1 9
X x0 4 ax® = x0 _ (2L xw o)) 2 x0) y0) ax0
\ 0X o\

(11.63)
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[X] [X]

Al
As

([X]<p+l)7 )\(pﬂ))

([X])@ D, A@+Dy

L ([X)e+D, AerD) ([X]) @D, A+

([X](P)ﬁ AP)) ([X]@), )\(p))

(a) en continuation pseudo arc-length (b) en continuation arc-length

Fiac. 11.6: Prédicteur d’Euler

Sur Iinterprétation graphique (cf. figure [[L6)), on remarque que les points prédits vérifient
I’équation de paramétrisation des continuations de type arc-length et pseudo arc-length.
Cette figure montre aussi les deux possibilités fournies par [L.63] relative au choix du signe
pour AXN®).

Ce choix doit s’operer de telle sorte a préserver I'orientation (i.e. & conserver toujours
le méme sens de parcours). Pour cela, on requiert usuellement que le produit scalaire entre
les vecteurs directeurs des tangentes aux points (X®~9 A@=D) et (X® \P) soit positif
[T3T], 130]. On opte & priori pour le signe positif pour AAP) puis on regarde si I'inégalité

EAXPD AX® L ANP-D ANP) S (I1.64)

est vérifiée. Si ce n’est pas le cas, on prend 'opposé. Cette procédure permet de ne pas
conduire a une estimation qui se trouve sur la partie déja calculée et évite donc de revenir
en arriere.

Un inconvénient du prédicteur est qu’il ne peut s’utiliser tel quel au voisinage d’un

. . . oOH . , .
point de retournement. En effet, la jacobienne X évaluée en un point de retournement

est singuliere, de rang n — 1: il est donc impossible d’obtenir les incréments a partir

de Bien entendu, il y a trés peu de chance de trouver exactement un tel point.

Mais pour des points a proximité de celui-ci, la jacobienne g—g, bien que réguliere, peut

étre mal conditionnée, engendrant éventuellement des problemes purement numériques.
Pour traiter ces cas particuliers, le moyen le plus simple consiste a augmenter la premiere

équation de [[L62] par une équation de normalisation qui impose une relation entre les
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différents incréments.

<g,[i—f]>:1 _ %t% .[i—f]:[%]:en_ﬂ (I1.65)

&

Sachant que pour les points de retournement le rang de [g—i | %—%} est égal a n, on constate
alors que si le vecteur constant ¢ est convenablement choisi (pour pouvoir passer du rang
n an+1), la matrice augmenté n’est plus singuliere (ou presque singuliere). Son inversion
conduit alors aux incréments souhaités qu’il est possible de normaliser, puis de multiplier

par As pour respecter la seconde équation de [L62]

Si pour le vecteur de normalisation on prend ¢ = c.e; (k compris entre 1 et n), alors
AX, = 1/c, et la résolution de [LEH peut étre remplacée par celle de

AX
OH OH | OH (:1:k=1) OH

[ A -1 | By | B Gt } AN = — [ o () ] AX, (11.66)
o o A—X(:,k—i—l:n) o

ot la notation (: , 1) signifie 7™ colonne d’une matrice et (i : j) composantes i & j d'un
vecteur [I03]. On remarque la similitude de [L.66] avec [LGT] les termes correspondant a
X, et X ayant juste été permutés.

Pour ce type de paramétrisation, 'équation de normalisation ||[AX P |2 + |ANP)|2 =
As? est remplacée par I’équation de normalisation X, = 1/c. Pour que le point prédit
satisfasse ’équation de paramétrisation X, —n = 0, les coeflicients c et n doivent vérifier
la relation n — X, = 1/c.

Ce prédicteur s’apparente a une itération de la méthode d’Euler (méthode de résolution
d’équations différentielles ordinaires). A ce titre, on le qualifie dans la littérature de
prédicteur d'Euler [I48]. 11 s’agit d'un prédicteur d’ordre 1, ¢’est-a-dire que lerreur com-

~ 1 ~
mise peut s’écrire \/||X(p+ . XPHD )2 L (A — \0+D)2 = cste. As? +O(|As?]). Beau-
coup d’autres prédicteurs peuvent se construire, comme pour le prédicteur d’Euler, sur des

algorithmes d’intégration. Cela vient de 'analogie qu’il est possible de faire entre (X,\)
et (y,t) et qui conduit a la similitude

)1(&)\).6_@(&)\) & yt)=F(ty) (IL.67)

= (55 = i) = Fit.y

dx 0X

D’ailleurs, les algorithmes d’intégration temporelle se basent souvent sur les méthodes
dites prédicteur/correcteur, qui consistent a prédire dans un premier temps la solution a un
pas de temps donné a l'aide d'un schéma rapide en temps de calcul, et ensuite de la corriger
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par un schéma plus élaboré. A titre d’exemple, les intégrateurs a pas multiples d’Adams-
Bashforth (explicite) et d’Adams-Moulton (implicite) sont utilisés conjointement, respec-
tivement en tant que prédicteur et correcteur. La méthode d’Adams-Bashforth trouve
également son application dans le calcul d’une courbe de réponse.

3.2b Prédiction par interpolation polynomiale

La deuxieme grande famille de prédicteurs est basée sur l'interpolation polynomiale.
Ces prédicteurs, contrairement au prédicteur d’Euler, ne nécessitent pas le calcul des
jacobiennes de H par rapport & X et A (ni I'inversion de la premieére par conséquent). Ils
requierent juste le stockage des d + 1 derniers points calculés, si on désigne par d le degré
du polynoéme d’interpolation.

Le principe est de déterminer les coefficients vectoriels du polynome qui passe par ces
d+1 points, l'interpolation étant réalisée sur les abscisses \; (en continuation séquentielle)
ou sur les abscisses curvilignes s; (en continuation de type arc-length, pseudo arc-length
ou AFC), i = p—d a p. Le point prédit sera alors l'extrapolation suivant cette courbe
polynomiale, se situant & I’abscisse A\, ou s*Y. Pour les polynomes de Lagrange de
degré d [126], en prenant un paramétrage par longueur d’arc, I'estimation sera

o) & i

X = Z%L@'.X(p ) ﬁ s+1) _ g(p—d+j) : )
o avec L; = o dri —— I1.68

R i L1 s(p—d+i) — g(p—d+j)

AP+ — ;Li./\(p d+i) =0

Il est déconseillé d’utiliser des polynomes d’ordre élevé. En effet, cela exige de prendre
beaucoup de points. Et ils seront naturellement répartis sur une partie plus grande de la
courbe, qui ne pourra éventuellement plus étre approchée convenablement par une courbe
polynomiale. Méme si la courbe est assez réguliere, il est connu que 'approximation d’une
fonction par un polynome interpolateur en des points d’abscisses équidistantes se détériore
aux voisinages des points d’abscisses maximale (i.e. le voisinage auquel on s’intéresse)
et minimale lorsque 1'on augmente le nombre de points d’interpolation (phénomene de

Runge) [B0].

Compte tenu de ces remarques, on se restreint en général a une interpolation cubique
[24, 95]. Le prédicteur linéaire obtenu pour d = 1 est également utilisé pour sa simplicité

[15].
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3.3 Les correcteurs

L’estimation fournie par un prédicteur ne satisfait pas en général 1’équation de la
courbe de réponse. Il est alors nécessaire de la corriger. Tel est le role d’un correcteur. I1
ne s’agit proprement dit ni d’'une méthode, ni d’un algorithme, mais plus d’un stratégie
pour gérer I'équation de paramétrisation. La méthode n’est autre qu'une des méthodes
présentées auparavant : elle fournit le systeme algébrique[IL5T] (i.e. I’équation de la courbe
de réponse). L’algorithme correspond soit a un solveur, soit a un algorithme de minimi-
sation : il résoud ce systeme éventuellement augmenté d’une équation de paramétrisation.

3.3a Le correcteur de Newton-Raphson

Si le solveur utilisé est la méthode de Newton-Raphson, la résolution du systeme
augmenté se ramene a une succession de résolutions de systemes linéaires

OH O i)y (i

X (4) = ('L)X (4) i i i
8X( XA o\ (X, DAX _ H(VX, ON) (1I1.69)
IP oy, TPy ayy |1 0aA ] L P(OX, O |
oxX = O

L’exposant (i) correspond au numéro d’itération (placé a gauche pour éviter la confusion
avec I'exposant (p) utilisé pour la numérotation des points, i.e. des solutions).

En continuation du type AFC, il est possible de simplifier la résolution de en
gérant en interne ’équation de paramétrisation P(X,\) = X, — n. En effet, la solution
de cette equatlon est connue, X, p+1) _ n. Il est donc possible de 'injecter dans [L.69]
a la place de WX, d'ott ADX, = 0 & chaque itération. Ainsi la k™ colonne de la
jacobienne augmentée et sa derniere ligne deviennent sans intérét (elle donne AWX, = 0:
on se raméne a un équation identique a avec le terme de droite égal cette fois-ci a
H(DX, @)) [I51] 152]). L’intérét est de toujours conserver un systeme de n équations a
n inconnues (les WAX;, i = 1 an+ 1, i # k). On remarque qu’avec cette approche, les
itérés se trouvent toujours sur la droite d’équation X, —n = 0.

Il est possible d’adapter cette stratégie a la technique de continuation pseudo arc-length
vu le caractere linéaire de P. Le systeme a résoudre est dans ce cas

OH 0H 0P 0P P

0
(5% ~ S/ ) X = —H+PI -

avec O\ = \®) L tAX®) ((Ox — X(p))/A(p) (par souci de clarté, il n’est pas rappelé que
H, P et leurs jacobiennes sont évalués en (X, (D\)). Mais I'avantage est moindre: cela
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revient a effectuer une inversion de Gauss par blocs et non plus juste une permutation de
colonnes. On note encore que tous les itérés se situent sur 'hyperplan perpendiculaire a

la tangente [148].

Cette stratégie étant applicable lorsque le solveur utilisé est la méthode de Newton-
Raphson, on trouve parfois le nom de prédicteur de Newton-Raphson [148]. Les codes de
calcul n’effectuent communément pas cette gestion interne mais résolvent directement le
systeme [[[L58. La premiére raison est une volonté de rester dans un cadre général (valable
également pour une équation de paramétrisation non-linéaire, comme pour la méthode
arc-length), la seconde repose sur 'utilisation éventuelle d’autres algorithmes que celui de
Newton-Raphson.

3.3b Le correcteur de minimisation par moindres carrés

Un algorithme de minimisation peut aussi s’employer pour corriger la prédiction [95].

Cela présente I'avantage de ne pas nécessiter d’équation de paramétrisation. On peut par
0H o1
X OX

(i.e. derniere ligne involvant P supprimée).

exemple utiliser la pseudo-inverse de [ } pour résoudrell[.69 restreint a H uniquement

Le calcul de la peudo-inverse s’effectue suivant une décomposition par valeurs sin-
gulieres, SVD. Le principe de la SVD est de décomposer une matrice rectangulaire de
dimension n par (n 4 1) en un produit matriciel U.S5.'V avec U et V. matrices orthonor-

males de dimensions respectives n par n et n+ 1 par n + 1, et_é matrice de dimension n
par n + 1. La solution est alors

OAX

=

“LULH (DX, 0N (I1.71)

ot W™ correspond a l'inverse de W calculée en ignorant sa derniere colonne (nulle),
complétée par une ligne de zéros. A la fin des itérations, on obtient la solution pour

1 ~
laquelle le critere || X — X v )||f + (A = AP)2 est minimum, c’est-a-dire le point sur la
courbe de réponse le plus proche du point prédit.

3.4 Aspects pratiques

En théorie, les méthodes de continuation permettent le tracé effectif de la courbe de
réponse. En pratique, il est courant de rencontrer divers problemes lors de leur utilisation,
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comme des mauvais conditionnements de matrices, des convergences tres lentes voire pas
de convergence,. .. Quelques considérations permettant d’améliorer la robustesse de ces
méthodes sont listées ci-dessous.

3.4a Gestion du pas

Dans toutes les méthodes de continuation apparaissent des pas: A\, AX,, As ou Al.
Les valeurs prises pour ces incréments sont primordiales, car d’un coté un pas trop long
donne une mauvaise approximation initiale (trop éloignée de la solution exacte) et par
conséquent de nombreuses itérations sont nécessaires avant de converger, et d'un autre
cOté, un pas trop faible conduit a un nombre de points a calculer excessif. Afin d’optimiser
au mieux le temps de calcul, I’emploi d’un pas variable est souhaitable.

La gestion du pas est tres utilisée en intégration temporelle, ou 'adaptation du pas
de temps se base sur des criteres de précision (cf. la célebre méthode de Runge-Kutta-
Fehlberg [106]). Dans le cas présent, cette approche n’est pas applicable car aucune es-
timation d’erreur n’est disponible (en intégration temporelle, ces estimations découlent
généralement facilement de développements en série de Taylor). On a alors recours a des
criteres d’origine statistique. Le principe est d’utiliser, pour le calcul de chaque point,
le pas du calcul précédent multiplié par une constante (3. Ce coefficient multiplicateur
dépend du nombre d’itérations nécessaires pour le dernier calcul (noté I) et doit per-
mettre d’augmenter le pas lorsque le solveur converge rapidement et de le diminuer si le
nombre d’itérations dépasse un certain seuil. On peut, a titre d’exemple, prendre

I,
ﬁ = Tpt ou ﬁ — Q(Iopt_l)/4 (II?Q)

ol I,y est le nombre d’itérations souhaité (fonction du solveur utilisé, I,,; = 6 préconisé
avec la méthode de Newton-Raphson) [24] [131]. Il est par ailleurs conseillé de borner la
valeur du coefficient multiplicateur, e.g. prendre § = 0,5 (respectivement 3 = 2) si la
formule d’adaptation conduit & 5 < 0,5 (resp. 5 > 2).

En continuation séquentielle ou de type AFC, il est aussi d'usage courant de limiter
le pas pour des questions non pas de convergence mais de visualisation. Dans ce cas, on
limite les incréments de telle sorte que la variation relative des composantes de X et/ou
A soit inférieure a un seuil donné.

3.4b Mises a échelle
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Dans certaines circonstances, il est souhaitable de pondérer le role de X vis-a-vis de
A. En paramétrisation sélective, la variation relative de A dans [[1.59 est classiquement
multipliée par une constante supérieure a 1 afin de favoriser son choix.

En paramétrisation par longueur d’arc, il est possible de porter 'accentuation sur X
ou A en pondérant les termes de I’équation de paramétrisation par un facteur d’ajustement
&. Avec la continuation de type arc-length par exemple, cela donne

PX,N) =X = X2+ (1-6).(A = AP)? — A (I1.73)
K. B. BLAIR et al. définissent un facteur d’échelle o et proposent la pondération suivante

N P2 A2 _ X7
P(X,)\)—T—i—(/\—)\ )© — As® avec 0= (I1.74)

Ces facteurs s’appliquent aussi en continuation du type pseudo arc-length.

En continuation arc-length, un autre point pouvant aider la convergence dans certaines
circonstances est de remplacer la norme euclidienne || e ||, par une fonction appropriée
de juste quelques composantes. On pourra prendre par exemple ||yo| avec la méthode de
tir multiple, ou encore y/[|a1[|? + ||b1]|?, i.e. 'amplitude du premier harmonique, avec les
méthodes fréquentielles. De plus, il n’est pas obligatoire, du point de vue bon fonction-
nement, de considérer tous les degrés de liberté du modele: prendre Yo, ou \/ @l + b_1f
suffit, sous réserve que le ddl i contienne assez d’information sur la dynamique du systeme
(amplitudes de vibrations non négligeables pour ce ddl ).

3.4c Homothétie

Comme déja précisé, les prédicteurs permettent d’améliorer la convergence, en donnant
une estimation assez proche de la solution. Cependant, pour le premier point a calculer,
(XM \y), il n'existe aucune prédiction. Il est de coutume de partir d’une valeur de A pour
laquelle les non-linéarités sont peu influantes [103] ou, au pire, d’employer I'intégration
temporelle pour obtenir cette premiere solution.

Une alternative possible est 'homothétie. Elle consiste a construire une suite finie
d’équations H(X, \) = 0 dont la premiere est facile & résoudre et la derniere correspond
a H(X,\) =0, puis a les résoudre a la chaine en prenant comme point de départ la solu-
tion trouvée pour ’équation précédente. Si les équations successives sont assez similaires,
cette technique permet d’aboutir finalement a la solution attendue, a savoir (X O Ar). 1l
s’agit de la version discrete de 'homothétie. Sous sa forme continue, elle s’exprime par



I1.3. Les techniques de continuation 69

PI(X,\)=0,0<6<1,avec HY(X,\) = 0 équation dont la résolution est aisée, et

H
H = H. Un moyen rapide de construire une telle homothétie est de considérer

H=0.0 + (1 -0).H" (I1.75)

Pour H” divers choix sont applicables, comme H%(X \) = X (le plus simple) ou
HO(X,\) = A(N).X + " (X\) [103]. Pour ce dernier cas, il faut étre averti des problemes

éventuellement soulevés pour 6 = 0, suite & ’élimination du terme non-linéaire b™ (création
de corps rigides,. . . ).

L’expression de 'homothétie non plus par HY (X,A) = 0 mais par H(X,\,0) =0
souleve le lien existant avec le suivi de la solution en fonction de ’évolution de 6 (traité
comme parametre de controle). Cela justifie I'application des méthodes de continuation
dans ce contexte. En guise d’illustration, prenons le cas ou 6 représente 'amplitude de
la force d’excitation. A niveau élevé, les non-linéarités ont une trop grande influence, on
commence alors par calculer la solution pour une amplitude assez faible (le systeme se
comportant d’ordinaire de maniére quasiment linéaire a faible niveau), puis on 'augmente
progressivement jusqu’a atteinre le niveau souhaité.

3.5 Expression des jacobiennes relatives a wy

Comme on vient de voir, les techniques de continuation font souvent intervenir le calcul
de la jacobienne de H par rapport et A. A ce titre sont fournies ci-dessous les jacobiennes
par rapport wy pour différentes méthodes, la pulsation propre de la force d’excitation
étant souvent utilisée comme parametre de controle.

La dérivation de A et b ne pose pas de probleme. En effet, pour la méthode des

sz . 0A N o . . -
différences finies, s possede la méme structure que A, il suffit juste de dériver chaque
bloc, sachant que

o (1 2 o (1 1
_ L B I1.76
D (At?) v A2 T By (At) wr A (IL.76)

Le calcul de % quant a lui s’effectue directement.

, : . dA L
Pour la méthode de balance harmonique, la méme remarque vaut pour Dy les dérivées
de chaque bloc nécessitant juste de savoir que

d(m.w)?
8wf

d(m.w)
anc

=2.(mw)?/w; et = (m.w)/wy (IL.77)
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Le calcul de a%’ bien que plus pénible, ne pose pas de difficulté. En voici juste ’expression
du premier sous-vecteur

9 T ilza ‘ . iea;t .
+ T/O (a—w(t>Q(t)>g<t)vwf) + a—wfavwf)) dt (II78)

Les autres sous-vecteurs s’obtiennent de maniere identique, la seule différence étant que
la dérivée de l'intégrande est la dérivée d’un produit.

Pour la méthode de collocation trigonométrique, on se base sur la formule [[1.47] pour
trouver immédiatement
0A 2 1 OB

—= = (I.=_D o M I'.—-D)® B I'D)® —
5o, = Lo DM+ LoD)eB+ (LD 5=

(I1.79)
puisque [' est indépendante de wy et que ST% et 272; font intervenir les dérivés de (m.w)
et (m.w)? déja vus pour la méthode de balance harmonique incrémentale (cf. [LTT). Le
calcul de la jacobienne de b par rapport a wy s’effectue, comme pour la méthode des
différences finies, tout naturellement.

I11.4 L’étude de la stabilité

Le principe des méthodes exposées auparavant étant de rechercher directement une
solution périodique, c¢’est-a-dire sans avoir recours a l'intégration temporelle, il se peut que
la solution trouvée soit instable. Physiquement, cette solution n’est pas observable, car
elle ne possede pas de bassin d’attraction : tout mouvement initié a partir d’'une condition
initiale quelconque s’éloigne de cet état d’équilibre périodique pour se stabiliser sur un
autre état d’équilibre stable (qui n’est pas forcément périodique) ou diverger (en cas
d’abscence de solution bornée).

La stabilisation vers un état d’équilibre stable correspond en fait a la phase transitoire
d’une réponse. Les intégrateurs ne peuvent donc converger vers une solution instable.
Pourtant celle-ci est bien solution du probleme puisqu’elle vérifie I’équation différentielle
du mouvement [Tl (ou le systeme algébrique TLAT] associé). A ce titre, toute méthode de
résolution directe — qu’elle soit numérique ou analytique — est capable a priori de la
détecter, rendant indispensable 1’étude de la stabilité.
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4.1 Stabilité

La notion de stabilité est large. En mécanique, il en existe plusieurs définitions, I'idée
sous-jacente demeurant la stabilité au sens commun du terme. Il convient donc avant toute
chose d’en donner les définitions exactes et de préciser de quelle stabilité il est question
dans le contexte des solutions périodiques.

4.1a Quelques définitions

La définition la plus connue est celle de Lyapunov: une solution y dun systeme
d’équations différentielles est dite stable au sens de Lyapunov si

Ve>0,36>0/Vz, ||z(to) — ylto)ll, <6 = Vit >to, [2(t) —y(®)], <e  (11.80)

Si de plus le critere lim ;4o [|2(t) —y(t)||, = 0 est vérifié, la stabilité est qualifiée d’asymp-
totique. Cette définition est classiquement utilisée pour I'analyse de la stabilité des points
d’équilibre (i.e. des positions d’équilibre statiques). Cependant elle s’avere trop restric-
tive dans le cas de I'analyse de la stabilité des solutions dynamiques (dont les solutions
périodiques ou cycles). On a alors recours a la notion de stabilité orbitale introduite par
Poincaré : une solution y d'un systeme d’équations différentielles, de trajectoire C, est dite
stable au sens de Poincaré si

Ve>0,30>0/VYz, |[z(to) —yto)ll, <0 = Vit >ty,d(2(t),C) <e (I1.81)

L’application d est une distance: on examine comment, dans ’espace des phases, la tra-
jectoire d’une autre solution reste a proximité de la trajectoire C étudiée. Enfin, on trouve
aussi une définition tres générale de la stabilité, celle de Lagrange: une solution y est
stable au sens de Lagrange si 3 M > 0 tel que Vit > to, [|y(t)[|, < M. En d’autres mots,
la solution est stable si elle est bornée, i.e. non divergente.

Les différentes définitions de stabilité énoncées ci-dessus n’imposent pas de condition
sur la perturbation initiale z(t9) — y(to) apportée a la solution y. La stabilité est analysée
au niveau global. Une autre vision consiste a prendre les solutions z qui a t = 3 se
trouvent dans un voisinage de y(Zy) ou de la trajectoire C. Cela conduit a la notion de
stabilité locale, représentée graphiquement figure [L7 & 'aide du potentiel V' [125]. Le
cas (1) montre une solution globalement stable. Dans le cas (3), l'oscillateur de Duffing
(V(z) = —32% + 12%), la stabilité est locale, tout comme pour le cas (2). Ce dernier

est Doscillateur d’Helmholtz, de potentiel V(z) = 32 — z2® (il possede une signification
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(1) (2) (3)

Fia. IL.7: Nature locale ou globale de la stabilité

spéciale car il équivaut a la forme normale d'une catastrophe de type fold). On note que
pour cet oscillateur la solution perturbée diverge si elle dépasse la barriere de potentiel,
i.e. le cercle de droite (car lim,_, o = —00), alors que dans le cas (3) toute solution
perturbée reste bornée.

Dans la pratique, il est tres difficile de prouver qu’une solution est globalement stable.
On s’intéresse donc a la stabilité locale en ajoutant a la solution y une petite perturbation
initiale dyo. Cela permet de recourir a un développement de Taylor au premier ordre de
E lorsque I'on écrit que la solution perturbée y + dy qui en résulte vérifie I'équation du
mouvement [II.229. Ce développement conduit donc a

. OF . :
oy =—(t,y).0y+ O (||6yl?),  soit  dy(t) = Jp(t,y).0y (11.82)

Zd 8y ZJ 2B\ J) 2T

en négligeant les termes d’ordre supérieur. Le fait que cette derniere équation différentielle
soit linéaire explique la dénomination usuelle d’analyse de stabitité linéarisée ou d’analyse
linéaire de la stabilité.

4.1b La théorie de Floquet

Etant donné que y est T-périodique, il en est au moins de méme pour Jg, T' n’étant
pas forcément la période minimale (il se peut que la jacobienne soit de période 7/2 si
F contient des non-linéarités impaires par exemple). Le systeme est donc a coef-
ficient périodique en temps. Il est alors possible de lui appliquer la théorie de Floquet
utilisée pour I'étude de systemes linéaires a excitation paramétrique. De tels systemes
sont tres fréquents dans ’analyse dynamique des structures tournantes, comme des pales
d’hélicoptere [54], des turbines d’éoliennes [39] ou encore des rotors fissurés [90].

Il est connu que I'ensemble des solutions d’'un systeme de n équations différentielles
d’ordre 1, comme [[L.82, est engendré par n vecteurs linéairement indépendants {dy1,. . .,
0Yn }. Le théoreme de Floquet affirme que ces solutions sont, dans une certaine base, de la
forme e“’it.@ (t) avec ¢; de méme période que Jr. Cette forme est appelée forme normale
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ou forme de Floquet, et les constantes complexes v; sont les exposants caractéristiques de
Floquet. En voici le principe de la démonstration.

Le premier point est de construire la base de ’ensemble des solutions. D’apres la théorie
des équations différentielles du premier ordre, on sait que si la famille {dyi,..., 0y}
est libre a un instant ty alors elle I'est a tout autre instant. Pour assurer simplement
I'indépendance des dy;, on utilise donc la base canonique de R" pour la former, i.e. on
choisit les solutions vérifiant dy;(to) = e; (I'existance de telles solutions est assurée d’apres
le théoreme de Cauchy-Lipschitz dont I'application est valide puisque que la fonction
[ (t,0y) — Jr(t,y).0y est localement lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable
0y). Ces vecteurs forment la matrice (inversible) 6 = [dy1]0ys| . .. |dyn], communément
appelée matrice fondamentale. Toute solution dy s’exprime donc a partir de cette matrice.

Dans un deuxieme temps, les solutions dy translatées de T" étant également solutions
de I’équation différentielle [LR2] on les exprime dans la base préalablement construite, ce
qui s’écrit

Y (t+T) = 5Y (1) (11.83)

La matrice @ ainsi définie s’appelle matrice monodréme (ou matrice de transition de Flo-
quet). Ses valeurs propres, A;, sont les multiplicateurs de Floquet. Si elles sont distinctes,
il est possible de la diagonaliser dans C, i.e. 3 P matrice de passage de C" dans C"
telle que @ = P.D.P~" (avec D = diag(Ay, ..., \,)). Les vecteurs z; de la nouvelle base

Z(t) = 0Y(t).P ainsi formée, sont solutions de[[L.82] En posant \; = exp(y;T), il vient
e D) 2t + T) = 2 (t) (11.84)
On en déduit que les solutions z; peuvent effectivement se mettre sous la forme z;(t) =

exp(;t).¢i(t) avec ¢; de période T'. Le cas ou une valeur propre est multiple se traite de
maniere identique en effectuant une décomposition de Jordan [126].

L’intérét de se placer dans la base {z1,...,2,} est d’exprimer sous une forme
simplifiée

ce qui implique
zi(t +rT) = A .zi(t) (k€N) (11.86)

On en conclut sans difficulté que lim ¢4 2;(t) = 0 si [A\;| < 1 ou +o0 si [A;| > 1, d'ott le
résultat classique: si tous les multiplicateurs de Floquet sont a l'intérieur du cercle unité,
la solution y est asymptotiquement stable (la solution est un cycle attracteur) alors que si
juste un seul d’entre eux est a I'extérieur, la solution est instable (cycle répulseur si tous
les multiplicateurs sont a l'extérieur, la solution peut sous cette condition étre obtenue
par une intégration temporelle rétrograde, ou cycle de type point selle sinon).
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Pour les cas particuliers ot un multiplicateur se trouve sur le cercle unité (|\;| = 1) et
aucun a I'extérieur, aucune conclusion quant a la stabilité¢ de y ne peut étre avancée : une
analyse non-linéaire de la stabilité est nécessaire (conservation des termes d’ordre 2 ou
plus dans le développement de Taylor de F'). Ces cas correspondent a une transition entre
stabilité et instabilité. Pour A\; = 1, la solution particuliere z; de est T-périodique
(zi(t+T) = z(t)). Pour \; = —1, elle est 2T-péridique (z;(t +2T) = —zi(t +T) = z(t)).
Pour une valeur A; non réelle, la matrice ® étant réelle, il existe une seconde valeur
propre qui lui est conjuguée. La combinaison des deux solutions particulieres associées,
2z et %, donne une solution quasi-périodique (la premiere pulsation étant 27/T et la
seconde w; = 2. arctan(Sm();)/Re(N;))/T), sauf si \; est une racine k'™ de 1'unité (i.e.
Ai = exp(2mi/k)), au quel cas la solution est kT-périodique (on retrouve les cas T et
2T -périodiques qui correspondent aux racines simple et carré de 1) [136].

Grace a la théorie de Floquet, I’étude de la stabilité d’une solution périodique se résume
au calcul des valeurs propres de la matrice monodrome, qui fournissent une mesure de
la divergence ou convergence orbitale d'une perturbation apportée a la solution le long
d’une direction particuliere sur une période. On rejoint donc 'analyse de la stabilité des
points d’équilibre de systemes autonomes (pour lesquels [I.82] se réduit 5_3/ = Jr(y).5y
avec Jp(y) indépendant du temps [98]). Le lien est encore plus explicite en traduisant le
critere de la stabilité de y al'aide des exposants caratéristiques de Floquet : cette solution
périodique est stable si tous les ~; sont négatifs, instable si au moins un des ~; est positif
[54]. Les exposants ont une signification physique peut-étre plus parlante que celle des
multiplicateurs : leur partie réelle mesure la croissance (ou décroissance) exponentielle de
la partie transitoire d’une perturbation, alors que sa partie imaginaire, définie modulo
27 /T, représente la fréquence de cette perturbation.

4.2 Bifurcations

Le terme bifurcation, introduit par H. POINCARE, a un sens tres large. Cela correspond
a un changement qualitatif des caractéristiques de la réponse d’un systeme relativement
a la variation d’un ou plusieurs parametres. Une bifurcation qui nécessite au moins m
parametres pour avoir lieu est nommeée bifurcation de co-dimension m. Dans ce qui suit,
seules les bifurcations de co-dimension 1 sont traitées.

Lorsqu’un parametre du systeme évolue, une solution périodique initialement stable
peut subitement devenir instable: on a donc un changement qualitatif de la solution,
1.e. une bifurcation. Elle se produit lorsque le plus grand des multiplicateurs de Floquet
(multiplicateur principal), fonction du parametre en question, atteint le cercle unité. A
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bifurcation du type flip bifurcation du type cyclic fold

-1 +1 Re(\;)

D

bifurcation secondaire de Hopf

FiG. 11.8: Les principauz types de bifurcation

ce point de bifurcation, plusieurs phénomenes peuvent se produire. La maniere dont le
multiplicateur principal quitte le cercle unité apporte une indication sur les différents
scénarios observables.

Il existe trois possibilités pour le multiplicateur principal de traverser le cercle unité:
soit par +1, soit par —1, soit par une paire de valeurs complexes conjuguées.

Ces trois cas, représentés figure [[L&] sont associés a des bifurcations appelées respec-
tivement bifurcation de type cyclic fold, bifurcation par dédoublement de période (ou de
type flip) et bifurcation secondaire de Hopf.

4.2a Les bifurcations de type cyclic fold

Pour les bifurcations de type cyclic fold, deux solutions périodiques, une stable et une
instable, co-existant avant la bifurcation, se rejoignent lorsque le parametre de controle
atteint la valeur critique (valeur du parametre pour laquelle la bifurcation a lieu). Le
comportement du systeme apres la bifurcation ne peut étre prédit par des considérations
locales uniquement. Deux possibilités existent. L’attracteur périodique peut tout simple-
ment disparaitre (on parle de blue sky catastrophe, terme qui fait référence a la disparition
soudaine d’un attracteur). Il en résulte alors une stabilisation vers un autre attracteur.
Le phénomene physique qui en découle est un saut de réponse au passage de la valeur cri-
tique (valeur du parametre pour laquelle la bifurcation a lieu), raison pour laquelle cette
bifurcation est qualifiée de dangeureuse. Parmi les systemes qui, sous certaines conditions,
exhibent ce type de comportement, on trouve ceux possédant des raideurs non-linéaires,
comme des raideurs quadratiques ou tri-linéaires [97], ou soumis a des impacts [91].
Pour ces exemples, le nouvel attracteur est périodique, mais il se peut qu’il soit quasi-
périodique [27] ou chaotique (observé pour un rotor rigide sur paliers squeeze-films montés
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Fic. 11.9: Phénomeéne d’hystérésis

symétriquement [131]), voire non borné (la divergence est assez fréquente, dans le domaine
du génie électrique par exemple, elle explique le claquage de composants).

En général, ces bifurcations s’observent par paires, se produisant & la valeur A{" et
une deuxieme a \§™ par exemple, ce qui conduit & un phénomene d’hystérésis, comme le
montre la figure [L.9]: entre A¢™ et A\S™ deux solutions stables co-existent, et aux valeurs
critiques la solution instable rentre en collision avec une solution stable et se détruisent
mutuellement.

La solution instable, bien que sans intérét a priori car non observable physiquement,
revét une importance notable. Premierement, elle délimite les bassins d’attraction des
deux solutions stables (i.e. c’est une séparatrice). Deuxiemement, elle permet, par I'in-
termédiaire d’'une méthode de continuation, de transiter d’une solution stable a I'autre.
Certes les deux solutions stables peuvent aussi, pour cet exemple particulier, s’obtenir
par deux calculs successifs en continuation séquentielle classique (un avec AX > 0, et
lautre avec AN < 0). Mais cette approche n’est pas toujours utilisable si plus d’une
paire de bifurcations de ce type ont lieu, car plus de deux solutions stables peuvent alors
éventuellement co-exister, comme cela a déja été observé sur les vibrations d’engrenages
tant numériquement [I35] qu’expérimentalement [70], ou encore pour des oscillateurs a

impacts [33].

La deuxieme possibilité envisageable apres une birfucation de type cyclic fold est une
explosion de I'attracteur périodique stable en un un nouvel attracteur, plus grand et englo-
bant ’attracteur initial. Une telle bifurcation est dite explosive, et ne s’accompagne pas de
saut soudain de réponse, mais d'un phénomene transitoire : la trajectoire observée ensuite
tend a rester sur 'ancien attracteur périodique (appelé cycle fantéme) tout en présentant
des excursions en dehors du cycle fantome. Ce type de bifurcation s’observe notamment
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cyclic fold transcritique pitchfork sur et sous-critique

Fic. 11.10: Courbe de réponse au voisinage d’une bifurcation

sur des oscillateurs comportant une raideur linéaire par morceaux. Dans [84], 'attracteur
engendré a la suite de la bifurcation d’une solution 37-périodique est chaotique et la
trajectoire semble avoir une allure réguliere, mais elle est entrecoupée de comportements
irréguliers qui prennent de plus en plus d’importance au fur et a mesure qu’on s’éloigne
du point de bifurcation, jusqu’a 'obtention d’une solution chaotique. Dans la littérature,
ce phénomene de transition vers le chaos se nomme transition par intermittance de type

1.

En co-dimension 1, la bifurcation de type cyclic fold est la seule qui peut se produire
lorsque le multiplicateur principal quitte le cercle unité par +1, a moins que la solution
périodique suivie ne soit soumise a des contraintes. Dans cette circonstance, des bifurca-
tions analogues aux bifurcations de points d’équilibre peuvent se produire: la bifurcation
transcritique et celle de type pitchfork (aussi appelée bifurcation symmetry breaking ou
plus simplement cusp) [136]. La bifurcation par rupture de symétrie se trouve par exemple
avec l'oscillateur de Duffing [15]. La figure [LI0 montre la distinction entre celles-ci et la
bifurcation de type cyclic fold.

On remarque que pour la bifurcation de type cyclic fold la courbe d’équation H(X, \) =
0 admet une tangente verticale au point de bifurcation. A ce point de retournement, la
jacobienne de H par rapport a X est singuliere, mais si on lui associe la jacobienne par
rapport a A, la jacobienne augmentée ainsi obtenue est de rang maximal, n. Ce schéma
offre une explication graphique sur la maniere dont la paramétrisation sélective permet
de contourner les problemes de singularité : intervertir le parametre de controle avec un
coeffecient de X revient a faire pivoter la courbe de 90°, faisant par conséquent disparaitre
la tangente verticale.

Pour les bifurcations transcritiques ou de type pitchfork, le scénario est completement
différent : la branche suivie continue d’exister au-dela de la bifurcation mais sous forme
instable, et elle est coupée par une autre branche. Dans cas, la jacobienne de H par
rapport a X est de rang n — 2 (et non pas n — 1 comme pour la bifurcation cyclic fold).
A Texception du type pitchfork sous-critique, 'analyse locale de la stabilité permet de
prédire le comportement du systeme apres bifurcation, un échange de stabilité s’effectuant
au moment de la bifurcation (il existe d’ailleurs des algorithmes de changement de branche,
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qui permettent de poursuivre la continuation sur une des nouvelles branches émergentes

[LL7]).

Il convient de préciser que la résolution du systeme

H(X,\) =AN).X +b(X,})
N (11.87)

det (Ju(X,\)) =0
permet de déterminer directement les points de bifurcations de type cyclic fold, transcri-
tique et symmetry breaking. A. Y. T. LEUNG et T. C. FUNG donnent une expression des

dérivées de det(Jy) basée sur la décomposition LU de la matrice jacobienne [82].

4.2b Les bifurcations de type flip

Les bifurcations de type flip sont une des particularités des solutions périodiques. Une
solution T-périodique stable avant bifurcation devient instable, soit en laissant place a une
seconde solution 27-périodique stable (cas sur-critique), soit en détruisant une solution
2T-périodique instable qui existait avant la bifurcation (cas sous-critique) [T31].

Dans sa version sous-critique, il s’agit d'une bifurcation catastrophique, pour laquelle la
connaissance de I'état du systeme apres bifurcation demande une analyse globale. Comme
dans le cas de la bifurcation de type cyclic fold, 'ancien attracteur peut disparaitre (blue
sky catastrophe) ou exploser. S’il disparait, il s’en suit un saut de réponse. Ce cas de figure
a déja été observé pour un oscillateur composé de deux galets en contact (contact supposé
hertzien), a surface ondulée, animés d’une rotation a vitesse constante [95]. S’il explose en
un attracteur chaotique, la transition de la solution T-périodique en une solution chaotique
est dénommée transition par intermittance de type [11.

La bifurcation sur-critique, quant a elle, est continue. Elle s’accompagne d'un dou-
blement de période. Il est assez fréquent de constater une succession de k bifurcations
de ce genre, donnant finalement naissance a une solution stable de période 2*T (appelée
sous-harmonique d’ordre 2%). Elle peut se poursuivre par un méme nombre de bifurca-
tions inverses, retrouvant ainsi la solution T-périodique du départ [8I]. D'un autre coté,
la séquence peut étre infinie: la cascade de doublement de période est dans ce cas suivie
d’une solution chaotique. Cette transition bien connue vers la chaos est la transition par
doublement de période, observable par exemple lors d'un réponse a balourd d’un rotor
rigide sur paliers hydrodynamiques [I31] ou d’un rotor de Jeffcott avec frottement du
disque sur un carter rigide [32].

Il a été prouvé théoriquement par Feigenbaum, et montré numériquement et expéri-
mentalement maintes fois depuis, que les valeurs du parametre auxquelles se produisent
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ces bifurations successives, A, évoluent conformément a la loi

lim kML (I1.88)

k—+oo A\py1 — Ak
La constante universelle 6 ~ 4,66292019 est la constante de Feigenbaum. Il s’avere
d’ailleurs que le ratio en question converge assez rapidement (sur la base des quatre
premieres bifurcations, le ratio se trouve généralement déja égal a 4). Si en théorie, la
solution devient chaotique a partir de A, en pratique il n’est possible d’observer qu’'un
nombre fini de bifurcations, notamment a cause du bruit ou des arrondis. De plus, I'inter-
valle [\, Apy1] au cours duquel la £*™¢ solution sous-harmonique est stable diminue avec
1/k, rendant numériquement difficile voire impossible la recherche des sous-harmoniques

au-dela de 'ordre 4 [15].

Pour le calcul des solutions sous-harmoniques, les méthodes exposées au début de ce
chapitre peuvent s’employer. Il suffit de prendre le ratio sous-harmonique p correspon-
dant [29]. En pratique, deux problemes se posent cela dit. Le premier probleme est lie a
la taille du systeme a résoudre qui, a I'exception de la méthode de tir, est logiquement
multipliée par deux: pour les méthodes fréquentielles par exemple il faut maintenant re-
tenir w/2, w, 3w/2, 2w, ...au lieu de w, 2w, ... (on prend bien conscience ici que rester
avec toujours le méme nombre d’inconnues affecte la précision de la solution approchée).
Cela engendre donc une augmentation draconnienne du temps de calcul ainsi que des
difficultés de convergence pour le solveur [T15]. On peut toutefois ne pas modifier la for-
mulation (matrice A conservée). Il suffit pour cela de prendre la pulsation de I'excitation
égale & 2w au lieu de w (en méthode de balance harmonique incrémentale, cela revient a
décaler *fe,...de 2p termes vers la droite dans [L32). Apres calcul, on se retrouve alors
avec la réponse sous-harmonique du systeme soumis a une excitation de pulsation w. Cela
s’applique aussi bien pour les méthodes fréquentielles [78] que temporelles [149]. L’in-
convénient est que I'on perd en précision (normal puisque le nombre d’inconnues reste
inchangé).

Le second probleme concerne la continuation. La solution instable, de période T, vérifie
également la condition de périodicité y(t + 2T") = y(t): elle est donc aussi solution du
probleme. Pour ne pas continuer sur la branche T-périodique, il est de ce fait nécessaire
d’employer des algorithmes spéciaux de prédiction pour poursuivre la continuation sur
la branche 2T-périodique [81]. Une alternative possible en paramétrisation sélective avec
les méthodes fréquentielles est d’imposer un des nouveaux coefficients (w/2 par exemple)
a étre non nul, forcant ainsi I'algorithme a converger vers la solution sous-harmonique
[82] (cette méme astuce est utilisée dans [108] sur un systéme autonome ayant subi une
bifurcation de Hopf pour forcer le solveur a converger vers la solution périodique).

A Tinverse des bifurcations tangentes, la jacobienne augmentée n’est pas singuliere
pour une telle bifurcation. Elle le devient par contre si on prend en compte les termes
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sous-harmoniques, permettant la détermination directe des points de bifurcations de type
flip via la résolution d’un systeme identique a [L.87 (mais de taille 2n + 1 cette fois-ci,
et non plus n + 1). Graphiquement, cela se traduit comme attendu par deux branches
émergeantes au point de bifurcation.

4.2c La bifurcation secondaire de Hopf

La derniere facon dont une solution périodique peut perdre sa stabilité correspond
a une bifurcation de Naimark. Il s’agit de I’équivalent en régime forcé de la bifurcation
de Hopf pour les points d’équilibre, d’ot son autre nom amplement usité de bifurcation
secondaire de Hopf. Elle introduit une nouvelle fréquence w, a la fréquence initiale wy.
Suivant que le ratio de ces deux fréquences (qui correspond dans ce cas au winding number)
est irrationnel ou non, on obtient alors une solution bifurquée quasi-périodique a deux
pulsations ou périodique (sur-harmonique si wy > wy, sous-harmonique si wy < wy).

Cette bifurcation existe sous deux formes. Dans sa version sous-critique, la solution
quasi-périodique (ou périodique), instable, co-existe avant le point de bifurcation avec la
solution périodique stable suivie. Au point de bifurcation, la solution quasi-périodique
disparait et la solution périodique devient instable. L’état du systeme apres bifurcation
ne peut etre prédit par des considérations locales. Deux possiblités existent : soit ’ancien
attracteur périodique stable disparait (il y a alors apparition d’un saut de réponse), soit
il explose en un autre attracteur plus grand, et éventuellement chaotique (on a alors une
transition vers le chaos connue sous le nom de transition par intermittance de type I7).

Dans sa version sur-critique, la bifurcation est continue et donne en général nais-
sance a une solution stable quasi-périodique a deux pulsations (mais il se peut qu’elle soit
périodique). Lorsque le parametre de controle continue au-dela du point de bifurcation, les
deux pulsations évoluent et peuvent se synchroniser (i.e. leur ratio peut devenir rationnel),
la solution quasi-périodique devenant de ce fait périodique. Ce phénomene de synchro-
nisation est appellé indifféremment phase-locking, frequency-locking ou mode-locking et
s’observe pour de nombreux systéemes comme un rotor rigide avec paliers squeeze-films
montés symétriquement [I31]. Sur la courbe représentant I’évolution du ratio des deux
pulsations en fonction du parametre de controle (nommeée devil’s staircase), cela se traduit
par des paliers qui correspondent a des plages pour lesquelles le phénomene de locking
existe. Bien qu’il en existe une infinité — on les obtient par 'arithmétique de I'arbre de
Farey [98] — seul ceux relatifs aux ratios wy : w; = p : ¢ les plus importants (i.e. entiers p
et ¢ petits) sont visibles, 'intervalle fréquentiel des autres étant trop petit pour pouvoir
étre détectés.
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Un seconde bifurcation sur-critique peut suivre la premiere. Une solution quasi-périodi-
que a trois pulsations stable remplace alors ’ancienne, a deux pulsations, devenue instable.
Si cette succession se poursuit, au bout de k£ bifurcations la solution stable est donc quasi-
périodique a k+ 1 pulsations incommensurables entre elles. Cependant, ce scénario avancé
par Landau pour expliquer les mouvements irréguliers ou turbulents s’observe rarement
au-dela de k£ = 3. Cela conforte les travaux de Ruelle et Takens qui ont démontré quune
solution quasi-périodique a 4 pulsations (ou plus) peut étre facilement perturbée pour
laisser place a un attracteur chaotique robuste. Cette route vers le chaos a partir d’une
solution quasi-périodique est connue sous le nom de scénario de Ruelle-Takens.

Une deuxieme route est celle du torus doubling. La, le tore sur lequel se trouve la
solution quasi-périodique subit une cascade de period doubling, i.e. la période Ty = 27 /wo
est doublée a chaque bifurcation, résultant en un nouveau tore qui forme deux boucles
autour de I'ancien. La cascade, complete ou non, laisse finalement apparaitre un attracteur
chaotique. Une telle transition vers le chaos s’observe pour des oscillateurs a impacts [87].

Enfin, 'attracteur quasi-périodique peut tout simplement étre détruit brutalement (on
parle alors de torus breakdown) et remplacé par un attracteur chaotique ou périodique
(qui peut lui méme subir une transition vers le chaos par doublement de période ou in-
termittence). S. K. CHOI et S. T. NOAH ont observé ce phénomene de destruction sur un
modele de rotor de type Jeffcott soumis a l'effet de la gravité et excité par un balourd,
incluant une raideur radiale bi-linéaire (pour modéliser des roulements avec jeu) et des
termes de couplage en raideur (provenant des joints d’étanchéité ou de toute autre interac-
tion fluide/structure). L’étude dynamique révele une succession de solutions périodiques,
quasi-périodiques et chaotiques [27].

En ce qui concerne le calcul des solutions quasi-périodiques, les méthodes classiques
s’averent inapplicables. Cela dit, il existe des adaptations des méthodes de tir et de balance
harmonique incrémentale. Pour la premiere, le principe est de rechercher un point fixe
non plus sur la section de Poincaré d’ordre 1 mais d’ordre 2. F. H. LING a appliqué
avec succes cette méthode sur un oscillateur de Duffing excité a deux fréquences et un
oscillateur de Van-der-Pol forcé. Pour la seconde, la solution est recherchée cette fois-ci
sous la forme d’une série de Fourier généralisée tronquée (de terme générique kwy + lws).
Grace a cette méthode de balance multi-harmonique, Y. B. KIM a pu mettre en évidence
des résonances en combinaisons de pulsations sur un systeme a raideur bi-linéaire excité
a deux fréquences [71]. Avec S. T. NOAH, il I’a également appliqué a un rotor de Jeffcott
avec jeu de roulement et couplage en raideur et conclue que les solutions quasi-périodiques
pouvant exister pour certaines valeurs de parametres sont bien souvent de plus grande
amplitude que celles périodiques [75].
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4.3 Calcul effectif de la matrice monodrome

A Taide de la théorie de Floquet, la détermination de la stabilité d’une solution
périodique se ramene a celle d'un signe, le signe de la partie réelle des exposants ca-
ractéristiques de Floquet qui dépendent des valeurs propres de la matrice monodrome
suivant la relation \; = exp(;.7"). On retrouve donc le méme concept que pour I’étude de
la stabilité d'un point d’équilibre. Pour ces solutions statiques cependant, les exposants
dont il est question sont les valeurs propres de la matrice jacobienne Jy évaluée au point
d’équilibre. o

Dans le cadre statique, il est possible de s’abstenir du calcul de valeurs propres. On peut
par exemple avoir recours aux fonctions de Lyapunov, comme il en est souvent fait usage
en théorie du controle, ou encore, pour de petits systemes, au critere de Routh-Hurtwirtz.
Celui-ci permet d’obtenir facilement les conditions de stabilité en terme d’inéquations
exprimées sous une forme littérale. Il est donc tres apprécié dans les études paramétriques.

Par contre, dans le cadre dynamique, la matrice monodrome étant fournie numéri-
quement et non analytiquement, des criteres tel celui de Routh-Hurtwirtz n’offrent aucun
avantage (bien que pour de faibles non-linéarités il soit parfois possible de 1'obtenir sous
forme littérale via des méthodes de perturbation). Dans ce contexte et plus généralement
pour des systemes de taille importante, on ne peut donc pas échapper au calcul des valeurs
propres.

En pratique, seules les plus grandes valeurs propres en module sont calculées (cette
option de calcul est disponible dans la plupart des logiciels ou librairies scientifiques
permettant de faire du calcul de valeur propres). Cela permet d’obtenir un gain en temps
de calcul non négligeable sans affecter I’analyse de la stabilité, puisque seul le coefficient de
Floquet principal est déterminant. La seule difficulté restante est la construction préalable
la matrice monodrome.

4.3a Le calcul direct

En revenant sur 1’équation [[1.83] on voit comment former la matrice monodrome : il
suffit d’intégrer plusieurs fois I’équation différentielle linéarisée [L82 sur Iintervalle de
temps [0, T'], avec a chaque fois une condition initiale différente: dy(0) = e;, i = 1 a
n = 2N. Les solutions dy(T’) obtenues sont alors stockées colonne par colonne pour former
la matrice monodrome.
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Le calcul de cette matrice est assez long, puisqu’il demande de réaliser un total de
N intégrations temporelles. Il est donc courant, en pratique, de 'approximer en utili-
sant la procédure de Friedmann [54] [90]. Celle-ci s’appuie sur les travaux de Hsu [64]
et consiste a découper la période en un nombre fini d’intervalles [ty , tx41 | sur lesquels
la matrice jacobienne de H est supposée constante, égale a une valeur moyenne ﬁ(k”)

(par exemple Jp* = Jr(te, y(tr)) [81]). Ainsi, sur chaque intervalle, [L.82 devient une
équation différentielle & coefficients constants qu'il est possible d’intégrer analytiquement
pour trouver

Sy(tir1) = exp (e (tepr — 1)) Sy(ty) (11.89)

Les intégrations successives conduisent alors a 'approximation suivante

Ni, Nk Ni (] (k).(t —t)
® ~ [[exp (L™ (i — 1)) = H(g e i ) > (11.90)
k=1 o k=1 j=1 J:

ou, pour des raisons liées au cout de calcul élevé d’une exponentielle matricielle, on a
recours a un développement en série enticre limité aux premiers termes. En général, Ny =
200 et N; = 4 permettent d’atteindre une trés bonne précision a un cotit raisonnable [24].

En remarque, il convient de souligner que si la solution dont on étudie la stabilité est
de période T" et que la matrice jacobienne Jp évaluée en cette solution est de période 7'/2,
I'intégration de n’a besoin que d’étre réalisée sur l'intervalle de temps [0, T/2].
Effectivement, dans ce cas on démontre aisément que la matrice i = 6Y(T/2) alors

£ 2
obtenue vérifie la relation & = @ [98]. Pour obternir les valeurs propres recherchées, il
suffit donc de prendre les racines carrées des valeurs propres de é Le temps de calcul
dédié a I'intégration temporelle est ainsi divisé par deux.

4.3b Cas des méthodes fréquentielles

Pour les méthodes temporelles, il est facile d’étudier la stabilité de la solution trouvée.
L’évolution de la solution pertubée s’opere en effet en suivant la méme philosophie que la
méthode. Cela découle simplement du fait que les inconnues du probleme correspondent
a des valeurs temporelles. Pour les méthodes fréquentielles, cela n’est plus le cas. Effecti-
vement, les inconnues sont des amplitudes d’harmoniques. Indépendantes du temps, elles
ne peuvent servir pour exprimer ’évolution temporelle de la perturbation initiale. C’est la
raison pour laquelle on a classiquement recours au calcul direct pour ces méthodes. L’in-
convénient est que la solution périodique trouvée est donnée dans le domaine fréquentiel,
alors qu’on en a besoin dans le domaine temporel (pour 1’évaluation de la jacobienne dans
[L.82)). Du point de vue du temps de calcul, il est donc avantageux de réaliser I'intégration
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numérique avec g et ¢ préalablement discrétisé [73], surtout si la procédure de Friedmann
est employée.

Il est pourtant possible d’utiliser la philosophie des méthodes fréqentielles pour cons-
truire la matrice monodrome, i.e. de partir d’'une perturbation des a;, et by. Nous avons en
effet développé une technique qui permet d’analyser la stabilité des solutions trouvées par
les méthodes fréquentielles directement (c’est-a-dire sans revenir dans le domaine tempo-
rel). Celle-ci a déja été utilisée avec la méthode de balance harmonique incrémentale [144],
mais dans notre approche, la formulation s’appuie sur la méthode des résidus pondérés,
justifiant ainsi notre méthode du point de vue mathématique. Cela nous a également
permis de montrer qu’elle ne s’applique pas uniquement a la méthode de balance harmo-
nique incrémentale mais aussi aux autres méthodes fréquentielles, comme la méthode de
collocation trigonométrique.

L’idée est de pondérer ces coefficients par exp(yt) pour établir la croissance ou dé-
croissance de la perturbation dq apportée a la solution. On pose donc

0q(t) = exp(11). <%5ﬂ + Z (cos(mwt).da., + sin(mwt).db_m)> (I1.91)

m=1
On remarque qu'il s’agit d’'une forme normale de Floquet: dq(t) = exp(yt).¢(t) avec ¢
fonction T-périodique. Basé sur cette hypothese, on obtient alors

{ @(t) = (7¢(t) + (b(t)) eXp(fY“t) (H 92)
oq(t) = (v2.0(t) + 27.0(t) + &(t)). exp(yt) '

avec ¢ et ¢ qui s’expriment uniquement en fonction du taux de croissance exponentiel

v, de 0X = *[*ag, *0ay, *0b1, ..., *dam, *6bm | et des fonctions trigonométriques de la
base By;. Par commodité, on réécrit I’équation sous la forme plus usuelle
. aflia . ) aflia .
Mog(t) + ( B+ 5= (t.0:0) | 9a(t) + | K+ 5 =(t0,9) | dg(t) =0 (I1.93)

Cette équation se retrouve aisément en reportant g + dg dans I’équation différentielle du
mouvement [[II] et en linéarisant fm autour de la solution périodique ¢. En remplagant
0q et ses dérivées par leurs expressions et compte tenu du fait que exp(yt) > 0, cette
équation conduit a

M lia
Z ((K — (mw)>. M + 5—(] +7.B+ 7?%) : (cos(mwt).éa_m + sin(mwt).éb_m)

lia

+ 5—q + 27.%) : (cos(mwt).éb_m - sin(mwt).éa_m>) =0 (I1.94)
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On note la similitude avec [[1.23l Se placant dans le contexte de la méthode de balance
harmonique incrémentale, 'application de la procédure de Galerkin a [1.94 fournit alors
le systeme matriciel

(72é trAi+A+ &(K)) 0X =0 (I1.95)

qui doit étre vérifié pour d.X # 0 (la solution nulle, triviale, est sans intérét). L’étude de la
stabilité de la solution décrite dans le domaine temporelle par ses coefficients de Fourier
X se ramene donc a la résolution d'un probleme de valeurs propres polynomial.

Les matrices A et J, sont celles utilisées avec la méthode de balance harmonique
incrémentale, définies par et [[L.28 Elles sont de ce fait directement disponibles (les
remarques faites pour le calcul de la matrice monodrome via la méthode de tir restent
valables, a savoir si I'expression de J, est fournie au solveur, a la derniere itération de
celui-ci Jp, est bien évaluée en X, sinon, il faut s’assurer que son approximation fournie
par le solveur une fois le critére de convergence satisfait est correcte). Quant aux matrices
Ay et Ay, elles possedent la méme structure bloc-diagonale que A, leurs sous-matrices non

nulles étant
AQ (2m,2m)

AQ(O’O) _ A2(2m—1,2m—1)

2(77%0)% = __Al(Qm,Qm—l)

I i

(11.96)

A_l(o,o) _ A:1(2m71,2m71) _ A:1(2m,2m) _

Al(Qm—l,Qm)

En ce qui concerne la méthode de collocation trigonométique, la procédure de col-
location appliquée & [L94] donne aussi un systéme algébrique de la forme [L95l Encore
une fois, il n’est pas nécessaire de recalculer les matrices A et J, (évaluée en X)) qui sont
données respectivement par et (en fin de convergence). Les deux autres ma-
trices s’expriment en remplagant dans [L47 le triplet (M,B,K) soit par (0,2M,B) pour
A; ou par (0,0,M) pour Ay. Sous forme condensée, on I;ut_azssi éerite

A = I'eB + 2@ DeM
4 - oM
avec I et D matrices définies dans et [L.39]

(11.97)

D’une maniere générale, pour toute méthode fréquentielle dérivée d’'une méthode de
résidus pondérés, la procédure de pondération transforme 1’équation temporelle [1.94] en
un systeme algébrique du type [1.95] et la détermination de la stabilité en un calcul de
valeurs propres. Il est important de rappeler que les valeurs propres trouvées ne sont pas les
multiplicateurs de Floquet mais les exposants caractéristiques de Floquet : ainsi la solution
périodique sera stable si ils ont tous une partie réelle strictement négative (instable si une
d’entre elles a une partie réelle strictement positive). Les vecteurs propres ne sont autres
que les fonctions ¢ qui aident a mieux comprendre les mécanismes d’instabilité, i.e. le
comportement dynamique transitoire juste apres la bifurcation (le mode non-linéaire qui
répond alors étant celui correspondant justement au v ayant la plus grande partie réelle).
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II.5 Les techniques de condensation

Il n’est pas concevable d’appliquer les méthodes non-linéaires exposées sur des systemes
de grande taille pour des questions de temps de calcul, voire méme de limitions en stockage
mémoire. Pour les modeles industriels, il est donc nécessaire de recourir a des techniques
de réduction ou condensation, particulierement lors des études de conception.

5.1 La condensation du modele spatial

Le modele contruit a partir d’une discrétisation spatiale (via la méthode des éléments
finis, des différences finies,. . . ) est rarement utilisé directement. Pour les systeémes linéaires,
il est classique d’avoir recours a la superposition modale, qui permet, en ne gardant que
les premiers modes, de minimiser le temps de calcul et d’assurer un filtrage des hautes
fréquences [59].

Une autre alternative pour diminuer la taille du systeme est d’utiliser une méthode de
réduction statique ou dynamique [139], applicable aussi sur des systémes a non-linéarités
localisées [53]. Dans ce cas, on utilise plus généralement la méthode des modes com-
posants (a interface fixe et/ou libre): pour chaque sous-structure, on calcule les modes
propres (en libre-libre ou encastrés) et les modes statiques [130]. La plus connue d’entre
elles est la condensation de Craig et Bampton (interface fixe) [35]. La condensation avec
interface libre, comme la méthode de Mc Neal [88], est principalement utilisée lorsque
les caractéristiques modales proviennent d’essais d’analyse modale. Ce concept de sous-
structuration est particulierement développé et apprécié dans le contexte industriel, vu
qu’il permet de scinder les études.

Pour le calcul des réponses forcées via une méthode non-linéaire, la condensation
préalable du modele par la méthode des modes composants améliore donc nettement
Iefficacité. De nombreux auteurs l'ont mis a profit pour simuler des réponses a balourd
de rotors supportés par des paliers hydrodynamiques ou incluant un amortisseur de type
squeeze film [130] 140, O¢]. 11 faut cependant garder a l’esprit que le modele obtenu n’est
qu'une approximation du modele de départ. Les calculs sont donc souvent effectués avec
deux modeles condensés en retenant un nombre de modes différent, pour s’assurer que
la troncature modale faite permet de retranscrire correctement la dynamique du systeme
initial.
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5.2 La condensation en fréquentiel

Pour les méthodes fréquentielles, il est possible d’appliquer une technique de conden-
sation sur les degrés de liberté non-linéaires. Cette approche possede ’avantage de ne faire
aucune approximation (certains auteurs parlent de méthode de condensation ezacte). Elle
peut éventuellement s’appliquer en parallele avec la méthode des modes composants.

Dans un premier temps, les matrices et vecteurs du systeme algébrique obtenu a 'aide
de la méthode de collocation trigonométrique ou de balance harmonique incrémentale
sont partitionnés pour regrouper les termes relatifs aux ddl sur lesquels s’exerce une force
non-linéaire. On obtient ainsi le systeme équivalent

11 412 1 lin1 nll/y1
LR () () -(2)

avec les indices supérieurs 1 et 2 respectivement mis pour les termes non-linéaires et
linéaires. Bien entendu, b™? est nul et b™ ' ne dépend que de X*.

S’inspirant de la célebre réduction de Guyan [34], on aboutit finalement au systeme
réduit suivant

AX'+ b+ "X =0 (11.99)

En général, le nombre de ddl non-linéaires est relativement petit comparé au nombre de
ddl linéaires. Le nouveau systeme algébrique non-linéaire a résoudre est donc de taille
beaucoup plus faible, ce qui engendre des gains en temps de calcul considérables. Une fois
X! trouvé, les inconnues restantes s’obtiennent facilement par substitution inverse

12 _ (éﬂ)*l _(AQI.XI + blin 2) (11100)

La matrice A et le vecteur b sont donnés par les expressions suivantes

_Tan (4 (I1.101)

A _ AH . Am_ (A22)—1 -A21
B_: bﬂn 1

l_A
.l_)lan

Leur évaluation demande donc l'inversion de la matrice 422 de taille non négligeable.
On voit 1a la limitation de cette technique de condensation. En particulier, on s’apercoit
qu’elle n’offre pas d’avantage si la méthode non-linéaire est couplée avec une méthode
de continuation. En effet, A dépendant du parametre de controle A, il est nécessaire de
réaliser I'inversion non pas a chaque pas (i.e. a chaque valeur de \) mais a chaque itération
du solveur, ce qui n’est pas viable si le nombre de ddl est conséquent.

Il est important de rappeler qu’aucune information n’est perdue. En fait, cette tech-
nique de condensation pour un systeme linéaire revient juste a effectuer une résolution de
TL.98 en utilisant 1’algorithme de Gauss par blocs.
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De nombreux auteurs ’'ont appliqué avec la méthode de balance harmonique incrémen-
tale [I18] [74] et la méthode de collocation trigonométrique [68]. Mais elle peut tout aussi
bien étre appliquée a d’autres méthodes, méme non fréquentielles, comme la méthode
des différences finies par exemple. La seule condition pour pouvoir 'appliquer est que la
méthode conduise & un systeéme similaire a

5.3 La condensation en temporel

La technique décrite précédemment s’adapte également pour les méthodes d’intégration
temporelle implicites [I19]. Pour en montrer le principe, on suppose que, a tout instant
tr, vitesse et accélération généralisées s’expriment en fonction du déplacement généralisé
suivant la relation [12§]

{ G = B G 1 (11.102)
4k = Sk-Qk + Sk

avec les matrices Ry, et Sy fonction uniquement du pas de temps et des parametres du
schéma, et les vecteurs E et s, dépendants en plus de I'état du systeme aux instants
précédents. De nombreux intégrateurs sont donnés directement sous cette forme. C’est le
cas par exemple pour la méthode de Houbolt [129, T53]. Pour d’autres intégrateurs, comme
ceux de la famille de Newmark, quelques manipulations sur les équations cinématiques
sont nécessaires avant d’aboutir a de telles expressions [9].

Contrairement aux schémas d’intégration explicites, pour trouver I’état du systeme a
I'instant ¢, en implicite, I'équation différentielle du mouvement [LI]est écrite en ce méme
instant (I’état du systeme aux instants t;_;, ¢ > 0, étant connu). En présence de non-
linéarités, la résolution de cet équilibre dynamique doit donc se faire de maniere itérative,
en général par un algorithme du genre prédicteur/correcteur (dont la convergence peut
s’avérer lente). Il est aussi possible d’y injecter les expressions de i, et ¢ en fonction de
gk, on se ramene alors au systeéme non-linéaire

(M.Ry + B.Sg + K).qx + M.ry, + Bos + [ (a) = [ (1x) (11.103)

qui peut se résoudre par la méthode de Newton-Raphson. Mais pour des systemes de
grande taille, la résolution devient cotiteuse en temps de calcul.

Les non-linéarités étant localisées, on partionne naturellement les ddl en deux groupes,
q' pour les ddl non-linéaires et ¢* pour les ddl linéaires, afin d’obtenir

() () ()

Ekll Ek12
5 B”

] (IL.104)

o 1o
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ol la matrice Ej, est équivalente a M. Ry, + B.S,+ K et le vecteur e & M1+ B.sp+ [ (t1,).
Vu la similitude avec [L98 on procede avec la méme technique de condensation inspirée
de la réduction de Guyan, ce qui permet de se ramener au systeme

Bege' + 6+ £ (") = 0 (I1.105)

La taille de ce nouveau systeme non-linéaire est égale au nombre de ddl non-linéaire,
généralement faible devant le nombre de ddl total, ce qui engendre un gain en temps de
calcul notable. Une fois %1 trouvé, le déplacement généralisé des ddl linéaires se calcule
aisément par une substitution arriere similaire a [[ILI00 et les vitesses et accélérations
généralisées se déduisent finalement des équations

La condensation doit étre reconduite a chaque nouveau calcul. L’inversion répétitive
de E;** pour la construction de @ constitue alors un inconvénient de taille (si I'influence
des non-linéarités est faible, la résolution directe, i.e. sans condensation, de 1'équilibre
dynamique par un algorithme de type prédicteur/correcteur peut s’avérer plus rapide).
Cependant, lorsque le pas de temps est constant et que les matrices structurale sont
indépendantes du temps, I'inversion n’a besoin d’étre effectuée qu’une seule fois. Et si
tel n’est pas le cas, une condensation préalable du modele spatial permet de ramener la
matrice a inverser a une taille raisonnable, rendant attrayante la condensation en temporel.

Cette technique de condensation a été employée en parallele avec la méthode des modes
composants pour I’étude dynamique transitoire de rotors supportés par des paliers avec
amortisseurs de type squeeze film [69] ou des paliers hydrodynamiques [T60]. Elle s’utilise
aussi avec la méthode de tir pour ’étude d'un régime permanent périodique en 'integrant
tout simplement dans la méthode d’intégration temporelle a laquelle on fait appel pour
réaliser les tirs [160].

5.4 La condensation aux connexions

Les degrés de liberté sur lesquels sont réalisés la condensation en fréquentiel ou en
temporel sont en général ceux sur lesquels agissent une force non-linéaire. En particulier,
ceux-ci englobent les ddl reliés entre eux par un élément non-linéaire. Puisqu’au niveau
des connexions simples seuls les déplacements relatifs sont réellement nécessaires pour
le calcul des forces, il est dans ce cas possible de poursuivre encore la condensation. Le
principe, bien qu’exposé a partir du systeme obtenu par une premiere condensation
en fréquentiel, est valable aussi dans le contexte temporel (prendre dans cette
circonstance).

Il faut d’abord définir pour chaque connexion simple un noeud amont et un noeud aval.
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On partionne ensuite les ddl non-linéaires en trois catégories. Les premiere et deuxieme,
indexées par les lettres u et d (pour upstream et downstream), regroupent respectivement
les ddl amont et aval de toutes les connexions (le ddl amont représenté par la i*™® compo-
sante de X doit bien str correspondre avec le ddl aval représenté par la i®™° composante
de X'%). La troisieme, indexée par n (pour neutral), est composée des ddl n’appartenant

A aucune connexion.

Cette nouvelle organisation permet de scinder le vecteur b™ ! en trois sous vecteurs :

priie prild of pIn Les deux premiers ne dépendent que de X = XM — X' et vérifient
égalité b™ 19 = —p™ 1 en vertu du principe de Paction et de la réaction. Quant au dernier
sous-vecteur, il n’est fonction que de X'™. Ainsi, en notant H I'inverse de AN (pour travailler
en terme de réceptance), le systeme se Tééerit sous la forme N

Xlu Hll H12 H13 Bu bnl 1u<X1’r')
X | =—| g H2 H® |. o+ | et x (I1.106)
Xln Ezn E32 Egza gn bnl 1n(_1n)

A partir de ce point, la condensation sur les connexions consiste juste a exprimer la
Y
différence entre X' et X% On se rameéne ainsi & un systeme ne faisant plus intervenir
que X' et X'

Klr _ (211 o 221) (212 N 222) (213 . 223) ;;d
Xln 231 232 g33 . gn

B (gll . gl? . g?l _}_222) (213 o 223) bnl lu(ilr) II 107

(H31 o H32) H33 : bnl 1n(X1n) ( . )

Une fois ce systeéme résolu, on dispose de X", b™ ! et b™ 1", Le sous-vecteur X se
calcule alors en utilisant [L106) et on déduit X4 = X — X7 par simple soustraction.

Cette condensation demande de nombreuses manipulations matricielles mais permet
de diviser le nombre de ddl non-linéaires associés a des connexions simples par 2. Elle
est appliquée dans [IT0] pour étudier le comportement de deux poutres modélisées par
éléments finis et reliées entre elles par un élément frotteur.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé de nombreuses méthodes de calcul dédiées a la
recherche des réponses périodiques d'un systeme forcé possédant des non-linéarités. Un
intéréet particulier a été porté sur les techniques de continuation et les aspects purement
numériques, qui viennent s’adjoindre a toute méthode de calcul non-linéaire lors de sa
mise en place. Nous nous sommes attachés en outre a ’analyse de la stabilité, qui ne peut
étre dissociée du calcul de la solution, en rappelant aussi bien les aspects théoriques de
la stabilité linéarisée que les divers scénarios accompagnant les pertes de stabilité. Nous
avons précisés également les moyens disponibles pour calculer effectivement les coefficients
de Floquet.

Notre exposé est bien entendu non exhaustif. On aurait pu ajouter par exemple
la méthode des fonctions descriptives assez répandue dans le domaine du controle, la
méthode des ondelettes beaucoup plus récente ou les techniques de continuation par ap-
proximants de Padé qui font leur apparition dans les problemes de flambements. De plus,
les méthodes présentées sont en permanente évolution. Certaines ont ainsi été adaptées au
calcul des solutions quasi-périodiques, mais elles demandent des ressources informatiques
considérables. En ce qui concerne les solutions chaotiques, a présent seule l'intégration
temporelle permet de les calculer. D’ ici quelques décennies néanmoins, il existera sans
doute des algorithmes destinés a la détermination directe des attracteurs étranges, basés
peut-étre sur le principe de périodicité de solutions chaotiques dans l'espace non pas
euclidien mais d’Hausdorff.
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Chapitre 111

Analyse phénoménologique

Utilisation de la méthode de tir

On n’est curieux qu’a proportion qu’on est instruit.

Jean-Jacques Rousseau, Du contrat social
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Introduction

Les roulements sont des éléments d’importance majeure dans les moteurs d’avions,
puisqu’ils assurent les liaisons entre les parties fixes et les parties tournantes. C’est donc
par eux que passent tous les efforts comme les forces de balourd ou les charges statiques
issues des problemes de montage. Les modéliser de maniere fine n’est pas envisageable
pour des calculs de réponses a balourd, a cause de problemes évidents de limitations en
ressources informatiques. Il est donc primordial de disposer de modeles simplifiés, toutefois
capables de rendre compte du mieux possible de leur comportement réel.

La présence d'un jeu de fonctionnement et la nature des contacts entre leurs divers
éléments rendent le comportement des roulements fortement non-linéaire. Il convient alors
de disposer d’un outil assez robuste pour réaliser des calculs dynamiques avec de telles
non-linéarités.

Nous exposerons donc tout d’abord la modélisation proposée pour les roulements et en-
suite la méthode de tir multiple, qui s’appuie sur I'intégration temporelle. Cette méthode
présente l'avantage, comparée aux autres méthodes vues dans le chapitre précédent,
de n’émettre aucune hypothese concernant la solution, si ce n’est sa périodicité. Cette
méthode sera alors utilisée pour traiter des exemples phénoménologiques incluant divers
modeles de roulement.

II1I.1 Modélisation des roulements

1.1 Modélisation actuelle

Pour les calculs de dynamique d’ensemble, les roulemements sont modélisés par une
matrice de raideur linéaire lors du dimensionnement. Mais un modele non-linéaire est
aussi utilisé. Celui-ci correspond a une raideur radiale bi-linéaire et présente 1’avantage
de prendre en compte le jeu radial.
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f

J

Fia. II1.1: Force radiale bi-linéaire

1.1a Le modeéle radial bi-linéaire

Le roulement est modélisé par un ressort radial dont la raideur est soit nulle soit égale
a une raideur constante k; (cf. figure [IL1]). La force qui s’exerce entre rotor et stator au
travers du roulement s’exprime donc par

ﬂ:{kMAﬂﬂ$A>5 L)

0 sinon

avec A = \/ (u, — u3)? + (up — ug)? qui représente le déplacement relatif radial entre rotor

(indexé par ) et stator (indexé par s), u, et u, étant respectivement employés pour les
déplacements horizontaux et verticaux.

L’expression de cette force dans le repere fixe est, apres projection,

ST = — 0). 0) = (ul —u?)/A
{ f:Z*)T C'OS< ) f’f‘ avec C‘OS( ) (u:? uS:E)/ (1112)
[T = —sin(0).f, sin(0) = (uy, — u;)/A
Le terme s — 7 est la pour préciser qu'il s’agit de la force exercée sur le rotor (pour avoir
celle exercée sur le stator il suffit, compte tenu du principe de 'action et de la réaction,

de changer le signe).

Ce modele est plus généralement utilisé pour modéliser les contacts rotor/stator. Dans
ce cas, a la force de contact f,., on peut adjoindre une force de frottement définie de maniere
usuelle, i.e. par f; = u.f,., avec pu coefficient de frottement dynamique. Matriciellement,

YL A= (1 ] (wu
[fkw iaCorentt IR B W (I11.3)

Y Y Y

on trouve alors
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noeud maitre du stator

déplacement relatif radial A

noeud du rotor

noeud esclave du stator

Fi1a. 111.2: Schématisation de la roue de vélo

On s’apercoit sous cette forme que la prise en compte du coefficient p rend la matrice
de raideur antisymétrique, montrant clairement que le frottement peut potentiellement
engendrer des instabilités.

1.1b Le raccordement du maillage

Dans le contexte purement axisymétrique, tous les éléments, méme fixes, peuvent étre
rapportés sur 'axe de rotation pour les besoins de la modélisation (qu'on qualifie alors
de 2D). L’introduction du modele exposé ci-dessus ne présente donc pas de difficulté. On
utilise simplement le déplacement relatif des ddl correspondant aux noeuds du rotor et
du stator ou sont fixées les bagues du roulement.

Lorsque la structure n’est plus supposée axisymétrique, ce qui est toujours le cas en
pratique pour les parties fixes, il est nécessaire de recourir a des éléments intermédiaires
pour pouvoir utiliser ce modele. En effet, le carter ne peut plus étre ramené sur I'axe : on
doit le modéliser avec des éléments surfaciques ou volumiques. Plusieurs noeuds sont donc
définis a I'endroit ou se loge la bague extérieure. Il devient alors nécessaire d’ajouter une
connexion rigide entre ces noeuds (noeuds esclaves) et leur centre géométrique qui lui se
trouve sur I'axe (noeud maitre). Il est aussi possible de remplacer cet élément rigide par
autant d’éléments poutre ou barre qu’il y a de noeuds sur le stator. Les éléments barre ne
reprenant pas d’effort axial sont réservés pour la modélisation de roulements a rouleaux
alors qu’on utilisera a profit les éléments poutre pour prendre en compte une raideur axiale
présente dans les roulements a billes. Ce raccordement de maillage qui porte le nom de
roue de vélo est schématisé sur la figure [IL2]

Si le rotor est lui aussi modélisé en 3D, la méme procédure doit étre appliquée avec les
noeuds définis a I'endroit ou se loge la bague intérieure. Le déplacement relatif qui sert a
exprimer la force transmise via le roulement est dans ce cas celui des noeuds maitres.
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Fiac. I111.3: Contact de Hertz

1.2 Théorie du contact de Hertz

Le modele de raideur radiale bi-linéaire est un modele global assez sommaire puisqu’il
ne prend en compte aucune caractéristique physique du roulement. Si on veut étudier le
roulement plus en détail, il convient de s’intéresser aux contacts entre éléments roulants
et bagues. Ce contact est analysé a partir de la théorie du contact de Hertz.

1.2a Relation fondamentale

La théorie du contact de Hertz, qui date de 1896, porte sur ’étude du contact ponc-
tuel entre deux solides élastiques. Hertz a stipulé que les surfaces déformées étaient des
ellipsoides de révolution, ce qui lui a permis de montrer que la contrainte normale induite
par une force normale () appliquée sur les solides s’exprimait par

o N EED oy

au niveau de l'ellipse de contact, a et b étant les demi-axes.

Il a aussi montré que la relation entre force de contact et la distance d’inter-pénétration
des deux solides dx due a leur déformation élastique locale se mettait sous la forme

Q(6z) = Ky .27 (I1L5)

ou la constante de Hertz, Ky, est uniquement fonction de la géométrie des solides au
niveau du point de contact et des caractéristiques du matériau les composant (modules
d’Young FE; et coefficients de Poisson 1;).

Pour des géométries simples, il est possible d’exprimer la constante de Hertz de ma-
niere analytique. Dans le cas d’'un contact bille/bille par exemple, elle s’exprime par [147]
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4
Ky = VR E (I11.6)
avee 1 1 1 1 1 21 2
— U — U
LAty L 1117
R* RI + RH ¢ E* EI i EII ( )

respectivement nommeés rayon équivalent et module d"Young équivalent. La formule [[IL.0
peut évidemment se généraliser au cas du contact sphere sur plan en prenant Ry infini
(cf. figure [IL3). Mais dans le cas général, le calcul de Ky fait intervenir les intégrales
elliptiques de premiere et seconde especes. On montre que

4 2 1

Ky =—-/<.E" I11.8
TUBVET ()i s

Le terme Yp, appelé somme des courbures, ne dépend que de la géométrie. Il est défini
par
Xp = pre + pug + pry + priy = pa + py (1IL9)

ol p; . et piy (4 =1 oull) sont les courbures des solides suivant les deux directions princi-
pales (comptées positivement pour les surfaces convexes, négativement pour les surfaces
concaves), comme montré sur la figure [IL4], et p, (p,) la courbure équivalente suivant x
(y). Le terme adimensionnel dz*, fonction des intégrales elliptiques, est compris entre 0
et 1. Il s’obtient a I’aide d’abaques [61] paramétrées par la différence des courbures, notée
F(p). Celle-ci s’exprime par

T T 11— !
P(p) = iz =) + (oe = pry) _ 1= 5 (IIL.10)

p 1+k

avec Kk = p,/p, représentant le ratio des courbures équivalentes.

Ces constantes servent aussi a exprimer les demi-axes de ’ellipse de contact selon

30 1\° 30 1\°
=a". | = = =b". | =— = ITI.11
a=a (QEp E*) et  b=b <2Zp E*) ( )

les quantités adimensionnelles a* et b* s’obtenant par abaques, toujours paramétrées par
F(p). Cela permet alors de remonter a la contrainte normale maximale qui s’applique au
niveau de lellipse de contact, i.e. 0" = 3Q/(2mab).

1.2b Application au contact bille/bague

Pour les roulements a billes, on peut identifier le contact bille/bague comme un contact
ponctuel hertzien. La figure [ILY montre les variables utiles pour décrire la géométrie
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FiG. I11.4: Contact ponctuel entre deux solides Sy et Sy;

d’un roulement a billes a contact oblique: D; et D, représentent le diametre intérieur des
bagues de roulement, r; et r. le rayon des pistes de roulement, D le diametre des billes,
dm = (D; + D.)/2 le diametre moyen et o 'angle de contact a vide. Cet angle est lié au
jeu radial 6 du roulement par la formule

J
=cos ' (1—— I11.12
ap = cos ( A> ( )

ou A =r,—r; — D représente la distance séparant les centres de courbure des pistes de
roulement (& vide, c¢’est-a-dire roulement non chargé).

En posant v = D. cos(ag)/d,,, on trouve alors

D 2y
1 D 2y o 1+~
Yp=—=.{4—— — —— F(p) = E I11.13
P D( . 1+7)’ (v) L D_ 2 (LL.13)
re 147
pour le contact bille / bague extérieure et
D 2y
1 D 2y i 11—
YSp=—=.{4— —+—— F(p) = ! .14
=5 (1-D+25) RO (L) (11.14)
4——+ —
r; 1—"}/

pour le contact bille / bague intérieure, ce qui permet, via la formule [TL8, de déterminer
la valeur de Ky pour chacun des contacts.
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Fic. II1.5: Géometrie d’un roulement a billes a contact oblique

Afin d’éviter le recours aux abaques, L. HOUPERT propose un ajustement de courbes.
Au lieu de lisser la courbe dz* en fonction F'(p), il définit d’abord un nouveau parametre
fonction de dx* et k, dont la variation vis-a-vis de k est quasi-linéaire en échelle logarith-
mique. L’ajustement de cette courbe est alors aisé et conduit a ’expression suivante pour
la constante de Hertz [62]

E*
Ky =~ 0,5830.5%12% (I11.15)
Pa
avee 9 9 9. D,—D
- D
L= e e P 111.16
P==D D, " D. % —D ( )

pour le contact bille / bague extérieure et

_ 2.2 _ 2 Dt D 1111
=pTD "TD. 2D (IL.17)

pour le contact bille / bague intérieure.

1.2c Extension au contact rouleau/bague

La théorie du contact de Hertz peut étre étendue au contact linéique, c’est-a-dire
lorsque, sous charge nulle, les deux solides se touchent suivant une ligne droite ou courbe.
Bien entendu pour qu’un tel type de contact existe il faut que la longueur du solide I égale
celle du solide I1. Dans ce contexte, la surface de contact est un rectangle de longueur [
et de demi-largeur b et la contrainte normale a sa surface s’exprime simplement par

L 2Q [T _ | 4R
On = ﬁ 1-— (y/b) avec b= m (IIIlS)
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Mais il n’est plus possible d’exprimer aussi facilement la relation entre I'inter-pénétration
dx et la charge appliquée @, la dépendance de dx vis-a-vis de @ étant en Q In(Q) [61].

Le contact linéique est cependant un cas idéaliste. En pratique les solides en contact
n’ont pas la méme largeur, et 'hypothese d’un tel contact est alors mise en défaut. C’est
le cas pour un contact rouleau/bague. Pour ce type de contact, on observe une zone
de surtension aux extrémités du rouleau (pour limiter ce phénomeéne de concentration
de contrainte, il est courant d’utiliser des rouleaux a surface légerement courbée, ce qui
permet d’uniformiser un peu plus la répartition de charge). La relation [ILT8 n’est donc
pas applicable pour trouver la contrainte normale maximale, et aucune formule générale ne
peut étre avancée pour décrire les profils complexes de contrainte a la surface de contact.

Par contre, en ce qui concerne la relation effort /déformation, de nombreux auteurs ont
proposé de ’approcher empiriquement par

Q=Kpy.bzv (111.19)

La constante Ky est fonction des géométries et des caractéristiques des matériaux. Palm-
gren, par exemple, suggere a la suite d’essais de prendre [61]

bx = 3,13.10710L798Q" (I11.20)

avec L largeur efficace du rouleau. Cette relation est en accord avec les travaux de Houpert
[62] qui trouve toutefois des expressions quelque peu différentes pour les contacts rouleau
/ bague extérieure et rouleau / bague intérieure, notant une légere influence de la largeur
de la piste de roulement pour le contact rouleau / bague extérieure et du diametre moyen
pour le contact rouleau / bague intérieure.

1.3 Modélisation 2D

On se propose de développer un modele de roulement plus élaboré que le modele de
raideur radiale bi-linéaire a partir de I’expression des forces de contact entre éléments rou-
lants et bagues. Cela demande d’abord de connaitre la cinématique interne du roulement
avant de pouvoir exprimer comment s’effectue la répartition de charge au sein des billes
ou rouleaux.

1.3a Cinématique interne d’un roulement
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FiG. II1.6: Repérage des billes dans le roulement

Dans un roulement, les éléments roulants (billes ou rouleaux) sont animés d’un mou-
vement de précession combiné a un mouvement de rotation propre. La précession est une
rotation d’ensemble de pulsation w.. Cette pulsation correspond a celle de la cage qui
maintient les éléments roulants interdistants. En supposant un contact sans glissement
entre les billes ou rouleaux et les pistes de roulement, on a [60]

Wi D cos(a) We D cos(a)
=— |1-— —([1+ —= I1.21
T ( A ) 3 ( R (1.21)
pour un roulement a billes a contact oblique et
Ri- % Re- e
we = % (111.22)

pour un roulement a rouleaux cylindrique. La pulsation de rotation w; correspond a la
rotation de la bague intérieure, i.e. du rotor (w; = 60§2/(27) avec 2 vitesse de rotation
du rotor exprimée en tr/min). Quant a w;, elle est nulle si la bague extérieure est fixée au
stator ou correspond a la rotation du deuxieme rotor s’il s’agit d’un roulement inter-arbre.

Connaissant la vitesse de rotation de la cage et en supposant que les éléments roulants
restent équi-distants les uns des autres (pas d’interaction entre les éléments roulants et
la cage), il est alors possible de localiser leur position angulaire 6; (cf. figure [ILE) par la
formule

0,(1) = wet + (j — 1).2

s
— I11.23
N (111.23)

ou N est le nombre de rouleaux ou billes.

1.3b Expressions des efforts transmis
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Lorsque les bagues intérieure et extérieure subissent un déplacement radial induit
par un balourd, certaines billes ou rouleaux se trouvent chargés. Pour savoir si I’élément
roulant situé dans la direction 6, est chargé ou non, il suffit de calculer le déplacement
relatif dans sa direction, d;. Celui-ci s’exprime par

0; = cos(#;).(u; — ue) +sin(6;).(v; — ve) (111.24)

ou u; (u.) et v; (ve) représentent respectivement les déplacements dans les directions x
et y de la bague intérieure (extérieure): si §; est supérieur au jeu radial 6 du roulement,
alors on a contact, sinon 1’élément n’est pas chargé.

Pour connaitre la charge transmise au niveau de chaque élément roulant, on utilise les
relations [ILA et [IL.I9, ce qui nous permet d’écrire

Qj _ ' é(c.(éj — (5) S1 5j >0 (III25)

avec n = 3/2 pour un roulement a billes radial et 10/9 pour un roulement a rouleaux. La
constante K. s’exprime par

1 o\
K, — __ 4 (I11.26)
KHe/n KHl/n

7

puisque la déformation locale d; correspond a la somme de linter-pénétration entre
I’élément roulant et la bague intérieure avec celle entre 1'élément roulant et la bague
extérieure (similitude avec des raideurs en série).

La force transmise au travers du roulement s’exprime alors par la sommation vectorielle
de toutes les forces de contact @);, i.e.

fi ==Y K, max(0, (5; — 6)"). cos(6)
= (111.27)
foor=— Z K. max(0, (§; — 6)"). sin(6;)

avec n = 3/2 pour un roulement & billes et n = 10/9 pour un roulement a rouleaux, si
bien que K, relatif a la raideur radiale (K, = K,.cos(«) dans le cas d’un roulement a

3/2 10/9.

contact oblique), s’exprime en N/m** ou en N/m

Comparé au modele de raideur radiale bi-linéaire, le modele proposé se base sur des
considérations un peu plus physiques. Il integre le nombre de billes, la géométrie et la
vitesse de rotation. L’effort transmis a travers le roulement correspond a la contribution
de toutes les forces de contact entre éléments roulants et les bagues obtenues a partir de
la théorie du contact de Hertz.
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— ~

O

sans précharge avec précharge

Fic. IIL1.7: Effet d’une charge aziale appliqué sur une bague de roulement

1.3c Prise en compte d’une précharge axiale

Les roulements a billes a contact oblique sont en principe congus pour travailler sous
une charge axiale en fonctionnement usuel. Cela permet d’avoir deux points de contact
par billes (utilisation normale) et limite leur usure prématurée. On lui applique donc en
pratique une précharge axiale lors du montage. Dans un moteur d’avion, la charge axiale
est assurée par la poussée aérodynamique. L’effet du chargement axial sur un tel roulement
est schématisé figure Il permet de serrer plus ou moins les billes qui restent ainsi en
contact avec les surfaces de roulement.

Cependant le modele exposé au paragraphe précédent ne prend pas compte les degrés
de liberté relatifs au déplacement axial. On ne peut donc pas lui appliquer cette précharge.
Comme indiqué auparavant, 'effet de cette précharge étant de supprimer le jeu, un moyen
simple de I'inclure dans le modele est de modifier la force de contact bille / bagues selon

| Kg.(04 6 — 0)2 i 6, > 6 — Gpus
|0 si 6, <0 —6pre

Q;(95) (I11.28)
Le terme dp,¢ correspond a la diminution du jeu radial induite par la précharge. d,.¢ est
inférieur a 0 si la précharge n’est pas suffisante pour assurer un contact billes / bagues,
égal a ¢ si les billes viennent juste en contact affleurant sur les bagues, et supérieur a o si
la précharge est assez importante pour générer de la précontrainte dans les billes.

Il faut noter que le jeu est toujours bien pris en compte par cette nouvelle formulation.
En effet sous l'effet combiné de cette précharge axiale et d’'une charge radiale, il peut
toujours y avoir perte de contact pour certaines billes.

1.4 Phénomeénes annexes



II1.1. Modélisation des roulements 105

Fic. II1.8: Influence des effets d’inertie

Le modele présenté ci-dessus émet plusieurs hypotheses simplificatrices. La premiere
hypothese avancée est que les bagues sont assez rigides pour que leurs déformations ne
soient que locales (au niveau de la piste de roulement), i.e. qu’il n’y a pas de phénomene
d’ovalisation. Cette hypothese est celle la plus souvent avancée [37] et ne s’avere pertinente
que lorsque le roulement est monté sur une structure assez rigide.

Dans cette étude, I'aspect dynamique n’est pas analysé: les forces centrifuges et mo-
ments gyroscopiques auxquels sont soumises les billes ne sont pas pris en compte. Ces
efforts affectent 1’équilibre quasi-statique des billes. Pour compenser la force centrifuge,
les forces de contact bille / bague extérieure et bille / bague intérieure n’ont plus la méme
direction, i.e. ’angle de contact de la bague de la bille avec la bague intérieure differe de
celui avec la bague extérieure [36]. Le moment gyroscopique quant & lui entraine 1'appa-
rition de forces de frottement au niveau des points de contact [121] [101]. Ces effets sont
représentés sur la figure [IL.8] Toutefois, ils n’ont d’importance qu’en tres grande vitesse.
Pour des vitesses modérées, ils n’affectent pas de maniere significative la répartition des
charges dans le roulement [61]. I est donc convenable de les négliger dans le contexte
étudié.

En faisant abstraction des forces centrifuges, il s’avere donc que les angles de contact
intérieur et extérieur sont égaux. Mais ces angles de contact dépendent de la géométrie
du roulement. Ils sont donc fonction du chargement. Néanmoins, des études ont montré
que la variation des angles de contact reste assez faible [61], R3], raison pour laquelle on
les a considérés comme constant.

L’hypothese faite en ce qui concerne le contact est qu’il s’agit d’un contact hertzien.
Cependant, dans le cas des roulements a rouleaux, le contact est non-herztien: la distri-
bution des contraintes differe sensiblement de la distribution uniforme du cas idéal. Une
technique simple pour modéliser le contact linéique non-hertzien est ce qu’on appelle la
technique de découpage [37,[63]. Cette technique, qui permet d’approcher correctement le
champ de contrainte non uniforme a la surface de contact, s’avere particulierement utile
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pour les calculs de durée de vie. D’un point de vue global cependant (i.e. pour 'expression
de la force de contact), une approche aussi fine ne se justifie pas: les études expérimentales
ont montré que '’hypothese d'une dépendance de ) vis-a-vis de la déformation locale dx
en puissance 10/9 s’avere suffisante [61].

Enfin, ce modele ne prend pas en compte les interactions entre les éléments rou-
lants et la cage [100], la lubrification, le frottement interne ou encore le glissement [61].
Ces phénomenes ont une grande importance pour le calcul des champs de contrainte,
des durées de vie, des couples résistants, des échanges thermiques. Les codes de calculs
spécialisés dont disposent les roulementiers permettent de les modéliser plus ou moins
bien. Cependant, de tels codes ne peuvent, vu leur complexité, étre couplés avec des
codes de calculs dynamiques. On est des lors amené a les faire inter-agir. Le but n’est
donc pas de disposer d'un modele prenant en compte tous ces phénomenes mais d’un
modele qui se limite a la prise en compte des éléments essentiels pour une description
correcte des efforts transmis par le biais des roulements, les calculs précis concernant la
tenue des roulements étant par suite réalisés avec des codes spécifiques.

II1.2 La méthode de tir

L’utilisation d'un intégrateur temporel pour la recherche de solutions périodiques est
toujours réalisable, mais le calcul obligé de la phase transitoire (sans intérét dans ce cas
et particulerement longue pour les systemes peu amortis) jusqu’a ’établissement d’un
régime permanent, peut s’avérer tres cotuteux en temps (cf. figure . Le but de la
méthode de tir est justement de s’abstenir du calcul de la partie transitoire.

Cette méthode, bien connue dans le domaine des Mathématiques pour la résolution de
problemes aux limites (boundary value problems) [126], consiste a rechercher directement
une condition initiale se situant sur la solution périodique. L’intégration temporelle sur
une seule période a partir de cette condition initiale (CI 2 sur la figure [[I1.9(b)]) conduit
alors directement au régime permanent (plus de phase transitoire). Il faut noter que, pour
les systemes forcés (ou non-autonomes), 'information de phase est primordiale. Ainsi,
intégrer sur une période en prenant un point quelconque de I'espace des phases situé sur
le régime permanent (CI 3 par exemple) ne donnera pas la solution périodique recherchée.

Son application dans le domaine de la Mécanique Vibratoire est assez récente. C.
PADMANABHAN et R. SINGH furent parmi les premiers a I’employer avec succes sur deux
systemes a 1 ddl traditionnels: un oscillateur de Duffing (non-linéarité cubique, i.e. rai-
deur quadratique) et un oscillateur a impact (non-linéarité type jeu, i.e. raideur linéaire
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Fia. 111.9: Comparaison intégration temporelle / méthode de tir

par morceaux) [103]. D’autres auteurs, en y adjoignant une superposition modale, ’ont
également testée sur des systemes provenant de petits modeles éléments finis de rotors
incluant des amortisseurs & film d’huile (squeeze film dampers) [131,130] ou supportés par

paliers hydrodynamiques [159] avec éventuellement une prise en compte du décollement
des pieds du support [31].

2.1 Formulation du probleme

Lorsque I'on integre 1'équation différentielle du mouvement [I] entre les instants ¢ = ¢,
et t = to + T (période présumée de la réponse) avec des conditions initiales y(0) = yo et
7(0) = go quelconques, la réponse obtenue n’est pas a priori périodique (cf. solution 1 sur
la figure[ILI(D)]). A Vinstar de I'intégration temporelle classique avec laquelle on poursui-
vrait au-dela de I'instant ¢+ 7" jusqu’a 'obtention du régime périodique, avec la méthode
de tir on recommence 'opération a partir d'une nouvelle condition initiale (CI). Il s’agit
donc d’une méthode itérative pour laquelle chaque étape comporte une intégration sur
une période (intégration communément appelée tir) suivie d'un ajustement de la condi-
tion initiale (i.e. une correction du tir), et dont I'inconnue n’est autre que la condition
initiale yo = "["qo ‘o |-

Pour utiliser la méthode de tir, il faut tout d’abord reformuler le probleme en mettant



108 Chapitre ITI. Analyse phénoménologique

I’équation différentielle du mouvement sous sa forme d’état

a0 = Ay + bty [0 = Ekty
{y(to) = % {g(to) = w (TT1.29)

Si la solution de ce probleme notée y(t; to, yo) est périodique, la relation y(to+7'; to, Yo) = Yo

doit étre vérifiée. Ajuster la condition initiale se traduit donc par la recherche du zéro de
la fonction vectorielle H définie par

H{(yo) = y(to + T3 to, o) — %o (111.30)

Certains auteurs définissent parfois la fonction H en prémultipliant les termes de droite
par une matrice de pondération £ [131], 130].

L’intérét majeur de cette méthode vis-a-vis de toutes les autres est que d’une part le
systeme algébrique qu’elle demande de résoudre, [TL30, est de la méme taille que I’équation
de départ, [II.29] & savoir 2N, et d’autre part elle n’avance aucune hypothese particuliere
hormis la périodicité de la solution.

2.2 La procédure de Newton-Fox

La résolution du systeme peut s’effectuer via la méthode de Newton-Rahpson
[31]. Cela demande cependant de connaitre la jacobienne de H. Son expression

0H dy
Julgo) = 5 5(%) = ay0<to+T ito,yo) — L (I11.31)

montre qu’il n’est pas possible de I’évaluer directement a cause de 5_@%)‘ La différentiation
de ce terme par rapport au temps ¢ donnant o

) ) )
O (9% _ 0 (9 _ 0L _OF 0y (IIL.32)
9t \dyy) Oy \Ot)  dyo Oy Oy

on remarque qu’il vérifie I’équation différentielle matricielle

dy
y = (to; to, Yo) = I
Yo
(Y titom) = ittt ) ot 0 ) e
la condition initiale découlant de la relation triviale y(to;%0, %) = %o et la jacobienne

oFr

e A+ 5, Provenant de I'équation différentielle du mouvement ( -) L’intégration
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FiG. 111.10: Convergence de la méthode de tir vers une solution instable

de [IL33] permet donc d’obtenir au bout d’une période I'expression numérique de a%(to +

T’ to, o) et par suite celle de Jy (via[[IL3T]). Cette technique est connue dans la littérature
sous le nom de procédure de Newton-Fox.

Il est intéressant de constater que 'approximation de la jacobienne par différences finies
nécessite d’intégrer N fois 'équation différentielle vectorielle du mouvement (cf. [T1.29),
c’est-a~dire autant d’équations scalaires a intégrer que pour la résolution de I’'équation
différentielle matricielle [IL33l Vu le nombre d’intégrations & mener pour calculer ou
approximer la jacobienne, le temps calcul devient tres vite exhorbitant lorsque le nombre
de ddl augmente, limitant 1'utilisation de la méthode de tir a des systemes de petite taille.

D’autres méthodes, telles que les méthodes quasi-newtoniennes (qui ne nécessitent pas
d’évaluation de jacobienne mais qui ’approchent par une matrice mise a jour au cours des
itérations), peuvent aussi étre employées pour résoudre Cependant la convergence
est détériorée, si bien qu’en principe la stratégie de mise a jour n’est appliquée qu’en
phase finale (i.e. a partir du moment ou la convergence est quadratique), la méthode de
Newton-Raphson accompagnée d’une stratégie de relaxation étant préférée au départ [18].

Il est important de noter que la procédure de Newton-Fox ne sert pas uniquement a
la recherche d’une solution @501. Elle sert également lors de 'analyse de sa stabilité. En

. ~ N , < q- dy
effet, la matrice obtenue grace a cette procédure en fin de convergence, c’est-a-dire e

évaluée en @S"l, correspond a la matrice monodrome, dont les valeurs propres permettergz
de déterminer la stabilité de la solution. L’approximation de la matrice jacobienne par
des méthodes quasi-newtoniennes est quant a elle souvent trop imprécise pour pouvoir
étre utilisée lors de I'analyse de stabilité [103].

L’analyse de la stabilité est indispensable car, bien que basée sur I'intégration tempo-
relle qui ne donne que les solutions stables, la méthode de tir est capable de trouver des
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solutions instables. La figure montre la convergence sur un probleme d’instabilité
de type flottement (causée par un amortissement négatif). Pour chaque tir, I'intégration
temporelle diverge, cette divergence étant d’autant plus rapide que la condition initiale se
trouve loin de la solution instable. Cependant & chaque itération de la méthode la CI est
ajustée pour se rapprocher de cette solution (qui est bien solution du probléme puisque
qu’elle vérifie la condition y(to + 1’0, y0) = Yo), si bien qu’a partir d’'un certain nombre
d’itération, la divergence au bout d'une période est plus faible que la tolérance utilisée
pour résoudre H(yo) = 0.

2.3 Expression de la jacobienne relative a wy

Pour la méthode tir, la jacobienne %—% s’obtient toujours par la procédure de Newton-

Fox. A savoir, il faut d’abord intégrer le systeme

dy
8—(;][(150;1507@) =0
0

0 (9 OF Y. OF .
9 (8—wf> (t;to,y0) = a—g(ﬂg(l‘,to;@),wf)-a—wf(t’th@) + a—wf(@g(tatoa@)’wf)
(IIL.34)

La solution de cette équation différentielle a I'instant tg + T permet ensuite I’évaluation
de

O (o) = 2Lty Titoms) — = F(to + Toylto + Ttoupo)ioy)  (IIL35)
a y W = a3 3 L0y - T A ) 3 Lo, W :
an@f 80)]00 040 wr 0 Yito 0 %o !

ou le deuxieme terme provient de la dépendance de T = p.Ty = 2.71.p/w; vis-a-vis de
wy. Dans les articles [103], 131, 130] combinant méthode de tir et continuation, ce terme
n’intervient pas suite au changement de variable 7 = wy.t.

2.4 Extension au tir multiple

La méthode de tir multiple est une extension de la méhode de tir présentée ci-dessus
(appelée aussi méthode de tir simple). La seule différence est que la période présumée de la
solution, T', est divisée en M intervalles [t; , t;+1], ¢ allant de 0 & M —1 (avec ty = to+T).
Le principe reste le méme : I’équation du mouvement est intégrée non plus sur [tg, to+71]
mais sur chaque intervalle a partir d’'un ensemble de conditions initiales y(t;) = y; (cf.

figure [IT.1T).
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Fic. II1.11: Principe du tir multiple

La solution continue par morceaux ainsi obtenue est notée y(t; y;, t;). Pour la solution
périodique recherchée, ’état final trouvé a la fin de I'intégration sur le i®™¢ intervalle doit
étre égal A 1'état initial utilisé pour l'intégration sur le (i + 1)*™ intervalle. Pour i < M
cette condition traduit la continuité de la solution, et pour : = M il s’agit d'une condition
de périodicité, similaire a celle de la méthode de tir simple. Cela se traduit par la nullité

de la fonction H définie par

Hi(yo, y1) ( y(tito.yo) — ut )
Hi(yi—1, ys tistio1, Yic1) — Ui
H(X) = Hilyim91) = ylbitiongim) = 41 (IT1.36)
Hyi—1(ynv—2, Y1) y(tv1;tm2, Ym—2) — Ym-1
(. Hu(ym—1,%0) ) (Yo +Titm1,9m-1) — Yo )
ou X ="'y ... "ym_1]

La résolution de H(X) = 0 peut se faire a 'aide de la méthode de Newton-Raphson
qui nécessite la connaissance de la jacobienne de H dont ’expression est donnée ci-dessous

i I 0 0
0
0H,
— -1 0
OH o
——(X) = : : (I11.37)
0X
0 0 Oy
Oym-—2
OH
-1 0 0 .. =
i Oym—1 |
Les blocs diagonaux, 8?%1 = 83(@;;:;%__1)’ ne peuvent étre évalués directement mais

sont évalués numériquement via la procédure de Newton-Fox, c’est-a-dire en menant
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I'intégration des systemes [[IL.38] entre les instants ¢;_; et ;.

dy

= (ti—1;tio1, Yio1) = I
= 111.38
o ( 9y (titiot,yi1) = aF( y(t;t; ). %y — = (t:t; ) s
825 a@ 5 zflah - ay 1—1 yz 1 ayl . i— 1,% 1

L’intérét de la méthode de tir multiple sur la méthode de tir simple est qu’elle se com-
porte mieux du point de vue de la convergence, le bassin d’attraction de la solution étant
général agrandi [103]. Cela est en partie lié aux erreurs d’amplitudes et de périodicité
introduites par 'intégration temporelle. Pour les minimiser, des intégrateurs assez per-
formants niveau précision, comme la méthode de Runge-Kutta, sont en général employés
[103, [31]. Scinder la période comme cela est fait pour la méthode de tir multiple permet
en plus de limiter la propagation des erreurs d’intégration.

L’autre avantage indéniable de cette méthode réside dans le fait que chaques termes H;
et % peuvent éetre calculés indépendamment les uns des autres. Elle est donc appropriée

pour des architectures informatiques de type parallele.

2.5 Extraction de la matrice monodrome

Il est intéressant de souligner la similitude entre [1.82] et [TL33l La seule différence
correspond au deuxieme argument de Jp: pour [L82, il s’agit de la solution périodique
trouvée dont on souhaite analyser la stabilité, alors que pour [[IL33} cette jacobienne est
évaluée en une approximation de la solution périodique recherchée. Par contre, une fois
que le solveur a convergé, ces deux systemes différentiels sont identiques, si bien qu’il
avere inutile d’effectuer (& nouveau) l'intégration temporelle de 1’équation linéarisée [L.82.
En résumé, lorsque I'on utilise la méthode de tir simple avec un calcul exact de la matrice
jacobienne de H, on a I'é¢galité & = %(T; 10, 0) une fois la solution périodique trouvée.

D’apres on établit aussi la relation ® = Jy + I. Si la matrice jacobienne de H
n’est pas évaluée explicitement mais approchée & partir de mises & jour de Broyden par
exemple, elle peut étre utilisée pour fournir une approximation de la matrice monodrome.
En fin de convergence du solveur,i.e. une fois la solution y, trouvée, il est toutefois conseillé
de s’assurer que la derniere mise a jour a bien convergé vers la jacobienne exacte Jy. Si
tel n’est pas le cas, il faut poursuive les itérations ou effectuer le calcul par intégration
temporelle.

En méthode de tir multiple, on montre que la matrice monodrome est encore un
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sous-produit de la procédure de Newton-Fox. Pour cela, il suffit d’étudier la propagation
d’'une perturbation initiale yo intervalle par intervalle. La solution perturbée a l'instant
ti, Yi + 0ys, donne a Uinstant ¢;,1, y(tir1; ¥ + 0y, ti) = Yir1 + 0yiy1. Un développement de

Taylor limité au premier ordre conduit alors a I’égalité dy; 1 = g—g(t; Yi, ti).0y;. De proche
en proche, il s’en suit que a

@

M-1 M-
dy .
@(T):Ha—;(tiﬂ;&,ti).éyo, dott @ = H 3; tivt; Yir i) (I11.39)
i=0 2L i=0 =

Conformément a [[IL.37, on déduit que, une fois la solution trouvée, la matrice jacobienne
Jg permet de construire la matrice monodrome sans intégration supplémentaire, mais
juste par multiplication de ses blocs diagonaux.

II1.3 Application sur des modeles simplifiés

3.1 Exemple avec le modele radial bi-linéaire

On étudie dans un premier temps le modele schématisé figure [ILT2 Celui-ci représente
un rotor sur deux paliers. Un d’entre eux est supposé parfaitement rigide. Le second
correspond a un roulement possédant un jeu radial de 20 pm. Il est modélisé avec une
raideur radiale bi-linéaire, avec k, = 10% N/m. Le rotor et le stator sont modélisés par des
systemes masses/ressorts. L’amortissement considéré est visqueux. Le rotor est soumis a
un balourd me..e et on tient compte de la gravité. Le tableau donne les valeurs utilisées
pour cet exemple.

TAB. III.1: Données utilisées

Wor gr Wos gs kb 0 Me.€ g
140 rad/s | 0,02 | 580 rad/s | 0,05 | 10® N/m | 20.107% m | 50.1073 kg.m | 10 m/s?

L’étude fréquentielle de ce systeme est réalisée entre 5 et 100 Hz a I'aide de la méthode
de tir multiple en prenant une subdivision de la période en 7 intervalles.

La valeur de balourd choisie permet, pour le jeu considéré, d’assurer que le contact
rotor /stator n’est jamais compléetement perdu sous 'effet combiné des forces de balourd
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- Ky
gravité 1

Fic. 111.12: Modele simplifié a 4 ddl

0.01

0.009 -

0.008 -

0.007 -

Whirl amplitude (m)
o o
c o o
o o
o [}
T T

o

=3

S

=
T

0.003 -

0.002 -

0.001 -

0 N I L

1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Frequency (Hz)

Fic. 111.13: Amplitude de vibration du rotor et du stator

et de gravité. On pourrait donc penser que le systeme se comporte de maniere linéaire. La
figure représente la courbe de réponse a balourd pour des vitesses de rotation allant
de 300 & 6000 tr/min (I'amplitude de vibration tracée est définie comme la moyenne entre
les déplacements radiaux maximum et minimum). Cette réponse ressemble effectivement
a celle d'un systeme linéaire. La fréquence a laquelle le pic de réponse intervient, 58 H z,
correspond bien a la fréquence de la vitesse critique du systeme linéaire associé (obtenu
en prenant § = 0).

Cependant dans certains intervalles de fréquence, la réponse n’est pas circulaire comme
c’est le cas pour les systeémes rotor/stator linéaires axisymétriques. Cela est dua a la
présence d’une force statique qui rend la raideur effective du roulement dissymétrique.
La figure [IL.14] montre 1’évolution des orbites du rotor et stator en fonction de la vitesse
de rotation.

Dans l'intervalle de fréquence 40 Hz - 90 Hz (2400 - 5400 tr/min), le déplacement
relatif entre le rotor et le stator est une harmonique pure de valeur moyenne beaucoup plus
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Fic. 111.14: Orbites a différentes vitesses de rotation
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%10 FFT du déplacement vertical du stator

Déplacement (m)
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N
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I
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(a) déplacements (b) FFT de ys

Fic. 1I1.15: Solution périodique a 14,7 Hz

grande que celle du jeu. Le jeu n’a donc aucun effet et les orbites sont ainsi circulaires. La
méme remarque peut étre faite pour les faibles fréquences (en dessous de 5 Hz) puisqu’a
ce niveau la force engendrée par le balourd est négligeable devant la gravité qui maintient
alors le rotor toujours en contact avec le stator. Aux alentours de 10 ~ 15 Hz, les forces
de gravité et de balourd sont du méme ordre de grandeur (approximativement 500 N). 11
s’agit d'une zone de transition entre des orbites circulaires non concentriques et des orbites
circulaires concentriques. Dans cette zone, les orbites sont trés complexes. La figure [TLTH]
montre les déplacements horizontaux (en traits continus) et verticaux (en traits pointillés)
du rotor et du stator. Sur la transformée de Fourier du déplacement vertical du stator s,
on peut noter la richesse fréquentielle de la réponse.

Vers 15 H z, aucune solution périodique n’a été trouvée (pas de convergence de 'algo-
rithme). L’intégration temporelle a donc été réalisée de maniere classique pour analyser
le comportement du systeme a cette fréquence. Deux schémas d’intégration ont été testés
(l'algorithme (8,7) de Newmark et la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4/5). Ils n’ont
pas permis de mettre clairement en évidence une solution périodique a cette fréquence.
Comme le montre la figure le comportement du systéme est quelque peu erratique.
Les orbites présentées correspondent a 10 périodes et ont été obtenues apres un régime
transitoire de 500 périodes.

La visualisation de la consommation de jeu (cf. figure[[IL.17(a) ot la ligne horizontale
indique la valeur du jeu) révele I'existence de nombreuses pertes et prises de contact tres
rapides, expliquant la réponse complexe du systeme. Sur la ﬁgure est représentée
la section de Poincaré de relative au ddl de translation horizontale du stator, semblant
indiqué la présence d'un attracteur étrange.



IT1.3. Application sur des modeles simplifiés

117

10+

10" ©=94.2478rad/s | f=15Hz x10°

w=94.2478rad/s | f=15Hz

(a) Runge-Kutta

Fia.

(b) Newmark

[11.16: Comparaison d’orbites obtenues par des intégrateurs différents

X 10 X10~
351 7X
ok
3k
sk
251 ab
n °
2 I |
| |
Pys
1.5H W
ok
1k
b
05H : : b
-3
ol i i i i i i i 238
0.9 0.95 1 1.05 11 1.15 1.2 1.25

(a) dépl. relatif rotor/stator

(b) section de Poincaré

Fia. I11.17: Résultats trouvés a 15 Hz
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ms

ky/2

k2

Fic. II1.18: Modéle simplifié a 4 ddl

3.2 Etude du phénomene de prise de contact

Le deuxieme modele étudié est celui d’un rotor de Jeffcott (cf. figure posé sur
des paliers supposés rigides. On étudie son interaction avec le stator. Comme précisé au
paragraphe [[.Tal de ce chapitre, le modele de raideur radiale bi-linéaire peut servir pour
modéliser la force de contact rotor / stator. On I'applique donc en prenant une raideur
de contact de k, = 10° N/m. Le coefficient de frottement dynamique est supposé nul,
hypothese idéale qui peut étre approchée si le contact s’effectue au niveau d’un coussinet.
Le jeu radial considéré est de 6.1073 m.

Les données modales utilisées pour le rotor et le stator sont les mémes que dans
I'exemple précédent, ainsi que les données relatives aux forces appliquées au systeme
(balourd et gravité).

Sur la ﬁgure est représentée la courbe de réponse a balourd entre 300 et 6000
tr/min. En régime sous-critique, le déplacement du rotor est trop faible pour qu'il y ait
contact. Au passage de la vitesse critique cela dit, ’amplification dynamique de la force
de balourd est telle que le contact se produit. La présence du stator rigidifie le systeme.
De ce fait, le pic de résonance du systéme couplé rotor / stator tend a se décaler vers des
fréquences plus hautes. Arrivé a 50 Hz, on observe une bifurcation de type cyclic fold :
la réponse couplée disparait et un saut de réponse se produit. Au dela de cette fréquence,
on retrouve la méme dynamique qu’en régime sous-critique.

Une seconde bifurcation de type cyclic fold existe a 25 Hz. Elle s’accompagne d’un
autre saut de réponse lors d'une phase de décélération quasi-statique. Celui-ci, bien que
moins marqué que le premier, est tout aussi important, car le stator passe subitement d’un
état de repos a un régime vibratoire. Entre 25 et 50 Hz, deux solutions T-périodiques
(stables) co-existent donc, et on observe un phénomene d’hystérésis lors de I'accélération
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x10° Déplacement horizontal maximal du stator
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(a) amplitudes de vibration (b) dépl. vert. maximum du stator

FiG. 111.19: Amplitudes de vibration du rotor et du stator

puis décélération a travers la vitesse critique.

La figure est un agrandissement du maximum de déplacement horizontal du
stator sur la plage 20,8 - 22,8 Hz. Cet intervalle de fréquence est une zone de transition
d’un état de non contact a un état de contact permanent. Cette transition est complexe,
comme on peut le voir sur les figures et [IL2T] qui montrent 1’évolution de l'orbite
du stator dans cette zone. Cette complexité est liée a la présence d’une force statique, qui
rend la prise de contact progressive.

En examinant le déplacement relatif entre le rotor et le stator (cf. figures et
[IL2I), on remarque que le nombre de prise/perte de contact par période (dénoté ici nep)
évolue graduellement avec la vitesse de rotation. En effet, on distingue des intervalles
de fréquence durant lesquels la courbe de réponse est continue, et dans chacun de ces
intervalles le nep est constant. Dans la partie supérieure de la figure [I1.22, on peut voir
comment le ncp passe de 10 a 11. La valeur maximale de ncp observée est 11: lorsque
cette valeur est atteinte le ncp commence a décroitre jusqu’a ce que le contact permanent
soit établi (¢f. la partie inférieure de la figure [I1.22).

La stabilité de la solution périodique obtenue par la méthode de tir multiple, étudiée
grace a la théorie de Floquet, a permis de mettre en évidence plusieurs bifurcations dans

la zone de transition. Les multiplicateurs de Floquet principaux sont reportés sur la figure
T1T.23]

A 21,1 Hz, ceux-ci valent —0,0886 + 1,0388i et —0,0886 — 1,0388i, indiquant une
bifurcation secondaire de Hopf. A cette fréquence, la solution synchrone devient donc
instable et donne naissance a une solution quasi-périodique. L’orbite du stator a 21,1
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Fia. I11.20: Evolution des orbites du stator (1 contact permanent)
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Fia. 111.22: Evolution du déplacement relatif rotor/stator

FiG. 111.23: Multiplicateurs de Floquet principauz
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Fic. I111.24: Solution quasi-périodique a 21,1 Hz

Hz (tracée figure sur 40 périodes) a été calculé par intégration temporelle. La
solution périodique instable trouvée par la méthode de tir multiple est superposée pour
comparaison (ligne continue avec des points). Le tracé de la section de Poincaré de la
solution stable confirme sa quasi-périodicité. On note que la solution quasi-périodique
stable est tres proche de la solution périodique instable.

La transformée de Fourier du déplacement donnée ﬁgure indique la présence
de fréquences multiples de 15,6 Hz dans le signal (ratio de 0,74 avec la fréquence d’ex-
citation du systeme). Cependant, le calcul a partir des multiplicateurs de Floquet révele
que la solution bifurquée admet comme deuxieme fréquence 31,3 Hz. La solution quasi-
périodique émergeant de la bifurcation secondaire de Hopf a par conséquent subi un
dédoublement de tore qui a conduit a une autre solution quasi-périodique stable, celle qui
est représentée figure [I11.24]

Des bifurcations par dédoublement de période ont également été repérées. Une orbite
2T-périodique stable, encore une fois de méme ordre de grandeur que 'orbite synchrone
instable, obtenue par intégration temporelle a une fréquence d’excitation de 21 Hz, est
tracée figure [[I11.25(a)} Dans la zone de transition, les bifurcations sont donc nombreuses
et diverses, et elles apparaissent toutes sur une plage fréquentielle tres réduite.

Il est intéressant de conclure en comparant le phénomene de prise de contact avec la
génération des pics de réponses sur-harmoniques observés avec les oscillateurs possédant
une raideur bi-linéaire dont la force de rappel s’exprime par

| ki stz <0

= 111.40
kox si x>0 ( )

f(x)

Une telle force de rappel s’obtient en adjoignant a un systeme masse/ressort une seconde
raideur. Cette raideur supplémentaire n’est pas connectée a la masse et ne travaille par



124 Chapitre ITI. Analyse phénoménologique
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Fia. 111.25: Solution 2T -périodique a 21 Hz

conséquent qu’en compression. La figure [IL.26] donne la courbe de réponse classique ob-
tenue pour un oscillateur comme celui-ci.

A basse fréquence, on note la présence de pics sur-harmoniques. Pour chacun de ces
pics, le nombre de contact de la masse avec le second ressort est différent. Entre deux pics

consécutifs, on observe alors une transition qui s’avere similaire a celle observée figure
11122

3.3 Utilisation du modele 2D

On considere a nouveau le modele représenté figure [ILT2] mais cette fois le modele
2D est utilisé pour représenter le roulement. La figure montre la courbe de réponse
a balourd trouvée avec la méthode de tir multiple. Les déplacements tracés sont les
déplacements radiaux maximum et minimum (en trait pointillé) et leur moyenne (en
trait continu). Cela permet de repérer rapidement les plages fréquentielles sur lesquelles

les orbites ne sont pas circulaires, comme le montre I'agrandissement de la courbe entre
10 et 40 Hz.

On retrouve bien une méme zone de transition, avec des orbites d’allures similaires a
celles obtenues auparavant. Il faut cependant préciser que dans ce cas, aucun probleme
de convergence n’a été rencontré. Cela est lié au fait qu’avec la modélisation adoptée,
la charge appliquée par le rotor sur le stator est répartie sur les billes, offrant ainsi des
transitions moins rudes pour les vitesses de rotation ou le contact non permanent existe.
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F1a. I11.26: Courbe de réponse d’un systéme masse/ressort a raideur bi-linéaire
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Fia. II1.27: Amplitude de vibration et orbites du rotor et du stator
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Conclusion

Le modele de roulement proposé offre ’avantage, par rapport au modele de raideur
radiale bi-linéaire, de s’appuyer un peu plus sur la physique. En effet, il prend en compte
chaque contact entre les bagues et les éléments roulants, i.e. les billes ou les rouleaux,
ainsi que la cinématique interne du roulement. Les non-linéarités qu’il fait intervenir
correspondent au jeu radial de fonctionnement et la nature hertzienne du contact.

La méthode de tir multiple nous a alors permis d’analyser le comportement non-
linéaire des rotors sur des modeles phénoménologiques qui ont montré la capacité de cette
méthode a gérer des non-linéarités fortes comme les jeux. Son adaptation a des modeles
plus conséquents n’est cependant pas envisageable, pour des questions de temps de calcul.
Il faut donc nous tourner vers une autre méthode qui souffre moins de cet inconvénient
de cotit calcul: la méthode des éléments finis en temps.



Chapitre IV

Eléments finis en temps

Théorie et application

La perception dispose de l'espace dans l'exacte
proportion ou l’action dispose du temps.

Henri Bergson, Matiere et mémoire
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Introduction

La méthode des éléments finis est bien connu dans le domaine spatial. Depuis les années
1950 ou elle vit son apparition pour le calcul de contraintes, elle n’a cessé de se développer.
Aujourd’hui, son champ d’application dépasse le cadre du génie mécanique. Désormais,
on 'utilise aussi pour résoudre des problemes d’écoulement de fluides ou de transferts de
chaleur, voire des problemes liés a 1’électricité, au magnétisme ou a ’hydrologie [161]. Le
principe est le méme dans tous les cas de figures: dans un premier temps la structure
étudiée est maillée, puis dans un second temps un ou plusieurs champs — déplacement,
contrainte, température, pression, flux, intensité ou autre — sont approchés localement,
i.e. sur chaque élément du maillage, par des fonctions de forme (ou fonctions d’interpo-
lation). Il s’agit d'une généralisation et amélioration de la méthode de Rayleigh-Ritz qui
permet de traiter facilement des géométries ou circuits complexes [34].

En dynamique des structures, I'utilisation des éléments finis permet de transformer
les équations aux dérivées partielles qui modélisent le mouvement en des équations diffé-
rentielles temporelles (on passe du cas continu au cas discret pour les variables spatiales).
Ces équations sont de la forme

=

M.g(t) + B.q(t) + K.q(t) + f(t.q.q) = f(¢t) (IV.1)

On parle dans ce cas de semi-discrétisation, au sens ou les nouvelles inconnues, i.e. les
coordonnées généralisées ¢, ne dépendent plus des variables d’espace mais sont toujours
fonction du temps. Pour trouver la solution du probleme, il faut donc avoir recours a
I'intégration temporelle.

Cependant, il est concevable de conduire d’emblée la discrétisation simultanément en
espace et en temps (le temps est en principe illimité mais on se restreint naturellement a
un intervalle de temps [y, t¢| préalablement défini pour les besoins de la discrétisation).
Cela s’effectue a l'aide d’éléments 4D —Ila quatrieme dimension correspondant a l’espace
métrique relatif au temps — et conduit a un systeme algébrique ou les inconnues sont
des valeurs nodales a divers instants. Cette idée n’est pas nouvelle et date du début de
I’apparition des intégrateurs temporels. Mais le nombre d’inconnues mises en jeu par une
discrétisation spatio-temporelle devient vite important. Elle n’a donc pas suscité 1'atten-
tion face aux intégrateurs temporels qui permettent de traiter le probleme dynamique non
pas d’un seul bloc mais pas-a-pas [4].

De nombreux chercheurs se sont pourtant attachés a cette idée, en optant cepen-
dant pour des semi-discrétisations spatiales et temporelles effectuées successivement. Cette
technique a alors donné naissance a la méthode des éléments des finis en temps.
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IV.1 Un bref historique

Le concept d’éléments finis en temps fit introduit dans le cadre de la mécanique
vibratoire pour approximer le déplacement en tout instant grace a une interpolation po-
lynomiale en des instants particuliers issus d'une discrétisation temporelle. Le principe
d’utilisation de ces éléments est similaire a celui des éléments finis en spatial, tant sur la
mise en oeuvre que sur les questions d’ordre théorique. La motivation initiale de recourir
aux éléments finis dans le domaine temporel était de tenter de remplacer les méthodes
d’intégration classiques utilisées lors de I'analyse de problemes transitoires [120].

La méthode des éléments finis en temps trouve son inspiration d’une méthode pro-
posée par C. D. BAILEY en 1975 [6]. Cette derniere, basée sur la loi de variation de I'action
d’Hamilton, permet d’approcher la solution transitoire d'un probleme dynamique a l'aide
de fonctions d’approximation définies sur l'intervalle de temps considéré et s’apparente
a la méthode bien connue de Rayleigh-Ritz. Sa généralisation au cas ou la base d’ap-
proximation est construite a partir de fonctions définies localement fit proposée par T. E.
SIMKINS en 1981 [120] et poursuivie par R. RIFF et M. BARUCH [IT1I] puis M. BORRI et
al. [T7] jusqu’a 'obtention de la méthode connue actuellement sous le nom de méthode
des éléments finis en temps.

1.1 La formulation variationnelle

Dans le domaine spatial, la formulation par éléments finis se dérive a partir de la
condition de stationnarité de certaines fonctionnelles, telles I’énergie potentielle ou encore
la fonctionnelle de Reissner [I61]. Les principes variationnels sont donc a la base de la
méthode des éléments finis. Si de tels principes n’existent pas, comme c’est le cas pour
certains problemes de mécanique des fluides, la méthode des éléments finis se fonde alors
sur des méthodes de résidus pondérés dont la plus connue est celle de Galerkin [34].

Dans le domaine temporel, la difficulté majeure pour pouvoir utiliser les éléments
finis était donc de trouver un principe variationnel adéquat. Bien entendu, cela n’est pas
indispensable mais offre, outre 'aspect élégant de la formulation, I'intérét de s’appuyer
sur des considérations physiques et évite ainsi le coté arbitraire du choix des fonctions de
pondération inhérent aux méthodes de résidus pondérés [120)].
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1.1a La limitation du principe d’Hamilton

La premiere approche a consisté a utiliser le principe d’Hamilton. Ce dernier, aussi
appelé principe de moindre action, s’écrit pour les systemes conservatifs

tr
5/ Ldt =0 (IV.2)
to

ou L =T —V représente le Lagrangien (7 et V correspondent respectivement a 1’énergie
cinétique et 1’énergie potentielle). Il stipule que la trajectoire réelle d'un systeme matériel
est celle qui rend stationnaire I'intégrale d’action hamiltonienne ft’;f L dt [123] par rapport
a toute variation élémentaire de déplacement s’annulant aux instants to et ¢;.

La difficulté rencontrée avec ce principe résidait dans la gestion des conditions aux
limites auxquelles sont assujettis les déplacements virtuels, dq(to) = dq(ty) = 0, conditions
qualifiées d’imposées ou d’essentielles par analogie avec le domaine spatial.

1.1b La loi de variation de ’action d’Hamilton

C’est en 1975 que C. D. BAILEY précise que Willian R. Hamilton, dans ses deux essais
publiés en 1834 et 1835 dans les Philosophical Transactions of the Royal Society of London,
a fourni non pas son principe de moindre action mais une loi de variation de I’action qui
est a la base de la théorie d’Hamilton-Jacobi. Il rappelle aussi qu’'Hamilton lui-méme
a affirmé que le principe de moindre action, a travers le calcul variationnel, ne servait
qu’a écrire les équations différentielles du mouvement qui peuvent par ailleurs s’obtenir
autrement [7].

Cette loi de variation de l'action d’Hamilton, ou plus simplement loi d’Hamilton,
s’écrit, pour des systemes non-conservatifs

t t
5/ ' (T - V) dt + / "Wt — pi-0a;! (IV.3)
to to

avec YV qui représente le travail virtuel des forces non-conservatives et de celles ne dérivant
pas d’un potentiel élastique, et p le vecteur quantité de mouvement généralisée. Il ne s’agit
non pas d’un principe variationnel, mais d’une formulation variationnelle de 1’équilibre
dynamique. Elle se retrouve aisément a partir du principe généralisé de D’Alembert (issu
de I'extension du principe des travaux virtuels utilisé en statique au cas dynamique a partir
du principe de D’Alembert) [89] [58]. 11 suffit juste d’effectuer une intégration temporelle



IV.1. Un bref historique 131

par partie (¢f. [8, 120] pour la démonstration sur un systéme matériel composé d'un
nombre fini de particules, le cas d’un systeme continu se traitant de maniere identique).

On remarque que les conditions essentielles ne doivent plus étre respectées puisqu’elles
interviennent explicitement dans la formulation. C’est la raison pour laquelle la loi d’Ha-
milton fat préférée au principe du méme nom (qui est un cas particulier).

1.2 D’une approche globale vers une approche locale

L’intérét des formulations variationnelles est qu’elles se prétent bien a la résolution
numérique. L’idée est d’approcher les déplacements par des fonctions d’approximation
et de vérifier I’équation variationnelle pour une famille de fonctions test prises comme
déplacement virtuel.

Le premier qui a réussi a obtenir des solutions non stationnaires approchées a partir
de la loi d’Hamilton semble étre C. D. BAILEY [6]. L’idée est d’approximer le déplacement
par une série entiere tronquée dont les deux premiers termes sont connus puisqu’ils cor-
respondent aux conditions initiales (en prenant ¢, = 0). Il différentie alors 'expression
pour obtenir un déplacement virtuel et conduit deux dérivations pour trouver les vitesses,

dol
M M
qt) ~ qo + dot + Y apt! dq(t) = > day.t!
u = i (IV.4)
q(t) = go + Z ia;t 6q(t) = Z i.0a;.t"!
1=2 1=2

La prise en compte de ces approximations dans la loi d’'Hamilton conduit alors a une
équation qui doit étre vérifiée pour tout da,. Il s’en suit un systeme algébrique de (M—2).N
équations (avec N nombre de ddl du systeme) a (M — 2).N inconnues (les coefficients de
la série), dont la résolution fournit les a.

On arrive donc & une expression analytique approchée de la solution entre 0 et ¢,
sans avoir fait appel a la théorie des équations différentielles mais en partant unique-
ment de considérations énergétiques. Dans le principe, on reconnait la célebre méthode
de Rayleigh-Ritz.

L’utilisation de la loi d’Hamilton pour la résolution de problemes temporels a donc
fait couler beaucoup d’encre, mais cela a permis d’aboutir a la conclusion qu’il était bel
et bien possible de l'utiliser dans une méthode de type Rayleigh-Ritz pour obtenir une
solution approchée. Le seul probleme s’avere étre d’ordre numérique. En effet, en utilisant
de simples séries entieres, le systeme algébrique a résoudre met en jeu une matrice de
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Hilbert, célebre pour son mauvais conditionnement [11]. C’est T. E. SIMKINS qui en premier
proposa de remédier a cela en utilisant non plus des fonctions définies globalement mais
localement, c¢’est-a-dire de recourir a la technique des éléments finis [120].

Si 'emploi des éléments finis spatiaux en calcul de structure a connu un essor consi-
dérable, c’est essentiellement parce qu’ils permettent d’effectuer les calculs dans le cas de
géométries complexes. Dans le domaine temporel, cette complexité n’apparait pas, mais
I'utilisation d’éléments finis temporels se révele tout autant motivée: outre les aspects
purement numériques (meilleur conditionnement des matrices), ils sont bien adaptés pour
gérer facilement les éventuels brusques changements de la force d’excitation ou encore
pour poursuivre le calcul indéfiniment en ajoutant au fur et a mesure des éléments. La
discrétisation temporelle a des lors été mieux considérée et les études menées ont montré
que l'utilisation d’éléments finis en temps conjointement avec la loi d’Hamilton permettait
de retrouver la plupart des intégrateurs temporels.

Nous nous proposons ici d’utiliser cette technique pour analyser non pas des régimes
transitoires mais des régimes permanents périodiques.

IV.2 Description de la méthode

2.1 Principe de la méthode

Soit un champ de déplacement virtuel dg défini de maniere quelconque sur un intervalle
[to, tf]. Une fois le systeme étudié discrétisé spatialement, les expressions de L et 6V
sont donnnées par les relations

0L ="6q(t).M.q(t) —*0q(t) K q(t) (IV.5)

et
SW = —3q(t). (B.q(t) + f™(t,

L’application de la loi d’'Hamilton conduit alors a

q,9)) + *0q(t)- £ (¢) (IV.6)

/ttf (téq( ).M.q(t) —*oq(t). (ég(t) + K.q(t) _}_ilia(t’gjg) _iext(t))) g — [t(gq(t).p} !

0

ou le vecteur p = M.q représente la quantité de mouvement généralisée.
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t; tz—‘r% ti-l—d%‘l tiv1
———O0—H------ @
& =0 &E=1

Fic. IV.1: Noeuds temporels de l’élément numéro 1

Pour la méthode des éléments finis en temps, on utilise cette équation avec une par-
tition de la période présumée de la solution, 7" = p.Ty (un multiple de la période de la
force d’excitation), en n intervalles

[0, T)=Jlt:. tin] avec =0 et  tyq=T (IV.8)

i=1

Sur chacun de ces intervalles de temps, le déplacement généralisé de chaque ddl est ensuite
approximé par des fonctions de forme polynomiales. On utilise par la suite la famillle des
polynomes de Lagrange. Mais il est possible d’utiliser d’autres familles [I04]. De plus, par
souci de clarté, on suppose qu’on garde la méme famille pour chaque intervalle [¢;, ;11 ].
En utilisant les polynomes de Lagrange de degré d, notés Ny (kK =1 a d + 1), on peut
alors écrire pour chaque instant ¢ compris entre ¢; et ¢,

d+1 —

¢,(1) =Y Nel&(t).q)(tiyin)  avee &)= ——" (Iv.9)

tiv1 —t;

o les ¢, 51 sont les instants d’interpolation (cf. figure IV.1l). Les noeuds ¢; et ¢;41 sont
appelés noeuds limites, et les autres noeuds internes. En posant N = [Ny,..., Ngyq] et
X = [q(ts), ... ,tg(tw%), -, 'q(tiz1)], Vexpression[V.9 se généralise a tous les ddl selon

q(t) = (N(&(1) ® 1) .X; (IV.10)

ou le symbole ® représente le produit droit de Kronecker et I la matrice identité d’ordre
N. Le vecteur X; est le vecteur élémentaire des déplacements nodaux.

Les déplacements virtuels sont eux aussi approximés par des fonctions test polyno-
miales. On décide de prendre les mémes fonctions que pour les déplacements (approche
de type Galerkin), mais on pourrait tres bien utilisé des familles différentes pour les fonc-
tions de forme et les fonctions test.

2.1a Application de la loi d’Hamilton

On applique alors la loi d’Hamilton en considérant comme intervalle d’étude [¢; , t;11 |
et en remplagant les déplacements généralisés, réels et virtuels, par leurs expressions ap-
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prochées. Cela conduit a

=

/tft(;&.(«tﬂﬂ) ®M — (tﬂN) ® B — (tﬂﬁ) 9 )&
Ny /e

—N @ f(t,q,4) +'N® ”(t)) dt =5X;.B; (IV.11)

ou il n’est pas rappelé, par souci de concision, que les vecteurs des fonctions de formes ou
de leurs dérivées temporelles sont évalués en &;(1).

Le vecteur B;, provenant du terme de droite de [V, a pour expression

Bi="[—pt;) 0 ... 0 p(tis1) ] (IV.12)

Il ne contient que les quantités de mouvement généralisées évaluées aux instants limites
de l'intervalle de temps considéré.

Puisque le déplacement virtuel est arbitraire, la relation conduit au systeme
matriciel

A Xi + bi(Xi) = B (IV.13)

La matrice A; ne dépend que des matrices structurales, de la fréquence d’excitation,
de la vitesse de rotation des rotors et des fonctions de forme choisies. Via le changement
de variable £(t) = (t — t;)/At; (avec At; = t;11 — t;), on remarque qu’elle s’écrit encore

1

A=xt

avec les matrices de forme définies par
1 1 1
= [wavas W= [waas w0 - [vyaes v
o 0 o 0 o 0
La dérivation s’effectue non plus par rapport a ¢t mais par rapport a la variable adimension-
nelle £. Ces matrices ne dépendent que des fonctions de forme et non des caractéristiques

du modele spatial. On ne les évalue donc qu’une seule et unique fois. Cette évaluation
peut se faire soit numériquement, soit analytiquement.
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Le méme changement de variable appliqué a ym donne

1
b = At. / IN(E) ® [t + EAL) dE (IV.17)
0

“t ninter-

Il est important de remarquer que si le temps dans la fonction d’excitation f
vient explicitement que sous la forme wt alors l'intégrale dans [[V.17] est indépendante
de la fréquence. En particulier, pour un maillage uniforme (At; = At, Vi) et une force

d’excitation de la forme f(t) = f° + f¢.cos(wt) + f°.sin(wt), on obtient

A A R I

/0 EN(E). sm(zn (i — 1+£))d§®f) (IV.18)

soit
b= At (B ® fO+ B[O+ B ® [) (IV.19)

Les vecteurs h”, h® et h® ne nécessitent eux aussi qu’un seul calcul. I est préférable de
recourir & des méthodes numériques, vu la complexité des intégrandes (pour A® et h%).
Cependant il est toujours possible grace aux logiciels de calculs formels de disposer de
leur expressions numériques. Il faut quand méme préciser que ces expressions deviennent
délicates a gérer pour des degrés élevés (car tres longues).

2.1b Opération d’assemblage

L’équation[[V.I3]étant écrite pour chaque intervalle de temps, on effectue une opération
d’assemblage similaire a celle réalisée avec les éléments finis spatiaux. Cette opération,

notée symboliquement >, conduit au systeme algébrique global
ass.

AKX+ bi(X)=2 B (IV.20)

ass. ass. ass.

Le vecteur X = ) X, englobe les déplacements généralisés aux instants nodaux
ass.

tx :[tg(tl) Yt ya) o gt en) tg(tnﬂ)] (IV.21)

Compte tenu de la structure particuliere des vecteurs B; (¢f. .12) et des conditions de
périodicité de la solution, a savoir q(t1) = q(t,11) et p(t1) = p(t.i1), le systeme assemblé
s’écrit encore

AX+b(X)=0 (IV.22)
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Ce systeme d’équations algébriques non-linéaires peut alors étre résolu par un solveur
classique, tel celui de Newton-Raphson. Il convient de noter que la matrice A possede une
structure particulierement creuse. En effet, elle est diagonale par blocs (autant de blocs
que d’intervalles) avec cependant deux blocs extra-diagonaux qui traduisent la périodicité,
et chaque bloc a lui-méme une structure creuse (cela provient de la discrétisation par
éléments finis spatiaux). Il est donc avantageux de tirer profit de cette structure en utili-
sant des algorithmes adaptés (gestion du format creuz).

2.1c Condensation

Si les forces non-linéaires sont localisées, il est possible de condenser sur les ddl associés.
En adoptant une nouvelle indexation, I’équation [V.22] se réécrit sous la forme

SELE) () () (2] o

On emploie donc la technique de condensation exposée dans le paragraphe L’idée
est d’exprimer la dépendance linéaire de X2, vecteur des déplacements des ddl linéaires,
vis-a-vis de X', vecteur des déplacements des ddl non-linéaires. Le systeme réduit est

[l

‘Xl + E + bnll(&l) — Q

(IV.24)

et ne comporte plus que n.d.Ny inconnues (Ny étant le nombre de ddl du modele spatial
associés a une non-linéarité) au lieu de n.d.N.

Cette technique s’avere donc tres avantageuse, surtout lorsque Ny < N, au point
de vue résolution uniquement. Cependant, le point bloquant est la construction de é =
é“ — ém. (ém)*l .ém et b = bt — 412' (é”)f1 b2 qui nécessite 'inversion de la
matrice carrée ém d’ordre n.d.Ny. Mais vu la structure creuse de celle-ci, I'opération
d’inversion s’effectue a moindre cout en utilisant une décomposition LU adaptée aux
matrices sauvegardées au format creux.

2.2 Gestion des non-linéarités

La difficulté rencontrée avec la méthode des éléments finis en temps porte sur le calcul
du terme non-linéaire b qui nécessite 1’évaluation de plusieurs intégrales définies.
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2.2a Démarche usuelle

L’intégration numérique de fonctions s’effectue usuellement par des formules de qua-
drature. Parmi les plus connues on peut citer les regles de Newton-Cotes [126] dont la plus
connue est la regle des trapéezes. On trouve aussi les sommes d’Euler-MacLaurin,. . . Ce-
pendant il s’agit d’algorithmes récursifs qui peuvent s’avérer tres cotteux en terme de
temps de calcul.

En éléments finis classiques, la méthode adoptée est la quadrature de Gauss, qui
consiste a approcher I'intégrale définie par la sommation des valeurs prises par la fonction
a intégrer en certains points (points de Gauss, notés z;, qui sont les racines de polynomes
de Legendre) pondérées par des coefficients (poids de Gauss, notés w;). La préférence
pour cette méthode en éléments finis s’explique d’une part par son application simple et
générale, et d’autre part parce qu’elle possede la propriété remarquable d’intégrer exac-
tement toute fonction polynomiale de degré au plus égal 2n, — 1 (n, étant le nombre de
points de Gauss utilisés). Cette méthode s’applique bien évidemment aussi dans le cadre
des éléments finis en temps pour évaluer les matrices et vecteurs élémentaires.

En ce qui concerne les termes linéaires, on a déja vu qu’il était possible de les exprimer
analytiquement. Mais 1’évaluation numérique présente une plus grande souplesse (si on
change de base polynomiale pour les fonctions test et/ou d’approximation, la formule
d’intégration reste la méme).

Pour les termes non-linéaires, I’évaluation analytique est rarement réalisable. En effet,
il n’est possible de conduire les calculs que pour des non-linéarités simples et localisées,
sous réserve néanmoins que les fonctions test et d’approximation ne soient pas trop com-
plexes et nombreuses.

Y. WANG détaille les calculs dans le cas d'une raideur asymétrique bi-linéaire [I48].
Sa formulation peut étre étendue au cas général d’une raideur linéaire par morceaux. Il
serait aussi concevable de développer les expressions pour une non-linéarité quadratique
ou cubique. Les calculs ne sont ni plus complexes ni plus simples que ceux menés par
d’autres auteurs avec la méthode de balance harmonique incrémentale (cf. paragraphe
2.1Id), la démarche adoptée par Y. WANG ressemble d’ailleurs énormément & celle de S. L.
LAU et W. S. ZHANG [78§].

La pratique générale est donc d’utiliser la quadrature de Gauss également pour les
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vecteurs élémentaires relatifs aux forces non-linéaires [12]. On écrit ainsi

an(&) ~ _A2tz' (Dltﬂ(gz(fl))(gilm(flag(a%g(ﬂ)) avec E[ _ tz’—i—l + tz2+ i’l.Ati
=1
o) = NEE) X et alh) = - NGE)X,  (V.25)

L’inconvénient est qu’il faut d’abord évaluer le déplacement généralisé et la vitesse
généralisée aux points de Gauss (i.e. a t;) avant de pouvoir évaluer I'intégrande en ces
mémes points. Une nouvelle technique a donc été proposée pour palier a cette difficulté.

2.2b Interpolation des forces non-linéaires

L’approche proposée pour évaluer b;™ repose sur I'idée d’interpolation des forces non-
linéaires. Cette interpolation s’effectue de maniere similaire a celle des déplacements. En
prenant les mémes fonctions de formes, il vient

[t q.q) = ("N&1) @ L).F; (IV.26)
avec le vecteur élémentaire des forces non-linéaires défini par

(), q(t) )

f”“(mgaQ(%g),g(mg)) (IV.27)

|
I

L ilia(ti-i-l? q(tiv1), ¢(tiv1)) )

En reportant cela dans le terme non-linéaire, on obtient ’expression
tit1
wix = [ e ((xewye D £ a (V.29
t;
qui, sous cette forme, n’apporte aucun avantage. En effet, le but est de pouvoir évaluer
aisément l'intégrale. Il faut donc chercher a extraire les termes non-linéaires de I'intégrande.

Quelques relations existent pour les produits de Kronecker, notamment

(A®B).(C®D)=(A.C)® (B.D) (IV.29)
(A®B).C=A® (B.C) (IV.30)

valables V (A, B, C, D) € (Muyx X Mpy i x My, x M q) et V(A, B, C) e (Mp1 X My X
M ) respectivement. On pourrait penser utiliser d’abord la seconde pour distribuer le
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produit scalaire sur le produit de Kronecker et ensuite la propriété de distributivité pour
se ramener a ("N ® N) ® (L F;). Malheureusement la distributivité n’est pas applicable
ici (la matrice identité [ est d’ordre N alors que F; est un vecteur de longueur (d+1).N).
I faut donc faire autrement.

En partant de la définition du travail virtuel des forces non-linéaires, il a été possible
de trouver une nouvelle propriété du produit de Kronecker. Pour cela, on écrit le travail
virtuel en discrétisant (temporellement) soit uniquement le déplacement généralisé virtuel,
soit le déplacement généralisé virtuel et la force non-linéaire, i.e.

_Qi ((M@)i)%) ‘ilia :t&'t(ﬂ(@i)'i”a :t&'(tﬂ(@i)'i”a
=X, (N ') ="9X, (Ne (Ne1).F) (1V.31)

g f =" (N®D.6X;) (N®I).F) ="%X;"(N®I).(N

®1).F
= %X, (‘N@I).(N®I).F, =X, ((M

N)®I).F (IV.32)
Cette expression doit étre valable quelque soit le déplacement généralisé virtuel, et donc
pour tout §.X;. On en déduit une égalité qui, reporté dans V.28, donne

)= [ (LN @ 1) Ft (v 33)

On remarque que les termes non-linéaires, ainsi que la matrice identité, peuvent mainte-

nant étre extraits de l'intégrale, et que l'intégrale qui en résulte n’est autre que A% (cf.

IV10), d'olt -
b"M(Xi) = At (K ® 1) .F (IV.34)

L’interpolation des forces non-linéaires évitent donc d’avoir une quadrature a effectuer
a chaque évaluation de b;. Celle-ci est réalisée indirectement par le biais de A% Lavantage
sur la quadrature de Gauss est que I’évaluation des déplacements généralisés aux points
de Gauss n’est plus nécessaire. De plus, I'expression des polynomes n’a pas besoin d’étre
rentrée, seules les matrices de forme sont nécessaires.

D’un point de vue algorithmique, il est préférable de travailler non pas au niveau
¢lémentaire mais au niveau global: a partir du vecteur X, on construit directement le
vecteur F' = ) F; défini par

tp = tf”(tl,g(tl),g(tl)) tfm(tprévQ(t1+§)vg(t1+§))
S a0l i) s 0l dltea)) | (IV.35)

L’intérét est de ne pas calculer en double les quantités f"*(t;, ¢(t;), ¢(t;)) qui apparaissent
a la fois dans I’élément i et I’élément ¢ 4+ 1. Le principe est schématisé sur la figure [V. 2
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x alts) et qlt,,s)
bnl -— F flm(tz‘-;-gaq(tz-s-k)aﬂ(tz-i-k))
niveau global niveau nodal

Fic. IV.2: Technique de quadrature par interpolation

On peut comparer cette technique a la technique AFT employée avec la méthode de
balance harmonique incrémentale, car on arrive a déterminer la partie non-linéaire du
systeme algébrique a partir de I'expression de la force non-linéaire en divers instants, qui
pour la méthode de balance harmonique incrémentale sont les instants d’échantillonage
et pour la méthode des éléments finis en temps les instants nodaux.

2.2¢ Comparaison des méthodes de quadrature

Afin de comparer les différentes techniques disponibles pour évaluer le terme non-
linéaire b™, on utilise un modele déja traité par Wang [148]. 11 s’agit de l'oscillateur a
raideur bi-linéaire, représenté figure [[11.26] et dont ’équation du mouvement est

mi + ci + kyx + H(x).kox = f cos(wt) (IV.36)

ou H représente la fonction de Heavyside. Les valeurs prises sont m =1, ¢ = 0,2, k; = 1,
ko =4 et f = 1. On recherche la solution périodique a l'aide de la méthode des éléments
finis en temps.

Afin de rendre aisé le calcul analytique du terme non-linéaire, les polynomes de La-
grange de degré 1 sont utilisés: Ni(§) = 1 — & et Ny(§) = & Pour le calcul de chaque
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vecteur b, 4 cas sont donc & distinguer. Ils sont résumés ci-dessous.

0
binl:
w'= ()

b = —ky At { LI S ] [ " ]

$i<0,$i+1<0

ZL’Z‘>O,.I'Z‘+1<O

- _553 + 3¢ 36 Tiy1
At; |2 1 x;
i O 3 O binl - —k . Z. . !
T e o 76 [121 [37@'+1]

bl

L 18 —1+8+1-¢ : i
2 <0, gy > 0 bi”l:—kQ.Ati.{S AR Sy"fgg}.[ ! ]
3

avec é = (t —t;)/Al;, on t = t; — x;.At; /(2,41 — x;) représente l'instant du contact.

La figure V.3 montre les courbes de réponse en fréquence obtenues avec chacune des
techniques (I'amplitude de vibration reportée en fonction de la pulsation w de 'excitation
est la moyenne entre les déplacements maximum et minimum). En ce qui concerne le calcul
par quadrature de Newton-Cotes, la formule utilisée est celle de Weddle [126]. On note
la présence de pics sur-harmoniques. Comme déja évoqué auparavant, de telles réponses
sont classiques pour des oscillateurs de ce type.

La solution exacte, calculée avec la méthode de tir, est superposée en trait fin a chacune
des courbes obtenues. On observe une bonne corrélation entre les solutions trouvées par la
méthode des éléments finis en temps et la solution exacte. Les temps de calcul ont révélé
que l'intégration analytique et la quadrature de Gauss prennent approximativement le
méme temps. Comparativement, la quadrature par interpolation des forces non-linéaires
demande un temps de calcul un peu moins important sans altérer la solution. Le gain
de temps avec cette technique peut aller jusqu’a 30 %. La quadrature de Newton-Cotes
quant a elle demande un temps de calcul exhorbitant.

2.3 Expression des jacobiennes

Pour la résolution de H(X, \) = é(/\).X—anl (X, ) =0, il est avantageux de connaitre
I'expression de la jacobienne de H par rapport a X. Il est toujours possible de I'appro-
cher par différentiation numérique. Mais la connaissance de son expression exacte est
préférable. On fournit donc ici son expression. De plus, on peut avoir besoin d’autres
jacobiennes, en particulier lorsque I'on applique une technique de continuation. Dans le
contexte présent d’analyse fréquentielle, on donne alors aussi 'expression littérale de sa

jacobienne par rapport a la pulsation propre de 'excitation.
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< 2
15
Al
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(a) intégration exacte (analytique) (b) quadrature de Newton-Cotes
4 4
350 /\ g s
3 3l
251 g 250
< 2 < 2
15F | 15
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(¢) quadrature de Gauss (d) technique proposée

Fic. 1V.3: Comparaison des résultats obtenus avec différentes techniques d’intégration
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2.3a Jacobienne par rapport a X

La jacobienne de H par rapport a X est constituée d'un terme linéaire, A, et d'un

terme non-linéaire, 2 8_—X Ce dernier correspond a I'assemblage des jacobiennes de b; " par
rapport a Xj, i.e. les jacobiennes élémentaires, qui s’expriment par
abinl tiv1 o lia ) o lia O¢
S / N (L7 0L OFF 00,
0Xi b 9q "0X; T 90X
tiv1 aflza aflm )
= - tﬂ@(—— (N®I)+ = .ﬂ@[)d (IV.37)
/ oD+ g (e
tivt af ia f
= — ‘NN)®I).= INN)®I).== dt
[T (xmen st «@umeng)

Cette jacobienne élémentaire peut étre évaluée par quadrature. Mais il est aussi pos-
sible d’utiliser I'interpolation des forces non-linéaires exposée précédemment. En dérivant
IV.33| par rapport a Xj, on trouve

b o OF, 00 OF,
ox, _/ti ((NN)®I). ox, =At. (W ®1). ox, (IV.38)

expression qui peut aussi étre retrouvée a partir dem Le calcul se fait donc aisément

et rapidement. Il suffit juste d’évaluer préalablement Pour ce, on se reporte a la

aX
définition de Fj (cf [N.27). On établit alors que la dérivée cherchée est composée des

termes

ai lia aflm 8(] ailia ag ailia ailia )
X, g 8§+a_g X, 0q ‘(ﬂ®£)+a—g (N®I) (IV.39)

évalués aux différents instants nodaux ¢, e . Compte tenu de la propriété d’unisolvance
des fonctions de formes, on obtient finalement

1 q(1). (1)

o

I aflia .
g (tiv1s q(tiv1), q(ti1))

o

L b q(1). (1) (M) @ 1)
| (IV.40)
%lza(ti-;-l,g(ti+1),g(ti+1)). (ﬁ(@'-&—l) ®£>

8

avec la partie relative a - bloc diagonale, ce qui n’est pas le cas pour celle relative a %
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™
La jacobienne X

méme structure que A. On peut donc utiliser les algorithmes adoptés pour gérer le format

s’obtient ensuite par assemblage classique : elle possede de ce fait la

creux de A. Il convient de remarquer que cette jacobienne possede la méme structure
que A, contrairement a la jacobienne obtenue avec des méthodes fréquentielles. Avec
la méthode de balance harmonique incrémentale par exemple, bien que A possede une
structure bloc-diagonale, la jacobienne de b™ est pleine. Cette différence_s’explique par
le fait que dans les méthodes fréquentielles la réponse est décomposée sur des fonctions
définies sur la période entiere, alors que dans la méthode des éléments finis en temps, la
solution est décomposée sur des fonctions définies localement.

2.3b Jacobienne par rapport a wy

Dans 'expression de H, tous les termes sont dépendants de la pulsation. Afin d’alléger

T

la présentation, on suppose que la partition [V.§ est uniforme: At = -~ = g—:j Il vient

alors directement

DA, 1 OB 0K A
==_—_—1hr'"oM- h01®—:—h0°®—:+—th00®g (IV.41)
8wf WfAt - &uf - 8wf (.df_ -

. . , . . . 0A
qui, une fois assemblée, donne la matrice jacobienne globale -=.

En ce qui concerne la partie linéaire de b, la dérivation de INV.17 conduit &

abilin 1 1 1
- = ——At./ tﬂ@f””t(ti + EAL) d€ +At./ ‘N®
0 , 0

O (ot + ) de

&uf wf 8Wf

bylin

N (IV.42)
En supposant que la force extérieure appliquée a la structure comporte une composante
statique et une seule composante harmonique (de pulsation wf), cette expression se met

alors sous la forme

ob; n af¢ af*

= :——b“"+Athc®i+Ath$®i (IV.43)
awf wr — 8Wf awf

puisque les arguments des fonctions sinusoidales, w.(t; + EAt) = 25(i — 1 + £), sont

indépendants de la pulsation. La jacobienne par rapport a wy de la partie non-linéaire

de b se calcule de maniere identique. En particulier, lorsque la force non-linéaire flm st

indépendante de wy, on a

ob; " 1
Doy _—w—f@”l (IV.44)

Etant donné le lien apparent avec les vecteurs élémentaires, 1’évaluation de ces dérivées
partielles par rapport a la pulsation de ’excitation nécessite un temps de calcul tres faible.
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2.4 Analyse de la stabilité

Une fois la solution du probleme trouvée, il est indispensable d’étudier sa stabilité.
Cette analyse est réalisée au moyen de la théorie de Floquet exposée au chapitre[£10 La
solution est donc perturbée au début d'un cycle de vibration d’une quantité dgy et dpo.
L’objectif est de déterminer la valeur de la perturbation a la fin du cycle.

La perturbation initiale évoluant au cours du temps, on se retrouve a chaque instant
t; avec dq(t;) et op(t;) (par définition dq(t1) = dqo et dp(t1) = dpp). Autrement dit, si on
se replace au niveau local, I’équation [[V.13| devient
Au (X, +0X) + 01" 1 b (X, + 0X,) = B, + 0B, (1V.45)

les vecteurs perturbés étant définis par

WX, = | 'q(t) Baltiy 1) - Balty,a) ‘alti) |

(IV.46)
$B = [ <tp(t) 0 . 0 Gp(tin) ]

2.4a Linéarisation

Puisque les perturbations en question sont faibles, on linéarise [V.45]l en se limitant a
un développement de Taylor au premier ordre de b™, ce qui donne

A aﬁnl 0X; =08 V.47

N . o™t ’ . . .
ot la matrice K; = A; + 55 représente une matrice de raideur dynamique tangente. Ce
pu— pr— K3
systeme peut étre réorganisé de la maniere suivante

T ) - (0B (IV.48)

&IL &II . &I - Q .
avec I

WX = | foq(ti) *0q(tiv) ]

WX, = [ Wty 1) e talt ) ] (IV.49)

SBE = [ 3p(t) “dpltin) ]
Les termes relatifs aux instants nodaux limites et internes, indicés respectivement par r
et 1, sont regroupés. Le vecteur dB; qui possede naturellement la méme structure que
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B; a toutes ses composantes relatives aux instants nodaux internes nulles. On peut donc
réaliser la condensation suivante

” *oq(t:) ] [ —*op(t;) ]

K;. — = — IV.50

— [ 9q(tit1) Yop(tivy) ( )
avec

&:&LL _&Ll. <&H>1 '&IL (IV.51)

Cette condensation est similaire a celle effectuée en éléments finis classiques pour éliminer
les ddl internes ou ceux qui ne sont pas liés a un noeud mais une fonction de forme
spéciale de type fonction bulle (cf. éléments finis hiérarchiques) ou encore ceux associés a
une masse nulle (typiquement des ddl de rotation, avec des matrices de masse concentrées,
la réduction permettant alors d’éviter une singularité).

2.4b Assemblage

Les équations condensées [[V.50 peuvent alors étre assemblées progressivement dans le
temps. On considere les deux premiers intervalles de temps. On peut alors écrire

S B () () 1)

et

~ 11~ 12
Ky, K dq(t2) —0p(t2)

<~ 921 =~ 22 . ~ — S (IV53)
Ko 99 op(ts)

La notation ®; a la place de & est volontairement utilisée. La perturbation de la quantité

de mouvement généralisée a I'instant ¢, peut s’exprimer a partir de ces deux équations.

En égalant les deux expressions, on obtient alors dp(ts) en fonction de dp(t1) et dp(ts).

Reportant le résultat obtenu dans les [V.52] et [V.53] on aboutit enfin a

e e ) = i) sy

avec la matrice @, qui est donnée par

_ -1 ~ -1
o -0 (224 G") & 02 (224 R) K
o1 — TN | - _ T o S 1
(224 et RU-BT (225 K

(kg
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Fic. IV .4: Condensations successives lors de 'analyse de la stabilité

L’opération est alors reconduite avec cette nouvelle équation et 1’équation pour

= 3. Ces premieres étapes sont schématisées dans le diagramme de la figure
D’un point de vue algorithmique, on notera que la réduction des matrices élémentaires
de raideur dynamique tangente, K, est effectuée non pas préalablement a l'opération
d’assemblage, mais durant celle-ci, afin de minimiser la demande de stockage en mémoire.

Arrivé au dernier intervalle de temps, I’équation trouvée relie ainsi dgo et 6q(T') & dpo
et 6p(T'). Une simple manipulation matricielle conduit alors a

[ 54(0) ] _ [ 5q(T) ] (IV.56)

=

avec

LS
I

B (&12)_1 '&H (—” ) (IV.57)

La construction de la matrice é est donc relativement aisée, puisqu’elle ne demande
qu’une succession d’opérations matricielles, dont la plus cotiteuse en temps de calcul est
la décomposition LU de matrices carrées d’ordre N.(d — 1) (si d > 1) ou N. En toute
rigueur, cette matrice n’est pas la matrice monodrome, mais, compte tenu du changement
de variable p = M.q, elle lui est semblable. Elle admet de ce fait le méme spectre. Pour
conclure sur la stabilité de la solution, il ne reste donc plus qu’a rechercher ses valeurs
propres, c’est-a-dire les multiplicateurs de Floquet.
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A

1

ﬁ début d'instabilité
UMM\
TR

Partie réelle des multiplicateurs

exact

A \ estimé

. . . . I . .
02 0.4 0.6 08 1 12 14
Fréquence circulaire d'excitation (rad/sec)

F1a. IV.5: Instabilité numérique dans le calcul des multiplicateurs (n = 6)

2.4c Probleme d’instabilité

Nous avons constaté 1’existence d’une borne pour la pulsation propre de I'excitation,
w, en dessous de laquelle le calcul des multiplicateurs de Floquet par la méthode décrite
auparavant diverge. Cette borne dépend des pulsations propres du systeme et de nombreux
calculs ont permis d’attester le caractere décroissant de w par rapport au nombre n
d’éléments finis temporels et au degré d des polynomes de Lagrange utilisés.

Pour exposer clairement ce phénomene, 'exemple de 'oscillateur linéaire, mx + cx +
kx = f.cos(wt) est considéré (avec les valeurs wy = 1 rad/sec, & = 1%) puisque pour celui-
ci le calcul analytique des multiplicateurs est réalisable (A1 2 = exp(—27({£iy/1 — £2)wp/w),
ce qui confirme bien la stabilité, tant toutefois que 1 > & > 0). La solution a été déterminée
grace a la méthode des éléments finis en temps, en utilisant des polynémes de degré 1 (pour
lesquels le phénomeéne de divergence est le plus important) avec uniquement 6 éléments
identiques. Sur la figure sont représentés I’évolution des parties réelles des multipli-
cateurs exacts et de ceux calculés par la méthode décrite auparavant en fonction de la
pulsation de I'excitation. On y observe clairement le phénomene d’instabilité numérique :
a partir d’environ 0,3 rad/sec, la partie réelle de la premiere valeur propre commence a
diverger de maniere exponentielle.

Son explication réside dans le fait que le calcul des multiplicateurs s’effectue progres-
sivement dans le temps, i.e. la technique utilisée pour construire la matrice é n’est autre
que l'intégration temporelle. En effet, dans le cas n = 2, on se trouve a chaque étape avec
la relation

G s D) ()= () v
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At=T/24

Rayon spectral

 (rad/sec)

Fia. 1V.6: Stabilité conditionnelle du schéma d’intégration

la matrice de raideur tangente dynamique, notée K¢ ici, étant identique pour tous les

éléments dans le cas d'une équipartition pour un probleme linéaire. Ce systeme peut
encore s’écrire sous la forme

T e e e e e e . . - . (IV59)
Ky | (KT K5 — Ky K5) /m - K5, | Li Ti+1
matrice d’;r:lpliﬁcation

ou l'on retrouve la matrice d’amplification du schéma. Comme déja évoqué au paragraphe
ce sont les valeurs propres de cette matrice qui dictent la stabilité du schéma. La
figure V.6 montre I’évolution du rayon spectral de la matrice d’amplification en fonction
de la pulsation de 'excitation pour deux valeurs de n. On remarque qu’il est supérieur a 1 a
basse fréquence, indiquant le caractere conditionnellement stable du schéma d’intégration
temporelle employé.

Avec n = 6, le critere de stabilité est w > 0,304 . ... Cette valeur correspond bien avec
la pulsation critique définie plus haut, attestant qu’il s’agit manifestement de la source du
probleme de divergence des multiplicateurs de Floquet. Pour n = 24, la zone d’instabilité
diminue mais existe toujours, corroborant ainsi les premieres observations faites.

2.4d Quadrature réduite

Afin de remédier a ce probleme de divergence des multiplicateurs, on effectue une
intégration réduite. L'intégration réduite consiste a évaluer numériquement les intégrales
en prenant un nombre de points de Gauss moins important. L’intégration est dans ce
cas inexacte, mais il s’avere qu’elle permet de contourner de nombreux problemes en
éléments finis classiques, essentiellement le phénomene de verrouillage (locking dans la
littérature anglo-saxonne) qui peut survenir avec les éléments poutre de type Mindlin
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Fia. IV.7: Conséquence de lintégration réduite (n = 6)

(prise en compte du cisaillement transversal) ou avec les matériaux incompressibles par
exemple [34].

En utilisant I'intégration réduite, les matrices de forme 211 et 201 sont quand meéme
intégrées exactement. Seule la matrice A% est modifiée. Dans le cas des polynomes de
1

Lagrange de degré 1, on trouve E)O = ;1. Avec cette approximation, la matrice d’amplifi-

cation donnée en [[V.59 s’avere avoir un rayon spectral toujours inférieur a I'unité, comme

on peut le voir sur la figure |IV.7(a)] On a donc une stabilité inconditionnelle. Ainsi, le
calcul des multiplicateurs ne diverge plus, comme le confirme les résultats donnés figure

[V.7(b

En utilisant 'intégration réduite de QOD, lerreur d’amplitude du schéma n’est pas
véritablement affectée. Le nouveau schéma possede toujours un faible taux d’amortisse-
ment numérique (0,99 < p < 1), ce qui induit une légere erreur d’amplitude dans le calcul
des exposants. L’erreur de périodicité est plus importante et se trouve doublée lorsqu’on
utilise l'intégration réduite. Cette erreur de périodicité s’avere responsable du décalage

fréquentiel entre les multiplicateurs de Floquet calculés et exacts (i.e. décalage des pics
dans les courbes des figures VAl et [IV.7(b))).

Si on augmente le nombre d’éléments finis temporels, 'erreur d’amplitude est sensi-
blement affectée (comme on peut le voir figure passer de 6 a 24 éléments finis en
temps améliore les résultats pour w > 0, 2618 et les dégrade pour w < 0,2618). Cependant,
lerreur d’amplitude chute de maniére importante, comme on le note sur la figure [V.8|
qui montre I'évolution des parties réelles et imaginaires des multiplicateurs de Floquet
calculés et exacts.

Il faut signaler que ce n’est pas parce que les coefficients de Floquet déterminés sont
inexacts que la solution périodique est fausse. En effet, la figure [V.9] montre la compa-
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Partie réelle des multiplicateurs
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(a) Partie réelle (b) Partie imaginaire
F1a. IV.8: Evolution des multiplicateurs de Floquet (n = 24)

raison entre la solution exacte a w = 0,5 rad/sec et deux solutions approchées. Avec
24 éléments la solution approximée correspond parfaitement a la solution exacte. Avec
6 éléments, malgré I'inexactitude des multiplicateurs, la solution trouvée approche assez
bien la solution exacte.

Le calcul des multiplicateurs de Floquet nécessite donc un traitement spécial au ni-
veau de la quadrature pour éviter la divergence a partir d’un certain seuil de fréquence.
Ce traitement est une intégration réduite de la matrice de forme relative & la raideur, h%.
L’inexactitude de I'intégration permet de stabiliser numériquement le calcul des multi)li—
cateurs sans affecter pour autant la précision de la réponse périodique. Elle accroit cela
dit le déphasage en basse fréquence des multiplicateurs déja observé avec l'intégration
exacte, déphasage qui disparait rapidement en augmentant le nombre d’éléments. Dans
I’exemple considéré, on a pris des polynomes de degré 1 car il s’agit du pire des cas. Si
on prend des polynomes de degré supérieur, le principe pour contourner le probleme de
divergence reste le méme, et on remarque que les erreurs induites deviennent d’autant
plus faibles que le degré est élévé.

IV.3 Applications de la méthode

3.1 Exemples de validation
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N i / solution exacte
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Fi1a. 1V.9: Solution obtenue a 0,5 rad/sec (avec des polynomes de degré 1)

3.1a Calcul des multiplificateurs de Floquet

L’exemple de l'oscillateur a raideur bi-linéaire traité dans le paragraphe de ce
chapitre est repris ici. Mais on suppose qu’il existe un décalage 9, si bien que I’équation
du mouvement s’écrit maintenant

m.i + c.& + ky.x + H(x — §).ka.(x — ) = f.cos(w.t) (IV.60)
On utilise les valeurs suivantes pour les parametres physiques
m="50, c¢=2000, k =105 ky=10%, §=2.10"° f=10

La courbe de réponse en fréquence, calculée avec la méthode des éléments finis en temps
en prenant 32 éléments et des polynomes de degré 1, est donnée figure V.10l

La résonance apparait a 180 rad/sec (30 Hz). A cause de la prise de contact de la
masse avec le deuxieme ressort de raideur plus importante, on observe un décalage du pic
de résonance vers des fréquences plus élévées. La prise de contact s’établit vers w ~ 100
rad/sec lorsque la fréquence augmente et 165 rad/sec lorsque la fréquence diminue. Quant
a la perte de contact, elle s’effectue vers 180 rad/sec en augmentant et 100 rad/sec en
diminuant. Les lignes en pointillés représentent les solutions instables.

La premiere solution instable est délimitée par deux bifurcations de type cyclic fold
ayant lieu & w =~ 165 et 180 rad/sec. Dans cette plage fréquentielle, deux solutions 7-
périodiques co-existent. La seconde solution instable se localise entre 105 et 115 rad/sec.
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Fic. 1V.10: Courbe de réponse en fréquence

Cette zone d’instabilité provient d’une bifurcation par dédoublement de période clairement
mise en évidence par 'analyse de la stabilité et qui donne naissance a une solution 27-

périodique.

La figure montre I’évolution des multiplicateurs de Floquet. Ces derniers ont
été calculés a partir de la méthode des éléments finis en temps ainsi que par I'intégration
temporelle afin de mettre en avant la bonne corrélation. On note effectivement 1’existence
des bifurcations de type cyclic fold et dédoublement de période.

L’existence d’'une solution 27-périodique stable avant le résonance principale est assez
rare. En effet, de telles solutions apparaissent en général a 2 fois la fréquence de résonance,
fréquence a laquelle on trouve éventuellement des résonances sous-harmoniques. Mais
I'intégration temporelle effectuée & w = 105 rad/sec confirme bien la nature 27-périodique
de la solution (c¢f. figure [V.12lou les lignes verticales sont ajoutées pour montrer les phases
0 modulo T de I'excitation).

3.1b Intégration de termes non-linéaires en vitesse

Afin de montrer 'application de la méthode des éléments finis en temps lorsque la force
non-linéaire dépend de la vitesse, on traite ici le cas d’un rotor flexible de type Jeffcott
supportés par deux paliers rigides équipés d’amortisseurs identiques de type squeeze film.
Pour la discrétisation spatiale, trois noeuds sont utilisés (c¢f. figure [V.13). Etant donné
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Multiplicateurs de Floquet
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Fic. IV.11: Multiplicateurs de Floquet
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Lol

F1G. IV.13: Rotor de Jeffcott sur paliers rigides avec amortisseur a film d’huile

la symétrie du probleme, on se limite aux ddl des noeuds 1 et 2 [149]. L’équation du
mouvement s’écrit

my.@1 + k(v1 — x2) = fi (@1, 91,81, 91)

myr + k(1 — y2) = [ (21,91, 31, 01) (IV.61)
My + .y + k(2 — 11) = f2%. cos(wt) '
Ma.Gjo + C.itg + k.(yo — y1) = 0. sin(wt)

avec my = 15 kg et my = 45 kg (masses réparties sur les noeuds 1 et 2), ¢ = 360
Nm/s (amortissement visqueux au niveau du disque,) et k = 3.10" N/m (demi-raideur
de l’arbre).

Les forces [ et f{ sont les forces non-linéaires générées par le film d’huile. Le champ de
pression dans celui-ci s’obtient & partir de I'équation de Reynolds [143]. Sous I'hypothése
de palier court (hypotheése avancée en pratique pour des ratios de L/D inférieurs a 1/4),
on peut considérer que la distribution de pression est parabolique (suivant la longueur).
Dans le cas d'un régime a vitesse de rotation constante, l’équation de Reynolds donne
alors

W 4

qui, intégrée sur la longueur, conduit a

P(z,0) = 12,u. (z2 - L—Q) : <e.<;5. sin(0) + é. cos(@)) (IV.62)

_ oul? e.¢.sin() + €. cos(0)

F©) (C' + e.cos(9))?

(IV.63)

ou u représente la viscosité dynamique de T'huile, ¢ = /2?2 + 43 le déplacement radial
au niveau du palier, h = C + e.cos(f) I'épaisseur du film d’huile, C' le jeu radial, L la
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Fi1G. IV.14: Courbe de réponse a balourd

longueur du squeeze et R son rayon. Les forces radiales et tangentielles exercées sur le
rotor sont donc

£ = /0 " R.P(6). cos(8) b

o (IV.64)
ft:/o R.P(0).sin(0) df

Lors de I'intégration, réalisée par la regle des trapezes (en prenant 200 intervalles), uni-
quement la contribution des pressions positives est prise en compte. Exprimées dans le
repere fixe, ces forces s’écrivent encore

Ii = (fro1— frn)/e

Les valeurs utilisées sont les suivantes: L = 40 mm, R = 38 mm, C = 300.1072 mm et
w=10,0163.

Sur la figure sont reportées plusieurs courbes de réponse pour différentes valeurs
de balourd allant de 100 a 600 g.cm. Toutes ces courbes ont été calculées en utilisant
6 éléments finis en temps avec des polynomes de degré 4. Seules les parties stables sont
représentées.

La réponse au balourd minimal de 100 g.cm est donnée sans et avec amortisseur a
film d’huile (ligne en pointillé et ligne continu). L’utilisation de cet amortisseur permet
dans ce cas de diminuer par 9 le niveau maximal de déplacement atteint a la vitesse
critique. Au fur et a mesure que le niveau de balourd augmente, le pic de réponse tend
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a se décaler vers la droite, traduisant la rigidification du systeme. Cela est lié au fait
que les déplacements devenant plus importants le film d’huile se trouve plus en plus
comprimé sur la circonférence ou la distance radiale entre rotor et stator est minimale,
cette surpression engendrant évidemment une augmentation de la raideur locale. A partir
d’un certain niveau (un peu supérieur a 400 g.cm), des sauts de réponse apparaissent.
Ces sauts sont précisés sur la courbe de réponse au balourd de 500 g.cm par deux fleches
qui délimitent une zone parfois dénommeée zone de bistabilité. La fleche dirigée vers le bas
(haut) indique le saut survenant lors d'une accélération (décélération). En augmentant le
balourd jusqu’a 600 g.cm on se rend compte que 'efficacité de 'amortisseur s’amoindrit
(évolution non-linéaire du niveau maximum de déplacement au centre du rotor en fonction

du balourd).

3.2 Applications avec le modele de roulement 2D

3.2a Cas d’un systéme rotor / stator a 4 ddl

Le modele simplifié du paragraphe Bl est traité ici avec la méthode des éléments finis
en temps. Le roulement est modélisé par le modele 2D. Le roulement comporte 8 billes.
Le diametre externe de la bague intérieure est de 10 ¢m, celui des billes de 1 em.

Le jeu radial du roulement est supposé égal & 20 um. La figure [ I8 montre les courbes
de réponse & balourd obtenues pour deux valeurs de raideur de contact différentes: 107
et 10® N/m. Les courbes en trait continu (respectivement pointillé) dont I'amplitude de
vibration est la plus importante correspondent au déplacement horizontal (respectivement
vertical) du rotor, les courbes de plus faible amplitude correspondent a celui du stator.
Dans le cas K, = 10" N/m, la fréquence critique se trouve aux alentours de 40 Hz (2400
tr/min) et présente un effet durcissant. Pour une raideur plus importante, K. = 10® N/m,
le pic de résonance est bien entendu décalé vers la droite et se trouve maintenant a 50
Hz (3000 tr/min). Il ne présente cependant plus d’effet durcissant. Les courbes en trait
plein et en trait pointillé sont quasiment confondues. Cela signifie que les orbites sont ou
restent globalement circulaires. Mais cela n’est pas vrai sur toute la plage de fréquence,
comme il sera montré plus tard.

Sur la figure [V.16 sont représentées les courbes de réponse & balourd obtenues avec
une raideur de contact de 10% N/m et jeu radial de 20 et 60 um. Les courbes sont analysées
sur I'intervalle 10 - 22 Hz (600 - 1320 tr/min). L’allure de la courbe sur 10 - 100 Hz (600 -
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Courbe de réponse en fréquence, Ke = 1.E+07, 8= 20.E-06

Courbe de réponse en fréquence, Kc = 1.E+08, 8 = 20.E-06
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Fic. IV.15: Courbes de réponse a balourd pour un jeu radial de 20 pum
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F1G. IV.16: Courbes de réponse a balourd pour une raideur de 10> N/m

6000 tr/min) pour un jeu de 60 um est en effet identique a celle pour un jeu de 20 pm (cf.
figure[[V.15). On remarque tout d’abord que les orbites ne sont pas du tout circulaires dans
cette plage de fréquence, les amplitudes de vibration pour les déplacements horizontaux et
verticaux étant bien distincts, surtout vers 21 Hz (1260 tr/min). 11 apparait ensuite que
I’augmentation du jeu radial donne naissance a un nouveau pseudo-pic de réponse vers
12 Hz (720 tr/min). Quasi-inexistant dans le cas § = 20 um, il est perceptible lorsque le
jeu atteint 0 = 60 um. Dans le méme temps, cette augmentation du jeu amplifie I'effet
non-linéaire sur le pseudo-pic présent a 21 Hz. Ce dernier présente maintenant des petites
zones d’instabilité provenant de bifurcations de type cyclic fold.

Afin de valider les résultats obtenus avec la méthode des éléments finis en temps, une
comparaison avec différents schémas d’intégration temporelle a été effectuée. La figure
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F1G. IV.17: Orbite du stator ¢ 13 Hz (K, = 10" N/m, § = 60 um)

[V.17 montre le résultat de Iintégration temporelle avec I'algorithme de Runge-Kutta
d’ordre 4/5 sur quelques périodes de rotation, apreés une transition d’une centaine de
périodes (trait pointillé). Le régime permanent n’est pas encore totalement atteint. On
constate que la solution périodique obtenue par la méthode des éléments finis en temps
(en trait continu) est bien en accord avec les résultats d’intégration temporelle.

3.2b Cas d’un modele éléments finis

Afin de montrer I'applicabilité de la méthode proposée sur des modeles éléments finis,
on étudie maintenant un arbre flexible discrétisé en 7 éléments finis hermitiens de type
poutre. Les supports-paliers sont modélisés par une masse, un ressort et un amortisseur
visqueux, de valeurs respectives 7 kg, 15 M N/m et 40 N.s/M. Le modele est représenté
schématiquement figure V.18l On consideére 4 ddl par noeud: les deux translations ho-
rizontales et verticales et les deux rotations associées (déplacement axial et torsion non
pris en compte). Le modele est alors constitué de 36 ddl .

On suppose un jeu radial de 20 pum et on prend une raideur de contact de 107 N /m.
Les courbes de réponse a balourd sont montrées figure TV.19 (par ordre d’amplitude
décroissante : amplitude de vibration du disque, celle du support-palier du roulement a
billes, et celle du support-palier du roulement a rouleaux).
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Fia. IV.18: Modele éléments finis utilisé
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Fi1G. IV.19: Courbes de réponse a balourd
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F1G. 1V.20: Courbes de réponse a balourd (supports-paliers)

L’effet durcissant conduit a deux fréquences ou I'on observe un saut de réponse, res-
pectivement 29,6 et 31,8 Hz. On remarque aussi deux autres sauts de réponse a 51,5
et 52,5 Hz (cf. [V.20(D)]). S’intéressant aux vibrations des paliers uniquement, on note
que, bien que 'amplitude de vibration soit moins importante que celle du disque (ce qui
est normal puisqu’il s’agit ici d’'un mode d’arbre), il existe de nombreux faibles pics de

réponse (cf. |[IV.20(a))).

Les figures [[V.21] a [[V.24] montrent 1’évolution des orbites des supports-paliers au
passage de ces pics de réponse.
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Orbites des supports—paliers entre 43.8 et 46.1 Hz (éch. x10 pour #2)

Fi1G. 1V.23: Orbites entre 43,8 et 46,1 Hz

Il est intéressant de noter que certaines orbites de la figure [V.21] présentent une forme
a peu pres similaire a celles trouvées lors de 'étude d’un systeme a 4 ddi (cf. figure [IL14).
Sur la figure on remarque que vers 26 Hz l'orbite du support-palier du roulement
a billes possede une géométrie assez complexe. Il en est de méme vers 44 Hz pour celle
du support-palier du roulement a rouleaux. Un nombre plus important d’éléments aurait
permis d’obtenir une courbe un peu plus lissée.

Comme déja évoqué, le systeme montre clairement des bifurcations de type cyclic
fold. Celles-ci se retrouvent bien lors de I’étude de la stabilité. En effet, sur figure
ou quelques multiplicateurs de Floquet sont affichés, on observe non seulement des bifur-
cations de type cyclic fold, mais aussi des bifurcations par dédoublement de période et des
bifurcations secondaires de Hopf. Le systeme présente donc des solutions 27-périodiques
et quasi-périodiques stables sur de faibles plages de fréquence.
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FiG. IV.25: Multiplicateurs de Floquet
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Conclusion

Ce chapitre a exposé les aspects théoriques et pratiques de la méthode des éléments
finis en temps. Nous avons eu recours a des notations faisant intervenir le produit de
Kronecker, ce qui nous a permis de la présenter de maniere simple et élégante. Dans la
pratique cependant, aucun produit de Kronecker n’est réalisé. Nous avons proposé une
nouvelle technique pour gérer les termes non-linéaires. Celle-ci est basée sur 'interpolation
des forces non-linéaires et permet d’améliorer sensiblement le temps de calcul sans perdre
en précision. Cette méthode permet non seulement de trouver les solutions périodiques
mais elle permet d’analyser de maniere quasi-immédiate la stabilité de ces solutions. Des
problemes de divergence lors de 'analyse de la stabilité ont cependant été soulevés et
expliqués. Mais il a été possible de les résoudre en utilisant I'intégration réduite.

La méthode des éléments finis en temps se préte sans probleme a la technique de
condensation classiquement utilisée avec les méthodes fréquentielles. Les systemes algé-
briques auxquels elle conduit font de plus intervenir des matrices a structure tres creuses.
Elle est donc bien adaptée a I’étude des systemes de grande taille. Il convient de souligner
que méme la matrice jacobienne possede une structure creuse, contrairement a la méthode
de balance harmonique incrémentale pour laquelle la matrice jacobienne est, dans le cas
général, pleine. L’explication réside dans le fait que pour la méthode des éléments finis
en temps on travaille localement alors que pour les méthodes fréquentielles les fonctions
d’interpolation utilisées, i.e. les fonctions harmoniques, sont définies sur la période entiere :
les non-linéarités couplent alors les harmoniques entre elles.

On peut d’ailleurs montrer que la méthode de balance harmonique incrémentale est
un cas particulier de la méthode des éléments finis en temps. Dans ce cas, il s’agit d'un
seul élément fini temporel (la période entiere) et les fonctions de forme et test sont des
harmoniques. Bien sir, on se place dans ce cas dans une approche de type éléments
finis hiérarchiques, le raffinement de maillage s’effectuant alors par ajout des fonctions
supplémentaires (raffinement de type p et non h).
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Chapitre V

Partie expérimentale

le banc Dynamique D’Ensemble

De toutes les choses auxquelles on ne croit pas,
I’expérience est celle a laquelle on croit le moins.

Félicité Robert de Lamennais
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Introduction

Les roulements sont des éléments particulierement sollicités. Leur durée de vie peut
par conséquent étre limitée. Cependant, il n’est pas réalisable d’ausculter avant chaque
vol tous les roulements des moteurs, ni méme de changer régulierement les roulements,
tache qui demanderait de déposer entierement le moteur. Il est donc intéressant de pouvoir
remonter a la valeur du jeu interne a I'aide d’essais in-situ. Cela offrirait éventuellement
la possibilité de mettre en évidence certaines avaries dans les roulements. On congoit ainsi
I'importance de disposer de modeles intégrant le jeu radial.

Apres avoir apporté une modélisation mathématique des roulements qui prend bien en
compte ce parametre, il s’agit maintenant de voir si le modele adopté est pertinent. Cela
passe évidemment par une validation expérimentale. Nous avons de ce fait dimensionné un
banc d’essais nommé banc Dynamique D’Ensemble. Ce chapitre présente successivement
les caractéristiques principales de ce banc ainsi que les motivations de sa construction, les
essais préliminaires d’analyse modale et les premiers résultats concernant son exploitation.

V.1 Description générale

L’objectif principal du banc Dynamique D’Ensemble (DDE) est d’apporter une aide
a la compréhension de phénomenes physiques observés sur moteur. Il s’agit donc de re-
produire au mieux le comportement réel d’'un moteur. Il ne faut pas perdre de vue que ce
banc est avant tout une machine d’essais. A ce titre, sa conception demande qu’il reste le
moins complexe possible tout en demeurant le plus représentatif de la réalité.

1.1 Motivations de sa construction

Les motivations de la construction du banc dynamique d’ensemble sont doubles. D une
part, il se doit de répondre a de nombreuses questions que soulevent certains phénomenes
observés sur moteur d’avion. D’autre part, il doit également permettre d’effectuer de la
recherche a moyen terme, indispensable pour I'innovation technologique.
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1.1a Les enjeux actuels

L’enjeu premier du banc DDE est 'étude de I'influence des jeux de roulement sur
la dynamique des rotors. Il s’agit de relever la signature de ces non-linéarités, dans une
optique d’identification. L’intérét se porte plus particulierement sur le roulement inter-
arbre, élément majeur dans le moteur puisqu’il couple la dynamique des deux rotors
et subit, vu sa localisation, des gradients thermiques importants qui influent sur son
jeu interne. Ce banc aidera donc a la compréhension des phénomenes liés aux jeux de
roulements et servira d’outil de validation des modeles de roulements.

L’exploitation du banc se découpe chronologiquement en trois phases distinctes: une
phase mono-rotor BP, une phase mono-rotor HP et une phase bi-rotor. Pour la phase
mono-rotor BP, on se soucie principalement du probleme de passage de vitesse critique
de modes d’arbres. Actuellement, sur moteur réel, les seules vitesses critiques passées
correspondent a des modes de carters (faible participation des rotors). Cependant, la
tendance est d’utiliser des rotors plus légers, plus souples, la question du passage d'un
mode d’arbre devient donc une question importante. La version mono-rotor HP est juste
une phase de transition qui servira au recalage du modele du rotor HP avant de passer en
version bi-rotor. Dans cette derniere phase, on s’attachera bien entendu a l'influence du
jeu de roulement inter-arbre, mais aussi U'interaction BP/HP dans les cas co- et contra-
rotatifs. A I'heure actuelle, les deux rotors sont co-rotatifs. Mais on s’oriente maintenant
vers des moteurs a arbres contra-rotatifs qui offrent un meilleur rendement, ce qui souleve
la question de l'excitation des modes rétrogrades d'un arbre par un balourd situé sur
I'autre.

1.1b Un banc promis a évoluer

A moyen et long termes, le banc pourra étre adapté pour analyser d’autres phénomeénes
physiques. Certains de ces aspects ont été pris en compte des le début de la conception.
Ce banc pourra servir a 1’étude de l'influence de la dissymétrie des supports-paliers sur
la dynamique des rotors, notamment ’excitabilité des modes rétrogrades. A ce titre, un
support-palier en forme de treillis, représenté figure [V.1], a été étudié. Le roulement vient
se loger au centre du treillis qui repose sur deux ou quatre barres. Le treillis étant assez
rigide, la raideur apparente au niveau de la fixation du palier n’est autre que celle apportée
par les barres. L’avantage d’un tel support est de pouvoir ajuster les raideurs radiales en
changeant juste les barres, il offre ainsi la possibilité d’avoir une raideur soit axisymétrique,
soit dissymétrique, qui évolue entre 10 et 108 N/m. L’utilisation de quatre barres permet
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de rigidifier le support axialement. La raideur axiale évolue entre 10° et 107 N/m.
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Fi1c. V.1: Maillage 3D du support-palier type treillis

A plus long terme, une autre étude envisagegable est celle des contacts disques /
carters. Il s’agit d'une part d’étudier les interactions entre le rotor et le stator qui peuvent
engendrer divers phénomenes comme les sauts de réponses ou 'existence de réponses non
synchrones voire apériodiques, et d’autre part d’étudier le comportement des liaisons de
type brides boulonnées et a gorges en V, abondantes dans les carters d’'un moteur d’avion.

1.2 Caractéristiques principales

Le banc DDE est composé, dans sa version bi-rotor, de deux rotors modélisant les
rotors basse et haute pression (BP et HP) d’un moteur d’avion, entrainés par des moteurs
¢électriques et supportés par des supports-paliers axisymétriques de type cage d’écureuil.
Sa conception permet de pouvoir modifier la position axiale des supports-paliers pour
changer la configuration modale. Les caractéristiques de chacun des éléments ont été

choisies pour respecter certaines similitudes avec un moteur réel, de type turboréacteur a
double flux.

1.2a Les rotors basse et haute-pression
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| ey

(a) mode de pivotement (b) mode de suspension

Fic. V.2: Configuration modale du rotor HP

Le rotor BP est composé d'un arbre flexible et d'un disque d’inertie. Le disque représente
le disque fan a ’entrée du moteur. Ces pieces sont réalisées en acier 35 CD 4. Ce matériau
a ¢té retenu pour sa haute limite élastique et bonne tenue en fatigue [9] [10]. L'arbre BP
a une forme cylindrique pleine. Sa longueur totale est de 1,70 meétres pour un diametre
de 40 millimetres (excepté a ses extrémités). Ces dimensions proviennent de I’analyse mo-
dale théorique du rotor basse pression, étude dont un des ojectifs était de dimensionner le
rotor BP de maniere a retrouver une homothétie entre le premier mode propre des arbres
BP du moteur et du banc expérimental vis-a-vis de leur plage de fonctionnement. Les
dimensions du disque sont 400 mm pour le diametre et 20 mm pour I'épaisseur, ce qui
permet d’avoir un évasement du diagramme similaire a celui du moteur pour le premier
mode.

La non-uniformité de la section (i.e. réduction du diametre aux extrémités) est né-
cessaire pour les connexions de l'arbre avec d’autres pieces. A une extrémité se trouve
un épaulement pour la fixation de la piece qui maintiendra le palier inter-arbre dans la
version bi-rotor. L’autre extrémité se termine par une section d’'un diametre 30 millimetres
imposé par le joint d’accouplement moteur. Le passage de la section de 30 a celle de 40
millimetres de diametre se fait de maniere linéaire. Cela forme un emmanchement conique
qui permet de venir fixer le disque fan. Ce disque est alors maintenu serré grace a une
couronne qui se visse sur la partie filetée précédant le cone d’emmanchement.

Le rotor HP est constitué d’'un arbre sur lequel viennent se fixer deux disques qui
modélisent 'étage compresseur et ’étage turbine du corps haute pression. Le ratio masse
du rotor sur son inertie latérale vaut 0, 13, respectant ainsi une similitude avec le rotor HP
du moteur. Cet arbre, plus rigide que ’arbre BP, permet d’observer successivement les
modes de pivotement et de suspension dans la plage de fonctionnement (c¢f. figure V.2).

1.2b Les supports-paliers

Les supports-paliers se composent de deux pieces: la cage d’écureuil cylindrique et le
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(a) modele éléments finis

FiGc. V.3: Support-palier de type cage d’écureuil

bati (¢f. figure .3)). Leur dimensionnement repose sur un critere de similitude en raideur
entre le banc et le moteur d’avion.

La cage d’écureuil cylindrique, qui comporte des jours spécialement usinés pour dimi-
nuer la raideur, est solidement fixée sur son bati par I'intermédiaire d'un ajustement serré
et d’écrous. Le bati se compose de 5 éléments: une plaque, deux raidisseurs en équerre,
une entretoise et un socle. La plaque est percée en son centre pour permettre le passage de
I’arbre. Les quatres autres éléments sont soudés sur cette plaque. Les équerres permettent
d’augmenter considérablement la raideur en flexion de la plaque encastrée a sa base et
d’éliminer de la plage fréquentielle de fonctionnement son mode de flexion. L’entretoise
permet elle aussi d’augmenter la raideur de la plaque. Le socle est percé de 6 trous non
taraudées avec encoche pour la fixation des supports-paliers sur la platine d’acier par
I'intermédiaire de tés taraudés.

1.3 Equipements

L’instrumentation du banc se scinde en deux catégories. Une partie des capteurs sert
aux mesures, réalisées a 'aide du logiciel d’acquisition Ideas Test. L’autre est dédiée a la
surveillance active. Elle complete le dispositif de sécurité passive.

1.3a Instrumentation
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Fic. V.4: Instrumentation

La mesure de déplacement s’effectue a I'aide de 4 capteurs de proximité blindés de
type Kaman, capteurs sans contact fonctionnant sur le principe de mutuelle inductance
[B]. Deux d’entre eux visent I'arbre BP et les deux autres visent le support-palier #2
(cf. figure V. 4)). Pour chaque paire, un capteur est placé horizontalement et le second
verticalement, permettant ainsi de reconstruire les orbites. Ces capteurs, étalonnés en
usine sur une piece a surface plane en aluminium, ont été recalibré in-situ pour pouvoir
viser une piece en acier de surface non plane [I]. La sensibilité finale des capteurs est de
0,5 V/mm pour une étendue de mesure de +1 mm.

Les signaux de mesure de déplacement de I'arbre sont doublés en sortie du condi-
tionneur pour étre envoyés non seulement a la baie d’acquisition mais aussi a des relais
programmables pour la surveillance. Ces relais ont pour fonction de déclencher un arrét
d’urgence lorsque les seuils qu’on leur a imposé sont atteints. Le role de cette surveillance
est double: il s’agit d’éviter 'endommagement de la structure ainsi que la détérioration
des capteurs.

Des accélérometres Endevco, 6 au total, sont fixés a 'extrémité de la cage d’écureuil
cylindrique de chaque support-palier : 4 d’entre eux permettent de relever les accélérations
verticales et horizontales a I'extrémité de la cage d’écureuil cylindrique de chaque support-
palier, et les 2 autres, placés a 45° et reliés a des relais programmables, sont exclusivement
dédiés a la surveillance du niveau vibratoire.

Chaque support-palier est percé au niveau de l'extrémité de la cage d’écureuil pour
pouvoir relever la température des bagues extérieures de roulement a ’aide de thermo-
couples. Ces thermocouples sont destinés uniquement a la surveillance.

Enfin, le moteur électrique, piloté par un tableau de commande mural, est relié a un
ordinateur dédié exclusivement a la gestion des parametres et consignes fournis au mo-



174 Chapitre V. Partie expérimentale

teur. Equipé du logiciel Parver, il offre la possibilité de tracer en temps réel les courbes
d’évolution de la vitesse de rotation et du couple moteur, ainsi que leur valeur instan-
tanée. Le suivi de I’évolution du couple moteur permet de détecter I’'éventuelle apparition
de frottement au niveau des paliers, et ainsi prédire une amorce de grippage. La valeur
instantanée de rotation est également affichée sur le tableau de commande mural et en-
voyée a la baie d’acquisition. Il en est de méme pour la valeur de la phase (déplacement
angulaire). La mesure de celle-ci est principalement utilisée lors de I’équilibrage.

1.3b Dispositifs de sécurité

Les thermocouples utilisés sont directement reliés a des relais programmables. Le seuil
en tension de ces relais correspond a une température de 80°C', température garantissant
a I'utilisateur que la graisse assure toujours correctement sa fonction de lubrification (au-
dela de 85°C, la graisse commence a se fluidifier). Ces mesures sont de plus affichées
en permanence sur le tableau de controle. La visualisation en continu des températures
permet d’anticiper tout probleme de grippage. En effet, en aval du grippage, le gradient de
température devient tres élevé, i.e. la température augmente tres rapidement. La personne
chargée de la surveillance de la température peut donc stopper le moteur des ’amorce du

grippage.

Pour stopper le moteur électrique en cas d’incident, on dispose d’un total de 7 boutons
d’arrét d'urgence, répartis dans la salle d’essais et dans la salle de commande. Ces boutons
commandent non seulement ’arrét immédiat de tous les moteurs mais empéchent la mise
ou remise en route du systeme tant qu’'un d’entre eux reste enclenché.

Lors d’un arrét d’urgence, le couple de freinage du moteur électrique est volontairement
limité. En effet, étant donné la grande inertie du rotor BP, le moteur électrique ne doit
pas étre stoppé trop rapidement afin d’assurer la non-destruction et le maintien du joint
d’accouplement. En cas de rupture, les pieces endommagées pourraient étre projetées et on
se trouverait de plus dans I'impossibilité d’assurer ’arrét instantané et controlé du rotor.
La valeur du couple de freinage maximum fixée par la résistance du joint d’accouplement,
70 N.m [2], a donc été intégrée au niveau des commandes qui contrdlent arrét d’urgence.
Le couple appliqué lors d’un arrét d’urgence est ainsi volontairement limité a 50 N.m.

En plus de ces arréts d'urgence qui assurent une sécurité active, plusieurs capotages
sont installés pour assurer une sécurité passive. Le premier capotage a pour fonction
de stopper toute piece tournante ou partie de piece tournante qui se détacherait, une
vis d’équilibrage ou un écrou principalement, ainsi que toute piece qui serait susceptible
d’étre éjectée, tel un capteur. Il se compose de 4 éléments qui s’emboitent en coulissant
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(a) capotage ouvert (b) capotage fermé

Fi1G. V.5: Capotage principal
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sur des rails, comme montré sur la figure [V.3].

Ce capotage principal est réalisé a partir de plaques de Makrolon solidement fixées a
une ossature métallique en treillis. Le matériau Makrolon possede une bonne résistance
aux chocs et offre vis-a-vis de I'acier, outre ’avantage d’'une masse volumique plus faible, le
privilege d'une visibilité totale sur le banc en fonctionnement. En effet, ¢’est au méme titre
que le Plexiglass un poly-carbonate et il possede donc la méme propriété de transparence.
Ces plaques de Makrolon sont capables de maintenir une masse de 50 g éjectée a 150 m/s
et une masse de 500 g a 47 m/s, ce qui correspond a une énergie absorbée de 1'ordre de
560 J.

Deux autres capotages sont installés autour du disque et du joint d’accouplement.
Ces capotages locaux, en acier standard, sont destinés a maintenir ces éléments en cas
de probleme, étant donné que leur masse est trop importante pour qu’ils puissent étre
stoppés par le capotage principal.

V.2 Essais préliminaires

Des essais préliminaires d’analyse modale [48] ont été réalisés sur chaque composant
du banc dans sa version mono-rotor BP. L’objectif de ces essais est de valider les modeles
métier utilisés dans la phase de pré-dimensionnement et de caractériser les amortissements
modaux.

2.1 Essais d’analyse modale

En ce qui concerne 'arbre, le disque, leur assemblage et les supports-paliers, les essais
d’analyse modale ont été effectués avec une excitation ponctuelle transitoire (utilisation
d’un marteau de choc) en condition d’appuis libre-libre (via des extenseurs suffisament
souples). Pour les supports-paliers, la condition d’appui encastré a aussi été testée. Les
analyses modales du rotor monté sur les supports-paliers non accouplé puis accouplé
au moteur ont nécessité ’emploi d’'un pot vibrant pour obtenir un niveau d’excitation
suffisant (essais en aléatoire et en sinus balayé).

La chaine de mesures se compose principalement d’accélérometres B&K type 4344
reliés a une chaine d’acquisition HP 35653A/35652B. L’acquisition des mesures sur PC
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§ accélérometre marteau de chocs §
B&K type 4344

NI

chaine d’acquisition

HP 35653A/35652B
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oscilloscope a mémoire
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HP 3566A/67A

HP 54600B

Fic. V.6: Synopsis de la chaine de mesures utilisée pour les essais d’analyse modale

TAB. V.1: Amortissements modaux

Essais Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4
Arbre BP 2.1074 7.1074 1.1073 3.1074
Disque Fan 310* | 51074 | 4.10° -
Rotor BP 9.1074 3.1073 - -
Supports-paliers 3.107° 8.107° - -
Banc non accouplé | 1.1072 1.1072 - -
Banc accouplé 4.1072 5.1072 5.1073 3.1072

s’effectue via 'utilisation du logiciel HP 3566A/67A. La synoptique de cette chaine de
mesures est représentée figure [V.0 dans le cas de I'analyse modale de I'arbre.

Les figures ci-dessous indiquent les montages réalisés pour chaque élément ou assem-
blage et donnent les courbes de réponse en fréquence expérimentales.

A chaque étape, des essais ont aussi été réalisés sur des plages fréquentielles centrées
sur les premiers modes. Les courbes obtenues ont alors servi pour I'identification de I’amor-
tissement modal par lissage de chaque pic de résonance. Les résultats sont regroupés dans
le tableau [Vl

Pour chaque élément pris individuellement, ’amortissement est de ordre de 1074, ce
qui correspond a l’amortissement interne de l’acier. Pour le banc assemblé cependant,
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Fic. V.7: Essais d’analyse modale de [’arbre BP
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Fic. V.8: Essais d’analyse modale du disque fan
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Fi1G. V.9: Essais d’analyse modale du rotor BP
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Fic. V.10: Essais d’analyse modale des supports-paliers
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Fic. V.11: Essais d’analyse modale du banc non accouplé
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Fi1c. V.12: Essais d’analyse modale du banc accouplé
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(a) montage (b) frf expérimentale
Fi1c. V.13: Mesures de la raideur des supports-paliers

I’amortissement atteint est de 'ordre de 1072.

2.2 Mesure de raideur des supports-paliers

Comme on a pu le constater sur ces essais d’analyse modale, la dynamique des supports-
paliers n’intervient pas de maniere significative. Ils répondent quasiment de maniere sta-
tique. Un dispositif spécial a permis, a I'aide d’un anneau de force, d'un capteur de force
et d'un comparateur digital, de mesurer leur raideur radiale (cf. figure N.13)).

La raideur trouvée est de I'ordre de 2.107 N/m. Les supports-paliers, initialement
modélisé en éléments finis (modele condensé en super-élément), sont donc par la suite
modélisés par un systeme simplifié masse/ressort, la raideur correspondant a la raideur
mesurée et la masse a la masse modale du premier mode.

2.3 Recalage des modeles éléments finis

Grace a ces essais préliminaires, il a été possible de recaler successivement les modeles
éléments finis pour corréler les premiers modes propres numériques, calculés avec le logiciel
Samecef, et les modes propres expérimentaux.

Le recalage a porté sur la modélisation plus fine des changements de section de ’arbre,
I'ajout de masses et raideurs locales apportées par certaines pieces (éléments permettant
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Premier mode propre (f .= 69.8 Hz)

Deuxiéme mode propre (f .= 187.8 Hz)

(a) numérique (b) expérimental

FiGc. V.14: Déformées modales de l’arbre BP
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Fic. V.15: Déformées modales du rotor BP
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Fi1G. V.16: Déformées modales du banc non accouplé
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Fi1c. V.17: Déformées modales numériques du banc accouplé

TAB. V.2: Fréquences propres (en Hz)

Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

exrp. | num. | exp. | num. | exp. | num. | exp. | num.

Arbre BP 69,9 | 70,0 | 188,2 | 188,1 | 359,0 | 358,1 | 576,5 | 573,3
Rotor BP 52,9 | 53,0 | 128,1 | 128,2 - - - -
Banc non accouplé | 41,9 | 41,6 | 81,1 | 82,8 - - - -

Banc accouplé 63,3 | 63,3 | 88,0 | 88,0 | 140,6 | 141,4 | 152,6 | 152,8

la fixation du disque fan et des paliers) et I'ajustement des raideurs des roulements et du

joint d’accouplement.

Comme on peut le voir sur les figures V.14l 4 V.17 les déformées modales numériques
sont en accord avec les déformées modales expérimentales. En ce qui concernce les fréquences
propres, les résultats sont reportés dans le tableau [V.2.

Les valeurs des fréquences propres numériques du modele éléments finis recalé sont
en corrélation avec celles mesurées. Ce modele peut ainsi servir a vérifier les calculs de

pré-dimensionnement.
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Fic. V.18: Diagramme de Campbell du banc accouplé

2.4 Vérification du dimensionnement

Le diagramme de Campbell (cf. figure[.18) montre que les premieres vitesses critiques
correspondant au premier mode de flexion (mode F'1) de 'arbre se situent vers 3300
tr/min (55 Hz) pour le mode rétrograde et 4200 tr/min (70 Hz) pour le mode direct.
Les vitesses critiques suivantes, relatives a un mode de flexion F'2 de 'arbre couplé avec
un mode du support-palier #1, se localisent a 5040 tr/min (84 Hz) et 5520 tr/min (92
Hz) en rétrograde et direct respectivement.

Un calcul de réponse a balourd de 100 g.cm a été effectué en prenant différentes
valeurs d’amortissement hystérétique. A la premiere vitesse critique directe, les contraintes
maximales se localisent au niveau de l’arbre. La figure[V.19 montre la répartition de celles-
ci (le disque, les paliers et les supports-paliers ne sont pas représentés car ils sont modélisés
par des masses et raideurs ponctuelles).

L’acier utilisé pour I’arbre possede une limite de fatigue de 581 M Pa en flexion rotative
et 620 M Pa en flexion plane alternée. Compte tenu d'une marge de sécurité, on fixe la
contrainte admissible égale a 50 % de la limite en fatigue en flexion rotative. Pour chaque
valeur d’amortissement, les contraintes de Von-Mises maximales relevées dans I'arbre a la
vitesse critique ont alors permis, en supposant un comportement linéaire de la structure,
d’évaluer le balourd maximal autorisé. Les résultats sont reportés dans le tableau

Les résultats montrent 'importance et la nécessité d'un équilibrage avant tout passage
de vitesse critique. En effet, pour un balourd résiduel de 'ordre de 150-200 g.cm, on
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Fi1a. V.19: Contraintes équivalentes de Von-Mises dans ['arbre a la vitesse critique

TaB. V.3: Contraintes maximales a la vitesse critique et balourds admissibles

n=10"2 | n=>510"3% | n =102
Contrainte maximale pour 100 g.cm | 850 M Pa | 1700 M Pa | 85 M Pa
Balourd admissible 35 g.cm 175 g.cm | 350 g.cm
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remarque que si I’amortissement structural est inférieur & 5.1073, la tolérance imposée
vis-a-vis de la limite en fatigue est amplement dépassée.

V.3 Exploitation du banc

Pour la mise en ceuvre d'un tel banc, plusieurs étapes sont nécessaires. Il y a tout
d’abord 1’étalonnage des capteurs puis la phase de montage, comme pour tout banc
expérimental. La particularité avec les machines tournantes est qu’il est de plus indis-
pensable d’effectuer 'alignement et 1’équilibrage des rotors.

3.1 Procédure d’alignement

Le mésalignement est réputé pour étre source de vibration dans les machines tour-
nantes. Son influence sur la dynamique des rotors peut s’avérer non négligeable. Pour des
mésalignements importants, on peut effectivement observer des décalages de fréquences
propres voire des instabilités [8(), 65]. Les vibrations engendrées par mésalignement sont
dues a un probleme de maintenance. Il convient donc d’aligner le banc apres chaque
montage.

Le mésalignement peut intervenir a deux niveaux. Le premier est un mésalignement des
supports-paliers. Le deuxieme est le mésalignement entre ’arbre BP et le rotor du moteur
électrique. L’alignement des supports-paliers est réalisé lors de la phase de montage par
I'intermédiaire de la rainure centrale de la platine d’acier sur laquelle ils sont fixés. Une fois
le banc assemblé, I'alignement de I’arbre moteur sur ’arbre BP (servant de référence) est
alors effectué. A cet effet, des pieds Sanex a hauteur réglable sont placés sous le bloc béton
du moteur et permettent de régler son inclinaison et sa hauteur, ¢.e. de rattraper deux
mésalignements en rotation et un en translation. Les autres mésalignements (translations
dans le plan horizontal et rotation suivant la verticale) sont quant a eux corrigés en faisant
glisser le moteur sur sa platine.

La mesure du mésalignement entre les deux arbres est effectuée a ’aide d’un compara-
teur digital monté sur un bras (cf. figure[N.20)). Ce bras est fixé sur un arbre et permet de
venir faire une mesure sur I'autre arbre. Il est assez rigide pour que la fleche en extrémité
ne vienne fausser les mesures.
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1

Fi1G. V.20: Schéma du dispositif utilisé pour la mesure de mésalignement

La procédure d’alignement suivie est détaillée dans le proces verbal de recettage du
banc qui reprend aussi la procédure de montage [?]. Il s’agit d’une procédure itérative. A
chaque itération, on effectue un total de 8 mesures: deux verticales et deux horizontales
(comparateur placé successivement en haut, a droite, en bas puis a gauche) sur chacun
des deux arbres. Cela permet de connaitre la position relative des arbres dans les plans
horizontal et vertical [93]. Les décalages en terme de translation et d’inclinaison sont
alors calculés et corrigés a ’aide de vis de poussée. L’opération est ensuite recommencée
jusqu’a ce que le mésalignement mesuré soit inférieur au mésalignement toléré par le joint
d’accouplement [2].

3.2 Reésultats sur I’équilibrage

Pour I’équilibrage, deux méthodes ont été successivement employées: la méthode des
trois masselottes et la méthode des coefficients d’influence [46] [143]. La premiere est une
méthode graphique particulierement bien adaptée pour un équilibrage sur la vitesse cri-
tique, puisqu’elle ne nécessite pas d’informations concernant la phase. Cependant, elle
demande d’effectuer 4 mesures. Sa mise en application est donc plus longue que la se-
conde pour laquelle deux mesures suffisent. Cette derniere présente en outre l'avantage
de s’appliquer aussi pour I'équilibrage dans plusieurs plans. Mais on a alors besoin non
seulement du déplacement mais aussi de la phase par rapport a une référence. Ainsi elle
ne s’applique pour des équilibrages a des vitesses proches de la vitesse critique (variations
de phase trop rapides vers la résonance) et on doit disposer d’un codeur incrémental ou
équivalent (ici la phase de référence est celle donnée par le moteur électrique).
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Fi1c. V.21: Interprétation graphique de la méthode des trois masselottes

3.2a Méthode des trois masselottes

Le rotor est d’abord mis en rotation sans balourd ajouté afin de relever 'amplitude
initiale du rotor, noté Zy. Un balourd test, U;, est ensuite placé sur le rotor, a une position
angulaire @1, ce qui donne une nouvelle amplitude de vibration, notée Z;. L’opération est
reconduite deux fois encore, toujours avec le méme balourd test mais placé a des posi-
tions angulaires différentes, ®, et ®3. Cela donne deux nouvelles amplitudes de vibration,
respectivement Zs et Z3.

Pour déterminer le balourd d’équilibrage, on reporte alors sur un graphique un cercle
de rayon Zj, puis on trace trois autres cercles de rayon Z;, Z, et Z3 dont les centres se
trouvent sur le premier, a des positions @1, 5 et $3 en coordonnées polaires (cf. figure
[V.21)). Le voisinage ot ces trois derniers cercles s’entrecoupent donne alors la position
angulaire de ’endroit ou il faut placer le balourd d’équilibrage. Sa valeur est quant a
elle déterminée a partir de la distance e entre le centre du premier cercle et le point
d’intersection par la formule U, = U,.Zy/e.

Les essais d’équilibrage ont été réalisés en placant des vis comme balourd test sur le
disque fan (percé de 48 trous). Les résultats obtenus par la méthode des trois masselottes
n’ont pas permis d’équilibrer le banc. Les résultats d'un équilibrage a 3800 ¢r/min sont
reportés figure [V.22] Le balourd test est placé & 8 emplacements différents. On remarque
qu’il est impossible de diminuer en méme temps les vibrations au niveau du palier #1 et
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Fiac. V.22: Equilibrage au niveau du disque fan par la méthode des 3 masselottes

(a) collier Serflex (b) mise en place

Fia. V.23: Utilisation d’une paire de colliers Serflex pour ’équilibrage

de I'arbre en placant le balourd d’équilibrage sur le disque fan. De plus, on observe que
la zone d’intersection des cercles est mal définie, montrant la limitation de cette méthode
graphique. Pour les essais suivants, on a donc utiliser des colliers Serflex comme balourd
test et la méthode des coefficients d’influence pour estimer le balourd résiduel.

L’intérét des colliers Serflex est de pouvoir placer un balourd test au centre de I’arbre
(i.e. sur le ventre du mode). Deux colliers sont utilisés. Comme le montre la figure [V.23,
cela permet de pouvoir régler a la fois la position angulaire du balourd test (les deux
colliers sont tournés d’'un méme angle «) et sa valeur (variation de l’angle ).

3.2b Méthode des coefficients d’influence

Cette méthode est une des plus répandues et utilisées aujourd’hui pour ’équilibrage in
situ des machines tournantes. Elle consiste a réaliser deux essais, un sous balourd résiduel
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Fi1c. V.24: Repérage du balourd par rapport a un repere sur le rotor

uniquement et 'autre avec un balourd test. La comparaison des deux mesures permet
alors de déterminer le balourd correctif a appliquer.

Le principe repose sur le fait que pour une structure linéaire, 'amplitude synchrone
du rotor s’exprime, sous forme complexe, par une relation du type Z(w) = a(w).U, =
a(w).U. exp(i.®,,). La notation complexe permet de gérer conjointement "amplitude et le
déphasage arriere @ par rapport a une référence située sur le rotor (cf. figure .24). Le
module et I’'argument de U, représente la valeur U et le déphasage arriere ®,,, du balourd
résiduel. Le coefficient a est ce qu’on appelle le coefficient d’influence. 11 ne dépend que
de la structure et de la vitesse de rotation. Si on note respectivement par Zy et Z; les
amplitudes complexes relevées a vide et sous balourd test U; a une méme vitesse, on peut
donc écrire

Zy = a.U, et Zy = a.(U, + Uy) (V.1)

d’ou la relation
a=(Zy— Zy) Uy (V.2)

La valeur complexe relative au balourd correctif est alors

Uy = —U, = —Z0.U,)(Zy — Z) (V.3)

Plusieurs essais ont été réalisés en employant cette technique. Les différents résultats
obtenus ont montré qu’il n’était pas possible d’équilibrer parfaitement le banc. Cependant,
il a été possible via cette méthode d’optimiser la position du balourd correctif. A 3700
tr /min, le niveau minimal atteint avec celui-ci est de 210 pm d’amplitude de déplacement
sur 'arbre (au niveau du capteur placé a proximité du support-palier #2). Cela correspond
a une diminuation de 60 pm par rapport au niveau sous balourd résiduel.
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La raison expliquant le fait qu’on ne puisse équilibrer le banc réside dans la faible
valeur d’amortissement pour le premier mode direct. En effet, les amortissements mo-
daux ont été mesurés a l'arrét, et compte tenu des résultats d’équilibrage, il est fort pro-
bable que 'amortissement du premier mode soit principalement localisé dans les parties
tournantes, i.e. que 'amortissement effectif du systeme en rotation se trouve fortement
diminué (puisque les forces d’amortissement tournant sont nulles pour un mouvement de
précession synchrone et circulaire comme celui observé a proximité de la vitesse critique).

Le coefficient d’amplification dynamique est donc tres important si bien qu'un ba-
lourd infime suffit a générer des vibrations conséquentes. Pour équilibrer, il faudrait donc
équilibrer a la perfection le banc, condition physiquement impossible a réaliser étant donné
les erreurs de mesures et la répartition du balourd résiduel sur toute la longueur de I’arbre.

3.3 Passage de la vitesse critique

Des essais de montée en régime ont été effectués. Bien entendu, 1’échauffement des
roulements et les grandes amplitudes de vibrations causés par le balourd résiduel ont
limité la vitesse de rotation maximale atteinte. Afin de pouvoir passer la vitesse critique,
des solutions envisageables ont donc été proposées.

3.3a Essais de montée en régime

Sur la figure[V.25(a)]est représenté le signal relevé au niveau du capteur de déplacement
visant le rotor placé a proximité du support-palier #2 (exprimé en dB) lors d'un essai de
montée en régime. On remarque que la vitesse critique estimée avec le modele éléments
finis & 4200 tr/min a été dépassée. L’'inexactitude sur cette valeur peut provenir des effets
gyroscopiques, é¢tant donné que le modele a été recalé a 'arrét. Mais cela est peu probable
car les erreurs sur les répartitions d’inerties sont généralement faibles. L’hypothese la
plus vraisemblable est la variation des raideurs des roulements et éventuellement du joint
d’accouplement avec la vitesse de rotation.

Par ailleurs, les capteurs de déplacement ont été répartis le long de ’arbre pour obtenir
la déformée de 'arbre en rotation comme montré figure|V.25(b)[ montrant ainsi qu’il s’agit
bien du premier mode de flexion de I'arbre.

Des lissages de courbes de réponse a balourd ont été entrepris afin de recaler la valeur
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de I'amortissement. Cependant les résultats obtenus ne sont pas probants. En effet, les
points de mesure se situent tous en régime sous-critique. Suivant la valeur des parametres
initiaux, I'algorithme d’optimisation donne alors des coeffecients tres différents.

3.3b Utilisation d’un support-palier élastomere

Afin de pouvoir équilibrer et ainsi passer la vitesse critique, plusieurs solutions ont
été imaginées. Les solutions retenues se basent sur 'ajout d'un palier élastomere, soit
au centre de I'arbre, soit en parallele sur chaque support-palier existant. Des calculs de
réponse ont alors été effectués sur le modele recalé du banc pour ces deux scénarios.
L’introduction d’un palier élastomere au centre de 'arbre s’est avérée étre la solution la
plus efficace.

Comme le montre la figure [V.26] amplitude de vibration a la vitesse critique est
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(b) 2°™¢ mode propre

Fi1G. V.27: Déformées modales

fortement atténuée avec la présence du palier élastomere. La vitesse critique a également
diminué: on passe de 4200 tr/min (70 Hz) a 3840 tr/min (64 Hz). Cela s’explique par
le fait que le palier élastomere apporte une masse supplémentaire alors que sa raideur est
négligeable comparativement a celle de 'arbre. L’analyse modale a montré cependant que

les déformées propres ne sont pas affectées: on retrouve toujours bien le premier mode de
flexion du rotor (cf. figure N.27).

Du point de vue conception, ce palier sera constitué d’une plaque d’élastomere main-
tenue serrée par un bati fixé sur la platine, avec en son centre un roulement pour assurer
la liaison avec I’arbre.
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Conclusion

Le banc Dynamique D’Ensemble est le fruit d'une collaboration étroite entre la société
Snecma Moteurs et le Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systemes de I'Ecole
Centrale de Lyon. De nombreuses itérations ont été nécessaires avant d’aboutir au stade
actuel. Tout au long de sa réception, nous avons réalisé les essais préliminaires nécessaires
pour le recalage du modele éléments finis qui avait servi au dimensionnement. Ainsi, nous
avons pu vérifier ce dernier, ce qui a permis de fixer précisément les limites en terme
de niveaux vibratoires. La phase de réception s’est accompagnée de la rédaction d’une
procédure relative au montage/démontage et a 1’alignement.

Les essais déja réalisés ont permis de soulever certaines questions qui ont débouchées
sur quelques adaptations et améliorations. Les premiers essais en rotation ont permis
de déverminer le banc et ont montré la difficulté de passer un mode d’arbre. Un palier
élastomere a donc été congu et optimisé pour pouvoir franchir la vitesse critique. Les
phases a venir concernent donc la validation de ce palier et la réalisation d’une cam-
pagne d’essais avec plusieurs roulements de gammes différentes qui permettra de valider
le modele 2D.
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Conclusion et perspectives

Dans cette étude réalisée en collaboration avec la société Snecma Moteurs, nous nous
sommes intéressés au probleme de calcul de réponses a balourd avec prise en compte du
jeu de fonctionnement radial interne des roulements.

Nous avons dans un premier temps proposé un nouveau modele de roulement. Celui-ci
s’appuie sur la theorie du contact de Hertz et offre 'avantage de prendre en considération
un minimum de parametres physiques comme le jeu radial, la géométrie et le nombre
d’éléments roulants. Ce modele posséde des non-linéarités fortes. Nous avons donc été
amenés a développer des algorithmes de calcul dans le domaine fréquentiel capable de
gérer ce type de non-linéarité.

La synthese bibliographique réalisée traite non seulement des méthodes non-linéaires
mais aussi des techniques classiquement utilisées avec celles-ci, ainsi que de ’analyse de
la stabilité des solutions périodiques. En s’appuyant sur la méthode des résidus pondérés,
nous avons pu, d’une part, donner une présentation unifiée pour les méthodes de balance
harmonique incrémentale et de collocation trigonométrique et, d’autre part, proposer une
nouvelle méthode pour analyser la stabilité directement dans le domaine fréquentiel, ce
qui était usuellement fait en repassant dans le domaine temporel.

Les méthodes présentées possedent chacune des inconvénients. En ce qui concerne
les méthodes temporelles, elles souffrent soit d’un probleme de temps de calcul, cas des
méthodes d’intégration (qui sont adaptées a 'analyse en régime transitoire et non en
régime permanent), soit d'un probleme de taille, cas de la méthode des différences finies.
Quant aux méthodes fréquentielles, elles font toutes ’hypothese forte que la solution
est décomposable en une série de Fourier tronquée. Notre intérét s’est donc porté sur le
développement d’autres méthodes temporelles.

La premiere méthode que nous avons implémentée est la méthode de tir multiple. Il
s’agit d'une généralisation de la méthode de tir qui, comparée a cette derniere, possede
de meilleures propriétés de convergence. L’avantage majeure de cette méthode est que
premierement, aucune hypothese n’est avancée pour la solution (hormis bien entendu sa
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périodicité), et secondement, elle est capable de traiter tous les types de non-linéarités (la
base de cette méthode étant I'intégration temporelle).

Celle-ci nous a permis d’analyser divers modeles phénoménologiques. On a ainsi pu
mettre en évidence la richesse des mécanismes de prises de contact en présence de jeu entre
rotor et stator et I'importance de la prise en compte du jeu de roulement, principalement
dans les plages de vitesse de rotation ou les forces de balourd et les forces statiques
sont du meéme ordre de grandeur. La méthode de tir multiple n’est malheureusement pas
appropriée a I’étude de systemes de grande taille. Nous nous sommes donc orientés dans
une deuxieme étape vers une autre méthode: la méthode des éléments finis en temps.

Son principe repose sur la notion d’interpolation dans le domaine temporel. Cette
méthode fait intervenir des matrices a structure creuse et permet d’effectuer sans probleme
une condensation sur les degrés de liberté non-linéaires. Elle se préte donc a 'analyse
de systemes de taille plus conséquente. Nous 'avons de plus couplé avec une technique
d’interpolation des forces non-linéaires, ce qui a permis de diminuer le temps de calcul
nécessaire pour la quadrature des termes non-linéaires sans étre préjudiciable a la précision
de la solution. Quant a l'analyse de stabilité des solutions, un probleme d’instabilité
numeérique a été soulevé et résolu par I'utilisation d’une quadrature réduite.

Les applications traitées ont montré la pertinence de cette méthode, notamment pour
I’'étude de systemes rotors/stators incluant les nouveaux modeles de roulement. Il s’agit
d’un outil général, servant a la fois pour la recherche de solutions périodique et pour la
détermination de leur stabilité. Compte tenu du fait qu’elle utilise les procédures déja
développées pour les éléments finis spatiaux, son adaptation aux codes de calcul existants
ne poserait a priori pas de difficultés majeures.

Afin de valider les modeles théoriques, un banc expérimental appelé banc Dynamique
D’Ensemble a été dimensionné. Le cahier des charges, établi avec Snecma Moteurs, de-
mandait au banc d’étre représentatif d’'un moteur réel. Nous avons tout d’abord réalisé
I’ensemble des essais préliminaires de qualification modale indispensables pour le recalage
de chaque sous-structure et I’'établissement d’un modele éléments finis réaliste. Aussi, des
notes techniques concernant en particulier les procédures de montage/démontage, d’ali-
gnement et d’équilibrage ont été mises en place. Les premiers essais effectués sur banc
tournant sont actuellement poursuivi et semblent confirmer I'aspect rigidification apporté
par les roulements.

Les résultats de cette étude peuvent donc ouvrir sur les perspectives suivantes.

Le modele de roulement proposé ne demande plus qu’a étre validé et peut-étre couplé
par la suite avec un modele d’amortisseur par film d’huile. ’amélioration qu’on pourrait
lui apporter concerne son adaptation au cas 3D. Il faudrait pour cela trouver un autre
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systeme que la roue de vélo. La prise en compte de I'ovalisation des bagues pourrait aussi
devenir a ’avenir un axe de recherche.

D’autre part, la méthode des éléments finis en temps s’avere étre un outil de calcul qui
mérite attention. Il serait intéressant de voir dans un premier temps si, via une analyse
spectrale de la matrice de raideur tangente dynamique, il ne serait pas possible de travailler
avec la partie relative a ses valeurs propres de participation maximale. Du point de vue
théorique, on pourrait dans un deuxiéme temps inclure aussi une discrétisation du champ
de vitesse. Cette formulation duale permettrait sans doute d’obtenir des résultats avec une
précision accrue et serait particulierement utile pour traiter les problemes avec rebond.

La prochaine étape concernant le banc Dynamique D’Ensemble est le passage du mode
d’arbre. Cette phase sera suivie par une campagne d’essais avec plusieurs roulements
de gammes différentes. Il s’agira alors de voir s’il est possible de trouver une technique
d’identification des jeux de roulement. Le banc pourra alors étre mis en place dans sa
version bi-rotor. A plus long terme, il serait possible de se pencher sur la thématique
contact aubes/carter ou l'introduction d’'un amortisseur par film d’huile.
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En toute chose, il faut considérer la fin.

Jean de La Fontaine, Le renard et le bouc
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