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Position du problème
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Lutte contre le ruissellement et l’érosion des sols

De l’amont...

(Photos : Yves Le Bissonnais, INRA)
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...à l’aval.
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Aménagements au sein des zones amonts (bassins versants)

I D’où vient l’eau ?
I Où va-t-elle ?

Utilisation de modèles pour :
I simuler les flux (localisation et volumes)
I prédire les chemins d’écoulement

 disposer les aménagements
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Modèles déterministes
STREAM : Une loi empirique (V. Souchère, INRA Grignon - 1995)
permet de discriminer entre :

I les cas où les sillons contrôlent les directions d’écoulement
I les cas où la pente générale les contrôle.
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Modèles physiques
Système de Saint-Venant

y

x

z

h

u

v

z, z + h

O

~u

Données : topographie z , pluie P, infiltration I
Inconnues : vitesses u, v , hauteur d’eau h


∂th + ∂x (hu) + ∂y (hv) = P − I
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
+ ∂y (huv) = gh(∂xz − Sf x)

∂t (hv) + ∂x (huv) + ∂y

(
hv 2 + gh2/2

)
= −gh(∂y z − Sf y )
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Stratégie

I Propriétés du système de Saint-Venant 1D

I Choix de la méthode en fonction des propriétés

I Validation : solutions analytiques et données de laboratoire

I Application : données de terrain
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I Choix de la méthode en fonction des propriétés

I Validation : solutions analytiques et données de laboratoire

I Application : données de terrain

8 / 62



Système de Saint-Venant

a b xO

q(t, a) q(t, b)

P (t, x)

I(t, x)

z, z + h

Données : topographie z , pluie P, infiltration I
Inconnues : vitesse u, hauteur d’eau h{

∂th + ∂x(hu) = P − I
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh (∂xz − Sf )

(1)
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Propriétés du système (I) : Hyperbolicité

En posant q = hu

U =

(
h
q

)
, F (U) =

(
q

q2/h + gh2/2

)
, B =

(
P − I

gh (Sf − ∂xz)

)
,

forme compacte

∂tU + ∂xF (U) = ∂tU + F ′(U)∂xU = B,

Hyperbolicité si h > 0 :

λ−(U) = u −
√

gh, λ+(U) = u +
√

gh

Saint-Venant dynamique des gaz

Nombre de Froude Fr =
|u|
c

Nombre de Mach
|u|
c

c =
√

gh vitesse des ondes de surface c =
√

p′(ρ) vitesse du son1

fluvial Fr < 1 subsonique

torrentiel Fr > 1 supersonique

1p(ρ) = ρRT gaz parfait
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Propriétés du système (II) : Conservation

En intégrant en x la première équation de (1)

∂th + ∂xq = P − I ,

on a

d

dt

∫ b

a
h(t, x) dx = q(t, a)− q(t, b) +

∫ b

a
P(t, x)− I (t, x)dx ,

Conservation de la masse d’eau.

Deuxième équation : conservation de la quantité de mouvement
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11 / 62



Propriétés du système (III) : Etats d’équilibre
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Propriétés du système (III) : Etats d’équilibre
Lac au repos {

u = 0
g(h + z) = Cte

.

z, z + h

O x

Hsur = z + h = Cte
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Calcul numérique des solutions
Méthode des volumes finis

xi−1 xi−1/2 xi xi+1/2 x

∆x

tn+1

O

t

tn
∆tn

xi+1

On intègre
∂tU + ∂xF (U) = 0

sur le volume
[tn, tn+1[×]xi−1/2, xi+1/2[,

et on pose

Un
i =

1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

U(tn, x) dx
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Il vient

Un+1
i = Un

i +
∆t

∆x

[
F n

i+1/2 − F n
i−1/2

]
,

avec l’approximation des flux aux interfaces

F n
i+1/2 ∼

1

∆t

∫ tn+1

tn

F (U(t, xi+1/2)) dt.
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I Chaque choix de F n
i+1/2 détermine un schéma aux volumes

finis :

HLL, cinétique, Rusanov, VFRoe-ncv, suliciu, ...

I Ordre 2
I en espace : MUSCL, ENO, ENO modifiée
I en temps : Heun

I Coupler avec le second membre (topographie ∂xz)
Nécessité : compatibilité avec les états d’équilibre
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Etats d’équilibre{
∂th + ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh∂xz

(3)

∂th = ∂tu = ∂tq = 0

{
hu = Cte
u2/2 + g(h + z) = Cte

.

On considère {
u = Cte
g(h + z) = Cte

.
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Reconstruction hydrostatique [Audusse et al., 2004] et
[Bouchut, 2004]
On définit

z∗ = max(zG , zD)

et 
U∗G = (h∗G , h

∗
G uG ), U∗D = (h∗D , h

∗
DuD)

h∗G = max(hG + zG − z∗, 0)
h∗D = max(hD + zD − z∗, 0)

.
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Reconstruction hydrostatique
Ainsi on a
FG (UG ,UD ,∆Z ) = F(U∗G ,U

∗
D) +

(
0

g(hG
2 − (h∗G )2)/2

)
FD(UG ,UD ,∆Z ) = F(U∗G ,U

∗
D) +

(
0

g(hD
2 − (h∗D)2)/2

) ,

où F(UG ,UD) est le flux numérique.
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Reconstruction hydrostatique

i i + 1

zi

hi+1/2G + zi

∆zi+1/2hi

hi + zi
zi+1

hi+1/2D + zi+1
hi+1 + zi+1

hi+1/2D + zi+1
hi+1 + zi+1

zi+1
hi + zi

hi
∆zi+1/2

zi

i i + 1

hi+1/2G + zi
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Reconstruction hydrostatique
Ordre 1 Ordre 2

 0.0046

 0.0048

 0.005

 0.0052

 0.0054

 0.0056

 0.0058

 0.006

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

h 
(m

)

x (m)

13 %
14 %
15 %
16 %
17 %
18 %

 0.0045

 0.005

 0.0055

 0.006

 0.0065

 0.007

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

h 
(m

)

x (m)

13 %
14 %
15 %
16 %
17 %
18 %
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Plusieurs choix

I Flux numériques : Rusanov, HLL, VFRoe-ncv, cinétique,
Apstat

I Ordre : 1, 2 (MUSCL, ENO modifiée)

15 configurations différentes, comment choisir ?
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Tests
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Tests
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Tests
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Choix

I Flux numérique : HLL

I Schéma ordre 2 : MUSCL
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Frottements

Système de Saint-Venant avec une force extérieure f{
∂th + ∂x(hu) = 0,
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) + h∂xz = hf ,

(4)

f = f (h, u) force de frottement (sur le fond)

Divers modèles possibles

I Manning : f = n2 u|u|
h4/3

I Darcy-Weisbach : f = F
u|u|
8gh
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Traitement des frottements

I Topographie apparente [Bouchut, 2004]

On considère : zapp = z + bn

avec ∂xbn = Sn
f

I Semi-implicite [Bristeau and Coussin, 2001]

qn+1
i + F

|qn
i |qn+1

i

8hn
i hn+1

i

∆t = qn
i +

∆t

∆x

(
Fi+1/2 − Fi−1/2

)
en notant qn+1∗

i la partie de droite, nous avons

qn+1
i =

qn+1∗
i

1 + ∆t
F |un

i |
8hn+1

i
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f

I Semi-implicite [Bristeau and Coussin, 2001]

qn+1
i + F

|qn
i |qn+1

i

8hn
i hn+1

i

∆t = qn
i +

∆t

∆x

(
Fi+1/2 − Fi−1/2

)
en notant qn+1∗

i la partie de droite, nous avons

qn+1
i =

qn+1∗
i

1 + ∆t
F |un

i |
8hn+1

i
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Solutions analytiques (Vo Thi Ngoc, M2-MAPMO)
Cas tests originaux :

I Saint-Venant :
I donnée z
I inconnues h et u (et donc q)

I cas tests
I données h et q (et donc u)
I inconnue z

I De nombreuses possibilités
I plusieurs lois de frottement
I terme de diffusion [Delestre and Marche, 2010]
I terme de pluie
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Topographie apparente (fluvial-fluvial)

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 0  200  400  600  800  1000

z,
 z

+
h 

(m
)

x (m)

topographie
surface libre

niveau critique

35 / 62



Semi-implicite (fluvial-fluvial)
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Semi-implicite (fluvial-torrentiel)
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Semi-implicite (torrentiel-fluvial)
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Choix

I Flux numérique : HLL

I Schéma ordre 2 : MUSCL

I Frottements : traitement semi-implicite
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Pluie

Système de Saint-Venant avec terme de pluie P{
∂th + ∂x(hu) = P
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) + h∂xz = hf

(5)
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Test : Expérimental (INRA) & analytique
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Données

0 ≤ t ≤ 250s

xO

z

L

q(t, L)

Lc = 4 m

P (t)

5 cm

R(x , t) =

{
50 mm/h si (x , t) ∈ [0, L]× [5, 125]
0 sinon
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Hauteur et vitesse à l’équilibre
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La réalité des choses...

t (s)
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Reconstruction hydrostatique
Darcy-Weisbach Manning
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Un résultat de simulation (Manning)
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Choix

I Flux numérique : HLL

I Schéma ordre 2 : MUSCL

I Frottements : traitement semi-implicite

I Pluie : traitement explicite
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FullSWOF 2D

I fortran 2d avec infiltration (Green-Ampt)
BRGM : El Bouajaji (M2 2007), Rousseau (M2 2008)

problème de modularité et tests redondants

I C++ INRA : Delestre (M2 CCI, 2008)

I débogage, tests et développement
BRGM Rousseau infiltration
MAPMO Delestre, Laguerre, Lucas et Razafison
INRA Ksinant Garcia

I Logiciel libre (CeCILL)

I documentation (Doxygen) et SVN
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Parcelles au Niger ([Esteves et al., 2000], IRD)
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Darcy-Weisbach

 0
 20
 40
 60
 80

 100
 120
 140

 0  1000  2000  3000  4000  5000

P
 (

m
m

/h
)

t (s)

Hyetogramme

 0
 20
 40
 60
 80

 100
 120
 140

 0  1000  2000  3000  4000  5000

q 
(m

m
/h

)

t (s)

Hydrogramme

Full SWOF
Mesure ERO

51 / 62



Manning
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Parcelle de Thies au Sénégal ([Tatard et al., 2008], IRD)
Mesure de vitesses par SVG [Planchon et al., 2005]
Nombres de mailles : 40× 100 (4 m× 10 m)
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Parcelle de Thies au Sénégal ([Tatard et al., 2008], IRD)
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Parcelle de Thies au Sénégal ([Tatard et al., 2008], IRD)
Nombres de mailles : 160× 200
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Parcelle de Thies au Sénégal ([Tatard et al., 2008], IRD)
Coefficients homogènes

Coefficients homogenes : h (m)
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Parcelle de Thies au Sénégal ([Tatard et al., 2008], IRD)
Coefficients homogènes

Coefficients homogenes : Fr
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Parcelle de Thies au Sénégal ([Tatard et al., 2008], IRD)
Les vitesses
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Coefficients hétérogènes Parcelle de Thies au Sénégal
([Tatard et al., 2008], IRD)

Coefficients heterogenes : h (m)

0 1 2 3 4

x (m)

 0

 2

 4

 6

 8

 10

y 
(m

)

 0

 0.0005

 0.001

 0.0015

 0.002

 0.0025

 0.003

 0.0035

 0.004

 0.0045

 0.005

Coefficients heterogenes : Fr

0 1 2 3 4

x (m)

 0

 2

 4

 6

 8

 10

y 
(m

)

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

59 / 62



Parcelle de Thies au Sénégal ([Tatard et al., 2008], IRD)
Les vitesses
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Bilan

I Choix d’une méthode
flux : HLL
reconstruction : MUSCL
traitement des frottements : semi-implicite

I validation

I Développement d’un logiciel FullSWOF 2D
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flux : HLL
reconstruction : MUSCL
traitement des frottements : semi-implicite

I validation
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flux HLL

F(UG ,UD) =


F (UG ) si 0 < c1

F (UD) si c2 < 0
c1F (UG )− c2F (UD)

c2 − c1
+

c1c2(UD − UG )

c2 − c1
sinon

,

avec deux paramètres
c1 < c2.

Pour c1 et c2, on prend

c1 = inf
U=UG ,UD

( inf
j∈{1,2}

λj(U)) and c2 = sup
U=UG ,UD

( sup
i∈{1,2}

λi (U)).

avec λ1(U) = u −√gh et λ2(U) = u +
√

gh. retour
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