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❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ été ré❛❧✐sé ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ P❤②s✐q✉❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬❖r❧é❛♥s ✭▼❆P▼❖✮✱ ❯▼❘ ❈◆❘❙ ✻✻✷✽ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s
▲❆❚❊❳✱ ❏❛❜❘❡❢✱ ❣✐♠♣✱ ❣♥✉♣❧♦t✱ ♣❛r❛✈✐❡✇✱ ❣❢♦rtr❛♥✱ ❣✰✰ ❡t ❞♦①②❣❡♥✳

❈❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ ❢✉r❡♥t ♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡
❡t ❤✉♠❛✐♥❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧✬❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❥❡
s♦✉❤❛✐t❡ ✐❝✐ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡r✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢êt❡ ❞❡ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❧❛
r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ ❙té♣❤❛♥❡ ❈♦r❞✐❡r✱ ❋ré❞ér✐❝ ❉❛r❜♦✉① ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❏❛♠❡s ❛✉t♦✉r ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r
❞❡ ♣❧✉✐❡ ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠♦♥ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡ ❛ ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✳

❏✬❡①♣r✐♠❡ ♠❡s ♣❧✉s ✈✐❢s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ♠❡s ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ❙té♣❤❛♥❡ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s
♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♦✛❡rt ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▼❛❧❣ré s❡s ❧♦✉r❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞♠✐♥✐s✲
tr❛t✐✈❡s✱ ❙té♣❤❛♥❡ ❛ ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥ s♦✉t✐❡♥✱ ❞✬✉♥❡ t♦t❛❧❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ♠♦♥ é❣❛r❞✳ ❋r❛♥ç♦✐s
❛ t♦✉❥♦✉rs été très ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❙♦♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♠✬♦♥t été ✉♥ s♦✉t✐❡♥ ♣ré❝✐❡✉①
❡t ❝♦♥st❛♥t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❊t ❥✬❛✐ ✈r❛✐♠❡♥t ❛♣♣ré❝✐é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉❡
❞✬♦r✐❡♥t❡r ♠❛ t❤ès❡ ❝♦♠♠❡ ❥❡ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❛✐s✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❘✉♣❡rt ❑❧❡✐♥ ❡t à ❈❛r❧♦s P❛rés ❞✬❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❡✉rs ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

❋r❛♥ç♦✐s ❇♦✉❝❤✉t ♠✬❛ ❢❛✐t ✉♥ ❣r❛♥❞ ❤♦♥♥❡✉r ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❧❡ ❥✉r② ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ❏❡ ❧✉✐ ❡♥ s✉✐s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é ♣♦✉r
❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r très ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ✿ ❈❤r✐st♦♣❤❡
❇❡rt❤♦♥✱ ❋ré❞ér✐❝ ❉❛r❜♦✉①✱ ❈❛r❧♦s P❛rès ❡t ❘♦❣❡r ▼♦✉ss❛✳

▼❡r❝✐ à ❋ré❞ér✐❝ ❉❛r❜♦✉① ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r
❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❡♥ st❛❣❡ ❞❡ ▼✷ ❈❈■ à ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s✱ ♣♦✉r s❡s ♣ât✐ss❡r✐❡s ♠❛✐s♦♥ ❡t ♣♦✉r
♠✬❛✈♦✐r ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞❡ ♠✬✐♥s❝✐r❡ à ❧✬❆❙P❚❚ ♥❛t❛t✐♦♥✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ▼❛r✐❡✲❖❞✐❧❡ ❇r✐st❡❛✉ ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t s❡s ❝♦♥✲
s❡✐❧s✳ ▼❛r✐❡✲❖❞✐❧❡ ♠✬❛ é♥♦r♠é♠❡♥t ❛♣♣♦rté t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❋❛❜✐❡♥ ▼❛r❝❤❡✳ ❏✬❛✐ ✈r❛✐♠❡♥t ❛♣♣ré❝✐é ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t s✬❡st
❞ér♦✉❧é❡ ♥♦tr❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡t ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r à ♥♦✉✈❡❛✉
❡♥s❡♠❜❧❡✳

▼❡r❝✐ à ◆✐❝♦❧❛s ❙❡❣✉✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ très ✈✐✈❡♠❡♥t ▼✐❝❤❡❧ ❊st❡✈❡s ❡t ❖❧✐✈✐❡r P❧❛♥❝❤♦♥ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢♦✉r♥✐ ❞❡s ❥❡✉①
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① é❝❤❛♥❣❡s✳
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❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❊♥r✐q✉❡ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲◆✐❡t♦ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s ♠♦✐s
à s♦♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡t ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

▼❡r❝✐ à ❇é♥é❞✐❝t❡ ❆✉❣❡❛r❞ ❡t à ❙té♣❤❛♥✐❡ ❇❡❝q✉❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❤r♦♥♦♠étr❡r
❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ❢r♦♥ts s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ✭✈♦✐r ❇❡❝q✉❡ ❬✷✵✵✽❪✮✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ▼❊❚❍❖❉❊ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡t ❧❡s
❝♦♥s❡✐❧s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ✈r❛✐❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t
♣❧✉r✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

▼❡r❝✐ à t♦✉t ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ♠❡s q✉❡st✐♦♥s ✿ ◆✐❝♦❧❡ ●♦✉t❛❧✱ ❏❡❛♥✲
▼✐❝❤❡❧ ❍❡r✈♦✉❡t✱ ❱✐♥❝❡♥t ●✉✐♥♦t✱ ❖❧✐✈✐❡r ❚❤✉❛❧✱ ❱❛❧❡r✐♦ ❈❛❧❡✣✱ ❏❛❝q✉❡s ❙❛✐♥t❡✲▼❛r✐❡✱
❆♥❞ré P❛q✉✐❡r✱ P❛tr✐❝✐♦ ❇♦❤órq✉❡③✱ ❨✐♥✲❚✐❦ ◗✉❡ ❡t ❑✉♥ ❳✉✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❣✉❡rr❡✱ ❈❛r✐♥❡ ▲✉❝❛s ❡t ❯❧r✐❝❤ ❘❛③❛✜s♦♥ ♣♦✉r ❧❡✉r ❣❡♥✲
t✐❧❧❡ss❡✱ ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❡t ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼♦❤❛♠❡❞ ❊❧ ❇♦✉❛❥❛❥✐✱ ▼❛r✐❡ ❘♦✉ss❡❛✉ ❡t ❚✉♦✐ ❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣♦rt
❞❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉①✳ ❏❡ ❧❡✉r s♦✉❤❛✐t❡ ❜♦♥♥❡ r♦✉t❡ ❞❛♥s ❧❡✉r q✉êt❡ ❡t ❥✬❡s♣èr❡ ❛✈♦✐r à ♥♦✉✈❡❛✉
❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❡✉①✳

▼❡r❝✐ à ❚❤♦♠❛s ❍❛❜❡r❦♦r♥ ♣♦✉r s❡s ❝♦✉rs ❞❡ ❈✰✰✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❋ré❞ér✐❝ ▲♦✉❧❡r❣✉❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ▼✷ ❈❈■ à ❧❛
✧❝❛rt❡✧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❚❤♦♠❛s ●❡♥t② ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ✐♥❝✐té à ✉t✐❧✐s❡r ❯❜✉♥t✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r s♦♥
❛✐❞❡✳

❯♥❡ ♣❡♥sé❡ à t♦✉s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉ ▼❆P▼❖ q✉❡ ❥✬❛✐ ❝r♦✐sés ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ❣r❛♥❞
♠❡r❝✐ à ▼♦✉❤❛♠❛❞ ❏r❛❞❡❤ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é à ❍❨P✷✵✵✽✱ ❥❡ ❝r♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s
❡♥ s♦✉✈✐❡♥❞r♦♥s ❧♦♥❣t❡♠♣s✳

❏❡ t✐❡♥s à ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❡t t♦✉s ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧
❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❆♥♥❡✱
❈❤r✐st❡❧❧❡ ❡t ▼❛r✐❡✲❋r❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ❥✉♥❣❧❡ ❛❞✲
♠✐♥✐str❛t✐✈❡✳

▼❡r❝✐ à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ❡t ❜✐s❡s à ♠❡s ♥✐è❝❡s✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❈❡♥tr❡✱ ❧❡ ❈◆❘❙ ❡t ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖r❧é❛♥s ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ ✜♥❛♥✲
❝✐èr❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❛ttr✐❜✉é❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✹



❘❊▼❊❘❈■❊▼❊◆❚❙

✺



❘❊▼❊❘❈■❊▼❊◆❚❙

✻



❘és✉♠é

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❛❞❛♣tés à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡❛✉① ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s ✿
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✳ ▲❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ② s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡
t❡r♠❡s s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✳ ▲❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r
❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❞✉❡s ❛✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉①✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✭▼❯❙❈▲ ❡t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡s✮ ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡s
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t q✉✐ ❡♥ ♦✉tr❡ ❝❛♣t✉r❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ t②♣❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① ❡st ✈❛❧✐❞é❡ s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
♦❜t❡♥✉s à ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s ❡t à ❧✬■❘❉✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ✈❛❧✐❞é❡ ❛ été
✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ é❝r✐t ❡♥ ❈✰✰ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❘✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜ré✱ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✱ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ♣❧✉✐❡✱ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❈✰✰✱ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ✢✉①
♥✉♠ér✐q✉❡s✱ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳

✼



❘➱❙❯▼➱
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❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❞❡✈❡❧♦♣♣✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛✐♥❢❛❧❧ r✉♥♦✛ ♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇s ✿ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✳ ❘❛✐♥ ❛♥❞
✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡
✇✐t❤ t❤❡ ❤②❞r♦st❛t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r②
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ ✇❡t✴❞r② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ r❛✐♥❢❛❧❧ ❡✈❡♥ts✳ ❋✐rst✱ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉①❡s✱ t✇♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✭❛ ▼❯❙❈▲ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊◆❖ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
r✉♥♦✛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛t❝❤ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥✲
t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ●r❡❡♥
❆♠♣t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡r❡❛❢t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ■◆❘❆ ♦❢ ❖r❧é❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ■❘❉✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❈✰✰ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r r❛✐♥❢❛❧❧ r✉♥♦✛ ♦♥
❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ✜❡❧❞s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✿ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❖✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✱ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ❲❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❤②❞r♦✲
st❛t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ❢r✐❝t✐♦♥✱ r❛✐♥✱ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❈✰✰✱ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✢✉①❡s✱ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✱ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✳
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✹ ❘♦❧❧✲✇❛✈❡s ✶✸✾
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✺✳✷ ▲✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

✺✳✸ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✻ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✶✾✸

✻✳✶ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✲ ❊t❛♣❡ ✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

✻✳✷ P❛r❝❡❧❧❡s ❏❆❈ ❡t ❊❘❖ ✭✶✾✾✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾

✻✳✷✳✶ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

✻✳✷✳✷ P❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

✻✳✸ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ✭✷✽ ❥✉✐♥ ✷✵✵✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✵

✻✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

✼ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ✷✶✾

✼✳✶ ❙♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾

✼✳✶✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾

✼✳✶✳✷ ❉♦①②❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼

✼✳✷ Pr❡♠✐❡rs t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✸✸

❆ Pr♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✷✸✺

✶✷
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❆✳✶ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✺

❆✳✷ ■♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻

❆✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✼

❇ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✷✸✾

❇✳✶ ❘✉♣t✉r❡s ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✾

❇✳✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥ts s✉r ✉♥❡ ❜♦ss❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✷

❇✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❙❛♠♣s♦♥ ❡t ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r ✶❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✼

❇✳✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✶

❈ ❘és✉❧t❛ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❝❛s t❡sts ✷✳✷ ✷✺✸

❈✳✶ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✸

❈✳✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ s❛♥s ❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✻

❈✳✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✾

■♥❞❡① ✷✽✽

✶✸



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✶✹



●❧♦ss❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❇❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t ❞❡ ❇♦✉r✈✐❧❧❡ ✭❞r❛♣❛❣❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ❖❧✐✈✐❡r ❈❡r❞❛♥✮✳

✕ ❇❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t ✿ P♦rt✐♦♥ ❞❡ t❡rr✐t♦✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡❛✉① ❛❧✐♠❡♥t❡♥t ✉♥ ❡①✉t♦✐r❡ ❝♦♠♠✉♥✳
▲❡ ❜❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t ❡st ❞é❧✐♠✐té ♣❛r s❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝rêt❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✮✳

✕ ❊r♦s✐♦♥ ✿ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❡❧✐❡❢✳ ■❧ ❡st ❝❛✉sé ♣❛r t♦✉t
❛❣❡♥t ❡①t❡r♥❡ ✭t❡❧ q✉❡ ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡✮✳

✕ ❊①✉t♦✐r❡ ✿ P♦✐♥t ❞❡ ❞r❛✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜❛ss✐♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❡♥t✐té ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡ ✭♣♦✐♥t ✈❡rt s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✮✳

✕ ❍②❞r♦❣r❛♠♠❡ ✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✭✜❣✉r❡ ✷✮✳

✕ ❍②ét♦❣r❛♠♠❡ ✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ♣❧✉✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
t❡♠♣s ✭✜❣✉r❡ ✷✮✳

✕ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✿ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳

✕ ▼◆❚ ✿ ▼♦❞è❧❡ ◆✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❚❡rr❛✐♥✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ▼◆❆ ✭▼♦❞è❧❡ ◆✉♠ér✐q✉❡
❞✬❆❧t✐t✉❞❡✮✳ ▲❡ ♠♦t ✧♠♦❞è❧❡✧ ❡st à ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ✧r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✧✳
❈✬❡st s♦✉✈❡♥t✱ ♠❛✐s ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r à ♠❛✐❧❧❡s
❝❛rré❡s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼◆❚ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ètr❡s
❡t q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠ètr❡s✳ ❈❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥❢ér✐❡✉rs à q✉❡❧q✉❡s ♠❛✐❧❧❡s
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❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❍②ét♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♠❡s✉rés ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ❛✉ ◆✐❣❡r✱ ❧❡ ✵✹
s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳

♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ✭♠♦tt❡s✱ s✐❧❧♦♥s✱ ❝❤❡♠✐♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

✕ P❛r❝❡❧❧❡ ✿ ❉✐✈✐s✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ s♦❧ ✭❞é❧✐♠✐té❡ ❡♥ ❜❧❡✉ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✮✳ ❊❧❧❡ ❛ ❡♥
❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬❤❡❝t❛r❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ s❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐✲
❢♦r♠❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❡st tr❛✈❛✐❧❧é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣❛r ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r
❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t é❣❛❧ ♣❛rt♦✉t ✭t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦tt❡s✱
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s s✐❧❧♦♥s✮✳

✕ P❧❛❝❡tt❡ ✿ P❡t✐t❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❙♦♥ ❛✐r❡ ❡st ❞❡
q✉❡❧q✉❡s ♠ètr❡s ❝❛rrés ✭❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠2 ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳

✕ ❘✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ✿ P❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ s♦❧✳ ▲❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t
♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s♦❧✳

✶✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡❛✉① à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s s♦❧s ✭♣❛r
♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✮✳ ▲✬❡❛✉ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❛î♥❡ ❛✈❡❝ ❡❧❧❡ ❞❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣r♦ss❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ❛❜r❛s✐❢ s✉r ❧❡ t❡rr❛✐♥✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ❛♣♣❡❧é ér♦s✐♦♥✱ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s
ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧s ✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐sés ✭r♦✉t❡s✱ st❛t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ③♦♥❡s ❜ât✐❡s✱ ✳✳✳✮ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❞é♣❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐
♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❝r✉❡s ✈✐♦❧❡♥t❡s ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❧❧❡❝t❡✉rs
❞✬❡❛✉ ❡t ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡♥ ❛✈❛❧✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧✬❛♠é✲
♥❛❣❡♠❡♥t ✉r❜❛✐♥✳ ▲❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧❧✉t✐♦♥s ❧✐é❡s
à ❧✬❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ✿ ❧❡s ❡♥❣r❛✐s ❡t ❛✉tr❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s♦♥t ❡♥tr❛î♥és ✈❡rs ❧❡s ❝♦✉rs
❞✬❡❛✉✱ ♣✉✐s ✈❡rs ❧❛ ♠❡r✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ▼❊❚❍❖❉❊✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡s✲
s♦♥s à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s
❛❣r✐❝♦❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ♦ù ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡❛✉ ❡st ♣❡✉ é♣❛✐ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭♣❧❛❝❡tt❡✱ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❡t ❜❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t✮✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛✉s✐✈❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❉❡♣✉✐s ♣❡✉
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡ s②stè♠❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✶✽✼✶ ♣❛r ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡
❆❞❤é♠❛r ❇❛rré ❝♦♠t❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ❝❛♥❛✉①✳
❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❡♥t ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡♥ ❡❛✉① ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s✱ ❞✬♦ù ❧❡✉r
❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐s❡ ✧s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✧✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✈✐s❝♦s✐té ✭✈♦✐r
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ●❡r❜❡❛✉ ❛♥❞ P❡rt❤❛♠❡ ❬✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶❪✱ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ✷✵✵✼❪ ❡t ▲✉❝❛s ❬✷✵✵✼❪✮✱ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s ✿ ♣❡♥t❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ♣❡t✐t❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡♠❜❧❡
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ très ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛❝t✉❛❧✐té ✿ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t❛❧❡✱ ❝❛t❛str♦♣❤❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❧✐♠❛t✐q✉❡✱ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
♠❛ré❡s✱ ét✉❞❡ ❞❡s ❝r✉❡s✱ sé❞✐♠❡♥t♦❧♦❣✐❡✱ ts✉♥❛♠✐s✱ ✳✳✳ ✳ P♦✉r t♦✉s ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱ t♦✉t❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ✈r❛✐❡ ❣r❛♥❞❡✉r r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ré❛❧✐s❡r✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡✱ ✉♥❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳
❈❡tt❡ ♠❛îtr✐s❡ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❞❡s ♠❛q✉❡tt❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❀ ♠❛✐s ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✐❧s ♦♥t ❝é❞é ❞✉ t❡rr❛✐♥ ❢❛❝❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ q✉✐
s✬❡st ✐♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧✬❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❢❛✈♦r✐sé❡
♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳
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❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣♦s❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✱
❞♦♥t ✈♦✐❝✐ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✿

✕ ✧❙é❝❤❛❣❡✧✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ s✬❛♥♥✉❧❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❣é♥èr❡♥t✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥s s❝❤é♠❛s
❝❛❧❝✉❧❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♥é❣❛t✐✈❡s ❀

✕ ✧❚❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✧✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♠♦❞é❧❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥
❡♥ ❡❛✉ ♣❛r ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ✢❛q✉❡s
❞✬❡❛✉✳ ▲❡s s❝❤é♠❛s ❞❡✈r♦♥t ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❡t êtr❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝
❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡s s✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t
s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s ❡t ❧✬■❘❉✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡t ✈♦❧✉♠❡s

✜♥✐s

✶✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

y

x

z

h

u

v

z, z + h

O

~u

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✷❞✳

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥ ❡❛✉① ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s ✭♦✉ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r✮✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡❛✉ ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♠✐♥❝❡ ♣♦✉r s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ♥♦♠
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡ s②stè♠❡✱ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ●❛❧❜✐❛t✐
❛♥❞ ❙❛✈✐ ❬✶✾✾✺❪✱ ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱ ❋✐❡❞❧❡r ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③ ❬✷✵✵✵❪✱ ●❛♥❞♦❧✜ ❛♥❞ ❙❛✈✐ ❬✷✵✵✵❪✱
❊r❞✉r❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✮✱ ❞é❝r✐t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉
h(t, x, y) ≥ 0 ❬♠❪ ❡t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥ ~u(t, x, y) = (u, v) ∈ R

2 ❬♠✴s❪ ✭❛✈❡❝ x ❬♠❪ ❡t

✶✾
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y ❬♠❪ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t ❬s❪ ❧❡ t❡♠♣s✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❈❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ 




∂th+ ∂x (hu) + ∂y (hv) = P − I

∂t (hu) + ∂x
(
hu2 + gh2/2

)
+ ∂y (huv) = gh(S0x − Sf x)

∂t (hv) + ∂x (huv) + ∂y
(
hv2 + gh2/2

)
= gh(S0y − Sf y)

, ✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ S0x = −∂xz(x, y) ❡t S0y = −∂yz(x, y),

♦ù
✕ g = 9.81 ♠✴s✷ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✱
✕ P (t, x, y) ❬♠✴s❪ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡✱
✕ I(t, x, y) ❬♠✴s❪ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✱

✕ ~Sf =
(
Sf x, Sf y

)
∈ R

2 ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t

❝❤♦✐s✐❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱
✕ z(x, y) ❬♠❪ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ S0x ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ S0y✮ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ s❡❧♦♥ x ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ y✮✳ ■❧ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t
❛♣♣❡❧é ♣❡♥t❡ s❡❧♦♥ x ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ y✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❆❞❤é♠❛r ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❇❛rré ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭❡①tr❛✐t ❞❡ ❉❡❜❛✉✈❡ ❬✶✽✾✸✱
♣✳✹✸✷❪✮✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣❛r ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r
❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉ssé❡s ❆❞❤é♠❛r ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❇❛rré ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮ ❞❛♥s ✉♥
❈♦♠♣t❡ ❘❡♥❞✉ à ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ✭✈♦✐r ❞❡ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t ❬✶✽✼✶❪✮✳ P♦✉r ❞é❝r✐r❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞♦♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ♣❧❛t ❡t
❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t

∂h

∂t
+

∂hu

∂x
= 0

∂hu

∂t
+

∂

∂x

(
hu2 +

gh2

2

)
= 0

✭✶✳✷✮

✷✵
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♦ù h ❡t u ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ x ❡t ❞❡ t✳ ▲❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st z = Cte ♣♦✉r ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❝❛r ♥♦✉s ♥❡ ♣r❡♥♦♥s ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬ér♦s✐♦♥✳ ❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥
♣r❡♥❛♥t z ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ◆♦r❞
❛♥❞ ❊st❡✈❡s ❬✷✵✵✺❪ ❡t ❘❛✛ ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③ ❬✷✵✵✺❪✮✳

✶✳✶✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés r❡st❡♥t
✈❛❧❛❜❧❡s ♦✉ s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳✸✮✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮
s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t

∂th+ ∂x (hu) = P − I ✭✶✳✸✮

∂hu

∂t
+

∂

∂x

(
hu2

)
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
− gh (S0 − Sf ) = 0 ✭✶✳✹✮

❛✈❡❝ S0 = −∂xz(x),

♦ù
✕ P (t, x) ❬♠✴s❪ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡✱
✕ I(t, x) ❬♠✴s❪ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✜❧✲
tr❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐✱

✕ Sf ∈ R ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ ✭✈♦✐r ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱

✕ z(x) ❬♠❪ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳

a b xO

q(t, a) q(t, b)

P (t, x)

I(t, x)

z, z + h

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✳

✶✳✶✳✶✳✶ ▲♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ❡st
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✭♦✉ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✮ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ❡st

✷✶
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❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ♣♦✉r
x ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ a ❡t b✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

∂t

∫ b

a
h(t, x) dx = h(t, a)u(t, a)− h(t, b)u(t, b) +

∫ b

a
P (t, x)− I(t, x) dx. ✭✶✳✺✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r x ∈ [a, b] ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡
❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t hu ✭♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✮ ❛✉① ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
✭❡♥ x = a ❡t ❡♥ x = b✮ ❡t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞✬❡❛✉ ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ✐♥✜❧trés ❞❛♥s ❧❡ s♦❧
♣♦✉r x ∈ [a, b] ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊t ✭✶✳✹✮ ❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

∂t

∫ b

a
hu dx+

∫ b

a
∂xhu

2 dx = −g

∫ b

a
h (∂x(h+ z) + Sf ) dx

= F

, ✭✶✳✻✮

♦ù F ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s s✬❡①❡rç❛♥t s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡
✈♦❧✉♠❡ [a, b]✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♦❝❝✉♣❛♥t à ❧✬✐♥st❛♥t
t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ [a, b] ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ ❛✉ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s F ✭❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♠♦tr✐❝❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❣r❛✈✐té ❡t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉① ♣❛r♦✐s✮✳

❊♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ hu ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡ ❞é❜✐t✱
♥♦✉s ❧❡ ♥♦t♦♥s

q(t, x) = hu [♠✷/s].

❊♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s t❡r♠❡s ✧❞é❜✐t✧ ❡t ✧✈♦❧✉♠❡✧ s♦♥t ❞❡s ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❧❡ ❞é❜✐t s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ♠✸/s ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ♠✸✳ ❈❡t ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❡r♠❡t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ✉♥✐✜é ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡ ❞é❜✐t ❡st ❧❡ ✢✉① ❧✐é à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
✭❞♦♥❝ à ❧❛ ♠❛ss❡✮ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ gh2/2 + hu2 ❡st ❧❡ ✢✉① ❛ss♦❝✐é à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳

✶✳✶✳✶✳✷ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝✐té

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
s✉✐✈❛♥t❡

∂tU + ∂xF (U) = S(U, t, x), ✭✶✳✼✮

❛✈❡❝

U =

(
h
hu

)
, F (U) =




hu

hu2 + g
h2

2


 ❡t S(U, t, x) =

(
P − I

gh (S0 − Sf ))

)
,

♦ù U ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✱ F (U) ❧❡ ✢✉① ❡t S(U, t, x) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s
t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✳ ❆♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t ❡♥❝♦r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∂tU + F ′(U)∂xU = S(U, t, x), ✭✶✳✽✮

♦ù F ′(U) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① F (U) ✿

F ′(U) =

(
0 1

−u2 + gh 2u

)
. ✭✶✳✾✮

✷✷
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❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r
h ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭✶✳✾✮ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳✷✮

λ1 = u−
√

gh ❡t λ2 = u+
√
gh. ✭✶✳✶✵✮

❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t
❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ✈✐t❡ss❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ③♦♥❡s sè❝❤❡s ✭h > 0✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s②stè♠❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✈♦✐r ●♦❞❧❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❘❛✈✐❛rt
❬✶✾✾✻✱ ♣✳✷❪✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ③♦♥❡s sè❝❤❡s ❡st
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ③♦♥❡s s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té à rés♦✉❞r❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝r✐tèr❡
♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

✶✳✶✳✶✳✸ ❚②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❤❛✉t❡✉r ❝r✐t✐q✉❡

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③✮ ❡st ❞é✜♥✐
♣♦✉r h > 0 ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt

Fr =
|u|√
gh

, ✭✶✳✶✶✮

❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❧✐é❡s à ❧❛
✈✐t❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣❡s❛♥t❡✉r ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❋r♦✉❞❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❚r♦✐s ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ s✐ Fr < 1✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ✢✉✈✐❛❧ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉❜s♦♥✐q✉❡✮✳ ▲✬é✲
❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♣✐❧♦té ♣❛r ❧✬❛✈❛❧✳

✕ s✐ Fr > 1✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✮✳
▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té✳

✕ s✐ Fr = 1✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ❝r✐t✐q✉❡ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s♦♥✐q✉❡✮✳
▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ tr❛♥ss♦♥✐q✉❡✮✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
✢✉✈✐❛❧ à t♦rr❡♥t✐❡❧ ♦✉ ❞❡ ❧✬ét❛t t♦rr❡♥t✐❡❧ à ✢✉✈✐❛❧✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é❜✐t ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ h✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q = uh =

√
gh3/2✳ P♦✉r ✉♥ ❞é❜✐t ❞♦♥♥é ❝❡❝✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ hc

hc =

(
q√
g

)2/3

. ✭✶✳✶✷✮

▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s t②♣❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✿
✕ s✐ h > hc✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧✱
✕ s✐ h < hc✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st t♦rr❡♥t✐❡❧✱
✕ s✐ h = hc✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❝r✐t✐q✉❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st rés♦❧✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t
t = 0 s✱ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✭s✮ ✜♥✐❡✭s✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❧été ♣❛r
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s

− ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ U(t = 0, x) = U0(x), ∀x ∈ R

− ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s U(t = 0, x, y) = U0(x, y), ∀(x, y) ∈ R
2 ✭✶✳✶✸✮

❡t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❤❛q✉❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❤❛✉t❡✉r ✜①é❡✱ ❞é❜✐t ❝♦♥✲
st❛♥t✱ ✳✳✳✮✳ ▲❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s s✉r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✈♦✐r ❧❡s

✷✸
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s❡❝t✐♦♥s ❆✳✷ ❡t ❆✳✸ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✐♥té❣ré❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✿ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ♣❛r♦✐s
✈❡rt✐❝❛❧❡s✱ ❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡①✉t♦✐r❡✱ ✳✳✳ ✳

✶✳✶✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❧✐és à ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲
❱❡♥❛♥t✱ ❡t très ✉s✐tés ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✳

I II III IV
∂hu

∂t
+

∂

∂x

(
hu2

)
+

∂

∂x

(
gh2

2

)
−gh (S0 − Sf ) = 0

✭✶✳✶✹✮

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✶✳✶✹✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡✱ ❞és✐❣♥é ♣❛r ■✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❧❡ t❡r♠❡
■■ ❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ ■■■ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ■❱ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ s✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲
❱❡♥❛♥t ❛❞♠❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✿ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ■❱✱ ❧✬❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♦✉ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ■■■✰■❱✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ q✉❛s✐✲♣❡r♠❛♥❡♥t❡
■■✰■■■✰■❱ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ■✰■■✰■■■ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s P♦♥❝❡ ❛♥❞
❙✐♠♦♥s ❬✶✾✼✼❪✱ ▼♦✉ss❛ ❛♥❞ ❇♦❝q✉✐❧❧♦♥ ❬✷✵✵✵❪ ❡t ❱✐♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳✷✻✾✲✷✼✽❪✮✳

P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞✬♦♥❞❡
❞✐✛✉s✐✈❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s
s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✭P♦♥❝❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✽❪✱ P♦♥❝❡ ❬✶✾✽✾✱ ♣✳✷✽✽✲
✷✾✶❪✱ P❛r❧❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪✱ ❏❛✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ●♦tt❛r❞✐ ❛♥❞ ❱❡♥✉t❡❧❧✐ ❬✷✵✵✽❪✮ ❝♦♥s✐st❡ à
♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡ ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❧♦❝❛❧✳ ❊♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

∂xh = (S0 − Sf ) .

❊♥✜♥✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✭❍❥❡❧♠❢❡❧t ❏r✳ ❬✶✾✼✽❪✱ P♦♥❝❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✽❪✱ P♦♥❝❡
❬✶✾✽✾✱ ♣✳✷✼✼✲✷✽✽❪✱ ❇❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✾❪✱ P❛r❧❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪✱ ❉❤♦❧❛❦✐❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✮ ❝♦♥s✐st❡
à ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳
❊♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

S0 − Sf = 0. ✭✶✳✶✺✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ u ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h ✿ u = φ(h)✳ ❊♥ ❧✬✐♥❥❡❝t❛♥t ❞❛♥s
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✭✶✳✸✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
tr❛✜❝ r♦✉t✐❡r

∂th+ ∂x (hφ(h)) = P − I.

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡✱ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♠♣❛r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛❧♦rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❛tt❡♥❞✉❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❚❛t❛r❞ ❬✷✵✵✺❪✱ ❚❛t❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛✉✲
s✐✈❡✳

✷✹



✶✳✶✳ ▲❊ ▼❖❉➮▲❊

❉❛♥s ▼♦✉ss❛ ❛♥❞ ❇♦❝q✉✐❧❧♦♥ ❬✷✵✵✵❪✱ ❧❡ ❝❤♦✐① s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♦♥❞❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ✈❡rs ❧✬❛♠♦♥t ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❲♦♦❧✲
❤✐s❡r ❛♥❞ ▲✐❣❣❡tt ❬✶✾✻✼❪✱ P♦♥❝❡ ❬✶✾✾✶❪✱ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❛♥❞ ❏✉❧✐❡♥ ❬✶✾✾✹❪✱ ▼♦✉ss❛ ❛♥❞ ❇♦❝q✉✐❧✲
❧♦♥ ❬✷✵✵✵❪ ❡t ❱✐♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳✷✼✶❪✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

h = H0h∗, u = U0u∗, t = T0t∗, x = L0x∗, z = Z0z∗, ❡t α0 =
Z0

L0
,

♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ 0 s♦♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ✜①❡♥t ❧❡s ✉♥✐tés ❞✉ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ ∗ s♦♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

1

T0
∂t∗(H0h∗U0u∗) +

1

L0
∂x∗

(g
H0

2h∗
2

2
+H0h∗U0

2u∗
2) = gH0h∗(S0 − Sf )

❛✈❡❝

S0 = ∂xz =
Z0

L0
∂x∗z∗ = α0∂x∗

z∗ ❡t Sf = Sf0Sf∗, ✭✶✳✶✻✮

♦ù ❧❡s t❡r♠❡s Sf0 ❡t Sf∗ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝

a1∂t∗h∗u∗ + a2∂x∗

h∗
2

2
+ a3∂x∗

h∗u∗
2 = a4h∗∂x∗

z∗ − a5Sf∗

❛✈❡❝ a1 =
H0U0

T0
✱ a2 =

gH2
0

L0
✱ a3 =

H0U
2
0

L0
✱ a4 = gH0α0 ❡t a5 = gH0Sf0✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a1, a2, a3, a4 ❡t a5 ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡t ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮✳

✶✳✶✳✸ ❊t❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

❉❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉✐ s♦♥t ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✶✳✸✮✲✭✶✳✹✮✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

∂th = ∂tu = ∂tq = 0.

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭✶✳✸✮✲✭✶✳✹✮ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡





∂xhu = P − I

∂x

(
hu2 +

gh2

2

)
= gh (S0 − Sf )

, ✭✶✳✶✼✮
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✶✳✶✳ ▲❊ ▼❖❉➮▲❊

∂xh = ∂xu = ∂xq = 0

z, z + h

O x

✭❛✮

z, z + h

O x

Hsur = z + h = Cte

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ✭❛✮ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ✭❜✮ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s✳

❝❡ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✢✉① ❡t ❧❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✶✼✮✱ ❝❡rt❛✐♥s s♦♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ ◆♦✲
t❛♠♠❡♥t ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭♦✉ éq✉✐❧✐❜r❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s✮ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✭✜❣✉r❡ ✶✳✹❛✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ✭✶✳✶✼✮ s✬é❝r✐t

{
P − I = 0
gh (S0 − Sf ) = 0

. ✭✶✳✶✽✮

P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✭✶✳✶✺✮✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✳ ▲❡s
éq✉✐❧✐❜r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

▲❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s ✭✈♦✐r ❆✉❞✉ss❡ ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✺✻❪ ❡t ❆✉❞✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✮
♦✉ éq✉✐❧✐❜r❡s ❛✉ r❡♣♦s ❥♦✉❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ✢❛q✉❡s ❞✬❡❛✉ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹❜✮ ❡t s✬é❝r✐✈❡♥t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

{
u = 0
Hsur = h+ z = Cte

, ✭✶✳✶✾✮

❛✈❡❝ Hsur ❡st ❧❛ ❝♦t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳

P♦✉r ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❛✉ r❡♣♦s ✭✶✳✶✾✮✱ ✐❧ ② ❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❤②✲
❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❈❡t éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ q✉❛❧✐✜é ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡❧❧❡ ❞✐r✐❣❡ ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❝❛♣t✉r❡r✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡①❛❝t❡s ♦✉ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮ q✉❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡✳

✷✻



✶✳✷✳ ❙❈❍➱▼❆ ❆❯❳ ❱❖▲❯▼❊❙ ❋■◆■❙

✶✳✷ ❙❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲
❱❡♥❛♥t ❞♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ✿ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❡t ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s
✜♥✐s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① s❡r❛ ♦r✐❡♥té ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐té ❡t ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ✭✈♦✐r ✶✳✶✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❡♥
♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❝❡rt❛✐♥s éq✉✐❧✐❜r❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✿
❧❡s ✢❛q✉❡s ❞✬❡❛✉ ✭✈♦✐r ✶✳✶✳✸✮✳

✶✳✷✳✶ ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈✐té ❡t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té

▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳ ▼❛✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♥✬❡st ❛❞❛♣té❡ ♥✐ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♥✐ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s
q✉❛♥t à ❡❧❧❡s✱ s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❤②❞r♦❧♦❣✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▼❛❝✲
❈♦r♠❛❝❦ ✭❏♦✈❛♥♦✈✐➣ ❛♥❞ ❉❥♦r❞❥❡✈✐➣ ❬✶✾✾✺❪✱ ❉❤♦❧❛❦✐❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✱ ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱
❋✐❡❞❧❡r ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③ ❬✷✵✵✵❪✱ ●❛♥❞♦❧✜ ❛♥❞ ❙❛✈✐ ❬✷✵✵✵❪✮✱ ♠❛✐s s♦♥t ♣❡✉ ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✳

xi−1 xi−1/2 xi xi+1/2 x

∆x

tn+1

O

t

tn
∆tn

xi+1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✳

◆♦tr❡ ❝❤♦✐① s❡ ♣♦rt❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❛✉
❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❞é❝♦✉♣❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ❝❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✐♥té❣ré s✉r
❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡t s✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐t ❛❧♦rs ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞s ✭❧❡s ✢✉① é❝❤❛♥❣és ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❡✉rs ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ✢✉① s♦rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ q✉✐ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
✈♦✐s✐♥❡✳

P♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦♣t♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s str✉❝t✉rés✱ ♣♦✉r
❧❡s r❛✐s♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ t❡rr❛✐♥ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❢♦✉r♥✐s s✉r

✷✼
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❞❡ t❡❧s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✭▼◆❚✱ ✈♦✐r ❧❡ ●❧♦ss❛✐r❡ ♣✳✶✺✮✱
✕ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s
✜♥✐s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛
❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts

(
xi+1/2

)
i∈Z

❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r xi+1/2 = xi−1/2 + ∆x✱ ♦ù ∆x ❡st ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s Ci = [xi−1/2, xi+1/2] ❝❡♥tré❡s ❡♥ xi✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s✉✐t❡ (tn)n∈N ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r t0 = 0
❡t tn+1 = tn + ∆tn ♦ù ∆tn ❡st ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts tn ❡t tn+1✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡
❝❤♦✐s✐ ✜①❡ ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ U ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✷✮✲✭✶✳✶✸✮ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s Un
i , i ∈

Z, n ∈ N✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠❛✐❧❧❡

U0
i ≃ 1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

U0(x)dx ❡t Un
i ≃ 1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

U(tn, x)dx. ✭✶✳✷✵✮

❯♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭✶✳✷✮ s✉r
[tn, tn+1[×]xi−1/2, xi+1/2[

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2

xi−1/2

(∂tU + ∂xF (U)) dx dt = 0

♦ù F ❡st ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs
∫ xi+/2

xi−1/2

(
U(tn+1, x)− U(tn, x)

)
dx+

∫ tn+1

tn

(
F (U(t, xi+1/2))− F (U(t, xi−1/2))

)
dt = 0

✭✶✳✷✶✮
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s ✭✶✳✷✶✮ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✷✵✮✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❝♦♠✲
♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❞❛♥s ✭✶✳✷✶✮✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✢✉①
♥✉♠ér✐q✉❡ ✿

Fn
i+1/2 ≃

1

∆t

∫ tn+1

tn
F (U(t, xi+1/2)).

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Un+1
i − Un

i +
∆tn

∆x

(
Fn
i+1/2 − Fn

i−1/2

)
= 0, ✭✶✳✷✷✮

▲❡s Fn
i+1/2, i ∈ Z ét❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ✢✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉✲

t✐❧✐s❡r ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts

Fn
i+1/2 = F(Un

i , U
n
i+1).

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉
q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ♥❛t✉r❡❧ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ✢✉① ❝❡♥tré

F (UG, UD) =
1

2
(F (UG) + F (UD)) ♦✉ F (UG, UD) = F

(
UG + UD

2

)
,

♦ù UG ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t UD✮ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r à ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳ à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❡♥❣❡♥❞r❡
❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣ré❢èr♦♥s ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡s ✢✉① ❞é❝❡♥trés ✭♦✉ ✉♣✇✐♥❞✮ q✉✐ s♦♥t

✷✽
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❛❞❛♣tés ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭✈♦✐r ✶✳✶✳✶✳✷✮✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡
✢✉① ❞❡ ▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s

F (UG, UD) =
F (UG) + F (UD)

2
− c

UD − UG

2
✭✶✳✷✸✮

♦ù c > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ▲❡s ✢✉① q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
✢✉① ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✶✳✷✮✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ F(UG, UD) ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛
✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉r ❧❡ ✢✉① ✿

❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❙✐ ❧❛ s✉✐t❡ Un
i ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✷✮ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s
❛ss♦❝✐é ❛✉ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ F(UG, UD) ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

F(U,U) = F (U).

❙t❛❜✐❧✐té ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ▼❛✐s ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❧❡ ♣❧✉s
❡st ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ♣♦s✐t✐✈❡

hni ≥ 0, ∀i ∈ Z ⇒ hn+1
i ≥ 0, ∀i ∈ Z.

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ s✉♣ ✭♣❛r❢♦✐s ♥♦té❡ st❛❜✐❧✐té L∞✮✳ ▲❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ✭❈♦✉r❛♥t✲❋r❡❞r✐❝❤s✲▲❡✈②✮

max
i∈Z

|ci+1/2|
∆tn

∆x
≤ 1, ✭✶✳✷✹✮

♦ù ci+1/2 ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡t s❡r❛ ♣ré❝✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✶✳✷✳✺✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ✭✶✳✷✹✮ ♣❡r♠❡t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t

∆tn ≤ ∆x

maxi∈Z |ci+1/2|
.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ très ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡
♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮ s✐ ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✶✳✷✳✺✮ ♦✉ s✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺❪✮✳

✶✳✷✳✷ ❙❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜ré

▲❡s s❝❤é♠❛s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭✈♦✐r
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ ✿ ♣♦✉r ❝❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠❡s
❞❡ ✢✉① ❡t ❧❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❞é❝♦r❡❧❧é✳ ▲❡s
s❝❤é♠❛s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s s♦♥t ♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s
✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ●♦✉t❛❧ ❛♥❞ ▼❛✉r❡❧ ❬✶✾✾✼❪✮✳ ❉❡♣✉✐s ●r❡❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▲❡❘♦✉① ❬✶✾✾✻❪✱ ❧❡s
s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡r✈❛♥t ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és s❝❤é♠❛s éq✉✐❧✐❜rés

✷✾
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✭♦✉ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞✮✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à s✬✐♥tér❡ss❡r à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝✐t❡r ❇❡r♠✉❞❡③ ❛♥❞ ❱❛③q✉❡③ ❬✶✾✾✹❪✱ ❇❡r♠ú❞❡③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❘♦❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝❡♥tr❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡♥ ❧❡ ♣r♦❥❡t❛♥t s✉r ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉①✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ r❡♥❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❧❡s tr❛✐t❡✲
♠❡♥ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ✢✉① ❡t ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳ ❱à③q✉❡③✲❈❡♥❞ò♥ ❬✶✾✾✾❪ ❛ ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ●r❡❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▲❡❘♦✉① ❬✶✾✾✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ●♦❞✉♥♦✈ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛✲
♣❤✐❡✳ ❊♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ▲❡❱❡q✉❡ ❬✶✾✾✽❪ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ q✉✐ ❝❛♣t✉r❡
❧❡s ♦♥❞❡s q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✿ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✬é✲
t❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s s❝❤é♠❛s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❛
♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳

❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s❝❤é♠❛ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✶✼✮✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ♣rés❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s
✭✶✳✶✼✮ ♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣❧✉✐❡✱ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦♥t ✐❣♥♦rés ✿

gH =
u2

2
+ g (h+ z) = Cte, hu = Cte, ✭✶✳✷✺✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✭t♦t❛❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡✮ H q✉✐ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ à ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r✳

P♦✉r ❝❡t ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✭✈♦✐r ❋❧❛♠❛♥t ❬✶✽✾✶✱ ♣✳✷✾✲✸✸❪✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳✶ ❡t
❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❛②❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ●♦ss❡ ❬✷✵✵✵❪✱
❏✐♥ ❬✷✵✵✶❪✱ ❏✐♥ ❛♥❞ ❲❡♥ ❬✷✵✵✹✱ ✷✵✵✺❪✱ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✺✷✲✶✺✸❪✱ ❘✉ss♦ ❬✷✵✵✺❪✱ ❲❡♥ ❬✷✵✵✻❪✱
❈❛str♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ▼♦r❛❧❡s ❉❡ ▲✉♥❛ ❬✷✵✵✼✱ ♣✳✹✸✲✻✼❪✱ ◆♦❡❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❚❤❛♥❤ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✽❪ ❡t ❇♦✉❝❤✉t ❛♥❞ ▼♦r❛❧❡s ❬✷✵✵✾❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s s❝❤é♠❛s s♦♥t ❝♦♠♣❧✐q✉és à ♠❡ttr❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs é✈✐❞❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱
❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛té ❞❛♥s ▼♦r❛❧❡s ❉❡ ▲✉♥❛ ❬✷✵✵✼✱ ♣✳✻✶❪ ❡t ❞❛♥s ❇♦✉❝❤✉t ❛♥❞ ▼♦r❛❧❡s ❬✷✵✵✾❪✳
❉❡ ♣❧✉s ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ♥❡ ♣rés❡r✈❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s ✭✈♦✐r ❆✉❞✉ss❡ ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✺✻❪ ❡t ❆✉❞✉ss❡
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✮ ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡
s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✢❛q✉❡s ❞✬❡❛✉ ✭✶✳✶✾✮✳ ❯♥ s❝❤é♠❛
q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬♦r❞r❡ p ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été✲❈
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✬♦r❞r❡ p ✭♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❈✲♣r♦♣❡rt②✮ ❡t s✐ ✐❧ ❧❡s ♣rés❡r✈❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛❧♦rs ✐❧
✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été✲❈ ❡①❛❝t❡ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❇❡r♠✉❞❡③ ❛♥❞ ❱❛③q✉❡③ ❬✶✾✾✹❪✱ ❇❡r♠ú❞❡③
❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✱ ❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❡t ❘✐❝❝❤✐✉t♦ ❬✷✵✶✵❪✮✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣rés❡r✈❛♥t
❝❡s éq✉✐❧✐❜r❡s✱ ❆✉❞✉ss❡ ❬✷✵✵✹❪✱ ❆✉❞✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹❪ ❡t ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺❪ ♦♥t
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✧♣ré♣❛r❡r✧ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❞❛♣té à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ✭✶✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✶✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ s✉✐t
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡r♠❡
❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡t
❝♦♠♠❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
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❋❧✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶❞

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ✜❛❜❧❡✱ r♦❜✉st❡ ❡t ♦✛r❛♥t ✉♥
❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞♦✐t
✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r
✉♥ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❝♦♥str✉✐t❡s ✭r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥
❡s♣❛❝❡✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛❞❛♣té à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡

{
∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu

2 + gh2/2) = −gh∂xz
. ✭✷✳✶✮

P✉✐s ♥♦✉s ✈❛❧✐❞♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❞❡s t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳

✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

✷✳✶✳✶ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡

✷✳✶✳✶✳✶ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✶

❆ ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ s❝❤é♠❛
✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✉s✉❡❧

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆x
(Fn

i+1/2G − Fn
i−1/2D) = 0

à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✭❜❛sé❡ s✉r ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ✭✶✳✶✾✮✮✳
■❧ s✬❛✈èr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❞✉ s❝❤é♠❛ ❡t ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
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❊t❛♣❡ ✶ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U
␇G

❡t U
␇D ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡
{

hi+1/2G = (hi + zi −max(zi, zi+1))+, Ui+1/2G = (hi+1/2G, hi+1/2Gui)

hi+1/2D = (hi+1 + zi+1 −max(zi, zi+1))+, Ui+1/2D = (hi+1/2D, hi+1/2Dui)
.

▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✭(␇)+ = max(0, ␇)✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r
q✉❡ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈ér✐✜❡♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s ✭✶✳✶✾✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿

Hsur = h+ z = Cte, u = Cte. ✭✷✳✷✮

❈❡s éq✉✐❧✐❜r❡s s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

u <<
√

gh. ✭✷✳✸✮

❊t❛♣❡ ✷ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✉s✉❡❧ ❞❡ ✢✉① F ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
❤♦♠♦❣è♥❡✳ ■❧ s✬é❝r✐t

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆x
(Fn

i+1/2G − Fn
i−1/2D) = 0

❛✈❡❝
Fn
i−1/2D = F(Un

i−1/2G, U
n
i−1/2D) + Si−1/2D ✭✷✳✹✮

Fn
i+1/2G = F(Un

i+1/2G, U
n
i+1/2D) + Si+1/2G ✭✷✳✺✮

▲❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡
✭✈♦✐r ❆✉❞✉ss❡ ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✺✼✲✺✾❪✮ ❡t ❆✉❞✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✮

Si+1/2G − Si−1/2D =




0

g
(hni )

2 − (hni+1/2G)
2

2


−




0

g
(hni )

2 − (hni−1/2D)
2

2




=




0

g
(hni−1/2D)

2 − (hni+1/2G)
2

2


 .

❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
{

hi+1/2G = (hi −max(0,∆zi+1/2))+
hi+1/2D = (hi+1 +min(0,∆zi+1/2))+

,

♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞é❢❛✉t à ❧✬♦r❞r❡ ✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t
∆zi+1/2 t❡❧ q✉❡ ∆zi+1/2 ≥ hi✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s hi+1/2G = 0✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❡s ✜❣✲
✉r❡s ✷✳✶ ❛✲❜ ✭♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t hi+1/2D✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡s
❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡ ♣❡♥t❡s ✭❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✶✸ ❡t ✶✽✪✮ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡t
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ∆x = 0.1 ♠✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥
❡♥tré❡ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝

h(0) = 0.02 ♠ ❡t q(0) = 0.0025 ♠2/s,
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❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛❣✐r s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s à
❧✬♦r❞r❡ ✶ ✭✈♦✐r ✜❣✳ ✷✳✶ ❞✮ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡♥t❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à ✶✻✪ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s
❝❛❧❝✉❧é❡s s♦♥t s✉♣❡r♣♦sé❡s✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ✭✜❣✳ ✷✳✶ ❢✮✳ ❈❡
q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ s✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♠❛❧ ❝❛❧❝✉❧é à
❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t q✉❡ ❝❡ ❞é❢❛✉t ❞✐s♣❛r❛ît ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✳

▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs q✉❛s✐✲❤②❞r♦st❛t✐q✉❡s ✭✷✳✸✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s
❝♦♠♣❛r❡r♦♥s s✉r ❞❡s t❡sts ❛♣♣r♦♣r✐és✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡ ✶ ✭♥♦♥ ♣✉❜❧✐é❡ à ❝❡ ❥♦✉r✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

{
hi+1/2G = (hi −max(0,∆zi+1/2 +min(0, ui+1

2 − ui
2)/(2g)))+

hi+1/2D = (hi+1 +min(0,∆zi+1/2 +max(0, ui+1
2 − ui

2)/(2g)))+
, ✭✷✳✻✮

❛✈❡❝

∆zi+1/2 = zi+1 − zi.

❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

u2

2g
+ h+ z = Cte, u = Cte.

❈❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ♦♥t ❞é❥❛ ✐♥tér❡ssé ●❛❧❧♦✉ët ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ❛✈❡❝ ❧❡✉r s❝❤é♠❛ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ q✉✐
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡✳

✷✳✶✳✶✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✷

❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ à
❧✬♦r❞r❡ ✷✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ♥♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ✿
✕ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳
P❛r ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Ui, zi)i∈Z s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s (Ui+1/2±, zi+1/2±)i∈Z✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ s✉r
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❆✉❞✉ss❡ ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✻✺❪ ❡t ❆✉❞✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r h ❡t z + h ❝❛r ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❡s ét❛ts
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ h ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ✭✈♦✐r ❆✉❞✉ss❡
❬✷✵✵✹✱ ♣✳✻✺❪ ❡t ❆✉❞✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

✕ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s✳
❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥

❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❊t❛♣❡ ✶ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (U
␇±, z␇±)✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s u✱ h✱ z+h ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ z✳ ■❧ ❢❛✉t
r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡
z
␇± ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳

✶✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❋r❛♥ç♦✐s ❇♦✉❝❤✉t ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❆♣♣❧✐q✉é❡s ✲ ❯▼❘ ✽✵✺✵✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❊st ✲ ▼❛r♥❡✲❧❛✲❱❛❧❧é❡
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i i + 1

zi

hi+1/2G + zi

∆zi+1/2hi

hi + zi
zi+1

hi+1/2D + zi+1
hi+1 + zi+1

✭❛✮

hi+1/2D + zi+1
hi+1 + zi+1

zi+1
hi + zi

hi
∆zi+1/2

zi

i i + 1

hi+1/2G + zi

✭❜✮

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0  2  4  6  8  10

h 
(m

)

x (m)

13 %
14 %
15 %
16 %
17 %
18 %

✭❝✮

 0.0046

 0.0048

 0.005

 0.0052

 0.0054

 0.0056

 0.0058

 0.006

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

h 
(m

)

x (m)

13 %
14 %
15 %
16 %
17 %
18 %

✭❞✮

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0  2  4  6  8  10

h 
(m

)

x (m)

13 %
14 %
15 %
16 %
17 %
18 %

✭❡✮

 0.002

 0.0022

 0.0024

 0.0026

 0.0028

 0.003

 0.0032

 0.0034

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

h 
(m

)

x (m)

13 %
14 %
15 %
16 %
17 %
18 %

✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✿ ♣♦✉r
✭❛✮ ∆zi+1/2 = hi ❡t ✭❜✮ ∆zi+1/2 > hi✱ hi+1/2G ♣r❡♥❞ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❚r❛❝é ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞✬❡❛✉ ✭❝✮ ✭❞✮ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ✭❡✮ ✭❢✮ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✳
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P♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✿ ❧❛ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❯♣✇✐♥❞ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ▲❛✇✮ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❊◆❖ ✭❊ss❡♥t✐❛❧❧② ◆♦♥ ❖s❝✐❧❧❛t♦r②✮✳

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ s ∈ R✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r

si−1/2+ = si −
∆x

2
Dsi ❡t si+1/2− = si +

∆x

2
Dsi,

♦ù D ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s tr♦✐s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts Dmm✱ Deno ❡t Denom✳ ◆♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡

♠✐♥♠♦❞(x, y) =





min(x, y) s✐ x, y ≥ 0
max(x, y) s✐ x, y ≤ 0

0 s✐♥♦♥
.

▼❯❙❈▲ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r

Dmmsi = ♠✐♥♠♦❞

(
si − si−1

∆x
,
si+1 − si

∆x

)
✭✷✳✼✮

❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❯♣✇✐♥❞ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ▲❛✇✱ ✈♦✐r
✈❛♥ ▲❡❡r ❬✶✾✼✾❪✮✳ ❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ h ✭✈♦✐r ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✼✱ ♣✳ ✷✸✺❪✮

inf
j
sj ≤ si−1/2+, si+1/2− ≤ sup

j
sj .

❊◆❖ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r

Denosi = ♠✐♥♠♦❞

(
si − si−1

∆x
+ θeno

∆x

2
D2si−1/2,

si+1 − si
∆x

− θeno
∆x

2
D2si+1/2

)
, ✭✷✳✽✮

❛✈❡❝

D2si+1/2 = ♠✐♥♠♦❞

(
si+1 − 2si + si−1

∆x2
,
si+2 − 2si+1 + si

∆x2

)
,

❡t θeno = 1✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ✭❊ss❡♥t✐❛❧❧② ◆♦♥ ❖s❝✐❧❧❛t♦r②✱ ✈♦✐r ❍❛rt❡♥
❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻✱ ✶✾✽✼❪✱ ❙❤✉ ❛♥❞ ❖s❤❡r ❬✶✾✽✽❪✱ ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✺✺❪ ❡t ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✼✱ ♣✳✷✸✺✲✷✸✻❪✮✳
❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲
✭❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✐s❝rèt❡ DUi ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✷✮✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ r❡s❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s
✐♥st❛❜✐❧✐tés✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ θeno ∈ [0, 1]✳ ❉❛♥s ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✼✱ ♣✳✷✸✻❪✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥s❡✐❧❧é
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ θeno = 0.25 ♣♦✉r st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❉❡ ♣❧✉s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
r✐sq✉♦♥s ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳

❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ✭✈♦✐r ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✺✺✲✺✻❪ ❡t
❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✼✱ ♣✳✷✸✺✲✷✸✼❪✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

Denomsi = ♠✐♥♠♦❞(Denosi, 2θenomDmmsi), ❛✈❡❝ θenom ∈ [0, 1]. ✭✷✳✾✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r θenom = 1 ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡
sé❝✉r✐té✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ θenom = 0.9 ✭✈♦✐r ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✼✱ ♣✳✷✸✻❪✮✳
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▲❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r h s✬é❝r✐✈❡♥t

hi−1/2+ = hi −
∆x

2
Dhi, hi+1/2− = hi +

∆x

2
Dhi

❡t ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

hi−1/2+ + hi+1/2−

2
= hi.

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r u

ui−1/2+ = ui −
hi+1/2−

hi

∆x

2
Dui, ui+1/2− = ui +

hi−1/2+

hi

∆x

2
Dui.

❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

hi−1/2+ui−1/2+ + hi+1/2−ui+1/2−

2
= hiui.

❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✺✻❪ ♣ré❝♦♥✐s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ✭✷✳✽✮ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
u ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ✭✷✳✾✮ s✉r h ❡t z + h✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥
q✉❡ ♥♦s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s s❡r♦♥t ❢❛✐t❡s ❡♥tr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝
❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ▼❯❙❈▲ ❡t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ✭❛✈❡❝ θeno = 1 ❡t θenom = 0.9✮ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

❊t❛♣❡ ✷ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U
␇G ❡t U

␇D s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ à
♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U

␇− ❡t U
␇+





hi+1/2G = (hi+1/2− + zi+1/2− −max(zi+1/2−, zi+1/2+))+
hi+1/2D = (hi+1/2+ + zi+1/2+ −max(zi+1/2−, zi+1/2+))+
Ui+1/2G = (hi+1/2G, hi+1/2Gui+1/2−), Ui+1/2D = (hi+1/2D, hi+1/2Dui+1/2+)

.

❊t❛♣❡ ✸ ❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜ré ❡t ❝♦♥s✐st❛♥t ✭✈♦✐r ❆✉❞✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱
❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✶✵✸✲✶✵✺❪ ❡t ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✺✶✲✶✺✷❪✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡
s♦✉r❝❡ ❝❡♥tré Fci✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆x
(Fn

i+1/2G − Fn
i−1/2D − Fcni ) = 0

❛✈❡❝
Fn
i−1/2D = FD(U

n
i−1/2G, U

n
i−1/2D,∆zni−1/2)

Fn
i+1/2G = FG(U

n
i+1/2G, U

n
i+1/2D,∆zni+1/2)

Fcni = Fc(Un
i−1/2D, U

n
i+1/2G,∆zni )

♦ù
∆zni+1/2 = zni+1/2+ − zni+1/2−

∆zni = zni+1/2− − zni−1/2+

✸✻
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FD ❡t FG s♦♥t ❧❡s ✢✉① ❞é✜♥✐s à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✭✈♦✐r ✭✷✳✹✮ ❡t ✭✷✳✺✮✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡

Si+1/2G − Si−1/2D =




0

g
(hni+1/2−)

2 − (hni+1/2G)
2

2


−




0

g
(hni−1/2+)

2 − (hni−1/2D)
2

2




❡t ❧❡ ✢✉① ❝❡♥tré

Fcni =




0

−g
hni−1/2+ + hni+1/2−

2
∆zni


 ✭✷✳✶✵✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Un+1 = Un +∆tΦ(Un) ❛✈❡❝ U = (Ui)i∈Z

❡t

Φ(Un
i ) = − 1

∆x
(Fn

i+1/2G − Fn
i−1/2D − Fcni ). ✭✷✳✶✶✮

❊t❛♣❡ ✹ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t r♦❜✉st❡✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Ũn+1 = Un +∆tΦ(Un),

Ũn+2 = Ũn+1 +∆tΦ(Ũn+1),

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
,

✭✷✳✶✷✮

♦ù Φ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✶✶✮✳

✷✳✶✳✷ ❋❧✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ♣rés❡♥té à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t à ❧✬♦r❞r❡ ✷✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝
♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❘✉s❛♥♦✈ ✭❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✸✵❪✮✱ ❍▲▲ ✭❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✸✷❪✮✱
❙✉❧✐❝✐✉ ✭❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✸✸❪✮✱ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✭❆✉❞✉ss❡ ❬✷✵✵✹❪✮✱ ❱❋❘♦❡ ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❱❋❘♦❡✲
♥❝✈ ✭❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹❪ ❡t ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❆♣st❛t
✭▲❤♦♠♠❡ ❬✷✵✵✻✱ ♣✳✶✽✼✲✶✾✹❪✮ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s s❝❤é♠❛s ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ❉❛♥s
❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r
❧❡✉r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

✷✳✶✳✷✳✶ ❋❧✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡t ❍▲▲

• ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✭✈♦✐r ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✸✵❪✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ▲❛①✲
❋r✐❡❞r✐❝❤s ✭✶✳✷✸✮

F(UG, UD) =
F (UG) + F (UD)

2
− c

UD − UG

2
,

❡♥ ♣r❡♥❛♥t
c = sup

U=UG,UD

( sup
j∈{1,2}

|λj(U)|),

✸✼
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♦ù λ1(U) = u −
√
gh ❡t λ2(U) = u +

√
gh s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲

❱❡♥❛♥t✳

• ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❍❛rt❡♥✱ ▲❛① ❡t ✈❛♥ ▲❡❡r ✭✈♦✐r ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✸✷❪✮✱ ♥♦té ❍▲▲✱ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡
✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈✳ ■❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F(UG, UD) =





F (UG) s✐ 0 < c1
c2F (UG)− c1F (UD)

c2 − c1
+

c1c2
c2 − c1

(UD − UG) s✐ c1 < 0 < c2

F (UD) s✐ c2 < 0

, ✭✷✳✶✸✮

❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s c1 < c2 ❞♦♥♥és ♣❛r

c1 = inf
U=UG,UD

( inf
j∈{1,2}

λj(U)) ❡t c2 = sup
U=UG,UD

( sup
j∈{1,2}

λj(U)),

♦ù λ1(U) = u −
√
gh ❡t λ2(U) = u +

√
gh s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲

❱❡♥❛♥t✳

▲❡ ✢✉① ❍▲▲ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

F(UG, UD) = t1F (UD) + t2F (UG)− t3(UD − UG),

❛✈❡❝

t1 =
min(c2, 0)−min(c1, 0)

c2 − c1
, t2 = 1− t1, t3 =

c2|c1| − c1|c2|
2(c2 − c1)

.

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ✢✉① ❍▲▲ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
❞♦♥t ✉♥❡ ❛ttr✐❜✉é❡ à ❊✳ ❋✳ ❚♦r♦ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❱❛❧✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❜✱❛✱ ✷✵✵✷❪✱ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✶❪✱ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ●❡♦r❣❡ ❬✷✵✵✹✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✽❪ ❡t ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡
❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✭✷✳✶✸✮ ❛✈❡❝

c1 =

{
uD − 2

√
ghD s✐ hG = 0

min(uG −
√
ghG, u∗ −

√
gh∗) s✐ hG > 0

❡t

c2 =

{
uG + 2

√
ghG s✐ hD = 0

max(uD +
√
ghD, u∗ +

√
gh∗) s✐ hD > 0

,

♦ù ❊✐♥❢❡❧❞ ❡♥ ✶✾✽✽ ✭✈♦✐r ●♦❞❧❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❘❛✈✐❛rt ❬✶✾✾✻✱ ♣✳✷✵✹✲✷✵✺❪✱ ▲❡❱❡q✉❡ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳✸✷✽✲
✸✷✾❪ ❡t ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮ s✉❣❣èr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❘♦❡ ♠♦②❡♥s





u∗ =
1

2
(uG + uD) +

√
ghG −

√
ghD

h∗ =
c∗

2

g
=

1

g

[
1

2

(√
ghG +

√
ghD

)
+

1

4
(uG − uD)

]2 , ✭✷✳✶✹✮

♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✳✷✮
{

u∗ + 2c∗ = uG + 2cG
u∗ − 2c∗ = uD + 2cD

,

♦ù c∗ =
√
gh∗✱ cG =

√
ghG ❡t cD =

√
ghD✳

❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ✢✉① ❍▲▲ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✢✉① ❍▲▲❊ ✭❍❛rt❡♥✱ ▲❛①✱ ✈❛♥ ▲❡❡r ❡t ❊✐♥❢❡❧❞✮
❡t ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s s✉r ❞❡s
❝❛s t❡sts ❛❞❛♣tés ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳

✸✽
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✷✳✶✳✷✳✷ ❋❧✉① ❝✐♥ét✐q✉❡

▲❡ ✢✉① ❝✐♥ét✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❆✉❞✉ss❡ ❬✶✾✾✾✱ ♣✳✷✺❪✮ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

F(UG, UD) = F+(UG) + F−(UD),

❛✈❡❝

F+(UG) =
hG

2
√
3TG



M+

2 −M−
2

2
M+

3 −M−
3

3




F−(UD) =
hD

2
√
3TD



m+

2 −m−
2

2
m+

3 −m−
3

3




,

♦ù 



M+ = max(0, uG +
√
3TG)

M− = max(0, uG −
√
3TG)

m+ = min(0, uD +
√
3TD)

m− = min(0, uD −
√
3TD)

,

❛✈❡❝

TG =
ghG
2

❡t TD =
ghD
2

.

❈❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❆✉❞✉ss❡ ❬✶✾✾✾❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❆✉❞✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ ❡t ❆✉❞✉ss❡ ❛♥❞ ❇r✐st❡❛✉
❬✷✵✵✺❪✮✳

✷✳✶✳✷✳✸ ❋❧✉① ❱❋❘♦❡✲♥❝✈

▲❡ ✢✉① ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ✭✈♦✐r ●❛❧❧♦✉ët ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✮ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

F(UG, UD) =





F (UG) s✐ 0 < λ1(Ũ)

F (U∗) s✐ λ1(Ũ) < 0 < λ2(Ũ)

F (UD) s✐ λ2(Ũ) < 0

,

❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ♠♦②❡♥

W̃ =

(
2

√
gh̃

ũ

)
=

(
2c̃
ũ

)
=

(
cG + cD
uG + uD

2

)
,

❡t

U∗ =

(
h∗

h∗u∗

)
,

♦ù h∗ ❡t u∗ s♦♥t ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❘♦❡ ♠♦②❡♥s ✭✷✳✶✹✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
{ √

gh∗ = c∗ = c̃− 1

4
(uD − uG)

u∗ = ũ− (cD − cG)
.

✸✾
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▲♦rsq✉❡ λ1(UG) < 0 < λ1(UD) ♦✉ λ2(UG) < 0 < λ2(UD)✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡s
♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ✭❇✉✛❛r❞ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✵❪✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r

λi(UG) < 0 < λi(UD) ❛✈❡❝ i ∈ {1, 2},

♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡

Wm =

(
2cm
um

)
=

λi(WD)− λi(W̃ )

λi(WD)− λi(WG)
WD +

λi(W̃ )− λi(WG)

λi(WD)− λi(WG)
WG,

❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡

F(UG, UD) = F (Um),

♦ù Um ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ♦❜t❡♥✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ Wm✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛♣rès ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✺✾ ❡t ✶✷✶❪✱ ❝❡tt❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡
♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ✭❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♣r❛t✐q✉é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
tr❛✈❛✉① ❡t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦ù ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s ✭✶✳✷✸✮ ✭✈♦✐r ●♦❞❧❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❘❛✈✐❛rt ❬✶✾✾✻✱ ♣✳✷✵✸❪✱ ❍❡rr♠❛♥♥
❬✷✵✵✷❪✱ ❇❛❥❛❥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❈r♥❥❛r✐❝✲❩✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❡t ❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ♥✬❡st
♣❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ à ♣r♦❣r❛♠♠❡r✳

✷✳✶✳✷✳✹ ❋❧✉① ❆♣st❛t

▲❡ ✢✉① ❆♣st❛t✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ▲❤♦♠♠❡ ❬✷✵✵✻✱ ♣✳✶✽✼✲✶✾✹❪ ❡t ▲❤♦♠♠❡ ❛♥❞ ●✉✐♥♦t ❬✷✵✵✼❪
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

F(UG, UD) =





F (UG) s✐ λ1(UG) > 0




(uG + 2cG)
3

27g
(uG + 2cG)

4

54g


 s✐ λ1(UG) < 0 ❡t λ1(U∗) > 0

(
F ∗
1

F ∗
2

)
s✐ λ1(U∗) < 0 ❡t λ2(U∗) > 0




(uD − 2cD)
3

27g
(uD − 2cD)

4

54g


 s✐ λ2(U∗) < 0 ❡t λ2(UD) > 0

F (UD) s✐ λ2(UD) < 0

,

✹✵
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❛✈❡❝

U∗ =

(
h∗

h∗u∗

)
,

♦ù h∗ ❡t u∗ s♦♥t ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❘♦❡ ♠♦②❡♥s ✭✷✳✶✹✮✱

F ∗
1 =

F2(UG)− F2(UD)− λ1F1(UG) + λ2F1(UD)

λ2 − λ1

❡t

F ∗
2 =

λ2F2(UG) + λ1F2(UD)− λ1λ2(F1(UG)− F1(UD))

λ2 − λ1

♦ù
λ1 = inf

U=UG,UD

λ1(U) ❡t sup
U=UG,UD

λ2(U).

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ λ1(U) = u −
√
gh ❡t λ2(U) = u +

√
gh s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉

s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳

❈❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ✭✈♦✐r ❝✐t❡t❬♣✳✶✽✼✲✶✾✹❪▲❤♦♠♠❡✵✻ ❡t ▲❤♦♠♠❡ ❛♥❞ ●✉✐♥♦t
❬✷✵✵✼❪✮ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✢✉①✳

✷✳✶✳✷✳✺ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲

▲❡ s❝❤é♠❛ ❝❤♦✐s✐ ét❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✈❡✐❧❧❡r à s❛ st❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ t❤é♦r✐q✉❡ q✉✐ ❡st

∆t ≤ nCFL

min
i
(∆xi)

max
i

(|ui|+
√
ghi)

,

♦ù i ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❛✈❡❝ nCFL = 1 à ❧✬♦r❞r❡
✶ ❡t nCFL = 0.5 à ❧✬♦r❞r❡ ✷✳ ❇✐❡♥ s♦✉✈❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ✉t✐❧✐s❡r à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳

■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❝✐♥ét✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✈♦✐r
❆✉❞✉ss❡ ❬✶✾✾✾✱ ♣✳✷✹❪

∆t ≤ nCFL

min
i
(∆xi)

max
i

(|ui|+
√
MTi)

.

✷✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

✷✳✷✳✶ ❚❡sts ❣é♥ér❛✉①

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❝✐♥q ✢✉① ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s à ❧✬♦r❞r❡ ✷✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s t❡♥t♦♥s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉①
q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ◗✉❡❧ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡✈♦♥s✲♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ❄

✕ ❉❡✈♦♥s✲♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ❄

✹✶
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P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❜❛tt❡r✐❡ ❞❡ ❝❛s t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s r❡♥❝♦♥trés à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ✿
♣❧❛❝❡tt❡✱ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❡t ❜❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t ✭✈♦✐r ❧❡ ●❧♦ss❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✺✮✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱
t♦✉s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♥❝♦♥trés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❡t✲
tr❡ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s♦❧✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s s✉❝❝❡ss✐♦♥s ❞✬ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❡t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ❛✉ r❡♣♦s ✭❧❡s ✢❛q✉❡s
❞✬❡❛✉✮ ❡t ❞✬ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ét❛❜❧✐s✮✳ ❈❡s éq✉✐❧✐❜r❡s s♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥és
❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ré❣✐♠❡s
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✢✉✈✐❛✉①✱ t♦rr❡♥t✐❡❧s ♦✉ ❝r✐t✐q✉❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r ❧✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡ ③♦♥❡s sè❝❤❡s ❡t ❞❡ ③♦♥❡s ♠♦✉✐❧✲
❧é❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✐✣❝✐❧❡ ✭❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♥é❣❛t✐✈❡s✮✳
❊♥✜♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡tt❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡
r❡ss❛✉ts ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡s✳ ❆ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s
♠❛✐❧❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✱ ❧❡s r❡ss❛✉ts ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ✐♥✈✐s✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝
êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❝❡s ❝❤♦❝s✱ ♠❛✐s ❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝✐s ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r t♦✉s ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ♣ré❝✐s✐♦♥✴t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡ ❞❡✈r❛ ❛✉ss✐ êtr❡ ✜❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣r♦❞✉✐r❡
❧❡s rés✉❧t❛ts s♦✉❤❛✐tés ♦✉ t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ❉❛♥s ❝❡
q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥s
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

✷✳✷✳✶✳✶ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

 0.006

 0  2  4  6  8  10

h 
(m

)

x (m)

surface libre

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ 6 s❡❝♦♥❞❡s ❛♣rès ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✳

▲❛ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ ✐❞é❛❧❡ s✉r ❢♦♥❞ ♣❧❛t ❡st ✉♥ ❝❛s t❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ❇✳✶✮ ♣r♦♣♦sé ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ●♦✉t❛❧ ❛♥❞ ▼❛✉r❡❧ ❬✶✾✾✼✱ ♣✳✷✷✲✷✹❪✱ ❛✐♥s✐

✹✷
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q✉❡ ❞❛♥s ❆✉❞✉ss❡ ❬✶✾✾✾✱ ♣✳✼✵✲✼✷❪✳ ❈❡ t❡st ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❤♦❝✳ ❈❡ ❝❛s t❡st ❡st ♣❡rs♦♥♥❛❧✐s❛❜❧❡ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭L✮✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡ ❛✈❛♥t r✉♣t✉r❡ ✭x0✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✳

P♦✉r ❝❡ ❝❛s t❡st✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st L = 10 ♠✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡ ❡st ❡♥
x0 = 5 ♠ ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

z(x) = 0 ♣♦✉r 0 ♠ < x < 10 ♠.

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t

h =

{
0.005 ♠ ♣♦✉r 0 ♠ < x ≤ 5 ♠
0.001 ♠ s✐♥♦♥

❡t
q = 0 ♠2/s.

▲♦rs ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ♥♦✉s s❡r♦♥s ❛♠❡♥és à s✐♠✉❧❡r ❞❡s é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥ts ❞♦♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r s❡r❛ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ ♠✐❧❧✐♠ètr❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❝❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t à ❧✬✐♥st❛♥t t = 0✱ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✬❛rrêt❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t = 6 s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
✕ ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱
✕ ❞❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s ❛✉ r❡♣♦s✱
✕ ❞❡ ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ ♠✐❧❧✐♠ètr❡✳

✷✳✷✳✶✳✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥ts s✉r ❜♦ss❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❆ tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ sér✐❡ ❞❡ t❡sts ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ●♦✉t❛❧ ❛♥❞ ▼❛✉r❡❧ ❬✶✾✾✼✱
♣✳✶✹✲✶✼❪✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s à ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥
ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣✉✐s à ❧❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ♥♦♥✲♣❧❛♥❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✳

P♦✉r ❝❡s ❝❛s t❡sts✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞❡ ✷✺ ♠ ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

z(x) =

{
0.2− 0.05(x− 10)2 s✐ 8 ♠ < x < 12 ♠,
0 s✐♥♦♥.

P♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t

h+ z = Cte ❡t q = 0.

❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts
é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✭✈♦✐r ❇✳✷✮ ✿ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s✱ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✱ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s✲
❝r✐t✐q✉❡ ♦✉ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s t❡sts ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭✈♦✐r ❇✳✷✮✳

✕ ❊q✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s
❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

h+ z = 0.5 ♠ ❡t q = 0 ♠2✴s

✹✸
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❊t❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s✳

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s {
h = 0.5 ♠
q = 0 ♠2✴s

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛❣♥❛♥t ❛♣♣❡❧é éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s ✭✜❣✳ ✷✳✸✮✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t à ❞é❜✐t ♥✉❧✳

✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧
❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

h+ z = 2 ♠ ❡t q = 0 ♠2✴s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
{

❡♥ ❛♠♦♥t q = 4.42 ♠2✴s
❡♥ ❛✈❛❧ h = 2 ♠

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ✢✉✈✐❛❧ ✭✜❣✳ ✷✳✹✮✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r s♣❛t✐❛❧✐sé❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ✢✉✈✐❛❧✳

✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡
❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

h+ z = 0.66 ♠ ❡t q = 0 ♠2✴s

✹✹
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
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❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s

{
❡♥ ❛♠♦♥t q = 1.53 ♠2✴s
❡♥ ❛✈❛❧ h = 0.66 ♠ t❛♥t q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ✭✜❣✳ ✷✳✺✮✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉
s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦ss❡ ❡st ✢✉✈✐❛❧✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r s♣❛t✐❛❧✐sé❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡✳

✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

h+ z = 0.33 ♠ ❡t q = 0 ♠2✴s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s

{
❡♥ ❛♠♦♥t q = 0.18 ♠2✴s
❡♥ ❛✈❛❧ h = 0.33 ♠

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❡ss❛✉t ✭✜❣✳ ✷✳✻✮✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❡st ✢✉✈✐❛❧ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦ss❡✱ ♣❛ss❡ ❛✉ ré❣✐♠❡ t♦rr❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❛✈❛❧ ❡t s❡
t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ✢✉✈✐❛❧ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ r❡ss❛✉t✳

✹✻
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ P♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s t❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r✳

✷✳✷✳✶✳✸ ❚❤❛❝❦❡r ✿ t❡st ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é

❈❡ ❝❛s t❡st ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✶❞ ❞✬✉♥ ❝❛s t❡st ✷❞ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❚❤❛❝❦❡r ❬✶✾✽✶❪ ❡t
r❡♣r✐s ❞❛♥s ❙❛♠♣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❙❛♠♣s♦♥ ❬✷✵✵✽✱ ✷✵✵✾❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝♦✉✲
✈r❡♠❡♥t✴❞é❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡ t❡st ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬♦❝é❛♥♦❣r❛♣❤✐❡
✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❇❛❧③❛♥♦ ❬✶✾✾✽❪✱ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺❪✱ ▼❛r❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❙❛♠♣s♦♥ ❬✷✵✵✽❪✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡ ❝❛s t❡st ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
à tr❛✐t❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ét❛♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❛✉ss✐ ❞❡ t❡st❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✭✜❣✳ ✷✳✼✮ ❡st ✉♥❡ ♣❛r❛❜♦❧❡ ❞é✜♥✐❡
♣❛r

z(x) = h0

(
x2

a2
− 1

)
♣♦✉r − 2 ♠ ≤ x ≤ 2 ♠.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s à ❧✬❛♥♥❡①❡
❇✳✸✮ ❞♦♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ r❡st❡ ♣❧❛♥❡ ❡t ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts

x1(t) = −B

ω
cos(ωt)− a ❡t x2(t) = −B

ω
cos(ωt) + a,

❛✈❡❝ ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω =
√

2gh0/a2 ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ T = 2π/ω✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t u(0, x) = 0 ♠✴s ❡t

h(0, x) =





−h0
a2

((
x+

B

ω

)2

− a2

)
♣♦✉r x1(0) < x < x2(0)

0 s✐♥♦♥

.

✹✼
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▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r

h(t, x) =





−h0
a2

((
x+

B

ω
cos(ωt)

)2

− a2

)
♣♦✉r x1(t) < x < x2(t)

0 s✐♥♦♥

❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r

u(t, x) =

{
B sin(ωt) ♣♦✉r x1 < x < x2
0 s✐♥♦♥

.

P♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s

B = ω/2, a = 1 ❡t h0 = 1/2.

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

✷✳✷✳✶✳✹ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s t❡sts ✉t✐❧✐sés

✹✽
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❚②♣❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t P❡♥t❡s
❘é❣✐♠❡s

✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧
r❡ss❛✉t

❚❡sts ❙t❛t✳ ❚r❛♥s✳ ◆✉❧❧❡ ❱❛r✳ ❋❧✳ ❚♦✳ ❋❧✳→❚♦✳ ❘✳ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s
❇❛rr❛❣❡ ❳ ❳ ❝❤♦❝ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❊q✉✐❧✐❜r❡
❛✉ r❡♣♦s

❳ ❳ ❞é❜✐t ♥✉❧

❋❧✉✈✐❛❧ ❳ ❳ ❳
❚r❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❳ ❳ ❳
❚r❛♥s❝r✐t✐q✉❡
❛✈❡❝ r❡ss❛✉t

❳ ❳

❚❤❛❝❦❡r ❳ ❳ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é
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✷✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡
✶✱ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ▼❯❙❈▲ ❡t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✷✮ ❡t
❞❡s ❝✐♥q ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ s✉r ❧❡s t❡sts ♣rés❡♥tés à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❢♦rtr❛♥ ❞♦♥t ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ❞é❜✉té ❞❛♥s ❈♦r❞✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❣❢♦rtr❛♥
s❛♥s ♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭❝❛r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❡t ❞❡
❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s s❛♥s ♦♣t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❛ été ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿ ❯❜✉♥t✉ ✈❡rs✐♦♥ ✽✳✶✵✱
✕ ♠❛tér✐❡❧ ✿
✕ ♠é♠♦✐r❡ ✷✳✾ ●♦✱
✕ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧❘© ❈♦r❡

❚▼

✷ ❉✉♦ ❈P❯ ❚✺✼✺✵ ✷✳✵✵ ●❍③✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉♣s ❞✬❤♦r❧♦❣❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡ ❙❨❙❚❊▼❴❈▲❖❈❑ ✉t✐❧✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✐♥t❡❣❡r ✿✿ ♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴s✱ ✫ ✦♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡r✐♦❞❡s ❞ ❤♦r❧♦❣❡ ♣❛r s❡❝♦♥❞❡

♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴♠❛①✱ ✫ ✦✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣t❡✉r ❞ ❤♦r❧♦❣❡

♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴✐♥✐✱ ✫ ✦✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣t❡✉r

♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴❢✐♥✱ ✫ ✦✈❛❧❡✉r ❢✐♥❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣t❡✉r

♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s ✦♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡r✐♦❞❡s ❞ ❤♦r❧♦❣❡ ❝♦♠♣t❛❜✐❧✐s❡❡s

r❡❛❧ ✿✿ t❡♠♣s❴❡❝♦✉❧❡ ✦t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s

❈❆▲▲ ❙❨❙❚❊▼❴❈▲❖❈❑✭❈❖❯◆❚❴❘❆❚❊❂♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴s❡❝✱❈❖❯◆❚❴▼❆❳❂♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴♠❛①✮

❈❆▲▲ ❙❨❙❚❊▼❴❈▲❖❈❑✭❈❖❯◆❚❂♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴✐♥✐✮

✦ ✳✳✳✳✳✳

✦ P♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❛ ❝❤r♦♥♦♠❡tr❡r

✦ ✳✳✳✳✳✳

❈❆▲▲ ❙❨❙❚❊▼❴❈▲❖❈❑✭❈❖❯◆❚❂♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴❢✐♥✮

♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❂♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴❢✐♥✲♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴✐♥✐

✐❢ ✭♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❁♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴✐♥✐✮ t❤❡♥ ✦❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❛ ❞❡♣❛ss❡ ❧❡

♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❂♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s✰♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴♠❛① ✦♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣❡r✐♦❞❡s

❡♥❞✐❢

t❡♠♣s❴❡❝♦✉❧❡❂❢❧♦❛t✭♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s✮✴♥❜❴♣❡r✐♦❞❡s❴s❡❝

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t ❡✛❡❝t✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ✭❝♦♠♠❡ ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞❛♥s
▲❡❱❡q✉❡ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳✶✹✵✲✶✹✶❪ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✮ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s |.|L1 ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s

|h− hex|L1 = ∆x

J∑

i=0

|hi − hex(xi)|.

✺✵
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❊t ❧❡s ❡rr❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s s❡r♦♥t ♥♦té❡s ERL1 ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ♥♦✉s
❛✉r♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

ER(h)L1 =
|hn − hex|L1

|h0 − hex|L1

=

J∑
i=0

|hni − hex(xi)|

J∑
i=0

|h0i − hex(xi)|

❡t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

ER(h)L1 =
|hn − hnex|L1

|hnex|L1

=

J∑
i=0

|hni − hnex(xi)|

J∑
i=0

|hnex(xi)|
.

✷✳✷✳✷✳✶ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

 0.006

 0  2  4  6  8  10

h 
(m

)

x (m)

ordre 1
MUSCL

ENO modifie
analytique

✭❛✮

 0

 5e-05

 0.0001

 0.00015

 0.0002

 0.00025

 0.0003

 0.00035

 0  2  4  6  8  10

q 
(m

2 /s
)

x (m)

ordre 1
MUSCL

ENO modifie
analytique

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❋❧✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t = 6 s ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱
✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✷✵✵✱ ✹✵✵✱ ✽✵✵✱ ✶✻✵✵ ❡t ✸✷✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳
▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✻ s❡❝♦♥❞❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é t♦✉s ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ t❤é♦r✐q✉❡ ✭nCFL = 1 à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t nCFL = 0.5
à ❧✬♦r❞r❡ ✷✮✳

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦❝✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽❛ ♣♦✉r ❧❡
✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❛✈❡❝ ✷✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞é❜✐t ✭✜❣✳ ✷✳✽❜✮ ❡♥
❞é♣✐t ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ■❧ ❢❛✉t s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡st ❧❡
✢✉① ❧❡ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s s✉r ❝❡ ❝❛s t❡st✳ ❊♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤♦❝✳

▲❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♠♦✐♥s ❞✐✛✉s✐❢ ❡t ❞♦♥❝
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ét❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♠♦✐♥s ❞✐✛✉s✐✈❡✱
❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳

✺✶
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✷✳✷✳✷✳✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥ts s✉r ❜♦ss❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s t❡sts ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡ ✶✵✵✱ ✷✵✵✱ ✹✵✵✱ ✽✵✵ ❡t ✶✻✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✸✵✵ s❡❝✲
♦♥❞❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ❞❡ ✶✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✭nCFL = 0.5✱ ✈♦✐r
✷✳✶✳✷✳✺✮✳

✕ ❊q✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s
❈❡ ❝❛s t❡st ❡st ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s ✭✶✳✶✾✮ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✷✮✳ ❖r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❝❡s
ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ❝❡❝✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s❛♥s
❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① ❍▲▲ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ 300 s ✭✜❣✳ ✷✳✾✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❋❧✉① ❍▲▲ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts ♣♦✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❛✉ r❡♣♦s ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✸✵✵ s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❡✛❡❝t✉é ❝❡ t❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦t❡ ❞❡ 0.1 ♠✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ t❡st
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦ss❡ é♠❡r❣é❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st

z + h = max(0.1, z) ❡t u = 0 ♠✴s.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣rés❡r✈❛✐t ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❛✉ r❡♣♦s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s
s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ 300 s ✭✜❣✳ ✷✳✶✵✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛s ❞❡ ❞é❜✐t ❛rt✐✜❝✐❡❧ ✭✈ér✐✜é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣rés❡♥té❡s✮✳

✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧
P♦✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✶ à ✷✳✶✺✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❛✮ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✭❜✮✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡
❞é❜✐t✮ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞é❜✐ts ♦❜t❡♥✉s✮
à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ❡t à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r ✭✶✵✵
♠❛✐❧❧❡s✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
L1 ♣♦✉r h ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❋❧✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts ♣♦✉r
❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✸✵✵ s✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧✲
❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❢✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❡rs ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣♦✉r ✶✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ✈✐s✉❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✶✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❛✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❜✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r h ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r
❢❛✐t❡ s✉r ❧❡ ❞é❜✐t q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✭❢✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳

❆ t = 300 s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭✜❣s
✷✳✶✶ ❢✱ ✷✳✶✷ ❢✱ ✷✳✶✸ ❢✱ ✷✳✶✹ ❢ ❡t ✷✳✶✺ ❢✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬ét❛t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡①❛❝t ✭✜❣s ✷✳✶✶ ❛✲❜✱ ✷✳✶✷ ❛✲❜✱ ✷✳✶✸ ❛✲❜✱ ✷✳✶✹ ❛✲❜ ❡t ✷✳✶✺ ❛✲❜✮✳ ❆ ❧✬♦r❞r❡
✶✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥❡ s✉ré✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ q✉✐ ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❡ ❞é❜✐t✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts à ❧✬♦r❞r❡ ✷✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♦r❞r❡s t❤é♦r✐q✉❡s ✭✜❣s ✷✳✶✶ ❝✲❞✱ ✷✳✶✷ ❝✲❞✱
✷✳✶✸ ❝✲❞✱ ✷✳✶✹ ❝✲❞ ❡t ✷✳✶✺ ❝✲❞✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖
♠♦❞✐✜é❡ s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
▼❯❙❈▲✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭✜❣s
✷✳✶✶ ❡✱ ✷✳✶✷ ❡✱ ✷✳✶✸ ❡✱ ✷✳✶✹ ❡ ❡t ✷✳✶✺ ❡✮✳
▲❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡st ❧❡ ✢✉① q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ✭✜❣s
✷✳✶✻ ❡✲❢✮✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s ✭✜❣s ✷✳✶✻ ❛✲❜✲❝✲❞✮ ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❊◆❖✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❞é❜✐t ✭✜❣✳ ✷✳✶✶ ❜✮✳
▲❡ ✢✉① ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡st ❧❡ ✢✉① q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s ✭✜❣s ✷✳✶✻ ❡✲
❢✮✱ ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✮ ❞û ❛✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✺✮✳ ❙❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❞é❜✐ts ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉① ✢✉① ❍▲▲✱ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ❡t ❆♣st❛t ✭✜❣s ✷✳✶✻ ❝✲❞✮✳ ▼❛✐s ❧❡s
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❤❛✉t❡✉rs s♦♥t ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❝❛❧❝✉❧é❡s ✭✜❣s ✷✳✶✻ ❛✲❜✮✳
▲❡s ✢✉① ❍▲▲✱ ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ❡t ❆♣st❛t ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ✭✜❣s ✷✳✶✻ ❛✲
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❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s
❣r♦ss✐❡r ✭✶✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✮ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ♣♦✉r h ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❢✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❡rs ❧❡s s✉r❢❛❝❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✶✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ✈✐s✉❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✷✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❛✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❜✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r h ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡r✲
r❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✭❢✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳

❆ t = 300 s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✜❣s ✷✳✶✼ ❢✱
✷✳✶✽ ❢✱ ✷✳✶✾ ❢✱ ✷✳✷✵ ❢ ❡t ✷✳✷✶ ❢✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡s éq✉✐❧✐❜r❡s s♦♥t ❛tt❡✐♥ts
à t = 50 s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❛ss❡③ ❜♦♥s✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ à ❧✬♦r❞r❡
✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧és ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✭✜❣s
✷✳✶✼ ❛✲❜✮✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲✬♦r❞r❡
✷ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ♦r❞r❡s
t❤é♦r✐q✉❡s ✭✜❣s ✷✳✶✼ ❝✲❞✱ ✷✳✶✽ ❝✲❞✱ ✷✳✶✾ ❝✲❞✱ ✷✳✷✵ ❝✲❞ ❡t ✷✳✷✶ ❝✲❞✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ❡t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ s♦♥t ✈r❛✐♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ✭✜❣s
✷✳✶✽ ❝✲❞✱ ✷✳✶✾ ❝✲❞✱ ✷✳✷✵ ❝✲❞ ❡t ✷✳✷✶ ❝✲❞✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭✜❣s ✷✳✶✼ ❡✱ ✷✳✶✽ ❡✱ ✷✳✶✾ ❡✱ ✷✳✷✵ ❡ ❡t ✷✳✷✶ ❡✮✳
▲❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ r❡st❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s ✭✜❣s ✷✳✷✷ ❛✲❜✲
❝✲❞✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉① ❛✉tr❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✜❣s
✷✳✷✷ ❡✲❢✮✳
▲❡s q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ✢✉① ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts ✭✜❣s
✷✳✷✷ ❝✲❞✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✧❣r♦ss✐❡rs✧ ✭✶✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✮✱ ❧❡s ✢✉① ❱❋❘♦❡✲
♥❝✈ ❡t ❛♣st❛t s♦♥t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡s ✢✉① ❍▲▲ ❡t ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✭✜❣s ✷✳✷✷ ❛✲❜✮✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ✢✉① ❝✐♥ét✐q✉❡ ❝♦ût❡ ♣❧✉s ❝❤❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲ ✭❡t q✉❡
t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ✢✉①✱ ✈♦✐r ✜❣s ✷✳✷✷ ❡✲❢✮✳

✻✶
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s✉r ❧❡s ❞é❜✐ts ✭❝✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❞✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✱
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✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t
P♦✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✷✸ à ✷✳✷✼✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t✱
❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❛✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❜✮✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❜✐t✮ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ❞é❜✐ts ♦❜t❡♥✉s✮ à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ❡t à ❧✬♦r❞r❡
✷ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r ✭✶✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ♣♦✉r h ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❢✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❡rs ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✶✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✽ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ✈✐s✉❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✸✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❛✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❜✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r h ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡r✲
r❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✭❢✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳

▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ♣♦✉r ✶✵✵ ♠❛✐❧❧❡s s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ❝❛♣t✉rés ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① ❛♣st❛t ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭✜❣s ✷✳✷✼ ❛✲❜✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à t = 300 s ✭✜❣s ✷✳✷✸ ❢✱
✷✳✷✹ ❢✱ ✷✳✷✺ ❢ ❡t ✷✳✷✻ ❢✮✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① ❛♣st❛t ✭✜❣ ✷✳✷✼ ❢✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ✢✉①
❛♣st❛t s♦♥t tr♦♣ ✐rré❣✉❧✐❡rs ♣♦✉r êtr❡ ❛♥❛❧②sés ✭✜❣s ✷✳✷✼ ❞✲❢ ❡t ✷✳✷✽ ❜✲❞✮✳ ❈✬❡st ✉♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s ❤❛✉✲
t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❜✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✱
❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s ❞é❜✐ts ✭❝✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❞✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✱ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❢✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾ ✕ ❋❧✉① ❍▲▲ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❧❡ ❞é❜✐t
❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ r❡ss❛✉t✳

✷✳✷✳✷✳✸ ❚❤❛❝❦❡r

P♦✉r ❧❡ ❝❛s t❡st ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡
✷✺✱ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✷✵✵ ❡t ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✺ ♣ér✐♦❞❡s
✭t = 5T ✱ ✈♦✐r ❇✳✸ ♣♦✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ T ✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ❞❡ ✵✳✺✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❆♣st❛t ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ❊①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❝❡ ❝❛s t❡st✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝é ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s ✭♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡s✮ ♣❛r ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ♥✉❧❧❡s✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s
❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ❝❡❝✐ té♠♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♥é❣❛t✐✈❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♥♦✉s ❡①❝❧✉♦♥s ❧❡ ✢✉①
❆♣st❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ✢✉① ❍▲▲❊ ✭✈♦✐r
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✶✮✳

P♦✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸✵ à ✷✳✸✺✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s t❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❛✮ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✭❜✮✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡s ❞é❜✐ts✮ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✭J = 50 ❡t J = 400✮
♣♦✉r ❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ▼❯❙❈▲ ❡t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ♣♦✉r h ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡s
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞é❜✐ts ♦❜t❡♥✉s à t = 5T ♣♦✉r
❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✭J = 50 ❡t J = 400✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❢✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✻ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ✈✐s✉❡❧✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❛✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❜✮✮ r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r h ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡ ❞é❜✐t q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❢✮✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r
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❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à t = 5T ✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♦r❞r❡s t❤é♦r✐q✉❡s
✭✜❣s ✷✳✸✵ ❝✲❞✱ ✷✳✸✶ ❝✲❞✱ ✷✳✸✷ ❝✲❞✱ ✷✳✸✸ ❝✲❞✱ ✷✳✸✹ ❝✲❞ ❡t ✷✳✸✺ ❝✲❞✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ s♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭✜❣s ✷✳✸✻ ❛✲❜✲❝✲❞✮✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❡t ❧❡s
❞é❜✐ts ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❡♥ ✢✉❝t✉❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✭✜❣s ✷✳✸✵ ❛✲❜✱ ✷✳✸✶ ❛✲❜✱ ✷✳✸✷ ❛✲❜✱ ✷✳✸✸ ❛✲
❜✱ ✷✳✸✹ ❛✲❜ ❡t ✷✳✸✺ ❛✲❜✮✳ ❆ t = 5T ✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts ❛✈❡❝
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ✭✜❣s ✷✳✸✵ ❡✱ ✷✳✸✶ ❡✱ ✷✳✸✷ ❡✱ ✷✳✸✸ ❡✱ ✷✳✸✹ ❡ ❡t ✷✳✸✺ ❡✮✳
❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✉♥ ❧é❣❡r ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ✭J = 50✮✱ ♠❛✐s q✉✐ ❞✐s♣❛r❛ît ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥ ✭J = 400✮✱
❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① ❍▲▲ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸✼ ❝✲❞✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✼ ❜✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
tr❛❝é ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡♥ x1 = 0✱ x2 = 0.5 ❡t x3 = 1
❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ❡t J = 400 ♠❛✐❧❧❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s
✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✮ q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❝❛♣t✉ré✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✼ ❛ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❡❛✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r
❧❡ ✢✉① ❍▲▲✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡①❛❝t ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s
✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ s♦♥t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝
❧❡s ❛✉tr❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡ ✢✉① ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ✢✉① q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s✳ ❙❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡t ❞❡s ❞é❜✐ts ❡st
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✢✉① ❍▲▲ ❡t ❍▲▲❊✳ ▲❡ ✢✉① ❍▲▲❊ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s
❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲✱ ❝❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t❡sts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t
❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉①✳

❈❡ ❝❛s t❡st ♥♦✉s ❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ♠✐♥♠♦❞ ✭▼❯❙❈▲ ▼▼✮ ♣❛r ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ❱❛♥ ▲❡❡r
✭▼❯❙❈▲ ❱▲✱ ✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪✮

V L(x, y) =





0 s✐ xy ≤ 0
2xy

x+ y
s✐♥♦♥

,

❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡ ✭✷✳✻✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲ ✭❧❡s ❛✉tr❡s
✢✉① ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✮ s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸✼ ❡✲❢ ❡t ✷✳✸✽✳ ▲❡
❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❱❛♥ ▲❡❡r ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✭✜❣s ✷✳✸✼ ❡✲❢ ♣♦✉r J = 400✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡
❱❛♥ ▲❡❡r ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛
❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡t ❞❡s ❞é❜✐ts ✭✜❣s ✷✳✸✽ ❛✲
❜✲❡✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à t = 5T ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬♦r❞r❡ ✷ ✭✜❣s ✷✳✸✽ ❝✲❞✮✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣r♦ss✐❡rs ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲
♠✐♥♠♦❞ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts✱ ❝❡ q✉✐ s✬✐♥✈❡rs❡ à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ❱❛♥ ▲❡❡r ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❧✉s ✜♥s ✭✈♦✐r ✷✳✸✽ ❢✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r s♦✉❝✐❡✉① ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ♣♦✉rr❛
✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ s❡✉✐❧ hmin q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♥✉❧❧❡s
♣❛r hmin ✭✈♦✐r ❆❧❝r✉❞♦ ❛♥❞ ●✐❧ ❬✶✾✾✾❪✱ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✸✹✲✶✸✺❪ ❡t ▼❛r❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✭▼❛r❝❤❡ ❡t ❛❧✳
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❬✷✵✵✼❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s t❡st❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛r ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❛♠❡♥és à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❧✬❛❥♦✉t
❞❡ t❡sts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❆ ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s à 0 ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥t❡s q✉❛♥❞ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ✿

hseuil = 10−14 ♠.
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❞é❜✐ts à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✽ ✕ ❋❧✉① ❍▲▲ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à t = 5T s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
❞é❜✐ts à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
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✷✳✷✳✸ ❈❤♦✐① ♣♦✉r ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t

❆ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❇❛❧③❛♥♦ ❬✶✾✾✽❪✱ ❊r❞✉r❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✱ ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹❪✱
❆❜❞❛❧❧❛❤ ❬✷✵✵✺❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s✉r ❞✐✛ér❡♥ts t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ▼❛✐s à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s
ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣r✐✈✐❧é❣✐♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ✢✉①
❍▲▲ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ s♦♥t tr♦♣ ✐rré❣✉❧✐❡rs ✿ s✉r ❝❡rt❛✐♥s t❡sts ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t
❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ❛✈❡❝ θeno =
0.25✳ ❉❡ ♣❧✉s s✉r ❝❡rt❛✐♥s t❡sts✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡
s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐és ♣❛r ❞❡✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭✈♦✐r
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✼❡✱ ✷✳✶✾❡ ❡t ✷✳✷✸❡✮ ♣♦✉r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✜❣s ✷✳✶✼ ❝✲❞✱ ✷✳✶✾ ❝✲❞ ❡t ✷✳✷✸ ❝✲❞✮✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❱❛♥ ▲❡❡r ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥✈✐s❛❣❡r
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞✬❛✉tr❡s t❡sts ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ t❡st❡r
❞✬❛✉tr❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ❞❡ ♣❡♥t❡ t❡❧s q✉❡ ▼❈ ✭♠♦♥♦t♦♥✐③❡❞ ❝❡♥tr❛❧✮✱ ❱❛♥ ❆❧❜❛❞❛ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❙✉♣❡r❜❡❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥❡ t✐❡♥t
♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ s♦❧ s✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r
❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❡✛❡ts✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❋r♦tt❡♠❡♥ts

✸✳✶ ▲♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ {

∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu

2 + gh2/2) = −gh∂xz
. ✭✸✳✶✮

P♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❣r✐❝♦❧❡✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t
ré❣✉❧✐èr❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿

∂th = ∂tu = ∂tq = 0,

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♦✉ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭✈♦✐r ❋❧❛♠❛♥t ❬✶✽✾✶✱
♣✳✷✾✲✸✸❪ ❡t ❛♥♥❡①❡ ❇✮ ✿

H(x) =
u(x)2

2g
+ z(x) + h(x) = Cte.

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ✿

Ec + Epes + Epr = Cte,

❛✈❡❝
✕ Ec ✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱
✕ Epes ✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❡s❛♥t❡✉r✱
✕ Epr ✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✧✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✧ ✭✈♦✐r ❋❧❛♠❛♥t ❬✶✽✾✶✱ ♣✳✸✸✲✸✹❪✮ ❡st ✐rré❛❧✐st❡ ✿ ❧❛

r✉❣♦s✐té ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s♦❧ ❣é♥èr❡♥t ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✱ q✉✐ ♥❡
♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✳

❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✱ ♥♦✉s t❡♥♦♥s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡
✭✈♦✐r ❋❧❛♠❛♥t ❬✶✽✾✶✱ ♣✳✸✸✲✸✹❪✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✉
❢♦♥❞✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡

{
∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu

2 + gh2/2) = −gh(∂xz + Sf )
✭✸✳✷✮
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♦ù Sf ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐ss✉❡s ♣♦✉r ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s t✉②❛✉① ❞❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ♦✉✈❡rts
✭❋❧❛♠❛♥t ❬✶✽✾✶✱ ♣✳✶✻✾✲✷✽✷❪✮✳ P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❝❡s ❧♦✐s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
à ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣
❡t ❙tr✐❝❦❧❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ❈❤é③② ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳

▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ❙tr✐❝❦❧❡r s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Sf = Cf
u|u|
h4/3

= Cf
q|q|
h10/3

♦ù Cf ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞✬é❝r✐r❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❊♥
♣♦s❛♥t Cf = n2✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✭♣❧✉tôt ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s
❛♥❣❧♦✲s❛①♦♥s✱ ✈♦✐r ❍❡r✈♦✉❡t ❬✷✵✵✸✱ ♣✳ ✺✽❪ ✱ ❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮

Sf = n2 u|u|
h4/3

= n2 q|q|
h10/3

♦ù n ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡s q✉✐
ré❢ér❡♥❝❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r n ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s♦❧ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡ s✐t❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋✐s❤❳✲
✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ✸ ✶ ❞♦♥t ❡st ❡①tr❛✐t❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s t❛❜❧❡s ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s à
♣❛rt✐r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❈❤♦✇ ❬✶✾✺✾✱ ♣✳✾✽✲✶✶✹❪✳

❆✈❡❝ Cf = 1/K2✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❙tr✐❝❦❧❡r ✭✈♦✐r ❱✐♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✷❪✱ ❍❡r✈♦✉❡t ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✺✽❪✮

Sf =
u|u|

K2h4/3
=

q|q|
K2h10/3

.

♦ù K ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙tr✐❝❦❧❡r✳

▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ❈❤é③② s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Sf = Cf
u|u|
h

= Cf
q|q|
h3

,

✐❝✐ ❡♥❝♦r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❢❛ç♦♥s ❞✬é❝r✐r❡ Cf ✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t Cf =
1

C2
✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❈❤é③② ✭✈♦✐r ❍❡r✈♦✉❡t ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✺✽❪✱ ❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮

Sf =
u|u|
C2h

=
q|q|
C2h3

,

♦ù C ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❈❤é③②✳

❆✈❡❝ Cf =
f

8g
✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✭✈♦✐r ❱✐♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✱

❈❤❛♥s♦♥ ❬✷✵✵✻❪✱ ❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮

Sf =
fu|u|
8gh

=
fq|q|
8gh3

,

♦ù f ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✱ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥
❝♦♥st❛♥ts✳ ❱♦②♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿

✶✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❢s❧✳♦rst✳❡❞✉✴❣❡♦✇❛t❡r✴❋❳✸✴❤❡❧♣✴✽❴❍②❞r❛✉❧✐❝❴❘❡❢❡r❡♥❝❡✴▼❛♥♥✐♥❣s❴♥❴❚❛❜❧❡s✳❤t♠

✾✵
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✾✶
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✕ ❉❛♥s ❋✐❡❞❧❡r ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③ ❬✷✵✵✵❪✱ ❉✉♥❦❡r❧❡② ❬✷✵✵✷❪✱ ❘❛✛ ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③ ❬✷✵✵✺❪✱ ♥♦✉s
tr♦✉✈♦♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t f = K0/Re =
νK0/|q|✱ ♦ù ν ❡st ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✭♣♦✉r ❞❡ ❧✬❡❛✉ à 20◦❈ ✿ ν = 1.005−6♠2/s✮✱
K0 ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s♦❧ ❡t Re = |q|/ν ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ✭q✉✐ s✬✐♥t❡r✲
♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❢♦r❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡t ❢♦r❝❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s
r❡tr♦✉✈♦♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ u

Sf =
νK0u

8gh2
=

νK0q

8gh3
.

✕ ❉❛♥s ▲❛✇r❡♥❝❡ ❬✶✾✾✼❪✱ ❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠✐❝r♦r✉❣♦s✐tés ❞✉ s♦❧✳

▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✧✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✧ s✉✐✈❛♥t❡

Sf = C(h, |u|)u ✭✸✳✸✮

❛✈❡❝

✕ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ C(h, |u|) = n2 |u|
h4/3

✱

✕ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ C(h, |u|) = f

8g

|u|
h

❡t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Sf x = C(h,
√

u2 + v2)u ❡t Sf y = C(h,
√
u2 + v2)v ✭✸✳✹✮

♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ❞❡ ❉❛r❝②✲
❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥ts ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t très ✉s✐té❡s ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✸✳✷ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ♣❛r♠✐
❧❡sq✉❡❧❧❡s ✿ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s P❛q✉✐❡r ❬✶✾✾✺✱ ♣✳✹✸✲✹✺❪✱
●❛r❝✐❛✲◆❛✈❛rr♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✱ ❱❛❧✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❜✱❛✱ ✷✵✵✷❪ ❡t ❈❛❧❡✣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✮✱ s♣❧✐tt✐♥❣
❞❡ ❙tr❛♥❣ ✭▲✐❛♥❣ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✾❪✮ ❡t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ✭✈♦✐r ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✾✻✲
✾✾❪✱ ▼❛♥❣❡♥❡②✲❈❛st❡❧♥❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❡t ▼❛♥❣❡♥❡② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮✳

❆✈❛♥t ♠ê♠❡ ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❥à é❧✐♠✐♥❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✳ ❇✐❡♥ q✉✬ét❛♥t s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s
❢r♦tt❡♠❡♥ts ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é
❞❛♥s P❛q✉✐❡r ❬✶✾✾✺✱ ♣✳✹✹❪✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥♦r✲
♠❛❧❡♠❡♥t é❧❡✈é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❧♦✉r❞❡ à
♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré ❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
♣❛ssé❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❧✉✐ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ♣ré❢éré❡ ❝❛r
❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦✐♥❞r❡ ✭✈♦✐r
P❛q✉✐❡r ❬✶✾✾✺✱ ♣✳✹✸✲✹✺❪✮✳ ▲❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ ❙tr❛♥❣ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts
s✉r ✉♥ ❞❡♠✐✲♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ♣✉✐s à rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s❛♥s ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t

✾✷
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❡♥✜♥ ❝❛❧❝✉❧❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s✉r ✉♥ ❞❡♠✐✲♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❀ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✜①❡ ♦✉ ❞✬❛❧♦✉r❞✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ✉♥ ❝♦❞❡ à ❈❋▲ ✜①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❝✐
❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙tr❛♥❣ ✭✈♦✐r ▲✐❛♥❣ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭✈♦✐r ❋✐❡❞❧❡r ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③ ❬✷✵✵✵❪✱ ❇r✐st❡❛✉ ❛♥❞ ❈♦✉ss✐♥ ❬✷✵✵✶❪✱
▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✽✺✲✶✾✽❪ ❡t ▲✐❛♥❣ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✾❪✮✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ét❛ts
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❖r ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ éq✉✐❧✐❜ré❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦❞✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ♠♦❞✐✜é❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❈♦r✐♦❧✐s ✭❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✶✶✺❪✮ ❡t ❛✈❡❝ ❢♦r❝❡
❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞❛♥s ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✾✼✲✾✾❪ ❡t ▼❛♥❣❡♥❡② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❉✬❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✭❈❤✐♥♥❛②②❛ ❛♥❞ ▲❡❘♦✉① ❬✶✾✾✾❪✱ ▲✉❦á❝♦✈á✲
▼❡❞✈✐❞♦✈á ❬✷✵✵✺❪✱ ▲✉❦á❝♦✈á✲▼❡❞✈✐❞✬♦✈á ❛♥❞ ❚❡s❝❤❦❡ ❬✷✵✵✻❪ ❡t ▲✉❦á❝♦✈á✲▼❡❞✈✐❞✬♦✈á ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✮✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡
✭✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❇♦✉❝❤✉t ❬✷✵✵✹✱ ♣✳✾✻✲✾✾❪✮ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡
✭❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡✮✳ P✉✐s s✉r ❞❡s t❡sts✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ♣rés❡r✈❡r
❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳

✸✳✷✳✶ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t
❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✭✸✳✷✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✭✸✳✶✮ ♦✉ s②stè♠❡
❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✉s✉❡❧ ✭❝❛r ❧❡ ♣❧✉s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Sf ❞é♣❡♥❞ ❞❡ h ❡t
❞❡ u ✭❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s t ❡t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ x✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t ❡t ❞❡ x ✿ Sf (t, x)✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✷✮ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

{
∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu

2 + gh2/2) = −gh∂xzapp
. ✭✸✳✺✮

♦ù zapp ❡st ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✧❛♣♣❛r❡♥t❡✧

zapp = z + b,

❛✈❡❝
∂xb = Sf . ✭✸✳✻✮

❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✺✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ s❝❤é♠❛ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s ✭✶✳✶✾✮ ❛✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ zapp

{
u = 0
h+ zapp = Cte

,

q✉✐ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
{

u = 0
∂x(h+ z) = −Sf

. ✭✸✳✼✮

✾✸
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■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳

❆ ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❧❡ s❝❤é♠❛ s✬é❝r✐t

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆x

(
Fn
i+1/2G − Fn

i−1/2D

)
= 0,

❛✈❡❝ {
Fn
i−1/2D = FD(U

n
i−1, U

n
i ,∆zi−1/2 +∆bni−1/2)

Fn
i+1/2G = FG(U

n
i , U

n
i+1,∆zi+1/2 +∆bni+1/2)

,

♦ù ∆zi+1/2 = zi+1 − zi ✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s FG ❡t FD s♦♥t ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✉s✉❡❧ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✶✳✶✳✶✮ ❡t ∆bni+1/2 ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✻✮ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s (tn, tn+1)

∆bni+1/2

∆x
= Sf

n
i+1/2.

▲❡ s❝❤é♠❛ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✐s❝r❡ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

{
ui = ui+1 = 0
g (hi+1 + zi+1) = g (hi + zi)− gSf i+1/2∆x

,

q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s ✭✸✳✼✮✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✶✳✶✳✷

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆xi

(
Fn
i+1/2G − Fn

i−1/2D − Fcni

)
= 0,

❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ✢✉① ❝❡♥tré

Fcni =




0

−g
hni−1/2D + hni+1/2G

2
(∆zni +∆bni )


 ,

❛✈❡❝
∆bni
∆x

= Sf
n
i .

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ Sf à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡
❢r♦tt❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

Sf
n
i+1/2 =





0 s✐ hni = hni+1 = 0

n2
uni+1/2|uni+1/2|
hni+1/2

4/3
s✐♥♦♥ ,

❡t ♣♦✉r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

Sf
n
i+1/2 =





0 s✐ hni = hni+1 = 0

f
uni+1/2|uni+1/2|

8ghni+1/2

s✐♥♦♥
,

✾✹
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❛✈❡❝

uni+1/2 =
hni u

n
i + hni+1u

n
i+1

hni + hni+1

❡t hni+1/2 =
hni + hni+1

2
.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ s✐ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡st ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ♣❛s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳

❆ ❧✬♦r❞r❡ ✷ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Sf
n
i+1/2✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t i+1✮ s♦♥t

r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ i+1/2− ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t i+1/2+✮ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥❡
❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿ ▼❯❙❈▲✱ ❊◆❖ ♦✉ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✶✳✶✳✷✮✳ ❊t ❧❡ t❡r♠❡
❝❡♥tré Sf

n
i ❡st ♦❜t❡♥✉ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à Sf

n
i+1/2✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s

i− 1/2+ ❡t i+ 1/2−✳

✸✳✷✳✷ ❚r❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❆ ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ ❝❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t s❡ rés✉♠❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s

✶✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

U∗ = Un +∆tΦ (Un) ,

✷✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t

Ũn+1 = Sf∆t(U
∗).

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✭❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✮ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ s✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Un✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
U∗

U∗
i = Un

i − ∆t

∆x

(
Fn
i+1/2G − Fn

i−1/2D

)
.

P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❧❡ s②stè♠❡

∂tU =

(
0

−ghSf

)
, ✭✸✳✽✮

❞♦✐t êtr❡ rés♦❧✉ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Un+1✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
✭✸✳✽✮ s✬é❝r✐t ∂th = 0✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ hn+1 = h∗ ❡t ❧✬ét❛♣❡
✷ s❡ ré❞✉✐t ❞♦♥❝ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡

∂tq = −ghSf .

P♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡

h∗i

(
un+1
i − u∗i
∆t

)
= −ghSf .

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❧❡ t❡r♠❡ Sf ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭✈♦✐r
▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✾✼❪✮ s✬é❝r✐t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣

h∗i

(
un+1
i − u∗i
∆t

)
= −gn2 qn+1

i |q∗i |(
hn+1
i

)7/3

✾✺
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❡t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

h∗i

(
un+1
i − u∗i
∆t

)
= −f

8

qn+1
i |q∗i |(
hn+1
i

)2

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✭✈♦✐r ❇r✐st❡❛✉ ❛♥❞ ❈♦✉ss✐♥ ❬✷✵✵✶❪✮ s✬é❝r✐t

h∗i

(
un+1
i − u∗i
∆t

)
= −gn2 qn+1

i |qni |
hni
(
hn+1
i

)4/3

♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t

h∗i

(
un+1
i − u∗i
∆t

)
= −f

8

qn+1
i |qni |
hni h

n+1
i

♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱
♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷✮ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣rés❡♥té❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✮✳

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✾✼❪✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡✲
♠❡♥ts ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✿

✕ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱
✕ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❇✉r❣✉❡t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ❡t ▲✐❛♥❣ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✾❪✮✱ ❧❛
❢♦r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é♣❛ssé❡ ✿ ❧✬❡✛❡t ♠❛①✐♠✉♠
❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡st ❞❡ st♦♣♣❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❡
❞é❜✐t ❞♦✐✈❡♥t r❡st❡r ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t

qn+1qn ≥ 0.

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉t êtr❡ ✈✐♦❧é❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ♦ù ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡
❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ✭❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❇✉r❣✉❡t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✳

❆✜♥ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

qn+1 = ∆tSf + qn,

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❇✉r❣✉❡t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ❡t
▲✐❛♥❣ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✾❪✮

ghSf

{
≥ −qn/∆t s✐ qn ≥ 0
≤ −qn/∆t s✐ qn ≤ 0

.

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✭✈♦✐r ✷✳✶✷✮ ❡st ♠♦❞✐✜é ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

✶✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

U∗ = Un +∆tΦ (Un) ,

✷✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡
Ũn+1 = Sf∆t(U

∗),

✾✻
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✸✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

U∗∗ = Ũn+1 +∆tΦ
(
Ũn+1

)
,

✹✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡
Ũn+2 = Sf∆t(U

∗∗),

✺✳ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
,

♦ù Φ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✶✶✮✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦✐t ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ❞étér✐♦r❡ ❞♦♥❝
❧✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ s❝❤é♠❛ ✭✈♦✐r ▲❡❱❡q✉❡ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳✸✽✵✲✸✽✹❪✮✱ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ t❡❧❧❡s q✉❡
❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ ❙tr❛♥❣ ✭✈♦✐r ▲✐❛♥❣ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✾❪✮✳

✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

✸✳✸✳✶ ❚❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✿
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡✱ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❡t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s t❡♥t♦♥s
❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❡✈♦♥s✲
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s
❛❣r✐❝♦❧❡s ❄

❆ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❜❛tt❡r✐❡
❞❡ ❝❛s t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ✭✈♦✐r ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✺✷❪ ❡t ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✮ q✉✐
❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✬✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ❈❡
❝❛s t❡st ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳ P✉✐s ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ st❛❣❡ ❞❡ ▼✷ ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▼❆P▼❖ ✷ ✭✈♦✐r ❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝ ❬✷✵✵✽❪✮✳
❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r
✉♥❡ ✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ■❛♥ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞ ✭✈♦✐r ▼❛❝❉♦♥❛❧❞ ❬✶✾✾✹❪✱
▼❛❝❉♦♥❛❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✹✱ ✶✾✾✺❪✱ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞ ❬✶✾✾✻❪ ❡t ▼❛❝❉♦♥❛❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✮ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❞é❜✐t ❝♦♥st❛♥t ❡t ✉♥ ♣r♦✜❧
❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✭♥♦té❡ hex ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡t éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

∂xz =

(
q2

gh3
− 1

)
∂xh− Sf

❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
✈❡rs ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ■❛♥ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝ ❬✷✵✵✽❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✈❡rs ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✹✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✿

✷✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ P❤②s✐q✉❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬❖r❧é❛♥s ✿ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖r❧é❛♥s ✫ ❈◆❘❙

✾✼
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✕ ❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ✢✉✈✐❛❧❡ ♦✉ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡✱
✕ s♦rt✐❡ ✿ ✢✉✈✐❛❧❡ ♦✉ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡✱
✕ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✿ ▼❛♥♥✐♥❣ ♦✉ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s r❡ss❛✉ts✱ ♠❛✐s ❧❡✉r
❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝✐s ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡✈r❛ ❛✈♦✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ♣ré❝✐s✐♦♥✴t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❝❡
q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥s
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

✸✳✸✳✶✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 0  500  1000  1500  2000

h 
(m

)

x (m)

surface libre

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r 40 s ❛♣rès ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✬✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝
❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✭✈♦✐r ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✺✷❪ ❡t ❈❤❛♥s♦♥ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✸✲✶✹❪✮✳ ❈✬❡st
✉♥ ❝❛s t❡st q✉✐ ❛ été s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❈❆❉❆▼ ✸ ✭✈♦✐r ▼♦rr✐s
❬✷✵✵✵❪✮ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✈♦✐r ●♦✉t❛❧ ❛♥❞ ▼❛✉r❡❧ ❬✶✾✾✼❪ ❡t
❱❛❧✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❜✱ ✷✵✵✷❪✮✳ ❈❡ t❡st ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❝❛s
t❡st ❡st ♣❡rs♦♥♥❛❧✐s❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭L✮✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✉ ❜❛rr❛❣❡ ❛✈❛♥t r✉♣t✉r❡ ✭x0✮ ❡t ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ ❜❛rr❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♠❡♥és à r❡♥❝♦♥tr❡r s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ▼❛✐s ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣ré❢éré r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ●♦✉t❛❧ ❛♥❞ ▼❛✉r❡❧ ❬✶✾✾✼✱ ♣✳✷✻✲✷✽❪✱ ❝❛r
❡❧❧❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s❝❤é♠❛s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥t
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

P♦✉r ❝❡ ❝❛s t❡st✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st L = 2000 ♠✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡ ❡st ❡♥

✸✳ ❈♦♥❝❡rt❡❞ ❆❝t✐♦♥ ♦♥ ❉❛♠✲❜r❡❛❦ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✈♦✐r ✇✇✇✳❤r✇❛❧❧✐♥❣❢♦r❞✳❝♦✳✉❦✴♣r♦❥❡❝ts✴❈❆❉❆▼
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x0 = 1000 ♠ ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

z(x) = 0 ♣♦✉r 0 ♠ < x < 2000 ♠.

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t

h =

{
6 ♠ ♣♦✉r 0 ♠ < x ≤ 1000 ♠
0 ♠ s✐♥♦♥

❡t
q = 0 ♠2/s.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✜①❡

f =
8g

402
,

❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❈❤é③② ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C = 40✳

▲❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t à ❧✬✐♥st❛♥t t = 0✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✬❛rrêt❡ à ❧✬✐♥st❛♥t
t = 40 s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✈❡❝ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✱
✕ ❞❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s ❛✉ r❡♣♦s ✭❞♦♥t ✉♥❡ sè❝❤❡✮✳

✸✳✸✳✶✳✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶

-8
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 0
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z,
 z

+
h 

(m
)

x (m)

topographie
surface libre
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✶✵✵✵ ♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r

hex(x) =

(
4

g

)1/3
(
1 +

1

2
exp

(
−16

(
x

1000
− 1

2

)2
))

✭✸✳✾✮

✾✾
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❡t

d

dx
hex(x) = −

(
4

g

)1/3 2

125

(
x

1000
− 1

2

)
exp

(
−16

(
x

1000
− 1

2

)2
)
.

▲❡ ❞é❜✐t ❡st q = 2 ♠2/s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré
♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

✕ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.033✱
✕ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ f = 0.093✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t

h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s

{
❡♥ ❛♠♦♥t q = 2 ♠2/s
❡♥ ❛✈❛❧ h = hex(1000) ♠

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✢✉✈✐❛❧❡s✳

✸✳✸✳✶✳✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶

-16

-14

-12

-10

-8
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-4
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 0  200  400  600  800  1000

z,
 z

+
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(m
)

x (m)
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niveau critique

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳

✶✵✵
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◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✶✵✵✵ ♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r

hex(x) =

(
4

g

)1/3
(
1− 1

5
exp

(
−36

(
x

1000
− 1

2

)2
))

❡t
d

dx
hex(x) =

(
4

g

)1/3 9

625

(
x

1000
− 1

2

)
exp

(
−36

(
x

1000
− 1

2

)2
)
.

▲❡ ❞é❜✐t ❡st q = 2.5 ♠2/s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✭❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

✕ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.04✱
✕ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ f = 0.065✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t
h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
{

❡♥ ❛♠♦♥t q = 2.5 ♠2/s ❡t h = hex(0) ♠
❡♥ ❛✈❛❧ s♦rt✐❡ ❧✐❜r❡

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡s✳

✸✳✸✳✶✳✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✶✵✵✵ ♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r

hex(x) =





(
4

g

)1/3(
1− 1

3
tanh

(
3

(
x

1000
− 1

2

)))
0 ≤ x ≤ 500 ♠

(
4

g

)1/3(
1− 1

6
tanh

(
6

(
x

1000
− 1

2

)))
500 < x ≤ 1000 ♠

❡t

d

dx
hex(x) =





−
(
4

g

)1/3 1

1000

(
1− tanh

(
3

(
x

1000
− 1

2

))2
)

0 ≤ x ≤ 500 ♠

−
(
4

g

)1/3 1

1000

(
1− tanh

(
6

(
x

1000
− 1

2

))2
)

500 < x ≤ 1000 ♠

.

▲❡ ❞é❜✐t ❡st q = 2 ♠2/s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥
❛♠♦♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧ ❡t ❞❡✈✐❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

✶✵✶
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳

✕ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.0218✱
✕ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ f = 0.042✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t
h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s {
❡♥ ❛♠♦♥t q = 2 ♠2/s
❡♥ ❛✈❛❧ s♦rt✐❡ ❧✐❜r❡

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✢✉✈✐❛❧❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❛✈❛❧✳

✸✳✸✳✶✳✺ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✶✵✵✵ ♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r

hex(x) =





(
4

g

)1/3( 9

10
− 1

6
exp

(
− x

250

))
, 0 ≤ x ≤ 500 ♠

(
4

g

)1/3
(
1 +

3∑

k=1

ak exp

(
−20k

(
x

1000
− 1

2

))

+
4

5
exp

( x

1000
− 1
))

, 500 < x ≤ 1000 ♠

✶✵✷
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳

❡t

d

dx
hex(x) =





(
4

g

)1/3 1

1500
exp

(
− x

250

)
, 0 ≤ x ≤ 500 ♠

(
4

g

)1/3
(
− 1

50

3∑

k=1

kak exp

(
−20k

(
x

1000
− 1

2

))

+
1

1250
exp

( x

1000
− 1
))

, 500 < x ≤ 1000 ♠

❛✈❡❝ a1 = −0.348427✱ a2 = 0.552264✱ a3 = −0.55558✳
▲❡ ❞é❜✐t ❡st q = 2 ♠2/s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t✳ ▲✬é✲
❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t ❡st t♦rr❡♥t✐❡❧ ❡t ❞❡✈✐❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ r❡ss❛✉t ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré
♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
✕ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.0218✱
✕ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ f = 0.0425✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t
h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
{

❡♥ ❛♠♦♥t q = 2 ♠2/s ❡t h = hex(0) ♠
❡♥ ❛✈❛❧ h = hex(1000) ♠

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤♦❝✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿

✶✵✸
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✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❡ss❛✉t✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ✢✉✈✐❛❧❡ ❡♥ ❛✈❛❧✳

✸✳✸✳✶✳✻ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✷
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surface libre

niveau critique

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳

❈❡ ❝❛s t❡st ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝❡tt❡ sér✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ❡♥ ❡♥tré❡ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r r❡❞❡✈❡♥✐r ✢✉✈✐❛❧ à tr❛✈❡rs ✉♥ r❡ss❛✉t
✭✜❣✳ ✸✳✼✮✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✶✵✵ ♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r

hex(x) =





(
4

g

)1/3(4

3
− x

100

)
− 9x

1000

(
x

100
− 2

3

)
, 0 ≤ x ≤ 200

3
♠

(
4

g

)1/3
(
a1

(
x

100
− 2

3

)4

+ a1

(
x

100
− 2

3

)3

−a2

(
x

100
− 2

3

)2

+ a3

(
x

100
− 2

3

)
+ a4

)
,
200

3
< x ≤ 100 ♠

✶✵✹
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❡t

d

dx
hex(x) =





(
4

g

)1/3(
− 1

100

)
− 9

500

(
x

100
− 1

3

)
, 0 ≤ x ≤ 200

3
♠

(
4

g

)1/3
(
4a1
100

(
x

100
− 2

3

)3

+
3a1
100

(
x

100
− 2

3

)2

−2a2
100

(
x

100
− 2

3

)
+

a3
100

)
,
200

3
< x ≤ 100 ♠

❛✈❡❝ a1 = 0.674202✱ a2 = 21.7112✱ a3 = 14.492 ❡t a4 = 1.4305✳
▲❡ ❞é❜✐t ❡st q = 2 ♠2/s✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.0328✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t

h = max(hex(100) + z(100)− z, 0) ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
{

❡♥ ❛♠♦♥t q = 2 ♠2/s
❡♥ ❛✈❛❧ h = hex(100) ♠

.

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❡t ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✢✉✈✐❛❧❡s✳

✸✳✸✳✶✳✼ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✶✵✵ ♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r

hex(x) =

(
4

g

)1/3
(
1− (x− 50)

200
+

(x− 50)2

30000

)

❡t
d

dx
hex(x) =

(
4

g

)1/3(
− 1

200
+

(x− 50)

15000

)
.

▲❡ ❞é❜✐t ❡st q = 2 ♠2/s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥
❛♠♦♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧ ❡t ❞❡✈✐❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✭✜❣✳ ✸✳✽✮✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.0328✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t

h = max(hex(100) + z(100)− z, 0) ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s {
❡♥ ❛♠♦♥t q = 2 ♠2/s
❡♥ ❛✈❛❧ s♦rt✐❡ ❧✐❜r❡

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿

✶✵✺
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surface libre

niveau critique

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳

✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✢✉✈✐❛❧❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❛✈❛❧✳

✸✳✸✳✶✳✽ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✶✵✵ ♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r

hex(x) =

(
4

g

)1/3
(
1− 1

4
exp

(
−4

(
x

100
− 1

2

)2
))

❡t
d

dx
hex(x) =

(
4

g

)1/3 1

50

(
x

100
− 1

2

)
exp

(
−4

(
x

100
− 1

2

)2
)
.

▲❡ ❞é❜✐t ❡st q = 2 ♠2/s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✭✜❣✳ ✸✳✾✮✳
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.03✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
s♦♥t

h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
{

❡♥ ❛♠♦♥t q = 2 ♠2/s ❡t h = hex(0) ♠
❡♥ ❛✈❛❧ s♦rt✐❡ ❧✐❜r❡

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿

✶✵✻
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳

✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡s✳

✸✳✸✳✶✳✾ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ✺✵✵✵ ♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r

hex(x) =
9

8
+

1

4
sin
( πx

500

)

❡t
d

dx
hex(x) =

π

2000
cos
( πx

500

)
.

▲❡ ❞é❜✐t ❡st q = 2 ♠2/s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✭✜❣✳ ✸✳✶✵✮✳
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.03✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
s♦♥t

h = max(hex(5000) + z(5000)− z, 0)0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
{

❡♥ ❛♠♦♥t q = 2 ♠2/s
❡♥ ❛✈❛❧ h = hex(5000) ♠

,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱

✶✵✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳

✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s✐❧❧♦♥s✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✢✉✈✐❛❧❡s✳

✸✳✸✳✶✳✶✵ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s t❡sts ✉t✐❧✐sés

✶✵✽
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❚②♣❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t P❡♥t❡s
❘é❣✐♠❡s

✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧
r❡ss❛✉t

❋r♦tt❡♠❡♥ts

❚❡sts ❙t❛t✳ ❚r❛♥s✳ ◆✉❧❧❡ ❱❛r✳ ❋❧✳ ❚♦✳ ❋❧✳→❚♦✳ ❘✳ ▼❛♥✳ ❉❛r✳ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s
❉r❡ss❧❡r ❳ ❳ ❳ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é
✢✉✈✲✢✉✈✶ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳
t♦r✲t♦r✶ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳
✢✉✈✲t♦r✶ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳
t♦r✲✢✉✈✶ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳

✢✉✈✲✢✉✈✷ ❳ ❳ ❳ ❳
tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡
❡t r❡ss❛✉t

✢✉✈✲t♦r✷ ❳ ❳ ❳ ❳
t♦r✲t♦r✷ ❳ ❳ ❳ ❳

♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❳ ❳ ❳ ❳
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡

❞❡s s✐❧❧♦♥s

✶✵
✾
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✸✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❣❢♦rtr❛♥ s❛♥s ♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❛ été ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿ ❯❜✉♥t✉ ✈❡rs✐♦♥ ✾✳✵✹✱
✕ ♠❛tér✐❡❧ ✿
✕ ♠é♠♦✐r❡ ✷✳✾ ●♦✱
✕ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧❘© ❈♦r❡

❚▼

✷ ❉✉♦ ❈P❯ ❚✺✼✺✵ ✷✳✵✵ ●❍③✳
▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t é✈❛❧✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡ ❙❨❙❚❊▼❴❈▲❖❈❑ ✭❝♦♠♠❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
▼❯❙❈▲ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ t❤é♦r✐q✉❡ ✭nCFL = 0.5✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s q✉❛tr❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ t❡sts ✿
✕ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r✳ P♦✉r ❝❡ t❡st✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st L = 2000 ♠✱ ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✹✵ s❡❝♦♥❞❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✷✵✵✱ ✹✵✵
❡t ✽✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳

✕ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶✱ t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶✱ ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶ ❡t t♦rr❡♥t✐❡❧✲
✢✉✈✐❛❧ ✶✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t❡sts ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡
❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ s♦❧ s❡❝ ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
à ❝❛♣t✉r❡r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛♣rès ✉♥❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❡st L = 1000 ♠✱ ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✶✺✵✵ s❡❝♦♥❞❡s
❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✷✺✱ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✷✵✵ ❡t ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳

✕ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✷✱ ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷ ❡t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷✳ P♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t❡sts ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✭✐❧ s❡r❛✐t ❛ss❡③ ❛✐sé ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✮✳ ▲❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st L = 100 ♠✱ ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✶✺✵✵ s❡❝♦♥❞❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✷✺✱ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✷✵✵
❡t ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞✐① ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡sts
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳

✕ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡ t❡st✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
▼❛♥♥✐♥❣✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st L = 5000 ♠✱ ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✺✵✵✵ s❡❝♦♥❞❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✶✵✵✱
✷✵✵✱ ✹✵✵✱ ✽✵✵ ❡t ✶✻✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳

P♦✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✺✱ ✸✳✶✻✱ ✸✳✶✽✱ ✸✳✶✾✱ ✸✳✷✶✱ ✸✳✷✷✱ ✸✳✷✹✱ ✸✳✷✺✱ ✸✳✷✼✱ ✸✳✷✾✱ ✸✳✸✷ ❡t ✸✳✸✹✱ ❧❛
♣❛rt✐❡ ✭❛✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❜✮✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ❞é❜✐t✮ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r
✭❧❡s ❞é❜✐ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥✮ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲
❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❝✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❞✮✮ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ♣♦✉r h ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✭❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭❢✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❡rs ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐❜r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❧❡ ♣❧✉s ✜♥✳

✶✶✵
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✸✳✸✳✷✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r

❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✸✳✶✶ ❝✲❞ s♦♥t
❡①tr❛✐ts ❞❡ ❱❛❧✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❜❪✳ ■❧s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐
♥♦♥✲éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉① ❍▲▲ ❡t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❡t ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❛✉ r❡♣♦s✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r✳ ❈❡❝✐ ❛ été ✈ér✐✜é ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✈♦✐r ●♦✉t❛❧ ❛♥❞
▼❛✉r❡❧ ❬✶✾✾✼❪ ❡t ✜❣s✳ ✸✳✶✶ ❝✲❞ ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❱❛❧✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❜❪✮✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ❡st
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✺✷❪✮✱
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s à ♦❜t❡♥✐r✳ ▲❡s éq✉✐❧✐❜r❡s
❛✉ r❡♣♦s s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣rés❡r✈és ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ét❛♥t ♣❧❛t❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❝❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ❛✉ r❡♣♦s ✭✜❣s ✸✳✶✶ ❝✲❞✮✳
❆✈❡❝ ✺✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts
très ♣r♦❝❤❡s ❡t s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✭✜❣s ✸✳✶✷ ❛✲❝✲❡✮✳ ❊♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❛♠é❧✐♦rés ✭✜❣s ✸✳✶✷ ❜✲❞✲❢✮✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✉♥
♣✐❝ ❞❡ s✉ré✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ✭✜❣✳ ✸✳✶✷ ❝✮✱
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣✐❝ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✜❣✳ ✸✳✶✷ ❞✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❛ ❞♦♥♥é ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ r❡❢❛✐t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❧❡
✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ✭✜❣s ✸✳✶✶ ❛✲❜✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❞❡s ♣✐❝s ♠♦✐♥s ♣r♦♥♦♥❝és q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲✳

✶✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r à t = 40 s ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♦❜t❡♥✉
❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❡t ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ♣♦✉r ✭❛✮ ✺✵ ♠❛✐❧❧❡s ❡t
✭❜✮ ✽✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦✜❧s ✭❝✮ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❡t ✭❞✮ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❱❛❧✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✾❜❪✳

✶✶✷
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r à t = 40 s ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r ✭❛✮ ✺✵
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✸✳✸✳✷✳✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶

❆ t = 1500 s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ♦♥t
✉♥❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ✭✜❣s ✸✳✶✺❢ ❡t ✸✳✶✻❢✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡
❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡①❛❝t ✭✜❣s ✸✳✶✺ ❛✲❜ ❡t ✸✳✶✻ ❛✲❜✮ ✿ ❧❡s ❡rr❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à
0.2% ✭✜❣s ✸✳✶✺❢ ❡t ✸✳✶✻❢✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ❞é❜✐ts ❝❛❧❝✉❧és
à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ✭✜❣s ✸✳✶✺❜ ❡t ✸✳✶✻❜✮✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ét❛♥t ✢✉✈✐❛❧ ❡♥ ❛✈❛❧✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞✬❡❛✉ ❡♥ s♦rt✐❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s ❡♥
❝❛✉s❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ✶ ✭✜❣s
✸✳✶✺ ❝✲❞ ❡t ✸✳✶✻ ❝✲❞✮✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❧❡s ♠♦✐♥s ❜♦♥s✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ✭✜❣s ✸✳✶✺ ❛✲❜✲❝✲❞✲❢ ❡t ✸✳✶✻ ❛✲❜✲❝✲❞✲❢✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶
❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ♥é❝❡ss✐t❡
❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ✭✜❣s ✸✳✶✺❡ ❡t ✸✳✶✻❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹❛ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✜❣✳ ✸✳✶✹❜✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭r❡s♣✳ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡
❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é à ❧✬✐♥st❛♥t t = 100 s ✭✜❣✳
✸✳✶✹❝✮✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡
✭✜❣✳ ✸✳✶✹❞ ♣♦✉r ✷✺ ❡t ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✮ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s t❡st ❞❡ ❉r❡ss❧❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❢❛✐t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈
❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ✭✜❣✳ ✸✳✶✸✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♣✐❝s ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡
✢✉① ❍▲▲ ❛ss♦❝✐é ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ♣♦✉r ✷✺ ❡t ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳

✶✶✹
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶✱ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣✲
❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝/♠♦✉✐❧❧é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡t ✭❞✮ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧✬✐♥st❛♥t
t = 100 s✳

✶✶✺
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✶✶✻
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✸✳✸✳✷✳✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶

❆ t = 1500 s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✜❣s✳
✸✳✶✽❢ ❡t ✸✳✶✾❢ ♣♦✉r ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✮✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉
❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✭✜❣s ✸✳✶✼❛✱ ✸✳✶✽❛✱ ✸✳✶✾❛✱ ✸✳✶✽❢ ❡t ✸✳✶✾❢✮✳ ▼ê♠❡ ♣♦✉r
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❝❡ ❞é❢❛✉t s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✭✜❣✳ ✸✳✶✼❜✮✳ ▲❡s ❞é❜✐ts s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és ✭✜❣s ✸✳✶✾❜ ❡t ✸✳✶✽❜✮✱
❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ P♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts
s♦♥t s✉ré✈❛❧✉és ❛✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t r❡st❡
❜❧♦q✉é s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛✐❧❧❡ ✭✜❣✳ ✸✳✶✽❛✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✭✜❣✳ ✸✳✶✼❛✱ ✺✵ ♠❛✐❧❧❡s✮✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✭✜❣✳
✸✳✶✾❛✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ✭✜❣s ✸✳✶✽ ❛✲❜✮ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ▲❛
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s
❡t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ✭✜❣s ✸✳✶✽ ❝✲❞ ❡t ✸✳✶✾ ❝✲❞✮✳
▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t t♦✉s très ♣r♦❝❤❡s ✭✜❣s ✸✳✶✽❡ ❡t ✸✳✶✾❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r
J = 50 ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❜✮ ③♦♦♠ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶
♣♦✉r J = 25 ♠❛✐❧❧❡s✳

✶✶✽
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✸✳✸✳✷✳✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶

▲❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✜❣s ✸✳✷✶❢ ❡t
✸✳✷✷❢✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉
❧❡s ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡st s✉r❡st✐♠é❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ✭✜❣s ✸✳✷✶ ❛✲❝✲❢ ❡t
✸✳✷✷ ❛✲❝✲❢✮✳ ❆✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❡t ❞❡s ❞é❜✐ts ✭✜❣s ✸✳✷✶ ❛✲❜ ❡t ✸✳✷✷ ❛✲❜✮✳ ❈❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t s❡ ❢♦r♠❡r ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✢✉✈✐❛❧✴t♦rr❡♥t✐❡❧✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
❞é❜✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✭✜❣✳ ✸✳✷✷❜✮ ❡t ❛✈❡❝ ❞❡ ❧é❣èr❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✭✜❣✳ ✸✳✷✶❜✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❞♦♥♥❡ à
♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡t ❧❛
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✭✸✳✷✶ ❝✲❞ ❡t ✸✳✷✶ ❝✲❞✮✳ ▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣ré❝✐s✐♦♥✴t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ❞❡✈❛♥t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵✮✳
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✸✳✸✳✷✳✺ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶

❆♣rès ✶✺✵✵ s❡❝♦♥❞❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
✭✜❣s ✸✳✷✹❢ ❡t ✸✳✷✺❢✮✳ ▲❡ r❡ss❛✉t ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r
✭✜❣s ✸✳✷✹❛ ❡t ✸✳✷✺❛✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞✉ r❡ss❛✉t ✭✜❣s ✸✳✷✹❛✱ ✸✳✷✸ ❡t ✸✳✷✺❛✮ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞û à ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ❛✈❛❧ ♥♦♥ ❛❞❛♣té❡✳ ❊♥ ❛♠♦♥t ❞✉ ❝❤♦❝✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t
s✉ré✈❛❧✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ✭✜❣s ✸✳✷✹❛✱ ✸✳✷✸ ❡t ✸✳✷✺❛✮✳ ❆✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡
❛♣♣❛r❡♥t❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❜❧♦q✉❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ✭✜❣✳ ✸✳✷✹❛✮ q✉✐ ❞✐s♣❛r❛ît ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✭✜❣✳ ✸✳✷✸ ♣♦✉r ✺✵ ♠❛✐❧❧❡s✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
✭✜❣✳ ✸✳✷✺❛✮✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛ss❡③
♣r♦❝❤❡s ❡t très s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
r❡ss❛✉t ✭✜❣s✳ ✸✳✷✹ ❜✲❞ ❡t ✸✳✷✺ ❜✲❞✮✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❡st ❧❡ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts très
♣r♦❝❤❡s ✭✜❣s ✸✳✷✹❝ ❡t ✸✳✷✺❝✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❡♠❛♥❞❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ✭✜❣s ✸✳✷✹❡ ❡t ✸✳✷✺❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs
♣♦✉r J = 50 ♠❛✐❧❧❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳
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✸✳✸✳✷✳✻ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✷

❆♣rès ✹✵✵ s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✜❣ ✸✳✷✼❢✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ❝❛s t❡st ❡st très ❝♦♠♣❧❡t ✿
✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✢✉✈✐❛❧✴t♦rr❡♥t✐❡❧ ❡t ✉♥ r❡ss❛✉t ✭✜❣✳ ✸✳✼✮✳ ❊♥ ❞é♣✐t
❞❡ ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝ ✭✜❣✳
✸✳✷✼❛ ❛✈❡❝ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s✮✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t
❞❡s rés✉❧t❛ts très ♣r♦❝❤❡s ✭✜❣✳ ✸✳✷✼❝✮✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♣❧✉s
❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts ✭✜❣s ✸✳✷✼ ❞✲❡✮✳ ▲❡ ❞é❜✐t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭✜❣✳ ✸✳✷✼❜✮✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt
♣ré❝✐s✐♦♥✴t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✭✜❣✳
✸✳✷✻✮✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✭✜❣✳ ✸✳✷✻❛✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✷ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳
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✸✳✸✳✷✳✼ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷

❆ t = 1500 s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✜❣✳
✸✳✷✾❢✮✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r❡st✐♠❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❞ès ❧✬❡♥tré❡ ❡t ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✢✉✈✐❛❧✴t♦rr❡♥t✐❡❧ ✭✜❣✳ ✸✳✷✾❛ ♣♦✉r ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s✮✳ ❊♥
❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✜❣s ✸✳✷✽ ❝✲❞✱ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✮✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✢✉✈✐❛❧✴t♦rr❡♥t✐❡❧✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ s✬é❧♦✐❣♥❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t s♦♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
r❡❢❛✐t ❝❡ t❡st ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷✱ ❧❡s ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡t ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s
✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ❞✐✛✉s✐❢s q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲✱ ❝❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ✭✜❣s
✸✳✷✽ ❡✲❢✱ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✮✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❡✉t êtr❡ ❞✉❡s à ✉♥ ♣❡t✐t ❞é❢❛✉t ❞✉ ✢✉① ❍▲▲ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
♣♦✐♥t s♦♥✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s
❛✉tr❡s ✭✜❣s ✸✳✷✾ ❛✲❜✲❝✲❞✲❡✲❢✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❛♣♣♦rts ♣ré❝✐s✐♦♥✴t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✜❣s ✸✳✷✽ ❛✲❜✮✳

✶✷✾
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r J = 400 ♠❛✐❧❧❡s ✿
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s
✈✐t❡ss❡s ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❝✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❞✮ ③♦♦♠ s✉r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ③♦♦♠ s✉r ❧❛
♠ê♠❡ ③♦♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ✭❡✮ ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡t ✭❢✮ ❝✐♥ét✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳
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✸✳✸✳✷✳✽ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷

❆ t = 1500 s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✜❣✳
✸✳✸✷❢✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ s✉r❡st✐♠❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✭✜❣✳
✸✳✸✷❛✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ❛✈❛❧ ❝❤♦✐s✐❡ ✿ ♦✉✈❡rt❡ ♦✉
❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭✜❣✳ ✸✳✸✷❛✮✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❢❛♥tô♠❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✺✼✲✶✻✸❪✮✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❛ss❡③
❜✐❡♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ❡t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡✮✳
❆✈❡❝ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞é❜✐t ❡st ♣❛r❢❛✐t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✭✜❣✳
✸✳✸✷❜✮✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t à ♣❡✉ ♣rès éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
✭✜❣✳ ✸✳✸✷❞✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉rs à ✶✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❡st ❧❛ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭✜❣✳ ✸✳✸✷❞✮ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s
❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts très ♣r♦❝❤❡s✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ✭✜❣✳ ✸✳✸✷❡✮✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s s❡♠❜❧❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧é❡ ✭✜❣✳ ✸✳✸✶❛✮✳ ▼❛✐s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ③♦♦♠✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞♦♥t
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ✭✜❣✳ ✸✳✸✶❜✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ♣ré❝é❞❡♥t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❢❛✐t ❝❡ t❡st ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷✱ ❧❡s ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡t ❝✐♥ét✐q✉❡✳
❆✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ✐♥❡①✐st❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡
✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✭✜❣s ✸✳✸✶ ❝✲❞ ♣♦✉r ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✮✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ s♦rt✐❡ ét❛♥t ♣r❡sq✉❡
❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✉❡s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
ét❛♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✱ s❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ tr❛ç❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✶✳✶✻✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡
❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✵✮✳
■❧ ❢❛✉❞r❛ ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❇♦✉❝❤✉t
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❈♦q✉❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ❈❤❛❧♦♥s ❡t ❛❧✳ ❬✵✵✵✵❪ ❡t ❇❡rt❤♦♥ ❛♥❞ ❚✉r♣❛✉❧t ❬✵✵✵✵❪ ❛✜♥
❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❝❡ q✉❛s✐✲éq✉✐❧✐❜r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
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✸✳✸✳✷✳✾ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

❙✉r ❝❡ ❝❛s t❡st✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ r❡♥❝♦♥tré ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉ré✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦tt❡✲
♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡✳ ❈❡ q✉✐ ❛ ❡♥❣❡♥❞ré ✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉
❝♦♠♠❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✺✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ s✉r ❝❡ ❝❛s t❡st ❞❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r ♥♦tr❡
❛♥❛❧②s❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ ❆ t = 5000 s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡st ♣r♦❝❤❡
❞❡ 0.1% ✭✜❣✳ ✸✳✸✹❢✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭✜❣s ✸✳✸✹❛✱ ✸✳✸✹❝ ❡t ✸✳✸✹❢✮✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st
♠❡✐❧❧❡✉r❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts ✭✜❣s ✸✳✸✹❜ ❡t ✸✳✸✹❞✮✳ P♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✶✻✵✵ ♠❛✐❧❧❡s
✭✜❣✳ ✸✳✸✹❜✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞✬❛ss❡③ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡ ❞é❜✐t ❡st
❞✬❡♥✈✐r♦♥ 0.5% ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0.7%✮ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡
✷✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✸✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ❡st ❞♦♥❝ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✸ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✹ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱
✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳
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✸✳✸✳✸ ❈❤♦✐① ♣♦✉r ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t

❆ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s P❛q✉✐❡r ❬✶✾✾✺✱ ♣✳✹✸✲✹✺❪✱ ▲✐❛♥❣ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✾❪✱ ❇✉r✲
❣✉❡t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s✉r ❞❡s t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ▼❛✐s à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♥♦tr❡
♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t
❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣r✐✈✲
✐❧é❣✐♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t tr❛✐t❛♥t
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳ ❆✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ tr❛✐t❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
❢r♦tt❡♠❡♥ts✱ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❇r✐st❡❛✉ ❛♥❞ ❈♦✉ss✐♥ ❬✷✵✵✶❪✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❡ss❛②❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠♦❞✐✜é❡ q✉✐ ♣r❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❈r♦ss❧❡②
❬✶✾✾✾✱ ♣✳✶✽✲✷✶ ❡t ♣✳✼✺✲✼✾❪✱ ❆❜❞❛❧❧❛❤ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✻✸✲✻✻❪ ❡t ❑❡ss❡r✇❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✳ ◆♦✉s ♣♦✉r✲
r♦♥s ❛✉ss✐ ❡ss❛②❡r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ▲❡❘♦✉① ❬✷✵✵✶❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❘♦❧❧✲✇❛✈❡s

❆✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❛♣♣❡❧é❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s ♦✉ ♣❧✉s r❛r❡♠❡♥t tr❛✐♥
❞✬♦♥❞❡s ✭✈♦✐r ❏✉❧✐❡♥ ❛♥❞ ❍❛rt❧❡② ❬✶✾✽✻❪✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r à ♦❜s❡r✈❡r ❡t ét✉❞✐❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❈♦r♥✐s❤ ✭✈♦✐r ❈♦r♥✐s❤ ❬✶✾✵✼❪ ❡t ❈♦r♥✐s❤ ❬✶✾✶✵✱ ♣✳✷✾✹✲✸✸✵❪✮✳ ❙♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❜❛sé
s✉r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✮ ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
t❡rr❛✐♥✳ ❙❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❡st ❈♦r♥✐s❤ ❬✶✾✸✹❪ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ◆❡❡❞❤❛♠ ❛♥❞
▼❡r❦✐♥ ❬✶✾✽✹❪✱ ❏✐♥ ❛♥❞ ❑❛ts♦✉❧❛❦✐s ❬✷✵✵✵❪✱ ❏✐♥ ❛♥❞ ❑✐♠ ❬✷✵✵✶❪✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✱ ❇♦❤♦rq✉❡③
❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋❡r✐❛ ❬✷✵✵✻❪✱ ❡t ❧❛ ♣❤♦t♦ ❞❛♥s ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❢❛✐t ✉♥ ❜✐❧❛♥
❞❡ s❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉①✳ ❉❛♥s ❏❡✛r❡②s ❬✶✾✷✺❪✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té
❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❈❤é③② à ♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦✉s
❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❏❡✛r❡②s tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s s♦♥t ✐♥st❛❜❧❡s ♣♦✉r
Fr > 2 ❡t ✐❧ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ❈♦r♥✐s❤✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪
❛ r❡♣r✐s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡t ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡♥ r❡❧✐❛♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞❡s
♣♦rt✐♦♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r ❞❡s ❝❤♦❝s ✭tr❛✈❛✐❧ r❡♣r✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❲❤✐t❤❛♠
❬✶✾✼✹❪✱ ◗✉❡ ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✽✾✲✾✾❪✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✱ ◗✉❡ ❛♥❞ ❳✉ ❬✷✵✵✻❪ ❡t ◆♦❜❧❡ ❬✷✵✵✻❪✮✳ ❈r❛②❛
❬✶✾✺✷❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ✭❲❡❞❡r♥✐❦♦✇ ❬✶✾✹✺❪ ❡t ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ❬✶✾✹✻❪ ✶✮
r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❏❡✛r❡②s ❬✶✾✷✺❪✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈
❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s ♦✉ é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✶✳✸✮ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ Fr > 1.5
♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ▼♦♥t✉♦r✐ ❬✶✾✻✶❪✱ ❈❤♦✇ ❬✶✾✺✾✱ ♣✳✷✶✵❪ ❡t
P♦♥❝❡ ❛♥❞ ▼❛✐s♥❡r ❬✶✾✾✸❪✮✳ ❈❡rt❛✐♥s ❡ss❛✐❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ✿ ❇♦✲
❤♦rq✉❡③ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋❡r✐❛ ❬✷✵✵✻❪✱ ❇♦❤órq✉❡③ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❞❡ ▼❡❞✐♥❛ ❬✷✵✵✽✱ ♣✳✺✵✲✾✺❪ ❡t
❇♦❤♦rq✉❡③ ❬✷✵✶✵❪ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❈❤é③②✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❝❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡
❡♥ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✭✈♦✐r ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✮✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❲❤✐t❤❛♠ ❬✶✾✼✹❪✱ ◗✉❡ ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✽✾✲✾✾❪✱ ◗✉❡ ❛♥❞ ❳✉
❬✷✵✵✻❪ ❡t ◆♦❜❧❡ ❬✷✵✵✻❪✮ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ P✉✐s ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❏❡✛r❡②s ❬✶✾✷✺❪ ❡t ❞❛♥s ❈r❛②❛ ❬✶✾✺✷❪✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝✲
t✉♦♥s ✉♥ t❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❇♦❤♦rq✉❡③ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋❡r✐❛ ❬✷✵✵✻❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r
❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s ♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧è❧❡✳

✶✳ ❧❡ ♥♦♠ ❡st é❝r✐t ❲❡❞❡r♥✐❦♦✇ s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺ ❡t ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ s✉r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✶✾✹✻

✶✸✾



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❘♦❧❧✲✇❛✈❡s ✭♣❤♦t♦ ❞❡ ◆✐❝❦ ❚❛❜r❛♠✮✳

✶✹✵



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ✭❛✮✲✭❜✮ P❤♦t♦s ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥❞✉✐t ❞❡ ●rü♥♥❜❛❝❤ à ▼❡r❧✐♥❣❡♥
✭❙✉✐ss❡✮ ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ♣❛❣❡s ✸✵✸ ❡t ✸✶✺ ❞❡ ❈♦r♥✐s❤ ❬✶✾✶✵❪✳

✶✹✶
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✹✳✶ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡

✹✳✶✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s ❞✬✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥ ❞❡
♣❡♥t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿ S0 = −∂xz > 0✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s✬é❝r✐t

{
∂th+ ∂x(hu) = 0

∂t(hu) + ∂x(hu
2 + gh2/2) = −gh∂xz −

f

8
u|u| . ✭✹✳✶✮

❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s (h0, u0) ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

∂th0 = ∂xh0 = ∂tu0 = ∂xu0 = 0. ✭✹✳✷✮

h0 ❡t u0 s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❯♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st st❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s s✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠❡r ❞❡

r♦❧❧✲✇❛✈❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❏❡✛r❡②s ✿ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

s♦♥t st❛❜❧❡s s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ✈ér✐✜❡

Fr < 2.

❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✳ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s♦♥t st❛❜❧❡s s♦✉s

❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s

u0 < 2
√

gh0.

♦✉

S0 <
f

2
.

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❡t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸ r❡♣r❡♥❞ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭✈♦✐r ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪✱ ❲❤✐t❤❛♠ ❬✶✾✼✹✱
♣✳✽✺✲✽✼❪✱ ◗✉❡ ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✾✶✲✾✷❪ ❡t ◗✉❡ ❛♥❞ ❳✉ ❬✷✵✵✻❪✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

h(t, x) = h0 + h1(t, x)
u(t, x) = u0 + u1(t, x)

,

♦ù h1 ❡t u1 s♦♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭✹✳✷✮✳

✶✹✷
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❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ✭✹✳✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡
✷ ❡t ♣❧✉s

∂th1 + u0∂xh1 + h0∂xu1 = 0 ✭✹✳✸✮

∂tu1 + u0∂xu1 + g∂xh1 =

(
gS0 −

f

8

u0
2

h0

)
+ gS0

h1
h0

− f

8

2u0
h0

u1 ✭✹✳✹✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ gS0 −
f

8

u0
2

h0
♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣♦sé ♥✉❧✳

▼✉❧t✐♣❧✐♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r (∂t + u0∂x )✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛r (−h0∂x ) ❡t ❛❞❞✐t✐♦♥✲
♥♦♥s ❧❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

0 = ∂t2h1 + 2u0∂txh1 + h0∂txu1 + u0
2∂x2h1 + h0u0∂x2u1

−h0 (∂txu1 + u0∂x2u1 + g∂x2h1) + gS0∂xh1 −
f

8
2u0∂xu1,

q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t✱ ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t q✉❡❧q✉❡s t❡r♠❡s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✸✮ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ∂xu1✱

0 = ∂t2h1 + 2u0∂txh1 + u0
2∂x2h1 − gh0∂x2h1 + gS0∂xh1

−f

8

2u0
h0

(−∂th1 − u0∂xh1)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

∂th1 + C0∂xh1 = − 8

f

h0
2u0

[∂t + C−∂x ] [∂t + C+∂x ]h1, ✭✹✳✺✮

❛✈❡❝

C0 = u0 +
8

f

gh0
2u0

S0, C− = u0 −
√

gh0 ❡t C+ = u0 +
√

gh0.

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ♣❛r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❣râ❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡

∂th1 + C0∂xh1 = − 8

f

h0
2u0

[C− − C0] [C+ − C0] ∂x2h1 + ..., ✭✹✳✻✮

♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ♠❛♥q✉❛♥ts s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❡t ♣❧✉s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✻✮ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞ès ❧♦rs q✉❡

C− < C0 < C+,

❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r
8

f
S0 < 2F0, ✭✹✳✼✮

❛✈❡❝ F0 = u0/
√
gh0 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦♥st❛♥t✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧✬ét❛t ❝♦♥st❛♥t
♥✬❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡t ét❛t ❝♦♥st❛♥t s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ✐❧
❢❛✉t q✉❡

gh0S0 =
f

8
u20, ✭✹✳✽✮

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✶✳✷✮✳

✶✹✸
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❆✈❡❝ ✭✹✳✼✮ ❡t ✭✹✳✽✮✱ ♥♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é✲
t❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭✈♦✐r ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪✱ ❲❤✐t❤❛♠ ❬✶✾✼✹❪✱ ❇r♦♦❦ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✾❪✱ ◗✉❡ ❛♥❞ ❳✉ ❬✷✵✵✻❪✮

u0 < 2
√

gh0,

q✉✐ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❝r✐tèr❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❏❡✛r❡②s ❬✶✾✷✺❪✮

F0 < 2. ✭✹✳✾✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✭✹✳✽✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐

S0 < 4
f

8
.

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ S0 ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t f ✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
✉♥✐❢♦r♠❡✳

✹✳✶✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ❙✐ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
st❛❜❧❡✴✐♥st❛❜❧❡ ❡st ♣❡rt✉r❜é✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✴❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❇r♦♦❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✱ ◗✉❡ ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✽✾✲✾✾❪ ❡t ◗✉❡ ❛♥❞ ❳✉ ❬✷✵✵✻❪✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❙✐ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r✲

❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

h1(t, x) = ei(kx−ωt), ✭✹✳✶✵✮

♦ù ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ k ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 2π ❡t ω = ωR + iωI ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

ln |h− h0| = lnC + ωIt,

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ωI ❛✈❡❝

ωI = u0k +
√
r
sin (θ/2)

2
, ✭✹✳✶✶✮

♦ù

r =
√
A2 +B2 ❡t sin (θ) =

B

r
,

❛✈❡❝

A = 4gh0k
2 − 4

(
f

8

u0
h0

)2

❡t B = 4
f

8

u0
2

h0
k.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ✭✹✳✺✮ ❡t ✭✹✳✽✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡

∂th1 + C0∂xh1 = − u0
2gS0

[∂t + C+∂x ] [∂t + C−∂x ]h1. ✭✹✳✶✷✮

✶✹✹
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❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✶✵✮ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r h1✱ ✭✹✳✶✷✮ ❞❡✈✐❡♥t

[−ω + C0k] ie
i(kx−ωt) = − u0

2gS0

[
−ω2 + (C+ + C−)ωk − C+C−k

2
]
ei(kx−ωt).

❈♦♠♠❡ C0 = 3/2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

u0
2gS0

ω2 +

[
i− 2u0

2k

2gS0

]
ω − 3u0k

2
i+

u0
2gS0

(
u0

2 − gh0
)
k2 = 0.

❆✈❡❝ ✭✹✳✽✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

ω2 + bω + c = 0,

♦ù

b = −2u0k + 2
f

8

u0
h0

i ❡t c =
(
u0

2 − gh0
)
k2 − 3k

f

8

u0
2

h0
i.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

ω = ωR + iωI =
−b+

√
b2 − 4c

2
.

❊♥ é❝r✐✈❛♥t b2 − 4c = A+Bi = reiθ✱ ❛✈❡❝

A = 4gh0k
2 − 4

(
f

8

u0
h0

)2

❡t B = 4
f

8

u0
2

h0
k,

♥♦✉s ❛✈♦♥s

ωI = −ℑ
(
b

2

)
+
√
r
sin (θ/2)

2
=

f

8

u0
h0

+
√
r
sin (θ/2)

2
, ✭✹✳✶✸✮

❛✈❡❝ ℑ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❡t

r =
√

A2 +B2 ❡t sin (θ) =
B

r
.

✹✳✶✳✸ Pr♦✜❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣✉✐s ét✉❞✐é ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡✱ ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s à
❧✬éq✉❛t✐♦♥

H ′ = −
H

[
gm− f

8

(cH −K) |cH −K|
H3

]

(
K

H

)2

− gH

. ✭✹✳✶✹✮

❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❝♦♥✲
t✐♥✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

✶✹✺
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ζ(H0) = 0

λ

H0

HA

HB

H
(m

)

0

ζ (m)
λ

Hb

Ha

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧
❞❡ ❉r❡ss❧❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ✿ s♦✐t
8

f
S0 > 4✱ λ > 0 ❡t c > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡

♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ C1 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ✈✐t❡ss❡ c ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡

✹✳✸✮✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

✭✹✳✶✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ✭✈♦✐r ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪✱ ❲❤✐t❤❛♠
❬✶✾✼✹❪✱ ◗✉❡ ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✽✾✲✾✾❪✱ ▲❡❘♦✉① ❛♥❞ ▲❡❘♦✉① ❬✷✵✵✹❪✱ ◗✉❡ ❛♥❞ ❳✉ ❬✷✵✵✻❪✱ ◆♦❜❧❡ ❬✷✵✵✻❪
❡t ▲❡❘♦✉① ❬✷✵✵✾❪✮✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡
❧❛ ♣❡♥t❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✳

❙♦✐t ζ = x− ct✱ ♣♦s♦♥s

u(x, t) = U(x− ct) = U(ζ) ❡t h(x, t) = H(x− ct) = H(ζ)

♥♦✉s ❛✈♦♥s
∂xu(x, t) = U ′(ζ), ∂tu(x, t) = −cU ′(ζ),
∂xh(x, t) = H ′(ζ), ∂th(x, t) = −cH ′(ζ).

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞♦♥♥❡

0 = ∂th+ ∂x (hu) = ∂th+ u∂xh+ h∂xu
= −cH ′ + UH ′ +HU ′ = HU ′ + (U − c)H ′

❊t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

∂t (hu) + ∂x
(
hu2 + gh2/2

)
= −gh∂xz −

f

8
u|u|,

✶✹✻
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q✉✐ s✬é❝r✐t✱ ❛✈❡❝ m = −∂xz✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

∂tu+ u∂xu+ g∂xh = gm− f

8

u|u|
h

s♦✐t ❡♥❝♦r❡

(U − c)U ′ + gH ′ = gm− f

8

U |U |
H

.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡





(U − c)U ′ + gH ′ = gm− f

8

U |U |
H

HU ′ + (U − c)H ′ = 0

,

❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥❡

U ′ =

(U − c)

[
gm− f

8

U |U |
H

]

(U − c)2 − gH
❡t H ′ = −

H

[
gm− f

8

U |U |
H

]

(U − c)2 − gH
.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
H ′

U ′
=

H

c− U
,

❞✬♦ù

(c− U)H = K,

♦ù K ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❜✐t ❛♣♣❛r❡♥t ✈✉ ❞✉ r❡♣èr❡ ♠♦❜✐❧❡ ζ✳ ❈❡ ❞é❜✐t
❡st ❛♣♣❡❧é ❞é❜✐t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞❛♥s ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ U = (cH −K) /H q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡

H ′ = −
H

[
gm− f

8

U |U |
H

]

(U − c)2 − gH
= −

H

[
gm− f

8

(cH −K) |cH −K|
H3

]

(
K

H

)2

− gH

.

❉✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✹✾❪✱ ♠❛✐s ❧❛ s❡✉❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r s✬❛♥♥✉❧❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❙♦✐t ζ0 ❧❡ ♣♦✐♥t ♦ù
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❝r✐t✐q✉❡✱ ♥♦t♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ 0 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❝❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ❧❡ s②stè♠❡ 




(U0 − c)2 = gH0

gm−
(
f

8

U0
2

H0

)
= 0

▲❛ ♣❡♥t❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞✬♦ù U0 > 0✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

H0 =
(c− U0)

2

g
❡t U0 =

√
8gmH0

f
=

√
8m

f
(c− U0) .

✶✹✼
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs

H0 =
1

g




c

1 +

√
8m

f




2

❡t K = K0 = [c− U0]H0 =
1

g




c

1 +

√
8m

f




3

, ✭✹✳✶✺✮

❞✬♦ù

H0 =
K0

2/3

g1/3
=

K2/3

g1/3
. ✭✹✳✶✻✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s

H ′ = −
H

[
gm− f

8

(cH −K)2

H3

]

(U − c)2 − gH

H ′ = −
H

[
gm− f

8

c2H2 − 2cHK +K2

H3

]

(U − c)2 − gH

=
m

H3

[
H3 − f

8gm

(
c2H2 − 2cHK +K2

)]

1− (U − c)2

gH

◆♦✉s ❛✈♦♥s (c− U)H = K = K0 s♦✐t ❡♥❝♦r❡ (c− U)2H2 = K2 = K0
2 = gH0

3 ❞✬♦ù

H ′ = m

H3 − f

8gm

(
c2H2 − 2cHK0 +K0

2
)

H3 −H0
3

❆✈❡❝ ✹✳✶✺✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

2cf

8gm
K0 =

2cf

8g2m




c

1 +

√
8m

f




3

=
cf

8g2m




c3

1 +

√
8m

f




3

(
1−

√
8m

f
+ 1 +

√
8m

f

)

=
f

8g2m




c

1 +

√
8m

f




4

(
1− 8m

f

)
+

c2f

8g2m




c

1 +

√
8m

f




2

=
1

g2




c

1 +

√
8m

f




4

(
f

8m
− 1

)
+

c2f

8gm

1

g




c

1 +

√
8m

f




2

=

(
f

8m
− 1

)
H0

2 +
c2f

8gm
H0

✶✹✽
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❞♦♥❝

dH

dζ
= m

H3 +

[
H0 −

c2f

8gm

]
H2 −H0H

2 −H0

[
H0 −

c2f

8gm

]
H +H0

2 f

8m
H − f

8m
H0

3

H3 −H0
3

= m

H2 +

[
H0 −

c2f

8gm

]
H +

fH0
2

8m

H2 +HH0 +H0
2

dζ

dH
=

1

m

H2 +HH0 +H0
2

H2 +

[
H0 −

c2f

8gm

]
H +

fH0
2

8m

✭✹✳✶✼✮

◆♦t♦♥s HA ❡t HB ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ✭❛✈❡❝ 0 < HB < HA < H0 ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✱ ✹✳✶✼ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

dζ

dH
=

1

m
+

HA
2 +HAH0 +H0

2

m (HA −HB)

1

H −HA
− HB

2 +HBH0 +H0
2

m (HA −HB)

1

H −HB

❞♦♥t ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ζ = A+
1

m
H +

HA
2 +HAH0 +H0

2

m (HA −HB)
ln (H −HA)−

HB
2 +HBH0 +H0

2

m (HA −HB)
ln (H −HB)

♦ù A ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

ζ =
H −H0

m
+

HA
2 +HAH0 +H0

2

m (HA −HB)
ln

(
H −HA

H0 −HA

)

−HB
2 +HBH0 +H0

2

m (HA −HB)
ln

(
H −HB

H0 −HB

) ✭✹✳✶✽✮

❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ζ(H0) = 0✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❉r❡ss❧❡r ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣♦rt✐♦♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r λ r❡❧✐é❡s ♣❛r ❞❡s r❡ss❛✉ts ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡s✳ ▲❡s
♣♦rt✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✹✳✶✽✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡
◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ✭✈♦✐r ◗✉❡ ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✾✼✲✾✾❪ ❡t ◗✉❡ ❛♥❞
❳✉ ❬✷✵✵✻❪✮ ❝❛r ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ◗✉❡ ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✶✷✹✲✶✷✻❪✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ c ❡st
♠❡s✉ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ r❡❣❛r❞❡r ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ▲✐✉ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✺❪ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ c✳ ❊♥✜♥ ❧❡s r❡ss❛✉ts s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡ ❍✉❣♦♥✐♦t q✉✐ s✬é❝r✐t ✐❝✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r ◆♦❜❧❡ ❬✷✵✵✻❪✮

g

2K
Hb

2 +
K

Hb
=

g

2K
Ha

2 +
K

Ha
, ✭✹✳✶✾✮

♦ù Hb ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Ha✮ ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❛✈❛♥t ✭r❡s♣✳ ❛♣rès✮ ❧❡ r❡ss❛✉t ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮
✈ér✐✜❛♥t

0 < Ha < H0 < Hb. ✭✹✳✷✵✮

✶✹✾
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❆✈❡❝ ✭✹✳✶✻✮ ❡t ✭✹✳✷✵✮✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡ ❍✉❣♦♥✐♦t ❞♦♥♥❡

Ha =
1

2

[(
Hb

2 +
8K2

gHb

)1/2

−Hb

]
. ✭✹✳✷✶✮

❉❡✉① ❝❤♦❝s s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ λ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

λ = ζ(Hb)− ζ(Ha)

= Hb −Ha +
HA

2 +HAH0 +H0
2

m(HA −HB)
ln

(
Hb −HA

Ha −HA

)

−HB
2 +HBH0 +H0

2

m(HA −HB)
ln

(
Hb −HB

Ha −HB

)
.

✭✹✳✷✷✮

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥tHa ❞❛♥s ✭✹✳✷✷✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✹✳✷✶✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡rHb ✭♣✉✐sHa ❡t
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r❡ss❛✉ts✮ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tér❛t✐✈❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✭✈♦✐r ◗✉❡ ❬✷✵✵✸✱
♣✳✾✼✲✾✾❪ ❡t ◗✉❡ ❛♥❞ ❳✉ ❬✷✵✵✻❪✮✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ❡st ❛✐♥s✐ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é✳

✹✳✶✳✹ ❈r✐tèr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣

❈r❛②❛ ❬✶✾✺✷❪✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ✭q✉❡ ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s r❡♣r✐s ✐❝✐✮✱ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❜❛sé s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ V
✭✈♦✐r ❲❡❞❡r♥✐❦♦✇ ❬✶✾✹✺❪ ❡t ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ❬✶✾✹✻❪✮✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ✭rés✉♠é ❞❛♥s ❈❤♦✇ ❬✶✾✺✾✱ ♣✳✷✶✵❪
❡t P♦♥❝❡ ❛♥❞ ▼❛✐s♥❡r ❬✶✾✾✸❪✮ s✬é❝r✐t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❈r❛②❛ ✿ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s s♦♥t st❛❜❧❡s s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ✈ér✐✜❡

V < 1.

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ✭❈❤♦✇ ❬✶✾✺✾✱ ♣✳✷✶✵❪✮✱
♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✐❧ s✬é❝r✐t

V =
γu√
gh

= γFr, ✭✹✳✷✸✮

❛✈❡❝
✕ γ = 1/2 ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✭❡t ❈❤é③②✮✱
✕ γ = 2/3 ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳

P♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❏❡✛r❡②s ❬✶✾✷✺❪
✭Fr < 2✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ P♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té
s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ s♦♥t st❛❜❧❡s s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❋r♦✉❞❡ ✈ér✐✜❡

Fr <
3

2
.

✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉

✶✺✵
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❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❣❢♦rtr❛♥
s❛♥s ♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t❛❜❧❡
❛ été ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿ ❯❜✉♥t✉ ✈❡rs✐♦♥ ✾✳✵✹✱
✕ ♠❛tér✐❡❧ ✿
✕ ♠é♠♦✐r❡ ✷✳✾ ●♦✱
✕ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧❘© ❈♦r❡

❚▼

✷ ❉✉♦ ❈P❯ ❚✺✼✺✵ ✷✳✵✵ ●❍③✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ❡t
❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ t❤é♦r✐q✉❡
✭nCFL = 0.5✮✳

✹✳✷✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❤✉✐t é❝♦✉❧❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❧é❣èr❡✲
♠❡♥t ♣❡rt✉r❜és ✭❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛ss❡③ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥✮ à ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ✜①és ✭Fr = 1.5✱ 1.9✱ 2✱ 2.1✱ 2.25✱ 2.5✱ 3 ❡t 3.7✮✳ ▲❛ ♣❡♥t❡ ❞✉
❝❛♥❛❧ ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡

S0 =
f

8

u2

gh
=

f

8
Fr2.

▲❡ ❝❛♥❛❧ s✬ét❡♥❞ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 2 ♠✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
✕ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ f = 0.048✱
✕ ✉♥ ❞é❜✐t ✿ q(x, 0) = 0.001 ♠2/s✱

❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡

h(x, 0) = h0 (1 + ǫ sin(kx)) ,

♦ù ǫ = 0.5%✱ k = 5π ❡t h0 ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

h0 =
q(x, 0)

(√
gFr

)2/3 . ✭✹✳✷✹✮

❆✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✧✐♥✜♥✐❡✧✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞
♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥ ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st t = 50 s ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❡st ∆x = 8.10−4 ♠✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✺✱ ✹✳✻✱ ✹✳✼ ❡t ✹✳✽ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❞❡✉① ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮ ✿ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦♥t
❞✐s♣❛r✉✳ P♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ s✉♣ér✐❡✉rs à ❞❡✉①✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s ✭✜❣✉r❡s ✹✳✼ ❡t ✹✳✽✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ttr❛♣❡ ♣❛r❢❛✐t❡✲
♠❡♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ✭✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té
❧❡s ❞r♦✐t❡s ❞❡ ♣❡♥t❡ ωI ✭✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✶✸✮✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s
♦♥❞❡s ln(max |h−h0|) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡ s✉♣ér✐❡✉rs à ❞❡✉①
❝❡tt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣ré❞✐t❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡s
ét❛ts q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s✳ ▲❡ ❝❛s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ Fr = 2 ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❛s ❝r✐t✐q✉❡✳ ▲❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❣❛r❞❡♥t ❧❡✉r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ à ❞✐✛✉s✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ♣rès✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ✐♥❢ér✐❡✉rs à ❞❡✉①✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❜✐❡♥
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣ré❞✐t❡✳

✶✺✶
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✜♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲
❲❡✐s❜❛❝❤ ✭❛✮ Fr ≤ 2✱ ✭❜✮ Fr > 2✳

✹✳✷✳✷ ▲♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❤✉✐t é❝♦✉❧❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❡r✲
t✉r❜és à ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ✜①és ✭Fr = 1.2✱ 1.4✱ 1.5✱ 1.55✱ 1.6✱ 1.8✱ 2 ❡t 2.2✮✳ ▲❛ ♣❡♥t❡ ❞✉
❝❛♥❛❧ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ✜①é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡

S0 = g
n2Fr2

h0
1/3

.

▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st L = 2 ♠✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
✕ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.02✱
✕ ✉♥ ❞é❜✐t ✿ q(x, 0) = 0.001 ♠2/s✱

❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡

h(x, 0) = h0 (1 + ǫ sin(kx)) ,

♦ù ǫ = 0.5%✱ k = 5π ❡t h0 ❡st t♦✉❥♦✉rs ✜①é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝✐♥q ♣ér✐♦❞❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡st ❞❡ λ = 0.4✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❜♦r❞ s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r t = 50 s ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❡st ∆x = 8.10−4 ♠✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✶✱ ✹✳✶✷ ❡t ✹✳✶✸ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞❡s
ln(max |h − h0|) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❈r❛②❛ ❬✶✾✺✷❪ ✿

✕ P♦✉r Fr > 1.5✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✐♥st❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s
✭✜❣✉r❡s ✹✳✶✸ ❡t ✹✳✶✵❜✮✳

✕ P♦✉r Fr = 1.5✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡
✭✜❣✉r❡s ✹✳✶✷ ❡t ✹✳✶✵❛✮✳

✕ P♦✉r Fr < 1.5✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st st❛❜❧❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s ❡t à ❧❛ ✜♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❡s ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s
✭✜❣✉r❡s ✹✳✶✶ ❡t ✹✳✶✵❛✮✳

✶✺✷
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ Fr = 1.5 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱
✭❡✮ à t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳

✶✺✸
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ Fr = 2 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s
❡t ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à t = 40
s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳

✶✺✹
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ Fr = 2.25 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱
✭❡✮ à t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳

✶✺✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ Fr = 3.7 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱
✭❡✮ à t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳

✶✺✻
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ❛♣rès ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r Fr = 2.5 ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✜♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣
♣♦✉r ✭❛✮ Fr ≤ 1.5✱ ✭❜✮ Fr > 1.5✳

✶✺✼
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✹✳✷✳✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r♦❧❧✲
✇❛✈❡s ♣♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥ t❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❇♦✲
❤♦rq✉❡③ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋❡r✐❛ ❬✷✵✵✻❪✱ ❇♦❤órq✉❡③ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❞❡ ▼❡❞✐♥❛ ❬✷✵✵✽✱ ♣✳✺✵✲✺✽❪ ❡t
❇♦❤♦rq✉❡③ ❬✷✵✶✵❪ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❉❛♥s ❇♦❤♦rq✉❡③ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋❡r✐❛ ❬✷✵✵✻❪✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s r♦❧❧✲
✇❛✈❡s ❡st ❥✉st✐✜é❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t ✈ér✐✜é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t à ❧✬❛✐❞❡
❞✉ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ❚❱❉ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❇✉r❣✉❡t❡ ❛♥❞ ●❛r❝í❛✲◆❛✈❛rr♦ ❬✷✵✵✶❪✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛
r❡♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡t ✈ér✐✜❡r s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✲
❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✬✉♥ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ ✐♥❝❧✐♥é ❛✈❡❝ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t f = 0.0223✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st L = 5000 ♠✳ ▲❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

z(x) = − tan(π/180)x.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t✐❛❧❡ ❡st ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹❛✮

h(x, 0) =

{
−z(x) s✐ z(x) > −1

0 s✐♥♦♥
❡t u(x, 0) = 0 ♠/s.

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à t = 2000 s✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✿ J = 1875✱ 3750✱ 7500✱ 15000✱ 30000 ❡t 60000 ♠❛✐❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♣rés❡♥té ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r 3750 ♠❛✐❧❧❡s ✭✜❣ ✹✳✶✹❜✮✱ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
❞✉ ❢r♦♥t s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é s❡ ❢❛✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ P♦✉r 1875 ❡t 3750 ♠❛✐❧❧❡s✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉
à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧✐ss❡ ✭✜❣✉r❡s ✹✳✶✹❝ ❡t ✹✳✶✹❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❧✉s ✜♥s ✭✜❣✉r❡s ✹✳✶✹❞✱ ✹✳✶✹❡ ❡t ✹✳✶✹❢✮ ✳ P♦✉r 7500 ♠❛✐❧❧❡s✱
♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ✭✹✳✶✹❡✮ ❞♦♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s❡♠❜❧❡ ❞❡✈❡♥✐r ✜①❡ ❞ès
15000 ♠❛✐❧❧❡s ✭✹✳✶✹❢✮✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✹✳✶✹❢✮✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét✉❞❡
♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s✳ ❉✬❛♣rès
❇♦❤♦rq✉❡③ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋❡r✐❛ ❬✷✵✵✻❪ ❡t ❇♦❤♦rq✉❡③ ❬✷✵✶✵❪✱ ❝❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s s♦♥t ❞✬♦r✐❣✐♥❡
♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❙✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ✐❧ ❢❛✉❞r❛ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛✐tr❡ t♦✉t ❡♥
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r♦❧❧✲✇❛✈❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❇♦❤♦rq✉❡③ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋❡r✐❛
❬✷✵✵✻❪ ❡t ❇♦❤♦rq✉❡③ ❬✷✵✶✵❪✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳ ❉♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳✸✳✷✳✽✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❧❡s ❜♦♥s éq✉✐❧✐❜r❡s✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐t❡r ❧❡s
❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❇♦✉❝❤✉t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❈♦q✉❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱
❈❤❛❧♦♥s ❡t ❛❧✳ ❬✵✵✵✵❪ ❡t ❇❡rt❤♦♥ ❛♥❞ ❚✉r♣❛✉❧t ❬✵✵✵✵❪ ❛✜♥ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❝❡ q✉❛s✐✲éq✉✐❧✐❜r❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ♣♦✉r ❞❡s t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡s ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s P❧✉♠❡r❛✉❧t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s s✉r ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣✲
té❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥st❛❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❝❤♦✐s✐❡ ❝❛♣t✉r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t
tr❛✐t❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡✳

✶✺✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ Fr = 1.2 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t
❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à t = 40
s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳

✶✺✾
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ Fr = 1.5 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t
❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à t = 40
s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳

✶✻✵
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✭❡✮

 0.002
 0.0025
 0.003

 0.0035
 0.004

 0.0045
 0.005

 0.0055

 0  0.5  1  1.5  2

h 
(m

)

x (m)

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2

u 
(m

/s
)

x (m)

✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ Fr = 2.2 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t
❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à t = 40
s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳

✶✻✶
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✭❛✮
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✭❡✮
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ♣❧❛♥ ✐♥❝❧✐♥é ✿ ✭❛✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ✭❜✮ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞✬❡❛✉ à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✭❝✮ ✶✽✼✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t
✭❞✮ ✻✵✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ③♦♦♠ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
✭❡✮ ❣r♦ss✐❡rs ❡t ✭❢✮ ✜♥s✳

✶✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t

❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✿ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✲
✉♠❡s ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ✢✉① ❍▲▲✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ❡t
tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧èt❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ✧❧✬❛♣♣♦rt✧ ❡♥ ❡❛✉ ❧✐é à ❧❛ ♣❧✉✐❡
❡t ❞✉ ✧♣ré❧è✈❡♠❡♥t✧ ❧✐é ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❜✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❡t à s♦♥
tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ t❡st ❞❡ ❧❛ ✧♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡✧✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❡t
❝♦✉♣❧❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

✺✳✶ ▲❛ ♣❧✉✐❡

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ P ✭♠✴s✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛ss❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱ ❋✐❡❞❧❡r ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③ ❬✷✵✵✵❪✱ ❊r❞✉r❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✺❪✳ ❈❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ✭❝♦♠♠❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s
◆✐❡♠❝③②♥♦✇✐❝③ ❬✶✾✾✶❪ ❡t ❞❡ ▲✐♠❛ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤ ❬✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸❪✮✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
❧✐♠✐t♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧✉✐❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❊♥
❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣r❡♥❞
❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ {

∂th+ ∂x (hu) = P
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
= gh (S0 − Sf )

. ✭✺✳✶✮

▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✳✶✮ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❥✉st✐✜é❡ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❏❛❝q✉❡s ❙❛✐♥t❡✲▼❛r✐❡ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ▼❊❚❍❖❉❊✳ ◆♦✉s ✈❡r✲
r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊♥✲
✜♥✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s s✉r ❞❡s t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s q✉❡ ❝❡tt❡

✶✳ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ✻ q✉❛✐ ❲❛t✐❡r✱ ✼✽✹✵✵ ❈❤❛t♦✉ ❡t ■◆❘■❆ ❘♦❝q✉❡♥❝♦✉rt✱ ❇✳P✳ ✶✵✺✱ ✼✽✶✺✸ ▲❡
❈❤❡s♥❛② ❈❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡

✶✻✸



✺✳✶✳ ▲❆ P▲❯■❊

♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳

✺✳✶✳✶ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡

◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭x, z✮✱ s♦✐t

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0, ✭✺✳✷✮

∂u

∂t
+

∂u2

∂x
+

∂(uw)

∂z
+

∂p

∂x
= 0, ✭✺✳✸✮

∂p

∂z
= −g, ✭✺✳✹✮

❛✈❡❝ u ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t w✮ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ p
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t

t > t0, x ∈ R, zb(x, t) ≤ z ≤ η(x, t),

♦ù η(x, t) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t zb(x, t)✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉
❢♦♥❞✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

η(x, t) = zb(x, t) + h(x, t), ❛✈❡❝ h(x, t) ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉. ✭✺✳✺✮

✺✳✶✳✶✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s✬é❝r✐t

z − η(x, t) = 0.

❙♦✐t M ✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

M =

(
x

η(x, t)

)
,

❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s✬é❝r✐t

(M r❡st❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t t)

s♦✐t ❡♥❝♦r❡
D(z − η(x, t))

Dt
= 0, ✭✺✳✻✮

❛✈❡❝
Df(x, z, t)

Dt
=

∂f

∂t
+ u.∇f, u = (u,w)T . ✭✺✳✼✮

❆✈❡❝ ✭✺✳✼✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✭✺✳✻✮ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∂η

∂t
+ u|s

∂η

∂x
− ws = 0,

♦ù (us, ws) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❛✉✴❛✐r✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

D(z − η(x, t))

Dt
= P,

♦ù ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♣❧✉✐❡ P ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r

∂η

∂t
+ u|s

∂η

∂x
− ws = P. ✭✺✳✽✮

✶✻✹
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✺✳✶✳✶✳✷ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ zb ❡t η ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✭✺✳✷✮ ✭✈♦✐r ●❡r❜❡❛✉ ❛♥❞ P❡rt❤❛♠❡
❬✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶❪ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿ rè❣❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐t③✱ ✳✳✳✮
❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡

∂h

∂t
+

∂(hū)

∂x
= P,

❛✈❡❝ hū =
∫ η
zb
u dz✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ zb ❡t η ❞❡ ✭✺✳✸✮ ❞♦♥♥❡

∂(hū)

∂t
+

∂

∂x

(
hū2 +

g

2
h2
)
+ us

(
∂η

∂t
+ u|s

∂η

∂x
− ws

)
= 0,

s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✽✮
∂(hū)

∂t
+

∂

∂x

(
hū2 +

g

2
h2
)
= Pus.

P✉✐sq✉❡ P ≥ 0 ❡t ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s q✉❛♥❞ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞é❝❡♥tr❡r ❞❡s
✢✉①✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ us = uP ♦ù uP ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛
♣❧✉✐❡✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

∂(hū)

∂t
+

∂

∂x

(
hū2 +

g

2
h2
)
= PuP ,

❡t ♣♦✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡

∂

∂t

(
h

2
ū2 +

g

2
h2
)
+

∂

∂x

(
ū

(
h

2
ū2 + gH2

))
= P

(
uP ū− ū2

2

)
+ ghP.

❉♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❧✉✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✭❛✈❡❝ uP = 0✮ ❡t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ❞❡
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✶✮✳

✺✳✶✳✷ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s t❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✧✐❞é❛❧❡✧✱ ❧❛ r❡❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ q(t, L)
✭✜❣✉r❡ ✺✳✶❜✮ ♦❜s❡r✈é à ❧✬❛✈❛❧ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✐♥❝❧✐♥é ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ s♦❧ ✭♦✉ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣r♦❥❡té❡✮
L ✭♥♦t♦♥s s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r Lc✮ ❡t ❞❡ ♣❡♥t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ∂xz = −S0 < 0 ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶❛✮✱ s♦✉♠✐s à ✉♥
é✈é♥❡♠❡♥t ♣❧✉✈✐❡✉① ❡♥ ❝ré♥❡❛✉✳

P (t) =

{
I ♣♦✉r 0 ≤ t ≤ TP

0 ♣♦✉r TP < t ≤ TEv
,

♦ù TP ❡st ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t TEv ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
TP s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉
t❡♠♣s Teq(L) ❛✈❡❝ 0 < Teq(L) < TP ✳ ▲❛ ❣♦✉tt✐èr❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t sè❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
h(x, 0) = 0 ♠✳ ❊♥ ❛♠♦♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h(0, t) = 0 ♠ ❡t q(0, t) = 0 ♠2/s, ∀t ≥ 0 s.

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥t été ♠❡♥é❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡

✶✻✺
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Lc

xO

z

P (t)

L

q(t, L)

✭❛✮

I II III

t (s)

 9
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 2

 1

 0
 0  50  100  150  200  250

q
(.

,L
) 

(g
/s

)
✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ✭❛✮ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡t ✭❜✮ ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♠❡s✉ré ❡♥
x = L✳

✈✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❨✉ ❛♥❞ ▼❝◆♦✇♥ ❬✶✾✻✹❪✱ ❲♦♦❧❤✐s❡r ❛♥❞ ▲✐❣❣❡tt ❬✶✾✻✼❪✱
❑✐s❤✐✐ ❬✶✾✽✶❪✱ P♦♥❝❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✱ ●♦tt❛r❞✐ ❛♥❞ ❱❡♥✉t❡❧❧✐ ❬✶✾✾✼✱ ✷✵✵✽❪✱ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✱
❑❛③❡③②✙❧♠❛③✲❆❧❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✮✳

◆♦✉s q✉❛❧✐✜♦♥s ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t r❛r❡♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té ✭♣❧✉✐❡ ❡♥ ❝ré♥❡❛✉ ❤♦♠♦❣è♥❡
❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ♣❡♥t❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t s❛♥s ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✮✳

 0
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 0.0001

 0.00015
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 0.00025
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 0.0005
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t ∈ [Teq(L), TP ]

It1

L

t = t1

h
(m

)

x (m)

✭❛✮

 0

 1e−05

 2e−05

 3e−05

 4e−05
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 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5

t ∈ [Teq(L), TP ]

IL

x (m)

q
(m

2
/s
)

L

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❛✮ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡t ✭❜✮ ❞✉ ❞é❜✐t
♣♦✉r ❧❛ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❧❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✭t ∈ [0, TP ]✮ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
❛✈❡❝ f = 0.14✳

❈❡ t❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ét❛♥t q✉✬✐❧ ♥♦✉s ❛ été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ s✐♠✉❧❡r
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s ✷ ✭♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s
s✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡t s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s

✷✳ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❧✉✐❡ ✈♦✐r ✿ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♦r❧❡❛♥s✳✐♥r❛✳❢r✴❧❛②♦✉t✴s❡t✴♣r✐♥t✴
❧❡s❴✉♥✐t❡s✴✉r❴s❝✐❡♥❝❡❴❞✉❴s♦❧✴❡q✉✐♣❡♠❡♥ts✴s✐♠✉❧❛t❡✉r❴❞❡❴♣❧✉✐❡

✶✻✻
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❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶❜✮ ✿

■ ▲❛ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ✿ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞✉r❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡
❛✉❣♠❡♥t❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ q(Teq(L), L) = IL ❛✉ t❡♠♣s Teq(L) ✭✜❣✳
✺✳✷❜✮✱ ❧❛ ♠✐s❡ à éq✉✐❧✐❜r❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬❛♠♦♥t ❞❡ ❧❛ ❣♦✉tt✐èr❡✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❛
❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿ h(t, L) = It ✭✜❣✳ ✺✳✷❛✮✳

■■ ▲❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✿ ♣❤❛s❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✜❣s ✺✳✷❛ ❡t ✺✳✷❜✮✳
▲❡ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❡st à s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q(t, L) = IL✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ s✬❛❝❤è✈❡ à
❧✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❛✉ t❡♠♣s TP ✳

■■■ ▲❡ t❛r✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ✿ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ♦ù ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✭✜❣✳ ✺✳✸❛✮ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ✭✜❣✳ ✺✳✸❜✮ ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❥✉sq✉✬à ❛ssè❝❤❡♠❡♥t
t♦t❛❧ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡t ❛ssè❝❤❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬❛♠♦♥t✳
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x (m)

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❛✮ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡t ✭❜✮ ❞✉ ❞é❜✐t
♣❡♥❞❛♥t ❧❡ t❛r✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ✭t > TP ✮ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝
f = 0.14✳

▲❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ t❡st ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ✭tr♦✐s ♣❤❛s❡s ✿ ♠♦♥té❡✱ ♣❧❛t❡❛✉
♣✉✐s t❛r✐ss❡♠❡♥t✮✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✿

✕ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❤❛s❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱
✕ ♣♦✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡
✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✶✳✷✮✳

❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

✺✳✶✳✸ ❱❡rs✐♦♥ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

▼♦♥té❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❆ t = 0 s✱ ❧❛ ♣❧✉✐❡ t♦♠❜❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ✉♥ s♦❧ s❡❝✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∂xh = ∂xu = ∂xq = 0. ✭✺✳✾✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝

∂th = P (t),

✶✻✼



✺✳✶✳ ▲❆ P▲❯■❊

❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ t❛♥t q✉❡ t ≤ TP ✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ P (t) = I > 0✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❧♦❝❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❣♦✉tt✐èr❡ à ❧❛
✈✐t❡ss❡ ∂th = I✱ ❡①❝❡♣té ❡♥ x = 0 ✭✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é❜✐t ❡♥tr❛♥t✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

h = It. ✭✺✳✶✵✮

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✺✳✾✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐t

∂t(hu) = ∂tq = −gh [∂xz + Sf ] , ✭✺✳✶✶✮

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❧♦❝❛❧❡ ✭h(x, t)✮ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r s✉✐✈❛♥t ✭✺✳✶✵✮✱ t❛♥t q✉❡
s♦♥ ❞é❜✐t ❛ss♦❝✐é ✭q(x, t)✮ ♥✬❛ ♣❛s ❛tt❡✐♥t s❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡

qeq(x) =

∫ x

0
Idx = Ix ❛✉ t❡♠♣s t = Teq(x).

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❛ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡✳

▲❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ❛ss♦❝✐é r❡st❡♥t ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆✐♥s✐
q✉❛♥❞ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛ ❛tt❡✐♥t ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ✭❡♥ x = L✮ ❛✉ t❡♠♣s t = Teq(L)✱ ❧❡ ❞é❜✐t ❛tt❡✐♥t s❛
✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s

qeq(x) = Ix, 0 ≤ x ≤ L. ✭✺✳✶✷✮

❡t ❝❡ ❥✉sq✉❵à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ s✬❛rrêt❡ ✭t = TP ✮✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s à ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∂x

(
q2

h
+ g

h2

2

)
= −gh (∂xz + Sf (q, h)) . ✭✺✳✶✸✮

❆♣rès ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ✭✺✳✶✷✮ ❡t ✭✺✳✶✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∂xh =
gh3 [Sf (Ix, h) + ∂xz] + 2I2xh

x2I2 − gh3
,

❛✈❡❝ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣

Sf (Ix, h) = n2 I
2x2

h10/3
,

❡t ♣♦✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

Sf (Ix, h) =
f

8g

I2x2

h3
.

❆✐♥s✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡t ❞❡ ❞é❜✐ts s♣❛t✐❛❧✲
✐sés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ♣♦✉r 0 ≤ t ≤ TP ✳

✶✻✽
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✺✳✶✳✹ ❱❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦♥❞❡
❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❊s❝❧❛✛❡r ❬✷✵✵✸✱ ♣✳ ✷✺✲✷✻❪ ❡t ❛ttr✐❜✉é❡ à
❊❛❣❧❡s♦♥ ❡♥ ✶✾✼✵ ✭✈♦✐r ❑❛③❡③②✙❧♠❛③✲❆❧❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✮✳ ◆♦✉s ét❡♥❞r♦♥s ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✶✳✷✮ s✬é❝r✐t

{
∂th+ ∂x(hu) = P
∂xz + Sf = Sf − S0 = 0

.

P♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

S0 = n2 u|u|
h4/3

= n2 q|q|
h10/3

✭✺✳✶✹✮

❡t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

S0 =
f

8g

u|u|
h

=
f

8

q|q|
h3

. ✭✺✳✶✺✮

S0 ❡st s✉♣♣♦sé ♣♦s✐t✐❢ ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❤❛✉t✮✱ ❞♦♥❝ ✭✺✳✶✹✮ ❡t ✭✺✳✶✺✮ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

q = αhβ+1, ✭✺✳✶✻✮

❛✈❡❝ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt

α =
1

n

√
S0 ❡t β = 2/3

❡t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

α =

√
8g

f

√
S0 ❡t β = 1/2.

❈❡ q✉✐ s✉✐t r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

▼♦♥té❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ♣❧❛t❡❛✉

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✺✳✶✻✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

∂th+ α (β + 1)hβ∂xh = P (t). ✭✺✳✶✼✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ▲❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭X(t), t✮✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s

dh

dt
(X(t), t) = ∂th+

dX

dt
(t)∂xh,

♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✭✺✳✶✼✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

dh

dt
(X(t), t) = I ✭✺✳✶✽✮

❡t
dX

dt
(t) = α (β + 1)h(X(t), t)β . ✭✺✳✶✾✮

✶✻✾
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❙✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐ss✉❡ ❞❡ X(0) = x0 ∈ [0, L]✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h(X(t), t) =

∫ t

0

dh

dt
(X(t), t) dt = It, ∀t ≥ 0/X(t) ≤ L,

❡t
q(X(t), t) = α (It)β+1 .

❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡t ❞✉ ❞é❜✐t s✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❡♥ x1 ∈ [0, L]✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡
x0 ∈ [0, x1] ♣❛ss❡r♦♥t ♣❛r x1✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐ss✉❡ ❞❡ x = 0 ♥✬❛ ♣❛s ❛tt❡✐♥t x1✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ {

h(x1, t) = It

q(x1, t) = α (It)β+1

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐ss✉❡ ❞❡ x = 0 ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♣♦✐♥t x1 ∈ [0, L] ❛✉ t❡♠♣s Teq(x1)✳ ▲❡ ré❣✐♠❡
❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ x1 ❡st ❛❧♦rs st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✺✳✶✽✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐ss✉❡
❞❡ x = 0 ♣♦✉r 0 ≤ t ≤ Teq(x1) ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

h(X(Teq(x1)), Teq(x1)) =

∫ Teq(x1)

0

dh

dt
(X(t), t)dt = ITeq(x1),

∀ Teq(x1) ∈ [0, Teq(L)], ∀ x1 ∈ [0, L].

P✉✐sq✉❡ q(x, t) = αh(x, t)β+1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

q(X(Teq(x1)), Teq(x1)) = αh(X(Teq(x1)), Teq(x1))
β+1 = α(ITeq(x1))

β+1.

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✶✾✮ ❞♦♥♥❡

x1 = X(Teq(x1)) =

∫ Teq(x1)

0

dX

dt
(t)dt = α

1

I
(ITeq(x1))

β+1 ,

s♦✐t

Teq(x1) =
1

I

(
x1I

α

) 1

β+1

❡t q(x1, Teq(x1)) = Ix1.

❊♥ rés✉♠é ♣♦✉r x ∈ [0, L]✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h(x, t) =

{
It, ♣♦✉r t ∈ [0, Teq(x)]
ITeq(x), ♣♦✉r t ∈ [Teq(x), TP ]

❡t

q(x, t) =

{
α(It)β+1, ♣♦✉r t ∈ [0, Teq(x)]
Ix, ♣♦✉r t ∈ [Teq(x), TP ]

,

❛✈❡❝

Teq(x) =
1

I

(
xI

α

) 1

β+1

.

❚❛r✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡

✶✼✵
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❆ ❧✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✭❛✉ t❡♠♣s TP ✮✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❡♥❝♦r❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ {

∂th+ α (β + 1)hβ∂xh = 0
q(x1, TP ) = q (x1, Teq(x1)) = Ix1, x1 ∈ [0, L]

.

P❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭X(t), t✮

dh

dt
(X(t), t) = 0

❡t
dX

dt
(t) = α (β + 1)h(X(t), t)β

= α (β + 1)

(
q(X(t), t)

α

) β
β+1

.
✭✺✳✷✵✮

▲♦rs ❞✉ t❛r✐ss❡♠❡♥t✱ ❧✬❛ssè❝❤❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬❛♠♦♥t ❡t ❧❡s ❞é❜✐ts ❡t ❤❛✉t❡✉rs s♦♥t ❝♦♥✲
s❡r✈és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡
❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❛✉ t❡♠♣s t ≥ TP ✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ♠✐s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❡①✉t♦✐r❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐ss✉❡ ❞❡X(TP ) = x1 ∈]0, L] à ❧✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❛✉ t❡♠♣s
TP ✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛tt❡✐♥t ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❛✉ t❡♠♣s TL(x1)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t
✭✺✳✷✵✮ ❡♥tr❡ TP ❡t TL(x1)

L− x1 =

∫ TL(x1)

TP

dX

dt
(t)dt =

∫ TL(x1)

TP

α (β + 1)

(
Ix1
α

) β
β+1

dt

= (TL(x1)− TP )α (β + 1)

(
Ix1
α

) β
β+1

.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

TL(x1) = TP +
L− x1
α(β + 1)

(
Ix1
α

) β
β+1

❡t
q (L, TL(x1)) = q (x1, TP ) = q (x1, Teq(x1)) = Ix1.

✺✳✶✳✺ ❱❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡
❞❡ ♣❧✉✐❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ✈❛❧✐❞é❡ s✉r ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ t❡st ✿ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
✭❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳✹✮ ❡t ❧❡
t❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡✳

✺✳✶✳✺✳✶ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡

❉❛♥s ❉❡❧❡str❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❡t ❉❡❧❡str❡ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❬✷✵✵✾❪✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ♣❛r s♣❧✐tt✐♥❣✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❊r❞✉r❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✺❪✳ ❆ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ♣❛r

✶✼✶
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s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ ❙tr❛♥❣ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ♣❛r s♣❧✐tt✐♥❣
♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✜①❡ ♦✉ ❞✬❛❧♦✉r❞✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✜♥ ❞❡
❣❛r❞❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ❈❋▲ ✜①❡✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❡st tr❛✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✬é❝r✐t

✶✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

U∗ = Un +∆t (Φ (Un) + Pn) ,

✷✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡
Ũn+1 = Sf∆t(U

∗),

✸✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

U∗∗ = Ũn+1 +∆t
(
Φ
(
Ũn+1

)
+ Pn

)
,

✹✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡
Ũn+2 = Sf∆t(U

∗∗),

✺✳ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
,

♦ù Φ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✶✶✮ ❡t Pn ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❛✉ t❡♠♣s tn✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛
♣❧✉✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✭❝♦♠♠❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ◆✐❡♠❝③②♥♦✇✐❝③ ❬✶✾✾✶❪ ❡t ❞❡ ▲✐♠❛
❛♥❞ ❙✐♥❣❤ ❬✷✵✵✷✱ ✷✵✵✸❪✮✱ ♠❛✐s ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣❧✉✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥
t❡♠♣s ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡ s✉r ❞❡s ❝❛s t❡sts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s s❡❝t✐♦♥s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉
❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷✱ ✸ ❡t ✹✳ ▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ✉t✐❧✐sé ❡st ❣❢♦rtr❛♥ s❛♥s ♦♣t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ▲✬❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❛ été ❧❛♥❝é ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿ ❯❜✉♥t✉ ✈❡rs✐♦♥ ✾✳✵✹✱
✕ ♠❛tér✐❡❧ ✿
✕ ♠é♠♦✐r❡ ✷✳✾ ●♦✱
✕ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧❘© ❈♦r❡

❚▼

✷ ❉✉♦ ❈P❯ ❚✺✼✺✵ ✷✳✵✵ ●❍③✳
❊♥✜♥✱ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ♠❡♥és ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t
✸ ✿ ✢✉① ❍▲▲✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✱ t♦✉t ❡♥
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ t❤é♦r✐q✉❡ ✭nCFL = 0.5✮✳

✺✳✶✳✺✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡

❈❡s t❡sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭tr❛✈❛✐❧ ❞é❜✉té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬✉♥ st❛❣❡ ❞❡ ▼✷ ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ▼❆P▼❖✱ ✈♦✐r ❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝ ❬✷✵✵✽❪✮ ❡t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s t❡sts
♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳✹✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥
éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉✐❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té P ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L✳ ❊♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❞é❜✐t ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ q(0) = q0✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞♦♥♥❡

q(x) = q0 + xP, ♣♦✉r 0 ≤ x ≤ L. ✭✺✳✷✶✮

✶✼✷
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◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦✜❧ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜✐t ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉
✭♥♦té❡ hex ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ t♦✲
♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡t éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

∂xz =

(
q2

gh3
− 1

)
∂xh− 2qP

gh2
− Sf ✭✺✳✷✷✮

❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
✈❡rs ❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝ ❬✷✵✵✽✱ ♣✳✶✵❪ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳✹✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✿

✕ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✿ ✢✉✈✐❛❧ ♦✉ t♦rr❡♥t✐❡❧✱
✕ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✿ ▼❛♥♥✐♥❣ ♦✉ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳

−5

−4

−3

−2

−1

 0

 1

 0  200  400  600  800  1000

z,
 z

+
h

 (
m

)

x (m)

niveau critique

surface libre

topographie

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳

❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ 1000 ♠ ❞❡ ❧♦♥❣✳ ❆ ❧✬éq✉✐❧✐✲
❜r❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r hex(x) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✾✮ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ❡st ♦❜t❡♥✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✭✺✳✷✶✮✳ ▲❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✺✳✷✷✮ ❛✈❡❝ P = 0.001 ♠/s ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛
♣❧✉✐❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t q0 = 1 ♠2/s ❧❡ ❞é❜✐t ❡♥ ❡♥tré❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❛✐♥s✐ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
✕ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.033✱
✕ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ f = 0.093✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t
h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
{

❡♥ ❛♠♦♥t h = hex(0) ♠
❡♥ ❛✈❛❧ h = hex(1000) ♠

.

✶✼✸
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❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✢✉✈✐❛✉① ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧❛
♣❧❛❝❡ ❞✉ ❞é❜✐t ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐① s✉r ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✜♥❛❧✳ ▲❡
❞é❜✐t ❡♥ ❛♠♦♥t s❡r❛ ❢♦r❝é à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t q(0, 0) = q0✳ ▲❛ ❞✉ré❡ t♦t❛❧❡
❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❡st t = 3000 s ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té P ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P (t) =

{
0 ♠✴s s✐ t < 1500 s
0.001 ♠✴s s✐♥♦♥

.

▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ♣❧✉✈✐❡✉① ❡♥ ❝ré♥❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
s✉❝❝❡ss✐❢s ✿

✶✳ ▲♦rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦❜t❡♥✉ ❛✉ t❡♠♣s teq < 1500 s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❡tr♦✉✈❡r ✉♥
❞é❜✐t ❝♦♥st❛♥t ✭❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ét❛♥t ♥✉❧❧❡✮ ✿

q(t, x) = Cte, ♣♦✉r t ∈ [teq, 1500 s].

✷✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✭✸✳✾✮ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ♦❜t❡♥✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✺✳✷✶✮✮✳

❈❡ t❡st ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ♣❧✉✐❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✢✉✈✐❛❧❡s✱
✕ ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s✱
✕ ❞✬✉♥ ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✷✺✱ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✷✵✵ ❡t ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ❙✉r

❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✺ ❛✲❝ ❡t ✺✳✻ ❛✲❝ ✭r❡s♣✳ ✺✳✺ ❜✲❞ ❡t ✺✳✻ ❜✲❞✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ 25 ♠❛✐❧❧❡s ✭r❡s♣✳ 400 ♠❛✐❧❧❡s✮ ❧♦rs ❞❡s ❞❡✉① ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
s✉❝❝❡ss✐❢s ✭❛✉① ✐♥st❛♥ts t = 1450 s ❡t t = 3000 s✮✳

▲♦rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧❡ ❞é❜✐t ♦❜t❡♥✉ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡st
❝♦♥st❛♥t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✭✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✺ ❝✲❞ ❡t ✺✳✻ ❝✲❞✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ✭✜❣s ✺✳✺ ❡ ❡t ✺✳✻ ❡✮ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✈❡rs ❝❡t
ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡ ❞é❜✐ts ❡t ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉
à ❧❛ ✜♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✵✳✵✸✪ ❝❡ q✉✐ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ✭✜❣s
✺✳✺ ❢ ❡t ✺✳✻ ❢✮✳ P♦✉r ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r ❞❡ ❧é❣èr❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s q✉✐ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t
❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✜❣s ✺✳✺ ❛✲❜✲❝✲❞ ❡t ✺✳✻ ❛✲❜✲❝✲❞✮✳ ▲❛ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ tr❛✐t❡r
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞✬❡✛❡ts ♥é❣❛t✐❢s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ◆♦✉s
❝♦♥st❛t♦♥s ❥✉st❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✜♥❛❧ ✭✜❣s ✺✳✺ ❝✲❞ ❡t ✺✳✻ ❝✲❞✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ❍❛✉t❡✉rs
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✭❡✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✭❢✮ ❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲
❲❡✐s❜❛❝❤✳

❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡st 1000 ♠✳ ❆
❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r hex(x) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✸✳✶✳✸✮ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ❡st ♦❜t❡♥✉
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✷✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❛✈❡❝
P = 0.001 ♠/s ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t q0 = 2.5 ♠2/s ❧❡ ❞é❜✐t
❡♥ ❛♠♦♥t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✱ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧
✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✮✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
✕ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ n = 0.04✱
✕ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ f = 0.065✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t

h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s.

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s♦♥t
{

❡♥ ❛♠♦♥t q = 2.5 ♠2/s ❡t h = hex(0) ♠
❡♥ ❛✈❛❧ s♦rt✐❡ ❧✐❜r❡

.

▲✬é✈é♥❡♠❡♥t s❡ ❞ér♦✉❧❡ s✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ t = 3000 s ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té P ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P (t) =

{
0 ♠✴s s✐ t < 1500 s
0.001 ♠✴s s✐♥♦♥

.

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ✿
✕ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ♣❧✉✐❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱
✕ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✱
✕ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡s✱
✕ ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s✱
✕ ❞✬✉♥ ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳

✶✼✼
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▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❢❛✐ts ♣♦✉r ✷✺✱ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✷✵✵ ❡t ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✽ ❛✲❝ ❡t ✺✳✾ ❛✲❝
✭r❡s♣✳ ✺✳✽ ❜✲❞ ❡t ✺✳✾ ❜✲❞✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ 25 ♠❛✐❧❧❡s ✭r❡s♣✳
400 ♠❛✐❧❧❡s✮ ❧♦rs ❞❡s ❞❡✉① ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ✭❛✉① ✐♥st❛♥ts t = 1450 s
❡t t = 3000 s✮✳

■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛ttr❛♣❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ à ❞é❜✐t ❝♦♥st❛♥t ✭✜❣✉r❡s ✺✳✽ ❝✲❞
❡t ✺✳✾ ❝✲❞✮✳ ▲❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ✭✜❣✉r❡s ✺✳✽ ❛ ❡t
✺✳✾ ❛✮ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ✹✵✵ ✭✜❣✉r❡s ✺✳✽ ❜ ❡t ✺✳✾ ❜✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❜♦♥ ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s
❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s ❞é❜✐ts ❡t ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✵✳✵✹✪
✭✜❣✉r❡s ✺✳✽ ❡ ❡t ✺✳✾ ❡✮✳ ▲❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬❡rr❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✭✜❣s ✺✳✽ ❢ ❡t ✺✳✾ ❢✮✳
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debit, y=-0.97x+6.01

✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ❍❛✉✲
t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r ✿ ✭❛✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❜✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❞é❜✐ts ♣♦✉r ✿ ✭❝✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❞✮ ✹✵✵
♠❛✐❧❧❡s✱ ✭❡✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✭❢✮ ❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

✶✽✵



✺✳✶✳ ▲❆ P▲❯■❊

✺✳✶✳✺✳✸ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡
❝♦♥s✐st❡ à r❡❝♦♥st✐t✉❡r ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜s❡r✈é à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✐♥❝❧✐♥é ❞❡ ♣❡♥t❡ ❝♦♥✲
st❛♥t❡ s♦✉♠✐s à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♣❧✉✈✐❡✉① ❡♥ ❝ré♥❡❛✉✳ ❈❡ t❡st ❛ été ré❛❧✐sé ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ✐♥❝❧✐♥é ❞❡ ♣❡♥t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ S0 = 4.96% ✭❛✈❡❝ ∂xz = −S0 < 0✮✱
s♦✉♠✐s à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♣❧✉✈✐❡✉① ❡♥ ❝ré♥❡❛✉

P (t) =

{
50 ♠♠/❤ s✐ t < 120 s
0 ♠♠/❤ s✐♥♦♥

▲❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s❡❝

h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s

▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st

L = 4 ♠.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ 400 ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à 250 s❡❝♦♥❞❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲
❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✿

✕ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❧❡s 16 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts n ❞❡ 0.01 à 0.025 ♣❛r ♣❛s ❞❡ 0.001✱
✕ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❧❡s 39 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts f ❞❡ 0.02 à 0.4 ♣❛r ♣❛s ❞❡ 0.01✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❛✈❡❝ ❝❡ t❡st ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡

❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❧♦✐s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈❡r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❧❡s ❞é❜✐ts à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ♦♥t été ♠✉❧t✐♣❧✐és ♣❛r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭0.12 ♠✮ ♣✉✐s
❝♦♥✈❡rt✐s ❡♥ ❣✴s✳

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❡♥tr❡ ❡✉① ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ✿
✕ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❡t s♦♥
t❛r✐ss❡♠❡♥t s♦♥t ♣❧✉s ❧♦♥❣s ✭✜❣✉r❡s ✺✳✶✶❛ ❡t ✺✳✶✶❜✮✳

✕ ❆ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭❧♦rs ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉✮✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✭✜❣s ✺✳✶✶❝ ❡t ✺✳✶✶❞✮ ❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✭✜❣s ✺✳✶✶❡
❡t ✺✳✶✶❢✮✳

✕ ▲❡ ❞é❜✐t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭q(x) = Ix✮ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝❛♣t✉ré ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❛
❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧s q✉❡
s♦✐❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✷ ❛✲❜✲❝✲❞ ❡t ❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ f = 0.12
❡t f = 0.34✮✱ ❝❡ q✉✐ ❛ été ✈ér✐✜é ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②stè♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r

✕ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r f ❡♥tr❡ 0.12 ❡t 0.34 ♣❛r ♣❛s ❞❡ 0.02✱
✕ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r n ❡♥tr❡ 0.01 ❡t 0.02 ♣❛r ♣❛s ❞❡ 0.001✳
❉❛♥s ❲♦♦❧❤✐s❡r ❛♥❞ ▲✐❣❣❡tt ❬✶✾✻✼❪ ❡t ❚❛②❧♦r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✹❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❧❡

❝r✐tèr❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✽✶
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❈r✐tèr❡ ✺✳✶✳ P♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é✲

♠❛t✐q✉❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

K =
LS0

F 2
0 h0

> 10

❛✈❡❝ L ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♥❞ F0 ✭r❡s♣✳ h0✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r

❞✬❡❛✉✮ à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✳

❈❡ ❝r✐tèr❡ s❡♠❜❧❡ ✈ér✐✜é ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ❢✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r
❝♦♠♠❡♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ♦❜t❡♥✉✳

❊♥✜♥✱ ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s s❡ ❢♦r♠❡r ✉♥ ♣✐❝ ❛✉ ❞é❜✉t
❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ✭✜❣✳ ✺✳✶✸ ❛✮ ❡t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ✭✜❣✳ ✺✳✶✸ ❜✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❞é♣❛ss❡ ❞❡✉①✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣❧❛t❡❛✉
✭✜❣✳ ✺✳✶✸ ❛✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛
❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡ ❝❛s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s✳

▲❡ t❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✺✳✷✮ ♥♦✉s
♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ ❡t ❞❡ s♦♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ▲❡s ❞é❜✐ts à ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿ ❞❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✭❛✮ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ✭❜✮ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
✭❝✮ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ✭❞✮ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✭❡✮ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
❡t ✭❢✮ ▼❛♥♥✐♥❣ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❡t ✭❝✮ ❞❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✱
✭❞✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ✭❡✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ f = 0.12 ❡t f = 0.34
❡t ✭❢✮ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ✭❛✮ ③♦♦♠ s✉r
❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ✭❜✮ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉✳

✺✳✷ ▲✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡
s♦❧ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦✉♣❧♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ✭s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳ ◆♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ❡t ❆♠♣t ✭✈♦✐r ●r❡❡♥ ❛♥❞ ❆♠♣t ❬✶✾✶✶❪✮ ♠♦❞✐✲
✜é ♣❛r ▼❡✐♥ ❡t ▲❛rs♦♥ ✭✈♦✐r ▼❡✐♥ ❛♥❞ ▲❛rs♦♥ ❬✶✾✼✸❪✮ ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ●❆▼▲ ✭✈♦✐r
▼♦♦r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✶❪ ❡t ❑✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧ ✿ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st ♥é❣❧✐❣é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡ts ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s
❘✐❝❤❛r❞s ❬✶✾✸✶❪✱ ❲❡✐❧❧ ❬✷✵✵✹✱ ✷✵✵✼❪✱ ❲❡✐❧❧ ❛♥❞ P❛t✐♥ ❬✷✵✵✾❪✱ ❙♦❝❤❛❧❛ ❬✷✵✵✽❪ ❡t ❙♦❝❤❛❧❛ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✾❪✮✳

◆♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t s❡r✈✐ à ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦❞❡ P❙❊▼❴✷❉ ✭✈♦✐r ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱
◆♦r❞ ❛♥❞ ❊st❡✈❡s ❬✷✵✵✺❪ ❡t ❚❛t❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮✱ ❝♦❞❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t✳ ▲❡
❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ♣✉✐s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t
❝♦✉♣❧❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ❡♥✜♥ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
●r❡❡♥✲❆♠♣t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ I(t) ✭♠✴s✮ ❡st ❧❡ ✢✉① ❡♥ ❡❛✉ q✉✐ ♣é♥ètr❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ ❛✉ t❡♠♣s t✱
✕ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é❡ Vinf (t) ✭♠✮ ❡st ❧❡ ✧✈♦❧✉♠❡✧ ♦✉ ♣❧✉tôt ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✜❧tré❡
❡♥tr❡ t = 0 ❡t t ✿

Vinf (t) =

∫ t

0
I(t)dt,

✕ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ IC(t) ✭♠✴s✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✢✉① ❡♥ ❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
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✐♥✜❧tré ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ ❛✉ t❡♠♣s t✱
✕ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ à s❛t✉r❛t✐♦♥ KS ✭♠✴s✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❞✉
t❛✉① ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧ ❤♦♠♦❣è♥❡ s❛t✉ré✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✳

◆♦t♦♥s V n
inf ❡t InC ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ Vinf ❡t ❞❡ IC ❛✉ t❡♠♣s tn ✭I ❡t

s❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ✭✈❛❧❛❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡
❧♦✐ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✮ ✿

✶✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡

h∗ = hn +∆t(Φ1(U
n) + Pn)

✷✳ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ s✐ h∗ ≤ ∆tnInC ❛❧♦rs

h∗mod = 0 ❡t q∗mod = 0,

❡t
V ∗
inf = V n

inf + h∗

✕ s✐♥♦♥
h∗mod = h∗ −∆tnInC ,

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

q∗mod = qn +∆tΦ2(U
n)

❡t
V ∗
inf = V n

inf +∆tInC

✸✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t

Ũn+1 = Sf∆t(U
∗
mod)

✹✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡

h∗∗ = h̃n+1 +∆t(Φ1(Ũ
n+1) + Pn)

✺✳ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ s✐ h∗∗ ≤ ∆tnĨn+1

C ❛❧♦rs

h∗∗mod = 0 ❡t q∗∗mod = 0

❡t
Ṽ n+2
inf = V ∗

inf + h∗∗

✕ s✐♥♦♥
h∗∗mod = h∗∗ −∆tnĨn+1

C ,

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

q∗∗mod = q̃n+1 +∆tΦ2(Ũ
n+1)

❡t
Ṽ n+2
inf = V ∗

inf +∆tI∗C

✶✽✻
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✻✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t

Ũn+2 = Sf∆t(U
∗∗
mod),

✼✳ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
❡t V n+1

inf =
V n
inf + Ṽ n+2

inf

2
,

♦ù Φ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✶✶✮ ❡t Pn ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❛✉ t❡♠♣s tn✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❧❝✉❧s
❞❡ IC ✭InC ❡t Ĩn+1

C ✮ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐✳

front
d’humectation

θi θs

hn
sur

Zn
f

θ

Zf

θs − θi

O

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ s❡
❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❢r♦♥t ✭s✐t✉é à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r Zn

f ✭♠✮✮ q✉✐ sé♣❛r❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✮ ✿

✕ ✉♥❡ ③♦♥❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✉ré❡ ❞✬❤✉♠✐❞✐té ✈♦❧✉♠étr✐q✉❡ θs
✕ ❡t ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞✬❤✉♠✐❞✐té ✈♦❧✉♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ θi✳

❆✉ t❡♠♣s tn✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❛♥s
✉♥ s♦❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

InC = Ks

(
1 +

hf − hnsur
Zn
f

)
✭✺✳✷✸✮

❛✈❡❝

Zn
f =

V n
inf

θs − θi
✭✺✳✷✹✮

❡t ♦ù

✶✽✼
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✕ hf ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s♦❧ ✭♣❛r❢♦✐s ♥♦té❡ Ψ ✈♦✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✺✳✶✺✮✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❛✉ ❢r♦♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ s✉❝❝✐♦♥ ❡①❡r❝é❡
♣❛r ❧❡ s♦❧ ✐♥s❛t✉ré s✉r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢r♦♥t✳

✕ −hsur > 0 ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ à h∗ ❡t à h∗∗✮ ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡
s✬✐♥✜❧tr❡r✳

✕ Zn
f ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❞❡ ✭✺✳✷✸✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡①❡r❝é❡ s✉r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉

❞❛♥s ❧❡ s♦❧ ✭❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ hsur ❡st ❧✐é à ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ✭OZf ✮✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✭✺✳✷✸✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

InC = Ks
hn1 − hn0

Zn
f

= K
∆H

∆z

❛✈❡❝ h1 = Zn
f + hf ✱ hn0 = hnsur ❡t ∆z = Zn

f ✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲
❆♠♣t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②

i = K
∂H

∂z

q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s♦❧ i ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s♦❧ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ ✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❘❛✇❧s
❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✷❪✱ ❈❤♦✇ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✽✱ ♣✳✶✶✺❪ ❡t ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡
s♦❧ ✭❡①tr❛✐t ❞❡ ❈❤♦✇ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✽✱ ♣✳✶✶✺❪✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ q✉❛♥❞ ❧❡ s♦❧ ❡st s❛t✉ré✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Zn
f >> hf − hnsur✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

InC = Ks ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Ks ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❤❛✉t✮✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝r♦ût❡ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r Zc ✭❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ Kc✮ ❛✉ ❞❡ss✉s
❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ Ks✱ ✉♥❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✧❜✐❝♦✉❝❤❡✧ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥

✶✽✽
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❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

InC =





Kc

(
1 +

hf − hnsur
Zn
f

)
s✐ Zn

f ≤ Zc

Kn
e

(
1 +

hf − hnsur
Zn
f

)
s✐♥♦♥

✭✺✳✷✺✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

Kn
e =

Zn
f

[(Zn
f − Zc)/Ks] + Zc/Kc

.

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s
❆❧✲❆③❛✇✐ ❬✶✾✽✺❪✱ ❍s✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✱ ❈❤❛❤✐♥✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❡t ❚✉r♥❡r ❬✷✵✵✻❪✮✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❛♥s ▼✐s❤r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✱ q✉❛t♦r③❡ ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♥✲
✜❧tr❛t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t ❡t s❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✭♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✉ s♦❧ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✮ s❡♠❜❧❡ êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s ✭✈♦✐r
❏✐❛ ❛♥❞ ❚❛♠❛✐ ❬✶✾✾✼❪ ❡t ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ❝♦✉rts q✉❡
❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
❞❛♥s ❞❡s s✐❧❧♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❲❛rr✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❡t ▲❛③❛r♦✈✐t❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ✐❧
❢❛✉❞r❛ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❲❡✐❧❧ ❬✷✵✵✹✱ ✷✵✵✼❪✱ ❲❡✐❧❧ ❛♥❞ P❛t✐♥ ❬✷✵✵✾❪✱ ❙♦❝❤❛❧❛ ❬✷✵✵✽❪ ❡t
❙♦❝❤❛❧❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮✳

P♦✉r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧✳

✺✳✸ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✶✳✶✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

∂tU + ∂xG(U) + ∂yH(U) = S(U, t, x, y), ✭✺✳✷✻✮

❛✈❡❝

U =




h
hu
hv


 , G(U) =




hu

hu2 + g
h2

2
huv


 H(U) =




hv
huv

hv2 + g
h2

2




❡t

S(U, t, x, y) =




P − I
gh(S0x − Sf x)
gh(S0y − Sf y)


 ,

✶✽✾
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♦ù ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ❙tr✐❝❦❧❡r ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳✶✮ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

Sf x = Cf
u
√
u2 + v2

h4/3
❡t Sf y = Cf

v
√
u2 + v2

h4/3

❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ❈❤é③② ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳✶✮ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

Sf x = Cf
u
√
u2 + v2

h
❡t Sf y = Cf

v
√
u2 + v2

h
.

xi−1 xi−1/2 xi xi+1/2 x

∆x

O xi+1

y

∆y
yj−1/2

yj

yj+1/2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❆♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✷✻✮ s✬é❝r✐t ❡♥❝♦r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∂tU +DGx ∂xU +DHy ∂yU = S(U, t, x, y), ✭✺✳✷✼✮

♦ù DGx ❡t DHy s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡s ❞❡s ✢✉①

DGx =




0 1 0
−u2 + gh 2u 0

−uv v u


 ❡t DHy =




0 0 1
−uv v u

−v2 + gh 0 2v


 . ✭✺✳✷✽✮

❙♦✐t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ξ =
(
ξx
ξy

)
∈ R

2 ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ DF (ξ) = ξxDGx + ξyDHy✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ DF (ξ) ❛❞♠❡t tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

λ1(ξ) = uξ −
√
gh, λ2(ξ) = uξ, λ3(ξ) = uξ +

√
gh,

❛✈❡❝ uξ = ξxu + ξyv ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ξ✳ P♦✉r h > 0✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
✈ér✐✜❡♥t

λ1(ξ) < λ2(ξ) < λ3(ξ),

❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✷✻✮ ❡st ❞♦♥❝ str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ③♦♥❡s sè❝❤❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛①❡ (Ox) ❡st ❞é❝♦✉♣é ❡♥ ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ∆x ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❡t ❡♥ ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ∆y
❞✬✐♥❞✐❝❡ j s❡❧♦♥ (Oy) ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻✮✳

✶✾✵
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▲❡ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✬♦r❞r❡ ✶ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré s✬é❝r✐t

Un+1
i, j − Un

i, j +
∆t

∆x
(Gn

i+1/2G, j −Gn
i−1/2D, j) +

∆t

∆y
(Hn

i, j+1/2G −Hn
i, j−1/2D) = 0

❛✈❡❝
Gn

i−1/2D, j = G(Un
i−1/2G, j , U

n
i−1/2D, j) + Si−1/2D, j

Gn
i+1/2G, j = G(Un

i+1/2G, j , U
n
i+1/2D, j) + Si+1/2G, j

❡t
Hn

i, j−1/2D = H(Un
i, j−1/2G, U

n
i, j−1/2D) + Si, j−1/2D

Hn
i, j+1/2G = H(Un

i, j+1/2G, U
n
i, j+1/2D) + Si, j+1/2G

♦ù G ❡t H s♦♥t ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡
F ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✷✳✶✮✳ P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♠♦♥♦❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧ ✭✶✳✼✮✱ ❧❡ ✢✉① s✬é❝r✐t

F (U) =




hu

hu2 + g
h2

2


 .

▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❝❡ ✢✉① s♦♥t ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✢✉① G ❡t à
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✢✉① H✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s G1 ❡t
G2 ❞❡ G ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ H1 ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ H3 ❞❡ H✮ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ F ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ G3

❞❡ G ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ H2 ❞❡ H✮ ❡st tr❛✐té❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✹✹❪
❡t ▼❛r❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

G3(U
n
i+1/2G, j , U

n
i+1/2D, j) = vni+1/2, jG1(U

n
i+1/2G, j , U

n
i+1/2D, j)

H2(U
n
i, j+1/2G, U

n
i, j+1/2D) = uni, j+1/2H1(U

n
i, j+1/2G, U

n
i, j+1/2D)

♦ù

vni+1/2, j =

{
vni+1/2G, j s✐ ũ > 0

vni+1/2D, j s✐ ũ ≤ 0
❡t uni, j+1/2 =

{
uni, j+1/2G s✐ ṽ > 0

uni, j+1/2D s✐ ṽ ≤ 0

❛✈❡❝

ũ =
uni+1/2G, j + uni+1/2D, j

2
❡t ṽ =

vni, j+1/2G + vni, j+1/2D

2
.

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (Ox) ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮

Si+1/2G, j − Si−1/2D, j =




0

g
(hni−1/2D, j)

2 − (hni+1/2G, j)
2

2
0




❡t s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ s❡❧♦♥ (Oy)

Si, j+1/2G − Si, j−1/2D =




0
0

g
(hni, j−1/2D)

2 − (hni, j+1/2G)
2

2


 ,

✶✾✶
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♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U
␇G, ␇ ❡t U␇D, ␇ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t U

␇G, ␇ ❡t U␇D, ␇✮ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛s r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (Ox) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
(Oy)✮✳

▲❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿
✕ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭▼❯❙❈▲✱ ❊◆❖ ♦✉ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥
❡s♣❛❝❡✱ s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❝❡♥trés Gcni, j ❡t Hcni, j ✭❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❡ ✭✷✳✶✵✮ ❡♥ ✉♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✱

✕ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥ ✭✷✳✶✷✮ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s♦♥t tr❛✐tés ❡♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

P♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h∗i, j

(
un+1
i, j − u∗i, j

∆t

)
= −gn2

qxn+1
i, j ||~q n

i, j ||

hni, j

(
hn+1
i, j

)4/3

❡t

h∗i, j

(
vn+1
i, j − v∗i, j

∆t

)
= −gn2

qyn+1
i, j ||~q n

i, j ||

hni, j

(
hn+1
i, j

)4/3 ,

❛✈❡❝

~q =

(
qx
qy

)
=

(
hu
hv

)

❡t
||~q|| =

√
qx2 + qy2.

❊t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h∗i, j

(
un+1
i, j − u∗i j

∆t

)
= −f

8

qxn+1
i, j ||~q n

i, j ||
hni, jh

n+1
i, j

❡t

h∗i, j

(
un+1
i, j − u∗i, j

∆t

)
= −f

8

qyn+1
i, j ||~q n

i, j ||
hni, jh

n+1
i, j

.

❊♥✜♥ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❡t ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ s♦♥t tr❛✐tés ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❝♦♠♣❧❡t ❡t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❡st ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

✶✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧

❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s t❡sts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡
❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s
s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡ s✉r tr♦✐s ❥❡✉① ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❡s
s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ❞✉ ❙♦❧ ❞❡
❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s ❡♥ ❛♦ût ✷✵✵✺✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❞❡s ❞é❜✐ts à
❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✐♥❝❧✐♥é ✭❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳

✕ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✉ ◆✐❣❡r ❡♥ ✶✾✾✹ ♣❛r ❧✬■❘❉
s✉r ❞❡✉① ♣❛r❝❡❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡✱ ❞❡ ❧✬❤✉♠✐❞✐té ❞✉
s♦❧ ❡t ❞❡s ❞é❜✐ts à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✳

✕ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❡✛❡❝t✉é❡s à ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧ ❧❡ ✷✽ ❥✉✐♥
✷✵✵✹ ♣❛r ❧✬■❘❉✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡♥ ✺✹ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❝❡ q✉✐ ❡st r❛r❡ ❡t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ❞é❜✐t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❛❧❛❣❡ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉① ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré✳

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s
♣ré❝é❞❡♥ts ✿ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉①
❍▲▲✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ✭♣♦✉r ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮ ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲
❆♠♣t ✭♣♦✉r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✮✳

✻✳✶ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✲ ❊t❛♣❡ ✵

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡
✐❞é❛❧❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳✶✳✷✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ❛♦ût ✷✵✵✺✱ à ❧✬✉♥✐té
❞❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ❞✉ ❙♦❧ ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✧❧✬ét❛♣❡ ✵✧ ✶ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ▼❊❚❍❖❉❊ ✷✳

▲❡s ♣❧✉✐❡s ♦♥t été s✐♠✉❧é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❞❡ ❧✬■◆❘❆

✶✳ ❤tt♣ ✿✴✴♠❡t❤♦❞❡✳♥❡t❝✐♣✐❛✳♥❡t✴①✇✐❦✐✴❜✐♥✴✈✐❡✇✴❉♦♥♥❡❡s✴❊t❛♣❡✵
✷✳ ★❆◆❘✲✵✼✲❇▲❆◆✲✵✷✸✷

✶✾✸



✻✳✶✳ P▲❯■❊ ■❉➱❆▲❊ ✲ ❊❚❆P❊ ✵

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ✭❛✮ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❡t ✭❜✮ ▲❡s ❣✐❝❧❡✉rs ✭♣❤♦t♦s ❞❡ ❧✬✉♥✐té
❙❝✐❡♥❝❡ ❞✉ s♦❧ ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s✮✳

❞✬❖r❧é❛♥s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❛♠♣❡ ❞❡ ❣✐❝❧❡✉rs ♦s❝✐❧❧❛♥ts ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶❜✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
♣❧✉✐❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶❛✮✳ ❉✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ✿
r✉❣♦s✐té ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ♣❡♥t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡✳ ▲❡ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❛✈❛❧
❛ été ♠❡s✉ré à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛❧❛♥❝❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
✕ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ 250 s✳
✕ ❯♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ❧✐ss❡✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✿ Lc = 4 ♠ ✭❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣r♦❥❡té❡ L✮✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✿
l = 0.12 ♠✱ ❞❡ ♣❡♥t❡ ✿ S0 = 4.96% ❡t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s❡❝

h = 0 ♠ ❡t q = 0 ♠2/s.

✕ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ♣❧✉✈✐❡✉① ✭s❛♥s ❛♣♣♦rt ❡♥ ❛♠♦♥t✮

P (t) =

{
50.76 ♠♠/❤ s✐ (x, t) ∈ [0, L− 0.05 ♠]× [5, 125 s]
0 ♠♠/❤ s✐♥♦♥

.

P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡st ❞❡ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳✶✳✷✱ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ q✉✬❛✉
❜♦✉t ❞❡ ❝✐♥q s❡❝♦♥❞❡s ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❧❡s ❝✐♥q ❞❡r♥✐❡rs ❝❡♥t✐♠ètr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
✭✜❣✉r❡ ✻✳✷❛✮✳

❈✐♥q ♣❧✉✐❡s ♦♥t été s✐♠✉❧é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞✉
s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡
❡t ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷❜ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳

▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❢♦rtr❛♥
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ∆x = 0.01 ♠✳ ▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à 250 s❡❝♦♥❞❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✿

✕ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❧❡s 9 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts n ❞❡ 0.008 à 0.016 ♣❛r ♣❛s ❞❡ 0.001✱
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✕ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❧❡s 9 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts f ❞❡ 0.1 à 0.18 ♣❛r ♣❛s ❞❡ 0.01✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❧♦✐s✳

xO

z

L

q(t, L)
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ✭❛✮ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡t ✭❜✮ ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♠❡s✉ré ❡♥
x = L✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❛♥s ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♣❧✉✐❡ ♠❡s✉ré❡ ✭50.76 ♠♠✴❤✮✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ✭❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹❛✮ ❡t ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜✐t
❝✉♠✉❧é ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹❜✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r✐s ❧❡s s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ 52 ♠♠✴❤✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❡st ♠✐❡✉① ❝❛♣t✉ré ✭✜❣✉r❡s ✻✳✹❝
❡t ✻✳✹❡✮✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉ s♦rt✐ à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ s✐♠✉❧é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❧✉s à ❝❡❧✉✐ ♠❡s✉ré ✭✻✳✹❞
❡t ✻✳✹❢✮✳ ■❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ✿
❡♥ ❡✛❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❡r ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r✈❡♥♦♥s ♣❛s à ✈♦✐r ✉♥❡
♠♦♥té❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡❝t❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✈❛♥❝é❡s ✿

✕ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♠❛❧ ❧❛ ré❛❧✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡
❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡✳ ■❧ ❡st sûr❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞ûs à ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❨✉ ❛♥❞ ▼❝◆♦✇♥ ❬✶✾✻✹❪✱ ❨♦♦♥ ❛♥❞
❲❡♥③❡❧ ❬✶✾✼✶❪✱ ▼✉③✐❦ ❬✶✾✼✹❪✱ ❙❛✈❛t ❬✶✾✼✼❪✱ P❛♥❞❛② ❛♥❞ ❍✉②❛❦♦r♥ ❬✷✵✵✹❪✱ ❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪ ❡t ▲✐ ❬✷✵✵✾❪✮✳ ❨♦♦♥ ❛♥❞ ❲❡♥③❡❧ ❬✶✾✼✶❪ ♠❡s✉r❡♥t ❞❡s ♣r♦✜❧s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞❡ ✈✐t❡ss❡s
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✮ ❡t ❝♦♥st❛t❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ r❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ✭✈♦✐r ❈❤❛r❜❡♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✮ ❝♦♥❝❧✉❡♥t q✉❡ ❝❡s
❢r♦tt❡♠❡♥ts s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❙❛✈❛t ❬✶✾✼✼❪✱ ✐❧ ❡st ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts
❞ûs à ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳

✕ ▲✬❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❞✬❛✉tr❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❤②❞r♦♣❤✐❧❡s✳

✕ ❊♥✜♥ ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ s✐♠✉❧é❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
❡✛❡ts ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
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♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❲❡❜❡r ✭✈♦✐r ❉✉♥❦❡r❧❡② ❬✷✵✵✷❪✮

We =
ρu2h

σ
,

❛✈❡❝
ρ = 998, 7 ❦❣/♠3, ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉,
σ = 73.10−3 ❥♦✉❧❡s/♠2, ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡.

❈❡ ♥♦♠❜r❡ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡t ❧❡s ❧❡s ❢♦r❝❡s
❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s We < 1 ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t
♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❲❡❜❡r à
❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ❡t ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ✶ ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉stré
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❛✈❡❝ n = 0.013✮✳

❈❡ t❡st s♦✉❧è✈❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❝t✉❡❧ ♥❡ ♣r❡♥❞
♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳ ❉❡♣✉✐s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧✬ét❛♣❡ ✵ ❛
été ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥♦✉s ❛✐❞❡r♦♥s ♣❡✉t✲êtr❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❛❞❛♣té à ❝❡ t❡st✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❲❡❜❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❛✈❡❝ n = 0.013✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡✳ ❋r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ♣❧✉✐❡ ❞❡
50.76 ♠♠✴❤ ✿ ✭❛✮ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❡t ✭❜✮ ❞é❜✐t ❝✉♠✉❧é✳ ❋r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t
♣❧✉✐❡ ❞❡ 52 ♠♠✴❤ ✿ ✭❝✮ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❡t ✭❞✮ ❞é❜✐t ❝✉♠✉❧é✳ ❋r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t
♣❧✉✐❡ ❞❡ 52 ♠♠✴❤ ✿ ✭❡✮ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❡t ✭❢✮ ❞é❜✐t ❝✉♠✉❧é✳

✶✾✼
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉s
à ❧❛ ♣❧✉✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✭❡①tr❛✐t ❞❡ ❨♦♦♥ ❛♥❞ ❲❡♥③❡❧ ❬✶✾✼✶❪✮✳

✶✾✽
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✻✳✷ P❛r❝❡❧❧❡s ❏❆❈ ❡t ❊❘❖ ✭✶✾✾✹✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❙é♥é❣❛❧ ❡t ◆✐❣❡r✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❛ été ♠✐s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ▼✐❝❤❡❧
❊st❡✈❡s ✸✳ ❈❡ ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✉ ◆✐❣❡r ✭✜❣✉r❡ ✻✳✻✮ ❡♥ ✶✾✾✹ ♣❛r ❧✬■❘❉✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡✱ ❞❡ ❧✬❤✉♠✐❞✐té ❞✉ s♦❧ ❡t ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ♣❛r❝❡❧❧❡s ✿ ❊❘❖
❡t ❏❆❈ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡s ✻✳✼ ❛✲❜ ❡t ✻✳✼ ❝✲❞✮✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✲
❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❍❆P❊❳✲❙❛❤❡❧ ✭❍②❞r♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆t♠♦s♣❤❡r❡ P✐❧♦t ❊❳♣❡r✐♠❡♥t✱ ✈♦✐r ❉❡s❝♦♥♥❡ts
❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪✱ P❡✉❣❡♦t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ❡t ❊st❡✈❡s ❛♥❞ ▲❛♣❡t✐t❡ ❬✷✵✵✸❪✮ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✭❞❡ 1 ♠2 à q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞✬❤❡❝t❛r❡s✮ ❡t ❞❡
t❡♠♣s ✭❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡ à ❧✬❛♥♥é❡✮✱ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞❡ s✉r✲
❢❛❝❡s ✐❞❡♥t✐✜és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ◆✐❣❡r ❡t ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts r❡❥♦✐❣♥❛✐❡♥t
❧❡s ❝♦✉rs ❞✬❡❛✉ t❡♠♣♦r❛✐r❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ s♦❧s r❡♥❝♦♥trés✱ ✐❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ✉♥✐tés ✭✈♦✐r ❉❡s❝♦♥♥❡ts ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪ ❡t ❊st❡✈❡s ❛♥❞ ▲❛♣❡t✐t❡ ❬✷✵✵✸❪✮

✕ ✉♥ s♦❧ ♥✉✱
✕ ✉♥ ❣❧❛❝✐s s❛❜❧❡✉① ❡♥ ❥❛❝❤èr❡
✕ ❡t ✉♥ ❣❧❛❝✐s s❛❜❧❡✉① ❝✉❧t✐✈é ✭❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠✐❧✮✳
▲❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❝❡❧❧❡s ❏❆❈ ❡t ❊❘❖✱ ♦♥t ♣❡r♠✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧❛

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ P❙❊▼❴✷❉ ✹ ✭✈♦✐r ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r
P❙❊▼❴✷❉ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ✳✳✳ ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❞é❜✐ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❞é❜✐ts ♠❡s✉rés✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st
❜❛sé s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▼❛❝ ❈♦r♠❛❝❦ ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭♣♦✉r

✸✳ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡s ❚r❛♥s❢❡rts ❡♥ ❍②❞r♦❧♦❣✐❡ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭●r❡♥♦❜❧❡✮✱ ■❘❉
✹✳ P❧♦t ❙♦✐❧ ❊r♦s✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✷❉

✶✾✾
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❙é♥é❣❛❧✳
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♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪ ❡t ◆♦r❞ ❛♥❞ ❊st❡✈❡s ❬✷✵✵✺❪✮✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡
❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r P❙❊▼❴✷❉ ✭❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥ts✱ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ✳✳✳✮✳ ❈❡❝✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❝❡❧❧❡s ❡t
♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✻✳✷✳✶ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖

▲❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✼❛ ❡t ✻✳✼❜✮ ❡st ✉♥❡ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ s♦❧ ♥✉ r❡❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ✉♥❡
❝r♦ût❡ ❞❡ t②♣❡ ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 14.25 ♠✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r l = 5 ♠✱ ❞❡ ♣❡♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
0.12 s❡❧♦♥ (Ox) ❡t 0.21 s❡❧♦♥ (Oy)✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t
❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Pr♦♣r✐étés ❞✉ s♦❧
◆❛t✉r❡ ❊r♦s✐♦♥ ❚②♣❡ ❞❡ s♦❧ ❙❛❜❧❡ ❧✐♠♦♥❡✉①
Zc (♠) ✵✳✵✵✺ θs ✵✳✷✾✻
hf (♠) ✶✳✸✼✾✺ hf (♠) ✶✳✸✼✾✺

Ks (♠✴s) ✶✳✼❊✲✽ Ks (♠✴s) ✷✳✶✺❊✲✺
f ✵✳✷✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖✳

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ré❣✉❧✐❡r ❛✈❡❝ ∆x = ∆y = 0.2 ♠✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s s♦♥t
✕ ❞❡s ❜♦r❞s ❢❡r♠és ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t s✉r ❧❡s ❝♦tés ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡
✕ ❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡ ♦✉✈❡rt❡ à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✳
❚♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉

❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ♦r✐❡♥té ♦❜❥❡t ❡♥ ❈✰✰ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✼✮✳

P♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
✕ ❞♦✉③❡ é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉①✱
✕ ❧❡s ❞é❜✐ts ♠❡s✉rés à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✱
✕ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✐♥✜❧tré❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ s♦♥❞❡ à ♥❡✉tr♦♥✱
✕ ❧❡s ❝❛❧❛❣❡s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ P❙❊▼❴✷❉ ✭♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❊st❡✈❡s
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✮✳

❉❛♥s ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱ ❧❡ ❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞✉ 10
❛♦ût ✶✾✾✹✳

P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ◆❛s❤ ❡t ❙✉t❝❧✐✛❡ ✭✈♦✐r ◆❛s❤ ❛♥❞ ❙✉t❝❧✐✛❡ ❬✶✾✼✵❪✮

NS = 1−
∑M

n=0 (Qn −Qs
n)

2

∑M
n=0

(
Qn −Qn

)2

❛✈❡❝
✕ Qn ❧❡ ❞é❜✐t ♠❡s✉ré à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❛✉ t❡♠♣s tn ❡t Qn s❛ ♠♦②❡♥♥❡✱

✷✵✶
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✕ Qs
n ❧❡ ❞é❜✐t s✐♠✉❧é à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❛✉ t❡♠♣s tn✳

P❧✉s NS ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✱ ♠❡✐❧❧❡✉rs s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✽ ❡t ✻✳✾ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡s ❤②ét♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❧❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s
♠❡s✉rés ❡t s✐♠✉❧és ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❡
❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✭❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✜❧tré❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ s✐♠✉❧é❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❝❡s ♣✐❝s✮ s✐♠✉❧é❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t P❙❊▼❴✷❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♠❡s✉ré❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ s♦♥t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜✲
s❡r✈és✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛ttr❛♣é❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✽ ❡t ✻✳✾✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ◆❛s❤✲❙✉t❝❧✐✛❡ ✭✈♦✐r
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷✮✳ ❙✉r ❝❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t P❙❊▼❴✷❉ s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts très ♣r♦❝❤❡s ✭✈♦✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
s♦✉s✲❡st✐♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✻✳✾❝✮✳
▲❡s ♣✐❝s ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ❜♦♥ ♠♦♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✵❝✮✱ ♠❛✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❝❡s ♣✐❝s ❡st ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✉r❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✵❞✮✳ ❊♥✜♥ ❧❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✐♥✜❧tré❡s s♦♥t ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❝❛❧❝✉❧é❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✵❛✮✳

❊✈é♥❡♠❡♥t ❉❛t❡ θi NS ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ NS P❙❊▼❴✷❉
✶ ✷✵ ❏✉✐❧❧❡t ✶✾✾✹ ✵✳✵✹✽ ✵✳✽✺ ✵✳✽✺✹
✷ ✷✶ ❏✉✐❧❧❡t ✶✾✾✹ ✵✳✶✵✸ ✵✳✼✹✽ ✵✳✻✻✶
✸ ✵✼ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✶ ✵✳✽✸✾ ✵✳✾
✹ ✶✵ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✶✵✻ ✵✳✽✼✸ ✵✳✽✾✻
✺ ✷✵ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✵✻✼ ✵✳✻✶✽ ✵✳✻✷✺
✻ ✷✵ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✷ ✵✳✵✾✺ ✵✳✻✶✽ ✵✳✽✾✻
✼ ✷✹ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✵✽✽ ✵✳✽✹✸ ✵✳✽✽✸
✽ ✷✺ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✵✽✺ ✵✳✾✷✷ ✵✳✽✽✺
✾ ✵✹ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ✵✳✵✽✷ ✵✳✾✷✽ ✵✳✾✷✽
✶✵ ✵✽ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ✵✳✵✽✷ ✵✳✻✵✺ ✵✳✹✻✵
✶✶ ✶✷ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ✵✳✵✼ ✵✳✼✺✺ ✵✳✼✸✽
✶✷ ✶✻ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ✵✳✵✻✶ ✵✳✻✻✶ ✵✳✻✻✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ✿ ❤✉♠✐❞✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s♦❧ ❡t rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞♦✉③❡
é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉①✳

✷✵✷
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❥✉✐❧❧❡t ✶✾✾✹✱ ✭❝✮ ✵✼ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❞✮ ✶✵ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❡✮ ✷✵ ❛♦ût ✶✾✾✹ ❡t ❞✉ ✭❢✮ ✷✵ ❛♦ût ✶✾✾✹ ✷
♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳
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✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ✿ ❤②ét♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s ❞✉ ✭❛✮ ✷✹ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❜✮ ✷✺
❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❝✮ ✵✹ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹✱ ✭❞✮ ✵✽ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹✱ ✭❡✮ ✶✷ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ❡t ❞✉
✭❢✮ ✶✻ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳
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✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖✱ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✉❧és ♣♦✉r ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t
P❙❊▼❴✷❉ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉rs ✐♥✢✐tré❡s ❡♥ ♠✐❧❡✉ ❞❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✱
✭❜✮ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✭❝✮ t❡♠♣s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t
✭❞✮ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣✐❝s✳

✷✵✺
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✻✳✷✳✷ P❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈

▲❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✼❝ ❡t ✻✳✼❞✮ ❡st ✉♥❡ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❡♥ ❥❛❝❤èr❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 20 ♠✱
❞❡ ❧❛r❣❡✉r l = 5 ♠✱ ❞❡ ♣❡♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ 0.19 s❡❧♦♥ (Ox) ❡t 0.17 s❡❧♦♥ (Oy)✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✳ ❆ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉
s♦❧✱ ✐❧ ② ❛ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡ ③♦♥❡s ér♦❞é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ s❛❜❧❡ ❞✬♦ù ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
❢r♦tt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ✭t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✮✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Pr♦♣r✐étés ❞✉ s♦❧
◆❛t✉r❡ ❊r♦s✐♦♥ ▼♦♥ts ❞❡ s❛❜❧❡ ❚②♣❡ ❞❡ s♦❧ ❙❛❜❧❡ ❧✐♠♦♥❡✉①
Zc (♠) ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✺ θs ✵✳✷✾✻
hf (♠) ✶✳✸✼✾✺ ✵✳✶✽ hf (♠) ✶✳✸✼✾✺

Ks (♠✴s) ✶✳✼❊✲✽ ✶✳✾❊✲✻ Ks (♠✴s) ✷✳✶✺❊✲✺
f ✵✳✷✺ ✵✳✼

❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈✳

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ré❣✉❧✐❡r ❛✈❡❝ ∆x = ∆y = 0.06 ♠✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s s♦♥t
✕ ❞❡s ❜♦r❞s ❢❡r♠és ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t s✉r ❧❡s ❝♦tés ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡
✕ ❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡ ♦✉✈❡rt❡ à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛r❝❡❧❧❡
✕ ❞♦✉③❡ é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉① q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ✭♥♦✉s
❡♥ ❛✈♦♥s tr❛✐té s❡♣t✮✱

✕ ❧❡s ❞é❜✐ts ♠❡s✉rés à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✱
✕ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✐♥✜❧tré❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡
✕ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ P❙❊▼❴✷❉ ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉
✐♥✜❧tré❡s✮✳

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✶✶ ❡t ✻✳✶✷ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡s ❤②ét♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❧❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s
♠❡s✉rés ❡t s✐♠✉❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ r❡♣rés❡♥t❡
❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✭❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✜❧tré❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ s✐♠✉❧é❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡s
♣✐❝s✮ s✐♠✉❧é❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t P❙❊▼❴✷❉ ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✮
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖✱ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✶✻ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✷❢✮✳ ❙✉r ❝❡s
♠❡s✉r❡s✱ P❙❊▼❴✷❉ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡t
é✈é♥❡♠❡♥t ❛ ♠❛❧ été ♠❡s✉ré✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ◆❛s❤ ❙✉t❝❧✐✛❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹✮ s♦♥t
♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ♠❛✐s ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✐♥✜❧tré❡s s♦♥t
♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❝❛❧❝✉❧é❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸❛✮✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉
s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s♦✉s✲é✈❛❧✉é ♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸❜✮✳ ❊♥✜♥ ❧❡s ♣✐❝s
❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ❜♦♥ ♠♦♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸❝✮ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡s ♣✐❝s ❡st très
❜✐❡♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸❞✮✳

P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛♥q✉❛♥t
❡t tr❛❝❡r ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥✜❧trés✳

❇✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛❧❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♠❡s✉ré
à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❛❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲
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❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ❈❡s ❧♦✐s ét❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❤❛✉t❡✉rs
❞✐✛ér❡♥t❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▼❛✐s r✐❡♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r t❡❧❧❡ ♦✉
t❡❧❧❡ ❧♦✐✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞✉ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✳

❊✈é♥❡♠❡♥t ❉❛t❡ θs − θi NS ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ NS P❙❊▼❴✷❉
✸ ✵✼ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✶✾✻ ✵✳✾✺✹ ✵✳✾✻✾
✹ ✶✵ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✶✸✾ ✵✳✾✻✷ ✵✳✾✵✷
✺ ✷✵ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✷✷✾ ✵✳✾ ✵✳✻✻✾
✼ ✷✹ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✷✵✽ ✵✳✾✶✻ ✵✳✾✵✶
✽ ✷✺ ❆♦ût ✶✾✾✹ ✵✳✷✶✶ ✵✳✾✼✻ ✵✳✾✹
✶✶ ✶✷ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ✵✳✷✷✻ ✵✳✽✺✷ ✵✳✼✼✼
✶✷ ✶✻ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ✵✳✷✸✷ ✲✺✶✳✻ ✲✺✾✳✻✼

❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈ ✿ ❤✉♠✐❞✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s♦❧ ❡t rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s s❡♣t
é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉① ét✉❞✐és✳
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❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❝✮ ✷✵ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❞✮ ✷✺ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❡✮ ✶✷ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ❡t ❞✉ ✭❢✮ ✶✻ s❡♣t❡♠❜r❡
✶✾✾✹ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈✱ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✉❧és ♣♦✉r ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t
P❙❊▼❴✷❉ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉rs ✐♥✢✐tré❡s ❡♥ ♠✐❧❡✉ ❞❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✱
✭❜✮ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✭❝✮ t❡♠♣s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t
✭❞✮ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣✐❝s✳
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x

O

z

y

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐✈r❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❲♦♦❞✐♥❣✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❛ été ♠✐s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r
❖❧✐✈✐❡r P❧❛♥❝❤♦♥ ✺✳ ❈❡ ❥❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ❡✛❡❝t✉é❡s à ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✻✮ ♣❛r ❧✬■❘❉
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t P◆❘❍ ❘■❉❊❙ ✻✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡
❡t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡♥ ✻✸ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡s ✻✳✼ ❡✲❢ ❡t ✻✳✶✺✮✳ ❈❡s
♠❡s✉r❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❙❱● ✭❙❛❧t✲❱❡❧♦❝✐t② ●❛✉❣❡✱ ✈♦✐r P❧❛♥❝❤♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ét❛✐❡♥t

✕ ❞❡ t❡st❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✭❙❱●✮✱
✕ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥✳
❈❡s ♠❡s✉r❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✈♦✐r ❚❛t❛r❞ ❬✷✵✵✺❪ ❡t

❚❛t❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮ ✿
✕ P❙❊▼❴✷❉✱
✕ ◆❈❋ ❡t ▼❆❍▲❊❘❆◆ ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✶❉ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡✱

✕ ❘✐❧❧●r♦✇✷ ❜❛sé s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐❢✲
❢✉s✐✈❡✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r P❙❊▼❴✷❉✳
❉❛♥s ❚❛t❛r❞ ❬✷✵✵✺❪ ❡t ❚❛t❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t ♣❛s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ♠❡s✉ré❡s✳ ■❧s ♦♥t
❛❧♦rs ✉t✐❧✐sés ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❤étér♦❣�♥❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱
❝❡ q✉✐ ❧❡✉r ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡ très ♣r♦❝❤❡s ❞❡
❝❡❧❧❡s ♠❡s✉ré❡s✳

▲❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ❡st ✉♥❡ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡ s♦❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ s❛❜❧❡✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L =
10 ♠✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r l = 4 ♠✳ ❙❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐✈r❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❲♦♦❞✐♥❣ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❲♦♦❞✐♥❣ ❬✶✾✻✺❪✱ P♦♥❝❡
❬✶✾✽✾✱ ♣✳✶✹✺❪✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡♥t❡ 1% s❡❧♦♥ (Ox) ❡t s❡❧♦♥ (Oy) ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✻✳✶✹✮✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r 160 ♠❛✐❧❧❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ✭(Ox)✱
∆x = 0.025 ♠✮ ❡t 200 ♠❛✐❧❧❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭(Oy)✱ ∆y = 0.05 ♠✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❚❛t❛r❞ ❬✷✵✵✺❪ ❡t ❚❛t❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ♦♥t ♥é❝❡ss✐té ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡

✺✳ ■❘❉ ✭▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r✮✱ ❯▼❘ ▲■❙❆❍
✻✳ ❘✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❊t❛ts ❞❡ ❙✉r❢❛❝❡
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rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ∆x = ∆y = 0.1 ♠ ♣♦✉r P❙❊▼❴✷❉✮ à ❝❛✉s❡
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ♣❡t✐ts ♣✐❝s ❧✐é❡s ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭f = 0.26✮ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞é❣r❛❞é ♣✉✐s ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✶✻ ❡t ✻✳✶✼✮✳ ❊♥✜♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❤étér♦❣è♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ✭✜❣✉r❡
✻✳✶✽✮✳

❊♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ③♦♥❡s s♦♥t
♠✐❡✉① ❞é✜♥✐❡s ✭✻✳✶✼✮✳ ▼❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❡♥
❡✛❡t q✉❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❝❡rt❛✐♥s ❡♥❞r♦✐ts ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s
♠❡s✉ré❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✾❛ ❡t ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✻✳✺ ❡t ✻✳✻✮✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❡s ✈✐t❡ss❡s très
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ P❙❊▼❴✷❉✳ ❊♥✜♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤étér♦❣è♥❡s
♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ✭❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✾❜ ❡t ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✻✳✺ ❡t ✻✳✻✮✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤étér♦❣è♥❡s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵✮✳

P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥✈✐s❛❣❡r
✕ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤étér♦❣è♥❡s s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥ ❡t s✉r ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡rs ❛✜♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts

✕ ❡t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳

✻✳✹ ❙②♥t❤ès❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✭t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞ûs à ❧❛ ♣❧✉✐❡✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❞❡ s✉r❢❛❝❡✮ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❡t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❧❡s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✉s✉❡❧❧❡s ❡♥ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ✭❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ▼❛♥♥✐♥❣✮
♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ é♣❛✐ss❡✉r✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛
❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❡ss❛②❡r ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❞❡s t❡sts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ✭❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡s t❡❧s q✉❡ ❞❡s ✢❛q✉❡s ❞✬❡❛✉✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t
❞❡ s❡s s♣é❝✐✜❝✐tés✳

✷✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ✿ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣❛r ❙❱●✳

✷✶✷
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Coefficients homogenes : U (m/s)
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✭❛✮

Coefficients homogenes : Fr
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✭❜✮

Coefficients homogenes : h (m)
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✭❝✮

Coefficients homogenes : Re
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✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧ ✿ ✭❛✮ ✈✐t❡ss❡s✱ ✭❜✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡✱ ✭❝✮ ❤❛✉✲
t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡t ✭❞✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s à t = 7300 s ♣♦✉r f = 0.26 ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r✳

✷✶✸
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Coefficients homogenes : U (m/s)
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x (m)
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✭❛✮

Coefficients homogenes : Fr
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x (m)
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✭❜✮

Coefficients homogenes : h (m)
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✭❝✮

Coefficients homogenes : Re

0 1 2 3 4

x (m)
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✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧ ✿ ✭❛✮ ✈✐t❡ss❡s✱ ✭❜✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡✱ ✭❝✮ ❤❛✉✲
t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡t ✭❞✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s à t = 7300 s ♣♦✉r f = 0.26 ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✳

✷✶✹
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Coefficients heterogenes : U (m/s)
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✭❛✮

Coefficients heterogenes : Fr
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✭❜✮

Coefficients heterogenes : h (m)
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✭❝✮

Coefficients heterogenes : Re

0 1 2 3 4

x (m)

 0

 2

 4

 6

 8

 10

y 
(m

)

 0

 200

 400

 600

 800

 1000

 1200

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧ ✿ ✭❛✮ ✈✐t❡ss❡s✱ ✭❜✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡✱ ✭❝✮ ❤❛✉✲
t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡t ✭❞✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s à t = 7300 s ❛✈❡❝ f ❤étér♦❣è♥❡ ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❣r♦ss✐❡r✳

✷✶✺
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x ❬♠❪ y ❬♠❪
V ❬❝♠.s−1❪
♠❡s✉r❡s

V ❬❝♠.s−1❪
P❙❊▼❴✷❉
f❤♦♠♦❣è♥❡

V ❬❝♠.s−1❪
P❙❊▼❴✷❉
f❤étér♦❣è♥❡

V ❬❝♠.s−1❪
❋✉❧❧❙❲❖❋
f❤♦♠♦❣è♥❡

V ❬❝♠.s−1❪
❋✉❧❧❙❲❖❋
f❤étér♦❣è♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ♠❡s✉ré❡s ✭❛✮ ♣♦✉r
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵ ✕ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ✿ ❤②ét♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s s✐♠✉❧é❡s
❡t ♠❡s✉ré❡s ✭❛✮ ♣♦✉r f = 0.26 ❡t ✭❜✮ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✼

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ st❛❣❡s ❞❡ ▼✷
❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❇❘●▼ ✭❊❧ ❇♦✉❛❥❛❥✐ ❬✷✵✵✼❪ ❡t ❘♦✉ss❡❛✉ ❬✷✵✵✽❪✮✱ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❡t ❛②❛♥t
✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣ré❝✐s✐♦♥✴t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ❡♥
❈✰✰ ❛♣♣❡❧é ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ✶ ✭♣♦✉r ❋✉❧❧ ❙❤❛❧❧♦✇ ❲❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❖✈❡r❧❛♥❞ ❋❧♦✇✮✱ s♦♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛ ❞é❜✉té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ st❛❣❡ ❞❡ ▼✷ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ à ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s
✭✈♦✐r ❉❡❧❡str❡ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✲
✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s t❡sts ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ✐♥té❣rés ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❈❤r✐st✐❛♥
▲❛❣✉❡rr❡✳

✼✳✶ ❙♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉

✼✳✶✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ❧❡s st❛❣❡s ❞❡ ▼✷ ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❇❘●▼ ✭✈♦✐r ❊❧ ❇♦✉❛❥❛❥✐
❬✷✵✵✼❪ ❡t ❘♦✉ss❡❛✉ ❬✷✵✵✽❪✮ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s ✿ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥s ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ▼❯❙❈▲ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✳ ❈❡ ❝❤♦✐①
❡st très ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❛♠❡♥é à é✈♦❧✉❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s
✈♦✉❧♦♥s ✐♥té❣r❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭❍▲▲✱ ❘✉s❛♥♦✈✱ ✳✳✳✮✱ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭▼❯❙❈▲✱ ❊◆❖✱ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮✱ ✳✳✳✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❞❡s ❢♦r✲
tr❛♥ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❈❡s ❝♦❞❡s s♦♥t ♣❡✉ ✈✐❛❜❧❡s ✿ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ ♣❡✉
♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♥❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ♥✐ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥✐ ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦❞❡✳ ❆ ❝❡❧❛
s✬❛❥♦✉t❡✱ ✉♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t❡sts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ❢♦rtr❛♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳

✶✳ ❉é♣♦sé à ❧✬❆❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡s Pr♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ DL 03434− 01

❡t ✉♥❡ ❧✐❝❡♥❝❡ ❈❡❈■▲▲✳ P♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡ ✈♦✐r ✿
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝❡❝✐❧❧✳✐♥❢♦✴❧✐❝❡♥❝❡s✴▲✐❝❡♥❝❡❴❈❡❈■▲▲❴❱✷✲❢r✳❤t♠❧
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝❡❝✐❧❧✳✐♥❢♦✴❧✐❝❡♥❝❡s✴▲✐❝❡♥❝❡❴❈❡❈■▲▲❴❱✷✲❡♥✳❤t♠❧

✷✶✾
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✐❢ ✭❝❤♦✐①❢❧✉①❂❂✶✮ t❤❡♥

❝❛❧❧ ❢❧✉①r✉s✭✉r✭✐✲✶✮✱✉❧✭✐✮✱❤❞✭✐✲✶✮✱❤❣✭✐✮✱❢♣✭✐✮✱❢❞✭✐✮✱❈❋▲✷✮

❡❧s❡ ✐❢ ✭❝❤♦✐①❢❧✉①❂❂✷✮ t❤❡♥

❝❛❧❧ ❢❧✉①❤❧❧✭✉r✭✐✲✶✮✱✉❧✭✐✮✱❤❞✭✐✲✶✮✱❤❣✭✐✮✱❢♣✭✐✮✱❢❞✭✐✮✱❈❋▲✷✮

❡❧s❡ ✐❢ ✭❝❤♦✐①❢❧✉①❂❂✸✮ t❤❡♥

❝❛❧❧ ❢❧✉①❤❧❧✷✭✉r✭✐✲✶✮✱✉❧✭✐✮✱❤❞✭✐✲✶✮✱❤❣✭✐✮✱❢♣✭✐✮✱❢❞✭✐✮✱❈❋▲✷✮

❡❧s❡ ✐❢ ✭❝❤♦✐①❢❧✉①❂❂✹✮ t❤❡♥

❝❛❧❧ ❢❧✉①r♦❡✭✉r✭✐✲✶✮✱✉❧✭✐✮✱❤❞✭✐✲✶✮✱❤❣✭✐✮✱❢♣✭✐✮✱❢❞✭✐✮✱❈❋▲✷✮

❡❧s❡ ✐❢ ✭❝❤♦✐①❢❧✉①❂❂✺✮ t❤❡♥

❝❛❧❧ ❢❧✉①❝✐♥❡t✐q✉❡✭✉r✭✐✲✶✮✱✉❧✭✐✮✱❤❞✭✐✲✶✮✱❤❣✭✐✮✱❢♣✭✐✮✱❢❞✭✐✮✱❈❋▲✷✮

❡❧s❡ ✐❢ ✭❝❤♦✐①❢❧✉①❂❂✻✮ t❤❡♥

❝❛❧❧ ❢❧✉①❛♣s✭✉r✭✐✲✶✮✱✉❧✭✐✮✱❤❞✭✐✲✶✮✱❤❣✭✐✮✱❢♣✭✐✮✱❢❞✭✐✮✱❈❋▲✷✮

❡❧s❡ ✐❢ ✭❝❤♦✐①❢❧✉①❂❂✼✮ t❤❡♥

❝❛❧❧ ❢❧✉①r♦❡❘✉s✭✉r✭✐✲✶✮✱✉❧✭✐✮✱❤❞✭✐✲✶✮✱❤❣✭✐✮✱❢♣✭✐✮✱❢❞✭✐✮✱❈❋▲✷✮

❡❧s❡

❝❛❧❧ ❢❧✉①❘♦❡❙❛♥s✭✉r✭✐✲✶✮✱✉❧✭✐✮✱❤❞✭✐✲✶✮✱❤❣✭✐✮✱❢♣✭✐✮✱❢❞✭✐✮✱❈❋▲✷✮

❡♥❞ ✐❢

❈❡tt❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t❡sts ♣❡✉t à ❧❛ ❢♦✐s ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦❞❡✱
♠❛✐s s✉rt♦✉t ❛❧❧♦♥❣❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡ ❡t ♠❛✐♥t❡♥❛❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✿
✕ ▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✭♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦✉❤❛✐tés ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ✈❛❧✐❞❡✮
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❡♥ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✬❡rr♦♥é❡s ✭♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s✮✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ❝♦♥s✐st❡ à
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡t ❞❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ❝❡❝✐ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉
❝♦❞❡✳

✕ ▲❛ ♠❛✐♥t❡♥❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡
♣✉✐ss❡ é✈♦❧✉❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦ûts ❡①❝❡ss✐❢s✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ✭❛❥♦✉t✴♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✱ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s✴❞❡ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥ts✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❙❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✶

❊♥tré❡s ✿ h0✱ u0✱ v0 ❡t z
❙♦rt✐❡s ✿ hM ✱ uM ❡t vM

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ h0✱ u0✱ v0 ❡t z
✷✿ ♣♦✉r t = 1 à N ❢❛✐r❡ ⊲ ❇♦✉❝❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
✸✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
✹✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❍▲▲✱ ❘✉s❛♥♦✈✱ ❈✐♥ét✐q✉❡✱ ✳✳✳
✺✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛
✻✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✿ ▼❛♥♥✐♥❣ ♦✉ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
✼✿ ✜♥ ♣♦✉r

❆✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ❧✬✐❞é❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❉❡❧❡str❡ ❬✷✵✵✽❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥❛❧②s❡r
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✐♠♣❧✐✜és ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✮✱ à ❧✬♦r❞r❡ ✷
✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮ ❡t ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✳

✷✷✵
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❙❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✷

❊♥tré❡s ✿ h0✱ u0✱ v0 ❡t z
❙♦rt✐❡s ✿ hM ✱ uM ❡t vM

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ h0✱ u0✱ v0 ❡t z
✷✿ ♣♦✉r t = 1 à N ❢❛✐r❡ ⊲ ❇♦✉❝❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
✸✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ① ✿ ▼❯❙❈▲✱ ❊◆❖ ♦✉ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡
✹✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
✺✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❍▲▲✱ ❘✉s❛♥♦✈✱ ❈✐♥ét✐q✉❡✱ ✳✳✳
✻✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛
✼✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✿ ▼❛♥♥✐♥❣ ♦✉ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
✽✿

✾✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ① ✿ ▼❯❙❈▲✱ ❊◆❖ ♦✉ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡
✶✵✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
✶✶✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❍▲▲✱ ❘✉s❛♥♦✈✱ ❈✐♥ét✐q✉❡✱ ✳✳✳
✶✷✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛
✶✸✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✿ ▼❛♥♥✐♥❣ ♦✉ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
✶✹✿

✶✺✿ ❖r❞r❡ ✷ ❡♥ t ✿ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥
✶✻✿ ✜♥ ♣♦✉r

P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭à ❧✬♦r❞r❡
✶ ♦✉ ✷✮ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ❞✬✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✭▼❯❙❈▲✱ ❊◆❖✱ ✳✳✳✮✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❣❛❣é ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s
✢✉① ❍▲▲✱ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ✳✳✳ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✢✉① ✮ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s✱ ❧❡s ♠ê♠❡s s♦rt✐❡s ❡t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ♥♦s ♣r♦♣♦s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✢✉① ✭♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈❡rs ❉❡❧❡str❡ ❬✷✵✵✽❪✮✳ ■♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ✢✉① ❝❤♦✐s✐✱
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ✭✈♦✐r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❚❆❇✳ ✼✳✶✮ ✿
❞❡ s✐① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭h✱ u ❡t v✮✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✢✉①✱ ❞❡ ✜①❡r ❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈❋▲✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♠èr❡ ❛❜str❛✐t❡ ✭❉✉♣✐♥
❬✷✵✵✺✱ ♣✳✷✻✻❪✮ ✢✉①✱ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❝ré❡r ❞✬♦❜❥❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡
❝❧❛ss❡ ✿ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡✳ ▼❛✐s ♣❛r ❤ér✐t❛❣❡✱ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡t ❧❡ ❞❡str✉❝t❡✉r ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s
❞❡ ✢✉① ✭❋❴❤❧❧✱ ❋❴❘✉s❛♥♦✈✱ ✳✳✳✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡✳ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ✢✉① ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡✉r
♣❛rt✐❡ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢✉① ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❤ér✐t❛❣❡
❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ ♠èr❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ♣❧✉s ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ♦ù ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❝♦♥t✐❡♥t ❝❡ q✉✐ ❧❛ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ✢✉①
♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r
✉♥ ❝♦❞❡ ♣❧✉s str✉❝t✉ré ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ♠❛✐♥t❡♥✐r✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s t❡sts r❡❞♦♥❞❛♥ts r❡♥❝♦♥trés ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❞❡s ❡♥
❢♦rtr❛♥ ✭✈♦✐r ♣❧✉s ❤❛✉t✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥ ✧❞✐str✐❜✉t❡✉r ❞✬♦❜❥❡ts✧
s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❛❜str❛✐t❡s ✭❧❡s ❝❧❛ss❡s ❝❤♦✐①❴✳✳✳ ✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✶✱ ✼✳✷
❡t ✼✳✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ✐♥st❛♥❝✐❡r ❞✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❛❜str❛✐t❡✱

✷✷✶



✼✳✶✳ ❙P➱❈■❋■❈■❚➱❙ ❉❊ ❋❯▲▲❙❲❖❋❴✷❉

flux

✕ f1
✕ f2
✕ f3
✕ tx
✕ cfl

✰ calcul(double, double, double, double, double, double) : void
✰ set❴tx(double) : void
✰ get❴f1() : double
✰ get❴f2() : double
✰ get❴f3() : double
✰ get❴cfl() : double

flux()

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ✕ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢✉①
✳

❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝❧❛r❡r ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ♣♦✐♥t❛♥t ✈❡rs ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ P✉✐s
❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ tr❛♥st②♣❛❣❡ ✭♦✉ ❝❛st✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡
❡♥ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✜❧❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢✉① ❡♥ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❋❴❤❧❧✮✳ ▲✬♦❜❥❡t
❛✐♥s✐ ♣♦✐♥té ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❆✐♥s✐ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ✭❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✮✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥t❡✉rs
♣♦✐♥t❛♥t ✈❡rs ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❛❜str❛✐t❡ s♦♥t ❞é❝❧❛rés✳ ❯♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✭♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✳t①t ✿ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✮ ❡st ❧✉ ♣❛r ✉♥ ♣❛rs❡r ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❚❡❧❧❡s ❬✷✵✵✺❪ ✭✐♥té❣ré
♣❛r ❯❧r✐❝❤ ❘❛③❛✜s♦♥ ♣✉✐s ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❣✉❡rr❡✮✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❡♥✈♦②é ❛✉① ❞✐str✐❜✉t❡✉rs ❞✬♦❜❥❡ts q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡♥t ❧❡
tr❛♥st②♣❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t❡✉r ❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❊♥✜♥ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ✐❧ ❢❛✉t s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❯❧r✐❝❤ ❘❛③❛✜s♦♥ ❡t ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❣✉❡rr❡ ❧✬♦♥t
str✉❝t✉ré ❡♥ ♣r♦❥❡t ✿ ✐❧s ♦♥t r❡❣r♦✉♣é ❧❡s ✜❝❤✐❡rs s♦✉r❝❡s ✭✳❝♣♣✮✱ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ❞✬❡♥✲têt❡ ✭♦✉
❤❡❛❞❡r ✿ ✳❤✮✱ ✳✳✳ ✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ▼❛r✐❡ ❘♦✉ss❡❛✉ ❛ tr❛♥s❢♦r♠é ❧❡ ❝♦❞❡ q✉✐
ét❛✐t à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✜①❡ ❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ à ❈❋▲ ✜①❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡♣✉✐s ❉❡❧❡str❡ ❬✷✵✵✽✱ ♣✳✷✷❪✱ ♥♦✉s tr❛q✉♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥✉t✐❧❡s ❡t ♥♦✉s
st♦❝❦♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ✭g/2✱ hu✱ hv✱ ✳✳✳✮✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s ❞✬❛❝❝ès q✉❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♦♣té
♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✈❡❝t♦r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ✈❡❝t♦r ♣❡r♠❡t ✉♥ ❛❝❝ès ❞✐r❡❝t à ✉♥ é❧é♠❡♥t
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡♥ O(1)✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❣✉❡rr❡ ❛ ❞é❜✉té ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❝♦❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣r♦✜❧❡r ✈❛❧❣r✐♥❞ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✺✮✳ ❊♥✜♥✱ ▼❛r✐❡ ❘♦✉ss❡❛✉ ❛ ✐♥té❣ré
✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t ✭●r❡❡♥ ❛♥❞ ❆♠♣t ❬✶✾✶✶❪✮ ✭✈♦✐r
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜❛ss✐♥
✈❡rs❛♥t✮✳ ❉❡ t❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ■❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ t❡❧❧❡
q✉❡ ▼P■ ✭▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs
à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t✴♦✉ ❝♦❡✉rs✳ ❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✷✷✷
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S c h e m a

O r d r e 2O r d r e 1

choix_flux

f l u x

F_Rusanov F_HLL

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢✉① ❡t ❞✉ ❞✐str✐❜✉t❡✉r ❞❡ ✢✉①
❝❤♦✐①❴✢✉①✳

ordre1schema

choix_init_topo
topo

Initialisation_topo
topography

choix_infiltration
I

infiltration
I

hydrostatique
rec_hydro

choix_flux flux_numflux
F

choix_conditionD

bordD
bordH

condition_bord

C

choix_conditionG

C

choix_init_huv

huv_init

Initialisation_huv
huv_init

choix_frottement

frot

frottement
frot

bordG
bordB

choix_rain

plui_num

rain
P

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♦r❞r❡✶✳

✷✷✸
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ordre2

schema

choix_init_topo
topo

Initialisation_topo
topography

choix_infiltration
I

infiltration
I

hydrostatique
rec_hydro

choix_flux
flux_num

flux
F

choix_conditionD
bordD
bordH

condition_bord

C

choix_conditionG

C

choix_init_huv

huv_init

Initialisation_huv
huv_init

choix_frottement

frot

frottement
frot

bordG
bordB

choix_rain

plui_num

rain
P

choix_reconstruction

rec

reconstruction
Rec

choix_limiteur
limiteur

limiteur
Lim

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♦r❞r❡✷✳

❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❊♠ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s ❛♥❞ ❑✐r❜② ■■ ❬✷✵✵✸✱ ♣✳✹✶✷✲✹✺✹❪✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st
❞é❝♦✉♣é ❡♥ ❛✉t❛♥t ❞❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ❝♦❡✉rs✱ ❛✐♥s✐ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦❡✉rs
❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ❜♦r❞s ❛✉① ❝♦❡✉rs ❡♥
❝❤❛r❣❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✈♦✐s✐♥s ✈✐❛ ✉♥❡ ❜❛rr✐èr❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
▼P■ ✿ ▼P■❴❇❛rr✐❡r✭▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉ ❡t ▼P■❴❆❧❧❣❛t❤❡r✈ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❙❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✭♣❛r❛❧❧è❧❡✮

❊♥tré❡s ✿ h0✱ u0✱ v0 ❡t z
❙♦rt✐❡s ✿ hM ✱ uM ❡t vM

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ h0✱ u0✱ v0 ❡t z
✷✿ ♣♦✉r t = 1 à N ❢❛✐r❡ ⊲ ❇♦✉❝❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
✸✿ ♣♦✉r i =♠②❴♦✛s❡t✲✶ à ❏❴❧♦❝❛❧ ❢❛✐r❡ ⊲ ❇♦✉❝❧❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡
✹✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
✺✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❍▲▲✱ ❘✉s❛♥♦✈✱ ❈✐♥ét✐q✉❡✱ ✳✳✳
✻✿ ✜♥ ♣♦✉r
✼✿ ♣♦✉r i =♠②❴♦✛s❡t à ❏❴❧♦❝❛❧ ❢❛✐r❡ ⊲ ❇♦✉❝❧❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡
✽✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛
✾✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✿ ▼❛♥♥✐♥❣ ♦✉ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤

✶✵✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✶✿ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✫ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✶✷✿ ✜♥ ♣♦✉r

✷✷✹
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#####################################################################
 Un exemple de fichier d'entree parametres.
######################################################################
 
Number of meshes (x-axis) : 24
 
Number of meshes (y-axis) : 74
 
Time of simulation : 2000.
 
Space step (x) : 0.2
 
Space step (y) : 0.2
 
Time step : 0.005
 
Boundary condition (left)(1-libre/2-mur) : 2
 
Boundary condition (right)(1-libre/2-mur) : 2
 
Boundary condition (down)(down)(1-libre/2-mur) : 2
 
Boundary condition (top)(1-libre/2-mur) : 1
 
Numerical flux choice(1-Rusanov/2-HLL)  : 2
 
Order of the scheme choice (1-ordre 1/2-ordre 2/3-relaxation) : 2
 
Reconstruction choice (1-Muscl/2-ENO/3-ENO-modifié) : 3
 
Friction term choice (1-Manning/2-Darcy-Weisbach): 2
 
Limiter choice (1-Minmod/2-Vanalbada)  : 1
 
Amortrec : 0.25
 
Infiltration model (1-Green-Ampt) : 1
 
Ks, hydraulic conductivity (saturation) of the surface (1.7e-8) : 1.7e-8
 
Dteta, water content : 0.139
 
Psi, load pressure : 1.3795
 
zcrust, epaisseur de la croute : 0.05
 
Kssoil, hydraulic conductivity (saturation) of the soil : 2.15e-5
 
cf, friction parameters : 0.25
 
cflfix, valeur de la cfl que l'on veut fixer : 0.4
 
topography's choice : 1
 
Name of the topography file :MNT_ERO.dat
 
choice of initialization huv (1/file -2/fonction) : 2
 
Name of the huv initialisation file : Nothing
 
choice of rain (1/file -2/fonction) : 1
 
Name of the rain file :pluie1008

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ▲❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s
✭❣r❛♣❤✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛r ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❣✉❡rr❡✮✳
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✼✳✶✳✷ ❉♦①②❣❡♥

P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉✱ ♥♦✉s ❞♦❝✉♠❡♥t♦♥s
♥♦tr❡ ❝♦❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ ❉♦①②❣❡♥ ✷

✭ré❛❧✐sé ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❉✐♠✐tr✐ ✈❛♥ ❍❡❡s❝❤✮✳ ❈❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡ ❧❛
❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ ✭✐❝✐ ❧❡ ❝✰✰✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st é❝r✐t ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s é❝r✐ts
❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ▲❆❚❊❳❝❡
q✉✐ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❊♥✜♥ ❉♦①②❣❡♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞✐✛ér❡♥ts ❢♦r♠❛ts ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ❡♥ ❤t♠❧✱ ❡♥ ▲❆❚❊❳✱ ❡♥ ❘✐❝❤ ❚❡①t ❋♦r♠❛t ✭❘❚❋✮✱
❡♥ ❳▼▲ ❡t ♠ê♠❡ ❞❡s ♣❛❣❡s ❞❡ ♠❛♥✉❡❧ ♣♦✉r ✉♥✐①✴❧✐♥✉①✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡✱ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ✳✳✳ ✭✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✶✱ ✼✳✷ ❡t ✼✳✸✮✳

❙✐ ❞❡ss♦✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞✬❡♥têt❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❋❴❘✉s❛♥♦✈ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s
❛✉ ❢♦r♠❛t ❉♦①②❣❡♥✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛✉ ❢♦r♠❛t ❤t♠❧ ❝♦♠♠❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✳

✴✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯

✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯ ❋❴❘✉s❛♥♦✈✳❤ ✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯

✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯

✯

✯ ❆ ❝❧❛ss ♦❢ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉

✯ ❆✉t❤♦r✿ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡❧❡str❡✱ ♦❝t♦❜❡r ✷✵✵✽✱ ♦❧✐✈✐❡r❞❡❧❡str❡✹✶❅②❛❤♦♦✳❢r
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✯ ❈♦♣②r✐❣❤t ✭❈✮ ✷✵✵✽

✯

✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✴

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❞✐✈❡rs✳❤❃

★✐❢♥❞❡❢ ❈❧❛ss❡❴❢❧✉①
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✴✯✦

✯ ❭❢✐❧❡ ❋❴❘✉s❛♥♦✈✳❤
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✯ ❭❛✉t❤♦r ❖❧✐✈✐❡r ❉❡❧❡str❡

✯ ❭✈❡rs✐♦♥ ✶✳✵✳✵

✯✴

✴✯✦ ❭❝❧❛ss ❋❴❘✉s❛♥♦✈

✯ ❭❜r✐❡❢ ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❢❧✉①

✯

✯ ❭❢❬④❭❝❛❧ ❋⑥✭❯❴●✱❯❴❉✮❂❭❢r❛❝④❋✭❯❴●✮✰❋✭❯❴❉✮⑥④✷⑥✲❝✳❭❢r❛❝④❯❴❉✲❯❴●⑥④✷⑥✱❭❢❪

✇✐t❤

❭❢❬ ❝❂❭♠❛①✭⑤✉❴④●⑥⑤✰❭sqrt④❣④❤⑥❴④●⑥⑥✱⑤✉❴④❉⑥⑤✰❭sqrt④❣④❤⑥❴④❉⑥⑥✮✳❭❢❪

✯✴

✷✳ ✇✇✇✳❞♦①②❣❡♥✳♦r❣✴

✷✷✼
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✕ P❛❣❡ ❍❚▼▲ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❉♦①②❣❡♥✳

✼✳✷ Pr❡♠✐❡rs t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s

P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ t❡st❡r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t s❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❣✉❡rr❡ ❛ ♠✐s
❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡ t❡sts✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡sts ✐♥té❣rés s♦♥t

✕ ✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ r❛❞✐❛❧❡ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝✱
✕ ✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ r❛❞✐❛❧❡ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é✱
✕ ✉♥ t❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r ✿ ✉♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ✐♥✈❡rsé ❞❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ❞❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥✳
❉é❝r✐✈♦♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t❡sts ❡t ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ r❛❞✐❛❧ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

(x, y) ∈ [0, 10 ♠]× [0, 10 ♠]

▲❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ♣❧❛♥❡ z(x, y) = 0✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✼❛✮ ❡st u(0, x, y) = v(0, x, y) =
0 ♠✴s ❡t

h(0, x, y) =

{
0.001 ♠ s✐

√
(x− 5)2 + (y − 5)2 ≤ 1 ♠

0 ♠ s✐♥♦♥
.

✕ ▲❛ t❛✐❧❧❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❡st ∆x = ∆y = 0.1 ✭s♦✐t 100 ♠❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳
✕ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 50 s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✼❜✮✳
✕ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠✉r✳
❈❡ t❡st ♣❡✉t s❡r✈✐r à t❡st❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐

êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❜✉❣❣❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✷✷✾
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 0.0006

 0.0008
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hauteur (m)
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✭❛✮

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

 0

 0.0002

 0.0004

 0.0006

 0.0008

 0.001

h (m)

hauteur (m)

x (m)y (m)

h (m)

 0
 5e-05
 0.0001
 0.00015
 0.0002
 0.00025
 0.0003
 0.00035
 0.0004
 0.00045

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✕ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ r❛❞✐❛❧ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝ ✿ ✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✭❜✮ ❛✉
t❡♠♣s t = 50 s✳

❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ r❛❞✐❛❧ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
(x, y) ∈ [0, 10 ♠]× [0, 10 ♠]

▲❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ♣❧❛♥❡ z(x, y) = 0✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✽❛✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r u(0, x, y) =
v(0, x, y) = 0 ♠✴s ❡t

h(0, x, y) =

{
0.011 ♠ s✐

√
(x− 5)2 + (y − 5)2 ≤ 1 ♠

0.001 ♠ s✐♥♦♥
.

✕ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❡st ∆x = ∆y = 0.1 ✭s♦✐t 100 ♠❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳
✕ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 5 s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✽❜✮✳
✕ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠✉r✳
■❧ ♣❡✉t s✉rt♦✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❜✉❣❣❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❚❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r ✿ ❧❡ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ✐♥✈❡rsé

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ▼❛r❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

(x, y) ∈ [0, 4 ♠]× [0, 4 ♠]

▲❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ✉♥ ♣❛r❛❜♦❧♦ï❞❡ ❝❡♥tré ❡♥ (2, 2) ❞✬éq✉❛t✐♦♥

z(x, y) = z0
(
r2 − 1

)
,

❛✈❡❝ r2 = (x− 2)
2
+ (y − 2)

2✳

❈❡ t❡st ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ♣❛r

h(t, x, y) = h0

[
(1−A2)1/2

1−A cos(ωt)
− 1− r2

(
1−A2

(1−A cos(ωt))2
− 1

)]

❡t

u =
1

1−A cos(ωt)

(
1

2
ωxA sin(ωt)

)
, v =

1

1−A cos(ωt)

(
1

2
ωyA sin(ωt)

)

✷✸✵
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ✕ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ r❛❞✐❛❧ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é ✿ ✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✭❜✮ ❛✉
t❡♠♣s t = 5 s✳
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ ✕ ❚❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r ✿ ✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✭❜✮ ❛✉ t❡♠♣s t = 500 s✳
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❛✈❡❝

A =
1− r0

2

1 + r02
❡t ω =

√
8gh0

♦ù r0 = 0.8 ♠ ❡t h0 = 0.1 ♠✳
✕ ▲❛ t❛✐❧❧❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❡st ∆x = ∆y = 0.02 ✭s♦✐t 200 ♠❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳
✕ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 500 s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✾❜✮✳
✕ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠✉r✳
❈❡ t❡st ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ à tr❛✐t❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡❝✴✲

♠♦✉✐❧❧é ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ét❛♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ t❡st❡r ❧❛
❞✐✛✉s✐✈✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛✳

■❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t❡sts ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s t❡sts ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ♣❧✉✐❡ ❡t
✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✳

✷✸✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛❝❤és à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠♦é❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧❵❡♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ✿ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐té ♥♦✉s ♦♥t
❝♦♥❞✉✐t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ❊t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts
✭❧❡s ✢❛q✉❡s ❞✬❡❛✉✮ ♥♦✉s ♦♥t ✐♥❝✐té à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜ré ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s
❡t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s
❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ◆♦tr❡ ❝❤♦✐① s✬❡st ♣♦rté s✉r ❧❡ ✢✉① ❍▲▲ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
▼❯❙❈▲✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ s♦❧ s✉r ❧é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ♥♦✉s ♦♥t
❝♦♥❞✉✐t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐�r❡s ✿ ❧❡s r♦❧❧✇❛✈❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉✈❛✐t
❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥st❛❜❧❡s✳

P♦✉r r❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛❥♦✉t ❡♥ ❡❛✉
❞û à ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧❡ ♣ré❧è✈❡♠❡♥t ❞û à ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳ ▲❛ ♣❧✉✐❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ❈❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❡st tr❛✐té ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳
▲✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
●r❡❡♥✲❆♠♣t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❚♦✉t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ♦r✐❡♥té ♦❜❥❡t ❡♥ ❈✰✰✳
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❆♥♥❡①❡ ❆

Pr♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉

s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st ✉♥ s②stè♠❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ P✉✐s ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✬♦♥❞❡✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s
✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞♦♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳

❆✳✶ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s

◆♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s U = (h, hu) ∈ R
+ × R ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡

✭✶✳✷✮ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
{

∂th+ ∂x (hu) = 0
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
= 0

, t > 0, x ∈ R. ✭❆✳✶✮

❈❡ s②stè♠❡ ❛ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s q✉✐ s♦♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ♦✉ ❧❡
tr❛♥s♣♦rt ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳

❉❛♥s ✭❆✳✶✮✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s
h = h0 + η

❡t
u = u0 + ν,

♦ù h0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u0✮ ❡st ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡✮ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱
η ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ν✮ ❡♥ ❡st ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

❊♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ✧♣❡t✐ts✧ t❡r♠❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦♥♥❡

∂t(h0 + η) + ∂x(hu) = ∂tη + h∂xu+ u∂xh = ∂tη + h0∂xν + u0∂xη = 0.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

h∂tu+ gh∂xh+ hu∂xu = 0.

P♦✉r h 6= 0✱
∂tu+ g∂xh+ u∂xu = 0,

✷✸✺
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♥♦✉s ❛✈♦♥s
∂tν + g∂xη + u0∂xν = 0.

P♦✉r u0 = 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s {
∂tη + h0∂xν = 0
∂tν + g∂xη = 0

, ✭❆✳✷✮

❞✬♦ù ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡

∂t2ν + g∂t∂xη = ∂t2ν + g∂x∂tη = ∂t2ν − gh0∂x2ν = 0

❡t
∂t2η + h0∂t∂xν = ∂t2η + h0∂x∂tν = ∂t2η − gh0∂x2η = 0.

❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ✧♣❛rt✐❡✧ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
√
gh0 ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✧♣❛rt✐❡✧

à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ −
√
gh0✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❡♥ ❥❡t❛♥t ✉♥ ❝❛✐❧❧♦✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ✢❛q✉❡ ❞✬❡❛✉✳

❆✳✷ ■♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿

∂xF (U) =

(
0 1

−q2/h2 + gh 2q/h

)(
∂xh
∂xq

)
= F ′(U).∂xU,

❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t ✿
∂tU + F ′(U)∂xU = 0,

❛✈❡❝

F ′(U) =

(
0 1

−q2/h2 + gh 2q/h

)
=

(
0 1

−u2 + gh 2u

)
,

❞♦♥❝
❞❡t(F ′(U)− λI) = λ2 − 2uλ+ u2 − gh = (λ− u)2 − gh.

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ✿

λ1(U) = u−
√
gh ❡t λ2(U) = u+

√
gh.

❙✐ h > 0✱ ♦♥ ❛ λ1(U) < λ2(U)✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ③♦♥❡s sè❝❤❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st ✉♥
s②stè♠❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

❙♦✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ c =
√
gh✱ ❛❧♦rs

λ1(U) = u− c ❡t λ2(U) = u+ c.

❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

❚r♦✐s ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ s✐ |u| < c✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ✢✉✈✐❛❧✱
✕ s✐ |u| > c✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t t♦rr❡♥t✐❡❧✱
✕ s✐ |u| = c✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ❝r✐t✐q✉❡✳
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✲

✈❛t✐✈❡ {
∂th+ u∂xh+ h∂xu = 0
∂tu+ g∂xh+ u∂xu = 0

, ✭❆✳✸✮

❈♦♠♠❡ h = c2/g✱
∂t(2c) + u∂x(2c) + c∂xu = 0, ✭❆✳✹✮

✷✸✻
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❡t

∂tu+ c∂x(2c) + u∂xu = 0. ✭❆✳✺✮

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭❆✳✹✮ ❡t ❞❡ ✭❆✳✺✮ ❞♦♥♥❡

∂t(u+ 2c) + (u+ c)∂x(2c+ u) = 0,

❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
d(u+ 2c)

dt
= 0 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ u + 2c = Cte s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C+ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

dx

dt
= u + c✱

❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✭❆✳✹✮ ❡t ❞❡ ✭❆✳✺✮ ❞♦♥♥❡ ✿

∂t(2c− u) + (u− c)∂x(2c− u) = 0,

❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
d(u− 2c)

dt
= 0 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ u− 2c = Cte s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C− ❞✬éq✉❛t✐♦♥

dx

dt
= u− c✳

u+2
√
gh✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u−2

√
gh✮ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦♥❞❡ u+

√
gh

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à u−
√
gh✮✳

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ✭O, x, t) ✈♦✐r ✜❣✳ ❆✳✶✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬❛①❡ ❞❡s x ❡st ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✭❞♦♥❝ u > 0✮✳
❈♦♠♠❡ u + c > 0✱ ❛❧♦rs q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u > 0✱ ❞♦♥❝ u + c > 0✳ ▲❛
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ C+ ❞❡s❝❡♥❞ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t✳

O

t

x

C
+

C-

✭❛✮ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧

O

t

x

C
+

C-

✭❜✮ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧

O

t

x

C
+

C-

✭❝✮ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✭u < c✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u − c < 0✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ C−

r❡♠♦♥t❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ r❡♠♦♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✭✜❣✳ ❆✳✶❛✮✳

P♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✭u > c✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u− c > 0✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ C− ❞❡s❝❡♥❞ ❧❡
❝♦✉r❛♥t✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡♠♦♥t❡r ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✭✜❣✳ ❆✳✶❜✮✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✭u = c✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u − c = 0✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
C− ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉♦♥❝ ✐❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t r❡♠♦♥t❡r ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✭✜❣✳ ❆✳✶❝✮✳
■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é❜✐t ❡st ✜①é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
q = uh =

√
gh3/2✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✈♦♥t êtr❡
✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♣r❡s❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✐ ❧❡s ❜♦r❞s s♦♥t ❧✐q✉✐❞❡s✳

❆✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①✲
tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❞✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳

✷✸✼
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❙♦✐❡♥t Un+1
1 , Un+1

2 , Un+1
J−2 ❡t Un+1

J−1 ✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ t❡♠♣s tn+1 à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s❝❤é♠❛
♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs Un+1

0 ❡t Un+1
J s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ✿

{
Un+1
0 = Un+1

1

Un+1
J = Un+1

J−1

, ✭❆✳✻✮

♦✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✿
{

Un+1
0 = 2.Un+1

1 − Un+1
2

Un+1
J = 2.Un+1

J−1 − Un+1
J−2

, ✭❆✳✼✮

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

❈♦♥s✐❞èr♦♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣♦✉r x ∈ [0, L]✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Ubord = U(0) ♦✉ U(L) ❡t Uacote = U(∆x) ♦✉ U(L − ∆x)✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❜♦r❞
❝♦♥s✐❞éré ✭x = 0 ♦✉ x = L✮✳

✕ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧
❈♦♥s✐❞èr♦♥s ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ❛✉ ❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ |ubord| <

√
ghbord✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

(ubord −
√

ghbord)(ubord +
√
ghbord) < 0. ✭❆✳✽✮

❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❞♦♥♥é❡ ✿

hbord = h0.

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❡♥ x = 0✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
s♦rt❛♥t❡ u−

√
gh✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿ {
hbord = h0

ubord = uacote − 2
√
g(
√
hacote −

√
hbord)

. ✭❆✳✾✮

❊♥ x = L✱ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
{

hbord = h0

ubord = uacote + 2
√
g(
√
hacote −

√
hbord)

. ✭❆✳✶✵✮

❆tt❡♥t✐♦♥✱ s✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (hbord, ubord) ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ✭❆✳✽✮✱ ❛❧♦rs ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❡♥ ❢❛✐t t♦r✲
r❡♥t✐❡❧✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs s❡ r❡♣♦rt❡r ❛✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❧✬❡♥tré❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ✢✉① ❛✉ ❜♦r❞✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❧✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

✕ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s♦rt✐❡ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s |u| >

√
gh ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦rt❛♥t❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿ {

ubord − 2
√
ghbord = uacote − 2

√
ghacote

ubord + 2
√
ghbord = uacote + 2

√
ghacote

, ✭❆✳✶✶✮

♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ✿ {
hbord = hacote

ubord = uacote
. ✭❆✳✶✷✮

✕ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❡♥tr❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐♠♣♦s❡r hbord ❡t ubord✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛✉ss✐ ✐♠♣♦s❡r hbord ❡t qbord✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ubord à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✷✸✽



❆♥♥❡①❡ ❇

❙♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦♥t ❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s✳

❇✳✶ ❘✉♣t✉r❡s ❞❡ ❜❛rr❛❣❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❝❛s t❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡✳

hd

hg

x0

h 
(m

)

x (m)

✭❛✮

hd

hm

hg

xA xB x0 xC

h 
(m

)

x (m)

A

B C

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é ✿ ✭❛✮ ♣♦✉r t = 0✱ ✭❜✮ ♣♦✉r t > 0✳

❙♦✐t x0 ∈ R ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❞❡ t②♣❡
❘✐❡♠❛♥♥ ✭✜❣✉r❡ ❇✳✶❛✮

h(0, x) =

{
hg ♣♦✉r x ≤ x0

hd ♣♦✉r x0 < x
, ✭❇✳✶✮

❛✈❡❝
0 ≤ hd ≤ hg,

❞♦♥❝ hg ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t hd✮ ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡♥ ❛♠♦♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧✮ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✿

u(0, x) = 0 ♣♦✉r x ∈ R.

✷✸✾
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◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ❧❛ r✉♣t✉r❡ à t = 0 ❡st ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❢♦♥❞✳ ❈❡ ❝❛s t❡st ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s q✉❡ ❧❡ ❜❛rr❛❣❡
s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ x0 = 0 ✭♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥✮✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t > 0 ❛♣rès ❧❛ r✉♣t✉r❡✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡
❞❡ ❢♦r♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❆ ❡t ❇✮ ❧✐❛♥t hg à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ hm✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥
❝❤♦❝ ✭❡♥ ❈✮ ❧✐❛♥t hm à hd ✭✜❣✉r❡ ❇✳✶❜✮✳

❙♦✐t ❧❡s ❝é❧ér✐tés cg =
√

ghg✱ cm =
√
ghm✱ cd =

√
ghd ❡t um ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ à

❧✬ét❛t m ✭❡♥tr❡ ❇ ❡t ❈✮✳

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❝é❧ér✐té
❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r x ∈ [xA, xB ] ✿





c =
√
gh =

2

3

(
cg −

x

2t

)

u =
2

3

(x
t
+ cg

) , ✭❇✳✷✮

❞✬♦ù

h =
4

9g

(
cg −

x

2t

)2
.

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❇ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s à ❧❛ ③♦♥❡ m ❡t à ❧❛ ❞ét❡♥t❡✱ ♣❛r ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

um = 2 (cg − cm) .

❊♥✜♥✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ✭r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t✮
❧✐❛♥t ❧✬ét❛t m à ❧✬ét❛t d✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦❝ ✿

vc =
hmum

hm − hd
,

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r cm ❞♦♥❝ hm ✿

− 8cd
2cm

2
(
cg

2 − cm
2
)2

+
(
cm

2 − cd
2
)2 (

cm
2 + cd

2
)
= 0. ✭❇✳✸✮

❆✉ t❡♠♣s t > 0✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❆✱ ❇ ❡t ❈ s❡ tr♦✉✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✿
✕ xA(t) = −cgt,
✕ xB(t) = (um − cm) t = (2cg − 3cm) t,
✕ xC(t) = vct.

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(h(t, x), u(t, x)) =





(hg, 0) s✐ x ≤ xA(t)

(
4

9g

(
cg −

x

2t

)2
,
2

3

(x
t
+ cg

))
s✐ xA(t) ≤ x ≤ xB(t)

(hm, 2(cg − cm)) s✐ xB(t) ≤ x ≤ xC(t)

(hd, 0) s✐ xC(t) ≤ x

, ✭❇✳✹✮

❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙t♦❦❡r ✭✈♦✐r ❍❡r✈♦✉❡t ❬✷✵✵✸✱ ♣✳ ✶✸✸✲✶✸✺❪ ❡t ❆✉❞✉ss❡ ❬✶✾✾✾✱ ♣✳
✼✵✲✼✷❪✮✳ ❈❡ ❝❛s t❡st ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤♦❝✳

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ❧❛ r✉♣t✉r❡ s❡ ❢❛✐t s✉r s♦❧ s❡❝ hd = 0✱ ❛❧♦rs ✭❇✳✸✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

cm
6 = 0,

✷✹✵
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hd

hg

xA x0 xB

h 
(m

)

x (m)

A

B

✭❛✮

0

u(xB)

xA x0 xB

u 
(m

/s
)

x (m)

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ✕ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝ à t > 0 ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ✈✐t❡ss❡✳

❞♦♥❝
hm = 0.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ✭❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ♥✉❧❧❡✮✳ ▲❡ ❝❤♦❝ ❞✐s♣❛r❛ît✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡ ✭❡♥tr❡ ❆ ❡t ❇✮ ❧✐❛♥t ❧❡s ét❛ts g ❡t d ✭✜❣✉r❡ ❇✳✷❛✮✳

❆✉ t❡♠♣s t > 0✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❆ ❡t ❇ s❡ tr♦✉✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✿
✕ xA(t) = −cgt,
✕ xB(t) = 2cgt,

❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(h(t, x), u(t, x)) =





(hg, 0) s✐ x ≤ xA(t)

(
4

9g

(
cg −

x

2t

)2
,
2

3

(x
t
+ cg

))
s✐ xA(t) ≤ x ≤ xB(t)

(0, 0) s✐ xB(t) ≤ x

, ✭❇✳✺✮

❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ à ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡ ❡♥ x = 0✱ à t♦✉t t❡♠♣s t > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(h(t, 0), u(t, 0)) =

(
4

9
hg,

2

3
cg

)
,

❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ♣✐✈♦t❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t

(
0,

4

9
hg

)
✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts
s✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✺✷✱ ✶✾✺✹❪✱ ❱✐♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳✷✽✼✲
✷✾✵❪✱ ❈❤❛♥s♦♥ ❬✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✐❝✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✺✷❪ ♣❛r
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s❛♥s ❡♥ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✱ ❞✬êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r ❡t s✉rt♦✉t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛ss❡③ ❜♦♥♥❡
✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❈❤é③②
✭✈♦✐r ❉r❡ss❧❡r ❬✶✾✺✷❪ ❡t ●♦✉t❛❧ ❛♥❞ ▼❛✉r❡❧ ❬✶✾✾✼✱ ♣✳✷✻✲✷✽❪✮ ♦✉ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✭✈♦✐r ❈❤❛♥s♦♥
❬✷✵✵✺✱ ♣✳✶✸❪✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧♦✐s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮

Sf = Cf
u|u|
h

= Cf
q|q|
h3

,

✷✹✶
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❛✈❡❝ Cf = 1/C2 ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❈❤é③② ❡t Cf = f/(8g) ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐
s✉✐t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ✭à t = 0 s✮ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

(h(0, x), u(0, x)) =

{
(hg, 0) s✐ x ≤ 0
(0, 0) s✐♥♦♥

.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r ✭✈♦✐r ✭❇✳✺✮✮

(h(t, x), u(t, x)) =

{
(hg, 0) s✐ x ≤ xA(t)
(0, 0) s✐ xB(t) ≤ x

,

❛✈❡❝ xA(t) = −cgt ❡t xB(t) = 2cgt✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣♦✉r x ∈ [xA(t), xB(t)] ✭✜❣✳ ❇✳✸❛✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡
❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿

✕ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡ ♣♦✉r x ∈ [xA(t), xT (t)]✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡
❧✐❜r❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

h(t, x) =
1

g

(
cg
3

(
2− x

cgt

)
+

f

8
gα1t

)2

✭❇✳✻✮

❡t

u(t, x) =
2cg
3

(
1 +

x

cgt

)
+

f

8
gα2t ✭❇✳✼✮

❛✈❡❝

α1 =
6

5

(
2− x

cgt

) − 2

3
+

4
√
3

135

(
2− x

cgt

)3/2

❡t

α2 =
12

2− x

cgt

− 8

3
+

8
√
3

189

(
2− x

cgt

)3/2

− 108

7

(
2− x

cgt

)2 .

◆♦✉s ❛✈♦♥s xT (t) = min
x∈[xA(t),xB(t)]

u(t, x)✳

✕ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ✭x ∈ [xT (t), xB(t)]✮✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝♦♥✲
st❛♥t❡ ✭✜❣✳ ❇✳✸❜✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣♥❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é
xI(t) à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡✉① ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❱❛❧✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❜✱ ✷✵✵✷❪ ❡t ❝♦♥s❡✐❧❧é❡
♣❛r ❱❛❧❡r✐♦ ❈❛❧❡✣ ✶✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛✣♥❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ✭✜❣✳ ❇✳✸❝✮✳ ❆✐♥s✐
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞✉ ❞é❜✐t ✭✜❣✳ ❇✳✸❞✮✳

❇✳✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥ts s✉r ✉♥❡ ❜♦ss❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s t❡sts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r
❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t
❞❛♥s ❱✐♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳ ✸✸✺✲✸✸✽❪ ❡t ❞❛♥s ❆✉❞✉ss❡ ❬✶✾✾✾✱ ♣✳ ✼✸✲✼✻❪ ✭❞✬❛♣rès ✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❞❛♥s ❍♦✉❣❤t♦♥ ❛♥❞ ❑❛s❛❤❛r❛ ❬✶✾✻✽❪✮✳

✶✳ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞❡❣❧✐ ❙t✉❞✐ ❞✐ ❋❡rr❛r❛ ✲ ❉✐♣❛rt❡♠❡♥t♦ ❞✐ ■♥❣❡❣♥❡r✐❛

✷✹✷
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hd

hg

xA x0xT xI xB

h 
(m

)

x (m)

✭❛✮

0

u(t,xT)

xA x0xT xI xB

u 
(m

/s
)

x (m)

✭❜✮

hd

hg

xA x0xT xI xB

h 
(m

)

x (m)

✭❝✮

0

qmax

xA x0xT xI xB

q 
(m

2 /s
)

x (m)

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ❇✳✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r à t > 0 ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ✈✐t❡ss❡✱ ✭❝✮ ❤❛✉t❡✉r
❞✬❡❛✉ ♠♦❞✐✜é❡ ❡t ✭❞✮ ❞é❜✐t✳

✷✹✸
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◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s t❡sts à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷ ❡st ✢✉✈✐❛❧❡ ✿

q0/h0 −
√
gh0 < 0 ❛✈❡❝ h(0) = h0 ❡t q(0) = q0 > 0

❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✭♣♦✉r x ∈ [0, 25]✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

z(x) =

{
0.2− 0.05(x− 10)2 s✐ 8 ♠ < x < 12 ♠,
0 s✐♥♦♥.

✭❇✳✽✮

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷ s♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲
❱❡♥❛♥t s❛♥s ❢r♦tt❡♠❡♥t ✿ ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ∂th = ∂tu = ∂tq = 0✳ ❆✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ✿ h(x)u(x) = q(x) = q0✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∂x

(
hu2 +

gh2

2

)
= −gh∂xz,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡
u∂xu+ g∂xh = −g∂xz, ♣♦✉r h 6= 0. ✭❇✳✾✮

❉♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ✭s❛♥s r❡ss❛✉t✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✿

H(x) =
u(x)2

2g
+ z(x) + h(x) = Cte.

❉❛♥s ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ H ❡st ❧❛ ❝❤❛r❣❡ t♦t❛❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❀ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s H0 s❛
✈❛❧❡✉r✳

P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t ✈❛✉t q(x) = q0✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

q0
2

2gh(x)
2 + z(x) + h(x) = H0. ✭❇✳✶✵✮

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡t ✭❇✳✽✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

h(x) = h(0), ∀x ∈ [0, 8] ❡t h(x) = h(25), ∀x ∈ [12, 25].

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❞é❝r✐r❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❜♦ss❡✱ ♣♦✉r x ∈ [8, 12]✳

❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

u∂xh+ h∂xu = 0,

❛✈❡❝ ✭❇✳✾✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

(u2 − gh)

u
∂xu+ g∂xz = 0, ♣♦✉r u 6= 0. ✭❇✳✶✶✮

❆✉ ♣♦✐♥t ♦ù ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù ∂xz = 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

❛✮ ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✿ ∂xu = 0✱

❜✮ ♦✉ ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t u2 − gh✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ✭u0 <
√
gh✮✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❧❡ s✐❣♥❡

❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∂xz





> 0, ♣♦✉r x ∈]8, 10[
= 0, ♣♦✉r x = 10
< 0, ♣♦✉r x ∈]10, 12[

,

❛✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❡s ✭t❛❜✳ ❇✳✶✮✳

✷✹✹
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❛✮ ❜✮
x ∂xz (u2 − gh)∂xu u2 − gh ∂xu ∂xh u2 − gh ∂xu ∂xh

❪✽✱✶✵❬ ✰ ✕ ✕ ✰ ✕ ✕ ✰ ✕
✶✵ ✵ ✵ ✕ ✵ ✵ ✵ ✰ ✕

❪✶✵✱✶✷❬ ✕ ✰ ✕ ✕ ✰ ✰ ✰ ✕

❚❛❜❧❡ ❇✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❇✳✶✶✮

 1.8

 1.9

 2

 2.1

 2.2

 2.3

 2.4

 2.5

 2.6

 0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2

Fr > 1 Fr < 1

yc = (q0/
√
g)2/3

f

y

❋✐❣✉r❡ ❇✳✹ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ f ✳

✷✹✺



❇✳✷✳ ❊❈❖❯▲❊▼❊◆❚❙ ❙❯❘ ❯◆❊ ❇❖❙❙❊ P❆❘❆❇❖▲■◗❯❊

✕ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✭❛✮✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t r❡st❡ ✢✉✈✐❛❧✳ ▲✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡❛✉ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡✮ ❞✐♠✐♥✉❡ ✭r❡s♣✳ ❛✉❣♠❡♥t❡✮ s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r
✭r❡s♣✳ ❞✐♠✐♥✉❡r✮ s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ❛✈❛❧✳ ❆✈❡❝ ✭❇✳✾✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ✭q(x) = h(x)u(x) =
q0✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

− ∂xz = ∂x

(
q0

2

2gh(x)
2 + h(x)

)
. ✭❇✳✶✷✮

❖r z ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x = 10✱ ❞♦♥❝ ♣❛r ✭❇✳✶✷✮✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ s♣é❝✐✜q✉❡

Hs(x) =
q0

2

2gh(x)
2 + h(x)

❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x = 10✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(y) =
q0

2

2gy2
+ y ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ s✉r [yc,+∞[ ✭✜❣✳ ❇✳✹✮✱ ♦ù yc ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ✭❇✳✶✹✮ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❞é❜✐t q0✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h(x) > yc, ∀x ∈ [0, 25]✳
▲✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
s②♠étr✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ h ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x = 10✳ ▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t✱ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x = 10✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥tré❡✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ét❛♥t ✢✉✈✐❛❧✱ ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧ ✭❆✳✷✮✳ ◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡
❞é❜✐t q0 ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r h25 ❡♥ s♦rt✐❡✳
P❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭❇✳✶✵✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

q0
2

2gh2
25

+ h25 + z(25) =
q0

2

2gh2
25

+ h25 =
q0

2

2gh(x)2
+ h(x) + z(x), ∀x ∈ [0, 25].

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡❣ré s✉✐✈❛♥t❡ ✿

h(x)3 +

(
z(x)− q0

2

2gh2
25

− h25

)
h(x)2 +

q20
2g

= 0, ∀x ∈ [0, 25]. ✭❇✳✶✸✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✉t✐❧✐sé à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✳
✕ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ✭❜✮✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ❞❡✈✐❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♠♦♥t✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❡♥ s♦rt✐❡
à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t
q(x) = q0, ∀x ∈ [0, 25]✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ x = 10✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
q0/hc −

√
ghc = 0 ❛✈❡❝ h(10) = hc✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

hc =

(
q0√
g

)2/3

, ✭❇✳✶✹✮

♦ù ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ hc✳
P❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭❇✳✶✵✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

q0
2

2gh2
c

+ hc + z(10) =
q0

2

2gh(x)2
+ h(x) + z(x), ∀x ∈ [0, 25].

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡❣ré s✉✐✈❛♥t❡ ✿

h(x)3 +

(
z(x)− q0

2

2gh2
c

− hc − z(10)

)
h(x)2 +

q20
2g

= 0, ∀x ∈ [0, 25]. ✭❇✳✶✺✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✳

✷✹✻
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▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤♦❝✳ ▲❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧ ❡♥
❡♥tré❡✱ ❞❡✈✐❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ❛✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦ss❡ ♣✉✐s r❡❞❡✈✐❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ❝❤♦❝✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✺✮ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ r❡ss❛✉t ♣✉✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✸✮ ❡♥ ❛✈❛❧ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ xres ❞✉ r❡ss❛✉t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉
❞é❜✐t ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭♦✉ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✮ q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r ❱✐♦❧❧❡t
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳ ✷✺✽✲✷✻✵❪ ❡t ❍❡r✈♦✉❡t ❬✷✵✵✸✱ ♣✳ ✹✹✲✹✺❪✮ ✿





h1u1 = h2u2 = q0

h1u1
2 + g

h1
2

2
= h2u2

2 + g
h2

2

2

, ✭❇✳✶✻✮

♦ù h1 ❡t u1 ✭r❡s♣✳ h2 ❡t u2✮ s♦♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ✭r❡s♣✳ ❡♥ ❛✈❛❧✮ ❞✉ r❡ss❛✉t ❡♥
x−

res ✭r❡s♣✳ ❡♥ x+
res✮✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❡st h1 = h2 ❡t u1 = u2 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t

ré❣✉❧✐❡r✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭❇✳✶✻✮ s❡ réé❝r✐t

h1u1
2 − h2u2

2 + g
h1

2

2
− g

h2
2

2
= 0,

q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

q0
2

(
1

h1
− 1

h2

)
+

g

2

(
h1

2 − h2
2
)
= 0 ✭❇✳✶✼✮

q✉✐ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✳

❆✈❡❝ ✭❇✳✶✺✮✱ ✭❇✳✶✸✮ ❡t ✭❇✳✶✼✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿





h3
1 +

(
z(xres)−

q0
2

2gh2
c

− hc − z(10)

)
h2
1 +

q20
2g

= 0

h3
2 +

(
z(xres)−

q0
2

2gh2
25

− h25

)
h2
2 +

q20
2g

= 0

q0
2

(
1

h1
− 1

h2

)
+

g

2

(
h1

2 − h2
2
)
= 0

,

q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r h1✱ h2✱ z(xres) ❡t s✉rt♦✉t xres✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❛✐♥s✐ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
❞ét❡r♠✐♥é✳

❇✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❙❛♠♣s♦♥ ❡t ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r ✶❞

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s t❡sts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r
❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✷✳✶✳✸✮ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✭❝❡
q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❡✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡ss❛②❡r✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t
❞❛♥s ❚❤❛❝❦❡r ❬✶✾✽✶❪✱ ❙❛♠♣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❡t ❙❛♠♣s♦♥ ❬✷✵✵✽✱ ♣✳ ✺✸✲✼✶❪✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿

{
∂th+ ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu

2 + gh2/2) = −τhu− gh∂xz
,

❡t ✉♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

z = h0

(
x2

a2
− 1

)
, ✭❇✳✶✽✮

✷✹✼
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♦ù h0 ❡t a s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s é✈♦❧✉t✐✈❡s ❡♥ t❡♠♣s✳

▲❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂t(h+ z) + ∂x(hu) = 0 ✭❇✳✶✾✮

❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r h 6= 0 ✿

∂tu+ u∂xu+ τu+ g∂x(h+ z) = 0 ✭❇✳✷✵✮

◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿

u = u0(t), ✭❇✳✷✶✮

❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭❇✳✷✶✮ ❞❛♥s ✭❇✳✷✵✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∂tu0(t) + τu0 + g∂x(h+ z) = 0,

à t♦✉t ✐♥st❛♥t t✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧❛♥❡

h+ z = F0(t) + F1(t, x) = F0(t)−
x

g
(∂tu0 + τu0) , ✭❇✳✷✷✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭❇✳✶✽✮ ❡t ✭❇✳✷✷✮ ❞❛♥s ✭❇✳✶✾✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∂t

[
F0(t)−

x

g
(∂tu0 + τu0)

]
+ ∂x

[(
F0(t)−

x

g
(∂tu0 + τu0) + h0

(
1− x2

a2

))
u0

]
= 0,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡

∂tF0(t)−
x

g
(∂t2u0 + τ∂tu0)−

(
1

g
(∂tu0 + τu0) +

2h0x

a2

)
u0 = 0,

♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ x✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✿

∂tF0(t)−
u0

g
∂tu0 −

τ

g
u0

2 = 0 ✭❇✳✷✸✮

❡t

∂t2u0(t) + τ∂tu0(t) +
2gh0

a2
u0(t) = 0. ✭❇✳✷✹✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ✭❇✳✷✹✮ ❡st

λ2 + τλ+
2gh0

a2
= 0, ✭❇✳✷✺✮

❞♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t

λ1 =
−τ −

√
τ2 − 4ω2

2
❡t λ2 =

−τ +
√
τ2 − 4ω2

2
,

❛✈❡❝ ω =
√

2gh0/a2✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡

λ1 =
−τ −

√
τ2 − p2

2
❡t λ2 =

−τ +
√

τ2 − p2

2
, ✭❇✳✷✻✮

❛✈❡❝ p = 2ω✳

❚r♦✐s ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ 0 ≤ τ < p✱
✕ τ = p✱

✷✹✽
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✕ τ > p✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s
❝❛s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈❡rs ❙❛♠♣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❡t ❙❛♠♣s♦♥ ❬✷✵✵✽✱ ♣✳ ✻✹✲✼✶❪✳

P♦✉r τ < p✱ ❧❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ✭❇✳✷✻✮ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭❇✳✷✺✮ s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥✲
❥✉❣✉é❡s✱ ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❇✳✷✹✮ ❛ ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥

u0(t) = [A cos(st) +B sin(st)] e−τt/2,

♦ù A ❡t B s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t

s =

√
p2 − τ2

2
=

√
4ω2 − τ2

2
.

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞♦♥❝

u0(t) = B sin(st)e−τt/2. ✭❇✳✷✼✮

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭❇✳✷✼✮ ❞❛♥s ✭❇✳✷✸✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∂tF0(t) =
B2

g
sin(st)e−τt

[
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

]
.

❆♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t t ❡t ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

F0(t) = −B2

g

e−τt

4s2 + τ2

(√
2s cos(st) +

τ√
2
sin(st)

)2

+ C, ✭❇✳✷✽✮

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿
F1(t, x) = −x

g
[∂tu0 + τu0] ,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡
F1(t, x) = −x

g
Be−τt/2

(
s cos(st)− τ

2
sin(st) + τ sin(st)

)
. ✭❇✳✷✾✮

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭❇✳✷✽✮ ❡t ✭❇✳✷✾✮ ❞❛♥s ✭❇✳✷✷✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s✉✐✈❛♥t❡

h+ z = −B2

g

e−τt

4s2 + τ2

(√
2s cos(st) +

τ√
2
sin(st)

)2

− x

g
Be−τt/2

(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)
+ C.

✭❇✳✸✵✮

lim
t→+∞

h+ z = C

P♦✉r τ > 0✱ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❛♠♦rt✐ss❡♥t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦t❡ ❡st C✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s C = 0✳ ❆✈❡❝ ✭❇✳✶✽✮ ❡t ✭❇✳✸✵✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞✬❡❛✉ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

h = −B2

g

e−τt

4s2 + τ2

(√
2s cos(st) +

τ√
2
sin(st)

)2

− x

g
Be−τt/2

(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)
+h0

(
1− x2

a2

)

◆♦✉s ❛✈♦♥s

4s2 + τ2 = p2 =
8gh0

a2

❛♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h = −h0

a2

(
x2 +

Ba2

gh0
e−τt/2

(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)
x+

(
Ba2

2gh0

)2

e−τt
(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)2
− a2

)

✷✹✾



❇✳✸✳ ❙❖▲❯❚■❖◆❙ ❉❊ ❙❆▼P❙❖◆ ❊❚ ❉❊ ❚❍❆❈❑❊❘ ✶❉

◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ h = 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

x2 +
Ba2

gh0
e−τt/2

(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)
x+

(
Ba2

2gh0

)2

e−τt
(
s cos(st) +

τ

2
sin(st)

)2
− a2 = 0,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡ (
x+

a2e−τt/2

2gh0

(
Bs cos(st) +

τB

2
sin(st)

))2

− a2 = 0.

▲❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦♥t

x1 = −a2e−τt/2

2gh0

(
Bs cos(st) +

τB

2
sin(st)

)
− a

❡t

x2 = −a2e−τt/2

2gh0

(
Bs cos(st) +

τB

2
sin(st)

)
+ a.

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

h(t, x) =





−h0

a2

((
x+

a2e−τt/2

2gh0

(
Bs cos(st) +

τB

2
sin(st)

))2

− a2

)
♣♦✉r x1 < x < x2

0 s✐♥♦♥

❡t

u(t, x) =

{
B sin(st)e−τt/2 ♣♦✉r x1 < x < x2

0 s✐♥♦♥
.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❛♥s ❢r♦tt❡♠❡♥t ✭τ = 0✮✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts

x1 = − a2

2gh0
Bω cos(ωt)− a = −B

ω
cos(ωt)− a

❡t

x2 = − a2

2gh0
Bω cos(ωt) + a = −B

ω
cos(ωt) + a

❛✈❡❝ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡
T = 2π/ω

❡t ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥
ω =

√
2gh0/a2.

▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

h(t, x) =





−h0

a2

((
x+

B

ω
cos(ωt)

)2

− a2

)
♣♦✉r x1 < x < x2

0 s✐♥♦♥

❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r

u(t, x) =

{
B sin(ωt) ♣♦✉r x1 < x < x2

0 s✐♥♦♥
.

❆✐♥s✐✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❛♥s ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s
❚❤❛❝❦❡r ❬✶✾✽✶❪ ❡t r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ❙❛♠♣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❡t ❙❛♠♣s♦♥ ❬✷✵✵✽✱ ♣✳ ✺✸✲✺✻❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❚❤❛❝❦❡r
❬✶✾✽✶❪✱ ❙❛♠♣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❡t ❙❛♠♣s♦♥ ❬✷✵✵✽✱ ♣✳ ✺✸✲✺✻❪ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❢♦r❝❡ ❞❡
❈♦r✐♦❧✐s ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❛♥s ❢r♦tt❡♠❡♥t✳

✷✺✵
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❇✳✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❢r♦t✲
t❡♠❡♥ts ✭✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ❛✈❡❝ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ✭✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ ❛✈❡❝ t❡r♠❡
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞ ❬✶✾✾✹✱ ✶✾✾✻❪✱ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✶❞ à s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♦✉ ♣s❡✉❞♦✲✷❞✮ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥ts
❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ❉❛♥s ❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝ ❬✷✵✵✽❪✱ ❉❡❧❡str❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❡t ❉❡❧❡str❡ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❬✷✵✵✾❪✱ ❝❡tt❡
✐❞é❡ ❛ été ❛❞❛♣té❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✶❞ ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❡
❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

∂th = ∂tu = ∂tq = 0,

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ✭❝♦♠♠❡ à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ❇✳✷✮

q(x) = Cte.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐t

hu∂xu+ u∂x (hu) + gh∂xh = gh (S0 − Sf ) .

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ hu = q ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∂xz =

(
q2

gh3
− 1

)
∂xh− Sf . ✭❇✳✸✶✮

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u ❡t
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❞é❜✐t hu = q✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❡st ♣rés❡r✈é ❡♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❞é❜✐t ❞✬❡♥tré❡ ❡t ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
✭♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ♣r♦♣♦sés ♣❛r ■✳ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞✮✳ ❈❡ ♣r♦✜❧ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡
❛ss♦❝✐é❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ✭❇✳✸✶✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∂xh =
Sf + ∂xz

q2/gh3 − 1
=

Sf + ∂xz

Fr2 − 1
,

❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ h ✱ ❛♣♣❡❧é❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ r❡♠♦✉s✱ ❡st ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡ ✭❱✐♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷✱ ♣✳ ✸✸✾✲✸✹✼❪✮✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
✐tér❛t✐✈❡✳

❊♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ✐❧ ♥♦✉s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✈♦✐r ❉❡❧❡str❡ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✶✵❪✮✱
t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
✭●❡r❜❡❛✉ ❛♥❞ P❡rt❤❛♠❡ ❬✷✵✵✵❪✱ ▼❛r❝❤❡ ❬✷✵✵✺✱ ✷✵✵✼❪✮

{
∂th+ ∂x (hu) = 0
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
= gh (S0 − Sf ) + 4µ∂x (h∂xu)

,

♦ù µ ❡st ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té
t✉r❜✉❧❡♥t❡✳ ❆ ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∂x
(
q2/h+ gh2/2

)
− 4µ∂x (h∂xq/h) + ghSf = ghS0,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡

∂xz =
1

gh

[
−∂x

(
q2/h+ gh2/2

)
+ 4µ∂x (h∂xq/h)

]
− Sf .

✷✺✶
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◆♦✉s ❛✈♦♥s
∂x (h∂xq/h) = − q

h
∂x2h− q

h2
[∂xh]

2
.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

∂xz = − 1

gh

[
∂x
(
q2/h+ gh2/2

)
+ 4µ

( q
h
∂x2h+

q

h2
(∂xh)

2
)]

− Sf .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ✭✉t✐❧✲
✐sé❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s
❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱ ❋✐❡❞❧❡r ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③ ❬✷✵✵✵❪✮

{
∂th+ ∂x (hu) = P
∂t (hu) + ∂x

(
hu2 + gh2/2

)
= gh (S0 − Sf )

.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣❧✉✐❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té P ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L✳ ❆
❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❡♥ x = 0 ♠✮✱ ♥♦✉s ✐♥❥❡❝t♦♥s ✉♥ ❞é❜✐t ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❝♦♥st❛♥t❡ q(0) = q0✳ ❆ ❧✬ét❛t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝

q(x) = q0 + xP, ♣♦✉r 0 ≤ x ≤ L.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡

gh∂xz = −2q

h
∂xq +

q2

h2
∂xh− gh∂xh− ghSf ,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡

∂xz =

(
q2

gh3
− 1

)
∂xh− 2qP

gh2
− Sf .

✷✺✷



❆♥♥❡①❡ ❈

❘és✉❧t❛ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s

❝❛s t❡sts ✷✳✷

❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✷✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s t❡sts ❞✬é✲
❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❜♦ss❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs L1 ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s ❞é❜✐ts ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s
❤❛✉t❡✉rs✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✭❛✈❡❝ J ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✮✱ ✢✉① ❡t ♦r❞r❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t❡sts✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞❡
25 ♠ ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

z(x) =

{
0.2− 0.005 (x− 10)

2 s✐ 8 ♠ < x < 12 ♠
0 s✐♥♦♥

.

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st t = 300 s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✉
r❡♣♦s✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s tr♦✐s t②♣❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✿
✢✉✈✐❛❧✱ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❡t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤♦❝✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❞❡ ❜♦r❞s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡①❛❝ts à ♦❜t❡♥✐r ✭✈♦✐r ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ❇✳✷✮✳

❈✳✶ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

h+ z = 2 ♠ ❡t q = 0♠2/s.

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s

• ❡♥ ❛✈❛❧ h = 2 ♠,
• ❡♥ ❛♠♦♥t q = 4.42 ♠2/s.

 0
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❘✉s❛♥♦✈

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

✶✵✵ ✵✳✶✾✶✹✷ ✵✳✶✼✼✽✹ ✵✳✹✵✷✶✶❊✲✶ ✵✳✹✶✶✸✾❊✲✶ ✵✳✶✽✹✶✾❊✲✶ ✵✳✸✼✼✺✶❊✲✶
✷✵✵ ✵✳✶✵✹✺✻ ✵✳✽✺✽✾❊✲✶ ✵✳✶✵✶✺❊✲✶ ✵✳✶✶✸✸✾❊✲✶ ✵✳✹✻✻✷✶❊✲✷ ✵✳✶✶✼✶✼❊✲✶
✹✵✵ ✵✳✺✹✵✶✸❊✲✶ ✵✳✹✶✷✻✹❊✲✶ ✵✳✷✺✼✺✷❊✲✷ ✵✳✸✵✸✾✼❊✲✷ ✵✳✶✷✸✵✺❊✲✷ ✵✳✷✾✺✵✶❊✲✷
✽✵✵ ✵✳✷✼✸✷✹❊✲✶ ✵✳✷✵✵✸✹❊✲✶ ✵✳✻✺✵✶✻❊✲✸ ✵✳✽✹✺✽❊✲✸ ✵✳✹✹✵✾❊✲✸ ✵✳✶✹✵✵✷❊✲✷
✶✻✵✵ ✵✳✶✸✼✷✷❊✲✶ ✵✳✾✽✸✽✻❊✲✷ ✵✳✶✻✸✵✽❊✲✸ ✵✳✷✷✵✼✻❊✲✸ ✵✳✽✹✹✺❊✲✹ ✵✳✷✾✸✽✼❊✲✸

❍▲▲

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

✶✵✵ ✵✳✼✹✼✶✾❊✲✶ ✵✳✶✶✽✶✼ ✵✳✶✷✵✺✶❊✲✶ ✵✳✷✻✵✼✷❊✲✶ ✵✳✺✾✾✹✻❊✲✷ ✵✳✶✸✸✵✸❊✲✶
✷✵✵ ✵✳✸✼✵✻✼❊✲✶ ✵✳✺✾✸✸✸❊✲✶ ✵✳✸✸✷✹✻❊✲✷ ✵✳✻✽✼✸✽❊✲✷ ✵✳✶✺✻✽✹❊✲✷ ✵✳✹✶✷✶✾❊✲✷
✹✵✵ ✵✳✶✽✹✶✺❊✲✶ ✵✳✷✾✼✷✺❊✲✶ ✵✳✽✺✵✾✼❊✲✸ ✵✳✶✽✽✵✹❊✲✷ ✵✳✹✸✻✽✹❊✲✸ ✵✳✶✷✺✾✶❊✲✷
✽✵✵ ✵✳✾✶✼✻✺❊✲✷ ✵✳✶✹✽✼✼❊✲✶ ✵✳✷✶✻✶✷❊✲✸ ✵✳✺✵✷✽✼❊✲✸ ✵✳✶✶✹✼✹❊✲✸ ✵✳✸✶✹✽✺❊✲✸
✶✻✵✵ ✵✳✹✺✽✵✻❊✲✷ ✵✳✼✹✹✶✾❊✲✷ ✵✳✺✺✻✷✶❊✲✹ ✵✳✶✸✻✾✽❊✲✸ ✵✳✸✵✼✼✺❊✲✹ ✵✳✶✵✵✸✻❊✲✸

❈✐♥ét✐q✉❡

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

✶✵✵ ✵✳✶✵✹✹✽ ✵✳✶✶✽✷ ✵✳✶✾✸✻✷❊✲✶ ✵✳✷✹✺✾✸❊✲✶ ✵✳✼✽✹✺✺❊✲✷ ✵✳✶✸✼✾❊✲✶
✷✵✵ ✵✳✺✷✽✼✷❊✲✶ ✵✳✺✾✷✷✻❊✲✶ ✵✳✹✾✸✻✶❊✲✷ ✵✳✻✼✶✺✻❊✲✷ ✵✳✶✾✷✷✸❊✲✷ ✵✳✸✸✷✾❊✲✷
✹✵✵ ✵✳✷✻✺✸✽❊✲✶ ✵✳✷✾✻✽✸❊✲✶ ✵✳✶✷✺✷✸❊✲✷ ✵✳✶✼✼✷✷❊✲✷ ✵✳✺✼✸✹✶❊✲✸ ✵✳✶✹✹✽❊✲✷
✽✵✵ ✵✳✶✸✷✽✾❊✲✶ ✵✳✶✹✽✻✹❊✲✶ ✵✳✸✶✹✾✺❊✲✸ ✵✳✹✾✸✽✽❊✲✸ ✵✳✶✹✹✹✷❊✲✸ ✵✳✸✸✷✷✽❊✲✸
✶✻✵✵ ✵✳✻✻✹✽✻❊✲✷ ✵✳✼✹✸✽✺❊✲✷ ✵✳✼✾✷✷✷❊✲✹ ✵✳✶✸✹❊✲✸ ✵✳✹✼✷✽✼❊✲✹ ✵✳✶✹✽✵✼❊✲✸

❱❋❘♦❡✲♥❝✈

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1
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✷✵✵ ✵✳✸✻✻✸✹❊✲✶ ✵✳✺✾✸✶✺❊✲✶ ✵✳✸✶✻✵✸❊✲✷ ✵✳✼✶✹✸✾❊✲✷ ✵✳✶✺✾✾✼❊✲✷ ✵✳✹✶✷✸✸❊✲✷
✹✵✵ ✵✳✶✽✸✵✹❊✲✶ ✵✳✷✾✼✶✾❊✲✶ ✵✳✽✹✾✹❊✲✸ ✵✳✶✽✽✹✻❊✲✷ ✵✳✹✹✺✾✻❊✲✸ ✵✳✶✷✸✶✻❊✲✷
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❆♣st❛t

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1
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✽✵✵ ✵✳✾✶✺✺✹❊✲✷ ✵✳✶✹✽✼✼❊✲✶ ✵✳✷✶✽✶✽❊✲✸ ✵✳✺✷✸✾✼❊✲✸ ✵✳✶✸✶✹✸❊✲✸ ✵✳✹✾✵✽✸❊✲✸
✶✻✵✵ ✵✳✹✺✼✺✸❊✲✷ ✵✳✼✹✹✶✾❊✲✷ ✵✳✺✺✽✷✼❊✲✹ ✵✳✶✹✷✸✾❊✲✸ ✵✳✸✵✼✾✾❊✲✹ ✵✳✾✽✻✵✸❊✲✹

❚❛❜❧❡ ❈✳✶ ✕ ❊rr❡✉rs L1 ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ à t❂✸✵✵s✳
✷✺✹
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❘✉s❛♥♦✈

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳
✶✵✵ ✵✳✷✻✼ ✽✵✽✸ ✷✳✷✵✸ ✶✻✶✼✹ ✸✳✽✹✾ ✶✻✶✽✺
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♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳
✶✵✵ ✵✳✺ ✽✵✾✸ ✸✳✺✾✻ ✶✻✶✾✸ ✹✳✾✾✶ ✶✻✶✾✷
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❈✐♥ét✐q✉❡

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳
✶✵✵ ✵✳✻✾✾ ✽✽✵✻ ✹✳✽✸ ✶✼✻✺✶ ✻✳✸✶✹ ✶✼✻✺✼
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❏ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳
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❆♣st❛t

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳
✶✵✵ ✵✳✺✹✼ ✽✶✷✵ ✸✳✾✽✾ ✶✻✷✸✽ ✺✳✸✸✻ ✶✻✷✷✵
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✹✵✵ ✽✳✻✵✻ ✸✷✺✷✵ ✻✸✳✾✺✶ ✻✺✵✾✾ ✽✽✳✼✾✶ ✻✺✵✼✺
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✶✻✵✵ ✶✸✻✳✽✻ ✶✸✵✶✻✶ ✶✵✺✹✳✸ ✷✻✵✸✹✷ ✶✹✻✸✳✷ ✷✻✵✷✼✽

❚❛❜❧❡ ❈✳✷ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ à t❂✸✵✵s✳
✷✺✺
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❈✳✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ s❛♥s ❝❤♦❝

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

h+ z = 0.66 ♠ ❡t q = 0♠2/s.

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s

• ❡♥ ❛✈❛❧ h = 0.66 ♠
t❛♥t q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧,
• ❡♥ ❛♠♦♥t q = 1.53 ♠2/s.
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❘✉s❛♥♦✈

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1

✶✵✵ ✶✳✹✻✷✺ ✵✳✸✾✽✸✾ ✵✳✻✺✻✵✻❊✲✶ ✵✳✸✸✷✾✶❊✲✶ ✵✳✸✽✼✺❊✲✶ ✵✳✶✼✾✼✸❊✲✶
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❍▲▲

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1 |hex − h|L1 |qex − q|L1
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✷✵✵ ✵✳✻✸✵✻✻❊✲✶ ✵✳✷✶✶✼❊✲✶ ✵✳✼✽✷✽✸❊✲✷ ✵✳✷✾✾✼✹❊✲✷ ✵✳✻✹✾✷✻❊✲✷ ✵✳✷✾✽✽✷❊✲✷
✹✵✵ ✵✳✸✶✸✹✶❊✲✶ ✵✳✶✵✽✽✷❊✲✶ ✵✳✸✹✶✾✼❊✲✷ ✵✳✽✸✼✶✾❊✲✸ ✵✳✶✽✶✻❊✲✷ ✵✳✽✵✵✽✸❊✲✸
✽✵✵ ✵✳✶✺✺✼✸❊✲✶ ✵✳✺✺✷✹✷❊✲✷ ✵✳✾✸✵✻✼❊✲✸ ✵✳✷✶✻✽✻❊✲✸ ✵✳✺✼✸✺✼❊✲✸ ✵✳✷✶✺✺✸❊✲✸
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❈✳✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤♦❝

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

h+ z = 0.33 ♠ ❡t q = 0♠2/s.

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s

• ❡♥ ❛✈❛❧ h = 0.33 ♠,
• ❡♥ ❛♠♦♥t q = 0.18 ♠2/s.
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✹✵✵ ✸✳✵✺✻ ✶✺✵✻✶ ✶✶✳✻✽✺ ✶✺✶✽✼ ✶✻✳✽✷✸ ✶✺✶✾✶
✽✵✵ ✶✷✳✷✽✾ ✸✵✸✾✽ ✹✼✳✵✸✸ ✸✵✺✸✶ ✼✶✳✺✸✷ ✸✵✺✸✹
✶✻✵✵ ✹✾✳✵✶ ✻✵✾✻✹ ✶✽✼✳✹ ✻✶✶✵✸ ✷✾✾✳✷✼ ✻✶✶✵✹

❆♣st❛t

♦r❞r❡ ✶ ▼❯❙❈▲ ❡♥♦ ♠♦❞✐✜é
❏ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳ ❚✳ ❈❛❧❝✳ ✭s✮ ◆❜✳ ✐t✳
✶✵✵ ✵✳✷✾✾ ✹✺✷✶ ✶✳✶✾✽ ✹✸✼✷ ✶✳✶✼✾ ✸✾✽✺
✷✵✵ ✶✳✵✶ ✼✻✾✷ ✼✳✶✹✷ ✶✶✾✾✷ ✾✳✽✶✻ ✶✷✺✺✻
✹✵✵ ✺✳✸✵✹ ✷✵✸✵✷ ✶✻✳✶✵✸ ✶✼✵✾✻ ✷✵✳✻✾✶ ✶✻✻✵✹
✽✵✵ ✶✻✳✾✾✽ ✸✷✺✼✾ ✶✶✵✳✺✼ ✹✼✽✻✸ ✶✹✸✳✷✾ ✹✼✺✾✶
✶✻✵✵ ✽✵✳✶✺✾ ✼✼✵✸✷ ✸✸✷✳✹✷ ✼✽✵✺✹ ✹✸✵✳✽✶ ✼✻✻✽✶

❚❛❜❧❡ ❈✳✻ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤♦❝ à t❂✸✵✵s✳
✷✻✶
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✷✻✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❆❜❞❛❧❧❛❤✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❙✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❛rré ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞r❛✉❧✐q✉❡
❡♥ rés❡❛✉ ❞✬❛ss❛✐♥✐ss❡♠❡♥t✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲♦✉✐s P❛st❡✉r ✲ ❙tr❛s❜♦✉r❣ ■✳

❆❧✲❆③❛✇✐✱ ❙✳ ❆✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣② ✭◆❩✮✱
✷✹✭✷✮ ✿✼✼✕✽✽✳

❆❧❝r✉❞♦✱ ❋✳ ❛♥❞ ●✐❧✱ ❊✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡ ▼❛❧♣❛ss❡t ❞❛♠ ❜r❡❛❦ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ■♥ t❤❡ 4th ❈❆❉❆▼ ❲♦r❦s❤♦♣✱
❩❛r❛❣♦③❛✱ ♣❛❣❡s ✾✺✕✶✵✾✳

❆✉❞✉ss❡✱ ❊✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❙❝❤é♠❛s ❝✐♥ét✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡r✲
s✐té P❛r✐s ✻✳

❆✉❞✉ss❡✱ ❊✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥ ❡❛✉①
♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■ ✕ P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✳ ✶✾✻ ♣❛❣❡s✳

❆✉❞✉ss❡✱ ❊✳✱ ❇♦✉❝❤✉t✱ ❋✳✱ ❇r✐st❡❛✉✱ ▼✳✲❖✳✱ ❑❧❡✐♥✱ ❘✳✱ ❛♥❞ P❡rt❤❛♠❡✱ ❇✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ ❢❛st ❛♥❞ st❛❜❧❡
✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❤②❞r♦st❛t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳
❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✺✭✻✮ ✿✷✵✺✵✕✷✵✻✺✳

❆✉❞✉ss❡✱ ❊✳ ❛♥❞ ❇r✐st❡❛✉✱ ▼✳✲❖✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✧s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r✧
s❝❤❡♠❡ ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇s ♦♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱
✷✵✻ ✿✸✶✶✕✸✸✸✳

❆✉❞✉ss❡✱ ❊✳✱ ❇r✐st❡❛✉✱ ▼✳✲❖✳✱ ❛♥❞ P❡rt❤❛♠❡✱ ❇✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❑✐♥❡t✐❝ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✸✾✽✾✱ ■◆❘■❆✳

❇❛❥❛❥✱ ❘✳ ▲✳✱ ❳✉✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ◗✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙♠♦♦t❤ ❙✉r❢❛❝❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✈✐❛ ❛ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r
▲❡✈❡❧✲❙❡t ▼❡t❤♦❞✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ■❈❊❙ ❘❡♣♦rt ✵✻✲✶✽✱ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❊♥✲
❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s ❛t ❆✉st✐♥✳

❇❛❧③❛♥♦✱ ❆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ❞r②✐♥❣ ✐♥
s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦❛st❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✹ ✿✽✸✕✶✵✼✳

❇❡❝q✉❡✱ ❙✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r✉❣♦s✐té ♦r✐❡♥té❡ s✉r ❧❡
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✱ ❈❡♠❛❣r❡❢
❞✬❆♥t♦♥②✳ ❊♥❝❛❞r❛♥ts ✿ ❨✈❡s ◆é❞é❧❡❝✱ ❇é♥é❞✐❝t❡ ❆✉❣❡❛r❞✱ ❋ré❞ér✐❝ ❉❛r❜♦✉①✳

❇❡❧❧✱ ◆✳ ❈✳✱ ❲❤❡❛t❡r✱ ❍✳ ❙✳✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥st♦♥✱ P✳ ▼✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣
❧❛❜♦r❛t♦r② ❝❛t❝❤♠❡♥t ❞❛t❛✳ ✐✐ ✿ P❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ✭❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✇❛✈❡✮
♠♦❞❡❧s✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ❥♦✉r♥❛❧✱ ✸✹✭✸✮ ✿✷✽✾✕✸✶✼✳

❇❡r♠ú❞❡③✱ ❆✳✱ ❉❡r✈✐❡✉①✱ ❆✳✱ ❉❡s✐❞❡r✐✱ ❏✳✲❆✳✱ ❛♥❞ ❱á③q✉❡③✱ ▼✳ ❊✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❯♣✇✐♥❞ s❝❤❡♠❡s ❢♦r
t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣t❤ ✉s✐♥❣ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✳
❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✺✺✭✶✲✷✮ ✿✹✾ ✕ ✼✷✳

✷✻✸
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❇❡r♠✉❞❡③✱ ❆✳ ❛♥❞ ❱❛③q✉❡③✱ ▼✳ ❊✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❯♣✇✐♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤
s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❋❧✉✐❞s✱ ✷✸✭✽✮ ✿✶✵✹✾ ✕ ✶✵✼✶✳

❇❡rt❤♦♥✱ ❈✳ ❛♥❞ ❚✉r♣❛✉❧t✱ ❘✳ ✭✵✵✵✵✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❤❧❧ s❝❤❡♠❡s✳ ✭❆ ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s✳

❇♦❤♦rq✉❡③✱ P✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ ✢♦♦❞s ♦♥ st❡❡♣ s❧♦♣❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✻✹✺✭✲✶✮ ✿✸✼✺✕✹✵✾✳

❇♦❤♦rq✉❡③✱ P✳ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲❋❡r✐❛✱ ❘✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ◆♦♥♣❛r❛❧❧❡❧ s♣❛t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇
❞♦✇♥ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s❧♦♣❡✳ ■♥ ❋❡rr❡✐r❛✱ ❘✳✱ ❆❧✈❡s✱ ❊✳✱ ▲❡❛❧✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❈❛r❞♦s♦✱ ❆✳✱
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❉r❡ss❧❡r✱ ❘✳ ❋✳ ✭✶✾✹✾✮✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ✐♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷ ✿✶✹✾✕✶✾✹✳

❉r❡ss❧❡r✱ ❘✳ ❋✳ ✭✶✾✺✷✮✳ ❍②❞r❛✉❧✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ❡✛❡❝t ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❛♠✲❜r❡❛❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡
◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞s✱ ✹✾✭✸✮ ✿✷✶✼✕✷✷✺✳

❉r❡ss❧❡r✱ ❘✳ ❋✳ ✭✶✾✺✹✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞❛♠✲❜r❡❛❦ ✇❛✈❡✳
■♥t✳ ❆ss♦❝✳ ❙❝✐✳ ❍②❞r❛✉❧✳✱ ✸✽ ✿✸✶✾✕✸✷✽✳

❉✉♥❦❡r❧❡②✱ ❉✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❙✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ s❤❛❧❧♦✇✱ ❧❛♠✐♥❛r ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇
t❤r♦✉❣❤ ♦r❣❛♥✐❝ ❧✐tt❡r✳ ❊❛rt❤ ❙✉r❢❛❝❡ Pr♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ▲❛♥❞❢♦r♠s✱ ✷✼ ✿✹✺✕✺✽✳

❉✉♣✐♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰✳ ❈❛♠♣✉sPr❡ss✳

❊❧ ❇♦✉❛❥❛❥✐✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✿ ét✉❞❡ ❞✉ r✉✐s✲
s❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ♣❧✉✐❡✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲♦✉✐s P❛st❡✉r✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ✿
❤tt♣ ✿✴✴❞✉♠❛s✳❝❝s❞✳❝♥rs✳❢r✴❞✉♠❛s✲✵✵✹✺✾✸✸✻✴❢r✴✱ ❙tr❛s❜♦✉r❣✳ ❊♥❝❛❞r❛♥ts ✿ ❋❛❜r✐❝❡ ❉✉♣r♦s ❡t
❖❧✐✈✐❡r ❈❡r❞❛♥✳

❊♠ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s✱ ●✳ ❛♥❞ ❑✐r❜② ■■✱ ❘✳ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ▼P■✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❊r❞✉r❛♥✱ ❑✳ ❙✳✱ ❑✉t✐❥❛✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❍❡✇❡tt✱ ❈✳ ❏✳ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦
t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❤♦❝❦✲❝❛♣t✉r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✹✵✭✶✵✮ ✿✶✷✸✼✕✶✷✼✸✳

❊r❞✉r❛♥✱ ❑✳ ❙✳✱ ❑✉t✐❥❛✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ▼❛❝❆❧✐st❡r✱ ❈✳ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋✐♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
s❤❛❧❧♦✇ s✉r❢❛❝❡✲s❛t✉r❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ✢♦✇✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥
❋❧✉✐❞s✱ ✹✾ ✿✼✻✸✕✼✽✸✳

✷✻✻



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❊s❝❧❛✛❡r✱ ❚✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡ ❝r✉❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ✈❡rs❛♥t✳
▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❳■■✕❊◆●❘❊❋✕❊◆P❈✳

❊st❡✈❡s✱ ▼✳✱ ❋❛✉❝❤❡r✱ ❳✳✱ ●❛❧❧❡✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱❛✉❝❧✐♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❖✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❢♦r s♠❛❧❧ ♣❧♦ts ❞✉r✐♥❣ ✉♥st❡❛❞② r❛✐♥ ✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✈❡rs✉s ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✷✷✽ ✿✷✻✺✕✷✽✷✳

❊st❡✈❡s✱ ▼✳ ❛♥❞ ▲❛♣❡t✐t❡✱ ❏✳ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ r✉♥♦✛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛
s❛❤❡❧✐❛♥ ❣✉❧❧② ❝❛t❝❤♠❡♥t ✿ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✐♥ ♥✐❣❡r✳ ❈❛t❡♥❛✱ ✺✵ ✿✷✺✺✕✷✼✶✳

❋✐❡❞❧❡r✱ ❘✳ ❋✳ ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❤❛❧❧♦✇
✢♦✇ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✜❧tr❛t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✸✷ ✿✷✶✾✕
✷✹✵✳

❋❧❛♠❛♥t✱ ❆✳✲❆✳ ✭✶✽✾✶✮✳ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✲ ❍②❞r❛✉❧✐q✉❡✳ ❇❛✉❞r② ❡t ❈✐❡✳

●❛❧❜✐❛t✐✱ ●✳ ❛♥❞ ❙❛✈✐✱ ❋✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❙♦✐❧ ❍②❞r❛✉❧✐❝ Pr♦♣✲
❡rt✐❡s ❛♥❞ ❘♦✉❣❤♥❡ss ♦♥ ❖✈❡r❧❛♥❞ ❋❧♦✇ ❛t t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❙❝❛❧❡✳ ❏✳ ❛❣r✐❝✳ ❊♥❣♥❣ ❘❡s✳✱ ✻✶ ✿✶✽✸✕✶✾✵✳

●❛❧❧♦✉ët✱ ❚✳✱ ❍ér❛r❞✱ ❏✳✲▼✳✱ ❛♥❞ ❙❡❣✉✐♥✱ ◆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣♦❞✉♥♦✈ s❝❤❡♠❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
s❤❛❧❧♦✇✲✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❋❧✉✐❞s✱ ✸✷ ✿✹✼✾✕✺✶✸✳

●❛♥❞♦❧✜✱ ❈✳ ❛♥❞ ❙❛✈✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❈♦✉♣❧❡❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉r❢❛❝❡
❘✉♥♦✛ ❛♥❞ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥✳ ❏✳ ❛❣r✐❝✳ ❊♥❣♥❣ ❘❡s✳✱ ✼✺ ✿✹✾✕✺✺✳

●❛r❝✐❛✲◆❛✈❛rr♦✱ P✳✱ ❋r❛s✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❱✐❧❧❛♥✉❡✈❛✱ ■✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❉❛♠✲❜r❡❛❦ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ s♦♠❡ r❡s✉❧ts
❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❛❧ ❝❛s❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✷✶✻✭✸✲✹✮ ✿✷✷✼ ✕ ✷✹✼✳

●❡♦r❣❡✱ ❉✳ ▲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤
t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❞r② ❜❡❞s✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✳

●❡♦r❣❡✱ ❉✳ ▲✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❋✐♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❢♦r ts✉♥❛♠✐ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥✉♥❞❛t✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✳

●❡♦r❣❡✱ ❉✳ ▲✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ r✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡rs ❢♦r t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r ✈❛r✐❛❜❧❡
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ st❡❛❞② st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥✉♥❞❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✷✼ ✿✸✵✽✾✕
✸✶✶✸✳

●❡r❜❡❛✉✱ ❏✳✲❋✳ ❛♥❞ P❡rt❤❛♠❡✱ ❇✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s②st❡♠ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r
✇❛t❡r ❀ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✹✵✽✹✱ ■◆❘■❆✳

●❡r❜❡❛✉✱ ❏✳✲❋✳ ❛♥❞ P❡rt❤❛♠❡✱ ❇✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s②st❡♠ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r
s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❀ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♥t✐♥✳ ❉②♥✳ ❙②st✳ ❙❡r✳ ❇✱ ✶✭✶✮ ✿✽✾✕✶✵✷✳

●♦❞❧❡✇s❦✐✱ ❊✳ ❛♥❞ ❘❛✈✐❛rt✱ P✳✲❆✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ✈♦❧✉♠❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ✶✶✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

●♦ss❡✱ ▲✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✢✉①✲✈❡❝t♦r s♣❧✐tt✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✾✭✾✲✶✵✮ ✿✶✸✺
✕ ✶✺✾✳

●♦tt❛r❞✐✱ ●✳ ❛♥❞ ❱❡♥✉t❡❧❧✐✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▲❛♥❞✢♦✇ ✿ ❈♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✸✭✶✮ ✿✼✼✕✽✾✳

●♦tt❛r❞✐✱ ●✳ ❛♥❞ ❱❡♥✉t❡❧❧✐✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦✈❡r❧❛♥❞
✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s✱ ✸✶ ✿✶✼✸✕✶✽✵✳

✷✻✼



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

●♦✉t❛❧✱ ◆✳ ❛♥❞ ▼❛✉r❡❧✱ ❋✳ ✭✶✾✾✼✮✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷♥❞ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❞❛♠✲❜r❡❛❦ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❊❉❋✲❉❊❘✳

●r❡❡♥✱ ❲✳ ❍✳ ❛♥❞ ❆♠♣t✱ ●✳ ❆✳ ✭✶✾✶✶✮✳ ❙t✉❞✐❡s ♦♥ s♦✐❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱
✹ ✿✶✕✷✹✳

●r❡❡♥❜❡r❣✱ ❏✳ ▼✳ ❛♥❞ ▲❡❘♦✉①✱ ❆✳✲❨✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✸✸ ✿✶✕✶✻✳

❍❛rt❡♥✱ ❆✳✱ ❊♥❣q✉✐st✱ ❇✳✱ ❖s❤❡r✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❈❤❛❦r❛✈❛rt❤②✱ ❙✳ ❘✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❯♥✐❢♦r♠❧② ❍✐❣❤ ❖r❞❡r ❆❝❝✉✲
r❛t❡ ❊ss❡♥t✐❛❧❧② ◆♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❙❝❤❡♠❡s✱ ■■■✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✼✶ ✿✷✸✶✕✸✵✸✳

❍❛rt❡♥✱ ❆✳✱ ❖s❤❡r✱ ❙✳✱ ❊♥❣q✉✐st✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❈❤❛❦r❛✈❛rt❤②✱ ❙✳ ❘✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥♦s❝✐❧❧❛t♦r② s❝❤❡♠❡s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✭✸✲
✺✮ ✿✸✹✼ ✕ ✸✼✼✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ■ss✉❡ ✐♥ ❍♦♥♦r ♦❢ ▼✐❧t ❘♦s❡✬s ❙✐①t✐❡t❤ ❇✐rt❤❞❛②✳

❍❡rr♠❛♥♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ▲❡✈❡❧✲❙❡t✴❱♦rt❡①✲❙❤❡❡t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❚✇♦✲P❤❛s❡ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❉②✲
♥❛♠✐❝s✳ ❈❚❘ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❇r✐❡❢s✱ ♣❛❣❡s ✶✵✸✕✶✶✹✳

❍❡r✈♦✉❡t✱ ❏✳✲▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ Pr❡ss❡s ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉ssé❡s✳

❍❥❡❧♠❢❡❧t ❏r✳✱ ❆✳ ❚✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♦♥ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✸✻ ✿✶✼✾✕
✶✽✺✳

❍♦✉❣❤t♦♥✱ ❉✳ ❉✳ ❛♥❞ ❑❛s❛❤❛r❛✱ ❆✳ ✭✶✾✻✽✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r s❤❛❧❧♦✇ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♦✈❡r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ r✐❞❣❡✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❳❳■ ✿✶✕✷✸✳

❍s✉✱ ❙✳ ▼✳✱ ◆✐✱ ❈✳✲❋✳✱ ❛♥❞ ❍✉♥❣✱ P✳✲❋✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❚❤r❡❡ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❋♦r♠✉❧❛s ❜❛s❡❞
♦♥ ▼♦❞❡❧ ❋✐tt✐♥❣ ♦♥ ❘✐❝❤❛r❞s ❊q✉❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✼✭✺✮ ✿✸✼✸✕✸✼✾✳

❏❛✐♥✱ ▼✳ ❑✳✱ ❑♦t❤②❛r✐✱ ❯✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ❘❛♥❣❛ ❘❛❥✉✱ ❑✳ ●✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ ●■❙ ❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛
♠♦❞❡❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✷✾✾ ✿✶✵✼✕✶✸✺✳

❏❡✛r❡②s✱ ❍✳ ✭✶✾✷✺✮✳ ❚❤❡ ❋❧♦✇ ♦❢ ❲❛t❡r ✐♥ ❛♥ ■♥❝❧✐♥❡❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❙❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▲♦♥❞♦♥✱
❊❞✐♥❜✉r❣ ❛♥❞ ❉✉❜❧✐♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♠❛❣❛③✐♥❡ ❛♥❞ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✱ ✹✾✭✷✾✸✮ ✿✼✾✸✕✽✵✳

❏✐❛✱ ❨✳ ❛♥❞ ❚❛♠❛✐✱ ◆✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ s♦✐❧ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✉♥st❡❛❞②
r❛✐♥✳ ❆♥♥✉❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❏❙❈❊✱ ✹✶ ✿✸✶✕✸✻✳

❏✐♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♦✉r❝❡
t❡r♠s✳ ▼✷❆◆✱ ✸✺✭✹✮ ✿✻✸✶✕✻✹✺✳

❏✐♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ❑❛ts♦✉❧❛❦✐s✱ ▼✳ ❆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❙✉♣❡r❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❘♦❧❧ ❲❛✈❡s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✾ ✿✺✽✸✕✺✾✸✳

❏✐♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ❑✐♠✱ ❨✳ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘♦❧❧ ❲❛✈❡s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✸✺ ✿✹✻✸✕✹✽✵✳

❏✐♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ❲❡♥✱ ❳✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✷ ✿✷✸✵✕✷✹✾✳

❏✐♥✱ ❙✳ ❛♥❞❲❡♥✱ ❳✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚✇♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t②♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s
✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✳✱ ✷✻ ✿✷✵✼✾✕✷✶✵✶✳

❏♦✈❛♥♦✈✐➣✱ ▼✳ ❛♥❞ ❉❥♦r❞❥❡✈✐➣✱ ❉✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❝♦r♠❛❝❦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✷✸ ✿✻✶✕✻✼✳

✷✻✽
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❏✉❧✐❡♥✱ P✳ ❨✳ ❛♥❞ ❍❛rt❧❡②✱ ❉✳ ▼✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥ ❧❛♠✐♥❛r s❤❡❡t ✢♦✇✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❍②❞r❛✉❧✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✹✭✶✮ ✿✺✕✶✼✳

❑❛③❡③②✙❧♠❛③✲❆❧❤❛♥✱ ❈✳ ▼✳✱ ▼❡❞✐♥❛ ❏r✳✱ ▼✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❘❛♦✱ P✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✻✻✭✸✮ ✿✼✷✹✕✼✹✵✳

❑❡ss❡r✇❛♥✐✱ ●✳✱ ●❤♦st✐♥❡✱ ❘✳✱ ❱❛③q✉❡③✱ ❏✳✱ ●❤❡♥❛✐♠✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ▼♦sé✱ ❘✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r r✉♥❣❡✲❦✉tt❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❛❧❡r❦✐♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤
s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✺✻ ✿✽✵✺✕✽✷✶✳

❑✐♠✱ ❉✳✲❍✳✱ ❈❤♦✱ ❨✳✲❙✳✱ ❛♥❞ ❨✐✱ ❨✳✲❑✳ ✭✷✵✵✼✮✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✉♥✲✉♣ ♦❢ ♥❡❛rs❤♦r❡ ts✉♥❛♠✐s ✇✐t❤
❤❧❧❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡r✳ ❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✹✭✽✲✾✮ ✿✶✶✻✹ ✕ ✶✶✼✸✳

❑✐♠✱ ❙✳ ❉✳✱ ▲❡❡✱ ❇✳ ❏✳✱ ▲❡❡✱ ❍✳ ❏✳✱ ❏❡✉♥❣✱ ■✳✲❙✳✱ ❛♥❞ ❈❤♦✐✱ ❏✳✲❨✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t r❡✲
s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡rs ❢♦r str♦♥❣ s❤♦❝❦ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✢♦✇s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✳

❑✐♥❣✱ ❑✳✱ ❆r♥♦❧❞✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❇✐♥❣♥❡r✱ ❘✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❣r❡❡♥✲❛♠♣t ❛♥❞ ❝✉r✈❡ ♥✉♠❜❡r ♠❡t❤♦❞s
♦♥ ❣♦♦❞✇✐♥ ❝r❡❡❦ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✉s✐♥❣ s✇❛t✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ ✹✷✭✹✮ ✿✾✶✾✕
✾✷✺✳

❑✐s❤✐✐✱ ❚✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ r✉♥♦✛ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❧♦♣❡✳

▲❛✇r❡♥❝❡✱ ❉✳ ❙✳ ▲✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▼❛❝r♦s❝❛❧❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✳
❊❛rt❤ ❙✉r❢❛❝❡ Pr♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ▲❛♥❞❢♦r♠s✱ ✷✷ ✿✸✻✺✕✸✽✷✳

▲❛③❛r♦✈✐t❝❤✱ ◆✳✱ ❲❛rr✐❝❦✱ ❆✳ ❲✳✱ ❋✉r♠❛♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❩❡r✐❤✉♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❲❛t❡r ❉✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❋✉rr♦✇s ❉❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▼♦♠❡♥t ❆♥❛❧②s❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■rr✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉r❛✐♥❛❣❡
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✸✺✭✶✮ ✿✼✕✶✷✳

▲❡❘♦✉①✱ ❆✳✲❨✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t Pr♦❜❧è♠❡s ❍②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ✿ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❲♦r❦s❤♦♣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ▲✐♠✐t❡s ◆✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❙②stè♠❡s ❍②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ■✳❍✳P✳✱
P❛r✐s✱ ❏✉✐♥ ✷✵✵✶✳ ✇✇✇✲❣♠✸✳✉♥✐✈✲♠rs✳❢r ✭s✉✐✈r❡ ✧éq✉✐♣❡ ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉①✧✮✳

▲❡❘♦✉①✱ ❆✳✲❨✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥✲
❡❛r ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥✳
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳♥t♥✉✳♥♦✴❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✴✷✵✵✾✴✵✸✹✳❤t♠❧✳ Pr❡♣r✐♥t✳

▲❡❘♦✉①✱ ❆✳✲❨✳ ❛♥❞ ▲❡❘♦✉①✱ ▼✳✲◆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❙♦✉r❝❡ ❲❛✈❡s✳
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳♥t♥✉✳♥♦✴❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✴✷✵✵✹✴✵✹✺✳❤t♠❧✳ Pr❡♣r✐♥t✳

▲❡❱❡q✉❡✱ ❘✳ ❏✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛♥❞ ✢✉① ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❣♦❞✉♥♦✈
♠❡t❤♦❞s ✿ ❚❤❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ✇❛✈❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱
✶✹✻✭✶✮ ✿✸✹✻ ✕ ✸✻✺✳

▲❡❱❡q✉❡✱ ❘✳ ❏✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❋✐♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❚❡①ts ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✳

▲❤♦♠♠❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ■■✳

▲❤♦♠♠❡✱ ❏✳ ❛♥❞ ●✉✐♥♦t✱ ❱✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✲st❛t❡ r✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡r ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s
✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✺✸ ✿✶✺✵✾✕✶✺✹✵✳

▲✐✱ ●✳ ✭✷✵✵✾✮✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ r❛✐♥❢❛❧❧ ✐♥ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇
r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❈❛t❡♥❛✱ ✼✽ ✿✶✺✹✕✶✺✽✳

✷✻✾
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▲✐❛♥❣✱ ◗✳✱ ❇♦rt❤✇✐❝❦✱ ❆✳ ●✳ ▲✳✱ ❛♥❞ ❙t❡❧❧✐♥❣✱ ●✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠✲ ❛♥❞ ❞②❦❡✲❜r❡❛❦
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❣r✐❞s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s
✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✹✻ ✿✶✷✼✕✶✻✷✳

▲✐❛♥❣✱ ◗✳ ❛♥❞ ▼❛r❝❤❡✱ ❋✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s✱ ✸✷✭✻✮ ✿✽✼✸ ✕ ✽✽✹✳

▲✐✉✱ ❏✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❋❡♥❣✱ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ●r❡❡♥✲❛♠♣t ▼♦❞❡❧ ❢♦r ▲❛②❡r❡❞ ❙♦✐❧s ✇✐t❤ ◆♦♥✉♥✐❢♦r♠
■♥✐t✐❛❧ ❲❛t❡r ❈♦♥t❡♥t ❯♥❞❡r ❯♥st❡❛❞② ■♥✜❧tr❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❧ ❙❝✐✳ ❙♦❝✳ ❆♠✳ ❏✳✱ ✼✷✭✹✮ ✿✶✵✹✶✕✶✵✹✼✳

▲✐✉✱ ◗✳ ◗✳✱ ❈❤❡♥✱ ▲✳✱ ▲✐✱ ❏✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ❱✳ P✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘♦❧❧ ❲❛✈❡s ✐♥ ❖✈❡r❧❛♥❞ ❋❧♦✇✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❍②❞r♦❧♦❣✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✵✭✷✮ ✿✶✶✵✕✶✶✼✳

▲✉❝❛s✱ ❈✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊✛❡ts ❞❡ ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❢♦♥❞ ❡t à
❧❛ s✉r❢❛❝❡ s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r ✕ ●r❡♥♦❜❧❡
■✳

▲✉❦á❝♦✈á✲▼❡❞✈✐❞♦✈á✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❙❤❛❧❧♦✇ ❋❧♦✇s ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❇♦tt♦♠ ❚♦♣♦❣✲
r❛♣❤② ❛♥❞ ❋r✐❝t✐♦♥ ❊✛❡❝ts✳ ■♥ ❍❛♥❞❧♦✈✐❝♦✈❛✱ ❆✳✱ ❑r✐✈❛✱ ❩✳✱ ▼✐❦✉❧❛✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙❡✈❝♦✈✐❝✱ ❉✳✱ ❡❞✐t♦rs✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❆❧❣♦r✐t♠② ✷✵✵✺✱ ❙❧♦✈❛❦✐❛✱ ♣❛❣❡s ✼✸✕✽✷✳

▲✉❦á❝♦✈á✲▼❡❞✈✐❞✬♦✈á✱ ▼✳✱ ◆♦❡❧❧❡✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❑r❛❢t✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❲❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✷✶✭✶✮ ✿✶✷✷
✕ ✶✹✼✳

▲✉❦á❝♦✈á✲▼❡❞✈✐❞✬♦✈á✱ ▼✳ ❛♥❞ ❚❡s❝❤❦❡✱ ❯✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞
✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦tt♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥
t❡r♠s✳ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ▼❛t❤✳ ✭❩❆▼▼✮✱ ✽✻✭✶✶✮ ✿✽✼✹✕✽✾✶✳

▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ■✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r st❡❛❞② ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡♣♦rt✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✕❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘❡❛❞✐♥❣✳

▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ■✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ st❡❛❞② ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t② ♦❢ ❘❡❛❞✐♥❣✕❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ■✳✱ ❇❛✐♥❡s✱ ▼✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ◆✐❝❤♦❧s✱ ◆✳ ❑✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ st❡❛❞②
♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✼✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✕❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘❡❛❞✐♥❣✳

▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ■✳✱ ❇❛✐♥❡s✱ ▼✳ ❏✳✱ ◆✐❝❤♦❧s✱ ◆✳ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙❛♠✉❡❧s✱ P✳ ●✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❙t❡❛❞② ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ t❡st
♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✸✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✕❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ❘❡❛❞✐♥❣✳

▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ■✳✱ ❇❛✐♥❡s✱ ▼✳ ❏✳✱ ◆✐❝❤♦❧s✱ ◆✳ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙❛♠✉❡❧s✱ P✳ ●✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❆♥❛❧②t✐❝ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✷✸✭✶✶✮ ✿✶✵✹✶✕✶✵✹✺✳

▼❛♥❣❡♥❡②✱ ❆✳✱ ❇♦✉❝❤✉t✱ ❋✳✱ ❚❤♦♠❛s✱ ◆✳✱ ❱✐❧♦tt❡✱ ❏✳ P✳✱ ❛♥❞ ❇r✐st❡❛✉✱ ▼✳✲❖✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ♦❢ s❡❧❢✲❝❤❛♥♥❡❧✐♥❣ ❣r❛♥✉❧❛r ✢♦✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ❧❡✈❡❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡♣♦s✐ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✶✷✭❋✷✮ ✿❋✵✷✵✶✼✳

▼❛♥❣❡♥❡②✲❈❛st❡❧♥❛✉✱ ❆✳✱ ❇♦✉❝❤✉t✱ ❋✳✱ ❱✐❧♦tt❡✱ ❏✳ P✳✱ ▲❛❥❡✉♥❡ss❡✱ ❊✳✱ ❆✉❜❡rt✐♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ P✐r✉❧❧✐✱
▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❛✐♥t✲✈❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛ss✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✶✵ ✿❇✵✾✶✵✸✳

▼❛r❝❤❡✱ ❋✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦
♥❡❛rs❤♦r❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ✕ ✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❇♦r❞❡❛✉① ✶✳

✷✼✵



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

▼❛r❝❤❡✱ ❋✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐s❝♦✉s s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣
t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❜♦tt♦♠ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡✛❡❝ts✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❇✴❋❧✉✐❞s✱
✷✻ ✿✹✾✕✻✸✳

▼❛r❝❤❡✱ ❋✳✱ ❇♦♥♥❡t♦♥✱ P✳✱ ❋❛❜r✐❡✱ P✳✱ ❛♥❞ ❙❡❣✉✐♥✱ ◆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜♦r❡✲
❝❛♣t✉r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✷❉ ✇❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ❞r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✺✸ ✿✽✻✼✕✽✾✹✳

▼❡✐♥✱ ❘✳ ●✳ ❛♥❞ ▲❛rs♦♥✱ ❈✳ ▲✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❙t❡❛❞② ❘❛✐♥✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✾✭✷✮ ✿✸✽✹✕✸✾✹✳

▼✐s❤r❛✱ ❙✳ ❑✳✱ ❚②❛❣✐✱ ❏✳ ❱✳✱ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ❱✳ P✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧
Pr♦❝❡ss❡s✱ ✶✼ ✿✷✻✷✾✕✷✻✺✷✳

▼♦♥t✉♦r✐✱ ❈✳ ✭✶✾✻✶✮✳ ▲❛ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ s♣♦♥t❛♥❡❛ ❞❡✐ tr❡♥✐ ❞✬♦♥❞❡ s✉ ❝❛♥❛❧✐ ❛ ♣❡♥❞❡♥③❛ ♠♦❧t♦ ❢♦rt❡✳
■♥ ❊str❛tt♦ ❞❛❧ ❢❛s❝✐❝♦❧♦ ♥✳ ✷ ❱♦❧✳ ❳❳❳❱■■■ ❞❡❧❧❛ ❘✐✈✐st❛ ♠❡♥s✐❧❡ ✧▲✬❊♥❡r❣✐❛ ❊❧❡ttr✐❝❛✧✳

▼♦♦r❡✱ ■✳✱ ▲❛rs♦♥✱ ❈✳✱ ❙❧❛❝❦✱ ❉✳✱ ❲✐❧s♦♥✱ ❇✳✱ ■❞✐❦❡✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❍✐rs❝❤✐✱ ▼✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✿
❆ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✻✭✶✮ ✿✷✶ ✕
✸✷✳
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❱❡♥❛♥t✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✉♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■✳
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◗✉❡✱ ❨✳✲❚✳ ❛♥❞ ❳✉✱ ❑✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ✐♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞
s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ r✉♥✲✉♣✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✺✵ ✿✶✵✵✸✕✶✵✷✼✳

❘❛✛✱ ❉✳ ❆✳ ❛♥❞ ❘❛♠✐r❡③✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ♣❤②s✐❝❛❧✱ ♠❡❝❤❛♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❤✐❧❧s❧♦♣❡ ❤②❞r♦❧♦❣②
♠♦❞❡❧✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✹✾ ✿✶✶✾✸✕✶✷✶✷✳

❘❛✇❧s✱ ❲✳ ❏✳✱ ❇r❛❦❡♥s✐❡❦✱ ❉✳ ▲✳✱ ❛♥❞ ❙❛①t♦♥✱ ❑✳ ❊✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✐❧ ✇❛t❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❘❆◆❙❆❈❚■❖◆❙ ♦❢ t❤❡ ❆❙❆❊✱ ✷✺✭✺✮ ✿✶✸✶✻✕✶✸✷✵ ✫ ✶✸✷✽✳

❘✐❝❝❤✐✉t♦✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝✲♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝✲♣r♦♣❡rt② ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏ ❙❝✐ ❈♦♠♣✉t✱ ❉❖■ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✾✶✺✲✵✶✵✲✾✸✻✾✲②✳

❘✐❝❤❛r❞s✱ ▲✳ ❆✳ ✭✶✾✸✶✮✳ ❈❛♣✐❧❧❛r② ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞s t❤r♦✉❣❤ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠s✳ P❤②s✐❝s✱ ✶ ✿✸✶✽✕
✸✸✸✳

❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱ ❏✳ ❘✳ ❛♥❞ ❏✉❧✐❡♥✱ P✳ ❨✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❙✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❛t❡r
❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✵✭✸✮ ✿✻✻✺✕✻✼✶✳

❘♦✉ss❡❛✉✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✿ ét✉❞❡ ❞✉ r✉✐s✲
s❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ♣❧✉✐❡✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛♥t❡s✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ✿
❤tt♣ ✿✴✴❞✉♠❛s✳❝❝s❞✳❝♥rs✳❢r✴❞✉♠❛s✲✵✵✹✾✹✷✹✸✴❢r✴✳
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❘✉ss♦✱ ●✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈❡♥tr❛❧ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❙✳ ❘✐♦♥❡r♦✱ ●✳ ❘♦♠❛♥♦ ✭❊❞s✳✮✱ ❚r❡♥❞s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s t♦ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✿
❙❚❆▼▼ ✷✵✵✷✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ■t❛❧✐❛ ❙❘▲✱ ♣❛❣❡s ✷✷✺✕✷✹✻✳

❙❛♠♣s♦♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❙♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❋❛❝✉❧t② ♦❢
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ■♥❞✉str✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❙✇✐♥❜✉r♥❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▼❡❧❜♦✉r♥❡✱ ❆✉str❛❧✐❛✳

❙❛♠♣s♦♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
❜♦tt♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ ▼❡r❝❡r✱ ●✳ ◆✳ ❛♥❞ ❘♦❜❡rts✱ ❆✳ ❏✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ❇✐❡♥♥✐❛❧
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❈❚❆❈✲✷✵✵✽✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✵ ♦❢ ❆◆❩■❆▼ ❏✳✱
♣❛❣❡s ❈✽✾✽✕❈✾✶✶✳

❙❛♠♣s♦♥✱ ❏✳✱ ❊❛st♦♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❛❜♦✈❡
♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜♦tt♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳

❙❛✈❛t✱ ❏✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❚❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝s ♦❢ s❤❡❡t ✢♦✇ ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞
r❛✐♥❢❛❧❧✳ ❊❛rt❤ ❙✉r❢❛❝❡ Pr♦❝❡ss❡s✱ ✷ ✿✶✷✺✕✶✹✵✳

❙❤✉✱ ❈✳✲❲✳ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ❙✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❊✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t♦r② s❤♦❝❦✲
❝❛♣t✉r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✼✼✭✷✮ ✿✹✸✾ ✕ ✹✼✶✳

❙♠✐t❤✱ ▼✳ ❲✳✱ ❈♦①✱ ◆✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❇r❛❝❦❡♥✱ ▲✳ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ✢♦✇ r❡s✐st❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ♦✈❡r❧❛♥❞
✢♦✇s✳ Pr♦❣r❡ss ✐♥ P❤②s✐❝❛❧ ●❡♦❣r❛♣❤②✱ ✸✶✭✹✮ ✿✸✻✸✕✸✽✼✳

❙♦❝❤❛❧❛✱ P✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts s♦✉t❡rr❛✐♥s ❡t ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ➱❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉ssé❡s✳

❙♦❝❤❛❧❛✱ P✳✱ ❊r♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ P✐♣❡r♥♦✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▼❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❜❞❢✲❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❛❧❡r❦✐♥✴❡①♣❧✐❝✐t
✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞
▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✽✭✷✼✲✷✾✮ ✿✷✶✷✷ ✕ ✷✶✸✻✳

❚❛t❛r❞✱ ▲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉r s♦❧ ♥✉ ❀ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ✴ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦♥ ❛ ❜❛r❡ s❛♥❞② s♦✐❧ ❀
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s♦✐❧ ❡r♦s✐♦♥✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ✫ ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✳

❚❛t❛r❞✱ ▲✳✱ P❧❛♥❝❤♦♥✱ ❖✳✱ ❲❛✐♥✇r✐❣❤t✱ ❏✳✱ ◆♦r❞✱ ●✳✱ ❋❛✈✐s✲▼♦rt❧♦❝❦✱ ❉✳✱ ❙✐❧✈❡r❛✱ ◆✳✱ ❘✐❜♦❧③✐✱ ❖✳✱
❊st❡✈❡s✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣✱ ❈✳✲❤✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✢♦✇✲
✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛ ✉♥❞❡r s✐♠✉❧❛t❡❞ r❛✐♥❢❛❧❧ ♦♥ ❛ ❧♦✇✲s❧♦♣❡ s❛♥❞② s♦✐❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✸✹✽✭✶✲
✷✮ ✿✶✕✶✷✳

❚❛②❧♦r✱ ❈✳✱ ❆❧✲▼❛s❤✐❞❛♥✐✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐s✱ ❏✳ ▼✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✇❛t❡rs❤❡❞
r✉♥♦✛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✷✶ ✿✷✸✶✕✷✹✻✳

❚❡❧❧❡s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈✰✰ ❚r✉❝s ❡t ❆st✉❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ◆✉❧s✳ ❋✐rst ■♥t❡r❛❝t✐✈❡✳

❚❤❛❝❦❡r✱ ❲✳ ❈✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❙♦♠❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❤❛❧❧♦✇✲✇❛t❡r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❉✐❣✐t❛❧ ❆r❝❤✐✈❡✱ ✶✵✼✭✲✶✮ ✿✹✾✾✕✺✵✽✳

❚❤❛♥❤✱ ▼✳ ❉✳✱ ❋❛③❧✉❧ ❑❛r✐♠✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ■s♠❛✐❧✱ ❆✳ ■✳ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❲❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡ ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛✲
t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■♥t✳ ❏✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱
✶✭✸✮ ✿✶✾✻✕✷✵✹✳

❚✉r♥❡r✱ ❊✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✜❡❧❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜② r❛✐♥❢❛❧❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ●r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛r②❧❛♥❞✱ ❈♦❧❧❡❣❡
P❛r❦✳

✷✼✸
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❱❛❧✐❛♥✐✱ ❆✳✱ ❈❛❧❡✣✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❩❛♥♥✐✱ ❆✳ ✭✶✾✾✾❛✮✳ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✷❉ ❙❤❛❧❧♦✇✲❲❛t❡r
❡q✉❛t✐♦♥s ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ✢♦♦❞ ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ❚♦❝❡ r✐✈❡r✳ ■♥ t❤❡ 4th ❈❆❉❆▼ ❲♦r❦s❤♦♣✱
❩❛r❛❣♦③❛✱ ♣❛❣❡s ✶✽✺✕✷✵✻✳

❱❛❧✐❛♥✐✱ ❆✳✱ ❈❛❧❡✣✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❩❛♥♥✐✱ ❆✳ ✭✶✾✾✾❜✮✳ ❋✐♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✷❉ s❤❛❧❧♦✇✲✇❛t❡r ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ▼❛❧♣❛ss❡t ❞❛♠✲❜r❡❛❦✳ ■♥ t❤❡ 4th ❈❆❉❆▼ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ❩❛r❛❣♦③❛✱ ♣❛❣❡s
✻✸✕✾✹✳

❱❛❧✐❛♥✐✱ ❆✳✱ ❈❛❧❡✣✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❩❛♥♥✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❈❛s❡ ❙t✉❞② ✿ ▼❛❧♣❛ss❡t ❉❛♠✲❇r❡❛❦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❛ ❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✷✽✭✺✮ ✿✹✻✵✕✹✼✷✳

✈❛♥ ▲❡❡r✱ ❇✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✳ ❱✳ ❆ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❡q✉❡❧
t♦ ●♦❞✉♥♦✈✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✸✷✭✶✮ ✿✶✵✶ ✕ ✶✸✻✳

❱à③q✉❡③✲❈❡♥❞ò♥✱ ▼✳ ❊✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ■♠♣r♦✈❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ ✉♣✇✐♥❞ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡
s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ✐rr❡❣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱
✶✹✽ ✿✹✾✼✕✺✷✻✳

❱❡❞❡r♥✐❦♦✈✱ ❱✳ ❱✳ ✭✶✾✹✻✮✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❈♦♠♣t❡s
❘❡♥❞✉s ✭❉♦❦❧❛❞②✮ ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❯❘❙❙✱ ▲■■✭✸✮ ✿✷✵✼✕✷✶✵✳

❱✐♦❧❧❡t✱ P✳✲▲✳✱ ❈❤❛❜❛r❞✱ ❏✳✲P✳✱ ❊s♣♦s✐t♦✱ P✳✱ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥❝❡✱ ❉✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡✱ é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts✱ ❝❛♥❛✉① ❡t r✐✈✐èr❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡t
❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ Pr❡ss❡s ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉ssé❡s✳

❱♦ ❚❤✐ ◆❣♦❝✱ ❚✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s②st❡♠✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖r✲
❧é❛♥s✱ ❋r❛♥❝❡✳

❲❛♥❣✱ ●✳✲❚✳✱ ❈❤❡♥✱ ❙✳✱ ❇♦❧❧✱ ❏✳✱ ❙t♦❝❦❧❡✱ ❈✳ ❖✳✱ ❛♥❞ ▼❝❝♦♦❧✱ ❉✳ ❑✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♥❞
✢♦✇ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❤✐❧❧s❧♦♣❡ s②st❡♠✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss❡s✱
✶✻✭✶✷✮ ✿✷✹✵✾✕✷✹✷✶✳

❲❛♥❣✱ ❩✳✱ ❋❡②❡♥✱ ❏✳✱ ◆✐❡❧s❡♥✱ ❉✳ ❘✳✱ ❛♥❞ ✈❛♥ ●❡♥✉❝❤t❡♥✱ ▼✳ ❚✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❚✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛✐r ❡♥tr❛♣♠❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✸✭✶✷✮ ✿✷✼✺✾✕✷✼✻✼✳

❲❛rr✐❝❦✱ ❆✳ ❲✳✱ ▲❛③❛r♦✈✐t❝❤✱ ◆✳✱ ❋✉r♠❛♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❩❡r✐❤✉♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊①♣❧✐❝✐t ■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥
❢♦r ❋✉rr♦✇s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■rr✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉r❛✐♥❛❣❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✸✸✭✹✮ ✿✸✵✼✕✸✶✸✳

❲❡❞❡r♥✐❦♦✇✱ ❱✳ ❱✳ ✭✶✾✹✺✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❞✐st✉r❜✐♥❣ ❛ st❡❛❞② ♠♦t✐♦♥
♦❢ ❛ r❡❛❧ ✢✉✐❞✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ✭❉♦❦❧❛❞②✮ ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❯❘❙❙✱ ❳▲❱■■■✭✹✮ ✿✷✸✾✕
✷✹✷✳

❲❡✐❧❧✱ ❙✳❛♥❞ ▼♦✉❝❤❡✱ ❊✳ ❛♥❞ P❛t✐♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ r✐❝❤❛r❞s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s✉r❢❛❝❡✴s✉❜s✉r❢❛❝❡
✢♦✇ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✸✻✻ ✿✾✕✷✵✳

❲❡✐❧❧✱ ❙✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ✉♥ s♦❧ ✐♥❝❧✐♥é✳ ▼❛st❡r✬s
t❤❡s✐s✱ P❛r✐s ❱■✳

❲❡✐❧❧✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s s✉r❢❛❝❡✴s✉❜s✉r❢❛❝❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ♣❛r ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛r❝é❡♥♥❡ ♠✉❧t✐❞♦♠❛✐♥❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ é❝♦❧❡ ❞❡s ▼✐♥❡s ❞❡ P❛r✐s✳

❲❡♥✱ ❳✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②s✲
t❡♠s ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱
✷✶✾✭✶✮ ✿✸✷✷ ✕ ✸✾✵✳

❲❤✐t❤❛♠✱ ●✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❲❛✈❡s✳

✷✼✹
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❲♦♦❞✐♥❣✱ ❘✳ ✭✶✾✻✺✮✳ ❆ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✲str❡❛♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✿ ■✳ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✲✇❛✈❡
t❤❡♦r②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✸✭✸✲✹✮ ✿✷✺✹✕✷✻✼✳

❲♦♦❧❤✐s❡r✱ ❉✳ ❛♥❞ ▲✐❣❣❡tt✱ ❏✳ ❆✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ❯♥st❡❛❞②✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♦❜❡r ❛ ♣❧❛♥❡ ✲ t❤❡ r✐s✐♥❣
❤②❞r♦❣r❛♣❤✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✭✸✮ ✿✼✺✸✕✼✼✶✳

❨♦♦♥✱ ❨✳ ❛♥❞ ❲❡♥③❡❧✱ ❍✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ s❤❡❡t ✢♦✇ ✉♥❞❡r s✐♠✉❧❛t❡❞ r❛✐♥❢❛❧❧✳ Pr♦❝✳ ♦❢ ❆❙❈❊✱
❏✳ ♦❢ ❍②❞r❛✉❧✳ ❉✐✈✳✱ ✾✼ ✭❍❨✾✮ ✿✶✸✻✼✕✶✸✽✻✳

❨✉✱ ❨✳ ❙✳ ❛♥❞ ▼❝◆♦✇♥✱ ❏✳ ❙✳ ✭✶✾✻✹✮✳ ❘✉♥♦✛ ❢r♦♠ ✐♠♣❡r✈✐♦✉s s✉r❢❛❝❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②❞r❛✉❧✐❝
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✭✶✮ ✿✸✕✷✹✳

❩❤♦✉✱ ❏✳ ●✳✱ ❈❛✉s♦♥✱ ❉✳ ▼✳✱ ▼✐♥❣❤❛♠✱ ❈✳ ●✳✱ ❛♥❞ ■♥❣r❛♠✱ ❉✳ ▼✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♠❡t❤♦❞ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇✲✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
P❤②s✐❝s✱ ✶✻✽ ✿✶✕✷✺✳

✷✼✺



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

✷✼✻



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✻✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

✻✳✷ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ✿ ❤✉♠✐❞✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s♦❧ ❡t rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞♦✉③❡ é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

✻✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

✻✳✹ P❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈ ✿ ❤✉♠✐❞✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s♦❧ ❡t rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s s❡♣t é✈é♥❡♠❡♥ts
♣❧✉✈✐❡✉① ét✉❞✐és✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼

✻✳✺ ❱✐t❡ss❡s ✿ ▼❡s✉r❡s ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻

✻✳✻ ❱✐t❡ss❡s ✿ ▼❡s✉r❡s ❡t rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼

✼✳✶ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✷

❇✳✶ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❇✳✶✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✺

❈✳✶ ❊rr❡✉rs L1 ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ à t❂✸✵✵s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✹

❈✳✷ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ à t❂✸✵✵s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✺

❈✳✸ ❊rr❡✉rs L1 ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ s❛♥s ❝❤♦❝ à t❂✸✵✵ s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✼

❈✳✹ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ s❛♥s ❝❤♦❝ à t❂✸✵✵ s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✽

❈✳✺ ❊rr❡✉rs L1 ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤♦❝ à t❂✸✵✵s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✵

❈✳✻ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❤♦❝ à t❂✸✵✵s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✶

✷✼✼



▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❚❆❇▲❊❆❯❳

✷✼✽



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶ ❇❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t ❞❡ ❇♦✉r✈✐❧❧❡ ✭❞r❛♣❛❣❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ❖❧✐✈✐❡r ❈❡r❞❛♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷ ❍②ét♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♠❡s✉rés ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ❛✉ ◆✐❣❡r✱ ❧❡ ✵✹ s❡♣t❡♠✲
❜r❡ ✶✾✾✹ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✷❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✷ ❆❞❤é♠❛r ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❇❛rré ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭❡①tr❛✐t ❞❡ ❉❡❜❛✉✈❡ ❬✶✽✾✸✱ ♣✳✹✸✷❪✮✳ ✳ ✷✵

✶✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ✭❛✮ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ✭❜✮ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✿ ♣♦✉r ✭❛✮∆zi+1/2 =
hi ❡t ✭❜✮ ∆zi+1/2 > hi✱ hi+1/2G ♣r❡♥❞ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❚r❛❝é ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉
✭❝✮ ✭❞✮ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ✭❡✮ ✭❢✮ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ 6 s❡❝♦♥❞❡s ❛♣rès ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✸ ❊t❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✺ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✻ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✼ P♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s t❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✽ ❋❧✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t = 6 s ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s
❞é❜✐ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✾ ❋❧✉① ❍▲▲ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts ♣♦✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉
r❡♣♦s ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✸✵✵ s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✶✵ ❋❧✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts ♣♦✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❛✉ r❡♣♦s ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✸✵✵ s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
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❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✷✳✷✼ ❋❧✉① ❆♣st❛t ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r
✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥
t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✷✳✷✽ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡ss❛✉t ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉ ✭❛✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❜✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✱
❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s ❞é❜✐ts ✭❝✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❞✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✱ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❢✮ ♣♦✉r
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✷✳✷✾ ❋❧✉① ❍▲▲ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❧❡ ❞é❜✐t ❡♥ ❛♠♦♥t
❞✉ r❡ss❛✉t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✷✽✵
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✷✳✸✵ ❋❧✉① ❘✉s❛♥♦✈ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱
✭❜✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à t = 5T s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
❞é❜✐ts à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✷✳✸✶ ❋❧✉① ❍▲▲ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❧❡s
❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à t = 5T s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s ❞é❜✐ts
à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✷✳✸✷ ❋❧✉① ❍▲▲❊ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❧❡s
❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à t = 5T s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s ❞é❜✐ts
à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✷✳✸✸ ❋❧✉① ❈✐♥ét✐q✉❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱
✭❜✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à t = 5T s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
❞é❜✐ts à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✷✳✸✹ ❋❧✉① ❱❋❘♦❡✲♥❝✈ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱
✭❜✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à t = 5T s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
❞é❜✐ts à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✷✳✸✺ ❋❧✉① ❆♣st❛t ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱
✭❜✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à t = 5T s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
❞é❜✐ts à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✷✳✸✻ ❈❛s t❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r ❛♣rès ✺ ♣ér✐♦❞❡s ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉
✭❛✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❜✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✱ ❞❡s
❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s ❞é❜✐ts ✭❝✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❞✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✱ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲✱ ✭❢✮ ♣♦✉r ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✷✳✸✼ ❈❛s t❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡✱ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ à t = 5T
✭❝✮ ♣♦✉r 50 ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❞✮ ♣♦✉r 400 ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❡✮✲✭❢✮ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ✽✺

✷✳✸✽ ❋❧✉① ❍▲▲ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❧❡s
❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à t = 5T s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s ❞é❜✐ts
à t = 5T ❡t ✭❢✮ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✶ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r 40 s ❛♣rès ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✸✳✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✺ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✸✳✻ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✸✳✼ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✸✳✽ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✾ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✸✳✶✵ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✶✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r à t = 40 s ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❡t ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ♣♦✉r ✭❛✮ ✺✵ ♠❛✐❧❧❡s ❡t
✭❜✮ ✽✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦✜❧s ✭❝✮ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❡t ✭❞✮ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❱❛❧✐❛♥✐
❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❜❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✶✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r à t = 40 s ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r ✭❛✮ ✺✵ ❡t
✭❜✮ ✽✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ✭❝✮ ✺✵ ❡t ✭❞✮ ✽✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞é❜✐ts ♣♦✉r ✭❡✮ ✺✵
❡t ✭❢✮ ✽✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✷✽✶



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✸✳✶✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉① ❍▲▲
❛ss♦❝✐é ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✷ ♣♦✉r ✷✺ ❡t ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✸✳✶✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶✱ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝/♠♦✉✐❧❧é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡t ✭❞✮ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧✬✐♥st❛♥t
t = 100 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✳✶✺ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✸✳✶✻ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉✲
t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✸✳✶✼ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r J = 50
♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❜✮ ③♦♦♠ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✶
♣♦✉r J = 25 ♠❛✐❧❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✸✳✶✽ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉✲
t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✸✳✶✾ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✸✳✷✵ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ✭❝✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✸✳✷✶ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✸✳✷✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✸✳✷✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ♣♦✉r
J = 50 ♠❛✐❧❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✸✳✷✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✸✳✷✺ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲✢✉✈✐❛❧ ✶ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✸✳✷✻ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✷✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✸✳✷✼ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ✷ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✸✳✷✽ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r J = 400 ♠❛✐❧❧❡s ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s
❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❝✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❞✮ ③♦♦♠ s✉r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ③♦♦♠ s✉r ❧❛
♠ê♠❡ ③♦♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ✭❡✮ ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡t ✭❢✮ ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✷✽✷
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✸✳✷✾ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✸✳✸✵ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷ ✿ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✸✳✸✶ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷ ✿ ✭❛✮ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ✭❜✮ ③♦♦♠ s✉r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
♣♦✉r J = 400 ♠❛✐❧❧❡s ❡t ③♦♦♠ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ✭❝✮ ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡t
✭❞✮ ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✸✳✸✷ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ✷ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉✲
t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✸✳✸✸ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✸✳✸✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮ ❞❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ✭❝✮ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs✱ ✭❞✮ ❧❡s ❞é❜✐ts✱ ✭❡✮ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✭❢✮ ❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✹✳✶ ❘♦❧❧✲✇❛✈❡s ✭♣❤♦t♦ ❞❡ ◆✐❝❦ ❚❛❜r❛♠✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✹✳✷ ✭❛✮✲✭❜✮ P❤♦t♦s ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥❞✉✐t ❞❡ ●rü♥♥❜❛❝❤ à ▼❡r❧✐♥❣❡♥ ✭❙✉✐ss❡✮
❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ♣❛❣❡s ✸✵✸ ❡t ✸✶✺ ❞❡ ❈♦r♥✐s❤ ❬✶✾✶✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✹✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r✳✶✹✻

✹✳✹ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✜♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
✭❛✮ Fr ≤ 2✱ ✭❜✮ Fr > 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✹✳✺ Fr = 1.5 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t
❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à
t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✹✳✻ Fr = 2 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à
t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✹✳✼ Fr = 2.25 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t
❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à
t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✹✳✽ Fr = 3.7 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t
❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à
t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✹✳✾ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r ❛♣rès ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉
s❝❤é♠❛ ♣♦✉r Fr = 2.5 ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✹✳✶✵ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✜♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r
✭❛✮ Fr ≤ 1.5✱ ✭❜✮ Fr > 1.5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✹✳✶✶ Fr = 1.2 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à
t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✹✳✶✷ Fr = 1.5 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à
t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✹✳✶✸ Fr = 2.2 ❡t ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ✭❛✮ à t = 0 s✱ ✭❜✮ à t = 10 s✱ ✭❝✮ à t = 20 s✱ ✭❞✮ à t = 30 s✱ ✭❡✮ à
t = 40 s✱ ✭❢✮ à t = 50 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✷✽✸



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✹✳✶✹ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ♣❧❛♥ ✐♥❝❧✐♥é ✿ ✭❛✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ✭❜✮ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à
❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✭❝✮ ✶✽✼✺ ♠❛✐❧❧❡s
❡t ✭❞✮ ✻✵✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ③♦♦♠ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ✭❡✮ ❣r♦ss✐❡rs ❡t ✭❢✮ ✜♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✺✳✶ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ✭❛✮ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡t ✭❜✮ ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♠❡s✉ré ❡♥ x = L✳ ✳ ✶✻✻

✺✳✷ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❛✮ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡t ✭❜✮ ❞✉ ❞é❜✐t ♣♦✉r ❧❛
♠♦♥té❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❧❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✭t ∈ [0, TP ]✮ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤
❛✈❡❝ f = 0.14✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✺✳✸ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❛✮ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡t ✭❜✮ ❞✉ ❞é❜✐t ♣❡♥❞❛♥t ❧❡
t❛r✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ✭t > TP ✮ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ f = 0.14✳✶✻✼

✺✳✹ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✺✳✺ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ❍❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r ✿ ✭❛✮ ✷✺
♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❜✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❞é❜✐ts ♣♦✉r ✿ ✭❝✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❞✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ✭❡✮ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✭❢✮ ❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✺✳✻ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧✲✢✉✈✐❛❧ ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ❍❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r ✿
✭❛✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❜✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❞é❜✐ts ♣♦✉r ✿ ✭❝✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❞✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱
✭❡✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✭❢✮ ❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✺✳✼ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✺✳✽ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦r❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✳ ❍❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r ✿
✭❛✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❜✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❞é❜✐ts ♣♦✉r ✿ ✭❝✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❞✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱
✭❡✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✭❢✮ ❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✺✳✾ ❊❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧✲t♦rr❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ❍❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉
♣♦✉r ✿ ✭❛✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❜✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱ ❞é❜✐ts ♣♦✉r ✿ ✭❝✮ ✷✺ ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✭❞✮ ✹✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✱
✭❡✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✭❢✮ ❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✺✳✶✵ ▲❡s ❞é❜✐ts à ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

✺✳✶✶ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿ ❞❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
✭❛✮ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ✭❜✮ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
✭❝✮ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ✭❞✮ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✭❡✮ ❉❛r❝②✲
❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ✭❢✮ ▼❛♥♥✐♥❣ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✺✳✶✷ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❡t ✭❝✮ ❞❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s à ❧✬❡①✉t♦✐r❡✱ ✭❞✮ ❞❡s
✈✐t❡ss❡s ❡t ✭❡✮ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❛✈❡❝ f = 0.12 ❡t f = 0.34
❡t ✭❢✮ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✶✽✹

✺✳✶✸ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ✿ ✭❛✮ ③♦♦♠ s✉r ❧✬❤②❞r♦❣r❛♠♠❡
❡t ✭❜✮ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

✺✳✶✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✺✳✶✺ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲❆♠♣t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ s♦❧ ✭❡①tr❛✐t
❞❡ ❈❤♦✇ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✽✱ ♣✳✶✶✺❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✺✳✶✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

✻✳✶ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ✭❛✮ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❡t ✭❜✮ ▲❡s ❣✐❝❧❡✉rs ✭♣❤♦t♦s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❙❝✐❡♥❝❡
❞✉ s♦❧ ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

✻✳✷ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ✭❛✮ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡t ✭❜✮ ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡ ♠❡s✉ré ❡♥ x = L✳ ✳ ✶✾✺

✻✳✸ P❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❲❡❜❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
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✻✳✹ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ✐❞é❛❧❡✳ ❋r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ♣❧✉✐❡ ❞❡ 50.76 ♠♠✴❤ ✿
✭❛✮ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❡t ✭❜✮ ❞é❜✐t ❝✉♠✉❧é✳ ❋r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ ❡t ♣❧✉✐❡
❞❡ 52 ♠♠✴❤ ✿ ✭❝✮ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❡t ✭❞✮ ❞é❜✐t ❝✉♠✉❧é✳ ❋r♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣ ❡t
♣❧✉✐❡ ❞❡ 52 ♠♠✴❤ ✿ ✭❡✮ ❞é❜✐t à ❧✬❡①✉t♦✐r❡ ❡t ✭❢✮ ❞é❜✐t ❝✉♠✉❧é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼

✻✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉s à ❧❛
♣❧✉✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✭❡①tr❛✐t ❞❡ ❨♦♦♥ ❛♥❞ ❲❡♥③❡❧ ❬✶✾✼✶❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽
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✻✳✼ P❛r❝❡❧❧❡ ✭❛✮✲✭❜✮ ❊❘❖ ❛✉ ◆✐❣❡r✱ ✭❝✮✲✭❞✮ ❏❆❈ ❛✉ ◆✐❣❡r ❡t ✭❡✮✲✭❢✮ ❞❡ ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧✳ ✷✵✵

✻✳✽ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ✿ ❤②ét♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s ❞✉ ✭❛✮ ✷✵ ❥✉✐❧❧❡t ✶✾✾✹✱ ✭❜✮ ✷✶ ❥✉✐❧❧❡t
✶✾✾✹✱ ✭❝✮ ✵✼ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❞✮ ✶✵ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❡✮ ✷✵ ❛♦ût ✶✾✾✹ ❡t ❞✉ ✭❢✮ ✷✵ ❛♦ût ✶✾✾✹ ✷
♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸

✻✳✾ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖ ✿ ❤②ét♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s ❞✉ ✭❛✮ ✷✹ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❜✮ ✷✺ ❛♦ût
✶✾✾✹✱ ✭❝✮ ✵✹ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹✱ ✭❞✮ ✵✽ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹✱ ✭❡✮ ✶✷ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ❡t ❞✉
✭❢✮ ✶✻ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✹

✻✳✶✵ P❛r❝❡❧❧❡ ❊❘❖✱ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✉❧és ♣♦✉r ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t P❙❊▼❴✷❉
❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉rs ✐♥✢✐tré❡s ❡♥ ♠✐❧❡✉ ❞❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✱ ✭❜✮ t❡♠♣s
❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✭❝✮ t❡♠♣s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ✭❞✮ ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❝❡s ♣✐❝s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺

✻✳✶✶ P❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈ ✿ ❤②ét♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s ❞✉ ✷✹ ❛♦ût ✶✾✾✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼

✻✳✶✷ P❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈ ✿ ❤②ét♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s ❞✉ ✭❛✮ ✵✼ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❜✮ ✶✵ ❛♦ût
✶✾✾✹✱ ✭❝✮ ✷✵ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❞✮ ✷✺ ❛♦ût ✶✾✾✹✱ ✭❡✮ ✶✷ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✹ ❡t ❞✉ ✭❢✮ ✶✻ s❡♣t❡♠❜r❡
✶✾✾✹ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

✻✳✶✸ P❛r❝❡❧❧❡ ❏❆❈✱ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✉❧és ♣♦✉r ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ❡t P❙❊▼❴✷❉
❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉rs ✐♥✢✐tré❡s ❡♥ ♠✐❧❡✉ ❞❡ ♣❛r❝❡❧❧❡✱ ✭❜✮ t❡♠♣s
❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✭❝✮ t❡♠♣s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ✭❞✮ ✈❛❧❡✉rs
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✻✳✶✹ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐✈r❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❲♦♦❞✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✵

✻✳✶✺ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ✿ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣❛r ❙❱●✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✷

✻✳✶✻ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧ ✿ ✭❛✮ ✈✐t❡ss❡s✱ ✭❜✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡✱ ✭❝✮ ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉ ❡t ✭❞✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s à t = 7300 s ♣♦✉r f = 0.26 ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r✳ ✷✶✸

✻✳✶✼ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧ ✿ ✭❛✮ ✈✐t❡ss❡s✱ ✭❜✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡✱ ✭❝✮ ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉ ❡t ✭❞✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s à t = 7300 s ♣♦✉r f = 0.26 ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✳ ✳ ✳ ✷✶✹

✻✳✶✽ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧ ✿ ✭❛✮ ✈✐t❡ss❡s✱ ✭❜✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋r♦✉❞❡✱ ✭❝✮ ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉
❡t ✭❞✮ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s à t = 7300 s ❛✈❡❝ f ❤étér♦❣è♥❡ ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r✳ ✷✶✺

✻✳✶✾ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ♠❡s✉ré❡s ✭❛✮ ♣♦✉r f = 0.26
❡t ✭❜✮ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✽

✻✳✷✵ P❛r❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤✐❡s ✿ ❤②ét♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❤②❞r♦❣r❛♠♠❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t
♠❡s✉ré❡s ✭❛✮ ♣♦✉r f = 0.26 ❡t ✭❜✮ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s✳ ✷✶✽

✼✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢✉① ❡t ❞✉ ❞✐str✐❜✉t❡✉r ❞❡ ✢✉① ❝❤♦✐①❴✢✉①✳ ✳ ✷✷✸
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✼✳✸ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♦r❞r❡✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✹

✼✳✹ ▲❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✺

✼✳✺ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❣r❛♣❤✐q✉❡
❢♦✉r♥✐t ♣❛r ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❣✉❡rr❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻

✼✳✻ P❛❣❡ ❍❚▼▲ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❉♦①②❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾

✼✳✼ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ r❛❞✐❛❧ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝ ✿ ✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✭❜✮ ❛✉ t❡♠♣s t = 50 s✳✷✸✵

✷✽✺



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✼✳✽ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ r❛❞✐❛❧ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é ✿ ✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✭❜✮ ❛✉ t❡♠♣s
t = 5 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✶

✼✳✾ ❚❡st ❞❡ ❚❤❛❝❦❡r ✿ ✭❛✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✭❜✮ ❛✉ t❡♠♣s t = 500 s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✶

❆✳✶ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✼

❇✳✶ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é ✿ ✭❛✮ ♣♦✉r t = 0✱ ✭❜✮ ♣♦✉r t > 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✾

❇✳✷ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝ à t > 0 ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ✈✐t❡ss❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✶

❇✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r à t > 0 ✿ ✭❛✮ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱ ✭❜✮ ✈✐t❡ss❡✱ ✭❝✮ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉
♠♦❞✐✜é❡ ❡t ✭❞✮ ❞é❜✐t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✸

❇✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✺

✷✽✻
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✷✽✼



■♥❞❡①

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛✉s✐✈❡✱ ✷✹

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱
✷✹

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✱ ✷✹
s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦♥

❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✷✺

❇❛ss✐♥ ✈❡rs❛♥t✱ ✶✺

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲✱ ✷✾✱ ✹✶
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞❡✱ ✸✸

❊r♦s✐♦♥✱ ✶✺
❊t❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✷✺

é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ✶✸✾
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ✷✻
éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❧❛❝ ❛✉ r❡♣♦s✱ ✷✻
éq✉✐❧✐❜r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✷✻
éq✉✐❧✐❜r❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ✷✻

❊①✉t♦✐r❡✱ ✶✺

❋❧✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✷✽
❆♣st❛t✱ ✹✵
❝✐♥ét✐q✉❡✱ ✸✾
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ✹✵
ét❛ts ❞❡ ❘♦❡ ♠♦②❡♥s✱ ✸✽
✢✉① ❝❡♥tré✱ ✷✽
❍▲▲✱ ✸✽
❍▲▲❊✱ ✸✽
▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ✷✾
❘✉s❛♥♦✈✱ ✸✼
❱❋❘♦❡✲♥❝✈✱ ✸✾

●r❡❡♥✲❆♠♣t✱ ✶✽✼

❍❛✉t❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✱ ✷✸
❍②ét♦❣r❛♠♠❡✱ ✶✺
❍②❞r♦❣r❛♠♠❡✱ ✶✺

■♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ✶✺

▲✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡
♠✐♥♠♦❞✱ ✸✺
❱❛♥ ▲❡❡r✱ ✼✻

▲♦✐ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
❈❤é③②✱ ✾✵
❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✱ ✾✵
❧✐♥é❛✐r❡✱ ✾✷
▼❛♥♥✐♥❣✱ ✾✵
❙tr✐❝❦❧❡r✱ ✾✵

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥✱ ✸✼
▼◆❚✱ ✶✺

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡✱ ✷✸
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s✱ ✾✷
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈✱ ✶✺✵

P❛r❝❡❧❧❡✱ ✶✻
P❧❛❝❡tt❡✱ ✶✻
Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❊t❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✷✺

❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té✱ ✷✷
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✷✶

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ✸✷✱ ✸✻
❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❊◆❖✱ ✸✺
❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✱ ✸✺
▼❯❙❈▲✱ ✸✺

❘♦❧❧✲✇❛✈❡s✱ ✶✸✾
❝r✐tèr❡ ❞❡ ❈r❛②❛✱ ✶✺✵
❝r✐tèr❡ ❞❡ ❏❡✛r❡②s✱ ✶✹✷
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈✱ ✶✺✵
♣r♦✜❧ ❞❡ ❉r❡ss❧❡r✱ ✶✹✺

❘✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✶✻

❙❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✱ ✷✼
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐té✱ ✷✼
❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ✷✾
❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té✱ ✷✼
♣r♦♣r✐été✲❈ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ✸✵
♣r♦♣r✐été✲❈ ❡①❛❝t❡✱ ✸✵
s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ✭✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞✮✱ ✷✾
st❛❜✐❧✐té✱ ✷✾

❚r❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts
tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✶✾✷

✷✽✽



■◆❉❊❳

❚r❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡✱ ✾✸
tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✾✺

❚②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ✷✸
❝r✐t✐q✉❡✱ ✷✸
✢✉✈✐❛❧✱ ✷✸
t♦rr❡♥t✐❡❧✱ ✷✸

✷✽✾







❖❧✐✈✐❡r ❉❡❧❡str❡

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s

❘és✉♠é ✿

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣tés à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡❛✉① ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✳ ▲❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ② s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r
❧✬❛❥♦✉t ❞❡ t❡r♠❡s s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✳ ▲❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ❞✉❡s ❛✉①
é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❧✉✈✐❡✉①✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✱
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✭▼❯❙❈▲ ❡t ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡s✮ ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t q✉✐ ❡♥ ♦✉tr❡ ❝❛♣t✉r❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ t②♣❡
r♦❧❧✲✇❛✈❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✲
❆♠♣t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① ❡st ✈❛❧✐❞é❡ s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s à ❧✬■◆❘❆
❞✬❖r❧é❛♥s ❡t à ❧✬■❘❉✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ✈❛❧✐❞é❡ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❧✐❜r❡ é❝r✐t ❡♥ ❈✰✰ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❘✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜ré✱ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✱
❢r♦tt❡♠❡♥t✱ ♣❧✉✐❡✱ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❈✰✰✱ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳

❘❛✐♥ ✇❛t❡r ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇ ♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ✜❡❧❞s s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆❜str❛❝t ✿

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❞❡✈❡❧♦♣♣✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛✐♥❢❛❧❧
r✉♥♦✛ ♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇s ✿
♥❛♠❡❧② t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✳ ❘❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡
❤②❞r♦st❛t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛♥❞ ✇❡t✴❞r② tr❛♥s✐t✐♦♥s
❞✉❡ t♦ r❛✐♥❢❛❧❧ ❡✈❡♥ts✳ ❋✐rst✱ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✢✉①❡s✱ t✇♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✭❛ ▼❯❙❈▲ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❊◆❖ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ r✉♥♦✛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r
✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛t❝❤ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥
✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ●r❡❡♥ ❆♠♣t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡r❡❛❢t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞
♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ■◆❘❆ ♦❢ ❖r❧é❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ■❘❉✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❈✰✰ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r r❛✐♥❢❛❧❧ r✉♥♦✛ ♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ✜❡❧❞s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✿ ❋✉❧❧❙❲❖❋❴✷❉✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❖✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✱ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ❲❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❤②❞r♦st❛t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s♦✉r❝❡
t❡r♠✱ ❢r✐❝t✐♦♥✱ r❛✐♥✱ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❈✰✰✱ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉①❡s✱ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✱ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✳

▼❆P▼❖ ❯▼❘ ✻✻✷✽✱ ❋é❞ér❛t✐♦♥ ❉❡♥✐s P♦✐ss♦♥
❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖r❧é❛♥s✱ ❯❋❘ ❙❝✐❡♥❝❡s

❇ât✐♠❡♥t ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✲ ❘♦✉t❡ ❞❡ ❈❤❛rtr❡s
❇✳P✳ ✻✼✺✾ ✲ ✹✺✵✻✼ ❖r❧é❛♥s ❝❡❞❡① ✷
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