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Introduction Générale

Jusqu’aux années cinquante plusieurs problèmes pratiques de commande
n’avaient pas de solutions théoriques. C’est à partir des années soixante que des
méthodes intéressantes de commande à caractère analytique sont apparues. Le dé-
veloppement de ces méthodes a été réalisé grace au travail innovateur de Kalman
sur le régulateur linéaire quadratique [Kalman, 60]. Cette nouvelle tendance a re-
lancé des recherches auparavant abandonnées. Les contrôleurs ainsi obtenus sont
généralement d’ordre élevé comparable à celui du système. Ces nouvelles méthodes
de synthèse sont justifiées par la facilité de mise en oeuvre dans des calculateurs nu-
mériques, en prenant en considération le faible coût des mémoires et l’augmentation
de la vitesse de traitement.

Cependant, il est bien connu que la plupart des contrôleurs utilisés dans les
systèmes industriels sont d’ordre réduit. La popularité de ces contrôleurs provient du
fait que malgré leurs structures relativement simples, il est souvent possible d’obtenir
des performances satisfaisantes et une robustesse acceptable pour une large classe
de systèmes.

Plusieurs approches empiriques ont été développées pour la synthèse des PID
connus par leurs popularités dans les milieux industriels [Astrom, 95]. Elles reposent
sur la représentation des processus par un modèle du premier ordre avec retard et
permettent à partir d’essais pratiques d’ajuster les paramètres du régulateur PID
[Ziegler, 42 ; Cohen, 76].

Il existe de nos jours un grand nombre de recherche et une littérature étendue
sur les contrôleurs PID. La détermination de l’ensemble de contrôleurs PID qui
stabilisent un système quelconque sans retard est un premier pas dans la réduction
de l’écart entre la pratique et la théorie de la commande. Un axe de recherche
consacré à la résolution de ce problème a pris comme point de départ l’utilisation
du théorème de Hermite-Biehler comme critère de stabilité.

En effet, le problème de la détermination des conditions sous lesquelles toutes les
racines d’un polynôme à coefficients réels sont dans le demi-plan complexe ouvert
gauche joue un rôle important dans la théorie de stabilité de systèmes linéaires. Un
tel polynôme est dit polynôme de Hurwitz. Beaucoup de conditions ont été proposées
pour vérifier la stabilité d’un polynôme à coefficients réels sans chercher à calculer
ses racines. Des résultats ont été d’abord obtenus par Routh, Hurwitz et Hermite
au 19ème siècle.

Le théorème de Hermite-Biehler montre qu’un polynôme à coefficients réels est
Hurwitz (stable) si et seulement s’il satisfait une certaine propriété d’entrelacement.
Cependant, quand un polynôme est instable, le théorème de Hermite-Biehler ne
fournit pas d’informations sur la distribution de ses racines.
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Une généralisation du théorème de Hermite-Biehler, réalisée par Ozguler et Ko-
çan [Ozguler, 94], a donné une formule pour déterminer une signature (différence
entre le nombre des racines qui sont localisées dans la partie gauche du plan com-
plexe et celles localisées dans partie droite) d’un polynôme réel non nécessairement
de Hurwitz et sans racines sur l’axe imaginaire sauf une seule racine éventuelle à
l’origine. Cette formule a été utilisée pour résoudre le problème de stabilisation par
gain constant.

Récemment, des autres extensions applicables aux polynômes réels et complexes
mais sans restrictions sur la localisation des racines ont été détaillée dans [Ho, 99,
00]. Ces généralisations sont non seulement d’intérêt académique mais ont également
des implications pratiques dans la théorie de la commande. Un cas particulier de
ces résultats a été employé avec succès pour obtenir de nouveaux résultats dans la
synthèse des contrôleurs P, PI et PID [Ho, 97 ; Datta, 00].

Dans tout ce qui précède, les modèles considérés sont sans retard, or sur le plan
pratique le retard est toujours présent surtout avec l’avènement de la commande à
distance via un réseau [Richard, 07]. Le comportement dynamique de la plupart des
procédés industriels peut être mathématiquement décrit par des systèmes linéaires
à retards.

L’étude de la stabilité de ces systèmes commandés en boucle fermée revient de
manière générale à l’étude et l’analyse des racines de l’équation caractéristique as-
sociée. Il ne s’agit plus de résoudre une équation polynomiale en variable de Laplace
s mais de résoudre une équation polynomiale ayant comme variables s et e−Ls, où
L est le retard. Cette équation qui est connue sous le nom de quasi-polynôme ou
polynôme exponentiel. Un quasi-polynôme possède dans le cas général, une infinité
de racines du fait de la présence du terme e−Ls dans son expression, ce qui implique
que la stabilité du système dépend de la localisation de ces racines dans le plan
complexe. Le nombre des racines à partie réelle positive est fini dans les cas des
systèmes retardés et infini dans le cas des systèmes neutres.

Une extension du théorème de Hermite-Biehler a été proposée par Pontryagin
[Pontryagin, 55] pour étudier la stabilité des quasi-polynômes. Ce théorème a contri-
bué à la détermination d’un domaine de stabilité en boucle fermée d’un système du
premier ordre à retard commandé par des régulateur P, PI et PID [Silva, 05 ; Bhat-
tacharyya, 09]. En effet, le point fort de cette technique qu’elle reste applicable aux
systèmes instables en boucle ouverte alors que plusieurs autres méthodes de synthèse
de contrôleurs basées sur un principe de prédicteur (prédicteur de Smith, placement
de spectre...) ne sont applicables que dans le cas des systèmes linéaires à retards
stables en boucle ouverte.

Notre travail de thèse s’intéresse aux problématiques suivantes : la stabilité des
systèmes à retards, la stabilité des quasi-polynômes, la synthèse des régulateurs
PI et PID pour la commande d’un système du second ordre à retard et enfin la
détermination des régions de stabilité robustes de différents contrôleurs pour la
stabilisation des systèmes à retards avec des incertitudes paramétriques.
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Le premier chapitre de ce mémoire présente un état de l’art sur les systèmes à
retards. Nous nous sommes intéressés plus particulièrement à la notion de stabilité
pour cette classe de systèmes et pour les quasi-polynômes. Pour cela, nous rappel-
lerons quelques concepts théoriques tels que les méthodes de Lyapunov-Krasovskii
et de Razumikhin, d’autres outils pour l’analyse de la distribution dans le plan
complexe des racines des quasi-polynômes et une introduction sur le théorème
Hermite-Biehler pour l’analyse de la stabilité des quasi-polynômes. Ce chapitre
nous permettra ainsi d’introduire les bases nécessaires à la bonne compréhension
de nos travaux.

Le deuxième chapitre est consacré à l’application du théorème de Hermite-
Biehler pour la commande des systèmes à retards. Dans une premiere partie, Nous
rappelons les anciens travaux qui portent sur la synthèse des contrôleurs PI et PID
pour un système du premier ordre à retard [Silva, 01a, 01b, 02, 05 ; Bhattacharyya,
09]. Dans la deuxième partie nous présentons notre contribution qui consiste en la
détermination de l’ensemble de tous les contrôleurs PI et PID pour la commande
d’un système du second ordre à retard.

Le troisième chapitre s’intéresse à la commande robuste des systèmes à retards.
Motivé par le théorème généralisé de Kharitonov, nous proposons de déterminer des
contrôleurs PI et PID qui stabilisent un système à retard à paramètres incertains
bornés.

Une conclusion générale et des perspectives sont données à la fin de ce mémoire.
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1.1 Introduction

Le retard est défini comme étant la propriété d’un système physique pour le-
quel la réponse à une action appliquée est retardée dans son effet [Xia, 09]. Les
systèmes à retards, appelés aussi systèmes héréditaires ou encore systèmes décrits
par des équations différentielles aux différences, représentent une classe de systèmes
de dimension infinie largement rencontrée lors de la modélisation de phénomènes de
transport et de propagation de matière, d’énergie ou d’information [Chiasson,07].
Le retrad est rencontré naturellement en biologie, physiologie, économie, dynamique
des populations, chimie, aéronautique, aérospatial etc... [Balachandran ,09].

Par ailleurs, même si le procédé lui-même ne contient pas de retards, les capteurs,
les actionneurs et les temps de calcul nécessaire à sa commande peuvent engendrer
des retards non négligeables [Mahmoud, 00 ; Niculescu, 01]. Le retard a été toujours
considéré comme un des problèmes les plus difficiles rencontrés dans la commande
des systèmes. Sa présence a une influence considérable sur le comportement d’un
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système bouclé et peut même être à l’origine d’instabilité ou d’oscillations indési-
rables.

Le retard peut avoir plusieurs origines, il peut être attribué soit aux capteurs ou
aux actionneurs soit au système lui-même (cas d’un transport d’information ou de
matière). Les dispositifs de déclenchement eux mêmes sont physiquement limités de
sorte que l’action n’est pas instantanément réalisable [Zhong, 00].

Les systèmes à retards sont des systèmes dont la dynamique dépend non seule-
ment de la valeur de l’état en temps courant t, mais aussi des valeurs passées de
la commande et/ou de l’état prises sur un certain horizon temporel. On peut alors
considérer que l’état du système est en fait une fonction définie sur un intervalle de
temps égal au retard. Ainsi ce type de système peut être modélisé dans un espace
fonctionnel de dimension infinie [Niculescu, 2000].

Ce premier chapitre est consacré à une présentation générale des systèmes à
retards et à l’analyse de leurs équations caractéristiques décrites généralement par
des quasi-polynômes.

1.2 Exemples de systèmes à retards

Beaucoup d’installations et dispositifs industriels pratiques possèdent des
retards qui ne peuvent pas être ignorés, nous présentons dans cette section des
exemples de quelques systèmes physiques de second ordre à retard.

Véhicule sous-marin [Riantafyllou, 91 ; Zhong, 00]
Parmi les différents types de véhicules sous-marins, on trouve les véhicules comman-
dés à distance (Remotely Operated Vehicle : ROV). Un ROV est connecté au bateau
de support par l’intermédiaire d’un câble ombilical, qui fournit l’alimentation d’éner-
gie et une liaison de communication, et par conséquent la portée du fonctionnement
est en quelque sorte limitée. Un deuxième type est le véhicule sous-marin autonome
(autonomous underwater vehicle : AUV), qui comporte une unité d’alimentation à
bord et qui est équipé de capacités avancées de contrôle pour effectuer des tâches
avec le minimum d’intervention humaine. La communication est assurée par une liai-
son acoustique. La figure 1.1 présente l’odyssée II Xanthos qui est un AUV équipé
de divers capteurs comprenant les sonars, les capteurs de profondeur, les caméras
vidéo, les capteurs à inertie, le modem acoustique, l’outil de navigation acoustique,
etc ....L’odyssée II Xanthos peut opérer dans des profondeurs allant jusqu’à 3 Km.
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Figure 1.1 – Véhicule sous-marin
[Zhong, 00]

Les problèmes de commande rencontrés dans ces véhicules incluent la navigation,
la planification de tâches et le pilotage automatique de bas niveau. En raison du long
câble ou de la distance, il existe un retard non négligeable dans ces systèmes. Pour
les AUV, le retard est provoqué par la vitesse sonore finie dans l’eau.

Un système physique est montré par la figure 1.2, où un bateau extérieur est
entrain de placer un véhicule sous-marin par un long câble de 2 500 m. Un modèle
approximatif est donné par [Riantafyllou, 91] :

G(s) = ce−sτ

as2+bs+c

avec a = 1, b = 1.110−4, c = 2.5810−4.

 

Figure 1.2 – Système physique de
véhicule sous-marin [Zhong, 00]

Grue [Erneux, 09]
Les grues portiques peuvent soulever plusieurs centaines de tonnes et peuvent avoir
des envergures de plus de 50 mètres. Pour les applications de chargement et de trans-
fert, il est important que la grue déplace les charges utiles rapidement et facilement.
Si le portique se déplace rapidement, la charge utile peut commencer à balancer, et
il est possible que le grutier perde le contrôle. Plusieurs auteurs [Masoud, 03, 05]
proposent une commande par retour de sortie retardée qui a pour but de réduire de
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manière significative le balancement à l’fin du mouvement.
Le modèle du pendule de la grue est donné par :

y..(t) + εy.(t) + sin(y(t)) = −k cos(y(t))[y(t− τ)− y(t)]

Où y représente l’angle que forme le pendule avec la verticale. L’effet du retard
apparaît dans le coefficient d’atténuation représenté au second membre de l’équation.

 

Figure 1.3 – Grue [Ernuex, 09]

Echangeur [Normey-Rico, 07]
On considère l’échangeur de chaleur de figure 1.4, le but est de contrôler la tem-
pérature Ts de l’eau à l’aide de la valve V1 qui manipule le flux d’entrée (Fe). La
température de vapeur (Tvs) et le flux de vapeur (Fv) dans l’échangeur sont main-
tenus à un point de fonctionnement défini par un contrôleur indépendant.

Tve , Fv Te, Fe

V1

Tvs,Fv

EauVapeur

Ts, Fe

Figure 1.4 – Échangeur de chaleur de
vapeur-eau [Normey-Rico, 07]

Dans ce système Ts est la sortie de processus, V1 la variable de commande alors
que Tve et Fv sont des perturbations. Le comportement de ce processus autour du
point de fonctionnement peut être représenté par :

Ts(s)
V1(s) = Ke−τs

(1+T1s)(1+T2s)

où la température T est en oC, l’ouverture de V1 en %. Il s’agit ici d’un modèle
local, car en fait le retard τ est fonction de Fe elle-même fonction de V1.
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On se limitera à ces trois exemples sachant que plusieurs systèmes rencontrés
en pratique présentent des retards, et ceci dans plusieurs activités industrielles :
transport de l’énergie, biologie, écologie, économétrie, régulation des marchés,. . .

1.3 Définitions et Notations

Afin de bien préciser les notations et les définitions introduites dans ce para-
graphe, on présente un exemple d’equation différentielle à retard.
Soit le système suivant :

.
x(t) = a0x(t) + a1x(t− τ) (1.1)

où a0 et a1 sont des réels et τ représente le retard.
Résolvons cette équation à partir de l’instant t = 0. Pour déterminer la valeur de
la dérivée

.
x(t) à t = 0, on a besoin respectivement des valeurs de x(t) à t = 0 et à

t = −τ .
Similairement, pour déterminer la valeur de

.
x(t) à l’instant t = ξ où 0 ≤ ξ < τ ,

il faut connaître les valeurs de x(ξ) et de x(ξ − τ).
Il est alors clair que pour résoudre l’equation (1.1) qu’on a besoin de la connais-

sance de x(t) sur tout l’intervalle −τ ≤ t < 0.
Contrairement aux équations différentielles ordinaires, la donnée d’un vecteur

caractérisant les conditions initiales ne suffit donc pas pour trouver une solution, il
faut y ajouter une infinité de points appartenant au segment [−τ, 0]. C’est-à-dire
qu’il est nécessaire de spécifier une condition initiale de la forme : x(t) = ϕ(t) pour
t ∈ [−τ, 0] où ϕ(t) est une fonction continue : ϕ : [−τ, 0] → R.

La méthode dite "pas à pas" a été proposée dans [Bellman, 63] pour résoudre
l’équation (1.1).

1.3.1 Le choix de l’état

Soit l’équation fonctionnelle suivante [Yeganefar, 06] :

{ .
x(t) = f(t, xt) , t ≥ t0
xt0 = ϕ0 ∈ C (1.2)

où t représente le temps, x une fonction de R dans Rn,
.
x est la dérivée de x par

rapport au temps ; xt et ϕ0 sont des fonctions de C dans Rn et f est une "fonction
de fonction" dite fonctionnelle comme il sera précisé juste après.

On va considérer que l’égalité xt0 = ϕ0 définit les conditions initiales du problème
à l’instant t0.

L’idée consiste à "ramener" les valeurs que prend le vecteur x sur l’intervalle
[−τ, 0] pendant un temps τ représentant le retard maximum, comme le montre la
figure 1.5 :
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x(t)

xt

t ’t ’-τ-τ
0

Figure 1.5 – Chaque segment de lon-
gueur τ est vu sur [−τ, 0]

Il s’agit donc de "couper" chaque tranche de la courbe et de la "ramener" sur
l’intervalle [−τ, 0]. On définit alors une fonction représentant l’état du système qui
prend ses valeurs sur l’intervalle [−τ, 0] et coïncide avec x "à l’arrivée". Cette fonc-
tion est notée xt et elle est définie par : xt : [−τ, 0] → Rn avec xt(θ) = x(t + θ)
pour tout réel θ ∈ [−τ, 0]. Ainsi le système évolue dans l’ensemble C des fonctions
continues de [−τ, 0] dans Rn.
La solution du système (1.2) est notée x(t; t0, ϕ0) pour faire apparaître les conditions
initiales explicitement.
La fonction f définie dans l’équation (1.2) est une fonction qui admet comme va-
riables un réel t et une autre fonction xt. C’est donc une "fonction de fonction"
qu’on appelle fonctionnelle [Yeganefar, 06].

1.3.2 Définitions

Nous étudions ici des systèmes retardés donnés par :

.
x(t) = f(t, x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τm)); t ≥ t0 (1.3)

où x est une fonction à valeurs dans Rn, sa valeur à l’instant t est notée x(t), f une
fonction vectorielle, et où τi (retards) sont soit des réels positifs, soit des fonctions
positives du temps, continues (ou continues par morceaux) sur [t0, +∞[, bornées,
c’est-à-dire telles qu’il existe un nombre réel τ > 0 pour lequel τi(t) vérifient :

0 ≤ τi(t) ≤ τ , ∀t ≥ t0 , i = 1, ..., m (1.4)

Le vecteur x(t) de (1.3) est appelé l’état instantané ou le vecteur état du système.
Par contre l’état du système à l’instant t est donné par la fonction xt définie par :
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{
xt(θ) = x(t + θ)
θ ∈ [−τ, 0]

1.4 Classification des systèmes à retards

Cette partie est dédiée à la présentation des différents types de systèmes à retards
cités dans la littérature à savoir les systèmes neutres, retardés et à retards discrets.

1.4.1 Les systèmes de type neutre

Les systèmes neutres se différencient des systèmes de type retardés par les ar-
guments du champ de vecteur f . Ce dernier fait intervenir la dérivée de l’état xt

c’est à dire les dérivées retardées de xt [Seuret, 06]. Ils sont décrits par des équations
différentielles de la forme suivante :





.
x(t) = f(t, xt,

.
xt, ut)

xt0 = ϕ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0]
ut0 = ζ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0]

(1.5)

le terme .
xt rend l’analyse de ces systèmes plus complexe.

1.4.2 Les systèmes de type retardé

Les systèmes retardés sont définis par des équations différentielles fonctionnelles
qui sont composées par des valeurs passées et présentes du temps [Seuret, 06]. Ces
systèmes sont décrits par :





.
x(t) = f(t, xt, ut)

xt0 = ϕ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0]

ut0 = ζ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0]

(1.6)

τ étant positif, ϕ et ζ représentent les conditions initiales. Il s’agit de fonctions
continues par morceaux, application de [t0 − τ, t0] dans Rn.
Les fonctions xt et ut sont définies par :

xt :
{

[−τ, 0] → Rn,

θ 7→ xt(θ) = x(t + θ).
(1.7)

ut :
{

[−τ, 0] → Rn,

θ 7→ ut(θ) = u(t + θ).
(1.8)

Soit C l’ensemble des fonctions continues de [−τ, 0] dans Rn. ut et xt ∈ C représentent
respectivement l’entrée et l’état du système à l’instant t.
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1.4.3 Les systèmes linéaires invariants à retards discrets

Les équations différentielles à retards discrets sont exprimées par [Seuret, 2006] :




.
x(t) =

q∑
i=1

Di
.
x(t− wi) +

r∑
j=0

Ajx(t− τj) + Bju(t− τj)

y(t) =
r∑

j=0
Cjx(t− τj)

(1.9)

où le vecteur x ∈ Rn est le vecteur d’état instantané, u ∈ Rm est le vecteur de
commande et y ∈ Rp représente le vecteur de sortie du système. τj > 0 et wi > 0
représentent des retards discrets (ou "ponctuels"). Les matrices d’état Ai ∈ Rn×n,
de commande Bi ∈ Rn×m, de sortie Ci ∈ Rp×n et les termes neutres Di ∈ Rn×n

sont des matrices constantes.
Dans le cas des systèmes de type retardé, le système (1.9) s’exprime par :





.
x(t) =

r∑
i=0

Aix(t− τi) + Biu(t− τi)

y(t) =
r∑

i=0
Cix(t− τi)

(1.10)

1.5 Stabilité des systèmes à retards

Dans un premier temps on va s’intéresser aux différentes définitions liées à la sta-
bilité des systèmes à retards, ensuite on présentera la seconde méthode de Lyapunov
avec les approches de Razumikhin et de Krasovskii.

1.5.1 Stabilité au sens de Lyapunov

L’objectif de cette partie est de définir les notions d’état d’équilibre, de point
d’équilibre ainsi que les différents concepts de stabilité associés au cas des systèmes
à retards. On considère dans la suite que les systèmes étudiés sont décrits sous la
forme d’une équation d’état donnée par :

.
x(t) = f(t, xt) (1.11)

où x(t) est un élément de Rn, l’instant initial et l’état initial sont respectivement t0
et φ0. Le retard est noté τ .
La solution à l’instant t est notée x(t; t0, φ0), la fonction d’état solution à l’instant
t étant xt(t0, φ0).
xt(t0, φ0) désigne l’état xt à l’instant t qui passe par la fonction initiale φ0 à l’instant
t0.

1.5.1.1 Notion d’état d’équilibre et de point d’équilibre

Un état φe, élément de C, est appelé état d’équilibre du système (1.11) si la
solution x(t; t0, φe) existe et vérifie xt(t0, φe) = φe pour t > t0 [Dambrine, 94].



1.5. Stabilité des systèmes à retards 15

Si φe est un état d’équilibre alors il existe xe ∈ Rn tel que φe(θ) = xe pour θ

appartenant à l’intervalle [−τ, 0]. Par définition, xe est un point d’équilibre de (1.11).

1.5.1.2 Stabilité d’une solution générale

Soit x(t; t0, φ0) la solution de l’équation (1.11) ayant pour état initial φ0 à
l’instant t0.

Définition 1.1
La solution x(t; t0, φ0) est dite stable par rapport à t0 si, pour tout réel

ε > 0, il existe un réel δ > 0 dépendant de t0 et de ε tel que l’inégalité
‖x(t; t0, φ) − x(t; t0, φ0)‖ < ε soit vérifiée pour toute condition initiale φ vérifiant
‖φ − φ0‖τ < δ(t0, ε) et pour tout instant t ≥ t0 [Dambrine, 94 ; Goubet, 96].

Soit y(t) l’écart entre la solution x(t; t0, φ) de (1.11) et la trajectoire étudiée
x(t; t0, φ0) : y(t) = x(t; t0, φ)− x(t; t0, φ0) alors y(t) est la solution du problème :

.
y(t) = g(t, yt) (1.12)

où g(t, yt) = f(t, yt + xt(t0, φ0))− f(t, xt(t0, φ0)) et on vérifie que g(t, 0) = 0.

La stabilité de la solution x(t; t0, φ0) de l’équation (1.11) est équivalente à celle
de la solution nulle de l’équation (1.12). C’est pourquoi on suppose par la suite que
f(t, 0) = 0 pour tout instant supérieur ou égal à t0, et on se restreint à l’étude de
la trajectoire nulle (ou du point d’équilibre 0).

1.5.1.3 Stabilité du point origine

Le système (1.11) étudié n’étant pas nécessairement stationnaire, les définitions
sont relatives à l’instant initial t0 ou à un intervalle d’instants initiaux Ti ⊆ R.

Définition 1.2
L’origine du système (1.11) est un équilibre stable par rapport à t0 si, pour tout

ε > 0, il existe un réel δ > 0 dépendant de t0 et de ε tel que pour toute condition
initiale φ : ‖φ ‖τ < δ(t0, ε) ⇒ ‖x(t; t0, φ) ‖ < ε, ∀t ≥ t0 [Hale, 93].
Cette définition est illustrée par le schema de la figure 1.6.

Définition 1.3

1. L’origine du système (1.11) est uniformément stable par rapport à t0 si, pour
tout réel ε ≥ 0, il existe un réel δ > 0 dépendant de ε tel que pour toute
condition initiale φ : ‖φ ‖τ < δ(ε) ⇒ ‖x(t; t0, φ) ‖ < ε,∀t ≥ t0 [Hale, 93].

Ds(t0) est le domaine de stabilité de la solution nulle de (1.11) si ([Hale, 93]) :
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(a) Ds(t0, ε) est le plus grand voisinage connexe de φ = 0 inclus dans le
domaine suivant : {φ ∈ C : (∀t ≥ t0) (‖x(t; t0, φ)‖ < ε)}

(b) Ds(t0) = ∪
ε>0

Ds(t0, ε)

2. Dans le cas où Ds(t0) = C, alors l’origine du système (1.11) est dite globale-
ment stable.

3. L’origine est stable par rapport à Ti si ell’est par rapport à tout instant de
l’ensemble Ti.

4. Elle est stable si ell’est par rapport à R.

5. La stabilité est dite i.o.d ("independent of delay") si elle est prouvée pour
toute valeur du retard. Elle est dite d.d ("delay dependent") si elle n’est
vérifiée que pour certaines valeurs de retard.

2ε

x

t 0 - τ t 0

Figure 1.6 – Stabilité au sens de Lyapunov pour un
point d’équilibre xe

Remarque concernant les fonctions initiales considérées
Dans les différentes définitions de stabilité, il est supposé que les conditions initiales
sont continues par morceaux mais afin de simplifier l’étude on peut les considérer
comme continues.
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1.5.1.4 Attractivité

1. L’origine du système (1.11) est un équilibre attractif par rapport à t0 ([Dam-
brine, 94 ; Goubet, 96]), s’il existe un réel positif δ dépendant de t0 tel que
pour toute condition initiale φ :

‖φ ‖τ < δ(t0) ⇒ lim
t→∞ ‖x(t; t0, φ) ‖ = 0

Ds(t0) est le plus grand voisinage connexe de φ = 0 tel que :

∀φ ∈ Da(t0), lim
t→∞ ‖x(t; t0, φ)‖ = 0.

2. L’origine du système (1.11) est attractive par rapport à Ti si elle est attractive
par rapport à tout instant de l’ensemble Ti.

3. L’origine du système (1.11) est attractive si elle est attractive par rapport à
R.

1.5.1.5 Stabilité asymptotique

L’origine du système (1.11) est asymptotiquement stable par rapport à t0 (res-
pectivement Ti ou R) si elle est stable et attractive par rapport à t0 (respectivement
Ti ou R)[Hale, 93].

Le domaine de stabilité asymptotique Dsa(t0) est l’intersection des domaines de
stabilité et d’attractivité Dsa(t0) = Ds(t0) ∩Da(t0).

Si ce domaine est l’espace C alors l’origine est dite globalement asymptotique-
ment stable [Dambrine, 94 ; Goubet, 96].

1.5.1.6 Stabilité exponentielle

L’origine du système (1.11) est exponentiellement stable par rapport à t0 ([Hale,
93]) s’il existe trois constantes δ, a et b strictement positives telles que pour tout φ

et pour tout t ≥ t0 :

‖φ ‖τ < δ ⇒ ‖x(t; t0, φ) ‖ < a ‖φ ‖τ exp(−b(t− t0))

Les constantes δ, a et b dépendent éventuellement de t0. On appelle b le taux de
convergence exponentielle.
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Figure 1.7 – Stabilité exponentielle au sens de
Lyapunov pour un point d’équilibre xe

Le domaine de stabilité exponentielle De(t0, a, b) de l’équilibre xe = 0 est défini
comme le plus grand voisinage connexe de cet équilibre tel que pour tout φ ∈
De(t0, a, b) et pour tout t > t0 :

‖x(t; t0, φ) ‖ < a ‖φ ‖τ exp(−b(t− t0))

1.5.1.7 Stabilité robuste

La notion de "stabilité robuste" peut faire référence à différents types de ro-
bustesse. Un système à retard est dit H − robustement stable si son équilibre est
asymptotiquement stable et ceci pour toute fonction τ(t) dans un domaine H. Un
système incertain est dit robustement stable si son équilibre est asymptotiquement
stable pour toutes les incertitudes admissibles sur les paramètres du modèle. La sta-
bilité robuste peut être définie aussi comme la propriété d’un système à maintenir
son équilibre asymptotiquement stable sous de "petites perturbations" [Goubet, 96].

1.5.2 Stabilité des systèmes à retards par la seconde méthode de
Lyapunov

Dans cette partie, on rappelle quelques résultats concernant la stabilité asymp-
totique des systèmes à retards par des approches temporelles liées à la seconde
méthode de Lyapunov.
On considère le système suivant :

{ .
x(t) = f(t, x(t), xt)
xto(θ) = ϕ(θ) pour θ ∈ [−τ, 0]

(1.13)
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et on suppose qu’il admet une solution unique et un état d’équilibre xt = 0. La
seconde méthode de Lyapunov necessite l’existence d’une fonction V définie positive
telle que dV

dt < 0, si x 6= 0.
Cependant cette méthode présente dans le cas général un inconvénient majeur

car on doit imposer des conditions sévères sur le système pour prouver que cette dé-
rivée est négative puisqu’elle n’est plus une fonction ordinaire mais une fonctionnelle
qui dépend de certaines valeurs passées de l’argument t.

Pour cela deux extensions ont été développées dans ce cadre, la première réalisée
par Krasovskii et qui conduit à l’utilisation des fonctionnelles. Son principal inconvé-
nient est lié à la difficulté de la détermination de telles fonctionnelles permettant de
démontrer la stabilité de la solution nulle du système. La deuxième est développée
par Razumikhin qui a proposé d’utiliser des fonctions plutôt que des fonctionnelles.

1.5.2.1 Approche par fonctionnelle de Krasovskii

L’approche de Krasovskii consiste à rechercher des fonctionnelles V (t, xt) qui
sont décroissante le long des solutions de l’equation (1.13).

Soit V (t, φ) une fonctionnelle, la dérivée supérieure à droite au sens de Dini est
définie comme suit :

.

V ( t, φ) = lim
ε→0+

sup V (t+ε,xt+ε)−V (t,xt)
ε

Théorème 1.1[Krasovskii, 63 ; Halle, 77]
On suppose que la fonction f de (1.13) est bornée pour des valeurs bornées de
ses arguments.
Soient u, v et w : R+ → R+ des fonctions continues, définies positives, crois-
santes telles que u(θ) > 0 et v(θ) > 0 et u(0) = v(0) = 0 .
S’il existe une fonctionnelle continue V : R× C → R+ telle que :

1. u(‖φ(0)‖) ≤ V (t, φ) ≤ v(‖φ‖τ ),

2.
.

V ( t, φ) ≤ −w(‖φ(0)‖) pour tout t ≥ t0 le long des trajectoires de (1.13),

alors la solution nulle de (1.13) est uniformément stable.

Si de plus w(θ) > 0 pour tout θ > 0 alors la solution nulle de (1.13) est
uniformément asymptotiquement stable.

Si V vérifie les conditions :

1. u(‖φ(0)‖) ≤ V (t, φ) ≤ v(‖φ‖),
2.

.

V ( t, φ) ≤ −w(‖φ(0)‖), pour tout t ≥ t0 et w(θ) > 0 pour tout θ > 0

3. V est lipschitzienne par rapport à son second argument,

alors la solution nulle de (1.13) est exponentiellement stable.
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Pour plus de détails on peut se référer à [Kolmanovskii, 86, 92, 99 ; Mahmoud,
00 ; Niculescu, 01 ; Gu, 03 ; Arino, 06].

Exemple 1.1[Richard, 09]
Soit le système :

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h)

On considère la fonctionnelle V (xt) :

V (xt) = x(t)T Px(t) +
∫ 0
−h x(t + θ)T Sx(t + θ)dθ

Le système précédent est asymptotiquement stable pour tout h ≥ 0 s’il existe des
matrices P, S,R positives et symétriques telles que :

AT
0 P + PA0 + PA1S

−1AT
1 P + S + R = 0

Cette équation est équivalente à la LMI (inégalité matricielle linéaire) suivante :

(
AT

0 P + PA0 + S PA1

AT
1 P −S

)
< 0.

Plusieurs autres généralisations de cette fonctionnelle ont étés proposées dans
la littérature comme :

V1(xt) = x(t)T
∫ 0
−h Qix(t + θ)dθ

V2(xt) =
∫ 0
−h x(t + θ)T Sx(t + θ)dθ

V3(xt) =
∫ 0
−τi

∫ t
t+θ x(θ)T Rix(θ)dθds

1.5.2.2 Approche par fonction de Razumikhin

Dans cette approche, on considère une fonction de Lyapunov V (t, x(t)) classique
pour les équations différentielles ordinaires en se plaçant dans Rn. Le théorème
suivant montre qu’il est inutile de vérifier

.
V (t, x(t)) ≤ 0 le long de toutes les

trajectoires du système mais seulement pour les trajectoires de l’état qui ont
"tendance" à s’éloigner du point d’équilibre.
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Théorème 1.2 [Krasovskii, 56 ; Razumikhin, 56]
On suppose que la fonction f de (1.13) est bornée pour des valeurs bornées de
ses arguments.
Soient u, v et w : R+ → R+ des fonctions continues, définies positives, crois-
santes telles que u(θ) > 0 et v(θ) > 0 et u(0) = v(0) = 0.
On suppose qu’il existe une fonctionnelle V : R× Rn → R+ continue telle que :

u(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ v(‖x‖), où t ∈ R et x ∈ Rn

On a les énoncées suivantes :

1.
.

V ( t, x) ≤ −w(‖x‖) le long des trajectoires de (1.13),
Si V (t + θ, x(t + θ)) ≤ V (t, x(t)) pour tout θ ∈ [−τ, 0], alors la solution
nulle de (1.13) est uniformément stable.

2. Si il existe une fonction p : R+ → R+ continue strictement croissante avec
p(θ) > θ pour tout θ > 0 telle que :

(a)
.

V ( t, x) ≤ −w(‖x‖) le long des trajectoires de (1.13),

(b) Si V (t + θ, x(t + θ)) ≤ p(V (t, x(t))) pour tout θ ∈ [−τ, 0] alors la
solution nulle de (1.13) est uniformément asymptotiquement stable.

Dans cette approche, la condition de négativité de la fonction candidate de
Lyapunov n’est sollicitée que pour des trajectoires appartenant à certains espaces
définis par l’évolution du système dans l’intervalle [t− τ, t].

Pour plus de détails on peut se référer à [Kolmanovskii, 86, 92, 99 ; Mahmoud,
00 ; Niculescu, 01 ; Gu, 03 ; Arino, 06].

1.6 Stabilité des Quasi-polynômes

On considère un système linéaire à retard décrit par une équation différentielle
de la forme suivante :

.
x(t) = Ax(t) +

n∑

i=1

Aix(t−τi) (1.14)

où A et Ai ainsi que les retards τi sont supposés constants.

Définition 1.4 [Niculescu, 01 ; Michiels, 07]
La fonction F donnée par :

F(s) = det(sIn −A−
n∑

i=1

Aie
−sτi) (1.15)

est appelée fonction caractéristique du système linéaire (1.14) ; c’est un quasi-
polynôme, c’est-à-dire un polynôme en s et en e−sτi . L’équation F(s) = 0 est
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nommée l’équation caractéristique associée au système (1.14).

Si les retards τi sont tous multiples d’un même réel positif τ , le system est dit
à retards commensurables. τ est appelé retard de base. Le système (1.14) et l’équa-
tion caractéristique associée F(s) seront décrits respectivement par les expressions
suivantes :

.
x(t) = Ax(t) +

n∑
i=1

Aix(t−iτ)

F(s) = det(sIn −A−
n∑

i=1
Aie

−siτ )

Dans ce cas, F(s) est un polynômes à deux variables alors que pour les systèmes
à retards incommensurables où les retards sont pris d’une façon arbitraire ("free
parameters" [Niculescu, 01]) les équations caractéristiques sont décrites par des
polynômes en plus que deux variables.

Exemple 1.2
Soit le système suivant :

.
x(t) =

(
0 1
1 2

)
x(t) +

(
1 0
0 1

)
x(t− τ)

L’équation caractéristique est donnée par :

F(s) = s2 − 2s− 1 + 2e−τs(1− s) + e−2τs

Dans la suite on s’intéresse à l’analyse des quasi-polynômes ainsi que de leurs racines.

Définition 1.5
On appelle quasi-polynômes les fonctions entières de la forme suivante [Richard,

02 ; Gu, 03] :

f(s) =
M∑

h=0

N∑

k=0

chks
heτks (1.16)

où les coefficients chk = ahk + jbhk et τk = αk + jβk sont des réels ou complexes
nommés respectivement coefficients d’exposants et facteurs d’exposants.
La fonction f(s) peut être écrite de deux façons :

f(s) =
N∑

k=0

pk(s)eτks (1.17)

f(s) =
M∑

h=0

ψh(s)sh (1.18)

avec :



1.6. Stabilité des Quasi-polynômes 23





pk(s) =
M∑

h=0

chks
h, k = 0, 1, ..., N

et

ψh(s) =
N∑

k=0

chke
τks, h = 0, 1, ...,M

Exemple 1.3
Soit le quasi-polynôme de l’exemple précédent :

F(s) = s2 − 2s− 1 + 2e−τs(1− s) + e−2τs.

Ce quasi-polynôme peut s’écrire sous les formes données par (1.17) et (1.18) :

F(s) = (s2 − 2s− 1)e−0s + 2(1− s)e−τs + e−2τs

F(s) = (e−2τs + 2e−τs − 1)s0 + (−2− 2e−τs)s + s2

1.6.1 Les zéros d’un quasi-polynôme

Soit le quasi-polynôme :

f(s) =
M∑

h=0

N∑

k=0

(ahk + jbhk)she(αk+jβk)s (1.19)

où ahk, bhk, αk et βk sont des réels. Ce quasi-polynôme peut être écrit comme suit :

f(s) =
N∑

k=0

pk(s)e(αk+jβk)s =
M∑

h=0

ψh(s)sh (1.20)

où :

pk(s) =
M∑

h=0

(ahk + jbhk)sh, k = 0, 1, ..., N.

et

ψh(s) =
N∑

k=0

(ahk + jbhk)e(αk+jβk)s, h = 0, 1, ...,M.

Dans la suite on suppose que :
- Les (αk + jβk), k = 0, 1, ..., N sont des complexes distincts.
- Les polynômes pk(s), k = 0, 1, ..., N sont supposés non triviaux.

Sous ces conditions f(s) possède un nombre infini et dénombrable de racines
sauf dans le cas où k = 0 . Dans ce dernier cas, f(s) = p0(s)e(α0+jβ0)s et les zéros
de f(s) sont ceux de p0(s).

Les racines de f(s) dont le module est assez grand présentent une certaine
régularité dans le plan complexe. Cette régularité peut être déterminée par deux
diagrammes particuliers : le diagramme de puissance et le diagramme exponentiel
[Richard, 02 ; Gu, 03].
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Diagramme exponentiel
Soient les points (αk − jβk), k = 0, 1, ..., N , les conjugués des facteurs d’exposants
qui sont placés dans le plan complexe. À partir de ces points l’enveloppe convexe

définie par l’ensemble
{

N∑
k=0

µk(αk − jβk) tel que µk > 0;
N∑

k=0

µk = 1
}

est tracée.

Cette enveloppe nommée diagramme exponentiel du quasi-polynôme f(s) est déli-
mitée par un ensemble fini de segments. À chacun de ces segments est associé un
rayon partant de l’origine en direction du vecteur qui est perpendiculaire au segment
et dirigé vers l’extérieur.

Dans le cas où le diagramme exponentiel se réduit à un segment, on trouve
deux rayons de directions opposées. On considère un secteur d’angle ε > 0 (voir
figure 1.8) appelé ε− secteur situé sur chacun de ces rayons.

Théorème 1.3 [Schwengeler, 25]
Pour tout ε > 0, il existe R(ε) > 0 tel que toutes les racines de f(s) dont le
module est supérieur à R(ε) > 0 sont localisées dans l’union des ε − secteurs.
Il existe aussi un nombre fini de racines dans chacun de ces secteurs.

Pour la démonstration on peut se référer à [Gu, 03]. Un exemple de diagramme
exponentiel formé par cinq ε− secteurs est donné par la figure 1.8.

ε

I m

R e

ε

ε ε

e n v e l o p p e  c o n v e x e  

ε

Figure 1.8 – Diagramme exponentiel

Corollaire
Si parmi les facteurs d’exposants (αk + jβk), k = 0, 1, ..., N , il existe au moins deux
exposants avec des parties imaginaires distinctes, alors f(s) possède des racines à
partie réelle positive.
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Ce corollaire implique que le seul cas où les racines de f(s) se trouvent dans
la partie gauche du plan complexe est celui où tous les facteurs d’exposants ont
la même partie imaginaire. Dans ce cas on peut supposer que tous les facteurs
d’exposants sont des réels.

Exemple 1.4
Soit le quasi-polynôme f(s) = e−3is +e−(1+2i)s +e(3+0.5i)s +es, nous prenons respec-
tivement les µk suivants : µk = 0.2, 0.3, 0.3, 0.2 afin de construire l’enveloppe convexe
donnée par la figure 1.9.

I m

R e0

ε

ε

ε

ε

e n v e l o p p e  c o n v e x e

1

1

Figure 1.9 – Diagramme exponentiel de
l’exemple 1.4

Diagramme de puissance
Comme il est mentionné précédemment, seul un quasi-polynôme avec des exposants
réels (βk = 0) est caractérisé par la localisation de toutes ses racines dans la partie
gauche du plan complexe.
Soit :

f(s) =
M∑

h=0

N∑

k=0

(ahk + jbhk)sheαks (1.21)

où α0 < α1 < ... < αN . Ceci peut être écrit sous la forme suivante :

f(s) =
n∑

h=0

chskheαhs (1.22)

avec les coefficients complexes ch non tous nuls et les facteurs d’exposants ou
les puissances en s distincts.

Dans le plan complexe on place les points de coordonnées (αh, kh) (soit αh +
jkh). On construit la partie supérieure de l’enveloppe convexe de ces points qui
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est présentée par la partie de concavité dirigée vers les imaginaires négatives. On
obtient une ligne composée d’un nombre fini de segments. Cette ligne est appelée
diagramme de puissance du quasi-polynôme f(s). Pour chaque segment on associe
une droite logarithmique définie par :

x = −µ ln(y), y ≥ 1

où x et y sont respectivement les parties réelles et imaginaires de s et µ = αl−αh
kl−kh

avec (kh, αh) et (kl, αl), sont les extrémités de l’un des segments.
On obtient finalement un nombre fini de droites logarithmiques correspondant au
diagramme de puissance. Pour µ = 0 la droite coïncide avec l’axe imaginaire et part
du point (0, 1).
Pour chacune de ces droites on associe le secteur logarithmique défini par :

S(ε) = {ξ ln(y) + jy/ξ ∈ [µ− ε, µ + ε] , y ≥ 1}

I m ( k )

R e ( α )

εε
ε

0

µ 3<0µ 1>0 µ 2=0

Figure 1.10 – Diagramme de puissance

Théorème 1.4 [Schwengeler, 25]
Pour tout ε > 0, il existe R1(ε) > 0 tel que toutes les racines de f(s) du demi
plan complexe supérieur et dont le module est supérieur à R1(ε) > 0 sont
localisées dans l’union des ε− secteurs logarithmiques.

Pour la démonstration on peut se référer à [Gu, 03].
Remarques
- il existe aussi un nombre infini de racines dans chacun des secteurs logarithmiques.
- les racines de f(s) du demi plan complexe inférieur et dont le module est plus
grand que R1(ε) > 0 sont localisées dans l’image par rapport à l’axe des réels de
l’union des ε− secteurs logarithmiques.

D’après ce théorème f(s) a des racines avec des parties réelles positives si au
moins un des µ est négatif. En utilisant le diagramme de puissance de f(s), on
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conclut que µ negatif existe seulement si la normale externe d’un des segments
formant le diagramme se dirige vers la partie droite du plan complexe.

Pour garantir l’absence des racines avec des parties réelles positives il faut que
l’un des termes de (1.22) par exemple c0s

k0eα0s satisfasse les deux conditions sui-
vantes :

{
k0 ≥ kh, h = 1, ..., n

α0 ≥ αh, h = 1, ..., n

Si un tel terme existe alors il est appelé terme principal du quasi-polynôme
(1.22).

Corollaire
Toutes les racines du quasi-polynôme (1.22) se trouvent dans la partie gauche du
plan complexe si ce quasi -polynôme possède un terme principal.

Exemple 1.5
Soit le quasi-polynôme :f(s) = 1+2s+e−2s +se−s +es. Le diagramme de puissance
est donné par la figure 1.11 :

I m ( k )

R e ( α )

εε
ε

− 2 − 1 0 1

1

µ 3=−1µ 1=1 µ 2=0

Figure 1.11 – Diagramme de puissance
de l’exemple 1.5

Classification des quasi-polynômes

1. Retardé : un quasi-polynôme est de type retardé si toutes les droites logarith-
miques associées à son diagramme de puissance sont localisées dans la partie
gauche du plan complexe (tous les µ sont strictement positifs)

2. Neutre : un quasi-polynôme est de type neutre si toutes les droites logarith-
miques associées à son diagramme de puissance sont localisées dans la partie
gauche du plan complexe sauf une qui est verticale (tous les µ sont strictement
positifs sauf un qui est nul)



28 Chapitre 1. Stabilité des Systèmes à Retards

3. Avancé : un quasi-polynôme est de type avancé si au moins l’une les droites
logarithmiques associées à son diagramme de puissance est localisée dans la
partie droite du plan complexe (il existe au moins un µ strictement négatif)

1.6.2 Stabilité des quasi-polynômes

Définition 1.6 [Richard, 02 ; Gu, 03]
Un quasi-polynôme de type retardé est dit stable si toutes ses racines sont à parties
réelles négatives.

Plusieurs méthodes sont utilisées dans la littérature afin d’analyser la stabilité
des quasi-polynômes, parmi celles-ci nous détaillerons celle qui utilise le théorème
de Hermite-Biehler. Ce dernier a été initialement développé pour vérifier la stabilité
des polynômes et ensuite il a été étendu pour les quasi-polynômes.
Avant de présenter les résultats sur la stabilité des quasi-polynômes, on propose de
rappeler le théorème de Hermite-Biehler sur la stabilité des polynômes à coefficients
réels ou complexes.

1.6.2.1 Théorème de Hermite-Biehler pour les polynômes de Hurwitz

Définition 1.7 [Bhattacharyya, 95 ; Silva, 05]
Soit δ(s) = δ0 + δ1s + ... + δnsn un polynôme réel de degré n, δ(s) est dit polynôme
de Hurwitz si toutes ses racines sont situées dans la partie gauche du plan complexe.

Propriétés [Bhattacharyya, 95 ; Silva, 05]
-Si δ(s) est un polynôme de Hurwitz alors tous ses coefficients sont non nuls et
possèdent le même signe.
-Si δ(s) est un polynôme de Hurwitz de degré n alors la phase de δ(jω) est une
fonction continue et strictement croissante en ω.

I m ( δ(j ω) )

R e ( δ(j ω) )

I m ( δ(j ω) )

R e ( δ(j ω) )

ωο2 ωο3ωο1

ωe1

ωe2

ωe3

ωe4

0

0

ωe1

ωe3

ωe3

ωο1
ωο2ωο3

(a)  δ0< 0 (b)  δ0> 0

Figure 1.12 – Croissance de la phase de δ(jω)
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Définition 1.8 [Bhattacharyya, 95 ; Silva, 05]
Soit δ(s) = δ0 + δ1s + ... + δnsn un polynôme réel de degré n qui peut s’écrire sous
la forme : δ(s) = δe(s2) + sδo(s2)
où δe(s2) et sδo(s2) sont respectivement les deux composants de δ(s) d’exposant
pair et impair.
Pour chaque pulsation ω ∈ R, soit δ(jω) = p(ω) + jq(ω) où p(ω) = δe(−ω2) et
q(ω) = ωδo(−ω2).
On pose dans la suite ωe1, ωe2, ... et ωo1, ωo2, ... respectivement les racines positives
réelles de δe(−ω2) et de δo(−ω2) arrangées par ordre croissant.

Théorème 1.5 [Silva, 05]
Soit δ(s) = δ0 + δ1s + ... + δnsn un polynôme réel de degré n tel que δn et
δn−1 ont le même signe, δ(s) est Hurwitz (stable) si et seulement si toutes les
racines de δe(−ω2) et de δo(−ω2) sont réelles, simples et celles qui sont positives
vérifient la propriété d’entrelacement ci-dessous :0 < ωe1 < ωo1 < ωe2 < ωo2....
La propriété d’entrelacement peut être vérifiée en traçant les courbes de δe(ω)
et δo(ω).

Exemple 1.6
Soit un polynôme réel δ(s) = s7 + 4s6 + 11s5 + 29s4 + 36s3 + 61s2 + 34s + 36
qui peut se mettre sous la forme :

δ(jω) = p(ω) + jq(ω)

où :
{

p(ω) = −4ω6 + 29ω4 − 61ω2 + 36
q(ω) = ω(−ω6 + 11ω4 − 36ω2 + 34)

La figure suivante présente les courbes de p(ω) et de q(ω).
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ωe2ωO1 ωO3

ωO2

Figure 1.13 – Vérification de la propriété d’entrelacement pour les
polynômes de Hurwitz
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Il est clair que le polynôme δ(s) satisfait la propriété d’entrelacement. Pour
vérifier que δ(s) est Hurwitz, on détermine ses racines qui sont toutes à parties

réelles négatives :





−2.9233
−0.0477± 1.9883i
−0.2008± 1.4200i
−0.2898± 1.1957i

Exemple 1.7
Soit un polynôme réel δ(s) = s9 + 21s8 + 52s7 + 145s6 + 266s5 + 331s4 + 280s3 +
155s2 + 49s + 6
qui peut se mettre sous la forme :

δ(jω) = p(ω) + jq(ω)

où :

{
p(ω) = 21ω8 − 145ω6 + 33ω4 − 155ω2 + 6
q(ω) = ω(ω8 − 52ω6 + 266ω4 − 280ω2 + 49)
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Figure 1.14 – Échec de la propriété d’entrelacement pour les polynômes
instables

Les racines de δ(s) sont :





−18.5828
0.1766± 2.0007i
−0.3184± 0.8424i
−0.6077± 0.4441i
−0.6501
−0.2680

La figure 1.14 montre que le polynôme ne vérifie pas la propriété d’entrelacement
puisqu’il est instable.
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1.6.2.2 Théorème de Hermite-Biehler pour les quasi-polynômes

La stabilité des systèmes sans retard est relativement facile à étudier puisque
le nombre de racines de leurs équations caractéristiques est fini. Néanmoins, cette
facilité disparait par l’introduction des retards puisque le nombre de racines devient
infini. Dans la suite on présentera une extension du théorème de Hermite-Biehler
pour l’étude de la stabilité des systèmes à retards.

Soit h(s, t) un polynôme à deux variables avec des coefficients chk complexes ou
réels :

h(s, t) =
M∑

h=0

N∑

k=0

chks
htk, M et N > 0 (1.23)

Définition 1.9
On dit que h(s, t) admet un terme principal s’il existe un coefficient non nul chk tel
que ses deux indices ont des valeurs maximales. Ce terme est donné par cMNsM tN

ceci veut dire que pour tout autre terme chks
htk on a ou bien M > h, N > k ; ou

M = h, N > k ; ou M > h, N = k [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 09].

Exemple 1.8
- f(s, t) = 3s + t2 n’a pas de terme principal.
- f(s, t) = s + t2 + 2st2 possède un terme principal qui est 2st2.

Le quasi-polynôme H(s, es) =
M∑

h=0

N∑
k=0

chks
hesk peut s’écrire comme un polynôme

à deux variables en posant es = t d’où :

h(s, t) = [H(s, es)]es=t

Théorème 1.6 [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 09]
Si le polynôme h(s, t) n’a pas de terme principal alors la fonction H(s, es) a un
nombre infini de zéros dans le demi-plan complexe droit.

Ce théorème peut être démontré en se référant au paragraphe 6.1 précédent.

Soit la fonction h(s, t) de (1.23), elle peut s’écrire comme suit :

h(s, t) = sMX∗(N)(t)
M−1∑
h=0

N∑
k=0

chks
htk

où X∗(N)(t) est le coefficient de sM , il est exprimé par :

X∗(N)(t) =
N∑

k=0

cMkt
k (1.24)
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Théorème 1.7 [Silva, 05]
Soit H(s) = h(s, es) avec h(s, t) le polynôme défini en (1.23), si la fonction
X∗(N)(es) a des racines dans le demi plan complexe droit, alors la fonction
H(s) a un ensemble infini de racines dans le demi plan complexe droit. Si les
racines de X∗(N)(es) se trouvent dans le demi plan complexe gauche, alors la
fonction H(s) peut avoir seulement un ensemble fini de racines dans le demi
plan complexe droit.

On introduit maintenant la définition suivante :

Définition 1.10 [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 09]
Soit H(s) = h(s, es) avec h(s, t) un polynôme ayant un terme principal et soient
Hr(ω) et Hi(ω) respectivement les parties réelles et imaginaires de H(jω).

H(jω) = Hr(ω) + jHi(ω) (1.25)

Soient ωr1, ωr2, ... et ωi1, ωi2, ... respectivement les racines réelles de Hr(ω) et
Hi(ω), rangées en ordre croissant de module.
On dit que les racines de Hr(ω) et Hi(ω) sont alternées si elles satisfont la propriété
suivante :

ωr1 < ωi1 < ωr2 < ωi2... (1.26)

Dans cette définition on a :
Hr(ω) = gr(ω, cos(ω), sin(ω)) et Hi(ω) = gi(ω, cos(ω), sin(ω))
où gr et gi sont des polynômes.

Exemple 1.9
Soit le quasi-polynômes H(s) = (2s2 + s)es + 1.8s + 0.2 qui peut se mettre sous la
forme suivante :

H(jω) = Hr(ω) + jHi(ω)

avec :

Hr(ω) = −2ω2 + 0.2ω cos(ω) + 1.8ω sin(ω)
Hi(ω) = ω + 1.8ω cos(ω)− 0.2 sin(ω)
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Théorème 1.8 [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 09]
Soit H(s) = h(s, es), avec h(s, t) un polynôme ayant un terme principal, écrit
sous la forme :

H(jω) = Hr(ω) + jHi(ω) (1.27)

avec Hr(ω) et Hi(ω) respectivement les parties réelles et imaginaires de H(jω).

Si toutes les racines de H(s) se trouvent dans le demi plan complexe gauche,
alors les racines de Hr(ω) et Hi(ω) sont réelles, simples, alternées, de plus ∀ω ∈
]−∞,+∞[ :

H
′
i(ω)Hr(ω)−Hi(ω)H

′
r(ω) > 0 (1.28)

H
′
r(ω) et H

′
i(ω) représentent respectivement la première dérivée par rapport à

ω de Hr(ω) et Hi(ω) .

Pour que toutes les racines de H(s) soient dans le demi plan complexe gauche,
il est suffisant que l’une des conditions suivantes soit satisfaites :

1. Toutes les racines de Hr(ω) et Hi(ω) sont réelles, simples, alternées et
l’égalité (1.28) est satisfaite pour au moins une valeur de ω .

2. Toutes les racines de Hr(ω) sont réelles et pour chaque racine ω = ωr

l’égalité (1.28) est satisfaite c’est-à-dire Hi(ω)H
′
r(ω) < 0 .

3. Toutes les racines de Hi(ω) sont réelles et pour chaque racine ω = ωi

l’égalité (1.28) est satisfaite c’est-à-dire H
′
i(ω)Hr(ω) > 0.

En fait, l’égalité (1.28) traduit la croissance de la phase de H(jω)
∀ω ∈ ]−∞,+∞[.

Théorème 1.9 [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 95, 09]
Soit H(s) = h(s, es) avec h(s, t) un polynôme ayant un terme principal. Pour
que toutes les racines de H(s) soient dans le demi plan complexe gauche, il est
nécessaire et suffisant que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

1. Les racines de Hr(ω) et Hi(ω) définis par la relation (1.27) sont réelles,
simples et alternées.

2. La relation (1.28) est vérifiée pour une certaine valeur quelconque ω0 ∈ R.
Soit H(s) une fonction entière de la forme :

H(s) =
n∑

k=1

eλksPk(s) (1.29)

avec Pk(s), k = 1..n, un polynôme à coefficients réels ou complexes et λk des réels
vérifiant :

λ1 < λ2 < ... < λn, et |λ1| < λn (1.30)
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Le théorème de Hermite-Biehler a été étendu pour cette classe de fonctions
entières.

Théorème 1.10 [Bhattacharyya, 95]
Soit H(s) une fonction entière donnée par (1.29). Pour que toutes les racines
de H(s) soient dans le demi plan complexe gauche, il est nécessaire et suffisant
que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

1. Les racines de Hr(ω) et Hi(ω) définis par la relation (1.27) sont réelles,
simples et alternées.

2. La relation (1.28) est vérifiée pour une valeur quelconque ω0 ∈ R.

Afin de vérifier que les racines de Hr(ω) et Hi(ω) sont réelles, on a besoin d’étu-
dier les zéros de fonctions de la forme g(x, cos(z), sin(z)). On considère g(x, u, v) un
polynôme à coefficients réels de la forme suivante :

g(x, u, v) =
M∑

h=0

N∑

k=0

xhϕ
(k)
h (u, v) (1.31)

où ϕ
(k)
h (u, v) est un polynôme de degré k homogène en u et v. On suppose que

ϕ
(k)
h (u, v) n’est pas divisible par u2 + v2 c’est-à-dire ϕ

(k)
h (1,±j) 6= 0.

Le terme principal du polynôme (1.31) est donné par xMϕ
(N)
h (u, v) où h et k at-

teignent leurs valeurs maximales simultanément. En plus, soit ϕ∗(N)(u, v) le coeffi-
cient de xM dans (1.31) :

ϕ∗(N)(u, v) =
N∑

k=0

ϕ
(k)
M (u, v) (1.32)

On considère la fonction transcendantale suivante :

G(x) = g(x, cos(x), sin(x)) (1.33)

On va présenter des conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction
G(x) ne possède que des zéros réels. Pour cela, soit la fonction périodique suivante
(de période 2π ) :

ϕ∗(N)(x) = ϕ∗(N)(cos(x), sin(x)) (1.34)

Théorème 1.11 [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 09]
Soit g(x, u, v) un polynôme avec un terme principal donné par xMϕ

(N)
h (u, v). Si

η est tel que ϕ∗(N)(η + jω) ne s’annule pas pour ω réelle, alors la fonction G(x)
aura exactement 4lN + M racines dans l’intervalle −2lπ + η ≤ Re(x) ≤ 2lπ + η

en commençant par quelques valeurs suffisamment grandes de l. Ainsi pour que
la fonction G(x) ne possède que des racines réelles, il est nécessaire et suffisant
qu’ elle ait exactement 4lN + M racines réelles, dans l’intervalle −2lπ + η ≤
Re(x) ≤ 2lπ + η pour des valeurs suffisamment grandes de l .
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1.7 Conclusion

Dans ce chapitre introductif nous avons rappelé quelques définitions et proprié-
tés sur les systèmes à retards qui sont présents naturellement dans de nombreux
domaines des sciences de l’ingénieur.

Après avoir présenté quelques modèles de systèmes à retards, nous avons
développé quelques notions et définitions relatives à l’étude de la stabilité au sens
de Lyapunov de tels systèmes. La stabilité au sens de Lyapunov s’intéresse au
comportement d’un système autour d’un point d’équilibre. La seconde méthode
de Lyapunov étudie la convergence de l’état vers l’origine à travers une fonction
scalaire V . Cependant, elle n’est généralement pas applicable aux systèmes à
retards. Deux extensions ont alors été développées dans ce cadre : la méthode de
Lyapunov-Krasovskii et la méthode de Lyapunov-Razumikhin.

La première méthode consiste à utiliser des fonctions candidates de type fonc-
tionnelles, le problème majeur réside dans la détermination d’une telle fonctionnelle
qui doit vérifier la condition de décroissance le long des trajectoires du système.
À la différence, la méthode de Razumikhin consiste à déterminer une fonction de
Lyapunov classique et non plus une fonctionnel. Il s’agit de tester la décroissance de
la fonction candidate seulement pour les trajectoires de l’état qui ont "tendance" à
s’éloigner du point d’équilibre.

Dans le cas des systèmes linéaires et stationnaires, certaines approches d’étude
de stabilité reviennent à l’analyse des racines des équations caractéristiques
associées. Pour les systèmes à retards, il ne s’agit pas de résoudre des polynômes
ordinaires mais de résoudre des quasi-polynômes.

Les quasi-polynômes sont caractérisés par une infinité de zéros ce qui rend
difficile l’étude de leurs stabilité. Nous avons présenté certaines propriétés liées à
l’emplacement et la distribution de ces racines comme le diagramme de puissance
et le diagramme exponentiel ce qui conduit à une classification des quasi-polynômes
en type retardé, neutre et avancé. Dans la littérature, plusieurs approches ont été
proposées pour l’étude de la stabilité des quasi-polynômes. Éventuellement, il existe
plusieurs versions du théorème de Hermite-Biehler afin d’étudier cette stabilité.
En effet, ce théorème a été proposé la première fois pour étudier la stabilité des
polynômes, ensuite il a été étendu pour les quasi-polynômes par Pontryagin en 1955.

La commande par PID des systèmes linéaires à retards conduit justement à
l’étude des équations caractéristiques de type quasi-polynômes. Dans la suite, Nous
proposons d’exploiter le théorème de Hermite-Biehler pour l’étude de la stabilité et
de la synthèse des contrôleurs stabilisants des systèmes à retards.
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2.1 Introduction

En sciences de l’ingénieur, on constate que la plupart des commandes sont ac-
tuellement implantées sur des calculateurs numériques. Par conséquent, même si le
processus à réguler ne contient pas de retard intrinsèque, bien souvent, comme le
montre la figure 2.1, des retards apparaissent dans la boucle de commande par l’in-
termédiaire des temps de réaction des capteurs τ1 ou des actionneurs τ2, des temps
de transmission des informations τ3 ou des temps de calcul τ4.

Ces retards sont souvent négligés, mais lorsque leurs tailles deviennent signifi-
catives par rapport aux dynamiques du système (en boucles ouverte et fermée), il
n’est plus possible de les ignorer. On retrouve ici la problématique classique de la
"dynamique des actionneurs", mais avec une complexité supplémentaire provenant
de la nature des équations des systèmes héréditaires [Seuret, 06].
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Calculateur τ4

Actionneurs τ2 Processus Capteurs τ1

τ3
τ3

Figure 2.1 – Illustration de la provenance
des retards dans une boucle de commande

Le régulateur proportionnel intégral dérivé (PID) s’est imposé dans plus de 90%
des boucles de commande [Astrom, 95]. La prédominance incontestée de ce type
de commande provient, outre de sa simplicité extrême, des performances qu’il peut
offrir aux systèmes en boucle fermée, satisfaisant très souvent les cahiers des charges,
si ses paramètres sont choisis judicieusement [Astrom, 01a].

Plusieurs études ont montré les limites des techniques traditionnelles et empi-
riques telles que des méthodes d’ajustement des paramètres PID par l’approche de
Ziegler-Nichols ou celle de Cohen et Coon dans les applications industrielles [Astrom,
01b ; Silva, 03]. De ce fait, beaucoup de recherches académiques et industrielles se
sont intéressées à l’amélioration de l’ajustement des paramètres des régulateurs PID
pour diminuer l’écart entre la théorie du contrôle et la pratique en matière d’ingénie-
rie. Des travaux récents [Datta, 00] se sont servis de la généralisation du théorème de
Hermite-Biehler pour déterminer l’ensemble de tous les contrôleurs PID stabilisants
pour un système décrit par une fonction de transfert d’ordre quelconque.

Puisque la plupart des processus rencontrés dans le milieu industriel contiennent
des retards, alors la détermination de l’ensemble complet de contrôleurs PID qui sta-
bilisent un système à retard est d’une importance considérable. Xiang [Xiang, 07]
propose d’étudier la stabilisation par des régulateurs PID de quelques systèmes ty-
piques instable et à retards en se basant sur le critère de Nyquist, où pour chaque
processus le retard maximal stabilisable est déterminé et les autres gains de sont
dérivés par la suite. Une analyse de la fragilité et de l’influence des variations des
paramètres du contrôleur (PID) sur la robustesse de la commande en boucle fermé
est proposée dans [Alfaro, 09]. Roy et Iqbal [Roy, 05] ont exploré l’ajustement des
paramètres d’un PID pour des systèmes à retards en utilisant une approximation
de Padé de premier ordre et le théorème de Hermite-Biehler. Bien que l’ensemble
stabilisant du gain proportionnel n’ait pas pu être trouvé, la stabilisation PID pour
un système à retard en utilisant le critère généralisé de Nyquist a été développée
dans [Xu, 03]. L’ensemble de tous les paramètres stabilisants P/PI/PID est déter-
miné pour une classe de systèmes à retard qui vérifie la propriété d’entrelacement
aux hautes fréquences utilisant le théorème de Hermite-Biehler pour les polynômes
[Oliveira, 03, 05, 09]. Cependant, cette méthode est complexe et il y a des difficultés
pour déterminer toutes les valeurs stabilisantes du paramètre proportionnel.
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L’analyse de la stabilité des systèmes à retards trouve une avancée significa-
tive grâce à l’approche analytique développée dans [Silva, 00, 01a, 01b, 02, 05 ;
Bhattacharyya, 09] qui permet la caractérisation du domaine de stabilité des
systèmes à retards commandés par régulateurs PI et PID. En effet, en utilisant
l’extension du théorème de Hermite-Biehler applicable aux quasi-polynômes, une
caractérisation analytique complète de toutes les valeurs des gains de stabilisation
(Kp,Ki,Kd) du régulateur est fournie uniquement dans le cas d’un système du
premier ordre à retard. Dans [Silva, 01c], les auteurs ont déterminé toutes les
valeurs de gain proportionnel qui stabilisent un système du deuxième ordre à retard.

Dans ce chapitre, le problème de stabilisation des systèmes à retards du premier
et du deuxième ordre par des régulateurs PI et PID est étudié en utilisant une
extension du théorème de Hermite-Biehler pour les quasi-polynômes.

2.2 Résultats préliminaires pour l’analyse des systèmes
à retards

Plusieurs auteurs [Silva, 01, 02, 05 ; Bhattacharyya, 09] se sont intéressés aux
systèmes à retards possédant des équations caractéristiques de la forme (2.1) :

δ(s) = d(s) + e−L1sn1(s) + e−L2sn2(s) + ... + e−Lmsnm(s) (2.1)

Avec d(s), ni(s) des polynômes à coefficients réels et Li des retards. Ces équations
caractéristiques sont des quasi-polynômes. L’équation (2.1) est un cas particulier de
la fonction entière donné par (1.29). Nous admettons que :

A1 : 0 < L1 < L2 < ... < Lm

A2 : deg(d(s)) = n et deg(ni(s)) < n pour i = 1, 2, ..., m
(2.2)

Soit δ∗(s) = esLmδ(s), il vient alors :

δ∗(s) = esLmd(s) + es(Lm−L1)n1(s) + es(Lm−L2)n2(s) + ... + nm(s) (2.3)

Les zéros de δ(s) sont identiques à ceux de δ∗(s) puisque esLm n’a pas de
zéros finis. Cependant, le quasi-polynôme δ∗(s) a un terme principal puisque le
coefficient du terme contenant les puissances les plus élevées de s et de es est non nul.

La stabilité du système, d’équation caractéristique (2.3), est alors équivalente
à la condition que tous les zéros de δ∗(s) soient dans la moitié gauche ouverte du
plan complexe. Nous dirons que δ∗(s) est Hurwitz ou stable [Bhattacharyya, 95 ;
Silva, 05].

Le théorème 2.1 donne une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de
δ∗(s).
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Théorème 2.1 [Silva, 01, 02, 05 ; Bhattacharyya, 09]
Soit δ∗(s) donnée par (2.3), on peut l’écrire sous la forme suivante :

δ∗(jω) = δr(ω) + jδi(ω) (2.4)

où δr(ω) et δi(ω) représentent respectivement les parties réelles et imaginaires
de δ∗(jω).
Sous les conditions A1 et A2, δ∗(jω) est stable si et seulement si les deux règles
suivantes sont vérifiées :
R1 : δr(ω) et δi(ω) ne possèdent que des racines simples, réelles et alternées
R2 : il existe ω0 tel que δ

′
i(ω0)δr(ω0)− δi(ω0δ

′
r(ω0) > 0

δ
′ étant la dérivée de δ par rapport à ω.

Une étape cruciale dans l’application du théorème précédent est de s’assurer
que δr(ω) et δi(ω) ont seulement des racines réelles. Une telle propriété peut être
vérifiée en utilisant le théorème 2.2.

Théorème 2.2 [Silva, 00, 01, 05]
Soit M et N les plus hautes puissances de s et de es qui apparaissent dans δ∗(s).
Soit η une constante appropriée qui n’est racine ni de δr(ω) ni de δi(ω). Alors une
condition nécessaire et suffisante pour que δr(ω) et δi(ω) ne possèdent que des
racines réelles est que pour ω appartenant à l’intervalle :−2lπ+η < ω < 2lπ+η,
l = l0, l0+1, l0+2..., δr(ω) et δi(ω) possèdent exactement 4lN+M racines réelles,
l0 étant un entier suffisamment grand.

2.3 Commande des systèmes à retards du premier ordre
par régulateur PI

On considère le schéma fonctionnel de la figure 2.2, dans lequel G(s) représente
la fonction du transfert du système retardé donnée par (2.5).

G(s) =
Ke−Ls

1 + Ts
(2.5)

où K est le gain statique du système, T sa constante de temps et L le retard de
la chaîne d’action. Ces trois paramètres sont supposés positifs.
Le contrôleur PI est donné par la fonction de transfert suivante :

C(s) = Kp +
Ki

s
(2.6)
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yc y

Figure 2.2 – Commande d’un système
du premier ordre à retard

L’objectif est de déterminer analytiquement les valeurs des paramètres (Kp,Ki)
pour lesquelles le système en boucle fermée est stable.

Théorème 2.3 [Silva, 01, 05]
Conformément aux suppositions précédentes sur K, T et L, les valeurs de Kp

pour lesquelles il existe une solution au problème de stabilisation du régulateur
PI vérifient :

− 1
K

< Kp <
T

KL

√
α2

1 +
L2

T 2
(2.7)

où α1 est la solution de l’équation tan(α) = −T
Lα dans l’intervalle [π2 , π].

Démonstration
L’équation caractéristique en boucle fermée du système est donnée par :

δ(s) = (KKi + KKps)e−Ls + (1 + Ts)s (2.8)

On en déduit le quasi-polynôme δ∗(s) :

δ∗(s) = eLsδ(s) = (KKi + KKps) + (1 + Ts)seLs (2.9)

En substituant l’opérateur s par jω, on obtient :

δ∗(jω) = δr(ω) + jδi(ω) (2.10)

avec : {
δr(ω) = KKi − ω sin(Lω)− Tw2 cos(Lω)
δi(ω) = w [KKp + cos(Lω)− Tw sin(Lω)]

(2.11)

Clairement, le paramètre Ki affecte seulement la partie réelle de δ∗(jω) tandis que
le paramètre Kp affecte la partie imaginaire.
Selon la première condition du théorème 2.1, il faut vérifier que les racines de δr et δi

sont simples. En utilisant le théorème 2.2, tout en choisissant M = 2, N = l = 1 et
η = π

4 , δi(ω) ne possède que des racines simples pour tout Kp vérifiant (2.7) [Silva,
05].

L’application de la deuxième condition du théorème 2.1 nous conduit à :

E(ω0) = δ
′
i(ω0)δr(ω0)− δi(ω0)δ

′
r(ω0) > 0
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Pour ω0 = 0 (valeur qui annule δi(ω)), on trouve :

E(ω0) = (KKp+1
L )KKi > 0

Ce qui implique que : Kp > −1
K et Ki > 0.

On pose Lω = z, il vient que :

δr(z) = K

[
Ki − z

KL
(sin(z) +

T

L
z cos(z))

]
(2.12)

Soit a(z) = z
KL(sin(z) + T

Lz cos(z)) d’où :

δr(z) = K [Ki − a(z)] (2.13)

Pour z0 = 0, on obtient :

δr(z0) = K(Ki − a(0)) = KKi > 0 (2.14)

Pour zj 6= z0, où j = 1, 2, 3... on trouve :

δr(zj) = K(Ki − a(zj)) (2.15)

L’entrelacement des racines de δr(z) et δi(z) est équivalent à δr(z0) > 0 (puisque
Ki > 0 ), δr(z1) < 0, δr(z2) > 0...

On peut se servir de la propriété d’entrelacement et le fait que δi(z) possède uni-
quement des racines réelles pour établir aussi que δr(z) possède elle aussi seulement
des racines réelles.

À partir des équations (2.14) et (2.15) on obtient les inégalités (2.16) :




δr(z0) > 0
δr(z1) < 0
δr(z2) > 0
δr(z3) < 0
δr(z4) > 0

...

⇒





Ki > 0
Ki < a1

Ki > a2

Ki < a3

Ki > a4
...

(2.16)

où les limites aj pour j = 1, 2, 3... sont exprimées par :

aj = a(zj) (2.17)

D’après ces inégalités il est clair qu’il est nécessaire que les limites impaires (c’est-
à-dire a1, a3 . . .) doivent être strictement positives pour obtenir une gamme faisable
pour le paramètre Ki du contrôleur PI. D’après [Silva, 00, 05], aj est positif pour les
valeurs impaires de j et négative pour les valeurs paires pour tout Kp vérifiant (2.7).

Ainsi, les conditions données par (2.16) se réduisent à :
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0 < Ki < min
j=1,3,5...

{aj} (2.18)

Lemme 2.1 [Silva, 01b, 05]
Si cos(zj) > 0 alors aj < aj+2 pour les valeurs impaires de j.

Algorithme pour la détermination des paramètres du PI [Silva, 01b, 05]

1. Étape 1 : Initialiser Kp = − 1
K , pas = 1

N+1( T
KL

√
α2

1 + L2

T 2 + 1
K ) et j = 1 où N

présente le nombre de points désirés.

2. Étape 2 : Incrémenter Kp = Kp + pas.

3. Étape 3 : Si Kp < T
KL

√
α2

1 + L2

T 2 alors passer à l’étape 4 ; sinon fin de l’algo-
rithme.

4. Étape 4 : Trouver la racine zj de δi(z).

5. Étape 5 : Calculer les paramètres aj associés au zj précédemment trouvés en
utilisant l’équation (2.17).

6. Étape 6 : Si les cos(zj) > 0 alors passer à l’étape 7. Sinon, j = j + 2 et
retourner à l’étape 4.

7. Étape 7 : Déterminer les limites inférieures et supérieures de Ki comme suit :
0 < Ki < min

j=1,3,5...
{aj}.

8. Étape 8 : Aller à l’étape 2.

Exemple 2.1

Soit un système du premier ordre à retard avec les paramètres suivants : K = 1,
T = 2s et L = 4s. On cherche à le commander avec un régulateur proportionnel
intégral, il s’agit de déterminer le domaine de stabilité par rapport aux paramètres
(Kp,Ki).

En exploitant l’algorithme précédent, la frontière de stabilité du système, tracée
dans le plan (Kp,Ki), est présentée par la figure 2.3 :
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Figure 2.3 – Région de stabilité pour
l’Exemple 2.1

2.4 Commande des systèmes à retards du premier ordre
par régulateur PID

Dans cette partie on étudie le problème de stabilisation d’un système du premier
ordre à retard en utilisant un contrôleur PID. Ce régulateur est décrit par plusieurs
structures, dans notre cas on utilise :

C(s) = Kp +
Ki

s
+ Kds (2.19)

où Kp, Ki et Kd représentent respectivement le gain proportionnel, intégral et
dérivé. L’objectif est de déterminer analytiquement les valeurs des paramètres
(Kp,Ki,Kd) pour lesquelles la stabilité en boucle fermée est garantie.

Théorème 2.4 [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 09]

Conformément aux hypothèses précédentes sur K, T et L, les valeurs de Kp

pour lesquelles il existe une solution au problème de stabilisation du régulateur
PID vérifient :

− 1
K

< Kp <
1
K

[
T

L
α1 sin(α1)− cos(α1)

]
(2.20)

où α1 est la solution de l’équation tg(α) = − T
T+Lα dans l’intervalle [0, π].

Pour Kp en dehors de ces bornes, il n’existe pas de contrôleur PID stabilisant.
Les régions de stabilité sont décrites par la figure 2.4.
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1. Pour Kp ∈ (− 1
K , 1

K ), La région de stabilité dans le plan (Ki, Kd) est un
trapèze T (figure 2.4 (a)).

2. Pour Kp = 1
K , La région de stabilité dans le plan (Ki, Kd) est un triangle

∆ (figure 2.4 (b)).

3. Pour Kp ∈
(

1
K ,Ku = 1

K

[
T
Lα1 sin(α1)− cos(α1)

])
, La région de stabilité

dans le plan (Ki,Kd) est un quadrilatérale Q (figure 2.4 (c)).
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Figure 2.4 – Région de stabilité dans le plan (Ki,Kd)
pour : (a) Kp ∈

[− 1
K , 1

K

]
, (b) Kp = 1

K et (c) Kp = Ku =
1
K

[
T
Lα1 sin(α1)− cos(α1)

]

Les limites des domaines montrés plus hauts sont des droites caractérisées par
une pente (0, m1, m2) et une ordonnée à l’origine (b1, b2, ± T

K ).
Ces coefficients dépendent de zj , j = 1, 2 racines réelles de l’équation :

KKP + cos(z)− T
Lz sin(z) = 0

rangées en ordre croissant d’amplitude.
On note par : m(z) = z2

L2 , b(z) = − L
Kz

[
sin(z) + T

Lz cos(z)
]
et mj = m(zj),

bj = b(zj) pour j = 1, 2.
wj = zj

KL

[
sin(z) + T

Lzj(cos(zj) + 1)
]
, j = 1, 2 représentent les coordonnés sur

l’axe Ki des intersections des droites mjKi + bj , j = 1, 2 avec la droite Kd = T
K .
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Démonstration
L’équation caractéristique en boucle fermée est exprimée par :

δ(s) = K(Ki + Kps + Kds
2)e−Ls + (1 + Ts)s (2.21)

On en déduit le quasi-polynôme δ∗(s) :

δ∗(s) = eLsδ(s) = K(Ki + Kps + Kds
2) + (1 + Ts)seLs (2.22)

En substituant s par jω, on trouve :

δ∗(jω) = δr(ω) + jδi(ω)

avec : {
δr(ω) = KKi −KKdω

2 − ω sin(Lω)− Tw2 cos(Lω)
δi(ω) = ω [KKp + cos(Lω)− Tw sin(Lω)]

(2.23)

Les paramètres Ki et Kd affectent seulement la partie réelle de δ∗(jω) tandis que
le paramètre Kp affecte la partie imaginaire.
Selon la première condition du théorème 1, il faut vérifier que les racines de
δr(ω) et δi(ω) sont simples. En utilisant le théorème 2.2, tout en choisissant
M = 2, N = l = 1 et η = π

4 , δi(ω) ne possède que des racines simples pour tout Kp

vérifiant (2.20) [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 09].

L’application de la deuxième condition du théorème 2.1 conduit à :

E(ω0) = δ
′
i(ω0)δr(ω0)− δi(ω0)δ

′
r(ω0) > 0

Pour ω0 = 0 (valeur qui annule δi(ω0) ), on trouve :

E(ω0) = (KKp+1
L )KKi > 0

Ce qui implique que : Kp > −1
K et Ki > 0.

on pose Lω = z, il vient :




δi(z) = z
L

[
KKP + cos(z)− T

Lz sin(z)
]

δr(z) = KKi − KKd
L2 z2 − z

L sin(z) + T
L2 z2 cos(z)

= K
L2 z2 [−Kd + m(z)Ki + b(z)]

(2.24)

avec : {
m(z) = z2

L2

b(z) = − L
Kz

[
sin(z) + T

Lz cos(z)
] (2.25)

Pour z0 = 0, on obtient :

δr(z0) = KKi > 0 (2.26)

Pour zj 6= z0, où j = 1, 2, 3... il vient :
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δr(zj) =
K

L2
z2
j [−Kd + m(zj)Ki + b(zj)] (2.27)

L’entrelacement des racines de δr(z) et δi(z) est équivalent à δr(z0) > 0 (puisque
Ki>0 ), δr(z1) < 0, δr(z2) > 0...

On peut se servir de la propriété d’entrelacement et le fait que δi(z) a seulement
des racines réelles pour établir aussi que δi(z) possède seulement des racines réelles
aussi.

À partir des équations (2.24) et (2.25) on obtient les inégalités (2.28) :





δr(z0) > 0
δr(z1) < 0
δr(z2) > 0
δr(z3) < 0
δr(z4) > 0

...

⇒





Ki > 0
Kd > m1Ki + b1

Kd < m2Ki + b2

Kd > m3Ki + b3

Kd < m4Ki + b4
...

(2.28)

L’intersection de toute ces régions dans le plan (Ki,Kd) détermine l’ensemble
des paramètres Ki et Kd tel que les racines de la partie imaginaire δi(z) véri-
fient la propriété d’entrelacement pour une valeur donnée du gain Kp vérifiant (2.20).

Exemple 2.2
Soit un système du premier ordre à retard avec les paramètres suivants : K = 1,

T = 2s et L = 4. On cherche à le commander avec un régulateur proportionnel
intégral dérivé, il s’agit de déterminer le domaine de stabilité par rapport aux pa-
ramètres (Kp,Ki,Kd).

D’après le théorème 2.4, δi(z) ne possède que des racines réelles si et seulement
si :−1 < Kp < 1.5515.
On fixe le paramètre Kp du contrôleur à 0.8, la partie imaginaire est exprimée par :

0.8 + cos(z)− 0.5z sin(z)) = 0

Les racines positives de cette équation sont :z0 = 0, z1 = 1.5806, z2 = 3.2602, z3 =
6.7971, z4 = 9.4669, ...
En utilisant (2.23) les paramètres mj et bj pour j = 1...4 sont exprimés par :





m1 = 6.4044
m2 = 1.5053
m3 = 0.3463
m4 = 0.1785

et





b1 = −2.511
b2 = 2.1311
b3 = −2.0309
b4 = 2.016

(2.29)
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L’entrelacement des racines de δr(z) et δi(z) se produit si et seulement si les inégalités
suivantes sont vérifiées : 




Ki > 0
Kd > 6.4044Ki−2.511
Kd < 1.5053Ki + 2.1311
Kd > 0.3463Ki−2.0309
Kd < 0.1785Ki + 2.016

...

(2.30)

La figure suivante présente les frontières de la région de stabilité dans le plan
(Ki,Kd) pour Kp = 0.8.
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Figure 2.5 – Frontières de la région de stabilité
(Ki, Kd) pour l’Exemple 2.2

Soient vj , j = 1, 2, 3... les coordonnés sur l’axe Ki des intersections des droites
mjKi + bj , j = 1, 2 avec la droite Kd = − T

K .

On note par wj , j = 1, 2, 3... les coordonnés sur l’axe Ki des intersections des
droites mjKi + bj , j = 1, 2 avec la droite Kd = T

K .

On rappelle maintenant un lemme qui permet de développer un algorithme pour
résoudre le problème de stabilisation PID pour un système du premier ordre à retard.

Ce lemme décrit le comportement des paramètres bj , vj et wj avec j = 1, 2, 3...

pour différentes valeurs de Kp vérifiant (2.20).

Lemme 2.2 [Silva, 05 ; Bhattacharyya, 09]
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1. Si Kp ∈
[− 1

K , 1
K

]
alors :





bj < bj+2 < − T
K pour des valeurs impaires de j

bj > T
K et bj →

j→∞
T
K pour des valeurs paires de j

0 < vj < vj+2 pour des valeurs impaires de j

2. Si Kp = 1
K alors :

{
bj = − T

K pour des valeurs impaires de j

bj = T
K pour des valeurs paires de j

3. Si Kp ∈
[

1
K ,Ku

]
alors :





bj > bj+2 > − T
K pour des valeurs impaires de j

bj < bj+2 < T
K pour des valeurs paires de j

wj > wj+2 > 0 pour des valeurs paires de j

b1 < b2, w1 > w2

Algorithme pour la détermination des paramètres du PID [Silva, 02, 05]

1. Étape 1 : Initialiser Kp = − 1
K , pas = 1

N+1( T
KL

√
α2

1 + L2

T 2 + 1
K ) et j = 1 où N

présente le nombre de points désirés.

2. Étape 2 : Incrémenter Kp = Kp + pas.

3. Étape 3 : Si Kp < Ku alors passer à l’étape 4 ; sinon fin de l’algorithme.

4. Étape 4 : Trouver les racines z1 et z2 de δi(z).

5. Étape 5 : Calculer les paramètres mj et bj associés au zj précédemment trouvé
en utilisant l’équation (2.25).

6. Étape 6 : Déterminer les regions de stabilité dans le plan (Ki,Kd) en utilisant
la figure 2.4.

7. Étape 7 : Aller à l’étape 2.

Exemple 2.3

Soit un système de l’exemple 2.2, on s’intéresse à déterminer touts paramètres
(Kp,Ki,Kd) qui le stabilisent. En utilisant l’algorithme précédent, la region de
stabilité pour tous les Kp est donnée par la figure 2.6.
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Figure 2.6 – Région de stabilité (Ki,Kd) pour tous les Kp

correspondant à l’exemple 2.2

2.5 Commande par régulateur PI pour un système du
second ordre à retard

Nous allons proposer un théorème permettant de délimiter les valeurs de (Kp,Ki)
qui stabilisent un système du second ordre à retard.

Théorème 2.5 [Farkh, 09a]

On considère la commande PI d’un système de deuxième ordre à retard écrit
par une fonction de transfert de la forme suivante :

G(s) =
K

s2 + a1s + a0
e−Ls (2.31)

avec K > 0 est le gain statique du système, L > 0 le retard de la chaîne d’action,
a0 ≥ 0 et a1 > 0 sont les paramètres du système.
Le contrôleur PI est donné par la fonction de transfert suivante :

C(s) = Kp +
Ki

s
(2.32)
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L’ensemble des contrôleurs PI préservant la stabilité du système (2.31) est
défini par les valeurs admissibles suivantes :

R1 Il est nécessaire et suffisant que Kp vérifie :

− a0

K
< Kp < Ku =

1
K

(a1
α

L
sin(α)− cos(α)(a0 − α2

L2
)) (2.33)

où α est l’unique racine sur l’intervalle [0, π] de l’équation :

tg(α) = α(2+a1L)
(α2−a1L−a0L2)

.

Pour Kp en dehors de ces bornes, il n’existe pas de contrôleur PI
stabilisant.

R2 Une fois Kp choisi dans ces bornes, il faut et il suffit de choisir Ki comme
suit :

0 < Ki < min
j=1,3,5...

{aj} (2.34)

Avec a(zj) est donné par : a(zj) = zj

KL

[
sin(zj)(a0 − z2

j

L2 ) + a1
zj

L cos(z)
]
et

zj , j = 1, 2, 3... sont les racines réelles positives classées par ordre croissant
de l’equation :

δi(z) = z
L(KKp + cos(z)(a0 − z2

L2 )− a1
z
L sin(z))

Démonstration du résultat R1

L’équation caractéristique en boucle fermée du système est donnée par :

δ(s) = K(Ki + Kps)e−Ls + (s2 + a1s + a0)s (2.35)

Nous en déduisons le quasi-polynôme δ∗(s) :

δ∗(s) = eLsδ(s) = K(Ki + Kps) + s(s2 + a1s + a0)eLs (2.36)

En substituant s par jω, nous obtenons :

δ∗(jω) = δr(ω) + jδi(ω)

avec :
{

δr(ω) = KKi + (ω3 − a0ω) sin(Lω)− a1ω
2 cos(Lω)

δi(ω) = w
[
KKp + (a0 − ω2) cos(Lω)− a1ω sin(Lω)

] (2.37)

Clairement, le paramètre Ki affecte seulement la partie réelle de δ∗(jω) tandis
que le paramètre Kp affecte la partie imaginaire.

Nous posons Lω = z, alors nous trouvons :
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{
δr(z) = KKi + sin(z)( z3

L3 − a0
z
L)− a1

z2

L2 cos(z)
δi(z) = z

L(KKp + cos(z)(a0 − z2
L2 )− a1

z
L sin(z))

(2.38)

L’application de la deuxième condition du théorème 2.1 nous conduit à :

E(z0) = δ
′
i(z0)δr(z0)− δi(z0)δ

′
r(z0) > 0

À partir de (2.38) nous obtenons :

δ
′
i(z) = KKp

L − sin(z)(a0 + 2a1z
L2 − z3

L3 ) + cos(z)(a0
L − 3z2

L3 − a1
z2

L2 )

Pour z0 = 0 (valeur qui annule δi(ω)), nous trouvons :

E(z0) = δ
′
i(z0)δr(z0) = (KKp+a0

L )KKi > 0

Ce qui implique que : Kp > −a0
K si K > 0 et Ki > 0 . Ceci prouve la première

inégalité donnée par (2.33) du théorème 2.5.

Nous passons à la vérification de la condition d’entrelacement des racines de
δr(z) et δi(z). Pour cela, nous allons déterminer les racines de la partie imaginaire
données par la relation suivante :

δi(z) = 0 ⇒





z = 0
ou

KKp + cos(z)(a0 − z2

L2 )− a1
z
L sin(z) = 0

(2.39)

qui peut s’exprimer par :

δi(z) = 0 ⇒




z = 0
ou

f(z) = g(z)
(2.40)

avec :

f(z) = KKp + cos(z)(a0 − z2

L2 ) et g(z) = a1
z
L sin(z).

Nous notons que z0 = 0 est une racine triviale de la partie imaginaire. Il est
difficile de calculer les autres analytiquement mais il est cependant possible de les
positionner graphiquement. Deux cas sont présentés :

Premier cas :−a0
K < Kp < Ku

Dans ce cas-ci, nous traçons graphiquement les courbes de f(z), de g(z) et de la
droite verticale h définie par z = L

√
a0 comme l’indique la figure 2.7.
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Figure 2.7 – Représentation des courbes de f(z), de g(z)
et de h (Cas :−a0

K < Kp < Ku)

Ku sera défini plus tard dans le deuxième cas. Nous notons que pour −a0
K < Kp,

la courbe de f(z) coupe la courbe de g(z) deux fois dans l’intervalle [0, π]. De plus,
nous pouvons voir les propriétés suivantes :





z1 ∈ [0 , π/2]
z3 ∈ [3π/2 , 2π]
z5 ∈ [7π/2 , 4π]

...

et





z2 ∈ [π/2, π]
z4 ∈ [5π/2, 3π]
z6 ∈ [9π/2, 5π]

...

C’est a dire les zj vérifient :




z1 ∈ [0 , π/2]
et

zj ∈
[
(2j − 3)π

2 , (j − 1)π
]

for j ≥ 2
(2.41)

Et nous avons aussi :




z1 < z = L
√

a0

et

zj > z = L
√

a0, for j ≥ 2
(2.42)

Deuxième cas :Kp ≥ Ku

La figure 2.8 représente le cas où Kp = Ku. Ku étant la valeur maximale de Kp tel
que les courbes de f(z) et de g(z) ont un seul point de tangence dans l’intervalle
[0, π].
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Figure 2.8 – Représentation des courbes de f(z), de g(z)
et de h (Cas :Kp = Ku)

Les courbes de la figure 2.9 correspondent au cas Kp > Ku où la courbe de f(z)
ne coupe pas la courbe de g(z) dans l’intervalle [0, π].
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Figure 2.9 – Représentation des courbes de f(z), de g(z)
et de h (Cas :Kp > Ku)
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Pour vérifier que δi(z) possède seulement des racines simples nous utilisons le
théorème 2.1. Remplaçant Ls par s1 dans (2.35) et nous écrivons δ∗(s) comme suit :

δ∗(s) = es1(( s1
L )3 + a1( s1

L )2 + a0
s1
L ) + K(Kp

s1
L + Ki) (2.43)

Pour ce nouveau quasi-polynôme, nous voyons que M = 3 et N = 1 où M et N

désignent respectivement les plus hautes puissances de s1 et de es1 qui apparaissent
dans δ∗(s). Nous choisissons η = π

4 qui satisfait la condition donnée par le théorème
2.2 tel que δr(η) 6= 0 et δi(η) 6= 0.

Selon la figure 2.7, nous notons que pour −a0
K < Kp < Ku, δi(z) possède

quatre racines dans l’intervalle
[
0, 2π − π

4

]
=

[
0, 7π

4

]
y compris la racine à l’origine.

Comme δi(z) est une fonction impaire alors elle possède 7 racines dans l’intervalle[−2π + π
4 , 2π − π

4

]
=

[−7π
4 , 7π

4

]
.

Par conséquent, nous pouvons affirmer que δi(z) a exactement 4N + M = 7 racines
sur l’intervalle

[−2π + π
4 , 2π + π

4

]
=

[−7π
4 , 9π

4

]
. De plus, nous pouvons voir que δi(z)

possède aussi deux racines réelles sur chacun des intervalles
[
2lπ + π

4 , 2(l + 1)π + π
4

]
et

[−2(l + 1)π + π
4 ,−2lπ + π

4

]
pour l = 1, 2, ....

Il résulte que δi(z) possède exactement 4lN + M racines réelles sur[−2lπ + π
4 , 2lπ + π

4

]
pour −a0

K < Kp < Ku.
Finalement, d’après le théorème 2.2 la partie imaginaire δi(z) ne possède que

des racines réelles pour chaque Kp dans
(−a0

K ,Ku

)
. Pour Kp ≥ Ku, correspondant

aux figures 2.8 et 2.9, les racines de δi(z) ne sont pas réelles. D’après la définition
du terme Ku, si Kp = Ku alors les courbes de f(z) et de g(z) sont tangentes en un
point α, ce qui se traduit par :





KKu + cos(α)(a0 − α2

L2 ) = a1
α
L sin(α)

et[
d(KKu+cos(z)(a0− z2

L2 ))

dz

]

z=α

=
[

d(a1
z
L

sin(z))

dz

]
z=α

d’ou :

−2α cos(α)(1 + a1L) + sin(α)(α2 − a0L
2 − a1L) = 0

Soit :

tg(α) =
α(2 + a1L)

(α2 − a0L2 − a1L)
(2.44)

Une fois le paramètre α déterminé, Ku est donné par :

Ku =
1
K

(a1
α

L
sin(α)− cos(α)(a0 − α2

L2
)) (2.45)

Ce qui accomplit la preuve du résultat R1 du théorème 2.5.

Démonstration du résultat R2
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Après la détermination des racines réelles de la partie imaginaire δi(z), nous
passons à l’évaluation de ces racines par la partie réelle δr(z).

δr(z) = KKi + sin(z)( z3

L3 − a0
z
L)− a1

z2

L2 cos(z)
= K [Ki − a(z)]

(2.46)

où : a(z) = z
KL

[
sin(z)(a0 − z2

L2 ) + a1
z
L cos(z)

]
.

Soit zj , j = 1, 2, 3... les racines de δi(z), pour z0 nous avons :

δr(z0) = K(Ki − a(0)) = KKi > 0 (2.47)

Pour zj 6= z0, j = 1, 2, 3... nous obtenons :

δr(zj) = K(Ki − a(zj))
= K(Ki − aj)

(2.48)

avec : a(zj) = aj .

L’entrelacement des racines de δr(z) et δi(z) est équivalent à δr(z0) > 0 (puisque
Ki > 0), δr(z1) < 0, δr(z2) > 0...

Nous pouvons se servir de la propriété d’entrelacement et le fait que δi(z) a
seulement des racines réelles pour établir aussi que δr(z) possède seulement des
racines réelles.
D’après des équations précédentes nous obtenons les inégalités suivantes :





δr(z0) > 0
δr(z1) < 0
δr(z2) > 0
δr(z3) < 0
δr(z4) > 0

...

⇒





Ki > 0
Ki < a1

Ki > a2

Ki < a3

Ki > a4
...

(2.49)

Maintenant, d’après ces inégalités il est clair que nous n’avons besoin que des
limites impaires (c’est-à-dire a1, a3... ) qui doivent être strictement positives pour
obtenir une gamme faisable pour le paramètre Ki du contrôleur PI.

Dans la suite, Nous nous intéressons à montrer que les aj impaires sont stric-
tement positives et que les aj paires sont strictement négatives pour affirmer la
relation (2.50) c’est à dire :

a(zj) > 0, pour j = 1, 3, 5, 7... (2.50)

et
a(zj) < 0, pour j = 2, 4, 6, 8... (2.51)

À partir de la figure 2.7, les racines zj de δi(z) vérifient :
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z1 ∈ [0 , π/2]
et

zj ∈
[
(2j − 3)π

2 , (j − 1)π
]

for j ≥ 2
(2.52)

De plus nous avons :





z1 < L
√

a0

et

zj > L
√

a0, for j ≥ 2
⇒





(a0 − z2
1

L2 ) > 0
et

(a0 − z2
j

L2 ) < 0, for j ≥ 2

Preuve de la relation (2.50)
Nous nous intéressons à démontrer que a(zj) > 0 pour j = 1, 3, 5, 7...

– Étape 1 : d’après (2.52), pour zj nous avons cos(z1) > 0 et tg(z1) > 0.
Effectuons un raisonnement par absurde, nous supposons que :

a(z1) < 0

⇒
[
sin(z1)(a0 − z2

1
L2 ) + a1

z1
L cos(z1)

]
< 0

⇒ sin(z1)(a0 − z2
1

L2 ) < −a1
z1
L cos(z1)

⇒ tg(z1)(a0 − z2
1

L2 ) < −a1
z1
L

⇒ tg(z1) <
−a1

z1
L

(a0− z2
1

L2 )
< 0

Ce qui est absurde, d’où le résultat :[
sin(z1)(a0 − z2

1
L2 ) + a1

z1
L cos(z1)

]
> 0 ⇒ a(z1) > 0

– Étape 2 : d’après (2.52), nous avons cos(zj) > 0 et tg(zj) < 0 pour zj où
j = 3, 5, 7, 9, ...

Nous supposons que :
a(zj) < 0

⇒
[
sin(zj)(a0 − z2

j

L2 ) + a1
zj

L cos(zj)
]

< 0

⇒ sin(zj)(a0 − z2
j

L2 ) < −a1
zj

L cos(zj)

⇒ tg(zj)(a0 − z2
j

L2 ) < −a1
zj

L

⇒ tg(zj) >
−a1

zj
L

(a0−
z2
j

L2 )

> 0

Ce qui est absurde, d’où :[
sin(zj)(a0 − z2

j

L2 ) + a1
zj

L cos(zj)
]

> 0 ⇒ a(zj) > 0 pour j = 3, 5, 7....

Preuve de la relation (2.51)
Nous cherchons à démontrer que a(zj) < 0 pour j = 2, 4, 6, 8....

Pour zj , j = 2, 4, 6, 8.... nous avons cos(zj) < 0 et tg(zj) < 0 d’après (2.52), nous
supposons que :
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a(zj) > 0

⇒
[
sin(zj)(a0 − z2

j

L2 ) + a1
zj

L cos(zj)
]

> 0

⇒ sin(zj)(a0 − z2
j

L2 ) > −a1
zj

L cos(zj)

⇒ tg(zj)(a0 − z2
j

L2 ) < −a1
zj

L

⇒ tg(zj) >
−a1

zj
L

(a0−
z2
j

L2 )

> 0

Ce qui est absurde et par conséquent nous obtenons :
[
sin(zj)(a0 − z2

j

L2 ) + a1
zj

L cos(zj)
]

< 0 ⇒ a(zj) < 0 pour j = 2, 4, 6, 8....

Pour déterminer les paramètres stabilisants dans le plan (Kp,Ki) pour un
système du second ordre à retard nous proposons l’algorithme suivant :

Algorithme : Détermination des paramètres du PI [Farkh, 09a]

– Étape 1 : Initialiser Kp = −a0
K et fixer pas à une valeur suffisamment petite,

– Étape 2 : Incrémenter Kp = Kp + pas,
– Étape 3 : Si Kp < 1

K (a1
α
L sin(α) − cos(α)(a0 − α2

L2 )) alors aller à l’étape 4 ;
sinon fin de l’algorithme,

– Étape 4 : Trouver les racines zj de δi(z) ,
– Étape 5 : Calculer les paramètres aj associés au zj précédemment trouvés,
– Étape 6 : Déterminer les limites inférieures et supérieures de Ki comme suit :

0 < Ki < min
j=1,3,5

{aj}
– Étape 7 : Retour à l’étape 2.

Exemple 2.4
Soit un système du deuxième ordre à retard décrit par la fonction de transfert
suivante [Silva, 01c]. Nous nous intéressons à le commander avec un régulateur PI,
il s’agit de déterminer le domaine de stabilité par rapport aux paramètres (Kp,Ki).

G(s) =
5e−3s

s2 + 2s + 5
(2.53)

pour déterminer les valeurs de Kp, nous cherchons α dans [0, π] satisfaisant :

tan(α) = 8α
(51−α2)

⇒ α = 2.685.

En utilisant (2.33) Kp est donné par : −1 < Kp < 0.9116. Il est à remarquer que
cet intervalle est légèrement différent de celui obtenu par [Silva, 01c] qui trouve
−0.8015 < Kp < 0.9186. Cet écart se justifie par la présence de l’action intégrale
considérée dans notre cas, [Silva, 01c] n’envisage quand à lui que l’action proportion-
nelle. La frontière de stabilité du système, tracée dans le plan (Kp,Ki) est présentée
par la figure 2.10.
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Figure 2.10 – Domaine de stabilité du
contrôleur PI de l’Exemple 2.4

La figure 2.11 présente l’évolution de la consigne, de la sortie de certains régula-
teurs PI choisis à partir du domaine de stabilité. Dans cette figure aucune contrainte
sur les performances n’a été envisagée. Nous verrons par la suite ( chapitre 3) une
approche d’optimisation.
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Figure 2.11 – Réponse indicielle en
boucle fermée de l’Exemple 2.4

Dans le paragraphe suivant nous nous intéressons au cas de la commande PID
d’un système du second ordre à retard.

2.6 Commande par régulateur PID pour un système du
second ordre à retard

Dans cette partie nous énonçons un théorème pour la commande PID d’un sys-
tème du second ordre à retard.
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Théorème 2.6 [Farkh, 09b]
Soit un système du second ordre à retard donné par l’equation (2.31) et soit une
commande par régulateur PID donnée par :

C(s) = Kp +
Ki

s
+ Kds (2.54)

Nous admettons que les coefficients vérifient K > 0, L > 0, a0 ≥ 0 et a1 ≥ 0, alors
l’ensemble des contrôleurs PID préservant la stabilité du système (2.31) est défini
par les valeurs admissibles suivantes :

R1 Il est nécessaire et suffisant que Kp vérifie la relation (2.55) :

− a0

K
< Kp <

1
K

(a1
α

L
sin(α)− cos(α)(a0 − α2

L2
)) (2.55)

où α est la solution de l’équation tg(α) = α(2+a1L)
(α2−a1L−a0L2)

dans l’intervalle [0, π].
Pour Kp en dehors de ces bornes, il n’existe pas de contrôleur PID stabilisant.

R2 Une fois Kp choisi dans ces bornes, il faut et il suffit pour stabiliser (2.31) de
choisir Ki et Kd de telle sorte qu’ils appartiennent au domaine défini par :
1- Un triangle 4 délimité par les deux droites d’equations :





Kd= m1Ki + b1

et

Kd= m2Ki + b2

et ceci pour b1 > b3 avec bi = b(zj) = L
Kzj

[
−a1

zj

L cos(zj) + sin(zj)(
z2
j

L2 − a0)
]
,

mi = m(zj) = L2

z2
j

où zj sont les racines réelles positives classées par ordre
croissant de l’équation :

δi(z) = z
L(KKp + cos(z)(a0 − z2

L2 )− a1
z
L sin(z))

2- Un trapèze T délimité par les trois droites d’equations :




Kd= m1Ki + b1

Kd= m2Ki + b2

Kd= m3Ki + b3

et ceci pour b1 < b3 avec les mêmes definitions que précédemment.
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Figure 2.12 – Région de stabilité dans le
plan (Ki, Kd) pour :(a) b1 > b3, (b) b3 > b1
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Démonstration du résultat R1

Remarque :
La relation (2.55) est identique à celle du théorème 2.5 comme nous allons le prouver.
L’équation caractéristique en boucle fermée du système est donnée par :

δ(s) = K(Ki + Kps + Kds
2)e−Ls + (s2 + a1s + a0)s (2.56)

Nous en déduisons le quasi-polynôme δ∗(s) :

δ∗(s) = K(Ki + Kps + Kds
2) + s(s2 + a1s + a0)eLs (2.57)

En substituant s par jω, nous obtenons :

δ∗(jω) = δr(ω) + jδi(ω)

avec :
{

δr(ω) = KKi −KKdω + (ω3 − a0ω) sin(Lω)− a1ω
2 cos(Lω)

δi(ω) = w
[
KKp + (a0 − ω2) cos(Lω)− a1ω sin(Lω)

] (2.58)

Clairement, les paramètres Ki et Kd affectent seulement la partie réelle de δ∗(jω)
tandis que le paramètre Kp affecte la partie imaginaire.

Nous remarquons que la partie imaginaire δi(ω) de l’expression (2.58) est
identique à celle de l’expression (2.37). Il s’en suit la même condition sur Kp, ce
qui fait la même demonstration.

Démonstration du résultat R2

Après la détermination des racines réelles de la partie imaginaire δi(z), nous
passons à l’évaluation de ces racines par la partie réelle δr(z).

δr(z) = KKi −KKd
z2

L2 + sin(z)( z3

L3 − a0
z
L)− a1

z2

L2 cos(z)

= K z2

L2

[
−Kd + Ki

L2

z2 + L
Kz

[
−a1

z
L cos(z) + sin(z)( z2

L2 − a0)
]]

= K z2

L2 [−Kd + m(z)Ki + b(z)]

(2.59)

où : {
m(z) = L2

z2

b(z) = L
Kz

[
−a1

z
L cos(z) + sin(z)( z2

L2 − a0)
] (2.60)

D’après la première condition du théorème 2.1, les racines de δr(z) et de δi(z)
doivent vérifiées la propriété d’entrelacement pour que δ∗(s) soit stable.
Soit zj les racines de la partie imaginaire δi(z), pour z0 = 0 nous avons :

δr(z0) = KKi > 0 (2.61)

Pour zj 6= z0, j = 1, 2, 3... nous obtenons :

δr(zj) = K
z2
j

L2 [−Kd + m(zj)Ki + b(zj)]

= K
z2
j

L2 [−Kd + mjKi + bj ]
(2.62)
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avec : {
m(zj) = mj

b(zj) = bj
(2.63)

L’entrelacement des racines de δr(z) et δi(z) est équivalent à δr(z0) > 0 (puisque
Ki > 0),δr(z1) < 0, δr(z2) > 0...

Nous pouvons se servir de la propriété d’entrelacement et le fait que δi(z) a
seulement des racines réelles pour établir aussi que, δr(z) possède aussi seulement
des racines réelles.

À partir des équations précédentes nous obtenons les inégalités suivantes :




δr(z0) > 0
δr(z1) < 0
δr(z2) > 0
δr(z3) < 0
δr(z4) > 0

...

⇒





Ki > 0
Kd > m1Ki + b1

Kd < m2Ki + b2

Kd > m3Ki + b3

Kd < m4Ki + b4
...

(2.64)

En faisant l’intersection de toute ces régions dans le plan (Ki,Kd), nous obtenons
l’ensemble des paramètres (Ki,Kd) tels que les racines de la partie imaginaire δi(z)
vérifient la propriété d’entrelacement pour une valeur donnée du gain Kp.

Les inégalités données par (2.64) représentent des demi plans dans l’espace de
Ki et Kd. Leurs frontières sont données par des lignes décrites par les équations
suivantes :

Kd = mjKi + bj for j = 1, 2, 3... (2.65)

Nous énonçons maintenant un lemme technique important qui nous permet de
développer un algorithme pour résoudre le problème de stabilisation PID.

Lemme 2.3 [Farkh, 09b]
Pour des valeurs de Kp stabilisant le système (2.31), il vient :





1− bj < bj+2 pour j = 2, 4, 6...

2− bj > bj+2 pour j = 3, 5, 7...

3− mj > mj+2 pour j ≥ 1 et lim
j→∞

mj = 0
(2.66)

Démonstration du Lemme 2.3

D’après l’équation (2.60) nous avons : m(zj) = L2

z2
j
, 0 < zj < zj+2 ⇒ L2

z2
j

> L2

z2
j+2

pour j ≥ 1 alors m(zj) > m(zj+2) et lim
j→∞

m(zj) = 0.

Remarque 1
Comme nous pouvons le voir sur la figure 2.7, les racines impaires de δi(z) c’est-à-
dire les zj pour j = 3, 5, 7... vérifient zj ∈

[
(2j − 3)π

2 , (j − 1)π
]
.
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Par ailleurs, ces racines s’approchent de (2j − 3)π
2 quand j augmente. Ainsi nous

avons : lim
j→∞

cos(zj) = 0 et lim
j→∞

sin(zj) = −1.

D’ailleurs, puisque les fonctions cosinus et sinus sont croissantes sur les intervalles[
(2j − 3)π

2 , (j − 1)π
]
pour j = 3, 5, 7... alors nous obtenons :

{
cos(z3) > cos(z5) > cos(z7) > ...

sin(z3) > sin(z5) > sin(z7) > ...
⇒

{
cos(zj) > cos(zj+2) > 0
sin(zj+2) < sin(zj) < 0

Remarque 2
Comme le montre la figure 2.7, les racines paires de δi(z), c’est-à-dire les zj pour
j = 2, 4, 6... vérifient zj ∈

[
(2j − 3)π

2 , (j − 1)π
]
.

Par ailleurs, ces racines s’approchent de (2j − 3)π
2 quand j augmente. Ainsi nous

avons : lim
j→∞

cos(zj) = 0 et lim
j→∞

sin(zj) = 1.

D’ailleurs, puisque les fonctions cosinus et sinus sont décroissantes sur les intervalles[
(2j − 3)π

2 , (j − 1)π
]
pour j = 2, 4, 6... alors nous obtenons :

{
cos(z2) < cos(z4) < cos(z6) < ...

sin(z2) < sin(z4) < sin(z6) < ...
⇒

{
cos(zj) < cos(zj+2) < 0
0 < sin(zj) < sin(zj+2)

Le signe de b(zj) peut être déduit de manière graphique ; soit un Kp donné à partir
de l’intervalle déterminé par le théorème 2.7. Nous allons tracer la courbe de δi(z)
ainsi que ces racines notées zj , j = 1, 2, 3.... Afin d’analyser les variations de δi(z),
nous traçons aussi les deux composantes −a1

z
L cos(z) et sin(z)( z2

L2 − a0) .
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Figure 2.13 – Courbe de δi(z) (en pointillé), courbe de −a1
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L cos(z) (en vert),

courbe de sin(z)( z2
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Nous nous intéressons aux racines impaires de δi(z), l’image de ces racines par
sin(z)( z2

L2 − a0) est décroissante en amplitude alors qu’elle est croissante pour les

racines paires ; Cependant, comparé au changement de sin(zj)(
z2
j

L2−a0) , la différence
entre les valeurs de −a1

zj+2

L cos(zj+2) et de −a1
zj

L cos(zj) est beaucoup plus petite
pour les valeurs impaires que pour les valeurs paires de j. Ainsi, b(z) possède un

comportement semblable à celui de sin(zj)(
z2
j

L2 − a0).
en effet :

bj+2 − bj = L
Kzj+2

[
−a1

zj+2

L cos(zj+2) + sin(zj+2)(
z2
j+2

L2 − a0)
]

− L
Kzj

[
−a1

zj

L cos(zj) + sin(zj)(
z2
j

L2 − a0)
]

bj+2 − bj = a1
K [cos(zj)− cos(zj+2)]

+ L
K

[
sin(zj+2)

zj+2
(

z2
j+2

L2 − a0)− sin(zj)
zj

(
z2
j

L2 − a0)
]

(2.67)

En utilisant les remarques 1 et 2, nous pouvons affirmer que :

bj > bj+2 et bj → −∞ quand j → +∞ pour les valeurs impaires de j
bj < bj+2 et bj → +∞ quand j → +∞ pour les valeurs paires de j

(2.68)

Pour déterminer les paramètres stabilisant d’un PID pour un système du second
ordre à retard nous proposons l’algorithme suivant :

Algorithme : Détermination des paramètres du PID [Farkh, 09b]

1. Étape 1 : Initialiser Kp = −a0
K et fixer pas à une valeur suffisamment petite,

2. Étape 2 : Incrémenter Kp = Kp + pas,
3. Étape 3 : Si Kp < 1

K (a1
α
L sin(α) − cos(α)(a0 − α2

L2 )) alors aller à l’étape 4 ;
sinon fin d’algorithme,

4. Étape 4 : Trouver la racine zj de δi(z)
5. Étape 5 : Calculer les paramètres bj ,mj associés au zj précédemment trouvé

pour j = 1, 2, 3,
6. Étape 6 : Déterminer la région de stabilité dans le plan (Ki,Kd) en utilisant

le théorème 2.6,
7. Étape 7 : Retourner à l’étape 2.
Exemple 2.5

Nous considérons le système du second ordre à retard caractérisé par les paramètres
suivants : K = L = a1 = 1 et a0 = 2.
On s’interesse à le commander avec un régulateur PID, il s’agit de déterminer le
domaine de stabilité par rapport aux paramètres (Ki, Kd) pour un Kp donné par
l’intervalle (2.55) et ceci en exploitant l’algorithme précédent.

G(s) =
1

s2 + s + 2
e−s (2.69)

La partie imaginaire δi(z) est exprimée par :
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δi(z) = z(Kp + cos(z)(2− z2)− z sin(z)) = 0.

D’après le théorème 2.6, δi(z) ne possède que des racines réelles si et seulement
si : −2 < Kp < 1.58.

Nous fixons le paramètre Kp du contrôleur à 1.3, la partie imaginaire est alors
exprimée par :

z(1.3 + cos(z)(2− z2)− z sin(z)) = 0.

Les racines positives de cette équation sont :z0 = 0, z1 = 1.3608, z2 =
1.8905, z3 = 4.9829, z4 = 7.9619, z5 = 11.0976, z6 = 14.2017....

En utilisant (2.60) et (2.63) les paramètres mj et bj pour j = 1...6 sont exprimés
par :





m1 = 0.54
m2 = 0.2798
m3 = 0.0403
m4 = 0.0158
m5 = 0.0081
m6 = 0.0050

et





b1 = −0.3150
b2 = 1.1047
b3 = −4.6821
b4 = 7.7736
b5 = −10.9628
b6 = 14.0964

(2.70)

L’entrelacement des racines de δr(z) et δi(z) se produit si et seulement si les inégalités
suivantes sont vérifiées :





Ki > 0
Kd > 0.54Ki−0.3150
Kd < 0.2798Ki + 1.1047
Kd > 0.0403Ki−4.6822
Kd < 0.0158Ki + 7.7736
Kd > 0.0081Ki−10.9628
Kd < 0.005Ki + 14.0964

(2.71)

La figure 2.14 présente les frontières de la région de stabilité dans le plan (Ki,Kd)
pour Kp = 1.3.

Dans ce cas, la région de stabilité est définie par seulement deux frontières :



Kd= m1Ki + b1

et

Kd= m2Ki + b2

puisque nous avons les inégalités suivantes :




bj < bj+2 pour j = 2, 4, 6...

bj > bj+2 pour j = 1, 3, 5, 7...

mj < mj+2 pour j ≥ 1
(2.72)

La region de stabilité finale pour tous les Kp est donnée par la figure 2.15.
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Figure 2.14 – Frontières de la région de stabilité (Ki,Kd)
pour Kp = 1.3 correspondant à l’exemple 2.5

Exemple 2.6
Nous considérons un système à retard du second ordre avec les paramètres suivants
K = 2, a0 = 3, a1 = 1, L = 2.
On cherche à le commander avec un régulateur PID, il s’agit de déterminer un
domaine de stabilité dans le plan (Ki,Kd) pour un Kp donné par l’intervalle (2.55).

G(s) =
2

s2 + s + 3
e−2s (2.73)

La partie imaginaire δi(z) est exprimée par :

δi(z) = z
2(2Kp + cos(z)(3− z2

4 )− 0.5z sin(z)) = 0.

D’après le théorème 2.6, δi(z) ne possède que des racines réelles si et seulement si :
−1.5 < Kp < 0.9881.
Nous fixons le paramètre Kp du contrôleur à 0.5, la partie imaginaire est exprimée
par :

δi(z) = z
2(1 + cos(z)(3− z2

4 )− 0.5z sin(z)) = 0.

Les racines positives de cette équation sont : z0 = 0, z1 = 1.6480, z2 =
2.9830,z3 = 5.4560,z4 = 8.077,z5 = 11.22,z6= 14.26,z7= 17.41...

En utilisant (2.60) et (2.63) nous calculons les paramètres mj et bj pour j = 1...7 :




m1 = 1.4728
m2 = 0.4495
m3 = 0.1344
m4 = 0.0613
m5 = 0.0318
m6 = 0.0197
m7 = 0.0132

et





b1 = −1.3656
b2 = 0.4527
b3 = −0.9377
b4 = 1.7176
b5 = −2.5853
b6 = 3.3906
b7 = −4.2097

(2.74)
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pour tous les Kp correspondant à l’exemple 2.5

L’entrelacement des racines de δr(z) et δi(z) se produit si et seulement si les inégalités
suivantes sont vérifiées :





Ki > 0
Kd > 1.4728Ki−1.3656
Kd < 0.4495Ki + 0.4527
Kd> 0.1344Ki−0.9377
Kd< 0.0613Ki+1.7176
Kd> 0.0318Ki−2.5853
Kd< 0.0197Ki+3.3906
Kd> 0.0132Ki−4.2097

(2.75)

La figure 2.16 présente les frontières de la région de stabilité dans le plan (Ki,Kd)
pour Kp = 0.5.

Dans ce cas, la région de stabilité est définie par trois frontières :



Kd= m1Ki + b1

Kd= m2Ki + b2

Kd= m3Ki + b3

puisque les inégalités suivantes sont vérifiées :




bj < bj+2 pour j = 2, 4, 6...

bj > bj+2 pour j = 3, 5, 7...

b1 < b3

mj < mj+2 pour j ≥ 1

(2.76)
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La figure 2.17 présente l’évolution de la consigne, de la sortie et de la commande de
certains régulateurs PID choisis à partir du domaine de stabilité de la figure 2.16.
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Figure 2.17 – Réponse indicielle en boucle fer-
mée de l’exemple 2.6

La region de stabilité finale pour tous les Kp est donnée par la figure 2.18.

Nous notons que la différence entre l’Exemple 2.5 et 2.6 réside dans le change-
ment du signe de (b1− b3) ce qui est expliqué par la localisation de z1 et de z3 dans
des différents intervalles donnés par (2.41).
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2.7 Conclusion

Le problème de la stabilisation des systèmes à retards a attiré beaucoup
d’attention puisqu’ils sont couramment rencontrés en industrie. Dans ce chapitre,
nous avons étudié la commande des systèmes à retard par régulateur PID en
utilisant une extension du théorème de Hermite-Biehler pour les quasi-polynômes.
Nous avons proposé des résultats théoriques importants qui donnent des conditions
nécessaires et suffisantes pour obtenir la stabilité en boucle fermée en utilisant un
tel contrôleur. Les démonstrations font appel à des résultats d’analyse complexe
permettant de qualifier la négativité des racines d’un quasi-polynôme sans les
calculer.

En premier lieu, nous avons rappelé le théorème de Hermite-Biehler pour
l’étude de la stabilité des quasi-polynômes. L’application de ce théorème conduit
à la determination des contrôleurs PI et PID stabilisants pour la commande des
systèmes du premier ordre à retard. Ces résultats ont été obtenus grâce aux travaux
de Silva et al [Silva, 05] en se basant sur des algorithmes à balayage plan ("plane
sweeping algorithm") dans l’espace des paramètres des contrôleurs PI et PID.

En second lieu, nous avons développé deux théorèmes pour la commande des
systèmes du second ordre à retard sur l’entrée. Le premier théorème traite la
commande PI où il s’agit de déterminer l’ensemble des paramètres proportionnel
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et intégral pour obtenir un domaine de stabilité. Cette approche repose sur la
propriété d’entrelacement de la partie réelle et de la partie imaginaire de l’équation
caractéristique du système commandé en boucle fermée. Nous avons réussi à mettre
au point un algorithme pour la synthèse de ce type de régulateurs. Le deuxième
théorème envisage de délimiter l’ensemble des paramètres PID stabilisants pour ce
même type de système où le domaine de stabilité est donné en 3-D dans le plan
(Kp,Ki,Kd). Tout d’abord, nous avons proposé de déterminer l’intervalle des gains
proportionnel, l’ensemble des paramètres intégral et dérivé stabilisants est alors
évalué par la suite. Pour répondre à ce besoin nous avons proposé un algorithme à
balayage plan . Des exemples de simulations ont montré l’intérêt et l’efficacité de
cet algorithme pour la commande PID des systèmes du second ordre à retard.

Le chapitre suivant présente la propriété de stabilité robuste des quasi-polynômes
sujets à des incertitudes bornées. Cette étude conduit à la synthèse des regions de
stabilité robuste des contrôleurs PI et PID pour la commande des systèmes à retards
avec incertitudes paramétriques.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés à la robustesse et aux perfor-
mances de la commande PID des systèmes à retards constants et à incertitudes
paramétriques bornées. Il est alors important de considérer dans cette introduction
l’état de l’art, d’une part, de l’étude de stabilité des systèmes incertains avec et
sans retards et, d’autre part, de rappeler quelques résultats sur la commande des
systèmes incertains.

La robustesse a toujours été considérée comme étant une question clé dans l’ana-
lyse et la commande des systèmes. Un système est dit robuste s’il garantit un cer-
tain degré de stabilité ou de performance en présence de perturbations et/ ou de
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variations des paramètres. Afin de décrire de telles perturbations, différents modèles
d’incertitudes ont été adoptés conduisant à différents axes de recherches.

À la fin des années 70, l’intérêt à la robustesse a mené au développement d’une
théorie complète pour la commande des systèmes sujets à des perturbations non
structurées. Ces perturbations représentent l’effet des dynamiques non modélisées,
des non linéarités négligées, des erreurs dues à la linéarisation, des erreurs de tronca-
ture etc...[Vidyasagar, 85]. Pour ce type d’incertitude, la stabilité en boucle fermée
de ces systèmes perturbés a été abordé par le théorème des petits gains.

Un autre axe de recherche concerne la robustesse en présence d’incertitudes
paramétriques. Il s’agit du cas des modèles à paramètres inconnus mais bornés.

Pendant plusieurs années, le problème de la stabilité paramétrique robuste (no-
tamment, garantissant la stabilité des systèmes avec incertitudes paramétriques) a
été considéré comme très difficile à aborder, jusqu’à l’apparition des résultats du
théoricien russe V. Kharitonov [Kharitonov, 78].

Le théorème de Kharitonov est connu par sa simplicité de formulation et son
énorme contribution au développement de la théorie de la commande robuste. Ce
théorème montre que pour un polynôme donné dont les coefficients constantes se
trouvent dans des intervalles connus, appelé aussi polynôme intervalle [Arzelier,
2006], il suffit seulement de vérifier la stabilité de quatre polynômes extrêmes pour
garantir la stabilité de la famille entière.

Stimulés par le théorème de Kharitonov, les automaticiens ont cherché des ex-
tensions à des familles plus larges de polynômes. En particulier, dans le cas de la
présence des dépendances linéaires entre les coefficients du polynôme, et celui de
l’analyse de robustesse pour des familles polytopiques de polynômes. Cependant le
théorème de Kharitonov souffre d’un problème de conservatisme et se limite aux
paramètres constants. En effet, il suppose que les coefficients du polynôme caracté-
ristique sont indépendants ce qui n’est pas vrai dans la plupart des cas.

Il y a deux manières pour traiter le cas des paramètres interdépendants. La pre-
mière utilise le théorème des arêtes (the Edge Theorem) [Bartlett, 88] et la seconde
exploite le théorème de Kharitonov généralisé.

Le théorème des arêtes montre que la stabilité d’un polytope de polynômes peut
être garantie par la stabilité de ses polynômes associés aux arêtes. Le problème avec
cette approche est de vérifier la stabilité sur un grand nombre de polynômes.

L’autre approche est le théorème de Kharitonov généralisé (TKG), présenté dans
[Bhattacharyya, 95]. Le TKG, comme nous allons le montrer par la suite, considère
une structure particulière de l’équation caractéristique où apparaissent des poly-
nômes à coefficients constants avec d’autres à coefficients incertains. L’étude de la
stabilité revient dans ce cas à considérer les segments (arêtes) de Kharitonov de la
deuxième famille.

La stabilité robuste des systèmes à retards a également intéressé beaucoup de
chercheurs. Dans [Kharitonov, 79], l’auteur a analysé la stabilité robuste d’une fa-
mille incertaine de quasi-polynômes en se basant sur le théorème de Pontryagin.
Dans [Fu, 89], le théorème des arêtes, obtenu dans [Bartlett, 88], a été étendu à
des systèmes à retards ; les auteurs ont prouvé que pour un polytope produit par
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la combinaison convexe d’un certain nombre de quasi-polynômes, tous les zéros de
cette famille de polytopes des quasi-polynômes se trouvent dans la partie gauche
du plan si et seulement si tous les zéros des quasi-polynômes associés aux arêtes
du polytope sont contenus dans la moitié gauche du plan complexe. Kharitonov a
montré que la stabilité d’un intervalle quasi-polynomial (quasi-polynôme dont les
coefficients se trouvent dans des intervalles connus [Richard, 01]) 1 se réduit à la
stabilité d’un ensemble fini de quasi-polynômes [Kharitonov, 94 ; Gu, 03].

La commande des systèmes avec incertitudes paramétriques bornées a été consi-
dérée par plusieurs auteurs. Barmish et al [Barmish, 00] montrent qu’un contrôleur
du premier ordre généralisé stabilise un système intervalle (système dont les coef-
ficients des polynômes de sa fonction de transfert sont définis par des intervalles)
si et seulement s’il stabilise simultanément une famille de seize systèmes de Kha-
ritonov. Huang et al [Huang, 98] utilisent le plan des paramètres basés sur une
méthode de test de marge de phase et de gain et le théorème de Kharitonov pour
obtenir un contrôleur PID qui stabilise un système intervalle. Dans [Tan, 06], une
méthode basée sur les frontières de stabilité est employée pour trouver la région sta-
bilisante des paramètres d’un régulateur PI pour la commande d’un système avec
des paramètres incertains. Patre et al [Patre, 07] proposent une méthodologie de
deux-degrés-de-liberté garantissant la stabilité robuste et des performances pour un
système intervalle. Basée sur une modélisation dans le domaine temporel, et en uti-
lisant la méthode de Kronecker, la détermination de tous les contrôleurs PI et PID
stabilisants pour un système incertain a été présentée dans [Fang, 93]. Dans [Ho,
98], le théorème de Hermite-Biehler a été employé pour la détermination des régula-
teurs P/PI/PID pour la stabilisation d’un système intervalle. Nous remarquons que
les méthodes précédentes sont seulement appliquées à la synthèse d’un contrôleur
robuste stabilisant pour un système intervalle sans retard.

Motivé par le théorème de Kharitonov généralisé, nous proposons d’étudier la
commande par PID qui stabilise système à retard ayant des paramètres inconnus
constantes et bornés.

3.2 Théorème de Kharitonov généralisé

Avant de présenter le théorème de Kharitonov généralisé qui est exploité par la
suite, il est nécessaire de présenter quelques definitions et notations.

3.2.1 Théorème de Kharitonov généralisé pour les polynômes

Soit un polynôme de la forme :

δ(s) = F1(s)P1(s) + F2(s)P2(s) + ... + Fm(s)Pm(s) (3.1)

On considère les m-uplets de polynômes suivants :

1. appellation introduite par V. Kharitonov dans [Richard, 01] page 209
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F− (s) = (F1(s), F2(s), ..., Fm(s))

P− (s) = (P1(s), P2(s), ..., Pm(s))
(3.2)

On introduit la notion suivante :

< F− (s), P− (s) >= F1(s)P1(s) + F2(s)P2(s) + ... + Fm(s)Pm(s) (3.3)

On dit que F− (s) stabilise P− (s) si δ(s) =< F− (s), P− (s) > est stable.
Pour ce qui suit, les Fi(s) sont des polynômes réels à coefficients fixes alors que les
Pi(s) sont des polynômes réels dont les coefficients sont indépendants et compris
dans des intervalles donnés.

Soit un polynôme Pi(s) donné par la forme suivante :

Pi(s) = pi,0 + pi,1s + ... + pi,d◦(Pi)s
d◦(Pi)

Chaque Pi(s) appartient à la famille de polynômes intervalles Pi(s) où les coef-
ficients pi,j appartiennent aux intervalles pi,j ∈ [αi,j , βi,j ] avec i ∈ [1, 2, ..., m] et
j = 0, 1, ...,d◦(Pi).

Soit la famille de m-uplet de polynômes intervalles :

P(s) = P1(s)×P2(s)× ...×Pm(s)

On s’interesse par la suite à l’étude de la stabilité de la familles des polynômes
définis par :

∆(s) =
{

< F− (s), P− (s) >: P− (s) ∈ P(s)
}

= F1(s)P1(s) + F1(s)P2(s) + ... + Fm(s)Pm(s)
(3.4)

∆(s) est stable si chaque polynôme dans ∆(s) est stable, ceci est équivalent à F− (s)

stabilise chaque P− (s) ∈ P(s).

La solution proposée par [Chapellat, 89 ; Bhattacharyya, 95] est de construire
un ensemble extrémal de segments polynômiaux ∆E(s) ⊂ ∆(s) tel que sa stabilité
implique celle de ∆(s).

On considère la famille Pi(s) de polynômes intervalles réels, les quatres poly-
nômes de Kharitonov associé à Pi(s) sont :

K1
i (s) = p

i,0
+ p

i,1
s1 + pi,2s

2 + pi,3s
3 + ...

K2
i (s) = p

i,0
+ pi,1s

1 + pi,2s
2 + p

i,3
s3 + ...

K3
i (s) = pi,0 + p

i,1
s1 + p

i,2
s2 + pi,3s

3 + ...

K4
i (s) = pi,0 + pi,1s

1 + p
i,2

s2 + p
i,3

s3 + ...

(3.5)
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On note par Ki(s) l’ensemble des polynômes de Kharitonov.

Ki(s) =
{
K1

i (s),K2
i (s),K3

i (s),K4
i (s)

}
(3.6)

Pour chaque Pi(s) on introduit les quatres segments, qui joignent des paires de
polynômes de Kharitonov, définies par :

Si(s) =
{[

K1
i (s),K2

i (s)
]
,
[
K1

i (s), K3
i (s)

]
,
[
K2

i (s),K4
i (s)

]
,
[
K3

i (s),K4
i (s)

]}
(3.7)

Ces quatres segments sont appelés les segments de Kharitonov. Le segment
[
K1

l ,K2
l

]
est défini par toutes les combinaisons convexes de la forme λK1

l + (1 − λ)K2
l où

λ ∈ [0, 1].

Pour l ∈ {1, ..., m}, on définit l’ensemble :

Pl
E(s) = K1(s)× ...×Kl−1(s)× Sl(s)×Kl+1(s)× ...×Km(s) (3.8)

Un élément typique de Pl
E(s) est :

(
Kj1

i (s),Kj2
2 (s), ...,Kjl−1

l−1 (s), (1− λ)K1
l (s) + K2

l (s),Kjl+1

l+1 (s), ...,Kjm
m (s)

)
(3.9)

On introduit la famille de polynômes ∆l
E(s) correspondant à Pl

E(s) :

∆l
E(s) =

{
< F− (s), P− (s) >: P− (s) ∈ Pl

E(s)
}

(3.10)

L’ensemble ∆l
E(s) peut être décrit aussi par :

∆l
E(s) = F1(s)K1(s)+...+Fl−1(s)Kl−1(s)+Fl(s)Sl(s)+Fl+1(s)Kl+1(s)+...+Fm(s)Km(s)

(3.11)
Un élément typique de ∆l

E(s) est donné par :

F1(s)K
j1
i (s), F2(s)K

j2
2 (s), ..., Fl−1(s)K

jl−1

l−1 (s),

Fl(s)
[
(1− λ)K1

l (s) + K2
l (s)

]
, Fl+1(s)K

jl+1

l+1 (s), ..., Fm(s)Kjm
m (s)

(3.12)

avec λ ∈ [0, 1].

Soit PE(s) le sous ensemble extrémal (the extremal subset) de P(s) définit par :

PE(s) = ∪m
l=1P

l
E(s) (3.13)

L’ensemble PE(s) contient m4m éléments. On lui associe l’ensemble ∆E(s) suivant
appelé les segments polynômiaux généralisés de Kharitonov (generalized Kharitonov
segment polynomials)

∆E(s) = ∪m
l=1∆

l
E(s) =

{
< F− (s), P− (s) >: P− (s) ∈ PE(s)

}
(3.14)
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L’ensemble de m-uplet de polynômes de Kharitonov est exprimé par :

PK(s) = K1(s)×K2(s)× ...×Km(s) (3.15)

L’ensemble de famille de polynômes extrémaux de Kharitonov (Kharitonov vertex
polynomials) associé à PK(s) est donné par :

∆K(s) =
{

< F− (s), P− (s) >: P− (s) ∈ PK(s)
}

(3.16)

PK(s) contient 4m élément. Un élément typique de ∆K(s) est :

F1(s)K
j1
i (s) + F2(s)K

j2
2 (s) + ... + Fm(s)Kjm

m (s) (3.17)

Le théorème de Kharitonov généralisé est énoncé par la suite [Chapellat, 89 ;
Bhattacharyya, 95, 09 ; Keel, 94 ; Silva, 05].

Théorème 3.1 (Théorème de Kharitonov généralisé) Soit un m-uplet de poly-
nômes réels (F1(s), F2(s), ..., Fm(s))

1. F− (s) stabilise la famille entière de m-uplet P(s) si et seulement si F− (s)

stabilise chaque m-uplet segment de PE(s). Autrement dit ∆(s) est stable
si et seulement si ∆E(s) est stable.

2. Si les polynômes Fi(s) sont de la forme sti(ais + bi)Ui(s)Qi(s) où ti ≥ 0
est un entier arbitraire, ai et bi sont des réels, Ui(s) est un polynôme anti-
Hurwitz et Qi(s) est un polynôme pair ou impaire alors il suffit que F− (s)

stabilise un ensemble fini de m-uplet PK(s). Autrement dit l’ensemble
∆K(s) est stable.

3. La stabilité de PK(s) n’est pas suffisante pour confirmer la stabilité de
P(s) si les polynômes Fi(s) ne satisferont pas la condition 2.

Exemple 3.1
Soit un système incertain

G(s) = P1(s)
P2(s) = s3+αs2−2s+β

s4+2s3−s2+γs+1

avec α, β et γ des constantes vérifiant α ∈ [−1, 2] , β ∈ [0.5, 1] et γ ∈ [0, 1].

Soient P1(s) et P2(s) les polynômes intervalles associés respectivement aux
polynômes P1(s) et P2(s).

Soit C(s) un contrôleur de forme :

C(s) = F1(s)
F2(s)

Pour déterminer si C(s) stabilise la famille G(s) on doit verifier la stabilité de
la famille de polynômes caractéristiques définie par :
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∆(s) = F1(s)P1(s) + F2(s)P2(s)

= F1(s)(s3 + αs2 − 2s + β) + F2(s)(s4 + 2s3 − s2 + γs + 1)

On procède par construire les segments généralisés de Kharitonov tout en com-
mençant par la détermination des polynômes de Kharitonov associés à chacun des
polynômes P1(s) et P2(s).
Pour P1(s) on trouve les 2 polynômes extrémaux suivant :

K1
1 = K2

1 = 0.5− 2s− s2 + s3

K3
1 = K3

1 = 1− 2s− 2s2 + s3

Pour P2(s) on trouve aussi 2 polynômes extrémaux donnés par :

K1
2 = K3

2 = 1− s2 + 2s3 + s4

K2
2 = K4

1 = 1 + s− s2 + 2s3 + s4

L’ensemble P1
E(s) est formé par les segments polynômiaux suivants :

P 1
E(s) =





λK l
1(s) + (1− λ)Kk

1 (s)
Kh

2 (s)

λ ∈ [0, 1] ; h = 1, 2, 3, 4;

[l, k] = [1, 2] , [1, 3] , [2, 4] , [3, 4]





=





1
K1

2

,
1

K2
2

λK1
1 + (1− λ)K3

1

K1
2

,
λK1

1 + (1− λ)K3
1

K2
2

λK2
1 + (1− λ)K4

1

K1
2

,
λK2

1 + (1− λ)K4
1

K2
2





L’ensemble P2
E(s) est formé par :

P 2
E(s) =





Kh
1 (s)

λK l
2(s) + (1− λ)Kk

2 (s)

λ ∈ [0, 1] ;h = 1, 2, 3, 4;

[l, k] = [1, 2] , [1, 3] , [2, 4] , [3, 4]





=





K1
1 ,K3

1 ,

K1
1

λK1
2 + (1− λ)K2

2

,
K3

1

λK1
2 + (1− λ)K2

2

,

K1
1

λK3
2 + (1− λ)K4

2

,
K3

1

λK3
2 + (1− λ)K4

2





alors le sous ensemble extrémal PE(s) est formé par :

PE(s) = ∪2
l=1P

l
E(s)
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La stabilité robuste de ∆(s) peut être vérifiée par la stabilité de ∆E(s). Un
exemple de polynôme segment de ∆E(s) est :

F1(λK1
1 + (1− λ)K3

1 ) + F2K
1
2

= F1(s)
[
0.5(1 + λ)− 2s− (1 + λ)s2 + s3

]
+ F2(s)

[
1− s2 + 2s3 + s4

]

On peut dire que le contrôleur stabilise toute la famille P(s) s’il stabilise touts
les systèmes extrémaux (extremal plants) de PE(s).

3.2.2 Théorème de Kharitonov généralisé pour les quasi-
polynômes

Le théorème de Kharitonov généralisé a été étendu pour les polynômes complexes
et les quasi-polynômes.

On considère la famille de quasi-polynômes suivante :

∆(s) = F1(s)P1(s) + F1(s)P2(s) + ... + Fm(s)Pm(s) (3.18)

où les Pi(s) sont des polynômes intervalles réels et soit F− (s) un m-uplet de quasi-
polynômes complexes.

F− (s) = (F1(s), F2(s), ..., Fm(s))

Chaque Fi(s), i = 1, 2, ..., m est de la forme :

Fi(s) = F 0
i (s) + F 1

i (s)e−sL1
i + F 2

i (s)e−sL2
i + ... (3.19)

où les Lj
i sont des réels positifs et les F j

i (s) sont des polynômes complexes vérifiants :

deg
[
F 0

i (s)
]

> deg
[
F j

i (s)
]
, j 6= 0 (3.20)

On suppose que tous les polynômes dans la famille suivante sont de même degré.

∆(s) = F 0
1 (s)P1(s) + F 0

2 (s)P2(s) + ... + F 0
m(s)Pm(s) (3.21)

Le théorème 3.2 représente une extension du théorème de Kharitonov généralisé
pour les quasi-polynômes.

Théorème 3.2 [Bhattacharyya, 95]

Soit un m-uplet de quasi-polynômes complexes (F1(s), F2(s), ..., Fm(s)) satisfai-
sant la condition précédente (3.20) et soient Pi(s), i = 1, 2, ..., m des polynômes
intervalles réels satisfaisant la condition (3.21), alors F− (s) stabilise la famille en-
tière de m-uplets P(s) si et seulement si F− (s) stabilise chaque m-uplet segment
de PE(s). Autrement dit ∆(s) est stable si et seulement si ∆E(s) est stable.
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Le cas des polynômes complexes peut être déduit en prenant les F j
i (s) = 0 pour

i = 1, .., m et j 6= 0.
Dans la suite, nous exploiterons le théorème 3.2 pour la synthèse des contrô-

leurs robustes pour des systèmes à retards sujets à perturbations paramétriques
constantes.

Nous considérons la commande en boucle fermée par un contrôleur C(s) = nc(s)
dc(s)

d’un système intervalle à retard donné par la fonction de transfert ci-dessous :

G(s) =
n(s)
d(s)

e−Ls (3.22)

où n(s), d(s) sont les polynômes intervalles. L représente un retard constant connu.
L’equation caractéristique en boucle fermée est donnée par l’expression suivante :

∆(s) = n(s)e−Lsnc(s) + d(s)dc(s)

= n(s)nc(s)e−Ls + d(s)dc(s)
(3.23)

De point de vue mathématique, la localisation exacte du retard dans l’équation ca-
ractéristique (3.23) n’a pas importance puisque le terme e−Ls peut être attribuer à
n(s) où à nc(s). Si ce retard "e−Ls" passe du système au contrôleur alors on ob-
tient une équation caractéristique identique à celle (3.23). Le schéma de commande
consiste alors à utiliser un contrôleur retardé et un système G(s) considéré comme
un système intervalle sans retard.

G(s) =
n(s)
d(s)

C(s) =
nc(s)
dc(s)

e−Ls

Selon le théorème 3.2, ∆(s) est stable si et seulement si le 2-uplet de quasi-
polynômes C(s) = (nc(s)e−Ls, dc(s)) stabilise la famille entière (n(s),d(s)). Par
conséquent, nous pouvons déterminer tous les régulateurs stabilisants pour un
système intervalle avec retard.

3.3 Commande PID robuste des systèmes incertains à
retards

3.3.1 Synthèse d’un régulateur PI robuste

Nous considérons la synthèse d’un régulateur PI robuste qui stabilise un système
intervalle à retard G(s) = n(s)

d(s)e
−Ls.

Pour obtenir tous les gains du contrôleur PI qui stabilisent G(s) en utili-
sant le TKG pour les quasi-polynômes, nous prenons la nouvelle fonction
de transfert G(s) comme : G(s) = n(s)

d(s) et le nouveau contrôleur retardé :
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C(s) = nc(s)
dc(s)

e−Ls = (Kp + Ki
s )e−Ls.

La famille des quasi-polynômes caractéristiques en boucle fermée ∆(s,Kp,Ki)
devient :

∆(s,Kp,Ki) = n(s)nc(s)e−Ls + d(s)dc(s) (3.24)

Le problème réside dans la détermination de tous les gains de Kp et de Ki pour
lesquels la famille entière des quasi-polynômes caractéristiques en boucle fermée est
stable.

Soit Ki
1(s), i = 1, 2, 3, 4 et Ki

2(s), i = 1, 2, 3, 4 les polynômes de Kharitonov
correspondant respectivement à n(s) et d(s).

Soit GE(s, λ) la famille de 32 systèmes segments (plant segment) qui est formée
par l’ensemble suivant :

GE(s, λ) =





Glkh(s, λ)/

Glkh(s, λ) =
λK l

1(s) + (1− λ)Kk
1 (s)

Kh
2 (s)

∪

Glkh(s, λ) =
Kh

1 (s)
λK l

2(s) + (1− λ)Kk
2 (s)

,

λ ∈ [0, 1] , [l, k] = [1, 2] , [1, 3] , [2, 4] , [3, 4] ,

h = 1, 2, 3, 4





(3.25)

Le quasi-polynôme caractéristique en boucle fermée pour chacun de ces 32 sys-
tèmes segments Glkh(s, λ) est noté par δlkh(s,Kp,Ki, λ) et défini par :

δlkh(s,Kp,Ki, λ) = sDen(Glkh(s, λ)) + (Ki + Kps)e−LsNum(Glkh(s, λ)) (3.26)

où : 



Num(Glkh(s, λ)) = λK l
1(s) + (1− λ)Kk

1 (s) ∪ Kh
1 (s)

Den(Glkh(s, λ)) = Kh
2 (s) ∪ λK l

2(s) + (1− λ)Kk
2 (s)

λ ∈ [0, 1] , [l, k] = [1, 2] , [1, 3] , [2, 4] , [3, 4] , h = 1, 2, 3, 4

(3.27)

Nous énonçons le lemme suivant sur la stabilisation d’un système intervalle du
premier ordre à retard par un contrôleur PI.

Lemme 3.1
Soit G(s) un système intervalle à retard constant, toute la famille G(s) est
stabilisable par un contrôleur PI si et seulement si chaque Glkh(s, λ) ∈ GE(s, λ)
est stabilisable par le même contrôleur PI.
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Démonstration
En utilisant le théorème 3.2, toute la famille ∆(s,Kp,Ki) est stable si et seulement
si les δlkh(s,Kp, Ki, λ) sont tous stables. Ainsi, la famille entière G(s) est stabilisable
par un contrôleur PI si et seulement si chaque élément Glkh(s, λ) est stabilisable
simultanément par le même contrôleur PI.

3.3.2 Synthèse d’un régulateur PID robuste

Dans cette partie, on considère le problème de la détermination des contrôleurs
PID qui stabilisent un système intervalle à retard G(s) = n(s)

d(s)e
−Ls.

Le contrôleur est donné par : C(s) = (Kp + Ki
s + Kds).

Pour obtenir tous les gains PID, qui stabilisent G(s) en utilisant le TKG pour
les quasi-polynômes, on considère la fonction de transfert G(s) = n(s)

d(s) et le ré-

gulateur retardé C(s) qui est exprimé par : C(s) = nc(s)
dc(s)

e−Ls = (Kp+ Ki
s +Kds)e−Ls.

La famille des quasi-polynômes caractéristique en boucle fermée ∆(s,Kp,Ki,Kd)
devient :

∆(s,Kp,Ki,Kd) = n(s)nc(s)e−Ls + d(s)dc(s) (3.28)

Le problème de la caractérisation de tous les contrôleurs PID stabilisants réside
dans la détermination de toutes les valeurs de Kp, Ki et Kd pour lesquelles la
famille entière des quasi-polynômes caractéristiques en boucle fermée est stable.

Le quasi-polynôme caractéristique en boucle fermée pour chacun de ces 32 sys-
tèmes segments Glkh(s, λ) est noté par δlkh(s,Kp,Ki,Kd, λ) et il est défini par :

δlkh(s, λ) = sDen(Gij(s, λ)) + (Ki + Kps + Kds
2)e−LsNum(Gij(s, λ)) (3.29)

où : 



Num(Glkh(s, λ)) = λK l
1(s) + (1− λ)Kk

1 (s) ∪ Kh
1 (s)

Den(Glkh(s, λ)) = Kh
2 (s) ∪ λK l

2(s) + (1− λ)Kk
2 (s)

λ ∈ [0, 1] , [l, k] = [1, 2] , [1, 3] , [2, 4] , [3, 4] , h = 1, 2, 3, 4

(3.30)

Nous énonçons le Lemme 3.2 sur la stabilisation d’un système intervalle à retard
constant par un contrôleur PID.

Lemme 3.2
Soit G(s) un système intervalle à retard constant, toute la famille G(s) est sta-
bilisable par un contrôleur PID si et seulement si chaque Glkh(s, λ) ∈ GE(s, λ)
est stabilisable par le même contrôleur PID.

Démonstration
En utilisant le théorème 3.2, toute la famille ∆(s,Kp,Ki,Kd) est stable si et
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seulement si les δlkh(s,Kp,Ki,Kd, λ) sont tous stables. Ainsi, la famille entière G(s)
est stabilisable par un contrôleur PID si et seulement si chaque élément Glkh(s, λ)
est stabilisable simultanément par le même contrôleur PID.

3.4 Application à la commande robuste des systèmes in-
certains à retards du premier et du second ordre

Dans cette section, nous allons appliquer les lemmes 3.1 et 3.2 précédents à la
synthèse des régulateurs PI et PID pour des systèmes à retards constants du premier
et du second ordre avec incertitudes bornées .

3.4.1 Commande robuste des systèmes du premier ordre à retard

Pour obtenir une caractérisation de tous les contrôleurs PI et PID qui stabilisent
un système incertain du premier ordre et à retard fixe G(s), les résultats développés
dans [Silva, 00, 01,01b, 02 05] seront utilisés et appliqués pour chaque Glkh(s, λ)
appartenant à GE(s).

Exemple 3.2 [Farkh, 09d]

Considérons un système intervalle G(s) = K
1+Tse

−Ls où le retard est connu et
fixé à L = 4s.
On admet que les paramètres K et T sont inconnus et se trouvent dans les intervalles
suivants 1.2 < K < 1.7 et 1.7 < T < 2.2.

Les polynômes de Kharitonov qui correspondent à n(s) et à d(s)(s) sont donnés
comme suit :

{
K

1

1(s) = K
2

1(s) = K = 1.2
K3

1 (s) = K4
1 (s) = K = 1.7{

K
1

2(s) = K
3

2(s) = 1 + Ts = 1 + 1.7s

K
2

2(s) = K4
2 (s) = 1 + Ts = 1 + 2.2s

(3.31)

En utilisant (3.25), La famille totale de GE est exprimée par :

GE(s, λ) =





1
1 + Ts

,
1 + λ(K −K)

1 + Ts
,

1
1 + Ts

,
1 + λ(K −K)

1 + Ts

∪
K

1 + Ts
,

K

1 + Ts
,

K

1 + Ts
,

K

1 + Ts
,

K

1 + s(T + λ(T − T ))
,

K

1 + s(T + λ(T − T ))

λ ∈ [0, 1]





(3.32)
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GE(s, λ) =





g1 =
1

1 + 1.7s
, g2 =

1 + 0.5λ

1 + 1.7s
, g3 =

1
1 + 2.2s

,

g4 =
1 + 0.5λ

1 + 2.2s

∪
g5 =

1.2
1 + 1.7s

, g6 =
1.7

1 + 1.7s
, g7 =

1.2
1 + 2.2s

,

g8 =
1.7

1 + 2.2s
,

g9 =
1.2

1 + s(1.7 + 0.5λ)
, g10 =

1.7
1 + s(1.7 + 0.5λ)

λ ∈ [0, 1]





(3.33)

On remarque que chacun des systèmes g2, g4, g9 et g10 possède une infinité de
fonctions de transfert due à leur dépendance au paramètre λ qui varie dans [0, 1].
Par balayage de λ dans l’intervalle [0, 1] avec un pas de 0.1, on obtient tous les gains
stabilisants dans le plan (Kp,Ki) pour la fonction de transfert g2 comme le montre
la figure suivante.

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Kp

K
i

g
2

λ=0

λ=1

Figure 3.1 – Région de stabilité
dans le plan (Kp,Ki) pour g2

Pour réduire la complexité de ce problème, on fixe la variable λ à 0, 0.2, 05, 0.7
et 1 comme différentes valeurs dans l’intervalle [0, 1].
On définit alors les fonctions gnp = gn(s, λp) où λp ∈ {0, 0.2, 0.5, 0.7, 1} pour n =
1, .., 10 et p = 1, .., 5 . On obtient alors :





gn1 = gn(s, λ = 0)
gn2 = gn(s, λ = 0.2)
gn3 = gn(s, λ = 0.5)
gn4 = gn(s, λ = 0.7)
gn5 = gn(s, λ = 1)

(3.34)
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La figure 3.2 présente les valeurs (Kp,Ki) stabilisantes pour la famille G(s)
entière en invoquant l’algorithme présenté dans [Silva, 00, 01a] et en l’appliquant à
chaque fonction de transfert appartenant à GE(s).
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Figure 3.2 – Région de stabilité
dans le plan (Kp,Ki) pour G(s)

L’intersection de ces régions de stabilité présente une zone superposée des
frontières qui constitue l’ensemble entier des contrôleurs qui stabilisent toute la
famille G(s).

La figure 3.3 présente un zoom de la figure 3.2 où la partie hachée présente la
région finale de stabilité.
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La figure 3.3 montre que la région de stabilité finale de G(s) est limitée par des
parties de celles obtenues en appliquant la procédure décrit en [Silva, 00, 01a] aux
fonctions de transferts g6 et g8.

On fixe les paramètres du régulateur PI à Kp = 0.5 et Ki = 0.15 afin d’illustrer
que la zone de stabilité obtenue par ce contrôleur peut efficacement commander le
système incertain. La figure 3.4 montre les réponses indicielles de quelques systèmes
en boucle fermée.
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Figure 3.4 – Réponses indicielles du système intervalle à
retard (Kp = 0.5, Ki = 0.15 )

Dans cet exemple ainsi que les exemples suivants ( exemple 3.3 et 3.4) aucune
contrainte sur les performances n’a été envisagée. Nous verrons dans la dernière
section de ce chapitre une approche d’optimisation par les algorithmes génétiques.

Exemple 3.3 [Farkh, 09d]
Nous illustrons le cas de la stabilisation PID pour le même système à retard
donné par l’exemple 3.2. Pour calculer tous les gains stabilisants du PID, nous
déterminons d’abord tous les gains Kp qui stabilisent GE(s).

On note par Kp(gnp) pour n = 1, ..., 10, p = 1, .., 5 l’ensemble des gains Kp qui
correspondent à chaque gnp ∈ GE(s). On trouve les ensembles suivants :

Kp(g1) = [−0.952, 1.415] ; Kp(g21) = [−0.866, 1.286] ;Kp(g22) = [−0.762, 1.132] ;
Kp(g23) = [−0.762, 1.132] ;Kp(g24) = [−0.705, 1.048] ;Kp(g25) = [−0.635, 0.933] ;
Kp(g31) = [−0.949, 1.591] ; Kp(g32) = [−0.862, 1.446] ; Kp(g33) = [−0.759, 1.273] ;



86
Chapitre 3. Robustesse et Performances de la Commande PID des

Systèmes à Retards

Kp(g34) = [−0.703, 1.787] ; Kp(g35) = [−0.632, 1.06] ; Kp(g41) = Kp(g3);
Kp(g42) = [−0.909, 1.446] ; Kp(g43) = [−0.8, 1.273] ;Kp(g44) = [−0.740, 1.178] ;
Kp(g45) = [−0.666, 1.06] ; Kp(g5) = [−0.793, 1.179] ;Kp(g6) = [−0.56, 0.832] ;
Kp(g7) = [−0.791, 1.326]Kp(g8) = [−0.558, 0.936] ;Kp(g92) = [−0.793, 1.208] ,
Kp(g93) = [−0.792, 1.251] ; Kp(g94) = [−0.791, 1.281] ;Kp(g95) = Kp(g7);
Kp(g101) = Kp(g6);Kp(g102) = [−0.56, 0.852] ;Kp(g103) = [−0.559, 0.883] ;
Kp(g104) = [−0.559, 0.904] ;Kp(g104) = Kp(g8)

Par conséquent l’ensemble final des gains Kp qui stabilisent toute la famille
entière G(s) est donné par :

Kp(GE(s, λ)) = ∩Kp(gnp), n = 1, ..., 10, p = 1..5.

= [−0.5583, 0.8324]

Pour un Kp fixé à 0.6, on obtient les gains stabilisants dans le plan (Ki,Kd) pour
GE(s) en appliquant l’algorithme développé en [Silva, 01b] à chaque gnp (Glkh(s))
appartenant à GE(s). La figure 3.5 présente ces régions de stabilité dans le plan
(Ki,Kd).
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Figure 3.5 – Région de stabilité
dans le plan (Ki,Kd) pour Kp = 0.6.

La figure 3.5 illustre la région de stabilité finale dans le plan (Ki,Kd) obtenue
en appliquant l’algorithme décrit en [Silva, 01b, 02, 05] à GE(s). L’intersection de
ces régions de stabilité constituent toutes les valeurs (Ki,Kd) qui stabilisent toute
la famille entière G(s) pour Kp = 0.6. La figure 3.6 présente un zoom de la figure
3.5 où la région de stabilité finale est obtenue par la fonctions de transfert g6.

La figure 3.7 présente les réponses indicielles de certains systèmes en boucle
fermée appartenant à GE(s).

Il est évident que le PID considéré stabilise tous les systèmes segments avec
retard qui garantissent la stabilité de toute la famille entière G(s). Finalement, en
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Figure 3.6 – Région de stabilité finale
dans le plan (Ki,Kd) pour Kp = 0.6.

faisant un balayage de Kp ∈ [−0.5583, 0.8324] et en répétant la procédure précédente
on obtient tous les gains stabilisants (Kp, Ki, Kd).

3.4.2 Commande robuste des systèmes du second ordre à retard

Afin de déterminer une caractérisation de tous les contrôleurs PI et PID qui
stabilisent un système incertain du second ordre et à retard fixe, les algorithmes
développés dans [Farkh, 09a, 09b] seront appliqués à chaque Glkh(s, λ) appartenant
à GE(s) pour obtenir des régions de stabilité dans le plan (Kp, Ki, Kd).

Exemple 3.4 [Farkh, 09c]
Considérant un système intervalle G(s) = Ke−Ls

a0+a1s+s2 où le retard est connu et fixé
à L = 2s. On admet que les paramètres a0, a1 et K sont inconnus et se trouvent
dans les intervalles suivants 2 < K < 3, 1.5 < a1 < 2.5 et 4 < a0 < 6.

Les polynômes de Kharitonov qui correspondent à n(s) et d(s) sont donnés
comme suit :

{
K

1

1(s) = K2
1 (s) = 2

K
3

1(s) = K4
1 (s) = 3




K
1

2(s) = 4 + 1.5s + s2

K
2

2(s) = 4 + 2.5s + s2

K
3

2(s) = 6 + 1.5s + s2

K4
2 (s) = 6 + 2.5s + s2

(3.35)

La famille totale de GE(s) est exprimée par :
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Figure 3.7 – Réponses indicielles du système inter-
valle à retard (Kp = 0.6,Ki = 0.2,Kd = 0.5)

GE(s) =



g1 = 1
4+1.5s+s2 , g2 = 1

4+2.5s+s2

g3 = 1
6+1.5s+s2 , g4 = 1

6+2.5s+s2

g5 = 1+λ
4+1.5s+s2 , g6 = 1+λ

4+2.5s+s2

g7 = 1+λ
6+1.5s+s2 , g8 = 1+λ

6+2.5s+s2

∪
h1 = 2

4+(1.5+λ)s+s2 , h2 = 2
(4+2λ)+1.5s+s2

h3 = 2
(4+2λ)+2.5s+s2 , h4 = 2

6+(1.5+λ)s+s2

h5 = 3
4+(1.5+λ)s+s2 , h6 = 3

(4+2λ)+1.5s+s2 ,

h7 = 3
(4+2λ)+2.5s+s2 , h8 = 3

6+(1.5+λ)s+s2





(3.36)

On remarque que chacun des systèmes g5, g6, g7, g8, h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7 et h8

possèdent une infinité de fonction de transfert due à leur dépendance au paramètre
λ qui est variable dans [0, 1]. Pour réduire la complexité de ce problème, on fixe la
variable λ à 0, 0.2, 05, 0.7et 1 comme des valeurs différentes situant dans l’intervalle
[0, 1].

On définit alors les fonctions glp = gl(s, λp) et hlp = hl(s, λp) où λp ∈
{0, 0.2, 0.5, 0.7, 1} pour l = 1, .., 8 et p = 1, .., 5. On obtient alors :
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gl1 = gl(s, λ = 0)
gl2 = gl(s, λ = 0.2)
gl3 = gl(s, λ = 0.5)
gl4 = gl(s, λ = 0.7)
gl5 = gl(s, λ = 1)

et





hl1 = hl(s, λ = 0)
hl2 = hl(s, λ = 0.2)
hl3 = hl(s, λ = 0.5)
hl4 = hl(s, λ = 0.7)
hl5 = hl(s, λ = 1)

(3.37)

La figure 3.8 présente les valeurs (Kp,Ki) stabilisantes pour la famille G(s)
entière en appliquant l’algorithme présenté dans [Farkh, 09a] à chaque fonction de
transfert appartenant à GE(s).
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Figure 3.8 – Région de stabilité dans le
plan (Kp,Ki) pour G(s)

L’intersection de ces régions de stabilité présente l’ensemble finale et entier des
contrôleurs qui stabilisent toute la famille G(s) . La figure 3.9 présente un zoom de
la figure 3.8.

La figure 3.9 montre que la région de stabilité finale de G(s) est limitée par
des parties de celles obtenues en appliquant l’algorithme décrit en [Farkh, 09a] aux
fonctions de transferts h55 et h81.

Pour obtenir une caractérisation complète de tous les contrôleurs PID qui
stabilisent le système intervalle G(s), le résultat développé dans [Farkh, 09b] sera
utilisé en appliquant cette procédure pour chaque δij(s, Kp,Ki,Kd, λ) appartenant
à GE(s, λ).

Exemple 3.5 [Farkh, 09c]
On considère le même système intervalle à retard donné dans l’Exemple 3.4. Pour
déterminer tous les gains stabilisants du PID, on commence par chercher tous les
gains Kp qui stabilisent la famille entière GE(s).
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Figure 3.9 – Région de stabilité finale
dans le plan (Kp,Ki) pour G(s)

On note par Kp(glp) et Kp(hlp),l = 1, ..., 8, p = 1, .., 5, l’ensemble des gains
Kp qui correspondent à chaque glp ∈ GE(s) et chaque hlp ∈ GE(s). On trouve les
ensembles suivants :

Kp(g1) = [−4, 3.1] ; Kp(g2) = [−4, 3.9] ; Kp(g3) = [−6, 4.7] ,
Kp(g4) = [−6, 5.4] ,Kp(g51) = [−4, 3.1] ; Kp(g52) = [−3.33, 2.56] ;
Kp(g53) = [−2.66, 2.03] ; Kp(g54) = [−2.35, 1.74] ;Kp(g55) = [−2, 1.55] ;
Kp(g61) = [−4, 3.9] ; Kp(g62) = [−3.33, 2.56] ,Kp(g63) = [−2.66, 2.53] ,

Kp(g64) = [−2.35, 2.24] ; Kp(g65) = [−2, 1.9] ; Kp(g71) = [−6, 4.7] ;
Kp(g72) = [−5, 3.91] ; Kp(g73) = [−4, 3.13] ;Kp(g74) = [−3.52, 2.76] ;
Kp(g75) = [−3, 2.35] ; Kp(g81) = [−6, 5.42] ; Kp(g82) = [−5, 4.52] ;
Kp(g83) = [−4, 3.61] ; Kp(g84) = [−3.52, 3.19] ; Kp(g85) = [−3, 2.71] ;
Kp(h11) = [−2, 1.5] ; Kp(h12) = [−2, 1.6] ,Kp(h13) = [−2, 1.7] ;
Kp(h14) = [−2, 1.8] ; Kp(h15) = [−2, 1.9] ; Kp(h21) = [−2, 1.5] ;
Kp(h22) = [−2.2, 1.7] ;Kp(h23) = [−2.5, 1.9] ; Kp(h24) = [−2.7, 2.1] ;
Kp(h25) = [−3, 2.3] ; Kp(h31) = [−1.91, 2.53] ; Kp(h32) = [−2.1, 2.7] ;
Kp(h33) = [−2.39, 2.97] ; Kp(h34) = [−2.58, 3.15] ; Kp(h35) = [−2.87, 3.42] ;
Kp(h41) = [−3, 2.3] ; Kp(h42) = [−3, 2.4] ; Kp(h43) = [−3, 2.5] ;
Kp(h44) = [−3, 2.6] ; Kp(h45) = [−3, 2.7] ; Kp(h51) = [−1.33, 0.96] ;
Kp(h52) = [−1.33, 1.06] ; Kp(h53) = [−1.33, 1.16] ; Kp(h54) = [−1.33, 1.16] ;
Kp(h55) = [−1.33, 1.26] ; Kp(h61) = [−1.33, 0.96] ; Kp(h62) = [−1.46, 1.13] ;
Kp(h63) = [−1.66, 1.23] ; Kp(h64) = [−1.8, 1.4] ;Kp(h65) = [−2, 1.5] ;
Kp(h71) = [−1.27, 1.68] ; Kp(h72) = [−1.4, 1.8] ;Kp(h73) = [−1.59, 1.98] ;
Kp(h74) = [−1.72, 2.1] ; Kp(h75) = [−1.91, 2.28] ; Kp(h81) = [−1.33, 0.96] ;
Kp(h82) = [−2, 1.6] ; Kp(h83) = [−2, 1.6] ; Kp(h84) = [−2, 1.7] ; Kp(h85) = [−2, 1.8]

Par conséquent l’ensemble final des gains Kp qui stabilisent toute la famille
entière G(s) est donné par :
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Kp(GE(s)) = ∩Kp(glp(s)) ∩Kp(hlp(s)), l = 1, ..., 8, p = 1, .., 5.

= [−1.27, 0.96]

Pour un Kp fixé à 0.5, on obtient les gains stabilisants dans le plan (Ki,Kd)
pour GE(s) en appliquant l’algorithme développé en [Farkh, 09b] à chaque glp(s) et
chaque hlp(s) appartenant à GE(s). La figure 3.10 présente ces régions de stabilité
dans le plan (Ki,Kd).
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Figure 3.10 – Région de stabilité dans le plan
(Ki,Kd) du système intervalle G(s) pour Kp = 0.5

La figure 3.10 illustre la région de stabilité finale dans le plan (Ki,Kd) obtenue en
appliquant l’algorithme décrit en [Farkh, 09b] à GE(s). L’intersection de ces régions
de stabilité constituent toutes les valeurs (Ki,Kd) qui stabilisent toute la famille
entière G(s) pour Kp = 0.5. La figure 3.11 présente un zoom de la figure 3.10.

On remarque que la région de stabilité finale est obtenu par les fonctions de trans-
fert h55,h51 et h65. Finalement, en faisant un balayage de Kp ∈ [−1.27, 0.96] et en
répétant la procédure précédente on obtient tous les gains stabilisants (Kp,Ki,Kd).

3.5 Application pratique au cas du PT − 326

Le procédé du transfert thermique PT-326 utilisé dans cette expérience a les
caractéristiques de base d’un système complexe et il est rencontré dans beaucoup
de systèmes industriels tels que les fours, la climatisation, etc [Ollero , 89 ; Ljung,
91 ; Victor, 99] .
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Figure 3.11 – Région de stabilité finale dans le plan
(Ki,Kd) du système intervalle G(s) pour Kp = 0.5

Figure 3.12 – Procédé PT − 326

L’air ambiant est prélevé par un ventilateur centrifuge, par la suite il est chauffé
lors de son passage à travers une grille chauffante avant d’être libéré dans l’atmo-
sphère. L’objectif de commande pour la PT − 326 est de régler la température de
l’air. Ceci est réalisé en agissant sur le courant électrique appliqué à la grille chauf-
fante. L’air est forcé de circuler par un ventilateur à travers un tube et chauffé à
l’admission.
L’écoulement du flux d’air par le conduit peut être ajusté par un clapet. Il y a une
résistance électrique à l’intérieur du tube, et par l’effet Joule, la chaleur dégagée par
la résistance et transmise par la convection à l’air de circulation.
Ce processus peut être modélisé comme un système linéaire à retard.
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y(s)
u(s)

=
K

1 + Ts
e−Ls (3.38)

Le retard dépend de la position de capteur de température qui peut être inséré
dans le canal en trois logements différents le long du tube, espacés de 28, 140 et
280 millimètres de la grille chauffante.

L’entrée de système u(t) est la tension appliquée au circuit d’alimentation élec-
trique de la résistance thermique alors que la sortie y(t) représente la température
de l’air de sortie qui est exprimée par une tension entre −10V et 10V . Un schéma
de la PT − 326 est montré dans la figure 3.13 ;

u ( t ) y ( t )

3 0 ˚

Résistance

Figure 3.13 – Schéma du procédé

Pour l’expérience, la position du clapet est placée à 30̊ et le capteur de
température est mis dans la troisième position. L’acquisition de mesures est faite
par la carte ”PCI − das1002”. Le temps d’échantillonnage est pris égal à Te = 0.03
seconde. Ce choix tient compte du temps de calcul et de la constante de temps du
système.

Nous relevons à quatre reprises la réponse indicielle du système pour la même
entrée en échelon 2V . Nous disposons ansi de quatre fichiers de mesure sur lesquels
nous avons procédé à une identification.
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Figure 3.14 – Différentes réponses indicielles du
PT − 324

Un zoom sur la première réponse à un échelon d’entrée est montré dans la figure
3.15.
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Figure 3.15 – Réponse à un échelon du PT − 326
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En utilisant le System Identification Toolbox de Matlab, on trouve les paramètres
décrits par le tableau 3.1.

Réponse 1 Réponse 2 Réponse 3 Réponse 4
L 0.57 0.6 0.57 0.57
K 0.58747 0.62566 0.65964 0.68255
T 1.6201 1.5671 1.9205 1.7265

Table 3.1 – Identification des paramètres du PT − 326

À partir de ce tableau, le gain statique varie dans l’intervalle 0.58 < K < 0.68
et la constante de temps du système varie dans l’intervalle 1.56 < T < 1.92.

On s’intéresse dans cette partie à la détermination d’une région de stabilité
robuste d’un contrôleur PI pour la commande du procédé PT − 326.

Soit le système intervalle G(s) = Ke−Ls

1+Ts où 0.58 < K < 0.68, 1.56 < T < 1.92
et le retard est pris égale à la valeur maximale L = 0.6.

Selon les résultats développés dans la section précédente, on commence par la
détermination de la famille des systèmes segments associée à la fonction de transfert
du procédé.

En utilisant (3.30), GE(s, λ) est exprimée par :

GE(s, λ) =





Gij(s, λ) /

G11 = G13 = G41 = G43 = 1
1+1.56s = g1,

G12 = G14 = G42 = G44 = 1
1+1.92s = g2,

G21 = G23 = G31 = G33 = 1+0.1λ
1+1.56s = g3,

G32 = G34 = G32 = G34 = 1+0.1λ
1+1.92s = g4,

∪
G12 = G22 = 0.58

1+1.56s = g5,

G32 = G42 = 0.68
1+1.56s = g6,

G13 = G23 = 0.58
1+1.92s = g7,

G33 = G43
0.68

1+1.92s = g8,

G11 = G14 = G21 = G24 = 0.58
1+s(1.56+0.36λ) = g8,

G31 = G34 = G41 = G44 = 0.68
1+s(1.56+0.36λ) = g9,

λ ∈ [0, 1]





(3.39)

Les figures 3.16 et 3.17 présentent les valeurs (Kp,Ki) stabilisantes pour la fa-
mille G(s) entière.



96
Chapitre 3. Robustesse et Performances de la Commande PID des

Systèmes à Retards

−2 0 2 4 6 8 10

1

2

3

4

5

6

7

8

9

K
p

K
i

 

 
g1
g2
g3
g32
g33
g34
g35
g4
g42
g43
g44
g5
g6
g7
g8
g82
g83
g84
g92
g93

Figure 3.16 – Région de stabilité dans le plan
(Kp,Ki) pour G(s)

−1 0 1 2 3 4 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

K
p

K
i

 

 
g3

Figure 3.17 – Région de stabilité finale
dans le plan (Kp,Ki) pourG(s)

Par la suite on choisi quelques paramètres de régulateur PI qui sont résumés par
le tableau 3.2 suivant :

cas 1 cas 2 cas 3 cas 4 cas 5 cas 6 cas 7
Kp 0.1 1 1 1.37 1.54 2.94 3.95
Ki 0.1 0.33 0.65 2.77 1.18 4.04 4.33

Table 3.2 – Régulateurs PI

L’algorithme suivant décrit la procédure d’implémentation temps réel de la
commande par un régulateur PI.
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1. Initialisation k = 1,

2. Acquisition de la sortie y(k),

3. Calcul de l’erreur e(k) = yc(k)− y(k),

4. Calcul de la loi de commande u(k) = u(k−1)+Kpe(k)+(KiTe−Kp)e(k−1),

5. Application de la commande u(k) au procédé,

6. Attente de la fin de la période d’échantillonnage, k = k + 1 et retour à l’étape
2.

Les figures suivantes présentent l’évolution de la consigne, de la sortie du canal et
de la commande obtenus par les régulateur PI correspondants au tableau 3.2.
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Figure 3.18 – Évolutions de la consigne, de la
sortie et de la commande (Kp = 0.1,Ki = 0.1)
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Figure 3.19 – Évolutions de la consigne, de la sortie et de la commande
(Kp = 1,Ki = 0.33)
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Figure 3.20 – Évolutions de la consigne, de la sortie et de la commande
(Kp = 1,Ki = 0.65)
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Figure 3.21 – Évolution de la consigne, de la sortie et de la commande
(Kp = 1.37,Ki = 2.77)
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Figure 3.22 – Évolutions de la consigne, de la sortie et de la commande
(Kp = 1.54,Ki = 1.18)
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Figure 3.23 – Évolutions de la consigne, de la sortie et de la commande
(Kp = 2.94,Ki = 4.04)
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Figure 3.24 – Évolutions de la consigne, de la sortie et de la commande
(Kp = 3.95,Ki = 4.33)

D’après ces figures il est clair que le système en boucle fermée est stable et que
les sorties y(k) suivent convenablement la trajectoire de référence.
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Le tableau 3.3 indique que le troisième contrôleur PI possède la meilleure variance.
En effet, minimiser la variance de la commande constitue un critère permettant de
préserver la vie d’un actionneur [BenAbdennour, 01].

cas 1 cas 2 cas 3 cas 4 cas 5 cas 6 cas 7
var(u(k)) 1.6675 1.6402 1.5501 1.821 1.7338 2.9395 2.8628

Table 3.3 – Comparison des performances

3.6 Performances de la commande des systèmes à re-
tards

Nous nous intéressons dans cette partie à la détermination des paramètres op-
timaux du régulateur PID qui appartiennent à la région de stabilité dans le plan
(Kp,Ki,Kd). Afin d’optimiser ces paramètres, on propose d’utiliser les algorithmes
génétiques puisque le problème d’optimisation ici est non convexe. En effet pour
montrer ceci, il suffit de prouver que l’expression du critère d’optimisation en fonc-
tion des paramètres à optimisés est non linéaire ou complexe.
Nous considérons la commande d’un système de seconde ordre à retard commandé
par contrôleur PI, pour simplifier les calculs nous utilisons une approximation de
Padé de premier ordre :

e−Ls ' 2−Ls
2+Ls

La fonction de transfert en boucle fermée est exprimée par :

HBF (s) = y(s)
yc(s)

= (KKps+KKi)(2−Ls)
s(2+Ls)(s2+a1s+a0)+(KKps+KKi)(2−Ls)

La sortie du système y(s) est donnée par :

y(s) = (KKps+KKi)(2−Ls)
s(2+Ls)(s2+a1s+a0)+(KKps+KKi)(2−Ls)

yc(s)

Pour une consigne de type échelon unitaire, on retrouve :

y(s) = (KKps+KKi)(2−Ls)
s(2+Ls)(s2+a1s+a0)+(KKps+KKi)(2−Ls)

∗ 1
s

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient l’expression suivante de
la sortie :

y(t) =
(Kp+Ki)

Ki

[
1 +

∑
α

(
eαt(−Lα3−2α2−La1α2+KKpαL−2a1α+2a0−La0α−2KKp)

α−6α2−4a1α−2a0−4Lα3−3Lα2a1−2La0α−2KKp+2αLKKp+LKKi)

)]

Soit un critère J exprimé par :

J =
∑

e2 =
∑

(yc(t)− y(t))2

L’expression du critère J est très complexe et non linéaire par rapport aux para-
mètres Kp et Ki ce qui implique que le problème d’optimisation est non convexe d’où
la justification du choix de l’algorithme génétique comme une méthode heuristique.
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3.6.1 Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques sont des algorithmes évolutionnistes d’optimisation
stochastique inspirés des mécanismes de l’évolution naturelle (sélection, adaptation,
reproduction, recombinaison, mutation) élaborés par Charles Darwin [Goldberg,
91]. Ils sont des algorithmes itératifs de recherche globale dont le but est d’optimiser
une fonction prédéfinie appelée critère ou fonction coût "fitness". Ils permettent de
faire évoluer un ensemble initial de solutions vers un ensemble final.

Afin de trouver la solution optimale d’un problème en utilisant un algorithme
génétique, on commence par générer un ensemble de solutions (population d’in-
dividus) de façon aléatoire. L’évolution d’une génération à la suivante, utilise les
trois opérations (Sélection, Croisement, Mutation) qui sont appliquées à tous les
éléments de populations [Goldberg, 91].
Des couples de parents P1 et P2 sont sélectionnés en fonction de leur adaptations.
L’opérateur de croisement est appliqué avec une probabilité Pc et génére des couples
d’enfants E1 et E2. Ensuite, l’opérateur de mutation est appliqué aux enfants avec
la probabilité Pm et génére des individus mutés E1

′ et E2
′ qui vont être insérés

dans la nouvelle population.

Parmi les critères d’arrêt qui peuvent être choisis pour l’algorithme, on peut
citer :

– L’atteinte d’un nombre maximal de générations fixé à priori.
– L’obtention après un certain nombre de générations, d’un degré d’uniformité

des individus de la population supérieur à un seuil souhaité.

1. Fonction fitness
Quatre critères d’optimisation seront considérés comme fonction coût (fitness).

(a) le critère ISE (Integral of the Squared Error)

ISE =
∞∫
0

e(t)2dt

Ce critère est relativement peu sensible aux faibles erreurs par rapport
aux fortes. Par conséquent, il conduit souvent à une réponse avec peu de
dépassement mais avec une déstabilisation assez longue.

(b) le critère IAE (Integral of the Absolute Value Error)

IAE =
∞∫
0

|e(t)| dt

Par rapport au critère ISE, ce critère donne plus de poids aux faibles
erreurs.

(c) le critère ITAE (Integral of the Time-Weighted Absolute Error)

ITAE =
∞∫
0

t |e(t)| dt
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Figure 3.25 – Evolution d’un algorithme génétique

Ce critère privilégie une faible erreur statique au prix d’un dépassement
initial qui peut être important puisqu’il a lieu pour des faibles valeurs de
t.

(d) le critère ITSE (Integral of the Time-Weighted Squared Error)

ITSE =
∞∫
0

t |e(t)|2 dt

2. La sélection
La sélection permet d’identifier statistiquement les meilleurs individus d’une
population et d’éliminer le mauvais.

3. Le croisement
Lors de cette opération, deux chromosomes s’échangent des informations en
donnant des nouveaux chromosomes (enfants) qui héritent certaines caracté-
ristiques de leurs parents.

4. La mutation
Après le croisement, les individus retenus (parents ou enfants) subissent la mu-



3.6. Performances de la commande des systèmes à retards 103

tation selon une probabilité dite de mutation. La mutation classique consiste
à sélectionner aléatoirement un gène de chromosome et à modifier sa valeur.

Le principe de l’optimisation des paramètres du régulateur par les algorithmes
génétiques est donné par la figure 3.26.

C(s) G(s)
e(t) y(t)

yc(t)
u(t)

Algorithme 

Génétique

Modéle

Fonction Fitness

Figure 3.26 – Principe de l’optimisation par algorithme génétique

Il s’agit de la recherche des paramètres Kp, Ki et Kd dans la région de stabilité
et ceci en faisant la sélection selon un critère d’optimisation J décrit par l’expression
suivante :

J =





ISE =
tmax∑

0
e(t)2

IAE =
tmax∑

0
|e(t)|

ITAE =
tmax∑

0
t |e(t)|

ITSE =
tmax∑

0
te(t)2

Les étapes de calcul de la loi de commande sont résumées dans l’algorithme
suivant :

1. introduction des paramètres suivant :
– nombre d’individus par population maxpop

– population initiale
– nombre de génération genmax

2. initialisation du compteur de génération (gen = 1)

3. initialisation du compteur d’individu (j = 1)

4. de t = 1 jusqu ’à t = tmax

Évaluation de l’efficacité du jme individu de la population : fitness(J) = 1
1+J

5. incrémentation du compteur d’individu (j=j+1)

– Si J < maxpop ; retour à l’étape 4.
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– Si non : application des opérateurs génétiques (Sélection, Croisement, Mu-
tation) pour la formation de la nouvelle population.

6. incrémentation du compteur de génération (gen = gen + 1)

7. Si gen < genmax ; retour à l’étape 3.

8. prendre Kpopt, Kiopt et Kdopt qui correspond au meilleur individu de la
dernière population (l’individu qui engendre le meilleur fitness).

3.6.2 Exemple de simulation

Pour notre cas nous avons utilisé la boite à outils "GATOOL" sous matlab,
nous avons considéré un nombre maximal de générations égal à 100, une probabilité
de croisement Pc = 0.8, une probabilité de mutation Pm = 0.04 et un nombre
d’individus par population égale à 20.

Exemple 3.6 [Farkh, 09a]
Nous considérons le même système du second ordre à retard que celui de l’exemple
2.4 du chapitre précédent :

G(s) =
5e−3s

s2 + 2s + 5
(3.40)

La region de stabilité du système, tracée dans le plan (Kp,Ki) est présentée par la
figure suivante.

−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Kp

K
i

Figure 3.27 – Domaine de stabilité de
l’exemple 3.6

À partir de la figure 3.27, les individus de notre population Kp et Ki sont choisis
entre [−1, 0.911] et [0, 0.5]. Les paramètres optimaux du régulateur PI fournis par
les algorithmes génétiques sont résumés par le tableau suivant :
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critère ISE IAE ITAE ITSE

Kpopt 0.3709 0.3286 0.3233 0.3609
Kiopt 0.2453 0.2181 0.2156 0.2382

Table 3.4 – Paramètres optimaux du régulateur PI

La figure 3.28 présente les réponses de G(s) commandée par les différents contrô-
leurs PI optimaux donnés par tableau 3.4.
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Figure 3.28 – Réponses indicielles des dif-
férents régulateurs PI

Nous nous intéressons par la suite à la commande PID optimal d’un système
du second ordre à retard. La region de stabilité du contrôleur PID dans le plan
(Kp,Ki,Kd) de l’exemple 3.6 est présentée par la figure 3.29.
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Figure 3.29 – Région de stabilité dans le plan
(Kp,Ki,Kd) correspondant à l’exemple 3.6

À partir de la figure 3.29, les individus de notre population Kp, Ki et Kd sont
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choisis entre [−1, 0.911], [0, 1.29] et [−3.4, 0.6444].
Les paramètres optimaux du régulateur PID fournis par les algorithmes génétiques
sont résumés par le tableau suivant :

critère ISE IAE ITAE ITSE

Kpopt 0.4461 0.3818 0.3118 0.4232
Kiopt 0.256 0.2285 0.2418 0.2456
Kdopt 0.2699 0.2382 0.2992 0.2321

Table 3.5 – Paramètres optimaux du régulateur PID

La figure 3.30 présente les réponses indicielles des différents contrôleurs PID
optimaux.
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Figure 3.30 – Réponses indicielles des dif-
férents régulateurs PID optimaux

3.7 Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre, une version du théorème de Kharitonov
généralisé étendue pour les quasi-polynômes est présentée permettant de déterminer
les régions de stabilité de différents contrôleurs pour la stabilisation des systèmes
à retards avec des incertitudes paramétriques bornées. Les régions de stabilité sont
déterminées par l’exploitation des algorithmes qui sont développés dans le chapitre
2 en se basant sur le théorème de Hermite-Biehler. Le théorème de Kharitonov
généralisé traite la stabilité des polynômes et des quasi-polynômes à paramètres
inconnus, bornées et interdépendants.

Deux lemmes ont été proposés, le premier concerne la détermination de tous les
gains proportionnel et intégral qui stabilisent un système avec incertitudes bornées
et à retard connu. Le deuxième propose une commande robuste par PID de même
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système incertain à retard connu et fixe.

Une application de ces lemmes a été présentée pour la commande des systèmes
du premier et du second ordre incertains et à retard. Ce problème de stabili-
sation s’est réduit à la stabilisation d’un nombre fini de systèmes segments à
savoir 10 pour le premier type et à 16 systèmes segments pour le deuxième. Une
validation expérimentale est obtenue par une application à la régulation de tempé-
rature du procédé PT−326 qui montre l’efficacité et la robustesse de cette approche.

La deuxième partie de ce chapitre s’interesse à la commande PID optimale des
systèmes à retards. Il s’agit de déterminer les paramètres optimaux du régulateur
à l’intérieur du domaine de stabilité qui garantissent des bonnes performances
en boucle fermée. Les algorithmes génétiques, qui sont connu comme des outils
puissants pour l’optimisation globale, sont proposés pour répondre à ce besoin et
pour minimiser certains critères de performance comme les critères ISE, IAE,
ITAE et ITSE.

Comme perspective nous proposons de combiner les deux approches présentées
dans ce chapitre pour la synthèse des contrôleurs PI et PID robustes et optimaux
pour les systèmes à retards avec incertitudes bornées. Nous suggérons aussi la dé-
termination des contrôleurs PID pour la commande des systèmes avec incertitudes
bornées et à retard incertain.





Conclusion générale et
perspectives

Les travaux que nous avons menés au cours de cette thèse ont eu pour but de
développer une commande PID robuste pour les systèmes à retards. L’approche
considérée tout au long de ce travail repose principalement sur la notion de la sta-
bilité des quasi-polynômes.

Le premier chapitre a permis de situer notre étude, en dressant un état d’art
sur les systèmes à retards. Par ailleurs, nous avons rappelé tout d’abord divers
résultats concernant la stabilité des systèmes à retards notamment les définitions
et les théorèmes usuels de Lyapunov-Krasovskii et de Razumikhin. La première
approche repose sur la détermination d’une fonctionnelle qui dépend à la fois de
l’état instantané et de son "passé". La seconde consiste à employer une fonction de
Lyapunov classique.

Ensuite, nous avons décrit les méthodes utilisées dans la littérature pour l’étude
des quasi-polynômes et pour l’analyse de la distribution de leurs racines. Nous nous
sommes alors penchés plus particulièrement sur le théorème Hermite-Biehler pour
l’analyse de la stabilité des quasi-polynômes.

Notre contribution apparaît à partir du deuxième chapitre de cette thèse. En
effet, dans sa première partie nous avons évoqué quelques résultats existants per-
mettant la synthèse des régulateurs PID pour la commande des systèmes du premier
ordre à retard. En se basant sur une extension du théorème de Hermite-Biehler, des
conditions nécessaires et suffisantes pour l’étude de la stabilité des systèmes à re-
tards ont été déduites et ont abouti à la synthèse des théorèmes et des algorithmes
pour la commande PI et PID d’un système de second ordre à retard.

Le troisième chapitre a été consacré à la commande robuste paramétrique des
systèmes à retards. Dans la première partie, nous avons appliqué le théorème de
Kharitonov généralisé pour commande robuste des systèmes à retards sujets à des
perturbations paramétriques constantes. Deux lemmes ont été proposés pour la syn-
thèse des régulateurs PI et PID robustes des systèmes incertains et à retard constant.
Nous avons montré aussi qu’il suffit de stabiliser un nombre fini de systèmes seg-
ments pour garantir la stabilité d’un système intervalle à retard.

La robustesse vis-à-vis des incertitudes paramétriques est validée expérimenta-
lement par la régulation de température de la maquette PT − 326. Ce procédé,
modélisé par un système incertain de premier ordre et avec retard, est commandé
par un contrôleur PI. La commande de la température est assurée par le contrôle
de la puissance électrique des résistances chauffantes.
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La deuxième partie de ce chapitre a été réservée à la détermination des contrô-
leurs PI et PID optimaux qui ont été choisis dans la zone de stabilité. Ceci a été
réalisé par l’utilisation des algorithmes génétiques, qui sont des algorithmes itéra-
tifs d’optimisation globale, les critères de performances étant de différents types
(ISE, IAE, ITAE, ITSE).

En perspective, plusieurs points sont à approfondir et ouvrent la voie vers de
nouveaux axes de recherche :

– La synthèse des régulateurs PID pour des systèmes d’ordre quelconque et à
retards commensurables en utilisant le théorème de Hermite-Biehler.

– La synthèse des régulateurs PID pour des systèmes multivariables et à retards.
– La commande robuste des systèmes à retards où le retard et les coefficients

varient dans des intervalles prescrits.
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