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Introduction

Ce texte constitue une étude de la norme stable sur le premier groupe d’homolo-
gie réelle d’une variété riemannienne (M, g) compacte et sans bord, avec un intérét
particulier pour le cas ot M est une surface orientable de genre supérieur ou égal
3 deux. La motivation originelle en était de comprendre et relier entre eux certains
travaux de Bangert, Burago, Maiié, Mather (voir [1, 2, 3, 11, 12, 13]).

Dans le cadre le plus général, la norme stable est définie par Federer de la fagon
suivante (cf. [9]): pour v € Hy(M,R) on pose

lv]|s = inf {Z |rilvoly(6:), ot Y rib; est un g-cycle lipschitzien représentant v}

(0.1)
en notant vol, 1'élément de volume q-dimensionnel.

Dans le cas ou ¢ = 1 une définition équivalente mais plus géométrique est la
suivante (voir [1]): si v € Hy(M,Z),

. 1 . \ ’ ’
l|vlls = lim - inf {l;(7a), Olt 7, est une courbe fermée représentant nv}  (0.2)

ol I, est la longueur associée 3 la métrique riemannienne g. Ensuite on étend cette
définition par homogénéité aux points rationnels de Hi(M, R), puis par uniforme
continuité & tout H;(M,R).

Dans le cas ot ¢ = dimM — 1, la définition 0.2 se simplifie dans la mesure ou il
n’est plus nécessaire de passer & la limite en n ([9], p. 51). Dans la section 1.2 nous
en donnons une démonstration simple, utilisant le fait que la forme d’intersection est
symplectique, quand ¢ = 1, et M est une surface fermée orientable. Ceci avait déja
été observé par Hedlund pour les tores T2,

Ensuite dans la section 1.3 nous donnons une autre définition de la norme stable,
suivant une remarque d’A. Fathi, qui donne directement un sens a la norme stable
d’une classe d’homologie irrationnelle. Cette définition se fait en termes de mesures
de probabilité sur le fibré unitaire tangent & M, invariantes par le flot géodésique.

En 1.4 nous montrons que la norme stable n’est autre que le carré de la fonction
B de Mather, dans le cas particulier ou le lagrangien est une métrique riemannienne.
Cette fonction est définie dans [13] comme minimum de I'action du lagrangien sur les
mesures invariantes ayant une classe d’homologie (“average homological position”)
donnée. Nous utiliserons désormais le mot “minimisantes” pour qualifier les mesures
réalisant le minimum. Dire qu’une probabilité est minimisante revient exactement a
dire que la norme stable de sa classe d’homologie est 1.

Dans le second chapitre nous examinons certaines conséquences pour les surfaces
du Graph Theorem (2.1.2) de Mather. En particulier nous montrons que les mesures
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minimisantes sidentifient & des laminations géodésiques mesurées, orientables. De
plus ces laminations se trouvent dans une partie compacte de 'espace ML des la-
minations mesurées (alors que I’ensemble des laminations orientables est dense dans
MCL).

Dans le cas ol une lamination minimisante n’est pas uniquement ergodique, il y
a un domaine plat (ou “face”) sur la sphére unité S; de la norme stable. Comme un
tel domaine se trouve obligatoirement dans un sous-espace isotrope (pour la forme
symplectique d’intersection) de Hy(M, R), sa dimension est majorée par genre(M )-1.

Nous justifions ces considérations dans le troisiéme chapitre (section 3.1), en mon-
trant par exemple que dans une classe conforme donnée ’ensemble des métriques telle
que la norme stable associée n’est pas strictement convexe est un fermé d’intérieur
non vide.

Dans la section 2.2 nous considérons le revétement galoisien M £ M dont le
groupe de transformations est le quotient de Hy(M, Z) par sa torsion, c’est-a-dire
Hy(M,Z) lui-méme si-M est une surface orientable. Ce revétement est appelé abé-
lien. 11 est démontré dans [13] que les géodésiques contenues dans le support d’une
mesure minimisante ont la propriété suivante: leurs relevés a ‘M minimisent la dis-
tance entre deux quelconques de leurs points. Nous démontrons également quelques
résultats sur la nature des faces. En particulier, si une face contient dans son inté-
rieur un point rationnel, alors cette face est 1'enveloppe d'un nombre fini de points
rationnels.

Dans le troisieme chapitre nous utilisons les résultats du second pour étudier le
comportement de la norme stable au voisinage des points rationnels de Hi(M,R).
Les principaux résultats, valables pour une métrique quelconque, sont les suivants:

Théoréme 0.0.1 La norme stable n’est strictement convere dans aucun voisinage
d’un point rationnel. Un tel point est toujours contenu dans une ou plusieurs faces
plates de dimension genre(M) — 1 de la sphére d laquelle il appartient.

Corollaire 0.0.2 La norme stable n’est différentiable en aucun point rationnel n’ap-
partenant pas d lintérieur d’une face de dimension genre(M) —1; c’est-d-dire que la
sphére unité Sy admet en un tel point un cone tangent différent d’un plan.

Le théoréme prouve que le travail fait au second chapitre sur les faces n’est pas vain.
On a 13 un trait spécifique aux surfaces de genre > 2. Si M est un tore T?, la norme
stable est strictement convexe en tout point. Sur une variété de dimension plus grande,
tout peut arriver, la dimension des faces n’étant plus limitée par 1’obligation d’étre
contenue dans un sous-espace lagrangien de la forme symplectique d’intersection.
Hedlund (cf. [1]) a ainsi construit une métrique sur le tore T? dont la norme stable
a pour sphere unité un octaedre.

Le corollaire s’applique & une infinité de points d’apres la proposition 1.2.9. Un
résultat analogue est dii & G. McShane et L. Rivin (cf. [14]), dans le cas ou M est
un tore privé d’un point, muni d’une métrique hyperbolique. Il est & rapprocher
également d’un théoréme de J. Delgado-Gémez (voir [5]). Le théoréme de J. Delgado-
Gémez est valable pour une variété de dimension quelconque, mais seulement pour
une métrique générique. Sous cette forme il était déja connu pour le tore T? (cf. [2]).



Au chapitre 4 nous supposons que M est une surface orientable et nous utilisons
I'existence d’une strucure complexe associée a la classe conforme de la métrique pour
plonger (& l'aide des 1-formes différentielles harmoniques) M dans H;(M,R). Le
plongement est conforme mais non isométrique, sauf dans le cas o M est un tore
muni d’une métrique plate. Nous verrons au dernier chapitre que la norme stable est
reliée aux propriétés géométriques de ce plongement.

Dans la section 4.2 nous comparons la norme stable et la norme duale de la norme
L? (provenant de la théorie de Hodge) sur I’espace des 1-formes harmoniques, identifié

a H'(M, R). La comparaison dépend de la géométrie de la forme d’intersection Int(.,.)
sur H1(M,R): soit Ky tel que

|Int(k, k)|

Ko = Lk Sk A §
o = SR LR

[k, k € Hi(M,R)\ {0}}.

Nous démontrons le

Théoréme 0.0.3 On a la double inégalité
Vol(M)% Ko||hl|, > ||k]|zs > Vol(M)T ||,

Nous examinons le comportement asymptotique de Ky quand la métrique g (supposée
de courbure -1) tend vers I'infini dans ’espace de Teichmiiller. Nous obtenons le

Théoréme 0.0.4 Il existe des constantes A, B telles que

A B
2 < K,<=.
Tlog(h) = 0=

ot 1y est la longueur de la plus petite courbe non homologiquement triviale.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre nous considérons le revétement abélien du
point de vue géométrique. Nous comparons la norme stable et la distance induite par
la métrique relevée de g & M. Nous obtenons en 5.1 une inégalité analogue a celle
démontrée par D. Burago dans [3]. L'image de M dans H,(M,R) par le plongement
construit au chapitre 4, est quasi-isométrique & H; (M, R) muni de la norme stable. De
plus les constantes multiplicatives intervenant dans la définition d’une quasi-isométrie
sont toutes égales a 1.

Nous utilisons ceci pour redémontrer un théoréme de Bangert (5.1.5). Ensuite
nous en déduisons (théoréme 5.2.1) une version adaptée a notre cas particulier du
théoréme de cohomologie de Maiié.



Chapitre 1

Définitions et généralités

1.1 Premiéres définitions

On s’inspire, pour cette présentation, de [7]. Soit (M, g) une variété riemannienne

compacte connexe. On note I le quotient de H; (M, Z) par sa torsion, c’est un réseau
dans H'(M,R).

Définition 1.1.1 pour h €' on note
F(h) = inf{ly(7) /¥ courbe fermée rectifiable représentant h}.

Remarque 1.1.2 Pour tout h € T on a (h # 0) = (f(h) > 0) car sinon on peut
trouver des courbes arbitrairement courtes représentant h. Or, M étant une variété
compacte, elle admet un rayon d’injectivité strictement positif ri,; et toute courbe de
longueur inférieure @ Tinj est contenue dans un disque topologique plongé dans M
donc homologiquement triviale.

Proposition 1.1.3 la limite lim, e f(nh)/n eviste pour tout h € T, on la note

11l

Preuve: on a l'inégalité suivante
f(ha + ha) < f(h1) + f(h2) + 2diam(M).

En effet (voir figure 1.1 ci-dessous), si 71, 72 sont deux représentants de hy, hq
on peut construire un représentant de hy; + hy de longueur inférieure ou égale a
l(m1) + ly(72) + 2diam(M) en connectant les courbes 7; et 7; par un chemin de
longueur inférieure ou égale au diamétre de M.

La suite f(nh)+ 2diam(M) est donc sous-additive. Rappelons qu’une suite u,, est
sous-additive §i Unpm < Un + Um . Un théoréme bien connu (cf. [16], pb. 98) dit alors
que la suite u,/n est convergente. La proposition est donc démontrée.
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F1G. 1.1 - connexion des représentants

Proposition 1.1.4 La fonction ||k||, vérifie les propriétés suivantes :
1. ||]|s < f(h) pour tout h €T.
2. Pourtous \€ ZetheTl, ona

AR5 = [AIl[R]],-

3. Pour tous hy,h; €T on a

lh1 + Azlls < llRalls + | Aalls-

De plus, pour toute 1-forme différentielle w, pour toute courbe o, de classe C' par
morceauz, on a:

| [ wl < sup flwaly (@) (1.1)
o zEM
0l ||wz||; désigne la norme duale de g sur le fibré cotangent ¢ M.

Preuve:

1- En effet pour tout représentant v de h, v parcouru n fois est un représentant
de nh donc f(nh) < nf(h).

2- La suite f(nAh)/An est une sous-suite de la suite convergente f(nh)/n donc sa
limite est la méme.

3- Cette inégalité résulte de celle utilisée dans la proposition ci-dessus en passant
a la limite en n.

La derniére partie de la proposition résulte de

/aw = /w(a(t))dt
[ el 128,

On peut ensuite étendre la fonction ||.||s de fagon homogéne & tous les points
rationnels de H,(M,R). Ces points formant une partie dense de H;(M,R), pour
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prolonger ||.||, & tout Hy(M,R) il ne nous manque que I'uniforme continuité. Soient
€1, ...€e, une base de H;(M,R) formée de points de T, et K = max; ||e;]l,. On a

szz)\,-e;, lvlls < Z'Ai”leina
< KY |\l

Mais 3 || est la valeur en v d’une norme sur Hy(M,R) associée a la base €y, . . . €x.
Cette norme définit, comme n’importe quelle norme, la topologie de Hy(M,R). L’in-
égalité ci-dessus montre donc I'uniforme continuité de || ||,

. Proposition 1.1.5 L’extension est une norme.

Preuve : ’homogénéité et la sous-additivité résultent de la proposition 1.1.4. D’autre
part I’équation (1.1) implique pour toute courbe a, de classe C' par morceaux, et
toute 1-forme différentielle w:

| < W], [o] > | < e(w)lg(@)
ot c(w) est une constante ne dépendant que de w. Donc

| < [w);[e] > | < ew)f(nle])/n
puis
| < W], [o] > | < c(w)l[od]l- (1.2)
Cette inégalité se prolonge par continuité & tout Hy(M,R), et par conséquent

lla]lls = 0 implique < [¢], [w] >= 0. La 1-forme w étant arbitraire, cela implique la
nullité de [a].

Remarque 1.1.6 La proposition ci-dessus justifie la notation ||.||;. On parlera dé-

sormais de norme stable associée a la métrique g. On note de la méme maniére la
norme duale sur H'(M, R).

Remarque 1.1.7 La procédure de stabilisation décrite ci-dessus n’est pas gratuite,
comme le montre la figure 2: la courbe c est cohomologue d la somme a +b. Sin est
assez grand, il peut étre plus court de faire n tours de a, rejoindre b par un chemin de
longueur inférieure ¢ diam(M), faire n tours de b puis revenir, que de faire n tours
de c. '

1.2 Cas d’une surface

On suppose dans cette section que M est une surface fermée, orientable. On note
¢ le genre de M pour éviter toute confusion avec la métrique g.

Définition 1.2.1 pour h € Hi(M, Z) on pose

f'(R) = inf {3 |pi-ly (%)}
ot les ; sont des courbes fermées telles que h = 3=; pi.[vi].
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F1G. 1.2 - de l'intérét de stabiliser

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 1.2.2

F'(R) = ||hl|s pour tout h € Hy(M, Z).
Proposition 1.2.3 Dans la définition ci-dessus, on peut remplacer “inf” par “min”.

Preuve: On peut supposer que les «; sont des géodésiques minimisant la longueur
dans leur classe d’homotopie libre. Pour tout réel K, ’ensemble des géodésiques fer-
meées de longueur < K, paramétrées a vitesse constante, est compact, car équicontinu,
dans ’espace des chemins. Par un argument classique, combinant le théoréme d’As-
coli et la semi-continuité inférieure de la fonction longueur, une suite de géodésiques
dont les longueurs approchent l'infimum posséde un point-limite. Celui-ci est une
géodésique fermée dont la longueur est exactement I'infimum.

Proposition 1.2.4 Si les courbes (7;)iz1.p réalisent le minimum, alors elles sont
simples (c’est-d-dire sans auto-intersection) et ne s’intersectent pas deuz a deus.

Preuve : quitte a changer ’orientation de 4;, on peut supposer que les p; sont positifs.
Si, pour un certain i € {1,...p}, 7 n’est pas un cercle plongé, recouvert éventuelle-
ment plusieurs fois, alors on peut (voir figure 3) trouver deux courbes simple fermées
oy et o telles que:

= [ea] + [ea] = [7]
= lg(e) < lg(’Yf’) + 1y(75)

On peut alors remplacer 4; par la réunion de oy et a; dans Y_; |pi|.l;(7;) et contredire
la propriété de minimalité des ~;.

Si deux d’entre elles, 7; et 7; s’intersectent, alors on peut trouver une courbe
fermée a telle que

= [e] = [%] + []



Yi

FIG. 1.3 - on gagne de la longueur en supprimant les intersections

- lg(@) < ly(%) + lo(75)

ce qui contredit la propriété de minimalité des ;.

Corollaire 1.2.5 Les [v] engendrent un sous-espace isotrope de HY(M, R). En parti-
culier, si les classes [yi] sont lin€airement indépendantes dans Hy(M, R), leur nombre
p est inférieur ou égal @ C.

Proposition 1.2.6 ||k||; = limn—e f!(nh)/n

Preuve ;: L'existence de la limite s’obtient par sous-additivité comme précédemment.
D’autre part il est clair que

Vh € H'(M,Z) f'(h) < f(h).

Mais si on a un représentant de h sous la forme vk, pi.[7:), on peut en reliant les
entre elles obtenir un représentant sous forme de courbe simple fermée de longueur

< 3 Ipil o) + 2kctiam(M)

d’ou
f(R) < f'(R) + 2kdiam(M).

Par conséquent

f(nh) 2kdiam(M) < f'(nh) < f(nh)

n n n

VneN (1.3)
d’ou1 la proposition.

Lemme 1.2.7 Pour tout h on peut trouver un représentant sous la forme 3; pi.[vl,
ot f'(h) = X |pildy(w:), et M\ Uiyi est conneze.
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Cela montre que ’on peut toujours supposer les [y;] indépendantes.
Preuve : Parmi tous les représentants réalisant le minimum des longueurs, choisissons-

en un dont le nombre de composantes connexes, k, soit minimal. Supposons que
M \ U;v; ne soit pas connexe.

Cela implique une relation non triviale entre les v;, du type ¥_; a;.[v)] = 0, ot les
a; valent 0, 1, ou -1. Quitte & renverser 'orientation de 7;, c’est-a-dire & changer le
signe de p;, on peut supposer que les a; ne prennent que les valeurs 0 et 1. Soient

J={ifa;=1},I, = {i/p;i > 0} ,I_ = {i/p: < 0}.
Alors Y5, pi.[vi] & 5[] est encore un représentant de h, de longueur

IHOEIOIRACHEDIRCH)2

Jnly Jnl-

Si la quantité entre parenthéses n’est pas nulle, on peut, en choisissant le signe devant
la parenthése, contredire la minimalité de ¥, |pi|.lg(7:). Donc

Y lg(w) = Y lg(w) =0.

Jnl, Jnl-

Choisissons 1o € J N I tel que Vi € JN I, on a p; 2 piy.

Puisque
[l == 2 [l (1.4)
i€dii#io
un représentant de h est
Yopilwl=pe D [l
iio i€ Jitio

Sa longueur est

3 Ipi — aipiol-lg(w)

i#io

= Y (@ —pi)la(%) — 2 (B — Pio)la(:) + 22 Ipills (%)

JnIy\io Jnl- nJ

= Z(Pi - Pio)lg(7i) - IZ(pi - Pio)lg(%‘) + % |p;|lg(‘)’i)
It 2

= Zpi-l.q(")'i) - Zpi'lg('yi) - Pio( Z ly('Yi) - Z lg(’)'i))
I; I- Jnly Jnl-

= f'(h) — pio (Jz; lo(m) — Jg; lg('y,-))
= f'(k)

car la derniére quantité entre parentheéses est nulle. Or le représentant ainsi construit
ne contient que k — 1 courbes (on a éliminé 7;, ), ce qui contredit la minimalité de k.

Corollaire 1.2.8 On peut trouver des courbes simples c; telles que
Int([), [e]) = 8-
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Par connexité de M \ Uiy, on peut trouver dans M \ U;y; un arc simple a,, transverse
au bord, reliant les deuxcomposantes de bord de M \ Ui correspondant & 4. On
définit a; comme étant 1’adhérence dans M de a;. Si on enléve a; & M \U;~; le nombre
de composantes de bord n’augmente pas, donc M \ (Uiv: U a;) est encore connexe.
On définit par récurrence les autres o;. '

Nous pouvons maintenant passer a la
Preuve du théoréme 1.2.1: Soit n € N, soient (7;) telles quenh = ¥ p;-[7:). Soient
des courbes simples o données par le corollaire ci-dessus, telles que Int([yi], [a5]) = &ij.
Alors

Int([nh], [ag]) = nnt([R] [os])

mais d’autre part

Int([nh), [o]) = Int(3_ pi-[w); [e]) = pi

donc n divise p; pour tout i. Par conséquent un représentant de h est ¥; pi/n.[vil
d’ou
f'(R) < f'(nh)/nVn €N
mais d’autre part f'(k) > f'(nh)/n par sous-additivité. Donc la suite f'(nh)/n est
stationnaire, or sa limite est ||A||.
Démontrons au passage la proposition suivante:

Proppsition 1.2.9 Il existe une infinité de classes d’homologies entiéres indivisibles
(dans le Z-module H (M, Z)) dont un représentant minimisant est conneze.

Preuve: Soit 7o la plus petite courbe non nulle en homologie dans M. Elle est
&videmment minimisante dans sa classe d’homologie. Raisonnons par récurrence et
supposons 1’existence de n+1 courbes (7;)i=o0.n deux & deux distinctes en homologie,
et minimisantes.

Soit alors qn41 la plus petite courbe telle que [yn41] n’appartient a aucun sous-
espace isotrope de H;(M, R) engendré par certaines des [yi]),¢ < n. Supposons que
An41 D€ minimise pas la longueur dans sa classe d’homologie. Cela signifie qu'il existe
k courbes (§;)i=1..x contenues dans un sous-espace isotrope de Hy(M,R) telles que

>8] = lyra] et D0 16(6:) < lo(hme).

i=1 =1

Nécessairement, au moins 'une des [§;] n’est contenue dans aucun sous-espace isotrope
de Hy(M,R) engendré par les ([7i])i=o.n- Mais sa longueur est alors inférieure & celle
de Yn41, d’ott une contradiction.

1.3 Autre définition

Dans cette section (M, g) est une variété riemannienne quelconque. Nous y pré-
sentons, en nous inspirant de [7], une généralisation de la définition de la premiere
section, qui donne directement un sens 3 la norme stable d’une classe irrationnelle.

Notations 1.3.1 Soient 7 : T*M — M le fibré unitaire tangent @ M et G; le flot
géodésique associé d la métrique riemannienne g. On notera M ensemble des me-
sures de probabilité sur T'M invariantes par G:.
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Définition 1.3.2 Soit p € M. On peut lui associer une classe d’homologie [u] de
la maniére suivante. Par compacité de M, Hy(M, R) est de dimension finie. Il est
donc canoniquement identifié d son bidual. On va définir la classe d’homologie de p
comme élément du dual de H'(M, R), c’est a dire du bidual de Hy(M, R). Pour cela
on pose, pour toute 1-forme différentielle w,

<luhlwl>= [ w(©)duv) (15)

Proposition 1.3.3 Cette définition ne dépend pas du choiz de la I-forme w dans sa
classe d’homologie.

Preuve : Considérons I’expression

B0 = [, ([ w(Go)atyiu(v).

D’aprés le théoreme de Fubini on a

B0 = [ du(,, w(Go))dn(v)

soit encore par le changement de variable v donne G;(v)

B() = [ di( [, w(0)d(G o))

Or p est invariante par G;, donc

E@t)=t fT ,@(O)u().

Si maintenant on ajoute & w un terme de la forme df, ot f est une fonction de classe
C! sur M, 'expression ci-dessus est modifiée de

AB() = [ (Fr(@u(v))) = Fx(v))du(v)

d
puisque Ew(gt(v)) = Gi(v).
Alors AE(t) est nul par G;-invariance de p.

Proposition 1.3.4 L’application
[] : M - H](M, R)
poo= (M
est affine et continue pour la topologie faible sur les mesures.

Démonstration : En effet toutes les applications coordonnées
du(v
pe [ w(@)u()
sont affines et continues par définition de la topologie faible, et cela suffit pour assurer
la continuité de [.] puisque Hi(M,R) est de dimension finie (M étant compacte).

Remarque 1.3.5 On sait que M est compact conveze dans le dual de l’espace des
fonctions continues sur M, C(M). Donc limage de M par [.] est un compact conveze
Bl de H}(M, R)
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Lemme 1.3.6 Le compact By est symétrique par rapport & Porigine.

En effet, considérons l'involution I':

™M — T'M
v = —v
On a
Gy =I7'GI
donc si p € M

gr(u) = (IG)»
= (G-I)p
par la relation de cqnjuga.ison ci-dessus
Gr(I*p) = I'(GZk)
= I*l[,

4 étant invariante par le flot géodésique, dont on déduit que I*'u € M. Or pour w
une 1-forme différentielle on a

<H > = fr @A)
= [, oU©)dse)
= - [, @@dw)
= —<[u],[w]>

donc [I*u] = —[p] avec I*u € M, ce qui démontre le lemme.
Lemme 1.3.7 Le compact By contient 0 dans son intérieur.

Soit (h;); une base de Hi(M,R) formée d’éléments de I' et soient 7; des géodésiques
fermées représentant les h;. Alors, si p; est la mesure de probabilité uniformément
répartie sur v;, p; est invariante par le flot géodésique et

(] = (lg()) " b

En effet, si on appelle A; la mesure sur induite par 1’élément de longueur riemannien,
il est clair que

A=l (’Yi)ﬂi

et pour toute 1-forme w on a
<MLl> = [ w@d)

- | SO ) deyr)de

[ w=< [, [w] >

il

13



donc [Xi] = [).
Par conséquent B, contient ’enveloppe convexe de

{£l(%) "k}

qui est un parallélépipéde rectangle symétrique par rapport a 'origine, donc la conte-
nant dans son intérieur, QED.

Corollaire 1.3.8 Il existe une norme, notée || || sur Hi(M, R) dont B, est la boule
unite.

Théoréme 1.3.9 Cette norme et la norme stable sont égales.

Preuve
Premiére assertion: la norme stable est plus grande.
Il suffit de le démontrer pour un élément de I' \ 0 & cause de I’homogénéité et de la
continuité des normes. Soit donc A € T'\ 0.

Soient des géodésiques fermées 7, telles que Iy(y,) = f(nh) pour tout n € N, et
prn la mesure de probabilité uniformément répartie sur v,. On a

1] = (ly(m)) " 'nh = (n/ f(nh))h.
Soit p une valeur d’adhérence de la suite y,,. Par continuité de [.] et puisque f(nh)/n —
|2|ls on a
(1] = (I1R]l) 7 A
d’ol
sl = (Al 1A
Mais par définition ||[g]|| < 1 donc

(IR ll)~ Al < 1.

Deuxiéme assertion: la norme stable est plus petite.
1l suffit de montrer que pour toute g € B; on a ||[¢]||s < 1. Fixons une 1-forme fermée
w. On a pour toute courbe fermée o C! par morceaux:

| < W] [e] > | < lllls-lledlls < Nw]lls-lo(e)-

Prenons un point quelconque (z,v) de T*M, appelons « la courbe fermée obtenue
en suivant la géodésique issue de v pendant le temps ¢ puis en revenant en & par une
courbe de longueur inférieure ou égale & diam(M). On a

/:W(gt(v))dt S <[] la]> [+ sup [lwe[l;diam(M)
< foll(e + diam(M)) + sup e pdism(21)
Or on a établi plus haut la formule
t
Loy, [ oGonaddut) =t [ ww)due).
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On en déduit
<l > 1</t [, Mlla(e+ dinm() + sup ol dism(MO)lds

Si I’on fait tendre t vers l'infini, on obtient

| < ), (] > 1 < ]l

Ce qui, d’apres le théoréme de Hahn-Banach, implique I’assertion.

1.4 Relation avec la théorie de Mather

Dans cette section (M,g) est une variété riemannienne compacte quelconque.
Nous supposons connue la théorie de Mather sur les mesures invariantes d’un systeme
lagrangien (cf. [13]).

Notations 1.4.1 On considére maintenant M Vensemble des mesures de probabilité
sur T M tout entier, invariantes par Gy et d support compact.

On définit comme ci-dessus la classe d’homologie d’un élément de M.

Proposition 1.4.2 Pour tout h € Hi(M, R) on a

bl = mind [ Wol3di(o)/ € M et [u] = B

On commence par démontrer

Vue Miul = hona bl < [ olodu(v) (1.6)

Supposons ceci fait dans le cas ou p est ergodique et voyons comment s’en déduit
le cas général: pour toute p € M on peut écrire p = [y v ou Z est l'espace des
composantes ergodiques de p. Donc

L Tolleduv)

L), eledv(®)

Ll
iz
A

la dernitre égalité venant de la linéarité de application p — ).
Démontrons maintenant 1.6 pour une mesure ergodique. Soit 5 une orbite
p-générique (c'est & dire vérifiant la conclusion du théoréme ergodique de Birkhoff)

de G;. On a le

\Y

v

i

Lemme 1.4.3 On appelle cr une courbe fermée simple obtenue en fermant le che-
min ([0, T]) par un chemin c différentiable connectant v(0) et v(T') et de longueur
inférieure a diam(M). Alors .

Jim, Tor] = 4
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Démonstration: Soit [w] € H*(M,R), n’importe quelle forme différentielle lisse
fermée w représentant [w] est une fonction L! sur (T'M, p) car w est continue sur le
compact supp(y). Par le théoréme de Birkhoff on a

Jim = [ Cw(dfdr(e)dt = [ o()du(v)
Or
[ o= / " w(d/dty(e))dt + [
et | f,w| < ly(c)||[w]lly, donc

N
T}-IvIoloT CTW—<‘-'J,[I‘]>

d’ou le lemme.

On a déja vu que

/CT \|d/dter(t)||sdt = lo(er) = |llerlls-

En faisant tendre T vers l'infini, par continuité de la norme stable on obtient 1.6.
Ensuite par I'inégalité de Schwarz:

lall? < ([ lollodio))?
< [ lelidu(v)

1l reste & montrer que le minimum est atteint. Prenons h € H,(M,R). D’aprés la
preuve du théoréme 1.3.9, on peut trouver u € M telle que h = |klls[p] - Dans cette
preuve on suppose h € I'. Considérons la mesure de probabilité up sur TM définie
de la maniére suivante: pour A un borélien de T'M, on pose

A = AN {(z,v) € TM/|lvlls = lIRlls}

et
un(A) = ([l An)

c’est-3-dire que py, est la mesure image de p par ’application

™™ — TM
v > ||k|lsv.

Le support de pj, est contenu dans le compact de TM formé des vecteurs de norme
|&|l. Alors, pour w € H'(M,R) on a

<wlm> = [ o)
B /nuug=uhuaw(v)d” o)

= [, IMll()is)
= |lAlls <w,[1] > doi
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[pa] = b
Or

L oldm) = [ Toldes)

= el /||vug=uhn. Ldn(v)
= |IAll;

ce qui termine la preuve de la proposition.
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Chapitre 2

Laminations géodésiques

2.1 Applications du Graph Theorem de Mather

Bien que la théorie de Mather s’applique en toutes dimensions, nous supposons
dans toute la suite que M est une surface fermée, orientée.

Notations 2.1.1 Pour w € H'(M, R) on notera M, lensemble des mesures de
probabilité p sur T*M invariantes par le flot géodésique vérifiant:

— la norme stable ||[u]||» est égale @ 1, c’est-d-dire que p est minimisante

— le crochet < w,[p] > est égal a1, et de plus < w, [v] >< 1 pour toute mesure
de probabilité sur T'M invariante par le flot géodésique.

On notera supp(M,) Uensemble des © € T'M tels que tout voisinage de = est de
mesure positive pour une certaine mesure élément de M,,. C’est un fermé, et donc
un compact, de T'M.

J.Mather a démontré dans [13] que M., n’est pas vide si w appartient & la boule
unité de la norme duale de la norme stable, ainsi que le théoreme suivant :

Théoréeme 2.1.2 (Graph Theorem) La restriction @ supp(M,) de la projection
canonique © de TM sur M est injective et son inverse (vu comme application de
m(supp(M.)) dans supp(M,)) est Lipschitzienne, ¢’est-a-dire qu’il existe C € R tel
que :

Vz,y € m(supp(M.)), d(r~(2), (77 (y)) < Cd(=,y). (2.1)

Remarque 2.1.3 Dans cet énoncé les distances sont calculées avec des métriques
riemanniennes quelconques, et la constante C ne dépend alors que d’une borne pour
la norme des vecteurs tangents de supp(M,) ; comme nous choisissons la métrique g
sur M, et que nous nous restreignons au fibré unitaire tangent, nous pouvons supposer
que C est fizée indépendamment de p.

Corollaire 2.1.4 Sip est une probabilité minimisante, alors supp(p) est une lamina-

tion géodésique orientée, admeltant une mesure transverse [ telle que
p=TQdt ou dt est I’élément de longueur le long d’une géodésique.
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Preuve : une lamination géodésique est ici un fermé de M qui est réunion disjointe
de géodésiques simples (i.e. sans points doubles), minimisant globalement la longueur
dans le revétement universel. Une lamination géodésique mesurée de support total p
est la donnée

-~ d’une lamination géodésique, notée supp(u)

_ et d"une mesure définie sur tout arc c de M transverse & supp(p), dont le support
est ¢ N supp(u), invariante par homotopie respectant supp(u).

On a vu que supp(M,) est un fermé de T'M invariant par le flot géodésique, il est
donc constitué d’une réunion de géodésiques. Sa projection (supp(M.)) est donc
un compact de M, et par la propriété d'injectivité énoncée plus haut il est réunion
de géodésiques ne s'intersectant ni entre elles, ni elles-mémes, ce qui définit une
lamination (géodésique a priori, et non mesurée). Par conséquent, supp(u), étant un
sous-ensemble de supp(M,,) fermé et invariant par le flot géodésique, est lui-méme
une lamination.

D’autre part comme supp(u) est une partie du fibré unitaire tangent, et non du
fibré projectif, on a en tout point de 7(supp(y)) une orientation de la géodésique de
m(supp(y)) passant par ce point. Pour avoir une orientation cohérente de la lamination
il reste 3 montrer que le relevement de 7 (supp(y)) au fibré unitaire tangent obtenu
en choisissant 'orientation comme ci-dessus est fermé, ce qui sera le cas si on montre
que 7! est continue sur 7 (supp(p)); or le théoréme nous l’assure.

A présent définissons la mesure transverse de la fagon suivante: soit I un intervalle
transverse a w(supp(p)). On pose

© (UtE]—c,c[gﬂr—l (I))
2¢

(1) = lim

quand ¢ tend vers zéro, 7! s’entendant comme inverse de la restriction & supp(p) de
la projection canonique, et non comme image inverse.

Définition 2.1.5 On dit qu’une classe d’homologie h est rationnelle s’il eriste
r € R tel que th € Hi(M, Z).

Démontrons dés maintenant un lemme qui nous sera utile plus tard.

Lemme 2.1.6 Une lamination géodésique mesurée, orientée, de support total, dont
la classe d’homologie est rationnelle a pour support une réunion de courbes fermées.

Preuve: Il s’agit d’une adaptation d’un argument classique, di & A. Haefliger
(voir [10], p. 48). Supposons qu’une lamination mesurée orientable ) ait au moins une
feuille non fermée f. En utilisant la construction de la figure 2.1 on peut construire
une courbe fermée v qui intersecte A transversalement et toujours dans le méme sens.
De plus, en prenant « assez proche de f pendant un temps suffisament long, on peut
faire en sorte que la mesure transverse déposée sur -y par )\ soit arbitrairement petite.
Cette mesure ne peut étre nulle puisque A est de support total et 4 intersecte A
transversalement.
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FI1G. 2.1 - construction d’une transversale fermée

Mais si la classe d’homologie de X est rationnelle, il existe r € R tel que

Int([A], [7])) € rZ
d’ou une contradiction.

Corollaire 2.1.7 (du Graph theorem) Nous supposons ici que la métrique sur

M est & courbure strictement négative. L’ensemble des laminations qui vérifient une

propriété de Lipschitz comme dans le théoréme 2.1.2 avec la méme constante C est
compact dans ’espace des laminations mesurées de Thurston (cf. [10]), ML, (muni
de la topologie vague sur les mesures) et il se plonge homéomorphiquement dans le

projectifié¢ de ML, PML.

Remarque 2.1.8 Ceci n’est pas vrai si on considére toutes les laminations orien-
tables. En effet, les courbes simples fermées, donc a fortiori les laminations orien-
tables, sont denses dans ML, or presque toute lamination est non orientable.

Preuve du corollaire: Notons Mg(T*M) 'ensemble des mesures de probabi-
lités sur 7'M, invariantes par G, dont les supports vérifient la propriété ci-dessus,
et Mg (PT M) les mesures induites sur le fibré projectif de M. On vient de voir que
Mc(PT M) est une partie de ML, et on veut montrer sa compacité. Pour cela on
commence par montrer que Mg(T' M) est compact dans M.

Soit une suite u, dans M muni de la topologie vague, quitte a extraire une sous-
suite on peut supposer qu’elle converge vers p. L’ensemble des compacts de T' M,
muni de la distance de Hausdorff, est compact, on peut donc, quitte & extraire encore
une sous-suite, supposer que

SUpPP in B, A compact C T*M. (2.2)

On veut prouver:

1. A est invariant par le flot géodésique.
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suppp C A

3. m/A est injective et sa réciproque est C-Lipschitzienne.

Preuve de (1): soient z € A et t € R. On veut montrer que Gi(z) appartient a A.
Soit € > 0. Par continuité du flot géodésique, il existe a(e,t) > 0 tel que

Vy € T'M, (d(z,y) < ale,t)) = (d(Gi(2),9:(v)) < ).

11 existe, d’aprés 2.2, un entier n et z, € suppp, tels que d(z,2.) < ofe, t). Par
conséquent

d(gf(m)7gt(xn)) <e d’ou
Jim d(G:(z), A) = 0 donc
gt(z‘) € A.

Passons a la preuve de (2). Supposons:

3z € suppyu \ A.

Alors , A étant fermé, il existe € tel que d(z,A) > e
Affirmation : il existe un voisinage de = qui ne rencontre aucun des supp(fin)-
En effet, dans le cas contraire il existerait une suite

Zy, € SUPPfin, Tn — T.

A partir d’un certain rang les , seraient a distance au moins ¢/2 de A, ce qui
impliquerait, V. A désignant ’ensemble des points distants de moins de € de A,

supppn € VesaA

d’ou une contradiction.

Mais d’aprés Paffirmation, on peut prendre une fonction a support dans un voisi-
nage de z, d’intégrale positive pour x et nulle pour toutes les pn, ce qui contredit la
définition de la limite vague, (2) est donc démontrée.

Démontrons (3). Supposons qu'’il existe € > 0 tel que

3z,y € A, tels que Cdum(m(z),7(y)) + € < dmm(z,y).

On peut trouver des suites £, — z,yn — y dans supp(ps), sans quoi il y aurait un
voisinage de z (resp y) qui ne rencontrerait aucun des supp(pin), ce qui est impossible
par un argument déja utilisé plus haut. Pour n assez grand, on aurait

Cdu(m(zn), (yn)) +-§- < dpip(Tn, Yn)

d’oli une contradiction, et (3) est démontré.

Mais (2) et (3) impliquent que Mc(T'M) est compact dans M: soient en effet
deux points de supp(ps), ils sont dans A par (2) et donc vérifient la condition de
Lipschitz par (3).
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Considérons maintenant la projection canonique p du fibré unitaire tangent, vu
comme revétement double du fibré projectif. Elle est continue et commute avec G,
donc elle envoie Mo (T M) sur un compact de M(PT M), espace des probabilités sur
PT M invariantes par le flot géodésique, c’est & dire I’espace des courants géodésiques.
Il reste & vérifier que ces courants sont des laminations, pour cela il suffit de montrer
que pour p € M¢g(T*M), la projection canonique pr : PTM — M est injective en
restriction a supp(p.p); mais c’est immédiat puisque 7 = pr o p.

Si on munit PTM de la distance dprps induite par la métrique riemannienne
quotient de celle de T' M, alors la propriété de Lipschitz reste vraie en considérant
les mesures sur PT'M et non plus sur T M, puisque par construction dpry < drip.

Il reste & montrer que M¢(T'M) se plonge homéomorphiquement dans PML.
Considérons la restriction pg & Mc(T*M) de la projection canonique

p: ML —-PML.

La continuité de po se déduit de celle de p; d’autre part toutes les mesures éléments
de Mg (T*M) sont des probabilités, donc un multiple d’un élément de Mq(T'M)
n’est pas dans Mg (T M), ce qui prouve injectivité de pc. Mais une injection conti-
nue d’un compact dans un autre (il est bien connu que PML est compact) est un
homéomorphisme sur son image.

~ Continuons 3 examiner les conséquences dans le cas des surfaces des théorémes
de Mather et Maiié.

2.2 Ou l’on introduit le revétement abélien

La théorie des revétements nous dit qu’il existe un revétement galoisien (M, p) de
M dont le groupe de transformations est isomorphe en tant que groupe a Hy\(M,Z).
De plus, si D est une transformation du revétement et z un point de M, alors un
chemin de z & D(x) se projette par p sur un laget de classe d’homologie D. On
appellera revétement abélien ce revétement.

Une géodésique de M sera dite M-minimisante si ses relevés & M minimisent la
distance entre deux quelconques de leurs points. J. Mather a démontré dans [13] le
théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 (Mather) Pour w € H'(M, R), toute trajectoire du flot géodé-
sique contenue dans supp(M.,,) est M-minimisante .

V. Bangert a montré dans [1] une sorte de réciproque:

Théoréme 2.2.2 (Bangert) Si« est une géodésique de M, ‘M -minimisante, alors
ses mesures-limites (i.e. les points-limites de I'ensemble des mesures de probabilité
uniformément réparties sur un segment de vy ), qui sont automatiquement invariantes
par le flot géodésique, sont minimisantes et leurs classes d’homologie sont contenues
dans un domaine plat sur le bord de la boule unité de la norme stable dont les points
extrémauz correspondent auz mesures ergodiques.

Définition 2.2.3 une lamination minimisante A est une lamination géodésique me-
surée dont la mesure transverse, tensorisée par dt, est minimisante.
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Le support d’une lamination minimisante est une lamination topologique A, qui
d’apres le théoréme 2.2.1 est formée de géodésiques M-minimisantes. Si A’ est une
autre lamination géodésique mesurée de support A (cela existe si A n’est pas unique-
ment ergodique), d’aprés un théoréme de Maiié, (cf. [11]) )’ est également minimi-
sante.

Lemme 2.2.4 L’image par [.] de ’ensemble des mesures transverses d’une lamina-
tion géodésique est contenu dans un sous-espace isotrope de H,(M, R).

Preuve
Soient

— X une lamination géodésique
— 1 et py deux mesures transverses ergodiques de A
— 1 (resp 72) une géodésique gy (resp pz)-générique
- € > 0, strictement inférieur au rayon d’injectivité de M.
On note CT la courbe obtenue en suivant +; pendant le temps T', puis en refermant
par une portion a; de géodésique de longueur < diamM. On a vu que
Iliggc%lc'?] = [u] pour i = 1,2.

De la méme fagon on a

Jim L To(C1, [CF) = Int ([, ). (2.3

Pour majorer Int([CT],[CT]) il suffit de majorer 'intersection géométrique de CT et
CT. Celle-ci vaut

cardinal{(71([0, 71) N 72([0, T])) U (1([0,T]) Na2) U (%((0, TN Na1) U (a1 Naz)}-

Le premier terme a une contribution nulle puisque 71 et ¥, font partie d’'une méme
lamination géodésique. Pour évaluer les autre termes, découpons nos courbes en in-
tervalles de longueur strictement inférieure & e. On a, suivant [8], p.58:

diamM +1
— )
diamM

T
. + 1)(—6- +1)
diamM + 1)2

€

Donc il existe un réel positif K tel que l'intersection géométrique de CT et CT est
majorée par KT. Ceci combiné avec 2.3 prouve le lemme dans le cas cas ou p; et
piz sont ergodiques. Si elles ne le sont pas, le calcul qui précéde montre que leur
intersection est somme sur les composantes ergodiques de la fonction nulle, d’ou la
conclusion.

Définition 2.2.5 Un hyperplan affine H de Hy(M, R) est dit support d la sphere
unité de la norme stable, notée Sy, si HN Sy # 0, et si la boule unité ouverte ne
rencontre pas H.

cardinal{(7s([0,T]) N az)} < (3:-+1)(

cardinal{(72([0,T]) Na1)} < (

cardinal(a; Naz) < (
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Définition 2.2.6 Nous appellerons face de S, I’intersection de S, avec un hyperplan
affine support. Par définition la dimension de la face est celle du sous-espace affine
A qu’elle engendre. Une face est convere, comme intersection de convezes.

Définition 2.2.7 On dit qu’un point hy appartient a Vintérieur de la face F si ho
appartient d lintérieur de F considéré comme partie de A. Cela signifie qu’il existe

hi,...,hn distincts dans F, n — 1 étant la dimension de F, et des réels Ay,...,An
dans ]0,1] tels que

n n

Z)\; =1 et E)\;h; = ho.

=1 =1
Définition 2.2.8 Un point z de S, est dit exposé s’il existe un hyperplan H support
a S; en z dont lintersection avec Sest réduite d x, autrement dit si z est une face.

Le lemme 2.2.4 permet de déduire de [11] la

Proposition 2.2.9 Si une lamination géodésique est constituée de géodésiques M-
minimisantes, alors toutes ses mesures de probabilité transverses invariantes sont
minimisantes en homologie et forment sur la sphére unité de la norme stable une
face de dimension < ( —1 au plus.

On va montrer la réciproque.
Soit P une face. D’aprés Hahn-Banach il existe une forme linéaire ¢ € H!(M,R) telle
que

<¢h>=1VheP

(il suffit de trouver un hyperplan affine contenant P et d’intersection vide avec la
boule unité ouverte, puis de considérer la forme linéaire valant 1 sur cet hyperplan)

Le théoréme 2.1.2 affirme que supp(M.) est une lamination topologique A et que
pour tout h € P, si [u] = h, alors supp(g) C A. Si P n’est pas réduit a un point,
alors A n’est pas uniquement ergodique. On a donc la

Proposition 2.2.10 A toute face de la sphére unité Sy correspond une lamination
topologique non uniquement ergodique, et une telle face est de dimension au plus (—1.

Remarque 2.2.11 Ceci implique la stricte convezité de la norme stable sur un tore
de dimension 2.

Le résultat 2.2.10 prolonge celui énoncé en 1.2.5, disant qu’on peut trouver un
représentant minimisant possédant au plus g composantes connexes.

Proposition 2.2.12 Soient u;,p2 € Mc(T*M). Supposons que U’ensemble des in-
tersections transverses de w(supp(p1)) avec w(supp(p2)) soit non vide, et qu’en chaque
point P de cet ensemble l’intersection algébrique de la géodésique orientée de py pas-
sant par P avec la géodésique orientée de pg passant par P soit positive. Alors

Int([m], [pa]) > 0.

Preuve Soient

- 7 C m(supp(p)), ¢ = 1,2 des géodésiques qui s’intersectent transversalement
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— P un point de 71 N 72
— I; un intervalle sur «; contenant P, pour i = 1,2.

Notons fii, i = 1,2 la mesure transverse de la lamination mesurée associée a p;.
- Comme p; est de support total, on a fi;(f1-;) > 0. Supposons pour commencer p;
ergodique, et soit ;' une géodésique p;-générique. Il y a dans T*M des points de
Iorbite du flot géodésique qui releve +;', arbitrairement proches du point de supp(:)
au dessus de P. Cela impose & 7,’ et ;' de s’intersecter.

Considérons la courbe fermée CT obtenue en suivant ;' pendant le temps T puis
en refermant par un segment géodésique. On a, comme en 2.2.4

.17 .
Jim =[C] = [w] pour i = 1,2 et

Jim o Tni([GF], O = Tt [na)

Par hypothese les intersections entre 71’ et ~2' (dans cet ordre) sont positives. Donc
pour calculer l'intersection algébrique il suffit de calculer I'intersection géométrique.
On peut borner par une fonction linéaire KT (cf. 2.2.4) la contribution & celle-ci des
segments utilisés pour fermer les CT. Par conséquent

pi(li=) = 71}—1»20 %cardinal{t < T tels que ¥'(t) € I1—}.

Donc pour T assez grand,

1

—T-i( H cardinal{t < T tels que 7{(t) € i} - KT) > }2-#1(12)#2(11).

1=1,2

Mais le membre de gauche de cette inégalité est plus petit que I'intersection géomé-
trique de CT et C¥ divisée par T?, d’oli la conclusion. Si une au moins des y; n’est
pas ergodique, on la décompose en composantes ergodiques, auxquelles on applique
ce qui précede. L'intersection Int([u1], [42]) est somme sur les composantes ergodiques
de nombres strictement positifs, donc est elle-méme strictement positive.

Proposition 2.2.13 Soient
ho € Hy(M, R)

une suite h, tendant vers ho

des mesures pin, minimisantes telles que [pn] = hn

|

un point-limite A des supp(ps) pour la topologie de Hausdorff.
Alors

— A est une lamination géodésique

~ ses mesures transverses sont minimisantes

_ Vensemble de celles-ci est une face de Sy, contenant ho.
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Preuve D’aprés la preuve du corollaire 2.1.7 A est un compact de T*'M invariant
par le flot géodésique, et vérifiant I'inégalité 2.1, ce qui prouve le premier point.
D’autre part les géodésiques constituant A sont M-minimisantes (car cette pro-

priété passe 4 la limite en distance de Hausdorff), donc d’aprés [11] le deuxiéme point
‘est démontré.

Enfin, toujours en vertu de 2.2.9, ’ensemble des probabilités invariantes de A est
un domaine plat D sur &;. Il ne reste qu’a montrer que D 3 ho. Quitte a extraire
deux fois une sous-suite on peut supposer que

supp(tn) 2> A

et p,, tend vers une mesure z dans la topologie vague. Par continuité de I’application
(], on a [4] = ho.
Montrons que supp(u) C A. Soient

- = € supp(y)
— B la boule ouverte dans T'M de centre = et de rayon 1/k.

On a u(B) > 0 par définition de supp(u). Puisque pn, converge vaguement vers p,
on a

liminf pin(Br) 2 p(Bx)
donc
IN; € N tel que Vn > Ni, pn(Bi) > 0.

Cela signifie qu'il existe dans By un point de supp(¢n)- De la
d(z,supp(pin) < -1’; Vn > Ny,

d’ou r}g& d(x,supp(ps)) = 0.
Cela implique d(z,A) = 0 donc z € A, cqfd.

Lemme 2.2.14 Si D, et D; sont deux faces de S; contenant toutes deuz une classe
ho, Dy contenant ho dans son intérieur, alors il existe une face contenant D; U D,.

Le théoreme de Hahn-Banach affirme qu’il existe une forme linéaire f telle que f (h) <
1si||k|ls <1et f(h) =1si h € Dz. On a alors f(h) < 1sih€ Dy et f(ho) =1.La
fonction f, étant affine sur Dy, ne peut avoir de maximum local qu’au bord, mais ho
est intérieur & D;. Ainsi f est constante égale & 1 sur Dy, donc

D,UD; C f—l(l) NS,

qui est une face de S; par définition. De plus, si Dy contient ho dans son intérieur,
cette face contient ho dans son intérieur. Il y a donc un sens a parler de la plus grande
face contenant ho dans son intérieur, réduite & ho si ce dernier est exposé.

Proposition 2.2.15 Soit une face de S; contenant dans son intérieur une classe
d’homologie rationnelle ho. Alors D est Uenveloppe conveze d’un nombre fini de
classes d’homologie rationnelles hy, ... hs, avecn < 3¢ —3. Nous appellons rationnelle
une telle face.
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Démontrons au préalable un

Lemme 2.2.16 Si D vérifie les hypothéses de la proposition ci-dessus, alors toute
lamination minimisante dont la classe d’homologie est dans D est formée de géodé-
siques fermées.

Preuve du lemme: soit A € D. Considérons la droite L joignant h et ho. L'inter-
section LN D est un segment contenant ho dans son intérieur, on peut donc écrire ko
comme un barycentre:

ho=th+(1—t)h' ot k' € Dett €]0,1].

Soient A et X' des laminations mesurées minimisant la longueur dans les classes h
et k' respectivement. Le Graph Theorem 2.1.2 affirme que la réunion des supports
de laminations mesurées dont les classes d’homologie appartiennent a D est une
lamination géodésique: Par conséquent la réunion des supports de A et X, munie de
la mesure transverse invariante tA + (1 — t)X, est une lamination mesurée. Sa classe
d’homologie est t[A] + (1 — t)[\'] = ho. Cette lamination est de support total (puisque
X et ) sont de support total) donc n’a que des feuilles fermeées, en vertu du lemme
2.1.6. Par conséquent A n’a que des feuilles fermées.
Passons maintenant a la

fin de la preuve de la proposition. Considérons un point extrémal h de D. D’apres
le lemme ci-dessus il existe des réels r;, i = 1...k, et des géodésiques fermées 7; telles
que

k k
Sorilwl = by Do Irillg(%) = IIRlls.

i=1 =1
Puisque & est extrémal on a forcément k = 1. Donc h = r1[71], c’est-a-dire que h est
rationnelle.
En prenant des représentants de tous les points extrémaux de D, on obtient un
systéme de géodésiques fermées disjointes non deux 3 deux cohomologues.

Lemme 2.2.17 Un tel systéme est de cardinalité moindre que 3¢ — 3.
Preuve soient

— M,...7n les courbes du systéme

— M, ... M les composantes connexes de M \ (Uy;)

- M'y,...M'; les surfaces fermées obtenues a partir des M; en recollant des
disques sur les composantes de bord.

Dans ce qui suit x désigne la caractéristique d’Euler et §(8M;) le nombre de compo-
santes de bord de M;. Nous disposons des informations suivantes:

1. x(M';) <2 car M'; est une surface fermée.
2. §(0M;) > 3 sans quoi deux des 1; seraient cohomologues entre elles.

3. S #(0M;) = 2n car chaque 7; apparait deux fois comme bord.
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4. x(M") = x(M;) + §(0M;) par additivité de la caractéristique d’Euler, celle du
disque valant 1.

5. ¥ x(M;) = x(M) =2 — 2 pour la méme raison.

De (2) on tire T §(0M;) < 3k, d'ol, en utilisant (3), 2n < 3k. Par (1) et (5) on
~obtient alors

2k > > x(M';) = 2 — 2+ 2n puis
%n >2(—2+2n
soit n < 3¢ — 3 comme demandé.

Remarque 2.2.18 Il est démontré dans [10] qu’une lamination géodésique quel-

conque posséde au plus 3¢ —3 composantes ergodiques, donc toute face est un polyhédre
ayant au plus 3( — 3 sommets.
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Chapitre 3

Etude au voisinage des points
rationnels

Dans ce chapitre (M, g) est une surface fermée orientable munie d’une métrique
riemannienne g.

3.1 Non-stricte convexité en un point donné de
H,(M,R), pour une métrique dans une classe
conforme donnée.

Soit g une métrique riemannienne sur une surface compacte de genre strictement
supérieur a 1. Soient (I';)i=1.x des classes d’homotopie libre dont les intersections
géométriques 2 & 2 sont toutes nulles. Soient dans chaque I'; une géodésique v; de g
minimisant la longueur dans T';.

Lemme 3.1.1 Si fo € C®(M) est nulle sur Uy, strictement positive ailleurs et si
de plus au voisinage de Uy; on a

A(fo) < —(courbure scalaire de g) , alors

1. les courbes y; sont des géodésiques de exp(fo)g, minimisant la longueur dans
T;.

9. Il eziste un voisinage O de fo dans C®°(M), et (pour tout i) un voisinage V; de
~; dans M tels que Vf € O, il existe dans V; une unique géodésique fermée de
exp(f)g appartenant a I';.

Preuve:

1- Toutes les longueurs, sauf celles des +;, sont augmentées par la multiplication
par exp(fo), donc les 7; sont géodésiques pour exp(fo)g. D’autre part, si 7 est une
géodésique de g, paramétrée & vitesse 1, de longueur I, sa longueur pour exp(fo)g est

b= [ exp(fa)(a(s))ds.
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Si v n’est pas I'un des 7;, exp(fo) est strictement supérieure a 1 le long de 4, donc
lo > 1. Donc #'il existait dans I'; une géodésique v de exp(fo)g de longueur pour
exp(fo)g inférieure & celle de ;, on aurait

lo(7) < lexp(fo)s(7) = lexp(to)a (%) = lo(%:)

ce qui est impossible puisque +; minimise la longueur pour ¢ dans sa classe d’homo-
logie. Donc les +; minimisent la longueur pour exp(fo)g dans T;.
2- la courbure scalaire de exp(fo)g a pour expression

exp(fo)A(fo) + courbure scalaire de g

qui est strictement négative au voisinage de Uy; d’apreés notre hypothése. Par consé-
quent les orbites v; du flot géodésique de exp(fy)g sont hyperboliques, donc seuls
ensembles invariants par le flot dans un voisinage d’eux-méme, et ceci reste vrai pour
une petite perturbation de fj.

Proposition 3.1.2 Avec les notations du lemme 8.1.1, si fo est assez grande, il
eziste un voisinage O de fo dans C*(M) tel que Vf € O, la fonction longueur pour
exp(f)g est minimisée dans la classe d’homologie ['1] + ... 4 [Tx] par une réunion de
géodésiques fermées appartenant auz T;.

Preuve

D’apres le lemme 3.1.1, aucune géodésique fermée + appartenant & une des classes
I';, non égale & 'une des +;, n’est contenue dans la réunion des V; Les V; sont ici fixés
indépendamment de fo, cela est rendu possible par le fait que les V; permis par le
lemme 3.1.1 croissent avec fo. Si on prend fy > é hors de UV;, et si v passe un temps
t en dehors de UV;, on a

lexp(f0)g(7) > (exp(6) — 1)t + l(7).

L’ensemble E des multicourbes cohomologues & U~; et plus courtes est compact. Donc
linfimum des ¢ tels qu’un élément de F passe un temps ¢ hors de UV] est atteint, et
ce ne peut étre zéro sans quoi il existerait plus court que Uy; dans UV;.

Soit to le minimum, et soit Iy = ||[I'1] + ... + [['s]||s pour la métrique g . Si on prend

8 > loglL + (5 (%) — b

alors la réunion des 4; minimise la longueur dans sa classe d’homologie, et la courbure
négative permet d’affirmer que ceci est stable par perturbation de f;.

Corollaire 3.1.3 L’ensemble F(g,T'1,...Tk) des f € C®(M) telles que la fonction
longueur pour exp(f)g) soit minimisée dans la classe d’homologie [I'1] + ... + [Ts] par
une réunion de géodésiques fermées appartenant auz I'; est un fermé d’intérieur non

vide de C*(M).

Remarque 3.1.4 En prenant pour (7;)i=1..3¢—3 3¢ —3 géodésiques fermées disjointes
(par exzemple les bords d’une décomposition en pantalons) non deuz d deuz cohomo-
logues et en appliquant ce qui précéde, on montre que la borne 3¢ — 3 dans la propo-
sition 2.2.15 est optimale.
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3.2 Non-stricte convexité au voisinage d’un point
rationnel

Le but de cette seétion est de démontrer le

Théoréme 3.2.1 Toute face rationnelle de S est contenue dans une face de dimen-
sion ( — 1.

Remarque 3.2.2 Les points rationnels ezposés dont on a montré l’ezistence en 1.2.9
sont points extrémauz des faces les contenant.

Soient F' une face rationnelle de S; et E l'espace vectoriel engendré par F.On a
dim(E) = dim(F) + 1 et E est isotrope pour Int(.,.). Considérons

E' = {h € Hy(M,R) \ Int(h, h') = OVA' € F}

(orthogonal de E pour la forme d’intersection). C’est un sous-espace vectoriel de
Hy,(M,R), contenant E, de dimension 2(¢ — dimE. Deux cas sont possibles:

_ E = E', ce qui équivaut & dim(F) = ( — 1. Le théoréme est alors évidemment
vérifié.

- E#FE.
Soit alors b’ € E'\ E tel que ||A'||; = 1.
Proposition 3.2.3 Il eziste A > 0 tel que le conveze
C={t\f'+(1-t)z\t€0,1],z € F}
est contenu dans 5.

Indiquons tout d’abord comment cela implique le théoréme 3.2.1. D’apres le lemme
9.9.14 C est contenu dans une face F’ de &;, de dimension dimF + 1. Notons que
nous pouvons choisir A’ rationnel. En effet E' est orthogonal pour une forme entiere
d’un sous-espace engendré par des points entiers, il est donc lui-méme engendré par
des points entiers. La face F"' est alors rationnelle. Si sa dimension est plus petite que
g — 1, on peut itérer le procédé jusqu’a la conclusion désirée.

Preuve (de la proposition 3.2.3)

ho + LA
Soient ho un point rationnel intérieur de F, hy = =7
o P = o+ 2R

et des mesures de probabilité p, telles que [pn] = hn. Les p, sont automatiquement
minimisantes puisque ce sont des probabilités et h, € S1. Quitte a extraire deux fois
une sous-suite on peut supposer que les u, tendent dans la topologie vague vers une
mesure p, et qu’il existe un compact A de T M tel que les supports des p, convergent
vers A en distance de Hausdorff. On a alors supp(u) C A et [p] = ho. Le support
de p est donc formé de géodésiques fermées dont les classes d’homologie sont dans
F. Soient T;, i = 1...p les classes d’homotopie libre de ces courbes. L’alternative
suivante se présente:

1. pour tout ¢ = 1...p il existe une géodésique fermée ; dans Ty, et un voisinage

collier U; de «; tel que ANU; est constitué de géodésiques fermées appartenant
arl,.
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2. (1) est fausse.

Nous allons voir que (1) implique la conclusion de la proposition 3.2.3. En effet, dans
ce cas, pour tout € > 0 il existe N € N tel que

Yn> N, Vi=1...p, 7 C Visupp(pn)),

Visupp(p») désignant ’ensemble des points distants de moins de ¢ de supp(gs). Si € est
plus petit que la demi-largeur des colliers U;, cela implique I'appartenance & supp(pin)
d’une géodésique 7;' homotope & 7; pour n > N. Mais supp(us) ne peut étre réduit
& cette géodésique, sans quoi [u,] serait constante & partir d’un certain rang.. Par
conséquent p, est non uniquement ergodique, et une de ses composantes ergodiques
est fry;. D’aprés 2.2.9, le segment [ho, hn] est dans Sy, et 3.2.3 est démontrée. Mais
par la proposition ci-dessous, on est toujours dans le cas (1) puisque Int(ho, A’ )=0.

Proposition 8.2.4 Si (1) est fausse, alors Int(ho, hn) # 0 pour une infinité de va-
leurs de n.

La preuve de la proposition se fait en plusieurs étapes. Supposons (1) fausse. Il
existe au moins une courbe «; telle que les supp(pn») viennent arbitrairement pres de
~; dans T*M. Supposons pour simplifier que ce soit 7.

Lemme 3.2.5 Soit 7y, une géodésique simple fermée. Il existe un voisinage V de
v dans T'M tel que si une géodésique v simple et minimisant globalement la lon-
gueur dans le revétement universel M rencontre V, alors soit v intersecte 11, soit
’adhérence de vy dans M contient une géodésique fermée homotope am-

Choisissons :
— un voisinage collier U de 1
— une origine P = v,(0) sur ;.

Soit T un segment géodésique inclus dans U, transverse en P 4 11, orienté pour que
Dintersection entre 7; et T (dans cet ordre) soit positive.

Pour tous z € U et v € T* M, on note |0, t5[ (ts €]0,400]) I'intervalle maximal tel
que la géodésique v, (t) issue de z dans la direction v reste dans U pendant le temps
t,. Considérons le voisinage de 7, dans T*M défini par les conditions suivantes:
(z,v) € V si et seulement si

~zeU
~ ~s,(t) intersecte deux fois au moins T' pour ¢ €]0, (A
— toutes les intersections de 4, ,(t) avec T' sont positives pour ¢ €]0,t,[.

Montrons que V vérifie les conclusions du lemme 3.2.5. Soient P’ et P" deux points
d’intersection consécutifs de 7z, avec T
Premier cas: P' = P". Alors v, , qui, étant simple, ne peut se recouper trans-
versalement, est une géodésique fermée homotope a 7, donc le lemme est vérifié.
Deuxiéme cas: P’ # P". Supposons par commodité que P' précéde P" dans
'ordre de 7;,,. Appelons R I'anneau contenu dans U, bordé par 71, 7z, entre P’ et
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Ye,v

~_ | "

FiG. 3.1 - deux intersections successives avec T

P". et T entre P' et P". De la sorte une courbe qui sort de R en coupant T' doit avoir
une intersection négative avec T (voir figure 3.1).

Supposons que 7z, soit contenue dans R pour tous les temps postérieurs a t" tel
que P = 4,,(t"). Alors son ensemble limite est un compact invariant par le flot
géodésique et contenu dans I’anneau R. Un tel ensemble contient nécessairement une
géodésique fermée homotope & 71, auquel cas le lemme est démontré.

Supposons maintenant que 7, sorte de R. Elle ne peut en sortir en se recou-
pant, étant simple par hypothese. Elle ne peut non plus sortir en recoupant T, car
Iintersection devrait étre négative, ce qui est interdit par la définition de V. Par
conséquent, elle doit intersecter 41, ce qui termine la preuve du lemme 3.2.5. Puisque
71 est contenue dans un €(n)-voisinage de supp(gn) avec limy, .o €(n) = 0, pour n
assez grand supp(u,) rencontre V. On suppose bien sir que les p, sont de support
total. Or une géodésique spiralant vers 4; (ou une géodésique homotope) n’est dans
le support d’aucune mesure invariante par le flot géodésique , donc il existe dans
supp(pr) une géodésique qui coupe 1.

Preuve de la proposition 3.2.4.

Il s’agit de démontrer que Int(hy,, ho) # 0 pour une infinité d’entiers n. D’aprés la
proposition 2.2.12, il suffit de démontrer que les géodésiques de supp(p») qui inter-
sectent 7, le font toutes dans le méme sens. Supposons donc que pour tout n € N il
existe deux géodésiques 77 et v, dans supp(ps), intersectant v 'une positivement
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et 'autre négativement.

Lemme 3.2.6 Les géodésiques 4} et ;7 rencontrent V pour n assez grand.

En effet, ANV est un ouvert de A. La projection 7 étant un homéomorphisme en

restriction & A, (AN V) est un ouvert de 7(A), qui peut s'écrire U’ N w(A). Puisque
7 est bijective sur A, on a

=} U nx(A) =71 (U')nA.

Mais d’autre part
U Nx(A) =7 (r(ANV))=ANV
donc 7Y (U)NAC V.

Par conséquent il existe un voisinage V' de A tel que #~}(U’) N V' C V. Comme
lim dp(A,supp(pn)) =0, on a ' (vE) cV

pour n assez grand. Par ailleurs, U, qui contient 7(ANV'), est voisinage de 71 ; donc
les v%, qui coupent 71, rencontrent U’. Ainsi

() (Nt (U) N V') # D

d’ou le lemme.

Fin de la preuve de la proposition 3.2.4. Nommons R I'anneau défini comme dans
la preuve du lemme 3.2.5, en remplagant 4, par 77 . Remarquons que 7, , une fois
entrée dans R, doit en sortir. En effet, dans le cas contraire, elle devrait s’accumuler
sur une courbe fermée contenue dans R, ce qui est impossible pour une géodésique
contenue dans le support d’une mesure invariante par le flot géodésique.

Elle ne peut en sortir en coupant ;7 , puisque 4; et v, font partie d'une méme
lamination géodésique. Elle ne peut non plus sortir par T, car l'intersection avec
T serait alors négative, contredisant la définition de V. Enfin elle ne peut recouper
~1, car cela créerait des points conjugés le long de 71, or cette derniére minimise la
longueur dans le revétement universel. Cette impossibilité acheve la démonstration.

3.3 Non-différentiabilité de la norme stable en cer-
tains points rationnels

D’apres [15], S; admet en tout point un cone convexe tangent.

Corollaire 3.3.1 (du théoréme 3.2.1) En tout point rationnel n’appartenant pas
d lintérieur d’une face de dimension mazimale (g — 1) le cone tangent est strict
(différent d’un hyperplan).

Remarque 3.3.2 Il eziste une infinité de tels points, voir 1.2.9.
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Preuve du corollaire: soit ko un point rationnel de S;. Nous avons vu qu’il y a un
sens 3 parler de le plus grande face de S; contenant ho dans son intérieur. Soit F
cette face. Supposons sa dimension d strictement inférieure & genre(M) — 1. Soient
hi,...,hy les points extrémaux de F, et b un vecteur tangent a S; n’appartenant pas
3 F et tel que Int(h, h;) = 0 pour tout i = 1,...,p. On peut trouver un tel vecteur
puisque les hy, ..., h, engendrent un sous-espace de Hy(M,R) de dimension < g—1,
par conséquent strictement contenu dans son orthogonal symplectique.

Supposons que la norme stable soit différentiable en ho. Le cone tangent & S; en
ho serait alors un hyperplan, en particulier le vecteur —h en ferait partie. D’apres
3.9.3 la droite affine D joignant ho & ho + h rencontre S en un segment C non réduit
4 un point. Comme h & F, C n’est pas inclu dans F.

Le méme argument s’applique & —h, on obtient ainsi un segment C'. Mais C' et
C' font tous deux partie de la droite affine D, et ont en commun le point Ao, leur
réunion est donc un segment C" inclu dans S; et contenant ho dans son intérieur.
D’apres le lemme 2:2.14 on peut trouver une face F' contenant ho dans son intérieur,
incluant F et C", donc strictement plus grande que F. Cette contradiction termine
la preuve du corollaire.
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Chapitre 4

Liens avec la théorie des surfaces
de Riemann

Dans tout ce chapitre M est une surface compacte orientable munie de la structure
complexe donnée par la classe conforme de la métrique g.

4.1 Plongement du revétement abélien dans H;(M,R)

Choisissons
- un point base zg € M

— une base (ay,- -+, a¢, by, -+, b¢) de Hi(M, R) dans laquelle la forme symplectique
d’intersection sur H;(M,R) a pour matrice

0 Id,
~I1d, 0 )

Alors il existe une unique base (i, - -, ¢) de H, I'espace des 1-formes holomorphes
sur M, telle que < a;,a; >= 6;;.

4.1.1 Définition de la Jacobienne

Le contenu de ce paragraphe est démontré dans [6], chapitre 3. On notera II
la matrice dont les coefficients sont m;; =< ¢;,b; >. Les colonnes de la matrice
¢ x 2¢ (Id,II) sont R-indépendantes et forment donc un réseau L(M) dans C¢. Par
définition la Jacobienne J(M) de M est le quotient C¢/L(M).

On définit une application ® de M dans J(M) en posant

o(z) = ( / " )izt

Zo

ou 'intégrale est prise sur un chemin quelconque entre et o. L’application @ est
bien définie, holomorphe et injective, c’est donc un plongement conforme de M dans

J(M).
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4.1.2 Relevement au revétement abélien

Choisissons maintenant un point g dans la fibre au dessus de . Les 1-formes
«; se relévent de facon unique & M, en formes & holomorphes pour la structure
complexe sur M obtenue par image inverse de celle de M.

Considérons 1’application

. M —)C(__
T /_E-);:L--.(

To

Rema,rquohs que ® est bien définie: si c; et c; sont deux chemins distincts de
75 4 T, alors ¢1c;! est un chemin fermé dans M, donc il se projette sur un lacet
d’homologie nulle dans M, et

[ = [ = [0
a c2 c1cy p(eicg )

I’avant dernitre égalité ayant lieu par définition du pull-back, et la derniére parce que
cic;! se projette sur un lacet d’homologie nulle dans M.
D’autre part le diagramme suivant est commutatif:

M3

pl Ly

M 3 JwmM)
En effet on a

8(p(z)) = ( / )it ~cmod L(M)

par définition de ®; mais par ailleurs

8|

P(®(@) = (| )i=,.cmod L(M)

T

= ( a,-),-=1,...¢mod L(M)

To

8§ o

par définition de 'image inverse. Donc @ reléve 9, par conséquent elle est holomorphe.
Supposons que pour Ty, T3 deux points de M, on ait

9(z1) = B(72)-
Alors on aurait
®(p(z1)) = 2(p(72))
et, ® étant injective, cela implique
p(z1) = p(72)-

Alors il existe une transformation D du revétement (celui-ci étant Galoisien) qui
envoie 77 sur 3, donc il existe dans M un chemin de 77 & Tz qui se projette sur un
lacet ¢ d’homologie D. On a

B(z) - () = ([ @imtoc
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la derniére quantité n’est pas nulle puisque c n’est pas d’homologie nulle (sauf si
T] = T3), d’ou une contra@tion. Donc ® est injective. On a donc construit un
plongement holomorphe de M dans C¢.

Mais on peut identifier H;(M,R), comme dual de H, avec C¢, en utilisant la base
()i, par 'application suivante:

H(MR) 3 c¢
b (i(R))icrg

Donc

Proposition 4.1.1 © = ¥~ 0 ® nous donne un plongement de M dans Hi(M, R),
holomorphe pour la structure compleze sur Hy(M, R) induite par V.

Remarque 4.1.2 Siz, y sont deuz points de M, alors ©(z)—O(y) est ce que Mather
appelle le vecteur-différence de (z,y) dans [13], et Bangert (cf. [1]) le vecteur-rotation.

Remarque 4.1.3 L’application © est définie dans [9]. Dans le cas des surfaces de
Riemann on posséde suffisament d’information sur les points singuliers des formes
harmoniques pour affirmer que © est un plongement.

4.1.3 Ce qui précéde est-il intrinseque?

On peut se demander dans quelle mesure cette construction dépend des choix
effectués, a savoir:

— le point base zo
— son relevement 7o
— et la base (a3, - ,a¢, b1, -+, b¢) de Hi(M,R) .

Supposons choisi un autre relévement Ty’ de zo. Soit D la transformation du
revétement qui envoie Tp sur Zg, notons @' le plongement défini avec le nouveau
point-base. On a

Vie M ¥(z)-3()=( / &)imt g
ou c désigne un lacet dans M, dont la classe d’homologie est D. Donc
-(I_>'('.'i:') —-(f(':l:_) = (< D,&; >).'=1,...(.

On peut écrire D sous la forme ¥ M\ia; + p;b; donc

¢
6’(5) -—6(5) = E Ai < aj,a; > +p < Otj,b,' >

i=1

'est une combinaison linéaire & coefficients entiers de colonnes de la matrice (Id¢, IT)
définie plus haut, c’est-a-dire un élément du réseau L(M). On voit par la que le
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changement revient & translater d'un élément de L(M) I'image de M dans C¢. Mais
justement ®(M) est invariante par I'action de L(M):

VL € L(M) 3D € Hy(M, Z) tel que (< D, & >)i=1,.¢ = L

Donc

9'(z) = ®(D(3))
Supposons maintenant qu’on choisisse un autre point-base z¢' dans M. Choisissons-en
un relevé 3 M, To'. Alors pareillement I'image ©(M) est translatée dans Hi(M,R),
de ©(F5) — ©(z¢') ; mais cette fois il n’y a plus de raison pour qu’il y ait invariance.
Notons toutefois que les translations sont conformes, et méme isométriques, dans
Hy,(M,R) muni de la norme duale de la norme L? sur les formes harmoniques.

Enfin, prenons une autre base symplectique (a1/, -+, a¢'y by -+, b¢') de Hi(M,R).
Soit alors A la matrice de transition entre les a; et les a;’. Les formes o;' duales des
a; se déduisent des a; par la matrice tA-1, donc

Fo)= ([

To

)i, = A8 (2).

D’autre part, l'identification ¥ devient *A™¥, donc finalement
O = (V) oF =U1AAT=0

donc © ne dépend pas du choix de la base.

4.1.4 Le plongement n’est pas isométrique

On suppose ici que le genre de M est strictement supérieur a 1. On entend par
plongement isométrique, le fait que la métrique g sur ©(M) induite par la norme L?
sur Hy(M,R), et celle go provenant de M par O, coincident.

Il y a & présent un sens & se demander si le plongement est isométrique puisqu’on
vient de montrer qu’3 isométrie prés, il ne dépend pas des choix faits.

On peut remarquer que les deux métriques susdites sont invariantes par l’action
de H;(M,Z); donc elles descendent toutes deux sur M. Etant holomorphe, O est
conforme, donc il existe une fonction f C* sur M, H\(M,Z)-périodique, telle que

g = exp(f)go.

Soit v un vecteur tangent 3 M en P, unitaire pour go. Son image par dO est
(ai(v))iz1.g, qui peut également s’écrire

¢
Y ai(v).a;
=1

Remarquons que la base complexe (a;)iz1..¢ de Hi(M,R) est orthogonale pour la
norme duale de la norme L?, que I’on notera dorénavant || ||z2 ; en effet elle est duale
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de la base (¢;)i=1..¢ de H, qui est orthogonale pour la norme L2. De plus chaque a;
a pour norme (||e]|z2)™! donc

g(v,v) = [|dO(v)ll3
¢
= 2 lles()l*llaill’

_ Ll
= X el

Mais (v,0)
g\,v
f(z) - go('U,'U) - g(viv)
donc f s’écrit comme somme de carrés de modules de fonctions holomorphes. Par
conséquent f est sous-harmonique; donc elle est constante si et seulement si les
fonctions
lless (v, v) |12

Gletv,o)Pd

qui sont bien définies sur M car elles ne dépendent pas du choix d’un vecteur unitaire
tangent, sont constantes pour tout i. Mais cela implique que a;(z) est constante pour
tout ¢, or les a;(z) prennent la valeur zéro et ne sont pas identiquement nulles.

=

Remarque 4.1.4 Dans le cas ou M est un tore, le plongement est isoméltrique si et
seulement si la métrique go est euclidienne.

4.2 Comparaison entre norme L? et norme stable

Soit w € H'(M,R). On notera également w la 1-forme harmonique dans la classe
de cohomologie w. On a ’égalité suivante (cf. [6]):

(loll)? = [w A% =< w, Do >

ot D désigne la dualité de Poincaré entre H*(M,R) et H; (M,R) et le crochet désigne
la dualité ordinaire entre H'(M,R) et H;(M,R).
On a l’inégalité suivante, par définition de la norme duale de la norme stable:

< w,Dw >< ||w||s||Dw]|s d’otr
lwlize < llwlls-[|1 Dwlls- (4.1)
On a /w A*w= /M l|wll2dug

olt p1, désigne I’élément de volume induit par la métrique g. Par I'inégalité de Schwarz
ceci implique

Vol(M) [ ll3dus 2 ([, Nellodia)® (+2)
On va montrer que
[ Welsdps 2 1D (43)
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FIG. 4.1 - le feuilletage caractéristique de w

1 suffit de le montrer dans le cas ol w est une forme de Strebel, (cf. [17]) par
densité de celles-ci dans les 1-formes harmoniques. Les formes de Strebel sont définies
par le fait que leur feuilletage caractéristique a toutes ses feuilles fermées. Soit v une
feuille, ou réunion de feuilles, telle que

[ Wollgdhy = 1) (masse de pran)

fitrans étant la mesure transverse de *w . Alors (masse de firans)y €st dans la classe
d’homologie Dw ; en effet une courbe fermée regoit autant de fois la mesure transverse
de w qu’elle coupe 7 (voir [17]). Sachant que -

| Dwlfs < ly(7)(masse de Pitrans)
I’inégalité 4.3 est prouvée. En la combinant avec ce qui précede, on obtient
D@7 < llwllzs Vol(M)
puis
|1 Dwll} < Vol(M)]jwls|| Dwlls
et finalement

| Dwlls < Vol(M)]wlls (44)
En combinant ceci avec ’équation (3.1) il vient
lwlZz < Vol(M)(llwlls)* (4.5)

Remarque 4.2.1 Le détour par les formes de Strebel est nécessaire car les feuilles
du feuilletage caractéristique d’une I1-forme ne sont en général pas géodésiques, or
nos définitions ne nous autorisent @ considérer que des mesures invariantes par le
flot géodésique, ou des courbes fermées.

41



4.2.1 Comparaison dans ’autre sens

On va commencer par comparer ||w||, et || Dw||,, qui sont deux normes sur H(M,R);
celui-ci étant de dimension finie, il existe K € R tel que ||w||; < K||Dw||s, on va es-
sayer d’évaluer ce K. On a

<w
“h" 2912 Ih e Hy(M,R)}

Int(Dw, h)
A lls

ou Int(.,.) est la forme bilinéaire d’intersection sur Hy(M,R); celui-ci étant de di-
mension finie, il existe Ky dépendant de la métrique tel que

L]
| 2llsll%ls

On a donc, pour tout h € H;(M,R)\ {0},

lwll, = sup{—=r—

up{ [k € Hy(M,R)} (4-6)

T k€ Hl(MaRj \ {0}}.

Int(Dw, h
——}W < Kol| Dwl|s
d’ou
lw|ls < Kol|Dw|s. (4.7)

Lemme 4.2.2 K est la constante optimale.
En effet, considérons deux classes Dw et k telles que Int(Dw, k) = Ko||Dw||,||%||s. On

a alors Tnt(Duw, k)
nt(Dw

W, > T
olls 2 =y,

On a vu plus haut I'inégalité suivante:

= Ko|| Dwl;.

1Dwll; < lwlizs Vol(M)

et par suite,

(lwlls)? < KgVol(M)]|w]|Zz.

On peut résumer tout ce qui précéde dans I'inéquation suivante:
- =1
Vol(M)3|lwlls 2 [lwllze 2 K5 Vol(M) T[]l (48)
Remarque 4.2.3 Ceci implique :

Ko _>_ ‘IOI(M)-"l
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Iy

Fi1G. 4.2 - situation dans le lemme 4.2.5

4.2.2 Estimations asymptotiques de K dans ’espace de Teichmiil-
ler

On suppose ici que M est munie d’une métrique hyperbolique. Soit v, la plus
petite courbe non nulle en homologie, et /; sa longueur. On va démontrer le théoréeme
suivant : '

Théoréme 4.2.4 Il existe des constantes A, B telles que

A B
—_— < K, < =,
hlog(l)] = °~ B

Démonstration

Premieére partie: la majoration. L’hypothése de courbure n’est pas utilisée ici.
On s’inspire de la preuve du lemme 2, p. 58, de [8]. Soient @ et § deux courbes
fermées non nulles en homologie, et r un réel positif strictement plus petit que /;/2.
On découpe a et 3 en intervalles de longueur inférieure ou égale a r.

Lemme 4.2.5 Deuz de ces intervalles, I'un sur a et Uautre sur B, ne peuvent se
couper plus d’une fois avec le méme signe.

Preuve du lemme: par I’absurde. Supposons que deux intervalles I, et I se cou-
pent en deux points P et Q. . Considérons la courbe fermée c obtenue en réunissant
les segments de I, et I compris entre P et @ (voir figure 4.2). Sa longueur est 2r < [;.
D’autre part elle est homotope & une courbe lisse ¢ intersectant o (ou 3) exactement
une fois, donc elle ne peut étre nulle en homologie, d’ou la contradiction. Par consé-
quent, si n, et ng sont les nombres d’intervalles décomposant « et 3 respectivement,
on a

|Int([e], [8])] < nang.

43



Or

< lle)

na +1etn < g(ﬂ)

donc

Int([a], (A]) _
lo()lg(B) ~

Comme r est arbitrairement proche de 1,/2, ceci implique

Int([a], [A]) .
1(e)ly(B) 12

(+)2

et la majoration est établie.

Remarque 4.2.6 En combinant ceci et 4.2.3, on obtient

VolM > %lf,

mais ce fait avait déja démontré par Hebda (voir [9], p. 48) avec la constante 1/2.

Deuxiéme partie: la minoration. Un théoréme de P. Buser (cf. [4], p125)
nous dit que I’on peut compléter I’ensemble des courbes de longueur < 2Arcsinh(1)
(éventuellement vide) en un systéme de 3¢ — 3 courbes de longueurs < 26(¢ — 1)
qui sont les bords d’une décomposition de M en pantalons. Si l; < 2Arcsinh(1),
71 fait partie de la décomposition. Sinon, on remplace 7;, pour les besoins de la
démonstration, par une courbe plus longue de la décomposition, mais on peut borner
le rapport entre sa longueur et /; (par 26(¢ —1)/2Arcsinh(1)), donc le théoréme reste
vrai en modifiant la constante A.

On va construire une courbe « intersectant ; exactement une fois. Cette courbe
ne sera alors pas nulle en homologie, sans quoi son intersection algébrique avec 7,
serait nulle. L’inverse du produit de leurs longueurs minore Ky puisque celui-ci est
défini comme borne supérieure.

Soient 73, ...7y3¢—3 des courbes telles que le systéme (7;)i=1..3¢—3 vérifie les conclu-
sions du théoréme de Buser. Supposons que 7, fasse partie du bord de deux pantalons
P, et P, (le cas d’un seul pantalon se traite de maniére semblable).

Premier cas: les pantalons P, et P, ont deux composantes de bord communes.
Soient v1,92,7, et Y1, 72,7 les bords respectifs de P, et P,. Calculons la longueur a
de la perpendiculaire commune & v; et v; dans P,. On découpe P, en deux hexagones
hyperboliques droits, et on utilise la formule (cf. [FLP], p. 152) reliant les c6tés d’un
tel polygone:
cosh(!e) + cosh(%) cosh(%)

sinh(%) sinh(%)

ou ly, 1, désignent les longueurs de 72,v,. On en déduit:

cosh(13¢ — 13 )
sinh(%)2

cosh(a) =

cosh(a) < th( )2

car [ et I, sont plus petites que 26(¢ — 1), et la fonction cotangente hyperbolique est
décroissante. On obtient la méme inégalité dans P.
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Fic. 4.3 - construction de

Ensuite on construit (cf. figure 4.3) une courbe fermée o en connectant les seg-
ments de perpendiculaires dont on vient de calculer les longueurs par des portions de
1 et 72. On a:

cosh(13¢ — 13)

sinh(%)?

ly(a) < 2Argch + coth(-g-)z] + 1—21- +13(g — 1).

La fonction de [; ci-dessus est équivalente & log(l;) quand [/ tend vers zéro, d’ou la
conclusion du théoreme.

Deuxiéme cas: P, N P, = 7. On choisit une suite finie de pantalons Ay, ... P,,
n <2(—2,tels que

- P =P, =P,

- P, = P,

~et Pi# Py ,PPNPy #0pouri=2,...n.
Soient

- 4i,i=2,...n+1 des composantes de bord des P;, telles que v; C P; N P;y, et
Irnt1 = M-

— des segments géodésiques a;, reliant +; & ;41 dans F;, perpendiculaires a v; et
Yit1:
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On construit une courbe fermée c intersectant 4; une seule fois en mettant bout a

bout les a@; et des portions de ;. La longueur de c s’estime comme plus haut, le
majorant est simplement multiplié par 2¢ — 2.

4.2.3 Formules sur H;(M,R)
Soit A € Hy(M,R). La double inéquation (3.8) implique

Vol(M)%Ko< w,h > > <w,h> > Vol(M)=2'<w h>
llwlls llwll 2 flwlls
On a <w.h
4 = sup{ == /w0 € HY(M,R)}
et d’autre part
<w,h> h >

= A*Dh.
lwllze / [lw]| 2
Or la norme L? sur H'(M,R) est euclidienne et vient du produit scalaire
(wy,v) = / wA*v

donc le supremum

sup{/ ol *Dh /w € H'(M,R)}

est atteint pour w = Dh, et vaut ||Dh||z2 (ce qui signifie que la norme duale de la
norme L? est également obtenue par dualité de Poincaré)
En conclusion, on obtient le

Théoreme 4.2.7
Vol(M)} Ko||Rl|, = || Dhllz2 > Vol(M)7 ||hl,.
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Chapitre 5

Géométrie du revétement abélien

5.1 Sur une inégalité de Burago

Il est intéressant de comparer || ||, et la distance dzz induite par la métrique relevée
deg a M. '

Notations 5.1.1 L’action de l’élément h de Hy(M, Z) sur un point a de M se note
a+h.

Soient
— un domaine fondamental D de I'action de H;(M,Z) sur M
— des points z,y € M

- D, et D, des translatés du domaine fondamental , contenant « et y respective-
ment

— la transformation du revétement h € H;(M,Z) qui envoie D; sur D,
- une géodésique 7 telle que l;(y) = f(h).

On a
lells < () < klls +2(¢ — 1)diamM

(voir le théoréme 1.2.2 et 1'équation 1.3).
Choisissons un relevé ¥ de v & M partant d’un point a de 7 dans D,. On a alors

a+h €7, et dyp(a,a+h) =1(7).

D’autre part, en notant diamD le diamétre du domaine fondamental pour la distance
d3f,on a
|d37(z,y) — dzz(a, a + k)| < 2diamD.

Remarquons que I’on peut choisir D de telle sorte que
diamD < 2diamM.
De la méme fagon on a

[16(<) = ©(¥)lls — 11©(a) — O(a + h)|ls| < 2D
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en notant D le diameétre, pour la norme stable, de I'image d’un domaine fondamental
par le plongement ©. Dot la

Proposition 5.1.2 On a la double inégalité suivante :

{ ~2(D + D) S dy(,y) - [|6(z) - O(y)l, (5.1)
daz(z,y) = 10(z) = OW)|ls < 2(¢ — 1)diamM + ddiamM + 2D '

Cette inégalité est analogue & celle prouvée par D. Burago pour les tores T" dans
[3]. Nous allons voir qu’elle nous permet de retrouver le théoréme suivant, did 4 V.
Bangert (cf. [1]) et déja cité:

Thécréme 5.1.3 (Bangert) Soit y géodésique M-minimisante. Soit R(7) ensemble :

{@WTZ :2|( 1) 41 € Y.

Alors il eziste un hyperplan support & la boule unité de la norme stable tel que lad-
hérence de R(7) est contenue dans H N B(L, || ||,).

Soit 4 géodésique M-minimisante. Considérons, pour t; > t;, I’ensemble:
Ent, = {we H(MR)/|w|,=1c¢t
| <w,0(1(1)) = O(7(t1)) > —[t —ta] | < 2C Vt € [ts, 4]}
ol C = max{2(D + D),2(g — 1)diamM + 4diamM + 2D}.
Proposition 5.1.4 L’ensemble E;, ;, est non vide pour tout iy, 1.

Prenons w € H'(M,R), telle que ’hyperplan affine défini par I’équation w =1 soit
support a B(1,|| ||s) au point

O(71(t2)) — O(7(t))
1©(7(t2)) — O(v(t2))lls”

Remarquons tout d’abord que |[w||, = 1 donne

<w, 0(7(t2)) — O(x(t1)) >= [|0(7(t2)) — O(y(t1))lls-

De plus, d’apres I'inégalité 5.1
18(7(t2)) — ©(y(t2))lls 2 It —ta| - C.
et | <w,h>| <Al VR € Hi(M,R) donc Vt,t' € R
| <w,8(1()) - 0(1(t)) > | < [10(7(t)) — O(v(t))Ils
< jt—t]|+C (5.2)

la derniere inégalité tenant & I'inégalité 5.1 et au fait que 4 minimise la distance entre
deux quelconques de ses points. Mais, si t € [t, %3],

<w,0(71(1)) - 0(1(t)) > = <w,0(7(t2)) — O(1(t)) > — < w, O((t2)) — O(1(t)) >
ty—t;—C —(t—t,+C)
t—1t, —2C.

I AVAR |

La proposition est donc démontrée.

Proposition 5.1.5 L’ensemble E;, ., est un compact conveze de H'(M, R).
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En effet, E;, ¢, est fermé dans la boule unité de la norme stable sur H'(M,R): si on
a une suite w, dans E; ,,, tendant en norme vers w, alors

<w,0(7(t)) = ©(7(t1)) >= lim < ws, O(1(t)) = O((t1)) > .

D’autre part, si wg,wp € Ey, 1,, 0n a

0(1(t)) —O(v(t1)) > —t —ta| <

Wq + wp
2 b}

%(< way O(Y(2)) — O(7(t1)) > —|t = ta|)+

(<, 0(1(1)) ~ (1)) > ~lt —ta])

d’ou la convexité.

De plus il est évident d’apres la définition que
Etl.tz - Eta.h si [t3’t4] C [thtZ]-

Donc, quelques soient #y,13, 13,14 il existe t5, ¢ tels que Ey, 4, est non vide et contenu
dans l'intersection de E;, 4, et Ey, ;,. On peut alors invoquer le théoréme des compacts
emboités pour affirmer que

Ey=()Eyy, pour t1,t; €R

est non vide, compacte, convexe dans la boule unité de la norme stable sur H'(M, R).
Soit maintenant & un point-limite de R(7). Les faits suivants impliquent le théo-
reme de Bangert:

1. La norme stable de h est 1.

2. Si w appartient & E.,, alors ’hyperplan défini par I’équation w = 1 est support
a B(L || |l.)-
Preuve des faits: Prenons des suites s, t, telles que

O(v(ts)) — O(7(sn))

— h
|tn — Sul

quand |t, — s,] — o0. On a, d’aprés nos hypothéses:
{ 10(7(2a)) — O(¥(8n))lls = [t — sal | <C
| <w,0(7(t)) — ©(1(sn)) > —[tn — 8| | < 2C

pour tout entier n, donc

{ |[tn — 5n|_l"®(7(tn)) —O(v(sa)lls = 1 < Cltn—sa|™
| < w, |tn — 3a| 7 [O(7(ta)) — O(v(8a))] > =1 < 2C[tn — sa|™

En passant 3 la limite, on obtient ||k||; =1 et < w,h >= 1. Comme w appartient a
la boule unité de la norme stable sur H'(M,R), on obtient le deuxieme point.
On retrouverait de méme le théoréme dual (cf. [1}):

Théoréme 5.1.6 (Bangert) Pour toute classe de cohomologie w, il existe une géo-
désique v telle que

| <w,0(1(t) - ©(x(0) > ~1| < 2C. (5-3)
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5.2 Sur un théoréeme de Mané
R. Maiié a démontré (cf. [12]) le théoréme suivant:

Théoréme 5.2.1 (Cohomology theorem) I existe une constante K telle que pour

toute 1-forme w telle que [w] € B(1,||||s) et v géodésique paramétrée dans suppM.,,
la fonction :

) = [ (G - e

est K -Lipschitzienne pour la distance sur w(suppM,,) vu comme sous-espace métrique
de M.

Voici une preuve de ce théoréme basée sur 'inégalité 5.1, dans le cas ou « est une
géodésique fermée et ou w est une 1-forme harmonique. Démontrons au préalable la

Proposition 5.2.2 Soit w € B(1,||||s) et v géodésique dans M. On a, pour tous
s,t € R,
<w,0(7(t)) — O(7(s)) >2 |t — o| - 2C.

Remarque 5.2.3 Cette proposition ne suppose pas v fermée, ni w harmonique.
Remarque 5.2.4 On sait déja (voir Uéquation 5.2) que
<w,0(7(t)) — O(v(s)) >< |t — | + C. (5.4)

Commencons par les cas oul v est u-générique, s étant une mesure ergodique dans
M,,. Supposons que 7 mette en défaut le théoréme. Il existe alors s, € R tels que

<w,0(7(t)) — 0(y(s)) >< |t —s] —2C.

Soit € > 0. Il existe a(€/2,s,t) > 0 tel que, pour tous z,y € T1 M,

(dnmlev) < alo5,0) = (dnm(Ges@). G < 5)- (65)

La géodésique  est récurrente, donc il existe ', s” tels que ¥(s') et y(s") soient
distants de moins de a(, s,t) de 7(s) et limitent un intervalle I transverse au flot
géodésique, contenant y(s). Appelons R le voisinage tubulaire du segment géodésique
[¥(s),7(2)] dont les cotés sont

L[v(s"),v(s" = s+ 8)), [v(s"), 1(s" = s + 1)),

et un intervalle I’ reliant y(s' — s +t) & 4(s" — s +t) en passant par 7(¢). Alors,
d’apres 5.5 on peut choisir I’ de longueur plus petite que €. De la sorte tout segment
géodésique allant de I & I' et contenu dans R a une longueur comprise entre [t —s|—¢
et |t—s|+e (cf. figure 5.1). D’apres le théoréme ergodique de Birkhoff, et par généricité

de vy, on a
N

.1
W(R) = Jim 73~ s = s

i=1

50



7(s") y(s' =2 +1)

’
I A {

FI1G. 5.1 - la boite de flot R

ou les [s;,t;]i=1..v sont les segments successifs de v([0,T]) contenus dans R. Remar-
quons tout d’abord que 7 ne peut entrer et sortir de R que par les cotés I et I, sinon
elle se recouperait, contredisant le théoréme 2.1.2. On a alors, pour tout 3,

| <w,8(1(t)) — ©(7(s)) > — < w, O(y(t)) — O(7(s:)) > |

< | <w,0(1(1)) - 6(1(t:) > — <w,B(1(s)) — O(7(s:)) > |
< Jlwll(10(x(®)) — (v ()l + 18(7(s)) = O(x(si)lle)-

Soit une constante A telle que
”@(w) - Q(y)"s < AE((D, y) V"Bay € _M-

Il existe une telle constante car, une fois acquis I'inégalité de Burago, il suffit de
trouver A sur un compact de M. Ainsi

| <w,O(1(t) — O(x(s)) > — <w,0(7(t)) — B1(s))) > | < 2A||wllse  (5.6)

puisque 7(t;) et (t) (resp. y(s;) et 7(s)) sont situés sur le segment I' (resp. I), de
longueur inférieure a €. Rappelons que ||wl||, = 1. Par suite:

< w,0(7(t)) — O((si)) >L [ti — 8i| = 2C +2Ae + . (5.7)
Lemme 5.2.5 Pourtout T € R, on a

<w,0(v(T)) - 0(7(0)) > T — N(C — (24 + 1)¢)
ot N est le nombre de segments successifs de 4([0,T]) contenus dans R.

En effet,
<w,0((T)) - 6(~(0)) >=

51



N
- <0, 0(1(t)) — B(x(s1)) > +3° < w, 8(1(51)) — O(1 (1)) > +

i=1 =2

<w,0(7(51)) = O(%(0)) > + < w, O(Y(T)) - O(1(tw)) > .
En additionnant 5.2 et 5.7 N fois, on obtient le lemme.
D’autre part, si T est assez grand, le théoréme de Birkhoff implique:

1 X 1
7 2 [t = sil 2 Su(R) dob

=1
N, __ B
T = 2(t—s+2A¢)

Or, d’apres le lemme ci-dessus,

1 N
7 <@ 0(1(T)) ~ 0(x(0)) >< 1 - =(C — (24 +1)¢)
<1 HBXC - @4+ 1)
- 2t —s+(2A+1)e)
Le dernier terme est strictement inférieur & 1 si on a choisi € plus petit que C/(24+1),
mais le théoréme ergodique, appliqué cette fois & w, implique:

7 <©.00(T)) ~ 0(y(0)) >—+< w, (4] >= 1
d’ol une contradiction, la preuve est faite.

A présent supposons seulement que v est une géodésique quelconque dans le support
d’une mesure ergodique 4 € M,,. Soit 4’ une géodésique u-générique. Soient s, € R
et € > 0. Soit a(e, s,t) défini par 5.5. Par densité de 4’ dans le support de u il existe
s’ € R tel que

dTlM(7’(s'),7(3)) < a(evsat)'

Quitte & reparamétrer 4’ on peut supposer que s’ = s. On a alors (cf. 5.6):
v

<w,0(7(2) - 0(7(s)) >2
<w,0(¢(1) ~ O(¥(s)) > ~2A]lw]c
>t—s—2C — 2A|w|se.

Comme e est arbitraire, la conclusion de la proposition suit.

Pour nous affranchir de I’hypothése d’ergodicité de p, remarquons que ’ensemble
des géodésiques vérifiant 5.3 est un fermé de T M. L’ensemble des géodésiques géné-
riques de mesures ergodiques est dense dans 1’ensemble des géodésiques. Toute géo-
désique incluse dans M, est limite de géodésiques génériques de mesures ergodiques,
d’ou la proposition.

Preuve du théoréme 5.2.1. Soient deux points sur v, I’un - quitte  reparamétrer-
étant 1'origine, I’autre ayant pour parametre t.

Premier cas: dps(7(0),7(t)) > rinj ol rin; est le rayon d’injectivité. La proposition

5.2.2 nous assure que
|£(t) = f(0)] = |f(¥)] < 2C.
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On a alors

|f() - f(O)l _2C
a0, 1O) = 7 8
Deuxiéme cas: da(7(0),7(t)) = € < rig;.

Prenons un chemin géodésique ¢ de longueur ¢ reliant 4(0) & 4(t). On obtient
ainsi deux courbes fermées v, et 42, 7; consistant en la réunion de ([0, t]) et ¢([0, €]),
72 en la réunion de ¢([0, €]) et v([t,4(7)]). Nous utilisons donc ici I’hypothése selon
laquelle v est fermée. On a

{ lim)+ () = L(y)+ 2 (5.9)

Par ailleurs
d
10 = [ -na
[uw—/ocw(%tc-)dt— () + ¢ (5.10)

Les deux lemmes suivant nous sont nécessaires.

1l

Lemme 5.2.6 Il eriste une constante K, telle que pour toute 1-forme harmonique
w telle que [w] € B(1,]||s) et tout point (z,v) de T*M on a |wy(v)| < K;.

Par I’isomorphisme entre H!(M, R) et ’espace des 1-formes harmoniques, ’ensemble
des w vérifiant les hypothéses du lemme est homéomorphe & B(1, | ||s) qui est com-
pact, d’ou l’existence de Kj;.

Lemme 5.2.7 Pour toute courbe § fermée Cl par morceauz, et pour toute w telle
que [w] € B(1, | ls),0m a

< .
| fwl < 18)
En effet, la classe [w] étant support 4 S, on a
| < [w],[6] > | < I8} 1ls < 1g(6).

Des lemmes 5.2.6 et 5.2.7 on déduit, en utilisant I'hypothése d’harmonicité de w,

¢ dc
—_ <
Lw(dt)dt_Kle et

w—1lg(m) £0.
M
En injectant ceci dans 5.10, on obtient
f(t) < (1 - Ky)e. (5.11)

Il reste & démontrer une inégalité dans 'autre sens. De 5.9 on déduit

< Wl [n >+ < W), [z >=< W], 7] >=§(¥) (5.12)
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la derniére égalité tenant au fait que 4 est dans suppM,,. En soustrayant 5.12 a la
premiere inégalité de 5.9 on arrive &

lh(m)= < [w],[n > +i(1)- < W], [ >= 2.

Or d’apres le lemme 5.2.7 on a

IN

w ly(m)

w < l(7)

J,
/,

De la on tire / w—l(mn) > -2
"

puis, en comparant avec 5.10,
f(t) 2 =(1+ Ki)e

ce qui conclut la preuve du théoréme, avec K = max{l + K, ;2‘—1%}
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