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Introduction générale

Contexte

Ce travail de doctorat a été réalisé au sein de l’équipe SyNeR du LAGIS. Le
sujet de cette recherche entre dans le cadre du projet ALIEN1 (ALgèbre pour
Identification et Estimation Numériques), soutenu par l’INRIA Lille-Nord Eu-
rope. C’est un projet multi-site (Lille, Nancy, Reims et Paris) composé de 12
chercheurs permanents, dont 4 proviennent du LAGIS. Les objectifs de ce pro-
jet, démarré en Juin 2004, sont de favoriser de nouvelles techniques algébriques
qui fournissent des formules explicites pour l’identification rapide des paramètres
d’un modèle ou l’estimation de variables non mesurées, particulièrement dans
le domaine de l’automatique et du traitement du signal et des images. Cette
méthode possède la propriété d’être non asymptotique, ce qui est un avantage si-
gnificatif pour des applications temps-réel. La principale préoccupation d’ALIEN
est l’estimation utilisant des mesures bruitées. La plupart de ces recherches sont
généralement faites dans un contexte probabiliste qui implique une bonne connais-
sance des propriétés statistiques du bruit. Le projet, lui, adopte un nouveau point
de vue qui permet de s’affranchir de cette connaissance et qui utilise un certain
nombre d’outils mathématiques de nature algébrique :

– l’algèbre différentielle2 qui, pour les équations différentielles, joue un rôle
similaire à l’algèbre commutative pour les équations algébriques,

– la théorie des modules [49], c’est–à–dire l’algèbre linéaire sur des anneaux
qui ne sont pas nécessairement commutatifs,

– le calcul opérationnel.

L’identification des systèmes linéaires (au sens de l’automatique) qui utilise la
théorie algébrique des modules et le calcul opérationnel permet, peut-être pour
la première fois, de travailler en temps réel, c’est-à-dire d’identifier et commander
simultanément, ce qui est souvent indispensable en pratique. La généralisation

1website http ://www.inria.fr/recherche/equipes/alien.fr.html
2L’algèbre différentielle a été développée aux États-Unis à partir de 1920 pour traiter et

comprendre les équations différentielles algébriques, de la même manière que l’algèbre linéaire
permet de formaliser les problèmes relevant du théorème de superposition et s’écrivant à l’aide
d’équations linéaires. Elle a été introduite en automatique en France en 1985 par Michel Fliess
([45],[46]) à propos du problème de l’inversion entrée-sortie des systèmes non linéaires. Cette
nouvelle approche est déjà utilisée dans de nombreux domaines de la théorie du contrôle, par
exemple : le découplage, le rejet de perturbations, la poursuite de modèle et la linéarisation.
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Introduction générale

au non linéaire repose sur une solution, facile à mettre en œuvre, d’un problème
classique, à savoir l’estimation des dérivées d’un signal bruité. Les techniques
développées dans le projet ALIEN sont donc algébriques, non asymptotiques
(l’estimation exacte est obtenue en temps fini) et déterministes. Des résultats
prometteurs ont déjà été obtenus dans les domaines de l’estimation des para-
mètres des systèmes en boucle fermée [67] ou des systèmes linéaires de dimension
infinie [112], de l’estimation d’état des systèmes linéaires à paramètres variant
dans le temps [132] ou de l’estimation en ligne de retards [13]. Ces travaux dé-
montrent qu’on peut alors non seulement identifier les paramètres inconnus, mais
aussi estimer l’état. Cette approche peut être aussi appliquée aux systèmes non
linéaires avec entrée inconnue [9]. Ces techniques permettent d’aborder, sous un
angle nouveau, le diagnostic [61], c’est-à-dire l’analyse des pannes, qui peut être
effectué en boucle fermée, en commandant et identifiant le système.

L’un de mes objectifs de ce mémoire est d’appliquer les outils développés dans
le projet ALIEN aux systèmes linéaires à paramètres invariant (LTI) ou variant
dans le temps (LTV) et aux systèmes continus à commutation (SLC) pour estimer
les variables d’état ou certains paramètres.

Problématique

Les équations différentielles décrivant les phénomènes physiques sont souvent
mal connues. Par ailleurs, l’information diffusée par un certain signal peut être
perturbée par des bruits. Un autre problème pouvant se présenter est que l’état
n’est pas entièrement accessible à la mesure pour des raisons techniques ou éco-
nomiques (construction, positionnement et coût des capteurs).

Afin de remédier à ces inconvénients, un observateur ou reconstructeur d’état,
qui donne une estimation de l’état complet, à partir des mesures et des entrées,
doit alors être utilisé. Un observateur est un système dynamique qui peut égale-
ment servir à la surveillance des systèmes, en particulier la détection de panne,
ou même à l’identification de paramètres, en considérant un système augmenté,
avec ces paramètres comme nouvelles variables d’état. Donc, la question de la
synthèse d’observateurs constitue un grand domaine d’intérêt et d’étude.

Pour les systèmes linéaires stationnaires, un observateur a été introduit pour
la première fois par Luenberger [94] conduisant à l’estimation asymptotique de
l’état. Dans le cadre des systèmes linéaires avec bruit, où apparaissent des phé-
nomènes stochastiques, un filtre de Kalman peut être conçu [82, 83]. La problé-
matique d’observabilité liée aux systèmes linéaires à paramètres variant dans le
temps est traité par L. M. Silverman et H. E. Meadows [120], et la conception
d’observateur des systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps a été suc-
cessivement étudiée, entre autres, par J. Trumpf [136], G. Bara [8] et J. Daafouz
[31].
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En fait, dans la nature, la majorité des systèmes complexes réalistes mélan-
geant des phénomènes de nature continue et événementielle ne peuvent pas être
représentés par un modèle issu de la catégorie système continu ou de la catégorie
système discret. Donc, ces dernières années, plusieurs recherches en été menées
dans le domaine de la modélisation des systèmes sous forme de systèmes dyna-
miques hybrides (SDH). La notion de système hybride permet la prise en compte à
la fois des variables continues et des variables discrètes, ainsi que leur interaction.

L’observation des systèmes hybrides pose des problèmes supplémentaires car,
par définition, ceux-ci commutent entre plusieurs structures. Il faut donc parvenir
à évaluer dans quelle structure évolue le système et ceci avant qu’il n’ait com-
muté dans une nouvelle structure. Cela implique que l’observation et l’estimation
doivent être réalisées de manière très rapide.

Ces dernières années, diverses recherches se sont focalisées sur l’étude et l’ana-
lyse d’une classe particulière de systèmes dynamiques hybrides : les systèmes
à commutation, en raison de son importance tant sur le point de vue théo-
rique que pratique. Des résultats importants ont été obtenus pour la stabilité
[2, 23, 25, 96, 138], la stabilisation [101, 105, 139, 142], la poursuite [24] et la
commandabilité [126, 140] des systèmes hybrides.

La définition de l’observabilité des systèmes à commutations ne peut pas être
prise de façon directe des systèmes linéaires parce que certaines complications
apparaissent qui doivent être traitées au cas par cas. Par exemple, il faut distin-
guer le cas où l’état discret est disponible, du cas où l’état discret est totalement
inconnu, ce qui est le cas dans notre travail. Dans le premier cas, il existe des
conditions données concernant l’observabilité de l’état continu [124] et de telles
conditions ne dépendent pas de l’entrée de commande. Évidemment, quand l’état
discret est connu, d’après la théorie des systèmes linéaires, l’entrée n’a pas d’in-
fluence sur l’observabilité du système. Dans ce cas là, l’analyse d’observabilité est
considérablement simplifiée ainsi que la conception d’observateurs [4]. Dans le cas
où l’état discret est inconnu, l’observabilité a été principalement analysée lorsque
l’entrée de commande est égale à zéro [137]. Certaines conditions ont été déduites
selon lesquelles l’ensemble d’état (discret et continu) est observable. À la diffé-
rence des résultats classiques pour les systèmes linéaires, l’entrée de commande
joue alors un rôle important pour l’observabilité des états discrets et des états
continus [117]. L’observabilité de l’état discret avec l’entrée de commande u 6= 0
quand l’état discret est inconnu a été étudiée dans [12]. Pour ce faire, les notions
d’observabilité forte et d’identifiabilité ont été introduites. Puisque l’analyse d’ob-
servabilité n’a pas encore été complètement résolue, la conception d’observateurs
pour les systèmes à commutation semble toujours être un problème ouvert.

Il existe plusieurs équipes de recherche en France très dynamiques dans ce
domaine :

– Le travail de A. Birouche [20] qui s’intéresse particulièrement aux classes
de systèmes hybrides décrits par un ensemble fini de sous-systèmes linéaires
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Introduction générale

en temps discret et une loi de commutation a été réalisé dans le centre de
recherche en automatique de Nancy (CRAN) ;

– Le travail de S. Chaib [26] a été réalisé au sein de l’équipe d’automatique
du Laboratoire Vision et Robotique (LVR). Dans ses travaux [28] et [27],
des approches algébriques et géométriques ont été présentées ;

– L’Équipe Commande de Systèmes (ECS) de l’ENSEA dirigée par le pro-
fesseur J-P. Barbot a visé le problème d’observateur à modes glissants et à
grand gain [9], [10], [113], [143] ;

– L’Équipe de SYStème non linéaire et COmplexité (SYSCO) du Laboratoire
Gipsa-lab s’intéresse particulièrement à l’observation adaptive, à grand gain
et l’estimation d’états de systèmes complexes (par exemple : système à
commutation) [18], [19] ;

– Les activités de recherche de l’équipe d’Automatique et Systèmes Hybrides
du Laboratoire de CReSTIC à l’Université de Reims Champagne-Ardenne
s’orientent plutôt vers la commande, la modélisation, la vérification, l’ob-
servation, le diagnostic et la supervision des systèmes hybrides [43], [74] ;

– Les travaux du Laboratoire LAMIH portent sur le problème de la synthèse
d’observateurs, de l’identification paramétrique et du diagnostic pour des
différentes classes de SDH (systèmes à commutations avec ou sans saut, avec
ou sans mémoire discrète, systèmes autonomes, ainsi que des systèmes avec
des dynamiques continues et des dynamiques discrètes) et avec applications
aux convertisseurs multicellulair [16], [36], [99] ;

– L’Équipe SyNeR du Laboratoire d’Automatique, Génie Informatique et Si-
gnal (LAGIS) s’est penchée sur ce problème plutôt avec un point de vue
algébrique, [59], [60], [128], [129], [131], [132], et le présent mémoire fait
partie de cet investissement ;

– ...

Objectif de la thèse

Le travail ici présenté, consiste à développer des techniques d’estimation d’état
basées sur les méthodes développées au sein de l’équipe ALIEN pour des systèmes
linéaires dont les paramètres sont invariant ou variant dans le temps, et pour une
classe particulière de systèmes dynamiques hybrides3 : les systèmes linéaires à
commutation en temps continu, qui peuvent être considérés comme une abstrac-
tion de haut niveau d’un système hybride, dans lequel la dynamique discrète est
omise. Un système à commutation est composé d’une famille de sous-systèmes
dynamiques et d’une règle, appelée loi de commutation, qui orchestre la commu-
tation entre eux (voir [91, 125] pour plus de détails).

Notre approche est bâtie autour de l’algèbre différentielle, le calcul opéra-
tionnel et la théorie des distributions. Elle conduit à des algorithmes rapides, de

3La principale motivation pour étudier les SDH vient en partie du fait que ces systèmes
servent comme modèle à une classe très variée de processus.
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faible complexité : les solutions sont données par des formules explicites, avec
une mise en œuvre simple, utilisant des outils de l’analyse numérique classique.
Contrairement aux méthodes usuelles, les estimateurs développés dans ce mé-
moire sont “non asymptotiques”. Dans de nombreux secteurs d’application, le
paramètre temps de réponse est crucial. Ici, les calculs sont faits en même temps
que tourne l’application : on vise le “temps réel”.

Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé selon quatre chapitres :

Chapitre 1 : Dans un premier temps, nous faisons un l’état de l’art du
problème général de l’observation, des résultats classiques d’observabilité et de
synthèse d’observateur pour les systèmes linéaires invariant dans le temps, des
principaux travaux des dernières années pour les systèmes linéaires dont les para-
mètres varient dans le temps ainsi que de plusieurs approches pour les principales
classes de systèmes hybrides, notamment les systèmes linéaires à commutation.
Puis, nous rappelons les techniques algébriques d’estimation rapide, qui serons
utilisées par la suite, et ses applications, surtout l’estimation de paramètres et la
dérivation numérique sont détaillées.

Chapitre 2 : Dans un deuxième temps, nous construisons un estimateur
appliquant les outils développés dans le projet ALIEN et conduisant à une ex-
pression générale pour les systèmes linéaires stationnaires. La comparaison entre
notre approche et l’observateur de Luenberger est également réalisée. Un exemple
de moteur à courant continu sujet à des perturbations extérieures inconnues est
donné.

Chapitre 3 : Dans un troisième temps, les méthodes sont généralisées pour
la classe des systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps. On teste la
sensibilité de notre estimateur par rapport aux bruits. A la fin de ce chapitre,
la méthode est comparée avec l’observateur de type Kalman pour les systèmes
LTV.

Chapitre 4 : Dans un dernier temps, nous présentons notre contribution
concernant l’estimation en temps réel de l’instant de commutation et de l’état
(l’état discret et l’état continu) pour les systèmes linéaires à commutation en
temps continu. D’abord, l’estimation de l’instant de commutation basée sur l’ap-
proche algébrique est présentée. Premièrement, on considère le cas le plus simple :
une commutation entre deux sous-systèmes. Tout l’état du système est supposé
mesurable et une expression formelle de l’estimation de l’instant de commutation
tc en fonction d’intégrales de la sortie et de l’entrée est donnée. Deuxièmement, la
méthode est généralisée au cas de Q sous-systèmes et de S commutations. Troi-
sièmement, la méthode est étendue aux systèmes avec état partiellement mesuré.
Enfin, en combinant les résultats de l’estimation d’état pour les systèmes LTI par
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l’approche algébrique présentée dans le Chapitre 2 et de la détection de l’instant
de commutation en temps réel, nous présentons la démarche principale de l’esti-
mation en temps réel du mode courant et de l’état continu des systèmes linéaires
à commutation. Des simulations illustrent les techniques proposées.

Enfin, nous donnons une conclusion générale et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Estimation de l’état

Measure what is measurable and make it measurable what is not so.

— Galileo Galilei
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Chapitre 1. Estimation de l’état

1.1 Introduction

1.1.1 Problème de l’observation

Les processus physiques sont très souvent représentés par des modèles décrits
sous la forme suivante (représentation d’état explicite) :

{
ẋ = f(x(t), u(t))
y = h(x(t))

(1.1)

où x ∈ Rn représente le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée, y ∈ Rd

dénote le vecteur de sortie. Les fonctions f et h sont supposées être C∞ et l’entrée
u est localement bornée et mesurable (au sens de Lebesgue).

En général, il est clair qu’on ne peut pas utiliser le même nombre de capteurs
que celui d’informations requises pour caractériser le comportement du système
(pour des raisons techniques, économiques, etc...) et la dimension du vecteur de
sortie est donc inférieure à celle de l’état. Ceci entraîne qu’à un instant t, l’état
x(t) ne peut pas être déduit algébriquement de la sortie y à ce même instant.
Par contre, le besoin d’information sur l’état est motivé par le fait qu’elle est
une étape importante voire indispensable pour la synthèse de lois de commande,
pour la modélisation (identification), la détection et le diagnostic de défauts ou
la supervision des systèmes industriels [17]. Ceci est illustré par la figure 1.1 [41].

Sorties mesurées

Perturbations

Surveillance
(défauts)

Identifications
(paramètres)

Système à commander

EntréesActions
Processus

Observateur

Commande

Capteur

Fig. 1.1 – Observateur : la partie essentielle dans la commande.

1.1.2 Conception d’observateur

Un observateur peut être réalisé si le système est observable, c’est-à-dire qu’il
est possible de reconstruire l’état initial à partir de l’information sur ses entrées
u(t) et ses sorties y(t) pendant un intervalle de temps fini [ti; tf ].
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1.2. Observabilité

Le but d’un observateur est précisément de fournir une estimation de la valeur
courante de l’état en fonctions des entrées et sorties du système.

La conception d’un observateur est souvent basée sur l’idée de retour de l’in-
formation. Plus précisément, si la valeur initiale x(0) est connue, l’estimation
de x(t) peut être obtenue tout simplement par l’intégration du système (1.1) à
partir de x(0). Par contre, si la valeur initiale x(0) n’est pas connue, nous pou-
vons essayer de corriger l’intégration de x̂(t) en ligne à partir de sa valeur initiale
x̂(0), éventuellement erronée, en fonction de l’erreur mesurable h(x̂(t)) − y(t),
c’est–à–dire chercher une estimation x̂ de x comme la solution du système :

˙̂x = f(x̂, u(t)) + k(t, h(x̂(t))− y(t)), avec k(t, 0) = 0.

Dans la plupart des cas, un observateur pour le système (1.1) est réalisé par
ce système auxiliaire.

1.2 Observabilité

Le but de cette section est de discuter certaines conditions requises sur le
système pour avoir les solutions possibles au problème d’observation mentionné
ci-dessus. Ces conditions correspondent à ce que l’on appelle généralement “l’ob-
servabilité” du système.

Pour concevoir un observateur, il faut être capable de récupérer les informa-
tions sur l’état via la sortie mesurée à partir de l’instant initial, et par exemple
recouvrer la valeur initiale de l’état. Cela signifie que l’observabilité est caracté-
risée par le fait qu’à partir de la sortie mesurée, il faut être capable de discerner
les différents états initiaux. L’observabilité est donc définie à partir de la notion
d’indiscernabilité dont voici la définition.

Définition 1 [21] (Indiscernabilité) Deux états initiaux x0 et x′
0 du système (1.1)

sont dits indiscernables (noté x0Ix′
0) sur l’intervalle de temps [0, t] si, pour toute

entrée u(t), leurs sorties respectives sont identiques sur cet intervalle. On note
I(x0) l’ensemble des états initiaux indiscernables de x0.

Cette notion d’indiscernabilité de deux états initiaux nous permet de donner
la définition de l’observabilité :

Définition 2 [21] (Observabilité) Le système (1.1) est dit observable s’il n’existe
pas de couple d’états initiaux distincts {x0, x

′
0} indiscernables.

Il faut noter que l’observabilité dépend souvent de l’entrée (par exemple :
systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps, systèmes non linéaires,
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etc.), parce que certaines entrées u ne permettent pas de discerner tout couple
d’états initiaux distincts, comme l’exemple simple suivant le montre :

{
ẋ = ux, x ∈ R

y = x.
(1.2)

Il est clair que ce système est observable pour toute entrée constante u 6= 0,
mais ne l’est pas quand u = 0. Il n’est évidemment pas possible de construire
un observateur qui fonctionne avec u ≡ 0, ni même avec des entrées voisines, qui
poseraient sans doute des problèmes de sensibilité. La conception d’un observateur
nécessite donc un regard sur les entrées.

Considérons le système général (1.1), il existe en général des entrées dites
singulières, pour lesquelles le système n’est pas observable. La recherche de ces
entrées pour un système donné est encore un problème largement ouvert.

Définition 3 [21] (Entrée Universelle) : Une fonction d’entrée u est dite uni-
verselle pour le système (1.1) sur l’intervalle [0, t] si tout couple d’états initiaux
distincts (x0, x

′
0) peut être discerné par les sorties sur l’intervalle [0, t], le système

étant excité par u.

La notion d’entrée universelle permet de définir une classe intéressante de
systèmes : les systèmes uniformément observables. Cette notion sera utilisée par
la suite pour les systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps.

Définition 4 [21] (Système uniformément observable) : Un système dont toutes
les entrées sont universelles est dit uniformément observable, c’est-à-dire, obser-
vable pour toute entrée.

Ci-dessus, nous avons rappelé quelques définitions générales sur l’observabilité.
Ci-après, nous présentons les résultats classiques d’observabilité qui existent dans
la littérature pour les systèmes linéaires à paramètres invariant dans le temps, les
systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps et les systèmes hybrides,
notamment les systèmes linéaires à commutation.

1.2.1 Systèmes linéaires à paramètres invariant dans le temps

Considérons la classe de systèmes linéaires stationnaires (LTI) définie par :
{

ẋ = Ax + Bu
y = Cx

(1.3)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rd. A, B et C sont des matrices constantes de dimension
appropriée.

Pour ce système, on note :

O(A,C) = [CT , (CA)T , ..., (CAn−1)T ]T (1.4)

la matrice d’observabilité. Le résultat classique d’observabilité du système LTI
(1.3) énoncé par Kalman est le suivant :
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Théorème 1 [82] Une condition nécessaire et suffisante d’observabilité pour (1.3)
est :

rangO(A,C) = n. (1.5)

Cette propriété indique que pour un système LTI, l’observabilité est indépen-
dante de l’entrée.

1.2.2 Systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps

Les systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps (LTV) sont mis sous
la forme : {

ẋ = A(t)x + B(t)u
y = C(t)x

(1.6)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rd. A(t), B(t) et C (t) sont des matrices dont les
coefficients varient dans le temps.

La définition de complètement/totalement observable pour les systèmes LTV
de la forme (1.6), énoncée par E. Kreindler et P. E. Sarachik, est rappelée ici :

Définition 5 [85] Soit tf > t0, alors le système (1.6) est :
– complètement observable sur [t0; tf ], si tout l’état initial x(t0) à l’instant t0

peut être déterminé à partir de la sortie y(t) et de l’entrée u(t) sur [t0; tf ] ;
– totalement observable sur [t0; tf ], s’il est complètement observable sur chaque

sous-intervalle de [t0; tf ].

Rappelons également que l’observabilité du système (1.6) peut être caracté-
risée en termes de A(t), C(t) et de leurs dérivées par rapport au temps comme
suit :

Théorème 2 [120] Sur l’intervalle [t0; tf ], le système (1.6) est
– complètement observable si rang O(t) = n sur [t0; tf ];
– totalement observable si et seulement si rang O(t) = n sur chaque sous-

intervalle de [t0; tf ],

où O(t) est la matrice d’observabilité définie par :

O(t) = [S0(t), S1(t), ..., Sn−1(t)], (1.7)

S0(t) = CT (t),

Sk+1(t) = A(t)T Sk(t) + Ṡk(t), k = 0, ..., n− 2.

En 2003, H. Leiva et S. Siegmund ont donné une condition nécessaire pour
l’observabilité du système (1.6).

11



Chapitre 1. Estimation de l’état

Théorème 3 [88] Si la condition :

q∑

j=1

(
l∑

in,...,i1=1

ImAT
in

...AT
i1
CT

j + ... +

l∑

i1=1

ImAT
i1
CT

j + ImCT
j

)
( Rd

est vérifiée, alors (1.6) est non observable sur tout sous-intervalle de [0; T ].
où

A(t) =

l∑

i=1

ai(t)Ai, B(t) =

p∑

i=1

bi(t)Bi, C(t) =

q∑

i=1

ci(t)Ci,

1 ≤ l ≤ n2, 1 ≤ p ≤ nm, 1 ≤ dn. Les matrices ai(t), bi(t) et ci(t) sont respective-
ment différentiables (n−2), (n−1) et (n−1) fois et Ai, Bi, Ci sont des matrices
constantes. ImA représente l’image de l’opérateur A.

Toutes les conditions présentées sont relativement faciles à vérifier et peuvent
être utilisées pour la plupart des systèmes linéaires à paramètres variant dans le
temps [37].

Remarque 1 Les travaux de ces dernières années sur l’observabilité pour les
systèmes LTV rappelés ci-dessus sont réalisés géométriquement. Dans l’article
[52], l’observabilité du système est définie avec un point de vue algébrique, qui
sera présentée dans la section 3.1.

1.2.3 Systèmes dynamiques hybrides

Cette partie est consacrée à l’étude de l’observabilité pour les systèmes dyna-
miques hybrides. Les systèmes hybrides s’apparentent à tout système comportant
des états, des transitions, des modes. La loi de planification ou de coordination
des différents changements de modes du système global peut être une entrée exo-
gène ou événementielle. Elle peut aussi être une fonction de l’état du système ou
du temps, déterministe ou même totalement aléatoire.

Le problème d’observation des systèmes hybrides a déjà attiré beaucoup l’at-
tention des chercheurs et a été étudié avec un intérêt particulier. Toutefois, ce
problème n’a pas été totalement résolu, et est analysé dans la littérature avec des
points de vue divers. Les notions et définitions d’observation sont diverses. Pour
tout œil curieux, en voici quelques-unes et les références qui vont avec.

– Dans l’article de De Santis et al. [116], une notion pour l’observabilité des
systèmes à commutation est donnée, où un ensemble d’états, appelé état
critique, doit être immédiatement détecté car il correspond à des dangers
qui peuvent mener à des événements catastrophiques. Par exemple : dans
le contexte de la gestion du trafic aérien (ATM : Air Traffic Management),
il correspond à une alerte chaque fois qu’il y a une possibilité d’être dans
une situation critique : détection de l’erreur de trajectoire. La probabilité
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de détecter toutes les situations critiques est garantie. Des conditions néces-
saires et suffisantes concernant cette observabilité critique sont également
données.

– Dans l’article [115], De Santis et al. a introduit la notion de ∆-observabilité,
qui est basée sur la reconstruction de l’état hybride au moins dans certains
(mais pas nécessairement tous) intervalles de temps. Il faut que δ < ∆, où
∆ est le temps limite (après cela le ∆-observateur est capable d’estimer
l’état du système) et où δ représente le temps de séjour minimum. Il faut
notez que l’existence du ∆-observateur nécessite que le système hybride
soit ∆-observable, par contre, l’∆-observabilité n’implique pas l’existence
de ∆-observateur.

– Dans l’article de Babaali et al. [5], l’observabilité d’un système à commu-
tation en temps discret sans imposer un temps de séjour minimum dans
chaque mode est étudiée. Selon la possibilité d’observer le mode courant,
et la possibilité de récupérer l’état continue ou la séquence mode, plusieurs
concepts d’observabilité sont définis.

On peut également trouver d’autres modèles souvent étudiés dans la littéra-
ture comme par exemple : les modèles affines constants par morceaux (PWA :
PieceWise Affine systèmes [123, 14]), les modèles mixtes dynamique et logique
(MLD : Mixed Logical Dynamical [15]), les modèles à complémentarité linéaires
(LC : Linear Complementarity [77]) et les systèmes à complémentarité linéaires
étendue (ELC : Extended Linear Complementarity). Bien que chacune d’elles
possède des propriétés spécifiques qui lui sont propres, il existe parfois des équi-
valences entre ces différentes formes de représentation. Une équivalence entre deux
modèles signifie qu’il y a une possibilité avec des changements de variables, de
réécrire un modèle en fonction du modèle équivalent en question. Pour plus de
détails sur les différentes transformations entre les modèles, on pourra se reporter
à [78]. Pour la suite, notre travail se limite aux systèmes linéaires à commutation
en temps continu.

1.2.4 Systèmes linéaires à commutations en temps continu

Nous rappellerons ci-après des résultats récents concernant les systèmes les
plus rencontrés dans la littérature : des systèmes linéaires à commutation, qui
peuvent être considérés comme des abstractions de plus haut niveau de systèmes
hybrides, obtenues en négligeant les détails du comportement de la variable dis-
crète.

Contrairement aux systèmes linéaires classiques, il existe des différences entre
le cas temps discret et continu pour les systèmes à commutation linéaires, et il est
donc obligatoire de les étudier indépendamment. En temps continu, la connais-
sance des dérivées successives de la sortie permet d’exprimer le mode courant en
un temps infinitesimal, i.e. fournir toutes les informations qu’il peut sur l’état
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actuel. Cependant, la commutation arbitraire supprime cette bonne propriété en
temps discret (cf [5] en détail). Le cadre de notre travail se limite au cas continu.

Les Systèmes Linéaires à Commutation (SLC) sont des systèmes dont l’évo-
lution est déterminée par une collection de modes linéaires (Q sous-systèmes) où
l’état continu x s’est relié par des commutations prises parmi un certain nombre
d’état discret q ∈ IQ , {1, 2, . . . , Q}, modélisés par des équations linéaires ordi-
naires de la forme suivante :

{
ẋ = A(q)x + B(q)u
y = C(q)x

(1.8)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rd représentent respectivement le vecteur d’état,
d’entrée et de sortie du système. Quel que soit q ∈ {1, 2, ..., Q}, les matrices A(q),
B(q) et C(q) sont constantes.

La fonction de commutation est définie par :

σ(t) : R→ IQ

x 7→ σ(t) (1.9)

où q , σ(t) ∈ IQ correspond à l’indice associé au mode activé. La fonction de
commutation est supposée avoir un nombre fini de discontinuités sur un intervalle
de temps fini. Par exemple, σ(t) a des discontinuités à k instants t1, t2, ..., tk sur
l’intervalle de temps [t0, T [.

Le problème de l’observabilité pour ces systèmes linéaires à commutation est
posé comme : sachant que l’évolution du système commence par l’état initial
inconnu (q(t0), x(t0)), est-ce qu’il est possible de reconstruire la trajectoire de
l’état continu et de l’état discret à partir de la sortie y sur l’intervalle [t0, t0 +T ] ?

La conception d’un observateur repose sur des conditions essentielles à vérifier
sur l’observabilité du système à étudier. Dans la plupart des cas, l’observateur
du SLC est composé de deux parties : un observateur estime l’état discret et
un autre estime l’état continu. L’observabilité du système à commutation est
donc liée d’une manière directe à l’observabilité des deux états, et un système à
commutation n’est observable que si ces deux états le sont aussi, dans ce cas là,
la reconstruction de tout l’état est possible via des observateurs hybrides.

1.2.4.1 Cas de l’état discret connu

Nous présentons tout abord des résultats concernant l’observabilité du sys-
tème linéaire à commutation en temps continu lorsque l’évolution de l’état
discret est disponible. Les conditions données concernant l’observabilité de
l’état continu ne dépendent pas de l’entrée de commande.
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Dans les articles de Z. Sun et al. ([124], [126]), le problème de commandabilité
et d’atteignabilité des systèmes linéaires à commutation (1.8) est d’abord discuté.
Puis, l’observabilité est considérée comme propriété duale de l’atteignabilité. On
rappelle le résultat obtenu ci-dessous :

Définition 6 [126] Le système linéaire à commutation (1.8) est (complètement)
observable, s’il existe un instant t1 > 0 et un chemin de commutation σ :
[0, t1]→ IQ, tels que l’état initial x(t0) peut être déterminé à partir de la connais-
sance de la sortie y(t) et de l’entrée u(t), t ∈ [0, t1].

Théorème 4 [124] Pour le système linéaire à commutation (1.8), les déclara-
tions suivantes sont équivalentes :

– le système est complètement observable ;
– O = Rn,

où le sous-espace O =

∞∑

j=1

Oj est défini par :

O1 = ImCT
1 + ... + ImCT

m

Oj+1 = ΓAT
1
Oj + ... + ΓAT

m
Oj , j = 1, 2, ...

– ImC est le sous-espace engendré par les colonnes de la matrice C ;
– étant donnée une matrice A et un sous-espace Oj ∈ Rn, ΓAOj indique le

sous-espace invariant minimum de A qui contient Oj, i.e. ΓAOj = Oj +
AOj + ... + An−1

Oj .

Quand l’état discret est connu, d’après la théorie des systèmes linéaires, l’en-
trée n’a pas d’influence sur l’observabilité du système. Dans ce cas, l’analyse
d’observabilité est considérablement réduite et la conception d’observateurs de-
vient beaucoup plus facile. Nous reviendrons dans le chapitre 1.3 en détail sur ce
point.

1.2.4.2 Cas de l’état discret inconnu

Dans la littérature, le cas où l’état discret est inconnu a été étudié dans
[6, 12, 117, 137]. Un modèle formel relativement général des systèmes linéaires
à commutation a été donné dans De Santis et al. [117]. Il peut englober une
très large classe de systèmes, pour lesquels le modèle (1.8) étudié ici est un cas
particulier, donc nous ne le développons pas en détail ici.

Nous décrivons notamment ici le travail de R. Vidal et al. [137]. Dans cet
article, une analyse d’observabilité a été principalement réalisée pour le cas où
l’état discret est inconnu et l’entrée de commande est égale à zéro
(système autonome).
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Pour un sous-système q, la matrice définie par :

Oj(q) =
[
C(q)T (C(q)A(q))T . . . (C(q)Aj−1(q))T

]T

est appelée matrice d’observabilité étendue ordre j.

Pour deux sous-systèmes q et q′, la matrice commune d’observabilité éten-
due, associée aux deux sous-systèmes, est obtenue par la concaténation des deux
matrices d’observabilité étendue :

Oj(q, q
′) , [Oj(q) Oj(q

′)].

On définit l’indice commun d’observabilité comme étant le plus petit entier
ν(q, q′) tel que le rang de la matrice Oj(q, q

′) cesse d’augmenter. On le note
généralement ν , maxq 6=q′{ν(q, q′)} ≤ 2n.

Analysons d’abord l’observabilité de l’état initial. Rappelons que deux états
initiaux {x(t0), q(t0)} et {x′(t0), q

′(t0)} sont indiscernables sur l’intervalle [t0, t1)
(t1 est le premier instant de commutation) si leurs sorties respectives sont iden-
tiques, c’est-à-dire :

C(q(t0))e
A(q(t0))(t−t0)x(t0) = C(q′(t0))e

A(q′(t0))(t−t0)x′(t0), t ∈ [t0, t1).

Le développement en série de Taylor autour de t0 des deux membres de l’égalité
donne :

C(q(t0))A(q(t0))
ix(t0) = C(q′(t0))A(q′(t0))

ix′(t0), t ∈ [t0, t1), i = {0, 1, 2, ...}.

En utilisant la notion de matrice commune d’observabilité étendue et l’indice
commun d’observabilité, l’état initial est observable si :

rang([Oν(q(t0)) Oν(q
′(t0))]) = 2n.

Ainsi la condition d’indiscernabilité peut être exprimée par :

Yν(t0) ,




y(t0)
ẏ(t0)

...
y(ν−1)(t0)


 = Oν(q(t0))x(t0) = Oν(q

′(t0))x
′(t0).

A partir de cette relation, les conditions suivantes sont déduites :

Lemme 1 [137] (Observabilité de l’état initial) Étant donné le système SLC
(1.8) (cas u = 0), si l’hypothèse de temps de séjour est respectée (t1−t0 ≥ δ > 0),
alors l’état initial (q(t0), x(t0)) est observable si pour tout q 6= q′ ∈ {1, 2, ..., Q},
nous avons rang([Oν(q) Oν(q

′)]) = 2n. En outre,
l’état discret initial est donné par : q(t0) = {q : rang([Oν(q) Yν(t0)]) = n},
l’état continu initial est donné par : x(t0) = O+

ν (q(t0))Yν(t0),
où M+ est la pseudo-inverse de Moore-Penrose [100] donnée par M+ = (MT M)−1MT .
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Remarquons que :
– La condition rang([Oν(q) Oν(q

′)]) = 2n implique que chaque sous-système
linéaire doit être observable, parce qu’elle implique que rang(Oν(q)) = n
pour tout q ∈ {1, ..., Q} ;

– La condition rang([Oν(q) Oν(q
′)]) = 2n implique que l’intersection des

sous-espaces d’observabilité de chaque paire de systèmes linéaires doit être
trivial.

Lemme 2 [137] (Observabilité du premier instant de commutation) Étant donné
le système SLC (1.8) (cas u = 0), si l’hypothèse de temps de séjour est respectée
(t1−t0 ≥ δ > 0), alors le premier instant de commutation t1 est observable si pour
tout q 6= q′ ∈ {1, 2, ..., Q}, nous avons rang([Oν(q)−Oν(q

′)]) = n, et le premier
instant de commutation t1 est donné par t1 = min{t > t0 : Yν(t

−) 6= Yν(t
+)}.

Remarquons que :
– La condition rang ([Oν(q)−Oν(q

′)]) = n implique que l’intersection des
sous-espaces non-observables doit être triviale ;

– La condition rang([Oν(q) Oν(q
′)]) = 2n contient la condition rang([Oν(q)−

Oν(q
′)]) = n.

De ces lemmes peut être déduit le théorème suivant :

Théorème 5 [137] Si pour tout i ≥ 0, nous avons ti+1 − ti ≥ δ > 0, alors
(x(t0), q(t)) est observable dans t ∈ [t0, t0 + T ] si et seulement si pour tout q 6=
q′ ∈ {1, ..., Q}, nous avons rang([Oν(q) Oν(q

′)]) = 2n. En outre, la trajectoire
d’état peut être récupérée de façon unique :

q(t0) = {q : rang([Oν(q) Yν(t0)]) = n},

x(t0) = Oν(q(t0))
+Yν(t0),

ti = min{t > ti−1 : Yν(t
−) 6= Yν(t

+)},

q(ti) = {q : rang([Oν(q) Yν(ti)]) = n}.

L’observabilité des systèmes linéaires à commutation (1.8) (cas u = 0) dans
cet article est définie en terme de l’état continu initial x(t0) et de l’évolution de
l’état discret q(t) plutôt qu’en terme de l’évolution de l’état {x(t), q(t)}. Parce
qu’une fois {q(t0), x(t0)} et t1 obtenus, il suffit de répéter la même procédure en
considérant {q(t1), x(t1)} comme le nouvel état initial et t2 comme le nouveau
premier instant de commutation.

À la différence des résultats classiques pour les systèmes linéaires, l’entrée
de commande joue un rôle important pour l’observabilité des états discrets et
les états continus des systèmes à commutation (1.8). Afin de traiter le cas de
l’entrée de commande u 6= 0, on est obligé de considérer les terme (B, D) [12].
Ici, le cadre de notre travail se limite au cas autonome.
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Chapitre 1. Estimation de l’état

Après avoir rappelé les diverses notions mathématiques et définitions se rap-
portant au concept d’observabilité pour les systèmes linéaires invariant ou variant
dans le temps et les systèmes dynamiques à commutation, nous allons effectuer
un tour d’horizon sur les divers observateurs correspondants.

1.3 Synthèse d’observateurs

Un observateur d’état déterministe a été introduit dans les années soixante
par Luenberger [94] pour les systèmes linéaires continus. Kalman [82] a également
formulé un observateur en considérant un système linéaire déterministe ou sto-
chastique. Dans le cas de l’observateur de Luenberger ou de Kalman, il suffit de
choisir L telle que la matrice (A− LC) soit une matrice de Hurwitz, c’est-à-dire
telle que ses valeurs propres soient toutes à parties réelles strictement négatives
dans le cas continu ou possèdent un module strictement inférieur à 1 dans le cas
discret. La différence entre les deux observateurs se trouve principalement dans
la façon de calculer le gain de retour L :

– pour l’observateur de Luenberger, on utilise la technique de placement de
pôles,

– pour le filtre de Kalman, on résout une équation de Ricatti en minimisant
la matrice de covariance de l’erreur d’estimation et de perturbation.

Plus récemment, certains auteurs ont proposé des observateurs pour les sys-
tèmes linéaires invariants à retard dans les cas continu [29, 32], discret [33, 135],
et stochastique [141]. Pour une vision plus large des problématiques liées aux
systèmes à retard, on pourra se référer à [110, 119].

Une extension du filtre de Kalman [82] est donné par le filtre Kalman-Bucy
[83] qui en est une version en temps continu. Puis, plusieurs résultats du type
de Kalman [18, 22, 72, 75] sont étendus pour les systèmes LTV. Récemment, J.
Trumpf [136] a également donné un observateur asymptotique pour les systèmes
LTV ainsi que des conditions nécessaires et suffisantes d’existence.

Concernant la synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires à commuta-
tion en temps continus, la majorité des travaux ne tient pas compte de la partie
discrète. En supposant que le sous-système actif est connu à chaque instant, la
synthèse d’observateurs s’en trouve grandement simplifiée. Un exemple typique
d’un observateur peur être trouvé dans [4]. Dans le cas où l’état discret q(t) ne
serait pas disponible, l’observateur du système à commutation est un système
à commutation lui-même : sa mission revient à identifier l’état discret q̂(t) en
cours d’évolution et à calculer une estimation du vecteur d’état continu x̂(t) pour
l’emplacement de l’état discret q(t) courant et l’état continu x(t) du système. Il
s’agit donc de fournir une estimation du vecteur d’état (x(t), q(t)) [12, 106]. Ses
entrées sont l’entrée continue u(t) et la sortie continue y(t).
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1.3.1 Observateur pour les systèmes LTI :

Pour les systèmes linéaires stationnaires, un observateur a été introduit pour
la première fois par Luenberger [94] conduisant à l’estimation asymptotique de
l’état.

Théorème 6 [95] (Observateur de Luenberger) Si le système (2.1) est obser-
vable, alors pour tout ensemble de valeurs propres Λ = {λ1, ..., λn}, il existe une
matrice de gain L telle que l’ensemble des valeurs propres de la matrice A − LC
soit l’ensemble Λ. Si tous les éléments propres de Λ sont choisies à partie réelle
strictement négative, alors le système suivant

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(y − Cx̂)

est un observateur asymptotique pour (2.1).

Soit e = x − x̂ l’erreur entre la valeur réelle et la valeur estimée du système.
Alors :

ė = (A− LC)e.

On peut choisir la vitesse de convergence asymptotique en plaçant judicieu-
sement les valeurs propres de A− LC.

1.3.2 Observateurs pour les systèmes LTV :

Dans le cas des systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps, nous
rappelons d’abord l’observateur de type Kalman :

Théorème 7 [41] Soit le système LTV (1.6) complètement uniformément ob-
servable. Les fonctions A(t), C(t) sont supposées bornées. Alors, il existe un
observateur de la forme suivante :

ẋe = A(t)xe + B(t)u−K(t)(C(t)xe − y) (1.10)

avec K(t) donné par :

Ṗ (t) = P (t)AT (t) + A(t)P (t)− P (t)CT (t)W−1(t)C(t)P (t) + V + λP (t)

K(t) = P (t)CT (t)W−1(t)

xe(0) = xe0, P (0) = P0 = P T
0 > 0 (1.11)

avec soit λ > 2‖A(t)‖ pour tout t, soit V = V T > 0. W (t) et P (t) sont des
matrices symétriques définies positives de dimension adaptée.

Remarque :
– La vitesse de convergence peut être choisie par la valeur de λ ou V .
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Chapitre 1. Estimation de l’état

– Pour λ = 0, on obtient l’observateur classique de Kalman, la condition
usuelle liée à la convergence est que la paire (A, V ) soit complètement uni-
formément commandable (dual de complètement uniformément observable).

– Pour λ = 0, l’observateur est optimal dans le sens de la minimisation par
rapport à z de la fonctionnelle :
∫ t

0

[
(C(τ)z(τ) − y(τ))TW−1(C(τ)z(τ)− y(τ)) + vT (τ)V −1v(τ)

]
dτ

+ (z0 − x̂0)
T P−1

0 (z0 − x̂0)

avec
ż(t) = A(t)z(t) + v(t), y(t) = C(t)z(t).

Il fournit une solution explicite basée sur l’optimisation, il est aussi optimal
en terme de minimisation d’une erreur de sortie au sens des moindres carrés
pour un système affecté par des bruits blancs sur l’état et sur la mesure,
non corrélée entre eux, de matrices de covariances respectives V et W ([86]
et [30]).

– Le gain de l’observateur peut également être calculé par

K(t) = S−1(t)CT W−1

où S est la solution de :

Ṡ(t) = −AT (t)S(t)− S(t)A(t) + CT W−1C(t)− δS(t)− S(t)V S(t)

S(0) = ST (0) > 0

ce qui en fait est une équation linéaire en S quand V est choisi égal à 0. Cela
est valable également pour toute la conception issue du filtre de Kalman.

Un autre observateur asymptotique pour les systèmes LTV est donné par J.
Trumpf comme suit :

Définition 7 [136] Un observateur pour (1.6) est un système auxiliaire :
{

ξ̇(t) = F (t)ξ(t) + G(t)y(t) + H(t)u(t)
ζ(t) = J(t)ξ(t)

(1.12)

où F (t), G(t), H(t) et J(t) sont des matrices variant dans le temps de fonctions
continues. Pour chaque condition initiale ξ(0) et les fonctions y(t), u(t), le sys-
tème (1.12) a une solution unique et suffisamment différentiable ξ(t, ξ(0), u, y).

Théorème 8 [136] La sortie ζ(t) rejoint x(t) asymptotiquement si et seulement
s’il existe un vecteur z(t) de classe C1 solution de





ż = F (t)z − zA(t) + G(t)C(t)
K(t) = J(t)z
H(t) = zB(t)

(1.13)

avec
z(t) = K(t)x(t). (1.14)
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1.3. Synthèse d’observateurs

Bien que l’implémentation de cet observateur est plus compliquée que l’obser-
vateur de type Kalman (il faut un vecteur z(t) qui satisfait toutes les équations
dans (1.13)), cette technique sera plus intéressante d’être appliquée pour des sys-
tèmes particuliers tels que, par exemple les systèmes bilinéaires ou les systèmes
affines en l’état.

1.3.3 Observateurs pour les systèmes SLC : cas de l’état
discret connu

Considérons un système à commutation composé de Q sous-systèmes linéaires
en temps continu (1.8), un observateur pour ce système est construit dans Ales-
sandri et al. [4] sous la forme suivante :

{
˙̂x = A(q)x̂ + B(q)u + L(q)(y − C(q)x̂)
ŷ = C(q)x̂

(1.15)

Les gains de l’observateur L(q) (q ∈ {1, 2, ..., Q}) peuvent être déterminés tels
que la performance désirée est atteinte. La dynamique de l’erreur d’estimation
e = x− x̂ est donné par :

ė = (A(q)− L(q)C(q))e

qui doit être stable. Cette dynamique se comporte comme un système à commu-
tation, donc une fonction de Lyapunov commune est recherchée pour assurer la
stabilité. Ainsi, nous énonçons le théorème suivant :

Théorème 9 [4] Considérons le système à commutation (1.8) et supposons que
les paires (A(q), C(q)), q = {1, 2, ..., Q} sont détectables. S’il existe une matrice
symétrique définie positive P solution des inégalités de Lyapunov

(A(q)− L(q)C(q))T P + P (A(q)− L(q)C(q)) < 0, q = {1, 2, ..., Q},

alors l’erreur d’estimation (1.15) converge exponentiellement vers zéro.

Cette méthode consiste à trouver la matrice de Lyapunov commune P qui
garantie la stabilité de l’erreur d’estimation, puis de déduire les gains L(q) qui
correspondent à chaque mode. Il faut noter que l’implémentation de l’observateur
se fait sous l’hypothèse de la connaissance de l’état discret en temps réel.

1.3.4 Observateurs pour des systèmes SLC : cas de l’état
discret inconnu

Une solution, utilisant des observateurs temps fini, est proposée dans l’article
de Bejarano et Fridman [12] pour la reconstruction de l’état entier (continu et
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Chapitre 1. Estimation de l’état

discret) sur la base des informations de la sortie continue. Un différentiateur par
modes glissants est utilisé pour la conception de l’observateur, qui assure que la
trajectoire de l’observateur converge vers la trajectoire du système réel en temps
fini.

Tout d’abord, un ensemble d’observateurs du type Luenberger est défini comme
suit : {

˙̃xq = A(q)x̃q + B(q)u + L(q)(y − C(q)x̃q)
ỹq = C(q)x̃q

(1.16)

pour tout q ∈ IQ , {1, 2, . . . , Q}. Supposons que i est le mode courant et défi-
nissons ei = x− x̃i, yei

= y − ỹi. Nous avons :

ėi = (A(i)− L(i)C(i))ei = Ã(i)ei, yei
= C(i)ei.

En dérivant yei
, on obtient :

Yi ,




yei

ẏei

...
y

(l)
ei


 =




C(i)

C(i)Ã(i)
...

C(i)Ãl(i)


 ei = Oiei

où l’indice l est le plus petit entier tel que rang Oi = n.

Donc, on a :
ei = O+

i Yi. (1.17)

Supposons que le vecteur Yi est reconstruit à partir de t̃1 ∈ [0, t1[, t1 étant
le premier instant de commutation. Alors la relation (1.17) est vraie pour tout
t ∈ [t̃1, t1). Puis, on peut remettre l’état courant x̃i(t̃1) à la valeur x̃i(t̃

+
1 ) ,

ei(t̃1) + x̃i(t̃
−
1 ) = x(t̃−1 ). Ainsi, (1.16) peut être réécrit sous la forme suivante :

{
˙̃xi = A(i)x̃i + B(i)u,
ỹi = C(i)x̃i, t ≥ t̃+1 .

Donc, x(t) et x̃i(t) ont les mêmes équations dynamiques sur l’intervalle [t̃1, t1),
x̃i(t̃

+
1 ) = xi(t̃

+
1 ) et sur l’intervalle [t̃1, t1), nous avons :

{
x̃i(t) = x(t),
ỹi(t) = y(t).

Maintenant, nous rappelons l’algorithme d’observation. D’abord, l’algorithme
pour l’estimation de x(t) est introduit :

1. Concevoir un observateur de type Luenberger pour tout q ∈ IQ , {1, 2, . . . , Q}.

2. Calculer le vecteur Yq pour tout q ∈ IQ dans un temps t̃1 < δ (δ est le
temps de séjour minimum).

3. Définir eq = O+
q Yq pour t ≥ t̃1.
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1.4. Estimation par une approche algébrique

4. Mettre à jour l’état x̃ par la formule x̃(t+) = eq(t
−) + x̃(t−).

5. Si l’équation ỹi(t) = y(t) est satisfaite sur un petit intervalle [t̃1, t̃1 + ǫ)(t̃1 +
ǫ < δ) pour un indice i, ceci implique que q(t) = i. Ainsi, l’observateur
de q est définie par q̂(t) = i. Notons que chaque fois, seulement un indice
satisfait cette identité de sortie.

6. Une fois que l’état discret est reconstruit, l’observateur de l’état continu
doit automatiquement être défini comme x̂(t) = x̃q̂(t)(t). Évidemment, nous
aurons x̂(t) = x(t) pour tout t ∈ [t̃1 + ǫ, t1].

7. Si ỹq̂(t)(t) = y(t) n’est pas satisfait, une mise à jour dans l’observateur (1.16)
doit être effectuée de la manière suivante : si à l’instant t∗1, la condition
ỹq̂(t)(t

∗
1) 6= y(t∗1) est satisfaite, tous les observateurs doivent être remis à la

valeur x̃q(t
∗
1) = x̂(t∗1) pour tout q ∈ IQ.

Par conséquent, quand le système commute du mode i au mode j, la dyna-
mique du système (1.16) pour q = j prend la forme suivante :

{
˙̃xj = A(j)x̃j + B(j)u,
ỹj = C(j)x̃j .

et x̃j sera identique à x.

Le problème restant consiste en la reconstruction de Yi. Pour ce faire, un autre
observateur par modes glissants d’ordre supérieur basé sur l’algorithme du Super
Twisting est appliqué (voir également [69]). Cet algorithme par modes glissants
d’ordre 2, mis au point par Levant [71, 89, 90] est pratique d’utilisation pour les
systèmes de degré relatif 1, puisqu’il permet de limiter le chattering, mais est
également utilisable sans avoir besoin de connaître la dérivée de la variable de
glissement.

Étant donné que les modes glissants ne font pas partie du cadre de notre
travail, nous n’allons pas plus en détail ici (voir [104]). Notons également qu’une
synthèse d’observateur par modes glissants d’ordre supérieur pour une classe de
systèmes non linéaires à commutation a été proposé dans [114].

1.4 Estimation par une approche algébrique

Nous présentons ici les techniques algébriques d’estimation rapide qui serons
utilisées par la suite. Les fondements théoriques de ces méthodes peuvent être
trouvées dans [66, 51, 67].

Les techniques algébriques pour l’estimation rapide ont, dans un premier
temps, été développées pour des problèmes d’identification paramétrique en boucle
fermée de systèmes linéaires [66], et se sont révélées comme des alternatives effi-
caces aux techniques d’identification existantes telles qu’on peut les trouver dans
[122], [84], [93] ou encore [92]. Par la suite, ces résultats ont été étendus pour des
processus de commande, mettant en avant de nouveaux points de vue [51].
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Le développement de telles techniques a un impact assez conséquent dans le
milieu de l’automatique, notamment pour les problèmes suivants :

– les observateurs non linéaires, et le contrôle par retour d’état, développé
notamment dans [68],

– le contrôle tolérant aux fautes [62],
– la commande sans modèle (voir [51], [58], et [81] pour un exemple concret

d’étude),
– . . .

Cette section est construite ainsi : tout d’abord nous introduisons quelques
outils développés dans le projet ALIEN, puis illustrons la démarche proposée à
l’aide d’un exemple assez simple lié à l’estimation rapide de paramètres en ligne
ainsi qu’à la dérivation numérique et son application.

Les systèmes linéaires (2.1) peuvent être abordés par la théorie de l’algèbre
différentielle introduite en Automatique par M. Fliess [47]. Soient K un corps
commutatif (ici R) et K[s] un anneau principal des polynômes

∑
fini aνs

ν , aν ∈ K

en l’indéterminée s (ici s = d
dt

). Un K[s]–module Λ est un K–espace vectoriel tel
que s : Λ → Λ soit un endomorphisme K-linéaire. Alors on a les propriétés
suivantes :

– Un système linéaire à temps continu est un K[ d
dt

]–module Λ.
– Une dynamique est un système linéaire Λ muni d’une commande u =

(u1, ..., um) ⊂ Λ, telle que le module quotient Λ/spanK[ d
dt

](u) soit de torsion.
– Un système linéaire entrée-sortie est une dynamique linéaire Λ munie d’une

sortie y = (y1, ..., yp) ⊂ Λ.

On suppose désormais la commande indépendante, c’est-à-dire u1, ..., um K[ d
dt

]–
linéairement indépendants.

Remarque 2 Cette approche algébrique a permis les avancées suivantes [38] :
– définition intrinsèque [48] de la commandabilité, à l’origine de la platitude

[63] et de l’observabilité ;
– représentations généralisées d’état [48] ;
– simplification [50] des liens entre approche polynômial et par matrice de

transfert ;
– dualité entre commandabilité et observabilité [111] ;
– . . .

Remarquons qu’une grande partie des résultats ci–dessus restent valables dans
le cas instationnaire en remplaçant le corps K par un corps différentiel [111].

Dans ce contexte, la propriété d’observabilité peut en particulier être énoncée
de la façon suivante :

Théorème 10 [51] Le système entrée-sortie Λ est observable si et seulement si

Λ = spanK[ d
dt

](u, y).
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D’après ces notions, ce critère exprime que toute variable d’un système obser-
vable satisfait une équation algébrique liant la sortie, l’entrée et un nombre fini
de leurs dérivées. C’est-à-dire que l’observabilité équivaut à la possibilité d’ex-
primer toute variable du système, et, en particulier, toute variable d’état comme
combinaison K-linéaire des composantes de la commande, de la sortie et de leurs
dérivées jusqu’à un ordre fini.

1.4.1 Estimation de paramètres

De nombreux modèles font intervenir des paramètres qui doivent être estimés
afin de faire des prévisions d’évolution du système ou pour élaborer une loi de
commande. Les mesures obtenues sur le processus, augmentées de la connaissance
des excitations appliquées à ce dernier, permettent de constituer les données utiles
(lorsque cela est possible) à la determination de ces paramètres. Les deux prin-
cipales classes de méthodes utilisées sont basée sur la minimisation d’une erreur
soit en utilisant4 :

– la méthode des moindres carrés (LS : Least Squares, RLS : Recursive Least
Squares, RELS : Recursive Extended Least Squares) (pour plus de détails
voir [87]),

– la mise en place d’un observateur (en général à convergence asymptotique5).

Les principales faiblesses relatives de ces techniques sont liées aux bruits de
mesure, au caractère asymptotique de la convergence (observateur) et à la diffi-
culté de les mettre en œuvre pour une identification en ligne et en boucle fermée.

Une nouvelle approche pour l’estimation de paramètres basée sur des mé-
thodes algébriques a été développée par M. Fliess et H. Sira-Ramirez [66, 67].
Grace à cette approche, l’identification en boucle fermée est possible parce que
l’identification peut être réalisée en temps réel (en temps très petit).

1.4.1.1 Un exemple

Afin d’illustrer cette approche algébrique, dans un premier temps, nous mon-
trons la démarche à travers un exemple simple : une équation différentielle ordi-
naire d’ordre 1.

ẏ(t) = ay(t) + u(t) + γ0. (1.18)

où a est un paramètre inconnu à identifier et γ0 est une perturbation constante
inconnue. En utilisant les notations du calcul opérationnel et y0 = y(0), nous
avons :

sŷ(s) = aŷ(s) + û(s) + y0 +
γ0

s
.

4Bien qu’il existe d’autres techniques, elles sont relativement moins répandue.
5Depuis peu des observateurs en temps fini commencent à voir le jour (voir par exemple

[70]), mais ils n’ont pas encore été exploités pour de l’identification car ils sont, en général,
relativement sensible aux bruits de mesure.
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où ŷ(s) représente la transformation de Laplace du y(t) et s est la variable de
Laplace.

Pour éliminer le terme γ0, multiplions les deux membres de l’expression pré-
cédente par s, puis dérivons par rapport à s, c’est-à-dire :

d

ds

[
s
{
sŷ(s) = aŷ(s) + û(s) + y0 +

γ0

s

}]

⇒ 2sŷ(s) + s2ŷ′(s) = a (sŷ′(s) + ŷ(s)) + sû′(s) + û(s) + y0.

Rappelons que ŷ′(s) ,
dŷ(s)

ds
correspond à −ty(t) dans le domaine temporel.

Estimation du paramètre a : supposons que y0 = 0 (si ce n’est pas le cas, on
dérive deux fois par rapport à s afin d’éliminer y0), pour tout ν > 0,

s−ν
[
2sŷ(s) + s2ŷ′(s)

]
= s−ν [a(sŷ′(s) + ŷ(s)) + sû′(s) + û(s)] .

En appliquant la transformation inverse de Laplace pour retourner dans le
domaine temporel, nous avons (ν = 3) :

a =
2
∫ T

0
dλ
∫ λ

0
y(t)dt−

∫ T

0
ty(t)dt +

∫ T

0
dλ
∫ λ

0
tu(t)dt−

∫ T

0
dλ
∫ λ

0
dσ
∫ σ

0
u(t)dt

∫ T

0
dλ
∫ λ

0
dσ
∫ σ

0
y(t)dt−

∫ T

0
dλ
∫ λ

0
ty(t)dt

.

(1.19)
Nous avons donc obtenu une estimation du paramètre a. Remarquons qu’au

temps t = 0 et en d’autre instant, une singularité peut apparaître dans l’équation
(1.19), notamment quand la stabilisation de (1.18) est obtenue (y = 0|u = 0).
Dans ce cas, les deux termes du quotient sont égaux à 0, et le paramètre est alors
indéterminé. Nous devons donc commencer à évaluer la formule non pas au temps
t = 0 mais après un court instant ǫ (quand t ∈ [0, ǫ], on fige le paramètre à 0).
Notons que l’on peut aussi utiliser une fenêtre d’intégration glissante.

Concernant cette approche, il faut noter que :
– deux types d’opérateurs sont utilisés :

– T > 0 peut être tout petit ⇒ estimation rapide.
– ν : correspond au nombre d’intégrales itérées qui agissent comme un filtre :

atténuation de l’effet du bruit (on peut utiliser aussi un filtre passe-bas
s→ 1 + τs).

Cette exemple, même simple, démontre clairement comment cette méthode dé-
veloppée au sein de l’équipe ALIEN marche, pour plus de détail, voir [130]. Après
avoir vu comment des manipulations algébriques pouvaient permettre d’obtenir
des estimations de paramètres en ligne, nous allons étudier, dans la section sui-
vante, comment utiliser des manipulations similaires pour faire de l’estimation de
dérivées .
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1.4. Estimation par une approche algébrique

1.4.2 Dérivation numérique

Nous détaillons ici une méthode originale de dérivation numérique, qui pour-
rait également être appliquée pour traiter les problèmes décrits dans la suite de
ce mémoire, sachant qu’une des questions cruciales consiste en l’estimation des
dérivées des sorties qui sont des signaux bruités dans la pratique.

Le but est d’approcher le signal bruité par des polynômes et d’identifier al-
gébriquement les coefficients de ces polynômes [97], [68]. Comme dans la partie
précédente concernant l’estimation de paramètres, des manipulations algébriques
sont réalisées dans le domaine opérationnel [42], [65] via des transformations de
Laplace [39], [79] et conduisent à calculer ces coefficients via des intégrales itérées
qui ont une tendance naturelle à lisser le bruit [51].

Soit y(t) = x(t) + n(t) une observation bruitée sur un intervalle ouvert fini
de temps I d’un signal x dont nous voulons estimer les dérivées successives en
utilisant le signal mesurable bruité y(t).

Supposons que le signal x soit analytique en t = 0 :

x(t) =

∞∑

i=0

x(i)(0)
ti

i!
.

Nous représentons sa série de Taylor tronquée à l’ordre N par :

xN (t) =

N∑

i=0

x(i)(0)
ti

i!
(1.20)

Ce polynôme, correspond en fait à une approximation de la fonction x sur
un petit intervalle temporel. On peut notamment remarquer que la différence
x(t)− xN (t) = o(tN).

Dans le domaine opérationnel, la relation (1.20) s’écrit :

sN+1xN (s) = sNxN (0) + sN−1ẋN (0) + · · ·+ x
(N)
N (0) (1.21)

Afin d’obtenir une estimation de la dérivée par rapport au temps de x à l’ordre
n, on peut annuler les coefficients restants x

(j)
N (0), j 6= n en multipliant par un

opérateur linéaire différentiel de la forme [98] :

ΠN,n
κ =

dn+κ

dsn+κ
·
1

s
·

dN−n

dsN−n
, κ ≥ 0.

On a donc :
x̃

(n)
N (0)

sn+κ+1
=

(−1)n+κ

(n + κ)!(N − n)!
ΠN,n

κ (sN+1x̂N). (1.22)
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Pour ν = N + 1 + µ, µ ≥ 0, on a l’expression :

x̃
(n)
N (0)

sν+n+κ+1
=

(−1)n+κ

(n + κ)!(N − n)!

1

sν
ΠN,n

κ (sN+1x̂N ), (1.23)

qui est toujours correcte.

Après avoir fait la transformation inverse de Laplace de (1.23) pour retourner
dans le domaine temporel, fait quelques calculs et changements de variable, on a
l’estimation de la dérivée d’ordre n de x de la forme suivante (voir [97] pour plus
de détails) :

x̃
(n)
N (0) = A(ν, n, κ, N)

N−n∑

i=0

B(i, n, N)

n+κ∑

j=j0

C(i, j, n, κ)

∫ 1

0

(1− τ)ν+κ−i−j−1(−τ)i+jx(Tτ)dτ

où j0 = max (0, k − i) et

A(ν, n, κ, N) = (−1)n+κ(ν+n+κ)!
(n+κ)!(N−n)!

,

B(i, n, N) =

(
N − n
i

)
(N+1)!

(n+i+1)!
,

C(i, j, n, κ) =

(
n + κ
j

)
(n+i)!

(i+j−κ)!
.

Remarque 3 L’estimateur introduit ici est indépendant pour chaque ordre de
dérivation. Une petite erreur des estimations de dérivée provient de la partie du
reste de la troncature de la série de Taylor et de la partie du bruit formel.

Les résultats obtenus ne sont valables que pour une fenêtre temporelle [0, t[.
Mais en pratique, on peut facilement étendre ces formules pour travailler sur une
fenêtre glissante de longueur T , et donc sur l’intervalle de temps [t− T, t]. C’est
en travaillant sur cette fenêtre glissante que l’on peut obtenir une estimation en
« temps réel» des dérivées de y(i)(t). On aurait pu proposer une solution alterna-
tive pour faire cette estimation en ligne, en combinant un filtre temporel avec des
interpolations polynômials, comme le proposent les auteurs de [108] et de [121].

Il faut noter que cette technique d’estimation de dérivées de signaux bruités
est déjà appliquée dans beaucoup de cas : au problème du traitement d’images
et de vidéo (compression [56], débruitage [55], [57], démodulation du signal [64]),
à la détection de ruptures dans les signaux electro-physiologiques [133], [134] et
à des problèmes d’estimation liés au domaine de la finance [53], [54].

Application à l’observation d’un système hybride

Dans l’article [59], le problème de l’estimation du signal de commutation et
de l’état continu du système linéaire à commutation en temps réel est traité via
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1.4. Estimation par une approche algébrique

ces techniques algébriques. Les entrées singulières pour lesquelles les systèmes à
commutation deviennent indiscernables sont également caractérisées.

Une représentation de la matrice de transfert du comportement de l’entrée/sortie
est adoptée :

ai

( d

dt

)
yi = bi

( d

dt

)
u, i = 1, 2, ...N. (1.24)

Définition 8 [59] Les deux systèmes (1.24) pour i = 1 et i = 2 sont dits forte-
ment discernables si, et seulement si, les deux systèmes ont le même comporte-
ment entrée-sortie que pour u = y1 = y2 = 0. Sinon les deux systèmes sont dits
faiblement discernables.

Il a été montré que le fait que les deux systèmes soient fortement discernables
est équivalent à A et B constants, où A et B sont donnés par :

A = pgcd(b1p
1
1, b2p

2
1),

B = (a2b
′
1 − a1b

′
2) ,

(1.25)

avec

b = pgcd(b1, b2), b1 = bb′
1, b2 = bb′

2,

a = pgcd(a1, a2), a1 = aa′
1, a2 = aa′

2,

p1 = ppcm(a′
1, a

′
2b

′
1 − a′

1b
′
2), et p1 = p1

1a
′
1 = p1

2(a
′
2b

′
1 − a′

1b
′
2),

p2 = ppcm(a′
2, a

′
2b

′
1 − a′

1b
′
2), et p2 = p2

1a
′
2 = p2

2(a
′
2b

′
1 − a′

1b
′
2),

pgcd : Plus Grand Diviseur Commun, ppcm : Plus Petit Commun Multiple.

La discernabilité forte est équivalente à :

(a2b
′
1 − a1b

′
2) ∈ R \ {0} et pgcd(b1p

1
1, b2p

2
1) ∈ R \ {0}.

Après avoir étudié la définition de discernabilité forte avec un point de vue
algébrique, les quantités ri(t) suivantes sont construites en temps réel :

ri(t) = ai

( d

dt

)
yi − bi

( d

dt

)
u.

Il apparaît que le mode “i” courant est tel que ri(t) = 0 sur un sous-ensemble
de R de mesure non nul. L’algorithme en temps réel consiste à :

1. calculer y, ẏ, ..., y(ky), u, u̇, ..., u(km) en utilisant la méthode de dérivation nu-
mérique présentée précédemment,

2. vérifier si ri(t) est nulle sur un intervalle de temps. Si tel est le cas, alors le
sous-système actif est le mode “i”,

3. déduire l’estimation d’état continue à l’aide de l’étape 1.

Par la suite, les auteurs ont étendu ces travaux avec le cas perturbé quand
la perturbation est structurée dans l’article [60] (c’est-à-dire la perturbation est
inconnue mais satisfait certaines équations différentielles).
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1.5 Conclusion

Ce chapitre propose une vision d’ensemble du problème d’observation et donne
des critères d’observabilité et des synthèses d’observateurs pour les systèmes li-
néaires invariant et variant dans le temps et les système dynamiques hybrides,
notamment les systèmes linéaires à commutation en temps continu.

Bien entendu, cet état de l’art n’est pas complet, mais nous avons essayé
d’être objectif quant à son contenu. Sans avoir à faire du dénombrement, on peut
rapidement constater la richesse des résultats produits pour les systèmes linéaires
à paramètres invariant dans le temps. En revanche pour des systèmes linéaires à
paramètres variant dans le temps, ou les systèmes à commutation, les résultats
sont moins nombreux. Le problème de l’observation de tels systèmes représente
alors un enjeu double, tant sur le plan scientifique que pratique, donc dans les
chapitres suivants, nous allons introduire une approche algébrique appliquant
les méthodes développées au sein de l’équipe Alien pour l’estimation d’état des
systèmes de ces différentes catégories.

Le prochain chapitre propose un algorithme algébrique d’estimation d’état
pour les systèmes linéaires à paramètres invariant dans le temps.
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Chapitre 2

Systèmes linéaires à paramètres

invariant dans le temps

All the effects of nature are only mathematical results of a small number of
immutable laws.

— Pierre-Simon Laplace
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Chapitre 2. Systèmes linéaires à paramètres invariant dans le temps

2.1 Introduction

Après avoir présenté, au chapitre précédent, les principales théories concernant
l’observabilité et la synthèse d’observateurs de quelques classes particulières de
systèmes, nous allons aborder dans ce chapitre l’estimation d’état des systèmes
linéaires à paramètres invariant dans le temps (LTI), sujet à des perturbations
extérieures, par une approche algébrique.

Un observateur peut être réalisé si le système est observable, c’est-à-dire qu’il
est possible de reconstruire l’état initial x(ti) à partir de l’information sur ses
entrées u(t) et ses sorties y(t) pendant un intervalle de temps fini [ti; tf ]. Pour les
systèmes linéaires avec bruit, où apparaissent des phénomènes stochastiques, un
filtre de Kalman a été conçu pour la première fois par Kalman [82, 83]. Pour les
systèmes linéaires stationnaires, un observateur a été introduit par Luenberger
[94] conduisant à l’estimation asymptotique de l’état.

Dans ce chapitre, nous proposons de réaliser un reconstructeur rapide d’état
pour des systèmes linéaires stationnaires, par une approche algébrique inspirée de
récents travaux de Fliess et Sira-Ramirez [66, 67]. La reconstruction de l’état est
donnée par une formulation explicite, plutôt que par un système dynamique auxi-
liaire comme dans le cas de l’utilisation d’un observateur. Dans l’approche propo-
sée, les dérivées successives de la sortie sont exprimées en fonction des intégrales
des mesures (éventuellement bruitée) et des entrées. On peut alors reconstruire
l’état du système en un temps fini (non asymptotique).

2.2 Estimation d’état : approche algébrique

Considérons un système linéaire stationnaire sujet à des perturbations exté-
rieures : {

ẋ = Ax + Bu + Dπ̄
y = Cx

(2.1)

où x ∈ Rn est l’état, u ∈ Rm est l’entrée, y ∈ Rd est la sortie et π̄ ∈ Rν est la
perturbation extérieure inconnue. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rd×n et D ∈ Rn×ν

sont des matrices constantes.

Pour des raisons de clarté, les systèmes monovariables observables sont consi-
dérés, c’est-à-dire : u ∈ R et y ∈ R (en effet, l’approche proposée peut être
étendue à certaines catégories de systèmes MIMO en utilisant des techniques de
découplage de la relation entrée/sortie). Le but est d’estimer l’état x de façon
rapide et sur la base d’une mesure éventuellement bruitée. Pour cela, l’expression
exacte de l’état est donnée par une fonction d’intégrales itérées de la sortie et de
l’entrée. Dans ce chapitre, notons qu’un point de vue algébrique est pris.
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Considérons le système (2.1) sujet à des perturbations extérieures. La relation
entrée/sortie peut alors s’exprimer par :

n∑

i=0

ai y(i)(t) =

n−1∑

i=0

bi u(i)(t) + π(t) (2.2)

avec an = 1. La perturbation extérieure inconnue π(t) est supposée suffisam-
ment lisse sur une petite fenêtre de temps, une bonne approximation peut être
considérée comme étant de la forme :

π(t) = c0 + c1t (2.3)

où c0 et c1 sont constantes sur cette fenêtre de temps. Ceci sera justifié par la
suite. Les paramètres du système ai et bi sont supposées connus exactement. Si
tel n’est pas le cas, des techniques similaires à celles présentées ci-après peuvent
être utilisées pour estimer ces paramètres en temps réel [67].

Théorème 1 Pour le système linéaire stationnaire (2.1) avec la relation en-
trée/sortie donnée par (2.2), les estimations des dérivées successives par rapport
au temps de la sortie mesurable y sont données par l’expression suivante :




y
(1)
e (t)

y
(2)
e (t)

y
(3)
e (t)
...

y
(n−1)
e (t)




= −
1

(−t)n+2
R̃(t)




ye(t)

y
(1)
e (t)

y
(2)
e (t)
...

y
(n−2)
e (t)




+
1

(−t)n+2







M1(u)
M2(u)
M3(u)

...
Mn−1(u)



−




F1(y)
F2(y)
F3(y)

...
Fn−1(y)







, (2.4)

avec

ye(t) =
M0(u)− F0(y)

(−t)n+2
, (2.5)

où

R̃(t) =




α1,0(t) 0 0 . . . 0
α2,0(t) α2,1(t) 0 . . . 0
α3,0(t) α3,1(t) α3,2(t) . . . 0

...
...

...
...

...
αn−1,0(t) αn−1,1(t) αn−1,2(t) . . . αn−1,n−2(t)




,
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αp,k(t) = d̃p,k(t) +

p−k∑

j=1

j−1∑

g=0

kgr̃k,g(t),

d̃p,k(t) =

(
p

k

)
(−1)n+2(n + 2)!

(n + 2− p + k)!
tn+2−p+k,

r̃k,g(t) =

(
p− j − g

k

)
(−1)n+2−j(n + 2− j)!

(n + 2− p + g + k)!
tn+2−p+g+k,

Fp(y) =

p∑

j=1

(
L−1

[
Q

j
1(s)

]
∗ (−t)n+2−jy(t)

)
+

n+2∑

j=p+1

(
L−1

[
Q

j
2(s)

]
∗ (−t)n+2−jy(t)

)
,

Mp(u) =

p−1∑

j=0

(
L−1

[
Q

j
3(s)

]
∗ (−t)n+2−ju(t)

)
+

n+2∑

j=p

(
L−1

[
Q

j
4(s)

]
∗ (−t)n+2−ju(t)

)

+

p−2∑

k=0

p−1−k∑

j=0

j−2∑

g=0

k′
g r̃

′
k,g(t)u(k),

kg et k′
g sont des coefficients qui dépendent des paramètres du système et Qj

1(s),
Qj

2(s), Qj
3(s) et Qj

4(s) sont des fractions rationnelles strictement propres définies
dans la preuve.

Remarque 1 Notons que la matrice R̃ a une structure triangulaire inférieure.
Ceci implique que l’expression (2.4) donne des estimations des dérivées de la sor-
tie de manière récursive, et leurs expressions sont obtenues seulement en fonction
de l’intégrale de u et y.

Preuve

a) Application de la transformation de Laplace sur la relation entrée/sortie (2.2) :

n∑

i=0

ai

(
siy(s)− si−1y(0)− ...− y(i−1)(0)

)

=
n−1∑

i=0

bi

(
siu(s)− si−1u(0)− ...− u(i−1)(0)

)
+ π(s), (2.6)

avec π(s) =
c0s + c1

s2
=

N(s)

P (s)
.

b) Manipulation algébrique.
Multiplions les deux membres de l’expression (2.6) par s2, on a :

n∑

i=0

ai

(
si+2y(s)− si+1y(0)− ...− s2y(i−1)(0)

)

=
n−1∑

i=0

bi

(
si+2u(s)− si+1u(0)− ...− s2u(i−1)(0)

)
+ N(s). (2.7)
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Posons

P1(s) =
n∑

i=0

ais
i+2 : polynôme de degré n + 2

Γ1(s) =
n∑

i=0

ai

i−1∑

j=0

sj+2y(i−1−j)(0) : polynôme de degré n + 1

P2(s) =

n−1∑

i=0

bis
i+2 : polynôme de degré n + 1

Γ2(s) =

n−1∑

i=0

bi

i−1∑

j=0

sj+2u(i−1−j)(0) : polynôme de degré n

L’équation (2.7) peut être réécrite de la façon suivante :

P1(s)y(s)− Γ1(s) = P2(s)u(s)− Γ2(s) + N(s). (2.8)

Pour éliminer les conditions initiales Γ1(s) et Γ2(s) et les perturbations N(s), on
dérive l’expression précédente n + 2 fois par rapport à s en utilisant la formule
de Leibniz :

dh(x(s)y(s))

dsh
=

h∑

j=0

(
h

j

)
dh−j(x(s))

dsh−j

dj(y(s))

dsj
,

et on obtient :
n+2∑

j=0

(
n + 2

j

)
djP1(s)

dsj

dn+2−j(y(s))

dsn+2−j
=

n+2∑

j=0

(
n + 2

j

)
djP2(s)

dsj

dn+2−j(u(s))

dsn+2−j
. (2.9)

Afin d’estimer y(p)(t) (0 ≤ p < n), multiplions les deux membres de (2.9) par
sp

P1(s)
:

spdn+2(y(s))

dsn+2
+

n+2∑

j=1

Nj(s)s
p

P1(s)

dn+2−j(y(s))

dsn+2−j
=

n+2∑

j=0

N ′
j(s)s

p

P1(s)

dn+2−j(u(s))

dsn+2−j
(2.10)

avec

Nj(s) =

(
n + 2

j

)
djP1(s)

dsj
,

N ′
j(s) =

(
n + 2

j

)
djP2(s)

dsj
.

c) Retour dans le domaine temporel
Rappelons les règles de transformation entre le calcul opérationnel et le domaine
temporel :

s−1 −→

∫ t

0

, s−n −→

∫ (n)

: intégrales itérées
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d

ds
−→ −t,

dn

dsn
−→ (−t)n : dérivations algébriques

La transformée de Laplace inverse pour le premier terme de l’équation (2.10) est
donnée par :

L−1

(
sp dn+2(y(s))

dsn+2

)
=

dp ((−t)n+2y(t))

dtp
=

p∑

k=0

(
p

k

)
dp−k ((−t)n+2)

dtp−k
y(k)(t).

En utilisant la formule :

dk(sl)

dsk
=





l!
(l−k)!

sl−k, si 0 < k ≤ l

0, si 0 < l < k
(−1)k(k−l−1)!

(−l−1)!
sl−k, si l < 0 < k

on a :

L−1

(
sp dn+2(y(s))

dsn+2

)
= (−t)n+2y(p)(t) +

p−1∑

k=0

d̃p,ky
(k)(t), (2.11)

avec

d̃p,k =

(
p

k

)
(−1)n+2(n + 2)!

(n + 2− p + k)!
tn+2−p+k.

Considérons maintenant le deuxième terme de l’équation (2.10) et notons :

Nj(s) = n0 + n1s + ... + nn+2−js
n+2−j.

Puisque

deg

(
Nj(s)s

p

P1(s)

)
=

n + 2− j + p

n + 2
, (2.12)

on peut écrire :

Nj(s)s
p

P1(s)
=

(n0 + n1s + ... + nn+2−js
n+2−j)sp

a0s2 + a1s3 + ... + ansn+2

=





p−j∑

g=0

kgs
p−j−g + Qj

1(s) si 1 ≤ j ≤ p

Qj
2(s) si p < j ≤ n + 2

(2.13)

où Qj
1(s) et Qj

2(s) sont des fractions rationnelles strictement propres données par :

Qj
1(s) = −

p−j∑

g=0

kgs
p−j−g

(
P1(s)−

n∑

i=n−g

ais
i+2

)

P1(s)
+

Nj(s)s
p −

n+2−j∑

i=n+2−p

nis
p+i

P1(s)
, si j ≤ p

Qj
2(s) =

Nj(s)s
p

P1(s)
, si p < j
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et où :

k0 = nn+2−j, kg = nn+2−j−g −

g−1∑

i=0

kian+i−g.

Donc :
n+2∑

j=1

Nj(s)s
p

P1(s)

dn+2−j(y(s))

dsn+2−j
=

p∑

j=1

p−j∑

g=0

kgs
p−j−g dn+2−j(y(s))

dsn+2−j

+

(
p∑

j=1

Qj
1(s) +

n+2∑

j=p+1

Qj
2(s)

)
dn+2−j(y(s))

dsn+2−j
.

De même pour (2.11), on obtient :

L−1

(
p−j∑

g=0

kgs
p−j−g dn+2−j(y(s))

dsn+2−j

)
=

p−j∑

g=0

kg

p−j−g∑

k=0

r̃k,g(t)y
(k)(t),

avec

r̃k,g(t) =

(
p− j − g

k

)
(−1)n+2−j(n + 2− j)!

(n + 2− p + g + k)!
tn+2−p+g+k.

Cela implique :

L−1

(
p∑

j=1

p−j∑

g=0

kgs
p−j−g dn+2−j(y(s))

dsn+2−j

)

= k0

(
r̃0,0y + ... + r̃p−1,0y

(p−1)
)

+ k1

(
r̃0,1y + ... + r̃p−2,1y

(p−2)
)

+ ... + kp−1r̃0,p−1y

+ k0

(
r̃0,0y + ... + r̃p−2,0y

(p−2)
)

+ k1

(
r̃0,1y + ... + r̃p−3,1y

(p−3)
)

+ ... + kp−2r̃0,p−2y

+ ...

+ k0

(
r̃0,0y + r̃1,0y

(1)
)

+ k1r̃0,1y

+ k0r̃0,0y

=

p∑

j=1

j−1∑

g=0

kgr̃0,gy + ... +
2∑

j=1

j−1∑

g=0

kgr̃p−2,gy
(p−2) +

1∑

j=1

j−1∑

g=0

kgr̃p−1,gy
(p−1)

=

p−1∑

k=0

p−k∑

j=1

j−1∑

g=0

kgr̃k,gy
(k). (2.14)

Puisque Qj
1(s) et Qj

2(s) sont des fractions rationnelles strictement propres,
celles-ci fonctionnent comme des filtres passe-bas et donc on obtient :

Fp(y) , L−1

[(
p∑

j=1

Qj
1(s) +

n+2∑

j=p+1

Qj
2(s)

)
dn+2−j(y(s))

dsn+2−j

]

=

p∑

j=1

(
L−1

[
Qj

1(s)
]
∗ (−t)n+2−jy(t)

)
+

n+2∑

j=p+1

(
L−1

[
Qj

2(s)
]
∗ (−t)n+2−jy(t)

)
.

(2.15)
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En utilisant (2.11), (2.14) et (2.15), on obtient la transformée de Laplace
inverse du terme de gauche de l’équation (2.10) :

L−1

(
sp dn+2(y(s))

dsn+2
+

n+2∑

j=1

Nj(s)s
p

P1(s)

dn+2−j(y(s))

dsn+2−j

)
= (−t)n+2y(p) +

p−1∑

k=0

αp,ky
(k) + Fp(y),

(2.16)

avec

αp,k = d̃p,k +

p−k∑

j=1

j−1∑

g=0

kgr̃k,g.

On procède de la même manière pour le terme de droite de l’équation (2.10)
impliquant l’entrée u. Posons

N ′
j(s) = n′

0 + n′
1s + ... + n′

n+1−js
n+1−j,

puisque

deg

(
N ′

j(s)s
p

P1(s)

)
=

n + 1− j + p

n + 2
,

on peut écrire

N ′
j(s)s

p

P1(s)
=

(n′
0 + n′

1s + ... + n′
n+1−js

n+1−j)sp

a0s2 + a1s3 + ... + ansn+2

=





p−j−1∑

g=0

k′
gs

p−j−1−g + Qj
3(s), si 0 ≤ j ≤ p− 1

Qj
4(s), si p− 1 < j ≤ n + 2

où Qj
3(s), Q

j
4(s) sont des fractions rationnelles strictement propres et où :

k′
0 = n′

n+1−j,

k′
g = n′

n+1−j−g −

g−1∑

i=0

k′
ian+i−g.

Ainsi, on a :

Mp(u) = L−1




n+2∑

j=0

N ′
j(s)s

p

P1(s)

dn+2−j(u(s))

dsn+2−j




=

p−1∑

j=0

(
L−1

[
Q

j
3(s)

]
∗ (−t)n+2−ju(t)

)
+

n+2∑

j=p

(
L−1

[
Q

j
4(s)

]
∗ (−t)n+2−ju(t)

)

+

p−2∑

k=0

p−1−k∑

j=0

j−2∑

g=0

k′
g r̃

′
k,gu

(k). (2.17)
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Ici, on suppose que l’entrée u est suffisamment dérivable et que ses dérivées
sont connues. Toutefois, en appliquant la technique de l’estimation de la dérivation
numérique présenté dans la section 1.4.2, on pourrait obtenir une expression qui
ne fait plus intervenir les dérivées de l’entrée.

En utilisant (2.10), (2.16) et (2.17), on obtient :

y(p)
e (t) =

1

(−t)n+2

(
−

p−1∑

k=0

αp,ky
(k)
e (t)− Fp(y) + Mp(u)

)
(2.18)

L’expression ye de l’estimation de y est donc, en particulier, donnée par (2.5)
qui ne comporte que des intégrales de la sortie. On considère cette estimation ye

pour la raison suivante : elle donne une estimation débruitée du signal de sortie
et peut être aussi utilisée dans l’estimation des dérivées successives de la sortie y
afin d’atténuer l’influence du bruit de mesure.

Enfin, en utilisant l’expression (2.18) pour p variant de 0 à n− 1, on obtient
(2.4) comme l’expression des dérivées successives de la sortie y. Grâce à la struc-
ture triangulaire de la matrice R̃, on obtient l’estimation de la pieme dérivée de la
sortie y uniquement en fonction d’intégrales portant sur la sortie et l’entrée.

En ce qui concerne l’estimation d’état, nous considérons deux cas :
Cas un : Le système est sujet à une seule perturbation, qui satisfait l’hypothèse
suivante :

CD = CAD = ... = CA(n−2)D = 0. (2.19)

Si le système est observable, alors la matrice d’observabilité est inversible.
Quand l’hypothèse (2.19) est vérifiée, on peut exprimer les états x(t) en fonction
de u(t), y(t) et de leur dérivées de la façon suivante :

x(t) = O
−1
(A,C)







y
ẏ
y(2)

...
y(n−1)



−M




u
u̇
u(2)

...
u(n−2)







(2.20)

avec

M =




0 0 . . . 0
CB 0 . . . 0

CAB CB . . . 0
...

...
...

...
CAn−2B CAn−3B . . . CB




Puisqu’on a, dans la partie précédente, exprimé l’estimation de la pieme dérivée
par rapport au temps de y en fonction uniquement des intégrales itérées de y et
de l’entrée u, en remplaçant dans la relation (2.20) la dérivée de y(t) par leurs
estimations, on obtient l’estimation d’état suivante :
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xe(t) = O
−1
(A,C)







ye

y
(1)
e

y
(2)
e

...
y

(n−1)
e



−M




u
u̇
u(2)

...
u(n−2)







.

Remarque 2 A propos de la commande u, elle est supposée être suffisamment
dérivable et que ses dérivées sont connues. Si ce n’est pas le cas, une technique
de l’estimation de la dérivation numérique développée au sein de l’équipe ALIEN,
présentée dans la section 1.4.2, peut être utilisée. On pourrait obtenir une expres-
sion qui ne fait plus intervenir les dérivées de l’entrée.

Cas deux : La perturbation agit arbitrairement sur le système. Dans cette si-
tuation, il faut identifier les perturbations afin de reconstruire l’état. Puisque la
perturbation extérieure inconnue π̄(t) peut être approchée par un polynôme de
degré 1 sur une petite fenêtre de temps et que donc π̄(2)(t) = 0, elle peut être
considérée comme un nouvel état à estimer.

Le système (2.1) peut être réécrit comme suit :
{

˙̃x(t) = Ãx̃(t) + B̃u

y = C̃x̃
(2.21)

avec

Ã =

(
A D
0 S

)
, B̃ =

(
B
0

)
, C̃ =

(
C 0

)
, x̃(t) =




x(t)
π̄(t)
˙̄π(t)


 .

La relation entrée-sortie du système (2.1) alors devient :
n+2ν∑

i=0

ai y(i) =

n−1+2ν∑

i=0

bi u(i). (2.22)

Les étapes de l’estimation des dérivées successives de la sortie avec la relation
entrée-sortie restent les mêmes, la seule différence étant la dimension du système
(n + 2ν au lieu de n). Dans la prochaine partie, nous allons l’illustrer en détail à
travers un exemple simple.

A partir du système (2.32), en utilisant les dérivées estimées de y(t), on peut
exprimer l’état x̃ comme une fonction de y, u et de leur dérivées par rapport au
temps comme suit :

x̃e(t) = O
−1

(Ã,C̃)







ye

ẏe

y
(2)
e

...
y

(n+2ν−1)
e



− M̃




u
u̇
u(2)

...
u(n+2ν−2)






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où

M̃ =




0 0 . . . 0

C̃B̃ 0 . . . 0

C̃ÃB̃ C̃B̃ . . . 0
...

...
...

...
C̃Ãn+2ν−2B̃ C̃Ãn+2ν−3B̃ . . . C̃B̃




.

Notons que toutes ces expressions ne sont définies à l’instant t = 0, mais de-
viennent valables après n’importe quel instant arbitrairement petit (voir l’exemple
dans la prochaine section).

2.3 Exemple et Implémentation

Dans la section précédente, nous avons développé les expressions formelles afin
d’estimer les états du système LTI, dans la section suivante, nous allons discuter
la solution d’implémentation.

Ci-après, les perturbations extérieures sont inconnues. Dans un premier temps,
pour un modèle bien connu et des perturbations structurées, la mise en œuvre
peut se faire simplement par l’interface Matlab/Simulink, i.e. l’intégration sur
l’intervalle entier. Dans cette situation, nous allons considérer des perturbations
qui agissent de deux façons différentes telles que mentionnées précédemment. Ce
n’est bien sûr pas le cas dans la pratique. Les perturbations inconnues sont alors
supposées être suffisamment lisses pour qu’elles puissent être approchées par un
polynôme sur une petite fenêtre de temps, et l’implémentation est faite sur une
fenêtre glissante.

Intégration sur l’intervalle entier sous Matlab/Simulink
Un système de moteur à courant continu est décrit de la manière suivante :





ẋ1 = x2

Jẋ2 = K1x3

Lẋ3 = −Rx3 −K2x2 + u
(2.23)

où y = x1 est la sortie measurable ; x1 est la position angulaire du rotor, x2 est la
vitesse angulaire du rotor, x3 est le courant du rotor et u est la tension d’entrée.
K1, K2, J, L et R sont des paramètres constants et strictement positifs.

Cas un : Le système est sujet à la perturbation qui agit dans les mêmes directions
que l’entrée, c’est-à-dire que la dernière équation devient Lẋ3 = −Rx3−K2x2+u+
π̄(t). La perturbation extérieure π̄(t) est inconnue mais structurée, par exemple :
ici π̄(t) = 1 + 5t et est approchée par π(t) = c0 + c1t (c0 et c1 sont des constantes
inconnus).

Partons de la relation entrée/sortie :

y(3)(t) + a2y
(2)(t) + a1ẏ(t) = b0u(t) + c0 + c1t (2.24)
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avec a2 = R
L
, a1 = K1K2

LJ
et b0 = K1

LJ
.

a) Transformée de Laplace de la relation (2.24) :

(
s3y(s)− s2y(0)− sẏ(0)− y(2)(0)

)
+ a2

(
s2y(s)− sy(0)− ẏ(0)

)

+ a1 (sy(s)− y(0)) = b0u(s) +
c0s + c1

s2
(2.25)

b) Manipulation algébrique.
On multiplie les deux membres de l’expression précédente par s2 et on obtient :

(
s5y(s)− s4y(0)− s3ẏ(0)− s2y(2)(0)

)
+

R

L

(
s4y(s)− s3y(0)− s2ẏ(0)

)

+
K1K2

LJ

(
s3y(s)− s2y(0)

)
=

K1

LJ
s2u(s) + c0s + c1 (2.26)

On dérive (2.26) cinq fois par rapport à s pour éliminer les conditions initiales et
on a :

N5(s)y + N4(s)
dy

ds
+ N3(s)

d2y

ds2
+ N2(s)

d3y

ds3
+ N1(s)

d4y

ds4
+ P1(s)

d5y

ds5

= b0

(
20

d3u

ds3
+ 10s

d4u

ds4
+ s2 d5u

ds5

)
, (2.27)

avec

N5(s) = 120,

N4(s) = 600s + 120a2,

N3(s) = 600s2 + 240a2s + 60a1,

N2(s) = 200s3 + 120a2s
2 + 60a1s,

N1(s) = 25s4 + 20a2s
3 + 15a1s

2,

P1(s) = s5 + a2s
4 + a1s

3 = s3(s2 + a2s + a1).

On multiplie les deux membres de (2.27) par {s3(s2 + a2s + a1)}
−1 = 1

P1(s)
, puis

on applique la transformée inverse de Laplace afin d’estimer ye. Ici, le détail de
l’implémentation de la simulation est donnée par :

ye =−
1

t5
K1

LJ

(
L−1

[
20

P1(s)

]
∗ (−t3u) + L−1

[
10s

P1(s)

]
∗ (t4u) + L−1

[
s2

P1(s)

]
∗ (−t5u)

)

+
1

t5

(
L−1

[
N5(s)

P1(s)

]
∗ y + L−1

[
N4(s)

P1(s)

]
∗ (−ty) + L−1

[
N3(s)

P1(s)

]
∗ (t2y)

)

+
1

t5

(
L−1

[
N2(s)

P1(s)

]
∗ (−t3y) + L−1

[
N1(s)

P1(s)

]
∗ (t4y)

)
.

On multiplie les deux membres de (2.27) par {s2(s2 + a2s + a1)}
−1 = 1

D1(s)
pour

reconstruire ẏe.
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(i) L−1

[
s
d5y

ds5

]
= −t5ẏ − 5t4y

(ii)
25s4

D1(s)
= 25−

25(D1(s)− s4)

D1(s)
7−→ L−1

[
25s4

D1(s)

]
∗ (t4y) = 25t4y − L−1

[
25(D1(s)− s4)

D1(s)

]
∗ (t4y)

ẏe =−
1

t5
K1

LJ

(
L−1

[
20

D1(s)

]
∗ (−t3u) + L−1

[
10s

D1(s)

]
∗ (t4u) + L−1

[
s2

D1(s)

]
∗ (−t5u)

)

+
1

t5

(
L−1

[
N5(s)

D1(s)

]
∗ y + L−1

[
N4(s)

D1(s)

]
∗ (−ty) + L−1

[
N3(s)

D1(s)

]
∗ (t2y) + L−1

[
N2(s)

D1(s)

]
∗ (−t3y)

)

+
1

t5
L−1

[
25(D1(s)− s4) + (N1(s)− 25s4)

D1(s)

]
∗ (t4y) +

20ye

t

On multiplie les deux membres de (2.27) par {s(s2 + a2s + a1)}
−1 = 1

D2(s)
pour

reconstruire y
(2)
e .

(i) L−1

[
s2 d5y

ds5

]
= −t5y(2) − 10t4ẏ − 20t3y

(ii)
25s4 + R

L
20s3

D2(s)
= 25s− 5

R

L
+ 5

R

L

(D2(s)− s3)

D2(s)
− 25s

(D2(s)− s3 − R
L

s2)

D2(s)

7−→ L−1

[
25s4 + R

L
20s3

D2(s)

]
∗ (t4y)

= 100t3y + 25t4ẏ − 5
R

L
t4y + L−1

[
5R

L
(D2(s)− s3)− 25s(K1K2

LJ
s)

D2(s)

]
∗ (t4y)

(iii)
200s3

D2(s)
= 200−

200(D2(s)− s3)

D2(s)
7−→

L−1

[
200s3

D2(s)

]
∗ (−t3y) = −200t3y − L−1

[
200(D2(s)− s3)

D2(s)

]
∗ (−t3y)

y(2)
e =−

1

t5
K1

LJ

(
L−1

[
20

D2(s)

]
∗ (−t3u) + L−1

[
10s

D2(s)

]
∗ (t4u) + L−1

[
s2

D2(s)

]
∗ (−t5u)

)

+
1

t5

(
L−1

[
N5(s)

D2(s)

]
∗ y + L−1

[
N4(s)

D2(s)

]
∗ (−ty) + L−1

[
N3(s)

D2(s)

]
∗ (t2y)

)

+
1

t5
L−1

[
−200(D2(s)− s3) + (N2(s)− 200s3)

D2(s)

]
∗ (−t3y)

+
1

t5
L−1

[
5R

L
(D2(s)− s3)− 25s(D2(s)− s3 − R

L
s2)

D2(s)

]
∗ (t4y)

+
1

t5
L−1

[
N1(s)− 25s4 − 20R

L
s3

D2(s)

]
∗ (t4y)

+
15ẏe

t
− 5

R

L

ye

t
−

120ye

t2

c) Reconstruction de l’état.
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Enfin, en remplaçant la relation (2.20) par les valeurs estimées y
(p)
e (0 ≤ p ≤ 2),

l’état est estimé en fonction de u(t) et de l’intégrale de y(t) et u(t).





x1 = ye(t),
x2 = ẏe(t),

x3 = J
K1

y
(2)
e (t).

Cas deux : La perturbation agit sur le système arbitrairement. Par exemple, la
première équation du (2.23) devient ẋ1 = x2 + π̄(t) et on a :





x1 = ye(t)
x2 = ẏe(t)− π̄e(t)

x3 = J
K1

(
y

(2)
e (t)− ˙̄πe(t)

) (2.28)

Il est clair qu’on a besoin d’estimer π̄(t) et ˙̄π(t) (π̄(t) = 1+ 5t dans la simula-
tion) afin d’estimer l’état. Selon la forme de (2.32), la perturbation est considérée
comme un nouvel état et le système peut être réécrit comme suit :




ẋ1

ẋ2

ẋ3

˙̄π
¨̄π




=




0 1 0 1 0
0 0 K1

J
0 0

0 −K2

L
−R

L
0 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0







x1

x2

x3

π̄
˙̄π




+




0
0
1
L

0
0




u. (2.29)

Partons de la relation entrée/ sortie :

y(5)(t) +
R

L
y(4)(t) +

K1K2

LJ
y(3)(t) =

K1

LJ
u(2)(t), (2.30)

en appliquant l’approche algébrique développée à cette relation entrée/sortie, on
obtient l’estimation de y(p) (0 ≤ p ≤ 4), ainsi, nous pouvons reconstruire la
perturbation π̄(t) et l’état :




x1

x2

x3

π̄
˙̄π




= O
−1







ye

ẏe

y
(2)
e

y
(3)
e

y
(4)
e



−




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

K1

LJ
0 0 0 0

−RK1

JL2
K1

LJ
0 0 0







u
u̇

u(2)

u(3)

u(4)







,

avec

O
−1 =




1 0 0 0 0

0 0 0 J(−K1K2L+R2J)
K2

1
K2

2

J2RL
K2

1
K2

2

0 0 0 −J2R
K2

1
K2

− J2L
K2

1
K2

0 1 0 −J(−K1K2L+R2J)
K2

1
K2

2

− J2RL
K2

1
K2

2

0 0 1 JR
K1K2

JL
K1K2




.

Simulation :
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2.3. Exemple et Implémentation

Ci-après, les estimations d’état présentées démontrent une bonne robustesse
par rapport aux bruits de mesure. Les paramètres utilisés dans la simulation
sont : K1 = 1(N/(m · A)), K2 = 1(N/(m · A)), L = 0.1(H), R = 1(Ω) et
J = 5(N ·s2/m ·rad) avec les conditions initiales : x3(0) = 2(A), x2(0) = 0(rad/s)
et x1(0) = 1(rad). La perturbation extérieure est q(t) = 1+5t. La tension d’entrée
est choisie comme u(t) = 24 sin(πt).

Dans la figure 2.1, la deuxième sous-figure est le zoom de l’état x1 et sa valeur
estimée. Il est clair que pour t ∈ [0, 0.05], l’état estimé est à 0, puis après un
petit temps ǫ (ǫ = 0.05(s)), les valeurs estimées atteignent exactement les valeurs
réelles.

Dans la figure 2.2, le signal mesuré y(t) est bruité par un bruit blanc (généré
par ordinateur, la figure de droit de la deuxième ligne est le bruit), réparti uni-
formément dans l’interval [−0.15, 0.15] (écart type de 3

√
3

1600
), avec une fréquence

d’échantillonnage de 1000Hz. On peut voir que l’estimateur est peu sensible par
rapport au bruit blanc.

La figure 2.3 montre le résultat de deuxième cas, l’estimateur fonctionne bien
puisque les valeurs estimées atteignent exactement les valeurs réelles après un
temps petit ǫ.

Intégration sur une fenêtre glissante
Les résultats obtenus ci-dessus sont valables sur l’intervalle de temps [0, t].

Mais en pratique, on doit étendre ces formules pour travailler sur une fenêtre
glissante de longueur T , et donc sur l’intervalle de temps [t− T, t].

Concernant la mise en œuvre de l’algorithme sur une fenêtre glissante, l’inté-
grale peut être approchée par une somme en utilisant la règle trapézoïdale [73].
Supposons que T = nTe, où Te est la période d’échantillonnage, on a :

∫ t

t−T

f(τ)dτ ≈ Te

k∑

i=k−n+1

f̃(i− 1) + f̃(i)

2
= TeSn(k), (2.31)

où f̃(i) = f(iTe), i ∈ Z et Sn(0) = 0.

Au lieu de reprendre sur l’intervalle d’intégration dans sa globalité, l’implé-
mentation de l’algorithme sur une fenêtre glissante peut donner l’estimation à
chaque étape d’intégration. Cela est utile pour mettre à jour les intégrales de
l’étape précédente seulement en tenant compte des valeurs entrant et sortant de
la fenêtre. L’intégrale peut être calculée comme suit :

Sn(k) = Sn(k − 1) +
f̃(k − 1) + f̃(k)

2
−

f̃(k − n) + f̃(k − n− 1)

2
.

Ici, notre travail est un cas particulier et l’implémentation peut être réali-
sée plus simplement, parce que le signal à traiter f(t) peut toujours être exprimé
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comme le produit d’un polynôme dépendant du temps (noté P (t)) et la sortie me-
surable y(t), c’est-à-dire f(t) = P (t)y(t). Grâce aux changements de variables et
quelques calculs, on pourra obtenir le produit d’un vecteur constant dans l’inter-
valle de l’intégration et le signal y(t) au lieu du produit d’un polynôme dépendant
du temps et de la sortie y(t). Afin d’illustrer cette technique, nous montrons la
démarche à travers un exemple simple,

∫ t

0

(t− τ)2τ 2y(τ)dτ (2.32)

En changeant de variable τ −→ tτ ′, alors τ ′ ∈ [0, 1], et l’intégrale (2.32)
devient :

∫ 1

0

(t− tτ ′)2(tτ ′)2y(tτ ′)d(tτ ′) = t5
∫ 1

0

(1− τ ′)2τ ′2y(τ ′)dτ ′.

Il est clair que le vecteur (1−τ ′)2τ ′2 (τ ′ ∈ [0, 1]) est constant pour l’intégration
sur l’intervalle [0, 1]. Avec la technique de fenêtre glissante, une fois que la valeur
de ce vecteur est calculée, pour chaque étape d’intégration, on tient seulement
compte de nouvelle valeur y(k) entrant et de l’ancienne valeur y(k−n−1) sortant
de la fenêtre au lieu de tout le signal f(k) (pour plus de détails, voir [98]).

Cette méthode d’intégration permet de considérer des systèmes sujets à des
perturbations inconnues supposées suffisamment lisse et approchées par un poly-
nôme sur une petite fenêtre glissante.

Exemple : Considérons un système d’ordre 2 sujet à la perturbation comme suit :




ẋ1 = x2

ẋ2 = −4x1 + u + π
y = x1

(2.33)

La relation entrée/sortie est :

ÿ + 4y = u + π (2.34)

où π(t) est la perturbation externe inconnue et supposée suffisamment lisse sur
une petite fenêtre de temps. Une bonne approximation peut être considérée
comme un polynôme de la forme : π(t) = at + b où a, b sont des constantes
sur cette fenêtre de temps. Notons qu’il n’est donc pas nécessaire d’avoir une per-
turbation structurée puisque sur cette fenêtre de temps, un rejet de perturbation
en ligne est obtenu.

a) Transformée de Laplace de la relation (2.34) :

s2y(s)− sy(0)− ẏ(0) + 4(sy(s)− y(0)) = u(s) + a/s2 + b/s (2.35)

b) Manipulation algébrique.
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2.3. Exemple et Implémentation

On multiplie les deux membres de l’expression précédente par s2 et on obtient :

s2(s2y(s)− sy(0)− ẏ(0)) + 4s2(sy(s)− y(0)) = s2u(s) + a + bs (2.36)

On dérive (2.36) quatre fois par rapport à s pour éliminer les conditions initiales
et on a :

(s4 + 4s2)
d4y(s)

ds4
+ (16s3 + 32s)

d3y(s)

ds3
+ (72s2 + 48)

d2y(s)

ds2
+ 96s

dy(s)

ds
+ 24y(s)

= s2d4u(s)

ds4
+ 8s

d3u(s)

ds43
+ 12

d2u(s)

ds2
(2.37)

On multiplie les deux membres de (2.37) par 1
s2(s2+4)

, puis on applique la trans-
formée inverse de Laplace, et on a :

ye =
1

t4

(
−6

∫ t

0

(t− τ)ydτ + 3

∫ t

0

sin 2(t− τ)ydτ + 24

∫ t

0

τydτ − 24

∫ t

0

τy cos 2(t− τ)dτ

)

+
1

t4

(
−30

∫ t

0

τ2y sin 2(t− τ)dτ − 12

∫ t

0

(t− τ)τ2ydτ +

∫ t

0

8τ3y cos 2(t− τ)dτ +

∫ t

0

8τ3ydτ

)

+
1

t4

(∫ t

0

1

2
τ4u sin 2(t− τ)dτ +

∫ t

0

2τ3u[cos 2(t− τ) − 1]dτ +

∫ t

0

τ2u[3(t− τ)− 1.5 sin 2(t− τ)]dτ

)

(2.38)

On multiplie les deux membres de (2.37) par 1
s(s2+4)

, puis on applique la trans-
formée inverse de Laplace, et on a :

ẏe =
1

t4

(
6

∫ t

0

cos 2(t− τ)ydτ − 6

∫ t

0

τydτ + 48

∫ t

0

τy sin 2(t− τ)dτ − 60

∫ t

0

τ2y cos 2(t− τ)dτ

)

+
1

t4

(
−12

∫ t

0

τ2ydτ −

∫ t

0

16τ3y sin 2(t− τ)dτ + 12t3ye

)

+
1

t4

(∫ t

0

τ4u cos 2(t− τ)dτ − 4

∫ t

0

τ3u sin 2(t− τ)dτ +

∫ t

0

3τ2u[1− cos 2(t− τ)]dτ

)

(2.39)

On multiplie les deux membres de (2.37) par 1
s2+4

, puis on applique la transformée
inverse de Laplace, et on a :

ÿe =
1

t4

(
−12

∫ t

0

sin 2(t− τ)ydτ + 96

∫ t

0

τy cos 2(t− τ)dτ + 120

∫ t

0

τ2y sin 2(t− τ)dτ

)

+
1

t4

(
−

∫ t

0

32τ3y cos 2(t− τ)dτ + 8t3ẏe − 36t2ye

)

+
1

t4

(
t4u− 2

∫ t

0

τ4u sin 2(t− τ)dτ − 8

∫ t

0

τ3u cos 2(t− τ)dτ + 6

∫ t

0

τ2u sin 2(t− τ)dτ

)

(2.40)

c) Reconstruction de l’état.
En utilisant les valeurs estimées ye et ẏe, l’état est estimé en fonction de u(t)

et de l’intégrale de y(t) et u(t).
{

x1 = ye(t)
x2 = ẏe(t)
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Notons que la fenêtre glissante est utilisée ici pour les simulations. A propos
des applications pratiques, T (la longueur de la fenêtre glissante) doit être choisie
environ 20 à 100 fois supérieure à la période d’échantillonnage Te. Dans cette
simulation, Te = 0.001(s) et T = 0.1(s).

La figure 2.4 montre l’estimation de l’état x1 et x2 (par l’observateur de Luen-
berger et par notre approche algébrique). La figure 2.5 montre l’erreur d’estima-
tion sur l’état x1 et x2. On voit bien que sur t ∈ [0, 0.1], la valeur estimée par
l’approche algébrique est fixée à 0, puis qu’elle suit exactement la valeur réelle.
Dans ce cas là, l’observateur de Luenberger marche moins bien à cause de la
perturbation inconnue aléatoire π(t).

La figure 2.6 représente l’estimation de la perturbation extérieure π(t). Il est
clair que la perturbation extérieure peut être approchée par une fonction de la
forme (2.3) lors de l’implémentation avec fenêtre glissante.

Différences entre la méthode développée au sein de l’équipe ALIEN
et l’observateur de Luenberger :

Estimation d’état par l’observateur de Luenberger :

1. L’observateur est un système auxiliaire ;

2. La convergence de l’observateur est asymptotique, et la vitesse de conver-
gence peut être choisit par les valeurs propres de A− LC.

Estimation d’état par la méthode développée au sein de l’équipe ALIEN :

1. Elle est algébrique basée sur le calcul opérationnel (Laplace ici) et l’esti-
mation d’état est donnée par une formule explicite, les calculs peuvent être
implémentés formellement et effectués de manière très rapide ;

2. Elle est non-asymptotique : la valeur estimée atteint la vraie valeur en un
temps fini ;

3. Il n’y a pas de gains d’observation ou d’autres paramètres extérieurs à régler.

Remarque 3 Concernant la sensibilité des deux méthodes par rapport aux va-
riations paramétriques, il faut noter que :

– L’observateur de Luenberger est robuste (peu sensible) par rapport aux va-
riations paramétriques. Par exemple, même si la valeur estimée d’un para-
mètre est différente que sa valeur réelle et si la paire (A,C) est observable,
on peut choisir la matrice L telle que A − LC soit de Hurwitz (à valeurs
propres à partie réelle strictement négative) ce qui assure quand même la
convergence asymptotique de l’erreur e vers 0.

– Notre approche est plus sensible par rapport aux variations paramétriques.
C’est la raison pour laquelle les paramètres du système ai et bi sont supposés
exactement connus. Si tel n’est pas le cas, des techniques similaires à celles
présentées ci-dessus peuvent être appliquées pour estimer ces paramètres en
temps réel [67].
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2.4. Conclusion

2.4 Conclusion

Ce chapitre est dédié à l’étude de l’observabilité et l’observateur du système
LTI. Une approche algébrique pour l’estimation d’état en temps fini des sys-
tèmes linéaires stationnaires avec des perturbations extérieures inconnues a été
introduite. Une expression formelle pour cette estimation a été développée. Deux
solutions d’implémentation : l’intégration sur l’intervalle entière sous l’interface
Matlab/Simulink et l’intégration sur une fenêtre glissante sont également présen-
tées. Remarquons que notre approche montre les bonnes propriétés de robustesse
par rapport aux bruits. A la fin du chapitre, la comparaison entre notre approche
et l’observateur de Luenberger est faite.
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Fig. 2.1 – Cas 1 : Valeurs réelles et valeurs estimées (sans bruit).
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Fig. 2.2 – Cas 1 : Valeurs réelles et valeurs estimées (avec le bruit blanc).
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Chapitre 3

Systèmes linéaires à paramètres

variant dans le temps

Equations are more important to me, because politics is for the present, but an
equation is something for eternity.

— Albert Einstein
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Chapitre 3. Systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le problème d’estimation d’état par une approche
algébrique pour les systèmes LTI a été étudié. Nous souhaitons ici étendre cette
approche aux systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps (LTV).

Dans ce travail, nous donnons une expression formelle de l’état en fonction
d’intégrales de la sortie et de l’entrée. L’influence des bruits de mesure peut
également être réduite avec l’opération intégrale qui a un effet de filtrage. Pour
ce faire, on applique certains outils mathématiques tels que la transformation de
Laplace, des outils issus du calcul opérationnel et la théorie des distributions.
Des simulations sont données afin d’illustrer les performances de cette approche.
La comparaison entre notre approche et l’observateur de type Kalman pour les
systèmes LTV est également réalisée.

Considérons la classe de systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps
suivante : {

ẋ = A(t)x + B(t)u
y = C(t)x

(3.1)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rd. A(t), B(t) et C (t) sont des matrices dont les
coefficients varient dans le temps.

La définition de complètement/totalement observable pour les systèmes LTV
de la forme (3.1), ainsi que des critères d’observabilité, ont été rappelés dans la
section 1.2.2.

En particulier, dans l’article [52], l’observabilité du système (3.1) est définie
avec un point de vue algébrique, qui est équivalent à la possibilité d’exprimer
toutes les variables du système (en particulier toutes les variables d’état), en tant
que combinaisons des éléments de l’entrée, de la sortie et de leurs dérivées jusqu’à
un ordre fini. Dans ce contexte, en notant :

O(t) =

[
CT (t),

(
AT (t) +

d

dt

)
CT (t), ...,

(
AT (t) +

d

dt

)n−1

CT (t)

]
,

on a le théorème :

Théorème 1 [120] Sur l’intervalle [t0; tf ], le système (3.1) est
– complètement observable si rang O(t) = n sur [t0; tf ];
– totalement observable si et seulement si rang O(t) = n sur chaque sous-

intervalle de [t0; tf ].
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3.2. Estimation d’état

3.2 Estimation d’état

Pour des raisons de facilité, quelques formules utiles qui seront utilisées ci-
après dans ce chapitre sont rappelées ici :

(i)L−1

(
1

sl

dkY (s)

dsk

)
=

{ ∫
. . .
∫

(−τ1)
ky(τ1)dτ1 . . . dτl, si l ≥ 1

dl((−t)ky(t))
dtl

, si l ≤ 0

(ii)
∫

. . .

∫
y(τ1)dτ1 . . . dτl =

∫ t

0

(t− τ)l−1y(τ)

(l − 1)!
dτ

(iii)(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ

(iv)
∫ t

0

δ(τ − τ0)f(τ)dτ = f(τ0) (3.2)

où δ(t) est la distribution de Dirac (fonction de R dans R qui vaut zéro partout,
sauf à l’origine et dont l’intégrale sur R est égale à 1).

Considérons le système (3.1). La relation entrée-sortie peut alors s’exprimer
par :

n∑

i=0

ai(t) y(i)(t) =

n−1∑

i=0

bi(t) u(i)(t) (3.3)

avec an = 1.

Notons :

Γ0(t) = C(t),

Γk(t) =

((
AT (t) +

d

dt

)k

CT (t)

)T

, 0 < k < n

∆k0(t) = Γk(t)B(t)

∆kj(t) =

{
C(t)B(t), si j = k

∆(k−1)(j−1)(t) + d
dt

∆(k−1)j(t), si 1 ≤ j < k

On peut montrer que pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1 :

y(k)(t) = Γk(t)x +
k∑

j=1

∆kj(t)u
(j−1). (3.4)

Effectivement, on a :

y(t) = Γ0(t)x

ẏ(t) = Γ1(t)x + ∆11(t)u.
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Supposons que la relation (3.4) est vraie pour l’entier k, nous avons donc :

y(k+1)(t) =
d

dt
(Γk(t)) x + Γk(t)(A(t)x + B(t)u) +

d

dt
(∆k1(t))u

+ ∆k1(t)u̇ +
d

dt
(∆k2(t))u̇ + ∆k2(t)u

(2) +
d

dt
(∆k3(t))u

(2)

+ . . . + ∆k(k−1)(t)u
(k−1) +

d

dt
(∆kk(t))u

(k−1) + ∆kk(t)u
(k)

=

(
d

dt
(Γk(t)) + Γk(t)A(t)

)
x +

(
∆k0(t) +

d

dt
(∆k1(t))

)
u

+

(
∆k1(t) +

d

dt
(∆k2(t))

)
u̇ +

(
∆k2(t) +

d

dt
(∆k3(t))

)
u(2)

+ . . . +

(
∆k(k−1)(t) +

d

dt
(∆kk(t))

)
u(k−1)

+ ∆(k+1)(k+1)(t)u
(k)

= Γk+1(t)x + ∆(k+1)1(t)u + ∆(k+1)2(t)u̇ + ∆(k+1)3(t)u
(2)

+ . . . + ∆(k+1)k(t)u
(k−1) + ∆(k+1)(k+1)(t)u

(k)

Alors (3.4) est vraie pour l’entier k + 1. Ainsi, on peut exprimer tout l’état x
en fonction de y, u et de leurs dérivées par rapport au temps comme suit :

x(t) =




Γ0(t)
Γ1(t)
Γ2(t)
Γ3(t)

...
Γn−1(t)




−1 





y
ẏ
y(2)

y(3)

...
y(n−1)




−M(t)




u
u̇
u(2)

u(3)

...
u(n−2)







(3.5)

où

M(t) =




0 0 0 . . . 0
∆11(t) 0 0 . . . 0
∆21(t) ∆22(t) 0 . . . 0
∆31(t) ∆32(t) ∆33(t) . . . 0

...
...

...
...

...
∆(n−1)1(t) ∆(n−1)2(t) ∆(n−1)3(t) . . . ∆(n−1)(n−1)(t)




.

La matrice d’observabilité O(t) =
[
Γ0(t)

T , Γ1(t)
T , ..., (Γn−1(t))

T
]

est inversible
puisque le système est supposé observable. Ainsi, on peut récupérer l’état du
système une fois que la sortie mesurable et ses dérivées par rapport au temps
jusqu’à un nombre fini sont connues. Dans la suite, une méthode algébrique est
développée pour obtenir une estimation exacte et rapide de ces dérivées pour des
systèmes LTV.
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3.2. Estimation d’état

Théorème 2 Considérons la classe de systèmes linéaires à paramètres variant
dans le temps de la forme (3.1) dont la relation entrée/sortie est donnée par
(3.3) et supposons que les ai et bi soient des fonctions i fois continûment dif-
férentiables. Les estimations des dérivées successives par rapport au temps de la
sortie mesurable y sont alors données par l’expression suivante :

ye(t) =
1

(−t)n

(
C̃0 − B̃0 − F̃0

)
(3.6)




y
(1)
e (t)

y
(2)
e (t)

y
(3)
e (t)
...

y
(n−1)
e (t)




=
1

(−t)n







C̃1

C̃2

C̃3
...

C̃n−1



−




B̃1

B̃2

B̃3
...

B̃n−1



−




F̃1

F̃2

F̃3
...

F̃n−1



− R̃(t)




ye(t)

y
(1)
e (t)

y
(2)
e (t)
...

y
(n−2)
e (t)







(3.7)

avec

R̃(t) =




α1,1(t) 0 0 . . . 0
α2,1(t) α2,2(t) 0 . . . 0
α3,1(t) α3,2(t) α3,3(t) . . . 0

...
...

...
...

...
αn−1,1(t) αn−1,2(t) αn−1,3(t) . . . αn−1,n−1(t)




αp,l(t) =

n−1∑

j=n−p

γj r̃l−1,w(t) + d̃p,l−1(t)

γj =
n!n!

j!j!(n− j)!
, w = p + j − n

r̃g,w(t) =

(
w

g

)
j!(−1)j

(j − w + g)!
tj−w+g, d̃p,k(t) =

(
p

k

)
(−1)nn!

(n− p + k)!
tn−p+k

B̃p =
1

(n− p− 1)!

n−1∑

i=0

(
(−1)i

∫ t

0

Ẽp,ai,iy(τ)dτ

)

C̃p =
1

(n− p− 1)!

n−1∑

i=0

(
(−1)i

∫ t

0

Ẽp,bi,iu(τ)dτ

)

Ẽp,fi,i = {(t− τ)n−p−1(−τ)nfi(τ)}(i)

F̃p =

n−p−1∑

j=0

F̃p,j =

n−p−1∑

j=0

γj

∫ t

0

(t− τ)−w−1(−τ)jy(τ)

(−w − 1)!
dτ, w = p + j − n
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Preuve

a) Appliquons la transformation de Laplace sur la relation entrée/sortie (3.3).

sny(s)− ...− y(n−1)(0) +

n−1∑

i=0

L
(
ai(t) y(i)(t)

)
=

n−1∑

i=0

L
(
bi(t) u(i)(t)

)
.

b) Manipulation algébrique.
Pour éliminer les conditions initiales, dérivons l’expression précédente n fois

par rapport à s en utilisant la formule de Leibniz :

dh(x(s)y(s))

dsh
=

h∑

j=0

(
h

j

)
dh−j(x(s))

dsh−j

dj(y(s))

dsj

et la relation

dk(sl)

dsk
=





l!
(l−k)!

sl−k, si 0 < k ≤ l

0, si 0 < l < k
(−1)k(k−l−1)!

(−l−1)!
sl−k, si l < 0 < k

, (3.8)

Posons γj = n!n!
j!j!(n−j)!

, on obtient :

n∑

j=0

γjs
j d

j(y(s))

dsj
+

n−1∑

i=0

dnL
(
ai(t) y(i)(t)

)

dsn
=

n−1∑

i=0

dnL
(
bi(t) u(i)(t)

)

dsn
. (3.9)

Multiplions les deux membres de (3.9) par s−(n−p) (1 ≤ p ≤ n− 1) :

n∑

j=0

γj

sj

sn−p

dj(y(s))

dsj
+

n−1∑

i=0

1

sn−p

dnL
(
ai(t) y(i)(t)

)

dsn

=

n−1∑

i=0

1

sn−p

dnL
(
bi(t) u(i)(t)

)

dsn
. (3.10)

c) Retour dans le domaine temporel.
On applique la transformée inverse de Laplace à (3.10) et on obtient :

n∑

j=0

L−1

(
γj

sn−p−j

dj(y(s))

dsj

)

︸ ︷︷ ︸
Ãp

+

n−1∑

i=0

L−1

(
1

sn−p

dnL
(
ai(t) y(i)(t)

)

dsn

)

︸ ︷︷ ︸
B̃p

=

n−1∑

i=0

L−1

(
1

sn−p

dnL
(
bi(t) u(i)(t)

)

dsn

)

︸ ︷︷ ︸
C̃p

. (3.11)
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3.2. Estimation d’état

Maintenant, nous avons besoin d’exprimer Ãp, B̃p et C̃p en fonction de l’inté-
grale de y, u et de leurs dérivées successives avec l’ordre inférieur à p.

c1) Concernant la partie Ãp, en utilisant les deux formules (i) et (ii) données
dans (3.2), on a :

L−1

(
1

sl

dkY (s)

dsk

)
=

∫ t

0

(t− τ)l−1(−τ)ky(τ)

(l − 1)!
dτ, l ≥ 1.

Donc,

L−1

(
1

sn−p−j

dj(y(s))

dsj

)
=

{ ∫ t

0
(t−τ)n−p−j−1(−τ)jy(τ)

(n−p−j−1)!
dτ, si j ≤ n− p− 1

dp+j−n((−t)jy(t))
dtp+j−n , si n− p ≤ j ≤ n

. (3.12)

En posant w = p + j − n et en appliquant la formule de Leibniz ainsi que la
relation (3.8), on a :

dw ((−t)jy(t))

dtw
=

w∑

g=0

(
w

g

)
j!(−1)jtj−w+gy(g)(t)

(j − w + g)!
. (3.13)

Quand j = n, on a :

dp ((−t)ny(t))

dtp
= (−t)ny(p)(t) +

p−1∑

k=0

(
p

k

)
n!(−1)ntn−p+ky(k)(t)

(n− p + k)!
. (3.14)

En utilisant (3.12), (3.13) et (3.14), Ãp peut être réécrit de la façon suivante :

Ãp =

n−p−1∑

j=0

F̃p,j +

n−1∑

j=n−p

γj

w∑

g=0

(
w

g

)
j!(−1)jtj−w+gy(g)(t)

(j − w + g)!

+ (−t)ny(p)(t) +

p−1∑

k=0

(
p

k

)
n!(−1)ntn−p+ky(k)(t)

(n− p + k)!
, (3.15)

où

F̃p,j = γj

∫ t

0

(t− τ)−w−1(−τ)jy(τ)

(−w − 1)!
dτ.

c2) Afin d’exprimer B̃p et C̃p, on applique le théorème de convolution donné par :

L−1 (g1(s)g2(s)) = g1(t) ∗ g2(t)

qui donne :

B̃p =
n−1∑

i=0

tn−p−1ǫ(t)

(n− p− 1)!
∗ (−t)nai(t)y

(i)(t),
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où ǫ(t) est la distribution de Heaviside, appelée aussi fonction échelon.

Si g1 est une fonction de classe C1 avec g1(0) = 0 et g2 continue, alors :
∫ t

0

g1(t− τ)g2(τ)dτ

=

[
g1(t− τ)

∫ τ

0

g2(µ)dµ

]t

0

−

∫ t

0

dg1(t− τ)

dτ

(∫ τ

0

g2(µ)dµ

)
dτ

=

∫ t

0

dg1(t− τ)

d(t− τ)

(∫ τ

0

g2(µ)dµ

)
dτ.

Ce résultat peut être généralisé pour deux distributions (g1, g2) de support
limité à gauche (ce qui implique l’existence du produit de convolution g1 ∗ g2) :

∫ t

0

g′
1(t− τ)g2(τ)dτ =

∫ t

0

g1(t− τ)g′
2(τ)dτ

qui se lit aussi comme suit :

g′
1(t) ∗ g2(t) = g1(t) ∗ g′

2(t), (3.16)

où la notation prime désigne la dérivation de distribution.

En utilisant les formules (3.2) et (3.16), on a :

tn−p−1ǫ(t) ∗ (−t)nai(t)y
(i)(t)

(3.16)
=
[
(n− p− 1)tn−p−2ǫ(t) + tn−p−1δ(t)

]
∗

∫ t

0

(−τ1)
naiy

(i)dτ1

(iii)(iv)
= (n− p− 1)tn−p−2ǫ(t) ∗

∫ t

0

(−τ1)
naiy

(i)dτ1

(3.16)
= (n− p− 1)!ǫ(t) ∗

∫ t

0

∫
...

∫

︸ ︷︷ ︸
(n−p−1)

(−τ1)
naiy

(i)dτ1

(iii)
= (n− p− 1)!

∫ t

0

∫
...

∫

︸ ︷︷ ︸
(n−p)

ǫ(t− τ1)(−τ1)
naiy

(i)dτ1

= (n− p− 1)!

∫ t

0

∫
...

∫

︸ ︷︷ ︸
(n−p)

(−τ1)
naiy

(i)dτ1

(ii)
=

∫ t

0

(t− τ1)
n−p−1(−τ1)

naiy
(i)dτ1

où δ(t) est la fonction Dirac. Ainsi,

B̃p =
n−1∑

i=0

∫ t

0

(t− τ)n−p−1

(n− p− 1)!
(−τ)nai(τ)y(i)(τ)dτ.
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Sachant que, par intégrations par parties successives pour une fonction g de
classe Ci, on a :

∫ b

a

f(τ)g(i)(τ)dτ =

[
i−1∑

k=0

(−1)kf (k)(τ)g(i−1−k)(τ)

]b

a

+ (−1)i

∫ b

a

f (i)(τ)g(τ)dτ

on obtient :

B̃p =
1

(n− p− 1)!

n−1∑

i=0

[
i−1∑

j=0

(−1)jẼp,ai,jy
(i−j−1)(τ)

]t

0

+
1

(n− p− 1)!

n−1∑

i=0

(−1)i

∫ t

0

Ẽp,ai,iy(τ)dτ,

où

Ẽp,ai,j = {(t− τ)n−p−1(−τ)nai(τ)}(j)

= {(τ2 − tτ)n−p−1(−τ)p+1ai(τ)}(j)

=

j∑

f=0

(
j

f

)
dj−f{(τ2 − tτ)n−p−1}

dτ j−f

df{(−τ)p+1ai(τ)}

dτf

=

j∑

f=0

(
j

f

)
dj−f ((τ2 − tτ)n−p−1)

d(τ2 − tτ)j−f

d(τ2 − tτ)j−f

dτ j−f

df{(−τ)p+1ai(τ)}

dτf
.

En utilisant la relation (3.8), on obtient

dj−f((τ 2 − tτ)n−p−1)

d(τ 2 − tτ)j−f
=

{
(n−p−1)!(τ2−tτ)n−p−1−j+f

(n−p−1−j+f)!
, si j − f ≤ n− p− 1

0, si n− p− 1 < j − f

Ainsi,
i−1∑

j=0

(−1)j
[
Ẽp,ai,jy

(i−j−1)(τ)
]t
0

= 0,

et

B̃p =
1

(n− p− 1)!

n−1∑

i=0

(
(−1)i

∫ t

0

Ẽp,ai,iy(τ)dτ

)
. (3.17)

Appliquant les mêmes opérations pour C̃, on obtient :

C̃p =
1

(n− p− 1)!

n−1∑

i=0

(
(−1)i

∫ t

0

Ẽp,bi,iu(τ)dτ

)
. (3.18)

En substituant les résultats précédents (3.15), (3.17) et (3.18) dans (3.11), on
obtient les expressions suivantes pour la dérivée d’ordre p de y par rapport au
temps :

y(p)(t) =
1

(−t)n

(
C̃p − B̃p −

n−p−1∑

j=0

F̃p,j − Γp(y)

)
, (3.19)

65



Chapitre 3. Systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps

avec

Γp(y) =

n−1∑

j=n−p

γj

w∑

g=0

(
w

g

)
j!(−1)jtj−w+g

(j − w + g)!
y(g)(t) +

p−1∑

k=0

(
p

k

)
n!(−1)ntn−p+k

(n− p + k)!
y(k)(t)

=
(
(γn−pr̃0,0 + γn−p+1r̃0,1 + . . . + γn−1r̃0,p−1) + d̃p,0

)
y + . . .

+
(
(γn−pr̃p−1,0 + γn−p+1r̃p−1,1 + . . . + γn−1r̃p−1,p−1) + d̃p,p−1

)
y(p−1)

=




n−1∑

j=n−p

γj r̃0,w + d̃p,0


 y + . . . +




n−1∑

j=n−p

γj r̃p−1,w + d̃p,p−1


 y(p−1)

=

p∑

l=1

αp,ly
(l−1).

Dans le cas particulier où p = 0, appliquant le résultat de (3.15), (3.17) et
(3.18), on obtient :

Ã0 = (−t)ny(t) +
n−1∑

j=0

γj

∫ t

0
(t− τ)n−j−1(−τ)jy(τ)dτ

(n− j − 1)!
,

B̃0 =

n−1∑

i=0

(−1)i
∫ t

0
{(t− τ)n−1(−τ)nai(τ)}(i)y(τ)dτ

(n− 1)!
,

C̃0 =

n−1∑

i=0

(−1)i
∫ t

0
{(t− τ)n−1(−τ)nbi(τ)}(i)u(τ)dτ

(n− 1)!
.

On obtient donc ici une estimée du signal mesuré y. De toute évidence, ye(t)
peut être réécrit comme dans (3.6) en fonction de l’intégrale de la sortie y et
l’entrée u. Puis, on réinjecte l’expression de ye(t) dans (3.19). On obtient alors
(3.7) comme une expression de l’estimation des dérivées successives par rapport
au temps de la sortie mesurée y. En raison de la structure triangulaire de la
matrice R̃, on obtient l’estimation de la dérivée d’ordre i (i ∈ {0, ..., n− 1}) de y
seulement en fonction de l’intégrale de y et de l’entrée u.

Il faut noter qu’on demande seulement ici que les paramètres ai et bi soient
des fonctions continûment dérivables.

Reconstruction de l’état
En utilisant la relation (3.5), on obtient l’estimation de l’état en fonction

uniquement de l’intégrale de y et de l’entrée u :

xe(t) =




Γ0(t)
Γ1(t)
Γ2(t)
Γ3(t)

...
Γn−1(t)




−1 





ye

ẏe

y
(2)
e

y
(3)
e

...
y

(n−1)
e




−M(t)




u
u̇
u(2)

u(3)

...
u(n−2)







.
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3.2. Estimation d’état

Extension à l’observation des systèmes non linéaires

Considérons un système non linéaire défini comme suit :
{

ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = g(x(t))

(3.20)

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rd.

Supposons que xref ∈ Rn et uref ∈ Rm sont respectivement la trajectoire
de l’état et de l’entrée du système nominal connu, et que nous avons la relation
suivante :

ẋref(t) = f
(
xref(t), uref(t)

)
. (3.21)

En appliquant la formule de Taylor du développement limité à l’ordre 1 au
voisinage du système nominal, on peut approximativement linéariser le système
non linéaire autour de la trajectoire connue (xref , uref). Alors le système (3.20)
devient :

{
∆ẋ(t) = A(t)∆x(t) + B(t)∆u(t),
∆y(t) = C(t)∆x(t),

(3.22)

avec ∆x(t) = x(t)− xref(t) et ∆u(t) = u(t)− uref(t). Les matrices A(t), B(t) et
C(t) sont définies par :

A(t) =
(∂f

∂x

)
(

xref (t),uref (t)
) =




∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
· · · · · · ∂f1

∂xn
∂f2

∂x1
· · · · · · · · · ∂f2

∂x2

· · · · · · ∂fi

∂xj
· · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
· · · · · · ∂fn

∂xn



(

xref (t),uref (t)
)

∈ Rn×n,

B(t) =
(∂f

∂u

)
(

xref (t),uref (t)
) =




∂f1

∂u1

∂f1

∂u2
· · · · · · ∂f1

∂ur
∂f2

∂u1
· · · · · · · · · ∂f2

∂ur

· · · · · · ∂fi

∂uj
· · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·
∂fn

∂u1

∂fn

∂u2
· · · · · · ∂fn

∂ur



(

xref (t),uref (t)
)

∈ Rn×r,

C(t) =
(∂g

∂x

)
(

xref (t),uref (t)
) =




∂g1

∂x1

∂g1

∂x2
· · · · · · ∂g1

∂xn
∂g2

∂x1
· · · · · · · · · ∂g2

∂x2

· · · · · · ∂gi

∂xj
· · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·
∂gd

∂x1

∂gd

∂x2
· · · · · · ∂gd

∂xn



(

xref (t),uref (t)
)

∈ Rd×n.

Le système (3.22) est bien de la forme du système LTV (3.1) et peut être
traité avec l’approche développée précédemment.
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Chapitre 3. Systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps

3.3 Exemple

Considérons un moteur à courant continu modélisé de la manière suivante :
{

ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = − 1

τ(t)
x2(t) + k

τ(t)
u(t)

(3.23)

où y = x1 est la sortie measurable ; x1 est la position angulaire du rotor, x2

est la vitesse angulaire du rotor et u est la tension d’entrée. k est un paramètre
constant et strictement positif, τ(t) est un paramètre strictement positif et variant
par rapport au temps.

3.3.1 Approche algébrique

Partons de la relation entrée/sortie :

y(2)(t) +
1

τ(t)
ẏ =

k

τ(t)
u(t) (3.24)

Étape 1 : Expression de y(1) en fonction de y, u et de leurs intégrales.

a) Appliquons la transformée de Laplace à la relation (3.24).

s2y(s)− sy(0)− ẏ(0) + L

(
ẏ

τ(t)

)
= kL

(
u(t)

τ(t)

)
(3.25)

b) Dérivons (3.25) deux fois par rapport à s pour éliminer les conditions initiales :

2y(s) + 4s
dy(s)

ds
+ s2d2y(s)

ds2
+

d2L
(

ẏ

τ(t)

)

ds2
= k

d2L
(

u(t)
τ(t)

)

ds2
(3.26)

Multiplions les deux membres de (3.26) par s−1 :

2

s
y(s) + 4

dy(s)

ds
+ s

d2y(s)

ds2
+

1

s

d2L
(

ẏ

τ(t)

)

ds2
=

k

s

d2L
(

u(t)
τ(t)

)

ds2
(3.27)

c) Retour au domaine temporel.
Appliquons la transformée inverse de Laplace de (3.27) en utilisant les expres-

sions de (3.15), (3.17), (3.18). On obtient :

Ã1 =

∫ t

0

2y(λ)dλ− 2ty(t) + t2y(1),

B̃1 =

∫ t

0

λ2

(
y(1)(λ)

τ(λ)

)
dλ =

t2y(t)

τ(t)
−

∫ t

0

y(λ)d
λ2

τ(λ)
,

C̃1 = L−1


k

s

d2L
(

u(t)
τ(t)

)

ds2


 = k

∫ t

0

λ2u(λ)

τ(t)
dλ.
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3.3. Exemple

En utilisant l’expression (3.7), on obtient :

c1) pour τ(t) = a0t + a1

y(1) =
k
∫ t

0
λ2u(λ)
a0λ+a1

dλ +
∫ t

0
y(λ)a0λ2+2a1λ

(a0λ+a1)2
dλ− t2y(t)

τ(t)
−
∫ t

0
2y(λ)dλ + 2ty(t)

t2
, (3.28)

c2) pour τ(t) = b0(sin b1t) + b2

y(1) =

∫ t

0
y(λ)

(
2λ

b0 sin(b1λ)+b2
− λ2b0b1 cos(b1λ)

(b0 sin(b1λ)+b2)2
− 2
)

dλ

t2

+

∫ t

0
kλ2u(λ)

b0 sin(b1λ)+b2
dλ + 2ty(t)− t2y(t)

b0 sin(b1t)+b2

t2
. (3.29)

Étape 2 : Expression de ye en fonction de l’intégrale de y.

Multiplions les deux membres de (3.26) par s−2 :

2

s2
y(s) +

4

s

dy(s)

ds
+

d2y(s)

ds2
+

1

s2

d2L
(

ẏ

τ(t)

)

ds2
=

k

s2

d2L
(

u(t)
τ(t)

)

ds2
(3.30)

Appliquons la transformée inverse de Laplace de (4.2) en utilisant l’expression
de (3.15), (3.17), (3.18) avec p = 0 :

Ã0 =

∫ t

0

∫ φ

0

2y(λ)dλdφ−

∫ t

0

4λy(λ)dλ + t2y(t),

B̃0 =

∫ t

0

(t− λ)λ2 ẏ(λ)

τ(λ)
dλ =

∫ t

0

y(λ)d
λ3

τ(λ)
− t

∫ t

0

y(λ)d
λ2

τ(λ)
,

C̃0 = L−1


 k

s2

d2L
(

u(t)
τ(t)

)

ds2


 = k

∫ t

0

(t− λ)λ2u(λ)

τ(t)
dλ.

En utilisant l’expression (3.6), on obtient :

c1) pour τ(t) = a0t + a1

ye(t) =

∫ t

0
y(λ)

(
−(2a0λ3+3a1λ2−t(a0λ2+2a1λ))

(a0λ+a1)2
+ 6λ− 2t

)
dλ

t2
+ k

∫ t

0
(t−λ)λ2u(λ)

a0λ+a1
dλ

t2

c2) pour τ(t) = b0 sin(b1t) + b2

ye(t) =

∫ t

0
y(λ)

(
−(3λ2−2tλ)

b0 sin(b1λ)+b2
+ (λ3−tλ2)b0b1 cos(b1λ)

(b0 sin(b1λ)+b2)2

)
dλ

t2

+

∫ t

0
y(λ)(6λ− 2t)dλ +

∫ t

0
k(t−λ)λ2u(λ)
b0 sin(b1λ)+b2

dλ

t2
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Puis, on substitue ye(t) dans l’expression de y(1)(t) ((3.28) et (3.29)) et on
obtient y

(1)
e (t) comme une expression de l’estimation de dérivée par rapport au

temps de la sortie mesurée y.

Étape 3 : Reconstruction de l’état.

c1) pour τ(t) = a0t + a1, on obtient :





x̂1 =

∫ t

0
y(λ)

(
−(2a0λ3+3a1λ2−t(a0λ2+2a1λ))

τ(λ)2
+(6λ−2t)

)
dλ+k

∫ t

0
(t−λ)λ2u(λ)

τ(λ)
dλ

t2

x̂2 =

∫ t
0 y(λ)

(
a0λ2+2a1λ

τ(λ)2
−2

)
dλ+k

∫ t
0

λ2u(λ)
τ(λ)

dλ+2tye(t)− t2ye(t)
τ(t)

t2

c2) pour τ(t) = b0 sin(b1t) + b2, on obtient :





x̂1 =

∫ t

0
y(λ)

(
−(3λ2−2tλ)

τ(λ)
+

(λ3−tλ2)b0b1 cos(b1λ)

τ(λ)2
+6λ−2t

)
dλ+

∫ t

0
k(t−λ)λ2u(λ)

τ(λ)
dλ

t2

x̂2 =

∫ t
0 y(λ)

(
2λ

τ(λ)
−λ2b0b1 cos(b1λ)

τ(λ)2
−2

)
dλ+

∫ t
0

kλ2u(λ)
τ(λ)

dλ+2tye(t)− t2ye(t)
τ(t)

t2

3.3.2 Simulation

Ci-après, les estimations d’état présentées démontrent une bonne robustesse
par rapport aux bruits de mesure. Les conditions initiales sont : x2(0) = 0(rad/s),
x1(0) = 1(rad). k = 1 et la tension d’entrée est choisie comme u(t) = 12 sin t.

3.3.2.1 Sensibilité par rapport aux bruits :

Des simulations sont données pour des paramètres variant de façon polynômial
(Fig. 3.1 et Fig. 3.2) : τ = a0t + a1 (avec a0 = 0.001, a1 = 1) et sinusoïdale (Fig.
3.3 et Fig. 3.4) : τ = b0 sin(b1t) + b2 (avec b0 = 2, b1 = 0.5 ∗ π, b2 = 3).

Dans les figures Fig. 3.1 et Fig. 3.3, les mesures ne sont pas bruitées. On voit
bien que la valeur estimée suit quasi-instantanément exactement la valeur réelle.

Dans les figures Fig. 3.2 et Fig. 3.4, le signal mesuré y(t) a été bruité par un
bruit blanc uniformément réparti dans l’intervalle [−4, 4] (écart type de 4√

3
). On

peut constater que cet estimateur est assez robuste par rapport au bruit blanc.
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Fig. 3.1 – Valeurs réelles et estimées : sans bruit (τ = a0t + a1).
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Fig. 3.2 – Valeurs réelles et estimées : avec le bruit blanc (τ = a0t + a1).

0 5 10 15 20
−5

0

5

10

15

20

25

t

 

 

y
y

e

x1(t) = y(t)

0 5 10 15 20
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

t

 

 

y(1)

y(1)
e

x2(t) = y(1)(t)

Fig. 3.3 – Valeurs réelles et estimées : sans bruit (τ = b0 sin(b1t) + b2).

3.4 Comparaison avec l’observateur de type Kal-

man

Nous comparons ci-après l’observateur de type Kalman pour les systèmes LTV
et notre approche algébrique avec le même exemple du moteur à courant continu
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Fig. 3.4 – Valeurs réelles et estimées : avec le bruit blanc (τ = b0 sin(b1t) + b2).

modélisé par (3.23).

Pour la suite, concernant l’observateur de type Kalman, on suppose que :
– w(t) est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance W (t) et v(t)

est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance V (t) dont les valeurs
moyennes sont 0 ;

– Les bruits w(t) et v(t) sont des variables aléatoires Gaussiennes indépen-
dantes ;

– Les bruits w(t) et v(t) et la condition initiale x(0) sont mutuellement indé-
pendants ;

– x(t) et y(t) sont des variables indépendantes.

Des simulations sont données pour des paramètres polynômiaux (Fig. 3.5 et
Fig. 3.6) : τ = a0t + a1 (avec a0 = 0.001, a1 = 1) et des paramètres sinusoïdaux
(Fig. 3.7 et Fig. 3.8) : τ = b0 sin(b1t) + b2 (avec b0 = 2, b1 = 0.5 ∗ π, b2 = 3).

λ = 0, R = 1 et V =

(
2 0
0 2

)
. Les conditions initiales sont : x2(0) = 5(rad/s),

x1(0) = 1(rad). k = 1 et la tension d’entrée est choisie comme u(t) = 12 sin t.

Dans les figures (Fig. 3.5 et Fig. 3.7), les mesures ne sont pas bruitées. On
voit bien que la valeur estimée suit quasi-instantanément exactement la valeur
réelle.

Dans les figures (Fig. 3.6 et Fig. 3.8), le signal mesuré y(t) a été bruité par
un bruit blanc uniformément réparti dans l’intervalle [−4, 4] (écart type de 4√

3
).

On voit bien que ces deux méthodes (la méthode développée au sein de l’équipe
Alien et l’observateur de type Kalman) marchent bien et sont assez robustes par
rapport au bruit blanc. Ci-dessous, nous concluons sur les différences entre ces
deux méthodes.

Différences des deux méthodes :
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Fig. 3.5 – Valeurs réelles et estimées : méthode développée au sein de l’équipe
Alien et observateur de type Kalman sans bruit (τ = a0t + a1).
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Fig. 3.6 – Valeurs réelles et estimées : méthode développée au sein de l’équipe
Alien et observateur de type Kalman avec le bruit blanc (τ = a0t + a1).
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Fig. 3.7 – Valeurs réelles et estimées : méthode développée au sein de l’équipe
Alien et observateur de type Kalman sans bruit (τ = b0 sin(b1t) + b2).
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Fig. 3.8 – Valeurs réelles et estimées : méthode développée au sein de l’équipe
Alien et observateur de type Kalman avec le bruit blanc (τ = b0 sin(b1t) + b2).

Estimation d’état par l’observateur de type Kalman :

1. L’observateur est un système auxiliaire ;

2. La convergence de l’observateur est asymptotique, et la vitesse de conver-
gence peut être choisie par la valeur de λ ou V ;

3. Les propriétés statistiques du bruit et les perturbations doivent être connue.

Estimation d’état par la méthode développée au sein de l’équipe ALIEN :

1. Elle est algébrique basée sur le calcul opérationnel (Laplace ici) et l’estima-
tion d’état est donnée par une formule explicite ;

2. Elle est non-asymptotique : la valeur estimée atteint la vraie valeur en un
temps fini : cette technique ne nécessite aucun paramètre de réglage de
convergence (elle n’a besoin que des paramètres du système A(t) et C(t)) ;

3. Elle est déterministe : aucune connaissance de la propriété statistique du
bruit n’est requise.

Par ailleurs, l’observateur de type Kalman demande à ce que A(t) et C(t)
soient bornées alors que nous ne demandons que certaine régularité (implicite
liée à l’observabilité) dans le cas de notre estimateur.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la synthèse d’un observa-
teur pour des systèmes LTV. Grâce à la méthode développée au sein de l’équipe
ALIEN, une expression formelle de l’estimation d’état en fonction d’intégrales de
la sortie et de l’entrée a été donnée. Nous avons montré comment se servir de
cette approche algébrique sur un exemple de moteur à courant continu et simulé
pour des paramètres variant de façon polynômial et sinusoïdale.

74



Chapitre 4

Systèmes linéaires à commutation

en temps continu

The whole of science is nothing more than a refinement of everyday thinking.

— Albert Einstein
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Chapitre 4. Systèmes linéaires à commutation en temps continu

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le problème d’estimation d’état pour les systèmes
linéaires à paramètres variant dans le temps a été résolu par l’obtention d’une
expression formelle en fonction d’intégrales de la sortie et de l’entrée sous l’hypo-
thèse que les paramètres du système soient continûment dérivables.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons maintenant à un problème d’obser-
vation pour une classe de systèmes linéaires où interviennent des commutations
(qui, comme nous l’avons vu, sont une sous-classe de systèmes hybrides). L’objec-
tif ici est de déterminer en temps réel la fonction de commutation (c’est-à-dire les
instants de commutation ainsi que le sous-système actif (état discret)), et l’état
continu du système.

L’observabilité et l’estimation d’état est un problème majeur pour ces sys-
tèmes, car le mode actif et l’état continu doivent être estimés en un temps fini.
La notion d’estimation d’état des systèmes à commutation a été introduite pour
la première fois par Ackerson et Fu [1]. Les notions d’observabilité des systèmes
linéaires à commutation ont été discutées et caractérisées dans de récents travaux
[6], [117], [137]. Le problème est de récupérer, à partir des mesures disponibles,
l’état du système et/ou le signal de commutation, et éventuellement le temps de
commutation. Différentes méthodes d’observation et d’identification ont été réali-
sées au cours des dernières années [3, 7, 11, 34, 35, 40, 44, 76, 77, 80, 102, 103, 114].
Généralement, l’observateur du système hybride se compose de deux parties :
un estimateur indique le mode actif et un observateur continu estime, souvent
asymptotiquement, l’état continu du système hybride.

Dans un premier temps, nous allons introduire une méthode pour l’estimation
en temps fini de l’instant de commutation tc du système en utilisant seulement la
dynamique de l’état continu. L’estimation de tc est donnée par des formules algé-
briques explicites obtenus d’une manière simple en appliquant des outils standards
de calcul mathématique. Dans un deuxième temps, en combinant les résultats de
l’estimation d’état pour les systèmes LTI par l’approche algébrique présentée dans
le Chapitre 2 et de la détection de l’instant de commutation en temps réel, nous
introduisons la démarche principale de l’estimation d’état des systèmes linéaires
à commutation. Des simulations illustrent les techniques proposées.

4.2 Estimation de la fonction de commutation

Dans cette partie, nous étudions une classe de systèmes hybrides linéaires
appelée systèmes linéaires à commutation en temps continu, c’est-à-dire des sys-
tèmes dont l’évolution est déterminée par une collection de Q sous-systèmes avec
un état continu x ∈ Rn. Pour un nombre d’état discret q ∈ IQ , {1, . . . , Q}, en
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4.2. Estimation de la fonction de commutation

supposant qu’il n’existe pas de saut sur l’état continu, c’est-à-dire qu’à chaque
instant de commutation tk, on a :

lim
t→t−

k

x(t) = lim
t→t+

k

x(t),

l’évolution du système est modélisée ici par des équations linéaires ordinaires de
la forme suivante :

ẋ = Aqx, (4.1)

où Aq ∈ Rn×n sont des matrices constantes. Pour des raisons de facilité et sans
perte de généralité, on suppose qu’à chaque fois, un seul événement discret peut
agir sur le système.

Étant donnée la présence de dynamiques non lisses, la dérivation doit être
considérée au sens des distributions. Nous rappelons ci-après quelques définitions
et résultats de la théorie des distributions développées par L. Schwartz [118],
et fixons les notations qui seront utilisées par la suite. L’espace des fonctions
C∞ ayant un support compact dans un sous-ensemble ouvert Ω de R est notée
D(Ω), et D′(Ω) représente l’espace des distributions sur Ω, c’est-à-dire, l’espace
de formes linéaires continues sur D(Ω). Pour u ∈ D′, < u, ϕ > représente un
nombre réel qui dépend linéairement et continûment de ϕ ∈ D. Ce nombre est
défini par < u, ϕ >=

∫∞
−∞ fϕ pour une fonction u = f localement intégrable au

sens de Lebesgue. Le complément du plus grand sous-ensemble ouvert de Ω dans
lequel la distribution u est nulle est appelé le support de u et est noté suppu.

Pour la distribution de Dirac u = δ et sa dérivée u̇ = δ̇, la fonctionnelle est dé-
finie respectivement par < u, ϕ >= ϕ(0) et < u̇, ϕ >= −ϕ̇(0). Plus généralement,
chaque distribution est indéfiniment dérivable, de par sa définition :

< u̇, ϕ >= − < u, ϕ̇ >, ϕ ∈ D(Ω).

Dans ce chapitre, les fonctions (localement intégrables au sens de Lebesgue)
sont définies au sens des distributions. Par conséquent, si u est une fonction
continue sauf en un point a avec un saut fini σa, sa dérivée s’écrit :

u̇ = du/dt + σaδa, (4.2)

où du/dt est la distribution provenant de la dérivée au sens usuel de u. Ce résultat
peut être généralisé au cas où l’ordre de la dérivation et les points de discontinuité
sont arbitraires comme suit : soit tν une suite croissante de points qui sont en
nombre fini dans chaque intervalle fini, supposons que les deux dérivations à
droite et à gauche dpu

dtp
(tν) existent, alors en désignant le saut correspondant σp

ν =
dpu
dtp

(tν+)− dpu
dtp

(tν−), on a :

u(p) =
dpu

dtp
+
∑

ν

p−1∑

k=0

σp−1−k
ν δ

t
(k)
ν

. (4.3)
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Chapitre 4. Systèmes linéaires à commutation en temps continu

Le théorème suivant est le résultat fondamental à partir de lequel les para-
mètres (l’instant de commutation ici) des systèmes à commutation peuvent être
identifiés.

Théorème 1 [118] Pour toute distribution u à support compact K d’ordre r
6(nécessairement fini) et pour toute fonction α dont les dérivées d’ordre inférieur
ou égale à r s’annulent sur K, on a :

αu = 0.

Par la suite, nous nous concentrons sur l’annihilation de distributions de Dirac
et, comme illustration du précédent théorème, pour toute fonction lisse α, on a :

αδτ = α(τ)δτ ,

αδ(r)
τ = 0, ∀α t.q. α(k)(τ) = 0, k = 0, ..., r. (4.4)

où δτ est la distribution de Dirac concentrée au point {τ}, i.e. δ(t− τ).

La dérivation, l’intégration et la translation peuvent être formé à partir du
produit de convolution : ẏ = δ̇ ∗ y,

∫
y = H ∗ y et y(t − τ) = δ ∗ y, où δ̇ est la

dérivée de la distribution de Dirac et H est la fonction de Heaviside.

4.2.1 Approche algébrique

4.2.1.1 Cas de deux sous-systèmes et d’une commutation

Dans ce cas-là, q ∈ {1, 2}. Supposons que le système (4.1) commute d’un sous-
système à l’autre à l’instant tc. Le but est d’obtenir une estimation en temps fini
de cet instant de commutation tc. Pour des raisons de simplicité, la méthode est
d’abord détaillée en supposant que tout l’état est mesurable (pour le cas où l’état
est partiellement mesuré, voir la Section 4.2.1.4). Le comportement dynamique
du système peut s’écrire comme suit :

ẋ = Γ(t)x, Γ(t) ∈ {A1, A2} . (4.5)

Sous le changement de variable z = eGtx, où G est une matrice constante
définie par la suite, on a :

ż = GeGtx + eGtẋ = Gz + eGtΓ(t)x = (G + eGtΓ(t)e−Gt)z.

Le système (4.5) est donc transformé en :

ż = M(t)z (4.6)

6L’ordre de la distribution u est le plus petit entier m tel que : ∃C > 0 telle que pour toute
fonction lisse ϕ, on a | < u, ϕ > | ≤ Csup0≤i≤m‖ϕ

(i)‖∞ (par exemple, δ(r) est d’ordre r).
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4.2. Estimation de la fonction de commutation

avec

M(t) = G + eGtΓ(t)e−Gt.

La matrice G est alors choisie telle que :

M1(t) + M2(t) = 0 (4.7)

avec

Mi(t) = G + eGtAie
−Gt, i = 1, 2.

Puisque G et eGt commute, l’équation (4.7) implique que l’on doit avoir :

G + eGtA1e
−Gt + G + eGtA2e

−Gt = eGt2Ge−Gt + eGt(A1 + A2)e
−Gt = 0

et donc il faut choisir G telle que :

G = −
A1 + A2

2
.

Etant donné que M1(t) = −M2(t) = eGt(A1−A2

2
)e−Gt, on peut écrire (4.6)

ainsi :

ż = σ(t)M1(t) z (4.8)

avec σ(t) ∈ {−1, 1}. Sans perte de généralité, on pose σ(0+) = 1 si Γ(0+) = A1.

Le déterminant ∆1(t) de M1(t) satisfait la propriété suivante :

2n∆1(t) = det(2M1(t)) = det(M1(t)−M2(t)) = det(A1 −A2) = cte. (4.9)

Supposons désormais que la matrice (A1−A2) est de rang plein. Alors, M1(t)
est inversible et on peut définir W1(t) := Ad(M1(t)) = ∆1(t)M

−1
1 (t). L’équation

(4.8) devient :

W1(t)ż = σ(t) ∆1(t) z. (4.10)

Notons que chaque membre de (4.10) est connu exceptée l’évolution de σ(t).
Puisque σ(t) est constante sauf sur l’ensemble {tc}, la dérivée du produit σ(t)g(t)
par rapport au temps est bien définie lorsque g(t) est une fonction lisse pour
t = tc. En notant σc = σ(tc+)− σ(tc−) = ±2, on a :

σ̇(t) = σc δtc

d(σg)
dt

(t) = σ̇(t)g(t) + σ(t)ġ(t) = σc g(tc)δtc + σ(t)ġ(t). (4.11)

En dérivant (4.10), on obtient (∆1(t) = cte selon (4.9)) :

Ẇ1(t)ż + W1(t)z̈ = σ̇(t) ∆1(t) z + σ(t) ∆1(t) ż = σ̇(t) ∆1(t) z + ∆1(t) M1(t) z
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Chapitre 4. Systèmes linéaires à commutation en temps continu

On peut réécrire cette relation de la façon suivante :

W1(t)z̈ + Ẇ1(t)ż −∆1(t) M1(t) z = σ̇(t) ∆1(t) z. (4.12)

En utilisant la propriété (4.11), l’équation (4.12) peut être exprimée comme :

2∑

i=0

Ki(t) z(i) = γcδtc (4.13)

K0(t) = −∆1(t) M1(t)

K1(t) = Ẇ1(t)

K2(t) = W1(t)

γc = σc ∆1(tc)z(tc)

Ainsi, en utilisant le changement de variable z = eGtx, on obtient un système
différentiel dont le membre de gauche contient seulement des quantités connues.
Le membre de droite comporte une distribution de Dirac qui sera annihilée en
utilisant la propriété (4.4). Ceci est expliqué en détail dans la sous-section sui-
vante.

Cas où les matrices A1 et A2 commutent [127]

La seule hypothèse retenue ici est que les matrices A1 et A2 commutent.
Considérons encore le changement de variable z = eGtx avec G = −A1+A2

2
. On a :

M1(t) = G + eGtA1e
−Gt = G + A1 =

A1 − A2

2
= −M2(t).

M1(t) et M2(t) sont donc constantes.

Posons A = A1−A2

2
, on a alors :

ż = σ(t)Az. (4.14)

En différentiant (4.14), on obtient :

z̈ = σ(t)Aż + σ̇(t)Az = A2z + σcAδtcz(tc).

C’est-à-dire :

z̈ − A2z = σcAδtcz(tc). (4.15)

L’intérêt du changement de variable est encore ici d’avoir un membre de
gauche indépendant de l’instant de la commutation alors que le membre de droite
sera annihilé par des manipulations adéquates.
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4.2. Estimation de la fonction de commutation

4.2.1.2 Calcul explicite de l’instant de commutation

Prenons une fonction f ∈ C∞(R) avec les propriétés suivantes :

(i) f(t, tc)δtc = 0,

(ii) f(0, tc) = ḟ(0, tc) = 0.

En multipliant (4.13) par f(t, tc), on obtient :

f(t, tc)

(
2∑

i=0

Ki(t) z(i)

)
= 0. (4.16)

En intégrant (4.16) de 0 à t (t > tc), on a :
∫ t

0

f(τ, tc)
(
W1(τ)z̈ + Ẇ1(τ)ż −∆1(τ) M1(τ)z

)
dτ = 0. (4.17)

L’intégration par parties donne :
∫ t

0

f(τ, tc)W1(τ)z̈(τ)dτ = [f(τ, tc)W1(τ)ż(τ)]
τ=t
τ=0 −

∫ t

0

(
ḟ(τ, tc)W1(τ) + f(τ, tc)Ẇ1(τ)

)
ż(τ)dτ

= f(t, tc)W1(t)ż(t)−

∫ t

0

ḟ(τ, tc)W1(τ)ż(τ)dτ −

∫ t

0

f(τ, tc)Ẇ1(τ)ż(τ)dτ

et
∫ t

0

ḟ(τ, tc)W1(τ)ż(τ)dτ =
[
ḟ(τ, tc)W1(τ)z(τ)

]τ=t

τ=0
−

∫ t

0

(
f̈(τ, tc)W1(τ) + ḟ(τ, tc)Ẇ1(τ)

)
z(τ)dτ

= ḟ(t, tc)W1(t)z(t)−

∫ t

0

f̈(τ, tc)W1(τ)z(τ)dτ −

∫ t

0

ḟ(τ, tc)Ẇ1(τ)z(τ)dτ.

Ainsi, on obtient :
∫ t

0

f(τ, tc)
(
W1(τ)z̈ + Ẇ1(τ)ż

)
dτ

= f(t, tc)W1(t)ż(t)− ḟ(t, tc)W1(t)z(t) +

∫ t

0

f̈(τ, tc)W1(τ)z(τ)dτ +

∫ t

0

ḟ(τ, tc)Ẇ1(τ)z(τ)dτ.

(4.18)

Utilisons la propriété
∫ t

0

∫ tν−1

0

· · ·

∫ t1

0

x(τ)dtν−1 · · · dt1dτ =

∫ t

0

(t− τ)ν−1

(ν − 1)!
x(τ)dτ,

et intégrons une fois de plus la relation (4.17) de 0 à t (t > tc) en utilisant (4.18) :

f(t, tc)W1(t)z(t)− 2

∫ t

0

ḟ(τ, tc)W1(τ)z(τ)dτ −

∫ t

0

f(τ, tc)Ẇ1(τ)z(τ)dτ

+

∫ t

0

(t− τ)
(
f̈(τ, tc)W1(τ) + ḟ(τ, tc)Ẇ1(τ)−∆1(τ) M1(τ)

)
z(τ)dτ = 0. (4.19)
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Chapitre 4. Systèmes linéaires à commutation en temps continu

L’estimation de tc peut être obtenue par (4.19). Par exemple, prenons la fonc-
tion f(t, tc) = t2(t− tc) qui satisfait les propriétés (i)-(ii) et pour laquelle :

ḟ(t, tc) = t(3t− 2tc),

f̈(t, tc) = 6t− 2tc.

En utilisant le résultat de (4.19), l’estimation de tc est donnée par les formules
suivantes :

D(t, z, M1)tc = N(t, z, M1)

avec

N(t, z, M1) = t3W1(t)z(t)−

∫ t

0

(6τ 2W1(τ) + τ 3Ẇ1(τ))z(τ)dτ

+

∫ t

0

(t− τ)(6τW1(τ) + 3τ 2Ẇ1(τ)−∆1(τ) M1(τ))z(τ)dτ

D(t, z, M1) = t2W1(t)z(t)−

∫ t

0

(4τW1(τ) + τ 2Ẇ1(τ))z(τ)dτ

+

∫ t

0

(t− τ)(2W1(τ) + 2τẆ1(τ))z(τ)dτ (4.20)

Notons que N(t, z, M1) et D(t, z, M1) sont des vecteurs colonne de dimension
n. Donc

tc =
Ni(t, z, M1)

Di(t, z, M1)
, pour tout 1 ≤ i ≤ n (4.21)

où Ni(t, z, M1) et Di(t, z, M1) sont respectivement les iieme composantes des vec-
teurs N(t, z, M1) et D(t, z, M1).

Remarque 1 Lorsque le signal mesuré z(t) est bruité, la relation (4.19) peut
être intégrée une ou plusieurs fois de plus afin de réduire l’effet de bruit. Dans
ce cas, l’expression de N(t, z, M1) et D(t, z, M1) dans (4.20) devient (avec une
intégration supplémentaire) :

N(t, z, M1) =

∫ t

0

τ 3W1(τ)z(τ)dτ −

∫ t

0

(t− τ)(6τ 2W1(τ) + τ 3Ẇ1(τ))z(τ)dτ

+

∫ t

0

1

2
(t− τ)2(6τW1(τ) + 3τ 2Ẇ1(τ)−∆1(τ) M1(τ))z(τ)dτ

D(t, z, M1) =

∫ t

0

τ 2W1(τ)z(τ)dτ −

∫ t

0

(t− τ)(4τW1(τ) + τ 2Ẇ1(τ))z(τ)dτ

+

∫ t

0

1

2
(t− τ)2(2W1(τ) + 2τẆ1(τ))z(τ)dτ (4.22)
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4.2. Estimation de la fonction de commutation

Remarque 2 Dans le cas de matrices qui commutent, le calcul de l’instant de
commutation pour l’équation (4.15) s’effectue exactement de la même manière.

Ci-après, cette méthode est étendue au problème de l’identification d’un nombre
arbitraire d’instants de commutation entre un nombre arbitraire de sous-systèmes.

4.2.1.3 Cas de Q sous-systèmes et de S commutations

On suppose que les matrices (Ai − Aj) sont de rang plein ou que Ai et Aj

commutent entre elles (pour i 6= j, (i, j) ∈ I2
Q) dans le système (4.1). On voit bien

qu’un estimateur Ei,j qui calcule les quantités D(t, z, Mi,j) et N(t, z, Mi,j) avec

Mi,j = Gi,j + eGi,jtAie
−Gi,jt, Gi,j = −

Ai + Aj

2

peut être utilisé afin de déterminer l’instant de commutation ti,j qui se produit
entre les deux sous-systèmes i et j (soit du mode i au mode j, soit du mode j au
mode i).

Par conséquent, afin d’identifier toutes les commutations parmi les Q modes,
on peut utiliser C2

Q = Q(Q−1)
2

estimateurs en parallèle. Puis, le signal de sortie de
chaque estimateur peut être analysé comme ci-dessous afin de détecter l’appari-
tion d’une commutation et le mode associé.

Supposons que le système (4.1) est dans le mode i pour t ∈ [t0, ti,j[ et dans le
mode j pour t ∈ [ti,j, T [, où t0 et T représentent d’autres instants de commutation.
On a :

1. Dg(t, z, Mi,j) = 0 et Ng(t, z, Mi,j) = 0 pour t ∈ [t0, ti,j[ : dans la pratique,
cette propriété doit être vérifiée quelques périodes d’échantillonnage avant
l’instant de commutation.

2. Dg(t, z, Mi,j) et Ng(t, z, Mi,j) sont des lignes droites pour t ∈ [ti,j, T [ : dans
la pratique, plusieurs points doivent être employés pour détecter que la
pente de la ligne est constante.

3. Le rapport Ng(t,z,Mi,j)

Dg(t,z,Mi,j)
est constant et égal à ti,j pour t ∈ [ti,j, T [ : pour véri-

fier que ce rapport peut être assimilé à une constante, on calcule quelques
valeurs successives et on vérifie qu’il y a peu de variations entre eux.

Les propriétés 1. et 2. proviennent du fait que les distributions de Dirac dans
l’équation (4.13) sont intégrées deux fois.

Ainsi, l’estimateur qui satisfait ces trois conditions fournit l’instant de com-
mutation ainsi que l’indice des sous-systèmes entre lesquels la commutation se
produit. En outre, avec la connaissance du premier mode actif, la séquence de
tous les modes actifs peut être estimée.
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Chapitre 4. Systèmes linéaires à commutation en temps continu

L’implémentation de l’algorithme numérique qui permet d’identifier tous les
instants de commutation est faite sur une fenêtre glissante comme suit :

___________________________________________

fonction détection de l’instant de commutation tc
lire x(kTe)
Te : période d’échantillonnage ;
h : nombre de points choisis pour vérifier les contraintes définies ci-dessus. La

valeur de h.Te doit être plus petite que le dwell-time7 du système ;
ts = 0 : borne inférieure de la fenêtre d’intégration ;
m = length(x) : longueur de l’état échantillonné ;

zi,j(kTe) = e−
Ai+Aj

2 x(kTe) : nouvel état après changement de base
pour k = h : m
Remettre N(t, z, Mi,j)(k) et D(t, z, Mi,j)(k) à zéro

pour i = ts : k
Approcher numériquement l’intégrale comme une somme en

utilisant la méthode des trapèzes
fin

Calculer N(t, z, Mi,j)(k) et D(t, z, Mi,j)(k) dans une fenêtre d’inté-
gration avec (4.20)

si un estimateur satisfait les trois critères de détection
mettre à jour la borne inférieure de la fenêtre d’intégration :

ts ←− (k− h)Te ;
imprimer cet estimateur et le mode actif.
sinon
arrêt ;
fin

imprimer l’instant de commutation
fin

___________________________________________

L’implémentation numérique de l’algorithme obtenu ci-dessus doit également
respecter les points suivants :

– fenêtre d’intégration : lorsqu’aucun estimateur (C2
Q = Q(Q−1)

2
) ne détecte la

commutation, l’algorithme va calculer la valeur de N(t, z, Mi,j)(k), D(t, z, Mi,j)(k)
dans une nouvelle fenêtre d’intégration (k ←− k + 1) avec une largeur plus
grande que l’ancienne (la borne inférieure de l’intégration n’est pas modifié
alors que la borne supérieure est augmentée d’un échantillonnage), jusqu’à
ce qu’un instant de commutation soit détecté par l’un des estimateurs.

– mise à jour : lorsque tc est détecté, on doit mettre à jour le schéma en
réinitialisant le calcul de l’intégrale et en remplaçant la borne inférieure de
l’intégration par tc afin d’identifier le prochain instant de commutation.

7Chaque fois, le signal de commutation doit attendre au moins un temps constant avant la
prochaine commutation. Généralement ce temps de séjour est appelé “dwell-time”.
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4.2. Estimation de la fonction de commutation

4.2.1.4 Extension aux systèmes avec état partiellement mesuré

Considérons le système suivant :

ẋ = Γ(t)x, Γ(t) ∈ {A1, A2}

y = Cx (4.23)

où y ∈ Rp est le vecteur de sortie. Supposons qu’il est possible de trouver une
relation de sortie donnée par :

Ẏ = Γ̄(t)Y + Θ
(
δtc , δ̇tc , . . . , δ

(l)
tc

)
, Γ̄(t) ∈

{
Ā1, Ā2

}
(4.24)

où Y =
[
yT , . . . , y(r)T

]T
est un vecteur composé de la sortie et de sa dérivée par

rapport au temps jusqu’à un ordre fini. Ā1, Ā2 sont des matrices carrées et Θ est
une matrice qui dépend de la distribution de Dirac et de ses dérivées par rapport
au temps jusqu’à un ordre fini.

Sous le changement de variable z̄ = eḠtY (Ḡ = − Ā1+Ā2

2
), on a :

˙̄z = ḠeḠtY + eḠtẎ

= Ḡz̄ + eḠtΓ̄(t)Y + eḠtΘ
(
δtc , . . . , δ

(l)
tc

)

= (Ḡ + eḠtΓ̄(t)e−Ḡt)z̄ + eḠtΘ
(
δtc , . . . , δ

(l)
tc

)

= M̄i(t)z̄ + eḠtΘ
(
δtc , δ̇tc , . . . , δ

(l)
tc

)
,

avec
M̄i(t) = Ḡ + eḠtΓ̄(t)e−Ḡt.

Étant donné que

M̄1(t) = −M̄2(t) = eḠt

(
Ā1 − Ā2

2

)
e−Ḡt,

le système (4.24) est transformé en :

˙̄z = σ(t)M̄1(t)z̄ + eḠtΘ
(
δtc , δ̇tc , . . . , δ

(l)
tc

)
, (4.25)

avec σ(t) ∈ {−1, 1}. Sans perte de généralité, on pose σ(0+) = 1 si Γ(0+) = Ā1.

Le déterminant ∆̄1(t) de M̄1(t) satisfait la propriété suivante :

2n∆̄1(t) = det(2M̄1(t)) = det(M̄1(t)− M̄2(t)) = det(Ā1 − Ā2) = cte.

85



Chapitre 4. Systèmes linéaires à commutation en temps continu

En supposant que la matrice (Ā1− Ā2) est de rang plein (M̄1(t) est inversible)
et en définissant

W̄1(t) := Ad(M̄1(t)) = ∆̄1M̄
−1
1 (t),

le système (4.25) devient :

W̄1(t) ˙̄z = σ(t) ∆̄1z̄ + W̄1(t)e
ḠtΘ

(
δtc , δ̇tc , . . . , δ

(l)
tc

)
. (4.26)

En dérivant (4.26) et en utilisant la propriété (4.11), on obtient :

˙̄W1(t) ˙̄z + W̄1(t)¨̄z = σ̇(t) ∆̄1 z̄ + σ(t) ∆̄1 ˙̄z

+
(

˙̄W1(t)e
Ḡt + W̄1(t)ḠeḠt

)
Θ
(
δtc

, . . . , δ
(l)
tc

)
+ W̄1(t)e

ḠtΘ̇
(
δtc

, . . . , δ
(l)
tc

)

= σcδtc
∆̄1 z̄(tc) + ∆̄1M̄1(t)z̄ + ∆̄1e

ḠtΘ
(
δtc

, . . . , δ
(l)
tc

)

+
(

˙̄W1(t)e
Ḡt + W̄1(t)ḠeḠt

)
Θ
(
δtc

, . . . , δ
(l)
tc

)
+ W̄1(t)e

ḠtΘ̇
(
δtc

, . . . , δ
(l)
tc

)
.

0n peut réécrire cette relation de la façon suivante :

W̄1(t)¨̄z + ˙̄W1(t) ˙̄z − ∆̄1M̄1(t)z̄ = Θ̄
(
δtc , . . . , δ

(l)
tc

, δ
(l+1)
tc

)
, (4.27)

avec

Θ̄
(
δtc , . . . , δ

(l)
tc , δ

(l+1)
tc

)
= σcδtc∆̄1 z̄(tc) + ∆̄1e

ḠtΘ
(
δtc , . . . , δ

(l)
tc

)

+
(

˙̄W1(t)e
Ḡt + W̄1(t)ḠeḠt

)
Θ
(
δtc , . . . , δ

(l)
tc

)
+ W̄1(t)e

ḠtΘ̇
(
δtc , . . . , δ

(l)
tc

)
. (4.28)

Donc, on obtient un système différentiel semblable à (4.13) :

2∑

i=0

K̄i(t) z̄(i) = Θ̄
(
δtc , δ̇tc , . . . , δ

(l+1)
tc

)
,

K̄0(t) = −∆̄1M̄1(t),

K̄1(t) = ˙̄W1(t),

K̄2(t) = W̄1(t). (4.29)

Puis, en posant ω =
∫ (r)

z̄, on a :

2∑

i=0

K̄i(t) ω(i+r) = Θ̄
(
δtc , δ̇tc , . . . , δ

(l+1)
tc

)
.

Selon la Section 4.2.1.2, choisissons une fonction adaptée f(t, tc), qui permet
l’annihilation de Θ̄, et intégrons un nombre suffisant de fois. Nous obtenons une
relation algébrique de la forme :

D(t, ω, M̄1)tc = N(t, ω, M̄1),

cela donne un calcul en temps réel de tc, car ω est disponible avec la mesure (il
dépend de la sortie y et d’un nombre fini de ses intégrales).
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Remarque 3 Afin de résoudre complètement le problème de l’identification de
l’instant de commutation des systèmes avec état partiellement mesuré en utilisant
l’approche proposée, il faut étudier la possibilité d’obtenir la relation (4.24). Pour
ce faire, les propriétés d’observabilité et d’identifiabilité du système (4.5) doivent
être étudiée.

Remarque 4 On peut voir ici que la méthode proposée est transposable au cas
des systèmes décrit par :

{
ẋ = Aqx + Bq

y = Cx
(4.30)

où les matrices Aq, Bq (q ∈ IQ) et C sont constantes. De tels modèles représentent
par exemple des thermostats à résistance d’anticipation et des chaudières [107].

4.2.2 Exemples

Exemple 1 :
Considérons l’exemple du convertisseur d’énergie électrique DC −DC Buck-

Boost, qui est une alimentation à découpage, qui convertit une tension continue
en une autre tension continue de plus faible ou plus grande valeur mais de polarité
inverse.

Le schéma classique de ce convertisseur est donné par la figure 4.1. T et D
sont les interrupteurs du système (électriquement ce sont des semi-conducteurs)
fonctionnant en tout ou rien. D est une diode à commutation autonome et T
est un transistor (ou thyristor) commandé. Le fonctionnement d’un convertisseur
Buck-Boost peut être divisé en deux configurations suivant l’état de l’interrup-
teur T . Dans l’état passant, l’interrupteur T est fermé, conduisant ainsi à une
augmentation de l’énergie stockée dans l’inductance L. Dans l’état bloqué, l’in-
terrupteur T est ouvert donc l’inductance est reliée seulement à la charge et à
la capacité et il en résulte un transfert de l’énergie accumulée dans l’inductance
vers la capacité et la charge. La tension de sortie du Buck-Boost est de polarité
inverse de celle d’entrée et peut varier de 0 à 1 (pour un convertisseur idéal).

Pour que ce système puisse fonctionner en mode de fonctionnement continu
(flux ou courant dans la bobine non nuls), le cas où les deux interrupteurs sont
ouverts est éliminé et seulement deux modes de fonctionnement sont utilisés : le
mode 1 représente T fermé et D bloquée (abrégé T = 1 et D = 0) et le mode
2 représente T ouvert et D passante (abrégé T = 0 et D = 1). Le but est de
définir un cycle limite hybride pour ce système qui reste le plus proche possible
d’un point désiré xd ainsi qu’une trajectoire pour atteindre ce cycle qui respecte
toutes les contraintes de fonctionnement.
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T

L

D

C R VU

i

Fig. 4.1 – Circuit du convertisseur Buck-Boost.

Ce système est décrit de la façon suivante :




ẋ = A1x + B =

(
− 1

RC
0

0 0

)
x +

(
0
U
L

)

ẋ = A2x =

(
− 1

RC
− 1

C
1
L

0

)
x

(4.31)

avec x = [V i]T = [x1 x2]
T .

Ce système est linéaire à commutation en temps continu et fait bien partie de
la classe définie dans la section 4.2. Il faut signaler aussi que dans le mode 1, le
courant augmente linéairement au cours du temps quand T est fermé, tandis que
le mode 2 (T ouvert) est stable à l’origine.

Cas 1 : La sortie mesurable est y = x1.

Pour chacun des deux modes, on peut réécrire le système (4.31) comme suit :




Ẏ =

(
− 1

RC
0

1
(RC)2

0

)
Y

Ẏ =

(
0 1
− 1

LC
− 1

RC

)
Y

(4.32)

et Y = [y ẏ]T . Ceci correspond à la relation (4.24) avec :

Ā1 =

(
− 1

RC
0

1
(RC)2

0

)
, Ā2 =

(
0 1
− 1

LC
− 1

RC

)
.

On a :

Ḡ = −
Ā1 + Ā2

2
= −

(
− 1

RC
1

1
(RC)2

− 1
LC
− 1

RC

)

2
.

Avec le changement de variable z̄ = eḠtY , en appliquant la même procédure que
dans la section 4.2.1.4, il est possible d’obtenir le système différentiel suivant :

W̄1(t)¨̄z + ˙̄W1(t) ˙̄z − ∆̄1M̄1(t)z̄ = Θ̄ (δtc) , (4.33)

88



4.2. Estimation de la fonction de commutation

avec

M̄1(t) = Ḡ + eḠtĀ1e
−Ḡt, ∆̄1 =

det(Ā1 − Ā2)

4
, W̄1(t) = ∆̄1M̄

−1
1 (t),

Θ̄(δtc) = σc∆̄1δtc z̄(tc).

Posons ω =
∫ t

0
z̄(τ)dτ , qui est disponible à la mesure (car fonction de la sortie

y et de son intégrale). Afin d’annihiler Θ̄ (δtc), on multiple (4.33) par une fonction
f(t), qui satisfait les propriétés :

(i) f(t, tc)δtc = 0,

(ii) f(0, tc) = ḟ(0, tc) = f̈(0, tc) = 0.

et on obtient :

f(t, tc)
(
W̄1(t)ω̄

(3) + ˙̄W1(t)¨̄ω − ∆̄1M̄1(t) ˙̄ω
)

= 0. (4.34)

Après avoir intégré trois fois par parties8 la relation (4.34), on obtient :

f(t, tc)W̄1(t)ω(t)− 3

∫ t

0

ḟ(τ, tc)W̄1(τ)ω(τ)dτ − 2

∫ t

0

f(τ, tc)
˙̄W1(τ)ω(τ)dτ

+

∫ t

0

(t− τ)
(
3f̈(τ, tc)W̄1(τ) + 4ḟ(τ, tc)

˙̄W1(τ) + f(τ, tc)
¨̄W1(τ)

)
ω(τ)dτ

−

∫ t

0

(t− τ)2

2

(
f (3)(τ, tc)W̄1(τ) + 2f̈(τ, tc)

˙̄W1(τ) + ḟ(τ, tc)
¨̄W1(τ) + ∆̄1M̄1(τ)

)
ω(τ)dτ = 0.

(4.35)

Par exemple, en prenant la fonction f(t, tc) = t3(t − tc) et en utilisant la
relation (4.35), on a :

D(t, ω, M̄1)tc = N(t, ω, M̄1) (4.36)

avec

N(t, ω, M̄1) = t4W̄1(t)ω(t)−

∫ t

0

(12τ 3W̄1(τ) + 2τ 4 ˙̄W1(τ))ω(τ)dτ

+

∫ t

0

(t− τ)
(
36τ 2W̄1(τ) + 16τ 3 ˙̄W1(τ) + τ 4 ¨̄W1(τ)

)
ω(τ)dτ

−

∫ t

0

(t− τ)2

2

(
24τW̄1(τ) + 24τ 2 ˙̄W1(τ) + 4τ 3 ¨̄W1(τ) + ∆̄1(τ) M̄1(τ)

)
ω(τ)dτ

D(t, ω, M̄1) = t3W̄1(t)ω(t)−

∫ t

0

(9τ 2W̄1(τ) + 2τ 3 ˙̄W1(τ))ω(τ)dτ

+

∫ t

0

(t− τ)
(
18τW̄1(τ) + 12τ 2 ˙̄W1(τ) + τ 3 ¨̄W1(τ)

)
ω(τ)dτ

−

∫ t

0

(t− τ)2

2

(
6W̄1(τ) + 12τ ˙̄W1(τ) + 3τ 2 ¨̄W1(τ)

)
ω(τ)dτ

8ceci justifie la propriété (ii) requise ci-dessus
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Ainsi, on peut calculer tc explicitement avec l’équation (4.36).

Cas 2 : La sortie mesurable est y = x2.

Pour chacun des deux modes, on peut réécrire le système (4.31) comme suit :




Ẏ =

(
0 0
0 0

)
Y +

(
U
L
δtc

U
L
δ̇tc

)

Ẏ =

(
0 1
− 1

LC
− 1

RC

)
Y

(4.37)

et Y = [ẏ ÿ]T . Ceci correspond à la relation (4.24) avec :

Ā1 =

(
0 0
0 0

)
, Ā2 =

(
0 1
− 1

LC
− 1

RC

)
, Θ(δtc) =

(
U
L
δtc

U
L
δ̇tc

)
.

On a :

Ḡ = −
Ā1 + Ā2

2
=

(
0 1
1

LC
1

RC

)

2
.

Avec le changement de la variable z̄ = eḠtY , en appliquant la même procédure
que dans la section 4.2.1.4, il est possible d’obtenir le système différentiel suivant :

W̄1(t)¨̄z + ˙̄W1(t) ˙̄z − ∆̄1M̄1(t)z̄ = Θ̄
(
δtc , δ̇tc , δ̈tc

)
(4.38)

avec

M̄1(t) = Ḡ + eḠtĀ1e
−Ḡt, ∆̄1 =

det(Ā1 − Ā2)

4
, W̄1(t) = ∆̄1M̄

−1
1 (t),

Θ̄(δtc , δ̇tc , δ̈tc) = σc∆̄1δtc z̄(tc) + ∆̄1e
ḠtcΘ +

(
˙̄W1(tc)e

Ḡtc + W̄1(tc)ḠeḠtc
)

Θ + W̄1(tc)e
ḠtcΘ̇.

Posons ω =
∫ t

0

∫ τ

0
z̄(τ1)dτ1dτ , qui est disponible à la mesure (car fonction de

la sortie y et de son intégrale). Afin d’annihiler Θ̄
(
δtc , δ̇tc , δ̈tc

)
, on multiple (4.33)

par la fonction f(t, tc) = t4(t− tc)
3, qui satisfait les propriétés :

(i) f(t, tc)δtc = f(t, tc)δ̇tc = f(t, tc)δ̈tc = 0,

(ii) f(0, tc) = ḟ(0, tc) = f̈(0, tc) = f (3)(0, tc) = 0.

et on obtient :

f(t, tc)
(
W̄1(t)ω̄

(4) + ˙̄W1(t)ω̄
(3) − ∆̄1M̄1(t)ω̄

(2)
)

= 0. (4.39)

Après avoir intégré quatre fois par partie la relation (4.39), on peut également
obtenir l’estimation de tc.

Des simulations sont faites afin de valider la méthode avec la sortie commune
y = x1. Le circuit Buck-Boost a les caractéristiques suivantes : U = 24V , L =
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100µH , C = 220µF , R = 20Ω. Puisque les paramètres L et C sont de l’ordre
de 10−4, afin d’obtenir une bonne simulation, nous utilisons une échelle de temps
T = 1

ε
t avec ε = 10−4, c’est-à-dire qu’on simule dx

dT
= Ax + b au lieu de dx

dt
=

1
ε
(Ax + b).

Les instants de commutation de ce système sont détectés en utilisant l’algo-
rithme proposé avec Te = 0.001s par rapport à la nouvelle échelle de temps. Les
instants de commutation sont supposés agir à : t1 = 80µs, t1 = 110µs, t3 = 150µs,
t4 = 220µs, t5 = 280µs (temps réel) (cf Fig. 4.3) et le premier mode actif est le
mode 1.

Notons que dans la simulation, on choisit 30 périodes d’échantillonnage pour
déterminer l’instant de commutation, donc le dwell-time du système doit être au
moins plus long que 3µs par rapport au temps réel. La figure 4.2 représente le
comportement de l’état x(t) et la figure 4.3 montre que le schéma d’estimation
peut détecter tous les instants de commutation tc correctement et précisément.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−20

−10

0

10

20

30

40

t
(×10−4 s)

Fig. 4.2 – Etat x.

Exemple 2 :
Considérons un autre exemple de convertisseur statique DC/DC à générateur

de tension continue et deux filtres LC (un d’entrée et un de sortie, voir la figure
4.4). La tension de sortie du circuit U1 va être comparée au signal de référence
Uref . La différence de ces deux quantités, notée ξ = Uref − σU1, 0 < σ < 1 (σ est
le gain du capteur), est appliquée pour contrôler les éléments de commutation du
convertisseur.

Les lois de l’électronique (lois des nœuds, lois des mailles) donnent le système
différentiel suivant : 




C0U̇O + iTC = i0
L0i̇0 + R0i0 + U0 = E0

C1U̇1 + U1

RL
= i1

L1i̇1 + R1i1 + U1 = UTC

(4.40)
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

t

tc

(×10−4 s)

(×10−4s)

Fig. 4.3 – Identification de l’instant de commutation tc.
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0R 0L
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filtre d’entrée convertisseur
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TCU

1R 1L

1C

1U

filtre de sortie

0i TCi
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1i

1

1

q

( )q

refU

1U

Fig. 4.4 – Circuit du convertisseur statique DC/DC.

où les coefficients L0 et L1 (exprimés en H) sont les valeurs d’auto-inductance des
bobines d’inductance, C0 et C1 (exprimés en F) sont les capacités des condensa-
teurs, R0, R1 et RL (exprimés en Ω) sont les résistances. De plus, i0 et i1 (exprimés
en A) sont les courants qui passent respectivement dans les bobines d’inductance
à coefficients L0 et L1. Les valeurs U0 et U1 (exprimées en V) sont les tensions aux
bornes des condensateurs de capacités C0 et C1 respectivement selon les indices
0 et 1 qui représentent respectivement les éléments du filtre d’entrée et du filtre
de sortie. Enfin, E0 (en V) est la tension d’entrée.

Ici, nous avons aussi :

UTC =

{
U0, si q=1
0, si q=-1

et iTC =

{
i1, si q=1
0, si q=-1,

d’où :

UTC =
1 + q(ξ(t))U0

2
et iTC =

1 + q(ξ(t))i1
2

.
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A partir de ces relations, le système (4.40) devient :





ẋ1(t) = η
(
− x1(t)− x2(t) + Ω

)

ẋ2(t) = γ
(
x1(t)−

1
2
(1 + q(ξ(t)))x3(t)

)

ẋ3(t) = µ

2
(1 + q(ξ(t)))x2(t)− νx3(t)− µx4(t)

)

ẋ4(t) = λ
(

x3(t)
α
− x4(t)

β

)
(4.41)

d’où : x1 = R0i0, x2 = U0, x3 = R0i1, x4 = U1, η = R0

L0
, Ω = E0, γ = 1

C0R0
,

µ = R0

L1
, ν = R1

L1
, λ = 1

C1
, β = RL, α = R0 et q(t) ∈ {−1, 1}.

Le système (4.41) est bien de la forme de (4.30) puisqu’il peut s’écrire de la
façon suivante :

{
ẋ = Aqx + B
y = Cx

(4.42)

où y = x4 et les matrices Aq, B sont données par :

A1 =




−η −η 0 0
γ 0 0 0
0 0 −ν −ν
0 0 λ

α
λ
β


, A2 =




−η −η 0 0
γ 0 −γ 0
0 µ −ν −ν
0 0 λ

α
λ
β


, B =




ηΩ
0
0
0


.

On peut réécrire ce système comme suit :

{ ∑
1 : Ẏ = Ā1Y∑
2 : Ẏ = Ā2Y

(4.43)

avec Y = [ẏ ÿ y(3) y(4)]T et les matrices Ā1, Ā2 définies comme suit :

Ā1 =




νλ−νβ λ
α

νβ−λ
0 − β

ν−λ
0

0
νλ−νβ λ

α

νβ−λ
0 − β

ν−λ

(λ
α
− λ

β
)ν2 ν2 − λ

α
ν λ

β
0

0 (λ
α
− λ

β
)ν2 ν2 − λ

α
ν λ

β




,

Ā2 =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

λγην( 1
β
− 1

α
) ην(λ

β
− λ

α
) + (λγη

β
− νγη)− µ(1 − λ

β
) η(λ

β
− ν − 1) + ν(λ

β
− λ

α
) −η + λ

β
− ν


 .

Comme la matrice (Ā1 − Ā2) est de rang plein, cet exemple peut également
être traité par notre approche.

Notons aussi que la méthodologie de cette approche algébrique peut être ap-
pliquée pour résoudre certains problèmes pratiques, telle que par exemple : la
détection de faute ou des problèmes de commande tolérante aux fautes [109].
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Chapitre 4. Systèmes linéaires à commutation en temps continu

4.3 Estimation de l’état

Après avoir introduit une approche algébrique pour l’identification en ligne
de l’instant de commutation du système linéaire à commutation, cette section
est consacrée à la recherche d’une méthode permettant l’estimation conjointe
du mode actif et de l’état continu de ce type de système. On étudie le système
modélisé par (4.23) et satisfaisant les contraintes suivantes :

– chaque sous-système est observable,
– le sous-système initial i, à partir de lequel on démarre notre système, est

connu,
– la matrice (Ai − Aj) est de rang plein pour chaque paire de matrices

Ai, Aj (i 6= j) ou chaque paire de matrices Ai et Aj commute.

Démarche principale de la méthode :

1. Estimation de l’état x1, ..., xn du sous-système i avec l’approche algébrique
présentée dans le deuxième Chapitre (ou dans le troisième chapitre, si les
paramètres varient) sachant que le sous-système initial est le mode i. On
estime également l’état de tous les autres sous-systèmes en parallèle afin de
pouvoir suivre la trajectoire de l’état plus vite quand il y a une commuta-
tion ;

2. Détection de l’instant de commutation et identification du mode actif j avec
la méthode proposée dans la section précédente ;

3. Une fois qu’on connaît l’indice du sous-système actuel j, reconstruction de
l’état actuel du système −→ étape 1.

Exemple et Simulation

Considérons un système linéaire à commutation en temps continu qui com-
mute entre trois sous-systèmes LTI d’ordre 2 donné par :

A1 =

(
1 1
0 1

)
, A2 =

(
3 2
0 3

)
, A3 =

(
2 1
5 0

)
,

C =
(
1 0

)
.

Estimation d’état

Premièrement, nous obtenons une formulation explicite de l’estimation de la
sortie ye et sa dérivée ẏe de chaque sous-système en appliquant la méthode pro-
posée dans le deuxième Chapitre. Deuxièmement, puisque les sous-systèmes sont
observables, la matrice d’observabilité de chaque mode est inversible. Ainsi, on
peut alors exprimer l’état en fonction de la sortie et de sa dérivée. En remplaçant
cette relation avec les valeurs estimées, nous pouvons récupérer l’état en fonction
de l’intégrale de y(t).
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Pour le sous-système 1, on a :
{

ye(t) =
6
∫ t
0 τy(τ)e(t−τ)dτ−2t

∫ t
0 y(τ)e(t−τ)dτ

t2

ẏe(t) =
6
∫ t
0 τy(τ)e(t−τ)dτ−2t

∫ t
0 y(τ)e(t−τ)dτ−2

∫ t
0 y(τ)e(t−τ)dτ

t2
+ 2ye(t)

t

{
x1e = ye

x2e = ẏe(t)− ye(t)
(4.44)

Pour le sous-système 2, on a :
{

ye(t) =
6
∫ t
0 τy(τ)e3(t−τ)dτ−2t

∫ t
0 y(τ)e3(t−τ)dτ

t2

ẏe(t) =
18
∫ t
0 τy(τ)e3(t−τ)dτ−6t

∫ t
0 y(τ)e3(t−τ)dτ−2

∫ t
0 y(τ)e3(t−τ)dτ

t2
+ 2ye(t)

t

{
x1e = ye(t)
x2e = 1

2
(ẏe(t)− 3ye(t))

(4.45)

Pour le sous-système 3, on a :




ye(t) =
2
∫ t
0 (e(1−

√
6)(t−τ)+e(1+

√
6)(t−τ))τy(τ)dτ−

√
6

6

∫ t
0(e(1+

√
6)(t−τ)−e(1−

√
6)(t−τ))y(τ)dτ

t2

ẏe(t) = 2ye(t)
t

+
6−6

√
6

3

∫ t

0
e(1−

√
6)(t−τ)τy(τ)dτ+ 6+6

√
6

3

∫ t

0
e(1+

√
6)(t−τ)τy(τ)dτ

t2

−

(
6−

√
6

6

∫ t
0 e(1−

√
6)(t−τ)y(τ)dτ+ 6+

√
6

6

∫ t
0 e(1+

√
6)(t−τ)y(τ)dτ

)

t2

{
x1e = ye(t)
x2e = ẏe(t)− 2ye(t)

(4.46)

Résultats de simulation

Maintenant, nous pouvons détecter “on-line” tous les instants de commutation
et le mode actif du système en utilisant l’algorithme proposé dans la section 4.2
avec Te = 0.001s. En combinant les formules d’estimation d’état par l’approche
algébrique obtenue “off-line” ci-dessus, nous pouvons également récupérer l’état
continu du système.

Ici, les instants de commutation sont donnés par : t1 = 0.4s, t2 = 1s, t3 = 1.2s,
t4 = 1.4s, t5 = 1.5s (cf Fig. 4.5 et 4.6) et le mode 1 est le premier activé. Les
séquences de commutation entre les sous-systèmes sont A1 −→ A3 −→ A2 −→
A1 −→ A3 −→ A2 (cf Fig. 4.7). Puisque l’estimateur 1 (E1,2) détecte la com-
mutation qui se produit entre les deux modes A1 et A2, l’estimateur 2 (E2,3)
correspond à la commutation entre A2 ←→ A3 et l’estimateur 3 (E1,3) détecte la
commutation entre les deux modes A1 et A3, il est clair que l’estimateur corres-
pondant à la séquence de commutation 3 −→ 2 −→ 1 −→ 3 −→ 2 fonctionne (cf
Fig. 4.8).
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Fig. 4.5 – Valeurs réelles et estimées : état x1.
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Fig. 4.6 – Valeurs réelles et estimées : état x2.
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Fig. 4.7 – Sous-système activé réel So et estimé Se.
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Fig. 4.8 – Estimateur utilisé.

La figure 4.5 et la figure 4.6 donnent l’estimation de l’état x1e(t) et x2e(t).
Il est clair que le schéma d’estimation détecte en temps réel tous les instants de
commutation tc et le mode actif correctement et précisément. L’estimation de
l’état continu suit également bien l’état réel.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à l’estimation en temps réel
des instants de commutation et de l’état (l’état discret et l’état continu) pour
les systèmes linéaires à commutation en temps continu. Dans la littérature, la
plupart des observateurs pour ce type de système ne tiennent pas compte de la
partie discrète. En supposant que le sous-système actif est disponible à la mesure
à chaque instant, la synthèse d’observateur en est très simplifiée. Dans notre
travail, on suppose que le sous-système actif est inconnu (sauf pour le premier
sous-système activé).

Ensuite, l’estimation de l’instant de commutation des systèmes linéaires à
commutation basée sur l’approche algébrique a été présentée. Premièrement, on
considère le cas le plus simple : une commutation entre deux sous-systèmes. Tout
l’état du système est supposé mesurable. Grâce à la technique développé au sein
de l’équipe ALIEN, une expression formelle de l’estimation de l’instant de com-
mutation tc en fonction d’intégrales de la sortie et de l’entrée est donnée. Deuxiè-
mement, la méthode est généralisée au cas de Q sous-systèmes et de S commu-
tations. La solution d’implémentation est également introduite. Troisièmement,
la méthode est étendue aux systèmes avec état partiellement mesuré. A la fin de
cette partie, nous avons montré comment se servir de cette approche algébrique
à travers des exemples de convertisseurs.

Finalement, nous nous sommes penchés sur l’intérêt de l’estimation d’état de
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ce type de systèmes avec l’état partiellement mesuré. En combinant les résultats
de l’estimation d’état pour les systèmes LTI par l’approche algébrique présentée
dans le Chapitre 2 et de la détection de l’instant de commutation en temps réel,
nous avons réussi à estimer le mode actif et l’état continu des systèmes linéaires à
commutation en temps réel. Des simulations illustrent les techniques proposées.
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Conclusion générale et Perspectives

L’ensemble de ce mémoire est dévolu au développement de méthodes d’esti-
mation d’état par une approche algébrique. Cette méthode est dédiée à une classe
générale de systèmes : les systèmes linéaires à paramètres invariant dans le temps
(LTI), les systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps (LTV) et les sys-
tèmes linéaires à commutation en temps continu (SLC). Dans chaque chapitre,
le problème d’observation est défini et analysé pour les différentes catégories de
systèmes, par suite les contributions que nous apportons sont mises en évidence.

Synthèse

Cette thèse est construite autour de la problématique d’observation de diffé-
rents types de systèmes.

En général, il n’existe pas dans la littérature de méthode systématique de
synthèse d’observateur pour les systèmes linéaires à paramètres variant dans le
temps et à commutation sous une forme générale. En fait, il n’existe qu’une
panoplie de synthèses disponibles pour des systèmes sous des formes particulières,
ou bien vérifiant des conditions particulières de structure.

Dans ce sens, nous avons commencé par exposer les principaux travaux de ces
dernières années sur l’observabilité et la synthèse de l’observateur pour les sys-
tèmes LTI, LTV et SDH, notamment pour les systèmes SLC. La base principale
des méthodes développées au sein de l’équipe ALIEN, en particulier pour l’esti-
mation de paramètres et la dérivation numérique, a été présentée. L’observabilité
du système définie par un point de vue algébrique est également introduite.

Par la suite, dans le deuxième chapitre, nous avons entrepris le développement
d’une méthode d’estimation d’état pour les systèmes LTI, sujet à des perturba-
tions extérieures inconnues, par les techniques développées dans le projet ALIEN
et donné une expression formelle de l’état en fonction d’un nombre fini des inté-
grales des sorties. Pour ce faire, on applique la transformation de Laplace et les
outils issus du calcul opérationnel. Tout d’abord, on exprime les états en fonction
de y(t), u(t) et de leurs dérivées, puis on utilise le calcul opérationnel pour élimi-
ner les conditions initiales et diminuer l’influence du bruit. A la fin, on réussit à
exprimer les états en fonction des intégrales de y(t).
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Dans le troisième chapitre, nous avons développé une méthode originale d’esti-
mation algébrique rapide pour des systèmes linéaires dont les paramètres varient
dans le temps et ont une forme très générale (la seule condition requise est que
ceux-ci soient des fonctions continûment dérivables). Les méthodes sont appli-
quées à un système de moteur à courant continu. Pour montrer l’efficacité de
notre estimateur, nous avons réalisé des simulations, où le paramètre varie de
façon polynômial puis sinusoïdale. Les résultats sont très satisfaisants, même en
présence de bruit. Nous avons ensuite repris le même exemple, et comparé notre
résultat avec celui de l’observateur de type Kalman. Notons que l’approche algé-
brique possède les propriétés suivantes :

– il n’y a pas de gains d’observation ou d’autres paramètres extérieurs à régler ;
– les calculs peuvent être implémentés formellement et effectués de manière

très rapide ;
– elle est relativement robuste par rapport au bruit de mesure (qu’il soit blanc

ou d’une autre nature) et par rapport à des perturbations extérieures.

Le quatrième chapitre a été consacré au développement d’une méthode d’esti-
mation de la fonction de commutation et de l’état continu des systèmes linéaires à
commutation en temps continu. Pour ce faire, dans un premier temps, nous avons
introduit l’estimation en temps fini de l’instant de commutation tc du système
en utilisant seulement la dynamique de l’état continu. D’abord, on considère le
cas le plus simple : une commutation entre deux sous-systèmes. L’estimation de
tc est alors donnée par des formules algébriques explicites. Puis, la méthode est
généralisée au cas de Q sous-systèmes et de S commutations. La solution d’implé-
mentation est également introduite. Cette méthode est étendue aux systèmes avec
état partiellement mesuré. Dans un deuxième temps, en combinant les résultats
de l’estimation d’état du système LTI par l’approche algébrique présentée dans
le deuxième Chapitre et de la détection de tc en temps réel, nous avons présenté
la démarche principale de l’estimation d’état du système linéaire à commutation
en temps continu. Enfin, des simulations ont illustré les techniques proposées.

Problèmes ouverts

A l’issue de ce travail de thèse, plusieurs problèmes demeurent toutefois en
suspens. Nous présentons ici ce qui nous semble être le cadre d’investigations ou
d’avancées sont tout à fait envisageables.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au problème d’estimation de
l’état du système par une approche algébrique. Le chapitre 1 met en avant la
représentation de l’observabilité et l’observateur de différent type de systèmes.

Dans le chapitre 2, nous avons développé des algorithmes permettant l’esti-
mation d’état des systèmes linéaires à paramètres invariant dans le temps sujet
à des perturbations extérieures inconnues. A partir de cette estimation, il est
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possible d’étudier l’influence des manipulations algébriques sur les estimateurs
obtenus. En effet, celles-ci ne sont pas forcément définies de façon uniques et
peuvent influer sur le conditionnement de certaines matrices à inverser.

Au niveau de chapitre 3, il serait intéressant de proposer l’approche pour
des classes plus générales de système LTV, tels que les systèmes multivariables.
Mais le gros problème est : pour un système d’ordre quelconque, comment peut
on trouver les relations entrée/sortie d’ordre le plus bas possible. Il faudra se
pencher sur la théorie de la réalisation. En outre, dans les perspectives, nous
avons introduit l’extension à l’observation locale des systèmes non linéaires, qui
peuvent être également traités par cette approche.

Concernant ces deux chapitres, étant donné le caractère formel des calculs
effectués pour obtenir les expressions des estimées, on peut envisager l’écriture
d’un logiciel où l’utilisateur pourrait entrer les paramètres de son système et
obtenir les estimées de variables dont il a besoin.

Dans le dernier chapitre, le principe de l’estimation de la fonction de com-
mutation (les instants de commutation tc ainsi que le sous-système actif) et de
l’état continu est établi pour les systèmes à commutation en temps continu. Il
est clair que l’algorithme proposé concernant l’estimation de tc, bien que donnant
des résultats convainquant, peut être largement amélioré, notamment en limi-
tant le nombre d’estimateurs en parallèle à utiliser sur les matrices. De plus, les
contraintes sur les matrices pour l’estimation du mode actif et de l’état continu
du système SLC sont un peu fortes. Afin de résoudre complètement ce problème
en utilisant l’approche proposée, la possibilité d’obtenir la relation (4.24) entre la
sortie et ses dérivées doit être analysée. Pour ce faire, les propriétés d’observabilité
et d’identifiabilité du système doivent être étudiées proprement. C’est notamment
dans ces directions que s’orientent les travaux que nous menons actuellement.

De manière plus générale, notre contribution est placée sous le sceau de la
théorie. Une des perspectives est d’appliquer les résultats obtenus à des systèmes
réels. En outre, dans cette thèse, seul le problème d’observation des systèmes
à commutation a été abordé. L’étude approfondie d’une classe plus générale de
systèmes hybrides est nécessaire et fera l’objet de futurs travaux. Il apparaît, à
travers les exemples donnés dans le quatrième chapitre, que la méthode propo-
sée s’applique à des classes plus larges de systèmes que celle envisagée dans ce
mémoire.
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Résumé

Ce mémoire est dédié à l’étude de la synthèse de l’estimation d’état en temps
fini par une approche algébrique (les techniques développés au sein de l’équipe
ALIEN) pour les systèmes linéaires à paramètres invariant dans le temps (LTI)
sujet à des perturbations extérieures inconnues, les systèmes linéaires à para-
mètres variant dans le temps (LTV) et les systèmes linéaires à commutation en
temps continu (SLC). Pour les systèmes LTI et LTV, une expression formelle de
l’état en fonction des intégrales itérées des sorties et de l’entrée a été donnée. Pour
les systèmes linéaires à commutation, en combinant les résultats de l’estimation
d’état pour les systèmes LTI et de la détection de l’instant de commutation en
temps réel présentée dans le chapitre 4, nous donnons la démarche principale de
l’estimation en temps réel du mode courant et l’état continu du système.

Mots-clés: systèmes linéaires à paramètres invariant dans le temps, systèmes
linéaires à paramètres variant dans le temps, systèmes linéaires à commutation,
approche algébrique, estimation d’état.

Abstract

This PhD thesis is dedicated to the synthesis of the state estimation in a fi-
nite time by an algebraic approach (the techniques developed within the ALIEN
group) for the linear time-invariant systems (LTI) subject to the external un-
known disturbances, the linear time-varying systems (LTV) and the switched
linear systems (SLC) in continuous time. For the LTI and LTV systems, a formal
expression of state as a function of iterated integrals of the output and the input
is obtained. For switched linear systems, combining the results of state estimation
for LTI systems and switch instant detection presented in Chapter 4, we give the
main approach of current mode estimation and the continuous state estimation
in real time.

Keywords: linear time-invariant systems, linear time-varying systems, switched
linear systems, algebraic approach, state estimation.
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