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Introduction

Dans ce mémoire, je présente mes travaux de recherche en les regroupant en trois parties :

1. Interaction fluide-structure

2. Méthode fréquentielle pour la contrôlabilité et la stabilisation

3. Dépendance par rapport au domaine de quelques EDP

La première partie, la plus importante des trois, a été découpée en trois sous-parties : l’analyse
théorique, l’analyse numérique et les problèmes de contrôle. Le système étudié dans chacune
des sous-parties modélise le mouvement d’une structure à l’intérieur d’un fluide. Il couple
des équations aux dérivées partielles non linéaires (pour le mouvement du fluide) avec des
équations différentielles ordinaires (pour les mouvement de la structure). Une des difficultés
importantes vient du fait que ces problèmes sont des problèmes à frontière libre.

Dans la première sous-partie, on considère plusieurs système fluide-structure donc on étudie
le caractère bien posé. Je commence par le système composé d’un ou de plusieurs solides rigides
se déplaçant à l’intérieur d’un fluide visqueux incompressible. Dans ce cas les équations aux
dérivées partielles correspondant aux mouvement du fluide sont les équations classiques de
Navier-Stokes. Le résultat obtenu dans ce cas est l’existence et l’unicité de solutions fortes.
Une première étape dans la démonstration est un changement de variables pour se ramener à
un domaine cylindrique. Dans le cas d’un solide entouré d’un fluide remplissant l’extérieur du
domaine du solide, le changement de variables “naturel” est simple à trouver mais introduit un
terme difficile à traiter. Dans le cas d’un domaine borné, le changement de variables est moins
évident à obtenir car il faut garder le domaine fluide-structure fixe. Par la suite je présente
deux résultats d’existence et d’unicité pour le système d’un solide rigide dans un fluide non
visqueux incompressible. Dans ce cas, les équations du mouvement pour le fluide sont les
équations classiques d’Euler. L’étude de ce système se fait dans le cas bidimensionnel et dans
le cas où le fluide remplit l’extérieur du domaine du solide rigide. Dans le cas unidimensionnel
on peut aussi considérer l’interaction d’un fluide non visqueux avec une particule. Dans ce
cas, l’équation modélisant le mouvement du fluide est l’équation de Burgers. L’interaction
entre la particule et le fluide est de nature différente de l’interaction considérée dans les cas
précédents. Une des difficultés propre à l’étude de ce système vient du fait que les solutions de
l’équation de Burgers ne sont pas nécessairement régulières même avec une condition initiale
régulière. Ainsi, il faut pouvoir décrire l’interaction entre les solutions discontinues du fluide
(chocs) et la particule : c’est pourquoi nous considérons ici le problème de Riemann du système
associé. Un autre système fluide-structure dont on étudie le caractère bien posé est le système
composé d’un corps déformable se déplaçant à l’intérieur d’un fluide visqueux incompressible.
La déformation du solide est donnée mais sa position est inconnue, de sorte que l’on travaille
avec un problème à frontière libre. C’est une manière simple de modéliser par exemple la nage
d’un poisson.
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La seconde sous-partie est consacrée à l’analyse numérique sur des problèmes fluide-
structure. Il existe au moins deux grandes familles de schémas numériques permettant d’appro-
cher les solutions de ce type de problèmes. On peut soit travailler avec un maillage du domaine
du fluide uniquement soit travailler avec un maillage du domaine total fluide-structure. Dans
le premier cas, le désavantage est que le maillage n’est plus valable dès que la structure bouge.
On doit donc trouver un moyen de ne pas remailler à chaque itération en temps. Dans le
second cas, il faut trouver une manière de prendre en compte que le maillage contient les deux
domaines, fluide et structure, et non pas seulement celui du fluide. Je commence par présenter
une méthode numérique utilisant une formulation globale pour simuler l’interaction de solides
rigides dans un fluide visqueux incompressible. L’avantage de cette méthode est d’utiliser
un maillage global sur tout le domaine du système fluide-solide. Sous certaines hypothèses,
il est possible de démontrer la convergence de cette méthode. Une autre méthode classique
pour simuler l’interaction d’une structure et d’un fluide est la méthode A.L.E. (Arbitrary
Lagrangian Eulerian) qui consiste à déplacer le maillage afin de suivre le déplacement de la
structure. Dans un premier temps, nous étudions la convergence du schéma de cette méthode
pour approcher les solutions d’un système de Stokes écrit sur un domaine non cylindrique
mais connu a priori. Puis, nous étudions la convergence du schéma dans le cas d’un problème
fluide visqueux incompressible-solide rigide.

Dans la dernière sous-partie, nous nous intéressons à deux problèmes de contrôle pour des
systèmes fluide-structure. Dans le premier problème, on considère, dans une cavité bornée, un
solide rigide dans un fluide visqueux incompressible et l’on contrôle sur une partie non vide
arbitrairement petite du domaine du fluide. On cherche à contrôler les vitesses du fluide et
du solide rigide mais aussi la position du solide rigide. Nous avons considéré le cas particulier
où le solide rigide est une boule et où le mouvement est bidimensionnel. Notre résultat est la
contrôlabilité locale à zéro pour les vitesses et la contrôlabilité locale exacte pour la position
de la boule. Un des intérêts de considérer des problèmes de contrôle sur des systèmes fluide-
structure est de pouvoir aborder la question de la nage d’organismes aquatiques. En effet, la
nage peut être vu comme un problème de contrôle où l’on cherche à contrôler à la position via
une déformation adéquate. Cette approche pourrait donner des indications pour comprendre
les mécanismes complexes de la nage et permettrait de proposer des réponses aux nombreuses
questions que se posent biologistes et mécaniciens sur le déplacements d’organismes aquatiques.
C’est l’objet du second problème où nous considérons le cas d’un micro-organisme se déplaçant
via des cils agissant sur son bord. En utilisant le fait que l’on travaille avec une structure petite,
on peut simplifier le modèle et se ramener à l’étude d’un système de dimension finie sur lequel
on montre des résultats de contrôlabilité exacte pour plusieurs type de contrôles.

La seconde partie de ce mémoire est consacrée à la méthode fréquentielle pour la contrôlabi-
lité ou la stabilisation. Cette approche est à comparer avec d’autres méthodes - dites méthodes
temporelles - où l’on travaille directement sur le système ou sur son adjoint. L’avantage d’une
approche fréquentielle et de pouvoir travailler sans la variable temporelle et cela peut dans de
nombreux cas simplifier l’utilisation des méthodes usuelles comme la méthode des multiplica-
teurs, la méthode des séries non harmoniques, etc. Nous travaillons toujours dans le cas où
l’opérateur A du système non contrôlé est un opérateur anti-adjoint et selon les cas avec un
opérateur de contrôle B borné ou non borné. Dans la cas borné, nous obtenons un critère de
stabilisation portant uniquement sur les paquets de vecteurs propres de l’opérateur A. Grâce
à ce critère, nous pouvons redémontrer un résultat de Jaffard sur la stabilisation de plaques
carrées. De plus, ce critère est bien adapté pour pouvoir attaquer le problème de la stabilisa-
tion uniforme des systèmes discrétisés par des schémas numériques. Plus précisément, dans ce
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problème, on considère une équation aux dérivées partielles comme par exemple l’équation des
ondes, que l’on stabilise de manière à ce que son énergie décroisse exponentiellement. Lorsque
l’on discrétise l’équation par rapport à la variable spatiale, on peut se demander si l’énergie
des solutions du problème approché décroît exponentiellement uniformément par rapport au
paramètre de discrétisation. La même question peut se poser pour un problème de contrô-
labilité ou d’observabilité. En général, cette décroissance exponentielle uniforme de l’énergie
n’est pas vérifiée, les hautes fréquences n’étant que faiblement stabilisées. Pour remédier à ce
problème nous ajoutons une viscosité artificielle au schéma classique et nous montrons que
de manière générale cette ajout permet d’obtenir la décroissance exponentielle uniforme de
l’énergie. De manière plus précise nous développons un cadre abstrait dans lequel les valeurs
propres de A admettent un gap, ce qui est assez réducteur, mais nous utilisons la même mé-
thode pour traiter le cas des plaques en dimension 2 pour montrer qu’il s’agit d’une restriction
technique. Finalement, dans le cas d’un opérateur B non borné, nous développons un critère
de contrôlabilité portant toujours sur une relation entre B et les paquets de vecteurs propres
de A. Ce critère nous permet d’obtenir un résultat de contrôlabilité original : l’équation des
plaques dans un carré est contrôlable via un contrôle sur sa frontière, le contrôle pouvant être
à support aussi petit que l’on veut. C’est un résultat à comparer à la condition d’optique
géométrique nécessaire et suffisante dans le cas de l’équation des ondes.

Dans la dernière partie de ce mémoire, je considère deux problèmes dans lesquels intervient
la dépendance d’une solution d’une EDP par rapport à son domaine. Dans l’un d’entre eux,
il s’agit d’optimiser la forme d’un domaine pour minimiser un critère. Contrairement à l’opti-
misation “classique”, on change ici la topologie du domaine en insérant des petites inclusions.
Pour savoir si cette inclusion est intéressante pour la minimisation, on regarde le signe d’une
dérivée dite dérivée topologique. La théorie dans le cas d’équations elliptiques est bien déve-
loppée même s’il reste de nombreux problèmes ouverts. Nous étendons des résultats connus
dans le cas elliptique à des équations d’évolution comme l’équation de la chaleur ou l’équation
des ondes. Le second problème est très simple à décrire : on considère un domaine composé
de N domaines identiques mais translaté dans un direction. On considère dans ce domaine un
fluide en régime stationnaire sur lequel on applique une force périodique de période L dans
la direction du domaine. Est-ce que la solution du système de Stokes correspondant converge
vers la solution de Stokes périodique de période L ? Nous obtenons des résultats partiels i.e.
avec certaines conditions aux bords.



Chapitre 1

Analyse théorique de problèmes

d’interaction fluide-structure

1.1 Introduction

Comprendre comment les oiseaux ou les libellules volent, comment les poissons et les
dauphins nagent ou comment lymphocytes et ciliés se déplacent sont des problèmes fascinants
et nombreux sont les scientifiques qui s’y sont intéressés. Mais les mécanismes mis en jeu
peuvent être très différents (les mouvements de globules rouges dans un écoulement sanguin
et le déplacement d’un avion ont peu de points communs) et sont de plus souvent complexes.
En effet, les déplacements des organismes précédents se font en interagissant avec le milieu
fluide dans lequel ils sont plongés. Il s’agit d’un intérêt de l’étude de l’interaction entre une
structure et un fluide. Cette étude commence par une partie de modélisation dans laquelle on
doit faire attention

1. à ne pas trop simplifier pour ne pas perdre des propriétés qualitatives importantes du
problème que l’on cherche à modéliser ;

2. à ne pas garder un système trop compliqué sur lequel toute étude théorique serait hors
de portée.

Par la suite, on peut étudier d’un point de vue théorique et d’un point de vue numérique le
système obtenu et - si possible - retrouver le phénomène que l’on cherchait à modéliser, comme
la nage ou le vol d’animaux.

Ce plan se heurte à de nombreux obstacles à chacune des étapes de l’étude. Dans ce
chapitre, nous présentons des résultats concernant l’analyse théorique de problèmes fluide-
structure. Les principales difficultés de cette analyse sont des difficultés que l’on rencontre
dans les autres parties de l’étude de tels problèmes :

1. Les équations modélisant le mouvement du fluide demandent à elles seules un travail
important. Il s’agit souvent d’équations non linéaires (équations de Navier-Stokes, équa-
tions d’Euler), et, même sans structure, leur étude est loin d’être complète malgré le
nombre impressionnant de publications portant sur leur analyse.

2. Les équations du fluide et les équations de la structure sont couplées et généralement ce
couplage est assez “fort”. Cela peut se voir par exemple dans la résolution théorique ou
numérique des systèmes fluide-structure : on ne peut souvent pas résoudre séparément
les équations du fluide et les équations de la structure.
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3. Enfin, la dernière difficulté provient du fait que les équations de fluide sont écrites en
coordonnées Eulériennes : le domaine du fluide n’est donc pas fixe car la structure
se déforme ou se déplace. De plus comme cette déformation ou ce déplacement sont
inconnues, on doit travailler avec un problème à frontière libre.

Parmi les travaux plus anciens, on peut citer ceux de Thomson, Tait et Kirchhoff au
19esiècle et de Lamb au 20e. Leurs études portent sur le cas d’un fluide potentiel ce qui simplifie
beaucoup l’étude. Dans le cas où le fluide est visqueux et incompressible et la structure un
solide rigide, les premiers travaux ont été obtenus par Serre [121], Weinberger [133] et Judakov
[92], la plupart des autres publications mathématiques sur ce sujet datant des dix dernières
années. Une grande partie d’entre elles correspondent toujours au système composé d’un ou de
plusieurs solides rigides et d’un fluide visqueux incompressible. Plusieurs auteurs ont travaillé
sur le caractère bien posé des équations associées à ce système : Galdi [58], [57], [59], Galdi et
Silvestre [60], [62], [61] dans le cas où le système remplit tout l’espace et Desjardins et Esteban
[44] ; Hoffmann et Starovoitov [83, 84] ; Conca, San Martín et Tucsnak [38] ; Gunzburger, Lee
and Seregin [77] ; Grandmont et Maday [73] ; San Martín, Starovoitov et Tucsnak [119] ; E.
Feireisl [52] dans le cas où le système fluide-solide est confiné dans un domaine borné. Dans
ce dernier cas, les résultats obtenus correspondent à l’existence de solutions (faibles ou fortes)
tant que le solide ne touche pas la frontière extérieure. Dans ma thèse, j’ai démontré l’existence
de solutions fortes dans les deux cadres : le cas où le système le fluide-structure remplit tout
l’espace (dans ce cas, nous supposons que le solide est une boule) et dans le cas où le système
fluide-structure est confiné dans une domaine borné. À chaque fois on démontre l’existence
globale tant qu’il n’y pas contacts entre solides (et avec données petites lorsque l’on travaille
en dimension 3 en espace).

Une question naturelle est de savoir ce qui arrive au moment du contact. Un premier pas
dans cette direction a été fait par San Martín, Starovoitov, Tucsnak [119]. Dans ce papier, ils
démontrent qu’en dimension 2, s’il y a contact entre deux solides, ce contact a lieu à vitesse et
accélération relatives nulles. En d’autres termes, il n’y a pas de chocs, ce qui semble contraire
à l’intuition correspondant au phénomène physique. Plus tard, Feireisl [52] a généralisé ce
résultat en dimension 3. Vázquez et Zuazua montrent dans [132] que dans le modèle réduit
à une dimension d’espace, les solides ne se touchent jamais. Finalement, très récemment,
et de manière indépendante, Hesla [80] et Hillairet [81] ont démontré qu’il ne peut y avoir
contact entre solides rigides lorsque l’on considère le mouvement de boules dans un fluide
visqueux incompressible en dimension 2. Dans le cas d’un fluide parfait, un résultat de Houot
et Munnier [85] démontre que les chocs entre solides rigides sont possibles. Ils se placent dans
une géométrie simple (un disque au-dessus d’un plan) et obtiennent une solution explicite du
problème et vérifie qu’il y a contact en temps fini.

D’autres études ont été faites, toujours dans le cadre de l’interaction de solides rigides
avec un fluide visqueux incompressible : certains auteurs ont travaillé sur le comportement
en temps long (Vázquez et Zuazua [131], Munnier et Zuazua [109]). Plusieurs études ont été
faites sur l’analyse numérique de schéma numérique utilisé pour discrétiser les équations du
mouvement de ce système : Maury [106, 107] ; Glowinski, Pan, Hesla, Joseph et Périaux [69] ;
Nobile [111] ; Bertulozza, Ismail et Maury [16], etc. Enfin, quelques travaux concernent des
problèmes de contrôle associé à ce système : Doubova et Fernandez-Cara [48] (en dimension
1), Boulakia et Osses [24].

Finalement, quelques analyses portent sur des systèmes fluide-structure autres que celui de
solides rigides dans un fluide visqueux incompressible, comme par exemple le cas d’un fluide
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visqueux compressible (Desjardins, Esteban [45] ; Feireisl [53] ; Boulakia [22]) ou le cas d’un
solide élastique (Desjardins, Esteban, Grandmont, Le Tallec [46] ; Boulakia [23] ; Coutand,
Shkoller [40]). Cependant dans ces derniers cas, ils restent de nombreuses questions ouvertes
et peu a été fait en dehors de l’analyse du caractère bien posé.

1.2 Solutions fortes pour un système solide rigide-fluide vis-
queux incompressible ([T3], [T15], [T16])

Le problème d’interaction entre un ou plusieurs solides rigides et un fluide visqueux in-
compressible a donné lieu à de nombreux travaux. Notre contribution consiste surtout en
l’obtention de résultats d’existence et d’unicité de solution fortes. Nous avons travaillé dans
le cas où le domaine du système fluide-solides rigides remplit tout l’espace et dans le cas où
ce système est confiné dans une cavité bornée. Remarquons qu’il s’agit pour l’instant de la
seule manière d’obtenir l’unicité pour ce problème fluide-structure. En particulier, l’unicité de
solutions faibles en dimension 2 qui se démontre sans problème sans solide, reste dans ce cas
un problème ouvert. Nos résultats portent sur les cas bidimensionnel et tridimensionnel.

Dans le cas borné, le résultat obtenu est publié dans [T15] et généralise le résultat de
Grandmont et Maday [73]. Ces auteurs se basent sur un résultat de Beale [15] portant sur
l’existence de solutions fortes des équations de Navier-Stokes dans un domaine variable mais
connu. Leur méthode consiste à utiliser ce résultat pour résoudre les équations du fluide
lorsque l’on impose le mouvement du solide rigide, puis à résoudre les équations du solide
rigide lorsque l’on impose le mouvement du fluide. Finalement ils utilisent un point fixe de
Banach pour obtenir l’existence de solutions fortes. Il s’agit là d’une méthode très naturelle
pour résoudre ce type de système et la plupart des ingénieurs ou mécaniciens utilisent la même
méthode pour simuler numériquement un système fluide-structure. Malheureusement, un des
problèmes de cette méthode provient du fait que le couplage entre le fluide et la structure est
fort et par conséquent cette séparation entre la résolution de chaque élément conduit à une
perte de précision : dans le résultat de [73], les auteurs sont obligés de supposer que la densité
de la structure est très grande devant celle du fluide pour avoir une application contractante
(et obtenir leur résultat). Dans [T15], une idée importante est de résoudre en même temps les
équations du fluide et les équations de la structure.

Pour présenter la méthode que l’on a employée, on commence par écrire les équations du
système. Ces équations diffèrent légèrement lorsqu’on les écrit en dimension 2 ou en dimen-
sion 3. Commençons par le mouvement d’un solide rigide à l’intérieur d’un fluide visqueux
incompressible en dimension 3 :

∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+ ∇p = f dans F(ξ,Q), t ∈ (0, T ), (1.1)

div u = 0 dans F(ξ,Q), t ∈ (0, T ), (1.2)

u = 0 sur ∂Ω, t ∈ (0, T ), (1.3)

u = ξ′ + ω ∧ (x− ξ) sur ∂S(ξ,Q), t ∈ (0, T ), (1.4)

mξ′′ = −

∫

∂S(ξ,Q)
σ(u, p)n dΓ +

∫

S(ξ,Q)
ρSf dx dans (0, T ), (1.5)

(Iω)′ = −

∫

∂S(ξ,Q)
(x− ξ) ∧ σ(u, p)n dΓ +

∫

S(ξ,Q)
ρS(x− ξ) ∧ f dx dans (0, T ). (1.6)
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Dans le système ci-dessus, les inconnues sont u = (u1, u2, u3) la vitesse du fluide en coordonnées
Eulériennes, p la pression du fluide, ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) le centre de masse du solide et Q ∈ S0(3)
l’orientation du solide. Plus précisément, le domaine occupé par le solide rigide est donné par
la formule suivante :

S(ξ, θ) = QS0 + ξ, (1.7)

où S0 est un domaine de référence. Le domaine du fluide est le complémentaire du domaine
du solide dans Ω i.e.

F(ξ,Q) = Ω \ S(ξ,Q). (1.8)

La vitesse angulaire ω est relié à Q par la formule suivante :

d

dt
Qx = ω ∧ (Qx) ∀x ∈ R

3. (1.9)

La constante ν est la viscosité du fluide, et ρS la densité du solide rigide. Elle dépend de ξ et
de θ par la formule

ρS(t, x) = ρ0
S(Q∗(x− ξ(t))), (1.10)

où Q∗ est la matrice adjointe de Q. En particulier, la masse m et le moment d’inertie I sont
donnés par

m =

∫

S(ξ,Q)
ρS(t, x) dx =

∫

S0

ρ0
S(y) dy (1.11)

et

I(t)i,j =

∫

S(ξ,Q)
ρS(t, x) (ei ∧ (x− ξ(t))) · (ej ∧ (x− ξ(t))) dx

=

∫

S0

ρ0
S(y) (Q∗ei ∧ y) · (Q

∗ej ∧ y) dy.
(1.12)

Remarquons que m est une constante tandis que I dépend du temps. Le tenseur de Cauchy
du fluide σ(u, p) est donné par

σ(u, p) = 2νD(u) − p Id, (1.13)

où

D(u)i,j =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(1.14)

est le gradient symétrique de u.
En dimension 2, ce système est très similaire :

∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+ ∇p = f dans F(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.15)

div u = 0 dans F(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.16)

u = 0 sur ∂Ω, t ∈ (0, T ), (1.17)

u = ξ′ + θ′ (x− ξ)⊥ sur ∂S(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.18)

mξ′′ = −

∫

∂S(ξ,θ)
σ(u, p)n dΓ +

∫

S(ξ,θ)
ρSf dx dans (0, T ), (1.19)

Iθ′′ = −

∫

∂S(ξ,θ)
(x− ξ)⊥ · σ(u, p)n dΓ +

∫

S(ξ,θ)
ρS(x− ξ)⊥ · f dx dans (0, T ). (1.20)



10

x

Y(t,x)

X(t,y)

y

F F(ξ, θ)

S S(ξ, θ)

Fig. 1.1 – Changement de variables

Dans ce cas, on écrit simplement que Q est la matrice rotation d’angle θ i.e. Q = Rθ. Enfin,
pour tout vecteur x ∈ R

2, le vecteur x⊥ est défini par

x⊥ =

(
−x2

x1

)
. (1.21)

En dimension 2 d’espace, I devient un réel strictement positif et indépendant du temps donné
par

I =

∫

S(ξ,Q)
ρS(t, x)‖x− ξ(t)‖2 dx =

∫

S0

ρ0
S(y)‖y‖2 dy.

Pour résoudre ces systèmes, on procède en trois étapes :
– Changement de variables pour se ramener à un système écrit sur un domaine cylindrique.
– Résolution locale en temps.
– Estimation a priori pour étendre la solution.
Pour la première étape, l’idée est de construire un changement de variables qui permette

de fixer les solides rigides, sans modifier le domaine total Ω (c.f. figure 1.1).
Dans le cas où l’on considère un seul solide rigide entouré par un fluide remplissant tout

l’espace, ce changement de variable est très simple à construire : il suffit d’inverser le mouve-
ment rigide. On pose donc

y = Q∗(t)(x− ξ(t)) (1.22)

et les nouvelles inconnues sont

U(t, y) = Q∗u(t, Q(t)y + ξ(t)), P (t, y) = p(t, Q(t)y + ξ(t)). (1.23)

C’est le changement de variables utilisés par Serre [121], Galdi [59], Galdi et Silvestre [60] et
Silvestre [122]. Dans un contexte légèrement différent c’est aussi le changement de variable
utilisé par Hishida [82]. En domaine borné, le problème de ce changement de variable est bien
sûr que le domaine Ω contenant le système fluide-solide est transformé en un domaine variable
Ω(t). Même avec ce désavantage, il s’agit du changement de variables utilisé par Conca, San
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Martín et Tucsnak dans [38] pour démontrer l’existence de solution faible en dimension 3 et
dans un domaine borné. Leur méthode consiste à mettre un terme de pénalisation sur la partie
de Ω(t) qui n’est pas dans Ω.

Une autre manière de procéder consiste à “tronquer” ce changement de variables rigide.
Pour cela on considère un voisinage du solide rigide et une fonction de troncature sur ce
voisinage et on l’utilise pour tronquer la fonction courant associée à la vitesse rigide. Cela
permet d’obtenir un nouveau champs de vitesse Λ tel que

Λ(t, x) = ξ′(t) + ω × (x− ξ(t)) dans un voisinage de S(t), (1.24)

Λ(t, x) = 0 dans un voisinage de ∂Ω, (1.25)

div Λ = 0 dans Ω. (1.26)

La dernière condition est intéressante pour conserver la divergence du champ de vitesse par
ce changement de variables et n’est pas difficile à obtenir ici. Le changement de variables est
alors obtenu comme solution d’un problème de Cauchy :





d

dt
X(t, y) = Λ(t,X(t, y)),

X(0, y) = y.

(1.27)

On vérifie sans difficulté que X(t) transforme bien le solide S0 en S(t) tout en laissant Ω
invariant. Il est inversible et on note Y (t) l’inverse de X(t). Le désavantage de ce changement
de variables est que le système transformé n’est pas aussi simple que celui que l’on obtiendrait
avec le changement de variables (1.22)-(1.23). Plus précisément, si l’on pose

U(t, y) = JY (t,X(t))u(t,X(t, y)), P (t, y) = p(t, Q(t)y + ξ(t)) (1.28)

et
ℓ(t) = Q∗(t)ξ′(t), α(t) = Q∗(t)θ′(t) (1.29)

on obtient un système de la forme

∂U

∂t
+ [MU ] + [NU ] − ν [LU ] + [GP ] = F, t ∈ (0, T ), y ∈ F0, (1.30)

divU = 0, t ∈ (0, T ), y ∈ F0, (1.31)

U(t, y) = 0, y ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (1.32)

U(t, y) = ℓ(t) + α(t) × y, y ∈ ∂S0, t ∈ [0, T ], (1.33)

mℓ′(t) = −

∫

∂S0

σ(U,P )n dΓ −Mα(t) ∧ ℓ(t) + FM , t ∈ (0, T ), (1.34)

I0α
′(t) = −

∫

∂S0

y × σ(U,P )n dΓ + I0α(t) ∧ α(t) + FI , t ∈ (0, T ), (1.35)

U(0, y) = U0(y), y ∈ F0, (1.36)

ξ(0) = ξ0, ξ′(0) = ξ1, ω(0) = ω0. (1.37)
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L’idée pour résoudre ce système en temps petit est d’utiliser le fait que le changement de
variables est égal à l’identité à l’instant initial et que ce changement de variables est régulier
en temps. Par conséquent on a des estimations du type

‖X − IdΩ ‖L∞(0,T ) 6 CT, ‖Y − IdΩ ‖L∞(0,T ) 6 CT. (1.38)

ainsi que des estimations des coefficients des opérateurs M, L et G. Le terme N est un terme
non linéaire en le champs de vitesses U (c’est la transformation du terme (u ·∇)u). Il s’estime
en utilisant le lemme suivant.

Lemme 1.2.1. Pour toutes fonctions

u, v ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)),

on a (u · ∇)v ∈ L5/2(0, T ;L2(Ω)).

En utilisant ces estimations et en considérant le problème linéaire fluide-structure

∂U

∂t
− ν∆U + ∇P = F̃ , t ∈ (0, T ), y ∈ F0, (1.39)

divU = 0, t ∈ (0, T ), y ∈ F0, (1.40)

U(t, y) = 0, y ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (1.41)

U(t, y) = ℓ(t) + α(t) × y, y ∈ ∂S0, t ∈ [0, T ], (1.42)

Mℓ′(t) = −

∫

∂S0

σ(U,P )n dΓ + F̃M , t ∈ (0, T ), (1.43)

I0α
′(t) = −

∫

∂S0

y × σ(U,P )n dΓ + F̃I , t ∈ (0, T ), (1.44)

on peut résoudre le système (1.30)-(1.37) pour des temps T petit. Pour obtenir l’existence
globale, on doit obtenir des estimations a priori : en multipliant le système par u on obtient
une estimation de l’énergie i.e. de

‖u(t)‖2
L2(F(t)) +m|ξ′(t)|2 + |ω|2 +

∫ t

0
‖D(u(s))‖2

L2(F(s)) ds.

En mutlipliant ensuite par ∂u
∂t nous obtenons une estimation de la norme H1 de u, ce qui nous

donne l’existence globale tant qu’il n’y a pas de contacts entre solides.
Il est important de remarquer que lors de la résolution locale en temps nous ne découplons

pas les équations du fluide et les équations du solide rigide, mais nous les résolvons en même
temps via le système (1.39)-(1.44).

Lorsque l’on considère le problème dans tout l’espace, i.e. Ω = R
2 ou Ω = R

3, on est tenté
d’utiliser un changement de variables plus simple du type (1.22)-(1.23). Par exemple lorsque
S0 est une boule, on peut prendre

y = x− ξ(t) (1.45)

ce qui donne le système suivant

∂u

∂t
− ν∆u+

[(
u− ℓ

)
· ∇
]
u+ ∇p = f, (t, y) ∈ (0, T ) ×F(0), (1.46)
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div u = 0, (t, y) ∈ (0, T ) ×F(0), (1.47)

u(y, t) = ℓ(t) + ω(t) ∧ y, (t, y) ∈ (0, T ) × ∂S(0), (1.48)

mℓ
′
(t) = −

∫

∂S(0)
σ(u, p)n dΓ +

∫

S(0)
ρf(y, t) dy, t ∈ (0, T ), (1.49)

Iω′(t) = −

∫

∂S(0)
y ∧ (σ(u, p)n) dΓ +

∫

S(0)
y ∧ ρf(y, t) dy, t ∈ (0, T ). (1.50)

Ce système s’étudie de la même manière que le système précédent sauf que le passage par
l’estimation des coefficients de L, M, etc. n’est plus nécessaire. On obtient encore dans ce cas
l’existence et l’unicité globale de solutions fortes [T3].

Par contre lorsque le solide S0 n’est plus une boule, le changement de variables ne peut
plus être seulement une translation. Il faut prendre en compte la rotation du solide, i.e. utiliser
un changement de variables du type (1.22). Dans ce cas, on obtient

∂u

∂t
− ν∆u+

[(
u− ℓ− ω ∧ y

)
· ∇
]
u+ ∇p+ ω ∧ u = f, (t, y) ∈ (0, T ) ×F(0), (1.51)

div u = 0, (t, y) ∈ (0, T ) ×F(0), (1.52)

u(y, t) = ℓ(t) + ω(t) ∧ y, (t, y) ∈ (0, T ) × ∂S(0), (1.53)

mℓ
′
(t) = −

∫

∂S(0)
σ(u, p)n dΓ +

∫

S(0)
ρf(y, t) dy + fM (t), t ∈ (0, T ), (1.54)

Iω′(t) = −

∫

∂S(0)
y ∧ (σ(u, p)n) dΓ +

∫

S(0)
y ∧ ρf(y, t) dy + f I(t), t ∈ (0, T ), (1.55)

avec
fm(t) = −mω(t) × ℓ(t); f I(t) =

(
Iω(t)

)
× ω(t). (1.56)

Le problème pour étudier un tel système vient du terme [(ω ∧ y) · ∇]u. Il est possible
d’attaquer directement ce problème : c’est ce qui est fait dans [82] et dans [60]. Même dans le
cas d’une vitesse angulaire constante ([82]), l’étude est complexe. On peut signaler par exemple
que l’opérateur associé n’est plus analystique. Nous avons choisi une autre approche dans [T3] :
nous reprenons le changement de variables introduit dans le cas d’un domaine borné. Plus
précisément, au lieu de translater et de tourner tout l’espace pour garder le solide fixe, nous
ne faisons cela que localement autour du solide. Il y a deux avantages à utiliser ce changement
de variables. Le premier est que l’on peut obtenir de meilleurs résultats, comme par exemple
l’unicité des solutions. L’autre avantage est que nous pouvons avec cette méthode traiter le
cas de plusieurs solides rigides dans tout l’espace. Par contre, nous perdons la simplicité des
équations (1.51)-(1.56). Si l’on veut étudier le comportement en temps long comme dans [131]
ou dans [109], les équations obtenues avec notre changement de variables ne semblent pas très
bien adaptées.

1.3 Solutions classiques pour un système solide rigide-fluide
parfait ([T8], [T7])

Dans cette section, on considère le cas d’un solide rigide se déplaçant à l’intérieur d’un fluide
parfait en dimension 2. Le système fluide-solide rigide remplit tout l’espace. Les équations du
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fluide sont les équations d’Euler, et le système complet du mouvement s’écrit :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u+ ∇p = 0 dans F(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.57)

div u = 0 dans F(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.58)

u · n = (ξ′ + θ′ (x− ξ)⊥) · n sur ∂S(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.59)

mξ′′ = −

∫

∂S(ξ,θ)
pn dΓ dans (0, T ), (1.60)

Iθ′′ = −

∫

∂S(ξ,θ)
(x− ξ)⊥ · pn dΓ dans (0, T ). (1.61)

Nous avons démontré l’existence et l’unicité de solutions classiques au système précédent dans
deux cas : le cas où le solide rigide est une boule, ce qui permet de faire un changement de
variables du type (1.45) et le cas où le solide a une forme arbitraire, ce qui oblige à utiliser soit
un changement de variables du type (1.22), soit un changement de variables similaires à celui
utilisé dans le cas d’un domaine borné. Dans ce cas, nous avons préféré utiliser le changement
de variables (1.22) et traiter le problème du terme

[(
θ′y⊥

)
· ∇
]
u en utilisant des espaces à

poids.
Les équations après changement de variables s’écrivent

∂u

∂t
+
[(
u− ℓ− ry⊥

)
· ∇
]
u+ ∇p+ ru⊥ = 0 dans F , t ∈ (0, T ), (1.62)

div u = 0 dans F , t ∈ (0, T ), (1.63)

u · n = (ℓ+ ry⊥) · n sur ∂S, t ∈ (0, T ), (1.64)

mℓ′ = −

∫

∂S
pn dΓ −mrℓ⊥ dans (0, T ), (1.65)

Ir′ = −

∫

∂S
y⊥ · pn dΓ dans (0, T ). (1.66)

Nous avons noté r = θ′ et non ω comme dans ce qui précède car dans l’étude des équations
d’Euler, la vorticité, généralement noté ω et définie par ω = rotu, joue une rôle essentiel. Soit
T > 0 et soit QT = (0, T )×F . Nous notons par B(Ω) l’espace des fonctions continues bornées
sur Ω. Pour tout η > 0 nous notons par L1

η(Ω) l’ensemble des (classes de) fonctions mesurables
ω sur Ω telles que

‖ω‖L1
η(Ω) :=

∫

Ω
|ω(y)| |y|η dy <∞.

Nous notons aussi
Ĥ1(Ω) = {q ∈ L2

loc(Ω) ; ∇q ∈ L2(Ω)}.

Finalement pour tout λ ∈ (0, 1), Cλ(Ω) est l’espace des fonctions de B(Ω) höldériennes d’ex-
posant λ sur Ω.

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 1.3.1. Soit η > 2, λ ∈ (0, 1), u0 ∈ B(F) ∩H1(F) tels que

div(u0) = 0, (u0 − ℓ0 − r0 y
⊥) · n|∂S = 0, lim

|y|→∞
u0 = 0
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et

rotu0 ∈ L1
η(F) ∩ Cλ(F).

Alors il existe une unique solution (u, p, ℓ, r) de (1.62)-(1.66) avec les conditions initiales
(u0, ℓ0, r0), telle que

u,
∂u

∂t
, ∇u ∈ B(QT ), u ∈ C1([0, T ];L2(F)) ∩ C([0, T ];H1(F)),

y⊥ · ∇u ∈ C([0, T ];L2(F)), p ∈ C([0, T ]; Ĥ1(F)), ℓ ∈ C1([0, T ]), r ∈ C1([0, T ]).

Une telle solution est unique à une constante additive près pour la pression.

Pour démontrer notre résultat, nous approchons le système (1.62)-(1.66) en lui ajoutant
un terme de viscosité. Cela nous ramène à l’étude d’un problème similaire à celui d’un solide
rigide dans un fluide visqueux incompressible. La différence vient des conditions aux bords : au
lieu des conditions de Dirichlet, nous considérons la condition (1.64) et la condition ω = 0. Ce
choix de conditions aux bords a déjà été utilisé pour les équations d’Euler dans le livre de Lions
[101] pour démontrer l’existence de solutions. En démontrant des estimations uniformes sur u
et sur ω nous pouvons passer à la limite lorsque la viscosité tend vers 0. L’autre approximation
que nous faisons est de remplacer le y⊥ dans

[(
ry⊥

)
· ∇
]
u par un terme tronqué y⊥R . Une autre

manière de procéder aurait été d’utiliser la théorie des intégrales singulières pour avoir des
estimations à poids (voir par exemple [125]) mais il semble que cette théorie ne nous permette
pas d’estimer la norme L2 de |y|∇u à partir de ω.

Une grande partie de la démonstration provient de la méthode développée dans [98] (qui
une extension de la méthode de Kato [95]). Une des différences vient du fait que nous ne
pouvons utiliser le même point fixe à cause d’un manque de connaissance sur la pression
sur le bord du solide (c’est pour cela que nous passons par le système de Navier-Stokes avec
conditions de Navier). Une autre différence qui découle de l’argument précédent est que nous
travaillons dans un cadre L2 en plus du cadre L∞.

Ce travail permet d’aborder d’autres problèmes, même si l’analyse du caractère bien posé
n’est pas terminée. Dans le cas visqueux, il n’y a pas de chocs entre solides rigides (et proba-
blement pas de contacts) : que peut-on dire dans le cas non visqueux ? En fait, dans [85], les
auteurs ont déjà obtenu l’existence de chocs dans ce cas, en considérant un fluide potentiel
et sans circulation. C’est d’ailleurs dans ce cadre que beaucoup de problèmes peuvent être
réduits plus facilement (les équations du système se réduisent à des équations différentielles).
Par exemple, on peut essayer de résoudre des problèmes de contrôle ou des problèmes inverses
qui seraient peut être trop difficile à résoudre avec le système fluide visqueux - solide rigide.

En ce qui concerne l’existence et l’unicité, on peut travailler sur le même problème mais
dans un domaine borné. Dans ce cas, il faudra utiliser un changement de variables comme
celui introduit dans le cas visqueux. Il n’est pas entièrement clair que l’on peut appliquer la
même méthode que celle que l’on a développée dans le cas de tout l’espace. La résolution du
problème en dimension 3 peut aussi être intéressant car il n’est plus possible de passer par
les équations de Navier-Stokes et il faut donc trouver une méthode différente. De plus, pour
les équations d’Euler en dimension 3, on ne sait pas si les solutions régulières sont globales en
temps (et certains tests numériques semblent indiquer le contraire) ce qui peut compliquer le
travail dans notre cas.
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1.4 Un modèle simplifié 1D fluide non visqueux-particule ([T5])

Étant donné l’étude de la section précédente, on peut naturellement se demander ce qui
se passerait si l’on “simplifiait” le modèle précédent au cas 1D. Dans le cas visqueux, plusieurs
résultats ont été d’abord obtenu dans le cas 1D : comportement asymptotique [131], contrôle
[48], absence de contact entre les solides [132], convergence de schéma numérique [72]. Mal-
heureusement dans le cas non visqueux, cette “simplification” n’en est pas une. Premièrement,
il faut noter que l’interaction entre le fluide et la particule n’est pas simple dans le cas 1D
où l’on remplace les équations d’Euler par l’équation de Burgers (non visqueuse) : il n’y a
plus de pression p et par conséquent les équations (1.60) et (1.61) sont difficiles à translater
au cas 1D. Deuxièmement, l’équation de Burgers ne sont pas aussi simple à traiter que les
équations d’Euler en dimension 2 : en effet, les solutions de Burgers peuvent exploser en temps
fini même avec des données initiales régulières. On doit donc considérer des solutions pouvant
admettre des discontinuités et par conséquent comprendre l’interaction entre ces discontinui-
tés et la particule. C’est pourquoi dans cette section, nous ne considérons que la résolution du
problème de Riemann (donnée initiale constante par morceaux avec une seule discontinuité
au niveau de la particule) pour notre problème.

Commençons par décrire notre modèle. Comme dans ce qui précède, u est la vitesse du
fluide et ξ la position de la particule. Les équations du mouvement sont





∂tu(t, x) + ∂x
(
u2/2

)
(t, x) = λ

(
ξ′(t) − u(t, ξ(t))

)
δξ(t)(x), (t, x) ∈ R

+ × R,

mξ′′(t) = −λ
(
ξ′(t) − u(t, ξ(t))

)
, t ∈ R

+,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R,
(ξ(0), ξ′(0)) = (0, v0).

(1.67)

Dans ce modèle, nous n’avons pas comme dans les modèles précédents ξ′(t) = u(t, ξ(t)), mais
cette condition est relaxée à travers le terme de friction λ (ξ′(t) − u(t, ξ(t))). D’un point de
vue formel, lorsque λ → ∞, on retrouve la condition d’égalité des vitesses. D’autre part, on
remarque que la force appliquée à la particule ne vient pas du tenseur de Cauchy ou de la
pression mais du terme de friction.

Une des principales difficultés vient de la présence d’un singularité dans le terme source
de l’équation de Burgers. En effet, u pouvant être discontinue en ξ(t), le sens du terme
λ (h′(t) − u(t, h(t))) δh(t)(x) n’est pas complètement clair. Pour le définir, nous utilisons une
“régularisation” de la particule, remplaçant la mesure de Dirac par une fonction positive à
support compact et de mesure 1. Une autre difficulté importante est liée à la particule. En
effet, son mouvement est gouverné par une équation différentielle avec un champ de vitesse dis-
continue. En fait en utilisant des inégalités d’entropie, nous sommes en mesure de sélectionner
la “bonne” solution.

La première contribution de notre travail est de donner une définition au solution du
problème (1.67). Cette définition est obtenue à partir d’approximations du système : on peut
régulariser la particule comme décrit ci-dessus et on peut ajouter de la viscosité comme pour
les équations d’Euler (c.f. section précédente). Nous obtenons la définition suivante :

Définition 1.4.1. Soit u0 ∈ L∞(R) et v0 ∈ R. Un couple (u, ξ) ∈ L∞(R+ × R) × C1(R) est
solution de (1.67) si les deux conditions suivantes sont vérifiées.
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D1 Pour tout κ ∈ R et pour toute fonction positive ϕ ∈ C∞
c (R+ × R),

∫

R+

∫

R

|u− κ| ∂tϕ dx ds+

∫

R+

∫

R

(
sgn(u− κ)

u2 − κ2

2

)
∂xϕ dy ds

+m

∫

R+

|ξ′ − κ| ∂t(ϕ(ξ)) ds+

∫

R

|u0(x) − κ|ϕ(0, x)dx+m|ξ′(0) − κ| ϕ(0, ξ(0)) > 0.

(1.68)

D2 Les traces à droites et à gauches u(t, ξ(t)±) de u vérifient

u(t, ξ(t)+) ∈ U0(u(t, ξ(t)
−), λ, ξ′(t)). (1.69)

Dans la définition précédente, l’ensemble U0(Ū , λ, v) ⊂ R est défini par

U0(Ū , λ, v) =





{Ū − λ} si Ū < v,

[2v − Ū − λ, v] si v ≤ Ū ≤ v + λ,

{Ū − λ} ∪ [2v − Ū − λ, 2v − Ū + λ] si Ū > v + λ.

(1.70)

La seconde contribution est de considérer le cas d’une discontinuité initiale superposée à
la particule et d’obtenir dans ce cas l’existence globale de solution. Plus précisément, nous
démontrons le résultat suivant.

Théorème 1.4.2. Pour tout λ > 0 et pour tout (uL, uR, v0) ∈ R
3, si

u0(x) =

{
uL si x < 0,
uR si x > 0,

alors il existe une solution de (1.67).

De plus, il est possible de décrire entièrement les solutions dans ce cas là.
Comme nous l’avons mentionné ci-dessus, une des difficultés vient de la mesure de Dirac

dans le terme source (produit non conservatif). Ici cela correspond à champ linéairement
dégénéré et peut conduire à un phénomène de résonance (superposition d’ondes non linéaires
avec la particule). Isaacson et Temple ont étudié de tels problèmes dans [89]. Plus tard, Goatin
et LeFloch ont étendu leur analyse des systèmes dans [71]. Ils considèrent des systèmes non
conservatifs avec une résonance dégénérée c’est-à-dire que la matrice Jacobienne n’est plus
diagonalisable lorsque les valeurs propres coïncident. Dans notre cas, la structure de la matrice
Jacobienne est différente : lorsque les valeurs propres sont égales, les vecteurs propres sont aussi
égaux. Ce fait nous permet d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité globale dans le cas
où le mouvement de la particule est donné et constant.

La manière de définir le produit non conservatif est similaire à celle qui est utilisée dans
[33]. Cette approche est basée sur la régularisation de la mesure de Dirac et nous permet
de définir le produit non conservatifs indépendamment du choix de la régularisation. Il est
important de remarquer que le modèle complet n’admet pas de solutions auto-similaires. Par
conséquent le problème de Riemann devient beaucoup plus difficile à résoudre et en particulier,
les arguments classiques pour l’unicité ne peuvent pas être utilisés. En fait, nous n’obtenons
pas dans ce premier travail l’unicité, car démontrer l’unicité dans ce cas revient d’une certaine
manière à résoudre l’unicité dans le problème de Cauchy.
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L’existence pour le problème de Cauchy pourrait être obtenu à partir de ce travail en
considérant par exemple un schéma de Glimm. Cette direction de recherche permet aussi d’at-
taquer le problème intéressant de la discrétisation du système (1.67). Bien d’autres questions
peuvent être abordées sur ce système : comportement asymptotique lorsque t→ ∞ ou lorsque
λ → ∞ (nous obtenons quelques résultats dans le cas du problème de Riemann), cas de plu-
sieurs particules, autres modèles de fluide comme celui des équations d’Euler compressibles,
etc.

1.5 Solutions fortes pour un système poisson-fluide visqueux
incompressible ([T14])

Dans l’étude de l’interaction fluide-structure, sortir du cadre où la structure est un solide
rigide n’est pas évident. Les équations du mouvement dans le cas d’une structure déformable
ne sont plus des équations différentielles mais des équations aux dérivées partielles. De plus,
les équations d’une structure élastique sont écrites en coordonnées Lagrangiennes alors que
les équations du fluide sont écrites en coordonnées Eulériennes, ce qui complique encore le
problème : par exemple, la continuité des champs de vitesses s’écrit en utilisant un changement
de variables. Quelques auteurs abordent ce problème : [46], [22], [23], [41], [40], etc. mais soit
le modèle est simplifié (réduction du système d’EDP à un système de dimension finie, ajout
d’un terme de viscosité) soit les solutions sont très régulières (avec des conditions assez fortes
sur les conditions initiales). Dans chaque cas l’idée est de pouvoir avoir assez de régularité sur
le déplacement élastique sans quoi le domaine du fluide n’est même pas clairement défini.

En même temps, les structures déformables peuvent conduire à des applications très inté-
ressantes en fluide-structure : nage de poisson, vol d’insecte, etc. Dans cette section, nous nous
intéressons à la nage du poisson. Nous sommes conduits en vue des difficultés à étudier un
système fluide-solide élastique à considérer un modèle simplifié dans lequel la déformation du
poisson est donnée tandis que sa position reste inconnue. Nous faisons enuite l’étude théorique
de ce modèle. Dans la section 2.4, nous donnons quelques résultats de simulations numériques
obtenues avec ce modèle.

L’étude de la nage des poissons a un long passé scientifique, avec des travaux datant
même de l’Antiquité (d’Aristote), mais reste d’actualité comme le montrent la construction
de poissons robotiques un peu partout dans le monde. Entre 1932 et 1936, une étude détaillé
[74] du zoologiste James Gray a été réalisée sur ce problème. On retiendra en particulier le
paradoxe qui porte son nom et qui montre par des estimations que l’efficacité d’un dauphin est
plusieurs fois plus grande que celle d’un véhicule propulsé mécaniquement. Ce fait serait dû
à la déformation ondulatoire du mammifère marin. Cette étude reste controversée mais laisse
penser que les poissons et autres animaux aquatiques ont une manière de se déplacer très
efficace et que comprendre ce phénomène permettrait d’améliorer nos véhicules sous-marins.

D’autres études plus mathématiques ont été effectuées depuis 1950 : [127], [100], [32],
[134], [124], etc. De plus certains de ces travaux sont en relation avec la construction de
véhicules sous-marins se déplaçant par changement de forme et non plus par une propulsion
directe. Cette direction de recherche a été initiée par [130] et développée dans plusieurs papiers
théoriques, numériques ou en relation avec des expériences : [97], [93], etc.

Notons par S0 le domaine occupé par le poisson dans une configuration de référence. Ce
domaine est supposé ouvert, connexe et régulier. Le domaine du poisson change avec le temps
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et nous notons par X une application régulière

X : [0,∞) × S0 → R
2

telle que le domaine du poisson à l’instant t s’écrive

S(t) = X(t,S0).

Nous supposons que le mouvement du poisson se décompose en une partie rigide et une partie
de déformation, c’est-à-dire que

X(t, y) = XR(t,X∗(t, y)) ∀y ∈ S0, ∀t > 0,

où XR correspond au déplacement rigide et X∗ représente la déformation ondulatoire du
poisson. Dans notre modèle nous supposons que X∗ est donné. Cette déformation doit vérifier
plusieurs hypothèses :

(H1) Pour tout t, l’application y 7→ X∗(t, y) est un C∞ difféomorphisme de S0 sur S∗(t),
où S∗(t) = X∗(t,S0). De plus, X∗ est de classe C∞.

(H2) Le volume du poisson reste constant, i.e.

∫

S∗(t)
dx∗ =

∫

S0

dy (t > 0).

Pour tout t > 0, on note par Y ∗ l’inverse de X∗ i.e. le difféomorphisme vérifiant

X∗(t, Y ∗(t, x∗)) = x∗, Y ∗(t,X∗(t, y)) = y (t > 0, x∗ ∈ S∗(t), y ∈ S0).

On définit aussi la vitesse ondulatoire w∗ du poisson

w∗(t, x∗) =
∂X∗

∂t
(t, Y ∗(t, x∗)) t > 0, x∗ ∈ S∗(t).

On note ρ0 la densité du poisson dans la configuration de référence S0 et ρ∗ la densité du
poisson dans S∗(t). Pour vérifier la conservation de la masse, cette densité ρ∗ est donnée par

ρ∗(t, x∗) =
ρ0(Y

∗(t, x∗))

det [(∇X∗) (Y ∗(t, x∗))]
(t > 0, x∗ ∈ S∗(t)).

Comme notre but est d’étudier des mouvements auto-propulsés, il est naturel de supposer que
le mouvement ondulatoire que nous imposons ne modifie pas la quantité de mouvement ou le
moment cinétique du poisson. En supposant que l’origine du système de coordonnées coïncide
avec le centre de masse de S0, ces hypothèses s’écrivent sous la forme suivante :

(H3)

∫

S∗(t)
ρ∗(t, x∗)w∗(t, x∗) dx∗ = 0 pour tout t > 0,

(H4)

∫

S∗(t)
ρ∗(t, x∗)(x∗)⊥ · w∗(t, x∗) dx∗ = 0 pour tout t > 0.

En ce qui concerne le mouvement rigide, nous gardons les notations que nous avons prises
dans les sections précédentes :

XR(t, x∗) = Rθ(t)x
∗ + ξ(t).
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Nous notons désormais S(t) par S(ξ(t), θ(t), t). La vitesse de déformation du poisson en coor-
données Eulériennes est donnée par

w(t, x) = Rθ(t)w
∗(t, R−θ(t)(x− ξ(t))) t > 0, (x ∈ S(ξ(t), θ(t), t)).

De même, la densité du poisson en coordonnées Eulériennes est défini par

ρ(t, x) = ρ∗(t, R−θ(t)(x− ξ(t))), (x ∈ S(ξ(t), θ(t), t)).

La masse et le moment d’inertie du poisson sont donnés par

m =

∫

S(ξ(t),θ(t),t)
ρ(t, x) dx

et

I(t) =

∫

S(ξ(t),θ(t),t)
ρ(t, x)|x− ξ(t)| dx.

Il n’est pas difficile de voir la masse m est constante. Le système complet décrivant le mouve-
ment du poisson et du fluide s’écrit sous la forme suivant :

∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+ ∇p = f dans F(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.71)

div u = 0 dans F(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.72)

u = 0 sur ∂Ω, t ∈ (0, T ), (1.73)

u = ξ′ + θ′ (x− ξ)⊥ + w sur ∂S(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (1.74)

mξ′′ = −

∫

∂S(ξ,θ)
σ(u, p)n dΓ +

∫

S(ξ,θ)
ρSf dx dans (0, T ), (1.75)

(Iθ′)′ = −

∫

∂S(ξ,θ)
(x− ξ)⊥ · σ(u, p)n dΓ +

∫

S(ξ,θ)
ρS(x− ξ)⊥ · f dx dans (0, T ). (1.76)

En utilisant une méthode similaire à celle utilisée pour le cas d’un solide rigide dans un
fluide visqueux incompressible, on obtient l’existence et l’unicité de solution forte globale :

Théorème 1.5.1. Soit u0 ∈ H1(F) tel que





div u0 = 0 dans F ,
u0 = 0 sur ∂Ω,
u0 = ξ1 + ω0x⊥ + w∗(0, x) sur ∂S,
dist(S, ∂Ω) > 0.

Alors il existe T > 0 tel que le système (1.71)-(1.76) admette une unique solution forte sur
[0, T ] :

u ∈ L2(0, T ;H2(F(t))) ∩H1(0, T ;L2(F(t))) ∩ C([0, T ];H1(F(t))),

p ∈ L2(0, T ;H1(F(t))),

ξ ∈ H2(0, T ), θ ∈ H2(0, T ).

Cette solution peut être prolongée tant que la distance entre S(t) et ∂Ω reste strictement
positive.
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On donne maintenant un exemple de déformation vérifiant les hypothèses (H1)-(H4). Nous
prenons un domaine de référence S0 symétrique par rapport à l’axe des abscisses

S0 = {(y1, y2) ∈ (0, l) × R, y2 ∈ (−γ(y1), γ(y1))}

avec γ ∈ C∞(0, l) ∩ C([0, l]) une fonction strictement positive sur (0, l) et telle que

γ(0) = γ(l) = 0, γ′(0) = −∞, γ′(l) = +∞.

La déformation que l’on impose pour modéliser le mouvement du poisson dépend bien sûr
du poisson que l’on cherche à imiter ([30], [102]). Dans l’exemple que nous décrivons, nous
prenons une déformation inspirée de Leroyer et Visonneau [99] qui modélise le mouvement d’un
anguille. Dans cette déformation, les sections transverses à l’axe principal restent orthogonales
(voir la figure 1.2). Afin de définir X∗, on considère, pour tout t > 0, une application

B(.,t)

0

2 y
y

z
y

1

n

Fig. 1.2 – Le modèle de poutre pour la déformation

B(t, ·) : S0 → R
2

y = (y1, y2) 7→ B(t, y) = f(t, y1) + y2 n(t, y1).

Dans la définition ci-dessus, f(t, ·) =

(
f1(t, ·)
f2(t, ·)

)
∈ C∞([0, l],R2) est une paramétrisation de

l’axe principal par sa coordonnée curviligne y1 (i.e. avec |∂f/∂y1| ≡ 1) à chaque instant t et n
est un vecteur normal unitaire. Il n’est pas difficile de voir que B vérifie les hypothèses (H1)-
(H2). Pour les deux dernières hypothèses, il suffit de tourner et de translater B pour obtenir
une application X∗ vérifiant les quatre hypothèses (H1)-(H4). Un exemple d’application f
que l’on peut utiliser est donnée via la variation de la courbure de l’axe principal :

κ(t, y1) =
(
a2y

2
1 + a1y1 + a0

)
sin

(
2π

(
y1

λ
−
t

T

))
(y1 ∈ (0, l)).

où a1, a2, a3, λ et T sont des paramètres à préciser. Dans la section 2.4, nous modifions ces
paramètres pour obtenir différents mouvements du poisson.

Dans cette section, nous avons obtenu un premier modèle de la nage du poisson. Il reste
beaucoup à faire dans cette direction : on peut soit chercher à affiner le modèle pour le rendre
plus physique, soit au contraire le simplifier pour espérer obtenir des résultats plus intéressant
sur la nage du poisson. Pour enrichir le modèle, on peut chercher à revenir au modèle fluide-
élastique et chercher les forces que l’on doit appliquer pour que la structure se déforme comme
le poisson. On peut aussi tenir compte des nageoires et essayer de comprendre leur participation
au mécanisme de nage. Finalement, il faudrait reprendre le modèle en dimension 3 en espace
qui est le bon cadre pour étudier la nage de poissons. Les problèmes intéressants à étudier
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sont par exemple le problème de contrôle : comment déformer le poisson pour aller d’un point
à un autre de Ω (en d’autre terme peut-on contrôler ξ et ω en utilisant X∗ ?) ? On peut aussi
regarder ce que donne le paradoxe de Gray avec notre modèle, ou étudier certains phénomènes
comme la création et l’utilisation des tourbillons pour la nage.



Chapitre 2

Analyse numérique de système d’EDP

dans des domaines non cylindriques

2.1 Introduction

Lorsque l’on cherche à simuler le mouvement d’un système fluide-structure, on tombe tout
de suite sur le problème suivant : comment discrétiser un système d’EDP écrit sur un domaine
variable en temps ? Il existe au moins deux grandes familles de solutions à ce problème.
Une première manière de traiter de le problème est de mailler uniquement le domaine du
fluide à l’instant initial puis de déformer le maillage pour pouvoir suivre, lors des pas de
temps suivants, la déformation de la structure. Parmi ce type de méthodes, la méthode A.L.E.
(Arbitrary Lagrangian Eulerian) est relativement classique et consiste à étendre la vitesse de
déformation de la structure dans le fluide de manière à déplacer chaque point du maillage. Ces
méthodes sont très naturelles et peuvent être précises près de l’interface fluide-structure. Leur
inconvénient vient du fait que l’on ne peut pas suivre de grandes déformations ce qui oblige
à remailler assez souvent. Cette étape de remaillage est chère en temps de calcul et peut faire
perdre de la précision lors de l’interpolation sur le nouveau maillage. L’autre grande famille
de méthodes consiste au contraire à se ramener à un maillage global sur tout le domaine
fluide-structure. Il existe plusieurs méthodes importantes dans cette direction : “Immersed
boundary method” de Peskin [112], méthode de domaine fictif utilisé dans [69, 70, 68], “Fat
Boundary Method” de Maury et Ismail [107, 90, 16]. Les avantages de ces méthodes globales
sont d’utiliser un maillage fixe et que l’on peut parfois prendre plus simple puisque le domaine
global est souvent plus simple. Les désavantages de ces méthodes sont que la résolution de
problème global impose un artifice supplémentaire qui fait perdre en précision : multiplicateur
de Lagrange pour la méthode du domaine fictif, point fixe pour la “Fat Boundary Method”.
De plus, ces méthodes sont souvent moins précises près des structures.

Dans le cas où la structure est composée de solides rigides, nous parvenons à introduire un
schéma numérique dans lequel, la résolution du problème global est la résolution du problème
fluide-solides rigides complet (sans besoin de résoudre un autre système ou de faire un point
fixe). La condition de rigidité est prise en compte exactement dans le schéma numérique. Nous
analysons le schéma obtenu. Dans une seconde partie, nous nous intéressons à l’autre type de
méthode et nous analysons la méthode A.L.E.

23
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2.2 Méthode globale pour la discrétisation fluide-solide rigide
([T13])

Dans le cas du mouvement de solides rigides dans un fluide visqueux incompressible, nous
introduisons un schéma numérique simple permettant de discrétiser les équations. Ce schéma
numérique est basé sur une formulation variationnelle globale. Pour simplifier considérons
simplement le cas d’un seul solide rigide. Nous nous plaçons dans le cas bidimensionnel en
espace. Les espaces dans lesquels nous travaillons sont

K(ξ, θ) =
{
u ∈ H1

0 (Ω) ; D(u) = 0 dans S(ξ, θ)
}

(2.1)

et
Kσ(ξ, θ) = {u ∈ K(ξ, θ) ; div(u) = 0 dans Ω} (2.2)

Ce sont les espaces naturels pour le champ de vitesses globales (vitesse du fluide dans le
domaine du fluide, vitesse du solide dans le domaine du solide). Une des difficultés dans l’ap-
proximation des équations de Navier-Stokes est que nous ne pouvons pas travailler facilement
dans le second espace : dans le schéma numérique, les fonctions ne vérifient plus la condition
div u = 0 exactement mais seulement dans un sens approché (formulation mixte). On pourrait
penser qu’il en est de même pour le contrainte de rigidité D(u) = 0. En fait, il est possible
de combiner les éléments finis pour garder cette condition vérifiée de manière exacte par la
solution approchée.

Pour la pression, nous l’étendons, de manière arbitraire par 0 dans le solide rigide. En
d’autres termes, nous considérons l’espace

M(ξ, θ) =
{
p ∈ L2

0(Ω) ; p = 0 dans S(ξ, θ)
}

(2.3)

On introduit aussi la caractéristique associée à u :




d

dt
ψ(t; s, x) = u(t, ψ(t; s, x)),

ψ(s; s, x) = x.

(2.4)

On montre alors que si (u, p, ξ, θ) a la régularité d’une solution forte, ce quadruplet vérifie
(1.15)-(1.20) si et seulement si pour tout t, u(t) ∈ K(ξ(t), θ(t)) et

(
d

dt
[u ◦ ψ] (t), ϕ

)

ξ(t),θ(t)

+ 2ν (D(u(t)), D(ϕ))ξ(t),θ(t) − (divϕ, p)ξ(t),θ(t)

= (f, ϕ)ξ(t),θ(t) ∀ϕ ∈ K(ξ(t), θ(t)), (2.5)

(div u, q)ξ(t),θ(t) = 0 ∀q ∈M(ξ(t), θ(t)), (2.6)

où

(f, g)ξ,θ =

∫

F(ξ,θ)
fg dx+ ρS

∫

S(ξ,θ)
fg dx. (2.7)

Pour simplifier, et comme notre résultat théorique ne porte que sur ce cas, nous pouvons
considérer que

ρS = 1
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et que
S(ξ, θ) =

{
x ∈ R

2 ; |x− ξ| 6 1
}
.

Comme la densité du fluide est choisie égale à 1, la première condition s’écrit en fait

ρS = ρF .

Par abus de notation, nous noterons par S(ξ) le domaine S(ξ, θ) qui ne dépend pas de θ.
D’autre part dans (2.7), nous pouvons abandonner les indices et considérer le produit scalaire
usuel de L2(Ω).

En se basant sur la formulation variationnelle (2.5)-(2.6), nous pouvons construire notre
schéma. Prenons deux espaces d’éléments finis classiques pour approcher les solutions des
équations de Navier-Stokes : Wh l’espace des fonctions P1-bulles et Eh l’espace des fonctions
P1. Alors les espaces dans lesquels nous allons chercher les vitesses et pressions approchées
sont

Kh(ξ) = Wh ∩ K(ξ), Mh(ξ) = Eh ∩M(ξ).

En d’autres termes, les fonctions de Kh(ξ) sont rigides dans S(ξ). L’espace Kh(ξ) n’est pas
trivial car les fonctions rigides sont des fonctions P1. En fait avec ce choix, les éléments de
Kh(ξ) sont rigides sur un domaine plus grand que S(ξ) (c.f. figure 2.1).

T2

T1

T3

Fig. 2.1 – Maillage et solide rigide

Nous avons aussi besoin de l’espace d’éléments finis (voir [113])

Rh = {rotϕh ; ϕh ∈ Eh, ϕh = 0 sur ∂Ω} .

Nous notons par Ph la projection orthogonale de L2(Ω) sur Rh. Nous prenons ensuite une
subdivision régulière (tk) de [0, T ] de pas δt, avecNδt = T . Le passage des solutions approchées
à l’étape k aux solutions approchées à l’étape k + 1 se fait via l’algorithme suivant :

ξk+1
h = ξkh + ukh(ξ

k
h)δt,
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



d

dt
ψkh(t; t

k+1, x) = Phu
k
h(t, ψ

k
h(t; t

k+1, x)),

ψkh(t
k+1; tk+1, x) = x.

On pose
Xk
h(x) = ψkh(t

k; tk+1, x) ∀x ∈ Ω.

On calcule les vitesses via la formulation mixte suivante

(
uk+1
h − ukh ◦X

k
h

δt
, ϕk+1

h

)
+ 2ν

(
D(uk+1

h ), D(ϕk+1
h )

)
−
(
divϕk+1

h , pk+1
h

)

=
(
fk+1
h , ϕk+1

h

)
∀ϕk+1

h ∈ Kh(ξ
k+1
h ),

(
div uk+1

h , qk+1
h

)
= 0 ∀qk+1

h ∈Mh(ξ
k+1
h ),

où fk+1
h est la projection de f sur l’espace des éléments finis (Eh)

2.
Supposons la solution (u, p, ξ, θ) du problème continu très régulière, et que le solide rigide

ne touche pas le bord de ∂Ω. Supposons aussi que Ω est un polygone convexe. Alors nous
obtenons le résultat suivant

Théorème 2.2.1. Il existe des constantes C0, C et τ∗ ne dépendant pas de h et δt telle que
si 0 < δt 6 τ∗ et si h 6 C0(δt)

2 on a

sup
16k6N

(
|ξkh − ξ(tk)| + ‖ukh − u(tk)‖L2(Ω)

)
6 Cδt.

Ce résultat est intéressant car il donne un estimation d’erreur a priori pour un problème
fluide-structure. Cependant de nombreuses restrictions sont imposées pour obtenir le résultat
et certaines d’entre elles semblent difficiles à supprimer. La restriction la plus facile à supprimer
est la condition sur la forme du solide rigide. Prendre un solide de forme quelconque au lieu
d’une boule implique que l’on doit considérer l’approximation de l’angle (du même type que
pour la position du centre de masse). De plus le changement de variables utilisé dans la
démonstration de la convergence est différent, mais l’analyse finale de cette généralisation est
très proche de l’analyse faite dans le cas de la boule. Une extension moins évidente mais qui
semble possible consiste à ne plus projeter la vitesse approchée sur un espace à divergence nulle.
On peut procéder comme dans [126] ou comme dans [1] afin d’analyser l’erreur supplémentaire
faite dans ce cas là. Finalement la condition la plus restrictive vient de la condition sur les
densités. Cette condition provient du fait que nous ne savons pas comment est transformé
le solide rigide par la caractéristique approché. La caractéristique exacte transforme le solide
rigide en un solide rigide de même forme mais il semble que ce ne soit pas le cas de la
caractéristique approché et nous devons donc estimer l’erreur qui en découle.

Nous avons utilisé le même schéma pour simuler des mouvements de poissons (voir le
chapitre 1), mais nous n’avons pas analysé la convergence du schéma numérique dans ce cas-
là ; nous devrions obtenir un résultat similaire avec une démonstration du même type. On
remarque cependant que dans le cas de la simulation d’un poisson, la discrétisation de ce
qui se passe près de l’interface fluide-structure devient primordial : peut-on améliorer notre
schéma pour être plus précis au niveau de l’interface ?
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2.3 Résultats de convergence pour la méthode A.L.E. ([T6],
[T21])

Bien que les méthodes basées sur des formulations de type A.L.E. soient assez classiques
et soient utilisées par des mathématiciens mais aussi des ingénieurs, des mécaniciens, etc., ces
méthodes ne sont que peu analysées ([47], [75], [51]) et les premières estimations d’erreurs ont
été obtenues ces dix dernières années ([55], [111], [64]). Cependant ces estimations d’erreurs ne
sont faites que dans le cas de l’équation d’advection-diffusion sur un domaine non cylindrique
mais connu a priori. Nous généralisons ces résultats tout d’abord en considérant le système
de Stokes sur un domaine non cylindrique, connu a priori, puis en considérant le problème
fluide-solide rigide (1.15)-(1.20).

Dans le premier problème on considère donc le système




∂u

∂t
− ν∆u+ ∇p = f dans QT ,

div u = 0 dans QT ,

u = 0 sur ∂Ωt, t ∈ I,

u(0) = u0 dans Ω0,

(2.8)

où I = (0, T ) et où
QT =

{
(t, x) ∈ R

3 ; t ∈ I, x ∈ Ωt

}

est le domaine non cylindrique sur lequel on travaille. Nous supposerons que pour tout t,
Ωt est domaine polygonal. Il s’agit d’une hypothèse importante qui n’est pas faite dans [64].
Cependant dans ce papier, il semble que certains arguments ne soient pas corrects et en
particulier l’erreur de convergence obtenu semble meilleur que celui que l’on aurait avec un
problème écrit en domaine cylindrique mais où le domaine de l’EDP n’est pas polygonal
convexe.

Soit Th,0 une triangulation quasi-uniforme de Ω0 ([27, p.106]). Nous supposons aussi qu’il
n’y a pas de triangles avec deux côtés sur ∂Ω0. L’outil important dans la méthode A.L.E. est
la transformation A.L.E. : dans le cas continu, nous supposons l’existence d’une application
X ∈ H1(0, T ;W 2,∞(Ω0)) telle que

Xt = X(t, ·) : Ω0 → Ωt

est inversible et X−1
t ∈W 1,∞(Ωt). La vitesse de déformation du domaine définie par

w : QT → R
2, w(t, x) =

∂X

∂t
(t,X−1

t (x)).

joue aussi un rôle important. Il existe alors plusieurs manières d’obtenir une transformation
A.L.E. discrète Xh et sa vitesse associée wh ([64]), par exemple en résolvant un problème
d’élasticité linéaire sur Ω0. Lorsque l’on discrétise en temps, on obtient une vitesse de défor-
mation du domaine constante par morceaux donnée par

w∗
h,n,n+1 =

x−Xh,tn

(
X−1
h,tn+1(x)

)

δt
∀x ∈ Ωtn+1 .

Nous considérons des espaces classiques d’éléments finis Wh,0 et Mh,0 pour approcher les
solutions des équations de Stokes (par exemple des espaces “P2-P1”). Les espaces Wh,t et
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Mh,t sont obtenus à partir des espaces initiaux Wh,0 et Mh,0 en utilisant l’application A.L.E.
discrète :

Wh,t =
{
vh ◦X

−1
h,t ; vh ∈Wh,0

}
, Mh,t =

{
qh ◦X

−1
h,t ; qh ∈Mh,0

}
,

et on considère de plus l’espace M0
h,t = Mh,t ∩ L

2
0(Ωt). Le schéma considéré pour résoudre le

système (2.8) est donné par la résolution du problème suivant : trouver (unh) et (pnh) tels que
pour tout n, un+1

h ∈Wh,tn+1 et pn+1
h ∈M0

h,tn+1

∫

Ωtn+1

un+1
h ·

(
vh ◦X

−1
h,tn+1

)
dx−

∫

Ωtn

unh ·
(
vh ◦X

−1
h,tn

)
dx

+ ν(δt)

∫

Ωtn+1

∇un+1
h : ∇

(
vh ◦X

−1
h,tn+1

)
dx− δt

∫

Ωtn+1

pn+1
h div

(
vh ◦X

−1
h,tn+1

)
dx

− δt

∫

Ωtn+1

div(w∗
h,n,n+1 ⊗ un+1

h ) ·
(
vh ◦X

−1
h,tn+1

)
dx

= δtĨh,tn+1

(
f(tn+1) ·

(
vh ◦X

−1
h,tn+1

))
∀vh ∈Wh,0, (2.9)

∫

Ωtn+1

div(un+1
h )

(
qh ◦X

−1
h,tn+1

)
dx = 0 ∀qh ∈Mh,0. (2.10)

Dans le système ci-dessus, Ĩh,t(F ) est une formule de quadrature pour l’intégrale
∫

Ωt

F (x) dx.

Notre résultat dans ce cas est le théorème suivant.

Théorème 2.3.1. Il existe une constante C > 0 indépendante de h et δt telle que pour tout
h et δt assez petits,

‖u(tn) − unh‖
2
L2(Ωh,tn) + ν(δt)

n∑

i=1

∥∥∇
(
u(ti) − uih

)∥∥2

L2

(
Ωh,ti

)

6 ‖u0 − u0
h‖

2
L2(Ωh,0)

+ C

(
h4

(δt)2
+ (δt)2

)
.

En particulier si h 6 C0δt et si l’erreur sur la vitesse initiale est en h2, nous obtenons
une erreur en (δt)2. Avec ce premier résultat, il est naturel de chercher à obtenir des résul-
tats du même type pour d’autres problèmes, comme par exemple les problèmes d’interaction
fluide-structure. Dans un premier temps, nous considérons le cas d’un système fluide visqueux
incompressible-solide rigide. Le déplacement du solide rigide n’est pas une déformation très
facile à simuler via la méthode A.L.E. mais il s’agit là d’un premier pas vers d’autres défor-
mations comme une déformation élastique.

Nous utilisons en combinaison avec la méthode A.L.E. la méthode des caractéristiques pour
traiter le terme non linéaires ; il est donc important de préciser dès maintenant les notations
pour les trois applications importantes dans ce cadre. Premièrement, nous notons à partir de
maintenant par A l’application A.L.E. : elle est construite à partir de la déformation associée
au déplacement rigide. On note toujours par w la vitesse de déformation du domaine. Nous
noterons aussi par C la caractéristique associée au champs de vitesse du fluide u. Enfin, nous
noterons par B la caractéristique écrite sur un domaine fixe vérifiant

C(t; s, x) = A(t; s,B(t; s, x)), ∀x ∈ F(ξ(s), θ(s)).
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La caractéristique B vérifie une équation similaire à C mais avec un champ de vitesse u − w
(transformée de u− w par A). Les espaces fonctionnels utilisés sont

V(ξ, θ) =
{

(v, ℓv, ωv) ∈ H1(F(ξ, θ)) × R
3 ; v = 0 sur ∂Ω et v = ℓv + ωv(x− ξ)⊥ sur ∂S(ξ, θ)

}

Q(ξ, θ) = L2
0(F(ξ, θ)).

On discrétise ces espaces en utilisant les espaces éléments finis P1 bulles-P1, comme dans la
méthode globale. D’autre part, pour éviter de nombreux problèmes techniques, nous supposons
que le domaine du fluide approché à l’instant initial est inclus dans le domaine du fluide exact
à l’instant initial : F0

h ⊂ F0. Cette hypothèse n’est pas naturel dans les applications car elle
signifie que pour discrétiser notre solide rigide, nous ne prenons pas un polygone dont les
sommets sont des points du solide. Néanmoins cette hypothèse nous permet de garder une
approximation conforme vis-à-vis de la condition de rigidité.

Dans ce cas, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 2.3.2. Supposons que la solution de (1.15)-(1.20) est régulière. Supposons de plus
que

csh 6 δt 6 Csh
1/2.

Supposons que |ξ(t) − ξ(0)| et |θ(t) − θ(0)| restent assez petits. Alors pour h et δt assez petits,

|ξ(tk) − ξkh| + |θ(tk) − θkh| 6 C(δt+ h1/2),

‖u(tk,A(tk; 0, ·)) − ukh ◦ A
k
h‖L2(F) + |ℓ(tk) − ℓkh| + |ω(tk) − ωkh| 6 C(δt+ h1/2).

Dans le théorème ci-dessus, remarquons que par rapport à la méthode globale nous ne
faisons plus de conditions sur la forme du solide ou sur la densité du solide. Par contre, le
désavantage de la méthode A.L.E. apparaît via la condition de petitesse du déplacement rigide.
Enfin, il faut aussi noter que nous perdons de la précision en espace (h1/2) probablement à
cause de notre choix de discrétisation des domaines solide et fluide. Une discrétisation plus
naturel nous permettrais certainement de retrouver une erreur en h. Cependant l’étude serait
beaucoup plus technique car nous ne serions plus dans le cadre d’une approximation conforme.
Même dans le cas où l’on travaille avec un domaine fixe, le fait d’avoir un domaine approché
et un domaine exact différent sans inclusion du domaine approché dans le domaine exacte
rend le problème très difficile à traiter comme le montre le peu de références à ce sujet. Une
autre direction de recherche tout à fait naturelle consiste en l’étude de la méthode A.L.E.
sur un problème fluide-élastique. Cependant comme nous l’avons expliqué dans la partie sur
l’analyse des interactions fluide-structure, ce problème n’est toujours pas bien compris dans
le cas continu et ne facilite donc pas l’étude dans le cas discret. On peut cependant citer le
papier [72] faisant cette étude dans le cas 1D avec succès.

2.4 Quelques tests numériques ([T13], [T14])

En utilisant le schéma numérique décrit dans la section 2.2, nous pouvons simuler le mou-
vement de solides rigides dans un fluide visqueux. Dans ce qui suit nous donnons deux tests
dans lesquels des boules sont immergées dans un fluide visqueux incompressible. Tout le sys-
tème est soumis à un champ de gravité. La densité du fluide est égale à 1 et les solides ont
une densité plus élevée. Dans le premier test, trois boules sont incluses dans un carré de côté
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2. L’une des boules a un rayon R = 0, 25 et un densité ρ = 1, 2. Au dessus d’elle, on place
deux boules plus petites de rayons R = 0, 125 et de densité ρ = 1.5. On laisse le tout évoluer
et on remarque que les deux petites boules ne tombent sur la grande mais s’écartent de la
trajectoire verticale. Pour la simulation nous avons utilisé des éléments finis P2-P1 (environ
30000 triangles P2) et un pas de temps de l’ordre de 0, 1. Le test est décrit dans la figure 2.2.

Dans le second test, on tente de simuler un phénomène de “Kiss and tumbling” que l’on
peut observer dans des expériences physiques. Les deux boules sont identiques et plongées
dans un fluide visqueux incompressible, l’une au-dessus de l’autre. Leur rayon est égal à 0, 1,
leur densité est égale à 1, 5, le domaine total est un rectangle de longueur 4 et de largeur 1, 5.
On observe que la boule du dessus rejoint la première boule et la dépasse avant de se refaire
dépasser. On utilise toujours les éléments finis P2-P1 (avec environ 26000 triangles P2) et un
pas de temps de l’ordre de 0, 1. Le test est décrit dans la figure 2.3.

Le schéma numérique que nous utilisons pour simuler le mouvement de corps rigides dans
un fluide visqueux peut être adapté au cas de mouvement de poissons dans un fluide visqueux
(c.f. section 1.5). Nous présentons ici trois simulations. À chaque fois, nous utilisons une
déformation du poisson du même type que celle que l’on décrit dans la section 1.5. Plus
précisément, la courbure de l’axe principal est donnée par une formule type

κ(t, y1) =
(
a3y

3
1 + a2y

2
1 + a1y1 + a0

)
sin

(
2π

(
y1

λ
−
t

T

))
+ a4 (y1 ∈ (0, l)).

Dans le premier test, on met un seul poisson et on prend dans ce cas a4 = a3 = 0, a2 = 2,
a1 = 0, 5 et a0 = 1 : le poisson avance en ligne droite. On utilise toujours les éléments finis
P2-P1 avec environ 18000 triangles P2. Le pas de temps est de l’ordre de 0, 0125. Le nombre
de Reynolds dans ce cas est de l’ordre de 3900. Le test est décrit dans la figure 2.4.

Dans le second test, on met un seul poisson mais on prend a4 = −3, a3 = 0, 1, a2 = 3,
a1 = 0, 5 et a0 = 0. On utilise toujours les éléments finis P2-P1 avec environ 4400 triangles P2.
Le pas de temps est de l’ordre de 0, 0125. Le nombre de Reynolds dans ce cas est de l’ordre
de 2342. Le test est décrit dans la figure 2.5.

Dans le dernier test, on fait avancer deux poissons dans le sens opposé afin qu’ils se
“rencontrent”. On prend a4 = a3 = 0, a2 = 2, a1 = 0, 5 et a0 = 1. On utilise toujours
les éléments finis P2-P1 avec environ 31000 triangles P2. Le pas de temps est de l’ordre de
0, 0125. Le nombre de Reynolds est, dans ce cas, de l’ordre de 2100. Le test est décrit dans la
figure 2.6.

Un problème très intéressant dans la simulation de structures se déplaçant dans un fluide
est la gestion des contacts entre les structures. Une conjecture, en vue des travaux [80, 81]
est que les solides rigides ne se touchent jamais dans un fluide visqueux incompressibles. Cela
provient de la force de lubrification qui joue un rôle important lorsque les solides sont proches.
La plupart des schémas numériques ne parvient pas à reproduire correctement cette force
(et du coup les solides se touchent dans les simulations numériques). Plusieurs “trucs” sont
utilisés : on peut, par exemple, ajouter une force électrostatique pour repousser les solides
rigides. Un autre solution récemment utilisée par Maury consiste à calculer et à rajouter la
force de lubrification. Dans ce cas le schéma numérique ne doit pas être très précis vis-à-vis
de cette force sans quoi on la prend deux fois en compte dans le calcul.

Tout ceci montre que, malgré le grand nombre de schémas numériques existant pour simuler
des interactions fluide-structure, il reste encore des progrès à accomplir dans ce domaine.
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Fig. 2.2 – Test 1
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Fig. 2.3 – Test 2
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Fig. 2.4 – Un seul poisson, ligne droite
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Fig. 2.5 – Un seul poisson, virage à gauche



35

Fig. 2.6 – Deux poissons avec rencontre



Chapitre 3

Contrôle de systèmes d’interaction

fluide-structure

3.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons deux problèmes de contrôle sur un système fluide-
structure. Dans le premier problème, nous contrôlons sur une partie du domaine du fluide et
nous cherchons à contrôler la vitesse du fluide, la vitesse du solide rigide et la position du solide
rigide. Pour le second problème, on voit la nage d’organisme aquatique comme un problème
de contrôle. Ici le contrôle correspond au déplacement de cils vibratoires à la frontière du
micro-organisme. Dans le second problème, le système étudié est un modèle simplifié obtenu
en utilisant les échelles mises en jeu.

3.2 Contrôlabilité d’un système solide rigide-fluide visqueux in-
compressible ([T4])

Le premier problème de contrôle considéré est le contrôlabilité du système composé par un
solide rigide à l’intérieur d’un fluide visqueux. Les équations du mouvement s’écrivent sous la
forme suivante.

∂v

∂t
− ν∆v + (v · ∇)v + ∇p+ 1Ou = 0 dans F(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (3.1)

div v = 0 dans F(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (3.2)

v = 0 sur ∂Ω, t ∈ (0, T ), (3.3)

v = ξ′ + θ′ (x− ξ)⊥ sur ∂S(ξ, θ), t ∈ (0, T ), (3.4)

mξ′′ = −

∫

∂S(ξ,θ)
σ(v, p)n dΓ, dans (0, T ), (3.5)

Iθ′′ = −

∫

∂S(ξ,θ)
(x− ξ)⊥ · σ(v, p)n dΓ. dans (0, T ). (3.6)

On utilise un contrôle interne u ∈ L2(0, T ;L2(O)) à support dans un domaine non vide O ⊂ Ω.
L’étude est faite dans le cas bidimensionnel et dans le cas où le solide rigide est une boule de
rayon 1. Dans ce cas le résultat obtenu est la contrôlabilité locale à zéro pour la vitesse et la
contrôlabilité locale pour la position. Plus précisément, on a le résultat suivant :

36
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Théorème 3.2.1. Soit T > 0 et supposons que S(0) ⊂ Ω \ O. Soit v0 ∈ H1
0 (Ω) et soit

(ξ0, ξ1, θ0, θT , θ
1) ∈ R

9

tels que 



div v0 = 0 dans Ω,
v0 = ξ1 + θ1(x− ξ0)⊥ sur ∂S(0),
v0 = 0 sur ∂Ω.

Il existe ε > 0 tel que si (ξT , θT ) ∈ R
3 satisfait

‖v0‖H1(F(ξ0,θ0)) + |ξ1| + |θ1| + |ξ0 − ξT | + |θ0 − θT | < ε,

alors il existe u ∈ L2(0, T ;L2(O)) tel que la solution de (3.1)-(3.6) vérifie

v(T ) = 0, ξ′(T ) = 0, θ′(T ) = 0,

et
ξ(T ) = ξT , θ(T ) = θT .

Dans [24], ce résultat est démontré dans le cas d’un solide de forme plus générale mais
avec la contrainte ∫

∂S(0)
(y − ξ(0)) dΓ = 0.

Le théorème 3.2.1 est un résultat local en vitesse et en position. Néanmoins, par un argument
de compacité, on peut montrer que toute position admissible de la boule est atteignable en
temps fini. La démonstration du théorème 3.2.1 repose principalement sur une inégalité de
Carleman sur le problème linéaire associé déjà considéré dans le chapitre 1. Plus précisément,
on commence par utiliser un changement de variables pour se ramener sur un domaine fixe
comme dans le chapitre 1. On obtient alors un système écrit en domaine fixe (le domaine final et
non le domaine initial comme pour l’existence de solutions fortes). L’idée est d’utiliser un point
fixe comme pour démontrer l’existence de solutions fortes. On doit étudier la contrôlabilité à
zéro du système linéaire suivant :

∂V

∂t
− ν∆V + ∇P + 1Ou = F dans F , t ∈ (0, T ), (3.7)

div V = 0 dans F , t ∈ (0, T ), (3.8)

v = 0 sur ∂Ω, t ∈ (0, T ), (3.9)

V = ξ′ + θ′y⊥ sur ∂S, t ∈ (0, T ), (3.10)

mℓ′ = −

∫

∂S
σ(V, P )n dΓ, dans (0, T ), (3.11)

Iω′ = −

∫

∂S
y⊥ · σ(V, P )n dΓ. dans (0, T ). (3.12)

ξ′ = ℓ, θ′ = ω. (3.13)

Ce système peut s’écrire d’un manière abstraite sous la forme




ż = Az(t) +Bu(t) + f(t),
ȧ(t) = Cz(t),
z(0) = z0 ∈ H,
a(0) = a0 ∈ X,
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où H est un espace de Hilbert et X un espace de dimension finie. Pour obtenir un résultat de
contrôlabilité pour ce système, on doit démontrer un résultat d’observabilité sur le système
adjoint

∂w̃

∂t
− ν∆w̃ + ∇q̃ = f̃ dans (0, T ) ×F , (3.14)

div w̃ = 0 dans (0, T ) ×F , (3.15)

w̃ = 0 sur ∂Ω, t ∈ (0, T ), (3.16)

w̃ = g̃ + ω̃y⊥ sur (0, T ) × ∂S, (3.17)

mg̃′(t) = −

∫

∂S
σ(w̃, q̃)n dΓ + l̃, dans (0, T ), (3.18)

Iω̃′(t) = −

∫

∂S
y⊥ · σ(w̃, q̃)n dΓ + k̃. dans (0, T ). (3.19)

Pour le système ci-dessus, nous avons obtenu l’inégalité de Carleman suivante :

∫

(0,T )×F
λ4s3ϕ3|w̃|2e2sα dt dy +

∫ T

0
λ4s3ϕ̃3

(
|g̃|2 + |ω̃|2

)
e2sα̃ dt

6 C

(∫

(0,T )×O
λ5s15/2ϕ̂15/2|w̃|2e4sα̂−2sα̃ dt dy

+

∫

(0,T )×F
λ5s15/2ϕ̂15/2|f̃ |2e4sα̂−2sα̃ dt dy +

∫ T

0
λ5s15/2ϕ̂15/2

(
|l̃|2 + |k̃|2

)
e4sα̂−2sα̃ dt

)
.

(3.20)

Les définitions des fonctions poids dans l’inégalité ci-dessus sont données comme suit : on
commence par considérer un ouvert non vide O0 ⊂⊂ O et {∂S}ε un voisinage de ∂S dans F .
Alors il existe une fonction ψ ∈ C2(F) telle que

ψ(y) > 0 ∀y ∈ F , ψ|∂F = 0, |∇ψ(y)| > 0 ∀y ∈ F \ O0,

ψ(y) = |y|2 − 1 ∀y ∈ {∂S}ε.

On étend naturellement ψ à S par 0. Soit m > 4. Alors pour tout λ > 0 et pour tout s > 0,
on définit les fonctions suivantes dans (0, T ) ×F

ϕ(t, y) =
eλ(ψ(y)+m‖ψ‖∞)

(t(T − t))4
,

ϕ̃(t) = min
y∈F

ϕ(y, t) =
eλm‖ψ‖∞

(t(T − t))4
,

ϕ̂(t) = max
y∈F

ϕ(y, t) =
eλ(m+1)‖ψ‖∞

(t(T − t))4
,

α(t, y) =
eλ(ψ(y)+m‖ψ‖∞) − e

5

4
mλ‖ψ‖∞

(t(T − t))4
,
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α̃(t) = min
y∈F

α(y, t) =
eλm‖ψ‖∞ − e

5

4
mλ‖ψ‖∞

(t(T − t))4
,

α̂(t) = max
y∈F

α(y, t) =
eλ(m+1)‖ψ‖∞ − e

5

4
mλ‖ψ‖∞

(t(T − t))4
,

À partir de l’inégalité (3.20) et en utilisant un point fixe de Banach, nous obtenons le
théorème 3.2.1. La démarche utilisé ici est assez classique pour démontrer des résultats de
contrôle sur des problèmes paraboliques : on peut se référer aux résultats de [87],[56] [54],
etc... Une autre manière de contrôler les équations de Navier-Stokes est de les considérer non
comme une pertubation des équations de Stokes mais comme une perturbation des équations
d’Euler : c’est la méthode utilisée par Coron [39]. Le désavantage est que l’on doit prendre
comme conditions aux bords des conditions de Navier. De plus, cette méthode fonctionne en
dimension 2, mais n’admet pour l’instant pas d’extension en dimension 3.

Dans le problème traité ici, on pourrait essayer de reprendre la méthode de Coron et
commencer par essayer de traiter le même problème mais avec les équations d’Euler puis de
reprendre le travail de Coron pour passer au système que l’on traite ici mais avec conditions
de Navier. Finalement le problème en dimension 3 demande un peu de réflexion car la partie
solide devient moins facile à traiter. En effet la position du solide est décrite par un élément
de R

3×SO(3) et on ne peut plus travailler dans un espace vectoriel de dimension finie comme
dans le cas bidimensionnel (voir par exemple [19], [42]). Dans ce qui suit, nous nous plaçons
dans le cas de la dimension 3, mais nous simplifions le modèle précédent avant de le contrôler.

3.3 Nage d’un micro-organisme ([T12])

Dans cette section, nous proposons un modèle de nage de quelques micro-organismes aqua-
tiques. La nage est vu comme un problème de contrôle, le contrôle étant la vitesse relative entre
le fluide et le micro-organisme sur le bord du micro-organisme. Les équations du mouvement
sont simplifiées par rapport aux équations précédentes, car dans le cas d’un micro-organisme,
le nombre de Reynolds est petit et cela nous permet de négliger certains termes. Un exemple
important de micro-organisme dont le mouvement pourrait être modélisé par notre approche
est donné par les ciliés (c.f. [17, 25]). Ces micro-organismes unicellulaires possèdent des cils vi-
bratoires à leur surface pour se déplacer et peuvent être modélisés, dans une première approche
(c.f. [58, 59]), comme des solides rigides couverts d’un grand nombre de cils se déplaçant de
manière complexe (c.f. [18, 26]). Dans un modèle communément accepté, ce mouvement com-
plexe des cils est remplacé par un champ de vitesses sur la surface du cilié (voir par exemple
[96]).

Pour écrire les équations du mouvement, nous reprenons le système (1.1)-(1.9) avec la
différence que la vitesse relative entre le fluide et le solide n’est plus nulle :

∂v

∂t
− ν∆v + (v · ∇)v + ∇p = 0 dans F(ξ,Q), t ∈ (0, T ), (3.21)

div v = 0 dans F(ξ,Q), t ∈ (0, T ), (3.22)

v = 0 sur ∂Ω, t ∈ (0, T ), (3.23)

v = ξ′ + ω ∧ (x− ξ) + U(t, x) sur ∂S(ξ,Q), t ∈ (0, T ), (3.24)

mξ′′ = −

∫

∂S(ξ,Q)
σ(v, p)n dΓ dans (0, T ), (3.25)
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(Iω)′ = −

∫

∂S(ξ,Q)
(x− ξ) ∧ σ(v, p)n dΓ dans (0, T ). (3.26)

Rappelons que
S(ξ, θ) = QS0 + ξ, (3.27)

où S0 est un domaine de référence. Le domaine du fluide est l’extérieur du domaine du solide
i.e.

F(ξ,Q) = R
3 \ S(ξ,Q). (3.28)

La vitesse angulaire ω est relié à Q par la formule suivante :

d

dt
Qx = ω ∧ (Qx) ∀x ∈ R

3. (3.29)

Nous notons aussi par ℓ la vitesse linéaire

d

dt
ξ = ℓ. (3.30)

Comme dans le chapitre 1, nous pouvons considérer le changement de variables

y = Q∗(t) (x− ξ(t))

pour se ramener à des équations écrites sur un domaine fixe. On pose donc

v(t, y) = Q∗(t)v(t, ξ(t) +Q(t)y), p(t, y) = p(t, ξ(t) +Q(t)y),

ℓ(t) = Q∗(t)ℓ(t), ω(t) = Q∗(t)ω(t).

On obtient alors des équations similaires à (1.51)-(1.56), auxquelles il faut ajouter les équations
de ξ et de Q :

ξ̇(t) = Q(t)ℓ(t), Q̇(t) = Q(t)S(ω(t)) t ∈ (0, T ),

avec

S(ω) =




0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0


 (ω ∈ R

3).

Le système obtenu peut être ré-écrit en adimensionnant les variables : on considère une lon-
gueur caractéristique L, un temps caractéristique τ et une vitesse caractéristique V . On définit
les variables adimensionnées :

t∗ = τ−1t, y∗ = L−1y, v∗ = V −1v, p∗ = L(V ν)−1p,

ℓ∗ = V −1ℓ, ω∗ = LV −1ω, ξ∗ = L−1ξ,

m∗ = L−3m, I∗ = L−5I, T ∗ = τ−1T, U∗ = V −1U.

Dans ce cas, le système adimensionné s’écrit comme suit :

Re Σ
∂v∗

∂t∗
− ∆∗v∗ + Re [(v∗ − ℓ∗ − ω∗ ∧ y∗) · ∇∗] v∗ + ∇∗p∗ + ω∗ ∧ v∗

= 0, (t∗, y∗) ∈ (0, T ∗) ×F∗(0), (3.31)
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div∗ v∗ = 0, (t∗, y∗) ∈ (0, T ∗) ×F∗(0), (3.32)

v∗(t∗, y∗) = ℓ∗(t∗) + ω∗(t∗) ∧ y∗ + U∗(t∗, y∗), (t∗, y∗) ∈ (0, T ∗) × ∂S∗(0), (3.33)

Re Σ
m∗

ρF
(ℓ∗)′(t) = −

∫

∂S∗(0)
σ∗(u∗, p∗)n∗ dΓ∗ − Re Σ

m∗

ρF
ω∗ ∧ ℓ∗, t ∈ (0, T ), (3.34)

Re Σ
I∗

ρF
(ω∗)′(t) = −

∫

∂S∗(0)
y∗ ∧ (σ∗(v∗, p∗)n∗) dΓ∗ + Re Σ

I∗ω∗

ρF
∧ ω∗, t∗ ∈ (0, T ∗), (3.35)

et
Σ(ξ∗)′(t∗) = Q(t∗)ℓ∗(t∗) t∗ ∈ (0, T ∗), (3.36)

(Q)′(t∗) = Q(t∗)S(ω∗(t)) t∗ ∈ (0, T ∗). (3.37)

Dans les équations précédentes, nous avons utilisé les notations suivantes :

Σ =
L

τV
paramètre de fréquence,

Re =
ρFV L

ν
nombre de Reynolds.

Pour des micro-organismes, le nombre de Reynolds est de l’ordre de 10−1 tandis que le para-
mètre de fréquence est de l’ordre de 1 (voir par exemple [32]). Ainsi, nous pouvons supposer
que le mouvement du fluide est modélisé par le système de Stokes stationnaire. Cela signifie
que bien que le flot du fluide dépend du temps, son mouvement est lent par rapport au cilié.
Concernant la partie solide, selon l’ordre de densité de l’organisme microscopique (par rapport
à celle du fluide), on peut négliger ou non les termes non linéaires et les termes de dérivées
en temps. Nous avons choisi ici de garder ces termes, l’analyse étant plus simple avec l’autre
choix. Dans ce cas, nous obtenons le système suivant qui est le système sur lequel nous avons
travaillé :

−∆v + ∇p = 0, (t, y) ∈ (0, T ) ×F(0), (3.38)

div v = 0, (t, y) ∈ (0, T ) ×F(0), (3.39)

v(t, y) = ℓ(t) + ω(t) ∧ y +
k∑

i=1

ui(t)ψi(y), (t, y) ∈ (0, T ) × ∂S(0), (3.40)

lim
|y|→∞

v(y) = 0, t ∈ (0, T ), (3.41)

mℓ′(t) = −

∫

∂S(0)
σ(u, p)n dΓ −mω ∧ ℓ, t ∈ (0, T ), (3.42)

Iω′(t) = −

∫

∂S(0)
y ∧ (σ(v, p)n) dΓ + Iω ∧ ω, t ∈ (0, T ), (3.43)

ξ′(t) = Q(t)ℓ(t) t ∈ (0, T ), (3.44)

Q′(t) = Q(t)S(ω(t)) t ∈ (0, T ). (3.45)

Nous avons retiré toutes les étoiles pour simplifier les notations et nous avons noté m et I les
quantités

m = Re Σ
m∗

ρF
, I = Re Σ

I∗

ρF
.
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La fonction u = (u1, . . . , uk) ∈ L2(0, T ; Rk) est le contrôle du système et Ψ = {ψ1, . . . , ψk} est
un ensemble fixe de C2(∂S(0); R3). On peut écrire le système ci-dessus sous la forme

(
ℓ′(t)
ω′(t)

)
= A

(
ℓ(t)
ω(t)

)
+ E

((
ℓ(t)
ω(t)

))
+Bu(t), (3.46)

ξ′(t) = Q(t)ℓ(t), Q′(t) = Q(t)S(ω(t)). (3.47)

où A est une matrice symétrique définie négative pour un produit scalaire de R
6, B la matrice

de contrôle, et E un opérateur bilinéaire. Nous prenons la famille Ψ dans un des espaces
suivants :

U =
{
ϕ ∈ C2(∂S; R3) ; ϕ = 0 hors de Γ

}
,

V =
{
ϕ ∈ C2(∂S; R3) ; ϕ · n = 0 sur ∂S

}
,

W = U ∩ V,

où Γ est un ouvert de ∂S. Les résultats que nous obtenons implique qu’il existe un large choix
de Ψ pour lesquels le système peut être contrôlable. De plus le fait de choisir ces Ψ dans une
des familles précédentes signifie que le mécanisme de contrôle peut agir uniquement sur Γ ou
être tangentiel (ou les deux à la fois).

Théorème 3.3.1. Supposons que la frontière de S est de classe C2 et que k = 6. Soit Y1 (resp.
Y2) l’ensemble des Ψ = (ψ1, . . . , ψ6) ∈ U6 (resp. Ψ = (ψ1, . . . , ψ6) ∈ V6) tel que le système
(3.46)-(3.47) soit contrôlable en tout temps T > 0. Alors Y1 (respectivement Y2) contient un
ouvert dense de U6 (respectivement V6).

Pour avoir les deux conditions nous devons imposer davantage de régularité sur S.

Théorème 3.3.2. Supposons que la frontière de S est analytique et que k = 6. Soit Y3

l’ensemble des Ψ = (ψ1, . . . , ψ6) ∈ W6 tel que le système (3.46)-(3.47) soit contrôlable en tout
temps T > 0. Alors Y3 contient un ouvert dense de W6.

On peut donner des exemples explicites de famille Ψ tel que le système (3.46)-(3.47) soit
contrôlable en tout temps T > 0. Il existe plusieurs questions liées à ce résultat. Dans ces
deux résultats, nous prenons 6 contrôles pour contrôler 6 degrés de liberté pour la vitesse et
la position. Peut-on utiliser moins de contrôles ? Il est possible que diminuer le nombre de
contrôle soit lié à la géométrie du solide : plus le solide a de symétries et moins il est facile
de diminuer le nombre de contrôle. On peut aussi se demander ce qui se passe si l’on néglige
moins de termes dans le système originel. Si le système était resté un système dynamique de
dimension infinie l’étude aurait été bien plus difficile. Il serait aussi intéressant de chercher la
famille Ψ qui optimise le mouvement du cilié et éventuellement de comparer cette famille avec
le mécanisme réel du déplacement des ciliés.



Chapitre 4

Méthodes fréquentielles appliquées à

la contrôlabilité et à la stabilisation

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour objet d’introduire des méthodes fréquentielles pour résoudre des pro-
blèmes de contrôlabilité et de stabilisation. Ces outils sont introduits dans un cadre abstrait
mais nous permettent d’obtenir des résultats intéressants sur des exemples concrets. Plus
précisément, notre cadre de travail nous permet d’obtenir des résultats sur des systèmes de
structures flexibles (équation de la corde, équation des plaques), sur des systèmes d’ondes
(équation des ondes, équations de Maxwell) ou sur l’équation de Schrödinger. Les points com-
muns sur ces systèmes sont qu’ils sont réversibles en temps et que sans contrôle ni stabilisation
l’énergie reste constante.

Soit X un espace de Hilbert et A : D(A) → X le générateur d’un C0 semi-groupe. Soit U
un espace de Hilbert et B : U → D(A∗)∗ un opérateur de contrôle linéaire. Le problème de
contrôle consiste à travailler sur le problème suivant :

ż = Az +Bu, z(0) = z0. (4.1)

Dans le système ci-dessus, on cherche à contrôler l’état z ∈ X en utilisant le contrôle u.
Dans notre cadre, nous prendrons u ∈ L2(0, T ;U) et nous nous intéresserons au problème de
contrôlabilité exacte i.e. peut-on, pour tout z0 ∈ X et pour tout z1 ∈ X, trouver un contrôle
tel que la solution z de (4.1) vérifie z(T ) = z1 ? Si oui, nous dirons que le système (4.1) est
exactement contrôlable ou que le couple (A,B) est exactement contrôlable. Remarquons que
l’on travaille ici avec un opérateur de contrôle B qui n’est pas nécessairement à valeurs dans
X et donc nous n’avons pas en général z(T ) ∈ X. Nous allons donc restreindre la classe de
couple (A,B) afin que le problème de contrôle soit pertinent.

Définition 4.1.1. On dira que B un opérateur de contrôle admissible pour l’opérateur A si
pour tout T > 0 il existe une constante KT > 0 telle que

∫ T

0
‖B∗etA

∗

z0‖
2
U 6 K2

T ‖z0‖
2
X ∀z0 ∈ D(A∗).

Dans ce cas, on peut démontrer que pour tout z0 ∈ X et pour tout u ∈ L2(0, T ;U), il
existe une unique solution z au système (4.1) avec

z ∈ C([0, T ];X).
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En fait, pour que l’opérateur B soit admissible il suffit que la propriété de la définition 4.1.1
soit vraie pour un T > 0. On peut aussi remarquer que si l’opérateur B∗ est borné, i.e.
B∗ ∈ L(X,U), alors B est toujours admissible. Dans le cas où B un opérateur de contrôle
admissible pour A, nous pouvons donc nous intéresser au problème de contrôle et nous pouvons
montrer que le système (4.1) est exactement contrôlable en temps T > 0 si et seulement si il
existe une constante kT > 0 telle que

∫ T

0
‖B∗etA

∗

z0‖
2
U > k2

T ‖z0‖
2
X ∀z0 ∈ D(A∗).

On remarque que les propriétés intéressantes ci-dessus passent par un problème faisant
intervenir les adjoints des opérateurs A et B. En fait, tout ceci montre l’équivalence, dans
le cas linéaire, entre contrôlabilité et observabilité. Plus précisément, on peut s’intéresser
directement au problème d’observation

ż = Az, z(0) = z0, y = Cz. (4.2)

Dans le système ci-dessus, Y est un espace de Hilbert et C : D(A) → Y un opérateur non
borné d’observation. La quantité y représente l’observation de l’état z. Si la condition initiale
z0 appartient à D(A) alors z ∈ C([0, T ];D(A)) et l’équation y = Cz ne pose pas de problème.
Comme on veut travailler avec z0 ∈ X, il faut pouvoir prolonger l’application z0 7→ CetAz0 de
D(A) à X. Pour cela, il faut que l’inégalité suivante soit vérifiée

∫ T

0
‖CetAz0‖

2
Y 6 K2

T ‖z0‖
2
X ∀z0 ∈ D(A). (4.3)

On remarque tout de suite la relation entre cette inégalité et celle de la définition 4.1.1. Lorsque
(4.3) est vraie, on dit que C est un opérateur d’observation admissible pour A. Finalement,
nous dirons que le couple (A,C) est exactement observable en temps T s’il existe kT > 0 tel
que ∫ T

0
‖CetAz0‖

2
Y > k2

T ‖z0‖
2
X ∀z0 ∈ D(A). (4.4)

Ainsi, la contrôlabilité exacte et l’observabilité exacte sont des propriétés équivalentes (à condi-
tion de prendre des opérateurs adjoints) et dans la suite nous nous intéresserons indifféremment
à l’une ou l’autre des deux propriétés.

Pour la dernière propriété qui nous intéresse, nous nous plaçons dans le cas où A est
anti-adjoint. Cela correspond en particulier au cas de système d’ordre 2 (de type onde) de la
forme

ẅ +A0w = 0, t > 0,

w(0) = w0 ∈ D(A
1/2
0 ), ẇ(0) = w1 ∈ H,

avec H un espace de Hilbert et A0 un opérateur auto-adjoint strictement positif et inversible.
Cela permet aussi de traiter le cas de l’équation de Schrödinger. De manière générale, on
s’intéresse au système

ż = Az, z(0) = z0. (4.5)

Comme A est anti-adjoint, on remarque que les solutions de (4.5) vérifient

‖z(t)‖X = ‖z0‖X ∀t ∈ R.
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On veut donc agir sur ce système pour faire décroître cette norme qui dans de nombreux cas
représente l’énergie du système. Cependant on ne veut pas agir via un contrôle comme dans
(4.1) mais via un “feedback” qui n’utilise que l’état z pour stabiliser le système. En d’autres
termes, on regarde on cherche dans (4.1) un u de la forme F (z). Si l’on dérive formellement
l’énergie du système, on obtient

d

dt
‖z(t)‖2

X = 2 Re〈B∗z, u〉X .

Cela suggère de prendre u = −B∗z et donc d’étudier le système en boucle fermée suivant

ż = Az +BB∗z, z(0) = z0. (4.6)

On cherche dans ce cas comment décroît ‖z(t)‖X ; une décroissance intéressante dans les
applications est la décroissance exponentielle. Des résultats généraux [117, 79, 5] montrent que
si z décroît exponentiellement alors le problème (A,B) est exactement contrôlable. Dans le cas
où B∗ est borné, la réciproque est vraie et dans [5] les auteurs démontrent cette implication
pour des opérateurs B∗ non bornés mais satisfaisant certaines conditions. L’autre lien entre
contrôle et stabilisation s’écrit en considérant le problème de contrôle optimal associé à (4.1).
Supposons que B∗ est borné et soit la fonction coût

J(z0;u) =

∫ ∞

0

(
‖u(t)‖2 + ‖z(t)‖2

)
dt.

S’il existe u ∈ L2(0,∞;U) tel que J(z0;u) < ∞ alors (voir par exemple [43, p.294]) il existe
un opérateur P ∈ L(X) auto-adjoint et positif tel que

min
u∈L2(0,∞;U)

J(u; z0) = 〈z0, Pz0〉X .

De plus, le contrôle optimal uopt est donné par la loi de feedback

uopt = −B∗PetÃ,

avec Ã = A−BB∗P . L’opérateur P vérifie l’équation de Riccati algébrique

〈Az1, Pz2〉X + 〈Az2, Pz1〉X − 〈B∗Pz2, B
∗Pz1〉X + 〈z2, z1〉X = 0 (z1, z2 ∈ D(A)). (4.7)

Si de plus le système (4.6) est exponentiellement stable (i.e. si ‖z(t)‖ décroît exponentiellement
vers 0) alors P est l’unique solution positive de (4.7).

Dans la suite, nous utilisons des méthodes fréquentielles pour obtenir des résultats d’ob-
servabilité, de contrôlabilité et de stabilisation. Dans le cas où l’opérateur B∗ est borné, ces
méthodes nous permettent de démontrer des résultats de stabilisation (et donc de contrôlabi-
lité et de stabilisation). Nous pouvons même considérer le problème discrétisé par les éléments
finis ou les différences finies et regarder comment assurer que les solutions approchées res-
tent uniformément exponentiellement stable. Par contre, lorsque l’opérateur B∗ est non borné
(contrôle ou observation frontière), nous ne pouvons aller jusqu’à la stabilisation mais nous
obtenons néanmoins des critères intéressants pour la contrôlabilité exacte et l’observabilité
exacte.
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4.2 Stabilisation dans le cas B borné ([T11], [T10])

Dans cette partie, nous nous intéressons au problème de stabilisation et nous supposons
que B ∈ L(U,X). De plus, nous travaillons uniquement avec un système du second ordre.
Soit H un espace de Hilbert et A0 : D(A0) → H un opérateur auto-adjoint, défini positif et à
résolvante compacte. Nous considérons le système suivant

ẅ +A0w +B0B
∗
0ẇ = 0, t > 0, (4.8)

w(0) = w0 ∈ D(A
1/2
0 ), ẇ(0) = w1 ∈ H. (4.9)

On dit que le système (4.8)-(4.9) est exponentiellement stable si il existe M > 0 et α > 0 tels

que pour tout (w0, w1) ∈ D(A
1/2
0 ) ×H, on a

‖ẇ(t)‖2
X + ‖w(t)‖2

D(A
1/2

0
)
6 Me−αt

(
‖w1‖

2
X + ‖w0‖

2

D(A
1/2

0
)

)
(t > 0). (4.10)

Pour démontrer la stabilité exponentielle d’un système d’EDP, il existe de nombreuses mé-
thodes, mais comme nous l’avons déjà précisé, la plupart du temps il s’agit de méthodes
“temporelles” dans le sens où l’on attaque directement le problème. Nous proposons ici une
méthode différente donnée par le théorème suivant. Nous notons (λn)n∈N les valeurs propres
de A0 et (ϕn)n∈N une suite de vecteurs propres associés aux valeurs propres.

Théorème 4.2.1. Définissons pour tout ω > 0 et pour tout ε > 0

Iε(ω) = {m ∈ N ; |λm − ω| 6 ε} .

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) le système (4.8)-(4.9) est exponentiellement stable ;

(ii) il existe ε > 0 et δ > 0 tels que pour tout ω > 0 et pour tout ϕ =
∑

m∈Iε(ω)

cmϕm

‖B∗ϕ‖U > δ‖ϕ‖X . (4.11)

(iii) il existe ε > 0 et δ > 0 tels que pour tout n ∈ N et pour tout ϕ =
∑

m∈Iε(λn)

cmϕm

‖B∗ϕ‖U > δ‖ϕ‖X . (4.12)

Par ce théorème, on est ramené d’un problème d’évolution à un problème de paquets de
vecteurs propres de A0. Selon la répartition des valeurs propres, ces paquets peuvent être plus
ou moins difficiles à étudier. Lorsque les valeurs propres sont séparées ces paquets sont réduits
à un seul élément :

Corollaire 4.2.2. Avec les hypothèses du théorème 4.2.1, supposons de plus qu’il existe γ > 0
tel que pour tout n ∈ N,

λn+1 − λn > γ.

Alors le système (4.8)-(4.9) est exponentiellement stable si et seulement si il existe δ > 0 tel
que pour tout n ∈ N

‖B∗ϕn‖U > δ‖ϕn‖X . (4.13)
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Ce corollaire permet surtout de traiter des systèmes d’EDP qui sont 1D en espace. Dès
la dimension 2, on doit généralement travailler avec le théorème 4.2.1. On peut, par exemple
traiter avec ce résultat, la stabilisation d’une plaque carrée en dimension 2 : soit Ω = (0, π)×
(0, π) et soit O ⊂ Ω un domaine non vide arbitrairement petit. On note par χO la fonction
caractéristique de O. On considère le problème de stabilisation suivant :

ẅ + ∆2w + χOẇ = 0, t > 0, x ∈ Ω, (4.14)

w = ∆w = 0, t > 0 x ∈ ∂Ω, (4.15)

w(0, x) = w0(x), ẇ(0, x) = w1(x), x ∈ Ω. (4.16)

Ce système est exponentiellement stable :

Théorème 4.2.3. Il existe M > 0 et α > 0 tels que pour tout w0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) et pour

tout w1 ∈ L2(Ω), la solution w de (4.14)-(4.16) vérifie

‖w(t)‖H2(Ω) + ‖ẇ(t)‖L2(Ω) 6 Me−αt
(
‖w0‖H2(Ω) + ‖w1‖L2(Ω)

)
(t > 0).

Ce résultat n’est pas complètement nouveau et a découle d’un résultat de contrôlabilité
démontré par Jaffard [91] en utilisant un résultat de Kahane. Notre démonstration a l’avantage
d’être plus simple et de plus permet de se tourner vers le problème de la discrétisation de (4.14)-
(4.16) en gardant la propriété de stabilisation exponentielle uniforme (c.f. section suivante).
Néanmoins notre résultat est plus faible car nous ne traitons pas une plaque rectangulaire
générale. En utilisant le résultat de [129], nous pouvons certainement en déduire à nouveau le
résultat de [91] dans le cas d’une plaque rectangulaire, mais dans ce cas nous devrions utiliser
des résultats plus fins de la théorie des nombres.

L’autre remarque, qui sera répétée dans la section concernant la contrôlabilité, provient du
fait que le domaine de stabilisation O peut être arbitrairement petit. Ce résultat diffère du cas
des ondes où l’on doit stabiliser sur une partie du domaine vérifiant des conditions d’optique
géométrique ([14]). Ce résultat peut s’expliquer en partie par le fait que la vitesse des ondes
dans une plaque est infinie ce qui n’est pas le cas des ondes. Cependant, cela ne signifie pas que
pour n’importe quelle plaque le résultat du théorème 4.2.3 reste vrai. En particulier, Chen,
Fulling, Narcowich et Sun montre dans [31] que pour une plaque circulaire, on peut prendre
un domaine de stabilisation aussi grand que l’on veut, s’il ne touche pas le bord alors le
système n’est pas exponentiellement stable. Il serait intéressant de comprendre pourquoi cette
différence de géométrie implique une telle différence de comportement. De plus, on ne sait pas
si l’on doit stabiliser sur une grande partie du bord (pour vérifier l’optique géométrique) ou si
une partie arbitrairement petite est suffisante. L’étude d’autres domaines serait aussi à faire
mais le théorème 4.2.1 est plus difficile à utiliser dans des géométries quelconques. L’étude des
paquets de vecteurs propres de A0 est facilitée dans le cas d’une plaque rectangulaire ou d’une
plaque circulaire par la connaissance explicite des éléments propres de A0. Un autre problème
intéressant serait de généraliser le théorème 4.2.3 au cas d’un opérateur B0 tel que B∗

0 n’est
pas nécessairement borné. Cela permettrait de traiter le cas de la stabilisation frontière ou
ponctuelle. Actuellement un ingrédient clé dans la démonstration est un résultat de [103]
qui n’est valable que pour des opérateurs bornés. Étendre ce résultat au cas non borné est un
problème difficile mais qui permettrait de relier les problèmes de contrôlabilité et les problèmes
de stabilisation.
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4.3 Stabilisation numérique ([T11], [T10])

Lorsque l’on discrétise un problème de contrôlabilité, d’observabilité ou de stabilisation
d’une EDP, on n’est pas sûr de garder les propriétés que l’on a au niveau continue. En fait,
dans le cas simple de l’équation d’une corde avec semi-discrétisation en espace et stabilisation
à l’une des extrémités, Infante et Zuazua ont montré dans [88] que le schéma classique de diffé-
rence finie ne donnait pas une discrétisation exponentiellement uniforme. De manière générale,
de nombreux schémas classiques ne permettent pas d’obtenir une discrétisation exponentiel-
lement uniforme de problèmes continus qui sont exponentiellement stables. Cela provient de
certaines fréquences (souvent les hautes fréquences) qui ne sont que faiblement stabilisées par
le terme d’amortissement (“feedback”). Pour résoudre ce problème un certain nombre de solu-
tions ont été envisagées : régularisation de Tychonov ([67]), éléments finis mixtes [12], filtrage
des hautes fréquences [88], etc. Ici nous considérons une méthode consistant à ajouter une
viscosité artificielle qui tend vers 0 lorsque le pas d’espace h tend vers 0. Cette méthode a
déjà été utilisée par [128]. Notre approche consiste à nous servir d’une méthode fréquentielle
pour obtenir un critère assez général permettant de traiter un classe de systèmes différents
sans avoir à tout refaire à chaque fois. Malheureusement notre critère général ne s’applique
quasiment qu’au système d’EDP unidimensionnel en espace. Cependant notre méthode nous
permet de traiter des exemples en dimension supérieure, notamment celui de la plaque carrée.

Commençons par un cadre abstrait. On considère le système en boucle fermé (4.8)-(4.9)
avec les hypothèses de la section précédente. On suppose de plus que ce système est exponen-
tiellement stable i.e. qu’il existe M et α > 0 tels que pour tout (w0, w1) ∈ D(A

1/2
0 ) × H, la

propriété (4.10) soit vérifiée. On note par D(A
1/2
0 ) le complété de D(A0) pour la norme

‖ϕ‖1/2 =
√
〈A0ϕ,ϕ〉H ∀ϕ ∈ D(A0)

et l’on considère une suite (Vh)h>0 de sous-espaces linéaires de dimension finie de D(A
1/2
0 ).

Pour tout h, on note parN(h) la dimension de Vh. Le produit scalaire de Vh est la restriction du
produit scalaire dans H qui, pour simplifier, sera noté dans la suite par 〈·, ·〉. Nous définissons
l’opérateur linéaire A0h ∈ L(Vh) par

〈A0hϕh, ψh〉 = 〈A
1/2
0 ϕh, A

1/2
0 ψh〉 ∀ϕh, ψh ∈ Vh.

L’opérateur A0h est clairement symétrique et défini positif. Nous considèrons aussi une suite
de sous-espaces (Uh) de U et nous définissons les opérateurs B0h ∈ L(Uh, Vh) par

B0huh = π̃hB0uh ∀uh ∈ Uh, (4.17)

où π̃h est la projection orthogonale de H sur Vh. L’adjoint de B∗
0h de B0h est alors donné par

la relation
B∗

0hϕh = ρhB
∗
0ϕh, ∀ϕh ∈ Vh,

où ρh est la projection orthogonale de U sur Uh. Ce choix de B0h implique que les familles(
‖B0h‖L(Uh,Vh)

)
h∈(0,h∗)

et
(
‖B∗

0h‖L(Vh,Uh)

)
h∈(0,h∗)

sont bornées.

Nous supposons de plus que la famille d’espaces (Vh) (respectivement (Uh)) approche l’es-

pace D(A
1/2
0 ) (respectivement U). Plus précisément, si l’on note πh la projection orthogonale

de D(A
1/2
0 ) sur Vh, nous faisons l’hypothèse qu’il existe θ > 0, h∗ > 0 et C0 > 0 tels que

‖πhϕ− ϕ‖ + hθ‖πhϕ− ϕ‖1/2 6 C0h
2θ‖A0ϕ‖ ∀ϕ ∈ D(A0),
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lim
h→0

ρhu = u dans U ∀u ∈ U,

et
‖B∗

0ϕ−B∗
0hϕ‖U 6 C0h

2θ‖A0ϕ‖ ∀ϕ ∈ D(A0).

Les hypothèses ci-dessus sont vérifiées en particulier lorsque l’on utilise une méthode d’élé-
ments finis pour approcher des espaces de Sobolev. Le résultat que nous avons démontré dans
ce cadre général est le suivant :

Théorème 4.3.1. Avec les hypothèses ci-dessus, supposons qu’il existe γ0 > 0 tel que les

valeurs propres (λn)n∈N de A
1/2
0 vérifient

λn+1 − λn > γ0 ∀n ∈ N. (4.18)

Supposons de plus qu’il existe β0 > 0 tel que pour tout vecteur propre ϕ de A
1/2
0

‖B∗
0ϕ‖U > β0‖ϕ‖. (4.19)

Alors la famille de systèmes

ẅh +A0hwh +B0hB
∗
0hẇh + hθA0hẇh = 0, t > 0, (4.20)

wh(0) = w0h ∈ Vh, ẇh(0) = w1h ∈ Vh, (4.21)

est uniformément exponentiellement stable dans le sens qu’il existe des constantes M,α, h∗ > 0
indépendantes de h, w0h et w1h telles que pour tout h ∈ (0, h∗), on a

‖ẇh(t)‖
2 +

∥∥∥A1/2
0h wh(t)

∥∥∥
2

6 Me−αt
(
‖w1h‖

2 +
∥∥∥A1/2

0h w0h

∥∥∥
2
)

∀t > 0. (4.22)

Un conséquence de ce résultat est la convergence des opérateurs de Riccati associés aux
problèmes approchés vers l’opérateur de Riccati associé au problème continu. Plus précisément
notons

X = D(A
1/2
0 ) ×H, D(A) = D(A0) ×D(A

1/2
0 ),

A =

(
0 I

−A0 0

)
, B =

(
0
B0

)
,

Xh = Vh × Vh, 〈(ϕh, ψh), (ϕ̃h, ψ̃h)〉Xh
= 〈A

1/2
0h ϕh, A

1/2
0h ϕ̃h〉 + 〈ψh, ψh〉,

Ah =

(
0 I

−A0h −hθA0h

)
, Bh =

(
0
B0h

)
,

et σh la projection orthogonale de X sur Xh.
En utilisant un résultat abstrait (voir [13, 65, 66, 94], on démontre le résultat suivant

Théorème 4.3.2. Avec les hypothèses du théorème 4.3.1, les équations de Riccati

A∗
hPh + PhAh − PhBhB

∗
hPh + I = 0

(resp l’équation de Ricatti (4.7)) admettent une unique solution positive Ph (resp. P ). De plus,
Ph converge fortement vers P dans le sens suivant

lim
h→0

Phσh = Pz (z ∈ X).
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Pour démontrer le théorème 4.3.1 l’idée est de regarder séparément ce qui se passe pour
les basses fréquences et pour les hautes fréquences : les basses fréquences se comportent de
la même manière que le problème continu et les hautes fréquences sont amorties par le terme
de viscosité hθA0hẇh que l’on a ajouté dans le schéma numérique (par rapport à un schéma
classique). Plus précisément, la proposition suivante montre que les propriétés (4.18) et (4.19)
restent vraies pour les basses fréquences.

Proposition 4.3.3. Notons par (λn,h) la suite croissante des valeurs propres de A
1/2
0h et par

(ϕn,h) une suite de vecteurs propres normalisés associés. Alors il existe ǫ > 0, h∗ > 0, γ > 0
et β > 0 tels que pour tout h ∈ (0, h∗) et pour tout n ∈ {1, 2, . . . , N(h)} vérifiant

hθλ2
n 6 ε, (4.23)

on a
λn+1,h − λn,h > γ, (4.24)

et
‖B∗

0hϕn,h‖U > β. (4.25)

C’est à cause de cette propriété que nous avons besoin de la condition de gap (4.18) dans
le problème continu. En effet nous utilisons un résultat classique d’approximation des vecteurs
propres pour une méthode de Galerkin ([116]) :

‖ϕn − ϕn,h‖ 6 2(1 + ρn,h)‖ϕn − πhϕn‖,

où

ρn,h = max
1 6m 6N(h)

m 6= n

λn
|λm,h − λn|

.

Lorsque nous n’avons plus la propriété de gap, nous ne parvenons plus à utiliser ce résultat pour
démontrer (4.25). Par contre comme nous le verrons plus loin lorsque l’on connaît explicitement
les éléments propres de A0,h, nous n’avons plus besoin de ce résultat général et nous pouvons
montrer directement la décroissance exponentielle uniforme.

La démonstration du théorème 4.3.1 est basée sur une caractérisation fréquentielle de la
stabilité exponentielle du même type que celles du théorème 4.2.1 ou du corollaire 4.2.2. La
différence est que l’on doit traiter ici une famille de systèmes. On est donc conduit à utiliser
un autre résultat, qui généralise celui de Prüss [115] et Huang [86] au cas d’une famille de
systèmes. Commençons par rappeler une définition :

Définition 4.3.4. Soit (Xh) une famille d’espace d Hilbert et soit (Ah) une famille d’opéra-
teurs engendrant des semi-groupes (etAh) continus dans Xh. La famille de semi-groupes (etAh)
est dite uniformément exponentiellement stable s’il existe des constantes M,α > 0 telles que

‖etAh‖L(Xh) 6 Me−αt ∀t > 0.

Le résultat dont nous nous servons est dû à Liu et Zheng [105, p. 162] :

Théorème 4.3.5. Soit (Ah) une suite de générateurs de semi-groupes dans Xh. Alors la
famille de semi-groupes (etAh) est uniformément exponentiellement stable si et seulement si
les deux conditions suivantes sont vérifiées :
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(i) pour tout h, iR est inclus dans l’ensemble résolvent ρ(Ah) de Ah ;

(ii) sup
h,ω∈R

‖(iω −Ah)
−1‖L(Xh) <∞.

En utilisant ce théorème et en découpant le spectre en basse fréquence et haute fréquence
(via le critère (4.23)), on peut démontrer le théorème 4.3.1. La propriété de décroissance expo-
nentielle uniforme permet de plus d’obtenir des résultats sur l’approximation des opérateurs
de Riccati.

En utilisant une approche similaire, on peut traiter le cas particulier de l’équation des
plaques dans carré, c’est-à-dire la discrétisation du système (4.14)-(4.16). On note Ñ ∈ N et
on définit

h =
1

Ñ + 1
.

On stabilise la plaque sur un domaine non vide O arbitrairement petit de Ω = (0, π)× (0, π).
On peut supposer que O = (a, b) × (c, d) avec 0 < a < b < π et 0 < c < d < π. On peut aussi
supposer qu’il existe des entiers

a(h), b(h), c(h), d(h) ∈ {1, . . . , Ñ}

tels que
a = a(h)h, b = b(h)h, c = c(h)h, d = d(h)h.

On note wj,k (j, k ∈ {0, . . . , Ñ +1}) l’approximation de la solution w du système (4.14)-(4.16)
au point xj,k = (jh, kh). Nous utilisons la méthode des différences finies (contrairement au
cadre précédent). En fait nous aurions pu écrire le cadre général dans un cadre différence finie
car il existe des résultats généraux pour approcher les valeurs propres et les vecteurs propres
dans ce cadre et le théorème 4.3.5 ne demande pas que Vh ⊂ V .

Ici, dans le cas d’une plaque carrée, nous avons

Vh = R
(Ñ2).

Nous notons wh ∈ Vh le vecteur de coordonnées wj,k avec 1 6 j, k 6 Ñ . Nous définissons la
matrice A0h représentant la discrétisation du bilaplacien avec les conditions w = ∆w = 0 sur
le bord via sa racine carrée :

(
A

1/2
0h wh

)

j,k
= −

1

h2
(wj+1,k + wj−1,k + wj,k−1 − 4wj,k) ,

pour tout 1 6 j, k 6 Ñ , avec comme conditions aux bords

w0,k = wk,0 = w
Ñ+1,k

= w
k,Ñ+1

= 0 ∀k ∈ {0, . . . , Ñ + 1},

w−1,k = −w1,k, w
Ñ+2,k

= −w
Ñ,k

∀k ∈ {0, . . . , Ñ + 1},

wk,−1 = −wk,1, w
k̃,N+2

= −w
k,Ñ

∀k ∈ {0, . . . , Ñ + 1}.

Le schéma aux différences finies pour le système (4.14)-(4.16) s’écrit

ẅj,k + (A0hwh)j,k + (χOẇh)j,k + h2 (A0hẇh)j,k = 0 t > 0, 1 6 j, k 6 Ñ , (4.26)

wh(0) = w0h, ẇh(0) = w1h. (4.27)
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Dans l’équation (4.26), (χOẇh) représente le vecteur de coordonnées

(χOẇh)j,k =

{
ẇj,k si a(h) 6 j 6 b(h) et c(h) 6 k 6 d(h),
0 sinon.

Le terme de viscosité numérique que l’on a ajouté au schéma classique de différences finies est
h2 (A0hẇh). En utilisant le résultat du théorème 4.2.3 et la méthode que l’on a décrite dans le
cas général, nous en déduisons que le schéma précédent est uniformément exponentiellement
stable.

Il subsiste de nombreuses questions ouvertes sur ces problèmes. De nombreuses méthodes
existent, comme expliqué au début de la section, mais il y a peu de comparaison entre ces
méthodes. Il n’existe aucune étude sur des problèmes non linéaires : à savoir contrôler/stabiliser
un problème non linéaire ou utiliser une stabilisation non linéaire sur un problème linéaire.
Les méthodes utilisées dans cette section ne seront pas simples à utiliser dans ces cadres. Une
autre question est de savoir quelle viscosité numérique nous devons mettre dans le schéma
pour avoir une convergence suffisamment rapide tout en gardant la décroissance exponentielle
uniforme de l’énergie. Pour le cas de la corde, dans [128], les auteurs utilisent une viscosité du
type h2A0h alors que nous avons besoin dans notre cadre général d’une viscosité artificielle du
type hA0h. Cela provient du fait que dans notre cas, nous n’utilisons pas les formules explicites
des éléments propres de A0h et par conséquent nous perdons un ordre en h. Pour l’exemple
de la poutre ou des plaques, nous utilisons une viscosité du type h2A0h. Hors, un calcul très
simple (et notre méthode) montre que pour la poutre, il n’est pas nécessaire d’ajouter de la
viscosité numérique pour obtenir un schéma exponentiellement stable. Malheureusement dans
le cas de la dimension 2, le même procédé est difficile à répéter et l’on ne sait pas si le même
résultat est vrai et si oui, comment le démontrer. Enfin, il serait intéresser de généraliser ce
qui a été fait ici dans un cadre abstrait au cas où l’opérateur B0 n’est plus borné (stabilisation
frontière). Mais cette généralisation n’est pas triviale dans le cas de la stabilisation : même
dans le cas continu (Théorème 4.2.1 nous avons besoin de supposer B∗

0 borné). Dans le cas de
l’observabilité/contrôlabilité, nous parvenons à obtenir un résultat dans cette direction dans
la cas continu.

4.4 Observabilité/Contrôlabilité dans le cas B non borné ([T9])

Dans la dernière section de cette partie, nous travaillons avec des opérateurs B et C
admissibles mais non nécessairement bornés. Nous caractérisons l’observabilité exacte (et donc
la contrôlabilité exacte) via un critère spectral. Plus précisément, on reprend les notations
de l’introduction de ce chapitre, i.e., on considère le système (4.2). Nous nous intéressons à
l’observabilité exacte du système :

Définition 4.4.1. Le système (4.2) est dit exactement observable en temps T s’il existe une
constante kT > 0 telle que

∫ T

0
‖y(t)‖2

Y dt > k2
T ‖z0‖

2
X ∀z0 ∈ D(A).

On suppose que A est anti-adjoint et que C ∈ L(D(A), Y ) est admissible. On fait de plus
l’hypothèse que A a une résolvante compacte, de sorte que son spectre est formé de valeurs
propres. Plus précisément, comme A est anti-adjoint, le spectre de A est donné par

σ(A) = {iµn ; n ∈ N},
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avec µn ∈ R (on peut remplacer N par un autre ensemble dénombrable). Notons (Φn) une
base orthonormale de X formée de vecteurs propres de A associé aux valeurs propres (iµn).
Pour tout ε > 0 et pour tout ω nous notons comme dans la première section

Jε(ω) = {m ∈ N ; |µm − ω| 6 ε}

(la notation est différente car il s’agit ici d’un système d’ordre 1 et dans la première section,
on considérait les paquets associés à A0). Notre résultat concernant la caractérisation de
l’observabilité par un critère spectral est le théorème suivant.

Théorème 4.4.2. Avec les hypothèses et notations ci-dessus, le système (4.2) est exactement
observable si et seulement si l’une des assertions suivantes est vérifiée :

– Il existe ε > 0 et δ > 0 tels que pour tout ω ∈ R et pour tout z =
∑

m∈Jε(ω)

cmΦm,

‖Cz‖Y > δ‖z‖X .

– Il existe ε > 0 et δ > 0 tels que pour tout n ∈ N et pour tout z =
∑

m∈Jε(µn)

cmΦm,

‖Cz‖Y > δ‖z‖X .

Le résultat ci-dessus peut être vu comme une généralisation de plusieurs résultats existants.
Plus précisément dans le cas d’un opérateur C borné, un résultat similaire est démontré dans
[104]. Dans la cas d’un opérateur d’observation non borné, lorsque le spectre de A admet un
gap, Russell et Weiss [118] montrent que le critère spectral implique l’observabilité exacte.

L’avantage du théorème 4.4.2 est qu’il permet d’obtenir des résultats de contrôlabilité et
d’observabilité en travaillant simplement sur les éléments propres de A. Lorsque ces éléments
propres sont connus explicitement, l’étude peut être très simplifié par rapport à une méthode
consistant à attaquer le problème directement. Dans l’étude ci-dessous, nous obtenons avec
ce théorème des résultats nouveaux d’observabilité frontière de l’équation des plaques, mais
dans ce cas, l’étude n’est pas trivial et nécessite des résultats nouveaux de la théorie des
nombres sur la somme de deux carrés. Le désavantage de cette méthode est de perdre le
temps optimal de contrôle. Dans les résultats ci-dessous, nous n’obtenons pas l’observabilité
des plaques pour un temps T arbitrairement petit. Ce résultat a été montré dans un papier de
[129] mais en utilisant une méthode temporelle et en utilisant davantage de techniques de la
théorie des nombres. Dans ce papier les auteurs étudient aussi le cas du rectangle ce qui n’est
pas une extension triviale de notre cas. Dans notre cas, nous utilisons que les valeurs propres
du Laplacien avec condition de Dirichlet dans un carré sont des sommes de carrés d’entiers.
En particulier les paquets Jε(ω) avec ǫ < 1 sont réduits aux points (m,n) sur un même cercle
de centre 0. Dans le cas du rectangle, le changement ne vient pas seulement du fait que l’on
passe d’un cercle à une ellipse, mais que les points peuvent être dans un voisinage de cette
ellipse et plus nécessairement sur l’ellipse.

L’outil principal pour démontrer le théorème 4.4.2 est une extension récente du test de
Hautus. Ce résultat démontré dans [29] concerne l’observabilité de systèmes ayant un généra-
teur anti-adjoint et un opérateur d’observation non borné :

Théorème 4.4.3. Supposons que A est un opérateur anti-adjoint d’un espace de Hilbert X et
que C : D(A) → Y est un opérateur d’observation admissible. Alors le système

ż = Az, z(0) = z0, y = Cz
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est exactement observable si et seulement si il existe une constante δ > 0 telle que

‖(A− iω Id)z‖2
X + ‖Cz‖2

Y > δ‖z‖2
X ∀ω ∈ R ∀z ∈ D(A).

En partant de ce théorème et en utilisant l’admissibilité de l’opérateur de C (c.f. [118]),
on peut démontrer le théorème 4.4.2.

Comme dit ci-dessus, le théorème 4.4.2 a plusieurs applications. Il permet en particulier
de démontrer un résultat d’observabilité frontière de l’équation des plaques et de l’équation
de Schrödinger dans un carré. On peut aussi retrouver un résultat d’observabilité exacte pour
l’observation frontière des ondes dans un carré. On précise dans la suite les résultats nouveaux
sur l’équation des plaques et sur l’équation de Schrödinger.

Théorème 4.4.4. Soit Ω = (0, π)× (0, π) et soit Γ un ouvert de ∂Ω. Considérons le problème
de contrôle suivant

ẅ + ∆2w = 0 t > 0, x ∈ Ω, (4.28)

w(t, x) = 0 t > 0, x ∈ ∂Ω, (4.29)

∆w(t, x) = 0 t > 0, x ∈ ∂Ω \ Γ, (4.30)

∆w(t, x) = u(t, x) t > 0, x ∈ Γ, (4.31)

w(0, x) = w0(x), ẇ(0, x) = w1(x) x ∈ Ω, (4.32)

avec u ∈ L2
loc(0,∞;L2(Γ)). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

– Il existe T > 0 tel que le système ci-dessus soit exactement contrôlable dans H1
0 (Ω) ×

H−1(Ω) en temps T .
– La région de contrôle Γ contient un segment horizontal et et un segment vertical, chacun

étant de longueur non nulle.

Nous obtiendrions un résultat similaire en contrôlant l’équation de Schrödinger dans un
carré avec un contrôle de type Dirichlet sur Γ. Ces résultats sont équivalents à des résul-
tats d’observabilité sur l’équation des plaques avec une observation de type Neumann et sur
l’équation de Schrödinger avec une observation de type Neumann. Nous pouvons aussi obte-
nir l’observabilité de l’équation de Schrödinger avec une observation de type Dirichlet (et qui
donnerait donc un résultat de contrôle en contrôlant via une condition de Neumann) : soit
encore Ω = (0, π) × (0, π) et soit Γ un ouvert de ∂Ω. On considère l’équation de Schrödinger
écrite dans Ω :

ż + i∆z = 0 t > 0, x ∈ Ω, (4.33)
∂z

∂ν
= 0 t > 0, x ∈ ∂Ω, (4.34)

z(0, x) = z0(x) x ∈ Ω, (4.35)

avec la sortie
y = z|Γ. (4.36)

Dans ce cas on obtient le résultat suivant :

Théorème 4.4.5. Pour tout ouvert non vide Γ de ∂Ω, le système décrit par (4.33)-(4.36) est
exactement observable. En d’autres termes, il existe T > 0 et une constante kT > 0 tels que si
z et y vérifient (4.33)-(4.36) alors

∫ T

0

∫

Γ
|y|2 dΓ dt > k2

T ‖z0‖
2
L2(Ω)
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pour tout z0 ∈ H2(Ω) tel que ∂z0
∂ν = 0 sur ∂Ω.

Pour ces deux théorèmes, l’étude se ramène à l’étude des valeurs et des vecteurs propres.
Comme nous travaillons dans un carré avec de “bonnes” conditions aux bords, les valeurs
propres sont des sommes de carrés d’entiers et les fonctions propres des produits de fonctions
trigonométriques. Dans chaque cas, l’étude revient à la démonstration d’une inégalité du type

∫ β

α

∣∣∣∣∣∣

∑

m∈Λqr

cm,f(m) cos(mx1)

∣∣∣∣∣∣

2

> δ
∑

m2+n2=q2+r2

|cm,n|
2, (4.37)

avec 0 < α < β < π et δ > 0 ne dépendant que de α et de β. Les entiers q et r sont non nuls
et on a posé

Λqr = {m ∈ N
∗ ; q2 + r2 −m2 est le carré d’un entier non nul},

et pour m ∈ Λqr,

f(m) =
√
q2 + r2 −m2.

L’inégalité (4.37) est démontrée en utilisant une version du théorème de Beurling (c.f. [11])
et surtout un résultat sur la répartition des valeurs propres. Ce dernier résultat est démontré
avec des outils classiques mais puissants de théorie des nombres (théorème de crible) :

Théorème 4.4.6. Soit M ∈ N
∗ et λ0 < λ1 < · · · < λM M + 1 éléments consécutifs de Λqr.

Alors il existe une constante C > 0 telle que

λM − λ0 >
M2

2C2 log(2M)
.

Ainsi si l’on peut avoir des éléments consécutifs de Λqr assez proche (ce qui impliquerait
avec le théorème classique de Ingham une zone d’observation Γ assez grande), leur densité
tend vers 0 ce qui permet de prendre dans (4.37) un intervalle (α, β) aussi petit que l’on veut.
Comme dit précédemment, l’extension au cas du rectangle demande des résultats encore plus
fins de théorie des nombres, mais a déjà été faite (c.f. [129]). D’autres extensions peuvent être
intéressantes et possibles par cette méthode. On peut par exemple regarder d’autres conditions
aux bords dans la cas d’une plaque rectangulaire. Cela modifie les valeurs propres et surtout
les vecteurs propres. Il est aussi possible de regarder ce qui se passe avec le disque. Peut-on
prendre une partie du bord arbitrairement petite ou doit prendre une partie assez grande pour
vérifier les conditions d’optique géométrique ? Dans ce cas, il faut travailler avec les zéros des
fonctions de Bessel au lieu des sommes de carrés et l’étude est très différente. On peut aussi se
demander si ce qui se passe lorsque l’on considère des équations à coefficients variables. Peut-
on utiliser des résultats asymptotiques sur le spectre pour retrouver des résultats similaires ?
Enfin, il reste ce problème du temps de contrôle. Même en dimension 1 et en reprenant avec
attention la démonstration de [108], il est difficile de retrouver le temps optimal de contrôle
de la corde. Il serait intéressant de retrouver l’étape qui fait perdre le temps optimal et de
voir si l’on peut la modifier.



Chapitre 5

Dépendance par rapport au domaine

de quelques systèmes d’EDP

Comme nous l’avons vu dans les chapitres précédents, le domaine sur lequel est écrit
l’équation aux dérivées partielles que l’on étudie joue un rôle essentiel. Dans le cas d’un
problème fluide-structure, le fait que ce domaine est variable complique sensiblement l’analyse
du problème et dans le cas des méthodes fréquentielles appliquées aux problèmes de contrôle,
nous nous servons plus d’une fois que nous sommes dans un carré ou dans une géométrie
particulière sans savoir si nous pourrions généraliser ces résultats à d’autres domaines.

Dans ce dernier chapitre, on présente deux travaux concernant la dépendance de solutions
d’EDP par rapport au domaine. Dans la première section, il s’agit de minimiser un critère en
créant un petit trou et dans la seconde section on regarde comment évolue la solution d’une
EDP écrite sur domaine tendant vers un domaine périodique.

5.1 Dérivée topologique pour des problèmes d’évolution ([T1])

Considérons un domaine Ω ⊂ R
d, d = 2 or 3 et notons par uΩ la solution d’un système

d’équations aux dérivées partielles définies dans Ω. Le but de l’analyse de sensibilité topo-
logique est d’étudier le comportement asymptotique d’une certaine fonction coût de forme
j(Ω) = JΩ(uΩ) par rapport à une perturbation topologique infinitésimale de la topologie de
Ω. On peut ainsi sortir de l’optimisation de forme “classique” dans laquelle la topologie reste
identique. Pour plus de détails sur cette approche on peut se référer aux papiers suivants :
[120, 49, 50, 123, 63]. Dans ces papiers, la création de trous à l’intérieur du domaine est consi-
dérée. Étant donné un point x0 ∈ Ω, un domaine ω ⊂ R

d contenant l’origine et une petite
inclusion ωε = x0 + εω, on obtient un développement asymptotique pour ε→ 0 :

j(Ω \ ωε) − j(Ω) = f(ε)g(x0) + o(f(ε)). (5.1)

Dans l’expression ci-dessus, la fonction ε ∈ R
+ 7→ f(ε) ∈ R

+ est régulière et tend vers 0
lorsque ε tend vers 0. Le nombre g(x0) est appelé dérivée topologique au point x0. Il donne
une indication de la sensibilité de la fonction coût par rapport à la création d’un petit trou en
x0. Cette application x 7→ g(x) est l’outil de base dans les différents algorithmes d’optimisation
de forme topologique : [9, 21, 78, 20, 63, 76, 114, 28, 2, 8].

D’un point de vue théorique, la plupart des travaux concernant des développements du
type (5.1) porte sur des problèmes asscociés à des équations elliptiques, pour lesquelles plu-
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sieurs généralisations ont été faites : création de fissure [10], dérivée extérieure topologique
[110],etc. Un des rares papiers portant sur un problème dépendant du temps est [20] mais les
démonstrations sont formelles. Notre objectif ici est de considérer l’analyse de sensibilité topo-
logique pour des problèmes paraboliques ou hyperboliques. Pour simplifier nous considérons
deux équations modèles : l’équation de la chaleur et l’équation des ondes, i.e.

ρε
∂puε
∂tp

− div (αεA∇uε) = Fε, p = 1, 2.

Les coefficients ρε et αε sont strictement positifs et constants par morceaux, avec une valeur
différente dans l’inclusion ωε et dans le reste du domaine. Le second membre Fε est régulier
dans ωε et dans son complémentaire, A est une matrice symétrique définie positive. Finalement
on impose des conditions de Dirichlet sur le bord extérieur de Ω et on prend des conditions
initiales nulles. Pour ces problèmes, on considère une large classe de fonction coût. Le calcul de
leur sensibilité est fait via une méthode de dualité qui en plus d’être d’un intérêt pratique nous
permet d’écrire le développement (5.1) d’une manière unifié. Ce cadre permet de nombreuses
généralisations relativement simples. Tout d’abord, les mêmes résultats restent vrais avec
d’autres conditions aux bords (linéaires) sur ∂Ω (par exemple des conditions de type Neumann
ou Robin). Ensuite, les formules correspondantes pour des états vectoriels et non plus scalaires
peuvent être aisément déduites à condition de connaître l’expression du tenseur de polarisation
du premier ordre (que l’on appelle aussi tenseur de polarisation de Pólya-Szegö ou masse
virtuelle). On peut se référer aux travaux [3, 4] dans lesquels des expressions de ce tenseur
sont obtenus. Finallement, dans le cas où ωε est un trou avec condition au bords de Neumann
on peut retrouver les formules correspondantes en prenant formellement ρε et αε égaux à zéro
dans ωε et dans le tenseur de polarisation associé. Cette assertion est démontrée dans [7] pour
les problèmes elliptiques et peut être facilement adaptée au cadre présent. Il est important de
noter que l’intérêt de ce travail est illustré dans des expériences numériques [20, 9].

Soit α0, α1, ρ0, ρ1 des nombres réels strictement positifs. Pour tout ε ∈ [0, ε0), ε0, nous
définissons

αε =

{
α1 dans ωε
α0 dans Ω \ ωε

, ρε =

{
ρ1 dans ωε
ρ0 dans Ω \ ωε

.

Soit aussi F0, F1 ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) et définissons

Fε =

{
F1 dans ωε × (0, T ),
F0 dans (Ω \ ωε) × (0, T ).

Nous considérons l’équation de la chaleur :





ρε
∂uε
∂t

− div (αεA∇uε) = Fε dans Ω × (0, T ),

uε = 0 sur ∂Ω × (0, T ),
uε(0, ·) = 0 dans Ω.

(5.2)

Posons

X = L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩H1(0, T ;H−1(Ω)),

et supposons que

uε ∈ X0 = {u ∈ X,u(0, ·) = 0}
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La formulation variationnelle correspondante à (5.2) peut s’écrire
∫ T

0

〈
ρε
∂uε
∂t

, v

〉

H−1(Ω),H1
0
(Ω)

dt+

∫ T

0
aε(uε, v) dt =

∫ T

0
ℓε(v) dt ∀v ∈ X. (5.3)

La forme bilinéaire aε et la forme linéaire ℓε sont définies par :

aε(u, v) =

∫

Ω
αεA∇u · ∇v dx, (5.4)

ℓε(v) =

∫

Ω
Fεv dx. (5.5)

Nous considérons des fonctions coûts de la forme

j(ε) = Jε(uε) =

∫ T

0
Jε(uε) dt (5.6)

où Jε : H1
0 (Ω) → R vérifie les hypothèses suivantes :

Jε(u) ∈ L1(0, T ) ∀u ∈ X, ∀ε ∈ [0, ε0), (5.7)

Jε(uε) = Jε(u0) +

∫ T

0
〈DJε(u0), uε − u0〉H−1(Ω),H1

0
(Ω) dt+ εdδJ1 + o(εd), (5.8)

Jε(u0) = J0(u0) + εdδJ2 + o(εd), (5.9)

‖DJε(u0) −DJ0(u0)‖L2(0,T ;H−1(Ω)) = o(εd/2), (5.10)

où DJε(u0(t)) ∈ H−1(Ω) pour presque tout t ∈ (0, T ).

Remarque 5.1.1. 1. Nous avons utilisé la notation DJε(u0(t, ·)) car dans la plupart des
applications, cela coïncide avec la dérivée au sens de Fréchet de Jε évalué en u0(t, ·).

2. Pour simplifier, nous ne considérons pas de fonction coût Jε dépendant explicitement du
temps, mais l’analyse développée ici peut être adaptée à ce cas-là.

Nous introduisons l’état adjoint vε ∈ X défini par
∫ T

0

〈
ρε
∂ϕ

∂t
, vε

〉

H−1(Ω),H1
0
(Ω)

dt+

∫ T

0
aε(ϕ, vε) dt = −

∫ T

0
DJε(u0)ϕdt ∀ϕ ∈ X0. (5.11)

La formulation forte correspondante s’écrit




−ρε
∂vε
∂t

− div (αεA∇vε) = −DJε(u0) dans Ω × (0, T ),

vε = 0 sur ∂Ω × (0, T ),
vε(T, ·) = 0 dans Ω.

(5.12)

Pour notre analyse, nous avons besoin de quelques hypothèses de régularité : nous suppo-
sons qu’il existe deux voisinages ΩF et ΩJ de x0 telle que

F0 ∈ L2(0, T ;H4(ΩF )) ∩H2(0, T ;L2(ΩF )), (5.13)

F1 ∈ L2(0, T ;W 1,∞(ΩF )), (5.14)

DJ0(u0) ∈ L2(0, T ;H4(ΩJ)) ∩H
2(0, T ;L2(ΩJ)). (5.15)

Finalement, nous introduisons la matrice de polarisation Pω,r ∈ R
d×d, r ∈ R

+ définie
comme suit :
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1. si r = 1, alors Pω,1 = 0,

2. sinon,

(Pω,r)ij =

∫

∂ω
pjxids (5.16)

où la densité pi est l’unique solution de l’équation intégrale

r + 1

r − 1

pi(x)

2
+

∫

∂ω
pi(y)A∇E(x− y).n(x)ds(y) = Aei.n(x) ∀x ∈ ∂ω. (5.17)

Dans l’équation ci-dessus, nous avons noté E la solution fondamentale de l’opérateur u 7→
− div (A∇u). Le résultat que nous avons obtenu dans ce cadre est le théorème suivant.

Théorème 5.1.2. Supposons que la fonction coût J vérifie (5.6)-(5.10). Supposons de plus
que u0 et v0 sont solutions de, respectivement, (5.2) et (5.12) pour ε = 0 et que les hypothèses
de régularité (5.13)-(5.15) sont vérifiées. Alors, nous avons le développement asymptotique
suivant :

j(ε)−j(0) = εd

[
(ρ1−ρ0)|ω|

∫ T

0

∂u0

∂t
(t, x0) v0(t, x0) dt+α0

∫ T

0
∇u0(t, x0)·Pω,α1

α0

∇v0(t, x0) dt

− |ω|

∫ T

0
(F1(t, x0) − F0(t, x0)) v0(t, x0) dt+ δJ1 + δJ2

]
+ o(εd). (5.18)

Il existe de nombreuses fonctions coût permettant d’appliquer le résultat ci-dessus. Par
exemple, nous avons

Proposition 5.1.3. Le développement asymptotique (5.18) est vérifié pour les fonctions de
coût suivantes.

1. Pour la fonction coût

Jε(u) =

∫

Ω
η(x)A∇(u− ud).∇(u− ud) dx (5.19)

où ud ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) et η est régulière (C∞) à support ne contenant pas x0. Dans ce
cas δJ1 = 0 et δJ2 = 0.

2. Si l’on remplace dans (5.2) la condition au bord de Dirichlet sur ∂Ω par une condition
de Neumann, alors on peut considérer la fonction de coût

Jε(u) =

∫ T

0

∫

∂Ω
|u− ud|

2 ds dt (5.20)

où ud ∈ L2(0, T ;L2(∂Ω)). Dans ce cas, δJ1 = 0 et δJ2 = 0.

Nous obtenons un résultat similaire pour l’équation des ondes




ρε
∂2uε
∂t2

− div (αεA∇uε) = Fε dans Ω × (0, T ),

uε = 0 sur ∂Ω × (0, T ),

uε(0, ·) =
∂uε
∂t

(0, ·) = 0 dans Ω.

(5.21)
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Nous notons
Λ : u 7→ div(α0A∇u).

Nous supposons que les hypothèses de régularité suivantes sont vérifiées

F0 ∈ C6([0, T ];L2(Ω)) ∩
4⋂

j=0

Cj([0, T ];H5−j(Ω)), (5.22)

F0,ΛF0 et Λ2F0 s’annulent sur ∂Ω, (5.23)

F1 ∈ L2(0, T ;W 1,∞(B(x0, R))), R > 0, (5.24)

DJ0(u0) ∈ C6([0, T ];L2(Ω)) ∩
4⋂

j=0

Cj([0, T ];H5−j(Ω)), (5.25)

DJ0(u0),ΛDJ0(u0) et Λ2DJ0(u0) s’annulent sur ∂Ω. (5.26)

‖DJ0(u0) −DJε(u0)‖W 1,1(0,T ;H−1(Ω)) = o(εd/2). (5.27)

Nous posons

X = C([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) ∩ C2([0, T ];H−1(Ω)), (5.28)

L’état adjoint vε ∈ X est solution de
∫ T

0

〈
ρε
∂2ϕ

∂t2
, vε

〉

H−1(Ω),H1
0
(Ω)

dt+

∫ T

0
aε(ϕ, vε) dt = −

∫ T

0
DJε(u0)ϕdt ∀ϕ ∈ X0. (5.29)

La forme forte correspondante est




ρε
∂2vε
∂t2

− div (αεA∇vε) = −DJε(u0) dans Ω × (0, T ),

vε = 0 sur ∂Ω × (0, T ),

vε(T, ·) =
∂vε
∂t

(T, ·) = 0 dans Ω.

(5.30)

Théorème 5.1.4. Supposons que la fonction coût Jε vérifie (5.6)-(5.9) et (5.27). Supposons
de plus que u0 et v0 sont les solutions de, respectivement, (5.21) et (5.30) pour ε = 0, et que
les hypothèses de régularité (5.22)-(5.26) sont vérifiées. Alors nous avons le développement
asymptotique suivant :

j(ε) − j(0) = εd

[
− (ρ1 − ρ0)|ω|

∫ T

0

∂u0

∂t
(t, x0)

∂v0
∂t

(t, x0) dt

+ α0

∫ T

0
∇u0(t, x0) · Pω,α1

α0

∇v0(t, x0) dt

− |ω|

∫ T

0
(F1(t, x0) − F0(t, x0)) v0(t, x0) dt+ δJ1 + δJ2

]
+ o(εd). (5.31)

Les deux théorèmes admettent de nombreuses généralisations simples, mais certaines exten-
sions sont plus difficiles à obtenir. Par exemple, est-il possible de considérer d’autres équations
comme les équations de Navier-Stokes (c.f. [6]) ou les équations de Maxwell ? Peut-on adapter
la théorie correspondante sur les fissures ? D’un point de vue mathématique, il est aussi intéres-
sant de se demander ce qui se passe si le trou est aussi un trou en temps, ou en d’autres termes
est-ce l’on peut créer un trou à un certain temps ? Ce problème est certainement beaucoup
plus difficile à traiter.
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5.2 Le système de Stokes dans un domaine périodique ([T2])

Dans les puits de pétrole, en fin d’exploitation, on utilise des pompes enfoncées profondé-
ment dans le sol afin de maintenir la production. De telles pompes sont composées de plusieurs
étages identiques (jusqu’à une centaine). Les simulations numériques en 3D de flots dans ces
pompes et l’utilisation des résultats obtenus (pour optimiser la forme de certains éléments
de cette pompe) ne peuvent se faire qu’en simplifiant au maximum le modèle. Une simplifi-
cation naturelle et considérée par les ingénieurs et de supposer que l’on peut remplacer tous
les étages par un seul étage avec condition périodique. D’un point de vue mathématique, le
problème correspondant est simple à poser : soit Ωk ⊂ R

N un domaine composé de 2k copies
d’un domaine borné Ω translaté dans la N -ième direction en espace (c.f. Figure 5.1).

Pour simplifier, on peut supposer que Ω ⊂ R
N−1 × (0, L) où L > 0 et que

Ωk =

k−1⋃

i=−k

(iLeN + Ω) .

Dans la suite, on suppose aussi que Ωk est un domaine de classe C1,1 pour tout k. Soit
f ∈ L2

loc(R
N ) une fonction L-périodique dans la direction N . Considérons le système suivant

sur Ωk en dimension 2 (N = 2) :

−∆uk + ∇pk = f dans Ωk,
∇ · uk = 0 dans Ωk,
rotuk = 0 sur ∂Ωk,
uk · n = 0 sur ∂Ωk.

(5.32)

Nous cherchons à savoir si la solution du problème ci-dessus converge vers la solution du
problème périodique sur un seul étage :

−∆u∞ + ∇p∞ = f dans Ω,
∇ · u∞ = 0 dans Ω,
rotu∞ = 0 sur Γ,
u∞ · n = 0 sur Γ,

u∞ Le2-périodique,

(5.33)

où Γ est la frontière latérale de Ω. Nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 5.2.1. Soit k0 ∈ N
∗. Il existe des constantes K > 0, K ′ > 0, α > 0 telles que

pour tout k > k0, on a
‖uk − u∞‖L∞(Ωk0

)2 6 Ke−αk,

‖pk − p∞‖L2(Ωk0
) 6 K ′e−αk.

La question que nous nous posons ici peut se poser naturellement pour bien d’autres EDP.
En particulier nous pouvons aussi considérer le problème semi-linéaire suivant

−∆uk + g(x, uk) = f dans Ωk,
uk = 0 sur ∂Ωk,

(5.34)

où g vérifie des conditions usuelles. On note par u∞ la solution du problème périodique posé
dans Ω :

−∆u∞ + g(x, u∞) = f dans Ω,
u∞ = 0 sur Γ,
u∞ LeN -périodique.

(5.35)
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Dans ce cas, nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 5.2.2. Soit k0 ∈ N
∗. Il existe deux constantes K > 0 et α > 0, dépendant

seulement de Ωk0 , telles que pour tout k > k0,

‖uk − u∞‖L∞(Ωk0
) 6 Ke−αk.

Ce type de résultats ont déjà été démontrés dans des papiers de M. Chipot et Y. Xie : [35],
[37], [36]. Leurs techniques reposent sur une méthode variationnelle pour obtenir la conver-
gence. On peut aussi se référer au livre [34] de M. Chipot pour des problèmes similaires. Notre
approche a de nombreux points communs avec ces travaux mais avec les différences suivantes :

– nous travaillons avec la norme uniforme (L∞) qui semble plus naturelle pour les ingé-
nieurs ;

– nous utilisons une méthode un peu plus simple, uniquement basé sur le principe du
maximum, ce qui nous permet d’obtenir une convergence plus forte (convergence expo-
nentielle au lieu de polynomiale) ;

– dans le cas elliptique, nous considérons le problème semi-linéaire au lieu du cas linéaire.
Par contre nous sommes restreints au cas du Laplacien et à une géométrie plus simple
(périodique dans une seule direction) ce qui n’est pas le cas des travaux de Chipot et
Xie ;

– nous considérons le problème de Stokes en dimension 2 avec des conditions aux bords
particulières (conditions de Navier).

En fait, la condition de Navier vient du fait que nous utilisons le résultat du théorème
5.2.2 pour démontrer le théorème 5.2.1. En prenant le rotationnel de la première équation de
(5.32) et de (5.33), on se ramène aux équations (5.34) et (5.35). Si notre méthode a l’avantage
de donner un bon résultat (convergence exponentielle), elle semble difficile à généraliser pour
traiter des extensions pertinentes :

– Comment obtenir le même résultat dans le cas de la dimension 3 ?
– Comment traiter le cas des équations de Navier-Stokes ?
– Comment traiter le cas d’autres conditions aux bords comme par exemple les conditions

de Dirichlet ?
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