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Préface

La dernière démarche de la raison est de reconnaître qu’il y a une
infinité de choses qui la surpassent ; elle n’est que faible, si elle ne
va jusqu’à connaître cela.
Que si les choses naturelles la surpassent, que dira-t-on des surna-
turelles ? B. Pascal

Même s’il est toujours plus passionnant d’aller de l’avant vers de nouvelles recherches c’est-à-dire
de nouvelles aventures, il est parfois nécessaire de se poser et de faire un bilan sur le chemin par-
couru. Ce document de synthèse devrait permettre de faire coexister le nécessaire et le passionnant :
pour chaque thématique abordée au cours de mes activités de recherche, un bilan, suivi d’un texte
décrivant les perspectives qui en découlent, sera présenté.

Ma recherche commencée aux côtés de Bernard Roynette concerne essentiellement l’étude de pro-
cessus stochastiques et plus particulièrement de diffusions. Trois problèmes différents avaient été
abordés et ont, en partie, initié d’autres études. La première étude concernait un principe de grandes
déviations pour une diffusion unidimensionnelle. Il s’agissait de considérer une équation différen-
tielle ordinaire admettant une infinité de solutions (phénomène de Peano) et d’ajouter un terme
de diffusion brownienne de faible intensité. L’idée principale était alors de décrire le comportement
asymptotique de l’unique solution de l’équation différentielle stochastique lorsque l’intensité de la
perturbation aléatoire tendait vers zéro. C’est en particulier une situation qui n’entrait pas dans
le cadre classique analysé par M. Freidlin et A. Wentzell. Le second problème concernait la limite
au sens de McKean-Vlasov d’un système de particules en interaction, conduisant à des processus
auto-stabilisants. Ces processus stochastiques sont en fait attirés par leur propre loi, ce qui rend leur
étude plutôt compliquée. Là encore ces processus n’entrent pas dans le cadre habituel des diffusions,
solutions d’EDS, puisqu’il s’agit de processus non-linéaires. Le dernier problème abordé fut celui des
diffusions dites renforcées qui sont attirées par leur propre trajectoire. Apparaît alors une mémoire
longue. Il est évident que les outils habituels du calcul stochastique pour étudier des processus mar-
koviens ne peuvent être appliqués dans ce contexte.
Pour résumer, les études effectuées lors de la thèse de doctorat concernaient des processus de dif-
fusion qui n’entraient pas dans les cadres classiques. Il fallait alors soit trouver de nouveaux outils
d’étude soit essayer par quelques stratagèmes de se ramener à des situations plus connues. Certains
travaux qui suivirent se basèrent sur ces premières esquisses notamment ceux en collaboration avec
Michaël Scheutzow ou encore Peter Imkeller, Dierk Peithmann et enfin Julian Tugaut.

Au cours de l’année post-doctorale passée à l’université Humboldt à Berlin, Peter Imkeller m’a pré-
senté différentes questions liées à la résonance stochastique. Ce concept permettant à des systèmes
dynamiques, subissant essentiellement deux perturbations : une perturbation périodique et une per-
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turbation brownienne (toutes les deux de faible intensité), d’admettre des solutions stochastiques
comprenant une forte composante périodique est intrigant. En effet le bruit dans les systèmes dy-
namiques est souvent considéré comme perturbateur. Or ici, le bruit est créateur d’événement, il
permet aux solutions du système d’osciller entre différents points stables, ce qui ne serait pas pos-
sible dans un contexte uniquement déterministe. Le point de départ de nos différentes collaborations
était de chercher à déterminer une mesure de qualité pour quantifier la “périodicité” d’une trajec-
toire aléatoire et qui réponde à nos différentes exigences. Là encore la théorie des gandes déviations,
sur laquelle repose notre étude, ne pouvait s’appliquer directement à l’EDS considérée puisque la
dérive dépendait elle-même du paramètre autour duquel s’articulait le passage à la limite.

Une dernière thématique de recherche m’a intéressé récemment. Avec Pierre Vallois nous avons
considéré des marches aléatoires persistantes, dont les accroissements avaient une mémoire d’ordre
1. Là encore il s’agit de processus non-markoviens sortant des sentiers battus. L’intérêt est de com-
prendre comment en renormalisant ces processus discrets, il est possible, en faisant tendre le pas de
temps vers 0, d’obtenir des processus continus non-markoviens.

Evidemment dans cette synthèse, je ne présenterai que les travaux aboutis. Et pourtant j’ai passé
du temps avec différents chercheurs à essayer de répondre à diverses questions tout aussi passion-
nantes que celles exposées dans ces quelques pages, mais qui n’ont malheureusement pas abouti et
qui restent donc en suspens, pour l’instant...

Même si les études présentées dans les différents chapitres de ce document semblent bien diverses,
elles possèdent de nombreux points communs :

☛ Elles concernent des équations différentielles stochastiques ou des systèmes d’EDS dirigés par
des mouvements browniens.

☛ Elles font appel au calcul asymptotique. Dans les questions posées, il s’agit bien souvent de
considérer la limite d’un paramètre du système dynamique. Cela peut être : le coefficient de dif-
fusion qui tend vers 0, le temps qui croît à l’infini, le nombre de particules dans un système de
particules en interaction qui tend vers l’infini, le pas de temps d’une marche aléatoire qui tend
vers 0. Les techniques utilisées sont donc spécifiques à ces passages à la limite : grandes déviations,
estimation d’intégrales par la méthode de Laplace, limite de McKean-Vlasov, propagation du chaos,
critère de tension des lois de processus, décomposition spectrale des semi-groupes.

☛ Elles présentent des non-linéarités. En effet, dans les problèmes étudiés, les outils classiques du
calcul stochastique ne peuvent s’appliquer directement à cause de différentes non-linéarités. Certains
processus sont non-markoviens car ils possèdent des mémoires longues (diffusions renforcées) ou ins-
tantanées (processus du télégraphe). D’autres processus sont attirés par leur propre loi (processus
auto-stabilisants). Quelques outils spécifiques font donc leur apparition : théorèmes de point fixe et
théorèmes de comparaison.

Cette synthèse s’articule de la façon suivante :

– Le premier chapitre concerne l’étude de diffusions renforcées. Il s’agit de processus attirés par
leur propre trajectoire. Ils ont tendance à passer beaucoup de temps dans des régions qu’ils
ont déjà fréquemment visitées dans le passé et la question naturelle de leur comportement
en temps long est posée. Ce travail en collaboration avec Bernard Roynette puis Michaël
Scheutzow a fait l’objet de deux publications [46, 47].

– Le second chapitre concerne un principe de grandes déviations singulier. Il s’agit de considérer
une perturbation browienne de faible intensité d’une équation différentielle, laquelle admet une
infinité de solutions (phénomène de Peano). Le comportement asymptotique des trajectoires
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est présenté à travers deux articles [36] et [38] écrits en collaboration avec Bernard Roynette
et Mihai Gradinaru.

– Le troisième chapitre présente le phénomène de résonance stochastique. L’enjeu de cette étude
est de pouvoir décider si une trajectoire d’une EDS à coefficients périodiques est plus pério-
dique qu’une autre trajectoire. Evidemment comme il s’agit de trajectoires aléatoires, elles
ne sont nullement périodiques mais nous chercherons quand-même à trouver un critère adé-
quat pour quantifier cette notion. Ce travail a fait l’ojet de différentes publications avec Peter
Imkeller et Dierk Peithmann : [40, 42, 44].

– Dans le quatrième chapitre seront présentés les processus auto-stabilisants. Solutions d’EDS,
ils sont attirés par leur propre loi et s’obtiennent comme limite de McKean-Vlasov dans un
système de particules en interaction. Différentes questions seront abordées : existence et unicité
des solutions et des mesures invariantes, propagation du chaos, grandes déviations, temps de
sortie d’un domaine,... Ce travail a été réalisé avec B. Roynette, P. Imkeller, D. Peithmann et
J. Tugaut [39, 45, 48].

– Le dernier chapitre repose sur l’étude de marches aléatoires persistantes et leur convergence
lorsque le pas de temps tend vers 0. Ce travail initié récemment par Pierre Vallois a fait l’objet
d’une prépublication [49].
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Chapitre 1

Processus auto-attractifs

Ce chapitre se rapporte aux articles [46, 47] et à un chapitre de ma thèse [37]. C’est un travail
en collaboration avec B. Roynette et M. Scheutzow

Introduction

Il y a de nombreuses façons de construire des processus non-markoviens dont la dynamique
dépend de l’histoire du processus. Dans ce chapitre seront présentés des processus à mémoire longue :
la dynamique à un instant donné dépendant de toute la trajectoire passée. Evidemment la prise en
compte d’une telle quantité d’information ne peut que modifier drastiquement le comportement d’un
processus et cela d’autant plus que le temps écoulé est important. L’étude de ces processus appelés
auto-attractifs se focalise donc sur le comportement asymptotique en temps long. Le processus qui
concentrera notre attention est solution de l’équation différentielle stochastique suivante :

Zt = Z0 −
∫ t

0

(
∫ s

0
Φ(Zs − Zu)du

)

ds+Bt, (1.0.1)

où Bt est un mouvement brownien unidimensionnel. La fonction d’interaction Φ, occupant une place
centrale dans ce problème, est une fonction impaire mesurable et bornée avec Φ(x) ≥ 0 pour x ≥ 0.
Analyser cette “diffusion” particulière revient à trouver sous quelles conditions les trajectoires sont
bornées voire convergentes presque sûrement. Dans le cas des trajectoires convergentes, une estima-
tion de la vitesse de convergence complètera le tableau. L’étude met en évidence la relation entre
la croissance de la fonction d’interaction au voisinage de l’origine et le comportement asymptotique
du processus stochastique associé. Je présente donc deux cas très différents :

– le support de la fonction d’interaction Φ contient un voisinage de l’origine
– la fonction d’interaction s’annule sur un voisinage de l’origine.

Le concept de processus à mémoire longue fut précédemment introduit dans le contexte des marches
aléatoires renforcées. Et c’est précisément les résultats surprenants, que R. Pemantle et S. Volkov [66]
ont mis en évidence, qui ont motivé notre analyse. Ils ont décrit le comportement en temps long de la
marche aléatoire renforcée par sommets sur Z : les trajectoires sont presque sûrement bornées et le
support aléatoire limite du processus comporte 5 points. Evidemment il n’y a pas de correspondance
immédiate entre ce processus à espace d’états discret et les diffusions auto-attractives, également
appelées diffusions renforcées. Il s’ensuit une diversité de définitions des processus renforcés sur R.
Une des alternatives de (1.0.1) est de considérer dans le terme de dérive de la diffusion une moyenne
de la mesure d’occupation (M. Benaïm, M. Ledoux, O. Raimond [7] et [9, 8], A. Kurtzmann [58]) : le
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fait de renormaliser la dérive va évidemment changer le comportement de la diffusion et les méthodes
d’analyse.
Avec B. Roynette puis M. Scheutzow, nous nous sommes intéressés aux processus renforcés introduits
par R. T. Durrett and L. C. G. Rogers [28], puis étudiés par M. Cranston et Y. Le Jan [21] et
généralisés par O. Raimond [70]. Les techniques que nous avons utilisées s’inspirent donc en partie
de leurs travaux.

1.1 Le support de la fonction d’interaction contient un voisinage de

l’origine

Cette hypothèse concernant le support de la fonction d’interaction indique que l’ensemble de
l’historique d’une trajectoire est pris en compte dans la dérive du processus. Il n’y a donc aucune
perte d’information. Ceci permet dans un premier temps d’étudier la bornitude presque sûre des
trajectoires mais également dans un second temps leur convergence en temps long.

Supposons tout d’abord que la diffusion parte de l’origine (sans perte de généralité) et que la
fonction d’interaction Φ soit une fonction impaire continue croissante et bornée qui satisfasse à une
condition minimaliste au voisinage de l’origine : il existe une constante C > 0 et un polynôme Pk

de degré k ∈ IN∗ vérifiant limx→+∞ Pk(x) = +∞ tels que

|Φ(x)| ≥ C exp−Pk

(

1

|x|

)

. (1.1.1)

➥ Sous cette condition peu exigente, les trajectoires de l’unique solution forte à l’équation (1.0.1)
sont bornées presque sûrement.

Evidemment sur un tel processus non-markovien, il est difficile de faire des calculs explicites. La dé-
monstration repose donc essentiellement sur des principes de comparaison. Localement les diffusions
renforcées peuvent être comparées à des diffusions homogènes pour lesquels l’analyse stochastique
offre de nombreux résultats précis. La preuve repose alors sur la construction d’une suite d’intervalles
imbriqués In :

I0 =] −∞, 0] ⊂ I1 =] −∞, L1] ⊂ . . . ⊂ In =] −∞, Ln] ⊂ . . .] −∞, L∞],

avec lim
n→∞

Ln = L∞ < ∞ et sur l’étude de l’événement
{

sup
t≥0

Zt < L∞
}

. En fait, nous allons consi-

dérer un événement plus petit qui peut être décrit comme suit : la diffusion passe un temps minimal
déterministe αn entre le temps de sortie de l’intervalle In, noté τn, et celui de l’intervalle In+1. Ces
temps minimaux αn sont choisis pour former une suite croissante qui tend vers l’infini. Ainsi le
niveau L∞ ne sera pas atteint en temps fini.
L’événement décrit précédemment peut alors être estimé. En effet lorsque la diffusion quitte l’in-
tervalle In pour la première fois, la mesure d’occupation de (Zt, 0 ≤ t ≤ τn) a son support inclus
dans In. Comme la dérive de la diffusion renforcée est décroissante (Φ est croissante) et négative
pour x ≥ Ln et t ≥ τn la diffusion a tendance à retourner rapidement dans l’intervalle In. La suite
(αn) permet alors de quantifier cette force d’attraction et ainsi, pour n assez grand, d’obtenir un
majorant (négatif) de la dérive à l’extérieur de l’intervalle In. Ce majorant est noté Dn. Il suffit alors
de comparer la diffusion renforcée sur l’intervalle de temps [τn, τn +αn] avec le processus markovien
suivant :

Yt = Wt +Dnt+ Lt,
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où Wt est un mouvement brownien, Lt est un processus croissant à variation finie qui ne croît que
lorsque Yt = 0 et qui permet à Y de rester positif. L’utilisation des martingales de Wald permet
d’obtenir la transformée de Laplace des temps de sortie d’intervalles semi-infinis pour la diffusion
Y et donc d’obtenir les informations suffisantes sur la diffusion auto-attractive. Le résultat final se
résume ainsi :

lim
L∞→∞

IP
(

sup
t≥0

Zt < L∞
)

= 1.

Evidemment la majoration presque sûre des trajectoires amène automatiquement la bornitude par
des arguments de symétrie.
Même si la croissance de la fonction d’interaction Φ est importante dans cette étude puisqu’elle
permet à la dérive du processus d’être décroissante, elle n’est cependant pas fondamentale. En effet,
un résultat similaire de bornitude des trajectoires peut être obtenu pour des fonctions d’interaction
Φ impaires continues et décroissantes sur R∗

+ avec Φ(0) = 0, Φ(0+) > 0 et Φ(x) > 0 pour x > 0. La
preuve présentée précédemment peut être adaptée à cette situation particulière en remplaçant les
intervalles semi-infinis In par des intervalles symétriques Ĩn = [−Ln, Ln].

➥ Si Φ est une fonction impaire, continue et décroissante sur R+, s’il existe α > 0 tel que
xΦ2+α(x) soit une fonction croissante sur R+ avec limx→∞ xΦ2+α(x) = +∞ alors l’unique solution
faible de l’équation (1.0.1) a des trajectoires bornées presque sûrement.

Revenons au cas d’une fonction d’interaction croissante. Notons que la dérive est une fonction
décroissante :

−
∫ t

0
Φ(x− Zs)ds ≥ −

∫ t

0
Φ(y − Zs)ds, pour x ≤ y.

Puisque les trajectoires sont bornées presque sûrement, la dérive du processus s’annule une infinité
de fois. Après chaque instant de ce type, grâce à la décroissance de la dérive, la diffusion renforcée
aura tendance à rester longtemps confinée dans un intervalle très petit. D’ailleurs cette tendance va
s’accroître avec le temps, ce qui permet finalement de montrer que

lim sup
t→∞

Zt = lim inf
t→∞

Zt.

➥ Si Φ est une fonction croissante impaire vérifiant (1.1.1) alors les trajectoires de la diffusion
renforcée (1.0.1) convergent presque sûrement.

Le fait que la dérive de la diffusion passe une infinité de fois par l’origine semble être le point
crucial et permet de poursuivre l’étude sous une autre forme : nous introduisons un processus
auxiliaire qui aura beaucoup plus d’inertie que la diffusion et qui va l’attirer. Pour toute fonction
d’interaction Φ strictement croissante régulière, la dérive de (1.0.1) peut s’écrire sous la forme :

D(t, x) := −
∫

R

Φ(x− y)dµt(y),

où µt représente la mesure d’occupation du processus Z au temps t. Cette fonction est régulière par
rapport à la variable x et strictement décroissante presque sûrement lorsque t > 0. Nous définissons
alors le processus moyen noté Ct qui satisfait D(t, Ct) = 0 avec C0 = Z0. Ce processus stochastique
particulier joue un rôle fondamental : il attire en tout temps la diffusion renforcée.

➥ S’il existe c > 0 et R > 0 tels que Φ′(x) ≥ c pour tout |x| ≥ R, alors limt→∞ |Zt − Ct| = 0
presque sûrement.
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Pour la suite, nous noterons Rt = Zt − Ct. Le résultat énoncé est vérifié sans aucune condition
particulière sur le comportement de la fonction d’interaction au voisinage de l’origine. Ainsi même
si les trajectoires de la diffusion ne convergent pas presque sûrement, la différence entre le processus
auto-attractif et le processus moyen tend bien vers 0. Ce résultat intuitivement clair repose là encore
sur un principe de comparaison entre des diffusions à mémoire longue et des processus de Markov.
En utilisant la régularité de la dérive, le processus moyen peut être décrit de la sorte :

C ′
t =

−Φ(−Rt)
∫

R
Φ′(Ct − y)dµt(y)

.

Nous obtenons une EDS pour le processus différence Rt :

dRt =

(

−
∫ t

0
Φ(Rt + Ct − y)dµt(y) +

Φ(−Rt)
∫

R
Φ′(Ct − y)dµt(y)

)

dt+ dBt, R0 = 0. (1.1.2)

Toute l’étude des diffusions auto-attractives peut se résumer alors en l’étude de l’EDS (1.1.2). Cette
équation n’est pas plus simple à résoudre mais peut faire l’objet d’un principe de comparaison. En
effet, il est possible de définir ϕ une fonction impaire vérifiant ϕ(ǫ) > 0 pour ǫ > 0 et

ϕ(ǫ) ≤ inf
x∈R

{

Φ(x+ ǫ) − Φ(x)
}

, ∀ǫ > 0.

Comme, par ailleurs, C ′
t est du même signe que Rt, nous obtenons la comparaison suivante :

IP(R2
t ≤ U2

t , ∀t ≥ 0) = 1,

où le processus U a la même loi que la solution de l’EDS suivante :

dUt = dWt − tϕ(Ut)dt, U0 = 0.

L’équation est donc bel et bien simplifiée même s’il reste que cette équation est inhomogène et exige
une analyse détaillée pour parvenir à nos fins. En utilisant le Lemme de Borel-Cantelli, d’autres
principes de comparaisons et des martingales de Wald, nous obtenons la convergence vers 0 du pro-
cessus Ut en temps long et une minoration de la vitesse de convergence. Il s’ensuit immédiatement
le résultat de convergence suivant :

➥ Si la fonction d’interaction est impaire croissante régulière et s’il existe γ > 0 et Cγ > 0 tels
que

|Φ(x) − Φ(y)| ≥ Cγ |x− y|γ , (1.1.3)

au voisinage de l’origine, alors il existe Kγ > 0 tel que

lim sup
t→∞

{

(

t

ln t

)1/(1+γ)

sup
s≥t

|Zs − Cs|
}

≤ Kγ p.s.

Puisque la fonction différence (Rt, t ≥ 0) tend vers 0 avec un contrôle de la vitesse, le proces-
sus auto-attractif est donc de plus en plus proche du processus moyen qui a, pour sa part, une
grande inertie. Ce dernier va varier de moins en moins au fur et à mesure que le temps s’écoule. Il
est finalement possible (après quelques calculs fastidieux...) de montrer que le processus (Ct, t ≥ 0)
converge en temps long presque sûrement et entraîne de ce fait la convergence de la diffusion ren-
forcée.



5

➥ Si la fonction d’interaction est impaire croissante régulière et vérifie (1.1.3) au voisinage de
l’origine, alors pour tout µ < 1/(1 + γ)

lim
t→∞

{(

t

ln t

)µ

sup
s≥t

|Zs − Zt|
}

= 0 p.s.

Notons que dans le cas d’une interaction linéaire Φ(x) = ax avec a > 0, les résultats de convergence
et de vitesse de convergence peuvent être précisés en montrant, au passage, que la minoration de la
vitesse de convergence obtenue précédemment est relativement fine. Le processus Zt converge vers
une variable aléatoire limite Z∞ qui a l’expression intégrale suivante :

Z∞ =

∫ ∞

0

(

1 − aseas2/2

∫ ∞

s
e−au2/2du

)

dBs.

Une analyse basée sur la loi du logarithme itéré permet d’obtenir

lim sup
t→∞

√

t

ln t
(Zt − Z∞) = − lim inf

t→∞

√

t

ln t
(Zt − Z∞) =

√

2

a
p.s.

Dans tous ces résultats de convergence, la stricte croissance de la fonction d’interaction au voisinage
de l’origine est fondamentale.

1.2 La fonction d’interaction s’annule sur un voisinage de l’origine

M. Cranston et Y. Le Jan [21] ont étudié le cas particulier de l’interaction

Φ(x) = ν sgn(x)1{|x|≥α}, (1.2.1)

avec α > 0, ν > 0, pour mettre en évidence l’importance du comportement de Φ au voisinage de
l’origine. Ils ont montré que, presque sûrement, les trajectoires de l’unique solution faible de (1.0.1)
ne convergent pas. En effet, après un instant t0 fixé, le processus se comporte comme une diffusion
homogène tant que |Zt − Zt0 | ≤ α/2. Ce qui entraîne en particulier que cette différence atteint la
valeur α/2 presque sûrement en temps fini. Il est donc presque sûrement impossible de contenir le
processus dans un petit intervalle de R.
Avec B. Roynette, nous nous sommes intéressés à l’analyse de la bornitude des trajectoires. Soit τn
le premier instant où la diffusion atteint le niveau nα. Il suffit de montrer que, sachant τn < ∞,
le processus stochastique n’atteint pas le niveau (n+ 1)α avec une probabilité strictement positive
qu’il est possible de minorer indépendemment de n. Nous montrons ainsi que les trajectoires sont
presque sûrement majorées. Par des arguments de symétrie, la minoration s’obtient de la même
façon.

➥ Les trajectoires de l’unique solution faible de l’équation (1.0.1), munie de l’interaction (1.2.1),
sont presque sûrement bornées.

La démonstration de ce résultat présente quelque difficulté liée à la mémoire longue du proces-
sus. La structure particulière de la fonction d’interaction permet de relier la dérive à chaque instant
au temps passé historiquement par la diffusion dans certaines régions de la droite réelle. Ainsi en
considérant t ≥ τn, la dérive D(t, x) du processus auto-attractif ne dépend que du temps passé
sous le niveau (n − 1/2)α lorsque x ≥ 0 et tant que |Zt − αn| ≤ α/2. Pour pouvoir estimer ne
serait-ce que grossièrement la probabilité de ne pas atteindre le niveau (n+ 1)α, nous avons besoin
de décrire l’évolution au cours du temps de la dérive D(t, x) sur l’intervalle [(n+ 1/2)α, (n + 1)α].
Cette description va faire intervenir différents ingrédients dont :
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– Plusieurs principes de comparaison qui permettent de se ramener à l’étude de processus mar-
koviens arrêtés du type :

Xt = Wt −m

∫ t

0
1[0,1](Xs)ds, m > 0, t ≤ τ

oùWt est un mouvement brownien et τ est le premier instant de sortie de [−1, am], 0 < am < 1.
– Une estimation du temps passé par la diffusion arrêtée X dans l’intervalle [0, am], noté Am.

Cette étape passe par l’utilisation de la formule de Feynman-Kac et la résolution d’une équa-
tion différentielle ordinaire.

– Une loi forte des grands nombres adaptée à notre situation qui va décrire l’évolution de la
dérive au cours du temps. Cette loi forte permet de gérer des variables aléatoires indépendantes
de moyenne αm et de variance σ2

m satisfaisant
∑

m≥1 αm = ∞ et
∑

m≥1 σ
2
m < ∞. Elle est

appliquée directement aux variables Am définies dans l’étape précédente.
Cette démonstration permet en particulier de présenter le résultat limite suivant : la solution de
(1.0.1) satisfait l’inégalité

lim sup
t→∞

Zt − lim inf
t→∞

Zt ≤ 11α p.s.

Ainsi même dans le cas où la fonction d’interaction s’annule dans un voisinage de l’origine, les
trajectoires restent bornées presque sûrement.

1.3 Perspectives

Il y a de nombreuses questions ouvertes concernant ces diffusions dites renforcées mais, comme les
processus sont non-markoviens (le couple (Zt, µt) où µt est la mesure d’occupation est markovien),
il est plutôt difficile d’obtenir des réponses à ces diverses questions. Les outils habituels du calcul
stochastique ne peuvent en effet s’appliquer. Voici un échantillon de questions :

– Nous ne connaissons que peu de choses sur la variable aléatoire limite Z∞ dans le cas où les
trajectoires convergent presque sûrement. Dans le cas d’une interaction linéaire i.e. Φ(x) = ax,
M. Cranston et Y. Le Jan [21] ont décrit la variable aléatoire limite sous la forme d’une
intégrale stochastique. Dans le cas général, aucune information n’est encore disponible sur
cette limite aléatoire. Même s’il est sans doute très difficile d’en avoir une expression précise,
une description des queues de distribution serait une avancée significative.

– Concernant le bruit de l’EDS (1.0.1), plusieurs questions se posent. Peut-on ajouter un coeffi-
cient de diffusion homogène sans pour autant changer drastiquement le comportement des tra-
jectoires ? Ce comportement trajectoriel peut-il se généraliser à des processus auto-attractifs
dirigés par des processus gaussiens généraux ? L. Yan, Y. Sun and Y. Lu [82] ont considéré le
cas du mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst 1/2 < H < 1. Mais cette étude
est essentiellement centrée sur le cas linéaire. Il serait ainsi intéressant de généraliser l’analyse
à d’autres fonctions d’interaction.

– Le choix de la fonction d’interaction est primordial. Toute fonction croissante impaire peut
évidemment être considérée comme le gradient d’un potentiel qui forme un puits, le fonds du
puits se localisant à l’origine. Que se passe-t-il si le fond du puits n’est plus situé à l’origine ?
Que se passe-t-il si le potentiel a plusieurs minima locaux ? Il parait même difficile de se faire
une idée du comportement trajectoriel de la diffusion. R.T. Durrett et L. C. G. Rogers [28]
ont considéré le cas d’une fonction d’interaction négative Φ(x) ≤ 0 pour tout x ∈ R. Ils ont
alors étudié la vitesse de convergence de la diffusion vers l’infini. Ce cas est sans doute extrême
mais il ne faut pas négliger, à mon avis, la possibilité pour une diffusion renforcée de tendre
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vers l’infini.
Par ailleurs le type d’interaction peut être changé, on pourrait alors considérer toute fonction
dépendant de la mesure d’occupation du processus. J.R. Norris, L.C.R. Rogers et D. Williams
[63] ont par exemple étudié le cas de la masse de Dirac Φ = −δ0, ce qui permet d’obtenir
l’EDS

Zt = Bt +

∫ t

0
L(s, Zs)ds,

où L(s, x) désigne le temps local du processus Z. Là encore, le processus tend vers l’infini.
Mais que se passe-t-il si le temps local est remplacé par une fonction du temps local ?

– Une dernière piste de réflexion concernant les processus auto-attractifs serait d’introduire un
renforcement par pénalisation. La pénalisation est souvent utilisée pour changer drastiquement
le comportement d’un processus en mettant des poids différents sur les trajectoires (voir
[73] par exemple). Ainsi un processus récurrent peut devenir transient et vise et versa. Soit
(Xt, t ≥ 0) un mouvement brownien, soit (Ft, t ≥ 0) sa filtration naturelle et soit F une
fonction strictement positive. Alors pour tout s ≥ 0 et Λs ∈ Fs on définit le quotient

IE
[

1Λs exp−
∫ t
0 F (Xs −Xt)ds

]

IE
[

exp−
∫ t
0 F (Xs −Xt)ds

] .

En analysant le comportement asymptotique du quotient lorsque t devient grand, il est peut-
être possible, dans quelques cas particuliers, de montrer que la limite existe, nous la noterons Q.
L’intérêt est d’étudier la loi du processus canonique (Xt, t ≥ 0) sous cette nouvelle probabilité
Q et de déterminer quel genre de renforcement anime la dynamique du processus.
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Chapitre 2

Un principe singulier de grandes

déviations

Ce chapitre se rapporte aux articles [36] et [38]. C’est un travail en collaboration avec M. Gra-
dinaru et B. Roynette.

Introduction

La théorie des grandes déviations a une place fondamentale dans l’étude de systèmes dynamiques
perturbés par du bruit de faible intensité. Elle permet en particulier de décrire la vitesse de conver-
gence d’un processus stochastique vers sa limite déterministe. L’application de cette théorie aux
processus de diffusion fut initiée par M. Freidlin et A.D. Wentzell [30]. Ce chapitre se concentre sur
une famille de diffusions qui n’entre pas dans le cadre classique d’application des grandes déviations,
et pour cause : le système dynamique deterministe limite admet une infinité de solutions ayant la
même condition initiale (phénomène de Peano).
Nous considérons tout d’abord (Xε

t , t ≥ 0) la solution sur [0, T ] de l’équation différentielle stochas-
tique :

{

dXε
t =

√
ε dBt + b(Xε

t )dt
Xε

0 = 0.
(2.0.1)

où b est une fonction continue, (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien unidimensionnel. La loi de ce
processus sera notée IPε. Nous cherchons à analyser le comportement de la diffusion quand l’intensité
du bruit tend vers 0. Pour cela considérons le système dynamique débruité donné par

{

x′(t) = b(x(t))
x(0) = 0.

(2.0.2)

Dans le cadre classique, lorsque la dérive b est une fonction lipschitzienne, Xε converge, unifor-
mément sur [0, T ], vers l’unique solution de l’équation différentielle (2.0.2). La théorie de Freidlin-
Wentzell, qui repose sur le principe de contraction et le théorème de Schilder décrivant le PDG du
mouvement brownien, permet d’obtenir la vitesse de convergence exponentielle d’ordre ε. Ainsi IPε

converge vers la masse de Dirac en l’unique solution de (2.0.2) et satisfait un principe de grandes dé-
viations dans l’espace fonctionnel C([0, T ]), muni de la norme uniforme, avec la bonne fonctionnelle
d’action :

IT (f) =







1

2

∫ T

0
|f ′(t) − b(f(t))|2dt , si f ∈ H1

∞ sinon,

9
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où H1 désigne l’espace de Cameron-Martin.
☛ Que se passe-t-il si la dérive n’est pas lipschitzienne ?
Cette question a déjà été abordée, sous la forme d’une discussion informelle, par G. Jona-Lasinio
[54] pour une diffusion à dérive mesurable mais les résultats sont clairement plus faibles que les
estimations habituelles. Notre objectif (travail en commun avec B. Roynette et M. Gradinaru) était
de décrire avec précision le comportement dans la cas suivant :

(H1) b est une fonction continue impaire croissante, b′ ∈ C(]0,+∞[) et b−1 est intégrable au voisinage
de 0.

(H2) il existe 0 < γ < 1 et C > 0 tels que b′(x) ∼ Cγ|x|γ−1 au voisinage de l’origine.

Sous l’hypothèse (H1), le système dynamique (2.0.2) admet une infinité de solutions indexées par
un paramètre λ :

x(t) = ±K−1(t− λ)1{t≥λ} avec K(x) =

∫ x

0

1

b(y)
dy et λ ≥ 0. (2.0.3)

L’équation différentielle stochastique admet, quant à elle, une unique solution de loi IPε. Sous la
condition de continuité de b, la famille {IPε, ε > 0} est relativement compacte et toute valeur
d’adhérence a son support contenu dans l’ensemble des solutions déterministes décrit par (2.0.3).

Evidemment cette information est peu précise puisque
le système dynamique admet un phénomène de Peano.
R. Bafico et P. Baldi [2] ont mis en évidence que la
condition (H1) permet d’obtenir l’unicité de la valeur
d’adhérence dont le support se restreint aux solutions
extrémales de (2.0.2) : ±K−1(t). Plus précisément, IPε

converge vers IP = 1
2δK−1 + 1

2δ−K−1 sur l’intervalle
[0, T ].

t

la solution
extrémale supérieure

la solution

extrémale inférieure

K−1(t)

Ce résultat peut trouver une justification heuristique. En effet, la perturbation brownienne de l’équa-
tion différentielle va permettre, dès que le temps est strictement positif, de quitter l’origine et de se
trouver immédiatement en un point par lequel passe une unique solution de (2.0.2) qui attire alors
la diffusion. Par des arguments de symétrie, la probabilité de rejoindre un voisinage de la solution
extrémale inférieure ou supérieure est identique.
Avec M. Gradinaru et B. Roynette, nous avons analysé la vitesse de convergence de IPε vers IP, en
mettant en évidence un principe de grandes déviations singulier puisque deux vitesses drastiquement
différentes entrent en ligne de compte dans cette étude asymptotique. Le premier paragraphe est
consacré à l’étude asymptotique de Xε

t pour t fixé. Puis, dans le second paragraphe, un principe
fonctionel sera présenté.

2.1 Etude asymptotique de la densité

La densité de l’unique solution forte de (2.0.1) est notée pε(t, x). Cette densité converge vers 0
pour tout point (t, x) qui n’est pas sur une des trajectoires extrémales. Mais la vitesse de convergence
dépend de la position du point : s’il est entre les deux trajectoires extrémales (|x| < K−1(t)), c’est-à-
dire s’il existe une solution du type (2.0.3) qui passe par le point, alors la vitesse est bien plus faible
que si le point ne se trouve pas sur la trajectoire d’une solution issue de 0 du système dynamique
débruité (2.0.2).
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2.1.1 Vitesse de convergence pour |x| > K
−1(t)

En considérant un point (t, x) à l’extérieur des trajectoires optimales, les outils d’analyse de
la densité sont des outils classiques de calcul stochastique, complétés par la théorie des grandes
déviations : théorème de Varadhan et théorème de Schilder. La vitesse de convergence exponentielle
est alors classique pour les EDS.

➥ Il existe une fonction strictement positive kt telle que

lim
ε→0

ε ln pε(t, x) = −kt(|x|). (2.1.1)

Dans le cas particulier où b(x) = sgn(x)
√

|x| ce qui correspond au paramètre γ = 1/2, la fonc-
tion kt se calcule de façon explicite :

kt(x) =
x2

2t
− 2x3/2

3
+
xt

4
− t3

96
.

Voici les principales idées de la démonstration. En utilisant quelques éléments de calcul stochas-
tique : changement d’échelle, formule de Girsanov, formule d’Itô et la décomposition de la trajectoire
brownienne sur l’intervalle [0, 1] à l’aide du pont brownien : Bt = gt + βt, g étant une gaussienne
indépendante du pont β, nous obtenons l’expression de la densité de Xǫ

t :

pε(t, x) =
1√

ε
√

2πt
exp

{

G(|x|)
ε

− x2

2εt

}

IE

[

exp

(

−F (
√
εβ) − J(

√
εβ)

ε

)]

(2.1.2)

où G(x) =
∫ x
0 b(y)dy, F (

√
εβ) = t

2

∫ 1
0 b

′(xs +
√
ε
√
tβs)ds et J(

√
εβ) = t

2

∫ 1
0 b

2(xs +
√
ε
√
tβs)ds.

Dans l’expression de la densité, il suffit d’estimer convenablement le terme d’espérance. Pour la ma-
joration, comme F est une fonction positive, on se contente d’étudier IE[exp−J(

√
εβ)

ε ] en appliquant
les théorèmes de Varadhan et de Schilder (voir, par exemple, [26] p. 43 et p. 81). Ainsi

lim sup
ε→0

ε ln pε(t, x) ≤ G(|x|) − x2

2t
− 1

2
inf

φ∈H1
0

A(φ)

où le minimum est pris sur l’espace fonctionnel de Cameron-Martin restreint aux fonctions vérifiant
φ(0) = φ(1) = 0 et, par ailleurs, la fonctionnelle A est donnée par

A(φ) := t

∫ 1

0
b2(xs−

√
tφ(s))ds +

∫ 1

0
φ′2(s)ds. (2.1.3)

La fonction qui minimise A, notée φ0 peut être trouvée. Il s’agit d’une démonstration quelque peu
calculatoire mais la résolution d’une équation différentielle ordinaire permet de montrer qu’il existe
une fonction strictement positive kt telle que

inf
φ∈H1

0

A(φ) = A(φ0) =







2G(|x|) − x2

t , si |x| ≤ K−1(t)

2G(|x|) − x2

t + 2kt(|x|), sinon.

Ceci permet en priorité de montrer la majoration de la densité pour tous les points (t, x) situés à
l’extérieur des trajectoires extrémales mais met également en évidence que la vitesse est différente
si (t, x) est entre ces trajectoires particulières.



12

En ce qui concerne la minoration de ε ln pε(t, x), il suffit de se placer dans un voisinage de φ0. Ainsi
en choisissant judicieusement ce voisinage W, on obtient :

pε(t, x) ≥ 1√
ε
√

2πt
exp

{

G(|x|)
ε

− x2

2εt

}

IE

[

1W(
√
εβ) exp

(

−F (
√
εβ) − J(

√
εβ)

ε

)]

.

Un contrôle du terme F pour toute fonction de W aboutit à l’équivalence annoncée. La démons-
tration repose donc essentiellement sur des outils classiques de grandes déviations, qui mis bout à
bout de façon judicieuse aboutissent à l’estimation de la vitesse de convergence à l’extérieur des
trajectoires extrémales.

2.1.2 Vitesse de convergence pour |x| < K
−1(t)

Lorsque (t, x) se trouve entre les trajectoires extrémales, le résultat de convergence est complète-
ment différent. Pour bien mettre cela en évidence, étudions tout d’abord le cas particulier suivant :
b(x) = sgn(x)

√

|x|.

➥ Pour |x| ≤ t2/4,
lim sup

ε→0
ε1/3 ln pε(t, x) ≤ a′1(t/2 −

√

|x|), (2.1.4)

où a′1 est le plus grand zéro négatif de la dérivée de la fonction de Airy : a′1 = −1.01879297...
(voir, par exemple, [1] p. 172)

Pour obtenir une telle majoration, nous allons développer des calculs plus fins que ceux décrits
dans le paragraphe précédent. En fait, dans l’expression de la densité (2.1.2), nous supprimons F

car il s’agit d’une fonction positive. Il reste donc à évaluer IE[exp−J(
√

εβ)
ε ]. Cette évaluation a été

décrite à l’aide du théorème de Varadhan mais il nous faut, dans cette nouvelle situation, développer
davantage les calculs. Ainsi en notant φ0 la fonction minimisant A défini par (2.1.3), nous introdui-
sons une boule en norme α-Hölderienne (0 < α < 1) centrée en φ0, de petit diamètre et notée Bα.

On obtient alors deux termes : E1 = IE[1Bα(
√
εβ) exp−J(

√
εβ)

ε ] et E2 = IE[1Bc
α
(
√
εβ) exp−J(

√
εβ)

ε ].
Il suffit de se concentrer sur E1 puisque le second terme est négligeable. En développant le pont
brownien dans la base de Schauder, et en utilisant la forme particulière de la fonction minimisante
φ0(s) qui est égale à xs/

√
t pour s ≤ 1 − 2

√

|x|/t, nous montrons que

E2 ≤
(

exp−A(φ0)

2ε

)

IE

[

exp− t3/2

2
√
ε

∫ 1−2
√

|x|/t

0
|βs|ds

]

.

A(φ0) a déjà été estimé, il reste donc à considérer attentivement le terme d’espérance. Or l’utilisation
de la formule de Kac permet de relier l’analyse de l’espérance précédente à la résolution d’une
équation différentielle ordinaire en lien avec les fonctions d’Airy qui satisfont : −u′′(x) + xu(x) = 0.
Ainsi, pour tout 0 < a < 1, nous avons l’asymptotique suivante :

lim
ε→0

ε1/3 ln IE

[

exp− 1√
ε

∫ a

0
|βu|du

]

=
a′1a

21/3

qui implique la majoration souhaitée.

Considérons maintenant le cas général d’une dérive b satisfaisant les conditions (H1) et (H2).

➥ Si (t, x) appartient au domaine situé entre les trajectoires des solutions extrémales de (2.0.2),
alors

lim
ε→0

s(ε) ln pε(t, x) = −λ1 (t−K(|x|)) , (2.1.5)
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où s(ε) := ε(1−γ)/(1+γ) et λ1 est la première valeur propre positive de l’opérateur de Schrödinger :

−1

2

d2

dx2
+

Cγ

2|x|1−γ
+
C2|x|2γ

2
. (2.1.6)

Par ailleurs, cette convergence est uniforme sur tout compact de l’ensemble

{

(t, x) : 0 < t ≤ T, 0 < |x| < K−1(t)
}

.

La démonstration de ce résultat utilise des techniques analytiques très différentes de celles pré-
sentées jusqu’ici. Elle repose sur la résolution d’une équation aux dérivées partielles. Pour cela, il
est nécessaire d’introduire une nouvelle expression de la densité. Le calcul stochastique (formule
d’Itô et formule de Girsanov) permet d’obtenir

pε(t, x) =
1√

ε
√

2πt
exp

{

G(|x|)
ε

− x2

2εt

}

IE

[

exp−1

2

∫ t

0
V (Bs)ds

∣

∣

∣

∣

Bt =
x√
ε

]

, (2.1.7)

où G est la primitive de b et V (x) = b ′(
√
εx) + b2(

√
εx)

ε . Nous utilisons alors le résultat classique
suivant (voir [72] Définition 2 p.122 et Théorème 1 p.127) : si V vérifie une propriété d’uniforme
continuité höldérienne dans un voisinage de tout point x 6= 0, alors

(t, x) 7→ 1√
2πt

exp

(

−x
2

2t

)

IE

[

exp−1

2

∫ t

0
V (Bs)ds

∣

∣

∣

∣

Bt = x

]

est une solution classique de l’équation de Schrödinger associé au potentiel V :

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
− 1

2
V u sur ]0, T ] × R∗.

Ce résultat peut donc s’appliquer simplement à la densité pε(t, x). Mais, pour pouvoir passer ai-
sément à la limite (ε → 0) et tenir compte des bords (x = 0), nous allons préférer le concept de
solutions de viscosité d’équations de Hamilton-Jacobi (voir [4]). Cette théorie est agréable : elle
permet une grande souplesse au niveau des théorèmes limites et les conditions de régularité des
solutions sont minimales (semi-continues inférieures ou supérieures). Il y a évidemment un prix à
payer. Après passage à la limite, deux fonctions particulières apparaissent : une sur-solution limite et
une sous-solution limite et le jeu consiste alors à montrer l’unicité. Mais le jeu en vaut la chandelle...

Comme la densité est une fonction paire, il suffit d’estimer
la vitesse de convergence pour x ≥ 0. En choisissant conve-
nablement un domaine excluant x = 0 noté Ωε et défini par
{(t, x) : K(

√
εs(ε)1/2) < t ≤ T,

√
εs(ε)1/2 < x < K−1(t)}

(Figure 2.1) et par une transformation logarithmique de la
densité, nous obtenons que uε(t, x) = −s(ε) ln pε(t, x) est
une solution de viscosité de l’équation

∂uε

∂t
+Hε

(

t, x, uε,
∂uε

∂x
,
∂2uε

∂x2

)

= 0 sur Ωε,

où l’Hamiltonien est défini par

Hε(x, u, p, q) := −ε
2
q +

ε

2s(ε)
p2 + b(x)p − b′(x)s(ε).

T

K−1(t)

Ωε

√
εs(ε)1/2

solution extrémale

0

Fig. 2.1 – Le domaine Ωε
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Par passage à la limite quand ε → 0, nous obtenons, par des résultats de stabilité des solutions de
viscosité, que la limite supérieure de uε et la limite inférieure sont sous-solution et sur-solution de
l’équation :

∂u

∂t
(t, x) + b(x)

∂u

∂x
(t, x) = 0, sur Ω,

où Ω = {(t, x) : 0 < t ≤ T, 0 < x < K−1(t)}. A condition de montrer que ces deux solutions
coïncident sur la frontière {0 < t ≤ T, x = 0}, la limite est unique et vérifie u0(t, x) = c0(t−K(x)).
Il reste donc à estimer la valeur de la solution, dépendant de ε, sur la frontière correspondante,
c’est-à-dire à calculer l’asymptotique de la densité pε(t,

√
εs(ε)1/2) en vue, d’une part, de montrer

l’unicité de la solution limite et, d’autre part, de déterminer la constante c0. En utilisant (2.1.7), il
vient

pε(t,
√
εs(ε)1/2) =

1√
ε
√

2πt
exp

{

G(
√
εs(ε)1/2)

ε
− s(ε)

2t

}

IE

[

exp−1

2

∫ t

0
V (Bs)ds

∣

∣

∣

∣

Bt = s(ε)1/2

]

.

La condition (H2) permet, dans l’estimation précédente, de remplacer le potentiel V (x) par Ṽ (x) :=
Cγ

|x|1−γ +C2|x|2γ et G(x) par xγ+1/(γ + 1). Par la propriété de changement d’échelle du mouvement
brownien, l’expression à analyser s’écrit alors

1√
ε
√

2πt
exp

{

1

γ + 1
− s(ε)

2t

}

IE

[

exp−1

2

∫ t/s(ε)

0
Ṽ (Bs)ds

∣

∣

∣

∣

∣

Bt/s(ε) = 1

]

=
e1/(γ+1)

√
εs(ε)1/2

a t
s(ε)

(0, 1).

Ici at(x, y) représente la densité d’un semi-groupe de contraction auto-adjoint dont le générateur
infinitésimal est un opérateur à trace. La fonction at se développe donc sous la forme d’une sé-
rie impliquant les fonctions propres et valeurs propres de l’opérateur de Schrödinger (2.1.6). Par
conséquent,

lim
ε→0

s(ε) ln pε(t,
√
εs(ε)1/2) = −λ1t,

où λ1 est la première valeur propre positive de (2.1.6). En d’autres termes, l’asymptotique de la
densité est entièrement déterminée puisque la sur-solution limite équivaut à la sous-solution limite :
u0(t, x) = c0(t−K(x)). Par ailleurs, la valeur de la constante c0 correspond à −λ1.

Pour résumer, un mélange d’outils analytiques (décomposition spectrale et résolution d’une équation
de Hamilton-Jacobi) et stochastiques (formule d’Itô, propriétés du mouvement brownien, formule
de Girsanov) permet de montrer que la vitesse de convergence de la densité au point (t, x) est com-
plètement liée à la position du point vis-à-vis des solutions extrémales : la vitesse de convergence
correspondant au domaine compris entre les trajectoires extrémales est bien plus faible (exponen-
tiellement plus faible) que la vitesse à l’extérieur de ces trajectoires. Ce résultat bien singulier est
difficilement explicable. Il est cependant à noter que la présence de nombreuses solutions au sys-
tème dynamique débruité, dans un voisinage du point considéré, influe sur la vitesse avec laquelle
la densité en ce point décroît vers 0.

2.2 Principe de grandes déviations fonctionnel

Il est important de pouvoir généraliser le principe de grandes déviations exposé dans le para-
graphe précédent, concernant la marginale Xε

t , aux trajectoires aléatoires : (Xε
t , 0 ≤ t ≤ T ). Le

principe de grandes déviations fonctionnel qui en découle permet alors d’appréhender la probabilité
pour que la diffusion Xε reste dans le voisinage d’une fonction déterministe fixée ϕ. Là encore, deux
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vitesses de convergence différentes vont apparaître.

➥ Si la dérive b est une fonction bornée vérifiant (H1) et (H2) alors Xε suit un principe de
grandes déviations dans (C([0, T ]), ‖·‖∞) de vitesse ε avec une bonne fonctionnelle d’action définie
par

IT (f) =







1

2

∫ T

0
|f ′(t) − b(f(t))|2dt , si f ∈ H1

∞ sinon,

où H1 désigne l’espace de Cameron-Martin.

Ce résultat est finalement identique à celui énoncé dans le cadre classique, c’est-à-dire dans le
cas d’une EDS avec une dérive régulière, voir, par exemple [25]. Et pour cause... En suivant la
discussion informelle de G. Jona-Lasinio [54], l’idée essentielle est de régulariser la dérive par convo-
lution avec une approximation de l’unité. La bornitude de la dérive permet alors de contrôler l’erreur
d’approximation.
Ce principe de grandes déviations fonctionnel permet en particulier d’estimer la probabilité que la
diffusion Xε appartienne à un borélien Γ de (C([0, T ]), ‖ · ‖∞) :

− inf
x∈Γ◦

IT (x) ≤ lim inf
ε→0

ε ln IPε(Γ) ≤ lim sup
ε→0

ε ln IPε(Γ) ≤ − inf
x∈Γ̄

IT (x). (2.2.1)

Si le borélien Γ ne contient aucune solution du
système dynamique débruité (2.0.2) alors les in-
égalités précédentes indiquent que la vitesse de
convergence vers 0 de la probabilité d’appartenir
à ce borélien est exponentielle avec un taux en
ε. C’est notamment le cas d’un borélien dont les
marginales (coupes à temps fixés) ne contiennent
que des points à l’extérieur des trajectoires ex-
trémales. Mais c’est également le cas d’un bo-
rélien dont les marginales peuvent être entre
les trajectoires extrémales mais qui est suffisam-
ment “tordu” pour ne contenir aucune solution
de (2.0.2), voir Figure 2.2.

T

K−1(t)

0

Fig. 2.2 – Borélien Γ

Evidemment ce résultat ne donne aucune information sur les boréliens qui contiennent ne serait-ce
qu’une solution du système dynamique limite. L’analyse de R. Bafico et P. Baldi [2] permet de
donner la réponse suivante : si le borélien Γ contient une solution extrémale alors la probabilité
ne tend pas vers 0. La dernière situation a été étudiée dans [38]. Quelle est la probabilité que Xε

appartienne à un voisinage d’une solution non-extrémale de (2.0.2) ?

➥ Si la dérive b est bornée et strictement croissante satisfaisant (H1) et (H2), si ϕ est une
solution non-extrémale du système dynamique, alors pour tout 0 < δ < K−1(T ) − |ϕ(T )|

lim
ε→0

ε(1−γ)/(1+γ) ln IP

(

sup
t∈[0,T ]

|Xε
t − ϕ(t)| ≤ δ

)

= λ1

(

K(|ϕ(T )| + δ) − T
)

Le passage de l’étude d’une marginale Xε
t à la trajectoire elle-même repose sur une idée très simple.
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L’événement à étudier peut être décomposé de la sorte : E = E1 + E2 avec

E :=

{

sup
t∈[0,T ]

|Xε
t − ϕ(t)| ≤ δ

}

=
{

|Xε
T − ϕ(T )| ≤ δ

}

∪̇ E2.

Grâce à la croissance de la fonction b, l’événement E2 ne contient aucune solution de l’équation
(2.0.2) et la probabilité d’un tel événement décroît exponentiellement vite avec vitesse ε comme
nous venons de le démontrer. Il s’ensuit que E2 est négligeable par rapport E1 dont l’estimation est
évidente à partir de la convergence de la densité.

2.3 Perspectives

Cette étude effectuée autour d’un système dynamique qui satisfait un phénomène de Peano était
tout à fait passionnante. Bien que difficile, elle a permit de mettre en valeur un phénomène tout à
fait singulier et motive à découvrir d’autres systèmes qui n’entrent pas dans des schémas classiques
d’étude asymptotique.

– D’autres systèmes déterministes qui apparaissent comme limite d’EDS lorsque l’intensité du
bruit tend vers 0 et qui, par ailleurs, admettent une infinité de solutions issues d’une même
condition initiale attirent particulièrement l’attention. Que se passe-t-il pour des diffusions
à coefficient non-homogène dépendant du temps ? Que se passe-t-il pour des systèmes dyna-
miques en dimension supérieure ?

– Un autre champ d’étude concerne les EDS qui, lorsqu’un paramètre tend vers 0, convergent
vers une EDS limite qui admet plusieurs solutions. C’est notamment le cas de la pénalisation
de la mesure de Wiener étudiée par C. Donati-Martin et Y. Hu [27]. La solution de l’équation
stochastique (unique) tend avec probabilité 1/2 vers un processus de Bessel de dimension 3
et avec probabilité 1/2 vers son opposé. Dans une telle situation, il paraît très intéressant
de connaître la vitesse de convergence. Les outils seraient sans doute différents puisque le
processus limite est stochastique.

L’article [36] est cité par [68], [67] et [69].



Chapitre 3

Résonance stochastique

Ce chapitre repose sur les articles [40], [41], [44] et les documents de synthèse [42] et [43]. C’est
un travail en collaboration avec P. Imkeller et D. Peithmann

Introduction

La théorie de la résonance stochastique prend naissance dans le contexte des systèmes dyna-
miques périodiques en temps, perturbés par du bruit de faible intensité. Son principal défi consiste
à trouver une mesure de qualité pour évaluer parmi deux diffusions, solutions d’EDS, laquelle a
ses trajectoires les plus périodiques. Evidemment cette question anodine peut paraître bien farfe-
lue puisque par construction, la solution d’une EDS, même à coefficients périodiques vis-à-vis de
la variable temporelle, ne peut en aucun cas être périodique ! Il se trouve néanmoins que dans de
nombreux systèmes issus de la physique (climatologie [10, 11, 12], neurosciences, étude des lasers,...,
voir [34] pour une synthèse) les trajectoires observées soient bruitées mais comportent cependant
une forte composante périodique. Un critère de qualité devient donc indispensable surtout pour
les problèmes de calibration en vue d’obtenir les trajectoires “les plus périodiques” possibles. La
situation correspondant au choix optimal des paramètres est alors appelée résonance stochastique.
L’équation différentielle stochastique qui est au coeur de cette étude est la suivante :

dXε
t = b

( t

T
,Xε

t

)

dt+
√
εdWt, t ≥ 0, Xε

0 = x0 ∈ Rd, (3.0.1)

où la dérive b est une fonction périodique de période 1 pour la variable temporelle, de sorte que
la période du système est T . Par ailleurs, (Wt, t ≥ 0) est un mouvement brownien standard de
dimension d.
Peu d’études mathématiques traitant de la périodicité de la solution d’une telle équation ont vu
le jour. M. Freidlin fut le premier à introduire les grandes déviations pour présenter une approche
de la question d’optimalité [31, 19] : quelle est la meilleure relation entre ε et T pour observer
des trajectoires “périodiques” ? Mais le critère choisi pour quantifier la périodicité des trajectoires
n’a pas permis de déterminer un réglage optimal. P. Imkeller et I. Pavlyukevich ont présenté dif-
férents réglages optimaux, dépendant du critère choisi [50, 51, 52, 53]. Mais toutes ces études ont
été réalisées dans le cadre particulier suivant : la diffusion est unidimensionnelle et la dépendance
de la dérive vis-à-vis de la variable temporelle est squeletique. La fonction t → b(t, x) est en effet
constante par demi-période. Nous nous sommes intéressés au cadre d’une dépendence temporelle
continue : t→ b(t, x) est une fonction régulière.
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Typiquement la situation à analyser est celle d’un gradient
de potentiel à deux puits dont la profondeur des puits change
périodiquement de façon continue. Le puits le plus profond
devient périodiquement le puits le moins profond et vice et
versa. Donnons l’exemple suivant : b(t, x) = −∇xU(t, x) avec

U(t, x) =
x4

4
− x2

2
−Ax sin(2πt), 1 ≫ A > 0.

continuous

modulation

Dans cette situation, l’équation (3.0.1) représente grosso modo le comportement d’une particule
brownienne évoluant dans le paysage à deux puits U(t, x) c’est-à-dire dans un paysage symétrique
subissant une faible et lente perturbation périodique externe. Si l’intensité du bruit est trop forte, de
nombreuses transitions entre les puits sont observées rendant le mouvement plutôt chaotique. Par
contre, si l’intensité est trop faible, la particule ne bouge pas beaucoup et va nécessiter un temps
très long pour pouvoir franchir le col séparant les puits.

0  T 2T 3T 4T
−2  

−1  

0   

1   

2   

0  T 2T 3T 4T
−2  

−1  

0   

1   

0  T 2T 3T 4T

−1  

0   

1   

2   

Fig. 3.1 – Problème d’optimalité de l’intensité du bruit pour la résonance

Il apparaît alors une intensité de bruit optimale pour que la particule adopte un mouvement
périodique en rejoignant systématiquement le puits le plus profond. Ce régime optimal est celui
de la résonance stochastique. M. Freidlin [31] a démontré que la période devait être très grande
vis-à-vis de l’intensité du bruit. En effet, d’après la théorie des grandes déviations, il faut attendre
en moyenne un temps exponentiellement grand pour observer une transition entre les deux puits du
potentiel sachant que la barrière séparant les deux puits a, par hypothèse, une hauteur minimale
indépendante de ε (pour une hauteur dépendant de ε voir [13]). Ainsi la période doit avoir la forme

suivante T ε ∼ exp
(

µ
ε

)

quand ε → 0, où µ est supérieur à une valeur critique reliée à la loi de

Kramers-Eyring : loi du temps de sortie d’un puits. Nous cherchons donc à compléter ce résultat
pour déterminer le paramètre µ optimal lorsque ε→ 0.
La discussion présentée jusqu’ici a été volontairement réduite au cas des dérives sous forme de
gradient mais l’étude menée avec P. Imkeller et D. Peithmann concerne des fonctions de dérive
générales.

☛ Quelles sont les différentes mesures de qualité pour la périodicité des trajectoires utilisées jus-
qu’ici ?
Les mathématiciens ne se sont intéressés à ce problème que récemment mais les physiciens avaient
déjà depuis quelque temps des outils à leur disposition pour mesurer la périodicité des solutions
d’EDS. Evidemment le processus Xε solution de (3.0.1) n’est pas markovien et par conséquent
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n’admet pas de mesure invariante. Mais en prenant en compte la variable temporelle, nous pouvons
alors définir le processus de Markov suivant Zt = (t mod(T ε),Xt). Nous notons alors νt(x)dx sa
mesure stationnaire. En d’autres termes, les lois de Xt ∼ νt(x)dx et de Xt+T ∼ νt+T (x)dx, sous
cette mesure, sont identiques pour tout t ≥ 0.
Présentons alors les principales mesures de qualité utilisées par les physiciens :

– La première mesure est sans doute la plus utilisée. Elle repose sur le coefficient de Fourier de
la trajectoire moyenne de la diffusion correspondant à la période T ε. Cette mesure nommée
spectral power amplification (SPA) est donnée par :

MSPA(ε, T ) =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0
Eν [X

ε
sT ]e2πisds

∣

∣

∣

∣

2

.

Les autres mesures de qualité sont des dérivées de celle-ci.
– La seconde mesure est le quotient entre la périodicité de la diffusion et l’intensité du bruit,

nommée SPA-to-noise ratio : MSPN (ε, T ) = MSPA(ε, T )/ε2.
– Une troisième mesure repose sur l’énergie totale des trajectoires moyennes :

MEN (ε, T ) =

∫ 1

0

(

Eν [XsT ]
)2
ds.

Tous ces critères reposent sur les trajectoires moyennes de la diffusion et ne tiennent que peu
compte des fluctuations autour de la moyenne. Ce que nous souhaitions avant tout, c’est de proposer
un nouveau critère qui ne soit pas uniquement basé sur le comportement moyen sous la mesure
invariante mais qui tienne plus compte du comportement trajectoriel de la diffusion, notamment
des transitions entre les états méta-stables du système.

Cette recherche est devenue d’autant plus essentielle que P. Imkeller et I. Pavlyukevich [51] ont
mis en évidence une défaillance des mesures favorites. En effet, il est relativement compliqué dans
la pratique de calculer explicitement les critères cités ci-dessus pour des EDS. Il est donc fréquent,
de remplacer la diffusion par une chaîne de Markov à temps continu à valeurs dans un espace à
deux états, chaque état représentant un fond de puits de U . Un choix convenable du générateur de
cette chaîne permet de mimer les transitions de la diffusion entre ces états méta-stables. Il s’ensuit
qu’habituellement les critères sont estimés dans le cadre de ce modèle réduit et utilisés directement
pour trouver la relation optimale entre l’intensité ε et la période T ε. Or P. Imkeller et I. Pavlyukevich
ont montré que l’évaluation des mesures de qualité n’était pas robuste face à la réduction de modèle !
Notre objectif est alors de trouver une nouvelle mesure trajectorielle qui soit effectivement robuste
vis-à-vis de cette réduction de modèle.

3.1 Temps de sortie pour une diffusion faiblement inhomogène

La nouvelle mesure de périodicité d’une diffusion sera basée sur les transitions entre les états
méta-stables du système dynamique associé à la diffusion. Il est donc essentiel d’appréhender le
temps nécessaire à la diffusion pour sortir d’un compact puis du domaine d’attraction d’un des
deux états stables. Ce genre de résultat est directement lié à la théorie des grandes déviations. Le
livre de A. Dembo et O. Zeitouni [25] présente agréablement les résultats classiques liés au problème
de sortie et donc à la loi de Kramers-Eyring [56]. Des résultats plus précis concernant le lien entre
cette loi et une loi exponentielle ont été présentés par M.V. Day [23, 24] dans le cas d’un unique
point stable. Enfin A. Bovier, M. Eckhoff, V. Gayrard et M. Klein [17, 18] ont étudié précisément
cette loi dans le cas d’un paysage comprenant plusieurs états métastables en utilisant la théorie du
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potentiel. Tous ces résultats concernent une EDS à coefficients homogènes.
Considérons l’équation qui nous intéresse :

dXε
t = b

( t

T ε
,Xε

t

)

dt+
√
ε dWt, t ≥ 0, Xε

0 = x0 ∈ Rd. (3.1.1)

Nous supposons que T ε = exp µ
ε avec µ > 0, et que b est une fonction localement lipschitzienne qui

satisfait de plus une condition de croissance ou plutôt de dissipativité : il existe η > 0 et R0 > 0 tel
que

〈x, bε(t, x)〉 < −η|x| pour tout t ≥ 0, |x| ≥ R0.

Cette condition permet en particulier d’obtenir assez facilement la tension exponentielle de la loi de
Xε.
Le but de ce paragraphe est de présenter des résultats concernant le temps nécessaire à la diffusion
pour aller d’un état méta-stable à l’autre. Pour cela nous définissons ces états et leurs domaines
d’attraction.
Hypothèse : L’équation différentielle ordinaire

ϕ̇s(t) = b(s, ϕs(t)), t ≥ 0, (3.1.2)

admet deux états d’équilibre stables x− et x+ dans Rd qui ne
dépendent pas de s ≥ 0. De plus, les domaines d’attraction
définis par

A±(s) =
{

y ∈ Rd : ϕs(0) = y implique lim
t→∞

ϕs(t) = x±
}

sont aussi indépendents de s ≥ 0 et nommés A±. Ils sont
supposés satisfaire A− ∪A+ = Rd et ∂A− = ∂A+. On note
χ cette frontière.

A
− A+

x
−

x+
ϕs(t)

ϕs(t)

χ

1

Fig. 3.2 – Domaines d’attraction

Pour analyser les transitions entre les deux domaines d’attraction, nous allons nous intéresser tout
particulièrement au temps d’entrée dans un voisinage de x+ sachant que la condition initiale de la
diffusion appartient à un voisinage de x−. Si B̺(x+) ⊂ A+ désigne une boule euclidienne de rayon
ρ > 0 centrée en x+ alors le temps d’arrêt qui concentre notre attention est le suivant :

τ̺ = inf{t ≥ 0 : Xε
t ∈ B̺(x+)}. (3.1.3)

L’étude du comportement asymptotique de τ̺, quand ε tend vers 0, présente deux difficultés ma-
jeures, la première réside dans le fait que la dérive de (3.1.1) dépende du paramètre ε, la seconde
concerne la non-homogénéité de la dérive : celle-ci dépend de la variable temporelle de façon pério-
dique. C’est pour cela que les résultats classiques ne s’appliquent pas directement. Il faut alors, en
premier lieu, analyser le principe de grandes déviations lié à (3.1.1) puis utiliser ces résultats pour
faire une étude du temps de sortie. C’est la méthode utilisée dans [41] et [44]. Les résultats démon-
trés sont plutôt techniques, je préfère donc présenter une discussion informelle sur l’estimation de
ce temps d’arrêt.

✑ Comment déterminer grossièrement la loi du temps de sortie d’un domaine d’attraction ?

Considérons une EDS à coefficients homogènes :

dY ε
t = b(Y ε

t )dt+
√
εdWt, Y0 = y0 ∈ Rd, (3.1.4)
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où Wt est un mouvement brownien et notons τ̂ son temps de sortie d’un domaine d’attraction
défini autour d’un point stable, disons x−. Pour décrire τ̂ , nous allons découper l’axe temporel en
une infinité d’intervalles de longueur L. Cette longueur est fixée et indépendante du paramètre ε.
Pour chaque intervalle de temps [kL, k(L+ 1)[, k ∈ IN, nous observons si la diffusion sort, ou non,
du domaine. La probabilité de sortir sur un tel intervalle ne dépend que très peu de k puisque le
processus est markovien. En fait la seule variation, qu’il est possible d’observer, est entièrement
due à la position de la diffusion au début de la fenêtre temporelle et cette position est forcément
relativement proche du point stable autour duquel le domaine est construit. On en déduit donc que
⌊τ̂ /L⌋ suit approximativement une loi géométrique de paramètre pε où pε est la probabilité pour la
diffusion partant de x− de sortir du domaine avant le temps L.
Pour évaluer pε, il suffit de considérer toutes les trajectoires continues ϕ allant de x− et sortant
du domaine A− avant l’instant L puis de calculer avec quelle probabilité la diffusion peut rester
proche d’une telle function. C’est alors qu’entre en scène la théorie des grandes déviations : cette
probabilité est exponentiellement petite et le taux de décroissance est donné par la fonctionnelle
d’action

IL(ϕ) =

{

1
2

∫ L
0 |ϕ̇t − b(ϕt)|2 dt, si ϕ est absolument continue,

+∞, sinon.

Définissons la fonction coût :

V (x, y, t) = inf{It(ϕ) : ϕ ∈ C([0, t]), ϕ0 = x, ϕt = y},

puis le quasi-potentiel :
V (x, y) = inf

t>0
V (x, y, t). (3.1.5)

Le coût minimal nécessaire pour sortir du domaine d’attraction est donné par infy∈Ac
−

V (x−, y, L).
Pour L suffisamment grand, on peut approcher cette expression par la quantité E = infy∈χ V (x−, y)
où χ est la frontière de A−. Il s’ensuit que pε ≍ e−E/ε.
Puisque ⌊τ̂ /L⌋ suit grosso modo une loi géométrique de paramètre pε, le temps moyen qu’il faut
attendre pour voir la diffusion sortir du domaine est de l’ordre de 1/pε c’est-à-dire eE/ε et, de plus,

τ̂
IE[τ̂ ] converge en loi vers une loi exponentielle de paramètre 1. Ce résultat a été démontré rigou-
reusement par M.V. Day [23] en utilisant des méthodes de décomposition spectrale de l’opérateur
associé à la diffusion (3.1.4).

✑ Que se passe-t-il alors pour la diffusion (3.1.1) ?

Nous souhaitons évidemment, pour pouvoir observer un comportement périodique des trajectoires,
que les transitions entre les voisinages de x− et x+ au cours d’une période soient très probables.
Décomposons la période T ε en N intervalles de même longueur et analysons le comportement de la

diffusion sur chaque intervalle. Sur
[

k
N T

ε, k+1
N T ε

[

le processus (3.1.1) est relativement proche d’une

diffusion homogène de dérive b( k
N , ·). Ceci revient à geler le paramètre du temps dans la dérive de

l’EDS. Cette comparaison entre une diffusion dont la dérive dépend périodiquement du temps et un
processus autonome peut être abordée de deux façons différentes. La première méthode consiste à
utiliser des principes de comparaison qui permettent de relier les diffusions de dérive respectivement
b(t, x) et bI(x) = inft∈I b(t, x) ou encore bI(x) = supt∈I b(t, x) où I représente un petit intervalle
de temps. Cette méthode très intuitive utilisée dans [41] a le grand désavantage de ne pouvoir être
utilisée qu’en dimension 1. Pour une diffusion à valeurs dans Rd, nous avons dû introduire une
seconde méthode [44] qui consiste à estimer précisément la distance entre deux diffusions et les
conséquences sur les principes de grandes déviations. En d’autres termes, il nous faut montrer que
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la solution de l’EDS (3.1.1) est localement (en temps) exponentiellement équivalente, vis-à-vis des
grandes déviations, à une diffusion à coefficients homogènes. La démonstration est vraiment plus
pénible mais fonctionne quelle que soit la dimension de l’espace.
Revenons donc à la diffusion dont on a “gelé” la dérive b(s, x) avec disons s = k

N . Soient la bonne
fonctionnelle d’action associée :

Is
T (ϕ) =

{

1
2

∫ T
0 |ϕ̇t − b(s, ϕt)|2 dt, si ϕ est absolument continue,

+∞, sinon.

la fonction de coût et le quasi-potentiel correspondants :

V s(x, y, t) = inf{Is
t (ϕ) : ϕ ∈ C([0, t]), ϕ0 = x, ϕt = y}, V s(x, y) = inf

t>0
V s(x, y, t).

Il est alors possible d’estimer la probabilité pour que la diffusion de dérive b( k
N , x) sorte de A− dans

l’intervalle de temps
[

k
N T

ε, k+1
N T ε

[

. Le temps moyen de sortie est de l’ordre de exp E(k/N)
ε où

E(s) := inf
y∈χ

V s(x−, y), s ≥ 0.

Pour savoir si un tel temps de sortie est probable dans cet intervalle de temps fixé, il suffit de
comparer exp E(k/N)

ε à T ε = exp µ
ε . La probabilité d’observer la sortie sera élevée dès que E(k/N) ≤

µ.
Cette discussion informelle nous permet alors de mettre en place tous les éléments nécessaires à
l’énoncé du résultat principal.
Hypothèse : La fonction d’énergie E(t) est strictement monotone entre ses extrema (discrets) et
tout extremum est global.
Il est évident que E est une fonction continue périodique de période 1. Nous définissons

µ∗ := inf
t≥0

E(t) et µ∗ := sup
t≥0

E(t),

et pour tout µ ∈]µ∗, µ∗[ nous introduisons le premier instant où l’énergie nécessaire pour quitter A−
est plus petite que µ, en d’autre terme, plus petite que l’énergie disponible :

aµ = inf{t ≥ 0 : E(t) ≤ µ}. (3.1.6)

Intuitivement nous comprenons bien que la sortie de la diffusion sera observée autour de aµT
ε.

➥ Soit µ < E(0). Il existe η > 0 et h0 > 0 tels que pour tout h ≤ h0

lim
ε→0

ε ln sup
y∈Bη(x−)

IPy

(

τ̺ /∈ [(aµ − h)T ε, (aµ + h)T ε]
)

= µ− E(aµ − h).

De plus cette convergence est uniforme par rapport au paramètre µ dans tout compact de ]µ∗, E(0)[.

La preuve de ce résultat repose essentiellement sur des estimations techniques de grandes déviations
qui doivent être appréhendées avec précaution puisque plusieurs paramètres entrent en ligne de
compte (condition initiale, µ, le temps “gelé” s) et exigent l’uniformité de la limite.
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3.2 Phénomène de résonance

Fort de l’estimation du temps nécessaire à la diffusion (3.1.1) pour sortir du domaine d’attraction
A−, nous pouvons envisager l’étude du phénomène de résonance. Ce problème consiste à trouver la
relation optimale entre l’intensité du bruit ε et la période T ε = exp µ

ε du système dynamique associé
à la diffusion, en d’autres termes à trouver le parametre µ optimal, de sorte que les trajectoires soient
les “plus périodiques” possible.

Evidemment, pour parler de périodicité, il faut considérer la dynamique complète de la diffu-
sion, c’est-à-dire combiner la sortie du domaine d’attraction A− avec celle de A+. Pour décrire les
transitions notées τ±ρ entre un voisinage de x∓ et un voisinage de x±, nous noterons E± l’énergie
instantanée nécessaire et définissons :

a±µ = inf
{

t ≥ 0 : E±(t) ≤ µ
}

. (3.2.1)

La famille des paramètres µ qui présentent un intérêt dans cette étude doit appartenir aux intervalles
suivants :

Ii =
]

inf
t≥0

Ei(t), sup
t≥0

Ei(t)
[

, i ∈ {−,+}.

En effet si µ n’appartient pas à ces intervalles alors deux situations peuvent se présenter : soit la
diffusion reste trop longtemps dans un domaine d’attraction et les transitions sont donc exception-
nelles, soit le comportement de la diffusion devient chaotique puisque un grand nombre de transitions
apparaissent lors d’une période.

T/2 T

−1

1

T/2 T

−1

1

Le fait que µ appartienne aux deux intervalles décrits ci-dessus, ne suffit pas tout à fait pour
obtenir les trajectoires voulues puisque cette condition n’empêche pas des transitions immédiates à
l’échelle de temps T ε. En effet si pour un temps t fixé les deux fonctions d’énergie satisfont E±(t) < µ
un grand nombre de transitions ont lieu dans un voisinage de ce temps à l’échelle T ε, en d’autres
termes, dans l’intervalle [(t− δ)T ε, (t+ δ)T ε], avec δ petit.

On définit donc l’interval de résonance IR
comme étant la famille des paramètres µ qui
évite les transitions immédiates et les séjours
anormalement long dans un domaine d’at-
traction.

IR =
]

max
i=±

inf
t≥0

Ei(t), inf
t≥0

max
i=±

Ei(t)
[

E−(t)

E+(t)

IR

Fig. 3.3 – Intervalle de résonance
Supposons que Ei(0) > inft≥0 maxj=± Ej(t) (on peut toujours en translatant le temps se ramener à
ce cas). Pour trouver parmi cette famille de paramètres le paramètre optimal, c’est-à-dire la relation
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optimale entre T ε et ε, nous considérons le critère de qualité suivant :

M(ε, µ, ̺) = min
i=±

sup
x∈B̺(xi)

IPx

(

τ−i
̺ ∈ [(ai

µ − h)T ε, (ai
µ + h)T ε]

)

, ε > 0, µ ∈ IR, (3.2.2)

qui mesure la proximité entre les transitions aléatoires et leur limite déterministe. En effet, si les
transitions ont lieu à des intervalles réguliers, la trajectoire est proche d’une trajectoire périodique.
Remarquons que ce critère dépend de la largeur h de la fenêtre temporelle considérée.

➥ Soit M un sous-ensemble compact de IR et h0 > 0. Alors pour tout h ≤ h0

lim
ε→0

ε log
(

1 −M(ε, µ, ̺)
)

= max
i=±

{

µ− Ei(a
i
µ − h)

}

(3.2.3)

uniformément par rapport à µ ∈M.

Supposons que
IR ∋ µ 7→ max

i=±

{

µ− Ei(a
i
µ − h)

}

admette un minimum global µR(h). Supposons de plus que

µR = lim
h→0

µR(h)

existe dans IR. Nous notons alors µR le point de résonance stochastique de la diffusion Xε. Il décrit
la relation optimale recherchée entre T ε et ε. Dans certains cas, ce point de résonance peut être dé-
terminé simplement. Par exemple, en considérant qu’il existe une phase φ ∈]0, 1[ entre les fonctions
d’énergie : E−(t) = E+(t+ φ), la détermination de µR est alors liée au minimum de la dérivée de la
fonction d’énergie.

➥ Supposons que E− est deux fois différentiable et que son maximum global (resp. son minimum
global) est atteint au temps t1 (resp. t2) avec t1 < t2. S’il existe par ailleurs un unique point
t1 < s < t2 tel que E−|]t1,s[ est strictement concave et E−|]s,t2[ est strictement convexe alors le
point de résonance est donné par µR = E−(s) .

Dans la pratique, les fonctions d’énergie peuvent souvent être calculées simplement. En fait, si la
dérive est issue d’un gradient b(t, x) = −∇xU(t, x) alors les énergies E± sont reliés aux profondeurs
des puits du potentiel U [30].

3.3 Réduction de modèle : mesure de qualité robuste

La réduction de modèle, souvent utilisée dans la pratique, consiste à remplacer la diffusion (3.1.1)
par une chaîne de Markov mimant les transitions entre les points méta-stables [51]. La chaîne de
Markov à temps continu {Y ε

t , t ≥ 0}, de condition initiale Y ε
0 = −1, prend ses valeurs dans l’espace

d’état S = {−1,+1}. Son générateur infinitésimal est donné par

Q(t) =

(

−ϕ(t) ϕ(t)

ψ(t) −ψ(t)

)

,

où ϕ(t) et ψ(t), t ≥ 0, sont des fonctions périodiques de période 1 décrivant les taux qui induisent
les transitions de la diffusion entre les points d’équilibre x±, i.e.

ϕ(t) = exp
{

− E−(t/T ε)

ε

}

et ψ(t) = exp
{

− E+(t/T ε)

ε

}

, t ≥ 0,
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avec T ε = exp µ
ε .

L’étude de ce modèle réduit a fait l’objet de l’article [40]. Si τ1 désigne le premier instant de saut de
la chaîne de Markov alors nous définissons S0 = τ1/T

ε le temps de saut renormalisé dont la densité
de probabilité est connue explicitement. Ce qui permet, à l’aide de la méthode de Laplace, d’obtenir
les résultats asymptotiques suivants :

➥ Faisons tendre ε vers 0, alors
• si µ > supt≥0 E−(t) la loi de S0 tend vers une masse de Dirac en 0.
• si µ ∈] inft≥0 E−(t), supt≥0 E−(t)] alors la loi conditionnelle de S0 sachant Y ε

0 = ±1 tend vers la
masse de Dirac au point a±µ défini par (3.2.1).
• si µ ≤ inft≥0 E−(t), alors la mesure de probabilité de S0 tend faiblement vers la mesure nulle.

Le comportement asymptotique de la chaîne de Markov Y ε est ainsi relativement proche de ce-
lui de la diffusion Xε solution de (3.1.1). Ceci se confirme par le théorème contrôlant la distance
entre le temps d’arrêt S0 et les temps déterministes a−µ + k, k ∈ IN défini par (3.2.1). On rappelle
que Y ε

0 = −1.

➥ Si µ ∈] inft≥0 E−(t), supt≥0 E−(t)[ et si h est suffisamment petit alors

lim
ε→0

ε ln IP
(

|S0 − (a−µ + k)| ≥ h, ∀k ∈ IN
)

= µ− E−(a−µ − h),

En considérant la densité de S0, il est évident que le premier pic est le plus important et que l’es-
timation de la probabilité précédemment étudiée correspond essentiellement à la probabilité de
l’événement {|S0 − a−µ | ≥ h} qui est exponentiellement petite.
Ceci nous amène à considèrer la mesure de qualité :

N (ε, µ) = min
i=±

IPi

(

S0 ∈ [ai
µ − h, ai

µ + h]
)

, ε > 0, µ ∈ IR, (3.3.1)

C’est le pendant de la mesure utilisée jusqu’ici pour les diffusions : elle correspond à la probabilité
que les transitions se réalisent dans des fenêtres temporelles de longueur h autour de la limite dé-
terministe. Cette mesure est un critère d’optimisation : il permet de trouver µR(h) grâce à la limite
suivante :

➥ Soit Γ un sous-ensemble compact de IR et h un paramètre suffisamment petit, alors

lim
ε→0

ε ln(1 −N (ε, µ)) = max
i=±

{

µ− Ei(a
i
µ − h)

}

uniformément par rapport à µ ∈ Γ.

Ce résultat est une conséquence quasi-immédiate du résultat précédent. Cela repose essentiellement
sur des estimations asymptotiques d’intégrales (méthode de Laplace) pour la convergence simple et
l’utilisation du théorème d’Ascoli pour obtenir les limites uniformes. Les preuves de ces théorèmes
concernant la chaîne de Markov Y ε sont plutôt évidentes mais le véritable intérêt de l’étude de
ce modèle réduit est de montrer la robustesse de notre nouvelle mesure de qualité vis-à-vis de la
réduction de modèle, propriété qui faisait vraiment défaut aux autres mesures étudiées jusqu’ici
dans la littérature. En effet la chaîne de Markov Y ε et la diffusion Xε ont exactement le même
comportement de résonance : M(ε, µ) et N (ε, µ) (définis par (3.2.2) et (3.3.1)) ont les mêmes taux
exponentiels de décroissance. Il est alors possible de définir les points de résonance pour Y ε comme
nous l’avons déjà fait pour Xε. La constatation suivante s’impose.
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➥ Les points de résonance de la diffusion Xε associée à la dérive b et de la chaîne de Markov
Y ε de taux de transition exponentiels E± coincident.

3.4 Perspectives

Les sujets de recherche liés à la question de résonance stochastique et qui m’intéressent particu-
lièrement se concentrent autour de deux axes.

– Dans cette étude, nous avons considéré une diffusion dont l’équation ordinaire associée (sys-
tème débruité) était un système homogène faiblement perturbé par une force périodique ex-
terne, c’est notamment le cas de la température moyenne de la Terre qui dépend fortement
de l’influence de la chaleur du soleil. Or cette chaleur varie périodiquement avec une faible
intensité à cause des orbites de certaines planètes [12], [62]. C’est cette faible perturbation
externe qui permet à l’énergie minimale nécessaire pour quitter un domaine d’attraction de
varier périodiquement. Mais les systèmes dynamiques se subissent pas toujours des perturba-
tions externes. Une première piste de réflexion concerne des systèmes dynamiques autonomes
où la périodicité des trajectoires provient juste de la structure interne du système. Dans ce
cas les coefficients intervenant dans les équations ne dépendent plus directement du temps et
ne sont pas périodiques. M. Freidlin [31] a, par exemple, discuté du système suivant :

{

dXε
t = b1(X

ε
t , Y

ε
t ) +

√
εdWt, Xε

0 = x ∈ Rd,

dY ε
t = 1

T b2(X
ε
t , Y

ε
t )dt, Y ε

0 = y ∈ R.

en montrant que sous certaines hypothèses le comportement de la variable rapideXε (T grand)
avait une structure périodique. En fait la variable rapide, guidée par un mouvement brownien,
fait des transitions entre les états d’équilibre du système décrit par b1 et à chaque fois qu’une
transition a lieu, la dynamique de la variable lente Y ε est changée. Ce phénomène peut être
observé en biologie, notamment dans le cadre du modèle de Morris-Lecar stochastique qui
décrit la transmission d’un potentiel électrique le long d’une membrane de neurone. Dans cet
exemple, l’application d’une tension constante comme signal d’entrée permet de générer un
signal de sortie bruité et périodique. La périodicité provenant juste de la structure interne de
transmission du neurone s’effectuant par un mécanisme d’ouverture et fermeture de canaux
ioniques [29].
Ce genre de systèmes qui admettent une variable rapide et une variable lente ont fait l’objet
de différentes études menées par N. Berglund et B. Gentz [14, 15]. Mais une question reste
ouverte : quel est l’asymptotique du premier instant où Xε atteint un niveau donné, lorsque
l’intensité du bruit tend vers 0 ? Puis, à partir de ce résultat limite, est-il possible de construire
une mesure de qualité pour, par la suite, résoudre le problème d’optimisation suivant : trouver
la meilleure relation entre T et ε de sorte que les trajectoires deXε soient les “plus périodiques”
possible ?

– Le second problème issu de cette étude est de comprendre un peu plus comment analyser
des solutions d’EDS à coefficients inhomogènes, dépendant du temps de façon périodique. Les
processus stochastiques à coefficients périodiques n’ont fait l’objet que de peu d’études ma-
thématiques à ma connaissance. Quelques premières pierres ont été amenées à l’édifice par P.
Jung [55]. Mieux comprendre ces diffusions permetterait d’avoir des informations plus précises
sur différents temps d’arrêt qui leur sont liés. Pour les équations différentielles ordinaires, la
théorie de Floquet qui permet de passer, à l’aide d’un isomorphisme, d’une équation à coef-
ficients périodiques à une équation à coefficients constants a permis d’étudier en particulier
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la stabilité des solutions. Cette théorie à été développée par P. Kuchment [57] dans le cadre
des équations aux dérivées partielles, en particulier des problèmes de Cauchy, en utilisant
notamment la théorie des opérateurs de Fredholm. S-N. Chow, K. Lu et J. Mallet-Paret [20]
ont utilisé des techniques différentes pour prouver l’existence d’un isomorphisme périodique
qui permette de relier l’équation

∂u

∂t
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x) + b(t, x)u(t, x),

munie des conditions aux bords de Dirichlet u(t, 0) = u(t, π) = 0 à l’équation autonome :

∂u

∂t
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x) + q(x)u(t, x),

munie des mêmes conditions aux bords. Malheureusement la description de l’isomorphisme
n’est pas vraiment explicite. Y-a-t-il alors un moyen de bâtir une relation entre une EDS à
coefficients périodiques et une EDS homogène pour laquelle les lois asymptotiques des temps
de sortie de domaine d’attraction sont connues ?
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Chapitre 4

Diffusions auto-stabilisantes

Ce chapitre repose sur les articles [39], [45] et [48]. Il s’agit de travaux effectués en collaboration
avec P. Imkeller, D. Peithmann et J. Tugaut.

Introduction

Dans ce chapitre sont présentées plusieurs études de processus auto-stabilisants. Ces processus
sont associés à des équations aux dérivées partielles non-linéaires et ont été introduits par H. P.
McKean [60, 61]. Ils ont la particularité suivante : les trajectoires de la diffusion sont attirées par la
propre loi du processus. La loi du processus à l’instant t apparaît donc comme une inconnue dans
le système. Le point de vue adopté dans ce chapitre repose essentiellement sur les résultats obtenus
par S. Benachour, B. Roynette, D. Talay et P. Vallois [5] et [6]. Ils ont analysé l’EDS suivante :

dXt = −
(
∫

R

Φ(Xt − x)dut(x)

)

dt + dWt, IP(Xt ∈ dx) = ut(dx) t ≥ 0. (4.0.1)

Ici (Wt, t ≥ 0) est un mouvement brownien unidimensionnel. La fonction Φ appelée fonction d’in-
teraction décrit quelle est la force de rappel imposée par la loi du processus aux trajectoires. Trouver
une solution à l’équation revient à déterminer le couple (Xt, ut). Evidemment s’il est possible de
résoudre l’EDP non-linéaire satisfaite par la densité de ce processus, i.e.

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
+ (Φ ∗ u)∂u

∂x
,

où ∗ représente le produit de convolution, alors en injectant cette solution dans la dérive de l’EDS
(4.0.1), le problème se résume à la résolution d’une équation stochastique usuelle. Mais résoudre
l’EDP s’avère être un problème difficile...
Les équations de type (4.0.1) apparaissent de manière naturelle comme limite dans des systèmes
de particules en interaction, lorsque le nombre de particules tend vers l’infini (limite au sens de
McKean-Vlasov). En effet, considérons le système composé de N particules :

dXi,N
t = − 1

N

N
∑

j=1

Φ(Xi,N
t −Xj,N

t ) dt + dW i
t , Xi,N

0 = x0, 1 ≤ i ≤ N, (4.0.2)

où les équations sont dirigés par des mouvements browniens indépendants. La fonction d’interaction
décrit alors l’attraction entre les particules du système. Résoudre un tel système d’équations est
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alors un problème classique d’analyse stochastique. En faisant tendre le nombre de particules vers
l’infini, nous observons plusieurs résultats limites intéressants : la mesure empirique 1

N

∑N
j=1 δXj,N

t

converge vers une distribution ut à t fixé et chaque particule du système converge en probabilité
vers la solution de l’équation (4.0.1) où Wt est remplacé par le brownien qui dirigeait la particule en
question dans le système. Par ailleurs, si nous nous focalisons sur un nombre fini de particules et si N
tend vers l’infini, les particules considérées deviennent indépendantes et de même loi. Ce phénomène
singulier est appelé propagation du chaos. A-S. Sznitman a publié une analyse intéressante du cas
d’une fonction d’interaction générale Φ sous des conditions de régularité et de bornitude [75]. Une
description précise de la limite de McKean-Vlasov à travers la théorie des grandes déviations fut
présentée par D.A. Dawson et J. Gärtner [22]. D’autres études concernant la convergence de la
mesure empirique vers la loi du processus auto-stabilisant se trouvent, entre autres, dans les articles
[59], [16].

☛ Quelles sont les hypothèses concernant la fonction d’interaction Φ ?

L’étude de l’équation (4.0.1) dépend évidemment de la forme de la fonction d’interaction. Différents
types de fonctions d’interaction ont été proposés dans la littérature. Nous nous concentrons sur le
cadre d’étude introduit dans [5] et [6]. Ainsi nous considérons que Φ est une fonction croissante,
à croissance polynômiale, localement lipschitzienne et impaire. L’exemple typique d’interactions
de ce genre est Φ(x) = xn avec n impair. Il peut paraître étrange a priori que les particules du
système (4.0.2) s’attirent d’autant plus que les valeurs Xi sont éloignées... Mais cette situation
reflète très bien l’analyse de systèmes éléctromagnétiques dans lesquels une grande différence de
charge électrique implique une forte attraction.
Différents travaux de recherche ont été effectués sous des hypothèses variées : nous citerons H.P.
McKean [60, 61], D.W. Stroock and S.R.S. Varadhan [74], K. Oelschläger [64], T. Funaki [32] et Y.
Tamura [77, 76].

☛ Quels sont les éléments de cette étude ?

✑ Dans un premier temps nous cherchons à généraliser les résultats obtenus dans [5, 6] à un système
comportant des particules de natures différentes. Ainsi nous supposerons qu’il existe des particules
rouges et des particules bleues. Les particules de même couleur auront tendance à s’attirer, celles
de couleurs différentes à se repousser. Différentes questions sont abordées : existence et unicité
de la solution du système d’EDS, existence et unicité de loi stationnaire, convergence vers la loi
stationnaire, propagation du chaos dans le système de particules,... Ce travail à fait l’objet de
l’article [39]
✑ Nous avons par la suite considéré le problème d’évaluation du temps de sortie d’un compact par
une diffusion auto-stabilisante dont le coefficient de diffusion

√
ε est petit [45]. L’équation considérée

est la suivante :

dXε
t = V (Xε

t ) dt −
∫

Rd

Φ(Xε
t − x) duε

t (x) dt +
√
εdWt. (4.0.3)

Les différences fondamentales avec l’équation (4.0.1) sont la dimension de l’espace (la diffusion est à
valeurs dans Rd), le coefficient de diffusion qui n’est plus unitaire et enfin la présence d’une fonction
de dérive qui typiquement représente l’opposé de la dérivée d’un potentiel V (x) = −∇U(x). Ainsi
la solution de l’EDS (4.0.3) représente grossièrement le comportement d’une particule brownienne
évoluant dans un paysage défini par U et attiré par sa propre loi. Un principe de grandes déviations
est mis en évidence et le temps de sortie lié au processus est étudié dans le cas où le paysage est
convexe.
✑ Dans le cas où U est un potentiel à deux puits, qui a fait l’objet de l’étude [48], nous considérons
l’existence et l’unicité de lois stationnaires qui devraient également permettre par la suite l’analyse
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du temps de sortie.

4.1 Systèmes de processus auto-stabilisants

Dans ce paragraphe nous considérons la solution d’un système d’EDS couplées (Xt, Yt, t ≥ 0).
Chaque coordonnée est attirée par sa propre loi et, d’autre part, est repoussée par la loi de l’autre
coordonnée. Le système s’écrit de la façon suivante :

(E)



















Xt = X0 +Bt + a

∫ t

0
γ ∗ vs(Xs)ds − (1 − a)

∫ t

0
Φ ∗ us(Xs)ds

Yt = Y0 + B̃t + (1 − a)

∫ t

0
γ ∗ us(Ys)ds− a

∫ t

0
Φ ∗ vs(Ys)ds

où IP(Xt ∈ dx) = ut(dx) et IP(Yt ∈ dx) = vt(dx),

avec une constante a ∈ [1/2, 1[ et deux mouvements browniens unidimensionnels indépendants : Bt

et B̃t. Les fonctions Φ et γ représentent respectivement les fonctions d’attraction et de répulsion du
système auto-stabilisant. Il y a finalement dans le système 4 inconnues : les trajectoires Xt et Yt et
leurs lois ut et vt.
En ce qui concerne les fonctions d’interaction, les hypothèses suivantes sont considérées :

– La fonction Φ est croissante, à croissance polynômiale et impaire. De plus, une croissance
minimale est imposée :

Φ(x) − Φ(y) ≥ Φ1(x− y) + Φ0, pour tout x ≥ y, (4.1.1)

où les constantes satisfont Φ1 > 0 et Φ0 ∈ R.
– La fonction γ est lipschitzienne de constante Lγ , bornée, impaire et satisfait γ(x) ≥ 0 lorsque
x ≥ 0.

Sous des conditions de bornitude de certains moments des conditions initiales X0 et Y0, le résultat
central suivant peut être démontré :

➥ Si X0 et Y0 ont des densités symétriques et si Φ1 >
1−a

a Lγ alors il existe une unique solution
forte (Xt, Yt, t ≥ 0) au système (E).

La démonstration de ce résultat repose sur un argument de point fixe similaire à celui présenté
dans [5]. En considérant un vecteur de fonctions b : R+ × R → R4 et en définissant les projections
(pi)1≤i≤4 de R4 dans R, on peut introduire Xb (respectivement Y b) la solution de l’EDS :

dXb
t = dBt − p1 ◦ b(t,Xb

t )dt + p3 ◦ b(t,Xb
t )dt, (4.1.2)

respectivement
dY b

t = dBt − p2 ◦ b(t, Y b
t )dt + p4 ◦ b(t, Y b

t )dt. (4.1.3)

A partir de ces processus et surtout de leur loi, nous définissons l’application Γ dont les coordonnées
sont données par :

p1 ◦ Γ(b)(t, x) = (1 − a) IE[Φ(x−Xb
t )], p2 ◦ Γ(b)(t, x) = a IE[Φ(x− Y b

t )],
p3 ◦ Γ(b)(t, x) = a IE[γ(x− Y b

t )], p4 ◦ Γ(b)(t, x) = (1 − a) IE[γ(x−Xb
t )].

Il suffit alors de choisir judicieusement un espace fonctionnel sur lequel l’application Γ admette un
point fixe b0. En remplaçant b par b0 dans (4.1.2) et (4.1.3), (Xb0

t , Y
b0
t , t ≥ 0) est solution du système
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(E). Pour cela des majorations des moments de Xt et Yt sont utilisées. L’hypothèse Φ1 >
1−a

a Lγ

implique que ces majorations ne dépendent pas du temps.

Utiliser un théorème de point fixe, c’est cette même démarche qui nous permet de montrer l’existence
d’un couple de lois stationnaires (u, v), qui doivent évidemment satisfaire le système d’équations :















1

2

∂2u

∂x2
− a

∂

∂x

[

(γ ∗ v)u
]

+ (1 − a)
∂

∂x

[

(Φ ∗ u)u
]

= 0

1

2

∂2v

∂x2
− (1 − a)

∂

∂x

[

(γ ∗ u)v
]

+ a
∂

∂x

[

(Φ ∗ v)v
]

= 0.

(4.1.4)

Ainsi trouver une solution au système précédent revient à trouver un point fixe à l’application qui
à (u, v) associe (A(u, v),B(u, v)) défini par

A(u, v)(x) =
1

λ(u, v)
exp

{

a

∫ x

0
γ ∗ v(y)dy − (1 − a)

∫ x

0
Φ ∗ u(y)dy

}

,

B(u, v)(x) =
1

µ(u, v)
exp

{

(1 − a)

∫ x

0
γ ∗ u(y)dy − a

∫ x

0
Φ ∗ v(y)dy

}

.

Dans les expressions précédentes λ et µ représentent des coefficients de renormalisation. Il suffit
donc, là encore, de trouver de bons espaces fonctionnels sur lesquels il sera possible d’exhiber un
point fixe (utilisation du théorème du point fixe de Schauder). Dans certains cas, nous sommes en
mesure de démontrer l’unicité de ce point fixe puisque l’application devient une contraction.

➥ Il existe un couple de densités paires (u, v) satisfaisant le système (4.1.4). De plus, si Φ(x) =
Φ0(x) + αx avec α > 0, Φ0 une fonction positive et convexe sur R+, alors il existe α0 tel que les
lois stationnaires symétriques solutions de (4.1.4) soient uniques pour α ≥ α0.

Lorsque la dérive d’une diffusion ne dépend pas du temps, il est alors possible, sous certaines
conditions, d’avoir des informations sur la vitesse de convergence de la loi du processus vers sa
mesure stationnaire. En utilisant par exemple le critère de Bakry-Emery [3], il est possible d’obtenir
la propriété de trou spectral pour l’opérateur associé à la diffusion, et ainsi, de relier la vitesse de
convergence à la première valeur propre non nulle de l’opérateur. Dans notre contexte, ce genre de
théorie ne peut être appliquée directement puisque les dérives des deux équations stochastiques dé-
pendent du temps t à travers les densités ut(x) et vt(x). Pour contourner cette difficulté, les dérives
sont minorées et majorées par des fonctions indépendantes du temps lorsque t ≥ t0 et l’utilisation
de théorèmes de comparaison permet d’obtenir des encadrements suffisamment précis. En faisant
alors tendre t0 vers l’infini, il devient possible de démontrer le résultat de convergence suivant.

➥ Si X0 et Y0 sont deux variables aléatoires de lois symétriques, Φ0(x) ≥ kxρ pour x ≥ 1 et
pour un certain ρ > 1 et si γ est concave sur R+, alors il existe α0 tel que α ≥ α0, la distribution
du couple (Xt, Yt), solution de (E), converge vers (u(x)dx, v(x)dx) (solutions de (4.1.4)) quand t
tend vers l’infini.

Dans toute cette étude, les diffusions (Xt) et (Yt) sont auto-stabilisantes, en d’autres termes elles
sont attirées par leur propre loi, mais elles se repoussent aussi mutuellement. Or pour quantifier
cette aversion, il est possible de comparer les densités des lois stationnaires u(x) et v(x) en fonction
du paramètre a apparaissant dans le système (E). Ce paramètre permet de diminuer ou d’amplifier
l’importance de la répulsion vis-à-vis de l’attraction. Nous observons ainsi une variation des queues
de distribution :
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➥ Au voisinage de ±∞, l’équivalence suivante est satisfaite :

ln
u(x)

v(x)
∼ (2a− 1)

∫ |x|

0
Φ(y)dy.

Evidemment le cas a = 1/2 joue un rôle particulier puisque le système (E) se résume à deux
équations identiques : les lois stationnaires sont les mêmes... Cette différence sur les lois de X
et Y s’observe en temps long (lois stationnaires) mais également en temps très petit. Imaginons
que les lois de X0 et Y0 sont identiques (de densité w(x)) alors, dès que t > 0, les lois se séparent
à une vitesse qui dépend du paramètre a. En effet, en notant W la distance de Wasserstein, il vient :

➥ Si w (loi de X0 et Y0) est symétrique alors

lim inf
t→0

W (ut(x)dx, vt(x)dx)

t
≥ (2a− 1)

∫

R

|(γ + Φ) ∗ w|(x)w(x)dx.

Pour terminer l’étude du système de processus auto-stabilisants, il est à noter qu’il peut être ob-
tenu par passage à la limite dans un système de particules comprenant deux types de particules.
On considère Nn particules de type X et Mn particules de type Y avec la proportion donnée par
limn→∞Mn/(Nn +Mn) = a. Les particules de même type s’attirent et les particules de types dif-
férents se repoussent. Il est alors aisé de montrer que la propagation du chaos a bien lieu dans ce
système et que (E) en est une limite naturelle.

4.2 Temps de sortie et potentiel convexe

L’attraction présente dans la dérive d’une diffusion auto-stabilisante lui donne sans aucun doute
plus d’inertie. Il est difficile de trouver des critères de qualité pour quantifier ce supplément d’inertie.
Une idée est d’estimer le temps nécessaire à la diffusion pour quitter un domaine borné et de le
comparer au temps d’arrêt d’une diffusion standard. Ce travail a fait l’objet de l’article [45]. Pour
cela nous considérons le modèle suivant :

dXε
t = V (Xε

t ) dt −
∫

Rd

Φ(Xε
t − x) duε

t (x) dt +
√
εdWt, (4.2.1)

où uε
t(dx) désigne la loi de Xε

t et (Wt, t ≥ 0) un mouvement brownien d-dimensionel.

☛ Les hypothèses sur les fonctions intervenant dans l’équation (4.2.1) :

Nous supposerons que V et la fonction d’attraction Φ sont localement lipschitziennes, que Φ est
invariant par rotation et de croissance au plus polynômiale. Enfin nous supposons que V est ren-
trant : si DV (x) représente le Jacobien de V au point x alors nous supposons qu’il existe KV > 0
tel que 〈h,DV (x)h〉 ≤ −KV pour h ∈ Rd de norme 1, dès que x est de norme suffisamment grande.

☛ Existence et unicité d’une solution forte.

Le résultat d’existence d’une unique solution forte est basé sur une généralisation de la preuve de
[5]. L’ajout de la dérive V et l’analyse en dimension d quelconque sont les nouveautés de l’équation
étudiée. L’utilisation d’un théorème de point fixe dans ce nouveau cadre se fait aisément.

☛ Etude asymptotique lorsque ε→ 0.

Le but de l’étude est d’analyser le comportement asymptotique de la diffusion auto-stabilisante
lorsque ε tend vers 0. La théorie des grandes déviations développée par M. Freidlin et A. Wentzell
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[30] ne peut pas s’appliquer directement puisque la dérive de la diffusion dépend elle-même de sa
propre loi et donc du paramètre ε. En effet l’EDS peut s’écrire :

dXε
t = V (Xε

t ) dt − bε(t,Xε
t ) dt +

√
εdWt, t ≥ 0,

où la fonction bε satisfait

bε(t, x) =

∫

Rd

Φ(x− y) duε
t (y) = IE

{

Φ(x−Xε
t )
}

.

Que se passe-t-il donc lorsque ε tend vers 0 ? Une première estimation montre que la solution de
(4.2.1) partant de x0 converge vers l’unique solution du système dynamique suivant :

ψ̇t = V (ψt), ψ0 = x0. (4.2.2)

Plus précisément, une démonstration basée sur le lemme de Gronwall permet d’obtenir la conver-
gence uniforme de la dérive pour tout t ∈ [0, T ] et x dans un compact de Rd :

lim
ε→0

bε(t, x) = Φ(x− ψt(x0)).

Il s’ensuit que la diffusion Xε solution de (4.2.1) est très proche de la diffusion Y ε définie par

dY ε
t = V (Y ε

t ) dt− Φ(Y ε
t − ψt(x0)) dt +

√
εdWt,

dont on connaît le principe de grandes déviations. La distance qui sépare ces deux diffusions peut être
estimée et permet d’utiliser des arguments d’approximation exponentielle pour exhiber les grandes
déviations liées à Xε.

➥ La famille Xε satisfait un principe de grandes déviations dans (C([0, T ]), ‖·‖∞) avec la bonne
fonctionnelle d’action :

Ix0
T (ϕ) =







1

2

∫ T

0
‖ϕ̇t − V (ϕt) + Φ(ϕt − ψt(x0))‖2 dt, si ϕ ∈ H1

x0
,

∞, sinon .

(4.2.3)

Ici H1
x0

représente l’espace de Cameron-Martin des fonctions qui satisfont ϕ0 = x0.

Il est à remarquer que l’ajout d’une fonction d’attraction Φ dans la dérive de la diffusion ne change
pas la limite lorque ε → 0. Les diffusions classique (de dérive V ) et auto-stabilisante convergent
toutes les deux vers l’unique solution du système dynamique (4.2.2). Ceci provient surtout du fait
que Φ(0) = 0. Mais mentionnons quand-même que les vitesses de convergence sont bel et bien dif-
férentes : Φ apparaît dans la fonctionnelle d’action.

☛ Problème de sortie pour la diffusion auto-stabilisante.

Considérons pour ce faire un domaine D, contenant la condition initiale x0, et le temps de sortie
correspondant pour la diffusion auto-stabilisante (4.2.1) :

τ ε
D = inf{t > 0 : Xε

t ∈ ∂D}.

Le domaine D considéré est supposé contenir un unique point stable de (4.2.2) qui attire toutes
les trajectoires issues de D. Par ailleurs ce point stable doit également attirer les trajectoires du
système modifié suivant : φ̇t = V (φt) − Φ(φt − xstable).
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Pour introduire le résultat principal de cette section, définissons différentes fonctions liées à la théorie
des grandes déviations. Nous considérons la fonctionnelle d’action :

I∞,y
T (ϕ) =







1

2

∫ T

0
‖ϕ̇t − V (ϕt) + Φ(ϕt − xstable)‖2 dt, si ϕ ∈ H1

y ,

∞, sinon,
(4.2.4)

qui représente en quelque sorte le coût associé à une fonction ϕ donnée. A l’aide de cette fonction-
nelle, nous sommes en mesure de décrire le coût minimal pour relier deux points y et z de Rd en un
temps fixé T

C(y, z, T ) = inf
ϕ∈C([0,T ]): ϕ(T )=z

I∞,y
T (ϕ), y, z ∈ Rd.

Le quasipotentiel qui y est lié Q(y, z) = infT>0C(y, z, T ) apprécie le coût minimal global pour
relier deux points. Le problème de sortie est naturellement associé aux trajectoires qui, partant de
l’unique point stable appartenant à D atteignent la frontière du domaine. Nous notons alors

Q := inf
z∈∂D

Q(xstable, z). (4.2.5)

La description du temps de sortie est relativement semblable à celle obtenue par M. Freidlin et A.
Wentzell [30] dans le cadre d’une diffusion standard. En particulier, nous noterons que le temps
d’arrêt moyen est exponentiellement grand par rapport au paramètre ε et qu’il est possible d’avoir
quelques informations, certes sommaires, sur la localisation de la sortie sur la frontière du domaine D.
Malgré tout, pour obtenir la description du temps de sortie nous faisons une hypothèse essentielle :
la géométrie induite par la dérive V est convexe, i.e. il existe KV > 0 tel que

〈h,DV (x)h〉 ≤ −KV pour h ∈ Rd avec ‖h‖ = 1 et x ∈ Rd. (4.2.6)

Pour la présentation du principe de grandes déviations, une hypothèse de ce type était déjà men-
tionnée. La différence est qu’il suffisait de la vérifier pour les points x dont la norme dépassait un
certain seuil. Ici, pour le problème de sortie, l’hypothèse (4.2.6) doit être satisfaite pour tous les
x ∈ Rd.

➥ On se place sous l’hypothèse (4.2.6). Pour tout x0 ∈ D et η > 0, on a

lim
ε→0

IPx0

(

e(Q−η)/ε < τ ε
D < e(Q+η)/ε

)

= 1, (4.2.7)

et
lim
ε→0

ε log IEx0(τ
ε
D) = Q. (4.2.8)

Par ailleurs, si N ⊂ ∂D est un sous ensemble fermé satisfaisant infz∈N Q(xstable, z) > Q, alors il
ne contient pas le point de sortie : pour tout x0 ∈ D, limε→0 IPx0(X

ε
τD

∈ N) = 0.

La compréhension de ce résultat passe par la discussion informelle déjà introduite dans la Sec-
tion 3.1. Pour ce faire, il suffit de diviser l’axe temporel en intervalle de longueur T : [kT, (k + 1)T [
avec k ∈ IN puis calculer la probabilité que le temps d’arrêt τ ε

D se réalise dans un intervalle de ce
genre. Dans le cadre d’une diffusion classique, ces probabilités sont presque toutes identiques puisque
le processus est markovien et les coefficients indépendants du temps. Dans le cas d’une diffusion
auto-stabilisante, ce n’est évidemment pas le cas et il faut analyser le comportement asymptotique
quand ε → 0 sur chaque intervalle. Nous avons déjà étudié le cas de l’intervalle [0, T ] en énoncant
que le comportement asymptotique de la diffusion mimait celui de Y ε définie par

dY ε
t = V (Y ε

t ) dt− Φ(Y ε
t − ψt(x0)) dt +

√
εdWt.
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D’une façon similaire, nous montrons que la diffusion auto-stabilisante, étudiée sur l’intervalle
[kT, (k + 1)T [, a un comportement asymptotique similaire à celui de la diffusion suivante :

dY ε
t = V (Y ε

t ) dt − Φ(Y ε
t − ψkT+t(x0)) dt +

√
εdWt.

Comme le point stable xstable attire toutes les trajectoires solutions de l’équation (4.2.2) issues du
domaine D, limt→∞ ψt(x0) = xstable. Il s’ensuit que pour k suffisamment grand, le comportement
de Y ε est à comparer au comportement de la diffusion

dZε
t = V (Zε

t )dt − Φ(Zε
t − xstable)dt +

√
εdWt. (4.2.9)

Puisque la diffusion auto-stabilisante utilise un temps très long pour quitter le domaine, le compor-
tement asymptotique sur les premiers intervalles de longueur T importe peu. Il est plutôt essentiel
d’analyser la diffusion sur les intervalles associés à un grand k. Par conséquent, le temps de sortie
de Xε est similaire au temps de sortie de la diffusion Zε, définie par (4.2.9), ce qui permet d’obtenir
l’estimation du temps de sortie et la localisation du point de sortie.

☛ Quelques remarques :

1. La démonstration repose sur des estimations précises et utilise surtout l’hypothèse de convexité
pour obtenir la limite uniforme de la dérive limε→0 b

ε(t, x) = Φ(x−ψt(x0)) par rapport à t ≥ 0.
A priori pour étudier la diffusion dans un domaine borné, on peut s’étonner que l’hypothèse
principale concerne l’espace d’état Rd tout entier. Ceci est particulier aux processus auto-
stabilisants, puisque la dérive ne dépend pas juste de la position de la diffusion mais bien de la
position et de la loi qui, en fait, charge tout l’espace dès que t > 0, même si le processus n’est
pas encore sorti du domaine considéré. Ainsi les propriétés de V à l’extérieur de D influent
sur le temps de sortie τ ε

D. Notons que, dans le cas où V (x) = −∇U(x) avec U un potentiel
convexe, le résultat asymptotique développé précédemment s’applique. Par contre, si U est un
potentiel à plusieurs puits et si le problème de sortie consiste à analyser le temps nécessaire
pour sortir d’un puits donné, l’analyse développée ici ne s’applique pas. Il s’agit d’ailleurs d’un
problème ouvert.

2. Dans l’article [45], nous proposons un exemple de diffusion en dimension 2 qui met en évidence
que l’ajout d’un terme d’interaction, représenté par la fonction Φ, peut changer drastiquement
le comportement du processus, non seulement les temps de sortie mais également la localisation
de la sortie sur la frontière ∂D peuvent être complètement différents.

3. Notons enfin que le temps de sortie étudié ici concerne le premier instant où la diffusion sort
de D alors qu’à l’instant t = 0, Xε

0 avait pour loi δx0 . Si nous laissons “vivre” la diffusion
et si nous attendons le premier instant après τD où la diffusion se trouve à nouveau dans
un voisinage du point stable xstable alors le temps de sortie qui suit aura automatiquement
une loi différente puisque la dérive est non-linéaire. Ceci ne devrait toutefois pas changer
le comportement asymptotique. En effet, même après de nombreuses entrées et sorties du
domaine D, les estimations du temps de sortie restent semblables. Si nous supposons en fait
qu’il existe une unique mesure invariante uε, nous pouvons effectuer le programme suivant :
nous faisons partir la diffusion Xε avec la condition Xε

0 ∼ uε(dx), puis nous attendons d’être
dans un voisinage de xstable, enfin nous étudions le temps de sortie du domaine. Dans ce cas,
il suffit d’étudier une diffusion de dérive, indépendante de la variable temporelle, donnée par :

V (x) −
∫

Rd

Φ(x− y)uε(dy).
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Il ne doit pas être très difficile de montrer que, dans ce cas, le problème de sortie peut être
caractérisé par le même quasipotentiel (4.2.5) et cela en affaiblissant l’hypothèse de convexité
de la fonction V .

4.3 Mesures invariantes et potentiel à double puits

Nous avons détaillé dans le paragraphe précédent le problème de sortie pour la diffusion Xε

solution de (4.0.3). L’analyse effectuée s’applique dans le cadre d’un gradient V (x) = −∇U(x) à
condition que U soit un potentiel convexe. Or nous souhaiterions étudier le cas d’un potentiel à
deux puits. Une première étape, qui permetterait par la suite de proposer une analyse du temps
de sortie, est d’étudier les mesures invariantes de l’équation (4.0.3) en dimension 1 ; ce travail en
collaboration avec J. Tugaut a donné lieu à la prépublication [48]. Dans l’article [5], S. Benachour,
B. Roynette, D. Talay et P. Vallois ont démontré que l’équation (4.0.1) admettait une unique loi
stationnaire à condition que la fonction d’interaction Φ satisfasse à quelques hypothèses concernant
notamment sa dérivée à l’origine. Le fait d’ajouter à la dérive le gradient d’un potentiel U qui admet
plusieurs minima globaux va changer les énoncés et les résultats.

☛ Les hypothèses :

L’équation qui concentre notre attention dans ce paragraphe est

dXε
t = −∇U(Xε

t ) dt −
∫

Rd

Φ(Xε
t − x) duε

t (x) dt +
√
εdWt, (4.3.1)

où (Wt, t ≥ 0) est un mouvement brownien unidimensionnel. Nous
supposerons que Φ est une fonction impaire polynômiale, croissante et
convexe sur R+. Concernant le potentiel U , nous supposerons qu’il est
pair, régulier, que U(0) = 0, qu’il possède deux puits localisés en ±a, et
qu’il est à croissance polynômiale (Figure 4.1).

U

−a a

Fig. 4.1 – Potential U

☛ Les mesures invariantes :

Trouver une mesure invariante de densité uε(x) pour l’EDS (4.3.1), c’est trouver une solution à
l’équation :

ǫ

2
u′′ǫ (x) +

(

uǫ(x) (∇U(x) + Φ ∗ uǫ(x))
)′

= 0, pour tout x ∈ R.

Cette équation permet en particulier de donner une “forme exponentielle” à la densité. Ainsi

uǫ(x) =
1

λ(uǫ)
exp

[

−2

ǫ

(
∫ x

0
Φ ∗ uǫ(y)dy + U(x)

)]

, (4.3.2)

où λ est un facteur de renormalisation. Le cas particulier de l’interaction linéaire Φ(x) = αx, α > 0,
permet de bien poser le problème et de le résoudre via des calculs simples. En définissant m la
moyenne de la loi de densité uε, l’équation (4.3.2) revient à trouver un point fixe de l’application
Ψε définie par :

Ψǫ(m) =

∫

R
x exp

[

−2
ǫ

(

U(x) + αx2

2 − αmx
)]

dx

∫

R
exp

[

−2
ǫ

(

U(x) + αx2

2 − αmx
)]

dx
.

Evidemment la moyenne m = 0 correspondant à la densité uε(x) = 1
λ(uε) exp

[

−2
ǫ

(

U(x) + αx2

2

)]

est un point fixe de l’application. Mais ce n’est pas le seul point fixe...
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➥ Si U ′′ est une fonction convexe alors, pour ε suffisamment petit, il existe exactement trois
mesures invariantes pour l’EDS (4.3.1) : une mesure symétrique et deux mesures asymétriques
concentrées respectivement autour de a et de −a lorsque ε → 0. En particulier les moyennes ±m
des mesures excentrées satisfont : pour tout δ ∈]0, 1[, il existe ε0 > 0 tel que

a− (1 + δ)U (3)(a)

4U ′′(a) (α+ U ′′(a))
ǫ ≤ m ≤ a− (1 − δ)U (3)(a)

4U ′′(a) (α+ U ′′(a))
ǫ, ε ≤ ε0.

La preuve repose essentiellement sur la méthode de Laplace utilisée pour développer les calculs
asymptotiques. Si le potentiel U ne satisfait pas l’hypothèse de convexité de U ′′, il est imaginable
de trouver des situations permettant l’existence de plus de trois mesures invariantes.
Ce résultat intéressant issu du contexte d’interaction linéaire peut se généraliser à une fonction d’in-
teraction quelconque (sous les hypothèses énoncées précédemment bien entendu). Les démonstra-
tions se compliquent immédiatement : dans l’interaction linéaire, il suffisait de connaître la moyenne
de la loi pour que celle-ci soit entièrement déterminée, ce qui n’est pas le cas en général. Au lieu
d’utiliser un théorème de point fixe pour une application de R dans R, nous sommes amenés alors
à utiliser le théorème de point fixe de Schauder qui agit sur un espace fonctionnel. Il est facile de
deviner l’application à étudier grâce à l’équation (4.3.2) Nous généralisons ainsi la preuve de S.
Benachour, B. Roynette, D. Talay et P. Vallois [5] au cadre d’une diffusion comprenant le gradient
d’un potentiel à deux puits dans sa dérive.

➥ Cadre général (non-linéaire) : il existe une mesure invariante symétrique.

Il est malheureusement très difficile de montrer que l’application considérée est une contraction.
Nous n’obtenons donc pas l’unicité de cette mesure invariante symétrique par la méthode du point
fixe.
Il est par contre possible de montrer qu’il ne s’agit pas de l’unique mesure invariante. En effet,
puisque la fonction d’interaction Φ est polynômiale, il suffit de connaître un nombre fini de mo-
ments de la densité uε pour que celle-ci soit entièrement déterminée. Ainsi d’un problème de point
fixe dans un espace fonctionnel, il est possible de revenir à un problème plus simple de recherche
de point fixe dans un espace de dimension finie. Ceci nous permet effectivement d’exhiber deux
mesures invariantes particulières qui sont dans un voisinage de δa, respectivement δ−a lorsque ε est
petit. Les informations précises sont obtenues par des estimations d’intégrales utilisant la méthode
de Laplace et par une résolution du système de Cramer suivant : déterminer (τ1, . . . , τ2n−1) solution
de

2n−1
∑

p=1

(−1)p

p!
Φ(p)(a)τp +

Φ′(0) + U ′′(a)
kak−1

τk =
U (3)(a)

4(Φ′(0) + U ′′(a))
− k − 1

4a
, 1 ≤ k ≤ 2n − 1, (4.3.3)

où 2n− 1 est le degré du polynôme Φ. La solution est donnée par

τ0
k = kak−1 aU

(3)(a) − (k − 1)U ′′(a)
4aU ′′(a) (Φ′(0) + U ′′(a))

, 1 ≤ k ≤ 2n − 1. (4.3.4)

Cadre général :
➥ Il existe au moins trois mesures invariantes associées à la diffusion (4.3.1).



39

➥ Sous quelques conditions supplémentaires (voir [48]), il existe deux mesures invariantes ex-
centrées (symétriques l’une de l’autre) concentrées autour de a ou de −a. Pour celle concentrée
autour de a, les moments d’ordre k, notés mk, satisfont : pour tout δ > 0, il existe ε0 > 0 tel que

∣

∣

∣
mk −

(

ak − τ0
k ǫ
)
∣

∣

∣
≤ δǫ, 1 ≤ k ≤ 2n− 1, ǫ ≤ ǫ0.

Ici τ0
k est défini par (4.3.4).

Evidemment la découverte de plusieurs mesures stationnaires complique l’analyse du comportement
asymptotique de la diffusion auto-stabilisante. Il faudrait en particulier avoir un résultat identique
à celui obtenu dans le cas linéaire : savoir déterminer exactement le nombre de mesures invariantes.
Par ailleurs, il serait fondamental de connaître, au moins grossièrement, les domaines d’attraction
des différentes mesures. Nous nous doutons bien, par exemple, que toute condition initiale symé-
trique obligera la diffusion à avoir une densité paire en tout temps : elle ne pourra donc pas converger
vers une mesure excentrée. Peut-on cependent avoir des informations plus précises ?
Un grand nombre de questions restent ouvertes...

4.4 Perspectives et travaux en cours

La thématique des processus auto-stabilisants est intéressante puisqu’elle ne permet pas l’uti-
lisation directe des outils de calculs stochastiques classiques pour mener les études d’existence et
unicité des processus, des lois invariantes,...
Il reste, dans ce domaine, de nombreuses questions à explorer et le travail présenté ici me motive
tout particulièrement à m’y investir. Voici un échantillon de questions qui se regroupent en plusieurs
problématiques :

– Les systèmes de particules en interaction. Les processus auto-stabilisants apparaissent comme
limite de McKean-Vlasov d’un système de particules en interaction. Par exemple, la loi de la
solution de l’EDS (4.0.3) est la loi limite (lorsque N → ∞) d’une particule du grand système
suivant :

dXi,N
t = V (Xi,N

t ) dt − 1

N

N
∑

j=1

Φ(Xi,N
t −Xj,N

t ) dt +
√
ε dW i

t , 1 ≤ i ≤ N. (4.4.1)

Avec P. Imkeller et D. Peithmann [45], nous avons présenté un résultat de grandes déviations
pour la diffusion auto-stabilisante (4.0.3) lorsque le paramètre ε → 0. Par ailleurs, la théorie
basée sur les résultats de M. Freidlin et A. Wentzell [30] permet d’appréhender le comporte-
ment du système (4.4.1) lorsque ε → 0. Y-a-t-il alors une façon de relier ces résultats ? En
d’autres termes, y-a-t-il une possibilité de permuter les limites ε→ 0 et N → ∞ ? Sous quelles
conditions ? Il me semble que les limites devraient pouvoir s’échanger notamment lorsque V est
le gradient d’un potentiel convexe. Mais, par contre, lorsqu’il s’agit d’un potentiel à plusieurs
puits, cela semble exclus. Que se passe-t-il si on lie la dépendence de N à celle de ε ?

– Les mesures stationnaires. Le résultat principal exposé dans ce chapitre concernant les mesures
invariantes de la diffusion (4.0.3), est l’existence de plusieurs mesures invariantes à ε fixé,
relativement petit. Avec J. Tugaut, nous nous intéressons à la limite de ces mesures invariantes
lorsque le paramètre ε tend vers 0 et à leur vitesse de convergence en vue d’établir une
description précise de l’ensemble des mesures invariantes lorsque ε est petit. Nous espérons
ainsi déterminer dans quel cadre il existe exactement trois mesures invariantes comme nous
l’avons déjà observé dans le cadre d’une interaction linéaire.
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Il serait tout aussi intéressant d’analyser la convergence de la loi du processus auto-stabilisant
lorsque le temps t → ∞. Peut-on alors déterminer une convergence vers une loi stationnaire,
le choix de celle-ci dépendant évidemment de la loi initiale ?
Par ailleurs, les mesures stationnaires ont été étudiées dans [5] lorsque V = 0, dans [48] lorsque
V = −∇U avec U un potentiel symétrique, que se passe-t-il lorsque U n’est ni symétrique ni
convexe ? Concrètement l’étude d’un potentiel à deux puits avec un puits bien plus profond
que l’autre serait d’un intérêt certain...

– Le problème de sortie d’un domaine. Un des objectifs de l’étude des mesures stationnaires
c’est d’aboutir à la description du temps de sortie d’un domaine d’attraction pour la diffusion
(4.0.3) lorsque V = −∇U avec U un potentiel à deux puits. Une première approche est de
simplifier le problème. Au lieu de considérer une diffusion dont la dérive dépend à l’instant t à
la fois de la position de la diffusion Xε

t , du paramètre ε et du temps t (à travers la loi uε
t (dx)),

nous allons supprimer la dépendence vis-à-vis du temps. Pour cela il suffit de remplacer la
loi uε

t (dx) dans la dérive par une distribution stationnaire uε(dx). En connaissant la limite
de uε(dx) lorsque ε → 0, il est alors possible d’établir un principe de grandes déviations et
d’estimer le temps nécessaire à la diffusion pour sortir d’un domaine donné. Cela permet en
principe de traiter de nombreuses situations.



Chapitre 5

Marches aléatoires persistantes

Ce chapitre repose sur l’article [49] écrit en collaboration avec P. Vallois.

Introduction

Le travail présenté dans ce chapitre représente essentiellement une synthèse de différentes conver-
gences possibles pour les marches aléatoires persistantes lorsque le pas de temps ∆t tend vers 0.
Historiquement l’étude des marches aléatoires persistantes remonte aux études de R. Fürth [33] et
G.I. Taylor [78]. Cette marche aléatoire à valeurs dans Z est définie à partir de ses accroissements
(Yt, t ∈ IN) qui forment une chaîne de Markov.
Le processus des accroissements est une chaîne de Markov à valeurs dans {−1, 1} de matrice de
transition :

π =

(

1 − α α
β 1 − β

)

0 < α < 1, 0 < β < 1. (5.0.1)

La marche est alors définie comme somme partielle de ses accroissements :

Xt =
t
∑

i=0

Yi avec X0 = Y0 = 1 ou − 1. (5.0.2)

Notons que le choix des paramètres α et β est déterminant pour l’étude. En particulier, si α+β = 1
alors les accroissements forment une suite de variables aléatoires indépendantes : (Xt, t ≥ 0) est
juste une marche aléatoire de Bernoulli classique, il n’y a pas de phénomène de persistance c’est-
à-dire de présence d’une courte mémoire. Le cas symétrique : α = β, aussi appelé marche de Kac,
fut étudié par G.I. Taylor [78], S. Goldstein [35], G.H. Weiss [80, 81]. Une présentation de différents
résultats de convergence concernant cette marche a été rédigée par E. Renshaw et R. Henderson
[71]. Dans le cadre général, P. Vallois et C. Tapiero [79] ont étudié l’influence de la persistance sur
les deux premiers moments de la marche.

La marche aléatoire persistante a cette particularité : elle n’est pas markovienne puisque la mémoire
du processus entre en jeu. Par contre la mémoire est relativement “courte” : toute l’information se
trouve dans le lien entre la valeur du processus à l’instant t et celle de l’instant précédent Xt−1 : le
couple (Xt−1,Xt) est une chaîne de Markov. Ainsi en renormalisant la marche aléatoire et en faisant
tendre le pas de temps vers 0, on doit trouver à la limite une mémoire ”instantanée”, au support
très réduit.

41
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5.1 Le processus du télégraphe

Avant de détailler les résultats limites, il nous faut introduire un processus central dans cette
étude, celui du télégraphe. Pour ce faire, nous considérons une suite de variables aléatoires i.i.d
(en, n ≥ 1) de loi exponentielle de paramètre 1 et construisons le processus de comptage suivant :

N c0,c1
t =

∑

k≥1

1{λ1e1+λ2e2+...+λkek≤t}, avec λk =

{

1/c0 si k est impair
1/c1 sinon.

(5.1.1)

Le processus du télégraphe est alors défini par

Zc0,c1
t =

∫ t

0
(−1)N

c0,c1
u du. (5.1.2)

Ce processus ne satisfait évidemment pas la propriété de Markov : connaître Zc0,c1
t ne suffit pas pour

déterminer la loi de Zc0,c1
t+h avec h > 0. Par contre, l’information fournie par la dérivée de Zc0,c1 au

point t est suffisante pour déterminer la dynamique du processus après cet instant. Plus précisément
(N c0,c1

t , Zc0,c1
t ) est un processus markovien.

Dans notre étude, nous avons présenté plusieurs résultats concernant ce processus :
– La loi du processus (Zc0,c1

t , N c0,c1
t ) peut être déterminée explicitement en utilisant des tech-

niques élémentaires de calcul des probabilités. On note notamment que la loi de Zc0,c0
t sachant

N c0,c0
t suit une loi de type beta centrée. Par ailleurs la densité de Zc0,c1

t s’exprime à l’aide des
fonctions de Bessel. Les fonctions de Bessel modifiées sont définies par :

Iν(ξ) =
∑

m≥0

(ξ/2)ν+2m

m!Γ(ν +m+ 1)
.

➥ La loi de Zc0,c1
t est donnée par IP(Zc0,c1

t ∈ dx) = e−c0tδt(dx)+e−
c0+c1

2
tf(t, x)1[−t,t](x),

avec

f(t, x) =
1

2

[

√

c0c1(t+ x)

t− x
I1

(

√

c0c1(t2 − x2)
)

+ c0I0

(

√

c0c1(t2 − x2)
)]

e
c1−c0

2
x.

– L’équation du télégraphe. Comme (Zc0,c1
t , N c0,c1

t ) est un processus de Markov, nous présentons
dans [49] le semi-groupe associé à son générateur. Par ailleurs, dans le cas symétrique c0 =
c1 = c > 0, l’utilisation du processus linéaire par morceaux Zc,c

t permet de relier l’équation des
ondes à une équation aux dérivées partielles appelée équation du télégraphe. Soit f : R → R

une fonction régulière et

u(x, t) =
1

2

{

f(x+ at) + f(x− at)
}

, x ∈ R, t ≥ 0.

Alors u est l’unique solution de l’équation des ondes ∂2u
∂t2

= a2 ∂2u
∂x2 , avec les conditions aux

bords u(x, 0) = f(x) et ∂u
∂t (x, 0) = 0.

➥ La fonction w(x, t) = IE[u(x,Zc,c
t )], (x ∈ R, t ≥ 0) est la solution de l’équation du

télégraphe ∂2w
∂t2

+ 2c∂w
∂t = a2 ∂2w

∂x2 , avec les conditions limites w(x, 0) = f(x) et ∂w
∂t (x, 0) = 0.

Ce résultat peut être généralisé au cas c0 6= c1 : dans ce cas, l’équation du télégraphe est
remplacée par deux équations couplées.

Ayant introduit le processus du télégraphe, nous sommes en mesure de présenter les différents
résultats de convergence liés à la marche aléatoire persistante.
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5.2 Résultats de convergence principaux

Définissons la marche aléatoire renormalisée. Pour cela nous considérons la matrice de transition
(5.0.1) avec les coefficients : α = α0 + c0∆x et β = β0 + c1∆x. A partir du processus (Xt, t ∈ IN)
défini par (5.0.2), introduisons la marche (Z∆

s , s ∈ ∆t IN) à l’aide de la relation :

Z∆
s = ∆xXs/∆t

, (∆t > 0, ∆x > 0). (5.2.1)

Pour obtenir un processus continu, il suffit de considérer (Z̃∆
s , s ≥ 0) l’interpolée linéaire de (Z∆

s ).
En faisant tendre ∆t et ∆x simultanément vers 0, nous pouvons obtenir différentes limites suivant le
lien entre ∆t et ∆x. Dans certains cas, la limite sera un processus de Markov et donc la persistance
de la marche aléatoire aura disparu, dans d’autres cas le processus limite conserve une mémoire
“instantanée” : le processus n’est pas markovien.
Considérons deux paramètres essentiels :

ρ0 = 1 − α0 − β0 (le coefficient d’asymétrie), et η0 = β0 − α0.

➥ Premier cas : ρ0 = 1 i.e. α0 = β0 = 0.
Soit ∆x = ∆t. Si Y0 = X0 = −1 alors l’interpolée linéaire de la marche aléatoire persistante
(Z̃∆

s , s ≥ 0) converge en loi, quand ∆x → 0, vers le processus du télégraphe (−Zc0,c1
s , s ≥ 0).

Dans le cas où α0 = β0, les accroissements de la marche ont tendance à rester longtemps dans
le même état, soit dans l’état 1, soit en −1. Ainsi les changements de pente de l’interpolée de la
marche interviennent au bout de temps géométriques qui, correctement renormalisés, convergent
vers des lois exponentielles. Le processus du télégraphe apparaît donc de manière naturelle.

➥ Second cas : ρ0 6= 1.
1) Si r∆t = ∆x avec r > 0 alors Z̃∆

t converge, quand ∆x → 0, vers la limite déterministe − rtη0

1−ρ0
.

2) Si r∆t = ∆2
x avec r > 0, alors le processus (ξ∆t , t ≥ 0) défini par ξ∆t = Z̃∆

t + t
√

rη0

(1−ρ0)
√

∆t
converge

en loi, quand ∆x → 0, vers (ξ0t , t ≥ 0) où

ξ0t = r
(c0 − c1

1 − ρ0
+
η0(c0 + c1)

(1 − ρ0)2

)

t+

√

r(1 + ρ0)

1 − ρ0

(

1 − η2
0

(1 − ρ0)2

)

Wt,

(Wt, t ≥ 0) est un mouvement brownien unidimensionnel.

Dans ce cas, la mémoire disparaît bel et bien à la limite. La première partie du résultat précé-
dent correspond en quelque sorte à une loi des grands nombres alors que la seconde partie est de
type théorème de la limite centrale. Il se démontre classiquement en calculant la loi de marginales,
à partir d’une relation de récurrence pour la fonction génératrice, et en utilisant la tension de la loi
du processus.

5.3 Perspectives

Les perspectives liées à cet article sont sans doute nombreuses : recherche d’un modèle de marche
aléatoire persistante qui converge vers un processus du télégraphe fractionnaire (intégration du bruit
du télégraphe contre un noyau fractionnaire), interprétation de l’équation du télégraphe à dérivées
fractionnaires (voir l’article de E. Orsingher et L. Beghin [65]),...

Mais la recherche qui attire le plus mon attention est la généralisation des résultats de convergence
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à des marches aléatoires dont les accroissements sont des chaînes de Markov d’ordre supérieur à 2.
Evidemment si le support de la mémoire est déterministe et fini, il y a de fortes chances pour qu’à
la limite la mémoire soit instantanée et que le processus obtenu ne diffère pas vraiment du processus
du télégraphe. Par contre si le support est infini, la marche aléatoire ressemblerait à un processus
à mémoire longue comme il en existe en théorie des séries choronologiques et le passage à la limite
aboutirait sans doute à un processus à trajectoires continues et à mémoire longue.
Une autre perspective intéressante est d’essayer d’étudier de façon plus générale, les processus tels
celui du télégraphe, qui ne sont pas markoviens mais qui, associés à d’autres processus forment des
couples qui satisfont cette propriété de Markov. C’est notamment le cas de (Zc0,c1

t , N c0,c1
t ).
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