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Le morphisme déterminant pour les espaces de modules de groupes p-divisibles

Résumé. Soit M un espace de modules de groupes p-divisibles introduit par Rapoport et Zink.
Supposons que cet espace M soit non-ramifié de type EL ou PEL unitaire ou symplectique. Soit
Mg la fibre générique de Berthelot de M. Cest un espace rigide analytique au-dessus duquel il
existe une tour de revétements étales finis (M K )k qui classifient les structures de niveau. On définit
un morphisme déterminant detx de la tour (M Kk)k vers une tour d’espaces rigides analytiques
étales de dimension 0 associée au cocentre du groupe réductif relié & cet espace. C’est un analogue
local en des places non-archimédiennes du morphisme déterminant pour les variétés de Shimura
défini par Deligne. Comme pour les variétés de Shimura, on montre que les fibres géométriques
du morphisme déterminant detyx sont les composantes connexes géométriques de M. On définit
aussi les morphismes puissances extérieures qui généralisent le morphisme déterminant sur la tour
d’espaces rigides analytiques associée & un espace de Lubin-Tate.

Mots clefs : composante connexe géométrique, espace analytique rigide, espace de Rapoport-Zink,
groupe p-divisible, morphisme déterminant

The determinant morphism for the moduli spaces of p-divisible groups

Abstract. Let M be a moduli space of p-divisible groups introduced by Rapoport_and Zink.
Assume that M is unramified of EL or PEL type which is unitary or symplectic. Let M8 be the
generic fiber of Berthelot of M. This is a rigid analytic space over which there exist a tower of finite
etale coverings (M )k classifing the level structures. We define a determinant morphism dety from
the tower (M k)k to a tower of rigid analytic spaces of dimension 0 associated to the cocenter of
the reductive group related to the space M. This is a local analogue on the nonarchimedean places
of the determinant morphism for Shimura varieties defined by Deligne. As for Shimura varieties, we
prove that the geometric fibers of the determinant morphism dety are the geometrically connected
components of M . We define also the exterior power morphisms which generalize the determinant
morphism on the tower of rigid analytic spaces associated to a Lubin-Tate space.

Keywords: determinant morphism, geometrically connected component, p-divisible group, Rapoport-
Zink space, rigid analytic space
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Introduction

Motivation générale

Soient N un entier strictement positif et X (N) la courbe modulaire sur Q associée au groupe de
congruence

I(N):={(2%) €SLy(Z) | b=c=0 (mod N), a=d =1 (modN)}.

Fixons une racine primitive N-iéme de I'unité (v € C. Il est alors bien connu qu’on a un isomorphisme
Gal(Q(¢n)|Q)-équivariant :

mo(X(N)e) = ¢NE”, (1)

ol (%/NZ)X désigne 'ensemble des racines primitives N-iémes de I'unité. Soit (E,n) € X(N)(C)
avec E une courbe elliptique et n : (Z/NZ)? = E[N]. Posons e; :=1((1,0)) et e := 1((0,1)). Alors
I'image de (E,n) via (1) est < eg,eq > o < -, >: E[N] x E[N] — pun(C) est Paccouplement de
Weil.

Plus généralement, soient G un groupe réductif défini sur Q et (G, X) une donnée de Shimura.
Notons F le corps réflex de cette donnée. Soit (Shi (G, X))k la tour de variétés de Shimura associée.
Il s’agit d’une tour de variétés algébriques lisses sur E indéxées par des sous-groupes compacts ouverts
K de G(Ay) suffisamment petits. Deligne montre dans [Del79] que si le groupe dérivé G de G est
simplement connexe, on a une bijection

mo(Shi (G, X)c) = D(Q)"\D(Ay)/ det(K), 2)

ot D = G/G9, det : G — D est la projection, et D(Q)! := D(Q) N Im(Z(R) def D(R)) avec
Z le centre de G. Cet isomorphisme est compatible & 'action par correspondances de Hecke. De
plus, ensemble des composantes connexes géométriques mo(Shi (G, X )c) est muni d’une action de
Gal(Q|E). Deligne décrit alors I'action associée sur le membre de droite de (2). Cette action est
donnée par une loi de réciprocité associée au tore D faisant intervenir le corps de classe global de E
et la norme reflex associée au cocaractére composé det oy € X, (D) ou p est le cocaractére de Hodge
associé a la donnée de Shimura.

Lorsque la variété de Shimura est un espace de modules de variétés abéliennes, ’application dé-
terminant précédente (2) est construite en regardant 'image dans le cocentre D de la monodromie
des variétés abéliennes que l'on parameétre, construction qui généralise celle rappelée précédemment
pour les courbes modulaires.

La cohomologie des variétés de Shimura réalise des cas particuliers de correspondances de Lan-
glands globales entre représentations automorphes de G et représentations f-adiques de Gal(Q|E).
La description précédente des composantes connexes géométriques se traduit de maniére cohomo-
logique : le H? de la tour de variétés de Shimura réalise des correspondances de Langlands entre
représentations automorphes de dimension 1 de G, des caractéres de Hecke de D composés avec la
projection det, et des caractéres de Gal(Q|E). Les deux sont reliés via la théorie du corps de classe
de E.



Dans cette thése, nous démontrons un analogue local en des places non-archimédiennes de cet
isomorphisme. Plus précisément, nous décrivons les composantes connexes géométriques munies de
leur action de Galois de certains espaces de modules p-adiques introduits par Rapoport et Zink.
Traduit de facon cohomologique cela exprime le fait que le H° de ces tours d’espaces de modules
p-adiques réalise des correspondances de Langlands locales provenant de la théorie du corps de classe
locale via le cocentre du groupe réductif associé a notre espace.

La tour d’espaces de Rapoport-Zink

Espaces de modules de groupes p-divisibles

Michael Rapoport et Thomas Zink ont défini dans [RZ96] des espaces qui sont des analogues lo-
caux en un premier p des variétés de Shimura. Ce sont des espaces de modules de groupes p-divisibles
généralisant ceux de Lubin-Tate et de Drinfeld. Rapoport et Zink ont démontré que ces espaces per-
mettent d’uniformiser p-adiquement certains ouverts rigides analytiques des variétés de Shimura de
type PEL. Par exemple, les espaces de Lubin-Tate de hauteur 2 correspondent aux complétés for-
melles des courbes modulaires en un point supersingulier.

On se restreint dans cette thése aux espaces de Rapoport-Zink non ramifiés de type E.L et P.E.L
unitaires ou symplectiques. Dans le cas le plus simple, c¢’est-a-dire pour un espace de Rapoport-Zink
sans structure additionnelle associé & un groupe linéaire sur Q,, I’espace de modules M est défini
comme un foncteur

M: Nilyy — Ens
ot W = W(F,) est Panneau des vecteurs de Witt et Nily, est la catégorie des Spec(W)-schémas S
tels que p soit localement nilpotent sur S. Un groupe p-divisible X sur Fp étant fixé, le foncteur M
associe & S € Nily 'ensemble des classes d’isomorphismes des couples (X, p) ou X est un groupe
p-divisible sur S et p: X XSpeck, S — X xg S est une quasi-isogénie avec S = S X Spec(W) Spec(F,).
Pour la définition générale, on renvoie aux définitions 2.1.4 et 2.1.4.3.

En général, un espace de Rapoport-Zink non-ramifié M= M(G, b, ) de type EL ou PEL sym-
plectique ou unitaire est défini & partir d’une donnée de Rapoport-Zink (G, b, ). Ce triplet (G, b, i)
vérifie certaines conditions :

— G est un groupe réductif non-ramifié sur Q,, qui est soit une restriction de scalaires d'un groupe

linéaire, soit un groupe de similitudes unitaires ou symplectiques,

— b est un élément de G(W (F,)g) dont on note b la classe de o-conjugaison,

- Gm,@p — G@p est un cocaractére minuscule de G dont on note 7z la classe de conjugaison.

L’espace M ne dépend que de b et 7. L’élément b fixe la classe d’isomorphisme du module de
Dieudonné covariant du groupe p-divisible avec G-structure que 'on déforme tandis que @ fixe le
polygone de Hodge arithmétique avec structures additionnelles. On demande de plus dans les données
précédentes que b € B(G, i), 'ensemble de Kottwitz (cf. [Kot97] ou 2.1.1.2), cela afin que nos espaces
de modules soient non-vides et que le module de Tate rationnel de la déformation universelle soit
muni d’une G-structure (trivialité du torseur des périodes). Notons E le corps de définition de 7, le
corps reflex, et Ele complété de 'extension maximale non-ramifiée de F dans @p. L’espace M est
défini sur Spf(Oy) et est muni d’une donnée de descente de E a E. Bien que non effective, cette
donnée de descente est suffisante pour définir une action de Frobenius sur la cohomologie de ces
espaces.

Rapoport et Zink montrent que M = M(G, b, 1) est un schéma formel localement formellement
de type fini sur Spf(Op). Il est muni d’une action de J(Q,), le o-centralisateur de b, ott J est
une forme intérieure d’un sous groupe de Levi de G. 1l s’agit du groupe des automorphismes par
quasi-isogénies du groupe p-divisible avec structures additionnelles que ’on déforme.

Fixons un modéle entier réductif de G et soit G(Z,) le sous-groupe compact hyperspécial associé
dans G(Qy). Soit M9 1a fibre générique de M. Cest un E‘—espace rigide au dessus duquel il existe
une tour d’espaces rigides analytiques (M Kk )k, K parcourant les sous-groupes ouverts de G(Zj).
Cette tour forme un revétement pro-galoisien de M de groupe G(Z,). Le groupe J(Q,) agit a



gauche sur chaque Mg pour tout K. De plus, la tour (MK)K est muni d’une action & droite de
G(Q,) par correspondances de Hecke, action étendant celle de G(Z,,). Cette action commute & celle
de J(Qy).

Espaces de Rapoport-Zink toriques

Soient (G, b, i) comme précédemment, D = G/G9" I'abélianisé de G, qui est un tore p-adique
non-ramifié, et det : G — D la projection. Si T est un point géométrique de M”g, notons 7y (M”g ,T)
le groupe fondamental profini classifiant les revétements étales finis de la composante connexe de T
dans M™%, Le module de Tate de la déformation universelle sur M spécialisée en T munie de sa
G-structure définit une représentation de monodromie

pr T (M, T) — G(Qy)

bien définie & G(Q))-conjugaison prés. La construction du morphisme déterminant consiste a expli-
citer la représentation de monodromie composée
rig = det
pz : m(M™,2) — G(Q,) —— D(Qp).

Néanmoins, cette représentation de monodromie n’est pas en général associée a un groupe p-divisible.
Lorsqu’on regarde des espaces sans structures additionnelles, c’est-a-dire que G est un groupe linéaire
sur Qp, cela résulte de ce qu'en général le déterminant d’une représentation cristalline a poids de
Hodge-Tate 0 ou 1 a un poids de Hodge-Tate qui n’est pas nécessairement 0 ou 1. Ainsi, si K|W (F,)q
est une extension de degré fini et H est un groupe p-divisible de dimension d, alors det V,,(H) ~ Q,(d)
qui n’est pas associé & un groupe p-divisible si d # 0, 1.

Du point de vue de la donnée de Rapoport-Zink (G, b, 1) le phénomeéne précédent se traduit
de la facon suivante. A cause de la normalisation du Frobenius et de la filtration de Hodge des
modules de Dieudonné covariants, pour définir un morphisme déterminant, on utilise plutot dans la
suite la donnée (p~1b, 1), ou fi := vg - pu avec vg : G,, — G le cocaractére central z +— z~11d (si
(N, p,Fil®* N) est le module de Dieudonné filtré covariant associé a un groupe p-divisible H sur
Ok, K|Q, étant de valuation discréte a corps résiduel parfait, et Vi,;s est le foncteur de Fontaine
covariant, alors V,(H) = Viuis(N,p~ ¢, Fil*"! Ng)). La donnée (G,p~'b, /i) induit une nouvelle
donnée (D, det(p~1b),det ofi). Cette donnée n’est pas en général associée & une donnée de Rapoport-
Zink de type groupe p-divisible telle que définie dans [RZ96].

Cependant, étant donné un couple (7, 1) ot T est un tore défini sur Q, et p € X, (T), on peut
définir de fagon ad-hoc une tour d’espaces de Rapoport-Zink

v

(M(T, 1) k) kcT(@,)-

Soit E(T, 1) le corps de définition de p et E(T,p) le complété de son extension maximale non-
ramifiée. Il s’agit alors d’une tour de E (T, p)-espaces rigides étales de dimension 0, c’est & dire une
union disjointe de spectres d’extensions de degré fini de E(T, ). Elle est munie d’une action de
T(Q,) x T(Q,) (dans ce contexte abélien, les groupes J et G coincident). On a de plus

V]

M(T, 1)k (E(T, 1)) = T(Q,) /K

ou laction de T'(Q,) x T'(Q,) est donnée par translations et celle de I'inertie de E(T, u) par la théorie
du corps de classe local via une norme reflex associée a p. On peut également définir une donnée de
descente de E(T,u) & E(T, ) sur ces espaces. On renvoie a la section 2.2 pour plus de détails.

Il résulte de la discussion précédente que 'on peut en particulier considérer la tour D(Q,)x D(Q,)-
équivariante d’espaces rigides de dimension 0

(MK(Da det [j’))KCT(Qp)'



4

Morphisme déterminant

Enoncé du théoréme

Le premier résultat de cette thése est ’existence d’un morphisme déterminant entre des tours
d’espaces rigides.

Théoréme (2.3.4.1, 2.4.2.1 et 2.4.3.3). Via le morphisme (det,det) : J(Qp) x G(Qp) — D(Qp)
D(Q,) il existe un morphisme J(Q,) x G(Q,)-équivariant de tours d’espaces rigides

(./\u/lK<G, b, M))K — (MdetK(Dadet ﬂ))K

ot K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Zy). De plus, ce morphisme est compatible & la donnée
de descente de Rapoport-Zink.

Restreignons-nous maintenant pour simplifier les notations au cas de type EL, c’est a dire G =
Resp)q, GLy ot F|Q, est non-ramifi¢e. La donnée de la classe de conjugaison fi est alors équivalente &

la donnée d’un uplet d’entiers (p;, ¢r)rer, ot I désigne les plongements de F' dans Q,, et p; +¢- = n.
Soit L7 . un groupe de Lubin-Tate sur O associé & F|Q,. Notons T,,(L7 ;) son module de Tate
que l'on voit comme un Op-systéme local p-adique étale de rang 1 sur Sp(Op). Tout plongement
T:F — @p est a valeurs dans E (le corps F' est un corps abstrait tandis que E est par définition

plongé dans une cloture algébrique @p de Q, que l'on a fixée depuis le début). Posons alors

Li= Q) T T,(LT,)®r.

TEIR

C’est un Op-systéme local p-adique étale de rang 1 sur Sp(E'). La représentation galoisienne associée
de l'inertie de E, Gal(E|E), est le caracteére

Xdet i = HXZZTT : Gal(E|E‘) — O

ot xz7, est le caractére de Lubin-Tate associé au plongement 7. Par exemple, lorsque F' = Q,,
Ly = Zy(d) ou d est la dimension du groupe p-divisible que 'on déforme et xqet z est la puissance
d-iéme du caractére cyclotomique.

Le théoréme précédent est alors une conséquence du théoréme plus précis qui suit.

Théoréme (2.;}.4.2). Notons fx : MK — SpE le morphisme structural. Soit T le Op-systéme
local étale sur My qui est le module de Tate de la déformation universelle.
Pour tout K, il existe un isomorphisme de Op-systémes locaux étales

UK - detoFTK = f;(ﬁﬂ

vérifiant les propriétés suivantes :

1. Si K' C K, via le morphisme de changement de niveau mx+ i : Mg — My et Uidentification
canonique Ty Tk = T on a
W;{’,KUK = UK.

2. 81 g € JQp), qui définit Uautomorphisme g : Mg = MK, via l'identification canonique
9T = T, lisomorphisme

det Txe = g* det Tx % g* fic Ly = ficLp

est égal a
(p_””(detg) det(g)) uk.



3. Sig € G(Qp) est tel que g7'Kg C Aut(Ag) et Ag C g.Ao, si g : Mg = .Au/lgflKg, via le
morphisme canonique
Tk — 9" Ty 1Ky,

le morphisme composé

g - ok *
det Tx — g" det T;-1k, AL 9 fg*lKgEﬁ = fkLa

est égal a

—vp(det g)

P UK.

Un théoréme de comparaison

Pour montrer le théoréme 2.3.4.2; I'outil principal est un théoréme de comparaison relatif entre
module de Tate et module de Dieudonné filtré des groupes p-divisibles. Un tel théoréme est valable
sur des bases trés générales. 11 s’agit de I'objet du chapitre I de cette thése. Plus précisément, soit
R une Z,-algébre noethérienne, p-adiquement compléte, normale, intégre et sans p-torsion. Fixons
une cloture algébrique de Frac(R). Soit R la fermeture intégrale de R dans I'extension galoisienne
maximale de Frac(R) étale au-dessus de R[1/p]. Posons S = @N R/pR ot les applications de
transition sont le Frobenius. Soit W(S) Panneau des vecteurs de Witt. On a une application 6 :

W(S) — R de Fontaine, ot R est le complété p-adique de R. Soit A..;s(R) anneau de Fontaine qui
est le complété de Penveloppe a puissances divisées de (W (S), ker(0)) par rapport a sa filtration a
puissances divisées. Il est muni d’un Frobenius cristallin ¢, d’une filtration et d’une action de

I := Gal(R/R) = m1(Spec(R[1/p]), )

ou 7 est le point géométrique au dessus du point générique associé au choix de la cloture algébrique
de Frac(R). De plus lapplication 6 s’étend en une application surjective :

0: Aeris(R) — R.
Soit X un groupe p-divisible sur R. Il existe une représentation de monodromie continue
I' — GL(T,(X5))

que 1’0n~veut interpréter en termes cristallins. Spit pour cela X un relévement de X sur ACMS(E).
Soit E(X) lextension vectorielle universelle de X, c.f. Messing [Mes72|. Posons

E := Lie B(X)

qui ne dépend pas du choix du relévement de X. Il s’agit de I’évaluation du cristal de Dieudonné

covariant de X sur I'épaississement 6 : A..s(R) — R. Le A.pis(R)-module E posseéde une N-filtration,
une action de Frobenius semi-linéaire ¢ et une action de Galois I' := Gal(R/R).

Théoréme (1.3.1.1). Supposons que Lie X et Lie(X"V) soient libres. Il existe alors un isomorphisme
de périodes
T,(X;) — Fil’E#=?

compatible & l’action de I'. Le morphisme induit
T,(X5) ®z, Aeris(R) — E

est injectif, strictement compatible auz filtrations et de conoyau annulé part. En particulier, il existe
un isomorphisme de (Beris(R), ¢)-modules filtrés

Vp(X3) ®q, Beris(R) = E[].



Ce théoréme généralise un résultat de Faltings dans [Fal99]. Faltings a démontré un tel théoréme
pour des groupes p-divisibles sur un anneau de valuation d’inégales caractéristiques. On obtient le
méme résultat en diminuant les hypothéses necessaires sur la base.

Ce théoréme de comparaison nous permet de construire I'isomorphisme ug(z,) du théoréme 2.3.4.2

cité précédemment au niveau local. On obtient I'isomorphisme ugz, ) sur M8 en collant les mor-
phismes locaux a l’aide de la théorie de Raynaud des modéles entiers des espaces rigides. Les iso-
morphismes (ug )k sont obtenus par le tiré en arriére de 'isomorphisme ug(z,) par les morphismes

structurals M K — Mrie,

Remarquons que dans le cas PEL symplectique, la preuve du théoréme est beaucoup plus simple
que dans les autres cas. Dans ce cas 14, on n’a pas besoin d’utiliser le théoréme de comparaison pour
la construction de (ug) k. Ils exisent déja, car det : G — Resp /0, Gm se factorise par le caractére de
similitudes ¢ : G — G,,.

Interprétation en termes de Q,-systémes locaux sur ’espace des périodes

Remarquons enfin que le théoréme 2.3.4.2 précédent s’interpréte en termes de Q,-systémes locaux
de de Jong sur l'espaces des périodes. Plus précisément, soit M*" la fibre générique de M comme
FE-espace analytique de Berkovich. Soit

v 9
,ﬁ_ . M an fGTL

le morphisme de périodes ([RZ96| chap. 5). Ici, 9" est I'espace analytique associé a une Grassma-
nienne p-adique. Notons Fo I'image de 7, un ouvert de Fan appelé ouvert admissible. D’aprés de
Jong ([dJ95b]) le Q,-systéme local J(Q,)-équivariant défini par le module de Tate rationnel descend
en un Q,-systéme local J(Q,)-équivariant sur Fa. Ce systéme local est muni d’'une G-structure, c’est
a dire qu'il est un G-systéme local J(Q,)-équivariant que 'on note £. Si det : G — D, les résultats
précédents sont équivalents a une description explicite du D-systéme local J(Qp)-équivariant det.E.
Apreés avoir oubli de I’action de J(Q),) cela s’interpréte en termes de représentations de monodromie
du groupe fondamental de de Jong de Fo. Ces représentations de monodromie sont & valeurs dans
G(Qp) et on décrit ces représentations lorsque composées avec det : G(Q,) — D(Q,). On renvoie &
la section 2.5 pour plus de détails.

Morphismes puissances extérieures

Si (G, b, u) est une donnée de Rapoport-Zink du type précédent, H est un groupe réductif sur
Qp et p: G — H, alors en général (H, p(b), p o 1) n’est pas une donnée de Rapoport-Zink associée
a un groupe p-divisible, car p o p n’est pas minuscule. Il existe cependant un cas pour lequel cela
est vérifié, celui des des espaces de Lubin-Tate lorsque p est le morphisme puissances extérieures.
Biiltel a construit dans [Biil03] de tels morphismes puissances extérieures pour certaines variétés
de Shimura. Pour les espaces de Rapoport-Zink, on construit parallélement dans le chapitre 3 des
morphismes AF d’un espace de Lubin-Tate vers un espace de Rapoport-Zink.

Dans le cas non-ramifié, ’espace de Lubin-Tate /\;ILTH = M(G,b, 1) est associé a la donnée
(G,b,p), o G = Resp/g, GL(V), F' est une extension non ramifée de Q, et V est un F-espace
vectoriel de dimension n. De plus, J(Q,) = D1X/nv
1/n.

Pour 1 < k£ < n, on a un morphisme produit extérieur AL G = ARG = ResF/Qp GL(/\kV). En
utilisant ce morphisme, on peut définir une nouvelle donnée

les unités de l'algébre a division sur F' d’invariant

(NG, Ao, N ) o= (NG, p. AR (p710), vl A o).

En effet, dans ce cas 1a, cette donnée provient encore d’une donnée de Rapoport-Zink, VX,}G NFofi

étant encore minuscule. On notera AkMLTn I’espace de Rapoport-Zink associé. Cet espace est muni
d’une action de Jxxy(Qp) ~ GL, (D) ou r se calcule explicitement en fonction de k et n. On montre



alors dans le chapitre 3 que I’on a des morphismes produits extérieurs A* entre la tour associée a
I'espace de Lubin-Tate et celle associée a /\k./\/lLTn. Il s’agit du théoréme suivant.

Théoréme (3.1.0.2). Pour 1 <k <mn, il existe un morphisme de schémas formels AF MLT" —
A My, tel que le diagramme

k
“ /\ v
MLT,,L Y LT,

) )
DX ——= GL,(Dx)

soit commutatif. )

De plus, notons (AF)rie : M&g«n — (/\k/\;lLTn)rig le morphisme induit d’espaces rigides. Alors
(/\’“)rig est compatible aux morphismes de périodes et il induit naturellement un morphisme de tours
d’espaces rigides . _ _

(A)RE s MR, e — (N Mam, )3

Le point clé pour la preuve est la théorie des displays de Zink combinée avec le théoréme de
comparaison 1.3.1.1. Les puissances extérieures du display associé au groupe p-divisible universel sur
I'espace MLT” sont encore des displays et les groupes p-divisibles correspondants nous permettent
de définir les morphismes puissances extérieures entre espaces de modules de groupes p-divisibles
sans structure de niveau (les schémas formels /\>l) En utilisant le théoréme de comparaison 1.3.1.1
on vérifie que ces morphismes s’étendent au niveau des tours d’espaces rigides.

Notons que Hedayatzadeh a aussi étudié les puissances extérieures des groupes p-divisibles de
dimension 1 dans [Hed| avec un intérét un peu différent du notre. I1 montre que les puissances
extérieures d’un groupe p-divisible de dimension au plus 1 sur une base quelconque existent et sont
compatibles au changement de base.

Groupe de Mumford-Tate p-adique générique

Dans le chapitre 4 on démontre un résultat qui est utilisé de fagon essentielle dans le chapitre 5 afin
de démontrer le résultat principal de cette thése concernant les composantes connexes géométriques
des espaces de Rapoport-Zink.

Dans ce chapitre 4 on travaille en fait dans un cadre plus général que le précédent en ne considérant
pas seulement des données de Rapoport-Zink associées a des groupes p-divisibles. Soient G un groupe
réductif non-ramifi¢ sur Q, et (b, 1) un couple avec b € G(W(Fp)q), 1 : Gy — G@p et b€ B(G,p).
Ici, on ne demande pas que G soit un groupe classique. On ne demande pas non plus que g soit
minuscule. Soit £ C @p le corps de définition de la classe de conjugaison de p. On associe une variété
de drapeaux F a p sur E. Rapoport et Zink ont défini dans [RZ96] un ouvert faiblement admissible
F ]{;a dans I'espace rigide analytique fgg associé a F sur E. Si K|E est une extension de degré fini et

zeF éa(K ), grace a a la théorie de Fontaine et la trivialité du torseur des périodes, il lui est associé
une représentation p-adique cristalline

&+ Gal(E|K) — G(Q,)
bien définie & G(Q,)-conjugaison prés.

Théoréme (4.5.0.1). Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés a [i et b dans la
chambre de Weyl positive « ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités ». Supposons b décent.
Soit K|E une extension de degré fini et x € F(K) qui est un point générique de F. Alors, x est
admissible, x € fé”’(K) et l'image de la représentation cristalline

& : Gal(E|K) — G(Q,)

contient un sous-groupe ouvert de G4 (Qyp).



L’énoncé précédent est non-vide, car on vérifie que E |E est de degré de transcendance infini
(4.2.0.3). A un tel x € F }fa(K ) on peut associer deux groupes algébriques du type Mumford-Tate
correspondant aux deux facettes de la théorie de Fontaine : étales et cristallines. Le premier, MT,., est
I’enveloppe algébrique de I'image de &,. D’aprés Sen, ’algébre de Lie de I'image de £, est algébrique
et donc I'image de &, est un sous-groupe ouvert de MT,(Q,) C G(Q,). Au point = est associé
canoniquement un cocaractére p’T : G, — Gc, donnant la décomposition de Hodge-Tate de &,
et conjugué a p. La composante neutre de M7, est alors le plus petit sous-groupe de G sur Q,
contenant 'image de pff7. Le deuxiéme groupe est le groupe de Mumford-Tate cristallin M7
qui se calcule en termes du p-module filtré avec G-structure associé a z. La théorie de Fontaine,
qui fournit un dictionnaire entre représentations galoisiennes et ¢-modules filtrés, et la théorie des
catégories Tannakiennes montrent que MT, et MTC"* sont formes intérieures 'un de 'autre. Pour
montrer que MT), est aussi gros que possible il suffit donc de le faire pour MTE™. Or, MTE™ se
calcule en termes de « cycles de Hodge cristallins ». Par des arguments de théorie des représentations
on montre alors que pour la filtration générique MTES™ est aussi grosse que possible.

Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-
Zink

Dans le chapitre 5, on revient aux espaces de Rapoport-Zink non ramifiées de type EL ou PEL
M = M(G, b, ). Ce chapitre contient les résultats principaux de cette thése concernant le calcul
des composantes connexes géométriques des tours d’espaces de Rapoport-Zink. Dans cette partie,
nous considérons la tour d’espaces de Rapoport-Zink (M K )k non plus comme une tour d’espaces
rigides au sens de Tate mais d’espaces analytiques au sens de Berkovich ([Ber90|, [Ber93|). Ainsi
Mon désigne la fibre générique de M comme E-espace analytique de Berkovich.

En utilisant la hauteur de la quasi-isogénie, on a une application localement constante

%:M—>A7

ot A est un groupe discret. Soient H"™" le groupe p-divisible universel sur M, T un point géogétrique
de M®”. Notons « 71 »pour le groupe fondamental profini des espaces analytiques classifiant les
revétements étales finis. On a alors des représentations de monodromie arithmétiques et géométriques

T (M@&C,, T)

T

Aut(T,(HEMWY)) ~ G(Zy).

Wl(/\\}la",f

D’aprés les résultats du chapitre 2, 'existence de 'application déterminant, cela induit un diagramme

(M @ Cp, T) — 71 (M, T) I 1 (3)
pff”l lpw Lxdet h
er de
1 Gier(2,) G(Z,) —=— D(Z,)

0l Xdet i : Iz — D(Z,) est un caractére associé a det ji et I = Gal(E|E) désigne linertie de E.

De Jong a montré dans [dJ95b] que pZ° est surjectif dans le cas des espaces de Lubin-Tate.
Strauch a redémontré ce résultat par d’autres méthodes dans [Str08]. On généralise cela aux espaces
de Rapoport-Zink non-ramifiés précédents sous la conjecture qui suit.



Conjecture (1). Soit M un espace de Rapoport-Zink non-ramifié simple de type EL, PEL sym-
plectique ou unitaire. Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés a la donnée de
Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothese (d)).
Alors,

s mo(M) =5 Tm s

La conjecture est connue dans des cas particuliers. Lorsque F' = Q, dans le cas EL et PEL
symplectique, elle a été démontrée par Viehmann ([VieO8b], [Vie0O8a|). Dans le cas des espaces de
Lubin-Tate elle est vérfié pour des raisons évidentes. Dans le cas PEL unitaire basique lorsque F' est
une extension quadratique de Q, et que l'on travaille en signature (1,n — 1) elle a été démontré par
Vollaard ([Vol10]). Remarquons enfin que cette conjecture est un probléme d’espaces de modules en
caractéristiques positive : (M) = 7o(Myeq) 0t M eq est un Fp-schéma réduit localement de type
fini.

Voici donc le théoréme principal.

Théoréme (5.1.2.1). Supposons la conjecture ci-dessus vérifiée. Supposons que les polygones de
Hodge et de Newton associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs

extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothese (d)). Soit T € M (E). La représentation de monodromie
géométrique ) 5
Py (M EC,,7) — GO (Z,)

sur le module de Tate de la déformation universelle spécialisée en T est surjective.

La technique de démonstration est analogue a celle de de Jong dans le cas des espaces de Lubin-
Tate ([dJ95b]). On utilise en particulier les représentations de monodromie du groupe fondamental
« étendu »qu’il a construites sur ’espace des périodes couplées avec le théoréme 4.5.0.1 du chapitre 4
sur le groupe de Mumford-Tate p-adique générique (dans le cas des espaces de Lubin-Tate ce dernier
résultat est facile d’aprés Serre ([Ser67])).

De ce théoréme, on déduit le résultat principal de cette thése.

Théoréme (5.1.3.1). Supposons la conjecture ci-dessus vérifiée. Supposons que les polygones de
Hodge et de Newton associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs
extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothése (d)).

1. Les fibres géométriques du morphisme déterminant
My — det(M)get ik = M(D, det i) et

sont les composantes connexes géométriques de M.

2. Le morphisme déterminant induit des bijections compatibles lorsque K varie
To(Mg&C,) == D(Q,)/ det K.

L’action de (g1, 92) € J(Qp) xG(Q,) sur les composantes connexes géométriques est donnée sur
D(Qy)/ det K par la translation par det(g1)det(ge). L’action de v € I sur les composantes
connezes géométriques est donnée par la translation par Xdes z (7).

On donne une traduction cohomologique du théoréme précédent. Dans le cadre des espaces ana-
lytiques de Berkovich il n’y a pas de bonne notion de cohomologie étale /-adique sans support pour
les espaces de Rapoport-Zink. Ainsi on ne peut pas traduire le théoréme précédent en termes de H°.
7o (X)
¢

On pourrait définir un H° de maniére ad-hoc en posant H(X,Q,) = mais dans le cas de

I’espace de Rapoport-Zink X = Mo™ Paction du groupe J(Q,) sur ce groupe ne serait pas lisse. On
utilise plutot le point de [Far04]. Soit d := dimM©“". Bien qu’on ne puisse définir un bon H°, on
peut définir H2? qui joue le role du dual de Poincaré du H°, méme si ce dernier n’existe pas. Soit
donc

Hgd(MK®Cp; @Z)
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la cohomologie étale f-adique & support compact de l'espace analytique de M K®(Cp a coefficient
dans @, de degré 2d. Le systéme projective (H2/(Mg&C,, Q,))x est muni d’une action de J(Q,) x
G(Q,) x Wg, ot W est le groupe de Weil associé & E.

En utilisant le morphisme trace pour les espaces analytiques défini par Berkovich [Ber93] couplé
avec les théorémes précédents, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme (5.2.0.1). Supposons la conjecture ci-dessus vérifiée. Supposons que les polygones de

Hodge et de Newton associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs

extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothese (d)). Soit © une Qy-représentation irreductible lisse de J(Q,).
- Si = xodet est le composé du morphisme déterminant avec un caractére de D(Q))

det

7:J(Q,) <% D(Q,) X Q,,
alors la représentation
lim HomJ(Qp)(Hfd(MK@’Cp,@e)a7T) (4)
de G(Qp) x Wg est le caractére suivant :
GQ)xWe — Q
(9:7) + xodet(g) X o Xdet (V) - Xy (V)

0l Xeyel €St le caractére cyclotomique et Xaetn @ Wr — D(Qp) est défini dans la remarque
— st ™ # x odet, alors (4) s’annule.



Chapitre 1

Un théoréme de comparaison pour les
groupes p-divisibles

Dans ce chapitre, on généralise un théoréme de comparaison de Faltings ([Fal99], théoréme 5)
entre module de Tate et module de Dieudonné filtré des groupes p-divisibles. Ce résultat de Faltings
est lui-méme une généralisation de ceux de Fontaine-Laffaille ([FL82]). Ce théoréme de comparaison
concerne les périodes entiéres de tels groupes p-divisibles. Il servira comme outil essentiel dans le
deuxiéme chapitre pour construire un morphisme déterminant d’une tour d’espaces de Rapoport-
Zink vers une tour d’espaces rigides de dimension 0. Dans [Fal99] Faltings démontre un tel théoréme
pour des groupes p-divisibles sur un anneau de valuation d’inégales caractéristiques. La généralisation
dont il est question dans ce chapitre consiste a vérifier que ce théoréme est valable sur des bases plus
générales. On montre que trés peu d’hypothéses sur la base sont nécessaires afin d’obtenir un tel
théoréme de de comparaison.

1.1 Rappels sur les anneaux de périodes de Fontaine

On supposera toujours que p est un nombre premier impair.

1.1.1 Notations

Le théoréme de comparaison que nous démontrons dans la suite concerne les groupes p-divisibles
sur un anneau R. Voici les hypothéses faites et les notations choisies concernant cet anneau :
— R désigne un anneau noethérien, p-adiquement séparé complet, normal, intégre, et dans lequel

p#0. _
— On fixe une cloture algébrique de Frac(R). L’anneau R est la fermeture intégrale de R dans

I'extension galoisienne maximale de Frac(R) étale au-dessus de R[1/p].

— R est le complété p-adique de R.
— Onnote I' = Aut(R|R) = m1(Spec(R[1/p],7), oit 7] est un point géométrique au-dessus du point
générique de Spec(R) associé au choix de la cloture algébrique de Frac(R).

Enfin, dans la suite BT x désigne la catégorie des groupes p-divisibles sur une base X.

1.1.2 Anneaux de périodes

Avant de définir les anneaux de périodes de Fontaine que nous utiliserons commencons par deux
lemmes de base concernant I’anneau R.

Lemme 1.1.2.1. L’anneau R est séparé pour la topologie p-adique : R — R.

11



12CHAPITRE 1. UN THEOREME DE COMPARAISON POUR LES GROUPES P-DIVISIBLES

Démonstration. Comme R est un anneau noethérien, normal intégre de corps des fractions de carac-
téristique 0, d’aprés ([Gro64], prop. 23.1.2) R est japonais.
Soit a € ﬂ p" R. Posons R’ égal a la cloture intégrale de R dans Frac(R][a]). Alors, R’ est une R-
neN
algebre finie car R est noethérien et japonais. En particulier, R’ est noethérien. Comme a € ﬂ "R,

neN
d’apreés le théoréme d’intersection de Krull ([Eis95], coro. 5.4), on a a = 0. O

Lemme 1.1.2.2 ([Bri04], prop. 2.4 p.23). Le morphisme de Frobenius de R/pR est surjectif.

Démonstration. Soit a € R. Considérons le polynéme P(X) = X' - pX — a. Soit x une racine de

P(X), alors x est entier sur R. De plus en remarquant que P'(z) = —p(1 — pxpgfl) et pxptl sont

topologiquement nilpotents, donc P’(z) est inversible dans R[z,1/p] puisque R[x] est une R-algébre

fini elle est p-adiquement compléte car R l'est. Donc R[z] C R et alors 27" =a mod D. [
On pose

~N
ou les applications de transition sont le Frobenius. Considérons le sous-ensemble de R

~N
{(x("))nzo €ER | (x(nﬂ))p = m(n)}_
On le voit comme un anneau avec les structures d’addition et de multiplication comme suit :

: n n k n n n
(x+y)™ = kEToo(x( R oy (HRNPT ot () () = (Mg ()

L’application de réduction modulo p
=N »
{(ﬂf(n))nzo €ER | (x(n+1)) = x(”)} -~ S
(x(”))nzo — (m(”) mod p)n>0

est un isomorphisme d’anneaux (voir [FOJ, prop. 5.4 p.106). On identifie ces deux anneaux dans la
suite.

Suivant Fontaine, on définit une application

~

0 : W(S) — R,
S usolanlp” Y alp".
n>0

ou [ay] sont les relévements de Teichmiiller. C’est un homomorphisme de Z,-algebres. De plus, le
lemme 1.1.2.2 implique que 6 est surjectif. Puisque R D Z,, il existe un element p € S tel que

B(O) = p. Fixons un tel élément.

Lemme 1.1.2.3. ker = (£), ou & =p — [p].

Démonstration. 1l est clair que £ € kerd. Pour voir que £ est un générateur de ker 6, il suffit de

=~X
vérifier le critére suivant : un élément @ = ) [a,]p™ € ker 6 est un générateur de ker 6 si a(()o) cpR .
Soit x un tel élément, on vérifie aussitot que kerf = () 4+ pkerd. Alors le fait que = est un

générateur de ker 8 découle du lemme de Nakayama p-adique puisque ker 6 est p-adiquement complet.
O

Lemme 1.1.2.4. L’élément & est régulier dans W (S).
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Démonstration. Soit a =", - lan]p™ € W(S) avec a,, € S tel que £ - a = 0. Par récurrence, il suffit
de montrer que ag = 0. L’équation £ - a = 0 se réécrit sous la forme suivante

Z([an—l] - [Ban])pn + [Bao] =0,

n>1
d’ott pag = 0. Comme R n’a pas de p-torsion, on a ag = 0. O

Définition 1.1.2.1. L’anneau A..;s(R) est le complété de enveloppe & puissances divisées de
(W (S),ker0) par rapport & sa filtration o puissances divisées. S’il y a confusion avec l'anneau
Acrisgﬁ) défini par Fontaine, le complété p-adique de [’enveloppe & puissances divisées, on le no-
tera Acris(R).

Comme ¢ est régulier (lemme 1.1.2.4), on peut donner une description explicite de A.;s(R) :

Acris(R) = {Zan \aneW(S)}

n>0

une telle écriture d’un élément de ACMS(E) n’étant pas unique.

L’anneau Ac’r‘is(ﬁ) posséde des structures Edditionnellej :
— Frobenius : ’homomorphisme ¢ : Agpis(R) — Agris(R) prolonge le Frobenius usuel sur W (S)
p: W(S) — W(S)
la] — [a"],

car p(ker 0) C ker 6 4+ pW (5.
— Filtration : ’homomorphisme 6 s’étend en

6 : Apris(R) — ﬁ

Pour n € N, posons

Fil” Aeris(R) := ker(9) = { > a% | a; € W(S)}7

>n

ott ker () désigne le noyau de 0 : A..;s(R) — R. B
— Action de I' : L’action nature de I' sur S induit une action de I' sur W (S) et A.ris(R). De plus
le morphisme 6 est I'-équivariant.

Dans ce chapitre, s’il n’y a pas de confusion, on abrége Aeqis(R) en Aepis.
Lemme 1.1.2.5. Notons ﬁ{T} = DE[T]((T)) Penveloppe & puissances divisées de (ﬁ[T],(T))
Alors, I’homomorphisme de ﬁ—algébres

RIT) — @r®Aunis(R)

T classe de £—| dans gr'" Aqris(R)
n!

est un isomorphisme. En particulier, & est régulier dans Aqris(R) et pour n € N, ’homomorphisme
de R-modules
R — gI‘nAC”‘s (E)

n

1 —— classe de % dans gr™ Acris(R)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Comme & est un élément régulier dans W (.S) (lemme 1.1.2.4), d’aprés ([Ber74] chap
I, prop. 3.4.4), il y a un isomorphisme naturel

Qg Dgr’W(S) (gI‘+W(S)) l} gr.DW(S) (ker 9) = gr.Acris(E)

ou gr*W(S) est le gradué associé a la filtration ker f-adique de W (S), gr™ W (S) I'idéal des éléments
de degré strictement positif de gr*W (S), gr® Dyy(g)(ker 0) le gradué associé a la filtration ker 0-PD-
adique de Dyy(g)(ker §). D’autre part, le morphisme 6 induit un isomorphisme naturel

ar*W(S) = RIT]
qui nous donne un isomorphisme
az : Dype (g1t W(S)) = R{T}.
Le composé o o ay ! est isomorphisme désiré. O
Remarque 1.1.2.1.

1. Le noyau de 6 : Apris(R) — R n'est pas un idéal principal de Aqris(R).

2. On adopte ici la définition de Acris(R) utilisée dans [Fal99] qui est differente de celle de Fon-
taine. Rappelons que A..is(R) tel défini par Fontaine est le complété p-adique de l’enveloppe a
puissances divisées de W (S) par rapport & ker(0). I existe un homomorphisme naturel injectif
Acris(R) — Acris(R). Cependant, ces deur anneaux possédent des propriétés identiques (cf.
Appendice).

3. Soit l'anneau de Fontaine

dr(R) = lim W(S)[]/(ker(6))",

pisininin
n>0

le complété de W(S)[%] pour la topologie ker(0)-adique. L’homorphisme 0 s’étend en 6 :

Bi.(R) — ﬁ[l/p] La filtration de B, (R) est définie par Fil" B} (R) = ker(0)" = ¢"B,(R).
On dispose alors de plongements naturels

Acm’s (R) — Acm’s (R) — B;R(E),
ot la deuxieme injection est due a linjectivité des gradués : gr®Aqpis(R) — gr'BjR(ﬁ).
Voici maintenant une propriété fondamentale des anneaux de périodes entiers.

Lemme 1.1.2.6. Pour tout entier i tel que 0 < i < p, la restriction de ¢ a Fil' A,,.;s est divisible
sO(é ) X
cA

cris”

par p*. De plus, I%(Fili Acris) engendre Acpis, plus précisément

Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit de montrer que p(§) est divisible par p. Cela
revient au méme de dire que ¢(§) =0 mod p. Comme ¢ est un relévement de Frobenius, on a
¢p
SD(&) = gp =p- ; =0 mod pAcrisv
d’ot le résultat.

Pour la seconde assertion, il suffit de montrer que “‘9(5) €Ax...

ol -l _ - i (z;)pi_l(_ Py

p p p P

On a les égalités suivantes

Onposeu=1-3" (?)p"~!(—[p])*~". Comme 1 —u € pW(S), u est inversible dans W (S). Alors,

(L>—1 _ ,12 ({p) 712 ]5):;! € Auwin(R)

d’ou le résultat. O
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Remarque 1.1.2.2. Le fait que ¢ gy soit divisible par p' nlest pas particulier @ Aeris(R). Si @ est un
relévement de Frobenius sur un anneau sans torsion et si I est un idéal ayant des puissances divisées
dans cet anneau, alors ¢ restreint o I est divisible par p' lorsque i < p. Ce qui est remarquable ici
c’est la seconde partie du lemme qui dit que @ est un “bon relévement de Frobenius”.

Définition 1.1.2.2. On notera pour 0 < i < p les Frobenius divisés par
_ PIFil Acpys
T
Posons _
Zp(1) = {(en)n>0 | €0 =1, €1 = €ns€n € ppn(Zp)} C S™.
Pour ¢ € Z,(1), 1 — [¢] € ker 6 et donc la série

log[e] — Z(_l)n—l ([6] — 1)71

n
n>1

converge et définit un élément dans Fil' Ay (R), d’ott un homomorphisme
a:Zy(1) — Fil' Aeris(Z p) C Fil! Acris(R).
Considérons le composé

grlAcris (Zp) —_— ZP

)-

Z,(1) —=Fil' Ais(Z,)

z mod Fil? Acris(Zp) ——=6(

M8

L’image de € par ce composé est 0( [~ 1)

Si € # 1, on vérifie aussitot que vp((e - 1)) = - Alors 0(=— L=t 1y £ 0. On en déduit que a est
une injection. Posons t = «(€), ou € est un générateur de Zy(1). Alors

Zp(1) = Zyt et p(t) = pt.

Remarque 1.1.2.3. Le groupe de Galois Gal(@p/(@p) agit sur Z,(1) via le caractére cyclotomique,
et Uinclusion Zy(1) — Aeris(R) est T-équivariante via

I = m(Spec(R[1/p],7) — m1(Spec(Q,), 1) = Gal(Q,/Qy).

Lemme 1.1.2.7. L’élément t est régulier dans B(R).

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout n € N, la multiplication scalaire
S D e — wisme
i : b b
i=1

est injective. Cela découle du fait que 9(%) # 0 et que £ est régulier dans W(S)[1/p]. O

Dans la suite on pose

Bjms (R) Acms )[1/pl,
Beris (R) cms )[1/15} = Acris (R) [1/t] ”
R

Bar(R) = Bjnp(R)[1/1]

(B
&

L’anneau B[, (R), resp. Beris(R), resp. Bar(R), posséde naturellement une N-filtration, resp. Z-
filtration, resp. Z-filtration, qui étend la N-filtration sur A..;s(R), resp. Aeris(R), resp. B;R(R). De
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plus, les filtraions sur B . (R) et B.,;s(R) coincident avec la restriction de la Z-filtration sur Byr(R)

cris

via les inclusions naturelles

BT (E) — Bcris(ﬁ) — BdR(R)7

cris
ou la deuxiéme injection est due a l'injection BY..(R) — Bi.(R) et le fait que ¢ est un élément
régulier dans B, (R) (Lemme 1.1.2.7).

Dans la section 2.3.7 du chapitre 2 nous aurons besoin de la propriété suivante des anneaux
B.ris(R). Dans le cas de la théorie de Fontaine « classique »il s’agit de l'exactitude & gauche de la
suite exacte fondamentale de Fontaine ([Fon94a| proposition 5.3.6). Tsuji a vérifié dans ’appendice

de [Tsu99| qu’une telle propriété s’étendait a des anneaux plus généraux.

Théoréme 1.1.2.1 (Fontaine, Tsuji). On a pour tout i € Z,
Fil' Beyis(R)7=7" = Qyt'.

Démonstration. 1l s’agit de vérifier que les hypothéses du théoréme A.3.26 de [Tsu99| sont vérifiées
(Tsuji utilise anneau de Fontaine qui est le complété p-adique de I'enveloppe & puissances divisées
et non le complété par rapport a la PD-filtration, mais sa preuve s’adapte de fagon identique). En
effet, on peut vérifier que la preuve de Tsuji de 'exactitude a gauche de la suite exacte fondamentale
de Fontaine ne utilisé que la premiére hypothése concernant la connexité.

Il suffit donc de vérifier que Spec(R/pR) est connexe. Mais si e € R/pR, vérifie e = e, il existe
une extension finie R’|R dans R telle que R’ est normale et e € R'/pR’. Puisque R’ est p-adiquement
compléte on peut relever e en un idempotent de R’. L’anneau R’ étant intégre on en déduit que
e € {0,1}.

O

1.2 F-cristaux filtrés associés aux groupes p-divisibles

1.2.1 Site cristallin PD-nilpotent NCRIS(S/X) et Frobenius

Dans cette section, notons S = Spf(R) comme schéma formel p-adique, Sy = Spec(R/pR),
Y = Spf(Z,) et Xy = Spec(F,).

Définition 1.2.1.1.
On désigne par NCRIS(S/X) le gros site Zariski-cristallin PD-nilpotent de S sur ¥. 1l s’agit du
site suivant :
(a) Un objet est la donnée :
— d’un S-schéma formel U qui est p-adique, c’est a dire dont un idéal de définition est pOy
— d’une Y-immersion fermée i de U dans un X-schéma formel T définie par un idéal I de Op
et d’une PD-structure § sur I, compatible o celle sur (p) de Zy, telle que (Z") + p™ Or) pmen
forment un systéme fondamental de voisinages de 0 dans O i.e. T est la limite inductive de
schémas  lim Spec(Or /T + p™O7).
n,m>0
Un tel objet est appelé épaississement & puissance divisées de U. Notons-le (U, T,1,0), ou (U — T)
lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.
(b) Un morphisme (U',T',i',8") — (U, T,i,9) est un couple de morphismes

v:U —-U u:T —T,
tels que v soit un S-morphisme, u soit un X-morphisme commutant aux puissances divisées, et

uoi =iow.
(¢) Un recouvrement d’un objet (U, T,i,d) est donné par une famille de morphismes

((U;, Ty,i5,6;) — (U, T,i,5))

J

ou (T; — T); est un recouvrement Zariski de T' et pour tout j, U; =T; NU.
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On définit un faisceau d’anneaux Og 5 sur NCRIS(S/%) en posant pour tout objet (U — T)
Os/z(U — T) = F(T, OT)

Un cristal en Og/s-modules localements libres de rang fini sur NCRIS(S/X) est une section car-
tésienne du champ au-dessus de NCRIS(S/X) dont la fibre au-dessus d’un objet (U — T) de
NCRIS(S/%) est la catégorie des Op-modules localements libres de rang fini. On note cette ca-
tégorie Mod(S/X). Similairement, pour Sy, on peut définir les catégories NCRIS(Sp/¥), Og, /5 et
Mod(So /).

Le Frobenius absolu sur S,

Frob
So —> 5o

L,

Spf Z, —9> Spf Z,

définit un foncteur Frob® : Mod(Sy/X) — Mod(Sp/¥). Or, le foncteur naturel Mod(S/¥) —
Mod(Sp/X) est une équivalence de catégories ([BOT8] chap.VI, 6.7). En prenant un quasi-inverse,
on obtient un foncteur

Frob® : Mod(S/X) — Mod(S/X).

Pour X un S-schéma formel notons X sa réduction modulo p. Si £ € Mod(S/X) et (U — T) €
NCRIS(S/%) il définit par composition Uy — U <— T un objet (Uy — T) € NCRIS(S/X). On a
alors

(FI‘Ob* g)(Uc_,T) = (FI'Ob* 8)(U0%T) = E(Uép]<—>T)

ou U(gp I est le S-schéma formel de schéma formel sous-jacent Uy et de morphisme structural

Frobg,,
Up— Sg ——— Sy — 5,

la premiére fléche étant le morphisme structural de Uy/Sy. Si T posséde un relévement de Frobenius
o:T — T, un tel relévement définit un morphisme dans NCRIS(S/X)

U C—T

Froby, \L l/ o

U0(—> T.
La propriété de cristal induit donc un isomorphisme
(FI‘Ob»< 8)(U<—>T) ; O'*E(Uc_q“).

Ainsi, si £ € Mod(S/Y) est muni d’'un morphisme @ : Frob* £ — &, pour un tel (U < T') muni d’un
relévement de Frobenius o : T — T, Popérateur ® s’incarne en un morphisme o#-linéaire de EueT)
dans lui-méme, ot 0% : Op — Orp.

1.2.2 La categorie MFI"1O(R)
1.2.2.1 Definition de la catégorie

On définit dans cette section une catégorie de F-cristaux filtrés particuliérement adaptée aux
modules de Dieudonnés des groupes p-divisibles. Si £ € Mod(S/X) on note Eg I’évaluation du cristal

& sur ’épaississement tautologique S 14, 8. Cest un Og-module localement libre de rang fini. On

note &g, la réduction modulo p de £g, c’est & dire ’évaluation de £ sur I’épaississement Sy LN So.
On note & la restriction de & & NCRIS(Sy/%) c’est a dire aux épaississement annulés par p.
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Si F est un Og-module il définit un Og/x-module
i5/5xF
en posant (ig/s.F)w—r) = ixa*F sia: U — S est le morphisme structural et i : U < T'. Si
Js/s C Ogys
désigne l'idéal & puissances divisées on a
Os/s/Js/s = is/2:0s

et en fait ig/5,F est un OS/E/JS/g—module. De méme si F est un Og,-module il définit un Og, /5, -
module ig, /5. F sur NCRIS(Sp/%o).

Définition 1.2.2.1. La catégorie MFI VO (R) consiste en les triplets (€, ®, ¥, FilEg) ou
1. & est un élément de Mod(S/%).
2. ®: Frob"E — & et VU : & — Frob* € sont des morphismes vérifiant

PoU=pld et Pod=pId.

3. Fil&g C Eg est un sous-Og-module localement libre localement facteur direct.

4. Notons Fil&Es, C Es, = Es/pEs la réduction modulo p de FilEg. Soit Fil&y le sous Og, /5, -
module de & qui est I"image réciproque de ig, /s, FilEs, via le morphisme

Eo = i5,/50+ES0

de réduction modulo Jg,/s,. On demande alors que les morphismes composés de Og, 5, -
modules

Frob* Fil & — Frob* & —— &

et
Eo — Frob* & — Frob* (&, Fil &)

sotent nuls.

Définition 1.2.2.2. Soit (£,®,9,FilEs) € MFILN(R). On définit une filtration décroissante
Fil®* g de Es en posant

Fil~! Eg =Eg
Fil’ &g = Fil &g
Fil' £ = 0.

Notons
a: & —» E/Jg/gg = iS/Z*SS-

On pose alors

Fil€ = o™ !(ig/s. Fil Es).

On définit la filtration décroissante Fil® £ du Og/x-module £ comme étant

Filr'e=¢
Fil’ € =FilE
Fil* € = JHe + G FilE sik > 1.

Le faisceau Fil€ est un Og/s-module contenant Jg/»& tel que
Fil&/Jg/n€ = ig/s. Fil Es.

On a bien sir
(Fil* &)s = Fil* Es.
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1.2.2.2 Lorsque Frobenius se reléve en caractéristique 0

Le point (3) de la proposition suivante joue un role important dans la suite.

Proposition 1.2.2.1. Soient (€, ®,¥,FilEs) € MFIVN(R) et (U — T) € NCRIS(S/E) avec T
sans p-torsion muni d’un relevement de Frobenius o : T — T. Notons

Soit ¢ : D — D le morphisme o¥ -linéaire déduit de ® et de o.

1. Il y a une inclusion
p(FilD) C pD

2. Le faisceau

SRS

(FilD) 4 ¢(D)

engendre le Op-module D.

3. Soit T C Op l'idéal de U dans T. Supposons de plus que le relévement de Frobenius o soit tel

que

#
LCZ)COT

engendre O comme Op-module. Alors,
P (s
= (FilD)
o
engendre D comme Op-module.

Démonstration. Notons Dy := D/pD = (&) v,—1y)- Le point (1) est alors une conséquence immé-
diate de ce que le composé
Frob* Fil & — Frob* & — &

est nul (cf. point (4) de la définition 1.2.2.1).
La nullité du morphisme composé

£y — Frob* & — Frob*(&,/ Fil &)

entraine que I'image de
Vi1, : Do — Do @0, Frob Oty

est contenue dans 'image de
Fil Dy ®0 4, ,krob Oy — Do ®04, Frob O,

Localement sur 7', soit € D. On peut donc écrire
Yyer(z) = Zyi ® N +pzzj @ pj
i J
ot pour tout ¢, y; € FilD et pour tout j, z; € D. Puisque ® o ¥ = p on a alors
o= Lo tyor@) = LA L Y iels)
i J

Le point (2) s’en déduit.
Sous 'hypothése du point (3), localement sur 7' on peut écrire

=N, Pl
"

ol pour tout k, wi € Z. Alors, pour tout x € D on a

o) = 3
k

ou pour tout k, wyz € ZD C FilD. Le point (3) se déduit alors du point (2). O
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1.2.2.3 Le F-module filtré associé a un groupe p-divisible

Soit G un groupe p-divisible sur S. On note D(Gg,) son module de Dieudonné covariant vu
comme un cristal sur NCRIS(S/X). Comme 'indique la notation il ne dépend que de la réduction
modulo p de G. Il y a une identification

D(GY)) = Frob* D(Gs, ).
Le morphisme de Frobenius F' : G'g, — G(SI; ) induit alors
U :D(Gg,) — Frob* D(Gg,).
Le Verschiebung V' : Gg; ), Gg, induit
® : Frob* D(Gs,) — D(Gg,).
Si E(G) désigne Pextension vectorielle universelle de G ([Mes72]) on a
D(Gs,)s = Lie E(G).

Posons
Fil D(GSO)S = Lie(GV)*,

ot GV désigne le dual de Cartier de G. Il s’agit de la partie vectorielle de I'extension vectorielle
universelle de G. On a
D(GSO)S/FHD(GSO)S = Lle(G)

Proposition 1.2.2.2. Pour un groupe p-divisible G sur S on a (D(Gg,),®,V,FilD(Gg,)s) €
MFELU(R).

Démonstration. Seul le point (4) de la définition 1.2.2.1 demande vérification. Soit (U — T') avec T'
affine annulé par p. Soit Gy un relévement a T' du groupe p-divisible Gy. Soit Z C O 'idéal de U
dans T'. Notons D = D(G's, ) w—1). On a alors

FilD = Lie(G})*+Z.D
D/FilD = LieGy.

Puisque 7 est muni de puissances divisées, pour tout z € Z on a 2P = 0. Pour vérifier que le composé
. o
FilD ®0, Frob O — D ®0 4, Frob O — D
est nul il suffit de vérifier que le composé
VAN, ]
Lie(G{)* @07, mrob O — D @04 Frob O — D

lest. Mais ce morphisme n’est rien d’autre que le morphisme induit au niveau des algébres de Lie

par F : C:% — (C:%)(p). 11 est donc nul.
Le morphisme composé

DD ®07z,Frob Or — (D/ Fil D) ®0, Frob Or

s’écrit comme le composé

Lic(F)

D — Lie Gy Lie Gy @04 #rob O — Lie Gy @04 Frob Or-

Ou Lie(F') est le morphisme induit au niveau des algébres de Lie par F : CN}'U — ég’). Il est donc nul.
O
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On a donc défini un foncteur Z,-linéaire module de Dieudonné filtré
DF : BTy — MFIL(R).

Exemple 1.2.2.1.
1. DF(Q,/Z,) est donné par

- &=0gx
- P OS/Z L OS/E et U: OS/Z L OS/E
- Fil&s = Og.
2. DF(Gy,) est donné par
- &=0g/x
Id
- & OS/Z — OS/E et U: OS/E P, OS/E
- Fil&s = 0.

1.2.2.4 Dual de Cartier
Soit (€,®,V,Fil&g) € /\/l}'[fl’o](R). On définit son dual de Cartier comme étant

(€Y, WY, @Y, (Fil€s)™h).

On vérifie que c’est encore un objet de MF (=1,0] (R). On vérifie de plus en utilisant les résultats du
chapitre 5 de [BBM82] que si G € BTg alors le dual de Cartier de DF(G) s’identifie canoniquement
a DF(GY).

1.2.3 Représentation galoisienne associée & un objet de MF[_I’O}(R)

Soit (&, ®, U, FilEs) € MFITO(R). Posons

~

E =T(Acris(R) > R, €)

muni de la filtration N

Fil* E = I'(Aeis(R) — R, Fil*€).
C’est un A.pis(R)-module localement libre de rang fini sur Spf(A..is(R)) muni d’un endomorphisme
p-semi-linéaire ¢ : E — FE déduit de ®, et d’'une action semi-linéaire de I', i.e. pour o € T, le
morphisme o : E — E est associée au morphisme dans NCRIS(S/X) :

~

(Aeris(R) = B) 22 (Aepis(R) - R).

Cette action commute & ¢ en vertu de la fonctorialité de ¢ et Fil®* E est stable sous I'. On note
Fil E := Fil° E qui détermine complétement Fil® E. Si M =T'(S, Es) et Fil M = T(S,Fil&s) on a

E/Fil' AisE= M @r R et FilE/Fil' A, E = FilM ©p R.

Exemple 1.2.3.1.
(1) Si & =DF(Q,/Zy,), on a E = Aepis(R) - € ot :
— Le Frobenius est pe = pe ;
— L’action de T" est ce = e, pour o € I';
— La filtration est Fil" E = Fil" A..;s(R) - e pour n € N.
(2) Si &= ]D)F(@m), onaFE = A.is(R)-e ot :
— Le Frobenius est pe = e ;
— L’action de T est ce = ¢, pour o € I";

— La Filtration est Fil" E = Fil"™ A_,.; (R) - e, pour n € N.
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Définition 1.2.3.1. On définit deuz foncteurs

T, : MF[_LO](R) N ZP[I‘] — modules
(£,9,0,FilEs) +—— (FilE)*=P

et

Vp MFERNR) — Q,[I'] — modules
(£,®, 0, FilEg) — T,(E,®, U, Fil £5)[1/p).
Dans la suite on abrége T,(£, ®, ¥, FilEg) en T,,(£). On peut réécrire le foncteur T}, sous la forme
Hom,, ri1 (DF(QP/ZP) E) = T,(€)
[ fle)

i’
Acris—>R

ott DF(Qy/Zy) ,

Remarque 1.2.3.1. Supposons que I'(S,FilEs) et T'(S, Es/FilEs) soient des R-modules libres de
rang n — r et r respectivement. Alors, E est un A..is(R)-module libre de rang n. On peut de plus
trouver une base (e;)1<i<n de E telle que

= Acris - € (cf. exemple 1.2.3.1).

cris—> R

Fll E - Flll Ac’risel D---D Flll Acriser ©® AcriserJrl D---D Acrisen~
La filtration Fil® E est alors donnée par
Vi<0 Fi'E=E
i=0 Fil°"E=FilE
Vi >0 Fil' E = Fil'™ Agpise1 @ - @ Fil'™ Agpige, @ Fil' Agpigeri1 @ - @ Fil' Agpigen.

1.3 Théoréme de comparaison

1.3.1 L’énconcé du théoréme

On généralise un théoréme de comparaison de Faltings ([Fal99] théoréme 5) en remplacant par
I’anneau R l'anneau de valuation discréte complet qu’il utilise.

Théoréme 1.3.1.1. Soit R une Zy-algébre noethérienne, p-adiquement compléte, normale, intégre
et sans p-torsion. Soit (€, P,V Fil&g) € /\/l]:[_l’o](R). On suppose de plus que T'(S,FilEs) et
(S, Es/FilEs) sont des R-modules libres. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées.

1. Le Z,-module T, (E) est libre de méme rang que celui de £.

2. SiE:é'A

(BT le morphisme naturel de A.r;s(R)-modules filtrés

T,(€) ®z, Aeris(R) — E
est injectif strictement compatible auz filtrations et de conoyau annulé par t.

On détaillera la démonstration de ce théoréme plus loin, démonstration qui est essentiellement
celle de l'acticle de Faltings. Notons d’abord le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 1.3.1.1. Avec les méme hypothéses que celles du Théoréeme 1.3.1.1, on a un isomor-
phisme B b
V};(E) ®Qp Beris (R) — F ®Am“ (B Bris (R)

qui est compatible auz filtrationz, aux actions de I' et aux morphismes de Frobenius si on munit le
membre de gauche du Frobenius p ® ¢ et celui de droite de ¢ ® .
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Soit H un groupe p-divisible sur R. Notons T,,(H) le module de Tate associé a H et V,(H) :=
T,(H)[1/p]. Ces modules de Tate sont associés au choix fait au tout début d’une cloture algébrique
de Frac(R) (cf. section 1.1.1). On a

T,(H) = Hom (Qp/Zp, Hﬁ)
L’application

Hom(Qy/Zp, Hﬁ) — Homy, pii (DF(QP/ZP) DF(H) A) =T,(DF(H))

R
induit un morphisme de Z,[I']-modules
By : Tp(H) — T,(DF(H)).

Corollaire 1.3.1.2. Supposons que Lie H et Lie(H") soient des R-modules libres. Le morphisme de
périodes
Bu : Ty(H) — T,(DF (H))

est alors un isomorphisme.

On reporte la preuve de ce corollaire a la fin de ce chapitre.

1.3.2 Préparatifs a la preuve

Sous les hypothéses du théoréme 1.3.1.1, posons

FilE = Fil' Apiser @ -+ @ Fil' Agiser @ Acriserin © - ® Acpisen.
D’aprés le point (1) de la proposition 1.2.2.1 ¢(Fil E) C pE. On note
@12%:FilE—>E.
Le point (3) de la proposition 1.2.2.1 et le lemme 1.1.2.6 entrainent la proposition suivante.
Proposition 1.3.2.1. La collection (¢(e1), - ,o(er),01(ert1), -+ ,p1(en)) est une base de E.

On note dans la suite §; = 1sil <i<r,et §; =0,sir+1<i<n.Pour

n
= er cFilE

i=1

on a la formule
n

p1(z) =Y oo (@:)pr-s,(er).

=1

Pour r € N on définit Fil(E/p""'E) comme étant 'image de Fil E dans E/p" "1 E c’est a dire

r+4+1 _
E/p™E = gAms/zﬂ‘“Acriswﬁ/p”lﬁ

et
FII(E/pT-‘rlE) = (Fﬂg)Acm‘s/p'r+1Acris*»§/pT+lﬁ'

Puisque E/Fil E est sans p-torsion on a FilE Np" 1 E = p" 1 Fil E. L’opérateur semi-linéaire ¢ :
Fil E — E fournit donc par réduction modulo p™+! un opérateur semi-linéaire

o1 : Fil(E/p"™E) — E/p"™E.

On vérifie facilement le lemme qui suit.
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Lemme 1.3.2.1. Pour 0 <i<p—1 on a @;(Fil’ Aeris) C pAcris.

Notons Fil (E/(p" ' E + p" Fil” A,y E)) pour I'image de Fil E dans E/(p" ™ E + p" Fil® A¢is E).
Les modules E/(p" ™ E + p" Fil” A..isF) et Fil(E/(p" T E + p" Fil” A.,.;sF)) sont les évaluations des
modules £ et Fil £ sur I'épaississement

0: Acris/ (" Acris + p" Fil Acyis) > R/p"T'R.
Comme précédemment, puisque F/Fil E est sans p-torsion, on a
FilEN (p" ™ E +p " Fil? AeisB) = p" T Fil E 4 p" FilP Ay s E.
On déduit donc du lemme précédent que ¢; : Fil E — F induit un opérateur semi-linéaire

¢1 :Fil (E/(p" ™ E + p" Fil’ AerisE)) — EB/(p" T E + p" FilP A, E).

1.3.3 Démonstration du point (1) du Théoréme 1.3.1.1

1=Id

On montre dans cette sous-section que dimz,, (Fil )% = n. La preuve se divise en trois étapes.

1. On montre dans le lemme 1.3.3.1 que
Fil(E/pE)# =4 2 Fil(E/pE + FilP Agpis E)?1719,

2. On montre dans le lemme 1.3.3.3 que dimy, Fil(E/pE + Fil” Aeris B)P1=1 =,
3. On montre dans le lemme 1.3.3.6 que (Fil E)¥1=14 — Fil(E/pE)¥1=14 est surjectif.

Cela nous permettra de conclure car (Fil £)¥1='4 est un Z,-module p-adiquement complet sans p-
torsion et ker((Fil E)¥=14 — Fil(E/pE)¥1=14) = p(Fil E)¥1=1d,
Commencgons par la premiére étape.
Lemme 1.3.3.1.
(1) L’application de réduction modulo FilP A..;s induit un isomorphisme
Fil(E/pE)# =" "0 Fil (B/(pE + Fil” AppisB)) ¥

(2) Similairement, pour r € N,

Fil(E/p™ E)# =14 = Fil (B/(7 B+ p7 FIF* Aoriu )7

Démonstration. Utilisant le lemme 1.3.2.1 il est aisé de vérifier que I"application

Fil (B/(p" ' E + p’ Fil? A, E)) 7 ¢ Fil(E/p T E)#1=1d
r —  p1(7),

ou 7 € Fil(E/p"t1E) est un relévement quelconque de x, est bien définie indépendamment du choix
d’un tel relévement et est un inverse a I’application de réduction modulo Fil” A,,;,. O

On vérifie que pour 0 < i < p, ¢; : Fil' Agris — Aepis passe au quotient en une application de
Fil" Acris + pAcris/pAcris + FiIP Agpis dans lui-méme.

Lemme 1.3.3.2. Munissons R/pR de la filtration suivante : pour i > 0
Fil' R/pR = pi/pﬁ/pﬁ.
Munissons le également des Frobenius divisés : pour 0 < i <p

L D
VZ € Fil' R/pR, ¢;(T) = &mod p.

1l existe alors un isomorphisme d’anneaux
v Acris (E)/(pAcms (E) + Fllp Acris (E)) l’ E/pﬁ

compatible a la filtration image de celle de Acris et aux Frobenius divisés (¢;)o<i<p—1-
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Démonstration. On a un homomorphisme naturel surjectif :
(O W(S) I Acris/Fﬂp Acris

de noyau ker(a) = W(S) NFil? Acpis = EPW(S). En effet, soit

IZZ%%EmeHK%m

n>p
Alors §(x) = 0 et donc x = & - b, ot b € W(S). Puisque I'élément § est régulier dans BJR(E), on a
dans B;,(R)
gnfl
b= o
n>p

La formule précédente implique que 6(b) = 0. Par récurrence sur j, 0 < j < p, on mountre ainsi que

z = ¢&Ib; ou b; € W(S) s’écrit dans B, (R)

£l
bj = Z ClnT.

n>p

On conclut que = € EPW(S).
L’homomorphisme « induit modulo p un isomorphisme qu’on note encore « :

a S/Bp = W(S)/(p, gp) = AcriS(R)/(p7 Fil? Acpis (E))
Considérons maintenant ’application

p:S/pPsS — R/pR

r mod p¥ +— 1.

On affirme que § est un isomorphisme d’anneaux. D’aprés la définition de S, on voit aussitdt que
(B est un homomorphisme d’anneaux. La surjectivité de [ est due & la surjectivité du Frobenius sur

R/pR. Concernant 'injectivité, il suffit d’utiliser 'argument suivant. Pour tout i € N, = € R,
2P € pR = z € p/?'R.

Soit en effet un tel x. Ecrivons z = a + pb avec a € R et b € R. L’hypothése 2P € pR implique que
a? € pRN R = pR. Puisque R est intégralement clos, a € p*/?'R, d’ou le résultat pour z.

En composant (3 avec o~ !, on obtient Iisomorphisme v = 3 o0 a~! désiré. Il reste a vérifier les
compatibilités aux filtrations et aux Frobenius divisés. La compatibilité aux filtrations est évidente
puisque v(£°) = (—p'/P)". Pour la compatibilité aux Frobenius divisées ¢;, il suffit de vérifier que
;i 0 Y(€Y) = vy 0 @;(€") pour 0 < i < p — 1, car les Frobenius ; sur A..;s(R)/(p, Fil” Azis(R)) et
R/pR sont tous des homomorphismes semi-linéaires. Cela ne pose pas de probléme. O

Ainsi I’épaissement de NCRIS(S/X) donné par
0 : Acris/(pAcris + Fllp Acris) —» ﬁ/pﬁ

s’identifie & I’épaississement
R/pR 2 R/pR.

On note désormais

;\Y/ : Acris — Acris/(pAcris + Fﬂp Acris) L} R/pﬁ
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Lemme 1.3.3.3. On a l’égalité

dimg, Fil (E/(pE + Fil” A,.,E))* " =

Démonstration. 11 suffit de montrer que Fil(E ®4. ,. 5 R/pR)?*='4 est de cardinal pn. Soit

erissY
n
v S e € BB 0y BT
i=1
ou x1,...,z, € pY/PR et Tpi1,. .., Ty € R. Soit

A = (@ij)1<ij<n € GL.(R/pR)

la matrice de passage de la base (p1_4,(e;)); a la base (e;); de E®a..,. 5 R/pR, i.e.

crisyY
n
ej = E aijp1-s;(€i)
=1

pour 1 < j < n, avec a;; € R. Alors la matrice relevée (a;;)i; € GL,(R).
L’équation ¢ (z) = x s'écrit

n

dova(@)er—s(e) = Y ayZipi-s(ei).

i=1 1<i,5<n

Cela est équivalent au systéme d’équations

: — 2
Vi<r ot = —pZaijxj mod p~,
J
Vi>r, ol = Zaijxj mod p.

J

On montre dans le lemme 1.3.3.4 qu'il y a un unique relévement (y;); € R des (z;); € (R/pR)"
tel que y! = (—p)% Zj a; ;y; pour 1 <4 < n. Posons

B = E[Uh te ,Un]/(Uf - (_p)&i ZaijUj>i

qui est une R-algébre finie et plate sur R d’aprés le lemme 1.3.3.5 qui suit. On en déduit une bijection
FII(E ®Ac7‘is (E) E/pﬁ)wl:ld l) HOmE(B7E)
(@1, , @) = [Us = y4]

On montre maintenant que B[1/p] ~ R[1/p]”". On peut choisir une extension finie R’ C R de R,

telle que B provient du changement de base de R/, i.e. B= B’ Qg R, ou

B = RUs,- U /(U7 = (-9)" 3 iUy

D’aprés la définition de R, il suffit alors de montrer que B’[1/p] est étale sur R'[1/p].
La matrice jacobienne associée a la présentation de B’ écrite ci-dessus est

A = diag(pUP ™) 1<i<n — diag((—p)* ) 1<i<n - A

Alors,
diag((=p) " ")1<i<n - A = diag (-1)"p' " *UI ) ., — A
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Sil<i<r,U’ € pB etdonc pl—o Uip_1 est p-adiquement topologiquement nilpotent. Sir < i < n,
pl % u? = pU? - qui l’est donc également. Comme A est inversible et la matrice diagonale du
terme a droite de I’équation précédente est p-adiquement topologiquement nilpotente dans ’anneau
B’ qui est p-adiquement complet car fini sur R/, la matrice A est inversible dans B’[1/p]. D’ou le
résultat. .

Le normalisé¢ B de B est donc isomorphe a R" ce qui implique que

Fi(E®, . @5 R/pR)?=" = Homg(B, R)
est de cardinal pn. O
Lemme 1.3.3.4. Soit (ai;)1<ij<n € GL,(R). Soit (z;)1<i<n € r" vérifiant les congruences

Vi<r, ol = —pZaijxj mod p?,
J

Vi>r, ol = Zaijxj mod p.
J

Il existe alors une unique collection (y;)1<i<n € r" congruente & (x;)1<i<n modulo p telle que
Vi<r oyl =-pY aiy;,
J
Vi>r, Yl = Zaijyj'
J

Démonstration. 1l s’agit d’une variante de la méthode de Newton faisant intervenir des congruences
modulo p et p? simultanément. Pour € > 1, € € Q, et (y;)1<i<n € R" vérifiant y; € p’/PR, remarquons
que les quantités

y? mod pt% et (—p)% Zaijyi mod pc+o
J

ne dépendent que de la classe de congruence modulo p¢ de (y;);. Pour un tel €, on dit alors que

(@heiza€ || »""RIrR

1<i<n

est une solution du systéme d’équations (F.) si

Vi, P = (-p)” Y a;y; mod pH.

J

Soit (;); une solution de (FE.). Montrons que pour € €]e, e + pp%l[, il existe une unique solution

@) ie [[ »"Ri"R

1<i<n
de (E.) qui reléve (§;);.

Pour 1 <4 < n, on cherche y; sous la forme y, = y;+p°b;. On vérifie que ’hypothése €’ €]e, e—i—%[

implique que

P _ p €/+6i
Yy; =y, modp .

Pour tout i, notons z; € R tel que

v = (=p)" > aiy; =p Tz
J
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Dire que (%}); est solution de (E./) est alors équivalent a ce que pour tout i on ait

1)5i Zaijbj mod pelie.

Si A= ((=1)%ai;)i; € GL,(R), Z est le vecteur colonne (z;); et W le vecteur colonne (b;);, cela est

encore équivalent a ce que )
Z =AW mod p¢ ~°¢

soit encore

W =A"1.Z mod pelfe.
Le résultat s’en déduit. O

Lemme 1.3.3.5. Soit A un anneau, n > 1 et d > 2 deux entiers et (a;5);; € M, (A). Posons pour
1<:<n,
n
fi = U;j — ZaijUj € A[Ul, ey Un]
j=1
Alors, la A-algébre
B = AUy, ..., Un]/(fi)i1<i<n
est un A-module libre de base les images des {U{* ---Uin|0 < iy <d,k=1,--- ,n}.
Démonstration. Le fait que les éléments annoncés engendrent le A-module B ne pose pas de pro-
bléme. Il reste & vérifier qu’ils sont linéairement indépendants. Soit C' = A[Uq, - -- ,U,] anneau des
polynoémes a n variables. Soient (g;)1<i<n € C™ tels que 22;1 g; [; soit une combinaison linéaire de
(U* -+ - Uin)o<iy<a- On veut montrer que > . | g;f; = 0.
Posons m = maxj<;<n(degg;). Soit g;m la partie homogéne de degré m de g;. En considérant la
partie homogeéne de degré m+d de Y., figi,ona y ., gi.mU2 = 0. On peut donc écrire g; ,, sous
la forme g; y = ZJ 1 h; U , ou h;; € C est homogene tel que h;j + hj; = 0 pour ¢ # j. Posons

Py = Z;:L#ihi]fj, 1<4 § 7, o a
Dowifi =D hijfifi =Y (hij +hyi) fif; = 0.
i i#j 1<j

Posons g} = g; — v;. On obtient >_"" , gif; = > | g;fi et max; degg, < m. Alors par récurrence sur
m, on peut supposer m = 0. Cela implique que Z?:l gifi =0. O

Lemme 1.3.3.6. Le morphisme
(Fil E)*=' — Fil(B/pE)#* =
est surjectif.
Démonstration. Pour r € N\{0}, on montre que
Fil(B/p T E)» =1 — Fil(E/p" E)# =1

est surjectif. Pour ¢ > 0 notons .
Flll (Acris/prAcris)

I'image de Fil' A.ie dans Agpis /D" Acris. L'anneau A.p.is/ Fili Acris est sans p-torsion car le gradué
de sa PD-filtration l'est (cf. lemme 1.1.2.5). On a donc Fil" Acpis N p" Aeris = p" Fil" Aeris €t

Fﬂl (Acris /prAcris) = Fﬂz Acris /pr Fllz Acris~

Soit maintenant

Z . € Fil(E/p"E)#=1
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olt z; € Fil% Aup.is et 7; € Fil% (Acris/p"Acris). On cherche
= Tje; € Fil(B/p ! E)» =1
i=1
o= 2104 r — T
ol T € Fil% (Aepis /" Aeris) est tel que o} = z; mod p”. On cherche alors (}); sous la forme
xp = x; +p'bi

ot by € Fil Acys.
D’aprés le lemme 1.3.3.1, il suffit de trouver de tels (b;); de telle maniére que

©1(2') =2’ mod p" T E 4 p" Fil* A,,.i s E.
Cette équation s’écrit
Vi, s, (x; +p"b;) Za” zj +p"b;) mod (p", p" Fil? Agpis)

ou (ai;) € GLyp(Acris) est la matrice de passage de la base (¢1-5,(e;)); & la base (e;);. Cela s’écrit
encore pour tout ¢,

5;\Ti) — i i T
¥ ( ) pij 73 Za” mOd p,Fll Acms)

On utilise maintenant ’isomorphisme e Acris/ (0, FIIP Agris) = E/ pR. Rappelons qu’on note
4 : Aeris — R/pR le morphisme composé. Ecrivons dans R/pR,
5(bs) = p*/Pe; mod p

ol ¢; € R. Les équations déduites dans R/pR sont alors

(—1)%cP — Zcfijp‘sj/pcj + 38 =0mod p
J

ol

_ — A\T;) — -
dij:'?(aij)ER/pR et §i:’3/<8061’( ) pTZ]

Choisissons des relevements (di;);; € GLn(R), (si); € R de (dij)i; et (5;);. On se raméne a
resoudre les équations suivantes dans R :

o
4 ])GR/pR.

(_1)613/;:0 _ Zd’ijpéj/p}/} +5; =0.
J

En appliquant la méthode utilisée dans la preuve du lemme 1.3.3.3 on montre que 1’algébre

R[1/p|[Yi]i<i<n/ ((-1)%YVF — Zdijp‘;j/ij +5:),

J

est étale sur R[1/p]. Le résultat en découle.
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1.3.4 Accouplement de Weil

On commence par un lemme qui servira & la définition de "accouplement de Weil.
Lemme 1.3.4.1. T,(DF(G,,)) = (Fil! Agis(R))$ =1 =7, - ¢.

Démonstration. D’apreés la sous-section 1.3.3, le Z;-module (Fil' Agpis(R))91=14 est libre de rang 1.
D’autre part, Z,-t C (Fil' Aris(R))? =14, Pour montrer I’égalité, il suffit donc de montrer que 'image
de t dans A.is/(p, Fil® Agris) est non-nulle. En utilisant la déscription explicite de 1'isomorphisme

v Acm’s (R)/(}% Fllp Acris) :_> R/pﬁa

on calcule directement (t) = 22;11(71)"*1% # 0, ol €; est une racine primitive p-iéme de

I'unité. O
Reprenons les hypothéses et notations de la section 1.3.2. Soit (€Y, ¥V, ®Y, (Fil€s)™) le dual de
Cartier de (£, P, U, FilEg) (cf. section 1.2.2.4). Posons

EY =¢gY -
Acris—R.

D’aprés la définition du dual de Cartier, on vérifie aussitot les propriétés suivantes de EV.
— En tant que A..is(R)-module : EY = HomAcris(E)(E, Aeris(R)). On désigne par (e)); la base
duale de (e;),.
— Structure de ¢ : pour f € EY, o(f) = po (f ®1) o ¥ au sens suivant

®1
Sa(f) ) *\P> E ®ACT,~,S,¢ Acris ! Acris ¢

Acris

ot ¥ désigne encore 'opérateur associé¢ a ¥ : £ — Frob™ £ par évaluation du cristal.
— Structure de filtration :

FilEY ={f € EY|f(FilE) C Fil' A}
=Acrise) ® - ® Arisey ®Fil' Aprisey 1 @ -+~ @ Fil' ey,
Les éléments (pgs,(e))); forment aussi une base de EV (cf. prop. 1.3.2.1). De plus, si A’ =

(a;j) € GL,(A¢ris), Tesp. B’ = (b;j) € GL,(Acris), est la matrice de passage telle que pour
tout 1,

_ / ‘ v _ / v
e; = E ai;p1-5;(ej), resp. e = g bips;(e)),
J J
on vérifie aussitot que B’ = A~

Les résultats dans la sous-section 1.3.3 s’appliquent & (€Y, ¥V, ®Y, (FilEg)"). On en déduit que
T,(EY) est un Z,-module libre de rang n. L’application naturelle E x EY — A..;s(R) induit un
accouplement de Weil :

Tp(E) x Tp(EY) — (Fil' Apis(R))P =M =7, -t = 7Z,(1).

Proposition 1.3.4.1. L’accouplement de Weil est parfait au sens ou il induit un isomorphisme

Tp(EY) = T,(£)"(1).

Démonstration. Comme T,(E) et T,(EY) sont libres de méme rang, il suffit de montrer que modulo
p, laccouplement de Weil est non dégénéré au sens ot pour f € T,(EY)/pT,(EY), si pour tout
x € T,(E)/pT,(E), < f,x >=0 € Fy(1), alors f = 0. D’apres les résultats de la section précédente,
on se rameéne a travailler modulo I'idéal (p, Fil” A.yis). Soit donc

f=> Nie] €Fl(EY @4, 5 R/pR)" =",
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_ -6, _
ol \; € p~7 R/pR, tel que pour tout

©= Tie; € Fl(E®a,, 5 R/pR)* ™1,

7

ot T; € p’/PR/pR, on ait < f,z >=0 € R/pR.
Rappelons que dans la démonstration du lemme 1.3.3.3, on a obtenu une bijection

Homz(B, R) = Fil(E ®4,,,, 5 R/pR)* =

crisy)
n
[Ui — z] — E Tie;
i=1

B:?th~J%VU7—W—m&§:%ﬂG%

et A= (a;;)i; € GL,(R) est telle que A = (’y(a;j))w mod p dans GL,,(R/pR).

Soit B le normalisé de B. On a d’aprés la preuve du lemme 1.3.3.3

B~R".
5; ~
Soit C = B[pf?Ui] L<i<pn, C B. Posons maintenant
b=>Y MU €C.
i=1
1-6; 577
Puisque \; e p™» RetU; e p»C on a
N ZA?UZP mod p?

i=1

Z aij(—p)* XU, mod p?.

1<ij<n

Soit (bi;)i,; € GL,,(R) dont la réduction modulo p est la matrice W(b;j))i,j € GL,(R/pR). L’équation
©1(f) = f se traduit en

Vi, A= (=p)'"% bi;A; mod p®~%.
J

On obtient donc

bP

—p Z (Zaijbik))\kUj mod p?

jk=1 =1

= —pb mod p?

car B' = tA’=1. D’apreés le lemme 1.3.3.4 (qui s’applique de facon identique & 'anneau C & la place
de R) il existe un unique b’ € C congruent & b modulo pC' et vérifiant

b'P = —pb'.

L’hypothése affirmant que pour tout = € Fil(E ®4, .5 R/pR)?*=4 on a < f,x >= 0 se traduit en

crisy”

en disant que pour tout morphisme de R-algébres
X : B—TR

on a
x(b") =0 mod p.
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Pour un tel y, I'équation x(b')? = —px(b') implique que x(b') € pl/(p_l)Z; ou bien x(b') = 0. Mais,
pl/(p—l)z;: NpR = 0.

On en déduit que b’ = 0 et donc
b e pC.

Utilisant le lemme 1.3.3.5 on vérifie que C est un R-module libre de base

sy Sy
—t1 7Tt —tn in
(p rU L p e Uy )Ogil,...,in<p'

La congruence précédente b € pC' se traduit donc en
. 18—
Vi, \i €p ?R.

On a donc \; = 0 si §; = 0. Cependant, 'équation o (f) = f fournit I'égalité

£ =3 eron (s (e)).

Or, si §; = 1, la relation \; € p'~ /PR implique que @o(X;) = 0. On a donc f = 0. O

Démonstration du Théoréme 1.3.1.1. L’accouplement parfait T},(€) x T,,(€Y) — Z,(1) induit un iso-
morphisme § : T,(EY)* = T,(E)(—1). Considérons les deux applications naturelles compatibles aux
filtrations :

w: Tp(€) @z, Aecris(R) — E,
w" : T,(EY) ®z, Acris(R) — EV.
et le morphisme transposé :
'Y E S (BY) = Ty(EY)* @z, Aeris(R)
est compatible aux filtrations avec décalage de degré 1, i.e.,
fWY(Fil' B) € T,(£Y)* @z, FiI'™! A.is(R), pour i € Z.
On considére le composé « :

FE ﬂ) Tp(gv)* ®Zp Ac’ris 5&1()1 Tp(g)(_l) ®Zp Ac’ris X(t_®)1) Tp(g) ®Zp Ac’r’iS‘

Nous vérifions aussitét que
aow=1®t:Ty(E) @z, Acris — Tp(E) @z, Acris-

Comme T,(£) ®z, Acris et E sont des Acpis-modules libres de rang n, on peut donc calculer les
déterminants pour les morphismes o, w et aow :

t" =det o - det w.

Puisque t est régulier dans A.,.;s, det a et detw ne sont pas des zéro-diviseurs. On en déduit que w
et « sont injectifs. De plus « induit une injection

a: E/Imw — T,(E) @z, Acris/Im(aow) = T,(E) ®z, Acris/1 @t

qui implique que le conoyau de w est annulé par t.

D’autre part, puisque ‘w" est compatible aux filtrations avec décalage de degré 1, les autres
composants dans le composé « sont compatibles aux filtrations. Alors « o w induit un morphisme
entre les gradués :

aow=10t:T,(€) @z, griAppis — gr'E — T,(€) ®z, gritt A, Vi € N

qui est injectif, car t : grfA..s(R) — grittA..s(R) lest. Cela implique que w est strictement
compatible aux filtrations. O
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Démonstration du corollaire 1.3.1.2. Considérons le diagramme

<>

T,(H)  x  Tp(HY) ——"—=T,(Gm)

S

~

T,(DF(H)) x T,(DF(H)") == T,(DF(Gon)) = Z, -t

ot les lignes sont toutes des accouplements parfaits d’aprés la proposition 1.3.4.1. Il est commutatif.
En effet, si (z,y) € T,(H) x T,(H"),

z:Q,/Z, — H, y:Q,/Z, — HY

alors ~
<zT,y>= yvox:(@p/zp — G

ot y¥ : H=(H")" = Gp,. On a alors
DF(yY o x) = DF(y") o DF(x) = DF(y)" o DF(x)

via lisomorphisme de foncteurs DF((—)Y) ~ DF(—)¥ : BTp — MFIL(R). On en déduit la
commutativité.
Le morphisme composé

Brv (1)
—_

T,(H) 22 T, (DF(H)) = T, (DF(H))" (1) T,(HY)" (1)

est un isomorphisme. On en déduit que 3);. (1) est surjectif. C’est donc un isomorphisme puisque

T,(DF(HY)) v (1) et T,(HY)Y (1) sont des Z,-modules libres de méme rang d’aprés le théoréme 1.3.1.1.
Le morphisme By est donc un isomorphisme.
O






Chapitre 2

Le morphisme déterminant

Dans ce chapitre, on va construire un morphisme déterminant entre la tour de revétements étales
finis de la fibre générique d’un espace de Rapoport-Zink et une tour d’espaces rigides de dimension
0 associée au cocentre du groupe réductif relié a cet espace.

2.1 Espaces de Rapoport-Zink de type E.L. et P.E.L. et la tour
d’espaces rigides

Fixons une cloture algébrique @p de Q. Soit Fp la cloture algébrique de IF), associée. Notons
W =W(F,) et L =W ®zQ le complété p-adique de I'extension maximale non ramifiée de Q, dans

Q- L’automorphisme o est le Frobenius de I'extension L|Q,.

2.1.1 Rappels sur des définitions et résultats de Kottwitz et Rapoport-
Richartz

Rappelons quelques définitions dues a Kottwitz ([Kot85] et [Kot97]).

Définition 2.1.1.1 ([Kot85]). Soit H un groupe algébrique sur Q,. On désigne par B(H) l’ensemble
des classes de o-conjugaison dans H(L), ot deux éléments by,by € H(L) sont dits o-conjugés s’il
existe un g € H(L) tel que by = g~ 'bso(g). Pour b € H(L), on notera b € B(H) sa classe de
O -CONJUGaISon.

Soit H un groupe réductif quasi-déployé sur Q, et A CT' C B un triplet ot B est un sous-groupe
de Borel, T un tore maximal dans G et A un tore déployé maximal. A b € H(L) est associé un
foncteur exact compatible au produit tensoriel

Fp: Rep@pH — Isocﬁp
(Vip) +— (V &g, L,bo)

de la catégorie des représentations linéaires de H vers la catégorie des Fp—isocristaux. Soit D le
pro-tore des pentes, X*(D) = Q. Il existe alors un unique morphisme

VbZ]D)—>HL,

le morphisme des pentes, tel que pour tout (V,p) € Repg, H, powy fournisse la Q-graduation de

Dieudonné-Manin de V7, pour le Frobenius bo. En fait, le morphisme v, est défini sur Q)" U'extension

maximale non-ramifiée de @, dans @p, et de plus sa classe de conjugaison est définie sur @Q,,. Cette
classe de conjugaison ne dépend elle méme que de la classe de o-conjugaison de b. Le groupe H étant
quasi-déployé cela définit donc une application

B(H) — X.(A)F

b'—>V5

35
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ol X.(A)j est la chambre de Weyl positive dans X.(A)g = Hom(ID, A) relativement au choix du
sous-groupe de Borel. Supposons maintenant fixé un cocaractére

2 Gm@p — H@p
aH (@p)—conjugaison prés. On peut donc supposer que p € X, (7). Supposons maintenant, ce qui
sera le cas dans tout ce qui suit, que H%" est simplement connexe. Soit D = H/H®" le cocentre.
Notons I' = Gal(Q,|Q,). Kottwitz définit dans la section 6 de [Kot97| deux éléments :
— 1 € X.(D)r l'image dans les coinvariants sous Galois de p composé avec la projection H — D,
— g € X*(A)a, le barycentre de I'orbite de Galois de p, c’est a dire

1 gl
H2:m Z H

Y€Gal(E|Qp)

ou E|Q, est galoisienne suffisemment grande.
Rappelons que d’aprés ([Kot85] chap. 2) il existe un isomorphisme canonique de groupes

X.(D)r == B(D).

On note alors

li(b) S X,k(D)F
I’élément correspondant & 1'image de b via la projection B(H) — B(D).

Définition 2.1.1.2 ([Kot97] chap. 6). On note B(H, i) ’ensemble des b € B(H) vérifiant :
1. Dans la chambre de Weyl X*(A)6 on a

vy < 2

au sens ou fo — vy est une combinaison linéaire & coefficients rationnels positifs de coracines
postives.

2. On a légalité -
Kl(b) = M-

Procédons & quelques remarques concernant cette définition. Le point (1) de la définition préceé-
dente implique que I'image de £(b) et de py dans X.(D)r ® Q = X.(D)g coincident. Ainsi, si le
point (1) est vérifié, x(b) — p1 € X«(D)r tor. D’aprés [Kot84] il existe un isomorphisme canonique

Hl(@m H) L’ X*(D)F,tor-

On en déduit la remarque suivante : si H'(Q,, H) est trivial alors dans la définition 2.1.1.2, la
condition (2) est inutile. Ce sera le cas pour les données de type E.L. dans la section 2.1.2. Ce ne
sera pas le cas pour les données de type P.E.L. dans la section 2.1.3.

Pour les groupes classiques, les éléments de X, (A)a paramétrent des polygones convexes & pentes
rationnelle satisfaisant certaines symmétries (symmétries des pentes A et 1 — A pour les groupes
symplectiques par exemple). Le polygone associé a x(b) est un polygone du type Newton et celui
associé a pg un polygone de type Hodge. En gros, la définition 2.1.1.2 se scinde alors en deux parties :

— La condition (1) qui affirme que le polygone de Newton est au dessus du polygone de Hodge.

— La condition (1) étant assumée, la condition (2) affirme qu’un certain H-torseur dont la classe

k(b) — p1 € HY(Qp, H) est trivial. On appelle ce torseur le torseur des périodes.

L’ensemble B(H, u) intervient dans la suite afin d’assurer que certains espaces de modules de
groupes p-divisibles sont non vides. Plus précisément on a le résultat suivant de Rapoport-Richartz.
Supposons H non-ramifié. Soit Ay € BT (H) un sommet hyperspécial dans I'immeuble de Bruhat-Tits
de H. Pour les groupes classiques, Ay est un réseau muni de structures additionnelles satisfaisant
une relation d’autodualité dans le cas des groupes unitaires, symplectiques ou orthogonaux. Soit
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Ao®Oy, € BT (Hp) le sommet correspondant dans I'immeuble de Hy, et V la G(L)-orbite de Ag®Oy,.
Il y a une application
inv:VxV— X, (T)"

donnant la « position relative de deux réseaux »dans l'orbite V. Etant donné b € H(L) et A € V on
définit le polygone de Hodge arithmétique de (A, bo) comme étant

inv(A,boA) € X.(T)".

On a alors le théoréme suivant de Rapoport-Richartz qui généralise I'inégalité classique de Mazur
entre polygone de Newton et de Hodge.

Théoréme 2.1.1.1 (JRR96] theo. 4.2). Supposons qu’il existe A € V tel que
inv(A,boA) = p € X, (T)T.
On a alors b € B(H, p).

L’hypothése du théoréme précédent est que le polygone de Hodge arithmétique associé a (A, boA)
coincide avec le polygone de Hodge géométrique associé a u. Sous cette hypothése on a donc que :

— Le polygone de Newton associé & v est au dessus du polygone de Hodge associé a po

— Le torseur « de périodes »dont la classes est donnée par (b) — py est trivial.

2.1.2 Donnée de type E.L. non ramifiée simple

Pour définir une variété de Shimura on a besoin d’'une donnée de Shimura. De la méme fagon, la
définition d’un espace de Rapoport-Zink nécessite au préalable que ’on se soit donné une donnée de
Rapoport-Zink. Commengons par le cas des groupes linéaires.

Définition 2.1.2.1.

(1) Une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L. non ramifiée simple (F,V,b,Ti) consiste en
la donnée

— d’une extension finie non ramifiée F' de Q, de degré d,

— d’un F-espace vectoriel V' de dimension n < +oo,

~ d’une classe de o-conjugaison b € B(G) ot G = Resp/g, GLp(V),

— d’une classe de conjugaison de cocaractére minuscule p : Gm/@p — G’@p au sens sutvant : on

peut choisir une base de V telle que

niG,g, —Gg— J]CLg,

relp
z — Hdiag(za"'azala"'71)
- N N——
TElR qar pr

ot Ip = Homg, (F,Q,) et (p-, 4r)rci, €st une collection d’entiers satisfaisant pr + ¢ = n.
On suppose de plus que ces données sont liées entre elles par la relation b € B(G, ).
(2) Le corps réflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison de p.
(3) On définit un foncteur J sur la catégorie des Q,-algébres

J(R)={g € G(R®q, L), g(bo) = (bo)g}.
Ce foncteur est representé par un groupe réductif sur Q, (cf. [RZ96] prop. 1.12).

Soit G comme dans la définition 2.1.2.1 précédente. Alors, B(G) classifie les isocristaux de di-
mension nd sur L munis d’une action de F'. L'isocristal associ¢ a b € G(L) est (V ®q, L,b® o). Le
groupe J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G, le centralisateur du morphisme
des pentes v3.
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Comme expliqué dans la section 2.1.1, puisque H'(Q,, G) est trivial, dans la définition 2.1.1.2 de
Pensemble B(G, ), seule la condition (1) est nécessaire, la seconde étant automatique. La condition
b € B(G,p) se traduit donc uniquement en une inégalité de polygones et le fait qu’ils aient méme
points terminaux.

Dans la suite nous utilisons la donnée E.L. précédente pour définir des espaces de modules de
groupes p-divisibles munis d’une action de Op. Si X est un tel groupe p-divisible sur F, et

Lie X = (P (Lie X),

TGfF

ot Op agit sur (LieX), via 7 : Op — F,, on demandera que dimg (Lie X), = pr. Si (M,F,V)
deésigne le cristal de Dieudonné covariant de X avec (M [%], F) = (Vi,bo) on a une décomposition
M = @&, M., et la condition sur I'algébre de Lie se traduit en

dimﬁpMT/VMM =p,
soit encore pour tout 7,
dimeMT/FMnflT =dqo-1r-

Ainsi, le choix de p pourrait paraitre étrange a la vue du théoréme 2.1.1.1 de Rapoport-Richartz
puisque la position relative des réseaux M et bo M de Vi est donnée par le cocaractére

/. _ A _
W:Gng, — Gg =]]CL.g,
relr
Z = Hdiag(za"'vzala"'7l)
——— ——

T€lF qy—1, Po—1,

Néanmoins, avec les notations de la section 2.1.1, on a 5 = ps puisque la définition de ces caractéres
fait intervenir la moyenne de ceux-ci sur une orbite de Galois. Cela justifie le choix fait de pu.

Remarque 2.1.2.1.

1. Contrairement au corps F' qui est un corps « abstrail », le corps reflex est un corps plongé,
E C Q, par définition.

2. Il est aisé de vérifier que puisque F|Q, est non-ramifiée, E|Q, l'est également.

3. Plus précisément, via l’action de Gal(@p\(@p) sur NI¥ , Gal(@p|E) est le stabilisateur de (pr),.c7, -
Dans ce texte nous utilisons la théorie de Dieudonné covariante. Le cocaractére i qui suit s’avére

alors plus adapté que u & la vue des normalisations choisies dans le chapitre 1 concernant les filtrations

de Hodge des cristaux de Dieudonné.

Définition 2.1.2.2. Etant donné une donnée de type E.L. comme dans la définition 2.1.2.1 on note
fi:Gng, — Gg =[] GL.g,
Telp

z H diag(z_la"' 72_171a"' 71)
o —_—— —
TE€lp pr ar

a conjugaison pres.

Siv:G,, — G est le caractére central z — 2z 11d, on a (p~1b, i) = (v(p)b, v.u) (& conjugaison
prés pour l’égalité de caractéres). On a donc p~1b € B(G, fi).




2.1. ESPACES DE RAPOPORT-ZINK DE TYPE E.L. ET P.E.L. ET LA TOUR D’ESPACES RIGIDES39

2.1.3 Donnée de type P.E.L. non ramifiée simple unitaire et symplectique

Définition 2.1.3.1.
(1) Une donnée locale de type P.E.L. non ramifiée simple (F,*,V,< -,- > ,b,7i) consiste en la
donnée
— d’une extension non ramifiée F' de Q, de dimension d < +o0o munie d’une involution *,
— d’un F-espace vectoriel V' de dimension n < +oo,
— d’un produit hermitien symplectique < -,- >:V xV — Q,, c’est a dire tel que
o < .- > est Qp-bilinéaire symplectique et nondégénérée,
o < ruy, v >=< V1,7 vy > pourr € F, v1,v3 €V
tel qu’il existe un réseau autodual Ag dans V' pour ce produit symplectique (i.e. < -,- > induit
un isomorphisme Ay — Homg, (Ao, Zy)),
~ d’une classe de o-conjugaison b € B(G) ou G désigne le groupe des similitudes associé, i.e.
pour une Q,-algebre R,

G(R) = {g € GLpg,, r(V ®g, R) | 3c(g) € R Yvi,v2 € V g, R
< gu1,gv2 >p= c(g) < v1,v2 >R }.

L’homomorphisme ¢ : G — G,,, est appelé le facteur de similitude. De plus, le choiz d’un réseau
autodual Ao tel que précédemment définit un modéle entier réductif de G sur Zy,.

— d’une classe de conjugaison de cocaractére minuscule p:G,, 5 — Gg .
»p P

On suppose de plus que ces données sont liées entre elles par la relation cop(z) = z etb € B(G, p).
(2) Le corps réflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison de p.
(3) On définit un foncteur J sur la catégorie des Qp-algébres

J(R) = {9 € G(R®q, L), g(bo) = (bo)g}.

Ce foncteur est representé par un groupe réductif sur Q.

2.1.3.1 Cas unitaire

Si 'involution * est non triviale sur F, cette donnée est dite unitaire. Dans ce cas, notons Fj le
sous-corps de F fixé par *. Alors Gal(F|Fy) = {Id, *}.

Soit ® C Homg, (F, @p) un type C.M. p-adique de F' c’est-a-dire

o [ [ @+ = Homg, (F,Q,)

ot &« = {7 o |7 € ®}. En fixant une F-base de V, on a
G@p ~ H GLn@p X Gm@p.
TED

Le groupe G est alors une forme extérieure de [] GL,, XG,,. On notera encore p le composé

TED

G,.g, *= Gg, = Glpgg, (V@ Q) X Cng, = [] GL,g, xCnyg,

TEfF

ot Ip = Homg, (F, @p). On peut supposer que

w(z) = H diag(z, -+ ,2,1,---,1) x (%)
Telp ar Pr

avec (pT*,qT*) = (Q‘rap‘r)'
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Contrairement au cas EL, H'(Q,, G) est trivial si n est impair mais H'(Q,, G) ~ Z/27Z si n est
pair. Plus précisément, il y a toujours deux classes de formes hermitiennes sur V' distinguées suivant
que leur discriminant, un élément de Fj*, est ou non une norme d’un élément de F'. Cependant, si n
est impair ces deux classes de formes hermtiennes sont dans la méme classe de similitude, ce qui n’est
pas le cas si n est pair. Lorsque n est pair la deuxiéme condition de la définition 2.1.1.2 intervient
donc dans la définition de 'ensemble B(G, u).

La méme remarque qu’apreés la définition 2.1.2.1 s’applique concernant le choix de p et le théo-
réme de Rapoport-Richartz. Plus précisément, si u' est défini en remplagant la collection (pr,qr)-
par (py-1r,qs-1,)r alors B(G,u) = B(G,p'). En effet, il est clair que la moyenne sur une orbite
de Galois de p coincide avec celle de p’. De plus, les composés de p et p’ avec la projection sur le
cocentre, bien que non égales, ont méme classe dans les coinvariants sous le groupe de Galois.

On pose comme dans la définition 2.1.2.2

T€lp pr ar

On a alors p~'b € B(G, fi).

Concernant le corps reflex E, la remarque 2.1.2.1 s’applique de fagon identique et Gal(@p|E) est

le stabilisateur de la collection (pr,qr), ¢ Pp

2.1.3.2 Cas symplectique

Si I'involution * est triviale sur F', cette donnée est dite symplectique. Dans ce cas, la dimension
n du F-espace vectoriel V' est forcément paire. En fixant une F-base de V', on a

Gg, = G( I1 Gsp.)
TGfF
ou le G devant le produit signifie que 'on prend le sous groupe du produit formé des uplets ayant
méme facteur de similitude.
On peut supposer que

n:G,,g — Gg — Gl I1 Gsp.)

relr

ZIn/Q
=1l ( Inya )

TEiF

Dans ce cas, on a p, = ¢; = n/2 et on pose ji(z) = 271 u(z). Puisque H'(Q,, G) est trivial, dans la
définition 2.1.1.2 seule la premiére condition intervient.

Dans ce cas 1a le corps reflex est £ = Q.

2.1.4 Espaces de Rapoport-Zink associés

Définition 2.1.4.1. Soit (F,V,b, i) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple. Soit X un
groupe p-divisible sur F, muni d’une action de O et d’isocristal covariant muni de son action de
F égal a (V ®q, L,bo). Nous noterons M(b, w)/ Spf(Op) lespace de Rapoport-Zink associé, ot
E = E™ est le complété p-adique de l’extension maximale non ramifiée de E dans @p. C’est un
espace de modules de groupes p-divisibles munis d’une action de Op. Pour un Spf(Op)-schéma S

sur lequel p est localement nilpotent, un S-point de M(b, 1) est une classe d’isomorphisme de couples
(X, p), ou
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- X est un groupe p-divisible défini sur S muni d’une action de Op vérifiant la condition sui-
vante : si

est la décomposition de Lie(X) suivant laction de O, alors pour tout T € I, Lie(X), est
localement libre de rang p,.
- p: X x5 (S mod p) — X Xg (S mod p) est une quasi-isogénie compatible a Uaction de OF.

On passe maintenant a la définition de 'espace de Rapoport-Zink associé a une donnée de type
P.E.L.

Définition 2.1.4.2. Soit X un groupe p-divisible. On appelle polarisation principale de X un iso-
morphisme X : X = XV avec son dual de Cartier XV tel que \Y = —\.

Définition 2.1.4.3. Soit (F,*,V,< -,- >, b, 1) une donnée de type P.E.L. non ramifiée simple. Soit
X un groupe p-divisible sur Fp muni d’une action de Op, d’une polarisation principale A tel que
Visocristal covariant polarisé muni de son action de F égal a (V ®q, L,bo, < - >). Nous noterons
M(b, 1)/ Spf(O}) l’espace de Rapoport-Zink associé avec E = E™. C’est un espace de modules de
groupes p-divisibles principalement polarisés munis d’une action de Op. Pour Spf(Oy)-schéma S
sur lequel p est localement nilpotent, un S-point de M(b, w) est une classe d’équivalence de triplets
(X, N, p), ou
- (X, XN) est un groupe p-divisible principalement polarisé sur S muni d’une action de O tel
que via cette action v : Op — End(X), Uinvolution x sur Op est compatible a linvolution de
Rosati sur End(X) c’est a dire N : (X,1) — (XV,10%). On suppose de plus que X vérifie la
condition suivante : si

est la décomposition de Lie(X) suivant laction de Op, alors pour tout T € I, Lie(X), est
localement libre de rang p,.

-p:X XF, S — X xg 5 est une quasi-isogénie compatible & Uaction de Op, ot S est le sous-
schéma de S défini par l'idéal (p). On suppose de plus que le diagramme suivant est commutatif
a une fonctions localement constante S — Qp pres :

Xg —2> Xg (2.1)

L b

p
V< XV
XS XS

— Deuz triplets (X1,M|,p1) et (Xa, Ay, p2) sont équivalents s’il existe un isomorphisme entre
(X1,p1) et (Xz, p2) via lequel N} et Ny different d’une unité dans Z,;, c’est a dire une fonction
localement constante S — Z, .

Le schéma formel M (b, 1) est localement formellement de type fini ([RZ96] théo. 3.25) et formel-
lement lisse sur Spf(Op) d’aprés la théorie de la déformation de Grothendieck-Messing ([Mes72]). 11
est muni d’une action a gauche de J(Q,) via

g-(X,p) = (X,pog™"), o g€ J(Q) et (X,p) € M(b, ).
S’il n’y a pas de confusion possible, on écrit M pour M(b, ).

Rappelons qu’en utilisant la hauteur de la quasi-isogénie p, M peut étre scindé en unions disjoints
des sous-schémas formels ouverts et fermés

M= [ M)

i€lm s
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par une application localement constante
i M — JAMS

ou A = Homgz(X( (G),Z) et X{ (G) est le groupe des caractéres Qp-rationels de G. Cette applica-
tion vérifie y
%<g : .’E) = WJ(g) + %(x)v g€ J(Qp)ax eM

avec wy : J(Qp) — A est défini par I'équation < w;(z), x >= vp(i(x)(2)), owi: X (G) — Xg (J)
est application naturelle entre les deux groupes de caractéres Q,-rationels (cf. [RZ96], 3.52).

Remarque 2.1.4.1. Puisque Fp est la cloture algébrique de F, associée a @p\(@p, E|Q, est non-
ramifiée et L =W (F,)q, on a L = E.

2.1.4.1 Donnée de descente de Rapoport-Zink

Soit o : E = FE l'automorphisme de Frobenius relatif a £. Pour un Spf O;-schéma S avec
le morphisme structural f : S — Spf O, on note S, le Spf Op-schéma S avec le morphisme
structural

opof: S Spto, T8 Spto,.

Une donnée de descente de Rapoport-Zink pour un espace de Rapoport-Zink M est un isomor-
phisme de foncteurs :
a: M —opM
définit comme suit :
Soit S un Spf Op-schéma sur lequel p est localement nilpotent avec morphisme structural f :
S — Spf Op. Soit (X, N, p) € M(S) pour le type P.E.L (resp. (X, p) € M(S) pour le type E.L). On
définit un point (X, A", p®) (resp. (X, p®)) dans M(S[UE]). Posons X* := X et
—x s f(Frobn') —«
pt=pof (FI“ObE)_1 wopf X d (—>E ) X LN Xg
Nex A XY 2 (xe)
ot (—) désigne (—) mod p et XV =5 (X*)V est induit par I'isomorphisme naturel G,, — 05G,,.
Alors

¥

a(S): M(S) — M(S,,) = opM(S)
(X, N, p) — (XN p%) (resp. (X,p) — (X, p™)).

2.1.5 Non vacuité des espaces de Rapoport-Zink

Le fait que les espaces des Rapoport-Zink précédents sont non vides résulte des travaux de
Kottwitz-Rapoport ([KR03]) et Fontaine-Rapoport ([FR05]). Cependant cela n’est pas écrit explici-
tement dans les articles précédents, c’est pourquoi nous le faisons. Cela nous permet également de
clarifier nos conventions concernant les p-modules filtrés admissibles associés aux groupes p-divisibles.

2.1.5.1 L’application de périodes

Soit F la Grassmanienne des sous-groupes paraboliques de type fi dans G . Soit K |E une exten-
sion de degré fini. Soit (X, p) € M"(K) = M(Ok) dans le cas EL, resp. (X, A, p) dans le cas PEL.
Soit D(X) le module de Dieudonné covariant de X . Notons ¢ le Frobenius de D(X). La quasi-isogénie
p induit un isomorphisme

ps: (V ®q, L bo) — (D(X)[1], ).
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Soit Fil* D(X)k la filtration de Hodge de D(X) ®, K normalisée comme dans le chapitre 1. On a
donc Fil ' ID(X) g = D(X) g, Fil' D(X)x =0 et

Fil ™' D(X) s/ Fil’ D(X) g = Lie X[].
Soit Fil*® Vi la filtration déduite de V ®q, K. Elle est stable sous I’action de F', totalement isotrope
sous le produit symplectique dans le cas PEL et vérifie de plus

Fil ' Vi = Vi, Fil' Vg =0 et dimg(Vx/Fil° Vi), = pr.
Elle définit donc un élément de F (K). Cela définit donc une application de périodes
7 M(Ok) — F(K).

D’aprés le théoréme de comparaison 1.3.1.1 et son corollaire 1.3.1.1, aprés avoir fixé une cloture
algébrique de K,
Vp(X) = Fil’(D(X) g @ Beris)?~F.

On en déduit que le p-module filtré
(V,p~'bo, Fil® Vi)

est admissible au sens de Fontaine. En d’autres termes, aprés avoir fixé un scindage de la filtration
de Hodge, si po : G — Gg est le cocaractere conjugué a g définissant la filtration scindée
P P

précédente alors la paire (p~1bo, p19) est admissible au sens de la définition 1.18 de [RZ96]. Donc,
7 M(Og) — FUK).

2.1.5.2 Non vacuité
Proposition 2.1.5.1. Les espaces de Rapoport-Zink précédents sont non vides.

Démonstration. Puisque p~1b € B(G, i), d’aprés la premiére condition de la définition 2.1.1.2, c’est
a dire Voo, < iz, la condition du théoréme 3 de [FRO5] est vérifiée. Il existe donc une extension
de degré fini K|E telle que F*(K) # (). Choisissons un tel point admissible dans F(K). D’aprés les
travaux de Fontaine, Fontaine-Laffaille et Breuil, pour un tel point admissible il existe un groupe
p-divisible X sur Ok et une quasi-isogénie p : X ® O /pOx — X ® O /pOk telle que le tiré en
arriére par p, : Vg — D(X)x de la filtration de Hodge de X soit le point de F(K) choisi.

Supposons d’abord que 'on est dans le cas EL. Rappelons que le foncteur de Fontaine de la
catégorie des groupes p-divisibles & isogénie prés sur Ok vers les p-modules filtrés relativement a
K |E est pleinement fidéle. Puisque la filtration associée a notre point admissible dans F (K) est
stable sous laction de F', le groupe p-divisible X est donc muni d’un morphisme ¢ : Op — End(X)g
tel que la quasi-isogénie p soit compatible & cette action de O. Soit K une cléture algébrique de K.
La représentation Galoisienne Gal(K|K) — GLg, (V,(X)) est a valeurs dans GLp(V,(X)). Il existe
donc un Op-réseau A C V,(X) stable sous l'action de Gal(K|K). Il existe alors un groupe p-divisible
X’ sur Ok muni d’une action de O, une quasi-isogénie f : X — X’ commutant aux actions de O
et telle que V,(f)(A) = T,(X') oit V,,(f) : V(X)) —= V,(X’). On a alors

(X', fop) € M(Ox).

En effet, la condition de Kottwitz donnant Paction de Op sur Lie X', dim Lie(X"), = p., est satisfaite
puisqu’on peut la lire sur le gradué de la filtration du ¢-module filtré associé au point dont on est
parti dans F¢(K).

Supposons maintenant qu’on est dans le cas PEL. Le foncteur pleinement fidéle de Fontaine
qui & un groupe p-divisible a isogénie prés sur Ok associe son @-module filtré est compatible a la
dualité de Cartier. Le groupe p-divisible est donc muni comme précédemment de ¢ : Op — End(X)g
mais également d’une quasi-isogénie A : (X,t) — (XV,1 0 %) compatible & celle sur X via p. Soit
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(Vp(X),t,< .,. >) l'espace hermitien symplectique associé ou < .,. >: V(X)) x V,(X) — Q, aprés
avoir fixé un isomorphisme Z, ~ Z,(1). On utilise maintenant la condition (2) dans la définition

2.1.1.2. Puisque n(p—lb) = [i1, d’apreés la proposition 1.20 de [RZ96], le torseur des périodes
Isomp((V,< .,.>), (Vp(X),<.,.>))

des isomorphismes de F-espaces hermitiens est trivial. Il existe donc un Op-résecau A dans V,(X)
autodual sous < .,. >. Quitte & remplacer K par une extension de degré fini on peut supposer
que la représentation Galoisienne Gal(K|K) — GLr(V, (X)) stabilise le réseau A. Il existe alors un
groupe p-divisible X’ muni d’une action de O sur O et une quasi-isogénie f : X — X’ telle que
Vo(f)(A) = T,(X"). Un tel X’ est alors muni d’une unique polarisation X' : X’ = X’V compatible
via f a la quasi-isogénie A. On a alors

(XX, fop) € M(Ok).
O

Remarque 2.1.5.1. Puisque M est nonfvide, on peut toujours supposer que X muni de ses structures
additionnelles définisse un point de M(F,). On supposera désormais que c’est le cas dans la suite.
Cela implique en particulier que 0 € Im .

2.1.6 La tour d’espaces rigides

Définition 2.1.6.1. On désigne par M8 g fibre générique de Berthelot de M sur E au sens des
espaces rigides ([dJ95a] section 7).

Nous adopterons la définition suivante dans la suite.

Définition 2.1.6.2. Un Opg-systéme local étale sur un espace rigide Y est un systéeme projectif
(Fm)m>1 de faisceauz étales de Op-modules tel que :

— Fm est un faisceau étale de Op [p™Op-modules, localement libre de rang fini,

— Fm devient constant au dessus d’un revétement étale fini de Y,

— pour m’' >m, Fpy Qo, Op/p"Or = Fp,.

Au groupe p-divisible universel X1/ M est associé un groupe p-divisible rigide

(Xuniv)rig — h_H)l Xuniv [m]rig

ol XV [;n]ris / M8 est étale fini de degré p™"*. Le systéme compatible
T, () = (X 1] )

est un Op-systéme local étale et (dans le cas P.E.L) est muni d’une polarisation
Tp(XM0) X T (X)) — Zy(1)

ol Zy(1) est le Zy-systéme local étale rigide (ppn)nen. On remarquera que cette polarisation n’est
définie qu’a multiplication par une unité dans Z, -prés (cf. néanmoins 2.4.1 o on explique comment
fixer un élément particulier dans cette classe d’homothétie).

Notons £ la cloture algébrique de E associée au plongement canonique F C @p. Fixons un Op-
reseau Ag dans V dans le cas de type E.L. Dans le cas de type P.E.L, on fixe un Op-réseau Ay autodual
dans V. D’aprés la trivialité du torseur des périodes qui résulte de la condition (2) dans la déﬁni@n
2.1.1.2 et de la proposition 1.20 de [RZ96] (cf. par exemple [Far04], 2.3.9.1), pour tout = € Mrig (E),
aprés avoir fixé un isomorphisme Z, — Z,(1) sur E cest & dire un systéme compatible de racines

9]

primitives dans pp» (E) lorsque n varie, il existe un isomorphisme de Op-modules symplectiques

Ao =5 T, (X2).
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Le réseau Ay définit un modeéle entier réductif de G. On a alors
G(Zp) = Auto, (Ao)

dans le cas E.L. et

G(Z,) = Auto, (Ao) NG(Qp) = Gsp(Ap, < .,. >)
dans le cas P.E.L..

Si K C G(Z,) est un sous-groupe ouvert, on peut parler de structure de niveau K sur T),(X ")
au sens usuel que nous rappelons.
Définition 2.1.6.3. Soit Y — M8 un espace rigide. Fixons un x € Y(E) dans chaque composante
conneze de Y. Une structure de niveau K sur T,(X"™V) au-dessus de Y est la donnée pour tout x
comme précédemment d’une K-orbite d’isomorphismes de Op-modules :

0 do S T(X)

vérifiant :
— dans le cas P.E.L., aprés avoir fizé un isomorphisme entre la fibre de Z,(1) au point x et Zp,
on demande que n soit compatible auz produits symplectiques & une unité dans Z,; -pres,
— wvia n laction de monodromie de (Y, x) sur T,(X1"") se fait a travers K agissant sur Ag.
Pour un tel 7 on note 7 sa classe modulo composition par un élément de K.

Définition 2.1.6.4. Pour K C Aut(Ag) un sous-groupe compact ouvert, nous notons My l’espace
rigide qui classifie les structures de niveau K sur T,(X"™V). Autrement dit,

Mg = Tsom(Ag/p™ Ag, XUV [p™]"9) /K, m > 0

ou
— Ao/p™Ag est vu comme faisceau étale constant.
— Isom signifie les isomorphismes de faisceauz étales compatibles a l'action de Op dans le cas
E.L.. Dans le cas P.E.L. on demande de plus que localement pour la topologie étale, apres avoir
fizé un isomorphisme Z/p™7 — u;’ﬁ, ils soient compatibles aux produits symplectiques

Xuniv[pm]rig w X univ [pm}rig N ﬂ;ﬁg

induit par la polarisation et
<., .>: Ao/pon X Ao/pmAO — Z/me

a une unité dans Z, -prés, c’est a dire une fonction localement constante a valeurs dans Z, -
pres.
— L’hypothese m > 0 signifie (Id +p™ End(Ao)) N G(Q,) C K.

La collection (M K )k est une tour de revétements finis étales au-dessus de Mg, Rappelons que
l'on a une action a droite de G(Q,,) sur (Mg )x comme suit : pour K C Aut(Ag) et g € G(Q,) tels
que g~ 1Kg C Aut(Ag), on a un isomorphisme

g: Mg — Mgk,

(cf. [RZ96] 5.34 ou [Far04] 2.3.9.3). L’action de J(Q,) sur M s'¢tend a (M) et commute a celle
de G(Qp).

La donnée de descente de Rapoport-Zink pour M induite naturellement la donné de descente de
Rapoport-Zink pour la tour (/\>l K)K, Car pour un Mrig—espace rigide Y, une structure de niveau K
ne dépend pas du morphisme structural Y — Sp E.



46 CHAPITRE 2. LE MORPHISME DETERMINANT

Remarque 2.1.6.1. Les définitions 2.1.6.83 et 2.1.6.4 d’une structure de niveau P.E.L. et de son
espace classifiant que nous avons données sont celles apparaissant dans la littérature. Dans la section
2.4.1 nous donnerons une reformulation plus agréable de ces définitions.

Remarque 2.1.6.2. Soit Zg le centre de G. Puisque J est une forme intérieure d’un sous-groupe
de Levi G, il existe un plongement canonique Zg — J. Alors, via le plongement

ZG(Q[)) — J(Qp) X G(Qp)7

z = (271,2)

Z(Qp) agit trivialement sur la tour (Mg) k. En effet, Uaction d’un tel élément sur le module de
Tate ou le module de Dieudonné est identique. Ainsi, la tour (Mg)k est munie d’une action de

(J(Qp) x G(Qp))/ 26 (Qp)-

2.1.7 Le systéme local équivariant sur la tour

Notons pour tout K C Aut(Ag), Tk le tiré en arriére via Mg — M™% du Op-systéme local étale
Tp(X"™Y). On a donc Tg(z,) = Tp(X"™Y). La collection de faisceaux (Tx) g cc(z,) forme un systéme

J(Q,) x G(Qp)-équivariant sur la tour (Mg)x au sens suivant. Si g € J(Q,), via I'isomorphisme
g: MK — MK
on a un isomorphisme canonique compatible aux structures additionnelles
T — Tk.

C’est une conséquence de ce que laction de g € J(Q,) sur (X, p) modifie la déformation p du groupe
p-divisible et non le groupe p-divisible X lui-méme et donc pas son module de Tate. Si g € G(Q,) et
K C Aut(Ag) vérifient g7 Kg C Aut(Ag) et Ag C g.Ag, associé au morphisme
g: MK — Mg_lKg
il existe un morphisme
TK — g*%—lKg.

En gros (on renvoie a [RZ96] chap. 5 ou [Far04], 2.3.9.3), le morphisme g : My —— M, 1, fait
correspondre & (X, p,7) un triplet
(X/C, fop, Mog)
ot €' C X est un sous-groupe plat fini et f: X — X/C. Le morphisme précédent Tx — ¢* 7,1k,
est alors donné par T,(X) — T,(X/C).
Ces morphismes se composent naturellement et les deux « actions »de J(Q,) et G(Q,) commutent.

Remarque 2.1.7.1. Bien que via le plongement Zg(Qp) — J(Qp) X G(Qp), Zc(Q,) agisse tri-
vialement sur Mg, le systéme compatible de Op-systémes locaux étales (T )k n’est pas (J(Qp) x
G(Qp))/Zc(Q,)-équivariant i.e. Zg(Q,) n'agit pas trivialement sur Tx. Par exemple, laction de

(p,p~1) € J(Qp) x G(Q,) est donnée par T =2, Tk.

2.2 Espaces de Rapoport-Zink associés aux tores

2.2.1 Donnée de Rapoport-Zink torique et norme reflex

Comme précédemment on suppose fixé une cloture algébrique @p de Q. On oublie momenta-
nément les notations qui précédent dans cette section. Soit T' un tore sur Q, et p € X, (T) =
Hom(G,,, 15 ) un cocaractére. Notons E le corps de définition de p et Ele complété de I'extension

P

maximale non-ramifiée de E' dans Q,. Posons

J=G=T.
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Remarque 2.2.1.1. Contrairement aux données de Rapoport-Zink « usuelles », la donnée permettant
de définir lespace associé a un tore ne requiert pas le choiz d’un élément b € B(T). La raison est que
p € X, (T) étant donné, il existe un unique b € B(T) tel que b € B(T,p). En effet, d’apres Kottwitz,
si ' = Gal(Q,|Q,), on a B(T) = X.(T)r et B(T,p) est lensemble des éléments de X.(T)r qui
coincident avec limage de p dans les coinvariants sous I

Le cocaractére p : G, g — Tg définit un morphisme de tores
N, : ResE/Qp G,, — T

qui est le composé

Resp/qp 1 Ne/g
? ReSE/QP TE — . T

Resg/q, Gm

C’est un analogue p-adique de la norme reflex en théorie de la multiplication complexe. On en déduit
un morphisme
N, : E*X — T(Qy).

Exemple 2.2.1.1. Soit F|Q, une extension de degré fini « abstraite », c’est & dire non plongée
dans @p et T = Resp/q,Gm. Soit Ip = Home(R@p) sur lequel agit Gal(@p\(@p). On a comme
Gal(Q,|Qp)-module, X.(T) = Z[Ip]. Soit p =3, ;. p-[r] € X.(T). Alors,

Gal(@,|E) = {7 € Gal(Q,|Qy) | V7 € Ir, pyr = pr}.

Fizons 1o € Ip. Poury € I = HomQP(E,@p), soit 7 € Gal(@p@p) prolongeant ~y. Alors, p5-1,, ne
dépend pas du choixz du relévement 4 de . On a

N,:E* — F~*
z — ' (I] v@r)
’Y€I~E
qui ne dépend pas du choiz fait de 7.
Soit £ = @p et
recg : EX — Gal(E|E)*

'application de réciprocité d’Artin normalisée de telle maniére qu'une uniformisante de E s’envoie
sur un Frobenius arithmétique de Gal(E|E). On note I le sous-groupe d’inertie de Gal(E|E) et £

I'extension abélienne maximale de E. On note E la cloture algébrique de E déduite de celle fixée
E=Q, de E. On a donc Iy = Gal(E|E).

Définition 2.2.1.1. On note
Xp g — T(Qp)

le morphisme composé

I — OELT(QP)

¥ o recyt (Y gab)-

2.2.2 Tour de Rapoport-Zink torique
Soit Et z la catégorie des espaces rigides de dimension 0 étales sur Sp(E) et T : Sp(C,) — Sp(E)
un point géométrique avec C, = Q,. Alors le foncteur fibre :
Fz:Ety — &ns
Y=Yz ={y:5p(Cp) = Yfy (y) =7}
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avec fy : Y — Sp(E) le morphisme structural, induit une équivalence de catégories :

Fr:Etpy & m1(Sp(E),7) — Ens
ou ﬂl(Sp(E,E) — &ns désigne la catégorie des ensembles (avec la topologie discréte) munis d’une
action continue de 7 (Sp(E),z) = Gal(E/E).

Définition 2.2.2.1. Soit K un sous-groupe compact ouvert de T(Q)). On note M(T, w) i lunique
espace rigide étale de dimension 0 sur E tel que

M(T, )i (B) = T(Q)/K

et l'action de o € Iy soit donnée par : si v € Ig alors
V(zK) = xu(7)zK.

On obtient ainsi une tour d’espaces rigides de dimension 0

Si M est Pextension de degré fini de E dans E telle que

X

Gal(E|M) = ker (15 -4 T(Q,) — T(Q,)/K),

on a .
M(T )i ~ 11 Sp(M).
NL(OINT(@)/K

Définition 2.2.2.2. La tour est munie d’une action de J(Q,) x G(Q,) en posant pour (a,b) €

J(Qp) x G(Qp) et zK € T(Qy)/K
(a,b).2K = abx K

qui définit un isomorphisme

(a:b) : M(T, 1) ic = M(T, )
Soit A = Hom(Xg (7'),Z). Il y a une application /p-invariante
T(Qy)/K — A
K — [x = vp(x(2))]
qui induit un morphisme d’espaces rigides
s M(T, ) — A

ou A est vu comme ’espace rigide de dimension 0, [] Sp(E) (ou si l'on veut s est une application
de lensemble discret |M(T, )| vers A).

Si T est un tore non-ramifié sur Q,, notons T'(Z,) les Z,-points de son modéle entier canonique.
C’est un sous-groupe compact maximal dans T'(Q,). Il y a une bijection

X (T)Qp — T(Qp)/T(Zp)
v — v(p)T(Zy)
ott X, (T)q, désigne les cocaractéres rationnels. Soit A’ I'image dans A de Iapplication
Xi(T)o, — A
v o— [x—<x,v >l

On a alors y 5
7o (M(T, 1)1(z2,) @ 5Cp) —— mo(M(T, t)1(z,)) == A'

c’est & dire A’ = Im s et

MTNT(Z HSpE
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2.2.3 Donnée de descent de Rapoport-Zink pour la tour de Rapoport-
Zink torique

Fixons une inclusion E. Pour un automorphisme 7 : F — FE stabilisant les éléments de
E

T:FE—
E, fixons un relévement 7 : E — E de 7 au sens ou le diagramme suivant soit commutatif

E—">E

wj

E—~F.

CH\

Soit X un espace rigide étale sur Sp E. Alors via Fz, Uespace rigide étale 7% X correspond a
I'ensemble X (z) muni d’'une action

1(Sp E.7) ™) 11 (Sp B, 7(@)) — Aut(Xe(e)

ou
— 7(T) est le point géométrique

Sp(C,) = Sp(E) = Sp(E);
— la fléche a gauche 7 (7) est le morphisme de groupes fondamentaux du morphisme 7 : Sp(E) —
Sp(E);
— la fleche a droite est fournie par I'image de X via le foncteur F ).
L’isomorphisme 7 induit un isomorphisme de foncteurs
g Fr@ — Fr
comme suit : soit Y un espace rigide étale sur E, alors

2(Y) :{7:5p(Cp) = Yfy (W) = 7(Z)} = Yoz — Yoz = {7:5p(Cp) = Yy (y) =7}

Qs

)

yryoT

ot 771 : Sp(C,) — Sp(C,) correspond & 71 : E—FE par 'abus de notation.
De plus, oz 7z induit un isomorphisme de groupes fondamentaux :

vz - 1 (Sp(E), 7(Z)) = Gal(E, )/ E) — Gal(E/E) = m (Sp(E), T)

g7t

ol l'indice en bas de E précise le plongement E < E. On en déduit immédiatement le lemme
suivant :

Lemme 2.2.3.1. Fizons un point géométrique T : Sp(C,) — Sp(E). Soient 7 : E =5 E un automor-
phisme de E stabilisant les éléments de E et 7 : E =5 E un relévement de 7. Soit X un espace rigide

étale sur Sp(E). Alors se donner un morphisme (resp. isomorphisme) X — 7*X est équivalent a se
donner une application (resp. bijection) Xz — Xz compatible & laction de 71 (Sp(E),T) via

5z : m(Sp(E),7) ™) 7 (Sp(E), 7(7)) L m1(Sp(E), 7).

Fixons 7z une uniformisante de E. Posons g := recg(rg) € Gal(E|E)®. Soit E,, le sous
corps de E fixé par 6. Alors E% = E,_E"", ot E,, et E" sont linéairement disjoints. De plus,
(0E) pnr € Gal(E""|E) est le Frobenius. On prend un antécédent de 6 via Gal(E|E) - Gal(E®|E).
Par I’abus de notation, on le note encore . Alors g est un relévement de Frobenius.
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Remarque 2.2.3.1. La réciproque de l’application de réciprocité d’Artin ’1“60;31 : I — OF factorise
via
Gal(E*®|E™) = Ig/Ker(recy') = OF

qu’on note encore ’I‘GCEl. Alors le morphisme composé

Gal(E|E) — Gal(E®|E) — Gal(E,|E) = Gal(E®|E™) "% O (2.2)

coincide avec XZYl”E,ﬂE d’apres [CF86] Ch VI, §8.4, thm 3, ol Xp1sxy €St le caractére module de

Tate d’un groupe de Lubin-Tate sur Og associ€ a la uniformisante mg. Donc XZI{E . (6g)=1.

Définition 2.2.3.1. La donnée (ge descente de Rapoport-Zink pour ’espace rigide M(T, W)k est un
isomorphisme M(T, p)x — o M(T, u)k qui correspond & la bijection

XNu(mg') s M(T, 1)k (E) = T(Qy)/ K — T(Qp)/K = M(T, ) (E)
2K — N, (5" )z K
compatible & 'action de Ig via lemme 2.2.3.1 pour T, og et Gg comme précédent.

Remarque 2.2.3.2. (1)La donnée de descente de Rapoport-Zink pour l’espace rigide /\>I(T7 WK ne
dépend pas de l'uniformisante wg choisie.
(2) A Uaide de la théorie du corps de classes local, le morphisme composé

~ -1
& rec
Ig 2% 15 "% O

coincide avec le morphisme 7“60}_31, Donc dans la définition précédente, la compatibilité de l’action de
I est équivalent a celle de l'action de I via Vs, .
(8)L’inverse de Uapplication de réciprocité d’Artin 1%10;31 : Iy — OF prolonge en un morphisme :

WE — E‘><
en associant Tg 4 0, ot Wk est le groupe de Weil. Donc x,, : I — T(Qp) se prolonge en
~ Ny
Xu: W — E* = T(Qp) (2.3)

L’espace rigide /\>l(T7 )i muni de la donnée de Rapoport-Zink correspond donc a la fibre M(T, M)K(E)
muni d’une action de Wg via X,.

La foncteur Fz induit aussi une équivalence de catégories :
Fz:Op — Loc = 11 (Sp(E),Z) — Op — mod

ot 7 (Sp(E),T) — Op — mod désigne la catégorie des Op-modules libres de rang fini munis d’une
action continue de 71 (Sp(E),Z). On en déduit une variation du lemme 2.2.3.1 :

Lemme 2.2.3.2. Soient T : Sp(C,) — Sp(E), 7 € E =5 E un automorphisme stabilisant les

éléments de E et 7 : E = E un relevement de 7. Soit £ un Op-systeme local sur Sp(E). Alors se
donner un morphisme de O -systéemes locaur L — 7L estuéquivalent a se donner un homomorphisme
de Op-modules Lz — Lz compatible & laction de 71 (Sp(E),T) via Yz.

2.2.4 Lien avec les représentations cristallines abéliennes

Soit L le complété de l'extension maximale non-ramifice de Q, dans Q, et B(T) I'ensemble
associé de Kottwitz. Comme expliqué dans la remarque 2.2.1.1, le choix de p € X.(T) détermine
complétement un unique b € B(T) tel que b € B(T, ). Plus précisément, d’aprés ([Kot85] 2.5), si
EY est I'extension maximale non-ramifiée de Q, dans E on peut prendre

b= Ng/po(u(7E))
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ol 7 est une uniformisante de E. D’aprés la proposition 1.21 de [RZ96] la paire (b, 1) est admissible
et définit donc un foncteur exact compatible au produit tensoriel

cris

Fopu:Repg, T — Repg
:10 p(b)@p=I1d
(V.p) +— Fily,, (V ®q, Beris(OF))

pop

ou
— Gg = Gal(E|E) et Repf@’:sG g désigne les représentations cristallines de Gg

— La filtration Fil;ou de V ®q, E est définie par : Fil’ Vi est la somme directe des espaces
isotypiques oil le caractére p o u agit via z — 2* avec k > 1.
— p(b) € Endr(V ®q, L) C Endp,,,, (V ®q, Beris) et p(b) ® ¢ est obtenu en composant p(b) avec

Id ®¢ ou ¢ est le Frobenius cristallin de Bg;s.

D’aprés la proposition 1.20 de [RZ96] le torseur des périodes associé a (b, u) est trivial au sens
ou le foncteur fibre obtenu par composition
R Fo,u cris
epg, I’ —— Repr Iy — Vectg,
est isomorphe au foncteur fibre canonique sur la catégorie Tannakienne Repg, T Cela signifie que

pour (V,p) € Repg, (T), apreés choix d’un isomorphisme entre ces deux foncteurs fibres, on peut voir
la représentation cristalline 7 ,(V, p) comme une représentation

.7:(,7H(V, p) . IE — GLQP (V)
Rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.2.4.1 ([RZ96] lemme 1.22). Le groupe de Galois Ig agit sur l'espace de la représenta-
tion Fy,,(V, p) via
poXu:lp — GL(V)

et ce, puisque T'(Q,) est abélien, indépendament du choiz d’un isomorphisme entre les deux foncteurs
fibres précédents ReprT — Vectg, -

Remarquons que puisque pour tout g € J(Q,) = T(Q,), gbg™7 = b et gug~' = p, le groupe
J(Qp) agit sur le foncteur F3 ,. Voici maintenant une description en termes de structures de niveau
des espaces de Rapoport-Zink toriques précédents.

Proposition 2.2.4.1. L’espace M(T, w) i admet la description suivante.

Ccris

Notons wo : Repy "I — Vecty, €t wean : Repg T — Vecty, les foncteurs fibres canoniques. Soit

M|E’ une extension de degré fini dans E. Alors,

v

AT, ) (M) = {}/ ~
ou :

N Wean — Wo o Fp, est un isomorphisme de foncteurs fibres tel que pour tout (V, p) € ReprT,
Vaction de Gal(E|M) sur le Q,-espace vectoriel wy o Fu,(V,p) se fasse via n a travers le sous-
groupe p(K) C GL(V) = GL(wean(V, p)).

— On an~n' sietseulement s’il existe g € K tel que ' soit obtenu a partir de n par composition
avec lisomorphisme de foncteur fibre Wean — Wean fourni par g.

L’action de g € J(Qp) = T(Q,) est donnée par composition de n avec g : Fp, — Fp,. Celle de
g€ G(Qp) =T(Qp) est donnée parn— nog.

Démonstration. Fixons un isomorphisme de foncteurs fibres

U Wean — Wo © Fp
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(Pisomorphisme que 'on construit dépend d’un tel choix). Il y a alors une bijection

T(Qp) = Isom(Wean, wo © Fpp1)

X > uoxT.
Celle-ci induit une bijection
T(Qp)/K — Isom(wcana wo © -,Fb,y,)/ ~

ot deux isomorphismes entre weqr et wooFy, , sont équivalents s’ils différent par composition avec un
élément de K. Maintenant, si M|E est comme dans I’énoncé, g € T(Q,), d’aprés le lemme 2.2.4.1,

via n = wuo g, laction de Gal(E|M) sur wg o Fp,,, se fait & travers K si et seulement si
2K € (T(Qy)/K)HERD

ol Gal(E|M) agit sur 7'(Q,)/K par translations via x,. O

Remarque 2.2.4.1. La description précédente de /\>I(T7 W)k dépend du choiz d’un isomorphisme
de foncteurs fibres Wean — wo © Fy . La bonne définition des espaces de Rapoport-Zink /\>l(T7 WK
est peut-étre celle donnée dans la proposition précédente qui parait plus intrinséque que celle de la
définition 2.2.2. En effet, la définition 2.2.2 suppose en quelque sorte que l'on a fixé un point base
dans M(T, W) pour identifier ses points géométriques, qui forment un espace homogéne sous T(Q,),

aT(Q)/K.
Soit (V. p) € Repg, T'. La représentation
pox i Iy — GL(V)

définit un Q,-systéme local étale
Lyp

sur Sp(E) (il n’y a pas d’ambiguité & définir ce qu’est un Q,-systéme local étale sur un espace rigide
de dimension 0). Le tiré en arriére de ce systéme local sur M (T, 11) x & pour fibres géométriques

(T(Qp) xV)/K — T(Qp)/K

au dessus de M (T, ) k - En termes de la description donnée dans la proposition 2.2.4.1, M (T, ) K(E) =
{0 : Wean — wo o Fp, u}, la fibre en 7 de ce systéme local munie de son action de Galois est la repré-
sentation cristalline 7, ,(V, p).

2.3 Le morphisme déterminant pour le type E.L.

2.3.1 Notations

Soient (F,V,b, 1) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple et M = M(b, ) Despace
de Rapoport-Zink associé. On reprend les notations de la section 2.1.2. Comme F' et E sont non-
ramifiés, on prend toujours 7 = mF = p comme une uniformisante de E et de F.

Précisons le scindage de M par A dans ce cas la. Comme X@p(G) ~ 7, est engendré par

ResF/Qp GLF(V) — G,
g — detg,(9,V) = Ng/q, (detr(g,V))
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ott detg, (g9, V') désigne le déterminant de I'homomorphisme Q,-linéaire g : V' — V, on a A ~ Z. Les
applications » et w; sont définies par

w: M — 7
(X,p) +— —htp
wr: JQ,) —Z
g — vp(detr(9,V ®q, L)).
Rappelons que l'on note d = [F': Q).
Lemme 2.3.1.1. L’mage de s est dZ.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.53 de [RZ96| et puisque 0 € Im s (cf. remarque 2.1.5.1) on a
Im s¢ C dZ. Puisque I'image de w; est dZ on en déduit le résultat. O

On définit maintenant :
— D :=G/G%" ott G désigne le groupe dérivé de G. On note

det : G — D.

— det i1 : le caracteére
det/] : Gm L G@p — D@p
— det K : I'image d’un sous-groupe compact ouvert K de G(Q,) via le morphisme G(Q,) —
D(Qp).

Le morphisme

Resp/q, GLF(V) — Respq, Gm
g r+— detp(g,V).

induit un isomorphisme
D= Resp/Qp G,,.

Via cet isomorphisme le générateur de X*(G) donné au début de cette section est

Nreyop

G -*. p G

On a alors
X.(D)= P z.]]
TElR
ou via la décomposition

Dy =[] Gug,.

TEfF

lélément [7] € X, (D) est donné par
z—(1,...,1,2,1,...,1)
ou z est placé en indice 7. Alors,
detfi=—> p-[r].
T
Puisque J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G, il existe un morphisme canonique
det:J — D
tel que pour g € J(Qp) C G(L), c’est a dire gbo = bog,

det(g) = detrgq, (g9, V ®q, L) € F'*.
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2.3.2 L’espace déterminant det(M)g
2.3.2.1 Le systéme local déterminant

Soit maintenant Hyp un groupe p-divisible de Lubin-Tate sur Op associé & 'uniformisante p
([CF86] V1.3.3). Cela signifie que Hpr est un groupe formel p-divisible de dimension 1 sur Op, de
hauteur [F' : Q] et muni d’une action de Op telle que l'action induite sur Lie Hpr soit I’action

tautologique. On note
Tp(Hrr)

le Op-systeéme local étale rigide sur Sp F' muni d'une action de O donné par (Hrr[p™]")m>1 (cf.
définition 2.1.6.2). On fixe un point géométrique : Z : Sp(C,) — Sp(E). Cela induit une bijection

Ip = Hom(F,Q,) = Hom(Op, Oj).
On identifie ces deux ensembles dans la suite. Pour 7 € I, on note
L, = T*TP(HLT) = Tp(HLT ROp,r OE‘)

comme Op-systéme local étale sur Sp E.
Définition 2.3.2.1. On définit un Op-systéme local étale sur Sp E
Ln= () LE
relp
ot le produit tensoriel est pris au dessus de Op.
Si Lji = (Lj,m)m>1 on fera 'abus de notation qui consiste a écrire
Li®@Z/p"L=Li/p"Li = Ljim.
Pour tout 7 € I notons o
Xirr : Ip = Gal(E|E) — O

le caractére de Lubin-Tate donnant l'action de Gal(E\E) sur la fibre au point géométrique = :
Sp(C,) — Sp(E) de L;. Siy € Gal(F|Qp) on a

—1
XLT,vv =7 O XLT,r-

En effet, si ¢ : O = End(Hrr) de&gne lactlon de Op alors Hyr v = 7°y*Hpr. Or, le groupe

p-divisible v* Hr7r muni de 'action Op X, Or xe, End(v*Hpr) est un groupe de Lubin-Tate.

La fibre géométrique en Sp(E v) — Sp(E ) de £; munie de son action de Galois est donnée par le
caractére

I1 &, < e — O

-refF
Sitg: F — Q est fixé, ce caractére s’écrit

—1 pi
H T OXLTm

i€Z/dZ

ou Gal(F|Q,) =< v > et p; = pr4i. Puisque F|Q, est non-ramifiée, E C 79(F). Notons d’ = [E : Q)]
et
XLty lp — OF
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le caractére de Lubin-Tate de E. On a alors

DPr _ —1 Pi
HXLT,T = H 7o XLT

relp i€Z)dZ.

_ —i -1 —j -1 pi
= H H vy tory o(rpoy Moty ) O XT'T g
W€Z/d'Z jEA' L)AL

_ —1 -1 Pi
= H Y o1y o Nyy(F)/E© XLT,7
i€z)d'Z.

= Il »enoxin,. (2.4)
i€Z/d'Z.
Exemple 2.3.2.1. Voici deux cas extrémes :
1. Si tous les (pr)r sont égauz, pr =k, alors E = Q,, et le caractére précédent est X’jycl.
2. S’ existe 1y tel que pry # 0 et pour T # 10, pr = 0 alors E = 19(F) et le caractére précédent

-1 _ P
est Ty " O X7y -

2.3.2.2 La tour d’espaces déterminant (det(M)g), : définition

n
Définition 2.3.2.2. Notons det Ag = /\ Ag. Soit K C Of un sous groupe owvert, on définit
OF

det(M) g = H Isom(det Ag @ Z/p™Z, Lz @ Z/p™Z) /K, m > 0

6€lm s

un espace rigide étale de dimension 0 sur Sp E‘, ot det Ag ® Z/p™7Z est vu comme faisceau étale
constant, Isom signifie les isomorphismes de faisceaux étales compatibles a 'action de Op et m >0
signifie Id +p™"Op C K.

v

Les espaces det(M) g sont munis d’une action de D(Q,) x D(Q,) de la fagon suivante. Soit S un
espace rigide sur Sp E. Soit 6 € Z,m2>1et

n:detAg/p"det Ng — L7 ®Z/p"L

un isomorphisme au dessus de S. Soit § € Im 5. L’isomorphisme 7 définit un point dans la composante

indexée par ¢, z € det(M)g,, (S) ou K,,, = Id +p™ End(Ay). Soient (a,b) € F* x F* = D(Q,) X
D(Q,). Considérons l'isomorphisme

Ugp det Ao @ Z/p™Z = det Ao @ Z/p™Z
201 — p @m0 1.

v

Alors, 10 ug,, définit un élément y = det(M)g,, (S) dans la composante indéxée par
0 + dvp(a) + duy(b).

Par définition on pose y = (a,b).z. Cela définit une action de F* x F* sur det Mg, . Celle-ci

m

commute & l'action de End(Ag)/K,,. Cela étant vrai pour tout m, on en déduit lexistence d’une
action de F* x F* sur det M pour tout K. On a donc défini une action de D(Q,) x D(Q,) sur la

v

tour (det(M)x)xcp(,)-
Enfin, on définit une application localement constante de fagon tautologique

V)

w:det(M)g — A

qui sur la composante indéxée par § vaut 9.
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Rappelons que og est le Frobenius par rapport a E |E. Alors oL, = Lopr €t

P

1
x o _ E T _ . ®pr — .
UEL:M = ®T€IFLT = ®T€[F£T = ﬁﬂ.

Donc on a un isomorphisme canonique £; — o} L;.
Pour K C OF, la donnée de descente de Rapoport-Zink pour 'espace rigide det(M) K est un

isomorphisme y y
a:det(M)g = of det(M)k

défini comme suit. Soit S un espace rigide connexe sur Sp E. Soit 2 = (6,7) € det(M)g(S) avec
0 € Imsret
n:det Ag/p" det Ag = Lz ®Z/p™Z K]

au dessus de S, alors 'image de z via « est défini par I'isomorphisme

n
det Ag/p™det Ag = L; ®Z/p™L = 05 L; @ Z)p™ 7 [K]

dans la composante indexée par

S+ [E:Q) Y pr

TGfF

2.3.3 Comparaison avec ’espace de Rapoport-Zink associé au cocentre

Le corps reflex de la donnée de Rapoport-Zink torique (D, det i) (cf. section 2.2) coincide avec
E le corps reflex de (G, i1). Rappelons que l'on a défini dans la section 2.2 une norme reflex

Nget i : EX — F*.
et grace a I'application de réciprocité d’Artin un caractére

Xdet i : Ig — OF
(cf. définition 2.2.1.1).

Lemme 2.3.3.1. On a l’égalité

— P
Xaetin = || X0rr
TGiF

Démonstration. Soit Ty € Ip fixé. Puisque Pextension F|Q, est galoisienne, E C 79(F'). D’aprés la
normalisation choisie de I'application de réciprocité d’Artin le composé
recE1

Ig — Gal(E*®|E"") —2— O

coincide avec XZ%E. On utilise la formule donnée dans I’exemple 2.2.1.1.

—1 Ps—14

Xdetii = II ~levexin ™
vEGal(E/Qp)

—1 —1 PFoT

= H Ty ©7 OXLVTEO
YEGal(E/Qp)

p —1_-

_ -1 -1 -1 oo (g ojoTg)

= H (7o "oy om)omy oXpr,
vYEGal(E/Qp)

On conclut grace a la formule 2.4. O
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Proposition 2.3.3.1. Soit (M ( ( ,det 1))k la tour d’espaces de Rapoport-Zink associée & la donnée
torique (D,det i) et xp j : M(D, ﬂ) — A (cf. section 2.2). Il y a alors un isomorphisme D(Q,) x
D(Qy)-équivariant de tours

(det(M)g)x —— (M(D» det ﬂ)K>K

tel que le diagramme suivant commute

det(M) g M(D, det i) g

S

A

De plus, cet isomorphisme est compatible ¢ la donnée de descente de Rapoport-Zink.

Démonstration. Il suffit de construire un systéme compatible de bijections D(Q, ) x D(Q,)-équivariantes
lorsque K varie

det(M) g (B) = M(D, det i) (E)
compatibles & I'action de Ig. Pour cela, fixons une base de det Ag c’est & dire identifions det Ag a

Op. D’aprés le lemme 2.3.3.1, la fibre de £; au point géométrique associé a E|E est Op muni de
I'action de Galois donnée par xget z- On a alors

det(M)K(E) H Isomp,, (det Ag, Op)/K

d€dZ
I1 ox/x

d€dZ

ou v € Ig agit sur O /K via K — Xdet i(7)zK. On définit alors

det(M)(B) = [] 0f/K = F*/K = M(D, ji)(E)

6€dZ

qui & K € OF /K dans la composante indexée par § associe
P K e F*/K.

On vérifie immédiatement que cela est compatible a action de Ig, celle de D(Q,) x D(Q,) et aux
morphismes s.

Pour montrer que l'isomorphisme est compatible & la donnée de descente de Rapoport-Zink, if
suffit de montrer que I’isomorphisme canonique £ = oLy correspond a l'identité Lz — Lz via
le lemme 2.2.3.2 pour un point géométrique = : SpC, — SpE et un relévement 6g de o comme
dans la section 2.2.3.

Soient 19 : F — Q, fix¢, Gal(F|Q,) =< v > et p; = pyyyi. Comme E C 79(F), on a un
homomorphisme

Gal(F|Qp) — Gal(E\Qp)
7 oy !

Posons

Lh= [ Gov'ro ) Tp(Hpr, )P
i€7)d'T

comme Opg-sysmtéme local étale sur Sp E. Alors l'action de gal(E|E) sur la fibre au point géomé-
trique Sp(C,) — Sp(F) qui correspond au corps plongé E C E, est donnée par le caractére :

[ (ovime D) '\, : Gal(E|E) — O
i€Z/d'Z
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Soit az : E — E tel que le morphisme composé

1§

Sp(C,) = SpE S SpE
correspond a l'inclusion E C E. Alors
a%ﬁ;] ®0E7T0—1 Or

est un Op-systéme local étale sur SpE’ avec I'action de Iy sur la fibre géométrique T donnée par le
caractére

Il v iemtoxtin, =n" [] Gov'ne ) 'Nis, : Gal(E|E) — O
€L/ AT €L d'T

D’aprés 'égalité 2.4, les deux Op-systémes locaux O‘%E;l@@;z,r{l Or et L sur SpE sont isomorphes.
On fixe un isomorphisme

* )/ ~
Oéfﬁﬁ ®OE,T§1 Or — L, (2.5)
alors I'isomorphisme L = oLy correspond a l'isomorphisme naturel
x o) Y * *x o/

Et ca ne dépend pas de Iisomorphisme 2.5 choisi. Donc cela revient & montrer que oL} = opasLy
correspond a l'identité O — Op via le lemme 2.2.3.2 pour 6 qui ne pose pas de probléme gréace
au choix de 7. O

2.3.4 Enoncé du théoréme principal

Théoréme 2.3.4.1. Via le morphisme (det, det) : J(Qp) X G(Qp) — D(Q,) x D(Q,) il existe un
morphisme J(Qp) x G(Qp)-équivariant de tours d’espaces rigides

(Mx)x — (det(M)g) .

ot K parcourt les sous-groupes owverts de G(Z,). Ce morphisme composé avec l’application canonique

det(/\;l)dCtK — A coincide avec Uapplication s : Mg — A. De plus, ce morphisme est compatible a
la donnée de descente de Rapoport-Zink.

Ce théoréme résulte du théoréme plus général suivant.

Théoréme 2.3:4.2. Notons fx : MK — SpE le morphisme structural. Soit Tx le Op-systéme
local étale sur My qui est le module de Tate de la déformation universelle.
Pour tous K, il existe un isomorphisme de Op-systémes locauz étales

UK - detoFTK —N—> f;(,Cﬁ

vérifiant les propriétés suivantes :

1. Si K' C K, via le morphisme de changement de niveau mx+ g : Mg — My et Uidentification
canonique Ty Tk = Tgr on a
W?(/’K’LLK = UK.

2. 81 g € JQp), qui définit Uautomorphisme g : Mg = MK, via lidentification canonique
9T = T lisomorphisme

det Tie = ¢* det Ty L, 9 fkln=fkLla

est égal a
(p~799) det(g)) u-
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3. Sig € G(Qp) est tel que g7'Kg C Aut(Ag) et Ag C g.Ao, si g : Mg = MgflKg, via le
morphisme canonique
Tk — 9" Ty 1Ky,

le morphisme composé

*u
9 Ug-1Kg

det TK — g* det 7~g*1Kg g*f;*IKg‘Cﬁ = f[*([,,]

est égal a
pfvp (det g)uK.

L’isomorphisme ux que nous contruisons n’est pas tout a fait naturel. L’isomorphisme naturel est
plutoét p/%ug qui n’est plus un isomorphisme de O p-systéme locaux au sens de la définition 2.1.6.2
mais de Q,-systémes locaux munis d’une action de F' au sens de de Jong ([dJ95b]). On renvoie & la
section 2.5 pour plus de détails.

2.3.5 Rappels de théorie de Fontaine

Oublions momentanément les notations de la section précédente. Soit K|Q, un corps valué com-
plet pour une valuation discréte, & corps résiduel k parfait de caractéristique p > 0. On note
Ko = W(k)[1/p]. On suppose que k contient un corps fini de degré d et on note F, = kFrObd:Id,
F =W (F,)g C Ko. Soit K une cloture algébrique de K. On note Gx = Gal(K/K).

Soit

xer: Gk — O
le caractére de Lubin-Tate donnant l'action de G sur le module de Tate d'un groupe formel p-
divisible Hy7 de dimension 1 et de hauteur d sur Op, muni d’une action de O telle que 'action

induite sur son algébre de Lie soit I'action tautologique.
Soit o le Frobenius de Kj. Soit S = Spf(Ok,) et

(£,®,0,FilEs) = DF(Hpr @ Ok,) € MFLN(Ok,)

(cf. section 1.2.2.3). Celui-ci est complétement déterminé par le p-module filtré (M, ¢, Fil M) ou
M =T(5,&s), ¢ : M — M est o-linéaire déduit de ® et FilM =T'(S,Fil€s). On a alors :
e Le module de Dieudonné est

M = Op ®Zp OKO = @ OKO

i€Z/dZ.

ot Of agit sur le facteur indexé par i € Z/dZ via . Notons (€i)icz/az la base canonique du
module de droite.
e Le Frobenius ¢ est donné par

(0, .. xa-1) = (po(x4-1),0(x0), po(x1),po(22), . .., po(T4-2)).

c’est a dire i
N Jpeirisig#EO
wles) = { e18ij=0.
e La filtration de Hodge est
FilM = <€17 ey ed,1>.

Soit Acris := Acris(Og) (cf. section 1.1). On a
FllO(M ®OK0 Acris) = Flll Acriseo ® Acrisel ... Acrised—l-
(on renvoie a la définition 1.1 pour la numérotation des filtrations) et

(2 € A2/ 77 | (2) € pAcris) > (M @ Agis)?="
v — (zp (@), p o (@), p e (@),
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On a donc d’aprés le corollaire 1.3.1.2

T (HLT> - {l‘ € Flll cmsp | (P( ) € pAcris}’

qui est un Op-module libre de rang 1 via le plongement canonique Or C A5 Notons

trr € Fil! A¢

CT"LS

un générateur de T,,(Hrr). On a donc

V1 e Gk, T(trr) = xrr(7T)trr.

Bien sitir lorsque d = 1, tr =t a une unité dans Z; prés. On a aprés inversion de p et ¢,

Fitpr = Fil' Byis(O)? =P

Considérons maintenant pour i € Z/dZ, H g}) le groupe p-divisible sur O muni d’une action de

OF obtenu par torsion de Hyr via o’. L’action de G sur T,,(HEUTI)) est donnée par
o oxrr: Gg — O5x.

Son module de Dieudonné filtré est obtenu par torsion du précédent. Si (M;, ¢, Fil M;) est ce ¢-
module filtré on a :
e Son module de Dieudonné est
M; = (ei0,-..,€id-1)

ou OF agit sur Kge; ; via o7,
e Le Frobenius ¢ est donné par

peij1 8l jFi
olers) = { b
€ij+1 81 =1.

e Sa filtration de Hodge est
Fil Mz = <€i,j>j7$i~

On a alors
FllO(Ml ®0K crzs @ FlléL I crzs
et
Bﬁ"zs_p = (Mz & Bcrie)w:p
— Z (pj( e” + Z 6”
7=0 ] =i+1
On a donc

VP(HS;’ ) {QL’ € chsp | 14 ( ) € Flll ch’s}~

L’élément ¢=¢(t; 1) est dans ce F-espace vectoriel de dimension 1. On a donc

{2 € BZ" | '(2) € Fil' Bepiy} = Fp™(t17).

Rappelons que I'on a une équivalence de catégories de Fontaine entre p-modules filtrés admissibles
associés & K/Kj et représentations cristallines de Gg. Par ¢-module filtré on entend un triplet
(N, ,Fil®* Ng) ou
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— N un Kjy-espace vectoriel de dimension finie,

~ ¢ : N = N un isomorphisme o-linéaire,

— Fil®* Ng une filtration décroissante finie de N ®, K.
Le foncteur V,,;s donnant ’équivalence est alors donné par

Veris(N, @, Fil* N) = Fil’(N @, Beris)? 4.
Cette équivalence est compatible au produit tensoriel :
Veris(No, @1, Fil®* N1 i) ®q, Veris(N1, @2, Fil® Na i) = Veris (N1 @ Na, @ @ @, Fil* (N ¢ @ No ).

L’équivalence précédente induit une équivalence entre p-modules filtrés admissibles munis d’une
action de F' et représentations cristallines a coefficients dans un F-espace vectoriel. Considérons la
surjection canonique F' ®q, F' — F. Il y a un idempotent e € F ®q, F' tel que via la surjection

précédente e.(F ®q, F) = F. Si V; et Vi sont deux F-espaces vectoriels on a alors
e.(Vi®q, V2) = V1 ®F Va.

Si N, = (N, @i, Fil* N; k), i € {1,2}, sont deux p-modules filtrés admissibles munis d’une action de
F on a donc

‘/cris (ﬂl) QF ‘/cris (ﬂ2) = e~‘/cris (E1 ® ﬂg)
Vcris (6.(&1 ® EQ)) .

Mais le ¢-module filtré e.(N; ® N,), facteur direct de N; ® N, est donné par

(Nl QF®q, Ko Na, o ® ¢, Fﬂ.(NLK QF®q, K NQ’K)).

On a donc
Veris(N1) ®F Veris(Na) = Veris (N1 ®@Feq, ko N2y ¢ @ ¢, Fil* (N1, x ®Fgq, K Nak)).

Proposition 2.3.5.1. Soit (p;)icz/az une collection d’entiers positifs et a = ), p;. Le F-espace
vectoriel ., _
M(K,{p:}) := {x € Beris(Og)? 7P | Vi, 0<i<d, ¢'(x) € Fil ch-s}
est de dimension 1 de base ;
-1
[T o).
i=0
Le groupe de Galois Gk agit sur cet espace vectoriel par le caractére

d—1
H o toxli: Gg — OF.
i=0

Démonstration. Pour ¢ € {0,---,d — 1}, posons N, = Ml[%] Le ¢-module filtré
(Ni7 p_lSDa Fll. NZ)
est admissible muni d’une action de F, oil on rappelle que on pose Fil™' N; = N;, Fil° N; = FilN;
et Fil' N; = 0. Soit
e @
0<i<d

ol les produits tensoriel sont pris au dessus de I’ ®q, Ko. Notons

. _ ,®po ®pd—1
€ =¢€p, @--®ey 7, €N.

Alors, (eo, ..., €4—1) est une base de N comme Ky-espace vectoriel et F' agit sur ¢; via o7 . La structure
de ¢-module filtré de N et donnée par :
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— le Frobenius p~ ¢ ® --- ® p~'¢ est donné par

wlej) =p Pejr,
— la filtration est
Fil* N = (¢;)p, <—&-
On a alors

~

BQD =" — (N ®K0 Bcris)w:Id

cris

r Zp720§k<.7‘ pkgpj(gj)ej

et

FllO(N ®Ko cme @ FilPs Beris-
0<j5<d

Le résultat se déduit alors de I'isomorphisme

Q) Veris(Ni,p™ o, Fil* N;)EP 2 Voo (N, 0, Fil* N).
0<i<d

oul les produits tensoriels sont pris au dessus de F'. O]

Remarque 2.3.5.1. L’inclusion Beyis(Ox) C Beris(Of) induit une inclusion

M(Fv {pl}) C M(Kv {pl})

En appliquant la proposition 2.3.5.1 pour K = F, on en déduit que c’est une identification. Donc
on a une action de Gp sur M(K,{p;}) et le caractére H?:_Ol oo Xy Gk — OF factorise via
Gr — OF qu’on note encore H?;Ol o~ o x¥" par labus de notation.

Proposition 2.3.5.2. Soient d'|d et E = de/. Soit (pi)icz/az une collection d’entiers positifs telle
que p; = p; pour i = j mod d'. Posons a’ = % > pi- Alors

{2 € Beris(O)?" =" | Vi, 0<i < d, ¢'(z) € Fil" Bey} € M(K, {p:})
est un sous-E-espace vectoriel de dimension 1 de base

d' —1

H 90 tLTE

De plus,
d—1

H e (trr)? H % Tty )P

a unité dans E* pres.
L’action de Gg sur Beis(Of) = BMS(OF) induit une action de Gg sur M(K,{p;}) telle que

sur le sous E-espace vectoriel E - Hl 0 cp Uty )P, Uaction de Gg est donné par le caractére

d'—1

—1 pi . X
H o 'oxpr, G — Op.
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Démonstration. La premiére assertion est due & la proposition 2.3.5.1. D’aprés les discussions dans
cette section,

Vo (Hpr,) = Fil' Bopis(Og)¢" =7
est un E-module libre de rang 1 de base t1r,. On vérifie aisement que

d/d —1
H 0" (tor) € Vp(Hiry).

Donc
d/d —1

H 0" (trr) = tory

a unité dans E* prés. On a alors

d—1 d/d'—14d'—1
H O (tpr)P = H H i ]+1)(tLT)pi
i=0 j=0 i=0
d-1 d/d' -1
= [T CIT o (ten)¥
i=0 3=0
d'—1

H " (trr,)?

a unité dans E* prés. On en déduit laction de Gg sur E - Hl o ga i(tLTE )Pi désiré car G agit
sur E - trr, viale caractére x 7.
O

2.3.6 Rappel d’un résultat de Faltings sur le déterminant des périodes
cristallines

Soit K|Q, un corps valué¢ complet de valuation discréte & corps résiduel algébriquement clos k
et Ko = W(k)g. Fixons une cloture algébrique K de K. Soit H un groupe p-divisible sur Ok de
dimension d et de hauteur n. Notons (M, ¢) le module de Dieudonné entier covariant de la réduction
de H sur k ot M est un Og,-module libre de rang la hauteur de H. Considérons l'isomorphisme de
périodes

‘/;J(H) ®Qp Bcris = M[%] ®K0 Bcris

normalisé comme dans le théoréme 1.3.1.1 et ot Bepis := Bepis(Of). Fixons des bases de V,,(H) et
de M[%] telles que via la base choisie de M[%],

1 ~ _
( }L(OM[ELSO) i (K07pn dJ).

Soit A € GL,,(Beris) la matrice de 'application de périodes précédente. La compatibilité aux filtra-
tions et au Frobenius de I'isomorphisme de périodes impose que

det A € Fil* BZ=P" = Q,t?

et donc det(A) € Q¢

Proposition 2.3.6.1 (Faltings, [Fal02b] lemme 1). Si l'on choisit des bases entiéres données
par des bases de T,(H) et M telles que via la base choisie de M, (AN, M, ) = (Ok,,p"~%0). Alors
le déterminant de la matrice de périodes associée det(A) est dans Z,; td.

On renvoie également a [Far08], théoréeme C.2.6 p.122 pour plus de détails sur la preuve de
Faltings.
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2.3.7 Preuve du théoréme 2.3.4.2 et du théoréme 2.3.4.1
2.3.7.1 Préliminaires

Afin de construire Iisomorphisme on fixe dés le début un relévement X € MO ) de X. On note

T le Op-systéme local étale sur M™9 qui est le module de Tate de la déformation universelle. Pour
simplifier, on note encore £; pour le Z,-faisceau sur M"Y qui est le tiré en arriére du systéme local
Ly sur Sp E. On va commencer par construire un isomorphisme

u: det@FT SEAN ,Cﬁ.

satisfaisant la relation d’équivariance relativement a l’action de J(Q,) pour K = Aut(Ay) annoncée
dans le point (2) du théoréme 2.3.4.2. On posera ensuite pour K C Aut(Ag), si 7x : My — M9,

Ug = TrU.

Tl restera alors a vérifier que les (uk )k satisfont a la relation d’équivariance du point (3) du théoréme
2.3.4.2 relativement a l'action de G(Q,).

Soit (D(X), ) le module de Dieudonné covariant de X et FilD(X) la filtration déduite du rele-

vement X (on utilise les normalisation du chapitre 1 concernant le Frobenius ¢ et cette filtration).
Par définition, D(X) est 'évaluation du cristal de Dieudonné convariant de X sur ’épaississement

WL W et @ est induit par le Verschiebung de la réduction modulo p de X. Soit
(detoF@)WD(X), w, Fil® detOF]D)(X))
le p-module filtré associé ot le déterminant est pris au dessus de Or @z, W.

Lemme 2.3.7.1. Il existe une base (e;), j, de det@F®WD(X)[%] pour laquelle
- F agit sur L.e; viaT:Op — Op.,
- 90<67> =pieor

- Fil*DX)[2] = (er)p < k-
Démonstration. L’isocristal filtré muni de son action de F, deto,gw D(X) [%], est donné par le couple

(det b, det i) ot detb € B(D) et detji € X, (D). Puisque p~1b € B(G, fi), on a

det(p~1b) € B(D, jr).

Ainsi, d’aprés la remarque 2.2.1.1, det ji détermine complétement det(p~1b) = p~" detb € B(D). 1l
suffit alors de constater que le Frobenius donné dans ’énoncé multiplié par p~"™ est bien I’élément
associé a det i dans X, (D)r.

O

Définition 2.3.7.1. On note T := det@FTp(X).
Puisque

V,(X) = Fil” (D(X) @w Beris(05)) ",

on a
detpV,(X) C Fil’ (deto,ewD(X) @w Beris(05))7 " .

Proposition 2.3.7.1. L’action de Ig sur T est donnée par le caractére

Pr
H XLT,r

TGiF
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Démonstration. Donnons deux démonstrations de cette proposition. Tout d’abord la premiére consiste
a utiliser la formule donnée dans le lemme 2.3.7.1. En effet,

detFV;,(X) = Fil’(deto, owD(X) @ Bm.s((')g))wp"

s’identifie grace au lemme 2.3.7.1, aprés choix d’un plongement de F' dans E, au module galoisien
de la proposition 2.3.5.1.
Une preuve plus conceptuelle est la suivante. Aprés choix d'un scindage de la filtration de Hodge

de ]D)(X)[%]7 celle-ci est donnée par un cocaractére p’ a valeurs dans G, conjugué a i dans G . Le
P
couple (p~1b, i') est admissible et donne lieu & un foncteur

cris

fpflb,p/ : ReprG — Repr
(cf. [RZ96] 1.19). De plus si V = F et p: G — GLg, (V) est la représentation detr, on a
detF‘/p(Sz) = ]:pflb“u’(‘/a p)

Mais,
fpflb,u’a/v P) = fdet(pflb),det ;L’(M pl>
ou p € Repr(D) est la représentation canonique D — GLq,(V'), det : G — D. Puisque p' ~ fi,

det // = det i. D’aprés le lemme 2.2.4.1, Ig agit donc sur detF(Vﬁi) via Xdetz- On conclut en
utilisant le lemme 2.3.3.1 qui affirme que

— Dr
Xdet @ = H XLr,r
TEfF

O

9]

On fixe désormais un isomorphisme entre la fibre de £; au point géométrique Spec(E) — Spec(E)
et T

2.3.7.2 Dévissage au cas affine « adapté »

Définition 2.3.7.2. Un triplet adapté est un triplet (S, X, p) od :
— S = Spf(R) est un schéma formel affine,
- R est une Op-algebre topologiquement de type fini sans p-torsion intégre normale,
- (X, p) € M(5),
— Lie X et Lie XV sont des R-modules libres,
— le morphisme S — M induit une immersion ouverte ST — M9,

Si (S, X, p) est un triplet adapté on note

Tp(X) = (X[p™]"™)

m>1
comme Op-systéme local étale sur S,

Proposition 2.3.7.2. Pour se donner un isomorphisme deto,F — Ly il suffit de se donner pour
tout triplet adapté x = (S, X, p) un isomorphisme

Uy : deto,T,(X) —— Lj

vérifiant : si 2’ = (8", X', p') est un autre triplet adapté et f:S" — S est tel que f*(X,p) = (X', p)
alors f*u, = ugr.
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Démonstration. Soit U un ouvert quasicompact connexe de M7 Soit & un modeéle topologiquement
de type fini dans p-torsion sur Og de U, U™ = U. Aprés un éclatement formel admissible au sens
de Raynaud on peut supposer que l'inclusion U C X" soit donnée par un morphisme I/ — M.
Soit U = |J,;U; un recouvrement affine fini de ¢ sur lequel Lie X et Lie X" sont libres. Notons
U; = Spf(R;). Puisque M™9 est lisse, R; [ ] est normale. Quitte & remplacer R; par son normalisé dans
Ri[%] on peut supposer R; normale (d’aprés [BGR84|, 6.4.1, ce normalisé est encore topologiquement
de type fini). Alors,

mo(Spf(R;)) = mo(Sp(Ri[3]))-

On peut donc trouver une famille de morphismes
(uij - ui) j
avec U;; = Spf (Rij), R;; intégre normale et induisant un recouvrement admissible

'rzg Uurzg

On a donc une famille de morphismes
(uij - u)i,j

induisant un recouvrement admissible en fibre générique et telle que pour tout 4, j, le morphisme
Uiy — M définisse un triplet adapté.

Soient maintenant U — M et V — M deux M-schémas formels affines définissant des triplets
adaptés et tels que Uris c Yris ¢ M. D’aprés Raynaud, quitte a effectuer un éclatement formel
admissible de ¢/ de U, I'inclusion _

urig —_ um’g C Vrig

est donnée par un morphisme U —V.0n peut appliquer la procédure précédente a U afin de trouver
une famille de morphismes

(ij - Zj)k

induisant un recouvrement admissible en fibre générique et tel que pour tout k, le morphisme Zjlk — M
définisse un triplet adapté. A partir de ces constatations il est aisé de conclure. [

2.3.7.3 Construction de I’isomorphisme

Soit (Spf R, X, p) un triplet adapté. Fixons une cloture algébrique Frac(R) de Frac(R) contenant

E. L’anneau R satisfait les hypothéses de la section 1.1.1. Soit B C Frac(R) comme dans cette
section. On a
OE CR.

On va pouvoir appliquer le théoréme de comparaison 1.3.1.1. Avant toute chose rappelons qu’il existe
une équivalence entre la catégorie des Spec(R[p]) -schémas étales finis et celle des Sp(R [p]) espaces
rigides étales finis. Cette équivalence est tout simplement donnée par Spec(A) — Sp(A). Le groupe
de Galois I' = Aut(R/R) s’identifie donc au groupe fondamental de l'espace rigide Sp(R[%]) (par
groupe fondamental on entend ici celui classifiant les revétements étales finis). Le faisceau étale T),(X)
s’incarne alors en un Z,[I'l-module que I’on note encore T, (X).

Lemme 2.3.7.2. Notons D(X) le cristal covariant de X sur NCRIS(S/X). La quasi-isogénie p
induit un isomorphisme compatible aux actions de F

(DX) @w Bl (R),px @ ¢) = (D(X), & =[1/p,ox)

ol px est le morhpisme semi-linéaire sur ]D)(X) mdmt par le Verschibung de la réduction

Acris(R)—
modulo p de X et ot px est le méme pour D(X). De plus, zl est compatible a l'action de T = Gal(R/R),
ot l'action de Gal(R/R) sur D(X) @w B}, (R) est induite par celle sur B}, (R).

cris cris
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Démonstration. On considére le morphisme d’épaississements a puissances divisées nilpotentes dans
la catégorie NCRIS(S/X) :

SpecR/pEc—> Spf Acris (R)

|

Spec(F, )~ Spf W.

D’aprés la propriété de cristal, I'évaluation du cristal de X sur I’épaississement Spec(R/pR) —

Spf Aris(R) s’identife a B
D(X) Rw AC”‘S(R).

Par fonctorialité du cristal de Messing, la quasi-isogénie p induit un isomorphisme entre I’évaluation
du cristal de X sur Spec(R/pR) — Spf A.is(R) et celui de X c’est a dire un isomorphisme

1
o

Par application du foncteur cristal de Dieudonné sur le diagrammme commutatif

D(X) @w Bgy(R) — D(X), = =

p(p)

(X @g, R/pR)") — (X @r R/pR)™

) 5

X @5 R/pR——> X @r R/pR

on déduit que I'isomorphisme précédent est compatible aux morphismes semi-linéaires induits par
le Verschiebung. La compatibilité aux actions de Galois est due a la fonctorialité de cristal associée
aux morphismes dans NCRIS(S/X) pour v € Gal(R/R) :

(Acris(R) = B) 27 (Aia(R) — R).
O
Notons
E=DX), . @7

D’aprés le corollaire 1.3.1.1 du théoréme de comparaison 1.3.1.1, ’application de périodes de X induit

un isomorphisme de F' ®q, Beris(R2)-modules
V;’(X) ®Qp Bcris(ﬁ) L’ E[%]

Cet isomorphisme est compatible aux Frobenius semi-linéaires ot sur le membre de gauche le Fro-
benius est p ® ¢ et sur celui de droite c’est le Frobenius ¢ induit par le Verschiebung de la réduction
modulo p de X. Il est de plus compatible aux filtrations ot

Fil® (VP(X) ®q, Beris (E)) = V,(X) ®q, Fil* Beyis (R)

et la filtration de E[ﬁ] est celle induit par la filtration de E donnée dans la définition 1.2.2.2 du
chapitre 1.

Prenons le déterminant au dessus de ' ®q, Beris (R) de cet isomorphisme. C’est un isomorphisme
detpV,(X) ®q, Beris(R) — detpmp Bm-s(ﬁ)]E[i]

compatible a action de T', les Frobenius et les filtrations. Le Frobenius sur detpV,(X) ®q, Beris (R)
est donné par p" ® . Calculons la filtration de det g Bcris(ﬁ)]E[%]' Soit

E=E,

-refF
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la décomposition de E suivant action de F o 7: Op — W C Apris(R). Alors,

Fil*E = QB Fil*E,

et
Fil® detros, ., Ely;) = @D FI det, .. B 3]
De plus,
Fi'E, = E, sii< -1,
Fil'E,/FiI’E, = Lie(X), ®r R,

Fil'E, = Fil'"™ A..(R).E, +Fil' A.is(R).Fil'E, sii > 0.
Soit (eq,...,e,) une base du A..;s(R)-module E, telle que
Fil’E, = Fil' Aise1 @ ... Fil' Agrisep, @ Acrisep. 11 ® - .. Acrisen
(cf. remarque 1.2.3.1) et donc pour ¢ > 0,
Fil'E, = Fil'M A ise1 @ .. Fil'™ Agice,, @ Fil' Agrisep, 11 @ .. Fil' Agpisen.
Alors, pour tout i € Z,

Fil' E, [ 1]

{t% | @ € R E, 1]}

= Fil'"' Beser @ .. Fil'M Bose,. @ Fil' Brisep 11 @ ... Fil' Boigen.
On en déduit que ‘ .
Fil* det Bc,,is(ﬁ)ETL%] =Fil"""" Bois.e1 A+ Aey

et que donc
e - 17 _ 1:184pr (D 1
Fil dethris(R)ET[T)t] = Fil Beris(R). Bcif%) ET[p—t].

D’aprés le lemme 2.3.7.2 il existe un isomorphisme de F'®q, Beris(R)-modules munis d"une action
de semi-linéaire d’un opérateur ¢

Px - D(X) Qw ch‘s(ﬁ) — E[ﬁ]

Prenant son déterminant au dessus de F'®q, Beris(R) on obtient un isomorphisme de F ®q, Beris (R)-
modules libres de rang 1 munis d’un opérateur semi-linéaire ¢ :

det(px) : (detoF®WD(X)) Qw Beris(R) —— detF®chE[i].

Il résulte du calcul précédent et du lemme 2.3.7.1 que cet isomorphisme est compatible aux filtrations.

On obtient donc au final par composition un isomorphisme de F'®q, Beris(R) modules libres de rang
1, munis de Frobenius semi-linéaires et de filtrations

(detF‘/;?(X» XQ, Beris (R) — (detOF@)WD(X)) Qw Beris (E)
Mais d’aprés Fontaine il existe un isomorphisme associé aux périodes de X

det pV,(X) ®q, Beris(Og) —— detopewD(X) ®w Beris(O%).

Appliquant (—) ® Beris(O) B.,is(R) on obtient un isomorphisme

detFVP<§g) ®Qp BCTiS (E) -~ det@F@WD(X) ®W Bcris (R)
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compatible aux Frobenius, aux filtrations et a l'action de I' via I' — Ip. On a donc obtenu au

final un isomorphisme de I ®q, Beris(f2)-modules munis de Frobenius, de filtrations et d'une action
semi-linéaire de T,

detF‘/p(X) ®Qp Bcris (E) % detF‘/p(X) ®Qp Bc’r'is (E)

p=Id

D’aprés le théoréme 1.1.2.1, si on applique Filo(—) a l'isomorphisme précédent on obtient un

isomorphisme de F[I'-modules

B:T[2] = detpVp(X) — detpVp(X).

Cela montre déja que I' agit sur detzV,(X) via le caractére

H X%T,T:F—»IE—>O}X7.

TGfF

En résumé : on a construit un isomorphisme de ¢-modules sur F' ®q, Beris (E)

Vol(X) @g, Beris(F) ~ B[] <L D(X) Ow Beris(B) =2 V,(X) @0, Beris (R)
ou :

— m1 est application de périodes de X B

— my est Papplication de périodes de X a laquelle on a appliqué (—) DBeris(05) Beris(R)

— p« est induit par le lemme 2.3.7.2.
On a vérifié qu’aprés application du déterminant detrg, B.,., (—) lisomorphisme de ¢-modules pré-
cédent est un isomorphisme de p-modules filtrés. Puis on a appliqué le foncteur Filo(—)W:Id
obtenir notre isomorphisme.

pour

Remarquons que puisque S est connexe la hauteur de la quasi-isogénie p est constante.
Proposition 2.3.7.3. Via l’isomorphisme 3 : detpV,(X) —— detFVp(Sz) on a

ﬂ(detoFTp(X)) = piht(p)/ddet@FTp(X)'

Démonstration. On va utiliser la proposition 2.3.6.1. Soit 2 € S™ de corps résiduel K ot [K : E‘] <
+00. Soit K une cloture algébrique de K. On peut étendre le morphisme R — Ok associé & = en
un morphisme R — O%. Choisissons une telle extension. Quitte & remplacer R par Ok et le groupe
p-divisbile X par X ®r O on peut alors supposer que R = Ok et R = Of. Considérons

detq, (8) : detg, Vy(X) — detq, Vp(X).
Si B(T) = p®deto, T,(X) alors
detq, (8) (detz, Tp(X)) = p*dety, T (X).

Soit D le module de Dieudonné de X. Puisque [K : E] < 400, le corps résiduel de K est Fp et D
est un Op-module. Avec les notations précédentes on a donc

]E = D ®W Acris(oﬁ)-

Notons Bepis := Beris(Ox). Considérons les isomorphismes (I’isomorphisme du milieu n’est pas
compatible aux filtrations, il 'est seulement aprés passage au déterminant)

Tp(X) ®Zp ch’s ﬂTl) D QW Bcris (% ]D)(X) Qw Bcris ‘% Tp(X) ®Zp Bcris
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ot 71 est I'isomorphisme de périodes de X et o celui de X. Fixons des bases de T,(X), D, D(X) et

TP(X) telles que 'hypothése de la propostion 2.3.6.1 soit satisfait. Soient A € GLy,4(Beris) la matrice
de 71, B € GLypq(L) celle de p, et C' € GLyq(Beris) celle de . Notons a = ) p, la dimension de
nos groupes p-divisibles. D’aprés la proposition 2.3.6.1

det(A) = ut® onuecZ);
det(C) = wt® ounw €L,
et de plus
vp(det B) = ht(p).
Alors,
det(C™'B7tA) = wtudet(B)™*
qui est de valuation p-adique —ht(p). On en déduit le résultat. O

On peut maintenant poser la définition suivante.

Définition 2.3.7.3. On fize 'isomorphisme suivant de F[I']-modules :
ptP/AG  deto, Tp(X) == T
qui induit donc un isomorphisme de Op-systémes locaux

U : detoF'T‘Sm'g SEAEN L.

2.3.7.4 Fonctorialité de I’isomorphisme

Lemme 2.3.7.3. L’isomorphisme u : deto, 7| gris BRAN L; ne dépend pas canoniquement du choiz
fait de la cloture algébrigue de Frac(R).

Démonstration. C’est une conséquence du fait que si v € I, le composé

det g

D2 P GLp(V, (X)) 2, px
ou la seconde fléche est I’action naturelle de I' sur V,(X), coincide avec

I — GLp(V, (X)) 222, X,

O

On doit maintenant vérifier que les conditions de la proposition 2.3.7.2 sont vérifiées. Soit donc
(S8, X', p’) un autre triplet adapté et un morphisme f : S’ — S tel que (X', p') = f*(X, p). Notons
S’ = Spf(R’). On suppose bien siir que S’ # {).

Lemme 2.3.7.4. Le morphisme f*: R — R’ est injectif.

Démonstration. Le morphisme f7%9 : §'m9 — S§7i9 jdentifie S"%9 4 un ouvert admissible de S™*. Soit
x € §'"9 et m I'idéal maximal de R[%} associé a f(x). Puisque R[%] est intégre noethérien
R[;] = Rljlm = Rl3]m.
Mais d’aprés la proposition 3, sec. 7.3.2 chap. 7 de [BGR84], le morphisme naturel
1
R[;]m - Osrig,f(x)

induit un isomorphisme

L —

Rl Im — Osris,y(a)-

Puisque S — S™9 est une immersion ouverte on a Ogrig f(z) = Ogrris 5 €t on conclut. O
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Soit Frac(R’) une cloture algébrique de Frac(R’) et R’ I'anneau associé comme précédemment. Soit
Frac(R) la cloture algébrique de Frac(R) dans Frac(R’) et R I’anneau associé. Il y a un diagramme

R Cc R
N N
R C R.

Notons I' = Gal(R|R) et I" = Gal(R/|R’). Il y a un morphisme naturel I' — T. Si 7/ est le point
géomeétrique de Spec(R’ [%]) associé au choix de la cloture algébrique Frac(R’) et 7 celui Spec(R[%]),
il s’agit du morphisme -

™ (Spec (R’[%]) , n’) —m (Spec(R[%]) , ﬁ).

Le diagramme précédent induit un diagramme d’épaississement a puissances divisées

Acr’is (R) —— T

|

Aris(R) —= R/

Les fleches de ce diagramme sont I équivariantes ot action de I sur les objets du haut est déduite
de l'action de I et du morphisme IV — I'. Soient

Bx :detpV,(X) = detpV,(X)

ﬂXI :detpr(X') - detFVp(X)

les deux isomorphismes construits précédements ot Sx est un isomorphisme de F[I']-modules et Sx-
de F[I']-modules. Puisque X’ = X @ R/, il existe un isomorphisme

Vp(X) = Vp(X')

qui est compatible & I’action de I via IV — I'. On veut montrer que le déterminant de cet isomor-
phisme composé avec Bx- coincide avec Sx. Il suffit pour cela de montrer que ces deux isomorphismes

auxquels on applique (—) ®q, Beris(R') coincident. Mais cela résulte de l'existence du diagramme
d’épaississements a puissances divisées précédent, I’évaluation de tous les cristaux que nous avons

utilisés sur Agp;s (F) — R’ s’obtenant canoniquement par application de (-)® Aprio(B) Airis (ﬁ) a

leur évaluation sur A..;s(R) — R.
2.3.7.5 Compatibilité a I’action de J(Q))

Soit g € J(Qy), g € Aut(]D(X)[%], ©). Avec les notations précédentes, dans 'isomorphisme

P*_l : E[L] — D(X)[%] QL BcriS(E)

pt
si on remplace p par po (g ®Id)~! on a

(pog )it =(g®Id)op; "

Prenant le déterminant sur I ®gq, Beris(R2) on a
detrep,,. ((pog™") ") = det(g).detrep,,.. ()
ot det(g) € F*. On a de plus
ht(pog~") = ht(p) — dup(det(g)).

En se référant a la définition 2.3.7.3 on constate donc que pour g € J(Qp) qui induit g : Mris =,
M9 on a g*u : detp, T = Lj est égal a p~vr(det9) det(g) - u.
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2.3.7.6 Compatibilité a I’action de G(Q,)
On a construit précédemment un isomorphisme de Op-systémes locaux sur ’espace rigide Mrig
w:deto, 7T —— L.
Pour K C Aut(Ap) un sous-groupe ouvert, on pose mainentant
ug = mieu : detp, Ty —— Ly
ol T : Mg — M. Tl reste & vérifier le point (3) du théoréme 2.3.4.2.

Soit (S, X, p) un triplet adapté. On choisit comme précédemment un anneau R et on note 7;,(X)
le I' := Gal(R|R)-module associé. Soit K C Aut(Ag) et g € G(Q,) vérifiant :

~ g 'Kg C Aut(Ay),

- Ao C g.Ao.

Supposons de plus que 'on dispose d’une structure de niveau K

7: Ao — T,(X) [K],
c’est & dire un isomorphisme de Op-modules
n: Ao — 1,(X)

via lequel I'action de T sur T,,(X) se fasse a travers K et ou 77 désigne la classe de K-conjugaison de
1. Le quadruplet (S, X, p,77) définit un élément x € MK(SMQ).
Supposons de plus que I'on a un sous-groupe plat fini C' C X stable sous ’action de Op tel que
le composé
Ao %’ Tp(X) — T,(X/C)

induise un isomorphisme
Aq

T,(X)
g.Ng ——T,(X/0).

Alors,
nog:Ao —— T,(X/C)

induit une structure de niveau

mog: Ao — Tp(X/C) [g7 Kg].
Soit f : X — X/C lisogénie. Alors, via I'isomorphisme
g: MK o /\;lgflKg,
le quadruplet (S, X/C, f o p, 76 g) correspond au point g.x € .Au/lg—lKg(Srig).

Notons E, resp. E’ I’évaluation du cristal de Dieudonné de X sur I’épaississement A,.;s (R) —- R.
L’isogénie f : X — X/C induit un morphisme E — E’ compatible a I'action de Op. Par fonctorialité
du cristal de Dieudonné on a alors un diagramme commutatif

>

VP(X) ®Qp BCT’iS = E[I%] ~ D(X) ®W Bcris
l ~ 1 (fOp)*
VZD(X/C) ®Qp Bcris E [ﬁ] ~ D(X) ®W Bcris
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ou les applications horizontales de gauche sont les application de périodes de X et X/C. Soient

Bx i detpV,(X) == detpV,(X)

ﬁx/c . detFVp(X/C') = detFV;,(X)

les isomorphismes construite précédemments. Il résulte de la commutativité du diagramme précédent
que le diagramme

Bx ®Id

~

detpV,(X) ®q, Beris(R) det pVp(X) ®q, Beris(R)

det Vp(f)i’\*
— Bx,c®Id ~ _
detpr(X/C) ®q, ch’s(R) e detFVp(X) Xq, B.ris (R)

est commutatif. Le diagramme

det pV,(X)

detpV,(X)
det Vp(f)lfv
8 ~
det V) (X/C) > det pV, (X)
lest donc. On en déduit la propriété (3) du théoréme 2.3.4.2.

Cela termine la démonstration du théoréme 2.3.4.2. O

Prewve du théoréme 2.5.4.1. Le morphisme Mg — det(M) K est défini comme suit : Soient S un
espace rigide connexe sur Sp E' avec morphisme structural fs: S — Sp E. Un élément z = (X, p,7m)
de Mg(S) est donné par (X, p) € M(Y) ou Y est un schéma formel admissible de fibre générique
S et

n:Ao/p" Ny = sk Tk @ L/p"ZL K]

avec ms x : S — My et m € N assez grand. Posons l'image de z dans det(M)x(S) via Mg(S) —

v

det(M) g (S) Visomorphisme

deto ,nQZ/p™Z 5k (uK)®ZL/p™ L
—

detp, Ao @ Z/p™7Z s xdetx T @ Z/p™ 7 — [sLi @ Z/p™Z [det K]
dans la composante (X, p).

La compatibilité de I’action de J(Q,) x G(Q,) est immeédiate d’aprés le théoréme 2.3.4.2. Il nous
reste & montrer que le morphisme Mg — det(/\;l) k est compatible & la donnée de descente de
Rapoport-Zink. Considérons le morphisme

VP(X) ®Qp Bcris(og) uLt D(X) Rw Bcris(og)

Frobg). % b *
( E) D(UEX) ®w Beris (OE) < V}J(UEX) ® Beris (OE)
ou ~ ~

— my (resp. m2) est application de périodes de X (resp. 0,X)

— (Frobg). est induit par l'isogénie Frobg : X — o5X.

Aprés avoir appliqué le foncteur Fil®(det F®q, Beris (=))#=P", on a un isomorphisme

det V,(X) =5 det V,, (05 X). (2.6)

En utilisant la méme preuve que la propostion 2.3.7.3 et le fait que ht(Frobg) > 0, isomorphisme
2.6 induit un morphisme R R
det T, (X) — det T, (05 X)
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qui induit un morphisme de Op-systémes locaux
Ly — o5l
11 suffit donc de montrer que via le lemme 2.2.3.2 pour 6, L5z — 0L correspond a
XNaeti(p~") : Op — Op
avec Neet z(p~h) =pad/d oy q = Yopietd =[E:Ql.
On fixe une base (€;), 7, de detopew D(X)[1/p] comme dans le lemme 2.3.7.1. Alors

n

— o . . 0 _ /
LaslL/p] = det Vy(X) = { 3 er ® ar € Fil’( et D(X)[1/p] © Boris)*™"}
T€lR
opLiz(1/p) = det V,(05X)
(X e o180 Rt DOOW/H @, B Bori)™")
Telp
B { Z crel@arc FHO(Og%tWD(X)[l/p] ®p (Eu] ®GEI,E‘ Bcris))g;:pn}
TE€lR

On explicite donc 'isomorphisme 2.6 :

Luz(l/p] — opLlpzll/p] (2.7)
Z er Qa, — Z (p"ap_l)d/(eT)®l®aT.
Tefp TEiF

Comme )} 7 e; ®ar € Fil’(deto pow D(X)[1/p] ® Beris)?=?" implique que ¢(a,) = pP~agr, on a

alors
Z (pnsﬁfl)d/e.,- ®1Qa, = Z pad'/deg_d/T R1lQa, = Z e, ®1® ng,(aT).

Tefp Tefp -refp

Soit 655 : E = E comme dans le section 2.2.3. Alors 63" induit un isomorphisme de E-algebres
&El : E ®0517E“‘ Bc'rzé(og) = BCT“(OE)

et puis un isomorphisme L ,, @) [1/p] = L z[1/p]. En composant avec 2.7, on a alors

Luz(1/p] — Luz(1/p] (2:8)
Yoer®ar = Y e @55 (9" (ar).
relp relp

Sion fixe un 79 : F — E et pose p; := Pyir,, O a un F-isomorphisme compatible & 'action de
IE :

110 \e=p"y 2 L,
{ ; er ®ar € Fil°( det D(X)[1/p] @ Beyis) ™"} = M(E, {pi})
TClF
Z er @ ar — ar,

ol

M(E, {pitocica—1) = {2 € Beris(05)? " |Vi,0 < i < d, o' (x) € Fil"* Beyis(O5)}.

On peut donc identifier ces deux F[Ig]-modules et I'isomorphisme 2.8 via cette identification corres-
pondant & F-isomorphisme

M(Ev {pi}) = M(Ev {pz})

ar, = 5 (97 (az,))
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d'—1 d’fi(

D’aprés la proposition 2.3.5.2 et le choix de 6, lorsque a-, = [[;_, ¢ trrp)Pi, on a

/

G5 (9% (ar)) = PG 5(ary) = p*¢/day,,

car Xz, (6g) = 1. Alors (2.8) est la multiplication par p*®/?. O

2.4 Le morphisme déterminant pour le type P.E.L.

2.4.1 Reformulation de la définition d’une structure de niveau P.E.L.

Avant de définir le morphisme déterminant dans le cas P.E.L. on a besoin de reformuler les défi-
nitions 2.1.6.3 et 2.1.6.4 concernant les structures de niveau avec polarisation. Il ne s’agit que d’un
jeu sur les définitions mais on préfére clarifier ce point.

Plagons nous donc dans une situation P.E.L., c’est a4 dire que l'on a fixé une donnée de type
P.E.L. non-ramifiée simple (cf. section 2.1.3). Soit G le groupe réductif associé. Rappelons que ’on
note

c:G— G,,

le facteur de similitude. On a fixé un réseau autodual Ay C V pour l'accouplement < .,. > et on
note G(Z,) le sous-groupe compact de G(Q,) associé.

Lemme 2.4.1.1. Soit Y un E—espace rigide et H un groupe p-divisible rigide sur Y muni d’une
structure additionnelle P.E.L. (1,\) associée au groupe G, v : Op — End(H) et A\ : H = H".

Supposons H muni d’une structure de niveau K C G(Z,). Alors, /L;ig est muni d’une structure de

niveau c(K) telle que pour tout point géométrique v € Y (E) si
n: Ao — T,(H,)
a pour K-orbite celle associée a la structure de niveau K sur H, il existe
Ne : Ly — Zp(1)
ayant pour c(K)-orbite celle associée a la structure de niveau c(K) sur u;ig telle que si
(~7 ) : Tp(Hw) X Tp(Hz) - Zp(l)
est l'accouplement associé a la polarisation A de H alors
(n(e),n(e)) =m0 < o,0>.
Démonstration. Soient vy,vy € Ag vérifiant < v1, v >= 1. Posons pour a € Z,
ne(a) = a(n(v1), n(vz)).
D’aprés la définition 2.1.6.3, si f : Z, — Z,(1) il existe u € Zy tel que
(n(e),n(e)) =u.fo< e ,e>.
Appliquant cette égalité au couple de vecteurs (v1,v2) on obtient
ne(1) = (n(v1),n(v2)) = uf(1).
On a donc . = u.f : Z, — Z,(1) et

(n(e),m(e)) =nco < o, 0>.
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Bien sir, 7. ne dépend pas du choix fait de vy et vo.
Maintenant, si v € 71(Y, x), par définition d’une structure de niveau K, il existe k € K tel que

vyn(vy) = nlkw)
yn(vz) = n(k.va).

On a alors

¥.1e(1)

k

< k., kg >)
ne(c(k) < vy,v9 >)
= c(k)nc(1).

On en déduit que 7, définit une structure de niveau c¢(K) sur Z,(1). O

I
=
O

Avant d’aller plus loin on a besoin de préciser un point concernant « la »polarisation de la défor-
mation universelle X" sur M. En effet, X" n’est pas muni d’une polarisation principale mais
d’une classe de Z,-homothétie de telle polarisation (cf. le dernier point de la définition 2.1.4.3).
Néanmoins il y a un moyen de choisir un représentant dans cette classe de la facon suivante.

Convention : Soit S un Spf(O)-schéma et (X, )X, p) € M(S) ou X est définie & priori & un
Z, -multiple prés. On choisit N X = XV comme étant 'unique polarisation principale telle que le
diagramme

Xg ——> X5

Al v lx

p
VY« XV
XS XS

commute & une puissance de p prés (et non pas & un Q; -multiple prés).

A cause de la convention précédente l’action de J (Qp) sur M se décrit de fagon légérement
différente.

Lemme 2.4.1.2. Soit c: Jv — Gy, déduit du facteur de similitude ¢ : G — G,,,. Avec la convention
précédente, si (X, N, p) € M(S) et g € J(Q) on a

g.(X, N, p) = (X,p~De(g)N, pog™).
Démonstration. La commutativité du diagramme précédente a une puissance de p prés s’énonce en
pY oXNop=piA
pour un % € Z. On a donc

pi(g—l)\/ O)\Og_l
= ple(g) M

(pog ") oNo(pog™)

soit encore
(pog™h)Y o (pC@e(g)N) o (pogt) = pi=rc@)y,
Le résultat s’en déduit. 0
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Avec la convention précédente on parlera désormais de la polarisation de la déformation universelle
X" sur M. La proposition qui suit se déduit alors du lemme 2.4.1.1.

Proposition 2.4.1.1. Pour tout entier m > 1, soit Ny, le faisceau étale sur Mrig formé des couples
(1,7mc) ot : 4 ‘

—n: Ao /pT Ay —— XWV[p™]|"9 est un isomorphisme compatible & laction de O,

~ e Z)p"7L —— Z/p"Z(1)

— laccouplement (.,.) : XWiV[pm]rid x Xwivpm]rid — 7 /pm7(1) associé a la polarisation de

Xuniv est tel que
Neo < @0 >= (77(.)777(’))

Munissons Ny, de Uaction de G(Z,) en posant g.(n,n.) = (nog,c(g)n.). Alors, si K C G(Z,) est un
sous-groupe ouvert on a

Mg =Ny /K
pour un m tel que K C ker(G(Z,) — G(Z/p™Z)).

Voici une formulation plus savante de la proposition précédente. Au groupe étale fini XV [pm]ri9

muni de son action de Op et de I'accouplement
Xuniv[pm]m'g X Xuniv [pm}rig N Z/me(l)

donné par la polarisation est associé un G(Z/p™Z)-torseur étale €. Si ¢ : G(Z/p™Z) — (Z/p™7Z)*,
le poussé en avant de ce torseur c.& est le (Z/p™Z)*-torseur associé a Z/p™Z(1) c’est a dire
Isom(Z/p™Z,Z/p™Z(1)). Alors, une structure de niveau ker(G(Z,) — G(Z/p™Z)) n’est rien d’autre
qu’une trivialisation de ce torseur. Par application de c,, cette trivialisation de £ induit une trivia-
lisation du torseur associé & Z/p™Z(1) c’est & dire une structure de niveau 1+ p™Z, sur Zy(1) qui
est celle notéee 7.

2.4.2 Le cas symplectique

Soient (F,V,< -,- >,b, i) une donnée de type P.E.L non ramifiée simple de type symplectique.
On reprend les notations des sections 2.1.3 et 2.1.4. Rappelons qu’on note Ay un réseau autodual
dans V. On note encore G = Gspp,. (Ao, < .,. >) pour le modeéle entier de G = Gspp(V,< .,. >)

défini par ce réseau. On a donc G(Z,) = G(Qp) N Aut(Ag). On note (/\;IK)ch(Zp) la tour d’espaces
rigides associée. Le corps reflex associé est £ = Q,.

Dans le cas symplectique la définition du morphisme déterminant est particuliérement simple car
le cocentre de G V'est. Plus précisément, comme dans le cas E.L. on définit

D =G/G%*" =G,y,,
la projection G — D étant donnée par le facteur de similitude
c: G — Gy,
Le morphisme

detr : G — Resp/q,Gm
g — detp(g;V)

est donné en fonction du facteur de similitude par
detp = c?.

Rappelons le lemme suivant.
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Lemme 2.4.2.1. La hauteur de la quasi-isogénie universelle p sur M est diisible par %d. Plus

précisément, si S est connezxe, (X, N, p) € M(S) et dans le diagramme

X5 —— Xz

|k

p
V< XV
XS XS

ona )N =p.p’"Lolop™t alors
d
htp = %z
Démonstration.
ht(\) = ht(p'.p' Todop™)

ht(p") + ht(p ") + ht(\) + ht(p~ ")
= ndi— htp + ht(A\) — ht(p)

Comme X et )\ sont les isomorphismes, d’ou le résultat.

On a dans la situation symplectique A = Z et

wiM — 7

2
X\ ~Z ht
(X, N\ p) — — Ity

qui d’aprés le lemme 2.4.2.1 s’interpréte en termes de polarisations.

Le morphisme ¢ : G — G, définit un morphisme c: J — G, et alors pour g € J(Q,),

Lemme 2.4.2.2. Le morphisme de groupes c: J(Qp) — D(Q,) est surjectif.

Démonstration. Le groupe J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi M de G, le cen-
tralisateur du morphisme des pentes. Un tel sous-groupe de Levi est donné par le scindage d’un
drapeau isotrope dans (V,< .,. >). Plus précisément, on peut écrire V comme somme directe de
sous-F-espaces vectoriels

V=WVie - --aoV,)oEae(W,®dW,_1---®& W)

avec
Vie-eV)r=Vie-aV,)0E

et pour 1 <7< r,
Vie-aV)t=WVi@ - aV,)OEa(W,® & Wi).

L’accouplement < .,. > sur F est non dégénéré et pour 1 < i < r, il induit un accouplement parfait
VixW; = Qp. Sil<i<retge GL(V;) on note ‘g € GL(W;) l'adjoint de g relativement & cet
accouplement. Alors,

M = HResF/Qp GL(V;) x Gsp(E,<.,.>) < Gsp(V,<.,.>)
i=1

(91,19 h) = @ DgDhdch)igt @ de(h)igrh
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ou ¢(h) € G, désigne le facteur de similitude de h et si E = 0 on note Gsp(E, < .,. >) = Gy,.
Il résulte de cette description de M que M9 est simplement connexe. Le groupe algébrique J"
lest donc également. D’aprés Kneser, cela implique que le morphisme

J(Q@p) — (J/T)(Qp)

est surjectif. Mais le morphisme ¢ : J — G,, se factorise en
J — JJJET = MM s GJGI = G

Il suffit alors de constater sur la formule donnée précédemment pour M que le morphisme

M(Q,) — G(Qy) — Q)
est surjectif. O

Puisque pour g € J(Q,) on a »#(g.x) = wy(g) + 2(z) on en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.4.2.1. L’application s : M — 7 est surjective.

Voici maintenant I'analogue du théoréme 2.3.4.2. Sa démonstration est beaucoup plus simple
que celle du théoréme 2.3.4.2. De plus nous n’en n’aurons pas besoin dans la suite pour définir
le morphisme vers ’espace de Rapoport-Zink associé au cocentre puisque celui-ci est donné par
c:G— G,, et non det : G — ResF/Qme. Nous I’avons tout de méme inclu.

Théoréme 2.4.2.1. Pour K C G(Z,), soit T le Op-systéme local sur /\;lK qui est le module de
Tate de la déformation universelle. Il y a pour tout K un isomorphisme

UK det@F'TK SEAEN OF(%)

1ls vérifient :

1. Si K' C K via wger g : Mgr — Mg,
W;(/,KUK = Uug.
2. Sig e J(Q), qui définit l'automorphisme g : MK = MK, via Uidentification ¢*Tx = Tx on a
g ur = (p~ 1) det(g) Jurc.

3. 8ig e G(Qp) est tel que g7 Kg C G(Z,) et Ag C g.Ag, si g : Mg = ./\>lgf1Kg, via le
morphisme canonique
Tk — 9" Ty-1k4

le composé
det Tie — g* det Ty-15c, —— " g"Op(2) = Op(2)

est égal a

p—vp (det g) U

Démonstration. Soit m > 1. On a deux morphismes de groupes
det,, : G(Z/p"Z) — (Op/p"OF)*
em t G(L/P"L) — (Z/p"Z)".
Au groupe étale fini polarisé muni de son action de Op, (X"™V[p™]"9 )\') est associé un G(Z/p™Z)-
torseur étale &, (cf. section 2.4.1). On doit calculer son poussé en avant, det,,.E,. Puisque

n/2

m

det,, =70c¢
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oni: (Z/p™Z)* — (Op/p™OF)*, on a
detysEm = i*(cm*é'm)"/Q.
Mais (cf. toujours la section 2.4.1),
CmiEm = Isom(Z/p™Z, Z/p™ Z(1)).

Les diverses égalités précédentes sont compatibles lorsque m varie. Le résultat s’en déduit facilement.
En particulier, on retrace facilement les actions de J(Qy) et G(Q,) (il faut utiliser le lemme 2.4.1.2
pour laction de J(Qy)). O

Voici maintenant le morphisme « déterminant » que 1’on devrait plutot appeler morphisme facteur
de similitude dans ce cas 1a. Soit (D, co i) comme donnée de Rapoport-Zink torique (cf. 2.2). On a
D=Gpetcofi:z—z " carcop:zw z (cf def. 2.1.3.1). Pour K C Z) un sous-groupe ouvert,

I'espace de Rapoport-Zink torique /\>l(D7 co f1) classifie les structures de niveau K sur Q,(1).

v

Théoréme 2.4.2.2. Soit (M(D,co i)k)k la tour de Rapoport-Zink associé a la donnée torique
(D,cof). Il existe un morphisme J(Qp) x G(Qp)-équivariant surjectif de tours de E-espaces rigides

(Mg)x — (M(D,co )e()) i

ot [’équivariance est relative au morphisme (¢, c) : J(Qp) x G(Qp) — D(Qp) x D(Qp). Ce morphisme
est compatible aux applications localement constantes s : Mg — A et D, coji M(D, cofi)e(xy — A,
et est compatible & la donnée de descente de Rapoport-Zink.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.4.1.1, le faisceau Z,(1) sur Mg est muni d’une structure
de niveau ¢(K) associée a la polarisation,

Mo+ Ly — Ly(1) [e(K)].
On définit alors une structure de niveau ¢(K) sur Q,(1)
P T Qp —— Qp(1) [e(K)]

et donc un morphisme My — M(D, co fi)e(k). On vérifie que ce morphisme est compatible aux
actions de J(Q,) et G(Qp) (pour l'action de J(Q,) il faut utiliser le lemme 2.4.1.2) et & la donnée
de descente de Rapoport-Zink. O

2.4.3 Le cas unitaire
Soient (F,,V,< -,- >, b, [i) une donnée de type P.E.L non ramifiée simple unitaire (2.1.3) et M

I'espace de Rapoport-Zink associé.

Comme précédemment on définit

D =G/G*

le cocentre et
det: G — D

le morphisme quotient. On a alors
D = {(x,c) € Resp/q,Gm X Gy, | Np/py(x) = c"}

ot Np/r, : Resp/g, G — Resg, /g, Gm et Fy est 'ensemble des points fixes de I’ sous l'involution
*. Via cette identification

det:G — D
g +— (detp(g;V),c(g)).
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Le groupe X¢ (GQ) est engendré par ¢ : G — G, qui fournit une identification
A=7.
nd

D’apres le lemme 2.4.2.1, la hauteur de la quasi-isogénie universelle est divisible par %*. Alors,

M — Z
2

X, N — = htp.
(X, N, p) +— o htp

Le morphisme ¢ : G — G,, induit ¢: J — G,, et pour g € J(Q,)

Calculons I'image de I’application s.
Proposition 2.4.3.1. Si n est impair Uapplication > est & valeurs dans 27.

Démonstration. Soit x = (X, N, p) € M(F,). Par définition,
() = —zht €Z
BT

D’aprés lemme 2.3.1.1, éhtp € Z. On en déduit que »(x) € 2Z lorsque n est impair.

Voici maintenant ’analogue du lemme 2.4.2.2.
Lemme 2.4.3.1. Le morphisme de groupes c : J(Q,) — D(Q,) est surjectif.

Démonstration. On reprend le raisonnement du lemme 2.4.2.2. Le groupe algébrique J est forme
intérieure du sous-groupe de Levi M. Précisons la structure de M. On peut écrire V' comme somme
directe de sous-F'-espaces vectoriels

V=WVio---aV.)sEa(W,&W,_1--- & W)

avec

Vie--—aV)'=We--aV,)oFE
et pour 1 <7 <7,
(Vl@"'@Vi)L:(Vl@"‘@Vr)@E@(Wr@"'@Wi+1)~

L’accouplement < .,. > sur E est non dégénéré et pour 1 < i < r, il induit un accouplement parfait
VixW; - Q. Si1<i<retge GL(V;) on note g* € GL(W;) Padjoint de g relativement a cet
accouplement. Alors,

M =[] Respyq, GL(V;) x GU(E,<.,.>) < GU(V,<.,.>)
=1

(91, 90 h) = g @ Bg@hdch)(g) e ®ch)(g]) "

ou c¢(h) € G,, désigne le facteur de similitude de h et si E = 0 on note GU(E, < .,. >) = Gy,.
Notons dimpV; = m; et dimgFE = s. On a alors

I
2 Z m; + s =n.
i=1
Si E =0, n est pair et le morphisme de groupes

(M/M*)(Qp) — D(Q)
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s’identifie alors a

(F7)" xQy — {(z,0) € F* xQp | Npp,(x) = "}

(W1 5w 0) — (/i -y fyre™? o).
Il est surjectif. En effet, si x € F'* et c € Q, sont tels que Np/p, (x) = c™ alors
NF/FO(:EC*%) =1
et d’aprés le théoréme de Hilbert 90 il existe y € F'* tel que
y/y*=xc 3.
Si E # 0, le morphisme (M/M%7)(Q,) — D(Q,) s’identifie &
(FX) x {(z,0) € F* x Q% | Npyio() = &'} — {(@,0) € F* x Q@ | Niy (@) = "}
(- w)s (20) (Yl - yefyyzc™ T ).

Si s = n il est évidemment surjectif. Supposons donc que ce n’est pas le cas et que donc r # 0. Si
(z,c) € F* x Q) sont tels que Ng/g, () = " alors

,(m1+...+mr)) _ CS.

NF/FO (IC

On conclut que (M/M*7)(Q,) — D(Q,) est surjectif.
Puisque J9" est simplement connexe, d’aprés Kneser, J(Q,) — (J/J9")(Q,) est surjectif. On
conclut donc au final que le composé

J(Qp) — (J/T¥")(Qp) = (M/MI")(Qy) — D(Qp)
est surjectif. O

L’image de I'application naturelle
D(@Q) — A=Z
(@,¢) — wv(c)
est Z si n est pair et 2Z si n est impair. La proposition 2.4.3.1 et le lemme 2.4.3.1 entrainent donc
la proposition suivante.
Proposition 2.4.3.2. L’image de l'application
i M —T7

est Z sin est pair et 27, si n est impair.

Revenons au morphisme déterminant. On a

X.(D)={ Z a-[7] | ar € Z et i € ZVT, ar + ar, =in}.
relr

Soient (pr, ¢r), ¢, les signatures associées a la donnée de Rapoport-Zink (cf. 2.1.3). On ap, +¢, =n

et (pT*7QT*) = (QTapT)- Alors,
detji=— Y prlr].
‘rEfF
Soit
Ly

le Op-systeme local sur Sp(E) de la définition 2.3.2.1. Rappelons qu’il a pour fibre géométrique sur
Ele Op-module Op muni de 'action de Galois donnée par

H XZI)/TT,T'

TEfF

Nous adpotons la définition suivante.
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Définition 2.4.3.1. Soit F un Op-systéeme local €tale sur un espace rigide.
1. On note F*) le Op-systeme local F R0« OF.

2. On note
NpypyF
le Op,-systéme local étale obtenu par descente des coefficients de O o O, du Op-systéme
local
F Qop F)

muni de sa donnée de descente canonique

F®o, F o (Feop, FOYW =FW go, F
TR®Y = YT

Revenons au systéme local L. Il y a une identification canonique
Nr/r, Ly = Ory(n)

car

pr pr _ Pr pr
H Xrr,r *° H XLr,r = H XLr,r H XLT, 7+
TGI_F Tefp TEfF TEfF
_ Pr+Prs
= H XLr,r
TEfF
_ n
= H XLT,r
TGiF

_ n
- chcl .

Définition 2.4.3.2. On note (det(M)K)KcD(QP) la tour de E-espaces rigides définie par

det(M) g = H Y /K pour m >0

Im s

ot Yy, = {(n,n.)} avec
- n€lsomy (Op/p"OF, Li @ L/p™1L),
- ne € Isom(Z/p™Z,Z/p™Z(1)),
— via Uidentification Np/p, Lz = Op,(n) on a

Np/rn=ng" ®1d
ot
g™ € Isom(Z/p™Z, Z/p™ Z(n))

et
ne" @ 1d € Isomp, (OF, /p" OF,, OF, /p" O, (1)),

- (w,¢) € F* x Q) vérifiant (x,c) € K agit sur Yy, via (1,7.)-(x,c) = (xn, cne).

On munit det(M) g de laction de D(Q,) x D(Q,) suivante. Pour ((z,c), (2, ) € (F* x Q))?

vérifiant Np g, (x) = c" et Np/p,(2') = ™, si (n,n.) € det(M)k est dans la composante indexée
par d € Im 2 C 7Z on pose

((33, C), (.T/, C/)).(n, 7’]0) = (p_vp(x)_vp(zl)l‘l‘/.’rhp_vp(c)_vp(C/)CCI.’I?C)

dans la composante indéxée par § + vp(c) + vp(c).
Enfin on définit Uapplication s : det(M) g — A qui sur la composante indéxée par 0 € Z vaut 9.
Il existe aussi une donnée de descente sur det(M)x comme dans la section 2.8.2.2.



84 CHAPITRE 2. LE MORPHISME DETERMINANT

Voici maintenant ’analogue de la proposition 2.3.3.1.

v

Proposition 2.4.3.3. Soit (M(D,det ft))k la tour d’espaces de Rapoport-Zink associée a la donnée

v

torique (D,det i) et spp : M(D, i) — A (cf. section 2.2). Il y a alors un isomorphisme D(Q)) x
D(Qy)-équivariant de tours

(det(M) )k —— (M(D,det i)x)

tel que le diagramme suivant commute

v ¥

det(M) i M(D,det i) i

A
De plus, cet isomorphisme est compatible a la donnée de descente.

Démonstration. Fixons un isomorphisme Z, — Z,(1). On identifie donc la fibre de Z,(1) sur le

point géométrique donné par Fa Z, muni de I’action donnée par le caractére cyclotomique.
On a

v

detM)x(B) = [ {(m.ne) | Neyron = e © 1}/ K

Tm s
ou
n € Isomp, (Op /p"Op, O /p" OF) = (Op /p"OF)*,
Ne € Isom(Z/p™Z,Z/p"Z(1)) = (Z/p"L)*
vérifient

Neyg(n) = ;-
Un tel couple (1, 7.) définit donc un élément (n,n.) € D(Z/p™Z) (le tore D étant non-ramifiée on
note encore D pour son modéle entier canonique sur Z,). La classe de (7,7.) modulo K définit un
élément
(n,ne).K € D(Zy)/K.

v

Si (7,7¢).K est dans la composante de det(M)x(E) indéxée par § € Im s, en translatant par
nd

(p%,p°) € D(Q,) (ce qui a un sens grace a la proposition 2.4.3.2) on lui associe 1'élément

nd

(p% . p°)(n,n.).K € D(Q,)/K.
Cela définit une bijection
det(M) x(B) —= M(D, det i) (E)
dont on vérifie comme dans la proposition 2.3.3.1 qu’elle est compatible & 'action de Ig et de

D(Qp) x D(Qp). 0

Soit Tk le Op-systéme local étale sur M x qui est le module de Tate de la déformation universelle.
La polarisation universelle normalisée comme dans la section 2.4.1 munie 7x d’un produit hermitien

TK X TK — Zp(].)
qui induit un isomorphisme
T = TX9(1).
Appliquant detp, & cet isomorphisme on obtient un isomorphisme de systémes locaux de rang 1

detoFTK >~ (detoFTK)v(*) (n)

soit encore un isomorphisme
NF/FOdetOFTK — OFO (n)

Venons en au théoréme principal analogue du théoréme 2.3.4.2. On note encore L; pour le tiré
en arriére de £ sur Mg.
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Théoréme 2.4.3.1. Pour tout K C G(Z,), il existe un isomorphisme de Op-systémes locauz étales
sur Mg

UK detoFTK SEAEN Eﬂ
vérifiant :

1. Le diagramme suivant commute

Np/pyux

NF/FOdetOFTK = NF/FO‘C[L

S A

OFO (n)

ot la fleche diagonale de gauche est induite par la polarisation de la déformation universelle et
celle de droite résulte de I’égalité de caractéres Npp, o [, XiTT,T = Xeyel-

2. Si K' C K, via le morphisme de changement de niveau mx g : Mg — My et Uidentification
canonique Ty Tk = T on a
T KUK = UK

3. 8t g € J(Qp), qui définit Uautomorphisme g : Mg = MK, via lidentification canonique
9 T = Tx Uisomorphisme

det T = g" det T STk 9 fxla= frLla

est égal a
(p~79°9) det o (g)) s

4. Si g € G(Qy) est tel que g7'Kg C Aut(Ag) et Ag C g.\o, si g : Mg = ./\;tgflKg, via le
morphisme canonique
Tk — 9" Ty 1Ky,

le morphisme composé

g u,
det T — g" det Ty-1x4 B LA 9" fg-1kgli = fiLp

est égal a
p*”p(dCth)uK.

Démonstration. Aprés oubli du produit symplectique, la donnée de Rapoport-Zink de type PEL
(F,*,V,< -,- >,b, i) dont on est parti fournit une donnée de type EL (F,V,b, ). Il lui correspond
un espace de Rapoport-Zink de type EL. Le morphisme oubli de la polarisation définit un morphisme
de 'espace de type PEL vers l'espace de type EL. Ce morphisme est équivariant via les morphismes
naturels des groupes G et J associés a la donnée de type PEL vers ceux associés & la donnée de
type EL. Tirant en arriére les isomorphismes du théorémes 2.3.4.2 de la tour de Rapoport-Zink de
type EL vers celle de type PEL on obtient la construction des (ug ) vérifiant les propriétés (2), (3)
et (4). Il reste a vérifier la propriété (1) faisant intervenir la polarisation. En reprenant la preuve
du théoréme 2.3.4.2 dans la section 2.3.7, on vérifie que cette propriété est une conséquence de la
compatibilité de I'isomorphisme de périodes du théoréme 1.3.1.1 & la dualité de Cartier. O

Comme dans le cas EL on en déduit le théoréme suivant.
Théoréme 2.4.3.2. Via le morphisme (det,det) : J(Qp) X G(Qp) — D(Qp) x D(Q,) il existe un
morphisme J(Qp) X G(Qp)-équivariant de tours d’espaces rigides

(MK)K — (det(/\;l)K)K

ot K parcourt les sous-groupes owverts de G(Z,). Ce morphisme composé avec l’application canonique
det(M)ges k — A coincide avec Uapplication s : Mg — A. De plus, ce morphisme est compatible a
la donnée de descente de Rapoport-Zink.



86 CHAPITRE 2. LE MORPHISME DETERMINANT

2.5 Interprétation en termes de systémes locaux sur ’espace
des périodes

2.5.1 Rappels sur le morphisme de périodes et les Q,-systémes locaux de
de Jong

Considérons une donnée de Rapoport-Zink locale non-ramifiée simple de type EL ou PEL. Soit
G le groupe réductif associé. Rappelons qu’on a fixé une classe de conjugaison de cocaractére

,&' : Gm@p — G@p

On dispose également d’une classe de o-conjugaison b € B(G) et J(Q,) est le o-centralisateur de
b. Enfin on a fixé un réseau (autodual dans le cas PEL) dans 'espace vectoriel V' ce qui définit un
modéle entier réductif de G que 'on note de la méme facon. En particulier, G(Z,) est un sous-groupe
compact de G(Qy).

Dans cette section on considére la tour d’espaces de Rapoport-Zink non plus comme une tour
d’espaces rigides au sens de Tate mais d’espaces analytiques au sens de Berkovich ([Ber90], [Ber93]).
Ainsi, si M désigne la fibre générique de M comme E-espace analytique de Berkovich ([Ber96])
on note 5 .

MK)kcae,) — M™

la tour de revétements de 1’espace analytique Man Soit Faon I’espace des périodes de Rapoport-Zink
([RZ96] chapitre 1). Il s aglt de 'espace homogene des sous-groupes paraboliques de type i de G

Plus précisément, on voit Faon comme E-espace analytique de Berkovich i.e. c’est I'analytifi¢ de 1a
variété algébrique sur E qui est ’espace homogéne précédent. Rappelons que L = E (2.1.4.1) et que

J(Qp) ={g9 € G(L) | gbo = bog dans G(L) x (o) }.

On a donc J(Q,) — G(E) qui agit donc sur Fo".
Rapoport et Zink ont construit dans le chapitre 5 de [RZ96] un morphisme de périodes

oM — Fn,

Celui-ci généralise le morphisme de périodes de Gross-Hopkins pour les espaces de Lubin-Tate
(|IGH94]). C’est un morphisme J(Q,)-équivariant. Il est étale au sens des espaces rigides ([RZ96]
prop. 5.17) et méme étale comme morphisme d’espaces analytiques de Berkovich ([Far04] lemme
2.3.24). 1l s’en suit que 'image de 7 est un ouvert de Fon,

Définition 2.5.1.1. On note F* louvert de Fo qui est l'image du morphisme de périodes. On
Uappelle le lieu admissible.

C’est un ouvert J(Q,)-invariant dans Fan_ Dire que le morphisme de périodes est étale au sens
de Berkovich signifie que tout x € Moan posséde un voisinage ouvert U tel que 7 : U — #(U) soit
étale fini. Dans [dJ95b] de Jong définit une notion de revétements étales d’espaces analytiques de
Berkovich et démontre le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.1.1 (de Jong [dJ95b]). Le morphisme de périodes est un revétement étale au sens
de de Jong, c’est a dire tout point de Fo posséde un voisinage ouvert U tel que #~1(U) soit une
union disjointe d’ouverts étales finis sur U.

Dans [dJ95b] ce théoréme est explicitement démontré dans le cas de I'espace de Lubin-Tate car
dans ce cas 1a on sait d’aprés Gross et Hopkins (|GH94]) que F® est I'espace projectif tout entier.
Cependant, les résultats de [dJ95b] montrent le théoréme plus général tel que cité précédemment. Le
morphismes de périodes est invariant sous l'action de G(Q)) au sens ou si K C G(Z,) et g € G(Qp)
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sont tels que g7'Kg C G(Z,) alors le diagramme suivant est commutatif

/ e Mo
Man\ Man
f‘a

De plus, les fibres de 7 sont exactement les orbites de Hecke (cf. [RZ96] Prop. 5.37). Le théoréme
2.5.1.1 précédent affirme donc en quelque sortes que les correspondances de Hecke agissent « de fagon
proprement discontinue »sur la tour de Rapoport-Zink.

De Jong définit également une notion de Qp-systéme local sur les espaces analytiques de Berkovich
([dJ95Db] def. 4.1). Nous notons
Qp-Locx
la catégorie des Q,-systémes locaux sur X. Si Z est un point géométrique de X, il définit un groupe

fondamental que nous notons
(X, T).

Notons
Repg, (r{” (X, z))

la catégorie des repésentations continues de ce groupe topologique dans des Q,-espaces vectoriels de
dimension finie. Il y a un foncteur

Qp-Locx — Repr (Wf‘] (X,))
5 — gf

ot la fibre £; est munie d’une représentation de monodromie de 7¢/ (X, ). Lorsque X est connexe
le foncteur précédent induit une équivalence de catégories.

Si on note m (X, Z) le groupe profini classifiant les revétements étales finis de X (qui est noté
799 dans [dJ95b]), il existe un morphisme continu

ﬂfJ(X,:Z) — m (X, T)

déduit de ce que tout revétement étale fini est un revétement étale au sens de de Jong. Si F est un
Zp-systéme local au sens de la définition 2.1.6 il définit une représentation de monodromie

71'1()(7 .f) — GLZP(}-&)
Alors, F ® Q, € Qp-Locx et sa représentation de monodromie est donnée par le composé
! (X,7) — m(X,7) — Glg, (Fz) = GLg, (F5 © Q).

Revenons aux espaces de Rapoport-Zink. Soit 7 le Z,-systéme local sur Man qui est le module

de Tate de la déformation universelle X"™V. Si Z est un point géométrique de M*" la représentation
de monodromie associée est une représentation

T (M™,7) — GLg, (T,(X2Y)).

Soit
V=TcQ,

le Qp-systéme local module de Tate rationnel. Notons Vi le tiré en arriére de V en niveau K sur
Mg pour K C G(Z,). Comme expliqué dans la section 2.1.7, la famille de systémes locaux

(VK)KCG(Z,,)

forme alors un Q,-systéme local J(Q,) x G(Q,)-équivariant sur la tour (M ). Cela signifie que :
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- si K' C K et mgr g : Mg+ — M il existe un isomorphisme
ﬂ;{’,KVK — VK’,

st (g1,92) € T(Qy) X G(Qy), K C G(Z,) et g5 Kgo C G(Z,), via (g1,92) : Mic = M1,
il existe un isomorphisme
(gla 92)*Vg;1K92 — VK7

— les isomorphismes précédents vérifient les relations de compatibilité et de cocycle naturelles
auxquelles on s’attend.

Définition 2.5.1.2. On note
Qp-L0C( 51,010 1.7@p) %G Q)

la catégorie de tels Q,-systemes locauz J(Q,) x G(Q,)-équivariants sur la tour de Rapoport-Zink. On
note

Qp-Locgaiq,)
la catégorie des Q,-systémes locauzr J(Q,)-équivariants sur le lieu admissible.

On a un foncteur naturel :

T QpLoc ke y(0,) — QLo N1,y /00, xG(@y)

C’est probable que 7* est une équivalence de catégories. Par exemple, Fargues a demontré dans
[Far08] Prop. IV.11.20 que 7#* induit une équivalence de catégories entre faisceaux sur ’espace des
périodes et faisceaux cartésiens sur la tour pour 'espace de Lubin-Tate.

De Jong démontre grace au théoréme 2.5.1.1 que le systéme local module de Tate rationnel
(Vi )i descend en un Qp-systéme local J(Q,)-équivariant & sur F°. En termes de représentations
de monodromie, aprés oubli de 'action de J(Q,), cela se traduit de la fagon suivante. Soit Z € Mean
un point géométrique et § = 7(Z). On a alors un diagramme commutatif

! (MO, &) —= m (M, 7) —> GLg, (T,(X3"))

|

! (F,9) GLg, (Va(X3"™))

otl la représentation de monodromie de la ligne du bas définit le Q,-systéme local €. Le fait que le

systéme local module de Tate rationnel descende & F se traduit donc en ce que la représentation de
monodromie 71(M“",7) — GLg, (V,(X2")) composée avec 7§’ (M*™ ) — 71 (M, z) descend

en une représentation de monodromie du groupe fondamental de de Jong de Fe.
2.5.2 Traduction des résultats en termes de systémes locaux sur ’espace

des périodes

Définition 2.5.2.1. Soit H un groupe algébrique sur Q,. Un H-systéme local J(Qp) x G(Qp)-
équivariant sur la tour (MK)K est un tenseur foncteur exact

Repg, (H) — Qp-L0¢(4,0),c /1@, x Gy

On note H'EOC(MK)K/J(Qp)xG(@p) cette catégorie.

Un H-systéeme local J(Q,)-équivariant sur Fo est un tenseur foncteur exact
Repg, (H) — Qp—ﬁocﬁa“(@p).

On note H—Eoc]_za/J(Qp) cette catégorie.
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Le foncteur 7* induit un foncteur

7 H-Loc g, — H—Eoc( -

/J(Qp) M )r /[ J(Qp) X G(Qp)

Si f: H — H' est un morphisme de groupes algébriques il induit par composition avec ReprH r—
Repg, H un foncteur évident f, des H-systémes locaux équivariants vers les H '_systémes locaux
équivariants au sens précédent.

Le systéme local équivariant module de Tate rationnel (Vi) g sur (M K )k est un G-systéme local.
Pour précisément, soit p : G — GL(V') une Q,-représentation de G. On définit un Q,-systéme local
sur la tour (M) associé a p via le foncteur (Vi )x comme suit : La repésentation provient d’une
Zy-représentation algébrique de Gz, qu’on note encore p : Gz, — GL(M), ot M est un Z,-réseau
dans V. Posons K, := Ker(G(Z,) — G(Z/p"Z)). Alors Mg, est un G(Z/p"Z)-torseur sur M".
Si on note : p, : G(Z,/p"Z,) — GL(M/p"M), le poussé en avant de ce torseur (pn)« Mg, est un
GL(M/p™M)-torseur sur M. Alors

Ty, = (pn)« M, XarL(a/prar) M/p"M

est un faisceau étale de Z/p"Z-modules sur Mo De plus ils sont compatibles lorsque n varie. Donc
(7, )n>1 forment un Z,-systéme local sur M. Soit

P
(Zp,)n ® Qp

le Q,-systéme local sur M associé a (75, )n>1. Alors cela ne dépend pas de réseau M choisi. La tiré
en arriére de (7,, ), ® Q, sur la tour (Mg)x définit un Qp-systéme local J(Q,) x G(Q,)-équivariant
sur la tour (Mg ). On le définit comme 'image de (V, p) via le foncteur (V) g

D’aprés de Jong, le systéme local (Vi) x déscend en un G-systéme local J(Qp)-équivariant £ sur
Fo que l'on note de la méme fagon :

e G’—Eocfa/J(Qp).

Notons D le cocentre de G et det : G — D le morphisme quotient. On note det fi € X.(D). Rappelons
(cf. fin de la section 2.2.4) que i définit un D-systéme local

,Cﬂ S D_’COCSp(E)'
Les résultats des sections précédentes se traduisent alors de la fagon suivante.

Théoréme 2.5.2.1. Soit £ € G-Eoc}:a/J(Qp) le G-systéme local J(Q,)-équivariant sur le liew ad-
massible de l’espace des périodes associé a un espace de Rapoport-Zink de type EL non-ramifié simple
ou PEL non-ramifié simple unitaire ou symplectique. Soit f : Fo - Sp(E) le morphisme structural.
Soit det : G — D le morphisme de G vers son cocentre. Il y a alors un isomorphisme

det, & —— Ly e D-ﬁocfva,/J(Qp)
ot la structure J(Qy)-équivariante sur f*Ly; est donnée par : laction de g € J(Q,) est la multipli-
cation par det(g) € D(Q)).

2.5.3 Application aux représentations de monodromie

Soit X un espace analytique de Berkovich, H un groupe algébrique sur Q,, F un H-systéme local
sur X et T un point géométrique de X. Considérons le composé

F _
Repg, H — Qp-Locx — Repg, (X, 7))
ot la fleche de droite est le foncteur fibre en Z. Composé avec le foncteur fibre canonique

Repr (ﬂ'i” (X,7)) — Vectq,
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le foncteur obtenu est un foncteur fibre sur Repg, H. Fixons un isomorphisme entre ce foncteur fibre
et le foncteur fibre canonique sur ReprH . Cela définit une représentation de monodromie continue

(X, 2) — H(Q).

Un choix différent d’isomorphisme entre foncteurs fibres sur Rep@pH fournit une représentation
conjuguée par un élément de H(Q,). Ainsi, & un H-systéme local sur X est associé canoniquement
une classe de H(Q,)-conjugaison de morphismes continus

(X, 2) — H(Qp).

Revenons a nos espaces de Rapoport-Zink. Soit Z un point géométrique de M@™ Fixons un réseau
Ao dans D'espace vectoriel V' associé a la donnée de Rapoport-Zink. Dans le cas PEL on suppose ce
réseau autodual. On note encore G pour le modéle entier réductif de G associé a ce réseau. Il y a
associé & ce choix de réseau une classe de G(Z,)-conjugaison de morphisme continu

(M T) — G(Z,).

Le choix d’un élément dans cette classe de G(Z,)-conjugaison consiste & fixer un isomorphisme
compatible aux structures additionnelles Ay — 7. Notons § = #(z). Il y a alors un diagramme
commutatif & G(Q,)-conjugaison prés

w7 (M, &) ——=m (M, &) —= G(Z,)

y |

! (F,9) G(Qp)

ott le morphisme du bas est la classe de G(Q,)-conjugaison de morphisme associée a £ € G-Loc g,
via la discussion précédente au début de cette section. Rappelons (def. 2.2.1.1) que 'on a défini un
morphisme

Xdet i : Gal(E|E) = Iz — D(Z,).
Supposons maintenant que T € /\;I(E) Si f: Mo — Sp(E)7 il existe un morphisme
T (M 7) — m1 (Sp(E), f(2)) = Ip.

Il y a de méme un morphisme
ij(faag) — IE

Les résultats précédents impliquent le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.3.1. Les composés

det

71'1(/\;1&”7@ — G(Zp) - D(Zp)

et
det

ﬂfJ(ﬁaa y) — G(Qp) —— D(Qy)
sont donnés via le morphisme canonique vers Ig par Xdet s : Ig — D(Zp).

Remarque 2.5.3.1. Le théoréme précédent est plus faible que le théoréme 2.5.2.1 car il ne tient
pas compte de la structure J(Qp)-équivariante. Le groupe J(Q,) ne stabilisant pas en général de
point T € Ma”(E’), il n’est pas possible de formuler la totalité du théoréeme 2.5.2.1 en termes de
représentations de monodromie. Cela est seulement possible apres oubli de Uaction de J(Qp).

Notons le corollaire suivant qui n’était pas a priori évident.
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Corollaire 2.5.3.1. Le morphisme ©’ (F*,5) — G(Q,) est a valeurs dans G(Q,)*, ou G(Q,)! =
{z € G(Qp)|detxz € D(Z,)}.

Notons C,, le complété de E. Regardons maintenant les représentations de monodromie géomé-
triques.

Corollaire 2.5.3.2.

1. Le morphisme

m(M&C,, T) — G(Z,)
est a valeurs dans G (Z,).

2. Le morphisme y
! (FU&Cy, §) — G(Q)

est a valeurs dans G4 (Q,).






Chapitre 3

Morphismes puissances extérieures
sur les espaces de Lubin-Tate

Dans ce chapitre, on construit un morphisme puissances extérieures A¥ de la tour de Lubin-
Tate /\;ILTn associé¢ a GL, vers une autre tour d’espaces de Rapoport-Zink notée Ak/\;lLTn. Ce
morphisme généralise le morphisme déterminant construit dans le deuxiéme chapitre. Comme on
I'a vu précédemment, étant donnée une donnée locale non ramifiée simple de type E.L (F,V,b, ),
le déterminant (F, det V, det(b), det ) n’est pas forcément une donnée locale non ramifié simple de
type E.L. Cependant, le groupe associé & cette donnée est un tore et on a pu donner une définition
ad-hoc des espaces de Rapoport-Zink dans ce cas 1a comme espaces de dimension 0. Cependant, une
telle construction n’existe pas en général si on remplace le déterminant par les puissances extérieures
(ou encore plus généralement n’importe quelle représentation linéaire du groupe G). En effet, en
général, pour la représentation AF de Resp /0, GL(V), le cocaractére v~1 A* i n’est pas minuscule

avec v : z — 2z 1 1d le cocaractére central. Cependant si (F,V, b, 1) est la donnée associée a I’espace
de Lubin-Tate c’est le cas. On peut donc définir d’une fagon naturelle I’espace de Rapoport-Zink
/\k./\;lLTn comme ci-dessous. Du point de vue des poids de Hodge-Tate la raison est que les poids
de Hodge-Tate d’un groupe p-divisible de dimension d et hauteur h sont (1,...,1,0,...,0) ou 1
apparait d-fois et 0 h — d-fois. La puissance extérieure k-iéme du module de Tate d’un tel groupe
p-divisible contient donc des poids supérieures ou égaux & 2 si d > 1, et n’est donc pas associée
a un groupe p-divisible (méme & torsion par un caractére cyclotomique prés en fait). Cependant,
si d = 1 les poids de la puissance extérieure k-iéme sont 0 et 1. C’est la raison heuristique pour
laquelle un tel morphisme d’espaces de modules A* doit exister pour les espaces de Lubin-Tate (et
c’est effectivement le cas comme nous le montrons).

3.1 Enoncé du théoréme

N

Nous nous limitons au cas des espaces de Lubin-Tate associés & une extension non-ramifiée de
Qyp. Cette condition n’est certainement pas nécessaire mais simplifie la présentation. Rappelons des
notations du chapitre précédent :

— F est une extension finie non ramifiée de Q,. On note d = [F : Q,].

- @p est une cloture algébrique de Q, de corps résiudel noté Fp.

— W(F,) est 'anneau de vecteurs de Witt de F,,.

L =W (F,)[1/p] est son corps des fractions.
— o € Gal(L/Q,) désigne le Frobenius.

Le corps L s’identifie donc canoniquement au complété de I'extension maximale non-ramifi¢e de
Qp dans Q,. Fixons un plongement 79 : F' — Q,,.

Définition 3.1.0.1. La donnée de Lubin-Tate de hauteur n est la donnée locale non ramifiée simple
de type E.L (F,V,b, 1) telle que

93
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- V est un F-espace vectorielle de dimension n. On note G = Resp/q, GL(V).
~beG(L) = [L.py GLL(L) aprés choiz d’une base de V, avec si b= (b;),

P 8i T # T
01 -1
by = o ‘
P o $1T =T
o
P 0
#:Gng, —Cg, Il-.reg, Glu g,
2 (diag(z,~-~,z,l,-n,l)T:Fg@p
ar pr
(0,m) st T # 7

avec (pr,q-) = {

(I,n—1) sitT=1

Le corps réflex local associé¢ a la donnée précédente est 2 = F' et J = Resp/q, DY, ot D1 est

I’algébre & division sur F' d’invariant %

Soit MLTn I’espace de Rapoport-Zink associé & la donnée de Lubin-Tate de hauteur n. Soit X
un groupe formel sur Fp de dimension 1 de hauteur n muni d’une action de Op telle que 'action
induite sur LieX soit donnée par le plongement 7. D’aprés [Dri74] prop 1.6, 1.7, X est unique
& isomorphisme prés. Son module de Dieudonné covariant rationnel muni de son action de F' est
isomorphe a (V ®q, L, bo). Le schéma formel MLT" est muni d’une action de J(Q,) = D7.

Précisons quelques définitions concernant les isocristaux.

Définition 3.1.0.2. On appelle isocristal un L-espace de dimension finie N muni d’une application
bijective o-linéaire ¢ : N — N. On désigne par Isocy, ®F la catégorie des isocristaux munis d’une
action de F. On appelle L/F-isocristal un L-espace vectoriel N muni d’une application bijective
o-linéaire ¢ : N — N. On note Isocr,/r la catégorie des L/ F-isocristaus.

Rappelons qu’il existe une équivalence de catégories

Isoc, ®F —— TIsocy/p
(Nyp0) = (Nryy )

ousit: F— End(N,p) on a

N= € N

T:F—L
avec

N, ={z e N |Va€F, (a)x=rT(a)r},
décomposition sur laquelle ¢ agit via
(p : N’T ;) NO'T'

La catégorie abélienne Isocy,p est semi-simple. Ses objets simples sont paramétrés par les élé-
ments de Q. A X € Q, A\ = s/r avec pged(r,s) = 1 et s > 0 (r,s € Z), il correspond l'objet
simple

0 1

M= e,
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On a de plus D_y = End(V,) est lalgébre a division sur F d’invariant —\ (cf. [Dem86], chapitre IV
lorsque F' = Q,, le cas général étant similaire).

Notons BTFP ®F la catégorie des groupes p-divisibles munis d’une action de O & isogénies prés.
On a le composé des foncteurs :

w: BTE QF — Isoc, @F - Isocr,
X — (M(X)[1/p], ¢)
(N, ) — (N, ¢?)

ot (M(X), ¢) est le module de Dieudonné covariant de X muni de son action de F. I’image essentielle
de ce foncteur consiste en les éléments de Isocz,p de pentes a valeurs dans [0,d]. On a de plus

(M(X)[1/p],¢) ~ (V ®q, L, bo)

dans Isocy, ® F' et donc
w(X)~Ny_1.

Il y a maintenant un foncteur

AF Isoc;, @ FF —— Isocp QF
N kN, AR,
(N,p) +— (L%F A )

Via l'équivalence Isoc; @ F — Isocy, ,r il correspond au foncteur

/\k:IsocL/F — Isocp/p
(N.g) — (AN, AFy).

Ce dernier foncteur vérifie

@6(7)/r
/\kN)\ ~ Nk)\ (k)/

ou si A = s/r avec pged(r, s) = 1 alors 6 = pged(k, ).

Notons AFV := /\’}V et
AFG = Resr/q, GL(A*V).

On a un morphisme naturel
AP G — ARG

Alors, A¥(b) € (A*G)(L) et avec les notations précédentes pour AF : Isoc @ F — Isoc ®F,
(AN*V) @q, L, A*(b)o) = A*(V ®q, L,bo).

Considérons alors
p-AY (p7Th) =p' TR AR (b) € (NFG)(L)

et I'isocristal muni d’une action de F
(A\*V) ®q, L,p' % A¥ (b)o) € Isocy, ®F.

L’objet associé de Isocy,/r est isomorphe a

n
Nd@_Tﬁ ou r = pged(n, k) (k) /n.

n

C’est donc le module de Dieudonné covariant d’un groupe formel p-divisible isocline A*X sur F,
muni d'une action de Op, de dimension (}~)) et de hauteur d(}) et vérifiant

End(A*X)g = GL, (D).
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Notons vg € X,(G) défini par z +— z711d et de méme vpr € X.(AFG). Soit alors le cocaractére

k i VG p ARk
A" o (VG'N) : Gm,@p G@p N G@p

et
Vg A o(vg.p) € XL (AFG).

Concrétement, aprés choix d’une base de V,

~

V;’CIG' Aeo(vg.p) (Gm,@p — (/\kG)@p

HT:F(—»@p GL(:) Q

P

. (diag(z,-'- sz, 1, ’1))T;F_}@p
q, Pr

e gy [0 rim
o ={{6 )y 20

On vérifie alors que la donnée
(F, ARV, pl=k AR D, V;le A (vap))

est aussi une donnée local non ramifiée simple de type E.L. au sens de la définition 2.1.2.1. On note
A My, Vespace de Rapoport-Zink associée. 11 s’agit d’un espace de déformations par quasi-isogénies
de AFX. Plus précisément, pour S un Spec(W (F,))-schéma sur lequel p est localement nilpotent

N Mur, ={(X,p)}/ ~

ou X est un groupe p-divisible sur S muni d’une action de OF telle que I'action induite sur Lie(X)
soit donnée par le plongement 7 : Op — W(F,) et

. Ak < <
p i A"X X Spec(F,) S — X xg 8
est une quasi-isogénie compatible & I’action de O oi1 S est la réduction modulo p de S.

Rappelons maintenant le morphisme de périodes (cf. [RZ96] 5.16). Soient (F,V,b,7i) une donnée
locale de type E.L non ramifiée simple avec p, = 0 pour 7 # 79, et M I’espace de Rapoport-Zink
associé (cf. 2.1.1). Soit (XU, p'iV) Pobjet universel et F(X"") I'extension vectorielle universelle
de X"V, Alors p"™V couplé & la nature cristalline de I’extension vectorielle universelle nous donne
un isomorphisme canonique

DX)w,) Ow,) Opme = Lie E(XV)He,
En identifiant D(X)W(Fp) [1/p] avec V ®q, L, on a un isomorphisme
V ®QP OMrig =~ Lle E(Xuni\/)rig’

ot pour un faisceau cohérent G sur M, on note G*# le faisceau cohérent associé sur M™e,
Considérons le morphisme composé

V ®F,r Opprie — V @0, O jque — Lie B(X"™V)"E — Lie(X"V)ris,

C’est un homomorphisme surjectif de O ,.:,-modules localement libres. Cela nous donne un élément
de Grassy, (V ®pr, E)(M"i8), autrement dit, le morphisme de périodes d’espaces rigides sur Sp F

7 MEE Grassy, (V ®@F, E).
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Ce morphisme est J(Q))-équivariant.
En particulier, dans notre situation on a deux morphismes de périodes

7 Mg — P(V@r E)
T (/\kMLT")rig — GraSS(n—l) (/\kV Rp E)
k—1
Voici I’énoncé du théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme 3.1.0.2. Pour 1 < k < n, il existe un morphisme de schémas formels N* : MLT,,, —
A My, y-équivariant au sens ou le diagramme

v /\k‘ v
MLTn _— /\k./\/lLTn

) )

i

D} GL.(Ds)

soit commutatif, ot 7y est induit par I’homomorphisme naturel

AutISOCL/F (NnT—l) — AutISOCL/F (/\anT—l)

De plus, notons (AF)1e /\;lil%n — (A*Myr, )8 le morphisme induit d’espaces rigides.
(1) Alors (A\F)8 est compatible aux morphismes de périodes, i.e., le diagramme suivant est com-
mutatif

oo (/\k)rig b
rig : ri,
Myt (A*Mrr, )8

P(V ®p E) — Grass(n_l)(/\kV ®r E)
k—1
ot le morphisme en bas est défini comme suit : soit S un Sp E-espace rigide et g : V ®p Og — & un
élément de P(V @5 E)(S), alors on pose
NpV ®@F Og = ARV @F Og/ NG, (ker g)

son image dans Grass(z:i) (N*V @F E)(S).

(2) Soit K C G(Z,) un sous groupe compact ouvert. Notons AFK I’image de K via A* : G — NFG.
Alors (AF)"8 induit naturellement un morphisme de tours d’espaces rigides

(NF)RE - MR o — (N Mup, )8 e
On reporte la preuve du théoréme a la section 3.3.

Corollaire 3.1.0.3. Lorsque k = n, on retrouve le morphisme déterminant :
(/\n);i{g = detK . ME%”,K — (/\kMLTn)j\i%K-

C’est une conséquence imédiate de la constrution des morphismes puissances extérieures.

3.2 La théorie des displays
3.2.1 Rappels

Pour constuire les morphismes puissances extérieures, on a besoin de la théorie des displays de
Zink qu’on rappelle briévement (cf.[Zin02]).
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Définition 3.2.1.1 (Zink). Soit R un anneau. Un 3n-display sur R est un quadruplet (P,Q, F,V 1),
ol
— P est un W(R)-module projectif de type fini,
— @ C P est un sous W(R)-module,
— F, V=1 sont des applications ¥ -linéaires F : P — P, V=1:Q — P, ou ¥ : W(R) — W(R) est
le Frobenius de l’anneau des vecteurs de Witt,
tels que les conditions suivantes sont satisfaites :
1. IrP C Q C P avec Igr =V W(R) lidéal d’augementation de W(R) otV : W(R) — W (R) est
le Verschiebung. Et il existe une décomposition de P en une somme directe de W(R)-modules
P=L&T telle que Q = L & IgT.

2. V=1:Q — P est une épimorphisme ¥ -linéaire.

3. Pourz € P et \€ W(R), on a V-1V Ax) = \Fx.

Remarque 3.2.1.1. Si R est un anneau local p-adique (i.e. complet et separé pour la topologie p-
adique) et P/IRP est un R-module libre alors P est un W (R)-module libre car W (R) est complet et
séparé pour la topologie Ir-adique ([Zin02], prop 3).

Localement sur Spec(R), les W(R)-modules T" et L sont libres avec comme bases ey, - ,eq et
€dt+1,- - ,ep respectivement. Il existe alors une matrice inversible (c;;) a coefficient dans W(R) telle
que les relations suivantes sont satisfaites

h
Fe; zz:aijei pour j=1,---d
i=1
h
Vﬁlej zz:aijei pour j=d+1,--- h
i=1

([Zin02] lemme 9). Localement cette matrice inversible («;;) définit le 3n-display par rapport a la
base (€;)1<i<h-
Pour un 3n-display (P, Q, F,V 1) sur R, il existe une I'application unique W (R)-linéaire

Vi P — P®wn,r W(R)
telle que les équations suivantes sont satisfaites :
Vi (wFz) = pr @ w, Yw € W(R),z € P
ViV ly) =y @w, Yy €Q,
(|Zin02], lemme 10). On note ¥ "V Papplication W (R)-linéaire
VE @w(rypi 1d 1 P @y i W — P @y pirs W,

et note V™ la composée ¥ Vio ... of VoV,

Définition 3.2.1.2 (Zink). Soit p localement nilpotent dans R.

1. On dit qu’un 3n-display satisfait la condition de V-nilpotence s’il existe un entier positive N
tel que Uappplication
vV P P ®w (r),Fn~ W(R)

s’annule modulo Ir + pW (R).
2. Un display sur R est un 3n-display qui satisfait la condition de V-nilpotence.

Définition 3.2.1.3 (Zink). Soit R un anneau p-adique. Un 3n-display sur R est dit un display
si le 3n-display sur R/pR obtenu par changement de base est un display. On désigne par Dispg la
catégoire des displays sur R.
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3.2.2 Displays munis d’une action de Op

Si R est un anneau dans lequel p est nilpotent, ou bien R est p-adique, on a une équivalence de
catégories
BT : Dispp, — FBTRr

ou FBTR désigne la catégorie des groupes formels p-divisibles sur R ([Lau08], thm 1.1).

Etant donné que l'on s’intéresse aux groupes formels p-divisibles munis d’une action de O, via
un quasi-inverse du foncteur B7, il est naturel de considérer les displays munis d’une action de Op.
Dans la suite de cette section, on suppose toujours que R est une W(Eg)—algébre p-adique et on note
O := Op. Commencons par généraliser la définition des displays.

Définition 3.2.2.1. Un O-3n-display sur R est une donnée (PO,QO,F, V‘l), ot
— Py est un W(R)-module projectif de type fini,
- Qo C Py un sous W(R)-module,
~ F, V=1 sont des applications F* linéaires F Py — Py, V71:Qo — Py,
qui satisfont les conditions suivantes :
1. IrPy C Qo C Py et il existe une décomposition de Py en une somme directe de W (R)-modules
Py =Ly & Ty telle que Qo = Lo & IRTy.
2. V1:Qo — Py est un épimorphisme F* lLinéaire.
3. Pourxz € Py et A€ W(R), on a V=1(VAx) =F""AF(z).
On note O — 3n-Dispy, la catégorie des O-3n-displays sur R.
Remarque 3.2.2.1. Soit Py := (P, Qo, F, f/’l) un O-3n-display sur R. Localement sur Spec(R),
les W(R)-modules Ty et Ly sont libres avec comme base e1,--- ,eq et eqy1,--- ,ep respectivement.

Alors, il existe une matrice inversible (cv;) & coefficient dans W (R) telle que les relations suivantes
sont satisfaites

h
Fej:Zozijei fO’I’jZl,-'- ,d
i=1

h
f/flej:Zaijei forg=d+1,---,h

i=1
Localement, cette matrice inversible (a;) définit le O-3n-display Py.

Lemme 3.2.2.1. Soit (PO,QO,F,V_I) € O — 3n-Dispg. Il existe une unique application W (R)-
linéaire V¥ : Py — Py ®w (r),ra W(R) vérifiant

VHwFz) = pr@w, Yw € W(R),z € Py
VEwVly) =y @w, Yy € Qo.
Démonstration. Puisque f/_l(Qo) engendre le W(R)-module Py, la seconde condition détermine de
fagon unique VE. Montrons son existence. Soit Py = Lg @® To une décomposition normale. Alors,

V1@ F: Ly®Ty — Py induit un isomorphisme linéaire (V'@ F)®1: Py Ow (r),re W(R) = Py.
11 suffit alors de poser

Vi=[(V'@F)®1] "o (ldg, ®pldr,).

Pour N € N on définit alors une application linéaire
VNt Py — Py @w(g) pve W(R)

en itérant I'opérateur précédent.
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Définition 3.2.2.2. Un O-display est un O-3n-display (PO,QO,F,V_l) tel que pour N grand la
réduction modulo Ir + pW (R) de Uapplication VN : Py — Py ®w (r),pve W(R) soit nulle. On note
O — Dispp, la catégorie des O-displays sur R.

Le morphisme structural W (F,) — R induit par composition avec le morphisme A : W(—) —
W (W (—)) de Cartier un morphisme
p— A p—
W(F,) — WW(F,)) — W(R).

On a donc
Owz, WR) — [ W®.
T:0—W (F,)
Ainsi, si M est un W(R)-module muni d’une action de @, on a une décomposition
v- @

T:0—W(Fp)

ou
M, ={zxeM|a z=r7(a)x,Va € O}.

Définition 3.2.2.3.

1. On note 3n-Dispy, ¢ la catégorie des couples (P,1) o P = (P,Q, F, V1) est un In-display sur
R et t: O — Endsnpisp,, (P) est un homomorphisme de Zy,-algebres, tels que P/Q = (P/Q)x,
i.e. UVaction de Op sur lespace tangent P/Q est donnée par le plongement 7o : Op — W(?p) —
R.

2. On note Dispg o la sous catégorie de 3n-Dispy o dont les objets sont les couples (P, 1) avec P
un display.

Proposition 3.2.2.1. Il y a une équivalence de catégories
B : 3n-Dispg o —— O — 3n-Dispp .

Démonstration. Commengons par construire (. Soit donc ((P,Q,F,V~'),1) € 3n-Dispg . On a
alors pour tout plongement 7

F:P, — P,
V71 : QT I P<77'~

De plus, P = @, si T # 71p. Posons alors

F=(WVYhtlor:P, — P,
vi=(wYH.Q, — P,

On vérifie alors immédiatement que
B((P,Q,F,V™1),1) := (Pry, Qro, F, V1) € O — 3n-Dispy, .

Cela définit le foncteur 3. Construisons maintenant un inverse de ce foncteur. Soit (Py, Qo, F , ‘7‘1) €
O — 3n-Dispp. Posons pour 0 <i <d—1,

P, = Py®w),ri W(R)
Q = {Poi=0
P;sii#0.

Soient alors

n—1 n—1
P=@PP et Q=P
i=0 i=0
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sur lesquels OF agit sur le facteur indéxé par i via o'y : O — W(F,) — W(R). On note dans la
suite Py := Py. Fixons une décomposition normale

Py =Ly & Tp.
Utilisant cette décomposition on va définir pour i € {0,...,d — 1} deux opérateurs ¥'-linéaires
F:P— Py et V':Qi— Py

ce qui définira en prenant leur somme directe deux opérateurs ¥-linéaires commutant & Paction de
Or
F:P—Pet V1:Q—P

Pour i € {1,---,d — 2} posons donc
V' Py @wryri W(R) — Py Qw(r),pi+1 W(R)
r®l — x®1
et
F: P QW (R),Fi W(R) — P QW (R),Fi+1 W(R)
r®1 — xQp.
Pour i = 0, en notant € Lo, y € Ty et A € W(R), soient
V'iQo — Po®wn,r W(R)
z4+"N\y — 2z1+y® A\
et
F:Py — Po®wmr),r W(R)
r+y — TRp+y®l
Enfin, pour i = d — 1 posons en notant x € Ly et y € T
vt Py Ow (R),Fd-1 W(R) — By
(z+y)®1 — V7 z)+F(y)
et
F: P ®W(R)’Fd—1 W(R) — B
(z+y)®1 — pV lz)+pF(y).
On vérifie sans difficulté que (P,Q,F,V ') € 3n-Dispg . La définition des opérateurs I et V!

précédente dépend du choix d’une décomposition normale Py = Lo ®Ty. Supposons choisis une autre
telle décomposition Py = Lj @ T{. Les inclusions composées avec les projections

LO — PO —» L6

TO — PO —» TOI
sont des isomorphismes modulo Ir. Ce sont donc des isomorphismes. Il existe donc un unique auto-

morphisme
[ € Auty (g (FPo)

vérifiant f(Lo) = Lfy, f(To) = T} et tel que fir, : Lo — Lj et fi, + To — T§ soient ces iso-
morphismes. Le morphisme f-linéaire V=1 : Ip — W (R) induit un morphisme linéaire Ip QW (R),F
W(R) — W (R). Puisque T} est un W(R)-module projectif on en déduit un morphisme
« IRT(S ®W(R),F W(R) | — T(; ®W(R),F W(R)
ol — 2@\
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Soit alors

9:Po@wmr,r WR) — P Qwwr),r W(R)
(z+y)®@1l — (f(a)+pb—f0) @1+ f0)@1+a(la—fla)@1).

€L,®W (R) ET,RW (R)

ou z € Ly et y € Ty. Modulo pW(R) ce morphisme est un isomorphisme car f en est un. Puisque
W(R) est p-adiquement séparé complet on en déduit que g est un isomorphisme. Soit alors ’auto-
morphisme h de P donné par

d—1 .
h:@hi avec h; = 1 SIZ_.(,)
= g®Id sii#0

ol g®1Id est défini en écrivant pour i > 1, P0®W(R)’Fi W(R) = (PO®W(R)7FW(R))®W(R)’F1'—1 W(R)
Soient F” et (V=) les opérateurs définis & partir de la décomposition normale Py = L{ & T}. On
vérifie immédiatement que

h:(P,Q,F,V™Y =s (P,Q,F, (V7Y

est un isomorphisme de displays. Cet isomorphisme g a été construit canoniquement en les deux
décompositions normales. On en déduit un foncteur

O —3n-Dispp — 3n-Dispg o

(par exemple en prenant la limite projective sur toutes les décompositions normales) dont on vérifie
que c’est un inverse de . O

Proposition 3.2.2.2. L’équivalence de la proposition 3.2.2.1 se restreint en une équivalence
f3: Dispr » — O — Dispg.
Démonstration. Avec les notations de la démonstration 3.2.2.1, si
r=r
alors

vt P, — Py, Qw(r),F W(R)

et donc
V. P, — P, ®w(r).re W(R).

On vérifie alors en utilisant la propriété caractérisant V¥ que

Il en résulte que pour tout entier N
70

On en déduit que si (P, Q, F,V~1) est un display alors (Py,, Q+,, F, f/_l) est un O-display. Récipro-
quement, supposons que (Vdﬁ)‘ P, satisfasse a la condition de nilpotence caractérisant un O-display.

Soit 7 € {1,...,d — 1}. L’épimorphisme F' Jingaire
Vﬁi : QT() — Pcr’i‘ro

induit la surjection linéaire

@it Qry @w(r),ri W(R) = Pyig.



3.2. LA THEORIE DES DISPLAYS 103

Alors, pour N > i, le composé

(673 Nt
Pai'ro Y Pai*N'rU ®W(R),FN W(R)

Qr, Ow(r),r W(R)
est égal au composé

vIN-DEgId
_

Q.,—O ®W(R)7Fi W(R) — P‘Fo ®W(R),Fi W(R) (Po-i—NT[)@W(R)’FN—i W(R)) ®W(R),Fi W(R)

Puisque «; est surjectif, on en déduit que si V" est nul modulo I + pW (R) alors (V(d"“)ﬁ)w ;

alTg

I’est également. O

Définition 3.2.2.4. On note FBTg o la catégorie des O-modules formels p-divisibles sur R, c’est
a dire les groupes p-divisibles formels sur R munis d’une action de Op telle que l'action induite sur
leur algébre de Lie soit donnée par le morphisme structural Op — R.

On a donc une équivalence de catégories obtenue par composition des équivalences précédentes

-1
BTR_’@ 10— DiSpR ﬂ—) DiSpR,O ﬂ FBTR’O .

Enfin, lorsque R = Fp, il existe deux foncteurs

O - Disp?zp — Isocp/p
(Po,Qo, B, V7Y —  (Ro[2], F)
et
Dispﬁzm(9 — Isocy QF
(P,Q,F, V') w— (P[}],F,0)

Cependant, il faut faire attention a ce que via ’équivalence Isoc; ®F = Isocy, /F rappelée dans la
section 3.1, le diagramme suivant

—1

O - Dispr — DispE”O

| |

Isocr =~ Tsoc;, @F

n’est pas tout a fait commutatif. En effet, si 3(P, Q, F,V~1,1) = (P, Qo, F, f/_l) alors via Isocy, /g =
Isocr, ®F, }

(Pol3],p" ' F) — (P[}], F,0).
3.2.3 Puissances extérieures d’un display de dimension 1

Définition 3.2.3.1. Un 3n-display (resp. O-3n-display) P (resp. Py) est dit de dimension 1 si T

(resp. Ty) est localement libre de dimension 1 pour une décomposition normale P = L ® T (resp.
Py=Ly® To)

Bien siir, via I’équivalence 3 : Dispy o =5 O — Dispp, les objets de dimension 1 se correspondent.
Via le foncteur BT g o ils correspondent aux O-modules formels p-divisibles de dimension 1. En effet,
si le groupe p-divisible H est associé au display (P, Q, F,V~!) alors Lie H = P/Q. Notons

Disp(}{’%:l, O — Dispi™=! et FBT%%Zl
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ces catégories d’objets de dimension 1. Dans cette section on définit pour un entier k£ € N un foncteur
:FBTR'S " — FBTRo.
Pour cela il suffit de définir via les équivalences précédentes un foncteur
: O — Dispi™=! — O — Dispyp.

Soit donc (Py, Qo, F, V') € O — Dlspdlm !, Considérons le W (R)-module projectif A* Py (les puis-
sances extérieures sont celles de W (R)- modules). Notons

Q(()k) = Im( /\k QO — /\kP())

Proposition 3.2.3.1. Il existe un unique O-display (A* Py, Q(()k), F, ‘7_1) tel que

V@ A Aa) =V @) A AV Y (ap)
lorsque x1,...,7, € Qq.

Démonstration. La formule donnée détermine de fagon unique l'opérateur V-1 sur Q( ) et donc
Popérateur F sur A*P, car par définition d’un O-display celui-ci doit satisfaire F (x) = V 1Y),
On en déduit 'unicité. Passons a I'existence. Soit Py = Lo @ Ty une décomposition normale. Puisque
To est un W(R)-module projectif de rang 1 on a

APy = ALy ALy ® Tp
Qék) = /\kL() ® Ig. AR-1 Lo ®Tp.

Posons via cette décomposition
Fpon, = AN
ﬁ“/\k—lL()@TO - /\k—l‘?—l ®F

et puisque Ig. A\F 71 Ly @ Ty = Ig @ AF 1Ly ® Ty (cela résulte de ce que AF~1 Ly ® Ty est projectif)
v = byt

I/\kLU

V|I_ QAE—1Lo@Ty (FUF1 OV?I) @AVl g F.

On vérifie aisément que cela définit un O-3n-display. De plus, Popérateur V¥ : AFPy — AP, QW (R),F
W (R) est la puissance extérieure k-ieme de Popérateur VF : Py — P, Qw (r),r W(R). Il en résulte
que la condition de nilpotence caractérisant les O-display est satisfaite. O

Notons '
AF ;O — Dispp™=! — O — Dispp,
le foncteur défini grace a la proposition précédente. Soit P = (P,Q, F,V~1) € D1spdlm Let Py =
(PO,QO,F,V_I) =0(P)e O — Dlspdlm ! On a alors

NP = B( /k\ P,Q", Fv1)

W(R)®0O
ou

Q(k):Im( /\ Q — /\ P)

W(R)®O W (R)®O

et V1 est 'unique opérateur ¥-linéaire tel que

Vi ey Ao Aag) =V @) A AV T ().
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On note encore ‘
A FBTRG ™ — FBTR 0

le foncteur déduit sur les O-modules formels p-divisibles de dimension 1.

Rappelons que 'on a défini dans la section 3.1 un foncteur AF : Isocr,/p — Isocr/p. On a alors
un diagramme
/\k

O - Disp%im:1 — 0 - Dispr
P

|
Isocy ) p ———Isocr/r

qui ne commute pas tout a fait car si (P, Qq, F, V') € O — Dispd™=!

7, alors

NE(Py[3], F) = (AR Po) (3], p* ) ).

On en déduit alors que le groupe p-divisible muni d’une action de O, A*X défini dans la section

3.1 seulement & isogénie prés (on a défini dans cette section son isocristal seulement) provient d’un
O-module formel canoniquement défini, pas seulement & isogénie prés, que 1'on note encore A*X.

3.3 Construction du morphisme puissances extérieures
3.3.1 Construction du morphisme de schémas formels MLTn - /\k/\ZLTn
Etant donné un anneau p-adique R, on a construit dans la section précédente un foncteur
A¥ FBTHS ' — FBTRo.

Il résulte de la construction de ce foncteur qu’il est compatible au changement de base lorsque R
varie : pour R — R’ et X € FBTg ¢ on a un isomorphisme canonique

AN(X @pR) "= (N*X)2r R.

Soit maintenant FBT R 0 ®F la catégorie des O-modules formels p-divisibles & isogénie prés. Ses
objets sont les mémes que ceux de FBTRr o mais on prend comme morphismes
HOIIlFBTR’O QF (X, Y) = HomFBTR,o (X, Y)[%]

Les isomorphismes dans FBT r 0 ®F sont les quasi-isogénies compatibles & ’action de Op. On définit
de méme O — Dispp ®F. L’équivalence BT g o s’étend alors en une équivalence

BT g0 : O — Dispp ®F SN FBTRg,0 ®F.
Bien que non-linéaire, le foncteur A* s’étend en un foncteur
N FBTR%S ' @F — FBTR o ®F.
En effet, si u € Homppry ,(X,Y) et i € Z il suffit de poser
AF(p'u) = p™*. AP .
A partir de ces observations, il est facile de construire le morphisme

NE MLTn — AkMLTn-
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En effet, si R est une W (F,)-algeébre annulée par une puissance de p et (X,p) € My, (R) o
p: X ®r, R/pR — X ®r R/pR est une quasi-isogénie on pose
AR (X, p) i= (A" X, AFp) € AFMir. (R).

Cela définit un morphisme de foncteurs /\;lLTn — /\kMLTn lorsque R varie et donc notre morphisme
de schémas formels

/\}IC : MLTn — /\k./\/lLTn.
Le foncteur A* induit un morphisme de groupes

v: DY =End(X)§ — End(A*X)§ ~ GL,(Dx ).

3

Alors, si g € End(X)g = AU‘tFBTﬁp,o@F(X) et (X,p) € Myr,(R) on a

N(g(X,p) = AY((X,pog™)
= (AMX,A¥pog™))
= (NX,AM(p) o A¥(g)™)
1(9)- N* (X, p).
Le morphisme de schémas formels AF : /\;ILTH — /\’“./\;ILTn est donc compatible aux actions de DY

et GL, (D) via 7. ’

3.3.2 Compatibilité aux morphismes de périodes

Soit X un O-module formel p-divisible sur R. Notons S = Spec(R) et ¥ = Spec(W (F,)). Soit £
le cristal de Dieudonné covariant de X sur NCRIS(S/X). Il y a une décomposition

E= EB E.

T:F‘—>@p

Le cristal &, est le cristal algébre de Lie de la O-extension vectorielle universelle (cf. [Far08] Appen-
dice B). Le Frobenius de la réduction modulo p de X définit un morphisme de cristaux

Vi.E—EP
vérifiant V : &, — (£,-1,)®). La puissance d-iéme de ce morphisme définit un morphisme
V&, — 553).

Ce morphisme est le morphisme induit au niveau des cristaux algébre de Lie de la O-extension vec-
torielle universelle par le morphisme de O-module formels p-divisibles sur R/pR qui est la puissance
r-ieme du Frobenius de X ® R/pR ((X ® R/pR)(® est encore un O-module formel). Notons donc

Do(X) =&,,.
La O-extension vectorielle universelle
0 — Vo(X) — Ep(X) — X —0
fournit une suite exacte au niveau des algébres de Lie
0 — Vo(X) —Dp(X)s — LieX — 0
ot Do (X)g est Pévaluation du cristal sur I’épaississement tautologique. Notons
FilDop(X)s := Vo(X)

la filtration de Hodge.
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Proposition 3.3.2.1. Il y a un isomorphisme canonique en X € FBT‘}%’(I‘Q=1

(A* Do (X), \*V, AFFilDo (X)) —— (Do(AFX),V,FilDe(AFX)).

Démonstration. Soit P = (P,Q,F,V=1,1) € Dispg o le display muni de son action de O associé¢ a
X. Soit ICp le cristal de Witt associé a P ([Zin02] def. 4.7). C’est un cristal en W (Og/5;)-modules
tel que sa réduction modulo I'idéal d’augmentation de W(Og/x),

Dp :=Kp Qw(0g,x) Os/s
soit le cristal de Dieudonné covariant de X. De plus, via cette identification
(Kp)s =P et Q/IrP =Fil(Dp)s,

la filtration de Hodge qui est la partie vectorielle de I’extension vectorielle universelle. Soit B — A un

épaississement & puissances divisées nilpotentes de noyau a ot A est une R-algébre et B une W (F,)-
algeébre annulée par une puissance de p. Notons X4 € FBT4 o et P4 € Dispy o les changements de
base via R — A. Soit X’ € FBTp o relevant X4 et P’ = (P',Q', F',V'~!,1) € Dispp  son display
muni d’une action de O. On a alors un isomorphisme

axr . (K:P)Bﬁ»A SR P/.

Si de plus X" est un autre relévement associé¢ a P = (P”,Q", F", V"1 1)

~

Qxr oa;(} : P/ — P//

se décrit de la fagon suivante ([Zin02] chap. 2). Les puissances divisées de a définissent un plongement
a < W(a) tel que Ip + a = ker(W(B) - W(A) - A). Soient Q' = Q' + aP’ et Q" = Q" +aP”. 1l
existe alors des uniques extensions des opérateurs V'~ et V//~1
V-1, Q\/ ., p
V//—l . @// _, p"
vérifiant V/~1aP’ = 0 et V/~"taP” = 0. Alors, ax/ o ay, est I'unique morphisme compatible & ces
extensions, & F’ et F" et relevant 'identité du display P4 vu comme la réduction de P” et P” via

B —» A: R -
axn ooyt (PLQF, V') = (P1.Q" F" VY,

Les O-modules formels AF X" et AF X" sont des relévements de A X 4 de displays notés (AF P, Q'®) F' V'—1)

et (ANFP7 Q") F" V'"=1) ott AF := W(/];;“ o ici, Q'®) = Im(A*Q' — AFP’) et de méme pour Q" (%),
®

Notons AP € Disp R0 la puissance extérieure k-ieme de P. Il existe alors des isomorphismes cano-
niques
(TN ' (IC/\kp)B_»A ;) /\kP/

[CTND ' (IC/\k'p)B_»A = /\kPH.

L’isomorphisme apk xn © a)_(} est caractérisé comme précédemment. Montrons que

1 1
/\k(axu O Qx/) = QpkX/ O Qi

On suppose pour cela que O = Z,, la preuve étant un peu fastidieuse mais identique lorsque O est
plus général. Notons u = ax» o a}}. Il s’agit de montrer que pour € Q'®) = Q'®) 4 a. Ak P,

(Nu) (V@) = V' H (M) (2)) (3.1)

(la commutation de AFu & F' et F" résulte de celle & V'~ et V"~ grace aux formules F'(x) =
V=t (Vix) et F"(y) = V"~1(V1.y)). Or,

@‘/(k) _ Im( /\k @/ N /\kP')
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De plus, pour z1,...,7% € Q’,
VT @y A Aag) = Vi @) A AV T ().

En effet, par définition du produit extérieur des displays, cette formule est valable pour x1,...,x) €
Q'. De plus les deux quantités sont nulles si z; € a.Q’. On conclut immédiatement quant & la validité
de la formule (3.1).

Il résulte de ce que I’on vient de montrer que I’on a un isomorphisme de cristaux en W(QOg/5;) ® O-

modules
k

K:p - ’C/\kp.
W(OS/Z)®O

Il en est donc de méme pour les cristaux de Dieudonné. La proposition s’en déduit facilement. [

Vérifions maintenant la compatibilité de

A MEE — (AN M, )™

aux morphismes de périodes. Soit R une W (F,)-algébre p-adique sans p-torsion que 'on munit de
la topologie p-adique. Soit (X, p) € My, (R). Notons De le foncteur cristal algébre de Lie de la
O-extension vectorielle universelle d’un O-module formel p-divisible. On a par la propriété de cristal

Do(X QF, R/pR)r-R/pr = DO(X)W(FP)_»FP Ow (F,) R.

De plus, la quasi-isogénie p : X @ R/pR — X ®r R/pR induit un isomorphisme

Px - DO(X ®?p R/pR)RH»R/pR[%] — ]D)O(X QR R/pR)RA»R/pR[I%]
On a
Do(X ®r R/pR)r—r/pr = Do(X)r
qui est muni de sa filtration de Hodge FilDp(X)g. Alors,

]

— . 1
pi (Fi[3]) € Do(X)yw F,)-F, @w,) R[];

définit un élément de ]P’(R[%]) ou P est I'espace projectif sur DO(X)W(E))—»E,[%]' Cet élément est
limage de (X,p) € MLT" (R) par le morphisme de périodes. D’aprés la proposition il existe des

isomorphismes
AFDo (X) == Do (AFX)

et
AFDp (X) = Do (AFX)

tels que FilDo (A*X) g = A* FilDo (X)g. Ces isomorphismes sont canoniques au sens oit AF(Dp(p)) =
Do (A*p). La compatibilité de AF aux morphismes de périodes s’en déduit.

3.3.3 Extension a la tour d’espaces rigides

3.3.3.1 Dualité des O-modules formels p-divisibles
Soit P = (Po, Qo, F, ‘7‘1) € O —Dispp avec R comme précédemment. On définit un O-3n-display
dual PV de la facon suivante. Posons
7)\/ = (Po*ac/j()apavil)
ou :
- Zj{f = Homyy gy (Po, W(R)) est le dual du W (R)-module projectif Fy,
- Qo={fery|f(Qo)CIr},
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~siVt: Py — B @w (r),re W(R) alors pour f € Fy, Ff= ((Fdof) ®Id) oVE,
— pour f € @07 V=1 est Punique élément de Py tel que pour tout z € Qo, (f/*lf)(ffflx) =F'"tev ™
f(x).
Dans la définition de V! f, le fait qu’un tel opérateur soit unique résulte de ce que V=1 : Qo — Py
est un epimorphisme '-linéaire. L’existence de cet opérateur se vérifie en prenant une décomposition
normale de F;.

Lorsque O = Z, et X € FBTp g est tel que BT g o(X) = P, Zink a montré dans [Zin02] que
PV est un display si et seulement si le dual de Cartier XV est formel et que si c’est le cas alors
BT ro(XY) = PY. Pour O général, lorsque P¥ est un display on note XV € FBTg o tel que
BT g,o(X"Y) = PY. On a bien str alors (XV)¥ = X. Il est probable que I'on puisse interpréter le
dual XV au sens de la dualité introduite par Faltings dans [Fal02a].

Soit R un anneau satisfaisant les hypothéses de la section 1.1.1. Reprenons les notations du
théoréeme de comparaison du chapitre 1. Soit X € FBTg o tel que XV € FBTRg o soit défini. Soit
E Tévaluation du cristal algébre de Lie de la O-extension vectorielle universelle de X sur 1’épais-
sissement A..;s(R) — R. Notons Fil E sa filtration de Hodge, c’est & dire Fil' A.,.;s.F C FilE et
FilE/Fil' Ais.E = Lie X @ R. Il y a un opérateur %-linéaire V="' : Fil E — E. Supposons Lie X
et Lie XV libres. Le théoréme de comparaison du chapitre 1 se traduit alors en un isomorphisme de
Op-modules

~ —1_
(X) = (FilE)V =14,

L’évaluation du cristal de XV s’identifie alors & F* = Hom(E, A..;s). De plus,

T,

p

FilE* = {f € E* | f(FilE) C Fil' A..;s}.
Il y a alors un accouplement
(FilE)Y =1 5 (FiLE)Y =1 s (Fil! Agyiy)?" =P = Op.trr
ol tor est la période d’'un groupe de Lubin-Tate associé & F|Q,. Cela définit un accouplement
Tp(X) x Ty(XY) — Op.trr.

Lorsque O = Z,, cet accouplement est I’accouplement de la dualité de Cartier et est donc parfait.
On admettra que c’est le cas pour O général. Cela devrait résulter naturellement d’un lien entre la
notion de dualité introduite et celle de [Fal02a]. On doit pouvoir également le vérifier directement
en adaptant la preuve de la proposition 1.3.4.1 (il suffit essentiellement de remplacer ¢ par p?).

3.3.3.2 Extension a la tour

La proposition qui suit implique que le morphisme d’espaces rigides (A¥)"9 s’étend au niveau des
tours d’espaces rigides, c’est a dire le point (2) du théoréme 3.1.0.2.

Proposition 3.3.3.1. Soit T, resp. Tz, le Op-systeme local D7 -équivariant, resp. GL,.(D & )-équivariant,
sur Miiffn, resp. /\k/\>l£i19n, qui est le module de Tate de la déformation universelle. Via
(A9 s MYE — APME

il existe un isomorphisme de systémes locauz DY -équivariants

(/\k)rig*z]é ~ /\k/]~1

ot Uaction de DY sur le membre de gauche est déduite de v : DY — GL, (D).
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Cette proposition va elle méme résulter du résultat qui suit. Reprenons les hypotheéses et notations

du chapitre 1. Soit R un anneau satisfaisant les hypotheses de la section 1.1.1 et R lanneau associé.
Supposons que R soit de plus une W (I, )-algébre. Soit X € FBT%%:I et AFX € FBTR 0. Supposons

que Notons T,,(X) = Hom(Q,/Z,, Xﬁ) et de méme T,(AFX). Ce sont des Op-module libres de rang

fini munis d’une action continue de I' = Gal(R|R). Supposons que Lie X et Lie XV sont des R-modules
libres. La proposition précédente résulte alors de la suivante.

Proposition 3.3.3.2. Il existe un isomorphisme canonique de Op-modules munis d’une action de
T
AT (X)) == T, (AFX).

Démonstration. Soit £ le cristal algébre de Lie de la O-extension vectorielle universelle de X et Fil£g
sa filtration de Hodge (cf. section 3.3.2). Notons

E - gAcr'is (E)_)"ﬁ

Il est muni d’une filtration de Hodge Fil E contenant Fil' A..is.E telle que FilE / Fil' A..;5.F =
Fil€g ®r R. Soit ¢ le Frobenius cristallin de A..;,. Il y a de plus un opérateur ¢?-linéaire

V-'.FilE — E.
Le théoréme de comparaison du chapitre 1 s’écrit alors sous la forme
T,(X) = (FilE)V =1

ot la structure de O-module sur T,,(X) est donnée par 79 : Op — W(ﬁp)"dzld et W(R,)"dzld C

a_
Af”;m. Notons A*E la puissance extérieure k-ieme du A..;s-module libre E. D’aprés la proposition

3.3.2.1 et le théoréme de comparaison appliqué & A¥X on a
T,(A*X) = (FilAkE)N V=1

ou
FilA*E = Im(A*FilE — AYE).

Il y a donc un morphisme canonique compatible & I’action de I'
o APTL(X) — T(AFX).
Montrons que ¢’est un isomorphisme. L’accouplement parfait
Tp(X) x Tp(XY) — Op.ter

induit un accouplement parfait

AFTL(X) x AT (XY) — Op.thr. (3.2)
Il y a de plus un accouplement naturel

Fil(AFE)N VT =1 s AR(FiLES)Y 1) s (Fil Aeris)? =P = Op tror

qui définit un accouplement

T,(N*X) x AFT,(XY) — Op.ter (3.3)
tel qu’on ait un diagramme commutatif

/\kTp(X) x /\kTp(Xv) —OF- tIZ‘T :

)

T,(NFX)  x AP (XY) —— Op - th
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Les O-modules T, (A" X™V) AFT, (X U01Y) et AFT,,((X"™V)V) sont tous libres de rang (7). En fixant
une Op-base de chacun, soient les accouplements (3.2) et (3.3) donnés par les matrices M; et My,
et o donné par la matrice M,. Alors on a M; =M, M,. La matrice M, est donc inversible car M;
lest et My est a coefficients entiers. Le morphisme « est donc un isomorphisme. O






Chapitre 4

Le groupe de Mumford-Tate p-adique
générique

4.1 Introduction

Soit une donnée de Rapoport-Zink non ramifi¢ simple de type E.L (F,V,b, i) (2.1.2) ou bien une
donnée de Rapoport-Zink non ramifi¢ simple de type P.E.L (F,,V,< -,- >,b,71) (2.1.3), de corps
réflex local E. Rappelons que l'on a fixé une cloture algébrique Q, de Q, que £ C Q,, et que I'on note
Ele complété de I'extension maximale non-ramifiée de E dans @p. On note E la cloture algébrique
de E associée au plongement canonique F C @p.

Soit F I'espace homogéne sous G j; associé des sous-groupes paraboliques de type ;o que I’on voit
comme une variété algébrique sur E. Soit

Foc Fm

louvert admissible qui est I'image du morphisme de périodes dans ’espace analytique de Berkovich
associé & F (cf. section 2.5). Nous n’utiliserons en fait dans ce chapitre que les points de F* a valeurs
dans une extension de degré fini de F. En particulier, nous n’utiliserons pas la structure d’espace
analytique sur cet ouvert. De plus, d’aprés Colmez et Fontaine, de tels points coincident avec les
points & valeurs dans une extension de degré fini de E de I'ouvert faiblement admissible /% ([RZ96]
chapitre 1 et [DRO10]) ou

Foc Flac Fon
Siz € Fo(K) avec E|K\E et [K : E] < +00, il lui est associé¢ une classe de G(Q,)-conjugaison {&,}
de morphismes continus o

& Gal(E|K) — G(Qyp).

Avec les notations de la section 2.5, soit

M FO

le morphisme de périodes, X"V la déformation universelle sur M. Si Yy € M“"(K ) est tel que
7(y) = x regardons la représentation galoisienne sur le module de Tate

Gal(E|K) — GLp(V, (X))

dans le cas EL, -
Gal(E|K) — GU(V,(XY), < .,. >)

dans le cas PEL unitaire, ot < .,. >: V,,(X3™) x V,,(Xy™") — Q,(1) est donné par la polarisation
de X"V et _ .
Gal(E|K) — Gsp(V,(X,;™), < .,.>)

113
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dans le cas PEL symplectique. Le morphisme £, est alors obtenu aprés avoir fixé un isomorphisme
Vo Vo (X)

de F-espaces vectoriels, compatible aux produits symplectiques dans le cas PEL (ce qui est possible
d’apres la trivialité du torseur des périodes).

Dans ce chapitre on s’intéresse a 'image de ces morphismes &, lorsque x est comme précédemment
et varie dans ’espace des périodes. Plus précisément, on s’intéresse & l’algébre de Lie du groupe de
Lie p-adique Im&, C G(Q,),

Lie(Im¢,) C LieG
(qui est donc bien définie & G(Q,)-conjugaison prés via I’action adjointe Ad : G(Q,) — Aut(Lie G)).
C’est une sous-Q,-algébre de Lie de LieG (mais pas une sous-F-algébre de Lie en général). On
démontre sous une hypothése nécessaire concernant les polygones de Hodge et Newton que nous
précisons dans la suite que pour x « générique » en un sens que nous précisons plus loin,

Lie(Im¢,) = LieG

soit encore, 'image de &, est ouverte dans G(Qy).

D’apreés Serre ([Ser79]) et Sen ([Sen73|), l'algebre de Lie de Im¢&, est algébrique et Im &, est un

sous-groupe ouvert de son enveloppe algébrique. De plus, si C,, est le complété de E , la décomposition
de Hodge-Tate de cette représentation fournit canoniquement un cocaractére

Mg * Gm — G(Cp

dans la classe de conjugaison p tel que 'enveloppe algébrique de I'image de &, soit le plus petit
sous-groupe algébrique de G contenant I'image de .. Il y a en fait un autre moyen de calculer cette
enveloppe algébrique (& torsion intérieure prés) en utilisant la théorie de Fontaine, on renvoie pour
cela a la section 4.3.

Le théoréme principal de ce chapitre est le théoréme 4.5.0.1. Il est valable pour des espaces des
périodes plus généraux que ceux associés a des groupes p-divisibles dont nous venons de parler, le
cocaractere de Hodge p n’étant pas nécessairement supposé minuscule. Plus précisément, soit Q,, une

cloture algébrique de Q, et L le complété de I'extension maximale non-ramifiée de QQ,, dans @p. Soit
donné un groupe réductif G non-ramifié sur Q, et une paire (b, u) avec b € G(L), p : G, — Gg. et
_ . P
b € B(G, ) I'ensemble de Kottwitz. Soit E C Q, le corps de définition de la classe de conjugaison
de p. A p est associé une variété de drapeaux F sur E. Notons F= ‘7:/12“ Rappelons que E =1L est
le complété de lextension maximale non-ramifiée de E. Rapoport et Zink ont défini dans [RZ96] un
ouvert faiblement admissible

Fho ¢ i
de l'espace rigide analytique associé & la variété de drapeaux sur E.Si K |E est une extension de
degré fini et x € F/2(K) il lui est associé une représentation p-adique cristalline

£ : Gal(E|K) — G(Qp)
bien définie & G(Q))-conjugaison prés. Le théoréme 4.5.0.1 s’énonce alors ainsi.

Théoréme (Théoréme 4.5.0.1). Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés d b
et it dans la chambre de Weyl positive « ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités ». Supposons
b décent. Soit K|E une extension de degré fini et x € F(K) qui est un point générique de F. Alors,
x est admissible, x € f}{;a(K) et limage de la représentation cristalline

& 1 Gal(E|K) — G(Q,)

contient un sous-groupe ouvert de G4 (Qp).
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Bien str pour qu’un tel théoréme ne soit pas vide il faut montrer qu’il existe de tels points
génériques. C’est ce que nous faisons dans la section 4.2. La condition concernant les polygones de
Hodge et Newton se traduit de la fagon suivante dans le cas des groupes p-divisibles et des données
de type EL et PEL précédentes. Soient n = dimpV et d = [F : Q,]. A tout élément

(v1,...,vn) €Q"

vérifiant 11 < --- < v, on associe le polygone convexe

P(vi,...,vn):[0,n] — R
i — wm+--+y siie[l,n]NN
0 — 0

de pentes v1,. .., v, et d’origine (0,0). Puisque Iisocristal (V ®q, L, bo) est muni d’une action de F,
les multiplicités de ses pentes sont des multiples de d. Soient

M= = << A== << A ==\,
— —

d-fois d-fois d-fois

les pentes du polygone de Newton (V ®q, L,bs). On pose alors
PN = P()\l, ey )\n)

Soit

1
P =P(= 30,01, 1))
d T —_—— ——
TS p, ar
Puisque b € B(G, i), Pn et Py ont méme points terminaux et Py > Pg. On demande alors que
Vx €]0,n], Pn(z) > Pu(z).

Remarque 4.1.0.1.

1. Dans le cas sans structures additionelles, la condition précédente sur les polygones signifie
que nos groupes p-divisibles n’ont pas de pente 0 et 1. Dans ce cas la la condition sur les
polygones est nécessaire afin qu’il existe un point dans l’espace des périodes tel que ’image de
la représentation de monodromie associée contienne un sous-groupe ouvert de Gd"((@p). En
effet, s’il existe une pente 0 ou 1, une telle représentation se factorise automatiquement par un
sous-groupe parabolique propre de G(Q,).

2. Bien que nous ne l’avons pas vérifié, il est en fait probable que cela soit toujours le cas pour
des G-structures additionnelles générales : si les polygones de Newton et Hodge au sens précé-
dent se touchent en dehors de leurs extrémités alors les représentations de monodromies &, se
factorisent par un sous-groupe parabolique propre.

Remarque 4.1.0.2. Le résultat précédent est un analogue p-adique de résultats d’André ([And92]
sect. 6) sur le groupe de Mumford-Tate générique en théorie de Hodge usuelle sur C.

Remarque 4.1.0.3. Afin d’appliquer le théoréme 4.5.0.1 au cas des espaces de Rapoport-Zink de
type EL et PEL, a cause des normalisations concernant les filtrations de Hodge des modules de
Dieudonné covariant (cf. chapitre 1), afin que le morphisme &, : Gal(E|K) — G(Q,) soit bien celui
associé au module de Tate il faut lappliquer non pas a (b, ) mais (p~1b, ii). La condition concernant
les polygones associés a (b, p) énoncée ci dessus est la méme que celle associée a (p~1b, ji).

—

4.2 Existence de points génériques sur Q)"

Pour pouvoir appliquer le théoréme 4.5.0.1 qui suit nous avons besoin de vérifier le résultat
suivant.
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Proposition 4.2.0.3. Le corps @;;\T est de degré de transcendance infini sur Qp.

Démonstration. Pour i,j € N, posons Nj; = (5°7')! et

N Nj; sij=n!pourunneN
Yo sinon .

Pour ¢ € N, choisissons
v =Y Vi) € W(F,)
j=0

tel que

— 81 N;j # 0, x;; est un générateur de F;Nij,

— si Ni]‘ = 0, .’lﬁij =0.
On montre que la famille (z;);en est algébriquement indépendante sur Q.

Un élément ., V7[y;] € W(EF,) est algébrique sur Q, si et seulement s’il existe s € N tel que
y; € Fps pour tout j € N. L’élément zy est donc transcendant sur Q,,.

Supposons maintenant que o, ..., z;—1 sont algébriquement indépendants sur Q,, on veut mon-
trer que xo,...,x; le sont aussi. Soit une relation

am®" 4 a1z agw +ag =0

avec ag,...,am € Zplzo,...,xi—1] et m > 0. Il suffit de montrer que a, = 0. Soient a; =
Y s>0 Vlaks] pour k = 0,...,m. Supposons par I'absurde que a,, # 0 et soit r le plus petit en-
tier tel que am, - # 0.

Remarquons que

) bi-&-l[
bllgloo pt(m=1) (bm + r)il =t
pithI
lim ( ) = +Hoo.

b—-+oo pb(m=1) (h — 1)i+1]
Choisissons alors b € N tel que b soit de la forme n! avec (n + 1)! > m.n! + 7,

b+ > pP =D (b + 7)1 et (57! > pb (D (b — 1)1,

On a donc
—zp#0etz;; =0pour j=b+1,....,bm+r,
- Nip > pb(mil)m'maX(Ni/—l,bm-i-r?Ni/,b—l)‘
Posons

no :=bm +r et M =max(N; 1 1 Njpy ).

K2 3
De l'inégalité M > N;, , on tire que
Vi, 0 <t<b-1, Tit erM
c’est a dire
z; mod p* € Wy (F,m).

De I'inégalité M > N/, ,, et de ce que ao, ..., amn € Zy[zo, ..., T;—1], on tire que

pour 0 <k<m, 0<t<ng, aps€Fpu

c’est a dire
pour 0 < k <m, a; mod p™t! e Wos1(Fpn).
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D’apreés le lemme 4.2.0.1 qui suit,

-1
Ay + A1z 4 a1z Fag = E V2]
s>0

oll zp, est un polyndéme en z;; a coefficients dans IF,n de degré p™~bm et de facteur dominant

bm ng—>b
p p m
am,r'xi,b

Puisque z;; est un générateur de IFPNM et que N;p, > p"o_me, on en déduit que a,,,» = 0. C’est
donc une contradiction. O

Lemme 4.2.0.1. Soient r € N et m € N\ {0}. Posons

m—1

(ZVi[X’Dm'(ZVj[YmJ]) + Z (Zvi[xi])k.(ZVj[Yk,j])
_ 27V5[PS] € W(Fpi[Xi,kaj]m’kZO). ) B

s>0
Alors pour tout b € N,
—sis <bm+r, degy, (Ps) <p*~'m;
~ si s =bm+r, degy, (Ps) = p*~"m. De plus, le coefficient de kabm dans Py est Yf,’:j:l.

Démonstration. Puisque Ps est un polynéme en les (X, Yy ;) o<i,j<s , le résultat est clair si s < b car
0<k

alors degy, (Ps) = —0o. On suppose donc dans la suite que b < s.
On raisonne par récurrence sur s. Lorsque s = 0,

m k
_ o X0Yeo 1T=0
PO - m—1 vk .
k—o X0 Yko sinon.

On en déduit le résultat dans ce cas la.
Supposons maintenant s > 0. Notons

Ju

m—

(S vied) " (Vi) + > (X V"[Xz-])k(z VIlYi,))
= > VQ]

dans W(Z[Xi, }/j}i7j7k20). Pour tout s, le polynéme Py est donc la réduction modulo p de Q5. Appli-
quant le s-iéme polynéme de Witt & cette égalité on obtient

() (Xwv,) +
i=0 j=r

S
s—t
= > 'Y
t=0

—

m

> (o) ()

k=0 =0

ot si r > s, la somme ijrijg;j est par définition 0. On a donc

S

W varae S (o) (D)
k=0 i=0 7=0

s —t
= > 'Y
t=0
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ou « et 3 sont des polynémes ne contenant pas la variable Xj. Si s < bm + r on a donc
s —t
degxb<2thf " mod pSH) < p*bm. (4.1)
t=0

ou

D 'Y mod p*tt € (Z/p" L)X, Yiglig ko
t=0

D’autre part, d’aprés I'hypothése de récurrence, pour tout t < s,
degy, (P;) < pi~m
et donc
degy, (thfs_t mod pSH) <p*'m (4.2)
car pour un polynome f € Z[T]| et a € N,
deg(fpa mod p““) = p“deg(f mod p).

Combinant les relations (4.1) et (4.2) on obtient

degy, (P°Qs mod p**') < p*~'m
= degy,Ps < p* 'm.

Si s =bm+r, alors

s s m—1 s
3 s—i\ M . s—j i s—i\ Kk . s—j s
e (S0 ) (S07) ¢ 5 (S () motr)
=0 j=r k=0 =0 72>0
_ ps—bm

.Ss—b, s—r m
et modulo p**1, le coefficient de X; ™ dans ce polynéme produit est p*Y,2 =~ = psY}be’T . D’autre
part, pour k < s l'inégalité (4.2) est encore vérifice grace a I’hypothése de récurrence. On obtient
donc que

degy, (pSQS mod p5+1) =p*tm

= degy, Ps = > Om.

s—b m s—b
De plus, le coefficient de X; ™ dans p*Q; est P YP'" et donc le coefficient de X{ " dans P; est

m,r

bm
p
v O

4.3 Le groupe de Mumford-Tate p-adique

4.3.1 Rappels sur la catégorie Tannakienne des représentations cristal-
lines

Soient K un corps de valuation discréte extension de Q, & corps résiduel k parfait, et Ko =
Frac(W (k)). Désignons par o le Frobenius de k et de Ky. On fixe une cloture algébrique K de K et
on note I'x = Gal(K|K).

On rappele la définition d’un isocrital filtré ainsi que la définition d’un isocrital filtré faible-
ment admissible (cf. [Fon94b|) que Fontaine appelle p-modules filtrés et ¢-modules filtrés faiblement
admissibles respectivement.

Définition 4.3.1.1. Un isocrital filtré sur K/Kq est un triplet D = (N, p, Fil*Ng), ot
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- N = (N, ) est un isocrital sur k,
— Fil®*Ng est une Z-filtration décroissante de Ng := N®g, K par des sous-K -espaces vectoriels
telle que Fil' Ny = Ni pour i < 0 et Fil' N = 0 pour i > 0.

La catégorie des isocristaux filtrés sur K/Ky est notée IsocFilg,k,. C’est une catégorie additive
Q,-linéaire exacte quasi-abélienne.

Définition 4.3.1.2 (Fontaine). Pour tout isocrital filtré D = (N, p, Fil®* Nk ), on définit
tn(D) =vp(detp) € Z

ty(D) = Zz -dimg gr'(Ng) € Z.
i€l

Un isocristal filtré D est dit faiblement admissible si tx(D) =ty (D), et pour tout sous-objet strict
D' de D dans IsocFilg,, tn(D'") > tg(D').

La sous-catégorie pleine des isocristaux filtrés faiblement admissibles sur K/ K est désignée par
IsocFﬂ?(d/ K, C’est une catégorie abélienne. Le produit tensoriel de deux isocristaux filtrés faiblement

admissibles I’est aussi grace a Faltings ([Fal95]) et Totaro ([Tot96] théoréme 1). Donc, IsocFil?éi/ o
est une catégorie tannakienne @Q,-linéaire ([Del90] 2.8) avec comme foncteur fibre naturel sur K :

W' IsocFil'}‘?/ Kk, — Vectg,
(N,,Fil* Ng) +— N

ol Vectg, est la catégorie des Ky-espaces vectoriels de dimension finie.

D’aprés Colmez et Fontaine ([CF00]), faiblement admissible est équivalent & admissible. On a
donc une équivalence de catégories de Fontaine :

Deris : Repg® (T'c) —— TsocFilie) e,
Vi— ((V ®@p Bcris)rK 5 Id ®(P, Fl].. )

ol
- Reprf;S (}I‘ K) est la catégorie des représentations p-adiques cristallines de I'x,
- Bcris deSIgne Bcris(of)y
— la filtration Fil® est obtenue & partir du plongement

(V & Bcris)FK ®K0 K—=V ®Qp BdR

et de la filtration V ® Fil* Byg.

L’équivalence inverse est donnée par
%ris : ISOCFﬂ%i/KO SN Repé;": (FK)
(N, @, Fil* Ni) > Fil’(N @1, Beris) .

cris

La catégorie Repg, (T'k) est tannakienne neutre sur Q,, avec comme foncteur fibre naturel :

w: RepgiS(I‘ k) — Vectg,
(Vip) — V.

Il y a de plus un isomorphisme de foncteurs

w ®Qp Bcris ;) (W/ o ]D)cris) ®K0 Bcris (43)
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c’est & dire, les foncteurs fibres w et
W' 0 Depis Repg,’(T'x) — Vectr,
deviennent isomorphes aprés extension des scalaires & B,;s.

Soit Isock, la catégorie des isocristaux (IV, ¢) ou N est un Kp-espace vectoriel de dimension finie
et ¢ un isomorphisme o-linéaire. Elle est Tannakienne sur Q,, avec un foncteur fibre évident

W' :Isock, — Vectg,
(Nop) — N

que ’on note de la méme fagon que le foncteur fibre w’ sur IsocFﬂ?{d/ K, buisque ce dernier est obtenu
par composition

IsocFila[?/ K, — Isock, 5 Vect Ko-
Supposons maintenant et dans toute la suite que k est algébriquement clos. Soit pour un entier

s e N\ {0},

Isock,
la sous-catégorie Tannakienne des isocristaux dont les dénominateurs des pentes de Dieudonné-Manin
divisent s. On a donc « Isock, = U521 Isocy, » avec Isocy, C Isocié0 si s|s’. En particulier, toute
sous-catégorie Tannakienne de Isocg, engendrée par un nombre fini d’objets est contenue dans Isocj,

pour s > 1. Soit Qs = KJ 19 'extension non-ramifiée de degré s de Q, dans Kj. Il y a un foncteur
fibre

a s
wg : Isocy,  — Vectq,.

(V@) — DN
Xelz

tel que
’ o
o Isoch, — Wy Qs K.

En particulier, Isock, posséde un foncteur fibre sur Qp". Soit

Isock, ®q, Qps

la catégorie des isocristaux dans Isocy, munis d'une action de Q. Un objet de cette catégorie est
noté par (N, ¢,t) o ¢ : Qp — End(N, ). Elle est Tannakienne neutre sur Qp- car w/ induit un
foncteur fibre

@ : Isoct, ®q,Qpe — Vectq,.
(Na ©s L) — N’)’O

N= & N
YEGal(Qpe Q)
avec

N, ={z e N |VaeQp, t(a)(z) =~(a)z}
et 7o =Id. Il y a un foncteur d’extension des scalaires (cf. [DMOS82|)

Isocy, — Isock, ®q,Qps
X — X ®q, Qp



4.3. LE GROUPE DE MUMFORD-TATE P-ADIQUE 121

et le diagramme suivant commute & un isomorphisme canonique prés

Isock, (4.4)

|~

Isock, ®q, Qps — Vectg,. -

ou la fléche verticale est 'extension des scalaires précédente.

Revenons aux isocristaux filtrés admissibles. Soit

lad,s

IsocFil, Ko

la sous-catégorie pleine de IsocFilal”?/ K, dont les objets sont les (N, ¢, Fil* Ni ) avec (N, @) € Isoc, .
On a donc par composition avec le foncteur oubli de la filtration

.1ad,s s
IsocFllK/KO — Isoci,

des foncteurs fibres

Wl :IsocFil??/’;O —  Vectg,.

- ad,
@, : IsocFilic 3 ®q, Qp  —  Vectq,

avec un diagramme commutatif identique au diagramme (4.4) et

/

— !
w|IsocFilad‘S = Wy ®st K.

K/Kq

4.3.2 Le groupe de Mumford-Tate p-adique

Soit K/Ky comme dans la section précédente ou Ko = W (k)g et on suppose k algébriquement
clos. On note également L = K. Soit G un groupe réductif sur Q,. Supposons nous donné une paire

(b, ) ot
be G(L)
et
uw:Gy — Gg.

On note b € B(G) la classe de o-conjugaison de b et fi la classe de G(K )-conjugaison de v G —
G- Supposons que -
be B(G, )

Pensemble de Kottwitz (cf. les rappels de la section 2.1.1). Supposons la paire (b, 1) admissible au
sens de la définition 1.18 de [RZ96]. Elle définit donc un tenseur foncteur exacte entre catégories
Tannakiennes

Gbu : Repg, (G) — ISOCFil??/KO
V,p) — (Vg,, p(b).1d ®0, Fﬂ; Vi)

ou Vi, =V ®q, Ko, Vi ==V Qq, K et si

VK = @ VK,n

neZ

est la décomposition isotypique de la représentation p o p : G,,, — GL(Vk) selon les caractéres de
Gy, X*(G,,) = Z, alors
Fill, Vie = @D Vicn-
n>k
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Notons .
]:b,u = %7'1’5 o gb,u : Repr (G) - Rep&r;s (FK)

Soit le foncteur fibre canonique

wcan:Repr(G) —  Vectq,
Vip) — V

Puisque b € B(G, f1), le torseur des périodes associé est trivial : le foncteur fibre
F i
Repg, G L Repg,”(I'x) —— Vectg,

est isomorphe & weqy,. Le choix d’un isomorphisme weqn — w o Fp,, définit un morphisme continu
de groupes

Eou s T — G(Qp)

et un isomorphisme entre 7 ,, et le foncteur

ReprG — RepaiS(FK)
(V.p) +— (Vipo&ou)

Un autre choix fournit un morphisme G(Qp)-conjugué. On obtient ainsi une classe de G(Qp)-
conjugaison de morphismes {&, ,}. On fixe désormais un isomorphisme de foncteurs fibres et donc
une représentation &, , dans la classe de G(Qy)-conjugaison précédente.

Voici maintenant une traduction des résultats de Serre ([Ser79] théoréme 1’) et Sen ([SenT73] § 4,
thm 1). On note

Proposition 4.3.2.1.

1. L’algébre de Lie du groupe de Lie p-adique Im(&, ) C G(Qp) est une sous-algébre de Lie
algébrique de Lie G.

2. L’image de &, est ouverte dans son enveloppe algébrique (i.e. son adhérence de Zariski).
3. La décomposition de Hodge-Tate d’une représentation cristalline définit canoniquement un co-
caractére
par 2 Gm — G2

~

G(K)-conjugué a ph tel que la composante neutre de l'enveloppe algébrique de Im &, ,, soit le
plus petit sous-groupe algébrique de G' sur Q, contenant Im pg.

Démonstration. La décomposition de Hodge-Tate d’une représentation cristalline fournit un tenseur
foncteur exact

cris

Repg, (I'x) — K — espaces vectoriels Z-gradués.
On en déduit I'existence de ppr tel que pour tout (V, p) € Repg, G, la décomposition de Hodge-Tate
de p o &, soit donnée par po pgr i.e. si

~

V Qq, K- P (v &g, K),
i€ZL

est la décomposition isotypique de la représentation p o pyr selon les caractéres de G,,, la représen-

tation semi-linéaire (p o &, ,) ® Id est isomorphe en restriction a (V ®q, F)Z & une somme directe

de K (3).
Soit maintenant p : G — GL(V) une représentation fidéle de G. Appliquant ([Ser79] théoréme
1’) et ([Sen73| § 6) & la représentation p o &, ,, on conclut. O

Définition 4.3.2.1. On note MTy ,, le sous-groupe algébrique de G qui est l'adhérence de Zariski
de Im fb,u.
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Bien str, le sous-groupe MT; ,, C G n’est défini qu'a G(Qp)-conjugaison prés via le choix d'un
isomorphisme de foncteurs fibres wegn — w 0 Fp,u que l'on a fixé précédemment. La proposition
précédente affirme que Im¢;, ,, est un sous-groupe ouvert de MT, ,(Q,) que MTy ,, est le plus petit
sous-groupe algébrique de G contenant I'image de p1 7. Voici une description Tannakienne de MTy, ,.
Soit

Ty C RepG°(Tx)

la sous-catégorie Tannakienne de Reprf;s(I‘ k) engendrée par l'image essentielle de 7 ,, c’est & dire

cris

la plus petite sous-catégorie de Repr (I'k) contenant les F ,(X), X € Repr G, stable par produit
tensoriel, somme directe, contragrédiente et sous-quotient. Si p : G — GL(V') est une représentation
fidele de G alors 7y, ,, =< Fp, ,,(V, p) > (catégorie Tannakienne engendrée). Il y a un foncteur fibre

Wi, * Ty — Vectq, -
Le foncteur 73, induit un plongement
M@)(W\Tb,u) - M@)(W o Fou) =~ M(g(wcan) =G.

Proposition 4.3.2.2. On a MT,, = M®(w|7w).

Démonstration. Il y a un morphisme canonique

Tk — Aut®(wiz, ,)(Qp) C G(Qy).

On a donc
MT,,, C Auwt®(wig; ,)-

D’aprés Chevalley, il existe une représentation p : G — GL(V') et une droite D C V telles que MT} ,
soit le stabilisateur de D dans G :

MT,,, = {9 € G | p(9)(D) C D}.

Puisque
poy,:Tx — MTy . (Q,) - GL(V),

D définit une sous-représentation de dimension 1 de F3 ,(V,p) et donc un objet de la catégorie
Tannakienne 7;, , qui est un sous-objet de Fy, ,(V, p). Il est nécessairement stable par I'action d'un
élément de Aut® (Wi,,.)- O

Le foncteur fibre wz,  fait de Ty, une catégorie Tannakienne neutre. On a donc le corollaire
suivant.

Corollaire 4.3.2.1. On a une équivalence de catégories Tannakiennes

To.p SEASN Repr MTy,,.

4.3.3 Description cristalline

Notons maintenant
Ty,.° C IsocFiI%i/ Ko

la sous-catégorie Tannakienne de IsocFilz}‘}i/ K, engendrée par 'image essentielle de Gy ;. Sip: G —
GL(V) est fidéle, il s’agit de la sous-catégorie Tannakienne engendrée par I'isocristal filtré

(Vi, p(b)o, Fil?, Vi ).

Via la ®-équivalence
cris

Deyis - Repr (Tg) — IsocFil%l/Ko
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on a donc une équivalence de catégories Tannakiennes

cris

%Ji b,y

Soit s > 1 tel que pour une représentation fidéle p : G — GL(V), les pentes de l'isocistal (Vz, p(b)o)
aient des dénominateurs divisant s. Alors,

cris ) .1ad,s
Ty,,° C IsocFily e .

Notons
cris,s | cris

— .
wb7u = wslTbc,;S o — VeCtst .

Définition 4.3.3.1. On note . _
MT? = Aut®(w,h).

Soit
vy :D— G,

le morphisme des pentes (cf. les rappels de la section 2.1.1). Rappelons ([Kot85] et [RZ96] def. 1.8)
que b est décent pour 'entier s s’il vérifie

(bo)® = (s.vp)(p)o®.
Si c’est le cas, d’aprés le corollaire 1.9 de [RZ96], on a
be G(Qp:) et vp:D— Gg,- -
On vérifie alors aussitot le lemme suivant.

Lemme 4.3.3.1. Supposons b décent pour Uentier s. Alors

w5 0 Gy = Wean @, Qpe : Repg, G —  Vectq,,
(‘/v P) — V ®Qp Qp5~

On en déduit que si b est decent pour s alors le foncteur Gy, ,, induit canoniquement un plongement

cris
MTb,M C GQpS .

Notons la proposition suivante qui relie le « groupe de Mumford-Tate cristallin » au « groupe de
Mumford-Tate étale ».

Proposition 4.3.3.1. Il y a un isomorphisme de schémas en groupes sur Spec(Beris)
Mj‘zf,ilf ®st Beris —— MTb,u ®Qp Beris.

De plus, M]Cbr:f et MTy,, ®q, Qps sont formes intérieures 'un de l'autre.

Démonstration. C’est une conséquence de 'existence de 'isomorphisme de foncteurs fibres sur la
catégorie Tannakienne 7y, ,

cris,s

b, o ]D)cm's ®st ch’s a— W\Tb,“ ®Qp ch’s~

Notons ) '
@Zf;s’s Ty ®q, Qps — Vectq,
le foncteur fibre obtenu par extension des scalaires a partir de wgrf’s (cf. [DMOS82] exp.II sect. 3).
On a alors
is _ ® (~cris,s
MT} = Aut® (&)")
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et d’aprés ([DMOS82] exp.II prop.3.11) le foncteur @Zf;s’s induit une équivalence de catégories :

~cris,s . ~-cris ~ cris
wb,p, © b ®QP @ps Rep@pS (M buu)'

Avant d’énoncer'la proposition qui suit, rappelons qu'un objet X € fojs ®q, Qps est dit de
rang 1 si dimg,.@p,"*(X) = 1. Si X = (N,¢,Fil* N, 1) out (N, ,Fil* Ng) € T et ¢ : Qpe —
End(N, ¢, Fil® Ni) cela signifie que

dimg,N = s.

Proposition 4.3.3.2. Supposons b décent pour l’entier s.
1. On a

V(V.p) € Repg, G, VX C Gbu(V,p) ®q, Qps de rang 1}

plg) @y (X) € & (X)

M = { g€ Gaq,.
b,p

2. Soit p: G — GL(V) une représentation fidéle. Pour mi,mo € N notons T™V™2 la représenta-
tion p®™ @ pVe™2_ On a alors
Yma, ma, ¥X C gb’H(Tm17m2) Qq, Qps de rang 1}

MTCbris = {g € GQpS ~cris,s ~cris,s
" p(g)-@y,, " (X) C @y (X)

Démonstration. Le point (2) résulte du point (1) et de ce que toute représentation de G se réalise
comme sous-représentation de 7""*>™2 pour des entiers m1,ms. Passons au point (1). Soit H C Gq,.

cris,s

le groupe algébrique de droite dans 1’égalité cherchée. Par définition de Aut® (wb u ) on a

MT§ " C H.

D’aprés Chevalley, il existe une représentation p’ : Go,. — GLg,. (V) et une Qp=-droite D C V telle
que .
MT}) = {g € Gq,.

p'(9)(D) C D}.
Via I'équivalence Repg, (G)@Qyp: = Repg, . (G), soit p: G — GLgq, (V) la représentation de G’ munie
de son action ¢ de Q- associée a p’. On a donc Gy ,(V, p) € Zfﬁs et grace a ¢,

(Gou (V2 0), Go,u(1) € T3 @, Qe

Puisque ) .
T3 @, Qpr = Repg,, MY

la droite D définit un sous-objet X de rang 1,

X C(Go.u(V;0), Gou(1))-

SiY e ’ZZCL‘E ®q, Qps et Z € ’ZZCL‘S est I'objet Y aprés oubli de 'action de s, on a une décomposition
dans la catégorie 7?735 ®q, Qps

Z ®q, Qpe = @ (Zz ®q, st)v

'yGGal(st |Qp)

qui provient de ce que Z ®q, Qps est muni d'une action de Q,s ®q, Qps. Soit o = Id € Gal(Qy+|Q,).

Alors,
Y=(Z ®q, st)% cZ ®Q, Qps-

On a donc une suite de sous-objets dans 7;?35 ®q, Qps

X C(Gou(Vip),Gb,u(t) C Gou(V,p) ®q, Qpe
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Soit maintenant g € H. Par définition de H,

(@57 (X)) € @, (X)),

mais
Gy " (X) =D CV =& (G u(V: p)s Gou(1))-
et donc g € M gf;f O
Gréce a la proposition précédente et au lemme qui suit on va donner une description « concréte »

de MT}"".

Lemme 4.3.3.2. Les objets de rang 1 de IsocFﬂ??/";(o ®q, Qps sont classifiés par Z°. A(dy,...,ds 1) €
Z° est associé (N, ,Fil®* Nk, 1) ot (N, ¢, Fil®* Nk) € IsocFil??/’j(O et v: Qps — End(N, ¢, Fil®* Ng)
sont donnés par :

- ona

N = @ Qps - €

1€EL/SL

ot Uaction v de Qps sur Qs - €; est donnée par le plongement o,
— laction de ¢ est donnée par

pler) = ei+1 si0<i<s—1
@(6571) = Pkeo

ou k=321 di,
— la filtration est
Fil* = @ Fil°K -,
€L/ ST
ol

Fill K - e; = -
0sij>d;.

Démonstration. Soit le tore T' = Resg,. /g, Gm- Les objets de rang 1 dans IsocFil%i/’;O ®q, Qps sont

donnés par les paires admissibles (b, ') dans T qui se calculent & isomorphisme prés grace a la
proposition 1.21 de [RZ96]. O

cris

by due nous utiliserons dans la suite.

Voici maintenant la description de M

Proposition 4.3.3.3. Supposons b décent pour Uentier s. Pour (V,p) € Repr G et v € Vi notons

deg,,(v) = sup{k € Z | v € Fil}; Vi }.

Y(V,p) € Repg, G, Vk € Z, Vv € V ®q, Qps non nul satisfaisant }
(s.pow)(p).v =pko et 3272, deg, ((p(b)o)'(v)) = k, 3c € Gy, plg).v =cv )

2. Sip:G — GL(V) est une représentation fidele, T™1 ™2 = V®m1 @ VVOM2 et on note encore
p Uaction de G sur T™ ™2,
Vmi,mg €N, Vk € Z, Vv € T2 @q, Qps non nul satisfaisant }

MT{S = g€ Gy, )
b {g Qe (s.powp)(p)v=prv et Zf;ol deg, ((p(b)o)i(v)) =k, 3c € Gy plg).v = cv
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Démonstration. Avec les notations du lemme 4.3.3.2, si
X e IsocFili?/’i{o ®q, Qps
est I'objet de rang 1 associé a (do,...,ds—1) € Z°, k=), d;, et
Y = (N, ¢, Fil* Ng, 1) € IsocFili(d/j(o ®0, Qpe,
ot ¢ est I’action de Qps, on a

a€ Oy o) =0z, o) =ity )

HOHI(X, Y) \ {0} — {’U c N\{O} etsi0<i<s—1, degFﬂ. NK((pi U)) =d;
f— [fleo).

Cela résulte de ce que puisque X est de rang 1, un morphisme de X dans Y est un monomorphisme
si et seulement s’il est non-nul. De plus, puisque nos isocristaux filtrés sont admissibles, un tel
monomorphisme est strictement compatible aux filtrations. Le résultat est alors une conséquence de

la, proposition 4.3.3.2 couplé du fait que si Z = (N, p, Fil®* Ng) € IsocFﬂ"}?/";(O, alors

Z®Qp: = (N @ Qps, p, FiI* (Ng @ Qpe ), ¢) € IsocFilif/";(O

ou
- NR@Qps = BreGal(Q,s|Q,) Nr avec Ny = N et l’action ¢ de Qps sur N, est donnée par 7;
= ¢((ar)r) = (plag-17))r pour (ar); € N ® Qp: = &, Ny
— filtration Fil*(Ng ® Q) est induite par les filtrations Fil®(N; k) = Fil*(Nk) sur chaque
composante.

O

4.4 Filtrations génériques de la catégorie des représentations
d’un groupe réductif
4.4.1 Filtrations de la catégorie des représentations d’un groupe réductif
Soit K un corps et G un groupe réductif sur K. Si
uw:Gp — G
on note P, C G le sous-groupe parabolique défini par
P,={geq| lli% 1(2)gu(z)~" existe }.

Le centralisateur de p dans G est un sous-groupe de Levi de P,. Si p : G — GL(V) est une
représentation de G dans un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit

V=@,
neEZ
ou p o u agit sur V,, par le caractére z — z". On pose alors
Fil*t V = P Vi..
n>e

qui est une filtration décroissante de V par des sous-représentations de P,. Les gradués de cette
filtration sont des représentations triviales du radical unipotent de P, et sont donc des représentations
du groupe de Levi M,, = Cg(u). Par exemple, pour la représentation adjointe de G sur Lie G on a

Lie P, = Fil), Lie G.
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La correspondance (V,p) — Fil; V' définit une filtration scindée de la catégorie Tannakienne
Repy G (cf. par exemple le chapitre 5 de [DRO10]). Soit R une K-algébre et Repy, G la catégorie des
représentations de G dans des R-modules libres. Pour g € G(R), gug~"' définit une filtration de la
catégorie Repp G. Si g € P,(R), cette filtration est identique & celle définie par p (mais le scindage
est différent si g ne centralise par p).

Notons
X,=G/P,,

la variété de drapeaux associée a P,,. Elle paramétre des filtrations de la catégorie des représentations
de G. Ainsi, si K'|K, a chaque élément de X (K') est associé une filtration de Repy G.

Définition 4.4.1.1. Pour z € X, (K'), x = gP, avec g € G(K') et (V,p) € Repg, G, on note
Fils V := Fil?,, -1 V = p(g) Fils, V

g

la filtration associée.

4.4.2 La filtration générique associée a p
Définition 4.4.2.1. Soit (V,p) € Repyx G. On note
FILV= () FLV
zeX, (K)
que l'on appelle la filtration générique associée & .

Cette filtration ne dépend que de la classe de G(K)-conjugaison de u. Ainsi, si A est un tore
déployé maximal dans G, Py un sous-groupe parabolique minimal contenant A et X,(A)" la chambre
de Weyl positive associée, & chaque élément de X, (A)™ est associée une filtration générique de V.

Cette filtration est invariante sous ’action de G et définit donc une filtration de la représentation
p par des sous-représentations. On a

ﬁ;V: ﬂ p(g).Fil;V
9eG(K)

——k
et Fil |V est la plus grande sous-représentation de p contenue dans Filﬁ V. Sideg, :V — ZU{+oo}
est la fonction degré associée a la filtration Fil; v,

deg,(v) =sup{k €Z | v € Filﬁ Vi,
la fonction degré ngu associée a la filtration générique est

aééu(v)==g€§§;3degu(p(g)v)-

On prendra garde au fait que le foncteur
(V,p) — ﬁuv

ne définit pas en général une filtration de la catégorie Tannakienne Repy G (cette filtration n’est pas
en général compatible au produit tensoriel).

Lemme 4.4.2.1. Soit K'|K et x € X,(K') un point générique de X,,. Pour (V,p) € Repyx G on a

FilLV = V N Fil} Vier.
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Démonstration. Soit £, le Ox, -module localement libre de réalisation géométrique le fibré vectoriel

G x V.

Pu,p

La filtration Fil; V de V forme une filtration de V' par des sous-représentations de P,. On a donc
une filtration

Fil* &,
de &, par des sous-Ox, -modules localement libres localement facteur direct de réalisation géomé-
trique le fibré vectoriel filtré
G x Fil} V.

P}“p

Soient maintenant v € V et k € Z. Voyons v comme une section globale de &,. Considérons le
foncteur

H,  : K —Schémas — Ensembles
Y — {f:Y = X,|froel(Y,f Fil* &)}

Puisque la filtration Fil® &, est formée de sous—OXM—modules localement libres localement facteurs
directs, H, j est un sous-schéma fermé de X,.
Soit maintenant v € V N Fill; Vik:. Le sous-schéma fermé H,; de X, contient donc le point

générique de X,,. On a donc H, = X, ce qui implique que X, (K) = H, (K) et donc v € ﬁﬁv.

Réciproquement, si v € ﬁﬁV, on a H, ;(K) = X,(K). Puisque X, (K) est Zariski dense dans
X, on aalors H, , = X,,. En particulier, € H, ;(K') ou encore v € Fil}, V. O

4.4.3 Caractérisation en termes de plus haut poids

Supposons maintenant K de caractéristique 0 et G déployé sur K. Soit T' C B un tore maximal
de G dans un sous-groupe de Borel. Si ® C X*(T') désigne les racines de 7' dans Lie G, on note ot
les racines positives c’est a dire celles dans Lie B. On note ® C X, (T) les coracines. Soit

X" (Tt ={x e X*(T) |Va € T, < x,a >>0}

les poids dominants. On suppose, ce que ’on peut toujours faire, que p est dans la chambre de Weyl
positive,
pe X (T)*

c’est & dire pour tout a € ®*, < «a,u >> 0. On note wy 1’élément de plus grande longueur dans
le groupe de Weyl. Ainsi, wqg.pu est le représentant dans la chambre de Weyl négative de la classe de
conjugaison de u. Rappelons également que w3 = 1 et donc si xy € X*(T'), < wq.X, 4 >=< X, Wo-f >.

Rappelons le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.3.1 (Tits, [Tit71, thm 2.5]). Les K-représentations irreductibles de G sont clas-
sifiés, a K-isomorphisme preés, par les poids dominants. De plus, elles sont toutes absobument irré-
ductibles.

Soit p : G — GL(V') une représentation de G sur K. Notons
- @ v
xex=(T)+

la décomposition isotypique de V selon les représentations de plus haut poids A de G, c’est & dire
V est une somme directe de représentations irréductibles de plus haut poids A.
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Proposition 4.4.3.1. La filtration générique de V' associée a p est donnée par

==k A
FiL,Vv= & Vv
xex (Tt
<A\ wo.p> >k
Démonstration. Soit
v= P W
XEX*(T)

la décomposition de pj7. On a alors

1k
Firv= @ W
<G> 2k

Soit . .
Fil,v= €p (Fi,V)
AEXH(T)+

la décomposition isotypique suivant les plus hauts poids de la représentation ﬁﬁV de G. Si (ﬁiV) A #*
0, l’espace de plus bas poids

(FIL V) 1 Vi

est non-nul contenu dans Filﬁ V et donc < A\, wg.pp >=< wg.A, 4 > > k. On en déduit que

—k 2

FiLvc & v
xex (Tt
<A wo.p> >k

On a pour tout A € X*(T)*
Vi= P Vi

XEX™(T)
wo ASX <A

ou rappelons que x1 < X2 signifie que y2 — x1 est une combinaison linéaire a coefficients positifs de
racines positives. Puisque pu € X, (T)T, si x > wo.\ et < wg.\, pp >> k alors < x, u >> k et donc

V, CFil} V.
Donc, si < A\, wg.pu >> k,
VA CFil} V.
Mais puisque V* est stable sous I’action de G cela implique que
VAic () ¢.Filhv =Fi,V.
geG(K)
On en déduit le résultat. O

Remarque 4.4.3.1. Il résulte de la proposition précédente que la filtration générique de (V,p) as-
sociée a | est canoniquement scindée, ce qui n’était pas a priori évident.

4.4.4 Interprétation géométrique

Soit (V, p) € Repg G. Soit
E, =G x V
Pu.p
comme dans la démonstration du lemme 4.4.2.1, muni de sa filtration

Fil*E, = G x Fil,V.
Pu.p
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C’est une filtration de fibrés G-équivariants sur X,. Puisque p est une représentation de G et pas
seulement de P,, le fibré £, est trivial. On a donc comme représentation de G,

p=H(X,.E,).
Il résulte de la preuve du lemme 4.4.2.1 que la filtration générique de p est donnée par
Fil, p = H°(X,,,Fil* &,).

Notons
Gr;V

le gradué de Fil; V' qui est une représentation du sous-groupe de Levi M, = Ce (1) de P, (le radical
unipotent de P, agit trivialement sur le gradué de la filtration). On a alors

Gr*€, = G x Gr, V.
P,
Comme représentations de G, le gradué de la filtration générique se plonge de la fagon suivante
Grop = G HO (X, Fil* €,) — HO(X,,,Gr*,).

Supposons maintenant que ’on est dans la situation de la section précédente. Soient ' C B C P, ol
T est un tore maximal et B un sous-groupe de Borel. Supposons que p € X*(T)*. Pour x € X*(T)
on note £, le fibré en droites équivariant associé sur G/B, £, = G x x. Soit

B

7:G/B— G/P, =X,.
D’aprés ([Jan03] I11.4.6 b)), on a
H(X,,CGr"¢,) = H°(G/B, " CGr"¢E,).

Mais,
wtv= @ v

XEX™(T)
<xp>=k

comme représentation de T et donc

TG, = @ VoL,
xX€X™(T)
<x,u>=k
On a donc comme représentation de G,
HY(G/B,m"Gr*e,) = @ Vi ® HYG/B,Ly).
xX€X™(T)

<x,p>=k

Mais d’aprés le théoréme de Borel-Weil, HO(G/B,EX) est soit nul si wg.x n’est pas dominant, soit
une représentation de plus haut poids wy.x (il faut prendre garde a ce que la formulation classique
du théoréeme de Borel-Weil fait intervenir le sous-groupe de Borel opposé & B, d’ott wg.x et non x).
On en déduit que les sous-représentations irréductibles de

H(G/B,7*Gr*€,)
on des plus hauts poids A vérifiant < A\, wy.u >= k. Il en est donc de méme pour
Grip = Gr*HO(X,,, Fil* £,).

On a donc retrouvé géométriquement la proposition 4.4.3.1.
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4.5 Le groupe de Mumford-Tate p-adique générique

Nous prouvons maintenant le théoréme principal de ce chapitre. On se place dans les hypothéses
de la section 4.3.2. Plus précisément, L = Ky = W (k)q avec k algébriquement clos et K|K( de degré
fini.

Théoréme 4.5.0.1. Soit G un groupe réductif non-ramifié sur Q. Soit b € G(L) et p: Gy, — Gg.
Faisons les hypothéses suivantes :

(a) b est décent.

(b) La classe de o-conjugaison b de b est dans I’ensemble de Kottwitz B(G, ).

(¢) Soit E C L le corps de définition de la classe de conjugaison de u et F la variété de drapeaur sur
E associée a p. On suppose que le sous-groupe parabolique P, € F(K) est un point générique de
la variété algébrique F.

(d) Soient A C B un tore déployé mazximal dans un sous-groupe de Borel de G. Soient vy € X, (A)a

le point de Newton associé a b dans la chambre de Weyl positive et po € X*(A)6 le point de
Hodge. On suppose que les polygones associés de Newton et de Hodge me se touchent pas en
dehors de leurs extrémités au sens ot pour tout sous-groupe de Levi standard propre M de G,
on n'a pas vy, < pg dans la chambre de Weyl positive de M dans X.(A)g.

On a alors
1. La paire (b, u) est admissible.

2. Le groupe de Mumford-Tate MTy ,, contient Gder et MTb#/Gde’" est le plus petit sous-tore du
cocentre contenant l'image de p. En particulier, ’image de la représentation &, ,, : Gal(K|K) —
G(Qp), bien définie & G(Q,)-conjugaison prés, contient un sous-groupe ouvert de G*"(Q,).

Démonstration. Soit s un entier tel que b soit décent pour s. Choisissons s suffisamment grand de telle
maniére que G soit déployé sur Qps. On a donc E' C Q. De plus, b € G(Qp:) et vy, : Gy, — G, - Soit
A un tore déployé maximal dans G et B un sous-groupe de Borel contenant A. Notons T' = Cg(A),
un tore non-ramifié qui est un sous-groupe de Levi de B. On a donc

AcCTcCB.

Puisque G est quasi-déployé et la classe de G(Qps)-conjugaison de v, définie sur Qp, il existe g €
G(Qp:) tel que grpg™t : D — A. Quitte & remplacer b par gbg~7 et p par gug~' (ce qui ne change
pas I'hypothése de généricité concernant i) on peut supposer que

vy € X* (A)a,
la chambre de Weyl positive.

Commengons par le point (1). Soit Fo,. la variété de drapeau sur Qs et F; “:S I’espace analytique

s

de Berkovich associé. Soit Z C F Qe louvert qui est le lieu de faible admissiblité de Iisocristal

filtré associé a lisocristal avec G-structure défini par b € G(Qp-). Si (V,p) € Repg, G est une
représentation et x € Fg", on lui associe I'isocristal filtré

(Vst ) p(b)J, Fll; Vk(m))

Alors, fég est le lieu de faible admissibilité de ces isocristaux filtrés (il suffit en fait de le tester pour

une représentation fidéle de G). Puisque b est décent, I’extension des scalaires de Qs & L induit une
bijection

{sous isocristaux de (Vg,., p(b)o)} —— {sous isocristaux de (V, p(b)o)}.
En particulier, si K'|L est une extension de degré fini et z € F(K’),

(V= » p(b)o, Fil}, Vi+) est faiblement admissible <= (V7 p(b)o, Fil}, Vi) est faiblement admissible .
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Puisque b € B(G, i), d’aprés le théoréme 3 de [FRO5], .7-'6;13 (L) # 0 et donc 73" # 0. Il existe
donc un point fermé de la variété algébrique Fg,. qui soit un point de l'ouvert analytique .7-"(5:5.

Notons z € F@ps un tel point. Soit p : G — GL(V') une représentation fidéle de V. Soit N C V@ps
un sous-isocristal de (Vg,., p(b)o). La fonction

— 7

| Fa,
r — tg (N, p(b)o, Fﬂ; Vk(:p) NN ®Q,s k(a:))

(point terminal du polygone de Hodge) est semi-continue supérieurement et en paritculier croit par
spécialisation. Puisque p : G, — G définit un point générique de Fg,, on a donc

tr (N, p(b)o, Fil', Vg N N @g,. K) ts (N, p(b)a, Fill Vi) N N @q,. k(2))

<
< tn (N, p(b)o)

ou la seconde inégalité résulte de la faible admissibilité de z. Cela étant vrai pour tout N, on en
déduit que l’isocristal filtré
(Vi » ()0 Fill, V)

est faiblement admissible et donc
(VL, p(b)o, Fil}, Vi)

Pest aussi. La paire (b, u) est donc admissible.

Passons au point (2). On utilise la description donnée dans la proposition 4.3.3.3 de la version

cristalline du groupe de Mumford-Tate, MT,‘;TLS Soit (V, p) € Repg, G. Soit

VQPS - @ ‘/(Q?\pg
AEX+(T)+

la décomposition isotypique suivant les plus hauts poids de ’extension des scalaires de Q, & Q,s de
p (cf. section 4.4.3). On note o pour Id ®c agissant sur Vg, .. Notons ¢ = p(b)o le Frobenius. On a
alors

©: Vé‘ps - Vé‘:

ot A — A7 est donné par laction de Gal(Q,:|Q,) sur X*(T). Notons
poe X (T)*
le représentant de la classe de conjugaison de p dans la chambre de Weyl positive. Soit
deg,, : Vi, — ZU {400}

la fonction degré associée a la filtration Vg . N Fil; V. D’apres le lemme 4.4.2.1 et la proposition
4.4.3.1,si v € Vg,. \ {0} se décompose suivant les plus hauts poids en

.
ot A C X*(T)T et pour tout A € A, v* #0, on a
_ /
deg, (v) = }\relg < A wo.p >

On a donc pour tout A € A,

s—1

s—1
Zdegu(gﬁ(v)) < Z < )\UZ,UJO.M/ >=85< )\,11]0.[1,2 > (45)
=0 1=0
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ol g = %Zf:_& u'o e X.(A)g est le point de Hodge associé & p. Regardons maintenant la décom-
position de p sur Q,: selon l'action de Tg,. :

Vo, = D Vo
XEX*(T)

Pour k € Z,

s k
Y =p _
VQPS - @ Vst X
XEX™(T)
<XJ%>:§

Soit maintenant v =,y v* comme précédemment vérifiant

©*(v) = p*v
{Zf:ol deg,,(¢'(v)) = k. (4.6)

Pour A € A décomposons

ol vfg € Vi« ,x- Soit x tel que vi‘ # 0. On a donc

k
< X,Vp >= —
S

et puisque le poids x intervient dans la représentation de plus haut poids A, x > wg.\. Combinant

cela on obtient que
k
< wo A v >< —
s

Cette inégalité et l'inégalité (4.5) donnent
< wo A vy > < < wgl, g > (4.7)
Puisque b € B(G, i), on a s > vy, et donc, étant donné que wp.\ est un poids antidominant,
< wo A po — vy >< 0. (4.8)

De (4.7) et (4.8) on déduit que
< wo-A, o — vy >=0.

L’hypothése (d) de I'énoncé se traduit maintenant en ce que si A C X*(A) sont les racines simples
de A dans Lie B et

avec, puisque o > v, aq > 0, alors pour tout @ € A, a, > 0. On a donc
Z Ao < wo A\, >=10
acA
mais puisque < wg.\, & >< 0, cela signifie que pour tout o € A, < wp.A, & >= 0 soit encore
Ae< d(A, Q)Y >t
ot ®(A,G) C X*(A) sont les racines de A dans Lie G.
Soit maintenant & € ®(T,G)" une coracine de T dans Lie G. On a alors

s—1 s—1
3 i—1
<Z)\",d> = <)\,Zé/’ >
i=0 i=0
= 0.
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On a donc
s—1

Z/\"i €<®(T,G) >+.
1=0

Mais, pour tout 1, PRANE X*(T)*. On en déduit que
Ne<®(T,G)Y >+.

La représentation de plus haut poids associée & A\ est donc une représentation de dimension 1 de
Gq,s -

On a donc démontré que si v = ) v € Vo, avec pour tout A € A, vy # 0 et v satisfait les
équations (4.6) alors pour tout A € A, Vé‘ps est une somme directe de représentations de dimension
1 de GQpS i.e. de caractéres G@ps — G,,. On a donc

Vg € Gféfpz, gu =

soit encore
der cris
GQpS C MT,L i

cris

d’apres la proposition 4.3.3.3. Mais puisque MT}, , ® Qp: est une forme intérieure de MT} 7,

GY" C MTy,.

Il reste a calculer MTb,H/Gd”. Si det : G — G/G9" = D, cela revient a calculer MT get(v),det op €St
a dire les groupes de Mumford-Tate associés & un tore non-ramifié. Plus précisément, si T est un
tore non-ramifié sur Q, et py € X.(T'), soit by € B(T) I'unique élément tel que by € B(T, po). On
vérifie alors que MTy, ., est le plus petit sous-tore de 7' contenant I'image de pg. Cela résulte par
exemple du lemme 2.2.4.1 qui montre que MTy, ., est le plus petit sous-tore de T' contenant I'image
du morphisme x/,. O






Chapitre 5

Composantes connexes géométriques
et applications

5.1 Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-
Zink

5.1.1 Une conjecture

Voici une conjecture concernant les composantes connexes des espaces de Rapoport-Zink.

Conjecture 1. Soit M un espace de Rapoport-Zink non-ramifié simple de type EL, PEL sym-
plectique ou unitaire. Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés a la donnée de
Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothese (d)).
Alors,

s mo(M) == Tm s

On a le théoréme suivant de Viehmann.

Théoréme 5.1.1.1 (Viehmann [Vie08b],[Vie08a]). La conjecture précédente est vérifiée lorsque
F =Q, dans le cas EL et PEL symplectique.

La conjecture est également vérifiée pour des raisons évidentes dans le cas des espaces de Lubin-
Tate. Il résulte également des travaux de Vollaard ([Vol10]) que cette conjecture est vérifiée dans le
cas PEL unitaire basique lorsque F' est une extension quadratique de Q,, et la signature est (1,n—1).

Soit M, g la fibre spéciale réduite de /\>l, un E)-schéma localement de type fini. Puisque |./\>l| =
|/\>lred| la conjecture est un probléme d’espaces de modules de groupes p-divisibles en caractéristique
positive. Il s’agit de montrer que si z,z’ € Mred(Fp) sont associés & (X, p) et (X', p’) avec htp = htp’
alors x et =’ sont dans la méme composante connexe.

Rappelons que Fam est la variété de drapeaux associée sur E vue comme E—espace analytique de
Berkovich et
# Man ]_v-an

le morphisme de périodes. Soit F* = Im # I’image du morphisme de périodes.

Lemme 5.1.1.1. Supposons que la conjecture 1 vérifiée, alors FY est conneze. De plus, pour toute
composante connexe X de M*™, i(X) = F°.

Démonstration. Pour i € Tm s C Z, posons M(i) = 3~ (i). Il suffit de montrer que pour tout iy, i €
-1

Im s, #(M(i1)*) = #(M(i2)*"). Soit K, = gG(Z,)g~' N G(Z,), pour g € G(Q,). Considérons le

137
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diagramme commutatif :

v g v

Mk, My-1k,4

ng,GV Rgg,c(zp)
\ /
j—a

Man
Pour (X, p,n) € MKg dans le cas EL (resp. (X, A\, p,n) € ./\>lKg dans le cas PEL), soit p’ le quasi-
isogénie apparaissant dans g - (X, p,n) (resp. g- (X, \, p,7n)). Alors

bty — htp — dv,(det(g)) cas EL
P= htp — v, (c(g)) cas PEL

Donc pour i € Im s,

v

B o M(i + vy(det(g)))*™ cas EL
1 any __ p
Ty 1K,0.G(2) © Tk, 6z, ME)™) = { M(i +v,(c(g)))™  cas PEL

On en déduit que
RO+ uy(det(g)))  cas EL
FM@™) =4 o F on
T(M(@+ vp(c(g)))*™) cas PEL.
Le résultat s’en déduit du fait que 'image de G(Q,) — A est 'image de s, puisque l'image de
D(Q,) — A est 'image de s, et G(Q,) — D(Q,) est surjectif d’aprés Kneser. O

5.1.2 L’image de la monodromie géométrique des espaces de Rapoport-
Zink

On reprend les notations du chapitre 2 et en particulier de la section 2.5. Soit M un espace de
Rapoport-Zink non-ramifié simple de type EL ou PEL symplectique ou unitaire. Rappelons que ’'on
note 71 pour le groupe fondamental classifiant les revétements étales finis d’un espace analytique

de Berkovich et 7{” pour le groupe fondamental défini par de Jong. On note C, le complété de E.
Rappelons que I'on note Iy = Gal(E\E). On a démontré dans le chapitre 2 qu’étant donné un point

€ M*(E), on a un diagramme commutatif

T (M, T) — 1 (M ", T) Ig 1 (5.1)
piéol iﬂz ‘(Xdet i
de
1 Gr(2,) G(Z,) ——> D(Z,)

donné par les représentations de monodromie sur le module de Tate de la déformation universelle
spécialisée en Z (cf. 2.5.3).

Voici le théoréme principal. Dans le cas des espaces de Lubin-Tate ce théoréme a été démontré
par de Jong ([dJ95b], cf. proposition 7.4). Nous suivons sa stratégie de preuve.

Théoréme 5.1.2.1. Supposons la conjecture 1 vérifiée. Supposons que les polygones de Hodge et de
Newton associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf.

4.1 et 4.5.0.1 hypothése (d)). Soit T € M“”(E) La représentation de monodromie géométrique
P s M (MOEC,, 7) — G (Z,)

sur le module de Tate de la déformation universelle spécialisée en T est surjective.



5.1. COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES TOURS DE RAPOPORT-ZINK 139

Démonstration. Premiére étape : l’'image est ouverte.

Commengons par montrer que 'image de p%éo est ouverte. On peut supposer que b € G(L) est
décent. Soit X la composante connexe de I'image de T dans Mon, D’aprés le lemme 5.1.2.1 qui suit
elle est géométriquement connexe. Son image par I’application de périodes, 7(X), est un ouvert de
Fan, Puisque ’on suppose la conjecture 1 vérifiée, on a 7 (X) = Im 7 grace au lemme 5.1.1.1. D’aprés
la proposition 4.2.0.3 il existe un point a valeurs dans E de F qui est un point générique de la variété
de drapeaux sur E. D’aprés le point (1) du théoréme 4.5.0.1 un tel point est dans 7(X).

Soit K|E de degré fini avec K C E et y € X(K) s’envoyant sur un tel point par I'application de
périodes. Soit ¢ le point géométrique associé au plongement K C E. L’image de p%éo coincide avec

celle de p°° a G4 (Z,)-conjugaison prés. Il y a de plus un diagramme

Gal(E|K)
ﬂl(M(%Zay) Hﬂl(Manvy) IE 1
‘Zé"l il)y Xdet ji
11— G (z,) G(Z,) —*— D(Z,)

ol s est la section donnée par le point rationnel y € M“”(K). D’aprés le théoréme 4.5.0.1, 'image
de _
pyos: Gal(E|K) — G(Z)

contient un sous-groupe ouverte de G9¢"(Z,). L’image de p; contient donc un sous-groupe ouvert de
G4°r(Z,). Or,

géo

Im py— < Im py

et donc )
Lie (Im p%eo) < Lie G4er,
D’aprés le lemme 5.1.2.2 qui suit, Lie G est simple. On a donc que soit Im p%éo est un sous-groupe
ouvert de G9er (Zyp), soit c’est un groupe fini. Supposons par I’absurde que c’est un groupe fini. Soit
A une Og-algebre topologiquement de type fini sans p-torsion intégre non nulle et Spf(A) — M
1

un morphisme tel que 'image de Sp(A[E]) — M® soit contenue dans la composante connexe de Z.

Soit X le groupe p-divisible sur Spf(A) tiré en arriére de la déformation universelle sur M. Quitte &
remplacer A par son normalisé dans une extension de degré fini de Frac(A) on peut supposer que A
est normale et qu’il existe un groupe p-divisible Y sur E tel que

yuniv,an o Sp(A[%]) ~Y X $p(E) Sp(A[%D (5.2)

Soit K|F une extension fini telle que
1
Sp(A[D(K) = Spf(4)(Ox) # 0

Alors Y @ K posséde un modeéle Y’ sur Og. Soit A’ le normalisé de A dans le corps des fractions
de A®o, Ok. Alors (5.2) entraine un isomorphisme

1

Xuniv,an XMan Sp(A/[p

/ 1
]) =Y " Xgpk) SP(A/[};])-
Puisque A’ est noethérienne normale, d’aprés le théoréme de pleine fidélité de Tate,

Xuniv XM Spf(A/) ~ Y’ XSpf Ok Spf(A’)
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Or, I'application de Kodaira-Spencer pour Y’ s’annule car Q}DK/OE“ = 0, mais celle pour X"V est
I'isomorphisme

(2

M/Spf(oé))v = Lie(Xmiv D) ®o,, Lie(X"0iV)

On en déduit que le morphisme naturel
F (%) spr0,)) — Bprcan/ spf(o5)
s’annule, ot f : Spf(A’) — M. Donc
Qp(an/ spt0) — Vpe(an, st

om g’annule puisque Sp(A’[+]) — M est une immersion ouverte composé avec un

1 1
Or, (Qspf(A')/M) P
morphisme fini étale. On en déduit que

1 n __ 1 —
(Dsprcan/spr©0) ™" = Qepearyen soi) = 0

D’oit M est de dimension 0. Cela n’est pas possible puisque ’on suppose que les polygones de Newton
et de Hodge n’ont pas de point commun en dehors de leurs extrémités.

Deuzxiéme étape : utilisation des représentations de monodromie de de Jong

Soit maintenant § = 7(Z), un point géométrique de I’espace des périodes. Rappelons (cf. section
2.5) qu’il existe un diagramme commutatif
géo

v _ « v _\ Pz
o (ME )~ m (M2, 7) e G (2)

y |

Gder (Qp)

Notons
I'=Img.

Dans le diagramme précédent on a :

B dJ( Aqan = dJ(Fa 7 :
les groupes 7§ ( Cp,a:) et {( Cp,y) sont prodiscrets,

— le groupe m (M%:, Z) est profini,
— l'image de « est dense,
—ona ' NG (Z,) = Im(pE° o0 ).
Soit T I'adhérence de I' dans Gd”(Qp) pour la topologie p-adique. On a un diagramme d’inclusions

Im(pfoa)  C Impi®
dense
N
r
duquel on déduit que ) B
Im p€° C T.

Puisqu’on a montré que Im p%éo est ouvert dans GdeT(ZP), on en déduit que I' est un sous-groupe

ouvert de G4 (Q,).

Comme remarqué au début de cette démonstration, si X est une composante connexe de Man
alors Im 7 = 7(X) et donc Im 7 est connexe. Il résulte alors de la description de de Jong de l'espace
M™ en termes de réseaux dans le Qp-systéme local sur le lieu admissible Im 7 et du lemme qui suit
que

mo(M™) = T\G(Q,)/G(Z,).
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Puisque 7o (M) /p” est fini on en déduit que
IN\G(Qp)/G(Zy) p”| < +00

et que donc B
IT\G"(Qy)] < +00

en utilisant le fait que ' est ouvert. Alors T est de covolume fini dans G"(Q,). D’apres ([Mar91] IT
thm 5.1), I’ étant ouvert, on en déduit que

T = GU7(Q,).
Mais puisque G (Z,) est ouvert dans G%"(Q,), on a
T NGer(Z,) =T NG* (Z,) = G*(Z,).
Puisque I' N G%"(Z,) = Im(p°° 0 ) et Tm p&° est fermé dans G4"(Z,) on conclut que
Im p&° = G4 (Z,).
O

Lemme 5.1.2.1.

1. Soit Myeq la fibre spéciale réduit du schéma formel M, un F,-schéma localement de type fini.
L’application de spécialisation induit une bijection

~ -

7T-O(-/\>1an) I 7'(-0(-/\/17"ed)~

2. Toute composante connexe de M est géométriquement connexe.

Démonstration. Le point (1) résulte de ce que M est formellement lisse et du théoréme 7.4.1 de
[dJ95a]. Le point (2) résulte du point (1) et de ce que M étant formellement lisse, toute composante
connexe de M?" posséde un point F-rationnel. O]

Lemme 5.1.2.2. L’algébre de Lie de G est simple.

Démonstration. Dans tous les cas,

ou g est simple et Gal(@p@p) agit par permutation des composantes. Si h C Lie G%" est un idéal
on a donc
bg, = IIs
TeJ

ot J C Ir. Mais ensemble .J est nécessairement invariant par 1’action de Gal(@p|@p). On a donc
soit J =0, soit J = Ip. O

5.1.3 Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-Zink
Du théoréme 5.1.2.1 on déduit le suivant qui est le théoréme principal de cette thése.

Théoréme 5.1.3.1. Supposons la conjecture 1 vérifiée. Supposons que les polygones de Hodge et de
Newton associés & la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf.
4.1 et 4.5.0.1 hypothése (d)).

1. Les fibres géométriques du morphisme déterminant
My — det(M)aes k = M(D, det i) et i

sont les composantes connexes géométriques de Mg .
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2. Le morphisme déterminant induit des bijections compatibles lorsque K varie
T0o(Mg&C,) —— D(Q,)/ det K.

L’action de (g1, 92) € J(Qp) xG(Qp) sur les composantes connexes géométriques est donnée sur
D(Qy)/ det K par la translation par det(g1)det(gs). L’action de v € Ig sur les composantes
connexes géométriques est donnée par la translation par Xdetﬂ(v),

Remarque 5.1.3.1. Via le théoréme d’uniformisation de Rapoport-Zink ([RZ96] chap. 6) le théo-
réeme 5.1.8.1 fournit une description des composantes connexes géométriques du tube au dessus du
lieu basique de certaines variétés de Shimura de type PEL.

5.1.4 Composantes connexes des tours de Rapoport-Zink

Bien sfir, si on connait les composantes connexes géométriques ainsi que l’action du groupe de
Galois dessus, on connait les composantes connexes.

Corollaire 5.1.4.1. Soit Dg le plus petit sous tore de D contenant l’image de detofi € X.(D). Il y
a des bijection naturelles lorsque K varie

m0(Mk) = D(Q,)/Do(Z,) det K.
L’action de (g1,92) € J(Qp) x G(Qp) sur les composantes connexes géométriques est donnée sur
D(Qy)/ det K par la translation par det(gq)det(gs2).

Démonstration. On a y 5

To(Mxk) = Ig\mo(Mx&Cp).
Rappelons (cf. section 2.2) que Xdaeti : [g — D(Qp) est donné par P'application de réciprocité
d’Artin composée avec le morphisme de groupes Of — D(Q,) induit par le morphisme de tores
Nget i : Resg /Qp Gy, — D. On vérifie facilement que Dy = Im Ngct 5. Remarquons que tous nos tores
sont non-ramifiés sur Q,. On note encore D pour le modéle entier canonique de D sur Z,. Alors,
Nget 5 est induit en fibre générique par un morphisme de tores

Ndet/l : ReSOE/ZPGm — D.

On vérifie par un calcul explicite que le noyau de ce morphisme de tores est connexe et est donc un
tore. D’aprés le théoréme de Lang, cela implique que I'image de Ngey s : Ofp — D(Z,) est égale a
Do(Zy). O
Exemple 5.1.4.1. Soit 6 € Im s et /\;l[;? = % 1(6). Si Dy = D,
varie. i Do C D, lim |y (M| = +oc.

o (/\2@” est borné lorsque K

5.1.5 Sur ’hypothése concernant les polygones de Hodge et de Newton

Supposons que I’on regarde un espace de Rapoport-Zink de type EL lorsque F' = Q,, c’est a dire
sans structures additionnelles. On a alors G = GL,,q,. Dans les théorémes précédents, la condition
concernant les polygones de Hodge et Newton signifie simplement que le groupe p-divisible que 1’on
déforme ne posséde pas de partie étale, ni de partie multiplicative. Si ¢’était le cas, la représentation
de monodromie du théoréme 5.1.2.1 se factoriserait par un sous-groupe parabolique propre de G(Q,).
De plus, la tour de Rapoport-Zink serait « induite parabolique » & partir d’une tour de Rapoport-Zink
de dimension inférieure. Dans le cas des espaces de modules de déformation de groupes p-divisibles
de dimension 1, il s’agit de « I’astuce de Boyer » (cf. [Boy99| et [HTO01]). Done, lorsqu’il n’y a pas de
structures additionnelles, I’hypothése concernant les polygones de Hodge et Newton est nécessaire
afin que les théorémes précédents soient vrais.

Dans le cas général, il est probable que cette hypothése soit encore nécessaire. Un cas particulier
de cela a été veérifié par Mantovan dans [Man08|. Plus précisément, Mantovan montre que si non
seulement les polygones de Hodge et de Newton se touchent en un point de rupture du polygone de
Newton mais également « ils coincident avant », alors la représentation de monodromie se factorise
par un sous-groupe parabolique et la tour de Rapoport-Zink est induite parabolique.



5.2. APPLICATIONS COHOMOLOGIQUES 143

5.2 Applications cohomologiques

La tour (Mg&C,)x est munie d’une action de .J(Q,) a gauche et d'une action de G(Q,) x I &
droite. De plus, pour un relévement de Frobenius 65 € Gal(E|E), M K®(Cp est muni d’une action
de o induite par la donnée de Rapoport-Zink :

ag®C p

Mg&C, 57 oy M&C, 28 My&C,

ol ok : M K — O’EM k est la donnée de descente de Rapoport-Zink. Donc P'action de Ig a droite

sur la tour (M) x prolonge en une action de Wy qui commute encore aux actions de J(Q,) et de
G(Qp). Posons

> reip Prdr EL
d := dimM**"* = % > reip Prdr PEL unitaire
[F:Qpn(n+1)/2 PEL symplectique

Définition 5.2.0.1. On définit
H(Mg®5Cp, Q) :=lim lim HI(U®zC,, Z/I"2) @ Q

la cohomologie a support compact l-adique de l’espace analytique /\;lK®ECp, ot U parcourt les ouverts
relativement compacts de M. Définissons

H(Mg&C,, Q) := Hy (Mg &Cp, Q) @ Q.
Considérons le systéme projectif (Hfd(/\?t i, Qy)) i avec les morphismes de translation :
(e, k®Cp)r + He (M ®Cy, Qp) — HIA( Mk &Cy, Qy)
ou K'C K C G(Zp) et Tk K - /\;IK/ — MK le morphisme naturel. Ce sysmtéme est muni d’une
action de J(Q,) x G(Q,) x Wg a gauche, avec action de J(Q,) donnée par (¢g=1)* pour g € J(Q,).

Théoréme 5.2.0.1. Supposons la conjecture 1 vérifiée. Supposons que les polygones de Hodge et de
Newton associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf.
4.1 et 4.5.0.1 hypothese (d)). Soit m une Qy-représentation irreductible lisse de J(Q,).

— Sim=xodet est le composé du morphisme déterminant avec un caractére de D(Q))

det

J(@p) =5 D(Q) > Ty,
alors la représentation
lim . Hom,y(q,) (H;*(Mk &Cyp, Qp), ) (5.3)

de G(Qp) x Wg est le caractére suivant :

G(@p) X WE — @Z
(9:7) + xodet(g) X o Xdeti(7) - Xeyer (V)

0l Xeyel €St le caractére cyclotomique et Xaetn : Wr — D(Qyp) est défini dans la remarque
— st ™ # x odet, alors 5.3 s’annule.

Pour montrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 5.2.0.1. — L’action de J(Q,) x G(Qp) x Wg sur
Vi=lim, H(Mg&C,, Q)

factorise par

(det det,Id)

J(Qp) x G(Qp) x Wg D(Q,) x D(Q,) x WEg.
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- Désignons par p : J(Q,) — GL(V) laction de J(Qy) surV qui factorise par D(Q,). Par l’abus
de notation, on note encore p : D(Q,) — GL(V). Alors on peut décrire explicitement l'action
de J(Qp) x G(Qp) x Wg comme suit : pour (g1,92,7) € J(Qp) X G(Qp) x Wg etv eV,

(91,92,7) - v = Xy (V)p(det(g1)) 0 p(det(g5 1)) © p(Raet s (v H))v-
Démonstration. Posons
(J(Qp) x G(@p)' = {(91,92) € J(Qy) x G(Qy)| det(g1) = det(g2) € D(Qy)}
(J(Qp) x G(Q))1 = {(91,92) € J(Qp) x G(Qp)| det(gy ') = det(g2) € D(Q,)}

On déclare que (J(Qp) x G(Q,))! agit trivialement sur V.
Soient (g1,92) € (J(Qp) X G(Qp))1 et K C G(Z,) un sous groupe compact ouvert tels que
gy 'K gy C G(Z,). Considérons la correspondance de Hecke :

= {
= {

v (91,92) v
o — _
MKng2K921 Mg21Kng

™ — -
KI’WQQV %2”&1(

v v

MK MK

Comme le morphisme déterminant est compatible aux actions de J(Q,) et G(Q,), cela induit une
idéntité sur les composantes connexes géométriques de Mg :

~ (91,92)

D(Qy)/ det(K M gaK gy ") == mo(M ey, oo SCp) = m0(M -1y BCp) == D(Qy)/ det(g ' K go N K) (5.4)
l WO(WKQQQKQEI’K&@CP)i iwg(ﬂkﬁgglkgzyk(g(c?’)
D(Q,)/ det K ——— m(Mg&C,) e (Mg &C,)) ——— D(Q,)/ det K

Berkovich montre dans [Ber93] théoréme 7.2.1 que le morphisme trace :
Trg : H2Y (Mg ®C,, Q) = @ Qu(—d)
mo (MK &Cp)

est un isomorphisme pour tout KX C G(Z,) sous groupe ouvert compact. De plus le morphisme
trace est compatible & la composition (i.e. pour K’ C K C G(Z,), Trgr = Trg o (mg/ k)1.) Alors le
diagramme 5.4 couplé avec le morphisme trace pour la tour (M k) K entraine le diagramme suivant
de groupes de cohomologies en degré 2d :

v J—

N (9 1)":95 v A —
chd(MngQKg;“X)(cpva : 3d(Mg;1KggnK®CpaQé)

(TrKﬁgQKg.;l,K(ng)!l i(ﬂ-gglemK‘K@CP)!

HA(MiSC,, Q) <1 B (MG, )

Dou (J(Q,) x G(Qp))! agit trivialement sur V. En particulier, action de J(Q,) x G(Q,) x Wg
factorise par D(Q,) x D(Q,) x W et de plus pour g € G(Qp) et v € V,
g-v=p(detg ).
De méme, on définit
(J(Qp) X VVE)1 ={(g,7) € J(Qp) x Wgldetg = Xdetﬂ(’}’)}
(J(Qp) x We)1 = {(g,7) € J(Qp) x Wrl(g™",7) € (J(Qp) x Wp)'}
On montre de la méme maniére que (J(Q,) x W), agit trivialement sur (M x&C,) les compo-

santes connexes géométriques de M. Donc P'action de (J(Q,) X Wi)! est donnée par le caractére
X;y‘il composé avec la projection (J(Q,) x Wg)' 23 Wg. Dou le résultat. O



5.2. APPLICATIONS COHOMOLOGIQUES 145

Preuve du théoréme 5.2.0.1. Remarquons que
lim Hom ;(q, ) (HZ' (MK &C,, Qp), 7) — Hom,(qg,)(lim . H2Y (Mg &C,),7) (5.5)

car tous les morphismes de translation dans le systéme projectif (H24(M &C,))x sont surjectifs.
D’aprés le lemme 5.2.0.1, HOmJ(QP)(}EIK H2Y(M®C,), ) s’annule si 7 ne factorise pas par D(Q,),
d’ou le point (2).

Maintenant supposons que m = x o det avec x : D(Q,) — @Z un carectére lisse. En utilisant le
morphisme trace, on a

H2 (Mg&C,, Q) =~ ¢ — Ind(?cg@ﬁ)(ldet K)
en tant que Q,-représentation de J(Q,) qui factorise par D(Q,). Donc

HOHlJ(Q,,)(Hg-d(MK@Cw@e); )
~Hompq,) (c— Indfe(tQI’é) (Laet x), X)

= Homget x (Ldet K5 X| det &)

:(X\ det K)det K

et

)det K

lim . Hom (g, (H?* (MK &Cp, Qp), ) = lim (x| det =X

Donc (5.3) est de dimension 1, et le caractére s’est obtenu par I'inclusion (5.5) couplée avec le lemme
5.2.0.1. O






Annexe A

3 ’ . - .
Comparaison d’anneaux B..;s €t B.pis

Soit K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discréte & corps résiduel k
parfait de caractéristique p > 0. Nous noterons G = Gal(K/K), Ko = W(k) ®z Q. Fixons une
cloture algébrique K de K, on note C' la complété p-adique de K.

Dans cet appendice, on va voir que la théorie classique de Fontaine pour Beyis (Ok) reste valable
pur Bcris(OK)~ On notera Beps := BCTiS(OK)7 Beris = Bcris(OK)~

SO}t R:= thFT'Ob O%/pO%. (On a changé la notation de S a R ici).

Soit @ C R un idéal. Posons

Se = { Z P op]lvn € a7"VR <0} C W (k) ®z Q.
n>>—0oo
Cest une sous-W (k)-algebre de W(R) ®z Q. Soient S} := lim Sa/p"Sa, B = S) @w) Ko et
Bl = B @, K.
Posons des idéaux aq, as, ag de R :

o = {z € Rlz(¥ € pPOc}
oz :={z € Rlz\¥ € pP~10O¢}
az = {z € Rlz\¥ € pOc}.

Rappelons que on a un homomorphisme surjectif :
0:W(R) — O¢

avec ker(0) = (&), ou &€ = p — [p].

Proposition A.0.0.1. On a des inclusions naturelles :

(1)S}, C /}ms C Sh,-

(2)S}, C Acris C S,
Démonstration. (1)[Fon83, 3.8]. R

(2)Comme A5 est p-adiquement complét, on a un homomorphisme a : S — Acpis.

Notons D := Dy (g)(ker ) I'enveloppe & puissances divisées de W (R) par rapport a idéal ker 6.
On peut vérifier que la topologie sur D définie par la PD-filtration est plus fine que celle induite par

la topologie p-adique de S,,. Donc on a un morphisme naturel 3 : Apyis — 523. Comme on sait que
la composée

iy Aeyis B S0,
est injectif [Fon82, Prop 4.4], on en déduit que « est injectif. On se raméne a linjectivité de .
A Paide du morphisme 6, tout élément de A..;s peut étre s’écrit de la forme Y onsolan)é "], Cette
écriture n’est pas unique, mais Zn>0[an]§[n] = 0 si et seulement si a, = 0 p(;ur tout m. Soit

z =3, 50lan]é € Apnis non nul, on veut montrer que G(z) ne s’annule pas dans S0,

147
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Notons A¢ := min,(vr(a,) + n — vp(n!)) € N, ot vg(v,) = vp(vfl)) Posons Ay, := {n €
Nlvg(an) +n —vp(n!) = Ao} C’est un ensemble fini avec éléments nq < ng < -+ < n,.

Posons x,, = Z?;Ol [a;]€7) € D. Alors z est défini par la suite de Cauchy (Tn)nen dans Apris.
Pour montrer que §(x) # 0, il suffit de montrer que

Vn > n,,x, & pr0TS,,

Or on a une description plus concréte de Sq, :

Ses =1 D P"[oallva(vn) +n>0,%n € Z}.

n>>-—0oo

Alors
mSag—{ Z vn|1/Rvn)—|—n>mVneZ}

n>>—oo
Alors pour tout n > n,., x, € p)‘0 Sas €t

r

Ty = Z[ani}f["i] mod prF1S,.

i=1
Comme S,, est sans p-torsion, on a

T

Tn [ap, €]
o = Z — o mod pSa,.
ph T &= p

Considérons maintenant ’lhomomorphisme d’anneaux :

ok Sy — R/pR[X]
Zn>> oop e Z anp
n>0

ot T désigne x modulo pR. C’est surjectif avec noyau pSs, [Fon82, lemme 4.5].

[ K
Alors on se raméne a montrer que v(>__, [a"i]fo ) # 0.

P
Y po

=1
_ V(Z’,: [a'm] . (p_ @])nl . 1 )

P pVR(U‘"i) (nl)l pni—'up(ni!)
N S R Cn T
= o pVR((L.n ) (nz _ m)l pni—vp(ni!)
= A0 D lan, - prm) el emm = Gy () T

i=1 m=0

B S S R R

= 3Ny prrlmd Xt (g Ty T (A1)

ou (M) = (711”7' U, = pv;”ﬁ et Ay, == {m e N0 <m < ny,v,((7)) =0}

NEK
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Si pour tout I < n,., Zi;é vp(ny — 1) < 1. Alors,

vp(ng!) —np <vp(ng!) —ng 1 <i<r—1.
On en déduit que le coefficient du monome de X o+v»(r)=nr de (A.1) est

an,,,p_”R(“W) . (—1)"”'_mu,_nlu;.17m mod pR

qui ne s’annule pas dans R/pR. Donc v(3°;_; %) # 0.

Sinon, il existe [ € N, 1 <1 < n, tel que Zi;é vp(n, — 1) > 1. Soit Iy le plus petit entier positif
qui vérifie cette propriété. D’aprés le lemme A.0.0.3, [ — 1 € A,,_. Donc il suffit de montrer que le
coefficient du monome XAot+vr(nrh)=lo+1 de (A.1) est

—vR(An, ny.—log+1, —1 —1
an,.D r( )(—1) "y, oy mod pR

qui ne s’annule pas dans R/pR. C’est équivalent a dire que
Ao+ vp(nel) —lo+1# Mo +vp(n!) —m

pour tout 1 < i < r—1et m € A,,. On raisonne par I’absurde. Sinon il existe i, m tel que
vp(nl) —vp(ng!) =lp —1—m. Sin, —n; <lp—1—m, daprés la définition de ly, on a n, —n; > lo.
Cela entraine que lg < lg — 1 — m qui est impossible. Donc on a

lo—1—-m<n.—n; (A.2)
Comme m € A,,,, on a

vp(ny!) —vp((ny —m)!) = vp(ne!) — vp(ny!) +vp(ml) =lp — 1 —m+v,(m!) <lp—1.
D’autre part, d’aprés A.2,
op(n,1) = vp((n = m)D) > v, (1) = vy ((ny — 1o)!) > lo,

d’ou la contradiction. O

Lemme A.0.0.2. Soit n < m deuz entiers positifs avec expansion p-adique

n:Zaipi,m:Zbipi,Ogai,bi <p-1.
i i

Alors vy(()) =0 si et seulement si b; < a; pour tout i.
Démonstration.
" ! ! !
p( m ) =vp(n!) —vp((n —m)!) — vy (ml)
n n—m m
= L5l - =11
= P’ P’
ou |x] désigne le plus grand entier égal ou inférieur que x. Alors v,(()) = 0 si et seulement
LpﬂJ = L";WJ + Lpﬂj pour tout i. Et le dernier est équivalent & b; < a; pour tout <. O

Lemme A.0.0.3. Soient n,, lg A,, comme dans la preuve du proposition A.0.0.1. Alors on a une
décomposion n, = a-p™ +1ly—1, avecig €N, a € N et lg — 1 < p'. En particulier, lo —1 € /\,,_, i.e.
Up((l::1)) =0.
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Démonstration. Soient . .
S1 S2
ne =Y aip'lo—1=> bp'
i=0 i=0

les expansion p-adique de n, et lp — 1 avec 0 < a;,b; < p—1, as, # 0 # bs, et s2 < s1. 1l suffit de
montrer que b; = a; pour i =0,--- , So.

On raisonne par 'absurde. Supposons qu’il existe t € N, ¢ < s5 tel que b; = a; pouri =0,--- ,t—1
et by # a;. Alors

(op(n) = vy = 10)1) = o) = (vp(nt) = vp((n — o + ")) = (lo — p"))

(
(

=vp((n —lo +p")1) — vp((n — lo)!) — p'
=v,(p"!) —p' (car vy(n —1lp+1) =1t)
<0

Comme v, (n!) — v,((n — lp)!) > lo, on en déduit que v,(n!) —v,((n —ly + p)!) > lp — p'. Cela
contredit la définition de [g.
La derniére assertion est due au lemme A.0.0.2. O

Proposigion A.0.0.2. (1)L’homomorphisme naturel Bc’ris ®K, K — Bar est injectif.
(2) (Bcris)G - KO-

Démonstration. (1)On a R
Bcris ®K0 K — B;F&K — B;R

ot la premiére injection est due a la proposition A.0.0.1 et la deuxiéme est due & [Fon82, Prop 4.7|.
Comme t est régulier dans Bij on en déduit l'injectivité de Beris @k, K — Bgr.
(2)11 est claire que Ko = (Bepis)€ C (Beris)® C (Bar)® = K (cf.[Fon94a, 1.5.7],[Fon94b, Prop

5.1.2]). Alors, I'égalité Ko = (Bepis) résulte de (1). O

Lemme A.0.0.4. Pour qu’un sous-Kgy-espace vectoriel N de dimension 1 de Beyis soit stable par
G, il faut et il suffit qu’il existe i € Z tel que N\ = Kot*.

Démonstration. Grace a la prop A.0.0.2, on peut copier mot par mot la démonstration de [Fon94b,
lemme 5.1.3] pour B..;s & la place de Beps. O

Proposition A.0.0.3. Les (Q,, G)-anneauz Beris sont G-réguliers.

Démonstration. Comme Bygr est G-régulier, compte tenu de [Fon94b, Prop 1.6.5], on raméne la
démonstration & vérifier que si b € B est un élément non-nul tel que la Q,-droite engendré par b
est stable par G, alors b est inversible. Cela résulte du lemme A.0.0.4. [

Proposition A.0.0.4. (1)Pout tout r € N, la suite

0= Qu(r) = Fil" Buris ¥ 57" Bapis — 0

est exacte.
(2)Pout tout r € Z, la suite

0— Qu(r) — Fil" Bopis * £ Bepis — 0

est exacte.
Démonstration. On imite la démonstration de [Fon94a, thm 5.3.7] en remplacant (B;s, B;is) par
(Beris, Beris) dans toutes les propositions citées par celui-1a. O

Proposition A.0.0.5. Soit V' une Qp-représentation de G. Si on note Deris(V) = (V ®q, Beris)©,
D,,..;(V) = (V ®q, BC”S)G, alors, Uinjection Depis(V) — D.

cris cris
particulier, V est cristalline si et seulement si V' est B.,.;s-admissible.

(V') est en effet une bijection. En
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Démonstration. La premiére assertion est due a A.0.0.1 et [Fon82, Rem 5.5(b)]. La deuxiéme est
immeédiate en vertu des l'inégalités de dimensions

dimKO Dcris (V) = dimKO DI

cris(

V) < dimg, V.
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