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Le morphisme déterminant pour les espaces de modules de groupes p-divisibles

Résumé. Soit M̆ un espace de modules de groupes p-divisibles introduit par Rapoport et Zink.
Supposons que cet espace M̆ soit non-ramifié de type EL ou PEL unitaire ou symplectique. Soit
M̆rig la fibre générique de Berthelot de M̆. C’est un espace rigide analytique au-dessus duquel il
existe une tour de revêtements étales finis (M̆K)K qui classifient les structures de niveau. On définit
un morphisme déterminant detK de la tour (M̆K)K vers une tour d’espaces rigides analytiques
étales de dimension 0 associée au cocentre du groupe réductif relié à cet espace. C’est un analogue
local en des places non-archimédiennes du morphisme déterminant pour les variétés de Shimura
défini par Deligne. Comme pour les variétés de Shimura, on montre que les fibres géométriques
du morphisme déterminant detK sont les composantes connexes géométriques de M̆K . On définit
aussi les morphismes puissances extérieures qui généralisent le morphisme déterminant sur la tour
d’espaces rigides analytiques associée à un espace de Lubin-Tate.

Mots clefs : composante connexe géométrique, espace analytique rigide, espace de Rapoport-Zink,
groupe p-divisible, morphisme déterminant

The determinant morphism for the moduli spaces of p-divisible groups

Abstract. Let M̆ be a moduli space of p-divisible groups introduced by Rapoport and Zink.
Assume that M̆ is unramified of EL or PEL type which is unitary or symplectic. Let M̆rig be the
generic fiber of Berthelot of M̆. This is a rigid analytic space over which there exist a tower of finite
etale coverings (M̆K)K classifing the level structures. We define a determinant morphism detK from
the tower (M̆K)K to a tower of rigid analytic spaces of dimension 0 associated to the cocenter of
the reductive group related to the space M̆. This is a local analogue on the nonarchimedean places
of the determinant morphism for Shimura varieties defined by Deligne. As for Shimura varieties, we
prove that the geometric fibers of the determinant morphism detK are the geometrically connected
components of M̆K . We define also the exterior power morphisms which generalize the determinant
morphism on the tower of rigid analytic spaces associated to a Lubin-Tate space.

Keywords: determinant morphism, geometrically connected component, p-divisible group, Rapoport-
Zink space, rigid analytic space
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Introduction

Motivation générale
Soient N un entier strictement positif et X(N) la courbe modulaire sur Q associée au groupe de

congruence

Γ(N) :=
{
( a b

c d ) ∈ SL2(Z) | b ≡ c ≡ 0 (mod N), a ≡ d ≡ 1 (modN)
}
.

Fixons une racine primitiveN -ième de l’unité ζN ∈ C. Il est alors bien connu qu’on a un isomorphisme
Gal(Q(ζN )|Q)-équivariant :

π0(X(N)C) ∼−−→ ζ
(Z/NZ)×

N , (1)

où ζ
(Z/NZ)×

N désigne l’ensemble des racines primitives N -ièmes de l’unité. Soit (E, η) ∈ X(N)(C)
avec E une courbe elliptique et η : (Z/NZ)2 ∼−→ E[N ]. Posons e1 := η((1, 0)) et e2 := η((0, 1)). Alors
l’image de (E, η) via (1) est < e1, e2 > où < ·, · >: E[N ] × E[N ] → µN (C) est l’accouplement de
Weil.

Plus généralement, soient G un groupe réductif défini sur Q et (G,X) une donnée de Shimura.
Notons E le corps réflex de cette donnée. Soit (ShK(G,X))K la tour de variétés de Shimura associée.
Il s’agit d’une tour de variétés algébriques lisses sur E indéxées par des sous-groupes compacts ouverts
K de G(Af ) suffisamment petits. Deligne montre dans [Del79] que si le groupe dérivé Gder de G est
simplement connexe, on a une bijection

π0(ShK(G,X)C) ∼−→ D(Q)†\D(Af )/det(K), (2)

où D = G/Gder, det : G → D est la projection, et D(Q)† := D(Q) ∩ Im(Z(R) det→ D(R)) avec
Z le centre de G. Cet isomorphisme est compatible à l’action par correspondances de Hecke. De
plus, l’ensemble des composantes connexes géométriques π0(ShK(G,X)C) est muni d’une action de
Gal(Q|E). Deligne décrit alors l’action associée sur le membre de droite de (2). Cette action est
donnée par une loi de réciprocité associée au tore D faisant intervenir le corps de classe global de E
et la norme reflex associée au cocaractère composé det ◦µ ∈ X∗(D) où µ est le cocaractère de Hodge
associé à la donnée de Shimura.

Lorsque la variété de Shimura est un espace de modules de variétés abéliennes, l’application dé-
terminant précédente (2) est construite en regardant l’image dans le cocentre D de la monodromie
des variétés abéliennes que l’on paramètre, construction qui généralise celle rappelée précédemment
pour les courbes modulaires.

La cohomologie des variétés de Shimura réalise des cas particuliers de correspondances de Lan-
glands globales entre représentations automorphes de G et représentations `-adiques de Gal(Q|E).
La description précédente des composantes connexes géométriques se traduit de manière cohomo-
logique : le H0 de la tour de variétés de Shimura réalise des correspondances de Langlands entre
représentations automorphes de dimension 1 de G, des caractères de Hecke de D composés avec la
projection det, et des caractères de Gal(Q|E). Les deux sont reliés via la théorie du corps de classe
de E.
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Dans cette thèse, nous démontrons un analogue local en des places non-archimédiennes de cet
isomorphisme. Plus précisément, nous décrivons les composantes connexes géométriques munies de
leur action de Galois de certains espaces de modules p-adiques introduits par Rapoport et Zink.
Traduit de façon cohomologique cela exprime le fait que le H0 de ces tours d’espaces de modules
p-adiques réalise des correspondances de Langlands locales provenant de la théorie du corps de classe
locale via le cocentre du groupe réductif associé à notre espace.

La tour d’espaces de Rapoport-Zink

Espaces de modules de groupes p-divisibles
Michael Rapoport et Thomas Zink ont défini dans [RZ96] des espaces qui sont des analogues lo-

caux en un premier p des variétés de Shimura. Ce sont des espaces de modules de groupes p-divisibles
généralisant ceux de Lubin-Tate et de Drinfeld. Rapoport et Zink ont démontré que ces espaces per-
mettent d’uniformiser p-adiquement certains ouverts rigides analytiques des variétés de Shimura de
type PEL. Par exemple, les espaces de Lubin-Tate de hauteur 2 correspondent aux complétés for-
melles des courbes modulaires en un point supersingulier.

On se restreint dans cette thèse aux espaces de Rapoport-Zink non ramifiés de type E.L et P.E.L
unitaires ou symplectiques. Dans le cas le plus simple, c’est-à-dire pour un espace de Rapoport-Zink
sans structure additionnelle associé à un groupe linéaire sur Qp, l’espace de modules M̆ est défini
comme un foncteur

M̆ : NilW → Ens

où W = W (Fp) est l’anneau des vecteurs de Witt et NilW est la catégorie des Spec(W )-schémas S
tels que p soit localement nilpotent sur S. Un groupe p-divisible X sur Fp étant fixé, le foncteur M̆
associe à S ∈ NilW l’ensemble des classes d’isomorphismes des couples (X, ρ) où X est un groupe
p-divisible sur S et ρ : X×SpecFp

S → X ×S S est une quasi-isogénie avec S = S ×Spec(W ) Spec(Fp).
Pour la définition générale, on renvoie aux définitions 2.1.4 et 2.1.4.3.

En général, un espace de Rapoport-Zink non-ramifié M̆ = M̆(G, b, µ) de type EL ou PEL sym-
plectique ou unitaire est défini à partir d’une donnée de Rapoport-Zink (G, b, µ). Ce triplet (G, b, µ)
vérifie certaines conditions :

– G est un groupe réductif non-ramifié sur Qp qui est soit une restriction de scalaires d’un groupe
linéaire, soit un groupe de similitudes unitaires ou symplectiques,

– b est un élément de G(W (Fp)Q) dont on note b la classe de σ-conjugaison,
– µ : Gm,Qp

→ GQp
est un cocaractère minuscule de G dont on note µ la classe de conjugaison.

L’espace M̆ ne dépend que de b et µ. L’élément b̄ fixe la classe d’isomorphisme du module de
Dieudonné covariant du groupe p-divisible avec G-structure que l’on déforme tandis que µ fixe le
polygone de Hodge arithmétique avec structures additionnelles. On demande de plus dans les données
précédentes que b ∈ B(G,µ), l’ensemble de Kottwitz (cf. [Kot97] ou 2.1.1.2), cela afin que nos espaces
de modules soient non-vides et que le module de Tate rationnel de la déformation universelle soit
muni d’une G-structure (trivialité du torseur des périodes). Notons E le corps de définition de µ, le
corps reflex, et Ĕ le complété de l’extension maximale non-ramifiée de E dans Qp. L’espace M̆ est
défini sur Spf(OĔ) et est muni d’une donnée de descente de Ĕ à E. Bien que non effective, cette
donnée de descente est suffisante pour définir une action de Frobenius sur la cohomologie de ces
espaces.

Rapoport et Zink montrent que M̆ = M̆(G, b, µ) est un schéma formel localement formellement
de type fini sur Spf(OĔ). Il est muni d’une action de J(Qp), le σ-centralisateur de b, où J est
une forme intérieure d’un sous groupe de Levi de G. Il s’agit du groupe des automorphismes par
quasi-isogénies du groupe p-divisible avec structures additionnelles que l’on déforme.

Fixons un modèle entier réductif de G et soit G(Zp) le sous-groupe compact hyperspécial associé
dans G(Qp). Soit M̆rig la fibre générique de M̆. C’est un Ĕ-espace rigide au dessus duquel il existe
une tour d’espaces rigides analytiques (M̆K)K , K parcourant les sous-groupes ouverts de G(Zp).
Cette tour forme un revêtement pro-galoisien de M̆rig de groupe G(Zp). Le groupe J(Qp) agit à
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gauche sur chaque M̆K pour tout K. De plus, la tour (M̆K)K est muni d’une action à droite de
G(Qp) par correspondances de Hecke, action étendant celle de G(Zp). Cette action commute à celle
de J(Qp).

Espaces de Rapoport-Zink toriques

Soient (G, b, µ) comme précédemment, D = G/Gder l’abélianisé de G, qui est un tore p-adique
non-ramifié, et det : G→ D la projection. Si x̄ est un point géométrique de M̆rig, notons π1(M̆rig, x̄)
le groupe fondamental profini classifiant les revêtements étales finis de la composante connexe de x̄
dans M̆rig. Le module de Tate de la déformation universelle sur M̆ spécialisée en x̄ munie de sa
G-structure définit une représentation de monodromie

ρx̄ : π1(M̆rig, x̄)→ G(Qp)

bien définie à G(Qp)-conjugaison près. La construction du morphisme déterminant consiste à expli-
citer la représentation de monodromie composée

ρx̄ : π1(M̆rig, x̄) −→ G(Qp)
det−−−→ D(Qp).

Néanmoins, cette représentation de monodromie n’est pas en général associée à un groupe p-divisible.
Lorsqu’on regarde des espaces sans structures additionnelles, c’est-à-dire que G est un groupe linéaire
sur Qp, cela résulte de ce qu’en général le déterminant d’une représentation cristalline à poids de
Hodge-Tate 0 ou 1 a un poids de Hodge-Tate qui n’est pas nécessairement 0 ou 1. Ainsi, si K|W (Fp)Q
est une extension de degré fini et H est un groupe p-divisible de dimension d, alors detVp(H) ' Qp(d)
qui n’est pas associé à un groupe p-divisible si d 6= 0, 1.

Du point de vue de la donnée de Rapoport-Zink (G, b, µ) le phénomène précédent se traduit
de la façon suivante. À cause de la normalisation du Frobenius et de la filtration de Hodge des
modules de Dieudonné covariants, pour définir un morphisme déterminant, on utilise plutôt dans la
suite la donnée (p−1b, µ̃), où µ̃ := νG · µ avec νG : Gm → G le cocaractère central z 7→ z−1 Id (si
(N,ϕ,Fil•NK) est le module de Dieudonné filtré covariant associé à un groupe p-divisible H sur
OK , K|Qp étant de valuation discrète à corps résiduel parfait, et Vcris est le foncteur de Fontaine
covariant, alors Vp(H) = Vcris(N, p−1ϕ,Fil•−1NK)). La donnée (G, p−1b, µ̃) induit une nouvelle
donnée (D,det(p−1b),det ◦µ̃). Cette donnée n’est pas en général associée à une donnée de Rapoport-
Zink de type groupe p-divisible telle que définie dans [RZ96].

Cependant, étant donné un couple (T, µ) où T est un tore défini sur Qp et µ ∈ X∗(T ), on peut
définir de façon ad-hoc une tour d’espaces de Rapoport-Zink

(M̆(T, µ)K)K⊂T (Qp).

Soit E(T, µ) le corps de définition de µ et Ĕ(T, µ) le complété de son extension maximale non-
ramifiée. Il s’agit alors d’une tour de Ĕ(T, µ)-espaces rigides étales de dimension 0, c’est à dire une
union disjointe de spectres d’extensions de degré fini de Ĕ(T, µ). Elle est munie d’une action de
T (Qp)× T (Qp) (dans ce contexte abélien, les groupes J et G coïncident). On a de plus

M̆(T, µ)K

(
Ĕ(T, µ)

)
= T (Qp)/K

où l’action de T (Qp)×T (Qp) est donnée par translations et celle de l’inertie de E(T, µ) par la théorie
du corps de classe local via une norme reflex associée à µ. On peut également définir une donnée de
descente de Ĕ(T, µ) à E(T, µ) sur ces espaces. On renvoie à la section 2.2 pour plus de détails.

Il résulte de la discussion précédente que l’on peut en particulier considérer la tourD(Qp)×D(Qp)-
équivariante d’espaces rigides de dimension 0

(M̆K(D,det µ̃))K⊂T (Qp).



4

Morphisme déterminant
Énoncé du théorème

Le premier résultat de cette thèse est l’existence d’un morphisme déterminant entre des tours
d’espaces rigides.

Théorème (2.3.4.1, 2.4.2.1 et 2.4.3.3). Via le morphisme (det,det) : J(Qp)×G(Qp)→ D(Qp)×
D(Qp) il existe un morphisme J(Qp)×G(Qp)-équivariant de tours d’espaces rigides

(M̆K(G, b, µ))K −→
(
M̆det K(D,det µ̃)

)
K

où K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Zp). De plus, ce morphisme est compatible à la donnée
de descente de Rapoport-Zink.

Restreignons-nous maintenant pour simplifier les notations au cas de type EL, c’est à dire G =
ResF/Qp

GLn où F |Qp est non-ramifiée. La donnée de la classe de conjugaison µ̄ est alors équivalente à
la donnée d’un uplet d’entiers (pτ , qτ )τ∈IF

où IF désigne les plongements de F dans Qp et pτ +qτ = n.
Soit LT τ un groupe de Lubin-Tate sur OF associé à F |Qp. Notons Tp(LT τ ) son module de Tate
que l’on voit comme un OF -système local p-adique étale de rang 1 sur Sp(OF ). Tout plongement
τ : F ↪→ Qp est à valeurs dans Ĕ (le corps F est un corps abstrait tandis que E est par définition
plongé dans une clôture algébrique Qp de Qp que l’on a fixée depuis le début). Posons alors

Lµ̃ =
⊗
τ∈IF

τ∗Tp(LT τ )⊗pτ .

C’est un OF -système local p-adique étale de rang 1 sur Sp(Ĕ). La représentation galoisienne associée
de l’inertie de E, Gal(Ĕ|Ĕ), est le caractère

χdet µ̃ =
∏
τ

χpτ

LT τ
: Gal(Ĕ|Ĕ) −→ O×F

où χLT τ est le caractère de Lubin-Tate associé au plongement τ . Par exemple, lorsque F = Qp,
Lµ̃ = Zp(d) où d est la dimension du groupe p-divisible que l’on déforme et χdet µ̃ est la puissance
d-ième du caractère cyclotomique.

Le théorème précédent est alors une conséquence du théorème plus précis qui suit.

Théorème (2.3.4.2). Notons fK : M̆K → Sp Ĕ le morphisme structural. Soit TK le OF -système
local étale sur M̆K qui est le module de Tate de la déformation universelle.

Pour tout K, il existe un isomorphisme de OF -systèmes locaux étales

uK : detOF
TK

∼−→ f∗KLµ̃

vérifiant les propriétés suivantes :
1. Si K ′ ⊂ K, via le morphisme de changement de niveau πK′,K : M̆K′ → M̆K et l’identification

canonique π∗K′,KTK = TK′ on a
π∗K′,KuK = uK′ .

2. Si g ∈ J(Qp), qui définit l’automorphisme g : M̆K
∼−→ M̆K , via l’identification canonique

g∗TK = TK , l’isomorphisme

det TK = g∗ det TK
g∗uK−−−−−→ g∗f∗KLµ̃ = f∗KLµ̃

est égal à
(p−vp(det g) det(g))uK .
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3. Si g ∈ G(Qp) est tel que g−1Kg ⊂ Aut(Λ0) et Λ0 ⊂ g.Λ0, si g : M̆K
∼−→ M̆g−1Kg, via le

morphisme canonique
TK −→ g∗Tg−1Kg,

le morphisme composé

det TK −→ g∗ det Tg−1Kg

g∗ug−1Kg−−−−−−−−→ g∗f∗g−1KgLµ̃ = f∗KLµ̃

est égal à
p−vp(det g)uK .

Un théorème de comparaison

Pour montrer le théorème 2.3.4.2, l’outil principal est un théorème de comparaison relatif entre
module de Tate et module de Dieudonné filtré des groupes p-divisibles. Un tel théorème est valable
sur des bases très générales. Il s’agit de l’objet du chapitre I de cette thèse. Plus précisément, soit
R une Zp-algèbre noethérienne, p-adiquement complète, normale, intègre et sans p-torsion. Fixons
une clôture algébrique de Frac(R). Soit R la fermeture intégrale de R dans l’extension galoisienne
maximale de Frac(R) étale au-dessus de R[1/p]. Posons S = lim←−N R/pR où les applications de
transition sont le Frobenius. Soit W (S) l’anneau des vecteurs de Witt. On a une application θ :

W (S)→ R̂ de Fontaine, où R̂ est le complété p-adique de R. Soit Acris(R) l’anneau de Fontaine qui
est le complété de l’enveloppe à puissances divisées de (W (S), ker(θ)) par rapport à sa filtration à
puissances divisées. Il est muni d’un Frobenius cristallin ϕ, d’une filtration et d’une action de

Γ := Gal(R̂/R) = π1(Spec(R[1/p]), η̄)

où η̄ est le point géométrique au dessus du point générique associé au choix de la clôture algébrique
de Frac(R). De plus l’application θ s’étend en une application surjective :

θ : Acris(R) � R̂.

Soit X un groupe p-divisible sur R. Il existe une représentation de monodromie continue

Γ −→ GL(Tp(Xη̄))

que l’on veut interpréter en termes cristallins. Soit pour cela X̃ un relèvement de X sur Acris(R).
Soit E(X̃) l’extension vectorielle universelle de X̃, c.f. Messing [Mes72]. Posons

E := LieE(X̃)

qui ne dépend pas du choix du relèvement de X. Il s’agit de l’évaluation du cristal de Dieudonné
covariant de X sur l’épaississement θ : Acris(R)→ R̂. Le Acris(R)-module E possède une N-filtration,
une action de Frobenius semi-linéaire ϕ et une action de Galois Γ := Gal(R/R).

Théorème (1.3.1.1). Supposons que LieX et Lie(X∨) soient libres. Il existe alors un isomorphisme
de périodes

Tp(Xη̄) ∼−−→ Fil0 Eϕ=p

compatible à l’action de Γ. Le morphisme induit

Tp(Xη̄)⊗Zp
Acris(R) −→ E

est injectif, strictement compatible aux filtrations et de conoyau annulé par t. En particulier, il existe
un isomorphisme de (Bcris(R), ϕ)-modules filtrés

Vp(Xη̄)⊗Qp Bcris(R) ∼−→ E[ 1
pt ].
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Ce théorème généralise un résultat de Faltings dans [Fal99]. Faltings a démontré un tel théorème
pour des groupes p-divisibles sur un anneau de valuation d’inégales caractéristiques. On obtient le
même résultat en diminuant les hypothèses necessaires sur la base.

Ce théorème de comparaison nous permet de construire l’isomorphisme uG(Zp) du théorème 2.3.4.2
cité précédemment au niveau local. On obtient l’isomorphisme uG(Zp) sur M̆rig en collant les mor-
phismes locaux à l’aide de la théorie de Raynaud des modèles entiers des espaces rigides. Les iso-
morphismes (uK)K sont obtenus par le tiré en arrière de l’isomorphisme uG(Zp) par les morphismes
structurals M̆K → M̆rig.

Remarquons que dans le cas PEL symplectique, la preuve du théorème est beaucoup plus simple
que dans les autres cas. Dans ce cas là, on n’a pas besoin d’utiliser le théorème de comparaison pour
la construction de (uK)K . Ils exisent déjà, car det : G→ ResF/Qp

Gm se factorise par le caractère de
similitudes c : G→ Gm.

Interprétation en termes de Qp-systèmes locaux sur l’espace des périodes

Remarquons enfin que le théorème 2.3.4.2 précédent s’interprète en termes de Qp-systèmes locaux
de de Jong sur l’espaces des périodes. Plus précisément, soit M̆an la fibre générique de M̆ comme
Ĕ-espace analytique de Berkovich. Soit

π̆ : M̆an −→ F̆an

le morphisme de périodes ([RZ96] chap. 5). Ici, F̆an est l’espace analytique associé à une Grassma-
nienne p-adique. Notons F̆a l’image de π̆, un ouvert de F̆an appelé ouvert admissible. D’après de
Jong ([dJ95b]) le Qp-système local J(Qp)-équivariant défini par le module de Tate rationnel descend
en un Qp-système local J(Qp)-équivariant sur F̆a. Ce système local est muni d’une G-structure, c’est
à dire qu’il est un G-système local J(Qp)-équivariant que l’on note E . Si det : G → D, les résultats
précédents sont équivalents à une description explicite du D-système local J(Qp)-équivariant det∗E .
Après avoir oubli de l’action de J(Qp) cela s’interprète en termes de représentations de monodromie
du groupe fondamental de de Jong de F̆a. Ces représentations de monodromie sont à valeurs dans
G(Qp) et on décrit ces représentations lorsque composées avec det : G(Qp) → D(Qp). On renvoie à
la section 2.5 pour plus de détails.

Morphismes puissances extérieures
Si (G, b, µ) est une donnée de Rapoport-Zink du type précédent, H est un groupe réductif sur

Qp et ρ : G → H, alors en général (H, ρ(b), ρ ◦ µ) n’est pas une donnée de Rapoport-Zink associée
à un groupe p-divisible, car ρ ◦ µ n’est pas minuscule. Il existe cependant un cas pour lequel cela
est vérifié, celui des des espaces de Lubin-Tate lorsque ρ est le morphisme puissances extérieures.
Bültel a construit dans [Bül03] de tels morphismes puissances extérieures pour certaines variétés
de Shimura. Pour les espaces de Rapoport-Zink, on construit parallèlement dans le chapitre 3 des
morphismes ∧k d’un espace de Lubin-Tate vers un espace de Rapoport-Zink.

Dans le cas non-ramifié, l’espace de Lubin-Tate M̆LTn = M̆(G, b, µ) est associé à la donnée
(G, b, µ), où G = ResF/Qp

GL(V ), F est une extension non ramifée de Qp et V est un F -espace
vectoriel de dimension n. De plus, J(Qp) = D×

1/n, les unités de l’algèbre à division sur F d’invariant
1/n.

Pour 1 ≤ k ≤ n, on a un morphisme produit extérieur ∧k : G → ∧kG := ResF/Qp
GL(∧kV ). En

utilisant ce morphisme, on peut définir une nouvelle donnée

(∧kG,∧kb,∧kµ) := (∧kG, p. ∧k (p−1b), ν−1
∧kG

. ∧k ◦µ̃).

En effet, dans ce cas là, cette donnée provient encore d’une donnée de Rapoport-Zink, ν−1
∧kG
∧k ◦µ̃

étant encore minuscule. On notera ∧kM̆LTn l’espace de Rapoport-Zink associé. Cet espace est muni
d’une action de J∧kb(Qp) ' GLr(D k

n
) où r se calcule explicitement en fonction de k et n. On montre



7

alors dans le chapitre 3 que l’on a des morphismes produits extérieurs ∧k entre la tour associée à
l’espace de Lubin-Tate et celle associèe à ∧kM̆LTn

. Il s’agit du théorème suivant.

Théorème (3.1.0.2). Pour 1 ≤ k ≤ n, il existe un morphisme de schémas formels ∧k : M̆LTn
→

∧kM̆LTn
tel que le diagramme

M̆LTnVV
∧k

// ∧kM̆LTnVV

D×
1
n

// GLr(D k
n
)

soit commutatif.
De plus, notons (∧k)rig : M̆rig

LTn
→ (∧kM̆LTn

)rig le morphisme induit d’espaces rigides. Alors
(∧k)rig est compatible aux morphismes de périodes et il induit naturellement un morphisme de tours
d’espaces rigides

(∧k)rigK : M̆rig
LTn,K → (∧kM̆LTn

)rig∧kK
.

Le point clé pour la preuve est la théorie des displays de Zink combinée avec le théorème de
comparaison 1.3.1.1. Les puissances extérieures du display associé au groupe p-divisible universel sur
l’espace M̆LTn sont encore des displays et les groupes p-divisibles correspondants nous permettent
de définir les morphismes puissances extérieures entre espaces de modules de groupes p-divisibles
sans structure de niveau (les schémas formels M̆). En utilisant le théorème de comparaison 1.3.1.1
on vérifie que ces morphismes s’étendent au niveau des tours d’espaces rigides.

Notons que Hedayatzadeh a aussi étudié les puissances extérieures des groupes p-divisibles de
dimension 1 dans [Hed] avec un intérêt un peu différent du nôtre. Il montre que les puissances
extérieures d’un groupe p-divisible de dimension au plus 1 sur une base quelconque existent et sont
compatibles au changement de base.

Groupe de Mumford-Tate p-adique générique
Dans le chapitre 4 on démontre un résultat qui est utilisé de façon essentielle dans le chapître 5 afin

de démontrer le résultat principal de cette thèse concernant les composantes connexes géométriques
des espaces de Rapoport-Zink.

Dans ce chapitre 4 on travaille en fait dans un cadre plus général que le précédent en ne considérant
pas seulement des données de Rapoport-Zink associées à des groupes p-divisibles. Soient G un groupe
réductif non-ramifié sur Qp et (b, µ) un couple avec b ∈ G(W (Fp)Q), µ : Gm → GQp

et b ∈ B(G,µ).
Ici, on ne demande pas que G soit un groupe classique. On ne demande pas non plus que µ soit
minuscule. Soit E ⊂ Qp le corps de définition de la classe de conjugaison de µ. On associe une variété
de drapeaux F à µ sur E. Rapoport et Zink ont défini dans [RZ96] un ouvert faiblement admissible
Ffa

Ĕ
dans l’espace rigide analytique Frig

Ĕ
associé à F sur Ĕ. Si K|Ĕ est une extension de degré fini et

x ∈ Ffa

Ĕ
(K), grâce à à la théorie de Fontaine et la trivialité du torseur des périodes, il lui est associé

une représentation p-adique cristalline

ξx : Gal(Ĕ|K)→ G(Qp)

bien définie à G(Qp)-conjugaison près.

Théorème (4.5.0.1). Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés à µ̄ et b̄ dans la
chambre de Weyl positive « ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités ». Supposons b décent.
Soit K|Ĕ une extension de degré fini et x ∈ F(K) qui est un point générique de F . Alors, x est
admissible, x ∈ Ffa

Ĕ
(K) et l’image de la représentation cristalline

ξx : Gal(Ĕ|K) −→ G(Qp)

contient un sous-groupe ouvert de Gder(Qp).
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L’énoncé précédent est non-vide, car on vérifie que Ĕ|E est de degré de transcendance infini
(4.2.0.3). À un tel x ∈ Ffa

Ĕ
(K) on peut associer deux groupes algébriques du type Mumford-Tate

correspondant aux deux facettes de la théorie de Fontaine : étales et cristallines. Le premier, MTx, est
l’enveloppe algébrique de l’image de ξx. D’après Sen, l’algèbre de Lie de l’image de ξx est algébrique
et donc l’image de ξx est un sous-groupe ouvert de MTx(Qp) ⊂ G(Qp). Au point x est associé
canoniquement un cocaractère µHT

x : Gm → GCp
donnant la décomposition de Hodge-Tate de ξx

et conjugué à µ. La composante neutre de MTx est alors le plus petit sous-groupe de G sur Qp

contenant l’image de µHT
x . Le deuxième groupe est le groupe de Mumford-Tate cristallin MT cris

x

qui se calcule en termes du ϕ-module filtré avec G-structure associé à x. La théorie de Fontaine,
qui fournit un dictionnaire entre représentations galoisiennes et ϕ-modules filtrés, et la théorie des
catégories Tannakiennes montrent que MTx et MT cris

x sont formes intérieures l’un de l’autre. Pour
montrer que MTx est aussi gros que possible il suffit donc de le faire pour MT cris

x . Or, MT cris
x se

calcule en termes de « cycles de Hodge cristallins ». Par des arguments de théorie des représentations
on montre alors que pour la filtration générique MT cris

x est aussi grosse que possible.

Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-
Zink

Dans le chapitre 5, on revient aux espaces de Rapoport-Zink non ramifiées de type EL ou PEL
M̆ = M̆(G, b, µ). Ce chapitre contient les résultats principaux de cette thèse concernant le calcul
des composantes connexes géométriques des tours d’espaces de Rapoport-Zink. Dans cette partie,
nous considérons la tour d’espaces de Rapoport-Zink (M̆K)K non plus comme une tour d’espaces
rigides au sens de Tate mais d’espaces analytiques au sens de Berkovich ([Ber90], [Ber93]). Ainsi
M̆an désigne la fibre générique de M̆ comme Ĕ-espace analytique de Berkovich.

En utilisant la hauteur de la quasi-isogénie, on a une application localement constante

κ : M̆ → 4,

où4 est un groupe discret. SoientHuniv le groupe p-divisible universel sur M̆, x un point géogétrique
de M̆an. Notons « π1 »pour le groupe fondamental profini des espaces analytiques classifiant les
revêtements étales finis. On a alors des représentations de monodromie arithmétiques et géométriques

π1(M̆an⊗̂Cp, x)

��

ρgeo
x̄

))SSSSSSSSSSSSSSSS

Aut(Tp(Huniv
x )) ' G(Zp).

π1(M̆an, x)

ρx̄

55kkkkkkkkkkkkkkk

D’après les résultats du chapitre 2, l’existence de l’application déterminant, cela induit un diagramme

π1(M̆an ⊗ Cp, x) //

ρgeo
x

��

π1(M̆an, x) //

ρx

��

IE //

χdet µ̃

��

1

1 // Gder(Zp) // G(Zp)
det // D(Zp)

(3)

où χdet µ̃ : IE → D(Zp) est un caractère associé à det µ̃ et IE = Gal(Ĕ|Ĕ) désigne l’inertie de E.

De Jong a montré dans [dJ95b] que ρgeo
x est surjectif dans le cas des espaces de Lubin-Tate.

Strauch a redémontré ce résultat par d’autres méthodes dans [Str08]. On généralise cela aux espaces
de Rapoport-Zink non-ramifiés précédents sous la conjecture qui suit.
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Conjecture (1). Soit M̆ un espace de Rapoport-Zink non-ramifié simple de type EL, PEL sym-
plectique ou unitaire. Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés à la donnée de
Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothèse (d)).
Alors,

κ : π0(M̆) ∼−→ Im κ.

La conjecture est connue dans des cas particuliers. Lorsque F = Qp dans le cas EL et PEL
symplectique, elle a été démontrée par Viehmann ([Vie08b], [Vie08a]). Dans le cas des espaces de
Lubin-Tate elle est vérfié pour des raisons évidentes. Dans le cas PEL unitaire basique lorsque F est
une extension quadratique de Qp et que l’on travaille en signature (1, n− 1) elle a été démontré par
Vollaard ([Vol10]). Remarquons enfin que cette conjecture est un problème d’espaces de modules en
caractéristiques positive : π0(M̆) = π0(M̆red) où M̆red est un Fp-schéma réduit localement de type
fini.

Voici donc le théorème principal.

Théorème (5.1.2.1). Supposons la conjecture ci-dessus vérifiée. Supposons que les polygones de
Hodge et de Newton associés à la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs
extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothèse (d)). Soit x̄ ∈ M̆an(Ĕ). La représentation de monodromie
géométrique

ρgéox̄ : π1(M̆an⊗̂Cp, x̄) −→ Gder(Zp)

sur le module de Tate de la déformation universelle spécialisée en x̄ est surjective.

La technique de démonstration est analogue à celle de de Jong dans le cas des espaces de Lubin-
Tate ([dJ95b]). On utilise en particulier les représentations de monodromie du groupe fondamental
« étendu »qu’il a construites sur l’espace des périodes couplées avec le théorème 4.5.0.1 du chapitre 4
sur le groupe de Mumford-Tate p-adique générique (dans le cas des espaces de Lubin-Tate ce dernier
résultat est facile d’après Serre ([Ser67])).

De ce théorème, on déduit le résultat principal de cette thèse.

Théorème (5.1.3.1). Supposons la conjecture ci-dessus vérifiée. Supposons que les polygones de
Hodge et de Newton associés à la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs
extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothèse (d)).

1. Les fibres géométriques du morphisme déterminant

M̆K −→ det(M̆)det K = M̆(D,det µ̃)det K

sont les composantes connexes géométriques de M̆K .
2. Le morphisme déterminant induit des bijections compatibles lorsque K varie

π0(M̆K⊗̂Cp)
∼−−→ D(Qp)/detK.

L’action de (g1, g2) ∈ J(Qp)×G(Qp) sur les composantes connexes géométriques est donnée sur
D(Qp)/detK par la translation par det(g1) det(g2). L’action de γ ∈ IE sur les composantes
connexes géométriques est donnée par la translation par χdet µ̃(γ).

On donne une traduction cohomologique du théorème précédent. Dans le cadre des espaces ana-
lytiques de Berkovich il n’y a pas de bonne notion de cohomologie étale `-adique sans support pour
les espaces de Rapoport-Zink. Ainsi on ne peut pas traduire le théorème précédent en termes de H0.
On pourrait définir un H0 de manière ad-hoc en posant H0(X,Qp) = Qπ0(X)

` mais dans le cas de
l’espace de Rapoport-Zink X = M̆an l’action du groupe J(Qp) sur ce groupe ne serait pas lisse. On
utilise plutôt le point de [Far04]. Soit d := dimM̆an. Bien qu’on ne puisse définir un bon H0, on
peut définir H2d

c qui joue le rôle du dual de Poincaré du H0, même si ce dernier n’existe pas. Soit
donc

H2d
c (M̆K⊗̂Cp,Q`)
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la cohomologie étale `-adique à support compact de l’espace analytique de M̆K⊗̂Cp à coefficient
dans Q` de degré 2d. Le système projective (H2d

c (M̆K⊗̂Cp,Q`))K est muni d’une action de J(Qp)×
G(Qp)×WE , où WE est le groupe de Weil associé à E.

En utilisant le morphisme trace pour les espaces analytiques défini par Berkovich [Ber93] couplé
avec les théorèmes précédents, on obtient le théorème suivant.

Théorème (5.2.0.1). Supposons la conjecture ci-dessus vérifiée. Supposons que les polygones de
Hodge et de Newton associés à la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs
extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothèse (d)). Soit π une Q`-représentation irreductible lisse de J(Qp).

– Si π = χ ◦ det est le composé du morphisme déterminant avec un caractère de D(Qp)

π : J(Qp)
det−→ D(Qp)

χ−→ Q×
` ,

alors la représentation

lim−→K
HomJ(Qp)(H2d

c (M̆K⊗̂Cp,Q`), π) (4)

de G(Qp)×WE est le caractère suivant :

G(Qp)×WE → Q×
`

(g, γ) 7→ χ ◦ det(g) · χ ◦ χ̃det µ̃(γ) · χd
cycl(γ)

où χcycl est le caractère cyclotomique et χ̃det µ̃ : WE → D(Qp) est défini dans la remarque
2.2.3.2.

– si π 6= χ ◦ det, alors (4) s’annule.



Chapitre 1

Un théorème de comparaison pour les
groupes p-divisibles

Dans ce chapitre, on généralise un théorème de comparaison de Faltings ([Fal99], théorème 5)
entre module de Tate et module de Dieudonné filtré des groupes p-divisibles. Ce résultat de Faltings
est lui-même une généralisation de ceux de Fontaine-Laffaille ([FL82]). Ce théorème de comparaison
concerne les périodes entières de tels groupes p-divisibles. Il servira comme outil essentiel dans le
deuxième chapitre pour construire un morphisme déterminant d’une tour d’espaces de Rapoport-
Zink vers une tour d’espaces rigides de dimension 0. Dans [Fal99] Faltings démontre un tel théorème
pour des groupes p-divisibles sur un anneau de valuation d’inégales caractéristiques. La généralisation
dont il est question dans ce chapitre consiste à vérifier que ce théorème est valable sur des bases plus
générales. On montre que très peu d’hypothèses sur la base sont nécessaires afin d’obtenir un tel
théorème de de comparaison.

1.1 Rappels sur les anneaux de périodes de Fontaine
On supposera toujours que p est un nombre premier impair.

1.1.1 Notations
Le théorème de comparaison que nous démontrons dans la suite concerne les groupes p-divisibles

sur un anneau R. Voici les hypothèses faites et les notations choisies concernant cet anneau :
– R désigne un anneau noethérien, p-adiquement séparé complet, normal, intègre, et dans lequel
p 6= 0.

– On fixe une clôture algébrique de Frac(R). L’anneau R est la fermeture intégrale de R dans
l’extension galoisienne maximale de Frac(R) étale au-dessus de R[1/p].

– R̂ est le complété p-adique de R.
– On note Γ = Aut(R|R) = π1(Spec(R[1/p], η), où η est un point géométrique au-dessus du point

générique de Spec(R) associé au choix de la clôture algébrique de Frac(R).

Enfin, dans la suite BTX désigne la catégorie des groupes p-divisibles sur une base X.

1.1.2 Anneaux de périodes
Avant de définir les anneaux de périodes de Fontaine que nous utiliserons commençons par deux

lemmes de base concernant l’anneau R.

Lemme 1.1.2.1. L’anneau R est séparé pour la topologie p-adique : R ↪→ R̂.

11
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Démonstration. Comme R est un anneau noethérien, normal intègre de corps des fractions de carac-
téristique 0, d’après ([Gro64], prop. 23.1.2) R est japonais.

Soit a ∈
⋂
n∈N

pnR. Posons R′ égal à la clôture intégrale de R dans Frac(R[a]). Alors, R′ est une R-

algèbre finie car R est noethérien et japonais. En particulier, R′ est noethérien. Comme a ∈
⋂
n∈N

pnR′,

d’après le théorème d’intersection de Krull ([Eis95], coro. 5.4), on a a = 0.

Lemme 1.1.2.2 ([Bri04], prop. 2.4 p.23). Le morphisme de Frobenius de R/pR est surjectif.

Démonstration. Soit a ∈ R. Considérons le polynôme P (X) = Xp2 − pX − a. Soit x une racine de
P (X), alors x est entier sur R. De plus en remarquant que P ′(x) = −p(1 − pxp2−1) et pxp2−1 sont
topologiquement nilpotents, donc P ′(x) est inversible dans R[x, 1/p] puisque R[x] est une R-algèbre
fini elle est p-adiquement complète car R l’est. Donc R[x] ⊂ R et alors xp2 ≡ a mod p.

On pose
S = (R/pR)perf := lim←−

N
R/pR

où les applications de transition sont le Frobenius. Considérons le sous-ensemble de R̂
N

{
(x(n))n≥0 ∈ R̂

N
|
(
x(n+1)

)p = x(n)
}
.

On le voit comme un anneau avec les structures d’addition et de multiplication comme suit :

(x+ y)(n) = lim
k→+∞

(x(n+k) + y(n+k))pk

et (xy)(n) = x(n)y(n).

L’application de réduction modulo p

{(x(n))n≥0 ∈ R̂
N
|
(
x(n+1)

)p = x(n)} → S

(x(n))n≥0 7→ (x(n) mod p)n≥0

est un isomorphisme d’anneaux (voir [FO], prop. 5.4 p.106). On identifie ces deux anneaux dans la
suite.

Suivant Fontaine, on définit une application

θ : W (S) −→ R̂,∑
n≥0[an]pn 7−→

∑
n≥0

a(0)
n pn.

où [an] sont les relèvements de Teichmüller. C’est un homomorphisme de Zp-algèbres. De plus, le
lemme 1.1.2.2 implique que θ est surjectif. Puisque R ⊃ Zp, il existe un element p ∈ S tel que
p(0) = p. Fixons un tel élément.

Lemme 1.1.2.3. ker θ = (ξ), où ξ = p− [p].

Démonstration. Il est clair que ξ ∈ ker θ. Pour voir que ξ est un générateur de ker θ, il suffit de

vérifier le critère suivant : un élément x =
∑

n[an]pn ∈ ker θ est un générateur de ker θ si a(0)
0 ∈ pR̂

×
.

Soit x un tel élément, on vérifie aussitôt que ker θ = (x) + p ker θ. Alors le fait que x est un
générateur de ker θ découle du lemme de Nakayama p-adique puisque ker θ est p-adiquement complet.

Lemme 1.1.2.4. L’élément ξ est régulier dans W (S).
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Démonstration. Soit a =
∑

n≥0[an]pn ∈W (S) avec an ∈ S tel que ξ · a = 0. Par récurrence, il suffit
de montrer que a0 = 0. L’équation ξ · a = 0 se réécrit sous la forme suivante∑

n≥1

([an−1]− [pan])pn + [pa0] = 0,

d’où pa0 = 0. Comme R̂ n’a pas de p-torsion, on a a0 = 0.

Définition 1.1.2.1. L’anneau Acris(R) est le complété de l’enveloppe à puissances divisées de
(W (S), ker θ) par rapport à sa filtration à puissances divisées. S’il y a confusion avec l’anneau
Acris(R) défini par Fontaine, le complété p-adique de l’enveloppe à puissances divisées, on le no-
tera Âcris(R).

Comme ξ est régulier (lemme 1.1.2.4), on peut donner une description explicite de Acris(R) :

Acris(R) =
{ ∑

n≥0

an
ξn

n!
| an ∈W (S)

}
,

une telle écriture d’un élément de Acris(R) n’étant pas unique.

L’anneau Acris(R) possède des structures additionnelles :
– Frobenius : l’homomorphisme ϕ : Acris(R)→ Acris(R) prolonge le Frobenius usuel sur W (S)

ϕ : W (S)→W (S)
[a] 7→ [ap],

car ϕ(ker θ) ⊂ ker θ + pW (S).
– Filtration : l’homomorphisme θ s’étend en

θ : Acris(R) � R̂.

Pour n ∈ N, posons

FilnAcris(R) := ker(θ)[n] =
{∑

i≥n

ai
ξi

i!
| ai ∈W (S)

}
,

où ker(θ) désigne le noyau de θ : Acris(R) � R̂.
– Action de Γ : L’action nature de Γ sur S induit une action de Γ sur W (S) et Acris(R). De plus

le morphisme θ est Γ-équivariant.

Dans ce chapitre, s’il n’y a pas de confusion, on abrège Acris(R) en Acris.

Lemme 1.1.2.5. Notons R̂{T} := D
R̂[T ]

((T )) l’enveloppe à puissances divisées de (R̂[T ], (T )).

Alors, l’homomorphisme de R̂-algèbres

R̂{T} −→ gr•Acris(R)

T [n] 7−→ classe de
ξn

n!
dans grnAcris(R)

est un isomorphisme. En particulier, ξ est régulier dans Acris(R) et pour n ∈ N, l’homomorphisme
de R̂-modules

R̂ −→ grnAcris(R)

1 7−→ classe de
ξn

n!
dans grnAcris(R)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Comme ξ est un élément régulier dans W (S) (lemme 1.1.2.4), d’après ([Ber74] chap
I, prop. 3.4.4), il y a un isomorphisme naturel

α1 : Dgr•W (S)(gr+W (S)) ∼−→ gr•DW (S)(ker θ) = gr•Acris(R)

où gr•W (S) est le gradué associé à la filtration ker θ-adique de W (S), gr+W (S) l’idéal des éléments
de degré strictement positif de gr•W (S), gr•DW (S)(ker θ) le gradué associé à la filtration ker θ-PD-
adique de DW (S)(ker θ). D’autre part, le morphisme θ induit un isomorphisme naturel

gr•W (S) ∼−→ R̂[T ]

qui nous donne un isomorphisme

α2 : Dgr•(gr+W (S)) ∼−→ R̂{T}.

Le composé α1 ◦ α−1
2 est l’isomorphisme désiré.

Remarque 1.1.2.1.

1. Le noyau de θ : Acris(R) � R̂ n’est pas un idéal principal de Acris(R).
2. On adopte ici la définition de Âcris(R) utilisée dans [Fal99] qui est differente de celle de Fon-

taine. Rappelons que Acris(R) tel défini par Fontaine est le complété p-adique de l’enveloppe à
puissances divisées de W (S) par rapport à ker(θ). Il existe un homomorphisme naturel injectif
Acris(R) ↪→ Âcris(R). Cependant, ces deux anneaux possèdent des propriétés identiques (cf.
Appendice).

3. Soit l’anneau de Fontaine

B+
dR(R) = lim←−

n≥0

W (S)
[

1
p

]
/(ker(θ))n,

le complété de W (S)
[

1
p

]
pour la topologie ker(θ)-adique. L’homorphisme θ s’étend en θ :

B+
dR(R)→ R̂[1/p]. La filtration de B+

dR(R) est définie par FilnB+
dR(R) = ker(θ)n = ξnB+

dR(R).
On dispose alors de plongements naturels

Acris(R) ↪→ Âcris(R) ↪→ B+
dR(R),

où la deuxième injection est due à l’injectivité des gradués : gr•Acris(R) ↪→ gr•B+
dR(R).

Voici maintenant une propriété fondamentale des anneaux de périodes entiers.

Lemme 1.1.2.6. Pour tout entier i tel que 0 ≤ i < p, la restriction de ϕ à FiliAcris est divisible
par pi. De plus, ϕ

pi (FiliAcris) engendre Acris, plus précisément ϕ(ξi)
pi ∈ A×cris.

Démonstration. Pour la première assertion, il suffit de montrer que ϕ(ξ) est divisible par p. Cela
revient au même de dire que ϕ(ξ) ≡ 0 mod p. Comme ϕ est un relèvement de Frobenius, on a

ϕ(ξ) ≡ ξp ≡ p · ξ
p

p
≡ 0 mod pAcris,

d’où le résultat.
Pour la seconde assertion, il suffit de montrer que ϕ(ξ)

p ∈ A×cris. On a les égalités suivantes

ϕ(ξ)
p

=
p− [pp]

p
=

(p− [p])p

p
+ 1−

p∑
i=1

(
p

i

)
pi−1(−[p])p−i.

On pose u = 1−
∑p

i=1

(
p
i

)
pi−1(−[p])p−i. Comme 1− u ∈ pW (S), u est inversible dans W (S). Alors,(ϕ(ξ)

p

)−1

= u−1
∑
n≥0

(−u)−n
(ξp

p

)n

= u−1
∑
n≥0

(−u)−n (pn)!
pn

ξpn

(pn)!
∈ Acris(R)

d’où le résultat.
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Remarque 1.1.2.2. Le fait que ϕ|Fili soit divisible par pi n’est pas particulier à Acris(R). Si ϕ̃ est un
relèvement de Frobenius sur un anneau sans torsion et si I est un idéal ayant des puissances divisées
dans cet anneau, alors ϕ̃ restreint à I [i] est divisible par pi lorsque i < p. Ce qui est remarquable ici
c’est la seconde partie du lemme qui dit que ϕ est un “bon relèvement de Frobenius”.

Définition 1.1.2.2. On notera pour 0 ≤ i < p les Frobenius divisés par

ϕi =
ϕ|Fili Acris

pi
.

Posons
Zp(1) = {(εn)n≥0 | ε0 = 1, εpn+1 = εn, εn ∈ µpn(Zp)} ⊂ S×.

Pour ε ∈ Zp(1), 1− [ε] ∈ ker θ et donc la série

log[ε] =
∑
n≥1

(−1)n−1 ([ε]− 1)n

n

converge et définit un élément dans Fil1Acris(R), d’où un homomorphisme

α : Zp(1)→ Fil1Acris(Zp) ⊂ Fil1Acris(R).

Considérons le composé

Zp(1) α // Fil1Acris(Zp) // gr1Acris(Zp)
∼ // Ẑp

x mod Fil2Acris(Zp)
� // θ(x

ξ ).

L’image de ε par ce composé est θ( [ε]−1
ξ ).

Si ε 6= 1, on vérifie aussitôt que vp((ε− 1)(0)) = p
p−1 . Alors θ( [ε]−1

ξ ) 6= 0. On en déduit que α est
une injection. Posons t = α(ε), où ε est un générateur de Zp(1). Alors

Zp(1) ∼−→ Zpt et ϕ(t) = pt.

Remarque 1.1.2.3. Le groupe de Galois Gal(Qp/Qp) agit sur Zp(1) via le caractère cyclotomique,
et l’inclusion Zp(1) ↪→ Acris(R) est Γ-équivariante via

Γ = π1(Spec(R[1/p], η) � π1(Spec(Qp), η) = Gal(Qp/Qp).

Lemme 1.1.2.7. L’élément t est régulier dans B+
dR(R).

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout n ∈ N, la multiplication scalaire

×
n∑

i=1

(−1)i−1 ([ε]− 1)i

i
: W (S)[1/p]/ξn −→W (S)[1/p]/ξn+1

est injective. Cela découle du fait que θ( t
ξ ) 6= 0 et que ξ est régulier dans W (S)[1/p].

Dans la suite on pose

B+
cris(R) := Acris(R)[1/p],

Bcris(R) := B+
cris(R)[1/t] = Acris(R)[1/t],

BdR(R) := B+
dR(R)[1/t]

.

L’anneau B+
cris(R), resp. Bcris(R), resp. BdR(R), possède naturellement une N-filtration, resp. Z-

filtration, resp. Z-filtration, qui étend la N-filtration sur Acris(R), resp. Acris(R), resp. B+
dR(R). De
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plus, les filtraions sur B+
cris(R) et Bcris(R) coïncident avec la restriction de la Z-filtration sur BdR(R)

via les inclusions naturelles
B+

cris(R) ↪→ Bcris(R) ↪→ BdR(R),

où la deuxième injection est due à l’injection B+
cris(R) ↪→ B+

dR(R) et le fait que t est un élément
régulier dans B+

dR(R) (Lemme 1.1.2.7).

Dans la section 2.3.7 du chapitre 2 nous aurons besoin de la propriété suivante des anneaux
Bcris(R). Dans le cas de la théorie de Fontaine « classique »il s’agit de l’exactitude à gauche de la
suite exacte fondamentale de Fontaine ([Fon94a] proposition 5.3.6). Tsuji a vérifié dans l’appendice
de [Tsu99] qu’une telle propriété s’étendait à des anneaux plus généraux.

Théorème 1.1.2.1 (Fontaine, Tsuji). On a pour tout i ∈ Z,

FiliBcris(R)ϕ=pi

= Qpt
i.

Démonstration. Il s’agit de vérifier que les hypothèses du théorème A.3.26 de [Tsu99] sont vérifiées
(Tsuji utilise l’anneau de Fontaine qui est le complété p-adique de l’enveloppe à puissances divisées
et non le complété par rapport à la PD-filtration, mais sa preuve s’adapte de façon identique). En
effet, on peut vérifier que la preuve de Tsuji de l’exactitude à gauche de la suite exacte fondamentale
de Fontaine ne utilisé que la première hypothèse concernant la connexité.

Il suffit donc de vérifier que Spec(R/pR) est connexe. Mais si e ∈ R/pR, vérifie e2 = e, il existe
une extension finie R′|R dans R telle que R′ est normale et e ∈ R′/pR′. Puisque R′ est p-adiquement
complète on peut relever e en un idempotent de R′. L’anneau R′ étant intègre on en déduit que
e ∈ {0, 1}.

1.2 F -cristaux filtrés associés aux groupes p-divisibles

1.2.1 Site cristallin PD-nilpotent NCRIS(S/Σ) et Frobenius
Dans cette section, notons S = Spf(R) comme schéma formel p-adique, S0 = Spec(R/pR),

Σ = Spf(Zp) et Σ0 = Spec(Fp).

Définition 1.2.1.1.
On désigne par NCRIS(S/Σ) le gros site Zariski-cristallin PD-nilpotent de S sur Σ. Il s’agit du

site suivant :
(a) Un objet est la donnée :
– d’un S-schéma formel U qui est p-adique, c’est à dire dont un idéal de définition est pOU

– d’une Σ-immersion fermée i de U dans un Σ-schéma formel T définie par un idéal I de OT

et d’une PD-structure δ sur I, compatible à celle sur (p) de Zp, telle que (I [n] + pmOT )n,m∈N
forment un système fondamental de voisinages de 0 dans OT i.e. T est la limite inductive de
schémas lim−→

n,m≥0

Spec(OT /I [n] + pmOT ).

Un tel objet est appelé épaississement à puissance divisées de U . Notons-le (U, T, i, δ), ou (U ↪→ T )
lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

(b) Un morphisme (U ′, T ′, i′, δ′)→ (U, T, i, δ) est un couple de morphismes

v : U ′ → U, u : T ′ → T,

tels que v soit un S-morphisme, u soit un Σ-morphisme commutant aux puissances divisées, et
u ◦ i′ = i ◦ v.

(c) Un recouvrement d’un objet (U, T, i, δ) est donné par une famille de morphismes(
(Uj , Tj , ij , δj)→ (U, T, i, δ)

)
j

où (Tj → T )j est un recouvrement Zariski de T et pour tout j, Uj = Tj ∩ U .
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On définit un faisceau d’anneaux OS/Σ sur NCRIS(S/Σ) en posant pour tout objet (U ↪→ T )

OS/Σ(U ↪→ T ) = Γ(T,OT ).

Un cristal en OS/Σ-modules localements libres de rang fini sur NCRIS(S/Σ) est une section car-
tésienne du champ au-dessus de NCRIS(S/Σ) dont la fibre au-dessus d’un objet (U ↪→ T ) de
NCRIS(S/Σ) est la catégorie des OT -modules localements libres de rang fini. On note cette ca-
tégorie Mod(S/Σ). Similairement, pour S0, on peut définir les catégories NCRIS(S0/Σ), OS0/Σ et
Mod(S0/Σ).

Le Frobenius absolu sur S0

S0
Frob //

��

S0

��
Spf Zp

Id // Spf Zp

définit un foncteur Frob∗ : Mod(S0/Σ) → Mod(S0/Σ). Or, le foncteur naturel Mod(S/Σ) →
Mod(S0/Σ) est une équivalence de catégories ([BO78] chap.VI, 6.7). En prenant un quasi-inverse,
on obtient un foncteur

Frob∗ :Mod(S/Σ)→Mod(S/Σ).

Pour X un S-schéma formel notons X0 sa réduction modulo p. Si E ∈ Mod(S/Σ) et (U ↪→ T ) ∈
NCRIS(S/Σ) il définit par composition U0 ↪→ U ↪→ T un objet (U0 ↪→ T ) ∈ NCRIS(S/Σ). On a
alors

(Frob∗ E)(U↪→T ) = (Frob∗ E)(U0↪→T ) = E
(U

[p]
0 ↪→T )

où U [p]
0 est le S-schéma formel de schéma formel sous-jacent U0 et de morphisme structural

U0 −→ S0

FrobS0−−−−−→ S0 −→ S,

la première flêche étant le morphisme structural de U0/S0. Si T possède un relèvement de Frobenius
σ : T → T , un tel relèvement définit un morphisme dans NCRIS(S/Σ)

U
[p]
0

� � //

FrobU0 ��

T

σ
��

U0
� � // T.

La propriété de cristal induit donc un isomorphisme

(Frob∗ E)(U↪→T )
∼−→ σ∗E(U↪→T ).

Ainsi, si E ∈ Mod(S/Σ) est muni d’un morphisme Φ : Frob∗ E → E , pour un tel (U ↪→ T ) muni d’un
relèvement de Frobenius σ : T → T , l’opérateur Φ s’incarne en un morphisme σ#-linéaire de E(U↪→T )

dans lui-même, où σ# : OT → OT .

1.2.2 La categorie MF [−1,0](R)

1.2.2.1 Definition de la catégorie

On définit dans cette section une catégorie de F -cristaux filtrés particulièrement adaptée aux
modules de Dieudonnés des groupes p-divisibles. Si E ∈ Mod(S/Σ) on note ES l’évaluation du cristal
E sur l’épaississement tautologique S Id−−→ S. C’est un OS-module localement libre de rang fini. On
note ES0 la réduction modulo p de ES , c’est à dire l’évaluation de E sur l’épaississement S0

Id−−→ S0.
On note E0 la restriction de E à NCRIS(S0/Σ0) c’est à dire aux épaississement annulés par p.
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Si F est un OS-module il définit un OS/Σ-module

iS/Σ∗F

en posant (iS/Σ∗F)(U↪→T ) = i∗a
∗F si a : U → S est le morphisme structural et i : U ↪→ T . Si

JS/Σ ⊂ OS/Σ

désigne l’idéal à puissances divisées on a

OS/Σ/JS/Σ = iS/Σ∗OS

et en fait iS/Σ∗F est un OS/Σ/JS/Σ-module. De même si F est un OS0-module il définit un OS0/Σ0-
module iS0/Σ0∗F sur NCRIS(S0/Σ0).

Définition 1.2.2.1. La catégorie MF [−1,0](R) consiste en les triplets (E ,Φ,Ψ,Fil ES) où
1. E est un élément de Mod(S/Σ).
2. Φ : Frob∗E → E et Ψ : E → Frob∗E sont des morphismes vérifiant

Φ ◦Ψ = p Id et Ψ ◦ Φ = p Id .

3. Fil ES ⊂ ES est un sous-OS-module localement libre localement facteur direct.
4. Notons Fil ES0 ⊂ ES0 = ES/pES la réduction modulo p de Fil ES. Soit Fil E0 le sous OS0/Σ0-

module de E0 qui est l’image réciproque de iS0/Σ0∗ Fil ES0 via le morphisme

E0 � iS0/Σ0∗ES0

de réduction modulo JS0/Σ0 . On demande alors que les morphismes composés de OS0/Σ0-
modules

Frob∗ Fil E0 −→ Frob∗ E0
Φ−−→ E0

et
E0

Ψ−−→ Frob∗ E0 −→ Frob∗(E0/Fil E0)

soient nuls.

Définition 1.2.2.2. Soit (E ,Φ,Ψ,Fil ES) ∈ MF [−1,0](R). On définit une filtration décroissante
Fil• ES de ES en posant 

Fil−1 ES = ES
Fil0 ES = Fil ES
Fil1 ES = 0.

Notons
α : E � E/JS/ΣE = iS/Σ∗ES .

On pose alors
Fil E = α−1(iS/Σ∗ Fil ES).

On définit la filtration décroissante Fil• E du OS/Σ-module E comme étant
Fil−1 E = E
Fil0 E = Fil E
Filk E = J

[k+1]
S/Σ E + J

[k]
S/Σ Fil E si k ≥ 1.

Le faisceau Fil E est un OS/Σ-module contenant JS/ΣE tel que

Fil E/JS/ΣE = iS/Σ∗ Fil ES .

On a bien sûr
(Fil• E)S = Fil• ES .
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1.2.2.2 Lorsque Frobenius se relève en caractéristique 0

Le point (3) de la proposition suivante joue un rôle important dans la suite.

Proposition 1.2.2.1. Soient (E ,Φ,Ψ,Fil ES) ∈ MF [−1,0](R) et (U ↪→ T ) ∈ NCRIS(S/Σ) avec T
sans p-torsion muni d’un relèvement de Frobenius σ : T → T . Notons

D = E(U↪→T ) et FilD = Fil E(U↪→T ).

Soit ϕ : D → D le morphisme σ#-linéaire déduit de Φ et de σ.
1. Il y a une inclusion

ϕ(FilD) ⊂ pD
2. Le faisceau

ϕ

p

(
FilD

)
+ ϕ(D)

engendre le OT -module D.
3. Soit I ⊂ OT l’idéal de U dans T . Supposons de plus que le relèvement de Frobenius σ soit tel

que
σ#(I)
p

⊂ OT

engendre OT comme OT -module. Alors,
ϕ

p

(
FilD)

engendre D comme OT -module.

Démonstration. Notons D0 := D/pD = (E0)(U0↪→T0). Le point (1) est alors une conséquence immé-
diate de ce que le composé

Frob∗ Fil E0 −→ Frob∗ E0
ϕ−−→ E0

est nul (cf. point (4) de la définition 1.2.2.1).
La nullité du morphisme composé

E0
Ψ−−→ Frob∗ E0 −→ Frob∗(E0/Fil E0)

entraine que l’image de
ΨU0↪→T0 : D0 −→ D0 ⊗OT0 ,Frob OT0

est contenue dans l’image de

FilD0 ⊗OT0 ,Frob OT0 −→ D0 ⊗OT0 ,Frob OT0 .

Localement sur T , soit x ∈ D. On peut donc écrire

ΨU↪→T (x) =
∑

i

yi ⊗ λi + p
∑

j

zj ⊗ µj

où pour tout i, yi ∈ FilD et pour tout j, zj ∈ D. Puisque Φ ◦Ψ = p on a alors

x =
ϕ

p
◦ΨU↪→T (x) =

∑
i

λi
ϕ(yi)
p

+
∑

j

µjϕ(zj).

Le point (2) s’en déduit.
Sous l’hypothèse du point (3), localement sur T on peut écrire

1 =
∑

k

νk
ϕ(wk)
p

où pour tout k, wk ∈ I. Alors, pour tout x ∈ D on a

ϕ(x) =
∑

k

νk
ϕ(wkx)

p

où pour tout k, wkx ∈ ID ⊂ FilD. Le point (3) se déduit alors du point (2).
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1.2.2.3 Le F -module filtré associé à un groupe p-divisible

Soit G un groupe p-divisible sur S. On note D(GS0) son module de Dieudonné covariant vu
comme un cristal sur NCRIS(S/Σ). Comme l’indique la notation il ne dépend que de la réduction
modulo p de G. Il y a une identification

D
(
G

(p)
S0

)
= Frob∗ D(GS0).

Le morphisme de Frobenius F : GS0 → G
(p)
S0

induit alors

Ψ : D(GS0) −→ Frob∗ D(GS0).

Le Verschiebung V : G(p)
S0
→ GS0 induit

Φ : Frob∗ D(GS0) −→ D(GS0).

Si E(G) désigne l’extension vectorielle universelle de G ([Mes72]) on a

D(GS0)S = LieE(G).

Posons
Fil D(GS0)S = Lie(G∨)∗,

où G∨ désigne le dual de Cartier de G. Il s’agit de la partie vectorielle de l’extension vectorielle
universelle de G. On a

D(GS0)S/Fil D(GS0)S = Lie(G).

Proposition 1.2.2.2. Pour un groupe p-divisible G sur S on a (D(GS0),Φ,Ψ,Fil D(GS0)S) ∈
MF [−1,0](R).

Démonstration. Seul le point (4) de la définition 1.2.2.1 demande vérification. Soit (U ↪→ T ) avec T
affine annulé par p. Soit G̃U un relèvement à T du groupe p-divisible GU . Soit I ⊂ OT l’idéal de U
dans T . Notons D = D(GS0)(U↪→T ). On a alors

FilD = Lie(G̃∨U )∗ + I.D
D/FilD = LieGU .

Puisque I est muni de puissances divisées, pour tout x ∈ I on a xp = 0. Pour vérifier que le composé

FilD ⊗OT ,Frob OT −→ D ⊗OT ,Frob OT
Φ−−→ D

est nul il suffit de vérifier que le composé

Lie(G̃∨U )∗ ⊗OT ,Frob OT −→ D ⊗OT ,Frob OT
Φ−−→ D

l’est. Mais ce morphisme n’est rien d’autre que le morphisme induit au niveau des algèbres de Lie
par F : G̃∨U →

(
G̃∨U

)(p). Il est donc nul.
Le morphisme composé

D Ψ−−→ D ⊗OT ,Frob OT −→ (D/FilD)⊗OT ,Frob OT

s’écrit comme le composé

D � Lie G̃U
Lie(F )−−−−−→ Lie G̃U ⊗OT ,Frob OT � LieGU ⊗OT ,Frob OT .

Où Lie(F ) est le morphisme induit au niveau des algèbres de Lie par F : G̃U → G̃
(p)
U . Il est donc nul.
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On a donc défini un foncteur Zp-linéaire module de Dieudonné filtré

DF : BTS −→MF [−1,0](R).

Exemple 1.2.2.1.

1. DF(Qp/Zp) est donné par
– E = OS/Σ

– Φ : OS/Σ
×p−−−→ OS/Σ et Ψ : OS/Σ

Id−−→ OS/Σ

– Fil ES = OS.
2. DF(Ĝm) est donné par

– E = OS/Σ

– Φ : OS/Σ
Id−−→ OS/Σ et Ψ : OS/Σ

×p−−−→ OS/Σ

– Fil ES = 0.

1.2.2.4 Dual de Cartier

Soit (E ,Φ,Ψ,Fil ES) ∈MF [−1,0](R). On définit son dual de Cartier comme étant(
E∨,Ψ∨,Φ∨, (Fil ES)⊥

)
.

On vérifie que c’est encore un objet de MF [−1,0](R). On vérifie de plus en utilisant les résultats du
chapitre 5 de [BBM82] que si G ∈ BTS alors le dual de Cartier de DF(G) s’identifie canoniquement
à DF(G∨).

1.2.3 Représentation galoisienne associée à un objet de MF [−1,0](R)

Soit (E ,Φ,Ψ,Fil ES) ∈MF [−1,0](R). Posons

E = Γ
(
Acris(R) � R̂, E

)
muni de la filtration

Fil•E = Γ
(
Acris(R) � R̂, Fil• E

)
.

C’est un Acris(R)-module localement libre de rang fini sur Spf(Acris(R)) muni d’un endomorphisme
ϕ-semi-linéaire ϕ : E → E déduit de Φ, et d’une action semi-linéaire de Γ, i.e. pour σ ∈ Γ, le
morphisme σ : E → E est associée au morphisme dans NCRIS(S/Σ) :

(Acris(R) � R̂)
(σ,σ)→ (Acris(R) � R̂).

Cette action commute à ϕ en vertu de la fonctorialité de ϕ et Fil•E est stable sous Γ. On note
FilE := Fil0E qui détermine complètement Fil•E. Si M = Γ(S, ES) et FilM = Γ(S,Fil ES) on a

E/Fil1AcrisE = M ⊗R R̂ et FilE/Fil1AcrisE = FilM ⊗R R̂.

Exemple 1.2.3.1.
(1) Si E = DF(Qp/Zp), on a E = Acris(R) · e où :
– Le Frobenius est ϕe = pe ;
– L’action de Γ est σe = e, pour σ ∈ Γ ;
– La filtration est FilnE = FilnAcris(R) · e pour n ∈ N.
(2) Si E = DF(Ĝm), on a E = Acris(R) · e où :
– Le Frobenius est ϕe = e ;
– L’action de Γ est σe = e, pour σ ∈ Γ ;
– La Filtration est FilnE = Filn+1Acris(R) · e, pour n ∈ N.
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Définition 1.2.3.1. On définit deux foncteurs

Tp :MF [−1,0](R) −→ Zp[Γ]−modules
(E ,Φ,Ψ,Fil ES) 7−→ (FilE)ϕ=p

et

Vp :MF [−1,0](R) −→ Qp[Γ]−modules
(E ,Φ,Ψ,Fil ES) 7−→ Tp(E ,Φ,Ψ,Fil ES)[1/p].

Dans la suite on abrége Tp(E ,Φ,Ψ,Fil ES) en Tp(E). On peut réécrire le foncteur Tp sous la forme

Homϕ,Fil

(
DF(Qp/Zp)

Acris�R̂
, E

) ∼−→ Tp(E)

f 7−→ f(e)

où DF(Qp/Zp)
Acris�R̂

= Acris · e (cf. exemple 1.2.3.1).

Remarque 1.2.3.1. Supposons que Γ(S,Fil ES) et Γ(S, ES/Fil ES) soient des R-modules libres de
rang n − r et r respectivement. Alors, E est un Acris(R)-module libre de rang n. On peut de plus
trouver une base (ei)1≤i≤n de E telle que

FilE = Fil1Acrise1 ⊕ · · · ⊕ Fil1Acriser ⊕Acriser+1 ⊕ · · · ⊕Acrisen.

La filtration Fil•E est alors donnée par

∀i < 0 FiliE = E

i = 0 Fil0E = FilE

∀i > 0 FiliE = Fili+1Acrise1 ⊕ · · · ⊕ Fili+1Acriser ⊕ FiliAcriser+1 ⊕ · · · ⊕ FiliAcrisen.

1.3 Théorème de comparaison

1.3.1 L’énconcé du théorème
On généralise un théorème de comparaison de Faltings ([Fal99] théorème 5) en remplacant par

l’anneau R l’anneau de valuation discrète complet qu’il utilise.

Théorème 1.3.1.1. Soit R une Zp-algèbre noethérienne, p-adiquement complète, normale, intègre
et sans p-torsion. Soit (E ,Φ,Ψ,Fil ES) ∈ MF [−1,0](R). On suppose de plus que Γ(S,Fil ES) et
Γ(S, ES/Fil ES) sont des R-modules libres. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées.

1. Le Zp-module Tp(E) est libre de même rang que celui de E.
2. Si E = E

Acris(R)�R̂
, le morphisme naturel de Acris(R)-modules filtrés

Tp(E)⊗Zp
Acris(R) −→ E

est injectif strictement compatible aux filtrations et de conoyau annulé par t.

On détaillera la démonstration de ce théorème plus loin, démonstration qui est essentiellement
celle de l’acticle de Faltings. Notons d’abord le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 1.3.1.1. Avec les même hypothèses que celles du Théorème 1.3.1.1, on a un isomor-
phisme

Vp(E)⊗Qp Bcris(R) ∼−→ E ⊗Acris(R) Bcris(R)

qui est compatible aux filtrationx, aux actions de Γ et aux morphismes de Frobenius si on munit le
membre de gauche du Frobenius p⊗ ϕ et celui de droite de ϕ⊗ ϕ.



1.3. THÉORÈME DE COMPARAISON 23

Soit H un groupe p-divisible sur R. Notons Tp(H) le module de Tate associé à H et Vp(H) :=
Tp(H)[1/p]. Ces modules de Tate sont associés au choix fait au tout début d’une clôture algébrique
de Frac(R) (cf. section 1.1.1). On a

Tp(H) = Hom
(
Qp/Zp,H

R̂

)
.

L’application

Hom(Qp/Zp,H
R̂
)→ Homϕ,Fil

(
DF(Qp/Zp)

Acris�R̂
, DF(H)

Acris�R̂

)
= Tp(DF(H))

induit un morphisme de Zp[Γ]-modules

βH : Tp(H)→ Tp(DF(H)).

Corollaire 1.3.1.2. Supposons que LieH et Lie(H∨) soient des R-modules libres. Le morphisme de
périodes

βH : Tp(H)→ Tp(DF(H))

est alors un isomorphisme.

On reporte la preuve de ce corollaire à la fin de ce chapitre.

1.3.2 Préparatifs à la preuve
Sous les hypothèses du théorème 1.3.1.1, posons

E = E
Acris(R)�R̂

.

C’est un Acris-module libre. Il possède de plus une base (ei)1≤i≤n telle que

FilE = Fil1Acrise1 ⊕ · · · ⊕ Fil1Acriser ⊕Acriser+1 ⊕ · · · ⊕Acrisen.

D’après le point (1) de la proposition 1.2.2.1 ϕ(FilE) ⊂ pE. On note

ϕ1 = ϕ
p : FilE −→ E.

Le point (3) de la proposition 1.2.2.1 et le lemme 1.1.2.6 entrainent la proposition suivante.

Proposition 1.3.2.1. La collection (ϕ(e1), · · · , ϕ(er), ϕ1(er+1), · · · , ϕ1(en)) est une base de E.

On note dans la suite δi = 1 si 1 ≤ i ≤ r, et δi = 0, si r + 1 ≤ i ≤ n. Pour

x =
n∑

i=1

xiei ∈ FilE

on a la formule

ϕ1(x) =
n∑

i=1

ϕδi
(xi)ϕ1−δi

(ei).

Pour r ∈ N on définit Fil(E/pr+1E) comme étant l’image de FilE dans E/pr+1E c’est à dire

E/pr+1E = EAcris/pr+1Acris�R/pr+1R

et
Fil(E/pr+1E) = (Fil E)Acris/pr+1Acris�R/pr+1R.

Puisque E/FilE est sans p-torsion on a FilE ∩ pr+1E = pr+1 FilE. L’opérateur semi-linéaire ϕ1 :
FilE → E fournit donc par réduction modulo pr+1 un opérateur semi-linéaire

ϕ1 : Fil(E/pr+1E) −→ E/pr+1E.

On vérifie facilement le lemme qui suit.
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Lemme 1.3.2.1. Pour 0 ≤ i < p− 1 on a ϕi(FilpAcris) ⊂ pAcris.

Notons Fil
(
E/(pr+1E + pr FilpAcrisE)

)
pour l’image de FilE dans E/(pr+1E + pr FilpAcrisE).

Les modules E/(pr+1E + pr FilpAcrisE) et Fil(E/(pr+1E + pr FilpAcrisE)) sont les évaluations des
modules E et Fil E sur l’épaississement

θ : Acris/(pr+1Acris + pr FilpAcris) � R/pr+1R.

Comme précédemment, puisque E/FilE est sans p-torsion, on a

FilE ∩ (pr+1E + pr FilpAcrisE) = pr+1 FilE + pr FilpAcrisE.

On déduit donc du lemme précédent que ϕ1 : FilE → E induit un opérateur semi-linéaire

ϕ1 : Fil
(
E/(pr+1E + pr FilpAcrisE)

)
−→ E/(pr+1E + pr FilpAcrisE).

1.3.3 Démonstration du point (1) du Théorème 1.3.1.1
On montre dans cette sous-section que dimZp(FilE)ϕ1=Id = n. La preuve se divise en trois étapes.
1. On montre dans le lemme 1.3.3.1 que

Fil(E/pE)ϕ1=Id ∼−→ Fil(E/pE + FilpAcrisE)ϕ1=Id.

2. On montre dans le lemme 1.3.3.3 que dimFp
Fil(E/pE + FilpAcrisE)ϕ1=Id = n.

3. On montre dans le lemme 1.3.3.6 que (FilE)ϕ1=Id → Fil(E/pE)ϕ1=Id est surjectif.
Cela nous permettra de conclure car (FilE)ϕ1=Id est un Zp-module p-adiquement complet sans p-
torsion et ker((FilE)ϕ1=Id → Fil(E/pE)ϕ1=Id) = p(FilE)ϕ1=Id.

Commençons par la première étape.

Lemme 1.3.3.1.
(1) L’application de réduction modulo FilpAcris induit un isomorphisme

Fil(E/pE)ϕ1=Id ∼−−→ Fil
(
E/(pE + FilpAcrisE)

)ϕ1=Id
.

(2) Similairement, pour r ∈ N,

Fil(E/pr+1E)ϕ1=Id ∼−−→ Fil
(
E/(pr+1E + pr FilpAcrisE)

)ϕ1=Id
.

Démonstration. Utilisant le lemme 1.3.2.1 il est aisé de vérifier que l’application

Fil
(
E/(pr+1E + pr FilpAcrisE)

)ϕ1=Id −→ Fil(E/pr+1E)ϕ1=Id

x 7−→ ϕ1(x̃),

où x̃ ∈ Fil(E/pr+1E) est un relèvement quelconque de x, est bien définie indépendamment du choix
d’un tel relèvement et est un inverse à l’application de réduction modulo FilpAcris.

On vérifie que pour 0 ≤ i < p, ϕi : FiliAcris → Acris passe au quotient en une application de
FiliAcris + pAcris/pAcris + FilpAcris dans lui-même.

Lemme 1.3.3.2. Munissons R/pR de la filtration suivante : pour i ≥ 0

FiliR/pR = pi/pR/pR.

Munissons le également des Frobenius divisés : pour 0 ≤ i < p

∀x ∈ FiliR/pR, ϕi(x) =
xp

(−p)i
mod p.

Il existe alors un isomorphisme d’anneaux

γ : Acris(R)/(pAcris(R) + FilpAcris(R)) ∼−→ R/pR

compatible à la filtration image de celle de Acris et aux Frobenius divisés (ϕi)0≤i≤p−1.
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Démonstration. On a un homomorphisme naturel surjectif :

α : W (S) −→ Acris/FilpAcris

de noyau ker(α) = W (S) ∩ FilpAcris = ξpW (S). En effet, soit

x =
∑
n≥p

an
ξn

n!
∈W (S) ∩ FilpAcris.

Alors θ(x) = 0 et donc x = ξ · b, où b ∈ W (S). Puisque l’élément ξ est régulier dans B+
dR(R), on a

dans B+
dR(R)

b =
∑
n≥p

an
ξn−1

n!
.

La formule précédente implique que θ(b) = 0. Par récurrence sur j, 0 ≤ j ≤ p, on montre ainsi que
x = ξjbj où bj ∈W (S) s’écrit dans B+

dR(R)

bj =
∑
n≥p

an
ξn−j

n!
.

On conclut que x ∈ ξpW (S).
L’homomorphisme α induit modulo p un isomorphisme qu’on note encore α :

α : S/pp = W (S)/(p, ξp) ∼−→ Acris(R)/(p,FilpAcris(R)).

Considérons maintenant l’application

β : S/ppS −→ R/pR

x mod pp 7−→ x1.

On affirme que β est un isomorphisme d’anneaux. D’après la définition de S, on voit aussitôt que
β est un homomorphisme d’anneaux. La surjectivité de β est due à la surjectivité du Frobenius sur
R/pR. Concernant l’injectivité, il suffit d’utiliser l’argument suivant. Pour tout i ∈ N, x ∈ R̂,

xpi

∈ pR̂ =⇒ x ∈ p1/pi

R̂.

Soit en effet un tel x. Écrivons x = a+ pb avec a ∈ R et b ∈ R̂. L’hypothèse xpi ∈ pR̂ implique que
api ∈ pR̂ ∩R = pR. Puisque R est intégralement clos, a ∈ p1/pi

R, d’où le résultat pour x.
En composant β avec α−1, on obtient l’isomorphisme γ = β ◦ α−1 désiré. Il reste à vérifier les

compatibilités aux filtrations et aux Frobenius divisés. La compatibilité aux filtrations est évidente
puisque γ(ξi) = (−p1/p)i. Pour la compatibilité aux Frobenius divisées ϕi, il suffit de vérifier que
ϕi ◦ γ(ξi) = γ ◦ ϕi(ξi) pour 0 ≤ i ≤ p − 1, car les Frobenius ϕi sur Acris(R)/(p,FilpAcris(R)) et
R/pR sont tous des homomorphismes semi-linéaires. Cela ne pose pas de problème.

Ainsi l’épaissement de NCRIS(S/Σ) donné par

θ : Acris/(pAcris + FilpAcris) � R̂/pR̂

s’identifie à l’épaississement
R/pR

Frob−−−−→ R/pR.

On note désormais

γ̃ : Acris −→ Acris/(pAcris + FilpAcris)
γ−−→ R/pR.
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Lemme 1.3.3.3. On a l’égalité

dimFp Fil
(
E/(pE + FilpAcrisE)

)ϕ1=Id = n.

Démonstration. Il suffit de montrer que Fil(E ⊗Acris,γ̃ R/pR)ϕ1=Id est de cardinal pn. Soit

x =
n∑

i=1

x̄iei ∈ Fil(E ⊗Acris,γ̃ R/pR)ϕ1=Id

où x1, . . . , xr ∈ p1/pR et xr+1, . . . , xn ∈ R. Soit

Ā = (āij)1≤i,j≤n ∈ GLn(R/pR)

la matrice de passage de la base (ϕ1−δi(ei))i à la base (ei)i de E ⊗Acris,γ̃ R/pR, i.e.

ej =
n∑

i=1

āijϕ1−δi
(ei)

pour 1 ≤ j ≤ n, avec aij ∈ R. Alors la matrice relevée (aij)i,j ∈ GLn(R).
L’équation ϕ1(x) = x s’écrit

n∑
i=1

ϕδi(x̄i)ϕ1−δi(ei) =
∑

1≤i,j≤n

āij x̄jϕ1−δi(ei).

Cela est équivalent au système d’équations

∀i ≤ r, xp
i ≡ −p

∑
j

aijxj mod p2,

∀i > r, xp
i ≡

∑
j

aijxj mod p.

On montre dans le lemme 1.3.3.4 qu’il y a un unique relèvement (yi)i ∈ R
n

des (x̄i)i ∈ (R/pR)n

tel que yp
i = (−p)δi

∑
j ai,jyj pour 1 ≤ i ≤ n. Posons

B = R[U1, · · · , Un]/(Up
i − (−p)δi

∑
j

aijUj)i

qui est une R-algèbre finie et plate sur R d’après le lemme 1.3.3.5 qui suit. On en déduit une bijection

Fil(E ⊗Acris(R) R/pR)ϕ1=Id ∼−→ HomR(B,R)

(x̄1, · · · , x̄n) 7→ [Ui 7→ yi]

On montre maintenant que B[1/p] ' R[1/p]p
n

. On peut choisir une extension finie R′ ⊂ R de R,
telle que B provient du changement de base de R′, i.e. B = B′ ⊗R′ R, où

B′ = R′[U1, · · · , Un]/(Up
i − (−p)δi

∑
j

aijUj)i.

D’après la définition de R, il suffit alors de montrer que B′[1/p] est étale sur R′[1/p].
La matrice jacobienne associée à la présentation de B′ écrite ci-dessus est

4 = diag(pUp−1
i )1≤i≤n − diag((−p)δi)1≤i≤n ·A

Alors,
diag((−p)−δi)1≤i≤n ·∆ = diag

(
(−1)−δip1−δiUp−1

i

)
1≤i≤n

−A



1.3. THÉORÈME DE COMPARAISON 27

Si 1 ≤ i ≤ r, Up
i ∈ pB′ et donc p1−δiUp−1

i est p-adiquement topologiquement nilpotent. Si r < i ≤ n,
p1−δiUp−1

i = pUp−1
i qui l’est donc également. Comme A est inversible et la matrice diagonale du

terme à droite de l’équation précédente est p-adiquement topologiquement nilpotente dans l’anneau
B′ qui est p-adiquement complet car fini sur R′, la matrice 4 est inversible dans B′[1/p]. D’où le
résultat.

Le normalisé B̃ de B est donc isomorphe à R
pn

ce qui implique que

Fil(E ⊗Acris(R),γ̃ R/pR)ϕ1=Id = HomR(B̃, R)

est de cardinal pn.

Lemme 1.3.3.4. Soit (aij)1≤i,j≤n ∈ GLn(R). Soit (xi)1≤i≤n ∈ R
n

vérifiant les congruences

∀i ≤ r, xp
i ≡ −p

∑
j

aijxj mod p2,

∀i > r, xp
i ≡

∑
j

aijxj mod p.

Il existe alors une unique collection (yi)1≤i≤n ∈ R
n

congruente à (xi)1≤i≤n modulo p telle que

∀i ≤ r, yp
i = −p

∑
j

aijyj ,

∀i > r, yp
i =

∑
j

aijyj .

Démonstration. Il s’agit d’une variante de la méthode de Newton faisant intervenir des congruences
modulo p et p2 simultanément. Pour ε ≥ 1, ε ∈ Q, et (yi)1≤i≤n ∈ R

n
vérifiant yi ∈ pδi/pR, remarquons

que les quantités
yp

i mod pε+δi et (−p)δi

∑
j

aijyi mod pε+δi

ne dépendent que de la classe de congruence modulo pε de (yi)i. Pour un tel ε, on dit alors que

(ȳi)1≤i≤n ∈
∏

1≤i≤n

pδi/pR/pεR

est une solution du système d’équations (Eε) si

∀i, yp
i ≡ (−p)δi

∑
j

aijyj mod pε+δi .

Soit (ȳi)i une solution de (Eε). Montrons que pour ε′ ∈]ε, ε+ p−1
p [, il existe une unique solution

(ȳ′i)i ∈
∏

1≤i≤n

pδi/pR/pε′R

de (Eε′) qui relève (ȳi)i.
Pour 1 ≤ i ≤ n, on cherche y′i sous la forme y′i = yi+pεbi. On vérifie que l’hypothèse ε′ ∈]ε, ε+ p−1

p [
implique que

y′i
p ≡ yp

i mod pε′+δi .

Pour tout i, notons zi ∈ R tel que

yp
i − (−p)δi

∑
j

aijyj = pε+δizi.
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Dire que (ȳ′i)i est solution de (Eε′) est alors équivalent à ce que pour tout i on ait

zi ≡ (−1)δi

∑
j

aijbj mod pε′−ε.

Si A = ((−1)δiaij)i,j ∈ GLn(R), Z est le vecteur colonne (zi)i et W le vecteur colonne (bi)i, cela est
encore équivalent à ce que

Z ≡ A.W mod pε′−ε

soit encore
W ≡ A−1.Z mod pε′−ε.

Le résultat s’en déduit.

Lemme 1.3.3.5. Soit A un anneau, n ≥ 1 et d ≥ 2 deux entiers et (aij)i,j ∈ Mn(A). Posons pour
1 ≤ i ≤ n,

fi = Ud
i −

n∑
j=1

aijUj ∈ A[U1, . . . , Un].

Alors, la A-algèbre
B = A[U1, . . . , Un]/(fi)1≤i≤n

est un A-module libre de base les images des {U i1
1 · · ·U in

n |0 ≤ ik < d, k = 1, · · · , n}.

Démonstration. Le fait que les éléments annoncés engendrent le A-module B ne pose pas de pro-
blème. Il reste à vérifier qu’ils sont linéairement indépendants. Soit C = A[U1, · · · , Un] l’anneau des
polynômes à n variables. Soient (gi)1≤i≤n ∈ Cn tels que

∑n
i=1 gifi soit une combinaison linéaire de

(U i1
1 · · ·U in

n )0≤ik<d. On veut montrer que
∑n

i=1 gifi = 0.
Posons m = max1≤i≤n(deggi). Soit gi,m la partie homogène de degré m de gi. En considérant la

partie homogène de degré m+ d de
∑n

i=1 figi, on a
∑n

i=1 gi,mU
d
i = 0. On peut donc écrire gi,m sous

la forme gi,m =
∑n

j=1,j 6=i hijU
d
j , où hij ∈ C est homogène tel que hij + hji = 0 pour i 6= j. Posons

ψi =
∑n

j=1,j 6=i hijfj , 1 ≤ i ≤ n, on a∑
i

ψifi =
∑
i 6=j

hijfjfi =
∑
i<j

(hij + hji)fifj = 0.

Posons g′i = gi − ψi. On obtient
∑n

i=1 g
′
ifi =

∑n
i=1 gifi et maxi degg′i < m. Alors par récurrence sur

m, on peut supposer m = 0. Cela implique que
∑n

i=1 gifi = 0.

Lemme 1.3.3.6. Le morphisme

(FilE)ϕ1=Id → Fil(E/pE)ϕ1=Id

est surjectif.

Démonstration. Pour r ∈ N\{0}, on montre que

Fil(E/pr+1E)ϕ1=Id → Fil(E/prE)ϕ1=Id

est surjectif. Pour i ≥ 0 notons
Fili(Acris/p

rAcris)

l’image de FiliAcris dans Acris/p
rAcris. L’anneau Acris/FiliAcris est sans p-torsion car le gradué

de sa PD-filtration l’est (cf. lemme 1.1.2.5). On a donc FiliAcris ∩ prAcris = pr FiliAcris et

Fili(Acris/p
rAcris) = FiliAcris/p

r FiliAcris.

Soit maintenant

x̄ =
n∑

i=1

x̄iei ∈ Fil(E/prE)ϕ1=Id
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où xi ∈ Filδi Acris et x̄i ∈ Filδi(Acris/p
rAcris). On cherche

x̄′ =
n∑

i=1

x̄′iei ∈ Fil(E/pr+1E)ϕ1=Id

où x̄′i ∈ Filδi(Acris/p
r+1Acris) est tel que x′i ≡ xi mod pr. On cherche alors (x′i)i sous la forme

x′i = xi + prbi

où bi ∈ Filδi Acris.
D’après le lemme 1.3.3.1, il suffit de trouver de tels (bi)i de telle manière que

ϕ1(x′) ≡ x′ mod pr+1E + pr FilpAcrisE.

Cette équation s’écrit

∀i, ϕδi
(xi + prbi) ≡

∑
j

aij(xj + prbj) mod (pr+1, pr FilpAcris)

où (aij) ∈ GLn(Acris) est la matrice de passage de la base (ϕ1−δi(ei))i à la base (ei)i. Cela s’écrit
encore pour tout i,

ϕδi
(xi)−

∑
j aijxj

pr
+ ϕδi(bi) ≡

∑
j

aijbj mod (p,FilpAcris)

On utilise maintenant l’isomorphisme γ : Acris/(p,FilpAcris)
∼−→ R/pR. Rappelons qu’on note

γ̃ : Acris → R/pR le morphisme composé. Écrivons dans R/pR,

γ̃(bi) ≡ pδi/pci mod p

où ci ∈ R. Les équations déduites dans R/pR sont alors

(−1)δicpi −
∑

j

d̄ijp
δj/pcj + s̄i ≡ 0 mod p

où

d̄ij = γ̃(aij) ∈ R/pR et s̄i = γ̃
(ϕδi

(xi)−
∑

j aijxj

pr

)
∈ R/pR.

Choisissons des relèvements (dij)i,j ∈ GLn(R), (si)i ∈ R de (d̄ij)i,j et (s̄i)i. On se ramène à
resoudre les équations suivantes dans R :

(−1)δiY p
i −

∑
j

dijp
δj/pYj + si = 0.

En appliquant la méthode utilisée dans la preuve du lemme 1.3.3.3 on montre que l’algèbre

R[1/p][Yi]1≤i≤n/
(
(−1)δiY p

i −
∑

j

dijp
δj/pYj + si

)
i

est étale sur R[1/p]. Le résultat en découle.
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1.3.4 Accouplement de Weil
On commence par un lemme qui servira à la définition de l’accouplement de Weil.

Lemme 1.3.4.1. Tp(DF(Ĝm)) = (Fil1Acris(R))ϕ1=Id = Zp · t.

Démonstration. D’après la sous-section 1.3.3, le Zp-module (Fil1Acris(R))ϕ1=Id est libre de rang 1.
D’autre part, Zp·t ⊂ (Fil1Acris(R))ϕ1=Id. Pour montrer l’égalité, il suffit donc de montrer que l’image
de t dans Acris/(p,FilpAcris) est non-nulle. En utilisant la déscription explicite de l’isomorphisme

γ : Acris(R)/(p,FilpAcris)
∼−→ R/pR,

on calcule directement γ(t) =
∑p−1

n=1(−1)n−1 (ε1−1)n

n 6= 0, où ε1 est une racine primitive p-ième de
l’unité.

Reprenons les hypothèses et notations de la section 1.3.2. Soit (E∨,Ψ∨,Φ∨, (Fil ES)⊥
)

le dual de
Cartier de (E ,Φ,Ψ,Fil ES) (cf. section 1.2.2.4). Posons

E∨ = E∨
Acris�R̂

.

D’après la définition du dual de Cartier, on vérifie aussitôt les propriétés suivantes de E∨.
– En tant que Acris(R)-module : E∨ = HomAcris(R)(E,Acris(R)). On désigne par (e∨i )i la base

duale de (ei)i.
– Structure de ϕ : pour f ∈ E∨, ϕ(f) = ϕ ◦ (f ⊗ 1) ◦Ψ au sens suivant

ϕ(f) : E Ψ // E ⊗Acris,ϕ Acris

f⊗1 // Acris

ϕ // Acris

où Ψ désigne encore l’opérateur associé à Ψ : E → Frob∗ E par évaluation du cristal.
– Structure de filtration :

FilE∨ ={f ∈ E∨|f(FilE) ⊂ Fil1Acris}
=Acrise

∨
1 ⊕ · · · ⊕Acrise

∨
r ⊕ Fil1Acrise

∨
r+1 ⊕ · · · ⊕ Fil1 e∨n .

Les éléments (ϕδi(e
∨
i ))i forment aussi une base de E∨ (cf. prop. 1.3.2.1). De plus, si A′ =

(a′ij) ∈ GLn(Acris), resp. B′ = (b′ij) ∈ GLn(Acris), est la matrice de passage telle que pour
tout i,

ei =
∑

j

a′ijϕ1−δj (ej), resp. e∨i =
∑

j

b′ijϕδj (e
∨
j ),

on vérifie aussitôt que B′ = tA′−1.

Les résultats dans la sous-section 1.3.3 s’appliquent à (E∨,Ψ∨,Φ∨, (Fil ES)⊥). On en déduit que
Tp(E∨) est un Zp-module libre de rang n. L’application naturelle E × E∨ → Acris(R) induit un
accouplement de Weil :

Tp(E)× Tp(E∨)→ (Fil1Acris(R))ϕ1=Id = Zp · t ∼= Zp(1).

Proposition 1.3.4.1. L’accouplement de Weil est parfait au sens où il induit un isomorphisme
Tp(E∨) ∼−→ Tp(E)∗(1).

Démonstration. Comme Tp(E) et Tp(E∨) sont libres de même rang, il suffit de montrer que modulo
p, l’accouplement de Weil est non dégénéré au sens où pour f ∈ Tp(E∨)/pTp(E∨), si pour tout
x ∈ Tp(E)/pTp(E), < f, x >= 0 ∈ Fp(1), alors f = 0. D’après les résultats de la section précédente,
on se ramène à travailler modulo l’idéal (p,FilpAcris). Soit donc

f =
∑

i

λie
∨
i ∈ Fil(E∨ ⊗Acris,γ̃ R/pR)ϕ1=Id,
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où λi ∈ p
1−δi

p R/pR, tel que pour tout

x =
∑

i

xiei ∈ Fil(E ⊗Acris,γ̃ R/pR)ϕ1=Id,

où xi ∈ pδi/pR/pR, on ait < f, x >= 0 ∈ R/pR.
Rappelons que dans la démonstration du lemme 1.3.3.3, on a obtenu une bijection

HomR(B,R) ∼−→ Fil(E ⊗Acris,γ̃ R/pR)ϕ1=Id

[Ui 7→ xi] 7→
n∑

i=1

xiei

où
B = R[U1, · · · , Un]/(Up

i − (−p)δi

∑
j

aijUj)i

et A = (aij)i,j ∈ GLn(R) est telle que A ≡
(
γ̃(a′ij)

)
i,j

mod p dans GLn(R/pR).

Soit B̃ le normalisé de B. On a d’après la preuve du lemme 1.3.3.3

B̃ ' Rpn

.

Soit C = B
[
p−

δi
p Ui

]
1≤i≤n

⊂ B̃. Posons maintenant

b =
n∑

i=1

λiUi ∈ C.

Puisque λi ∈ p
1−δi

p R et Ui ∈ p
δi
p C on a

bp ≡
n∑

i=1

λp
iU

p
i mod p2

≡
∑

1≤i,j≤n

aij(−p)δiλp
iUj mod p2.

Soit (bij)i,j ∈ GLn(R) dont la réduction modulo p est la matrice (γ̃(b′ij))i,j ∈ GLn(R/pR). L’équation
ϕ1(f) = f se traduit en

∀i, λp
i ≡ (−p)1−δi

∑
j

bijλj mod p2−δi .

On obtient donc

bp ≡ −p
n∑

j,k=1

( n∑
i=1

aijbik
)
λkUj mod p2

≡ −pb mod p2

car B′ = tA′−1. D’après le lemme 1.3.3.4 (qui s’applique de façon identique à l’anneau C à la place
de R) il existe un unique b′ ∈ C congruent à b modulo pC et vérifiant

b′p = −pb′.

L’hypothèse affirmant que pour tout x ∈ Fil(E ⊗Acris,γ̃ R/pR)ϕ1=Id on a < f, x >= 0 se traduit en
en disant que pour tout morphisme de R-algèbres

χ : B̃ −→ R

on a
χ(b′) ≡ 0 mod p.
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Pour un tel χ, l’équation χ(b′)p = −pχ(b′) implique que χ(b′) ∈ p1/(p−1)Z×p ou bien χ(b′) = 0. Mais,

p1/(p−1)Z×p ∩ pR = ∅.

On en déduit que b′ = 0 et donc
b ∈ pC.

Utilisant le lemme 1.3.3.5 on vérifie que C est un R-module libre de base(
p−i1

δ1
p U i1

1 . . . p−in
δn
p U in

n

)
0≤i1,...,in<p

.

La congruence précédente b ∈ pC se traduit donc en

∀i, λi ∈ p1− δi
p R.

On a donc λ̄i = 0 si δi = 0. Cependant, l’équation ϕ1(f) = f fournit l’égalité

f =
∑

i

ϕ1−δi
(λ̄i)ϕδi

(e∨i ).

Or, si δi = 1, la relation λi ∈ p1−1/pR implique que ϕ0(λ̄i) = 0. On a donc f = 0.

Démonstration du Théorème 1.3.1.1. L’accouplement parfait Tp(E)×Tp(E∨)→ Zp(1) induit un iso-
morphisme δ : Tp(E∨)∗ ∼−→ Tp(E)(−1). Considérons les deux applications naturelles compatibles aux
filtrations :

ω : Tp(E)⊗Zp Acris(R)→ E,

ω∨ : Tp(E∨)⊗Zp Acris(R)→ E∨.

et le morphisme transposé :
tω∨ : E ∼−→ (E∨)∗ → Tp(E∨)∗ ⊗Zp

Acris(R)

est compatible aux filtrations avec décalage de degré 1, i.e.,
tω∨(FiliE) ⊂ Tp(E∨)∗ ⊗Zp

Fili+1Acris(R), pour i ∈ Z.

On considère le composé α :

E
tω∨−→ Tp(E∨)∗ ⊗Zp Acris

δ⊗Id−→ Tp(E)(−1)⊗Zp Acris
×(t⊗1)−→ Tp(E)⊗Zp Acris.

Nous vérifions aussitôt que

α ◦ ω = 1⊗ t : Tp(E)⊗Zp Acris → Tp(E)⊗Zp Acris.

Comme Tp(E) ⊗Zp
Acris et E sont des Acris-modules libres de rang n, on peut donc calculer les

déterminants pour les morphismes α, ω et α ◦ ω :

tn = detα · detω.

Puisque t est régulier dans Acris, detα et detω ne sont pas des zéro-diviseurs. On en déduit que ω
et α sont injectifs. De plus α induit une injection

α : E/Imω ↪→ Tp(E)⊗Zp Acris/Im(α ◦ ω) = Tp(E)⊗Zp Acris/1⊗ t

qui implique que le conoyau de ω est annulé par t.
D’autre part, puisque tω∨ est compatible aux filtrations avec décalage de degré 1, les autres

composants dans le composé α sont compatibles aux filtrations. Alors α ◦ ω induit un morphisme
entre les gradués :

α ◦ ω = 1⊗ t : Tp(E)⊗Zp
griAcris

ω→ griE → Tp(E)⊗Zp
gri+1Acris,∀i ∈ N

qui est injectif, car t : griAcris(R) → gri+1Acris(R) l’est. Cela implique que ω est strictement
compatible aux filtrations.
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Démonstration du corollaire 1.3.1.2. Considérons le diagramme

Tp(H) ×

βH

��

Tp(H∨)
<·,·> //

βH∨

��

Tp(Ĝm)

∼
��

Tp(DF(H)) × Tp(DF(H)∨)
<·,·> // Tp(DF(Ĝm)) = Zp · t

où les lignes sont toutes des accouplements parfaits d’après la proposition 1.3.4.1. Il est commutatif.
En effet, si (x, y) ∈ Tp(H)× Tp(H∨),

x : Qp/Zp −→ H, y : Qp/Zp −→ H∨

alors
< x, y >= y∨ ◦ x : Qp/Zp −→ Ĝm

où y∨ : H = (H∨)∨ → Ĝm. On a alors

DF(y∨ ◦ x) = DF(y∨) ◦ DF(x) = DF(y)∨ ◦ DF(x)

via l’isomorphisme de foncteurs DF
(
(−)∨

)
' DF(−)∨ : BTR → MF [−1,0](R). On en déduit la

commutativité.
Le morphisme composé

Tp(H)
βH−−−→ Tp(DF(H)) ∼−→ Tp

(
DF(H∨)

)∨(1)
β∨

H∨ (1)
−−−−−−→ Tp(H∨)∨(1)

est un isomorphisme. On en déduit que β∨H∨(1) est surjectif. C’est donc un isomorphisme puisque
Tp

(
DF(H∨)

)∨(1) et Tp(H∨)∨(1) sont des Zp-modules libres de même rang d’après le théorème 1.3.1.1.
Le morphisme βH est donc un isomorphisme.





Chapitre 2

Le morphisme déterminant

Dans ce chapitre, on va construire un morphisme déterminant entre la tour de revêtements étales
finis de la fibre générique d’un espace de Rapoport-Zink et une tour d’espaces rigides de dimension
0 associée au cocentre du groupe réductif relié à cet espace.

2.1 Espaces de Rapoport-Zink de type E.L. et P.E.L. et la tour
d’espaces rigides

Fixons une clôture algébrique Qp de Qp. Soit Fp la clôture algébrique de Fp associée. Notons
W = W (Fp) et L = W ⊗Z Q le complété p-adique de l’extension maximale non ramifiée de Qp dans
Qp. L’automorphisme σ est le Frobenius de l’extension L|Qp.

2.1.1 Rappels sur des définitions et résultats de Kottwitz et Rapoport-
Richartz

Rappelons quelques définitions dues à Kottwitz ([Kot85] et [Kot97]).

Définition 2.1.1.1 ([Kot85]). Soit H un groupe algébrique sur Qp. On désigne par B(H) l’ensemble
des classes de σ-conjugaison dans H(L), où deux éléments b1, b2 ∈ H(L) sont dits σ-conjugés s’il
existe un g ∈ H(L) tel que b1 = g−1b2σ(g). Pour b ∈ H(L), on notera b ∈ B(H) sa classe de
σ-conjugaison.

Soit H un groupe réductif quasi-déployé sur Qp et A ⊂ T ⊂ B un triplet où B est un sous-groupe
de Borel, T un tore maximal dans G et A un tore déployé maximal. À b ∈ H(L) est associé un
foncteur exact compatible au produit tensoriel

Fb : RepQp
H −→ IsocFp

(V, ρ) 7−→ (V ⊗Qp
L, bσ)

de la catégorie des représentations linéaires de H vers la catégorie des Fp-isocristaux. Soit D le
pro-tore des pentes, X∗(D) = Q. Il existe alors un unique morphisme

νb : D −→ HL,

le morphisme des pentes, tel que pour tout (V, ρ) ∈ RepQp
H, ρ ◦ νb fournisse la Q-graduation de

Dieudonné-Manin de VL pour le Frobenius bσ. En fait, le morphisme νb est défini sur Qnr
p , l’extension

maximale non-ramifiée de Qp dans Qp, et de plus sa classe de conjugaison est définie sur Qp. Cette
classe de conjugaison ne dépend elle même que de la classe de σ-conjugaison de b. Le groupe H étant
quasi-déployé cela définit donc une application

B(H) −→ X∗(A)+Q
b̄ 7−→ νb̄

35
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où X∗(A)+Q est la chambre de Weyl positive dans X∗(A)Q = Hom(D, A) relativement au choix du
sous-groupe de Borel. Supposons maintenant fixé un cocaractère

µ : GmQp
−→ HQp

à H(Qp)-conjugaison près. On peut donc supposer que µ ∈ X∗(T )+. Supposons maintenant, ce qui
sera le cas dans tout ce qui suit, que Hder est simplement connexe. Soit D = H/Hder le cocentre.
Notons Γ = Gal(Qp|Qp). Kottwitz définit dans la section 6 de [Kot97] deux éléments :

– µ1 ∈ X∗(D)Γ l’image dans les coinvariants sous Galois de µ composé avec la projection H � D,
– µ2 ∈ X∗(A)+Q , le barycentre de l’orbite de Galois de µ, c’est à dire

µ2 =
1

[E : Qp]

∑
γ∈Gal(E|Qp)

µγ

où E|Qp est galoisienne suffisemment grande.
Rappelons que d’après ([Kot85] chap. 2) il existe un isomorphisme canonique de groupes

X∗(D)Γ
∼−−→ B(D).

On note alors
κ(b̄) ∈ X∗(D)Γ

l’élément correspondant à l’image de b̄ via la projection B(H)→ B(D).

Définition 2.1.1.2 ([Kot97] chap. 6). On note B(H,µ) l’ensemble des b̄ ∈ B(H) vérifiant :
1. Dans la chambre de Weyl X∗(A)+Q on a

νb̄ ≤ µ2

au sens où µ2 − νb̄ est une combinaison linéaire à coefficients rationnels positifs de coracines
postives.

2. On a l’égalité
κ(b̄) = µ1.

Procédons à quelques remarques concernant cette définition. Le point (1) de la définition précé-
dente implique que l’image de κ(b̄) et de µ1 dans X∗(D)Γ ⊗ Q = X∗(D)ΓQ coïncident. Ainsi, si le
point (1) est vérifié, κ(b̄)− µ1 ∈ X∗(D)Γ,tor. D’après [Kot84] il existe un isomorphisme canonique

H1(Qp,H) ∼−−→ X∗(D)Γ,tor.

On en déduit la remarque suivante : si H1(Qp,H) est trivial alors dans la définition 2.1.1.2, la
condition (2) est inutile. Ce sera le cas pour les données de type E.L. dans la section 2.1.2. Ce ne
sera pas le cas pour les données de type P.E.L. dans la section 2.1.3.

Pour les groupes classiques, les éléments de X∗(A)+Q paramètrent des polygones convexes à pentes
rationnelle satisfaisant certaines symmétries (symmétries des pentes λ et 1 − λ pour les groupes
symplectiques par exemple). Le polygone associé à κ(b̄) est un polygone du type Newton et celui
associé à µ2 un polygone de type Hodge. En gros, la définition 2.1.1.2 se scinde alors en deux parties :

– La condition (1) qui affirme que le polygone de Newton est au dessus du polygone de Hodge.
– La condition (1) étant assumée, la condition (2) affirme qu’un certain H-torseur dont la classe
κ(b̄)− µ1 ∈ H1(Qp,H) est trivial. On appelle ce torseur le torseur des périodes.

L’ensemble B(H,µ) intervient dans la suite afin d’assurer que certains espaces de modules de
groupes p-divisibles sont non vides. Plus précisément on a le résultat suivant de Rapoport-Richartz.
SupposonsH non-ramifié. Soit Λ0 ∈ BT (H) un sommet hyperspécial dans l’immeuble de Bruhat-Tits
de H. Pour les groupes classiques, Λ0 est un réseau muni de structures additionnelles satisfaisant
une relation d’autodualité dans le cas des groupes unitaires, symplectiques ou orthogonaux. Soit
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Λ0⊗OL ∈ BT (HL) le sommet correspondant dans l’immeuble de HL et V la G(L)-orbite de Λ0⊗OL.
Il y a une application

inv : V × V −→ X∗(T )+

donnant la « position relative de deux réseaux »dans l’orbite V. Étant donné b ∈ H(L) et Λ ∈ V on
définit le polygone de Hodge arithmétique de (Λ, bσ) comme étant

inv(Λ, bσΛ) ∈ X∗(T )+.

On a alors le théorème suivant de Rapoport-Richartz qui généralise l’inégalité classique de Mazur
entre polygone de Newton et de Hodge.

Théorème 2.1.1.1 ([RR96] theo. 4.2). Supposons qu’il existe Λ ∈ V tel que

inv(Λ, bσΛ) = µ ∈ X∗(T )+.

On a alors b̄ ∈ B(H,µ).

L’hypothèse du théorème précédent est que le polygone de Hodge arithmétique associé à (Λ, bσΛ)
coïncide avec le polygone de Hodge géométrique associé à µ. Sous cette hypothèse on a donc que :

– Le polygone de Newton associé à νb̄ est au dessus du polygone de Hodge associé à µ2

– Le torseur « de périodes »dont la classes est donnée par κ(b̄)− µ1 est trivial.

2.1.2 Donnée de type E.L. non ramifiée simple
Pour définir une variété de Shimura on a besoin d’une donnée de Shimura. De la même façon, la

définition d’un espace de Rapoport-Zink nécessite au préalable que l’on se soit donné une donnée de
Rapoport-Zink. Commençons par le cas des groupes linéaires.

Définition 2.1.2.1.
(1) Une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L. non ramifiée simple (F, V, b, µ) consiste en

la donnée
– d’une extension finie non ramifiée F de Qp de degré d,
– d’un F -espace vectoriel V de dimension n < +∞,
– d’une classe de σ-conjugaison b ∈ B(G) où G = ResF/Qp

GLF (V ),
– d’une classe de conjugaison de cocaractère minuscule µ : Gm/Qp

→ GQp
au sens suivant : on

peut choisir une base de V telle que

µ : Gm,Qp
−→ GQp

∼−→
∏

τ∈ĨF

GLn,Qp

z −−−−−−−−→
∏

τ∈ĨF

diag(z, · · · , z︸ ︷︷ ︸
qτ

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
pτ

)

où ĨF = HomQp(F,Qp) et (pτ , qτ )τ∈ĨF
est une collection d’entiers satisfaisant pτ + qτ = n.

On suppose de plus que ces données sont liées entre elles par la relation b ∈ B(G,µ).
(2) Le corps réflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison de µ.
(3) On définit un foncteur J sur la catégorie des Qp-algèbres

J(R) =
{
g ∈ G(R⊗Qp L), g(bσ) = (bσ)g

}
.

Ce foncteur est representé par un groupe réductif sur Qp (cf. [RZ96] prop. 1.12).

Soit G comme dans la définition 2.1.2.1 précédente. Alors, B(G) classifie les isocristaux de di-
mension nd sur L munis d’une action de F . L’isocristal associé à b ∈ G(L) est (V ⊗Qp L, b⊗ σ). Le
groupe J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G, le centralisateur du morphisme
des pentes νb̄.
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Comme expliqué dans la section 2.1.1, puisque H1(Qp, G) est trivial, dans la définition 2.1.1.2 de
l’ensemble B(G,µ), seule la condition (1) est nécessaire, la seconde étant automatique. La condition
b̄ ∈ B(G,µ) se traduit donc uniquement en une inégalité de polygones et le fait qu’ils aient même
points terminaux.

Dans la suite nous utilisons la donnée E.L. précédente pour définir des espaces de modules de
groupes p-divisibles munis d’une action de OF . Si X est un tel groupe p-divisible sur Fp et

Lie X =
⊕
τ∈ĨF

(LieX)τ

où OF agit sur (LieX)τ via τ : OF → Fp, on demandera que dimFp
(LieX)τ = pτ . Si (M,F, V )

désigne le cristal de Dieudonné covariant de X avec (M [ 1p ], F ) = (VL, bσ) on a une décomposition
M = ⊕τMτ et la condition sur l’algèbre de Lie se traduit en

dimFp
Mτ/VMστ = pτ

soit encore pour tout τ ,
dimFp

Mτ/FMσ−1τ = qσ−1τ .

Ainsi, le choix de µ pourrait paraître étrange à la vue du théorème 2.1.1.1 de Rapoport-Richartz
puisque la position relative des réseaux M et bσM de VL est donnée par le cocaractère

µ′ : GmQp
−→ GQp

=
∏

τ∈ĨF

GLn,Qp

z 7−→
∏

τ∈ĨF

diag(z, · · · , z︸ ︷︷ ︸
qσ−1τ

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
pσ−1τ

)

Néanmoins, avec les notations de la section 2.1.1, on a µ′2 = µ2 puisque la définition de ces caractères
fait intervenir la moyenne de ceux-ci sur une orbite de Galois. Cela justifie le choix fait de µ.

Remarque 2.1.2.1.

1. Contrairement au corps F qui est un corps « abstrait », le corps reflex est un corps plongé,
E ⊂ Qp par définition.

2. Il est aisé de vérifier que puisque F |Qp est non-ramifiée, E|Qp l’est également.

3. Plus précisément, via l’action de Gal(Qp|Qp) sur NĨF , Gal(Qp|E) est le stabilisateur de (pτ )τ∈ĨF
.

Dans ce texte nous utilisons la théorie de Dieudonné covariante. Le cocaractère µ̃ qui suit s’avère
alors plus adapté que µ à la vue des normalisations choisies dans le chapitre 1 concernant les filtrations
de Hodge des cristaux de Dieudonné.

Définition 2.1.2.2. Étant donné une donnée de type E.L. comme dans la définition 2.1.2.1 on note

µ̃ : GmQp
−→ GQp

=
∏

τ∈ĨF

GLn,Qp

z 7−→
∏

τ∈ĨF

diag(z−1, · · · , z−1︸ ︷︷ ︸
pτ

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
qτ

)

à conjugaison près.

Si ν : Gm → G est le caractère central z 7→ z−1 Id, on a (p−1b, µ̃) = (ν(p)b, ν.µ) (à conjugaison
près pour l’égalité de caractères). On a donc p−1b ∈ B(G, µ̃).
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2.1.3 Donnée de type P.E.L. non ramifiée simple unitaire et symplectique
Définition 2.1.3.1.

(1) Une donnée locale de type P.E.L. non ramifiée simple (F, ∗, V,< ·, · >, b, µ) consiste en la
donnée

– d’une extension non ramifiée F de Qp de dimension d < +∞ munie d’une involution ∗,
– d’un F -espace vectoriel V de dimension n < +∞,
– d’un produit hermitien symplectique < ·, · >: V × V → Qp, c’est à dire tel que
• < ·, · > est Qp-bilinéaire symplectique et nondégénérée,
• < rv1, v2 >=< v1, r

∗v2 > pour r ∈ F , v1, v2 ∈ V
tel qu’il existe un réseau autodual Λ0 dans V pour ce produit symplectique (i.e. < ·, · > induit
un isomorphisme Λ0

∼−→ HomZp
(Λ0,Zp)),

– d’une classe de σ-conjugaison b ∈ B(G) où G désigne le groupe des similitudes associé, i.e.
pour une Qp-algèbre R,

G(R) =
{
g ∈ GLF⊗QpR(V ⊗Qp R) | ∃c(g) ∈ R ∀v1, v2 ∈ V ⊗Qp R

< gv1, gv2 >R= c(g) < v1, v2 >R

}
.

L’homomorphisme c : G→ Gm est appelé le facteur de similitude. De plus, le choix d’un réseau
autodual Λ0 tel que précédemment définit un modèle entier réductif de G sur Zp.

– d’une classe de conjugaison de cocaractère minuscule µ : Gm,Qp
→ GQp

.
On suppose de plus que ces données sont liées entre elles par la relation c◦µ(z) = z et b ∈ B(G,µ).
(2) Le corps réflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison de µ.
(3) On définit un foncteur J sur la catégorie des Qp-algèbres

J(R) =
{
g ∈ G(R⊗Qp

L), g(bσ) = (bσ)g
}
.

Ce foncteur est representé par un groupe réductif sur Qp.

2.1.3.1 Cas unitaire

Si l’involution ∗ est non triviale sur F , cette donnée est dite unitaire. Dans ce cas, notons F0 le
sous-corps de F fixé par ∗. Alors Gal(F |F0) = {Id, ∗}.

Soit Φ ⊂ HomQp(F,Qp) un type C.M. p-adique de F c’est-à-dire

Φ
∐

Φ∗ = HomQp
(F,Qp)

où Φ∗ = {τ ◦ ∗|τ ∈ Φ}. En fixant une F -base de V , on a

GQp
'

∏
τ∈Φ

GLnQp
×GmQp

.

Le groupe G est alors une forme extérieure de
∏

τ∈Φ GLn×Gm. On notera encore µ le composé

Gm,Qp

µ−−→ GQp
↪→ GLF⊗Qp

(V ⊗Qp)×GmQp
'

∏
τ∈ĨF

GLn/Qp
×GmQp

où ĨF = HomQp
(F,Qp). On peut supposer que

µ(z) =
∏

τ∈ĨF

diag(z, · · · , z︸ ︷︷ ︸
qτ

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
pτ

)× (z)

avec (pτ∗, qτ∗) = (qτ , pτ ).
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Contrairement au cas EL, H1(Qp, G) est trivial si n est impair mais H1(Qp, G) ' Z/2Z si n est
pair. Plus précisément, il y a toujours deux classes de formes hermitiennes sur V distinguées suivant
que leur discriminant, un élément de F×0 , est ou non une norme d’un élément de F . Cependant, si n
est impair ces deux classes de formes hermtiennes sont dans la même classe de similitude, ce qui n’est
pas le cas si n est pair. Lorsque n est pair la deuxième condition de la définition 2.1.1.2 intervient
donc dans la définition de l’ensemble B(G,µ).

La même remarque qu’après la définition 2.1.2.1 s’applique concernant le choix de µ et le théo-
rème de Rapoport-Richartz. Plus précisément, si µ′ est défini en remplaçant la collection (pτ , qτ )τ

par (pσ−1τ , qσ−1τ )τ alors B(G,µ) = B(G,µ′). En effet, il est clair que la moyenne sur une orbite
de Galois de µ coïncide avec celle de µ′. De plus, les composés de µ et µ′ avec la projection sur le
cocentre, bien que non égales, ont même classe dans les coinvariants sous le groupe de Galois.

On pose comme dans la définition 2.1.2.2

µ̃ : GmQp
−→ GQp

z 7−→
∏

τ∈ĨF

diag(z−1, · · · , z−1︸ ︷︷ ︸
pτ

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
qτ

)× (z−1).

On a alors p−1b ∈ B(G, µ̃).

Concernant le corps reflex E, la remarque 2.1.2.1 s’applique de façon identique et Gal(Qp|E) est
le stabilisateur de la collection (pτ , qτ )τ∈ĨF

.

2.1.3.2 Cas symplectique

Si l’involution ∗ est triviale sur F , cette donnée est dite symplectique. Dans ce cas, la dimension
n du F -espace vectoriel V est forcément paire. En fixant une F -base de V , on a

GQp
= G(

∏
τ∈ĨF

GSpn)

où le G devant le produit signifie que l’on prend le sous groupe du produit formé des uplets ayant
même facteur de similitude.

On peut supposer que

µ : Gm/Qp
−→ GQp

∼−−→ G(
∏

τ∈ĨF

GSpn)

z 7−→
∏

τ∈ĨF

(
zIn/2

In/2

)
Dans ce cas, on a pτ = qτ = n/2 et on pose µ̃(z) = z−1µ(z). Puisque H1(Qp, G) est trivial, dans la
définition 2.1.1.2 seule la première condition intervient.

Dans ce cas là le corps reflex est E = Qp.

2.1.4 Espaces de Rapoport-Zink associés
Définition 2.1.4.1. Soit (F, V, b, µ) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple. Soit X un
groupe p-divisible sur Fp muni d’une action de OF et d’isocristal covariant muni de son action de
F égal à (V ⊗Qp

L, bσ). Nous noterons M̆(b, µ)/Spf(OĔ) l’espace de Rapoport-Zink associé, où
Ĕ = Ênr est le complété p-adique de l’extension maximale non ramifiée de E dans Qp. C’est un
espace de modules de groupes p-divisibles munis d’une action de OF . Pour un Spf(OĔ)-schéma S

sur lequel p est localement nilpotent, un S-point de M̆(b, µ) est une classe d’isomorphisme de couples
(X, ρ), où
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– X est un groupe p-divisible défini sur S muni d’une action de OF vérifiant la condition sui-
vante : si

Lie(X) =
⊕
τ∈ĨF

Lie(X)τ

est la décomposition de Lie(X) suivant l’action de OF , alors pour tout τ ∈ ĨF , Lie(X)τ est
localement libre de rang pτ .

– ρ : X×Fp
(S mod p)→ X ×S (S mod p) est une quasi-isogénie compatible à l’action de OF .

On passe maintenant à la définition de l’espace de Rapoport-Zink associé à une donnée de type
P.E.L.

Définition 2.1.4.2. Soit X un groupe p-divisible. On appelle polarisation principale de X un iso-
morphisme λ : X ∼−→ X∨ avec son dual de Cartier X∨ tel que λ∨ = −λ.

Définition 2.1.4.3. Soit (F, ∗, V,< ·, · >, b, µ) une donnée de type P.E.L. non ramifiée simple. Soit
X un groupe p-divisible sur Fp muni d’une action de OF , d’une polarisation principale λ tel que
l’isocristal covariant polarisé muni de son action de F égal à (V ⊗Qp

L, bσ,< ·, · >). Nous noterons
M̆(b, µ)/Spf(OĔ) l’espace de Rapoport-Zink associé avec Ĕ = Ênr. C’est un espace de modules de
groupes p-divisibles principalement polarisés munis d’une action de OF . Pour Spf(OĔ)-schéma S

sur lequel p est localement nilpotent, un S-point de M̆(b, µ) est une classe d’équivalence de triplets
(X,λ′, ρ), où

– (X,λ′) est un groupe p-divisible principalement polarisé sur S muni d’une action de OF tel
que via cette action ι : OF → End(X), l’involution ∗ sur OF est compatible à l’involution de
Rosati sur End(X) c’est à dire λ′ : (X, ι) → (X∨, ι ◦ ∗). On suppose de plus que X vérifie la
condition suivante : si

Lie(X) =
⊕
τ∈ĨF

Lie(X)τ

est la décomposition de Lie(X) suivant l’action de OF , alors pour tout τ ∈ ĨF , Lie(X)τ est
localement libre de rang pτ .

– ρ : X ×Fp
S → X ×S S est une quasi-isogénie compatible à l’action de OF , où S est le sous-

schéma de S défini par l’idéal (p). On suppose de plus que le diagramme suivant est commutatif
à une fonctions localement constante S → Q×

p près :

XS

ρ //

λ

��

XS

λ′

��
X∨

S
X∨

S

ρ∨oo

(2.1)

– Deux triplets (X1, λ
′
1, ρ1) et (X2, λ

′
2, ρ2) sont équivalents s’il existe un isomorphisme entre

(X1, ρ1) et (X2, ρ2) via lequel λ′1 et λ′2 diffèrent d’une unité dans Z×p , c’est à dire une fonction
localement constante S → Z×p .

Le schéma formel M̆(b, µ) est localement formellement de type fini ([RZ96] théo. 3.25) et formel-
lement lisse sur Spf(OĔ) d’après la théorie de la déformation de Grothendieck-Messing ([Mes72]). Il
est muni d’une action à gauche de J(Qp) via

g · (X, ρ) = (X, ρ ◦ g−1), où g ∈ J(Qp) et (X, ρ) ∈ M̆(b, µ).

S’il n’y a pas de confusion possible, on écrit M̆ pour M̆(b, µ).

Rappelons qu’en utilisant la hauteur de la quasi-isogénie ρ, M̆ peut être scindé en unions disjoints
des sous-schémas formels ouverts et fermés

M̆ =
∐

i∈Im κ
M̆(i)
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par une application localement constante

κ : M̆ → 4,

où 4 = HomZ(X∗
Qp

(G),Z) et X∗
Qp

(G) est le groupe des caractères Qp-rationels de G. Cette applica-
tion vérifie

κ(g · x) = ωJ(g) + κ(x), g ∈ J(Qp), x ∈ M̆

avec ωJ : J(Qp)→ 4 est défini par l’équation < ωJ(x), χ >= vp(i(χ)(x)), où i : X∗
Qp

(G)→ X∗
Qp

(J)
est l’application naturelle entre les deux groupes de caractères Qp-rationels (cf. [RZ96], 3.52).

Remarque 2.1.4.1. Puisque Fp est la clôture algébrique de Fp associée à Qp|Qp, E|Qp est non-
ramifiée et L = W (Fp)Q, on a L = Ĕ.

2.1.4.1 Donnée de descente de Rapoport-Zink

Soit σE : Ĕ ∼−→ Ĕ l’automorphisme de Frobenius relatif à E. Pour un Spf OĔ-schéma S avec
le morphisme structural f : S → Spf OĔ , on note S[σE ] le Spf OĔ-schéma S avec le morphisme
structural

σE ◦ f : S
f→ Spf OĔ

σE→ Spf OĔ .

Une donnée de descente de Rapoport-Zink pour un espace de Rapoport-Zink M̆ est un isomor-
phisme de foncteurs :

α : M̆ → σ∗EM̆

définit comme suit :
Soit S un Spf OĔ-schéma sur lequel p est localement nilpotent avec morphisme structural f :

S → Spf OĔ . Soit (X,λ′, ρ) ∈ M̆(S) pour le type P.E.L (resp. (X, ρ) ∈ M̆(S) pour le type E.L). On
définit un point (Xα, λ

′α, ρα) (resp. (Xα, ρα)) dans M̆(S[σE ]). Posons Xα := X et

ρα = ρ ◦ f∗(FrobE)−1 :σEf
∗X

f
∗
(Frob−1

E )
−→ f

∗X ρ→ XS

λ
′α :X λ′→ X∨ ∼−→ (Xα)∨

où (−) désigne (−) mod p et X∨ ∼−→ (Xα)∨ est induit par l’isomorphisme naturel Gm
∼−→ σ∗EGm.

Alors

α(S) : M̆(S) → M̆(S[σE ]) = σ∗EM̆(S)

(X,λ′, ρ) 7→ (Xα, λ
′α, ρα) (resp. (X, ρ) 7→ (Xα, ρα)).

2.1.5 Non vacuité des espaces de Rapoport-Zink
Le fait que les espaces des Rapoport-Zink précédents sont non vides résulte des travaux de

Kottwitz-Rapoport ([KR03]) et Fontaine-Rapoport ([FR05]). Cependant cela n’est pas écrit explici-
tement dans les articles précédents, c’est pourquoi nous le faisons. Cela nous permet également de
clarifier nos conventions concernant les ϕ-modules filtrés admissibles associés aux groupes p-divisibles.

2.1.5.1 L’application de périodes

Soit F̆ la Grassmanienne des sous-groupes paraboliques de type µ̃ dans GĔ . Soit K|Ĕ une exten-
sion de degré fini. Soit (X, ρ) ∈ M̆rig(K) = M̆(OK) dans le cas EL, resp. (X,λ, ρ) dans le cas PEL.
Soit D(X) le module de Dieudonné covariant de X. Notons ϕ le Frobenius de D(X). La quasi-isogénie
ρ induit un isomorphisme

ρ∗ : (V ⊗Qp L, bσ) ∼−−→ (D(X)[ 1p ], ϕ).
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Soit Fil• D(X)K la filtration de Hodge de D(X)⊗OL
K normalisée comme dans le chapitre 1. On a

donc Fil−1 D(X)K = D(X)K , Fil1 D(X)K = 0 et

Fil−1 D(X)K/Fil0 D(X)K = LieX[ 1p ].

Soit Fil• VK la filtration déduite de V ⊗Qp
K. Elle est stable sous l’action de F , totalement isotrope

sous le produit symplectique dans le cas PEL et vérifie de plus

Fil−1 VK = VK , Fil1 VK = 0 et dimK(VK/Fil0 VK)τ = pτ .

Elle définit donc un élément de F̆(K). Cela définit donc une application de périodes

π̆ : M̆(OK) −→ F̆(K).

D’après le théorème de comparaison 1.3.1.1 et son corollaire 1.3.1.1, après avoir fixé une clôture
algébrique de K,

Vp(X) = Fil0(D(X)K ⊗Bcris)ϕ=p.

On en déduit que le ϕ-module filtré

(VL, p
−1bσ,Fil• VK)

est admissible au sens de Fontaine. En d’autres termes, après avoir fixé un scindage de la filtration
de Hodge, si µ0 : GmQp

→ GQp
est le cocaractère conjugué à µ̃ définissant la filtration scindée

précédente alors la paire (p−1bσ, µ0) est admissible au sens de la définition 1.18 de [RZ96]. Donc,

π̆ : M̆(OK) −→ F̆a(K).

2.1.5.2 Non vacuité

Proposition 2.1.5.1. Les espaces de Rapoport-Zink précédents sont non vides.

Démonstration. Puisque p−1b ∈ B(G, µ̃), d’après la première condition de la définition 2.1.1.2, c’est
à dire ν

p−1b
≤ µ̃2, la condition du théorème 3 de [FR05] est vérifiée. Il existe donc une extension

de degré fini K|Ĕ telle que F̆a(K) 6= ∅. Choisissons un tel point admissible dans F̆(K). D’après les
travaux de Fontaine, Fontaine-Laffaille et Breuil, pour un tel point admissible il existe un groupe
p-divisible X sur OK et une quasi-isogénie ρ : X ⊗ OK/pOK → X ⊗ OK/pOK telle que le tiré en
arrière par ρ∗ : VK

∼−→ D(X)K de la filtration de Hodge de X soit le point de F̆(K) choisi.
Supposons d’abord que l’on est dans le cas EL. Rappelons que le foncteur de Fontaine de la

catégorie des groupes p-divisibles à isogénie près sur OK vers les ϕ-modules filtrés relativement à
K|Ĕ est pleinement fidèle. Puisque la filtration associée à notre point admissible dans F̆(K) est
stable sous l’action de F , le groupe p-divisible X est donc muni d’un morphisme ι : OF → End(X)Q
tel que la quasi-isogénie ρ soit compatible à cette action de OF . Soit K une clôture algébrique de K.
La représentation Galoisienne Gal(K|K)→ GLQp

(Vp(X)) est à valeurs dans GLF (Vp(X)). Il existe
donc un OF -réseau Λ ⊂ Vp(X) stable sous l’action de Gal(K|K). Il existe alors un groupe p-divisible
X ′ sur OK muni d’une action de OF , une quasi-isogénie f : X → X ′ commutant aux actions de OF

et telle que Vp(f)(Λ) = Tp(X ′) où Vp(f) : Vp(X) ∼−−→ Vp(X ′). On a alors

(X ′, f ◦ ρ) ∈ M̆(OK).

En effet, la condition de Kottwitz donnant l’action de OF sur LieX ′, dim Lie(X ′)τ = pτ , est satisfaite
puisqu’on peut la lire sur le gradué de la filtration du ϕ-module filtré associé au point dont on est
parti dans F̆ad(K).

Supposons maintenant qu’on est dans le cas PEL. Le foncteur pleinement fidèle de Fontaine
qui à un groupe p-divisible à isogénie près sur OK associe son ϕ-module filtré est compatible à la
dualité de Cartier. Le groupe p-divisible est donc muni comme précédemment de ι : OF → End(X)Q
mais également d’une quasi-isogénie λ : (X, ι) → (X∨, ι ◦ ∗) compatible à celle sur X via ρ. Soit
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(Vp(X), ι, < ., . >) l’espace hermitien symplectique associé où < ., . >: Vp(X) × Vp(X) → Qp après
avoir fixé un isomorphisme Zp ' Zp(1). On utilise maintenant la condition (2) dans la définition
2.1.1.2. Puisque κ

(
p−1b

)
= µ̃1, d’après la proposition 1.20 de [RZ96], le torseur des périodes

IsomF ((V,< ., . >), (Vp(X), < ., . >))

des isomorphismes de F -espaces hermitiens est trivial. Il existe donc un OF -réseau Λ dans Vp(X)
autodual sous < ., . >. Quitte à remplacer K par une extension de degré fini on peut supposer
que la représentation Galoisienne Gal(K|K)→ GLF (Vp(X)) stabilise le réseau Λ. Il existe alors un
groupe p-divisible X ′ muni d’une action de OF sur OK et une quasi-isogénie f : X → X ′ telle que
Vp(f)(Λ) = Tp(X ′). Un tel X ′ est alors muni d’une unique polarisation λ′ : X ′ ∼−→ X ′∨ compatible
via f à la quasi-isogénie λ. On a alors

(X ′, λ′, f ◦ ρ) ∈ M̆(OK).

Remarque 2.1.5.1. Puisque M̆ est non vide, on peut toujours supposer que X muni de ses structures
additionnelles définisse un point de M̆(Fp). On supposera désormais que c’est le cas dans la suite.
Cela implique en particulier que 0 ∈ Im κ.

2.1.6 La tour d’espaces rigides
Définition 2.1.6.1. On désigne par M̆rig la fibre générique de Berthelot de M̆ sur Ĕ au sens des
espaces rigides ([dJ95a] section 7).

Nous adopterons la définition suivante dans la suite.

Définition 2.1.6.2. Un OF -système local étale sur un espace rigide Y est un système projectif
(Fm)m≥1 de faisceaux étales de OF -modules tel que :

– Fm est un faisceau étale de OF /p
mOF -modules, localement libre de rang fini,

– Fm devient constant au dessus d’un revêtement étale fini de Y ,
– pour m′ ≥ m, Fm′ ⊗OF

OF /p
mOF

∼−→ Fm.

Au groupe p-divisible universel Xuniv/M̆ est associé un groupe p-divisible rigide

(Xuniv)rig = lim−→
m

Xuniv[m]rig

où Xuniv[m]rig/M̆rig est étale fini de degré pmhtX. Le système compatible

Tp(Xuniv) := (Xuniv[m]rig)m∈N

est un OF -système local étale et (dans le cas P.E.L) est muni d’une polarisation

Tp(Xuniv)× Tp(Xuniv)→ Zp(1)

où Zp(1) est le Zp-système local étale rigide (µpn)n∈N. On remarquera que cette polarisation n’est
définie qu’à multiplication par une unité dans Z×p -près (cf. néanmoins 2.4.1 où on explique comment
fixer un élément particulier dans cette classe d’homothétie).

Notons Ĕ la clôture algébrique de Ĕ associée au plongement canonique E ⊂ Qp. Fixons un OF -
reseau Λ0 dans V dans le cas de type E.L. Dans le cas de type P.E.L, on fixe unOF -réseau Λ0 autodual
dans V . D’après la trivialité du torseur des périodes qui résulte de la condition (2) dans la définition
2.1.1.2 et de la proposition 1.20 de [RZ96] (cf. par exemple [Far04], 2.3.9.1), pour tout x ∈ M̆rig

(
Ĕ

)
,

après avoir fixé un isomorphisme Zp
∼−→ Zp(1) sur Ĕ c’est à dire un système compatible de racines

primitives dans µpn(Ĕ) lorsque n varie, il existe un isomorphisme de OF -modules symplectiques

Λ0
∼−→ Tp(Xuniv

x ).
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Le réseau Λ0 définit un modèle entier réductif de G. On a alors

G(Zp) = AutOF
(Λ0)

dans le cas E.L. et
G(Zp) = AutOF

(Λ0) ∩G(Qp) = Gsp(Λ0, < ., . >)

dans le cas P.E.L..

Si K ⊂ G(Zp) est un sous-groupe ouvert, on peut parler de structure de niveau K sur Tp(Xuniv)
au sens usuel que nous rappelons.

Définition 2.1.6.3. Soit Y → M̆rig un espace rigide. Fixons un x ∈ Y (Ĕ) dans chaque composante
connexe de Y . Une structure de niveau K sur Tp(Xuniv) au-dessus de Y est la donnée pour tout x
comme précédemment d’une K-orbite d’isomorphismes de OF -modules :

η : Λ0
∼−→ Tp(Xuniv

x )

vérifiant :
– dans le cas P.E.L., après avoir fixé un isomorphisme entre la fibre de Zp(1) au point x et Zp,

on demande que η soit compatible aux produits symplectiques à une unité dans Z×p -près,
– via η l’action de monodromie de π1(Y, x) sur Tp(Xuniv

x ) se fait à travers K agissant sur Λ0.
Pour un tel η on note η sa classe modulo composition par un élément de K.

Définition 2.1.6.4. Pour K ⊂ Aut(Λ0) un sous-groupe compact ouvert, nous notons M̆K l’espace
rigide qui classifie les structures de niveau K sur Tp(Xuniv). Autrement dit,

M̆K = Isom(Λ0/p
mΛ0, X

univ[pm]rig)/K, m� 0

où
– Λ0/p

mΛ0 est vu comme faisceau étale constant.
– Isom signifie les isomorphismes de faisceaux étales compatibles à l’action de OF dans le cas

E.L.. Dans le cas P.E.L. on demande de plus que localement pour la topologie étale, après avoir
fixé un isomorphisme Z/pmZ ∼−→ µrig

pm , ils soient compatibles aux produits symplectiques

Xuniv[pm]rig ×Xuniv[pm]rig −→ µrig
pm

induit par la polarisation et

< ., . >: Λ0/p
mΛ0 × Λ0/p

mΛ0 −→ Z/pmZ

à une unité dans Z×p -près, c’est à dire une fonction localement constante à valeurs dans Z×p -
près.

– L’hypothèse m� 0 signifie (Id+pm End(Λ0)) ∩G(Qp) ⊂ K.

La collection (M̆K)K est une tour de revêtements finis étales au-dessus de M̆rig. Rappelons que
l’on a une action à droite de G(Qp) sur (M̆K)K comme suit : pour K ⊂ Aut(Λ0) et g ∈ G(Qp) tels
que g−1Kg ⊂ Aut(Λ0), on a un isomorphisme

g : M̆K
∼−→ M̆g−1Kg

(cf. [RZ96] 5.34 ou [Far04] 2.3.9.3). L’action de J(Qp) sur M̆rig s’étend à (M̆K)K et commute à celle
de G(Qp).

La donnée de descente de Rapoport-Zink pour M̆ induite naturellement la donné de descente de
Rapoport-Zink pour la tour (M̆K)K , car pour un M̆rig-espace rigide Y , une structure de niveau K
ne dépend pas du morphisme structural Y → Sp Ĕ.
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Remarque 2.1.6.1. Les définitions 2.1.6.3 et 2.1.6.4 d’une structure de niveau P.E.L. et de son
espace classifiant que nous avons données sont celles apparaissant dans la littérature. Dans la section
2.4.1 nous donnerons une reformulation plus agréable de ces définitions.

Remarque 2.1.6.2. Soit ZG le centre de G. Puisque J est une forme intérieure d’un sous-groupe
de Levi G, il existe un plongement canonique ZG ↪→ J . Alors, via le plongement

ZG(Qp) ↪→ J(Qp)×G(Qp),
z 7→ (z−1, z)

ZG(Qp) agit trivialement sur la tour (M̆K)K . En effet, l’action d’un tel élément sur le module de
Tate ou le module de Dieudonné est identique. Ainsi, la tour (M̆K)K est munie d’une action de
(J(Qp)×G(Qp))/ZG(Qp).

2.1.7 Le système local équivariant sur la tour
Notons pour tout K ⊂ Aut(Λ0), TK le tiré en arrière via M̆K → M̆rig du OF -système local étale

Tp(Xuniv). On a donc TG(Zp) = Tp(Xuniv). La collection de faisceaux (TK)K⊂G(Zp) forme un système
J(Qp)×G(Qp)-équivariant sur la tour (M̆K)K au sens suivant. Si g ∈ J(Qp), via l’isomorphisme

g : M̆K
∼−−→ M̆K

on a un isomorphisme canonique compatible aux structures additionnelles

g∗TK
∼−−→ TK .

C’est une conséquence de ce que l’action de g ∈ J(Qp) sur (X, ρ) modifie la déformation ρ du groupe
p-divisible et non le groupe p-divisible X lui-même et donc pas son module de Tate. Si g ∈ G(Qp) et
K ⊂ Aut(Λ0) vérifient g−1Kg ⊂ Aut(Λ0) et Λ0 ⊂ g.Λ0, associé au morphisme

g : M̆K
∼−−→ M̆g−1Kg

il existe un morphisme
TK −→ g∗Tg−1Kg.

En gros (on renvoie à [RZ96] chap. 5 ou [Far04], 2.3.9.3), le morphisme g : M̆K
∼−−→ M̆g−1Kg fait

correspondre à (X, ρ, η̄) un triplet
(X/C, f ◦ ρ, η ◦ g)

où C ⊂ X est un sous-groupe plat fini et f : X → X/C. Le morphisme précédent TK −→ g∗Tg−1Kg

est alors donné par Tp(X) ↪→ Tp(X/C).
Ces morphismes se composent naturellement et les deux « actions »de J(Qp) etG(Qp) commutent.

Remarque 2.1.7.1. Bien que via le plongement ZG(Qp) ↪→ J(Qp) × G(Qp), ZG(Qp) agisse tri-
vialement sur M̆K , le système compatible de OF -systèmes locaux étales (TK)K n’est pas (J(Qp) ×
G(Qp))/ZG(Qp)-équivariant i.e. ZG(Qp) n’agit pas trivialement sur TK . Par exemple, l’action de
(p, p−1) ∈ J(Qp)×G(Qp) est donnée par TK

×p−−−→ TK .

2.2 Espaces de Rapoport-Zink associés aux tores

2.2.1 Donnée de Rapoport-Zink torique et norme reflex
Comme précédemment on suppose fixé une clôture algébrique Qp de Qp. On oublie momenta-

nément les notations qui précédent dans cette section. Soit T un tore sur Qp et µ ∈ X∗(T ) =
Hom(Gm, TQp

) un cocaractère. Notons E le corps de définition de µ et Ĕ le complété de l’extension
maximale non-ramifiée de E dans Qp. Posons

J = G = T.
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Remarque 2.2.1.1. Contrairement aux données de Rapoport-Zink « usuelles », la donnée permettant
de définir l’espace associé à un tore ne requiert pas le choix d’un élément b̄ ∈ B(T ). La raison est que
µ ∈ X∗(T ) étant donné, il existe un unique b̄ ∈ B(T ) tel que b̄ ∈ B(T, µ). En effet, d’après Kottwitz,
si Γ = Gal(Qp|Qp), on a B(T ) = X∗(T )Γ et B(T, µ) est l’ensemble des éléments de X∗(T )Γ qui
coïncident avec l’image de µ dans les coinvariants sous Γ.

Le cocaractère µ : GmE → TE définit un morphisme de tores

Nµ : ResE/Qp
Gm −→ T

qui est le composé

ResE/Qp
Gm

ResE/Qp µ
−−−−−−−−→ ResE/Qp

TE

NE/Qp−−−−−→ T

C’est un analogue p-adique de la norme reflex en théorie de la multiplication complexe. On en déduit
un morphisme

Nµ : E× −→ T (Qp).

Exemple 2.2.1.1. Soit F |Qp une extension de degré fini « abstraite », c’est à dire non plongée
dans Qp et T = ResF/Qp

Gm. Soit ĨF = HomQp
(F,Qp) sur lequel agit Gal(Qp|Qp). On a comme

Gal(Qp|Qp)-module, X∗(T ) = Z[ĨF ]. Soit µ =
∑

τ∈ĨF
pτ [τ ] ∈ X∗(T ). Alors,

Gal(Qp|E) = {γ ∈ Gal(Qp|Qp) | ∀τ ∈ ĨF , pγτ = pτ}.

Fixons τ0 ∈ ĨF . Pour γ ∈ ĨE = HomQp
(E,Qp), soit γ̃ ∈ Gal(Qp|Qp) prolongeant γ. Alors, pγ̃−1τ0 ne

dépend pas du choix du relèvement γ̃ de γ. On a

Nµ : E× −→ F×

x 7−→ τ−1
0

( ∏
γ∈ĨE

γ(x)pγ̃−1τ0

)
qui ne dépend pas du choix fait de τ0.

Soit E = Qp et
recE : E× −→ Gal(E|E)ab

l’application de réciprocité d’Artin normalisée de telle manière qu’une uniformisante de E s’envoie
sur un Frobenius arithmétique de Gal(E|E). On note IE le sous-groupe d’inertie de Gal(E|E) et Eab

l’extension abélienne maximale de E. On note Ĕ la clôture algébrique de Ĕ déduite de celle fixée
E = Qp de E. On a donc IE = Gal(Ĕ|Ĕ).

Définition 2.2.1.1. On note
χµ : IE −→ T (Qp)

le morphisme composé

IE −→ O×E
Nµ−−−→ T (Qp)

γ 7−→ rec−1
E (γ|Eab).

2.2.2 Tour de Rapoport-Zink torique
Soit EtĔ la catégorie des espaces rigides de dimension 0 étales sur Sp(Ĕ) et x : Sp(Cp)→ Sp(Ĕ)

un point géométrique avec Cp = Q̂p. Alors le foncteur fibre :

Fx : EtĔ → Ens
Y 7→ Yx = {y : Sp(Cp)→ Y |fY (y) = x}
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avec fY : Y → Sp(Ĕ) le morphisme structural, induit une équivalence de catégories :

Fx : EtĔ

∼−→ π1(Sp(Ĕ), x)− Ens

où π1(Sp(Ĕ, x) − Ens désigne la catégorie des ensembles (avec la topologie discrète) munis d’une
action continue de π1(Sp(Ĕ), x) = Gal(Ĕ/Ĕ).

Définition 2.2.2.1. Soit K un sous-groupe compact ouvert de T (Qp). On note M̆(T, µ)K l’unique
espace rigide étale de dimension 0 sur Ĕ tel que

M̆(T, µ)K

(
Ĕ

)
= T (Qp)/K

et l’action de σ ∈ IE soit donnée par : si γ ∈ IE alors

γ(xK) = χµ(γ)xK.

On obtient ainsi une tour d’espaces rigides de dimension 0(
M̆(T, µ)K

)
K
.

Si M est l’extension de degré fini de Ĕ dans Ĕ telle que

Gal(Ĕ|M) = ker
(
IE

χµ−−−→ T (Qp)→ T (Qp)/K
)
,

on a
M̆(T, µ)K '

∐
Nµ(O×E )\T (Qp)/K

Sp(M).

Définition 2.2.2.2. La tour est munie d’une action de J(Qp) × G(Qp) en posant pour (a, b) ∈
J(Qp)×G(Qp) et xK ∈ T (Qp)/K

(a, b).xK = abxK

qui définit un isomorphisme
(a, b) : M̆(T, µ)K

∼−→ M̆(T, µ)K .

Soit ∆ = Hom(X∗
Qp

(T ),Z). Il y a une application IE-invariante

κ : T (Qp)/K −→ ∆
xK 7−→

[
χ 7→ vp(χ(x))

]
qui induit un morphisme d’espaces rigides

κ : M̆(T, µ)K −→ ∆

où ∆ est vu comme l’espace rigide de dimension 0,
∐

∆ Sp(Ĕ) (ou si l’on veut κ est une application
de l’ensemble discret |M̆(T, µ)| vers ∆).

Si T est un tore non-ramifié sur Qp, notons T (Zp) les Zp-points de son modèle entier canonique.
C’est un sous-groupe compact maximal dans T (Qp). Il y a une bijection

X∗(T )Qp

∼−−→ T (Qp)/T (Zp)
ν 7−→ ν(p)T (Zp)

où X∗(T )Qp désigne les cocaractères rationnels. Soit ∆′ l’image dans ∆ de l’application

X∗(T )Qp
−→ ∆

ν 7−→ [χ 7→< χ, ν >].

On a alors
π0

(
M̆(T, µ)T (Zp)⊗̂ĔCp

) ∼−−→ π0(M̆(T, µ)T (Zp))
κ−−→
∼

∆′

c’est à dire ∆′ = Im κ et
M̆(T, µ)T (Zp) =

∐
∆′

Sp(Ĕ).
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2.2.3 Donnée de descent de Rapoport-Zink pour la tour de Rapoport-
Zink torique

Fixons une inclusion x : Ĕ ↪→ Ĕ. Pour un automorphisme τ : Ĕ → Ĕ stabilisant les éléments de
E, fixons un relèvement τ̃ : Ĕ ∼−→ Ĕ de τ au sens où le diagramme suivant soit commutatif

Ĕ
τ̃ // Ĕ

Ĕ
τ //

?�
x

OO

Ĕ.
?�

x

OO

Soit X un espace rigide étale sur Sp Ĕ. Alors via Fx, l’espace rigide étale τ∗X correspond à
l’ensemble Xτ(x) muni d’une action

π1(Sp Ĕ, x)
π1(τ)→ π1(Sp Ĕ, τ(x))→ Aut(Xτ(x))

où
– τ(x) est le point géométrique

Sp(Cp)
x→ Sp(Ĕ) τ→ Sp(Ĕ);

– la flèche à gauche π1(τ) est le morphisme de groupes fondamentaux du morphisme τ : Sp(Ĕ)→
Sp(Ĕ) ;

– la flèche à droite est fournie par l’image de X via le foncteur Fτ(x).
L’isomorphisme τ̃ induit un isomorphisme de foncteurs

ατ̃ ,x : Fτ(x)
∼−→ Fx

comme suit : soit Y un espace rigide étale sur Ĕ, alors

ατ̃ ,x(Y ) : {y : Sp(Cp)→ Y |fY (y) = τ(x)} = Yτ(x) → Yx = {y : Sp(Cp)→ Y |fY (y) = x}
y 7→ y ◦ τ̃−1

où τ̃−1 : Sp(Cp)→ Sp(Cp) correspond à τ̃−1 : Ĕ → Ĕ par l’abus de notation.
De plus, ατ̃ ,x induit un isomorphisme de groupes fondamentaux :

γτ̃ : π1(Sp(Ĕ), τ(x)) = Gal(Ĕτ(x)/Ĕ)→ Gal(Ĕx/Ĕ) = π1(Sp(Ĕ), x)

g 7→ τ̃−1gτ̃

où l’indice en bas de Ĕ précise le plongement Ĕ ↪→ Ĕ. On en déduit immédiatement le lemme
suivant :

Lemme 2.2.3.1. Fixons un point géométrique x : Sp(Cp)→ Sp(Ĕ). Soient τ : Ĕ ∼−→ Ĕ un automor-
phisme de Ĕ stabilisant les éléments de E et τ̃ : Ĕ ∼−→ Ĕ un relèvement de τ . Soit X un espace rigide
étale sur Sp(Ĕ). Alors se donner un morphisme (resp. isomorphisme) X → τ∗X est équivalent à se
donner une application (resp. bijection) Xx → Xx compatible à l’action de π1(Sp(Ĕ), x) via

γ̃τ̃ : π1(Sp(Ĕ), x)
π1(τ)→ π1(Sp(Ĕ), τ(x))

γτ̃→ π1(Sp(Ĕ), x).

Fixons πE une uniformisante de E. Posons σ̃E := recE(πE) ∈ Gal(E|E)ab. Soit EπE
le sous

corps de Eab fixé par σ̃E . Alors Eab = EπE
Enr, où EπE

et Enr sont linéairement disjoints. De plus,
(σ̃E)|Enr ∈ Gal(Enr|E) est le Frobenius. On prend un antécédent de σ̃E via Gal(E|E) � Gal(Eab|E).
Par l’abus de notation, on le note encore σ̃E . Alors σ̃E est un relèvement de Frobenius.
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Remarque 2.2.3.1. La réciproque de l’application de réciprocité d’Artin rec−1
E : IE → O×E factorise

via
Gal(Eab|Enr) = IE/Ker(rec−1

E ) ∼−→ O×E
qu’on note encore rec−1

E . Alors le morphisme composé

Gal(E|E) � Gal(Eab|E) � Gal(Eπ|E) ∼−→ Gal(Eab|Enr)
rec−1

E→ O×E (2.2)

coïncide avec χ−1
LTE ,πE

d’après [CF86] Ch VI, §3.4, thm 3, où χLTE ,πE
est le caractère module de

Tate d’un groupe de Lubin-Tate sur OE associé à la uniformisante πE. Donc χ−1
LTE ,πE

(σ̃E) = 1.

Définition 2.2.3.1. La donnée de descente de Rapoport-Zink pour l’espace rigide M̆(T, µ)K est un
isomorphisme M̆(T, µ)K

∼−→ σ∗EM̆(T, µ)K qui correspond à la bijection

×Nµ(π−1
E ) : M̆(T, µ)K(Ĕ) = T (Qp)/K → T (Qp)/K = M̆(T, µ)K(Ĕ)

xK 7→ Nµ(π−1
E )xK

compatible à l’action de IE via lemme 2.2.3.1 pour x, σE et σ̃E comme précédent.

Remarque 2.2.3.2. (1)La donnée de descente de Rapoport-Zink pour l’espace rigide M̆(T, µ)K ne
dépend pas de l’uniformisante πE choisie.

(2) A l’aide de la théorie du corps de classes local, le morphisme composé

IE
γ̃σ̃E→ IE

rec−1
E→ O×E

coïncide avec le morphisme rec−1
E . Donc dans la définition précédente, la compatibilité de l’action de

IE est équivalent à celle de l’action de IE via γ̃σ̃E
.

(3)L’inverse de l’application de réciprocité d’Artin rec−1
E : IE → O×E prolonge en un morphisme :

WE → E×

en associant πE à σ̃E, où WE est le groupe de Weil. Donc χµ : IE → T (Qp) se prolonge en

χ̃µ : WE → E×
Nµ→ T (Qp) (2.3)

L’espace rigide M̆(T, µ)K muni de la donnée de Rapoport-Zink correspond donc à la fibre M̆(T, µ)K(Ĕ)
muni d’une action de WE via χ̃µ.

La foncteur Fx induit aussi une équivalence de catégories :

Fx : OF − Loc ∼−→ π1(Sp(Ĕ), x)−OF −mod

où π1(Sp(Ĕ), x) − OF − mod désigne la catégorie des OF -modules libres de rang fini munis d’une
action continue de π1(Sp(Ĕ), x). On en déduit une variation du lemme 2.2.3.1 :

Lemme 2.2.3.2. Soient x : Sp(Cp) → Sp(Ĕ), τ ∈ Ĕ
∼−→ Ĕ un automorphisme stabilisant les

éléments de E et τ̃ : Ĕ ∼−→ Ĕ un relèvement de τ . Soit L un OF -système local sur Sp(Ĕ). Alors se
donner un morphisme de OF -systèmes locaux L → τ∗L est équivalent à se donner un homomorphisme
de OF -modules Lx → Lx compatible à l’action de π1(Sp(Ĕ), x) via γ̃τ̃ .

2.2.4 Lien avec les représentations cristallines abéliennes
Soit L le complété de l’extension maximale non-ramifiée de Qp dans Qp et B(T ) l’ensemble

associé de Kottwitz. Comme expliqué dans la remarque 2.2.1.1, le choix de µ ∈ X∗(T ) détermine
complètement un unique b̄ ∈ B(T ) tel que b̄ ∈ B(T, µ). Plus précisément, d’après ([Kot85] 2.5), si
E0 est l’extension maximale non-ramifiée de Qp dans E on peut prendre

b = NE/E0(µ(πE))
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où πE est une uniformisante de E. D’après la proposition 1.21 de [RZ96] la paire (b, µ) est admissible
et définit donc un foncteur exact compatible au produit tensoriel

Fb,µ : RepQp
T −→ Repcris

Qp
IE

(V, ρ) 7−→ Fil0ρ◦µ
(
V ⊗Qp Bcris(OĔ

)
)ρ(b)⊗ϕ=Id

où
– GE = Gal(E|E) et Repcris

Qp
GE désigne les représentations cristallines de GE

– La filtration Fil•ρ◦µ de V ⊗Qp
Ĕ est définie par : Fili VĔ est la somme directe des espaces

isotypiques où le caractère ρ ◦ µ agit via z 7→ zk avec k ≥ i.
– ρ(b) ∈ EndL(V ⊗Qp

L) ⊂ EndBcris
(V ⊗Qp

Bcris) et ρ(b)⊗ϕ est obtenu en composant ρ(b) avec
Id⊗ϕ où ϕ est le Frobenius cristallin de Bcris.

D’après la proposition 1.20 de [RZ96] le torseur des périodes associé à (b, µ) est trivial au sens
où le foncteur fibre obtenu par composition

RepQp
T

Fb,µ−−−→ Repcris
Qp

IE −→ VectQp

est isomorphe au foncteur fibre canonique sur la catégorie Tannakienne RepQp
T . Cela signifie que

pour (V, ρ) ∈ RepQp
(T ), après choix d’un isomorphisme entre ces deux foncteurs fibres, on peut voir

la représentation cristalline Fb,µ(V, ρ) comme une représentation

Fb,µ(V, ρ) : IE −→ GLQp
(V ).

Rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.2.4.1 ([RZ96] lemme 1.22). Le groupe de Galois IE agit sur l’espace de la représenta-
tion Fb,µ(V, ρ) via

ρ ◦ χµ : IE −→ GL(V )

et ce, puisque T (Qp) est abélien, indépendament du choix d’un isomorphisme entre les deux foncteurs
fibres précédents RepQp

T → VectQp
.

Remarquons que puisque pour tout g ∈ J(Qp) = T (Qp), gbg−σ = b et gµg−1 = µ, le groupe
J(Qp) agit sur le foncteur Fb,µ. Voici maintenant une description en termes de structures de niveau
des espaces de Rapoport-Zink toriques précédents.

Proposition 2.2.4.1. L’espace M̆(T, µ)K admet la description suivante.
Notons ω0 : Repcris

Qp
IE → VectQp et ωcan : RepQp

T → VectQp les foncteurs fibres canoniques. Soit

M |Ĕ une extension de degré fini dans Ĕ. Alors,

M̆(T, µ)K(M) ' {η}/ ∼

où :
– η : ωcan

∼−→ ω0◦Fb,µ est un isomorphisme de foncteurs fibres tel que pour tout (V, ρ) ∈ RepQp
T ,

l’action de Gal(Ĕ|M) sur le Qp-espace vectoriel ω0 ◦Fb,µ(V, ρ) se fasse via η à travers le sous-
groupe ρ(K) ⊂ GL(V ) = GL(ωcan(V, ρ)).

– On a η ∼ η′ si et seulement s’il existe g ∈ K tel que η′ soit obtenu à partir de η par composition
avec l’isomorphisme de foncteur fibre ωcan

∼−→ ωcan fourni par g.
L’action de g ∈ J(Qp) = T (Qp) est donnée par composition de η avec g : Fb,µ

∼−→ Fb,µ. Celle de
g ∈ G(Qp) = T (Qp) est donnée par η 7→ η ◦ g.

Démonstration. Fixons un isomorphisme de foncteurs fibres

u : ωcan
∼−−→ ω0 ◦ Fb,µ
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(l’isomorphisme que l’on construit dépend d’un tel choix). Il y a alors une bijection

T (Qp)
∼−−→ Isom(ωcan, ω0 ◦ Fb,µ)

x 7−→ u ◦ x.

Celle-ci induit une bijection

T (Qp)/K
∼−−→ Isom(ωcan, ω0 ◦ Fb,µ)/ ∼

où deux isomorphismes entre ωcan et ω0 ◦Fb,µ sont équivalents s’ils diffèrent par composition avec un
élément de K. Maintenant, si M |Ĕ est comme dans l’énoncé, g ∈ T (Qp), d’après le lemme 2.2.4.1,
via η = u ◦ g, l’action de Gal(Ĕ|M) sur ω0 ◦ Fb,µ se fait à travers K si et seulement si

xK ∈ (T (Qp)/K)Gal(Ĕ|M)

où Gal(Ĕ|M) agit sur T (Qp)/K par translations via χµ.

Remarque 2.2.4.1. La description précédente de M̆(T, µ)K dépend du choix d’un isomorphisme
de foncteurs fibres ωcan

∼−→ ω0 ◦ Fb,µ. La bonne définition des espaces de Rapoport-Zink M̆(T, µ)K

est peut-être celle donnée dans la proposition précédente qui paraît plus intrinsèque que celle de la
définition 2.2.2. En effet, la définition 2.2.2 suppose en quelque sorte que l’on a fixé un point base
dans M̆(T, µ) pour identifier ses points géométriques, qui forment un espace homogène sous T (Qp),
à T (Qp)/K.

Soit (V, ρ) ∈ RepQp
T . La représentation

ρ ◦ χµ : IE −→ GL(V )

définit un Qp-système local étale
Lµ,ρ

sur Sp(Ĕ) (il n’y a pas d’ambiguïté à définir ce qu’est un Qp-système local étale sur un espace rigide
de dimension 0). Le tiré en arrière de ce système local sur M̆(T, µ)K à pour fibres géométriques

(T (Qp)× V )/K −→ T (Qp)/K

au dessus de M̆(T, µ)K . En termes de la description donnée dans la proposition 2.2.4.1, M̆(T, µ)K(Ĕ) =
{η : ωcan

∼−→ ω0 ◦ Fb,µ}, la fibre en η de ce système local munie de son action de Galois est la repré-
sentation cristalline Fb,µ(V, ρ).

2.3 Le morphisme déterminant pour le type E.L.

2.3.1 Notations
Soient (F, V, b̄, µ̄) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple et M̆ := M̆(b, µ) l’espace

de Rapoport-Zink associé. On reprend les notations de la section 2.1.2. Comme F et E sont non-
ramifiés, on prend toujours πE = πF = p comme une uniformisante de E et de F .

Précisons le scindage de M̆ par ∆ dans ce cas là. Comme X∗
Qp

(G) ' Z est engendré par

ResF/Qp
GLF (V ) −→ Gm

g 7−→ detQp
(g, V ) = NF/Qp

(detF (g, V ))
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où detQp
(g, V ) désigne le déterminant de l’homomorphisme Qp-linéaire g : V → V , on a 4 ' Z. Les

applications κ et ωJ sont définies par

κ : M̆ −→ Z
(X, ρ) 7−→ −htρ

ωJ : J(Qp) −→ Z
g 7−→ vp(detL(g, V ⊗Qp

L)).

Rappelons que l’on note d = [F : Qp].

Lemme 2.3.1.1. L’image de κ est dZ.

Démonstration. D’après le lemme 3.53 de [RZ96] et puisque 0 ∈ Im κ (cf. remarque 2.1.5.1) on a
Im κ ⊂ dZ. Puisque l’image de ωJ est dZ on en déduit le résultat.

On définit maintenant :
– D := G/Gder, où Gder désigne le groupe dérivé de G. On note

det : G −→ D.

– det µ̃ : le caractère
det µ̃ : Gm

µ̃−−→ GQp
−→ DQp

– detK : l’image d’un sous-groupe compact ouvert K de G(Qp) via le morphisme G(Qp) →
D(Qp).

Le morphisme

ResF/Qp
GLF (V ) −→ ResF/Qp

Gm

g 7−→ detF (g, V ).

induit un isomorphisme
D

∼−→ ResF/Qp
Gm.

Via cet isomorphisme le générateur de X∗(G) donné au début de cette section est

G
det−−−→ D

NF/Qp−−−−−→ Gm.

On a alors
X∗(D) =

⊕
τ∈ĨF

Z.[τ ]

où via la décomposition
DQp

=
∏

τ∈ĨF

GmQp
,

l’élément [τ ] ∈ X∗(D) est donné par

z 7−→ (1, . . . , 1, z, 1, . . . , 1)

où z est placé en indice τ . Alors,
det µ̃ = −

∑
τ

pτ [τ ].

Puisque J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G, il existe un morphisme canonique

det : J −→ D

tel que pour g ∈ J(Qp) ⊂ G(L), c’est à dire gbσ = bσg,

det(g) = detF⊗QpL(g, V ⊗Qp
L) ∈ F×.



54 CHAPITRE 2. LE MORPHISME DÉTERMINANT

2.3.2 L’espace déterminant det(M̆)K

2.3.2.1 Le système local déterminant

Soit maintenant HLT un groupe p-divisible de Lubin-Tate sur OF associé à l’uniformisante p
([CF86] VI.3.3). Cela signifie que HLT est un groupe formel p-divisible de dimension 1 sur OF , de
hauteur [F : Qp] et muni d’une action de OF telle que l’action induite sur LieHLT soit l’action
tautologique. On note

Tp(HLT )

le OF -système local étale rigide sur SpF muni d’une action de OF donné par (HLT [pm]rig)m≥1 (cf.
définition 2.1.6.2). On fixe un point géométrique : x : Sp(Cp)→ Sp(Ĕ). Cela induit une bijection

ĨF := Hom(F,Qp)
∼−→ Hom(OF ,OĔ).

On identifie ces deux ensembles dans la suite. Pour τ ∈ ĨF , on note

Lτ = τ∗Tp(HLT ) = Tp(HLT ⊗OF ,τ OĔ)

comme OF -système local étale sur Sp Ĕ.

Définition 2.3.2.1. On définit un OF -système local étale sur Sp Ĕ

Lµ̃ :=
⊗
τ∈ĨF

L⊗pτ
τ

où le produit tensoriel est pris au dessus de OF .

Si Lµ̃ = (Lµ̃,m)m≥1 on fera l’abus de notation qui consiste à écrire

Lµ̃ ⊗ Z/pmZ = Lµ̃/p
mLµ̃ = Lµ̃,m.

Pour tout τ ∈ ĨF notons
χLT,τ : IE = Gal(Ĕ|Ĕ) −→ O×F

le caractère de Lubin-Tate donnant l’action de Gal(Ĕ|Ĕ) sur la fibre au point géométrique x :
Sp(Cp)→ Sp(Ĕ) de Lτ . Si γ ∈ Gal(F |Qp) on a

χLT,τγ = γ−1 ◦ χLT,τ .

En effet, si ι : OF
∼−→ End(HLT ) désigne l’action de OF alors HLT,τγ = τ∗γ∗HLT . Or, le groupe

p-divisible γ∗HLT muni de l’action OF
γ−1

−−→ OF
γ∗ι−−→ End(γ∗HLT ) est un groupe de Lubin-Tate.

La fibre géométrique en Sp(Ĕ)→ Sp(Ĕ) de Lµ̃ munie de son action de Galois est donnée par le
caractère ∏

τ∈ĨF

χpτ

LT,τ : IE −→ O×F .

Si τ0 : F ↪→ Qp est fixé, ce caractère s’écrit∏
i∈Z/dZ

γ−i ◦ χpi

LT,τ0

où Gal(F |Qp) =< γ > et pi = pτ0γi . Puisque F |Qp est non-ramifiée, E ⊂ τ0(F ). Notons d′ = [E : Qp]
et

χLTE
: IE −→ O×E
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le caractère de Lubin-Tate de E. On a alors∏
τ∈ĨF

χpτ

LT,τ =
∏

i∈Z/dZ

γ−i ◦ χpi

LT,τ0

=
∏

i∈Z/d′Z

∏
j∈d′Z/dZ

γ−i ◦ τ−1
0 ◦ (τ0 ◦ γ−j ◦ τ−1

0 ) ◦ χpi

LT,τ0

=
∏

i∈Z/d′Z

γ−i ◦ τ−1
0 ◦Nτ0(F )/E ◦ χpi

LT,τ0

=
∏

i∈Z/d′Z

γ−i ◦ τ−1
0 ◦ χpi

LTE
. (2.4)

Exemple 2.3.2.1. Voici deux cas extrêmes :
1. Si tous les (pτ )τ sont égaux, pτ = k, alors E = Qp et le caractère précédent est χk

cycl.
2. S’il existe τ0 tel que pτ0 6= 0 et pour τ 6= τ0, pτ = 0 alors E = τ0(F ) et le caractère précédent

est τ−1
0 ◦ χpτ0

LTE
.

2.3.2.2 La tour d’espaces déterminant
(
det(M̆)K

)
K

: définition

Définition 2.3.2.2. Notons detΛ0 =
n∧
OF

Λ0. Soit K ⊂ O×F un sous groupe ouvert, on définit

det(M̆)K =
∐

δ∈Im κ
Isom(detΛ0 ⊗ Z/pmZ,Lµ̃ ⊗ Z/pmZ)/K, m� 0

un espace rigide étale de dimension 0 sur Sp Ĕ, où det Λ0 ⊗ Z/pmZ est vu comme faisceau étale
constant, Isom signifie les isomorphismes de faisceaux étales compatibles à l’action de OF et m� 0
signifie Id+pmOF ⊂ K.

Les espaces det(M̆)K sont munis d’une action de D(Qp)×D(Qp) de la façon suivante. Soit S un
espace rigide sur Sp Ĕ. Soit δ ∈ Z, m ≥ 1 et

η : det Λ0/p
m detΛ0

∼−→ Lµ̃ ⊗ Z/pmZ

un isomorphisme au dessus de S. Soit δ ∈ Im κ. L’isomorphisme η définit un point dans la composante
indexée par δ, x ∈ det(M̆)Km(S) où Km = Id+pm End(Λ0). Soient (a, b) ∈ F× × F× = D(Qp) ×
D(Qp). Considérons l’isomorphisme

ua,b : det Λ0 ⊗ Z/pmZ ∼−→ det Λ0 ⊗ Z/pmZ
z ⊗ 1 7−→ p−vp(a)−vp(b)abz ⊗ 1.

Alors, η ◦ ua,b définit un élément y = det(M̆)Km(S) dans la composante indéxée par

δ + dvp(a) + dvp(b).

Par définition on pose y = (a, b).x. Cela définit une action de F× × F× sur detM̆Km . Celle-ci
commute à l’action de End(Λ0)/Km. Cela étant vrai pour tout m, on en déduit l’existence d’une
action de F× ×F× sur detM̆K pour tout K. On a donc défini une action de D(Qp)×D(Qp) sur la
tour (det(M̆)K)K⊂D(Qp).

Enfin, on définit une application localement constante de façon tautologique

κ : det(M̆)K −→ ∆

qui sur la composante indéxée par δ vaut δ.
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Rappelons que σE est le Frobenius par rapport à Ĕ|E. Alors σ∗ELτ = LσEτ et

σ∗ELµ̃ = ⊗τ∈ĨF
L
⊗p

σ
−1
E

τ

τ = ⊗τ∈ĨF
L⊗pτ

τ = Lµ̃.

Donc on a un isomorphisme canonique Lµ̃
∼−→ σ∗ELµ̃.

Pour K ⊂ O×F , la donnée de descente de Rapoport-Zink pour l’espace rigide det(M̆)K est un
isomorphisme

α : det(M̆)K
∼−→ σ∗E det(M̆)K

défini comme suit. Soit S un espace rigide connexe sur Sp Ĕ. Soit x = (δ, η) ∈ det(M̆)K(S) avec
δ ∈ Im κ et

η : det Λ0/p
m det Λ0

∼−→ Lµ̃ ⊗ Z/pmZ [K]

au dessus de S, alors l’image de x via α est défini par l’isomorphisme

det Λ0/p
m det Λ0

η
∼−→ Lµ̃ ⊗ Z/pmZ ∼−→ σ∗ELµ̃ ⊗ Z/pmZ [K]

dans la composante indexée par
δ + [E : Qp]

∑
τ∈ĨF

pτ .

2.3.3 Comparaison avec l’espace de Rapoport-Zink associé au cocentre
Le corps reflex de la donnée de Rapoport-Zink torique (D,det µ̃) (cf. section 2.2) coïncide avec

E le corps reflex de (G,µ). Rappelons que l’on a défini dans la section 2.2 une norme reflex

Ndet µ̃ : E× −→ F×.

et grâce à l’application de réciprocité d’Artin un caractère

χdet µ̃ : IE −→ O×F

(cf. définition 2.2.1.1).

Lemme 2.3.3.1. On a l’égalité
χdet µ̃ =

∏
τ∈ĨF

χpτ

LT,τ .

Démonstration. Soit τ0 ∈ ĨF fixé. Puisque l’extension F |Qp est galoisienne, E ⊂ τ0(F ). D’après la
normalisation choisie de l’application de réciprocité d’Artin le composé

IE −→ Gal(Eab|Enr)
rec−1

E−−−−−→
∼

O×E

coïncide avec χ−1
LTE

. On utilise la formule donnée dans l’exemple 2.2.1.1.

χdet µ̃ =
∏

γ∈Gal(E/Qp)

τ−1
0 ◦ γ ◦ χ

pγ̃−1◦τ0
LTE

=
∏

γ∈Gal(E/Qp)

τ−1
0 ◦ γ−1 ◦ χpγ̃◦τ0

LTE

=
∏

γ∈Gal(E/Qp)

(τ−1
0 ◦ γ−1 ◦ τ0) ◦ τ−1

0 ◦ χ
p

τ0◦(τ
−1
0 ◦γ̃◦τ0)

LTE

On conclut grâce à la formule 2.4.
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Proposition 2.3.3.1. Soit (M̆(D,det µ̃))K la tour d’espaces de Rapoport-Zink associée à la donnée
torique (D,det µ̃) et κD,µ̃ : M̆(D, µ̃) → ∆ (cf. section 2.2). Il y a alors un isomorphisme D(Qp) ×
D(Qp)-équivariant de tours

(det(M̆)K)K
∼−−→

(
M̆(D,det µ̃)K

)
K

tel que le diagramme suivant commute

det(M̆)K
//

κ $$IIIIIII
M̆(D,det µ̃)K

κD,µ̃xxqqqqqqqqq

∆

De plus, cet isomorphisme est compatible à la donnée de descente de Rapoport-Zink.

Démonstration. Il suffit de construire un système compatible de bijectionsD(Qp)×D(Qp)-équivariantes
lorsque K varie

det(M̆)K(Ĕ) ∼−−→ M̆(D,det µ̃)K(Ĕ)

compatibles à l’action de IE . Pour cela, fixons une base de detΛ0 c’est à dire identifions detΛ0 à
OF . D’après le lemme 2.3.3.1, la fibre de Lµ̃ au point géométrique associé à Ĕ|Ĕ est OF muni de
l’action de Galois donnée par χdet µ̃. On a alors

det(M̆)K(Ĕ) =
∐

δ∈dZ
IsomOF

(detΛ0,OF )/K

=
∐

δ∈dZ
O×F /K

où γ ∈ IE agit sur O×F /K via xK 7→ χdet µ̃(γ)xK. On définit alors

det(M̆)K(Ĕ) =
∐

δ∈dZ
O×F /K

∼−−→ F×/K = M̆(D, µ̃)(Ĕ)

qui à xK ∈ O×F /K dans la composante indexée par δ associe

pδ/dxK ∈ F×/K.

On vérifie immédiatement que cela est compatible à l’action de IE , celle de D(Qp)×D(Qp) et aux
morphismes κ.

Pour montrer que l’isomorphisme est compatible à la donnée de descente de Rapoport-Zink, if
suffit de montrer que l’isomorphisme canonique Lµ̃

∼−→ σ∗ELµ̃ correspond à l’identité Lµ̃,x → Lµ̃,x via
le lemme 2.2.3.2 pour un point géométrique x : Sp Cp → Sp Ĕ et un relèvement σ̃E de σE comme
dans la section 2.2.3.

Soient τ0 : F ↪→ Qp fixé, Gal(F |Qp) =< γ > et pi = pτ0γi . Comme E ⊂ τ0(F ), on a un
homomorphisme

Gal(F |Qp)→ Gal(E|Qp)

γi 7→ τ0γ
iτ−1

0 .

Posons
L′µ̃ :=

∏
i∈Z/d′Z

(τ0γiτ−1
0 )∗Tp(HLTE

)⊗pi

comme OE-sysmtème local étale sur SpE. Alors l’action de Gal(E|E) sur la fibre au point géomé-
trique Sp(Cp)→ Sp(E) qui correspond au corps plongé E ⊂ E, est donnée par le caractère :∏

i∈Z/d′Z

(τ0γiτ−1
0 )

−1
χpi

LTE
: Gal(E|E)→ O×E .
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Soit αx : E → Ĕ tel que le morphisme composé

Sp(Cp)
x→ Sp Ĕ αx→ SpE

correspond à l’inclusion E ⊂ E. Alors

α∗xL′µ̃ ⊗OE ,τ−1
0
OF

est un OF -système local étale sur Sp Ĕ avec l’action de IE sur la fibre géométrique x donnée par le
caractère ∏

i∈Z/d′Z

γ−i ◦ τ−1
0 ◦ χpi

LTE
= τ−1

0

∏
i∈Z/d′Z

(τ0γiτ−1
0 )−1χpi

LTE
: Gal(E|E)→ O×E

D’après l’égalité 2.4, les deux OF -systèmes locaux α∗xL′µ̃⊗OE ,τ−1
0
OF et Lµ̃ sur Sp Ĕ sont isomorphes.

On fixe un isomorphisme

α∗xL′µ̃ ⊗OE ,τ−1
0
OF

∼−→ Lµ̃, (2.5)

alors l’isomorphisme Lµ̃
∼−→ σ∗ELµ̃ correspond à l’isomorphisme naturel

α∗xL′µ̃
∼−→ σ∗Eα

∗
xL′µ̃

Et ca ne dépend pas de l’isomorphisme 2.5 choisi. Donc cela revient à montrer que α∗xL′µ̃
∼−→ σ∗Eα

∗
xL′µ̃

correspond à l’identité OE → OE via le lemme 2.2.3.2 pour σ̃E qui ne pose pas de problème grâce
au choix de σ̃E .

2.3.4 Énoncé du théorème principal
Théorème 2.3.4.1. Via le morphisme (det,det) : J(Qp) × G(Qp) → D(Qp) × D(Qp) il existe un
morphisme J(Qp)×G(Qp)-équivariant de tours d’espaces rigides

(M̆K)K −→
(
det(M̆)K

)
K

où K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Zp). Ce morphisme composé avec l’application canonique
det(M̆)det K → ∆ coïncide avec l’application κ : M̆K → ∆. De plus, ce morphisme est compatible à
la donnée de descente de Rapoport-Zink.

Ce théorème résulte du théorème plus général suivant.

Théorème 2.3.4.2. Notons fK : M̆K → Sp Ĕ le morphisme structural. Soit TK le OF -système
local étale sur M̆K qui est le module de Tate de la déformation universelle.

Pour tous K, il existe un isomorphisme de OF -systèmes locaux étales

uK : detOF
TK

∼−→ f∗KLµ̃

vérifiant les propriétés suivantes :
1. Si K ′ ⊂ K, via le morphisme de changement de niveau πK′,K : M̆K′ → M̆K et l’identification

canonique π∗K′,KTK = TK′ on a
π∗K′,KuK = uK′ .

2. Si g ∈ J(Qp), qui définit l’automorphisme g : M̆K
∼−→ M̆K , via l’identification canonique

g∗TK = TK l’isomorphisme

det TK = g∗ det TK
g∗uK−−−−−→ g∗f∗KLµ̃ = f∗KLµ̃

est égal à
(p−vp(det g) det(g))uK .
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3. Si g ∈ G(Qp) est tel que g−1Kg ⊂ Aut(Λ0) et Λ0 ⊂ g.Λ0, si g : M̆K
∼−→ M̆g−1Kg, via le

morphisme canonique
TK −→ g∗Tg−1Kg,

le morphisme composé

det TK −→ g∗ det Tg−1Kg

g∗ug−1Kg−−−−−−−−→ g∗f∗g−1KgLµ̃ = f∗KLµ̃

est égal à
p−vp(det g)uK .

L’isomorphisme uK que nous contruisons n’est pas tout à fait naturel. L’isomorphisme naturel est
plutôt pκ/duK qui n’est plus un isomorphisme de OF -système locaux au sens de la définition 2.1.6.2
mais de Qp-systèmes locaux munis d’une action de F au sens de de Jong ([dJ95b]). On renvoie à la
section 2.5 pour plus de détails.

2.3.5 Rappels de théorie de Fontaine
Oublions momentanément les notations de la section précédente. Soit K|Qp un corps valué com-

plet pour une valuation discrète, à corps résiduel k parfait de caractéristique p > 0. On note
K0 = W (k)[1/p]. On suppose que k contient un corps fini de degré d et on note Fq = kFrobd=Id,
F = W (Fq)Q ⊂ K0. Soit K une clôture algébrique de K. On note GK = Gal(K/K).

Soit
χLT : GK −→ O×F

le caractère de Lubin-Tate donnant l’action de GK sur le module de Tate d’un groupe formel p-
divisible HLT de dimension 1 et de hauteur d sur OF , muni d’une action de OF telle que l’action
induite sur son algèbre de Lie soit l’action tautologique.

Soit σ le Frobenius de K0. Soit S = Spf(OK0) et

(E ,Φ,Ψ,Fil ES) = DF (HLT ⊗OK0) ∈MF
[−1,0](OK0)

(cf. section 1.2.2.3). Celui-ci est complètement déterminé par le ϕ-module filtré (M,ϕ,FilM) où
M = Γ(S, ES), ϕ : M →M est σ-linéaire déduit de Φ et FilM = Γ(S,Fil ES). On a alors :
• Le module de Dieudonné est

M = OF ⊗Zp
OK0 =

⊕
i∈Z/dZ

OK0

où OF agit sur le facteur indexé par i ∈ Z/dZ via σi. Notons (ei)i∈Z/dZ la base canonique du
module de droite.
• Le Frobenius ϕ est donné par

ϕ(x0, . . . , xd−1) =
(
pσ(xd−1), σ(x0), pσ(x1), pσ(x2), . . . , pσ(xd−2)

)
.

c’est à dire
ϕ(ej) =

{
pej+1 si j 6= 0
e1 si j = 0.

• La filtration de Hodge est
FilM = 〈e1, . . . , ed−1〉.

Soit Acris := Acris(OK) (cf. section 1.1). On a

Fil0(M ⊗OK0
Acris) = Fil1Acrise0 ⊕Acrise1 ⊕ . . . Acrised−1.

(on renvoie à la définition 1.1 pour la numérotation des filtrations) et

{x ∈ Aϕn=p
cris | ϕ(x) ∈ pAcris}

∼−→ (M ⊗Acris)ϕ=p

x 7−→ (x, p−1ϕ(x), p−1ϕ2(x), . . . , p−1ϕd−1(x)).
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On a donc d’après le corollaire 1.3.1.2

Tp(HLT ) = {x ∈ Fil1Aϕd=p
cris | ϕ(x) ∈ pAcris}

qui est un OF -module libre de rang 1 via le plongement canonique OF ⊂ Acris. Notons

tLT ∈ Fil1Aϕd=p
cris

un générateur de Tp(HLT ). On a donc

∀τ ∈ GK , τ(tLT ) = χLT (τ).tLT .

Bien sûr lorsque d = 1, tLT = t à une unité dans Z×p près. On a après inversion de p et t,

F.tLT = Fil1Bcris(OK)ϕd=p.

Considérons maintenant pour i ∈ Z/dZ, H(σi)
LT le groupe p-divisible sur OF muni d’une action de

OF obtenu par torsion de HLT via σi. L’action de GK sur Tp(H
(σi)
LT ) est donnée par

σ−i ◦ χLT : GK −→ O×F .

Son module de Dieudonné filtré est obtenu par torsion du précédent. Si (Mi, ϕ,FilMi) est ce ϕ-
module filtré on a :
• Son module de Dieudonné est

Mi = 〈ei,0, . . . , ei,d−1〉

où OF agit sur K0ei,j via σj .
• Le Frobenius ϕ est donné par

ϕ(ei,j) =
{
pei,j+1 si j 6= i

ei,j+1 si j = i.

• Sa filtration de Hodge est
FilMi = 〈ei,j〉j 6=i.

On a alors

Fil0(Mi ⊗OK0
Acris) =

d−1⊕
j=0

Filδi,j Acris.

et

Bϕd=p
cris

∼−−→ (Mi ⊗Bcris)ϕ=p

x 7−→
i∑

j=0

ϕj(x)eij +
1
p

d−1∑
j=i+1

ϕj(x)eij .

On a donc
Vp

(
H

(σi)
LT

)
=

{
x ∈ Bϕd=p

cris | ϕi(x) ∈ Fil1Bcris

}
.

L’élément ϕd−i(tLT ) est dans ce F -espace vectoriel de dimension 1. On a donc{
x ∈ Bϕd=p

cris | ϕi(x) ∈ Fil1Bcris

}
= F.ϕd−i(tLT ).

Rappelons que l’on a une équivalence de catégories de Fontaine entre ϕ-modules filtrés admissibles
associés à K/K0 et représentations cristallines de GK . Par ϕ-module filtré on entend un triplet
(N,ϕ,Fil•NH) où
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– N un K0-espace vectoriel de dimension finie,
– ϕ : N ∼−→ N un isomorphisme σ-linéaire,
– Fil•NK une filtration décroissante finie de N ⊗K0 K.

Le foncteur Vcris donnant l’équivalence est alors donné par

Vcris(N,ϕ,Fil•N) = Fil0(N ⊗K0 Bcris)ϕ=Id.

Cette équivalence est compatible au produit tensoriel :

Vcris(N0, ϕ1,Fil•N1,K)⊗Qp
Vcris(N1, ϕ2,Fil•N2,K) ∼−→ Vcris(N1 ⊗N2, ϕ⊗ ϕ,Fil•(N1,K ⊗N2,K)).

L’équivalence précédente induit une équivalence entre ϕ-modules filtrés admissibles munis d’une
action de F et représentations cristallines à coefficients dans un F -espace vectoriel. Considérons la
surjection canonique F ⊗Qp F � F . Il y a un idempotent e ∈ F ⊗Qp F tel que via la surjection
précédente e.(F ⊗Qp

F ) ∼−→ F . Si V1 et V2 sont deux F -espaces vectoriels on a alors

e.(V1 ⊗Qp V2) = V1 ⊗F V2.

Si N i = (Ni, ϕi,Fil•Ni,K), i ∈ {1, 2}, sont deux ϕ-modules filtrés admissibles munis d’une action de
F on a donc

Vcris(N1)⊗F Vcris(N2) = e.Vcris(N1 ⊗N2)
= Vcris

(
e.(N1 ⊗N2)

)
.

Mais le ϕ-module filtré e.(N1 ⊗N2), facteur direct de N1 ⊗N2, est donné par(
N1 ⊗F⊗QpK0 N2, ϕ⊗ ϕ,Fil•(N1,K ⊗F⊗QpK N2,K)

)
.

On a donc

Vcris(N1)⊗F Vcris(N2) = Vcris(N1 ⊗F⊗QpK0 N2, ϕ⊗ ϕ,Fil•(N1,K ⊗F⊗QpK N2,K)
)
.

Proposition 2.3.5.1. Soit (pi)i∈Z/dZ une collection d’entiers positifs et a =
∑

i pi. Le F -espace
vectoriel

M(K, {pi}) :=
{
x ∈ Bcris(OK)ϕd=pa

| ∀i, 0 ≤ i < d, ϕi(x) ∈ Filpi Bcris

}
est de dimension 1 de base

d−1∏
i=0

ϕd−i(tLT )pi .

Le groupe de Galois GK agit sur cet espace vectoriel par le caractère

d−1∏
i=0

σ−i ◦ χpi

LT : GK −→ O×F .

Démonstration. Pour i ∈ {0, · · · , d− 1}, posons Ni = Mi[ 1p ]. Le ϕ-module filtré

(Ni, p
−1ϕ, Fil•Ni)

est admissible muni d’une action de F , où on rappelle que l’on pose Fil−1Ni = Ni, Fil0Ni = FilNi

et Fil1Ni = 0. Soit
N =

⊗
0≤i<d

N⊗pi

i

où les produits tensoriel sont pris au dessus de F ⊗Qp
K0. Notons

εj = e⊗p0
0,j ⊗ · · · ⊗ e

⊗pd−1
d−1,j ∈ N.

Alors, (ε0, . . . , εd−1) est une base deN commeK0-espace vectoriel et F agit sur εj via σj . La structure
de ϕ-module filtré de N et donnée par :
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– le Frobenius p−1ϕ⊗ · · · ⊗ p−1ϕ est donné par

ϕ(εj) = p−pj εj+1,

– la filtration est
Filk N = 〈εj〉pj≤−k.

On a alors

Bϕd=pa

cris
∼−−→ (N ⊗K0 Bcris)ϕ=Id

x 7−→
d−1∑
j=0

p−
∑

0≤k<j pkϕj(x)εj

et
Fil0(N ⊗K0 Bcris) =

⊕
0≤j<d

Filpj Bcris.

Le résultat se déduit alors de l’isomorphisme⊗
0≤i<d

Vcris(Ni, p
−1ϕ,Fil•Ni)⊗pi

∼−→ Vcris(N,ϕ,Fil•N).

où les produits tensoriels sont pris au dessus de F .

Remarque 2.3.5.1. L’inclusion Bcris(OF ) ⊂ Bcris(OK) induit une inclusion

M(F, {pi}) ⊂M(K, {pi}).

En appliquant la proposition 2.3.5.1 pour K = F , on en déduit que c’est une identification. Donc
on a une action de GF sur M(K, {pi}) et le caractère

∏d−1
i=0 σ

−i ◦ χpi

LT : GK −→ O×F factorise via
GF −→ O×F qu’on note encore

∏d−1
i=0 σ

−i ◦ χpi

LT par l’abus de notation.

Proposition 2.3.5.2. Soient d′|d et E = Qpd′ . Soit (pi)i∈Z/dZ une collection d’entiers positifs telle
que pi = pj pour i ≡ j mod d′. Posons a′ = d′

d

∑
i pi. Alors{

x ∈ Bcris(OK)ϕd′=pa′

| ∀i, 0 ≤ i < d′, ϕi(x) ∈ Filpi Bcris

}
⊂M(K, {pi})

est un sous-E-espace vectoriel de dimension 1 de base

d′−1∏
i=0

ϕd′−i(tLTE
)pi .

De plus,
d−1∏
i=0

ϕd−i(tLT )pi =
d′−1∏
i=0

ϕd′−i(tLTE
)pi

à unité dans E× près.
L’action de GE sur Bcris(OE) = Bcris(OF ) induit une action de GE sur M(K, {pi}) telle que

sur le sous E-espace vectoriel E ·
∏d′−1

i=0 ϕd′−i(tLTE
)pi , l’action de GE est donné par le caractère

d′−1∏
i=0

σ−i ◦ χpi

LTE
: GE → O×E .
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Démonstration. La première assertion est due à la proposition 2.3.5.1. D’après les discussions dans
cette section,

Vp(HLTE
) = Fil1Bcris(OE)ϕd′=p

est un E-module libre de rang 1 de base tLTE
. On vérifie aisement que

d/d′−1∏
i=0

ϕd′i(tLT ) ∈ Vp(HLTE
).

Donc
d/d′−1∏

i=0

ϕd′i(tLT ) = tLTE

à unité dans E× près. On a alors

d−1∏
i=0

ϕd−i(tLT )pi =
d/d′−1∏

j=0

d′−1∏
i=0

ϕd−(d′j+i)(tLT )pi

=
d′−1∏
i=0

ϕd′−i(
d/d′−1∏

j=0

ϕd−d′−d′j(tLT ))pi

=
d′−1∏
i=0

ϕd′−i(tLTE
)pi

à unité dans E× près. On en déduit l’action de GE sur E ·
∏d′−1

i=0 ϕd′−i(tLTE
)pi désiré car GE agit

sur E · tLTE
via le caractère χLTE

.

2.3.6 Rappel d’un résultat de Faltings sur le déterminant des périodes
cristallines

Soit K|Qp un corps valué complet de valuation discrète à corps résiduel algébriquement clos k
et K0 = W (k)Q. Fixons une clôture algébrique K de K. Soit H un groupe p-divisible sur OK de
dimension d et de hauteur n. Notons (M,ϕ) le module de Dieudonné entier covariant de la réduction
de H sur k où M est un OK0-module libre de rang la hauteur de H. Considérons l’isomorphisme de
périodes

Vp(H)⊗Qp Bcris
∼−→M [ 1p ]⊗K0 Bcris

normalisé comme dans le théorème 1.3.1.1 et où Bcris := Bcris(OK). Fixons des bases de Vp(H) et
de M [ 1p ] telles que via la base choisie de M [ 1p ],

(∧n
K0
M [

1
p
], ϕ) ∼−→ (K0, p

n−dσ).

Soit A ∈ GLn(Bcris) la matrice de l’application de périodes précédente. La compatibilité aux filtra-
tions et au Frobenius de l’isomorphisme de périodes impose que

detA ∈ FildBϕ=pd

cris = Qpt
d

et donc det(A) ∈ Q×
p t

d.

Proposition 2.3.6.1 (Faltings, [Fal02b] lemme 1). Si l’on choisit des bases entières données
par des bases de Tp(H) et M telles que via la base choisie de M , (∧n

OK
M,ϕ) ∼−→ (OK0 , p

n−dσ). Alors
le déterminant de la matrice de périodes associée det(A) est dans Z×p td.

On renvoie également à [Far08], théorème C.2.6 p.122 pour plus de détails sur la preuve de
Faltings.
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2.3.7 Preuve du théorème 2.3.4.2 et du théorème 2.3.4.1
2.3.7.1 Préliminaires

Afin de construire l’isomorphisme on fixe dès le début un relèvement X̃ ∈ M̆(OĔ) de X. On note
T le OF -système local étale sur M̆rig qui est le module de Tate de la déformation universelle. Pour
simplifier, on note encore Lµ̃ pour le Zp-faisceau sur M̆rig qui est le tiré en arrière du système local
Lµ̃ sur Sp Ĕ. On va commencer par construire un isomorphisme

u : detOF
T ∼−−→ Lµ̃.

satisfaisant la relation d’équivariance relativement à l’action de J(Qp) pour K = Aut(Λ0) annoncée
dans le point (2) du théorème 2.3.4.2. On posera ensuite pour K ⊂ Aut(Λ0), si πK : M̆K → M̆rig,

uK = π∗Ku.

Il restera alors à vérifier que les (uK)K satisfont à la relation d’équivariance du point (3) du théorème
2.3.4.2 relativement à l’action de G(Qp).

Soit (D(X), ϕ) le module de Dieudonné covariant de X et Fil D(X) la filtration déduite du relè-
vement X̃ (on utilise les normalisation du chapitre 1 concernant le Frobenius ϕ et cette filtration).
Par définition, D(X) est l’évaluation du cristal de Dieudonné convariant de X sur l’épaississement
W

Id−→W et ϕ est induit par le Verschiebung de la réduction modulo p de X. Soit

(detOF⊗W D(X), ϕ,Fil• detOF
D(X))

le ϕ-module filtré associé où le déterminant est pris au dessus de OF ⊗Zp
W .

Lemme 2.3.7.1. Il existe une base (ετ )τ∈ĨF
de detOF⊗W D(X)[ 1p ] pour laquelle

– F agit sur L.ετ via τ : OF ↪→ OL.,
– ϕ(ετ ) = pqτ εστ

– Filk D(X)[ 1p ] = 〈ετ 〉pτ≤−k.

Démonstration. L’isocristal filtré muni de son action de F , detOF⊗W D(X)[ 1p ], est donné par le couple
(det b̄,det µ̃) où det b̄ ∈ B(D) et det µ̃ ∈ X∗(D). Puisque p−1b ∈ B(G, µ̃), on a

det(p−1b) ∈ B(D, µ̃).

Ainsi, d’après la remarque 2.2.1.1, det µ̃ détermine complètement det(p−1b) = p−n det b ∈ B(D). Il
suffit alors de constater que le Frobenius donné dans l’énoncé multiplié par p−n est bien l’élément
associé à det µ̃ dans X∗(D)Γ.

Définition 2.3.7.1. On note T := detOF
Tp(X̃).

Puisque
Vp(X̃) = Fil0

(
D(X)⊗W Bcris(OĔ

)
)ϕ=p

,

on a
detFVp(X̃) ⊂ Fil0

(
detOF⊗W D(X)⊗W Bcris(OĔ

)
)ϕ=pn

.

Proposition 2.3.7.1. L’action de IE sur T est donnée par le caractère∏
τ∈ĨF

χpτ

LT,τ .
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Démonstration. Donnons deux démonstrations de cette proposition. Tout d’abord la première consiste
à utiliser la formule donnée dans le lemme 2.3.7.1. En effet,

detFVp(X̃) = Fil0(detOF⊗W D(X)⊗W Bcris(OĔ
))ϕ=pn

s’identifie grâce au lemme 2.3.7.1, après choix d’un plongement de F dans Ĕ, au module galoisien
de la proposition 2.3.5.1.

Une preuve plus conceptuelle est la suivante. Après choix d’un scindage de la filtration de Hodge
de D(X̃)[ 1p ], celle-ci est donnée par un cocaractère µ′ à valeurs dans GL conjugué à µ̃ dans GQp

. Le
couple (p−1b, µ′) est admissible et donne lieu à un foncteur

Fp−1b,µ′ : RepQp
G −→ Repcris

Qp
IE

(cf. [RZ96] 1.19). De plus si V = F et ρ : G→ GLQp(V ) est la représentation detF , on a

detFVp(X̃) = Fp−1b,µ′(V, ρ).

Mais,
Fp−1b,µ′(V, ρ) = Fdet(p−1b),det µ′(V, ρ′)

où ρ′ ∈ RepQp
(D) est la représentation canonique D ↪→ GLQp(V ), det : G → D. Puisque µ′ ∼ µ̃,

detµ′ = det µ̃. D’après le lemme 2.2.4.1, IE agit donc sur detF (VpX̃) via χdet µ̃. On conclut en
utilisant le lemme 2.3.3.1 qui affirme que

χdet µ̃ =
∏

τ∈ĨF

χpτ

LT,τ .

On fixe désormais un isomorphisme entre la fibre de Lµ̃ au point géométrique Spec(Ĕ)→ Spec(Ĕ)
et T .

2.3.7.2 Dévissage au cas affine « adapté »

Définition 2.3.7.2. Un triplet adapté est un triplet (S,X, ρ) où :
– S = Spf(R) est un schéma formel affine,
– R est une OĔ-algèbre topologiquement de type fini sans p-torsion intègre normale,
– (X, ρ) ∈ M̆(S),
– LieX et LieX∨ sont des R-modules libres,
– le morphisme S → M̆ induit une immersion ouverte Srig ↪→ M̆rig.

Si (S,X, ρ) est un triplet adapté on note

Tp(X) =
(
X[pm]rig

)
m≥1

comme OF -système local étale sur Srig.

Proposition 2.3.7.2. Pour se donner un isomorphisme detOF
F ∼−→ Lµ̃ il suffit de se donner pour

tout triplet adapté x = (S,X, ρ) un isomorphisme

ux : detOF
Tp(X) ∼−−→ Lµ̃

vérifiant : si x′ = (S′, X ′, ρ′) est un autre triplet adapté et f : S′ → S est tel que f∗(X, ρ) = (X ′, ρ′)
alors f∗ux = ux′ .
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Démonstration. Soit U un ouvert quasicompact connexe de M̆rig. Soit U un modèle topologiquement
de type fini dans p-torsion sur OK de U , Urig = U . Après un éclatement formel admissible au sens
de Raynaud on peut supposer que l’inclusion U ⊂ Xrig soit donnée par un morphisme U → M̆.
Soit U =

⋃
i Ui un recouvrement affine fini de U sur lequel LieX et LieX∨ sont libres. Notons

Ui = Spf(Ri). Puisque M̆rig est lisse, Ri[ 1p ] est normale. Quitte à remplacer Ri par son normalisé dans
Ri[ 1p ] on peut supposer Ri normale (d’après [BGR84], 6.4.1, ce normalisé est encore topologiquement
de type fini). Alors,

π0(Spf(Ri))
∼−→ π0(Sp(Ri[ 1p ])).

On peut donc trouver une famille de morphismes(
Uij −→ Ui

)
j

avec Uij = Spf(Rij), Rij intègre normale et induisant un recouvrement admissible

Urig
i =

⋃
j

Urig
ij .

On a donc une famille de morphismes (
Uij −→ U

)
i,j

induisant un recouvrement admissible en fibre générique et telle que pour tout i, j, le morphisme
Uij → M̆ définisse un triplet adapté.

Soient maintenant U → M̆ et V → M̆ deux M̆-schémas formels affines définissant des triplets
adaptés et tels que Urig ⊂ Vrig ⊂ M̆rig. D’après Raynaud, quitte à effectuer un éclatement formel
admissible de Ũ de U , l’inclusion

Ũrig = Urig ⊂ Vrig

est donnée par un morphisme Ũ → V. On peut appliquer la procédure précédente à Ũ afin de trouver
une famille de morphismes (

Ũk → Ũ
)
k

induisant un recouvrement admissible en fibre générique et tel que pour tout k, le morphisme Ũk → M̆
définisse un triplet adapté. À partir de ces constatations il est aisé de conclure.

2.3.7.3 Construction de l’isomorphisme

Soit (Spf R,X, ρ) un triplet adapté. Fixons une clôture algébrique Frac(R) de Frac(R) contenant
Ĕ. L’anneau R satisfait les hypothèses de la section 1.1.1. Soit R ⊂ Frac(R) comme dans cette
section. On a

O
Ĕ
⊂ R.

On va pouvoir appliquer le théorème de comparaison 1.3.1.1. Avant toute chose rappelons qu’il existe
une équivalence entre la catégorie des Spec(R[ 1p ])-schémas étales finis et celle des Sp(R[ 1p ])-espaces
rigides étales finis. Cette équivalence est tout simplement donnée par Spec(A) 7→ Sp(A). Le groupe
de Galois Γ = Aut(R/R) s’identifie donc au groupe fondamental de l’espace rigide Sp(R[ 1p ]) (par
groupe fondamental on entend ici celui classifiant les revêtements étales finis). Le faisceau étale Tp(X)
s’incarne alors en un Zp[Γ]-module que l’on note encore Tp(X).

Lemme 2.3.7.2. Notons D(X) le cristal covariant de X sur NCRIS(S/Σ). La quasi-isogénie ρ
induit un isomorphisme compatible aux actions de F

(D(X)⊗W B+
cris(R), ϕX ⊗ ϕ) ∼−→ (D(X)

Acris(R)�R̂
[1/p], ϕX)

où ϕX est le morhpisme semi-linéaire sur D(X)
Acris(R)�R̂

induit par le Verschibung de la réduction

modulo p de X et où ϕX est le même pour D(X). De plus, il est compatible à l’action de Γ = Gal(R/R),
où l’action de Gal(R/R) sur D(X)⊗W B+

cris(R) est induite par celle sur B+
cris(R).
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Démonstration. On considère le morphisme d’épaississements à puissances divisées nilpotentes dans
la catégorie NCRIS(S/Σ) :

SpecR/pR � � //

��

Spf Acris(R)

��
Spec(Fp)

� � // SpfW.

D’après la propriété de cristal, l’évaluation du cristal de X sur l’épaississement Spec(R/pR) ↪→
Spf Acris(R) s’identife à

D(X)⊗W Acris(R).

Par fonctorialité du cristal de Messing, la quasi-isogénie ρ induit un isomorphisme entre l’évaluation
du cristal de X sur Spec(R/pR) ↪→ Spf Acris(R) et celui de X c’est à dire un isomorphisme

D(X)⊗W B+
cris(R) ∼−−→ D(X)

Acris(R)�R̂
[
1
p
].

Par application du foncteur cristal de Dieudonné sur le diagrammme commutatif

(X⊗Fp
R/pR)(p)

ρ(p)
//

V

��

(X ⊗R R/pR)(p)

V

��
X⊗Fp

R/pR
ρ // X ⊗R R/pR

on déduit que l’isomorphisme précédent est compatible aux morphismes semi-linéaires induits par
le Verschiebung. La compatibilité aux actions de Galois est due à la fonctorialité de cristal associée
aux morphismes dans NCRIS(S/Σ) pour γ ∈ Gal(R/R) :

(Acris(R) � R̂)
(γ,γ)−−−−→ (Acris(R) � R̂).

Notons
E = D(X)

Acris(R)�R̂
.

D’après le corollaire 1.3.1.1 du théorème de comparaison 1.3.1.1, l’application de périodes de X induit
un isomorphisme de F ⊗Qp

Bcris(R)-modules

Vp(X)⊗Qp
Bcris(R) ∼−−→ E[ 1

tp ].

Cet isomorphisme est compatible aux Frobenius semi-linéaires où sur le membre de gauche le Fro-
benius est p⊗ϕ et sur celui de droite c’est le Frobenius ϕ induit par le Verschiebung de la réduction
modulo p de X. Il est de plus compatible aux filtrations où

Fil•
(
Vp(X)⊗Qp

Bcris(R)
)

= Vp(X)⊗Qp
Fil•Bcris(R)

et la filtration de E[ 1
pt ] est celle induit par la filtration de E donnée dans la définition 1.2.2.2 du

chapitre 1.

Prenons le déterminant au dessus de F ⊗Qp
Bcris(R) de cet isomorphisme. C’est un isomorphisme

detFVp(X)⊗Qp
Bcris(R) ∼−−→ detF⊗QpBcris(R)E[ 1

tp ]

compatible à l’action de Γ, les Frobenius et les filtrations. Le Frobenius sur detFVp(X)⊗Qp
Bcris(R)

est donné par pn ⊗ ϕ. Calculons la filtration de detF⊗QpBcris(R)E[ 1
tp ]. Soit

E =
⊕
τ∈ĨF

Eτ
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la décomposition de E suivant l’action de F où τ : OF ↪→W ⊂ Acris(R). Alors,

Fil• E =
⊕

τ

Fil• Eτ

et
Fil• detF⊗Bcris

E[ 1
pt ] =

⊕
τ

Fil• detBcris
Eτ [ 1

tp ].

De plus,

Fili Eτ = Eτ si i ≤ −1,

Fil−1 Eτ/Fil0 Eτ = Lie(X)τ ⊗R R̂,

Fili Eτ = Fili+1Acris(R).Eτ + FiliAcris(R).Fil0 Eτ si i > 0.

Soit (e1, . . . , en) une base du Acris(R)-module Eτ telle que

Fil0 Eτ = Fil1Acrise1 ⊕ . . .Fil1Acrisepτ
⊕Acrisepτ+1 ⊕ . . . Acrisen

(cf. remarque 1.2.3.1) et donc pour i ≥ 0,

Fili Eτ = Fili+1Acrise1 ⊕ . . .Fili+1Acrisepτ
⊕ FiliAcrisepτ+1 ⊕ . . .FiliAcrisen.

Alors, pour tout i ∈ Z,

Fili Eτ [ 1
pt ] =

{ x

tk
| x ∈ Fili+k Eτ [ 1p ]

}
= Fili+1Bcrise1 ⊕ . . .Fili+1Bcrisepτ ⊕ FiliBcrisepτ+1 ⊕ . . .FiliBcrisen.

On en déduit que
Fili detBcris(R)Eτ [ 1

pt ] = Fili+pτ Bcris.e1 ∧ · · · ∧ en

et que donc
Fil• detBcris(R)Eτ [ 1

pt ] = Fil•+pτ Bcris(R). det
Bcris(R)

Eτ [ 1
pt ].

D’après le lemme 2.3.7.2 il existe un isomorphisme de F⊗Qp
Bcris(R)-modules munis d’une action

de semi-linéaire d’un opérateur ϕ

ρ∗ : D(X)⊗W Bcris(R) ∼−−→ E[ 1
pt ].

Prenant son déterminant au dessus de F⊗QpBcris(R) on obtient un isomorphisme de F⊗QpBcris(R)-
modules libres de rang 1 munis d’un opérateur semi-linéaire ϕ :

det(ρ∗) :
(
detOF⊗W D(X))⊗W Bcris(R) ∼−−→ detF⊗BcrisE[ 1

pt ].

Il résulte du calcul précédent et du lemme 2.3.7.1 que cet isomorphisme est compatible aux filtrations.
On obtient donc au final par composition un isomorphisme de F ⊗Qp Bcris(R) modules libres de rang
1, munis de Frobenius semi-linéaires et de filtrations

(detFVp(X))⊗Qp Bcris(R) ∼−−→
(
detOF⊗W D(X))⊗W Bcris(R).

Mais d’après Fontaine il existe un isomorphisme associé aux périodes de X̃

detFVp(X̃)⊗Qp
Bcris(OĔ

) ∼−−→ detOF⊗W D(X)⊗W Bcris(OĔ
).

Appliquant (−)⊗Bcris(O
Ĕ

) Bcris(R) on obtient un isomorphisme

detFVp(X̃)⊗Qp
Bcris(R) ∼−−→ detOF⊗W D(X)⊗W Bcris(R)
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compatible aux Frobenius, aux filtrations et à l’action de Γ via Γ � IE . On a donc obtenu au
final un isomorphisme de F ⊗Qp

Bcris(R)-modules munis de Frobenius, de filtrations et d’une action
semi-linéaire de Γ,

detFVp(X)⊗Qp
Bcris(R) ∼−−→ detFVp(X̃)⊗Qp

Bcris(R).

D’après le théorème 1.1.2.1, si on applique Fil0(−)ϕ=Id à l’isomorphisme précédent on obtient un
isomorphisme de F [Γ]-modules

β : T [ 1p ] = detFVp(X) ∼−−→ detFVp(X̃).

Cela montre déjà que Γ agit sur detFVp(X) via le caractère∏
τ∈ĨF

χpτ

LT,τ : Γ � IE −→ O×F .

En résumé : on a construit un isomorphisme de ϕ-modules sur F ⊗Qp
Bcris(R)

Vp(X)⊗Qp Bcris(R) π1−−−→
∼

E[ 1
pt ]

ρ∗←−−−
∼

D(X)⊗W Bcris(R) π2←−−−
∼

Vp(X̃)⊗Qp
Bcris(R)

où :
– π1 est l’application de périodes de X
– π2 est l’application de périodes de X̃ à laquelle on a appliqué (−)⊗Bcris(O

Ĕ
) Bcris(R)

– ρ∗ est induit par le lemme 2.3.7.2.
On a vérifié qu’après application du déterminant detF⊗QpBcris(−) l’isomorphisme de ϕ-modules pré-
cédent est un isomorphisme de ϕ-modules filtrés. Puis on a appliqué le foncteur Fil0(−)ϕ=Id pour
obtenir notre isomorphisme.

Remarquons que puisque S est connexe la hauteur de la quasi-isogénie ρ est constante.

Proposition 2.3.7.3. Via l’isomorphisme β : detFVp(X) ∼−−→ detFVp(X̃) on a

β
(
detOF

Tp(X)) = p−ht(ρ)/ddetOF
Tp(X̃).

Démonstration. On va utiliser la proposition 2.3.6.1. Soit x ∈ Srig de corps résiduel K où [K : Ĕ] <
+∞. Soit K une clôture algébrique de K. On peut étendre le morphisme R → OK associé à x en
un morphisme R→ OK . Choisissons une telle extension. Quitte à remplacer R par OK et le groupe
p-divisbile X par X ⊗R OK on peut alors supposer que R = OK et R = OK . Considérons

detQp(β) : detQpVp(X) ∼−−→ detQpVp(X̃).

Si β(T ) = padetOF
Tp(X̃) alors

detQp(β)
(
detZpTp(X)

)
= paddetZpTp(X̃).

Soit D le module de Dieudonné de X. Puisque [K : Ĕ] < +∞, le corps résiduel de K est Fp et D
est un OL-module. Avec les notations précédentes on a donc

E = D ⊗W Acris(OK).

Notons Bcris := Bcris(OK). Considérons les isomorphismes (l’isomorphisme du milieu n’est pas
compatible aux filtrations, il l’est seulement après passage au déterminant)

Tp(X)⊗Zp
Bcris

π1−−−→
∼

D ⊗W Bcris
ρ∗←−−−
∼

D(X)⊗W Bcris
π2←−−−
∼

Tp(X̃)⊗Zp
Bcris
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où π1 est l’isomorphisme de périodes de X et π2 celui de X̃. Fixons des bases de Tp(X), D, D(X) et
Tp(X̃) telles que l’hypothèse de la propostion 2.3.6.1 soit satisfait. Soient A ∈ GLnd(Bcris) la matrice
de π1, B ∈ GLnd(L) celle de ρ∗ et C ∈ GLnd(Bcris) celle de π2. Notons a =

∑
τ pτ la dimension de

nos groupes p-divisibles. D’après la proposition 2.3.6.1

det(A) = uta où u ∈ Z×p
det(C) = wta où w ∈ Z×p

et de plus
vp(detB) = ht(ρ).

Alors,
det(C−1B−1A) = w−1u det(B)−1

qui est de valuation p-adique −ht(ρ). On en déduit le résultat.

On peut maintenant poser la définition suivante.

Définition 2.3.7.3. On fixe l’isomorphisme suivant de F [Γ]-modules :

pht(ρ)/dβ : detOF
Tp(X) ∼−−→ T

qui induit donc un isomorphisme de OF -systèmes locaux

u : detOF
T|Srig

∼−−→ Lµ̃.

2.3.7.4 Fonctorialité de l’isomorphisme

Lemme 2.3.7.3. L’isomorphisme u : detOF
T|Srig

∼−−→ Lµ̃ ne dépend pas canoniquement du choix
fait de la clôture algébrique de Frac(R).

Démonstration. C’est une conséquence du fait que si γ ∈ Γ, le composé

Γ
intγ−−−−→ Γ −→ GLF (Vp(X)) detF−−−−→ F×

où la seconde flêche est l’action naturelle de Γ sur Vp(X), coïncide avec

Γ −→ GLF (Vp(X)) detF−−−−→ F×.

On doit maintenant vérifier que les conditions de la proposition 2.3.7.2 sont vérifiées. Soit donc
(S′, X ′, ρ′) un autre triplet adapté et un morphisme f : S′ → S tel que (X ′, ρ′) = f∗(X, ρ). Notons
S′ = Spf(R′). On suppose bien sûr que S′ 6= ∅.

Lemme 2.3.7.4. Le morphisme f∗ : R→ R′ est injectif.

Démonstration. Le morphisme frig : S′rig → Srig identifie S′rig à un ouvert admissible de Srig. Soit
x ∈ S′rig et m l’idéal maximal de R[ 1p ] associé à f(x). Puisque R[ 1p ] est intègre noethérien

R[ 1p ] ↪→ R[ 1p ]m ↪→ R̂[ 1p ]m.

Mais d’après la proposition 3, sec. 7.3.2 chap. 7 de [BGR84], le morphisme naturel

R[ 1p ]m −→ OSrig,f(x)

induit un isomorphisme
R̂[ 1p ]m

∼−−→ ÔSrig,f(x).

Puisque S′rig → Srig est une immersion ouverte on a OSrig,f(x) = OS′rig,x et on conclut.



2.3. LE MORPHISME DÉTERMINANT POUR LE TYPE E.L. 71

Soit Frac(R′) une clôture algébrique de Frac(R′) etR′ l’anneau associé comme précédemment. Soit
Frac(R) la clôture algébrique de Frac(R) dans Frac(R′) et R l’anneau associé. Il y a un diagramme

R ⊂ R′

∩ ∩
R ⊂ R′.

Notons Γ = Gal(R|R) et Γ′ = Gal(R′|R′). Il y a un morphisme naturel Γ′ −→ Γ. Si η̄′ est le point
géométrique de Spec(R′[ 1p ]) associé au choix de la clôture algébrique Frac(R′) et η̄ celui Spec(R[ 1p ]),
il s’agit du morphisme

π1

(
Spec

(
R′[ 1p ]

)
, η̄′

)
−→ π1

(
Spec

(
R[ 1p ]

)
, η̄

)
.

Le diagramme précédent induit un diagramme d’épaississement à puissances divisées

Acris(R) //

��

R̂

��

Acris(R′) // R̂′.

Les flêches de ce diagramme sont Γ′ équivariantes où l’action de Γ′ sur les objets du haut est déduite
de l’action de Γ et du morphisme Γ′ → Γ. Soient

βX : detFVp(X) ∼−−→ detFVp(X̃)

βX′ : detFVp(X ′) ∼−−→ detFVp(X̃)

les deux isomorphismes construits précédements où βX est un isomorphisme de F [Γ]-modules et βX′

de F [Γ′]-modules. Puisque X ′ = X ⊗R R′, il existe un isomorphisme

Vp(X) ∼−−→ Vp(X ′)

qui est compatible à l’action de Γ′ via Γ′ → Γ. On veut montrer que le déterminant de cet isomor-
phisme composé avec βX′ coïncide avec βX . Il suffit pour cela de montrer que ces deux isomorphismes
auxquels on applique (−) ⊗Qp Bcris(R′) coïncident. Mais cela résulte de l’existence du diagramme
d’épaississements à puissances divisées précédent, l’évaluation de tous les cristaux que nous avons
utilisés sur Acris(R′) � R̂′ s’obtenant canoniquement par application de (−) ⊗Acris(R) Acris(R′) à

leur évaluation sur Acris(R) � R̂.

2.3.7.5 Compatibilité à l’action de J(Qp)

Soit g ∈ J(Qp), g ∈ Aut(D(X)[ 1p ], ϕ). Avec les notations précédentes, dans l’isomorphisme

ρ−1
∗ : E[ 1

pt ]
∼−−→ D(X)[ 1p ]⊗L Bcris(R)

si on remplace ρ par ρ ◦ (g ⊗ Id)−1 on a

(ρ ◦ g−1)−1
∗ = (g ⊗ Id) ◦ ρ−1

∗ .

Prenant le déterminant sur F ⊗Qp
Bcris(R) on a

detF⊗Bcris

(
(ρ ◦ g−1)−1

∗
)

= det(g).detF⊗Bcris
(ρ−1
∗ )

où det(g) ∈ F×. On a de plus

ht(ρ ◦ g−1) = ht(ρ)− dvp(det(g)).

En se référant à la définition 2.3.7.3 on constate donc que pour g ∈ J(Qp) qui induit g : M̆rig ∼−→
M̆rig, on a g∗u : detOF

T ∼−→ Lµ̃ est égal à p−vp(det g) det(g) · u.
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2.3.7.6 Compatibilité à l’action de G(Qp)

On a construit précédemment un isomorphisme de OF -systèmes locaux sur l’espace rigide M̆rig

u : detOF
T ∼−−→ Lµ̃.

Pour K ⊂ Aut(Λ0) un sous-groupe ouvert, on pose mainentant

uK = π∗Ku : detOF
TK

∼−−→ Lµ̃

où πk : M̆K → M̆rig. Il reste à vérifier le point (3) du théorème 2.3.4.2.

Soit (S,X, ρ) un triplet adapté. On choisit comme précédemment un anneau R et on note Tp(X)
le Γ := Gal(R|R)-module associé. Soit K ⊂ Aut(Λ0) et g ∈ G(Qp) vérifiant :

– g−1Kg ⊂ Aut(Λ0),
– Λ0 ⊂ g.Λ0.
Supposons de plus que l’on dispose d’une structure de niveau K

η̄ : Λ0
∼−−→ Tp(X) [K],

c’est à dire un isomorphisme de OF -modules

η : Λ0
∼−−→ Tp(X)

via lequel l’action de Γ sur Tp(X) se fasse à travers K et où η̄ désigne la classe de K-conjugaison de
η. Le quadruplet (S,X, ρ, η̄) définit un élément x ∈ M̆K(Srig).

Supposons de plus que l’on a un sous-groupe plat fini C ⊂ X stable sous l’action de OF tel que
le composé

Λ0
η−−→
∼

Tp(X) ↪→ Tp(X/C)

induise un isomorphisme

Λ0

η

∼
//

� _

��

Tp(X)
� _

��
g.Λ0

∼ // Tp(X/C).

Alors,
η ◦ g : Λ0

∼−−→ Tp(X/C)

induit une structure de niveau

η ◦ g : Λ0
∼−−→ Tp(X/C) [g−1Kg].

Soit f : X → X/C l’isogénie. Alors, via l’isomorphisme

g : M̆K
∼−−→ M̆g−1Kg,

le quadruplet (S,X/C, f ◦ ρ, η ◦ g) correspond au point g.x ∈ M̆g−1Kg(Srig).

Notons E, resp. E′ l’évaluation du cristal de Dieudonné de X sur l’épaississement Acris(R) � R̂.
L’isogénie f : X → X/C induit un morphisme E→ E′ compatible à l’action de OF . Par fonctorialité
du cristal de Dieudonné on a alors un diagramme commutatif

Vp(X)⊗Qp
Bcris

'

��

∼ // E[ 1
pt ]

'

��

D(X)⊗W Bcris∼
ρ∗oo

Vp(X/C)⊗Qp
Bcris

∼ // E′[ 1
pt ] D(X)⊗W Bcris∼

(f◦ρ)∗oo
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où les applications horizontales de gauche sont les application de périodes de X et X/C. Soient

βX : detFVp(X) ∼−−→ detFVp(X̃)

βX/C : detFVp(X/C) ∼−−→ detFVp(X̃)

les isomorphismes construite précédemments. Il résulte de la commutativité du diagramme précédent
que le diagramme

detFVp(X)⊗Qp
Bcris(R) ∼

βX⊗Id //

'det Vp(f)

��

detFVp(X̃)⊗Qp
Bcris(R)

detFVp(X/C)⊗Qp
Bcris(R) ∼

βX/C⊗Id
// detFVp(X̃)⊗Qp

Bcris(R)

est commutatif. Le diagramme

detFVp(X)

'det Vp(f)

��

∼
βX // detFVp(X̃)

detFVp(X/C) ∼
βX/C // detFVp(X̃)

l’est donc. On en déduit la propriété (3) du théorème 2.3.4.2.

Cela termine la démonstration du théorème 2.3.4.2.

Preuve du théorème 2.3.4.1. Le morphisme M̆K → det(M̆)K est défini comme suit : Soient S un
espace rigide connexe sur Sp Ĕ avec morphisme structural fS : S → Sp Ĕ. Un élément x = (X, ρ, η)
de M̆K(S) est donné par (X, ρ) ∈ M̆(Y ) où Y est un schéma formel admissible de fibre générique
S et

η : Λ0/p
mΛ0

∼−→ π∗S,KTK ⊗ Z/pmZ [K]

avec πS,K : S → M̆K et m ∈ N assez grand. Posons l’image de x dans det(M̆)K(S) via M̆K(S) →
det(M̆)K(S) l’isomorphisme

detOF
Λ0 ⊗ Z/pmZ

detOF
η⊗Z/pmZ
−→ π∗S,KdetKTK ⊗ Z/pmZ

π∗S,K(uK)⊗Z/pmZ
−→ f∗SLµ̃ ⊗ Z/pmZ [detK]

dans la composante κ(X, ρ).
La compatibilité de l’action de J(Qp)×G(Qp) est immédiate d’après le théorème 2.3.4.2. Il nous

reste à montrer que le morphisme M̆K → det(M̆)K est compatible à la donnée de descente de
Rapoport-Zink. Considérons le morphisme

Vp(X̃)⊗QpBcris(OĔ
) π1→ D(X)⊗W Bcris(OĔ

)
(FrobE)∗−→ D(σ∗EX)⊗W Bcris(OĔ

) π2← Vp(σ∗EX̃)⊗Bcris(OĔ
)

où
– π1 (resp. π2) est l’application de périodes de X̃ (resp. σ∗EX̃)
– (FrobE)∗ est induit par l’isogénie FrobE : X→ σ∗EX.
Après avoir appliqué le foncteur Fil0(detF⊗QpBcris

(−))ϕ=pn

, on a un isomorphisme

detVp(X̃) ∼−→ detVp(σ∗EX̃). (2.6)

En utilisant la même preuve que la propostion 2.3.7.3 et le fait que ht(FrobE) ≥ 0, l’isomorphisme
2.6 induit un morphisme

detTp(X̃)→ detTp(σ∗EX̃)
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qui induit un morphisme de OF -systèmes locaux

Lµ̃ → σ∗ELµ̃.

Il suffit donc de montrer que via le lemme 2.2.3.2 pour σ̃E , Lµ̃ → σ∗ELµ̃ correspond à

×Ndet µ̃(p−1) : OF → OF

avec Ndet µ̃(p−1) = pad′/d, où a =
∑

i pi et d′ = [E : Qp].
On fixe une base (ετ )τ∈ĨF

de detOF⊗W D(X)[1/p] comme dans le lemme 2.3.7.1. Alors

Lµ̃,x[1/p] = detVp(X̃) = {
∑

τ∈ĨF

eτ ⊗ aτ ∈ Fil0( det
OF⊗W

D(X)[1/p]⊗Bcris)ϕ=pn

}

σ∗ELµ̃,x[1/p] = detVp(σ∗EX̃)

= {
∑

τ∈ĨF

eτ ⊗ 1⊗ aτ ∈ Fil0( det
OF⊗W

D(X)[1/p]⊗Ĕ,σE
Ĕ ⊗Ĕ Bcris)ϕ=pn

}

= {
∑

τ∈ĨF

eτ ⊗ 1⊗ aτ ∈ Fil0( det
OF⊗W

D(X)[1/p]⊗Ĕ (Ĕ ⊗σ−1
E ,Ĕ Bcris))ϕ=pn

}

On explicite donc l’isomorphisme 2.6 :

Lµ̃,x[1/p] → σ∗ELµ̃,x[1/p] (2.7)∑
τ∈ĨF

eτ ⊗ aτ 7→
∑

τ∈ĨF

(pnϕ−1)d′(eτ )⊗ 1⊗ aτ .

Comme
∑

τ∈ĨF
eτ ⊗ aτ ∈ Fil0(detOF⊗W D(X)[1/p]⊗ Bcris)ϕ=pn

implique que ϕ(aτ ) = ppτaστ , on a
alors ∑

τ∈ĨF

(pnϕ−1)d′eτ ⊗ 1⊗ aτ =
∑

τ∈ĨF

pad′/deσ−d′τ ⊗ 1⊗ aτ =
∑

τ∈ĨF

eτ ⊗ 1⊗ ϕd′(aτ ).

Soit σ̃E : Ĕ ∼−→ Ĕ comme dans le section 2.2.3. Alors σ̃−1
E induit un isomorphisme de Ĕ-algèbres

σ̃−1
E : Ĕ ⊗σ−1

E ,Ĕ Bcris(OĔ
) ∼−→ Bcris(OĔ

)

et puis un isomorphisme Lµ̃,σE(x)[1/p]
∼−→ Lµ̃,x[1/p]. En composant avec 2.7, on a alors

Lµ,x[1/p] → Lµ,x[1/p] (2.8)∑
τ∈ĨF

eτ ⊗ aτ 7→
∑

τ∈ĨF

eτ ⊗ σ̃−1
E (ϕd′(aτ )).

Si on fixe un τ0 : F ↪→ Ĕ et pose pi := pσiτ0 , on a un F -isomorphisme compatible à l’action de
IE :

{
∑

τ∈ĨF

eτ ⊗ aτ ∈ Fil0( det
OF⊗W

D(X)[1/p]⊗Bcris)ϕ=pn

} ∼−→M(Ĕ, {pi})

∑
τ

eτ ⊗ aτ 7→ aτ0

où
M(Ĕ, {pi}0≤i≤d−1) := {x ∈ Bcris(OĔ

)ϕd=pa

|∀i, 0 ≤ i < d, ϕi(x) ∈ Filpi Bcris(OĔ
)}.

On peut donc identifier ces deux F [IE ]-modules et l’isomorphisme 2.8 via cette identification corres-
pondant à F -isomorphisme

M(Ĕ, {pi})
∼−→M(Ĕ, {pi})

aτ0 7→ σ̃−1
E (ϕd′(aτ0))
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D’après la proposition 2.3.5.2 et le choix de σ̃E , lorsque aτ0 =
∏d′−1

i=0 ϕd′−i(tLT E
)pi , on a

σ̃−1
E (ϕd′(aτ0)) = pad′/dσ̃E(aτ0) = pad′/daτ0 ,

car χLTE
(σ̃E) = 1. Alors (2.8) est la multiplication par pad′/d.

2.4 Le morphisme déterminant pour le type P.E.L.

2.4.1 Reformulation de la définition d’une structure de niveau P.E.L.
Avant de définir le morphisme déterminant dans le cas P.E.L. on a besoin de reformuler les défi-

nitions 2.1.6.3 et 2.1.6.4 concernant les structures de niveau avec polarisation. Il ne s’agit que d’un
jeu sur les définitions mais on préfère clarifier ce point.

Plaçons nous donc dans une situation P.E.L., c’est à dire que l’on a fixé une donnée de type
P.E.L. non-ramifiée simple (cf. section 2.1.3). Soit G le groupe réductif associé. Rappelons que l’on
note

c : G −→ Gm

le facteur de similitude. On a fixé un réseau autodual Λ0 ⊂ V pour l’accouplement < ., . > et on
note G(Zp) le sous-groupe compact de G(Qp) associé.

Lemme 2.4.1.1. Soit Y un Ĕ-espace rigide et H un groupe p-divisible rigide sur Y muni d’une
structure additionnelle P.E.L. (ι, λ) associée au groupe G, ι : OF → End(H) et λ : H ∼−→ H∨.
Supposons H muni d’une structure de niveau K ⊂ G(Zp). Alors, µrig

p∞ est muni d’une structure de

niveau c(K) telle que pour tout point géométrique x ∈ Y (Ĕ) si

η : Λ0
∼−−→ Tp(Hx)

a pour K-orbite celle associée à la structure de niveau K sur H, il existe

ηc : Zp
∼−−→ Zp(1)

ayant pour c(K)-orbite celle associée à la structure de niveau c(K) sur µrig
p∞ telle que si

(., .) : Tp(Hx)× Tp(Hx) −→ Zp(1)

est l’accouplement associé à la polarisation λ de H alors

(η(•), η(•)) = ηc◦ < •, • > .

Démonstration. Soient v1, v2 ∈ Λ0 vérifiant < v1, v2 >= 1. Posons pour a ∈ Zp

ηc(a) = a(η(v1), η(v2)).

D’après la définition 2.1.6.3, si f : Zp
∼−→ Zp(1) il existe u ∈ Z×p tel que

(η(•), η(•)) = u.f◦ < •, • > .

Appliquant cette égalité au couple de vecteurs (v1, v2) on obtient

ηc(1) = (η(v1), η(v2)) = uf(1).

On a donc ηc = u.f : Zp
∼−→ Zp(1) et

(η(•), η(•)) = ηc◦ < •, • > .
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Bien sûr, ηc ne dépend pas du choix fait de v1 et v2.
Maintenant, si γ ∈ π1(Y, x), par définition d’une structure de niveau K, il existe k ∈ K tel que

γ.η(v1) = η(k.v1)
γ.η(v2) = η(k.v2).

On a alors

γ.ηc(1) = γ.ηc(< v1, v2 >)
= γ.(η(v1), η(v2))
= (γ.η(v1), γ.η(v2))
= (η(k.v1), η(k.v2))
= ηc(< k.v1, k.v2 >)
= ηc(c(k) < v1, v2 >)
= c(k)ηc(1).

On en déduit que ηc définit une structure de niveau c(K) sur Zp(1).

Avant d’aller plus loin on a besoin de préciser un point concernant « la »polarisation de la défor-
mation universelle Xuniv sur M̆. En effet, Xuniv n’est pas muni d’une polarisation principale mais
d’une classe de Z×p -homothétie de telle polarisation (cf. le dernier point de la définition 2.1.4.3).
Néanmoins il y a un moyen de choisir un représentant dans cette classe de la façon suivante.

Convention : Soit S un Spf(OĔ)-schéma et (X,λ′, ρ) ∈ M̆(S) où λ′ est définie à priori à un
Z×p -multiple près. On choisit λ′ : X ∼−→ X∨ comme étant l’unique polarisation principale telle que le
diagramme

XS

ρ //

λ

��

XS

λ′

��
X∨

S
X∨

S

ρ∨oo

commute à une puissance de p près (et non pas à un Q×
p -multiple près).

À cause de la convention précédente l’action de J(Qp) sur M̆ se décrit de façon légèrement
différente.

Lemme 2.4.1.2. Soit c : J → Gm déduit du facteur de similitude c : G→ Gm. Avec la convention
précédente, si (X,λ′, ρ) ∈ M̆(S) et g ∈ J(Q) on a

g.(X,λ′, ρ) = (X, p−vp(c(g))c(g)λ′, ρ ◦ g−1).

Démonstration. La commutativité du diagramme précédente à une puissance de p près s’énonce en

ρ∨ ◦ λ′ ◦ ρ = piλ

pour un i ∈ Z. On a donc

(ρ ◦ g−1)∨ ◦ λ′ ◦ (ρ ◦ g−1) = pi(g−1)∨ ◦ λ ◦ g−1

= pic(g)−1λ.

soit encore
(ρ ◦ g−1)∨ ◦

(
p−vp(c(g))c(g)λ′

)
◦ (ρ ◦ g−1) = pi−vp(c(g))λ.

Le résultat s’en déduit.
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Avec la convention précédente on parlera désormais de la polarisation de la déformation universelle
Xuniv sur M̆. La proposition qui suit se déduit alors du lemme 2.4.1.1.

Proposition 2.4.1.1. Pour tout entier m ≥ 1, soit Nm le faisceau étale sur M̆rig formé des couples
(η, ηc) où :

– η : Λ0/p
mΛ0

∼−−→ Xuniv[pm]rig est un isomorphisme compatible à l’action de OF ,
– ηc : Z/pmZ ∼−−→ Z/pmZ(1)
– l’accouplement (., .) : Xuniv[pm]rig × Xuniv[pm]rig → Z/pmZ(1) associé à la polarisation de
Xuniv est tel que

ηc◦ < •, • >= (η(•), η(•)).

Munissons Nm de l’action de G(Zp) en posant g.(η, ηc) = (η ◦ g, c(g)ηc). Alors, si K ⊂ G(Zp) est un
sous-groupe ouvert on a

M̆K = Nm/K

pour un m tel que K ⊂ ker(G(Zp)→ G(Z/pmZ)).

Voici une formulation plus savante de la proposition précédente. Au groupe étale fini Xuniv[pm]rig

muni de son action de OF et de l’accouplement

Xuniv[pm]rig ×Xuniv[pm]rig → Z/pmZ(1)

donné par la polarisation est associé un G(Z/pmZ)-torseur étale E . Si c : G(Z/pmZ) → (Z/pmZ)×,
le poussé en avant de ce torseur c∗E est le (Z/pmZ)×-torseur associé à Z/pmZ(1) c’est à dire
Isom(Z/pmZ,Z/pmZ(1)). Alors, une structure de niveau ker(G(Zp)→ G(Z/pmZ)) n’est rien d’autre
qu’une trivialisation de ce torseur. Par application de c∗, cette trivialisation de E induit une trivia-
lisation du torseur associé à Z/pmZ(1) c’est à dire une structure de niveau 1 + pmZp sur Zp(1) qui
est celle notéee ηc.

2.4.2 Le cas symplectique
Soient (F, V,< ·, · >, b̄, µ̄) une donnée de type P.E.L non ramifiée simple de type symplectique.

On reprend les notations des sections 2.1.3 et 2.1.4. Rappelons qu’on note Λ0 un réseau autodual
dans V . On note encore G = GspOF

(Λ0, < ., . >) pour le modèle entier de G = GspF (V,< ., . >)
défini par ce réseau. On a donc G(Zp) = G(Qp)∩Aut(Λ0). On note (M̆K)K⊂G(Zp) la tour d’espaces
rigides associée. Le corps reflex associé est E = Qp.

Dans le cas symplectique la définition du morphisme déterminant est particulièrement simple car
le cocentre de G l’est. Plus précisément, comme dans le cas E.L. on définit

D = G/Gder = Gm,

la projection G→ D étant donnée par le facteur de similitude

c : G −→ Gm.

Le morphisme

detF : G −→ ResF/Qp
Gm

g 7−→ detF (g;V )

est donné en fonction du facteur de similitude par

detF = c
n
2 .

Rappelons le lemme suivant.
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Lemme 2.4.2.1. La hauteur de la quasi-isogénie universelle ρ sur M̆ est divisible par nd
2 . Plus

précisément, si S est connexe, (X,λ′, ρ) ∈ M̆(S) et dans le diagramme

XS

ρ //

λ

��

XS

λ′

��
X∨

S
X∨

S

ρ∨oo

on a λ′ = pi.ρ∨−1 ◦ λ ◦ ρ−1 alors

htρ =
nd

2
i.

Démonstration.

ht(λ′) = ht(pi.ρ∨−1 ◦ λ ◦ ρ−1)
= ht(pi) + ht(ρ∨−1) + ht(λ) + ht(ρ−1)
= ndi− htρ+ ht(λ)− ht(ρ)

Comme λ et λ′ sont les isomorphismes, d’où le résultat.

On a dans la situation symplectique ∆ = Z et

κ : M̆ −→ Z

(X,λ, ρ) 7−→ − 2
nd

htρ

qui d’après le lemme 2.4.2.1 s’interprète en termes de polarisations.

Le morphisme c : G→ Gm définit un morphisme c : J → Gm et alors pour g ∈ J(Qp),

ωJ(g) = vp(c(g)).

Lemme 2.4.2.2. Le morphisme de groupes c : J(Qp)→ D(Qp) est surjectif.

Démonstration. Le groupe J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi M de G, le cen-
tralisateur du morphisme des pentes. Un tel sous-groupe de Levi est donné par le scindage d’un
drapeau isotrope dans (V,< ., . >). Plus précisément, on peut écrire V comme somme directe de
sous-F -espaces vectoriels

V = (V1 ⊕ · · · ⊕ Vr)⊕ E ⊕ (Wr ⊕Wr−1 · · · ⊕W1)

avec
(V1 ⊕ · · · ⊕ Vr)⊥ = (V1 ⊕ · · · ⊕ Vr)⊕ E

et pour 1 ≤ i < r,

(V1 ⊕ · · · ⊕ Vi)⊥ = (V1 ⊕ · · · ⊕ Vr)⊕ E ⊕ (Wr ⊕ · · · ⊕Wi+1).

L’accouplement < ., . > sur E est non dégénéré et pour 1 ≤ i ≤ r, il induit un accouplement parfait
Vi ×Wi → Qp. Si 1 ≤ i ≤ r et g ∈ GL(Vi) on note tg ∈ GL(Wi) l’adjoint de g relativement à cet
accouplement. Alors,

M =
r∏

i=1

ResF/Qp
GL(Vi) × Gsp(E,< . , . >) ↪→ Gsp(V,< . , . >)

(g1, . . . , gr, h) 7→ g1 ⊕ · · · ⊕ gr ⊕ h⊕ c(h) tg−1
r ⊕ · · · ⊕ c(h) tg−1

1 .



2.4. LE MORPHISME DÉTERMINANT POUR LE TYPE P.E.L. 79

où c(h) ∈ Gm désigne le facteur de similitude de h et si E = 0 on note Gsp(E,< . , . >) = Gm.
Il résulte de cette description de M que Mder est simplement connexe. Le groupe algébrique Jder

l’est donc également. D’après Kneser, cela implique que le morphisme

J(Qp) −→ (J/Jder)(Qp)

est surjectif. Mais le morphisme c : J → Gm se factorise en

J −→ J/Jder = M/Mder −→ G/Gder = Gm.

Il suffit alors de constater sur la formule donnée précédemment pour M que le morphisme

M(Qp) ↪→ G(Qp)
c−−→ Q×

p

est surjectif.

Puisque pour g ∈ J(Qp) on a κ(g.x) = ωJ(g) + κ(x) on en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.4.2.1. L’application κ : M̆ → Z est surjective.

Voici maintenant l’analogue du théorème 2.3.4.2. Sa démonstration est beaucoup plus simple
que celle du théorème 2.3.4.2. De plus nous n’en n’aurons pas besoin dans la suite pour définir
le morphisme vers l’espace de Rapoport-Zink associé au cocentre puisque celui-ci est donné par
c : G→ Gm et non det : G→ ResF/Qp

Gm. Nous l’avons tout de même inclu.

Théorème 2.4.2.1. Pour K ⊂ G(Zp), soit TK le OF -système local sur M̆K qui est le module de
Tate de la déformation universelle. Il y a pour tout K un isomorphisme

uK : detOF
TK

∼−−→ OF (n
2 ).

Ils vérifient :
1. Si K ′ ⊂ K via πK′,K : M̆K′ → M̆K ,

π∗K′,KuK = uK′ .

2. Si g ∈ J(Q), qui définit l’automorphisme g : M̆K
∼−→ M̆K , via l’identification g∗TK = TK on a

g∗uK = (p−vp(det g) det(g))uK .

3. Si g ∈ G(Qp) est tel que g−1Kg ⊂ G(Zp) et Λ0 ⊂ g.Λ0, si g : M̆K
∼−→ M̆g−1Kg, via le

morphisme canonique
TK −→ g∗Tg−1Kg

le composé

det TK −→ g∗ det Tg−1Kg

g∗ug−1Kg−−−−−−−−→ g∗OF (n
2 ) = OF (n

2 )

est égal à
p−vp(det g)uK .

Démonstration. Soit m ≥ 1. On a deux morphismes de groupes

detm : G(Z/pmZ) −→ (OF /p
mOF )×

cm : G(Z/pmZ) −→ (Z/pmZ)×.

Au groupe étale fini polarisé muni de son action de OF , (Xuniv[pm]rig, λ′) est associé un G(Z/pmZ)-
torseur étale Em (cf. section 2.4.1). On doit calculer son poussé en avant, detm∗Em. Puisque

detm = i ◦ cn/2
m ,
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où i : (Z/pmZ)× ↪→ (OF /p
mOF )×, on a

detm∗Em = i∗(cm∗Em)n/2.

Mais (cf. toujours la section 2.4.1),

cm∗Em = Isom(Z/pmZ,Z/pmZ(1)).

Les diverses égalités précédentes sont compatibles lorsque m varie. Le résultat s’en déduit facilement.
En particulier, on retrace facilement les actions de J(Qp) et G(Qp) (il faut utiliser le lemme 2.4.1.2
pour l’action de J(Qp)).

Voici maintenant le morphisme « déterminant »que l’on devrait plutôt appeler morphisme facteur
de similitude dans ce cas là. Soit (D, c ◦ µ̃) comme donnée de Rapoport-Zink torique (cf. 2.2). On a
D = Gm et c ◦ µ̃ : z 7→ z−1 car c ◦ µ : z 7→ z (cf. def. 2.1.3.1). Pour K ⊂ Z×p un sous-groupe ouvert,
l’espace de Rapoport-Zink torique M̆(D, c ◦ µ̃) classifie les structures de niveau K sur Qp(1).

Théorème 2.4.2.2. Soit (M̆(D, c ◦ µ̃)K)K la tour de Rapoport-Zink associé à la donnée torique
(D, c ◦ µ̃). Il existe un morphisme J(Qp)×G(Qp)-équivariant surjectif de tours de Ĕ-espaces rigides

(M̆K)K −→
(
M̆(D, c ◦ µ̃)c(K)

)
K

où l’équivariance est relative au morphisme (c, c) : J(Qp)×G(Qp)→ D(Qp)×D(Qp). Ce morphisme
est compatible aux applications localement constantes κ : M̆K → ∆ et κD,c◦µ̃ : M̆(D, c◦µ̃)c(K) → ∆,
et est compatible à la donnée de descente de Rapoport-Zink.

Démonstration. D’après la proposition 2.4.1.1, le faisceau Zp(1) sur M̆K est muni d’une structure
de niveau c(K) associée à la polarisation,

ηc : Zp
∼−−→ Zp(1) [c(K)].

On définit alors une structure de niveau c(K) sur Qp(1)

p−κηc : Qp
∼−−→ Qp(1) [c(K)]

et donc un morphisme M̆K → M̆(D, c ◦ µ̃)c(K). On vérifie que ce morphisme est compatible aux
actions de J(Qp) et G(Qp) (pour l’action de J(Qp) il faut utiliser le lemme 2.4.1.2) et à la donnée
de descente de Rapoport-Zink.

2.4.3 Le cas unitaire
Soient (F, ∗, V,< ·, · >, b̄, µ̄) une donnée de type P.E.L non ramifiée simple unitaire (2.1.3) et M̆

l’espace de Rapoport-Zink associé.

Comme précédemment on définit
D = G/Gder

le cocentre et
det : G −→ D

le morphisme quotient. On a alors

D =
{
(x, c) ∈ ResF/Qp

Gm ×Gm | NF/F0(x) = cn
}

où NF/F0 : ResF/Qp
Gm → ResF0/Qp

Gm et F0 est l’ensemble des points fixes de F sous l’involution
∗. Via cette identification

det : G −→ D

g 7−→ (detF (g;V ), c(g)).
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Le groupe X∗
Qp

(G) est engendré par c : G→ Gm qui fournit une identification

∆ = Z.

D’après le lemme 2.4.2.1, la hauteur de la quasi-isogénie universelle est divisible par nd
2 . Alors,

κ : M̆ −→ Z

(X,λ′, ρ) 7−→ − 2
nd

htρ.

Le morphisme c : G→ Gm induit c : J → Gm et pour g ∈ J(Qp)

ωJ(g) = vp(c(g)).

Calculons l’image de l’application κ.

Proposition 2.4.3.1. Si n est impair l’application κ est à valeurs dans 2Z.

Démonstration. Soit x = (X,λ′, ρ) ∈ M̆(Fp). Par définition,

κ(x) = − 2
nd

htρ ∈ Z.

D’après lemme 2.3.1.1, 1
dhtρ ∈ Z. On en déduit que κ(x) ∈ 2Z lorsque n est impair.

Voici maintenant l’analogue du lemme 2.4.2.2.

Lemme 2.4.3.1. Le morphisme de groupes c : J(Qp)→ D(Qp) est surjectif.

Démonstration. On reprend le raisonnement du lemme 2.4.2.2. Le groupe algébrique J est forme
intérieure du sous-groupe de Levi M . Précisons la structure de M . On peut écrire V comme somme
directe de sous-F -espaces vectoriels

V = (V1 ⊕ · · · ⊕ Vr)⊕ E ⊕ (Wr ⊕Wr−1 · · · ⊕W1)

avec
(V1 ⊕ · · · ⊕ Vr)⊥ = (V1 ⊕ · · · ⊕ Vr)⊕ E

et pour 1 ≤ i < r,

(V1 ⊕ · · · ⊕ Vi)⊥ = (V1 ⊕ · · · ⊕ Vr)⊕ E ⊕ (Wr ⊕ · · · ⊕Wi+1).

L’accouplement < ., . > sur E est non dégénéré et pour 1 ≤ i ≤ r, il induit un accouplement parfait
Vi ×Wi → Qp. Si 1 ≤ i ≤ r et g ∈ GL(Vi) on note g∗ ∈ GL(Wi) l’adjoint de g relativement à cet
accouplement. Alors,

M =
r∏

i=1

ResF/Qp
GL(Vi) × GU(E,< . , . >) ↪→ GU(V,< . , . >)

(g1, . . . , gr, h) 7→ g1 ⊕ · · · ⊕ gr ⊕ h⊕ c(h)(g∗r )−1 ⊕ · · · ⊕ c(h)(g∗1)−1.

où c(h) ∈ Gm désigne le facteur de similitude de h et si E = 0 on note GU(E,< . , . >) = Gm.
Notons dimFVi = mi et dimFE = s. On a alors

2
r∑

i=1

mi + s = n.

Si E = 0, n est pair et le morphisme de groupes

(M/Mder)(Qp) −→ D(Qp)
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s’identifie alors à

(F×)r ×Q×
p −→ {(x, c) ∈ F× ×Q×

p | NF/F0(x) = cn}

((y1, . . . , yr), c) 7−→ (y1/y∗1 . . . yr/y
∗
rc

n/2, c).

Il est surjectif. En effet, si x ∈ F× et c ∈ Q×
p sont tels que NF/F0(x) = cn alors

NF/F0(xc
−n

2 ) = 1

et d’après le théorème de Hilbert 90 il existe y ∈ F× tel que

y/y∗ = xc−
n
2 .

Si E 6= 0, le morphisme (M/Mder)(Qp) −→ D(Qp) s’identifie à

(F×)r × {(z, c) ∈ F× ×Q×
p | NF/F0(z) = cs} −→ {(x, c) ∈ F× ×Q×

p | NF/F0(x) = cn}
((y1, . . . , yr), (z, c)) 7−→

(
y1/y

∗
1 . . . yr/y

∗
r .z.c

m1+···+mr , c
)
.

Si s = n il est évidemment surjectif. Supposons donc que ce n’est pas le cas et que donc r 6= 0. Si
(x, c) ∈ F× ×Q×

p sont tels que NF/F0(x) = cn alors

NF/F0(xc
−(m1+···+mr)) = cs.

On conclut que (M/Mder)(Qp) −→ D(Qp) est surjectif.
Puisque Jder est simplement connexe, d’après Kneser, J(Qp) → (J/Jder)(Qp) est surjectif. On

conclut donc au final que le composé

J(Qp) −→ (J/Jder)(Qp) = (M/Mder)(Qp) −→ D(Qp)

est surjectif.

L’image de l’application naturelle

D(Qp) −→ ∆ = Z
(x, c) 7−→ v(c)

est Z si n est pair et 2Z si n est impair. La proposition 2.4.3.1 et le lemme 2.4.3.1 entrainent donc
la proposition suivante.

Proposition 2.4.3.2. L’image de l’application

κ : M̆ −→ Z

est Z si n est pair et 2Z si n est impair.

Revenons au morphisme déterminant. On a

X∗(D) =
{ ∑

τ∈ĨF

aτ [τ ] | aτ ∈ Z et ∃i ∈ Z ∀τ, aτ + aτ∗ = in
}
.

Soient (pτ , qτ )τ∈ĨF
les signatures associées à la donnée de Rapoport-Zink (cf. 2.1.3). On a pτ +qτ = n

et (pτ∗, qτ∗) = (qτ , pτ ). Alors,
det µ̃ = −

∑
τ∈ĨF

pτ [τ ].

Soit
Lµ̃

le OF -système local sur Sp(Ĕ) de la définition 2.3.2.1. Rappelons qu’il a pour fibre géométrique sur
Ĕ le OF -module OF muni de l’action de Galois donnée par∏

τ∈ĨF

χpτ

LT,τ .

Nous adpotons la définition suivante.
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Définition 2.4.3.1. Soit F un OF -système local étale sur un espace rigide.
1. On note F (∗) le OF -système local F ⊗OF ,∗ OF .
2. On note

NF/F0F

le OF0-système local étale obtenu par descente des coefficients de OF à OF0 du OF -système
local

F ⊗OF
F (∗)

muni de sa donnée de descente canonique

F ⊗OF
F (∗) ∼−−→ (F ⊗OF

F (∗))(∗) = F (∗) ⊗OF
F

x⊗ y 7−→ y ⊗ x.

Revenons au système local Lµ̃. Il y a une identification canonique

NF/F0Lµ̃ = OF0(n)

car ∏
τ∈ĨF

χpτ

LT,τ . ∗ ◦
∏

τ∈ĨF

χpτ

LT,τ =
∏

τ∈ĨF

χpτ

LT,τ

∏
τ∈ĨF

χpτ

LT,τ∗

=
∏

τ∈ĨF

χpτ+pτ∗
LT,τ

=
∏

τ∈ĨF

χn
LT,τ

= χn
cycl.

Définition 2.4.3.2. On note (det(M̆)K)K⊂D(Qp) la tour de Ĕ-espaces rigides définie par

det(M̆)K =
∐
Im κ

Ym/K pour m� 0

où Ym = {(η, ηc)} avec
– η ∈ IsomOF

(OF /p
mOF ,Lµ̃ ⊗ Z/pmZ),

– ηc ∈ Isom(Z/pmZ,Z/pmZ(1)),
– via l’identification NF/F0Lµ̃ = OF0(n) on a

NF/F0η = η⊗n
c ⊗ Id

où
η⊗n

c ∈ Isom(Z/pmZ,Z/pmZ(n))

et
η⊗n

c ⊗ Id ∈ IsomOF0
(OF0/p

mOF0 ,OF0/p
mOF0(n)),

– (x, c) ∈ F× ×Q×
p vérifiant (x, c) ∈ K agit sur Ym via (η, ηc).(x, c) = (xη, cηc).

On munit det(M̆)K de l’action de D(Qp)×D(Qp) suivante. Pour
(
(x, c), (x′, c′)

)
∈ (F××Q×

p )2

vérifiant NF/F0(x) = cn et NF/F0(x
′) = c′n, si (η, ηc) ∈ det(M̆)K est dans la composante indexée

par δ ∈ Im κ ⊂ Z on pose(
(x, c), (x′, c′)

)
.(η, ηc) =

(
p−vp(x)−vp(x′)xx′.η, p−vp(c)−vp(c′)cc′.ηc

)
dans la composante indéxée par δ + vp(c) + vp(c′).

Enfin on définit l’application κ : det(M̆)K → ∆ qui sur la composante indéxée par δ ∈ Z vaut δ.
Il existe aussi une donnée de descente sur det(M̆)K comme dans la section 2.3.2.2.
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Voici maintenant l’analogue de la proposition 2.3.3.1.

Proposition 2.4.3.3. Soit (M̆(D,det µ̃))K la tour d’espaces de Rapoport-Zink associée à la donnée
torique (D,det µ̃) et κD,µ̃ : M̆(D, µ̃) → ∆ (cf. section 2.2). Il y a alors un isomorphisme D(Qp) ×
D(Qp)-équivariant de tours

(det(M̆)K)K
∼−−→

(
M̆(D,det µ̃)K

)
K

tel que le diagramme suivant commute

det(M̆)K
//

κ $$IIIIIII
M̆(D,det µ̃)K

κD,µ̃xxqqqqqqqqq

∆

De plus, cet isomorphisme est compatible à la donnée de descente.

Démonstration. Fixons un isomorphisme Zp
∼−→ Zp(1). On identifie donc la fibre de Zp(1) sur le

point géométrique donné par Ĕ à Zp muni de l’action donnée par le caractère cyclotomique.
On a

det(M̆)K(Ĕ) =
∐
Im κ
{(η, ηc) | NF/F0η = ηc ⊗ Id}/K

où
η ∈ IsomOF

(OF /p
mOF ,OF /p

mOF ) = (OF /p
mOF )×,

ηc ∈ Isom(Z/pmZ,Z/pmZ(1)) = (Z/pmZ)×

vérifient
NF/F0(η) = ηn

c .

Un tel couple (η, ηc) définit donc un élément (η, ηc) ∈ D(Z/pmZ) (le tore D étant non-ramifiée on
note encore D pour son modèle entier canonique sur Zp). La classe de (η, ηc) modulo K définit un
élément

(η, ηc).K ∈ D(Zp)/K.

Si (η, ηc).K est dans la composante de det(M̆)K(Ĕ) indéxée par δ ∈ Im κ, en translatant par
(p

nδ
2 , pδ) ∈ D(Qp) (ce qui a un sens grâce à la proposition 2.4.3.2) on lui associe l’élément

(p
nδ
2 , pδ)(η, ηc).K ∈ D(Qp)/K.

Cela définit une bijection
det(M̆)K(Ĕ) ∼−−→ M̆(D,det µ̃)(Ĕ)

dont on vérifie comme dans la proposition 2.3.3.1 qu’elle est compatible à l’action de IE et de
D(Qp)×D(Qp).

Soit TK le OF -système local étale sur M̆K qui est le module de Tate de la déformation universelle.
La polarisation universelle normalisée comme dans la section 2.4.1 munie TK d’un produit hermitien

TK × TK −→ Zp(1)

qui induit un isomorphisme
TK

∼−−→ T ∨(∗)
K (1).

Appliquant detOF
à cet isomorphisme on obtient un isomorphisme de systèmes locaux de rang 1

detOF
TK ' (detOF

TK)∨(∗)(n)

soit encore un isomorphisme
NF/F0detOF

TK
∼−−→ OF0(n).

Venons en au théorème principal analogue du théorème 2.3.4.2. On note encore Lµ̃ pour le tiré
en arrière de Lµ̃ sur M̆K .
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Théorème 2.4.3.1. Pour tout K ⊂ G(Zp), il existe un isomorphisme de OF -systèmes locaux étales
sur M̆K

uK : detOF
TK

∼−−→ Lµ̃

vérifiant :
1. Le diagramme suivant commute

NF/F0detOF
TK ∼

NF/F0uK //

'
''OOOOOOOOOO

NF/F0Lµ̃

'
yysssssssss

OF0(n)

où la flêche diagonale de gauche est induite par la polarisation de la déformation universelle et
celle de droite résulte de l’égalité de caractères NF/F0 ◦

∏
τ χ

pτ

LT,τ = χn
cycl.

2. Si K ′ ⊂ K, via le morphisme de changement de niveau πK′,K : M̆K′ → M̆K et l’identification
canonique π∗K′,KTK = TK′ on a

π∗K′,KuK = uK′ .

3. Si g ∈ J(Qp), qui définit l’automorphisme g : M̆K
∼−→ M̆K , via l’identification canonique

g∗TK = TK l’isomorphisme

det TK = g∗ det TK
g∗uK−−−−−→ g∗f∗KLµ̃ = f∗KLµ̃

est égal à
(p−vp(det g) detF (g))uK .

4. Si g ∈ G(Qp) est tel que g−1Kg ⊂ Aut(Λ0) et Λ0 ⊂ g.Λ0, si g : M̆K
∼−→ M̆g−1Kg, via le

morphisme canonique
TK −→ g∗Tg−1Kg,

le morphisme composé

det TK −→ g∗ det Tg−1Kg

g∗ug−1Kg−−−−−−−−→ g∗f∗g−1KgLµ̃ = f∗KLµ̃

est égal à
p−vp(detF g)uK .

Démonstration. Après oubli du produit symplectique, la donnée de Rapoport-Zink de type PEL
(F, ∗, V,< ·, · >, b̄, µ̄) dont on est parti fournit une donnée de type EL (F, V, b̄, µ̄). Il lui correspond
un espace de Rapoport-Zink de type EL. Le morphisme oubli de la polarisation définit un morphisme
de l’espace de type PEL vers l’espace de type EL. Ce morphisme est équivariant via les morphismes
naturels des groupes G et J associés à la donnée de type PEL vers ceux associés à la donnée de
type EL. Tirant en arrière les isomorphismes du théorèmes 2.3.4.2 de la tour de Rapoport-Zink de
type EL vers celle de type PEL on obtient la construction des (uK)K vérifiant les propriétés (2), (3)
et (4). Il reste à vérifier la propriété (1) faisant intervenir la polarisation. En reprenant la preuve
du théorème 2.3.4.2 dans la section 2.3.7, on vérifie que cette propriété est une conséquence de la
compatibilité de l’isomorphisme de périodes du théorème 1.3.1.1 à la dualité de Cartier.

Comme dans le cas EL on en déduit le théorème suivant.

Théorème 2.4.3.2. Via le morphisme (det,det) : J(Qp) × G(Qp) → D(Qp) × D(Qp) il existe un
morphisme J(Qp)×G(Qp)-équivariant de tours d’espaces rigides

(M̆K)K −→
(
det(M̆)K

)
K

où K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Zp). Ce morphisme composé avec l’application canonique
det(M̆)det K → ∆ coïncide avec l’application κ : M̆K → ∆. De plus, ce morphisme est compatible à
la donnée de descente de Rapoport-Zink.
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2.5 Interprétation en termes de systèmes locaux sur l’espace
des périodes

2.5.1 Rappels sur le morphisme de périodes et les Qp-systèmes locaux de
de Jong

Considérons une donnée de Rapoport-Zink locale non-ramifiée simple de type EL ou PEL. Soit
G le groupe réductif associé. Rappelons qu’on a fixé une classe de conjugaison de cocaractère

µ̃ : GmQp
−→ GQp

.

On dispose également d’une classe de σ-conjugaison b̄ ∈ B(G) et J(Qp) est le σ-centralisateur de
b. Enfin on a fixé un réseau (autodual dans le cas PEL) dans l’espace vectoriel V ce qui définit un
modèle entier réductif de G que l’on note de la même façon. En particulier, G(Zp) est un sous-groupe
compact de G(Qp).

Dans cette section on considère la tour d’espaces de Rapoport-Zink non plus comme une tour
d’espaces rigides au sens de Tate mais d’espaces analytiques au sens de Berkovich ([Ber90], [Ber93]).
Ainsi, si M̆an désigne la fibre générique de M̆ comme Ĕ-espace analytique de Berkovich ([Ber96])
on note

(M̆K)K⊂G(Zp) −→ M̆an

la tour de revêtements de l’espace analytique M̆an. Soit F̆an l’espace des périodes de Rapoport-Zink
([RZ96] chapitre 1). Il s’agit de l’espace homogène des sous-groupes paraboliques de type µ̃ de GĔ .
Plus précisément, on voit F̆an comme Ĕ-espace analytique de Berkovich i.e. c’est l’analytifié de la
variété algébrique sur Ĕ qui est l’espace homogène précédent. Rappelons que L = Ĕ (2.1.4.1) et que

J(Qp) = {g ∈ G(L) | gbσ = bσg dans G(L) o 〈σ〉}.

On a donc J(Qp) ↪→ G(Ĕ) qui agit donc sur F̆an.
Rapoport et Zink ont construit dans le chapitre 5 de [RZ96] un morphisme de périodes

π̆ : M̆an −→ F̆an.

Celui-ci généralise le morphisme de périodes de Gross-Hopkins pour les espaces de Lubin-Tate
([GH94]). C’est un morphisme J(Qp)-équivariant. Il est étale au sens des espaces rigides ([RZ96]
prop. 5.17) et même étale comme morphisme d’espaces analytiques de Berkovich ([Far04] lemme
2.3.24). Il s’en suit que l’image de π̆ est un ouvert de F̆an.

Définition 2.5.1.1. On note F̆a l’ouvert de F̆an qui est l’image du morphisme de périodes. On
l’appelle le lieu admissible.

C’est un ouvert J(Qp)-invariant dans F̆an. Dire que le morphisme de périodes est étale au sens
de Berkovich signifie que tout x ∈ M̆an possède un voisinage ouvert U tel que π̆ : U → π̆(U) soit
étale fini. Dans [dJ95b] de Jong définit une notion de revêtements étales d’espaces analytiques de
Berkovich et démontre le théorème suivant.

Théorème 2.5.1.1 (de Jong [dJ95b]). Le morphisme de périodes est un revêtement étale au sens
de de Jong, c’est à dire tout point de F̆a possède un voisinage ouvert U tel que π̆−1(U) soit une
union disjointe d’ouverts étales finis sur U .

Dans [dJ95b] ce théorème est explicitement démontré dans le cas de l’espace de Lubin-Tate car
dans ce cas là on sait d’après Gross et Hopkins ([GH94]) que F̆a est l’espace projectif tout entier.
Cependant, les résultats de [dJ95b] montrent le théorème plus général tel que cité précédemment. Le
morphismes de périodes est invariant sous l’action de G(Qp) au sens où si K ⊂ G(Zp) et g ∈ G(Qp)
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sont tels que g−1Kg ⊂ G(Zp) alors le diagramme suivant est commutatif

M̆K

||yy
yy

yy
yy

∼
g // M̆g−1Kg

$$IIIIIIII

M̆an

π̆

))RRRRRRRRRRRRRRRRR M̆an

π̆

uujjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

F̆a

De plus, les fibres de π̆ sont exactement les orbites de Hecke (cf. [RZ96] Prop. 5.37). Le théorème
2.5.1.1 précédent affirme donc en quelque sortes que les correspondances de Hecke agissent « de façon
proprement discontinue »sur la tour de Rapoport-Zink.

De Jong définit également une notion de Qp-système local sur les espaces analytiques de Berkovich
([dJ95b] def. 4.1). Nous notons

Qp-LocX

la catégorie des Qp-systèmes locaux sur X. Si x̄ est un point géométrique de X, il définit un groupe
fondamental que nous notons

πdJ
1 (X, x̄).

Notons
RepQp

(πdJ
1 (X,x))

la catégorie des repésentations continues de ce groupe topologique dans des Qp-espaces vectoriels de
dimension finie. Il y a un foncteur

Qp-LocX −→ RepQp
(πdJ

1 (X, x̄))
E −→ Ex̄

où la fibre Ex̄ est munie d’une représentation de monodromie de πdJ
1 (X, x̄). Lorsque X est connexe

le foncteur précédent induit une équivalence de catégories.
Si on note π1(X, x̄) le groupe profini classifiant les revêtements étales finis de X (qui est noté

πalg
1 dans [dJ95b]), il existe un morphisme continu

πdJ
1 (X, x̄) −→ π1(X, x̄)

déduit de ce que tout revêtement étale fini est un revêtement étale au sens de de Jong. Si F est un
Zp-système local au sens de la définition 2.1.6 il définit une représentation de monodromie

π1(X, x̄) −→ GLZp
(Fx̄).

Alors, F ⊗Qp ∈ Qp-LocX et sa représentation de monodromie est donnée par le composé

πdJ
1 (X, x̄) −→ π1(X, x̄) −→ GLZp

(Fx̄) ↪→ GLQp
(Fx̄ ⊗Qp).

Revenons aux espaces de Rapoport-Zink. Soit T le Zp-système local sur M̆an qui est le module
de Tate de la déformation universelle Xuniv. Si x̄ est un point géométrique de M̆an la représentation
de monodromie associée est une représentation

π1(M̆an, x̄) −→ GLZp(Tp(Xuniv
x̄ )).

Soit
V = T ⊗Qp

le Qp-système local module de Tate rationnel. Notons VK le tiré en arrière de V en niveau K sur
M̆K pour K ⊂ G(Zp). Comme expliqué dans la section 2.1.7, la famille de systèmes locaux

(VK)K⊂G(Zp)

forme alors un Qp-système local J(Qp)×G(Qp)-équivariant sur la tour (M̆K)K . Cela signifie que :
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– si K ′ ⊂ K et πK′,K : M̆K′ → M̆K il existe un isomorphisme

π∗K′,KVK
∼−−→ VK′ ,

– si (g1, g2) ∈ J(Qp) ×G(Qp), K ⊂ G(Zp) et g−1
2 Kg2 ⊂ G(Zp), via (g1, g2) : M̆K

∼−→ M̆g−1
2 Kg2

il existe un isomorphisme
(g1, g2)∗Vg−1

2 Kg2

∼−−→ VK ,

– les isomorphismes précédents vérifient les relations de compatibilité et de cocycle naturelles
auxquelles on s’attend.

Définition 2.5.1.2. On note
Qp-Loc(M̆K)K/J(Qp)×G(Qp)

la catégorie de tels Qp-systèmes locaux J(Qp)×G(Qp)-équivariants sur la tour de Rapoport-Zink. On
note

Qp-LocF̆a/J(Qp)

la catégorie des Qp-systèmes locaux J(Qp)-équivariants sur le lieu admissible.

On a un foncteur naturel :

π̆∗ : Qp-LocF̆a/J(Qp) → Qp-Loc(M̆K)K/J(Qp)×G(Qp)

C’est probable que π̆∗ est une équivalence de catégories. Par exemple, Fargues a demontré dans
[Far08] Prop. IV.11.20 que π̆∗ induit une équivalence de catégories entre faisceaux sur l’espace des
périodes et faisceaux cartésiens sur la tour pour l’espace de Lubin-Tate.

De Jong démontre grâce au théorème 2.5.1.1 que le système local module de Tate rationnel
(VK)K descend en un Qp-système local J(Qp)-équivariant E sur F̆a. En termes de représentations
de monodromie, après oubli de l’action de J(Qp), cela se traduit de la façon suivante. Soit x̄ ∈ M̆an

un point géométrique et ȳ = π̆(x̄). On a alors un diagramme commutatif

πdJ
1 (M̆an, x̄)

��

// π1(M̆an, x̄) // GLZp
(Tp(Xuniv

x̄ ))
� _

��
πdJ

1 (F̆a, ȳ) // GLQp(Vp(Xuniv
ȳ ))

où la représentation de monodromie de la ligne du bas définit le Qp-système local E . Le fait que le
système local module de Tate rationnel descende à F̆a se traduit donc en ce que la représentation de
monodromie π1(M̆an, x̄) → GLZp

(Vp(Xuniv
x̄ )) composée avec πdJ

1 (M̆an, x̄) → π1(M̆an, x̄) descend
en une représentation de monodromie du groupe fondamental de de Jong de F̆a.

2.5.2 Traduction des résultats en termes de systèmes locaux sur l’espace
des périodes

Définition 2.5.2.1. Soit H un groupe algébrique sur Qp. Un H-système local J(Qp) × G(Qp)-
équivariant sur la tour (M̆K)K est un tenseur foncteur exact

RepQp
(H) −→ Qp-Loc(M̆K)K/J(Qp)×G(Qp).

On note H-Loc(M̆K)K/J(Qp)×G(Qp) cette catégorie.
Un H-système local J(Qp)-équivariant sur F̆a est un tenseur foncteur exact

RepQp
(H) −→ Qp-LocF̆a/J(Qp).

On note H-LocF̆a/J(Qp) cette catégorie.
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Le foncteur π̆∗ induit un foncteur

π̆∗ : H-LocF̆a/J(Qp) → H-Loc(M̆K)K/J(Qp)×G(Qp).

Si f : H → H ′ est un morphisme de groupes algébriques il induit par composition avec RepQp
H ′ →

RepQp
H un foncteur évident f∗ des H-systèmes locaux équivariants vers les H ′-systèmes locaux

équivariants au sens précédent.

Le système local équivariant module de Tate rationnel (VK)K sur (M̆K)K est un G-système local.
Pour précisément, soit ρ : G→ GL(V ) une Qp-représentation de G. On définit un Qp-système local
sur la tour (M̆K)K associé à ρ via le foncteur (VK)K comme suit : La repésentation provient d’une
Zp-représentation algébrique de GZp

qu’on note encore ρ : GZp
→ GL(M), où M est un Zp-réseau

dans V . Posons Kn := Ker(G(Zp) → G(Z/pnZ)). Alors M̆Kn est un G(Z/pnZ)-torseur sur M̆an.
Si on note : ρn : G(Zp/p

nZp) → GL(M/pnM), le poussé en avant de ce torseur (ρn)∗M̆Kn
est un

GL(M/pnM)-torseur sur M̆an. Alors

Tρn
:= (ρn)∗M̆Kn

×GL(M/pnM) M/pnM

est un faisceau étale de Z/pnZ-modules sur M̆an. De plus ils sont compatibles lorsque n varie. Donc
(Tρn

)n≥1 forment un Zp-système local sur M̆an. Soit

(Tρn
)n ⊗Qp

le Qp-système local sur M̆an associé à (Tρn
)n≥1. Alors cela ne dépend pas de réseau M choisi. La tiré

en arrière de (Tρn
)n⊗Qp sur la tour (MK)K définit un Qp-système local J(Qp)×G(Qp)-équivariant

sur la tour (M̆K)K . On le définit comme l’image de (V, ρ) via le foncteur (VK)K .
D’après de Jong, le système local (VK)K déscend en un G-système local J(Qp)-équivariant E sur

F̆a que l’on note de la même façon :

E ∈ G-LocF̆a/J(Qp).

Notons D le cocentre de G et det : G→ D le morphisme quotient. On note det µ̃ ∈ X∗(D). Rappelons
(cf. fin de la section 2.2.4) que µ̃ définit un D-système local

Lµ̃ ∈ D-LocSp(Ĕ).

Les résultats des sections précédentes se traduisent alors de la façon suivante.

Théorème 2.5.2.1. Soit E ∈ G-LocF̆a/J(Qp) le G-système local J(Qp)-équivariant sur le lieu ad-
missible de l’espace des périodes associé à un espace de Rapoport-Zink de type EL non-ramifié simple
ou PEL non-ramifié simple unitaire ou symplectique. Soit f : F̆a → Sp(Ĕ) le morphisme structural.
Soit det : G→ D le morphisme de G vers son cocentre. Il y a alors un isomorphisme

det∗E
∼−−→ f∗Lµ̃ ∈ D-LocF̆a/J(Qp)

où la structure J(Qp)-équivariante sur f∗Lµ̃ est donnée par : l’action de g ∈ J(Qp) est la multipli-
cation par det(g) ∈ D(Qp).

2.5.3 Application aux représentations de monodromie
Soit X un espace analytique de Berkovich, H un groupe algébrique sur Qp, F un H-système local

sur X et x̄ un point géométrique de X. Considérons le composé

RepQp
H

F−−→ Qp-LocX −→ RepQp
(πdJ

1 (X, x̄))

où la flêche de droite est le foncteur fibre en x̄. Composé avec le foncteur fibre canonique

RepQp
(πdJ

1 (X, x̄)) −→ VectQp
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le foncteur obtenu est un foncteur fibre sur RepQp
H. Fixons un isomorphisme entre ce foncteur fibre

et le foncteur fibre canonique sur RepQp
H. Cela définit une représentation de monodromie continue

πdJ
1 (X, x̄) −→ H(Qp).

Un choix différent d’isomorphisme entre foncteurs fibres sur RepQp
H fournit une représentation

conjuguée par un élément de H(Qp). Ainsi, à un H-système local sur X est associé canoniquement
une classe de H(Qp)-conjugaison de morphismes continus

πdJ
1 (X, x̄) −→ H(Qp).

Revenons à nos espaces de Rapoport-Zink. Soit x̄ un point géométrique de M̆an. Fixons un réseau
Λ0 dans l’espace vectoriel V associé à la donnée de Rapoport-Zink. Dans le cas PEL on suppose ce
réseau autodual. On note encore G pour le modèle entier réductif de G associé à ce réseau. Il y a
associé à ce choix de réseau une classe de G(Zp)-conjugaison de morphisme continu

π1(M̆an, x̄) −→ G(Zp).

Le choix d’un élément dans cette classe de G(Zp)-conjugaison consiste à fixer un isomorphisme
compatible aux structures additionnelles Λ0

∼−→ Tx̄. Notons ȳ = π̆(x̄). Il y a alors un diagramme
commutatif à G(Qp)-conjugaison près

πdJ
1 (M̆an, x̄)

π̆∗

��

// π1(M̆an, x̄) // G(Zp)� _

��
πdJ

1 (F̆a, ȳ) // G(Qp)

où le morphisme du bas est la classe de G(Qp)-conjugaison de morphisme associée à E ∈ G-LocF̆a

via la discussion précédente au début de cette section. Rappelons (def. 2.2.1.1) que l’on a défini un
morphisme

χdet µ̃ : Gal(Ĕ|Ĕ) = IE −→ D(Zp).

Supposons maintenant que x̄ ∈ M̆(Ĕ). Si f : M̆an → Sp(Ĕ), il existe un morphisme

π1(M̆an, x̄) −→ π1

(
Sp(Ĕ), f(x̄)

)
= IE .

Il y a de même un morphisme
πdJ

1 (F̆a, ȳ) −→ IE .

Les résultats précédents impliquent le théorème suivant.

Théorème 2.5.3.1. Les composés

π1(M̆an, x̄) −→ G(Zp)
det−−−→ D(Zp)

et
πdJ

1 (F̆a, ȳ) −→ G(Qp)
det−−−→ D(Qp)

sont donnés via le morphisme canonique vers IE par χdet µ̃ : IE → D(Zp).

Remarque 2.5.3.1. Le théorème précédent est plus faible que le théorème 2.5.2.1 car il ne tient
pas compte de la structure J(Qp)-équivariante. Le groupe J(Qp) ne stabilisant pas en général de
point x̄ ∈ M̆an(Ĕ), il n’est pas possible de formuler la totalité du théorème 2.5.2.1 en termes de
représentations de monodromie. Cela est seulement possible après oubli de l’action de J(Qp).

Notons le corollaire suivant qui n’était pas à priori évident.
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Corollaire 2.5.3.1. Le morphisme πdJ
1 (F̆a, ȳ)→ G(Qp) est à valeurs dans G(Qp)1, où G(Qp)1 :=

{x ∈ G(Qp)|detx ∈ D(Zp)}.

Notons Cp le complété de Ĕ. Regardons maintenant les représentations de monodromie géomé-
triques.

Corollaire 2.5.3.2.
1. Le morphisme

π1(M̆an⊗̂Cp, x̄) −→ G(Zp)

est à valeurs dans Gder(Zp).
2. Le morphisme

πdJ
1 (F̆a⊗̂Cp, ȳ) −→ G(Qp)

est à valeurs dans Gder(Qp).





Chapitre 3

Morphismes puissances extérieures
sur les espaces de Lubin-Tate

Dans ce chapitre, on construit un morphisme puissances extérieures ∧k de la tour de Lubin-
Tate M̆LTn associé à GLn vers une autre tour d’espaces de Rapoport-Zink notée ∧kM̆LTn . Ce
morphisme généralise le morphisme déterminant construit dans le deuxième chapitre. Comme on
l’a vu précédemment, étant donnée une donnée locale non ramifiée simple de type E.L (F, V, b, µ),
le déterminant (F,detV,det(b),detµ) n’est pas forcément une donnée locale non ramifié simple de
type E.L. Cependant, le groupe associé à cette donnée est un tore et on a pu donner une définition
ad-hoc des espaces de Rapoport-Zink dans ce cas là comme espaces de dimension 0. Cependant, une
telle construction n’existe pas en général si on remplace le déterminant par les puissances extérieures
(ou encore plus généralement n’importe quelle représentation linéaire du groupe G). En effet, en
général, pour la représentation ∧k de ResF/Qp

GL(V ), le cocaractère ν−1 ∧k µ̃ n’est pas minuscule
avec ν : z 7→ z−1 Id le cocaractère central. Cependant si (F, V, b, µ) est la donnée associée à l’espace
de Lubin-Tate c’est le cas. On peut donc définir d’une façon naturelle l’espace de Rapoport-Zink
∧kM̆LTn

comme ci-dessous. Du point de vue des poids de Hodge-Tate la raison est que les poids
de Hodge-Tate d’un groupe p-divisible de dimension d et hauteur h sont (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) où 1
apparait d-fois et 0 h − d-fois. La puissance extérieure k-ième du module de Tate d’un tel groupe
p-divisible contient donc des poids supérieures ou égaux à 2 si d > 1, et n’est donc pas associée
à un groupe p-divisible (même à torsion par un caractère cyclotomique près en fait). Cependant,
si d = 1 les poids de la puissance extérieure k-ième sont 0 et 1. C’est la raison heuristique pour
laquelle un tel morphisme d’espaces de modules ∧k doit exister pour les espaces de Lubin-Tate (et
c’est effectivement le cas comme nous le montrons).

3.1 Énoncé du théorème
Nous nous limitons au cas des espaces de Lubin-Tate associés à une extension non-ramifiée de

Qp. Cette condition n’est certainement pas nécessaire mais simplifie la présentation. Rappelons des
notations du chapitre précédent :

– F est une extension finie non ramifiée de Qp. On note d = [F : Qp].
– Qp est une clôture algébrique de Qp de corps résiudel noté Fp.
– W (Fp) est l’anneau de vecteurs de Witt de Fp.
– L = W (Fp)[1/p] est son corps des fractions.
– σ ∈ Gal(L/Qp) désigne le Frobenius.
Le corps L s’identifie donc canoniquement au complété de l’extension maximale non-ramifiée de

Qp dans Qp. Fixons un plongement τ0 : F ↪→ Qp.

Définition 3.1.0.1. La donnée de Lubin-Tate de hauteur n est la donnée locale non ramifiée simple
de type E.L (F, V, b, µ) telle que

93
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– V est un F-espace vectorielle de dimension n. On note G = ResF/Qp
GL(V ).

– b ∈ G(L) ∼−→
∏

τ :F↪→L GLn(L) après choix d’une base de V , avec si b = (bτ )τ

bτ =


p si τ 6= τ0

p


0 1

... ...
... 1

p 0


−1

si τ = τ0

–
µ : Gm,Qp

// GQp

∼ // ∏
τ :F↪→Qp

GLn,Qp

z
� // ( diag(z, · · · , z︸ ︷︷ ︸

qτ

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
pτ

)
τ :F↪→Qp

avec (pτ , qτ ) =

{
(0, n) si τ 6= τ0

(1, n− 1) si τ = τ0
.

Le corps réflex local associé à la donnée précédente est E = F et J = ResF/Qp
D×

1
n

, où D 1
n

est

l’algèbre à division sur F d’invariant 1
n .

Soit M̆LTn
l’espace de Rapoport-Zink associé à la donnée de Lubin-Tate de hauteur n. Soit X

un groupe formel sur Fp de dimension 1 de hauteur n muni d’une action de OF telle que l’action
induite sur Lie X soit donnée par le plongement τ0. D’après [Dri74] prop 1.6, 1.7, X est unique
à isomorphisme près. Son module de Dieudonné covariant rationnel muni de son action de F est
isomorphe à (V ⊗Qp

L, bσ). Le schéma formel M̆LTn
est muni d’une action de J(Qp) = D×

1
n

.
Précisons quelques définitions concernant les isocristaux.

Définition 3.1.0.2. On appelle isocristal un L-espace de dimension finie N muni d’une application
bijective σ-linéaire ϕ : N → N . On désigne par IsocL⊗F la catégorie des isocristaux munis d’une
action de F . On appelle L/F -isocristal un L-espace vectoriel N muni d’une application bijective
σd-linéaire ϕ : N → N . On note IsocL/F la catégorie des L/F -isocristaux.

Rappelons qu’il existe une équivalence de catégories

IsocL⊗F
∼−−→ IsocL/F

(N,ϕ, ι) 7−→ (Nτ0 , ϕ
d)

où si ι : F → End(N,ϕ) on a
N =

⊕
τ :F↪→L

Nτ

avec
Nτ = {x ∈ N | ∀a ∈ F, ι(a).x = τ(a)x},

décomposition sur laquelle ϕ agit via

ϕ : Nτ
∼−−→ Nστ .

La catégorie abélienne IsocL/F est semi-simple. Ses objets simples sont paramétrés par les élé-
ments de Q. À λ ∈ Q, λ = s/r avec pgcd(r, s) = 1 et s > 0 (r, s ∈ Z), il correspond l’objet
simple

Nλ =
(
Lr,


0 1

. . . . . .
. . . 1

ps 0

 · σd
)
.
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On a de plus D−λ = End(Nλ) est l’algèbre à division sur F d’invariant −λ (cf. [Dem86], chapitre IV
lorsque F = Qp, le cas général étant similaire).

Notons BTFp
⊗F la catégorie des groupes p-divisibles munis d’une action de OF à isogénies près.

On a le composé des foncteurs :

ω : BTFp
⊗F −→ IsocL⊗F

∼−−→ IsocL/F

X 7−→ (M(X)[1/p], ϕ)
(N,ϕ) 7−→ (Nτ0 , ϕ

d)

où (M(X), ϕ) est le module de Dieudonné covariant deX muni de son action de F . L’image essentielle
de ce foncteur consiste en les éléments de IsocL/F de pentes à valeurs dans [0, d]. On a de plus

(M(X)[1/p], ϕ) ' (V ⊗Qp
L, bσ)

dans IsocL⊗F et donc
ω(X) ' Nd− 1

n
.

Il y a maintenant un foncteur

∧k : IsocL⊗F −→ IsocL⊗F
(N,ϕ) 7−→

(
∧k

L⊗F
N,∧kϕ

)
.

Via l’équivalence IsocL⊗F
∼−→ IsocL/F il correspond au foncteur

∧k : IsocL/F −→ IsocL/F

(N,ϕ) 7−→ (∧k

L
N,∧kϕ).

Ce dernier foncteur vérifie
∧kNλ ' N

⊕δ(r
k)/r

kλ

où si λ = s/r avec pgcd(r, s) = 1 alors δ = pgcd(k, r).

Notons ∧kV := ∧k
FV et

∧kG := ResF/Qp
GL(∧kV ).

On a un morphisme naturel
∧k : G −→ ∧kG.

Alors, ∧k(b) ∈ (∧kG)(L) et avec les notations précédentes pour ∧k : Isoc⊗F → Isoc⊗F ,

((∧kV )⊗Qp L,∧k(b)σ) = ∧k(V ⊗Qp L, bσ).

Considérons alors
p. ∧k (p−1b) = p1−k. ∧k (b) ∈ (∧kG)(L)

et l’isocristal muni d’une action de F

((∧kV )⊗Qp L, p
1−k ∧k (b)σ) ∈ IsocL⊗F.

L’objet associé de IsocL/F est isomorphe à

N⊕r
d− k

n

où r = pgcd(n, k)
(
n

k

)
/n.

C’est donc le module de Dieudonné covariant d’un groupe formel p-divisible isocline ∧kX sur Fp

muni d’une action de OF , de dimension
(
n−1
k−1

)
et de hauteur d

(
n
k

)
et vérifiant

End(∧kX)×Q = GLr(D k
n
).
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Notons νG ∈ X∗(G) défini par z 7→ z−1Id et de même ν∧kG ∈ X∗(∧kG). Soit alors le cocaractère

∧k ◦ (νG.µ) : Gm,Qp

νG.µ−−−−→ GQp

∧k

−−−→ ∧kGQp

et
ν−1
∧kG

. ∧k ◦(νG.µ) ∈ X∗(∧kG).

Concrètement, après choix d’une base de V ,

ν−1
∧kG

. ∧k ◦(νG.µ) : Gm,Qp

// (∧kG)Qp

∼ // ∏
τ :F↪→Qp

GL(n
k),Qp

z
� // ( diag(z, · · · , z︸ ︷︷ ︸

q′τ

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
p′τ

)
)
τ :F↪→Qp

avec (p′τ , q
′
τ ) =

{(
0,

(
n
k

))
τ 6= τ0((

n−1
k−1

)
,
(
n−1

k

))
τ = τ0

.

On vérifie alors que la donnée(
F,∧k

FV, p
1−k ∧k b, ν−1

∧kG
∧k (νGµ)

)
est aussi une donnée local non ramifiée simple de type E.L. au sens de la définition 2.1.2.1. On note
∧kM̆LTn l’espace de Rapoport-Zink associée. Il s’agit d’un espace de déformations par quasi-isogénies
de ∧kX. Plus précisément, pour S un Spec(W (Fp))-schéma sur lequel p est localement nilpotent

∧kM̆LTn = {(X, ρ)}/ ∼

où X est un groupe p-divisible sur S muni d’une action de OF telle que l’action induite sur Lie(X)
soit donnée par le plongement τ0 : OF ↪→W (Fp) et

ρ : ∧kX×Spec(Fp) S −→ X ×S S

est une quasi-isogénie compatible à l’action de OF où S est la réduction modulo p de S.

Rappelons maintenant le morphisme de périodes (cf. [RZ96] 5.16). Soient (F, V, b, µ) une donnée
locale de type E.L non ramifiée simple avec pτ = 0 pour τ 6= τ0, et M̆ l’espace de Rapoport-Zink
associé (cf. 2.1.1). Soit (Xuniv, ρuniv) l’objet universel et E(Xuniv) l’extension vectorielle universelle
de Xuniv. Alors ρuniv couplé à la nature cristalline de l’extension vectorielle universelle nous donne
un isomorphisme canonique

D(X)W (Fp) ⊗W (Fp) OM̆rig ' LieE(Xuniv)rig.

En identifiant D(X)W (Fp)[1/p] avec V ⊗Qp L, on a un isomorphisme

V ⊗Qp
OM̆rig ' LieE(Xuniv)rig,

où pour un faisceau cohérent G sur M̆, on note Grig le faisceau cohérent associé sur M̆rig.
Considérons le morphisme composé

V ⊗F,τ0 OM̆rig → V ⊗Qp OM̆rig
∼−→ LieE(Xuniv)rig → Lie(Xuniv)rig.

C’est un homomorphisme surjectif de OM̆rig -modules localement libres. Cela nous donne un élément
de Grasspτ0

(V ⊗F,τ0 Ĕ)(M̆rig), autrement dit, le morphisme de périodes d’espaces rigides sur Sp Ĕ

π̆ : M̆rig → Grasspτ0
(V ⊗F,τ0 Ĕ).
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Ce morphisme est J(Qp)-équivariant.
En particulier, dans notre situation on a deux morphismes de périodes

π̆ : M̆rig
LTn
−→ P(V ⊗F Ĕ)

π̆ : (∧kM̆LTn)rig −→ Grass(n−1
k−1)(∧

kV ⊗F Ĕ)
.

Voici l’énoncé du théorème principal de ce chapitre.

Théorème 3.1.0.2. Pour 1 ≤ k ≤ n, il existe un morphisme de schémas formels ∧k : M̆LTn
→

∧kM̆LTn
γ-équivariant au sens où le diagramme

M̆LTnVV
∧k

// ∧kM̆LTnVV

D×
1
n

γ // GLr(D k
n
)

soit commutatif, où γ est induit par l’homomorphisme naturel

AutIsocL/F
(Nn−1

n
)→ AutIsocL/F

(∧kNn−1
n

).

De plus, notons (∧k)rig : M̆rig
LTn
→ (∧kM̆LTn)rig le morphisme induit d’espaces rigides.

(1) Alors (∧k)rig est compatible aux morphismes de périodes, i.e., le diagramme suivant est com-
mutatif

M̆rig
LTn

(∧k)rig //

π̆

��

(∧kM̆LTn
)rig

π̆

��
P(V ⊗F Ĕ) // Grass(n−1

k−1)(∧
kV ⊗F Ĕ)

où le morphisme en bas est défini comme suit : soit S̃ un Sp Ĕ-espace rigide et g : V ⊗F OS̃ � E un
élément de P(V ⊗F Ĕ)(S̃), alors on pose

∧k
FV ⊗F OS̃ � ∧k

FV ⊗F OS̃/ ∧
k
OS̃

(ker g)

son image dans Grass(n−1
k−1)(∧

kV ⊗F Ĕ)(S̃).

(2) Soit K ⊂ G(Zp) un sous groupe compact ouvert. Notons ∧kK l’image de K via ∧k : G→ ∧kG.
Alors (∧k)rig induit naturellement un morphisme de tours d’espaces rigides

(∧k)rigK : M̆rig
LTn,K → (∧kM̆LTn

)rig∧kK
.

On reporte la preuve du théorème à la section 3.3.

Corollaire 3.1.0.3. Lorsque k = n, on retrouve le morphisme déterminant :

(∧n)rigK = detK : M̆rig
LTn,K → (∧kM̆LTn

)rig∧kK
.

C’est une conséquence imédiate de la constrution des morphismes puissances extérieures.

3.2 La théorie des displays

3.2.1 Rappels
Pour constuire les morphismes puissances extérieures, on a besoin de la théorie des displays de

Zink qu’on rappelle brièvement (cf.[Zin02]).
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Définition 3.2.1.1 (Zink). Soit R un anneau. Un 3n-display sur R est un quadruplet (P,Q, F, V −1),
où

– P est un W (R)-module projectif de type fini,
– Q ⊂ P est un sous W (R)-module,
– F , V −1 sont des applications F -linéaires F : P → P , V −1 : Q→ P , où F : W (R)→W (R) est

le Frobenius de l’anneau des vecteurs de Witt,
tels que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. IRP ⊂ Q ⊂ P avec IR =V W (R) l’idéal d’augementation de W (R) où V : W (R)→ W (R) est
le Verschiebung. Et il existe une décomposition de P en une somme directe de W (R)-modules
P = L⊕ T telle que Q = L⊕ IRT .

2. V −1 : Q→ P est une épimorphisme F -linéaire.
3. Pour x ∈ P et λ ∈W (R), on a V −1(V λx) = λFx.

Remarque 3.2.1.1. Si R est un anneau local p-adique (i.e. complet et separé pour la topologie p-
adique) et P/IRP est un R-module libre alors P est un W (R)-module libre car W (R) est complet et
séparé pour la topologie IR-adique ([Zin02], prop 3).

Localement sur Spec(R), les W (R)-modules T et L sont libres avec comme bases e1, · · · , ed et
ed+1, · · · , eh respectivement. Il existe alors une matrice inversible (αij) à coefficient dans W (R) telle
que les relations suivantes sont satisfaites

Fej =
h∑

i=1

αijei pour j = 1, · · · , d

V −1ej =
h∑

i=1

αijei pour j = d+ 1, · · · , h

([Zin02] lemme 9). Localement cette matrice inversible (αij) définit le 3n-display par rapport à la
base (ei)1≤i≤h.

Pour un 3n-display (P,Q, F, V −1) sur R, il existe une l’application unique W (R)-linéaire

V ] : P → P ⊗W (R),F W (R)

telle que les équations suivantes sont satisfaites :

V ](wFx) = px⊗ w, ∀w ∈W (R), x ∈ P
V ](wV −1y) = y ⊗ w, ∀y ∈ Q,

([Zin02], lemme 10). On note F i

V ] l’application W (R)-linéaire

V ] ⊗W (R),F i Id : P ⊗W,F i W → P ⊗W,F i+1 W,

et note V n] la composée F n−1
V ] ◦ · · · ◦F V ] ◦ V ].

Définition 3.2.1.2 (Zink). Soit p localement nilpotent dans R.
1. On dit qu’un 3n-display satisfait la condition de V-nilpotence s’il existe un entier positive N

tel que l’appplication
V N] : P → P ⊗W (R),F N W (R)

s’annule modulo IR + pW (R).
2. Un display sur R est un 3n-display qui satisfait la condition de V-nilpotence.

Définition 3.2.1.3 (Zink). Soit R un anneau p-adique. Un 3n-display sur R est dit un display
si le 3n-display sur R/pR obtenu par changement de base est un display. On désigne par DispR la
catégoire des displays sur R.
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3.2.2 Displays munis d’une action de OF

Si R est un anneau dans lequel p est nilpotent, où bien R est p-adique, on a une équivalence de
catégories

BT : DispR
∼−−→ FBTR

où FBTR désigne la catégorie des groupes formels p-divisibles sur R ([Lau08], thm 1.1).
Étant donné que l’on s’intéresse aux groupes formels p-divisibles munis d’une action de OF , via

un quasi-inverse du foncteur BT , il est naturel de considérer les displays munis d’une action de OF .
Dans la suite de cette section, on suppose toujours que R est une W (Fp)-algèbre p-adique et on note
O := OF . Commençons par généraliser la définition des displays.

Définition 3.2.2.1. Un O-3n-display sur R est une donnée (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1), où

– P0 est un W (R)-module projectif de type fini,
– Q0 ⊂ P0 un sous W (R)-module,
– F̃ , Ṽ −1 sont des applications F d

-linéaires F̃ : P0 → P0, Ṽ −1 : Q0 → P0,
qui satisfont les conditions suivantes :

1. IRP0 ⊂ Q0 ⊂ P0 et il existe une décomposition de P0 en une somme directe de W (R)-modules
P0 = L0 ⊕ T0 telle que Q0 = L0 ⊕ IRT0.

2. Ṽ −1 : Q0 → P0 est un épimorphisme F d

-linéaire.

3. Pour x ∈ P0 et λ ∈W (R), on a Ṽ −1(V λ.x) =F d−1
λ.F̃ (x).

On note O − 3n-DispR la catégorie des O-3n-displays sur R.

Remarque 3.2.2.1. Soit P0 := (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) un O-3n-display sur R. Localement sur Spec(R),

les W (R)-modules T0 et L0 sont libres avec comme base e1, · · · , ed et ed+1, · · · , eh respectivement.
Alors, il existe une matrice inversible (αij) à coefficient dans W (R) telle que les relations suivantes
sont satisfaites

F̃ ej =
h∑

i=1

αijei for j = 1, · · · , d

Ṽ −1ej =
h∑

i=1

αijei for j = d+ 1, · · · , h

Localement, cette matrice inversible (αij) définit le O-3n-display P0.

Lemme 3.2.2.1. Soit (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) ∈ O − 3n-DispR. Il existe une unique application W (R)-

linéaire Ṽ ] : P0 → P0 ⊗W (R),F d W (R) vérifiant

Ṽ ](wF̃x) = px⊗ w, ∀w ∈W (R), x ∈ P0

Ṽ ](wṼ −1y) = y ⊗ w, ∀y ∈ Q0.

Démonstration. Puisque Ṽ −1(Q0) engendre le W (R)-module P0, la seconde condition détermine de
façon unique Ṽ ]. Montrons son existence. Soit P0 = L0 ⊕ T0 une décomposition normale. Alors,
Ṽ −1 ⊕ F̃ : L0 ⊕ T0 → P0 induit un isomorphisme linéaire (Ṽ −1 ⊕ F̃ )⊗ 1 : P0 ⊗W (R),F d W (R) ∼−→ P0.
Il suffit alors de poser

Ṽ ] = [(Ṽ −1 ⊕ F̃ )⊗ 1]−1 ◦ (IdL0 ⊕p IdT0).

Pour N ∈ N on définit alors une application linéaire

Ṽ N] : P0 −→ P0 ⊗W (R),F Nd W (R)

en itérant l’opérateur précédent.
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Définition 3.2.2.2. Un O-display est un O-3n-display (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) tel que pour N grand la

réduction modulo IR + pW (R) de l’application Ṽ N] : P0 → P0 ⊗W (R),F Nd W (R) soit nulle. On note
O −DispR la catégorie des O-displays sur R.

Le morphisme structural W (Fp) → R induit par composition avec le morphisme ∆ : W (−) →
W (W (−)) de Cartier un morphisme

W (Fp)
∆−−→W (W (Fp)) −→W (R).

On a donc
O ⊗Zp

W (R) ∼−−→
∏

τ :O→W (Fp)

W (R).

Ainsi, si M est un W (R)-module muni d’une action de O, on a une décomposition

M =
⊕

τ :O→W (Fp)

Mτ

où
Mτ = {x ∈M | a · x = τ(a)x, ∀a ∈ O}.

Définition 3.2.2.3.

1. On note 3n-DispR,O la catégorie des couples (P, ι) où P = (P,Q, F, V −1) est un 3n-display sur
R et ι : O → End3n-DispR

(P) est un homomorphisme de Zp-algèbres, tels que P/Q = (P/Q)τ0

i.e. l’action de OF sur l’espace tangent P/Q est donnée par le plongement τ0 : OF →W (Fp)→
R.

2. On note DispR,O la sous catégorie de 3n-DispR,O dont les objets sont les couples (P, ι) avec P
un display.

Proposition 3.2.2.1. Il y a une équivalence de catégories

β : 3n-DispR,O
∼−−→ O − 3n-DispR .

Démonstration. Commençons par construire β. Soit donc ((P,Q, F, V −1), ι) ∈ 3n-DispR,O. On a
alors pour tout plongement τ

F : Pτ −→ Pστ

V −1 : Qτ −→ Pστ .

De plus, Pτ = Qτ si τ 6= τ0. Posons alors

F̃ = (V −1)d−1 ◦ F : Pτ0 −→ Pτ0

Ṽ −1 = (V −1)d : Qτ0 −→ Pτ0 .

On vérifie alors immédiatement que

β((P,Q, F, V −1), ι) := (Pτ0 , Qτ0 , F̃ , Ṽ
−1) ∈ O − 3n-DispR .

Cela définit le foncteur β. Construisons maintenant un inverse de ce foncteur. Soit (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) ∈

O − 3n-DispR. Posons pour 0 ≤ i ≤ d− 1,

Pi = P0 ⊗W (R),F i W (R)

Qi =

{
Q0 si i = 0
Pi si i 6= 0.

Soient alors

P =
n−1⊕
i=0

Pi et Q =
n−1⊕
i=0

Qi
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sur lesquels OF agit sur le facteur indéxé par i via σiτ0 : OF → W (Fp) → W (R). On note dans la
suite Pd := P0. Fixons une décomposition normale

P0 = L0 ⊕ T0.

Utilisant cette décomposition on va définir pour i ∈ {0, . . . , d− 1} deux opérateurs F -linéaires

F : Pi −→ Pi+1 et V −1 : Qi −→ Pi+i

ce qui définira en prenant leur somme directe deux opérateurs F -linéaires commutant à l’action de
OF

F : P −→ P et V −1 : Q −→ P.

Pour i ∈ {1, · · · , d− 2} posons donc

V −1 : P0 ⊗W (R),F i W (R) −→ P0 ⊗W (R),F i+1 W (R)
x⊗ 1 7−→ x⊗ 1

et

F : P0 ⊗W (R),F i W (R) −→ P0 ⊗W (R),F i+1 W (R)
x⊗ 1 7−→ x⊗ p.

Pour i = 0, en notant x ∈ L0, y ∈ T0 et λ ∈W (R), soient

V −1 : Q0 −→ P0 ⊗W (R),F W (R)

x+Vλ.y 7−→ x⊗ 1 + y ⊗ λ

et

F : P0 −→ P0 ⊗W (R),F W (R)
x+ y 7−→ x⊗ p+ y ⊗ 1.

Enfin, pour i = d− 1 posons en notant x ∈ L0 et y ∈ T0

V −1 : P0 ⊗W (R),F d−1 W (R) −→ P0

(x+ y)⊗ 1 7−→ Ṽ −1(x) + F̃ (y)

et

F : P0 ⊗W (R),F d−1 W (R) −→ P0

(x+ y)⊗ 1 7−→ pṼ −1(x) + pF̃ (y).

On vérifie sans difficulté que (P,Q, F, V −1) ∈ 3n-DispR,O. La définition des opérateurs F et V −1

précédente dépend du choix d’une décomposition normale P0 = L0⊕T0. Supposons choisis une autre
telle décomposition P0 = L′0 ⊕ T ′0. Les inclusions composées avec les projections

L0 ↪→ P0 � L′0

T0 ↪→ P0 � T ′0

sont des isomorphismes modulo IR. Ce sont donc des isomorphismes. Il existe donc un unique auto-
morphisme

f ∈ AutW (R)(P0)

vérifiant f(L0) = L′0, f(T0) = T ′0 et tel que f|L0 : L0
∼−→ L′0 et f|T0 : T0

∼−→ T ′0 soient ces iso-
morphismes. Le morphisme F -linéaire V −1 : IR → W (R) induit un morphisme linéaire IR ⊗W (R),F

W (R)→W (R). Puisque T ′0 est un W (R)-module projectif on en déduit un morphisme

α : IRT ′0 ⊗W (R),F W (R) 7−→ T ′0 ⊗W (R),F W (R)
Vλx⊗ 1 7−→ x⊗ λ.
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Soit alors

g : P0 ⊗W (R),F W (R) −→ P0 ⊗W (R),F W (R)

(x+ y)⊗ 1 7−→
(
f(a) + p(b− f(b))

)
⊗ 1︸ ︷︷ ︸

∈L′0⊗W (R)

+ f(b)⊗ 1 + α
(
(a− f(a))⊗ 1

)︸ ︷︷ ︸
∈T ′0⊗W (R)

.

où x ∈ L0 et y ∈ T0. Modulo pW (R) ce morphisme est un isomorphisme car f en est un. Puisque
W (R) est p-adiquement séparé complet on en déduit que g est un isomorphisme. Soit alors l’auto-
morphisme h de P donné par

h =
d−1⊕
i=0

hi avec hi =

{
Id si i = 0
g ⊗ Id si i 6= 0

où g⊗Id est défini en écrivant pour i ≥ 1, P0⊗W (R),F iW (R) = (P0⊗W (R),FW (R))⊗W (R),F i−1W (R).
Soient F ′ et (V −1)′ les opérateurs définis à partir de la décomposition normale P0 = L′0 ⊕ T ′0. On
vérifie immédiatement que

h : (P,Q, F, V −1) ∼−−→ (P,Q, F ′, (V −1)′)

est un isomorphisme de displays. Cet isomorphisme g a été construit canoniquement en les deux
décompositions normales. On en déduit un foncteur

O − 3n-DispR −→ 3n-DispR,O

(par exemple en prenant la limite projective sur toutes les décompositions normales) dont on vérifie
que c’est un inverse de β.

Proposition 3.2.2.2. L’équivalence de la proposition 3.2.2.1 se restreint en une équivalence

β : DispR,O
∼−−→ O −DispR .

Démonstration. Avec les notations de la démonstration 3.2.2.1, si

P =
⊕

τ

Pτ

alors
V ] : Pτ −→ Pσ−1τ ⊗W (R),F W (R)

et donc
V d] : Pτ −→ Pτ ⊗W (R),F d W (R).

On vérifie alors en utilisant la propriété caractérisant Ṽ ] que

(V d])|Pτ0
= Ṽ ].

Il en résulte que pour tout entier N
(V dN])|Pτ0

= Ṽ N].

On en déduit que si (P,Q, F, V −1) est un display alors (Pτ0 , Qτ0 , F̃ , Ṽ
−1) est un O-display. Récipro-

quement, supposons que (V d])|Pτ0
satisfasse à la condition de nilpotence caractérisant un O-display.

Soit i ∈ {1, . . . , d− 1}. L’épimorphisme F i

-linéaire

V −i : Qτ0 −→ Pσiτ0

induit la surjection linéaire
αi : Qτ0 ⊗W (R),F i W (R) � Pσiτ0 .
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Alors, pour N ≥ i, le composé

Qτ0 ⊗W (R),F i W (R) αi−−−→ Pσiτ0

V N]

−−−−→ Pσi−N τ0 ⊗W (R),F N W (R)

est égal au composé

Qτ0⊗W (R),F iW (R) −→ Pτ0⊗W (R),F iW (R) V (N−i)]⊗Id−−−−−−−−−→
(
Pσi−N τ0⊗W (R),F N−iW (R)

)
⊗W (R),F iW (R).

Puisque αi est surjectif, on en déduit que si Ṽ n] est nul modulo IR + pW (R) alors (V (dn+i)])|Pσiτ0

l’est également.

Définition 3.2.2.4. On note FBTR,O la catégorie des O-modules formels p-divisibles sur R, c’est
à dire les groupes p-divisibles formels sur R munis d’une action de OF telle que l’action induite sur
leur algèbre de Lie soit donnée par le morphisme structural OF → R.

On a donc une équivalence de catégories obtenue par composition des équivalences précédentes

BT R,O : O −DispR
β−1

−−−−→ DispR,O
BT−−−→ FBTR,O .

Enfin, lorsque R = Fp, il existe deux foncteurs

O −DispFp
−→ IsocL/F

(P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) 7−→ (P0[ 1p ], F̃ )

et

DispFp,O −→ IsocL⊗F

(P,Q, F, V −1, ι) 7−→ (P [ 1p ], F, ι)

Cependant, il faut faire attention à ce que via l’équivalence IsocL⊗F
∼−→ IsocL/F rappelée dans la

section 3.1, le diagramme suivant

O −DispFp

β−1

∼
//

��

DispFp,O

��
IsocL/F

∼ // IsocL⊗F

n’est pas tout à fait commutatif. En effet, si β(P,Q, F, V −1, ι) = (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) alors via IsocL/F

∼−→
IsocL⊗F ,

(P0[ 1p ], pd−1F̃ ) 7−→ (P [ 1p ], F, ι).

3.2.3 Puissances extérieures d’un display de dimension 1

Définition 3.2.3.1. Un 3n-display (resp. O-3n-display) P (resp. P0) est dit de dimension 1 si T
(resp. T0) est localement libre de dimension 1 pour une décomposition normale P = L ⊕ T (resp.
P0 = L0 ⊕ T0).

Bien sûr, via l’équivalence β : DispR,O
∼−→ O−DispR les objets de dimension 1 se correspondent.

Via le foncteur BT R,O ils correspondent aux O-modules formels p-divisibles de dimension 1. En effet,
si le groupe p-divisible H est associé au display (P,Q, F, V −1) alors LieH = P/Q. Notons

Dispdim=1
R,O , O −Dispdim=1

R et FBTdim=1
R,O
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ces catégories d’objets de dimension 1. Dans cette section on définit pour un entier k ∈ N un foncteur

∧k : FBTdim=1
R,O −→ FBTR,O .

Pour cela il suffit de définir via les équivalences précédentes un foncteur

∧k : O −Dispdim=1
R −→ O −DispR .

Soit donc (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) ∈ O −Dispdim=1

R . Considérons le W (R)-module projectif ∧kP0 (les puis-
sances extérieures sont celles de W (R)-modules). Notons

Q
(k)
0 := Im

(
∧k Q0 −→ ∧kP0

)
.

Proposition 3.2.3.1. Il existe un unique O-display (∧kP0, Q
(k)
0 , F̃ , Ṽ −1) tel que

Ṽ −1(x1 ∧ · · · ∧ xk) = Ṽ −1(x1) ∧ · · · ∧ Ṽ −1(xk)

lorsque x1, . . . , xk ∈ Q0.

Démonstration. La formule donnée détermine de façon unique l’opérateur Ṽ −1 sur Q(k)
0 et donc

l’opérateur F̃ sur ∧kP0 car par définition d’un O-display celui-ci doit satisfaire F̃ (x) = Ṽ −1(V 1.x).
On en déduit l’unicité. Passons à l’existence. Soit P0 = L0⊕T0 une décomposition normale. Puisque
T0 est un W (R)-module projectif de rang 1 on a

∧kP0 = ∧kL0 ⊕ ∧k−1L0 ⊗ T0

Q
(k)
0 = ∧kL0 ⊕ IR. ∧k−1 L0 ⊗ T0.

Posons via cette décomposition

F̃|∧kL0 = ∧k−1Ṽ −1 ∧ F̃
F̃|∧k−1L0⊗T0 = ∧k−1Ṽ −1 ⊗ F̃

et puisque IR. ∧k−1 L0 ⊗ T0 = IR ⊗ ∧k−1L0 ⊗ T0 (cela résulte de ce que ∧k−1L0 ⊗ T0 est projectif)

Ṽ −1
|∧kL0

= ∧kṼ −1

Ṽ −1
|IR⊗∧k−1L0⊗T0

= (F d−1 ◦ V −1)⊗ ∧k−1Ṽ −1 ⊗ F̃ .

On vérifie aisément que cela définit un O-3n-display. De plus, l’opérateur Ṽ ] : ∧kP0 → ∧kP0⊗W (R),F

W (R) est la puissance extérieure k-ième de l’opérateur Ṽ ] : P0 → P0 ⊗W (R),F W (R). Il en résulte
que la condition de nilpotence caractérisant les O-display est satisfaite.

Notons
∧k : O −Dispdim=1

R −→ O −DispR

le foncteur défini grâce à la proposition précédente. Soit P = (P,Q, F, V −1) ∈ Dispdim=1
R,O et P0 =

(P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) = β(P) ∈ O −Dispdim=1

R . On a alors

∧kP0 = β
( k∧

W (R)⊗O

P,Q(k), F, V −1
)

où

Q(k) = Im
( k∧

W (R)⊗O

Q −→
k∧

W (R)⊗O

P
)

et V −1 est l’unique opérateur F -linéaire tel que

V −1(x1 ∧ · · · ∧ xk) = V −1(x1) ∧ · · · ∧ V −1(xk).
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On note encore
∧k : FBTdim=1

R,O −→ FBTR,O

le foncteur déduit sur les O-modules formels p-divisibles de dimension 1.

Rappelons que l’on a défini dans la section 3.1 un foncteur ∧k : IsocL/F → IsocL/F . On a alors
un diagramme

O −Dispdim=1
Fp

∧k
//

��

O −DispFp

��
IsocL/F

∧k
// IsocL/F

qui ne commute pas tout à fait car si (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) ∈ O −Dispdim=1

Fp
alors

∧k(P0[ 1p ], F̃ ) =
(
(∧kP0)[ 1p ], p(k−1)F̃

)
.

On en déduit alors que le groupe p-divisible muni d’une action de OF , ∧kX défini dans la section
3.1 seulement à isogénie près (on a défini dans cette section son isocristal seulement) provient d’un
O-module formel canoniquement défini, pas seulement à isogénie près, que l’on note encore ∧kX.

3.3 Construction du morphisme puissances extérieures

3.3.1 Construction du morphisme de schémas formels M̆LTn → ∧kM̆LTn

Étant donné un anneau p-adique R, on a construit dans la section précédente un foncteur

∧k : FBTdim=1
R,O −→ FBTR,O .

Il résulte de la construction de ce foncteur qu’il est compatible au changement de base lorsque R
varie : pour R→ R′ et X ∈ FBTR,O on a un isomorphisme canonique

∧k(X ⊗R R′) ∼−−→ (∧kX)⊗R R′.

Soit maintenant FBTR,O ⊗F la catégorie des O-modules formels p-divisibles à isogénie près. Ses
objets sont les mêmes que ceux de FBTR,O mais on prend comme morphismes

HomFBTR,O ⊗F (X,Y ) := HomFBTR,O (X,Y )[ 1p ].

Les isomorphismes dans FBTR,O ⊗F sont les quasi-isogénies compatibles à l’action de OF . On définit
de même O −DispR⊗F . L’équivalence BT R,O s’étend alors en une équivalence

BT R,O : O −DispR⊗F
∼−−→ FBTR,O ⊗F.

Bien que non-linéaire, le foncteur ∧k s’étend en un foncteur

∧k : FBTdim=1
R,O ⊗F −→ FBTR,O ⊗F.

En effet, si u ∈ HomFBTR,O (X,Y ) et i ∈ Z il suffit de poser

∧k(pi.u) = pik. ∧k u.

À partir de ces observations, il est facile de construire le morphisme

∧k : M̆LTn −→ ∧kM̆LTn .
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En effet, si R est une W (Fp)-algèbre annulée par une puissance de p et (X, ρ) ∈ M̆LTn
(R) où

ρ : X⊗Fp
R/pR→ X ⊗R R/pR est une quasi-isogénie on pose

∧k(X, ρ) := (∧kX,∧kρ) ∈ ∧kM̆LTn
(R).

Cela définit un morphisme de foncteurs M̆LTn
→ ∧kM̆LTn

lorsque R varie et donc notre morphisme
de schémas formels

∧k : M̆LTn −→ ∧kM̆LTn .

Le foncteur ∧k induit un morphisme de groupes

γ : D×
1
n

= End(X)×Q −→ End(∧kX)×Q ' GLr(D k
n
).

Alors, si g ∈ End(X)×Q = AutFBTFp,O⊗F (X) et (X, ρ) ∈ M̆LTn
(R) on a

∧k
(
g.(X, ρ)

)
= ∧k

(
(X, ρ ◦ g−1)

)
= (∧kX,∧k(ρ ◦ g−1))
= (∧kX,∧k(ρ) ◦ ∧k(g)−1)
= γ(g). ∧k (X, ρ).

Le morphisme de schémas formels ∧k : M̆LTn → ∧kM̆LTn est donc compatible aux actions de D×
1
n

et GLr(D k
n
) via γ.

3.3.2 Compatibilité aux morphismes de périodes
Soit X un O-module formel p-divisible sur R. Notons S = Spec(R) et Σ = Spec(W (Fp)). Soit E

le cristal de Dieudonné covariant de X sur NCRIS(S/Σ). Il y a une décomposition

E =
⊕

τ :F↪→Qp

Eτ .

Le cristal Eτ0 est le cristal algèbre de Lie de la O-extension vectorielle universelle (cf. [Far08] Appen-
dice B). Le Frobenius de la réduction modulo p de X définit un morphisme de cristaux

V : E −→ E(p)

vérifiant V : Eτ → (Eσ−1τ )(p). La puissance d-ième de ce morphisme définit un morphisme

Ṽ : Eτ0 −→ E(q)
τ0
.

Ce morphisme est le morphisme induit au niveau des cristaux algèbre de Lie de la O-extension vec-
torielle universelle par le morphisme de O-module formels p-divisibles sur R/pR qui est la puissance
r-ième du Frobenius de X ⊗R/pR ((X ⊗R/pR)(q) est encore un O-module formel). Notons donc

DO(X) = Eτ0 .

La O-extension vectorielle universelle

0 −→ VO(X) −→ EO(X) −→ X −→ 0

fournit une suite exacte au niveau des algèbres de Lie

0 −→ VO(X) −→ DO(X)S −→ LieX −→ 0

où DO(X)S est l’évaluation du cristal sur l’épaississement tautologique. Notons

Fil DO(X)S := VO(X)

la filtration de Hodge.
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Proposition 3.3.2.1. Il y a un isomorphisme canonique en X ∈ FBTdim=1
R,O(

∧k DO(X),∧kṼ ,∧k Fil DO(X)
) ∼−−→

(
DO(∧kX), Ṽ ,Fil DO(∧kX)

)
.

Démonstration. Soit P = (P,Q, F, V −1, ι) ∈ DispR,O le display muni de son action de O associé à
X. Soit KP le cristal de Witt associé à P ([Zin02] def. 4.7). C’est un cristal en W (OS/Σ)-modules
tel que sa réduction modulo l’idéal d’augmentation de W (OS/Σ),

DP := KP ⊗W (OS/Σ) OS/Σ,

soit le cristal de Dieudonné covariant de X. De plus, via cette identification

(KP)S = P et Q/IRP = Fil(DP)S ,

la filtration de Hodge qui est la partie vectorielle de l’extension vectorielle universelle. Soit B � A un
épaississement à puissances divisées nilpotentes de noyau a où A est une R-algèbre et B une W (Fp)-
algèbre annulée par une puissance de p. Notons XA ∈ FBTA,O et PA ∈ DispA,O les changements de
base via R→ A. Soit X ′ ∈ FBTB,O relevant XA et P ′ = (P ′, Q′, F ′, V ′−1, ι) ∈ DispB,O son display
muni d’une action de O. On a alors un isomorphisme

αX′ : (KP)B�A
∼−−→ P ′.

Si de plus X ′′ est un autre relèvement associé à P ′′ = (P ′′, Q′′, F ′′, V ′′−1, ι)

αX′′ ◦ α−1
X′ : P ′ ∼−−→ P ′′

se décrit de la façon suivante ([Zin02] chap. 2). Les puissances divisées de a définissent un plongement
a ↪→ W (a) tel que IB + a = ker(W (B) � W (A) � A). Soient Q̂′ = Q′ + aP ′ et Q̂′′ = Q′′ + aP ′′. Il
existe alors des uniques extensions des opérateurs V ′−1 et V ′′−1

V ′−1 : Q̂′ −→ P ′

V ′′−1 : Q̂′′ −→ P ′′

vérifiant V ′−1aP ′ = 0 et V ′′−1aP ′′ = 0. Alors, αX′ ◦ α−1
X′ est l’unique morphisme compatible à ces

extensions, à F ′ et F ′′ et relevant l’identité du display PA vu comme la réduction de P ′′ et P ′′ via
B � A :

αX′′ ◦ α−1
X′ : (P ′, Q̂′, F ′, V ′−1) ∼−−→ (P ′′, Q̂′′, F ′′, V ′′−1).

LesO-modules formels ∧kX ′ et ∧kX ′′ sont des relèvements de ∧kXA de displays notés (∧kP ′, Q′(k), F ′, V ′−1)
et (∧kP ′′, Q′′(k), F ′′, V ′′−1) où ∧k := ∧k

W (B)⊗O
ici, Q′(k) = Im(∧kQ′ → ∧kP ′) et de même pour Q′′(k).

Notons ∧kP ∈ DispR,O la puissance extérieure k-ième de P. Il existe alors des isomorphismes cano-
niques

α∧kX′ : (K∧kP)B�A
∼−−→ ∧kP ′

α∧kX′′ : (K∧kP)B�A
∼−−→ ∧kP ′′.

L’isomorphisme α∧kX′′ ◦ α−1
X′ est caractérisé comme précédemment. Montrons que

∧k(αX′′ ◦ α−1
X′ ) = α∧kX′ ◦ α−1

∧kX′′ .

On suppose pour cela que O = Zp, la preuve étant un peu fastidieuse mais identique lorsque O est
plus général. Notons u = αX′′ ◦ α−1

X′ . Il s’agit de montrer que pour x ∈ Q̂′(k) = Q′(k) + a. ∧k P ′,

(∧ku)(V ′−1(x)) = V ′′−1((∧ku)(x)) (3.1)

(la commutation de ∧ku à F ′ et F ′′ résulte de celle à V ′−1 et V ′′−1 grâce aux formules F ′(x) =
V ′−1(V 1.x) et F ′′(y) = V ′′−1(V 1.y)). Or,

Q̂′(k) = Im
(
∧k Q̂′ −→ ∧kP ′

)
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De plus, pour x1, . . . , xk ∈ Q̂′,

V ′−1(x1 ∧ · · · ∧ xk) = V ′−1(x1) ∧ · · · ∧ V ′−1(xk).

En effet, par définition du produit extérieur des displays, cette formule est valable pour x1, . . . , xk ∈
Q′. De plus les deux quantités sont nulles si x1 ∈ a.Q′. On conclut immédiatement quant à la validité
de la formule (3.1).

Il résulte de ce que l’on vient de montrer que l’on a un isomorphisme de cristaux en W (OS/Σ)⊗O-
modules

∧k

W (OS/Σ)⊗O
KP

∼−−→ K∧kP .

Il en est donc de même pour les cristaux de Dieudonné. La proposition s’en déduit facilement.

Vérifions maintenant la compatibilité de

∧k : M̆rig
LTn
−→ (∧kM̆LTn)rig

aux morphismes de périodes. Soit R une W (Fp)-algèbre p-adique sans p-torsion que l’on munit de
la topologie p-adique. Soit (X, ρ) ∈ M̆LTn(R). Notons DO le foncteur cristal algèbre de Lie de la
O-extension vectorielle universelle d’un O-module formel p-divisible. On a par la propriété de cristal

DO(X⊗Fp
R/pR)R�R/pR = DO(X)W (Fp)�Fp

⊗W (Fp) R.

De plus, la quasi-isogénie ρ : X⊗Fp
R/pR −→ X ⊗R R/pR induit un isomorphisme

ρ∗ : DO(X⊗Fp
R/pR)R�R/pR[ 1p ] ∼−−→ DO(X ⊗R R/pR)R�R/pR[ 1p ].

On a
DO(X ⊗R R/pR)R�R/pR = DO(X)R

qui est muni de sa filtration de Hodge Fil DO(X)R. Alors,

ρ−1
∗ (Fil[ 1p ]) ⊂ DO(X)W (Fp)�Fp

⊗W (Fp) R[
1
p
]

définit un élément de P(R[ 1p ]) où P est l’espace projectif sur DO(X)W (Fp)�Fp
[ 1p ]. Cet élément est

l’image de (X, ρ) ∈ M̆LTn
(R) par le morphisme de périodes. D’après la proposition il existe des

isomorphismes
∧kDO(X) ∼−−→ DO(∧kX)

et
∧kDO(X) ∼−−→ DO(∧kX)

tels que Fil DO(∧kX)R = ∧k Fil DO(X)R. Ces isomorphismes sont canoniques au sens où ∧k(DO(ρ)) =
DO(∧kρ). La compatibilité de ∧k aux morphismes de périodes s’en déduit.

3.3.3 Extension à la tour d’espaces rigides
3.3.3.1 Dualité des O-modules formels p-divisibles

Soit P = (P0, Q0, F̃ , Ṽ
−1) ∈ O−DispR avec R comme précédemment. On définit un O-3n-display

dual P∨ de la façon suivante. Posons

P∨ = (P ∗0 , Q̂0, F̃ , Ṽ
−1)

où :
– P ∗0 = HomW (R)(P0,W (R)) est le dual du W (R)-module projectif P0,
– Q̂0 = {f ∈ P ∗0 | f(Q0) ⊂ IR},
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– si Ṽ ] : P0 → P0 ⊗W (R),F d W (R) alors pour f ∈ P ∗0 , F̃ f =
(
(F d◦f)⊗ Id

)
◦ Ṽ ],

– pour f ∈ Q̂0, Ṽ −1f est l’unique élément de P ∗0 tel que pour tout x ∈ Q0, (Ṽ −1f)(Ṽ −1x) =F d−1◦V −1

f(x).
Dans la définition de Ṽ −1f , le fait qu’un tel opérateur soit unique résulte de ce que Ṽ −1 : Q0 → P0

est un epimorphisme F -linéaire. L’existence de cet opérateur se vérifie en prenant une décomposition
normale de P0.

Lorsque O = Zp et X ∈ FBTO,R est tel que BT R,O(X) = P, Zink a montré dans [Zin02] que
P∨ est un display si et seulement si le dual de Cartier X∨ est formel et que si c’est le cas alors
BT R,O(X∨) = P∨. Pour O général, lorsque P∨ est un display on note X∨ ∈ FBTR,O tel que
BT R,O(X∨) = P∨. On a bien sûr alors (X∨)∨ = X. Il est probable que l’on puisse interpréter le
dual X∨ au sens de la dualité introduite par Faltings dans [Fal02a].

Soit R un anneau satisfaisant les hypothèses de la section 1.1.1. Reprenons les notations du
théorème de comparaison du chapitre 1. Soit X ∈ FBTR,O tel que X∨ ∈ FBTR,O soit défini. Soit
E l’évaluation du cristal algèbre de Lie de la O-extension vectorielle universelle de X sur l’épais-
sissement Acris(R) � R̂. Notons FilE sa filtration de Hodge, c’est à dire Fil1Acris.E ⊂ FilE et
FilE/Fil1Acris.E = LieX ⊗ R̂. Il y a un opérateur ϕd-linéaire Ṽ −1 : FilE → E. Supposons LieX
et LieX∨ libres. Le théorème de comparaison du chapitre 1 se traduit alors en un isomorphisme de
OF -modules

Tp(X) ∼−−→ (FilE)Ṽ −1=Id.

L’évaluation du cristal de X∨ s’identifie alors à E∗ = Hom(E,Acris). De plus,

FilE∗ = {f ∈ E∗ | f(FilE) ⊂ Fil1Acris}.

Il y a alors un accouplement

(FilE)Ṽ −1=Id × (FilE∗)Ṽ −1=Id −→ (Fil1Acris)ϕd=p = OF .tLT

où tLT est la période d’un groupe de Lubin-Tate associé à F |Qp. Cela définit un accouplement

Tp(X)× Tp(X∨) −→ OF .tLT .

Lorsque O = Zp, cet accouplement est l’accouplement de la dualité de Cartier et est donc parfait.
On admettra que c’est le cas pour O général. Cela devrait résulter naturellement d’un lien entre la
notion de dualité introduite et celle de [Fal02a]. On doit pouvoir également le vérifier directement
en adaptant la preuve de la proposition 1.3.4.1 (il suffit essentiellement de remplacer ϕ par ϕd).

3.3.3.2 Extension à la tour

La proposition qui suit implique que le morphisme d’espaces rigides (∧k)rig s’étend au niveau des
tours d’espaces rigides, c’est à dire le point (2) du théorème 3.1.0.2.

Proposition 3.3.3.1. Soit T1, resp. T2, le OF -système local D×
1
n

-équivariant, resp. GLr(D k
n
)-équivariant,

sur M̆rig
LTn

, resp. ∧kM̆rig
LTn

, qui est le module de Tate de la déformation universelle. Via

(∧k)rig : M̆rig
LTn
−→ ∧kM̆rig

LTn

il existe un isomorphisme de systèmes locaux D×
1
n

-équivariants

(∧k)rig∗T2
∼−−→ ∧kT1

où l’action de D×
1
n

sur le membre de gauche est déduite de γ : D×
1
n

→ GLr(D k
n
).
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Cette proposition va elle même résulter du résultat qui suit. Reprenons les hypothèses et notations
du chapitre 1. Soit R un anneau satisfaisant les hypothèses de la section 1.1.1 et R l’anneau associé.
Supposons que R soit de plus une W (Fp)-algèbre. Soit X ∈ FBTdim=1

R,O et ∧kX ∈ FBTR,O. Supposons
que Notons Tp(X) = Hom(Qp/Zp, X

R̂
) et de même Tp(∧kX). Ce sont des OF -module libres de rang

fini munis d’une action continue de Γ = Gal(R|R). Supposons que LieX et LieX∨ sont desR-modules
libres. La proposition précédente résulte alors de la suivante.

Proposition 3.3.3.2. Il existe un isomorphisme canonique de OF -modules munis d’une action de
Γ

∧kTp(X) ∼−−→ Tp(∧kX).

Démonstration. Soit E le cristal algèbre de Lie de la O-extension vectorielle universelle de X et Fil ER
sa filtration de Hodge (cf. section 3.3.2). Notons

E = E
Acris(R)�R̂

.

Il est muni d’une filtration de Hodge FilE contenant Fil1Acris.E telle que FilE/Fil1Acris.E =

Fil ER ⊗R R̂. Soit ϕ le Frobenius cristallin de Acris. Il y a de plus un opérateur ϕd-linéaire

Ṽ −1 : FilE −→ E.

Le théorème de comparaison du chapitre 1 s’écrit alors sous la forme

Tp(X) = (FilE)Ṽ −1=Id

où la structure de O-module sur Tp(X) est donnée par τ0 : OF
∼−−→ W (Fp)σd=Id et W (Fp)σd=Id ⊂

Aϕd=Id
cris . Notons ∧kE la puissance extérieure k-ième du Acris-module libre E. D’après la proposition

3.3.2.1 et le théorème de comparaison appliqué à ∧kX on a

Tp(∧kX) = (Fil∧kE)∧
k Ṽ −1=Id

où
Fil∧kE = Im(∧k FilE −→ ∧kE).

Il y a donc un morphisme canonique compatible à l’action de Γ

α : ∧kTp(X) −→ Tp(∧kX).

Montrons que c’est un isomorphisme. L’accouplement parfait

Tp(X)× Tp(X∨) −→ OF .tLT

induit un accouplement parfait

∧kTp(X)× ∧kTp(X∨) −→ OF .t
k
LT . (3.2)

Il y a de plus un accouplement naturel

Fil(∧kE)∧
kṼ −1=Id × ∧k((FilE∗)Ṽ −1=Id) −→ (Fil1Acris)ϕd=p = OF .tLT

qui définit un accouplement

Tp(∧kX)× ∧kTp(X∨) −→ OF .tLT (3.3)

tel qu’on ait un diagramme commutatif

∧kTp(X) ×

α

��

∧kTp(X∨) // OF · tkLT

Tp(∧kX) × ∧kTp(X∨) // OF · tkLT

.
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Les O-modules Tp(∧kXuniv), ∧kTp(Xuniv) et ∧kTp((Xuniv)∨) sont tous libres de rang
(
n
k

)
. En fixant

une OF -base de chacun, soient les accouplements (3.2) et (3.3) donnés par les matrices M1 et M2,
et α donné par la matrice Mα. Alors on a M1 =tMαM2. La matrice Mα est donc inversible car M1

l’est et M2 est à coefficients entiers. Le morphisme α est donc un isomorphisme.





Chapitre 4

Le groupe de Mumford-Tate p-adique
générique

4.1 Introduction
Soit une donnée de Rapoport-Zink non ramifié simple de type E.L (F, V, b, µ) (2.1.2) ou bien une

donnée de Rapoport-Zink non ramifié simple de type P.E.L (F, ∗, V,< ·, · >, b, µ) (2.1.3), de corps
réflex local E. Rappelons que l’on a fixé une clôture algébrique Qp de Q, que E ⊂ Qp et que l’on note

Ĕ le complété de l’extension maximale non-ramifiée de E dans Qp. On note Ĕ la clôture algébrique
de Ĕ associée au plongement canonique E ⊂ Qp.

Soit F̆ l’espace homogène sous GĔ associé des sous-groupes paraboliques de type µ que l’on voit
comme une variété algébrique sur Ĕ. Soit

F̆a ⊂ F̆an

l’ouvert admissible qui est l’image du morphisme de périodes dans l’espace analytique de Berkovich
associé à F̆ (cf. section 2.5). Nous n’utiliserons en fait dans ce chapitre que les points de F̆a à valeurs
dans une extension de degré fini de Ĕ. En particulier, nous n’utiliserons pas la structure d’espace
analytique sur cet ouvert. De plus, d’après Colmez et Fontaine, de tels points coïncident avec les
points à valeurs dans une extension de degré fini de Ĕ de l’ouvert faiblement admissible F̆fa ([RZ96]
chapitre 1 et [DRO10]) où

F̆a ⊂ F̆fa ⊂ F̆an.

Si x ∈ F̆a(K) avec Ĕ|K|Ĕ et [K : Ĕ] < +∞, il lui est associé une classe de G(Qp)-conjugaison {ξx}
de morphismes continus

ξx : Gal(Ĕ|K) −→ G(Qp).

Avec les notations de la section 2.5, soit

π̆ : M̆an −→ F̆a

le morphisme de périodes, Xuniv la déformation universelle sur M̆. Si y ∈ M̆an(K) est tel que
π̆(y) = x regardons la représentation galoisienne sur le module de Tate

Gal(Ĕ|K) −→ GLF (Vp(Xuniv
y ))

dans le cas EL,
Gal(Ĕ|K) −→ GU(Vp(Xuniv

y ), < . , . >)

dans le cas PEL unitaire, où < . , . >: Vp(Xuniv
y )× Vp(Xuniv

y )→ Qp(1) est donné par la polarisation
de Xuniv et

Gal(Ĕ|K) −→ Gsp(Vp(Xuniv
y ), < . , . >)

113
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dans le cas PEL symplectique. Le morphisme ξx est alors obtenu après avoir fixé un isomorphisme

V ' Vp(Xuniv
y )

de F -espaces vectoriels, compatible aux produits symplectiques dans le cas PEL (ce qui est possible
d’après la trivialité du torseur des périodes).

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’image de ces morphismes ξx lorsque x est comme précédemment
et varie dans l’espace des périodes. Plus précisément, on s’intéresse à l’algèbre de Lie du groupe de
Lie p-adique Im ξx ⊂ G(Qp),

Lie(Im ξx) ⊂ LieG

(qui est donc bien définie à G(Qp)-conjugaison près via l’action adjointe Ad : G(Qp)→ Aut(LieG)).
C’est une sous-Qp-algèbre de Lie de LieG (mais pas une sous-F -algèbre de Lie en général). On
démontre sous une hypothèse nécessaire concernant les polygones de Hodge et Newton que nous
précisons dans la suite que pour x « générique » en un sens que nous précisons plus loin,

Lie(Im ξx) = LieG

soit encore, l’image de ξx est ouverte dans G(Qp).

D’après Serre ([Ser79]) et Sen ([Sen73]), l’algèbre de Lie de Im ξx est algébrique et Im ξx est un
sous-groupe ouvert de son enveloppe algébrique. De plus, si Cp est le complété de Ĕ, la décomposition
de Hodge-Tate de cette représentation fournit canoniquement un cocaractère

µx : Gm −→ GCp

dans la classe de conjugaison µ̄ tel que l’enveloppe algébrique de l’image de ξx soit le plus petit
sous-groupe algébrique de G contenant l’image de µx. Il y a en fait un autre moyen de calculer cette
enveloppe algébrique (à torsion intérieure près) en utilisant la théorie de Fontaine, on renvoie pour
cela à la section 4.3.

Le théorème principal de ce chapitre est le théorème 4.5.0.1. Il est valable pour des espaces des
périodes plus généraux que ceux associés à des groupes p-divisibles dont nous venons de parler, le
cocaractère de Hodge µ n’étant pas nécessairement supposé minuscule. Plus précisément, soit Qp une
clôture algébrique de Qp et L le complété de l’extension maximale non-ramifiée de Qp dans Qp. Soit
donné un groupe réductif G non-ramifié sur Qp et une paire (b, µ) avec b ∈ G(L), µ : Gm → GQp

et
b̄ ∈ B(G,µ) l’ensemble de Kottwitz. Soit E ⊂ Qp le corps de définition de la classe de conjugaison
de µ. À µ est associé une variété de drapeaux F sur E. Notons F̆ = F/Ĕ . Rappelons que Ĕ = L est
le complété de l’extension maximale non-ramifiée de E. Rapoport et Zink ont défini dans [RZ96] un
ouvert faiblement admissible

F̆fa ⊂ F̆rig

de l’espace rigide analytique associé à la variété de drapeaux sur Ĕ. Si K|Ĕ est une extension de
degré fini et x ∈ F̆fa(K) il lui est associé une représentation p-adique cristalline

ξx : Gal(Ĕ|K) −→ G(Qp)

bien définie à G(Qp)-conjugaison près. Le théorème 4.5.0.1 s’énonce alors ainsi.

Théorème (Théorème 4.5.0.1). Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés à b̄
et µ̄ dans la chambre de Weyl positive « ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités ». Supposons
b décent. Soit K|Ĕ une extension de degré fini et x ∈ F(K) qui est un point générique de F . Alors,
x est admissible, x ∈ Ffa

Ĕ
(K) et l’image de la représentation cristalline

ξx : Gal(Ĕ|K) −→ G(Qp)

contient un sous-groupe ouvert de Gder(Qp).
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Bien sûr pour qu’un tel théorème ne soit pas vide il faut montrer qu’il existe de tels points
génériques. C’est ce que nous faisons dans la section 4.2. La condition concernant les polygones de
Hodge et Newton se traduit de la façon suivante dans le cas des groupes p-divisibles et des données
de type EL et PEL précédentes. Soient n = dimFV et d = [F : Qp]. À tout élément

(ν1, . . . , νn) ∈ Qn

vérifiant ν1 ≤ · · · ≤ νn on associe le polygone convexe

P(ν1, . . . , νn) : [0, n] −→ R
i 7−→ ν1 + · · ·+ νi si i ∈ [1, n] ∩ N
0 7−→ 0

de pentes ν1, . . . , νn et d’origine (0, 0). Puisque l’isocristal (V ⊗Qp
L, bσ) est muni d’une action de F ,

les multiplicités de ses pentes sont des multiples de d. Soient

λ1 = · · · = λ1︸ ︷︷ ︸
d-fois

≤ · · · ≤ λi = · · · = λi︸ ︷︷ ︸
d-fois

≤ · · · ≤ λn = · · · = λn︸ ︷︷ ︸
d-fois

les pentes du polygone de Newton (V ⊗Qp
L, bσ). On pose alors

PN = P(λ1, . . . , λn).

Soit
PH = P

(1
d

∑
τ∈IF

(0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
pτ

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
qτ

)
)
.

Puisque b̄ ∈ B(G,µ), PN et PH ont même points terminaux et PN ≥ PH . On demande alors que

∀x ∈]0, n[, PN (x) > PH(x).

Remarque 4.1.0.1.
1. Dans le cas sans structures additionelles, la condition précédente sur les polygones signifie

que nos groupes p-divisibles n’ont pas de pente 0 et 1. Dans ce cas là la condition sur les
polygones est nécessaire afin qu’il existe un point dans l’espace des périodes tel que l’image de
la représentation de monodromie associée contienne un sous-groupe ouvert de Gder(Qp). En
effet, s’il existe une pente 0 ou 1, une telle représentation se factorise automatiquement par un
sous-groupe parabolique propre de G(Qp).

2. Bien que nous ne l’avons pas vérifié, il est en fait probable que cela soit toujours le cas pour
des G-structures additionnelles générales : si les polygones de Newton et Hodge au sens précé-
dent se touchent en dehors de leurs extrémités alors les représentations de monodromies ξx se
factorisent par un sous-groupe parabolique propre.

Remarque 4.1.0.2. Le résultat précédent est un analogue p-adique de résultats d’André ([And92]
sect. 6) sur le groupe de Mumford-Tate générique en théorie de Hodge usuelle sur C.

Remarque 4.1.0.3. Afin d’appliquer le théorème 4.5.0.1 au cas des espaces de Rapoport-Zink de
type EL et PEL, à cause des normalisations concernant les filtrations de Hodge des modules de
Dieudonné covariant (cf. chapitre 1), afin que le morphisme ξx : Gal(Ĕ|K)→ G(Qp) soit bien celui
associé au module de Tate il faut l’appliquer non pas à (b, µ) mais (p−1b, µ̃). La condition concernant
les polygones associés à (b, µ) énoncée ci dessus est la même que celle associée à (p−1b, µ̃).

4.2 Existence de points génériques sur Q̂nr
p

Pour pouvoir appliquer le théorème 4.5.0.1 qui suit nous avons besoin de vérifier le résultat
suivant.
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Proposition 4.2.0.3. Le corps Q̂nr
p est de degré de transcendance infini sur Qp.

Démonstration. Pour i, j ∈ N, posons N ′
ij = (ji+1)! et

Nij =

{
N ′

ij si j = n! pour un n ∈ N
0 sinon

.

Pour i ∈ N, choisissons
xi =

∑
j≥0

V j [xij ] ∈W (Fp)

tel que
– si Nij 6= 0, xij est un générateur de F×

pNij
,

– si Nij = 0, xij = 0.
On montre que la famille (xi)i∈N est algébriquement indépendante sur Qp.

Un élément
∑

j≥0 V
j [yj ] ∈ W (Fp) est algébrique sur Qp si et seulement s’il existe s ∈ N tel que

yj ∈ Fps pour tout j ∈ N. L’élément x0 est donc transcendant sur Qp.
Supposons maintenant que x0, . . . , xi−1 sont algébriquement indépendants sur Qp, on veut mon-

trer que x0, . . . , xi le sont aussi. Soit une relation

amx
m
i + am−1x

m−1
i + · · ·+ a1xi + a0 = 0

avec a0, . . . , am ∈ Zp[x0, . . . , xi−1] et m > 0. Il suffit de montrer que am = 0. Soient ak =∑
s≥0 V

s[aks] pour k = 0, . . . ,m. Supposons par l’absurde que am 6= 0 et soit r le plus petit en-
tier tel que am,r 6= 0.

Remarquons que

lim
b→+∞

bi+1!
pb(m−1).(bm+ r)i!

= +∞

lim
b→+∞

(bi+1)!
pb(m−1).(b− 1)i+1!

= +∞.

Choisissons alors b ∈ N tel que b soit de la forme n! avec (n+ 1)! > m.n! + r,

bi+1! > pb(m−1)m.(bm+ r)i! et (bi+1)! > pb(m−1)m.(b− 1)i+1!.

On a donc
– xib 6= 0 et xij = 0 pour j = b+ 1, . . . , bm+ r,
– Ni,b > pb(m−1)m.max(N ′

i−1,bm+r, N
′
i,b−1).

Posons
n0 := bm+ r et M = max(N ′

i−1,bm+r, N
′
i,b−1).

De l’inégalité M ≥ N ′
i,b−1 on tire que

∀t, 0 ≤ t ≤ b− 1, xi,t ∈ FpM

c’est à dire
xi mod pb ∈Wb(FpM ).

De l’inégalité M ≥ N ′
i−1,n0

et de ce que a0, . . . , am ∈ Zp[x0, . . . , xi−1], on tire que

pour 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ t ≤ n0, ak,t ∈ FpM

c’est à dire
pour 0 ≤ k ≤ m, ak mod pn0+1 ∈Wn0+1(FpM ).
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D’après le lemme 4.2.0.1 qui suit,

amx
m
i + am−1x

m−1
i + · · ·+ a1xi + a0 =

∑
s≥0

V s[zs]

où zn0 est un polynôme en xi,b à coefficients dans FpM de degré pn0−bm et de facteur dominant

apbm

m,r .x
pn0−bm
i,b .

Puisque xi,b est un générateur de FpNib et que Ni,b > pn0−bmM , on en déduit que am,r = 0. C’est
donc une contradiction.

Lemme 4.2.0.1. Soient r ∈ N et m ∈ N \ {0}. Posons

( ∑
i≥0

V i[Xi]
)m

.
( ∑

j≥r

V j [Ym,j ]
)

+
m−1∑
k=0

( ∑
i≥0

V i[Xi]
)k

.
( ∑

j≥0

V j [Yk,j ]
)

=
∑
s≥0

V s[Ps] ∈W
(
Fp[Xi, Yk,j ]i,j,k≥0

)
.

Alors pour tout b ∈ N,
– si s < bm+ r, degXb

(Ps) < ps−bm ;

– si s = bm+ r, degXb
(Ps) = ps−bm. De plus, le coefficient de Xps−bm

b dans Ps est Y pbm

m,r .

Démonstration. Puisque Ps est un polynôme en les (Xi, Yk,j) 0≤i,j≤s
0≤k

, le résultat est clair si s < b car
alors degXb

(Ps) = −∞. On suppose donc dans la suite que b ≤ s.
On raisonne par récurrence sur s. Lorsque s = 0,

P0 =

{∑m
k=0X

k
0Yk,0 r = 0∑m−1

k=0 Xk
0Yk,0 sinon.

On en déduit le résultat dans ce cas là.
Supposons maintenant s > 0. Notons

( ∑
i≥0

V i[Xi]
)m

.
( ∑

j≥r

V j [Ym,j ]
)

+
m−1∑
k=0

( ∑
i≥0

V i[Xi]
)k

.
( ∑

j≥0

V j [Yk,j ]
)

=
∑
s≥0

V s[Qs]

dans W
(
Z[Xi, Yj ]i,j,k≥0

)
. Pour tout s, le polynôme Ps est donc la réduction modulo p de Qs. Appli-

quant le s-ième polynôme de Witt à cette égalité on obtient

( s∑
i=0

piXps−i

i

)m( s∑
j=r

pjY ps−j

m,j

)
+

m−1∑
k=0

( s∑
i=0

piXps−i

i

)k( s∑
j=0

pjY ps−j

k,j

)
=

s∑
t=0

ptQps−t

t

où si r > s, la somme
∑s

j=r p
jY ps−j

m,j est par définition 0. On a donc

(
pbXps−b

b + α
)m
prβ +

m−1∑
k=0

( s∑
i=0

piXps−i

i

)k( s∑
j=0

pjY ps−j

k,j

)
=

s∑
t=0

ptQps−t

t
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où α et β sont des polynômes ne contenant pas la variable Xb. Si s < bm+ r on a donc

degXb

( s∑
t=0

ptQps−t

t mod ps+1
)
< ps−bm. (4.1)

où
s∑

t=0

ptQps−t

t mod ps+1 ∈ (Z/ps+1Z)[Xi, Yk,j ]i,j,k≥0.

D’autre part, d’après l’hypothèse de récurrence, pour tout t < s,

degXb
(Pt) < pt−bm

et donc

degXb

(
ptQps−t

t mod ps+1
)
< ps−bm (4.2)

car pour un polynôme f ∈ Z[T ] et a ∈ N,

deg
(
fpa

mod pa+1
)

= padeg
(
f mod p

)
.

Combinant les relations (4.1) et (4.2) on obtient

degXb

(
psQs mod ps+1

)
< ps−bm

⇒ degXb
Ps < ps−bm.

Si s = bm+ r, alors

degXb

(( s∑
i=0

piXps−i

i

)m( s∑
j=r

pjY ps−j

k,j

)
+

m−1∑
k=0

( s∑
i=0

piXps−i

i

)k( ∑
j≥0

pjY ps−j

k,j

)
mod ps+1

)
= ps−bm

et modulo ps+1, le coefficient de Xps−bm
b dans ce polynôme produit est psY ps−r

m,r = psY pbm

m,r . D’autre
part, pour k < s l’inégalité (4.2) est encore vérifiée grâce à l’hypothèse de récurrence. On obtient
donc que

degXb

(
psQs mod ps+1

)
= ps−bm

⇒ degXb
Ps = ps−bm.

De plus, le coefficient de Xps−bm
b dans psQs est psY pbm

m,r et donc le coefficient de Xps−bm
b dans Ps est

Y pbm

m,r .

4.3 Le groupe de Mumford-Tate p-adique

4.3.1 Rappels sur la catégorie Tannakienne des représentations cristal-
lines

Soient K un corps de valuation discrète extension de Qp à corps résiduel k parfait, et K0 =
Frac(W (k)). Désignons par σ le Frobenius de k et de K0. On fixe une clôture algébrique K de K et
on note ΓK = Gal(K|K).

On rappele la définition d’un isocrital filtré ainsi que la définition d’un isocrital filtré faible-
ment admissible (cf. [Fon94b]) que Fontaine appelle ϕ-modules filtrés et ϕ-modules filtrés faiblement
admissibles respectivement.

Définition 4.3.1.1. Un isocrital filtré sur K/K0 est un triplet D = (N,ϕ, F il•NK), où
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– N = (N,ϕ) est un isocrital sur k,
– Fil•NK est une Z-filtration décroissante de NK := N ⊗K0 K par des sous-K-espaces vectoriels

telle que FiliNK = NK pour i� 0 et FiliNK = 0 pour i� 0.

La catégorie des isocristaux filtrés sur K/K0 est notée IsocFilK/K0 . C’est une catégorie additive
Qp-linéaire exacte quasi-abélienne.

Définition 4.3.1.2 (Fontaine). Pour tout isocrital filtré D = (N,ϕ,Fil•NK), on définit

tN (D) = vp(detϕ) ∈ Z

tH(D) =
∑
i∈Z

i · dimK gri(NK) ∈ Z.

Un isocristal filtré D est dit faiblement admissible si tN (D) = tH(D), et pour tout sous-objet strict
D′ de D dans IsocFilK/K0 , tN (D′) ≥ tH(D′).

La sous-catégorie pleine des isocristaux filtrés faiblement admissibles sur K/K0 est désignée par
IsocFiladK/K0

. C’est une catégorie abélienne. Le produit tensoriel de deux isocristaux filtrés faiblement
admissibles l’est aussi grâce à Faltings ([Fal95]) et Totaro ([Tot96] théorème 1). Donc, IsocFiladK/K0

est une catégorie tannakienne Qp-linéaire ([Del90] 2.8) avec comme foncteur fibre naturel sur K0 :

ω′ : IsocFiladK/K0
−→ VectK0

(N,ϕ,Fil•NK) 7−→ N

où VectK0 est la catégorie des K0-espaces vectoriels de dimension finie.

D’après Colmez et Fontaine ([CF00]), faiblement admissible est équivalent à admissible. On a
donc une équivalence de catégories de Fontaine :

Dcris : Repcris
Qp

(ΓK) ∼−−→ IsocFiladK/K0

V 7−→
(
(V ⊗Qp Bcris)ΓK , Id⊗ϕ,Fil•

)
où

– Repcris
Qp

(ΓK) est la catégorie des représentations p-adiques cristallines de ΓK ,
– Bcris désigne Bcris(OK),
– la filtration Fil• est obtenue à partir du plongement

(V ⊗Bcris)ΓK ⊗K0 K ↪→ V ⊗Qp
BdR

et de la filtration V ⊗ Fil•BdR.

L’équivalence inverse est donnée par

Vcris : IsocFiladK/K0
−→ Repcris

Qp
(ΓK)

(N,ϕ,Fil•NK) 7−→ Fil0(N ⊗K0 Bcris)ϕ=Id.

La catégorie Repcris
Qp

(ΓK) est tannakienne neutre sur Qp avec comme foncteur fibre naturel :

ω : Repcris
Qp

(ΓK) −→ VectQp

(V, ρ) 7−→ V.

Il y a de plus un isomorphisme de foncteurs

ω ⊗Qp Bcris
∼−−→ (ω′ ◦ Dcris)⊗K0 Bcris (4.3)
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c’est à dire, les foncteurs fibres ω et

ω′ ◦ Dcris : Repcris
Qp

(ΓK) −→ VectK0

deviennent isomorphes après extension des scalaires à Bcris.

Soit IsocK0 la catégorie des isocristaux (N,ϕ) où N est un K0-espace vectoriel de dimension finie
et ϕ un isomorphisme σ-linéaire. Elle est Tannakienne sur Qp avec un foncteur fibre évident

ω′ : IsocK0 −→ VectK0

(N,ϕ) 7−→ N

que l’on note de la même façon que le foncteur fibre ω′ sur IsocFilad
K/K0

puisque ce dernier est obtenu
par composition

IsocFiladK/K0
−→ IsocK0

ω′−−→ VectK0 .

Supposons maintenant et dans toute la suite que k est algébriquement clos. Soit pour un entier
s ∈ N \ {0},

Isocs
K0

la sous-catégorie Tannakienne des isocristaux dont les dénominateurs des pentes de Dieudonné-Manin
divisent s. On a donc « IsocK0 =

⋃
s≥1 Isocs

K0
» avec Isocs

K0
⊂ Isocs′

K0
si s|s′. En particulier, toute

sous-catégorie Tannakienne de IsocK0 engendrée par un nombre fini d’objets est contenue dans Isocs
K0

pour s� 1. Soit Qps = Kσs=Id
0 l’extension non-ramifiée de degré s de Qp dans K0. Il y a un foncteur

fibre

ω′s : Isocs
K0

−→ VectQps

(N,ϕ) 7−→
⊕

λ∈ 1
s Z

Nϕs=psλ

tel que
ω′| Isocs

K0
= ω′s ⊗Qps K0.

En particulier, IsocK0 possède un foncteur fibre sur Qnr
p . Soit

Isocs
K0
⊗Qp

Qps

la catégorie des isocristaux dans Isocs
K0

munis d’une action de Qps . Un objet de cette catégorie est
noté par (N,ϕ, ι) où ι : Qps → End(N,ϕ). Elle est Tannakienne neutre sur Qps car ω′s induit un
foncteur fibre

ω̃′s : Isocs
K0
⊗Qp

Qps −→ VectQps

(N,ϕ, ι) 7−→ Nγ0

où
N =

⊕
γ∈Gal(Qps |Qp)

Nγ

avec
Nγ = {x ∈ N | ∀a ∈ Qps , ι(a)(x) = γ(a)x}

et γ0 = Id. Il y a un foncteur d’extension des scalaires (cf. [DMOS82])

Isocs
K0

−→ Isocs
K0
⊗QpQps

X 7−→ X ⊗Qp Qps
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et le diagramme suivant commute à un isomorphisme canonique près

Isocs
K0

ω′s

''OOOOOOOOOOOO

��
Isocs

K0
⊗Qp

Qps

ω̃′s

// VectQps .

(4.4)

où la flêche verticale est l’extension des scalaires précédente.

Revenons aux isocristaux filtrés admissibles. Soit

IsocFilad,s
K/K0

la sous-catégorie pleine de IsocFiladK/K0
dont les objets sont les (N,ϕ,Fil•NK) avec (N,ϕ) ∈ Isocs

K0
.

On a donc par composition avec le foncteur oubli de la filtration

IsocFilad,s
K/K0

−→ Isocs
K0

des foncteurs fibres

ω′s : IsocFilad,s
K/K0

−→ VectQps

ω̃′s : IsocFilad,s
K/K0

⊗Qp Qps −→ VectQps

avec un diagramme commutatif identique au diagramme (4.4) et

ω′|IsocFilad,s
K/K0

= ω′s ⊗Qps K0.

4.3.2 Le groupe de Mumford-Tate p-adique
Soit K/K0 comme dans la section précédente où K0 = W (k)Q et on suppose k algébriquement

clos. On note également L = K0. Soit G un groupe réductif sur Qp. Supposons nous donné une paire
(b, µ) où

b ∈ G(L)

et
µ : Gm −→ GK .

On note b̄ ∈ B(G) la classe de σ-conjugaison de b et µ̄ la classe de G(K)-conjugaison de µK : Gm →
GK . Supposons que

b̄ ∈ B(G, µ̄)

l’ensemble de Kottwitz (cf. les rappels de la section 2.1.1). Supposons la paire (b, µ) admissible au
sens de la définition 1.18 de [RZ96]. Elle définit donc un tenseur foncteur exacte entre catégories
Tannakiennes

Gb,µ : RepQp
(G) −→ IsocFiladK/K0

(V, ρ) 7−→ (VK0 , ρ(b). Id⊗σ, Fil•µ VK)

où VK0 := V ⊗Qp
K0, VK := V ⊗Qp

K et si

VK =
⊕
n∈Z

VK,n

est la décomposition isotypique de la représentation ρ ◦ µ : Gm −→ GL(VK) selon les caractères de
Gm, X∗(Gm) = Z, alors

Filkµ VK =
⊕
n≥k

VK,n.
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Notons
Fb,µ = Vcris ◦ Gb,µ : RepQp

(G) −→ Repcris
Qp

(ΓK).

Soit le foncteur fibre canonique

ωcan : RepQp
(G) −→ VectQp

(V, ρ) 7−→ V

Puisque b̄ ∈ B(G, µ̄), le torseur des périodes associé est trivial : le foncteur fibre

RepQp
G

Fb,µ−−−−→ Repcris
Qp

(ΓK) ω−−−→ VectQp

est isomorphe à ωcan. Le choix d’un isomorphisme ωcan
∼−−→ ω ◦ Fb,µ définit un morphisme continu

de groupes
ξb,µ : ΓK −→ G(Qp)

et un isomorphisme entre Fb,µ et le foncteur

RepQp
G −→ Repcris

Qp
(ΓK)

(V, ρ) 7−→ (V, ρ ◦ ξb,µ).

Un autre choix fournit un morphisme G(Qp)-conjugué. On obtient ainsi une classe de G(Qp)-
conjugaison de morphismes {ξb,µ}. On fixe désormais un isomorphisme de foncteurs fibres et donc
une représentation ξb,µ dans la classe de G(Qp)-conjugaison précédente.

Voici maintenant une traduction des résultats de Serre ([Ser79] théorème 1’) et Sen ([Sen73] § 4,
thm 1). On note

Proposition 4.3.2.1.

1. L’algèbre de Lie du groupe de Lie p-adique Im(ξb,µ) ⊂ G(Qp) est une sous-algèbre de Lie
algébrique de LieG.

2. L’image de ξb,µ est ouverte dans son enveloppe algébrique (i.e. son adhérence de Zariski).
3. La décomposition de Hodge-Tate d’une représentation cristalline définit canoniquement un co-

caractère
µHT : Gm −→ G

K̂

G(K̂)-conjugué à µ
K̂

tel que la composante neutre de l’enveloppe algébrique de Im ξb,µ soit le
plus petit sous-groupe algébrique de G sur Qp contenant ImµHT .

Démonstration. La décomposition de Hodge-Tate d’une représentation cristalline fournit un tenseur
foncteur exact

Repcris
Qp

(ΓK) −→ K̂ − espaces vectoriels Z-gradués.

On en déduit l’existence de µHT tel que pour tout (V, ρ) ∈ RepQp
G, la décomposition de Hodge-Tate

de ρ ◦ ξb,µ soit donnée par ρ ◦ µHT i.e. si

V ⊗Qp K̂ =
⊕
i∈Z

(
V ⊗Qp K̂

)
i

est la décomposition isotypique de la représentation ρ ◦µHT selon les caractères de Gm, la représen-
tation semi-linéaire (ρ ◦ ξb,µ) ⊗ Id est isomorphe en restriction à (V ⊗Qp K̂

)
i

à une somme directe

de K̂(i).
Soit maintenant ρ : G → GL(V ) une représentation fidèle de G. Appliquant ([Ser79] théorème

1’) et ([Sen73] § 6) à la représentation ρ ◦ ξb,µ on conclut.

Définition 4.3.2.1. On note MTb,µ le sous-groupe algébrique de G qui est l’adhérence de Zariski
de Im ξb,µ.
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Bien sûr, le sous-groupe MTb,µ ⊂ G n’est défini qu’à G(Qp)-conjugaison près via le choix d’un
isomorphisme de foncteurs fibres ωcan

∼−−→ ω ◦ Fb,µ que l’on a fixé précédemment. La proposition
précédente affirme que Im ξb,µ est un sous-groupe ouvert de MTb,µ(Qp) que MTb,µ est le plus petit
sous-groupe algébrique de G contenant l’image de µHT . Voici une description Tannakienne de MTb,µ.
Soit

Tb,µ ⊂ Repcris
Qp

(ΓK)

la sous-catégorie Tannakienne de Repcris
Qp

(ΓK) engendrée par l’image essentielle de Fb,µ, c’est à dire
la plus petite sous-catégorie de Repcris

Qp
(ΓK) contenant les Fb,µ(X), X ∈ RepQp

G, stable par produit
tensoriel, somme directe, contragrédiente et sous-quotient. Si ρ : G→ GL(V ) est une représentation
fidèle de G alors Tb,µ =< Fb,µ(V, ρ) > (catégorie Tannakienne engendrée). Il y a un foncteur fibre

ω|Tb,µ
: Tb,µ −→ VectQp

.

Le foncteur Fb,µ induit un plongement

Aut⊗(ω|Tb,µ
) ↪−→ Aut⊗(ω ◦ Fb,µ) ' Aut⊗(ωcan) = G.

Proposition 4.3.2.2. On a MTb,µ = Aut⊗(ω|Tb,µ
).

Démonstration. Il y a un morphisme canonique

ΓK −→ Aut⊗(ω|Tb,µ
)(Qp) ⊂ G(Qp).

On a donc
MTb,µ ⊂ Aut⊗(ω|Tb,µ

).

D’après Chevalley, il existe une représentation ρ : G→ GL(V ) et une droite D ⊂ V telles que MTb,µ

soit le stabilisateur de D dans G :

MTb,µ = {g ∈ G | ρ(g)(D) ⊂ D}.

Puisque
ρ ◦ ξb,µ : ΓK −→ MTb,µ(Qp)

ρ−−→ GL(V ),

D définit une sous-représentation de dimension 1 de Fb,µ(V, ρ) et donc un objet de la catégorie
Tannakienne Tb,µ qui est un sous-objet de Fb,µ(V, ρ). Il est nécessairement stable par l’action d’un
élément de Aut⊗(ω|Tb,µ

).

Le foncteur fibre ω|Tb,µ
fait de Tb,µ une catégorie Tannakienne neutre. On a donc le corollaire

suivant.

Corollaire 4.3.2.1. On a une équivalence de catégories Tannakiennes

Tb,µ
∼−−→ RepQp

MTb,µ.

4.3.3 Description cristalline
Notons maintenant

T cris
b,µ ⊂ IsocFiladK/K0

la sous-catégorie Tannakienne de IsocFiladK/K0
engendrée par l’image essentielle de Gb,µ. Si ρ : G →

GL(V ) est fidèle, il s’agit de la sous-catégorie Tannakienne engendrée par l’isocristal filtré(
VL, ρ(b)σ,Fil•µ VK

)
.

Via la ⊗-équivalence
Dcris : Repcris

Qp
(ΓK) ∼−−→ IsocFiladK/K0
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on a donc une équivalence de catégories Tannakiennes

Tb,µ
∼−−→ T cris

b,µ .

Soit s ≥ 1 tel que pour une représentation fidèle ρ : G→ GL(V ), les pentes de l’isocistal (VL, ρ(b)σ)
aient des dénominateurs divisant s. Alors,

T cris
b,µ ⊂ IsocFilad,s

K/K0
.

Notons
ωcris,s

b,µ := ω′s|T cris
b,µ

: T cris
b,µ −→ VectQps .

Définition 4.3.3.1. On note
MTcris

b,µ = Aut⊗(ωcris,s
b,µ ).

Soit
νb : D −→ GL

le morphisme des pentes (cf. les rappels de la section 2.1.1). Rappelons ([Kot85] et [RZ96] def. 1.8)
que b est décent pour l’entier s s’il vérifie

(bσ)s = (s.νb)(p)σs.

Si c’est le cas, d’après le corollaire 1.9 de [RZ96], on a

b ∈ G(Qps) et νb : D −→ GQps .

On vérifie alors aussitôt le lemme suivant.

Lemme 4.3.3.1. Supposons b décent pour l’entier s. Alors

ω′s ◦ Gb,µ = ωcan ⊗Qp
Qps : RepQp

G −→ VectQps

(V, ρ) 7−→ V ⊗Qp
Qps .

On en déduit que si b est decent pour s alors le foncteur Gb,µ induit canoniquement un plongement

MTcris
b,µ ⊂ GQps .

Notons la proposition suivante qui relie le « groupe de Mumford-Tate cristallin » au « groupe de
Mumford-Tate étale ».

Proposition 4.3.3.1. Il y a un isomorphisme de schémas en groupes sur Spec(Bcris)

MTcris
b,µ ⊗Qps Bcris

∼−−→ MTb,µ ⊗Qp
Bcris.

De plus, MTcris
b,µ et MTb,µ ⊗Qp

Qps sont formes intérieures l’un de l’autre.

Démonstration. C’est une conséquence de l’existence de l’isomorphisme de foncteurs fibres sur la
catégorie Tannakienne Tb,µ

ωcris,s
b,µ ◦ Dcris ⊗Qps Bcris

∼−−→ ω|Tb,µ
⊗Qp

Bcris.

Notons
ω̃cris,s

b,µ : T cris
b,µ ⊗Qp Qps −→ VectQps

le foncteur fibre obtenu par extension des scalaires à partir de ωcris,s
b,µ (cf. [DMOS82] exp.II sect. 3).

On a alors
MTcris

b,µ = Aut⊗
(
ω̃cris,s

b,µ

)
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et d’après ([DMOS82] exp.II prop.3.11) le foncteur ω̃cris,s
b,µ induit une équivalence de catégories :

ω̃cris,s
b,µ : T cris

b,µ ⊗Qp Qps
∼−−→ RepQps

(
MTcris

b,µ

)
.

Avant d’énoncer la proposition qui suit, rappelons qu’un objet X ∈ T cris
b,µ ⊗Qp

Qps est dit de
rang 1 si dimQps ω̃

cris,s
b,µ (X) = 1. Si X = (N,ϕ,Fil•NK , ι) où (N,ϕ,Fil•NK) ∈ T cris

b,µ et ι : Qps →
End(N,ϕ,Fil•NK) cela signifie que

dimK0N = s.

Proposition 4.3.3.2. Supposons b décent pour l’entier s.
1. On a

MTcris
b,µ =

{
g ∈ GQps

∣∣∣ ∀(V, ρ) ∈ RepQp
G, ∀X ⊂ Gb,µ(V, ρ)⊗Qp

Qps de rang 1

ρ(g).ω̃cris,s
b,µ (X) ⊂ ω̃cris,s

b,µ (X)

}
.

2. Soit ρ : G→ GL(V ) une représentation fidèle. Pour m1,m2 ∈ N notons Tm1,m2 la représenta-
tion ρ⊗m1 ⊗ ρ∨⊗m2 . On a alors

MTcris
b,µ =

{
g ∈ GQps

∣∣∣ ∀m1,m2, ∀X ⊂ Gb,µ(Tm1,m2)⊗Qp Qps de rang 1

ρ(g).ω̃cris,s
b,µ (X) ⊂ ω̃cris,s

b,µ (X)

}
.

Démonstration. Le point (2) résulte du point (1) et de ce que toute représentation de G se réalise
comme sous-représentation de Tm1,m2 pour des entiers m1,m2. Passons au point (1). Soit H ⊂ GQps

le groupe algébrique de droite dans l’égalité cherchée. Par définition de Aut⊗
(
ωcris,s

b,µ

)
on a

MTcris
b,µ ⊂ H.

D’après Chevalley, il existe une représentation ρ′ : GQps → GLQps (V ) et une Qps -droite D ⊂ V telle
que

MTcris
b,µ = {g ∈ GQps | ρ′(g)(D) ⊂ D}.

Via l’équivalence RepQp
(G)⊗Qps = RepQps (G), soit ρ : G→ GLQp

(V ) la représentation de G munie
de son action ι de Qps associée à ρ′. On a donc Gb,µ(V, ρ) ∈ T cris

b,µ et grâce à ι,

(Gb,µ(V, ρ),Gb,µ(ι)) ∈ T cris
b,µ ⊗Qp

Qps .

Puisque
T cris

b,µ ⊗Qp
Qps

∼−−→ RepQps MTcris
b,µ ,

la droite D définit un sous-objet X de rang 1,

X ⊂ (Gb,µ(V, ρ),Gb,µ(ι)).

Si Y ∈ T cris
b,µ ⊗Qp Qps et Z ∈ T cris

b,µ est l’objet Y après oubli de l’action de Qps , on a une décomposition
dans la catégorie T cris

b,µ ⊗Qp Qps

Z ⊗Qp
Qps =

⊕
γ∈Gal(Qps |Qp)

(Z ⊗Qp
Qps)γ

qui provient de ce que Z⊗Qp
Qps est muni d’une action de Qps⊗Qp

Qps . Soit γ0 = Id ∈ Gal(Qps |Qp).
Alors,

Y = (Z ⊗Qp Qps)γ0 ⊂ Z ⊗Qp Qps .

On a donc une suite de sous-objets dans T cris
b,µ ⊗Qp Qps

X ⊂ (Gb,µ(V, ρ),Gb,µ(ι)) ⊂ Gb,µ(V, ρ)⊗Qp
Qps
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Soit maintenant g ∈ H. Par définition de H,

g(ω̃cris,s
b,µ (X)) ⊂ ω̃cris,s

b,µ (X),

mais
ω̃cris,s

b,µ (X) = D ⊂ V = ω̃cris,s
b,µ (Gb,µ(V, ρ),Gb,µ(ι)).

et donc g ∈ MTcris
b,µ .

Grâce à la proposition précédente et au lemme qui suit on va donner une description « concrète »
de MTcris

b,µ .

Lemme 4.3.3.2. Les objets de rang 1 de IsocFilad,s
K/K0

⊗QpQps sont classifiés par Zs. À (d0, . . . , ds−1) ∈
Zs est associé (N,ϕ,Fil•NK , ι) où (N,ϕ,Fil•NK) ∈ IsocFilad,s

K/K0
et ι : Qps → End(N,ϕ,Fil•NK)

sont donnés par :
– on a

N =
⊕

i∈Z/sZ

Qps · ei

où l’action ι de Qps sur Qps · ei est donnée par le plongement σi,
– l’action de ϕ est donnée par {

ϕ(ei) = ei+1 si 0 ≤ i < s− 1
ϕ(es−1) = pke0

où k =
∑s−1

i=0 di,
– la filtration est

Fil• =
⊕

i∈Z/sZ

Fil•K · ei

où

Filj K · ei =

{
K · ei si j ≤ di

0 si j > di.

Démonstration. Soit le tore T = ResQps /Qp
Gm. Les objets de rang 1 dans IsocFilad,s

K/K0
⊗Qp

Qps sont
donnés par les paires admissibles (b′, µ′) dans T qui se calculent à isomorphisme près grâce à la
proposition 1.21 de [RZ96].

Voici maintenant la description de MTcris
b,µ que nous utiliserons dans la suite.

Proposition 4.3.3.3. Supposons b décent pour l’entier s. Pour (V, ρ) ∈ RepQp
G et v ∈ VK notons

degµ(v) = sup{k ∈ Z | v ∈ Filkµ VK}.

1. On a

MTcris
b,µ =

{
g ∈ GQps

∣∣∣ ∀(V, ρ) ∈ RepQp
G, ∀k ∈ Z, ∀v ∈ V ⊗Qp

Qps non nul satisfaisant

(s.ρ ◦ νb)(p).v = pkv et
∑s−1

i=0 degµ

(
(ρ(b)σ)i(v)

)
= k, ∃c ∈ Gm ρ(g).v = cv

}
.

2. Si ρ : G → GL(V ) est une représentation fidèle, Tm1,m2 = V ⊗m1 ⊗ V ∨⊗m2 et on note encore
ρ l’action de G sur Tm1,m2 ,

MTcris
b,µ =

{
g ∈ GQps

∣∣∣ ∀m1,m2 ∈ N, ∀k ∈ Z, ∀v ∈ Tm1,m2 ⊗Qp Qps non nul satisfaisant

(s.ρ ◦ νb)(p).v = pkv et
∑s−1

i=0 degµ

(
(ρ(b)σ)i(v)

)
= k, ∃c ∈ Gm ρ(g).v = cv

}
.
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Démonstration. Avec les notations du lemme 4.3.3.2, si

X ∈ IsocFilad,s
K/K0

⊗Qp
Qps

est l’objet de rang 1 associé à (d0, . . . , ds−1) ∈ Zs, k =
∑

i di, et

Y = (N,ϕ,Fil•NK , ι) ∈ IsocFilad,s
K/K0

⊗Qp Qps ,

où ι est l’action de Qps , on a

Hom(X,Y ) \ {0} −→
{
v ∈ N \ {0}

∣∣∣ ∀a ∈ Qps , ι(a).x = ax, ϕs(v) = pkv

et si 0 ≤ i ≤ s− 1, degFil• NK
(ϕi(v)) = di

}
f 7−→ f(e0).

Cela résulte de ce que puisque X est de rang 1, un morphisme de X dans Y est un monomorphisme
si et seulement s’il est non-nul. De plus, puisque nos isocristaux filtrés sont admissibles, un tel
monomorphisme est strictement compatible aux filtrations. Le résultat est alors une conséquence de
la proposition 4.3.3.2 couplé du fait que si Z = (N,ϕ,Fil•NK) ∈ IsocFilad,s

K/K0
, alors

Z ⊗Qps = (N ⊗Qps , ϕ,Fil•(NK ⊗Qps), ι) ∈ IsocFilad,s
K/K0

où
– N ⊗Qps = ⊕τ∈Gal(Qps |Qp)Nτ avec Nτ = N et l’action ι de Qps sur Nτ est donnée par τ ;
– ϕ((aτ )τ ) = (ϕ(aσ−1τ ))τ pour (aτ )τ ∈ N ⊗Qps = ⊕τNτ ;
– filtration Fil•(NK ⊗ Qps) est induite par les filtrations Fil•(Nτ,K) = Fil•(NK) sur chaque

composante.

4.4 Filtrations génériques de la catégorie des représentations
d’un groupe réductif

4.4.1 Filtrations de la catégorie des représentations d’un groupe réductif
Soit K un corps et G un groupe réductif sur K. Si

µ : Gm −→ G

on note Pµ ⊂ G le sous-groupe parabolique défini par

Pµ =
{
g ∈ G

∣∣ lim
z→0

µ(z)gµ(z)−1 existe
}
.

Le centralisateur de µ dans G est un sous-groupe de Levi de Pµ. Si ρ : G → GL(V ) est une
représentation de G dans un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit

V =
⊕
n∈Z

Vn

où ρ ◦ µ agit sur Vn par le caractère z 7→ zn. On pose alors

Fil•µ V =
⊕
n≥•

Vn.

qui est une filtration décroissante de V par des sous-représentations de Pµ. Les gradués de cette
filtration sont des représentations triviales du radical unipotent de Pµ et sont donc des représentations
du groupe de Levi Mµ = CG(µ). Par exemple, pour la représentation adjointe de G sur LieG on a

LiePµ = Fil0µ LieG.
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La correspondance (V, ρ) 7→ Fil•µ V définit une filtration scindée de la catégorie Tannakienne
RepK G (cf. par exemple le chapitre 5 de [DRO10]). Soit R une K-algèbre et RepRG la catégorie des
représentations de G dans des R-modules libres. Pour g ∈ G(R), gµg−1 définit une filtration de la
catégorie RepRG. Si g ∈ Pµ(R), cette filtration est identique à celle définie par µ (mais le scindage
est différent si g ne centralise par µ).

Notons
Xµ = G/Pµ,

la variété de drapeaux associée à Pµ. Elle paramètre des filtrations de la catégorie des représentations
de G. Ainsi, si K ′|K, à chaque élément de X(K ′) est associé une filtration de RepK′ G.

Définition 4.4.1.1. Pour x ∈ Xµ(K ′), x = gPµ avec g ∈ G(K ′) et (V, ρ) ∈ RepK′ G, on note

Fil•x V := Fil•gµg−1 V = ρ(g) Fil•µ V

la filtration associée.

4.4.2 La filtration générique associée à µ

Définition 4.4.2.1. Soit (V, ρ) ∈ RepK G. On note

Fil
•
µV =

⋂
x∈Xµ(K)

Fil•x V

que l’on appelle la filtration générique associée à µ.

Cette filtration ne dépend que de la classe de G(K)-conjugaison de µ. Ainsi, si A est un tore
déployé maximal dans G, P0 un sous-groupe parabolique minimal contenant A et X∗(A)+ la chambre
de Weyl positive associée, à chaque élément de X∗(A)+ est associée une filtration générique de V .

Cette filtration est invariante sous l’action de G et définit donc une filtration de la représentation
ρ par des sous-représentations. On a

Fil
•
µV =

⋂
g∈G(K)

ρ(g).Fil•µ V

et Fil
k

µV est la plus grande sous-représentation de ρ contenue dans Filkµ V . Si degµ : V → Z∪ {+∞}
est la fonction degré associée à la filtration Fil•µ V ,

degµ(v) = sup{k ∈ Z | v ∈ Filkµ V },

la fonction degré degµ associée à la filtration générique est

degµ(v) = inf
g∈G(K)

degµ(ρ(g).v).

On prendra garde au fait que le foncteur

(V, ρ) 7−→ FilµV

ne définit pas en général une filtration de la catégorie Tannakienne RepK G (cette filtration n’est pas
en général compatible au produit tensoriel).

Lemme 4.4.2.1. Soit K ′|K et x ∈ Xµ(K ′) un point générique de Xµ. Pour (V, ρ) ∈ RepK G on a

Fil
•
µV = V ∩ Fil•x VK′ .
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Démonstration. Soit Eρ le OXµ
-module localement libre de réalisation géométrique le fibré vectoriel

G ×
Pµ,ρ

V.

La filtration Fil•µ V de V forme une filtration de V par des sous-représentations de Pµ. On a donc
une filtration

Fil• Eρ
de Eρ par des sous-OXµ

-modules localement libres localement facteur direct de réalisation géomé-
trique le fibré vectoriel filtré

G ×
Pµ,ρ

Fil•µ V.

Soient maintenant v ∈ V et k ∈ Z. Voyons v comme une section globale de Eρ. Considérons le
foncteur

Hv,k : K − Schémas −→ Ensembles

Y 7−→ {f : Y → Xµ | f∗v ∈ Γ(Y, f∗ Filk Eρ)}.

Puisque la filtration Fil• Eρ est formée de sous-OXµ
-modules localement libres localement facteurs

directs, Hv,k est un sous-schéma fermé de Xµ.
Soit maintenant v ∈ V ∩ Filkx VK′ . Le sous-schéma fermé Hv,k de Xµ contient donc le point

générique de Xµ. On a donc Hv,k = Xµ ce qui implique que Xµ(K) = Hv,k(K) et donc v ∈ Fil
k

µV .

Réciproquement, si v ∈ Fil
k

µV , on a Hv,k(K) = Xµ(K). Puisque Xµ(K) est Zariski dense dans
Xµ on a alors Hv,k = Xµ. En particulier, x ∈ Hv,k(K ′) ou encore v ∈ Fil•x VK′ .

4.4.3 Caractérisation en termes de plus haut poids
Supposons maintenant K de caractéristique 0 et G déployé sur K. Soit T ⊂ B un tore maximal

de G dans un sous-groupe de Borel. Si Φ ⊂ X∗(T ) désigne les racines de T dans LieG, on note Φ+

les racines positives c’est à dire celles dans LieB. On note Φ̌ ⊂ X∗(T ) les coracines. Soit

X∗(T )+ = {χ ∈ X∗(T ) | ∀α ∈ Φ+, < χ, α̌ >≥ 0}

les poids dominants. On suppose, ce que l’on peut toujours faire, que µ est dans la chambre de Weyl
positive,

µ ∈ X∗(T )+

c’est à dire pour tout α ∈ Φ+, < α, µ >≥ 0. On note w0 l’élément de plus grande longueur dans
le groupe de Weyl. Ainsi, w0.µ est le représentant dans la chambre de Weyl négative de la classe de
conjugaison de µ. Rappelons également que w2

0 = 1 et donc si χ ∈ X∗(T ), < w0.χ, µ >=< χ,w0.µ >.

Rappelons le théorème suivant.

Théorème 4.4.3.1 (Tits, [Tit71, thm 2.5]). Les K-représentations irreductibles de G sont clas-
sifiés, à K-isomorphisme près, par les poids dominants. De plus, elles sont toutes absobument irré-
ductibles.

Soit ρ : G→ GL(V ) une représentation de G sur K. Notons

V =
⊕

λ∈X∗(T )+

V λ

la décomposition isotypique de V selon les représentations de plus haut poids λ de G, c’est à dire
V λ est une somme directe de représentations irréductibles de plus haut poids λ.
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Proposition 4.4.3.1. La filtration générique de V associée à µ est donnée par

Fil
k

µV =
⊕

λ∈X∗(T )+

<λ,w0.µ>≥k

V λ.

Démonstration. Soit
V =

⊕
χ∈X∗(T )

Vχ

la décomposition de ρ|T . On a alors

Filkµ V =
⊕

<χ,µ>≥k

Vχ.

Soit
Fil

k

µV =
⊕

λ∈X∗(T )+

(
Fil

k

µV
)λ

la décomposition isotypique suivant les plus hauts poids de la représentation Fil
k

µV deG. Si
(
Fil

k

µV
)λ 6=

0, l’espace de plus bas poids (
Fil

k

µV
)λ ∩ Vw0.λ

est non-nul contenu dans Filkµ V et donc < λ,w0.µ >=< w0.λ, µ >≥ k. On en déduit que

Fil
k

µV ⊂
⊕

λ∈X∗(T )+

<λ,w0.µ>≥k

V λ.

On a pour tout λ ∈ X∗(T )+

V λ =
⊕

χ∈X∗(T )
w0.λ≤χ≤λ

V λ ∩ Vχ

où rappelons que χ1 ≤ χ2 signifie que χ2 − χ1 est une combinaison linéaire à coefficients positifs de
racines positives. Puisque µ ∈ X∗(T )+, si χ ≥ w0.λ et < w0.λ, µ >≥ k alors < χ, µ >≥ k et donc

Vχ ⊂ Filkµ V.

Donc, si < λ,w0.µ >≥ k,
V λ ⊂ Filkµ V.

Mais puisque V λ est stable sous l’action de G cela implique que

V λ ⊂
⋂

g∈G(K)

g.Filkµ V = Fil
k

µV.

On en déduit le résultat.

Remarque 4.4.3.1. Il résulte de la proposition précédente que la filtration générique de (V, ρ) as-
sociée à µ est canoniquement scindée, ce qui n’était pas à priori évident.

4.4.4 Interprétation géométrique
Soit (V, ρ) ∈ RepK G. Soit

Eρ = G ×
Pµ,ρ

V

comme dans la démonstration du lemme 4.4.2.1, muni de sa filtration

Fil• Eρ = G ×
Pµ,ρ

Fil•µ V.
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C’est une filtration de fibrés G-équivariants sur Xµ. Puisque ρ est une représentation de G et pas
seulement de Pµ, le fibré Eρ est trivial. On a donc comme représentation de G,

ρ = H0(Xµ, Eρ).

Il résulte de la preuve du lemme 4.4.2.1 que la filtration générique de ρ est donnée par

Fil
•
µρ = H0(Xµ,Fil• Eρ).

Notons
Gr•µV

le gradué de Fil•µ V qui est une représentation du sous-groupe de Levi Mµ = CG(µ) de Pµ (le radical
unipotent de Pµ agit trivialement sur le gradué de la filtration). On a alors

Gr•Eρ = G ×
Pµ

Gr•µV.

Comme représentations de G, le gradué de la filtration générique se plonge de la façon suivante

Gr
k

µρ = GrkH0(Xµ,Fil• Eρ) ↪−→ H0(Xµ,GrkEρ).

Supposons maintenant que l’on est dans la situation de la section précédente. Soient T ⊂ B ⊂ Pµ où
T est un tore maximal et B un sous-groupe de Borel. Supposons que µ ∈ X∗(T )+. Pour χ ∈ X∗(T )
on note Lχ le fibré en droites équivariant associé sur G/B, Lχ = G×

B
χ. Soit

π : G/B −→ G/Pµ = Xµ.

D’après ([Jan03] II.4.6 b)), on a

H0(Xµ,GrkEρ) = H0(G/B, π∗GrkEρ).

Mais,
Grk

µV =
⊕

χ∈X∗(T )
<χ,µ>=k

Vχ

comme représentation de T et donc

π∗GrkEρ =
⊕

χ∈X∗(T )
<χ,µ>=k

Vχ ⊗ Lχ.

On a donc comme représentation de G,

H0(G/B, π∗GrkEρ) =
⊕

χ∈X∗(T )
<χ,µ>=k

Vχ ⊗H0(G/B,Lχ).

Mais d’après le théorème de Borel-Weil, H0(G/B,Lχ) est soit nul si w0.χ n’est pas dominant, soit
une représentation de plus haut poids w0.χ (il faut prendre garde à ce que la formulation classique
du théorème de Borel-Weil fait intervenir le sous-groupe de Borel opposé à B, d’où w0.χ et non χ).
On en déduit que les sous-représentations irréductibles de

H0(G/B, π∗GrkEρ)

on des plus hauts poids λ vérifiant < λ,w0.µ >= k. Il en est donc de même pour

Gr
k

µρ = GrkH0(Xµ,Fil• Eρ).

On a donc retrouvé géométriquement la proposition 4.4.3.1.
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4.5 Le groupe de Mumford-Tate p-adique générique
Nous prouvons maintenant le théorème principal de ce chapitre. On se place dans les hypothèses

de la section 4.3.2. Plus précisément, L = K0 = W (k)Q avec k algébriquement clos et K|K0 de degré
fini.

Théorème 4.5.0.1. Soit G un groupe réductif non-ramifié sur Qp. Soit b ∈ G(L) et µ : Gm → GK .
Faisons les hypothèses suivantes :
(a) b est décent.
(b) La classe de σ-conjugaison b̄ de b est dans l’ensemble de Kottwitz B(G,µ).
(c) Soit E ⊂ L le corps de définition de la classe de conjugaison de µ et F la variété de drapeaux sur

E associée à µ. On suppose que le sous-groupe parabolique Pµ ∈ F(K) est un point générique de
la variété algébrique F .

(d) Soient A ⊂ B un tore déployé maximal dans un sous-groupe de Borel de G. Soient νb̄ ∈ X∗(A)+Q
le point de Newton associé à b̄ dans la chambre de Weyl positive et µ2 ∈ X∗(A)+Q le point de
Hodge. On suppose que les polygones associés de Newton et de Hodge ne se touchent pas en
dehors de leurs extrémités au sens où pour tout sous-groupe de Levi standard propre M de G,
on n’a pas νb ≤ µ2 dans la chambre de Weyl positive de M dans X∗(A)Q.

On a alors
1. La paire (b, µ) est admissible.
2. Le groupe de Mumford-Tate MTb,µ contient Gder et MTb,µ/G

der est le plus petit sous-tore du
cocentre contenant l’image de µ. En particulier, l’image de la représentation ξb,µ : Gal(K|K)→
G(Qp), bien définie à G(Qp)-conjugaison près, contient un sous-groupe ouvert de Gder(Qp).

Démonstration. Soit s un entier tel que b soit décent pour s. Choisissons s suffisamment grand de telle
manière que G soit déployé sur Qps . On a donc E ⊂ Qps . De plus, b ∈ G(Qps) et νb : Gm → GQps . Soit
A un tore déployé maximal dans G et B un sous-groupe de Borel contenant A. Notons T = CG(A),
un tore non-ramifié qui est un sous-groupe de Levi de B. On a donc

A ⊂ T ⊂ B.

Puisque G est quasi-déployé et la classe de G(Qps)-conjugaison de νb définie sur Qp, il existe g ∈
G(Qps) tel que gνbg

−1 : D → A. Quitte à remplacer b par gbg−σ et µ par gµg−1 (ce qui ne change
pas l’hypothèse de généricité concernant µ) on peut supposer que

νb ∈ X∗(A)+Q ,

la chambre de Weyl positive.

Commençons par le point (1). Soit FQps la variété de drapeau sur Qps et Fan
Qps

l’espace analytique
de Berkovich associé. Soit Ffa

Qps
⊂ Fan

Qps
l’ouvert qui est le lieu de faible admissiblité de l’isocristal

filtré associé à l’isocristal avec G-structure défini par b ∈ G(Qps). Si (V, ρ) ∈ RepQp
G est une

représentation et x ∈ Fan
Qps

on lui associe l’isocristal filtré

(VQps , ρ(b)σ,Fil•x Vk(x)).

Alors, Ffa
Qps

est le lieu de faible admissibilité de ces isocristaux filtrés (il suffit en fait de le tester pour
une représentation fidèle de G). Puisque b est décent, l’extension des scalaires de Qps à L induit une
bijection

{sous isocristaux de (VQps , ρ(b)σ)} ∼−−→ {sous isocristaux de (VL, ρ(b)σ)}.

En particulier, si K ′|L est une extension de degré fini et x ∈ F(K ′),

(VQps , ρ(b)σ,Fil•x VK′) est faiblement admissible ⇐⇒ (VL, ρ(b)σ,Fil•x VK′) est faiblement admissible .
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Puisque b̄ ∈ B(G,µ), d’après le théorème 3 de [FR05], Ffa
Qps

(L) 6= ∅ et donc Ffa
Qps
6= ∅. Il existe

donc un point fermé de la variété algébrique FQps qui soit un point de l’ouvert analytique Ffa
Qps

.
Notons z ∈ FQps un tel point. Soit ρ : G → GL(V ) une représentation fidèle de V . Soit N ⊂ VQps

un sous-isocristal de (VQps , ρ(b)σ). La fonction

|FQps | −→ Z
x 7−→ tH

(
N, ρ(b)σ,Fil•x Vk(x) ∩N ⊗Qps k(x)

)
(point terminal du polygone de Hodge) est semi-continue supérieurement et en paritculier croît par
spécialisation. Puisque µ : Gm → GK définit un point générique de FQps on a donc

tH
(
N, ρ(b)σ,Fil•µ VK ∩N ⊗Qps K

)
≤ tH

(
N, ρ(b)σ,Fil•z Vk(z) ∩N ⊗Qps k(z)

)
≤ tN (N, ρ(b)σ)

où la seconde inégalité résulte de la faible admissibilité de z. Cela étant vrai pour tout N , on en
déduit que l’isocristal filtré

(VQps , ρ(b)σ,Fil•µ VK)

est faiblement admissible et donc
(VL, ρ(b)σ,Fil•µ VK)

l’est aussi. La paire (b, µ) est donc admissible.

Passons au point (2). On utilise la description donnée dans la proposition 4.3.3.3 de la version
cristalline du groupe de Mumford-Tate, MTcris

b,µ . Soit (V, ρ) ∈ RepQp
G. Soit

VQps =
⊕

λ∈X∗(T )+

V λ
Qps

la décomposition isotypique suivant les plus hauts poids de l’extension des scalaires de Qp à Qps de
ρ (cf. section 4.4.3). On note σ pour Id⊗σ agissant sur VQps . Notons ϕ = ρ(b)σ le Frobenius. On a
alors

ϕ : V λ
Qps

∼−−→ V λσ

Qps

où λ 7→ λσ est donné par l’action de Gal(Qps |Qp) sur X∗(T ). Notons

µ′ ∈ X∗(T )+

le représentant de la classe de conjugaison de µ dans la chambre de Weyl positive. Soit

degµ : VQps −→ Z ∪ {+∞}

la fonction degré associée à la filtration VQps ∩ Fil•µ VK . D’après le lemme 4.4.2.1 et la proposition
4.4.3.1, si v ∈ VQps \ {0} se décompose suivant les plus hauts poids en

v =
∑
λ∈Λ

vλ

où Λ ⊂ X∗(T )+ et pour tout λ ∈ Λ, vλ 6= 0, on a

degµ(v) = inf
λ∈Λ

< λ,w0.µ
′ > .

On a donc pour tout λ ∈ Λ,

s−1∑
i=0

degµ(ϕi(v)) ≤
s−1∑
i=0

< λσi

, w0.µ
′ >= s < λ,w0.µ2 > (4.5)
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où µ2 = 1
s

∑s−1
i=0 µ

′σi ∈ X∗(A)Q est le point de Hodge associé à µ. Regardons maintenant la décom-
position de ρ sur Qps selon l’action de TQps :

VQps =
⊕

χ∈X∗(T )

VQps ,χ.

Pour k ∈ Z,
V ϕs=pk

Qps
=

⊕
χ∈X∗(T )

<χ,νb>= k
s

VQps ,χ.

Soit maintenant v =
∑

λ∈Λ v
λ comme précédemment vérifiant{

ϕs(v) = pkv∑s−1
i=0 degµ(ϕi(v)) = k.

(4.6)

Pour λ ∈ Λ décomposons
vλ =

∑
χ∈X∗(T )

vλ
χ

où vλ
χ ∈ VQps ,χ. Soit χ tel que vλ

χ 6= 0. On a donc

< χ, νb >=
k

s

et puisque le poids χ intervient dans la représentation de plus haut poids λ, χ ≥ w0.λ. Combinant
cela on obtient que

< w0.λ, νb >≤
k

s
.

Cette inégalité et l’inégalité (4.5) donnent

< w0.λ, νb > ≤ < w0.λ, µ2 > . (4.7)

Puisque b̄ ∈ B(G,µ), on a µ2 ≥ νb et donc, étant donné que w0.λ est un poids antidominant,

< w0.λ, µ2 − νb >≤ 0. (4.8)

De (4.7) et (4.8) on déduit que
< w0.λ, µ2 − νb >= 0.

L’hypothèse (d) de l’énoncé se traduit maintenant en ce que si ∆ ⊂ X∗(A) sont les racines simples
de A dans LieB et

µ2 − νb =
∑
α∈∆

aαα̌

avec, puisque µ2 ≥ νb, aα ≥ 0, alors pour tout α ∈ ∆, aα > 0. On a donc∑
α∈∆

aα < w0.λ, α̌ >= 0

mais puisque < w0.λ, α̌ >≤ 0, cela signifie que pour tout α ∈ ∆, < w0.λ, α̌ >= 0 soit encore

λ ∈< Φ(A,G)∨ >⊥

où Φ(A,G) ⊂ X∗(A) sont les racines de A dans LieG.
Soit maintenant α̌ ∈ Φ(T,G)∨ une coracine de T dans LieG. On a alors

<
s−1∑
i=0

λσi

, α̌ > = < λ,
s−1∑
i=0

α̌σi−1
>

= 0.
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On a donc
s−1∑
i=0

λσi

∈ < Φ(T,G)∨ >⊥ .

Mais, pour tout i, λσi ∈ X∗(T )+. On en déduit que

λ ∈ < Φ(T,G)∨ >⊥ .

La représentation de plus haut poids associée à λ est donc une représentation de dimension 1 de
GQps .

On a donc démontré que si v =
∑

λ∈Λ v
λ ∈ VQps avec pour tout λ ∈ Λ, vλ 6= 0 et v satisfait les

équations (4.6) alors pour tout λ ∈ Λ, V λ
Qps

est une somme directe de représentations de dimension
1 de GQps i.e. de caractères GQps → Gm. On a donc

∀g ∈ Gder
Qps , g.v = v

soit encore
Gder

Qps ⊂ MTcris
b,µ

d’après la proposition 4.3.3.3. Mais puisque MTb,µ ⊗Qps est une forme intérieure de MTcris
b,µ ,

Gder ⊂ MTb,µ.

Il reste à calculer MTb,µ/G
der. Si det : G � G/Gder = D, cela revient à calculer MTdet(b),det ◦µ c’est

à dire les groupes de Mumford-Tate associés à un tore non-ramifié. Plus précisément, si T est un
tore non-ramifié sur Qp et µ0 ∈ X∗(T ), soit b0 ∈ B(T ) l’unique élément tel que b0 ∈ B(T, µ0). On
vérifie alors que MTb0,µ0 est le plus petit sous-tore de T contenant l’image de µ0. Cela résulte par
exemple du lemme 2.2.4.1 qui montre que MTb0,µ0 est le plus petit sous-tore de T contenant l’image
du morphisme χµ.





Chapitre 5

Composantes connexes géométriques
et applications

5.1 Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-
Zink

5.1.1 Une conjecture
Voici une conjecture concernant les composantes connexes des espaces de Rapoport-Zink.

Conjecture 1. Soit M̆ un espace de Rapoport-Zink non-ramifié simple de type EL, PEL sym-
plectique ou unitaire. Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés à la donnée de
Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf. 4.1 et 4.5.0.1 hypothèse (d)).
Alors,

κ : π0(M̆) ∼−−→ Im κ.

On a le théorème suivant de Viehmann.

Théorème 5.1.1.1 (Viehmann [Vie08b],[Vie08a]). La conjecture précédente est vérifiée lorsque
F = Qp dans le cas EL et PEL symplectique.

La conjecture est également vérifiée pour des raisons évidentes dans le cas des espaces de Lubin-
Tate. Il résulte également des travaux de Vollaard ([Vol10]) que cette conjecture est vérifiée dans le
cas PEL unitaire basique lorsque F est une extension quadratique de Qp et la signature est (1, n−1).

Soit M̆red la fibre spéciale réduite de M̆, un Fp-schéma localement de type fini. Puisque |M̆| =
|M̆red| la conjecture est un problème d’espaces de modules de groupes p-divisibles en caractéristique
positive. Il s’agit de montrer que si x, x′ ∈ M̆red(Fp) sont associés à (X, ρ) et (X ′, ρ′) avec htρ = htρ′
alors x et x′ sont dans la même composante connexe.

Rappelons que F̆an est la variété de drapeaux associée sur Ĕ vue comme Ĕ-espace analytique de
Berkovich et

π̆ : M̆an −→ F̆an

le morphisme de périodes. Soit F̆a = Im π̆ l’image du morphisme de périodes.

Lemme 5.1.1.1. Supposons que la conjecture 1 vérifiée, alors F̆a est connexe. De plus, pour toute
composante connexe X de M̆an, π̆(X) = F̆a.

Démonstration. Pour i ∈ Im κ ⊂ Z, posons M̆(i) = κ−1(i). Il suffit de montrer que pour tout i1, i2 ∈
Im κ, π̆(M̆(i1)an) = π̆(M̆(i2)an). Soit Kg := gG(Zp)g−1 ∩ G(Zp), pour g ∈ G(Qp). Considérons le

137
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diagramme commutatif :

M̆Kg

g //

πKg,G(Zp)

||xxxxxxx
M̆g−1Kgg

πg−1Kgg,G(Zp)

$$IIIIIIII

M̆an

π̆

))RRRRRRRRRRRRRRRRR M̆an

π̆

ttjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

F̆a

Pour (X, ρ, η) ∈ M̆Kg
dans le cas EL (resp. (X,λ, ρ, η) ∈ M̆Kg

dans le cas PEL), soit ρ′ le quasi-
isogénie apparaissant dans g · (X, ρ, η) (resp. g · (X,λ, ρ, η)). Alors

htρ′ =

{
htρ− dvp(det(g)) cas EL
htρ− nd

2 vp(c(g)) cas PEL

Donc pour i ∈ Im κ,

πg−1Kgg,G(Zp) ◦ π−1
Kg,G(Zp)(M̆(i)an) =

{
M̆(i+ vp(det(g)))an cas EL
M̆(i+ vp(c(g)))an cas PEL

On en déduit que

π̆(M̆(i)an) =

{
π̆(M̆(i+ vp(det(g)))an) cas EL
π̆(M̆(i+ vp(c(g)))an) cas PEL.

Le résultat s’en déduit du fait que l’image de G(Qp) → 4 est l’image de κ, puisque l’image de
D(Qp)→4 est l’image de κ, et G(Qp)→ D(Qp) est surjectif d’après Kneser.

5.1.2 L’image de la monodromie géométrique des espaces de Rapoport-
Zink

On reprend les notations du chapitre 2 et en particulier de la section 2.5. Soit M̆ un espace de
Rapoport-Zink non-ramifié simple de type EL ou PEL symplectique ou unitaire. Rappelons que l’on
note π1 pour le groupe fondamental classifiant les revêtements étales finis d’un espace analytique
de Berkovich et πdJ

1 pour le groupe fondamental défini par de Jong. On note Cp le complété de Ĕ.
Rappelons que l’on note IE = Gal(Ĕ|E). On a démontré dans le chapitre 2 qu’étant donné un point
x̄ ∈ M̆an(Ĕ), on a un diagramme commutatif

π1(M̆an
Cp
, x) //

ρgéo
x̄

��

π1(M̆an, x) //

ρx̄

��

IE //

χdet µ̃

��

1

1 // Gder(Zp) // G(Zp)
det // D(Zp)

(5.1)

donné par les représentations de monodromie sur le module de Tate de la déformation universelle
spécialisée en x̄ (cf. 2.5.3).

Voici le théorème principal. Dans le cas des espaces de Lubin-Tate ce théorème a été démontré
par de Jong ([dJ95b], cf. proposition 7.4). Nous suivons sa stratégie de preuve.

Théorème 5.1.2.1. Supposons la conjecture 1 vérifiée. Supposons que les polygones de Hodge et de
Newton associés à la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf.
4.1 et 4.5.0.1 hypothèse (d)). Soit x̄ ∈ M̆an(Ĕ). La représentation de monodromie géométrique

ρgéox̄ : π1(M̆an⊗̂Cp, x̄) −→ Gder(Zp)

sur le module de Tate de la déformation universelle spécialisée en x̄ est surjective.
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Démonstration. Première étape : l’image est ouverte.

Commençons par montrer que l’image de ρgéo
x̄ est ouverte. On peut supposer que b ∈ G(L) est

décent. Soit X la composante connexe de l’image de x̄ dans M̆an. D’après le lemme 5.1.2.1 qui suit
elle est géométriquement connexe. Son image par l’application de périodes, π̆(X), est un ouvert de
F̆an. Puisque l’on suppose la conjecture 1 vérifiée, on a π̆(X) = Im π̆ grâce au lemme 5.1.1.1. D’après
la proposition 4.2.0.3 il existe un point à valeurs dans Ĕ de F̆ qui est un point générique de la variété
de drapeaux sur E. D’après le point (1) du théorème 4.5.0.1 un tel point est dans π̆(X).

Soit K|Ĕ de degré fini avec K ⊂ Ĕ et y ∈ X(K) s’envoyant sur un tel point par l’application de
périodes. Soit ȳ le point géométrique associé au plongement K ⊂ Ĕ. L’image de ρgéo

ȳ coïncide avec
celle de ρgéo

x̄ à Gder(Zp)-conjugaison près. Il y a de plus un diagramme

Gal(Ĕ|K)� _

��

s

xxrrrrrrrrrrr

π1(M̆an
Cp
, y) //

ρgéo
ȳ

��

π1(M̆an, y) //

ρȳ

��

IE //

χdet µ̃

��

1

1 // Gder(Zp) // G(Zp)
det // D(Zp)

où s est la section donnée par le point rationnel y ∈ M̆an(K). D’après le théorème 4.5.0.1, l’image
de

ρȳ ◦ s : Gal(Ĕ|K) −→ G(Zp)

contient un sous-groupe ouverte de Gder(Zp). L’image de ρȳ contient donc un sous-groupe ouvert de
Gder(Zp). Or,

Im ρgéo
ȳ � Im ρȳ

et donc
Lie

(
Im ρgéo

ȳ

)
� LieGder.

D’après le lemme 5.1.2.2 qui suit, LieGder est simple. On a donc que soit Im ρgéo
ȳ est un sous-groupe

ouvert de Gder(Zp), soit c’est un groupe fini. Supposons par l’absurde que c’est un groupe fini. Soit
A une OĔ-algèbre topologiquement de type fini sans p-torsion intègre non nulle et Spf(A) −→ M̆
un morphisme tel que l’image de Sp(A[ 1p ])→ M̆an soit contenue dans la composante connexe de x̄.
Soit X le groupe p-divisible sur Spf(A) tiré en arrière de la déformation universelle sur M̆. Quitte à
remplacer A par son normalisé dans une extension de degré fini de Frac(A) on peut supposer que A
est normale et qu’il existe un groupe p-divisible Y sur Ĕ tel que

Xuniv,an × Sp(A[
1
p
]) ' Y ×Sp(Ĕ) Sp(A[

1
p
]). (5.2)

Soit K|Ĕ une extension fini telle que

Sp(A[
1
p
])(K) = Spf(A)(OK) 6= ∅

Alors Y ⊗Ĕ K possède un modèle Y ′ sur OK . Soit A′ le normalisé de A dans le corps des fractions
de A⊗OĔ

OK . Alors (5.2) entraîne un isomorphisme

Xuniv,an ×M̆an Sp(A′[
1
p
]) ' Y

′an ×Sp(K) Sp(A′[
1
p
]).

Puisque A′ est noethérienne normale, d’après le théorème de pleine fidélité de Tate,

Xuniv ×M̆ Spf(A′) ' Y
′
×Spf OK

Spf(A′).
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Or, l’application de Kodaira-Spencer pour Y ′ s’annule car Ω1
OK/OĔ

= 0, mais celle pour Xuniv est
l’isomorphisme

(Ω1
M̆/ Spf(OĔ)

)∨ ∼−→ Lie(Xuniv D)⊗OM̆ Lie(Xuniv)

On en déduit que le morphisme naturel

f∗(Ω1
M̆/ Spf(OĔ)

)→ Ω1
Spf(A′)/ Spf(OĔ)

s’annule, où f : Spf(A′)→ M̆. Donc

Ω1
Spf(A′)/ Spf(OĔ)

∼−→ Ω1
Spf(A′)/M̆.

Or, (Ω1
Spf(A′)/M̆)an s’annule puisque Sp(A′[ 1p ])→ M̆an est une immersion ouverte composé avec un

morphisme fini étale. On en déduit que

(Ω1
Spf(A′)/ Spf(OĔ))

an = Ω1
Sp(A′[1/p])/ Sp(Ĕ)

= 0.

D’où M̆ est de dimension 0. Cela n’est pas possible puisque l’on suppose que les polygones de Newton
et de Hodge n’ont pas de point commun en dehors de leurs extrêmités.

Deuxième étape : utilisation des représentations de monodromie de de Jong

Soit maintenant ȳ = π̆(x̄), un point géométrique de l’espace des périodes. Rappelons (cf. section
2.5) qu’il existe un diagramme commutatif

πdJ
1 (M̆an

Cp
, x̄)

π̆∗

��

α // π1(M̆an
Cp
, x̄)

ρgéo
x̄ // Gder(Zp)� _

��
πdJ

1 (F̆a
Cp
, ȳ)

β // Gder(Qp).

Notons
Γ = Imβ.

Dans le diagramme précédent on a :
– les groupes πdJ

1 (M̆an
Cp
, x̄) et πdJ

1 (F̆a
Cp
, ȳ) sont prodiscrets,

– le groupe π1(M̆an
Cp
, x̄) est profini,

– l’image de α est dense,
– on a Γ ∩Gder(Zp) = Im(ρgéo

x̄ ◦ α).
Soit Γ l’adhérence de Γ dans Gder(Qp) pour la topologie p-adique. On a un diagramme d’inclusions

Im(ρgéo
x̄ ◦ α) ⊂

dense
Im ρgéo

x̄

∩
Γ

duquel on déduit que
Im ρgéo

x̄ ⊂ Γ.

Puisqu’on a montré que Im ρgéo
x̄ est ouvert dans Gder(Zp), on en déduit que Γ est un sous-groupe

ouvert de Gder(Qp).
Comme remarqué au début de cette démonstration, si X est une composante connexe de M̆an

alors Im π̆ = π̆(X) et donc Im π̆ est connexe. Il résulte alors de la description de de Jong de l’espace
M̆an en termes de réseaux dans le Qp-système local sur le lieu admissible Im π̆ et du lemme qui suit
que

π0(M̆an) ' Γ\G(Qp)/G(Zp).
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Puisque π0(M̆an)/pZ est fini on en déduit que

|Γ\G(Qp)/G(Zp).pZ| < +∞

et que donc
|Γ\Gder(Qp)| < +∞

en utilisant le fait que Γ est ouvert. Alors Γ est de covolume fini dans Gder(Qp). D’après ([Mar91] II
thm 5.1), Γ étant ouvert, on en déduit que

Γ = Gder(Qp).

Mais puisque Gder(Zp) est ouvert dans Gder(Qp), on a

Γ ∩Gder(Zp) = Γ ∩Gder(Zp) = Gder(Zp).

Puisque Γ ∩Gder(Zp) = Im(ρgéo
x̄ ◦ α) et Im ρgéo

x̄ est fermé dans Gder(Zp) on conclut que

Im ρgéo
x̄ = Gder(Zp).

Lemme 5.1.2.1.

1. Soit M̆red la fibre spéciale réduit du schéma formel M̆, un Fp-schéma localement de type fini.
L’application de spécialisation induit une bijection

π0(M̆an) ∼−−→ π0(M̆red).

2. Toute composante connexe de M̆an est géométriquement connexe.

Démonstration. Le point (1) résulte de ce que M̆an est formellement lisse et du théorème 7.4.1 de
[dJ95a]. Le point (2) résulte du point (1) et de ce que M̆ étant formellement lisse, toute composante
connexe de M̆an possède un point Ĕ-rationnel.

Lemme 5.1.2.2. L’algèbre de Lie de Gder est simple.

Démonstration. Dans tous les cas,

LieGder ⊗Qp
Qp =

∏
τ∈ĨF

g.

où g est simple et Gal(Qp|Qp) agit par permutation des composantes. Si h ⊂ LieGder est un idéal
on a donc

hQp
=

∏
τ∈J

g

où J ⊂ ĨF . Mais l’ensemble J est nécessairement invariant par l’action de Gal(Qp|Qp). On a donc
soit J = ∅, soit J = ĨF .

5.1.3 Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-Zink
Du théorème 5.1.2.1 on déduit le suivant qui est le théorème principal de cette thèse.

Théorème 5.1.3.1. Supposons la conjecture 1 vérifiée. Supposons que les polygones de Hodge et de
Newton associés à la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf.
4.1 et 4.5.0.1 hypothèse (d)).

1. Les fibres géométriques du morphisme déterminant

M̆K −→ det(M̆)det K = M̆(D,det µ̃)det K

sont les composantes connexes géométriques de M̆K .
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2. Le morphisme déterminant induit des bijections compatibles lorsque K varie

π0(M̆K⊗̂Cp)
∼−−→ D(Qp)/detK.

L’action de (g1, g2) ∈ J(Qp)×G(Qp) sur les composantes connexes géométriques est donnée sur
D(Qp)/detK par la translation par det(g1) det(g2). L’action de γ ∈ IE sur les composantes
connexes géométriques est donnée par la translation par χdet µ̃(γ).

Remarque 5.1.3.1. Via le théorème d’uniformisation de Rapoport-Zink ([RZ96] chap. 6) le théo-
rème 5.1.3.1 fournit une description des composantes connexes géométriques du tube au dessus du
lieu basique de certaines variétés de Shimura de type PEL.

5.1.4 Composantes connexes des tours de Rapoport-Zink
Bien sûr, si on connait les composantes connexes géométriques ainsi que l’action du groupe de

Galois dessus, on connait les composantes connexes.

Corollaire 5.1.4.1. Soit D0 le plus petit sous tore de D contenant l’image de det ◦µ̃ ∈ X∗(D). Il y
a des bijection naturelles lorsque K varie

π0(M̆K) ∼−−→ D(Qp)/D0(Zp) detK.

L’action de (g1, g2) ∈ J(Qp) × G(Qp) sur les composantes connexes géométriques est donnée sur
D(Qp)/detK par la translation par det(g1) det(g2).

Démonstration. On a
π0(M̆K) = IE\π0(M̆K⊗̂Cp).

Rappelons (cf. section 2.2) que χdet µ̃ : IE → D(Qp) est donné par l’application de réciprocité
d’Artin composée avec le morphisme de groupes O×E → D(Qp) induit par le morphisme de tores
Ndet µ̃ : ResE/Qp

Gm → D. On vérifie facilement que D0 = ImNdet µ̃. Remarquons que tous nos tores
sont non-ramifiés sur Qp. On note encore D pour le modèle entier canonique de D sur Zp. Alors,
Ndet µ̃ est induit en fibre générique par un morphisme de tores

Ndet µ̃ : ResOE/Zp
Gm −→ D.

On vérifie par un calcul explicite que le noyau de ce morphisme de tores est connexe et est donc un
tore. D’après le théorème de Lang, cela implique que l’image de Ndet µ̃ : O×E → D(Zp) est égale à
D0(Zp).

Exemple 5.1.4.1. Soit δ ∈ Im κ et M̆[δ]
K = κ−1(δ). Si D0 = D,

∣∣π0

(
M̆[δ]

K

)∣∣ est borné lorsque K
varie. Si D0 ( D, lim

K→{e}

∣∣π0

(
M̆[δ]

K

)∣∣ = +∞.

5.1.5 Sur l’hypothèse concernant les polygones de Hodge et de Newton
Supposons que l’on regarde un espace de Rapoport-Zink de type EL lorsque F = Qp, c’est à dire

sans structures additionnelles. On a alors G = GLn/Qp
. Dans les théorèmes précédents, la condition

concernant les polygones de Hodge et Newton signifie simplement que le groupe p-divisible que l’on
déforme ne possède pas de partie étale, ni de partie multiplicative. Si c’était le cas, la représentation
de monodromie du théorème 5.1.2.1 se factoriserait par un sous-groupe parabolique propre de G(Qp).
De plus, la tour de Rapoport-Zink serait « induite parabolique » à partir d’une tour de Rapoport-Zink
de dimension inférieure. Dans le cas des espaces de modules de déformation de groupes p-divisibles
de dimension 1, il s’agit de « l’astuce de Boyer »(cf. [Boy99] et [HT01]). Donc, lorsqu’il n’y a pas de
structures additionnelles, l’hypothèse concernant les polygones de Hodge et Newton est nécessaire
afin que les théorèmes précédents soient vrais.

Dans le cas général, il est probable que cette hypothèse soit encore nécessaire. Un cas particulier
de cela a été vérifié par Mantovan dans [Man08]. Plus précisément, Mantovan montre que si non
seulement les polygones de Hodge et de Newton se touchent en un point de rupture du polygone de
Newton mais également « ils coïncident avant », alors la représentation de monodromie se factorise
par un sous-groupe parabolique et la tour de Rapoport-Zink est induite parabolique.
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5.2 Applications cohomologiques

La tour (M̆K⊗̂Cp)K est munie d’une action de J(Qp) à gauche et d’une action de G(Qp)× IE à
droite. De plus, pour un relèvement de Frobenius σ̃E ∈ Gal(E|E), M̆K⊗̂Cp est muni d’une action
de σ̃E induite par la donnée de Rapoport-Zink :

M̆K⊗̂Cp
αK⊗̂Cp−→ σ∗EM̆K⊗̂Cp

σ̃E−→ M̆K⊗̂Cp

où αK : M̆K → σ∗EM̆K est la donnée de descente de Rapoport-Zink. Donc l’action de IE à droite
sur la tour (M̆K)K prolonge en une action de WE qui commute encore aux actions de J(Qp) et de
G(Qp). Posons

d := dimM̆an =


∑

τ∈ĨF
pτqτ EL

1
2

∑
τ∈ĨF

pτqτ PEL unitaire

[F : Qp]n(n+ 1)/2 PEL symplectique

Définition 5.2.0.1. On définit

H•
c (M̆K⊗̂ĔCp,Ql) := lim−→U

lim←−n
H•

c (U⊗̂ĔCp,Z/lnZ)⊗Ql

la cohomologie à support compact l-adique de l’espace analytique M̆K⊗̂ĔCp, où U parcourt les ouverts
relativement compacts de M̆K . Définissons

H•
c (M̆K⊗̂Cp,Q`) := H•

c (M̆K⊗̂Cp,Ql)⊗Q`.

Considérons le système projectif (H2d
c (M̆K ,Q`))K avec les morphismes de translation :

(πK′,K⊗̂Cp)! : H2d
c (M̆K′⊗̂Cp,Q`)→ H2d

c (M̆K⊗̂Cp,Q`)

où K ′ ⊂ K ⊂ G(Zp) et πK′,K : M̆K′ → M̆K le morphisme naturel. Ce sysmtème est muni d’une
action de J(Qp)×G(Qp)×WE à gauche, avec l’action de J(Qp) donnée par (g−1)∗ pour g ∈ J(Qp).

Théorème 5.2.0.1. Supposons la conjecture 1 vérifiée. Supposons que les polygones de Hodge et de
Newton associés à la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf.
4.1 et 4.5.0.1 hypothèse (d)). Soit π une Q`-représentation irreductible lisse de J(Qp).

– Si π = χ ◦ det est le composé du morphisme déterminant avec un caractère de D(Qp)

π : J(Qp)
det→ D(Qp)

χ→ Q×
` ,

alors la représentation

lim−→K
HomJ(Qp)(H2d

c (M̆K⊗̂Cp,Q`), π) (5.3)

de G(Qp)×WE est le caractère suivant :

G(Qp)×WE → Q×
`

(g, γ) 7→ χ ◦ det(g) · χ ◦ χ̃det µ̃(γ) · χd
cycl(γ)

où χcycl est le caractère cyclotomique et χ̃det µ̃ : WE → D(Qp) est défini dans la remarque
2.2.3.2.

– si π 6= χ ◦ det, alors 5.3 s’annule.

Pour montrer ce théorème, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.2.0.1. – L’action de J(Qp)×G(Qp)×WE sur

V := lim←−K
H2d

c (M̆K⊗̂Cp,Q`)

factorise par

J(Qp)×G(Qp)×WE
(det,det,Id)−→ D(Qp)×D(Qp)×WE .
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– Désignons par ρ : J(Qp)→ GL(V ) l’action de J(Qp) sur V qui factorise par D(Qp). Par l’abus
de notation, on note encore ρ : D(Qp) → GL(V ). Alors on peut décrire explicitement l’action
de J(Qp)×G(Qp)×WE comme suit : pour (g1, g2, γ) ∈ J(Qp)×G(Qp)×WE et v ∈ V ,

(g1, g2, γ) · v = χ−d
cycl(γ)ρ(det(g1)) ◦ ρ(det(g−1

2 )) ◦ ρ(χ̃det µ̃(γ−1))v.

Démonstration. Posons

(J(Qp)×G(Qp))1 := {(g1, g2) ∈ J(Qp)×G(Qp)|det(g1) = det(g2) ∈ D(Qp)}
(J(Qp)×G(Qp))1 := {(g1, g2) ∈ J(Qp)×G(Qp)|det(g−1

1 ) = det(g2) ∈ D(Qp)}

On déclare que (J(Qp)×G(Qp))1 agit trivialement sur V .
Soient (g1, g2) ∈ (J(Qp) × G(Qp))1 et K ⊂ G(Zp) un sous groupe compact ouvert tels que

g−1
2 Kg2 ⊂ G(Zp). Considérons la correspondance de Hecke :

M̆K∩g2Kg−1
2

(g1,g2)//
π

K∩g2Kg
−1
2 ,K

yyttttttttt
M̆g−1

2 Kg2∩K
π

g
−1
2 Kg2∩K,K

%%JJJJJJJJJ

M̆K M̆K

Comme le morphisme déterminant est compatible aux actions de J(Qp) et G(Qp), cela induit une
idéntité sur les composantes connexes géométriques de M̆K :

D(Qp)/det(K ∩ g2Kg−1
2 )

����

π0(M̆K∩g2Kg−1
2
⊗̂Cp)

π0(πK∩g2Kg
−1
2 ,K

⊗̂Cp)

����

(g1,g2)// π0(M̆g−1
2 Kg2∩K⊗̂Cp)

π0(πK∩g
−1
2 Kg2,K

⊗̂Cp)

����

D(Qp)/det(g−1
2 Kg2 ∩K)

����
D(Qp)/detK π0(M̆K⊗̂Cp)

Id // π0(M̆K⊗̂Cp) D(Qp)/detK

(5.4)

Berkovich montre dans [Ber93] théorème 7.2.1 que le morphisme trace :

TrK : H2d
c (M̆K⊗̂Cp,Q`)

∼−→
⊕

π0(M̆K⊗̂Cp)

Q`(−d)

est un isomorphisme pour tout K ⊂ G(Zp) sous groupe ouvert compact. De plus le morphisme
trace est compatible à la composition (i.e. pour K ′ ⊂ K ⊂ G(Zp), TrK′ = TrK ◦ (πK′,K)!.) Alors le
diagramme 5.4 couplé avec le morphisme trace pour la tour (M̆K)K entraîne le diagramme suivant
de groupes de cohomologies en degré 2d :

H2d
c (M̆K∩g2Kg−1

2
⊗̂Cp,Q`)

(π
K∩g2Kg

−1
2 ,K

⊗̂Cp)!

��

H2d
c (M̆g−1

2 Kg2∩K⊗̂Cp,Q`)
((g−1

1 )∗,g∗2 )oo

(π
g
−1
2 Kg2∩K,K

⊗̂Cp)!

��
H2d

c (M̆K⊗̂Cp,Q`) H2d
c (M̆K⊗̂Cp,Q`)

Idoo

D’où (J(Qp) × G(Qp))1 agit trivialement sur V . En particulier, l’action de J(Qp) × G(Qp) ×WE

factorise par D(Qp)×D(Qp)×WE et de plus pour g ∈ G(Qp) et v ∈ V ,

g · v = ρ(det g−1)v.

De même, on définit

(J(Qp)×WE)1 := {(g, γ) ∈ J(Qp)×WE |det g = χ̃det µ̃(γ)}
(J(Qp)×WE)1 := {(g, γ) ∈ J(Qp)×WE |(g−1, γ) ∈ (J(Qp)×WE)1}

On montre de la même manière que (J(Qp) ×WE)1 agit trivialement sur π0(M̆K⊗̂Cp) les compo-
santes connexes géométriques de M̆K . Donc l’action de (J(Qp)×WE)1 est donnée par le caractère
χ−d

cycl composé avec la projection (J(Qp)×WE)1
pr2→ WE . D’où le résultat.
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Preuve du théorème 5.2.0.1. Remarquons que

lim−→K
HomJ(Qp)(H2d

c (M̆K⊗̂Cp,Q`), π) ↪→ HomJ(Qp)(lim←−K
H2d

c (M̆K⊗̂Cp), π) (5.5)

car tous les morphismes de translation dans le système projectif (H2d
c (M̆K⊗̂Cp))K sont surjectifs.

D’après le lemme 5.2.0.1, HomJ(Qp)(lim←−K
H2d

c (M̆⊗̂Cp), π) s’annule si π ne factorise pas par D(Qp),
d’où le point (2).

Maintenant supposons que π = χ ◦ det avec χ : D(Qp) → Q×
` un carectère lisse. En utilisant le

morphisme trace, on a
H2d

c (M̆K⊗̂Cp,Q`) ' c− IndD(Qp)
det K (1det K)

en tant que Q`-représentation de J(Qp) qui factorise par D(Qp). Donc

HomJ(Qp)(H2d
c (M̆K⊗̂Cp,Q`), π)

'HomD(Qp)(c− IndD(Qp)
det K (1det K), χ)

=Homdet K(1det K , χ| det K)

=(χ| det K)det K

et
lim−→K

HomJ(Qp)(H2d
c (M̆K⊗̂Cp,Q`), π) = lim−→K

(χ| det K)det K = χ

Donc (5.3) est de dimension 1, et le caractère s’est obtenu par l’inclusion (5.5) couplée avec le lemme
5.2.0.1.





Annexe A

Comparaison d’anneaux Bcris et B̂cris

Soit K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discrète à corps résiduel k
parfait de caractéristique p > 0. Nous noterons G = Gal(K/K), K0 = W (k) ⊗Z Q. Fixons une
clôture algébrique K de K, on note C la complété p-adique de K.

Dans cet appendice, on va voir que la théorie classique de Fontaine pour Bcris(OK) reste valable
pur B̂cris(OK). On notera Bcris := Bcris(OK), B̂cris := B̂cris(OK).

Soit R := lim←−Frob
OK/pOK . (On a changé la notation de S à R ici).

Soit α ⊂ R un idéal. Posons

Sα :=
{ ∑

n>>−∞
pn[vn]|vn ∈ α−n∀n < 0

}
⊂W (k)⊗Z Q.

C’est une sous-W (k)-algèbre de W (R) ⊗Z Q. Soient S∧α := lim←−n
Sα/p

nSα, B+
α := S∧α ⊗W (k) K0 et

B+
α,K := B+

α ⊗K0 K.
Posons des idéaux α1, α2, α3 de R :

α1 := {x ∈ R|x(0) ∈ ppOC}
α2 := {x ∈ R|x(0) ∈ pp−1OC}
α3 := {x ∈ R|x(0) ∈ pOC}.

Rappelons que on a un homomorphisme surjectif :

θ : W (R)→ OC

avec ker(θ) = (ξ), où ξ = p− [p].

Proposition A.0.0.1. On a des inclusions naturelles :
(1)S∧α1

⊂ Acris ⊂ S∧α2
.

(2)S∧α1
⊂ Âcris ⊂ S∧α3

.

Démonstration. (1)[Fon83, 3.8].
(2)Comme Âcris est p-adiquement complèt, on a un homomorphisme α : S∧α1

→ Âcris.
Notons D := DW (R)(ker θ) l’enveloppe à puissances divisées de W (R) par rapport à l’idéal ker θ.

On peut vérifier que la topologie sur D définie par la PD-filtration est plus fine que celle induite par
la topologie p-adique de Sα3 . Donc on a un morphisme naturel β : Âcris → S∧α3

. Comme on sait que
la composée

S∧α1

α→ Âcris
β→ S∧α3

est injectif [Fon82, Prop 4.4], on en déduit que α est injectif. On se ramène à l’injectivité de β.
A l’aide du morphisme θ, tout élément de Âcris peut être s’écrit de la forme

∑
n≥0[an]ξ[n]. Cette

écriture n’est pas unique, mais
∑

n≥0[an]ξ[n] = 0 si et seulement si an = 0 pour tout n. Soit
x =

∑
n≥0[an]ξ[n] ∈ Âcris non nul, on veut montrer que β(x) ne s’annule pas dans S∧α3

.
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Notons λ0 := minn(νR(an) + n − vp(n!)) ∈ N, où νR(vn) := vp(v
(0)
n ). Posons 4λ0 := {n ∈

N|νR(an) + n− vp(n!) = λ0} C’est un ensemble fini avec éléments n1 < n2 < · · · < nr.
Posons xn =

∑n−1
i=0 [ai]ξ[i] ∈ D. Alors x est défini par la suite de Cauchy (xn)n∈N dans Âcris.

Pour montrer que β(x) 6= 0, il suffit de montrer que

∀n ≥ nr, xn /∈ pλ0+1Sα3 .

Or on a une description plus concrète de Sα3 :

Sα3 =
{ ∑

n>>−∞
pn[vn]|νR(vn) + n ≥ 0,∀n ∈ Z

}
.

Alors
pmSα3 =

{ ∑
n>>−∞

pn[vn]|νR(vn) + n ≥ m,∀n ∈ Z
}
.

Alors pour tout n ≥ nr, xn ∈ pλ0Sα3 et

xn ≡
r∑

i=1

[ani ]ξ
[ni] mod pλ0+1Sα3 .

Comme Sα3 est sans p-torsion, on a

xn

pλ0
≡

r∑
i=1

[ani
]ξ[ni]

pλ0
mod pSα3 .

Considérons maintenant l’homomorphisme d’anneaux :

γ : Sα3 → R/pR[X]∑
n>>−∞ pn[vn] 7→

∑
n≥0

(v−np−n)Xn

où x désigne x modulo pR. C’est surjectif avec noyau pSα3 [Fon82, lemme 4.5].

Alors on se ramène à montrer que γ(
∑r

i=1
[ani

]ξ[ni]

pλ0
) 6= 0.

γ(
r∑

i=1

[ani
]ξ[ni]

pλ0
)

= γ(
r∑

i=1

[ani
]

pνR(ani
)
·
(p− [p])ni

(ni)!
· 1
pni−vp(ni!)

)

= γ(
r∑

i=1

ni∑
m=0

[ani
]

pνR(ani
)
· p

m

m!
·
(−[p])ni−m

(ni −m)!
· 1
pni−vp(ni!)

)

= γ(
r∑

i=1

ni∑
m=0

[ani · pni−m] · p−(νR(ani
)+(ni−m)−vp((ni

m)))) · (−1)ni−mu−1
m u−1

ni−m

=
r∑

i=1

∑
m∈4ni

ani · p−νR(ani
)XνR(ani

)+(ni−m) · (−1)ni−mu−1
m u−1

ni−m

=
r∑

i=1

∑
m∈4ni

ani · p−νR(ani
)Xλ0+vp(ni!)−m · (−1)ni−mu−1

m u−1
ni−m (A.1)

où
(
ni

m

)
= ni!

(ni−m)!·m! , um = m!
pvp(m!) et 4ni := {m ∈ N|0 ≤ m ≤ ni, vp(

(
ni

m

)
) = 0}.
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Si pour tout l ≤ nr,
∑l−1

i=0 vp(nr − i) < l. Alors,

vp(nr!)− nr < vp(ni!)− ni, 1 ≤ i ≤ r − 1.

On en déduit que le coefficient du monôme de Xλ0+vp(nr!)−nr de (A.1) est

anr
p−vR(anr ) · (−1)nr−mu−1

m u−1
nr−m mod pR

qui ne s’annule pas dans R/pR. Donc γ(
∑r

i=1
[ani]ξ

[ni]

pλi
) 6= 0.

Sinon, il existe l ∈ N, 1 ≤ l ≤ nr tel que
∑l−1

i=0 vp(nr − i) ≥ l. Soit l0 le plus petit entier positif
qui vérifie cette propriété. D’après le lemme A.0.0.3, l0 − 1 ∈ 4nr

. Donc il suffit de montrer que le
coefficient du monôme Xλ0+vp(nr!)−l0+1 de (A.1) est

anr
p−vR(anr )(−1)nr−l0+1u−1

l0−1u
−1
nr−l0+1 mod pR

qui ne s’annule pas dans R/pR. C’est équivalent à dire que

λ0 + vp(nr!)− l0 + 1 6= λ0 + vp(ni!)−m

pour tout 1 ≤ i ≤ r − 1 et m ∈ 4ni
. On raisonne par l’absurde. Sinon il existe i,m tel que

vp(nr!)− vp(ni!) = l0 − 1−m. Si nr − ni ≤ l0 − 1−m, d’après la définition de l0, on a nr − ni ≥ l0.
Cela entraîne que l0 ≤ l0 − 1−m qui est impossible. Donc on a

l0 − 1−m < nr − ni (A.2)

Comme m ∈ 4ni
, on a

vp(nr!)− vp((ni −m)!) = vp(nr!)− vp(ni!) + vp(m!) = l0 − 1−m+ vp(m!) ≤ l0 − 1.

D’autre part, d’après A.2,

vp(nr!)− vp((ni −m)!) ≥ vp(nr!)− vp((nr − l0)!) ≥ l0,

d’où la contradiction.

Lemme A.0.0.2. Soit n ≤ m deux entiers positifs avec expansion p-adique

n =
∑

i

aip
i,m =

∑
i

bip
i, 0 ≤ ai, bi ≤ p− 1.

Alors vp(
(

n
m

)
) = 0 si et seulement si bi ≤ ai pour tout i.

Démonstration.

vp(
(
n

m

)
) =vp(n!)− vp((n−m)!)− vp(m!)

=
∑
i≥1

b n
pi
c − bn−m

pi
c − bm

pi
c

où bxc désigne le plus grand entier égal ou inférieur que x. Alors vp(
(

n
m

)
) = 0 si et seulement

b n
pi c = bn−m

pi c+ bm
pi c pour tout i. Et le dernier est équivalent à bi ≤ ai pour tout i.

Lemme A.0.0.3. Soient nr, l0 4nr
comme dans la preuve du proposition A.0.0.1. Alors on a une

décomposion nr = a · pi0 + l0− 1, avec i0 ∈ N, a ∈ N et l0− 1 < pi. En particulier, l0− 1 ∈ 4nr , i.e.
vp(

(
nr

l0−1

)
) = 0.
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Démonstration. Soient

nr =
s1∑

i=0

aip
i, l0 − 1 =

s2∑
i=0

bip
i

les expansion p-adique de nr et l0 − 1 avec 0 ≤ ai, bi ≤ p − 1, as1 6= 0 6= bs2 et s2 ≤ s1. Il suffit de
montrer que bi = ai pour i = 0, · · · , s2.

On raisonne par l’absurde. Supposons qu’il existe t ∈ N, t ≤ s2 tel que bi = ai pour i = 0, · · · , t−1
et bt 6= at. Alors

(vp(n!)− vp((n− l0)!)− l0)− (vp(n!)− vp((n− l0 + pt)!)− (l0 − pt))

=vp((n− l0 + pt)!)− vp((n− l0)!)− pt

=vp(pt!)− pt (car vp(n− l0 + 1) = t)
≤0

Comme vp(n!) − vp((n − l0)!) ≥ l0, on en déduit que vp(n!) − vp((n − l0 + pt)!) ≥ l0 − pt. Cela
contredit la définition de l0.

La dernière assertion est due au lemme A.0.0.2.

Proposition A.0.0.2. (1)L’homomorphisme naturel B̂cris ⊗K0 K → BdR est injectif.
(2) (B̂cris)G = K0.

Démonstration. (1)On a
B̂cris ⊗K0 K ↪→ B+

α3,K ↪→ B+
dR

où la première injection est due à la proposition A.0.0.1 et la deuxième est due à [Fon82, Prop 4.7].
Comme t est régulier dans B+

dR, on en déduit l’injectivité de B̂cris ⊗K0 K → BdR.
(2)Il est claire que K0 = (Bcris)G ⊂ (B̂cris)G ⊂ (BdR)G = K (cf.[Fon94a, 1.5.7],[Fon94b, Prop

5.1.2]). Alors, l’égalité K0 = (B̂cris)G résulte de (1).

Lemme A.0.0.4. Pour qu’un sous-K0-espace vectoriel 4 de dimension 1 de B̂cris soit stable par
G, il faut et il suffit qu’il existe i ∈ Z tel que 4 = K0t

i.

Démonstration. Grâce à la prop A.0.0.2, on peut copier mot par mot la démonstration de [Fon94b,
lemme 5.1.3] pour B̂cris à la place de Bcris.

Proposition A.0.0.3. Les (Qp, G)-anneaux B̂cris sont G-réguliers.

Démonstration. Comme BdR est G-régulier, compte tenu de [Fon94b, Prop 1.6.5], on ramène la
démonstration à vérifier que si b ∈ B̂cris est un élément non-nul tel que la Qp-droite engendré par b
est stable par G, alors b est inversible. Cela résulte du lemme A.0.0.4.

Proposition A.0.0.4. (1)Pout tout r ∈ N, la suite

0→ Qp(r)→ Filr B̂cris
p−rϕ−1→ B̂cris → 0

est exacte.
(2)Pout tout r ∈ Z, la suite

0→ Qp(r)→ Filr B̂cris
p−rϕ−1→ B̂cris → 0

est exacte.

Démonstration. On imite la démonstration de [Fon94a, thm 5.3.7] en remplacant (Bcris, B
+
cris) par

(B̂cris, B̂cris) dans toutes les propositions citées par celui-là.

Proposition A.0.0.5. Soit V une Qp-représentation de G. Si on note Dcris(V ) = (V ⊗Qp
Bcris)G,

D′
cris(V ) = (V ⊗Qp B̂cris)G, alors, l’injection Dcris(V ) ↪→ D′

cris(V ) est en effet une bijection. En
particulier, V est cristalline si et seulement si V est B̂cris-admissible.
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Démonstration. La première assertion est due à A.0.0.1 et [Fon82, Rem 5.5(b)]. La deuxième est
immédiate en vertu des l’inégalités de dimensions

dimK0Dcris(V ) = dimK0D
′
cris(V ) ≤ dimQp

V.
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