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Chapitre 1

Introduction générale

La péche a été longtemps considérée comme étant une activité pérenne malgré la
grande attaque a laquelle les poissons étaient soumis. En raison de la baisse drastique
des captures et de 'extinction notée de certaines especes, il est aujourd’hui prouvé
que les ressources halieutiques ne sont pas inépuisables [40]. Face a cette situation, il
est urgent pour les décideurs politiques et économiques de se doter de moyens scien-
tifiques d’estimation et de controle de la ressource afin d’assurer une gestion pérenne
de la péche dans le temps et dans 'espace. La compréhension de la dynamique des
principales especes péchées constitue un préalable indispensable a une bonne gestion
des ressources halieutiques. La diversité et la complexité des interactions entre les
différentes composantes du cycle biologique des poissons et de I’environnement marin
dans lequel ils évoluent nécessitent une approche qui permet d’étudier la multiplicité
des causes et des effets. Ainsi, Jolivet et Pavé déclarent que :”la modélisation ap-
parait comme la démarche par excellence concue pour prendre en compte et traiter
ces problemes” [44].

Les modeles de dynamique des populations de poissons exploitées, lorsqu’ils
existent, sont des outils d’aide performants pour la gestion des ressources halieu-
tiques. Ces modeles sont pour la plupart congus dans le cadre d'une grande col-
laboration entre mathématiciens et biologistes. Les modeles qui existent dans la
littérature ne prétendent pas décrire de facon exacte la dynamique d’une popula-
tion de poissons, ils donnent juste une représentation formelle d'une partie de la
réalité sur la dynamique de la population de certaines especes péchées. A travers ces
modeles et en usant d’outils bien connus de théorie du controle, nous pouvons dans
certains cas prétendre a I'étude de I'estimation et du comportement de la taille des
stocks de poissons.

Cette these s’inscrit dans le cadre de 1’étude d’une classe de systemes dyna-



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

miques qui interviennent dans la modélisation de la dynamique des populations de

poissons soumises a ’action de la péche. Ces modeles peuvent s’écrire sous certaines
¢ u rm Squations aux différences :

hypotheses sous la forme d’équations aux différences

{x(k+1) = f(x(k), E(k))

(1.1)
y(k) = h(z(k), E(k))

ol : z(k) représente I'état du systéme & linstant k avec x(k) = (z1(k), ..., za(k))
puisqu’il s’agit de modeles dynamiques a structure d’age ou de stade et x;(k) est
effectif de la classe 7 a l'instant k. La variable E (k) est en général 'action externe,
il s’agira dans le cadre de notre étude de I'effort de péche exercé sur la population de
poissons considérée. La variable y(k) représente les quantités mesurables que sont
les captures totales en nombre ou en poids. Les objectifs que nous nous fixons dans
cette these sont les suivants :

e Observabilité des états du systeme : il s’agira pour nous de voir si la connais-
sance de la sortie mesurable y(k) a tout instant k est suffisante pour déterminer la
solution (k) du systeme (1.1) de fagon unique. En d’autres termes il s’agira de se
poser la question de savoir si deux états initiaux distincts produiront deux sorties
distinctes. Et si cette derniere condition est satisfaite, on se pose la question de
savoir s'il est possible d’avoir un moyen d’estimer les états du systeme (1.1) : on
parle de construire un ”observateur” qui n’est autre qu’'un systeme dynamique
auxiliaire :

z2(k+1) = g(z(k), y(k;)) (1.2)

qui doit vérifier pour toute condition initiale z(0) du systeéme (1.1) (qu’on ne connait
pas) et pour toute condition initiale z(0) du systeme (1.2) (qu’on peut choisir), la
solution z(k) du systeme (1.2) converge vers la solution x(k) du systeme (1.1). Plus
rapide est la convergence, meilleur est I'observateur. Quand la convergence de 1’ob-
servateur est exponentielle, on parlera ” d’observateur exponentiel”. Le probleme
est donc de construire la bonne fonction g.

e Etude de l'existence d’état d’équilibre et du comportement asymptotique des
solutions du systeme (1.1).

e Etude de la stabilisation du systeme autour d'un état d’équilibre : il s’agira de
déterminer s'il est possible d’établir une stratégie d’action de péche E(z(k)) (feed-
back en terme de théorie du contréle) qui soit fonction de I'état du systeme et qui
permet d’emmener le systeme asymptotiquement vers un état désiré et de le stabi-
liser au voisinage de cet état.
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Ces problemes sont bien connus en théorie du controle. Pour les systéemes linéaires,
il existe des méthodes bien établies qui permettent de résoudre les problemes men-
tionnés ci-dessus. Par contre pour les systeémes non linéaires, il n’y a pas de méthode
générale. Il existe cependant une littérature abondante qui aborde ces problemes
pour les systemes non linéaires continus avec une sortie continue, c’est a dire les
valeurs de la sortie sont disponibles & tout instant & € IR"T. A I'inverse des systémes
non linéaires continus, il y a fort peu de résultats qui concernent les systémes non
linéaires discrets ou a sorties discretes. Nous comptons dans le cadre de notre travail
développer des outils adaptés a ce genre de systemes. Notre plan de travail s’établit
comme suit :

Le deuxieme chapitre est essentiellement consacré aux rappels des notions de sta-
bilité et d’observabilité en théorie du controle. Nous y rappelons les résultats de base
fondamentaux concernant les équations dynamiques discretes en rapport avec les ob-
jectifs que nous nous sommes fixés dans cette these. Les résultats que nous avons
tenus a rappeler sont tres bien connus et nous avons volontairement omis la preuve
de certains de ces résultats. Néanmoins nous avons indiqué des références pour les
lecteurs qui souhaiteraient se faire une idée de la preuve de certains résultats énoncés.

Au chapitre 3, nous présentons deux modeles de péche décrivant la dynamique
d’une population de poissons soumise a ’action de la péche. Ces modeles qui ont
été développés dans [26] considerent une structuration en age et en stade de la po-
pulation de poissons, ils vont nous servir de base dans I'étude de l’estimation et
du comportement asymptotique de la taille du stock de certaines populations de
poissons.

Nous abordons dans le chapitre 4 la question de I’estimation de la taille du stock
pour des populations de poissons dont la dynamique est décrite par les modeles dis-
crets a structure d’age et de stade présentés au chapitre 3. En considérant les mesures
des captures en nombre des populations de poissons considérées, nous construisons
des observateurs globaux pour les modeles de dynamique de la taille des stocks. En
d’autres termes, nous utilisons la sortie des captures en nombre et construisons un
systeme auxiliaire dont les états convergent vers les états des modeles quelle que
soit la condition initiale que nous fixerons. Ce probleme a été déja abordé dans [38]
mais pas avec la vraie formule des captures. Une partie des travaux effectués dans
ce chapitre a fait 'objet d'une publication [67].

Au chapitre 5 nous proposons une nouvelle approche d’investigation de l’esti-
mation de la taille des stocks d'une population de poissons dont la dynamique est
représentée par un modele de péche a structure d’age. Nous adaptons un Algorithme
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

de synthese d’observateur intervalle au modele a structure d’age. L’algorithme per-
met d’encadrer les états du modele par des intervalles. L’algorithme de synthese
de T'observateur intervalle est bien développé dans [28] pour une classe générale de
systemes non linéaires. Les travaux réalisés dans ce chapitre ont aussi fait l'objet
d’une publication a paraitre [27].

Le dernier chapitre est réservé a I’'étude du comportement asymptotique des so-
lutions du modele a structure de stade en considérant la fonction de recrutement
Beverton et Holt. Nous montrons que lorsque ’on considere 'effort de péche comme
étant constant, les états du modele a structure de stade sont globalement asympto-
tiquement stables autour du point d’équilibre correspondant. Nous montrons aussi
que l'on peut calculer I'effort de péche en fonction des états du modele de sorte que
son équilibre soit globalement et asymptotiquement stable : on parle dans ce cas
précis de stabilisation par retour d’état. Le méme type de probleme a fait l'objet
d’une étude dans [69] pour le modele a structure d’age.
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Chapitre 2

Rappel sur la stabilité et la
synthese d’observateur des
systemes dynamiques discrets

2.1 Introduction

Les systemes d’équations dynamiques discrets sont des outils tres prisés dans
I’étude de 1’évolution au cours du temps de beaucoup de phénomenes de la nature.
Ils permettent une représentation mathématique formelle de certains phénomenes en
mettant en relation trois variables connues sous les noms d’entrées, sorties et d’états.
Ces systemes peuvent s’écrire sous certaines hypotheses sous la forme d’équations

aux différences :
z(k+1) = f(z(k),u(k))

y(k) = ha(k) 21)
Ou z(k) € @ C R", u(k) € R™ et y(k) € R? sont respectivement les états, les
entrées et les sorties mesurables du systeme (2.1). On suppose que f et h sont des
fonctions continues. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux rappels de quelques
notions et résultats de théorie du controle liés a 1’étude de la stabilité et a la synthese
d’observateurs des systémes discrets dynamiques du type (2.1).

2.2 Stabilité des systemes dynamiques discrets

L’étude de la stabilité des systemes dynamiques est un probleme important en
théorie du controle. Il est souvent tres difficile de résoudre de fagon explicite un
systeme d’équations dynamiques. En effet, les techniques de résolution d’équations

13



CHAPITRE 2. RAPPEL SUR LA STABILI TE ET LA SYNTHESE
D’OBSERVATEUR DES SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS

dynamiques connues jusqu’ici se résument au cas des systemes linéaires et a certaines
formes particulieres de systemes non linéaires. On est alors tres souvent amené a se
restreindre a 1’étude du comportement qualitatif des solutions.

2.2.1 Point d’équilibre

La notion de point d’équilibre est importante dans I’étude qualitative des systemes
dynamiques. Dans beaucoup de domaines d’application comme en biologie, en économie,
en physique et en ingénierie mathématique, on s’intéresse souvent au comportement
asymptotique des solutions d'un systeme dynamique régissant le fonctionnement
d’un systeme par rapport a son point d’équilibre. Considérons le systeme :

z(k+1) = f(x(k),u(k)) (2.2)

Ou f est une fonction continue et définie dans le domaine 2 x R™, Q C R". Nous
donnons les définitions suivantes [20] :

Définition 2.2.1 z* appartenant a 2 est un point d’équilibre du systéme (2.2) si
* = f(x*,u(k)) quel que soit k € N.

En d’autre terme, un point d’équilibre du systéme (2.2) est une solution constante
du systéme (2.2). Nous noterons dans la suite x(zo, ko, k) la solution du systéeme
(2.2) a l'instant k avec comme condition initiale zy au temps initial k.

Définition 2.2.2 x* € Q) est un point d’équilibre stable au sens de Lyapunov pour
le systéme (2.2) si :

Ve >0,Vko>0,3n=n(e ko) tel que ||xg — z*|| < n implique que

||z (20, ko, k) — z*|| < € pour tout k > k.

On dit que I'équilibre x* est uniformément stable si le réel 1 est indépendamment
choisi par rapport a ky.

Définition 2.2.3 z* € Q est un point d’équilibre attractif du systéme (2.2) s’il existe

p(ko) = w tel que ||xg — x¥|| < p implique que klim x(zo, ko, k) = x*.

—00
On dit que I’équilibre z* est uniformément attractif si le réel p est indépendamment
choisi par rapport a kq. L’équilibre z* est globalement attractif pour le systeme (2.2)
si pu = o0.

Définition 2.2.4 x* € () est un point d’équilibre asymptotiquement stable du systéme
(2.2) s’il est stable et attractif pour le systéeme (2.2).

*

z* €  est dit uniformément asymptotiquement stable pour le systeme (2.2) s’il
est uniformément stable et uniformément attractif pour le systeme (2.2).
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2.2. STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS

Définition 2.2.5 x* € Q) est un point d’équilibre exponentiellement stable du systéme
(2.2) si :

36 >0,M >0,n €]0,1] tel que ||xg — z*|| < § implique que

||(0, ko, k) — a*|] < M||zo — 2*||n" .

Définition 2.2.6 Un point x est appelé point omega limite dans §2 s’il existe une
suite (xn)n>n0 d’éléments de € telle que x,, tend vers x lorsque n tend vers l'infinie.
L’ensemble des points omega limite est appelé ensemble omega limite.

Définition 2.2.7 Un ensemble A est positivement invariant pour le systéme (2.2)
si O(zg) C A pour tout xg € A, ot O(zo) = {x(n,0,z0) /n € ZT}.

2.2.2 Stabilité des systemes discrets linéaires

L’étude de la stabilité des systemes linéaires discrets est bien connue en théorie
du controle [20, 86]. Nous rappelons ici quelques résultats classiques de stabilité
en considérant les systemes linéaires dynamiques non autonomes et autonomes de
formes respectives :

z(k+1) = A(k)x(k) (2.3)
x(k+1) = Ax(k) (2.4)

ou A(k) et A sont des matrices carrées d’ordre n. Soit z* un point d’équilibre du
systeme (2.3).

Posons le changement de variables y(k) = x(k) — x*, on remarque que ’étude de
la stabilité du point d’équilibre 2* du systeme (2.3) ou (2.4) se ramene a 1'étude de
la stabilité a I’équilibre zéro. Nous considérerons dans la suite 1’équilibre zéro des
systemes (2.3) et (2.4).

Soit x(ky) = x¢ une condition initiale du systeme (2.3), la solution du systeme au
temps k est donnée par :

2(k) = A(k — DAk — 2)... Alko)z (ko)

Posons
O(k) = Ak —1)A(k —2)... A(ko)

O (k) est appelée la matrice fondamentale du systeme (2.3). Dans le cas des systemes
autonomes de type (2.4) on a :

(k) = Ar—Fo
Nous avons le résultat suivant :
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CHAPITRE 2. RAPPEL SUR LA STABILITE ET LA SYNTHESE
D’OBSERVATEUR DES SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS
Théoréeme 2.2.1 [20]
(1) L équilibre zéro du systéme (2.3) est stable si et seulement si il existe une constante
positive M telle que :

|P(K)|| < M pour k > ko > 0.
(i1) L’équilibre zéro du systéme (2.3) est uniformément stable si et seulement si :
”(I)(kl,kg)n <M pour ko <k <k < o0,

o cb(kil, k'Q) = A(kQ)A(kQ — 1) e A(k’l)

(111) L’équilibre zéro du systéme (2.3) est asymptotiquement stable si et seulement si
limg—oo||P(K)|| = 0.

(iv) L’équilibre zéro du systéme (2.3) est uniformément asymptotiquement stable si
et seulement si il existe une constante positive M et n €]0, 1] telles que :

|D(ky, ko) < M=k pour ko < ko < ki < 0.

Preuve 2.2.1 (théoreme 2.2.1) [20]
(i)
Supposons que
|P(k)|| < M pour k> ko >0

alors on a :

[ (o, ko, )| = |@(k)zoll < Mol

Soit € > 0, posons 7 = % et considérons ||xo| < . On a ||x(xg, ko, k)| < €, d’ou

zéro est un équilibre stable.
Inversement supposons que ’équilibre zéro est stable, alors on a pour € > 0 fixé il
existe n > 0 tel que pour ||zo|| < n on a ||z(xg, ko, k)|| < €. Par suite on a :

Jo(k)| = sup [|B(R)C] = = sup [@(k)xo]l < & = M

I¢l<1 lzoll<n U

(i)

Supposons que

| P (K1, k)| < M pour ko < ky < ky < 00

Soit € > 0, posons n = % et soit ||zl <n, on a:

lx(z0, ko, k)| = [|P(k)xo|l < ||PK)|||lxo]l < M% = ¢ donc "équilibre zéro est
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uniformément stable.
Inversement supposons que zéro est uniformément stable, on a :

1@ (ky, )|l = @ (k1) @ (k2) ™| < (IR 1|2 (R2) "]

D’apres (i), ||®(k)||, k > ko est borné, d’ou il existe M > 0 tel que

||(I)(k’1,k’2)|| < M, ]{70 < k?g <k <o

(i)

On suppose que zéro est asymptotiquement stable, Par définition zéro est alors
attractif et il existe dans ce cas n > 0 tel que ||zo|| < 1 implique que

limg o ®(k)zo = 0; Par suite on a limy_,,, (k) =0

Inversement supposons que limy_,o, ®(k) = 0 alors ||®(k)|| est borné et par la suite
on a zéro est stable d’apres (i). D’autre part limy,_,o, (k) = 0 implique que zéro
est attractif. D’ou zéro est asymptotiquement stable.

(iv)

Supposons qu'il existe M > 0 et n € (0,1) tel que
[k, ko) || < Mpfa*e pour ko < ky <k < oo

Alors zéro est uniformément stable d’apres (7i). D’autre part pour € donné, 0 < € <
M posons § =1 et considérons N tel que n™ < . Si ||ao| < 1 alors

(0, ko, k)|| = || ®(k)xo| < Mnk~—* < e pour k > ko + N. L’équilibre zéro est alors
uniformément asymptotiquement stable.

Supposons maintenant que zéro est uniformément asymptotiquement stable, alors il
est uniformément stable et d’apres (i7) on a :

||¢(/€1,]€2)” <M pour k() < ks <k <o

D’autre part zéro est uniformément asymptotiquement stable implique qu’il est uni-
formément attractif et donc il existe n > 0 tel que pour 0 < € < 1, il existe N tel
que || ®(k, ko)zo|| < € pour k > ko + N et ||zo]| < 7

Donc pour k € [ky +mN,ky+ (m+1)N], m >0, on a :

1®(k, ko) | < 1@ (k, ko +mN) [ @ (ko +mN, ko + (m ~ DN [B(ko + N, ko)
< Me™ < T(eﬁ)(mH)N — My(m+ON
€

OﬁM:%,n:e%. Donc

1D (k, ko)|| < Mn*=* ) pour mN < k — ko < (m +1)N.
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Du théoreme (2.2.1) nous avons le corollaire :

Corollaire 2.2.1

(1) L’équilibre zéro du systéme (2.3) est stable si et seulement si toutes les solutions
sont bornées.

(17) L’équilibre zéro du systeme (2.3) est exponentiellement stable si et seulement si
il est uniformément asymptotiquement stable.

Preuve 2.2.2 (corollaire 2.2.1)

(1)

Supposons que L’équilibre zéro du systeme (2.3) est stable alors d’apres (4) il existe
une constante positive M telle que :

|P(k)|| < M pour k> ko >0

(o, ko, )| < [|@(R)[[[[zo]l < Mol

D’ou toutes les solutions sont bornées.
Supposons maintenant que toutes les solutions du systeme (2.3) sont bornées, il
existe un réel M positif tel que

||.§C<l’0,]{]0,k’)|’ S M
[2(k)[| = sup [@(k)z| < M

[zl <
d’ou zéro est stable.
(i)
On suppose que zéro est uniformément asymptotiquement stable, alors il existe des
constantes positives M et n € (0, 1) telles que :

|P(ky, ko) < Mnkl_k2 pour ko < ko < ki < o0

(o, ko, B)I| = @ (k)zoll < My**llzoll, &> ko

Par conséquence zéro est exponentiellement stable.
Inversement supposons que zéro est exponentiellement stable, alors il existe des
constantes M > 0 et n € (0,1) telles que

(o, ko, k)| = @ (K)ol < Myp**||zoll, k= ko,

zéro est uniformément stable et uniformément attractif, donc uniformément asymp-
totiquement stable. [ ]

Notons par a;;(k) les composantes de la matrice A(k) du systeme (2.3), nous avons
le résultat :
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Théoréme 2.2.2
(i) Si Z la;j(k)] < 1,1 <j <mn, k> ko alors I’équilibre zéro du systéme (2.3) est
i=1

uniformément stable.
n

(13) Si Z la;; (k)| <1—v,v>0,1<j<n, k> ko alors ’équilibre zéro du systéme
i=1
(2.3) est uniformément asymptotiquement stable.

Preuve 2.2.3 (Théoreme 2.2.2)
(1) Y lay (k)| < 1,1 < j < n, k> ko implique [|A(K)[1 <1, k > ng

i=1
k1—1
1@k, ko) = || [T A@I < NAERD AR = Dl [ AK2) L < 1
i=ko

D’apres (i) du théoreme 1.2.1 zéro est uniformément stable.

(i) > lay(k)] <1—v,v>0,1<j <n, k> ko implique | A(k)|ly <1—v, k> ng

[ (R, ko) || = |] H A@)h < NAGEDINAG = Dl AR 1 < (1= w)B 7"

D’apres (iv) du théoreme 1.2.1 zéro est uniformément asymptotiquement stable. m

Nous donnons maintenant un résultat de stabilité propre aux systemes linéaires
autonomes. p(A) désigne le rayon spectral de la matrice A.

Théoreme 2.2.3

(1) L’équilibre zéro du systéme (2.4) est stable si et seulement si p(A) < 1 et les
valeurs propres dont les modules sont égaux a 1 sont semi-simples.

(ii) L’équilibre zéro du systeme (2.4) est asymptotiquement stable si et seulement si

p(A) < 1.

Preuve 2.2.4 (Théoreme 2.2.3)

(2)

Soit A= PJP™! ot J = diag(Jy, Ja, ..., J,) est la forme de Jordan de A et

Ao 1 o ... 0
0 N :
Ji = : ' 0 )
1
0 0 N
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D’apres le théoreme (1.2.1), I’équilibre zéro du systeme (2.4) est stable si et seule-

ment si ||A"|| = |PJ"P~Y|| < M ou ||J*|| < M avec M = Wﬂzﬁ—lu
Soit maintenant J" = diag(J7", Jy, ..., J') ou
AP (Tf) L <871 1) APt
0 A
J' =1 : )

0 0 AP

Si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) I\ > 1.

(b) || =1 et J; n’est pas un scalaire.

Alors J; n’est pas bornée.

Si p(A) < 1 et les valeurs propres de A sont semi-simples, alors J" est bornée. Et
donc les solutions sont bornées.

(i)

En utilisant 'expression de J" dans (i), on montre que si |A;| < 1 alors J;* tend vers
zéro quand n tend vers l'infini, il suffit de remarquer que :

|/\l|nnl — nle(ln|/\¢\)n

D’ott |\;|"n! tend vers zéro quand n tend vers I'infini pour tout entier positif /.

2.2.3 Stabilité des systemes non linéaires discrets

Une vaste littérature existe sur la stabilité des systemes discrets non linéaires,
voir par exemple les références [10, 47, 90, 32, 50]. Notre objectif ici n’est pas de
faire un tour d’horizon complet des résultats de stabilité des systemes discrets non
linéaires mais juste de rappeler quelques résultats de base et d’autre que nous aurons
a utiliser dans le cadre de notre travail. Nous considérons dans cette partie les
systemes discrets non linéaires de la forme :

w(k+1) = f(x(k), k) (2.5)

Ou f est une application non linéaire continue de R"™ x IR dans R"
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2.2.3.1 Stabilité par approximation linéaire

La méthode d’approximation linéaire est I'une des méthodes les plus connues
pour l'étude de la stabilité des systemes dynamiques. Cette approche consiste a
approcher le systeme non linéaire par son linéarisé autour de son point d’équilibre.
On suppose sans perte de généralités dans cette partie que 1’équilibre z* du systeme
(2.5) est égal a zéro.

of

On pose A(k) = 8_(07 k) le jacobien de f a I’équilibre zéro. Alors nous pouvons
T

écrire le systeme (2.5) sous la forme :

x(k+1) = A(k)x(k) + g(xz(k), k) (2.6)
ou g est telle que limxnﬁog(ﬁ’f) = 0.
Le systeme :
x(k+1) = A(k)x(k) (2.7)

est appelé le linéarisé du systeme (2.6) autour de I’équilibre zéro. Nous énongons
ci-dessous deux lemmes importants que nous utiliserons pour la preuve des résultats
de stabilité des systemes discrets non linéaires.

Lemme 2.2.1 (Inégalité de Gronwall discret)[20]
Soient (z(k))k>k0 et (h(k))k>k0 deuz suites réelles. On suppose que h(k) > 0 pour
tout k > ko. -

Si
z(k) < M[z(ko) Z h(])z(])], pour M > 0,
Alors
2(k) < z(ko) [T (1 + Mh(), k=0
k—1
2(k) < z(kg)exp[ 3 Mh(j)], k> ko
Jj=ko

Preuve 2.2.5 (Lemme 2.2.1) Posons :

k—1
u(k) = M [u(ko) + 3 h(i)u(s)]s wlko) = =(ko).
Jj=ko
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puisque h(j) > 0 pour tout j > ko, nous avons que z(k) < u(k) pour tout k > k.
De 'expression de u(k), on montre que :

u(k +1) —u(k) = Mh(k)u(k) ou ugiy = [1+ Mh(k)u(k) Yk > k.

Par suite on obtient :
k—1
u(k) = T+ Mh(j)u(ko) Vk > k.
J=ko
Puisque z(k) < u(k) pour tout k > ko et u(ko) = z(ko) on obtient que
k—1

(k) < 2(ko) [ (1 + Mh(j)), k>0

Jj=ko

Notons que 1 + Mh(j) = exp(Mh(j)), alors d’apres la relation
2(k) < 2(ko) [TZ) (1 + Mh(j)), k > 0 nous avons :

Jj=ko
k-1
2(k) < z(ko)exp[ 3 Mh(j)], k> ko
Jj=ko
u
Lemme 2.2.2 (Formule de variation de la constante)[20]
Le systéeme
x(k+1) = A(k)z(k) + g(k)
(2.8)

l’(ko) = X

admet une unique solution donnée par :

k—1

w(k, ko, x0) = ®(k, ko)wo + > (k7 + 1)g(r)

r=ko

Preuve 2.2.6 (Lemme 2.2.2)
Les solutions du systéeme (2.8) s’écrivent sous la forme :

(k) = (k, ko) + (k)

Ot ¢ est convenablement choisie et x,(k) est une solution particuliere du systeme
(2.8).
On a x(ko) = ®(ko, ko)c + x,(ko), alors ¢ = x (ko).
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Soient x(k) et y(k) deux solutions du probleme (2.8) telles que z(kg) = y(ko), on a :
2(k) — y(k) = Bk, ko) (x(ko) — y(ko)) = 0, x(k) = y(k) V k = ko
D’ou (2.8) admet une unique solution. Posons :
k—1
wp(k) =Y ®(k,r+1)g(r) avec x,(ky) =0
r=ko
On a:
k k—1
wp(k+1) =Y @k+1,r+1)g(r) =Y (k,r+1)g(r) + @k + 1,k + 1)g(k)
r=ko r=ko
D’ou

zp(k + 1) = A(k)z, (k) + g(k)

x,(k) est donc une solution particuliere du probleme (2.8). L'unique solution de (2.8)

s’écrit alors :
E—1

vk, ko, wo) = (k. ko)wo + > ®(k, 7+ 1)g(r)

r=ko

Nous avons le résultat de stabilité suivant :

Théoreme 2.2.4 Si le systéme (2.7) est uniformément asymptotiquement stable a
Iéquilibre zéro alors le systeme (2.6) est exponentiellement stable en zéro.

Preuve 2.2.7 (Théoreme 2.2.4)
L’équilibre zéro est uniformément stable pour le systeme (2.7). Alors d’apres le
théoreme (2.2.1), il existe M > 1, n € ]0, 1] tels que :

[@(n,m)[| < "™, n=m=mng

D’apres la formule de variation de la constante, nous avons :

x(”an()?x()) TL T ZEO—|—Z n.]+ (])7.])
Jj=no
Alors on a :
n—1
lz(m)|| < My™ " |lz(no)| + My~ > 0" lg(x() 5)lI- (2.9)
Jj=no
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Pour € > 0 donné, il existe 6 > 0 tel que [|g(z(j),j)]| <€ V]z| <6
Pour ||g(z(7),j)|l <€, (2.9) devient :

n—1

" e < MpT (o) | + Y en™ ()] (2.10)
Jj=no
Posons z(n) = n~"||z(n)||. D’apres 'inégalité de Gronwall on a :

n—1

7 el < w el [T 0+ en ) o
D’ou
lx(n)|| < [l2(no) || (n + eM)™="0),

Mn’ alors n +eM < 1. D’ou

On choisit € <

lz(m)]| < [lz(no)ll <0 ¥V n=mne=0.

Par suite (2.10) et (2.11) sont vérifiées et par conséquence z(n) est exponentiellement
stable.

Considérons maintenant le cas particulier des systemes autonomes :
x(k+1)= f(z(k)) (2.12)

Supposons que zéro est un équilibre du systeme (2.12), alors on peut écrire (2.12)
sous la forme :

z(k+1) = Az(k) + g(z(k)) (2.13)
Ou A est la matrice jacobienne de f a I’équilibre zéro et g est telle que
, x
llm”x”_ﬂ)M = 0.
]l

Théoreme 2.2.5
(1) St p(A) < 1 alors U’équilibre zéro du systéme (2.13) est exponentiellement stable.

(i1) Si p(A) > 1 et limz—0g(x) = 0 alors Uéquilibre zéro du systéme (2.13) est
instable.

Preuve 2.2.8 (Théoreme 2.2.5)

(1) Si p(A) < 1, alors d’apres le théoreme (2.2.3) le systeme z(n + 1) = Az(n) est
asymptotiquement stable en zéro. D’apres le théoréeme (2.2.4) nous avons (7).

La preuve de (i7) est donnée dans [55].
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2.2.3.2 Stabilité par la seconde méthode de Lyapunov

En 1982, le mathématicien Russe A. M. Lyapunov a introduit une nouvelle
méthode d’investigation de la stabilité des systemes dynamiques. Connue sous le
nom de la seconde méthode de Lyapunov, elle permet de faire une étude qualitative
des solutions d’un systeme dynamique. Nous considérons toujours les systemes dis-
crets du type (2.5).

Soit z* un équilibre du systeéme (2.5) et V' une fonction réelle définie sur un ensemble
H inclus dans R". Nous avons la définition suivante [20] :

Définition 2.2.8 On dit que V' est une fonction de Lyapunov du systéme (2.5) sur
l’ensemble H si :

(1) 'V est définie, positive et continue sur H

(i) V(z*) =0

(1it) AV (z) =V (f(z)) — V(xz) <0 pour tout x et f(x) dans H.

Nous avons le théoreme :

Théoreme 2.2.6

Si V' est une fonction de Lyapunov du systeme (2.5) dans un wvoisinage W de
Uéquilibre z* et AV (x) < 0 pour tout x et f(x) dans W, x # a* alors x* est
asymptotiquement stable.

De plus si W = R" et V(z) tend vers +oo lorsque ||z|| tend vers +oo, alors z* est
globalement asymptotiquement stable.

Preuve 2.2.9 (Théoreme 2.2.6)

Soit ay > 0 tel que B(z*,aq) C H.

D’apres la continuité de la fonction f on a :

Jas >0, Vo € B(z*,a9) = f(x) € B(z*, ay).
Soit € tel que 0 < € < ap. On définit

(e) = min{V(z)/e < [lr — 27| < ar}

Posons g(z) = V(z) — 1¢(¢€), on remarque que g est continue et g(z*) < 0. D’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires on a :

360<d<e/|lr—2"|| <0= V(z) < (e)

Notons que les solutions x(n) du systeme (2.5) sont telles que si zg € B(z*, ) alors
x(n) € B(z* €). En effet supposons qu’il existe un xy dans B(z*,0) et un entier m
tels que z(r) € B(z*,e) pour 0 <r <metax(m+1) ¢ B(z*e).

xz(m) € B(x*,€) C B(x*, ), il s’en suit que xz(m+1) € B(x*, a;) et par conséquence
V(z(m+1)) > ¢(e) (Ceci découle de la définition de 1(€)). Or on a :

V(z(m+1)) < V(zx(m)) <...V(xz(ng)) < ()
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D’ou ¥(€) < 1(€), ce qui est absurde. Donc si g € B(z*,d) alors x(n) € B(x*e) :
L’équilibre z* du systeme (2.5) est alors stable.
Montrons maintenant que I'équilibre z* est asymptotiquement stable.
Si #(n) ne converge pas vers z*, il existe une sous suite x(n;) qui converge vers
y € R” car la suite z(n) est bornée. Soit E C B(z*, ap) un voisinage de y tel que

%
z* ¢ E. On définit dans E' la fonction h(z) = %

x

h est bien définie et h(x) < 1V x € E. Si n appartient a l'intervalle |h(y), 1| alors
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe § > 0 tel que x € B(y,0)
implique que h(z) < n. Pour n; suffisamment grand, on a :

V(f(x(ni))) < nV(z(nia)) < ... <n™V(z(no))

D’ou la lim,, o V(2(n;)) = 0. Or on a lim,, . V(xz(n)) = V(y) donc V(y) = 0 et
par la suite y = ™.

Pour prouver la stabilité asymptotique globale, il suffit de prouver que toute les
solutions sont bornées et faire un raisonnement analogue au précédant. Supposons
qu'’il existe une solution non bornée x(n) du systeme (2.5), alors il existe une sous
suite x(n;) qui tend vers 'infinie lorsque n; tend vers l'infinie; alors V' (z(n;)) tend
vers l'infinie. Ceci est absurde car V' (zg) > V(z(n;)) pour tout i € IN u

Théoreme 2.2.7 Si'V est une fonction de Lyapunov sur [’ensemble
I'={z € R"/ |z|| > a > 0} et V(x) tend vers l'infinie lorsque ||z|| tend vers
Uinfinie, alors les solutions du systéme (2.5) sont bornées.

Théoréme 2.2.8 (Principe de Lasalle [55])
Soit V' une fonction de Lyapunov du systeme (2.5) dans un ensemble G de R". On

pose : E={xeG/AV(x)=0}

Soit M le plus grand ensemble invariant inclus dans E.
Toutes les solutions qui restent invariantes dans G sont non bornées ou convergentes
vers M.

Preuve 2.2.8 : (Théoreme 2.2.8)

Supposons que G est borné. Soit z(n) une solution de (2.5) telle que quel que soit n >
0 z(n) est dans G. Alors z(n) est bornée et par la suite il existe une sous suite x(n;)
qui converge vers y appartenant & G. Puisque la suite V(x(n)) est décroissante et
minorée par zéro, on a lim, ., V(z(n)) = ¢ et par conséquent lim,,_,,, AV (z(n)) =
lim, o0 V(z(n+ 1)) — V(z(n)) = 0.

Par ailleurs, d’apres la continuité de AV, on a lim;_,o AV (z(n;)) = AV(y), alors
AV (y) =0 et y est dans E.
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Soit Q(z(n)) 'ensemble des points omega limite de z(n),

alors on a Q(z(n)) est inclus dans F et Q(x(n)) est inclus dans M.

Si G est non borné, il existe une solution non bornée du systeme (2.5) telle que
lim,, o z(n) = 0o, Ceci n’est possible que si lim, ,, V(z) # 0, ce qui n’est pas le
cas ici. u

Théoreme 2.2.9 Si AV est définie positive sur un voisinage de l’origine et il existe
une suite (a;);>o telle que a; converge vers 0 avec V(a;) > 0, alors lorigine est
instable pour le systéeme (2.5).

Preuve 2.2.10 (Théoreme 2.2.9)
Soit AV (z) >0 Vz € B(0,n), #0et V(0)=0.
Supposons que 0 est stable pour le systeme (2.5), alors on a :

Ve>0,e<n3d>0/ |z <d=||z(n,0,z0)] <e

Puisque les a; tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infinie, posons xy = a; pour un
certain j avec V(xg) > 0 et ||zo]| < 0. L

Posons O(zg) = {z(n,0,10), n > 0}, alors on a : O(zy) C B(n) C B(e) et O(xy) est
fermé borné. Par suite les V' (z(n)) sont bornés. D’ou V(x(n)) converge vers ¢ car
V(z(n)) est décroissante. D’apres le principe de Lasalle, on a lim,, ., V(z(n)) = 0.
On a alors 0 < V(zp) < limy, 0 V(2(n)) = 0, ceci est absurde. n

2.2.4 Stabilisation des systéemes dynamiques

Soit le systeme discret :

{x(kH) = fa(k), u(k))
£(0,0) = 0

z(k) € R"and u(k) e U C R™.

Nous supposons que la fonction f est suffisamment réguliere et nous nous posons la
question de savoir s’il est possible de controler le systeme dans le but de le stabiliser
autour de son point d’équilibre. Il existe deux méthodes pour résoudre ce type de
probleme. La premiere méthode consiste a trouver un controle u en fonction du
temps k, cette méthode est appelé open-loop system. La seconde méthode consiste a
trouver le controle u(x) en fonction des états x du systeme 2.14, cette méthode est
connue sous le non de feedback control ou closed-loop system. Pour des raisons liés
a la robustesse, nous allons utiliser dans le cadre de cette these la seconde méthode
pour rendre stable les états de certains modeles de populations de poissons.

Nous dirons que le systeme 2.14 est stabilisable a 1’origine s’il existe un controéle

(2.14)
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u(z) au moins continu par rapport a z tel que lorigine est asymptotiquement stable
pour le systeme en boucle fermée :

ok +1) = f(x(k), u(z(k)))

[37]. Pour plus de détail sur les résultats et les techniques de stabilisation des
systemes dynamiques discrets, voir les références [6, 58, 84, 14, 45, 59].

2.3 Observateur des systemes discrets dynamiques

Tout au long des travaux menés dans cette these, nous nous intéressons a 1’esti-
mation des stocks de populations de poissons soumis a ’action de la péche dont la
dynamique est régie par un systeme d’équations aux différences. Un outil de base
tres connu en théorie du controle pour résoudre ce type de probleme est la synthese
d’un observateur. Nous rappelons quelques définitions et propriétés sur 1'observa-
bilité et la synthese d’observateur des systemes discrets dynamiques. Les systemes
que nous considérons s’écrivent sous la forme générale suivante :

wk+1) = fla(k),uk))

y(k) = h(x(k)) (2.15)

Ou z(k) € © € R", u(k) € R™ et y(k) € R”. f et h sont respectivement des
fonctions continues de €2 x R dans R" et de IR™ dans IR”.

2.3.1 Observabilité des systemes discrets dynamiques

L’observabilité est une propriété tres importante qui lie les états d’un systeme
donné et la sortie mesurable correspondante. D’une maniere générale, I’observabilité
d’un systeme stipule qu’on est en mesure de reconstruire les états du systeme a un
instant kg connaissant sa sortie mesurable a un instant k; > k.

Nous notons U 'ensemble des controles admissibles du systeme (2.15). Pour sim-
plifier les notations, nous poserons dans la suite f(z,u) = f,(x). Nous avons les
définitions [1] :

Définition 2.3.1 Deuzx états x1 et x5 dans §) sont indistinguables pour le systéme
(2.15) si pour tout entier n et pour toute suite de contréle {uy,us, ..., u,} dans U™
on a :

h(fmofuzo' o Ofun (:171)) = h(fmofwo- 3 Ofun ($2))
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Définition 2.3.2 xy dans 2 est dit observable pour le systéme (2.15) si pour tout
x dans S, x et xg sont indistinguables implique que x = xg.

Dans la littérature scientifique on écrit souvent que le systeme (2.15) est observable
en xo pour dire que xy est observable pour le systeme (2.15).

Définition 2.3.3 x( dans 2 est localement faiblement observable pour le systéme
(2.15) sl existe un voisinage W de xq tel que pour tout x dans W tel que x et x
sont indistinguables alors x = xg.

Définition 2.3.4 x( dans ) est localement fortement observable pour le systéme
(2.15) s’il existe un voisinage W de xq tel que pour tout x1 et xo dans W tel que x;
et xo sont indistinguables alors x1 = x5.

Remarque 2.3.1 Si un point xy dans €2 est observable alors il est localement fai-
blement observable. Par contre [’observabilité en xo n'implique pas forcément que xq
est localement fortement observable.

Définition 2.3.5 Le systeme (2.15) est observable dans €2 s’ il est observable en
tout point x de ().

Définition 2.3.6 Le systeme (2.15) est localement faiblement observable (respecti-
vement localement fortement observable) dans Q0 s’il est localement faiblement ob-
servable (respectivement localement fortement observable) en tout point x de €.

Posons :

©1={h()}

@k = {h‘(fujOfuj710'"Ofu1<'))/Vi = 17"'7j u; € Uetl S] < k — 1}

e=[]J6e

k>1

Nous avons le théoreme :

Théoréme 2.3.1 [1]

(a) Si dim dO©(xy) = n alors le systéme (2.15) est localement fortement observable
en .

(b) Si le systeme (2.15) est localement faiblement observable alors il existe un ouvert

A C Q tel que dim dO(x) =nV ez € A.
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Preuve 2.3.1 (Théoreme 2.3.1)

(a) Supposons que dim dO(zg) = n, alors il existe dans © n éléments

Hi(.) = h(fué-ofu;-710' ofi(.)) i = 1,...,n dont les différentielles en xy sont
linéairement indépendantes. Par continuité ces éléments restent linéairement indépendants
dans un voisinage W de z.

Considérons 'application :

n fois
A:Q—R xR’ x...xR?
T — (Hl(x)aHQ(x>a s 7Hn(x)>

La restriction de A sur W est injective. En effet soit z; et x5 dans W indistinguables,
alors Vi =1,...,n H;(z1) = H;(x2). Par suite on a x; = x9 car A est injective.
D’ou x( est localement fortement observable.

(b) Nous faisons une démonstration par ’absurde.

Supposons que le systeme est localement observable mais qu’il n’existe pas de
sous ensemble de 2 ou dim dO(x) = n. Alors on a : dim O(x) < n. Posons
| = max,cq dimO(z) et soit xo dans € tel que dim dO(xg) = L.

Par continuité et par maximalité, il existe un voisinage W de xq tel que

dim dO(x) =1 Vx € W. Alors il existe Hy(.), ..., H;(.) dans © dont les différentielles
dans W sont linéairement indépendantes. On choisie Hi(.),..., H;(.) comme étant
une base de ©. Puisque toutes les fonctions dans © dépendent uniquement des [ < n
premieres coordonnées, les points de W qui different des n — [ dernieres coordonnées
ne peuvent étre distinguables. Ce qui contredit I'hypothese de la locale observabilité
du systeme (2.15). Ainsi il existe A inclus dans € tel que dim©(n) = n pour tout x
dans A ]

Proposition 2.3.1 Considérons le systéme (2.15) et xo un point fizé dans §2. Sup-
posons qu’il existe un voisinage W de xq tel que dO est de dimension constante.
Alors mous avons les équivalences suivantes :

(1) zo est localement fortement observable.

(1) xo est localement faiblement observable.

(1i1) dim dO(zg) = n.

Preuve 2.3.2 (Proposition 2.3.1)

D’apres le théoreme (2.3.1) on a (zii) implique (7) et (i) implique (7).

Montrons maintenant que (i) implique (7i1).

Supposons que z, est localement faiblement observable et dim dO(zy) = 1 < n.
Puisque dO est de dimension constante dans le voisinage W de zy alors on a
dim dO(x) =1 < n pour tout  dans W. En procédant de fagon analogue comme
dans la preuve du théoreme (1.3.1), on choisit { fonctions Hi(.),..., H;(.) dont les
différentielles au point W sont linéairement indépendantes. [ ]

Observation et régulation de certains 30 NGOM Diéne
modeles discrets d’écosystéme These de doctorat



2.3. OBSERVATEUR DES SYSTEMES DISCRETS DYNAMIQUES

Remarque 2.3.2 Pour les systémes linéaires de la forme :

(2.16)

Ou A et C sont respectivement des matrices IR" x IR" et IRP x R", on a :

O(z) = | JCA*z

k>0

Le systéme (2.16) est observable si et seulement si dim |y CA" =n

2.3.2 Observateur des systemes discrets dynamiques : état
de l’art

Supposons qu'un phénomene quelconque est modélisé par le systeme discret dy-
namique :

v(k +1) = f(x(k), E(k)) (2.17)

Bien souvent, nous n’avons pas acces totalement aux valeurs des états z(k) mais
on peut faire des prélevements et avoir une mesure partielle des états x(k). On
représente alors cette mesure partielle par 1’équation :

y(k) = h(z(k)) (2.18)

appelée la sortie mesurable du systéme (2.17). Il peut arriver pour une raison ou
une autre qu’on ait besoin d’avoir une estimation de la valeur des états z(k). Pour
cela, on construit un systéeme auxiliaire dont les états #(k) sont des estimateurs des
états x(k) et dont les entrées sont les entrées et les sorties mesurables du systéme
(2.17). Un tel systeme est appelé un observateur. Nous illustrons schématiquement
ci-dessous un observateur :
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E(k)

Systeme y(k)

xX>

Observateurn-222

Considérons le systeme :
(k+1) = g(2(k), B(k), y(k)) (2.19)

On dira que le systéme (2.19) est un observateur asymptotique local du systéme
(2.17) de sortie mesurable (2.18) s’il existe un voisinage V' de z(0) tel que pour tout
z(0) dans V, la solution (k) du systeme (2.19) tend vers la solution z(k) du systeme
(2.17) lorsque k tend vers l'infinie [37].

Si V =, on dit que I'observateur est un observateur asymptotique global.

On dira que le systeme (2.19) est un observateur exponentiel local du systeme (2.17)
de sortie mesurable (2.18) §'il existe un voisinage V' de x(0), un réel  compris entre
0 et 1 et un réel positif M tels que pour tout #(0) dans V on a ||z(k) — 2 (k)| < Mn*
[37]. Si V = Q, on dit que I'observateur est un observateur global exponentiel.

2.3.3 Observateur des systemes discrets linéaires
déterministes

Les observateurs des systemes dynamiques ont été introduits pour la premiere fois
au milieu des années 1960 par D. Luenberger. Ce dernier a mis au point une technique
de synthese d’observateur connu sous le nom d’observateur de type Luenberger en
considérant dans un premier temps les systemes linéaires continus a temps invariant
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du type :

{ t = Ax(k)+ Bu(k)
(2.20)
y(

k) = Cx(k)

La méthode sera généralisée plus tard aux systemes discrets a temps invariant :

{ r(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
(2.21)

y(k) = Cux(k)
Ouz(k) e QC R", u(k) e U C R? et y(k) € R™.
A, B et C sont respectivement des matrices n X n, n X m et p X n et sont bornées.

Un observateur du systeme (2.21) est entierement déterminé par la méthode de
Luenberger [60]. En effet on pose 'observateur candidat comme étant :

ik +1) = Ai(k) + Bu(k) + L(y(k) — Ca(k)) (2.22)

Ou L est une matrice de gain. On pose l'erreur d’estimation e(k) = z(k) — z(k).
On a:

e(k+1) = z(k+1)—2&(k+1) = Ae(k)—L(y(k)—Ci(k)) = Ae(k)—L(Cxz(k)—Cz(k))

e(k 4+ 1) = Ae(k) + LCe(k) = (A — LC)e(k)

Pour que le systéeme (2.22) soit un observateur du systeme (2.21), il faut choisir
les composantes de la matrice L de sorte que les valeurs propres de la matrice
W = A — LC soient a l'intérieur du disque unité. L’existence de la matrice L est
donnée par le lemme :

Lemme 2.3.1 (Placement de péle)
La paire (C, A) est observable si et seulement si pour tout ensemble A = {1, \a, ..., A},

il existe une matrice L telle que A est ’ensemble des valeurs propres de la matrice
A—LC.

Une preuve détaillée de ce lemme est donnée dans [88].
Considérons maintenant le systeme a temps variable de la forme :

w(k+1) = A(R)z(k) + B(k)u(k)

2.23
y(k) = O(ka(k) (229

En utilisant la technique de Luenberger, on pose I'observateur comme étant :
z(k+1) = A(k)z(k) + B(k)u(k) + Ly (y(k) — C(k)i’(k)) (2.24)
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Comme dans le cas des systemes discrets linéaires a temps invariant, on montre que
Perreur d’estimation est : e(k + 1) = (A(k) — LyC(k))e(k).

Pour que le systeme (2.24) soit un observateur du systeme (2.23), il faut choisir les
matrices L, k € N de sorte que les normes des matrices A(k) — LC(k) soient
inférieures a 1. Puisque les matrices A(k) et C'(k) varient en fonction du temps, le
calcul du gain Lj, devient tres complexe. Nous sommes alors emmenés a faire appelle
a d’autres techniques propres aux systemes linéaires a temps variable [13, 5, 2, 48].

2.3.4 Observateur des systemes linéaires discrets bruités :
Filtre de Kalman

En 1960, bien avant la publication des travaux de D. Luenberger sur la construc-
tion des observateurs des systemes linéaires déterministes, R. E. Kalman publie un
papier sur I'estimation des états des systemes linéaires bruités connu sous le nom de
filtre de Kalman. Le filtre de Kalman est un ensemble d’équations mathématiques
qui implémente un estimateur prédicteur-correcteur d’un systeme dynamique [46].
Plusieurs auteurs se sont par la suite inspirés du filtre de kalman pour proposer des
observateurs de systémes linéaires bruités [39, 80, 25, 57]. Lorsque I'on considere
le critere de 'erreur quadratique moyenne, le filtre de Kalman est un estimateur
optimal. Avant de donner la synthese du filtre de Kalman, nous rappelons quelques
définitions et résultats de probabilité pour bien cerner notre cadre de travaille.
soient X et Y deux vecteurs aléatoires de dimensions respectives m et d.

Définition 2.3.7 Une variable aléatoire z de moyenne m et de variance o est gaus-
sienne si sa fonction caractéristique est :

E [6i7r7'z] — eiTrTm—i?TJZTQ

Définition 2.3.8 Un vecteur aléatoire est gaussien si les combinaisons linéaires de
ses composantes sont des variables aléatoires gaussiennes.

Définition 2.3.9 Un estimateur de X a partir de l'observation Y est un vecteur
aléatoire (Y de dimension m, ot 1) est une application de R? dans R™.

Définition 2.3.10 On appelle estimateur du minimum d’erreur quadratique moyenne
de X sachantY un estimateur X (Y) tel que :

E[|X — X(Y)|| < BlIX — w(Y)]]
pour tout estimateur Y (Y).

E(X) désigne l'espérance mathématique du vecteur aléatoire X. Nous avons la pro-
position suivante :

Observation et régulation de certains 34 NGOM Diéne
modeles discrets d’écosystéme These de doctorat



2.3. OBSERVATEUR DES SYSTEMES DISCRETS DYNAMIQUES

Proposition 2.3.2 L’estimateur du minimum d’erreur quadratique moyenne de X
sachant Y est la moyenne conditionnelle de X sachant'Y i.e

X(Y)=E[X/Y =y] = /}R 2 Px/y—ydz.

Preuve 2.3.3 (Proposition 2.3.2)
Soit ¥(Y) un estimateur quelconque de X sachant Y, on a :

E[|X—(Y)P] = B[ X=X (Y)P|+2E[(X (V) =¢(Y) (X=X (V) +E[X (V) (Y)]

Notons que :

PURW) =) (X = X0 = [ [ (X = 00w = X)) Py (o g)dady

= [ 0 =0 ([ 2= Xw)Pyr(e)dn) Prindy =0

par définition de X (V).

On a donc
BIX =M = BIX = S0P+ [ (£0) = 00)*Pr)ds
et le vecteur ¢(Y) qui minimise cette expression est (V) = X (Y)) u

Dans le cas des vecteurs aléatoires gaussiens, la proposition (2.3.2) peut étre donnée
de facon plus précise :

Proposition 2.3.3 Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire gaussien de dimension

m + d, de moyenne et de matrice de covariance - et @x  Qxy

Y Qvx Qy
pectivement. Si Qx est inversible alors la densité conditionnelle P(X/Y = y) du
vecteur X sachant 'Y =y est une densité gaussienne de moyenne

X(y) =X+ QXYQ{,1 (y —Y) et de matrice de covariance R = Qx — QXYQ;lQYX

Preuve 2.3.4 (Proposition 2.3.3)

Dans le cas ou la matrice ()7 n’est pas nécessairement inversible, on montre que
la fonction caractéristique de la loi conditionnelle du vecteur aléatoire X sachant
Y =y est égale a :

res-

- 1
exp{iu* X (y) — éu*Ru}

c’est a dire que la loi conditionnelle du vecteur aléatoire X sachant ¥ = y est une
loi gaussienne de moyenne X (y) et de matrice de covariance R. Par définition

(I)X,Y(U7 U) — E[eiu*XJriv*Y] — E[eiv*YE[eiu*X’YH
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= E[ew*Y@X\Y(U)] - /d eiv*yq)XW:y(u)PY(y)dy
R

et on vérifie d’autre part que

- N 1
/ e’ Yexp{iu* X (y) — —u"Ru} Py (y)dy
d 2
. %o . % —1~ 1 * w* K -
= exp{iv' X — i QxyQy'Y — U Ru}/de Verp{iu*Qxy Q3 'y} Py (v)dy
R
xS ok TR N _
= exp{iv' X —iu* QxyQy'Y — §u Ru}®y (v + Q, 'Qxyu)

I ¥ .k —1v/ 1 * 1 * — <k * — \/
= exp{iu' X —iu QXYley_ EU Qxu+ EU QXYleQYXU+Z(U +u QXYle)Y

_%(U* +u QxyQy)Qy (v + Qy' Qyxu)}

_ ~ 1 1
exp{iv* X — 'Y — —u'Qxu — u Qxyv — §U*va} = Dy y(u,v)

par injectivité de la transformation de Fourrier on obtient

Y 1 *
Py jy—y(u) = expliv X (y) — Ju Ru}
u

Proposition 2.3.4 Si { X} et {Yi} sont deux processus aléatoires gaussiens alors
le processus { X, Yi} est gaussien de moyenne et de matrice de covariance :

X, Qr QY
- et
Yy Qr

Considérons a présent le systeme linéaire bruité correspondant au systeme (2.23) :

Tpy1 = Apzr + Brug + wy

2.25
ye = Crar + v (2.25)

Ici zy, et yi sont des vecteurs aléatoires dans IR" et IR? respectivement. On suppose
que :

e La condition initiale z( est gaussienne de moyenne Z, de covariance Qf.

e La suite {wy} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance QY.

e La suite {v;} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q5.

e Les suites {wy} et {vx} sont mutuellement indépendantes.

On veut estimer le vecteur aléatoire z(k) a partir de 'observation yox = (Yo, Y1, - - -, Yx)-
Nous avons le résultat suivant :
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Théoréme 2.3.2 (Filtre de Kalman)

Si on suppose que la matrice de covariance ()} est inversible pour tout k, alors l’es-
timateur du minimum d’erreur quadratique moyenne Ty de xy sachant yo.r est défini
par :

&7 = Agbp_1 + Buu

P = Ap P AL + Q)
Ty = &, + Kilye — Criy |
P, =[I — K.Ci|P;

ot la matrice Ky = P, C;[Cy Py Ci 4+ Q)]7" est appelée le gain de Kalman, et avec
les initialisations :

- —

&y =9 = Elxo], Py = Qf = cov(xo)

Preuve 2.3.5 (Théoreme 2.3.2)

Zo et Py en fonction de 2, et F;

le vecteur aléatoire (zg,yy) est gaussien, de moyenne et de matrice de covariance
respectives :

Zo Q5 Qo H;
Hyx HoQy HoQiH; + Qf

D’apres la proposition (2.3.3), la loi conditionnelle de zy sachant y, est gaussienne
de moyenne

Lo = To + Qf Hy[HoQf Hy 4+ Q4] [yo — (HoZo),
et de matrice de covariance

Py = QF — QCHF[HoQEHG + QY] HoQp.

A—

z, et P_ en fonction de Z;_; et P,

Le vecteur (zg,yo,...,Yr—1) est gaussien et d’apres la proposition (2.3.3), la loi
de xy, sachant yo.,—1 est gaussienne de moyenne , et de matrice de covariance P, .
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D’apres I’équation (2.25), on a :

Ty, = Blow|yon—1]
= AvElrp1lyor—1] + Brug + Elwi]yo.x—1]
= ApT_1 + Bruy
en tenant compte du fait que wy, et yr_; sont indépendants. Par différence on a :
rp — I = Ap(Tp-1 — ) + wi,

de sorte que
P, = El(ze — &) (ze — )]
= E[(Ap(Tp—1 — Tp-1) + wp) (Ap(Tp1 — Tp1) + wi)"]
= ApE[(rp—1 — Tp1) (Tpo1 — Tp1) "] AR + Elwp(mp—r — Tr1)"] A5
+ALE[(xp_1 — Tp_1)wi] + Elwgwgx]
= APy 1 Ay + QY
De cette derniere égalité, on utilise le fait que (xy_1 — Zx_1) est indépendant de wy,

donc E[(xg_1 — &x—1)wy] = 0.

z, et P, en fonction de z, et P_

Posons I, = yr — E[yk|vyox_1], alors on a :

I = yk — (ChElzk|yor-1] + Elvlyox—1]) = yx — Cry
car les v et gy, sont indépendants. Nous avons le lemme :

Lemme 2.3.2 Le processus I, est un processus gaussien. En particulier I, est un
processus gaussien indépendant de yo.,—1 de moyenne nulle et de matrice de cova-
riance

Qi = CrPy Cp + Q}

Le vecteur aléatoire (xg,yo,...,Yyxr) est gaussien, d’apres la proposition 2.3.3, la
loi de z sachant yg.;. est gaussienne de moyenne Z, et de matrice de covariance
déterministe Py. D’apres le lemme 2.3.2

Ty = E[xk’yO:k]
= JA?]; -+ E[l’k — i’];’y()k]
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=2, + Bz, — 2, |yow—1, Ik]

de sorte que
Py = El(zx — Tx)(zr, — £1)7]

= E[((zr — 2y) — Elog — 3 [I]) (2 — 2, — Elag — 2| 1])"]

Il suffit donc de calculer la moyenne conditionnelle et la matrice de covariance condi-
tionnelle du vecteur aléatoire (zy, — ) sachant I;. Le vecteur aléatoire (x — 2, I)
est un vecteur gaussien, de moyenne nulle et de matrice de covariance

By By Gk
Ciby ChPy Cp + @}

Si la matrice QY est inversible, alors & fortiori la matrice QL = C.P, C; + QY est
inversible, et d’apres la proposition 2.3.3 on a immédiatement

By = & 4+ P, CY[ChPoCr + QU7

et
P, = P, — P C{[Cv P CF + QY] Cu Py,

2.3.5 Observateur des systemes discrets non linéaires

A Tinverse des systemes linéaires, ’étude de la synthese d’observateur des
systemes non linéaires est un domaine oti la recherche est encore tres active. Plusieurs
méthodes ont été développées pour le cas des systémes non linéaires continus [53,
54, 66, 52, 91, 24]. Cette liste n’est pas exhaustive car on retrouve dans la littérature
plus de 339 références dans MathScinet dans ce domaine. Tres peu de résultats sur
les observateurs des systemes discrets non linéaires existent et la plupart d’entre ces
résultats ne concernent qu’une classe tres restreinte de systemes non linéaires [16, 31,
65, 49, 89, 4]. Une des techniques les plus utilisées pour la synthese d’observateur des
systemes non linéaires est de linéariser le systeme autour d’un point d’équilibre par
un difféomorphisme, un retour d’état ou une injection de sortie avant de procéder a
la synthese de 'observateur. Toutefois il faut noter que les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un systeme soit linéarisable sont tres restrictives et les résultats
obtenus sont souvent peu satisfaisants. Nous rappelons ci-apres quelques résultats
sur la synthese d’observateur des systemes non linéaires discrets. Nous considérons
le systeme :
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x(k+1) = f(x(k;),u(k))
y(k) = h(x(k))

Ou z(k) € R", u(k) € R™ et y(k) € R”.

(2.26)

2.3.5.1 Observateur par la technique de linéarisation de ’erreur

Nous présentons ici une méthode de synthese d’observateur qui consiste a trans-
former un systeme sous une forme linéaire avec injection de sortie avant de procéder
a la synthese de I'observateur. Considérons le systeme (2.26).

L’idée ici consiste a trouver une transformation ® telle qu’en posant le changement

de variable :
z(k) = ®(xz(k))

on transforme le systeme (2.26) sous la forme :
2(k+1) = Az(k)+ G(y(k),u(k))

y(k) = Cx(k) (2.27)

Si la transformation @ existe, on pose 1’observateur comme étant :
2k + 1) = AzZ(k) + G(y(k), u(k)) + L(C2(K) = y(k))
Et on montre que l'erreur e(k) = 2(k) — z(k) vérifie :
e(k+1)=(A—LC)e(k)

L’observabilité de la paire (A, C') suffit a choisir L tel que erreur e(k) converge vers
zéro. Dans [56], W. Lee et K. Nam donnent une condition nécessaire et suffisante
pour l'existence de la transformation ® dans le cas des systemes discrets non linéaires
autonomes. On considere le systeme autonome :

z(k+1) = F(z(k))

y(k) = h(x(k)) (2.28)

On suppose que F' est un difféomorphisme sur un voisinage d’un point d’équilibre
z, des états du systeme (2.28). Posons :

Ady X (p) = Dyl X (07 (p))

ou D, est le jacobien de 0. W. Lee et K. Nam ont établi les résultats suivants :
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Lemme 2.3.3 Le systeme (2.28) est transformable sous la forme (2.27) si et seule-
ment si il existe des entiers ki, ko, ... ky, k1 > ko > ... > k,, et 2111 k;, = n tels
que :

(1) L’ensemble

OhtoFJI
ox

engendre un espace vectoriel de dimension n dans un voisinage de ..
(13) En définissant :

Q=

():1<i<m,0<j <k —1}

OhioF* OhioFk; — 1
— 1 <9< <k <k — -y
e e g o LA B )

alors Vect{ Q;} = Vect{QNQ;}, 1 <i<m

Proposition 2.3.5 Le systéme (2.28) est transformable sous la forme (2.27) si et
seulement si :

(a) Les conditions (i) et (ii) du lemme (2.53.3) sont satisfaites.

(b) Pour 1 <i<m, 1<j <k, 1<1<m,lesvecteurs g',...,g™ définis par

O(hloFi—1 , 1, sit=101,7=Fk
< ( 2 )(x)>gl>:{

O 0 , sinon

vérifient : ' .
[Adyg', AdLg’] =0
pour 0 <p<k;—1, 0<qg<k;—1, 1<s,5<m.

2.3.5.2 Observateur basé sur 1’algorithme de Newton

Nous présentons dans cette partie une méthode de synthese d’observateur qui
consiste a résoudre simultanément un ensemble d’équations non linéaires en utilisant
I'algorithme de Newton [31]. Nous considérons toujours le systeme :

{ w(k+1) = f(z(k),u(k)) (229
y(k) = h(z(k),u(k))
Pour tout N entier naturel, on pose :
y(k—N+1) u(k—N+1)
Yik-nv14) = : v Upk—nNy1 =
y(k) u(k)
Observation et régulation de certains 41 NGOM Digne

modeles discrets d’écosystéme These de doctorat



CHAPITRE 2. RAPPEL SUR LA STABILI TE ET LA SYNTHESE
D’OBSERVATEUR DES SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS

et
hu(k7N+1) (l’(k? — N + 1))

Pk N+2) g fulk=N+1) (3:(k — N + 1))
H(a:(k‘ —N+1),Up-ns14) =

heklo fulk=Ng o fulb=N+D (z(k — N + 1))
avec h'(x) = h(x,u).
On suppose que le systeme (2.29) est N-observable, alors 1'équation
Vi nsrn — H(z(k = N+ 1), Up-ni14y) =0 (2.30)

d’'inconnues xz(k — N + 1) admet une unique solution. Le principe de 'observateur
de Newton est basé sur la résolution de I’équation (2.30) en utilisant 1’algorithme de
Newton. L’algorithme de Newton du systeme (2.30) est donné par :

oOH

. . . -1 .
Pt =t 4 [a(@bl, U[kaJrl,k])} <5/[ka+1,1¢] - H(y', U[k7N+1,k])> (2.31)

_[0H , | -1 : oH
Ou %(1& ,U[k—N+1,k])] est le pseudo inverse de [a—x(w ,U[k_N+1,k])]-

On définit : OH 1
OVl (1) = 1 + [%w, Uk)] (Yk — H(¥, Uk>)

J. W. Grizzle et P. E. Moraal ont établi dans [31] le résultat suivant :

Théoreme 2.3.3 Supposons que :

(1) Les fonctions f et h définies en (2.29) sont au moins trois fois différentiables
par rapport a x.

(ii) Il existe un ouvert O de R™ et un sous ensemble compact v de R™ tels que pour
tout x € O il existe u € v tel que f(x,u) € O.

(zi1) Il existe un entier N, 1 < N < n tel que les équations définies en (2.30) ont
autant d’inconnues que d’équations, sont uniformément observables et de matrice
d’observabilité de rang plein par rapport a O et vV .

Alors il existe un entier d > 1 tel que le systéme :

(k1) = (@) (F(=(k), ulk — V)

(2.32)
(k) = fulb=gfulb=2)g  ofulh=N)(z(k))
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est un observateur exponentiel quasi-local au sens que :

(a) Sixy €0 et zyi =z alors &(k) = x(k) pour tout k > N + 1.
(b) 1l existe 6 > 0 tel que si x1 € O, |zyy1 — 21| <0 et Vk >0, on a
dist(z(k), 0°) > ¢, alors |#(k + 1) — z(k + 1)| < 3|2(k) — z(k)|.

2.3.5.3 Observateur du filtre de Kalman linéarisé

On considere le systeme non linéaire bruité :

{Cﬁkﬂ = f(og, up) + wy
(2.33)

e = h(xg, ) + vy

ol Tk, Yr et ug sont respectivement a valeur dans R", R? et IR™. wy et v, sont
des bruits blancs gaussiens respectivement dans IR" et IR” de matrice de covariance
respectives Q)Y et Q7. On suppose que les fonctions f et h sont dérivables par rapport
a leurs premieres variables.

On se donne une suite {7y} de variables déterministes dans IR" appelée trajectoire
nominale et on linéarise les fonctions f et h respectivement autour de Z,_; et Ty,
ie:

flo,ug) = f(Zh—1, up) + %f(xk—la ug) (T — Tp—1)

0
h(l‘, uk) >~ h(i:k,uk) + a—xh<fk, Uk)<£li' — fk)

On remplace le systeme (2.33) par le systeme linéarisé :

Tpr1 = Fp(p—1 — Tp—1) + fio + wpe
(2.34)

ye = Hp(xp — k) + vk

. o . _ g, _
ou Fj, = %f(a:k,l,uk), fr = f(@p_1,ug), Hy = %h(xk,uk) et hy = h(Zy, ug). On

applique le filtre de Kalma-Bucy au systeme linéaire et on obtient :

By = fo(@e1) + 2 f(Zror, ) (Ero1 — Tpo1)

Py o= Zf(@hor, k) Poor [ f (To1, we)]* + QY

B = @y + Kilye — (Zh(Te w) (3 = 2) + h(Zk, u))),
Py = [ — Kygrh(Tg, u )| Py

K, = P,;a%h(i:k,uk)*[%h(ik,uk)]?,; (%h(ik,uk))* +Q%]_1
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Notons que :
. _ 0 ., _ . _
f(@r—1,ur) = fu(Te—1) + %f(mkflyukxxkfl — Tg-1)
et
0 . _
h(xk = %h(xknuk)(ﬁ — Zy) + h(Zr, up)

D’ou nous avons 'estimateur du filtre de Kalman linéarisé :

Ty = [(Tr-1,ur)

Py = FP o Fp+ QY

T, = &, + Kilyr — h(Z} ],
P = [[—Kka]P,;,

Ki = P_H{[H.P;Hf + Q™"

2.3.5.4 Observateur du filtre de Kalman étendu

On considere toujours le systeme bruité (2.33). Au lieu d’utiliser des trajectoires
nominales déterministes pour générer le filtre de Kalman, nous utilisons I'estimateur
courant. La méthode consiste a linéariser les fonctions f et h respectivement autour
de 211 et 2, . On obtient les linéarisés :

flo,ug) = f(@h—1,ux) + %f(fﬁk—b U ) (T — Tp—1)

. J . . . o
h(x, ) ~ h(Z, ) + %h(mk Jug) (T — )

On remplace le systeme (2.33) par le systeme linéarisé :

Trp1r = Fp(ap—1 — Tp-1) + fr +wi
) (2.35)
ye = Hi(zp —2,) + ok
. 0 .. . g . o
ol Fj, = %f(xk_l,uk), e = f(@r_1,ug), H, = ah(xk,uk) et hy = h(z,, ug).

On applique le filtre de Kalman-Bucy au systeme linéaire et on obtient I'estimateur
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du filtre de Kalman :
5?71: = f(ffk—l,uk)
Py = FpPea i+ Qf
T, = &, + Kilyr — h(3} ],
P, = [I— K HilP,,
Ky = P;H;[HP;H; + QY

Quelques extensions du filtre de Kalman aux systéemes non linéaires sont développées
dans [79, 12, 42].

2.4 Conclusion

Nous avons rappelé dans ce chapitre quelques résultats de stabilité des points
d’équilibre et de synthese d’observateur des systemes discrets existant dans la littérature.
Dans le cadre de notre travail, nous aurons a utiliser quelques uns des résultats de
stabilité énoncés dans ce chapitre pour étudier la stabilité des modeles de popu-
lations de poissons. Pour les résultats de synthese des observateurs, nous ne les
utiliserons pas, mais nous avons tenu a les rappeler aux lecteurs pour pouvoir les
comparer aux techniques que nous utilisons dans la construction d’observateurs des
modeles de péche que nous considérerons.
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Chapitre 3

Modeles discrets de la dynamique
des stocks d’une population de
poissons

3.1 Introduction

Le suivi de la dynamique de la taille du stock des populations de poissons est
un probleme tres pointu du en partie a la complexité de la structure des océans
et des incertitudes qui entourent 1’évolution des écosystemes biologiques . Durant
cette derniere décennie, une vaste collaboration entre les mathématiciens et les bio-
logistes a permis de mettre au point des modeles mathématiques permettant de
décrire la dynamique de certaines populations de poissons [26, 82, 83, 19, 75, 70].
Un modele mathématique peut étre défini comme étant une entité mathématique
que 'on substitue a une partie de la réalité pour rendre celle-ci plus maniable. Les
modeles mathématiques occupent aujourd’hui une place centrale dans la gestion
des ressources halieutiques car les techniques actuelles d’estimation de la taille des
stocks telles que 'utilisation d’indices dont la variation est liée & 'abondance (par
exemple les données des captures de péches expérimentales ou professionnelles) et
les méthodes directes de comptage [17, 51, 63, 64] nécessitent des moyens colossaux
qui ne sont pas souvent a la porté des pays sous développés. Chacun des modeles
mathématiques existant propose une approche de description de la dynamique dune
population suivant certaines hypotheses. C’est ainsi que pour une méme population
de poissons, on peut trouver plusieurs modeles mathématiques qui décrivent la dy-
namique de la taille du stock. On retrouve dans la littérature deux catégories de
modeles en halieutique : les modeles globaux et les modeles structuraux.

Les modeles globaux font une analyse globale de la dynamique de la taille to-
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tale du stock de poissons. Ces modeles ne tiennent pas compte de la structure
démographique de la population a étudier. Le modele global classique le plus connu
est le "modele global généralisé” de Pella et Tomlinson [71] décrit par :

1 dB;

Bt% = H(B;nil — B;nil).q.ft

ou :

B; est la biomasse totale au temps t.

fi est effort de péche instantané déployé au temps t. L’effort de péche correspond
au nombre de navires qui péchent, au nombre de jours, de prises, d’heure de péche
etc..pendant I'année.

q est la capturabilité i.e la probabilité qu'une biomasse soit capturée lorsqu’une unité
d’effort est déployée.

B, est la biomasse vierge, c’est a dire il n’y a pas d’effort de péche et H et m sont
des constantes.

Lorsque m = 2, on obtient 'expression du modele de Graham Shaeffer [30, 76, 77]
et lorsque m = 1 on obtient le modele logarithmique [23].

Ces modeles globaux dans leur majorité permettent de définir un niveau optimal
d’exploitation du stock. Cependant leur utilisation se heurte aux problemes des
séries chronologiques sur plusieurs années de la production et de I'effort de péche.
Un autre probleme que ’on rencontre avec ces modeles est 'impossibilité de ventiler
de maniere vraisemblable I'effort de péche entre les diverses especes capturées.

Contrairement aux modeles globaux, les modeles structuraux requierent une
discrétisation de la taille du stock en classe d’age ou de stade. Les modeles struc-
turaux sont des outils tres puissants souvent plus précis dans leur approche mais
requierent des donnés complexes relatives aux especes a étudier. Ces modeles sont
souvent plus difficiles a étudier car elle tiennent compte des facteurs externes qui
interviennent dans I’évolution du stock. Les modeles structuraux offrent plus d’in-
formation sur les stocks de poissons car ils nous permettent de faire des prédictions
sur I’état du stock en faisant varier des parametres que nous pouvons controler telle
que le maillage des filets. L’approche structurale des modeles de péche est due a
Beverton et Holt [8]. Dans le cadre de notre these, nous détaillons ci dessous des
modeles structuraux développés par W. M. Getz et R. G. Haight [26]. Ces modeles
nous serviront de base sur I'estimation et la régulation des stocks de poissons que
nous allons mener dans cette these.
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3.2 Modele discret a structure d’age

Nous présentons ici un modele de dynamique d’une population de poisson struc-
turée en classe d’age. Le modele est basé sur la poursuite d’une cohorte. On appelle
cohorte un ensemble d’individus d’une population de poissons nés pendant une méme
période. Pour les besoins de la modélisation de la dynamique de la cohorte, nous
faisons les hypotheses suivantes :

a) les processus de mortalité naturelle et de fécondité ne dépendent pas de la densité
de la population et du temps.

b) la reproduction des femelles est indépendante du nombre de méle dans la popu-
lation de poissons considérée.

En réalité, les taux de mortalité et de fécondité d’une population de poissons varient
en fonction du temps, des conditions environnementales et de la densité de la popu-
lation. Les hypotheses a) et b) sont donc données pour des raisons de simplification
et peuvent pour certains apparaitre comme une limite du modele. De telles limites
sont inhérentes a tout modele. Nous considérons que la population de poissons est
divisée en n classes d’age (n > 1) et donc nous disposons de n classes d’age indicées
par une variable i allant de 1 a n. Nous posons :

z;(k) le nombre d’individus de la classe d’age i au temps k.

M; la mortalité naturelle des individus de la classe d’ age 1.

q; la capturabilité des individus de la classe d’age .

E(k) Teffort de péche au temps k et 7 le temps de péche.

La mortalité instantanée due a la péche des individus de la classe d’age i est définie
par ¢; E(k)T.

3.2.1 La dynamique de passage d’une classe a la suivante

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la dynamique de passage d’une
classe a la suivante d’une population de poissons soumis a 1’action de la péche. A un
instant k£ donné, on représente I’abondance de la population de poisson par le vecteur
x(k) = (z1(k), 22(k), ..., 2, (k)). Puisque les individus d'une population de poissons
peuvent vivre pendant plusieurs années, nous pouvons faire une dicrétisation du
temps en prenant un pas d’une année (ce choix est arbitraire). Nous supposons
en outre que la péche ne dure pas tout le temps sur l'intervalle de temps annuelle
[k,k+1]ieon a0 <7 <1 et que l'effort de péche est constant sur l'intervalle de
temps [k, k + 1[. Avec les hypotheses ci-dessus, nous avons pour une classe ¢ donnée
la variation de ’abondance de la taille du stock sur l'intervalle de temps [k, k + 1]
qui vérifie I’équation différentielle :[26]

da;(t) [ —(Mi+ GE(R)T)ai(t) k<t<k+r -
o —M;x;(t) E+17<t<k+1
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Nous intégrons I'équation différentielle (3.1) sur l'intervalle de temps [k, k + 1] en
faisant ’hypothese selon laquelle apres I’écoulement de 'intervalle de temps [k, k+1],
tous les individus de la classe ¢ passent a la classe 7 + 1. Nous obtenons alors :

Tip1(k+1) = z;(k)e MmaB®T 419  n—2 (3.2)

La structure de passage a la derniere classe est un peu différente de celle des autres.
En effet on suppose que la derniere classe contient tous les individus d’ages supérieurs
a n. Ainsi en évaluant I’abondance de la population dans la derniere classe n apres
I'intervalle de temps de [k, k + 1, en plus des individus qui viennent de la classe
n — 1, il faut aussi tenir compte des individus qui avaient déja atteint ’age n et qui
ont survécu apres U'intervalle de temps [k, k + 1[. La dynamique de I’'abondance de
la derniere classe est alors donnée par :

To(k+1) = 21 (k)e M7 6BERT g (k) M6 ER)T (3.3)

3.2.2 Recrutement dans la premiere classe d’age

Le recrutement dans la premiere classe d’age est la proportion des juvéniles qui
s'integrent pour la premiere fois dans la phase exploitable. Cette phase correspond
a la partie la plus difficile de la modélisation en halieutique. Les juvéniles sont tres
vulnérables aux nombreux facteurs extérieurs (température de I’eau, vitesse du vent,
prédation, compétition pour la nourriture) qui peuvent a tout moment perturber leur
croissance. Pourtant il est fondamental de bien cerner ’aspect du recrutement dans
la modélisation car c’est cette phase qui assure la régénération du stock. Toutefois
il faut reconnaitre qu’il est quasi impossible de modéliser le recrutement avec une
prise en compte totale des facteurs qui interagissent dans la croissance des juvéniles.
On suppose qu’il y a suffisamment de males dans la population pour assurer la
reproduction des femelles. Rappelons que nous avons noté b; le taux de fécondité
des individus de la classe i, alors en notant xy(k) le nombre de nouveaux nés a
I'instant k£, on a :

zo(k) = Z bizi (k) (3.4)

Soit sg le coefficient de survie des nouveaux nés qui atteignent I’age du recrutement.
En supposant que la croissance des juvéniles n’est affectée par aucune perturbation
extérieure et en excluant les termes de compétition et de cannibalisme , on exprime
le recrutement dans la premiere classe d’age par :
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Comme nous le mentionnons précédemment plusieurs facteurs externes interviennent
de facon aléatoire dans la croissance des juvéniles. Il apparait donc claire que le
recrutement ne peut étre une fonction linéaire du stock fécond, on représente l'in-
fluence des facteurs externes sur le recrutement des juvéniles par une fonction non
linéaire h( Yoy bl:vz(k:)) Nous avons donc ’équation de la premiere classe d’age qui
est donné par :

zi(k+1) = sof( Zbixi(k;)) = so( Z bizi(k)) I ( Zbixi(/@)). (3.6)

Dans la littérature des pécheries, f est appelée une fonction de recrutement.
Plusieurs fonctions de recrutement existent dont les plus connues sont [26, 8, 61, 78,
73] :

Beverton et Holt  f(xg

Ricker flxg) = axge P
Power function flxg) = awé_ﬁ;
Shepherd f(zo) = azo/(1 + Bxg) , (¢ >0).

3.2.3 Calcul des captures en nombre

La quantification des captures est un aspect tres important de la modélisation
en halieutique. Dans la plupart des pécheries, on utilise les captures sur une zone de
péche pour avoir une idée de ’abondance des poissons. Nous décrivons ci-apres un
modele décrivant les captures en nombre pour une population de poissons dont la
dynamique est celle décrite par le modele a structure d’age décrit par les équations
(3.2) (3.3) et (3.6). Considérons 'intervalle de temps [k, k + 1[ et faisons les hy-
potheses suivantes :

i) la reproduction des femelles se fait au début de 'intervalle de temps [k, k + 1].
i1) la péche commence au début de l'intervalle de temps [k, k + 1] avec une intensité
E(k) qui reste constant durant tout le temps 7 que dure la péche.

Rappelons que nous avons noté par ¢; la capturabilité des individus de la classe
7, alors la mortalité instantanée due a la péche des individus de la classe i est
déterminée par ¢;FE(k)7. Les captures en nombre de la classe i pendant 'intervalle
de temps [k, k + 1] sont alors déterminées par :

i) /k BBy (t)dt (3.7)
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En calculant on établie que :

yi(k) = qu(k)T

= o 37 (L oM Bk ) (k) a3)

alors on obtient ’expression des captures totales en nombre :

B (k)T

k) = P S S A—

(1= exp(=M: — g:E(k)7) ) wi(k) (3.9)

Si on note par w; le poids individuel des poissons de la classe i, I'expression des
captures totales en poids est donnée par :

G E(k)T

(k) = m(1 — exp(—M; — E(k)7) )wiai(k) (3.10)

3.3 Modeéle discret a structure de stade

Nous présentons dans ce paragraphe un modele de péche structuré en classe
de stade. Pour certaines populations, 1’age des individus peut étre tres difficile a
déterminer et d’autres quantités proportionnelles a 1’age telles que le poids ou la
longueur peuvent étre plus accessibles en terme de mesure. Ces quantités peuvent
étre utilisées pour structurer la population en classe de stade. Nous supposons que les
classes de stade sont ordonnées de telle sorte que pour un intervalle de temps assez
petit, les individus d’une classe de stade passent a la classe suivante ou restent dans
la méme classe. Si la croissance des individus est monotone, ce qui est tres souvent
le cas alors la structuration en classe de poids ou de taille vérifie nos hypotheses.
Notons p; la proportion d’individus (i = 1,...,n) de la classe i qui arrive dans la
classe i + 1 apres écoulement de l'intervalle de temps [k, k 4+ 1[. Alors 1 — p; est la
proportion d’individu de la classe ¢ qui n’atteint pas le stade de classe i + 1. Par
définition des p; on a p, = 0 car les individus qui atteignent le stade n y demeurent
jusqu’a leur mort naturelle ou jusqu’a ce qu’ils soient capturés. Comme dans le
modele & structure d’age on note e~ M:~%E®)7 Jeg taux de survies des individus de la
classe 7, la dynamique de la classe de stade i, i = 2,...,n est alors décrite par :

$l<k + 1) _ (1 B pi)e—Mi—qz'E(k’)Txi(k) _'_piile—mifl—qz‘ﬂE(k)Txiil(k)

On considere les mémes hypotheses sur le processus de recrutement du modele a
structure d’age. Toutefois il faut noter que tous les poissons recrutés au temps k
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n’atteignent pas le stade 2 au temps k£ 4+ 1 et on modélise alors le processus du
recrutement par :

pi(k+1) = (1= p)e ™ 07y (k) + sof (D bis(k))

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux modeles structuraux de dynamique de
la taille du stock d’une population de poissons exploités : un modele a structure d’age
et un modele a structure de stade. On peut remarquer que ce modele a structure de
stade est une généralisation du modele a structure d’age. En effet lorsqu’on suppose
dans le modele a structure de stade qu’apres l'intervalle de temps [k, k+1[, 'ensemble
des individus d'une classe atteint le stade de la classe suivante i.e p;, = 1 Vi =
1,...,n on retrouve exactement le modele a structure d’age. Nous utiliserons dans
la suite ces modeles pour 'estimation et ’analyse du comportement asymptotique
des stocks des population de poissons.
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Chapitre 4

Synthese d’observateurs pour une
classe de systemes

discrets :Application a des
modeles de péeche

4.1 Introduction

La construction d’'un observateur n’est pas un exercice facile. La plupart des
techniques utilisées pour la synthese d’un observateur se limitent aux cas tres res-
treint des systemes linéaires continus ou discrets et a des formes particulieres de
systemes non linéaires continus. En outre, la plupart des résultats de synthese d’un
observateur pour des systemes non linéaires qui existent dans la littérature utilisent
des techniques de linéarisation autour d’'un point d’équilibre et donc génerent des
observateurs locaux autour de 1’équilibre. Nous nous intéressons dans ce chapitre a
la synthese d’observateurs globaux de systémes non linéaires discrets de la forme :

{ x(k+1) = Ak)z(k)+ F(x(k),u(k))
(4.1)

y(k) = Ck)z(k)

k:) est un vecteur d’état dans R"

u(k) est un terme de controle a valeur réelle

k) est une sortie a valeur réelle

A(k) est une matrice carrée d’ordre n a temps variable
F' est une fonction de R" a valeur dans IR.
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SYSTEMES DISCRETS :APPLICATION A DES MODELES DE PECHE

4.2 Forme générale de ’observateur

Nous proposons dans cette partie une méthode simple de synthese d'un observa-
teur pour un systeme discret non linéaire de la forme :

((m(k+1) = fla(k),xa(k), 23(k), ..., 2. (k))
za(k+1) = Zalj(/f)%'(k)

r3(k+1) = ZGQj(k)$j(k> (4.2)

zo(k+1) = Zan—u(/{)%’(lﬁ)

ou f est une fonction de R™ a valeur dans IR et les a;;(k) sont des réels.

On pose :
io=min{i=1,...,n/c;(k) #0V k > 0}

Cas1l:ip=1

y(k+1) = i ci(k + Dai(k+1)

=1

yk+1) =ci(k+Da(k+1)+ Xn:Ci(k + Dai(k+1)

=2
n—1

y(k+1) =ci(k+Dar(k+ 1)+ ek + D (k+1)

=1

Or V¢ > 1 nous avons :
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Tip1(k+1) = Zai,j(k)xj (k)

y(k+1) =c(k+ Dz (k+1)+ ”231 i civ1(k + 1Da; jz;(k)
, e
r(k+1) = m( ;;erl (k+1 a”xz(k)>
Nous considérons maintenant le systeme :
’ 1 n-1 n
B(k+1) = m( y(k+1) ;;QH (k + 1)%(1«)%(@)

n

Ba(k+1) = Y ay(k)i;(k)

J=1

By(k+1) = > ay(k)i;k) (4.4)

Bak+1) = ) any;(k)i;(k)

1 — ,
Posons «a;(k) = —m< 2 Ciy1(k + 1)011‘]‘(]{3)) pour j =1,...n et
ar(k)  oa(k) (k) o (k)
CLH(/{Z> alg(l{?) alg(l{?) aln(k)
A(k) =| an(k)  an(k)  axs(k) az(k) |,
Ap—1 1(k‘) Ap—1 Q(k’) Ap—1 3(1{3) N ¢ o | n(l{i)

nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.2.1 Une condition suffisante pour que (4.4) soit un observateur glo-
bal de (4.2) est qu’il existe un réel f compris entre 0 et 1 tel que || A(k)|| < B.
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Preuve 4.2.1

Posons e(k) = x(k) — z(k)
Ainsi donc on a :

er(k+1) =z(k+1)—21(k+1)

n—1 n

- k+1 (X;Zlcmkﬂaw(k;)( (k) — &5(k))
er(k+1) = l<:+1 (jzliji;cwlk—i—lazj(k)ej(k))
Pouri =2,....,n
eilk+1) =ik +1) — d5(k+ 1) = zn:al L)) — 3500) = S au vy (K)e
Lerreur s’écrit alors : _ —
(el(k—l—l) - k:+1 é(zcmw a”(k)> (k)
ex(k+1) = : as; (k)e; (k)
es(k+1) = §a2j(k)ej<k) (4.5)
\en<k+1) = ’nl i ;(R)e; (k)

L’erreur peut alors s’écrire sous la forme matricielle suivante :

e(k+1) = A(k)e(k)

si [JA(k)|| < B < 1 alors limye100e(t) =0 (2.2.2) [
Cas 2:ip>1

Nous avons :
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yk+1) = zn: ek + Dai(k + 1)

y(k+1) = cig(k+ Dz (k+1) + Zn: ¢i(k+1)zi(k +1)
i=ip+1

y(k+2) =ciy(k+ 2z, (k+2)+ > cilk +2)i(k +2)
i=ip+1

Or pour i > 1,
= a1 (k)a; (k)
j=1

Par suite :

ylk+2) =c¢,(k+2) i aiy—1 j(k+1)xj(k+1)

J=1
+ Z Cz k? —f- 2 Zai_lj(k: —I— 1)1'](]6 —f- ]_)
i=ip+1 7j=1
y(l{? + 2) = Cio(k + 2)(li0_1 1(]{? + 1)I1(l€ + 1) + Cio(k + 2) aio_lj(k + 1)Ij(l{? + 1)
=2
+ Z Cl(k + 2)@1',1 1(k5 + 1)33’1(]? + 1)
i=i2+1
+ 3 S etk + 2)ai j(k+ Day(k +1)
i=ig+1 j=2
Nous savons par ailleurs que si j > 1, on a :
]{3 + 1 Z aj— 1[ ZEZ
y(k’ + 2) = Cio(k + 2)04‘0,1 1(k' + 1)$1<k + 1)
+ei(k+2) Y a1 i(k+ 1)) a1 u(k)ai(k)
j=2 =1
+ ) alk+2)ai 1 (k+ Dy (k+1)
i= zo—i-l
+ Z Z ci(k+2)a;_1;(k+1) Zaj—l 1(B)x (k)
i=ip+1 j=2
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n

y(k+2) = ci(k+2)aiy1(k+ Day(k+ 1)

1=10

+) D ciglk + 2)aig-1 i (k + g1 o(k)zi(k)

lle

+Z Z ch (k + 2)ai_1 ;(k + )aj_1 1 (k)x (k)

=1 i=io+1 j=2

n

ylk+2) = Z ci(k+2)a;_11(k+ Dy (kE+1) + i (i Cio(k + 2)ajy—1 ;(k + 1)aj—1 (k)
+ 30 Sl + a5k + Dag (k) ) alk)
i=ig+1 j=2

y(k+2) = Z ci(k+2)ai—11(k+ Day(k+1)

zzo

+Z(chz (k= 2)ace 5k 4+ Do () ) (1)

=1 i=ig j=2

Supposons que : Z ci(k+2)a;—11(k+1)#0

=10

Alors on a :
.’E1<k + 1) = X
Zz 10 Z(k+ )az 11(k+ 1)
( (k+2)- (Z S ek + 2)ai;(k + Lajy l(k))x;(k))
I=1  i=ip j=2
On pose :
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(. 1
hlk+1) = zf Zoci(k:+2)a,- 11(k+1)<y(k+2)

—Z S e+ 2+ Dy (k) )4

=1 i=ig j=2

Ba(k+1) = Z ay 5 (k)i;(k)

. (4.6)
T3(k+1) = Z az j(k)i;(k)
Zin(k?—l—l) = nan 1]
on définit [ =1 .
1
B = B S Y (Z;c (k + 2)ai_1 ;(k + 1)a;_ 11(1{:))
et
Bi(k) Ba(k) Bs(k) ... Bu(k)
aj1(k)  ara(k)  ars(k) ... apn(k)
B(k) — a9 1<k’) a9 Q(k’) a9 3(]43) .. a9 n(k)
an-11(k) apn_12(k) an_13(k) ... ap_1.(k)

nous avons la proposition :

Proposition 4.2.2 Une condition suffisante pour que (4.6) soit un observateur glo-
bal de (4.2) est qu’il existe un réel By compris entre 0 et 1 tel que ||B(k)|| < Bo.

Preuve 4.2.2 On écrit 'erreur sous la forme matricielle :
e(t+ 1) = B(k)e(t)

Comme au casl, s'il existe 5y compris entre 0 et 1 tel que ||B(k)|| < B alors (4.6)
est un observateur global de (4.2) ]
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4.3 Observateur pour un modele de péche discret
structuré en classe d’age

Dans ce paragraphe nous mettons en application la technique de synthese d’
observateur que nous venons de décrire sur un modele de péche discret [67]. Le
modele que nous considérons est celui a structure d’age décrit au chapitre 3. C’est
un modele de péche discret non linéaire structuré en classe d’age avec une sortie
discrete représentée par les captures en nombre par intervalle de temps. En effet,
nous utilisons les captures en nombre pour construire un observateur qui nous per-
mettra d’estimer les stocks de poissons en mer par classe d’age.

Nous rappelons brievement le modele que nous considérons :

;

zi(k+1) = (Z bixi(/f))h(z bix;(k))
zo(k+1) = le_(k) exp(—mll_— T E(k))
(4.7)

ro(k+1) = 2, 1(k)exp(=mp 1 — 7¢n1E(K))

( +an (k) exp(—=my, — 74 E(F))

ou

x n est le nombre de classes d’age;

« x;(k) est le nombre d’individus de la classe d’age i au temps k;
x b; est le taux de fécondité des individus de la classe d’age 1 ;

x m; est le taux de mortalité des individus de la classe d’age i ;

x q; est la capturabilité des individus de la classe d’age @ ;

x E(k) est Deffort de péche a I'instant k ;

x 7 est le temps de péche annuel.

Nous avons vu au chapitre 3 que les captures en nombre sur un intervalle de
temps [k, k + 1] sont données par :

n

OES /k " GE@)ra(t)dt ou

aE(k)T
k=S 2T (1 —exp(—mi— g E(k)T) (4.8
) =D s el maBRT) (19
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STRUCTURE EN CLASSE D’AGE

4.3.1 Motivation

Pour fixer les idées, nous considérons un cas particulier du modele a structure

d’age avec 3 classes d’age et la fonction de recrutement de dépensation suivante :
2
Lo

f(l'o)zrﬁx%

Le modele est alors :

: (30, bui(k))*
r(k+1) = f<;bixi(k>) T L B ba(k))?

372(k + 1) = LEl(k)eimliqlTE(k) (49)
w3k +1) = wa(k)e ™ LTER 4 gy (k)ememesTER)
avec les parametres suivants :
Parametre de la fonction de recrutement de dépensation (£ = 0.6,
Taux de fécondité b=1[2 3 3],
Coefficients de capturabilité q=1012 0.24 1],
Taux de mortalité naturelle m=1[0.8 0.8 0.8],
Temps de péche T=1,
Effort de péche E(k) = 10.

La variable z;(k) représente le nombre d’individus (en million) de la classe i au temps
k. Si nous sommes en mesure de mesurer les états du systeme (4.9) & un instant ky,
alors I’équation (4.9) nous permet de calculer les états x1(k), zo(k) et x3(k) & tout
instant £ > ko. Supposons que les états réels des stocks a I'instant £ = 0 sont connus
et donnés par x1(0) = 0.181, 22(0) = 0.021 et x3(0) = 0.015 (en million d’individu) ;
alors d’apres (4.9) les états du stock a l'instant & = 19 sont donnés par :

71(19) = 27.1 x 1073, 25(19) = 8.37 x 1072, et x3(19) = 0.55 x 107%.

Nous pouvons voir que la condition initiale ci-dessus de l’état du stock conduit
inévitablement a ’extinction du stock de la population de poissons considérés, c’est
a dire z;(k) tend vers zéros lorsque k tend vers l'infini, en pratique le stock devient
nul si £ est supérieur a 20. Cependant il faut noter que nous avons pas toujours acces
aux valeurs z1(0), 22(0) and x3(0). Tout ce dont nous disposons comme mesures sont
les sorties du systeme représentées ici par les valeurs des captures en nombre. Pour
le systeme (4.9) associé aux valeurs des parametres ci-dessus, la formule des captures
est donnée par :

y(k) = 0.518799 z1 (k) + 0.719428 25(k) + 0.925907 z3(k).
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Ainsi, au temps k& = 0 nous savons que y(0) = 0.122899. Cette valeur de y(0) est la
sortie correspondant aux états initiaux réels du systeme, elle peut aussi correspondre
aux états initiaux suivants : z;(0) = 0.16, 72(0) = 0.05, z3(0) = 0.0042336 car
0.518799 % 0.1640.719428 x 0.05+40.925907 x 0.0042336 = 0.122899. Donc quelqu'un
d’autre peut considérer (z1(0), Z5(0), Z3(0)) comme une condition initiale du systeme
(4.9), et donc dans ce cas les états du stock a 'instant & = 19 seront :

71(19) = 1474 x 1072, 25(19) = 199 x 1073, and 73(19) = 8.13 x 107°.

Ces valeurs sont différentes des valeurs obtenues par les supposées vraies valeurs
des conditions initiales. Cependant, les simulations montrent que les solutions du
systeme (4.9) correspondant aux conditions initiales (Z(0), Z2(0), Z3(0)) convergent
vers un état d’équilibre positif dont les coordonnées sont : (1.474,0.199,0.008) alors
que les états réels convergent vers (0,0, 0).

Du tableau 4.1, on remarque que les états de ’'observateur convergent rapidement
vers les états réels du systeme (issus des supposés états réels initiaux
z(0) = (0.181,0.021,0.015)) méme en considérant un faux état initial
z(0) = (0.16,0.05,0.0042336) pour 'observateur.

Les résultats de la simulation sont rapportés dans le tableau 4.1 qui compare les
valeurs obtenues aux différents temps du systeme (4.9) initialisé avec la vraie condi-
tion initiale 2(0) et la fausse condition initiale Z(0) et les valeurs de 'observateur
initialisé avec la fausse condition initiale Z(0). Nous avons choisi de représenter uni-
quement les valeurs des états de la premiere composante dans le tableau 4.1 mais les
mémes observations sont notées dans la seconde et troisieme classe. On peut noter
que les valeurs des états de I'observateur sont pratiquement égales aux valeurs des
états réels des que le temps k est supérieur a 3.
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TABLE 4.1 — Valeurs des simulations du systeme 4.9.
k (k) x 10°  7y(k) x 10°  2,(k) x 103
0 181.0000 160.0000 160.0000
1 195.0483 204.4220 196.8801
2 192.2349 202.3581 192.0978
3 192.6023 210.1368 192.6010
4 192.4746 221.8007 192.4745
10 189.0404 990.8104 189.0404
15 152.3006  1471.1720 152.3006

17 99.0640  1473.7021 99.0640
19 27.1224  1473.9699 27.1224
20 6.5337  1473.9912 6.5337
21 0.6299  1473.9981 0.6299
24 0.0000  1474.0014 0.0000

4.3.2 Synthese de I’ observateur

Considérons les captures en nombre au temps k + 1, alors d’apres la relation
(4.8), on a :

n

y(k+1) = 21: miﬁii’;&mﬁ@ — vk + 1))k + 1)

ou
vi(k) = exp(—m; — ¢ E(k)7)
gk +1) = mqu; 52(2271)7 (1= o (k + 1)z (k + 1)
+ 2:; mﬁiig&mﬁu — (k4 D))ai(k+ 1)
y(k+1) @EEFDT e D) (k4 1)

- mi + qlE(k + 1)7’
n—1

i Bk +1
+Z qi+1 ( )7'

miv1+ i E(k+1

)7_(1 = Vig1(k +1))zipa(k + 1)

i=1

Pourt=2,...,n—1ona:
zi(k +1) = z;(k)vi(k) et 2, (k + 1) = zp1(k)vp_1(k) + z,(k)v, (k)
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D’ou on obtient :

qlE(kJ + 1)7’
my+qE(k+1)7
ol qH_lE(k’ + 1)7‘

— M1 + G Bk +1

G E(k+1)T
My, + g B (k + 1)7(1 = vn(k +1))on (k) (k)

Posons le systeme :

y(k+1) = (I —vi(k+ 1)z (k+1)

(. y(k +1)(my + qE(k + 1)7)
nlk+1) = GEG+ 1)1 —on(k+1)
- "Z‘l i1 (my + @ E(k + D7) (1 — vier (k + 1)vi (k)i (k)
— @(mip1 + G E(k+1)7)(1 —vi(k+ 1))
Cu(mi 4+ @Bk + 1)7)(1 = va(k + 1) va (k)2 (k)
@1 (mn + g E(k +1)7)(1 — 01 (k + 1))
ok +1) = 21(k)vi(k)

ik +1) = Fnr(k)onor (k) + En(k)vn (k)
(4.10)

Soient :
Gn < ¢ < qy pouri=1..n
m<m; <M pouri=1.n

Nous donnons la proposition suivante :

Proposition 4.3.1 Supposons que ¢; < q; Vi = 2, ...,n.
Alors il existe n tel que si E,, > n, le systéme (4.10) est un observateur global du
systéme (4.7).

Preuve 4.3.1 Posons :

e(k) = z(k) — (k) comme étant 'erreur entre 1'état réel et 1'état estimé a 'instant
k.

Nous allons montrer que la dynamique de I'erreur s’écrit sous la forme
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e(k+1) = A(k)e(k) et qu'il existe un effort de péche minimal F,, pour lequel on a
[AK) < 1.

g1 (my + E(k + D7)(1 — v (k + 1))
1 ql(miﬂ + Qz—i-lE(k —|— ].)T)(]_ — Ul(k' + 1)

e1(k+1) = z1(k+1)—21(k+1) = — v;(k)ei(k)

Cga(mi+ @ E(k+ D7) —vu(k+1))
G(my + @ E(E+1D)71)(1 —v(k+1)

on(k)en (k)
Pourt=2..n—1,0n a:

ei(k+1) = vi(k)ai(k)—vi(k)i(k) = vi(k) (@i (k) =2:(F)) = vi(k)ei(k)

en(k+1) = v, 1(k)xn_1(k) + vp(k)xp (k) — vo1 (k) Zn_1(k) — v, ()2, (k)
en(k+1) = v, 1(k)en_1(k) + v, (k)en (k)

L’erreur peut alors s’écrire sous la forme du systeme suivant :

;

Qz+1m1+Q1Ek5+1 1 —vip(k+1
alk+l) = - Z (Mgt + q2+1(E(l<; +) 1))(7)(1 — vl((k n 1))) vilk)es(k)
qn(ml + @ E(k+1)7)(1 —v,(k+1))
G(mp + @ E(k+ 1)7)(1 —vi(k+ 1)
y elk+1) = w(k)e(k)

On(k)en (k)

en(k+1) = vpi(k)en1(k) + va(k)en(k)
(4.11)

Soient :

Gir1(mi + Bk + 1)7)(1 — v (k+ 1))
@(mip1 + G Bk +1)7)(1 — v (k + 1)

et
Gn(m1 + @ Bk + D7) (1 —va(k +1))

anlk) = = @1 (mn + g E(k +1)7)(1 = v1(k + 1)

Un<k)

Alors on peut écrire I’erreur sous la forme matricielle :
e(k+1) = A(k)e(k)
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Ou
ar(k) as(k) as(k) e ap(k)
v1 (k) 0 0 e 0
0 . 0 v1(k) vn(k)

Pour i = 1...n, posons : s;(k) = |a;(k)]

Pouri=1.n—1on a:

_ migi+1(1 — v (k +1))
— (mipr + g E(k+ 1)) (1 —oi(k +1)
Gir1 @ E(k + D7) — visa(k + 1))
@1 (mis1 + G E(k + 1)7) (1 — 01 (k 4 1)

si(k)

On a
qE(k+1)T <1
m;i1 + qZ-HE(k: + 1)7’
Donc
migir1(1 — vipa(k+1)) 1 — v (k+1)
Sz(k) < qi+1
ql<mi+1 + qz+1E(kJ + 1)7’)(1 — Ul(k’ + 1) Q1(1 — Ul(k? + 1)
1— _
La fonction f(z) = M est une fonction décroissante , donc on a :
IL—vi(k+1) 1 —exp(—mip1 — 1 B(k+1) 1 —exp(—m — g, E(k+1)
Miy1 + g E(k +1)7 Miy1 + g Bk +1)7 N m+ guE(k +1)7
D’ou
si(k) < May (1 — exp(=m — g EnT)) 1 n qm
a1 m + QmEmT 1 - Ul(k + 1) Q1(1 - eXp(—m - QmEmT)
. E(k+1D)7)(1 — v (k + 1 . .
Avec s, (k) = Gl + @ Bk + D7) = va(k + 1)) et pour les mémes raisons que

G(my + @ E(E+ D7) (1 — v (k+ 1)
ci-dessus on a :
sa(k) < Maqpy (1 — exp(—m — ¢ EpT)) 1 n qm

q1 m + QmEmT 1-—- 'Ul(k + 1) Q1(1 - exp(—m - QmEmT)
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D’autre part la fonction g(z) = 1—(> est une fonction décroissante et
—exp(—x

par conséquence on a :

1 1
<
1 —exp(vi(k+1)) = 1 —exp(—m — gnEnT)

Et doncVi=1,...,n,on a:

M 1
G m+gnEnt (1l —exp(—m — ¢ EnT)
i (k)| + [vi(k)| = si(k)vi(k) +vi(k) = (si + 1)vi(k)
MqM 1 qm
(K (K < 1 —-m — gmEm
las(k)] + foi(k)] ( G M+ gmEnT * qi(1 — exp(—m — ¢ EnT) T ep(m =g ")
Posons :
Maqy 1 qm
= 1 - - mEm
f=I g m+ gnE,T + @1 (1 —exp(—m — ¢ EmT) + 1) exp(=m — ¢ 7)
X =exp(—m — ¢ FEnT)
et

MaquX quX
- +
Gmlog(X)  q(1—X)
limx_oP(X)=—1et limy_1P(X) = +o0

P(X) = +X -1

Donc il existe x; €]0, 1] tel que P(z1) =0
Posons z* = inf{z €0, 1[/P(z) = 0}

Pour 0 < X <z*ona P(X) <0

Nous avions posé X = exp(—m — ¢, E,,7) donc :

—In(x*) —m
0 < X < x* est équivalent a 0 < exp(—m — ¢, E£,,7) < 2% ou E,;, > #
qmT
—In(xz*) —m
Il suffit alors de poser n = L et on obtient :
qmT
VE, >n P(X)=Plexp(—m — ¢nEn,7)) <0
Ce qui implique 8 < 1
Donc considérant la norme matricielle :
n
1Al = maz; > |as|
i=1
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SYSTEMES DISCRETS :APPLICATION A DES MODELES DE PECHE

On a:
lle(k + DIl < [[Alllle(R)]] < Blle(k)|
B < 1= limiyoolle(k)]| =0 m

Remarque 4.3.1 L’hypothese q1 < q; Vi = 2,...,n dans [’énoncé de la proposition
ci-dessus a bien un sens biologique. En effet elle traduit que ['intensité de la péche
exercée sur les poissons de la premiéere classe d’age est inférieure a celle exercée
sur les poissons des autres classes d’age. Des décisions allant dans ce sens sont
souvent prises dans beaucoup de pays pour participer a la sauvegarde de certaines
espéces marines. On note que notre observateur a la particularité de ne pas utiliser
la fonction de recrutement qui, du reste est difficile a modéliser. En effet plusieurs
facteurs telles que la vitesse du vent, la température de ’eau peuvent intervenir et
perturber la survie des juvéniles.

Remarque 4.3.2 Lorsque nous supposons que la mortalité naturelle est la méme
pour toutes les classes d’age, on obtient une nouvelle condition sur ’effort de péche
qui garantit la convergence de l'observateur vers les états du systéme (4.7). En effet
nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.3.2 Supposons que ¢ < q¢; Vi =2, ...,n et
my = mg = ... =m, = m, alors le systéme (4.10) est un observateur global du
systeme (4.7) si :

1 max
E, >—<L0g[q —l—l}—m).
T ¢

Preuve 4.3.2 Nous savons que
i (k)| + |vi(k)] =
Gi+1 <M1 +qTrE(k+1 ) <1
q1 <M1+1 + qz+17—E k + 1)) (1 — e~ My — (I1TE(t+1))

qi+1 <m + qlTE ]f + 1 1—e ™ Qz+1TE(k+1))
- + 1 efm*qi‘rE(k)
il (m + QZJrlTE k + )) (1 — e—m—qTE t+1)>

1 — e ™™ qi+1TE(k+1)

i+1_Qi+1TE(k+1)>
41 e~mi—aiTE(k)

| G m A qaTE(k 4 1) 1 | emmarE®)
Q1 1 — efqulTE(tJrl) :

m+ qarE(k+1)

Puisque ¢; < ¢;, nous avons

m+qrE(k+1) <m+qarE(k+1),
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et en utilisant le fait que r — ] est décroissante, nous obtenons

_ e—w
1 — e—m—qi_,_lTE(k—‘rl) 1 — e—m—qyrE(t—H)

< .
m+qaTEk+1) — m+qrE(k+1)

Ainsi on a : |ag (k)| + |vi(k)| < (% + 1> o—m—aiTE(k) < (% + 1> e—m—aTE(k) 1]

s’en suit que

1

||A(k)||1 S (Qi+1 +1) e—m—‘hTE(k?)‘
q
Et par conséquence, ||A(k)||, < 1if E,, > ql% (Log ['I’Z% + 1] - m) : u

Remarque 4.3.3 Nous supposons qu’on dispose des captures de la premiére classe
d’age pour une population de poissons dont la dynamique est décrite par le systeme
(4.4). Nous écrivons alors 'observateur sous la forme simplifiée suivante :

(. B my+qE(k+1)7
nk+l) = A —akr oY

To(k+1) = 1(k)vi(k)

(4.12)

( Zn(k+1) = Zpo1(k)vp1(k) + Zn(k)v, (k)

Ot y1 (k) est la capture en nombre de poissons de la premiére classe d’age a l'instant
k. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.3.3 Quelle que soit la valeur de l’effort de péche minimal, le systeme
(4.12) est un observateur global du systéme (4.7).

Preuve 4.3.3 les captures en nombre de la premiere classe d’age a 'instant k& + 1
sont données par :
aE(k+ 1)1

y(k+1) = T(l—vl(k—f—l))xl(k:—i-l)

Soit e(k) = x(k) — z(k),
On a:

e1(k+1) = z1(k+1)—21(k+1) =0

ei(k+1) = z;(k+1)—2;(k+1) = v;(k)x;(k)—vi(k)z;(k) = vi(k)e;(k), i=2,...,n—1
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en(k+1) = vy 1 (k)zn_1(k) =01 (k)Zn_1(k)+vn (k)2 (k) =00 (k) Z0(k) = vp1(k)en—1(k)

En écrivant I'erreur sous forme matricielle, on a :

e(k+1) = Ay (k)e(k)

Ou
0 0 0 0
w1 (k) 0 0
Aj(k)y=| 0 wlk) 0 0 [,
0 cee 0 v g (k) wn(k)
En considérant la norme : ||A|| = maz; > . |aij|, on a [|e(k)|| qui tend vers 0
lorsque k tend vers l'infini car |v; (k)| < 1. u

Remarque 4.3.4 En général dans la littérature des pécheries, on donne la morta-
lité par péche en lieu et place de la capturabilité par classe d’age. De plus, les données
des captures ne sont pas ausst souvent exprimées en nombre mais plutot en terme
de poids. Ainsi nous pouvons considérer les captures en masse pour la synthése de
l'observateur. St nous notons par w; le poids moyen individuel des poissons de la
classe d’age i, alors on exprime la biomasse totale Y (k) comme étant :

Y (k) = Zl %(1 — e MG TER s (k). (4.13)

Soit @;(k) = ¢;TE(k) la mortalité par péche de la classe d’age i, alors on a :

On pose : v;(k) = e~mi—wilk)
Awvec ces notations, l'observateur du systéme (4.7) dont les sorties mesurables sont
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les captures en poids Y (k)peut étre écrit sous la forme :

(

Y(k+1) <M1 + o1 (k + 1))

Bk+1) =
er(k+1) (1= vk +1))w,
w1 i (k1) (M + o1+ 1)) (1= visa (k + 1) )ou (k) wi a4(k)
= ak+1) (MZ-+1 + i (k+ 1)) (1 — ik + 1)>w1
on(k+1) (M1 + ok + 1)) (1 — ok + 1))%(@ W 2 (K)
- a0+ (Mot o+ D) (1= 0+ 1) )y
Bkt 1) = (k)i (k),

Tpo1(k+1) =v,-0(k) Tp2o(k),

C Zn(k+1) = va1(k) o1 (k) + v (k) 20 (k).
(4.14)

4.3.3 Simulations numériques

Nous donnons ci-dessous quelques simulations numériques de 1'observateur avec
un effort de péche constant. Nous considérons deux cas dans les simulations, un
premier cas avec la fonction de recrutement de Beverton et Holt et un autre cas
avec la fonction de recrutement de Ricker ou les trajectoires du systéeme présentent
des oscillations.

Cas de la fonction de recrutement de Beverton et Holt

Beverton et Holt dans leurs travaux définissent la fonction de recrutement comme
étant : h(xg) =
( 0) 1 + ﬁl’o

Nous considérons les parametres suivants :

ou [ est un parametre positif.

Parametres de Beverton et Holt o =1, 8 = 0.0015,

Coefficients de fécondité b=1[0.8 0.8 1],
Coefficients de capturabilité qg=10.12 0.24 0.36],
Taux de mortalité naturelle M =1[0.2 0.2 0.2],
Temps de péche T =2/3,

Effort de péche E(k) =4
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Les vecteurs des états initiaux sont : x(0) = [1 5 20] et 2(0) =[10 30 60]
Les courbes des trajectoires de ’observateur et du modele de péche sont représentées
dans a la figure (4.1).

Cas de la fonction de recrutement de Ricker

On considere la fonction de recrutement de Ricker : h(z) = e ?* avec les pa-
rametres du modele suivants :

Parametre de Ricker a=1, 5=0.0015,
Coefficients de fécondité b=1[15 20 20],
Coefficients de capturabilité ¢ =[0.24 0.36 0.42],
Taux de mortalité naturelle M =1[0.2 0.2 0.2],
Temps de péche T =2/3,

Effort de péche E(k)=4

On donne les états initiaux xy et o respectifs du systeme et de 'observateur :
z(0) = [60 45 70] et 2(0) = [10 12 14]

Les courbes des trajectoires de l'observateur et du modele de péche (4.7) sont
représentées a la figure (4.2).
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x1 et &1

x2 et K2

FIGURE 4.1 — Exemples de trajectoires des états de I'observateur (en pointillé) et du
modele de péche (4.7) (en trait plein) pour la fonction de recrutement de Beverton

et Holt.
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x1et 1 x2 et K2

2504 45
40-|
200 a5

4 304
150+
25

b 20+
100+

50

/
temps 1Y temps
T

A
7oj x3 et x3

FIGURE 4.2 — Exemples de trajectoires des états de 'observateur (en pointillé) et
du modele de péche (4.7) (en trait plein) pour la fonction de recrutement de Ricker.
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4.3.4 Application de ’observateur

Nous mettons en application I'observateur en utilisant des données de la FAO
extraites du rapport du deuxieme groupe de travail ad hoc sur les chinchards et
les maquereaux de la zone nord du COPACE (Comité des Péches pour 1’Atlantique
Centre -Est)[21]. La population de poissons considérés est le trachurus spp. La po-
pulation est divisée en huit classes d’age et des estimations de la biomasse, de la
mortalité par péche et les captures annuelles en nombre et par classe d’age ont été
établies entre 1’ année 1972 et 'année 1985. La mortalité naturelle de la population
est fixée a 0.5. Pour construire 'observateur nous avons besoins des captures en
nombre aux différents temps k (tableau 1), des taux de mortalité naturelles m; qui
valent ici 0.5 et des taux de mortalité par péche ¢;E (k)7 aux différents temps k
(tableau 2). Nous ne donnons pas 'effort de péche minimal car son calcul nécessite
la connaissance de la capturabilité ¢; de la classe 1 , de la capturabilité maximale
qu et du temps de péche 7 qui ne sont spécifiés dans les données. Il faut noter que
la condition sur l'effort de péche est une condition suffisante mais pas nécessaire
pour la convergence de I'observateur. Nous implémentons l'observateur a partir de
la donnée des captures par année pour donner a notre tour des estimations de la bio-
masse en nombre de la population de trachurus spp dans la zone d’étude considérée.
L’état initial de 1'observateur est choisi au hasard car 'observateur est un observa-
teur global. Les résultats de notre simulation sont donnés dans la figure ci-apres.

Nous remarquons avec les simulations que méme en considérant des conditions
initiales tres éloignées de la condition initiale des estimations de la FAO, I'observa-
teur converge vers les estimations de la FAO apres un certain temps. En considérant
deux conditions initiales de ’observateur, nous notons aussi que les états de 1’'obser-
vateur convergent presque simultanément vers les estimations de la FAO. Ce résultat
nous permet de dire qu’en I'absence des estimations de la FAO de I'abondance de
la population de poissons, nous pouvons les retrouver a partir du moment ou deux
trajectoires de I'observateur convergent 1'un vers l'autre.
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Tableau 1 :Trachurus spp. : Capture en millions d’individus par classe d’age
(divisions 34.1.3. et 34.3.1) et capture totale en milliers de tonnes.

AGE
Cap- | Capture
0+ 1 2 3 4 5 6 T+ tures | (1000
(108 t)
indi-
vi-

dus)
1972 | 0,00 1492,00] 798,10 | 403,90 | 188,00 | 106,40 | 52,00 18,50 | 3058.9 | 390,123
1973 | 0,00 2457,00| 680,90 | 250,90 | 114,50 | 60,30 | 43,20 | 48,50 | 3625.3 | 383,052
1974 | 982,00 | 3273,20( 947,30 | 240,40 | 44,90 | 26,20 12,30 11,80 | 4562.8 | 414,632
1975 | 964,30 | 2078,10| 493,60 | 152,30 | 48,90 | 7,70 4,80 2,60 2803.9 | 302,317
1976 | 3153,20| 3202,30| 685,60 | 97,40 | 35,60 | 16,30 | 4,60 1,10 4060.3 | 394,145
1977 | 36,20 | 2927,20| 1391,20| 380,30 | 52,10 | 12,00 | 6,30 1,40 4787.6 | 392,572
1978 | 60,00 1650,40| 1162,80| 338,70 | 78,20 | 16,50 | 3,00 0,50 3268.1 | 294,151
1979 | 0,00 1323,30| 534,70 | 231,00 | 99,00 | 29,60 10,00 | 0,80 2246.1 | 223,165
1980 | 0,00 150,20 | 676,60 | 582,10 | 799,60 | 306,60 | 86,00 11,40 | 2619.6 | 503,081
1981 | 0,00 230,40 | 415,20 | 462,20 | 357,90 | 207,20 | 72,60 14,10 1764.0 | 357,935
1982 | 0,00 310,50 | 840,40 | 542,40 | 254,10 | 71,50 | 8,10 1,10 2045.5 | 310,464
1983 | 0,00 591,10 | 727,30 | 262,90 | 135,90 | 88,40 | 62,50 | 31,80 1886.6 | 280,000f
1984 | 807,70 | 424,60 | 621,40 | 274,90 | 167,10 | 105,70 | 68,40 | 41,90 1680.6 | 300,000
1985 | 0,00 145,60 | 800,10 | 360,30 | 109,80 | 126,40 | 48,70 | 2,50 1609.4 | 320,000f*

* + valeurs estimées

Tableau 2 : Trachurus spp. : Mortalité par péche (divisions 34.1.3 et 34.3.1).
(P = poids moyen)

AGE

F
PON-
DERE

04 1 2 3 4 5 6 7+

1972

1-5

0,000000| 0,511725| 0,788882| 0,841723| 0,767820| 0,616278| 0,322343| 0,705246| 0,705287

1973

0,000000| 0,710480| 0,691405| 0,962460| 0,953076| 0,933614| 0,833445| 0,850099| 0,850218

1974

0,082420| 0,911205| 1,462620| 0,858620| 0,660721| 0,921245| 0,740458| 0,879356| 0,879611

1975

0,057783| 0,351619| 0,472105| 0,686220| 0,617037| 0,312602| 0,620453| 0,488036| 0,487918

1976

0,139428| 0,387599| 0,261425| 0,221046| 0,483193| 0,632487| 0,445506| 0,397193| 0,397150

1977

0,002260| 0,258610| 0,413621| 0,318220| 0,245832| 0,424763| 0,816728| 0,332598| 0,332224

1978

0,005763] 0,184893] 0,215220| 0,232136] 0,136975| 0,167873| 0,248101] 0,185781| 0,185410

1979

0,000000| 0,233446| 0,115179| 0,082385| 0,135158| 0,096253| 0,187148| 0,132838| 0,132484

1980

0,000000| 0,030647] 0,250393| 0,245816| 0,651817| 1,229370| 0,641243] 0,481579] 0,481609

1981

0,000000| 0,045911| 0,152152| 0,383773| 0,330540| 0,502452| 2,385422| 0,283060| 0,282977
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1982

0,000000

0,098016

0,327470

0,430687

0,546851

0,139337

0,043822

0,308936

0,308472

1983

0,000000

0,168887

0,496638

0,224000

0,253589

0,540531

0,241525

0,337494

0,336677

1984

0,186031

0,134262

0,380006

0,511330

0,341390

0,457392

0,010983

0,357427

0,357427

1985

0,040390

0,063021

0,577001

0,577000

0,577000

0,577000

0,577000

0,530840

0,530840

0,50

0,50

0,50

0,50

0,50

0,50

0,50

0,50

pig

19,00

65,00

99,00

175,00

274,00

401,00

483,00

563,00

Tableau 3 : Trachurus spp. :Abondance en millions d’individus par classe d’age

(divisions 34.1.3 et 34.3.1) et biomasse totale en milliers de tonnes.

AGE

BIO-
0+ 1 2 3 4 5 6 7+ MASS

0-74
1972| 9836,60 | 4635,10 | 1800,00 | 871,700 | 432,000 | 286,600 | 236,600 | 45,1000 | 1191,90
1973 | 11053,1 | 5966,20 | 1685,30 | 496,000 | 227,900 | 121,600 | 93,9000 | 104,000 | 1066,50
1974 | 15718,7 | 674,100 | 1779,00 | 512,000 | 114,900 | 53,3000 | 29,0000 | 24,7000 | 1080,90
1975| 21772,0 | 8779,60 | 1634,80 | 379,000 | 131,600 | 36,0000 | 12,9000 | 8,40000 | 1273,90
1976 | 30610,6 | 12463,9 | 3746,50 | 618,400 | 115,700 | 43,1000 | 16,0000 | 4,20000 | 1929,90
1977| 20373,3 | 16140,9 | 5130,70 | 1749,60 | 300,700 | 43,3000 | 13,9000 | 6,20000 | 2360,90
1978 | 13264,6 | 12329,1 | 7563,30 | 2057,80 | 771,900 | 142,600 | 17,2000 | 3,70000 | 2441,40
1979 | 10411,7 | 7999,20 | 6215,70 | 3699,10 | 989,500 | 408,200 | 73,9000 | 8,10000 | 2455,60
1980| 10737,7 | 6315,00 | 3841,60 | 3359,80 | 2066,20 | 524,300 | 224,900 | 37,2000 | 2488,70
1981 6939,10 | 6512,70 | 3714,70 | 1813,90 | 1593,70 | 653,000 | 93,0000 | 71,8000 | 2024,30
1982| 7913,90 | 4208,80 | 3772,90 | 1935,00 | 749,600 | 694,500 | 239,700 | 5,20000 | 1738,60
1983 | 7041,20 | 4800,00 | 2314,40 | 1649,30 | 763,000 | 263,100 | 366,500 | 139,100 | 1533,40
1984 | 6000,00 | 4270,70 | 2458,90 | 854,500 | 799,600 | 359,100 | 93,0000 | 174,600 | 1290,90
1985| 7300,00 | 3021,40 | 2264,90 | 1019,90 | 310,800 | 357,800 | 137,900 | 7,50000 | 1037,30
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CHAPITRE 4. SYN THESE D’OBSERVATEURS POUR UNE CLASSE DE
SYSTEMES DISCRETS :APPLICATION A DES MODELES DE PECHE
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FIGURE 4.3 — Estimation des stocks de la FAO (en trait plein) et de l'observateur
(en pointillé) par classe d’age du Trachurus spp dans les divisions 34.1.3. and 34.3.1.
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4.4. OBSERVATEUR POUR UN MODELE DE PECHE DISCRET
STRUCTURE EN CLASSE DE STADE

Nous avons pris des conditions initiales différentes de I'observateur et ce dernier
converge vers les estimations de la FAO quelque soit la valeur de la condition initiale.
Nous avons ainsi estimer les stocks sur la base uniquement des captures.

4.4 Observateur pour un modele de péche discret
structuré en classe de stade

Nous venons de construire un observateur pour ’estimation des stocks de pois-
sons suivant un modele de péche a structure d’age. En pratique, il peut paraitre
délicat de structurer une population de poissons suivant leurs ages; d’autres fac-
teurs proportionnels a 1’age tels que le poids ou la longueur peuvent parfois étre
plus faciles a déterminer pour une population de poissons. Un modele de péche basé
sur une structuration en stade (3.3) peut alors paraitre plus réaliste qu'un modele
basé sur une structuration en age. Nous voulons maintenant construire un observa-
teur pour 'estimation des états d’'une population de poissons dont la dynamique de
I’évolution du stock est régie par le modele a structure de stade suivant :

sk +1) = (1—p)si(k)z (k) + sof(z bia:l-(k:)>
wa(k+1) = prsi(k)es(k) + (1 — po)sa(k)za(k)
(4.15)

o1k +1) = paasn (k)T a(k) + (1= pr1)sn1(k)rn1(k)

L o+ 1) = paisn1(k)zn_1(k) + sp(k)x, (k)

avec
si(k) = e im0 mE®) pour i =1, .n.
Comme nous le mentionnions dans la description du modele au chapitre 2, la fonction
de recrutement n’est pas bien connue dans le modele (4.15). Toutes les fonctions
de recrutement proposées jusqu’ici ne sont valides que suivant des hypotheses tres
restreintes. Par exemple Beverton et Holt [8] justifient le choix de leur fonction de
recrutement en se fondant sur des hypotheses de compétition sur la nourriture tandis
que Ricker [73] justifie sa fonction de recrutement en se fondant sur des hypotheses
de prédation des juvéniles. Il va de soi donc que cette fonction de recrutement n’est
pas bien connue et peut a la limite étre considérée comme une entrée inconnue du
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CHAPITRE 4. SYN THESE D’OBSERVATEURS POUR UNE CLASSE DE
SYSTEMES DISCRETS :APPLICATION A DES MODELES DE PECHE

systeme (4.15). On réécrit le systeme (4.15) sous la forme :

z1(k+1) x1(k) r(z(k))
xo(k +1) zo(k) 0
: = A(k) : + : (4.16)
xn(k:—l— 1) l’n(/{?) 0
Ou
p151(k)
A(k) = 0 pasa(k) - : )

(1 —=pn_1)sn_1(k) 0

0 0 Prn—15n-1(k) sn (k)

r(z(k)) = SM(Z blxz(k;)) est une entrée inconnue
=1

1=
Nous considérerons la sortie du systeme comme étant les captures a la fin de
I'intervalle de temps [k, k + 1] données par :

n

aTE(k) —mi—q;TE(k
k, — 1 _ m;—aq;T () i k
?J( ) ;:1 —qﬂE(l{:)—kmi( e )37( )
posons :
aTE(k) e —ar Bk
i = —— 7 (1— m;—q; TE(k)
Ci(k) aTE(k) +m; ( © )
et

(k) = 3 Culkyzi () (2.17)

Nous avons donc a construire un observateur pour un systeme discret linéaire a
temps variable et a entrée inconnue r(x) de la forme :

w(k+1) = A(K)x(k) + Dr(z)
(4.18)
y(k) = C(k)z(k)
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4.4. OBSERVATEUR POUR UN MODELE DE PECHE DISCRET
STRUCTURE EN CLASSE DE STADE

ou A(k) est définie ci avant, D = (1,0,...,0)t et C(k) = (Ci(k),...,Cu(k)).
Quelques techniques de synthese d’observateur des systemes linéaires a entrée in-
connue ont été proposés dans le passé [9, 36, 81, 74, 43, 85, 18, 68]. La plupart des
résultats de synthese d’observateurs considerent des systemes linéaires a temps in-
variant. Nous proposerons un observateur pour un systeme discret linéaire a entrée
inconnue en adaptant 'observateur proposé dans [35] concernant les systeémes li-
naires continues a temps invariant. En effet, M. Hou and P. C. Miiller considerent
les systemes continues a entrées inconnues de la forme :

i = Av+ Ed
(4.19)
y(k) = Cx+ Fd

Ouz e R", d e R? y € R™, les matrices A, F/, C et F sont des matrices constantes
de dimensions appropriées. Soit F'~ telle que FF'~F = F'| on pose :

A= (I, — BC)A— EFC)

C = (I,,— FF)C,
et B=E(l,— F F[CE(I,— F"F)|

On suppose que (I, — BO)E(I, — FF~) = 0 et que la paire (A, C) est détectable,
I'observateur candidat est alors :

: = (A-LC)z+ [, — BC)EF~ + L(I,, — FF~)+ (A— LC)B(I,, — FF)]y

&t = 2+ B(,—FF )y
(4.20)
On pose l'erreur e = z — 2 et on établie que ¢ = (A — LC)e. La paire (A4,C) est
détectable alors on peut choisir le la matrice de gain L tel que e converge vers zéro.

4.4.1 Observateur de systemes linéaires discrets a entrées

inconnues
Considérons le systeme :
z(k+1) = A(k)x(k)+&d
(4.21)
y(k) = C(k)x(k)+ Fd

ou A(k) et C(k) sont respectivement des matrice n x n et m x n qui dépendent du
temps k, £ et F sont respectivement des matrice n X g et m x ¢ constantes et d est
une matrice ¢ X 1 des entrées inconnues.
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CHAPITRE 4. SYN THESE D’OBSERVATEURS POUR UNE CLASSE DE
SYSTEMES DISCRETS :APPLICATION A DES MODELES DE PECHE

On a:
y(k+1) =Ck+1)z(k+1)+ Fd

= C(k+1)(A(k)z(k) + £d) + Fd
= C(k+ 1) A(k)z(k) + (C(k + 1)€ + F)d
Nous supposons que C(k + 1)€ + F est inversible Vk > 0, Nous avons alors :
d= (Clk+1)E+F) " (y(k + 1) — C(k + 1) Ak)z(k))
Et nous pouvons écrire :
vk+1) = A(k)z(k)+E&d

= A(k)z(k) + & (C(k: +1E+F) ke +1) —Clk+ 1)A(k;)x(l<;)))

= AR)z(k) + E(Ck+1E+F) y(k +1)

1

—E(C(k+1)E+F) C(k+1)A(k)z(k)

1

— (A(k) —E(Ck+1)E+F) Clk+ l)A(k))w(k)

1

+E(C(k+1)E+F) ylk+1)

- (Inxn —e(Ck+1)E) ek + 1)A(k:))A(k)x(k:)
+E(Ck+1)E) y(k + 1)
On définit :
Alk) = (1 —eCk+1)E+F) ek + 1)>A(k)

et

B(k)=E(CKk+1)E+F)

D’ou nous avouns :

(k+1) = A(k)x(k) + B(k)y(k + 1)
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4.4. OBSERVATEUR POUR UN MODELE DE PECHE DISCRET
STRUCTURE EN CLASSE DE STADE

On pose 'observateur comme étant :

{ 2(k+1) = (A(k) — L(k)C(k))z(k) + (L(k) + (A(k) — L(k)C(k))B(k — 1))y(k)
(k) = 2(k)+ Bk — 1)y(k)
(4.22)

Soit e(k) = x(k) — z(k)
Nous obtenons :

e(k+1) = z(k+1)—2(k+1)
= AK)z(k)+ Bk)y(k +1) — 2(k+ 1) — B(k)y(k + 1)

= A(k)z(k) = (A(k) = L(k)C(F)

~—
I
—
Sy
~—

e(k+1) = (A(k) = L(k)C(k))e(k)

Si la paire (A(k),C(k)) est uniformément observable pour tout k > 0, alors on peut
choisir la matrice de gain L(k) de sorte que la matrice de l'erreur A(k) — L(k)C(k)
soit stable pour tout k positif.

Remarque 4.4.1 Si nous supposons que les matrices A(k) et C(k) sont constantes
i.e A(k) = A et C(k) = C, nous obtenons le systéme a temps invariant :

{ rk+1) = Ax(k)+&d
(4.23)
y(k) = Cux(k)+ Fd
L’observateur s’écrit dans ce cas :
{ 2(k+1) = (A-LC)z(k)+ (L+ (A— LC)B)y(k)
B (4.24)
(k) = z(k) + By(k)

La dynamique de Uerreur est e(k+1) = (A— LC)e(k) et il suffit que la paire (A,C)
soit détectable pour choisir le gain L telle que la matrice A — LC soit stable.
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CHAPITRE 4. SYN THESE D’OBSERVATEURS POUR UNE CLASSE DE
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4.4.2 Observateur du modele de péche a structure de stade
lorsque ’effort de péche est constant

Nous considérons le modele a structure de stade (4.18) avec comme effort de
péche constant E (k) = Fy. Le modele s’écrit :

z(k+1) = Ax(k)+ Dr(x)
(4.25)
y(k) = Cu(k)

ou Ay et C sont respectivement les matrices A(k) et C'(k) dans lesquelles on a :
si(k) = s; = e"™i~9%E07 Le modele (4.25) a la méme forme que le systeme (4.23),
on pose alors I'observateur candidat :

2(k+1) = (A= LC)z(k)+ (L+ (A— LC)B)y(k)
(4.26)
a(k) = z(k) + By(k)

ou

A= (Lyw=D(CD)'C)A ot B=D(CD)™"
On a lerreur qui vérifie : e(k + 1) = (A — LCO)e(k). On a :
CA=C(lyen = D(CD) ' C)A=0

La paire (C, A) n’est donc pas observable, le placement de pole que nous avons
introduit ne nous permet donc pas de calculer le gain L pour que la matrice A — LC'
soit stable. Toutefois en posant L = 0, il suffit que la norme de A soit inférieure & 1
pour que notre observateur converge. C’est cette derniere stratégie que nous allons
adopter pour proposer un observateur du modele de péche a structure de stade avec
un effort de péche variable.

4.4.3 Observateur du modele de péche a structure de stade
lorsque ’effort de péche est variable

Nous envisageons dans cette partie de construire un observateur du modele de
péche a structure de stade avec un effort de péche variable suivant :

2k +1) = A(K)x(k) + Dr(z)
(4.27)
y(k) = C(k)z(k)
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4.4. OBSERVATEUR POUR UN MODELE DE PECHE DISCRET
STRUCTURE EN CLASSE DE STADE

Considérons les notations suivantes :
En < E(k) < Epg: Yk >0,

m<m; <M pouri=1..n,
DPmin < Di < Pmaz poUr @ = 1.0,

et supposons que ¢; # 0.
Le modele (4.27) peut s’écrire sous la forme du systeme (4.21) avec :

A(k) = A(k), € =D, C(k) = C(k) and F = 0

Puisque nous avons supposé que ¢; est différent de zéro, on a :
Clk+1)&+ F = C(k+1)D est inversible pour tout k£ > 0 puisque

E(k+1
Ck+1)D=Ci(k+1) = Q17'quZk‘ EL 1—;—{—)M1 (1- e_Ml_q”E(’““)) est toujours non

nulle.
On pose .
A@y_@wn—am;;5D0%+iDA%)
et
- 1
W= an”

L’observateur candidat du systeme (4.27) est alors :

d(k+1) = A(k) 2(k) + Ak) Blk — 1)) y(k) o
(k) — 2(k) + B(k — 1)y(k) '

Nous pouvons réécrire I'observateur candidat (4.28) sous la forme :
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(1) - _02(’212f113)1(k)zl(k)

D LT B (2 I

Cn(l{? -+ 1)Sn(l€) C'Q(k:)plsl

oty W e v
z(k+1) = pisi(k)z1(k) + (1 — p2)saza(k) + C’pllili‘) y(k),

Zno1(k+1) = poosno(k)zna(k) + (1 —po_1)sn_1(k)zn_1(k),

Zn(k + 1) = pn—lsn—1<k)zn—1(k) + Sn(k)zn(k)>
1(k) = 21(k) + & y(k),
[ Zi(k) = zi(k)fori=2,...n

(4.29)

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.4.1 Supposons que 0 < ¢1 < q;, 1 =2,...,n
I existe n > 0 tel que si E,, > n, alors le systéeme (4.28) (ou le systéme (4.29)) est
un observateur global exponentiel du systeme (4.27).

Preuve 4.4.1 Soit e(k) = x(k) — &(k) l'erreur d’estimation, sa dynamique est
donnée par : e(k + 1) = A(k)e(k)

Considérons la norme matricielle : || A(k)||; = maxz |a;;(k)|. Pour prouver que le

systeme (4.28) est un observateur exponentiel du systeme (4.27), il suffit de prouver
que ||Ak)||; < < 1.

Nous avons ||A(K)||1 < |[Tuxn — s DC(k+ 1)1 [[A(K)]]1. On vérifie que :

Ci(k+1)
Ci(k+1)

Cl(k+1

1

+ 1> , et [JA(k)||1 = max s;(k).

_ C; 1
< - ; .
ARl < miax (C’l(k D + 1) mzaxsz(k)
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4.4. OBSERVATEUR POUR UN MODELE DE PECHE DISCRET
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~ CGi(k+1)
- Ci(k+1)
(k) = GE(k+ 1)7(1 — emmimaiBt)T) My +qrE(k+1
T = m; +TE(k+1 qE(k+1)7(1 — e Mi—aE(+1)7)
Nous avons établi dans la preuve de la proposition (4.3.1) que
M¢max 1 1
(k) <
7 ( ) o q1 m + QmmTEm 1 — e=m=tminTEm
D’autre part s;(k) < e ™ @minTEm  j =1 .. n.
D’ou nous avons :

_ Mg 1 1
A k’ < < max

Pour ¢ = 1...n, on pose : v;(k) . Nous avons :

, Vi=1,...,n.

+ 1) e_m_qminTEm
On pose :

5(En) = (

Nous allons monter qu’il existe n > 0 tel que si E,,, > n alors §(E,,) < 1.
Soit X = e=m=dminTEm o, considérons le polyndme :

MQm(Z"EX X
. X -1

@1 Log(X) " 1-X "
On remarque que P(X) =0(E,;,)—1. On a: limx_,oP(X) = =1l et limx_,;- P(X) =
+00. Donc il existe z; €]0, 1] tel que P(x;) = 0. Soit z* = inf{z €]0,1[/P(x) = 0}
alors on a P(X) < 0 pour tout X satisfaisant 0 < X < z*. 0 < X < z* est

quam ]_ 1
+ .
41 m + qmlnTEm ]. — e_m_‘ImmTEm

_'_ 1) efmf%’ninTEm

PX) =

—Log(x*) —m
équivalent a F,, > 9(x") puisque X = e " 4minEm 7] guffit de choisir
I AminT
—Log(xz*) —m
= 9(z") et ainsi s’acheve la preuve de la Proposition 4.4.1. [ ]
qminT

4.4.4 Simulations numériques

Nous donnons une illustration numérique de l'observateur en dimension 3. Nous
considérons la fonction de recrutement de Beverton et Holt et un effort de péche
variable. On se donne les parametres :

Parametres de Beverton et Holt a=1, f=0.0015,
Coefficients de fécondité b=1[2 5 17,
Coeflicients de capturabilité q=1[0.24 0.36 0.42],
Taux de mortalité naturelle M =10.2 0.2 0.2],
Taux de passage d’une classe a une autre p =1[0.2 0.3 1],
Temps de péche T=1/2,
Effort de péche E(k) =3+ sin(k)
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Les courbes des trajectoires de I’'observateur et du modele de péche sont représentés
a la figure 4.4.
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FIGURE 4.4 — Exemple de trajectoires des états de 1'observateur (en pointillé) et

du modele de péche (en trait plein) pour la fonction de recrutement de Beverton et
Holt.
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CHAPITRE 4. SYN THESE D’OBSERVATEURS POUR UNE CLASSE DE
SYSTEMES DISCRETS :APPLICATION A DES MODELES DE PECHE

4.4.5 Application

Nous essayons maintenant d’illustrer ’observateur du modele de péche a struc-
ture de stade avec des données réelles. Une estimation de la biomasse des matures
et des immatures du Arctic cod dans le Nord Est est donnée dans le rapport de
"ICES Avissory Committee on fisheries Management” [3]. Nous faisons abstrac-
tion des techniques utilisées pour estimer la biomasse, notre but étant seulement
d’utiliser leurs captures et leurs parametres pour estimer a notre tour la biomasse
avec 1'observateur que nous avons eu a construire. Dans [3], les captures en tonne a
chaque pas de temps et les parametres utilisés dans I’observateur sont tous donnés a
I’exception du taux de passage p de la classe des immatures a la classe des matures.
Les estimations de la biomasse, les captures et les parametres dans cette étude sont
récapitulés dans le tableau 4.4.5 ci-apres. Dans [87], A. Wikan et A. Eide utilisent
les données du tableau 4 pour donner une estimation du taux de passage p de la
classe des immatures a la classe des matures. En supposant que le taux de mor-
talité naturelle est égal a 0.2 pour toutes les classes, ils obtiennent a travers leurs
estimations et leur modele que le parametre p est égal a 0.0444.

Pour chacune des classes, nous représentons sur une méme figure les estimations
de la biomasse faites dans le rapport de "ICES Avissory Committee on fisheries
Management” (Anon, 2001) et les estimations de I'observateur du modele de péche
a structure de stade.

Observation et régulation de certains 92 NGOM Diéne
modeles discrets d’écosystéme These de doctorat



4.4. OBSERVATEUR POUR UN MODELE DE PECHE DISCRET
STRUCTURE EN CLASSE DE STADE

Tableau 4 :Biomasse et captures en million de tonnes du Arctic cod dans le Nord
Est entre 1946 et 2000. Les données sont extraites de "ICES Advisory Committee
on Fisheries Management” (Anon, 2001), tableau 3.7 (captures), tableau 3.19
(biomasse) et tableau 3.23 (maturité).

Biomasse Captures Taux de mortalité
(million de tonnes) (million de tonnes) par péche
Année| Immature | Mature | Immature | Mature Immature | Mature
(t) (1) (w2) (C1) (C2) (f1) (f2)

1946 3.3866 1.1206 0.4222 0.2633 0.1247 0.2350
1947 2.7283 1.1740 0.4959 0.4688 0.1818 0.3993
1948 2.8562 1.0264 0.5176 0.3510 0.1812 0.3420
1949 2.5528 0.7360 0.5503 0.2563 0.2156 0.3482
1950 2.5292 0.6206 0.4284 0.2444 0.1694 0.3938
1951 3.0474 0.5741 0.5263 0.1940 0.1727 0.3379
1952 3.4114 0.5271 0.6951 0.2428 0.2038 0.4606
1953 3.8533 0.4010 0.5209 0.1425 0.1352 0.3554
1954 3.9139 0.4350 0.7196 0.1691 0.1839 0.3887
1955 3.2905 0.3512 0.9268 0.1526 0.2817 0.4345
1956 3.1074 0.3034 1.1425 0.1421 0.3677 0.4684
1957 2.6487 0.2103 0.7023 0.0900 0.2651 0.4280
1958 2.1979 0.1978 0.6019 0.0830 0.2739 0.4196
1959 2.2912 0.4382 0.6197 0.1806 0.2705 0.4121
1960 2.0169 0.3890 0.4343 0.1629 0.2153 0.4188
1961 2.1368 0.4104 0.5113 0.2026 0.2393 0.4937
1962 1.9697 0.3167 0.5785 0.1574 0.2937 0.4970
1963 1.7560 0.2118 0.6335 0.1257 0.3608 0.5935
1964 1.3421 0.1892 0.3270 0.0989 0.2436 0.5227
1965 1.6769 0.1036 0.2991 0.0458 0.1784 0.4421
1966 2.7595 0.1224 0.3425 0.0499 0.1241 0.4077
1967 3.2925 0.1318 0.4620 0.0628 0.1403 0.4765
1968 3.2669 0.2306 0.9045 0.0914 0.2769 0.3964
1969 2.7351 0.1546 1.0495 0.0886 0.3837 0.5731
1970 1.9394 0.2281 0.7180 0.1175 0.3702 0.5151
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1971 1.4845 0.3167 0.4008 0.1546 0.2700 0.4882
1972 1.7130 0.3523 0.2886 0.1895 0.1685 0.5379
1973 2.8488 0.3380 0.4363 0.1733 0.1532 0.5127
1974 2.3150 0.1669 0.7231 0.0839 0.3124 0.5027
1975 2.1793 0.1440 0.6522 0.0678 0.2993 0.4708
1976 2.0396 0.1738 0.6082 0.0755 0.2982 0.4344
1977 1.7767 0.3473 0.6734 0.1740 0.3790 0.5010
1978 1.6184 0.2460 0.4947 0.1469 0.3057 0.5972
1979 1.0343 0.1778 0.2649 0.0980 0.2561 0.5512
1980 0.8233 0.1102 0.2400 0.0590 0.2915 0.5354
1981 0.8910 0.1699 0.2437 0.0942 0.2735 0.5544
1982 0.4938 0.3315 0.1283 0.1622 0.2598 0.4893
1983 0.4865 0.3328 0.1323 0.1916 0.2719 0.5757
1984 0.7402 0.2556 0.1484 0.1444 0.2005 0.5649
1985 0.9909 0.1966 0.2047 0.0977 0.2066 0.4969
1986 1.5661 0.1731 0.3319 0.0914 0.2119 0.5280
1987 1.1331 0.1203 0.4392 0.0724 0.3876 0.6018

1988 0.8044 0.2053 0.3171 0.1178 0.3942 0.5738
1989 0.7770 0.1970 0.2461 0.0904 0.3167 0.4589

1990 0.7320 0.3446 0.1112 0.0985 0.1519 0.2858
1991 1.0702 0.6847 0.1425 0.1927 0.1332 0.2814
1992 1.3533 0.8847 0.2037 0.2960 0.1505 0.3346
1993 2.0052 0.7461 0.2974 0.2769 0.1483 0.3711
1994 1.9007 0.6137 0.4394 0.3248 0.2312 0.5292
1995 1.6134 0.5093 0.4738 0.2640 0.2937 0.5184
1996 1.3109 0.5804 0.4360 0.2856 0.3326 0.4921
1997 1.2144 0.5763 0.4373 0.3248 0.3431 0.5636
1998 1.2146 0.3961 0.3558 0.2326 0.2929 0.5872

1999 1.0585 0.2645 0.3388 0.1477 0.3201 0.5584
2000 1.0854 0.2264 0.2836 0.1285 0.2613 0.5676

Les courbes de des estimations des états sont données dans la figures 4.5.
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FIGURE 4.5 — estimation de la biomasse des matures et des immatures du Arctic
cod dans le Nord Est par "ICES” (en trait plein) et par I'observateur (en pointillé).

Nous remarquons qu’a partir d’un certain temps k, les états de 'observateur bien
qu’ils ne convergent pas vers les états des estimations de "ICES” présentent la méme
allure que ceux ci. Cette différence pourrai s’expliquer d’une part par le fait que les
données sur 'abondance des stocks et les captures sont exprimées en poids et puisque
I'observateur utilise les captures en nombre, nous avons fixé de facon arbitraire le
poids moyen individuel des poissons immatures et matures. D’autre part le taux de
passage des immatures vers les matures est estimés en utilisant un autre modele qui
n’est pas celui que nous considérons pour la synthese de ’observateur.

4.5 Conclusion

Nous venons de construire des observateurs pour deux modeles de péeche discrets,
I'un structuré en classe d’age et 'autre structuré en classe de stade. Les observa-
teurs sont simples et faciles a implémenter avec des données, ils ont tous les deux la
particularité de ne pas dépendre de la fonction de recrutement qui est tres difficile a
modéliser. Ainsi, en ajoutant du bruit sur la premiere classe d’age du modele corres-
pondant au recrutement (ce qui est plus proche de la réalité a cause des nombreux
facteurs qui inter-agissent sur le recrutement), on ne change en rien la synthese des
observateurs. L’intérét de ces observateurs réside dans le fait qu’avec la donnée des
captures, il est possible de faire une estimation du stock disponible en mer pour une
population de poissons donnée structurée en age ou en stade. Notons par contre que
les observateurs ne permettent pas de faire des prédictions sur les stocks a partir des
captures disponibles car la sortie y(k) est utilisée pour estimer 1’état (k) du systeme.
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Néanmoins lorsque la fonction de recrutement dans la premiere classe d’age ou de
stade est assez connue, I'observateur peut étre un outil de prédiction de I’évolution
de la dynamique du stock de poissons. En effet connaissant bien la fonction de
recrutement, il suffit de connaitre une condition initiale du systeme modélisant la
dynamique de la population de poissons pour ensuite intégrer le modele au cours du
temps. Il est difficile voir méme irréaliste de vouloir compter le nombre de poissons
en mer a un instant et dans une zone donnée. On utilise alors I'observateur pour
avoir une bonne estimation de la taille du stock de poisson a un instant ky donné.
C’est en ce sens que ces observateurs peuvent étre utilisés comme un outil d’aide a
la décision pour une bonne politique d’exploitation des ressources halieutiques.
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Chapitre 5

Observateur numérique intervalle :
Application a un modele de péche
discret structuré en classe d’age

5.1 Introduction

Nous nous proposons dans ce chapitre de construire un observateur intervalle
du modele de péche a structure d’age [27]. En effet, 'observateur que nous avons
construit au chapitre précédent bien que présentant des propriétés tres intéressantes
et une vitesse de convergence assez rapide, a la particularité d’utiliser la donnée des
captures a l'instant k£ pour donner une estimation du stock au méme instant k. En
théorie du controle, la plupart des techniques de synthese d’observateur utilisent les
sorties mesurables qui précedent I'instant k pour estimer 1’état du systeme a cette
instant. Le modele de péche dont on se propose d’estimer les états présente une forte
non linéarité au niveau de sa premiere équation, ce qui rend difficile d’adapter les
différentes méthodes de synthese d’observateur qui existent dans la littérature. Une
autre approche pour estimer les états d'un systeme consiste a générer a partir d'un
instant k > kg, un intervalle X} susceptible de contenir I’état du systeme a l'instant
k : on parle alors de synthese d’observateur intervalle [15, 28, 41, 72, 29, 33, 34].
Dans un souci de pouvoir faire des prédictions sur ’état du stock d’une population
de poissons, nous appliquons au modele de péche a structure d’age un algorithme de
synthese d’observateur numérique intervalle. L’algorithme de synthese de 1'observa-
teur intervalle numérique est essentiellement basé sur le critere de minimisation de
I'erreur quadratique entre la sortie mesurable réelle et la sortie estimée.
Considérant toujours le modele de péche a structure d’age décrit par les équations
3.2, 3.3 et 3.6 définies au chapitre 3, nous faisons I’hypothese supplémentaire selon
laquelle le nombre de poissons de la derniere classe d’age qui survit apres le temps
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de passage d'une classe a une autre est négligeable. Le modele est alors donné par :
((w(k+1) = g3, biwi(k))
xo(k+1) = z(k)exp(—M; — Tq1 E(k))

(5.1)

[ Zo(k+1) = 2, 1(k)exp(=M 1 — 7¢, 1 E(K))

Ou les parametres sont les mémes que ceux du modele a structure d’age défini au
chapitre 3, g représente ici la fonction de recrutement. Nous considérons toujours
la sortie mesurable comme étant les captures totales en nombre a l'instant k. Les
captures sont données par :

y(k) = Z Ci(k)xi(k) (5:2)

Ou : B
4i T
Ci(k :—(1—ex —m; — iEk'T)
() BT+ p( 4 E(k)T)

Remarque 5.1.1 L’hypothese selon laquelle dans le modeéle 5.1 le nombre de pois-
sons de la derniére classe qui survit apres le temps de passage d’une classe a une
autre est négligeable peut étre justifiée par le fait qu’en pratique, on a surtout ten-
dance a exercer une intensité de péche plus importante sur les poissons matures.
Nous faisons cette restriction sur notre modéle pour des raisons purement techniques
li€es a la synthese de I’ observateur numérique.

Pour simplifier les notations, nous noterons dans la suite les équations (5.1) et (5.2)
respectivement par :

w(k+1) = f(z(k)) (5.3)
y(k) = h(z(k)) 5.4

5.2 Algorithme de synthese de ’observateur
numérique intervalle

5.2.1 Ensemble invariant des états du modele de péche
L’'une des étapes fondamentales de l'algorithme de synthese de 1'observateur

numeérique intervalle est la minimisation dans un ensemble invariant de I’erreur qua-
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dratique entre la sortie réelle et la sortie estimée. Avant d’aborder l’algorithme
d’estimation, nous déterminons un ensemble invariant du modele de péche 5.1.
Soit {z (k) }r>0 une trajectoire du systeéme (5.1) correspondant a la condition initiale
x(0) = xo. Naturellement pour donner un sens biologique aux trajectoires, nous
choisissons xy dans 'orthant positif. D’apres le systeme (5.1), x(k) > 0, Vk > 0 ( i.e
toutes ces composantes sont positives).

On considere les fonctions de recrutement g qui sont bornées : c’est le cas par exemple
des fonctions de recrutement de Beverton et Holt et de Ricker. On a dans ce cas :
AM>0/0<z(k)<MVEk>O.

En utilisant la dynamique du systeme (5.1) on a :

Vi=2...,n

0< SL‘Z(/ﬂ) < MeMi—aEk=—17 o o=M2—q@E(k=2)7 o o—=Mi1—qi1E(k—i+1)7
0<az(k) < Mm onm =[] e

Posons m = 1 et Q =[] ,[0, Mm;],  est un ensemble invariant du systeme (5.1).
Nous considérerons cette ensemble invariant 2 dans toute la suite de ce chapitre.

5.2.2 Algorithme de minimisation de ’erreur d’estimation

Soient sh et [h deux nombres entiers naturels désignant respectivement le début
et la longueur du temps d’observation de la sortie mesurable. Nous supposons dis-
poser des sorties y(sh),y(sh+1),...,y(sh+1h—1), on définit pour tout x dans R"
la fonction :

@ =3 3 () -v)’ (5.5

Ou z(sh) =z et x(i) = f(z(i — 1)) pour i = sh+1,...,sh+1h —1
Nous rappelons ici brievement un algorithme de minimisation de I’erreur quadratique
entre les sorties des états réels et des états estimés du systeme (5.1). Il s’agira de
minimiser la fonction jg, sur 'ensemble invariant 2 des états du systeme (5.1). L’al-
gorithme en question permet de localiser tous les ouverts (de rayon e arbitrairement
fixé) contenu dans l’ensemble invariant €2 des états du systeme (5.1) et contenant
une solution du probleme :

min jon () (5.6)
Notons par B(IR) et B(IR") respectivement I’ensemble des ouverts de R et R"
On définit les fonctions d’inclusion suivantes :

F: B(R") — B(R")

I — F(I) = {f(x)/z €I}
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Ju : B(R") — B(R)

I — Jsh(I) = {]Sh(ZL’)/ZE - ]}

L’algorithme de minimisation de l'erreur quadratique est le suivant [28] :

% Soit 2 un domaine invariant des états du systeme (5.1).

* Soit € arbitrairement fixé le diametre maximal souhaité des ouverts contenant une
solution du probleme (5.6).

x Soit J* = minge q Jsn(x)

x Soit L une liste vide d’ouvert

a)
On initialise L aQ : L =
b)

On enleve le premier élément A de la liste L

Soit A = A; U Ay une subdivision de A a partir de son point médian [y,
On pose :

UJ* = jsu(Bsh)

[La,, Ua,] = Jon(Ar)

[LA27 UAQ] = ‘]Sh(A2>

c)

Si Ly, > UJ* alors A; ne contient pas de point ou le minimum J* est atteint,
on supprime A; de la liste L.

Sinon A; contient un point ou J* est atteint, on ajoute A; a la fin de la liste L.

Si La, > UJ* alors Ay ne contient pas de point ou le minimum J* est atteint, on
supprime A, de la liste L.

Sinon As contient un point ou J* est atteint, on ajoute A, a la fin de la liste L.

d)

On recommence la boucle a partir de b) tant que la liste est non vide et le diametre
du premier élément de la liste est supérieur a e.

A la fin de la boucle, soit la liste L est vide (pas de minimum de jg, sur ) ou
L contient tous les ouverts de diametres inférieurs ou égaux a e et contenant un
minimum global de jg, ().
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5.2.3 Algorithme de synthese de I’observateur numérique
intervalle

Définition 5.2.1 On dira que (Xg)r>k, C R" est un observateur intervalle de (5.1)
de précision € s’il eziste kg > 0 tel que pour tout k > ko les états x(k) du systéme
(5.1) vérifient (k) € Xy, et le diameétre de Xy, est inférieur ou égal d .

Nous décrivons a présent l'algorithme de synthese de 1’observateur numérique in-
tervalle. Nous supposons toujours qu’au temps k = sh on dispose des mesures
y(sh),y(sh+1),...,y(sh +lh —1); nous avons 'algorithme suivant :

Aq)

Au temps k = sh, on cherche les intervalles X, de diametre € qui contiennent
les solutions du probleme (5.6) en utilisant I’algorithme de minimisation de I’erreur
quadratique décrit ci-dessus.

Ay)

On calcule les intervalles contenant les états du systeme (5.1) au temps sh + lh
en utilisant la fonction d’inclusion de la dynamique du systeme (5.1) :

Xsthlh = FoFo... 0F<X5h)
Lh fois

Aj)
On pose sh = sh + 1 et recommence la boucle a partir de Ay)

Nous donnons le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1 Supposons que le systéme (5.1) a sortie mesurable (5.2) est lo-
calement observable, alors l’algorithme ci-dessous dont les différentes étapes sont
décrites par A1),Aq) et As) génere un observateur numérique intervalle du systéme
(5.1). Le diametre de l’observateur intervalle est fizé arbitrairement.

Pour les besoins de la preuve du théoreme (5.2.1), nous énongons le lemme suivant
[11] :

Lemme 5.2.1 Si le systéme (5.1) avec la sortie mesurable (5.2) est localement o0b-
servable, alors le probléme (5.6) admet une unique solution qui correspond a | ’état
du systeme au début du temps d’observation sh.
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Preuve 5.2.1 (Lemme (5.2.1)) js, est continue sur € qui est compact, alors jgp,
atteint son minimum sur €.

On désigne par x(zo, ki, k;) la solution du systeme (5.1) a l'instant k; ayant la
condition initiale ¢ au temps initial k; < k;. Soient sh et [h deux entiers naturels
fixés (avec [h > n), alors pour tout x dans IR" on pose :

h(x)
Cla) = hof (z(z, s.h, sh+1))
hof(:c, sh,sh +lh — 1)

Considérons I’application :
A:R"— R

r — G(x)

Puisque le systeme (5.1),(5.2) est localement observable on a :

mng((%G(x)) =n

Donc l'application A est injective et par la suite le probleme (5.6) admet une unique
solution x*.

Par ailleurs on remarque que jg,(z(sh)) = 0, donc z(sh) est un minimum global de
Jsh, c€ minimum étant unique dans €2, alors on a z(sh) = z* O

Preuve 5.2.2 (Théoreme (5.2.1))

Nous faisons la preuve du théoreme pour n = 3, pour n > 3, le raisonnement est
identique.

Montrons que le systeme (5.1),(5.2) est observable.

Soient z(k) et Z(k) k > 0 deux solutions du systeme (5.1) telles que

W (k) = h(z(k)) k=0

Rappelons que h(r(K)) = C(R)o(k) oit C(k) = (C1(k) Co(k) Co(k) e
q; T
1(\?'(’?) = m(l — exp(—m; — QiE(k)T)>'

C(k)z(k) = C(k)z(k) =0

Cr(k)(x1(k) — T1(K)) + Ca(k)(22(k) — T2(k)) + Cs(k) (x5(k) — 23(k)) = 0

Observation et régulation de certains 102 NGOM Diéne
modeles discrets d’écosystéme These de doctorat



5.2. ALGORITHME DE SYNTHESE DE L’'OBSERVATEUR
NUMERIQUE INTERVALLE

Posons z(k) = z(k) — z(k), alors nous pouvons écrire :

Oy (k)z1(k) + Co(k) 2z (k) + Cy (k)23 (k) = 0. (5.7)
Cu(k + 1)zn(k + 1) + Co(k + 1)2a(k + 1) + Cy(k + 1)zg(k +1) = 0 (5.8)
Cr(k +2)21(k +2) + Co(k + 2)2(k + 2) + Cy(k + 2)25(k +2) = 0 (5.9)

Tenant compte du fait pour tout k > 0,7 = 2,3, z;(k) = v;_1(k—1)z;_1(k—1),on a:
(5.9) = Ci(k+2)z1(k+2)+ Cok+2)vi(k+ 1)z (k+ 1)
+C5(k +2)vg(k 4+ 1)29(k+1) =0
= Ci(k +2)z1(k 4 2) + Co(k + 2)v1(k + 1)z1(k + 1)
+C3(k + 2)vg(k + 1)vi (k)21 (k) =0

Co(k +2)v(k+1)
Ci(k+2)

Cs(k + 2)va(k + 1)vy (k)
Ci(k+2)

= z(k+2)+ z(k+1)+

On pose :

Cs(k 4 2)ve(k + 1)vi (k)
Ci(k+2)

Co(k + 2)ur(k + 1)

(k) = Ci(k+1)

et as(k) =

Rappelons que pour i = 1,2,3 :

G E(k)T

BB 4GBk
m; + ¢ E(k)T

—Inv; (k)

<1_6_mi_QiE(k)T) -

vi(k) = e~ Mim G ERT o Ci(k) = (1—v;(k))

Par suite nous obtenons :

21(k+2)+aq(k)z1(k+1) + az(k)z1(k) =0

(b +2) = —ar (k)21 (k + 1) — as(k)z (k)

21(2) = —1(0)z1(1) — a2(0)21(0)

21(3) = —a1(1)z1(2) — ax(1)z1(1) = —an(1)(=ax(0)z1(1) = a2(0)21(0)) — e2(1)z1(1)
21(3) = (1(0)en (1) — (1)) 21(1) + a1 (1)e(0)21(0)

D’autre part on a :
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21(3) = fo(x(2)) — fo(2(2)) avec fo(x) = g(3._, bixs)

21(3) = fo(x1(2), vi(1)21(1), v1(0)va(1)21(0)) — fo(Z1(2), v1(1)Z1(1), v1(0)v2(1)Z1(0))

on a:

21(3) = (21(2) — 21(2))G1 + v1(1)(21(2) — 21(2)) G2 + v1(0)v2(1)(21(0) — 71(0)) G5
Ou

Gi = /0 gfj (£21(2)+21(2), 01 (1)21 (1) 01 (1)1 (1), 01 (0)a(1) 21 (0)+1 (0)5 (1)1 0) ) e

pour i =1,2,3
D’ou

21(3) = 21(2)G1 + vl(l)zl(l)Gg + Ul(O)UQ(l)Zl(O)Gg

En remplagant z;(2) par sa valeur dans 'expression de z;(3), on obtient :

21(3> == Gl(—@l(O)Zl(l) — 0[2(0)21(0>> + Ul(l)zl(l)Gg + 01(0)U2<1)21(0)G3
21(3) = (=1 (0)G1 + v1(1)G2)21(1) + (—a2(0)G1 + v1(0)v2(1)G3)21(0)
D’apres les deux expressions de 21(3), on a :

(011(0)011(]_) — 012(]_))21(1) + Oél(l)OzQ(O)Zl(O)) =

(—1(0)G1 + v1(1)Ga)21(1) + (—a2(0)G1 + v1(0)ve(1)G3)21(0)

En mettant z;(0) et 2,(1) en facteur, on obtient :

(v1(0)v2(1)G3—2(0)G1—a (1)a2(0)) 21 (0)+ (v1 (1) Ga— (0) G — a1 (0)ex(1) ) 21 ((15) 1:1)0

21(4) = —a1(2)21(3) — a2(2)21(2)
On sait que :
21(3) = (a1(0)ax (1) — aa(1)) 21(1) + a1(1)as(0)2:(0)
et
21(2) = —a1(0)z1(1) — a2(0)21(0)
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D’ou
21(4) = —a1(2)( (1 (0)ar (1) — aa(1)) 21 (1) + al(l)ag(O)zl(O))
—as(2) (= 1(0)21(1) — a2(0)1(0))

21(4) = aa(0) (a(2)—a1(2)ar (1)) 21 (0)+(@2(2) a1 (0)—ar (2) (1 (0)ar (1) —aa(1))) 21 (1)

D’autre part aussi on a :
z21(4) = fo(2(3)) — fo(2(3))

z1(4) = fo(21(3),v1(2)21(2), vi(Lva(2)21(1)) = fo(Z1(3), v1(2)71(2), v1(1)v2(2)71(1))

z1(4) = (21(3) — 1(3))G1 + v1(2)(21(2) — £1(2))Ga + v1(1)va(2) (21(1) — 21(1))Gs

21(4) = 21(3)Gy + v1(2)21(2)Go + v1(1)v(2) 21 (1) G

avec

G, — / gi (£21(3)+21(3), 01 (2)21(2) 401 (2)71(2), o1 (1221 (1) 41 (1a(2)7 (1) )

Pour:=1,2,3

En utilisant les expressions
21(3) = (061(0)041(].) — 062(].))21(1) + 061(1)042<0)21(0)

et
21(2) = —a1(0)z1(1) — a2(0)21(0)

nous obtenons :

2(4) = ((041(0)041(1) — an(1)) (1) + 041(1)042(0)21(0))G1

102~ 01(0)21(1) — 02(0)21(0)) G+ va()0(2)5 (1)
Rééerivons 2 (4) en mettant en facteur 24 (0) et 2 (1), alors on a
21(4) = (a1(1)az(0)G1 — az(0)v1(2)G2) 21(0)
(e (0)an (1) — an(1))G1 — an(0)01(2)Gs + o1 (1)vs(2)Gs) 21 (1)
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En égalisant les deux expressions de z1(4), nous obtenons 1’équation :

<Oél<1>042(0>él — 042(0)’(]1(2)@2 — OéQ(O) (062(2) — 041(2)061(1)))21(0)

+<(a1(0)a1(1) — a(1))Gy — a1 (0)v1(2)Ga + v1(1)v2(2)G3 (5.12)

—(2(2)a1(0) — 1 (2) (1 (0)es (1) — @2(1)))>Zl(1)

En couplant les équations (5.11) et (5.12) nous obtenons le systéme d’équation
sulvant :

[ (v1(0)v2(1)G5 — 2(0)Gy — a1 (1)a2(0)) 2 (0)

+(v1(1)Ga — 1 (0)G1 — a1 (0)ex(1)) 21 (1) = 0

(a1(1)a2(0)G1 = a2(0)11 (2)Gs = a3(0) (02(2) = (e (1)) )21(0)  (5.13)

+((@1(0)as(1) = ax(1))G1 — ar(0)1 (2)Ga + v1(1)os(2)G

—(a2(2)a1(0) — a1 (2) (a1 (0)as (1) — 042(1))))21(1) =0

On remarque que :

0 0 _ 0
(%ifo(iﬂ) = <9(Z bm‘) = big (W) =51, b

i=1

D’ou :
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Le systeme d’équation (5.13) s’écrit alors :

( (vl(O)vg(l)Z—i’Gl — a(0)G1 — a1 (1)a2(0)) 21(0)

+((DEG — a1 (0)Gy — ax(0)ey(1)) z1(1) = 0

(041(1)042(0)61 — 042(0)711(2)%61 — ay(0) (a2(2) - a1(2)a1(1))>z1(0) (5.14)

+((a1(0>a1(1) — ay(1))Gr — a1 (0)v1(2) 2 Gy + o1 (1)v2(2) Gy

\

~(02(2)1 (0) ~ o ()@ (0)an (1) — (1)) ) z4(1) = 0
Posons :

Ty = v1(0)va(1) 3Gy — a3(0)Gr — (1) (0)

T2 = v1(1)2Gy — a1 (0)G1 — a1 (0)y(1)

Ty = a1 (1)az(0)G1 — aa(0)v1(2) 2Gr — a(0) (a2(2) — ax(2)an (1))
T = (a1(0)ar (1) = as(1))Gr — 1 (0)vr (2) 2 Gy + w1 (1)va(2) 2 Gy

—(2(2)a:1(0) — a1 (2) (@1 (0)an (1) — a2(1)))
On écrit le systeme (5.14) sous la forme simplifiée :

Fllzl(O) + Flzzl(l) =0
(5.15)
F2121(0) + FQQZl(l) =0

On considere maintenant I’ensemble des parametres du modele tels que le déterminant
du systeme (5.15) soit non nul i.e

— TPl +Taler # 0 (5.16)

Cette ensemble est un ensemble de mesure nulle dans R'}. Dans le cas ou (5.16)
n’est pas satisfaite, il suffit de perturber un des parametres du modele (5.1) pour
que la relation (5.16) soit vérifiée.

D’apres (5.16), on a z;(1) = z;(0) =0

En utilisant I’équation (5.10) nous obtenons que z1(k) =0 V k>0
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Par ailleurs 25(2) = v;(1)21(1), donc 2,(2) =0
De (5.7) nous avons 23(2) = 0 et par conséquence z9(1) =0 et z3(1) =0
z3(1) = 0 implique 22(0) = 0. D’apres toujours 'équation (5.7) on a 23(0) =0
Finalement 21 (0) = 25(0) = 23(0) = 0.
Le systeme (5.1)(5.2) est donc observable. Alors d’apres le lemme (5.2.1) le probleme
(5.6) admet une unique solution. Donc pour tout sh € IN, 'algorithme d’optimisation
décrit ci-dessus génere un unique ouvert X, contenant z(sh).
Soit € positif le diametre souhaité de 1’observateur intervalle,
d’apres la continuité de f, il existe n > 0 tel que ||z — x(sh)|| < n implique
| fofo...of(x) = fofo...of(x(sh))| < ze

lh}:ﬂs lh}rois
il suffit de déterminer X, par l'algorithme d’optimisation tel que son diametre soit
inférieur a n et de calculer 'ouvert estimateur de 'état x(sh + [h) par la fonction
d’inclusion F' :

Xsh+lh =FoFo... OF(XSh)
Lh fois
Le diametre de X, est inférieur a e.

Remarque 5.2.1 Le calcul numérique de la trajectoire d’un ouvert de RY par
un systeme non linéaire est difficile a réaliser avec précision. En effet avec la
discretisation qu’tmpose le numérique, l’erreur commise en calculant les trajectoires
d’un ouvert croit a chaque pas de temps. Dans notre cas nous considérons un temps
relativement court d’observation lh de sorte a réduire 'erreur d’estimation des tra-
jectoires.

Remarque 5.2.2 La convergence globale de l’algorithme de synthése de [’observa-
teur est essentiellement liée a la capacité de l’algorithme d’optimisation a déterminer
dans l'ensemble invariant des états ) tous les ouverts de diamétre € (arbitrairement
choisi) qui contiennent un minimum global de la fonction objective jg,. L’observa-
bilité nous permet d’avoir un controle sur le diamétre des ouverts estimateurs. Si le
systeme est observable, [’algorithme d’optimisation génére un unique ouvert de ) et
la continuité de la fonction de la dynamique du systéme (5.1) nous permet de choisir
convenablement le diamétre des trajectoires.

Remarque 5.2.3 L’algorithme de synthése de l’observateur numérique intervalle
est une combinaison de deux algorithmes : un algorithme d’optimisation de la fonc-
tion objective et un algorithme de calcul de la trajectoire d’un ouvert pour un systeme
dynamique. Ces deux algorithmes ont la particularité d’avoir des temps de calcul re-
lativement longs qui croissent en fonction de la taille n du systéme considéré, de
la longueur du temps d’observation lh et du raffinement de la discrétisation du do-
maine §2 des états. Ainsi, une bonne performance de l’algorithme de [’observateur
numérique requiere des outils de calculs informatiques trés puissantes.
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5.3 Simulations

Nous donnons une illustration de ’observateur numérique intervalle. Nous
considérons une population de poissons modélisée par (5.1) de taille 3 et nous sup-
posons que la fonction de recrutement est celle de Beverton et Holt. On considere
un temps d’observation (h = 3, ¢’est a dire on observe les captures y(sh), y(sh + 1)
et y(sh + 2) pour trouver un intervalle estimateur de 'état x(sh + 3).

Considérons les parametres suivants :

Parametres de Beverton et Holt a =1, 8 = 0.0002

Parametres de fécondité b=1[55 5,
Coeflicients de capturabilité q =10.24 0.36 0.42],
Taux de Mortalité naturelle M =10.20.20.2],
Temps de péche par saison T=1,

Effort de péche E(k) =FE =38/3,

Avec ces parametres et considérant les I';;, ¢ = 1,2 et j = 1,2 définis en (5.16),

pour tout z et Z dans R, 2 =2 —Z on a :

=Ll + T'iilen = - -
0.00734219 + 0.0055823G, + 0.00140772G, + 0.0025079G G

avec

Gy = /O gﬁ (t21(3)+ x1(3),tvl(2)z1(2)—|—vl(2):v1(2),tvl(1)02(2)21(1)+v1(1)v2(2)9§1(1)>dt

Gy = /0 gfo (tzl(3)+f1(3),tvl(2)z1(2)+vl(2)f1(2)7tUl(1)02(2)21(1)+Ul(1)v2(2>f1(1)>dt

X

Pour h Beverton et Holt on a :

9 0 0(_ = !
%fo(m) = %xh(x) - (9_1;(1 +5m> - (1+ Bx)? =Y

On remarque que G; > 0 et Gy > 0. D’ou :
—I'91 T + Tl # 0

Le systeme avec les parametres ci-dessus est alors observable.

Déterminons maintenant dans IR® un domaine 3 compact et invariant du systeme
(5.1) avec n=3. Soit m le minimum des taux de mortalité naturelle et ¢ le minimum
des coefficients de capturabilité.

En utilisant la dynamique du modele (5.1), on a pour tout k£ > 0
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x(k) = g0 bix(k — 1)) < % car g est croissante et majorée par %
wo(k) = e M-aBrg (k- 1) < em—ebr L
ZL‘3(I€) — 67M27q2E7x2(k: _ 1) S 672m72qE‘r‘l

B
Q3 = [0, %] x [0, ¢ ] x [0, %} est un domaine invariant du (5.1) quand
n=3.
Nous pouvons maintenant appliquer I'algorithme de synthese de 1'observateur dans
le domaine (3. les simulations sont faites a I'aide de Scilab. nous représentons les

états du systeme en trait plein et les bornes de I'intervalle estimateur en pointillé.

—m—qET

B
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X1 et son observateur X et son observateur
8000 4000—

X3 et son observateur
1800~

1600

1400~

1200

1000

800

600

400+

200+

FIGURE 5.1 — Exemples de trajectoires des états de 'observateur (en pointillé) et

du modele de péche (en trait plein) pour la fonction de recrutement de Beverton et
Holt.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons adapté un algorithme de synthese d’observateur
intervalle a un modele de péche discret structuré en n classes d’age. Nous avons
donné une preuve concernant la convergence de I'observateur intervalle et illustré
I'observateur par un exemple numérique qui atteste de la vitesse de convergence de
I’observateur. Cet observateur est utile dans la mesure ou il peut nous permettre sur
la base des captures réalisées de faire des prédictions sur les stocks d’une population
de poissons dont la dynamique est régie par le modele de péche (5.1). On dispose
ainsi d’un outil d’estimation des stocks de poissons qui peut étre utile dans certains
cas a l’aide a la prise de décision dans les politiques de management des pécheries.
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Chapitre 6

Stabilité et stabilisation d’un
modele de péche discret structuré
en stade

6.1 Introduction

Dans le cadre d'une bonne politique de lutte pour la préservation des ressources
halieutiques, il s’avere fondamental de bien comprendre les propriétés d’évolution
des stocks pour une bonne exploitation de la ressource. Nous nous intéressons dans
ce chapitre a I’étude du comportement asymptotique des états des stocks dune
population de poissons structurée en classe de stade et dont la classe des recrutés
est déterminée par la fonction de recrutement de Beverton et Holt. Le modele de la
population de poissons considérée est le suivant :

(

vk +1) = (1—=p)si(k)ai(k) + soh(>_ bii(k))

Soii?zl bizi(k)
L+ B> i, biwi(k))

zo(k+1) = pisi(k)xi(k) + (1 — p)sa(k)xe(k) (6.1)

= (1 —p1)si(k)zi(k) +

Tn1(k+1) = poasna(k)Tno(k) + (1 —poi1)sn1(k)r,1(k)
( za(k+1) = poasn1(B)rn1(k) + sp(k)zn (k)

avec
si(k) = e mimamE®) pour =1, .n.
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DISCRET STRUCTURE EN STADE

Dans ce modele, nous considérons 'effort de péche E(k) comme terme de controle.
Aux chapitres 4 et 5, nous avons donné quelques techniques de synthese d’observa-
teur qui nous permettent d’estimer les états du modele de péche (6.1). objectif &
présent est d’utiliser 'effort de péche pour réguler les stocks de poissons.

Dans la suite nous noterons le systeme (6.1) par :

F2 ((E(k’), E
w(k+1) = F(z(k), E(k)) = (6.2)

6.2 Stabilité globale de 1’équilibre non nul

6.2.1 Point d’équilibre

Pour un effort de péche constant E(k) = E*. Notons s} (k) = e ™4™ pour i =
1,...n. Sile systeme (6.1) admet un point d’équilibre z*, alors z* vérifie :

n n
* * ok * *
zyp = (1 —p1)31x1+30(§ biIz‘)ME bix;)
i= =1
* * Lk * ok
xy = psiai 4 (1 — pa)sias
(6.3)
* _ * * * *
Lp_1 = Pn—2S,_9T, o + (1 - pn—l)snflxnfl
* * * * .k
\ Ty = DPn—1Sp_1Tp_1 + SpTy,
Nous avons alors
( n
T bz} bix;
1 1 1 17
o o pl =1 =1
P11
R : T
— (1 —p2)s;
(6.4)
*
n—1 = n—2
1 - (1 - pn,1$;,1)
*
x* _ pn*lsn—l *
n * n—1
L 1— sk
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Posons :

J * * n—1 *
Pi—15;_1 . Pn—15,-1 Pi—15;_1
h=1, =] 2 o a1 etl, =
1 y by Hl_(l_pz)s*vj 9 , , € 1—87*1 1_[1_(1_2%)82<

D’apres (6.4) on a :
i =lLx] i=2,...n (6.5)

On définit

On remarque que :
> bt = bilha} + boloxt + .+ balut = (bily + baly + .. + byl )2} = Ra}
i=1
D’apres la premiere équation de (6.4), on a :
(1= (1 =p1)si)at = so(Ray)h(Rey)

i g ()

. L sgR—(1—(1—p1)sy)
i =—= — .
LR 1—(1—p)st

Remarque 6.2.1 L’équilibre x* n’a de sens biologique que lorsque

SQR
1—(1—p)st

Nous supposerons dans toute la suite que cette derniere inégalité est vérifiée.

> 1

6.2.2 Analyse de la stabilité du point d’équilibre z*

Nous nous intéressons a la stabilité de 1’équilibre non trivial z* du modele (6.1)
correspondant a un effort de péche constant. Nous avons le résultat suivant :

Proposition 6.2.1 L’équilibre non trivial z* du modéle (6.1) correspondant a un
effort de péche constant E* est globalement asymptotiquement stable.
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Preuve 6.2.1 (Proposition 6.2.1)
Nous donnons ici une preuve basée sur la technique des fonctions de Lyapunov.
posons :

On définit la fonction V(x) suivante :

V)= o)+ 3 [ 2] ()
+<1—<1—p1>81‘>f2;<“;$")2

Nous avons : V(z*) =0et V(z) >0V 2z € R"

D’autre part nous avons :

Z

V(z(k+1)) = (:El(/{?-f— —ml +

=

n—1
xn(k + 1) - :rn>

In

En utilisant la dynamique du systeme (6.1) et les relations d’équilibre (6.4), nous
pouvons écrire que :

HO= (1= p)sh)s f“’; (

n

V(x(k+1)) = V(F(x(k), B(k)))
= (1= p) s (k) = siai) + 5o

iz bilwi (k) — 27) )2
(14 8220 bii(k) (1 + B30, biry)

)_l

n—

H = S:pl si ZR ] <Pz 1(sic1i-1(k) — Sf—le—llz + (1 = pi)(simi(k) — Sfxf))Q

+

Il
N

[

+(1 = (1 =p1)s1)

Rn (pn—l(sn—lxn—l(k) - 32—11’;—1) + Snxn<k) - S;x;>>2
1— s ln

Pour E = E* et donc s; = s}, nous obtenons
V(z(k+1)) = V(F(z(k), E7))
2 iy bi(xi(k) — a7) >2
)

= (L= p)siCeah) = o) + oo T 5

[1—(1— 1)s] ZR](IM 1571 (Tie 1(k)—x?_1)+(1—p¢)82‘($i(k)—x;"))2

)_l

n—

+

i—=9 - (1 - pz lz
R, n-15y_1(Tn—1(k) —ay_1) + sp(xn(k) — a,)\2
1—s; L
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Faisons la remarque :

- 1 soR—(1—(1—p1)s7) soR
148 ba; = 14+BRe = 1+8R— S T L |
2 T R ey ¥ = (- pos,

u SoR
1 E bxt =
o i=1 TS (1 —p1)si

Alors nous obtenons :

Vi(e(k + 1)) = V(F(x(k), E7))

Si_1Di— )
Puisque [; = i—1Pi-1 liiy pour i =2 n—1 et [, =

1—(1—s)p: 1—s:

pouvons écrire que : n
V(F(a(k), E)) =
(= p)sitan(h) = ai) + (1= (1= p)si) 8 21’.1_1 ) b}? (%(k)zi_ x:>>2

o i1 k)~ o zi(k)—zz ) 2
(1= (1= psi) () 4 (1 (=2

La fonction x — x? étant convexe, nous avons l'inégalité :
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DISCRET STRUCTURE EN STADE

V(F(z(k), E*)) < (1 —p)si(ai(k) —27)°

. 1 " bily wi(k) — wF \2
=0 (e D F )

- bil;
nous savons que 1 + Bsz(k) >1, 7= R;, on a alors :
i=1

V(F(a(k), E%) < (1 —p1)si (21(k) — 27)?

0= (=) (3 A G

P[0 as ZRWI@—I%)?

[ ety

H

S .
1l
—_ N

=2
* Ln— 1(k) _'r;szl 2 * Rnsz xn(k> _:E:L 2
HL= (0= pa)s) B () +(1—(1—p1)31)1_82( )
n—1 n
i—1(k) —xr \2
Remplacons Z [ (1—(1—p1)s)) Rj] <$ 1(l? x; 1) par
i=2 =i i—1

n—2 n
i(k) — a7 \2 . : S
Z [(1 — (1 —p1)s}) Z Rj] (M—%> dans le membre & droite de I'inégalité
i=1 j=it1 ‘

ci-dessus, nous obtenons :
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VEG(), 2) < (- pu)si (k) — 1) + (1 - (0 - psi) (3 RO =)
i=1 v
n—2 n *
B SICEETs Rj] (=0 ”“')2
i=1 Jj=i+1 !
n—1
(1—(1—p1)s7) : 2
[ 5 i)
(- (1—p1)51)Rn<$ 1(ln)_1 x, 1>2+(1_ (1 —pl)si)lR_S:Z (93 ( l)n x )2
Puisque
n—1 *
[1- (1= p)s; Z R (% i(k) = >2:
=1 Jj=i+1 i
n—2 n l'z(k)—.ﬁﬂl 9
> a-a —pnsl)]:MRj] )
¥ 2
H (1 )y (210 T
nous avons : "
(k) — aF \2
VFGH,E) < 0 psifet) —ai)* + 0= (1 =psp (3 ACH)
n—1 n Iz(k)—l'l 9
31 [BIEED SPAICUE
=1 Jj=i+1 v
n—1 n
(1 -1 —=p)s))(d —pi)s)) zi(k) — 7 \?
+i:2 [ 1—(11—1pz)5;* ;Rﬂ}< l; )
a-a —pl)S’{)lesi <mn(kl)n— m;>2
Notons que :
n—1 * 9
[1—1—]91512}?}( ):
=1 Jj=i+1
(1-( -pl)s;);Rj)<x1( 21 a:1>
n—1 n . k‘ *
£Y[0-a-psn 3R] (PEEY
=2 Jj=i+1
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On obtient par la suite :
* * %\ 2
V(F(x(k), E*)) <(1 _pl)sl(%(k) - xl)

+(1-(1 —Pl)SD(iRi(MDQ
+((1 = (1= p1)s)) iRJ') (W)Q

n—1

. (k) — xf\2
3 [0 Rj] (%)
i=2 =i+1 v
n—1
(I—=(1—=p1)si)( 1 T\ 2
B SICC =
R,s n(k) — x
(1= (1= p1)si) n( - )
. T — x;\2 .
Mettons maintenant en facteur les termes (—) pour ¢ = 1,...,n dans
I’expression a droite de 'inégalité ci-dessous. On obtient alors :
* * %\ 2
V(F(z(k), E*)) < [(1 st (1= (1= py)st ZR] zy (k) — 27)
=2
n 2
H1-(1—pl1)st <ZR ))
n—1 n—1 n
) (1= (1 —p1)s))(d —pi)s;
4 <1—<1—p1>sl>ZRj+Z PSS g ]
. ~ ; 1—(1—p)s —
2:2) ‘s Jj=i+1 E2 . (k> ‘s Jj=t
ZT; — T . . % nSp [ Tn — Ly
I ) +a-a p1)51)1—3;< I )
D’ou nous obtenons :
* * * n * 2
V(E((k), B) < [(1=p1)st + (1= (1= p1)s]) S By (a(k) — 27)
n 2
+(1— (1= pl1)s: <ZR ))
(1 —p1)sH(1
+@Z[<1_ 1 - p1)s; ];IR 1_(1_% ZR}
xi(k) — af\2 R,st rxn(k) —xf\2
iy (45
<(FE) e (P
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On sait que :

(1—(1—pi)s ZR (1—(1—p1)s )ZRj—(l—(l—pl)s’{)Ri

Par suite on a :

VEG(R), B) < [(1=p0)si + (1= (1= p0)si) S ] (ma(h) = 3)°
+(1— (1= py)s (ZR —m)
+Z[1— 1—py s’{)ZRj

n

(1 (1 —p1)si) - ZR] (1= (1—=p1)s )R}(Cl(k)—_%y

1 - (1 S =i li
nSy (Tn(k) —
- >1_5;< =)
Notons que :

(1= (=P = p)s0) ¢
(1—(1—pp)st ;RJF 1—(1—p)z ;Rj
e A )ZR

1_(1 pz

D’ou on a :
V(F(x(k), E*)) < [(1 —p1)si+ (1 —(1—p1)s ZR ] :El — xﬂ{)2

(1= (1—p)s (ZR )2

= * * n
3 (1= =psp) + (1- (11—_1211)?);1)8;%)81‘)) ;Rj (1= (1= p)shRs
% (M) +(1-(1 —pl>sl>1R Ss; (Wz)n_ :c::>2
Puisque )
> Ri=1-R
j=2
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DISCRET STRUCTURE EN STADE

et

<(1—(1—p1)81‘)+(1_(1_pl)31 )ZR—l_ ok iR‘

1_(1_]% 1_pz)

nous pouvons écrire que :

V(E(k), B) < [(L=po)si + (1= (L=p)si)(1 = Ry)] (aa(k) = 27)”

" ;1 H - 8 —]12));1 ;R] -(1-0 _pl)Sl)RZ:| (xl(kl f‘f’?>2
—l—[(l — (1 —p1)sy) 1Rn5;k% —(1—-(1 —p1)8>{)1 n; +(1—-(1 —pl)Sl)l ;]
« xn(k;l)n— x;;)z

H1-( —p1>sz>(zz;1 &-(““?;%)2

n—1

s xi(k) — xf\2
+ 2 [ —psi ;R (1 —pl)s}‘)RJ <—< )lz )
R, Tn(k) — 27\ 2
+[ (1—=(1—p1)s))Rn —i—(l—(l—pl)s”f)l_s*}( <l) >
Or
n—1 n
2 1—(1—pi)si zi(k) — a7 \2
V(z(k)) = k) — 2t [ R ] ( )
(w(k)) (xl( ) xl) + P 1-— (1—Pi)5f ; J l;
R, (xn(k)—x\2
1—(1=py)s ( ”)
H1- 0 ps s (M
Par conséquent on a :
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Vi(e(k +1)) = V(x(k)) = V(F(x(k), E)) = V(x(k)) <

DO A — - (= ps R () — )

Sa-a = s R (I (s (2

=2

On peut simplifier le second membre de I'inégalité et obtenir :

V(F(x(k), E7)) = V(x(k)) <

(1_(1_pl)ST)[<gRi(W)>2—gRi(W)Q} (6.6)

Finalement, en utilisant la stricte convexité de la fonction = — 22, le fait que
0<R;<1let> ! R;=1, nous obtenons :

V(F(xz(k), E*)) = V(xz(k)) <0 Vz(k) € R}

(k) — a7 k) — a3
vitk) — @i _ o(k) — o pour tout 7 > 2.

V(E(z(k), £7)) = V(z(k)) = 0= —— =—
i 1
(6.7)
D’ou I'équilibre z* non trivial du systéme (6.1) est Lyapunov stable.
Posons maintenant :
I'={zeR}/V(F(z,E")—V(z)=0}
D’apres le principe de Lasalle, I' est globalement attractif.
soit « un élément de T, alors d’apres (6.7) nous pouvons écrire :
le—xz =x—xy, i=1,...,n
—— Lt =x—x], 1= n
li lz 1 1 ; )
Donc
xT; = lil’l
123 NGOM Diene
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D’autre part

V(F(z,E*) = V(z) = (Fi(z, E*) — %)’ + . [M ZRJ] <F(:c E")

+(1-(1 —pl)s’{)l }_%n : (Fn(:c, Z‘) — m;i)z (21— 27)
S el ()
—(1—=(1=p1)s)) - i%" . (a:n 1_ a:;;)z

A (6.8)

En utilisant la dynamique du systéme (6.1) (avec E = E* et donc s; = sf) nous
avons :
pourt=2,...,n—1

Fi(z,E*) = piysi_qwion + (L —pi)sixs = pimasi_jliciwn + (1 — pi)silixy

. . . Pi-15;_
FZ-<.Z', E ) = pi,lsi_lli,lxl -+ (1 — pi)si liil—l _ (1 — pll)sj T
(1 —p;)st
Fi(z, E*) = pi1st Ly (1 + ————2%0
* Di—15;_1
(x, E*) = (=p)s 171 T, =

* * * * *
Fo(x, E*) = pp1Sy,_1Tn-1 + S3Tn = Pp—15,_1ln—121 + Sp1,21

*
* pn—lsn—ll
; n—111

N

Fn(xa E*> - pn—132_1ln—1$1 +s

s* n—15y,_
Fu(w, B%) = puoasialoamn (14 72) = p1 1oty

n—1T1 = lnxl = Tn

n

D’apres la relation (6.8)
V(F(z,E") = V(z) = (Fy(z, B*) —2})° = (11 —27)" = 0

D’ot1 nous obtenons que : Fy(z, E*) = x; et par conséquence F(z, E*) = z car nous
avions déja établi ci dessus que z; = [;z1 et d’apres (6.5) xf = [z pouri=1,... n.
Donc on a I' C {0,z"}. Nous allons maintenant montrer que zéro ne peut pas étre
un point oméga limite.

Supposons que zéro est un point oméga limite, alors il existe 2° dans IR"} tel que la
solution x(k, z°) avec condition initiale 2° tend vers zéro quand k tend vers l'infini.
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6.3. STABILISATION PAR RETOUR D’ETAT

Nous savons que V' est une fonction décroissante le long des trajectoires du systeme
(6.1); alors on a :
V() > V(x(k,2%) > V(0)V k > 0. (6.9)

d’autre part

= =)
i= i =i
—(1-(1 p1)s§)1 }_%n - (x% g; xfl)z
V() -V (") = x?(?xf — a?(l)) +§ H : 8 :Zj)):;{ ]Xi;R]] (alf_?> (23:;*; x?)
1= (1= pr)sp) ; (”j—f) (2o o)

D’ott V(0) > V(z) pour tout z € {z € R} /0 < x; < 2z}, Vi =1,...,n}. Ceci est
une contradiction par rapport a la relation (6.9), par la suite I' = z*. L’équilibre z*
est alors globalement asymptotiquement stable. [ ]

6.3 Stabilisation par retour d’état

Nous venons de voir précédemment que pour un effort de péche constant, 1’équilibre
non trivial est globalement asymptotiquement stable. Toutefois ’effort de péche dans
la plupart des pécheries est une quantité qui varie en fonction du temps. Dans ce
paragraphe, on s’intéresse au probléme qui consiste a stabiliser le systeme (6.1) au-
tour du point d’équilibre en agissant sur I'effort de péche que 1'on suppose variable
au cours du temps. En théorie du controle il existe deux méthodes pour stabiliser
un systeme autour d’'un équilibre donné : la premiere stratégie consiste a trouver
un controle en fonction du temps de sorte que le systéeme soit stable a ’équilibre :
on parle de systeme a boucle ouvert. La deuxieme stratégie consiste a trouver un
controle en fonction des états du systeme de sorte que le systeme soit stable a
I’équilibre : on parle de stabilisation avec retour d’état. Nous allons nous intéresser
dans le cadre de notre travail a cette derniere stratégie de stabilisation . Nous calcu-
lons effort de péche en fonction des états du systeme de sorte que le systeme (6.1)
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soit stable autour d’un équilibre z* correspondant a un effort de péche E*. Nous
appliquons le résultat suivant [6, 7, 58].

Proposition 6.3.1 Soit x* un équilibre non trivial correspondant a un effort de
péche constant E*. Soit n tel que 0 < n < E*.
Alors le systéme (6.1) est globalement stabilisable par le feedback

E(z) = E* 4+ v(x)
ot v(x) est continue et satisfait la relation :

lo(@)| <n Ve
Q est le domaine des états du modéle (6.1)

Comme la preuve de la Proposition 6.3.1 est constructive, nous la reproduisons ici car
elle donne la construction du feedback v(z). Nous considérons toujours la fonction
de Lyapunov définie dans la preuve de la proposition (6.2.1). On a :

AV (z) = V(F(z, E(x)) — V(z) = V(F(z, B* + v(z)) — V()

En utilisant le développement de Taylor de VoF' au point (x, E*), nous pouvons
écrire :

AV(z) = V(F(z,E*) +v(z) &V (F(z, E))

2

+v(a:)2/0 (1— t)%V(F(m, E* +tv(x)))dt — V(x)

AV(z)= V(F(z,E*) = V(z) 4+ v(z) %5 (F(z, E*)) 55 (2, E)

2

+v(:c)2/0 (1- t)%V(F(x, B+ to(x)))dt

Soit ¢ : 2 x R — IR définie par :
2

o(x,v) = /0 (1-— t)%V(F(x, E* +tv(x)))dt

Considérons 6, et 0y deux fonctions réelles continues telles que : 6;(x) + 6a(x) #
0Ve e )et

01(z) > sup |p(z,v)|, V2 € Q (6.10)
lv[<n
ov OF
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On pose :

_ Ui
O(x) = 00 (@) + 0a(2) >0V e (6.12)

Nous construisons le feedback v(x) :

o(w) = () (Do (P(a, ) O, B

On vérifie facilement que
lv(z)] <nVreQ

Et nous avons :

AV(z) = V(F(z, EY)) — V(z) — v*(z) (ﬁ) — é(x, v)) (6.13)

Dans la preuve de la proposition (6.2.1), nous avons montré que
V(F(z,E*) = V(z) <0
1 0
D’apres les relations (6.12), (6.10) et (6.11) on a aussi i)~ o(z,v) > blz) >0
x n
Dotnona: AV(z) <0
Ceci montre que 'équilibre z* est stable au sens de Lyapunov par le feedback
E(z) = E* 4+ v(z).
Montrons maintenant que I'équilibre x* est attractif. Pour se faire on pose :

T, = {x e R"/AV (z) = o}
Soit x dans I'y, alors nous avons AV (z) =0, et d’apres (6.13) on a :
V(F(x,E*) = V(x)=0 et v(x)=0

toujours dans la preuve de la proposition (6.2.1), nous avons montré que

V(F(z, E*)) — V(z) = 0 implique = z*. On arrive alors & montrer que I'g = {z*}.
D’apres le principe de Lasalle nous avons x* qui est globalement attractif. x* est
globalement attractif et stable alors il est globalement asymptotiquement stable par
le feedback E(z) = E* + v(z). u

6.4 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre quelques propriétés de stabilité du modele de
péche a structure de stade dont la classe des recrutés est décrite par la fonction de
recrutement de Beverton et Holt. Nous avons en effet démontré que lorsque 'effort
de péche est supposé constant, 1’équilibre non nul du modele (6.1) est globalement

Observation et régulation de certains 127 NGOM Diéne
modeles discrets d’écosystéme These de doctorat



CHAPITRE 6. STABILITE ET STABILISATION D’UN MODELE DE PECHE
DISCRET STRUCTURE EN STADE

asymptotiquement stable. En tenant compte du fait que I'effort de péche est souvent
variable, nous avons aussi montré qu’on peut I'utiliser comme terme de controle pour
stabiliser le systeme autour d’un point d’équilibre correspondant a un effort de péche
constant donné. En effet, nous exprimons l'effort de péche comme une fonction des
états du systeme de sorte que le systeme se stabilise autour de 'équilibre non nul
considéré. Rappelons que nous avons dans les chapitres précédents mis en oeuvre des
méthodes d’estimation des états des stocks des populations de poissons modélisés en
(6.1). En pratique, la propriété de stabilisation du systeme (6.1) peut étre un outil
puissant de régulation de la taille des stocks de poissons. En effet, la stabilité autour
d’un point d’équilibre positif garantie que la population de poissons considérée est
protégée contre l'extinction et qu’il n’y a pas de crainte de surpeuplement. Nous
disposons ainsi d'un outil de régulation de certaines ressources halieutiques pour
assurer la pérennité de la peche dans le temps et dans I'espace.
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Chapitre 7

Conclusion générale et
perspectives

Dans le cadre de cette these, deux grands problemes ont été traités, a savoir
I’estimation et le controle de la taille des stocks de populations de poissons dont
la dynamique est décrite par des modeles de péche discrets a structure d’age et de
stade. Comme nous le mentionnions dans notre introduction, ces questions sont mo-
tivées par la nécessité de doter les décideurs politiques et économiques de moyens
scientifiques pour une bonne gestion des ressources halieutiques qui sont de nos
jours surexploitées. Pour trouver des réponses aux questions que nous nous sommes
posées, nous avons utilisé des techniques bien connues du domaine de ’automatique :
la synthese d’observateur et I'étude du comportement asymptotique de systemes
dynamiques a sorties mesurables. Ces deux aspects de 'automatique sont tres bien
développés dans le cadre des systemes dynamiques continus, par contre ils restent
des sujets ou la recherche est encore tres active pour ce qui est du cas des systemes
dynamiques discrets non linéaires.

Au niveau des chapitres 4 et 5 nous avons développé des techniques de synthese
d’observateur et d’observateur intervalle pour des modeles de péche a structure de
stade et d’age. L’'intérét de ces observateurs réside dans le fait qu’ils utilisent 1'in-
formation des captures pour donner une estimation de la taille du stock a travers
le modele considéré. Les captures étant tres souvent disponibles dans les pécheries,
ces observateurs peuvent dans certains cas aider a avoir une idée de la quantité des
stocks de poissons en mer. Toutefois il est important de noter que 'utilisation pra-
tique de ces observateurs nécessite un grand effort dans ’organisation des données
au niveau des pécheries. En effet dans le cadre de notre travail, les observateurs que
nous avons construits utilisent des parametres telles que les taux de mortalité natu-
relles et par péche par classe d’age ou par classe de stade. Au chapitre 6 nous nous
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sommes intéressés a 1’étude du comportement asymptotique des stocks de poissons,
nous avons montré qu’en considérant la fonction de recrutement de Beverton et
Holt et en maintenant 1’effort de péche constant durant le temps que dure la péche,
I’équilibre positive du modele de péche a structure de stade lorsqu’il existe est glo-
balement asymptotiquement stable. Cette derniere propriété lorsqu’elle est vérifiée
permet d’éviter 'extinction des especes de poissons péchées. Il est cependant dif-
ficile voire impossible de maintenir I'effort de péche constant a cause du manque
de moyens de supervision de 'activité de la péche dans certaines zones de péche.
Néanmoins des mesures allant dans ce sens sont prises dans certaines pécheries ou
I’on impose aux pécheurs des tailles adéquates de filets, un temps de péche durant
I’année et bien d’autres mesures allant dans le sens de la limitation de l'activité
de péche. Nous avons aussi montré que 'on peut exprimer 'effort de péche comme
une fonction de I’état des stocks disponibles de sorte que le modele soit globalement
asymptotiquement stable autour d’un état d’équilibre.

Bien que les objectifs que nous nous sommes fixés dans 'introduction aient été
atteints, les travaux effectués dans cette these gagneraient a étre poussés davantage
pour une prise en charge d’autres considérations qui sont d’actualité dans la ges-
tion des pécheries. Ainsi en perspective de cette these, nous comptons aborder les
questions traitées dans le cas des modeles stochastiques. Pour tenir compte des incer-
titudes dues aux variations environnementales, nous envisageons d’ajouter un bruit
aussi bien sur les modeles de dynamique des populations étudiées que sur le modele
des captures. Aussi nous comptons utiliser les observateurs pour développer des lo-
giciels d’estimation des stocks de populations de poissons. Concernant la stabilité,
nous comptons pousser la réflexion lorsqu’on considere des fonctions de recrutement
autre que celui de Beverton et Holt.
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