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Chapitre 1

Présentation générale des systémes
étudiés

1.1 Le probléme du signe des solutions.

Lorsque €2 est un domaine borné régulier de RY (N > 1), L un opérateur diffé-
rentiel elliptique du second ordre et f un élément positif de L*(2), le signe de la
solution u, du probléme de Dirichlet :

Lu=Xu+f surQ
u=0 sur 0f2

est un résultat classique. Ce résultat dépend de la comparaison du paramétre \ a
la valeur principale \;.

Lorsque A < Ay, la solution u est positive (principe du maximum). Les livres de
Gilbarg-Trudinger |GT|, Protter-Weinberger [PW| donnent les résultats classiques,
pour les solutions fortes et faibles.

Dans le cas des équations a poids positif,

Lu=Xmu+f  sur
u=20 sur 0f)

toujours dans le cas d’'un domaine borné régulier, le principe du maximum reste
valable (voir par exemple Hess et Kato |[HK] ). Ce résultat s’étend a des poids qui
changent de signe quand 0 < A < ;.

Lorsque A > A, Clément et Pelletier [CP| ont montré, toujours sous 1’hypothése
Q) borné régulier, le principe d’anti-maximum : il existe un réel 6 > 0, dépendant
de f tel que si A € (A; A1 4 0) alors la solution u est négative.
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De nombreuses adaptations de ces résultats existent pour des systémes de la forme
(S) LU = AMU + HU + F sur €,

ou L est une matrice diagonale d’opérateurs elliptiques Ly, 1 < k < n, H et M
sont des matrices de fonctions données et U est un vecteur de fonctions s’annulant

a la frontiére de €2, (voir par exemple Hess |H| , Cantrell Cosner |CC|, Cosner
Schaefer [CS]).

Ce travail est consacré a I’étude de quelques systémes de la forme précédente,
définis sur des ouverts soit non réguliers, soit non bornés.

Dans la premiére partie, on s’intéresse a des domaines (2 qui sont bornés, mais
non réguliers. La condition au bord, appelée «condition de Dirichlet raffinée» est
introduite dans Strook et Varadhan [SV] et étudiée dans [BNV]; ¢’est une condition
limite adaptée aux irrégularités de 'ouvert : on demande a la solution u de ne
s’annuler qu’en des points particuliers de la frontiére. Perdant ainsi le «controle»
de la solution, Berestycki, Nirenberg, et Varadhan [BNV| montrent qu’on n’obtient
pas de principe du maximum pour toutes les solutions, mais seulement pour les
solutions bornées. L’espace naturel de recherche pour les solutions devient alors
W2N(Q) N L=(Q).

loc

Pour ces conditions limites de Dirichlet raffinées; le principe du maximum (et
celui de lanti-maximum) ont été étudiés par Birindelli |Bi]. Enfin des principes
du maximum ont été établis par [BMS| pour des systémes de la forme (.5), avec
certaines matrices H non nulles.

Dans ce travail, en utilisant un théoréme de Krein-Rutman adapté a des ensembles
de cone positif d’intérieur vide, on étend certains de leurs résultats a des systémes
de la forme :

LU = AMU + F sur

ou U est un vecteur dont les composantes sont des fonctions appartenant a T/VlicN Q)N
L>(Q), et vérifiant la condition de Dirichlet raffinée.

Dans la seconde partie, le domaine est R tout entier. L’opérateur est un opérateur
de Schrodinger de la forme
Lq =-A + qe,

ol ¢ est un potentiel positif, radial, ou une petite perturbation d’un potentiel
radial, tendant vers +oo a U'infini. Il est classique qu’'un tel opérateur posséde une
"valeur propre principale” \; associée a I’état fondamental ;. Pour une équation
de la forme

(E,) Lyu=Mu+ fsur RY,
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avec f positif, élément de L?(RY), le "principe du maximum" (fort) est aussi
classique pour A < A1 ; dans [RS], c’est " "amélioration de la positivité".

Une différence importante avec les domaines bornés est la comparaison a l'état
fondamental. Dans le cas borné, le signe des solutions est donné directement par
comparaison a l’état fondamental ;.

Pour I’équation (E,) avec f dans 'ensemble :

X = {f e 2®Y): L ¢ LOO(RN)} :
¥1
des résultats plus fins de la forme u > cp; ("positivité fondamentale") ou u < —cipy
("négativité fondamentale") sont démontrés par Alziary, Takaé |[AT1], [AT2] ou
Alziary, Fleckinger, Taka¢ [AFT1|, [AFT2|. En effet, si pour un ouvert borné ce
type de résultats découle immédiatement du principe du maximum de Hopf, il n’en
va pas de méme quand Pouvert est RY.

Plusieurs des résultats mentionnés ci-dessus sont adaptés a des systémes par Car-
doulis [C]|, Besbas [Be|, Alziary Fleckinger Taka¢ [AFT3]. On en établit de nou-
veaux ici valables en particulier pour des systémes non nécessairement coopératifs.
On obtient des résultats de "positivité fondamentale" ou "négativité fondamen-
tale" pour certains sytémes de la forme (S) avec Ly = L, , plus précisément pour
les systémes

(SSch) { —Aup +q(2)uy = Mg +aup +buy + f(x) in L*(RY)

—Aug + @(2)uy = Mg+ cup +duy +g(z) in L2HRY)

Dans un premier temps a, b ¢ et d sont des réels de signes quelconques. Dans
un second temps, on donne des résultats pour a, b ¢ et d fonctions bornées. La
comparaison des solutions a I’état fondamental pour un tel systéme 2 x 2 est
obtenue par une technique de découplage, et s’inspire du papier de Cosner, Schaefer
|CS] pour des domaines réguliers bornés.

Le plan de ce travail est le suivant :

Dans la premiére partie on rappelle la définition de la "condition de Dirichlet
raffinée" et les résulats de [BNV] et |Bi| sur 'existence d’une "valeur propre prin-
cipale" et le principe du maximum pour une équation a poids positif. On donne
ensuite un principe du maximum pour une équation a poids qui change de signe
en utilisant 1’existence d’une valeur propre principale positive faite dans [FHT].

Enfin on donne nos résultats pour les sytémes : on donne des conditions sur
la matrice M permettant de s’assurer de l'existence et de l'unicité de la valeur
principale, puis on s’intéresse au signe des composantes du vecteur U.

On démontre ces résultats dans le chapitre suivant.
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Dans la deuxiéme partie on rappelle d’abord les résultats classiques pour une équa-
tion de Schrodinger a potentiel positif tendant vers +oo ainsi que certains résul-
tats de "positivité fondamentale" ou "négativité fondamentale" de [AT1], [AFT1],
[AT2]| valables pour des potentiels & croissance suffisamment rapide (superquadra-
tique). Ces résultats sont utiles pour aborder les systémes sur 'espace tout entier.
On donne ensuite nos résultats

Dans le chapitre suivant, on fait ’état des lieux : on donne des résultats proches
déja connus sur les systémes, résultats moins complets que ceux qu’on a pu obtenir
ici. Enfin, dans le dernier chapitre, on donne les démonstrations des nouveaux
résultats.

1.2 Notations et définitions

On précise ici quelques définitions et notations utilisées dans ce travail.

1.2.1 Positivité d’un vecteur

| N
Module : Pour un vecteur x = (z1,...,zx) de RY, le module est |z] = (/> 22
=1

Positivité d’un vecteur de fonctions Soit un vecteur U de fonctions wu; défi-
nies sur un ensemble €2, & valeurs réelles.
— On dit que U est positif, noté U > 0, si on a pour chaque composante :
Ve e Qui(z) >0
— On dit que U est strictement positif, noté U > 0, si Vo € Q on a u;(x) > 0

1.2.2 Forte positivité d’un opérateur

Les définitions utilisées ici sont celles de Daners-Koch-Médina [DKM]

Définition 1 Quasi-intérieur Soit un treillis de Banach E, de dual E*. On dit
que x est un point quasi-intérieur du cone positif de E st pour tout x* € E*, jx* >
0,2* # 0 on a le produit de dualité (x*,x) > 0

Le quasi-intérieur de LY () est I'ensemble des fonctions strictement, positives
presque partout.

Définition 2 Soit un treillis de Banach E On appelle opérateur fortement positif
un opérateur linéaire borné T tel que si x > 0, x # 0, alors Tx est un point
quasi-intérieur.



Définition 3 Soit T un opérateur linéaire borné de rayon spectral r(T). On dit
qu’un opérateur est irréductible si il existe X > r(T) tel que (N[—T)" est fortement
positif.

Exemple Si T est fortement positif, ou si une puissance de T est fortement positive,
alors T' est irréductible, car on a pour tout A > r(T) :

()\[ . T)fl — )\*(k‘l’l)Tk)

)
k=0

1.2.3 Définitions concernant les matrices

Matrice pleinement couplée
Soit M = (m; j)1<i<ni<j<m une matrice dont les composantes m, ; sont des fonc-

tions de L>(€2). On dit que M est pleinement, couplée lorsque la matrice M des
| <i<nl< <m est telle que Id,,, + M est irréductible.

La matrice des restrictions des composantes m; ; a un sous ensemble de {2 peut ne
pas étre pleinement couplée.

normes : M: (||ng||oo)

M —matrice non singuliére Soit M = (m;;)1<i<n1<j<n, une matrice dont les
composantes m; ; sont des réels. On dit que M est une M —matrice non singuliére
si M est de la forme M = A — B ot A € R*", B est une matrice positive telle que
A > p(B) ou p(B) est le rayon spectral de B.




Premiére partie

Systémes elliptiques sur un ouvert
borné non régulier
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Chapitre 2

La condition de Dirichlet raffinée

2.1 Introduction
On s’intéresse dans cette partie & des problémes aux limites de la forme
LU =AMU + F

définis sur un ouvert € borné de RY, a bord non nécessairement régulier

La condition au bord considérée, compte-tenu de I'irrégularité du bord de I'ouvert,
est la condition de Dirichlet raffinée.

Elle a été introduite par Strook et Varadhan en 1972, [SV], puis utilisée par Beres-
tycki, Nirenberg, Varadhan [BNV], Birindelli [Bi] et Birindelli, Mitidieri, Sweers
[BMS]. Elle est définie au paragraphe 2.2.2

Ici, £ est une matrice diagonale d’opérateurs elliptiques L; définis dans le para-
graphe suivant.

M est une matrice de fonctions mesurables, bornées, positives sur €2, F' est un
vecteur de fonctions apppartenant a LY () et A est un paramétre réel.

Cette partie est organisée de la facon suivante : on rappelle d’abord le cas d’une
équation, en précisant quelques résultats nouveaux. Ensuite, on donne des résultats
concernant des systémes. Le chapitre 3 contient les démonstrations. Pour étre plus
complet, certains résultats sont donnés en annexe.
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2.2 Cas d’une équation
2.2.1 L’opérateur étudié

Soit 2 un domaine borné, sans condition de régularité, de R,
On considére 'opérateur L défini pour u € W/IQO’CN (Q) par

(1) Lu——ia- (m)ﬂjtzjv:a-(x)%%—a (x)u
= — ik axjaxk — J axj 0 .

On fait sur L les hypothéses suivantes :

Hypothéses (Hj) :
L’opérateur L est uniformément elliptique & coefficients bornés, c’est a dire qu’il
existe des constantes strictement positives b, ¢q et Cy vérifiant :

1/2
(2) (Zai) <b;  laol <b;
(2") o léf < Zajk(:c)ﬁjfk < Cyléf? V€ € RN ( en particulier a ;, > 0);
Gk

de plus
(3) ajkEC(Q), CLjGLOO<Q), CL()ELOO(Q).

Nous notons L+ 'opérateur défini par :

(4) L*u—Lu—au——ia-ﬂ—i—ia‘%
= o — ~— ]kaxjaxk — jax]

2.2.2 Condition au bord de Dirichlet «raffinée»

La condition de Dirichlet «raffinée» est une condition au bord adaptée aux do-
maines irréguliers. Elle a été introduite par Strook et Varadhan [SV]. On utilise
ici les définitions et des résultats de Berestycki, Nirenberg, Varadhan, [BNV]| et
Birindelli [Bi]. On expose plusieurs de leurs principaux résultats en annexe.

Sur un domaine irrégulier, il n’est pas facile de s’assurer que le probléme Lu =
f sur ©Q admette des solutions qui s’annullent en tout point de la frontiére 0f2.
Nous cherchons des solutions qui ne s’annullent qu’en des points bien choisis de la
frontiére, les points «a barriére forte» définis ci-dessous :

12



Définition 4 Le point y de 052 admet wune barriére forte si pour une certaine
boule B,(y) = {|z — y| < r} il existe dans B,(y) NQ = U une fonction strictement
positive h € VV;C"(U) satisfaisant L™h > 1 et pouvant étre prolongée par continuité
au point y par h(y) =0.

Remarque : K. Miller [M] a montré que la condition de cone extérieure en y est
suffisante pour que ce point y admette une barriére forte. (|[BNV|p 63)
Notation Etant données u € I/Vi‘)cN (©2) et une suite de points z; de € convergeant
vers x € O5), «x; — OO signifie que u(x;) — 0.

Au couple (2, L) on associe une fonction ug définie de la fagon suivante :

Théoréme 1 (Construction de ug) : il existe ug satisfaisant LTuyg = 1 sur Q et
pouvant étre prolongée par 0 en tout point de OS2 admettant une barrieére forte. La
fonction ug est strictement positive. Elle est bornée par une constante dépendant
du diameétre de €}

Démonstration : H. Berestycki, L.Niremberg et S.R.S. Varadhan, dans [BNV](p.
61 a 64), démontrent ce théoréme de la facon suivante : On considére une suite

croissante d’ouverts réguliers €2; C ;14 et (JQ; = Q.
J

Sur chaque ouvert €2}, soit u; solution de :

Ltu; =1 sur Q;
u; =0 sur 0);

Cette suite, bornée, croissante, converge vers une fonction ug qui s’annule en les
points du bord admettant une barriére forte (mais ne s’annulant pas nécessairement
sur tout le bord). La fonction ug est indépendante du choix de la suite d’ouverts.

Remarque : Si K est un compact de €, la suite converge faiblement dans W2?(K),
et fortement dans C'(K)

Définition 5 ([BNV[p 5/) On dit que u vérifie la «la condition de Dirichlet
raffinée» si x; — 0Q implique u(x;) — 0. On note u = 0

En d’autres termes «u se comporte comme ug au bordy : si € 9Q avec ug(x) = 0,
alors, pour toute suite ; — z , ona u(z;) — 0

Exemple : Soit Q la boule unité dans R? privée de l'origine. On I'approche par
la suite d’ouverts :

. 1
Cj:{xERS,—,<]1’|<1},j€N*.
J

13



Soit L =L"=—-A
Sur chaque C}, la fonction u; vérifie

82u]~ 28uj

o2 ror

La fonction ug = -hin u; est la fonction ug (v) = & (1 — |2|*) . La propriété u 2 0
Jj—+oo
sur OS2 signifie que u s’annulle sur la sphére unité; on ne se préoccupe pas de la

valeur de u a l'origine.(d’aprés Pexemple de la page 54|BNV])

2.2.3 Notion de valeur propre pour les problémes & poids
positifs

On donne ici quelques définitions et résultats concernant des équations avec poids
m. Ce poids vérifie I’hypothése :

Hypothése (H,,) : le poids m est une fonction appartenant a L>(£2); de plus il
existe des constantes positives « et 3 telles que 0 < o < m < § sur €.

Dans toutes la suite de ce chapitre, sauf mention expresse du contraire, 'opérateur
L est défini sur € avec les conditions au bord de Dirichlet raffinées.

Définition 6 Nous disons que ¢ est une "fonction propre” de L , associée au
poids m, positif, de valeur propre \ , (éventuellement complexe) si ¢ est non iden-
tiquement nulle, ¢ est bornée et

Vp) { Lo = Ama¢ sur Q

¢ 20 sur 05

Remarque : L’hypothése «¢ est bornée» qui intervient dans la définition est liée
au principe du maximum raffiné, exposé au paragraphe 2.2.4.

Nous adaptons ici au cas d’un poids m borné par des constantes positives sur €2,
la notion de valeur principale, introduite dans le cas m = 1, par Berestycki, et al,

(p3)

Définition 7 Soit m une fonction vérifiant Uhypothése (Hy,). On définit le réel
A1(m), appelé valeur principale de L associé au poids m par :

A(m) = sup{A € R/Jp > OsurQ, t.q. \m¢p < Lo} .

La valeur principale est aussi valeur propre :
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Proposition 1 Soit m une fonction vérifiant ’hypothése (H,,). Alors

(1) il existe une fonction ¢1 > 0 dans I/VZQOCP(Q), Vp < 00, appelée fonction principale
et vérifiant Loy = A (m)may.

(17) si on normalise ¢y par ¢1(xo) = 1 en un point fixé xo € €, alors ¢1 < k sur
Q, ot k est une constante dépendant de xg, ), cy, Cy, b et m.

(173) Jc > 0 tel que ¢1 < cuy.

Le dernier point de la proposition assure que la fonction ¢; vérifie la condition de
Dirichlet raffinée; cette fonction ¢ est bien une fonction propre : elle vérifie (V)
et A;(m) est une valeur propre.

Pour le cas m = 1 les deux articles [BNV] et [Bi] montrent, de deux facons dif-
férentes, que la valeur principale est aussi valeur propre. Comme il est remarqué
dans [BNV], la proposition 1 s’obtient directement a partir du théoréme mon-
trant, pour le cas m = 1, que la valeur principale de L est aussi valeur propre. La
démonstration compléte est au chapitre suivant.

Notation : on note \* la valeur principale pour le poids m = 1 et ¢* la fonction
propre associée.

2.2.4 Principe du Maximum Raffiné pour une équation

Définition 8 On dit que L satisfait "le principe du mazximum raffiné” sur
Q st
x Lw >0 sur (), w minorée
« liminfw(z;) > 0 pour toute suite (x;) convergeant vers un point de la fron-
tiere annulant ug
implique w > 0 [BNV] p54

On en déduit, pour les opérateurs satisfaisant le principe du maximum raffiné, le
corollaire suivant :

Corollaire 1 Si L satisfait le principe du mazimum raffiné, si Lw > 0 sur €, w
minorée, et siw =0, alors w > 0.

Remarque : ([BNV] remarque 1.1 p 54) L’hypothése w minorée dans ce principe est
la différence fondamentale de fonctionnement de la condition de Dirichlet «raffinée»
avec la condition de Dirichlet usuelle.

Si Q est la boule ouverte unité dans R? privée de l'origine et L I'opérateur -A. La
fonction ug est définie par ug (z) = ¢ (1 — [x]?). Vérifier la condition de Dirichlet
raffinée pour une fonction w signifie ici que u(z) = 0 pour tout = tel que |z| = 1.
Soit la fonction définie par w (z) = 1 — |z|~!. Cette fonction s’annule bien en tout

point x tel que |z| = 1. On a Aw = 0. Cette fonction n’est pas minorée sur €.
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Il est clair que w(x) n’est pas positif sur €. Il faut éviter cette situation, ou w
“s’échappe” par 'origine.

On retrouve pour la condition de Dirichlet «raffinée» des résultats bien connus
pour la condition de Dirichlet classique : le principe du maximum «raffiné» est
vérifié lorsque la valeur principale \* est strictement positive. Cela est vrai en
particulier si ag > 0. Ces résultats sont donnés en annexe : voir théoréme 12 et
corollaire 5

Principe du maximum raffiné fort pour une équation

Pour travailler sur les systémes, il est nécessaire d’établir des résultats concer-
nant les équations éventuellement & poids. Les deux propositions suivantes sont
démontrées dans ce but.

La premiére proposition (dans laquelle le poids n’intervient pas) est presque donnée
au cours d’une démonstration de [Bi]. Néanmoins elle n’est pas exprimée en tant
que telle.

Proposition 2 Principe du maximum raffiné fort

On consideére l'opérateur L vérifiant (Hy), défini sur 2 avec condition de Dirichlet
au bord raffinée. On suppose que \* > 0.

St u, minorée, vérifiant la condition de Dirichlet «raffinées, est telle que Lu > 0,
et Lu # 0, alors u > 0 sur €.

On dit alors que L vérifie le «principe du mazimum raffiné forty.

La proposition suivante permet de connaitre le signe d’un élément u de VV;CN Q)N
L>() lorsque u est solution de

(51) {Lu:)\mu—i-f

)
u=20

ol m représente un poids positif, et f une fonction positive non identiquement
nulle.

Proposition 3 Signe de L — Am : X\ est un réel et m une fonction de L>(f2)

bornée par des constantes strictement positives. On considére (1) avecu € VVfOCN Q)N
L=(9)

o Si A < A(m), alors lopérateur L — Am wvérifie le principe du mazimum fort
raffiné

e Si A > A\i(m) alors pour toute fonction u >0, on a : Lu — dmu > 0 sur € si et
seulement si X\ = A\ (m) et uw = k¢ o k est une constante réelle.
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Remarque : Le dernier point montre que la valeur propre principale est algébri-
quement simple.

Conséquence Soit f dans L™ (), positive, non identiquement nulle, et u solution
bornée de

Lu = mu+ f
(51) {uuzo()

— Si A < A1(m) alors u > 0 (amélioration de la positivité)
— Si A > Ay(m) alors il n’y a pas de solution u > 0.

2.2.5 Problémes a poids indéfini

On combine dans ce paragraphe nos résultats avec ceux de Fleckinger, Hernandez,
de Thélin [FHT]| pour obtenir un principe du maximum fort raffiné pour une
équation & poids indéfini.

L’opérateur L est défini comme précédemment, sur €2 avec la condition de Dirichlet
raffiné. On suppose

Hypothése (H}) : positivité qy > 0.

Le poids g vérifie maintenant ’hypothése :

Hypothése () : le poids g est une fonction mesurable, bornée, et I’ensemble
O ={z € Q,g(z) > 0} est de mesure non nulle.

Fleckinger, Hernandez, de Thélin ([FHT|théoréme 3.2) ont montré lexistence
d’une valeur principale strictement positive.

Soit A1 (L,g,2) > 0 cette valeur principale et ¢;(g) la fonction propre positive
associée.

Proposition 4 \ est un réel et g une fonction vérifant (H;) . Soit fdans LY (Q),
f>0et f#£0. On considére u solution de

U
u=0

(59) {Lu:)\gu~|—f

avec u € WM (Q) N L=(Q)

e Si0< A< \(L,g,9Q), alors u >0

e SiA> M\ (L,g,9) alors pour toute fonction u >0, on a : Lu — Agu > 0 sur €
si et seulement si A = A\(L,q,Q) et uw= k¢1(g) o k est une constante réelle.

Remarque : On a \g = —\(—g), c’est pourquoi on se limite dans ce cas a A > 0
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2.3 Systémes

2.3.1 Notations

Considérons un nombre fini d’opérateurs L;, 1 <1 < p; ces opérateurs étant de la
méme forme que 'opérateur étudié au premier chapitre :

Yoo 9% N ou ,
6 Liu=— C— LA v ,
( ) u j%::l ajk‘ 83:]8:1:k + ; a’] 83:]- + Ao

Ils s’appliquent aux éléments de I/Vli’CN (Q2). On suppose vérifiées les hypothéses
suivantes :

Hypothése (H;) : Chaque opérateur L; 1 <i < N vérifie (H) c’est a dire qu'il
est uniformément elliptique, a coefficients bornés et que aék eC(Q).
Hypothése (H!) : (hypothése de positivité) : Les coefficients af) sont positifs ou
nuls.

On note £ la matrice diagonale, de coefficients diagonaux L;. Pour chaque opé-
rateur L;, on considére la fonction v intervenant pour définir la condition de
Dirichlet raffinée sur Q. On note Uy le vecteur (up), <o,

Définition 9 Soit un vecteur U d’éléments de W™ (Q). Il vérifie la condition de

K3

Dirichlet raffinée si chacune de ses composantes u; est telle que u; 20 sur 99

Nous notons alors U % 0 sur 0€).

2.3.2 Principaux résultats sur les systémes

Nous étudions d’abord un probléme de valeur propre pour des systémes elliptiques,
avec condition de Dirichlet raffinée, de la forme

(SvP)

LU =AMU  sur
U % 0 sur 0f2

ou £ = Diag(L;)1<i<p vérifiant les hypothéses (H;) et (H]), A étant un parametre
réel.

La matrice M = (m;; (x))1gi§p,1§j§p sera toujours supposée coopérative : m; ; > 0
lorsque ¢ # j. Suivant les énoncés la matrice M vérifie des hypothéses parmi les
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suivantes :

Hypothése (H,,) (coefficients bornés) Les fonctions m; ; sont dans L*>(2).
Hypothese (H},) La matrice M est pleinement couplée, ce qui signifie que la
matrice M + I est irréductible, ou M est la matrice définie par les composantes
mi; = [lmi;l

Hypothése (HY,,)(forte positivité des termes diagonaux) Pour chaque terme dia-
gonal my;, il existe des réels a; et [3; tels que 0 < a; < my; < G;

Hypothése (H},)(stricte positivité des termes diagonaux) On a m;,;(x) > 0 sur
Q

Nous utilisons dans la démonstration du théoréme 4 des résultats de Birindelli,
Mitidieri, Sweers [BMS]. Ils ont étudiés des systémes de la forme :

(L—-H)U=AMU sur

UZo sur OS2

o L = Diag(Li)i<i<p; H = (hi,j(x)llgigp,gjgp et M = (mi;(®)),cicpr<j<, SONE
deux matrices & coefficients dans C'(£2).
Les résultats de Birindelli, Mitidieri, Sweers [BMS]|, supposent Iexistence d’une
sursolution forte, ainsi que le couplage de la matrice H, mais ils admettent des
coefficients diagonaux m,; qui changent de signe.
Ici les résultats sont obtenus sans supposer I'existence d’une sursolution forte, et
sans utiliser de matrice H couplée. Dans un premier temps, on s’interesse a des

coefficients m; ;(x) stictement positifs sur €2, dans un deuxiéme temps, on considére
des coefficients m,; qui changent de signe.

2.3.3 Reésultats pour M positive

Les résultats que nous avons obtenus sons les suivants :

Théoréme 2 FExistence d’au moins une valeur propre principale
Soit le systeme

(SvP)

LU =AMU  sur
U2y sur 052

p
ot l'opérateur L s’applique a U € <I/Vli(fV(Q) N L"O(Q)) . On suppose que

(i) les opérateurs L; vérifient Uhypothése (H;) : ils sont elliptiques
(1) ils vérifient aussi Uhypothése (H)) de positivité
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(111) la matrice coopérative M vérifie les hypothéses (Hyy) (bornée), et (HYy,,) (forte
positivité des termes diagonauz).

Alors il existe au moins une valeur propre Ay, strictement positive, associée a un
vecteur propre positif ® = (¢i)1§i§p'

Remarque 1 : Ce résultat généralise a la condition de Dirichlet raffinée un résul-
tat obtenu par Hess [H| pour les ouverts réguliers, avec la condition de Dirichlet
usuelle.

Dans cet article, Hess remarque, ce qui est vérifié ici aussi, qu’il n’y a pas d’unicité
de la valeur propre ainsi déterminée.

En effet, il suffit de prendre ( [61 I(/) ), avec L et Lo ayant deux valeurs prin-
2

cipales distinctes, associées respectivement aux fonctions propres ¢* et ¥*, M la

. . . ¥ 0
matrice identité, et de considérer les deux vecteurs ( % ) et ( v : ce sont

deux vecteurs positifs, non colinéaires, associés chacun & une valeur propre positive
différente.

Remarque 2 : Nous généralisons ainsi les résultats obtenus par Birindelli et al,
[BMS] au cas H = 0, et donc sans aucune hypothése de couplage. Il nous faut
alors rajouter I'hypothése de positivité H] pour utiliser le principe du maximum
raffiné. [BMS]| n’ont pas besoin de cette hypothése : en ajoutant a L, et aux termes
diagonaux h; la méme quantité, ils peuvent s’assurer du principe du maximum
raffiné.

Proposition 5 : Comparaison entre A; et A\ (m;) :
On suppose les hypothéses du théoréme 2 vérifiées. Soit A une valeur propre prin-
cipale associée & un vecteur propre positif & = (¢i)1<z‘<p-

Soit A\1(m;;) les valeurs propres principales des équations & poids :
(vp) Liu = Am; u

avec la condition de Dirichlet raffinée au bord de ). Pour tout indice i tel que
¢; Z0 on a alors deuz cas possibles :

e Premier cas : Ay < inf; {\;(m;;)}

o Second cas : il existe un indice i tel que Ay = Ay(m;;)

Remarque : Dans le second cas, on peut avoir A; > A\;(m,;) pour un certain indice
) ji
7, comme le montre le contre exemple de la remarque qui suit le théoréme 2.

Le résultat suivant permet de préciser une condition suffisante pour avoir unicité
de la valeur principale.

20



Théoréme 3 : Existence et unicité de la valeur principale pour un sys-
téme pleinement couplé.

On suppose les hypothéses du théoreme 2 vérifiées :

(i) les opérateurs L; vérifient Uhypothése (H;) (opérateurs elliptiques).

(1) ils vérifient aussi Uhypothése (H]) (positivité).

(11i) la matrice coopérative M wvérifie les hypothéses (Hyy) (bornée), et (HYs)
(stricte positivité des termes diagonauz).

De plus, on suppose :

(iv) la matrice M vérifie Uhypothése (H),) : elle est pleinement couplée

Alors

(@)1l existe une valeur propre Ay, strictement positive, associée a un vecteur propre
strictement positif.

(b) C’est l'unique valeur propre positive associée & un vecteur propre positif, et sa
multiplicité algébrique est 1.

(¢) Il n’y a pas de valeur propre dans lintervalle [0; Aq[

Enfin nous obtenons un principe du maximum pour un systéme de la forme (SM) :

Théoréme 4 : Principe du maximum pour un systéme pleinement cou-
plé
Les hypothéses du théoréme 8 étant vérifiées, soit le systéme (SM)

(SM)

LU =AMU+F  sur
U@() sur 0f)

avec F € (LN(Q))", F >0 et F #0 alors

(1) si 0 < A < Ay, il existe une solution unique U € (<VV5)CN(Q) N LOO(Q)>>p au
systéme (SM) et U >0

(19) si A = Ay, quelque soit FF > 0, F # 0, il n’y a pas de solution U €
<I/VIQOCN(Q) N LOO(Q)) au systéeme (SM)

(1i1) st A > Ay, quelque soit FF > 0, F # 0, il n’y a pas de solution positive
U e (WQ’N(Q) N LOO(Q)) au systéme (SM)

loc

Il découle de ce théoréme la caractérisation de la valeur principale pour les sys-
témes :

A, = sup {A cR 3¢ (WQ’N(Q>p,¢ >0 et AMo < w}

loc
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2.3.4 Résultats pour une matrice & coefficients diagonaux
qui changent de signes.

On considére maintenant le systéme

(5B)

LU =ABU sur ()
U % 0 sur 0f2

avec les hypothéses suivantes :

(i) les opérateurs L; vérifient ’hypothése (H;) (opérateurs elliptiques).
(i) ils vérifient aussi ’hypothése (H/) (positivité).

(iii) la matrice B, coopérative, vérifie ’hypothése (Hy;) (bornée)

(iv) la matrice B vérifie 'hypothése (Hp) : elle est pleinement couplée

Théoréme 5 Sous les hypothéses précédentes, alors

(a) Il eziste une valeur propre Ay, strictement positive, associée & un vecteur propre
strictement positif.

(b) C’est l'unique valeur propre positive associée & un vecteur propre positif, et sa
multiplicité algébrique est 1.

(¢) Il n’y a pas de valeur propre dans l'intervalle |0; Aq|
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Chapitre 3

Démonstrations

3.1 Démonstrations des propositions 1, 2, 3 et 4

Démonstration de la proposition 1 :

La premiére proposition montre que la valeur principale associée au poids m est
bien valeur propre. Elle provient directement des résultats pour les équations sans
poids de Berestycki, Niremberg, Varadhan [BNV]. On suppose donc (Hy) et (H,,)
réalisées.

On note D* ={A € R/ 3¢ > 0 sur Q, t.q.\p < Lo} et \* = sup D* est la valeur
principale de L sans poids.

On note de méme D,, = {N€R/3Jp >0 sur Q, t.q. \m¢op < Lo} et \y(m) =
sup D,, la valeur principale avec le poids m.

e On montre d’abord que A;(m) et A\* sont de méme signe

On sait que puisque m vérifie 'hypothése (H,,), il existe deux réels a et 3 tels que
O<a<m<p.

Dans le cas ou A\* > 0, soit A > 0 € D*; il existe ¢ > 9 sur €, t.q. ¢ < Lo , et

A A
donc Em¢ < L¢. Donc 3 € D,,; ce qui entraine 0 < 7 < Ai(m)

De plus, pour tout A > 0 € D,,, il existe ¢ > 0 sur €, t.q. \m¢ < L¢. Donc
alp < Lo : al € D*. On obtient alors aA;(m) < A*, qui entraine que \(m) est
fini, et 'encadrement

aXi(m) < X < BAi(m) lorsque A* > 0.

Dans le cas ou A* < 0, supposons qu’il existe A > 0 € D,,.

Alors, il existe ¢ > 0 sur €, t.g. \m¢p < L¢. Donc ar¢ < Lo : al € D*. On
obtient alors 0 < aA < A" : ce qui est contradictoire avec ’hypothése \* < 0.
Finalement, tout réel A € D,, est négatif ou nul, donc A;(m) < 0. En raisonnant
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comme précédemment, on obtient I’encadrement
BA(m) < X < ari(m) lorsque A* < 0.
En particulier, si A\;(m) = 0, on aura A* = 0.

e On montre maintenant que \;(m) est valeur propre.

Puisque ag — A1 (m)m € L>(Q), 'opérateur S = L — X\ (m)m vérifie les hypothéses
(Hp). Il a pour valeur principale, en I'associant au poids m, A\; g(m) = 0; et donc
on a A5 = 0. D’aprés le théoréme 2.1 [BNV]| p 57, qui donne le résultat pour
les équations sans poids : A = 0 est valeur propre; une fonction propre associée
a A\; = 0 est aussi fonction propre associée a A; g(m) = 0. Cette fonction est
fonction propre de L pour le poids m, associé a la valeur principale A\j(m); les
autres propriétés découlent immédiatement du théoréme 2.1 de [BNV]

Nous montrons maintenant les deux propositions, concernant une équation, qui
interviennent dans les démonstrations des résultats obtenus sur les systémes.

Démonstration de la proposition 2

principe du maximum fort raffiné pour le poids m =1

Remarquons d’abord que puisque A* > 0, et que la fonction u est minorée, le
principe du maximum raffiné s’applique et u > 0.

Le principe du maximum fort usuel s’énonce :

Théoréme 6 ([GT] théoréme 9.6 p 225) Le domaine Q2 étant borné, et L unifor-
mément elliptique avec ag > 0, si u € VVZQOCN(Q) vérifie Lu > 0 sur §, alors u ne
peut atteindre son minimum sur §2, sauf si u est constante.

Lorsque ag > 0, nous avons directement le résultat.

Pour ay < 0, on remarque que si Lu > 0, —agu > 0 et donc L'u = Lu — agu > 0.
L’opérateur L' vérifie les hypothéses du théoréme ci-dessus, par conséquent u ne
peut atteindre son minimum sur {2 sauf si u est constante. Puisque ce minimum
est positif ou nul et que u n’est pas identiquement nulle, on a u > 0 sur 2 W

Démonstration de la proposition 3 : Signe de L — A\m

La proposition 3 donne le signe de L — Am; elle découle trés directement des
résultats sur les équations sans poids.

Soit un réel \. La fonction m vérifie (H,,) et I'opérateur L vérifie (Hp). Posons
S = L — Am. La fonction ag — Am est dans L>(£2), et donc S est bien de la forme
des opérateurs étudiés.

L’opérateur S associé au poids m a pour valeur principale, associée au poids m :
A1s(m) = A1(m)—A, qui est du méme signe que la valeur principale de S, considéré
sans poids, A\§
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Si A < Ai(m), on en déduit que g > 0; d’aprés la proposition 2, le principe du
maximum fort raffiné est vérifié par S, et donc si Su > 0, alors u est strictement
positive sur €.

Si A > Ai(m), on utilise le lemme suivant qui est une simple adaptation d’un
corollaire de [BNV](corollaire 2.2 p58)

Lemme 1 Si v, minorée, est telle que Lv > A\i(m)muv et vérifie, pour toute suite
(x;) de points de Q convergeant vers x de OS2 avec ug(x) = 0, liminfu(z;) > 0
alors v est égale a une constante multipliée par ¢,

En appliquant ce lemme a une fonction u positive ou nulle, vérifiant la condition de

Dirichlet raffinée, on ne peut avoir Lu > Amu que si u est une constante multipliée

par ¢p; on a alors Lu = A (m)mu. Il est impossible d’avoir Lu — Amu positif non

identiquement nul. Pour A > A\;(m) il n’y a pas de solution positive au systéme
Lu = dmu +

(S1) : { / . n

uo
u=0

Démonstration de la proposition 4 : Poids indéfini

Notations On note ¢g* = max(g,0) et g~ définie par g = g+ — ¢~. On utilise aussi
O ={ze€Qg9(x)>0}; L ={reQg(x)=0}et Q= {z € Q,g(x) <0}
Le théoréme 3.2 de [FHT| donne l'existence de la valeur principale A\;(L, g, ).

Nous commencons par nous intéresser a des propriétés la valeur principale pour
un poids strictement positif, ce qui généralise les résultats pour les poids bornés
par des constantes strictement positives. D’aprés le théoréme 3.2 de [FHT], si
p € L™ est un poids strictement positif sur €2, alors il existe une valeur principale
M(L,p, Q) > 0, qui est 'unique valeur propre positive associée & une fonction
propre positive.

Lemme 2 Soit p € L™ un poids strictement positif sur € et X un réel. Alors
= Si A< M(L,p, Q) Uopérateur L — Ap améliore la positivité
- Si A > M\(L,p, Q) alors pour u >0, on a Lu—Apu > 0 sur Q si et seulement
st A=A (L,p,Q) et u est un multiple de la fonction propre. En particulier,
il est tmpossible d’avoir Lu — Apu > 0 avec Lu — A\pu # 0

La valeur principale A\; (L, p, 2) est valeur propre, associée a la fonction strictement
positive ¢;, normalisée par ¢;(z9) = 1 en un certain zo de Q. Soit A un réel. On
pose comme précédemment Sy = L — Ap. On a Syo1 = (M (L, p, Q) — A) é1.
— Si A< A\(L,p, ), on a Sy¢; > 0. D’apreés le corollaire 2, donné en annexe,
ce n’est possible que si la valeur propre A\*(S)) est strictement positive. Alors
le principe du maximum fort s’applique & S).
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- Si A > AN (L,p,Q), on montre par 'absurde le résultat : on suppose qu’il

existe une fonction u > 0 telle que Syu > 0. Alors Sy, (L p.0)(u) = Shu+ (A —

A1 (L, p, Q2))pu. Puisque Syu > 0 et A=A (L, p,§2) > 0, on a Sy, (1 p.0)(u) > 0.

Or Sy, (Lp,0) (¢1) = 0. Donc 0 est valeur propre de 'opérateur Sy, (.0 associé

a une fonction propre strictement positive. La valeur principale de Sy, (r.0)

est 0. D’aprés le corollaire 2, donné en annexe, on ne peut avoir Sy, (z p.0)(u) >

0 que si la valeur principale de Sy, (1) est strictement positive, -ce qui est

impossible- ou si Sy, (. p,0)u = 0 -ce qui est impossible aussi, sauf si u est un
multiple de ¢,

En conséquence du lemme, on peut écrire pour un poids strictement positif la valeur

principale sous la forme A, (L, p, 2) = sup {/\ €R, 3¢ > 0,6 € W2N(Q), \pd < qu}

Nous allons nous intéresser aux propriétés de la valeur principale considérée comme
une fonction de aqg.

Lemme 3 Soit p € L™ un poids strictement positif. Notons \i(ag) la valeur prin-
cipale M\ (L, p, Q) considérée dans sa dépendance & ag. Alors la fonction qui 6 ag

associe A\ (ag) est une fonction concave, strictement croissante (si ag > ag, Gy Z ao
alors A1 (do) > Ai(ap)).

Remarque : Pour un poids borné par des constantes strictement positives, ce ré-
sultat découle immédiatement de la proposition 2.1 p 59 dans [BNV].

On a A(ag) = sup {/\ eR, 30> 0,0 € VViCN(Q), Apo < (L' + ag)¢}, ce qui en-
traine immédiatement la croissance en ag, au sens large.

Soit ag > ag, ag Z ag. Posons v la fonction propre strictement positive associée a
)\1(&0).

Ona (LT + ag — Ai(ap)) pv = (ap—ao)pyp > 0, avec (ag—ao)py # 0 puisque ¢ > 0,

p>0etayg—ap # 0. D’aprés le lemme 2, cela n’est possible que si Ay (ag) > A1 (ag)

Pour montrer la concavité, nous utilisons la méme technique que [BNV]| page 68.

Soit ¢ > 0; soit z telle que e* = ¢; lorsque ¢ € W'ZQO’CN(Q), onazée VVliCN(Q) On
0z 0z

+4h— T+ N T T

a LTO= L1204 2 5m 0 Ox;0x; "

0z 0z

Posons F(z) = =Lz — ZZNFI Gy o F est une fonction convexe de z (|[BNV]
’ T;0Z;
p 50)

Soit A ensemble des éléments z de W2N () tels que F(z) est majorée. La valeur

—F(z)+a
principale est : A\j(ag) = sup inf # .
z€A TEQ p
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Pour tout ag et ay dans L™, pour tout z et tout z de A, pour tout réel t € [0; 1],
on a, par convexité de F :

Ftz + (1= 1)3) —tag — (1 — )@ < tF(2) + (1 — ) F(2) — tap — (1 — t)@

Le poids p étant strictement positif, on peut écrire

—F(tz+(1—t)3)+tao+(1—t)c?()zt—F(z)+a0+<1_t)—F(/Z\)—i—db’
p p p
donc
—F(tz+ (1 —t)2) +tag + (1 — t)ag — F(z)+ Z) + ag
(00008 g (RO ) {08
p TEQ p zEQ p
d’ou
o) —F(E) Fa ) F(E) +
_ > - 7 - _ - 7 -
A1 (tag + (1 t)ao)_t;relg{ P }+(1 t);gg{ P ,

ce qui permet de conclure : A\ (tag + (1 —t)ag) > tAi(ag) + (1 — ) A1 (ao).

Maintenant, on considére Lu + tqu = Apu, ou ¢ appartient a L>°(€2). Le poids p
est strictement positif sur €2, et ¢ représente un paramétre réel.

Ce probléme posséde une valeur propre principale positive que 'on note 7(tq, p, 2).
La fonction qui, au réel ¢, associe r(tq, p,€)) est continue, strictement croissante et

L
concave. De plus, on a r(tq,p, ) = supinf —¢ , 0l ¢ € VV;OCN(Q) Il en résulte
6>0 @ \ po

que r(tq, p, Q) < r(tag, p, ) pour ' C Q.

On transforme 'équation Lu = Agu + f comme dans [FHT| : on a (L + Aq)u =
Apu+ f avec ¢ = g~ + Xaoua- et p = g7 + xaoua-. Ainsi p est positif et bornée, ¢
est positive et bornée.

Soit 7(Ag, p, ) la valeur principale de L + Ag associé au poids p. Il résulte de ce
qui précéde que r(Aq, p, 2) est concave, stictement croissante en A et majorée par
r(Ag,p, QT) = A1 (L,gT, Q). De plus r(0,p, Q2 = A\ (L, p, Q) > 0. Donc r(Ag, p, Q)
admet un unique point fixe. Cette valeur est en fait la valeur principale A\;(L, g, 2)
([FHT)

Puisque A(L,g,) est 'unique point fixe de r(Ag,p, ), les propriétés de la
fonction r(Ag,p, Q) permettent d’affirmer que A < A\ (L, g,Q) si et seulement si
A < r(Ag,p,2). On est en mesure d’en déduire le principe du maximum raffiné
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fort.

Donc, dans le cas A < A\i(L, g,€2),0on sait que A est inférieur & la valeur principale
r(Ag, p, ). D’apreés la proposition 3, si u est solution de (L+ Aq)u = Apu+ f, c’est
a dire de Lu = Agu + f, alors u > 0.

Lorsque A > A1(L, g,9), A est supérieur a la valeur principale r(\g, p, Q2) et, d’aprés
la proposition 3, si u est solution de (L + Aq)u = Apu + f, alors u > 0 si et seule-
ment si A = 7(Ag, p, ) et w est un multiple de la fonction propre. Il n’existe donc
de solution positive que pour le point fixe de r, c’est a dire A\1(L, g,€2), et ce sont
alors les multiples de la fonction propre.

3.2 Résultats sur les systémes

Le théoreme 2 concerne I'existence d’une valeur propre associée a un vecteur propre
positif. Cette démonstration utilise le théoréme de Krein-Rutman, en suivant une
technique de Birindelli, [Bi], qui permet d’obtenir le résultat méme lorsque le cone
positif est d’intérieur vide.

Démonstration du théoréme 2 :
e Remarquons d’abord que la matrice M vérifiant hypothése (Hj), il existe un
réel a, tel que m;;(x) > o pour tout = de € et tout indice i.

e Propriétés de L' M

Soit les opérateurs T;, définis de L™ (Q) dans LY () qui a tout f € LY () associent
u tel que Lyu = fet u =2 0 sur Q. (Rappelons qu’en fait v € W2 (Q) N L>(Q)).
D’aprés Birindelli [Bi|, on sait que ces opérateurs sont bien définis, et qu’ils sont
linéaires, compacts et positifs.

L'opérateur 7 = diag(T;) est donc compact et positif dans (LY (Q))?

Les coefficients m; ; étant positifs et étant dans L°°, 'opérateur qui a U de (LN(Q))p
associe MU de (LY (Q))" est borné et positif.

Posons A=TM = LM

Cet opérateur est le produit de deux opérateurs positifs, donc il est positif. Il est
le produit d’un opérateur compact avec un opérateur borné, donc il est compact.

e Utilisation du théoréme de Krein-Rutman
L’énoncé du théoréme de Krein-Rutman est le suivant :

Théoréme 7 Théoréme de Krein-Rutman (Birindelli [Bi] théoréme 2.6 p
456)) Soit (X, P) un espace de Banach ordonné, de cone positif P, fermé, conveze,
total (cad X = P — P). On suppose T € L(X) compact tel que T(P) C P

Si il existe e # 0 € P et une constante strictement positive p telle que Te — pe € P
Alors le rayon spectral : v(T) est strictement positif. Le rayon spectral est valeur
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propre de T et de son dual T de vecteurs propres associés respectivement ¢ dans
P et ¢ dans P*.

Dans cet énoncé du théoréme de Krein-Rutman, nous n’avons pas besoin d’un céne
d’intérieur non vide ; la simple hypothése de cone total, qui est vérifée pour le cone
positif dans (L™ (€2))”, et I'existence de E > 0 convient.

On cherche donc lexistence de E # 0, E € (LY(2))" N P, tel qu’il existe une
constante p > 0 telle que AE — pE appartienne au cone positif.

Or on sait (Birindelli [Bi] p 459) qu'il existe e; > 0, ¢; € LY(Q2) N L*>(Q), et
une constante p; > 0 telle que T;e; > p;e;. Alors, puisque les T; sont linéaires et
positifs, on a T; (i mikek) > T'(mye;) > aT(e;) > ap;e;, pour chaque indice ¢
entre 0 et p. =

€1
Si on choisit £ = | on obtient bien AE > miin(ocpi)E
€p

On peut donc appliquer le théoréme de Krein-Rutman : il existe » > 0 et ®,vecteur
du cone positif tels que A® = r®, ce qui équivaut, en posant A; = % ALD =AM
|

Démonstration de la proposition 5 :

La proposition suivante (proposition 5) permet de comparer une valeur propre A;
issue du systéme précédent a la valeur principale A;(m;;) de chaque ligne
Soit ¢; les composantes du vecteur ®, vecteur propre positif associé 4 A;. On a :

P
Ligi = Aimy i + Z Aimy o,

=1,

p
On a toujours Y Aym,;j¢; > 0 d’aprés I'’hypothése de positivité (H),).
i=Lj#i
D’apreés la proposition 3, I'équation L;u = Aym,;u + f avec f > 0 ne peut avoir
une solution positive, que
p
— si A1 < Al(mm), alors Z Almi7j¢j 7é 0
=L,
—si Ay = A\i(my;), ¢; étant alors, & un facteur multiplicatif prés la fonction
p
propre associée, et > Aym;,;0; =0 M
J=1j#1
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Démonstration du théoréme 3 :

Le théoréme suivant, le théoréme 3 est le théoréme qui précise des hypothéses
suffisantes pour avoir unicité de la valeur propre principale.

Soit les opérateur T;, défini de L™ (Q) dans LY (Q) qui a tout f € LY (Q) associent
u tel que Lyu = fet u 2 0 sur 9. (Rappelons qu'en fait u € W2 (Q) N L®(Q)).
D’aprés Birindelli [Bi|, on sait que ces opérateurs sont bien définis, et qu’ils sont
linéaires, compacts et positifs.
L’opérateur 7 = diag(T;) est donc compact et positif dans (LY (2))?
La matrice M étant coopérative, vérifiant 'hypothése (HJ,,), les composantes m;;
étant dans L*°, Popérateur qui & U de (LV(2))” associe MU de (LN(2))" est
borné et positif.
Posons A = TM = L 'M comme précédemment

e PREMIERE PARTIE : Positivité de A
On a vu que cet opérateur est compact. Nous allons montrer le lemme suivant :

Lemme 4 On suppose les hypothéses du théoréeme 3 vérifiées. Soit ' € (LN(Q))p,
on suppose ' > 0, F # 0. Alors AF est un point quasi-intérieur du cone positif

de (LN ().
On note F' = (f;), et U = (u;) 'image de F' par A. On a donc U = AF

Le vecteur I’ a au moins une composante non identiquement nulle. Nous pouvons
admettre, sans nuire a la généralité du probléme, qu’il s’agit de la premiére, f;
Premiére étape : on montre que u; est strictement positive

La premiére ligne dans I'égalité U = AF s'écrit T1(D> 0_, my jf;j) = uy, c’est & dire
Liuy =myqfi+ Z?ZQ m1; f;. Le membre de droite est positif, non identiquement
nul, puisque f; Z0et my; >0

On obtient donc, d’aprés la proposition 2, que u; est une fonction strictement
positive.

Seconde étape : les autres composantes u; du vecteur U sont strictement positives

Sur la premiére colonne, M étant pleinement couplée, il existe un indice 7 tel que :
m;1 #Z 0. Nous pouvons supposer que cet indice soit i = 2.
La ligne 2 de légalité U = AF permet d’écrire Lous = mag;fi + Z?:Q ma ;i f-

p
Puisque f; > 0 sur €, que mq; positif , moy # 0 et que Y mo f; > 0, le
=2

membre de droite est positif, non identiquement nul. D’aprés la proposition 2, us
est strictement positive sur 2. Si p = 2, le résultat est démontré. Sinon, on poursuit
le raisonnement :

Si pour un entier 1 < n < p, on a f; strictement positive sur €2 pour tout indice
1 <5 < n, la matrice M étant pleinement couplée, elle ne peut contenir un bloc
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triangulaire inférieur de 0 de la forme 0,_,,.,,. Autrement dit, parmi les composantes
m;jde M, avecn+1<7<petl<j<n,ilen existe au moins une qui est non
identiquement nulle. Supposons que ce soit pour ¢ =n + 1.

Alors pour la ligne n 4 1, on obtient :

n p
Lyiitni1 = E Mpt1;f; + E Mit1,5 15
=1

j=n+1

Nous savons qu’il existe un indice j inférieur a n tel que m,,1; ; est non identique-
ment nul, et que toutes les fonctions f; sont strictement positives pour 1 < j < n.
Donc le terme Z?Zl My41,;f; est strictement positif.

Le membre de droite étant positif, non identiquement nul, d’aprés la proposition
2, u,y1 est strictement positive sur ().

En procédant ainsi jusqu’a p, on a toutes les composantes u; du vecteur U qui sont
strictement positives sur ().

¢ SECONDE PARTIE : Unicité, simplicité de la valeur principale
On utilise ici un théoréme de Daners - Koch -Medina ([DKM]), appliqué a I'opé-
rateur A = L71M.

Théoréme 8 Soit E un espace de Banach ordonné et T € L(E) un opérateur
positif irréductible. On suppose de plus que T est compact et E est un treillis de
Banach. Alors les propositions suivantes sont vérifiées :

1. le rayon spectral r(T) > 0 est un pole de la résolvante de T' d’ordre 1

2. v(T) est une valeur propre algébriqguement simple de T, le vecteur propre
associé étant un point quasi intérieur de E

3. r(T) est une valeur propre algébriquement simple de ladjoint T, la fonction
propre associée étant strictement positive

4. r(T) est Vunique valeur propre associé & une fonction propre positive.

Le lemme a permis de montrer que A est un opérateur irréductible ; il est positif,
compact. Nous pouvons appliquer le théoréme de [DKM] : le rayon spectral r(A) est
une valeur propre simple strictement positive, qui est la seule valeur propre positive
associée & une fonction propre positive. Soit ® cette fonction propre. I’égalité
1
AP = r(A)P équivaut & L = mM@. On arrive bien & l'unicité et la simplicité
T

1

de la valeur propre positive Ay = E associée a une fonction propre positive.
r

Autres valeurs propres On démontre maintenant le point (¢) du théoréme 3

1
Soit. A > 0 une valeur propre de £ associé a la matrice M. Alors A > 0 est valeur
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1

propre de A, et donc est inférieur au rayon spectral de A. On a donc n < i il
1

n’y a pas de valeur propre dans Uintervalle |0; A4[.

Le réel 0 est valeur propre de £ associé a la matrice M si et seulement si 0 est
valeur propre de chaque ligne, ce qui n’est pas possible d’aprés 'hypothése (H)
de positivité. Donc il n’y pas de valeur propre pour £ associé a la matrice M dans
I'intervalle [0; A;]. A

Démonstration du théoréme 4 :

Nous montrons maintenant le théoréme 4; c’est un principe du maximum pour
les systémes :

SM
( ) U % 0 sur 0f2

{LU:AMU+F sur €

Pour 0 < A < Ay, on pose a nouveau A = T M. L’égalité LU = AMU + F est

équivalente a U = AAU + TF, c’est a dire (I — AA)U = TF. Le rayon spectral
A

de AA est o en utilisant les séries de Neumann, on obtient que I — AA est un
1

opérateur inversible, d’inverse strictement positif. D’ou U = (I — AA)"'TF.

L’opérateur 7 est fortement positif, (I — AA)~! strictement positif, donc U > 0.

Pour la suite de cette démonstration, nous utilisons le théoréme 9 de [BMS], (p 8

théoréme 6) que nous rappelons maintenant

Théoréme 9 [BMS, p 8] soit F € (LY(2))”, F > 0. On considére le probleme
P

U@() sur OS2

On suppose vérifiées les hypothéses suivantes :

— 4l existe une supersolution forte de L — H

— H est coopérative

— H est pleinement couplée

— M est coopérative

— myi(x) >0 pour un indice i € 1,...,p et un élément x € <)
alors
(1) si 0 < A < Ay, il existe une solution unique U € <VV120CN(Q) ﬂLOO(Q)> au
probléeme P et U > 0
St de plus M est a coefficients positifs, on a
(13) si A = Ay, quelque soit F' >0, F #0, il n’y a pas de solution au probléme P
(1ii) st A > Ay, quelque soit F > 0, F' # 0, il n’y a pas de solution positive au
probleme P

{(L—HW:AMU+F sur Q
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Soit A > 0 un réel; nous allons nous interesser au systéme

A
EU—EMU:;LMU+F sur )
U2 sur OS2

A A
Le vecteur principal ® vérifie L — §M® = <A1 — 5) d

Sion a A1—§ strictement positif, autrement dit A < 2A; alors ® est une sursolution
forte et Ay — 3 est la valeur principale de ce systéme.
La matrice EM est coopérative et pleinement couplée.
D’aprés le théoréme 9, puisque M a ses coefficients positifs,
A
—pour 0 < pup < Ay — 3 il existe une unique solution U et U >> 0 sur 2. En

particulier, si 0 < A < Ay, en prenant y = — < A; — —, on a bien existence

d’une unique solution positive. Il est équivalent pour U d’étre solution du
systéme ci-dessus ou d’étre solution de

LU =AMU+F  sur
U@O sur 02

Nous avons une solution unique, positive si F' > 0 : la proposition (i) du
théoréme 4 est démontrée.

— pour u = Ay — £x le théoréme 9 affirme qu’il n’y a pas de solution lorsque

F > 0. Cela est vrai en particulier si nous prenons A = A et p = 71 Or,

dans ce cas, 1’égalité
A
EU—§MU:uMU+F

est équivalente a
LU = A{MU + F.

La proposition (i) du théoréme est donc prouvée.

A
— Dans le cas u > Ay — 2 quelquesoit F' > 0, d’apres le théoréme 9, il n’y

a pas de solution positive. En particulier, si A; < A < 2A;, en prenant
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A
p=5 > A — 2 il n’y a pas de solution positive a

A A
EU—EMUZEMU—l—F sur €2

U2 sur 0f2
c’est a dire pas de solution positive a :

LU =AMU+F sur
U%)O sur 0f2

Nous avons démontré la proposition (ii7) uniquement pour A; < A < 2A; Pour
terminer cette démonstration il faut s’'interesser a A > 2A;.

Dans ce cas, on peut toujours trouver un entier n tel que nA; > A. On considére
alors le systéme :

A
EU—EMU:/AMU+F sur €
U2 sur 02

A A
Le vecteur principal ® vérifie L& — —M O = <A1 — —) ® > 0; c’est donc une
n n

sursolution forte de £ — —M. La valeur principale est A — —
n n

Dans le cas u > Ay — —, nous savons d’apreés le théoréme 9 que si F' > 0, il n’y a
n

A

pas de solution positive. Cela est vrai en particulier si nous prenons y = A — —.

n
Or dans ce cas, le systéme ci-dessus est équivalent a

LU =AMU+F sur
U2 sur 0f)

Nous avons entiérement montré la proposition (7i7) du théoréme 4. Bl

Démonstration du théoréme 5 :

Lorsque les coefficients diagonaux changent de signe, on utilise la méme technique
que pour une équation a poids indéfini. Le systéme

LU =ABU sur ()
(SB)

U2 sur 9N
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s’écrit alors

SB
(SB) U2y sur Of?

{ LU + AQU = APU  sur Q

ol () est la matrice diagonale : () = diag(qx) avec gy = by, + Xk, OU Xj est la
fonction caractéristique de I'ensemble {x € Q, by, <0}, et P = (pjx) avec pour
J #k, pjk = bjk et pax = bl + X

Soit t un paramétre réel. On considére le systéme & matrice positive

SB
(SB) U[éJO sur 0f2

{ LU +tQU = A(t)PU  sur

Un réel A est solution de (SB) si et seulement si il est point fixe de t — A(?).

On remarque que si B est pleinement couplée, il en est de méme pour P.

Comme @ est a coefficients positifs ou nuls, la fonction ¢ — A(t) est croissante.
Or A(t) < A*(Lk + tqg, per, ) pour tout k € {1,2,...,p}. La premiére remarque
permet d’affirmer que 'on peut appliquer les résultats du paragraphe précédent.
Les deux suivantes montrent que 'on coupe la bissectice, et que 'on a donc un
point fixe.
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Chapitre 4

Annexe

4.1 La fonction ug

n n
4 = — . _0%u  Ou
On note Ltu=— ) Uk, 5er T Z 5
7,k=1 j=1
Les hypothéses sur les coefficients sont celles des chapitres précédent.
Pour vérifier la condition de Dirichlet «raffinée», une foncion u ne devra s’annuler

qu’en certains points de la frontiére. Ce sont les points définis ci-dessous :

Définition 10 Le point y de X2 admet wune barriére forte si pour une certaine
boule B, (y) = {|z — y| < r} il existe dans B,.(y) NQ = U une fonction strictement
positive h € VVEDC”(U) satisfaisant L™h > 1 et pouvant étre prolongée par continuité
au point y par h(y) =0.

K. Miller [M] a montré que la condition de cone extérieure en y est suffisante
pour que ce point y admette une barriére forte. ([BNV|p 63)

Théoréme 10 (Construction de ug) : il existe uy satisfaisant LT ug = 1 sur Q et
pouvant étre prolongée par 0 en tout point de OS2 admettant une barriére forte. La
fonction ug est strictement positive.

H. Berestycki, L.Niremberg et S.R.S. Varadhan, dans [BNV|(p. 61 a 64), dé-
montrent ce théoréme de la facon suivante : ug est construite a partir d’une suite
de solutions du probléme de Dirichlet défini sur des ouverts réguliers formant une
suite €); croissante vers €1 ; si J est un compact de €2, la suite converge faible-
ment dans W?2? (J), et fortement dans C' (J). La fonction ug ainsi obtenue est
indépendante du choix de la suite d’ouverts.

Exemple : Soit Q la boule unité dans R? privée de 1'origine. Prenons 1'opérateur
L =Lt = —A. Tl est clair que 'origine n’admet pas de condition de cone extérieur.
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La fonction ug est la fonction qui a x de Q associe ug () = ¢ (1 — |x|2) . Cette
fonction s’annulle sur la sphére unité, mais pas a 'origine. La propriété u = 0 sur
0 signifie que u s’annulle sur la sphére unité ; on ne se préoccupe pas de la valeur
de u & lorigine.(d’aprés I'exemple de la page 54|BNV])

Par contre si on prend comme domaine la boule unité dans son entier, on retrouve
la condition de Dirichlet classique.

4.2 Théorémes concernant la fonction principale

Pour le probléme de Dirichlet classique, les coefficients de L étant continus et le
domaine régulier, on connait la propriété :

Lo
A= sup  inf (—) :
@ © )

o<dew N

C’est cette propriété qu’ont utilisé [BNV] pour définir la valeur principale de notre
opérateur avec condition de Dirichlet raffinée.

La valeur principale est bien valeur propre. Nous disposons pour ce résultat de
deux démonstrations, 'une de Berestycki, Niremberg, Varadhan [BNV], théoréme
2.1 p 57 et lautre de Birindelli |Bi] p 459

Théoréme 11 Existence de la fonction propre principale

(1) Il existe une fonction strictement positive ¢y dans I/Vlzof (Q), Vp < coappellée
fonction propre principale, vérifiant : Loy = Mo

(17) Si on normalise ¢1 par ¢1 (o) = 1 pour un xo fixé dans Q, alors p1 < k ou k
est une constante dépendant seulement de xg, €,cq, Co et b

(131) @1 est majorée par une constante multipliée par la fonction ug : ¢1 < Buy,

([BNV] p 57, théoréme 2.1).

e . . U
Remarque : Le (4i7) implique que ¢; = 0 sur 95
La démonstration de ce théoréme s’applique aussi aux opérateurs associés a un

poids continu positif. Ce résultat existe aussi pour les poids qui changent de signe
[FHT]

4.3 Théorémes liés au signe de \;

Il est habituel de lier le principe du maximum au signe de la valeur principale.
Nous retrouvons cette situation avec la condition de Dirichlet «raffinée».
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Corollaire 2 Supposons qu’il existe u > 0 avec Lu > 0 sur 2. Alors :
soit Ay >0
soit Ay =0 et u = k¢ ot k est une constante. ([BNV] p 58 corollaire 2.1)

Théoréme 12 Le principe du mazimum raffiné€ est vérifié si et seulement si Ay >
0(/BNV] théoréme 1.1 p 55)

Lemme 5 Siag > 0 alors le principe du mazimum raffiné est vérifié.

Pour ag > 0,a9 # 0, ce lemme provient du corollaire 2 et du théoréme 12 en les
appliquant & la fonction u = 1; pour a9 = 0 le résultat est démontré par [BNV]|
(Lemme 3.2 p 64)

Théoréme 13 Supposons \; > 0. Pour tout f € LN(Q), il existe une et une seule
Lu=f sur{

w20 surof

De plus, il eriste une constante A dépendant uniquement de co, Co,, b, €1, et A\
telle que :

solution u, avec |u| bornée de {

[ull o) < Allfll v (q)
(/[BNV] théoréme 1.2 p 55)

4.4 L’équation Lu = Au+ f

4.4.1 L’opérateur solution

L’opérateur L est de la méme forme que précédemment. Nous supposons ici, de
plus, que ag > 0. D’aprés le lemme 5 le principe du maximum est vérifié et A\; > 0.
Considérons I’équation Lu = f.
D’aprés le théoréme 13, nous pouvons définir Uopérateur solution, 7', de LY (Q)
dans LY(Q), qui associe & tout élément f de LY (Q) l'unique v € LY (), bornée,
telle que
Lu=f sur {2

{ w20 sur Of
(IBi] p 451) En fait u € W2 (Q) N L=(Q)
Le principe du maximum raffiné étant vérifié, T" est un opérateur positif. Notons
T l'opérateur conjugué de 7.
Birindelli, [Bi], démontre la proposition suivante

Proposition 6 [‘opérateur T' est compact. Il existe une valeur propre positive p,
N
de T et T* associée a des fonctions propres positives, ¢, € L™ (Q) et 1, € L¥=1(Q)
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Remarque : cette proposition est une preuve différente de 'existence de \; comme
valeur propre.

La compacité de T" permet d’aboutir au résultat suivant sur le spectre de L :

Proposition 7 Le spectre de L ne contient que des valeurs propres isolées, sans
point d’accumulation. (Birindelli [Bi] théoréme 1.2)

4.4.2 Principe d’Anti-Maximum

On note T le sous-ensemble de 92 ou la frontiére est C2.
Birindelli [Bi] (th 1.3 p 452) nous propose un principe d’antimaximum

Théoréme 14 Principe d’Anti-Mazimum Soit f € LY (Q) vérifiant

Q

ot Wy est la fonction propre positive de T ; st de plus on a ['une des hypothéses
sutvantes :

— f a son support compact dans €2

— [ a son support compact dans QUT ; f € LP(Q) pour un p > N ; on suppose

de plus que a;; € C(QU 0Q)

alors il existe un réel § > 0 tel que pour tout X de Uintervalle |\, \; + 0],
il existe une solution unique, bornée u € LY () au probléme Lu = \u+ f, vérifiant
la condition de Dirichlet raffinée. Cette solution est négative sur ()

L’hypothése de support compact pour f lorsque la frontiére n’est pas réguliére
ne peut étre omise, ainsi que le montre le contre-exemple suivant (Birindelli |Bi]
proposition 3.2)

Exemple : Soit @ le carré (0,7) x (0,7),et L = —A. La valeur propre de L est
A1 = 2, associé a la fonction propre : ¢1(x;y) = sinzsiny. Il existe § > 0 tel que
pour tout A de 'intervalle |2; 2+ 4], la solution v de —Au = Au+ 1 change de signe
sur Q).

On considére, pour f € LY () donnée, I'équation Lu = \u+ f (F), ou I'inconnue
u doit vérifier la condition de Dirichlet raffinée, et est bornée.

4.4.3 Equation (E) : Lu = u+ f

En appliquant ce qui précéde a 'opérateur L — A, dont la valeur principale est
A1 — A, on arrive a :
e Si A\ < )y, d’aprés le théoréeme 13 appliqué & L — ), il existe une solution unique

39



a équation (E). De plus, si f > 0, alors u est positive.

e Si A = )\, et si f n’est pas identiquement nulle, il n’y a pas de solution, d’apreés
le corollaire 2

e Si A\ > A\, pour un A assez proche de A\ on dispose du Principe d’Anti-Maximum.
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Deuxiéme partie

Systémes de Schrodinger sur RY
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Chapitre 5

Résultats sur les systémes de
Schrodinger RN

5.1 Introduction
Dans cette partie, le domaine est RY. On considére des opérateurs de la forme
Lq =-A + q,

définis sur L2(RY), ol ¢ est un potentiel défini de RY dans R, continu et positif.

On cherche ici & étudier des systémes de deux équations de Schrodinger de la
forme suivante :

—Auy +q(2)uy = Mg +a(@)ug +b(x)up + f(x) in L2(RY)
(55ch) { —Aug + @(2)uy = Mg+ c(x)up +d(x)us + g(x) in L*(RY)

a

On note £ = diag(L,) et M la matrice M = ol a, b ¢ et d sont des

b
d
fonctions. Aucune hypothése n’est faite pour le moment sur le signe de b et ¢ car
on étudie ici aussi bien des systémes coopératifs que des systémes non coopératifs.
Nous étudierons de facon compléte le cas ¢ = ¢2 et a, b, ¢ et d constantes;
puis nous regarderons aussi quelques cas avec des coefficients variables, ainsi que

g2 # q1, mais suffisamment proche de ¢;.

SoitU:(u1>etF:<f)
U2 g

Le systéme considéré s’écrit

(SSch) LU =AU+ MU+ F
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Le but est de donner des résultats de positivité fondamentale des solutions wu,
et—ou ug, des résultats de négativité fondamentale de u; et—ou usy suivant la
valeur du paramétre réel .

Dans la section 2, aprés avoir donné les définitions utiles au probléme, on rappelle
sous quelles hypothéses il est possible d’obtenir des résultats de positivité et de
négativité fondamentale pour une équation. Enfin, dans la section 3, on présente
les résultats obtenus pour les systémes, et plus particuliérement a la comparaison
des solutions a I’état fondamental.

5.2 Définitions et rappels pour une équation

5.2.1 L’opérateur étudié

On considére sur L2(RY) I'opérateur de Schrodinger :
L, :=—-A+q(x).

ot le potentiel ¢ € L2 (RY) est continu, satisfait 0 < const < g(z), et tend vers

l'infini quand |z| — oo.
Les notations et rappels de ce paragraphe sont ceux de Fleckinger (|F2]).

On note

e = {ue @Y [

RN

|Vul?dz +/ q(z)|ufdr < oo} :
RN

Cet ensemble est muni de la norme définie par : Hu||§ = Jan |VulPda+ [on q(2)|ul?dz.
Il s’injecte dans L?(RY), de fagon compacte.

On note D(L,) le domaine de L, considéré au sens fort :

D(L,) = {u€ V,(RY), Lyu € L*(R")}. L’injection de D(L,) dans V,(RY) est
continue d’image dense.

Le résultat suivant est classique (voir en particulier [EE| , [F1] et [F2])

Proposition 8 L’opérateur L, admet une unique réalisation positive autoadjointe
sur L?(RY).

1l est inversible, et son inverse noté Lq’1 est autoadjoint, compact dans L?(RY),
d’image D(L,).

L’opérateur L, admet donc un spectre discret constitué d’une suite croissante de
valeurs propres strictement positives \i(q) > 0, chacune de multiplicité finie.
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La plus petite valeur propre A;(q) est simple, et est caractérisée par

Mlg) = inf {fRN |W|2dﬁ’f+fRNq(x)IU|2dx}

uEV, (RN) Jen |ul?dz

On associe & cette valeur propre principale une fonction propre ¢; > 0 sur RV, nor-
malisée par ‘|S01||i2(RN) = 1. Cette fonction décroit exponentiellement au voisinage
de l'infini. Cette fonction est appelée «état fondamental» en physique.

On définit a partir de la fonction principale I’ensemble :

X = {u e L2(RY): % € L“(RN)}

Cet ensemble muni de la norme
ull x =inf {C € R: |u| < Cy presque partout dans R™ }

est un espace de Banach.

Le principe du maximum pour cet opérateur est un résultat classique, qui peut
s’obtenir par la théorie des semi-groupes (voir par exemple : Reed et Simon [RS]).
Plus précisément, on a ’amélioration de la positivité :

Théoréme 15 Amélioration de la positivité
On suppose que le potentiel q est une fonction localement essentiellement bornée,
qui vérifie :

0 < const < q(x), avec lim q(z) = +oo.

|| —+o0

La fonction f appartient a L*(RY). Soit X\ un paramétre réel, et u une fonction du
domaine de L, telle que

Lou(z) = —Au(z) + q(z)u(z) = Mu(x) + f(r), Yo € RY.

Alors, si A < A\, on a
f>0,f#0 = u>0 dans RY
5.2.2 Positivité et négativité fondamentale

Pour ce type d’opérateur, les principes de maximum et d’anti-maximum généralisés
ont été établis par Alziary, Takac¢ [AT1]|, Alziary, Fleckinger et Takac¢ [AFT1],
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Alziary et Takac [AT2].

Les hypothéses sur le potentiel -qui sont indiquées un peu plus loin-, utilisées pour
obtenir des principes de maximum et d’anti-maximum, proviennent de ces articles.
Il s’agit de potentiel radial, ou représentant une petite pertubation d’un potentiel
radial.

On utilise ici des définitions et des résultats de Alziary et Takac¢ [AT1] et [AT2].
Les notions de fonction «fondamentalement positivey et «fondamentalement néga-
tivey qui font référence a ’état fondamental :

Définition 11 Une fonction u € L*(RY) est dite fondamentalement positive ou
p1—positive sil existe une constante ¢ > 0 telle que

u > cpy presque partout dans RY

De méme, une fonctionu € L*(RY) est dite fondamentalement négative ou o1 —négative
sl existe une constante ¢ > 0 telle que

u < —cypy presque partout dans RY

5.2.3 Les hypothéses sur le potentiel

L’hypothése : «le potentiel ¢ tend vers I'infini quand |z| — oco» ne permet pas
d’obtenir des comparaisons a I’état fondamental. Le potentiel doit avoir une vitesse
de croissance suffisante ; en particulier, il n’y a pas de positivité fondamentale pour
q(x) = k?|x|* ou k est une consante réelle. (|[AT1] p 281 [AT2| p 36).

On précise ici les hypothéses utilisées, qui sont celles de Alziary et Takac [AT2].
Le potentiel représente une petite perturbation d’un potentiel a symétrie radiale.
Pour définir les hypothéses sur le potentiel, on définit une classe C¢y de fonctions :

Classe Cq : ensemble des fonctions @ telles que @ : Ry — (0, 00) est continue
croissante sur un intervalle [rg, 00), 0 < ry < 0o, et vérifie

/ Q(r)™1?dr < 0.

En conséquence, lim Q(r) = oo et Q'(r) > 0 presque partout pour r > ry.
T—00

Remarque : C’est la condition sur I'intégrale qui permet de garantir une croissance
supérieure a z2 pour le potentiel ¢. L’hypothése de monotonie est une hypothése
technique, qui peut étre remplacée par d’autres conditions. [AFT1] [AFT?2|
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Le potentiel ¢ sera supposé vérifier I'hypothése :
Hypothése (H,) : o Il existe deux fonctions @1 et @2 de classe Cg et deux
constantes strictement positives Cia, 79 € (0, 00), telles que

Qi(|z]) < q(z) < Qa(|z]) < C12Q1(|z]) pour tout z € RV,

et telles que :

[ @) - [(on (- [[1000 + Qutlar) ards < oo,

0 0 r

Remarque : Cette derniére condition signifie que ¢ est proche d’une fonction radiale
()1, et garantie que I'espace X associé & ()1 et a (5 est le méme que I'espace X
associé a ¢. En conséquence, ’ensemble X est le méme lorsque le potentiel ¢ est
remplacé par un potentiel ¢ — ¢, avec ¢ constante réelle. De méme, X ne change
pas si g est remplacé par ¢ — f ot f est une fonction bornée.

5.2.4 Résultats sur la positivité fondamentale

Les résultats qui suivent donnent une comparaison entre u solution de I’équation
Lyu = Au+ f, et I'état fondamental ¢;.

Pour un potentiel vérifiant les hypothéses (H,), on dispose du résultat de Alziary
et Takac :

Théoréme 16 ([AT2] théoréeme 3.1 p 41) On suppose Uhypothese (H,) vérifiée.
Soit f € L*(RY), telle que f > 0 presque partout sur RN, et f # 0.

Soit X un réel. On suppose A < \y. Alors il existe une solution unique u a I'équation
Lyu= Au+ f, et cette solution est fondamentalement positive.

Plus précisément, si on note K|x la restriction de K = (L, — M)~ @ Uespace de
Banach X, Uopérateur Kl|x est borné, linéaire sur X ; sa norme d’opérateur est

([AT2] p 41)

inférieure a

AL — A

Proposition 9 Comportement de la constante : on a u > cp1, ou c tend vers
infini quand X\ tend vers A;.

Ce résultat est obtenu au cours de la démonstration.
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5.2.5 Résultats sur la négativité fondamentale

La négativité fondamentale a été montrée d’abord pour un potentiel radial par
Alziary, Fleckinger, Taka¢, [AFT2|. Dans ce cas, 'état fondamental p; est & sy-
métrie radiale. On utilise ici ’énoncé donné dans [AT2]|, pour un potentiel proche
du radial.

Théoréme 17 ([AT2] théoréeme 3.4 p 42) On suppose les hypothéses (H,) véri-
fiées. Soit f dans X, telle que fRN firdx > 0. Alors il existe un réel strictement
positif 0, dépendant de f tel que, pour tout X\ € (Ai; A\ + ), la solution u de
Lyu = Au+ f est fondamentalement négative.

Plus précisément, on a u < —cpy ot ¢ est une constante positive dépendant de f.

5.3 Nouveaux résultats sur les systémes

5.3.1 Coefficients constants

On considére ici le systéme 2 x 2 :
(SSch) LU =\U+ MU + F

avec les hypothéses suivantes

Hypothése (H.) : © le potentiel g sera le méme pour les deux équations. Ce
potentiel ¢ vérifie les hypothéses (H,) énoncées précédemment.

Hypothése (Hp) : © f et g sont dans X.

a b

Hypothéses (Hy) : Soit la matrice M = ( . d) ou les coefficients sont

constants.

¢ Sans nuire a la généralité du résultat, on peut supposer a > 0, d > 0, ce qui peut
Uy

U2

¢ On suppose a > d (ce qui donne simplement I'ordre d’écriture des équations)
avec ¢ # 0.

o On suppose D = (a — d)* + 4bc > 0

L’hypothése D = (a — d)? + 4bc > 0 donne que M est diagonalisable, les deux
valeurs propres étant distinctes. On note v* la plus grande valeur propre et v~
I’autre valeur propre.

étre vérifié en additionnant de chaque cété une constante multipliée par

Théoréme 18 On suppose que les hypothéses (H), (Hp) et (Hyr) sont vérifiées.
On suppose de plus que [ +

——=9=>0pp.
a—d+vD
Alors si uy et ug sont les solutions du systéme, on a
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Condition sur \ Condition sur M | Conclusion

M—vT—0< A<\ —vT c>0 uy et ug sont

o § > 0 dépend de f, g et M fondamentalement positives.

M —vi—0< A<\ —vT c<O0 uy est fondamentalement positive
ot 6 > 0 dépend de f, g et M et ugy fondamentalement négative

M —vi <A<\ —vh 49 c>0 uy et uy sont

o § >0 dépend de f, g et M fondamentalement négatives.

M —vT <A< AN —vT+0 c<O0 uy est fondamentalement négative
ot 6 > 0 dépend de f, g et M et uy fondamentalement positive

Remarque : Au cours de la démonstration, on montre qu’on peut choisir v, vecteur
propre associé a v™ tel que sa premiére coordonnée est strictement positive, ce qui
permet d’orienter la droite vectorielle engendrée par v*. On note v~ un vecteur
2b
a—d+ VD

du vecteur F sur vt parallélement a v~ est de méme sens que v™.

propre associé & v~ . La conditon f+ g > 0 p.p. signifie que la projection

Dans le cas particulier ¢ = 0, en utilisant la méme technique, on obtient un second
résultat autorisant deux potentiels différents. On étudie le systéme :

(S/SCh) {—AU1+Q1($)U1 = >\u1—|—au1+bu2+f

—Aus + @(2)us = Aug +dus+g

Plus précisément, la matrice M = ( CCL d ) vérifie I’hypothése suivante :

Hypothéses (H},) :
¢ On suppose toujours a > 0, d > 0.
© On suppose a > d et ¢ = 0.

Les valeurs propres de M sont alors a et d, I’hypothése a > d permet de s’assurer
que M posséde deux valeurs propres distinctes.

Les deux équations peuvent comporter deux potentiels distincts, lorsqu’ils véri-
fient :

Hypothéses (H})
Les potentiels g; et g vérifient les hypothéses (H,) avec les mémes fonctions auxi-
laires. En conséquence, I’ensemble X est le méme pour ¢ et pour gs.
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Théoréme 19 On suppose que les hypothéses (Hy), (Hp) et (H),) sont vérifiées.
b

On suppose de plus que g > 0 et f— 9 >0 p.p. et que \(q1) —a < Ai(g2) —d.
a —

Soit le systeme

—Auy + qr(x)u; = Mg +au; +bus+ f
!
(S SCh) { —Aus + (]Q(ZL‘)UQ = Aug+dus+g

Alors

— 1l existe un réel 6 > 0 dépendant de f, g et M tel que

siM(q) —a—0 <A< A(q1)—a, alors uy et ug sont fondamentalement positives
— Il existe un réel &' > 0 dépendant de f, g et M tel que

st M(q1) —a < A< M(q1) —a+ 0§ alors uy est fondamentalement négative et usg
est fondamentalement postive.

5.3.2 Coefflicients variables

Ici on s’intéresse au systéme
(SSch) LU =\U+ MU + F

ol la matrice M a ses coeflicients variables :

= (6 i)

Ce résultat généralise le premier résultat : coeflicients constants avec ¢ # 0. Il
suppose donc, comme le premier résultat, que les deux équations aient le méme
potentiel : 'hypothése (H.) est supposée vérifiée.

La méthode de découplage employée ne peut étre utilisée que si la forme de la
matrice permet d’obtenir des vecteurs propres aux coordonnées constantes. Cosner
et Schaefer |[CS] ont montré qu’il y a deux formes de matrices qui conviennent :

— les matrices dont les composantes non diagonales sont proportionnelless a
a—d
— les matrices dont les composantes diagonales sont égales, et dont les compo-
santes b et ¢ sont proportionnelles entre elles, et de méme signe.
On reprend ici ces deux formes, que 'on étudie

Cas ot les fonctions b et ¢ sont proportionnelles a a — d

Hypothéses (Hyy,) :

© On suppose que pour tout z, on a a(x) > 0, d(z) > 0, de plus a(x) — d(x) > 0,
a—d#Q0.

o On suppose que les fonctions a et d sont dans L>(RY)
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o On suppose qu’il existe deux réels b* et ¢* # 0 tels que b(z) = b*(a(z) — d(z)) et

c(x) = c*(a(z) — d(x))

o Soit D* =14 4b*c*; on suppose D* > 0

Remarque : Cette derniére hypothése permet de s’assurer que M (x) est diagona-
lisable. On note v*(z) et v~ (z) les deux valeurs propres distinctes de M (z). Les
hypothéses sur a — d permettent de s’assurer que 1'une des valeurs propres est
toujours strictement supérieure & I'autre. On note v*(z) la plus grande.

On note \;(¢—v™) la valeur propre principale de —A+ (¢ —v*) sur RY, de méme
A1(q —v7). Puisque vt (z) > v (z), on a A\i(qg —vh) < A\i(¢g—v7).

Théoréme 20 On suppose que les hypothéses (Hr), (Hp) et (Hyp,) sont vérifiées.

2
On suppose de plus que f + ———=q9 > 0 p.p.
pp plus que f - \/ﬁg p-p

Alors si uy et ug sont les solutions du systéme, on a

Condition sur A Condition sur M | Conclusion

Mg—vT) =0 <A< M(qg—vT) c>0 uy et us sont

o § > 0 dépend de f, g et M fondamentalement positives.
Mg—vT) =0 <A< M(g—vT) c<0 uy est fondamentalement positive
ot 6 > 0 dépend de f, g et M et us fondamentalement négative
Mg—vh) <A< M(g—vh)+96 c>0 uy et uy sont

o § >0 dépend de f, g et M fondamentalement négatives.
M@—vT) <A< M(g—vh)+9 c<0 uy est fondamentalement négative
ot 6 > 0 dépend de f, g et M et uy fondamentalement positive

Cas ou a = d, les fonctions b et ¢ sont proportionnelles entre elles,

et de méme signe
Hypothéses (H},,) :

¢ On suppose que pour tout z, on a a(x) > 0.
o On suppose que la fonction a est dans L>=(RY)

o On suppose qu’il existe deux réels b* et ¢* # 0 tels que b(x) =

eb*r(x) et

c(x) = ec*r(z) avec b*, ¢* réels strictement positifs et e = +1.
o De plus, la fonction r est dans L>®(RY), et r(x) > 0 pour tout .

Ici aussi, les hypothéses sur la forme de b et ¢ permettent de diagonaliser la matrice
M (z), 'une des valeurs propres, notée v (z) étant toujours supérieure a lautre
valeur propre v~ (z), ce qui permet d’avoir A\;(q —v") < A (¢ —v7).
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Théoréme 21 On suppose que les hypotheses (Hy), (Hp) et (H);,) sont vérifiées.
On suppose de plus que \/¢* f + eV/b*g > 0
Alors si uy et ug sont les solutions du systéme, on a

Condition sur A Condition sur M | Conclusion

Mg—vT)—0 <A< M(qg—vT) c>0 uy et ug sont

o § > 0 dépend de f, g et M fondamentalement positives.
Mg—vT) =0 <A< M(g—vT) c<0 uy est fondamentalement positive
ot 6 > 0 dépend de f, g et M et us fondamentalement négative
Mg—vh) <A< M(g—vh)+96 c>0 uy et uy sont

o § >0 dépend de f, g et M fondamentalement négatives.
M@—vT) <A< M(g—vh)+ =4 c<0 uy est fondamentalement négative
ot 6 > 0 dépend de f, g et M et uy fondamentalement positive

Remarque : Dans tous les autres systémes, I'ordre des équations était donné par la
condition a > d. Ici dans le cas € = 1, les deux solutions sont soit fondamentalement
positives soit fondamentalement négatives simultanément. Dans le cas e = —1, la
condition v/c* f + ev/b*g > 0 revient simplement & fixer 'ordre des équations.
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Chapitre 6

Comparaison des résultats avec les
résultats existants

Dans le cas d’'un domaine borné régulier, ’existence et la positivité de solutions
pour un systéme coopératif d’équations est un résultat bien connu; une référence
importante est Protter et Weinberger [PW].

Pour les opérateurs de Schrodinger sur RY, présentés au chapitre précédent, il
existe différents résultats de positivité, de négativité. Dans ce chapitre on présente
des résultats déja connus pour des systémes, non nécessairement coopératifs, en
soulignant les différences et les améliorations de notre résultat.

6.1 Principe du maximum pour des systémes co-
opératifs

Cardoulis [C] en utilisant des méthodes variationnelles, la positivité forte pour une
équation et des résultats sur les matrices, a montré un principe du maximum pour
un systéme n X n.

On considére n potentiels ¢;, on note £ la matrice diagonale des opérateurs —A-+g¢;,
F' = (fi)i—1,, et M la matrice a coefficients constants M = (m; ;)
On s’intéresse au systéme

($S1) LU = MU+ F

05"

i=1n

Les hypothéses sur les potentiels sont les suivantes : pour tout 7,le potentiel ¢; est
continu sur RY, supérieur a 1, et tend vers +oo quand |z| tend vers +oo.

On note ¢1(gq;) 'état fondamental associé a la valeur principale \;(g;) de 'opéra-
teur —A + ¢;. On note A la matrice diagonale des valeurs principales A1 (g;).
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Théoréme 22 (/C] théoréme 3.1.2 p 54)
On suppose que :
o les potentiels q; sont continus sur RN, supérieurs ¢ 1, et tendent vers 4+o0o
quand |z| tend vers +o0.
o les fonctions f; sont dans L*(RY)
o la matrice M est coopérative
o la matrice A — M est une M —matrice non singuliére
Alors le systeme (SS1) vérifie le principe du mazimum :

st >0, alors U >0

La condition sur M n’est pas nécessaire et suffisante pour obtenir le principe du
maximum, sauf si tous les potentiels sont égaux. Il n’y a pas de comparaison a
I’état fondamental.

6.2 Positivité fondamentale pour des systémes.

6.2.1 Systémes coopératifs, et potentiels distincts

L’article d’Alziary, Fleckinger, Taka¢ [AFT2| donne la comparaison a I’état fonda-
mental. Le premier résultat concerne des systémes n x n coopératifs, et a permi-
toujours de la forme :

(SS) LU = MU+ F

Hypothéses sur les potentiels : Les hypothéses sur les potentiels sont plus
fortes. Elles utilisent une classe Cy, de fonctions auxiliaires @, définies sur R™ :

Classe C’Q :

Il existe ry tel que pour tout r > ro, Q(r) > 0, @ est localement absolument
continue, Q'(r) > 0, et il existe 5 € (0; 3) tel que frzo Q(r)Pdr < oo.

Hypothése (H))
¢ Le potentiel ¢ s’écrit comme somme :

q(z) = ¢'(|z]) + ¢"(x) pour tout x € RY

de deux fonctions ¢’ et ¢” mesurables, et vérifiant les propriétés suivantes, ot )
est une fonction auxiliaire de classe Cy, :

Propriété de ¢’ : La fonction ¢ : RT™ — R est localement essentiellement bornée,
¢’ (r) > const > 0 pour tout r > 0 et il existe une constante ¢; > 0 telle que

a1Q(r) < ¢'(r) pour rg < r < oo
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Propriété de ¢” :

La fonction ¢” : RY — R est localement essentiellement bornée, telle que q(x) =
¢ (|z]) +¢"(x) > const > 0 pour tout = € RY et il existe une constante c, > 0 telle
que

1¢"(x)] < c2Q (‘ID%_B pour z € RY

Théoréme 23 ([AFT2], théoreme 4.1 p 19)
On suppose que :
o les potentiels q;, continus, vérifient U'hypotheése (H) ;
o il existe une constante K, 0 < K < 1 telle que ¢1 — q¢; < Kqu
o les fonctions f; sont dans L*(RY)
o la matrice A — M est une M —matrice non singuliére
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que u; > cpi(q;) pour toute composante u;
de solution U du systéme (Sc3).

Dans tous ces articles, on utilse des méthodes variationnelles, mais on ne détermine
pas la valeur principale du systéme. Cela ne permet pas d’aller au-dela de la
positivité fondamentale.

6.2.2 Systémes 2 X 2 non coopératifs, méme potentiel

On s’intéresse au cas d’un systéme 2x2, avec les deux potentiels égaux, ¢ = ¢2 = ¢,
de la forme :

(55,) { —Auy + qui = auq + bus + f

—Auy + quy = cuy + duy + g

La technique utilisée est celle de de Figuerido, Mitidieri [FM]. En insérant ce
systéme dans un systéme 3 x 3 bien choisi, et en appliquant le résultat précédent,
Alziary, Fleckinger, Taka¢ [AFT2] donnent dans le cas b < 0, donc d’un systéme
non coopératif, le résultat de positivité fondamentale :

Théoréme 24 ([AFT2], théoréme 4.2 p 19)
On suppose que :
o les coefficients : b<0,c>0a>d et D= (a—d)?*+4bc >0
o le potentiel q, vérifie les hypotheéses (H'1,) et (H"1,)
o la valeur principale M\ (q) > a et A\i(q) > d
o les fonctions f et g sont dans L*(RY), f>0etg>0, f oug#0

a—d++vD

o on suppose f — g >0

c
Alors il existe une constante C' > 0 telle que uy > Cp1(q) et ug > C1(q).
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a—d++vD

Remarque : La condition f — ————¢ > 0 apparait comme une condition

c
technique, nécessaire pour plonger le systéme 2 x 2 dans le systéme coopératif 3 x 3.
Notre méthode montre que cette condition correspond au sens de la projection du
vecteur F' sur le vecteur propre & coordonnées positives de M.

6.3 Négativité fondamentale pour un systéme co-
opératif, potentiel radial

Les travaux cités précédemment ne donnent pas de résultat de négativité fonda-
mentale. Dans sa thése, Besbas [Be| a établi des résultats de 3 —négativité pour
des systémes 2 x 2.
Le résultat de négativité fondamentale pour une équation, utilisé dans ce travail
n’était pas vérifié pour f € X, mais sur un ensemble plus restreint, noté X2, ou
N -1

2

Définition 12 Soit SN-1 = {w ERY |w| = 1} et Ag Dopérateur de Laplace-

<a<x

T
Beltrami sur SN=1.0n pose pour tout x de RN, r = |z| et o' = —. Alors X2
r

est [’ensemble :

R

f] (.

{f e L} (RN, 3C > 0,%\]”(7“, 2)*do(2") + j{ ) [(—AS) 2da(gc’) < (Cyy)?Vr e R*}

La plus petite constante C' > 0 définit la norme || f|| ya.2

Dans le cas particulier ou f est radiale, on a I'équivalence : f € X*? & f e X

Cardoulis a apporté des résultas complémentaires & ceux indiqués ici.

6.3.1 Systéme de deux équations

On s’intéresse au cas d’un systéme 2x2, avec les deux potentiels égaux, ¢ = ¢ = ¢.
Le systéme est de la forme :

(SS?,) { _Au1+qu1 :)\U1+bu2+f

—Aug + quo = cuy + Aug + g

Les coefficients a, b ¢ et d sont constants.
Le potentiel ¢ vérifie I’hypothése suivante :
Hypothése (H, ,qq)
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o La fonction ¢ est radiale, ¢ : RT™ — R est continue, positive, ¢(|x|) > const >
0.

o De plus, il existe une fonction auxilaire @ : R* — R et une constante C;, > 0,
qui vérifient pour tout r > rg > 0 :
Q(r) > 0, Q est localement absolument continue,
Q'(r)>0 etf;oroo Q(r)~2dr < oo et

(N = (N —3)

472

CyQ(r) < q(r) +
Le résultat de négativité fondamentale est le suivant :

Théoréme 25 (Besbas [Be] théoréme 3.3.3 p 32)
On suppose que :
o le potentiel q vérifie Uhypothése (Hy—raq)
o les coefficients a, b ¢ el d sont des constantes, b > 0, ¢ > 0 (le systéme est
coopératif )
o f et g sont dans X2,
o f>0,g>0

SoitAlel(q)—@etq)l:(j; ),cwec'y: b
1

[

Alors il existe un nombre 0(f,g,b,¢) > 0 el que pour tout X € (A1, A1 +9), la
Uy

solution U = ( " ) , du systéme (SSs) vérifie
2

U< -CP
ou C = C(f,g,b,¢,\) est une constante strictement positive.

Ce résultat de négativité fondamentale est obtenu par découplage, et en utilisant
la norme d’opérateur K = (L, — AI)~! On utilise le méme type de technique dans
le chapitre suivant pour les nouveaux résultats.

Pour un systéme n x n dans le cas symétrique, Besbas a pu déterminer la valeur
principale.

Pour le nouveau résultat, on utilise des énoncés de positivité ou de négativité
fondamentale plus puissant que ceux dont disposait Besbas.
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Chapitre 7

Démonstration des résultats

7.1 Principal résultat

Pour cette démonstration, on cherche a mener une étude semblable a celle de
Cosner et Schaefer [CS]. Leur article donne le signe de solutions a un systéme 2 x 2
d’équations elliptiques, sur un domaine borné régulier, en utilisant les techniques
de découplage.

En découplant le systéme étudié, et en utilisant la décomposition de la résolvante
de lopérateur de Schrodinger, on réussit & mener une étude similaire a celle de
Cosner et Schaefer. En effet, pour aborder des problémes dans un domaine non
borné, il faut étre capable de controler le comportement des solutions a I'infini, ce
que permet le résultat de compacité de la résolvante de [AFT2|. En réalisant le
découplage sur des systémes 2 x 2 d’opérateurs de Schrodinger sur RY, on aboutit
a des résultats donnant la comparaison a I’état fondamental.

On considére un systéme de deux équations de la forme

—Auy +q(x)uy = Mug+au; +bug+ f
(SSch) { —Aug 4+ q(x)uy = Aug+cu; +dus+g

systéme qu’on note aussi :
(SSch) LU =\U+ MU+ F
ol les composantes a b c et d de M sont des constantes.

Les hypothéses (H,), (Hp) sont supposées vérifiées.

Premiére partie : découplage du systéme
Lorsqu’on suppose 'hypothése (Hys), la condition D = (a — d)? + 4bc > 0 permet
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d’affirmer que M posséde deux valeurs propres réelles :

_atd+VD - a+d—VD

2 2

La plus grande valeur propre v* est strictement positive.

Remarque : La condition D > 0 est toujours vérifiée dans le cas d’'une matrice
coopérative irréductible.

a—d+vD —b
Soit v = 9 etv-=\| a—d++D
c
2

Ces deux vecteurs v* et v~ sont des vecteurs propres de M, associés respectivement
aux valeurs propres vt et v~. Le vecteur v+ a sa premiére composante strictement
positive, puisque a > d d’aprés 'hypothése (Hy,) et que D > 0.

Soit P la matrice de passage formée par v* et v~. La matrice inverse est

2b

1 =
1 a—d+vD
\/5 —2c 1
a—d++vD

On note ( u > = p! < v ) et < f,) =p! ( / ) Puisque f et g sont dans
U2 U2 g g

X, f et g sont dans X.

Remarque : On a ( 5 ) = }VU+ +gv~ autrement dit fest la projection de ( g )

2b
sur le vecteur propre v parallélement & v~. L’hypothése f+————¢g > 0 p.p.,
a—d++VD

c’est a dire fz 0 signifie que cette projection est orientée de la méme fagon que
le vecteur v™.

Le systéme s’écrit :

{ —AU 4 qiy = N+ )T+ f (1)
—A’IAJ:Q + qﬂg = ()\ + V_) ﬁg -+ g (2)

Une fois déterminés u; et uo, les inconnues u; et uy peuvent étre calculées par les
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relations :

a—d+ VD _

w =2V by (3)

2
~ a—d+\/5272 (4)

U2 = CUq
2

Seconde partie : Etude de la positivité ou de la négativité fondamentale
des solutions.

On suppose A < A\; —v~. Alors 'équation (2) satisfait & la positivité fondamen-
tale (théoréme 16). Puisque les fonctions f et § sont dans X et pour une certaine
constante Cj, on a

] < (M —A—v7) " Gy

Premier cas Lorsque A < A\; — vT < A\; — v, 'équation (1) vérifie la positivité
fondamentale (théoréme 16), donc on a

ﬂl > C()‘v f)%ﬁl

ou C'(, f) tend vers 400 quand X tend vers \; — v d’aprés la proposition 9.
De plus, on a

’@| S (>\1 — A= l/_)il ngol S (V+ _ V—)*l O‘g@l

Par conséquent s reste borné, alors que u; prend de grandes valeurs quand A tend
vers \; — v,

Donc il existe un réel strictement positif §, qui dépend a fois de f, g et M, tel que,
pour tout A de (A; —v™ — &, A\; — v"), on obtient pour u; et us, en reprenant les
équations (3) et (4), u; > Cy, 1 et ug > Cyyip1 ot Cy, et Cy, sont deux constantes

positives.

Second cas Lorsque \; — v < A < A\; — v, la relation
ol < (M= A=v7) " Gy

reste vérifiée, et I'équation (1) vérifie le principe de négativité fondamentale (théo-
réme 17). Donc il existe 0z, < v™ — v~ strictement positif, tel que pour tout
AeM —vh A —vt+4;),0na:

-1

lug| < ()\1 -\ - u’)_l Cip1 < (I/Jr —v - (517) Cip1

et up < —C(A, f)pr avec C(A, f) qui tend vers +o0o lorsque A tend vers A\; — v
Par conséquent, uy reste bornée, alors que u; prend de grandes valeurs négatives,
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lorsque \ est assez proche de \; — v+,

Donc il existe un réel strictement positif 0, qui dépend a fois de f, g et M, tel que,
pour tout A de (A — v, \; — T + ), on obtient pour u; et ug, dans le cas ¢ > 0,
en reprenant les équations (3) et (4), u < —C\y, 1 et ug < —Cyy1 ot Oy, et Oy,
sont deux constantes positives.

Dans le cas ¢ < 0, on obtient u; < Cy,¢1 et uy > Cy,01 ot Cy, et C, sont deux
constantes positives. ll

7.2 Le cas particulier ¢ =0

On peut utiliser la méme méthode pour le cas ¢ = 0.
Les valeurs propres de M sont alors a et d, I’hypothése a > d permet de s’assurer
que M posséde deux valeurs propres distinctes.

b

. 1 — .
Iciona:vt = ( 0 ) et v” = ( aid ), vecteurs propres de M, associés respec-

tivement aux valeurs propres a et d. Soit P la matrice de passage formée par v

et v~. La matrice inverse est :
1 =t
P—l — a—d

On note toujours ( “ ) = p1 ( t ) et ( f ) = p~! ( / ) Puisque f et g
U2 Ug g g

b ~ ~
VériﬁenthOetf——dgz()p.p.,onafz(Jp.p. et g >0 p.p.
a/_

Le systéme s’écrit :

AU+ i = (A +a)uy + J? (1)
AUy + @y = A+ d)us+ g (2

Et on dispose des relations :

U1:U1+

U = U2 (4/)

On suppose A < Ai(q2) — d. Alors 'équation (2°) satisfait a la positivité fonda-
mentale du théoréme 16. Les fonctions f et ¢ sont dans X et pour une certaine
constante Cj, on a

|| < (M(g2) — A —d)™" Cyon.
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De plus, puisque g > 0, on sait que uy est fondamentalement positive.

Premier cas Lorsque A < Aj(q1) —a < A\i(q2) —d, 'équation (1°) vérifie la positivité
fondamentale du théoréme 16, donc on a, d’aprés la proposition 9,

ﬂl > C()\7 ]7)901
ou C(\, ]7) tend vers +oo quand A tend vers A\;(q1) — a.
De plus, on a

03] < (M(g2) = A —d) ™" Cio1 < (a—d) ™ Cyey

Par conséquent uy reste borné, alors que u; prend de grandes valeurs quand A tend
vers A\1(q1) — a.

Donc il existe un réel strictement positif §, qui dépend a fois de f, g et M, tel que,
pour tout A de (A(q1) —a — 0, A\1(q1) — a), on obtient pour u; et uy, en reprenant
les équations (3') et (4'), uy > Cyu1 et ug > Cyp1 ou C, et Cy, sont deux
constantes positives.

Second cas Lorsque A\ (q1) —a < A < A\i(q2) — d, la relation
|| < (Mlg2) — A —d) ™" Gy
reste vérifiée, et ’équation (1’) vérifie le principe de négativité fondamentale (théo-
réme 17). Donc il existe 0z, < a — d, strictement positif, tel que pour tout
A€ (M(q1) —a, M(q1) —a+dg,),ona:
2] < (Mlg2) = A —d) ™ Cyor < (a—d —67) " Cyn
et

72/1 < _C<)‘7 f)(pl
avec C'(\, f) qui tend vers +o0o lorsque A tend vers Ai(q) — a.
Par conséquent, uy reste bornée, alors que u; prend de grandes valeurs négatives,
lorsque A est assez proche de \1(q;) — a.
Donc il existe un réel strictement positif ¢’, qui dépend a fois de f, g et M, tel que,
pour tout A de (A(q1) —a, A\(q1) —a+4"), on obtient pour u; et uy, en reprenant
les équations (3) et (4), uy < —Cy 1 et us > Cy1 ou Cy, et C,, sont deux
constantes positives.li

7.3 Coeflicients variables

7.3.1 Premiére forme : a # d, les fonctions b et ¢ étant pro-
portionnelles & a — d

Les calculs précédents pour diagonaliser M dans le cas général ¢ # 0 reste va-
lables; mais on peut écrire D sous la forme D = (a — d)D*. Les valeurs propres
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a(x) +d(z) + (a(z) — d(z)) D" . :
, qul est strictement posi-

s’écrivent alors vt (z) =

2
a(x) +d(z) — (a(z) — d(x))D*
tive quelquesoit x et v~ = (z) + d{z) <2 (z) - d(z)) <vt.
1+ vD*
Ici, on peut prendre comme vecteurs propres : vt = 2 et v =
C*
—b*
1+ vD*

2
Ces deux vecteurs v™* et v~ sont des vecteurs propres de M, associés respectivement

aux valeurs propres vt et v~. Le vecteur v+ a sa premiére composante strictement
positive. On remarque que les composantes des deux vecteurs propres choisis sont
constantes.

Soit P la matrice de passage formée par v™ et v~. La matrice inverse est
] 2b*
P_l — 1 * 1 + D*

On note comme précédemment : < u ) = p! ( t > et < [ ) =p! ( / >
Ug Ug g g

Par le changement de variable ainsi défini, le systéme s’écrit :

—AU 4 (q— v = ATy + f (1)
—Auy + (g —v7)ug = ANug + g (27)

Une fois déterminés u; et us, les inconnues u; et us peuvent étre calculées par les
relations :

1 D+ _ -
uy = +—U1 — b*UQ (3”)

Up = 0+ — (47)

L’hypothése (Hyy,) entraine que les fonctions v et v~ sont bornées. D’apres la
remarque du paragraphe donnant ’hypothése (H,), I'espace X est le méme pour
¢, q—vT et q—v . Deplus,onaX(g—v)—N(g—vt) >sup {v(z)—v (2)}
Notons h = sup, {v(z) — v (x)}.
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Si A < Ai(qg—v7), Péquation (27) satisfait a la positivité fondamentale (théoréme
16). Puisque les fonctions f et g sont dans X et pour une certaine constante Cj,
on a

2] < (Mg —v7) =N Gy

Premier cas Lorsque A < \j(¢g—v1) < A\;(¢—v7), équation (17) vérifie la positivité
fondamentale (théoréme 16), donc on a

ﬂl > C()‘v f)(pl

ou C'(A, f) tend vers 400 quand X tend vers (¢ — v™) d’aprés la proposition 9.
De plus, on a

_ _ -1 _

jiz] < (Mg —v7) =) Capr < b Cgn

ot h = sup, {vt(z) — v (z)}

Par conséquent us reste borné, alors que u; prend de grandes valeurs quand A tend
vers A\1(q —v™).

Donc il existe un réel strictement positif §, qui dépend a fois de f, g et M, tel que,
pour tout A de (A1(¢—v") =48, \1(¢—vT)), on obtient pour uy et ug, en reprenant
les équations (3"”) et (4”), uy > Cy 1 et uy > Cyyp1 out Cy, et Cy, sont deux
constantes positives.

Second cas Lorsque A\ (¢ — 1) < A < A\i(¢ — v7), la relation
2] < (Mg —v7) — )\)71 Cgp1

reste verifiee, et I'équation (1”) vérifie le principe de négativité fondamentale
(théoréme 17). Donc il existe 0z, < h,strictement positif, tel que pour tout A\ €
M(g—vT), \M(g—vT)+0gz,), on a:

@) < (Mg —v7) = A) " Coer < (h—05) " Cyan
et @y < —C(X, f)er avec C(A, f) qui tend vers +o0o lorsque A tend vers A (q— ).
Par conséquent, uy reste bornée, alors que u; prend de grandes valeurs négatives,
lorsque A est assez proche de \;(q — v).
Donc il existe un réel strictement positif §, qui dépend a fois de f, g et M, tel que,
pour tout A de (A(q —vT),A\1(¢ — ") +0), on obtient pour u; et uy, dans le cas
¢* > 0, en reprenant les équations (3”) et (4”), uy < —Cy 91 et ug < —C, 1 ol
Cy, et C,, sont deux constantes positives.
Dans le cas ¢* < 0, on obtient uy < Cy, 1 et us > Cy, 01 ot Cy, et O, sont deux
constantes positives.
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7.3.2 Seconde forme a = d, les fonctions b et ¢ étant propor-
tionnelles entre elles

Puisque b = eb*r(z) et ¢ = ec*r(x), on obtient D = 4b*c*r?(x), et les deux valeurs
propres sont :

v (z) = a(z) + Vb crr(x), strictement positive

et v=(z) = a(z) — Vberr(z) < vt(z).

On remarque que v*(z) — v~ (2) = 2vb*c*r(x), qui est bornée. On note comme
précédemment h = sup, {v*(z) —v~(x)}. On a encore \;(¢—v~) —A\i1(¢—v") > h.

. n Vb _ —eV b* .

Ici, les vecteurs propres : v™ = et vU = sont associés
€V c* Vc*

respectivement aux valeurs propres vt et v~. On a toujours pour le vecteur v+

la premiére composante strictement positive. Les composantes des deux vecteurs

propres choisis sont constantes.

Soit P la matrice de passage formée par v™ et v~. La matrice inverse est

1 €

pl—| 2vb 2\{5
Wb+ 2/c*

On retrouve alors le systéme

{ AT A (g — v = N+ f (1)
—Auy+ (q—v7)uy = Aug + ¢ (2")

en faisant le méme changement de variable que précédemment.
La condition /¢ f + ev/b*g > 0 assure de la positivité de f. L’étude de la compa-
raison des solutions & I’état fondamental est la méme que dans le cas précédent.ll
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RESUME de la THESE

L’objet de cette thése est ’étude de solutions de certains systémes d’opérateurs
elliptiques, soit sur des domaines bornés, soit sur RY tout entier.

Dans la premiére partie, les solutions respectent la condition de Dirichlet raffinée.
Cette condition au bord, définie par Strook et Varadhan, est adaptée aux domaines
bornés sans condition de régularité. L'utilisation de plusieurs versions adaptées du
théoréme de Krein-Rutman permet ici de déterminer le signe des solutions des
systémes.

Dans la seconde partie, les opérateurs sont des opérateurs de Schrodinger. On
établit les comparaisons a I’état fondamental pour des solutions de systémes 2 x 2,
dans le cas de systémes a coefficients constants, et dans le cas de certains systémes
a coeflicients variables.

Mots clés

Systémes elliptiques, domaines non réguliers, opérateur de Schrodinger, principe
du maximum, principe d’anti-maximum, positivité fondamentale, négativité fon-
damentale.

ABSTRACT

This thesis is devoted to the study of solutions of some elliptic systems, either on
bounder non regular domains or on R¥.

In the first part, solutions respect the Refined Dirichlet Condition. This condi-
tion, defined by Strook and Varadhan, is adapted to bounded domains, whithout
condition of regularity. Some adapted Krein-Rutman’s Theorem permit to know
the sign of solutions of the system.

In the second part, operators are Schrodinger operators. We study comparison
with the fundamental state for 2 x 2 systems, in the case of systems with constant
coefficients, and in the case of some systems with variable coefficients.

Key words

Elliptic systems, non regular domains, Schrodinger operators, maximum principle,
anti-maximum principle, fundamental positivity, fundamental negativity.



