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❚♦ ❋r❡❞ ❛♥❞ ◆✐❝♦✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ t♦ ❞✐s❝✉ss ✇✐t❤ ♠❡ ❛♥❞ t♦ t❡❛❝❤ ♠❡ ❛ ❧♦t ❛❜♦✉t
r❡s❡❛r❝❤✳ ❆♥❞ t♦ ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❢♦r t❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞✈✐s✐♥❣ ♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
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❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❆❙❈❖❚❚❊ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❜❛r❜❡✲
❝✉❡s✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡t ❢êt❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt❛❣é✱ ❝❡ s❡r♦♥t ❞❡s ❜❡❛✉① s♦✉✈❡♥✐rs ♣♦✉r ❧❡
r❡st❡ ❞❡ ♠❛ ✈✐❡✳ P❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ P❛tr✐❝✐❛ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣r✐s ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ♠✬é❝♦✉t❡r ❡t ♠❡ ❝♦rr✐❣❡r ♠♦♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳ ❯♥ ♠❡r❝✐ s♣é❝✐❛❧ à ❧❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❞❡ ❏❡❛♥✲
▼❛r❝ ●❛♠❜❛✉❞♦ ❛♥❞ ❊❧✐③❛❜❡t❤ P❡❝♦✉ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ à ♥♦tr❡ ❛rr✐✈é❡ à ◆✐❝❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t
♠❡r❝✐ à t♦✉s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♦✛❡rt ❧❡✉r ❛♠✐t✐é ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳
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♣❛rt✐❡r♦♥ ② q✉✐❡♥❡s s✐❣✉❡♥ ❧❧❡❣❛♥❞♦✳ P♦r t♦❞♦s ❡s♦s ♠♦♠❡♥t♦s ❞❡ ❢❡❧✐❝✐❞❛❞ ② ❛❧❡❣rí❛ q✉❡
❝♦♠♣❛rt✐♠♦s ❞✉r❛♥t❡ ❡st♦s tr❡s ❛ñ♦s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧♠❡♥t❡ q✉✐❡r♦ ❛❣r❛❞❡❝❡r ❛ ♠✐ ❛♠✐❣♦ ❏♦s❡
❆❧✐st❡✱ ♣♦r ❛②✉❞❛r♥♦s ❛ ✐♥st❛❧❛r♥♦s ❡♥ ◆✐③❛✱ ♣♦r t♦❞❛s ❡s❛s ❞✐s❝✉s✐♦♥❡s q✉❡ t✉✈✐♠♦s ✭② q✉❡
❡s♣❡r♦ q✉❡ s✐❣❛♠♦s t❡♥✐❡♥❞♦✮ ② ♣♦r s✉s ❝♦♥s❡❥♦s ❡♥ ❧♦s ♠♦♠❡♥t♦s ❞✉r♦s✳ ❚❛♠❜✐❡♥ q✉✐❡r♦
❛❣r❛❞❡❝❡r ❡s♣❡❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❣r❛♥ ♣❡rs♦♥❛ ❞❡ ❈r✐st✐❛♥ ❘✉③✱ ♣♦r t♦❞❛ s✉ ❛②✉❞❛ ② ❝♦♠♣❛ñ✐❛
❞✉r❛♥t❡ ❧♦s ✉❧t✐♠♦s ♠❡s❡s ❞❡ ♠✐ t❡s✐s✳ ❙✉s ♣❛❧❛❜r❛s ❞❡ ❛❧✐❡♥t♦ ❢✉❡r♦♥ ❞❡ ♠✉❝❤❛ ❛②✉❞❛
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✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❲✐❋✐ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ t✇♦✲❢♦❧❞✿ ✶✮ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ✭❜❡t✇❡❡♥ ❲✐❋✐ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ ✷✮
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❧✉s ❲✐❋✐ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦✮ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❍❛♥❞♦✈❡r✱
✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢♦r ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✮
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜r✐❞❣❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ✭❖❙■ ❧❛②❡r ✷✮✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡
♦✉r r❡s✉❧ts ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❤♦r❞❛❧
❧✐❦❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❇②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ❝❤♦r❞❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤✐s ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r
❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
s❝❤❡♠❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ✇♦r❦s
♣r♦♣❡r❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ tr❛✐♥s✱ ♠❡tr♦s ♦r ✉r❜❛♥ ❜✉s❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❚r❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❲✐❋✐✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r✱ ❧❛②❡r ✷ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t❡✱
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝❤♦r❞❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳



✈✐

❘❡s✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ rés❡❛✉ à ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ tr❛❥❡ts ♣ré❞ét❡r♠✐♥és ✭tr❛✐♥s✱ ♠étr♦s✱ ❛✉t♦❜✉s ✉r❜❛✐♥s✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ rés❡❛✉ ❡st ❜❛sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡ ❲✐❋✐✳ ▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭❡♥tr❡ ❜♦r♥❡s ❲✐❋✐✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭rés❡❛✉ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♣❧✉s rés❡❛✉ ❞✬❛❝❝ès
❲✐❋✐✮ ❞é♣❧♦②é s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❍❛♥❞♦✈❡r✱
♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭❡♠❜❛rq✉é ❞❛♥s ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✮
❡t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ✭❝♦✉❝❤❡ ✷ ❖❙■✮ ❧♦rs ❞✉ ❤❛♥✲
❞♦✈❡r✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ✈❛❧✐❞♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣❛r ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠étrés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞✉ t②♣❡ ❈❤♦r❞❛❧ ♣♦✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r ✉♥ rés❡❛✉
❞✬❛❝❝ès ❧✐♥é❛✐r❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠étrés✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ t♦♣♦❧♦✲
❣✐❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❈❤♦r❞❛❧✳ ❈❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❝♦ût ❞✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
❧❛ ♣❛ss❡r❡❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡t rés✐❧✐❡♥❝❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ rés❡❛✉
❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés
s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣r♦♣♦sé ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ rés❡❛✉
❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉① ♣❛ss❛❣❡rs
à ❜♦r❞ ❞❡s tr❛✐♥s✱ ♠étr♦s ♦✉ ❛✉t♦❜✉s ✉r❜❛✐♥s✳

▼♦ts ❈❧és✿ ❘és❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r tr❛✐♥s✱ ❲✐❋✐✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r✱ ♠✐s❡ à
❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❛❣❡✱ r❡s❡❛✉ ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠❜✐♥és ❝♦r❞❡✱ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s✳
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✼✳✽ ●❛t❡✇❛②s ❞❡♥s✐t② ❢♦r bin7 ❦❡r♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✼✳✾ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✼✳✶✵ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✼✳✶✶ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r st❛r ❦❡r♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✐✐✐

✼✳✶✷ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✼✳✶✸ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ k = kmax(n) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✼✳✶✹ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✈✴s t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✼✳✶✺ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✼✳✶✻ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✼✳✶✼ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r st❛r ❦❡r♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✼✳✶✽ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✼✳✶✾ ✷ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❞♦✇♥ ❛♥❞ ♥♦ ❢❛✐❧✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✼✳✷✵ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧s t♦❣❡t❤❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✼✳✷✶ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✼✳✷✷ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✼✳✷✸ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r st❛r ❦❡r♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✼✳✷✹ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✼✳✷✺ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ∆✱ cr✱ ❛♥❞ c✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✼✳✷✻ ❉✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❧♦❣✲s❝❛❧❡✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢

❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✼✳✷✼ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❧❡❛st ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ l ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❢♦r n = 40 ❛♥❞

p = 0.01 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✼✳✷✽ P[L ≥ l] ❢♦r n = 40✱ p = 0.001 ❛♥❞ p = 0.0001 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✼✳✷✾ ❙②♥❞r♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ P[Sj|Si] ≤ P[Sj]/(1− p)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✼✳✸✵ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❛ s②♥❞r♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✼✳✸✶ ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ s②♥❞r♦♠❡s st❛rt✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✼✳✸✷ P[L ≥ l] ❢♦r n = 40 ❛♥❞ D = 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✼✳✸✸ P[L ≥ l] n = 200 ❛♥❞ p = 0.001✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✼✳✸✹ P[L ≥ l] n = 2000 ❛♥❞ p = 0.001✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✾✳✶ Pr♦♣♦s❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ▼❡tr♦ ❧✐♥❡ ✶ ✐♥ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✾✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ▼❡tr♦ ❧✐♥❡ ✶ ✐♥ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✾✳✸ ●❆▲ ❞❡❧❛② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r t✇♦ ♠❡tr♦s ✇✐t❤♦✉t tr❛✣❝✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✾✳✹ ●❆▲ ❞❡❧❛② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r t✇♦ ♠❡tr♦s ✇✐t❤ tr❛✣❝✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
✾✳✺ ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡✬s ❛❝t✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
✾✳✻ ■❈▼P ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r t✇♦ tr❛✐♥s ✇✐t❤ tr❛✣❝✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
✾✳✼ ■❈▼P ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✉♣✲t♦ ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡

❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
✾✳✽ ■❈▼P ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡

❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
✾✳✾ ■❈▼P P❛❝❦❡t ❧♦st ✭✪✮ ❢♦r t✇♦ tr❛✐♥s ✇✐t❤ tr❛✣❝✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
✾✳✶✵ ■❈▼P P❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ✭✪✮ ✉♣✲t♦ ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ✶✻✽
✾✳✶✶ ◆✐❝❡✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
✾✳✶✷ ◆✐❝❡✲▼❛rs❡✐❧❧❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷





▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✽✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✽✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✽✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✽✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✽✳✺ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✽✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✽✳✼ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✽✳✽ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✷✵✵ ♥♦❞❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✽✳✾ ▼♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ✶✺✵
✽✳✶✵ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✽✳✶✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✽✳✶✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✽✳✶✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✽✳✶✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✽✳✶✺ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✽✳✶✻ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✷✵✵✵ ♥♦❞❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✽✳✶✼ ▼♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳✶✺✺

✾✳✶ ●❆▲ t✐♠❡s ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✉♣✲t♦ ✸ ❢❛✐❧❡❞ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✾✳✷ ●❆▲ t✐♠❡s ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ✶✻✸

❆✳✶ ●❆▲ ❞❡❧❛② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✇✐t❤♦✉t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
tr❛✣❝✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

❆✳✷ ●❆▲ ❞❡❧❛② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✇✐t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳✶✽✶
❆✳✸ ❉✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
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❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭s✉❝❤ ❛s ■♥t❡r♥❡t✮ t♦ tr❛✐♥s
♣❛ss❡♥❣❡rs ✇❤✐❧❡ t❤❡② tr❛✈❡❧ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✜rst t❤❡ ♠♦t✐✲
✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❡♥t❛✐❧❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢②
s♣❡❝✐✜❝ q✉❡st✐♦♥s r❛✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞
❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥s✐❣❤t t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥t❡①t

■♥t❡r♥❡t ✐s ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈❡r②✲❞❛② ❧✐❢❡
✐s ❢♦st❡r✐♥❣ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ♥❡t✇♦r❦✐♥❣✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✉s❡rs ❜❡✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ ♠❛ss tr❛♥s✐t tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢♦r❡❝❛st
❢r♦♠ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥ ✶ ✭■❉❈✮ ❬❉r❛❦❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r❝❡
✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s ❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✳ ✏❆s
♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣r❡❛t❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✇♦r❧❞✇✐❞❡✱ ■❉❈ ❡①♣❡❝ts t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❜✐❧❡ ✇♦r❦❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✾✶✾✳✹ ♠✐❧✲
❧✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✽ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✳✶✾ ❜✐❧❧✐♦♥ ✐♥ ✷✵✶✸✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥❡❛r❧② ✸✺✪ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡
✇♦r❦❢♦r❝❡✧✱ s❛✐❞ ❙❡❛♥ ❘②❛♥✱ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❛❧②st ❢♦r ■❉❈✬s ▼♦❜✐❧❡ ❊♥t❡r♣r✐s❡ ❣r♦✉♣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ♥♦♠❛❞✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ✸● ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡♣❧♦②❡❞✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✈❛st ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛r❡❛s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡rs t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ✈✐❛
✸●✱ ✇❤❡♥ ❲✐❋✐ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤✐❧❡ ✸● ♥❡t✇♦r❦s ♦✛❡r ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❝♦♥✲
♥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❡♥❞✲✉s❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤s st✐❧❧ ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ✜①❡❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✸● ♥❡t✇♦r❦s ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛✲
t✐♦♥ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ tr❛✐♥✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡
✸● ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❤♦❧❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉♣✲t♦ ✸✵✵ ❦♠✴❤ ❬❏❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱
t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ s♦❧✈❡ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ■♥t❡r♥❡t t♦ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞
tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❞❛② ♠♦r❡ ♣❡♦♣❧❡
❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥✲❧✐♥❡ ✇❤❡♥ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ♦r ❝♦♠♠✉t✐♥❣✳ ❙❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ tr❛✐♥s✳
▼♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜❧❡♥❞ ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✸●✱
❲✐▼❛① ❛♥❞ ❲✐❋✐ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ tr❛✐♥ ❧✐♥❡s

✶■❉❈ ✐s ❛ ♠❛r❦❡t r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✜r♠ s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳



✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ t❤❡✐r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦r ✸● ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t t♦ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s✉st❛✐♥❡❞ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ r❛✐s❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥
♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❛♥ ✉♥❧✐❝❡♥s❡❞ ✇✐r❡❧❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ s✉❝❤ ❛s ❲✐❋✐ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss
t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ tr❛✐♥ ❝♦♠♣❛♥② t❤❛t ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❢✉❧❧② ♦♣❡r❛t❡ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s❡r✈✐❝❡s ✇✐t❤ ◗♦❙ t♦ ✐ts ♣❛ss❡♥❣❡rs✳

✶✳✷ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s r❡✈✐❡✇ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✿ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦♥✲
❣♦✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs t♦ ■♥t❡r♥❡t ❛t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤
q✉❡st✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s✿ ❤♦✇ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦

tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥❧② r❡❧❛②✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ✉♥❧✐❝❡♥s❡❞ ✇✐r❡❧❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ♠♦r❡

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❲✐❋✐ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❲✐❋✐ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛
s✐♠♣❧❡✱ ❤✐❣❤❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦st t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐s ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦✛❡r❡❞ ❜② ♦t❤❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✸●
♦r ❡✈❡♥ ❲✐▼❛①✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ tr❛✐♥s s❝❡♥❛r✐♦✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛s ❛ tr❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✭t❤❡ r❛✐❧✇❛②✮✱ ♦✉r q✉❡st✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s✿ ❤♦✇ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭tr❛✐♥s✱
♠❡tr♦s✱ ❡t❝✳✮ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❆s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❲✐❋✐ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✐♠♣❧✐❡s t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤✐s tr❛❥❡❝t♦r②✳



✶✳✷✳ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ❞❡♣✐❝ts ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦✿ ❆t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛
❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ■♥ t❤✐s ✈❡❤✐❝❧❡✱ ♣❛ss❡♥❣❡rs ❣❡t ❛❝❝❡ss t♦
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ✉s❡s ❛ ❲✐❋✐
❜❛s❡❞ ❧✐♥❦ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❲✐❋✐ ❆❝❝❡ss P♦✐♥ts ✭❆P✮ ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡s❡ ❆Ps ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤
❝❛rr✐❡s t❤❡ tr❛✣❝ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs ❛♥❞ ❛ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛② ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣
♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤✐s ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛② ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭s✉❝❤ ❛s
■♥t❡r♥❡t✮✳

❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ♣♦s❡s s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞✱ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ◗♦❙ t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦♥✲
♥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ❥✉st t♦ ♠❡♥t✐♦♥
❛ ❢❡✇✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✿

✶✳ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❞❡✈✐❝❡s ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✷ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛ss❡♥❣❡rs ✭♦r ❤♦sts✮✳

✷✳ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r♦❜✉st ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ ✭▼❡tr♦✴❚r❛♠✇❛② s❝❡♥❛r✐♦✮✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱
s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ st❛t✐❝ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❛s
❛ ✇❤♦❧❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛s t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ ♥♦✇✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡ ❛s ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❲✐❋✐
✉♣✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ ❬❲✐❡t❤♦❡❧t❡r ✫ ❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❡♥t❛✐❧s s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❆P✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ r♦✉t❡s ✇❤❡♥
t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❆P✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿

• ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❛ ❤✐❣❤✲

s♣❡❡❞ tr❛✐♥ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❜✉✛❡rs ♦✈❡r✢♦✇s ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳

• ❤♦✇ t♦ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❡✇ ❆P ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡

✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭♣❛ss❡♥❣❡rs✮ ✐s ♥♦✇ r❡❛❝❤❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
✐t ✐♠♣❧✐❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦♣❡♥s ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✐♥❝❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝✲
t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ❲✐❋✐ ❆P✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ♥❛♠❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱

✷❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❲✐❋✐ ♦♣❡r❛t❡s ❝♦rr❡❝t❧② ❛t t❤❛t s♣❡❡❞



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ✈❛r② ❢r♦♠ ❤✉♥❞r❡❞s t♦ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❲✐❋✐ ❆Ps
✭✇✐t❤ s♠❛❧❧ r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣②
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❆Ps ✇✐t❤ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦
●❛t❡✇❛② ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✮✳ ❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❛t
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ r♦✉t❡ ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦rs
s✉❝❤ ❛s r♦✉t❡s r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s
❧❛tt❡r ❢❛❝t♦r r❡❞✉❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡✳ ❚❤❡
✜♥❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ r♦❜✉st ✐s t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❛t ✐s ❤♦✇ ❜♦t❤ ♥❡t✇♦r❦s t♦✲
❣❡t❤❡r s❤♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r♦❜✉st ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❤♦✇ ♠❛♥② ❢❛✐❧✉r❡s ✐t ❝❛♥ t♦❧❡r❛t❡ ❜❡❢♦r❡ t♦ ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡
✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ◗♦❙✳

✶✳✸ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

✶✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s ✐♥t♦ s✐♠♣❧❡r q✉❡st✐♦♥s✳

✷✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠♣❧❡r q✉❡st✐♦♥s✳

✸✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st✉❞✐❡s t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡♠✳

✹✳ ❲❡ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥s✇❡rs✳

❆t t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ st❛rt t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ q✉❡st✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

✶✳ Qh ✿ ❍♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣
♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s❄

✷✳ Qd ✿ ❍♦✇ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r♦❜✉st ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ ❛♥
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦❄

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ Qh✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥② ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ s❤♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞
♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❲✐❋✐ ❞❡✈✐❝❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡s ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛r❡✿ t❤❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞
♣❛❝❦❡ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜✉✛❡r ✐s ❢✉❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts t♦ ❛♥ ❆❝❝❡ss
P♦✐♥t ✭❆P✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛✉s❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ r❛❞✐♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡
♥❡❡❞s t♦ ❜✉✛❡r t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛✣❝ ✇❤❡♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❆P ❛♥❞ ♥❡❣♦t✐❛t✐♥❣ t❤❡
r❡✲❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❜✉✛❡r ✐s ❢✉❧❧✱ ❛❧❧ ❢✉rt❤❡r ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛✉s❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r♦✉t❡ t❤❛t
✐s ♥♦t ②❡t ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡♠ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦❧❞ ❆P ✐♥st❡❛❞
t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡✳ ❙♦✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ Qh ✐♥ t✇♦ s✉❜✲q✉❡st✐♦♥s✿



✶✳✸✳ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✺

✶✳ Qhh ✿ ❍♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛✈♦✐❞✐♥❣
❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s❄

✷✳ Qhr ✿ ❲❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✱ ❤♦✇ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts❄

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ q✉❡st✐♦♥ Qd✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠❜✐♥❡
t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s✐❣♥ ❡❧❡♠❡♥ts✿ ✶✮ ❛ t♦♣♦❧♦❣② t♦ ❝♦♥♥❡❝ts ❛❧❧ t❤❡✐r ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ ✷✮ ❛ r♦✉t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ♣❛❝❦❡ts t♦ tr❛♥s✐t t❤r♦✉❣❤ ✐t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ss❡ss✐♥❣
❤♦✇ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ✭Qh✮ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭♣r♦♣♦s❡❞
❜② ✶✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✷✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ r❡✜♥❡ Qd ✐♥t♦ t❤r❡❡ s✉❜✲
q✉❡st✐♦♥s✿

✶✳ Qdt ✿ ❍♦✇ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
r❡s✐❧✐❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥❄ ✭■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✮✳

✷✳ Qdr ✿ ❲❤❛t r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦❄

✸✳ Qde ✿ ■s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧❄ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛✲

t✐♦♥✳

◗✉❡st✐♦♥s Qdr ❛♥❞ Qde ❞❡✜♥❡ ❝❧❡❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ♦♥✮✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ Qdt ❝❛♥ ❜❡ st✐❧❧ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡r q✉❡st✐♦♥s✿

✶✳ Qdtd ✿ ❲❤❛t t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡s✐❧✐❡♥t ✏❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✑❄ ❲❡
♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇❡ ❛✐♠ ❛t st✉❞②✐♥❣✳

✷✳ Qdtt ✿ ❍♦✇ ✐s t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦st ✈s✳ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s❄

✸✳ Qdtf ✿ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s❄

✹✳ Qdts ✿ ❍♦✇ t♦ s❡❧❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛♥❞ r❡s✐❧✐❡♥t ❜❛❝❦❜♦♥❡
t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦❄

❚❤❡ ❉✐❛❣r❛♠ ✶✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❧❡✈❡❧ ♦❢ q✉❡st✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ✜rst ❛♥s✇❡r Qdp

❜❡❢♦r❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ Qh ❛♥❞ Qd✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ❤♦✇ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ r♦✉t❡s
❛♥❞ ❜②♣❛ss t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ Qhr ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ✜rst ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡
♥❡t✇♦r❦✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ Qh✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧❧
t❤❡ t❛s❦s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✲❧✐♥❦ ❧❛②❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ❆P t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ✭s❡❡



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡s✐s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳

❬▼✐s❤r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❜✉✛❡r
♦✈❡r✢♦✇ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡s❡ t❛s❦s ❞❡♣❡♥❞s ♠♦st❧② ♦♥ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❆Ps ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥✲❜♦❛r❞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦✉r ♥❡①t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦✈❡r❛❣❡ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♥♦ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s✳ ❚❤✐s ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s
✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ✭❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❛♥② ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ✭✐✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦
✐♥ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t st✉❞②✐♥❣ ❛ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Qdr ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞
❜② ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮✳ ❲❤❡♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❛tt❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛
❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ✭❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✰ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ✭t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ Qh✮✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ Qd✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✜①❡❞ t♦
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✱ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡



✶✳✸✳ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✼

t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ✶✮ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣❛t❤s ❢r♦♠ ❛♥②
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②❀ ✷✮ ❛ ❣♦♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱
t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t❀ ❛♥❞ ✸✮ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡
t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ✜♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡s t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙t❡r❜❡♥③
❬❙t❡r❜❡♥③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ s✉r✈✐✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t❡
♣❛t❤s t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ❛♥② s♦✉r❝❡ t♦ ❛♥② ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ r♦✉t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤✐s
❞✐✈❡rs✐t② ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ r❡❞✉♥❞❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ♣❛t❤s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♦ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ✈s✳ ❜❡♥❡✜ts✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✉❞② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✮✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✭t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♣❛t❤s ✭❞✐s❥♦✐♥t ♦r ♥♦t ❞✐s❥♦✐♥t✮ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛✐♥ ♣❛ss❡♥❣❡r t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✭t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❛✐❧✉r❡s ❝❛s❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ ♦r ♥♦t t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦ ❬❙t❡r❜❡♥③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ②✐❡❧❞ t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ Qde✱ ✇❤✐❝❤ r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
s❝❤❡♠❡ ✇♦r❦s ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣✿ ✶✮ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✷✮ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✸✮ ❛ tr❛✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ✭✇✐t❤✴✇✐t❤♦✉t ❢❛✐❧✉r❡s✮✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② tr❛✐♥
♣❛ss❡♥❣❡rs ✇❤❡♥ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ tr❛✣❝ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② s❤♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠s st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✶✳✷✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ✽ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❉❡✜♥❡ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✷✳ ❙t❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈❡❤✐❝❧❡✬s s♣❡❡❞ ❛♥❞ tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡s✳

✸✳ ❙t✉❞② ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❛ ❲✐❋✐ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳

✹✳ ❙t✉❞② ❛ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✶✳

✺✳ ❉❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ n ♥♦❞❡s ❛♥❞ st✉❞② t❤❡✐r
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳



✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✻✳ ❆♥❛❧②③❡ ❝♦sts ✈❡rs✉s ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✼✳ ❙❡❧❡❝t ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ n ♥♦❞❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦✳

✽✳ ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡
❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦♥ ❛ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦✳

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❊❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t✇♦✲❢♦❧❞✿ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺
♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢♦r ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s
♦♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❈❤❛♣t❡rs ✻ t♦ ✽ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✭❧✐♥❡❛r s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✿ ■♥t❡r♥❡t ♦♥ tr❛✐♥s ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛
r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✈✐❡✇✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r r❡✈✐❡✇
♦♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡✈✐❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s
❝♦♠❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✇❤♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❡② ✉s❡
❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t♦ ♣❛ss❡♥❣❡rs t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ ✏❲✐❋✐ ♦♥✲❜♦❛r❞✑✳

• ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♠❛❞❡ t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ tr❛✣❝
♣r♦✜❧❡s ✇❡ ❡①♣❡❝t✳

• ❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✲❧✐♥❦ ❧❛②❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t t♦ t❤❡
♥❡①t ♦♥❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❧♦✇ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✱ ♦r ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳

• ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ❘♦✉t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐ts s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ s✐♥❝❡
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✳

• ❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s t♦ ♣❧❛❝❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r



✶✳✹✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✾

❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❢♦r
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡✐r ❝♦sts ✈❡rs✉s ❜❡♥❡✜ts✳

• ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ st✉❞✐❡s✿ ✶✮ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡✜♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣②❀ ❛♥❞ ✷✮ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇♦t❤ st✉❞✐❡s ❛✐♠
❛t ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ✈❡rs✉s ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡
t♦♣♦❧♦❣②✳

• ❈❤❛♣t❡r ✽ ✲ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛✐♠ ❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❲❡ ❞♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝❛s❡s✿ ❛ s♠❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣② ✭✷✵✵
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✴✸✵ ❦♠ ❧♦♥❣✮✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♠❛ss tr❛♥s✐t tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠
✭s✉❝❤ ❛s ❛ ♠❡tr♦✴tr❛♠✇❛②✴❜✉s✮✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭✷✵✵✵ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✴✸✵✵ ❦♠
❧♦♥❣✮✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✐♥t❡r✲✉r❜❛♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ tr❛✐♥✳

• ❈❤❛♣t❡r ✾ ✲ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r

s❝❤❡♠❡ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ✭❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✰ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ❢♦r t✇♦ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ❛ ♠❡tr♦ ❧✐♥❡
✭✷✵ ❦♠ ❧♦♥❣✮ ❛♥❞ ❛ tr❛✐♥ ❧✐♥❡ ✭✷✵✵ ❦♠ ❧♦♥❣✮✳

• ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞r❛✇ ♦✉r ❝♦♥✲
❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✇♦r❦ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳





❈❤❛♣t❡r ✷

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✿ ■♥t❡r♥❡t ♦♥ ❚r❛✐♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❢♦r tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs✳
❲❤✐❧❡ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡✈✐❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠✱ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛♥❞ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❡② ✉s❡ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✏■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✑s❡r✈✐❝❡✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❬❋♦❦✉♠ ✫ ❋r♦st ✷✵✶✵❪ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❧❛t❡ ✷✵✵✾ ❛ s✉r✈❡② ♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜r♦❛❞❜❛♥❞
■♥t❡r♥❡t ❛❝❝❡ss ♦♥ tr❛✐♥s✳ ❚❤❡② r❡✈✐❡✇❡❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡s✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ❛❝r♦ss t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤✐s s✉r✈❡②✱
✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛♦rts✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛❝t✉❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❡② ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❋♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦♥ ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥✈✐t❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❬●♦♥❞✐ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ✏❧❡❛r♥❡❞ ❧❡ss♦♥s✑ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❬❋♦❦✉♠ ✫ ❋r♦st ✷✵✶✵❪ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❞❡♣❧♦②♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ♣❡r tr❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢
❛❧❧ ♣❛ss❡♥❣❡rs✬ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❧❧ t❤❡
tr❛✣❝ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ▼❛sq✉❡r❛❞✐♥❣ ♦r ◆❡t✇♦r❦ ❆❞❞r❡ss ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥
✭◆❆❚✮ ❬❊❣❡✈❛♥❣ ✫ ❋r❛♥❝✐s ✶✾✾✹✱ ❲✐♥❣ ✷✵✶✵❪✳

• ❆s ✐♥✐t✐❛❧❧② st❛t❡❞ ❜② ❬❘♦❞r✐❣✉❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r
r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛♦rts✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ❜❡t✲
t❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ ✇❛②
t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱
❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ♥♦t ❧♦♥❣❡r ♣r❡s❡♥t✱ ❛ s❡❝♦♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s
✏❣❛♣✲✜❧❧❡r✑✳ ❚❤✐s ♥❡t✇♦r❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧✇❛②s ❛
♣r❡❢❡rr❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳

• ❙✇✐t❝❤❡❞ ❊t❤❡r♥❡t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛rr✐❡r✲❣r❛❞❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ s✉♣♣♦rt ❢❛st ♠♦✈✐♥❣
✉s❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❊t❤❡r✲
♥❡t✬s r❡❝♦✈❡r② ❢r♦♠ ❧✐♥❦ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❲❡ ❛❞❞ t♦ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t❤❛t s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❬❉❡ ❙♦✉s❛ ✷✵✵✻✱ ❍✉②♥❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ P❛❞♠❛r❛❥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❜❪ ✇✐t❤
✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ◗♦❙ ❛♥❞ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❊t❤❡r♥❡t ♥❡t✲
✇♦r❦s✳



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✿ ■♥t❡r♥❡t ♦♥ ❚r❛✐♥s

• ❲❤✐❧❡ ❲✐❋✐ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ r❛✐❧✇❛②s s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t ✉s❡❞ ❛s ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦sts ♠✐❣❤t ❜❡
t♦♦ ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✏■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✑ ♦❢
tr❛✐♥s✳ ❲❡ st❛rt r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
✉s❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥✱ t♦ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
♦❢ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛❧✐t② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ tr❛✐♥s✬ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳

✷✳✷ ❈✉rr❡♥t ❉❡♣❧♦②♠❡♥ts

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❬❋♦❦✉♠ ✫ ❋r♦st ✷✵✶✵❪✱ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s❡ ❛♥ ✏❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✑ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❯s✉❛❧❧② ❛ ❤♦t✲s♣♦t ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞
✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❝❛rr✐❛❣❡✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬❇✐❛♥❝❤✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✱ ❛♥❞ t❤❡② ❣❡t ❛❝❝❡ss t♦ ❡①t❡r♥❛❧
♥❡t✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✳ ❆ ❜❧❡♥❞ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s t❡r♠✐♥❛❧✳ ❊❛❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦
♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ♦♥❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✭s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✮✱ ❞❡❧❛②✱ t❤r♦✉❣❤♣✉t
♦r ❝♦sts✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❧❛②s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

✶✳ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✰ ❣❛♣✲✜❧❧❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

✷✳ ❇♦♥❞❡❞ ✸✴✸✳✺● ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

✸✳ ❚r❛❝❦s✐❞❡ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② ✉s❡s ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
■♥t❡r♥❡t✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ✭t✉♥♥❡❧s✱ st❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮✱ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ s✇✐t❝❤
t♦ ❛ t❡rr❡str✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭t❤❡ ❣❛♣✲✜❧❧❡r✮ ✐♥ ♦r❞❡r ❦❡❡♣ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❘❖❙■◆ ♣r♦❥❡❝t ❬❋❛❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪✱ st✉❞✐❡❞ ❜② t❤❡
❚❘❆■◆❈❖▼ ♣r♦❥❡❝t ❬●❛tt✐ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❋■❋❚❍ ♣r♦❥❡❝t ❬❙❝❤❡♥❛ ✫ ❈❡♣r❛♥✐ ✷✵✵✹❪✱
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛t❡r ❜② t❤❡ ■♥t❡●❘❛✐❧ ♣r♦❥❡❝t ❬❙❤✐♥❣❧❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❬❇✐❧❧✐♦♥ ✫ ❱❛♥ ❞❡♥ ❆❜❡❡❧❡ ✷✵✵✼❪✳ ❲✐t❤
t❤❡ t✐♠❡✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② t❤❡ ■♥❞✉str②✱ ❛♥❞ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❜② tr❛✐♥
♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ ❛s ❚●❱ ❛♥❞ ❚❤❛❧②s ✱ ❥✉st t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❚●❱ ✉s❡s ❛ s❛t❡❧❧✐t❡
❛s ♠❛✐♥ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ❲✐❋✐ ❛♥❞ ✸● ❛s ❣❛♣✲✜❧❧❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❚❤❛❧②s ✉s❡s ♦♥❧② ❛ ✸●
♥❡t✇♦r❦ ❛s ❣❛♣✲✜❧❧❡r✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❘✫❉ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❖r❛♥❣❡ ▲❛❜s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚●❱✱ ❛♥❞ ✷✶◆❡t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❤❛❧②s✳
❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r✮ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛t ❧❛②❡r ✸
✇✐t❤ ❛ ▼♦❜✐❧❡ ■P ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ t❤❡ tr❛✣❝ str❡❛♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦s ✭❙❛t❡❧❧✐t❡✱ ✸● ♦r ❲✐❋✐✮ ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ❛ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❈❡♥t❡r ✭◆❖❈✮✱
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ tr❛✣❝ r❡❛❝❤❡s ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳



✷✳✷✳ ❈✉rr❡♥t ❉❡♣❧♦②♠❡♥ts ✶✸

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❡rr❡str✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❛❝❝❡ss ❡①t❡r♥❛❧
♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ♥❛♠❡ t❡rr❡str✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥② ✸✴✸✳✺● ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦✈❡r ❧❛♥❞♠❛ss❡s✳ ❚❤❡
❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t❡s s❡✈❡r❛❧ ❧✐♥❦s ✭✉♣✲t♦ ✽ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡
♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ tr❛✣❝ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❝❛♥ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ❜② s✉♣♣❧②✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❜❡tt❡r
❝♦✈❡r❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ❛ ❣❛♣✲✜❧❧❡r ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤ ❛s ❲✐▼❛① ❝❛♥ ❜❡
❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐♥❞✉str② ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❧✐❦❡ ■❝♦♠❡r❛ ❛♥❞ ◆♦♠❛❞ ❉✐❣✐t❛❧✳
❙♦♠❡ tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❆♠tr❛❦ ✐♥ t❤❡ ❯❙✱
❛♥❞ ●◆❊❘ ❛♥❞ ❱✐r❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❯❑✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s✐♥❣ ❲✐▼❛① ❛s ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛❧♦♥❣
t❤❡ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✐s s♣❡❝✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ■❈❊ tr❛✐♥s ✐♥ ●❡r♠❛♥②✳ ❚❤❡② ✐♥t❡❣r❛t❡
✸● ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛ ❋▲❆❙❍✲❖❋❉▼ ❜❛s❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❧❛tt❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s
♥❡✇ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❛✐❧✇❛②s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ❚✲▼♦❜✐❧❡ ❤❛s
❞❡♣❧♦②❡❞ s✉❝❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛ ❣❛♣✲✜❧❧❡r ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ ❜✉t s♦♦♥ ❛❢t❡r ✐t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛s
❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡② ❡①t❡♥❞❡❞ ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❲❡ ✐♥✈✐t❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✇♦r❦
♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬❆r❥♦♥❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❋▲❆❙❍✲❖❋❉▼ ❜❛s❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛s❡s ✐s
❤❛♥❞❧❡❞ ❛t ❧❛②❡r ✸ ❜② ▼♦❜✐❧❡ ■P ♣r♦t♦❝♦❧s✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❧❡ss ❦♥♦✇♥✱ ❜✉t st✐❧❧ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❧♦②✲
♠❡♥t ♦❢ ❛ tr❛❝❦s✐❞❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✳
❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛❞✐♦ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✉s❡ r❛❞✐♦
❜❛♥❞s ❢r♦♠ ✺✴✻ ●❍③ ✭■❙▼ ❇❛♥❞✮ ✉♣✲t♦ ✶✵✳✵ ●❍③ ✭❧✐❝❡♥s❡❞ ❜❛♥❞✮✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ❲■●❲❆▼ ❬❋❡tt✇❡✐s ✫ ■r♠❡r ✷✵✵✺❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡
❋❆▼❖❯❙ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬●r❡✈❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s st✐❧❧ ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤ ✐❞❡❛✱ t❤❡
❢♦r♠❡r ❤❛s ❢♦✉♥❞ ✐ts ✇❛② t♦ t❤❡ ■♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ❙❤❛♥❣❤❛✐ ❚r❛♥sr❛♣✐❞ ✭❛ ▼❆●▲❊❱ tr❛✐♥
r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✺✵✵ ❦♠✴❤✮ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❤❛♥❣❤❛✐ ❛✐r♣♦rt ❛♥❞ t❤❡ ❝✐t② ❞♦✇♥t♦✇♥ ✭✸✵
❦♠ ❧♦♥❣✮ ✉s❡s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ tr❛❝❦s✐❞❡ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✲
❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❧✐❡s ♦♥ ❋✐❜❡r ❖♣t✐❝ ❧✐♥❦s ❛♥❞ r❛❞✐♦ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❚❡❧❡✲
❢✉♥❦❡♥ ❘❆❈❖▼❙✱ ❛ ●❡r♠❛♥ ❝♦♠♣❛♥② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲■●❲❆▼ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ✷✵✵✺✱ ❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵❪✮
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❚❡❧❡❢✉♥❦❡♥ ❘❆❈❖▼❙✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡✈✲
❡r❛❧ r❛❞✐♦ ❝❡❧❧s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ ▼❡❞✐❛ ❆❝❝❡ss ❈♦♥tr♦❧ ✭❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼❆❈ s❝❤❡♠❡✮✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ▼❆❈ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♥❡r✲
❤❛♥❞♦✈❡r ✭tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦ ✉♣♣❡r ❧❛②❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ▼❆❈s ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ❛t ▼❆❈ ❧❡✈❡❧✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ■♥t❡r♥❡t ✏♦♥✲❜♦❛r❞✑✿ ❙❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✸●✱ ❲✐▼❛① ❛♥❞ ❲✐❋✐✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇
t❤❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❞❡❧❛②
t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡✳



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✿ ■♥t❡r♥❡t ♦♥ ❚r❛✐♥s

✷✳✸ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦♥ ✏■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✑

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ✉s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ■♥t❡r♥❡t t♦ tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs✳
❲❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ❙❛t❡❧❧✐t❡✱ ✸●✱ ❲✐▼❛①
❛♥❞ ❲✐❋✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳

✷✳✸✳✶ ✸✴✸✳✺● ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ✜❡❧❞ st✉❞✐❡s✱
✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

• ❖✷ ❯❑ ●P❘❙✴❍❙❉P❆ ◆❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❯❑ r❡s❡❛r❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t♦r ❥❛✳♥❡t
❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ st✉❞② ✏❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❇❛❝❦❤❛✉❧ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
❖♣t✐♦♥s✑ ❬●❡♦r❣♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✜❡❧❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ❖✷ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❚❈P ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦♦❧ ✐♣❡r❢✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞
♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭❚❈P ♦r ❯❉P✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛
❚❈P ✢♦✇ ✇❛s ✸✵ ❑❜✐t✴s ✐♥ ●P❘❙ ✇❤❡♥ ❍❙❉P❆ ✇❡r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭r✉r❛❧ ❧❛♥❞✮ ❛♥❞
✸✹✵ ❑❜✐t✴s ✇✐t❤ ✷✵✪ ❧♦ss❡s ✐♥ ❍❙❉P❆✳ ❚❤❡ ✇♦rst ❧❛t❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❛♠♣✉s ✇❛s ✼✵✵
♠s ✇✐t❤ ●P❘❙✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❬●❡♦r❣♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♥ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ s♣❡❡❞ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✭✺✻ ▼❜✐t✴s ♦♥
❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♥❞ ✷✷ ▼❜✐t✴s ♦♥ ✉♣str❡❛♠✮ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❲❤❡♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣
t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦✇❛❞❛②s ✭❖❝t✳ ✷✵✶✵✮ ✐♥ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❧✐♥❦
s♣❡❡❞✱ t❤❡② ♦♥❧② s❛② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦♥ s♣❡❡❞✳

• ❚✇♦ ❑♦r❡❛♥ ❊❱❉❖✴❍❙❉P❆ ◆❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❬❏❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♠♦❜✐❧❡ ■❙P ✐♥ ❑♦r❡❛✳ ❊❛❝❤ ■❙P
✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ t✇♦ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ✸● ❛♥❞ ✸✳✺● ♥❡t✇♦r❦ ✭❈❉▼❆ ✶①❊❱❉❖ ❛♥❞ ❍❙❉P❆
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ✶✮ ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞
tr❛✐♥ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✸✵✵ ❦♠✴❤ ❛♥❞ ✷✮ ❝❛r r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✶✵✵ ❦♠✴❤✳ ❇♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❚❈P ❛♥❞ ❯❉P ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ st❛t✐❝ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❜✐❧❡
s❝❡♥❛r✐♦s s❤♦✇❡❞✱ ❢♦r ✸● ♥❡t✇♦r❦s ✭❊❱❉❖✮✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ ✺✵✵ ❑❜✐t✴s
✭❯❉P✮ ❛♥❞ ✶✳✷ ▼❜✐t✴s ✭❚❈P✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ✸✳✺● ♥❡t✇♦r❦s ✭❍❙❉P❆✮
s❤♦✇❡❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ ✺✵✵ ❑❜✐t✴s ✭❯❉P✮ ❛♥❞ ✶ ▼❜✐t✴s ✭❚❈P✮✳ ❈♦♥tr❛st✲
✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st t❤❡ st❛t✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛✉t❤♦rs ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛❝❦❡t
❧♦ss❡s ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❲❤✐❧❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧♦ss❡s ❛r❣✉✐♥❣ ▲❛②❡r ✸ ✐ss✉❡s
✭❚❈P ♠♦st❧②✮✱ ✇❡ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡r ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣
t❤❡✐r r❡s✉❧ts✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✉❣❣❡st t❤❛t ✸✴✸✳✺● ♥❡t✇♦r❦
s❡r✈✐❝❡s ❤❛s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❛❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛❜♦✉t ✶▼❜✐t✴s ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♥❞ ✺✵✵ ❑❜✐t✴s
✉♣str❡❛♠✳ ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s t❤r♦✉❣❤♣✉t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
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✷✳✸✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦♥ ✏■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✑ ✶✺

❜❛❝❦❤❛✉❧ ♥❡t✇♦r❦✱ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥② tr❛✣❝ ♣♦❧✐❝✐♥❣ ♦r s❤❛♣✐♥❣
t❤❛t ♦♣❡r❛t♦rs ♠❛② ❛♣♣❧②✳

✷✳✸✳✷ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❲❡ ❜❛s❡ ♦✉r r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ s✉r✈❡② ♦❢ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❬❈❤✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡✈✐❡✇ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❚❈P ✢♦✇ ♦♥ ❛
s❛t❡❧❧✐t❡ ❧✐♥❦✱ ❛s ❛♥② ✇❡❜ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ tr❛✐♥ ♣❛ss❡♥❣❡r✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❚❈P ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧✐♥❦s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ✷✵✵✵❪✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❜❛s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s❡r✈✐❝❡s✳

▼♦❜✐❧❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡s ◆❡t✇♦r❦s ✭▼❙❙s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ●❡♦s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❊❛rt❤ ❖r❜✐t ✭●❊❖✮✱ ▼❡❞✐✉♠ ❊❛rt❤ ❖r❜✐t ✭▼❊❖✮ ❛♥❞ ▲♦✇ ❊❛rt❤ ❖r❜✐t ✭▲❊❖✮✳ ❚❤❡ ●❊❖
s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♦r❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛t ❛♥ ❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ✸✺ ✽✵✵ ❦♠ ❛❜♦✈❡ ❣r♦✉♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❊❛rt❤ r♦t❛t❡s✳ ❚❤❡ ▼❊❖ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♦r❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛t
❜❡t✇❡❡♥ ✽✵✵✵ ❛♥❞ ✶✷ ✵✵✵ ❦♠ ♦❢ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ▲❊❖ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♦r❜✐t✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛❧t✐t✉❞❡
❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✵ ❛♥❞ ✷✵✵✵ ❦♠✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ t②♣❡s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ♥❡t✇♦r❦s ✭✐✳❡✳✱ ■r✐❞✐✉♠ ❛♥❞
●❧♦❜❛❧st❛r✮ ♦✛❡rs ♥♦r♠❛❧❧② ✈♦✐❝❡✴❧♦✇✲r❛t❡ ❞❛t❛ s❡r✈✐❝❡s ✭✾✳✻✲✶✹✳✹ ❑❜✐t✴s✮ ♠♦st❧② t❛r❣❡t✐♥❣
♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ●❊❖ s❛t❡❧❧✐t❡s ✭✐✳❡✳✱ ■♥♠❛rs❛t✱ ❍✐s♣❛s❛t✱ ❚❤✉r❛②❛
❛♥❞ ❙❊❙✲❆❙❚❘❆✮ s✉♣♣♦rt ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s t❛r❣❡t✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❧❛♥❞♠❛ss❡s✳ ❲❡
❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●❊❖ s❛t❡❧❧✐t❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣ ✉s❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♦✛❡r✐♥❣ ✏■♥t❡r♥❡t ♦♥✲
❜♦❛r❞✑ ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✉s❡ ❛ ●❊❖ s❛t❡❧❧✐t❡ ✉♣✲❧✐♥❦✳ ❆ ●❊❖ s❛t❡❧❧✐t❡ s♣♦ts t❤❡ ❊❛rt❤ ✇✐t❤
❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❜❡❛♠s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ♦♥ ❊❛rt❤ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r✲❧✐❦❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ❜❡❛♠s ♣❡r r❡❣✐♦♥ ✭❝❧♦s❡r ❜❡❛♠s✮✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❤✐❝❤
r❡✉s❡s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ▼❙❙s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ■♥♠❛rs❛t ❛♥❞ ❚❤✉r❛②❛ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬❈❤✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ ❇●❆◆✬s ■♥♠❛rs❛t ♥❡t✇♦r❦s ❛r✐s❡s ❛s
t❤❡ ❜❡st ♣r♦✈✐❞❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♥❡✳

❲❡ ❛❧s♦ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬●❡♦r❣♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ✇❤❡♥
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❆❙ ❆❙❚❘❆ ❛♥❞ ■♥♠❛rs❛t✳ ❲❡ ❛✐♠ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛
♣r❛❝t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳

• ❆str❛✷❈♦♥♥❡❝t❘© ✭❙❆❙✲❆❙❚❘❆✮✳ ❆str❛✷❈♦♥♥❡❝t ✐s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② ❙❆❙✲❆❙❚❘❆✳ ❚❤❡✐r ❝❧❛✐♠ ✐s t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ■♥t❡r♥❡t
❛❝❝❡ss ✭✉♣✲t♦ ✹ ▼❜✐t✴s✮✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr✐❛❧s ✇❡r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ r✉r❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ❇✉tt❡r♠❡r❡ ✭▲❛❦❡ ❉✐str✐❝t✱ ❯❑✮✳ ❚❤❡ t❡st ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ❚❈P str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛❧ s✐t❡ t♦ t❤❡ ▲❛♥❝❛st❡r ❯♥✐✈❡rs✐t② ✭tr❛✈❡rs✐♥❣
▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡rr❡str✐❛❧ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ t❤❡ ❆str❛✷❈♦♥♥❡❝t s❡r✈✐❝❡ ✐s✱ ❛♥❞ t❤❡♥
●❊❆◆❚ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❛♠♣✉s✮✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❡r❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✾✾✵ ❑❜✐t✴s ✐♥ ❞♦✇♥✲
str❡❛♠ ❛♥❞ ✷✹✹ ❑❜✐t✴s ✐♥ ✉♣str❡❛♠✳ ▲❛t❡♥❝② ❛❜♦✉t ✻✵✵ ♠s✳ ❆✉t❤♦rs ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡
❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝❧❛✐♠s ✭✷ ▼❜✐t✴s ❞♦✇♥str❡❛♠✱ ✷✺✻ ❑❜✐t✴s ✉♣str❡❛♠✮
❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ◆♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t♦♦❧ ✉s❡❞ t♦ r✉♥ t❤❡ t❡sts✳



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✿ ■♥t❡r♥❡t ♦♥ ❚r❛✐♥s

• ❇●❆◆ ◆❡t✇♦r❦ ✭■♥♠❛rs❛t✮✳ ■♥♠❛rs❛t✬s ❇●❆◆ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ■♥t❡r♥❡t✱ ✈♦✐❝❡
❛♥❞ t❡❧❡♣❤♦♥② s❡r✈✐❝❡s t♦ ❡♥❞✲✉s❡rs ✐♥ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ♥♦ t❡rr❡str✐❛❧ s❡r✈✐❝❡s ❡①✐sts✳
❇●❆◆ t❡r♠✐♥❛❧s ❝❛♥ ♦✛❡r s♣❡❡❞s ✉♣ t♦ ✹✾✷ ❑❜✐t✴s ❢♦r ❜♦t❤ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ ✉♣❧♦❛❞✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛❧s ❢♦r ❧♦✇❡r s♣❡❡❞s✳ ❚❤❡ ❚❡r♠✐♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✛❡rs
✹✻✹ ❑❜✐t✴s ♦♥ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♥❞ ✶✷✽ ❑❜✐t✴s ♦♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠✳ ❚❤❡ t❡st ❡✈❛❧✉✲
❛t❡❞ ❛ ❚❈P str❡❛♠ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❜ s✐t❡ ❙♣❡❡❞t❡st✳♥❡t✱ ❡✈✐❞❡♥❝✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
❞♦✇♥✴✉♣str❡❛♠ ♦❢ ✸✻✵ ❑❜✐t✴s ❛♥❞ ✶✷✵ ❑❜✐t✴s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘❡❝♦r❞❡❞ ❧❛t❡♥❝✐❡s ♦s❝✐❧✲
❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✽✵✵ ♠s ❛♥❞ ✶✷✵✵ ♠s✳

❆s ♦❢ ✷✵✶✵✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ✸ ✵✵✵ ❊✉r♦s✱ ♣❧✉s ❛♥ ❛♥♥✉❛❧
❢❡❡ ♦❢ ♠♦r❡✲❧❡ss ✶✵✵✵ ❊✉r♦s ♣❡r ✷✺✺ ▼❜✐t✴s tr❛✣❝ ❛❧❧♦✇❛♥❝❡✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✉♣❧♦❛❞ s♣❡❡❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
♣r♦♠✐s❡❞ s❡r✈✐❝❡ t❤❛♥ ❞♦✇♥❧♦❛❞ s♣❡❡❞s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❛❝t ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡✴❛❧❧♦✇❛♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✹✳✵ ✲ ✺✳✵ ❊✉r♦s ♣❡r ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ▼❇②t❡ ❛t t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s♣❡❡❞s✱ ✇✐t❤✲
♦✉t ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛❧✐t②
❬❉✉rst ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❧❡ss ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡② ✉s❡✳

✷✳✸✳✸ ❲✐▼❛① ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❱✐r❣✐♥✱ ✐♥ ❯❑✱ ✐s ✉s✐♥❣ ❲✐▼❛① t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❲✐❋✐ ♦♥✲❜♦❛r❞✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ◆♦♠❛❞ ❉✐❣✐t❛❧✱ ✇❤♦ ✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r
♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❲✐▼❛① ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♣r❡ss
❜② ❬❏✉❞❣❡ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ✇❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❡rs ❢r♦♠ ❇r✐❣❤t♦♥ t♦ ▲♦♥❞♦♥✬s ❱✐❝t♦r✐❛✳
◆♦♠❛❞ ❉✐❣✐t❛❧ ✇❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚✲▼♦❜✐❧❡ ✇❛s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡r✳
❚❤❡ ❲✐▼❛① ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❚✲▼♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ ❆❉❙▲ ✉♣✲❧✐♥❦s
❛t ✷ ▼❜✐t✴s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❢♦r ✉s❡rs s✐♥❝❡ t❤❡ ❲✐▼❛① ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡
t♦ r✉♥ ❛t ✹✽ ▼❜✐t✴s✳ ❚❤❡s❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❜❡❝♦♠❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐❢ ♥♦ ◗♦❙ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❲✐▼❛① ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❛✐❧✇❛② ❝♦♥t❡①t s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❡①♣❧♦✐t ❛❧❧ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❲✐▼❛① t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ t❤✐s
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✐ts ✺ ❦♠ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛♥❣❡✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
✭✇✐t❤✐♥ ❲✐▼❛① ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s✮ ♥♦r ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ s✉♣♣♦rt
◗♦❙ ❢♦r ✉s❡rs✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛❜♦✉t ❲✐▼❛① ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ r❛✐❧✇❛②s s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❬❈❤♦✇ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ t♦
✉s❡ ❲✐▼❛① t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ tr❛✐♥s✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛♥t❡♥♥❛ s②st❡♠ ✭❉❆❙✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❛❞✐♦✲❖✈❡r✲❋✐❜❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❲✐▼❛① ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s ❝❛♥
❝♦✈❡r ✇✐❞❡r ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❧❡ss ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s✲
❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✭❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❉❆❙ ✐s ❧❡ss t❤❛♥
✶✵❞❇✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❲✐▼❛① ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠
✸✴✹ ❦♠ t♦ ✶✼ ❦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳ ❬❈❤♦ ✫ P❛♥ ✷✵✵✾❪ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r
❲✐▼❛① ♦♥ ♠❛ss r❛♣✐❞ tr❛♥s✐t s②st❡♠s✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts
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✷✳✸✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦♥ ✏■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✑ ✶✼

♦❢ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t ❛❧✇❛②s ✉s✐♥❣ ❲✐▼❛①✱ ❬❆❣✉❛❞♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ♣r❡s❡♥t
❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ tr❛✐♥s✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♥❡❡❞s ♦❢ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ♣✉❜❧✐❝ s❛❢❡t② s②st❡♠s✳ ❚❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✜❡❧❞ t❡st ♦❢ ❲✐▼❛① t❡❝❤♥♦❧♦❣②
❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❛❧ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥ts ♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥ts✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❲✐▼❛① ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s
✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ ❲✐▼❛①
♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ ✐♥✈✐t❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬❘❛② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱
✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❲✐▼❛① ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭✐♥ t❡r♠s
♦❢ ◗♦❙✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❝♦sts✮ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

✷✳✸✳✹ ❲✐❋✐ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❲❡ st❛rt t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♠❛❞❡ ❜② ❬❍❡♠♣❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❛♥❞
❬❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❛✐❧r♦❛❞ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✭❋❘❆✮ ♦✣❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❯❙✳ ■♥
t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢
❲✐❋✐ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ tr❛✐♥s✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❋❘❆ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt ♠❛❞❡ ❜② ❬❚s❡ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ✽✵✷✳✶✶❜ ✇✐r❡❧❡ss
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❧✐♥❦ ✐♥ ❛ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✉♣✲t♦ ✶✹✹ ❦♠✴❤ ✭✾✵ ♠♣❤✮✳ ❚❤❡
♦♥❧② ❞r❛✇❜❛❝❦ t❤❡② ♥♦t✐❝❡❞ ✇❛s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉❧❧❡❞ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦✇♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ✭✏❜r❡❛❦✲❜❡❢♦r❡✲
♠❛❦❡✑ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶❜ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✮✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♦♥ t❤❡ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ ✭❇❊❘✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬▼❛❤❛s✉❦❤♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪
❛♥❞ ❬❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s✱ ❜✉t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐ss✉❡s✳
❬❖tt ✫ ❑✉ts❝❤❡r ✷✵✵✹❪ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❉r✐✈❡✲

t❤r✉ ■♥t❡r♥❡t ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ■♥t❡r♥❡t ❛❝❝❡ss t♦ ♠♦❜✐❧❡
✉s❡rs ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ r♦❛❞ ✲ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝✐t②✱ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤✇❛②✱ ♦r ❡✈❡♥ ♦♥ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❢r❡❡✲
✇❛②s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr②✴❡①✐t ♣❤❛s❡s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❧✐♥❦ q✉❛❧✐t② ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❦ q✉❛❧✐t② ✐s ❣♦♦❞ ❛♥❞
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❬●❛ss ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ❲✐❋✐ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞✳ ❚❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❲✐❋✐ ✐♥ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞
s❝❡♥❛r✐♦s ✇❡r❡ r❡❧❛t❡❞ ♠♦st❧② t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❧✐♥❦ ✐ss✉❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❛✉t❤♦rs r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❛❞✐♦s✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❬❇r✐❦ ✫ ▼✐s❤r❛ ✷✵✵✺❪✱ t♦
❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ✐♥ ❜❡tt❡r ✇❛②✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐ss✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ✇❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡✳
❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ tr❛✐♥ ♠♦❜✐❧✐t② s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡
✽✵✷✳✶✶❜ ❤♦t✲s♣♦ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞✱
✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② st✉❞② ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ ✏❧✐♥❡ ♦❢ ❛❝❝❡ss
♣♦✐♥ts✑✱ ❡✐t❤❡r ❲✐❋✐ ♦r ❲✐▼❛①✱ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛✐♥ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❛✉t❤♦r ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t ✐t ✇❛s ❬❍❡♠♣❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳ ❍❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤ ❝♦st ♦❢
❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ ❛ r❛✐❧✇❛②✳



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✿ ■♥t❡r♥❡t ♦♥ ❚r❛✐♥s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❲✐❋✐ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ tr❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ❝❛s❡s ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲
❣r♦✉♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❢♦✉♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❲✐✜❘❛✐❧ ✱
▼❡s❤❉②♥❛♠✐❝s ❪✮ ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ tr❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ✽✵✷✳✶✶ t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧ts ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❘❆ t❡st❜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ✸✳✺✲♠✐❧❡s
r❛✐❧✇❛② s❡❝t✐♦♥ ♦✉t❞♦♦r ◆❡❜r❛s❦❛✳ ■t ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇✉r❧✐♥❣t♦♥ ◆♦rt❤❡r♥ ❙❛♥t❛ ❋❡
❘❛✐❧✇❛② ✭❇◆❙❋✮✱ ❯❙✳ ❚❤❡ t❡st❜❡❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✽ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②
✈✐❛ ✇✐r❡❧❡ss ✽✵✷✳✶✶❛ ❧✐♥❦s ✭t❤❡ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ♥❡t✇♦r❦✮ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❜❛s❡❞
♦♥ ✽✵✷✳✶✶❜ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❬❚s❡ ✷✵✵✼❪ s❤♦✇❡❞ ❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ✻ ▼❜✐t✴s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦
❤❛♥❞♦✈❡r ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❧❛② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥ t♦ t❤❡ s✐♥❦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❤❛✉❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ✹✵ ♠s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✹✵ ♠♣❤ ✭✼✷ ❦♠✴❤✮ ❛♥❞ ✾✵
♠♣❤ ✭✶✹✹ ❦♠✴❤✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧ts ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ t✉♥♥❡❧s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳
❬❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✽✵✷✳✶✶❜ ✇✐r❡❧❡ss s②s✲
t❡♠ ✐♥ ❛ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ❈♦❛❧ ♠✐♥❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ t♦ ❞❡✲
❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ ❛ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡r❧② ♦r ♥♦t✳ ❬❑♦✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♣r❡s❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✽✵✷✳✶✶❜✴❣✭✵✳✾✴✷✳✹
●❍③✮ ❛♥❞ ❲✐▼❛① ✭✶✳✺✴✸✳✺ ●❍③✮ ♦♥ ❛♥ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ♠✐♥❡✳ ❙tr❛✐❣❤t t✉♥♥❡❧s ❛♥❞ ❣r✐❞
t✉♥♥❡❧s s❝❡♥❛r✐♦s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ str❛✐❣❤t t✉♥♥❡❧s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇❛s ✈❡r② ❣♦♦❞✱
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡s ✉♣✲t♦ ✷✷ ▼❜✐t✴s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❣r✐❞ t✉♥♥❡❧s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿ ❲✐▼❛① ❛t ✶✳✺
●❍③ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶❜✴❣ ❛t ✷✳✹ ●❍③✳ ❇✉t✱ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶❜✴❣ ❛t ✵✳✾ ●❍③
❡①❤✐❜✐ts r❡s✉❧ts ❝❧♦s❡ t♦ ❲✐▼❛①✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❛s t❤❡ ✽✵✷✳✶✶❜✴❣ ❛t ✵✳✾ ●❍③
r❡♣♦rt❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦✇❡r ❞❡❧❛② t❤❛♥ ❲✐▼❛① ❛t ✶✳✺ ●❍③✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❲✐▼❛① s②st❡♠s ❤❛✈❡
✏s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✑ ❤✐❣❤❡r ❞❡❧❛②s t❤❛♥ ❲✐❋✐ s②st❡♠ ✭✸✺ ♠s ❛❣❛✐♥st ✷✺ ♠s✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t♦
t❤❡✐r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
❲✐▼❛① ✐s t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✽✵✷✳✶✶❜✴❣ ❛t ✵✳✾ ●❍③ ❛♥❞ ❛t
✷✳✹ ●❍③ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t
❛❧✇❛②s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ❬❑❛ss❛❜ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❛♥ ✽✵✷✳✶✶❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✲t♦✲tr❛✐♥ ✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞
t✉♥♥❡❧✳ ❚❤❡② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ t✉♥♥❡❧ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐ss✉❡s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞✱ ❛s ❛❧❧ t❤❡
♦t❤❡r ✇♦r❦s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

✷✳✹ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ✏■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✑ s❡r✲
✈✐❝❡s ❞❡♣❧♦②❡❞ ❜② tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✳



✷✳✹✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✾

❙❡r✈✐❝❡ ❚②♣❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉s❡❞ ❙♦✉r❝❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❡r P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚●❱ ✶ ❙❛t ✰ ❲✐❋✐ ✰ ❍❙P❆ ❘❡s❡❛r❝❤
❖r❛♥❣❡ ✷ ▼❜♣s✴✺✶✷ ❑❜♣s

▲❛❜s ✻✵✵✲✽✵✵ ♠s

❚❤❛❧②s ✶ ❙❛t ✰ ❍❙P❆✴❯▼❚❙ ❘❡s❡❛r❝❤ ✷✶◆❡t
✷ ▼❜♣s✴✺✶✷ ❑❜♣s

❄

●◆❊❘ ✶ ❙❛t ✰ ✹①❍❙P❆
❘❡s❡❛r❝❤ ✫

■❝♦♠❡r❛
✹▼❜♣s✴✶▼❜♣s

■♥❞✉str② ✻✵✵ ✴ ✸✵✲✼✵ ♠s

❆♠tr❛❦ ✷ ✽ ① ❍❙P❆ ■♥❞✉str②
◆♦♠❛❞ ✼ ▼❜♣s✴✸ ▼❜♣s

❉✐❣✐t❛❧ ✸✵✲✼✵ ♠s

❱✐r❣✐♥ ✷ ❲✐▼❛① ✰ ❆❉❙▲ ✉♣❧✐♥❦ ■♥❞✉str②
◆♦♠❛❞ ✷▼❜♣s

❉✐❣✐t❛❧ ✸✵✲✼✵ ♠s

■❈❊ ✷ ❯▼❚❙ ✰ ❋▲❆❙❍✲❖❋❉▼
❘❡s❡❛r❝❤ ✫

❚✲▼♦❜✐❧❡
✶▼♣s✴✺✶✷❑❜♣s

■♥❞✉str② ✷✵ ♠s

▼❆●▲❊❱ ✸ ❄ ✰ ❯❚▼❙ ✭❜❛❝❦✉♣✮ ❘❡s❡❛r❝❤
❚❡❧❡❢✉♥❦❡♥ ✸✽▼❜♣s

❘❆❈❖▼❙ ❄

❚②♣❡ ✿ ✶ ✲ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✰ ❣❛♣✲✜❧❧❡r✳ ✷ ✲ ✸✴✸✳✺● ✭❇♦♥❞❡❞✮✳ ✸ ✲ ❘❛❞✐♦ tr❛❝❦s✐❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❄ ✿ ◆♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥✳

N①❍❙P❆ ✿ n ❜♦♥❞❡❞ ❍❙P❆ ♠♦❞❡♠s✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✿ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✳

❆❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ t♦ s❤❛r❡ ❛ ✏❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✑ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤
❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ■♥t❡r♥❡t✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✷ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈✐t② ✭❜❧❡♥❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮✳ ❇✉t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥ ✷ ✉s❡s ❛ ❜❧❡♥❞
♦❢ ✧♦♣❡r❛t♦rs✧ ✇✐t❤ ✭♣r❡s✉♠❛❜❧②✮ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❖♥ ❝♦♥tr❛r②✱ s♦❧✉t✐♦♥ ✸ ✉s❡s t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ r❛❞✐♦ tr❛❝❦s✐❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ tr❛❝❦✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ tr❛✐♥ ♦♣❡r✲
❛t♦r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡✳ ❘❡s✉❧ts s❡❡♠ t♦ ❜❡
✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✇❤❡♥ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▼❆●▲❊❱ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❈❤✐♥❛ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❜❧❡ t♦
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛♥ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❛t ✺✵✵ ❦♠✴❤✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿

✶✳ ❚❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♠❡ ❢r♦♠ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝ts ✭❋■❋❚❍✱ ❚❘❆■◆❈❖▼ ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s
♣r♦❥❡❝ts✮✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ✉♣✲t♦ ❛ ✶ ▼❜✐t✴s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ tr❛✣❝ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧✐♥❦✳
●❛♣✲✜❧❧❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❜❧♦❝❦❡❞✮✳ ❲❤✐❧❡ ❣❛♣✲✜❧❧❡r
❧✐♥❦s ♠✐❣❤t ❜❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✉♣✲❧✐♥❦ ✐s ♥♦t ❛ ❉❙▲ ❧✐♥❦ ❛s t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❱✐r❣✐♥✮✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ ♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❛r❡❛s✳ ❙♦✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧✐♥❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❦ ❡①❤✐❜✐ts ❧❛r❣❡ ❞❡❧❛②s ✭600 − 1200 ♠s✮ ❛♥❞
✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✐s ♥♦t t❤❛t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥
✉s❡r ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❢♦r ✉s✐♥❣ ❛♥ ■♥t❡r♥❡t ♦♥✲❜♦❛r❞✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉str②✳ ■t ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥
s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ❢❛✐❧s ♦r ❤❛s ♣♦♦r ❝♦✈❡r❛❣❡✱
t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ✉♣ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ ✸● ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✭✶ ▼❜✐t✴s✮✱



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✿ ■♥t❡r♥❡t ♦♥ ❚r❛✐♥s

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ✇♦rst ❝❛s❡ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✭❛t ❚❈P ❧❡✈❡❧✮✱ ❜✉t ✷ ❡①❤✐❜✐ts ❛
❜❡tt❡r ❧❛t❡♥❝② t❤❛♥ ✶✳

✸✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡✳ ■t ❛❧s♦ ❝❛♠❡ ❢r♦♠ r❡s❡❛r❝❤ ✭❲■●✲
❲❆▼✮✳ ❇✉t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❋❆▼❖❯❙ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❧❞✱
❊♠♠❡❧♠❛♥♥✬s ✇♦r❦ ❤❛s ❢♦✉♥❞ ✐ts ✇❛② t♦ t❤❡ ✐♥❞✉str②✳ ■t ✇♦rt❤ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦✇♥s t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ tr❛✣❝ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ◗♦❙ ♣r♦✈✐s✐♦♥✱
❡t❝✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ✸❞ ♣❛rt②
♦♣❡r❛t♦rs✳

❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❛t ❲✐▼❛① ❛♥❞❲✐❋✐ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ tr❛❝❦s✐❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧ ✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❛s ✐♥ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞
tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❙♦✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦♣❡♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥❧②
♦♥ t❡rr❡str✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✐ss✉❡s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❜♦✉t t❤❡
❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ s✉♣♣♦rt ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❛❧✐t② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ tr❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❆ss✉♠♣t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❡❞✱ t❤❡ tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡s ✇❡ ❡①♣❡❝t
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ ❜② ♥♦❞❡s ❛♥❞
t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❢❛✐❧✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦s✐❞❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛✐♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ ❛♥❞
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ✭❆P✮ ❛r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❆❧s♦ t❤❡ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✲
t❡①t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❞❡✜♥❡s ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❞❡✈✐❝❡s ✭♥♦❞❡s✮ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✲
✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛rt✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐♥❣ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
❝♦♥t❡①t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳

❖✉r ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s st❛t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ ✜✈❡ ❛r❡❛s✿

✶✳ ❙♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✿ ❲✐❋✐ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✐♥ ❛ r❛✐❧✇❛② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✷✳ ❲✐r❡❧❡ss ❝♦✈❡r❛❣❡✿ ❊❛❝❤ ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ❤❛s ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✸✵ ♠❡t❡rs ✇✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡✐r
❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r
♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✸✳ ❚r❛✣❝ ♣r♦✜❧❡s✿ ❚❤❡ tr❛✣❝ ✢♦✇s ❛r❡ ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✮✳

✹✳ ❘♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿ ❚❤❡ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥❧② ❛t ❖❙■ ❧❛②❡r ✷ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡
t♦ r❡❛❝t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✮✳

✺✳ ❋❛✐❧✉r❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✿ ❆❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❢❛✐❧ t❤❛♥
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✳



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✸✳✷ ❙♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❚r❛✐♥ ❛♥❞ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦✈❡r❛❣❡ ❆r❡❛

❆ss✉♠♣t✐♦♥✿ ✽✵✷✳✶✶❜ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❲✐❋✐✮ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✐♥
❛ r❛✐❧✇❛② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❘❛t✐♦♥❛❧❡✿ r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✽✵✷✳✶✶ ❞❡✈✐❝❡s ♦♥ ❤✐❣❤✲
s♣❡❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✽✵✷✳✶✶ ❞❡✈✐❝❡s
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ✐♥ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛t ❤✐❣❤✲
s♣❡❡❞✳ ■♥ ❬❖tt ✫ ❑✉ts❝❤❡r ✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡♣♦rts ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ ❛ ❲✐❋✐
♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✉♣✲t♦ ✶✽✵ ❦♠✴❤✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡
❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇❤❡♥ ❝r♦ss✲
✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡♥tr② ♣❤❛s❡✱ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐t ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ s❡♥❞✲
✐♥❣ r❛t❡ t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✉♥❞❡r ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❡♥tr② ❛♥❞ ❡①✐t ♣❤❛s❡s✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✉❡ t♦
❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦st ♣❛❝❦❡ts✱ ❧✐♥❦✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✽✵✷✳✶✶❜ s❡♥❞✲
✐♥❣ r❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✽✵✷✳✶✶❜ ✇♦r❦s ♦♥ ❛ r❛✐❧✇❛②
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺✱ ❍❡♠♣❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✱ ▼❛❤❛s✉❦❤♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱ ❚s❡ ✷✵✵✼❪ ❛t
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞s ✭✶✷✵ ❦♠✴❤✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ st✉❞✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❬❑♦✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ❬❑❛ss❛❜ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♦♥ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶ r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ✉♥❞❡r✲
❣r♦✉♥❞ t✉♥♥❡❧s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐r❡❧❡ss tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ t✉♥♥❡❧s ✭❙✉❜✇❛②✴▼❡tr♦ s❝❡♥❛r✐♦✮
r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ✽✵✷✳✶✶ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ✐s ❢✉❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆❧s♦ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♣❤❛s❡s ✐❞❡♥✲
t✐✜❡❞ ❜② ❬❖tt ✫ ❑✉ts❝❤❡r ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❤♦♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✽✵✷✳✶✶❜
r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ✽✵✷✳✶✶❜ ❲✐❋✐ ✉♣✲❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥✿ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥ ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ✐s ✷✸✵ ♠❡t❡rs ✇✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞
❛t r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✶✺✵ ♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✽✵
♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ ✸✺✵ ❦♠✴❤✱ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r ❡❛❝❤ ✶✳✺✹ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❢t t✐♠❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❬❖tt ✫ ❑✉ts❝❤❡r ✷✵✵✹❪✱
❛♥❞ ❜② ❝♦♥s❡q✉❡♥t✱ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧
♥❡t✇♦r❦s✳

❘❛t✐♦♥❛❧❡✿ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❬❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ✷✵✵✺❪✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss st❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ tr❛✐♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
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t❤❡ r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❆P ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡✳
❚❤❡r❡❜②✱ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✷✸✵ ♠❡t❡rs ✇✐❞❡✱ ❛♥❞ ❆Ps ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ✶✺✵
♠❡t❡rs ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t ✽✵ ♠❡t❡rs✳ ■❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ s♣❡❡❞ ✐s ✸✺✵ ❦♠✴❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡
♦❢ ❡❛❝❤ ❆P✱ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ ✶✳✺✹ s❡❝♦♥❞s✱
♦r ✵✳✻✹ ❤❛♥❞♦✈❡rs ♣❡r s❡❝♦♥❞✦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤
t❤❡ s♣❡❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❆Ps✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ✜rst✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❝♦✈❡r✲
❛❣❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✳ ❲❤❡♥ ✜①✐♥❣ t❤❡
❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❞ t❤❡
❝❧♦s❡r ❛r❡ t❤❡ ❆Ps ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❧♦s❡r ❆Ps ✐♠♣❧✐❡s t♦ r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss
♥♦❞❡s t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜①❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢❛rt❤❡st t❤❡ ❆Ps✱ t❤❡ s❧♦✇❡r t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞
❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢❡✇❡r ❆Ps ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❊❛❝❤
❝❛s❡ ♣r❡s❡♥ts ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣✲
♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✱ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❤❛♥❞♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡r❡✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳
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❆ss✉♠♣t✐♦♥✿ t❤❡ tr❛✣❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧
♥❡t✇♦r❦s✳ ❆♥② ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r♦✉t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r r♦✉t✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡s✳
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❘❛t✐♦♥❛❧❡✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡t✇♦r❦
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ ❛ tr❛✐♥✱ tr❛♠ ♦r ♠❡tr♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s tr✉❡ t❤❛t s✉❝❤
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ✐♥✲
r♦✉t❡ ❛❞✈❡rt✐s✐♥❣ ♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❥✉st t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❛ ❢❡✇✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ r❡q✉✐r❡s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ tr❛✣❝ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛❧❧ t❤❡ tr❛✣❝ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r♦✉t❡❞ t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛② ♦❢ t❤❡
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛②
❛r♦✉♥❞✱ t❤❡ tr❛✣❝ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r♦✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❇✉rst② tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡s✱ ❈♦♥st❛♥t ❇✐t ❘❛t❡ ✭❈❇❘✮ tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡s✱ ❲❡❜
tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡s✱ ❡t❝✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ♠✐❣❤t r❡q✉✐r❡ ❛ ❜❡tt❡r ◗♦❙ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss
❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛♥ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶❜ r✉♥♥✐♥❣
❛t ✶✶ ▼❜✐t✴s✳ ❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❜② ♣❛❝❦❡ts t♦✇❛r❞s
t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛ ❈❇❘ tr❛✣❝ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶ ♣❛❝❦❡t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
q✉❡✉❡✮ ♦♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr❛✣❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✇✐r❡❧❡ss
❧✐♥❦✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♦♥❧② tr❛✣❝ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

●❛t❡✇❛② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦t❤❡r tr❛✣❝ ✢♦✇s ♠✐❣❤t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦sts
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✸✳✹ ❘♦✉t✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡

❆ss✉♠♣t✐♦♥✿ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥❧② ❛t ❖❙■
❧❛②❡r ✷✳

❘❛t✐♦♥❛❧❡✿ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡
✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ r❡q✉✐r❡s t♦ tr✐❣❣❡r ❛ r♦✉t❡s
✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❦❡❡♣ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✲
✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❛②❡r ✷ ✭♥❡t✇♦r❦ ❧❛②❡r✮ ♦r ❧❛②❡r ✸ ✭■P ❧❛②❡r✮✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ s❤♦✉❧❞ ♦♣❡r❛t❡✳ ❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥
♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♣r♦❢♦✉♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ■P r♦✉t✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼♦❜✐❧❡ ■P ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡s ♦✉t✲♦❢✲❜♦✉♥❞s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❛♥❞ ❧❛②❡r ✸ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s ❝❧❡❛r❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❧❛②❡r ✷✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❧❛②❡r ✸ ✐s ❜② ❢❛r ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐♥
❧❛②❡r ✷✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ■P r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s ✭❖❙P❋✱ ■❇●P✱ ❘■P✱ ❡t❝✮
❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r ❆❞✲❍♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✭❖❙▲❘✱ ❆❖❉❱✱ ❉❨▼❖✱ ❡t❝✮✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ■P



✸✳✹✳ ❘♦✉t✐♥❣ ❙❝❤❡♠❡ ✷✺

r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t♦ r♦✉t❡ ♣❛❝❦❡ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦s✱
✇❡ r❡q✉✐r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥②✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ r♦✉t❡s
✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s❡♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✇ ✉♣✲❧✐♥❦ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐♥ ❧❛②❡r ✸ r❡q✉✐r❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✜rst t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐♥ ❧❛②❡r ✷ ❬▼❛❧❡❦✐❛♥ ✷✵✵✽❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ♦♥❧② ❛t ❧❛②❡r ✷✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡
❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❆s ❜❡♥❡✜ts✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❬■❊❊❊ ✽✵✷✳✶◗ ✷✵✵✻❪ ✭❱▲❆◆s✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ♦♣t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ◗♦❙ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬❉❡ ❙♦✉s❛ ✷✵✵✻❪✳ ❆s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧❛②❡r ✷ r♦✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✭♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❜r✐❞❣❡❞ ♥❡t✇♦r❦✮✱
t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❡✈✐❞❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✇❛②s t♦ ❡①t❡♥❞ ❛ ❜r✐❞❣❡❞
♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ✭t❡♥s t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♥♦❞❡s✮ t♦ ❛ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛
♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ✭❤✉♥❞r❡❞s ♦r t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♥♦❞❡s✮ ❬❈❤✐r✉✈♦❧✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥✿ ❚❤❡ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛❧✇❛②s ✜♥❞s t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦r
❧✐♥❦ ❢❛✐❧s✳

❘❛t✐♦♥❛❧❡✿ ❆s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✣❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✲
✇♦r❦ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛② ❛s
t❤❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛t❤ ✇❤❡♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❧❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥
❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❛✐❧✉r❡✱ t❤✐s ♣❛t❤ ♠✉st ❜❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤
♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t ▼❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✭▼❆◆✮ s✐♥❝❡
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ▼❆◆ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❜r✐❞❣❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡r ✷
r♦✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ▼❆◆✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙♣❛♥♥✐♥❣
❚r❡❡ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❙❚P✮ ❬■❊❊❊ ✽✵✷✳✶❉ ✷✵✵✹❪✳ ❬❍✉②♥❤ ✫ ▼♦❤❛♣❛tr❛ ✷✵✵✼✱ ❍✉②♥❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱
❋❛❣❤❛♥✐ ✫ ▼✐r❥❛❧✐❧② ✷✵✵✾❪ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ Pr♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ t❤❡
❘❛♣✐❞ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❘❙❚P✮ ❬■❊❊❊ ✽✵✷✳✶❉ ✷✵✵✹❪ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✐♥ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ❬❆❜✉❣✉❜❛ ✫ ▼♦❧❞♦✈á♥ ✷✵✵✻✱ ▼②❡rs ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ■t ♠✐❣❤t s✉✛❡r ❢r♦♠ ❝♦♥✲
❣❡st✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ r♦♦t✱ s❧♦✇ r❡s✐❧✐❡♥❝❡✱ ❧❛❝❦ ♦❢ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱ ❛♥❞ ❧❛❝❦ ♦❢ ◗♦❙✴❖❆▼ s✉♣✲
♣♦rt ❬❍✉②♥❤ ✫ ▼♦❤❛♣❛tr❛ ✷✵✵✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
❬❍✉②♥❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ ❋❛❣❤❛♥✐ ✫ ▼✐r❥❛❧✐❧② ✷✵✵✾✱ ▼✐r❥❛❧✐❧② ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇✲
❜❛❝❦s ♦❢ ❘❙❚P ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦r ❜② ✉s✐♥❣
✏r❡❣✐♦♥s ♦❢ s♣❛♥s✑ ❬P❛❞♠❛r❛❥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❛❪✳ ❇✉t t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ ❢❛✐❧✉r❡s ✐s
st✐❧❧ ❛ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❜❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❝♦✈❡r② t✐♠❡ ♦❢
❘❙❚P ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳ ❬P❛❧❧♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪
♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❘❙❚P
✐s ❢❛st❀ ♥❡t✇♦r❦ r❡❝♦✈❡r② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s ✐❢ s♦❧❡❧② ❘❙❚P
❝♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t ❢❛st❡r t❤❡ ❧✐♥❦✲❞♦✇♥ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡❧❛②s ♠✐❣❤t s❧♦✇
✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✸✵ s❡❝♦♥❞s ❬▼②❡rs ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ■♥ ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤✐s r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
t✐♠❡ ♠❛❦❡s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s♣♦rt r❡❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ tr❛✣❝ s✉❝❤ ❛s s✐❣♥❛❧✐♥❣✱ ❜✉t ❝❡rt❛✐♥❧② ✐t
✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❡♥❞✲✉s❡r tr❛✣❝ ♦r ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs tr❛❢✲



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

✜❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛s ♦✉r ❞❡❢❛✉❧t
❧❛②❡r ✷ r♦✉t✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❘❛♣✐❞ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ Pr♦✲
t♦❝♦❧ ❬■❊❊❊ ✽✵✷✳✶❉ ✷✵✵✹❪ ❞✉❡ t♦ ✐t ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❚P ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆❙■✴■❊❊❊ ✽✵✷✳✶❉✲✷✵✵✹ st❛♥❞❛r❞✮✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✇❛②s ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ t♦ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜②
❬■s❤✐③✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ◗♦❙ ♦♥ ❊t❤❡r♥❡t ❜r✐❞❣❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✱
❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❬P❛❞♠❛r❛❥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❜✱ P❛❞♠❛r❛❥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❛❪✳

✸✳✺ ❋❛✐❧✉r❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ◆♦❞❡

❆ss✉♠♣t✐♦♥✿ ❆❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❢❛✐❧ t❤❛♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳

❘❛t✐♦♥❛❧❡✿ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛r❡ ❲✐❋✐ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts s✉❝❤ ❛s ❛
▲✐♥❦s②s ❲❘❚✺✹● ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❞❡✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts
✜r♠✇❛r❡✳ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐✲♣♦rt ❜r✐❞❣❡s✱ ♦r ❜❡tt❡r ❦♥♦✇♥ ❛s ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤❡s✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦t ❝♦st ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② ❞❡✈✐❝❡s ✭r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r
s✉♣♣❧②✱ s♣❛r❡ ♣♦rts✱ ❡t❝✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❢♦r ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡
✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡ss q✉❛❧✐t② ❞❡✈✐❝❡s✮ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts ❝♦✈❡r✐♥❣
t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ tr❛✐♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② s✇✐t❝❤ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈✐s❝♦
▼❊ ✸✹✵✵ ❙❡r✐❡s ❊t❤❡r♥❡t ❆❝❝❡ss ❙✇✐t❝❤❡s✮ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❢❛✐❧ t❤❛♥ ❛ r❡❣✉❧❛r
❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❞❡✈✐❝❡✱ ❜♦t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t✐♠❡ τ ✳ ■♥
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❢❛✐❧ t❤❛♥ ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❍❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ■♥✲♠♦t✐♦♥

◆❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✽✵✷✳✶✶
✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱
♥♦t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐r❡❧❡ss st❛t✐♦♥s tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞
♦♥ t✇♦ ♥❡✇ ✽✵✷✳✶✶ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✿ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❲✐r❡❧❡ss ❙✇✐t❝❤

❆❝❝❡ss P♦✐♥t ♠♦❞❡✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛✐♠ ❛t ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢
❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥❞✲✉s❡r st❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❤♦sts ✭st❛t✐♦♥s✮
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r s✉❝❤ ❛s ❛ s✇✐t❝❤ ♦r ❛♥ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t✳ ❇❡❢♦r❡
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧
❜r✐❡✢② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✽✵✷✳✶✶ ♥❡t✇♦r❦s✳
❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ✇✐r❡❧❡ss st❛t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥
❆❝❝❡ss P♦✐♥t ✭❆P✮ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❛s❦s t❤❛t ✇✐r❡❧❡ss st❛t✐♦♥s ✭❙❚❆s✮ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❞❛t❛✲❧✐♥❦
❧❛②❡r ✭❧❛②❡r ✷✮ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❆P t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❆Ps ♠✉st ❝♦✈❡r t❤✐s tr❛❥❡❝t♦r②
✇✐t❤ r❛❞✐♦ ❝❡❧❧s ✭❤♦t✲s♣♦ts✮ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ❙❚❆s t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rr✉♣t✐♥❣ ✭❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✮ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
t❛s❦s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬❲✐❡t❤♦❡❧t❡r ✫ ❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ✇❡
s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

✶✳ ❍❛♥❞♦✈❡r ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❚❆ ♠♦♥✐t♦rs t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐♥❦ q✉❛❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡
✇❤❡♥ t♦ st❛rt t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐s ♠♦st❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✲
❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✭❘❙❙■✮ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❡❛❝♦♥s✳

✷✳ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞✐s❝♦✈❡r②✳ ❚❤❡ ❙❚❆ ✏❜r❡❛❦s✑ t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❆P✱ ❜❡❣✐♥s t♦
❜✉✛❡r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✉s❡rs✬ ❞❛t❛❢r❛♠❡s ✭❢r♦♠ ✉♣♣❡r ❧❛②❡rs✮ ❛♥❞ st❛rts s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❆P t♦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❧✐♥❦✳



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❍❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ■♥✲♠♦t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦

✸✳ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✲❆✉t❤♦r✐③❛t✐♦♥✲❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ✭❆❆❆✮✳ ❚❤❡ ❙❚❆ ❤❛s ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❜❡st ❆P
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣❤❛s❡✳ ■t ❜❡❣✐♥s t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❛ t✇♦✲✇❛② ♦r ❢♦✉r✲✇❛② ❤❛♥❞s❤❛❦❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ■❢ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❙❚❆ ❤❛s t❤❡
❛✉t❤♦r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ❆P✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ t✇♦✲✇❛② ❤❛♥❞✲
s❤❛❦❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❙❚❆ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ❆P ❜❡❣✐♥s t❤❡
❛❝❝♦✉♥t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳

✹✳ ❉❛t❛✲❧✐♥❦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ ❙❚❆ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡
❞❛t❛✲❧✐♥❦ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❆P✳ ❆❧❧ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ ❞❛t❛❢r❛♠❡s ❛r❡ s❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♥❡✇ ❆P ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s r❡s✉♠❡❞✳

✺✳ ▼♦❜✐❧✐t② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❙❚❆ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❛s❦s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❤❡♥ ❆Ps ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❜r✐❞❣❡s t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✽✵✷✳✶✶ ❞❡✈✐❝❡s ❜r♦❛❞❝❛st ❛ ●r❛t✉✐t♦✉s

❆❘P t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✇ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❜♦✉t ✐ts ♥❡✇
♣♦✐♥t ♦❢ ❛tt❛❝❤♠❡♥t✳ ❖t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ t❛s❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❧❛②❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ▼♦❜✐❧❡ ■P ❬P❡r❦✐♥s ✷✵✵✷✱ ❏♦❤♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳

■♥ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥❡s t✇♦ ✇❛②s t♦ s❝❛♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❆P✿
❆❝t✐✈❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ P❛ss✐✈❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❡✲r❡s♣♦♥s❡
♠❡t❤♦❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ◆■❈ ❜r♦❛❞❝❛sts ❛ ✏♣r♦❜❡✑ ❢r❛♠❡✳ ■t ✇❛✐ts ✉♥t✐❧ ▼✐♥❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ ❢♦r ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ✏r❡s♣♦♥s❡✑✳ ■❢ t❤❡ ◆■❈ ❞❡t❡❝ts ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✐t
♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ❆P✱ s♦✱ ✐t ✇❛✐ts ✉♥t✐❧▼❛①❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ ❢♦r ❛ r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❤❡♥ ♥♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s
❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦ r❡s♣♦♥s❡ ❤❛s ❛rr✐✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡▼✐♥❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢r❡❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❆Ps s❡r✈✐♥❣ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡ ♣❛ss✐✈❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐st❡♥✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝❛❧❧② t❤❡ ❜❡❛❝♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❆Ps✳ ❆s ❜❡❛❝♦♥s ❛r❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ✭♥♦r♠❛❧❧② ✶✵✵ ♠s✮✱ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ♥❡❡❞s t♦ ❧✐st❡♥ ❛t ❧❡❛st
❛ ❜❡❛❝♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ t✐♠❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❛❝♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r
❛♥❞ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❆❝t✐✈❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ♦♥❡✳ ❲❤❡♥ ❛♥② ♦❢ ❜♦t❤
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ s❝❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ♥❛♠❡
♦❢ ❢✉❧❧ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❆❆❆ ♣❤❛s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
s❡❝✉r✐t② s❝❤❡♠❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❆P ✭❲❊P✱ ❲P❆✱ ❡t❝✳✮✳ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭♦r r❡✲❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✮ ✐s
❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ✐ss✉❡s ❛r❡ ❧❡❢t ♦♣❡♥ t♦ ✈❡♥❞♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❛② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❝❛♥✲
♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✱ ❤♦✇ t♦ ❜✉✛❡r t❤❡ ❞❛t❛❢r❛♠❡s✱
❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛♥❞s ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✱ ♠❛❦✐♥❣ ❡✈❡♥ ❤❛r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✏s❡❛♠✲
❧❡ss✑ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❜♦❞✐❡s ❤❛✈❡ ♣r♦♠♦t❡❞ t❤❡
✽✵✷✳✶✶❢ ✭■♥t❡r✲❆❝❝❡ss P♦✐♥t Pr♦t♦❝♦❧✮ ❛♥❞ ✽✵✷✳✶✶❦ ✭♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡❛❝♦♥s
❢r❛♠❡s✮ st❛♥❞❛r❞s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡②
✇❡r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ✉s❡rs✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❙❚❆ ✐s st✐❧❧ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❲❡
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❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❤♦sts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳
❚❤❡s❡ ❤♦sts ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✱
✇❤✐❝❤ ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛✐♠ ❛t s♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❛ tr❛✐♥✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥s✇❡r
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛✐♠s ❛t s♦❧✈✐♥❣✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡s❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛♥
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s✳
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❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❆ ✇❤❡♥ ❜✉✛❡r✐♥❣
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✉s❡r✬s ❞❛t❛❢r❛♠❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✜♥✐s❤❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜✉✛❡r r❡❛❝❤❡s ✐ts ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
♣❛❝❦❡ts ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❉❈❋✮
✉s❡❞ ❜② t❤❡ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ✽✵✷✳✶✶ ❜❛s❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❈❙▼❆✴❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t
❛❧❧♦✇ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛ ❙❚❆ ✇✐❧❧ tr❛♥s♠✐t ❛ ♣❛❝❦❡t✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠♦st❧② ❜② t❤❡ ❙❚❆ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❆P✳ ❚❤❡ ✽✵✷✳✶✶❢ ❛♥❞ ✽✵✷✳✶✶❦
✇❡r❡ ❜♦t❤ ❡✛♦rts t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ♠✉❝❤ s✉❝❝❡ss✳ ❚❤❡ ❚❉▼❆ ❜❛s❡❞
▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ❙❚❆s ❛♥❞ ❆Ps ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ s❧♦ts✬ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❚❉▼❆ ❜❛s❡❞ ♥❡t✇♦r❦s r❡❞✉❝❡s t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s ✐t ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❛r❣❡t✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t❡♥s ❙❚❆s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❆P✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ②❡t s♦❧✈❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❬❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❤❛s
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤✐❧❡ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❡② ♠♦st❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❜② tr②✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❚❆ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✇❡ r❡✈✐❡✇
t❤❡s❡ ❡✛♦rts ❡♠♣❤❛s✐s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤❛s❡s ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢
t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t♦r t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡
♥♦t st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛②s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s❡❝✉r✐t② s❝❤❡♠❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢♦✉r✲✇❛② ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✲❛✉t❤♦r✐③❛t✐♦♥ t♦
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞❡❧❛②s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛❝❦❡t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❙❚❆s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❢r♦♠ ♥♦✇ t❤❡ ✐♥✲
♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✮ t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❛r✐s❡s ✐s ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❙❚❆s ✐♥t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❙❚❆✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬❘♦❞r✐❣✉❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s
t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦✳ ❚❤✉s✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ◆❛tt✐♥❣
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♦r ■P ▼❛sq✉❡r❛❞✐♥❣ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ ❛
s✐♥❣❧❡ ❙❚❆ ❛❞❞r❡ss✳ ❲❤❡♥ t❤✐s s✐♥❣❧❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❛t
❧❛②❡r ✷✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇ ✐s
✐♠♠✐♥❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ♠✉st ❜✉✛❡r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ tr❛✣❝ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙♦✱ t❤❡
t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❞♦ ♥♦t ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✣❝ ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥❞✲✉♣ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ ✺✵ ♠s ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡✛♦rts ♦♥ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡♠
❛t t❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ✉s❡rs✬ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❛♠❛❣❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ r❡❞✉❝✐♥❣✱ ♦r ❡✈❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣✱ t❤❡ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s ✐♥
t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st
♣❤❛s❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
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❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✽✵✷✳✶✶❜ ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❦s✐❞❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭t❤❡
❆Ps✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦ ✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡
❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❆P ✐s ✷✸✵ ♠❡t❡rs ✇✐❞❡✱ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✐♥ ✽✵ ♠❡t❡rs ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ tr❛❝❦s✐❞❡
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ❜r✐❞❣❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❖❙■ ▲❛②❡r ✷✱
❛♥❞ t❤❡ tr❛✣❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛② ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✮✳
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■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜r✐❡✢② t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✽✵✷✳✶✶ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡✛♦rts t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡
❙❚❆✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛
s✐♥❣❧❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦✳
❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❬▼✐s❤r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝ts✿ ✶✮ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
♠♦st t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②s ✈❛r② ❢r♦♠ ✈❡♥❞♦r✲t♦✲✈❡♥❞♦r
✇✐r❡❧❡ss ◆■❈s✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ❬▼✉rr❛② ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ❧❛r❣❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶❜ r❛❞✐♦ ❜❛♥❞ ✭✷✳✹ ●❍③✮✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
t❤❛t ✽✵✷✳✶✶❜ ❝❛r❞s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦❞❡ ♣❛❝❦❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s
✭❝♦✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ◆■❈ ✐s ♣r♦❜✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ ✐t ❜✉s②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ❢r❡❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ◆■❈ r❡❛❧✐③❡s
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t❤❛t ✏t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✑✱ ✐t ✇❛✐ts ✉♥t✐❧ t❤❡ ▼❛①❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
▼✐♥❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ❡①tr❛ ✇❛✐t t✐♠❡ ✭✉♥♥❡❝❡ss❛r②
✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❢r❡❡✮ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ❡✈❡♥ ✉♣✲t♦ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✭❢r♦♠ ✻✵ ♠s t♦ ✻✵✵ ♠s✮✳
❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❬Pr✐❡s ✫ ❍❡❝❦ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❬❈♦r✈❛❥❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❇♦t❤ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡ ♠♦st t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✳ ❚❤✉s✱ s❡✈❡r❛❧ s❝❛♥✲
♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❞❡❧❛②✳ ❬❘❛♠❛♥✐ ✫ ❙❛✈❛❣❡ ✷✵✵✺✱
❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ❜❡❛❝♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈
❝❛♥ ✏s②♥❝❤r♦♥✐③❡✑ ❛t t❤❡ r✐❣❤t t✐♠❡ t♦ ❧✐st❡♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧❀ ❬❖❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✱
❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ✉s❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❙❚❆✱ st♦r✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② t❤❡ ❆Ps ❛❞❞r❡ss❡s
✭❇❙❙■❉✮ t❤❛t ✐t ❤❛s ✈✐s✐t❡❞✳ ❙♦✱ ✐t ❝❛♥ s❝❛♥ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♥❡①t ❆P✳
❬❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶ ♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠
❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝ ♣❛ss✐✈❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦
❜✉✛❡r✐♥❣ ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤❡♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡✳ ❬❘✐③✈✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ t✐♠❡rs ❛♥❞ ❜❡❛❝♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ s♦✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r♦❜✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱
②✐❡❧❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♣✉t ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐t❤
♥❡✐❣❤❜♦rs ❣r❛♣❤s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✱ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❢✉❧
♦♥ ❛ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ s✐♥❝❡ t❤❡ tr❛✐♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛✲
❥❡❝t♦r②✳ ❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬Pr✐❡s ✫ ❍❡❝❦ ✷✵✵✹❪ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦✉r s❝❛♥♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s
✭♥♦r♠❛❧✴❢❛st✱ ❛❝t✐✈❡✴♣❛ss✐✈❡✮ ❛❣❛✐♥st ❛ ❤✐st♦r② ❜❛s❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭♥❡✐❣❤❜♦rs ❣r❛♣❤s✮✳
❘❡s✉❧ts ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ✭♣r♦❜❡✲r❡s♣♦♥s❡✮✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❣r❛♣❤s
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ s✉♠✲
♠❛r②✱ s❡✈❡r❛❧ s❝❛♥♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ♣✉rs✉✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ t❤❛t ❛ s❡❛♠❧❡ss ❤❛♥❞♦✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ ❛
❧♦ss✲❢r❡❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦✇ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛②s✱ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss
◆■❈ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✳
❖t❤❡r ❤❛♥❞♦✈❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡rs✳
❲❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜② ✉♥✐t ♦❢
t✐♠❡✳ ❬❊♠♠❡❧♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❚❉▼❆ ♠✐❝r♦✴♠❛❝r♦ ❝❡❧❧ ❜❛s❡❞ ❤❛♥✲
❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✽✵✷✳✶✶ ❈❖❚❙✶ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ r❛❞✐♦
❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✏r❛❞✐♦✑ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛tt❛❝❤❡❞ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ▼❆❈✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥♥❡r✲❝❡❧❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛t ▼❆❈ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❝❡❧❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s ♥❡❣♦t✐❛t❡❞ ❛♠♦♥❣ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s
r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❆✉t❤♦rs t❡st❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡✐r
♣r♦♣♦s❛❧ ✐♥ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t♦r✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡s ❛r♦✉♥❞ ✶ ♠s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❙❚❆✳
❬❇r✐❦ ✫ ▼✐s❤r❛ ✷✵✵✺✱ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞❡✲
❧❛②s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✉s✐♥❣ t✇♦ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈s ♦♥ t❤❡ ❙❚❆✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✏▼❛❦❡✲❜❡❢♦r❡✲
❇r❡❛❦✑ s❝❤❡♠❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ◆■❈ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s s❝❛♥♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t

✶❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❍❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ■♥✲♠♦t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦

❆P✳ ❖♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣❡t ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❆P✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ tr❛✣❝ ✐s ❢♦r✲
✇❛r❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ◆■❈✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ◆■❈s ❛r❡ s✇❛♣♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❇♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛❡rs ♠♦st❧② ✐♥ ❤♦✇ t❤❡② ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙❚❆✳
❬❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ s✇❛♣ t❤❡ ■P ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ r♦✉t✐♥❣ t❛❜❧❡s ♦❢ ❜♦t❤ ◆■❈s✱ ❛♥❞
❬❇r✐❦ ✫ ▼✐s❤r❛ ✷✵✵✺❪ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s❛♠❡ ▼❆❈✴■P ❛❞❞r❡ss ✐♥ ❜♦t❤ ◆■❈s✳ ❇♦t❤ ♣r♦♣♦s❛❧s
❞✐❞ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❆P ❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤❡ ❙❚❆✳ ❬❆❞②❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇
♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s s❝❛❧❛❜❧❡ ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
♠✉❧t✐♣❧❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡② ✉s❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡
❜♦t❤ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈s✱ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
t❤r♦✉❣❤♣✉t ✭♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❦s✮✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✲❧✐♥❦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦r ❛♥②
❤❛♥❞♦✈❡r ✐ss✉❡s✳

✹✳✺ Pr♦♣♦s❡❞ ❙♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢♦r ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳ ❲❡ ♥❛♠❡ ✐t ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❍❛♥❞♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐♥
s❤♦rt✱ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ✉s❡s t✇♦ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❆Ps ❛❧♦♥❣
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r❤❡r♦ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❞♦❡s ✇❤❡♥ ✢②✐♥❣ ❛♠♦♥❣
❜✉✐❧❞✐♥❣s✳
❚❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❞✉❛❧ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❜r✐❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤

❤❛♥❞♦✈❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❤❡❧♣s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ▼♦✈✐♥❣ s✇✐t❝❤ ❡①❛♠♣❧❡✳



✹✳✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✸✺

▲❡t ✉s ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ M ✐s ✐♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞
❧❡♥❣t❤✳ ❖♥❡ ❝❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t M ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡
♣♦rt ✶ ♦❢ M ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦rt ✶ ♦❢ A✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ A ❧❡❛r♥s ❛❧❧ t❤❡ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❜❡❤✐♥❞ M

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦rt ✶✳ ❲❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ M ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛❜❧❡ t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ♣♦rt ✷ ♦❢ M ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦rt ✶ ♦❢ B✳ M ✐s ❛✇❛r❡ ♦❢
t❤❡ ❧♦♦♣ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛❜❧❡✱ s♦✱ ✐t ❦❡❡♣s t❤❡ ♣♦rt ✷ ✐♥❛❝t✐✈❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛
❧✐♥❦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❢r♦♠ A t♦ M ❜r❡❛❦s✱ M ❡①❡❝✉t❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦rt ✷ ❛ r♦✉t❡s
✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✮ t♦ ✐♥❢♦r♠ B ✭❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❜r✐❞❣❡s✮
❛❜♦✉t t❤❡ ♥❡✇ r♦✉t❡ t♦ r❡❛❝❤ M ✭t❤r♦✉❣❤ B✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts r❡❛❝❤❡s M

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦rt ✶ ♦❢ A✱ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss
t❛❜❧❡s ♦♥ ❛❧❧ ❜r✐❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ✇✐❧❧ ❦♥♦✇ M t❤r♦✉❣❤ B✳ ❚❤❡♥✱
M ✏✉♥♣❧✉❣s✑ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❢r♦♠ A ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❜r✐❞❣❡❞ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ B ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ B ❛♥❞ C ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♥❡✇ ✇✐r❡❧❡ss ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✿
t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ▼♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡❲✐r❡❧❡ss ❙✇✐t❝❤ ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ▼♦❞❡✱ ♦r ❲❙❆P ♠♦❞❡✳
❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❞✉❛❧ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❜r✐❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ❤❛♥❞♦✈❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❧❛②❡r ✷ ✇✐r❡❧❡ss s✇✐t❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❡❛❝❤ ✇✐r❡❧❡ss
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❜r✐❞❣❡❞ ♣♦rt✳

✹✳✺✳✶ ❙②st❡♠ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❜♦t❤ ✽✵✷✳✶✶ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡② ♠✉st ✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ♠♦❞❡ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦
✭t❤❡ s✇✐t❝❤ M ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✱ t❤❡ ❲❙❆P ♠♦❞❡ ♣r❡s❡r✈❡s ✐ts ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ st❛♥❞❛r❞ ❙❚❆ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✳

✹✳✺✳✶✳✶ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ▼♦❞❡

❚❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞✉❛❧ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❜r✐❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ❤❛♥❞♦✈❡r ❝❛♣❛✲
❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❞❡✈✐❝❡ ✭❙❉✮ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r✳ ❚❤✐s ❜r✐❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡
✇♦r❞ ❜r✐❞❣❡ ♠❡❛♥s t❤✐s ♠♦❞❡ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥❧② ❛t ❧❛②❡r ✷✳ ■t ✉s❡s ✽✵✷✳✶✶ ✹✲❛❞❞r❡ss❡s ❢r❛♠❡s t♦
❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ❊t❤❡r♥❡t ♣❛❝❦❡ts ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❲❙❆P✳ ❇♦t❤ ✇✐r❡✲
❧❡ss ◆■❈s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ✇✐r❡❧❡ss st❛❝❦✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❆❣❡♥t ✭❙❆✮ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r ❧♦❣✐❝✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✽✵✷✳✶✶ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠♦❞✉❧❡ ✭♠❣♠t✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆ ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❡ ♠❣♠t ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤
◆■❈ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣✱ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t ❢♦r✇❛r❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❙❆
❞❡✜♥❡s ✇❤✐❝❤ ◆■❈ ✐s ❆❝t✐✈❡ ♦r P❛ss✐✈❡✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❆❈ ❘❡❧❛②

❯♥✐t ❛r❡ ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ◆■❈✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♦r ♣❛ss✐✈❡
◆■❈s ❛r❡ ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ ▼❆❈ ❘❡❧❛② ❯♥✐t✳ ❚❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ ❦❡❡♣s t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧
▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ ▼❆❈ ❘❡❧❛② ❯♥✐t✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ◆■❈ ❣❡ts ✐ts ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱
t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✉s❡s t❤✐s ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ t♦ s❡♥❞ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts t❤r♦✉❣❤



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❍❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ■♥✲♠♦t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦

t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ◆■❈✳ ❚❤❡s❡ ♣❛❝❦❡ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ◆■❈ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✜♥✐s❤ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❣♠t ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ s❤♦✉❧❞ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡
r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ s❤♦rt ✉♣❞❛t✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❙❆
❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤♦♦❦s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❆ ❛❝ts ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜r✐❞❣❡❞ ♣♦rt ❢♦r t❤❡ ▼❆❈ ❘❡❧❛② ❯♥✐t✱ ❤✐❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧s ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❧✐♥❦ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥ s♦❧✐❞ ✭❜❧❛❝❦✮
❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♣❛❝❦❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ✭r❡❞✮ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛♠♦♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❊t❤❡r♥❡t ❞❡✈✐❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦
♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛s ✐t ✇❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❝❦❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ✏tr❛♥s♣❛r❡♥t✑ ❢♦r t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❞❡✈✐❝❡ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛♥❞❧❡s ♦♥❧② ❊t❤❡r♥❡t tr❛✣❝✳

✹✳✺✳✶✳✷ ❲✐r❡❧❡ss ❙✇✐t❝❤ ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ▼♦❞❡

❚❤❡ ❲❙❆P ♠♦❞❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▼❛st❡r ♠♦❞❡ ♦❢ ✽✵✷✳✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❝❝❡ss
♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❲❙❆P ♠♦❞❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✽✵✷✳✶✶ ✹✲❛❞❞r❡ss❡s
❢r❛♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■t ❦❡❡♣s ❛ r❡❝♦r❞ ♦❢ t❤❡ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s
❦♥♦✇♥ ❜② ❡❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ▼❆❈ ❚❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✽✵✷✳✶✶ ♠❣♠t ♠♦❞✉❧❡ ❛❝ts ❛s
❛ s❡❝♦♥❞❛r② ▼❆❈ ❘❡❧❛② ❯♥✐t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❜r✐❞❣❡❞ ♣♦rt✳
❙♦✱ t❤❡ ♠❣♠t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ tr❛✣❝ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t SD ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ▼❆❈ t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✽✵✷✳✶✶ ✹✲❛❞❞r❡ss❡s ❢♦r♠❛t ❢r❛♠❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡
❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊t❤❡r♥❡t tr❛✣❝ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t ❛ ❲✐r❡❧❡ss ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✭❲❉❙✮ ❞♦❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❲❙❆P ❞❡✈✐❝❡✱ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ✐♥ ✏❜❧❛❝❦✑ t❤❡ ♣❛t❤s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♣❛❝❦❡ts
❛♥❞ ✐♥ ✏r❡❞✑ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❲✐r❡❧❡ss ❙✇✐t❝❤ ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ▼❆❈ ❘❡❧❛② ❯♥✐t ♠❛❦❡s t❤✐s ❞❡✈✐❝❡ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲
♣♦rt ❜r✐❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ♦r ❜❡tt❡r ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❲❙❆P ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥
❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❊t❤❡r♥❡t ◆■❈s ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥② ❧❛②❡r ✷ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
❲❙❆P ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❝❦✱ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s t♦
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✹✳✺✳✷ ❙②st❡♠ ❖♣❡r❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ✇♦r❦s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❆s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❛ ❞✉❛❧
✇✐r❡❧❡ss ❜r✐❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❘❛❞✐♦ ✶ ✐s ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛❞✐♦ ✷ ✐s ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
❜❡❣✐♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ r❛❞✐♦ ❤❛s ❧♦st t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ❲❙❆P✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡ t❤❡ ❙❆
❝♦♠♠❛♥❞s t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ r❛❞✐♦ t♦ st❛rt t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❢✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧s ❧❛t❡r ♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛ss✐✈❡ r❛❞✐♦ ❦❡❡♣s s❝❛♥♥✐♥❣ ✉♥t✐❧ ✐t ❣❡ts t❤❡ ♥❡①t ❆P t♦ ❝♦♥♥❡❝t
✇✐t❤✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ r❛❞✐♦ ❣❡ts
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❣✐♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ r❛❞✐♦✳ ❚❤✐s
✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✮ ✉s❡s t❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤
❛❞❞r❡ss❡s r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❚❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡
❛❝t✐✈❡ r❛❞✐♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❲❙❆P ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
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❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② ✉♣❞❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❛st ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ❤❛s ❛rr✐✈❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ r❛❞✐♦✱ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ s✐❣♥❛❧s t❤❡ ❙❆ t❤❛t t❤❡ r♦✉t✐♥❣
✉♣❞❛t❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ ❙❆ ♥♦t✐✜❡s t❤❡ ❘❛❞✐♦ ✶ t❤❛t ♥♦✇ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛❞✐♦
✷ ❜❡❝♦♠❡s ♣❛ss✐✈❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
r❛❞✐♦ ❤♦❧❞s t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ✐ts ❲❙❆P ✉♥t✐❧ ❡①✐t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t♦
❧♦s❡ ❛♥② ♠✐sr♦✉t❡❞ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❙❆ ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❡ ❘❛❞✐♦ ✷ t♦ st❛rt t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❞✐s❝♦✈❡r② ♣❤❛s❡✱ r❡st❛rt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣✱ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
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t✐♠❡s ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❜r❡❛❦✐♥❣
t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❦✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤✐❞❞❡♥
❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s ❤✐❞❞❡♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡
✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❞❛t❛✲❧✐♥❦ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ✉s❡rs✬ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❛t ❧✐♥❦ ❛s ✏tr❛♥s❢❡rr❡❞✑✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤❡ tr❛✣❝ ❢r♦♠✴t♦ t❤❡ ❙❉ ❤❛s ❛ ✈❛❧✐❞ r♦✉t❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ r❡❛❝❤ ✐ts
❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ✉♣❞❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛s ✏tr❛♥s❢❡rr❡❞✑✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣❤❛s❡ t♦
st❛rt s❡♥❞✐♥❣ tr❛✣❝ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✇ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙❆ ❜❡❣✐♥s t♦ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡
✐♥❝♦♠✐♥❣ tr❛✣❝ ✭❢r♦♠ t❤❡ ▼❆❈ ❘❡❧❛② ❯♥✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ◆■❈✮ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ❛rr✐✈❡s✳
❚❤✉s✱ t❤❡ s❛♠❡ tr❛✣❝ ❛❝ts ❛s r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♦♥❣♦✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
❢❛❝t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ r✐s❦ ♦❢ ❡①tr❛ ❞❡❧❛②s ♦♥ t❤❡ r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ❞✉❡ t♦ q✉❡✉❡✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ t♦♣ ♣r✐♦r✐t② t♦ ✐ts
❲❙❆P✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❦ ❧♦s❡s ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
❧✐♥❦ ❜❡❝♦♠❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❦ st❛rt t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤✉s✱ t❤❡ r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ✏❡❛r❧✐❡r✑ t❤❛♥ ✐t s❤♦✉❧❞✳

✹✳✺✳✸ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ▼❡t❤♦❞

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❛♥❛❣❡❞ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✽✵✷✳✶✶ st❛♥❞❛r❞
❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❣♠t ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❝♦♠✲
♠❛♥❞ t❤❡ ◆■❈ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞✐s❝♦✈❡r②
♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡①t❈❤❛♥♥❡❧✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ch✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❈❤❛♥♥❡❧✭✮ ✐s ❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t❈❤❛♥♥❡❧✭✮
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛ r♦✉♥❞✲r♦❜✐♥ ✇❛②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢
t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛♥❈❤❛♥♥❡❧✭✮ ❝♦♠♠❛♥❞s
t❤❡ ✽✵✷✳✶✶ ♠❣♠t ♠♦❞✉❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
s❝❛♥❆❧❧❈❤❛♥♥❡❧s✭✮ ✐s s❡❧❢ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡❧❡❝t❇ss✐❞✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ❜❡st ❇❙❙■❉
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❇❙❙■❉ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡st
r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✭❘❙❙■✮✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s tr❛❥❡❝t♦r② ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛❝❦s✐❞❡ ❲❙❆P ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❲❙❆Ps s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P ✐♥ ❛ ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ s❝❛♥ ♣r❡❢❡r❛❜❧② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❛❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆❢t❡r ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛tt❡♠♣ts ✭✻ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮✱ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❢❛❧❧s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❛ ❢✉❧❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠♦❞❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❙❉ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❲❙❆Ps ❢❛✐❧✉r❡s
♦r ♠✐s❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜r❡❛❦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛♥♥✐♥❣✱ ✐t ❜❡❣✐♥s
❛❣❛✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ❧♦♦♣ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t ❇❙❙■❉ ✐s ❢♦✉♥❞✳



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❍❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ■♥✲♠♦t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦

■♥♣✉t✿ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❤
❖✉t♣✉t✿ ♥❡①t ❆P ❜ss✐❞

❜❡❣✐♥✶

❝❤❛♥♥❡❧❙❡q✉❡♥❝❡ ← ④ ❝❤❛♥♥❡❧ ✶✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ✻✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ✶✶ ⑥✷

❝♦✉♥t ← ✵✸

♠❛①❈♦✉♥t ← ✻✹

❝❤✷s❝❛♥ ← ✵✺

ss✐❞ ← ✏♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ▲❆◆✑✻

✇❤✐❧❡ ❜ss✐❞ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❞♦✼

✐❢ ❝♦✉♥t ≤ ♠❛①❈♦✉♥t t❤❡♥✽

✐❢ ❝❤✷s❝❛♥ ❂ ♥❡①t❈❤❛♥♥❡❧ ✭ ❝❤✱❝❤❛♥♥❡❧❙❡q✉❡♥❝❡✮ t❤❡♥✾

❝❤✷s❝❛♥ ← ♣r❡✈✐♦✉s❈❤❛♥♥❡❧ ✭❝❤✱❝❤❛♥♥❡❧❙❡q✉❡♥❝❡✮✶✵

❡♥❞✶✶

❡❧s❡✶✷

❝❤✷s❝❛♥ ← ♥❡①t❈❤❛♥♥❡❧ ✭❝❤✱❝❤❛♥♥❡❧❙❡q✉❡♥❝❡✮✶✸

❡♥❞✶✹

❜ss✐❞▲✐st ← s❝❛♥❈❤❛♥♥❡❧ ✭❝❤✷s❝❛♥✮✶✺

❝♦✉♥t ✰✰✶✻

❡♥❞✶✼

❡❧s❡✶✽

❜ss✐❞▲✐st ← s❝❛♥❆❧❧❈❤❛♥♥❡❧s✶✾

❝♦✉♥t ← ✵✷✵

❡♥❞✷✶

❜ss✐❞ ← s❡❧❡❝t❇ss✐❞ ✭❜ss✐❞▲✐st✱ss✐❞✮✷✷

❡♥❞✷✸

r❡t✉r♥ ❜ss✐❞✷✹

❡♥❞✷✺

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

◆♦t✐❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ✷✳✹ ●❍③
❜❛♥❞✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ ▼❛①❈❤❛♥♥❡❧✲

❚✐♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ s❝❛♥ ✐s ♠♦st❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ ❛ ▼✐♥❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♣r♦❜❡❞✱ ❛♥❞
❜② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❆P ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ◆■❈ ✇❤❡♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ❜♦t❤ ◆■❈s ❛r❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❙❆ ❜❡❣✐♥s ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ✭✇✐t❤ ❜♦t❤ ◆■❈s✮
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♠❛❞❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❜② ❝♦♠♠❛♥❞✐♥❣ ❡❛❝❤
◆■❈ t♦ s❝❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ◆■❈ r❡♣♦rts t♦ t❤❡ ❙❆ t❤❡
❧✐st ♦❢ ❇❙❙■❉s ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❙❆ ❝♦♠♠❛♥❞s ✐t t♦ s❝❛♥ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ◆■❈ s❤♦✉❧❞
t❛❦❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❧♦s❡s ✐ts ❧✐♥❦ ❜❡❢♦r❡ t❤❡



✹✳✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✹✶

♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❣❡ts t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧s♦ s♣❡❡❞s✲✉♣ t❤❡ ❧✐♥❦ r❡❝♦✈❡r②
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢❛✐❧❡❞ ❲❙❆Ps✳

✹✳✺✳✹ ❍❛♥❞♦✈❡r ❚✐♠❡

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞✉❛❧ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❜r✐❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ✈✐rt✉❛❧❧② ❤✐❞❡ t❤❡ ❞❡❧❛②s ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ❆❆❆ ❛♥❞ ❧✐♥❦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣❤❛s❡ ✭t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣✮ ♠✐❣❤t ❛✛❡❝t t❤❡ tr❛✣❝ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❛♥❞ ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❆s t❤✐s ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❦❡❡♣s
❜♦t❤ r♦✉t❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ♠✐sr♦✉t✐♥❣
❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ s♣r❡❛❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙❉ r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❜♦t❤ r♦✉t❡s ❛❝t✐✈❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇ ♠✐❣❤t ❣❡t ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
❆s t❤❡ ❞❡❧❛②s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t t❤❡♠
❛s t❤❡ ✏r❡❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❛s
t❤❡ r❡❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ s✐♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ t❤❡ ❞❛t❛✲❧✐♥❦ ❧❛②❡r ✐s r❡❛❧❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠
♦♥❡ ❆P t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛s t❤❡ r❡❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✹✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❲❡ ❛✐♠ ❛t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐ts
t❛s❦✳
❆s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙❉ r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡r t❤❡
❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❲❙❆P✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤✐s t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡
t♦ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ◆■❈ ❜❡❣✐♥s t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ❜r❡❛❦s ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❲❙❆P✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❣✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❙❉ ❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❲❙❆P✬s ❝♦✈❡r❛❣❡
✐s ❤✐❣❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✈❡r② ♦❢t❡♥
✭✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✮❀ ❛♥❞ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♠♦st❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡
▼✐♥❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❢❛❝t♦r t❤❛t ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛t❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧
s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦✉r s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss
◆■❈ ❜❡❣✐♥s ❛ ❢✉❧❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t♦ ✐♥❣r❡ss ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❯♥❞❡r t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ♠❛② ❤❛♣♣❡♥✿ ✶✮ t❤❡ ❙❉ s❝❛♥s t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡❢♦r❡
t♦ ✐♥❣r❡ss ✐♥t♦ ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❤❛s t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡❣✐♥
❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❞s t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P❀ ✷✮ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P ✐s ✐♥ t❤❡
❧❛st ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙❉ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t ❛❢t❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡✐♥❣ s❝❛♥♥❡❞✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❧❡ss ❞❡❧❛② t❤❛♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✶✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❞❡❧❛②s ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡❛r❧② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✉t❡
✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❍❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ■♥✲♠♦t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ do ♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ♦❢ v ♠✴s✳ ❈♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ ❆❆❆ ❞❡❧❛② ✭≈ 5 ♠s✮ ❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

th =
do

v
− tdiscovery ✭✹✳✶✮

❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✸✺✵ ❦♠✴❤✱ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✽✵ ♠❡t❡rs✱
❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❝♦✈❡r② ❞❡❧❛② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ✺✵✵
♠s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✷✷ ♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❙❉ s❤♦✉❧❞ ✜♥✐s❤
t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❢♦r❡ th ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ♥♦ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ♠✐sr♦✉t✐♥❣✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❛r❣❡r ✐❢ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✺✵✵
♠s ✭❛ s❤♦rt❡r tdiscovery✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ✇❤❡♥ tdiscovery → 0✱
t❤❡♥✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✽✷✷ ♠s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡s ❤♦✇ ❢❛r ✐s t❤❡ r❡❛❧
❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡
r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐ts t❛s❦ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ❙❉ ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✶✵ ❆Ps ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❙❉✮ tr❛✈❡❧s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ ❛ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ✇❛② ❢♦r ✶✺✵✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
❛ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✸✵ ♠❡t❡rs ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✽✵ ♠❡t❡rs ✭± s♦♠❡ ♠❡t❡rs ❞✉❡
t♦ t❤❡ r❛✐❧✇❛② ✐s ♥♦t ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ✽✵✷✳✶✶ ♠❣♠t ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❲❙❆P ❧♦st ✇❤❡♥ ✷ ❜❡❛❝♦♥s ❛r❡ ♠✐ss❡❞✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r
t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ❙❉ ♦❜t❛✐♥s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❝♦♥s✐❞❡rs ✐ts ❲❙❆P ❧♦st✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛s ♠✉❝❤ ✷✵✵ ♠s
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ▼✐♥❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ ❛♥❞ ▼❛①❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ✶ ♠s ❛♥❞
✶✵ ♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② ❬❱❡❧❛②♦s ✫ ❑❛r❧ss♦♥ ✷✵✵✹❪✳
❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r s♣❡❡❞s ❢r♦♠ ✶✵ ♠✴s ✭✸✻
❦♠✴❤✮ ✉♣✲t♦ ✶✵✵ ♠✴s ✭✸✻✵ ❦♠✴❤✮✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡
♥❡①t ❲❙❆P s❤♦rt t✐♠❡ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ❡♥t❡r❡❞ ✉♥❞❡r ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs
❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❙❉ ❤❛s ❢♦✉♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P ✈❡r② ❡❛r❧② ♦r ✈❡r② ❧❛t❡ ✐♥
t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❆s t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦✉t❧✐❡rs✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ✷✵✵ ♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❲❙❆P ❧♦st ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✷ ❜❡❛❝♦♥s✮✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s
t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙❉ ✐s ✉♥❞❡r ♠✉t✉❛❧
❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t✇♦ ❲❙❆Ps✳
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❤❡❛✈② tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ ✐t ❝♦✉❧❞ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡
r♦✉t❡s ✉♣❞❛t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❘❯P✮ ✐s ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ✇❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✐ts ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts✱ t❤❡
♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ✇✐❧❧ ❜✉✛❡r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✉s❡rs✬ ❞❛t❛❢r❛♠❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ♣r✐♦r✐t②
t♦ t❤❡ ❘❯P ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ✇❤❡♥
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ r♦✉t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♦❢ tr❛✣❝ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ❜♦t❤ r♦✉t❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣
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Vehicle Speed (m/s)

Overlapping Distance = 80 m

Box Plots for several speeds of the vehicle
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❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t❡❞

▲♦✇❡r ❯♣♣❡r ▼✐♥ ▼❛① ▼❡❛♥ ❙t❞✳❞❡✈

✶✵ ♠✴s ✼✳✺✵ ✽✳✵✵ ✼✳✹✻ ✽✳✶✻ ✼✳✾✽ ✵✳✶✼

✷✵ ♠✴s ✸✳✺✵ ✹✳✵✵ ✸✳✺✻ ✹✳✶✹ ✸✳✽✺ ✵✳✶✺

✸✵ ♠✴s ✷✳✶✼ ✷✳✻✼ ✷✳✶✽ ✷✳✽✷ ✷✳✺✾ ✵✳✷✵

✹✵ ♠✴s ✶✳✺✵ ✷✳✵✵ ✶✳✻✶ ✷✳✶✶ ✶✳✽✽ ✵✳✶✶

✺✵ ♠✴s ✶✳✶✵ ✶✳✻✵ ✶✳✶✶ ✶✳✼✼ ✶✳✹✽ ✵✳✷✷

✻✵ ♠✴s ✵✳✽✸ ✶✳✸✸ ✵✳✾✹ ✶✳✺✵ ✶✳✸✼ ✵✳✶✵

✼✵ ♠✴s ✵✳✻✹ ✶✳✶✹ ✵✳✽✹ ✶✳✸✶ ✶✳✶✸ ✵✳✵✽

✽✵ ♠✴s ✵✳✺✵ ✶✳✵✵ ✵✳✻✼ ✶✳✶✺ ✵✳✾✺ ✵✳✶✶

✾✵ ♠✴s ✵✳✸✾ ✵✳✽✾ ✵✳✹✾ ✶✳✵✹ ✵✳✼✹ ✵✳✶✷

✶✵✵ ♠✴s ✵✳✸✵ ✵✳✽✵ ✵✳✸✽ ✵✳✾✻ ✵✳✻✹ ✵✳✶✸

✭❚✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❙❆ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ tr❛✣❝ ❛♠♦♥❣ ❜♦t❤ ◆■❈s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❘❯P ♣❛❝❦❡ts✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣❛rt✐❛❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦

❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❤❛♥❞♦✈❡r ♣❤❛s❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ s✐♥❝❡ ✐t ❤✐❞❡s
t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❦✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✛❡r t❤❡ ✉s❡rs✬ ❞❛t❛❢r❛♠❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s st✐❧❧ t❤r❡❛t❡♥❡❞ ❜②
❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s ✐❢ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❛♥ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ❢♦r✇❛r❞
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ tr❛✣❝ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐ts ❛rr✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ▼❆❈

❘❡❧❛② ❯♥✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ❛ss❡ss✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦ss❧❡ss ❤❛♥❞♦✈❡r✳



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❍❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ■♥✲♠♦t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞✉❛❧ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❜r✐❞❣❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛❧❧♦✇s ✉s✿

• t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❛❝t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞✐s❝♦✈❡r② ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❝✲
t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❡❞✉❝❡s ✐ts
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ✜♥❞ ❛s s♦♦♥ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P ✇✐t❤♦✉t ✇♦rr②✐♥❣ t❤❛t ♠✉❝❤ ❛❜♦✉t t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭♦♣✲
♣♦rt✉♥✐st✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞✐s❝♦✈❡r②✮✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
t❛❦❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ♦♥❧②
❛ ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐t ✭t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✮✳

• t♦ ❤✐❞❡ t❤❡ ❆❆❆ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛✲❧✐♥❦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♣❤❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♦❢ tr❛✣❝ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❤❛s❡s✳

• t♦ ❛✈♦✐❞ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✭❢r♦♠ t❤❡ ❲❙❆P t♦ t❤❡ ❙❉✮ s✐♥❝❡
❜♦t❤ r♦✉t❡s ✭❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❙❉ r❡♠❛✐♥s
✉♥❞❡r t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❲❙❆P✳

• t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜r✐❞❣❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❧❛②❡r ✸ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊t❤❡r♥❡t
❞❛t❛❢r❛♠❡s✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛✐♠s ❛t ❛♥s✇❡r✐♥❣✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ♦✉r ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♣❛rt✐❛❧❧② t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s✳
❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✐s❦
♦❢ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦♥ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✭✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛② ❛♥❞ t❤❡
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ r❡❧✐❡s ♦♥ ❤♦✇ ❢❛st ❛♥❞ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ t❤❡ r♦✉t❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡
t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍❡♥❝❡ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ▲❛②❡r ✷ ♦♥❧② ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❘♦✉t❡s ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡

◆❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r✳
❲❡ ♥❛♠❡ ✐t t❤❡ ✏●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣✑ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s
❆❘Ps ♣❛❝❦❡ts✳ ❲❡ st✉❞② ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞
✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞r❛✇ ♦✉r
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✺✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❤♦✇ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✇❤❡♥
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r✳
❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❧❡❛r♥ t❤❛t t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞
♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❲❙❆Ps✬ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s t✐♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ r♦✉t❡s ✭❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❜✉❞❣❡t t❤❛t t❤❡ ❘♦✉t❡s ❯♣❞❛t✐♥❣ Pr♦❝❡❞✉r❡ ✭❘❯P✮ ❤❛s t♦
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐ts t❛s❦✳ ❚❤❡ ❘❯P ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts t❛s❦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣
♣❛❝❦❡ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡ ✭❙❉✮ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❲❙❆Ps ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② ✉♣❞❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❘❯P ✐s
❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ r♦✉t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ■❢ t❤✐s t✐♠❡ ✐s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞
❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❘❯P ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤♦✇ ❢❛st t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r②
♣❤❛s❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ r✐s❦ ♦❢ ❛ ❘❯P ♣r❡♠❛t✉r❡ ❡♥❞✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ❘❯P
t✐♠❡ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ❘❯P ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡♠❛t✉r❡❧②
❡♥❞❡❞✱ s♦✱ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♠✐sr♦✉t❡❞ ♣❛❝❦❡ts ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✳
❲❡ ❛❧s♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t❤❡ ❘❯P ♠✐❣❤t ♥♦t ♦♥❧② ❝❛✉s❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts✳ ■t ❛❧s♦ ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❛ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇
❛t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇ ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ❘❯P s❡♥❞s
❛❣❣r❡ss✐✈❡❧② ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡ ✭❙❉✮ ✐s ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ❛s ♣r✐♦r✐t② tr❛✣❝✱ s♦✱ t❤❡
♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❜✉✛❡rs t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✉s❡rs✬ ❞❛t❛❢r❛♠❡s ✇❤✐❧❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❘❯P
♣❛❝❦❡ts✳



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘♦✉t❡s ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❘❯P ❛r❡✿ ✶✮ ♥♦t t♦ ❜❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ✇❤❡♥ s❡♥❞✐♥❣ ✉♣❞❛t✐♥❣
♣❛❝❦❡ts t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s❀ ❛♥❞ ✷✮ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛❧❧
t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✱
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ r♦✉t❡s ✭❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳

✺✳✷ Pr♦❜❧❡♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❆s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❙❉ r❡q✉✐r❡s t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❛❝t✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡s❡
♣❛❝❦❡ts t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆P ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ tr❛✣❝ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ t❤❡ ✐♥✲
♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✱ t❤❡ tr❛✣❝ r❡❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ s♦♠❡ ♥♦❞❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡ r♦✉t❡s
✐♥t❡rs❡❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣② s✉❝❤ ❛s ❛ tr❡❡✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡
✐s ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❛t tr❡❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤✐s ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ P❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆Ps✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆P ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❣♦♦❞
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡
♥♦❞❡ ✭✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡ r♦✉t❡s ✐♥t❡rs❡❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ t❤❛t t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ♠✉st tr❛✈❡❧ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
❆s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜r✐❞❣❡❞ ✭❧❛②❡r ✷✮ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ ❛t
s♦❧✈✐♥❣ ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❤♦✇ t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆P s✉❜❥❡❝t



✺✳✸✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✹✼

t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

✶✳ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♠✉st ❜❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❲❙❆P✳

✷✳ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣r❡❛❞ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t✐♠❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♦❢ ✉s❡rs✬ ❞❛t❛❢r❛♠❡s✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✇✐r❡❞ t♦ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦ ✭❙❉ ⇔ ❲❙❆P✮✳
❚❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ q✉❡✉✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s✳

✺✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ ❙♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ r♦✉t❡s ✐♥ ❛ ❜r✐❞❣❡❞
✭❧❛②❡r ✷✮ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts st❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆P ❛♥❞ t❤❡ tr❛✣❝ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳
❲❡ ♥❛♠❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ t❤❡●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣ ✭●❆▲✮ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r♦❛❞✲
❝❛st ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ ❆❞❞r❡ss ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❆❘P✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❘❋❈ ✽✷✻ ❬P❧✉♠♠❡r ✶✾✽✷❪ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛②❡r ✷ ❛♥❞
❧❛②❡r ✸ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ s❤♦rt✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❛❞❞r❡ss ✭❛▼❆❈ ❆❞❞r❡ss ❢♦r ❊t❤❡r♥❡t✮ ♦❢
❛ ❞❡✈✐❝❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❧❛②❡r ✸ ❛❞❞r❡ss ✭❛♥ ■P ❆❞❞r❡ss ❢♦r ■P✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛②❡r ✷ ♥❡t✇♦r❦ s❡❣♠❡♥t✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✿ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ■P ❛❞❞r❡ss❡s A ❛♥❞ B ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ❧❛②❡r ✷ s❡❣♠❡♥t✳ A ✇❛♥ts t♦ s❡♥❞ ❛ ❧❛②❡r ✸ ❞❛t❛❢r❛♠❡ t♦ B✳ ❚❤❡r❡❜②✱ A ❜r♦❛❞❝❛sts
❛♥ ❆❘P✲❘❡q✉❡st ❛s❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss ♦❢ B✳ ❚❤✐s ❜r♦❛❞❝❛st ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡
❞❡✈✐❝❡s ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✱ ❜✉t ❛♥s✇❡r❡❞ ♦♥❧② ❜② B ✈✐❛ ❛♥ ✉♥✐❝❛st ❆❘P✲❘❡s♣♦♥s❡✳ ❲❤❡♥ A

❧❡❛r♥s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛❞❞r❡ss ♦❢ B✱ t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ❜r✐❞❣❡❞
❧✐♥❦s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦ ✭♣♦rt✮ A ❛♥❞ B ❛r❡
❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ ▼❆❈ ❘❡❧❛② ❯♥✐t ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤
❞❡✈✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♥❞❧❡s ❛❧❧ t❤❡ ❜r✐❞❣❡❞ ❧✐♥❦s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐t✳ ❆ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ✐s ❛♥ ❆❘P
❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s ✭❢♦r ❜♦t❤ ❧❛②❡rs✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡
●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛②❡r ✷ ❛❞❞r❡ss✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✐s ❛♥ ❆❘P✲❘❡s♣♦♥s❡✳
❲❤❡♥ t❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ✐s ❛ ❜r♦❛❞❝❛st✱ ✐t ✐s ❛♥ ❆❘P✲❘❡q✉❡st✳ ❋♦r ❊t❤❡r♥❡t ❛♥❞ ■P
♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤❡ ❆❘P ♣❛❝❦❡t ✐s ✷✽ ❜②t❡s ❧♦♥❣✳
❖✉r ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ❘❡q✉❡sts t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❚❤❡s❡ ♣❛❝❦❡ts ✇✐❧❧ ✢♦♦❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦
t❤❡ ❙❉ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✱ ❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ✏❧♦♦♣✑✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st❛rts ✇❤❡♥ t❤❡
❙❉ ❣❡ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❚❤❡ ●❆▲ r❡tr✐❡✈❡s ❛❧❧ t❤❡ ▼❆❈
❛❞❞r❡ss❡s ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❆❣❡♥t ✭❙❆✮ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐t s❡♥❞s ♦♥❡
●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ✭❘❡q✉❡st✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ♦❢ t❤❡
♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❚❤✐s ❞❡❧✐✈❡r② ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❜✉rsts ♦❢ ❇✉rst❙✐③❡ ♣❛❝❦❡ts✳ ❋♦r



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘♦✉t❡s ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦

t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t✇♦ t✐♠❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿ t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❚✐♠❡r ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡r❇✉rst❚✐♠❡r✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t❤❡ ❇✉rst❙✐③❡✱ t❤❡ ■♥t❡r❆❘P
❉❡❧❛② ❛♥❞ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❣❡t◆❡①t▼❆❈❆❞❞r❡ss✭✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡①t ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ❧✐st t❤❛t ❤❛s
♥♦t ②❡t ❛rr✐✈❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st r❡t✉r♥❡❞ ❛❞❞r❡ss✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧✐st ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❛
r♦✉♥❞✲r♦❜✐♥ ✇❛②✳ ❚❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ ❛❝❝♦✉♥ts t❤❡ ❛rr✐✈❡❞ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
✉♣❞❛t❡▼❆❈❆❞❞r❡ss✭▼❆❈❆❞❞r❡ss✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧▼❆❈❆❞❞r❡ss✲

❡s❆rr✐✈❡❞✭✮✱ t❤❡ ●❆▲ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡♥ t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ●❆▲ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ ❤❛s r❡❣✐st❡r❡❞
✹✽ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❇✉rst❙✐③❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✳ ❚❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❣❡ts ❛



✺✳✸✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✹✾

♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❲❙❆P✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙❆ ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❡ ❘❯P t♦ st❛rt t❤❡
●❆▲ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ●❆▲ ❣❡ts t❤❡ ✜rst ▼❆❈ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ❛♥❞ s❡♥❞s ✐t t♦ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐t s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❚✐♠❡r t♦ ❜❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❛t
■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡r ❡①♣✐r❡s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❆❘P s❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ ❇✉rst❙✐③❡ ✭✶✵ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ■♥t❡r❇✉rst❚✐♠❡r
✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛t ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts ♠✐❣❤t ❛rr✐✈❡ ✐♥
❛♥② ♦r❞❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❚❤✉s✱ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s
♠❛② ❛rr✐✈❡ ❜❡❢♦r❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❜✉rst ❝♦♥t❛✐♥s
♦♥❧② ✽ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧✐st ✭s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞✮
r❡t✉r♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❛rr✐✈❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❜✉rst✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛rr✐✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✱
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳ ▲❛t❡r ♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ t✐♠❡rs ❞❡❧❛②s ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❜✉rst✳

✺✳✸✳✶ ●❆▲ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② s✐① ♠❡t❤♦❞s t❤❛t t❤❡ ●❆▲ s❤♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✿ st❛rt●❆▲✭✮✱
✜♥✐s❤●❆▲✭✮✱ s❡♥❞●r❛t✉✐t♦✉s❆❘P✭✮✱ ❛rr✐✈❡❞▼❆❈✭▼❆❈❆❞❞r❡ss✮✱ s❝❤❡❞✉❧❡✭❚✐♠❡r✮ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤❛♥❞❧❡❚✐♠❡r✭❚✐♠❡r✮✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡
♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s❡♥❞●r❛t✉✐t♦✉s❆❘P✭✮ ❛♥❞ t❤❡
❛rr✐✈❡❞▼❆❈❆❞❞r❡ss✭▼❆❈❆❞❞r❡ss✮ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡
t❤r❡❛❞ s❛❢❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ ❛❧s♦ ♠✉st ❜❡
t❤r❡❛❞ s❛❢❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠✉t✉❛❧✲❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✐ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
s❝❤❡❞✉❧❡✭❚✐♠❡r✮ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❚✐♠❡r ❛♥❞ ■♥t❡r❇✉rst❚✐♠❡r t✐♠❡rs
❛t t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr✐❣❣❡r✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛②
❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛② ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡❚✐♠❡r✭❚✐♠❡r✮ ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s
❛t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❛❝❤ t✐♠❡r✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❡ ●❆▲ ♠✉st ❞♦ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡
tr✐❣❣❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ t❤r❡❛❞ s❛❢❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣
♦❢ ❡❛❝❤ t✐♠❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t ❝♦♥❝✉rr❡♥t✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡✱ t❤❡ ❙❆ s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
❤♦♦❦s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❘❯P ✐♥t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❡♣t✐♦♥
♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ✭●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts ❢♦r t❤❡ ●❆▲✮ ✐s ♥♦t ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘❯P ❛♥❞ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙❆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✉s✱
✇❤❡♥ t❤❡ ❘❯P ✇❛♥ts t♦ tr❛♥s♠✐t ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✱ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤♦♦❦s ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ❙❆✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❤♦✉❧❞ s❡♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t t♦ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳ ❆♥❞
s✐♠✐❧❛r❧② ✇❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❙❆ ❞❡t❡❝ts t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ ❝❛❧❧s t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❛rr✐✈❡❞▼❆❈✭▼❆❈❆❞❞r❡ss✮ ♦❢ t❤❡ ❘❯P✳



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘♦✉t❡s ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦

✺✳✸✳✷ ●❆▲ P❛r❛♠❡t❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ t❤❡
●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛②✱ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛② ❛♥❞ ❇✉rst❙✐③❡✳
❲❡ st❛rt t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡❧❛② ✐s t✇♦✲
❢♦❧❞✿ ✶✮ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇ ❛t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ✭t❤❡
♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ q✉❡✉✐♥❣ ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts❀ ❛♥❞ ✷✮ t♦ ❛✈♦✐❞
❧♦s✐♥❣ ❛ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡t ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ ♥♦t
❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ tr❛♥s♠✐ts ❛ ❜r♦❛❞❝❛st
❢r❛♠❡✱ ✐t ✇❛✐ts ❛ ❉■❋❙✰❈❲✶ ❜❡❢♦r❡ ✐t r❡❧❡❛s❡s t❤❡ r❛❞✐♦ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭r❡❝❡✐✈❡
♦r tr❛♥s♠✐t✮✳ ❚❤✐s ❞❡❧❛② ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ✐ts
♦✇♥ ❜r♦❛❞❝❛st ✇❤❡♥ t❤❡ ❲❙❆P r❡tr❛♥s♠✐ts ✐t t♦ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❤❛s t✇♦ ❜r♦❛❞❝❛st ♣❛❝❦❡ts t♦ tr❛♥s♠✐t✱ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ♠❛② ♦❝❝✉r✿

✶✳ ❚❤❡ ❲❙❆P ❜❡❣✐♥s t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜r♦❛❞❝❛st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss
◆■❈ ❜❡❣✐♥s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ◆■❈ ♠✐❣❤t ✜♥❞ t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ✏❜✉s②✑✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❛❝❦✲♦✛✱ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜r♦❛❞❝❛st ❢r❛♠❡✳

✷✳ ❲❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❲❙❆P ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✱ t❤❡
♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ♠✐❣❤t ♥♦t ❞❡t❡❝t t❤❡ ✜rst ❜r♦❛❞❝❛st r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛
❧♦✇ ❙◆■❘✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ●❆▲ s❤♦✉❧❞ ✇❛✐t ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡t
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ ✐t ✭❜❛❝❦✲♦✛✮ ♦r ❧♦s✐♥❣ ✐t ✭❝♦❧❧✐s✐♦♥✮✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡
t❤✐s r✐s❦ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞✐❞ s❡t✉♣ t✇♦ ✽✵✷✳✶✶❜ ❲❙❆P ❛t ✶✺✵ ♠❡t❡rs
❛♣❛rt✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❜❛❝❦❤❛✉❧ ❞✉♠♠② ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❈✐s❝♦ ✷✾✺✵ s✇✐t❝❤ ✇✐t❤♦✉t
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳ ❲❡ ♣✉t ❛ ❙❉ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❲❙❆P ❛♥❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡
●❆▲ ❢♦r ✷✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ ❜✉rsts ♦❢ ✺✵ ❛❞❞r❡ss❡s✱ s❡♥❞✐♥❣ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘Ps ♦♥❡
❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ InterARPDelay = 0✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✶✵✵ tr✐❛❧s ✐♥ t✇♦
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✿ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❲✐❋✐ ❤♦t✲s♣♦ts
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❧❛②s ❜② ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ▼❆❈
❆❞❞r❡ss ❢♦r ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❊❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞❡♣❛rt ❛♥❞ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ✭t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❞❞r❡ss✮✳
❚❤❡ ②✲❛①✐s ✐❞❡♥t✐✜❡s ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss✳
❲❡ ✉s❡ ❛♥ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛② ♦❢ ✶✺✵ ♠s t♦ ✐s♦❧❛t❡ ❡❛❝❤ ❜✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ✭❛✈♦✐❞✐♥❣
♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✮✱ s♦✱ ❜✉rsts st❛rt ❛t r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✶✺✵ ♠s✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜✉rst ✐s ❞✉❡ t♦ ✇❡ ♣✉t ❛❧❧ t❤❡
❆❘P ♣❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡✱ s♦✱ t❤❡ ❧❛st ❆❘P ♠✉st ✇❛✐t t❤❡

✶❈❲ ❂ ❈♦♥t❡♥t✐♦♥ ❲✐♥❞♦✇
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✭❜✮ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ❞❡❧❛② ❢♦r ✷✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✳

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❲❡ ❞✐❞ ♦❜s❡r✈❡
♠♦r❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❆❘Ps r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr✐❛❧s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❆❘Ps tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❧❛②s ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ ❜✉rst✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❞❡♣✐❝t ♦♥❡ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss t❤❛t ✇❛s tr❛♥s♠✐tt❡❞
✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❜✉rst t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❛rr✐✈❡ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡② ✇❡r❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❜✉rst✳ ❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥
s♦♠❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛s❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ✇❡r❡ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐s♦❧❛t❡
t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱ ✇❡ s❡t ❛ s♥✐✛❡r ❞❡✈✐❝❡ ❜❡s✐❞❡ ❡❛❝❤ ✽✵✷✳✶✶ r❛❞✐♦ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✭❈❛♣t✉r❡
❊✛❡❝t✮✳ ❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❧♦ss❡s ✇❡r❡ ♠♦st❧② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇❡ ❢♦✉♥❞
✐rr❡❣✉❧❛r ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡s❡ ❣❛♣s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❜❛❝❦✲♦✛
♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛②✱ t❤❡ ✐♥t❡r ♣❛❝❦❡t
t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② t♦ ❛ ❜❛❝❦✲♦✛ ♦♥ t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞r❛✇ t✇♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿ ✶✮ ✇❤❡♥ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘Ps ♦♥❡
❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r ✭InterARPDelay = 0 ♠s✮✱ ✇❡ ❞✐❞ ♦❜s❡r✈❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛s❡s ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤
❝❛✉s❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ t♦ ❧❛r❣❡r ❞❡❧❛②s ✐♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇
r♦✉t❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❙❉❀ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② ❛ ❜✉rst ♦❢ ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s t♦
❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ✐s ≈ 150 ♠s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛② ♦❢ 3 ♠s
♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘Ps ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②
q✉❡✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✳

❲❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❙❉✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ❆❘P ❞❡❧❛②s ✇❤❡♥ t❤❡ ❙❉ ✇❛s ✐♥s✐❞❡ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛t ✾✵ ❦♠✴❤✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢
t❤❡ ❲❙❆P ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵✵ ♠❡t❡rs ✇✐❞❡✳ ❲❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐t ❛t t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❛ r♦❛❞ ♥❡❛r
♦✉r ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ✐♥ ❛♥ ❛r❡❛ ✇✐t❤♦✉t ❲✐❋✐ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭♥♦ ♥❡❛r❜② ❤♦t✲s♣♦ts✮✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
r❡♠❛✐♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✷ s❡❝♦♥❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❲❙❆P✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❡ ✜rst ❜✉rst t♦♦❦ ❛❜♦✉t ✶✺✵ ♠s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡①t ❜✉rsts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s❤♦rt❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❛s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘♦✉t❡s ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦

0 100 200 300 400 500 600 700 800

ARP Delay (ms)

0

M
A

C
 A

d
d

re
s
s
e

s

50

100

150

200

250

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❆❘P ❉❡❧❛②s ❢♦r ✷✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❙❉ ❛t ✾✵ ❦♠✴❤

❲❙❆P ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r r❛❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ❛❧❧♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜②
❬❖tt ✫ ❑✉ts❝❤❡r ✷✵✵✹❪ ✭t❤❡ ❡♥tr②✴♣r♦❞✉❝t✐♦♥✴❡①✐t ♣❤❛s❡s✮✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❜② ❤♦♥♦r✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❜✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❧❛②✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛② > 3 ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♦❢
●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ❛ r❡❛❧
tr❛✣❝ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✉s❡r✬s ❞❛t❛❢r❛♠❡s
❜✉✛❡r✐♥❣ ✇❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛ ❜✉rst✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛②✳ ■ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ q✉❡✉✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs✬
❞❛t❛❢r❛♠❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✉rst✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✜rst ❜✉rst ✐s
♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ tr❛✣❝ st❛rts ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲❙❆P ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s tr❛✣❝ ♠✐❣❤t ❣❡t ❜✉✛❡r❡❞
❞✉❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ❜✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t♦ ✇❛✐t s♦♠❡ t✐♠❡ ❛❢t❡r tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
❛ ❜✉rst ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❲❙❆P t♦ tr❛♥s♠✐t t❤❡ q✉❡✉❡❞ tr❛✣❝✱ ❛♥❞✱ ✐❢ s♦♠❡ tr❛✣❝
❣♦t ❜✉✛❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈✱ ❛❧❧♦✇ ✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r
✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤✐s ❞❡❧❛②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❲❡
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❘❯P s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ❧♦s✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ●❆▲
t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭tgal✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❤❛♥❞♦✈❡r ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ tgal ≤ min(th)✳ ▲❡t ❜❡ dIArp t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛②✱ dIBurst

t❤❡ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛②✱ Bs t❤❡ ❜✉rst s✐③❡ ❛♥❞ Ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s r❡❣✐st❡r❡❞
✐♥ t❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
✇✐t❤♦✉t r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❜✉rsts ✭t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ tgal ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✺✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ●❆▲ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐ts t❛s❦✿

min(tgal) = dIArp · Ts

(

Bs − 1

Bs

)

+ dIBurst

(

Ts −Bs

Bs

)

✭✺✳✶✮



✺✳✸✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✺✸

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❛r❡ ❧♦st ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡② ♠✉st ❜❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ ❧❛t❡r ❜✉rsts✳ ❚❤✐s r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ ❧❛r❣❡r ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ α ❛❞❞r❡ss❡s t♦
❜❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✺✳✷ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ●❆▲
s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥ tr❛♥s♠✐t (1 + α)Ts ❛❞❞r❡ss❡s✳

max(tgal) = dIArp · (1 + α)Ts

(

Bs − 1

Bs

)

+ dIBurst

(

(1 + α)Ts −Bs

Bs

)

✭✺✳✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ✭tgal✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ▼❆❈
❛❞❞r❡ss❡s ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛② ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ ✵✳✽ s❡❝♦♥❞s ✭≈ ✷✷✵ ❦♠✴❤ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✽✵
♠❡t❡rs✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥ InterBurstDelay = 0.02 s❡❝♦♥❞s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡tr❛♥s♠✐t ✺✵
▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ♦♥❝❡ ✭✶✵✵ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✮✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❛❞❥✉st t❤❡ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡
❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❲❙❆P ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❛t
♠✐❣❤t ❜❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❇✉rst❙✐③❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞ ❤❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ q✉❡✉❡✐♥❣ ♦❢ ✉s❡r✬s ❞❛t❛❢r❛♠❡ ✇❤❡♥
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛ ❜✉rst✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ q✉❡✉❡✐♥❣ ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s
❆❘Ps ❛t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ♣r✐♦r✐t② ❜✉✛❡r✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ r✉❧❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❧♦♥❣❡r ❜✉rsts ♠❡❛♥s s❤♦rt❡r ●❆▲ t✐♠❡s ✭❛♥❞ s❤♦rt❡r ❜✉rsts ♠❡❛♥s
❧♦♥❣❡r ●❆▲ t✐♠❡s✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ❧♦✇ tr❛✣❝ ❧♦❛❞✱ ❛ ❧♦♥❣❡r ❜✉rst ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡
✐s ♥♦ r✐s❦ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ q✉❡✉❡✐♥❣ ♦❢ ✉s❡rs✬ ❞❛t❛❢r❛♠❡s✱ s♦✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ●❆▲
t✐♠❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ tr❛✣❝ ❧♦❛❞✱ ❛ s❤♦rt❡r ❜✉rst ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❇✉rst❙✐③❡✳

❚❤❡r❡❜②✱ ❢♦r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ ✵✳✽ s❡❝♦♥❞s✱ ❛ BurstSize = 10 ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛ ●❆▲ ❢♦r ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ●❆▲ t♦ tr❛♥s♠✐t ❡❛❝❤ ♦♥❡ t✇✐❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ ✵✳✼ s❡❝♦♥❞s✱ ❛ BurstSize = 30 ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦
❤❛✈❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✾✹✪ ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❧♦st ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ ❜✉rsts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ●❆▲ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳ ■♥ t❤❡ t❡st❜❡❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t❡❞
❛ ❚❈P ✢♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❉ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡❡r ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❈✐s❝♦ s✇✐t❝❤✳ ❲❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ●❆▲ ♦❢ ✷✺✵ ▼❆❈
❛❞❞r❡ss❡s✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛② ♦❢ ✼ ♠s✱ ❛♥ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛② ♦❢ ✷✵ ♠s ❛♥❞ ❛
❇✉rst❙✐③❡ ♦❢ ✶✵✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ❧❡♥❣t❤✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ●❆▲ t✐♠❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✳
❚❤❡ ❧♦♥❣ ❞❛s❤❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ s❤♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ♣❧♦t✳ ◆♦t✐❝❡ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞
♦❢ ✶✵✵ ♠✴s ✭✸✻✵ ❦♠✴❤✮ ❛♥❞ ❛ ✷✵✵✪ ♦❢ ❆❘P r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✭❡❛❝❤ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ✐s
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✸ t✐♠❡s✮✱ t❤❡ ●❆▲ ❝❛♥ ♥♦t ♦♣❡r❛t❡ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❋♦r ✼✵
♠✴s ✭✷✺✷ ❦♠✴❤✮✱ ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❆♥❞ ❢♦r ✻✵ ♠✴s ✭✷✶✻ ❦♠✴❤✮✱ t❤❡ ●❆▲
❝❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ✶✵✵✪ ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❡❛r❧② ✜♥✐s❤✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❇✉rst❙✐③❡ ♦❢ ✶✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥ ❛
❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❛ s❡❝✉r✐t② ❜♦✉♥❞ ♦❢ ✷✵✵✪ ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳
◆♦t✐❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✲
❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✺✵ ❡♥❞✲✉s❡rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P t✐♠❡ ❢♦r ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛②❂✼ ♠s✱ ■♥t❡r❇✉rst❉❡✲
❧❛②❂✷✵ ♠s ❛♥❞ ❇✉rst❙✐③❡❂✶✵✳

♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❡♥❞✲✉s❡rs ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛sq✉❡r❛❞❡❞ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s✐♥✲
❣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ◆❛tt✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s②st❡♠ ❛❜❧❡ t♦
♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ✭♦r ♦♥❧② ✇✐t❤ ♦♥❡ ✐♥ ✇♦rst ❝❛s❡✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ ♠❛♥② ❡♥❞✲✉s❡rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

✺✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥✿ ✶✮ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ●❆▲
t✐♠❡❀ ✷✮ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❡❡❞ ♦♥ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s❀ ❛♥❞ ✸✮ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❧❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳

✺✳✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❙❝❡♥❛r✐♦

❆s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ●❆▲ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ s♠❛❧❧ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❛ ❞✉♠♠② ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♥✉✐s❛♥❝❡
❢❛❝t♦rs ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♠❛❧❧ r❛✐❧✇❛② ♦❢ ✷ ❦♠ ❧♦♥❣ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✶✵
❲❙❆P ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❆❧❧ t❤❡ ❲❙❆Ps ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ ❛ ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✜❜❡r ❧✐♥❦✳ ❚❤✐s s✇✐t❝❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❧❛②❡r ✸ r♦✉t❡r
✭t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝❡ss t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st✳ ❊❛❝❤ ❲❙❆P ✐s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✶✱✻✱✶✶✮ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❲❙❆P✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ❞❡♣✐❝ts t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ●❆▲ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ tr❛✐♥s✿ ♦♥❡ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✽✵✷✳✶✶❜ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ✭t❤❡ ❖♥❡✲❘❛❞✐♦ ❚r❛✐♥✮ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦ ❆❞✲

❞r❡ss ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭◆❛tt✐♥❣✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❤♦sts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦❀ ❛♥❞ ♦♥❡ tr❛✐♥
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ✭t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❚r❛✐♥✮✱ ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲
♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■t s❝❛♥s ♦♥❧② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
✐♥ t❤❡ ❲❙❆P ❝❤❛♥♥❡❧✬s s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡rs ❞❡❧❛② t❤❛♥ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❛❝❝❡ss
t❡r♠✐♥❛❧✳ ❚❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ t✐♠❡rs ▼✐♥❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ ❛♥❞ ▼❛①❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞
t♦ ✶ ♠s ❛♥❞ ✶✵ ♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬❱❡❧❛②♦s ✫ ❑❛r❧ss♦♥ ✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❲❙❆P ❧♦st ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ✐s s❡t ❛t ✶✵ ❜❡❛❝♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❢❛❧s❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲✐❋✐
❧✐♥❦ ❬❘❛❣❤❛✈❡♥❞r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡❛❝❤ tr❛✐♥ ❢♦r s♣❡❡❞s ❢r♦♠ ✶✵ ♠✴s ✉♣✲t♦
✶✵✵ ♠✴s ❢♦r ✶✺✵✵ s❡❝♦♥❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✶✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛✐♥✳ ❚❤❡ ●❆▲ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛r❡✿ BurstSize = 10✱ InterARPDelay = 7 ♠s ❛♥❞
InterBurstDelay = 20 ♠s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❛❧✉❡s ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥
❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✶✶ ▼❜✐t✴s ❲✐❋✐ ❧✐♥❦✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❖▼◆❡❚✰✰ ✹✳✶ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s✐♠✉❧❛t♦r ❛s ❡♥❣✐♥❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ■◆❊❚ ❋r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✷✵✶✵✵✸✷✸✱ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✐♥ ♠❛r❝❤ ✷✵✶✵ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦♥ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶❜ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❧♦❣ ♦❢ s♦♠❡ r❛❞✐♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t st❛❝❦✳ ❚❤❡ tr❛✐♥ ♠♦❜✐❧✐t② ✇❛s ♠♦❞✲
❡❧❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▼❛✉r❡✐r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ tr❛✐♥ s♣❡❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧s
✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❉❍❈P ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛②❡r ✸ ◆❡t✇♦r❦ ❆❞❞r❡ss ❚r❛♥s❧❛✲

t✐♦♥ ✭◆❆❚✮✳ ❚❤❡ r❛❞✐♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✏❛❞❞✐t✐✈❡✲♥♦✐s❡✲s✐❣♥❛❧✑ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛✐r❢r❛♠❡s ✏♦♥✲t❤❡✲❛✐r✑✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❋r❡❡ ❙♣❛❝❡ P❛t❤✲
❧♦ss ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t α = 3.2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✲✽✻
❞❇♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✷✸✵ ♠❡t❡rs ✇✐❞❡✳ ❚❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s s❡t t♦
✲✶✶✵ ❞❇♠ ❛♥❞ r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✬s ♣♦✇❡r ✐s ✶✵✵ ♠❲✳
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✺✳✹✳✷ ●❆▲ ❚✐♠❡ ✲ ❍❛♥❞♦✈❡r ❚✐♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r t❤❡
❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✭▼❆❈
❛❞❞r❡ss❡s✮ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳
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✭❜✮ ✇✐t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ●❆▲ ❞❡❧❛② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts✳

❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ s❡t t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ♦♥❡ ✏❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❚r❛✐♥✑✿ ✇✐t❤♦✉t
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳ ❆❧♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛❧❧
❤♦sts ❛r❡ s❡♥❞✐♥❣ ❛♥ ■❈▼P ♣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st ❛t r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✶ s❡❝♦♥❞ ✭± ✵✳✵✶s
♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❤♦st ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛ ❚❈P str❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
❤♦st✳ ❚❤✐s ❚❈P str❡❛♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r✢♦✇s ❛t t❤❡ ❙❉ ❲✐❋✐
✉♣✲❧✐♥❦✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❛t
✻✵ ♠✴s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ tr✐❛❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ●❆▲ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✱ t✇♦ t❛❜❧❡s s❤♦✇✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ●❆▲
❜❛s✐❝ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ●❆▲ t✐♠❡ ✭t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡ ♠❡❛♥✱ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘Ps s❡♥t ❜② t❤❡ ●❆▲ ✭t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✮✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❡ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✣❝
❧♦❛❞✳ ❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝ ❤❛s ❛ ●❆▲ t✐♠❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶✵✪ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤♦✉t tr❛✣❝✳ ❆❧s♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ tr❛✣❝✳
❲❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡② ♠❛t❝❤
✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✶✱ ✷✵✵ ❛♥❞
✷✺✵ ❤♦sts✳ ❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦st✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❆❈ ❚❛❜❧❡ s✐③❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❜✉rst
s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r ✷✵✵ ❛♥❞ ✷✺✵ ❤♦sts✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✶✳✸✺✼ s❡❝♦♥❞s ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❤♦sts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ✻✵ ♠✴s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✐s ✶✳✸✸ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤
s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ●❆▲ ❤❛s ❡♥❞❡❞ ♣r❡♠❛t✉r❡❧②✱ ❢❛❝t ✇❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘♦✉t❡s ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦

✈❡❤✐❝❧❡✬s tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❲❙❆P ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✺✵ ♠❡t❡rs ❛♣❛rt✱ t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞
❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❲❙❆Ps✳ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✳ ■♥
s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t ✶✸✵ ♠❡t❡rs✱ ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇s❛♣✾ ❛♥❞ ✇s❛♣✶✵✮✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❢♦✉♥❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥
✺✳✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s ❜♦t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ▼❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡✿ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

✺✳✹✳✷✳✶ ❚❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ✭♦♣t✐♠✐③❡❞✮

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛t s❡✈❡r❛❧ s♣❡❡❞s ❢♦r ❛
✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♦♠❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡
✐❞❡❛s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❣r❛♣❤s ❬❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞
t✉♥✐♥❣ ♦❢ t✐♠❡rs ❬❘✐③✈✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜✐t r❛t❡ ✭❈❇❘✮ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ■❈▼P P✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❡❝❤♦✮ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛✣❝ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦sts ✭✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✺✵
✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦sts✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛ ✏♣✐♥❣✑ ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶✺ ❛♥❞ ✵✳✷✺ s❡❝♦♥❞s
✭❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ✉♥✐❢♦r♠✮✳ ❊❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦st ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♣❛❝❦❡t s✐③❡ ♦❢ ✶✵✷✹ ❜②t❡s
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ✉♣✲❧✐♥❦✳ ■♥ ♥♦r♠❛❧ ✭st❛t✐❝✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤✐s ✉♣✲❧✐♥❦
❤❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❤❛s
❛❧✇❛②s ❛ ♣❛❝❦❡t t♦ tr❛♥s♠✐t✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r
✭❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❚r❛✐♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ✭❖♥❡✲❘❛❞✐♦ ❚r❛✐♥✮✳



✺✳✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✺✾
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Standard Optimized Handover
Spiderman Handover

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❍❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s✳

◆♦t❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❖♣t✐♠✐③❡❞
❤❛♥❞♦✈❡r ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
♦♣t✐♠✐③❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❞✐s❝♦✈❡r② ✜♥❞s ✐ts ✇♦rst ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❧✐st❡♥✐♥❣ t❤❡ ✸ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡
❲❙❆P ❝❤❛♥♥❡❧✬s s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r Pr♦❜❡❉❡❧❛②✰▼❛①❈❤❛♥♥❡❧❚✐♠❡ s❡❝♦♥❞s ❜❡❢♦r❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡
♥❡①t ❲❙❆P✳ ❚❤✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭✵✳✶✺ s❡❝✮ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡
●❆▲ ✭✵✳✸✾✺ s❡❝✮ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✺✵ ❤♦sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❖♥❡

❘❛❞✐♦ ❚r❛✐♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ◆❛tt✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❤♦sts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s ♠❛❞❡ ♦♥❧② ❢♦r ♦♥❡ st❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t✐♦♥ ✭t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾❜✮✱ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣❡r❢♦r♠s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾❜ ❢♦r ♦♥❡ ❤♦st✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✮✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❝❧❡❛r❧② t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳
❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛t ✻✵ ♠✴s ❢♦r ✺✵ ❤♦sts ✐s ✵✳✺✽ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
t♦ ❛ ✹✵✪ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘❯P✱ t❤❡r❡
✇❡r❡ ✷✵ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣✳

✺✳✹✳✸ P❛❝❦❡t ▲♦ss❡s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡s ❛t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧❛②❡r✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ■❈▼P P✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭✶✺✵✵ s❡❝♦♥❞s✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s ✭✶✵ t♦ ✶✵✵ ♠✴s✮ ❢♦r ✺✵ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦sts✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ■❈▼P ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ❡①❤✐❜✐ts ♥♦ ❛♣♣❛r❡♥t ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
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Standard Optimized Handover
Spiderman Handover

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ■❈▼P P❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❢♦r ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s✳

❧♦ss❡s ❢♦r t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛r❡ s♦ s♠❛❧❧ ✭≈ ✵✳✵✷✪✮ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐s s❡❧❢ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥
❤❛♥❞♦✈❡r ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛✈♦✐❞❡❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦❞✲
❡r❛t❡❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ✉♣✲❧✐♥❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr❛✣❝
❧♦❛❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✿ ■❈▼P ♣❛❝❦❡ts ♦❢ ✶✵✷✹ ❜②t❡s ❧♦♥❣ ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶✺ ❛♥❞
✵✳✷✺ s❡❝♦♥❞s ✭❈❇❘ ❚r❛✣❝✮✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜✉✛❡r ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶ ♣❛❝❦❡t ❛t t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ✭♠♦❞❡r❛t❡❞✮✳ ❯♥❞❡r ❤❡❛✈✐❡r tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s ♠✐❣❤t ❜❡
✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✳



✺✳✺✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✻✶

✺✳✹✳✹ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ■❈▼P ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭❘❚❚✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡s✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
❘❚❚ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭✺✵ ❤♦sts✮ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
♥❡t✇♦r❦✮✳ ❚❤❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ s❛t✉r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡ss
t❡r♠✐♥❛❧ ❲✐❋✐ ✉♣✲✐♥❦ ✉♣✲t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹
❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❚❚ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✺✵ ❤♦sts ❢♦r ❜♦t❤ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡s✳
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Standard Optimized Handover
Spiderman Handover

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ■❈▼P P✐♥❣ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭❘❚❚✮ ❢♦r ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s✳

❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❘❚❚ ❢♦r t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐♥❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r r❡♠❛✐♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ✐t✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r ❜✉✛❡rs ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♠✲
✐♥❣ ✉s❡rs✬ ❞❛t❛❢r❛♠❡s ✇❤✐❧❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❧❛st q✉❡✉❡❞ ❞❛t❛❢r❛♠❡ s✉✛❡rs t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛②
♦❢ ❞❡q✉❡✉✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜✉✛❡r ♣❧✉s t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ✇❛s ❛❝t✐✈❡✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
t❤✐s ❡①tr❛ ❞❡❧❛② ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱
t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❚❚✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❤♦sts ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛❧✇❛②s ❛ ❤✐❣❤❡r
❞❡❧❛② ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❡ ❤♦st ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡❧❛② ✇❤❡♥
t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ❞❛t❛✲❧✐♥❦ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❲❙❆P✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❚❚ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡rs ❜② ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡✳

✺✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛❝❦❡t
❧♦ss❡s ✭❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r✮ t♦ ✏✈✐rt✉❛❧❧② ③❡r♦✑ ✐♥ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘♦✉t❡s ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦

♦❢ t❤❡ ❲✐❋✐ ✉♣✲❧✐♥❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❞❡❧❛② ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❤♦sts
✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ t❤❡ s♣❡❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♥♦ ❡①tr❛ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♦❢ ✉s❡rs✬ ❞❛t❛❢r❛♠❡s✳ ❆s ❛
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r
t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♥♦t ❢❛✐r s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧②
✇❛② t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r t♦ ✇♦r❦ ❛s ❛♥ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧ ✐s ❜② ❞♦✐♥❣
◆❛tt✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ n ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss
❤❛♥❞♦✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ ◆❛tt✐♥❣✱ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥
❤❛♥❞♦✈❡r ♣❡r❢♦r♠s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆▲ ✐s t❤❡ ❤♦t✲t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ s♦♠❡
❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛②✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡✐r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❛✣❝ ❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ ❲✐❋✐ ✉♣✲❧✐♥❦✿ ❛ s❤♦rt ■♥t❡r❆❘P❉❡❧❛② ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❛
❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ✇✐r❡❧❡ss ◆■❈ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ r♦✉t❡ ❲❙❆P ✭✇❤✐❝❤
tr❛♥s♠✐t t❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❙❉✮❀ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ■♥t❡r❇✉rst❉❡❧❛② ♠✐❣❤t ❧❡❛❞
t♦ ❛♥ ❡❛r❧② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆▲✳ ❚❤❡ ❇✉rst❙✐③❡ ❤❡❧♣s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
❜✉rsts✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ ✶✶ ▼❜✐t✴s ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡ ✐s ❧❡ss
t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ n ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❤❛♥❞♦✈❡r ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss ❤❛♥❞♦✈❡r ❜② ✉s✐♥❣ ◆❛tt✐♥❣

❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆▲ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ n ♣❛ss❡♥❣❡r
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ tr❛✐♥✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ♠❛sq✉❡r❛❞❡❞ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ■P ❛❞❞r❡ss✴▼❆❈
❛❞❞r❡ss ✭❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss t❡r♠✐♥❛❧✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss t♦ ✉♣❞❛t❡ ✐♥
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ●❆▲ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ r❡s✐❧✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✉t❡✳

❆s t❤❡●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣ ✐s ❛ ❘❯P ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛②❡r ✷ ❜r✐❞❣❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐t ♦♥❧② ❝♦♣❡s
✇✐t❤ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✳ ❆♥② ❢✉rt❤❡r ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡
■P ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❧❛②❡r ✸ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛♥② ❧❛②❡r ✸ ✉♣❞❛t✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞❡❧❛②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ▼♦❜✐❧❡ ■P ♣r♦✲
t♦❝♦❧s t♦ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞❡❧❛②✳ ❬❱❛ss✐❧✐♦✉ ✫ ❩✐♥♦♥♦s ✷✵✶✵❪
❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❧❛②❡r ✸ ✭■P✮ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞❡❧❛② ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❬❳✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ♣r❡s❡♥t ❛♥
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❇♦t❤ ❛♥❛❧②s✐s ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ♠s ❛♥❞
✶✵✵ ♠s ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✇❤❡♥ s❝❛♥♥✐♥❣✮✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡
❧❛②❡r ✸ ❤❛♥❞♦✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛❜♦✉t ✶ s❡❝♦♥❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ❛ ▼■P s❝❤❡♠❡
✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ✐♥❝r❡♠❡♥ts t❤❡ ❤❛♥✲
❞♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛ ❞❡❧❛② ♦❢ ✶ s❡❝♦♥❞ ✐s ✉♥❛✛♦r❞❛❜❧❡✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜②
❬❍❡r♥❛♥❞❡③ ✫ ❍❡❧❛❧ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❬❋♦✇❧❡r ✫ ❩❡❛❞❛❧❧② ✷✵✵✻❪ ❛♥❞
❬❙❡t❤♦♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ s✉❣❣❡st t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦✲♠♦❜✐❧✐t② ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ✭❍❆❲❆■■✱
❈❡❧❧✉❧❛r ■P✱ ❍✲▼P▲❙✮✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❛②❡r ✸ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✭❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛♥❞ r♦✉t❡s ✉♣✲
❞❛t✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞✮ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢r♦♠ ✸✵ ♠s t♦ ✶✽✵ ♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
❞❡❧❛②s ❛r❡ st✐❧❧ ❧❛r❣❡ ❢♦r ❛ ✷✸✵ ♠❡t❡rs ✇✐❞❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ❛t ✸✺✵ ❦♠✴❤ ✇✐t❤ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s



✺✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✻✸

❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣♦s❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛②❡r ✷ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r✳
❆❧♦♥❣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❛t q✉❡st✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧
❚❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣ ✭●❆▲✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♦❢ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P
♣❛❝❦❡ts✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♠❛❦❡ ✐t ✇♦r❦ ✐♥
❛ ✽✵✷✳✶✶❜ ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛ tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ●❆▲ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐ts t❛s❦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♠❡❡ts t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ●❆▲ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ❛♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞s ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡r❛t❡ tr❛✣❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛♥❞ r♦✉♥❞ tr✐♣ t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦✳
❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ✇✐t❤ t❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣

❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧❛②❡r ✷ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ r❡✲

❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ✈✐rt✉❛❧❧② t♦ ✵ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❧❛② ✐♥✈❛r✐❛♥t

t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✭▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s✮ ❛❧❧♦✇❡❞
❢♦r t❤❡ ●❆▲ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❲❙❆P
❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ♦❢ ❤❛♥❞♦✈❡r✳ ❚❤❡r❡❜②✱
✇❤❡♥ ✜①✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡✲
❤✐❝❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ●❆▲ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ r✐s❦ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✳ ❲❡
r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ◆❡t✇♦r❦ ❆❞❞r❡ss ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■P ▼❛sq✉❡r❛❞✐♥❣♠❛❦❡s ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡
s❝❛❧❛❜❧❡ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r n ❤♦sts ✐♥t♦ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦st✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r✱
✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ r✐s❦ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳
❚❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♣❡❞ ❜② ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇
♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❛
❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s t♦ ✉♣❞❛t❡✱ t❤✐s ✐♠♣❛❝t ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇❡
❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ♦✉r ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ✐s ❛ ❧♦ss❧❡ss ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❜❧❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❛
❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t② s♣❡❡❞ ✭✉♣✲t♦ ✸✻✵ ❦♠✴❤ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦r❡✮✳





P❛rt ■■

❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦ ❢♦r

❘❛✐❧✇❛② ❙❝❡♥❛r✐♦s





❈❤❛♣t❡r ✻

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛

▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦
st✉❞② t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r r❛✐❧✇❛②s s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤✐s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ t❤❡ tr❛✐♥ ❛❝❝❡ss

t❡r♠✐♥❛❧ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✱ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡

♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts t❤✐s ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇❡ ❛✐♠ ❛t st✉❞②✐♥❣ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛✐♠ ❛t st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛❝❝❡ss ❛♥❞
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s✮✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❲✐❋✐ ❆❝❝❡ss P♦✐♥ts
✭❆Ps✮ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ r❛✐❧✇❛②✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ✏s♦♠❡ ✇❛②✑ t♦ t❤✐s
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦
✭♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ tr❛✐♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t♦ ♣❛ss❡♥❣❡rs t❤❡ ❛❝❝❡ss
t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✭❢r♦♠ ❤✉♥❞r❡❞s t♦ t❤♦✉s❛♥❞s
♦❢ ♥♦❞❡s✮✱ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ t♦ ❡♥s✉r❡
✐ts ❝♦rr❡❝t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❢❛✐❧✉r❡s ♠✐❣❤t ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞
❜② tr❛✐♥ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢
♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ ❆Ps t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ✇❛②✮ ❛♥❞
♣❤②s✐❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥② ❛❝❝❡ss
♥♦❞❡ ❤❛s t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✿ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✳ ❆♥❞
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛❝❝❡ss ♦r ❜❛❝❦❜♦♥❡✮✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦t❤❡r
♥❡t✇♦r❦✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✏❝♦♠♣♦s✐t❡✑ ♥♦❞❡s✱ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡
❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦
♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ s❤♦rt ✏✉♣✲❧✐♥❦✑ ✇✐t❤ ✵ ❝♦st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡
◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❞❡♣✐❝ts t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳
❆s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢
t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭t❤❡ tr❛✐♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✱ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡
♥❡t✇♦r❦ t♦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✭❣❛t❡✇❛②s✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳

✇❡ ✇✐❧❧ ♥❛♠❡ ❛ ❣❛t❡✇❛② ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜✲✐♥❞❡①
i ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✳

✻✳✶✳✶ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭✐✳❡✳✱ ■♥t❡r♥❡t✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛✣❝ ✐s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✱ ♦r r♦♦t ♥♦❞❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ■♥
♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❛❝❦❡ts r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✭❆Ps✮✱ ✇❤✐❝❤
❢♦r✇❛r❞ t❤❡ tr❛✣❝ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❛❝❦❡ts ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r♦✉t❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡✳
❚❤✐s ✇❛②✱ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s ✭t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❍❛♥❞♦✈❡r✮✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✭●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ r♦✉t❡s ✭❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡✮ ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t
t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❆❘P ♣❛❝❦❡ts ♠✐❣❤t s✉✛❡r
❢r♦♠ ❞❡❧❛②s ♦♥ ❡❛❝❤ ❤♦♣✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❧❛②s ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ q✉❡✉❡✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ t✐♠❡s✱
♦r ❡✈❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✐s s❡✈❡r❛❧ ❦✐❧♦♠❡t❡rs
❧♦♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛s t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧♦✇ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❤♦♣s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐❢ t❤❡② ❛r❡
❡q✉❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞✮✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇❤❡♥ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❢❛✐❧s✱ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ♥❡❛r t♦
t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✇✐❧❧ r❡❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡✐r r♦✉t❡s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♥❡①t ❝❧♦s❡st ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛② ✭♦r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✮✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤✐s r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
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♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛s ♦✉r s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦
❡①❤✐❜✐t ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♥♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s
t♦ t❤❡ r♦♦t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛s ♦✉r t❤✐r❞
r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛s ♠❛♥② ♣❛t❤s t♦ t❤❡ r♦♦t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡

t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✐❢ ❛♥②✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❡t ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝♦st
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡♣❧♦②
✐t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✭♦r ❣❛t❡✇❛②s✮ ❛♥❞ ❛ t♦t❛❧

❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦sts ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

✇❤❡♥ ❛tt❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ✶✮ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s
t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡❀ ✷✮ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s❀ ✸✮
❛ r❡s✐❧✐❡♥t ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ✹✮ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❲❡ s❛② r❡s✐❧✐❡♥t ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤✐s ❛❜✐❧✐t② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭❞✐s❥♦✐♥t ♦r ♥♦t ❞✐s❥♦✐♥t✮
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✭♦r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳
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❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛rts✿
✶✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ ❛♥② ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ t♦ ✐ts ❝❧♦s❡st ❣❛t❡✇❛② ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✮❀ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡
✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❛t ❝❧♦s❡st ❣❛t❡✇❛②✮ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡
♥♦❞❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❢❛✐❧❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐s ✏❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✑ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❙♦✱ t❤❡ ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤ ✐s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❝❧♦s❡st
❣❛t❡✇❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
♣♦✐♥ts ✭❣❛t❡✇❛②s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣❛t❡✇❛②✳ ◆♦t✐❝❡ ✇❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ❞❡❧✐✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞✴♦r ❛ ❧❛r❣❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❙♦✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s s✉❝❤ ❛s
❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ st❛r t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ r✉❧❡s
t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳
❚❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❉❡s✐❣♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭◆❉P✮ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉❜✲❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ s✉❜❥❡❝t t♦
s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ◆❡t✇♦r❦ ❉❡s✐❣♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬❋❡r❡♠❛♥s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ tr✐❡s
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆❉P ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ✇❛②



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡✐r r♦♦t ♥♦❞❡s✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤✐s ✐❞❡❛✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ♣r♦♣♦s❡
❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs✳
❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❤❛s ♦♥❡ ✭♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦r❡✮ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❣❛t❡✇❛② ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t
t❤❡s❡ ❣❛t❡✇❛② ♥♦❞❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣② ♠❡❡t t❤❡ st❛t❡❞ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ r❡✲
q✉✐r❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t ❝❤♦r❞❛❧ ❧✐❦❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬❆r❞❡♥ ✫ ▲❡❡ ✶✾✽✶✱ ❇❡✐✈✐❞❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸✱ ❆♥❣s❦✉♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡
t♦ ♠❡❡t ♦✉r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❈❤♦r❞❛❧ ❘✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦s ✭❍❈❘◆✮
st✉❞✐❡❞ ❜② ❬❑✐t❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❬❇❡r♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐✲
❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ♦✛❡r✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♦✉r tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r
♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ st✉❞② ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡s ✭❞❡✜♥❡❞ ❧❛t❡r ♦♥✮ ❢♦r
t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✭♦r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t t❤❡s❡
♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛②s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡
st✉❞② ❤♦✇ ❛ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st
♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t✮ ♦♣❡r❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✭❛♥❞ t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤s✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s ✭♥♦t ❞✐s❥♦✐♥t✮ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦
❞❡✜♥❡s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤ ✭✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♦r ❤✐❣❤❡r ❝♦st✮ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧
❤❛s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t✳

✻✳✷ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❛t❤ ♦❢ n ♥♦❞❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲✐❋✐
❆❝❝❡ss P♦✐♥ts ✭❆Ps✮✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ni, 1 ≤ i ≤ n✱ s♦✱ ni ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ ni−1 ❢♦r 2 ≤ i ≤ n ❛♥❞ t♦ ni+1 ❢♦r 1 ≤ i ≤ n − 1✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
ℓ = n − 1 ✭t❤❡ r❡❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s c · ℓ ✇❤❡♥ t❤❡ ❆Ps ❛r❡ c ♠❡t❡rs ❛♣❛rt✮✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s
ni✱ i ∈ I ⊂ 1, 2, 3, . . . , n ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♥❛♠❡❞
❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ gi ✭s❛♠❡ ✐♥❞❡① ❛s ni✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ gi

✐s ❞❡♥♦t❡❞ bi ✭s❛♠❡ ✐♥❞❡① ❛s gi✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ B = (B, L) ❤❛s ❛s ✈❡rt❡① s❡t
t❤❡ ♥♦❞❡s bi ∈ B✳ L ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❦s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ B✳ ❆ ▲✐♥❡❛r

❚♦♣♦❧♦❣② ◆❡t✇♦r❦ ✭▲❚◆✮ ✐s t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡
❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ▲❚◆ ❤❛s ❛ ♥♦❞❡ ❞❡♥♦t❡❞ r♦♦t ♥♦❞❡✱
✉s✉❛❧❧② ❛t t❤❡ ✏♠✐❞❞❧❡✑ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ▲❚◆ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ▲❚◆ ❢♦r n = 15✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✼ ❣❛t❡✲
✇❛②s ♥♦❞❡s✿ {g1, g4, g6, g8, g10, g12, g15}✳ ❍❡r❡ I = {1, 4, 6, 8, 10, 12, 15} ❛♥❞ B =

{b1, b4, b6, b8, b10, b12, b15}✳ ❚❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ ♥♦❞❡ b8✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ t❤♦s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥ s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✳ ❆❝t✐✈❡ ❧✐♥❦s ❛r❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ▲✐♥❡❛r ❚♦♣♦❧♦❣② ◆❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

t❤♦s❡ ✇❤♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ {R, bi}✱ i = {1, 4, 6, 10, 12, 15}✳ ❚❤❡
❞✐s❛❜❧❡❞ ❧✐♥❦s ❛r❡ t❤♦s❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡② ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳

❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ (bi, bj) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s gi ❛♥❞ gj ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ℓ(bi, bj) = j − i✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ b1 ❛♥❞ b8 ✐s ✼✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ bi t♦ t❤❡
r♦♦t R ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✮ t♦ r❡❛❝❤ R ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st
♣❛t❤ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ ❢❛❝t t❤✐s ♣❛t❤ ♦♥❧② ✉s❡s ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❦s✳ ❆ ♣❛t❤ ❢r♦♠
❛♥ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ ni t♦ R ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ni t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ❣❛t❡✇❛②s gj

✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✮✱ ♣❧✉s t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥♦❞❡ bj t♦ R✳ ■t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ni ❛♥❞ R ✐♥ t❤❡ ▲❚◆ ✭✇❤❡r❡ gj ❛♥❞
bj ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦❞❡✮✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢r♦♠
❡❛❝❤ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✬s ❧❛❜❡❧ ✭✐♥ r❡❞✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ n3 t♦ R ✐s ✷ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ n3 → {g4∪ b4} → R✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

❣❛t❡✇❛②s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s gi ❛♥❞ gj✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✳
❲❡ ♥❛♠❡ t❤✐s ♠❡tr✐❝ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❝♦♥❢✉s✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ g1

❛♥❞ g4 ✐s ✸❀ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ g6 ❛♥❞ g8 ✐s ✷✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦r❞❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛
r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛t❤ ♦❢ n ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ✐ts r♦♦t ♥♦❞❡
✭✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✮ ❛t ❧❡✈❡❧ ✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝r❡❛t❡s ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ♥❡✇ ❧✐♥❦s
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ❣❛t❡✇❛②s ✭✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s✮✱ s♣❧✐tt✐♥❣
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛t❤ ✐♥t♦ s✉❜✲♣❛t❤s ❝❛❧❧❡❞ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ s✉❜✲♣❛t❤ [ni, nj] ❢♦r j > i✳ ❚❤❡♥✱ ❛t ❧❡✈❡❧ ✷✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦
❡❛❝❤ ❝r❡❛t❡❞ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✉♥t✐❧ ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ s❡❣♠❡♥ts ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ k − 1✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛②s✱
❧✐♥❦s ❛♥❞ s❡❣♠❡♥ts ❛t ❧❡✈❡❧ k ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

✻✳✷✳✶ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❚♦♣♦❧♦❣②

❚♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❞✐♥❣ ❝❤♦r❞s ✭♦r s❤♦rt✲
❝✉ts✮ t♦ ❛ r✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❤♦r❞s ✐s t✇♦✲❢♦❧❞✿ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦r❞❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣❛t❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ r✐♥❣✳ ■t
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✐♥t♦ t✇♦ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t✐♠❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ st❛rt ❛t ❧❡✈❡❧ ✵ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [n1, nn]✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦
❣❛t❡✇❛②s g1 ❛♥❞ gn ❛♥❞ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ r♦♦t R ✐s ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [g1, gn]✳ ❆t
st❡♣ ✶✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ s❡❣♠❡♥t [g1, gn] ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts [g1, R] ❛♥❞ [R, gn]✳ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢②
t❤❡ ❧✐♥❦s (g1, R) ❛♥❞ (R, gn) ❛s ❧✐♥❦s ♦❢ ❧❛②❡r ✶✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛t t❤❡ st❡♣ k✱ ✇❡ s♣❧✐t ❛
s❡❣♠❡♥t [u, v] ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡♣ k − 1 ✐♥t♦ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts [u, w] ❛♥❞ [w, v] ✇❤❡r❡ w ✐s ❛t
t❤❡ ✏♠✐❞❞❧❡✑ ♦❢ [u, v]✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛② ✐♥ w ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❛t ❧❛②❡r k t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❦s
(u, w) ❛♥❞ (w, v)✳ ▲❡t ✉s ♣r❡❝✐s❡ ✇❤❡r❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ t❤❡ ✏♠✐❞❞❧❡✑✳ ■❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ [u, v] ✐s
❡✈❡♥✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ℓ(u, w) = ℓ(w, v) = ℓ(u,v)

2
✳ ■❢ t❤❡

❧❡♥❣t❤ ♦❢ [u, v] ✐s ♦❞❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r w✿

✶✳ ℓ(u, w) = ⌈ ℓ(u,v)
2
⌉ ❛♥❞ ℓ(w, v) = ⌊ ℓ(u,v)

2
⌋ ✭♠✐❞❞❧❡✲r✐❣❤t✮

✷✳ ℓ(u, w) = ⌊ ℓ(u,v)
2
⌋ ❛♥❞ ℓ(w, v) = ⌈ ℓ(u,v)

2
⌉ ✭♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✮

■❢ d(u, R) = d(v,R) ❜♦t❤ ❝❤♦✐❝❡s ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❇✉t ✐❢ d(u, R) < d(v,R)✱ t❤❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡ ❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ℓ(u, v) = 7 ❛♥❞ d(u, R) = 1 ❛♥❞ d(v,R) = 2✳ ❋✐❣✉r❡
✻✳✸ s❤♦✇s ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ℓ(u, w) = 4

✭ℓ(w, v) = 3✮✱ ❝❛s❡ ✻✳✸❛ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦♣t✐♦♥ ℓ(u, w) = 3 ✭ℓ(w, v) = 4✮✱ ❝❛s❡
✻✳✸❜✳

✭❛✮ ⌈ ℓ(u,v)
2 ⌉✱ ⌊ ℓ(u,v)

2 ⌋ s❡❣♠❡♥ts ❧❡♥❣t❤✳ ✭❜✮ ⌊ ℓ(u,v)
2 ⌋✱ ⌈ ℓ(u,v)

2 ⌉ s❡❣♠❡♥ts ❧❡♥❣t❤✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❈❛s❡s ❢♦r s❡❣♠❡♥ts ❧❡♥❣t❤ ✇❤❡♥ ℓ(u, v) ✐s ♦❞❞ ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷✳

❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ✐s ✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t s♣❧✐t ✐t✳ ■❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛
s❡❣♠❡♥t ✐s ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜✉t ❝r❡❛t✐♥❣ t✇♦ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦
♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ♥♦t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥② ❣❛✐♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✳
❋♦r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝r❡❛t❡s ❛ ❧✐♥❦ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❦ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
✶✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❢♦✉r ♥♦❞❡s ✿ {u, w′, w, v} ✭u ❛♥❞ v ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✼✸

❧✐♥❦✮✳ ■❢ d(u, R) = d(v, R)✱ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ w′ ❛♥❞ w✳ ❇✉t✱ ✐❢ d(u, R) < d(v,R)✱ t❤❡ ❧✐♥❦s (u, w) ❛♥❞ (w, v) r❡❞✉❝❡s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ w ❜② ✶✱ ❛s ♥♦✇ d(w, R) = d(u, R) + 1 t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❢♦r❡
d(w, R) = d(v,R) + 1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s (u, w) ❛♥❞ (w, v) ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ ✭❛t ❧❡❛st ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✮ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❙♦✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ s♣❧✐t s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸ ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ❋♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❤❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸ ✇❤❡♥ d(u, R) = d(v,R)✱ ✇❡ s♣❧✐t ✐t ✐♥ (u, w)

❛♥❞ (w, v)✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤✐s t♦♣♦❧♦❣② ❛s t❤❡
❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ k✱ ♦r
✐♥ s❤♦rt✱ C2(n, k)✳ ■ts ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❉❡s✐❣♥ ❘✉❧❡✿ ❲❡ st❛rt ❢♦r k = 1 ✇✐t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [g1, R]

❛♥❞ [R, gn] ✇❤❡♥ ℓ(g1, R) = ⌈n−1
2
⌉ ❛♥❞ ℓ(R, gn) = ⌊n−1

2
⌋✳ ❚❤❡♥✱ ❛t st❡♣ k ❢♦r ❛♥② s❡❣♠❡♥t

[u, v] ❞❡✜♥❡❞ ❛t ❛t st❡♣ k−1 ✇✐t❤ u ❛♥❞ v t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ℓ(u, v) ≥ 3✱

✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛② w✱ t✇♦ ❧✐♥❦s (u, w) ❛♥❞ (w, v) ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t✇♦

s❡❣♠❡♥ts [u, w] ❛♥❞ [w, v] ✇❤❡r❡ ℓ(u, w) = ℓ(w, v) = ℓ(u,v)
2

✐❢ ℓ(u, v) ✐s ❡✈❡♥❀ ❛♥❞ ℓ(u, w) =

⌈ ℓ(u,v)
2
⌉✱ ℓ(w, v) = ⌊ ℓ(u,v)

2
⌋ ✐❢ ℓ(u, v) ✐s ♦❞❞ ❛♥❞ d(u, R) ≤ d(v, R)✳

g1

b1

1
n2
2

g3
2

g4

b4

1
n5
2

g6

b6

1
n7
1

g8

b8

0
n9
1

g10

b10

1
n11
2

g12

b12

1
g14

2
n13

2
g15

b15

1

R

b3 b14

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❢♦r n = 15, k = 3✱ ♦r C2(15, 3)✳

■❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡ ✇♦r❦s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ n = 15 ❛s ❋✐❣✉r❡
✻✳✹ s❤♦✇s✳ ❖❜s❡r✈❡ ❢♦r k = 1✱ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞✿ [g1, g8] ❛♥❞ [g8, g15]✳ ❚❤❡ r♦♦t
♥♦❞❡ ✐s g8✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r k = 2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥ts✿ [g1, g4]✱[g4, g8] ❛♥❞ [g8, g12]✱[g12, g15]✳
◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡r s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦❞❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
g8✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r k = 3✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✿ [g1, g3]✱[g3, g4]✱[g4, g6] ❛♥❞
[g6, g8]✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✿ [g8, g10]✱[g10, g12]✱[g12, g14] ❛♥❞ [g14, g15]✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❢♦r [g1, g4] ✭r❡s♣✳ [g12, g15]✮ ✇❡ ♣✉t w ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t g3 ✭r❡s♣✳ g14✮
❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡ ❢♦r k = 4✱
s✐♥❝❡ ❛❧❧ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ k = 3 ❤❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛①✐♠✉♠
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ kmax t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st st❡♣ kmax ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡s✱ ❛s ✐t ✐s
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ n = 12 ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧❛st s❡❣♠❡♥t [g10, g12]✱
t❤❡ ❧❛②❡r k = 3 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞✳



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

b1

2
g1

3
n2

b3

3
g3

b4

2
g4

b5

1
g5

0
n6

b7

1
g7

2
n8

b9

2
g9

b10

2
g10

3
n11

b12

2
g12

R

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❢♦r n = 12, k = 3 ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳

❋♦r n ≤ 5 ✭ℓ = 4✮✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛②❡r ✶ ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❋♦r n = 5 ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ❡❛❝❤
♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✳ ❋♦r n = 6 ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛t ❧❛②❡r ✷✳
❋♦r n = 7✱ t❤❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❛②❡r ✶ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ❧❛②❡r ✷ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ t✇♦
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶ ❛♥❞ t✇♦ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✳ ❋♦r n = 8 ❛♥❞ 9✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢
❧❡♥❣t❤ ✷✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛②❡r ✸ ✐s ♥♦t ②❡t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆t n = 10✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❧✐t t❤❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤
✸ ❛♥❞ s♦ ❝r❡❛t❡s ❛ ❧❛②❡r ✸ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ✉♥t✐❧ n = 13✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛②❡r ✸
✐s ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤ ✹ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✱ ❛♥❞ ✹ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r ✹ ✇✐❧❧
❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥❧② ❢♦r n > 17 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❤❛✈❡✿

n ≤ 2k + 1 ⇒ t❤❡ ❧❛②❡r k ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳
2k + 1 < n ≤ 3 · 2k−1 ⇒ t❤❡ ❧❛②❡r k ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✳

3 · 2k−1 < n ⇒ t❤❡ ❧❛②❡r k ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳
✭✻✳✶✮

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r k st❛rts ✐ts ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♣❛rt✐❛❧❧② ❛t
n = 2k +2✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❛ t♦♣♦❧♦❣②
s✐③❡ n ✐s✿

kmax(n) = ⌊log2(n− 2)⌋ ✭✻✳✷✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡s ✉♣✲t♦ ✺✵✵✵
♥♦❞❡s✳ ❆s ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦✱ ❛s t❤❡ ❧❛②❡r k ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r n ≤ 2k + 1✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡♥s❡ t♦
♣r♦✈✐❞❡ k > kmax(n)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k t♦ kmax(n)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s s❛t✐s✜❡s

m(n, k) =

{

n− 2k−1 , 2k + 1 < n ≤ 3 · 2k−1

2k + 1 , 3 · 2k−1 + 1 < n
✭✻✳✸✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ♣❧✉s ✶✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❛②❡r k ✐s
❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ✭n ≥ 3 · 2k−1 + 1✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② 2k s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ s♦ 2k + 1 ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡
❧❛②❡r k st❛rts t♦ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥❧② ❢♦r n > 2k +1✳ ❋♦r n = 2k +1✱ t❤❡ ❧❛②❡r (k− 1) ❝♦♥t❛✐♥s
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2k s❡❣♠❡♥ts ❡❛❝❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ n ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✶✱ ♦♥❡ s❡❣♠❡♥t ❤❛s ❧❡♥❣t❤ 3 ❛♥❞
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛t t❤❡ st❡♣ k ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛②✱ ✉♥t✐❧ n = 3 · 2k−1 + 1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❧❛②❡r k ✐s ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❙♦✱ ❢♦r 2k+1 < n ≤ 3 · 2k−1 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐s t❤❛t ♦❢
❧❛②❡r (k − 1) ✿ 2k−1 + 1 ♣❧✉s (n− 2k + 1)✱ t❤❛t ✐s n− 2k−1✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❣❛t❡✇❛②s t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ s✐③❡ n✳ ❖❜s❡r✈❡
❛ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ✉♣✲t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r n ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛②❡r k − 1 ✐s ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✉♥t✐❧ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t ❛t ❧❛②❡r
k✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ n ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛②❡r k ❜❡❝♦♠❡s
❝♦♠♣❧❡t❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❢ t❤❡ ❧❛②❡r k ❡①✐sts✱
❜✉t ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ✭2k + 1 < n ≤ 3 · 2k−1✮✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ✷ ✇✐t❤
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧❛②❡r k ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶ ❜❡❝♦♠❡
♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷ ✉♥t✐❧ n = 2k+1 + 1✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s
t♦ ✸ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ Davg(n, k) ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡
t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ n− 1 ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts m(n, k)− 1✱ ②✐❡❧❞✐♥❣✿

Davg(n, k) =
n− 1

m(n, k)− 1
✭✻✳✹✮

❆s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❞✐✛❡rs ❜② ❛t ♠♦st ✶ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❧❛②❡r k✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Dmin(n, k) = ⌊Davg(n, k)⌋ ❛♥❞
Dmax(n, k) = ⌈Davg(n, k)⌉✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s L(n, k) s❛t✐s✜❡s

L(n, k) =

{

(k − 1)(n− 1) + 3(n− 2k − 1) , 2k + 1 < n ≤ 3 · 2k−1

k(n− 1) , 3 · 2k−1 < n
✭✻✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s L(n, k) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤
t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ❧❛②❡r k ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❞❞❡❞ ❧✐♥❦s ✐s n − 1✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦t❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r k ❧❛②❡rs ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐s k(n − 1)✳ ❲❤❡♥ ❧❛②❡r k ✐s ♥♦t ❢✉❧❧②
❞❡♣❧♦②❡❞✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ n ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✶✱ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❧❛②❡r k− 1✱
❣✐✈✐♥❣ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶ ❛♥❞ ✷ ❛t ❧❛②❡r k✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤
❜② ✸✳ ❙♦✱ ❢♦r 2k + 1 < n ≤ 3 · 2k−1 t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s (k − 1)(n− 1) + 3(n− 2k − 1)✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r t♦♣♦❧♦❣✐❡s C2(n, k)✱ ❢♦r 1 ≤ k ≤ 6✳ ❋♦r ❡❛❝❤
k✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ✉♣✲t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r n ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛②❡r k ✐s ❢✉❧❧②
❞❡♣❧♦②❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ t♦♣♦❧♦❣② C2(n, k) ✇✐t❤ k < kmax(n)✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
❧✐♥❦s ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛②❡r k ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧ ✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ L(n, k)✳

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✮ dmax(n, k) ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ t♦
t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

❢♦r k ♦❞❞✱ dmax(n, k) = ⌊3n−7·2k−4
3·2k+1 ⌋+ k+1

2
+ 1✳

❢♦r k ❡✈❡♥✱ dmax(n, k) = ⌊3n−5·2k−4
3·2k+1 ⌋+ k

2
+ 1✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ d
(i,j)
max(λ, κ) t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ s❡❣♠❡♥t

[A, B] ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ❞✐✈✐❞❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② κ t✐♠❡s ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t d(A, R) = i ❛♥❞ d(B, R) = j✳
❋♦r ❛ ♥♦❞❡ v ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [A, B]✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

d(v,R) = min{d(A, v) + i, d(v, B) + j}. ✭✻✳✻✮

▲❡t ℓ = n− 1 ❛♥❞ ℓ′ = ⌈ ℓ
2
⌉✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ st❛t❡ ✺ ❢❛❝ts✳

• ❋❛❝t ✶✿ dmax(ℓ, k) = d
(0,1)
max(ℓ′, k − 1)✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ st❡♣ ✶✱ ✇❡ ❣❡t t✇♦ s❡❣♠❡♥ts

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ (k−1) t✐♠❡s ✇✐t❤ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❚❤❡✐r ❧❡♥❣t❤s
❛r❡ ⌊ ℓ

2
⌋ ❛♥❞ ⌈ ℓ

2
⌉ = ℓ′✳

• ❋❛❝t ✷✿ d
(i,i)
max(λ, 0) = ⌊λ

2
⌋+ i ✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t

✐s ⌊λ
2
⌋✳ ❙♦✱ ❜② ✻✳✻✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ≤ ⌊λ

2
+ i⌋❀ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❛tt❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛

♥♦❞❡ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳

• ❋❛❝t ✸✿ d
(i,i+1)
max (λ, 0) = ⌊λ+1

2
⌋ + i✳ ❆♥② ♥♦❞❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ≤ ⌊λ+1

2
⌋ ❢r♦♠ ❆ ♦r

❛t ❞✐st❛♥❝❡ ≤ ⌊λ−1
2
⌋ ❢r♦♠ ❇❀ s♦ ❜② ✻✳✻ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ⌊λ+1

2
⌋+ i✱

❡q✉❛❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❛tt❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳

• ❋❛❝t ✹✿ d
(i,i+1)
max (λ, 1) = d

(i+1,i+1)
max

(

⌊λ
2
⌋, 0

)

= ⌊λ
4
⌋ + i + 1✳ ▲❡t ❜❡ [A, B] ❛ s❡❣♠❡♥t

♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ✇✐t❤ d(A) = i ❛♥❞ d(B) = i + 1✳ ❚❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ [A, B] ❝r❡❛t❡s t✇♦
s❡❣♠❡♥ts [A, C] ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ⌈λ

2
⌉ ❛♥❞ [C, B] ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ⌊λ

2
⌋ ❛♥❞ d(C, R) = i + 1✳ ❚❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ d
(i,i+1)
max (λ, 1) = max

(

d
(i,i+1)
max (⌈λ

2
⌉, 0); d

(i+1,i+1)
max (⌊λ

2
⌋, 0)

)

✳ ❇② ❢❛❝t

✸ ✇❡ ❤❛✈❡✿ d
(i,i+1)
max (⌈λ

2
⌉, 0) = ⌊1

2

(

⌈λ
2

+ 1⌉
)

⌋ + i = ⌊λ+3
4
⌋ + i✳ ❆♥❞ ❜② ❢❛❝t ✷ ✇❡ ❤❛✈❡✿

d
(i+1,i+1)
max (⌊λ

2
⌋, 0) = ⌊1

2

(

⌊λ
2
⌋
)

⌋+ i + 1 = ⌊λ
4
⌋+ i + 1 = ⌊λ+4

4
⌋+ i✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞

t❡r♠ ✐s ❜✐❣❣❡r ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s ❢❛❝t✳

• ❋❛❝t ✺✿ d
(i,i+1)
max (λ, κ) = d

(i,i+1)
max (⌊λ+2

4
⌋, κ − 2) ❢♦r κ ≥ 2✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [A, B]

✇✐t❤ t✇♦ st❡♣s ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ❝r❡❛t❡s ✹ s❡❣♠❡♥ts [A, D] ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ⌈1
2
⌈λ

2
⌉⌉ = ⌊λ+3

4
⌋❀

[D, C] ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ⌊1
2
⌈λ

2
⌉⌋ = ⌊λ+1

4
⌋❀ [C, E] ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ⌈1

2
⌊λ

2
⌋⌉ = ⌊λ+2

4
⌋ ❛♥❞ [E,B] ♦❢

❧❡♥❣t❤ ⌊1
2
⌊λ

2
⌋⌋ = ⌊λ

4
⌋✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ d(D, R) = d(C, R) = i + 1❀ d(E,R) = i + 2✳ ❙❡❡

✜❣✉r❡ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✻✳✶✵✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ ✐♥
[C, E]✳ ❚❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ ♦t❤❡r s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡✱
❜✉t ♥♦t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ [C, E] ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ✐♥ [D, C] ♦r [E,B] ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ [C, E] ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦
t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t [C, E] ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦
♦t❤❡rs✳ ❋♦r [A, D]✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ [C, E] ✭❝❛s❡ λ = 1 mod 4✮ ❛♥❞
s♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ r❡❛❝❤ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ [A, D] ❝❛♥ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ r❡❛❝❤ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ [C, E]✱ ❜✉t d(C, R) = d(A, R) + 1 ❛♥❞ d(E,R) = d(D, R) + 1

❛♥❞ s♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ [A, D] t♦ R ✐s ❛t ♠♦st t❤❛t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢
[C, E]✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❛❝t ✺ ✐s tr✉❡✳



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✼✾

[A, D] [D,C] [C, E] [E,B] ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ λ

q q q q 4q

q + 1 q q q 4q + 1

q + 1 q q + 1 q 4q + 2

q + 1 q + 1 q + 1 q 4q + 3

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rts✳ ■♥ ✈✐❡✇
♦❢ ❢❛❝ts ✶✲✺✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ dmax(ℓ, k) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ♦❢ ℓ mod 2k+1✳ ■♥ ❢❛❝t
✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷ s❡❣♠❡♥ts ✐s 2k+1 ❛❢t❡r k st❡♣s ♦❢
r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❡♥❞ ♥♦❞❡s✱ ❜✉t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜②
✶ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❡①❛❝t❧② ✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❜② ❢❛❝t ✺ ❡✈❡r② t✇♦
st❡♣s ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✶✱ ❢♦r ℓ = 2k+1✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ⌊k

2
⌋✱ s♦ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⌊ ℓ+ϕ(k)

2k+1 ⌋+ ⌊k
2
⌋✳

❈❛s❡ k ♦❞❞✳ ❋♦r k = 1✱ ❜② ❢❛❝t ✶ ✇❡ ❤❛✈❡ d
(0,1)
max(ℓ, 1) = d

(0,1)
max(ℓ′, 0) ✇❤❡r❡ ℓ′ = ⌈ ℓ

2
⌉✳ ❇②

❢❛❝t ✸ ✇❡ ❤❛✈❡ d
(0,1)
max(ℓ′, 0) = ⌊ ℓ‘+1

2
⌋✳ ❙♦✱ dmax(ℓ, 1) = ⌊1

2

(

⌈ ℓ
2
⌉+ 1

)

⌋ = ⌊ ℓ+3
4
⌋✳ ❋♦r k > 1✱ ❧❡t

ϕ(x) = ⌊x+2
4
⌋ ❛♥❞ ϕk(x) = ϕ(ϕk−1(x))✳ ❇② ❢❛❝t ✺✱ d

(0,1)
max(ℓ′, k − 1) = d

(1,2)
max(ϕ(ℓ′), k − 3) =

d
( k−1

2
, k+1

2
)

max (ϕ
k−1
2 (ℓ′), 0) ❛♥❞ ❜② ❢❛❝t ✸✱ d

(0,1)
max = ⌊ϕ

k−1
2 (ℓ′)+1

2
⌋ + k−1

2
✳ ▲❡t ❜❡ λ2h ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r

s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ λ = q · 22h+1 + r✱ ⌊ϕh(λ)+1
2
⌋ = q ❢♦r r < λ2h ❛♥❞ q + 1 ❢♦r r ≥ λ2h✳ ❲❡ ❤❛✈❡

λ0 = 1 ❛♥❞ λ2h = 4λ2h−2− 2✳ ❙♦✱ λ2h = 4kλ0− 2(1+4+ . . .+4h−1) = 4h− 3
2
(4h−1) = 4h+2

3
✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✇✐t❤ h = k−1
2
✱ ✐❢ ℓ′ = q · 2k + r✱ d

(0,1)
max(ℓ′, k− 1) = q + k−1

2
❢♦r r < 2k−1+2

3

❛♥❞ q + 1 + k−1
2

❢♦r r ≥ 2k−1+2
3

✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ℓ = q0 · 2
k+1 + r0✱ dmax(l, k) = q0 + k−1

2
❢♦r

r0 < 2k+1
3

❛♥❞ q0 + 1 + k−1
2

❢♦r r0 ≥
2k+1

3
✳ ❚❤❛t ✐s dmax(ℓ, k) = ⌈

ℓ−
(2k+1)

3

2k+1 ⌉ + k−1
2
✳ ✇❤✐❝❤

②✐❡❧❞s t♦ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✇❤❡♥ k ♦❞❞✿

dmax(ℓ, k) = ⌊
3ℓ + 5 · 2k − 1

2k+1
⌋+

k − 1

2
✭✻✳✼✮

❈❛s❡ k ❡✈❡♥✳ ❋♦r k = 2✱ ❜② ❢❛❝t dmax(ℓ, 2) = d
(0,1)
max(ℓ′, 1)✳ ❇② ❢❛❝t ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ d

(0,1)
max(ℓ′, 1) =

⌊ ℓ‘
4
⌋+1 ❛♥❞ s♦✱ d

(0,1)
max(ℓ, 2) = ⌊ ℓ+1

8
⌋+1✳ ❋♦r k > 2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ d0,1

max(ℓ
′, k−1) = d

(0,1)
max(ϕ(ℓ′), k−

3) = d
( k

2
−1, k

2
)

max (ϕ
k

2
−1(ℓ′), 1) = ⌊ϕ

k
2 −1(ℓ′)

4
⌋ + k

2
✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ λ2h−1 ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t

✐❢ λ = q · 22h + r✱ ⌊ϕh−1(ℓ′)
4
⌋ = q ❢♦r r < λ2h−1✱ ❛♥❞ q + 1 ❢♦r r ≥ λ2h−1✳ ❚❤✉s✱ λ1 = 4

❛♥❞ λ2h+1 = 4λ2h−3 − 2✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t λ2h+1 = 4hλ1 −
2
3
(4h − 1) = 22h+1+2

3
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢

ℓ = q0 · 2
k−1 + r0✱ dmax(ℓ, k) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ q0 + k

2
❢♦r r0 < 2k+1

3
❛♥❞ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ q0 + 1 + k

2

❢♦r r0 ≥
2k+1

3
✳ ❚❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ k ❡✈❡♥✿



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

dmax(ℓ, k) = ⌊
3ℓ + 2 · 2k − 1

3 · 2k+1
⌋+

k

2
✭✻✳✽✮

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✶ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ℓ ❜② n− 1 ✐♥ ✻✳✼ ❛♥❞ ✻✳✽✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✭dmax✮ ❢♦r k = kmax✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ s❤♦✇s dmax(n, k) ❢♦r 5 ≤ n ≤ 400✱ ❢♦r 1 ≤ k ≤ 6✳ ❖❜s❡r✈❡ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r st❛rts
❡①✐st✐♥❣ ❢♦r n > 3 · 2k−1✳ ❋♦r n < 3 · 2k−1✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r 3 ≤ n ≤ 5000✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
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R

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ▲✐♥❡❛r ◆❡t✇♦r❦ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r n = 25, k = 4



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✽✶

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ❞❡♣✐❝ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r n = 25 ❛♥❞ k = 3✳ ❚❤❡
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ r❡❞✳ ▲✐♥❦s ✐♥ s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡
❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❦s ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦s ✐♥ ❞♦tt❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡
❜❧♦❝❦❡❞✴❞✐s❛❜❧❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ❛♥❞
❤♦✇ ❧♦♥❣ ❛r❡ t❤❡② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ✐s
✏✐♥❛❝t✐✈❡✑ ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❧✐♥❦ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ❢❛♠✐❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
str❛t❡❣② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦✉♣ ❧✐♥❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❦✳
❊①❝❡♣t ❛t ❧❛②❡r ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥❡ ❧✐♥❦ ♦✈❡r t✇♦ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ❛
s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s ✐s |L(n, k)| = 2k+1−2 ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞

❧✐♥❦s ✐s |Lblocked(n, k)| =
k

∑

i=2

2i−1 = 2k − 2✳ ❙♦✱ t❤❡ r❛t✐♦ ρnumber ✐s✿

ρnumber(n, k) =
|L(n, k)|

|Lblocked|
=

1

2
−

1

2k+1 − 2
✭✻✳✾✮

❚❤✐s r❛t✐♦ t❡♥❞s t♦ 1
2
✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸❛ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐❝❦❧② t♦ 1

2
✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✷✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s Lblocked(n, k) s❛t✐s✜❡s

(k − 1)(n−1
2

)− (2k−1 − 1) ≤ Lblocked(n, k) ≤ (k − 1)(n−1
2

) + (2k−1 − 1)) ✭✻✳✶✵✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✐s L(n, k) = k(n−1)✳ ■❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❛t ❧❛②❡r k ✐s
λ✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛t ❧❛②❡r k+1 ✐s ❡✐t❤❡r ⌊λ

2
⌋ ♦r ⌈λ

2
⌉ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s✐❞❡

♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜❧♦❝❦s✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❡✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤
❤❛♣♣❡♥s ✐❢ n ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦✱ t❤❡♥ ❛t ❡❛❝❤ ❧❛②❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐s t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❛t ✐s n−1

2
✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ Lblocked(n, k) = (k− 1)(n−1

2
)✳ ■❢ n ✐s ♥♦t ❛ ♣♦✇❡r

♦❢ t✇♦✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ✐s
⌊λ

2
⌋ ♦r ⌈λ

2
⌉✱ t❤❛t ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

[

λ−1
2

, λ+1
2

]

✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❝r❡❛t❡❞ ❛t
❧❛②❡r (k−1) ✐s n−1 ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❛t ❧❛②❡r (k−1) ✐s 2k−1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛t ❧❛②❡r ❦ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ n−1−2k−1

2
, n−1+2k−1

2
✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡

❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ℓ = 3 ·2k−1 ✇❤❡r❡ ❛t ❧❛②❡r (k−1) ✇❡ ❤❛✈❡ 2k−1 s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸ ❣✐✈❡♥ ❛t
❧❛②❡r k✱ 2k−1 s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶ ❛♥❞ 2k−1 s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t
(k − 1)(n−1

2
)− (1 + 2 + . . . + 2k−2)) ≤ Lblocked(n, k) ≤ (k − 1)(n−1

2
) + (1 + 2 + . . . + 2k−2))✱

❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✻✳✶✵✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✳✶✳ ▲❡t ρ(n, k) = Lblocked(n,k)
L(n,k)

t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s t❡♥❞s t♦ 1
2

✇❤❡♥

k →∞✳

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t n− 1 ≥ 3 · 2k−1✱ s♦ 2k−1−1
k(n−1)

≤ 1
3k

❛♥❞✿

1

2
−

5

6k
≤ ρ(n, k) ≤

1

2
−

1

6k
✭✻✳✶✶✮

❙♦✱ ρ(n, k)→ 1
2
❛s k →∞✳
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✭❜✮ ❘❛t✐♦s ❢♦r n = 3 · 2k−1 + 1, k = 1..1000

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❞✐s❛❜❧❡❞ ❧✐♥❦s r❛t✐♦s✳

❙♦✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧♠♦st t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ❛✈❡r❛❣❡✱
t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ 1

2
− 1

2k
✳ ❚❤❛t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸❛

s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ❢♦r 5 ≤ n ≤ 840✱ ❢♦r n = 512✱ ρ = 0.445 ❛♥❞ n = 1024✱
ρ = 0.45✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ n = 3 · 2k−1 + 1 ✭✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ✇♦rst
❝❛s❡✮ ❢♦r 1 ≤ k ≤ 1000 ❛♥❞ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ 1

2
✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛①✐s ✐s ✐♥ ❧♦❣✲s❝❛❧❡

❢♦r n✮✳
❆s ✜♥❛❧ ✇♦r❞s ♦♥ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝t✐✈❡
♠♦st❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❢❛✐❧✉r❡✱ s✐♥❝❡ ✇❤❡♥
❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❢❛✐❧s✱ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛t❡✇❛② ✭✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✮ ❧♦s❡s ✐ts ♣❛t❤
t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧✲♦✈❡r s✐t✉❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❣❛t❡✇❛②s ✏❛ss✐♠✐❧❛t❡✑ t❤❡ ♥♦❞❡s s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞
❣❛t❡✇❛②✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❞✐s❛❜❧❡❞ ❧✐♥❦✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❢❛✐❧❡❞
♥♦❞❡ ❝❛✉s❡s ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♥❡✇ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳

✻✳✷✳✷ ❈❤♦r❞❛❧✲❏❈2 ❚♦♣♦❧♦❣②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤♦r❞❛❧ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❛♠❡❞
t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲❏❈2 t♦♣♦❧♦❣②✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❣❛t❡✇❛②
♥♦❞❡s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✏❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✑✳
❆t ❡❛❝❤ st❡♣ k✱ ✇❡ ✜rst ❞✐✈✐❞❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛ s❡❣♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛t st❡♣ k − 1 ✐♥t♦ s s❡❣♠❡♥ts
❛♥❞ ✇❡ ♣✉t ✐♥ t❤❡ ✏♠✐❞❞❧❡✑ ✭t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❞ ❛❢t❡r✮ ❛ ❣❛t❡✇❛②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t t❤❡
❣❛t❡✇❛②s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❧✐❦❡ ♣❛t❤s✱ st❛rs ♦r ❜✐♥❛r② tr❡❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ n✱ ❜✉t t❤❡② ❞✐✛❡r
✐♥ t❤❡ ✇❛② t❤❛t ❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧② ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✈❛r② t❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✳ ▲❡t ✉s ♣r❡❝✐s❡ ✜rst
t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳
❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛t❡✇❛②s



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✽✸

3
n1

b2

2
g2

3
n3

2
n4

b5

1
g5

2
n6

3
n7

b8

2
g8

3
n9

2
n10

b11

1
g11

2
n12

1
n13

b14

0
g14

1
n15

2
n16

b17

1
g17

2
n18

3
n19

b20

2
g20

3
n21

2
n22

b23

1
g23

2
n24

3
n25

b26

2
g26

3
n27

R

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❏❈2 t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs n = 27, s = 3, k = 2 ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r
❦❡r♥❡❧✳

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭k = 0✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❛ s❡❣♠❡♥t ✇✐t❤ ♥♦❞❡s
n1, n2, . . . , nn✱ t❤❛t ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ℓ = n − 1 ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ ✏♠✐❞❞❧❡✑✳ ❲❤❡♥ n ✐s
♦❞❞ ✭ℓ ❡✈❡♥✮ t❤❡ r♦♦t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t t❤❛t ✐s t❤❡ ♥♦❞❡ nn+1

2
✳ ■❢ n

✐s ❡✈❡♥ ✭ℓ ♦❞❞✮✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❡ r♦♦t ✐♥ t❤❡ ✏♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✑ t❤❛t ✐s t❤❡ ♥♦❞❡ nn

2
✳

❆t t❤❡ st❡♣ k✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♥② s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ❝r❡❛t❡❞ ❛t st❡♣ k − 1 ✐♥t♦ s

s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✭♦r ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧✮ ❧❡♥❣t❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ λ ≥ s

❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ λ < s✳

❈❛s❡ λ ≥ s ✳ ■❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ λ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ❝♦♥❣r✉❡♥t t♦ r modulo s✱ t❤❛t ✐s λ = qs+ r✱
0 ≤ r < s ❛♥❞ q = ⌊λ

s
⌋ ✇❡ ❝r❡❛t❡ s− r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q ❛♥❞ r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q +1✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ r = 0 ✭λ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ s✮ t❤❡ s s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ q = λ
s
✳

❘✉❧❡ ♦❢ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✳

❲❡ ♣✉t ❛ ❣❛t❡✇❛② ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✇ s❡❣♠❡♥t ✐❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ❡✈❡♥
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t ✐❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♦❞❞✳
❲❤❡♥ λ ✐s ♥♦t ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q + 1✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞♦ t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛t ❧❡✈❡❧ k − 1 ✐s ❛❧s♦
❛ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❧❡✈❡❧ k❀ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts s

✐s ♦❞❞ ❛♥❞ ✐ts ❣❛t❡✇❛② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❣♠❡♥t s+1
2
✳ ❚❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡

r s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q + 1 ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✏❤❛❧✈❡s✑ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ♣✉t t❤❡ r ❧♦♥❣❡r
s❡❣♠❡♥ts ❛s ♠✐❞❞❧❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿

❘✉❧❡ ♦❢ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤

λ = qs + r✱ 0 ≤ r < s

✶✳ ✐❢ r ✐s ♦❞❞✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✜rst s−r
2

s❡❣♠❡♥ts t♦ ❜❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q✱ t❤❡♥ t❤❡ r ♥❡①t s❡❣♠❡♥ts
♦❢ ❧❡♥❣t❤ q + 1 ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st s−r

2
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q✳

✷✳ ✐❢ r ✐s ❡✈❡♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

✭❛✮ ✐❢ λ ✐s ❡✈❡♥✱ t❤❡ ✜rst s−r−1
2

s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q✱ t❤❡♥ t❤❡ r ♥❡①t s❡❣♠❡♥ts ♦❢
❧❡♥❣t❤ q + 1 ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st s−r+1

2
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q✳

✭❜✮ ✐❢ λ ✐s ♦❞❞✱ t❤❡ ✜rst s−r+1
2

s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q✱ t❤❡♥ t❤❡ r ♥❡①t s❡❣♠❡♥ts
❛r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q + 1 ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st s−r−1

2
s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✳ ❲✐t❤ t❤✐s r✉❧❡ ♦❢ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢
(

s+1
2

)

t❤ s❡❣♠❡♥t ✭t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ♦♥❡✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [u, v] ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ t❤✐s s❡❣♠❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❜❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s j✱ 1 ≤ j ≤ λ + 1 ✇✐t❤ λ = qs + r✱ ✇✐t❤
0 ≤ r < s−1✳ ❚❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ❛t ♥♦❞❡ λ+1

2
✭λ ♦❞❞✮ ♦r ❛t ♥♦❞❡ λ+2

2
✭λ ❡✈❡♥✮✳

✶✳ ✐❢ r ✐s ♦❞❞✱ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ t❤❡
(

s+1
2

)

t❤ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ❛t ♥♦❞❡ 1+q
(

s−r
2

)

+

⌊ (q+1)r
2
⌋ = ⌊ qs+r+2

2
⌋ = ⌊λ+2

2
⌋ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣❛t❡✇❛②✳

✷✳ ✐❢ r ❡✈❡♥ ❛♥❞ λ ✐s ❡✈❡♥✱ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ t❤❡
(

s+1
2

)

t❤ s❡❣♠❡♥t ✐s ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ 1 +

q
(

s−r−1
2

)

+ ⌊ (q+1)(r+1)
2

⌋ = ⌊ qs+r+3
2
⌋ = ⌊λ+2

2
⌋✳

✸✳ ✐❢ r ❡✈❡♥ ❛♥❞ λ ✐s ♦❞❞✱ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ✐s ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ 1 + q
(

s−r+1
2

)

+ (q+1)(r−1)
2

=

⌊ qs+r+1
2
⌋ = ⌊λ+1

2
⌋✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡❞ s❡❣♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ♣r❡✈✐✲
♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✭❛✮ ❚♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n = 12 ♥♦❞❡s✳ s = 5✳

✭❜✮ ❚♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n = 13 ♥♦❞❡s✳ s = 5✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❇❛❧❛♥❝❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✶✷ ❛♥❞ ✶✸ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ r♦♦t ♠✐❞❞❧❡✲❧❡❢t

❈❛s❡ λ < s ✳ ❲❡ ❝r❡❛t❡ ❡①❛❝t❧② λ ❣❛t❡✇❛②s✱ ♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r λ ≥ s ✐s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛st ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❛s ❛
❣❛t❡✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✽✺

❑❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s

❆t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❣❛t❡✇❛② ❝r❡❛t❡❞
❜② t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t [u, v] ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✏❦❡r♥❡❧✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦❞❡
r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ [u, v]✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❦❡r♥❡❧s
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡✿ ❚❤❡② ❛r❡ ♣❛t❤s ✭✻✳✶✻❛✮✱ st❛rs ✭✻✳✶✻❜✮ ❛♥❞ ❜✐♥❛r② tr❡❡s ✭✻✳✶✻❝✮✱ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ s = 3, 5, 7✳

✭❛✮ ▲✐♥❡❛r ❑❡r♥❡❧ ✭❜✮ ❙t❛r ❑❡r♥❡❧s ✭❝✮ ❇✐♥❛r② ❚r❡❡ ❑❡r♥❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❑❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s = 3, 5 ❛♥❞ ✼

▲✐♥❦ ❧❡♥❣t❤ r❡str✐❝t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛s ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❇✉t✱ ✐t ♠✐❣❤t ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r λ s♠❛❧❧✱
t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ❝r❡❛t❡❞ ❛r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦s
✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❧✐♥❦s ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦
❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ t❤❡s❡ ❧✐♥❦s ❛♥❞ ❛❧s♦
t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡
❛❧❧ t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼
s❤♦✇s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r s = 7 ❛♥❞ ❛ st❛r ❦❡r♥❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s g1, g2, . . . , g6, g7 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦s
(g1, g4)✱(g2, g4)✱ (g3, g4)✱ (g4, g5)✱ (g4, g6) ❛♥❞ (g4, g7)✳ ❇✉t t❤❡ ❧✐♥❦s (g3, g4) ❛♥❞ (g4, g5) ❛r❡
❧❡♥❣t❤ ✶ ❛♥❞ s♦ ❞❡❧❡t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❣❛t❡✇❛②s g3 ❛♥❞ g5✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ s✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧②
❞❡♣❧♦②❡❞✳

❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡❛❝❤ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
s = 3, 5, 7✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✭♦r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✮✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✮ ❢r♦♠ ❛♥② ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭t❤❡ ◆❡t✇♦r❦
●❛t❡✇❛②✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
❧✐♥❦s✳

✻✳✷✳✷✳✶ ▲✐♥❡❛r ❑❡r♥❡❧

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ✇✐t❤ ✐ts ❣❛t❡✇❛② ✐♥ t❤❡ ✏♠✐❞❞❧❡✑✳ ❚❤✐s s❡❣♠❡♥t ✐s
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s s✉❜✲s❡❣♠❡♥ts✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❡t B ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s bj✱ 1 ≤ j ≤ s ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜✲s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ❧✐♥❦s (bj, bj+1)✱
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ B ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ ✭♦r ❛ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧✐♥❦



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ P❛rt✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❞t❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦r s = 7 s❡❣♠❡♥ts✳

r❡str✐❝t✐♦♥✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✭❛♥❞ ❣❛t❡✇❛②s✮
✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ ✵✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ✹ ♥♦❞❡s ✉♣✲t♦ ✶✶ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✹ ♥♦❞❡s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐♥❦s ✭❛♥❞
❣❛t❡✇❛②s✮ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❢♦r λ < s + 2✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❣❛t❡✇❛②s ✭✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s✉❜✲s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐♥❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❞❡♣✐❝t❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ✭✶✶ ♥♦❞❡s✮ ✐s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r❡✲
❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ❛t t❤❡ st❡♣ k = 2✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r n ≥ 5✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❣♠❡♥t ✭❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡♣
k = 1✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r k = 2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐♥❦s
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ♠❡❡t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
st❡♣ k = 2 ✐s ♥♦t ❞❡♣❧♦②❡❞ ✉♥t✐❧ n ≥ 11✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❦s ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡♣ k = 2 ❤❛✈❡ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s s❛t✐s✜❡s

kmax(n) = ⌊logs(n− 2)⌋ ✭✻✳✶✷✮

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ = qs + r ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡♣ k − 1 ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✱ t❤❡
✜rst ❧✐♥❦ ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡♣ k ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ q > s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ❧❡✈❡❧ k ❜❡❣✐♥s ✇❤❡♥
ℓ0 = s · sk−1 + 1✳ ❋♦r ℓ0 = n− 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✷✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢♦r 3 ≤ n ≤ 5000✳ ◆♦t✐❝❡ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r
✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ sk + 1 < n ≤ sk+1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❞✉❝❡s s❡❣♠❡♥ts
♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✉♥t✐❧ s − 1 ❧✐♥❦s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ sk + 1 < n ≤ (2s − 1)sk−1 t❤❡
❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r k t❤r❡❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✿ t❤❡ ✜rst
♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛②❡r ❡①✐sts ❛♥❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
✐s ✏♥♦t ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✑ ✭♠❡❛♥✐♥❣ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛②s ❛♣♣❡❛r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♥❡✇ ❧✐♥❦s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✮❀
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ❢♦r ❏❈2 − lin ✇✐t❤ s = 3, 5, 7✳

❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ✏❝♦♠♣❧❡t❡✑✱ ♠❡❛♥✐♥❣ s ❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✳

n ≤ sk + 1 ❧❛②❡r k ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st
sk + 1 < n ≤ (2s− 1)sk−1 ❧❛②❡r k ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡

(2s− 1)sk−1 < n ❧❛②❡r k ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡
✭✻✳✶✸✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✺✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② s❛t✐s✜❡s

m(n, k) =

{

n− (s− 1)sk−1 − 1 , sk + 1 < n ≤ (2s− 1)sk−1

sk , (2s− 1)sk−1 < n
✭✻✳✶✹✮

Pr♦♦❢✳ ❲❤❡♥ ❛ ❧❛②❡r k ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❛t ✐s ❢♦r sk + 1 < n ≤ (2s− 1)sk−1✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶ ✇❤❡♥ n ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✶✳ ❆s ❢♦r n = sk + 1 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣❛t❡✇❛②s ✐s sk−1✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s sk−1 + n− (sk + 1) = n = (s− 1)sk−1 − 1✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 3, 5, 7✳
◆♦t✐❝❡ ✇❤❡♥ k < kmax(n)✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ st❡♣ k ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳
❚❤❡♥✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❞✉❡ t♦ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❧❛②❡rs ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞✳

❉❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡
❝❛♥ ♥♦t ✉s❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞s ✭n1 ❛♥❞ nn✮ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❛t❡✇❛②s✳ ❙♦✱ ✇❡ s✉❜tr❛❝t t❤❡
♥♦❞❡s ✏❧❡❢t✑ ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦♣♦s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ left(n, k)

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❧❡❢t ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✻✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r

❦❡r♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Davg(n, k) =
(n− 1)− left(n, k)

m(n, k)− 1
✭✻✳✶✺✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❢t✭♥✱❦✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

left(n, k) =

{

⌊2sk−n+1
sk−1 ⌋ , sk + 1 ≤ n < 2sk + 1

⌊n−1
sk ⌋ , 2sk + 1 ≤ n

✭✻✳✶✻✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t λ = qs+ r ❛ s❡❣♠❡♥t ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ✭k = 1✮✳ ❲❤❡♥ q = 1

✭s ≤ λ < 2s✮✱ left(λ + 1, 1) = 2s − λ✳ ❲❤❡♥ q > 1 ✭λ ≥ 2s✮✱ left(λ + 1, 1) = λ✳ ❋♦r ❛
s❡❣♠❡♥t λk = qs + r ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ k t✐♠❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ0✱ q = 1 ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r sk ≤ λ0 < 2sk✱ s♦ left(λ0 + 1, k) = 2s − λk✳ ❋♦r q > 1✱ left(λ0 + 1, k) = λk✳
◆♦t❡ t❤❛t λk = ⌊λ0

sk ⌋ ❛♥❞ λ0 = n − 1✳ ❚❤❡♥✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ left(λ0 + 1, k) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ n ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s
❢♦r s = 3, 5 ❛♥❞ ✼ ❛♥❞ 1 ≤ k ≤ 4✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r
❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ n ♥♦❞❡s ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦♦r ❛♥❞ ❝❡✐❧ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r
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✭❝✮ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r s = 3, 5 ❛♥❞ ✼

♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❧❛②❡r kmax(n) ✈❛r② ❢r♦♠ ✶ t♦ s ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✇❤❡♥
❞❡♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r kmax(n)✳ ❋♦r k < kmax(n)✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥
❣❛t❡✇❛②s ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✇❤❡♥ n ≥ 2sk + 1

◆♦❡ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✼✳ ▲❡t n− 1 = ℓ0 = q0s + r0✱ 0 ≤ r0 < s✳

■❢ q0 ≤ 2✱ t❤❡♥

L(n, k) = (s− 1)q0 + r0 + (s− r0)L(q0 + 1, k − 1) + r0 · L(q0 + 2, k − 1) ✭✻✳✶✼✮

■❢ q0 = 1✱ t❤❡♥

L(n, 1) = 2(n− 1− s)
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s

Pr♦♦❢✳ ❲❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ = qs + r✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ (s − 1) ❧✐♥❦s
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❝r❡❛t❡❞ ✐s (s − 1)q + r✳ ■❢ ✇❡
❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ n−1 = ℓ0 = q0s+r0✱ ✇❡ ❣❡t ❢♦r ℓ0 > 2s−1

L(n, 1) = (s− 1)q0 + r0✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ t❤❡ s− r0 s❡❣♠❡♥ts ♦❢
❧❡♥❣t❤ q0 ❛♥❞ t♦ t❤❡ r0 s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q0+1✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡❛❝❤ t♦ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ k−1 t✐♠❡s✱
❣❡tt✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✻✳✶✼✳ ❋♦r n = s + 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❧✐♥❦s ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r
s + 2 ≤ n ≤ 2s− 1✱ ✇❤❡♥ n ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❦ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡
✉s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r k = 1✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r s =

3, 5, 7 ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ 1 ≤ k ≤ kmax(n)✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ t✇♦ ❡✈✐❞❡♥t
r❛t❡s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡♣❧♦②❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
✐s ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✱ ❜✉t t❤❡ s✉❜✲s❡❣♠❡♥ts ❧❡♥❣t❤ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❧❛②❡r✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ k < kmax(n)✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✳✷✳ ■❢ n − 1 ✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ sk✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧

t♦♣♦❧♦❣② ✐s✿

L(n, k) = k

(

s− 1

s

)

(n− 1) ✭✻✳✶✽✮
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✭❝✮ s❂✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ s = 3, 5, 7 s❡❣♠❡♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ k✳ ▲❡t n−1 = ℓ0 = psk✱ p ≥ 2✳ ❇② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✼✱ L(n, 1) = (s−

1)psk−1 =
(

s−1
s

)

(n−1)✳ ❙✉♣♣♦s❡ L(n, k) = k
(

s−1
s

)

(n−1)✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✼ ✇✐t❤
q0 = psk−1 ❛♥❞ r0 = 0✱ ✇❡ ❣❡t L(n, k+1) = (s−1)psk−1+sk

(

s−1
s

)

psk−1 =
(

s−1
s

)

(k+1)psk✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ dmax(n, k) ❢r♦♠ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r ❛

❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② s❛t✐s✜❡s

dmax(n, k) =

(

s− 1

2

)

k + ⌈
n− sk

2sk
⌉ ✭✻✳✶✾✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ✐s ⌈λ−1
2
⌉✳

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❛t ❧❡✈❡❧ k t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ❣❛t❡✇❛② t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ❛t
♠♦st

(

s−1
s

)

k✱ t❤❛t ✐s tr✉❡ ❢♦r k = 1✱ ❛s ✐♥ ❛ ♣❛t❤ ✇✐t❤ s ♥♦❞❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

♥♦❞❡ ✐s ❛t ♠♦st s−1
2

✭✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s✮✳ ❚❤❡♥✱ ❣❛t❡✇❛②s ❝r❡❛t❡❞ ❛t
❧❡✈❡❧ k ✭❢r♦♠ ❛ s❡❣♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛t ❧❡✈❡❧ k − 1✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st s−1

2
❢r♦♠ t❤❡

r♦♦t ♦❢ t❤✐s s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ❛t ♠♦st
s−1
2

+
(

s−1
2

)

(k − 1) =
(

s−1
2

)

(k) ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❡♥❞ s❡❣♠❡♥ts✳
▲❡t n− 1 = ℓ0 = qsk + r ✇✐t❤ r > 2✳ ❆t ❧❡✈❡❧ k ✇❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q ❛♥❞
q + 1✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛t ♠♦st ⌈ q

2
⌉ +

(

s−1
2

)

k ❡①❝❡♣t ✐❢ q ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q + 1 ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q + 1 ✐♥
t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✐ts ❣❛t❡✇❛② t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s <

(

s−1
2

)

k✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② t❤❡
r✉❧❡ ♦❢ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q + 1 ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ♣❛t❤ ✉♥t✐❧ r = s− 1 ✱ s♦ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ dmax(n, k) =

(

s−1
2

)

k + ⌈ q

2
⌉✳ ❆s q = ⌊ ℓ0

sk ⌋✱ ✇❡

❣❡t ⌈ q

2
⌉ = ⌈ ℓ0−sk−1

2sk ⌉ = ⌈n−sk

2sk ⌉✳
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✭❝✮ ▲✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r s = 3, 5 ❛♥❞ ✼✳

❋✐❣✉r❡s ✻✳✷✸ s❤♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❢♦r s = 3, 5 ❛♥❞ ✼✳ ❖❜s❡r✈❡
❢♦r k < kmax(n) t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ r❛t❡
❛t st❡♣s ♦❢ sk−1 ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r 3 ≤ n ≤ 5000✳



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✾✸

❋✐♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞
❧✐♥❦s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ s✐③❡s ✉♣✲t♦ ✷✵✵✵ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②
t❤❛t ❛ ❇❋❙ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s✳ ❘❡s✉❧ts ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜❧♦❝❦❡❞
❧✐♥❦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦♥❧② ❧♦♦♣ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡s❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r
n = 19, k = 2 ❛♥❞ s = 3✳
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R

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹✿ ❏❈2 − lin3 t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r n = 19 ❛♥❞ k = 2✳

✻✳✷✳✷✳✷ ❙t❛r ❑❡r♥❡❧

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ = qs + r ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❧❛②❡r k ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛ s❡t
B = {bj}, 1 ≤ j ≤ s ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝r❡❛t❡❞ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡ st❛r
❦❡r♥❡❧ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ❧✐♥❦s (bj, br)✱ ✇✐t❤ j 6= r✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ br ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡
✏♠✐❞❞❧❡✑ ♦❢ B✳ ❲❤❡♥ B ❤❛s s ♥♦❞❡s✱ r = s+1

2
✳ ❲❤❡♥ B ❤❛s λ ♥♦❞❡s ✭♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✮

r = λ+1
2

❢♦r λ ♦❞❞ ❛♥❞ λ+2
2

❢♦r λ ❡✈❡♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✱
r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✭❛♥❞
t❤❡✐r ❣❛t❡✇❛②s✮ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ ✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r s = 3✱ ❛s t❤❡ st❛r ❛♥❞ ❛ ♣❛t❤ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱
t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ♦♥❧② t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧
❢♦r s = 5 ❛♥❞ s = 7✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇♦t❤
❝❛s❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✉♥t✐❧ n = s + 3 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ q = 1, r = 2 ❛♥❞ s

❣❛t❡✇❛②s ✭❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✮ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛②♦✉t ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
♦❢ ❛ st❛r t♦♣♦❧♦❣②✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣♦✐♥ts ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✽✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ s = 5

♦r s = 7 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

kmax(n) = ⌊logs(
n− 2

2
)⌋+ 1 ✭✻✳✷✵✮

Pr♦♦❢✳ ❆ s❡❣♠❡♥t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ❧❡♥❣t❤ λ ≥ 3 ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❜② t❤❡ r✉❧❡ ♦❢
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❦ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ≥ 2✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧✐♥❦ ❛t
❧❡✈❡❧ k ✐❢ n − 1 = ℓ0 ≥ 2sk−1 + 1 ✭✜rst ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛②❡r k ❡①✐sts ✐❢ k − 1 ≤ logs(

n−2
2

)✱ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✽✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

✭❛✮ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦r s = 5 ✭❜✮ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦r s = 7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✿ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❢♦r s = 5 ❛♥❞ s = 7✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛②❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

n ≤ 2sk + 1 ❧❛②❡r k ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st
2sk + 1 < n ≤ (s + 2)sk−1 ❧❛②❡r k ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡

(s + 2)sk−1 < n ❧❛②❡r k ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡
✭✻✳✷✶✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢♦r 3 ≤ n ≤ 7000✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
s✐③❡ n ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡
❧❛②❡rs ❜❡❣✐♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s m(n, k) ❢♦r ❛ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✐♥t❡r✈❛❧s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

m(n, k) =























n− (sk−1 + 1) , 2sk−1 < n ≤ 3sk−1

2sk−1 , 3sk−1 < n ≤ 4sk−1

n− 2sk−1 , 4sk−1 < n ≤ s · sk−1

n− (2sk−1 + 1) , s · sk−1 < n ≤ (s + 2)sk−1

sk , (s + 2)sk−1 < n

✭✻✳✷✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ❢♦r ❏❈2✲st❛r ✇✐t❤ s = 5 ❛♥❞ s = 7✳

❲❡ st❛t❡ ✸ ❢❛❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❣♠❡♥t
❝r❡❛t❡❞ ❛t s♦♠❡ st❡♣ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✿

✶✳ ❋❛❝t ✶✿ ❋♦r λ < s ✭♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ λ− 1 ❣❛t❡✇❛②s ❛❢t❡r ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡
❧✐♥❦s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❣❛t❡✇❛②s ✐s ❛t t❤❡
r✐❣❤t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r λ ≥ 4 t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❣❛t❡✇❛② ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❡♥❞✳

✷✳ ❋❛❝t ✷✿ ❋♦r λ = s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s − 2 ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ❢♦r λ = s + 1 t❤❡r❡ ❛r❡ s − 1

❣❛t❡✇❛②s✳ ◆♦ ❣❛t❡✇❛② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ r✐❣❤t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳

✸✳ ❋❛❝t ✸✿ ❋♦r λ ≥ s + 2✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s ❣❛t❡✇❛②s ✭❛♥❞ ♥♦ ❣❛t❡✇❛② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ r✐❣❤t
❡♥❞✮✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❢❛❝ts✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡♣ k − 1 ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✳

• ❋♦r 2sk−1 ≤ n < sk−1✱ s❡❣♠❡♥ts ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❧❛②❡r k − 1 ❤❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ λ ≤ s ❛♥❞ ❜②
❋❛❝t ✶ ✇❡ ❤❛✈❡ λ − 1 ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤♦s❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 3 < λ < s

❤❛✈❡ t❤❡✐r r✐❣❤t❡st ❣❛t❡✇❛② ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❢t❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱
❢♦r 2sk−1 ≤ n < 3sk−1✱ ✇❤❡♥ n ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶✱ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛②✳ ❆s ❢♦r n− 1 = 2sk−1 ✇❡ ❤❛✈❡ sk−1 ❣❛t❡✇❛②s ❛t ❧❡✈❡❧ k − 1✱
✇❡ ❣❡t n − (sk−1 + 1) ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋♦r 3sk−1 ≤ n < 4sk−1✱ ✇❤❡♥ n ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶✱
❛ ✏♥❡✇✑ ❣❛t❡✇❛② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✹✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❡♥❞ ♦❢
t❤✐s s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t ❣❛t❡✇❛② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

✭❡①❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t✮✳ ❙♦✱ ❢♦r n = 3sk−1✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐s 2sk−1 ❛♥❞
r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✉♥t✐❧ 4sk−1✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝❛s❡✳ ❋♦r 4sk−1 ≤ n < s · sk−1✱
✇❤❡♥ n ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛② ❛♥❞ s♦✱ ✇❡ ❣❡t n−2sk−1 ❣❛t❡✇❛②s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼✿ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦r s = 5 ✇✐t❤ k = 2 ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ❣❛t❡✇❛②s

• ❋♦r s · sk−1 ≤ n < (s + 2)sk−1✱ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ λ ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ s + 2✱ ❛♥❞ ❜②
❋❛❝t ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ λ = 2 ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤
❣❛t❡✇❛②s ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts✳ ❋♦r n = sk + 1 ✇❡ ❤❛✈❡ (s − 2)sk−1 ❣❛t❡✇❛②s
❛♥❞ ✇❤❡♥ n ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✶✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡
n− 1− 2sk−1 ❣❛t❡✇❛②s✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ n > (s + 2)sk−1✱ t❤❡ ❧❛②❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❆❧❧ s❡❣♠❡♥ts ❛t ❧❛②❡r k − 1 ❤❛✈❡
λ ≥ s + 2 ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ s − 1 ❣❛t❡✇❛②s ❜② ❋❛❝t ✶✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐s sk✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r s = 5 ❛♥❞ s = 7✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s
❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r 3 ≤ n ≤ 5000 ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♥♦❞❡s ❧❡❢t ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢
t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ n✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✾✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❧❡❢t ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛

st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

left(n, k) =

{

⌊5sk−1−n+1
sk−1 ⌋ , 2sk + 1 < n ≤ 5sk−1

⌊ n−1
sk−1 ⌋ , 5sk−1 < n

✭✻✳✷✸✮

Pr♦♦❢✳ ❇② s✐♠♣❧❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❡♣✐❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ❛s ❛
s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n − 1 = λ0 = q0s + r0 ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ✭k = 1✮✳
❋♦r λ0 = 3✱ left(n, 1) = 1✳ ❋♦r λ0 = 4✱ left(n, 1) = 0✳ ❋♦r λ0 ≥ 5✱ left(n, 1) = 1✳ ❋♦r
λ0 = 2s ✭q0 = 2, r0 = 0✮✱ left(n, 1) = 2✳ ❆♥❞ ❢♦r ❋♦r λ0 > 2s ✭q0 = 2, r0 ≥ 1✮✱ t❤✐s ❝②❝❧❡
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✭❜✮ ❙t❛r ❑❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ●❛t❡✇❛②s ❢♦r s = 5 ❛♥❞ s = 7✳

✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r k = 2✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ0 ❞✐✈✐❞❡❞ k t✐♠❡s✳ ❆t
❧❛②❡r k ✇❡ ❤❛✈❡ sk s✉❜✲s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λk = ⌊λ0

sk ⌋ = qs + r✳ ❆t t❤❡ ❧❛②❡r k + 1 ✇❡ ❤❛✈❡
s✉❜✲s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ q ♦r q + 1✳

• ❋♦r q = 1✱ left(λ0, k) = 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t q = 1 ❢♦r sk ≤ λ0 < 2sk✳

• ❋♦r q = 2✱ left(λ0, k) = 2 s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ k = 1 ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❣❛t❡✇❛②s ❛t t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ❧❡❢t ♥♦❞❡ ❛t ❡❛❝❤ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦✳ q = 2 ❢♦r 2sk ≤ λ0 < 3sk✳

• ❋♦r q = 3✱ left(λ0, k) = 1 s✐♥❝❡ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✸ s✉❜✲
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛② ❛t t❤❡ r✐❣❤t ❜♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✱ n = 4, s = 5✮✳ q = 3 ❢♦r 3sk ≤ λ0 < 4sk✳

• ❋♦r q = 4✱ left(λ0, k) = 0 s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❡♥❞s ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❣❛t❡✇❛②s✳ q = 4 ❢♦r 4sk ≤ λ0 < 5sk✳

• ❋♦r 5 ≤ q < s✱ left(λ0, k) = 1✱ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❢♦r k + 1✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r 2sk ≤ λ0 < 5sk✱ t❤❡ ❧❡❢t ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ⌊5 − λk⌋✱ ❛♥❞
❢♦r λ0 ≤ 5sk✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❧❡❢t ✐s λk✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ λ0 ❜② n − 1✱ ✇❡
❤❛✈❡ λk = ⌊n−1

sk ⌋✳ ❚❤❡♥✱ left(n, k) = ⌊5 − n−1
sk ⌋✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ♥❡✇ left(n, k) ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✺ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✷✾ ❢♦r 1 ≤ k ≤ 4✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❢♦r ❛ st❛r ❦❡r♥❡❧
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ n ♥♦❞❡s ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦♦r ❛♥❞ ❝❡✐❧ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss
♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✾✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r st❛r ❦❡r♥❡❧s

◆♦t❡ t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✷ ❛❝❝❡ss
♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ kmax(n) ❧❛②❡rs✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✱ ❜✉t
✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r t❤❡ ❧❛②❡r k ❜❡❢♦r❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✵✳ ▲❡t n− 1 = ℓ0 = q0s + r0✱ 0 ≤ r0 < s✳

■❢ n ≥ s + 2✱ t❤❡♥

L(n, k) =

(

s2 − 1

s

)

q0 + ℓs(r0) + (s− r0)L(q0 + 1, k − 1) + r0 · L(q0 + 2, k − 1) ✭✻✳✷✹✮

✇❤❡r❡✿ ❢♦r s = 5 ✇❡ ❤❛✈❡ ℓ5(0) = 0✱ ℓ5(1) = 2✱ ℓ5(2) = 4✱ ℓ5(3) = 5✱ℓ5(4) = 6✳ ❋♦r s = 7

✇❡ ❤❛✈❡ ℓ7(0) = 0✱ ℓ7(1) = 3✱ ℓ7(2) = 6✱ ℓ7(3) = 8✱ ℓ7(4) = 10✱ ℓ7(5) = 11✱ℓ7(6) = 12✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺ ❢♦r n < s+2

❛♥❞ n < s + 3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❋♦r s = 5✿

L(n, 1) = 0 ✱ ❢♦r n < 4

L(4, 1) = 2

L(5, 1) = 4

L(6, 1) = 4

L(7, 1) = 7

✭✻✳✷✺✮

❋♦r s = 7 ✿
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L(n, 1) = 0 ✱ ❢♦r n < 4

L(4, 1) = 2

L(5, 1) = 4

L(6, 1) = 7

L(7, 1) = 10

L(8, 1) = 10

L(9, 1) = 14

✭✻✳✷✻✮

Pr♦♦❢✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ✻✳✷✳✼ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❧✐♥❦s ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ n ❜② ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ q + 1✳ ❋♦r r = 0✱ ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ q ❛♥❞ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ ❢♦r s = 5 t✇✐❝❡ q ❛♥❞ t✇✐❝❡ 2q✱ s♦✱ ❛❧t♦❣❡t❤❡r 6q✳ ❋♦r s = 7✱ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ t✇✐❝❡ q✱ t✇✐❝❡ 2q✱ t✇✐❝❡ 4q✱ s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ 12q✳ ❋♦r r > 0✱ ❛s t❤❡
r✉❧❡ ♦❢ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❛ss✐❣♥s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ q + 1 ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
s❡❣♠❡♥t✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛t ❧❛②❡r k ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ℓs(r)✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✳✸✳ ■❢ n− 1 ✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ sk✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

L(n, k) = k

(

s2 − 1

4s

)

(n− 1) ✭✻✳✷✼✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦r s = 3 s✐♥❝❡ s2−1
4s

= 2
3

=
s−1

s
✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✵ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r 3 ≤ n ≤ 300✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✈❡r✐✜❡❞

t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r 3 ≤ n ≤ 5000✳
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✭❜✮ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✵✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r s = 5 ❛♥❞ s = 7✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✺✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5 ♦r s = 7

✐s✿

dmax(n, s) = k + ⌊
n− sk

2sk
⌋ ✭✻✳✷✽✮

Pr♦♦❢✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✸✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ❣❛t❡✇❛② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ✐s ⌈λ−1

2
⌉✳ ❇✉t ♥♦✇✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛r str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛

❣❛t❡✇❛② ❛t ❧❛②❡r k t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s k✳ ❙♦✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✸✱
✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✻✳✷✽✳
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✭❜✮ ❙t❛r ❑❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✶✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r t❤❡ ❏❈2−star ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5 ❛♥❞ s = 7✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✶ ❞❡♣✐❝ts ❤♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ ❢♦r 3 ≤ n ≤ 400 ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r
3 ≤ n ≤ 5000✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❣
♣r♦t♦❝♦❧✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❞♦❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❧♦♦♣s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✲
✇♦r❦ ✭✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❣❛t❡✇❛②s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❜❧♦❝❦❡❞
❧✐♥❦s ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ✐t✳ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤♦✇ ♠❛♥② ❛♥❞ ❤♦✇ ❧♦♥❣ t❤❡② ❛r❡✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ st❛r
❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❇❋❙ s♣❛♥♥✐♥❣
tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♣✲t♦ ✷✵✵✵ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉♣✲t♦ kmax(n) ❧❛②❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s
✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❢♦r 3sk−1 < n ≤ 4sk−1✱ ❋♦r n > 4sk−1✱ ♥❡✇ ❧✐♥❦s ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥②
♥❡✇ ❧♦♦♣s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✏✉♥❞❡r✑ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✷ ❞❡♣✐❝ts t❤✐s
s✐t✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ s = 7 ✭❧✐♥❦ (g11, g13)✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r n > 4sk−1 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✉♥t✐❧ s❤❛r❡❞ ❣❛t❡✇❛②s st❛rt ❣❡tt✐♥❣ ❛♣❛rt ✭n > (s−1)sk−1✮✱
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ✉♥t✐❧ n = s · sk−1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❤❛r❡❞ ❣❛t❡✇❛②s ❛♠♦♥❣ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
s❡❣♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✷✿ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦r s = 5 ✇✐t❤ k = 2 ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❧♦♦♣s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❢♦r t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

❜②

Lblocked(n, k) =







n− 3sk−1 − 1 , 3sk−1 < n ≤ 4sk−1

sk−1 − 1 , 4sk−1 < n ≤ (s− 1)sk−1

s · sk−1 − n , (s− 1)sk−1 < n ≤ s · sk−1

✭✻✳✷✾✮

Pr♦♦❢✳ ❋♦r k = 1 t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦s
✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r k = 2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (s− 1) ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✷ s❤♦✇s✳ ❋♦r
k = 3✱ t❤❡r❡ ❛r❡ (s−1)+s(s−1) ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❋♦r k = 4✱ t❤❡r❡ ❛r❡ (s−1)+s(s−1)+s2(s−1)

❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ0 = 4sk−1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❧❛②❡r k r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❤❡♥ n = 4sk−1 + 1

❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✐♥ k ❤❛✈❡ ❛ s❤❛r❡❞ ❣❛t❡✇❛② ✇✐t❤ ✐ts ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t♦t❛❧
♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

Lblocked(4s
k−1 + 1, k) = (s− 1)

k−2
∑

i=0

si = sk−1 − 1 ✭✻✳✸✵✮

❚❤✉s✱ ❢♦r 3sk−1 ≤ λ0 < 4sk−1✱ ❧♦♦♣s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ λ0 ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣
3sk−1 t♦ λ0✱ ❣✐✈✐♥❣ λ0 − 3sk−1✳ ❋♦r (s− 1)sk−1 ≤ λ0 < s · sk−1✱ ✇❡ ❞♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❤❛✈✐♥❣
sk − 1− λ0✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ λ0 ❜② n− 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

◆♦t✐❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✏✢❛t✑ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✐t ❡①✐sts ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❧✐♥❦s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤
❣❛t❡✇❛②s ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s = 5✱ t❤✐s ✢❛t ✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ st❛rts ✐♥ s− 1✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✸ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❇❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ①✲❛①✐s
❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♣✐❝t ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❢♦r s = 5 ❛♥❞
s = 7✳ ❋♦r s = 5✱ ❛❧❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❤❛✈❡ ❛ ❧❡♥❣t❤ ✷✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r
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Topology Size (n)

Number of blocked links for star5

k=4k=3k=2

✭❛✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❢♦r s = 5

 6

 48

 342

 380

  22
   49

 148  343  1030  2401  2700
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um
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ck
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ks

Topology Size (n)

Number of blocked links for star7

k=4k=3k=2

✭❜✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❢♦r s = 7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❢♦r ❏❈2 − star ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5 ❛♥❞ s = 7✳

k − 1 ✇❤❡♥ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ ❧❡♥❣t❤ ✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
✷ ❛t t❤❡ ❧❛②❡r k✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r s = 5✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐s✿

Lblocked(n, k) = 2Lblocked(n, k) ✭✻✳✸✶✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s = 7✱ s❡❣♠❡♥ts st❛rt ❜❡✐♥❣ ❜❧♦❝❦❡❞ ❢♦r ✇❤❡♥ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ k − 1 ❤❛✈❡ ❛
❧❡♥❣t❤ ✹✱ ❛♥❞ t❤❡② r❡♠❛✐♥s ❜❧♦❝❦❡❞ ✉♥t✐❧ s❡❣♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✺✳ ❚❤✉s✱ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s
❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷ ♦r ✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❢♦r s = 7 ✐s
❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 2Lblocked(n, k) ❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ 3Lblocked(n, k)✳

2Lblocked(n, k) < Lblocked(n, k) < 3Lblocked(n, k) ✭✻✳✸✷✮

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
❞❡♣❧♦②❡❞ ❧✐♥❦s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❜❧♦❝❦s ❛❜♦✉t 10% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❇✉t✱
t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ♦♥❧② ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✳

✻✳✷✳✷✳✸ ❇✐♥❛r② ❑❡r♥❡❧

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❡♣ k ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢
t❤✐s s❡❣♠❡♥t ✐♥t♦ s s✉❜✲s❡❣♠❡♥ts ❞❡✜♥❡s ❛ s❡t ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s B = {bj}✱ 1 ≤ j ≤ s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❛t❡✇❛②s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜✲s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ❧✐♥❦s (b4, b2)✱
(b4, b6)✱ (b2, b1)✱ (b2, b3)✱ (b6, b5)✱ (b6, b7)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♠✐♠✐❝s ❛ ✷✲❧❡✈❡❧ ❜✐♥❛r②
tr❡❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ 3 ≤ λ < s✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ✜rst t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞
t❤❡♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r s = 3✱ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❝r❡❛t❡s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ st❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦r s = 3 s❡❣♠❡♥ts❀ ❛♥❞ ❢♦r s = 5✱ ✐t ❝r❡❛t❡s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✭❛ ♣❛t❤✮ ✇✐t❤ s = 5 s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧
❢♦r s = 7 ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✐♥❛r② tr❡❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t
♦❢ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❢♦r 3 ≤ n ≤ 14✳



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✶✵✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✹✿ ❇✐♥❛r② tr❡❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❢♦r s = 7

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✷✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ kmax(n) ❢♦r ❛ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ s❛t✐s✜❡s

kmax(n) = ⌊logs(
n− 2

2
)⌋+ 1 ✭✻✳✸✸✮

Pr♦♦❢✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛♥ t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧✱ t❤✐s ♦♥❡ ❝r❡❛t❡s ✐ts ✜rst ❧✐♥❦ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❣♠❡♥t
❢♦r λ = 3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✺ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡s ❢r♦♠ n = 4 ✉♣✲t♦
n = 7000✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ ✭①✲❛①✐s✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r ❛❧❧♦✇ ❛ ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▲✐❦❡✇✐s❡ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❦❡r♥❡❧s✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ❡①❤✐❜✐ts t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✕ ❛ ❧✐♥❡❛r
♦♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♦♥❡ ✕ ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
✐♥t❡r✈❛❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❛s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢
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Topology Size (n)

s=7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✺✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ❢♦r ❏❈2 − bin ✇✐t❤ s = 7✳

r❡❝✉rs✐♦♥ k✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❜❡❣✐♥s ❛t n > sk−1 ❛♥❞ ❡♥❞s ✇❤❡♥ n ≤ (2s−1)sk−1✳ ❚❤❡
❦❡r♥❡❧ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ❢♦r (2s − 1)sk−1 < n ≤ 2sk✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t
❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❛rt✱ s✐♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t
[u, v]✱ u ❛♥❞ v ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❣❛t❡✇❛②s ✭ℓ(u, v) = 5✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✸✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

m(n, k) =































n− (sk−1 + 1) , 2 · sk−1 < n ≤ 3 · sk−1

2 · sk−1 , 3 · sk−1 < n ≤ 4 · sk−1

n− 2 · sk−1 , 4 · sk−1 < n ≤ 5 · sk−1

3 · sk−1 , 5 · sk−1 < n ≤ (s + 2) · sk−1

n− ((s− 1) · sk−1 + 1) , (s + 2) · sk−1 < n ≤ (2s− 1) · sk−1

sk , (2s− 1) · sk−1 < n

✭✻✳✸✹✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ✭k = 1✮✳
❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ❈❛s❡ λ < s✿ ❋♦r λ = 3✱ t❤❡ ✜rst ❣❛t❡✇❛② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❣❛t❡✇❛② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✮✳ ❋♦r λ = 4 t❤❡ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛t❡✇❛②
♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s r❡♠❛✐♥s ❡q✉❛❧ ❛t ✷✳ ❋♦r λ = 5

t❤❡ t❤✐r❞ ❣❛t❡✇❛② ✐s ❝r❡❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ♥♦t ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛
❣❛t❡✇❛②✳ ❋♦r 5 < λ < s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s r❡♠❛✐♥s ❡q✉❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❈❛s❡ λ ≥ s✿ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡✜♥❡s s ❣❛t❡✇❛②s✱ ❜✉t ❢r♦♠ s ≤ λ < s+2 ♦♥❧②
✸ ❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❋♦r s + 2 ≤ λ < s + 6

✭q = 1, r ≥ 3✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ❧✐♥❦s ❞❡✜♥✐♥❣ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛②s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✉♥t✐❧
t♦ ❤❛✈❡ s ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r q = 1, r = s− 1✳



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✶✵✺

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ0 ❞✐✈✐❞❡❞ k t✐♠❡s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ sk−1

s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λk = qs + r ❛t ❧❛②❡r k✳ ❲❤❡♥ λk = 2 t❤❡r❡ ❛r❡ sk−1 ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋♦r
λ = 3 ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ 2sk−1 ≤ λ0 < 3sk−1 t❤❡r❡ ❛r❡ (λk − 1)sk−1 ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋♦r λk = 4

✇❤❡♥ 3sk−1 ≤ λ0 < 4sk−1 t❤❡r❡ ❛r❡ 2sk−1 ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋♦r λk = 5 ✇❤❡♥ 4sk−1 ≤ λ0 < 5sk−1

t❤❡r❡ ❛r❡ (λk − 2)sk−1 ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋♦r 5 ≤ λk < s + 2✱ ✇❤❡♥ 5sk−1 ≤ λ0 < (s + 2)sk−1 t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s r❡♠❛✐♥s ❡q✉❛❧ ❛t 3sk−1✳ ❋♦r s + 2 ≤ λk < 2s + 1✱ ✇❤❡♥ (s + 2)sk−1 ≤

λ0 < (2s−1)sk−1 ✇❡ ❤❛✈❡ (λk− (s−1)) ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r λk > 2s−1✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ sk

❣❛t❡✇❛②s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ λk = ⌊ λ0

sk−1 ⌋ ❛♥❞ λ0 = n − 1 ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✻ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r 3 ≤ n ≤ 5000 ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✻✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❏❈2 t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ♦❢ s = 7✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ st❛r ❦❡r♥❡❧s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✹✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❧❡❢t ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛

❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

left(n, k) =















|
(

s+1
2

)

− ⌊ n−1
sk−1 ⌋| , 2sk + 1 < n ≤ 7sk−1

3 , 7sk−1 < n ≤ 11sk−1

2s− ⌊ n−1
sk−1 ⌋ , 11sk−1 < n ≤ 2sk

⌊n−1
sk ⌋ , 2sk < n

✭✻✳✸✺✮



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λk = qs + r ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ k st❡♣ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ λ0✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❧❡❢t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ st❡♣s ♦❢ sk−1 ♥♦❞❡s ❢♦r
2 ≤ q < s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ ❞♦✇♥ t♦ ✵ ✭❢♦r q = 4✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ✉♣ ✉♣✲t♦ ✷ ✭❢♦r q = s− 1✮✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❢t ♥♦❞❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② left(λ0 + 1, k) = |

(

s+1
2

)

− λk|✳ ❋r♦♠ s < q ≤ 2s− 3✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❢t ♥♦❞❡s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛t ✸✳ ❋♦r q = 2s− 2✱ ✐t ❞❡s❝❡♥❞ t♦ ✷✱ t♦ ✜♥✐s❤
t❤❡ ❝②❝❧❡ ❢♦r q = 2s − 1 ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❢t ♥♦❞❡s ✐s ✶✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤✐s ❧❛st ✐♥t❡r✈❛❧
❛s left(λ0 + 1, k) = λk ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ q > 2s − 1 ✭✇❤❡♥ k < kmax(n)✮✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ λk = ⌊ λ0

sk−1 ⌋ ❛♥❞ λ0 = n− 1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✼ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r
1 ≤ k ≤ 4✳ ❖❜s❡r✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛st ❞❡♣❧♦②❡❞ ❧❛②❡r k = 4✱ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ Dmin(n, k) = ⌊Davg(n, k)⌋

❛♥❞ Dmax(n, k) = ⌈Davg(n, k)⌉✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✼✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧

❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ st❛r ❦❡r♥❡❧s✱ ❜✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r t❤❡
❧❛②❡r k✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✺✳ ▲❡t n− 1 = ℓ0 = q0s + r0✱ 0 ≤ r0 < s✱ ❛♥❞ s = 7✳

■❢ n ≥ 2s + 1✱ t❤❡♥

L(n, k) = (s + 1)q0 + ℓ7(r0) + (s− r0)L(q0 + 1, k − 1) + r0 · L(q0 + 2, k − 1) ✭✻✳✸✻✮

✇✐t❤ ℓ7(0) = 0✱ ℓ7(1) = 1✱ ℓ7(2) = 2✱ ℓ7(3) = 4✱ ℓ7(4) = 5✱ ℓ7(5) = 7✱ℓ7(6) = 8✳



✻✳✷✳ ❚♦♣♦❧♦❣② ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✶✵✼

❚❤❡r❡❜②✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❏❈2 t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
r❡❝✉rr❡♥❝❡ ✻✳✸✻ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r k = 1 ❛♥❞ n < 14✳

L(n, 1) = 0 ✭❢♦r n < 4✮

L(4, 1) = 2 L(9, 1) = 5

L(5, 1) = 4 L(10, 1) = 6

L(6, 1) = 4 L(11, 1) = 9

L(7, 1) = 4 L(12, 1) = 12

L(8, 1) = 4 L(13, 1) = 14

✭✻✳✸✼✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✽ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡s 3 ≤ n ≤ 300✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✇❡ ❤❛✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r 3 ≤ n ≤ 5000✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤
r❛t❡ ✐s ❧✐♥❡❛r ❢♦r k = 1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ✇✐t❤ ♥❡✇ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞✱ t❤❡ t♦t❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✽✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❏❈2 − bin ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✻✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r ❛ ❜✐♥❛r②

❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② s❛t✐s✜❡s

dmax(n, k) =







2k − 1 2sk−1 + 1 < n ≤ 5sk−1

2k 5sk−1 < n ≤ s · sk−1

2k + ⌈n−sk

2sk ⌉ s · sk−1 < n

✭✻✳✸✽✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s✮ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿
✶✮ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ ❛♥② ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ t♦ ✐ts ❝❧♦s❡st ❣❛t❡✇❛②❀ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❣❛t❡✇❛② ✭✐♥ ❢❛❝t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✮ t♦ t❤❡
r♦♦t ♥♦❞❡✳ ❇② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ❧❛②❡r k ❡①✐sts ❢♦r n > 2sk−1✱ ❞❡✜♥✐♥❣
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ✸ ✉♣✲t♦ n < 5sk−1✱ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸ ❛♣♣❡❛rs✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r 2sk−1 + 1 < n ≤ 5sk−1 ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② 2k − 1 s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② tr❡❡ ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❋♦r 5sk−1 < n ≤ s · sk−1✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② tr❡❡ ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s 2k✳ ❋♦r
n > s · sk−1✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ st❡♣s ♦❢ sk ♥♦❞❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r
✐s ❞❡♣❧♦②❡❞ ✭n > 2sk✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✾ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r 1 ≤ k ≤ 3✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❧♦t ❢♦r k = 4 ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✾✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r t❤❡ ❏❈2 − star ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦♥ t❤❡ t❤✐s
t♦♣♦❧♦❣②✳ ❇② s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✹✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n ✇❤❡r❡ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s ❧♦♦♣s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r
3sk−1 < n ≤ 4sk−1✱ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ❤❛s ❣❛t❡✇❛②s ❛t ❜♦t❤ ❡❞❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t♦
st❛r ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ s = 7✱ t❤❡s❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ sk−1 ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ ✭4sk−1 < n ≤ 5sk−1✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❡①❤✐❜✐ts ❛ tr✐❛♥❣❧❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ 3sk−1 < n ≤ 5sk−1 ✇✐t❤ ✐ts ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ❛t sk−1− 1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧❛②❡r k − 1 ❛♥❞ k − 2 ❤❛✈✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s ✷ ❛♥❞ ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳
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Maximum Distance to the Root for bin7 and k=4

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✵✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r t❤❡ ❏❈2 − star ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ k = 4 ❛♥❞
3 ≤ n ≤ 2500

2Lblocked(n, k) < Lblocked(n, k) < 3Lblocked(n, k) ✭✻✳✸✾✮

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ❞✐s❛❜❧❡s t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s t❤❛♥ st❛r ❦❡r♥❡❧s✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❧✐♥❦s ❡①✐st ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ st❛r ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ s = 7✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧✱ ❛♥
✐♥❢❡r✐♦r r❛t❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s t❤❛♥ st❛r ❦❡r♥❡❧s✳





❈❤❛♣t❡r ✼

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r

▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❛✐♠ ❛t
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❲❡ ❞r✐✈❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ✶✮ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❡❛❝❤ st✉❞✐❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣②❀ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦♥
t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ r❡♠❛✐♥s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦✳

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❡①❤✐❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✭t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ n ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ k✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡❛❝❤
r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧ r❡s♣♦♥❞ t♦ ♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❲❡ ❛✐♠ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇✐❞❡
✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ♦❢
❢❛✐❧✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ l ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡✈❡r✐t② ♦❢ ❛ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❲❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ r❡♠❛✐♥s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✼✳✷ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣② ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✭n✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ✭k✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ s✐③❡s ❢r♦♠ ✸ ✉♣✲t♦ ✹✵✵✵✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
♦❢ ✻✵✵ ❦♠ ❧♦♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ n✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡ ✉♣✲t♦ kmax(n) t✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

t❤❡ ♣❧♦ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✉♣✲t♦ k = 11 ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t k > kmax(n) ❞♦❡s ♥♦t
❡①✐st ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r k > kmax✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡
s❛♠❡✳ ❲❡ ✜① k = 11 t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s ♦❢ ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❞r❛✇✐♥❣ ♦✉r
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✼✳✷✳✶ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ●❛t❡✇❛②s

❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✭♦r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢

❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s
❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ k✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ m(n,k)

n
✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶

s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦r k = 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡
✜rst ❧❛②❡r ✐s ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✱ ❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞❡♥s✐t② t❤❛t ❞r♦♣s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t♦
✵ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❢❛❧❧✐♥❣ r❛t❡s✿ 2k+1

n
✱ 3k

n
✱ 5k

n
❛♥❞ 7k

n
✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥❧② ✸ r❛t❡s s✐♥❝❡

❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞❡✜♥❡s ✸ ❣❛t❡✇❛②s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❏❈2 t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤
s = 3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r k > 1✱ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② s❤♦✇s ❛ ❞r♦♣ r❛t❡ ♦❢ 2k+1

n
✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ●❛t❡✇❛② ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ k = 1

◆❡①t t♦ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡s❡ s❤❛♣❡s ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ s❤♦✇✐♥❣ ♣❡❛❦s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤
✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡①❤✐❜✐t ❛s
♠✉❝❤ ♣❡❛❦s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇❤❡r❡ m(n, k) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡
❛♥❛❧②③❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦r r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✉♣✲t♦ kmax(n)✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❝♦❧♦r

♣❛❧❡tt❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥
✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❆s t❤✐s t♦♣♦❧♦❣②
r❡q✉✐r❡s t♦ ❛❞❞ 2k ♥♦❞❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r n > 3 · 2kmax(n)−1 t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t♦ ✵ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s r❡♠❛✐♥s
❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r n < 3·2kmax(n)−1✱
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✏✇❛✈②✑ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s✐♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s
✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ✵✳✼✺ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛②❡r ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✐t t❛✐❧s✲♦✛ t♦ ✵✳✺ ✉♥t✐❧ n =

2k + 1 ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛②❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❧♦t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❜❛s✐❝s
❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❧♦t r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ k = kmax(n)✳ ❋♦r t❤✐s
t♦♣♦❧♦❣②✱ kmax(4000) = 11✳

❇❛s✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r k = 11

❆✈❡r❛❣❡ ❉❡♥s✐t② ✵✳✺✽✼✺✷✾

❙t❞✳❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✹✼✽✾✸

▼✐♥✐♠✉♠ ✭n > 10✮ ✵✳✺✵✵✷✹✹

▼❛①✐♠✉♠ ✵✳✼✺✵✵✵✵
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ●❛t❡✇❛②s ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳

❋✐❣✉r❡s ✼✳✸✱ ✼✳✹ ❛♥❞ ✼✳✺ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❢♦r 1 ≤ k ≤ 11✳
◆♦t❡ t❤❛t kmax(4000) ❢♦r s = 3, 5, 7 ❛r❡ ✼✱✺✱✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r k > kmax(4000)✱
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❧s♦ s♦♠❡ ❜❛s✐❝s
❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r k = kmax(4000) ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤
♣❧♦t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❜✈✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝♦✈❡r t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n ✇✐t❤ ❧❡ss ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡
t❤❡ ❜✐❣❣❡r s ✐s✱ ♠♦r❡ s❧♦✇❧② t❤❡ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✻✳✶✷ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ lin3 t♦♣♦❧♦❣②
s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s t❤❛♥ lin5 ❛♥❞ lin7 ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❧❛②❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✭❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✶✮ ♦✈❡r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤
s = 5 ♦r s = 7 ❛✈♦✐❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r lin5 ❛♥❞ lin7 ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ q✉✐t❡ ❧♦✇ ✭✵✳✶✻ ❛♥❞
✵✳✶✷✺✮ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k < kmax(n) ✭❧❛r❣❡ t❤❡ ❜❧✉❡ s❡❝t✐♦♥s✮✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s t♦ ❞❡♣❧♦② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛ ❧❛②❡r ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s✐①t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✳ ■t ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r lin3✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ 1/4 ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
s✐③❡✳ ❆❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t② ❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭≈ 0.6✮ ✇❤❡♥ k > 3 ❢♦r s = 5✱
❛♥❞ k > 2 ❢♦r s = 7 ✭t❤❡ r❡❞ s❡❝t✐♦♥s✮✳ ❋♦r s = 3✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r n ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡
✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❛t❡✇❛②s ✐s ❧❛r❣❡r✳



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❇❛s✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r k = 7

❆✈❡r❛❣❡ ❉❡♥s✐t② ✵✳✹✼✽✵✽✵

❙t❞✳❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✽✶✷✼✽

▼✐♥✐♠✉♠ ✭n > 10✮ ✵✳✷✺✵✵✵✵

▼❛①✐♠✉♠ ✵✳✺✾✾✽✸✺
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ●❛t❡✇❛②s ❞❡♥s✐t② ❢♦r lin3 ❦❡r♥❡❧

❇❛s✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r k = 5

❆✈❡r❛❣❡ ❉❡♥s✐t② ✵✳✸✷✼✼✸✹

❙t❞✳❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✾✺✾✵✹

▼✐♥✐♠✉♠ ✭n > 10✮ ✵✳✶✻✻✻✻✼

▼❛①✐♠✉♠ ✵✳✺✺✺✵✻✷
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ●❛t❡✇❛②s ❞❡♥s✐t② ❢♦r lin5 ❦❡r♥❡❧

❙t❛r ❦❡r♥❡❧s ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛♠♦♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❛s
s❤♦✇❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡s ✼✳✻ ❛♥❞ ✼✳✼✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s
r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❛r❡ s❤♦rt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t②
✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✭r❡❞ ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ ❛r❡❛s ♦♥ t❤❡ ♣❧♦t✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦ts
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✏❜❧✉❡✑ ❛r❡❛s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❛❦s✱ ❢❛❝t t❤❛t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
❝✉r✈❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳

❊①❛♠✐♥✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❜♦t❤ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t②
❢♦r s = 5 ❛♥❞ s = 7 ❛r❡ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❛❧♠♦st 3/4 ♦❢
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ st❛r ❦❡r♥❡❧s r❡q✉✐r❡s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜♦✉t ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❛t❡✇❛②s ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k < kmax(n)✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤✐s ❦❡r♥❡❧



✼✳✷✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ✶✶✺

❇❛s✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r k = 4

❆✈❡r❛❣❡ ❉❡♥s✐t② ✵✳✸✵✶✾✺✺

❙t❞✳❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✶✶✶✵✶✵

▼✐♥✐♠✉♠ ✭n > 10✮ ✵✳✶✷✺✵✵✵

▼❛①✐♠✉♠ ✵✳✺✸✼✻✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ●❛t❡✇❛②s ❞❡♥s✐t② ❢♦r lin7 ❦❡r♥❡❧

❇❛s✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r k = 5

❆✈❡r❛❣❡ ❉❡♥s✐t② ✵✳✺✾✽✽✾✻

❙t❞✳❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✺✺✸✻✽

▼✐♥✐♠✉♠ ✭n > 10✮ ✵✳✹✺✹✺✹✺

▼❛①✐♠✉♠ ✵✳✼✶✸✹✼✵
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ●❛t❡✇❛②s ❞❡♥s✐t② ❢♦r star5 ❦❡r♥❡❧

♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r
k = kmax(n)✳ ❋♦r ✹✵✵✵ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡r ✐s k = 4✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❧♠♦st
❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛s ❣❛t❡✇❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ ❢♦r k = 3✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
❣❛t❡✇❛②s ❞r♦♣s t♦ ✵✳✷✸✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ♦♥❧②
❜② ♥♦t ❞❡♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡✈✐❞❡♥t ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ st❛r
❦❡r♥❡❧s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡❛st ♥♦t t♦ ❞❡♣❧♦② t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❧❛②❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛
s✐♠✐❧❛r r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♥♦t ❞❡♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✭❛♥❛❧②③❡❞
❧❛t❡r ♦♥✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❣❛t❡✇❛②s t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡
♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✇❤❡♥
❞❡♣❧♦②✐♥❣ k = kmax(n)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k < kmax(n) ❧❛②❡rs✱ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t
❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣② r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs t♦ ❝♦✈❡r t❤❡



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❇❛s✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r k = 4

❆✈❡r❛❣❡ ❉❡♥s✐t② ✵✳✻✺✹✶✵✺

❙t❞✳❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✼✼✵✾✽

▼✐♥✐♠✉♠ ✭n > 10✮ ✵✳✹✻✻✻✻✼

▼❛①✐♠✉♠ ✵✳✼✼✼✺✷✻
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ●❛t❡✇❛②s ❞❡♥s✐t② ❢♦r star7 ❦❡r♥❡❧

❇❛s✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r k = 4

❆✈❡r❛❣❡ ❉❡♥s✐t② ✵✳✹✼✻✶✶

❙t❞✳❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✵✳✵✽✽✷✼

▼✐♥✐♠✉♠ ✭n > 10✮ ✵✳✸✵✵✵✵

▼❛①✐♠✉♠ ✵✳✻✻✻✵✷
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ●❛t❡✇❛②s ❞❡♥s✐t② ❢♦r bin7 ❦❡r♥❡❧

s❛♠❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✱ ❢❛❝t t❤❛t ♠✐❣❤t ②✐❡❧❞ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ t♦♣♦❧♦❣✐❡s
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs n, k✳

✼✳✷✳✷ ❚♦t❛❧ ▲❡♥❣t❤ ♦❢ ▲✐♥❦s

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❧♦ts ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✱ ❜✉t ♥♦✇ t❤❡
❝♦❧♦r ♣❛❧❡tt❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ■t st❛rts ❢r♦♠ ✇❤✐t❡ ✭✵✮✱ ♣❛ss✐♥❣ ❜② ❜❧✉❡
✭✶✵❦✮✱ ②❡❧❧♦✇ ✭✸✵❦✮ ❛♥❞ ✜♥✐s❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r❡❡♥✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✹✺ ✵✵✵✱ ♦r ✹✺❦✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✉♥✐t ❢♦r t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ ♠❡t❡rs✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✭c✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✶✺✵ ♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❍❡♥❝❡✱ ✶✵❦
♠❡❛♥s ✶✺✵✵ ❦♠✳

❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ♦♥❡ t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧❛r❣❡r t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s t♦ ❜❡
❞❡♣❧♦②❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥❤❡r❡♥t r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❤♦rt ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s r❡q✉✐r❡❞
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t♦ ❞❡♣❧♦② ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✭2k ♥♦❞❡s✮ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ r✉❧❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠♦r❡ t✐♠❡s t❤❛♥ ♦t❤❡r
t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ s❤♦✇s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s t♦ ❞❡♣❧♦② ❢♦r 1 ≤ k ≤ 11✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k ❛♥❞ k+1 ❧❛②❡rs
✐s ♥♦t ❧❛r❣❡✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛❞❞s (n− 1) t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✇❤❡♥ ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞
✭✐♥ t♦t❛❧ k(n − 1) ❢♦r k ❞❡♣❧♦②❡❞ ❧❛②❡rs✮✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s r❡q✉✐r❡s k

t✐♠❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❞❡♣❧♦② k ❧❛②❡rs✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❏❈2 ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧♦✇❡r t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s t❤❛♥

❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✭❧❛r❣❡r ❜❧✉❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✱ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s t♦ ❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦② ❛ ❧❛②❡r ✐s ❛s ♠✉❝❤ (n−1)

s
(s − 1) + δ ✇✐t❤

δ ∈ [0, sk−1 − 1)✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s (n− 1)✱ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ n ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r 3 ≤ n ≤ 4000✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❡
lin3 t♦♣♦❧♦❣② r❡❛❝❤❡s ❛ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ♦❢ ✶✾❦ ❢♦r n = 4000✱ ✶✹❦ ❢♦r lin5 ❛♥❞ ✶✸❦ ❢♦r
lin7✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r k = 7, 4 ❛♥❞ ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✐r❞❧②✱ t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣✐❡s r❡q✉✐r❡ r♦✉❣❤❧② (s2−1)
4s

(n−1) t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✳
❚❤✉s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s t♦ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s2−1

4(s−1)
✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❝r❡t❡ r❛t✐♦s ♦❢ 3

2
❛♥❞ 2 ❢♦r s = 5 ❛♥❞ s = 7 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜♦t❤

✈❡r✐✜❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ st❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✱
t❤✐s r❛t✐♦ ✐s ♥♦t t❤❛t ❞✐r❡❝t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs t❤❡②
✉s❡ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s r❡q✉✐r❡❞
❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦r 1 ≤ k ≤ 11✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k ❛♥❞
k+1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡ ❢♦r k s♠❛❧❧✱ ❜✉t ✇❤❡♥ k ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ kmax(n)✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s
s♠❛❧❧❡r✳

❋♦✉rt❤❧②✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ❛❞❞s ❛❜♦✉t 8
(

n−1
7

)

t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r st❛r ❦❡r♥❡❧s

✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t ❛❣❛✐♥st t❤❡ lin7 ❛♥❞ star7 ❦❡r♥❡❧s✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ r❛t✐♦s ♦❢ s+1

s−1
❛♥❞ 4(s+1)

s2−1
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ 4

3
✇✐t❤ lin7 ❛♥❞ 2

3
✇✐t❤

star7✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢r♦♠ 1 ≤ k ≤ 11✳

▲❛st❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦r k = kmax(n)
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧

✐♥ ♦r❞❡r s❡❡ ❤♦✇ t❤❡✐r t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✳ ❖❜s❡r✈❡
t❤❡ lin3 ❛♥❞ bin7 t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✈❡rs✉s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡s lin5 ❛♥❞ lin7 ❛r❡ t❤❡
♦♥❡s t❤❛t ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❧❡
st❛r ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♥❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ❧✐♥❦s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ k = kmax(n)



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

✼✳✷✳✸ ▼❛①✐♠✉♠ ❉✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❘♦♦t

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❡tt❡r ✏❝♦♥♥❡❝t❡❞✑ ❡①❤✐❜✐t ❧♦✇❡r
❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ✭❧♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡✮ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs✱ ❜❡✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤
t❤❡ ✇♦rst ❞✐st❛♥❝❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✐s ✏❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✑ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ◆♦t❡
❛❧s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r n ✇❤❡r❡ s♦♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❛♥❞ st❛r ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ lin3 ✇✐t❤ bin7✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❧♦✇❡r
❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ r♦♦t ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② star7✱ star5 ❛♥❞ C2 ✭✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡✮ ✇❤❡♥
❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣②✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✈✴s t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡

❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t
✭✐♥ ❧♦❣✲s❝❛❧❡✮ ❢♦r 1 ≤ k ≤ 11✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ❧❛②❡r kmax(n) ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧②✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ✉♥♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✇❤❡♥ t❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥ ❛
r❡❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k ❛♥❞ k + 1 ❧❛②❡rs
✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❛❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ k ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡r kmax(n)✱
t❤❡ ❣❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤✉s✱ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♦♥❧② ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ❣♦♦❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡
r♦♦t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❖❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢❛r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❜❡✐♥❣ lin7 t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡
❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② lin7 ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
❞✐st❛♥❝❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② lin5 ❛♥❞ lin3 t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ✐s t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❢♦r
❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt t♦ tr❛✈❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷

❣❛t❡✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❛r❣❡r s❡❣♠❡♥ts s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ❣❛✐♥ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k + 1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ k

❧❛②❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦t ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♥ r❡❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥ts✳

❚❤✐r❞❧②✱ st❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✇✐♥♥❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❖❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡② ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡r② q✉✐❝❦ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✳ ❖❜s❡r✈❡ ❛❧s♦ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s
❢❛❝t ♠❛❦❡s t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✮ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ r❛♣✐❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❧❛②❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛s
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t
✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ t❤❛t r❡♠❛✐♥s
❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ kmax(n) ❧❛②❡rs ✐s ♥♦t ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t s♠❛❧❧ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✳

✼✳✷✳✹ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❇❧♦❝❦❡❞ ▲✐♥❦s

❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡
t♦❧❡r❛♥❝❡✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ ❛
♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛s ♠✉❝❤ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s u, R ✭u ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
R t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✮ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❛❧✐❞ ♥❡①t ❤♦♣ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡
✉s❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r st❛r ❦❡r♥❡❧s

✼✳✷✳✹✳✶ ❋❛✐❧✉r❡ ❚♦❧❡r❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❆ ❢❛✐❧✉r❡✱ ♦r s❡r✈✐❝❡ ❢❛✐❧✉r❡✱ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ✢❛✇ ✭❞❡s✐❣♥ ✢❛✇✱ ❤❛r❞✇❛r❡ ✢❛✇✱ ❤✉♠❛♥
✢❛✇✱ ❡t❝✮✳ ❚❤✉s✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❬❙t❡r❜❡♥③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✿ ✏❛ ❢❛✉❧t ♠❛② ❜❡ tr✐❣❣❡r❡❞ t♦



✼✳✷✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ✶✷✸
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢♦r ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧

❝❛✉s❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✐❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛
✇❛② t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ s②st❡♠ ♥♦t t♦ ♠❡❡t ✐ts s❡r✈✐❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✑✳ ■♥ ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦✱ ❢❛✐❧✉r❡s
❝❛♥ ♦❝❝✉r ❡✐t❤❡r ✐♥ ♥♦❞❡s ♦r ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦❞❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢❛✐❧✉r❡✱
♠✐s❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ♦✉t❛❣❡✱ ❡t❝✳❀ ♦r ❧✐♥❦s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ❞✉❡ t♦ ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ t❤❡❢t✱
❡t❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢❛✐❧✉r❡s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡
♥❡t✇♦r❦✱ ♦r ✐♥ ❜♦t❤ ♥❡t✇♦r❦s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❧✐♥❡❛r

❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡s✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✐♥ s✉❝❤
❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡✐r ❢❛✐❧✉r❡ ✐s♦❧❛t❡ ❛❧❧ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡♠✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥s❡q✉❡♥t✱
❝❛✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s
❢❛✐❧ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❛t❡✇❛② ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ♥♦ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❝❝✉rs✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ❛r❡ st✐❧❧
❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t✇♦ ♥♦❞❡ ❢❛✐❧✉r❡s ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡r✈✐❝❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛② ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❤❡r❡
t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶ ❛r❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾✿ ✷ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❞♦✇♥ ❛♥❞ ♥♦ ❢❛✐❧✉r❡✳

❆ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦r ❧✐♥❦ ❢❛✐❧s
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❝❛✉s❡s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛s t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
✐s ❛❧s♦ ✭❧✐♥❡❛r❧②✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✇❤❡♥ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐ts ❣❛t❡✇❛② ❧♦s❡s t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✭♦♣❡r❛t✐✈❡✮ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❛♥❞ r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♥❡t✇♦r❦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❣❛t❡✇❛②s ❢❛✐❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛
❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✇❤❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧s t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♠✐❣❤t
❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ♦r t❤❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵ ❞❡♣✐❝ts ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❢❛✐❧ ♦r ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s
❢❛✐❧✳

✭❛✮ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡ ❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t

✭❜✮ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ L = 9

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵✿ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧s t♦❣❡t❤❡r

❆s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❢❛✐❧ t❤❛♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ❛
❧❛r❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✮✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❢r♦♠ ❤❡r❡ t❤❛t ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡s ♦♥❧② ❧❡❛❞s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t♦ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡❧❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵❜
❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳

✼✳✷✳✹✳✷ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❇❧♦❝❦❡❞ ▲✐♥❦s

❆♥❛❧②③✐♥❣ ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝♦♥t❡①t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦✲
❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡❞✉♥❞❛♥t ♦♥❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ■ts t♦❧❡r❛♥❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡✲
❞✉♥❞❛♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦♦♣s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✱ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡①t ❤♦♣ t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❏❈2 t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❧❡ss r❡❞✉♥❞❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t
♣r❡s❡♥t ♠❛♥② ❧♦♦♣s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧s ♣r♦✈✐❞❡
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❢♦r 3sk−1 < n ≤ sk✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ s❡❣♠❡♥ts ❞❡✜♥❡ ❣❛t❡✇❛②s ❛t t❤❡ ❡♥❞s
♥♦❞❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❧♦♦♣ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
❛ ♥❡✇ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼✮✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜✐♥❛r②



✼✳✷✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ✶✷✺

❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s♠❛❧❧❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r n ✇❤❡r❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
✭3sk−1 < n ≤ 4sk−1✮✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❡①❝❡♣t
♦♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡❞✉♥❞❛♥t ♦♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ♣r❡s❡♥t t❤❡
❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳

✼✳✷✳✺ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❆❝❝❡ss ◆♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❈♦♥t✐❣✉♦✉s ●❛t❡✇❛②s

❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❜② st✉❞②✐♥❣ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ q✉❛s✐ r❡❣✉❧❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k < kmax(n)✱
❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈✐t② r✉❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♥❡✇
❧❛②❡rs ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞✱ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞✳
❋♦r t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ✭✐♥ ❧♦❣✲s❝❛❧❡✮✳ ❲❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ kmax(n) ❧❛②❡rs✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛t t❤❡
❧❛st ❧❛②❡r ❤❛✈❡ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s✿ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❲❤❡♥ k < kmax(n)✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ 1

2k ✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ♥♦t ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ n✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ✐s r♦✉❣❤❧② n
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷

▲✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
❣❛t❡✇❛②s✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡② ❡①❤✐❜✐t ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✼✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

✇✐t❤✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭λ > s✮✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ s✱ s✐♥❝❡
♥❡✇ ❧✐♥❦s ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧❧② t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❋♦r k < kmax(n)✱ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s

❚❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s
✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ kmax(n) ❧❛②❡rs✿ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❋♦r k < kmax(n)✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞
❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ 1

sk ✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✳
❚❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ s❤♦✇s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞

✸✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❧❡ss ❧❛②❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s s❡❣♠❡♥ts ❣r♦✇s ❛t
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ 1

7k ✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛♥ lin7 ❛♥❞ star7✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❡❛❦ ❢♦r k > 3 ✐s ✸✱ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r
7sk−1 < n ≤ 11sk−1✳

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✱
✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✶✮ k = kmax(n) ❛♥❞ ✷✮ k < kmax(n)✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✭✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②❡rs✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❛♥❞ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ ❣❛t❡✇❛②s ✶ ♦r ✷
♥♦❞❡s ❛♣❛rt✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ❤❛✈❡ ❣❛t❡✇❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✸ ♥♦❞❡s ❛♣❛rt✱ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❣❛t❡✇❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ s ♥♦❞❡s ❛♣❛rt✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❢♦r ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧

❝❛s❡ ✭✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❧❡ss ❧❛②❡rs✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② ❤❛s t❤❡✐r ❣❛t❡✇❛②s
❛❜♦✉t n

2k ♥♦❞❡s ❛♣❛rt❀ ❛♥❞ ❏❈2 t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❣❛t❡✇❛②s r♦✉❣❤❧② n
sk ♥♦❞❡s ❛♣❛rt✳

✼✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

❋♦r ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧♦✇ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✇✐t❤♦✉t ♣❛②✐♥❣
✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❊❛❝❤ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❧❛②❡r ❞✐✈✐❞❡s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✭D✮ ❜② ✷✳ ❙♦✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❣❡t ❛ ❧♦✇ D
✐s ❜② ❞❡♣❧♦②✐♥❣ kmax(n) ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
❡❛❝❤ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❧❛②❡r✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✇ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❦s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✉♣♣❡r ❧❛②❡rs✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s
❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❛ ❧❛r❣❡r s✐③❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ✭s✮ ❣✐✈❡s ❧❡ss ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t♦t❛❧



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✱ ❜✉t ✐♥ r❡t✉r♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❲✐t❤ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r
❞❡♣❧♦②❡❞✱ D ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② s✱ t❤✉s✱ ❛ ❧❛r❣❡ s ❣✐✈❡s ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ D ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✐s ❧♦✇ ❢♦r
t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✶✮ ❛ ♣♦♦r r❡❞✉♥❞❛♥❝② s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✮❀ ❛♥❞ ✷✮ ❛ ❧❛r❣❡ D ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳

❋♦r st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ❜✉t
✐♥ r❡t✉r♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t♦ ❣❡t ❛
❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✭❛♥❞ ❧✐♥❦s✮✱ ✇❡ ♣❛② ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ✐♥ D✳ ❆ ❜❡tt❡r
r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ n ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❧❛②❡r✳ ❋♦r t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ n✱k s✉❝❤ t❤❛t 3sk−1 < n ≤ sk✱ ❧♦♦♣s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛ ♥❡✇ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤✉s✱ st❛r ❦❡r♥❡❧s ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✐❧✐❡♥❝❡ t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r
❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡❛r
❛♥❞ st❛r ❦❡r♥❡❧s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ n ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✱ ❜✉t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s s❤♦rt❡r
✭3sk−1 < n ≤ 5sk−1✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ✐s ❧❡ss r❡❞✉♥❞❛♥t t❤❛♥ t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st

✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤♦✉t ♣❛②✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt② ✭♦r ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s✮✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧❛②❡rs✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥
r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦sts ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✮✱ ✇❡ ♣❛② ✐♥ ❛
❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✱ ✇❤✐❝❤
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✼✳✸ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ♦♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✿ ✶✮ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ✷✮ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞
✸✮ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ❜♦t❤ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ st✉❞② ♦♥❧② t❤❡ ❡rr♦rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✮ ✐s ♣❛ss✐♥❣ ❜② ❛
s❡❣♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❢❛✐❧❡❞ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ T s❡❝♦♥❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥
♦♥✲❣♦✐♥❣ ❞❛t❛ str❡❛♠ ✐s ❜r♦❦❡♥ ✐❢ ✐t s✉✛❡rs ❛ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦❢ ✹ s❡❝♦♥❞s ✭♦r ♠♦r❡✮✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ l∗ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✐♥ ❛
❢❛✐❧✉r❡ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ T ✇✐❤t✐♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞
♦❢ t✐♠❡ τ ✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡



✼✳✸✳ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✷✾

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✼✳✸✳✶ ❙♣❡❡❞ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❉✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❚✐♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ l∗ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❢❛✐❧❡❞ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✺✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ∆✱ cr✱ ❛♥❞ c✳

❊❛❝❤ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❲✐r❡❧❡ss ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ cr

♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t c ♠❡t❡rs ❛♣❛rt✳ ❚❤❡✐r r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡s t❤✉s ♦✈❡r❧❛♣
❜② ∆ = cr − c ♠❡t❡rs✱ ❛s ✐t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✺✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② l∗ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

cr(l) = l∗(2c− cr) + (l∗ − 1)∆ ✭✼✳✶✮

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ l∗ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛t v

♠✴s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

tdisc(l
∗, v) =

cr(l
∗)

v
=

l∗(2c− cr) + (l∗ − 1)(cr − c)

v
=

c · l∗ + (c− cr)

v
✭✼✳✷✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s l∗ ❛♥❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ v✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡ ❛s
tdisc > T ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r tdisc ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r l∗ ❛♥❞
❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r v ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❡ss t❤❛♥ T s❡❝♦♥❞s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡tt✐♥❣ T = 25 s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ s✉♣♣♦rt ♦♥❡ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡ ❢♦r ❛♥② s♣❡❡❞
♦✈❡r ✶✵ ❦♠✴❤❀ t✇♦ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ❢♦r s♣❡❡❞s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✸✵ ❦♠✴❤❀ t❤r❡❡ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ❢♦r
v > 60 ❦♠✴❤✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ❆✳✸ ✭✐♥ t❤❡ ❛♥♥❡①❡ ❆✮ s❤♦✇s ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✻✿ ❉✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❧♦❣✲s❝❛❧❡✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✳

t✐♠❡s ❢♦r 1 ≤ l ≤ 10 ❛♥❞ 10 ≤ v ≤ 300 ❦♠✴❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❡❛❝❤ c = 150 ♠❡t❡rs✱
❛ r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ cr = 230 ♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✽✵ ♠❡t❡rs✳

◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦✈❡s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❝❛♥ s✉♣♣♦rt✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦✈❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
s♣❡❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❛❜❧❡ ❆✳✸✱ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡rs ✇✐❧❧ ♥♦t ♣❡r✲
❝❡✐✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ T s❡❝♦♥❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❊①♣r❡ss✐♦♥
✼✳✷✱ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✵ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛♥❣❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t cr

2
♠❡t❡rs ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛❝t✉❛❧❧②✱

t❤❡② ❧❛② ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦r❞❡rs✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ tr❛✐♥✮✳

✼✳✸✳✷ ❚②♣❡s ♦❢ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡s ❛t t❤❡ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❡rr♦r t❤❛t ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ n ♥♦❞❡s ✇✐t❤ m ❣❛t❡✇❛②s ♣❧❛❝❡❞ ❡✈❡r② D ✭❝♦✉♥t✐♥❣
♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✮ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢② ❛ ♥♦❞❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❊rr♦r st❛t❡ ✶✿ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧②✱ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♠❛❦❡ ✐t ♥♦t ♦♣❡r❛t❡ ❛s ✐t s❤♦✉❧❞✳

✷✳ ❊rr♦r st❛t❡ ✷✿ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ✐s♦❧❛t❡❞ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ✐t✳



✼✳✸✳ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✸✶

❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦r r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦r ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ✭❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡✮
❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t✇♦ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r st❛t❡ ✶ ♥♦t ❛❧✇❛②s
❝❛✉s❡s ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r st❛t❡ ✷✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ✇❡ ♥❛♠❡ ✏❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡✑ ❛♥② ♥♦❞❡ t❤❛t ✐s
❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛♥ ❡rr♦r t②♣❡ ✶✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❛♠❡ ✏✐s♦❧❛t❡❞ ♥♦❞❡✑ ❛♥② ♥♦❞❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛♥ ❡rr♦r
t②♣❡ ✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ x ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ i ✐s♦❧❛t❡❞ ♥♦❞❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ l∗ = x+ i

❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✳
❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡ ✭❡rr♦r

st❛t❡ ✶✮ ✐s ✶✱ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡ ✐s ♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ❡♥❞s ♥♦❞❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❛t❡✇❛②s✳ ❋♦r t✇♦ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ✹
s✉❜✲❝❛s❡s✿

✶✳ ❚✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛②s✿ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ✐s D+ 1

❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

✷✳ ❚✇♦ ♥♦♥✲❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛②s✿ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛② ✐♥
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❙♦✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ❢❛✐❧✉r❡
r❡❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡✐r ♣❛t❤ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛②s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✷ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✳

✸✳ ❖♥❡ ❣❛t❡✇❛② ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡ ❛r❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡✿ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡
❣❛t❡✇❛② ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥ts ♦❢
❧❡♥❣t❤ ✶✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ✐s ❛t ♠♦st D✳

✹✳ ❚✇♦ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡✿ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ❜✉t ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛② ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞
s❡❣♠❡♥t ✐s ❛t ♠♦st D − 1✳

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝❛s❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛② ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❛t
❤❛♣♣❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱
t❤❡ ♠♦st ❢❛✐❧✉r❡✲♣r♦♥❡ ❡rr♦r ❝❛s❡s ❛r❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s
❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡rr♦r
✭❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✮ ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ T ✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✉❝❤ ❛
❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss ❤♦✇ ❧✐❦❡❧② ✐t ✐s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡ ❢r♦♠ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

✼✳✸✳✸ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ l∗ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ✭❞❡❢❡❝t✐✈❡
♦r ✐s♦❧❛t❡❞✮✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢
❤❛✈✐♥❣ l∗ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② x ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ t②♣❡ ✶ ❡rr♦r st❛t❡ ✭❞❡❢❡❝t✐✈❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
♦r ♠❛② ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ✭t♦❣❡t❤❡r ❡rr♦r st❛t❡s ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ▲❡t



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❜❡ p t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛♥ ❡rr♦r st❛t❡ ♦❢ t②♣❡ ✶ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♣❡r✐♦❞ ♦❢ τ ✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥✲t✐♠❡✲t♦✲❢❛✐❧✉r❡ ✭▼❚❚❋✮ ✇❤❡♥
♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ✇♦r❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛ ▼❚❚❋ ♦❢ ♦♥❡ ②❡❛r ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ❞❛②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛
❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡ ✐s p = 1

365
≈ 0.0027✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡

❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❆❝❝❡ss P♦✐♥t ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤✐s st✉❞② ✈❛❧✉❡s
♦❢ p ♦❢ ✵✳✵✶✱ ✵✳✵✵✶ ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✶✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ▼❚❚❋
❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r ❛ r❛✐❧✇❛② s❝❡♥❛r✐♦✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ l∗ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ❢♦r
s♠❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡s ✭n ≤ 40✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r p s♠❛❧❧
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ n ✭✐✳❡✳ np << 1✮ ✈❛❧✐❞ ❢♦r n s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳
❚❤✐r❞✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ n ❛♥❞ npx << 1✳
❚❤✉s✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ ❛ ♥❡✇ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ τ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ p✮✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② r❡❣✉❧❛r t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✱ ❧❡t ✉s s❛② D = n−1

m−1
✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❣❛t❡✇❛② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x(l∗) ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ✭t②♣❡ ✶ ❡rr♦r✮ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l∗✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ i(l∗) = x(l∗) − 2 ✐s♦❧❛t❡❞ ❣❛t❡✇❛②s✳ ▲❡t F ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✭t②♣❡ ✶
❡rr♦r✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ τ ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✈❡♥t {L = l} ❛s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l∗✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ P[L = l]✳ ❇②
t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t♦t❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

P[L = l] =
n

∑

x=0

P[L = l|F = x]P[F = x]. ✭✼✳✸✮

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

P[F = x] =

(

n

x

)

px(1− p)n−x.

❚❤✉s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ x ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ✶ ❡rr♦r st❛t❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡
❡✈❡♥t {F = x} ✐s r✉❧❡❞ ❜② P[F = x]✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t s✉❝❤ ❡✈❡♥t ❧❡❛❞s t♦
❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ l∗ ♥♦❞❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P[L = l|F = x] ❢♦r l = l∗ ❛♥❞ 0 ≤ x ≤ n✳
❲❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤✐s ❧❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ st❛rt ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s ❜② st✉❞②✐♥❣ P[L = l|F = x] ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s ❢♦r s♠❛❧❧
t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡s ✭n = 40✮✳

✼✳✸✳✸✳✶ ❊①❛❝t ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❙♠❛❧❧ ◆❡t✇♦r❦s✳

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ x ♥♦❞❡s ♦♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ n = 40 ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❣❛t❡✇❛②s ❛t r❡❣✉❧❛r
✐♥t❡r✈❛❧s ✭❢r♦♠ ✷ t♦ ✶✵ ♥♦❞❡s✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧❡♥❣t❤



✼✳✸✳ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✸✸

♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❢❛✐❧❡❞ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ s✐③❡ l✳ ▼♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ❛t
❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ x ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❣✐✈✐♥❣

(

n

x

)

❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ s✐③❡ L = l✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ x ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ l✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❣✐✈❡♥ ❛
❝❡rt❛✐♥ l✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ P[L = l|F = x] ❢♦r 1 ≤ x ≤ n✱ ❛♥❞
✇❡ ✐t❡r❛t❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❢♦r 1 ≤ l ≤ 20 ✭❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✮✳ ❆s ✇❡ st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱
✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤r❡❡ ♥♦❞❡✬s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t②♣❡ ✶ ❡rr♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ p = 0.01✱ 0.001 ❛♥❞ 0.0001✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✼ s❤♦✇s ❢♦r p = 0.01 t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ l ❢♦r t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ ❣❛t❡✇❛②s
♣❧❛❝❡❞ ❛t r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ 2 ≤ D ≤ 10 ♥♦❞❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❧❡tt✐♥❣ l = 2✱ ✇❡ ❛r❡ st❛t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ♦❜s❡r✈❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✲
♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝r♦ss❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ♥♦t✐❝❡
t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✼❛ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P[L ≥ l]

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ l✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t
✐s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r 2 ≤ D ≤ 10✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P[L ≥ l] ❛t t❤❡
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✼❜✱ ❜✉t ❤♦✇ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ D ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ l✳
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✭❛✮ P[L ≥ l] ❢♦r l = 1..20
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Access Nodes between Gateways 

✭❜✮ P[L = l] ❢♦r D = 2..10

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✼✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❧❡❛st ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ l ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❢♦r n = 40 ❛♥❞
p = 0.01

❚❤❡ ▲❛❞❞❡r ❊✛❡❝t✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ L ≥ 1✱ ♦r ✐♥ s✐♠♣❧❡r

✇♦r❞s✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡✱ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢
D✳ ❚❤✉s✱ P[L ≥ 1] ≈ 0.32✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ P[L = 1] + P[L =

2]+ . . .+P[L = n]✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ l✱ t❤❡ P[L ≥ l] s✉✛❡rs ❛ ❞r♦♣ ✐♥ st❡♣s ♦❢ D+2 ♥♦❞❡s✳
❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜② t✇♦ ❢❛❝ts✿ ✶✮ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡①❛❝t❧② P[L = l] ✐s



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✜rst t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✼✳✸❀ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ l ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥
✼✳✸✱ ♥♦t❡ t❤❛t P[F = x] =

(

n

x

)

px(1 − p)n−x ≈ O(px)✱ ❛♥❞ ❢♦r p s♠❛❧❧✱ P[F = x] t❡♥❞s t♦
✵ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ x✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ P[F = x] >> P[F = x + 1]✱ ❢♦r x ≥ 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❡❛❝❤ t❡r♠ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❡❛❝❤ t✐♠❡ s♠❛❧❧❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ L = 1✱
✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡ ✭x ≥ 1✮❀ t♦ ♦❜t❛✐♥ L = 2 ♦r L = 3✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡st
✷ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ✭x ≥ 2✮❀ ❢♦r L = D + 2✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡❛st ✸ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s❀ ❛♥❞ ❡❛❝❤
t✐♠❡ t❤❛t L ✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ D + 2✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s
❢♦r x < x(l∗)✱ P[L = l|F = x] = 0✱ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✼✳✸ ❜❡❣✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ l∗ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s t❤✐s ♥✉♠❜❡r
✐♥❝r❡❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ l∗✱ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ✐♥ st❡♣s ♦❢ D + 2✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s
❡✛❡❝t t❤❡ ✏❧❛❞❞❡r ❡✛❡❝t✑✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✽✱ s❤♦✇s t❤✐s ❡✛❡❝t ❢♦r p = 0.001 ❛♥❞ = 0.0001✱ ✇❤✐❝❤
❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✼✳✸ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✱
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ❞r♦♣ ✐♥ st❡♣s ♦❢ D + 2✳
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✭❛✮ p = 0.001
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✭❜✮ p = 0.0001

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✽✿ P[L ≥ l] ❢♦r n = 40✱ p = 0.001 ❛♥❞ p = 0.0001

✼✳✸✳✸✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ ♥♦❞❡s

❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t②♣❡ ✶ ✐s s♠❛❧❧ ✭p → 0✮✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✼✳✸ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s
❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l✱ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸✳✶ ✭❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢
❢❛❝t✱ P[L = k|F = x] = O(1) ❛♥❞ P[F = x] = O(px)✮✳ ❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s✿

• x(l) ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢

s✐③❡ l✱ ✐✳❡✳✱ x(l) = 2 + ⌊ l−2
D
⌋✳

• ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ i(l) = x(l)− 2 t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ♥♦❞❡s ❜② ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧

♦❢ s✐③❡ l✳



✼✳✸✳ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✸✺

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳ ✭❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P[L = l]✮ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

P[L = l] =
p→0

P[L = l|F = x(l)]P[F = x(l)] + o(px(l)),

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

P[L = l] ≈ (m− 1− i(l))(D + 2− (l − i(l)D))px(l).

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P[L = l|F = x] = O(1) ❛♥❞ P[F = x] = O(px)✳
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✶ ❛♥❞

P[F = x] =

(

n

x

)

px(1− p)n−x ≈

(

n

x

)

px.

▲❡♠♠❛ ✼✳✸✳✶✳ ❋♦r 2 ≤ l ≤ D + 1✱

P[L = l|F = 2] =
(m− 1)(D + 2− l)

(

n

2

) .

Pr♦♦❢✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t✇♦ ❡rr♦rs ♦❢ t②♣❡ ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧
✐❢ t❤❡ t✇♦ ❢❛✐❧✉r❡s ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❣♠❡♥t✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛✐r
♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✳ ■♥ t❤✐s s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ D+2− l ❝❛s❡s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l✳ ❆s t❤❡r❡ ❛r❡ m − 1 ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t♦ ❤❛✈❡ ❛
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ > D + 1✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❢❛✐❧✉r❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r 2 ≤ l ≤ n✱

P[L = l|F = x(l)] =
(m− 1− i(l))(D + 2− (l − i(l)D))

(

n

x(l)

) .

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❢❛✐❧✉r❡ ✐s
❝❤♦s❡♥✱ t❤❡r❡ ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❚❤❡ i(l) ♥❡①t ❢❛✐❧✉r❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ ♥❡①t
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡ ❧❛st ❢❛✐❧✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ l−1 ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst
❢❛✐❧✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ D+2− (l− (x− 2)D) ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ m− 1− (x− 2)

♣♦ss✐❜❧❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✳

✼✳✸✳✹ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡s

❲❡ ❝❛❧❧ s②♥❞r♦♠❡✱ ♦r s❤♦rt❧② S✱ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✈❡♥t
Si ❛s ✏❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s②♥❞r♦♠❡ ✭♦❢ ❧❡♥❣t❤ ≥ l∗✮ st❛rt✐♥❣ ❛t ♥♦❞❡ i✑✳ ❲❡ ♥♦t❡ S t❤❡ ❡✈❡♥t
✏❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s②♥❞r♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✑✳ ❲❡ ❤❛✈❡ S = ∪i∈NSi✳



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

P(Sj|Si)=P(Sj)/(1−p)

Syndrome

i j1 j2 j3 j4
j2+sj1+s

P(Sj|Si)=0 P(Sj|Si)=P(Sj)P(Sj|Si)=P(Sj)/(1−p)P(Sj|Si)=P(Sj)

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✾✿ ❙②♥❞r♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿ P[Sj|Si] ≤ P[Sj]/(1− p)✳

■t ❣✐✈❡s
P[S] =

∑

i∈N

P[Si]−
∑

i,j∈N

P[Si ∩ Sj] + . . .

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ P[Si ∩ Sj] = P[Si|Sj]P[Sj]✳ ◆♦t❡ ♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡
t✇♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s②♥❞r♦♠❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝❛s❡ ✐♠♣❧✐❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r
s②♥❞r♦♠❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ si + sj− δ✱ ❜❡✐♥❣ δ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❡② ♦✈❡r❧❛♣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✹✮
❛♥❞ si t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s②♥❞r♦♠❡ Si✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❛✈❡✿

P[Si|Sj] = 0 ✐❢ j ❛♥❞ i ✏♦✈❡r❧❛♣s✑
P[Si|Sj] ≤ P[Sj]/(1− p) ✐❢ j < i ♦r ✐❢ j ❛♥❞ i ✏❝❧♦s❡✑
P[Si|Sj] = P[Si] ♦t❤❡r✇✐s❡

✇❤❡r❡ ♦✈❡r❧❛♣s ♠❡❛♥s i− (i mod D)− 1 ≤ j ≤ (i + si − (i + si mod D) +D + 1✳ ❍❡♥❝❡✱

P[Si ∩ Sj] ≤
P[Si]P[Sj]

1− p
.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥❞r♦♠❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P[∩l∗S
i∗
l ] ≤

∏

l∗ P[Si∗
l ]

(1− p)l∗−1
.

❍❡♥❝❡✱ P[∩zS
iz ] ≤ N z maxi P [Si]z/(1− p)z✳ ❆s ∀i ∈ N P[Si]/(1− p) << 1 ✭❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣

❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✻✱ ✇❡ ❣❡t
P[S] ≈

∑

i∈N

P[Si].

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛ s②♥❞r♦♠❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l st❛rt✐♥❣ ❛t ♥♦❞❡
i✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② P[Si

l ]✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ µ = l − 2 mod D✳
❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥♦❞❡s✳

• ❋✐rst ❝❛s❡ ✭0 ≤ i mod n1 < n1 − µ✮✿ x(l∗) ❢❛✐❧✉r❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s②♥❞r♦♠❡ ✐s

P1[S] = px(l∗)(1− p)(i(l∗)+1)D−l+1.

❲❡ ❤❛✈❡ ν1 s✉❝❤ ❝❛s❡s ✇✐t❤

ν1 = (D − µ)⌊
n− 1− l∗

D
+ 1µ 6=n−1⌋.



✼✳✸✳ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✸✼

(i(l*)+2)−l*+1 Cases with x(l*)+1 failures

Cases with x(l*) failures

Up nodes(i(l*)+1)−l*+1

− =5 =2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✵✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❛ s②♥❞r♦♠❡

• ❙❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✿ x(l∗) + 1 ❢❛✐❧✉r❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s②♥❞r♦♠❡ ✐s

P2[S] = px(l∗)+1(1− p)(i(l∗)+2)D−l∗+1.

❲❡ ❤❛✈❡ ν2 s✉❝❤ ❝❛s❡s ✇✐t❤

ν2 = µ⌊
n− 1− l∗

D
⌋+ 1 + 1µ 6=n−1.

❲❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ν1 + ν2 = n− l + 1 ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥❞r♦♠❡s✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❡♥❣t❤ l∗✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ♥♦❞❡s ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♣❧✉s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣❛t❡✇❛②s ❤❛✈❡ t♦ ❢❛✐❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s②♥❞r♦♠❡✳ ■t ❤❛♣♣❡♥s
✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② px(l∗) ✭✜rst ❝❛s❡✮ ❛♥❞ px(l∗)+1 ✭s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥② st❛t❡✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✶ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣❛t❡✇❛②s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉♣ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ (i(l∗) + 1)D − l∗ + 1 ♦❢ t❤❡♠ ✭✜rst ❝❛s❡✮ ❛♥❞
(i(l∗) + 2)D − l∗ + 1 ♦❢ t❤❡♠ ✭s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✮✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥
ν1 ❛♥❞ ν2✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❣❛t❡✇❛② ✭t❤❡ D ❝✐r❝❧❡❞
♥♦❞❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✹✮✳ ■❢ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ D − µ

✜rst s✉❝❤ ♥♦❞❡s✱ ♦♥❧② x(l∗) ❢❛✐❧✉r❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✭✜rst ❝❛s❡✮✳ ❋♦r t❤❡ ♥❡①t µ✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ⌊n−1−l∗

D
⌋ s✉❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡❛❧

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✜rst ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❧❛st ♥♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥t❡r✈❛❧✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ p ✐s s♠❛❧❧✱

P1[S] = px(l∗)(1− p)(i(l∗)+1)D−l+1 ≈ px(l∗), ✭✼✳✹✮

P2[S] = px(l∗)+1(1− p)(i(l∗)+2)D−l+1 ≈ px(l∗)+1. ✭✼✳✺✮

❍❡♥❝❡ P1[S] >> P2[S]✳

✶❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s



✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

Up nodes

Contributing syndromes

Non contributing syndromes

l*=9

-    =3

-    =3

=5 =2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✶✿ ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ s②♥❞r♦♠❡s st❛rt✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P[S] ✇❤❡♥ p ✐s s♠❛❧❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t

P[S] ≈
∑

i∈N

P[Si] ❛♥❞ P[Si] =
∑

z≥l

P [Si
z],

❣✐✈✐♥❣
P[S] ≈

∑

i∈N

∑

z≥l

P [Si
z].

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✼✳✹✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✮ s❛② t❤❛t P [Si
z] ≈ px(z) ♦r P [Si

z] ≈ px(z)+1✳ ❆s x(z) ✐s ❛ ♥♦♥
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ z s✉❝❤ t❤❛t x(z) = x(l∗) ❛r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s✉♠✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❛r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ P[S] ✭❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❧② t❤❡
t❡r♠s ✐♥ px(l∗) ❝♦♥tr✐❜✉t❡✮✳

❲❡ t❤✉s ♦♥❧② ❡①♣r❡ss P[Si] ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✳ ■♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭s②♥❞r♦♠❡s
st❛rt✐♥❣ ✐♥ D ≤ i + j ✇✐t❤ 0 ≤ j < D✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ D − µ ♥♦❞❡s ♦❢ ❝❧❛ss ✶ ✭♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥❞❡①
0 ≤ i mod D < D − µ✮✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✹✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st ♥♦❞❡✱ ♦♥❧② ❛ s②♥❞r♦♠❡ ♦❢ s✐③❡ l∗

❝♦♥tr✐❜✉t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ❧❛st ♥♦❞❡✱ t✇♦ s②♥❞r♦♠❡s ♦❢ s✐③❡s l∗ ❛♥❞ l∗ + 1 ❝♦♥tr✐❜✉t❡✳
▼♦r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ D − µ− j s②♥❞r♦♠❡s ♦❢ s✐③❡ l∗ ≤ j ≤ l∗ +D − µ− 1 ❝♦♥tr✐❜✉t❡✳ ❲❡ ❣❡t

P[Si] =
p≈0

(D − µ− 1− (i mod D))px(l∗). ✭✼✳✻✮

■t ❣✐✈❡s

P[S] ≈ ⌊
n− 1− l

D
+ 1µ 6=n−1⌋

D−µ
∑

k=1

kpx(l∗),

②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✸✳✶✳ ❲❤❡♥ npl∗ << 1✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s②♥❞r♦♠❡

✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②



✼✳✸✳ ◆❡t✇♦r❦ ❋❛✐❧✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✸✾

P[S] ≈ ⌊
n− 1− l

D
+ 1µ 6=n−1⌋

1

2
(D − µ)(D − µ + 1)px(l∗), ✭✼✳✼✮

✇❤❡r❡ µ = l∗ − 2 mod D ❛♥❞ x(l∗) ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ s✐③❡ l∗✱ ✐✳❡✳✱ x(l∗) = 2 + ⌊ l∗−2
D
⌋✳

✼✳✸✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ n ❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ l∗ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❛✐♠ ❛t
❛ss❡ss✐♥❣ ❤♦✇ ❣♦♦❞ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ P[L ≥ l] ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r
t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❦❡t❝❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞
s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛t ❧❡❛st l∗ ♥♦❞❡s✳

✼✳✸✳✺✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆♥❛❧②s✐s

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✱ P[L ≥ l] ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❢♦r 1 ≤ l∗ ≤ 20 ❛♥❞ ❢♦r 2 ≤ D ≤ 10✮✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡❧✐✈❡r ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P[L ≥ l] ✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✷❛ s❤♦✇s t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r n = 40✱ p = 0.0001 ❛♥❞ D = 4 ❛s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r D✳

1e-25

1e-20

1e-15

1e-10

1e-05
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Disconnected segment length ( )

Exact computation Small n Approx. Large n Approx.

(lo
g-

sc
al

e)

✭❛✮ P[L ≥ l] ❢♦r p = 0.0001✳

1e-25

1e-20

1e-15

1e-10

1e-05

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Disconnected segment length ( )

(lo
g-
sc
al
e)

✭❜✮ P[L ≥ l] ❢♦r p = 0.01✱ p = 0.001 ❛♥❞ p = 0.0001✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✷✿ P[L ≥ l] ❢♦r n = 40 ❛♥❞ D = 4

✼✳✸✳✺✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ◆♦❞❡s ❇❡t✇❡❡♥ ●❛t❡✇❛②s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛❞❞❡r ❡✛❡❝t ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✳✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛
❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ l∗ ❣♦❡s ❢r♦♠ i·D+2 t♦ i·D+3 ❢♦r i = 1, 2, 3, . . .✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤❡ ❧❛❞❞❡r ❡✛❡❝t ✐s s♠♦♦t❤❡r ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✷❜✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t s✉❣❣❡sts



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

t❤❛t ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ p✱ ❛♥❞ l∗ = D + 2✱ P[L ≥ l] ✐s ♥♦t t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ P[L ≥ l + 1]✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✭❢♦r p s♠❛❧❧✮✱ P[L ≥ l] >> P[L ≥ l + 1]✱ ❛♥❞ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r l∗ ✐♥
✏st❡♣s✑ ♦❢ D + 2✳

1e-25

1e-20

1e-15

1e-10

1e-05

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Disconnected segment length ( )

 =3 =4 =5 =10 =15

(lo
g-
sc
al
e)

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✸✿ P[L ≥ l] n = 200 ❛♥❞ p = 0.001✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ P[L ≥ l] ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✱ ❧❡t ✉s s❛② n = 200 ❛♥❞
n = 2000✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
❣❛t❡✇❛②s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ l∗ ♥♦❞❡s
❢♦r ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵ ♥♦❞❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r D✳ ◆♦t❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✷ ♥♦❞❡s ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣
✺ ♦r ✻ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❢♦r D = 10 ✭♦r ✶✺✮ ✭❛s ♠✉❝❤ ✷✵✪ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r
l ≤ D✱ P[L ≥ l + 1] ≈ 0.8P[L ≥ l]✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡
❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ l∗ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ D t❤❛♥ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ D✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ D ②✐❡❧❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r P[L ≥ l] ✭❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
l∗✮✳

❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✷✵✵✵ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t✱
❜✉t ❡✈✐❞❡♥❝✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ L ≥ l∗✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r D = 5 ❛♥❞ p = 0.001✱
P[L ≥ 2] = 0.00059 ❢♦r n = 200 ❛♥❞ P[L ≥ 2] = 0.00599 ❢♦r n = 2000 ✭♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵✵ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✭❛❜♦✉t ✻✵✵ ❦♠ ❧♦♥❣✮✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❞♦❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ l∗ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❆♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❞❡✈✐❝❡ ✭p = 0.001✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜✲
s❡r✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✻✪ ❢♦r ❛ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✷✵✵ ❛❝❝❡ss
♥♦❞❡s ✇✐t❤ ✺ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r ❛ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✷✵✵✵
♥♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✺ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥
✷ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ✐s ❛❜♦✉t ✻✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
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Disconnected segment length ( )
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✹✿ P[L ≥ l] n = 2000 ❛♥❞ p = 0.001✳

✼✳✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ l∗ ❝♦♥✲
t✐❣✉♦✉s ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡rr♦r
❢♦r t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r ❛s t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❧♦s❡s ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✲
✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s l∗

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢

l∗ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✭P[L ≥ l] ✮ ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ l∗ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t P[L ≥ l] ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ px(l∗)✱ ✇✐t❤
x(l∗) t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢
l∗ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❆s x(l∗) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ D✱ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s
❣✐✈❡s ❛ ❧❛r❣❡r x(l∗)✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t
♦❢ l∗ ♥♦❞❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧❛❞❞❡r ❡✛❡❝t ✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② x(l∗)✱ s✐♥❝❡ P[L ≥ l] ✐s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ px(l∗) ✐♥ st❡♣s ♦❢ D + 2 ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣
❢r♦♠ l∗ = D+2 t♦ l∗ = D+3 ✇❡ s❡❡ t❤❛t P[L ≥ l] >> P[L ≥ l+1] ❢♦r ❛ ✜rst st❡♣✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛
s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥ 2D+ 2 >> 2D+ 3✱ ❛♥ s♦ ♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥
p ✐s ❧❛r❣❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ≈ 0.01✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❤❛s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ l∗ ✭✶ ♦r ✷✮✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ D ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛r❡
♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛✐♥ ♠♦✈❡s ❛t ❧♦✇ s♣❡❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡
tr❛✐♥ ♠✐❣❤t ✉s❡ t✇♦ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡s ✭✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛rr✐❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛rr✐❛❣❡✮ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ t♦ ❜②♣❛ss t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❧② ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❡✈❡♥t {L = l} ✭t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l∗✮✳ ◆♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ♠✐❣❤t ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ❡✈❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t t✐♠❡s t❤❡ ❡✈❡♥t
{L = l} ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ n ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs n✱ t ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p̂ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡
❡✈❡♥t {L ≥ l} ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛s ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳



❈❤❛♣t❡r ✽

❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛

▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛✐♠ ❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ n

♥♦❞❡s✳ ❖✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ ♦✉r ❝r✐t❡r✐❛ ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✜rst❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❤♦♣s✮❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡❀ ❛♥❞
✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r t✇♦ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇✐t❤ ✷✵✵ ♥♦❞❡s ✭✸✵ ❦♠
❧♦♥❣✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✷✵✵✵ ♥♦❞❡s ✭✸✵✵ ❦♠ ❧♦♥❣✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡✱ ✇❡
❡✈❛❧✉❛t❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛
❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❧❡❛r♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t
❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❧♦♦s❡ ✐♥ ♦♥❡
♣r♦♣❡rt② ✐♥ r❡t✉r♥ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❤❡r❡♥t tr❛❞❡✲♦✛ s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✜rst✱ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡rs ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt② ✭♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s✮
❛r❡ ✇❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❧♦s❡✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦s❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛r❣✉♠❡♥ts✿

• ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❛s♦♥s✿ ✶✮ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡✉✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛t ❡❛❝❤ ❤♦♣❀ ✷✮ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❛ss✉r❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡❀ ✸✮ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r♦✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❝♦♥✜❣✉r❡s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❛ tr❡❡ ✭❛s ❛ s♣❛♥♥✐♥❣
tr❡❡ r♦✉t✐♥❣ ❧✐❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞♦❡s✮✳

• ❲❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s

✭D✮✳ ❋r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ✇❡ ❧❡❛r♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛t ❧❡❛st l ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✭P[L ≥ l] ✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ D ✇❤❡♥ l > 2✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r
✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s P[L ≥ l] ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r l = 1 ♦r l = 2✱ P[L ≥ l] ✐s ♥♦t



✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❛✛❡❝t❡❞ ❜② D✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✶✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ✶ ♦r ✷ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥
❣❛t❡✇❛②s❀ ❛♥❞ ✷✮ ✇❤❡♥ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✭p < 0.001 ✮✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✐s❦ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ D ♦✈❡r ✸✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡
❜❛s❡❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐❝❦❧② ❢♦r dmax ≤ 7✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✸ ♦r ✹ ❛❝❝❡ss
♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳

• ❚❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ❞❡♣❡♥❞s ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s✱ t❤❡
❜❡tt❡r ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s t❤❛t t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤ t♦
t❤❡ r♦♦t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ❛r❡ ❛ ❧♦✇❡r
❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✮ ❛♥❞
❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✭❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧
t♦♣♦❧♦❣✐❡s✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t
✐♥ ❝♦st ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ s❤♦✉❧❞ ♣r✐♦r✐t✐③❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❆s t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱
✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛❧s♦ ♣r✐♦r✐t② t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞
tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r
✇❡ ✉s❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ k✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
❞❡♣❧♦②✐♥❣ k ♦r k + 1 ❧❛②❡rs ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❛r❣❡ ❢♦r s♦♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛❞❥✉st✿ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❝✉rs✐♦♥
❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✳

✽✳✷ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❲❡ ❛✐♠ ❛t ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r n = 200 ❛♥❞ n = 2000 ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s
❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥❧② t❤♦s❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t

❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✼ ❤♦♣s✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞
✼✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛s ♠❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡

r♦♦t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜❡st r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❚❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✶✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s t♦ t❤❡ r♦♦t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦❀
❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣❛t❤s t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ s✐♥❝❡ t❤❡②
❝❛✉s❡ ❛ ❧♦♦♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱
t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❛✐❧✉r❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss



✽✳✸✳ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵ ◆♦❞❡s ✶✹✺

♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ l∗ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✭❢❛✐❧❡❞ ♦r ✐s♦❧❛t❡❞✮✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✸ ♦r ✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s

❣❛t❡✇❛②s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✿ αm(n, k) + βL(n, k)✱ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡
❝♦st ♦❢ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥❞ ❞❡♣❧♦② ♦♥❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ β ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥❞ ❞❡♣❧♦②
c ♠❡t❡rs ♦❢ ❧✐♥❦✶✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ δ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♦♥❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞
c ♠❡t❡rs ♦❢ ❧✐♥❦✳ ❚❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦st ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❲❡ ❝♦♥tr❛st ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛ss❡ss✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛
s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡
♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ r❡str✐❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s t♦ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s
♦❢ k ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s✬
s✐③❡s ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✉♣✲t♦ kmax(200) ❛♥❞ kmax(2000) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛
r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ m(n, k) ❛♥❞ L(n, k) ♦❢ δ = 1 : 5 ✭t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ 5c ♦❢ ❧✐♥❦s ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✶ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✮✳

✽✳✸ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵ ◆♦❞❡s

❆ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ n = 200 ♥♦❞❡s ❝♦✈❡rs ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✵ ❦♠ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ♦❢ c = 150 ♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✽✵
♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✉r❜❛♥ ❜✉s❡s✱ ❛ ♠❡tr♦ ❧✐♥❡s✱
♦r ❛♥② ♠❛ss tr❛♥s✐t s②st❡♠✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣②❀ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❤✐❣❤
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛♥❞ ✸ ♦r ✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
❣❛t❡✇❛②s✮✳

✽✳✸✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❙✐♥❣❧❡ ❚♦♣♦❧♦❣②

❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st❡♣ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ✭kmax = 7✮✳ ❲❡
❞✐s❝❛r❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦r k ≤ 4 s✐♥❝❡ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t dmax > 7✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ 5 ≤ k ≤ 7✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r k = 6 ❛♥❞ k = 7 ♠❡❡t ♦✉r ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t
✭s♠❛❧❧❡st ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✮✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡♠✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t k = 7

♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ❜✉t ✇❡ ❧♦♦s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✸ ♦r ✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r k = 6 ♠❡❡ts t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✶c ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡s ❜② ✺✵✪ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✱ ✶ ♦r ✷ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s r❡♣♦rt
♥♦t ♠✉❝❤ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s✐❧✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞
❧✐♥❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ k = 6✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✸ ✺ ✾ ✶✼ ✸✸ ✻✺ ✶✷✾

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✶✾✾ ✸✾✽ ✺✾✼ ✼✾✻ ✾✾✺ ✶✶✾✹ ✶✸✾✸

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✷✶✹ ✹✷✸ ✻✹✷ ✽✽✶ ✶✶✻✵ ✶✺✶✾ ✷✵✸✽

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✺✵ ✷✻ ✶✹ ✽ ✺ ✹ ✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✷ ✻ ✶✹ ✸✵ ✻✷ ✶✷✻

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✾✾ ✶✾✾ ✷✾✼ ✸✾✸ ✹✽✾ ✺✽✷

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✾✾ ✹✾ ✷✹ ✶✷ ✻ ✸ ✶

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✶✵✵ ✺✵ ✷✺ ✶✸ ✼ ✹ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❏❈2
− lin3 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❛r❡ s❤♦✇♥ ❜② ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✳ ❲❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r k ≤ 2✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ dmax > 7✳ ❚❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ s♦✱ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r k = 4 ❣✐✈❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ ❣❛t❡✇❛②s ♣❧❛❝❡❞ ❡✈❡r② ✷
♦r ✸ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♥♦ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ❜② t❤❡ ❤❛❧❢✱ ❜✉t ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r k = 4✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸ ✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✸ ✾ ✷✼ ✽✶

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✶✸✸ ✷✻✻ ✹✵✷ ✺✹✼

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✶✹✽ ✸✶✶ ✺✸✼ ✾✺✷

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✸✹ ✶✸ ✼ ✺

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✻✻ ✷✷ ✼ ✷

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✻✼ ✷✸ ✽ ✸

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 3✳

❚❤✐r❞❧②✱ t❤❡ ❏❈2
− lin5 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✸ s❤♦✇s ✐ts ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉♣✲t♦ ✸

❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥ ✭kmax = 3✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s t♦♣♦❧♦❣② ✐s k = 3✳



✽✳✸✳ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵ ◆♦❞❡s ✶✹✼

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✺ ✷✺ ✾✾

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✶✻✵ ✸✷✵ ✹✻✽

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✶✽✺ ✹✹✺ ✾✻✸

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✷✷ ✽ ✼

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✹✵ ✽ ✷

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✹✵ ✽ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✸✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5✳

❋♦✉rt❤❧②✱ t❤❡ ❏❈2
− lin7 t♦♣♦❧♦❣②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❢♦r

k ≤ 3✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡✇ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ❧✐♥❦s ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ k = 3 ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✭❛❧❧ s❡❣♠❡♥ts ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ k = 3 ❤❛✈❡ ❛ ❧❡♥❣t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r k = 3 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r k = 2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✹
♦♥❧② k = 1 ❛♥❞ k = 2✳ ❚❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❛r❡ ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡
❜♦t❤ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ dmax ≤ 7✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤✐s ❦❡r♥❡❧✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✼ ✹✾

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✶✼✶ ✸✹✷

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✷✵✻ ✺✽✼

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✶✼ ✽

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✽ ✹

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✾ ✺

❚❛❜❧❡ ✽✳✹✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳

❋✐❢t❤❧②✱ t❤❡ ❏❈2
−star5 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r k = 2 ❛♥❞ k = 3 ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦t❤ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡
❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ k = 3 ❛r❣✉✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ s = 3✳

❙✐①t❤❧②✱ t❤❡ ❏❈2
−star7 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ k = 2 ❛♥❞ k = 3✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r k = 3 ♠❡❡ts t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ❜✉t ✐t ♠✐ss❡s ✭♦r ♦✈❡r✲♣r♦✈✐s✐♦♥✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ k = 3 ✇✐t❤ k = 2✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛



✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✺ ✷✺ ✶✷✺

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✷✹✵ ✹✽✵ ✼✺✹

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✷✻✺ ✻✵✺ ✶✸✼✾

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✷✶ ✻ ✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✹✵ ✽ ✶

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✹✵ ✽ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✺✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5✳

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✶✴✸ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✐s tr❛❞❡❞✲♦✛ ❜② ♥♦ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✐♥ r❡t✉r♥ t♦ ❛ ❣❛✐♥ ✐♥ ✷ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❛
r❡s✐❧✐❡♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ k = 3✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✼ ✹✾ ✶✵✷

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✸✹✹ ✻✽✾ ✽✾✹

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✸✼✾ ✾✸✹ ✶✹✵✹

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✷✶ ✻ ✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✹✽

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✾✻

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✽ ✹ ✶

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✾ ✺ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✻✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ ❏❈2
− bin7 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ k = 2 ❛♥❞ k = 3✳ ❲❡

❝❤♦♦s❡ k = 3 ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳

✽✳✸✳✶✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❙✐♥❣❧❡ ❚♦♣♦❧♦❣②

❆❢t❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t
❛❧✇❛②s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✉♥❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✽ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ st✉❞✐❡❞ t♦♣♦❧♦❣②✳

❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❡
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✇✐t❤ k = 6✱ t❤❡ ❏❈2 − star7 ✇✐t❤ k = 3✱ ❛♥❞ t❤❡ ❏❈2 − bin7 ✇✐t❤
k = 3✱ ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞❡✲♦✛s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢



✽✳✸✳ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵ ◆♦❞❡s ✶✹✾

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✼ ✹✾ ✶✵✷

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✷✷✽ ✹✺✺ ✻✺✶

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✷✻✸ ✼✵✵ ✶✶✻✶

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✶✻ ✻ ✺

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✹✽

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✶✵✻

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✽ ✹ ✶

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✾ ✺ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✼✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳

◆✉♠✳ ❚♦♣♦❧♦❣② k dmax |Lbl|/Lbl D ❈♦st
✶ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✻ ✹ ✻✷✴✹✾✽ ✸✲✹ ✶✺✶✾
✷ ❏❈2 − lin3 ✹ ✺ ✵✴✵ ✷✲✸ ✾✺✷
✸ ❏❈2 − lin5 ✸ ✼ ✵✴✵ ✷ ✾✻✸
✹ ❏❈2 − star5 ✹ ✹ ✵✴✵ ✶✲✷ ✶✸✼✾
✺ ❏❈2 − star7 ✸ ✹ ✹✽✴✾✻ ✶✲✷ ✶✹✵✹
✻ ❏❈2 − bin7 ✸ ✺ ✹✽✴✾✻ ✶✲✷ ✶✶✻✶

❚❛❜❧❡ ✽✳✽✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✷✵✵ ♥♦❞❡s✳

❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❲❡ ♣r❡❢❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✶ ♦✈❡r
s♦❧✉t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✻ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞✉❧❣❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❜❛s❡
♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✶ ♦r ✷ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡
❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s
✉♣✲t♦ ✷ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❣❛t❡✇❛②s ✶
♦r ✷ ♥♦❞❡s ❛♣❛rt ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s t♦ t❤❡ r♦♦t✳

✽✳✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❚✇♦ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡s ✇❤❡t❤❡r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥
❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r tr❛❞❡✲♦✛ t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ♦♥❧② ✷ t②♣❡s ♦❢
t♦♣♦❧♦❣✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❢t ❛♥② r♦♦♠ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❞❡♣❧♦② ❛ ✜rst t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ 1 ≤ k ≤ 3✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦♣♦❧♦❣②

✉♣✲t♦ t❤❡ ❧❛②❡rs ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② ❡❛❝❤ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t ✭❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦♣♦❧♦❣②✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
s❛♠❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛s ❜❡❢♦r❡✿ ✇❡ ✜❧t❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s
✭dmax ≤ 7✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ♣r✐♦r✐t✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳

❚❛❜❧❡ ✽✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✹✻✷ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡
❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡s✐❧✐❡♥❝❡✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❛s s❡❝♦♥❞ t♦♣♦❧♦❣② ❛r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝✲
t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞❡❧✐✈❡r ❛ ❣♦♦❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✭t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❧❡ss
❡①♣❡♥s✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✮ ❡①❤✐❜✐t ❧❛r❣❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡s t♦
t❤❡ r♦♦t t❤❛♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✮✳

❚♦♣♦❧♦❣② ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ Pr♦♣❡rt✐❡s

◆♦✳ ❋✐rst ❦ ❙❡❝♦♥❞ ❦ m L ❈♦st dmax |Lbl|/Lbl D

✶ Lin7 ✶ C2 ✷ ✷✾ ✺✻✾ ✼✶✹ ✼ ✷✵✴✶✽✻ ✼✲✽

✷ Star5 ✶ C2 ✷ ✷✶ ✻✸✽ ✼✹✸ ✼ ✶✹✴✶✼✾ ✾✲✶✵

✸ Bin7 ✶ C2 ✷ ✷✾ ✻✷✻ ✼✼✶ ✻ ✷✵✴✷✵✶ ✼✲✽

✹ Lin5 ✷ C2 ✶ ✺✶ ✺✶✾ ✼✼✹ ✻ ✷✹✴✾✻ ✸✲✹

✺ Lin3 ✷ C2 ✷ ✸✼ ✻✻✹ ✽✹✾ ✺ ✷✻✴✶✽✹ ✺✲✻

✻ Lin3 ✶ C2 ✸ ✷✺ ✼✸✵ ✽✺✺ ✻ ✷✵✴✷✻✷ ✽✲✾

✼ Lin3 ✸ C2 ✶ ✺✺ ✻✵✶ ✽✼✻ ✺ ✷✻✴✾✷ ✸✲✹

✽ Star7 ✶ C2 ✷ ✷✾ ✼✹✷ ✽✽✼ ✻ ✷✵✴✶✽✻ ✼✲✽

✾ Star5 ✷ C2 ✶ ✺✶ ✻✼✾ ✾✸✹ ✹ ✷✹✴✾✻ ✸✲✹

✶✵ Lin5 ✶ C2 ✸ ✹✶ ✼✺✼ ✾✻✷ ✻ ✸✹✴✷✼✾ ✹✲✺

✶✶ Star5 ✶ C2 ✸ ✹✶ ✽✸✼ ✶✵✹✷ ✺ ✸✹✴✷✼✾ ✹✲✺

✶✷ Lin7 ✶ C2 ✸ ✺✼ ✼✻✽ ✶✵✺✸ ✻ ✹✽✴✷✽✹ ✸✲✹

✶✸ Bin7 ✶ C2 ✸ ✺✼ ✽✷✺ ✶✶✶✵ ✺ ✹✽✴✸✵✶ ✸✲✹

✶✹ Lin3 ✶ C2 ✹ ✹✾ ✾✷✾ ✶✶✼✹ ✺ ✹✹✴✸✻✵ ✹✲✺

✶✺ Star7 ✶ C2 ✸ ✺✼ ✾✹✶ ✶✷✷✻ ✹ ✹✽✴✷✽✽ ✸✲✹

✶✻ Lin5 ✶ C2 ✹ ✽✶ ✾✺✻ ✶✸✻✶ ✺ ✼✹✴✸✼✶ ✷✲✸

✶✼ Star7 ✷ C2 ✶ ✾✾ ✽✽✽ ✶✸✽✸ ✸ ✹✽✴✾✻ ✷✲✸

✶✽ Star7 ✷ bin7 ✶ ✶✵✷ ✽✽✺ ✶✸✾✺ ✸ ✹✽✴✾✻ ✶✲✷

✶✾ Star5 ✶ C2 ✹ ✽✶ ✶✵✸✻ ✶✹✹✶ ✹ ✼✹✴✸✼✵ ✷✲✸

✷✵ Star5 ✶ star7 ✸ ✶✸✵ ✾✶✶ ✶✺✻✶ ✸ ✸✾✴✶✵✸ ✶✲✷

✷✶ Bin7 ✶ C2 ✹ ✶✶✸ ✶✵✷✹ ✶✺✽✾ ✺ ✶✵✽✴✹✶✵ ✶✲✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✾✿ ▼♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 200 ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳

❲❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♣r✐♦r✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r dmax = 3✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✶✼ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♦♥❡ t♦ ♦✉r ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋♦r dmax = 4✱ s♦❧✉t✐♦♥s ✾ ❛♥❞ ✶✺✱ ❛♥❞ ❢♦r
dmax = 5✱ s♦❧✉t✐♦♥s ✼ ❛♥❞ ✶✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥ ✶✼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛♥ ❛❧❧
t❤❡ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❧❡ss ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❜② ✶ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛s s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥s ✭✹ ❛♥❞ ✺✮ ❛r❡ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❡
✐❞❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛② ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞
❧✐♥❦s ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ✶✸ ❛♥❞ ✶✺✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s t❤❛♥



✽✳✹✳ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵✵ ◆♦❞❡s ✶✺✶

s♦❧✉t✐♦♥s ✼ ❛♥❞ ✾✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ❜❡tt❡r tr❛❞❡✲♦✛ ❜②
❧❡ss ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st t❤❛♥ s✐♠♣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✇❤✐❧❡
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ✭❜② t❤❡ ❤❛❧❢ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞
❧✐♥❦s ✐s ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ s✐♠♣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s♦❧✉t✐♦♥ ✶✺
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✷✵✪ ✐♥ r❡t✉r♥ ♦❢ ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ✷✷✪ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞
❧✐♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢❛✐r tr❛❞❡✲♦✛✳

❙❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❡❡t ♦✉r ❝r✐t❡r✐❛✱ ❜✉t ✇❤❡♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡♠ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✶✼ ✭❏❈2 − star7 ✇✐t❤ k = 2 ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✇✐t❤ k = 1✮
❛s t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✶✺ ✭❏❈2 − star7 ✇✐t❤
k = 1 ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✇✐t❤ k = 3✮ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
✶✸ ✭❏❈2 − bin7 ✇✐t❤ k = 1 ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✇✐t❤ k = 3✮ ❛s t❤❡ t❤✐r❞ ❜❡st✳
❙♦❧✉t✐♦♥s ✼ ❛♥❞ ✾ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣♦♦❞ ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❝r✐t❡r✐❛✳

✽✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦♥❡ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ❜❡tt❡r tr❛❞❡✲♦✛
♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ❜❡st s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣②✿ ❧❡ss ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ❞✉❡ t♦ ❛ ❜❡tt❡r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✈❡rs✉s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s❀ t❤❡ s❛♠❡ ✭♦r ❧❡ss✮
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t❀ ❛♥❞ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞
❛ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts
❢r♦♠ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✿ t❤❡ ❧♦✇ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❢r♦♠ st❛r ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡ ❛❝ts ❛s ✏❛ r❡s✐❧✐❡♥t ❧❛②❡r✑ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s t♦ ❡❛❝❤ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ s❡❣♠❡♥t ❛ ❣♦♦❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦
t❤❡ r♦♦t✳

❍❡♥❝❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙t❛r✼ ✇✐t❤ ✷ ❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✇✐t❤ ✶ ❧❛②❡r t♦
❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡
❢r♦♠ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t t♦♣♦❧♦❣② ✭s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✐❧✐❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞
❛ ❧♦✇ ❞✐st❛♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣② t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❧♦✇ ❞❡❧❛② ✇❤❡♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ q✉✐❝❦
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳

✽✳✹ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵✵ ◆♦❞❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵✵ ♥♦❞❡s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✵✵ ❦♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ tr❛✐♥s✳ ❲❡
❛❞❞r❡ss t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❖♥❧②



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ dmax ≤ 7 ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡
♦♥❡ ❛s t❤❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

✽✳✹✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❙✐♥❣❧❡ ❚♦♣♦❧♦❣②

❋✐rst❧② t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r r❡❝✉rs✐♦♥
❧❡✈❡❧s ❢r♦♠ ✺ t♦ ✶✵✳ ❲❡ ♦♠✐t k ≤ 4 ❞✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡♥s❡ ✐♥
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ k = 9

❛♥❞ k = 10✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✱ ✶ ♦r ✷ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s r❡♣♦rt ♥♦t ♠✉❝❤ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ❛r❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❙♦✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ k = 9✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✸✸ ✻✺ ✶✷✾ ✷✺✼ ✺✶✸ ✶✵✷✺

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✾✾✾✺ ✶✶✾✾✹ ✶✸✾✾✸ ✶✺✾✾✷ ✶✼✾✾✶ ✶✾✾✾✵

❈♦st ♦❢ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✶✵✶✻✵ ✶✷✸✶✾ ✶✹✻✸✽ ✶✼✷✼✼ ✷✵✺✺✻ ✷✺✶✶✺

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st✳ t♦ t❤❡ r♦♦t ✸✹ ✶✽ ✶✶ ✽ ✻ ✻

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✸✵ ✻✷ ✶✷✻ ✷✺✹ ✺✶✵ ✶✵✷✷

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✸✾✾✺ ✹✾✽✼ ✺✾✽✹ ✻✾✽✻ ✼✾✽✸ ✽✾✽✺

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✻✷ ✸✶ ✶✺ ✼ ✸ ✶

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✻✸ ✸✷ ✶✻ ✽ ✹ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✵✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❏❈2 ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ s = 3 ♦r ❏❈2
− lin3 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❛❜❧❡

✽✳✶✶ ❞❡♣✐❝ts ✐ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❧❛②❡rs✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s k = 6✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✸ ✾ ✷✼ ✽✶ ✷✹✸ ✼✷✾

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✶✸✸✸ ✷✻✻✻ ✸✾✾✾ ✺✸✹✾ ✻✼✵✵ ✽✶✺✽

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✶✸✹✽ ✷✼✶✶ ✹✶✸✹ ✺✼✺✹ ✼✾✶✺ ✶✶✽✵✸

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✸✸✹ ✶✶✸ ✹✵ ✶✻ ✾ ✼

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

▼✐♥✳❞✐st✳❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✻✻✻ ✷✷✷ ✼✹ ✷✹ ✽ ✷

▼❛①✳❞✐st✳❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✻✻✼ ✷✷✸ ✼✺ ✷✺ ✾ ✸

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✶✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 3✳



✽✳✹✳ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵✵ ◆♦❞❡s ✶✺✸

❚❤✐r❞❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❏❈2
− lin5 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❚❛❜❧❡

✽✳✶✷✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❏❈2

− lin7 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ st❛r ❦❡r♥❡❧s✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸ ✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✺ ✷✺ ✶✷✺ ✻✷✺

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✶✻✵✵ ✸✷✵✵ ✹✽✵✵ ✻✹✷✹

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✶✻✷✺ ✸✸✷✺ ✺✹✷✺ ✾✺✹✾

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✷✵✷ ✹✹ ✶✹ ✶✵

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✹✵✵ ✽✵ ✶✻ ✸

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✹✵✵ ✽✵ ✶✻ ✹

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✷✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5✳

❋♦✉rt❤❧②✱ t❤❡ ❏❈2
− star5 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✹✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❢❡❛s✐❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥s✿ k = 4 ❛♥❞ k = 5✳ ❆s ♦✉r ❝r✐t❡r✐❛ ♣r✐♦r✐t✐③❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ k = 5✱ ❜✉t ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸ ✹ ✺

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✺ ✷✺ ✶✷✺ ✻✷✺ ✶✷✺✵

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✷✹✵✵ ✹✽✵✵ ✼✷✵✵ ✾✻✾✽ ✶✶✶✾✻

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✷✹✷✺ ✹✾✷✺ ✼✽✷✺ ✶✷✽✷✸ ✶✼✹✹✻

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✷✵✶ ✹✷ ✶✶ ✻ ✺

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✷✹

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵ ✷✹✽

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✹✵✵ ✽✵ ✶✻ ✸ ✶

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✹✵✵ ✽✵ ✶✻ ✹ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✸✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 5✳

❋✐❢t❤❧②✱ t❤❡ ❏❈2
−star7 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✹✳✶ s❤♦✇s ✐ts r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ k = 4 s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠❛①✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ♦✈❡r ♣r♦✈✐s✐♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ ❏❈2
− bin7 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✹✳✶ s❤♦✇s ✐ts r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

◆♦t✐❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ ✐t✳



✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸ ✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✼ ✹✾ ✸✹✸ ✶✸✶✹

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✸✹✸✵ ✻✽✼✶ ✶✵✸✽✾ ✶✸✻✹✷

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭δ = 1 : 5✮ ✸✹✻✺ ✼✶✶✻ ✶✷✶✵✹ ✷✵✷✶✷

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✶✹✹ ✷✷ ✻ ✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✸✹✷

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✶✵✼✹

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✽✺ ✹✵ ✺ ✶

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✽✻ ✹✶ ✻ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✹✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❛r ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳

Pr♦♣❡rt✐❡s
❘❡❝✉rs✐♦♥ ▲❡✈❡❧ ✭k✮

✶ ✷ ✸ ✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s ✼ ✹✾ ✸✹✸ ✶✵✷✾

❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ✷✷✽✺ ✹✺✼✽ ✻✾✷✵ ✽✷✾✷

❈♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✭ρ = 1 : 5✮ ✷✸✷✵ ✹✽✷✸ ✽✻✸✺ ✶✸✹✸✼

▼❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✶✹✺ ✷✹ ✾ ✽

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵

▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✵ ✵ ✵ ✵

▼✐♥✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✽✺ ✹✵ ✺ ✶

▼❛①✳ ❞✐st✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ✷✽✻ ✹✶ ✻ ✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✺✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❜✐♥❛r② ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s = 7✳

✽✳✹✳✶✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❙✐♥❣❧❡ ❚♦♣♦❧♦❣②

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧✲
♦❣② s♦❧✉t✐♦♥✳

◆✉♠✳ ❚♦♣♦❧♦❣② k dmax |Lbl|/Lbl D ❈♦st
✶ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✾ ✻ ✺✶✵✴✼✾✽✸ ✸✲✹ ✷✵✺✺✻
✷ ❏❈2 − lin3 ✻ ✼ ✵✴✵ ✷✲✸ ✶✶✽✵✸
✸ ❏❈2 − star5 ✺ ✺ ✶✷✹✴✷✹✽ ✶✲✷ ✶✼✹✹✻
✹ ❏❈2 − star7 ✹ ✹ ✸✹✷✴✶✵✼✹ ✶✲✷ ✷✵✷✶✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✻✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✷✵✵✵ ♥♦❞❡s✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ✹ ✐s t❤❡ ❜❡st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛♥❞ ♦✈❡r ♣r♦✈✐s✐♦♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐ts ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷✱
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s



✽✳✹✳ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵✵ ◆♦❞❡s ✶✺✺

❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✳ ❇✉t✱ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ✻✳ ❆s ♦✉r ✜rst ♣r✐♦r✐t② ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✹ ❛s t❤❡ ❜❡st ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡♥✱ s♦❧✉t✐♦♥ ✸✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s ❧❡ss ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ❛♥❞ ❣❛t❡✇❛②s ✶ ♦r ✷ ♥♦❞❡s ❛♣❛rt ✭♠❡❛♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❣❛t❡✇❛②✮✳ ❆s t❤✐r❞✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✶ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡
✐ts ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ s✐♥❝❡ ✐ts r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✐s ❢❛r ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❲❡
❞✐s❝❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✷ ❞✉❡ t♦ ❡✈✐❞❡♥t r❡❛s♦♥s ✭♠❛①✳ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ♥♦ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✮✳

✽✳✹✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❚✇♦ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳
❲❡ ❛✐♠ ❛t ❛ss❡ss✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞
❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r r❡❝✉rs✐♦♥
❧❡✈❡❧s ✉♣✲t♦ ✺ ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ k

✇✐t❤♦✉t ❡✈✐❞❡♥❝✐♥❣ ♠✉❝❤ ❣❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r 1 ≤ k ≤ 5✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✼
s❤♦✇s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✶✺✶ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✜❧t❡r ✐s
t♦ ❡①❤✐❜✐t dmax ≤ 7 ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡
s♦♠❡ ❡①tr❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦st t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❚♦♣♦❧♦❣② ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ Pr♦♣❡rt✐❡s

◆♦✳ ❋✐rst ❦ ❙❡❝♦♥❞ ❦ m L ❈♦st dmax |Lbl|/Lbl D

✶ Star5 ✸ C2 ✶ ✷✺✶ ✾✶✾✾ ✶✵✹✺✹ ✼ ✶✷✹✴✾✾✷ ✼✲✽

✷ Star7 ✷ Lin3 ✷ ✹✹✶ ✾✻✹✹ ✶✶✽✹✾ ✻ ✵✴✵ ✹✲✺

✸ Lin3 ✷ Star7 ✷ ✹✹✶ ✾✼✸✹ ✶✶✾✸✾ ✻ ✵✴✵ ✹✲✺

✹ Star5 ✸ C2 ✷ ✺✵✶ ✶✶✶✾✽ ✶✸✼✵✸ ✺ ✸✼✹✴✶✾✾✶ ✸✲✹

✺ Star7 ✷ C2 ✸ ✸✾✸ ✶✷✽✻✽ ✶✹✽✸✸ ✺ ✸✹✷✴✷✾✼✸ ✺✲✻

✻ Star5 ✸ Star7 ✶ ✽✼✺ ✶✵✾✹✼ ✶✺✸✷✷ ✺ ✵✴✵ ✷✲✸

✼ Star7 ✸ C2 ✶ ✻✽✼ ✶✷✸✽✽ ✶✺✽✷✸ ✺ ✸✹✷✴✾✼✻ ✷✲✸

✽ Star5 ✸ Star7 ✸ ✶✶✷✹ ✶✶✹✹✺ ✶✼✵✻✺ ✺ ✶✷✹✴✷✹✽ ✶✲✷

✾ Star7 ✸ C2 ✷ ✶✸✶✹ ✶✹✷✻✾ ✷✵✽✸✾ ✺ ✾✻✾✴✶✼✵✾ ✶✲✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✼✿ ▼♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r n = 2000 ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✹ ♠❡❡ts ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞
❧✐♥❦s ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✾ r❡♣♦rts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡♣❧♦②✲
♠❡♥t ❝♦st✳ ❇✉t✱ t❤❡ ♦✈❡r ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ♠❛❦❡
✉s ♣r❡❢❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✹ s✐♥❝❡ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦st ✐♥ ❛ ✸✹✪ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥ r❡t✉r♥ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s ✐♥ ❛❜♦✉t ✻✵✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❞r❛♠❛t✐❝ s✐♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✹ ✉s❡s t✇♦
❧❛②❡rs ♦❢ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡
s♦❧✉t✐♦♥✳



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❆❝❝❡ss ◆❡t✇♦r❦

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❡ ❞r❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐✲

♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙t❛r✺ ✇✐t❤ ✇✐t❤ ✸ ❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✇✐t❤ ✷ ❧❛②❡rs s❡❡♠s t♦
❞❡❧✐✈❡r ❛ ❣♦♦❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✷✵✵✵ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛r t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡♣❧♦②❡❞ ❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡s✳

✽✳✺ ❋✐♥❛❧ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❜❡st ✇❛②
t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢
t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡✐r r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❜❡tt❡r tr❛❞❡✲♦✛s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✈❡rs✉s ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
❣❛t❡✇❛②s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡s
✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛r ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣✐❡s s❡❡♠s
t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② ❛❝ts ❛s ❛ ✏r❡s✐❧✐❡♥t ❧❛②❡r✑ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② r❡❞✉❝❡s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤♦r❞❛❧ s❡❣♠❡♥t✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
r♦❧❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❦ t②♣❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ st❛r t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦sts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦s ♠✐❣❤t
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♣❧♦② t❤❡ st❛r ❦❡r♥❡❧ t♦♣♦❧♦❣② ✇❤✐❧❡ ✜❜❡r✴❝❛❜❧❡ ❧✐♥❦s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♣❧♦②
t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤✉s✱ r❡❞✉♥❞❛♥❝② r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ✇✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦s ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❛❧s♦ ♦♣❡♥s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r r♦♦t✬s ♥♦❞❡s ❜② ❛♥♦t❤❡r t♦♣♦❧♦❣② ✭❛ ❧✐♥❡❛r t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✭✶✰✶ ❧✐♥❦ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡
♦❢ ❛ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦✳ ❚❤❡s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦t❤❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛s ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳



❈❤❛♣t❡r ✾

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡

◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♥❞♦✈❡r ❙❝❤❡♠❡

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ❛ ♠❡tr♦ ❧✐♥❡ ♦❢ ✷✵ ❦♠✱ ❛♥❞ ❛ tr❛✐♥ ❧✐♥❡ ♦❢ ✷✵✵ ❦♠✳ ❚❤❡
❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s t✇♦✲❢♦❧❞✿ ✶✮ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦♥
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡❀ ❛♥❞ ✷✮ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t✇♦ ◗♦❙ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❞❡❧❛② ❛♥❞ ❧♦ss❡s✮ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜②
♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ tr❛✐♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞r❛✇ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
r❡s✉❧ts✳

✾✳✶ ▼❡tr♦ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✲ ▲✐♥❡ ✶ ✐♥ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
✷✵✵ ♥♦❞❡s✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❜♦✉t ✸✵ ❦♠ ❧♦♥❣✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t s✐♠✉❧❛t✐♥❣
❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❡tr♦ tr❛✐♥
❛❧♦♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ▼❡tr♦ ▲✐♥❡ ✶ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ♦❢
❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡ ✐s ✷✵ ❦♠ ❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✷✼ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛✐♥s ❝❛♥ tr❛✈❡❧ ❛t t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ ✼✵ ❦♠✴❤✳

✾✳✶✳✶ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦

❚❤❡ ▼❡tr♦ ▲✐♥❡ ✶ s❝❡♥❛r✐♦ r❡q✉✐r❡s ✶✸✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s t♦ ❝♦✈❡r ✐ts r❛✐❧✇❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞ ❢♦r n = 200 ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✱ ❜✉t ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
n = 134 ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛
❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ❏❈2 − star5 t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ✶ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ ✸ ❧❛②❡rs✳
❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✹✶ ♥♦❞❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤✐s ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✿ ✹✶ ♥♦❞❡s ✭❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✮✳

• ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✿ 560c ❂ ✽✹✳✵ ❦♠✳

• ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t✿ ✹ ❤♦♣s✳



✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♥❞♦✈❡r ❙❝❤❡♠❡

b1

g1 g4 g7 g10 g14 g18g21g24g27 g31g34g37g40g43 g47 g51g54 g58g61g64g67g70 g74 g78g81g84 g88g91g94g97g101g105g108g111g114g117g121g125g128g131g134

R

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ Pr♦♣♦s❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ▼❡tr♦ ❧✐♥❡ ✶ ✐♥ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✿ ✸✹ ❧✐♥❦s✳

• ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✿ 183c ❂ ✷✼✳✹✺✵ ❦♠ ✭✸✷✳✼✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤✮✳

• ▼✐♥✳ ♥✉♠✳ ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✿ ✸ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

• ▼❛①✳ ♥✉♠✳ ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✿ ✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

• ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t✿ ✷✳✻✵✹✹✽ ❤♦♣s✳

• ▼❛①✐♠✉♠ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡ ✿ ✶✷✳

• ❆✈❡r❛❣❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡ ✿ ✸✳✵✽✾✺✺

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ ❡q✉❛❧ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✹✿ ✸✹ ♥♦❞❡s✳

• ▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ✿ 71c ❂ ✶✵✳✻✺ ❦♠✳

❚❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ✶✮ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✱ ✷✮ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❧❛② ❞✉❡ t♦ q✉❡✉❡✐♥❣
❡✛❡❝ts ♦♥ ❡❛❝❤ ❤♦♣✱ ❛♥❞ ✸✮ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst✱ ✐t
✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♥♦❞❡s ❞✐✛❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦rts✮ t❤❡② ❝❛♥
s✉♣♣♦rt✳ ❙♦✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡ ♥♦❞❡s ♠❡❛♥s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ t❤❡ ❝♦st
♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛ ❧♦✇ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥s t❤❛t
✏✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✑ ♣❛❝❦❡ts ❤❛✈❡ ❧❡ss ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡s✳ ❋♦r t❤❡
t❤✐r❞✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ❣✐✈❡s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡❧❛② ♣❛❝❦❡ts ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐s ≈ 35µs❡❝✳



✾✳✶✳ ▼❡tr♦ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✲ ▲✐♥❡ ✶ ✐♥ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡ ✶✺✾

✾✳✶✳✷ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❙❝❡♥❛r✐♦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ✶✮ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥✺✳✸✮❀ t❤❡
❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭■❈▼P P✐♥❣✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st❀ ❛♥❞ ✸✮
t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ tr❛✐♥ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬▼❛✉r❡✐r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s♣❡❡❞ ♦❢ ✷✵ ♠✴s ✭✼✷ ❦♠✴❤✮✳ ■♥s✐❞❡
❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛✐♥✱ ❛ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡ ✭❙❉✮ ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ t❤❡
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ●❆▲ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✹✳ ✭InterARPDelay = 7 ♠s✱ InterBurstDelay = 20 ♠s ❛♥❞ BurstSize = 10✮✳ ❚❤❡
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤ ✇✐t❤ ✺✵ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦sts ✇✐r❡❞ t♦ ✐t ❛t ✶✵✵
▼❜✐t✴s✳ ❚❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ✉♣✲❧✐♥❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s s❡t t♦ ✶✶ ▼❜✐t✴s ✭■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶❜✮ ❛♥❞ t❤❡
tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦sts ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢

s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❙❉✬s ❲✐❋✐ ❧✐♥❦ ✭✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶ ♣❛❝❦❡t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✮✳ ❋♦r t❤❛t
♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❈♦♥st❛♥t ❇✐t ❘❛t❡ ✭❈❇❘✮ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ■❈▼P P✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❡♥❞s ❛♥ ■❈▼P ❡❝❤♦ r❡q✉❡st ♣❛❝❦❡t ♦❢ ✶✵✷✹ ❜②t❡s ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥
✵✳✶✺s ❛♥❞ ✵✳✷✺s ✭r❛♥❞♦♠❧② ✉♥✐❢♦r♠✮✳ ❚❤❡ ❲✐r❡❧❡ss ❙✇✐t❝❤ ❆❝❝❡ss P♦✐♥ts ✭❲❙❆P✮ ✉s❡ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✶✱✻✱✶✶ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❍❛♥❞♦✈❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✾✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳

Las Rejas
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San Pablo

Pajaritos

Republica
Estacion Central

Alberto Hurtado

U.de Chile
Moneda

Los Heroes

Los Leones
P.de Valdivia

M.Montt
Salvador

Baquedano

Manquehue
Escuela Militar

Alcantara
Tobalaba

Los 
Dominicos

Wireless Access Node (WSAP)

Backbone Node

Star-5 Backbone links
Metro Station

Chordal-2 Backbone links
Metro Railway

Simulated Scenario - Line 1 Metro de Santiago
JC2 Star-5 1 layers
Chordal-2 3 layers
20 Km long.

DHCP
Server

External
Host

Network Gateway

Root 
Switch

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ▼❡tr♦ ❧✐♥❡ ✶ ✐♥ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡✳

❚❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s✮ ✐s ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡tr♦ ❧✐♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ♦♥
❧✐♥❦s✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧✐♥❦s ❛s ❛r❝s ♦♥❧② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦s
✐♥ ❞❛s❤❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ star5 t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦s ✐♥ s♦❧✐❞ ✭r❡❞✮ ❧✐♥❡s t❤❡
❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ♦♥ ✇✐r❡❞ ❧✐♥❦s ♦❢ ✸✳✸ µs ♣❡r ❦♠ ✭❖♣t✐❝
❋✐❜❡r✮✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ✉s❡ ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤❡s ❛s ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❞❡❧❛② ♦❢ ✺ µs❡❝
✭✺ ▼♣♣s✶✮✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✇✐t❝❤ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❈✐s❝♦ ✷✾✺✵✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r✇❛r❞

✶♣♣s ❂ ♣❛❝❦❡ts ♣❡r s❡❝♦♥❞✳



✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♥❞♦✈❡r ❙❝❤❡♠❡

✹✳✾ ▼♣♣s✳ ❚❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❣❛t❡✇❛②s ✭♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✮ ❜② ❛ ✵ ❝♦st ❧✐♥❦
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r ✷ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❘❛♣✐❞ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❘❙❚P✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❘❙❚P tr❡❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ r♦♦t
♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s r♦♦t ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❧❛②❡r ✸ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❉❍❈P
s❡r✈❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ❧❛②❡r ✸ ✭■P✮ ❛❞❞r❡ss r❡q✉❡sts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦sts ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❖▼◆❡❚✰✰ ✹✳✶ ❬❱❛r❣❛ ✷✵✵✶❪ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s✐♠✉❧❛t♦r ❛s ❡♥❣✐♥❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ■◆❊❚ ❋r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✷✵✶✵✵✸✷✸✱ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✐♥ ♠❛r❝❤ ✷✵✶✵ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✲
✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐♥ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❧♦❣
r❛❞✐♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ♦✉r ❢❛✐❧✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡
❛❞❞❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❘❛♣✐❞ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❘❙❚P✮ ❛♥❞ ❉❍❈P ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✇ ❢♦r t❤❡ ❘❙❚P
❛♥❞ t❤❡ ❘❋❈ ✷✶✸✶ ❢♦r t❤❡ ❉❍❈P ♣r♦t♦❝♦❧✮✳ ❚❤❡ r❛❞✐♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥
✏❛❞❞✐t✐✈❡✲♥♦✐s❡✲s✐❣♥❛❧✑ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛✐r❢r❛♠❡s ✏♦♥✲t❤❡✲❛✐r✑✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
r❛❞✐♦ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❋r❡❡ ❙♣❛❝❡ P❛t❤✲❧♦ss ✇✐t❤ ❛ ♣❛t❤ ❧♦ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t α = 3.1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✲✽✹ ❞❇♠ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✷✸✵ ♠❡t❡rs
✇✐❞❡✳ ❚❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s s❡t t♦ ✲✶✶✵ ❞❇♠ ❛♥❞ r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✬s ♣♦✇❡r ✐s ✶✵✵ ♠❲✳

✾✳✶✳✸ ❍❛♥❞♦✈❡r ❚✐♠❡ ✲ ●❆▲ ❚✐♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ✭❤♦sts✮
✐♥s✐❞❡ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❤♦sts ❡①❝❤❛♥❣❡ tr❛✣❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡ ✭❙❉✮ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❡❛❝❤ tr❛✐♥✳

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t✇♦ tr❛✐♥s✱ ♦♥❡ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ t❤❡② ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✳
❲❡ s❡t t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✿ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤♦✉t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥
t❤❡ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇✐t❤ ♦♥❡ tr❛✐♥ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞✳ ❲❡ ✉s❡
t❤❡ ●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ▲♦♦♣ t✐♠❡ ✭●❆▲ t✐♠❡✮ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ●❆▲ t✐♠❡ ❢♦r ✶✵ tr✐❛❧s ✭r❡♣❡t✐t✐♦♥s✮
❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤♦✉t tr❛✣❝✳ ❊❛❝❤ tr✐❛❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✶✸✸ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s✮✳ ❆t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t✱ t❤❡
●❆▲ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛✐♥ ✐s s❤♦✇♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞
●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘P ♣❛❝❦❡ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝❧✉st❡r❡❞ ♥❡❛r
t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s♦♠❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s
t♦♦❦ ♠♦r❡ t✐♠❡ ✭❛r♦✉♥❞ ✵✳✹✶✺ s❡❝♦♥❞s✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✹✪
♦❢ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❆❘Ps✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠
❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✿ ●❆▲ ❞❡❧❛② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r t✇♦ ♠❡tr♦s ✇✐t❤♦✉t tr❛✣❝✳

❤♦♣s ❛♥❞ ❧✐♥❦s✬ ❧❡♥❣t❤s ✭t♦♣♦❧♦❣② ❡✛❡❝ts✮ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ●❆▲✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❤❡♥
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ✷✲❤♦♣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ✇✐t❤♦✉t tr❛✣❝✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡
♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ tr❛✣❝✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s st✐❧❧ ♥❡❛r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ✐s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤♦✉t tr❛✣❝✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿ ✶✮ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲
t✐♠❡ ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✭t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ❆❘Ps r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♠♦♥❣ ❜♦t❤ tr❛✐♥s✳ ❲❤❡♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❜♦t❤
tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛ ❧❛r❣❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲✐❋✐ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉rs✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❙❉ ❛r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ tr❛✣❝ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P ✭❛❝❝❡ss ♥♦❞❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✺ s❤♦✇s
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✬s q✉❡✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛✐♥ ❢♦r t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✵ s❤♦✇❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✳

❚❤✐s ♣❧♦t ❡♠♣❤❛s✐s❡s t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋✐rst✱ ❚r❛✐♥ ✷
❡♥t❡rs ✐♥t♦ t❤❡ ❲❙❆P✬s ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r✱ ❚r❛✐♥ ✶ ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ✐t✳ ❚r❛✐♥ ✷
♣❡r❢♦r♠s ✐ts ●❆▲ ✇✐t❤♦✉t ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡
♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❤❡♥ ❚r❛✐♥ ✶ ❡♥t❡rs ❛♥❞ st❛rts ✐ts ●❆▲✱ ❜♦t❤ ❙❉s ❛r❡
❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ r❛❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜♦t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
q✉❡✉❡s ✭❚r❛✐♥ ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ❋♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ ❛♥ ♦✈❡r✢♦✇
♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❚r❛✐♥ ✶ ♣❡r❢♦r♠s ✐ts ●❆▲✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s♦♦♥ ❛❢t❡r
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✿ ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡✬s ❛❝t✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡✳

✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❥✉st ✇❤❡♥ t❤❡ q✉❡✉❡✬s ❧❡♥❣t❤ ❞r♦♣s✮✱ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❜✉t ♥♦✇
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ tr❛✣❝ ♦❢ ❜♦t❤ ❙❉s ❝♦♥t❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦
❜✉✛❡r ♦✈❡r✢♦✇s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ♦❢ ❚r❛✐♥ ✶✳ ❆❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ♦❢ ❚r❛✐♥ ✷✳ ❇② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❚r❛✐♥ ✶ ✐s ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ st❛r✈❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✭❜♦t❤ tr❛✐♥s
❝♦♥✜❣✉r❡ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ♥♦❞❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❲❙❆P✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t
❛✛❡❝t ❡✐t❤❡r t♦ ❜♦t❤ tr❛✐♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤♦ ✇✐♥s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ r❛❝❡ ❢♦r ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❚r❛✐♥ ✷ ❤❛✈❡ ✇♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ r❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧



✾✳✶✳ ▼❡tr♦ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✲ ▲✐♥❡ ✶ ✐♥ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡ ✶✻✸

t❤❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s ✇❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛ ♣❛❝❦❡t✱ ❜❡✐♥❣ ❚r❛✐♥ ✶ t❤❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ ❧♦s❡r✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ■❈▼P ♣❛❝❦❡t ✐s ✶✵✷✹ ❜②t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ st❛r✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❚r❛✐♥ ✶✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ s✉✛❡rs ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲✐❋✐ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡
❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡s r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✹ ✭✵✳✺✾✹✽ s❡❝♦♥❞s✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t
❛✛❡❝t ❡q✉❛❧❧② ❚r❛✐♥ ✶ ♦r ❚r❛✐♥ ✷✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❡♥t❡rs s❡❝♦♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P
❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✳

❋❛✐❧✉r❡ ❙❝❡♥❛r✐♦ ▼✐♥ ▼❛① ▼❡❛♥ ❙t❞✳❞❡✈✳ ✪ ❘❡tr❛♥s✳
✵ ❋❛✐❧✉r❡ ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✽✸✶ ✵✳✹✷✸✺ ✵✳✵✶✹✹✻ ✷✵✪
✶ ❋❛✐❧✉r❡ ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✽✾✵ ✵✳✹✷✸✹ ✵✳✵✶✹✺✵ ✷✵✪
✷ ❋❛✐❧✉r❡s ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✽✻✶ ✵✳✹✷✸✶ ✵✳✵✶✹✻✹ ✷✵✪
✸ ❋❛✐❧✉r❡s ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✽✼✹ ✵✳✹✷✸✶ ✵✳✵✶✹✻✶ ✷✵✪

❚❛❜❧❡ ✾✳✶✿ ●❆▲ t✐♠❡s ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✉♣✲t♦ ✸ ❢❛✐❧❡❞ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✸
❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✶✵ r❛♥❞♦♠ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❚❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❲❙❆P ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ✷ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆Ps✱
❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆P✳ ❋♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦♥❡ tr❛✐♥ ✇✐t❤ ✺✵ ❤♦sts ❛♥❞ t❤❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✾✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡s
❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t✐♠❡s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✭✵ ❋❛✐❧✉r❡s✮✳ ❚❤❡✐r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
✐s ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ t❤❡② r❡❣✐st❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢
●r❛t✉✐t♦✉s ❆❘Ps ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s
❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t ✉♣✲t♦ ✸ ❢❛✐❧❡❞ ❲❙❆P ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ❞♦❡s✱
t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥❢♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❋❛✐❧✉r❡ ❙❝❡♥❛r✐♦ ▼✐♥ ▼❛① ▼❡❛♥ ❙t❞✳❞❡✈✳ ✪ ❘❡tr❛♥s✳
◆♦ ❋❛✐❧✉r❡ ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✽✸✶ ✵✳✹✷✸✺ ✵✳✵✶✹✺ ✷✵✪
b18 ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✼✼✶ ✵✳✹✷✸✺ ✵✳✵✶✹✻ ✶✽✪
b40 ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✻✾✶ ✵✳✹✷✸✺ ✵✳✵✶✸✽ ✶✻✪
b61 ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✽✺✻ ✵✳✹✷✸✷ ✵✳✵✶✹✺ ✷✵✪
b97 ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✽✺✸ ✵✳✹✷✸✽ ✵✳✵✶✹✸ ✷✵✪
b121 ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✽✸✵ ✵✳✹✷✷✻ ✵✳✵✶✹✷ ✷✵✪

❚❛❜❧❡ ✾✳✷✿ ●❆▲ t✐♠❡s ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✺ s❝❡♥❛r✐♦s ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡ ✜rst
s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t b18✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst star5 s❡❣♠❡♥t✱



✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♥❞♦✈❡r ❙❝❤❡♠❡

♥❡❛r t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ t❤❡ r♦♦t ✐♥ ✷ ❤♦♣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t b40✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ star5 t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐♥ ✸ ❤♦♣s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t b61✱ ♥❡❛r t❤❡ r♦♦t ♦❢
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭b67✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ s❡❣♠❡♥t ♥❡❛r
t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✹ ❤♦♣s✮ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡
❢♦✉rt❤ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t b97✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ star5 s❡❣♠❡♥t✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✶ ❤♦♣✳ ❚❤❡ ❧❛st s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡
❛t b121✱ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st star5 s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s
✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✶✸ ❤♦♣s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤✐s ❧❛tt❡r s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ s✐♥❝❡ ✇❤❡♥
t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ✭♦r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✮ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
❢❛✐❧s✱ t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❛t s❡❣♠❡♥t ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ [n117, n134]✮ ♠✉st tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛❧❧ ✐ts
❡①t❡♥s✐♦♥ s❡❣♠❡♥t ✭[g117, g127]✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❧✐♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
❧✐♥❦s✳ ❚❛❜❧❡ ✾✳✷ s❤♦✇♥ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❆❘Ps r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r
❡❛❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡s ✭♦♥❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ b40 s❝❡♥❛r✐♦✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡
✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✭◆♦ ❋❛✐❧✉r❡✮✱ ❡①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡♥ b40 ❛♥❞ b61 ❤❛✈❡ ❢❛✐❧❡❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ❤❛✈❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛ ❧♦✇❡r
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❆❘Ps✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❧♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
t✐♠❡s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✳ ❲❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ●❆▲ t✐♠❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✳

✾✳✶✳✹ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭❘❚❚✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳
❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ■❈▼P ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
♣r❡❞❡✜♥❡❞ tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ tr❛✐♥s ✭❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ q✉❡✉✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇❤❡♥ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢
t❤❡ tr❛❝❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❚❚ ❜② ❡❛❝❤ ❤♦st ♦♥✲❜♦❛r❞
❡❛❝❤ tr❛✐♥✱ ✇❡ ✉s❡ ✈✐♦❧✐♥ ♣❧♦ts✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬❍✐♥t③❡ ✫ ◆❡❧s♦♥ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts r❡✢❡❝t
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡r ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❞❡♥s❡ ✭❛♥ ❛
t❤✐♥ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❧❡ss ❞❡♥s❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❚❚ ❜② tr❛✐♥ ❢♦r
✽ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ tr✐❛❧s ❢r♦♠ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❛♠♦♥❣ ✺✵ tr✐❛❧s✮✳

❱✐♦❧✐♥ ♣❧♦ts s❤♦✇ t❤❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❚❚ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥
❘❚❚ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✭≈ ✽ ♠s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❢❛r ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦✉t❧✐❡rs ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡②
❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐♦❧✐♥ ♣❧♦t ❛s ❛ ✈❡r② t❤✐♥ ❧✐♥❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡✐r
❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥
tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ tr❛✐♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✿ ■❈▼P ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r t✇♦ tr❛✐♥s ✇✐t❤ tr❛✣❝✳

♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❘❚❚ ❞✉❡ q✉❡✉❡✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡
♠❡❛♥ ❘❚❚ ✐s st❛❜❧❡ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✽ ♠s✱ ❜✉t ✐ts ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ✭st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
≈ ✶✵ ♠s✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ✇❤❡♥ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❛❧❢ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❤❡♥
tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ❘❚❚ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❞✉❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤
tr❛✐♥ ❡♥t❡rs ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✻ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♠♦st
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ tr✐❛❧s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❘❚❚ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭♦♥❡ tr❛✐♥ ✇✐t❤ ✺✵ ❤♦sts ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳
❋✐❣✉r❡ ✾✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❚❚ ❜② ✉s✐♥❣ ✈✐♦❧✐♥ ♣❧♦ts✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✭✇✐t❤♦✉t ❢❛✐❧✉r❡s✮ ❞❡s❝r✐❜❡s ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❘❚❚ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡♥s❡ ❛r❡❛ ✭♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐♦❧✐♥✮ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✈✐♦❧✐♥ ❘❚❚ ♣❧♦t ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡
♣❧♦t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✉♣✲t♦ ✸ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❲❙❆Ps ❢❛✐❧✉r❡s ❞✐❞ ♥♦t
❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤♦✉t ❢❛✐❧✉r❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❘❚❚ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s✳ ❚❤✐s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❣❛t❡✇❛②s
✐s ♦❢ ✸ ♦r ✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❚❚ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✳ ❲❡ ✉s❡ ♦♥❡ tr❛✐♥ ❢♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡
✾✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❚❚ ❜② ✉s✐♥❣ ✈✐♦❧✐♥ ♣❧♦ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✽✿ ■❈▼P ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r s♦♠❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦r✲
r♦❜♦r❛t❡s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦rst ❢❛✐❧✉r❡
❝❛s❡s✳ ❲❡ ✈❡r✐❢② ❢r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ star5 s❡❣♠❡♥t ❧♦❝❛t❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♠♦st s❡✈❡r❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡
♥♦❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✶✸ ❤♦♣s ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ❞♦❡s ❤❛✈❡
❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❚❚ ✇❤❡♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❧❛st s❡❣♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ star5 t♦♣♦❧♦❣②✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❘❚❚ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛❜♦✉t ✶✽ ♠s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s t❤❡



✾✳✶✳ ▼❡tr♦ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✲ ▲✐♥❡ ✶ ✐♥ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❞❡ ❈❤✐❧❡ ✶✻✼

✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❘❚❚ r❡♠❛✐♥s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ❡①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛st✱
❝❛✉s❡s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❚❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❘❚❚ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢♦r t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✳

✾✳✶✳✺ P❛❝❦❡t ▲♦ss❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦
❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s
❛t t❤❡ ■❈▼P ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦st ✐♥s✐❞❡ t✇♦ tr❛✐♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr✐♣✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥
❜♦t❤ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤✐s ❝❛s❡ ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡t
❧♦ss❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❜② tr❛✐♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡r❛t❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✾✿ ■❈▼P P❛❝❦❡t ❧♦st ✭✪✮ ❢♦r t✇♦ tr❛✐♥s ✇✐t❤ tr❛✣❝✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❧♦ss❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✷✺✪ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ❡①❝❤❛♥❣❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr✐♣✳ ❚❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✭✶✷
s❡❝♦♥❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P✱ ❢❛❝t ✇❡
❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ t❤❡ ✏❝r♦ss✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛✑
t♦ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② ❡❛❝❤ tr❛✐♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❚r❛✐♥ ❡♥t❡rs ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ♠♦st ♦❢
t❤❡ t✐♠❡s✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ tr✐❛❧s✱ ❚r❛✐♥ ✷ ❡♥t❡rs ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡
♠♦r❡ t✐♠❡s t❤❛♥ ❚r❛✐♥ ✶✳ ❇✉t ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❧♦ss❡s
❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❜♦t❤
tr❛✐♥s ♠✐❣❤t ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ tr✐❛❧s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳
❲❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢



✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♥❞♦✈❡r ❙❝❤❡♠❡

t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ♣❛❝❦❡t
❧♦ss❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✭✉♣✲t♦ ✸ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
❢❛✐❧✉r❡s✮✳
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✸ ❋❛✐❧✉r❡s ✶✳✸✶ ✷✳✽✻ ✶✳✼✼ ✵✳✻✷

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵✿ ■❈▼P P❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ✭✪✮ ✉♣✲t♦ ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ tr❛✣❝ str❡❛♠ ✭✉♥❞❡r ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥✮ ♦❢ ✶✹✵✵ s❡❝♦♥❞s✱
❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ✸ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲❙❆Ps ❝❛✉s❡s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✷✳✺✪ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳ ❲❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✷✵ ♠✴s✱ t❤❡ ❙❉ ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❜♦✉t
✶✾ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳ ❚❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛✣❝ str❡❛♠ s✉❝❤ ❛s ❛
✈✐❞❡♦ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❢❡❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr✐♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ✐t ♠✐❣❤t
❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❙❉ ✐s ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛✣❝ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❤♦sts ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦♥✲❣♦✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❧♦s❡ ✹✵ ♣❛❝❦❡ts ♦✈❡r ✶✵✵ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t t♦ ❧♦s❡ ✹✵ ♦✈❡r ✶✵✵✵✵✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡st t❤❛t ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
✐s ❧♦✇✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜✉✛❡r t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡s❡ ❧♦ss❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡
❧❛r❣❡st ❧♦ss ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤✐s ❜✉✛❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✷✳✺✪ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛ ❞❛t❛ ❧✐♥❦ r❛t❡ ♦❢ ✶✶ ▼❜✐t✴s ❢♦r ❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✶✹✵✵ s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡
❜✉✛❡r ❝❛♣❛❝✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵ ▼❇②t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❜✉✛❡r ♦❢ t❤✐s s✐③❡ ✐s ♥♦t
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇ ❞❡❧❛② ✭❥✐tt❡r✮ tr❛✣❝ ♣r♦✜❧❡s✳

❲❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✳ ❖♥❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦ss❡s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞✉❡ t♦ ♣❛❝❦❡t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧ts ♦♥ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❢♦r ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳

✾✳✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✱ ✇❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❡tr♦ ♦❢ ✷✵ ❦♠ ❧♦♥❣



✾✳✷✳ ❚r❛✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✲ ◆✐❝❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ❘❛✐❧✇❛② ✶✻✾

tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✶✸✹ ❲❙❆P✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡r❛t❡❞
tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✉♣✲t♦ ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆P ❛♥❞ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡✬s ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ●❆▲ t✐♠❡ ❢♦r ✺✵ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t✐♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭❘❚❚✮ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❘❚❚
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st ✐s ❛❜♦✉t ✽ ♠s ✭✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✸
♠s ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✻✹ ♠s✮✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
t❤❡✐r r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❘❚❚✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡
❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❘❚❚✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡s ❛t t❤❡
r♦♦t ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ st❛r s❡❣♠❡♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ t❤❡
✇♦rst ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥ts
✭♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ✷✵ ♠s✮ ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
❞❡❧❛② ♦❢ 5 µs❡❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡❧❛② ❢♦r ❛ ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤ ♥♦✇❛❞❛②s✳

❚❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr✐♣ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ ♦❢ ❛ ♠❡tr♦ tr❛✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❛ ❧♦✇ r❛t✐♦ ♦❢
❧♦ss❡s ✭≈ 2.5%✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♠✉st ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠ tr❛✣❝ str❡❛♠ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr♦ ✭✼✷ ❦♠✴❤✮ ❝❛✉s❡s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡s ✉♣✲t♦ ✶✾ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❢♦r s✉r❡ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❜✉✛❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❧♦ss❡s ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞❡❧❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r✳ P❡r❤❛♣s ❢♦r ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞
✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❛ ❜✉✛❡r ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❜✉t ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ❢♦r ❛ ♠❡tr♦ s❝❡♥❛r✐♦✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞r❛✇ ❢r♦♠ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P✮✳
❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞✐❞ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭●❆▲ t✐♠❡✱
❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✮✳ ❚❤✐s ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❲✐❋✐ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s❡❞ t♦ s❡r✈❡ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ✉♣✲❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥s✬ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ●❆▲ t✐♠❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛❜♦✉t ✸✵✪ ✭❢r♦♠ ✵✳✹✽ s❡❝♦♥❞s t♦ ✵✳✻✵
s❡❝♦♥❞s✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❘❚❚ ♠✐❣❤t s✉✛❡r ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✉♣✲t♦ ✽✵✵ ♠s ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛✣❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❆♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❧♦✇ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥t✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ tr❛❝❦ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡tr♦ tr❛✐♥s ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ tr❛✐♥s ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✐s r❛t❤❡r ❤✐❣❤✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❡tr♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ ≈ ✼✵ ❦♠✴❤✱ ♦✉r
r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♠✉st ❜❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ♠✐❣❤t ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ ◗♦❙ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳

✾✳✷ ❚r❛✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✲ ◆✐❝❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ❘❛✐❧✇❛②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥ t❤❡
❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ◗♦❙ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ❛♥❞



✶✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♥❞♦✈❡r ❙❝❤❡♠❡

♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✮✳ ❋♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛✐♠ ❛t st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝ts✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛✐❧✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ ◆✐❝❡ ❛♥❞ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉t❤ ♦❢ ❋r❛♥❝❡✳ ❚❤✐s r❛✐❧✲
✇❛② ✐s ✷✵✵ ❦♠ ❧♦♥❣ ❛♥❞ tr❛✐♥s tr❛✈❡❧ ❛t s♣❡❡❞s ✉♣✲t♦ ✷✵✵ ❦♠✴❤ ❜❡❝❛✉s❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts✳

✾✳✷✳✶ ❇❛❝❦❜♦♥❡ ◆❡t✇♦r❦

❋♦r t❤✐s tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✶✹✾✺ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡
♣❧❛❝❡❞ ❛t r❡❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✶✺✵ ♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡✐r r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✽✵ ♠❡t❡rs✱
❛s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ t♦ ❜✉✐❧❞
❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ✭❢r♦♠ ✷✵✵✵ t♦
✶✹✾✺✮ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❜❡tt❡r tr❛❞❡✲♦✛ ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❏❈2 − star7 ✇✐t❤ k = 2 t♦♣♦❧♦❣② ❛s
t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t♦ ❞❡♣❧♦②✱ ❛♥❞ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✇✐t❤ k = 3 ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡
♣r♦❞✉❝❡s 49 s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵ ♥♦❞❡s❀ ♦♥ ❡❛❝❤ ✇❡ ❞❡♣❧♦② t❤r❡❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ❛
❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t✇♦ ♣❛rt s✐♥❝❡
✐t ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❆❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞ ♦♥❧②
❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳

Avg.Distance :3.65151
Max.Distance :5

R

b748
b717

b686
b656

b626
b596

b565
b534b472

b503b442
b412

b382
b351b289

b320b259
b229

b199
b169b107

b138b76
b46

b16
b779

b810
b840

b870
b900

b931
b962

b993
b1024

b1054
b1084

b1114
b1144

b1175
b1206

b1237
b1267

b1297
b1327

b1357
b1388

b1419
b1450

b1480

b641
b644

b648
b652

b656
b660

b664
b667

b671
b675

b679
b683

b686
b690

b694
b698

b702
b706

b710
b714

b717
b721

b725
b729

b733
b737

b741
b745

b748
b752

b756
b760

b764
b768

b772
b776

b779
b783

b787
b791

b795
b798

b802
b806

b810
b814

b818
b821

b825
b828

b832
b836

b840
b844

b848
b851

b855

Chordal 2 with 2 Layers
Zoom of one Star-7 

Branch

Star-7 with 2 Layers

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✶✿ ◆✐❝❡✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❛❧

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❏❈2 − star7 ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt s❤♦✇s ♦♥❧② t❤❡
♠✐❞❞❧❡ st❛r ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ star7 t♦♣♦❧♦❣②✳ ■♥ t❤✐s ♠✐❞❞❧❡ st❛r✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ✼ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ s❡❣♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ❜② ❡❛❝❤ st❛r ❧✐♥❦ ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❧❛②❡r k = 2✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦
♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✳



✾✳✷✳ ❚r❛✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✲ ◆✐❝❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ❘❛✐❧✇❛② ✶✼✶

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡✇❛②s✿ ✸✾✸ ♥♦❞❡s ✭❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✮✳

• ❚♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✿ 9628c ❂ ✶✹✹✹✳✷✵ ❦♠✳

• ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t✿ ✺ ❤♦♣s✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦❡❞ ❧✐♥❦s✿ ✸✹✷ ❧✐♥❦s ✭✷✸✳✷✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤✮✳

• ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ▲✐♥❦s✿ 2237c ❂ ✸✸✺✳✺✺ ❦♠✳

• ▼✐♥✳ ♥✉♠✳ ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✿ ✸ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

• ▼❛①✳ ♥✉♠✳ ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✿ ✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r t❤❡ ▼❡tr♦ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦
♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✐ts ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✳

• ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t✿ ✸✳✻✺✶✺✶ ❤♦♣s✳

• ▼❛①✐♠✉♠ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡ ✿ ✷✵

• ❆✈❡r❛❣❡ ♥♦❞❡✬s ❞❡❣r❡❡ ✿ ✷✳✾✽✵✻

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ ❡q✉❛❧ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✹✿ ✷✾✻ ♥♦❞❡s✳

• ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ✿ 752c ❂ ✶✶✷✳✽ ❦♠✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛❜♦✉t t❤❡ ✼✺✪ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❣r❡❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✹✳
❚❤✐s ❢❛❝t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✳
❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡❣r❡❡ ✐s ✷✵✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ✷✹ ♣♦rt s✇✐t❝❤ ✐s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤ t♦
✉s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② s✐③❡ ✭✶✸✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❛❣❛✐♥st
✶✹✾✺ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ♥♦t t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✭✷✳✻✵ ❤♦♣s
❛❣❛✐♥st ✸✳✻✺ ❤♦♣s✮✳

✾✳✷✳✷ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❙❝❡♥❛r✐♦

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ◆✐❝❡✲▼❛rs❡✐❧❧❡ r❛✐❧✇❛② ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼❡tr♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❧✐♥❦✬s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②✱ s✇✐t❝❤❡s ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛♥❞ r❛❞✐♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ▼♦❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ tr❛✐♥ tr❛✈❡❧✐♥❣
❛t ✻✵ ♠✴s ✭✷✶✻ ❦♠✴❤✮ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② st♦♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr✐♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
s❝❡♥❛r✐♦✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ ♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛✐❧✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ♦♥ ❧✐♥❦s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❧✐♥❡❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛✐❧✇❛②✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t✐♠❡ ✇❛s ✹✵✵✵ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ tr✐♣✳ ❲❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭●❆▲ t✐♠❡✱ ❘❚❚ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✮ ♣r❡s❡♥t❡❞
❢♦r t❤❡ ▼❡tr♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ tr❛✣❝✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✶✵ r❛♥❞♦♠ ❢❛✐❧✉r❡s ✉♣✲t♦
✸ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ ✺ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
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Simulated Scenario
Railway Nice-Marseille
JC2 Star-7 2 layers.
Chordal-2 3 layers.
200 Km long.
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Switch

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✷✿ ◆✐❝❡✲▼❛rs❡✐❧❧❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦

❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢ ✭♦❢ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✮ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t
❤❛❧❢ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✺ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t b16✳ ❚❤✐s ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛
s❡❣♠❡♥t ♦❢ ✸✵ ♥♦❞❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ star7 t♦♣♦❧♦❣② ❛t ❧❛②❡r ✷ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ✭k = 3✮
✐s ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❚❤✐s s❡❣♠❡♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ✐s ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✭t❤r♦✉❣❤ b31✮ ✇❤❡♥ b16 ❢❛✐❧s✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✐♥ ✶✸ ❤♦♣s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡
❛t b46✳ ❚❤✐s ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ✸✵ ♥♦❞❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ star7

❛t k = 2✳ ❈♦♥tr❛r✐❧② t♦ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤✐s s❡❣♠❡♥t ✐s ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✭b31

❛♥❞ b61✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ✹ ❤♦♣s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡rs
❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t b107✳ ❚❤✐s ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ✷✶✼ ♥♦❞❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ star7 ❛t
k = 1✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✭❜❡s✐❞❡ t❤❡ r♦♦t
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t♦♣♦❧♦❣②✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✷✺ ❤♦♣s✳
❚❤❡ ❢♦✉rt❤ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t b199✳ ❚❤✐s ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✼t❤ s❡❣♠❡♥t
♦❢ ✸✵ ♥♦❞❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ star5 t♦♣♦❧♦❣② ❛t k = 2✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ✹ ❤♦♣s✳ ❚❤❡ ❧❛st s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛t b320✳ ❚❤✐s ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ r♦♦t
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ✷✶✹ ♥♦❞❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ star7 t♦♣♦❧♦❣② ❛t k = 1✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧✉r❡
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐♥ ✾ ❤♦♣s✳

✾✳✷✳✸ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ♠❡❡ts t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s✳ ❚r❛✐♥ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❆❘Ps ♣❛❝❦❡ts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❋❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡
❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❲❙❆Ps
✐s ♥♦t ❤❛r❞❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s ✭❣❛t❡✇❛②s ❛r❡ ✸ ♦r ✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s



✾✳✷✳ ❚r❛✐♥ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✲ ◆✐❝❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ❘❛✐❧✇❛② ✶✼✸

❛♣❛rt✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ●❆▲ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦✉t❧✐❡rs ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛rs ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
❆❘Ps r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❋❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❧s♦ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s ♣❧❛②s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❘Ps ♣❛❝❦❡ts ✭r♦✉t❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❲❙❆P ❛r❡ s❤♦rt❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ ❧✐♥❦s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
❞✐❞ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✺✮ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ●❆▲ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥❞❡❞ ❡❛r❧②✳ ■♥ t❤❡s❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ♠✐sr♦✉t❡❞ ♣❛❝❦❡ts✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡s❡
❧♦ss❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ❤❛♣♣❡♥✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❛r❧② ❡♥❞✐♥❣s ✇❛s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧
s❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡♦✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡✈❡♥ts r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ t♦ ❧❡ss t❤❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡✱
tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② ❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ●❆▲✳

❚❤❡ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦st ✐s ❛❜♦✉t ✽
♠s ✭♠✐♥✐♠✉♠ ✸ ♠s ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✻✹ ♠s✮ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✺ ♠s✳ ❲❤❡♥
t✇♦ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤✐s ❘❚❚ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♣✲t♦ ✽✵✵ ♠s ✭♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♥❣✮
✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛✣❝ ✮✳ ❋❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❘❚❚✱
s✐♥❝❡ t❤❡ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢
r♦✉t❡s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❘❚❚ ✉♣✲t♦ ✼✵ ♠s✳ ❇✉t
t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛st ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✺ µs❡❝✮✳ ▲❛r❣❡r ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ t✐♠❡s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❘❚❚ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦✇❛❞❛②s ♠✐❞❞❧❡ r❛♥❣❡
s✇✐t❝❤❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ r❛t❡ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❝r❡♠❡♥t
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡ r♦♦t ✇✐❧❧ ♥♦t ❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❘❚❚✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✐❣❤t
❜❡ ❛♥ ✐ss✉❡✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❜❛s❡❞ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤✐s t❤❡s✐s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

P❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❡❧♣s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♣✲t♦ ✸ ❢❛✐❧❡❞ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ t✐♠❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻ s❡❝♦♥❞s✮ ✐s st✐❧❧ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜✉✛❡r
t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❧♦ss❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✇❤❡♥ t✇♦ tr❛✐♥s ❝r♦ss
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❝❦ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ tr❛✐♥s✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❛r❡
tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛♥ ♣❛❝❦❡ts s✉✛❡rs ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡✐r ❘❚❚ ✭❞✉❡
t♦ q✉❡✉❡✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✮ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛ ❜r✐❡❢ ❜✉✛❡r
♦✈❡r✢♦✇ ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❤❛s ♥♦t ❛ ❜✐❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ●❆▲ t✐♠❡✱ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭❘❚❚✮ ♦r ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛❧♦♥❣ ❛ tr✐♣ ♦❢ ✷✵✵ ❦♠✳ ■♥
❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✱ t❤❡ r♦✉t❡s r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ✐♥ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝
✇❛②✳ ❇✉t✱ ✇❡ ♠✉st ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣
❞❡❧❛② ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ 5 µs❡❝✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♠♦r❡ ❡❛s② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✷✺ ❤♦♣s



✶✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛♥❞♦✈❡r ❙❝❤❡♠❡

✭✇♦rst ❝❛s❡✮ ✇❤❡♥ r❡❝♦♥✜❣✉r✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❞❡❧❛②s✱
s✉❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ♠✐❣❤t ②✐❡❧❞ t♦ ❧❛r❣❡r r♦✉♥❞ tr✐♣ t✐♠❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❞❡❧❛② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❘❚❚ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✉♣✲t♦ ✶✵✵
♠s ✭♦r ❡✈❡♥ ✷✵✵ ♠s✮✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡❧❛② ✇❤❡♥ t❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥ ✈✐❞❡♦ ♦r str❡❛♠✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞❡❧❛② ♦❢ ✻✵✵ ♠s ♦r ❡✈❡♥ ✶ s❡❝♦♥❞✱ ♠❛❦✐♥❣
t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧✐♥❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❡♥ t✇♦ tr❛✐♥s ❝r♦ss
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ●❆▲ t✐♠❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts
✐♥ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❘❚❚ ✐s ❤❛r❞❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✐s ❧♦✇ ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛✐♥
s❝❡♥❛r✐♦✳

✾✳✸ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❤♦st ✭♦r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✮ ❢♦r t✇♦ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ❛ ♠❡tr♦ ❧✐♥❡ ♦❢ ✷✵ ❦♠
❧♦♥❣ ❛♥❞ ❛ tr❛✐♥ ❧✐♥❡ ♦❢ ✷✵✵ ❦♠ ❧♦♥❣✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ✭t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❍❛♥❞♦✈❡r✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❤❛♥❞♦✈❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦
✇♦r❦ ❝♦rr❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ r♦✉t❡s ✇✐t❤♦✉t
❝❛✉s✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✉♥❞❡r
tr❛✣❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✉♣✲t♦ ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❛r❣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❛ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❛t ✷✵✵ ❦♠✴❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡ ✭❙❉✮
❣❡ts ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡
❡✈❡♥ts ✇❡r❡ ❧✐♠✐t❡❞✱ t❤❡② ❡①✐st✳ ❙♦✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss t❤❛t
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✭✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✮✳ ❆
❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❆❈ ❛❞❞r❡ss❡s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❢✉❧❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✴❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ t✐♠❡♦✉ts✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ◆❛tt✐♥❣ ♦r
◆❡t✇♦r❦ ♠❛sq✉❡r❛❞✐♥❣ ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❡r❡ ❛❜♦✉t ✽ ♠s ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ♦❢ ✸ ♠s ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✻✵ ♠s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛✣❝
✭✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶ ♣❛❝❦❡t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡✉❡ ♦❢ t❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡✮✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❧❛②s ❛r❡
♠♦r❡ t❤❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥
t❤❡ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ❘❚❚✳ ❆ s✉❝❝❡ss❢✉❧
r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉t❡s ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❞❡❧❛② ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤✐♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss
♥♦❞❡s ❤❡❧♣ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❘❚❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s ✭t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ st❛r s❡❣♠❡♥t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ t❤❡ r♦♦t ♠✐❣❤t s✉✛❡r ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❝r❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ st❛❜❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❝❛s❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡s✲



✾✳✸✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✼✺

t✐❣❛t❡❞✳ P❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❧♦♥❣ t❡r♠ tr❛✣❝ str❡❛♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s❤♦rt ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞
t✐♠❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✉♣✲t♦ ✸ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✭✶✾ s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❡tr♦ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ✻
s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❡rr♦r ❛t t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛✈♦✐❞❡❞ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢❛✐❧✉r❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❞❡❛❧

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥t ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✉♣✲t♦ ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❲❙❆Ps ❢❛✐❧❡❞ ♠✐❣❤t ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥
p ✐s ❧❛r❣❡ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✵✵✶✮ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ✸ ♦r ✹ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❣❛t❡✇❛②s ✭t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛❞❞❡r ❡✛❡❝t✮✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ tr❛✐♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡s ✭♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
♦♥❡ ♦r ♣❡r❤❛♣s t✇♦ ❢❛✐❧❡❞ ❲❙❆P✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ❢❛✐❧❡❞ ❲❙❆P✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❙❉ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s
❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡
❞r❛✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛✐❧✇❛②✳ ❲❡ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❘❚❚ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲✐❋✐
❝❤❛♥♥❡❧✳ P❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥t✱
❇✉t ✐♥ ❛ ♠❡tr♦ ♠♦❜✐❧✐t② s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ tr❛✐♥s ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❝❦✱ t❤❡s❡
❧♦ss❡s ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❲✐❋✐ ❧✐♥❦ ✭s✉❝❤ ❛s ✽✵✷✳✶✶❣✴♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤✐s s❛t✉r❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❜✉t ✐t ♦♥❧②
♣✉s❤ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ P❡r❤❛♣s ❛ ❞✉❛❧
r❛❞✐♦ ❲❙❆P ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ s❡r✈❡ ❡❛❝❤ tr❛✐♥ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✐❣❤t s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛s ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ ✶✮ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢
❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦✈❡r ❛ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❛ r❛✐❧✇❛② s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s t❤❡s✐s s✉❣❣❡st t❤❛t ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ✭♦r ❡✈❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡✮ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❝❦s✐❞❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇✐r❡❧❡ss ❛❝❝❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✭s✉❝❤ ❛s ❲✐❋✐✮✳ ❋♦r t❤❡ tr❛❝❦s✐❞❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❤✐❡r❛r✲
❝❤✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ●❛t❡✇❛②✱ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✐ts ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣♦s❡s ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❢✉❧❧② ♦♣❡r❛❜❧❡ ❜② ❛ tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♠♣❛♥②✳

✶✵✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ■♥t❡r♥❡t
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r tr❛✐♥s ♣❛ss❡♥❣❡rs ♦♥❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ✉♥❧✐❝❡♥s❡❞ ✇✐r❡❧❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ s✉❝❤
❛s ❲✐❋✐✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇❡r❡ t✇♦✿ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ♦❢ ❛♥ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞s ✭P❛rt ■ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦
❢♦r ❛ r❛✐❧✇❛② s❝❡♥❛r✐♦ ✭P❛rt ■■✮✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❈❤❛♣t❡r ✹✮ ❛♥❞ ❛ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤✐s ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡✱ ❝❛❧❧❡❞
❚❤❡ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❍❛♥❞♦✈❡r✱ r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❲✐❋✐ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ■t ❜❛s❡s ✐ts
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❖❙■ ▲❛②❡r ✷✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ▲❛②❡r ✸ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
♦❢ ❊t❤❡r♥❡t ❞❡✈✐❝❡s ✉♣✲t♦ ✸✺✵ ❦♠✴❤✱ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r
♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦✉t❡s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐sr♦✉t✐♥❣
♦❢ ♣❛❝❦❡ts✱ ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡
❛ ❧❛r❣❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ◆❡t✇♦r❦ ❆❞❞r❡ss ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥
✭◆❆❚✮ ♦r ♥❡t✇♦r❦ ♠❛sq✉❡r❛❞✐♥❣ ✭▼❆❙◗✮✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ r❛✐❧✇❛② ✭♥❛♠❡❧② t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♥❡t✇♦r❦✮✳ ❲❡ st✉❞✐❡❞ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭r❡❝✉rs✐✈❡✮ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✻✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡♠ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❈❤❛♣t❡r ✼✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❈❤❛♣t❡r
✽✮✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧♦✇ ❞❡❧❛② ✇❤❡♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦



✶✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦r ❣❛t❡✇❛②✮✱ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❢❛✐❧✉r❡s✮ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐♥❦s✮✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱
t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❤♦r❞❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❛

❙t❛r t♦♣♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s t♦ t❤❡
r♦♦t ❛♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✐s
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✉♣✲t♦ ✷✵✵✵ ♥♦❞❡s ✭✸✵✵ ❦♠ ❧♦♥❣✮ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠♦r❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ✭❈❤❛♣t❡r ✾✮✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞
r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t ✐t ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✭❜r✐❞❣❡❞✮
tr❛❝❦s✐❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✲♠♦t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦s ✭s✉❝❤ ❛s tr❛✐♥s✮ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❲✐❋✐ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ❧❛②❡r ✷ s✇✐t❝❤❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❚❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♠✉st ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❛ tr❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣
t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛
tr❛❝❦s✐❞❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❛✐❧✇❛② s❝❡♥❛r✐♦✳

✶✵✳✷ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❉✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ❙♦✲

❧✉t✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♦♣❡r❛t❡s ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❖❙■
❧❛②❡r ✷✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ tr❛✣❝ ❡♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥
❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❱✐rt✉❛❧ ▲❆◆s ✭■❊❊❊✲✽✵✷✳✶◗ ❱▲❆◆ t❛❣❣✐♥❣✮✱
♣❡r♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✈✐rt✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ♦✈❡r❧❛✐❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡t✲
✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ◗♦❙ ❢❡❛t✉r❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
❡♥❞✲✉s❡rs✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ tr❛✣❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❱▲❆◆s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♣❛♥✲

♥✐♥❣ tr❡❡s ✭■❊❊❊ ✽✵✷✳✶◗✲✷✵✵✸✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭♦♥❡ ♣❡r tr❡❡✮✱ ♦r ❡✈❡♥ ♠♦r❡✱ t♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❣✐♦♥❛❧ r♦♦ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
▼✉❧t✐♣❧❡s s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❦s ♥❡❛r t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❡✛❡❝t t❤❛t ✐s ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❧✐❦❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛♥❛❣❡❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❥♦✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✭❜r✐❞❣❡❞✮ ❊t❤❡r♥❡t ♥❡t✇♦r❦s ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡
■P ♥❡t✇♦r❦✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❜r✐❞❣❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ♠❛② ❝♦✈❡r ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❥♦✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ tr❛✐♥ ❧✐♥❡s✬ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛❝r♦ss ❛ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s
❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞✐✲
✈❡rs✐❢② ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞
❜② ▼♦❜✐❧❡ ■P ♣r♦t♦❝♦❧s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠❛❦❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
❛ ♠♦r❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❤❛♥❞♦✈❡r s❝❤❡♠❡✳

❚❤❡ ♠❛②♦r ❞r❛✇❜❛❝❦s ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ t✇♦✿ ✶✮ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦✈❡r ❛ ✈❛st ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛r❡❛❀ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡



✶✵✳✸✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✼✾

✇✐r❡❧❡ss ✉♣✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❜♦♦tstr❛♣ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❛✉t♦✲❝♦♥✜❣✉r❡
t❤❡ ❲❙❆Ps ✇❤❡♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡✐r r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜②
♥♦♥✲s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♣❡rs♦♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡
s❤♦✇❡❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❢❛✐❧❡❞ ❲❙❆Ps✳ ❚❤✉s✱ t❤❡✐r r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❜✉❧❦ ✇❛② ♦♥❧② ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❛♥s✇❡r❡❞ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♦♣❡r❛❜❧❡ ✐s s✉❝❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢
t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❲✐❋✐ ❤❛r❞✇❛r❡✱ s❡❝✉r✐t② s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♥♦t ❜✉❧❧❡t✲♣r♦♦❢✳
❙❡❝✉r✐t② ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✿ ✶✮ t❤❡ ✉♣✲❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲
♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❧♦st ❞✉❡ t♦ ❥❛♠♠✐♥❣ ♦r ♦t❤❡r ❦✐♥❞s
♦❢ ❉♦❙ ❛tt❛❝❦s❀ ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡ss
♥♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞ ❞✉❡ t♦ ♠❡♥✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡ ❛tt❛❝❦s ♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ❞❡❝♦❞❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❧✐❦❡❧② ❧❡ss ❤❛r❞
t♦ s♦❧✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✴❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛s
t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ❤✐❞❞❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡r ♣r♦❝❡ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✜rst ✐ss✉❡ ✐s
✇✐❞❡ ✉♥❛♥s✇❡r❡❞✳ P❡r❤❛♣s t♦ ✉s❡ ❛ s♦rt ♦❢ s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❲✐❋✐ ❞❡✈✐❝❡s ♦r ♠❛②❜❡ t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❲❙❆P ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ t♦ s✉❝❤ ❛ s✐③❡ t❤❛t ❛ ❥❛♠♠✐♥❣ ❛tt❛❝❦ ❝❛♥ ♥♦t ❤❛r♠ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
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■♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ st❛t❡
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✿

• ❚❤❡ ❧♦ss❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ tr❛✐♥ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❧❡❛❞s ✉s t♦ s✉❣❣❡st ❛ ❞✉❛❧ r❛❞✐♦
❲❙❆P✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ tr❛✐♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❲❙❆P✱ ❡❛❝❤ tr❛✐♥ ❝❛♥
✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✉♣✲❧✐♥❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇❤❡♥ tr❛✐♥s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ◗♦❙ ♦❢ t❤❡
✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

• ❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✐s st✐❧❧
♦♣❡♥✳ ❆s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛t❡✇❛②s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
tr❛✐♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❙♣✐❞❡r♠❛♥ ❉❡✈✐❝❡s ✭❙❉✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥✲♠♦t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠✐❣❤t ❝♦♣❡
✇✐t❤ t❤❡s❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❙❉ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

• ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❧✐❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❘❛♣✐❞ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡
Pr♦t♦❝♦❧ ✲ ❘❙❚P✮ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s st✐❧❧ ♥♦t
❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❘❙❚P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ❧❡ss



✶✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

t❤❛♥ ✸✵ s❡❝♦♥❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✼ ❤♦♣s✱ ✇❡ t❤✐♥❦
t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❤♦rt❡r ✭♦r ❛t ❧❡❛st
❜♦✉♥❞❡❞✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✇♦rst ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s s❝❡♥❛r✐♦s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❛✐❧✇❛② s❝❡♥❛r✐♦✳ ❲❡
s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❞✐s❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s✳
❚❤✐s st✉❞② ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ♥♦t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ tr✐♣✱ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♦♥❧② st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss ♥♦❞❡s ✭❲❙❆Ps✮✳

• ❆ st✉❞② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r
❞❡s✐❣♥s r✉❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤ ♦r ♦t❤❡r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r✐♥❣s ♥❡t✇♦r❦ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇✐❧❧
❤❡❧♣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❜❡tt❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠❡tr✐❝s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

• ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦s ♦r ✸r❞ ♣❛rt② ♥❡t✇♦r❦s ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❛♥ ■❙P✮ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥
t❤❡ t✇♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝❛s❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✾✮✱ t❤❡ st❛r t♦♣♦❧♦❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ♥❡t✇♦r❦s ✭♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❈❤♦r❞❛❧✲✷ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇✐r❡❞
tr❛❝❦s✐❞❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦s ♦r ✸r❞ ♣❛rt② ♥❡t✇♦r❦s ♠✐❣❤t
❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦✳

▼❛♥② ❢✉rt❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡①✐st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡ ♦♥❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡
♦♥❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t t❤✐s ♠♦♠❡♥t✳ ❇✉t✱ ❝❡rt❛✐♥❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts t♦✇❛r❞s ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ tr❛❝❦s✐❞❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r tr❛✐♥s✱ ♠❡tr♦s ♦r ✉r❜❛♥ ❜✉s❡s✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❚❛❜❧❡s

❆✳✶ ❚❛❜❧❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺

❍♦sts ●❆▲ ❚✐♠❡ ●✳❆❘Ps s❡♥t
▼✐♥ ▼❛① ▼❡❛♥ ❙❞ ▼✐♥ ▼❛① ✪ ❘❡tr❛♥s✳

✶ ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✽✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✵✷ ✶ ✷ ✶✵✵✪
✺ ✵✳✵✷✽✽ ✵✳✵✸✻✸ ✵✳✵✸✵ ✵✳✵✵✵✸ ✺ ✻ ✷✵✪
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✷✵ ✵✳✶✹✻✽ ✵✳✶✻✽✵ ✵✳✶✹✼ ✵✳✵✵✶✽ ✷✵ ✷✶ ✺✪
✺✵ ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✹✷✹✶ ✵✳✸✾✼ ✵✳✵✵✹✼ ✺✵ ✺✷ ✹✪
✶✵✵ ✵✳✽✶✵✽ ✵✳✽✹✺✺ ✵✳✽✶✺ ✵✳✵✵✽✶ ✶✵✵ ✶✵✸ ✸✪
✶✺✵ ✶✳✷✷✺✼ ✶✳✷✼✹✵ ✶✳✷✸✺ ✵✳✵✶✶✶ ✶✺✵ ✶✺✺ ✸✳✸✪
✷✵✵ ✶✳✸✺✻✻ ✶✳✼✵✷✽ ✶✳✻✸✻ ✵✳✵✺✹✾ ✶✻✺ ✷✵✼ ✸✳✺✪
✷✺✵ ✶✳✸✺✻✻ ✷✳✶✸✷✶ ✶✳✽✾✽ ✵✳✷✶✾✾ ✶✻✺ ✷✺✾ ✸✳✻✪

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ●❆▲ ❞❡❧❛② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✇✐t❤♦✉t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
tr❛✣❝✳

❍♦sts ●❆▲ ❚✐♠❡ ●✳❆❘Ps s❡♥t
▼✐♥ ▼❛① ▼❡❛♥ ❙❞ ▼✐♥ ▼❛① ✪ ❘❡tr❛♥s✳

✶ ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✷✽✶ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✷✶ ✶ ✺ ✹✵✵✪
✺ ✵✳✵✷✽✽ ✵✳✵✽✼✸ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✵✼✶ ✺ ✶✶ ✶✷✵✪
✶✵ ✵✳✵✻✸✽ ✵✳✶✺✻✻ ✵✳✵✼✺ ✵✳✵✶✻✵ ✶✵ ✷✵ ✶✵✵✪
✷✵ ✵✳✶✹✻✽ ✵✳✷✽✽✹ ✵✳✶✾✷ ✵✳✵✶✽✵ ✷✵ ✸✻ ✽✵✪
✺✵ ✵✳✸✾✺✽ ✵✳✺✽✵✶ ✵✳✹✺✺ ✵✳✵✸✹✽ ✺✵ ✼✵ ✹✵✪
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❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ●❆▲ ❞❡❧❛② ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts ✇✐t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝✳



✶✽✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❛❜❧❡s

❆✳✷ ❚❛❜❧❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼

❙♣❡❡❞ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❋❛✐❧❡❞ ◆♦❞❡s ✭l∗✮
km/h ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵
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❚❛❜❧❡ ❆✳✸✿ ❉✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ♥♦❞❡s



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❆❜✉❣✉❜❛ ✫ ▼♦❧❞♦✈á♥ ✷✵✵✻❪ ❙✳ ❆❜✉❣✉❜❛ ❛♥❞ ■✳ ▼♦❧❞♦✈á♥✳ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❙❚P ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❊✉r♦♣❡ ✷✵✵✻✱
●❡♥❡✈❛✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✻✳

❬❆❞②❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ❆✳ ❆❞②❛✱ P✳ ❇❛❤❧✱ ❏✳ P❛❞❤②❡✱ ❆✳ ❲♦❧♠❛♥ ❛♥❞ ▲✐❞♦♥❣ ❩❤♦✉✳ ❆ ♠✉❧t✐✲

r❛❞✐♦ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✶st
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦s ✭❇r♦❛❞◆❡ts ✷✵✵✹✮✱ ♣❛❣❡s ✸✹✹ ✕
✸✺✹✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✹✳

❬❆❣✉❛❞♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ▼✳ ❆❣✉❛❞♦✱ ❖✳ ❖♥❛♥❞✐✱ P✳❙✳ ❆❣✉st✐♥✱ ▼✳ ❍✐❣✉❡r♦ ❛♥❞ ❊✳ ❏❛✲
❝♦❜ ❚❛q✉❡t✳ ❲✐▼❛① ♦♥ ❘❛✐❧s✳ ■❊❊❊ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✈♦❧✳ ✸✱ ♥♦✳ ✸✱
♣❛❣❡s ✹✼ ✕ ✺✻✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳

❬❆♥❣s❦✉♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❚✳ ❆♥❣s❦✉♥✱ ●✳ ❇♦s✐❧❝❛ ❛♥❞ ❏✳ ❉♦♥❣❛rr❛✳ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ❣r❛♣❤✿ ❆ s❝❛❧❛❜❧❡

❛♥❞ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
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❬❆r❞❡♥ ✫ ▲❡❡ ✶✾✽✶❪ ❇✳❲✳ ❆r❞❡♥ ❛♥❞ ❍✐❦②✉ ▲❡❡✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❤♦r❞❛❧ ❘✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ✈♦❧✳ ❈ ✲ ✸✵✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡s ✷✾✶ ✕ ✷✾✺✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✽✶✳

❬❆r❥♦♥❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❆✳ ❆r❥♦♥❛✱ ❏✳ ❑❡rtt✉❧❛ ❛♥❞ ❆✳ ❨❧❛✲❏❛❛s❦✐✳ ▲✐✈❡ ◆❡t✇♦r❦ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❈❤❛❧❧❡♥❣❡✿ ❋▲❆❙❍✲❖❋❉▼ ✈s✳ ❍❙❉P❆✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✷✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❆■◆❆ ✷✵✵✽✮✱ ♣❛❣❡s
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❏✳ ▼✐❣✉❡❧✲❆❧♦♥s♦✳ ❈❤♦r❞❛❧ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ■♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❆❧❡① ❱❡✐❞❡♥✲
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