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Résumé

Ce mémoire est composé de deux parties indépendantes. Si les deux sujets traités sont
de nature différente, I’étude asymptotique du probléme est & chaque fois au centre de la
réflexion.

Dans la premiére partie, nous nous intéressons au comportement d’un systéme composé
de deux fluides non miscibles, soumis a la seule force de gravité. Un tel systéme est utilisé
en océanographie, afin de modéliser une étendue d’eau de densité variable. On commence
par écrire sous forme agréable les équations d’évolution gouvernant le systéme. Ensuite, on
développe une panoplie de modéles asymptotiques, dans les régimes d’eau peu profonde — ot
I’on suppose que la profondeur des couches de fluide est petite devant la longueur d’onde
caractéristique a I'interface — et d’ondes longues — o ’on ajoute une hypothése de petitesse
des déformations a la surface et a I'interface. Ces modéles sont rigoureusement justifiés, par
des résultats de cohérence ou de convergence. Finalement, on s’intéresse particuliérement
au phénomeéne d’eaux mortes, qui se manifeste par une forte résistance a ’avancement subie
par un corps naviguant dans des eaux stratifiées. Cette résistance est une conséquence de
I’énergie dépensée par le corps pour générer une onde & l'interface entre les deux couches
de fluide. La encore, des modéles asymptotiques sont construits, justifiés rigoureusement
et simulés numériquement. Une telle étude nous permet de prédire dans quelles situations
le phénoméne d’eaux mortes se manifeste.

La deuxiéme partie est dédiée a ’étude de la propagation des ondes dans un milieu
non-homogéne. La motivation de cette étude se situe dans les cristaur photoniques, dont
les propriétés de structure se répercutent sur la propagation des rayons lumineux. Plus
particulierement, nous nous intéressons & l'influence de la présence de défauts dans le
matériau, modélisés par des singularités et/ou des discontinuités dans la microstructure.
On montre que ces interfaces ont un effet prédominant sur les propriétés asymptotiques du
matériau — notamment le coefficient de transmission — lorsque la longueur caractéristique
de la microstructure tend vers zéro.

Mots clés : ondes de gravité, ondes internes, modéles asymptotiques, eaux mortes, opé-
rateur de Schrédinger, théorie de diffusion, effets d’interface, homogénéisation.



Abstract

Two distinctive topics are investigated in this dissertation. However, we focus each time
on the asymptotic study of the system.

The first part deals with the behavior of a flow, constituted of two immiscible, ho-
mogeneous fluids under the only influence of gravity. Such a system is widely used in
oceanography, as a model for density-stratified fluids. First, we introduce the governing
equations of our problem. Then, we construct several asymptotic models, in different re-
gimes. The regimes at stake are the shallow water regime (where the depth of the fluids
is assumed to be small when compared with the internal wavelength), and the long wave
regime (with the additional smallness assumptions of small deformations at the surface
and at the interface). Each of the models is rigorously justified, thanks to a consistency,
or a convergence result. Finally, we deal with the so-called dead water phenomenon, which
occurs when a ship sails in a stratified fluid, and experiences an important drag due to
waves below the surface. Again, we construct, justify, and produce numerical simulations of
asymptotic models for this problem. The provided analysis allows to predict the behavior
of the flow, and in which situations the dead-water effect occurs.

The second part is dedicated to the wave propagation in inhomogeneous media, having
in mind the applications of photonic crystals. The structure of these materials allow them
to shape the flow of light. In particular, we study the effects of the presence of defects in
the structure, modeled by singularities, or discontinuities in the microstructure. The effect
of such interfaces is predominant in the asymptotic behavior of scattering quantities, such
as the transmission coefficient, when the size of the microstructure vanishes.

Keywords : gravity waves, internal waves, asymptotic models, dead water, Schréodinger
operator, scattering theory, interface effects, homogenization.
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CHAPITRE 1
Introduction et vue d’ensemble

Tous les secrets de la nature gisent a découvert et
frappent nos regards chaque jour sans que mous y
fassions attention.

— André Gide, Les nouvelles nourritures

Ce mémoire est constitué de deux parties distinctes, pourtant assujetties a un objec-
tif commun : celui de comprendre et d’analyser des problémes issus de la Physique, via
des outils Mathématiques, et en particulier des méthodes liées a 1’étude des équations aux
dérivées partielles. La premiére partie explore le comportement des ondes internes & 'in-
terface entre deux fluides, dans un cadre océanographique; la seconde partie traite de la
propagation des ondes a travers des matériaux a structure non homogéne, i.e. possédant
des singularités, ou des microstructures.

Dans chacun de ces deux cas, les équations régissant le systéme sont complexes, et
I’étude de leurs solutions difficile. Dés lors, notre approche consiste a considérer des so-
lutions approchées du probléme. A chaque fois, le cadre physique fournit un jeu de para-
métres petits du systéme. En utilisant ces données, nous serons & méme de construire des
modéles et des solutions asymptotiques, qui seront bien plus agréables a analyser. Bien
str, la difficulté consistera en la justification précise et rigoureuse de ces solutions, comme
approximations du probléme.

Au total, cing articles (publiés ou soumis) composent le corps de ce mémoire, et figurent
en des chapitres distincts. Nous avons choisi de les insérer dans leur forme originale, hormis
quelques modifications mineures. Ce chapitre précis a pour but de motiver et lier entre eux
ces travaux. Pour chacune des deux parties, nous présentons les problémes qui y sont posés,
I’état de I’art en la matiére, les résultats obtenus ainsi que les méthodes utilisées.

Sommaire
3
—— - . 3
A Différents modéles asvmptotiqued 9
[A.3. I approximation Korteweg-de Vried 16
A.4. Le phénomeéne des eaux mortes 20
Partie B. Propagation des onde ave n milieu non homogéne 27
B 27
B Potentiels admettant des singularités 32
B Potentiels possédant une microstru S 36
INotations et autres supports 47
C. 1. Notations utilisées 47
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Partie A. Ondes internes de gravité en océanographie

A.1. Modélisation des ondes internes. Dans cette partie, nous nous intéressons
au probléme de I’évolution de la surface et de I'interface entre deux couches de fluides
supposés non miscibles et de densités différentes, sous l'influence de la gravité seule. De
telles situations apparaissent notamment en météorologie (a I'interface océan-atmosphére),
mais ¢’est dans le cadre de I'océanographie que nous présenterons le probléme. En effet, la
densité des eaux d’un lac, d’'une mer ou d’un océan n’est en général pas constante. Dans
bien des cas, on observe une séparation trés marquée entre les eaux profondes, plus fraiches
et plus salées, donc plus denses que les eaux de surface. Il est alors raisonnable de concevoir
I’étendue d’eau comme composée de deux couches de fluides de densités différentes.

Si I’étude de 'évolution de la surface dans le cas a un fluide est ancienne (on peut re-
monter au XIX° siécle avec Russel [101]), ’étude des ondes internes a réellement débuté a la
fin des années 1960, aprés une conjonction intéressante d’avancées technologiques (amélio-
ration des chaines de thermistance, puis imagerie satellite avec le lancement de SEASAT)
et de découvertes mathématiques (équations intégrables par la théorie du scattering in-
verse). Les observations et mesures font apparaitre la présence de fortes déformations a
I'interface, notamment sous la forme de paquets d’ondes internes, pouvant se propager sur
des centaines de kilométres et atteindre des amplitudes considérables.

On dissocie trois phases dans la « vie » de ces ondes, qui procédent de mécanismes
particuliers et demandent un traitement différent. D’abord la génération : comment se
forment-elles et sous quelles conditions? Parmi les causes, on peut distinguer : les déré-
glements exceptionnels, qui sont par exemple a l'origine des tsunamis; les perturbations
plus réguliéres, comme les marées & l'origine des mascarets. Ensuite vient la propagation,
ou 'on se pose notamment la question de la stabilité de ces ondes et leur comportement
face & des perturbations (courants, fonds marins, collisions, etc.). Finalement, ces ondes
se dissipent, notamment par déferlement, dont on sait que le mélange induit est capital
a l’équilibre sous-marin et au transport des sédiments. C’est la phase de propagation qui
nous intéressera particulierement (bien que le probléme de la génération soit étudié au
Chapitre H]).

Dans la section suivante, nous présentons les équations qui régissent le systéme. Cette
modélisation elle-méme suppose quelques hypothéses sur la nature du fluide considéré,
que nous détaillons et justifions. A partir du systéme d’équations d’évolution obtenu, on
construit a la section [A2 différents modéles asymptotiques, correspondant & différents
régimes considérés (c’est-a-dire a différents ordres de grandeur des variables de notre pro-
bléme). On peut distinguer deux grandes familles de modeéles obtenus : les modéles for-
tement non-linéaires, s’appuyant uniquement sur une hypothése d’eau peu profond et
traités en particulier au Chapitre Bl; les modeles faiblement non-linéaires, qui s’appuient
sur une hypothése supplémentaire de petitesse des amplitudes des ondesﬁ, étudiés en détail
au Chapitre[3l On s’intéresse tout particuliérement dans la section[A 3] aux ondes solitaires,
comme solutions particuliéres d’un des modéles obtenus. A cette occasion, on présente de
maniére plus détaillée la théorie briévement évoquée ci-dessus, ainsi que ses conséquences
dans le cadre des ondes internes. Finalement, la section [A.4] apporte un exemple d’ap-
plication pratique de notre méthode et de nos résultats, avec un traitement nouveau du
phénomeéne atypique d’eauz mortes (I'étude compléte figure au Chapitre Hl).

A.1.1. Le systéme d’Euler complet. Précisons le cadre physique dans lequel nous nous
placons. Nous faisons effectivement plusieurs hypothéses simplificatrices mais raisonnables

La faible profondeur est & comprendre par rapport & une longueur verticale caractéristique. Le régime
peut donc étre valide pour des profondeurs atteignant plusieurs kilométres, comme on le verra par la suite.
2Encore une fois, la « petitesse » est & comprendre par comparaison, cette fois avec la profondeur des
couches de fluide. Ainsi, elles admettent en fait des amplitudes relativement larges (plusieurs centaines de
meétres).
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FIGURE 1. Domaine d’étude

dans le cadre océanographique (voir par exemple [38]) sur la nature du fluide, qui nous
permettent d’écrire les équations de notre probléme.

PostuLAT 1. Le systéme est composé de deux couches de fluides non miscibles. Le
domaine de chaque fluide est déterminé par le graphe de fonctions.

On note Qf (i = 1,2) le domaine du fluide ¢ au temps ¢ (de maniére générale, l'indice 1 se
réfere au fluide du haut et I'indice 2 au fluide du bas ; voir Figure [I]). Il existe alors (;(¢, X)
(1 =1,2) et b(X), tels que pour tous temps ¢ > 0 :

QO = { (X,2) eRIx R, GtLX) < 2z < di+G(tX) ),
Q) = {(X,2) eR'XR, —dy +b(X) < 2z < (LX) ).

On note donc z € R la variable verticale et X € R?, ot d = 1 ou 2 est la dimension de la
variable horizontale.

PosTuLAT 2. Le domaine de chaque fluide reste strictement connexe.

On se place ainsi loin du rivage, dans la zone de haut-fond. On supposera donc qu’il existe
Bmin > 0, tel que pour tout X € R% et pour tout ¢ > 0,

(A1) di+G(EX) = QEX) > hmin >0 et do+ Gt X) — b(X) > huin > 0.
PostuLAT 3. Les fluides sont irrotationnels et incompressibles.

L’irrotationalité se justifie dans la mesure ot nous nous sommes éloignés des zones de
surf (« déferlement ») et de swash (« jet de rive »), ou les effets rotationnels ne sont plus
négligeables. On peut alors introduire les potentiels de vitesse ¢; tels que

v, = V¢, dans Qﬁ

L’incompressibilité de chaque fluide se traduit par une masse volumique p; (i = 1,2)
constante. L’équation de conservation de la masse devient donc
(A.2) div(pivi) = —0pi = 0 = Ag; = 0 dans QL.

POSTULAT 4. Les fluides sont soumis uniquement a la force de gravité et sont idéaux :
les effets de viscosité sont négligeables.
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Les fluides vérifient 1’équation d’Euler, qui s’écrit en terme de potentiels de vitesse comme
1 P
(A.3) O+ 5|Vxatil' =~ gz dans @,
(2
ou g est 'accélération gravitationnelle et P(X, z) la pression a l'intérieur du fluide.

PostuLAaT 5. Les fluides sont non miscibles; les particules de chaque fluide ne tra-
versent pas la surface, l'interface ni le fond.

Par un simple argument géométrique, on peut se convaincre que cela se traduit par les
équations cinématiques suivantes :

(Ad) 0,¢G = V1+|VE|Ponor swry={z=d1 + Gt X)},
(AB) G = V14 |VGPondr = 1+ |VE|?0h09 sur o = {2z = (¢, X) },
0

(A6) Onoo = sur I'y = {z = —d2 + b(X)},

ou d, représente la dérivation par rapport au vecteur normal ascendant & la surface concer-

née : 1
O = n-Vx., avec n = ————o(-V( 17

V1+VEP

Finalement, notre systéme est fermé gréace & la derniére hypothése :

PosTULAT 6. La pression P est constante a la surface et continue a l’interfaaﬁ,

Les équations (A.2)—(A.6) forment le systéme que nous allons étudier. En récapitulant,
le systéme obtenu est le suivant :

DEFINITION A.1 (Systéme d’Euler complet). On appelle systéme d’Euler complet ’en-
semble des équations d’évolution suivantes :
Agp; = 0 dans QF, i =1,2,
Qi + 5|Vx:0i> = —L — g2 dans Qf, i=1,2,
(%) G = V1+|VGQ[oub sur 'y,
XC = V1+|VG@Pohd1 = V1+|V(l?0,p2  surTy,

Ontpy = 0 sur Ty,
P est constante a la surface et continue a 'interface.

Les solutions de ce systéme seront pour nous des solutions exactes du probléme. Pour
autant, I’étude directe de ce probléme est extrémement compliquée, a la fois théoriquement
et numériquement. Dans la section suivante, on commence par simplifier le systéme, en le
transposant en des équations uniquement localisées a la surface et a U'interface. On obtient
ainsi un gain dans le nombre d’inconnues du probléme, ainsi que dans la dimension de
I’espace considéré. Notre stratégie consiste ensuite & chercher des solutions approchées de ce
systéme, en négligeant les termes dont I'influence est minime sur I’évolution de la solution.
Ceci demande bien stir des hypothéses de petitesse de certains parameétres du systéme
— typiquement les rapports entre différentes longueurs — et requiert donc de travailler sur
un systéme adimensionné. Les changements de variables qui nous permettent d’obtenir ce
systéme sont présentés a la section [AT.3

3 Le probléeme de Cauchy associé au systéme d’Euler complet () a linterface entre deux fluides est mal
posé dans les espaces de Sobolev avec cette hypothése (au moins lorsque d = 1), a cause d’instabilités
de type Kelvin-Helmholtz. Dans [70], Lannes prouve qu’il suffit d’ajouter un terme de tension de surface
pour que le probléme devienne bien posé, sur un temps qui reste raisonnable méme lorsque le coefficient
de tension de surface est trés petit (ce qui est le cas en général). L’idée derriére ce phénomeéne est que les
instabilités de Kelvin-Helmholtz apparaissent a trés haute fréquence, ou les effets de la tension de surface
seront importants. Au contraire, le comportement général du systéme que 1’on veut approcher est localisé
dans les basses fréquences; il n’est donc que trés peu modifié par le terme de tension de surface. Pour
simplifier les notations, on décide de ne pas introduire ce terme. Le lecteur intéressé pourra se reporter au
Chapitre @, o le terme de tension de surface est inclus dans le systéme considéré.
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A.1.2. Réduction des équations et opérateurs de Dirichlet-Neumann. Nous allons refor-
muler les équations (&), en utilisant une remarque basée sur les travaux de Zakharov [122,
que 'on peut résumer par :

« Connaitre le systéme a la surface et a l'interface du fluide suffit & connaitre le systéme
dans I’ensemble du domaine. »

On va donc pouvoir reformuler le systéme d’Euler en équations d’évolution localisées a
la surface et a linterface du fluide, réduisant la dimension d’espace & d au lieu de d + 1 et
le nombre d’équations du probléme a 2d + 2.

En effet, introduisons les traces des potentiels de vitesse a la surface et & I'interface :

wl(taX) E¢1(taX7d1+<l(t7X))7 et wZ(taX) E¢2(t7X7<2(t7X))
Alors ¢ est définie de maniére unique comme la solution du probléme de Laplace (A.2)
dans le domaine inférieur, muni des conditions de bord de Neumann ([A.G) sur T’y et de
Dirichlet ¢ = 19 sur I's. On obtient ensuite ¢; comme 'unique solution du probléme de
Laplace dans le domaine supérieur, muni des conditions de Dirichlet ¢q = 11 sur I'y et de

la condition de Neumann (sous-tendue par (AR)) 0,02 = 9,1 sur I'y.
De maniére plus précise, on va pouvoir définir les opérateurs suivants :

DEFINITION A.2 (Opérateurs de Dirichlet-Neumann). Soient (1, (o et b € W2>®(R9),
tels que Qp, Qg vérifient (B et soient Vipy, Vipy € HY/2(R?). Alors les ¢; sont les uniques
solutions dans H?(Y;) (i = 1,2) des problemes suivants :

AX,z¢2 =0 dans QQ, AX,Z¢1 =0 dans Ql,
(A7) P2 = o sur I'a, et o1 =11 surI'y,
Onp2 =0 sur Iy, On1 = Ono2  sur I'a,

on définit Gr[C1, G, b)(v1,92), GalCa,bltba, HI[Cr, Co,bl(41,¢0) € HY2(RY) par
G161, G2, bl (W1, 02) = VI+[VGP (0n)
Ga[Go, bty = 1+ V(o] (Ongo)

H[C1, o, D)(v1,002) = V(¢ |, )-

En utilisant les formules de dérivation de composées sur la trace du gradient des équa-
tions de Bernoulli (A.3) a la surface et a l'interface, il est aisé de déduire du systéme
d’Euler (&) le systéme équivalent suivant :

0¢1 — G1[C1, (o, b(W1,19) = 0,

OiGa — G2[C2, Dl = 0,

z=d1+¢

z2=(y

XV + gVG + IV(VYi?) — VAN = 0,

0t (Vapa — p1/p2H[C1, G2, b](Y1,702)) + g(1 — p1/p2)Va
+ V(Yo — p1/pa|H G, Go, b (1, 102)]2) — VAN, = 0,

ol 'on note

_ (Gl[Ch C27 b](¢17¢2) + VC1 : V¢1)2
M= 21+ VP e
p2(Gala, bl + Vo - Viba)” — p1 (GalGa, bliba + VG - H[G, Go, B)(1,92))

2p2(1+ |V(2|?)

NQE

4La formulation que Pon utilise, employant les opérateurs de Dirichlet-Neumann, est due & Craig et Su-
lem [36]. L’adaptation au probléme & deux fluides est traité dans [35], [40].
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On a donc bien un systéme de 2d + 2 équations, selon les variables ((y, (2, 11,12). Clest ce
systéme précis que nous allons étudier et dont nous allons construire des modéles approchés.

A.1.3. Adimensionnement des équations. Jusqu'ici, nous avons travaillé avec des gran-
deurs physiques et donc dimensionnées. Dans la suite de ce mémoire, nous attacherons une
grande importance & 'ordre de grandeur relative des différents objets manipulés, choisis-
sant de négliger ou au contraire de mettre en valeur tel ou tel terme. Ceci nous améne au
questionnement suivant :

e Quels sont les paramétres du systéme ?
e Comment sont liés entre eux ces paramétres ?
e Quels ordres de grandeur pour ces parameétres indiquent les observations ?

Pour répondre a une partie de ces questions, nous nous appuyons sur I’étude du systéme
linéarisé. En effet, nous sommes capables d’obtenir explicitement les solutions d’un tel
systéme et de déduire ainsi de maniére approchée le comportement des solutions du systéme
complet, pour finalement choisir les changements de variables adaptés & notre probléme.
Afin de ne pas géner la lecture, nous reportons ces calculs a la section [(2], page R

Commengons par définir les longueurs caractéristiques du systéme. On note a; 'am-
plitude maximale de la déformation de la surface, as celle de l'interface et B celle du fond
(bathymétrie). La longueur horizontale caractéristique est la longueur d’onde typique de
I'interface, supposée identique selon les deux directions lorsque la dimension d = 2; elle
est notée A. La longueur verticale de référence est choisie comme étant la profondeur du
fluide du haut d; et on rappelle que la profondeur de fluide du bas est notée ds. L’analyse
du systéme linéarisé nous offre une vitesse caractéristique des ondes ¢y, définie par

( ) dyds
co = —p)—=
0 gz = padi + pidy

On définit alors les variables adimensionnéesﬁ

z - X - t
i=—, X=—, t=
T N Neo
et les inconnues adimensionnées
D WX oo G oo d
(X)= —= (X)) = >—+ (X) = (X).
=22 a=2 g = Su
Six parameétres indépendants du systéme apparaissent alors naturellement :
P1 d1 d% al a9 B
=—, 0=— == = — == = —.
T & TN TTar T Ay 5 dy

On peut ainsi réécrire le systéme avec des variables, paramétres, inconnues sans dimen-
sion. En retirant tous les “tildes’ par souci de lisibilité, on obtient les domaines de fluides
adimensionnés :

Ql[qgl,eg@] = {(X, Z) € Rd+1,62C2(X) <z<l1l+4+ 61C1(X)},

Ooleata, Bb] = {(X, z) € R, —% + Bb(X) < z < e2(2(X)},

NG ={z=1+aq}, el ={z=-cal}, B0 ={z= —% + (b},

5Le changement de variables présenté ici est légérement différent de celui utilisé dans les chapitres [ et
(voir la section du Chapitre 2] page [60). On modifie les résultats obtenus en conséquence.
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les problémes de Laplace étirés

(,uAX + (92) ¢ = 0 dans Qo, (,uAX + (92) ¢1 = 0 dans Qq,
(A.8) P2 = o sur I', b1 = sur I'y,
Ondg = 0 sur I'p, On®1 = Opdo sur I's.

et les opérateurs de Dirichlet-Neumann
G1(1,1) = G4 [e1Cr, €260, B) (¥, ) = —per V1 - (Vo)
Gotr = G leaCo, Bty = —peaVia - (Vo) imeye, T (0:02)
H(tp1,4b9) = H*’[e1Cr, 2Ga, B (b1, 42) = V(o

et finalement le probléeme d’Euler adimensionné :

2=1+e1 ¢y + (az¢1) z=1+e1Cy 0

z=e2(2 ’

z=€2(2 ) ’

(

adyCl — %Gmwhwg -

1
0iCo — ;G2¢2 = 0,

(251776726,5) ) €9
Vi + al_VVQ + 5V(!V1/11\2) = neaVANG,
€
0y (Vpg —yH (Y1,72)) + (v+0)V( + Ezv(52|vwz|2—7|H(¢1,¢2)|2)
= peaVANy,
ot 'on note & = €;/eq,
N, = (iG1(¢1,¢2)+61VC1-V¢1)2’ o

2(1 + ple1VEL|?)

(%Gﬂbz + V(- sz)z — ’Y(%Gﬂ/}z + V(- H(¢1,¢2))2
2(1 + pleaVEa|?) .

Ce systéeme est particuliérement compliqué a étudier directement ; aussi, trés peu de
résultats ont été obtenus. Comme nous l'avons dit dans la note B, page Bl le probléme de
Cauchy a l'interface est mal posé dans les espaces de Sobolev (au moins pour la dimension
d = 1) [109, 110, [73]. Différents auteurs ont ensuite prouvé qu’ajouter un terme de tension
de surface permet d’obtenir existence et unicité des solutions [3, 4, 106, 28], mais le temps
d’existence obtenu est trés faible. Finalement, dans [70], Lannes obtient un critére de
stabilité permettant au probléme d’étre bien posé sur des temps raisonnables. Pour autant,
ces études sont limitées au cas d’une interface entre deux fluides et & notre connaissance,
aucun résultat n’existe dans le cadre du probléme & deux fluides avec interface et surface
libre. De plus, les problémes de la description qualitative et quantitative des solutions
demeurent largement hors de portée, et leur simulation numérique complexe et cotiteuse.
C’est ce qui nous conduit & recourir & des modéles, afin d’élaborer des solutions approchées
qui soient a la fois proches des solutions exactes du probléme et bien plus commodes &
simuler et & analyser. Ces constructions s’appuient sur des hypothéses de petitesse sur
certains parameétres du systéme, qui permettent de négliger les effets de certains termes,
ayant en pratique trés peu d’influence. On parle ainsi de modéles asymptotiques, puisqu’ils
sont d’autant plus précis que les parameétres en question sont petits.

La section suivante s’attache & la construction et a la justification rigoureuse de ces
modéles, pour des régimes particuliers.

NQE
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A.2. Différents modéles asymptotiques. Dans cette section, nous construisons
des modéles asymptotiques du systéme d’Euler complet (adimensionné) 1|Eg 1’1’2 é . On se
u syst

place donc dans un régime particulier, oti 'un au moins des paramétres

teme est

supposé trés petit. Présentons donc ici plus en détail les différents paramétres du systéme,
leur signification et leur ordre de grandeur dans le cadre océanographique.

p mesure le caractére peu profond (shallow) du systéme. En effet, dans de nombreux cas,

€

la profondeur des deux couches de fluide est petite devant la longueur d’onde carac-
téristique (voir Table [ ci-dessous). Ainsi, dans la suite de notre étude, ce paramétre
sera petit et constituera le socle de notre développement asymptotique :

pn <1

(1 = 1,2) sont des parameétres de non-linéaritdd. 11 sera fondamental de distinguer les
cas ou ces paramétres sont de 'ordre de I'unité (induisant des modéles dits fortement
non-linéaires) et le cas ou ces parameétres sont petits ¢, = O(p) (induisant des
modeéles faiblement non-linéaires).

est défini par & = €1/eq. Il est donc dépendant des paramétres ci-dessus, mais joue
également un roéle propre. On retrouve les modéles a toit solide en forcant o = 0 et
on supposera @ = O(u) dans un cadre particulier au Chapitre [l

est le ratio des hauteurs. Lors de I’adimensionnement, nous avons implicitement sup-
posé que les deux couches sont de profondeur comparable ; ainsi, le choix de d; — et
non do — comme longueur verticale caractéristique est inoffensif. On choisira donc
0 € [Omin, Omax], fixé.

est le ratio des densités (ou de maniére équivalente des masses volumiques). Le fluide
inférieur est supposé plus lourd que le fluide supérieur (le cas contraire entraine des
instabilités de Rayleigh-Taylor et le probléme est mal posé) ; on fixe donc v € (0,1).
Le cadre océanographique nous améne a traiter des valeurs proches de l'unité, si

bien que l'on supposera parfois 1 —~v = O(u), ce qui correspond a ’approzimation
Boussinesq.
est le paramétre de bathymétrie. L’'influence de la topographie n’est pas le sujet

majeur de ce mémoire (on pourra consulter [26], 27, [54] par exemple, pour son
traitement dans le cas & un fluide) et nous nous limitons & 5 = 0 aux Chapitres
et @ Par souci de généralité, nous construisons les modéles pour f € [0, fmax| dans
le Chapitre

Le choix méme des changements de variables lors de I'adimensionnement, restreint im-
plicitement le domaine de validité de notre analyse. En particulier, le choix de A comme
longueur caractéristique horizontale sur tout le domaine nous limite au cas de longueurs
d’ondes internes et de surface de méme ordre de grandeur. Enfin, puisqu’il n'y a pas de
direction horizontale préférentielle, nous n’étudions pas les ondes transverses.

Nous présentons dans la Table [Il quelques paramétres caractéristiques des ondes qui
ont pu étre observées et mesurées (d’apres [97, (52| et leurs références), justifiant ainsi le
choix des régimes considérés.

profondeurs amplitudes longueurs d’onde
bassins peu profonds 4-30m 3-10m 65-250m
lacs et mers de profondeur moyenne 30-500m 5-40m 200-1000m
mers profondes et eaux cotiéres >500m 20-100m 200-3000m

TABLE 1. Paramétres typiques des observations.

50n retrouve le systéme linéarisé en posant ¢; = ez = 3 = 0.



10 CHAPITRE 1 : INTRODUCTION ET VUE D’ENSEMBLE

Comme annoncé plus haut, on s’intéresse ici principalement a deux régimes particu-
liersﬂ, justifiés au vu des observations de la Table [I

REGIME 1 (Eaux peu profondes).
<< L

Le régime d’eaux peu profondes (ou shallow water) a été largement étudié dans le cadre
des ondes de gravité. Dans le cas & un fluide avec surface libre, on obtient a 'ordre O(u)
les équations de Saint-Venant [37], et & I'ordre supérieur O(u?) le systéme de Green-
Naghdi [48], comportant des termes dispersifs. La justification de ces modéles a été achevée
en toute généralité (i.e. avec bathymétrie et pour d = 1,2) par Alvarez-Samaniego et
Lannes [1I]. En effet, ces auteurs ont obtenu l'existence et l'unicité des solutions de ces
modéles, ainsi que leur convergence vers les solutions suffisamment réguliéres et bornées
du systéme d’Euler complet.

REGIME 2 (Ondes longues).
wo~ e~ € < 1.

Dans ce régime, on suppose a priori que les déformations de la surface et de 'interface
resteront petites devant les profondeurs des deux couches de fluides. Ce régime a également
été tres largement étudié et méne a des modéles dits faiblement non-linéaires. Ces modéles
sont intéressants dans la mesure ou les effets non-linéaires et dispersifs sont de méme
taille et peuvent ainsi s’équilibrer. Les modéles dans le cas & un fluide sont extrémement
classiques — en particulier le systéme Boussinesq [19], 20] et les équations découplées de

Korteweg-de Vries [62] — mais leur justification est plus récente (citons [33), 104, 16, [26]).

Pour ces deux régimes, nous n’avons volontairement présenté que les modéles corres-
pondant au cas a une couche de fluide. Ces modéles constituent des étalons pour le cas
bi-fluide et les systémes que I’on obtiendra posséderont leur structure (le fait de retrouver
les modéles & un fluide en passant formellement & la limite 6 — 1, v — 0, est une bonne
méthode pour vérifier la cohérence de nos modéles bi-fluides). Présentons maintenant un
panorama non exhaustif des résultats obtenus dans le cas & deux fluides.

La panoplie des modéles existant est extrémement large, notamment parce que les
régimes considérés sont variés (différents ordres de grandeur des paramétres aménent bien
sir a différentes classes de modéles). Si ce constat est valable dans le cas d’un fluide,
il Test encore plus dans le cas de fluides stratifiés, puisque le nombre de paramétres est
multiplié. En particulier, le ratio entre les profondeurs des différentes couches n’est pas
anodin ; de nombreux modeéles supposent que la couche inférieure (ou supérieure dans le
cas de 'interface amosphére-océan) est « infinie ». Il serait fastidieux de présenter tous ces
modéleﬂ, et nous nous limitons donc ici aux régimes qui nous intéressent : les eaux peu
profondes et les ondes longues.

Les premiers travaux dans ce cadre utilisent I'hypothése de toit rigide (et plat) : on
pourra citer Miyata [89, [90], Mal'tseva [81], Matsuno [82] puis Camassa et Choi [31] et
finalement [17] pour un traitement général et rigoureux. De tels modéles sont revus, simulés
et comparés avec des expériences dans [22]. Les auteurs mettent 'accent en particulier
sur les différences entre les modéles faiblement non-linéaires (i.e. dans le régime ) et les
modeles fortement non-linéaires (dans le régime [I). Dans le cadre de la surface libre, des
modéles faiblement non-linéaires ont d’abord été introduits par Camassa et Choi [30]. Des

"Deux autres régimes, légérement différents, sont présentés dans le cadre spécifique du phénomeéne d’eaux
mortes dans la section [AZ4] (voir page 21)) et au Chapitre [

8Le lecteur intéressé pourra consulter [I7] par exemple, pour la construction et la justification de nombreux
modéles, pour de nombreux régimes (dans le cas de deux fluides avec un toit rigide).
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modéles légérement différents, toujours de type Boussinesq, sont développés par Nguyen et
Dias [93] et étudiés numériquement en détail. Des modéles fortement non-linéaires de type
Green-Naghdi ont été obtenus par Barros, Gavrilyuk, Teshukov [8), [7]. En utilisant une
approche différente, basée sur la formulation Hamiltonienne des équations d’Euler, Craig,
Guyenne et Kalisch [35] retrouvent certaines de ces équations. Ces modéles sont comparés
numeériquement par Guyenne [50].

Malheureusement, ces travaux sont formels et pour la plupart restreints au cas uni-
dimensionnel (d = 1). La méthode que l'on utilise a été introduite dans [16, 14, 15] et
adaptée au cas de deux fluides (avec un toit solide) par Bona, Lannes et Saut [17]. On
étend ainsi cette analyse au cas de deux fluides avec surface libre dans la section —et
de maniére plus détaillée au Chapitre

Une classe de modéles présente un intérét particulier, par la simplicité (relative) de leur
étude : les modeéles unidirectionnels. Ces modéles consistent a approcher le flot par une su-
perposition d’ondes indépendantes, chaque composante étant déterminée par une équation
scalaire. La plus célébre de ces équations est bien stir I’historique équation de Korteweg-de
Vries (KdV). C’est I’équation la plus simple alliant un terme de non-linéarité et un terme
de dispersion, dont les effets se compensent, permettant ainsi I’existence d’ondes solitaires
parfaitement stables (on étudie ce phénomeéne en détail a la section [A.3]). Plusieurs modéles
dérivent de 'équation KdV. On peut citer en particulier I’équation BBM [10], remplagant
le terme dispersif par un terme régularisant, et I’équation de Camassa-Holm [23] qui gé-
néralise ces deux derniers modéles. Dans le cas d’un fluide bi-couche, le coefficient devant
le terme non-linéaire de ’équation KdV peut s’annuler pour un certain jeu de paramétres
et divers modéles ont été présentés pour contrevenir & cet effet — notamment en ajou-
tant un terme de non-linéarité cubique [39]. Citons également ’équation de Kadomtsev-
Petviashvili [55] (KP), généralisant I’équation KdV au cas de la dimension d = 2, admet-
tant ainsi comme solution une ligne de solitons. Ces modéles et d’autres sont présentés par
exemple dans [98] 5, 53].

Beaucoup de ces modéles sont obtenus de maniére heuristique et leur justification
rigoureuse est plus rare. Ainsi, ces modéles sont légitimés le plus souvent directement en
comparaison avec des expériences ou des observations (citons en particulier [98] pour un
panorama des études existantes). Il existe pourtant des exceptions et comme nous ’avons
dit plus haut, I'approximation KdV dans le cas a un fluide est désormais parfaitement
motivée (il en est de méme pour I’équation KP, depuis les travaux de Lannes et Saut [71]).
L’idée est de montrer que le flot se décompose en plusieurs ondes indépendantes (deux dans
le cas d’un fluide ou bi-fluide avec toit rigide, quatre dans le cas de deux fluides avec surface
libre), chacune d’entre elles vérifiant approximativement une équation unidimensionnelle
(KdV dans notre cas). Cette décomposition peut étre obtenue dans le cadre du régime 2 a
partir du systéme de type Boussinesq; c’est 'objet du Chapitre [ et les modéles obtenus
sous ce régime sont présentés section

Présentons désormais les idées générales de la méthode permettant d’obtenir et de
justifier les modéles & deux couches avec surface libre.

A.2.1. Développement des opérateurs. La stratégie est la suivante. La premiére étape
consiste a obtenir un développement asymptotique des opérateurs G, Gy et H (voir
page [)), par rapport au petit paramétre p. En remplacant ces opérateurs par les pre-
miers ordres du développement dans le systéme d’Euler complet |Ef 112 ; , on obtient les
différents modéles que nous présentons dans la suite. Les propriétés de cohérence (au sens
présenté ci-dessous) de nos modeéles découlent directement du développement asymptotique
rigoureux présenté ici. Des propriétés (plus fortes) de convergence suivent par des méthodes

d’énergie.
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PROPOSITION A.3 (Développement des opérateurs). Si [’hypothese (Ad) est vérifiée et
Vi, Gy b (i = 1,2) sont bornés dans des espaces de Sobolev suffisamment grands, alors
on a les estimations suivantes :

(A.9) |Gotbo + pV - (haVibs) — p?V - Tlha, B[V, = O(4?),
‘Gl(%awz) + p(Ap + Ag) — ©? (V T +V Ty — %V . (h%VAg)

(A.10) —V-(h161VC1«42)){H5 = o),
(A.11)
!le,wz)—wl—w(hmlwz)—%h%Awl—hlelvcl-mes = 03,
ot l'on a défini
Ai = V- (hiVy), (1=1,2), Ti = Tlh,e]Vi1, To = Tlha, 80|V,

avec h1 = 1+ e1(1 — €2(y la profondeur de la couche supérieure, hy = % — Bb+ €3 la
profondeur de la couche inférieure et l’opérateur suivant :

1 1
TIh, bV = —§V(h3V-V) + §(V(h2Vb- V) = h?VbV - V) + hVbVb - V.

Idée de la preuve. La preuve de ce résultat suit la méthode utilisée dans [17] et amorcée
dans [16], 14, 15]. L’idée est d’introduire en premier lieu un changement de variables,
afin de transformer les problémes de Laplace (A.8) en des problémes sur des domaines
plats. Le Laplacien est alors transformé en un opérateur variable (dépendant des variables
(1,(2), mais on peut montrer que I'opérateur obtenu n’en est pas moins coercif. De plus,
lopérateur posséde un développement asymptotique trivial en p et il est aisé d’obtenir
formellement un développement asymptotique des solutions ¢; et ¢o de ([ALg]), en résolvant
a chaque ordre. On peut alors controler les normes de Sobolev de la différence entre la
solution exacte et I’approximation & 'ordre voulu, en utilisant 1’équation elliptique sur le
domaine plat vérifiée par cette différence et la coercivité de 'opérateur. Ces estimations
sont alors reportées aux opérateurs G, Go, H et la proposition suit. On trouvera les détails
de la preuve au Chapitre 2] section [A] (page B0). O

Comme nous l'avons dit, on justifie nos modéles en regard du systéme d’Euler com-

HyY 50
plet 261’52 5

suivant.

(voir page [§) par des résultats de cohérence ou de convergence, au sens

DEFINITION A.4 (Cohérence). Le systéme d’Euler complet Efl’l’sﬁ est cohérent avec

un systéme (S) de 2d + 2 équations, si toute solution réquliére et bornée de (lEi‘l’l’j §|i telle
que (AJ)) soit vérifiée, satisfait (S) a un petit reste prés, appelé précision du modéle asymp-
totique. A travers ce mémoire, la précision sera entendue au sens des normes L°H?, i.e.
le reste est bornée en norme H?®, uniformément par rapport au temps t.

DEFINITION A.5 (Convergence). Le systéme d’Euler complet 1} et un systéme
de 2d + 2 équations bien posé (S) sont convergents a l'ordre O(g) si toute solution V' du

systeme d’Euler complet, suffisamment réguliere et bornée en norme H®, est approchée par
la solution V' du systéme (S) avec donnée initiale identique, avec l’estimation suivante :

{V—V{Loo( < CO g,

(0,7];H+)
ot Cy est indépendant de €.
La deuxiéme définition est évidemment bien plus forte que la premiére. Quand il est

possible d’obtenir des résultats de convergence, la cohérence avec le systéme est en fait
toujours une étape intermédiaire de la preuve dudit résultat.
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A.2.2. Les modéles d’eau peu profonde : u < 1. On présente ici les deux modéles obte-
nus dans le régime d’eau peu profonde. Au premier ordre, on obtient un modéle équivalent
aux équations shallow water ou Saint-Venant, dans le cas & un fluide; le modéle obtenu a
lordre suivant est de type Green-Naghdi.

LE MODELE « SHALLOW WATER/SHALLOW WATER ». En utilisant le premier ordre des
développements asymptotiques ([A9]), (A.I0) et (A1) dans le systeme 1} on obtient

(en supprimant tous les termes d’ordre O(u)) le systéme suivant :
adC1 + V- (V1) + V - (haVha) =0,

O1G2 + V- (haVihg) = 0,

M )
(Msw) 01 +0] VG + GV (Vi) =0,

1

+4 €
Oz + (7 +6)Via + aﬂ_—j@ + 3V (Vi) =0,

avec hy =1+ €1(1 — €3(s et ho = % — Bb+ €3(s.

Ce systéme a été présenté dans [35] et sous une forme légérement différente dans [30].
L’intérét de notre stratégie est que le développement précis des opérateurs nous permet
de contrdler rigoureusement la validité de 'approximation. En effet, on déduit de maniére
triviale, & partir de la Proposition [A.3] le résultat de cohérence suivant :

PROPOSITION A.6. Le systéeme d’Euler complet Effl’l’;ﬁ est cohérent avec le modéle

shallow-water/shallow-water (Mgw)), a la précision O(p).

Le systéme posséde une structure hyperbolique agréable. En utilisant la théorie des
systémes quasi-linéaires, on obtient une condition raisonnable sur la condition initiale,
pour laquelle le systéme est Friedrichs-symétrisable. On peut alors en déduire une inégalité
d’énergie, le caractére bien posé du systéme et finalement le résultat :

PROPOSITION A.7. Si 8 = 0 et en se restreignant auxr données initiales vérifiant la

condition de symétrisabilité, le systéeme d’Euler complet Egl’l’jﬁ

water/shallow-water (Mgwl) sont convergents a l'ordre O(p).

et le modeéle shallow-

Ces deux résultats sont détaillés au Chapitre 2] respectivement a la section 23] page [69l
et a la section [3] page [[4l

LE SYSTEME DE TYPE GREEN-NAGHDI. En utilisant désormais les termes d’ordre le plus
élevé dans les développements des opérateurs (A9), (AI0) et (A1), on obtient le modéle

suivant :
(Ma-n)
00+ A1+ Ay = p(V Ti 4V T = 3V (VA) = V- (e V(iAy) ),
0iGa+ A = uV-Ta,
+6
0V + O‘Y_—yvﬁ + 2V IV ) = nea VG,

+90
OV + (v + 6)VEG + aﬂ_—vvg + 2V (IVeal?) = (YO TH + 76V (Vi - VH)
+e VN2 + 7€2V-/\/'1),
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ol l'on a utilisé les notations suivantes :
A = V- (hVin), Ay = V- (haViha),
Ti = Tlhi, €] Vi, T2 = Tlha, Bb]Via,
H = hi(V- (Vi) + V- (h Vi) — %hlAzpl — eV - V),
M = HaVa -V — V- (Vi) — V- (haVipe))?,
No $(e2V (- Vo — V - (haV1h2))? — Z(e2V o - Vihy — V - (haVaho))2.
Comme précédemment, on obtient immeédiatement de la Proposition [A.3] le résultat de
cohérence suivant (voir Chapitre 2 Section 23] page IEEI) :
PRrOPOSITION A.8. Le systeme d’Euler complet est cohérent avec le modéle
de type Green-Naghdi (Mg_n]), @ la précision O(u 2).

A.2.3. Le régime d’ondes longues : i ~ €3 ~ €1 < 1. Deux types de modéles sont
présentés dans le régime d’ondes longues : les modéles de type Boussinesq et I’approxima-
tion KdV découplée.

LES MODELES DE TYPE BOUSSINESQ A PARAMETRES. FEn supposant e; ~ €; ~ p, on
peut déduire du modele un ensemble de modéles, tous cohérents & 1'ordre O(u?)
et dépendants d’un triplet de paramétres (ay, as, by).

adiC1 + V- (hiuy) + V - (haug) + ,u(&V “Aup + V- Auz) =

OiCa + V- (houg) + p15H2V - Auy = 0,

(M) "

(1 + ubi A)dyuy + p4 Adyug + af= VC + V (|u1| )

(14 pa)dpus — 3 Aduy + (7 + 8) Vs + ay 12 VG +2 v (Juzl?) =0,
ol oy = 1+2‘“ + 1;??, = B4 5 = % et u; (i = 1,2) est défini par

a a
u = wl—ublAwl—u%sz, uy = Vﬂ)z—,ud—;Avwz-

En choisissant a; = —%, o = —% et by = —%, on obtient le modéle présenté par Choi et
Camassa dans [30] et ot u; et u2 représentent la vitesse horizontale du fluide moyennée
verticalement sur la couche du fluide supérieur et inférieur, respectivement. Le choix des
parameétres nous permet par exemple de s’assurer que le modéle est linéairement bien posé
ou d’avoir une relation de dispersion correspondant a celle du systéme complet & 'ordre
maximal (voir Chapitre 2] Section page [10).

PRrROPOSITION A.9. Le systeme d’Fuler complet S0 N est cohérent avee le modele

€1,62,03
de type Boussinesq (M , a la précision O(u?).

LES MODELES DE TYPE BOUSSINESQ SYMETRIQUES. Pour simplifier les notations, on se
place désormais dans le cas d =1 et on pose €7 = €2 = u = €. Le cas général peut étre
obtenu de la méme maniére.

Le systéme (M5 °9271) s’écrit alors trivialement sous la forme suivante :

(A.12) U + A0, U + e(AU)O,U + AU — A020,U) = 0,

avec U = (n1,m2,v1,v2), Ag, A1, A2 € My(R) et A(-) une application linéaire de R* &
valeur dans My (R).
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En multipliant par un opérateur bien choisi de la forme S(U) = Sy + 51 (U) — £520?
et en supprimant les termes de reste d’ordre O(e?), on obtient le systéme parfaitement
symétrique

(M ) (50 +e(Sy(U) - szag))atU + (zo +e(3(U) - zzai))amU ~0,

Bouss

avec les propriétés suivantes :

i. Les matrices Sy, X, S2, 32 € My(R) sont symétriques.

ii. S1(-) et ¥1(-) sont des applications linéaires de R* a valeur dans My(R) et pour tout

U e R* S1(U) et X1(U) sont symétriques.

iii. Sy et S9 sont définies positives.
Par construction, le systéme obtenu est encore cohérent a la précision O(¢2). De plus, les
propriétés du systéme nous permettent d’utiliser des arguments énergétiques afin d’obtenir
le caractére bien posé du systéme sur des temps de 'ordre O(1/¢), ainsi que le
résultat suivant :

PRrROPOSITION A.10. Pour e suffisamment petit, le systéme d’Euler complet 1} et

le modéle Boussinesq symétrique sont convergents a l'ordre O(e) sur des temps
de lordre O(1/¢).

Idée de la preuve. La preuve de ce résultats s’appuie sur les mémes considérations
énergétiques que dans le cas de la Proposition [A.7], bien que des termes dispersifs doivent
étre gérés. L’énergie du systéme est désormais

Ey(U) = 1/2(SoA°U, A°U) + 2/2(S1 (U)ASU, A°U) + £/2(S2 A%, U, A°9,U).

Grace aux propriétés de Sy et Sa, on prouve que cette énergie est uniformément équivalente
a la norme ‘ . ‘Hs+1, au sens o il existe Cy > 0 tel que
[

1
& (U1 +elUln) < B©) < Co (JU1 +elU]n).

C’est cette quantité que 'on va controler et qui nous offrira le caractére bien posé, puis le
résultat de convergence. On trouvera les détails de la preuve au Chapitre B page O

L’APPROXIMATION KORTEWEG-DE VRIES. L’approximation KdV consiste & montrer que
dans la limite du régime d’ondes longues, la solution du systéme complet aura tendance a se
décomposer en plusieurs fonctions indépendantes (quatre dans le cadre de deux fluides avec
une surface libre, deux dans le cadre d’un fluide ou du toit solide), chacune étant solution
d’une équation KdV. Si I'équation KdV a été constamment utilisée dans la littérature
comme modéle pour la propagation des ondes de gravité, la justification rigoureuse de la
décomposition est récente, méme dans le cas & un fluide.

C’est a partir du systéme symétrique de type Boussinesq que l'on obtient cette décom-
position. L’idée est de reprendre la méthode BKW (de Brillouin, Kramers, Wentzel) et
I’adapter a notre probléme. Ainsi, on suppose que la solution U de peut s’écrire

sous la forme d’un développement asymptotique
Ut,z) = Uglet,t,x) + eUi(et, t,z) + ---

En plongeant cet Ansatz dans le systéme Boussinesq et en résolvant a chaque ordre, on ob-
tient les équations régissant Uy, Uy, - - - En particulier, les propriétés de Sy et X permettent
d’obtenir une base de R* (ey, ..., e4), qui diagonalise & la fois Sy et Xg. On s’apercoit alors
que Uy se décompose dans cette base en quatre fonctions scalaires indépendantes, chacune
solution d’une équation de Korteweg-de Vries. Plus précisément, on obtient la décomposi-
tion suivante :

Ukav(t,z) = Uy(et, t,z) = Z ui(t, z) e,

i=1
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ou u; est la solution de I'équation
(A.13) Owu; + ¢;0pu; + eNju;iOgu; + Euiagui = 0,

avec u; |,_, = €; - SoU |,_, et ¢i, A\, pri donnés page [07] remarque
On obtient alors la proposition suivante :

PROPOSITION A.11. Pour e suffisamment petit, le systéme d’Euler complet 1}

et approzimation KdV sont convergents a l'ordre O(y/€) sur des temps de l'ordre O(1/e).
De plus, si la donnée initiale est suffisamment localisée (i.e. décroissante a l'infini),
alors l'approzimation est d’ordre O(e).

L’énoncé exact de ce théoréme se trouve au Chapitre Bl Section Bl page Sa preuve
est présentée a la Section et fonctionne de la maniére suivante. Tout d’abord, il est clair
qu’il suffit d’obtenir les résultats de convergence entre I'approximation KdV et le modéle
Boussinesq symétrique : ceux-ci seront propagés au systéme d’Euler complet grace a la
proposition [A.-T0l On proceéde ensuite en deux temps. Il s’agit premiérement d’obtenir la
convergence entre U la solution de et Up(et,t,x) + eUy(et,t,z) obtenue par le
développement BKW. On utilise pour cela les méthodes d’énergie classiques, déja mises en
ceuvre pour la Proposition [A.1I0 Il s’agit ensuite de majorer convenablement U;. Notam-
ment, la fonction U; posséde des termes d’interactions entre les différentes composantes
u;, qui sont totalement absentes dans Uy. C’est alors que 'on voit 'importance de la loca-
lisation de la donnée initiale. Les composantes u; interagissent peu entre elles si elles sont
localisées, car elles se déplacent a des vitesses différentes (tous les ¢; sont différents) ; elles
seront donc localisées aprés un temps fini en des lieux différents de 'espace. Cette différence
dans le taux de convergence est bien réelle, comme on le voit a la figure [7] page [[14

A.3. L’approximation Korteweg-de Vries.

A.3.1. L’équation KdV et les solitons. La théorie des solitons trouve son origine en
1834 lorsque John Scott Russell, alors qu’il surveille le passage d’un bateau le long d’un
canal, observe la propagation d’une onde de surface, qu'il rapporte en ces termes :

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a
pair of horses, when the boat suddenly stopped — not so the mass of water in the channel
which it had put in motion ; it accumulated round the prow of the vessel in a state of violent
agitation, then suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity, assuming the
form of a large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water, which
continued its course along the channel apparently without change of form or diminution of
speed. I followed it on horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some eight or nine
miles an hour, preserving its original figure some thirty feet long and a foot to a foot and a
half in height. Its height gradually diminished, and after a chase of one or two miles I lost it in
the windings of the channel. Such, in the month of August 1834, was my first chance interview
with that singular and beautiful phenomenon which I have called the Wave of Translation.

Russel construit alors un bassin afin d’étudier le comportement de ces ondes particu-
lieres, que nous appellerons pour simplifier solitons. De ses expériences, il déduit plusieurs
observations [101] :

1. Les solitons sont stables, au sens ot ils se propagent sur de trés longues distances,
sans que leur forme ni leur amplitude ne soit affectée.

2. La vitesse des solitons est fonction (croissante) de leur amplitude.

3. La collision entre deux solitons ne vérifie qu’en apparence le principe de superposi-
tion : il se produit un déphasage.

On peut déduire plusieurs propriétés mathématiques de ces observations. D’abord, les
points 2. et 3. témoignent de la non-linéarité du phénoméne. La non-linéarité seule ne
permet pas d’expliquer le point 1. Ainsi que l'illustre I’équation de Burgers

ou + udzu = 0,
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la présence d’un terme non-linéaire tend & contracter le profil des ondes et & favoriser la
formation de chocs. La stabilité du soliton indique donc la présence d’une autre action, qui
vient contrebalancer les effets de concentration de la non-linéarité : la dispersion.

La théorie mathématique de ces ondes commence en 1871 avec Boussinesq [19}, [20],
puis Rayleigh [100] (1876) et Korteweg et de Vries [62] (1895). Ces derniers proposent une
équation simple modélisant la propagation des solitons. Aprés un changement de variables
bien choisi, cette équation s’écrit :

(A.14) du + udyu + Pu = 0

Cette équation est la plus simple a équilibrer un terme non-linéaire, ainsi qu’un terme
dispersif]. C’est cette propriété qui leur permet d’admettre une famille d’ondes solitaires,
définies par

(A.15) u(t,z) = 3M sech? (%(x — I — Mt)> ,

ou sech est la sécante hyperbolique, et M et xg sont choisis arbitrairement. On retrouve
donc les points 1. et 2. des observations de Russell. La troisiéme observation, concernant la
collision entre deux solitons (et implicitement 1’existence simultanée de plusieurs solitons),
ne sera expliquée mathématiquement qu’a la fin des années 1960, quand plusieurs travaux
relancent l'intérét porté a cette équation.

En 1965, Zabusky et Kruskal [121] observent numériquement que des ondes solitaires
de la forme (A.15]) sont générées a partir de données initiales assez générales et demeurent
intactes apreés collision. Des travaux théoriques [46), [72}, [64] ainsi que des expériences [87]
viennent confirmer ce résultat. On découvre ainsi que ’équation KdV est intégrable, c’est-
a-dire qu’on peut se ramener par une transformation non-linéaire explicite (le scattering
inverse) a une hiérarchie d’équations différentielles trés simples. Les propriétés qui dé-
coulent de cette découverte sont notamment :

e Il existe une infinité de quantités indépendantes conservées par le systéme.

e Toute solution dont la donnée initiale est suffisamment réguliére et localisée se dé-
compose en un train d’ondes solitaires de la forme (A1), accompagné d’une onde
dispersée (dont I'amplitude maximale tend vers 0 en temps long, mais qui peut em-
porter une partie de I’énergie du systéme). Les solitons sont donc des attracteurs du
flot Hamiltonien associé a (A.14).

e La collision entre deux solitons est parfaitement élastique (c’est-a-dire sans perte
d’énergie) et formes, vitesses et amplitudes sont conservées. Le principe de superpo-
sition n’est pourtant pas respecté, puisqu’il se produit un décalage de phase.

Ces propriétés sont exceptionnelles. On voit qu’un soliton est une structure extrémement
stable qui émerge de maniére naturelle et sera donc omniprésente dans tous les systémes
vérifiant une équation de la forme ([A.14). Or, cette équation apparait dans des domaines de
la physique trés variés, tels 'optique non-linéaire, la physique des plasmas, ’astrophysique
et naturellement dans le cadre historique de la mécanique des fluides et des ondes de gravité.

Comme nous 'avons dit plus haut, la justification rigoureuse de (A.14]) comme modéle
pour le probléme des ondes de surface est relativement récente [33, 57, 103, 104, [16] et
apporte la touche finale & ’analyse, expliquant pourquoi les ondes solitaires sont si souvent
observées.

A.3.2. Le cas des ondes internes. L’approximation KdV dans le cas des ondes internes
a été obtenue formellement trés tot. Citons Keulegan [60] (1953) dans le cas d’un toit rigide
et d’un ratio de densité proche de 'unité, Long [77] (1956) sans cette derniére hypothése
et Peters et Stoker dans le cas avec surface libre [99] (1960). Ces modéles ont attiré une

9Remarquons que cette équation est unidimensionnelle. Nous nous placons ici et pour le reste de la section
dans le cadre d’une dimension spatiale d = 1.
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attention croissante, depuis la conjonction des découvertes mathématiques décrites plus
haut avec le développement de nouvelles techniques de mesures. D’abord, I'amélioration
des chaines de thermistances ont permis 'observation d’ondes solitaires internes dans les
mers bordiéres et les eaux cotiéres des océans. L’inconvénient majeur de cette technique
est qu’elle ne permet des mesures qu’a des localisations sporadiques et avec un trés petit
espacement des points de mesure. Il est donc impossible de « suivre » une onde solitaire. En
1978, le lancement du satellite SEASAT, utilisant un radar a ouverture de synthése (SAR),
a permis d’obtenir des photographies plus larges et plus générales de ces ondes. Il apparait
de maniére trés nettd! des paquets d’ondes internes, qui sont générées de maniére réguliére
au rythme des marées. Ces images sont convaincantes, mais ne permettent aucune mesure
précise, si bien que l'existence ou non d’ondes internes solitaires de type soliton demeure
un probléme complexe (voir par exemple [97), 52] et les références incluses).

Dans ce cadre, la justification rigoureuse de I'approximation KdV (présentée en Pro-
position [AT]]) est une étape importante dans la modélisation du probléme. Notamment, la
décomposition simultanée des solutions du probléme d’Euler permet de comparer directe-
ment les différents modéles (par exemple les modéles de type Boussinesq prenant en compte
les interactions entre les composantes, ou des modéles fortement linéaires). En particulier,
dans la section B4 du Chapitre [ (page [04]), on étudie la validité de I’hypothése de toit
rigide, c’est & dire pour quelles valeurs des coefficients v et ¢ les approximations KdV pour
les configurations avec surface libre ou toit rigide prédisent des comportements semblables.
Présentons briévement cette analyse.

On rappelle que la décomposition de 'approximation KdV, dans le cadre bi-fluide avec
une surface libre, fait apparaitre quatre composantes (Uy = Z?:l u;e;). Quand on projette
la décomposition sur les variables scalaires de déformation & la surface et & l'interface, on
obtient :

o A linterface : (, = Z N5k, Ol N4 4 vérifie I'équation

(7,k)=(&,%)

Ok £ ckOumar + eENNerOener £ eprliner = 0.
o A la surface : (; = Z Cj k> OU C+ 4+ vérifie I'équation
(4,k)=(%,%)
OCap £ cx0ploin + eNiCoepOplan + epp02Ceip = 0.

Les coefficients sont les suivants :

3 1
o 146+ /(1 -021475 e (L+F + ) - 5+¥) i
Cx = 25 ) Ht = 6 2 5

) ) i - 6+1

Bes@-DA+G-4-(1-9) . 3a@-0d+i-t-(1-1)
2 [ E-&Ha-&) T (E-2)Z
La décomposition si ’on suppose un toit plat et rigide ne fait apparaitre que deux compo-
santes. La variation a 'interface est ainsi obtenue par n = 74 + 71—, ol N+ est la solution
de I’équation KdV

11—~ 3052—7 c(14+70) .5
Ot £ 4| ——=0, Opns £ €~ L0320y =0,
£+ Y40 Nt +e€ 5 +577i N+ 66( 1) 2T+

avec les données initiales déterminées par ny |,_, = 3(( =+ m V) |, -

Ny =

10Pour des images du satellite, ainsi que des données obtenues par des chaines de thermistances, on pourra
consulter |[52] ou http://www.internalwaveatlas.com/Atlas2_index.html| et les références incluses.
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On retrouve ainsi la différence fondamen-
tale entre les approximations KdV pour les 5

configurations avec toit solide ou avec surface 12 \
libre : dans le cas du toit solide, la solution pré- 1

dite par 'approximation KdV se décompose -t

14

) e 0.8 .-
en deux ondes, alors que la décomposition IO
dans le cadre de la surface libre prédit quatre 0.6
ondes indépendantes. Deux de ces ondes, cor- 04 o
respondant aux coefficients de célérité +cy,
possédent les mémes propriétés que les ondes 021/ _ffe%T‘:jrfacef_conﬁtg“ra“"”’
. . . = = =1rigid lid configuration
de surface et en particulier n’autorisent que 0 ' ' ' '
, o 0 0.2 0.4 06 0.8 1
des solitons d’élévation de la forme (A.15]) avec Y

M > 0 (ce fait est assuré par la positivité
des coefficients ¢y, Ay, p4). On parle alors de
mode de surface ou de mode rapide. Les deux
autres ondes correspondent donc a I'inverse au
mode interne ou au mode lent. Il existe pour
ces ondes une valeur critique du parameétre de
ratio des profondeurs §, en fonction du ratio des densités ~y, pour laquelle le coefficient
de non-linéarité s’annule et aucun soliton n’est alors possible. Au-dela de cette valeur, les
solitons seront de type élévation ; en decgd, ils seront de type dépression. Si cette caracté-
ristique est commune au cas d’un toit rigide et au mode lent dans la configuration avec
surface libre, il est intéressant de remarquer que les valeurs critiques . dans les deux confi-
gurations peuvent étre sensiblement différentes. En particulier, on a toujours 6. > 1 dans
le cas de la surface libre et 6. = /7 < 1 dans le cas du toit solide. Il existe donc une
zone, entre les deux courbes de la figure 2] ou les deux approximations KdV aménent a des
résultats largement différents, puisque les solitons admissibles ne sont pas du méme type.

FIGURE 2. Le coeflicient
critique d. en fonction de ,
pour les configurations avec
toit solide ou surface libre.

On peut utiliser les décompositions présentées dans la page précédente pour étudier
plus en profondeur les amplitudes des déformations pour les différents modes. Tous ces
résultats sont présentés au Chapitre Bl Section B.4] (page [[04)) et résumés par la figure

Le trait plein représente le para-
métre critique pour lequel le coefficient

s B de non-linéarité s’annule.
) X Au dessus de la ligne pointillée
(6 < 2(1 — 27)), les déformations a
I'interface sont plus importantes que
12_ celles a la surface dans le mode lent
T A.\ C et inversement en dessous. Concernant
h le mode rapide, les déformations a la
surface sont toujours plus importantes

qu’a l'interface.

.l D B Le trait mixte concerne le cas d'une
o o1 o0z 03 04 05 06 07 08 o8 _ 1 donnée initiale avec une surface plane
et sans vitesse. Les ondes rapides (de
surface) sont moins importantes que
les ondes lentes (d’interface) au dessus

de cette ligne et inversement en dessous
(0 <1—27).

0.8

0.6

04

FIGURE 3. Propriétés de Dap-
proximation KdV selon ¢ et 7.

Il apparait ainsi clairement que 'hypothése du toit rigide n’est valable que lorsque
et/ou ¢ sont grands. Lors de notre étude et pour la justification de nos modeéles, on s’est
restreint a des valeurs bornées & € [dmin, Omax] (l& cas § — oo correspond a une couche
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de fluide inférieure trés petite devant la couche supérieure et s’accorde plus au cadre de
I'interface atmosphére-océan). La configuration de toit solide est donc valable uniquement
dans le cas d’une trés faible différence de densité entre les couches.

Les points A, B, C et D représentent les parameétres pour lesquels des simulations
numériques ont été réalisées. On les trouvera au Chapitre Bl Section [£2] page

A.4. Le phénomeéne des eaux mortes. Dans cette section, on s’intéresse au phéno-
méne d’eauz mortes. Ce phénoméne est bien connu des marins et a été rapporté en premier
lieu par 'explorateur Fridtjof Nansen, dans le rapport de ses expéditions polaires & bord
du “Fram” [92]. Citons :

This is a peculiar phenomenon, which occurs where a surface layer of fresh water rests

upon the salt water of the sea. It manifests itself in the form of larger or smaller ripples

or waves stretching across the wake, the one behind the other, arising sometimes as far

forward as almost midships. When caught in dead water, “Fram” appeared to be held

back, as if by some mysterious force, and she did not always answer the helm. In calm

weather, with a light cargo, “Fram” was capable of 6 to 7 knots. When in dead water

she was unable to make 1.5 knots. We made loops in our course, turned sometimes right

around, tried all sorts of antics to get clear of it, but to very little purpose.
Il s’agit donc d’une force « mystérieuse » retenant le navire, alors qu’il navigue sur des flots
stratifiés. Une caractéristique notable rapportée par Nansen est que, malgré la puissance de
la force opposée (capable de diviser par cinq la vitesse du navire), la surface de 'eau reste
dans ’ensemble plane. Trés tot, le probléme fut soumis & Bjerknes et & son étudiant Ekman.
Apres 'élaboration d’expériences (voir [43), [47]), ce dernier confirma que cette force est
due au caractére stratifié des flots et que 'explication de la résistance a 'avancement tient
a ce qu’'une partie de I'énergie dépensée par le navire est absorbée par la production d’une
onde a l'interface entre les deux couches de fluide.

On se propose d’étudier plus en détail les mécanismes du phénomeéne et d’en déduire
dans quelles situations un navire subira 'effet des eaux mortes. Ce travail a été motivé no-
tamment par le récent article de Vasseur, Mercier et Dauxois [114], ou les auteurs ont repro-
duit (entre autres) les expériences d’Ekman, et ont analysé en détail leur issue. On trouve
relativement peu d’études mathématiques reliées a ce phénomén; elle sont toujours limi-
tées au cadre de 'approximation linéaire (& 'exception notable de Wu et Chen [117] dont
I'étude est exclusivement numeérique et limitée au cas d’une seule couche de fluide). Nous
nous proposons de construire et justifier rigoureusement des modéles non-linéaires, accep-
tant ainsi des ondes de forte amplitude, et qui reproduisent les caractéristiques principales
du phénomeéne d’eaux mortes.

Notre modélisation est la suivante. Contrairement aux sections précédentes, la surface
n’est plus libre, mais au contraire représentée par un toit solide traduisant la présence de
la partie submergée du navire. Ainsi, on force

(A.16) G = Cl(x _Cst),

ol ¢, est la vitesse du navire, supposée constantdd. On peut alors s’appuyer sur 1’étude
des sections précédentes, afin de décrire le systéme d’Euler complet lorsque la déformation
de la surface est forcée comme en (A1) et en déduire des modeles approchés. Une analyse
de I'onde générée par le navire, ainsi que de la résistance a I’avancement qui I’accompagne,
permettent ainsi de prédire pour quels paramétres du systéme le phénoméne d’eaux mortes
peut apparaitre.

" Citons en premier lieu Lamb [66] et Sretenskii [T08], puis les travaux plus récents de Miloh, Tulin et
Zilman [88], suivis de Nguyen et Yeung [94]. Dans un cadre légérement différent, on peut citer Motygin et
Kuznetsov [91]], Ten et Kashiwagi [I12] et finalement Lu et Chen [79].

12Pour simplifier, on se place dans le cas unidimensionnel (d = 1) et avec fond plat (8 = 0), bien que le
cas général puisse étre traité de maniére identique.
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A.4.1. Le modéle d’Euler complet, les régimes considérés et la résistance o [’avance-
ment. Le modéle d’Euler complet, sous sa forme adimensionnée, est obtenu simplement &
partir du systéme dans le cas de la surface libre ( page ), en posant {; comme
dans (A.16). En translatant le référentiel afin que le navire y soit immobile, on obtient :

( 62
—e1 Fro, ¢ — ;01(1/117%) = 0,

§) { @-Fro)6 — Gua = .

(0 — Fr 0,) (0pthy — YH (¥1,02)) + (v + 6)02C2 + $02 (10212]* — v H (v1,92) )
= pued N,

ou les opérateurs G, Gy et H sont définis comme précédemment (voir page [§]) et

(%Gﬂﬁz + €20,(20,102)? — ’Y(%sz + €20, CoH (11, 12))?
2(1 + ple20zC2|?) '

On a introduit un nouveau paramétre appelé nombre de Froude : Fr = c¢5/cp, qui repré-
sente la vitesse relative du navire, comparée a la vitesse caractéristique de I’adimensionne-
ment ¢q (voir Section [A.1.3] page [T).

Puisque (; est un paramétre fixé de notre probléme, la premiére équation du sys-
téme (@) est en fait une relation liant 1 et 19, si bien que 'on peut réduire le systéme a
deux équations d’évolution, avec comme inconnues (o et v le cisaillement défini par

(A.17) v = O ((¢2—W51) z:€2<2) = Outhy —vH (Y1, ¢2).

Les modéles obtenus seront écrits explicitement sous cette forme.

\

N =

On considére deux régimes particuliers, correspondant aux régimes présentés page [10
avec quelques hypothéses simplificatrices supplémentaires.

REGIME 3 (Navire de petite taille).
po< 1 azi—; = Ou), 1= = O(p).

La premiére hypothése est bien sir celle d’une eau peu profonde, qui constitue le socle de
notre étude asymptotique. On a ajouté deux hypothéses, peu restrictives, qui simplifient
considérablement ’écriture du modéle obtenu. D’abord, on suppose que la partie submergée
du navire est petite, comparativement a la profondeur du fluide et & la déformation a
I'interface. Des simulations numériques montrent que les ondes générées par cette petite
perturbation peuvent atteindre des tailles de 'ordre de I'unité, ce qui explique pourquoi la
résistance produite peut étre si forte. Ensuite, on suppose que les densités des deux fluides
sont presque égales, ce qui est le cas en général. Les modéles obtenus sont présentés dans
la section suivante.

REGIME 4 (Faibles déformations).
p<1ly e =0@W,a=O0W.

Dans ce régime, on suppose que 'amplitude des ondes internes générées par le navire
resteront faibles, comparativement & la profondeur des deux couches de fluide. On suppose
encore que la partie submergée du navire est petite devant ces ondes et donc que le navire
subira une résistance relativement forte. Les modéles que I'on obtient se rapprochent donc
des modeles d’ondes longues, a savoir de type Boussinesq ou Korteweg-de Vries (ou la
perturbation joue le role d’un terme de forgage). Ces modeéles sont présentés et étudiés

dans la section [A.4.3]
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Avant de présenter les modéles asymptotiques obtenus, étudions la force de résistance a
I’avancement que subit le navire. Cette force est le reflet de ’énergie dépensée par le navire
afin de déplacer le volume d’eau nécessaire a son avancement et est définie par

Ry = / P (—e; -n) dS,
Lsnip
ou I'gip est la partie submergée du navire, P la pression, n la normale unitaire extérieure
a la coque et e, le vecteur horizontal unitaire. Grace a la loi de Bernoulli (A.3)) satisfaite
par le fluide (Postulat 4, page ), on peut réécrire cette formule en utilisant uniquement
les données de notre probléme. Pour simplifier, nous écrivons ici directement les approxi-
mations au premier ordre obtenues dans chacun des régimes considérés (voir Chapitre [l
Section [C] page[I59)). On note ces approximations Cyy et on écrit coefficients de résistance,
car ces coefficients sont obtenus aprés adimensionnement des variables.

CAs DU REGIME [l En utilisant les hypothéses du régime B], on obtient :
2
€2 2 5 hQ’U 5 h2v dCl
= — — — —d .
Cw /R<<<2+2<2)+€21+5+62<1+5 3 T+ 0w

CAs DU REGIME M]. Les hypothéses du régime @] aménent simplement & :

d
Cw = —/R@d—il dz + O().

On remarque que le coefficient de résistance sera faible si 'onde est faible ou localisée
loin du navire (ce qui est évident), mais également si 'onde est symétrique et centrée sous
le navire (une simple analyse de parité permet de s’en convaincre). Au contraire, le navire
subira une résistance importante si une onde d’élévation est produite a la poupe du navire.
C’est dans ce cas que le phénoméne d’eaux mortes apparaitra.

Pour résumer, le phénomeéne s’explique de la maniére suivante : un corps naviguant dans
des eaux stratifiées peut générer une onde interne d’élévation dans sa traine, qui provoque
en retour une forte résistance o l’avancement.

Voyons si les modéles asymptotiques obtenus dans nos régimes permettent de prédire
ce phénomeéne.

A.4.2. Le régime fortement linéaire. Le modéle que 1'on propose dans le cadre du ré-
gime [J est le suivant :

M hih F
( 1h9 akr
T e - =
(Or —Froz)Ce + 0y <h1+fyh2w+h2 ; C1> 0,
(O — Froy) (w — puS1w) + (v+6)0:(2 + €20 lih%_fyh% w2+w—aFrC
t x Mo v xG2 20z 2 (h1 + vho)? R oL

+ peady (w Sow) = 0,

onh = 1+ %, hiy = 146 —e(s, hy = % + €9(5 et les opérateurs S et Ss sont définis
par

Siw = é (2((h — ha)haw) — (Ozh2)?*w)
Sow = (h_?)% ((82ha)w + 2(0w)(Dpha)) + %(am)?w.
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Ce modeéle est obtenu a partir de (@), en y plongeant les développements asymptotiques
des opérateurs G, Gy et H obtenus dans la Proposition [A.3] page Les hypothéses du
régime [3] permettent de simplifier de nombreux termes et notamment d’écrire simplement
1 et 1y en fonction du cisaillement défini en (A7) :

hov = —h 0z + O(p), hiv = h Opps 4+ O(p).
La méthode présentée a la section permet alors d’obtenir la justification de ce modéle :

PROPOSITION A.12. Le systéme d’Euler complet (E]) est cohérent avec le modéle (IE),
a la précision O(u?).

Des simulations numériques permettent alors de vérifier que le modéle prédit bien la
génération d’une importante onde d’élévation, située juste derriére le navire. On présente
I'une de ces simulations (voir Chapitre @] Section B2 page pour plus de détails) dans
la figure [l Le panneau de gauche représente la déformation a l'interface, en fonction des
variables d’espace (z € [—20,20]) et du temps (¢t € [0,15]). L’évolution du coefficient de
résistance en fonction du temps est donnée dans le panneau de droite et le dernier panneau
représente ’état du systéme au temps final ¢ = 15. Le phénoméne d’eaux mortes est bien
observé avec le jeu de paramétres choisis.

C®
Wave resistance coeﬂicient‘ //
5 10 15
—t T
0 L I | 1 L L L
-15 -10 -5 0 5 10 15 20

FIGURE 4. Prédiction du modeéle (IEI), avec une donnée initiale nulle.
eo=1a=p=01,v=099 Fr=1,0 =12/5.

A.4.3. Le régime faiblement linéaire. Le cadre du régime ] permet de simplifier consi-
dérablement les modeéles (en échange d’un domaine de validité plus restreint, puisque seules
les déformations d’amplitude modérées sont acceptées). On aboutit alors a des modeéles de
type Boussinesq et Boussinesq symétrique comme & la section [A.2.3]; ce dernier modéle est
justifié par un résultat de convergence a 'ordre O(u) sur des temps de 'ordre O(1/u). De
ce modeéle, on déduit grace au développement BKW D’approximation KdV correspondante
et c’est cette approximation que nous allons présenter plus en detailtd.

13Le lecteur intéressé pourra se reporter a la section @ du Chapitre @ (page [22) pour une présentation et
une justification complétes de ces modéles.
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Le modéle obtenu est le suivant. On va pouvoir approcher V' = ({2, v) une solution du
systéme d’Euler complet (@) par la décomposition

Vkav = (4 +0-, (Y +6) (e —n-) ),
ol 74+ et n_ sont les solutions de ’équation de Korteweg-de Vries avec un terme de forgage

362 -+~ 1 1490 .4
fKdV) o —Fr41)0,me + 9o ——— 0y Opny £ p=—"—9 = —aFry—2t,
( ) Om+ + (—Fr£1)0.m+ 6227+577i N+ M65(7+5) ey aFry

avec la donnée initiale adaptée ny |,_, = %(Cg + # v) o -
Ce modéle est justifié par la proposition suivante :

PRrROPOSITION A.13. Pour p suffisamment petit, le systeme d’Fuler complet (@) et
Vapprozimation KdV sont convergents a l'ordre O(\/p) sur des temps de 'ordre O(1/p).

De plus, si la donnée initiale est suffisamment localisée (i.e. décroissante a l'infini),
alors l'approzimation est d’ordre O(u).

L’équation KdV avec un terme de forcage a été largement étudiée, notamment dans
le cadre du probléme & une couche (ot un déplacement du fond ou d’une pression créé
le terme de forgage). En particulier, on s’est intéressé au probléme de génération d’ondes
solitaires vers 'avant, qui a été découvert numériquement par Wu et Wu [116] et confirmé

par des expériences par Lee [T4] (citons [119} [75], 107, 166]). Il est apparu que le nombre
de Froude Fr avait un role capital a jouer et que la génération d’ondes n’est importante

que pour un petit intervalle de valeurs de Fr autour de 'unité.
On confirme ce phénomeéne par le résultat suivant (précisé Proposition €3] page [49)) :

PROPOSITION A.14. Si Fr —1 # 0, alors il existe des constantes po(Fr —1), C(w17) et

T (Fr—1) telles que pour u < pyg,
‘VKdV{LOO([O7T/M];HS) < C,LL

Ainsi, le phénoméne d’eaux mortes sera toujours faible si le nombre de Froude est
éloigné de sa valeur critique Fr = 1. Les simulations numériques indiquent que le maximum
est en fait atteint pour des valeurs légérement sous-critiques (voir Figure [ ci-dessous).

0.251
0.2f
0.15f
0.1f

0.051

0
0 0.5 0.83 E 15 2 0 0.5 0.9';3 15 2

r r

(a) a=e2=pn=0.1,6 =5/12, v = 0.99. (b) a =€ =p=0.1,8 =12/5, v = 0.99.

FIGURE 5. Coefficient de résistance Cyy prédit par le modele ([[IKdV])) au
temps T = 10, en fonction du nombre de Froude Fr.



A. PARTIE A. ONDES INTERNES DE GRAVITE EN OCEANOCGRAPHIE 25

A.4.4. Conclusion et perspectives. Les différents modéles que nous avons présenté,
qu'ils soient dérivés dans le cadre fortement non-linéaire du Régime H ou dans le cadre
faiblement non-linéaire du Régime Bl permettent de retrouver les principaux aspects du
phénomeéne d’eaux mortes, tels que présentés dans [114]. En particulier, on a :

i. des ondes internes transverses sont produites & ’arriére d’un navire lorsqu’il navigue
sur des eaux stratifiées
ii. le corps subit une résistance positive lorsqu’une onde interne d’élévation se situe en
dessous de sa poupe;
iii. le phénoméne est important lorsque la vitesse du navire est proche d’une vitesse
critique (la vitesse maximale des ondes internes) ;
iv. la résistance maximale est atteinte pour des valeurs légérement sous-critique.

Nos modéles permettent également d’explorer les effets des différents parameétres du
systéme sur le phénoméne, et en particulier le rapport des profondeurs des deux couches
de fluide. Il apparait (voir Section B.2]) que le phénoméne d’eaux mortes est plus important
lorsque la couche supérieure est plus épaisse, ce qui est contraire a I'intuition puisque dans
ce cas, 'onde d’élévation est éloignée de la coque du navire. Ceci est dit au fait que le
coefficient de résistance ne dépend pas de la distance entre ’onde interne et le navire, mais
plutét de 'amplitude et de la déclivité de cette derniére.

Pourtant, une caractéristique importante du phénomeéne d’eaux mortes n’est pas pré-
dite par nos modeéles. En effet, les expériences (voir [114], 160, [43]) présentent un com-
portement périodique, que nos simulations ne permettent pas de retrouver. Ceci est une
conséquence des hypothéses de notre cadre de travail : nous avons supposé que la vitesse
du corps reste immuable, alors que les différentes expériences utilisent la contrainte plus
naturelle d’une force constante appliquée au navire.

Afin de représenter grossiérement
ce cadre, nous avons modifié nos
schémas numériques, en ajustant
4 chaque pas de temps la vi-
tesse du navire, tenant compte
de la force de résistance qu’il su-
bit. On reproduit dans la figure

le résultat d’une simulation obte- ‘ rrouts nomber
nue dans cette configuration.On #\\\ .

1.1
1
voit treés nettement réapparaitre 0o . ]
P

08 - N
/ \\\‘ e o
10 1‘5

t

7

le phénoméne d’hystérésis décrit

dans [114], avec une période de °

I'ordre de AT =~ 10. Pourtant, le s
modéle utilisé est heuristique, et
il serait intéressant de construire
et justifier rigoureusement un sys-
téme ou la vitesse du corps ne se-
rait pas supposée constante.

FIGURE 6. Comportement du flot,
lorsque Fr n’est pas constant.

Par ailleurs, notre travail est limité au cas de la dimension horizontale d = 1. Etendre
notre étude a la configuration d = 2 serait une importante contribution, et permettrait
d’observer les ondes divergentes générées par le corps en marche, en méme temps que les
ondes transverses. On pourra consulter a ce sujet [88], [120].

Pour conclure, on présente dans le tableau 2] page suivante, un résumé des conclusions
de notre analyse, fruits des résultats ci-dessus et de simulations numériques.



Nombre de . . -
Cas sous-critique : Fr < 1 Cas critique : Fr =1 Cas surcritique : Fr > 1
Froude
Profondeur
des deux couche inférieure plus épaisse | couche supérieure plus épaisse
couches
Génération d’une onde Génération d’une
d’élévation-dépression importante onde
Les ondes générées sont « molle » derriére le d’élévation « raide » Les ondes générées sont
L. de faible amplitude, et navire. derriére le navire. de faible amplitude, et
Régime 3 . .
les conclusions du les conclusions du
Régime 4 sont valides. Résistance modérée. Forte résistance. Régime 4 sont valides.
Voir Figure B, page 140 Voir Figure @ page [41]
Génération périodique Génération périodique Génération de quelques
. . (avec une trés grande (avec une trés grande vaguelettes a 'arriére
Génération en continu .. , .. ) .
<1 période) d’ondes période) d’ondes du navire et
de vaguelettes a l'avant o , . o TN
RN . solitaires de dépression solitaires d’élévation a convergence vers un
et a larriére du navire. <1 . ) . ) .
L. a 'avant du navire. I’avant du navire. état statique.
Régime 4

Trés faible résistance.

Voir Figure [0, page 150

Résistance oscillante,
avec moyenne positive.

Voir Figure [ page

Résistance oscillante,
avec moyenne nulle.

Voir Figure [@ page 152

Pas de résistance
permanente.

Voir Figure [0, page [[51]

TABLE 2. Prédictions des modéles, en fonction du nombre de Froude et du ratio des profondeurs.
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Partie B. Propagation des ondes a travers un milieu non homogéne

B.1. Présentation générale du probléme. Dans cette partie, nous nous intéres-
sons & la modélisation de la propagation d’une onde lumineuse a travers les cristaux pho-
toniques. Ces cristaux photoniques possédent une structure périodique dans une, deux ou
trois dimensions. L’étude de ces cristaux a attiré récemmen une attention considérable
au vu des applications potentielles nombreuses d’'un tel matériau. En effet, les variations
rapides de son indice de réfraction permettent de faire apparaitre des bandes d’énergie
interdites pour les photons, bloquant ainsi la propagation de la lumiére dans certaines di-
rections et pour certaines énergies. En cela, ces matériaux se comportent selon le méme
principe que les semi-conducteurs pour les électrons, qui sont au centre des composants
électriques modernes (diode, transistor, etc.). Introduire des éléments photoniques dans
les circuits actuels autoriserait donc a traiter toute l'information sous forme lumineuse,
ce qui permet d’envisager la réalisation de dispositifs nanométriques. Le lecteur pourra se
référer a [154] par exemple et a la bibliographie [123], pour une présentation détaillée des
propriétés et applications de ces matériaux.

Pour toute utilisation pratique des cristaux photoniques, il est nécessaire de comprendre
I'influence de la géométrie, la disposition et les échelles de leur structure, sur leurs proprié-
tés. Une compréhension mathématique précise et efficace de la propagation de la lumiére
dans des milieux fortement hétérogénes est ainsi nécessaire & la conception et a I’analyse
de ces nouveaux matériaux. Nos travaux portent sur l'influence de la présence de « dé-
fauts » dans la structure, dans un sens que 'on précisera par la suite.

Cette section particuliére est dédiée a la présentation du probléme que I'on étudie et des
équations mathématiques qui le gouvernent. On commence par rappeler quelques éléments
de la théorie des guides d’ondes (pour de plus amples détails, on pourra se rapporter
a [133l, [173] par exemple) et tout particuliérement la diffusion en milieu non homogéne. On
précise ensuite le type de structures considérées et les questions précises qui sont abordées
dans les sections suivantes.

B.1.1. Propagation de la lumiére dans les guides d’ondes. L’optique ondulatoire se pro-
pose d’étudier la propagation de la lumiére en la considérant comme étant une onde élec-
tromagnétique, vérifiant donc les équations de Maxwell. Dans une région sans charge ni
courant, ces équations s’écrivent simplement :

V-(E) =0, V-B=0, VAE = —-9B, VA(B/u) = O,E,

ou E(t, X) = (Ey, E9, E3) et B(t,X) = (B1, Bg, B3) sont respectivement les champs élec-
triques et magnétiques; £(X) et u(X) sont la permittivité et la perméabilité du milieu. On
a utilisé les notations classiques 0; pour la dérivée temporelle et V- et VA sont des dérivées
spatiales (X = (x,9,2) € R?), respectivement la divergence et le rotationnel.

Afin de modéliser un guide d’onde, on suppose qu’il existe une direction d’espace in-
variante (disons z) et que le matériau est non-magnétique. Ainsi, on a ¢ = &(z,y) et
1w = po- Dans ce cas, toute solution se décompose en une onde transverse électrique, dont
la composante du champ électrique E. est nulle et une onde transverse magnétique, dont
la composante du champ magnétique B, est nulle. On s’intéresse ici & la propagation de
la composante transverse électrique E| = (E,, E,,0). Plus particuliérement, on s’intéresse
aux solutions harmoniques se propageant dans la direction z, c¢’est-a-dire

E,(t,X) = Eg(t,z,y)e!P*.
11 est aisé de vérifier que les composantes d’une telle solution vérifient I’équation

Vi(Vi-Eg)—V3iE; = VA(VAER) = —pued?Ep = wuocEg,

41,3 notion de cristal photonique date de 1987 [179] et le premier cristal photonique & trois dimensions a
été réalisé en 1991 [180].
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ou l'on utilise le symbole V| pour dénoter le gradient, la divergence et le Laplacien par
rapport aux variables (x,y). Dans le cadre classique de I'approximation scalaire, le terme

Vi(Vi-Eg =V, <@> ,
qui posséde seul des interactions entre les différentes composantes vectorielles du champ
électrique, est négligé. Il convient de noter que par la nature du matériau étudié, cette
approximation ne sera valable que lorsque le champ E | est faible & 'emplacement des in-
terfaces de la structure (o V| & contribue fortement). Ceci n’est pas le cas en général, mais
reste vérifié dans beaucoup de situations (voir [143]). On supposera que 'approximation
est valable pour la suite de I’étude et ainsi que chaque composante du champ électrique
transversal vérifie une équation scalaire découplée. De plus, on se limitera dans cette étude
au cas du guide d’onde planaire (c’est & dire ou y est également une direction d’espace
invariante). Se limiter au cas d’une structure unidimensionnelle peut paraitre une simpli-
fication grossiére, dans le sens ou les effets du matériau sur la propagation de la lumiére
ne s’appliqueront parfaitement qu’aux ondes & incidence normale (voir Figure [1 page BT]).
Pourtant, ce systéme simple illustre la majeure partie des phénomeénes physiques mis en jeu
dans les cristaux photoniques & deux ou trois dimensions et en particulier la structure en
bande des énergies admises (voir par exemple [I51]). En utilisant les notations suivantes :

k> = poeo — B2, et Viz) = wiuoleo — (),

ol g¢ est une permittivité de référence, le systéme est donc réduit & I’équation

(B.18) (—;—; + V(ﬂ:)) u = k*u.

Cette équation est ’équation de Helmholtz unidimensionnelle en milieu hétérogéne, ou k
est un paramétre réel fixé et le potentiel V (z) porte les informations du milieu. L’équa-
tion (B.IR) correspond également a 1’équation de Schrodinger stationnaire (i.e. indépen-
dante du temps). Cette similitude n’est pas surprenante et I’on peut étendre considérable-
ment 'analogie entre électromagnétisme et mécanique quantique (voir [154]). Ainsi, notre
étude s’applique également & l'opérateur de Schrodinger dans le cadre quantique.

B.1.2. Coefficients de réflexion, transmission et ondes planes distordues. Nous présen-
tons ici quelques résultats classiques concernant 'opérateur de Schrodinger et tout parti-
culiérement la théorie de diffusion (ou scattering). On trouvera les preuves de ce que 'on
avance, ainsi qu'une étude approfondie, dans [125, 135], 130] par exemple.

CAS DU MILIEU HOMOGENE. Dans le cas d'un potentiel nul (V(z) = 0), on obtient
I’équation de Helmholtz homogéne scalaire. La solution générale de cette équation s’écrit
sous la forme

u(x) — A eikx + B e—ilm"

avec A et B des constantes complexes choisies librement. Les solutions particuliéres e
appelées ondes planes (on choisira cette dénomination pour les seules ondes planes d’am-
plitude 1), forment donc une base de l'espace des solutions. On voit en particulier qu’on
n’a pas unicité des solutions. Plus précisément, on a le résultat suivant :

+ikx
)

PROPOSITION B.15. Le spectre de 'opérateur autoadjoint positif (non borné) défini par

H?> — L7 , o
Hy - 2 est purement continu et égal a lintervalle RT.
u — —Wu

Il est donc impossible d’inverser l'opérateur Hy — k2 pour k € R. Il va alors falloir
restreindre 'espace des solutions, c’est-ad-dire imposer un comportement & l'infini pour
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définir la « bonne » solution de I’équation de Helmholtz avec terme source
d? i

Les calculs explicites du cas ot k? n’appartient pas au spectre de Hy (i.e. k> € C\ RT)
nous poussent naturellement & définir la fonction de Green suivante :

jetkll
Go(x; k) =
Cette fonction de Green vérifie au sens des distributions I’équation précédente, dans le cas
ou f = 4, la distribution de Dirac centrée en 0. De plus, cette fonction vérifie la condition

de radiation de Sommerfeld ou condition d’onde sortante, définie ci-dessous.

DEFINITION B.16 (Ondes sortantes). On dit qu’une fonction u(x) vérifie la condition
de radiation sortante ou plus simplement qu’elle est sortante lorsque |x| — oo, si l’on a

(0r F ik )us — 0, lorsque x — +oo.

La fonction de Green permet donc d’obtenir la solution sortante de (B.I19) par convo-

lution :
“+o0

up(z) = Gox f = Go(z —y; k) f(y) dy.

— 0o
Il convient de noter que le produit de convolution n’est pas défini pour n’importe quel
terme source f. En particulier, puisque G n’est pas intégrable, uy n’est pas défini dans L?
si f € L?. On voit ici apparaitre 'importance du comportement & I'infini de nos fonctions.
En particulier, si on suppose f € L2, c’est-a-dire de carré intégrable et & support compact,
alors on a le résultat suivant :

PROPOSITION B.17. Pour f € L2(R) et k € R, il existe une unique solutionu € H} (R)
vérifiant les conditions de radiation sortante.

Cette solution est bien évidemment celle obtenue par convolution avec la fonction de
Green. On a noté HE, (R) l'espace des fonctions localement H2.

On appelle alors résolvante sortante associée a 'opérateur Hy — k? Uopérateur Ro(k)
défini par

d2 -1 +00
( - k?) — Rok)f Golz — y: k) (y) dy.

T d.2
dx —00

CAS DU MILIEU HETEROGENE. On veut maintenant généraliser cette étude au cas de
potentiels non-nuls (i.e. V' # 0 dans (B.IJ)), qui est le cas qui nous intéresse. Pour sim-
plifier, on se limite ici & des potentiels ne possédant pas de spectre discret. C’est le cas
pour un large espace de potentiels suffisamment décroissants & U'infini. On a en particulier

(voir [135])

PROPOSITION B.18. Si V € L'2, c’est-a-dire vérifie
IViipe = /R (L+]s)? [V(s) ds < oo,

alors le spectre continu de Uopérateur Hy + V = —% + V est égal a RT.

On peut définir ’équivalent des ondes planes dans le cas homogéne.
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DEFINITION B.19 (Ondes planes distordues). On définit ey (x; k), les ondes planes
distordues associées au potentiel V(x), comme les uniques solutions du probleme (B.IS)
telles que

(B.20) eve(z k) = 7R 4 oy (x),
ol ug est une onde sortante (on l'appelle le champ diffracté ).

Il est intéressant de remarquer que lorsqu’on applique la résolvante Ry a I’équation (B.IS]),
on obtient que les ondes planes distordues vérifient ’équation suivante :

(B.Ql) evj:(.%';/{?) = ej:ikg3 — Ro(/{?)( Vevj:(-;k) ) .

Cette équation intégrale est appelée équation de Lippmann-Schwinger [159]. Elle peut
étre résolue grace a l'alternative de Fredholm et garantit le caractére bien posé de la
Définition [B.19

Ces ondes planes distordues vérifient le comportement & I'infini suivant :

evi(zk) — (e™ +ri(k)e ™) — 0 quand 2 — —oo,

evi(z; k) — t(k)e*™ — 0 quand x — +00,
(B.22)

ev_(w;k) — t(k)e ™ — 0 quand x — —o0,

ev_(z;k) — (e +ry(k)e’*™) — 0 quand z — +o0.

—~

On appelle t(k) ainsi défini le coefficient de transmission associé au potentiel V(zx); r1(k)
et ro(k) sont les coefficients de réflexion, définis pour k € R\ {0}.

On vérifie aisément que t(k) peut se définir également via le Wronskien :
Wron [ey 4 (x; k), ey_(z; k)] = evy(Ozey_) — (Owevy)eyv— = —2ik t(k).

De simples calculs permettent alors de montrer que la résolvante de I’équation s’écrit
sous la forme

-1

2 0
(Rv(k)f )(x) = (—%JrV(x)—kQ) flz) = /_ Ry (z,y: k) f(y) dy
(B.23) = i | T v ke (b dy
1 +oo
s i W evelmhev- (k) .

Ceci nous permet notamment d’obtenir le résultat suivant :

PROPOSITION B.1. Soit f € L'(R). Alors, pour k # 0, I’équation non homogéne
& )
(B.24) (—@ Y V() —k ) U= f
posséde une unique solution sortante : U = Ry (k)f.

Idée de la preuve. L’existence est immédiatement offerte par la représentation intégrale
en (B:23). L’unicité est obtenue en étudiant la différence de deux solutions et provient du

fait qu’il n’existe pas de solution non nulle du probléme (—% + V(z) — k*)us = 0, avec
us(z) sortante lorsque |z| — oo, si S(k2) > 0 (voir par exemple [176]). O
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etke t(k)eik
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FiGurg 7. Diffusion & travers un matériau périodique unidimensionnel

B.1.3. Présentation précise du probléme. Les coeflicients de transmission et de réflexion
sont au centre de notre étude, car ils représentent des données physiques naturelles du
probléme. En effet, on peut comprendre 'onde plane distordue ey (x; k) comme la réponse
du systéme a Pexcitation par une onde monochromatique ¢”** venant de l'infini. Dans ce
cas, le coefficient |r{(z; k)|? représente 'énergie de I’onde réfléchie par le matériau et |¢(k)|?
I’énergie restante aprés avoir diffusé a travers le matériadd (voir Figure [7). C’est donc le
controle de ces coefficients, en fonction de la forme du potentiel V', qui nous intéresse.

Ainsi, notre motivation premiére, qui peut se résumer en la question
« Quelle est Uinfluence de la structure du matériau sur la propagation de la lumiére ? »
se traduit mathématiquement par
« Quelle est la dépendance du coefficient de transmission en fonction du potentiel 7 »

La nature des matériaux étudiés nous pousse a envisager des potentiels pathologiques.
Ces potentiels pourront comporter :

1. une composante singuliére ; et/ou

2. une microstructure, pas nécessairement lisse.

La composante singuliére est modélisée par la présence d’'un nombre fini de distributions
de Dirac. Ces distributions de Dirac forment des interfaces, a travers laquelle une partie de
I'onde est transmise et 'autre partie réfléchie. Nous présentons dans la prochaine section
quelques résultats montrant que la structure en bande des énergies admises apparait deés
la présence d’un petit nombre de distributions de Dirac équidistribuées. Le but de cette
section est également décrire les résultats obtenus au Chapitre Bl généralisant les résultats
connus pour des potentiels réguliers et d’étendre ainsi la théorie aux potentiels admettant
des singularités.

La microstructure est modélisée par une fonction & trés courte longueur caractéristique.
Cette fonction sera périodique selon une variable rapide ou plus généralement localisée dans
les hautes fréquences. On s’attache dans la section [B.3l et au Chapitre [ au développement
asymptotique du coefficient de transmission lorsque le parameétre mesurant la longueur
caractéristique de la microstructure tend vers 0.

Une attention particuliére est apportée a la présence de « défauts » dans le systéme.
Ces défauts sont modélisés par la présence de la composante singuliére et par le caractére
non lisse de la microstructure. On verra que ces défauts, méme s’ils sont localisés et en
nombre fini, ont une influence parfois plus importante que la microstructure elle-méme.

50n a d’ailleurs toujours conservation de I'énergie : |r1(k)|*> + [t(k)]*? = 1.



32 CHAPITRE 1 : INTRODUCTION ET VUE D’ENSEMBLE

B.2. Potentiels admettant des singularités. Dans cette section, nous allons exa-
miner 'effet de I'existence d’'une composante singuliére dans le potentiel. Nous allons donc
considérer que le potentiel peut s’écrire sous la forme

(V1) V(z) = Viing(z) + Vieg(®),
ou 'on suppose vérifiées les hypothéses suivantes :
i. Pour la composante singuliére, Vg :
N-1
Viing(z) = Z cj 0(x —xj;), ou c¢jxj eR, x; <xjqq.
j=0

ii. Pour la composante réquliere, Vieg : Vieg € L173/2+(]R) avec

VL, = /(1+|SI)” [V(s)[ ds < oo
R

On a donc une composante réguliére suffisamment décroissante & 'infini et une com-
posante singuliére formée d’une somme finie de distributions de Dirac. La composante
singuliére nécessite une définition précise du sens dans lequel on entendra les solutions de
I’équation de Helmholtz.

DEFINITION B.20. On dit que u est une solution de ’équation ([BIR) si u est C? par
morceauz, vérifie (BI8) en dehors du support de Vging, R\ {zo,...,xn_1}, ainsi que les
conditions de saut

[ul, =0, z€R,

d .
(B.25) [%u} ) =0 si z € R\ supp Viing,

%u

d \
[ } = cju(x;) o x; € supp Viing,
\ Z;
ou l'on a utilisé la notation suivante :
ul, = ulz+) —ulz—) = liﬁ)l u(z +¢) —u(r —e).
15
On recherche ainsi des solutions fortes hors des singularités du potentiel et le recolle-

ment aux lieux des singularités x; est dicté par des conditions de saut, obtenues naturel-
lement en intégrant (B.18) au voisinage de z; :

Tj+e d2 ) d
lim - Vi) — k U = —|—u ¢j uw(z;) = 0.
el0 Tj—€ ( da? - ( ) > |:d$ :|:1:j " ! ( J)

B.2.1. Potentiel uniquement composé de distributions de Dirac. Etudions le cas ot
le potentiel V' ne posséde qu'une composante singuliere (Viee = 0 dans la décomposi-
tion (V1))). Dans ce cas, 'étude de la section [B.1.2] (avec un potentiel nul) nous indique
qu’en dehors des singularités, il existe des constantes complexes A; et B; telles que

u(z) = Aje*® 4 Bje ™ pour € (xj,2j41).

Les solutions de (BIS]) sont donc composées d’une superposition d’ondes planes, dont
I'amplitude et la phase sont déterminées par les constantes A; et B;. Ces constantes sont
reliées entre elles via les conditions de saut (B.23]) et le probléme est bien posé (existence
et unicité de la solution) lorsque 'on impose deux de ces constantes.
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N-1

L’onde plane distordue ey, + associée au potentiel Ving(z) = > ;15 ¢ 6(z — ;) est

sing
ainsi donnée par
et*T 4+ Bye T for x < xg
Ajethr 4 Bre7 kT for oo <z < 4
(B.26) Vyng+ (T3 K) = : ,
Ane™® for x > xn_1

puisque l'on a fixé Ag = 1 et By = 0 par convention. Les conditions de saut relient les
constantes par les formules

eikmo + Boefikmo _ Aleikmo + Blefik:vo
ik (Aleikmo _ Ble—ik‘xo _ eik;x() + Boe—ik;xo) = ¢ (Aleikmo + Ble—ik;xo)
AN_leikxN_l + BN_lefik{L'N_l — ANeik:BN_l
ik <AN6“W"N*1 — ANfleilmO + BNfle_ilm‘O) = cCcN_1 (ANBHW"N*I) .
et 'on obtient immédiatement les coefficients de transmission ¢(k) = Ay et de réflexion
r1(k) = Bp. On notera que le systéme ci-dessus est unitaire et que I'on a donc

ri(B)F + [tR)P = [Bo* + |AN[* = L.

Un exemple particulier vaut la peine d’étre étudié : celui d’un nombre fini de distribu-
tions de Dirac de méme hauteur, réguliérement espacées :

N-1
V:cZ(S(:U—jl), avec ce R, N e N* et [>0.
=0

Dans ce cas, de simples calculs algébriques permettent d’obtenir une formule explicite pour
le coefficient de transmission (voir Section page 5I). On obtient

1 1
By, T (+ (PUn R

ot Uy est le (N — 1)-iéme polynéme de Tchebychev de deuxiéme espéce (voir [124])
et { = cos(kl) + £ sin(kl). On trouvera en Figure B (page suivante) les variations de ce
coefficient, en fonction de k, pour un potentiel constitué de 3 et 20 distributions de Dirac.

On voit trés nettement apparaitre une structure en bande : il existe des énergies pour
lesquelles la transmission est quasi-parfaite ; 'onde entrante est pratiquement entiérement
réfléchie ailleurs. Cette structure lacunaire est de plus en plus prononcée alors que N croit
et annonce la structure caractéristique et recherchée du cas des potentiels périodiques (ou
avec une microstructure). Chaque bande contient N — 1 ondulations, que I'on voit appa-
raitre dans la phase de Bloch v = arccos{ (les ondulations correspondent a siny = 0).
Lorsque I'énergie augmente, la largeur des intervalles d’énergie oti 'onde est majoritaire-
ment transmise devient plus large, la profondeur des lacunes plus faible ; 'onde est totale-
ment transmise a haute énergie. On trouvera plus de détails dans [146], 147, 156].

Ce dernier comportement a haute énergie se déduit aisément de notre formule : puisqu’il
existe Cp > 0 tel que pour tout £ € R, Uy () < Cp, il est immeédiat de vérifier que l'on a

d C
L) < G =0

(B.27) 1)1 =

‘t(k) 1

De la méme maniére, le coeflicient de réflexion vérifie

n®). 550 < 7
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FiGURE 8. Coefficient de transmission, en fonction de k. Le potentiel est
une somme de N distributions de Dirac, de hauteur ¢ = 80, réguliérement
espacées de [ = 0.5.

Ces propriétés sont également vérifiées pour des potentiels réguliers (voir [135]) et
s’avérent fondamentales pour I'étude générale de 'opérateur de Schrédinger
d2
Hy = — S 4 V(a),
\%4 dz? ( )
et donc pour I'étude des solutions de I'équation (B.I18]), comme on le verra a la section
suivante.

B.2.2. Le cas général. Dans cette section, nous étudions le cas plus général de la dé-
composition (VI)). Notre but est de généraliser les résultats connus pour une classe de
potentiels réguliers, au cas de potentiels admettant des singularités.

Pour cela, la notion d’opérateurs d’ondes est particulierement indiquée. C’est en ef-
fet un outil précieux permettant de propager les propriétés de l'opérateur Hamiltonien
«libre » Hy = —%, a lopérateur & coefficient variable Hy = —dd—; + V', sur son
spectre continu.

DEFINITION B.21 (Opérateurs d’onde). On appelle opérateurs d’onde associés auz ha-
miltoniens Hy et Hy les opérateurs Wi et WX définis par

(B.28) Wi = slim v e=itHo,
t—too
— o itHo ,—it H
(B.29) Wi = ts_—)lirglo etHoe=ttv p

ot s-lim correspond a la notion de limite forte et P, est la projection sur le spectre continu
de Hy .
Ces opérateurs vérifient les propriétés suivantes :
W.Wi = P, Wiwy = Id
f(Hy)P: = Wi f(Ho)WZ, f(Ho) = WIf(Hy)W,
pour toute fonction f Borélienne sur R. Ainsi, un opérateur f(Hy )P, sera borné de

WhPH(R?) sur Wk2:P2(RY) si 'opérateur libre f(Hg) lest et si les opérateurs d’onde Wi
et WX sont bornés, respectivement sur W+-P1(R?) et Wk2:P2(R9).

Obtenir des bornes sur les opérateurs d’onde est donc crucial. Ces bornes ont été
obtenues par Yajima [I81], avec des hypothéses de régularité et de décroissance a 'infini
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sur le potentiel V(x) et pour des dimensions d > 2. Weder [178] a étendu ces résultats au cas
de la dimension d = 1. Une analyse fine de sa preuve montre que le résultat peut étre obtenu
uniquement via les propriétés des ondes planes distordues (ey 4, voir Définition [B.19) et du
comportement des coefficients de réflexion et de transmission. Plus précisément, on prouve
au Chapitre [l le résultat suivant (Théoréme B.] page [T4) :

PROPOSITION B.22. Soit Hy = _di_z +V(x) un opérateur auto-adjoint sur L*(R) tel
que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i. Les coefficients de transmission et de réflexion sont majorés par

(B.30) Ir (k)] + |ro(k)| + [t(k) —1] < %
(B.31) 0pr1 (k)| + |Opra(K)| + |Okt(k)| = o<%> k| = oc.

ii. Les opérateurs S+, définis par

(S1®) ( / / < (z,k) — f> e ™M dk d(y) dy,

sont bornés dans WHP(R,) et WIP(R_) (respectivement pour Sy et S_), avec 1 < p < 0o.
Alors Wy et WX, définis a lorigine sur WP N L2, 1 < p < oo, s’étendent a des
opérateurs WP 1 < p < oo. De plus, ces opérateurs sont bornés par C)p une constante :

Wafllwre < Collfllwrw,  IWESfllwrr < Cpll fllwre,
pour tout f € WHP N L2, 1 < p < oo.

Idée de la preuve. La preuve repose sur une décomposition de 'opérateur en une composante
a hautes fréquences et une composante & basses fréquences. Chacune de ces composantes
pourra étre bornée, grace aux hypothéses du théoréme.

En particulier, on utilise pour le terme a hautes fréquences I'inégalité de Young (voir
par exemple [138]) sur LP, 1 <p <oo:

= sup/ \Sixy\dy—i-sup/\Sixy)\dx < o0
r€R
= [S+dllr < C (|9l

Le terme & basses fréquences fait naturellement apparaitre la transformée de Hilbert

(B.32) (Ho)(x) = % P.V. / ‘WT_?/)dy = / " ik (—i sgn(k)) o(k)dk

— 00

Le caractére borné de la transformée de Hilbert est connu (voir [174]); celui du terme a
basse fréquence est obtenu grace aux estimations (B.30) et (B.31)). O

Il suffit donc de vérifier les propriétés des ondes distordues de ’équation de Helm-
holtz (B.I8]), pour aboutir au caractére borné des opérateurs d’onde. Ceci est obtenu pour
des potentiels vérifiant la décomposition (1), principalement en utilisant la représentation
intégrale qui découle de ’équation de Lippmann-Schwinger

1

€ / (M=) _ D)V, (g)ey (y: ) dy

(k) = t(k)e™

T2k Z (e™=m) — e*E=myey 4 (a, k)1 (2 — ),
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ou 1 est la fonction de Heaviside définie par

1,sixz>0,
1(z) =< %, siz=0,
0, sixz<0,

On vérifie aisément que la fonction, définie ainsi, sera bien solution de (B.IS)) avec les
conditions a l'infini (B:22) caractérisant ey (z;k). On peut alors déduire d’une analyse
des itérées de I'intégrale de Volterra les hypothéses de la proposition [B:2221 On obtient alors
le théoréme principal :

PROPOSITION B.23. Soit V(x), un potentiel satisfaisant (V1) (voir page [32). Alors
Wy et Wi, définis par (B28) et (B29) sur WP N L% 1 < p < oo, s’étendent en des
opérateurs bornés sur WhP, 1 < p < oo :

IWeFllwrr@ < Coll fllwioms IWEfllwiom < Collflwism), f€WHP(R), 1 <p < co.

Les applications de ce résultat sont nombreuses. Il a par exemple été implicitement
utilisé dans [152] et [145]. On peut en particulier étendre de nombreux résultats théoriques
au cas de potentiels singuliers. Par exemple, on étend les estimations dispersives et de
Strichartz H' au cas de potentiels singuliers et on peut en déduire le caractére bien posé
dans H' de I’équation de Schrodinger non linéaire

i0pu + Hyu — |u|*u = 0,
(B.33) { u(z,0) = up(z) € H,
ou Hy = —dd—; + V(z) admet un nombre fini de singularités.

Notre but n’est pas ici de détailler ces résultats (on pourra consulter la section [§ du
Chapitre Bl page [[82)). Notre motivation principale est d’étudier la diffusion de potentiels
admettant des singularités et possédant une microstructure. C’est ce que nous développons
dans la section suivante et au chapitre [@l; les résultats obtenus en Section requiérent
des bornes sur (m? + Hy) ' P.(Hy)(m? — 82), qui découlent de la proposition

B.3. Potentiels possédant une microstructure. Dans cette partie, nous ajoutons
un terme de microstructure au potentiel étudié. On s’intéresse donc aux potentiels admet-
tant la décomposition suivante :

(V2) Ve(x)

Vo(z) + ge(x)
= Vaing(®) + Vieg(®) + ¢c(2),
ou les composantes vérifient :
i. Composante singuliere, Vying
N-1

Viing ( E cj 0(x —x;), ou c¢jx;€R, x; <xjq.
Jj=0

ii. Composante réquliere, Vieg : Vieg € LY2(R) avec
Vg = /R(l—i—]s])Q V(s) ds < oo

iii. Composante oscillante, q.(x) = q (ac, %) ou (z,y) — q(z,y) vérifie
(a) q est 1— périodique, i.e. pour tout z € R, ¢(x,y +1) = q(x,y),
(b) g est de moyenne nulle par rapport a y, i.e. pour tout x € R,

1
/O q(z,y) dy =0,
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(c) 11 existe une subdivision de R
—co=agyp<a; <ag <---<apy <apy4+1 = +00

telle que 'on ait
M+1

1
S [ e sy 0 < .
=0

iv. On travaillera avec le développement de Fourier de ¢(x,y), qui s’écrit

1
(B.34) a@y) = 3 gilx) I, gya) = /0 2 iVg (2, y) dy
J7#0

et on suppose les caractéres bornés et décroissants a l'infini :

/]R/Ol g, y)P dy do = > /R\Qj(x)\Q < 00,

l71=>1

1
/O gl dy = Y lg@E =0, Ja] - oo

l71=>1

On voit que 'on autorise en plus d’une composante singuliére, des discontinuités dans
la composante rapidement oscillante qui traduisent des défauts dans la microstructure. La
question que l’on se pose est alors la suivante :

Comment les défauts du milieu influencent les propriétés de diffusion, tels les coefficients
de réflexion et transmission ?

Plus précisément, on va voir que l'on peut obtenir un développement asymptotique
du coefficient de transmission t¢(k) en fonction de e. Nous allons comparer les termes
du développement asymptotique en présence de défauts, avec ceux dans le cas lisse. Le
résultat sera obtenu de deux maniéres différentes, qui ont chacune leur intérét propre.
La premiére, dans la section suivante, utilise les techniques de I’homogénéisation. Cette
méthode est constructive et permet de comprendre l'origine des termes générés par la
présence des défauts. La deuxiéme méthode est abordée en Section [B.3.2] et permet de
justifier rigoureusement les résultats obtenus par la méthode d’homogénéisation. De plus,
cette derniére méthode fonctionne dans un cadre plus général, dans le sens ot la composante
rapidement oscillante du potentiel peut ne pas étre périodique, mais localisée en hautes
fréquences, dans un sens que l'on précisera alors. Deux exemples précis seront finalement

étudiés a la section [B.3.3

B.3.1. Théorie de I’homogénéisation. La méthode d’homogénéisation est particuliére-
ment indiquée pour ’étude asymptotique de matériaux périodiques comportant plusieurs
échelles (voir [129, 126] par exemple). Dans ce cadre, la méthode consiste & chercher une
solution de I’équation

—d—2+V(x)+ <ac E)—kQ evet(z;k) =0
dz2 0 q » Vet — Y
sous la forme d'une fonction a deux échelles, ey (z;k) = U(x, Z), ot & et y sont des

variables indépendantes. Naturellement, dériver par rapport a la variable rapide fait appa-
raitre un coefficient 1/¢ et I'on cherche donc U¢(z,y) comme solution de

2
(B.35) (— (a—i + %(%) +Vo(z) +q(z,y) — /<;2> U(z,y) = 0.
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On postule de plus un développement asymptotique de U¢(z,y) en puissance de € :

(B.36) U(z,y) = Y € Uj(x,y),
=0

vérifiant les conditions de périodicité, de radiation et de saut suivantes (on rappelle que les
conditions de saut sont déterminées par la présence — ou non — de singularités, via (B.23)) :

Uj(z,y +1) = Uj(z,y), j =0,
B.37 Up(zx,y) — e“m, Uij(x,y) 7> 1 sortante pour |z| — oo,
j
Uj(@,y)l,—, . vérifie les conditions de saut (B.25).
Les termes Uj(z,y) sont alors obtenus en introduisant I’Ansatz (B.3G) dans 1'équa-

tion (B.39) et en résolvant a chaque ordre. On obtient ainsi la hiérarchie d’équations sui-
vante :

O(®)  ry=-0Uy = 0,
O™y roy=-0;U1 —20,0,Uy = 0,
O(e), j>0 rj=—0Ujp2 — 20,0,Uj1 — 83U + (Vo + U, — K*U; = 0.

En résolvant simultanément les équations r; = 0 pour j = —2,---,3, on détermine les
fonctions Uy, Uy, Us et Us. On obtient ainsi formellement une approximation de U€ a l'ordre
O(€?). Les calculs apparaissent au Chapitre [ (section H page M37)) et nous récapitulons ici
le résultat obtenu.

DEVELOPPEMENT « NATF ». La solution eyey (z;k) = U(x, £) vérifie le développement
suivant :

(B.39)
Us(a,y) = Uo(aih) + & (U8 (@,9) + U7 (@) + & (0 (@,9) + U (@) + ...,
avec les termes définis par :
o Up(z) = ey,+(x;k) la solution homogénéisée, vérifiant
d2
da?

et telle que Uy — e'** vérifie la condition de radiation sortante.

Uo(m') + VO(.%')UQ(.%’) — /{?ZUo(m') =0

° UQ(p ) (z,y) et U?Ep )(3:, y) sont obtenues grace au développement en série de Fourier de
y +— q(x,y) donné en (B34). On a précisément les formules suivantes

0 ary) = S 5 A i,
lj|>1
Uép)(x,y) _ _Lg Z 3x(evo+(9?; k)Qj(x))e%ﬂjy.
5 J
l71>1

° Uéh)(x) et Uéh)(az) sont les solutions sortantes des équations

d2 1
—;4#%»HM@@W@—#¢Wm:—Aqmwwmaw@,

d? L
dx%%m+wm%%m—ﬁ%%m:—ﬂc#%wmmw@.
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Nous avons utilisé le terme de développement « naif » , car aucune précaution particu-
liére n’a été prise concernant la présence de singularités et de discontinuités dans le terme
rapidement oscillant. De plus, le cahier des charges n’est pas totalement rempli, puisque
les conditions de saut dictées par I’équation n’ont pas été vérifiées.

En effet, il est aisé de se rendre compte que si les termes homogeénes (U, Uz(h), ?Eh))
vérifient naturellement les conditions de saut grace aux équations qu’ils vérifient, les termes
Uz(p ) et Uép ) Wont aucune raison de vérifier ces conditions et ne les vérifient pas en général.
On vérifie en fait facilement que le développement (B.39) est valable pour le cas de potentiels
réguliers avec microstructure lisse. Dans le cas contraire, il est nécessaire d’ajouter des
correcteurs, qui sont choisis de la forme suivante :

DEFINITION B.24 (Correcteur d’interface). La fonction U(x) est un correcteur a l’in-
terface x = a, si on peut l’écrire sous la forme

B aey,—(z;k)  si oz <a,
(B-40) Ui) = { B eyyy(z; k)  si x> a,

avec a et B des constantes a déterminer.

Ces correcteurs sont C? par morceaux et vérifient

2
(—%—{—%(:ﬂ)—kg)u:(), pour z<aetz>a,
ainsi que la condition de radiation sortante. Les coefficients a et S peuvent alors étre
manipulés afin d’obtenir les conditions de saut désirées a l'interface x = a.

Le principe est donc le suivant : & chaque défaut dans la vérification des conditions de
saut (il y en a un nombre fini par construction), on ajoute un correcteur d’interface, avec
des paramétres bien choisis, de telle sorte que les conditions de saut soient rétablies.

Les correcteurs d’interface sont ajustés dans la section 1] du Chapitre [@ (page 197,
et I'on présente ci-dessous le développement final obtenu.

DEVELOPPEMENT CORRIGE. Aprés avoir ajouté les correcteurs d’interface adaptés, on
aboutit au développement suivant :

(BA1l) Uf(z,y) = Up(x:k) + eU(z) + € (u;(m) + U§p>(x,y)+U2(">(x)) Yo

ou Uy(z), 2(p )(3:, Y), U2(h) (z) sont inchangés par rapport au développement « naif » et

e U est déterminée par les violations des conditions de saut de UQ(p ) (z,y), qui inter-
viennent aux points de discontinuité de g(z,y).

e U5 est déterminée par les violations des conditions de saut de Uép ) (z,y), qui inter-

viennent
(a) aux points a; (j = 1,..., M) pour lesquels [g;], # 0 ou [0,qjla # 0;
(b) au support des singularités : supp Viing = {20,...,on-1}.

On voit ainsi que les termes correcteurs apparaissent a un ordre précédant les termes
qu’ils corrigent. Ceci s’explique par le fait que les coefficients a et 5 des termes correcteurs
font intervenir les dérivées par rapport a la variable rapide. Pousser le développement un
cran plus loin requiert donc de calculer Uy = U, ip ) (z,y) + U 4(h) (x) et les termes U?Ep ) (x,y),

U?Eh)(x) ne nous sont utiles que pour déterminer Us(z).

On a ainsi deux conséquences immeédiates :

i. les effets de la présence de discontinuités dans la microstructure interviennent & un
ordre précédant les effets de la présence de singularités;

ii. la différence entre 'onde distordue ey (x; k) et 'onde homogénéisée ey, 4+ (z; k) est
due au premier ordre & la présence de discontinuités dans la microstructure.
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APPLICATION AU COEFFICIENT DE TRANSMISSION, t¢(k). Connaissant le développement
de eyey(x,y) = U (z,x/€), il est facile de déduire celui du coefficient de transmission t€(k).
Ces calculs sont présentés dans la section 2] du Chapitre [6] (page 204]). On obtient

(B.42) t5(k) = thom(k) + et5(k) + € (t’gam(k) + tg(k)) o
ot tpo (k) est le coefficient de transmission associé au potentiel Vj et
1 M eQiﬂlﬁ
(k) = Zevo+(aj; Feve-(ajik) Y lail,, T
j=1 l[>1
A k) 7 [ R e b ik
lj|>1
p2iml L
t5(k) = k 2 ZEIIZ: z (evo+ (k) evo— (23 k)ai(2)) o, —53—
J |>1

Les contributions de chacun des termes de (B:41)) sur ce développement sont les suivantes :
(a) t?"m, (j = 0,2) sont les contributions des termes homogeénes du développement

«naif » Up(z) et Uz(h)(ac) et sont valides pour les potentiels réguliers ;
(b) t§ provient de Uf et est di aux discontinuités de z — q(z,);

(c) t5 provient de US et est dit & la fois aux discontinuités de x +— ¢(z,-) ou x — dyq(zx,-)
et a la présence de singularités dans le potentiel Viipg.

Les coefficients t{ and ¢5 sont uniformément bornés pour e petit, mais font apparaitre
des oscillations rapldes de telle maniére qu’on a en genera. le comportement suivant :

e Si g, est discontinue, alors

t° thOm =0O(e), €e—0, mais e < ¢ — t’owm ) ne posséde pas de limite.
e Si g, est lisse, mais V) posséde une composante singuliére (distributions de Dirac),
alors

t° thom =0(), €e—0, mais €2 < e — tgom > ne posséde pas de limite.
e Si g, est lisse et V) ne posséde pas de composante singuliére, alors

1€ tham = (’)(62), e—0, et liﬁ)l €2 ( ¢ — tgam > est bien définie.
€.

Les trois graphes de la figure [@ page suivante, illustrent ce comportement. Le détail
des potentiels utilisés pour obtenir ces graphes, ainsi que la méthode numérique utilisée,
sont indiqués a la section [Al du Chapitre [, page 218

REMARQUE B.25. Il est important de noter que les développements présentés dans cette
section ne sont pas obtenus de maniére rigoureuse. Ils relévent d’une construction naturelle,
mais faisant intervenir des dérivées eyyy(z;k) et gj(x) a un ordre arbitraire, malgré les
potentielles discontinuités de ces fonctions. Les développements sont donc a comprendre au
sens des distributions. Ces développements sont prouvés rigoureusement par une méthode
totalement différente, dans la section suivante.

167] existe des distributions particuliéres pour lesquelles les contributions des termes correcteurs s’annulent.
Ce point est abordé dans la section [B.3.3] page 4l
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(a) g est discontinue et Vj est une somme de dis- (b) g est lisse et V est une somme de distribu-
tributions de Dirac tions de Dirac
10°
10° ¢
107 ¢
10° |
-
-
A 10° 1

€

(c) V€ = Vp est une approzimation lisse d’une
somme de distributions de Dirac

F1GURE 9. Comportement de log ‘tE — téwm versus log e ! pour plusieurs
formes de potentiels.

B.3.2. Démonstration rigoureuse. Le but de cette section est d’offrir une démonstra-
tion rigoureuse aux développements présentés dans la section précédente. Ces démonstra-
tions utilisent une classe de potentiels légérement différente de celle présentée en (V2 :
on demande plus de décroissance a l'infini et la microstructure n’est plus nécessairement
représentée par un potentiel périodique, mais simplement par une fonction localisée dans
les hautes fréquences. De maniére détaillée, on suppose

(V3) V(z) = Vo(z) + Q(z)
= ‘/;ing(m) + Vreg(x)+ Q(.%'),
vérifiant les propriétés suivantes :

i. Composante singuliere, Vi, :
N-1
Viing () = E ¢j 6(x —xzj), ou cjx; €R, x5 <xjpq.
7=0

ii. Composante réguliere, Vieg : Vieg € LY8(R) avec

Vilps = /(1+ysy)8 V(s)| ds < oo.
R
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iii. Composante a haute fréquence, Q(x) : @ est bornée pour la norme

B.4 = HD 1 lo (D *1‘ ,
(5.43) el = [ xex o,
ou l'on définit (Dg)”® grace a la transformée de Fourier par
s s 1 e ix s ~
(B.41) Doy g=(1-8)"% =5 [ e (1467 4(6) de.

et x la fonction poids

g
2

(B.45) (@)= ()7 = (1+2%) 2, avec o > 4.

Ainsi, la composante ) peut étre grande en norme L°°, mais elle est suffisamment dé-
croissante & l'infini, et supportée & hautes fréquences : on s’intéresse au comportement du
systéme pour |||Q]|| petit. Le cas Q(x) = ¢c(z) = q(x,x/€), € — 0 est un cas particulier,
comme on le verra par la suite.

La méthode est alors la suivante. L’'onde distordue ey (z;k), définie par (BIS) et
par (B.22)) est une perturbation de I'onde homogénéisée ey, (z; k) et 'on définit us par
evi(z k) = eyr(zk) + us(x; k).

La fonction ug vérifie la condition de radiation sortante lorsque x — £o00 et est solution de

2
(B.46) (- g2 + o+ Q) = ) sl k) = Qe i)

On applique alors la résolvante Ry, (k), obtenue et étudiée en Section [B.2] a cette
équation. En réarrangeant les termes, on obtient alors I’équation de Lippmann-Schwinger

us = — (I + Ry, (k)Q)™" Ry, (k) Q evy (k).
On a ainsi formellement le développement de Neumann suivant :

eV-i-(x; k) = eVo-i—(x; k) - RVO (k)(QeVo-i-(x; k)) + RVO (k)QRVO (k)(QeV(H-(x; k)) +..

o0

= ey (23k) + D [(~Ru(k) Q™ evos] (25k).

m=0
On définit ensuite 'onde plane pondérée en espace et en fréquence Ey 4 (z; k) par
By (zik) = ((Do) xevy ) (w: k),
ou (Dy) et x sont définis par (B.44) et (B.4H). Définissons alors les opérateurs

Try, (k) = (Do) xRv,(k)x (Do) , et To = (Do) ' x'Qx " (Do) ™",
et By (z; k) vérifie
(B.47) ([+TRVO TQ> (Evi(ik) — By (k) ) = — (Do) xRy (k) Qevyy ().

Ainsi, si || Tl 212 < [|[Try, llz2-512, le développement de Neumann suivant est vérifié :

-1
Eyi(5k) = Ey(5k) — (I+TRVO TQ) (Do) xRv, (k) Qevy (x5 k)
= EVoJr(x; k) - <D0> X RVo(k) Q 6V0+(x; k)
(B.43) T Ty, () To (Do) x Ruy () @ evor (:K) — ..
On a alors pour tout M > 1:

< ol
L2(R)

NE

(B.49)

(Do) x (us(';k) + (=R, (k)Q)™ evo] (-;k)>

0

3
Il

avec ug(x; k) = eyy4Q.+ (v k) — ey (3 k).
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Incidemment, la norme || Tg||,>_, ;> est exactement la norme |||Q|||; le caractére borné
de Tp est donc une hypothése. Le caractére borné de TRy, est le résultat principal et sa
preuve est technique. On y utilise de maniére centrale le résultat obtenu en Section [B.2]
sur 'opérateur des ondes. Ce résultat nous permet d’utiliser les ondes planes distordues
evy+(x; k) comme base d’un opérateur de Fourier généralisé et d’étudier de maniére fine le
comportement & basses et hautes frequence de 'opérateur TRV La preuve compléte est
donnée au Chapitre 6 section [C], page

A la fin de la journée, on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION B.26. Pour k # 0, il existe 7o = 1o(k), tel que si |||Q]|| < 10(k), alors
Vonde plane distordue e, 1)+ (z; k) vérifie pour M > 1 :

< cfjQlt
L2(R)

M
<D0> X <us('; k) + Z [(_RVO(k)Q)m 6V0+] ('; k) )

avec us(z; k) = e+ (T3 k) — ey (w5k).

Cette proposition s’applique notamment & une large classe de potentiels de la forme (V2))
(i.e. avec une microstructure périodique, voir page Bd), grace au résultat suivant :

e <09, alors on a pour € petit,

|7

22 = 0(6)

APPLICATION AU COEFFICIENT DE TRANSMISSION t(k) = t[k;Q].

En utilisant le développement de la proposition [B.26] et en utilisant la relation entre
le coefficient de transmission et ’'onde plane distordue donnée par (B.22), on aboutit au
développement suivant :

(B.50) Q) = th™ + t[Q] + ©[Q.Q] + t:]Q,Q,Q] +

ou t;[Q,Q,...,Q] est j— linéaire en @ et provient de la contribution du j—éme terme
(—Ry, (k) Q) 6V0+(3:' k). Précisons les premiers termes de ce développement :

blQl = 5 QO e (GG dc

0lQ.Q = i [ QORGRIQIC) evpe G Revs (G 1) de
= zsz Q(C)evo,(g;k)( L(Q) + 1(¢) ) d¢, avec
1(¢) = f< 1) v (5) v 5h) xR
L(C) = [T Q) ey (2:k) evpr (2 k) ey ((5k) dz.
Il reste désormais & estimer le terme d’erreur, défini par
(B.51) trem(k; Q) = H(k;Q) = 6™"(k) — #[Q] - ©[Q, QL.

On a le résultat suivant :

PROPOSITION B.28. Soit tyem(k; Q) défini par (BEI). Alors,

i. siV est a support compact, alors trem(k) = O(|||Q||?) ;
il. siV oest exponentzellement décroissante, alors trem(k) = O(|||QII*7);
iii. si (z)PTVy(z) € LY(R) et (z)PQ(z) € LQ(R), p > 8, alors il existe 2 < [ < 3 tel que
trem(K) = O([IQIII?).
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Le développement ainsi obtenu est en fait rigoureusement identique au développe-
ment (B.42)) de la section précédente, dans le cas ou Q = gq(x) = g(z,x/e). Apres
quelques calculs, on s’apercoit que ¢;[ge| fournit les termes correcteurs t§(k) + et5(k), via
les termes de bords aprés intégrations par parties; ts[ge, g contribue au premier ordre &
them(k). On a ainsi prouvé

PROPOSITION B.29. Sil existe e > 0 tel que || T, 22 = ez, z/e)l|lp2mr2 < oo,
alors on a pour € petit,
(B.52) (k) = m () + et (k) + € (BUR) + (k) )+ (R,
avec
i. t5., (k) = O(e3) si V est a support compact ;
ii. t¢,,,(k) = O(e37) si V est exponentiellement décroissante ;
iii. t¢,,,(k) = O(%) avec 2 < B < 3 si (x)°Vy € L, pour p > 9.

B.3.3. Deux exemples de microstructures avec discontinuités. Il est intéressant de re-
marquer que mis sous la forme (B.E0), le développement met en valeur un comportement
particulier si le potentiel admet quelques symétries. Par exemple, supposons Vj paire et g,
« séparable » , dans le sens ot

z .
Vo(z) = Vo(—x), q(x) = qo(T) gper (E) . Qper est 1 — périodique.

On peut alors facilement vérifier que ey, (-; k)ey,—(-; k) est paire. Ainsi, si go et gper sont
de parité opposée, alors x — ey, (x; k) ey, (23 k) gc(x) est impaire et ¢1[gc|[k] = 0 quelque
soit € > 0. Le premier ordre de correction & tf)wm(k:) pour une telle classe de potentiels est
£]Q, @], qui est d’ordre O(e?), méme si q. est discontinue. On a dans ce cas

lim ¢ ( t9(k) — thom (k) ) — thom (k).

Etudions maintenant deux exemples particuliers.

i. Considérons une famille de structures, qui soient la troncature d’un potentiel lisse,
telle que la troncature puisse générer des discontinuités. Pour préciser les idées, défi-

nissons
2rx

(B53) Vf(x,ﬁ) = COS <? + 9> 1[,171}(.’E).

On est clairement dans le cas décrit ci-dessus, avec Vg = 0 (et donc ey (23 k) = eFke

et tf)wm = 1). Plus précisément, on prouve facilement que

1 M eQiﬂl%
ti(k;0) = > evor(agik)eve—(ajik) D lail,, ]
J=1 [1]>1

i 2
= ﬁ cos(f) sin <?7T> .
En général, t{(k) # 0 mais pour 0 = 5 +mm, m € Z, q(-;0) est paire et pour tout

EeRete>0,onatifk;q| = 0.

Ces résultats sont résumés dans la figure [[0] page suivante.
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F1GURE 10. Propagation des ondes a travers les matériaux de type i.

ii. Notre deuxiéme exemple provient d’une structure constante par morceaux, tronquée

de maniére lisse. On définit
2

(B.54) Vs(2:6) = hper (2 +0) & @00 1 (2),

ol hper(y) est 1-périodique et vérifie h(y) = —1 pour y € (—1/2,1/2] et h(y) =1
pour y € (1/2,3/2].

Puisque la composante & variable lente de gc(x) est lisse et que Vj ne posséde
aucune singularité, on a
te—thom — O(e?), e—=0, et liﬁ)l €2 ( te — thom ) — thom est bien définie,

€

et ceci méme si ¢g.(x) posséde des discontinuités internes.

Pourtant, comme dans le cas de potentiels de type i., il existe une différence de
comportement selon la parité du potentiel. On a :

esifle i + %N (i.e. g est impaire), alors t1[k;q.] = 0;

e dans tous les cas, t1[k;q] = O(e?) (e — 0).

La réponse du systéme est effectivement dissemblable selon la parité du potentiel,
comme on le voit dans la figure [[1] page suivante.
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FIGURE 11. Propagation des ondes a travers les matériaux de type ii.
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Notations et autres supports

C.1. Notations utilisées. Les notations suivantes sont utilisées le long de I'introduc-
tion et sont respectées autant que possible tout au long du mémoire. Dans le cas contraire,
les notations sont rappelées dans chaque Chapitre ou précisées lors de leur premiére utili-
sation, évitant — on 'espére — toute confusion.

SYMBOLES.

La notation Cpy(A1, Ag,...) décrit une constante positive, dépendant uniquement des
parametres Ai, Ag, ... et dont la dépendance en \; est supposée croissante.

On note A = B et parfois A := B pour signifier que A est égal & B par définition.

Les parties réelle et imaginaire d’un nombre complexe z sont respectivement notées

R(z) et J(z).

On utilise la notation des crochets japonais, & savoir
() = (14222

Pour toute distribution tempérée u, on note u (ou Fu) sa transformée de Fourier.
On utilise la notation de Fourier standard f(D)u, définie en terme de transformée de
Fourier par

J(Du(¢) = J(©)(c).
A est Popérateur défini par A = (1 + |D|?)V/2.

0 peut représenter selon le contexte la distribution de Dirac centrée en 0, ou une
simple constante.

DERIVEES PARTIELLES. Soit 0 < 7' < oo et f(t,21,...,24) une fonction définie sur
[0, 7] x RZ On note

O¢f la dérivée partielle par rapport au temps t.
0z, [ la dérivée partielle par rapport & la variable d’espace x;.

Si f ne dépend que de la variable x;, alors on notera

d

V f le gradient défini pour f: [0,7] x R? — R par
Vf = (aﬁvi)izl,...,d
div f la divergence définie pour f = (f1,..., fa) : [0,T] x R? — R? par

d
divf = Y Onfi =V-f

i=1
Af le Laplacien défini pour f : [0,T] x R? — R par

d
Af =D 05 f
i=1

et pour f = (f1,...,fn):[0,7] x R? — R" par
Af = (Af1,...,Afp).
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ESPACES FONCTIONNELS. Soit £ un ouvert de Rd, d>1.

e Soit 0 < T <

e On utilise la notation H?

e On note L*>(Q) l'espace de Lebesgue des fonctions mesurables F': Q@ — R™ presque

partout bornées par une constante finie. Cet espace est muni de la norme :

‘F{Oo = inf{ M, |F| < M presque partout }.

e Pour 1 < p < oo, on note LP(Q2) l'espace de Lebesgue des fonctions mesurables

F : Q — R telles que | f|P soit intégrable :

|, = </R]F(m)]pdm>1/p < 0.

e Pour k € N, on note W*P(Q) I'espace de Sobolev muni de la norme :

‘F|W’“7P = ‘F‘p + Z ‘VQFL)
la|=k

e Les espaces de Sobolev H*(2) (ou simplement H® si le domaine est clair d’aprés le

contexte) sont définis par la norme

[Flye = [NFl, = [0+ P72,

e Soit 0 < T' < oo et f(t, ) une fonction définie sur [0, 7] x R?. On a f € L>([0,T]; H*)

si f est bornée dans H*(R?), uniformément par rapport a t € [0, T].

oo et f(t,r) une fonction définie sur [0,7] x R% On note alors
f e Whee([0,T); H®) si f € L®([0,T]; H®) et 8 f € L>((0,T]; H®).

i . pour les fonctions localement dans H?, c’est-a-dire vérifiant
pour tout compact Q@ C R, u|, € H®.

e Pour p € R, une fonction de Lebesgue f € L' si elle est bornée pour la norme

1fllpre = A(1+|s|)p V(s)| ds < oo.

C.2. Etude du linéarisé du systéme d’Euler complet. Dans cette section, on

étudie le systéme d’Euler complet (X)) (voir page [0), linéarisé autour de la solution au
repos. Un des intéréts de cette étude est d’obtenir un comportement approché des solutions
de &) pour de faibles perturbations, afin de choisir un adimensionnement adapté dans la
section (ALT3). Le systéme linéarisé est le suivant :

(C.55)

atgl - Gl[OaO,O]Wl,T/)z) = Oa
atg2 - G2[050]¢2 = 0,

Vi + gVG = 0,

[ O(Vip2 — p1/p2H[0,0,0)(¢1,%2)) + g(1 —p1/p2)V( = 0.

Or, on peut obtenir une expression explicite des opérateurs linéarisés G1[0,0, 0], G[0,0]
et H[0,0,0]. En effet, appliquons l'opérateur de Fourier sur les variables horizontales des

équations de Laplace (A7). On obtient alors que ;5; et a sont solutions de I’équation
différentielle ordinaire suivante :

—1€Py(€) + y"(¢) =0.
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En utilisant les conditions aux bords, on en déduit :
d2(X, z) = cosh(|D|z2)19(X) + tanh(dz|D|) sinh(|D|z)19(X).
De la méme maniére, il suit

(X, 2) = Cosh(|D|z)(coshfl(d1|D|)1/)1(X)—tanh(d2|D|)tanh(d1|D|)1/)2(X))
+ tanh(dz|D|) sinh(|D|z)12(X).

On en déduit finalement les expressions des opérateurs

G1(0.0.01(01. ) = ol (snh(eh D)o + tanh(bl D))
G2[0]e = |D|tanh(da|D|)12,
1

H[0,0,0)(tb1, 5) = Vb1 (X) — tanh(ds| D]) tanh(dy [ D]) Vs (X).

cosh(di|D|)

Supposons maintenant que la surface est solide et plat (i.e. {1 = 0) et plongeons
dans (C55]) 'expression des opérateurs. Il apparait alors

G1]0,0,0](1)1,12) = 0 = sinh(d; |D|)11 = — tanh(dz|D|)1)9, et par suite

tanh(dQ’D‘)qug(X).

HI0,0,01(01:¥2) = =N @ D)

Le systéme devient donc simplement

{ 01G2 — |D|tanh(dz|D|)b2 = 0,

C.56 an
(C.56) 01 (14 pr /o2 B ) W + 9(1 = p1/p2) VG = 0.

La relation de dispersion de ce systéme est immeédiate. En effet, les fréquences d’onde
w(k), correspondant aux solutions d’onde plane e X~ sont solutions de 1’équation

2 L1 P2
. — — k|l =
(C.57) “ (tanh(\k!dl) + tanh(yk\d2)> 9(p2 = pr)IkI =0

On en déduit la vitesse caractéristique de propagation des ondes internes, par

= lim ‘ ‘ )%
0% kool k| 9lpz =1 p2dy + pidy

Notons enfin que (C56) offre les relations suivanted™ :

|71Z)2| ™~ de G| =

1]~ |¢2| = |C2|

|k|—=0

17Cette hypothése, souvent utilisée pour simplifier le systéme, est étudiée en section page[[7 Elle est
valable notamment lorsque p1/p2 ~ 1, ce qui est le cas dans la plupart des applications océanographiques.
Le cas de la surface libre se traite identiquement et entraine deux modes, avec deux vitesses caractéristiques.
18Nous nous intéressons au comportement des solutions lorsque k — 0, car cela correspond aux régimes
d’eaux peu profondes auxquels nous nous attacherons dans la suite, voir Section [A.2] page
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C.3. Schémas numériques des simulations de la partie A. Dans cette section,
on présente la méthode numérique utilisée pour les différentes simulations présentées dans
la section A et plus généralement aux chapitres Blet @l Ces simulations utilisent un schéma
aux différences finies de type Crank-Nicholson ; les termes non-linéaires sont traités grace
a un demi-pas prédictif, selon une méthode présentée par Besse et Bruneau [12} 13]. De
tels schémas sont utilisés dans le cadre des ondes de surface dans [27), [42] par exemple.
Nous donnons dans la suite les idées générales de la méthode et le schéma explicite dans le
cas simple de I’équation Korteweg-de Vries. Le cas des équations couplées est plus lourd a
présenter et on les omet ici afin de faciliter la lecture; le lecteur intéressé pourra se reporter
aux sections ] (Chapitre 3, page [[10) et [DI (Chapitre 4, page [[62]) pour plus de détails.

DISCRETISATION EN TEMPS. Notons At le pas de temps du schéma. La fonction u(t, z)
est approchée au temps ¢t = nAt par la fonction u"(z) : u(nAt,z) = u"(z). Le schéma
itératif permettant de définir u” est alors obtenu & partir des équations vérifiées par u et
par les approximations suivantes : la dérivée en temps discréte est définie par

s D

—

et pour F' une application linéaire en u, on pose

F(u) + F(u")
2

Comme nous 'avons dit plus haut, les non-linéarités sont traitées a l’aide d’un demi-pas
prédictif, défini & chaque itération par

O =~

n

1 _1
un+2 —|—un 2
_— = U .

2

Ainsi, la discrétisation d’un terme bilinéaire F'(u,v) sera une combinaison linéaire des deux
discrétisations possibles :

n+1 n n+1 n
Py ar (174, 25 g (2 )

Le parameétre o nous offre une liberté ; il pourra étre choisi afin que des quantités naturelles
du systéme soient conservées.

DISCRETISATION EN ESPACE. En notant Ax le pas d’espace du schéma, la discrétisation
spatiale utilise les différences centrées. En particulier, on utilise

u(e,t) ~ M(B)u ot (M(B)u™); = (1~ B)u? + 2 (ufy i),

et le parameétre 8 peut encore étre choisi librement. Les dérivées spatiales discrétes sont
données par

n n n 2 n
ut o —u ut o —2uf +ut
Opu ~ —FL =1 = (Dyu™);, aiu ~ L L =1

= (Dou™);
2Ax Az? (Dau")s,
On utilise des conditions périodiques au bord.
Finalement, en fixant u? = u(iAz,0) et en calculant le premier demi-pas ul/? aTaide

d’un simple schéma explicite, on obtient le schéma complet. Les schémas obtenus de cette
maniére sont formellement d’ordre O(Axz? + At?), ce qui est confirmé par nos simulations,
et s’avérent étre inconditionellement stable. On trouvera en Table Bl page M12] quelques
données sur la taille des erreurs engendrées par nos schémas.



C. NOTATIONS ET AUTRES SUPPORTS 51

L’EQUATION DE KORTEWEG-DE VRIES. Donnons un exemple précis : le cas de ’équation
de Korteweg-de Vries. On veut résoudre numériquement 1’équation

(C.58) ou + copu + Iudyu + u@iu = 0,

dont on sait qu’elle préserve 1’énergie £ = ‘u‘; Israwi et Duruflé [42] Théoréme 2| ont
présenté le schéma suivant, qui découle de la méthode présentée ci-dessus :

u;z—l—l . u? un+1 + u™ un—l—l + u™
) -4t Dj—— Dy——
(C 59) A +c 1 5 i +v 3 5 i

A U?Jrl + u? n+i n+i un+1 +u”
+§<<M<”f>i(““ ), +2 (M2 2%(“?))‘

Ce schéma a la propriété agréable de conserver I’énergie discréte, garantissant sa stabilité.

PROPOSITION C.2. Le schéma (CE9) conserve la norme discréte 12, i.e. pour toutn € N
2 _ 2 02
" = D P =) ul
i i

C.4. Coefficient de transmission dans le cas d’un potentiel singulier uni-
forme. On s’intéresse ici a 1'équation (BIS) (voir page 28]), dans le cas d’un potentiel
uniquement composé d’une somme finie de distributions de Dirac, de méme hauteur et
régulierement espacées. On suppose donc

N-1
V:cZ(S(:U—jl), avec ce R, N e N* et [ > 0.
7=0

D’aprés la section [B.2.1] on sait que ’onde plane distordue vérifie
etk 4 Bye~ ke pour = < xg
Ae’t® 4 Bie= ™ pour zg < x < x1
e%ing“r(g); k:) = .
Ayetkr pour x > xnN_1

et les conditions de saut ci-dessus s’écrivent dans notre cas

Aje—ikjl 148 we—mkﬂ Ajﬂe—z‘k(jﬂ)z ‘
<Bj6ikjl = —iBe2kil 143 Bj+1eik(j+1)l ,pour 5 =0,...,N —1,

ott I'on note 8 = 7. On a donc

avec P la matrice de transmission définie par
p— (1—|—’Lﬁ)€_lkl Z'ﬁeikl ' Aj+1 .
_Z'/Befzkl (1 _ iﬂ)elkl Bj+1
Le théoréme de Cayley-Hamilton, en utilisant le fait que P soit unitaire, nous donne
la relation suivante

(C.60) P? — 2P + 1 = 0.
avec £ = @ = cos(kl) + fsin(kl).
Ainsi, PV est un polynome en P, de degré au plus 1. Il existe donc Uy et Vi tels que
(C.61) PN =UN(E)P + Vy(€)I.
De (CE60) et (C6I), on déduit
PN* = Un1(§)P + Vi (§) = (Vi (€) + 26Un ()P — Un (&)1,



52 CHAPITRE 1 : INTRODUCTION ET VUE D’ENSEMBLE

et Uy et Vy sont donc définis par la relation de récurrence suivante :

e Up(§) =0, Ur(§) = 1;

e Unt1(§) = 26Un(§) — Un-1(8);

e Vn41(§) = =Un ().

On reconnait ici la relation de récurrence des polynémes de Tchebychev. En particulier,
si|¢] <1, ona
(C.62) Un() = SIH(NV), ot v = cos™ ().

sin 7y

On peut ensuite utiliser les calculs suivants :
’P(]YJ)‘Z =lUn(§)P1,1) — Un-1(8)]?
=[UN(€)(1 +iB)e™™ — Un_1(&)*
=UN(€)*[L+iB° + Un-1(6)* = (L +iB)e™™ + (1 + i) )Un (§)Un-1(€)
=Un(6)* + Un-1()* = 26UN(§)Un-1(8) + B2Un(€)?
=W (&) + B2Un(€)?,
ou l'on a utilisé
Wi (&) = Un()* + Un-1(6)* = 26UN(§)Un-1(6).

De plus, on vérifie aisément
Wi (€) = Wy-1(€) =Un(€)* — Un—2(6)* = 26Un-1(§)(Un () — Un—2(¢))
=Un(€)? = Un—2(€)* = 26(Un (&) + Un—2(€))(Un (€) = Un—2(6))

=0.
Ainsi, Wy (&) = W1(§) =1 et donc ]Pgl)\Q =1+ B2Un(€)?%. Finalement, on aboutit a
(.63) (0] = —x— = 1
' Py O+ U@

On a donc bien obtenu une formule explicite du coefficient de transmission. On trouvera
en Figure B page B4l les variations de ce coefficient, en fonction de k, pour un potentiel
contenant respectivement 3 et 20 distributions de Dirac.
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Abstract

In this chapter, we derive asymptotic models for the propagation of two- and
three-dimensional gravity waves at the free surface and the interface between
two layers of immiscible fluids of different densities over an uneven bottom. We
assume the thickness of the upper and lower fluids to be of comparable size
and small compared to the characteristic wavelength of the system (shallow
water regimes). Following a method introduced by Bona, Lannes, and Saut
[J. Math. Pures Appl. (9), 89 (2008), pp. 538-566] based on the expansion of
the involved Dirichlet-to-Neumann operators, we are able to give a rigorous jus-
tification of classical models for weakly and strongly nonlinear waves, as well as
interesting new ones. In particular, we derive linearly well-posed systems in the
so-called Boussinesq/Boussinesq regime. Furthermore, we establish the consis-
tency of the full Euler system with these models and deduce the convergence of
the solutions.
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1. Introduction

1.1. General settings. This chapter deals with weakly and strongly nonlinear in-
ternal waves in a two-fluid system. We consider the case of uneven bottom topography
and free surface, although the rigid-lid assumption is mentioned. The idealized system
studied here consists of two layers of immiscible, homogeneous, ideal, incompressible, and
irrotational fluids under only the influence of gravity.

The mathematical theory of internal waves, following the theory of free-surface water
waves, has attracted lots of interest over the past decades. We let the reader refer to the
survey article of Helfrich and Melville [52] for a good overview of the ins and outs on this
problem. The governing equations, which we call the full Euler system, are fully nonlinear,
and their direct study and computation remain a real obstacle. In particular, the well-
posedness of the equations in Sobolev space is challenging, as discussed in Remark [Tl An
alternative way is to look for approximations through the use of asymptotic models. Such
models can be derived from the full Euler system by introducing natural dimensionless
parameters of the system and by setting some smallness hypotheses on these parameters
(thus reducing the framework to more specific physical regimes).

Many models for a two-fluid system have already been derived and studied. Systems
under the rigid-lid assumption have first been investigated (see [89] or [81], for example).
Weakly nonlinear models in the free-surface case have been presented by Choi and Ca-
massa [30]. Nguyen and Dias [93] presented a great deal of numeric simulations for such
Boussinesqg-type systems. Strongly nonlinear regimes have been derived by Matsuno [82],
Choi and Camassa [31], and Barros, Gavrilyuk, and Teshukov [8], generalizing the classi-
cal Green—Naghdi model (see [48]). A different approach has been carried out by Craig,
Guyenne, and Kalisch [35], using the Hamiltonian formulation of the Euler equations.
Most of these works are formal and are restricted to two-dimensional flows or to the flat-
bottom case. Finally, we refer to the work of Bona, Lannes, and Saut [17] who, following
a strategy initiated in [16, 14, [I5], rigorously derived a large class of models in different
regimes under the rigid-lid assumption. This chapter is concerned with the more complex
case where the rigid-lid assumption is removed and replaced by a free surface.

The strategy consists of rewriting the full system as a system of four evolution equations
located on the surface and the interface between the two fluids (as opposed to two equations
in the rigid-lid case). The reformulation introduces a Dirichlet-to-Neumann operator G|(]
and an interface operator H[(], defined precisely below. The computation of asymptotic
expansions of these operators leads to the models presented here. We focus here on shallow
water regimes, allowing strongly nonlinear waves.

Our analysis gives a rigorous derivation of most of the models existing in the literature
and also interesting new ones. In particular, we derive a set of models in the Boussi-
nesq/Boussinesq regime, with coefficients that can be chosen so that the system is linearly
well-posed. We prove that the full Euler system is consistent with each of our models,
which roughly means that any solution of the full system solves the asymptotic systems up
to a small error. Then in the case of the shallow water/shallow water model, using energy
methods together with consistency, we also prove that the solutions of our models converge
toward the solutions of the full Euler system, assuming that such solutions exist.

The chapter is organized as follows. Section [dlis devoted to the reformulation of the full
system, from the Euler equation to the “Zakharov formulation,” written in dimensionless
form. In section [LG we focus on the linearized system, and its dispersion relations are
derived. From the asymptotic expansion of the operators G[(] and H[(] presented in
section 2 the asymptotic models under different regimes are rigorously obtained and are
presented in section The consistency of the full Euler system with each of our models
is proved. Then section [3] gives convergence results: we show that the solutions of the full
Euler system tend to associated solutions of one of our models in the shallow water limit.
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Finally the links with different models already existing in the literature are presented
in section [ for rigid-lid models [I7] and layer-mean equations [31, 30]. The proof of
Proposition is given in Appendix [A]

1.2. Notation. We use the Cartesian coordinates (X, z), where z is the vertical vari-
able and X is the d-dimensional horizontal variable: X = z when d = 1 and X = (z,v)
when d = 2.

The symbols V and A denote the gradient and Laplace operators in the horizontal
variables, respectively, whereas Vx ., and Ay, are their (d + 1)-variable version. For
1 > 0, we also define the scaled version of the gradient and Laplace operators, namely,
V!)ng = (yuVT,0.)T and A!)ng = uA + 02, respectively.

Given a surface I' := {(X, z), z = ((X)}, we denote by 0,, the upward normal derivative

at I':
1

iR e ~ (-ve¢, )T

If we consider an elliptic operator P = Vx ., - PV ., then the conormal derivative associ-
ated to P is

Op :=n-Vx,, withn =

ol :=n-PVx.,
which we simply denote 0,, when there is no risk of confusion.
For any tempered distribution u, we denote by w its Fourier transform. We use the
standard Fourier multiplier notation f(D)u, defined in terms of Fourier transforms by

f(D)u = fu.
The operator A = (1 — A)l/ 2 is equivalently defined using the Fourier multiplier notation
to be A = (1 +|DJ?)'/2.

We denote by H*(R%) (or simply H* if the underlying domain is clear from the context)
the L?-based Sobolev spaces. Their norm is written | . |HS and simply | . ‘2 for the L? norm.

Then, for 0 < T' < oo, ¢ € N, We>=([0,T]; H*(R%)) (or simply W% H* and L*H?*
when ¢ = 0) denotes the space of the functions f(t, X) defined on [0,7] x R, whose
derivatives up to the order ¢ in ¢ are bounded in H*(R%) uniformly with respect to t € [0,T).
Their norm is written | . |W¢1’<><>HS‘

Since it often appears, it is convenient to introduce for s and 7" > 0 the space
H?*([0,7]), made up of the quadruplets ((y,(2,u1,u2) such that their components sat-
isfy uy, uy € WH([0,T); HST4HT2(RI)), ¢, € WHe([0, T); H*+H+3/2(R?)), and finally
(2 € Whee([0, T]; H5H4H5/2(R?)). Their norm is written | - |, .

Finally we denote by St the planar strip R¢ x (0,1) and by S~ the planar strip
R? x (—1,0). We use the notation || - HHS for the usual norm of H*(S*) and simply || -
for the L?(S*) norm. We also for s € R and k € N introduce the spaces

HMS*) = {f € D'(SF) : ||f|| o < o0},
where HfHHsk = Z?zo HAS_jﬁngZ

1.3. The basic equations. We assume that each fluid is irrotational and incompress-
ible so that we can introduce velocity potentials ¢; (i = 1,2), respectively, associated to
the upper and lower fluid layers. The velocity potentials satisfy

(1.1) Ax .¢;=0in Q,
where ¢ denotes the domain of the fluid 7 at time ¢ (see Figure [[). Moreover, we assume

the fluids to satisfy the Euler equation and their respective density p; is constant so that
the velocity potentials satisfy the Bernoulli equation

I

1 P .
(1.2) i + §\Vx,z¢z"2 = gz in ),

2
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FIGURE 1. Sketch of the domain.

where g denotes the acceleration of gravity and P is the pressure inside the fluid. The kine-
matic boundary condition at the known, constant with respect to time, bottom topography
[y :={z = —hgo + b(X)} is given by

(1.3) On¢2 =0 on I'y.

It is presumed that the surface and the interface are given as the graph of functions (respec-
tively, ¢1(t, X) and (a(t, X)) which express the deviation from their rest position (respec-
tively, (X, hio) and (X,0)) at the spatial coordinate X and at time ¢. The assumption that
no fluid particle crosses the surface or the interface gives the following kinematic boundary
conditions:

(1.4) ¢ =1+ V|20 on I'y := {z = hyo + C1(t, X)},
' 0o =1+ |V(|?0,h1 = \/1+|V(|?0nd2  on Ty = {z = (a(t, X)}.

Finally we close the set of equations by assuming that

(1.5) P is constant at the surface and continuous at the interface.

REMARK 1.1. Unlike the water wave problem (air-water interface), the Cauchy problem
associated with waves at the interface of two fluids of positive different densities is known
to be ill-posed in Sobolev spaces in the absence of surface tension, as Kelvin—-Helmholtz
instabilities appear. However, when adding a small amount of surface tension, Lannes [70]
proved that, thanks to a stability criterion, the problem becomes well-posed with a time of
existence that does not vanish as the surface tension goes to zero and thus is consistent with
the observations. The Kelvin—Helmholtz instabilities appear for high frequencies, where
the regularization effect of the surface tension is relevant, while the main profile of the
wave that we want to capture is located in lower frequencies and is unaffected by surface
tension. Therefore, adding a small amount of surface tension at the interfacd] in the Euler
system guarantees the well-posedness of the system and does not change our asymptotic
models. For simplicity, we decide to omit this surface tension term.

!The study of Lannes focuses on the two-layer fluid system with a rigid lid. However, we believe that the
theory in the free-surface case does not differ much from the one in the rigid-lid configuration.
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1.4. Reduction of the equations. In [122], Zakharov remarked that the surface
wave system can be fully deduced from the knowledge of the surface elevation and the
trace of the velocity potential at the surface. We extend it here for two fluids in the
free-surface case. Indeed, if we introduce the traces

P1(t, X) := ¢1(t, X, hao + C1(t, X)) and o(t, X) == ¢a(t, X, (2(t, X)),

then ¢9 is uniquely given as the solution of Laplace’s equation (L) in the lower fluid
domain, with the Neumann condition (I3 on I'y and the Dirichlet condition ¢o = 19 on
I'y. Then ¢ is obtained as the solution of Laplace’s equation on the upper fluid domain,
with the Neumann condition given by ([l as 9,¢2 = 0,¢1 on I's and the Dirichlet
condition as ¢1 = 11 on I'y.

Following the formalism introduced by Craig, Sulem, and Sulem in [36] (see [11}, [34]
for the bi-fluidic rigid-lid case), we first define the Dirichlet-Neumann operators:

Gl [Cla C2a b](wl, T;Z)2) =V 1+ |VC1|2an¢1|z=h10+C1’
Ga[C,b]Ys == 1+ [V(|20nd2)=¢,

We also define the following operator:

HI[C1, o, bl(v1,92) = V (1]5=c,) -

Using the chain rule and the last definitions in the relation (L2) evaluated at the
surface, we obtain
1 (G1[¢1, G2, b (401, 42) + V(1 - Vihr)? P
1.6 o) h il v 2 ) 52 ) __
(1.6) b1 + g( 10+C1)+2| Y1 20+ VG oL
where P; is the constant pressure at the surface. Using again the Bernoulli equation for
the upper and the lower fluids evaluated at the interface, we have

OUB11ocs) + G2 + 5| HIG Go, W, )]
(Ga[Ca, blvba + Vo - H[Cr, G2, b] (31, 2))? Py

(1.7) - AR =35
1 o (Gl bl + V(- Vip)* P
(1.8) 8151/}2 + ng + §‘V¢2’ — 2(1 n ’VCQP) — _E’

where P, is the pressure at the interface, identical in (7)) and (L)), thanks to the conti-
nuity assumption in (LH).

Finally, using (L4]), the gradient of the equality (L6]), and a straightforward combina-
tion of (7)) and (L8], we obtain the system of equations

0:C1 — G1[C1, 2, b) (1, 12) =0,
01G2 — G2[C2, bl = 0,
(1.9) V1 + gV + 3V (IV1|?) — VNG, Cou by 1, 42) = 0,
0y (Vo — yH[C1, (2, b](¥1,72)) + g(1 =)V (2
+ 35V (IV2|® = Y[H[C1, G, B (41, ¥2)?) — VN2 (C1, G2, b, 101, ¥2) = 0,
p1

where v = o and

) 2
Ni(Gr bty ) = (el Fa Tl

V)2 — _ 2
Na(Cr, Co,bybr, ahs) = (G2[C2,b]12+V (o Vipy) ;{E?j\[ggg)QJFVCQ HIC1,62:b] (1,92))"

This is the system of equations that we use in order to derive asymptotic models.
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1.5. Nondimensionalization of the equations. In this subsection, we rewrite the
system ([9) in dimensionless variables, introducing dimensionless parameters which are
crucial to study the asymptotic dynamics. We denote by a1 the typical amplitude of the
surface deformation and by as that of the interface. A is a characteristic horizontal length,
say, the wavelength of the interface. Finally B is the order of bottom topography variation.

We define the dimensionless variables

- X z - t = b(X)

X=—, 2:=—, t:=————, bX):=—=
A hio A/V/ghio (X):="5

and the dimensionless unknowns

- = (X - - (X
4% ag)\\/g/hlo
Five independent parameters of the system are thus added to v = £%:
aq as h%o th B
€1 1= —, €9:i= — = — = — =—
Y P T e T hao’ hio

So, €1 and €5 are the nonlinearity parameters, and p is the shallowness parameter. We also
define the convenient notation
ar €
o= —=—.
az €

REMARK 1.2. The scaling for nondimensionalization has been chosen considering the
solutions of the linearized problem that can be computed with the physical variables using
the method of section (see [105], for example). Using such a scaling, we implicitly
assume that the two layers are of similar depth (i.e., 6 ~ 1). Therefore, the choice of
hip (and not hgy) as the reference vertical length and /ghio as the reference velocity are
harmless. We refer, for example, to [65], [61] for the investigation of different situations
such as the deep-water regime or the finite-depth regime.

In the same way, we decide to use the same scaling on 1y and 15 in order to simplify
Definitions [[3] and [L4] and especially to keep the relation 9,¢7 = 9,¢2 on the interface.
We choose a9 instead of a; so that the expansions of section hold for « tending to zero.
In that way, we are able to retrieve the shallow water/shallow water with rigid-lid model
in section 1]

Finally, as we choose a unique characteristic horizontal length, we focus only on the
case where the internal and surface waves have length scales of the same order and hence
do not consider phenomenons such as the resonant interaction between a long internal wave
and short surface waves, as studied, for example, in [44]. Moreover, in the case of three-
dimensional waves (d = 2), a unique characteristic horizontal length means that there is
no preferential horizontal direction and we therefore do not study transverse waves.

We now rewrite the system in terms of dimensionless variables. First, we have to define
the dimensionless operators associated to the dimensionless fluid domains:

Q1 = {(X,2) eRM e0(X) <2 < 1+aG(X)},
Qy = {(X,z) e R —% + Bb(X) < z < e2((X)}.

In the following, we always assume that the domains remain strictly connected, so there is
a positive value h such that, for all X € R?,

(1.10) 1+ e (X)—elo(X)>h>0  and % + e3(a(X) — Bb(X) > h > 0.
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DEFINITION 1.3. Let (o and b € WH°(RY) such that Qo satisfies (LI0), and suppose
that Vipy € H'2(RY). Then, with ¢y the unique solution in H?(Qs) of the boundary value
problem

Ai,z(ﬁg =0 n QQ,
(1.11) P2 = 12 on 'y = {z = e2(2},
Onda =0 onTy:={z= —% + (b},
we define Gg"‘;[@@,ﬁb]wg € Hl/z(Rd) by

G4 leaa, BB 1= — 1162V Co - Vo o iniy + 02 02)—eny-

DEFINITION 1.4. Let now (1, (o, and b € Wl’w(Rd) be such that Q1 and Qo sat-
isfy (LIO), and suppose Vipy, Vipo € HY2(RY). Let ¢ be the unique solution in H?(Qy)
of the boundary value problem

Al)tﬂngl =0 in Ql’
(1.12) $1 =11 ) only:={2=1+¢€0},
Ongr = WGQ’ [eaCa, BBl on T

Then we define Gy [e1¢1, eaCa, Bb] (101, 12) € HY2(RY) by
GHlerCr, e2Ca, Bb) (11, ¥2) 1= —pe1 V1 - Vi miparqy + 0:01)om1ac,
and H"[e1(1, €2Ca, B0) (11, 42) € H'2(RY) by
H™[e1C1, €2Ca, BB (Y1, 902) = V(1 2ery ) -

In the following, when there is no possibility of mistake, we simply write
Gy = G§’5[€2C2, Bblia,
Gi(1,2) = GilerCr, eaCa, Bb] (1, 2),
H(W1,02) = H"[e1(1, e2(2, Bb](¥1, ¥2).

REMARK 1.5. The existence and uniqueness of such solutions ¢o and ¢; are given by
Proposition 211

Using these last definitions, it is straightforward to check that the system (IZ9]) becomes
in dimensionless variables (where we omit the tildes for the sake of clarity)
(1.13)
adiGi — 5 G1(41,12) =0,
OrC2 — ﬁGﬂ/Jz =0,
Vi +aV( + %V(‘VIMP) = pnea VAT,
(Vb — yH (Y1, 1b2)) + (1 — )V + 2V(|Va|* — y|H (¥1,12)[?) = pea VN,

where

N <%G1(¢1,1/12) +eaV( - V1/11)2
b 2(1+ pler Vi [2) ’

<%G21/12 + V(s - V¢2)2 - (%Gzlh + V(s - H(lblﬂ/fz))z
2(1 + ple2V(al?) '

We derive the asymptotic models from this system of nondimensionalized equations, cor-
responding to different sizes for the dimensionless parameters.

Ny =
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1.6. The linearized equation. Linearizing the system ([LI3]) around the rest state,
we obtain
adhG — LGI°[0,0,0](v1,12) = 0,
(1.14) DiGa — £GH°10,00p2 = 0,
Vi1 +aV( =0,
0y (Vipa — yH™0[0,0,0)(¢1,42)) + (1 = 7) V2 = 0.

Now when the surface, the interface, and the bottom are flat, we have explicit expressions
for the operators GG, Go, and H. Indeed, taking the horizontal Fourier transform of the

Laplace equations in ([LII) and (II2]), we obtain that ¢o and ¢; are solutions of the
following ordinary differential equations:

—u Dy +y" = 0.

Then, using the boundary conditions, we deduce
62(X,2) = coh(IDI=)2(X) + tanh (L[] ) sin( D]} (X)
so that we have
GE0[0,0])thy = /| D] tanh (%\D[) .

Then we obtain

1(%,2) = cos (VDI s

cosh(/u| D)
+ tanh (4 |D|> sinh(y/u|D|2)12(X)

1)  tanh (F10]) tanb( D))

so that we have

11,8 __ vHDl sin an Vi
G1°[0,0,0)(¢1, ¢2) = cosh( D) ( h(v/pl D)y +t h( 5 )%)

and finally

H"[0,0,0](th1,1p2) = V¢1(X) — tanh (%ym) tanh(y/u|D|) Ve (X).

1
cosh (/i D)
Using these expressions in the system ([LI4]), we can easily calculate the dispersion
relations. Indeed, the wave frequencies w? (k), corresponding to plane-wave solutions

ek X—iwst are the solutions of the quadratic equation

(1.15)
.|k tanh(ylk) +tanh<%|k|) K (1 — 7) tanh(,/fi]k|) tanh (%m) .
W' — — w”+ — =0.
VI 4 7 tanh(y/n|k|) tanh <$\k!> H 14 ~tanh(\/p|k|) tanh <@\k!>

This equation has two strictly positive solutions (and their opposites) if and only if v < 1,
corresponding to the case wherein the lower fluid is heavier than the upper one. This ex-
pression also appears in [35] and [99]. Figure 2shows the evolution of the wave frequencies
wy, —wy as functions of the wave number k. We chose the parameters p = 0.1, 6 = 1/3,

v =2/3.

REMARK 1.6. We remark that setting v = 0 and 6 = 1, we recover the classical
dispersion relation for the one-fluid system

w? = % tanh(y/plkl).
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FiGURE 2. Full system dispersion.

2. Asymptotic models

We derive asymptotic models for the system by obtaining explicit expansions of the
operators. Following the method of [17], it is convenient to first reduce the problems (1))
and (LI2) to elliptic equations on a flat strip.

2.1. Flattening of the domain. We define the mappings

— = S* . . 2 — e26a(X)
= (X,2) = (X,r(X,2)) with (X, 2) := 1+ e (X) —et(X)’
Ry = e S with ro(X, 2) := 2~ 26(X)

(X,2) = (X,r2(X,2))

and we denote their inverse

1/6 — Bb(X) + €22 (X)’

G = St — Ql d S = S — QQ
T (XE) s (Gsi(X2) TP (X)) e (X, sa(X2))
with
51(X,2) = (1+eaG(X) - e@(X))z + (X)),
SQ(X,Z) = (1/5_/8b(X)+€2C2(X))Z+€2C2(X)
Introducing the (d 4+ 1) x (d + 1) matrices
p . L [ Osida Oan pla Oan O:sily —Vxs;
b ({9282‘ —VXSZ'T 1 Ol,d 1 Ol,d 1
pozsily  —pVxs;
21) a < —pVxsT  Txel )

where 0,, 5, is the m X n zero matrix and Iy the d x d identity matrix, we can transform the
Laplace equations (LI]]) and (ILI2) into elliptic boundary value problems on flat strips.

PROPOSITION 2.1. Let (1, (o, and b € WH(RY) such that Q and Qy satisfy (LI0),
and suppose V1, Vipy € HY/2(RY). Then there exists a unique solution ¢, € H*(ST) and
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¢ € H?(S™) to the boundary value problems
Vx: PVx.020=0 inS",

(2:2) P2 =12 on {z = 0},
Ontp2 =0 on {z= -1}

and
Vx:. PiVx.01=0 inST,

(2.3) 1 =11 on {z =1},
an¢1 = an¢2 on {Z = 0}7

where Op¢ stands for the upward conormal derivative associated to the elliptic operator
tnvolved:

On¢ == eqqr1- PV .¢.
Moreover, ¢; = (X,z) — ¢i(X,ri(X,2)) (i = 1,2), respectively, solve the problems [[LIZ)
and (LII). Thus, the operators Gy, G2, and H can equivalently be defined with
Gatps = eqr1- oV 202).—0,
Gi1(Y1,92) = eqr1- PiVx:01.—1,
H(1)1,12) V(¢1)5=0)-
PROOF. The reduction of the problems ([L.I2]) and (III)) on the flat strip can be found

on [68] (Proposition 2.7). The coercivity condition is satisfied thanks to (II0) and the
assumptions on (i, (2 (see Proposition 2.3 of [71]):

1
(2.4) W >0v0 R0 PO > |6

Thus, we just prove here the existence and uniqueness of the H?-solutions ¢; (i = 1,2).
Since, for all g € H=Y2(R9), h € H'/?(R%), we can easily construct a function w € H*(ST)
such that w|,—; = h and d,w.—¢ = g, 3) and ([22) clearly reduce to the problem

vX,z ' PVX,z¢1 = f n S+7
(2.5) $1 =0 on I'y :=R% x {1},
Ontpr =0 on I'y := R? x {0},

where f € H™1(S%) and P satisfies (24).
As a first step, we introduce the variational formulation of this problem. Let us define
the functional space
Vi:={ve H{(S"),v(v) = 0 on R%}
with vo : H'(St) — H'Y?(R?) the trace operator on I';. Since g is continuous, V,
equipped with the scalar product of H'(S*) and the corresponding norm, is a closed

subspace of H'(ST) and hence a Hilbert space. A solution of the variational problem
related to (2.3]) is then a function u € V such that

(2.6) Y € V,/ PVu-Vv=— fu.
St St

Since V = {v € D(S*),v = 0 on I'1} is dense in V, a solution of the variational prob-
lem (2.0)) is a weak solution of the problem (2.5).

Now we can check that a(u,v) := [¢y PVu - Vv is a continuous bilinear form. The
coercivity of a is given by (Z4) and a generalized Poincaré inequality (see [6], Theorem
5.4.3). Finally, since b: v € V = — [¢, fvis clearly continuous, the Lax-Milgram theorem
gives the existence and uniqueness of a solution u € V' of (2.6]) and thus a weak solution
of (25). Moreover, we have

el < ClLA -
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The last step consists in proving that the solution u lives in H?(S*) if we assume that
f € L?. We introduce for h > 0,

hu(x,y,z) —ulx,y, z w(x + h,y,z) —ulz,y, 2
uh::(x,y,z)Hh(y)h (z,y,2) _ u y}i (,9,2)

Then uy, is the solution (23] with fj, = Th’;l_f and g, = Th%_g so that
[unll 1 < C|al| -1

Then we remark that, for any v € HY(S1), v, (z,y,2) = 7 f§+h O,v(t,y, z)dt so that

1 h
fonlle < 5 | Nowoll ot < ol
0

Thus, we have, thanks to the duality between H! and H&,

, U Fllr2||v 2
HthH,l < vseup% |‘(‘{}h{ H?' < USSI% —H HHLU{‘]‘H}IHL < HfHL2'

We finally have
lunll g < U -

Since V' is a Hilbert space, we deduce that there exists w € V and a subsequence (us,)
such that uj, weakly converges toward w. Moreover, we know that uj, converges toward
Ozu in D'(ST), so we deduce d,u € V C H'.

We prove in the same way that J,u € H'! so that Ayu € L?. Finally, thanks to (24,
we have

|02u] < |Axul + k[Vx. - PVx.ul = |Axu| + k| f|
so that u € H?(ST), and the proposition is proved. O

2.2. Asymptotic expansion of the operators. We are looking for shallow water
models (4 < 1) and therefore need to obtain an expansion of the operators in terms of L.
The method is the following. We first exhibit the expansion of the matrix P; in terms of
. Then we look for approximate solutions ¢/ (i = 1,2) under the form

&7 = @) + pey + 1

Plugging this ansatz into (22]) and ([23) and solving at each order of p gives the ¢g , from
which we can deduce the expansion of the operators by computing the normal derivative
of ¢i*?.

Since (2.2) is exactly the same problem as involved (in the case of the water wave)
in [71], we can directly apply Proposition 3.8 to the lower fluid.

PROPOSITION 2.2. Let tg > d/2 and s > to+ 1/2, Vipo € H* 2 (R2), ¢, € H* 2 (R?),
and b € HH%(RZ) such that (LIQ) is satisfied. Then we have

(2.7) |Gatpy + uV - (haV2)| . < 1*Co,
(2.8) |Gty + uV - (ha V) — PV - Tlha, BBV, < pPChy,
with C; = C’(%, 5‘b‘HS+7/2+2j,62‘(2‘HS+5/2+2j, |V1/)2‘HS+7/2+2]~), and where we denote by

hy = % — Bb + €3(o the thickness of the lower layer, and

1 1
Tlh, bV = —§V(h3V V) + 5(V(hQVb V) = h®VbV - V) + hVbVb - V.
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REMARK 2.3. To obtain the estimate (Z7]), we use the approximate solution
2

We need a higher order approximation to obtain (ZJ), namely, ¢o™” 2 = PP 1y p2p3, where
$3 can be obtained using the same method as in the following study. Proposition is
then obtained following the path of Appendix [Al for the lower fluid (see [26] for a rigorous
proof).

The study of the upper fluid is different from the one of the lower fluid since we have
now a nonhomogeneous Neumann condition on the interface. In order to manage this, we
first decompose ¢1 := ¢1 + ¢1, where ¢y is the unique solution of

Vx. PiVx.$ =0 inSt,

(2.9) st = U1 on {z =1},
On1 =0 on {z =0}

and ¢ is the unique solution of
Vx,: PiVx.61 =0 in S,
(2.10) $1=0 on {z =1},
3n¢1 = GQl/JQ on {Z = O}.

Again the system satisfied by ¢; reduces to the water-wave problem (where the topography
of the bottom would be given by €2(3), so we introduce as in Remark the approximate
solutions

Japp,l ¢ — uh h (2_1)2 _ _ _
1 = Yo ph (| +(z—=1) ) AYr — (2 = 1)e2V (- Vhy |,

vapp,2 . tapp,l 272
e S X

It follows that G the contribution on the Dirichlet-Neumann operator from ¢; can be
expanded as in the following proposition.

PROPOSITION 2.4. Let tg > d/2 and s > to + 1/2, Vi1, ( € HTIW2(R?), ¢ €
H*9/2(R?) such that (LI0) is satisfied. Then we have

(2.11) |G11 + uV - (V)| . < wPCo,
(2.12) |Grpy + 1V - (V) — 12V - Tlhy, e26] V|, < 120

with C; = C(%,62‘C2‘H5+7/2+2j,61‘<1‘H5+5/2+2j, |V1/)1‘Hs+7/2+2j), and where we denote by
hi =1+ €1(1 — €2(y the thickness of the upper layer, and T[h,b]V is defined as in Propo-
sition 222,

The last step consists in computing the contribution on the Dirichlet-Neumann oper-
ator from ¢;. We first define ¢’ = ¢° + po! + pu?¢?. It is straightforward that

- Od,a Oa1 1 hilg  —Vxsi
P, = P° + uP! with PY := ’ ' and P := 2 ,
! H 01,4 h% —Vxsi L)fzfll
where we have used the notations 0,,, for the m x n zero matrix and I, for the d x d
identity matrix. Plugging these expansions into (ZI0)), using Proposition 2.2} and solving
at each order, we get the following:

At order O(1):
a02¢° =0 in ST,
o' =0 on {z =1},
hilﬁngo =0 on{z=0}



2. ASYMPTOTIC MODELS 67

so that we have
(2.13) ¢’ =0.
At order O(p):
02¢t = —Vx. P'Vx.¢" =0 in S*,
Pt =0 on {z =1},
h%az& = —egqi1 -PIVXVZ(ﬁO — V- (haVy) on {z =0},
which gives immediately
(2.14) ¢! =~V - (haViha)(z — 1).
At order O(p?):
hLlaz 2 = h1 ((Z — 1)h1V . VAQ — 261VC1 . VAQ — 61AC1.A2) n S+,
¢»? =0 on {z =1},
a-0:0% =V - Tlhy, Bb]Vipa + €2V (o - (VA2 + eV A2)  on {z =0}
with the notation Ay := V - (hyV1)y). This leads to the solution

3 2 5
P= b ((h%v -V Ay) (% -S4+ %) — 1 (26VC - VA + e AGAy) (% _ %)
(215) —{—(V . T[hQ, 5b]V1/)2 + eV (s - (h1VA2 + 61VC1A2))(2 — 1)> .

This formal derivation of q_Scfp P allows us to obtain the expansion of G119, the contri-
bution on the Dirichlet—-Neumann operator from ¢;. Formally we have

(2.16) éﬂbg ~ —uAs + Mz <V - TTlha, Bb]Vy — %V . (h%V.Az) -V- (hlelvglAz)).

Summing this expansion with the one of Proposition 24 gives immediately the expan-
sion of the full operator G1(11,12). The following proposition gives a rigorous statement
of this fact; its proof is postponed to Appendix [Al

PROPOSITION 2.5. Let tg > d/2 and s > to 4+ 1/2, Vi, Vi € HH/2(R?), ¢ €
HTT2(R?), ¢ € HPY/2(R?), and b € HT/2(R?) such that (LI0) is satisfied. Then we

have

(2.17) |G1 (Y1, ¥2) + (AL + A2) |y, < 11*Co,
1
(G (W1, 52) + (s + Ag) = 2 (V- Ti 4+ V- T = 5V - W3V A)
(2.18) v (h161VC1A2)> el
with the constants
Co =C (%,5‘5 Hs+7/25 62‘(2‘]{3-0—5/27 51‘(1 Hs+3/23 |V¢1 Hs+7/29 ‘v¢2 Hs+7/2) )

¢, =C (%,5‘6

and the notations

Hs+7/2) W%\HHH/Q, {VT/JZ

Hs+11/2762{62 Hs+9/2761‘C1 Hs+11/2) s

./41 = V . (hlvwl), ./42 = V . (h2v¢2),
Ti := Tlh1,€2G]Vip1, Tz := Tlha, Bb]Vis.

REMARK 2.6. As in Remark [Z3] the proof of the estimate ([ZI7) requires the approx-
imate solution ¢} 1 with
71 P— 1 71
6P = G4 4 ot
and the second estimate (2.I8]) uses
72 Pp— 1 72
PP = G2 4 g0 4l 422,
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In Appendix [A] (Steps 4 and 5), we give estimates on ¢; — ¢7*7, obtained thanks to the
trace theorem and an elliptic estimate on the boundary value problem solved by ¢1 — ¢{™".
This leads to the desired inequalities since

G1(Y1,v2) — 0, ?pp|Z:1 = On(p1 — &) 221
The last expansion to obtain is the one of H (11, 12), which is given by the following.

PROPOSITION 2.7. Let tg > d/2 and s > to + 1/2, Vi1, Vi € HH/2(R?), ¢ €
H5TT2(R?), ¢ € HPY/2(R?), and b € H**/2(R?) such that (LI0) is satisfied. Then we
have

(2.19) |H(¢1,%2) = V| < pCo,
[H (1, v2) = Vi = u¥ (b (Ar + As) — éhgwl

(2.20) ~mavVa -V )|y < R0

with

Co =C (%’ B‘b‘H5+7/27 62‘C2‘H5+5/27 €1 Kl ‘Hs+3/2? ‘V¢1 ‘Hs+7/2? ‘VZZ)2|H5+7/2) )
¢, =C (%, B‘b‘H5+11/27 52K2‘Hs+9/2a 61{<1{HS+7/2’ {V’lz)l‘H5+11/2’ {v¢2‘H5+11/2) )
and using the notations of Proposition 2.5

PROOF. The proof uses the estimates (A7) and (A9) on u := ¢; — ¢%”'. Indeed, we
have to give an estimate for {Vu| _—y s> and a trace theorem (see Métivier [83] pp. 23-27)
gives, for all s > 0,

_ Cst
[Vl ge < Cst([ATEVul| o + A0Vl 12 < Z ATV

Then the estimate (A7) allows us to conclude:

‘vu‘zzo ‘Hs S C\S/%O <%7 €1 |Cl ‘Hmax{to+2,s+3/2} , €2 |CQ |Hmax{t0+2,s+3/2} ))(lu2 HhHHs+1/2

+1%E‘V‘Hs+l>'

The first estimate ([2I9) follows from this relation, together with the estimates (A.2))

and (A.4).
As for the Proposition 2.5 the second estimate (Z20) requires the use of the higher

order approximate solution @ := ¢ — ¢7*¥ ’2, and the result is obtained in the same way.

O

REMARK 2.8. Using the same approximate solution as for the expansion of Gy (1, 12),
we obtain an estimate one order less precise in p than in (ZI7) and (2I8]). This loss of
precision is not seen at the formal level and comes from the Lﬂ term due to the horizontal

scaling, which is necessary in order to have a uniformly elliptic operator.

2.3. Asymptotic models. The expansions of the operators we obtained allow us
to derive asymptotic models from (I3]). The frame of this study is limited to shallow
water /shallow water regimes, that is to say, long waves and layers of similar depth (u < 1,
and 0 ~ 1). However, the method could be extended to many different regimes, as it
has been done in [I7] with the rigid-lid assumption. As we see in section [ we recover
most of the models which have been introduced in the literature, as well as interesting
new ones (the Boussinesq/Boussinesq model with coefficients ([2.27) and the higher order
system ([2.29)). Furthermore, we show rigorously that (LI3]) is consistent with all of these
models in the following sense (see [16]).
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DEFINITION 2.9. The internal-wave system ([[LI3) is consistent with a system S of
2d + 2 equations, if any sufficiently smooth solution of (LI3) such that (LIQ) is satisfied
solves S up to a small residual called the precision of the asymptotic model. Throughout
this chapter, the precision is given in the sense of L°° H?® norms, which means that the H*®
norm of the residual is uniformly bounded with respect to t where the solution is defined.

REMARK 2.10. The consistency does not require the well-posedness of (IL.I3]) and con-
cerns only the properties of smooth solutions of the system. However, if we assume the
existence of such functions, we can prove that they are approximated by the solutions of
consistent systems, as we see in section

2.3.1. The shallow water/shallow water regime: p < 1. We assume here that both
layers are in the shallow water regime (u < 1), whereas strong nonlinearity is allowed

(e1,e2 = O(1)). We use the first order expansions [2.7), (ZI7), and 2I9), and we plug
them into (LI3)). We obtain, discarding the O(u) terms, the following system:

@01+ V- (V1) + V- (haViha) = 0,
O1C2 + V- (haViha) = 0,
(2.21) 8,V + aV( + %v (IVn]?) =0,

OV + (1= 1)V +7aV G + SV (|Vif?) = 0,

where h1 = 1+ €1(1 — €3(o and hy = % — Bb+ €2(o.

REMARK 2.11. This system has already been introduced in the flat bottom case in [35]
and equivalently, although under a different form, in [30]. We say more about this in
section 4.2

PROPOSITION 2.12. The full system (LI3)) is consistent with (Z21)), at the precision
,uCo, with

CO - C <%7 B‘b‘wl,ooHs+7/27 €9 ‘CZ‘Wl,ooHs+5/27 €1 |Cl ‘Wl,ooHs-o—S/Qa |V¢1 ‘Wl,ooHs+7/27

|vw2|wl,ooHs+7/2 .

Proof. Let tg > d/2 and s > tg + 1/2. Let U := ((1,2, Vi1, Viho) be a solution
of (LI3) such that (LI0O) is satisfied and U € H®. It is straightforward to check that we
have
(2.22)

(@01 + V- (V1) + V- (ha Vi) = V- (Vi) +V - (ha Vo) + L G1 (1, 2),
0o+ V - (haVipo) = V - (ha Vo) + 3 G,
€
V1 +aVG + IV (Vi) = pea VAL,

€
V2 + (1 =7V +7aVG + TV (IV4al) =10, (H (41, 62) — Vi)
+ YV H (41, 102) 2 — V1 [?) 4+ pea VN, + pryea VAL

Except for 0, (H (¢, 12)— V1), the right-hand side is immediately bounded by uCjy, thanks
to the estimates ([27), 2I7), and ([ZI9]). The estimate on the derivative is obtained as in
the following.

We use the study of Appendix [A} we derive ([AJ)) with respect to ¢ on both sides and
get

V‘)‘(’Z . PMV‘)‘QZ(@tu) = 12 V‘;(,Z .Oh — V‘)ng ) 3t(P”)V’;(7zu in S+,
(2.23) Oyu =0 on {z =1},
On(Opu) =V - OV + peqp1 - Oth —egyq - Bt(P“)V%Zu on {z = 0}.
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We now need estimates on the right-hand side of the system. Directly from the definition
of h, we have

(2.24) HathHHs+3/2,1 < Cp.
Thanks to Step 4 of section [A.2] we have
Hat(P“)vi,zuHHsng < Cb.
Finally we can obtain the estimate on 9;V, using the same method as here on the lower
layer:

1
‘atV{Hs < /L2C <E’5‘b|wlmH5+5/2’ ‘(EICI, 62(2? VT/)la v¢2)|Hs_1> .

Then we use the study of Appendix [A] and obtain the estimates of Steps 4 and 5 for dyu,
and we use them as in Proposition 2.7] in order to obtain the desired inequality:

|0:(H (1, 2) — Vib1) | o = | VOeu| o < uCo. [

CONSERVATION LAWS. The first two equations of (2Z2I)) reveal the conservation of mass
since a straightforward linear combination gives

Oth1 + €V - (hlvwl) =0,
Otho + €V - (hszz) =0.

We can play with the system to obtain other conservation laws. The conservations of total
momentum and energy are given by

at(’yhﬂn + thz) + Vp+ ('yhl + hQ),BVb + V- (’yhﬂu ® u1 + houg ® UQ) = 0,

(2.25)

1 1
Oy (5 ('yhl\u1]2 + hg‘Uz’Q) —i—p) + §V . ('yhl\ul\zul + h2’u2‘2u2)
+V - (yhiuy + h3ug + yhihe(uy 4 u2)) + (Yhiuy + houg)BVh = 0,
with the notations h1 = 1+ €1(1 — €2(a, hy = % — Bb+ €2(2, u; = VY; (i =1,2), and the
“pressure” p = %’yh% + %h% + ~vhihs.

DISPERSION RELATIONS.  When we calculate the linearized dispersion relations as in
section [LB, we obtain that w (k) satisfy

1464+ /(1 —0)24+478
wi(k) = (25 ) k.

+

This dispersion relation is not the same as the one of the full system (it corresponds to the
first order of the expansion in u of the solutions of (I.IH])), but we still have the condition
v < 1 for the system to be linearly well-posed. FigureBlpresents shallow water /shallow wa-
ter model dispersion, compared with the dispersion of the full system, with the parameters
w=0.16=1/3 v=2/3.

2.3.2. The Boussinesq/Boussinesq regime: p ~ €3 ~ € < 1. In this regime, the
shallowness and the nonlinearity are supposed to be small and of the same size. This time,
we use the second order of the expansions and obtain

adiC1 + V- (V1) + V - (ha Vo) = p(FEAV - Vipy + V - T ha, Bb] Vs
— LAV - Vi),

OCa + V- (h2V1/12€) = (V- Tlhe, Bb]Vs),

OVY1 +aVe + SV (Vi) =0,

0eVipa + (1= 7)VG + Vi + %V (IVea|?) = 170, (5V AP + 5V AY)
with 7 [h,b]V defined as in Proposition

(2.26)
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FIGURE 3. The shallow water/shallow water model dispersion.

REMARK 2.13. If the bottom is flat, then T [ha, B0]V1)g is simply ?:TlgVAi/)g.

MODEL WITH IMPROVED FREQUENCY DISPERSION. This model is linearly ill-posed.
Fortunately, following [16, [14], we can easily derive asymptotically equivalent models with
coefficients which can be chosen so that the system is well-posed. For simplicity, we assume
now to be in the case of a flat bottom (see [26] for the varying bottom case).

We rewrite the system (220) with new variables: u; := V(¢;(+,2)) (i = 1,2). From
the calculations of section 2.2 we obtain

(= —1)?
2
2

610 = va g (G e) A

PP 2) = O —p ( + (2 = 1)> Arpy — u%(z — 1A,

We then define u; and ug as in the following:

. 1
w = V(lepp’l(.’ Zl)) = Vi — ub1 AV — MgalAv¢2,

u 1
U = v(¢2pp71(,’ 22)) = V’IIZ)2 — /LﬁdQAV’(ﬁQ,

with z; € (0,1) for the upper fluid, z5 € (—1,0) for the lower fluid, and the coefficients

2 2
ay = 21—16[—1,0], a2 22252‘1‘226[_1/2’0], by ::%+a1€[_1/2’0]'
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We plug this into (2.26) and obtain

adiC1 + V- (hyuy) + V- (haug) + p <%v - Ay

+ (M2 4 502y v Awy) =0,
0o + V- (houg) + ungg’SQV - Aug = 0,
(14 pb1 A)dpuy + p§-Adyus + aVE + %V (Ju1]?) =0,
(14 u($ — 3)A)0ug — p3Adyuy + (1 — 7))V + ayV(y

+2V (Jusf?) = 0.

(2.27)

\

REMARK 2.14. If we choose a1 = —%, as = —%, and by = —%, we obtain the classical

“layer-mean” model ([@I2), introduced by Choi and Camassa in [30]. As we see below,
this system is linearly ill-posed. One of the interests of ([227)) is to offer a large class
of equivalent models with parameters which can be chosen so that the system is linearly
well-posed.

PROPOSITION 2.15. The full system (LI3)) is consistent with (Z21), at the precision
2 .
w=Ch, with

Cl = C(%? B‘b‘wl,ooHs+ll/2a €2 ‘<2|W1’°°H5+9/2’ €1 |<1 ‘Wl,ooHs+7/2a |VT;Z)1 ‘Wl,ooHs+11/2a

|V¢2 | Wl,ooHs+11/2> .

PROOF. Let typ > d/2 and s > to + 1/2. Let U := ((1,¢2, Vb1, Viba) be a solution
of (LIJ) such that (LIQ) is satisfied and U € H**2.

We first give the proof for a; = by = as = 0 corresponding to the original system (2.20]).
We just have to plug U in ([2:20), as in the proof of Proposition 212l Since ez ~ p, we have
‘,uegv./\/ﬂHs + ‘MEQVNQ‘HS < u?Cy. The other residuals are bounded by p2Cy, thanks to
the estimates (Z8)), (ZI8)), and (Z20) with e < 1 and the equivalent estimates on the
derivatives which are obtained as in the proof of Proposition

The general case is obtained when we substitute Vi, — ubi AV — ,u%al AV for uq
and Vi — ,ué%QQAVQ/JQ for ug in (227). We obtain (220 up to additional terms that are
clearly bounded by u?C. O

DISPERSION RELATIONS. As we have said previously, the coefficients can be chosen so
that the system (Z27) is linearly well-posed. Indeed, it is straightforward to check from
the linearized system that w? (k), corresponding to plane-wave solutions etk X—iwtt st
be the solutions of the equation

(2.28) w — A(plk]?)|[k[Pw?® + B(plk[*) k" =0
with
A(Y) = (1-617) (1422950202 y ) 4y (L —(a1-+a2)Y ) (1= (b1+5)Y ) +(1—7) (s —02Y ) (1-b1Y)
B (1fb1Y)(17“26;”“ Y>+%a1Y2 )
= (1 — (3—a2Y)(1-p1Y)
B(Y) = (1 7) (1—b1Y)<17‘126772“’6Y>+216a1y2

and the notations

_1+2a1 _1+3a2 ._1+3bl
T2 L =g

In order to have two positive solutions of ([Z28), the coefficients have to satisfy as <
—1/3 and b; < —1/2. We see that the original system (220 and the classical layer-mean

a1 Qa9
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model (£I2) are ill-posed. However, there exist sets of parameters aj, as, by such that
the generalized system is well-posed. Moreover, we can choose the coefficients such that
the dispersions meet with the ones of the full system at the order 3 in p|k|>. We present
in Figure [ the difference between the dispersion of the full system and the one of the
Boussinesq/Boussinesq model for three sets of parameters: a1 = by = ay = 0 corresponding
to the original system (220)); a1 = —%, as = —%, and by = —% corresponding to the layer-
mean system ([{LI2)); and finally a1 ~ 0.4714, as ~ —0.3942, and b; = —1 corresponding
to optimized parameters in (Z27). Moreover, we chose p = 0.1, 6 = 1/3, and v = 2/3.
Note that except for the last set of parameters, the system is linearly ill-posed so that the

computation breaks for high wave numbers.

\ \ \ \
L L L L L ! L L L = L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0/5C 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0/% 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 4. The Boussinesq/Boussinesq models dispersion error.

2.3.3. The higher order system. We are now back in the strong linearity regime allowing
large amplitude (€1, €2 = O(1)). But now we use the higher order expansions ([Z.8)), (ZIJ),
and (Z20) and thus obtain the strongly nonlinear model

(2.29)
(00 + A+ Ao = (Y T+ VT = 3V - (VA = V- (e VGAy) ),
06+ Az = iV - T

OV +aVi + 2V (Vi) = pes VA,
OVt + (1= )V +7aVC + 2V (|V4f?) = n(10VH + 72V (Ve - VH)
+eaV Ny + ’YEQVN1) ,

where we have used the following notations:
Ay =V - (h V), Ay :=V - (haVi)a),
Ti = Tlh, €20V, Tz = Tlh, Bb] Vi,
H = hi (V- (V1) + V- (haVipe) — 3hi Ay — V(1 - Vi),
_/\/'1 . (e1V& VY1 =V (h1 V1) =V (haVipa))?
- 2 )

N,y = (2V6 V2=V (haVe2))? —7(e2VCo- Vi1 = V- (ha Ve)2))?

9 1= 3 .

PROPOSITION 2.16. The full system (LI3)) is consistent with (Z29), at the precision
2 .
w=Ch, with

Cl =C (%7 5‘b‘W17°°H5+11/2’ GZ‘CZ‘WLOOHHQ/% €1|C1|W1,00Hs+7/27 v¢1|wl,ooHs+11/27

‘v¢2 |W1,00Hs+11/2) :
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PROOF. Let tg > d/2 and s > to + 1/2. Let U := ((1,(2, V11, Viha) be a solution
of (LI3) such that (LITO) is satisfied and U € H*"2. We plug U into (229), and, thanks to
the estimates (2.8)), (2I]]), and ([220) and that the equivalent estimates on the derivatives
are obtained as in the proof of Proposition [Z.12] we can check that the residuals are bounded

by p?Cy. U

DISPERSION RELATIONS.  The linearized system is the same as the one of (220). So
the system is linearly ill-posed, and we should derive models with parameters to obtain
well-posed systems.

3. Convergence results

We show here how to use the consistency results obtained in section to prove
convergence results, stating that solutions of (LI3)), if they exist, remain close to the
solutions of the asymptotic models that are symmetrizable hyperbolic systems.

REMARK 3.1. It is not clear that each of our models can be written as a symmetriz-
able hyperbolic system. That is why we focus here on the shallow water/shallow water
model (221 in the flat-bottom case (8 = 0). We set d = 2, and the case d = 1 follows
immediately. The case of the Boussinesq/Boussinesq models will be discussed in a later
work.

The analysis is based on classical results for quasilinear systems, which can be found,
for example, in [84] and [155] and that we recall here.

LEMMA 3.2. Let s > %l +1 and T > 0. We assume that A; are smooth functions of
u € R™ such that the system

d
(3.1) OU +>_ Aj(U)0.U = F(t,2,U)
j=1

is Friedrichs-symmetrizable. Moreover, we assume that w — F(t,x,u) is a smooth func-
tion of u € R™ and that F(t,z,u) is bounded in H® uniformly with respect to t € [0,T].
Then, for g € Hs(Rd), taking values in R™, there exist 0 < T' < T and a unique
U € C%0,T"); H*(R¥))™ such that U satisfies 1) and U(t = 0) = g. Moreover, U
belongs to U € C°([0,T"); H*)" N CL([0,T"); H*~1)", and if U satisfies

M

)

|U|le°°([0,T]><]Rd) =

for M > 0, then there are constants C(M) and K(M) such that

t
U], < g, +C / K9 f(s)] . ds
0

with f(t,x) = F(t,x,g).
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First we remark that the shallow water/shallow water model ([Z2)) in the flat-bottom
case (8 =0) can be written as a quasilinear system

(3.2) U + A1 (U)o, U + A2(U)(9yU =0
with the notation
U := (hlah2au1:vau1y,u2:r;u2y)

1

5+ €2Q2, €20,11, €20y1)1, €20,12, €20,12)

= (I1+4+el — el

and the matrices

U, 0 M 0 0 0
0 U2y 0 0 h2 0
o 1 1 U1y uly 0 0
AU) = o 0 0 0 0 0]
Y 1 0 0 U2y UQy
0 0 0 0 0 0
uly 0 0 hl 0 0
0 U2y 0 0 0 hz
0 0 0 0 0 0
AQ(U) T 1 1 Uy uly 0 0
0 0 0 0 0 0
Yy 1 0 0 U2y U,Qy

We prove now that the Cauchy problem associated with ([3.2) is well-posed under some
assumptions on the initial data since the quasilinear system is Friedrichs-symmetrizable.

PROPOSITION 3.3. Let s > 2+ 1. Let Uy € H*(R?)® such that there exists h > 0 such
that for all X in R, Uyg(X) satisfies the assumptions

(3.3) hi,hy > h, ]u%z—i—u%yl, \u%x—l—u%yl < h, and (hl—u%w—u%y)(hg—u%z—u%y) > ~vhihs.

Then there exists T' > 0 and a unique U € C°([0,T"); H*(R%))® such that U satisfies (32
and U(t = 0) = Uy.

PrOOF. We introduce the following matrix S, namely,

v v oYue yuy 00
Yy 1 0 0 U2 U,Qy
yu: 0 yhp 0 0 0
yuiy 0 0 vhy 0O 0
0 U2y 0 0 h2 0
0 UQy 0 0 0 hz

It is straightforward to check that S(U) and S(U)A(U,¢&) are self-adjoint with
AU, ) ==& AL(U) + £42(U).

Then, using the Gauss reduction algorithm, we can check that S(U) is definite positive if U
satisfies (B3). These requirements are satisfied at time ¢ = 0 by Up, and we define T" as the
maximum time such that they remain satisfied for all ¢ < T. We know that T" > 0, thanks
to a continuity argument. Then since we have proved that S is a symmetrizer of (3.2,
Lemma B.2] gives 0 < 7" < T such that U is uniquely defined on [0,7"). O

The last step consists of proving that the solutions of ([B.2]) approximate the solutions
of the full system ([LI3]), assuming that the latter exist. This is obtained thanks to the
energy estimate of Lemma
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PROPOSITION 3.4. We fizy € (0,1) and § € (0,+00). Forty > d/2 and s > to+1/2, let
U e CY[0;T); H*)S N CO([0; T); H¥11)C be a solution of (LIF) such that (LI0) is satisfied
and U is bounded in H*([0,T]), uniformly with respect to €1, €2 € [0,1), and p € (0, "],
We denote by U := ((1, Co, iy, Ga) the solution of Z2I) with the same initial values that
we assume to satisfy B3). Then we have

U - U‘HS < nCo
with Cy = C(%,fy, TR |U‘H57T)-

Proof. Thanks to the consistency result (Proposition 212]), we know that U satis-
fies (B with F(t,z,U) = f(t,x) and

with Co = C(%,|U|y.)- Then the difference between the two solutions R* := U — U
satisfies (B.J]) with the same f and

F(t,z, R") == f(t,2) — Ay (R")9,U — As(R")0,U.

Taking a smaller T if necessary, we have

|U|(W17°°([O,T}><]Rd))6 + ‘U‘(W1’<><>([O,T]><Rd))6 <M,

where M is independent of €1, €5 and . Thus we can apply Lemma B2 and we have

¢ —s 1 max
|R(t)] e < C/O K= f| . ds < puC <E’7’5’“ ,\U|HS,T>. O

4. Links to other models

4.1. Rigid lid in the shallow water/shallow water case. In [17], Bona, Lannes,
and Saut presented a model for internal waves in the shallow water regime with the rigid-
lid assumption. They showed that a nonlocal operator has to appear for d = 2 (see
observations in [51I]). This operator cannot be seen in our model ([Z2)) so that it is a
purely two-dimensional, rigid-lid effect. However, we show in the following how to make it
appear from (221)).

Indeed, the rigid-lid assumption means that ¢; = 0 when €5 remains > 0 so that @ = 0.
The system ([221]) becomes

V- (hV1) + V- (haVihs) =0,
O1C2 + V- (haVhg) = 0,
(4.1) Vi + 2V (Vi) = 0,

€
V2 + (1=7)VG + 5V (Vi) =0,
where h1 =1 — €3 and hy = % — Bb+ €3(s.

For simplicity, we restrict ourself to the case of a flat bottom (8 = 0), but we could do
the same calculations with 8 > 0. We first define the shear velocity

vi= Vi — 7V
From the first line, we deduce

V- (hov) = =V - ((h + 7h2)Vih1) = —VTMV' ((1 + ;1(15562@) V¢1> :

Then we define the nonlocal operator 9 as follows.
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DEFINITION 4.1. Assuming that ¢ € L™(R%), we define the mapping

2(md\d 2(md\d
o PR PR

where V is the unique gradient vector in L*(R%)?, solution of

V-A(1+QV)=V- -W.
So from the definition, we have

v—1 0
= —5 — h .
Vi Q['y—l—é 62(2]( o 21)>
We plug this expression into (1)) and obtain immediately
8,5(2 + %V . (hlﬂ[%éezgz](hgv)) =0,

(4.2) 0o+ (1 —7)Viy + %v (\v — 20017 Ges (o) (hav) 2

2 —
- 925Gl (hav)) =0,

where h1 =1 — €2(s and ho = % + €2¢2. This is exactly the system derived in [17].

Using the same method, we could derive rigid-lid models from (227) and ([229]). The
rigid-lid model in the Boussinesq regime has already been exhibited in [17], and a fully
nonlinear model is presented in [31].

4.2. The layer-mean equations. In the literature, the water-wave system is often
given by layer-mean equations (see, for example, [118]), using as unknowns the depth-mean
velocity across the layers:

_ 1 .
u(X) = hil f ety Vo (X,r(X,2))dz  with hy := 14 €1( — €2,

€202
€ . 1
u(X) = h% 7214/2(”& Voo (X,r2(X, 2))dz  with hg := 5 Bb + €2(s.

The systems under this form (obtained, for example, in [30] and [8]) are equivalent to the
system we derived since we can approximate u; and uy thanks to our previous unknowns
11 and 19 (as we see in the following proposition) and conversely. Thus, our study gives a
rigorous justification of these models, and we are able to offer consistency results.

PROPOSITION 4.2. Let tg > d/2 and s > to 4+ 1/2, Vi, Vi € HH/2(R?), ¢ €
HTT2(R?), ¢ € HP/2(R?), and b € H /2(R?) such that (LI0) is satisfied. Then we
have

(4.3) @1 = V| e < pCo,
(4.4) T2 = V| yerr < pCo,
(4.5) [uy — Vb — uD1 (Vo Vo) | osn < 12Ch,
(4.6) Uy — Vipy — uDaVihs| oy < p°Ch,
with

Cj =C (%’ B‘b‘H5+7/2+2j , €2 ‘<2 ‘Hs+5/2+2j , €1 ‘Cl |Hs+3/2+2j’ |V7/)1 ‘Hs+7/2+2j’
‘V¢Q|Hs+7/2+2j)
and where D1 and Do are defined by
DUV, Viiz) =~ (71 = 3(hVA) — (marVGAw)).
DoV = —3Ts
with the notations of Proposition 2.5
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PROOF. Using the Green formula with ¢; the solution of (LI2)) and a test function
¢ := (X, z) — ¢(X), we have

A @A'L)L(7Z¢1dXdZ = - V'L;(’Zgbl V‘)‘(vngdXdz%—/ gp@nl¢1dn1+/ gp@mqﬁldng
1 1 Fl Fg

Q
1+e1C
= —M/Rd ch/e V(bldde—i—/ @ (G1(Y1,102) — Garbo) dX.

2C2 R4
Thus we deduce

(4.7) V- () = _71(01(¢1,¢2) — Gatha).
Identically we have
(48) V- (hgﬂg) = _716121[)2.

We now prove the estimate ([A3]), and the others are obtained in the same way.
Using Propositions 2.2l and 2.5 together with (£.7)), and since (LI0) is satisfied, we have
immediately

|V - (@ — V)| o < pCo
so that we have only to obtain an L2-estimate on %; — V1. Using the definition of %; and
the mappings defined on section 2l we obtain

1 ~ ~
up — Vi = /0 V(g1 — 1) + Vs10:¢1d2

with ¢1 : (X, 2) € ST = ¢1(X, 51(X, 2)). We deduce

1 — Vib1], < Cler|Ctlyproes €2]C2] e | Vx,2(01 = 1) -
The estimate follows now from Step 3 of section [A2] together with the estimates (A.2)

and (A4). O

4.2.1. The shallow water/shallow water regime: p < 1, ¢ = O(1). We use (@3]
and ([@4) in the system ([Z2])), and with a straightforward linear combination, we obtain
Oth1 + eV - (hlﬂl) =0,
Othy + €V - (hQﬂg) =0,
(4.9) Oty + Vha + BV + Vhy + %v (1w f?) =0,

Oy + Vhy + Vb +~vVhy + %v (|ﬂ2|2) —0.

PROPOSITION 4.3. The full system (LI3)) is consistent with [@3), at the precision puCoy,
with

C() =C (%, B‘b‘Wl"X’HSJﬂ/Q’ €2 ‘<2|W1,00H5+5/2, €1 |<1 |W1,ooHs+3/2’ |V71Z)1 |W1,ooHs+7/2a

‘V?,Z)2 |W1,00Hs+7/2) .

PrROOF. We know from Proposition 212 that (ILI3)) is consistent with (Z2I]), at the
precision puCy. From ([@3]) and ([@4]), we deduce that ({1, (2,u1,us) satisfies (£9) up to a

residual of the same order. O

REMARK 4.4. Note that the first two equations of (£9) are equalities (where the
last two equations are first order approximations in u), as we can see from (LI3)), (A7),
and ([L8). They reveal the conservation of mass. Conservation of momentum and energy
are the one obtained in section 23] when we substitute uw; for Vi; (i = 1,2). These
conservation laws and the one of higher order systems have already been introduced in the
flat-bottom case in [8].
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4.2.2. The Boussinesq/Boussinesq regime: j1 ~ €3 ~ €1 < 1. We now restrict ourself to
the flat-bottom case since it considerably simplifies the notations, but the following could

be derived with 8 # 0 without any difficulty. The estimates (LX) and (6] with €2 ~ u

and 8 = 0 give the following formal relations:
1 1

(4.11) Uy ~ Vg + ,U,?;VATZJQ.
Plugging this into ([Z226]), we obtain the system
Oth1 + €2V - (hiuy) = 0,
Othe + €2V - (houg) = 0,
(412) N 0 +aVG+ 2V (@) = w0, (587 + F54%),
Otz + (1 = 7) VG + a7V + Z—QV ([@2]?) = por (552 + 3) Atz + 3A%) -

REMARK 4.5. This set of equations had been revealed in [30]. It corresponds to (2.27))
with the choice of parameters: a; = —%, ag = —%, b1 = —%. This particular choice of
parameters leads to a linearly ill-posed system. That is why it is interesting to obtain, as
in section [2.3.2] a larger class of models allowing linearly well-posed systems.

Since this system is a particular case of the Boussinesq/Boussinesq model ([2Z.27]), we
can apply Proposition .15

PROPOSITION 4.6. The full system (IL13) is consistent with [I2), at the precision
u’Cy, with
Cl =C (%7 B‘b‘wl,ooHs+ll/2a €2 ‘CQ ‘Wl,ooHs+9/2a €1 |<1 |W1,00Hs+7/2? ‘VT/)l |W1,00Hs+11/27
‘v¢2|wl,ooHs+11/2) .
4.2.3. The higher order system. We now do the same study without assuming any
smallness on €1, ea. We plug (L) and (€6) into (Z29), and we obtain

(4.13)
( Oth1 + €V - (hlﬂl) =0,
Othy + €V - (hQﬂQ) =0,

oy + aV {1 + %V (‘ﬂl‘Q) = MEQVN1 + MEQV(ﬂl -'Dl) + 10Dy,
BTy + (1 — 7)YV + 7aVer + %v (j72)?) = u(at(wﬁ D) + V(v - VH
+g - Dy + N +w\/1)>

with the notations of Proposition and (229) and when we substitute w; for Vi; (i =
1,2).

PROPOSITION 4.7. The full system (I13) is consistent with [EI3), at the precision
2 .
w=C, with

Cl =C (%7 B‘b‘wl,ooHs+ll/2a €2 ‘CQ ‘Wl,ooHs+9/2a €1 |<1 |W1,00Hs+7/2? ‘VT/)l |W1,00Hs+11/27

‘va |W1,ooHs+11/2) .

PROOF. Let tg > d/2 and s > ty + 1/2. Let ((1,(2, Vb1, Vipg) be a sufficiently
smooth solution of (LI3) such that (LI0O) is satisfied. We know from Proposition
that ({1, G2, Vb1, Vabo) satisfies (Z2Z9) up to a residual bounded by p2C;. Then the esti-
mates (A1) and (6] give that ((1, (2, U1, us) satisfies ([LI3) up to a residual of the same
order. O
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A. Proof of Proposition

Our proof contains three parts. First we introduce u, the correction to the expansion
of ¢y formally obtained in section 2.2 and we present the system solved by w. Then we
use the elliptic form of the operator to obtain H® estimates on u. Finally we use these
estimates to prove the desired inequalities.

A.1. System solved by u. We first define the second order correction to the formal
expansion

z+1

wi=¢1 — Y1+ phi(z — 1)<h1(

2

JAY1 — Vs - Vip1 + V - (h2V¢2)) .

7

From the computation carried out in section 2221 we know that u satisfies the following
equalities:

Vx. PiVx,.u = u’V - Plve! in ST,
u =0 on {z =1},
O = Gothy + puV - (haVhy) + p2(0F ¢1)  on {z = 0}.
Moreover, we notice that (L) gives Gathy + uV - (haVpe) = V - V with
V = phe (Vg — o).

Thus, using the definition of P; in (21I), we finally have the system

Vi -PEVA u=p2 V% -h in ST
(A.1) u=0 on {z =1},

Ohu=V -V +pu’eqi1-h on {z =0},

where we have introduced the notation V‘)‘Qz = (\/ﬁVT, 9.)" h:= P“V‘)‘(@,qﬁl, and

hlfd —\//_LVSl
Pt = )
< — Vst 71%]\7151\2
We now give the useful estimates of the right-hand side of the system. It is straight-
forward to check that

(A.2)
1
HhHHSH/?J <C (E, €1 Kl ‘Hs+3/27 E2{<2{Hs+5/2’/8{b{Hs+5/2’ {le ‘Hs+7/2? ‘V¢Q{Hs+7/2> .

Then, since we have Gt + uV - (haVibe) = V - V| Proposition immediately gives

1
(A.3) ‘V . V{Hs < ,MZC <E,,8{b{HS+7/2, 62‘(2{H5+5/2a {VT/J2‘H3+7/2> .

We now seek a L2-estimate of V = pha(Vipe — us). Using the definition of uy and the
mappings defined on section 2] we obtain easily that

0 ~ ~
Uy — Vihg = /1 V(g2 — 1b2) + Vs20:¢2dZ

with ¢9 : (X,2) € 8 = ¢2(X,s2(X,2)). Then the method of our proof adapted for
the lower fluid (this is done, for example, in [26]) leads at Step 3 to a L?-estimate on
V% _(¢2 — 12). We then plug this estimate into the previous equality, deduce the desired
estimate on |V| 12> and finally get with (A.3)

1
(A4) |V‘Hs S /’L2C <E75‘6‘Hs+5/27 62|CQ‘H5+3/27 |V¢Z‘Hs+5/2> .
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A.2. H*%!-estimate (s > 0) on u. We follow the sketch of the proof of Proposition
3 in [17], which contains five steps.

STEP 1. Coercivity of the operator. Since (1, (o € W1 and satisfy ([CLI0), we can check
(see Proposition 2.3 of [71]) that, for any © € R4,

[P
© - P'O > E{@‘
with k = thuw + %(1 + ,uHVsluio). The operator is uniformly coercive in p.

STEP 2. FEuxistence and uniqueness of the solution. The result is given by the coercivity
of the operator. From the assumptions on (i, (s, b, 11, and 9, we know that h €
Hs /21 (S and V € H*HL(R?). For s > 1/2, the proof of Proposition EI] works for
the system (A.J]) so that we know that there exists a unique solution in H*(S*). We now
prove by induction that, for k € N,

(A.5) he A" and V € H* = v e H"™.

We assume that h € H*™2 and V e H*Tl. We thus know that u € H*t? so that
v:= Au € H*' ¢ H'. Hence, v is the classical solution of

V. PPV v=p?Vx. h inST
(A.6) v=0 ~on{z=1}
Opv =V AV +p?eqy1-0;h on {z =0}

with p?h = p2Ah + [A, P“]V‘;Qzu. Thanks to Theorem 6 of [69], for tg > £, we have

118, P#]% ully < O [V P#|[ o

HV!)L(,zuH2

so that h € H* and AV € H*. The inductive hypotheses are satisfied so that we know

that v € H*+2. Finally we use the coercivity of the operator (Step 1) with the n'" derivative
of (AJ)) and obtain

(020l < K% - PRV mul, + [Axeu]l,

It follows that v € H*+3 and ([AJ) is proved. The interpolation theory leads to the final
result: for s > 1/2, there exists a unique solution v € H*+3/2 of (A)).

STEP 3. L?-estimate on V%zu. We multiply (AJ]) by u, integrate by parts on both sides,
and use the boundary conditions to finally obtain

/ Vh u- PPVY u= ,ﬁ/ uvx,z-h+/ Vu- V.
S ’ ’ S {z=0}
From the coercivity, the Cauchy-Schwarz inequality and a Poincaré inequality, we deduce
2 2
IV zully < B[V xz - Bl [|0:ully + [V o Vigz=ol g-1/2)-
Then a trace theorem (see Métivier [83], pp. 23-27) gives

Cst(HVqu + HA_132VuH2)
1

VH

IN

|VU|Z:0‘H—1/2

IN

Cst( + 1)HV‘)‘(7zuH2.

This finally gives the estimate

1 1+
A7) [Vl <€ (Falahym el ) (2195 b+ XV,
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STEP 4. L2-estimate on AV Lu (s > 0). We define v = A®u. Multiplying (A1) by A®
on both sides, we obtain

{ V. PPV v =p? Vx.-h inRYx(0,1),

(A.8) v=0 on {z =1},

v =V - AV + pi?egp1 - h on {z =0}
with p?h = p?A%h — [A®, P“]V%zu. We can use Step 3 with v and obtain

V5 .0ll, < € (FealGilypnes €2l Galypne) (12]|A°V iz - B[, + [[[A%, PV,
1+
|V

Hs+1/2> .

We obtain the commutator estimate thanks to Theorem 6 of [69]: for s > —%l and tg > %l,
we have

(A%, Alglly < ooV |l rmatos-y 9] o

In our case, it gives

1
18, P19l < Cu (0l

Hmax{to+2,s+l}762|CQ Hmax{to+2,s+l}> HAS_1V§7Z’LLH2.
We finally get an estimate on |’ASV§7ZUHQ in terms of |’As*1V§7zuH2. Step 3 is the case
when s = 0. By induction and by interpolation when s € (0,1), we obtain the following
relation for all s > 0:
(A.9)

HASVIL;(7ZUH2 S Cs,to (%a EI{CI{Hmax{tOJst«rl}a62‘<2{[{max{tg+2,s+1}) (,U'QHASVX,,Z : hH2

1+/E

+—% v

Hs+1/2> .
STEP 5. L*-estimate (s > 0) on A*0, V% u. (AJ) gives the formula

2
14+p1| Vs
—“‘hlj—ﬁgu = ,uQV‘)‘(’Z -h—puV - (hVu— Vsi10,u) + ,u(?z(Vil -Vu)
141 Vs
_az ( Ll ‘ ) azu7
from which we deduce
1

[8002ul, < € (Gl hynes lhyne ) (21A°F o B, + VA9 Ll ).

Thus, we have the estimate
1
[3°0:9% ul, < © (Fl6ihy el - ) (1A Bl + VANV ),

and Step 4 allows us to conclude

HASBZV'L;QZUHQ S Cs,t() (%7 €1 ‘Cl {Hmax{t0+2,s+2} y €2 ‘CZ {erlax{t0+2,s+2}) (,LL‘2 Hh‘
+1|V

Hs+1,1

Hevar2)
A.3. Proof of the inequalities. To obtain the first estimate, we remark that
G1(v1,¥2) + Ay + Az) = Opuysy — pug
with ug := |e1 V(1|2 (h1AY1 — €2(a - Vap1 + V - (haVahy)). Tt is straightforward to check that

Hs+2>

Hs+1s ‘v¢1

Hs+20 {VT;ZQ

1
{UO Hs < C (E,ﬁ‘b Hs+1,62{<2 Hs-o—l,El{Cl
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so that we just have to bound ‘8nu‘Z:1|Hs. We now use the trace theorem to get

1
|anu\z:1‘Hs < C <E’ €1 ‘Cl‘wl,oo’ €2|<2|W1,oo> (N‘vu|z:1‘H5 + ‘8zu\z:1‘Hs)
1 0
< C Evel‘Q‘Wl’w’e?‘C?‘Wl,oo \/EHVX,zuHHHI/QvO
(A.10) +Hazv!)t(7zuHHs—1/2,o>-

The estimates obtained in Steps 4 and 5, together with (A2) and (A4), give immediately
the desired result.

To obtain the second estimate, we have to carry on the proof with the higher order
approximate solution obtained in section 2.2]

~ ,2
im0y - o,

and we would obtain the estimates exactly as above. We omit this technical step.
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Abstract

We study here some asymptotic models for the propagation of internal and sur-
face waves in a two-fluid system. We focus on the so-called long wave regime
for one-dimensional waves, and consider the case of a flat bottom. Following
the method presented in [16] for the one-layer case, we introduce a new family
of symmetric hyperbolic models, that are equivalent to the classical Boussi-
nesq/Boussinesq system displayed in [30] and rigorously justified in Chapter
We study the well-posedness of such systems, and the asymptotic convergence
of their solutions towards solutions of the full Euler system. Then, we pro-
vide a rigorous justification of the so-called KdV approximation, stating that
any bounded solution of the full Euler system can be decomposed into four
propagating waves, each of them being well approximated by the solutions of
uncoupled Korteweg-de Vries equations. Our method also applies for models
with the rigid lid assumption, using the Boussinesq/Boussinesq models intro-
duced in [17]. Our explicit and simultaneous decomposition allows to study in
details the behavior of the flow depending on the depth and density ratios, for
both the rigid lid and free surface configurations. In particular, we consider
the influence of the rigid lid assumption on the evolution of the interface, and
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specify its domain of validity. Finally, solutions of the Boussinesq/Boussinesq
systems and the KdV approximation are numerically computed, using a Crank-
Nicholson scheme with a predictive step inspired from [12] [13].

1. Introduction

FIGURE 1. Sketch of the domain.

1.1. Motivation of the problem. This chapter deals with different asymptotic mod-
els for the propagation of weakly nonlinear internal waves in a two-fluid system. The system
we study consists in two layers of immiscible, homogeneous, ideal, incompressible and ir-
rotationnal fluids under the only influence of gravity. Since we are interested in KdV
equations, which are unidirectional, we focus on the one-dimensional case, and the bottom
is assumed to be flat (see Figure [I]).

Let us denote by p; the density of the upper fluid and d; its depth, ps the density of
the lower fluid, and ds its depth, a; the typical amplitude of the deformation of the surface
and a9 the one of the interface, and finally A is a characteristic horizontal length, say the
typical wavelength of the interface. Then the regime of the system is described by the
following dimensionless parameters:

ay i p1

as dl dl
€1 d1a€2 d; € (Oa )a 12 A2 € (Oa +OO)’ ds € (Oa + )’ Y 2 € (Oa )

The governing equations of such a system, that we call “full Euler”, have been obtained
in [40]; we briefly recall the system in Section [[3] below. This system is strongly nonlinear,
and remains complex, for its direct study as well as for numerical computations. That is
why the derivation of approximate asymptotic models has attracted lots of interests in the
past decades. We focus here on the so-called long wave regime, where the dimensionless
parameters €1, €2, and p are small and of the same order:

€1N62N,u<<1.

The long wave regime for the one-fluid system (water wave) has been considerably
studied, and has led to many approximate equations. Among them, of particular interest
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are the Boussinesq systems (from the work of Boussinesq [19), [20]), and the KdV approx-
imation (from Korteweg and de Vries [62]). The latter model states that any solution
of the one-layer water wave problem in the long-wave limit splits up into two counter-
propagating waves, each of them evolving independently as a solution of a KdV equation.
A justification of such models has been investigated among others by Craig [33], Schneider-
Wayne [104] and Bona-Colin-Lannes [16]. The study of internal waves followed quickly.
When the surface is assumed to be fixed as a rigid lid, the KdV equations related to
such a system have been formally obtained by Keulegan [60] and Long [77]. The related
Boussinesq-type systems have been justified (among many other asymptotic models) by
Bona-Lannes-Saut [17]. When the surface is not rigid and allowed to move as a free sur-
face, it is known that there exist two different modes of wave motion, corresponding to
different linear phase speeds (see Kakutani-Yamasaki [56], Leone-Segur-Hammack [76],
Michallet-Barthélemy [86] and Craig-Guyenne-Kalisch [35] for example). Accordingly, the
KdV approximation states that any deformation of the surface and/or the interface will
split up into four waves, each of them being lead by KdV equations.

However, to our knowledge, the four KdV equations related to the problem have never
been revealed simultaneously, neither rigorously justified with a convergence theorem. Such
a precise and complete decomposition allows to directly compare the different models. In
particular, as an application of our results, we present an in-depth study of the influence of
the rigid lid assumption on the evolution of the interface, and therefore assert the domain
of validity of such a hypothesis.

An intermediate result for the construction of the KdV approximation is the full justifi-
cation (in the sense of well-posedness, and convergence of the solutions towards solutions of
the full Euler system) of symmetric coupled models, that are equivalent to the Boussinesq-
type models derived by Camassa-Choi [30], Craig-Guyenne-Kalisch [35] and Duchéne [40].
The latter systems are justified only by a consistency result, and the stronger properties
of the symmetric models make them interesting by their own.

The construction and rigorous justification of the symmetric Boussinesqg-type models
and the KdV approximation are the main motivation of this article.

1.2. Main results and outline of the chapter. Our study applies the methods
of [16] to the case of internal waves, and accordingly uses as direct supports the full Euler
system and the Boussinesq/Boussinesq model obtained in [40]. The derivation of the full
Euler system as governing equations of our problem is quickly explained in Section
The full Euler system is consistent with the Boussinesq/Boussinesq model at order O(u?),
provided that e;, e = O(u); this result is recalled and precisely stated in Proposition 211
below.

The first step of our study lies in the construction of symmetric systems, obtained
from the original Boussinesq/Boussinesq model by using a first order symmetrizer, and
withdrawing the O(€?) terms. Section Bl is dedicated to the construction, analysis and
justification of such models. The systems we obtain are of the form

<SO +e(S1(U) - Sﬁi))@tU + (20 +e(B(U) - Eg@i))@U —0,

with U(t,z) € R?, symmetric matrices So, 2o, Sa, Lo € My(R) (Sp and Sy being definite
positive), and linear mappings S;(+) and ¥ () with values in real symmetric matrices. The
well-posedness of such systems over times of order O(1/e) is stated in Proposition The
convergence of their solutions towards solutions of the full Euler system is then proved to
be of order O(e), for times of order O(1/¢), in Proposition 2.8

From these models, using the classical WKB method, we prove in Section 3] that a
rougher approximation consists in four uncoupled KdV equations, that is to say that any
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bounded solution of the full Euler system in the long-wave limit splits up into four propa-
gating waves, two of them moving to the right at different speed, and the other two moving
to the left, each of them approximated by independent solutions of KdV equations. Our
main result is Theorem Bl which states explicitly the decomposition, and precise the con-
vergence rate between bounded solutions of the full Euler system and the solutions of the
KdV approximation. The case of the rigid-lid configuration can be treated in the same
way, and is quickly tackled in Section

The complete, simultaneous decomposition of the flow, and its rigorous justification,
is a key point for the comparison with different models. In particular, we present in Sec-
tion B4l an in-depth study of the behavior of the flow predicted by the KdV approximation,
depending of the density ratio v and the depth ratio ¢, for both the rigid lid and free surface
configurations. As a result, we show that the rigid lid hypothesis is valid only for small
density differences between the two fluids. To our knowledge, this fact has never been

established, thought it has been addressed for example in [60] [86].

Finally, the Boussinesq/Boussinesq models and the KdV approximation are numeri-
cally computed and compared for different initial data and parameters in Section @ The
numerical schemes we use are based on Crank-Nicholson methods, with a predictive step
in order to deal with the nonlinearities. Such a scheme has been introduced by Besse
and Bruneau in [12], 13]; it is formally of order 2 in space and time, and appears to be
unconditionally stable. The precise schemes in our framework are presented in Section .11

1.3. The full Euler system. Let us recall here briefly the governing equations of
our system (see [40] for more details). The velocity fields of an irrotational flow can be
expressed as gradients of potentials (that we call ¢; for the upper fluid and ¢9 for the lower
fluid). The conservation of mass, together with the incompressibility of the fluids, yields
Laplace equation for the potentials. The momentum equations of the Euler equations can
then be integrated, which yields the Bernoulli equation in terms of potentials. The system
is finally closed by kinematic boundary conditions (stating that no particles of fluid cross
the bottom, the surface or the interface) and pressure laws (the pressure is assumed to be
constant at the surface, and continuous at the interface, see Remark below). Thanks
to an appropriate scaling, the two-layer full Euler system can be written in dimensionless
form.

The key point is then to remark that the system can be reduced into four evolution
equations coupling Zakharov’s canonical variables [122], specifically the deviation of the
free surface and interface from their rest position (respectively (i, (2), and the trace of the
velocity potentials of the upper fluid evaluated at the surface (namely ) and of the lower
fluid evaluated at the interface (namely v;). The system is then given by

aatCI - iGl(T/)lﬂh) = Oa
0yGo — ﬁGzle =0,
(11) 8158&:7/}1 + aaa:<1 + %8$(’8$1/}1’2) - MEQaa:Nl — O,

8t(aa:¢2 - ’YH(th/}Z)) + (1 - 'Y)amCQ + %8$(’8$¢2’2 - 'Y’H(wth)P)
_/1'628@‘-/\/-2 — Oa

with o = i—; and where N7 and N5 are given by the formulae

N = (G101, 92) + €0:10:41)?

T 2 dadaP)
N, = G2 + 20:G0a) — (Gt + 2B GH (Y, ¥))
B 2(1 + ple20:(2[?) '

and with G7 and G the Dirichlet-Neumann operators and H the interface operator, defined
as follows.
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DEFINITION 1.1. For (1, ¢ € W2®(R) and 0,11, Oytbo € HY2(R), the operators Gy,
Gy and H are defined by

GaleaCalthr = (0,02 — pe20,(20,$2)

z=egCp
GilerCr, e2Q) (Y1, ¢2) = (0201 — pe10:C10201) |y, ¢,
Hle1Cr, €9Ga) (¥1,%2) = 02 (01 |y, )
with ¢1 and ¢o the unique solutions of the boundary problems
(1.2)
AL Lo =0 in Qb Al.pr1=0 in QU
G2 = 1o on {z = €22},  and ¢1 =11 Caleacalu on{z=1+e(1},
0,09 =0 on {z = —%}, On1 = V% on {z = €22}

Here, we denote respectively by QY = {(z,2) € R% ea(a(t,z) < 2 < 1+ e1(1(t, )} and by
Qb = {(z,2) € R?, =} < 2z < e2(a(t, @)} the domains of the fluids, by Ak . = pd? + 92 the
scaled Laplace operator, and by Oy the upward conormal derivative:

1
z=¢€ = (8 ¢ - /’[/626 CQa ¢) z=¢€ °
2¢2 1+u€§\3xC2\2 z T T 262
The domains of the two fluids are assumed to remain strictly connected, i.e. there
exists hmin > 0 such that
(1.3)

1
Ve eR, hi(x)=1+em(x) > hmin > 0 and hz(l‘)Eg—i-EQ?]Q(.%') > hmin > O.

(0n9)

This assumption is necessary in order to obtain the consistency of the full Euler system (1))
with the Boussinesq/Boussinesq model (21]), as seen in [40], and recalled in Proposition 2]
below. We do not always precise this assumption thereafter.

REMARK 1.2. Fven if the Cauchy problem associated to the Fuler system at the interface
of two fluids of different positive densities is known to be ill-posed in Sobolev spaces in the
absence of surface tension (as Kelvin-Helmholtz instabilities appear), Lannes [T0] proved
thanks to a stability criterion that adding a small amount of surface tension guarantees
the well-posedness of such a problem, with a time of existence that does not vanish as the
surface tension goes to zero, and thus is consistent with the observations. The stability
criterion states that the Kelvin-Helmholtz instabilities appear for high frequencies, where
the regqularization effect of the surface tension is relevant, while the main profile of the wave
that we want to capture is located in lower frequencies, and is unaffected by surface tension.
Consequently, we decide to neglect the surface tension term, as its effect does not appear
m our asymptotic models.

Furthermore, we know from Theorem 5.8 of [T0Q] that in the long wave regime, there
exists uniformly bounded solutions of the full Euler system for times of order O(1/u) (again
with a small amount of surface tension) in the rigid lid case. With this result in mind, we
assume in the following that smooth, uniformly bounded families of solutions to (L], whose
existence is assumed in Proposition[Z.8 and in Theorem [31], indeed exist.

2. Derivation and analysis of Boussinesq/Boussinesq models

As said in the introduction, the starting point of our study is the Boussinesq/Boussinesq
model, obtained from (I]) thanks to an asymptotic expansion of the operators G, G2 and
H (see [40]). In order to simplify the notations, we assume that the small parameters of
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the long wave regime are equal (the general case can easily be obtained by modifying some
constants) and set

€1 = €6 = =€ KL 1.
The Boussinesq/Boussinesq system, in the one-dimensional case, can then be written using
the convenient set of variables (11,12, u1,u2) = ({1 — (2, (2, 0211, 0x12) as

O + Oy (haur) = 0,

Oz + Oz (haug) = 0, . .
(21) atul + 3x(?71 + 772) + E(U,laxul — gagatﬂq — %8§aﬂ£2) = 07
1+ 370
Opug + Op(ym +m2) + E(UQ@;BUQ — TJ@%@Z@ — %8§8tu1) =0,
where hy = 1+ en; and hy = % + eng are the respective nondimensionalized depths of

the upper and lower layer. Let us recall the following consistency result, that have been
obtained in [40, Proposition 2.15]|

PROPOSITION 2.1. Let U = (m,m2,u1,u2) be a strong solution of system (L),
bounded in Li’oo([O,T];HS‘HO) with s > 1 and to > 9/2, and such that [L3) is satisfied.
Then U satisfies 21) up to a residual R bounded by

1
‘R|L°°HS < 6200<E’|U‘Lt1’°°H5+t0)'

REMARK 2.2. Here, and in the following, we denote by Cy(A1,A2,...) any positive
constant, depending on the parameters A1, Ag, ..., and whose dependence on Aj is assumed
to be nondecreasing. Moreover, for 0 <T < oo and f(t,x) a function defined on [0,T] x R,
we write f € L¥([0,T]; H®) if [ is uniformly (with respect to t € [0,T]) bounded in
H® = H*(R) the L2-based Sobolev space. Finally, one has f € Ly™([0,T); H®) if f €

L>([0,T); H®) and O,f € L>([0,T); H*~1). Their respective norm is denoted | . ‘LOOHS and

‘ ’ ‘Ltl’ooHS'
2.1. A new family of symmetric models. In order to prove the well-posedness of
hyperbolic systems as (ZI]), one can use energy methods, that require symmetries of the

system. Although our system is not entirely symmetrizable, we show in this section that
it is equivalent (in the sense of consistency) at order O(e?) to a system of the form

(2.2) (SO +e(Sy(U) — Sgag))atU v (20 +e(D(U) — 228§)>8$U —0,
which satisfies the following crucial properties:

ASSUMPTION 2.3. i. The matrices Sy, Xo, S2, X2 € My(R) are symmetric.
ii. S1(-) and $1(-) are linear mappings with values in My(R), and for all U € R*, the
matrices S1(U) and X1(U) are symmetric.
iii. Sy and Sy are definite positive.

REMARK 2.4. We sometimes write the system (Z2) under the form
(2.3) P.(U,0:)0:U + Qc(U, 05)0,U = 0,
with P(U,0) = So + €(S1(U) — $20%) and Q(U,d) = o + €(21(U) — £20%).

First of all, let us point out that system (2.1]) is only one among many other Boussinesq-
type systems. In [14], Bona, Chen and Saut studied in the one-layer case a three-parameter
family of Boussinesq systems, which are all approximations to the full Euler equations at
the same order (in the sense of consistency). The same structure applies also in the two-
layer case, and we describe it quickly below. We then exhibit first order symmetrizers
adapted to each of the Boussinesq-type systems, and leading to systems of the form (22).
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All of these models are equivalent in the sense that the original Boussinesq/Boussinesq
system (1)) is consistent at order O(e?) with any of the systems presented in this section,
as stated in Proposition

As a first step, one can use the following change of variables:
(2.4) vy = (1 —€azd?) tuy, and vy = (1 —e010?)  (uy + €a10%v),

with a; € R and as,by > 0, and one recovers the three-parameter family of Boussi-
nesq/Boussinesq systems introduced in [40].

Then, as it has been achieved in [14], one can also use the classical BBM-trick [10],
and inherit new choices as parameters. This trick is based on the following calculations:
since we have from (2] at first order

(2 5) atnl = —0,v1 + 0(6), a25772 = _%611)2 + O(E)’
' o1 = —0x(m +n2) + O(e), Oy = =0 (ym +m2) + O(e),

we can deduce the following, with the parameters \; € [0,1] (i =1...4),
DBvy = M\2v1 — (1 — X)D20m + Ole),
Dvy = Xa2vy — 6(1 — Ap)020yma + Ofe),
D201 = (1 — X3)020,v1 — X302 (11 + 1m2) + O(e),
97009 = (1 = \)33002 — M (v + 1) + O(e).

In the end, one obtains the following system, formally equivalent to (2]]) at order
O(€2):

(2.6) WU + Ao0,U + e(A(U)9,U — A 02U — A2020,U) = 0,
denoting U = (11,12, v1,v2) and
0 0 1 0 vy 0 m O
0 0 0 1/0 |0 v 0
A=1719 o | A=, 0 v 0]’
v 1 0 0 0 0 0 wy
0 0 B Aoy
Ay = 0 0 0 —)\2% ’
—)\3b1 — )\4"}/@1 —)\3b1 — )\4@1 0 0
AP — X33 —Ayfa — A33 0 0
(1 — )\1),81 5(1 — )\2)0[1 0 0
.A . 0 (1 — )\2)0[2 0 0
2= 0 0 (1 — )\3)[)1 (1 — )\4)(11
0 0 (1=2A3)3 (1=XA1)Be

with the parameters 5 = % — by, aq = % —ay, ag = # —as and By = as + 1, so that the
system depends on the real parameters a1, ag, by, and \; (i = 1...4), that can be chosen
freely.

In order to derive a system of the form (Z2)), we exhibit a good symmetrizer of (2.0,
that is to say

S(U) = Sy + eS1(U) — 5,02,
such that when we multiply (2.6) on the left by S(U), and withdrawing the O(e?) terms,
we obtain a system (2.2]) satisfying Assumption
The symmetrization of the one-layer shallow water system is well known, and consists
in multiplying the velocity equation by the water depth. An adaptation of this to our
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two-layer model leads to

v v 0 O 0 0 ~v1 O
_ |1 0 0 _ 0 0 0 v

(2.7) SO = 0 0 ~y 0 and Sl(U) = o 0 i 0 s
0 0 0 1/¢ 0 w2 0

so that Sy and Y9 = Sp.Ap are symmetric, and for all U € R* the matrices S;(U) and
Y1 (U) = S51(U)Ag + SoA(U) are symmetric. Moreover, Sy is definite positive for § > 0
and v € (0,1): its eigenvalues are

v, 170, and 1/2(1 4+~ £ /(1 —7)2 +442).

Then, one can check that when we set

at+ (@ —1+7)b 0 0 0

o _ a+ ob 0 0 0
2= 0 0 a+ ((5 — 1)b + ’7(()1)\3 — )\151) b+ v a1
0 0 ’7(;\_3 o )\2a1) >\452g>\2a2

with @ = ((1 — Xa)ags — (1 — A\)B1) and b = v(1 — A9)ay, then Sy = SpAs + Sy and
Yy = Sp Ay + So Ay are symmetric. Then for any K € R, we can substitute Sy + K Sy for
Sy, and one has again Ss and ¥y are symmetric. Moreover, since Sy is definite positive,
one can choose K big enough for S5 to be definite positive.

Therefore, when we multiply Z8) by S(U) = Sy + €S1(U) — €(Ss + K Sp)d2, and
withdrawing the O(e?) terms, we obtain the perfectly symmetric system (22)).

Using the above calculations, it is now straightforward to obtain the following consis-
tency result:

PROPOSITION 2.5. Let U = (n1,m2,u1,u2) be a strong solution of system (1)) such
that V- = (n1,m2,v1,v2), given by the change of variables 24, is uniformly bounded in
L;>°([0,T); H515) with s > 1/2. ThenV satisfies (Z8) and Z2) up to a residuals bounded
by €2Cy in the sense of L°H® norm, with

1
CO - CO(a17a27 bla Ka 0+ g) ‘V‘L;voo([QT};HerS)-

PROOF. The first step in order to obtain (2.0) from (ZI)) is to use the change of
variables (24]). Thus, when replacing in u; by vy —eb; 8%1)1 —ealagvg and us by vo —eagagvg,
we obtain straightforwardly that V satisfies ([2.6]) in the case 1—A; = 1—=Xy = A3 = Ay =0,
up to terms of the form

6289%(915]0, ezam(faig) and e3a$((a§f)2),

where f and g are components of V. Using the fact that V is bounded in Li’oo([O, T); H519),
and H*(R) is an algebra for s > 1/2, the remaining terms are clearly uniformly bounded
by €2Co(a1,az, b, K, + %,) V\Li,mHsﬁ.

In the same way, when we substitute the relations of the BBM trick (Z3) into the
third-derivative terms of the equations, we obtain (2.6 up to extra terms bounded by
6200(0,1, ag, bl, %){V‘L%’OOHM%'

Finally, in order to obtain (Z2), we multiply (Z8) by Sp + €S1(V) — €(Sa + K.S0)02,
and withdraw the terms

E(S1(V) = (S2 + K S0)02) (A(V)0,V — A192V — A20,02V).

Each of these terms are clearly bounded by €2Cj, since H*(R) is an algebra for s > 1/2,
and

[AWV)O:V | < ColV | o ggorss [S1(V)] oo < ColV ] o o
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and [A18}V ], + [A20007V | o < ColV] oo o
Therefore, the system (Z.I)) is consistent with the system (Z2)) at the precision €2Cy. [

2.2. Well-posedness and convergence results. The system (22]) is a symmetric
hyperbolic system, and can be studied using classical energy methods. We first prove in
Proposition that such a system is well-posed over times of order O(1/€). The proof
uses in particular an a priori estimate of the solution, in an adapted norm:

U = [V + U

Then, using a consistency result with energy estimates, we show that the solutions of our
models converge towards bounded solutions of the full Euler system, assuming that such
solutions exist (see Remark [[2)).

Here and thereafter, we fix 0 < Ymin <7 < Ymax < 1 and 0 < dpin < 0 < dpax < +00.
The limit cases (§ — 0,00 and v — 0,1) demand other scalings in the nondimensionaliza-
tion than the ones presented in [40] (see Section A of [70] for example) and correspond to
different regimes, such as the deep-water theory (from Benjamin [9] and Ono [95]), and lead
to different models (see for example [35), 7] in the rigid lid configuration, and [105), [61), 98]
in the free surface case). In all of these cases, the calculations of our justification break:
the dependence of the constants CO(W’ §+3) = C'O(HSO| , | Syt H) in the following the-

1
-
orems prevents the parameters to approach the limits.

In the same way, the following constants Cy also depend on the set of parameters
(a1,a2,b1, K, \;) (1 =1---4). We decide to fix these to constants once for all, and do not

write explicitly this dependency, in order to simplify the notations.

We now state the well-posedness of our symmetric Boussinesq/Boussinesq model.

PROPOSITION 2.6. Let U € H*'l with s > 3/2. Then there erists a constant
Co = C’o(ﬁ,é—i- 1) >0 such that for e < ¢y = (Co|U®| yor1) 71, there exists a time
T > 0 independent of €, and a unique solution U € C°([0,T/¢); HEt1) N CY([0,T/e); HE)
of the Cauchy problem 22) with U |,_, = U°.

Moreover, one has the following estimate for t € [0,T/€]:
|U0‘H§+1

1 - Co|U®

(2.8) U] oo o,y + 100U | oo 0,11y < Co

Hg-l»l Et

We postpone the somewhat technical proof to Appendix[Al The key ingredients of the
proof are quickly presented in the following remark.

REMARK 2.7. The condition s > 3/2 is necessary in order to obtain estimate (2.8,
and thus the well-posedness over times of order O(1/€). One could obtain, using the exact
same method as in the proof, the same result over times of order O(1), with the sharper
assumption s > 1/2 (which is the standard regqularity for one-dimensional hyperbolic sys-
tems).

The smallness condition (6|UO‘H€S+1 < Co™') is also necessary, for the nonlinear terms

in S1(U) to remain negligible when compared with Sy. Indeed, under this condition, the
energy of the system [22), defined by

EJU) = 1/2(SoA U, A*U) + ¢/2(S1(U)AU,A°U) + €/2(S2A*0,U, A*0,U),

s uniformly equivalent to the ‘ . ‘HSH norm, that is to say there exists a > 0 such that
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Moreover, the smallness condition on e‘UO|H5+1 allows us to prove that the operator
P.(U,0) = So+¢€(S1(U) — 520%) : Ht! — {51

is one-to-one and onto, and that P.(U,0)"'Q.(U,d) is uniformly bounded H? — H?. This
leads to

|0:U |y, = |Pe(U,0) 7' Qe(U, 0)0,U | 5, < ColU| 1.

Both of these properties are crucial in order to prove estimate ([2.8).
The existence and uniqueness of the solution of the Cauchy problem follow from the a
priori estimate, using classical methods.

Using the previous Proposition, and the consistency of the full Euler system (L1]) with
our symmetric Boussinesq/Boussinesq model ([Z2]), one can now easily deduce the following
convergence Proposition:

PROPOSITION 2.8. Let s > 3/2, € >0 and U = ((1,2,11,%2) be a solution of the full
Euler system (L) such that V = (n1,m2,v1,v2) € CU[0;T/e); HETY) N CH([0; T /e); HY)
defined by

V = (1 — G, Co, (1 — €0 02) " H(0pth1 + €a10212), (1 — €a20?) " 0y1b0)

is uniformly bounded in Ly™°([0,T/€]); H**3) and (L3) is satisfied. We assume that € satis-
fies the smallness condition of Proposition[Z.8, and denote by Vg the solution of the symmet-
ric Boussinesq/Boussinesq system ([2.2), with the same initial value Vg|,_, =V |,_, = V°
and the same domain of existence. Then one has for all t € [0,T /€],

2
‘V - VB{Loo [0 t],Herl) S € tCO?

with Cy = C’o( 0+ 5, |V|L1 oo prst5, L). In particular, one has

Pamin 7(1 )’

|V—VB < eCy,

|L‘X’([Off/el;H?“)

with Cy independent of €.

PROOF. Let us first point out that the full Euler system (LI]) is consistent with (22
at the precision €2Cy, that is to say that for any solution U of the full Euler system such
that V e CO([0; T/e); HStHYNC([0; T/€); H*) is uniformly bounded in L™ H*+2([0,T'/€]),
then V satisﬁes (IZZI) up to a residual bounded by €2Cj in the sense of L H* norm, with
Cy = C’o( ,0 + 5, V‘Ll s p7s15)- Proposition ] states that the full Euler system is
consistent Wlth (1) at the precision €2Cp, and Proposition achieves the result.

Therefore, we know that V satisfies (Z2) up to €2f, with f € L>([0,T/¢]; H®), so that
R, = A*V — A*Vjg, A® being the Fourier multiplier defined by Asu(¢) = (1 4 |¢[2)*/24(¢),
satisfies the system
(S() — 652(9 )815R + EAS(Sl( )815R0 + Sl(Ro)atVB + ( 0— 6228:%)8st

—{—EAS(El( )6 Ry + El(Ro)a VB) = EZASf,

With [ f{ s 0 7m0y < Colimm 0 + 5 |V‘L1  prats)-

We can then carry on the calculations of Section [A-3] with the extra term €2ASf. We
obtain that there exists C’o(ﬁ, 0+ %) such that as long as

(2.9)

(2.10) €| Ro| ys1 < 1/Co,

one has the estimate

d

2
R
dt 0

(2.11) S E(R,) < €Co(|Va| . + V] )| Rol e + €(A°f,A°R,),
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with the energy E(Rg) defined by
E(RS) = 1/2(SORS,RS) + E/Q(Sl(RQ)RS,Rs) + 6/2(5261}23,61}23).

Now, since Sy and Sy are definite positive, the condition (2.I0) implies in particular
2.12 L Ro[2 < B(RY) < Co|Rol?
(2.12) ?0{ O‘H€s+1 < E(Rs) < Gy 0{H€s+1-

Thus, under this condition, and since Vg is uniformly bounded in L*(]0,7/¢]; H®)
with respect to € (from Proposition [2Z8]), one has

%E(RS) < €CoE(Ry) + €2Co|f] ;. E(Rs)Y?,

and Gronwall-Bihari’s Lemma leads to
E(Ry)'? < Coe| f 4. (" = 1),

Finally, since Ry |,_, = 0, and thanks to a continuity argument, there exists a time
T(Cy, |f|HS) > 0 such that (ZI0) holds for 0 < ¢ < T'/e, and the estimate of the Proposition
follows:

|Ro| s < COE(R)Y? < Coé| | ..

3. The KdV approximation

In this section, we offer a rigorous justification of the so-called KdV approximation,
from a class of symmetric systems that contains the symmetric Boussinesq/Boussinesq sys-
tem (2.2)). The KdV approximation consists in a decomposition of the flow into four parts,
each of the components being lead by a Korteweg-de Vries equation. The construction
of the KdV approximation is precisely explained in Section Bl Then, in Section B2l we
obtain the convergence rate between the solutions of the coupled systems and the solutions
defined by the KdV approximation. As a consequence, when we combine this result with
the convergence Proposition 2.8 it follows immediately that any strong solution of the full
Euler system existing over times O(1/¢) and bounded in a sufficiently high Sobolev norm,
is well approximated by the KdV approximation. More precisely, we state the following:

THEOREM 3.1. Let s > 3/2 and U = ((1,(2,%1,12) be a solution of the full Euler
system ([LI)) such that V = (n1,m2,v1,v2) € C°([0;T/e); HE1) N CH([0;T/e); HE) defined
by

V= (G-C. G, (1—eb10) 1 (0uh1 + eardava) , (1 — €az02) ' Outha )
is uniformly bounded in L} °°([0,T/e); H**3) and (3) is satisfied. Then there existdY
(e1,...,e4) a basis of R*, and coefficients c;, Ni, ju; (i = 1---4) such that, denoting by u;
the solution of the KdV equation

(3.1) Oy + c;0pu; + eNju;Opu; + e,ui@fjui =0
with w; |,_, = €;-SoV |,_, (So defined in (Z7)), one has for all t € [0,T/¢],

4
V- Zuiei{Lw([O,t];Hﬁﬂ) < eVitGy,

i=1

with Co = Co(fm=s 571557>0 + 5 [V [ f1oo grava)-

Yone has explicit expressions for the basis (e1,...,es) and the coefficients c;, \;, u;, that we display in
Remark page
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Moreover, if V satisfies (1 +2?)V |,_, € H**, then one has the better estimate

4
‘V - Zuiei‘L‘X’([O,T/e};Hﬁﬂ) < €Cy,
i=1

with G = Co(rms 517+ + 5|V e grosss [(L+ 2V g | esa)-

PROOF. The proof proceeds from different results of the chapter; the completion is as
follows. In Proposition B.I2] we prove the convergence between the solutions of systems
of the form ([B2) (thus containing symmetric Boussinesq/Boussinesq systems (2.2)) and
the approximate solution Uypp = 2?21 u;e; + €Uy, defined in Definition The residual
U; is then estimated in Proposition Finally, since we have from Proposition the
convergence between the solutions of the full Euler system (L)) and the solutions of the
symmetric Boussinesq/Boussinesq system (Z2]) with a better rate, the Theorem follows;

see also Remark B.13] below. O

REMARK 3.2. The difference on the convergence rate for different sets of initial values is
not simply a technical issue. Indeed, one can see in Figure[d, page[I14) that if the condition
of sufficient decreasing in space is not satisfied, the convergence will be worse than O(e).
Requiring the initial data (and thus the solutions of the KdV equations) to lie in weighted
Sobolev spaces guarantees that the nonlinear interaction between the four traveling waves
can be neglected. As a matter of fact, this condition on the sufficient decay in space of the
initial data appears also naturally for the KdV approximation of the one-layer problem, as

we see in [104, [16].

3.1. Formal derivation. The class of system that we now study is the following:
(3.2) (so +e(S4(U) - sgag))atU + (zo +e(2(U) — zzag))amU —0,
with the following hypothesis:

ASSUMPTION 3.3. i. The matrices Sy, Xo, S2, Yo € My(R) are symmetric.
ii. S1(-) and X1(+) are linear mappings with values in My(R), and for all U € R*, S1(U)
and ¥1(U) are symmetric.
iii. Sg s definite positive, and 56120 has four different non zero eigenvalues ¢; (i =

1...4).

REMARK 3.4. The symmetric Boussinesq/Boussinesq systems (Z2l) derived in Sec-
tion [21] immediately satisfy Assumption[T.3, with

14+6E£+/(1—0)2+4vy8
CZ':i\/ + (25 )+’Y.

Following the classical WKB method, we look for an approximate solution of the
Cauchy problem (B.2) with initial data U° under the form

Uapp(t,x) = Up(et, t,x) + €Uy (et, t, x),

with the profiles Uy (7, ¢, z) and €Uy (7,t,x) satistying Up|,_,_, = U% et Uy |,_,_, = 0.
We plug the Ansatz into ([B.2]), and obtain

(Soat + ana;)Uo + GSoaTUQ + G(Sl(Uo)atUo + El(Uo)aa;Uo — SzagatUo — EQ@?UO)
(3.3) +€(S00; 4+ X00,) Uy + 2R = 0.

We now deduce the equations satisfied by Uy(7,t,z) and Ui (7,t,z), solving (B.3) at each
order.
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At order O(1): We solve

(3.4) (S0 + X00,)Uy = 0.

We assumed that Sy is symmetric definite positive, and hence induce a scalar product:
(u,v) = u- Sov = ul Spv.

Since S, 159 is real and symmetric for the scalar product (+,+), it is diagonalizable in an
orthonormal basis. We denote by e; (i = 1...4) the basis vectors, which are the unitary
eigenvectors of 56120. By definition, they satisfy for 1 <4, 5 <4,

(ei,So’lEoeﬁ = ei-zoej = Ci(si,j, and (ei,ej> = ei-Soej - (51'7]‘,
with ¢; ; the classical Kronecker delta symbol. Therefore, when we define u; = e; - SoUy

4
(and hence Uy = Y u;e;), multiplying ([B.4]) on the left by e;, we obtain
i=1

(3t —l—ci@;)ui =0
for all i = 1,...,4. Finally, since u; satisfies a transport equation, we use the notation
(3.5) wi(r,t,x) = ui(T,x —cit) = w7, 24),

with initial data u;(0, ;) = e; - SoU°(x;).

At order O(e): We solve

(3.6) So0,Up + 21(Up)0,Ug + S1(Up)0: Uy — X003Uy — S2020;U + (S0 + £00,)U; = 0,

that we can splitﬁ in

(3.7) Orui + AuiOg,ui + ,ui@iui = 0,

with \; = e; - (El(ei) — ciSl(ei))ei and pu; = e; - ( — Yo+ cng)ei; and in the other hand,

(3.8) (Op+c¢i0z) (e, Ur)+ Z QU (T, t—cpt) Opuy (T, 1—cjt) = Zﬂijaguj(ﬂx—cjt),
(k) #(i5%) J#i

with g, = e; - (X1(eg) — ¢jS1(ex))e;j and fi; = e; - (X2 — ¢;S2)e;.

It is clear that u; satisfies (8.5) and (B.1), if and only if w;(et, ¢, x) satisfies the Korteweg-
de Vries equation of Theorem [B.1k

REMARK 3.5. In the specific case of symmetric Boussinesq/Boussinesq systems ([2.2)),
one obtains the following values for the coefficients:

1+6+/(1—0)2+ 490
(Ci)z‘e{l...4} = (C+, —Cq,C_,—C_), with ci — + ( )2 + 4y 7
26
: 3(2_5)03:4‘5—%—(1—7)
(Aidieqr.ap = (s As, Ams A), with Ay = 9 O4(ct —c2) ;
. et (1+ 2+ L) - 1) - 122
(,uz)ze{14} = (lu'f'a gy H—, _M—)7 with Mt = — ) 92 + — 0+1 ) :|:’
0 ¢t~ 250

2This splitting is in fact necessary. Indeed, the multiscale WKB expansion can be justified for times of
order O(1/e) only if the growth of the corrector term U, is sublinear. As we see in Proposition [3.9] thanks
to Lemma[38] the particular form of (3] allows to obtain a square-root growth, and even better if U° is
sufficiently decreasing in space.
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with O4 = \/25(03L —2)|cd — 1|. The unitary eigenvectors of Sy ' g are given by

1 _ 1
cy ct
1 |e —i 1 i—c
el = — s € = — )
7o, 1 7o, 1
2 2
dci — 0 dci — 0
1 1
C_— C—
N et
ey — —— — s ey = — —
T e | -1 ST |
5 —8c2 §—o6c2

Let us first remark that these coefficients only depend on ~ and §, so that neither
the change of variables (Z4) nor the BBM-trick (ZI) affect the coefficients of the KdV

approrimation.

It is also worth pointing out that the dispersion coefficients u+ cannot be zeros for
v € (0,1) and 6 > 0. Therefore, the KdV approximation cannot degenerate into Burgers-
type equations.

The coefficients of the KAV equation as an approximation to describe solitary internal
waves in the free surface case have already been introduced in [56], and then in |76, 82, [86],
and correspond to the ones we present here. In a slightly different regime, Craig, Guyenne
and Kalisch [35] obtained a model that consists in four independent propagating waves,
two of them satisfying the KdV equations of our slow mode waves (the other two being
solutions of the first order transport equation dyu + ¢ d,u = 0). We state here that in the
long wave regime, any bounded solution of the full Euler system can be decomposed into
four propagating waves, each of them being well approximated by independent solutions
of four KdV equations. This simultaneous decomposition of the flow is new, and allows to
compare with other models, such as Boussinesq-type models.

3.2. Rigorous demonstration. The strategy is the following. Using the previous
calculations, we define the approximate solution:

DEFINITION 3.6. Let U° € H*T2(R), with s > 1/2. We call approximate solution of
the system B.2) any function Ugpy(t,x) € CO([0,T/€); H*)* such that

4
(3.10) Uapp(t, ) =D uilt, )€ + €Uy (et t, ),

i=1
where (u;)i=1..4 is the solution of the four uncoupled KdV equations B3), with u;|,_, =
e; - SoU®, and the correcting term Uy is a solution of B8) with Uy | _,_, = 0.

We first prove that such solutions exist in the strong sense for sufficiently smooth
initial data, over times of order O(1/¢). Then we use estimates on Uy and Uy, to obtain a
consistency result. This result allows us to show that U,pp(t, ) indeed approximates the
solution of ([BZ) with the same initial data, at least at order O(e%/%t).

PROPOSITION 3.7. Let UY € H**2(R), with s > 1/2. Then, one has:
i. For alli=1...4, there exists a unique strong solution of the Cauchy problem (B,

with initial data u;|,_, = €; - SoU°. Moreover, there exists T > 0, such that one has
the estimate

4
1 1
Z {ui‘Loo([07T};Hs+2) < Co (7(1 _ 7)’6 + g) ‘UO‘Herz-

i=1
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ii. There exists a function Uy € L*([0,T] x R; H®), strong solution of [BS), with
Ul “r:t:() - 0

PROOF.  i. The existence and uniqueness of the solutions of ([B.7]) is classical: see [59]
for the local well-posedness of the KdV equation, and [32] for the global well-
posedness. One obtains the estimate as usual: as we multiply the equation (B.7))
by A%k, (with 3/2 < k < s+2) and integrate with respect to the space variable, one

obtains L d
i /Ak(ui@cui)Akuidx .
2dt .

Thanks to the Kato- Ponce Lemma, we manage to estimate the right-hand side as

follows:
1
/Ak(uiaxui)/\kuidx < '5/@:%(1\’“%)2 + /[Ak7ui]8$ui(/\kui)dx
R R R

and we conclude by applying Gronwall-Bihari’s lemma, that reads

(Akuz) dz =

< Co|uz‘|?}{ka

|ui|t:o ‘Hk
<C ,
|Hk o Ol—Cot‘u”t:O {Hk

so that the estimate of the proof follows for T" sufficiently small, since
1 1
; = le; - SU° <Co|———,0+=)|U° .
‘uz|t:0 {Hs+2 ‘el 0 ‘Hs+2 >~ L0 (7(1 _"Y)’ + 5) ‘ {Hs+2

Let us recall the notation ([B.5): we have proved that u;(7,t,2) € L®([0, T]|xR; H*+?),
with

[ui

4

1
; ‘ui{LOO([O,T]XR;HSJr?) = Co (m 0+~ ) ‘UO{HSJr?

ii. We can then exhibit Uy: let us write ([B.8]) under the form

(&t"‘ciam ezaUl Z fzgk T, t, x +Zall?gl_7 7— r—=cy )
(4,k)#(i,1) JFi

From the above estimate on u;, one has f;jx € L®([0,7] x R; H*™!), and g¢;; €
L*°([0,T]; H®). Hence, for s > 1/2, one can set

(@i, U (T t,x) = Y aysiia) Jo Fian(To 5,2 + ci(s — 1))ds
+ 24 ﬁ (9i5(T 2 — ¢jt) — g5 (1,2 — ¢4t)).
and U; satisfies the hypotheses of the Proposition: Uj(r,t,x) € L*(]0,T] x R; H?)
and Uy | __,_, =0.
O
We now prove that Up, which is the corrector term defined by (B.8]), and that contains
all the coupling effects between the different components, obeys to a sublinear secular
growth. The key point is given by the following Lemma, that proceeds from Propositions
3.2 and 3.5 of [67]:

LEMMA 3.8. Let u be the solution of
(3.11) { (O + cOp)u =g, v2) o vie f1,2) { (9 + i Jvi = 0

Ul =0 Vil = U?
with c1 # co, V9, 19 € H*(R), s > 1/2, and g is a bilinear mapping defined on R? and with
values in R. Then one has the following estimates:
. o . 1 o
i. Ifc=cy , then tlgglo %|u(t, -)|H5(R) =0.
.. 1
ii. If ¢ # ¢1 # ca, then %|u(t, -)|H5(R) =0(1).
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Moreover, if there exists a > 1/2 such that v9(1 + 22), and vJ(1 + 2*)* € H*(R), then
one has the better estimate
|U|L°°HS(R) < Coloh(1+ x2)a|HS(]R)|vg(1 + $2)Q‘H5(R)’
with Cy = Cy(e, 1, c2).
We are now able to give the following crucial estimate on U;:

PROPOSITION 3.9. Let s > 1/2 and U° € H**2. Then with Uy € L>=([0,T] x R; H®) a
strong solution of B8) with Uy |._,_, =0, one has the estimate:

|U1 |L°°([O,T] x[0,t];H*) < Covt,

with CO == Co(ﬁ,(s + %, |UO|H5+2).
Moreover, if UV satisfies U%(1 + x?) € H¥TL(R), then one has the uniform estimate

|U1|L°°([O,T]><]R;HS) S CO|UO(1 + xz)ﬁfsﬂ’

with Co = Co (575550 + 5+ [U°] jyera) -

PROOF. Let us decompose U; as a sum of functions as in Proposition B}
t

<ei7U1>(Tat7x) = Z fijk(T,$7.%'+Ci(S—t))dS
(k)£ (i0) *©

+Y . (933 (1,2 = ¢jt) — (gi(T, @ — cit))
i#

p C; — C]
- ¥ Uy
() #(i5%) J#i

with the functions f;;, and g;; coming from ([B.8) written in a simplified form:
O+ cida)(ei, Ur) = Y fir(rt,x) + Y Oagij(r, 2 — cjt).
(J,k)#(i,1) J#i

From Proposition 37, we know that the following bounds hold:

0
vr € [0,7], Z |fijk‘L°°([0,T]><]R;HS+1) + Z ‘gij‘LOO([O,T};HS) = CO|U ‘Hs+2’
(7,k)#(i,1) j#i
with Cp = CO(V(l—l—«/)’ 6+ 3). Therefore, one has

o, 7 1 1.0
Vi # 1, ‘V”‘LOO([O,T]XR;HS) < CO(M’(SJF g>|U | rova-
Moreover, again for j # ¢, we remark that f;;; can be written as
fiji(T,t,x) = aujui(T, o — cjt)0pui(T, 0 — ¢jt) = Oyhij (1,2 — ¢jt),

so that U%J has the same form as V%