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Chapitre 1

Introduction générale

Algorithms existed for at least five thousand years,
but people did not know that they were algorithmizing.
Then came Turing (and Post and Church and Markov and
others) and formalized the notion.

Doron Zeilberger

1.1 Reconnaissance de formes

Durant des dizaines de millions d’années d’évolution, les systèmes cognitifs de l’être humain
subissaient un développement continu de leurs capacités d’interprétation du flux d’information
acquis par les sens [70]. Ces systèmes cruciaux pour la survie permettaient l’identification de
visages, la compréhension de la parole, la lecture de l’écriture d’imprimerie ou manuscrite... En
intelligence artificielle, la formalisation algorithmique de cette faculté de la perception humaine
est à la base des fondements de la reconnaissance de formes. En effet, la reconnaissance de
formes se manifeste dans la plupart des activités quotidiennes de chaque individu, comme, par
exemple, la reconnaissance des lettres et des mots sur une enseigne publicitaire, la reconnais-
sance de son véhicule dans un parking, la compréhension d’une parole même en présence du
bruit, la reconnaissance de l’odeur du tabac dans une cafétéria, et beaucoup plus. Dans chacun
de ces exemples, les organes sensoriels envoient des signaux au cerveau qui les traite très rapi-
dement. Ce traitement consiste à faire correspondre le signal reçu avec un ensemble de modèles
déjà stockés en mémoire et décider auquel il correspond. En fait, les modèles stockés en mémoire
sont des connaissances que chaque individu a appris. Un individu ne peut en effet identifier que
ce qu’il connaît déjà. Il s’agit d’une implémentation neurobiologique de l’appariement de gabarit
(template-matching) [182].

La discipline scientifique de la reconnaissance de formes vise à élaborer un ensemble de
techniques informatiques capables de reproduire, et si possible de dépasser, les capacités hu-
maines de perception, visuelles ou auditives. L’objectif est de concevoir et de développer des
algorithmes qui puisse doter les machines de la capacité de la reconnaissance (identification)
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Chapitre 1. Introduction générale

des objets à partir de données brutes et l’affectation de chaque objet à une catégorie pertinente.
Naturellement, la délégation de la reconnaissance de formes à des machines est particulièrement
intéressante et utile pour traiter des tâches complexes dans la recherche scientifique et dans l’in-
dustrie. Des machines dotées d’une telle capacité trouveraient des nombreuses applications dans
divers domaines comme la médecine, le contrôle de procédés de fabrication, la vision par or-
dinateur, la lecture optique de documents (e.g. chèques bancaires) et le traitement de données
volumineuses d’images (e.g. satellites).

Fruit de plusieurs décennies de recherche, la reconnaissance de formes est, aujourd’hui, une
partie intégrante de la plupart des systèmes d’intelligence artificielle conçus pour la prise de
décision. En effet, très nombreuses applications de reconnaissance de formes sont maintenant
fiables et robustes pour des problèmes considérés autrefoisdifficiles à traiter. Nous pouvons
citer à titre d’exemples le tri automatique du courrier [90,241], la recherche d’images par le
contenu [243, 238, 262], la catégorisation de textes [223, 123, 281], l’identification de visages
[287, 155, 46], la reconnaissance de l’écriture manuscrite[189, 144, 104] et la localisation de
symboles dans des documents graphiques [179, 289, 210].

Généralement, un système de reconnaissance de formes procède en trois étapes [119]. La
première étape, dite de pré-traitement, consiste à isoler la forme à reconnaître. Il s’agit assez
souvent d’une phase de segmentation qui consiste à séparer l’objet concerné de l’arrière plan,
précédée par une phase de débruitage qui consiste à supprimer le bruit en vue d’obtenir des
objets aussipropresque possible. La seconde étape est une étape d’extraction decaractéris-
tiques qui consiste à effectuer un certain nombre de mesuresqui vont permettre de caractériser
l’objet concerné. La troisième étape consiste à exploiter la description de caractéristiques alors
obtenue une décision lors de l’étape de classification. La classification est une tâche essentielle
en reconnaissance de formes. L’objectif de la classification est d’identifier les classes auxquelles
appartiennent des objets à partir de caractéristiques. Dans la littérature, nous distinguons deux
catégories de classificateurs. La première correspond à la classification supervisée où les classes
sont connues et l’on dispose d’exemples de chaque classe. Typiquement, une phase, dite d’ap-
prentissage, est effectuée sur ces connaissancesa priori, appelés aussi base d’apprentissage, afin
d’extraire des règles d’affectation. En se basant sur ces règles, l’algorithme de classification de-
vient ainsi capable de déduire la classe d’un nouveau objet (inconnu). Alternativement, lorsque
nous ne disposons pas de cette connaissance, la classification est dite non supervisée. Dans ce
cas, il s’agit, sans aucune connaissancea priori ni sur le nombre de classes ni sur leur nature,
de répartir les objets en plusieurs catégories au sens d’unemeilleure compacité. Une façon de
procéder consiste à minimiser la similarité intra-groupe et à maximiser la similarité inter-groupe.

Une notion fondamentale dans la reconnaissance de formes, peu importe la méthode de
la classification, c’est la notion de la similarité. La similarité est utilisée en tant que mesure
de ressemblance entre deux objets. La quantification de la similarité repose principalement sur
la définition et la sélection des caractéristiques des objets impliquées dans l’estimation de la
similarité. Les caractéristiques sont des mesures, des attributs ou des primitives extrait de l’objet
et jugé pertinents par rapport à sa caractérisation. Ces caractéristiques constituent l’espace des
descripteurs dans lequel l’estimation de la similarité estréalisée. En effet, un objet A est d’autant
plus semblable à un objet B qu’il en est proche sur les caractéristiques qui décrivent ces deux
objets. Du point de vue mathématique, c’est par les différences de distance mathématique entre
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les caractéristiques de deux objets qu’on mesure leur degréde similarité. La description des
objets joue donc un rôle décisif dans la procédure du calcul des distances entre les objets. Dans la
littérature de la reconnaissance de formes, nous distinguons deux grandes familles d’approches
de description des caractéristiques : les approches statistiques et les approches structurelles.

1.1.1 Approches statistiques

Dans les approches statistiques, chaque objet est représenté par un vecteur de caractéris-
tiques. Concrètement, un objet est représenté par un vecteur de caractéristiques numérique de
taille d. Formellement, chaque objet est considéré comme étant un point dans un espace vec-
toriel réel de dimensiond (d-dimensionnel), i.e.o = (x1,...,xd) ∈ Rd. À titre d’exemple, nous
considérons l’image de la figure 1.1(a) et choisissons de procéder à l’extraction de caractéris-
tiques relatives aux couleurs. L’histogramme de couleurs [248] est utilisé pour la représentation
colorimétrique d’images. Un histogramme de couleurs d’uneimage est un vecteur àd éléments
(x1,...,xd) avecd qui est le nombre de classes couleurs considérées etxi qui dénombre la quan-
tité de pixels de chaque couleuri. Dans la figure 1.1(b), l’histogramme de l’image est présenté
avec cinq classes de couleurs (Rouge, Jaune, Vert, Bleu, Noir). Ainsi, le vecteur numérique
V=(4673, 116359, 11060, 19127, 5335) décrit l’image dans la figure 1.1(a) en se basant sur les
caractéristiques de son information couleur.

(a) Image originale

Rouge Jaune Vert Bleu Noir
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x 10
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5335
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116359

(b) Histogramme de couleur de l’im-
age originale. Chaque élémenti quanti-
fie le nombre de pixels ayant la couleur
correspondante ài

FIGURE 1.1 – Exemple de la représentation sous forme d’un vecteur d’une image.

L’utilisation de vecteurs de caractéristiques a de nombreuses propriétés utiles. En effet, les
distances entre vecteurs numériques, les notions de moyenne, de médiane et de centre sont in-
trinsèquement liées aux méthodes mathématiques que l’on peut appliquer dans un espace vecto-
riel. Toutefois, l’utilisation des vecteurs de caractéristiques a des limitations. En effet, dans une
application de reconnaissance de formes, les vecteurs de caractéristiques nécessitent, à notre
connaissance, des tailles identiques sans tenir compte de la taille et de la complexité d’objets.
De plus, l’utilisation de vecteurs de caractéristiques ne permet pas de décrire les relations qui
puissent exister entre les différentes parties d’un objet.
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1.1.2 Approches structurelles

Selon le neuropsychologue canadien Donald Hebb [110] : le système cognitif humain“n’
appréhende pas une forme dans sa globalité, mais il perçoit ses parties comme des entités dis-
tinctes” ayant une organisation spatiale spécifique qui joue un rôle important dans l’apprentis-
sage et la reconnaissance. Partant de cette idée, les approches structurelles se basent sur une
décomposition des formes en composants simples.

Dans les approches structurelles, chaque objet est représenté par une structure. Il s’agit ici
de définir un modèle structurel qui décrit à la fois les différents composants de l’objet et les
relations qui les lient. Cette représentation est caractérisée par une capacité représentative plus
expressive que celle via des vecteurs caractéristiques [33]. Parmi les structures de données qui
sont largement utilisées dans la reconnaissance de formes structurelle, nous distinguons parti-
culièrement les chaînes, les arbres et les graphes. Du pointde vue algorithmique, les graphes
généralisent un large ensemble de structures de données [22, 198], en particulier, les chaînes
et les arbres. En effet, une chaîne est un graphe dans lequel chaque nœud représente un carac-
tère, et où les caractères consécutifs sont reliés par une arête. Un arbre est aussi un graphe dans
lequel chaque paire de nœuds est connectée par un et un seul chemin. En outre, un vecteur peut
être aussi représenté par un graphe où les nœuds correspondent aux éléments du vecteur. Par
conséquent, les travaux sur les graphes sont applicables sur les autres structures de données.

La représentation d’objets sous forme de graphes offre deuxavantages majeurs par rapport
aux vecteurs caractéristiques. Premièrement, elle offre une riche représentation bien plus ex-
pressive que les vecteurs à travers la description explicite de la structure de l’objet par l’ensem-
ble de ses sous-structures et les interactions entre elles.Deuxièmement, le nombre de nœuds
et des arêtes n’est pas limitéa priori et peut être adapté à la complexité de chaque objet. En
outre, la comparaison de deux graphes de différentes tailles est possible.A contrario, dans la
représentation en vecteur caractéristiques, la comparaison entre les objets requiert généralement
des vecteurs de même dimension.

Grâce à ces propriétés, les graphes ont connu une large utilisation dans différents domaines
scientifiques [52]. Dans la reconnaissance d’images, la représentation sous forme de graphe a
particulièrement prouvé sa flexibilité sur une grande variété de types d’images (les documents
anciens, les plans électriques et architecturaux, les images naturelles, les images médicaux ...).
Les travaux qui ont eu recours aux graphes ont établi une représentation qui préserve l’infor-
mation topographique de l’image ainsi que les relations entre les composantes. Actuellement,
plusieurs approches dérivées des graphes pour l’analyse d’images ont été proposées, notamment
pour les systèmes de recherche par contenu, la segmentationet l’indexation.

Dans la littérature, plusieurs travaux [29, 128, 133] optent pour la représentation d’images
sous forme de graphe. À titre d’exemple, la figure 1.2(c) illustre une représentation de l’image
originale (figure 1.2(a)) sous forme de graphe en se basant sur une segmentation en régions
(figure 1.2(b)). Chaque nœudni du graphe représente alors une région de l’image et les arêtes
représentent les relations d’adjacence entre les régions.Notons que des informations supplé-
mentaires peuvent être ajoutées aux nœuds et/ou aux arêtes.Ces informations sont appelées des
attributs. Dans chaque nœud, les attributs peuvent contenir des valeurs numériques ansi que des
valeurs symboliques qui décrivent la région correspondante.
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(a) Image originale (b) Image segmentée en
régions

(c) Représentation sous
forme de graphe

FIGURE 1.2 – Exemple de représentation d’une image sous forme d’un graphe.

1.2 Problématique et contributions

1.2.1 Contexte et contributions

Les travaux de cette thèse se situent dans la cadre des approches structurelles de reconnais-
sance de formes. Précisément, la gestion de bases d’images représentées sous forme structurelle,
les graphes. Le choix de la représentation structurelle estjustifié par la grande capacité représen-
tative de cette structure des données (i.e. graphes) par rapport à la représentation statistique (i.e.
vecteurs). La première étape qui intervient dans l’étude del’application des graphes dans le do-
maine des images est de définir une stratégie d’extraction degraphes représentatifs. Ensuite, il
faut définir des fonctions nécessaires à la manipulation desbases de graphes. L’une des fonctions
cruciales pour manipuler les graphes est la fonction de calcul des distances entre graphes. En ef-
fet, le calcul de distances entre graphes est un problème ouvert dans la littérature. De plus, il est
NP-difficile dans le cas général. La plupart des solutions proposées dans la littérature présentent
différentes limites d’utilisation telle que la taille des graphes, la prise en compte d’attributs, le
temps de calcul, etc. Dans cette thèse, nous proposons une nouvelle méthode de calcul de dis-
tance de graphes. Outre la distance, le domaine des graphes souffre d’un manque d’algorithmes
de classification (non-)supervisée appropriés. Cette thèse présente un ensemble de contributions
dont l’objectif est de proposer des algorithmes et des stratégies de classification (non-)supervisée
appropriés au domaine des graphes. Ensuite, une méthode d’indexation de graphes est proposée.
Cette méthode permet aussi bien l’indexation d’une base de graphes que la navigation dans une
base d’images représentées sous forme de graphes.

La figure 1.3 illustre nos contributions à travers un systèmecomplet de reconnaissance d’im-
ages à base de graphes. À partir d’une base d’images, nous utilisons des méthodes de la lit-
térature pour extraire les graphes représentatifs. Ensuite, les contributions de cette thèse sont
appliquées sur ces graphes :

– En premier lieu, nous proposons une nouvelle approximation de la distance d’édition de
graphes basée sur la notion de signature de nœuds.

– Ensuite, nous introduisons un algorithme de plongement degraphes. Cet algorithme con-
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siste à représenter chaque graphe par un vecteur dans un espace euclidien. Ceci nous
permet d’appliquer les algorithmes de classification des vecteurs sur les graphes par le
biais du plongement.

– Dans le domaine de la classification non-supervisée (clustering), nous proposons un nou-
vel algorithme basé sur la notion du graphe médian et la notion dumean-shift.

– Enfin, nous proposons une nouvelle méthode d’indexation degraphes basée sur la struc-
ture d’hypergraphe. Outre l’indexation, nous introduisons une technique de navigation
dans les bases d’images à travers la structure d’hypergraphe.

FIGURE 1.3 – Organisation de nos contributions au sein d’un systèmede reconnaissance de
formes à base de graphes

1.2.2 Publications dans le cadre de la thèse

Chapitres d’ouvrage1

– S. Jouili, S. Tabbone, Graph Embedding Using Constant Shift EmbeddingRecognizing
Patterns in Signals, Speech, Images, and Videos, LNCS 6388, pp. 83-92, Srpinger 2010.

1. Les deux chapitres sont publiés dans deux post-proceedings : le concours GEPR dans le cadre d’ICPR 2010 et
le workshop GREC 2009
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– S. Jouili, S. Tabbone and Ernest Valveny, Comparing Graph Similarity for Graphical
Recognition,GREC 2009, LNCS 6020, pp. 37-48, Springer 2010.

Conférences internationales avec comité de lecture

– S. Jouili and S. Tabbone, A hypergraph-based model for graph clustering : application to
image indexing,The 13th International Conference on Computer Analysis of Images and
Patterns (CAIP 2009), September 2nd-4th, Münster, Germany, LNCS 5702, pp. 360-368,
Springer 2009.

– S. Jouili, I. Mili and S. Tabbone, Attributed Graph Matching using Local Descriptions,
Advanced Concepts for Intelligent Vision Systems - ACIVS 2009, Bordeaux, France, LNCS
5807, pp. 89-99, Springer 2009.

– S. Jouili, M. Coustaty, S. Tabbone and J.M. Ogier, Navidomass : Structural-based ap-
proaches towards handling historical documents,the 20th International Conference on
Pattern Recognition, Istanbul, Turkey, IEEE computer society 2010.

– S. Jouili, S. Tabbone and V. Lacroix, Median graph shift : A new clustering algorithm
for graph domain,the 20th International Conference on Pattern Recognition, Istanbul,
Turkey, IEEE computer society 2010.

Workshops internationals avec comité de lecture

– M. Coustaty, J.M. Ogier, N. Sidère, P. Héroux, J.Y. Ramel, H. Chouaib, N. Vincent,
S. Jouili, S. Tabbone, Content-Based Old Documents Indexing, 8th IAPR International
Workshop on Graphics Recognition (GREC 2009), July 22-23, La Rochelle, France, 2009

– S. Jouili and S. Tabbone, Graph Matching based on Node Signatures,Proceedings of
the 7th IAPR -TC-15 Workshop on Graph-based Representations in Pattern Recognition
(GBR 2009), Venice, Italy, LNCS 5534, pp. 154-163, Springer 2009.

– S. Jouili, S. Tabbone, and E. Valveny, Evaluation of Graph Matching Measures for Doc-
uments Retrieval,8th IAPR International Workshop on Graphics Recognition (GREC
2009), July 22-23, La Rochelle, France, 2009

Conférences nationales avec comité de lecture

– S. Jouili and S. Tabbone, Application des graphes en traitement des images.International
Conference on Relations, Orders and Graphs : Interaction with Computer Science (ROG-
ICS 2008), Mahdia, Tunisia, 2008, pp. 434-442.

– S. Jouili and S. Tabbone, Indexation de graphes à partir d’une structure d’hypergraphe,
Colloque International Francophone sur l’Écrit et le Document, CIFED 2010, Sousse,
Tunisie.
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1.3 Organisation

Ce mémoire commence par une étude de différentes approches de représentation d’images
sous forme de graphes, dans lechapitre 2. Dans ce chapitre nous passons en revue les principales
méthodes de la littérature et nous étudions l’impact du choix de la stratégie d’extraction de
graphes sur les performances de la reconnaissance. La suitede ce mémoire est organisée en
deux parties :

– La première partie est dédiée au problème de l’appariementde graphes :
– Dans lechapitre 3 un état de l’art des méthodes d’appariement de graphes est présenté.
– Lechapitre 4 présente notre méthode de calcul de distance entre graphes.

– La deuxième partie est consacrée aux problèmes de classification et d’indexation des
graphes :
– Une méthode de plongement de graphes dans un espace euclidien est présentée dans le

chapitre 5. Cette méthode permet l’application des outils de classification classiques
sur les graphes.

– Dans lechapitre 6 un nouvel algorithme de clustering de graphes est proposé.
– Lechapitre 7 présente une nouvelle approche d’indexation de graphes et de navigation

dans une base d’images représentées sous forme de graphes.
– Nous appliquons l’ensemble de nos contributions sur des documents anciens dans le

chapitre 8. Cette application entre dans le cadre du projet ANR NAVIDOMASS qui a
pour objectif le développement d’un ensemble de techniquesd’indexation et de navi-
gation dans des documents anciens.

Enfin, le chapitre 9 présente un bilan de nos contributions et définit nos perspectives de
recherche.
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Chapitre 2

Représentation d’images de documents
sous forme de graphes

Mathematical reasoning may be regarded rather schemat-
ically as the exercise of a combination of two facilities,
which we may call intuition and ingenuity.

Alan Turing
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2.1 Introduction

Les graphes sont des structures de données très flexibles et offrent une grande capacité d’ab-
straction. Dans le domaine de la reconnaissance de formes, la représentation d’images sous
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forme de graphes a été utilisée avec un succès considérable pour plusieurs types d’images tels
que les symboles graphiques [126], les formes [253], les documents anciens [136], etc. L’avan-
tage majeur des graphes est la représentation explicite et compacte de la configuration relation-
nelle entre les différentes primitives d’un objet. Généralement, cette représentation est invariante
à plusieurs types de changements (rotation, translation ...). En outre, par le biais de la représenta-
tion structurelle utilisant les graphes, nous pouvons transformer un problème de reconnaissance
en un problème d’appariement entre graphes. Dans la littérature, nous distinguons plusieurs
méthodes d’extraction de graphes à partir d’images. D’une manière générale, dans un graphe
qui représente une image, les nœuds correspondent aux caractéristiques jugées saillantes dans
l’image et les arêtes décrivent les relations qui peuvent liées à ces caractéristiques. Naturelle-
ment, les caractéristiques saillantes et leurs relations dépendent du type d’images considérées.
En ce sens, plusieurs type de graphes ont été élaborés pour représenter au mieux les images.

Dans ce chapitre, nous passons en revue les types de graphes les plus utilisés dans la lit-
térature. La première famille contient les graphes à base des points d’intérêt extraits à partir de
l’image. La deuxième famille de graphes est basée sur l’agencement des régions constituant une
image. Dans la troisième famille, nous décrivons l’extraction des graphes en utilisant les infor-
mations spatiales entre les primitives d’une image. Ensuite, l’usage du squelette est étudié en
vue de l’analyse d’images. Finalement, nous étudions empiriquement l’impact de la technique
de représentation sous forme de graphes sur les résultats dela reconnaissance. Pour ce faire, nous
considérons deux bases d’images ; la première base contientdes images binaires de silhouettes,
la deuxième base consiste en des images de logos.

2.2 Définitions et concepts de base

Dans cette section, nous donnons les définitions des termes se rapportant aux graphes et les
principaux concepts liés à la manipulation des graphes dontnous aurons besoin par la suite.

2.2.1 Graphes

Dans la littérature, plusieurs définitions de graphe coexistent avec différents vocabulaires.
Néanmoins, elles partagent toutes un ensemble de concepts caractérisant l’aspect structurel et
composite du graphe. Ici, nous adoptons celle donnée par Claude Berge dans [19, 20] qui nous
paraît la plus générique :“D’une façon intuitive, un graphe est un schéma constitué par un
ensemble de points et par un ensemble de flèches reliant chacune deux de ceux-ci. Les points
sont appelés les sommets du graphe, et les flèches les arcs du graphe.”

Formellement, un grapheG = (X,U) est le couple constitué :

1. par un ensembleX = {x1, x2, ..., xn}, dont les éléments sont appelés sommets ou nœuds,

2. par une familleU = (u1, u2, ..., um) d’éléments, appelés arcs ou arêtes, du produit
cartésien

X ×X = {(x, y)/x ∈ X, y ∈ X}

Pour un arcu = (xi, xj), xi est l’extrémité initiale,xj l’extrémité finale (appelées également
origine et destination). Toutefois, lorsqu’on s’intéresse uniquement à l’existence d’arc(s) entre
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2.2. Définitions et concepts de base

deux sommets (sans en préciser l’orientation), le graphe est dite non orienté. Un arc dans un
grapheG = (X,U) non orienté est appelé arête etU est constitué non pas de couples, mais de
paires de sommets non ordonnés.

Dans la théorie des graphes, il existe un ensemble de notionsqui servent à décrire et à
typer les graphes. Dans ce qui suit, nous mettons l’accent enparticulier sur les notions de base
pour décrire les graphes ainsi que sur les différents types de graphes que nous utilisons dans ce
mémoire.

Taille (Ordre) : La taille (ou l’ordre) d’un grapheG, | G |, est le nombre de nœuds présents
dans le grapheG.

Adjacence : Deux nœuds sont adjacents (ou voisins) s’ils sont joints parun arc ou une arête.
Pareillement, deux arcs sont adjacents s’ils ont au moins une extrémité commune.

Arête incidente : Pour une arêteu=(xi, xj), on dit queu est incidente aux sommetsxi etxj .

Degré : Le degré d’un nœudxi, notéθxi
, est le nombre d’arêtes incidentes àxi.

Graphe complet : Un graphe est complet si pour toute paire de sommetsx et y, il existe au
moins un arcu=(x, y), i.e. tous les nœuds sont adjacents les uns aux autres.

Graphe biparti : Un graphe est biparti si l’ensemble de ses nœuds peut être partitionné en deux
classes de sorte que deux nœuds de la même classe ne soient jamais adjacents.

Graphe étiqueté : Un graphe étiqueté est un graphe dont les arêtes et/ou les nœuds sont affec-
tées d’étiquettes. Ici, nous empruntons à Horst Bunke la définition formelle d’un graphe
étiqueté [30]. SoientLV et LE deux ensembles d’étiquettes, respectivement, pour les
nœuds et les arêtes. Formellement, un graphe étiqueté est définis par un 4-tupleg =
(V,E, α, β) où
– V un ensemble fini de nœuds,
– E un ensemble d’arêtes ;E ⊆ V× V ,
– α : V → LV une fonction qui génère une étiquette à chaque nœud, et
– β : E → LE une fonction qui génère une étiquette à chaque arête.
Notons ici qu’on peut associer à chaque nœud (resp. arête) plusieurs étiquettes en définis-
santLV (resp.LE) comme un ensemble de tuples de valeurs. De plus, les étiquettes peu-
vent être de différents types (e.g. lettre, mot, symbole, nombre, vecteur numérique ...). Par
exemple, le graphe dans la figure 2.1(h) est caractérisé par un ensemble d’étiquettes pour
les nœuds donnés par l’ensemble des entiers, i.e.LV =N et un ensemble d’étiquettes pour
les arêtes données par un ensembleLE = {(x, y)/x ∈ {a, b, c...}, y ∈ N}.

Graphe pondéré : un graphe pondéré est un graphe étiqueté dont toutes les arêtes sont éti-
quetées par des nombres positifs. Un grapheG = (V,E, α, β) est dit pondéré si et seule-
ment siLE = R+ etLV = ∅. Dans un graphe pondéré, chaque étiquette est appelée poids
de l’arête.
Dans la figure 2.1, quelques exemples de graphes (orienté / non orienté, étiqueté / non
étiqueté) sont illustrés.

Sous-graphe partiel : SoientG1 = (V1, E1, α1, β1) etG2 = (V2, E2, α2, β2) deux graphes. Le
grapheG1 est unsous-graphe partieldeG2, G1 ⊆ G2, si on obtientG1 en enlevant un ou
plusieurs nœuds avec leurs arêtes incidentes et/ou des arêtes du grapheG2. Formellement,
G1 ⊆ G2 si :
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Chapitre 2. Représentation d’images de documents sous forme de graphes

(a) Graphe
non orienté et
non étiqueté

(b) Graphe
orienté et non
étiqueté

(c) Graphe
complet non
orienté et non
étiqueté

(d) Graphe bi-
parti non ori-
enté et non éti-
queté

(e) Graphe
non orienté
et étiqueté
sur les nœuds
(les couleurs
correspondent
aux étiquettes)

(f) Graphe
non orienté et
étiqueté sur
les nœuds et
les arêtes

(g) Graphe
pondéré non
orienté

(h) Graphe
non orienté et
multi-étiqueté
sur les nœuds
et les arêtes

FIGURE 2.1 – Différents types de graphes
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2.2. Définitions et concepts de base

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 2.2 – (b) : sous-graphe partiel de (a), (c) : sous-graphe induit de (a) et (d) : clique de (a)

– V1 ⊆ V2,
– E1 ⊆ E2,
– α1(u) = α2(u),∀u ∈ V1, et
– β1(e) = β2(e),∀e ∈ E1

Sous-graphe induit : SoientG1 = (V1, E1, α1, β1) etG2 = (V2, E2, α2, β2) deux graphes. Le
grapheG1 est unsous-graphe induitdeG2, G1 ⊆i G2, si G1 est unsous-graphe partiel
deG2. On obtientG1 en enlevant un ou plusieurs nœuds avec leurs arêtes incidentes au
grapheG2. Le grapheG1 contient toutes les arêtes deG2 ayant leurs deux extrémités dans
V1. Formellement,G1 ⊆i G2 si :
– V1 ⊆ V2,
– E1 = E2 ∩ (V1 × V1),
– α1(u) = α2(u),∀u ∈ V1, et
– β1(e) = β2(e),∀e ∈ E1

Clique : Une clique d’un grapheG est un sous-graphe complet deG.

Les figures 2.2(b), 2.2(c) et 2.2(d) illustrent, respectivement, un sous-graphe partiel, un
sous-graphe induit et une clique de graphe dans la figure 2.2(a).

Matrice d’adjacence : La matrice d’adjacenceA = (Aij)n×n d’un grapheG = (V,E) est
définie par :

Aij =

{

1 si (vi, vj) ∈ E

0 sinon

avecvi etvj ∈ V .

Matrice de degré : La matrice de degréD = (Dij)n×n d’un grapheG = (V,E) est définie
par :

Dij =

{

θvi si i = j

0 sinon

avecvi ∈ V . Cette matrice de degré est une matrice diagonale carrée dont les coefficients
en dehors de la diagonale principale sont nuls. Lei-èmecoefficient de la diagonale indique
le nombre des arêtes incidentes au nœudvi ∈ V .
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Chapitre 2. Représentation d’images de documents sous forme de graphes

Matrice Laplacienne (matrice de Laplace) : La matrice laplacienneL = (Lij)n×n d’un graphe
G = (V,E) est définie par :

Lij =











θvi si i = j

−1 si i 6= j et (vi, vj) ∈ E

0 sinon

avecvi etvj ∈ V . Cette matrice Laplacienne est obtenue par la soustractionde la matrice
d’adjacence à la matrice de degré.

Dans cette section, nous avons présenté un ensemble de définitions et de concepts liés aux
graphes. Ces notions sont utilisées pour définir les opérations de manipulation de graphes. Parmi
ces manipulations, nous distinguons la comparaison de graphes qui est présentée dans la section
suivante.

2.2.2 Comparaison de graphes

La structure de graphe est caractérisée principalement parla flexibilité et l’universalité qui
permettent l’utilisation de graphes dans des domaines d’applications variés. Quand les graphes
sont employés pour la représentation d’objets, trouver desobjets similaires à d’autres revient
à déterminer la similarité entre les graphes, i.e. la comparaison d’objets revient à comparer
les graphes correspondants. D’un point de vue général, pourun graphe de taillen, il existe
n! différentes descriptions matricielles possibles (adjacence, degré et Laplacienne) parce qu’il
n’existe aucun ordre de tri pour les nœuds et les arêtes. Ainsi, pour comparer deux graphes,
nous ne pouvons pas nous contenter de comparer leurs descriptions matricielles. Formellement,
le problème de comparaison des graphes [22] peut-être définicomme suit :

Comparaison de graphes [22]SoientG1 et G2 deux graphes de l’espace de graphes̺, le
problème de comparaison de graphes consiste à définir la fonction :

d : ̺× ̺→ R

tel qued(G1, G2) quantifie la similarité (ou la dissimilarité) entreG1 etG2.

Dans la littérature, le problème de comparaison de graphes est généralement abordé comme
un problème d’appariement de graphes (graph matching). L’appariement de graphes consiste
à mettre en correspondance les nœuds et les arêtes de deux graphes. Dans le cas général, un
appariement entre deux graphesG1 = (V1, E1) etG2 = (V2, E2) est une relationm ⊆ V1 × V2

telle que(u, v) ∈ m signifie que les nœudsu et v sont appariés.
Ainsi, la différence subtile entre la comparaison de graphes et l’appariement des graphes

repose sur le fait que l’appariement de graphes consiste à identifier la correspondance entre
les composants de deux graphes, tandis que la comparaison degraphes se borne à quantifier
la similarité entre deux graphes. Les algorithmes d’appariement de graphes peuvent facilement
associer un score aux résultats d’appariement pour définir une quantification de la similarité
entre les graphes. En contrepartie, les algorithmes de comparaison de graphes ne peuvent pas
être utilisés pour résoudre un problème d’appariement.
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2.3. Graphe de points d’intérêt

(a) Image originale (b) Points d’intérêt avec l’agorithme de Har-
ris

FIGURE 2.3 – Illustration des points d’intérêt de Harris

L’appariement de graphes est l’une des étapes cruciales dans la reconnaissance d’images à
base de graphes. En effet, les distances entre les différentes images sont calculées par le biais des
distances entre leurs graphes représentants. Cependant, le choix d’une représentation d’images
sous forme de graphes est une étape importante dans le processus de la reconnaissance. Cette
étape a un impact important sur les performances d’un système de reconnaissance d’images à
base de graphes. Dans la section suivante, nous présentons les principales familles de techniques
de représentation d’images de documents en graphes.

2.3 Graphe de points d’intérêt

La notion de point d’intérêt, introduite par Moravec [172],permet de localiser les points où
le signal de l’image est riche en information. Dans une image, les points d’intérêt sont générale-
ment les coins, les jonctions ou les points de fortes variations de texture. Ils sont largement
utilisés dans la littérature pour la mise en correspondanced’images. Parmi les algorithmes de
détection des points d’intérêt, nous distinguons l’algorithme de Harris [108]. Cet algorithme
est largement utilisé dans les travaux de représentation d’images en graphes de points d’intérêt
[161, 162, 192, 205, 271]. Dans la figure 2.3, nous présentonsun exemple de points d’intérêt
détectés avec l’algorithme de Harris.

La notion de points d’intérêt est introduite dans le contexte des approches statistiques afin de
définir, pour une image, un ensemble de descripteurs locaux au lieu d’un seul descripteur global.
Ces descripteurs locaux ont eu un grand succès dans plusieurs applications, telles que le suivi
d’objets et la classification d’images [94, 154, 249].

Dans le cadre de la représentation d’images sous forme de graphes, les points d’intérêt four-
nissent des indications importantes sur la localisation des endroits riches en information dans
l’image. Dans la littérature, plusieurs travaux ont utilisés les points d’intérêt pour construire les
graphes. Dans [161, 162, 192, 205, 271], les auteurs appliquent la triangulation de Delaunay sur
les points d’intérêt d’images pour construire les graphes représentants. Succinctement, siPI est
l’ensemble des points d’intérêt d’une imagei, la triangulation dePI consiste à construire un
ensemble de trianglesT ={T1, ..., Tn} tels que :

– les sommets des triangles sont des points dePI,
– ∀p ∈ PI,∀i ∈ [1, n], alorsp est un sommet deTi oup /∈ Ti,
– l’ensembleT ={T1, ..., Tn} est une partition de l’imagei.
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FIGURE 2.4 – Représentation d’un graphe à base des points d’inérêt de Harris

Dans la figure 2.4, nous illustrons une représentation sous forme de graphe basée sur la
triangulation des points d’intérêt de l’image de la figure 2.3(b).

Dans un travail récent, Sanromà et al. [214] proposent une méthode de représentation struc-
turelle en utilisant le descripteur SIFT [159]. L’idée est d’utiliser les point clés de SIFT comme
les nœuds de graphes et les descripteurs calculés sur ces points comme les étiquettes des nœuds.
Les arêtes sont définies à partir de la proximité des points deSIFT dans l’image. En effet, si
deux points de SIFT sont proches (selon la distance euclidienne et un seuil donné), alors leurs
nœuds correspondants dans le graphe sont adjacents.

Par ailleurs, nous distinguons des méthodes structurellesqui ont leurs propres stratégies de
détection des points d’intérêt pour construire des graphes. Généralement, ces méthodes sont
dédiées à la représentation sous forme de graphe d’un type spécifique d’images, e.g les docu-
ments et les symboles. Par exemple, Bunke propose dans [26] une méthode de représentation
sous forme de graphes d’images de circuits électroniques. Cette méthode considère que l’im-
age est donnée en terme de lignes. L’extraction du graphe représentatif de l’image est effectuée
comme suit : chaque nœud du graphe représente un sommet dans le circuit électronique. Un
sommet dans le circuit correspond soit à un point où plusieurs segments de ligne se croisent
soit à un point final d’une ligne. Le nombre de lignes intersectant en un sommet est utilisé
comme étiquette de nœud. Cela signifie que l’étiquette d’un nœud correspond à son degré. Les
arêtes dans le graphe correspondent aux lignes dans le circuit électronique. Dans la figure 2.5,
nous montrons une représentation sous forme de graphe (Fig.2.5(b)) d’un circuit électronique
(Fig.2.5(a)).

Dans un travail similaire Huet et al. [117] proposent une méthode de représentation d’im-
ages sous forme de graphe basée sur la polygonalisation. Dans un premier temps, les auteurs
commencent par appliquer d’un détecteur de lignes [158]. Ensuite, un algorithme de polygonal-
isation est appliqué pour réduire les courbures des lignes extraites de l’image à un polygone.
Enfin, les auteurs construisent un graphe dit graphe deN -plus proches voisins où les nœuds
sont les centres des segments du polygone. Les arêtes du graphe sont calculées de façon à ce que
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(a) Circuit électronique
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(b) Représentation sous forme de
graphe de (a)

FIGURE 2.5 – Représentation d’un circuit électronique
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nale

(b) Les contours
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(c) La polygo-
nalisation des
contours

0 20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

120

(d) La représen-
tation sous
forme de graphe

FIGURE 2.6 – Représentation en graphe par les contours et la polygonalisation

chaque nœud soit adjacent auxN plus proches nœuds. La proximité entre les nœuds correspond
à la distance euclidienne entre les centres des segments du polygone représentant l’image.

Dans la même optique, nous pouvons envisager l’utilisationdes contours d’objets présents
dans une image pour représenter l’image par un graphe. Cettereprésentation sera basée sur l’ap-
proximation polygonale des contours de l’image. Ainsi, lesnœuds du graphe correspondent aux
points de jonctions des segments du polygone, tandis que lesarêtes sont calculées par l’applica-
tion d’une triangulation de Delaunay sur ces points. Un exemple d’extraction de graphe à partir
d’une image en utilisant cette méthode est illustré dans la figure 2.6.

2.4 Graphe d’adjacence de régions

La notion de graphe d’adjacence des régions, noté RAG (Region Adjacency Graph), a été in-
troduite par Rosenfeld [207]. Elle consiste à modéliser lesrelations d’adjacence entre les régions
d’une image segmentée. Un RAG est un graphe planaire qui représente les régions de l’image par
des nœuds et les relations d’adjacence existant entre ces régions par des arêtes. Ainsi, comme
l’illustre la figure 1.2 (page 5), deux nœuds du graphe sont reliés par une arête si les régions
qu’ils représentent sont adjacentes.

Graphe d’adjacence des régionsSoitI une image etR = {r1, ..., rn} une partition deI. Le
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Chapitre 2. Représentation d’images de documents sous forme de graphes

graphe d’adjacence des régions associé àI est le grapheG = (V,E, α, β) tels que
– Chaque régionri est associée un nœudvi ∈ V ,
– il existe une arêtee = (vi, vj) ∈ E, si et seulement si les régionsri etrj sont adjacentes.

Dans la littérature, plusieurs définitions formelles du RAGcoexistent. La différence majeure
entre les différentes définitions est liée à l’orientation du graphe. Par exemple, dans un contexte
de mesure de similarité entre des images, Baeza et al. [12] définissent un graphe d’adjacence des
régions comme suit :

Graphe d’adjacence des régions de Baeza et al. [12]Soit I une image etR = {r1, ..., rn}
une partition deI tels que deux pixelsIij etIkl sont dans la même régionrk si et seule-
ment siIij etIkl sont similaires et voisins. Le graphe d’adjacence des régions associé àI
est le graphe orientéG = (V,E, α, β) tels que
– Chaque régionri est associée un nœudvi ∈ V ,
– il existe un arce = (vi, vj) ∈ E si moyenne(ri) ≤ moyenne(rj) et ri et rj sont

adjacentes, avecmoyenne(r) est la moyenne des valeurs des pixels dans la régionr,
– chaque nœudvi est étiqueté parα(vi) qui correspond à la taille de la régionri,
– chaque arce = (vi, vj) est étiqueté parβ(e) = moyenne(rj)−moyenne(ri).

(a) Image originale (b) Image segmentée
en régions

(c) Représentation sous forme de graphe
selon la définition de Baeza et al. [12]

FIGURE 2.7 – Exemple de représentation d’une image sous forme d’un graphe d’adjacence de
régions.

Évidement, il faut définir en amont les fonctions de voisinage et de similarité entre les pixels
de l’image. Cela revient à définir une stratégie de segmentation d’images. En effet, nous consta-
tons que les méthodes de représentation d’images à base de RAG sont généralement précédées
par une phase de segmentation [247]. Dans la figure 2.7, nous illustrons une représentation d’une
image couleur en graphe d’adjacence de régions selon la définition de Baeza et al. [12]. Dans
cette figure, nous considérons que la valeur d’un pixel correspond à la norme euclidienne de son
vecteur RVB.

Les graphes d’adjacence des régions sont utilisés pour différents types d’images (e.g. scènes,
3D, graphiques). Néanmoins, dans certains cas, la segmentation préalable d’images en régions
n’est pas toujours une solution efficace pour définir un graphe avec une représentation de bonne
qualité. Certains travaux ont contourné cette phase de segmentation par d’autres techniques
mieux adaptées au domaine d’application. Par exemple, Lladós et al. [126] s’intéressent au prob-
lème de la reconnaissance de symboles graphiques. Ils modélisent pour cela les symboles par des
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2.5. Graphe de relations spatiales

(a) Symbole
original

(b) Graphe correspon-
dant

(c) Graphe d’adja-
cence des régions

FIGURE 2.8 – Élaboration d’un graphe d’adjacence des régions d’un symbole [126]

graphes d’adjacence des régions en remplaçant la segmentation par une vectorisation d’image.
Cette modélisation consiste à générer, en premier lieu, un graphe à partir de la représentation
vectorisée des symboles. Ce premier grapheg est généré d’une manière identique à la méthode
de Bunke [26], i.e. les nœuds correspondent aux points caractéristiques du symbole (jonctions,
point finaux et coins). Ensuite, la construction du graphe d’adjacence des régionsgrag consiste
à associer chaque région du premier grapheg à un nœud. Une région dansgrag correspond à
une boucle minimale fermée dansg. La figure 2.8 illustre un exemple de construction du RAG
(Fig.2.8(c)) du symbole de la figure 2.8(a). Le premier graphe (Fig.2.8(b)) construit correspond
aux lignes du symbole. Ce graphe contient quatre régions quisont les nœuds du RAG dont les
arcs correspondent aux relations d’adjacence entre ces régions (Fig.2.8(c)).

Dans un autre cas d’utilisation des graphes d’adjacence desrégions, Karray et al.[136] ma-
nipulent des lettrines issues de documents anciens. Ils procèdent par une segmentation en dif-
férentes couches d’informations de ces lettrines afin d’obtenir " des couches d’informations de
zones homogènes". Chaque région homogène de la lettrine est associée à un nœuddu graphe
avec deux attributs, la taille et la forme, et chaque arête entre les nœuds est associée à deux
attributs, l’angle et la distance.

2.5 Graphe de relations spatiales

Avec certains types d’images, les relations spatiales [74]entre les différentes parties d’une
image s’avèrent importantes pour une meilleure représentation et ainsi une meilleure perfor-
mance de reconnaissance. En ce sens, les graphes de relations spatiales (en anglaisspatial re-
lation graph) utilisent les relations spatiales pour la représentationd’images. Concrètement, un
graphe de relations spatiales est un graphe, généralement orienté, où les nœuds représentent
les composantes primitives de l’image et les arcs représentent les relations spatiales entre ces
composantes. Dans [215, 277], les auteurs utilisent les graphes pour représenter des symboles
graphiques. Ils commencent par décomposer chaque symbole en différentes familles de primi-
tives (cercles, points d’extrémité...). Ensuite, ils déterminent les relations spatiales entre chaque
famille. Les graphes sont alors construits en stockant dansles nœuds les caractéristiques de
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(b) Représentation sous forme de
graphe de relation spatiale

FIGURE 2.9 – Représentation d’une image

familles de primitives (en utilisant des descripteurs locaux) et dans les arcs les relations spatiales
qui décrivent la topologie du symbole considéré.

Dans un contexte de recherche d’imagesymbolique, Hsieh et al. [114] proposent une méth-
ode basée sur la représentation sous forme de graphe. Selon [114], une image symbolique est
une image dont tous ses objets sont reconnus et affectés à desclasses prédéfinies. Les auteurs
utilisent les graphes de relations spatiales pour représenter les images symboliques. Concrète-
ment, pour une imageI donnée, une phase de pré-traitement est effectuée pour reconnaître les
objets dansI. Cette reconnaissance consiste à déterminer la position etla classe de chaque objet.
Ensuite, la construction du graphe de relations spatiales consiste, tout d’abord, à construire un
nœud pour chaque objet avec une étiquette déterminant la classe de cet objet. Il faut noter ici
que les objets d’une même classe partagent le même nœud dans le graphe. Deuxièmement, les
arcs du graphe correspondent aux relations spatiales entreles différents objets dans l’image. En
effet, un arc reliant le nœud étiqueté parci au nœud étiqueté parcj correspond à une relation
spatiale spécifique entre deux objets dans l’image dont les classes respectives sontci et cj . Les
relations spatiales entre les objets sont utilisées comme les étiquettes des arcs dans le graphe.
Les auteurs utilisent 4 relations spatiales : S (sud), SO (sud-ouest), O (ouest), NO (nord-ouest),
I (identique). Dans la figure 2.9(a), nous présentons une image symbolique avec quatre objets
identifiés A, B, C et D. Le graphe de relations spatiales correspondant à cette image est donné
dans la figure 2.9(b).

2.6 Graphe du squelette

En analyse de formes, un squelette est une version fine d’une forme. Il est composé par
l’ensemble des lignes équidistantes aux contours de la forme et dont l’épaisseur est d’un pixel.

Cette représentation de formes est utilisée dans plusieurstravaux basés sur les graphes.
Généralement, les nœuds du graphe du squelette sont calculés à partir de la classification des
pixels du squelette en trois classes : points de jonctions, points de branches et point de termi-
naisons (finaux) [73, 72, 99, 156, 209, 160, 253]. Dans la majorité des travaux sur les graphes
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du squelette, ces ensembles de points sont définis comme suit:
– Un point de jonction dans un squelette est un point d’intersection entre au moins trois

branches.
– Un point de branche est un point appartenant à une branche.
– Un point de terminaison (ou point final) est un point final d’une branche, qui n’est con-

necté à aucune autre branche.
Ainsi dans un graphe du squeletteG(V,E), les points de jonctions et les points de termi-

naisons forment l’ensembleV des nœuds du grapheG, et les ensembles de points de branches
connectant les points deV forment les arêtes (i.e.E) du graphe. Dans la figure 2.10, le résul-
tat de la squelettisation de la forme de la figure 2.10(a) est illustré dans la figure 2.10(b) et les
points caractéristiques sont marqués par des carrés vert. Le graphe du squelette est présenté dans
la figure 2.10(c). Dans ce graphe nous avons considéré que chaque nœud est étiqueté par une
lettre qui informe sur le type de point représenté par ce nœud(T pour les points de terminaisons
et J pour points de jonctions). Le graphe est souvent enrichipar d’autres informations telles que
la longueur des branches, la distance morphologique, la variance de la courbure des branches
[209], etc.

Cette méthode d’extraction de graphe à partir d’un squelette d’une forme n’est pas unique.
Dans la littérature, nous distinguons aussi les graphes de chocs [236, 222] qui considère le
squelette d’une forme comme un ensemble de chocs. Succinctement, un graphe de chocs est une
abstraction qui décompose une forme en un ensemble de primitives (segments) hiérarchiquement
organisés. Ainsi, un graphe de chocs peut être un arbre ou un graphe orienté et acyclique.

(a) Image d’une forme (b) Le squelette de la forme (c) Représentation sous
forme de graphe du squelette

FIGURE 2.10 – Représentation d’une image en graphe du squelette

2.7 Discussion

Dans cette section, nous avons présenté les quatre grandes familles de graphes utilisées dans
la reconnaissance de formes. Nous constatons que dans chaque famille étudiée il existe plusieurs
méthodes d’extraction. Ces méthodes dépendent de la naturedes images et des besoins des
systèmes de reconnaissance. Par exemple, les méthodes de construction de graphes d’adjacence
des régions pour les images de document anciens ne sont pas appropriées pour les symboles
graphiques. De même, les définitions d’une région dans une image dépendent des objectifs et des
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techniques considérés. Une région est parfois définie par l’ensemble (ou les ensembles disjoints)
des pixels (contiguës ou non-contiguës deux à deux) ayant des valeurs similaires. Une région
peut être définie aussi par l’ensemble des primitives (composantes) appartenant à une même
famille sémantique. Plusieurs autres définitions existent, mais, cette multitude de définitions ne
limite pas l’utilisation des graphes. Ceci concerne aussi les autres familles de graphes (points
d’intérêt, relations spatiales...). En effet, nous pouvons définir plusieurs stratégies d’extraction
de graphes pour chaque type d’images, ce qui illustre la grande capacité de représentation des
graphes. Cette capacité est enrichie aussi par la possibilité d’ajout des étiquettes aux nœuds
et aux arêtes. Ces étiquettes fournissent un moyen supplémentaire pour mieux représenter les
images. Nous avons vu que la spécification des étiquettes permet de définir des relations inter-
primitives très appropriées aux type d’images considérés.En effet, dans les graphes de relations
spatiales, les étiquettes des arêtes représentent très explicitement les agencements (la topologie)
des primitives.

Ces quatre familles de représentation d’images en graphes ne représentent pas les uniques
possibilités de passer d’une image à un graphe représentant. En effet, une représentation d’im-
ages sous forme de graphes peut être assurée manuellement par un utilisateur (totalement ou
partiellement en utilisant des algorithmes assistant les utilisateurs). De plus, nous pouvons en-
visager la combinaison entre deux ou plusieurs familles de représentation. Par exemple, il est
possible de combiner les graphes de points d’intérêt avec les graphes de relations spatiales, en
ajoutant des informations spatiales sur les arêtes.

Ce large éventail de possibilités d’extraction de graphes nous amène aux deux questions
suivantes :

– Est-ce que le choix d’une technique de représentation sous forme de graphe dépend de la
nature des images considérées ?

– Si c’est le cas, comment peut-on choisir la technique adéquate ?
Intuitivement, la réponse à la première question estoui. Pour argumenter notre réponse, nous

allons partir de l’hypothèse simple suivante :Les graphes doivent représenter au mieux les im-
ages considérées. Donc les graphes doivent contenir les caractéristiques saillantes des images.
Vu que ces informations importantes dépendent du type d’images alors forcément les graphes
doivent dépendre aussi du type d’images. En fait, le choix dutype de graphes à utiliser, ainsi
que la méthode d’extraction, doit être guidé par le type d’image considéré. Cette réflexion est
une réponse partielle à la deuxième question. Cette réponseest partielle parce que plusieurs
techniques d’extraction de graphes s’avèrent adéquates pour un cadre applicatif donné. Lorsque
nous avons été confrontés à cette situation, nous avons envisagé une étude empirique de la per-
formance des techniques. En ce sens, le choix de la meilleuretechnique d’extraction de graphes
est déduit à partir des résultats expérimentaux.

2.8 Impacts de la représentation en graphes sur les performances

Dans la section précédente, nous avons considéré, d’une manière intuitive, que le choix d’une
technique de représentation sous forme de graphe dépend de la nature des images considérées.
En conséquence, nous avons affirmé que l’utilisation d’une bonne technique impliquera de bons
résultats de reconnaissance. Acontrario, une technique d’extraction de graphe non-appropriée
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impliquera des résultats moins bons.
Dans cette section, nous étudions empiriquement l’impact du choix de la technique d’ex-

traction de graphes sur les résultats de la reconnaissance.De plus, nous évaluons le rang des
méthodes d’appariement de graphes en fonction de la représentation choisie. Pour ce faire, nous
considérons deux bases d’images : la première base contientdes images binaires de silhouettes,
la deuxième base contient des images de logos. Dans la suite nous examinons l’impact du type
de représentation sous forme de graphes pour chacune des bases.

2.8.1 Impacts de la représentation en graphes sur la base Shape

Dans cette section, trois types d’extraction de graphes sont testés sur la base de silhouettes
Shape [229] du laboratoire LEMS de l’université Brown2. Cette base contient 216 formes bi-
naires réparties en 18 classes de 12 formes (Fig. 2.11). Chaque classe de cette base contient 12
déformations d’une forme, e.g. occultation, rotation, changement d’échelle.

FIGURE 2.11 – Extrait de la base d’images Shape [229]

Pour étudier l’impact de la représentation d’images sous forme de graphes sur les perfor-
mances de mesures de similarité entre graphes sur cette base, nous commençons par établir la
liste des types de graphes adéquats pour ce type d’images (i.e. les silhouettes). Pour ce faire, nous
discutons les éventuels avantages et inconvénients de l’utilisation de chaque type de graphes
parmi les types évoqués précédemment dans ce chapitre.

Graphe de points d’intérêt : Dans cette base, un bon choix des points d’intérêt peut fournir
une bonne description de chaque silhouette. Intuitivement, le choix d’un ensemble des
points d’intérêt à partir des contours semblerait intéressant. Cela est justifié par le fait
que les contours des silhouettes appartenant à la même classe sont perceptiblement plus
similaires qu’aux contours des silhouettes de classes différentes. Cette constatation est

2. http://www.lems.brown.edu/
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(a) Silhouettes dans la
classeBone

(b) contours des silhou-
ettes dans la classeBone

(c) Squelettes des silhou-
ettes dans la classeBone

(d) Silhouettes dans la
classeElephant

(e) Contours des silhou-
ettes dans la classeEle-
phant

(f) Squelettes des silhou-
ettes dans la classeEle-
phant

FIGURE 2.12 – Représentation de deux classes de la base Shape en squelette et en contours

validée dans les figures 2.12(b) et 2.12(e) où les contours des silhouettes appartenant à
deux classes (BoneFig 2.12(a) etElephantFig 2.12(d)) sont présentés. En plus des points
extraits des contours, nous pouvons aussi envisager l’utilisation des points d’intérêt de
Harris [108] qui sont invariants à la rotation.

Graphe d’adjacence de régions: Dans cette base l’adjacence entre les régions n’est pas une
caractéristique discriminante entre les différentes classes de la base. En effet, toutes les
images sont binaires et composées par deux régions ; la première est le fond blanc de
l’image et la deuxième est la silhouette (en noir). Ainsi, une utilisation du graphe d’ad-
jacence de régions pour représenter les images de cette baseproduira un ensemble de
graphes où chaque graphe est composé par deux nœuds (deux régions) connectés par une
arêtes. En conséquence, l’utilisation de ce type de graphespour ce type d’image n’est pas
approprié.

Graphe de relations spatiales: Dans cette base, chaque silhouette est considérée comme un
tout (une seule composante connexe). Donc, nous ne pouvons pas fournir une décomposi-
tion adéquate des silhouettes en primitives. Par ailleurs,les graphes de relations spatiales
sont définis principalement sur les relations qui lient les différentes parties (primitives)
d’une image. Ainsi une représentation des silhouettes sousforme de graphes de relations
spatiales se révèle inappropriée.

Graphe du squelette : Dans la littérature, il est connu que les squelettes sont des représenta-
tions très appropriées des formes à partir desquelles ils sont calculés. L’utilisation d’un
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squelette pour représenter une forme se résume à abstraire la forme en une nouvelle
représentation par des lignes fines (épaisseur d’un pixel) qui décrivent ses caractéristiques
géométriques. Donc, l’utilisation des squelettes pour extraire les graphes représentants
d’images de la base Shape semble être une piste très intéressante à explorer. Dans les fig-
ures 2.12(c) et 2.12(f), nous illustrons les squelettes d’images de deux classes différentes
(BoneFig 2.12(a) etElephantFig 2.12(d)). Nous constatons, perceptiblement, que les
squelettes appartenant à la même classe sont plus similaires que les squelettes de classes
différentes. Ceci encourage à l’utilisation des squelettes pour extraire les graphes représen-
tants de l’ensemble des silhouettes de la base Shape.

À partir de ces observations, nous constatons que l’utilisation des points d’intérêt et du
squelette sont les deux méthodes les plus adéquates. À ce stade d’étude de l’impact du type
de représentation, il reste à vérifier si les graphes de points d’intérêt et les graphes du squelette
fourniront des performance similaires, et à déterminer lequel de ces deux représentations est la
meilleure pour cette base de silhouettes. Pour répondre à cette question, nous avons construit
trois bases de graphes à partir de la base Shape. La première base (Contours + Delaunay) con-
siste à coder les contours de chaque silhouette dans un graphe des points d’intérêt des contours.
Concrètement, pour chaque silhouette, nous appliquons l’algorithme de Canny pour détecter les
contours, ensuite une polygonalisation est appliquée à cescontours. Ensuite, le graphe est con-
struit à partir de la triangulation de Delaunay des points dejonctions du polygone. La deuxième
base (Point d’intérêt de Harris + Delaunay) est similaire à la première base, sauf qu’au lieu
d’utiliser les points d’intérêt des contours nous utilisons les points d’intérêt de Harris. Enfin, la
troisième base (Squelette) consiste à coder le squelette dechaque silhouette dans un graphe où
les nœuds représentent les points de terminaison et les points de jonctions, et les arêtes représen-
tent les branches entre ces points dans le squelette.

Après la construction des bases de graphes, nous évaluons les performances les mesures
de similarité entre graphes de chacune d’entre-elles. Nousconsidérons que les performances
associées à chaque représentation sont les taux de classification effectués par l’algorithme de
classification desk plus proches voisins. Le fonctionnement de cet algorithme sera détaillé dans
le chapitre 5. Notons que la base est divisée en deux ensembles ; le premier constitue 30% de
la totalité de la base et constitue l’ensemble d’apprentissage duk-ppv, tandis que le deuxième
ensemble (70%) est utilisé comme un ensemble de test. Le choix de ces deux ensembles est
totalement aléatoire. Dans la mesure où l’algorithme dek-ppv est sensible à cette configuration,
nous avons répété 50 fois l’ensemble de l’expérimentation (sélection aléatoire de deux ensem-
bles et l’application duk-ppv). Les résultats que nous affichons correspondent à la moyenne de
ces 50 exécutions duk-ppv.

Pour approfondir notre étude nous utilisons sept mesures dedistance de graphes. Ces méth-
odes de mesure de distance entre graphes sont détaillées dans le chapitre 4. Rappelons que
l’objectif de cette expérimentation est d’étudier l’impact de la représentation et non pas les per-
formances des mesures de distance de graphes.

Dans la table 2.1, nous présentons les taux de classification(k-ppv) obtenus sur les trois
bases de graphes par chaque méthode de mesure de distance de graphes. Nous nous intéressons
à la lecture des lignes de cette table. Chaque ligne présenteles résultats de la classification en
utilisant une mesure de distance et différentes représentations en graphes de la base Shape. Nous
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Contours + Delaunay Point d’intérêt de Harris + Delaunay Squelette

Jouili 51,49% 56,60% 61.29%
Robles-Kelly 53,04% 57,89% 67,52%
Lopresti 35,50% 35,99% 34,72%
Papadopoulos 42.33% 46,22% 40,16%
PATH 45.87% 59.35% 63.40%
Riesen 29,17% 30,06% 47,73%
Neuhaus 30,10% 30,53% 46,44%

TABLE 2.1 – Taux de classification de la base Shape [229] avec différentes méthodes d’extraction
de graphes. En gras les meilleurs taux par méthode d’appariement.

constatons que, dans toutes les lignes de la table, les résultats varient d’une représentation à une
autre. Ceci montre bien que le choix du type de représentation en graphes a un impact sur les
performances de la classification. Parmi les trois types utilisés dans cette expérimentation, les
graphes du squelette fournissent, en moyenne, les meilleurs résultats. Donc, parmi toutes les
représentations en graphes testées, le graphe du squeletteest globalement la représentation la
plus appropriée pour la base Shape.

Bien que le type de représentation a un impact sur les performances de la classification,
l’appariement joue également un rôle important. En effet, en examinant les résultats de chaque
méthode d’appariement, nous observons que le rang de ces méthodes varient suivant le type
de représentation. Par exemple, la méthode Lopresti [157] est au rang 6 pour la représentation
en graphe du squelette et au rang 4 pour les représentations en graphes de contours+Delaunay
et graphes de points d’intérêt de Harris+Delaunay (idem pour la méthode de Riesen qui a les
rangs : 6,6,3).

2.8.2 Impacts de la représentation en graphes sur la base de logos

Dans cette section, nous étudions l’impact de la représentation sous forme de graphes sur la
base de logos[67]. Cette base contient 80 images de logos réparties sur 10 classes de 8 images.
La figure 2.13 présente un échantillon des images de cette base. Chaque classe de cette base
contient 8 déformations d’un logo, e.g. translation, rotation, changement d’échelle.

Comme précédemment, pour choisir les types de représentation sous forme de graphes, nous
commençons par examiner les avantages et les inconvénientsde chaque type.

Graphe de points d’intérêt : L’utilisation de la représentation en graphes de points d’intérêt
semblerait intéressante pour cette base. En effet, la plupart des logos sont composés par
des lettres et un ensemble de formes polygonales. Ainsi, lessommets de polygones et les
coins (corners) dans les lettres pourraient être un bon support pour construire les graphes.

Graphe d’adjacence de régions: Dans cette base, nous constatons que les images de logos
sont composées par différentes régions disjointes. Ces régions forment les lettres et les
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FIGURE 2.13 – Extrait de la base d’images de logos

formes constituant les logos. Ainsi, une représentation sous formes de graphes d’adjacence
semblerait adéquate pour ce type d’images.

Graphe de relations spatiales: Dans cette base, chaque logo subi des déformations. Parmi
ces déformations, nous distinguons la rotation. Lorsque lelogo est pivoté les relations
spatiales, entre les différentes primitives (régions), changent. Par exemple, si entre deux
primitives d’une image il existe une relation spatiales de type “à-droite”, la relation change
en “à-gauche” en pivotant l’image de 180◦ . Ainsi une représentation sous formes de
graphes de relations spatiales se révélerait inappropriéepour les logos en présence de
transformations de type rotation.

Graphe du squelette : Vu que les images de logos contiennent des formes, il est motivant d’u-
tiliser les squelettes pour les représenter. Ceci est dû au succès des squelettes dans la
représentation des formes (notamment les silhouettes). Par conséquent, l’utilisation des
squelettes pour construire les graphes représentants d’images de la base de logos sem-
blerait être une piste intéressante à explorer. De plus, lesrésultats accomplis avec les
graphes des squelettes dans l’expérimentation précédenteencouragent leurs utilisation
pour les logos.

À partir de ces observations, nous construisons trois basesde graphes à partir de la base de
logos. La première base (Régions) consiste à modéliser chaque logo dans un graphe d’adjacence
de régions. Concrètement, pour chaque logo, nous extrayonsles régions disjointes, un graphe
est ensuite construit tel que les nœuds correspondent aux régions et les arêtes correspondent aux
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relations d’adjacence entre les régions. La deuxième base (Point d’intérêt de Harris + Delaunay)
consiste à coder chaque logo dans un graphe des points d’intérêt. Pour chaque logo, nous ap-
pliquons l’algorithme de Harris pour détecter les points d’intérêt, ensuite le graphe est construit
à partir de la triangulation de Delaunay de ces points d’intérêt de Harris. Enfin, la troisième base
(Squelette) consiste à coder le squelette de chaque logo dans un graphe où les nœuds représen-
tent les points de terminaison et les points de jonctions, etles arêtes représentent les branches
entre ces points dans le squelette.

Régions Point d’intérêt de Harris + Delaunay Squelette

Jouili 93,40% 76,13% 75,47%
Robles-Kelly 82,03% 69,33% 71,27%
Lopresti 91,37% 81,83% 80,93%
Papadopoulos 94,67% 84,40% 81,87%
PATH 81.93% 42.67% 43.53%
Riesen 85,57% 70,49% 67,93%
Neuhaus 86,70% 73,93% 69,20%

TABLE 2.2 – Taux de classification de la base de logos avec différentes méthodes d’extraction
de graphes

Pour évaluer l’impact du de la représentation en graphes surla base de logos, nous util-
isons le même protocole d’évaluation que pour l’expérimentation précédente. Six méthodes de
mesures de similarités entre les graphes sont appliquées dans un contexte de classification avec
l’algorithme desk plus proches voisins. Nous rappelons que chaque base est divisée en un en-
semble d’apprentissage (30%) et un ensemble de test constitué de 70% restant de la totalité de
la base. La sélection de ces deux ensembles est totalement aléatoire. Les résultats considérés
ultérieurement sont les moyennes de 50 exécution desk-ppv.

Dans la table 2.2, nous présentons les taux de classification(k-ppv) effectués sur les trois
bases de graphes par chaque méthode de mesure de distance de graphes. Comme précédemment,
nous nous intéressons à la lecture des lignes de cette table.Chaque ligne présente les résultats
de la classification en utilisant une mesure de distance et différentes représentations en graphes
de la base de logos.

Nous constatons que les performances de classification des logos varient d’une technique
représentation en graphes à une autre. De plus, les méthodesd’appariement jouent également un
rôle important dans les performances. Ceci converge vers les conclusions de l’expérimentation
précédente (base Shape). Parmi les trois types utilisés dans cette expérimentation, les graphes
d’adjacence de régions fournissent les meilleurs résultats. Donc, parmi toutes les représentations
en graphes testées, les graphes d’adjacence de régions sontla représentation la plus appropriée
pour la base de logos.

Nous pouvons faire la même remarque concernant le rang des méthodes en fonction de la
représentation choisie.
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2.8.3 Discussion

Les résultats expérimentaux précédents montrent l’impactimportant du choix du type de
représentation en graphes sur le processus de la reconnaissance d’images dans un contexte struc-
turel. De plus, le choix du type de représentation en graphesdépend du type d’images traitées.
En effet, pour la base Shape, nous avons constaté que les graphes de squelettes fournissent les
meilleurs résultats avec cinq méthodes de mesure de similarité. Par contre, pour la base de logos,
les graphes d’adjacence de régions ont fourni les meilleursrésultats avec toutes les mesures de
similarité testées. Ainsi, nous pouvons conclure que les graphes de squelettes sont mieux appro-
priés aux images des silhouettes qu’aux images des logos. Par ailleurs, les graphes d’adjacence
de régions sont appropriés aux logos et non-appropriés aux silhouettes.

Outre le type de représentation en graphes, les performances de classification dépendent
aussi de la méthode de mesure de similarité entre les graphes. Cet aspect n’a pas été discuté dans
ce chapitre parce que notre objectif est d’étudier uniquement l’impact de type de représentation
en graphes. L’impact du choix de la mesure de similarité entre les graphes est étudié dans les
chapitres 3 et 4.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons classé les types de graphes les plus utilisés dans littérature de la
reconnaissance de formes en quatre catégories. La premièrecatégorie correspond aux méthodes
qui utilisent les points d’intérêt d’une image pour extraire un graphe. La deuxième catégorie
contient les représentations où l’agencement des différentes régions d’une image est considéré
pour construire un graphe. La troisième catégorie est constituée des techniques d’extraction des
graphes où le principal avantage est donné au relations spatiales entre les différentes primitives
d’une image. La dernière catégorie contient les méthodes d’extraction de graphes en se basant
sur le squelette d’image.

Nous avons pu observer que le choix d’une catégorie pour une base d’images dépend de la
nature des images et des besoins des systèmes d’analyse. Nous avons aussi montré empirique-
ment que le choix de représentation en graphes a un impact important sur les performances de la
classification d’images. Finalement, nous avons constaté que le choix de la représentation influe
aussi sur le rang de performances de méthodes d’appariement. En effet, en considérant une base
d’images, une méthode d’appariement peut être classée parmi les meilleures pour une représen-
tation donnée et parmi les moins bonnes pour une autre représentation. Ainsi, le changement
de représentation peut donner un qualificatif de la robustesse des méthodes d’appariement. Ceci
nous amène à la conclusion suivante : dans les travaux d’appariement, il faudrait au préalable
se poser la question de la représentation lorsqu’on présente des résultats comparatifs et être
conscient qu’en fonction de la représentation les performances peuvent être différentes.
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Première partie

Appariements de graphes
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Chapitre 3

État de l’art

On peut dire, sous forme de boutade, qu’il y a presque
autant d’approches différentes des méthodes [...] qu’il y
a d’applications différentes et de chercheurs participant
à leur mise en œuvre, pour exprimer l’intérêt accru porté
à ce domaine scientifique.

Alain Faure
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3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons illustré la grande flexibilité des structures de graphes
ainsi que leurs aptitudes à représenter les images pour les problèmes de la représentation de
formes. Ces deux qualités sont spécifiques aux graphes. En effet, en utilisant un vecteur carac-
téristique pour représenter une image, à notre connaissance, il est obligatoire de fixer une taille
unique pour tous les vecteurs représentant les images. Par contre, en utilisant les graphes pour
représenter des images, la taille de chaque graphe n’est pasfixéea priori et dépend uniquement
de la complexité de l’image considérée.

Cependant, dans la littérature, la grande majorité [119] des approches utilisent les vecteurs
comme modèles de représentation. Ce délaissement des graphes en faveur des vecteurs est prin-
cipalement dû à la complexité élevée des opérations liées aux graphes. De ce point de vue, la
reconnaissance de formes à base de graphes est un vrai challenge. Les défis sont à relever dès les
opérations basiques, tel que le calcul de la distance entre deux graphes. En utilisant les vecteurs,
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plusieurs standards existent pour définir une distance avecune complexité très faible3. A con-
trario, aucun standard n’est défini pour le calcul des distances entre les graphes. Toutefois, dans
la littérature, plusieurs approches ont été proposées pourla recherche d’une solution optimale
de distance entre deux graphes. Ces méthodes d’appariementde graphes sont réparties en deux
classes d’approches : les approches exactes et les approches approximatives. Dans la première
classe, l’objectif est de déterminer un isomorphisme exactentre deux graphes. Ces méthodes
sont très rigides et faiblement utilisées dans les applications du monde réel de la reconnaissance
de formes. Ceci est principalement dû à la sensibilité des techniques d’extraction de graphes
aux bruits présents dans les images. En effet, la présence debruits dans les images entraîne des
changements dans les topologies et les étiquettes des graphes représentatifs. La deuxième classe
de méthodes d’appariement de graphes contient les approches dites approximatives où l’objectif
est de déterminer une distance entre deux graphes. L’appariement approximatif de graphes est
introduit pour prendre en considération les changements destructures et d’étiquettes, et rendre
ainsi l’appariement de graphes utilisable en pratique. L’objectif est de chercher une distance
entre deux graphes même s’ils ne sont pas rigoureusement identiques. Dans ce chapitre, nous
passerons en revue quelques méthodes représentatives de lalittérature de calcul de distance et
de similarité entre les graphes. Pour une revue complète de ces méthodes et leurs applications,
nous conseillons la lecture de Conte et al. [52].

3.2 Synthèse des approches d’appariement de graphes

Entre les premiers travaux des années 70 [16, 56, 86] et les recherches plus contemporaines
[127, 198], le problème d’appariement de graphes a connu un fort essor dans plusieurs do-
maines scientifiques. Ces travaux ont concerné non seulement les applications d’appariement de
graphes, mais aussi le développement de nouvelles techniques de calcul d’appariement. Partic-
ulièrement, ce problème a beaucoup attiré l’attention de lacommunauté de reconnaissance de
formes où plusieurs travaux ont été proposés pour résoudre l’appariement de graphes [28, 29,
52]. Ces travaux se répartissent en deux catégories :appariement exactet appariement approx-
imatif. Dans cette section, nous passerons en revue les différentes techniques d’appariement de
graphes de chaque catégorie.

3.2.1 Appariement exact de graphes

L’appariement exact de graphes nécessite plusieurs conditions. D’abord, il s’agit de trouver
une fonction d’association entre les nœuds de deux graphes tout en préservant la structure, i.e,
chaque paire de nœuds adjacents du premier graphe correspond à une paire de nœuds adjacents
du deuxième graphe. Outre la préservation de la structure, un appariement exacte entre deux
graphes préserve aussi les étiquettes, i.e, chaque nœud d’un graphe correspond à un nœud ayant
la même étiquette dans le deuxième graphe.

Dans la littérature, plusieurs approches d’appariement exact ont été proposées. Dans la suite,
nous donnons une taxonomie de ces approches selon la satisfaction des conditions évoquées ci-

3. Par exemple, il faut que lei-ème élément du premier vecteur soit comparé uniquement avec le i-ème élément
du deuxième vecteur.
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dessus. L’approche la plus stricte est l’isomorphisme de graphesoù deux graphes isomorphes
correspondent à deux graphes ayant exactement la même structure et les mêmes étiquettes.

Isomorphisme de graphesSoientG1 = (V1, E1, α1, β1) etG2 = (V2, E2, α2, β2) deux graphes.
L’isomorphisme de graphes est une fonction bijective :

f : V1 → V2

Cette fonction doit satisfaire les conditions suivantes :

1. ∀ u ∈ V1, α1(u) = α2(f(u)),

2. ∀ e1 = (u, v) ∈ E1, ∃ e2 = (f(u), f(v)) ∈ E2, tel queβ1(e1) = β2(e2), et

3. ∀ e2 = (u, v) ∈ E2, ∃ e1 = (f−1(u), f−1(v)) ∈ E1, tel queβ1(e1) = β2(e2)

Pour vérifier si deux graphes sont isomorphes, il faut trouver une fonction bijectivef qui
met en correspondance les nœuds, un-à-un, de deux graphes tout en préservant la connectivité
et les étiquettes des nœuds. Formellement, un nœudu de grapheG1 est apparié à un nœud
f(u) du grapheG2 si et seulement si leurs étiquettes sont identiques, soitα1(u) = α2(f(u)).
Également, une arêtee1 = (u, v) du grapheG1 est apparié à une arêtee2 = f(e1) du grapheG2

si et seulement si leurs étiquettes sont identiques, soitβ1(e1) = β2(e2). De plus, deux nœudsu
et v adjacents dansG1 sont appariés respectivement àf(u) et àf(v) du G2 si et seulement si
f(u) etf(v) sont adjacents. La figure 3.1(c) illustre l’isomorphisme entre le graphe de la figure
3.1(a) et le graphe de la figure 3.1(b), les traits interrompus rouges indiquent la correspondance
entre les nœuds.

(a) (b) (c)

FIGURE 3.1 – Deux graphes isomorphes

Pour calculer la fonction d’isomorphismef d’une manière naïve, il faut générer toutes les
fonctions possibles, soitn! fonctions (avecn = | V1 |=| V2 |), et tester chaque fonction pour trou-
ver une fonction d’isomorphismef . La complexité d’un tel algorithme est au plusn!, qui n’est
certainement pas efficace pour des applications de reconnaissance de formes. Actuellement, il
n’existe aucun algorithme avec une complexité polynomialepour la résolution du problème d’i-
somorphisme de graphes. Bien que la complexité de ce problème soit considérée dans la classe
NP sans connaître si elle est dans P ou si elle est dans NP-complet [142, 237], elle n’est pas
encore démontrée [91].
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Toutefois, quelques méthodes ont été proposées dans la littérature pour résoudre efficace-
ment l’isomorphisme de graphes. Nous distinguons deux catégories d’approches qui visent à
optimiser la recherche d’isomorphisme de graphes.

Une première idée consiste à imposer des restrictions sur les types de graphes à traiter. En
fait, pour quelques types spécifiques de graphes, il existe des algorithmes polynomiaux pour
le calcul d’isomorphisme tel que les arbres [3] et les graphes planaires4 [113]. Une deuxième
famille d’approches, qui est la plus utilisée dans la littérature, consiste à concevoir une nouvelle
représentation de l’espace de recherche d’isomorphisme degraphes et à développer des algo-
rithmes qui réduisent la taille de l’espace de recherche en éliminant les chemins de recherche
jugés non adéquats. Ces méthodes sont plus générales dans lesens où elles n’imposent aucune
restriction sur les types de graphes. Dans cette famille d’algorithmes, l’un des premiers travaux
est l’algorithme de Corneil et Gotlieb [56] dont l’idée est de transformer chaque graphe en une
nouvelle représentation canonique. Cette représentationest basée sur une conjecture pour laque-
lle le calcul d’isomorphisme est plus facile. Mais, il a été démontré dans [165] que la conjecture
qui est à la base de l’algorithme de Corneil et Gotlieb [56], n’est pas toujours vraie [87]. Dans la
même perspective, Berztiss a proposé dans [21] une méthode basée sur la notion deK-formule
et le retour arrière (backtracking). Cette méthode consiste à représenter chaque graphe, partic-
ulièrement les graphes orientés, par une chaîne qui contient toutes les informations pertinentes
associées au graphe. Parmi les algorithmes de cette famillede techniques d’appariement, il faut
citer l’algorithmenauty [169] qui est considéré par plusieurs auteurs [52, 87] commel’algo-
rithme d’isomorphisme de graphes le plus rapide. Dans cet algorithme, les nœuds de chaque
graphe sont ordonnés en se basant sur un étiquetage canonique. En fait, pour chaque nœudni

d’un graphe l’algorithme calcule une étiquette unique en sebasant sur un ensemble de caractéris-
tiques décrivant les relations entreni et les autres nœuds du graphe. Ensuite, les étiquettes sont
utilisées pour l’ordonnancement des nœuds de chaque graphe. Enfin, l’isomorphisme entre deux
graphes est calculé en vérifiant l’égalité de leurs représentations canoniques (i.e. les étiquettes
canoniques ordonnées).

Une grande majorité des algorithmes d’isomorphisme de graphes sont basés sur la notion
d’arbre de recherche avec retour arrière (backtracking) [52]. Ces algorithmes consistent à struc-
turer l’espace de recherche sous forme d’un arbre de recherche. La racine de l’arbre correspond
à un appariement vide et les feuilles correspondent à un appariement complet entre les deux
graphes à comparer, s’il existe. La construction de chaque niveau de l’arbre correspond à l’a-
jout d’une paire de nœuds de deux graphes à apparier. Prenons, à titre d’exemple, deux graphes
G1 = (V1, E1) etG2 = (V2, E2) représentés respectivement dans les figures 3.2(a) et 3.2(b). La
figure 3.2(c) illustre un exemple d’un arbre de recherche d’isomorphisme entre les deux graphes
G1 et G2. À chaque niveau de l’arbre un nœud deV2 = {a, b, c} est apparié à un nœud de
V1 = {1, 2, 3}. À chaque feuille de l’arbre, la contrainte d’adjacence estvérifiée par l’examen
des arêtes dansE1 et E2. De la même manière, les étiquettes sont vérifiées si le graphe est
étiqueté. Finalement l’isomorphisme est trouvé si ces conditions (adjacence et étiquettes) sont
valides dans une feuille de l’arbre de recherche. Pour explorer efficacement l’arbre de recherche,
plusieurs méthodes ont recours à la notion du retour arrière(backtracking). Parmi ces méthodes,
l’algorithme de Ullmann [257], apparu en 1976, reste le pluspopulaire et l’un des plus efficaces

4. Un graphe est planaire si on peut le dessiner dans le plan sans que les arêtes ne se croisent.
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en terme de réduction de la taille de l’arbre de recherche. Ullmann [257] utilise une procédure
de raffinement qui consiste à élaguer le maximum de branches de l’arbre de recherche avec un
parcours d’abord en profondeur. En fait, à chaque appariement (nœud de l’arbre) l’heuristique
de Ullmann filtre les appariements postérieurs afin d’exclure les appariements qui ne sont pas
cohérents avec l’appariement en considération. Outre l’algorithme de Ullmann, plusieurs algo-
rithmes ont été proposés. Ils se basent aussi sur des heuristiques pour optimiser le temps de calcul
dans l’arbre de recherche. Citons à titre d’exemple, les deux algorithmes VF et VF2 [53, 54, 55],
La méthode de Bulò et al. [25] basée sur la théorie de jeux, le soft-assign [100], et la méthode
de Messmer et al. [171] basée sur l’arbre de décision.

(a) (b)

(c)

FIGURE 3.2 – Arbre de recherche d’isomorphisme de graphes.

Dans l’appariement exact de graphes, l’isomorphisme de graphes est la manière la plus rigide
pour comparer deux graphes. En effet, dès que les deux graphes considérés présentent une infime
différence dans la structure ou les étiquettes (e.g. ajout ou suppression d’une arête) ils sont non
isomorphes et donc ne pourront pas être appariés. L’isomorphisme de sous-graphes réduit cette
rigidité. En effet, pour vérifier l’isomorphisme de sous-graphes entre deux graphesG1 etG2, il
suffit qu’un isomorphisme existe entre le grapheG1 et un sous-graphe deG2.

Isomorphisme de sous-graphesSoientG1 = (V1, E1, α1, β1) etG2 = (V2, E2, α2, β2) deux
graphes. L’isomorphisme de sous-graphes est une fonction injective :

f : V1 → V2
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(a) (b) (c)

FIGURE 3.3 – (a) deux graphesg1 etg2, (b) un sous-graphe maximal commun entreg1 etg2, (c)
un super-graphe minimal commun entreg1 etg2

tel qu’il existe un sous-grapheg deG2, g ⊆ G2, etf est un isomorphisme entreG1 et g.

À la différence de l’isomorphisme de graphes, la complexitéd’isomorphisme de sous-graphes
est démontrée comme NP-Complet [91]. Pour résoudre l’isomorphisme de sous-graphes, plusieurs
méthodes d’isomorphisme de graphes peuvent être utilisées. Parmi ces méthodes, nous distin-
guons particulièrement les méthodes basées sur l’arbre de recherche [53, 54, 55, 257], l’arbre de
décision [171] et la satisfaction de contraintes [239, 282].

En se basant sur l’isomorphisme de (sous-)graphes, le problème de la comparaison des
graphes se limite ainsi à la recherche d’un isomorphisme. Eneffet, un algorithme d’isomor-
phisme de (sous-)graphes retourne, généralement, une valeur booléenne qui indique l’existence
ou l’absence d’un isomorphisme entre deux graphes. L’existence d’une fonction d’isomorphisme
entre deux graphes nécessite que les deux graphes soient identiques par rapport à la structure
et aux étiquettes, ou qu’un graphe soit identique à une partie de l’autre graphe. En revanche,
dans les cas pratiques en reconnaissance de formes, les graphes peuvent être très similaires sans
être (sous-graphes) isomorphes. Considérons le cas de la figure 3.3(a), il est clair que ces deux
graphes sont similaires. Pourtant entre ces deux graphes iln’existe aucune fonction d’isomor-
phisme de (sous-)graphes.

Les notions de sous-graphe maximal commun (smc) et de super-graphe minimal commun
(SMC) ont été proposées pour contourner les inconvénients d’isomorphisme de (sous-)graphes
et établir une mesure de similarité entre les graphes,

Sous-graphe maximal commun (smc) SoientG1 = (V1, E1, α1, β1) etG2 = (V2, E2, α2, β2)
deux graphes. Un grapheg est dit sous-graphe commun àG1 et G2 si et seulement si
g est isomorphe à un sous-graphe deG1 et à un sous-graphe deG2, i.e. il existe deux
isomorphismes de sous-graphes, le premier entreg etG1 et le deuxième entreg etG2. Un
sous-graphe maximal commun entreG1 et G2 correspond au plus grand sous-grapheg
commun entreG1 etG2.

Traditionnellement, le calcul du sous-graphe maximal commun entre deux graphes est lié au
calcul de la clique maximale dans le graphe d’association dedeux graphes considérés [15, 153].
Le graphe d’associationg = (V,E) de deux graphesG1 = (V1, E1) etG2 = (V2, E2) est un
graphe tel que :V = V1 × V2 et deux nœuds(u, v) et (x, y) sont adjacents si et seulement
si (u, x) ∈ E1 et (v, y) ∈ E2 ou (u, x) /∈ E1 et (v, y) /∈ E2. La figure 3.4, illustre le graphe
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FIGURE 3.4 – Graphe d’association

d’association entre les deux graphes dans les figures 3.2(a)et 3.2(b). Dans la littérature, plusieurs
approches ont été proposées pour le calcul de la clique maximale en utilisant aussi l’arbre de
recherche [14] avec des heuristiques pour optimiser le temps de calcul [35, 135, 145, 168, 167].

Super-graphe minimal commun (SMC) SoientG1 = (V1, E1, α1, β1) etG2 = (V2, E2, α2, β2)
deux graphes. Un grapheg est dit super-graphe commun àG1 et G2 si et seulement si
G1 est isomorphe à un sous-graphe deg et G2 est isomorphe à un sous-graphe deg.
Un super-graphe minimal commun entreG1 etG2 consiste au plus petit super-grapheg
commun entreG1 etG2

La notion de super-graphe a été introduite par Bunke et al. dans [34]. Cette nouvelle notion
consiste à créer le graphe le plus petit possible contenant les deux graphes considérés comme
deux sous-graphes. Bunke et al. [34] ont montré que le calculdu supergraphe commun peut se
réduire au calcul du sous-graphe maximal commun.

Les notions du sous-graphe maximal commun (smc) et du super-graphe minimal commun
(SMC), présentées ci-dessus, ont été largement utilisées pour définir une mesure de similarité
entre les graphes. Intuitivement, la similarité entre deuxgraphes est calculée à partir de leurs
parties communes. En effet, si deux graphes ont une large partie commune, évidemment, leur
similarité doit être importante. Inversement, si deux graphes n’ont qu’une petite partie commune,
leur similarité doit être faible. Dans ce qui suit, nous présentons quelques mesures de distance
qui ont été établies dans littérature pour quantifier la similarité entre deux graphes en se basant
sur les notions du sous-graphe maximal commun (smc) et du super-graphe minimal commun
(SMC).
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Bunke et al. ont proposé dans [27] une distance entre deux graphes définie comme suit :

dBunke97(g1, g2) =| g1 | + | g2 | −2× | smc(g1, g2) |

À partir de cette mesure, deux graphesg1 etg2 sont similaires si la taille de leur sous-graphe
maximal commun (| smc(g1, g2) |) est proche de la taille de| g1 | et | g2 |, i.e | smc(g1, g2) |
est similaire, à la fois, à| g1 | et à | g2 |. Ainsi, la distance sera proche de 0. Par contre, si la
taille du sous-graphe maximal commun (| smc(g1, g2) |) est proche de 0, la distance sera la plus
importante.

Une autre distance entre les graphes est proposée aussi par Bunke et al. dans [37], et est
définie par :

dBunke98(g1, g2) = 1−
| smc(g1, g2) |

max{| g1 |, | g2 |}

Cette distance a la particularité d’être bornée entre 0 et 1,où une valeur proche de 0 désigne
une forte similarité entre les graphes comparés, et inversement une valeur dedBunke98 proche
de 1 correspond à une faible similarité. En fait, pour que deux graphes soient similaires il faut
que la taille de leur sous-graphe maximal commun soit prochede la taille de l’un deux. Ainsi, la
fraction sera proche de 1 et la distance entre les deux graphes sera proche de 0.

Une autre distance similaire a été proposée par Wallis et al.dans [265]. Cette distance est
basée sur la notion du graphe d’union qui est inspirée de la théorie des groupes. La distance de
Wallis entre les graphes est définie comme suit :

dWallis(g1, g2) = 1−
| smc(g1, g2) |

| g1 | + | g2 | − | smc(g1, g2) |

Du point de vue de la théorie des groupes, le dénominateur de la fraction correspond à la
taille de l’union de deux graphesg1 et g2. Il est clair que cette distance est très similaire à la
distancedBunke98. Néanmoins, à l’inverse de la distancedBunke98, avec la distancedWallis le
graphe le plus petit des deux graphesg1 et g2 a une influence sur la distance.

Outre ces distances uniquement formulées à partir du sous-graphe commun maximal, Fer-
nandez et al. ont proposé dans [81] de combiner le sous-graphe commun maximal et le super-
graphe minimal commun pour calculer la distance entre deux graphes. La distance est définie
comme suit :

dFernandez01(g1, g2) =| SMC(g1, g2) | − | smc(g1, g2) |

Selon cette distance, pour que deux graphesg1 et g2 soient similaires, il faut que la taille de
SMC(g1, g2) soit proche de la taille desmc(g1, g2), i.e. le sous-graphe commun maximal et le
super-graphe minimal commun deg1 et g2 sont similaires.

Discussion

Selon la définition de l’appariement exact de graphes, notamment l’isomorphisme de graphes,
pour que deux graphes soient similaires il faut qu’ils partagent exactement la même structure et
les mêmes étiquettes (s’ils sont étiquetés). Ces conditions très rigides impliquent qu’une dé-
tection de graphes isomorphes ne peut avoir lieu qu’à la condition que n’apparaisse aucune
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différence entre les graphes, même infime. Pour réduire ce niveau de rigidité de l’appariement,
l’isomorphisme de sous-graphes a été introduit. Dans le contexte de l’isomorphisme de sous-
graphes, un graphe peut être isomorphe à, seulement, une partie d’un autre graphe.

La similarité, basée sur la notion d’isomorphisme entre deux graphes, est une valeur binaire
qui indique uniquement si les graphes sont isomorphes ou non. En revanche, la plupart des appli-
cations utilisant les graphes (e.g. en reconnaissance de formes) ont besoin des mesures qui quan-
tifient la similarité entre les graphes. Cette quantification permet d’identifier pour deux graphes
donnés leur niveau d’isomorphisme (i.e. à quel point les deux graphes sont isomorphes ou non
isomorphes). De ce fait, plusieurs méthodes ont été proposées pour répondre à ces besoins, en
se basant sur la structure du sous-graphe commun et du super-graphe commun. Ces mesures
ont offert une certaine tolérance aux erreurs [175]. Dans cecontexte, l’appariement ne néces-
site pas l’existence d’une fonction d’isomorphisme de (sous-)graphes pour que deux graphes
puissent être comparés. Toutefois, même avec ces mesures, les graphes considérés similaires
doivent partager des parties isomorphes. Cela signifie que,pour que ces mesures de distance
soient faibles (i.e. proche de zéro) et qu’on considère les objets modélisés similaires, les deux
graphes comparés doivent partager des parties identiques en terme de structure et d’étiquettes.

3.2.2 Appariement approximatif de graphes

L’appariement exact de graphes est fondé sur des théories mathématiques exactes (e.g la
théorie des groupes) qui imposent des contraintes strictespour la comparaison des graphes. La
caractéristiqueexactede l’appariement de graphes est héritée de ces théories mathématiques
et est considérée comme un avantage. En pratique, cet avantage peut devenir un inconvénient.
Dans plusieurs applications, deux graphes appartenant à lamême classe ne sont pas forcément
complètement (ou partiellement) identique en terme de leurstructure. Par ailleurs, les étiquettes
utilisées en pratique sont fréquemment de nature non discrète en reconnaissance de formes.
Par conséquent, deux graphes appartenant à la même classe ont généralement (en plus de la
structure) des étiquettes plus ou moins différentes. Ces différences en termes de structures et
d’étiquettes sont dues à plusieurs causes telles que la présence de bruit et la variabilité des objets
(appartenant à la même classe). En pratique, le bruit est omniprésent et les objets d’une même
classe sont soumis à des déformations. Ainsi, il est évidentque l’appariement exact de graphes
ne répond pas aux attentes d’applications de la vie réelle, d’où sa rare utilisation.

L’appariement approximatif de graphes a été développé poursurmonter l’intolérance aux
changements de structures et d’étiquettes et pour rendre l’appariement de graphes utilisable
en pratique. L’objectif de l’appariement approximatif estde chercher une distance entre deux
graphes même s’ils ne partagent pas une (sous-)structure commune. Ainsi, l’appariement ap-
proximatif tolère les différences dans les structures et les étiquettes des graphes considérés. Au
lieu d’évaluer si deux graphes sont identiques (ou partiellement identiques), les algorithmes
d’appariement approximatif cherchent à évaluer la similarité entre deux graphes. Cette simi-
larité est calculée en affectant à chaque appariement entreune paire de nœuds un coût qui pé-
nalise la différence entre les nœuds en termes de structure et d’étiquettes de graphes et favorise
les ressemblances. Ainsi, les algorithmes d’appariement approximatif consiste à trouver un ap-
pariement entre deux graphes qui minimise le coût total des appariements nœud-à-nœud. Dans
la littérature, plusieurs approches ont été proposées pourcalculer un appariement approximatif
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entre deux graphes.

Parmi ces méthodes, la distance d’édition de graphes a été largement utilisée comme la
mesure de similarité la plus appropriée pour estimer une distance entre deux graphes [28]. L’idée
de la distance d’édition de graphes est de définir la similarité de deux graphes par le nombre min-
imal d’opérations élémentaires d’édition nécessaires pour transformer un graphe à un autre. À
l’origine, la distance d’édition de graphes est inspirée dela distance d’édition de chaînes de
caractères [152] où les opérations d’édition autorisées sont : l’insertion, la suppression et la sub-
stitution de caractères. Ainsi, l’appariement de graphes par minimisation de la distance d’édition
évalue la distance entre les graphes en comptant les opérations nécessaires les moins coûteuses
pour rendre deux graphes isomorphes. Comme avec les chaînesde caractères, la distance d’édi-
tion de graphes est calculée par un ensemble standard d’opérations d’édition, i.e. les insertions,
les suppressions et les substitutions. Ces opérations d’édition sont appliquées sur les nœuds et
les arêtes. En outre, un certain coût est associé à chacune deces opérations. Dans ce sens, Bunke
[27] a introduit un ensemble de coûts des opérations pour lequel la distance d’édition de graphes
est équivalent à la distance de graphes basée sur la taille dusous-graphe maximal commun (cf.
dBunke97(g1, g2), page : 40).

De toute évidence, pour chaque paire de graphes A et B, il existe différentes séquences
d’opérations d’édition qui transforment A en B. Toutefois,le calcul de la distance d’édition
entre deux graphes implique non seulement la recherche d’une séquence d’opérations d’édition
pour transformer un graphe à l’autre, mais aussi la recherche d’une séquence qui possède le coût
total minimal.

Dans ce qui suit, nous passons en revue les principaux travaux ayant trait à l’appariement
approximatif de graphes. Pour une liste exhaustive des méthodes proposées depuis 1973, le
lecteur intéressé peut consulter [52, 28].

Arbre de recherche

Comme pour l’appariement exact de graphes, l’arbre de recherche a été largement utilisé
dans les algorithmes d’appariement approximatif de graphes. Le travail de Tsai et al. en 1979
[255] a ouvert la voie de l’utilisation d’arbre de rechercheet des heuristiques. Toutefois, Tsai
et al. ont introduit la notion du coût d’édition de graphes ense limitant aux opérations de sub-
stitutions des nœuds et des arêtes. L’heuristique utiliséeest basée sur le calcul des futures ap-
pariements de nœuds en négligeant l’injectivité de la fonction d’appariement. Cette méthode a
été étendue dans [256] pour prendre en compte d’autres opérations d’édition (i.e. insertion et
suppression) sur les nœuds et les arêtes. Dans [273], Wong etal ont proposé une amélioration
de l’heuristique pour qu’elle prenne en compte les appariements des arêtes.

Dans [30, 212], la notion de distance d’édition de graphes a été définie. Pour le calcul de
cette distance, plusieurs techniques ont été élaborées en se basant sur l’algorithme A∗ 5 avec
des heuristiques adaptées. Par ailleurs, l’optimisation du coût d’appariement approximatif entre
deux graphes est connu comme un problème NP-difficile. En fait, la taille de l’arbre de recherche
est exponentielle par rapport aux tailles des graphes considérés. Pour faire face à ce problème,

5. L’algorithme A∗ est proposé par Hart et al. dans [109]
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des algorithmes dits sous-optimaux ont été proposés. Le principe d’un algorithme d’appariement
sous-optimal est le calcul d’un minimum local du coût d’appariement, au lieu d’un minimum
global [96, 228, 226]. Eshera et Fu ont proposé dans [78, 79] une méthode sous-optimale avec
une complexité polynomiale basée sur la décomposition de chaque graphe considéré en un en-
semble de sous-graphes ditsgraphes de base. Dans cette méthode, pour chaque nœudni du
graphe considéré, un graphe de basegbi est construit avec toutes les arêtes et les nœuds ad-
jacents àni. La figure 3.5 illustre un exemple de décomposition. Ensuite, l’appariement en-
tre deux graphes est approché par la recherche de l’appariement entre les deux ensembles de
graphes de base. Dans [78, 79], la programmation dynamique6 a été utilisée pour définir la
solution d’appariement optimale. Récemment, le couplage d’un graphe biparti (i.e. problème
d’affection) [243, 201, 203] et la programmation linéaire [4, 134] étaient appliqués pour ré-
soudre l’appariement approximatif de graphes. Les objectifs de toutes ces méthodes se résument
à la réduction de la complexité et de l’espace de recherche d’appariements.

Dans un travail similaire à la méthode d’Eshera et Fu, Neuhaus et al. [178] ont proposé
une technique basée sur la décomposition de graphes et l’algorithme A∗-beamsearch. Cet algo-
rithme explore toutes les possibilités d’appariements entre les nœuds et les arêtes d’un graphe
et les nœuds et les arêtes d’un autre graphe grâce à l’utilisation de l’algorithme de recherche
A∗. Dans Algorithme 1, nous illustrons l’algorithme proposé par Neuhaus et al. dans [178].
L’ensemble OUVERT contient la construction dynamique de l’arbre de recherche A∗ dont les
nœuds représentent les séquences de transformations partielles, et les feuilles, les séquences de
transformations complètes. Concrètement, dans cet algorithme, les nœuds du premier graphe
G1 sont traités dans un ordre fixéa priori, ici (u1, u2, ...). Ensuite, pour chaque nœud, toutes les
opérations d’édition possibles sont construites simultanément (ligne 12 pour les suppressions et
la ligne 11 pour les substitutions). Ceci produit un nombre de nœuds successeurs dans l’arbre
de recherche. Si tous les nœuds du premier graphe sont traités, les nœuds non-traités du deux-
ième grapheG2 sont ajoutés àG1 (ligne 14). Les séquences partielles d’opérations d’édition
sont stockées dans l’ensemble OUVERT qui est l’ensemble desnœuds de l’arbre de recherche.
Cet ensemble sera considéré dans l’itération suivante de l’algorithme. Un nœudp de l’arbre de
recherche (une séquence d’édition) est dit optimal s’il minimise le coût de la recherche de l’al-
gorithme A∗ g(p)+h(p) (ligne 5). La fonctiong(p) mesure les coûts d’édition cumulés jusqu’au
nœudp de l’arbre de recherche. La fonctionh(p) estime les coûts d’édition à partir du nœudp
jusqu’à une feuille de l’arbre de recherche. L’utilisationdebeamsearchintervient dans la con-
struction de l’arbre de recherche, i.e. l’ensemble OUVERT.En fait, au lieu de construire tous les
nœuds possibles de l’arbre de recherche, juste un nombre fixes de nœuds est maintenu dans OU-
VERT. Lorsqu’un nouveau nœud (une séquence partielle d’édition) est ajouté dans OUVERT,
uniquement less nœuds qui minimisentg(p) + h(p) sont maintenus.

Méthodes spectrales

L’idée principale des méthodes spectrales est l’utilisation des valeurs et vecteurs propres
de la matrice d’adjacence et/ou de Laplace. Les valeurs et les vecteurs propres sont invariants
par rapport à l’ordre des nœuds d’un graphe. En fait, si deux graphes sont isomorphes, ils ont

6. La notion de la programmation dynamique est introduite dans [18]
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(a)

(b) L’ensemble de graphes de base du graphe (a)

FIGURE 3.5 – Décomposition du graphe (a) en un ensemble de graphes debase (b) selon la
méthode de Eshera et Fu [78, 79]

Algorithme 1 Distance d’édition de graphes [178]
ENTRÉES: Deux graphesG1 = (V1, E1, α1, β1) et G2 = (V2, E2, α2, β2), avec V1 =
{u1, ..., u|V1|} etV2 = {v1, ..., v|V2|}

SORTIES : La séquence d’opérations d’édition à coût minimal entreG1 etG2

1: Initialiser OUVERT comme un ensemble vide, i.e. OUVERT =∅
2: Pour tout nœudw ∈ V2, insérer la substitution{u1 → w} dans OUVERT
3: Insérer la suppression{u1 → ε} dans OUVERT
4: Boucler
5: Supprimerpmin = arg minp∈OUV ERT {g(p) + h(p)} de OUVERT
6: Si pmin est une séquence d’opérations d’édition complèteAlors
7: retournerpmin comme solution
8: Sinon
9: Soitpmin ={u1 → vi1 , ..., uk → vik}

10: Si k < | V1 | Alors
11: pour tout nœudw ∈ V2 \ {vi1 , ...., vik}, insérerpmin ∪ {uk+1 → w} dans OU-

VERT
12: Insérerpmin ∪ {uk+1 → ε} dans OUVERT
13: Sinon
14: Insérerpmin ∪

⋃

w∈V2\{vi1 ,....,vik}
{ε→ w} dans OUVERT

15: Fin Si
16: Fin Si
17: Fin Boucler
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(a) (b)

FIGURE 3.6 – Deux graphes pondérés à apparier avec la méthode de Umeyama [258]

une même décomposition en valeurs propres. En revanche, l’inverse n’est pas toujours vrai, si
deux décompositions en valeurs propres sont égales, les deux graphes correspondants ne sont pas
forcément isomorphes. Le principal avantage des méthodes spectrales est la rapidité du calcul de
décomposition en valeurs propres d’une matrice (i.e polynomiale), tandis que la principale limite
est l’incapacité de traiter les graphes étiquetés. Ces méthodes sont dites purement structurelles
[52, 160].

Parmi les premiers travaux qui utilisent la théorie spectrale pour l’appariement de graphes,
nous détaillons la méthode proposé par Umeyama [258]. Cetteméthode utilise la décomposition
en valeurs propres des matrices d’adjacences de chaque graphe et définit la notion de matrice
d’appariement. Cette matrice décrit l’appariement nœud-à-nœud entre deux graphes. La limita-
tion majeure de l’approche de Umeyama est l’impossibilité àcomparer des graphes de tailles
différentes. Soient les deux graphesg1 et g2 illustrés respectivement dans les figures 3.6(a) et
3.6(b). L’appariement deg1 et g2 avec la méthode de Umeyama se déroule comme suit : La
première étape consiste à calculer les matrices d’adjacenceA1 etA2 deg1 et g2.

A1 =

















1 1 0 5 2.5

1 0 6 2 0

0 6 0 2 0

5 2 2 0 3

2.5 0 0 3 0

















, A2 =

















0 1 0 0 9

1 0 1 8 0

0 1 0 12 0

0 8 12 0 2

9 0 0 2 0

















Ensuite, nous calculons la décomposition en valeur propresdes matrices d’adjacence. Nous
obtenons les valeurs propresλ1 etλ2 ainsi que les matrices modalesU1 etU2 de chaque graphe7.

λ1 = (-6.1731, -4.7933, -1.9430, 4.7291, 9.1803,)

7. Les colonnes de la matrice modaleU1 (resp.U2) sont formées par les vecteurs propres de la matrice d’adja-
cenceA1 (resp.A2).
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U1 =

















0.2324 −0.5093 −0.5086 −0.4368 −0.4870

−0.6469 −0.3285 0.0001 0.5292 −0.4399

0.6960 0.0936 0.1255 0.5699 −0.4078

−0.2074 0.7612 −0.1222 −0.2400 −0.5522

0.0067 −0.2108 0.8430 −0.3831 −0.3131

















λ2 = (-14.3077, -8.7600, -0.9040, 8.7908, 15.1808)

U2 =

















−0.1443 0.6920 −0.0159 −0.6962 −0.1238

0.3635 0.0332 −0.8361 0.0492 −0.4067

0.5638 0.1986 0.5394 0.1693 −0.5684

−0.7025 −0.1477 0.0290 0.1199 −0.6852

0.1889 −0.6773 0.0945 −0.6855 −0.1637

















Nous calculons la matrice de similaritéM = U1. U
T
2 entre les vecteurs propres deg1 et g2,

avecU i qui est la valeur absolue deUi. Un élémentM(i, j) correspond au produit scalaire du
i-ème et duj-ème vecteur propre respectivement deg1 et g2.

M = U1. U
T
2 =

















0.7585 0.7461 0.8573 0.6393 0.8160

0.7436 0.4511 0.7696 0.8679 0.7795

0.6144 0.5549 0.8069 0.8542 0.6641

0.7942 0.4392 0.6885 0.6688 0.8212

0.4658 0.8604 0.7432 0.3208 0.5376

















Finalement, un algorithme de résolution du problème d’affection (dans ce cas la méthode
hongroise [146]) est appliqué à la matriceM pour obtenir une matrice de permutationP . Cette
matriceP décrit la correspondance entre les nœuds deg1 et les nœuds deg2. i.e.

Pi,i =

{

1, si vi est apparié avecuj (3.1a)

0, sinon (3.1b)

P =

















0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

















À partir de la matrice de permutationP , la distanced(g1, g2) entre les deux graphesg1 etg2
est calculée comme suit :

d(g1, g2) = d(P ) =‖ PA1P
T −A2 ‖

2= 10.7034
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FIGURE 3.7 – L’appariement avec la méthode de Umeyama [258]

avec‖ . ‖ la norme euclidienne d’une matrice(‖ A ‖= (
∑n

i=1

∑n
i=1 | aij |

2)1/2).

Plus récemment, dans [161, 162], les auteurs proposent une technique spectrale du plonge-
ment des graphes dans un espace vectoriel pour exploiter lesoutils des approches statistiques
de la reconnaissance de formes. Dans le même contexte, Wilson et Hancock [270] représentent
les graphes sous forme spectrale en utilisant la décomposition en valeurs propres des matrices
laplaciennes. La distance entre deux graphes est calculée àpartir de la distance d’édition entre
les représentations spectrales correspondantes [152]. Dans une autre approche, Robles-Kelly et
Hancock [205] proposent une procédure de conversion de graphe en chaîne en utilisant la no-
tion de vecteur propre principal pour ordonner les nœuds. Ensuite, la distance d’édition entre
les chaînes correspondantes est calculée par la distance deLevenshtein [152]. Dans une autre
perspective, Carcassoni et Hancock [43] utilisent un clustering des nœuds des graphes en se
basant sur un ensemble de caractéristiques spectrales. Lesappariements sont déduits à partir de
ce clustering. Récemment, la marche aléatoire [103] et quantique [75] dans les graphes ont été
aussi utilisées dans un contexte spectral pour estimer la distance entre deux graphes.

Les méthodes d’appariement de graphes basées sur la théoriespectrale de graphes four-
nissent des solutions rapides pour approcher l’appariement entre les graphes. Néanmoins, ces
méthodes souffrent d’une sensibilité aux changements structurels dans les graphes [175]. En ef-
fet, les changements structurels, notamment sur la suppression de nœuds, engendrent des modi-
fications importantes dans les représentations spectralesutilisées par la plupart des travaux évo-
quées précédemment. Ceci augmente la sensibilité des méthodes spectrales aux changements
structurels dans les graphes et réduit leurs performances dans le processus de reconnaissance
(i.e. la classification). Outre cette sensibilité, la grande majorité de méthodes spectrales d’ap-
pariement de graphes sont purement structurelles dans le sens où elles sont applicables unique-
ment aux graphes non-étiquetés, ou aux graphes étiquetés avec un ensemble d’étiquettes soumis
à des contraintes (e.g. uniquement une étiquette numériquesur les arêtes).
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Autres techniques

Le problème de l’appariement de graphes a été formulé également dans la littérature comme
un problème d’étiquetage. Le principe général d’étiquetage par relaxation consiste à associer
des étiquettes à l’ensemble des données à traiter avec des coefficients de confiance. Pour l’ap-
pariement de graphes, chaque nœud doit être associé à une étiquette qui spécifie son appariement
à un nœud dans l’autre graphe. L’étiquetage initial peut être basé sur les attributs des nœuds, la
connectivité, etc. Ensuite, à l’aide d’un algorithme itératif les coefficients et les étiquettes sont
affinés jusqu’à l’obtention d’un étiquetage acceptable. Ilfaut noter que les coefficients sont
généralement modélisés par des distributions de probabilité gaussienne. La première formula-
tion d’étiquetage par relaxation est introduite par Kittler et Hancock dans [141]. Puis, plusieurs
améliorations ont été proposées dans [47, 107, 116, 173, 269], telle que l’utilisation des éti-
quettes des arêtes et des nœuds dans le processus de relaxation et l’intégration d’une mesure
bayésienne pour calculer la distance entre les graphes.

À côté de ces approches, il existe encore de nombreuses autres techniques. On peut citer
les méthodes basées sur les réseaux de neurones artificiels [121, 245, 246] où l’appariement de
graphes est formulé sous forme de minimisation d’énergie etrésolu avec les réseaux de Hopfield.
De plus, les algorithmes génétiques sont également utilisés pour apparier les graphes [244, 62, 9]
où le problème est défini sous forme d’un ensemble d’états (i.e les appariements) avec des degrés
d’adaptation (fitness). Parmi les nouvelles méthodes d’appariement de graphes, nous distinguons
les méthodes à noyau [22, 105, 175, 177, 220, 230]. L’idée originale des méthodes à noyau est
de transférer le problème de reconnaissance de formes vers un espace vectoriel au lieu d’utiliser
l’espace des objets d’origine. Pour les graphes, au lieu de définir des outils mathématiques dans
l’espace des graphes, tous les graphes sont projetés dans unespace vectoriel où plusieurs outils
de calcul de distance performants sont disponibles.

Toutes les méthodes présentées précédemment sont des méthodes dites univoques, dans le
sens où chaque nœud d’un graphe est apparié à au plus un nœud del’autre graphe. Au contraire
de ces méthodes, il existe certaines approches dites multivoques [6, 45] qui permettent de mettre
en correspondance un nœud d’un graphe à plusieurs nœuds d’unautre graphe. Dans ce sens, la
méthode de Ambauen et al. [6] définit une distance d’édition de graphesétendueen se basant sur
un appariement multivoque et en introduisant les opérations d’édition de fusion et d’éclatement
de nœuds.

Discussion

À l’encontre des méthodes d’appariement exacts de graphes,les méthodes approximatives
sont tolérantes aux erreurs, dans le sens où il est possible d’apparier deux graphes même s’il ne
possèdent pas la même structure et les mêmes étiquettes. Cesdifférences dans les structures et
les étiquettes sont utilisées pour évaluer, généralement,la différence entre deux graphes par une
distance. Dans la littérature, l’appariement approximatif de graphes est souvent traité comme
un problème de distance d’édition. L’idée de la distance d’édition de graphes est de définir la
similarité de deux graphes par le nombre minimal d’opérations d’édition nécessaires pour trans-
former un graphe à un autre. Ainsi, la distance d’édition de graphes peut être considérée comme
une généralisation de la distance d’édition de chaînes de caractères. En effet, les opérations
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d’édition considérées pour les graphes sont celles utilisées dans la distance d’édition de chaînes
de caractères (i.e. ajout, suppression et substitution). Cependant, dans le domaine des graphes
ces opérations sont appliquées aux nœuds et aux arêtes, tandis que dans le domaine des chaînes
de caractères les opérations d’édition sont appliquées uniquement sur les caractères.

Bien que la distance d’édition de chaînes de caractères ait une complexitéO(nm) 8 [264],
la distance d’édition de graphes est caractérisée par une complexité exponentielle en temps et
en espace [28]. Pour surpasser cette complexité élevée, quelques méthodes sont proposées dans
la littérature pour approximer une solution sous-optimaleau lieu d’une solution optimale. Dans
ce chapitre, nous avons passé en revue un ensemble de ces méthodes. Ces techniques d’ap-
proximation de distance d’édition de graphes se différencient par la manière de modéliser le
problème d’approximation. Une première partie de méthodesmodélise le problème d’approxi-
mation de distance d’édition en un arbre de recherche où les nœuds correspondent aux différentes
séquences d’édition possibles entre deux graphes. Dans cesméthodes chaque séquence d’édi-
tion est évaluée par la somme de coûts des opérations d’édition qu’elle contient. Néanmoins,
la définition des coûts des opérations d’édition est un problème en soi. Dans les travaux pro-
posés par Bunke et al. [30, 171, 177, 178, 203, 201], les coûtsdes opérations d’édition sont
prédéfinisa priori. En effet, la définition de ces coûts dépend de l’applicationet du type de
graphes considérés. Dans le cas d’absence d’un apprentissage préalable, la définition de ces
coûts n’est possible que d’une manière aléatoire ce qui implique éventuellement une dégrada-
tion des résultats. D’autres méthodes contournent ce problème en se basant sur la théorie spec-
trale de graphes. Ces techniques se caractérisent par l’utilisation de la matrice d’adjacence (ou
laplacienne) pour extraire une signature (spectrale) d’ungraphe. Ces signatures spectrales sont
utilisées pour estimer la distance d’édition entre les graphes. Les travaux proposés par Hancock
et al. [116, 160, 43, 162, 205, 192, 76] fournissent plusieurs utilisations de la théorie spectrale
pour la distance d’édition de graphes. Mais, l’inconvénient majeur de ces méthodes est que
les graphes sont contraints de ne contenir que des étiquettes numériques simples. En effet, les
méthodes spectrales ne gèrent pas les graphes étiquetés, notamment lorsqu’il s’agit d’étiquettes
symboliques et/ou d’étiquettes composées.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi un état de l’art des méthodes d’appariement de graphes.
Ces méthodes se répartissent en deux catégories : l’appariement exact et l’appariement approx-
imatif. Dans la première catégorie, l’objectif est de tester si deux graphes sont isomorphes en
vérifiant leur identité en terme de structures et d’étiquettes. Par contre, dans la catégorie d’ap-
pariement approximatif, l’objectif est de déterminer une distance entre deux graphes qui peu-
vent être structurellement différents. Le premier constatde cette étude bibliographique est la
complexité élevée de l’appariement de graphes. Ensuite, nous avons constaté que l’appariement
approximatif de graphes est plus adapté que l’exacte dans ledomaine de la reconnaissance de
formes. Néanmoins, les méthodes d’appariement approximatif existantes ont des limites dif-
férentes. Principalement, nous en avons distingué deux : lapremière limite concerne la nécessité

8. Avecn etm les tailles respectives de deux chaînes de caractères à comparer
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de prédéfinir les coûts des opérations d’édition pour certaines méthodes. La deuxième limite
concerne les méthodes basées sur la théorie spectrale où lesgraphes sont contraints de ne con-
tenir que des étiquettes numériques simples.

Dans le chapitre suivant, nous proposons une nouvelle approximation de la distance d’édi-
tion de graphes non-paramétrique et sans contraintes sur les étiquettes. Notre méthode calcule
automatiquement les coûts d’édition (suppression, ajout et substitution) des nœuds et des arêtes
qui peuvent avoir des étiquettes numériques et/ou symboliques. Pour ce faire, nous proposons
une nouvelle signature de nœuds qui caractérise chaque nœuddans un graphe en utilisant les
caractéristiques de son voisinage.
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Une distance d’édition basée sur la
signature des nœuds

Evidently, for this approach to be advantageous, the
simplest subpatterns selected [...] should be much easier
to recognize than the patterns themselves.

King Sun Fu
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4.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons constaté la grande capacité des graphes à représenter dif-
férents type d’images. En utilisant les graphes comme un modèle de représentation, nous pou-
vons ainsi transformer un problème de reconnaissance en un problème d’appariement entre
les graphes. Dans le chapitre précédent, nous avons passé enrevue plusieurs méthodes d’ap-
pariement de graphes. Ces travaux peuvent être classés dansdeux familles d’appariement de
graphes. Dans la première famille des méthodes, dite appariement exacte, pour que deux graphes
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soient similaires il faut qu’ils partagent exactement la même structure et les mêmes étiquettes
(s’ils sont étiquetés). Ces conditions très rigides ont limité l’utilisation de ces méthodes dans les
applications du monde réel. Acontrario, les méthodes d’appariement approximatif de graphes
sont tolérantes aux erreurs, dans le sens où il est possible d’apparier deux graphes même s’il ne
possèdent pas la même structure et les mêmes étiquettes. Cesdifférences dans les structures et
les étiquettes sont utilisées pour évaluer, généralement,la différence entre deux graphes par une
distance. Parmi ces méthodes, la distance d’édition de graphes a été largement utilisée comme la
mesure de similarité la plus appropriée pour estimer une distance entre deux graphes [28]. L’idée
de la distance d’édition de graphes est de définir la similarité de deux graphes par le nombre min-
imal d’opérations d’édition nécessaires pour transformerun graphe à un autre. Néanmoins, le
calcul de la séquence d’opérations d’édition de coût minimal est un problème NP-difficile dans
le cas général. Pour surpasser cette complexité élevée, quelques méthodes sont proposées dans
la littérature pour approximer une solution sous-optimaleau lieu d’une solution optimale. Dans
ces méthodes nous avons relevé, dans le chapitre précédent,deux inconvénients majeurs. Le
premier inconvénient concerne les coûts des opérations d’édition qui sont prédéfinisa priori.
En effet, la définition de ces coûts dépend de l’application et du type de graphes considérés. Le
deuxième inconvénient concerne les travaux basés sur la théorie spectrale où les graphes sont
contraints de ne contenir que des étiquettes numériques simples.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approximation de la distance d’édition de
graphes non-paramétrique et sans contrainte sur les étiquettes. Plus précisément, notre méthode
calcule directement les coûts d’édition sur les nœuds et lesarêtes qui peuvent avoir des étiquettes
numériques et/ou symboliques. Nous introduisons dans ce chapitre la signature de nœud qui est
un ensemble de vecteurs qui caractérisent chaque nœud dans le graphe. Ensuite les signatures
sont utilisées pour transformer le problème d’appariementà un problème d’affection qui sera est
via la méthode hongroise.

4.2 Formulation du problème

Les premiers travaux sur la distance d’édition de graphes [212] ont été inspirés de la distance
d’édition de chaînes de caractères [152, 264]. Ainsi, avantd’entamer la distance d’édition de
graphes, nous commençons par une succincte introduction dela distance d’édition de chaînes de
caractères.

Soit s une chaîne de caractères dans l’alphabetΣS. On notes[i] le i-ème caractère des,
s[i...j] la sous-chaîne composée pars[i]...s[j], |s| la taille des (nombre de caractères), etε
le caractèrenul (ε /∈ ΣS). Une opération d’éditionde chaînes de caractères est une paire
(a, b) 6= (ε, ε) notéea → b qui est une transformation élémentaire appliquée au caractères
a pour obtenir les caractèresb. Une transformationa → b peut être, soit une substitution si
a 6= ε et b 6= ε, soit une suppression sib = ε, soit une insertion sia = ε. SoientA et
B deux chaînes de caractères etS = s1, s2, ..., sm une séquence d’opérations d’édition qui
transformeA enB. Soit c(.) une fonction qui affecte à chaque opération d’édition(a → b)
un coût, i.e.c(a → b) = x avecx ∈ R+. Le coût total de la transformation deA en B
est la somme des coûts d’opérations d’édition appliquées, soit c(S) =

∑m
i=1 c(si). Ainsi, la

distance d’édition entreA et B, d(A,B), est définie comme le coût minimal de toutes les
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FIGURE 4.1 – Un exemple d’une séquence d’opérations d’édition pourtransformerG1 àG2

séquences d’opérations d’édition qui transformeA enB. Formellement,d(A,B) = min{c(S) |
S est une séquence d’édition qui transformeA enB}.

La distance d’édition de graphes s’inscrit dans la même philosophie que celle des chaînes de
caractères. En effet, la distance d’édition entre deux graphesG1 = (V1, E1) etG2 = (V2, E2),
est calculée à partir de la séquence d’opérations d’éditionla moins coûteuse qui transformeG1

en un graphe isomorpheG2. Les opérations d’édition standards sont intégralement inspirées
des transformations élémentaires appliquées aux chaînes de caractères, soit l’insertion (ajout),
la suppression et la substitution (changement). Quoique, quelques transformations élémentaires
ont été développées spécialement pour les graphes, comme lafusion et la division des nœuds
[6, 44, 101]. Dans le domaine des graphes, les opérations d’édition sont appliquées aux nœuds
et arêtes. Formellement, nous définissons la distance d’édition de graphes comme suit :

La distance d’édition de graphesSoientG1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) deux graphes, la
distance d’édition entreG1 etG2 est :

d(G1, G2) = min
(e1,..,ek)∈γ(G1,G2)

k
∑

i=1

c(ei)

avecγ(G1, G2) un ensemble de séquences d’opérations d’édition qui transforme le graphe
G1 enG2 et c(ei) le coût de l’opération d’édition ei.

La figure 4.1 illustre un exemple d’une séquence d’opérations d’édition entre deux graphes.
Cette séquence est composée de quatre suppressions d’arêtes, une insertion de deux nouveaux
nœuds, une suppression de nœud et une insertion de sept nouvelles arêtes.

De toute évidence, pour chaque paire de graphesG1 et G2, il existe différentes séquences
d’opérations d’édition pour transformerG1 enG2. Comme pour les chaînes de caractères, le

53



Chapitre 4. Une distance d’édition basée sur la signature des nœuds

calcul de la distance d’édition entre deux graphes impliquenon seulement la recherche d’une
séquence d’opérations d’édition pour transformer un graphe à un autre, mais aussi la recherche
d’une séquence qui possède le coût total minimal. Pour évaluer d’une manière quantitative les
séquences d’édition afin de déterminer la moins coûteuse, une fonction de coût est définie.
Cette fonction affecte à chaque opération d’édition un coûtqui reflète le niveau de distorsion
de l’opération concernée. Par exemple, la substitution d’un nœud ayant l’étiquette [0, 5.5] par
un nœud ayant l’étiquette [10, 60] doit forcément avoir un coût plus important que la substitution
de deux nœuds ayant respectivement les étiquettes [0, 5.5] et [0, 5.8].

Par conséquent, la définition d’une fonction de coût est une composante clé de la distance
d’édition de graphes. En effet, les résultats de la fonctionde coût influent considérablement sur le
choix de la séquence d’édition optimale. Les travaux existants, dans la littérature, sur la distance
d’édition de graphes ont rarement focalisé leur intérêt surla détermination de la fonction de
coût. Dans la plupart de ces travaux, la fonction de coût est définiea priori et est limitée à une
ou quelques applications précises. L’un des rares travaux,qui essayent d’établir un protocole
pour définir d’une manière automatique les fonctions de coûts, est le travail de Neuhaus [176]
où une méthode basée sur l’apprentissage des coûts d’opérations d’édition est proposée.

En plus de la séquence optimale d’opérations d’édition qui rend deux graphes isomorphes,
on peut s’interroger sur la façon dont les nœuds des deux graphes sont appariés. L’appariement
consiste ici à identifier la correspondance entre les nœuds des deux graphes. Par ailleurs, nous
nous intéressons à définir une bijection qui détermine l’appariement optimal entre deux graphes.
Évidemment, les graphes peuvent avoir des tailles différentes et quelques nœuds dans un graphe,
généralement le plus grand, ne peuvent être appariés. À partir de cette observation nous définis-
sons l’appariement optimal entre deux graphes comme :

Appariement optimal de graphes Soient A=(Va,Ea) et B=(Vb,Eb) deux graphes. Soitλa ⊆ Va

les nœuds appariés dans A et soitλb ⊆ Vb les nœuds appariés dans B. Un appariement
optimal entre A et B est défini par la fonction bijectiveσ : λa → λb, tel que

∀ υ ∈ λa, ∃ ν ∈ λb, tel queσ(υ) = ν (υ est apparié àν)

Il faut noter ici que la définition de l’appariement optimal se limite à l’identification des cor-
respondances optimales entre les nœuds de deux graphes, sans calculer une distance entre les
graphes concernés. À partir de la fonction d’appariement optimal σ, nous pouvons déduire les
opérations d’édition effectué entre les deux graphes.

SoientA = (Va, Ea) et B = (Vb, Eb) deux graphes, etσ : λa → λb une fonction d’ap-
pariement optimal entreA et B. Nous associons à chaque appariement, entre les nœuds et les
arêtes deA etB, l’un des coût suivants :

– ζnr(υ) : le coût de substitution du nœudυ ∈ λa par le nœudσ(υ) ∈ λb.
– ζni(υ) : le coût d’insertion du nœudυ ∈ Vb/λb dans A.
– ζns(υ) : le coût de suppression du nœudυ ∈ Va/λa de A.
– ζer(e) : le coût de substitution de l’arêtee = υν ∈ Ea par l’arêteσ(υ)σ(ν) ∈ Eb. Dans

la suite, nous notons parEr l’ensemble des arêtes substituées dansEa. Ici nous nous
n’intéressons pas au multi-graphe, i.e deux nœuds peuvent être réliés par au plus une
arête.
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– ζei(e) : le coût d’insertion de l’arêtee = υν ∈ Eb dans A. Dans la suite, nous notons par
Ei l’ensemble des arêtes insérées dans A.

– ζes(e) : le coût de suppression de l’arêtee = υν ∈ Ea de A. Dans la suite, nous notons
parEs l’ensemble des arêtes supprimées de A.

Les ensemblesEr, Ei et Es sont déduits de la fonction d’appariement optimale. Nous
définissons ces ensembles comme suit :

L’ensemble des arêtes substituéesEr : Cet ensemble contient les arêtes dont les deux ex-
trémités (nœuds adjacents) sont substituées, dans le graphe A, par deux nœuds adjacents
du graphe B. Formellement,

Er = {(u, v) ∈ Ea|u, v ∈ λa et (σ(u), σ(v)) ∈ Eb}

L’ensemble des arêtes inséréesEi : Cet ensemble contient les arêtes, du graphe B, dont les
deux extrémités sont insérées dans A, les arêtes ayant une extrémité insérée et l’autre
extrémité substituée, et les arêtes, du graphe B, dont les deux extrémités (nœuds adjacents)
sont substituées dans le graphe A. Formellement,

Ei = {(u, v) ∈ Eb|u, v ∈ λb et (σ−1(u), σ−1(v)) 6∈ Ea ou ((u 6∈ λb ou v 6∈ λb)}

L’ensemble des arêtes suppriméesEs : Cet ensemble correspond à l’ensemble des arêtes du
graphe A dont au moins une extrémité est supprimée, et les arêtes dont les deux extrémités
(nœuds adjacents) sont substituées, dans le graphe A, par deux nœuds non-adjacents du
graphe B. Formellement,

Es = {(u, v) ∈ Ea|u 6∈ λa ou v 6∈ λa ou ((u, v) ∈ λa × λa et (σ(u), σ(v)) 6∈ Eb)}

Nous pouvons ainsi ré-écrire la définition de la distance entre les graphes à partir de la
fonction d’appariement optimale. En fait, le résultat de fonction d’appariementσ nous permet
de déduire la séquence des opérations d’édition optimale appliquée à un graphe pour le rendre
isomorphe à un autre. Par exemple, si un nœud d’un graphe A n’appartient pas à l’ensemble des
nœuds appariésλa entre A et un graphe B, forcément il sera supprimé lors de la transformation
de A en B.

Distance de graphesSoient A=(Va,Ea) et B=(Vb,Eb) deux graphes. Soientλa ⊆ Va les nœuds
appariés dans A,λb ⊆ Vb les nœuds appariés dans B et l’appariement optimal entre A et
B défini par la bijectionσ : λa → λb. La distance entre A et B est donnée pard(A,B) :

d(A,B) =
∑

υ∈λa

ζnr(υ) +
∑

υ∈Vb/λb

ζni(υ) +
∑

υ∈Va/λa

ζns(υ)

+
∑

e∈Er

ζer(e) +
∑

e∈Ei

ζei(e) +
∑

e∈Es

ζes(e) (4.1)

Comme indiqué précédemment, la fonction de coût a une influence déterminante sur la per-
formance de la distance d’édition de graphes. Dans cette thèse, nous proposons une technique
permettant de calculer le coût d’édition d’une manière indépendante du domaine de l’applica-
tion. Toutefois, la fonction d’appariement optimal (σ) doit être connue à l’avance. Nous pro-
posons aussi une technique basée sur les signatures des nœuds pour définir la fonction d’ap-
pariement.
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4.3 Descriptions locales de graphes

Dans ce travail de thèse, nous présentons un algorithme qui réduit le problème d’appariement
approximatif de graphes en un problème de couplage de graphebiparti en utilisant la notion
de signature de nœuds. Le couplage d’un graphe biparti a été déjà utilisé auparavant dans la
littérature pour résoudre l’appariement de graphes. Cetteutilisation [203, 233] a été limitée à
modéliser l’appariement de graphes sous forme d’un problème d’affectation qui peut se résoudre
avec une complexité polynomiale. Notre principal apport est d’intégrer la notion de signature
de nœuds dans le calcul du problème d’affection (i.e. couplage de graphe biparti). Dans cette
section, nous introduisons la définition d’une signature d’un nœud ainsi que la technique de
calcul de distance entre les différentes signatures.

4.3.1 Signature de nœuds

Dans la littérature, la majeure partie des algorithmes d’appariement traitent les graphes avec
une représentation globale. Chaque graphe est géré comme une seule entité qui peut être un
vecteur [157, 205], une matrice [232] ou une chaîne de caractères [205]. Toutefois, quelques
travaux ont proposé d’utiliser des concepts de représentation de graphes locaux, comme les
graphes de base [79] et les voisinages des nœuds [233, 103]. Les différences entre ces travaux
résultent dans les méthodes d’extraction des descriptionslocales et dans les contraintes qu’elles
imposent. Parmi les approches d’extraction, nous distinguons l’approche spectrale, l’approche
de décomposition et les marches aléatoires. Mais, leur problème commun est la complexité de
l’extraction de ces descriptions locales.

Dans notre méthode, nous représentons chaque graphe par un ensemble de descriptions lo-
cales qui sont liées aux caractéristiques des nœuds et utilisées pour calculer la distance de nœud-
à-nœud. Dans la suite, nous désignons les descriptions locales par les signatures des nœuds.
Contrairement aux travaux précédents, notre signature de nœud est un ensemble de vecteurs
simples qui sont extraits par un parcours du graphe.

Pour construire une signature pour un nœud dans un graphe, nous utilisons toutes les infor-
mations liées à ce nœud et disponibles dans le graphe. Ces informations sont : les attributs du
nœud, le degré du nœud, les attributs des arêtes incidentes et les degrés des nœuds adjacents.
La collecte de ces informations devrait être affinée dans unestructure adéquate qui sera utilisée
pour calculer les distances entre les nœuds. Dans cette perspective, nous définissons la signature
d’un nœud comme un tuple d’arité 4 constitué de l’attribut dunœud, le degré du nœud et les
attributs de ses arêtes incidentes et les degrés des nœuds adjacents.

Signature d’un nœud Étant donné un grapheG = (V,E, α, β), la signature de nœudn ∈ V
est formulé comme suit :

γ(n) =
(

αG
n , θ

G
n , ∆

G
n , Ω

G
n

)

avec

– αG
n : l’ensemble des attributs den.

– θGn : le degré den.
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– ∆G
n = {θGm | m ∈ V , m adjacent àn} : le multi-ensemble9 de degrés des nœuds adja-

cents àn.

– ΩG
n = {β(e) | e ∈ E, e incidente àn} : le multi-ensemble d’attributs des arêtes inci-

dentes àn.

FIGURE 4.2 – Changements structuraux effectués sur un graphe

Afin de calculer la distance d’édition de graphes, il est important que cette notion de signa-
ture de nœuds soit particulièrement insensible aux faibleschangements structurels, mais sensible
aux changements structurels importants. Dans un graphe, les changements structurels qui provo-
quent une grande déformation de la structure sont généralement liés aux nœuds, notamment
l’insertion et la suppression des nœuds. Dans la figure 4.2, nous illustrons deux changements
du graphe G liés aux nœuds et deux changements liés aux arêtes. Les deux graphesG1 et G2

sont obtenus après, respectivement, une suppression et uneinsertion d’un nœud deG. Les deux
graphesG3 et G4 sont obtenus après, respectivement, une insertion et une suppression d’une
arête deG. Il est clair que les structures deG1 etG2 sont plus déformées que les structures de
G3 etG4 par rapport au graphe d’origineG.

En effet, la suppression et/ou l’insertion des nœuds dans ungraphe impliquent des déforma-
tions structurelles plus importantes que les opérations d’édition effectuées sur les arêtes (inser-
tion, suppression, substitution). Dans cette perspective, nous essayons à travers la représentation
de graphes sous forme d’ensembles de signatures de nœuds d’accentuer les changements struc-
turaux importants et de minimiser relativement les petits changements. Reprenons l’exemple de
la figure 4.2. Dans la table 4.1, nous représentons les trois graphesG, G1 et G4 par leurs en-
sembles de signatures de nœuds. Nous constatons que l’ensemble de signatures de nœuds du
grapheG4 est plus semblable à l’ensemble de signatures deG que l’ensemble de signatures
deG1. Cette similarité s’observe dans le nombre des signatures et le nombre de modifications

9. Un multi-ensemble est un ensemble fini dans lequel chaque élément peut y appartenir plusieurs fois, e.g.
M={1, 0, 0, 1, 3}
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effectuées sur les signatures deG pour retrouver les signatures deG1 etG4.

Multi-ensemble de signatures des nœuds d’un grapheÉtant donné un grapheg = (V,E, α, β).
Le multi-ensembleSγ de signatures des nœuds deg est défini par :

Sγ( g ) =
{

γ(ni) | ∀ni ∈ V
}

Sγ est une collection de descriptions locales. Un changement local dans le graphe n’impliquera
des changements que dans les sous-ensembles deSγ concernés par les modifications, tout en
laissant le reste des descriptions (i.e. signatures) inchangées.

4.3.2 La distance entre les signatures des nœuds

Pour évaluer la similarité entre deux entités dans un espacemultidimensionnel, une mesure
de distance est nécessaire. Bien que plusieurs mesures de distance aient été proposées [268], les
plus utilisées sont fonctionnelles uniquement soit pour les vecteurs symboliques soit pour les
vecteurs numériques. Il s’agit notamment de la distance Euclidienne et la distance de Manhattan
[66] pour les vecteurs avec des attributs numériques, et la distance de Jaccard [118] pour les
vecteurs avec des attributs symboliques. Dans notre cas, lasignature d’un nœud peut contenir
différents types d’attributs. La question qui se pose est :comment peut-on calculer une distance
entre deux signatures qui contiennent des données numériques et symboliques ?

Dans [268], les auteurs passent en revue une liste de métriques qui gèrent les vecteurs con-
tenant des données numériques et symboliques [1, 2, 97]. Cesmétriques sont basées sur la fonc-
tion de distance hétérogène. Elles sont classées en deux familles. D’une part, les distances basées
sur la différence de valeurs métriques, par exemple lamétrique hétérogène de la différence de
valeurs(Heterogeneous Value Difference Metric). D’autre part, les distances basées sur la dis-
tance Euclidienne, par exemple lamétrique euclidienne hétérogène de superposition. Les dis-
tances de la première famille ne sont utilisées que dans un contexte de classification. En effet, les
distances basées sur la différence de valeurs métriques nécessitent une phase d’apprentissage afin
d’utiliser les informations de chaque classe dans le calculde distances. Cependant, les distances
de la deuxième famille n’imposent aucune phase d’apprentissage. Ceci nous a guidé à choisir
cette deuxième famille, soitla métrique euclidienne hétérogène de superposition(HEOM), pour
calculer la distance entre deux signatures de nœuds. La distance HEOM utilise la métrique de
superposition pour calculer la distance entre les attributs symboliques, et la distance euclidienne
normalisée pour les attributs numériques.

La distance HEOM Étant donné deux vecteurs hétérogènes I et J, la distance HEOM entreI
et J est :

HEOM(I, J) =

√

√

√

√

A
∑

a=0

δ(ia, ja)2 (4.2)

avecia un attribut deI, ja un attribut deJ etA = max{|I|, |J |}. La fonctionδ(ia,ja) est
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TABLE 4.1 – Les signatures des nœuds des grapheG, G1 etG4

G

γ(n1) =

(

{1,“Cyan”}, 3,{4,2,2},{“a”,“b”,“c”}

)

γ(n2) =

(

{2,“Vert”},2,{4,3},{“d”,“c”}

)

γ(n3) =

(

{3,“Mauve”},2,{4,3},{“g”,“f”}

)

γ(n4) =

(

{4,“Jaune”},3,{4,3,2},{“e”,“b”,“f”}

)

γ(n5) =

(

{5,“Bleu”},4,{3,3,2,2},{“a”,“e”,“g”,“d”}

)

G1

γ(n2) =

(

{2,“Vert”},1,{3},{“d”}

)

γ(n3) =

(

{3,“Mauve”},2,{3,2},{“g”,“f”}

)

γ(n4) =

(

{4,“Jaune”},2,{3,2},{“e”,“f”}

)

γ(n5) =

(

{5,“Bleu”},3,{2,2,1},{“e”,“g”,“d”}

)

G4

γ(n1) =

(

{1,“Cyan”}, 2,{4,2},{“a”,“b”}

)

γ(n2) =

(

{2,“Vert”},1,{3},{“d”}

)

γ(n3) =

(

{3,“Mauve”},2,{4,3},{“g”,“f”}

)

γ(n4) =

(

{4,“Jaune”},3,{4,2,2},{“e”,“b”,“f”}

)

γ(n5) =

(

{5,“Bleu”},4,{3,2,2,1},{“e”,“g”,“a”,“d”}

)
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définie comme suit :

δ(ia,ja) =











1 si ia ou ja n’existe pas

Overlap(ia,ja) si les variables sont symboliques

rn_diffa(ia,ja) si les variables sont est numériques

avec

Overlap(ia,ja) =

{

0 si ia =ja
1 sinon

et

rn_diffa(ia,ja)= |ia−ja|
norma

La valeur denorma est utilisée pour normaliser les attributs.

Cette distance gère les attributs manquants avec le retour d’une valeur maximale égale à 1.
De plus, elle gère harmonieusement les attributs symboliques et numériques avec l’utilisation
de la normalisation par le biais denorma. Cette normalisation garantit une valeur globale de la
distance HEOM bornée entre 0 et 1.

Considérons maintenant le problème du calcul de distance entre les signatures de nœuds.
Pour mesurer une telle distance, nous procédons d’abord parle calcul de la distance entre les
sous-ensembles de chaque signature d’une manière indépendante. SoientA = (Va, Ea) etB =
(Vb, Eb) deux graphes, avecna ∈ Va etnb ∈ Vb. Soientγ(na) etγ(nb) les signatures respectives
dena etnb, avec :

γ(na) =
(

αA
na
, θAna

, ∆A
na
, ΩA

na

)

γ(nb) =
(

αB
nb
, θBnb

, ∆B
nb
, ΩB

nb

)

La distance entre les signatures des nœuds implique la quantification de la somme des dis-
tances entre les différentes composants des signatures. Par conséquent, la distance entreγ(na) et
γ(nb) correspond à la somme des distances entre chaque composant deγ(na) et son homologue
dansγ(nb).

Dans la suite, nous définissons une distance dα(α
A
na
, αB

nb
) entre les attributs des deux nœuds,

dθ(θAna
, θBnb

) la distance entre les degrés de na et nb et d∆(∆A
na
,∆B

nb
) la distance entre les en-

sembles des degrés des nœuds adjacents. Il faut noter que lesdegrés de nœuds sont ajoutés dans
la signature dans un ordre décroissant. Finalement, nous définissons la distance dΩ(ΩA

na
,ΩB

nb
)

entre les ensembles des attributs des arêtes incidentes. Évidemment, on peut se demander si
l’ordre des arêtes de chaque ensemble peut influer sur le résultat de dΩ. En effet, le change-
ment de l’ordre de l’ajout des attributs des arêtes dans une signature peut changer le résultat
final. Comme solution à ce problème, nous adoptons le protocole suivant : les arêtes incidentes
sont abordées dans l’ordre des degrés des nœuds adjacents dans∆A

na
ou∆A

na
. Autrement dit, le

premier élément de l’ensemble des attributs des arêtes incidentes dans la signatureγ(na) cor-
respond aux attributs de l’arête dont l’extrémité (autre que na) est le nœud ayant le plus grand
degré par rapport aux nœuds adjacents àna. Ce problème peut être considéré aussi comme une
instance du problème d’affection entre les multi-ensembles d’attributs des arêtes incidentes ou
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entre les multi-ensembles de degrés de nœuds adjacents. Nous n’avons pas adopté cette solu-
tion parce qu’elle est moins rapide que la nôtre. Dans la suite, nous définissons chaque distance
séparément.

Distance d’attributs des nœuds SoientαA
na

, et αB
nb

les attributs respectifs des deux nœuds
na ∈ A et nb ∈ B, la distancedα(αA

na
, αB

nb
) est définie par :

dα(α
A
na
, αB

nb
) = HEOM(αA

na
, αB

nb
)

Distance de degré des nœudsSoientθAna
et θBnb

les degrés respectifs des deux nœuds na ∈ A
et nb ∈ B, la distancedθ(θAna

, θBnb
) est :

dθ(θ
A
na
, θBnb

) = HEOM(θAna
, θBnb

)

Distance de degré des nœuds adjacentsSoient∆A
na

et∆B
nb

les ensembles des degrés des nœuds
adjacents respectivement aux deux nœuds na ∈ A et nb ∈ B, la distanced∆(∆A

na
,∆B

nb
)

est :

d∆(∆
A
na
,∆B

nb
) = HEOM(∆A

na
,∆B

nb
)

Évidemment,na et nb peuvent avoir un nombre différent de nœuds adjacents. Pour rendre les

deux ensembles∆A
na

et ∆B
nb

de même taille, nous ajoutons au plus petit ensemblek=
∣

∣

∣|∆A
na
|

− | ∆B
nb
|
∣

∣

∣ nœuds adjacents virtuels avec des degrés 0.

Distance d’attributs d’arêtes incidentes SoientΩA
na

et ΩB
nb

les ensembles des attributs des
arêtes incidentes respectivement aux nœuds na ∈ A et nb ∈ B, la distancedΩ(ΩA

na
,ΩB

nb
)

est :

dΩ(Ω
A
na
,ΩB

nb
) =

∑|ΩA
na

|
i=1 HEOM(ΩA

na
(i),ΩB

nb
(i))

| ΩA
na
|

avecΩA
na
(i) est lei-ième élément deΩA

na

Comme pour les ensembles de degrés des nœuds adjacents,ΩA
na

etΩB
nb

n’ont pas forcément
toujours la même taille. Comme précédemment, nous ajoutonsau plus petit ensemblek arêtes

incidentes virtuelles avec des attributsǫ, aveck=
∣

∣

∣
|ΩA

na
| − | ΩB

nb
|
∣

∣

∣
.

Distance de signatures des nœudsSoient A=(Va,Ea) et B=(Vb,Eb) deux graphes, avec na ∈ Va

et nb ∈ Vb. Soientγ(na) etγ(nb) les signatures respectives de na et nb, avec :

γ(na) =
(

αA
na
, θAna

, ∆A
na
, ΩA

na

)

γ(nb) =
(

αB
nb
, θBnb

, ∆B
nb
, ΩB

nb

)

La distancedγ(γ(na), γ(nb)) entre les deux signaturesγ(na) etγ(nb) est :

dγ(γ(na), γ(nb)) = dα + dθ + d∆ + dΩ (4.3)
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Chapitre 4. Une distance d’édition basée sur la signature des nœuds

4.4 Approximation de la distance d’édition de graphes

En se basant sur la signature de nœuds, nous introduisons uneapproximation de la distance
d’édition de graphes. Cette approximation est établie par la réduction du problème de la dis-
tance d’édition de graphes en un problème d’affectation. Nous montrons aussi que la définition
originale de la distance d’édition de graphes peut être établie en fonction de la solution optimale
du problème d’affectation. Bien évidemment, vu que notre approximation calcule uniquement
une solution sous-optimale de la distance d’édition de graphes, elle ne satisfait pas toujours les
propriétés d’une métrique.

Nous proposons un algorithme qui utilise les signatures de nœuds pour définir un problème
d’affection. Nous commençons par définir la distance entre deux ensembles de signatures de
nœuds.

Distance d’ensembles de signatures des nœudsSoient A=(Va,Ea) et B=(Vb,Eb) deux graphes,
étant donné la bijectionφ : Sγ(A)→ Sγ(B). La distanceϕ entre Sγ(A) et Sγ(B) est don-
née par :

ϕ(Sγ(A), Sγ(B)) = min
φ

∑

γ(ni)∈Sγ(A)

dγ(γ(ni), φ(γ(ni)))

Étant donné queφ est une bijection, les deux multi-ensembles Sγ(A) et Sγ(B) doivent contenir
le même nombre d’éléments. Pour contourner ce problème, nous ramenons les deux ensembles
des signatures Sγ(A) et Sγ(B) à une même taille. Pour ce faire, nous ajoutons au plus petit

ensemblek signatures vides (i.e.γ(ǫ) = (∅, 0, ∅, ∅)), aveck =
∣

∣

∣
|Sγ(A) | − | Sγ(B)|

∣

∣

∣
.

Le calcul de la fonctionϕ(Sγ(A), Sγ(B)) est équivalent à la résolution d’un problème d’af-
fection qui est l’un des problèmes classiques de la recherche opérationnelle. Il consiste à trou-
ver un couplage maximum (ou minimum) dans graphe biparti. Étant donné un graphe biparti
complet g = (X∪ Y,X × Y ) où à chaque arête xy un poids w(xy) est associé. Le problème
d’affectation consiste à chercher l’appariement M de X versY ayant le poids minimal. Prenons
un exemple du problème d’affectation. Soient trois ouvriersO1, O2 etO3 et trois tâchesT1, T2

etT3. Pour qu’un produit soit prêt il faut que les trois tâches soient accomplies et chaque ouvrier
se voit assigner une tâche. Le temps de mise en œuvre est donnépar la matrice de coût dans la
table 4.2. L’objectif est de minimiser le temps total de miseen œuvre. Ce problème peut être
modélisé par un graphe biparti g = (X∪ Y,X × Y ), avec X={O1, O2, O3} et Y={T1, T2, T3}
(voir figure 4.3).

TABLE 4.2 – Une matrice de coûts d’un problème d’affectation

O1 O2 O3

T1 15 12 8
T2 24 36 11
T3 23 20 25
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4.4. Approximation de la distance d’édition de graphes

FIGURE 4.3 – Un graphe biparti d’un problème d’affectation

Dans notre cas, étant donné deux graphes A=(Va,Ea) et B=(Vb,Eb), le problème d’affectation
est défini par un graphe biparti g = (X∪ Y,X × Y ), avec X=Sγ(A) et Y=Sγ(B). Les poids des
arêtes xy∈ X × Y sont les distances entre les signatures de nœuds. Ainsi, unematrice de
coûts est construite où chaque élémentij représente la distance entre lai-ème signature dans
Sγ(A) et laj-ième signature dans Sγ(B). Pour résoudre ce problème d’affection, nous utilisons
la méthode hongroise [146] (voir Annexe A) qui est connue comme l’une des méthodes les plus
efficaces et les plus rapides dans la littérature [39, 181], avec une complexité en temps de O(n3).

Une fois la méthode hongroise appliquée sur la matrice de coûts, nous obtenons une matrice
de permutation P qui définit l’appariement optimal entre lesdeux graphes A et B. En se basant
sur la matrice P nous définissons la distanceϕ et nous ré-écrivons la distance entre les multi-
ensembles de signatures comme suit :

1. Compléter les multi-ensembles avec des signatures videsafin qu’ils aient la même cardi-
nalité

2. Calculer la matrice carréed telle qued[i][j] = distance entre les signaturesi ∈ Sγ(A) et
j ∈ Sγ(A)

3. Appliquer la méthode hongroise pour calculer l’appariement bijectifφ′ : Sγ(A)→ Sγ(B)
tel que

∑

i∈Sγ(A) d[i][φ
′(i)] soit minimal.

4. Retournerφ′

Ainsi, nous définissons la distance entre deux multi-ensembles de signatures de nœuds
comme suit :

ϕ(Sγ(A), Sγ(B)) =
∑

γ(ni)∈Sγ (A)

dγ(γ(ni), φ
′(γ(ni))) (4.4)
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Chapitre 4. Une distance d’édition basée sur la signature des nœuds

Étant donné que nous avons ajouté des signatures vides (i.e.γ(ǫ)) au plus petit ensemble de
Sγ(A) et Sγ(B), nous pouvons ainsi développer l’équation (4.4) comme suit:

ϕ(Sγ(A), Sγ(B)) =
∑

γ(ni)∈Sγ (A)/γ(ǫ),φ′(γ(ni))6=γ(ǫ)

dγ(γ(ni), φ
′(γ(ni)))

+
∑

γ(ǫ)∈Sγ(A)

dγ(γ(ǫ), φ
′(γ(ǫ)))

+
∑

γ(ǫ)∈Sγ(B)

dγ(φ
′−1(γ(ǫ)), γ(ǫ))

(4.5)

avecdγ(γ(ni), φ
′(γ(ni))) la distance entre les signatures de deux nœuds de deux graphes A

et B ; dγ(γ(ǫ), φ′(γ(ǫ))) correspond à la distance entre la signature d’un nœud du graphe B
appariée à une signature vide dans A ;dγ(φ

′−1(γ(ǫ)), γ(ǫ)) correspond à la distance entre la
signature d’un nœud du graphe A appariée à une signature videdans B.

Nous considérons que chacune de ces distances correspond à un coût d’édition d’opération
effectuée sur les nœuds pour transformer le graphe A en B. Ainsi, dγ(γ(ni), φ

′(γ(ni))) cor-
respond au coût de substitution du nœudni ∈ A par le nœud du graphe B ayant la signature
φ′(γ(ni)). De plus,dγ(γ(ǫ), φ′(γ(ǫ))) correspond au coût d’insertion d’un nœud du graphe B,
ayant la signatureφ′(γ(ǫ)), dans A. Enfin,dγ(φ′−1(γ(ǫ)), γ(ǫ)) correspond au coût de suppres-
sion du nœud, dont la signature est appariée à une signature vide, de A.

Ces considérations définissent, implicitement, un appariement sur les nœuds en se basant
sur l’appariement optimal sur les signatures de nœuds. Il faut noter ici que même si notre ap-
pariement sur les signatures est optimal, nous ne pouvons pas affirmer que l’appariement résul-
tant sur les nœuds est toujours optimal.

Finalement, en s’appuyant sur l’équation (4.1) qui calculeune distance d’édition de graphes
à partir d’un appariement de nœuds, nous définissons, dans l’équation 4.6, notre approxima-
tion de la distance d’édition entre deux graphes A et B ayant,respectivement, les deux multi-
ensembles des signatures des nœuds Sγ(A) et Sγ(B).

d(A,B) = ϕ(Sγ(A), Sγ(B)) +
∑

e∈Er

ζer(e) +
∑

e∈Ei

ζei(e) +
∑

e∈Es

ζes(e) (4.6)

Cette équation (4.6) est notre approximation de la distanced’édition entre les graphes. À
notre connaissance, la grande majorité des algorithmes de distance d’édition de graphes re-
quièrent des fonctions de coûts prédéfinies. Notre approchene nécessite aucun paramètre et
calcule les fonctions de coûts en faisant usage de la signature de nœud. En outre, notre approche
réduit la distance d’édition de graphes en un problème d’affectation par le biais de signatures de
nœuds.
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4.5 Résultats expérimentaux

Dans cette section nous fournissons quelques résultats expérimentaux de notre méthode
d’appariement de graphes. Cette étude expérimentale est composée de deux parties. La première
consiste à évaluer la qualité de notre méthode par rapport à la correspondance nœud-à-nœud.
Cette évaluation fournit une comparaison avec deux méthodes connues dans la littérature. Dans
la deuxième partie de notre étude expérimentale, nous évaluons notre approximation de la dis-
tance d’édition de graphes par la classification de graphes en comparant nos résultats avec ceux
de quelques techniques d’appariement de graphes connues.

4.5.1 Appariement nœud-à-nœud

Dans cette partie, nous fournissons une comparaison entre notre algorithme, la méthode
de Umeyama [258], la méthode probabiliste de Zass [284] et l’algorithme PATH [283]. Nous
avons choisi ces trois méthodes parce qu’elles fournissentune correspondance explicite entre les
nœuds de deux graphes, ce qui n’est le cas de toutes les techniques d’appariement de graphes.

– La méthode de Umeyama [258] (voir chapitre 3) utilise la décomposition en valeurs pro-
pres des matrices d’adjacences de chaque graphe. Cette méthode introduit la notion de
matrice d’appariement qui décrit l’appariement nœud-à-nœud entre deux graphes. Cette
approche nécessite que les graphes comparés soient de la même taille.

– La deuxième méthode utilisée dans notre évaluation est la méthode probabiliste de Zass
et al. [284]. Dans cette méthode, les auteurs résolvent l’appariement de graphes dans un
cadre purement probabiliste. Cette méthode ne gère que les graphes pondérés. Elle est
basée sur l’optimisation convexe et les relations algébriques entre les arêtes des graphes.
Ces relations sont déduites à partir des matrices d’adjacence de graphes. La solution op-
timale d’appariement est calculée via un algorithme itératif de projections successives
[286].

– La troisième méthode utilisée dans notre évaluation est l’algorithme de PATH [283]. Cet
algorithme résout le problème d’appariement de graphes dans un cadre spectral. Il s’ap-
puie sur une technique basée sur l’optimisation convexe et concave pour déterminer la
matrice de permutation optimale entre les nœuds de deux graphes. Cette algorithme gère
les graphes pondérés de tailles différentes.

Pour établir une comparaison avec l’algorithme de Umeyama,nous sommes dans l’obliga-
tion d’utiliser des graphes ayant la même taille. Pour ce faire, nous avons sélectionné un sous-
ensemble de la base d’images COIL-100 [174]. La base d’images COIL-100 contient différentes
vues d’objets 3D. Les graphes sont extraits par le biais de latriangulation des points d’intérêt
de Harris détectés dans les images. Par ailleurs, pour que lacorrespondance nœud-à-nœud soit
significative, les images appariées doivent appartenir à lamême classe. Par conséquent, nous
avons sélectionné 23 images d’une même classe de COIL-100. Les 23 images sélectionnées ont
le même nombre de points d’intérêt, i.e. les graphes ont la même taille. La figure 4.4 (images du
50èmeobjet avec des rotations de 320o et de 325o) illustre les correspondances (les lignes rouges
et vertes) entre les points d’intérêt de chaque image. Les lignes rouges correspondent aux faux
appariements et les lignes vertes correspondent aux appariements corrects. Les résultats de la
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(a) Les correspondances avec notre algorithme

(b) Les correspondances avec l’algorithme de Umeyama

FIGURE 4.4 – Correspondances entre points d’intérêt de Harris (1) (les lignes vertes correspon-
dent aux correspondances correctes et les lignes rouges auxfausses).
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TABLE 4.3 – Comparaison de trois algorithmes d’appariement (TCC :taux de correspondance
correctes).

Algorithme Correspondances correctes Correspondances fausses TCC

Umeyama 2120 916 69.83%
Zass 2222 814 73.19%
PATH 2544 492 83.79%
Notre méthode 2525 511 83.17%

comparaison sont résumés dans la table 4.3. Ces résultats montrent que notre méthode fournit
un taux de correspondances correctes (TCC) très similaire àl’algorithme de PATH et supérieur
aux algorithmes de Umeyama et de Zass. Concrètement, le TCC de notre méthode a une dif-
férence de +13.34% par rapport au TCC de Umeyama, de≈ +10% par rapport au TCC de Zass,
et de -0.62% par rapport au TCC de PATH. Outre ces résultats, notre méthode est plus flexible
que celle de Umeyama, au sens où elle gère des graphes de différentes tailles. En effet, une taille
fixe de graphes pose un problème dans les applications réelles de reconnaissance de formes.
Dans notre expérimentation, la contrainte de taille nous a obligé à considérer uniquement un
sous-ensemble réduit d’une classe de la base COIL-100.

Étant donné que les méthodes de Zass et PATH gèrent aussi les graphes de différentes tailles,
nous fournissons, dans ce qui suit, une nouvelle évaluationplus poussée et approfondie. Nous
comparons les performances de notre méthode et celles des méthodes de Zass et PATH dans le
cadre de l’appariement nœud-à-nœud. Cette évaluation consiste à utiliser deux bases de données
avec des graphes de tailles différentes. La première base dedonnées est la base d’images CMU/-
VASC (model-house sequence) qui contient 9 images d’une maison en trois dimensions avec
des différents angles de vue de la caméra. La deuxième base dedonnées est la totalité de la base
d’images COIL-100, qui contient 7200 images (100 classes et72 images par classe). Rappelons
que ces bases d’images sont utilisées, dans la littérature,pour l’évaluation de plusieurs approx-
imations de distance d’édition de graphes, telle que la méthode proposée dans [205]. Dans les
deux bases d’images, les graphes sont obtenus par les triangulations de Delaunay des points
d’intérêt de Harris [108], comme dans [205].

Pour COIL-100, l’expérimentation consiste à appliquer notre méthode et les méthodes de
Zass et PATH pour faire correspondre les nœuds d’une paire degraphes représentant une paire
d’images. Chaque paire d’images appariées correspond à deux objets de même classe avec une
différence de rotation de±5°, par exemple l’image d’un objet ayant une rotation de 20° est
appariée aux images du même objet avec des rotations de 15° etde 25°. Ce choix d’images vient
du fait que les différentes vues d’un objet n’ont pas toujours des apparences similaires. Ceci
s’accentue notamment lorsque les vues ont une grande différence de rotation. Dans la figure 4.5,
nous illustrons un exemple de deux différentes vues d’un même objet. Les deux images de cette
figure n’ont pas une apparence similaire et donc l’appariement entre ces deux images n’est pas
significatif. C’est pour cela que nous ne considérons que lespaires d’images où l’appariement est
significatif. L’évaluation des méthodes d’appariement surcette base implique le calcul du taux
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(a) Rotation de 0° (b) Rotation de 240°

FIGURE 4.5 – Deux différentes vues d’un même objet de la base COIL-100

TABLE 4.4 – Comparaison de deux algorithmes d’appariement (TCC : taux de correspondances
correctes). -base d’images de COIL-100 -

Algorithme Correspondances correctes Correspondances fausses TCC

Zass 29732 46772 38.86%
PATH 36673 39831 47.94%
Notre méthode 33953 42551 44.38%

de correspondances correctes globales qui correspond à la moyenne de tous les TCC calculés
pour chaque paire d’images appariées.

Les images de la base CMU/VASC sont toutes semblables et composent une classe unique.
Par conséquent, le TCC de cette base est la moyenne de tous lesTCC obtenus pour chaque paire
de graphes en considérant toutes les combinaisons possibles. La figure 4.6 illustre un exemple
de résultats obtenus en appariant deux images de la base CMU/VASC à l’aide de notre méthode
et les méthodes de Zass et PATH.

Les résultats de cette expérimentation sont présentés dansles tables 4.4 et 4.5. Pour les
deux bases d’images, les performances de notre méthode se positionnent en deuxième position
suivies par celles de la méthode de Zass. Plus généralement,nous constatons que nos résultats
sont très compétitifs par rapport aux méthodes testées danscette évaluation. Ceci montre que
les signatures des nœuds, qui nous utilisons, sont appropriées aussi bien pour les graphes de
même tailles que pour les graphes de tailles différentes. Deplus, notre méthode gère les graphes
étiquetés (i.e. étiquettes symboliques), ce qui n’est pas,à notre connaissance, possible avec les
méthodes de Zass et PATH.
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(a) Les correspondances avec notre algorithme

(b) Les correspondances avec l’algorithme de Zass

FIGURE 4.6 – Correspondances entre points d’intérêt de Harris (2) (les lignes vertes correspon-
dent aux correspondances correctes et les lignes rouges auxfausses).

TABLE 4.5 – Comparaison de deux algorithmes d’appariement (TCC : taux de correspondances
correctes). -base d’images de CMU/VASC-

Algorithme Correspondances correctes Correspondances fausses TCC

Zass 1474 1162 55.92%
PATH 1783 853 67.64%
Notre méthode 1658 978 62.90%
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4.5.2 Classification de graphes

Protocole d’évaluation

Dans la littérature, certaines méthodes d’appariement de graphes ne gèrent pas les graphes
étiquetés (voir Chapitre 3). Souvent, ces méthodes sont appelées des méthodespurement struc-
turelles [160, 205]. Cette appellation symbolise le fait que ces méthodes s’intéressent unique-
ment à l’aspect structurel et topologique pour calculer lesdistances entre les graphes. Ainsi,
les étiquettes des nœuds et des arêtes ne sont nullement utilisées pour calculer la distance de
graphes. Outre ces méthodes, il existe des méthodes qui intègrent les étiquettes dans le calcul
des distances entre les graphes. Dans la littérature, ces deux types de méthodes ont été utilisés
en reconnaissance de formes.

Ainsi, dans un contexte de classification de graphes, nous comparons d’abord notre méth-
ode avec des méthodes purement structurelles. Ensuite, nous fournissons une comparaison entre
notre méthode et un ensemble de méthodes qui gèrent les graphes étiquetés. Néanmoins, les
méthodes d’appariement, qui gèrent des graphes étiquetés,gèrent également les graphes non-
étiquetés par le fait que ces graphes sont des cas particuliers de graphes étiquetés. Dans cette
perspective, Riesen et al. [201] proposent d’attribuer la même étiquettel à tous les nœuds et à
toutes les arêtes pour produire un graphe étiqueté à partir d’un graphe non étiqueté. Ainsi, nous
ne pouvons appliquer sur les graphes étiquetés que les méthodes qui gèrent les étiquettes. Par
contre, toutes les méthodes peuvent être appliquées aux graphes non-étiquetés.

Avant de procéder aux expérimentations, nous présentons brièvement les méthodes sélec-
tionnées pour la comparaison. Le choix de ces méthodes est principalement basé sur leurs bons
résultats obtenus avec des bases de données bien connues dans la littérature.

– L’ensemble des méthodes purement structurelles, utilisées dans notre évaluation, est com-
posé de :

GEDSS : distance d’édition de graphes par sérialisation spectrale. Robles-Kelly et al.
[205] proposent une méthode spectrale pour représenter lesgraphes par des chaînes
de caractères, puis la similarité de graphes est mesurée en fonction de la distance
d’édition de chaînes de caractères dans un cadre probabiliste. La distance d’édi-
tion de graphes est le coût du plus court chemin dans une matrice d’édition qui
transforme un graphe en un autre. Les lignes et les colonnes de la matrice d’édi-
tion sont indexées par deux chaînes : Y={y1,y2,...,y|VD|} pour le premier graphe
GD=(VD,ED) et X={x1,x2,...,x|VM |} pour le deuxième GM=(VM ,EM ). Le calcul
de la distance d’édition de graphes consiste à trouver le chemin le moins coûteux
Γ∗ = 〈γ1, γ2, ..., γk, ..., γL〉 de (y1,x1) à (y|VD|,x|VM |) à travers la matrice d’édition
en se basant sur la distance de Levenshtein. Chaque étatγk ∈ (VD ∪ ε)× (VM ∪ ε)
du chemin d’édition est une paire cartésienne. Le coût d’édition du chemin d’édition
le moins coûteux est calculé avec l’équation suivante :

d(X,Y ) = C(Γ∗) =
∑

γk∈Γ
η(γk → γk+1)

oùη(γk → γk+1) = −(lnP (γk|φ
∗
X(xi), φ

∗
Y (yj))+lnP (γk+1|φ

∗
X(xi+1), φ

∗
Y (yj+1))+

lnRk,k+1), et le coefficient de la compatibilité des arêtesRk,k+1 est
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Rk,k+1 =
P (γk|γk+1)
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∗
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si yj 6= ε etxi 6= ε

α

si yj = ε etxi 6= ε

avecρM etρD sont les densités des arêtes respectives des graphes GM et GD (ρM =
|VM |2
EM

) et φ∗
X et φ∗

Y sont, respectivement, le vecteur propre principal des matrices
d’adjacences de GM et GD.

GH : distance d’édition de graphes par l’histogramme de graphe. Papadopoulos et Manolopou-
los [183] présentent une mesure de similarité pour les graphes qui est aussi basée
sur le concept d’opérations d’édition. Ils proposent troisopérations primitives dif-
férentes : l’insertion de nœuds, la suppression de nœuds et la mise à jour de nœuds.
Alors que les opérations de suppression et d’insertion ont des significations évi-
dentes, l’opération de mise à jour est nécessaire pour insérer ou supprimer les arcs
incidents pour un nœud. De plus, Papadopoulos et Manolopoulos introduisent la
séquence de degrés d’un graphe qui est la donnée en ordre décroissante des de-
grés de chaque nœud du graphe. La distance de similarité entre deux graphes est
définie comme le nombre minimum d’opérations primitives nécessaires pour que les
deux graphes possèdent la même séquence de degrés. Pour calculer la mesure de
similarité, un histogramme trié de graphe est introduit dans [183]. Soit un graphe
G = (V,E), son histogramme est construit par les degrés des nœuds deG de sorte
que chaque nœud correspond à une case différente de l’histogramme. En triant ces
cases, on obtient un histogramme trié de grapheG (sorted graph histogram). Les
auteurs utilisent comme mesure de similarité de graphes, ladistance de Manhattan
entre les histogrammes triés de graphes correspondants. Évidement, si les graphes
dans une base de données n’ont pas la même taille, les histogrammes triés de ces
graphes ont des dimensions différentes. Pour permettre l’utilisation des structures
d’indexation des espaces de vecteurs, une technique de pliage pour les histogrammes
a été introduite pour atteindre une dimension constante deshistogrammes.
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GP : sondage de graphes.Lopresti et al. introduisent dans [157] le paradigme de sondage
de graphes. Cette technique consiste à déterminer certaines informations partic-
ulières sous forme de vecteurs à l’aide d’une sonde dans les graphes. La mesure
de similarité entre deux graphes correspond à la distance deManhattan entre les
deux vecteurs correspondants. La construction de vecteursà partir de graphes con-
siste à répondre à la question suivante :"Combien de nœuds avec un degré n sont
présents dans le graphe G = (V, E) ?". Concrètement, soit G = (V, E) un graphe non
orienté, le vecteur associé à G est le suivant : PR(G)≡(n0,n1,n2, ...) avecni=|{ v in
V | deg(v)=i} |. Soient A et B deux graphes, etPRA etPRB les vecteurs de sondage
respectifs de A et B. Selon l’approche de Lopresti et al., la distance d’édition entre A
et B correspond à la distance de Manhattan entrePRA etPRB , i.e. L1(PRA,PRB).

– Les méthodes qui gèrent les graphes étiquetés, utilisées dans notre évaluation sont :

Astar : distance d’édition de graphes par l’algorithme A∗. Neuhaus et al. ont proposé
[178] une technique basée sur la décomposition de graphes etsur l’algorithme A∗-
beamsearch. Cette méthode a été détaillée dans le chapitre précédent.

BGMEDG : distance d’édition de graphe par le couplage du graphe biparti Riesen et
al. [201] considèrent la distance d’édition de graphes comme une instance d’un
problème d’affectation. Cette méthode est une approximation sous-optimale de la
distance d’édition. La distance entre deux graphes est calculée à l’aide de la méth-
ode hongroise [146] appliquée à une modélisation du problème d’affection. Soient
A = (Va, Ea) et B = (Vb, Eb) deux graphes, les auteurs formulent le problème
d’affectation par une matrice de taille| Va | + | Vb | × | Va | + | Vb |. Dans cette
matrice, on peut observer quatre parties : la première représente les coûts de toutes
les substitutions possibles de nœuds (| Vb | × | Va |). Ces coûts correspondent à la
somme de deux valeurs : la première valeur est la distance euclidienne ou la distance
d’édition de chaînes de caractères (en fonction du type de l’étiquette en présence)
entre les étiquettes de deux nœuds, la deuxième valeur est lecoût d’affectation min-
imal entre les ensemble des arêtes incidentes aux nœuds considérés. La deuxième
partie représente une matrice diagonale de coûts de toutes les suppressions possible
de nœuds (| Vb | × | Va |). Ces coûts sont considérés comme des valeurs constantes
qui sont des paramètres de l’algorithme. La troisième partie de la matrice diagonale
représente les coûts de toutes les insertions possibles de nœuds(| Vb | × | Va |) et
ces coûts sont également des paramètres de l’algorithme et considérés comme des
valeurs constantes. Enfin, la dernière partie correspond à des zéros (ǫ → ǫ ). Fi-
nalement, les auteurs appliquent la méthode hongroise à cette matrice pour définir la
séquence d’édition optimale entre A et B.

Notons que, pour les deux méthodes Astar et BGMEDG, le calculdes fonctions de coût d’édition
optimales est un problème en soi qui dépend des bases de graphes utilisées. Pour calculer ces
coûts d’édition, nous avons procédé de la même manière que dans [175, 201]. Nous extrayons un
sous-ensemble, appelé ensemble de validation, de chaque base de graphes. Puis, nous détermi-
nons les coûts d’édition qui sont optimaux dans les jeux de validation. Nous utilisons les mêmes
fonctions de coût d’édition pour les deux algorithmes. Dansla table 4.6, nous fournissons les
coûts calculés pour chaque base de données utilisée dans cette évaluation.
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Vu qu’une partie de cette expérimentation consiste à comparer notre méthode avec des méth-
odes purement structurelles, nous utilisons, pour cette partie, des bases de graphes non-étiquetés.
Par ailleurs, les comparaisons avec les méthodes qui gèrentles graphes étiquetés sont étudiés
aussi bien sur des bases de graphes étiquetés que sur les bases de graphes non-étiquetés. Dans
ce qui suit, nous décrivons les bases de graphes utilisées dans notre expérimentation.

TABLE 4.6 – Les coûts d’opérations d’édition des méthodes Astar etBGMEDG

GREC1 Lettrine Shape Logo Mutagenicity Letter GREC2

Coût de nœud 1.6 0.3 0.9 0.3 1.1 1 13
Coût d’arête 0.7 0.1 0.5 0.1 0.1 0.5 11

Bases de graphes non-étiquetés

GREC1 : La base GREC [68] (voir figure 4.7(a)) est constituée de graphes qui représentent
des symboles extraits des plans architecturaux et électroniques. Les graphes sont défi-
nis comme suit : les point finaux (i.e. coins, intersections et cercles) sont les nœuds du
graphe, les arêtes correspondent aux lignes qui connectentles points dans les symboles.
L’ensemble utilisé dans notre expérimentation est constitué de 528 graphes, 24 classes et
22 graphes par classe.

Lettrines : La base de lettrines (voir figure 4.7(b)) contient des lettrines extraites de documents
anciens numérisés10. Chaque lettrine contient une texture, un arrière plan décoré et une
initiale. Tous ces composants sont sémantiquement intéressants, pour cela l’utilisation des
points d’intérêt nous semble non adéquate pour extraire lesgraphes à partir des lettrines.
Nous avons alors choisi d’utiliser les graphes d’adjacencede régions pour représenter les
lettrines. Pour ce faire, chaque lettrine est segmentée, tout d’abord, par un algorithme de
segmentation en régions [80]. Ensuite, chaque lettrine estreprésentée par un graphe dont
les nœuds correspondent aux régions et les arêtes aux relations d’adjacence de régions.
L’ensemble utilisé dans notre expérimentation est constitué de 280 graphes, 4 classes et
70 graphes par classe.

Shape : Cette base consiste à un ensemble d’images de silhouettes. Elle est fournie par le labo-
ratoire LEMS de l’université Brown [229] (voir figure 4.7(c)). Pour la représentation sous
forme de graphes de cette base, nous avons utilisé pour chaque méthode d’appariement,
la représentation qui a fourni les meilleurs résultats dansle chapitre 2. Ainsi, les graphes
de squelettes sont utilisés pour notre méthode et les méthodes suivantes : Robles-Kelly,
Riesen et Neuhaus. Les graphes de points d’intérêt (Harris et triangulation de Delaunay)
sont utilisés pour les méthodes suivantes : Lopresti et Papadopoulos. La base de graphes
utilisée dispose de 216 graphes, 18 classes et 12 graphes parclasse.

10. Fournit par le CESR - Université de Tours dans le contextedu projet ANR Navidomass http ://l3iexp.univ-
lr.fr/navidomass/
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(a)
GREC1

(b)
Lettrine

(c)
Shape

(d)
Logo

FIGURE 4.7 – Échantillons de chaque base d’images

Logo : Cette base [67] (voir figure 4.7(d)) est constituée de graphes qui représentent des images
binaires d’un ensemble de logos de marques déposées. Les graphes d’adjacence de régions
ont fourni les meilleurs résulats pour cette base dans le chapitre 2. Ainsi, nous utilisons
cette représentation (graphes d’adjacence de régions) sous forme de graphes pour cette
base. L’ensemble utilisé dans notre expérimentation est constitué de 80 graphes, 10 classes
et 8 graphes par classe.

La table 4.7 résume les méthodes de représentation sous forme de graphe utilisées dans nos
expérimentations.

TABLE 4.7 – Synthèse des méthodes de représentations sous forme degraphe pour chaque base

descriptions

GREC1
Noeud Point finaux
Arête Point finaux connexion

Lettrine
Noeud Régions
Arête Relation d’adjacence

Shape
Noeud Point d’intérêt de Harris, et Points de terminaison etde jonctions du squelette
Arête Triangulation de Delaunay, et Branches du squelette

Logo
Noeud Régions
Arête Relation d’adjacence

Bases de graphes étiquetés :Nous utilisons les trois bases de graphes étiquetés suivantes
fournit par l’IAM 11 [199] :

Mutagenicity : Cette base se compose de 4337 graphes (2 classes) qui représentent des com-
posés moléculaires, les nœuds représentent les atomes étiquetés du symbole chimique
correspondant et les arêtes étiquetées par les valences d’éléments chimiques.

11. Institute of Computer Science and Applied Mathematics
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Letter : La base Letter comporte des graphes (3000 graphes, 15 classes) qui représentent des
dessins déformés de quinze lettres latines. Chaque lettre déformée correspond à un graphe
où les arêtes sont les lignes et les nœuds sont les point finauxde ces lignes. Chaque nœud
est étiqueté par un attribut à deux dimensions correspondant à sa position (coordonnées).

GREC2 : Cette base contient 1100 graphes divisés en 24 classes. Comme GREC1, les graphes
sont les représentations des symboles extraits des plans architecturaux et électroniques.
Toutefois, les graphes de GREC2 sont étiquetés : les nœuds par deux attributs numériques
pour les coordonnées du point final et un attribut symboliquepour le type de l’intersection.
Les arêtes sont étiquetées par trois attributs : deux numériques pour l’angle d’inclinaison
de la ligne et la fréquence, et un attribut symbolique pour letype (ligne, cercle ...).

Dans la table 4.8, nous résumons les types d’étiquettes (symboliques ou numériques) asso-
ciés aux arêtes et aux nœuds de graphes dans les bases utilisées. Par exemple, les graphes de
la base GREC2 sont composés par des arêtes et des nœuds avec des étiquettes symboliques et
numériques.

TABLE 4.8 – Synthèse de type des étiquettes dans les bases utilisées (A : Arête, N : Noeud)

Mutagenicity Letter GREC2

Symbolique N A,N
Numerique A N A,N

Résultats

L’objectif de cette expérimentation est d’approfondir l’évaluation de notre approximation de
la distance d’édition de graphes. Pour ce faire, nous procédons à une tâche de classification avec
l’algorithme desk plus proches voisins (k-ppv). Ce choix vient du fait que cet algorithme peut
être appliqué directement dans le domaine des graphes en utilisant une distance de graphes sans
aucune éventuelle adaptation. Dans notre expérimentation, le nombre des plus proches voisins
est fixé à 3.

La première partie de cette expérimentation consiste à appliquer l’algorithme desk-ppv sur
toutes les bases (GREC1, Lettrine, Shape, Logo, Mutagenicity, Letter, GREC2). Pour chacune
de ces bases, 30% des graphes sont utilisés comme un ensembled’apprentissage et le reste (70%)
comme un ensemble de test. La sélection de ces ensembles est faite d’une manière totalement
aléatoire. Vu que l’algorithme desk-ppv est très sensible au choix de l’ensemble d’apprentis-
sage, nous avons répété l’exécution de chaque l’expérimentation 50 fois avec des ensembles
d’apprentissage (et de test) différents. La table 4.9 présente les taux de classification sur chaque
base en utilisant six méthodes de calcul de distance de graphes. Ces taux sont la moyenne des
taux obtenus dans les 50 exécutions. À partir de ces résultats, nous pouvons tirer les remarques
suivantes :

– En considérant la moyenne des taux effectués sur les bases de graphes non-étiquetés, notre
méthode fournit les meilleurs résultats par rapport aux autres méthodes. Toutefois, nous
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avons remarqué que sur ce type de bases, les résultats des méthodes GEDSS, GP et GH
sont assez proches des résultats de notre méthode. Les méthodes Astar et BGMEDG don-
nent des résultats moins bons, notamment sur la base GREC1. Une explication possible
de ces résultats pourrait être que ces méthodes (Astar et BGMEDG) n’exploitent pas as-
sez les informations structurelles de graphes. En effet, iln’y a pas assez d’informations
qui permettent à ces méthodes de ne pas faire la confusion entre les graphes d’une même
classe et ceux de classes différentes. Par contre, notre méthode exploite mieux la structure
de chaque graphe via la signature de nœuds (notamment les degrés des nœuds adjacents).
Dans le cas de GREC1, les graphes sont structurellement similaires entre eux par rap-
port aux graphes d’autres bases. Ceci montre que notre méthode basée sur la signature de
nœuds est bien appropriée pour les graphes purement structurels.

– En considérant la moyenne des taux effectués sur les bases de graphes étiquetés, les trois
méthodes fournissent des résultats similaires de l’ordre de 90%. Ces résultats confirment
notre explication précédente. En fait, les méthodes Astar et BGMEDG traitent mieux les
graphes étiquetés. Toutefois, la moyenne de taux de classification de notre méthode est
légèrement meilleure que les moyennes obtenues par les méthodes Astar et BGMEDG.
Cette différence de≈ 2% n’est pas statistiquement signifiante. Ainsi, nous considérons
que ces résultats effectuées sur les bases de graphes étiquetés sont similaires. Toute-
fois, notre méthode est non-paramétrique, tandis que les méthodes Astar et BGMEDG
requièrent des coûts d’édition. Ceci peut être un avantage dans plusieurs applications de
la reconnaissance de formes.

Par ailleurs, la moyenne globale des taux de classification sur toutes les bases montre
que notre méthode effectue une performance de≈ +10% par rapport aux méthodes Astar
et BGMEDG. Ceci montre bien la flexibilité de notre méthode par rapport aux types de
graphes gérés. En effet, nos résultats sont satisfaisants et de bonne qualité aussi bien pour
les graphes non-étiquetés que pour les graphes étiquetés.

La deuxième partie de cette expérimentation consiste à appliquer l’algorithme desk-ppv
sur la combinaison des quatre bases de graphes non-étiquetés (GREC1, Lettrine, Shape, Logo).
Nous utilisons la configuration utilisée dans la première partie de cette expérimentation. Par cette
expérimentation, nous examinons comment les distances d’édition de graphes se comportent
avec un ensemble de graphes représentant différents types de données (i.e. symboles graphiques,
lettrines, silhouettes et logos). De plus, ce test nous permettra d’évaluer la stabilité et les limites
des paramètres (les coûts d’édition) des méthodes BGMEDG etAstar. La table 4.10 présente les
taux de classification obtenus par l’algorithmek-ppv avec les différentes méthodes de calcul de
distance entre les graphes. Le taux de classification obtenupar notre méthode et la méthode GH
sont meilleurs que celui des méthodes alternatives. Il est intéressant de noter que dans ce cas de
combinaison des bases, il est difficile de déterminer les paramètres optimaux des méthodes Astar
et BGMEDG. En fait, une fonction de coût peut être optimale pour un ensemble de graphes, mais
pas pour les autres. Ce qui explique les résultats moins bonsobtenus par ces méthodes.

Résumons les propriétés de notre méthode par rapport aux méthodes alternatives testées. La
table 4.11 illustre un résumé des propriétés de chaque méthode utilisée. Notre méthode est une
approche d’approximation de la distance d’édition de graphes non-paramétrique qui ne nécessite
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aucune connaissancea priori à propos des fonctions de coûts d’édition, et qui ne se limitepas à
des types de graphes. Outre le calcul de la distance d’édition de graphes, notre approche fournit
une solution explicite de l’appariement nœud-à-nœud qui peut être utile dans différents domaines
[5, 185].

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle approximation de la distance d’édition de
graphes basée sur les signatures des nœuds. Une signature d’un nœud consiste en un ensemble de
caractéristiques qui décrivent chaque nœud localement dans le graphe. Ces caractéristiques sont :
les attributs du nœud, le degré du nœud, les attributs des arêtes incidentes et les degrés des nœuds
adjacents. Nous avons réduit le problème d’appariement de graphes en un problème d’affectation
en utilisant une distance appropriée entre les signatures.Ensuite, nous avons utilisé la méthode
hongroise pour résoudre ce problème et pour déterminer les correspondances entre les nœuds
de différents graphes. Finalement, nous avons réécrit la définition de la distance d’édition de
graphes en fonctions des distances entre les signatures appariées.

Dans la partie expérimentale de ce chapitre, nous avons établi un ensemble de tests en com-
parant notre approche à des méthodes connues dans la littérature. Les résultats ont montré que
notre méthode est aussi bien appropriée pour les graphes non-étiquetés que les graphes étiquetés.
En se basant sur ces résultats, nous utiliserons notre méthode comme la distance de graphes dans
la suite de cette thèse. Plus particulièrement, la deuxièmepartie de ce manuscrit est consacré à
la classification et l’indexation de graphes.
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TABLE 4.9 – Résultats de la classificationK − ppv (k =3)

Graphes non-étiquetés Graphes étiquetés Moyenne combinée
GREC1 Lettrine Shape Logo Moyenne MutagenicityLetter GREC2 Moyenne

Notre méthode 81.04% 84.18% 61.29%93.40%79.97% 89.06% 88.64%97.90% 91.86% 85.91%
GEDSS - Robles-Kelly [205]72.01% 82.54% 67.52% 82.03%76.02% - - - - -
GP - Lopresti [157] 79.82% 75.58% 35.99%91.37%70.69% - - - - -
GH - Papadopoulos [183] 80.00% 81.57% 46.22%94.67% 75.61% - - - - -
PATH - Zaslavskiy [283] 73.45 %80.23% 63.40%81.93%74.75% - - - - -
BGMEDG - Riesen [201] 41.87% 76.88% 47.73%85.57%63.01% 88.49% 93.32% 89.51% 90.44% 74.76%
Astar - Neuhaus [175] 42.29% 78.36% 46.44%86.70%63.44% 89.96% 90.80%89.22% 89.99% 74.82%
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TABLE 4.10 – Taux de classificationk-ppv sur la combinaison des quatre bases de graphes non-
étiquetés (k=3)

GREC1 + Lettrine + Shape + Logo

Notre méthode 49.96%
GEDSS - Robles-Kelly [205] 49.24%
GP - Lopresti [157] 47.86%
GH - Papadopoulos [183] 49.96%
BGMEDG - Riesen [201] 30.96%
Astar - Neuhaus [175] 32.05%
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s TABLE 4.11 – Résumé des méthodes d’appariement de graphes testées

Gestion des graphes
étiquetés

Gestion des graphes
non-étiquetés

Appariement nœud-
à-nœud explicite

Restrictions

Notre méthode oui oui oui -
Umeyama [258] non oui oui Graphes de même taille
Zass [284] non oui oui -
PATH [283] non oui oui -
Robles-Kelly [205] non oui non -
Lopresti [157] oui oui non -
Papadopoulos [183] non oui non -
Riesen [201] oui oui non Nécessite les fonctions de coût
Neuhaus [175] oui oui non Nécessite les fonctions de coût
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Deuxième partie

Classification et Indexation de graphes
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Chapitre 5

Classification de graphes

If this is coffee, then please - bring me some tea. But
if this is tea, please bring me some coffee.

Abraham Lincoln
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5.1 Introduction

La classification est une tâche importante dans la reconnaissance de formes. Elle a pour but
d’identifier les classes auxquelles appartiennent des objets à partir de leurs traits descriptifs.
Autrement dit, la classification est une procédure dans laquelle les objets similaires sont iden-
tifiés et regroupés dans une même classe. Dans la littérature, nous distinguons deux catégories
de classificateurs. La première correspond à la classification supervisée qui se démarque par la
connaissancea priori d’un ensemble d’échantillons d’objets dont on connaît leurappartenance
à un groupe. Typiquement, une phase, dite d’apprentissage,est effectuée sur ces connaissances
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a priori, appelées aussi base d’apprentissage, afin d’extraire des règles d’affectation. En se bas-
ant sur ces règles, l’algorithme de classification devient ainsi capable de prédire la classe d’un
nouvel objet (inconnu). Alternativement, lorsque nous ne disposons pas de cette connaissance,
la classification est dite non-supervisée. Dans ce cas, il s’agit, sans aucune connaissancea pri-
ori, ni sur le nombre de classes ni sur leur nature, de répartir les objets en plusieurs catégories
au sens d’une meilleure compacité. Une façon de procéder consiste à minimiser la similarité
intra-groupe et à maximiser la similarité inter-groupes.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la classification de graphes. Nous proposons deux
méthodes de classification de graphes. La première consisteen une classification supervisée de
graphes en se basant sur une technique de plongement de graphes dans un espace vectoriel.
La deuxième méthode proposée correspond à un algorithme de classification non-supervisée
(clustering) de graphes. Notre technique de clustering estune adaptation de la méthode demean-
shift au domaine des graphes.

5.2 Classification supervisée de graphes

La classification supervisée consiste à affecter un objet à une classe, qui est choisie parmi un
ensemble de classes connues. La classification supervisée s’applique lorsque toutes les classes
sont connues et que l’on dispose d’exemples de chaque classe. Généralement, une phase, dite
d’apprentissage, est effectuée sur ces connaissancesa priori (les exemples de chaque classe),
appelées aussi base d’apprentissage, afin d’extraire des règles d’affectation. En se basant sur ces
règles, l’algorithme de classification devient ainsi capable de prédire la classe d’un nouveau objet
(inconnu). Dans la littérature, plusieurs méthodes de classification supervisée ont été proposées
[119]. La quasi-totalité de ces méthodes ont été créées dansun contexte de représentation d’ob-
jets sous forme de vecteurs caractéristiques. Ceci est dû aumanque de structures mathématiques
pour la classification de graphes. Par exemple, ce manque peut se révéler dans les difficultés du
calcul d’une somme (pondérée) ou du produit d’une paire de graphes. Par contre, dans un espace
vectoriel, le calcul de ces opérations peut se faire via des solutions efficaces et rapides. Ainsi,
dans un contexte de classification, l’inconvénient de la représentation sous forme des graphes
par rapport aux vecteurs caractéristiques est la complexité élevée des opérations nécessaires
pour classifier les objets. Cet inconvénient a longtemps influencé les approches de la reconnais-
sance de formes de telle sorte que la flexibilité et l’universalité des graphes recule en faveur
de l’efficacité des vecteurs caractéristiques, même dans des domaines où les graphes seraient la
méthode la plus adéquate [22]. Récemment, plusieurs approches ont visé à combiner les avan-
tages de chaque représentation (structurelle et statistique). Cette combinaison consiste à projeter
les graphes dans un espace plus souple avec des structures mathématiques classiques. Les pre-
miers travaux dans ce sens consistaient à projeter les graphes dans un espace de caractéristiques
à l’aide de l’extension des méthodes à noyaux sur les graphes[22, 216, 93, 175].

Dans cette partie, nous proposons une technique similaire aux méthodes à noyaux, i.e. cette
technique utilise les graphes comme les structures de représentation d’objets et les vecteurs
numériques comme les représentations de ces graphes dans unespace vectoriel euclidien. Nous
utilisons la notion deconstant shift embeddingproposée par Roth et al. dans [208]. À l’origine,
cette idée a été proposée pour projeter des séquences de protéines dans un espace vectoriel
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euclidien àn dimensions. Dans cette partie de cette thèse, nous généralisons cette méthode de
constant shift embeddingau domaine des graphes. Notre méthode de reconnaissance de formes
est dotée de la représentation et de la flexibilité des structures de données et de l’efficacité et la
rapidité des vecteurs.

5.2.1 État de l’art

Noyaux sur graphes

Dans les méthodes à noyaux, les données sont représentées par les comparaisons par paires
seulement, au lieu de définir des représentations pour chaque modèle objet. En effet, Dans les
approches à noyaux, la représentation explicite des données est d’un intérêt secondaire. Soit un
espace d’objetsχ avecn objets{x1, ..., xn} ⊆ χ et soitκ : χ×χ→ R la fonction de similarité
dansχ. La fonctionκ définit unnoyauqui représente tout l’espace d’objetχ d’une manière
implicite par les valeurs du noyau par pairesκij = κ(xi, xj).

Prenons l’exemple simple présenté par Kashima et al. [137].Dans cet exemple, les auteurs
commencent par définir une représentation vectorielle des graphes. L’une des méthodes les plus
simple, dans ce sens, est celle qui définie chaque élément du vecteur en fonction du nombre
d’apparition d’une étiquette particulière dans le graphe.Soit un grapheG = (V,E) avecV =
{v1, v2, ..., v|V |}, le vecteurτG représentantG est défini comme suit :

τG =
(η(αv1 , G)

|V |
,
η(αv2 , G)

|V |
, ...,

η(αv|V |
, G)

|V |

)

avecη(αvi , G) est le nombre d’apparitions de l’étiquetteαvi dansG. Ainsi, nous pouvons définir
le noyauκ dans le domaine des graphes comme suit :

κ(Gi, Gj) = τG1
τTG2

=
1

|V1||V2|

∑

vi∈V1

∑

vj∈V2

k(αvi , αvj )

k(αvi , αvj ) = I(αvi , αvj )

avecI une fonction qui retourne 1 si les deux arguments sont identiques et 0 s’ils sont
différents. Le noyauκ peut être considéré comme une composition des sous-noyauxk(αvi , αvj )
appliqués sur les paires des noeuds. Le noyauk(αvi , αvj ) vérifie si les étiquettes des noeudsvi
et vj sont identiques. Ce choix d’utiliser une décomposition pour définir un noyau sur graphes
est le moyen fréquent dans la littérature des approches des noyaux sur les graphes [274]. En fait,
ce problème est basé sur des décompositions de graphes en sous-graphes de types particuliers
qui sont comparés par des sous-noyaux. Le recours aux décompositions en sous-graphes est dû à
l’incapacité de concevoir des algorithmes exacts de définition des noyaux sur graphes. En effet,
il a été prouvé dans [92, 195] que les noyaux sur les graphes, en tenant compte de la totalité
de leur structure, ne peuvent être ni calculés, ni même approchés de manière efficace. Parmi les
sous-structures utilisées pour décomposer les graphes et définir un noyau, on trouve les marches
aléatoires [24, 92, 138, 164, 194, 263]. Toutefois, des travaux ont expérimenté d’autres types
de sous-structures comme les plus courts chemins [23], sous-arbre [195, 89] et les sous-graphes
[170].
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Plongement de graphes (graph embedding)

Une autre famille de plongement de graphes consiste à trouver une représentation vectorielle
qui englobe toutes les caractéristiques de chaque graphe. L’objectif de cette famille d’approches
est de construire des vecteurs qui représentent des graphesde telle sorte que la comparaison de
ces vecteurs donne une indication précise à propos de la similarité entre les graphes correspon-
dants.

Invariant de graphes

Dans la littérature, la fonction qui assure la projection des graphes dans un espace numérique
est généralement appeléeinvariant de graphes[191].

Invariant de graphes Soitσ : ζ → Rd une fonction de l’espace de graphesζ dansRd, avecd
≥ 1. Soitgi et gj ∈ ζ, si l’existence d’un isomorphisme entregi et gj impliqueσ(gi) =
σ(gj), alorsσ est appelé invariant de graphes

Les racines de cette famille d’approches se trouvent dans ledomaine de la bio-informatique.
Un des défis majeurs dans ce domaine est la gestion de grandes bases de graphes de molécules
et de réactions. Plusieurs méthodes ont été développées pour définir des représentations vec-
torielles des molécules (graphes) [13, 65, 139, 197, 250] ditesdescripteurs topologiques. Une
des méthodes pionnières est celle de Wiener [267], qui date des années 40. Dans cette méth-
ode, chaque graphe est représenté par un indice ditindice de Wiener. Cet indice de Wiener est
un descripteur topologique défini par la somme de tous les plus courts chemins dans le graphe,
formellement :

Indice de Wiener SoitG = (V,E) un graphe. L’indice de WienerW (G) deG est :

W (G) =
∑

vi∈G

∑

vj∈G
l(vi, vj)

avecl(vi, vj) une fonction qui définit la longueur du plus court chemin entre le noeudvi
et le noeudvj dans le grapheG.

Il est démontré [267] que l’indice de Wiener est un invariantde graphes. En effet, un invariant
de graphes, e.g. indice de Wiener, est identique pour deux graphes isomorphes. En revanche,
deux invariants identiques de deux graphesg1 et g2 n’impliquent pas toujours l’isomorphisme
entreg1 et g2. Dans le cas où l’identité des invariantI(g1) et I(g2) implique l’isomorphisme
entreg1 etg2, l’invariant de graphesI(.) est appeléinvariant complet de graphes[143].

Le grand nombre de descripteurs topologiques dans la littérature [65] révèle que ces invari-
ants de graphes fournissent une bonne approximation de la mesure de similarité de graphes,
notamment dans le domaine de la bio-informatique. En effet,les descripteurs topologiques de
graphes sont une solution facile et attractive pour la comparaison de graphes en utilisant des
scalaires pour calculer la similarité entre les graphes.

Méthodes spectrales

Dans le domaine de plongement de graphes, les méthodes spectrales [48] ont été largement
utilisées dans les travaux récents [41, 40, 76, 162, 206, 254, 270, 271]. Ces approches sont
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généralement basées sur les caractéristiques spectrales des matrices d’adjacence de graphes.
Dans ce sens, la méthode de Luo et al. [161, 162] convertit lesgraphes en vecteurs en ex-
trayant quelques caractéristiques spectrales des matrices d’adjacence de graphes. Ensuite, ces
vecteurs font l’objet d’une projection dans un espace de caractéristiques en utilisant l’analyse en
composantes principales [125] et la représentation affine (Multidimensional scaling) [61, 251].
Wilson et al. ont présenté un travail similaire dans [271]. Dans cette approche, les vecteurs qui
représentent les graphes sont calculés en utilisant les coefficients des polynômes construits à
partir des matrices de Laplace de graphes. Une autre méthodede plongement de graphes basée
sur les méthodes spectrales a été introduite par Robles-Kelly et al. dans [206]. L’idée originale
de cette méthode est de plonger les noeuds d’un graphe dans unespace métrique et de considérer
les arêtes commes des géodisiques12 entre les paires de points dans une variété Riemannienne.

Sélection de prototypes : représentation par dissimilarités

L’idée principale de cette approche est d’utiliser les distances, entre le graphe considéré et un
ensemble présélectionné de graphes, comme la représentation vectorielle du graphe. L’ensemble
présélectionné est constitué par des graphes dits prototypes. Cette méthode a initialement été
présentée, par Pekalska et al. dans [187, 188], pour le problème du plongement de vecteurs
caractéristiques dans un espace de dissimilarité. Dans cette approche, les auteurs montrent que
la notion de proximité est plus fondamentale que celle d’unecaractéristique ou d’une classe.
Autrement dit, l’information de la proximité est plus importante pour la discrimination entre les
classes que la composition et les caractéristiques de chaque objet de façon indépendante. En
outre, il s’est avéré que cette approche a le potentiel d’unifier les approches statistiques et les
approches structurelles [36], parce que les dissimilarités peuvent être calculées à partir d’une
représentation structurelle.

L’espace de dissimilarités proposé par Pekalska et al. [187, 188] est défini comme un espace
Euclidien. Soitχ = {x1, x2, ..., x|X|} l’ensemble des objets à plonger. La construction d’un tel
espace nécessite la définition d’un ensemble de prototypesP = {p1, p2, ..., pn} ⊆ X où les
objets (prototypes)pi ∈ P sont sélectionnés adéquatement en se basant sur quelques critères.
Les critères de sélection des prototypes peuvent dépendre du type de problème étudié ou de la
nature des objets manipulés. En plus de l’ensemble de prototypes, l’espace de dissimilarités est
défini par une mesure de distanced : χ×χ→ R+. Chaque nouvel objetx est représenté par un
vecteurσ(x) où ses éléments sont les dissimilarités entrex et les objets dansP .

σ(r) = [d(x, p1), d(x, p2), ..., d(x, pn)]

L’adaptation de cette approche pour le domaine des graphes ad’abord été présentée par
Riesen et al. dans [204]. Ensuite, elle a été étudiée davantage dans [36, 85, 202]. Cette adapta-
tion se résume à l’utilisation d’une distance d’édition de graphes et d’un ensemble de prototypes
sélectionnés à partir des graphes à traiter pour définir l’espace de dissimilarités. Ainsi, le plonge-
ment de graphes est défini formellement comme suit :

12. En géométrie, une géodésique désigne le chemin le plus court, ou l’un des plus courts chemins s’il en existe
plusieurs, entre deux points d’un espace pourvu d’une métrique (un moyen de mesurer les distances).[source :
Wikipédia]
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Plongement de graphes dans l’espace de dissimilaritésSoit Γ = {g1, g2, ..., gn} un ensem-
ble de graphes etP = {p1, p2, ..., pm} ⊆ Γ un sous-ensemble de prototypes sélectionnés
deΓ. Le plongement de graphes :

σ : Γ→ Rm

est défini par la fonction

σ(g) = [d(g, p1), d(g, p2), ..., d(g, pm)]

avecd(g, pi) une mesure de similarité entre le grapheg et le i-ème graphe prototype dans
P .

Soient les deux conditions suivantes :
– Si un grapheg appartient à la même classe quepi alors la distanced(g, pi) est petite,
– Sig n’appartient pas à la même classe quepi alors la distanced(g, pi) est grande.

Si ces deux conditions sont vérifiées, les vecteurs de plongements seront fort probablement con-
stitués par des caractéristiques avec une grande performance de discrimination. En effet, si un
grapheg doit être classé dans la même classe quepi, forcément il est préférable que la carac-
téristiqued(g, pi) soit plus discriminante qu’une caractéristiqued(g, pj) avecpi et quepj n’ap-
partient pas à la même classe. Ainsi, même si le plongement degraphes avec une représentation
de dissimilarités semble très attractif et efficace, les résultats de cette méthode sont sensibles
aux choix des prototypes. Dans la littérature, plusieurs méthodes de sélection automatique de
prototypes ont été proposés [198]. Dans la partie expérimentale, nous détaillerons un ensemble
de ces techniques.

5.2.2 Classification par plongement

Le plongement13 (embedding) de graphes consiste à représenter les graphes par des vecteurs
projetés dans un espace vectoriel. Les distances entre ces vecteurs doivent respecter au mieux
les distances entre les graphes correspondants. SoientG={g1, ..., gn} un ensemble de graphes et
d : G ×G→ R une fonction de distance entre les graphes, soitD = Dij = d(gi, gj) ∈ Rn×n la
matrice de dissimilarité entre les graphes deG. L’objectif de l’embedding de graphesgi ∈ G est
de fournirn vecteursxi dans un espace vectoriel àp dimensions de sorte que la distance entre
xi etxj soit aussi proche que possible de la dissimilaritéDij = d(gi, gj).

Le Constant shift embedding

Avant de présenter notre méthode d’embedding [131], nous rappellons la définition de la
matrice centralisée[208].

Matrice centralisée Soient P une matricen× n, In une matrice identité d’ordren et en=(1,...,1)⊺.

Soit Qn =I n-
1

n
ene⊺n. Qn est la matrice de projection dans le complément orthogonal de

en. La matrice centralisée Pc est donnée par :

P c = QnPQn

13. Dans ce mémoire les termes “plongement” et “embedding” sont utilisés d’une manière interchangeable pour
décrire la même tâche du plongement.
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Roth et al. [208] propose une méthode de transition d’une matrice de dissimilarité D d’un
espace non-euclidien vers une matriceD̃ de distances euclidiennes. Cette méthode a été définie
dans un contexte de classification des séquences de protéines. Son objectif est de représenter les
clusters de protéines dans un espace euclidien tout en préservant la distribution originale dans
l’espace de protéines. Pour ce faire, cette méthode est basée sur une opération diteoff-diagonal
shift. Cette opération permet la transition sans influencer la distribution des données initiales.
Dans notre cas, les données initiales seront les graphes et la matrice D présente les dissimilarités
entre ces graphes dans le domaine initial (graphes). Selon Roth et al. le passage de D à̃D est
donné par l’équation suivante :

D̃ = D + d0(ene
⊺
n − In), ou également(D̃ij = Dij + d0,∀i 6= j)

avecd0 une constante.
Ainsi, la nouvelle matricẽD est construite en ajoutant la constanted0 à chaque élémentDij

de la matrice de distances initiales (i.e, chaque élémentD̃ij = Dij + d0).
La matrice de dissimilarité D est par définition une matrice symétrique et tous les éléments

sur la diagonale sont des zéros. En effet, dans notre cas, chaque élémentDij correspond à la
distance d’édition entre le i-èmegraphe et le j-èmegraphe de la base considérée. Vu que l’ap-
proximation de la distance d’édition n’est pas toujours métrique, nous faisons en sorte que la
matrice de distance D soit symétrique avec des zéros sur sa diagonale14.

Donc, d’après Laub et al. [150], la matrice D peut être décomposée en fonction d’une matrice
S de la manière suivante :

Dij = Sii + Sjj − 2Sij

Évidement, il n’y a pas une unique matrice S pour décomposer D. En effet, toutes les matrices
S +αene⊺n fournissent la même matrice D,∀α ∈ R. Toutefois, il est démontré (Lemme 1 dans
[208]) que la version centralisée de la matrice S est unique pour une matrice D donnée. La
matrice centralisée de S,Sc, est donnée par :

Sc = −
1

2
Dc, avecDc = QnDQn

Théorème de Torgerson La matrice D est une matrice de distances euclidiennes si et seule-
mentSc est semi-définie positive.

À partir du théorème de Torgerson [252], nous déduisons l’importance de la matriceSc

dans la procédure du plongement. En fait, les similarités données par la matrice D peuvent
être projetées dans un espace vectoriel Euclidien si et seulement si la matrice associéeSc est
semi-définie positive. Nous rappelons qu’une matrice est dite semi-définie positive si elle est
symétrique et que toutes ses valeurs propres sont positives. Dans le domaine des graphes, la
matrice de distances D d’un ensemble de graphes est généralement indéfinie, i.eSc est indéfinie.
En effet, D peut posséder des valeurs propres positives et d’autres négatives. Pour surmonter ce
problème nous utilisons la notion deconstant shift embeddingintroduite dans [208]. En effet,

14. Pratiquement, nous faisons en sorte que la matrice D ne comporte que des 0 sur la diagonale et nous calculons
uniquement le triangle inférieur de D ensuite nous le recopions dans le triangle supérieur de D
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si nous déplaçons les éléments de la diagonale de la matriceSc, elle sera transformée en une
matriceS̃ semi-définie positive (voir Lemme 2. dans [208]) :

S̃= Sc − λn(S
c)In

avecλn(S
c) la valeur propre minimale de la matriceSc. Le déplacement de la diagonale de

la matriceSc transforme la matrice de distance D d’un ensemble de graphe àune matrice de
distances euclidiennes. La matrice résultante du plongement de D est définie par :

D̃ij = S̃ii + S̃jj - 2S̃ij ⇐⇒ D̃ = D − 2λn(S
c)(ene

⊺
n − In)

Il est connu que chaque matrice semi-définie positive peut être représentée par une matrice
de produits scalaires. Donc, il existe une matrice X tel queS̃c = XX⊺, où les lignes de X sont
les vecteursxi. Ainsi, chaque graphe gi a été plongé dans un espace vectoriel euclidien et est
représenté dans cet espace par le vecteurxi. Il est évident que la matricẽD contient les distances
euclidiennes entre ces vecteursxi.

Calcul de vecteurs de plongement

Dans cette section, nous présentons un algorithme de construction des vecteurs plongés dans
un espace euclidien à partir des graphes. Notre algorithme est inspiré de l’analyse en com-
posantes principales (ACP) [186, 220]. L’algorithme 2 illustre un pseudo-code de notre algo-
rithme. SoientG={g1, ..., gn} un ensemble de graphes et D une matrice de dissimilarités entre
les graphesgi ∈ G. En prenant D en entrée l’algorithme retourne en sortie l’ensemble des
vecteurs plongés X={x1, · · · , xn} tel quexi encapsule le graphegi. Premièrement, l’algorithme
calcule la matrice de distances euclidiennesD̃ en utilisant la notion deconstant shift embedding

(ligne 1). Ensuite, la matrice centraliséeS̃c = −
1

2
D̃c est calculée (ligne 2). La matricẽSc est

semi-définie positive donc, il existe une matrice X telle queS̃c = XX⊺, où les lignes de X sont
les vecteursxi. Les lignes de X sont calculées avec une décomposition en valeurs propres (ligne
3). Il faut noter ici que grâce à la procédure de centralisation, il existe au moins une valeur pro-
preλi=0. Donc, la dimensionp de l’espace euclidien de plongement est forcément inférieure au
nombre total des graphes dansG, i.e.p ≤ n− 1 (ligne 3-4). Finalement, les lignes de la matrice
Xp=Vp(Λp)1/2, d’ordren× p, sont les vecteurs plongés dans l’espace vectoriel àp-dimension.

Dans l’ACP, il est connu que les petites valeurs propres contiennent du bruit. Alors la dimen-
sionalitép peut être réduite en choisissantt ≤ p dans la ligne 4 de l’algorithme. En conséquent,
la matriceXp sera remplacée par une matriceXt=Vt(Λt)1/2 d’ordren × t, oùVt est la matrice
des colonnes des vecteurs propres sélectionnés (lest premiers vecteurs colonnes de V) etΛt la
matrice diagonale des vecteurs propres correspondant (la sous-matrice de taillet × t deΛ). On
peut se demander comment trouver la valeur det optimale qui donne la meilleure performance
d’un classificateur dans un espace vectoriel. En effet, la dimensionnalitét a une grande influence
sur les performances du classificateur. Dans cette thèse, let optimal est choisi d’une manière em-
pirique. Cela signifie que let optimal est celui qui offre le meilleur taux de classification avec
2 ≤ t ≤ p.
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Algorithme 2 Construction de vecteurs
ENTRÉES: La matrice de dissimilarités D de l’ensemble de graphesG={g1, ..., gn}
SORTIES : Un ensemble de vecteurs X={x1, · · · , xn} où xi encapsule gi

1: Calcul de la matrice des distances euclidiennesD̃

2: Calcul de la matrice centraliséeS̃c = −
1

2
D̃c, avecD̃c = QD̃Q.

3: Décomposition en valeurs propres de la matriceS̃c, S̃c = V ΛV ⊺

– Λ=diag(λ1, ...λn) est la diagonale de la matrice de valeurs propres.
– V={υ1, ...υn} est la matrice orthonormée des vecteurs propresυi.

⊲ λ1 ≥ ...λp ≥ λp+1 = 0 = ... =λn

4: Calcul de la matriceXp=Vp(Λp)1/2, avecVp={υ1, ...υp} et Λp= diag(λ1, ...λp)
5: Sortie : les lignes deXp contenant les vecteurs encapsulés dans un espace àp-dimension.

5.2.3 Résultats du concours GEPR - ICPR

Dans cette section, nous décrivons les résultats du premierconcours du plongement de
graphes pour la reconnaissance (Graph embedding for Pattern recognition). Ce concours [88]
a été organisé par P. Foggia et M. Vento dans le contexte de la conférence internationale ICPR
201015. Dans ce concours quatre algorithmes de plongement de graphes, dont notre méthode,
ont été évalués. Dans la table 5.1, nous présentons les quatre équipes participantes. Dans ce con-
cours, deux types de plongement de graphes sont considérés :implicite et explicite. Le plonge-
ment explicite concerne les méthodes de plongement de graphes, dont notre méthode fait partie,
qui fournissent explicitement pour chaque graphe un vecteur représentatif. Par contre, le plonge-
ment implicite correspond aux méthodes qui produisent un plongement implicite de graphes
dans le sens où ils fournissent uniquement le produit scalaire entre les vecteurs associés aux
paires de graphes. Les organisateurs ont testé les algorithmes sur les trois bases de graphes suiv-
antes :

aloi-2 Cette base consiste en une sélection de la base ALOI (The Amsterdam library of object
images) [95] qui est une collection d’images de 1000 objets. Chaqueobjet est acquis
plusieurs fois en changeant son orientation et sa luminosité. La sélection consiste en 25
objets et 72 vues de chaque objet, qui correspond à 1800 images.

coil-2 C’est la même base utilisée que dans le chapitre 4. La sélection utilisée dans ce concours
consiste en 25 objets et 72 vues de chaque objet, qui correspond à 1800 images.

odbk-2 16 Cette base consiste en une collection de 209 objets 3D. Chaque objet est acquis 14
fois sous différentes orientations. La sélection utiliséepar les organisateurs consiste en
104 objets et 12 vues de chaque objet, qui correspond à 1248 images.

Les images dans chaque base sont représentées par des graphes d’adjacence de régions. En effet,
chaque image est, d’abord, lissée par un filtre gaussien. Ensuite, elle est segmentée par un al-
gorithme de segmentation pyramidale. À partir de cette segmentation, un graphe d’adjacence de
régions est extrait. Chaque noeud du graphe est étiqueté parla taille et la moyenne des couleurs

15. 20th International Conference on Pattern Recognition, Istanbul http://www.icpr2010.org/
16. http://www.cnbc.cmu.edu/tarrlab/stimuli/objects/index.html
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TABLE 5.1 – Les participants dans le concours GEPR [88]

Équipe Établissement Type Langage
d’implémen-
tation

Y. Osmanlioglu, F. Yilmaz,
M. F. Demirci

Drexel University, TOBB
University of Economics and
Technology

implicit C/C++

S. Jouili, S. Tabbone Laboratoire Lorrain de
Recherche en Informatique
et ses Applications

explicit Java

K. Riesen, H. Bunke University of Bern explicit Java
M. M. Luqman, J. Lladós, J.-
Y. Ramel, T. Brouard

Université François Ra-
belais de Tours, Universitat
Autónoma de Barcelona

explicit Matlab

de la région correspondante. Par contre, les arêtes ne sont pas étiquetées. Outre ces bases de test,
les organisateurs ont fourni trois bases d’apprentissage dont chacune est similaire (une autre
sélection de la base initiale) à une base de test.

Pour mesurer les performances de chaque algorithme, les organisateurs ont considéré la
vérité terrain de chaque base comme un résultat de clustering. Ensuite, ils ont évalué la sépara-
tion entre les clusters de chaque base en utilisant l’indicedeC (voir section 5.3.2). La distance
euclidienne est utilisée pour définir les distances entre les vecteurs obtenus de chaque algorithme
de plongement de graphes explicite. En ce qui concerne la méthode implicite, les organisateurs
ont utilisé la distance suivante ;

dij =
√

pii + pjj − 2pij

avecdij la distance entre les graphesgi et gj , etpij le produit scalaire entregi et gj .
La table 5.2 montre les résultats du concours. À partir de cesrésultats, nous constatons

que l’algorithme de Osmanlioglu et al., qui est une méthode implicite, fournit les meilleurs
résultats. Notre méthode est classée troisième après la méthode de Riesen et Bunke avec une
petite différence de 0.062. Par ailleurs, notre méthode estloin devant la méthode de Luqman et
al. (classée quatrième) avec une différence remarquable qui s’élève à 0.215.

En considérant uniquement les méthodes de plongement explicites, notre méthode est classée
deuxième avec des résultats comparables à ceux de la méthodede Riesen et Bunke (classée pre-
mière). Nos résultats peuvent être améliorés si nous établissons une étude de la valeur optimale
de t (voir section 5.2.2). Dans le concours, cette valeur a été fixée à 10% de la taille initiale
des vecteurs car avec cette valeur nous avions obtenu les meilleurs résultats sur l’ensemble des
bases d’apprentissage. Mais en changeant les bases, la valeur optimale det devrait potentielle-
ment changer.
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TABLE 5.2 – Les résultats du concours GEPR [88]

Équipe Bases de données Moyenne géometrique
aloi-2 coil-2 odbk-2

Osmanlioglu et al. 0.088 0.067 0.105 0.085
Jouili et Tabbone 0.136 0.199 0.138 0.155
Riesen et Bunke 0.048 0.128 0.132 0.093
Luqman et al. 0.379 0.377 0.355 0.370

(a) k=1 (b) k=3

FIGURE 5.1 – Illustration dek − ppv

5.2.4 Résultats expérimentaux : classification supervisée

Algorithme des k plus proches voisins (k − ppv)

L’algorithme des k plus proches voisins (k-PPV) [60] est certainement un des algorithmes
locaux non paramétriques les plus simples de classificationsupervisée. Il consiste à déterminer
pour chaque nouvel objetx que l’on veut classer, l’ensemble desk plus proches voisins parmi
l’ensemble d’apprentissage (i.e. objets déjà classés). L’objet x est affecté à la classe qui con-
tient le plus d’objets parmi cesk plus proches voisins. Dans l’algorithme 3, nous présentonsun
pseudo-code de l’algorithmek−ppv. Cet algorithme est défini par trois paramètres principaux :
le nombre de voisinsk, la mesure de distance et l’ensemble d’apprentissage.

Algorithme 3 Algorithme de classificationk − ppv

ENTRÉES: Un objetx à classer et un ensemble d’apprentissageA
SORTIES : Affectation dex dans une classec

1: DéterminerNk(x) ⊆ A, l’ensemble desk plus proches voisins dex, en utilisant une mesure
de distance.

2: Choisir la classec dex sur la base d’un vote majoritaire dansNk(x). En cas d’égalité, nous
choisissons au hasard la classe parmi les classes ambiguës.

Dans la figure 5.1, nous nous intéressons à classer les deux objetsx et y. L’ensemble d’ap-
prentissage est constitué par un ensemble d’objets répartis sur deux classes (rouge et bleu). Dans
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un premier temps, dans la figure 5.1(a), nous fixonsk = 1. Les deux cercles noirs contiennent,
respectivement, l’objet le plus proche dex et l’objet le plus proche dey. Le voisin le plus proche
dex est un objet bleu, doncx est affecté dans la classe bleue. Pareillement, l’objety est classé
avec les rouges. Dans un deuxième temps, dans la figure 5.1(b), nous fixonsk = 3. Dans ce
cas, nous recherchons les trois objets les plus proches à chaque objets à classer (i.e.x et y).
Le voisinage dex est composé de deux objets bleus et un objet rouge. En effectuant un vote
majoritaire,x sera classé dans la classe bleue. Par ailleurs, le voisinagedey n’est composé que
d’objets rouges, doncy sera affecté dans la classe rouge.

L’un des avantages majeurs de l’algorithme dek − ppv est sa simplicité. Cette simplicité
a été approuvée par l’applicabilité de cet algorithme dans le domaine des graphes sans aucune
adaptation nécessaire. En effet, le voisinage de chaque graphe est défini en utilisant une mesure
de similarité de graphes comme mesure de distance.

Les séparateurs à vastes marges (SVM)

Les séparateurs à vaste marge (en anglais :Support Vector Machines) sont les algorithmes
de classification les plus connus des méthodes à noyaux. Ils sont basés sur la théorie statistique
de l’apprentissage de Vapnik [57, 261, 260]. L’idée principale de ces méthodes est d’utiliser une
fonction à noyau pour projeter les données de l’espace de représentation initiale dans un espace
à dimensionalité plus grande appelé espace support (feature space). Cette projection vise à pro-
duire dans le nouvel espace une nouvelle distribution de façon à ce que les données deviennent
linéairement séparables. Les SVM forment une méthode de classification binaire qui repose sur
l’idée que deux classes peuvent être linéairement séparéesdans un espace de grande dimension.
La séparation entre les deux classes est modélisée par un hyperplan particulier. Néanmoins,
s’il existe un hyperplan séparateur entre les points d’apprentissage, il en existe une infinité. La
méthode SVM cherche alors parmi ces hyperplans séparateurscelui qui est le meilleur : le plus
éloigné de tous les points de l’ensemble d’apprentissage. Cet hyperplan séparateur optimal est
appelé l’hyperplan séparateur de marge maximale.

La classification avec les séparateurs à vaste marge a été largement étudiée dans la littéra-
ture de la reconnaissance [38]. Elle offre l’avantage de gérer à la fois des données continues
et discrètes et ne nécessite pas un grand ensemble d’apprentissage. En outre, Les SVM sont
connus par la rapidité de traitement qui est due à l’utilisation des vecteurs supports pour la clas-
sification d’un nouveau objet. Ces méthodes ont montré de bonnes performances dans différents
problèmes de reconnaissance de formes [140, 180, 190, 235].

Cependant, ces méthodes ne sont applicables que sur des données vectorielles. Dans la lit-
térature, il n’existe, à notre connaissance, aucune approche d’adaptation des SVM dans le do-
maine de graphes. Ainsi, l’utilisation du plongement de graphes est considérée comme le passage
incontournable pour profiter de la classification des graphes avec des SVM.

Configuration

Nous utilisons les trois bases de graphes suivantes fournitpar l’IAM 17 [199] :

17. Institute of Computer Science and Applied Mathematics
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Mutagenicity Dans cette base les graphes représentent des composés moléculaires, les noeuds
représentent les atomes étiquetés du symbole chimique correspondant et les arêtes sont
étiquetés par les valences d’éléments chimiques. L’ensemble de graphes utilisé dans nos
expérimentations contient 1500 graphes, 2 classes et 750 graphes par classe.

Letter Dans la base Letter, les graphes représentent des dessins déformés de quinze lettres
latines (A, E, F, H, I, K, L, M, N, T, V, W, X, Y, Z). Chaque lettredéformée correspond
à un graphe. Les arêtes sont les lignes et les noeuds sont les points finaux de lignes. Les
noeuds sont étiquetés par un attribut à deux dimensions pourdonner sa position (coordon-
nées). L’ensemble des graphes utilisé dans nos expérimentations contient 1500 graphes,
15 classes et 100 graphes par classe.

GREC2 Dans le base GREC2, les graphes sont la représentation des symboles extraits des
plans architecturaux et éléctroniques. Mais ici les graphes sont étiquetés : les noeuds par
deux attributs numériques qui indiquent la position du point final et un attribut symbol-
ique qui indique le type d’intersection. Les arêtes sont étiquetées par trois attributs : deux
numériques pour l’angle d’inclinaison de la ligne et la fréquence, et un attribut symbolique
pour le type (ligne, cercle ...). L’ensemble des graphes utilisé dans nos expérimentations
contient 814 graphes, 24 classes et 37 graphes par classe.

Les expérimentations consistent à appliquer notre méthodede plongement de graphes sur
chaque base de données. Notre intention est de montrer, empiriquement, que la méthode pro-
posée est en mesure de fournir des vecteurs qui peuvent améliorer les résultats de classification
obtenus avec la représentation d’origine.

Les expérimentations comportent deux parties. La premièrepartie consiste à comparer les
résultats effectués dans le domaine des graphes aux résultats obtenus avec les vecteurs de plonge-
ment. Une telle comparaison ne peut aboutir qu’en utilisantun classificateur capable de classifier
des graphes ainsi que des vecteurs numériques. Par conséquent, le classificateurk−ppv est util-
isé comme algorithme de classification dans la première partie. Dans la deuxième partie, nous
utilisons les SVM18 pour classifier les vecteurs de plongement. L’objectif, dans cette partie,
est de vérifier si les classificateurs SVM améliorent les résultats obtenus dans le domaine des
graphes.

Dans les deux parties des expérimentations, nous avons comparé les taux de classification
obtenus par notre méthode de plongement avec ceux obtenus avec la méthode de plongement
de graphes de Bunke et al. [202, 36, 85, 204, 198] basée sur la représentation par dissimilarités
(détaillée précédemment). Comme il a été noté dans le paragraphe dédié à la présentation de cette
méthode, les performances de cette dernière dépendent du choix de la sélection des prototypes
appropriés. Dans cette thèse, nous avons utilisé quatre sélecteurs de prototypes [188]. Le choix
de ces quatre techniques est justifié par leurs performancespar rapport aux autres sélecteurs de
prototypes19. Les algorithmes de sélection de prototypes utilisés sont :

k-centers prototype selector (KCPS)Cette méthode sélectionne les prototypes de la même
façon que l’algorithme de clusteringK −means [163] sélectionne les centres des clus-

18. Nous utilisons le classificateur C-SVM avec une fonctionà noyau linéaire disponible dans le logiciel libre
wekahttp://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/

19. Plusieurs méthodes existent dans la littérature. Dans la thèse de Kaspar Riesen [198], six techniques de sélec-
tion de prototypes ont été présentées.
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Domaine des graphes Espace vectoriel
Bunke avec

Base de graphes Notre embedding KCPS SPS TPS RandPS
GREC2 98.11% 99.50% 97.17% 96.19% 97.78% 97.54%
Letter 79.33% 91.33% 92.4% 92.66% 92.46% 92.4%

Mutagenicity 63.70% 63.8% 60.93% 63.73% 64.13%64.73%

TABLE 5.3 – Résultats avec le classificateurk − ppv

ters. Lesn prototypes sélectionnés par cette méthode sont répartis uniformément dans
l’ensemble de graphes.

the spanning prototype selector (SPS)Cette méthode commence par le graphe médian comme
premier prototype. Ensuite, chaque nouveau prototype est sélectionné de façon à ce qu’il
ait la distance la plus grande à tous les prototypes déjà sélectionnés.

the target-sphere prototype selector (TPS)Lesn prototypes sélectionnés avec cette méthode
sont uniformément répartis entre le centre et le bord. Cetteméthode commence par sélec-
tionner le graphe médianc de l’ensemble initial. Ensuite, le graphef ayant la plus grande
distance àc est sélectionné. Lesn−2 prochains prototypes sont sélectionnés de telle façon
que leur distance àc divise l’intervalle [0,d(c, f)] enn − 1 sous-intervalles équidistants
de largeurd(c,f)n−1 , avecd(c, f) la distance entre le graphe médianc et le graphef .

the random prototype selector (RandPS)Cette méthode sélectionne aléatoirementn proto-
types sans redondance à partir d’un ensemble de graphes.

Un second paramètre important de cette méthode est le choix du nombrep de prototypes
qui doivent être sélectionnés pour obtenir les meilleures performances de classification. Pour
surmonter ce problème, nous définissons lep optimal selon la même procédure déjà appliquée
pour déterminer let optimal de notre algorithme (cf. section 5.2.2 page 88).

Dans cette partie expérimentale, le calcul de la distance entre les graphes est assuré par notre
distance d’édition de graphes [127, 129] proposée dans le chapitre 4 (page 51).

Résultats

La première expérimentation consiste à appliquer le classificateurk − ppv dans le domaine
des graphes et dans l’espace vectoriel de plongement. Dans le tableau 5.3, les taux de classifi-
cation avec lek − ppv sont donnés pour toutes les bases de données. On peut remarquer que
les résultats obtenus dans l’espace vectoriel sont meilleurs que les résultats obtenus dans le do-
maine des graphes pour tous les ensembles de données. Toutefois, cette amélioration n’est pas
importante, car elle ne dépasse pas 2% pour presque tous les ensembles de données, sauf pour
la base Letter. Dans l’espace vectoriel de plongement, notre méthode réalise les meilleurs taux
de classification sur la base GREC2. Pour les bases Letter et Mutagenicity, la méthode de Bunke
réalise des résultats meilleurs que notre méthode. Toutefois, nous constatons que les résultats de
la méthode de Bunke varient selon l’algorithme de sélectionde prototypes utilisé. De plus, la

96



5.2. Classification supervisée de graphes

Domaine des graphes Espace vectoriel
Bunke avec

Base de graphes Notre embedding KCPS SPS TPS RandPS
GREC2 - 99.87% 99.87% 99.50% 99.75% 99.75%
Letter - 94.87% 91.60% 91.40% 91.53% 91.53%

Mutagenicity - 71.20% 57.53% 57.31% 57.48% 57.45%

TABLE 5.4 – Résultats avec le classificateur SVM

différence entre les taux de classification obtenus par notre méthode et ceux obtenus par la méth-
ode de Bunke (avec le meilleur sélecteur de prototypes) n’est pas sensible, i.e. elle ne dépasse
pas 2%.

Cette première expérience vise essentiellement à montrer l’intérêt des techniques de plonge-
ment pour la classification de graphes. En effet, avec l’usage du même classificateurk−ppv, on
n’obtient les meilleurs taux de classification qu’avec les vecteurs de plongement. Toutefois, dans
l’espace vectoriel nous ne sommes pas limités à un classificateur simple tel que l’algorithme des
plus proches voisins. Ainsi, dans le tableau 5.4 les taux de classification effectués avec le clas-
sificateur SVM dans l’espace vectoriel de plongement sont donnés pour tous les ensembles de
données. On peut remarquer que le plongement de graphes améliore nettement la performance
obtenue dans le domaine des graphes. En ce qui concerne la base GREC2, le meilleur taux de
classification est réalisé par notre méthode et la méthode deBunke avec le sélecteur de KCPS.
Les SVM fournissent un taux de classification meilleur que celui obtenue par lek − ppv dans
le domaine des graphes (une amélioration de 1,76%). Cette amélioration n’a pas de significa-
tion statistique. Cela est dû au fait que la classification dans le domaine des graphes de la base
des données GREC2 fournit déjà une très bonne performance de98,11%. Pour la base de don-
nées Letter, toutes les méthodes de plongement de graphes améliorent nettement la performance
obtenue dans le domaine des graphes avec le classificateurk − ppv.

Enfin, les résultats concernant la base Mutagenicity (Table. 5.4) montrent que toutes les vari-
antes de la méthode de Bunke ne parviennent pas à améliorer laperformance obtenue dans le
domaine des graphes et fournissent les résultats les moins bons. Alors que notre plongement de
graphes utilisant leconstant shiftaméliore la performance de classification obtenue par le clas-
sificateurk−ppv dans la représentation en forme de graphe d’origine (+ 7,5 %). Par conséquent,
notre méthode fournit des vecteurs de plongement plus signifiants pour les graphes de la base
Mutagenicity.

Pour résumer, en combinant les vecteurs de plongement fournis par notre méthode et le
classificateur SVM, le taux de classification s’améliore parrapport aux taux obtenus dans le do-
maine des graphes pour toutes les bases de données utiliséesdans les expérimentations. Ceci est
en accord avec notre intention d’améliorer les résultats declassification obtenus dans le domaine
des graphes à l’aide d’une technique de plongement de graphes. En outre, la comparaison avec
les quatre variantes de la méthode de Bunke a montré que la technique proposée surpasse ces
alternatives pour presque toutes les bases de graphes utilisées.
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5.3 Classification non-supervisée de graphes

La classification non-supervisée (ou clustering) est un processus qui vise à trouver des par-
titions d’objets similaires. Il s’agit d’une procédure de reconnaissance non-supervisée car il n’y
a pas de classes prédéfinies qui indiquent le regroupement des propriétés dans l’ensemble des
données. Le clustering a été largement étudié grâce à son utilité dans de nombreux domaines
d’application autre que l’informatique, les sciences sociales et la biologie. Succinctement, le
clustering vise à synthétiser une grande quantité de données par un nombre réduit de groupes
homogènes et disjoints. Les objets appartenant à un même groupe sont semblables les uns aux
autres et les objets les plus dissemblables appartiennent àdifférents groupes. Un nombre con-
séquent d’algorithmes de clustering ont été proposés. La plupart de ces algorithmes traitent les
données représentées par des vecteurs caractéristiques. Nous renvoyons le lecteur à l’état de l’art
des algorithmes de clustering de Xu dans [279] (voir aussi [120]). Néanmoins, seuls quelques
travaux traitent le clustering des structures de données, en particulier le clustering de graphes.

Dans la littérature, la signification du terme "clustering de graphes" n’est pas unique. Dans
[217], le clustering de graphes est défini comme la procédured’identification des groupes de
noeuds similaires dans le même graphe. Tandis que dans [31, 77, 83, 106, 130, 193, 198, 213]
le terme est utilisé pour désigner les procédures de clustering de graphes plutôt que de vecteurs
caractéristiques. Dans cette thèse, nous adaptons la deuxième définition pour définir le clustering
de graphes.

Les algorithmes de clustering de graphes se répartissent grosso modo en deux catégories.
La première catégorie comprend les méthodes basées sur le plongement de graphes (cf. chapitre
précédent) où une projection du domaine des graphes vers un espace vectoriel est proposée. Ces
méthodes utilisent la notion des noyaux sur graphes [200, 161] pour établir la projection vers
l’espace vectoriel. Ensuite, des techniques de clusteringclassiques sont appliquées aux vecteurs
de plongement. La deuxième catégorie concerne les méthodesqui effectuent le clustering di-
rectement dans le domaine des graphes. Ces approches utilisent des outils appropriés notamment
le calcul de représentants de groupes [234] et la notion de graphe médian [276] afin d’adapter le
clustering classique dans le domaine des graphes [83, 130].

5.3.1 État de l’art

La quasi-totalité des méthodes de clustering sont exclusivement prédestinées au clustering
d’objets décrits sous forme de vecteurs caractéristiques.Seuls quelques travaux sont publiés sur
le clustering de graphes, i.e. clustering d’objets représentés sous forme de graphes. Ces travaux
proposent des méthodes applicables au domaine des graphes en restant sur les mêmes principes
du clustering dans l’espace vectoriel. En effet, pour un ensemble de graphesG = {g1, ..., gn}, le
clustering de graphes a pour objectif de produire une partition ζ = {c1, ..., ck}, tel queci ⊆ G,
ci 6= ∅, ∀i 6= j ci ∩ cj = ∅, et

⋃k
i=1 ci = G.

Les algorithmes de clustering de vecteurs utilisent une fonction de distance. Cette fonction
est souvent implémentée par la distance Euclidienne. Pareillement, l’utilisation d’une fonction
de distance de graphes se révèle cruciale pour aboutir à une adaptation d’une méthode de clus-
tering dans le domaine des graphes. L’existence des approches de calcul de distance entre les
graphes (cf chapitre 3) permet ainsi l’adaptation facile d’un ensemble d’algorithme de cluster-
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ing, i.e. les algorithmes de clustering hiérarchique. En fait, les algorithmes de clustering hiérar-
chique peuvent être appliqués directement aux graphes juste en utilisant une distance de graphes.
Cette distance est utilisée pour calculer la distance entreles clusters.

Néanmoins, une distance de graphes n’est pas suffisante pouradapter la plupart des al-
gorithmes populaires de clustering au domaine des graphes.L’autre ingrédient nécessaire est
le calcul d’un représentant d’un ensemble de graphes. Par exemple, dans l’algorithme desk-
moyennes, à chaque itération, un représentant (centre) pour chaque cluster est calculé. De la
même manière, dans le clustering flou, les centres de clusters sont utilisés pour actualiser les
degrés d’appartenance de chaque objet. Le calcul d’un tel représentant dans l’espace vectoriel
est relativement simple (i.e. le vecteur moyen ou le vecteurmédian). Par contre dans le domaine
des graphes, il n’y pas une technique intuitive pour calculer un représentant d’un ensemble de
graphes.

Dans la littérature, quelques méthodes ont été proposées pour calculer le représentant opti-
mal d’un ensemble de graphes. Dans ces travaux, le représentant d’un ensemble de graphes est
généralement appelé "graphe médian".

Graphe médian

Étant donné un ensemble d’éléments, le médian peut être un concept très utile pour avoir
une représentation qui accumule une information globale del’ensemble. Dans le domaine des
graphes, le graphe médian, introduit par Jiang et Bunke dans[276, 122, 29], a pour objectif
l’extraction de l’information essentielle à partir d’un ensemble de graphes en un seul proto-
type. Autrement dit, le graphe médian d’un ensemble de graphes est un graphe qui représente
l’ensemble de la meilleure manière possible.

Étant donné un ensemble de graphes, le graphe médian est défini comme le graphe ayant la
plus petite somme des distances à tous les graphes dans l’ensemble [276]. Dans la littérature,
nous distinguons deux types de graphe médian : le graphe médian et le graphe médian généralisé.
La différence principale entre ces deux types est l’ensemble des graphes où le graphe médian
est recherché. Si le graphe médian appartient à l’ensemble de graphes de départ, alors on parle
du graphe médian. Par contre, si le graphe médian n’appartient pas à l’ensemble de départ (i.e
un nouveau graphe), alors on parle du graphe médian généralisé.

SoientG = {g1, ..., gn} un ensemble de graphes etU l’ensemble contenant tous les graphes
qui peuvent être construits à partir de l’ensembleG (i.e. tous les graphes pouvant être construits
en utilisant les ensembles d’étiquettes de noeuds et d’arêtes dansG, G ⊂ U ). Le graphe médian
généralisé et le graphe médian sont respectivement définis par :

ḡ = arg ming∈U
∑n

i=1 d(g,gi)
ĝ = arg ming∈G

∑n
i=1 d(g,gi)

Avec d(·,·) une certaine fonction de distance qui mesure la distance entre deux graphes.
Le concept de graphe médian généralisé est plus intéressantparce qu’il a un plus grand po-

tentiel de capter l’information essentielle de l’ensembledes graphes. Mais aussi plus complexe
à calculer, car sa complexité grandit exponentiellement enfonction du nombre de graphes et de
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leur taille. Par contre, le graphe médian peut être calculé en O(n2) étapes (pour chaque étape,
nous n’aurons besoin de calculer que la distance entre deux graphes).

Même si le problème du graphe médian généralisé est quelque peu récent, il existe quelques
travaux qui proposent différentes méthodes pour calculer le graphe médian généralisé. Par ex-
emple, Jiang [275] utilise un algorithme génétique avec représentation chromosomique. Hlaoui
[111] propose une solution basée sur la décomposition du problème de la minimisation de la
somme des distances en deux parties : une pour la somme des distances dédiée aux nœuds et
l’autre pour les arcs. Encore, la théorie spectrale des graphes [82] ainsi que la programmation
linéaire [147] ont été utilisées pour cette problématique.

Outre le graphe médian, nous distinguons la notion de graphemoyen pondéré qui est très
proche du graphe médian généralisé. Elle est introduite parBunke et al. dans [32]. Nous pou-
vons définir le graphe moyen pondéré comme un graphe médian généralisé de deux graphes
en utilisant un poids qui définit la position de ce dernier entre les deux graphes considérés.
Formellement, étant donnés deux graphesg1 et g2 et un nombre0 < α < d(g1, g2), avecd une
distance d’édition de graphes, le graphe moyen pondéré parα est le graphegα tel que :

– d(g1, gp) = α et,
– d(g1, g2) = α+ d(gp, g2)

k-moyennes dans le domaine des graphes

Dans [218], les auteurs introduisent une nouvelle version de l’algorithme desk-moyennes
qui peut regrouper des objets représentés sous forme de graphes. L’extension desk-moyennes au
domaine des graphes s’est avérée simple. Tout d’abord, la mesure de distance entre les objets est
réalisée avec une distance d’édition de graphes. Deuxièmement, étant donné qu’il est nécessaire
de calculer la distance entre les objets et le centre de chaque cluster, il s’ensuit que les centres des
clusters (représentants) doivent également être des graphes. Par conséquent, le représentant d’un
cluster est considéré comme le graphe médian de l’ensemble des graphes de ce cluster [219].

Algorithme 4 Algorithme dek-moyennes adapté au domaine des graphes
ENTRÉES: un ensemble de graphesG = {g1, ..., gn}, k : nombre de clusters
SORTIES : un ensemble de clustersc1, c2, ..., ck

1: Choisir aléatoirement lesk graphes médians initiaux des clustersgm1, ..., gmk

2: Répéter
3: Affecter chaque graphegi au cluster ayant le graphe médianmj le plus proche degi, en

utilisant une distance de graphes.
4: Recalculer les graphes médian des clustersgm1, ..., gmk

5: Jusqu’à Condition d’arrêt satisfaite

La version originale de l’algorithme desk-moyennes [163] est une méthode très simple et
applicable exclusivement aux objets représentés par des vecteurs caractéristiques. Chaque objet
correspond à un vecteur réel de dimensiond projeté dans un espaceRd. Évidemment, dans le
domaine de la reconnaissance de formes chaque élément d’un vecteur caractéristique correspond
à une caractéristique calculée dans l’objet correspondant.
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Pour un ensemble d’objetsχ = {x1, ..., xn}, l’algorithme desk-moyennes a pour objectif
de minimiser la fonction de compacité suivante :

fc =

k
∑

j=1

∑

xi∈cj
d(xi,mj) (5.1)

aveck le nombre de clusters,c1, c2, ..., ck une partition deχ, d(., .) une fonction de distance
entre les objets deχ, etmj le centre de clustercj .

Le clustering avec lesk-moyennes nécessite le nombre de clusterk à produire comme
paramètre. Cet algorithme commence par choisirk objets au hasard parmi l’ensemble d’ob-
jets. Ensuite, chaque objet est affecté à l’un des clusters en fonction du représentant (centres)
le plus proches. Par la suite, les nouveaux centres des clusters sont calculés. L’algorithme itère
sur les deux dernières étapes jusqu’à la satisfaction d’unecondition d’arrêt. Il existe plusieurs
conditions d’arrêt utilisées dans la littérature. Parmi ces conditions, nous trouvons l’arrêt après
un nombre prédéfini d’itérations, le changement minimal (oupas de changement) des centres
de clusters. Notons que l’algorithme desk-moyennes utilise, généralement, la distance euclidi-
enne pour calculer la distance entre les objets, et que le centre d’un cluster est considéré comme
la moyenne des vecteurs de ce cluster. Dans son adaptation aux graphes, l’algorithme dek-
moyennes utilise la distance d’édition de graphes pour calculer les distances, et la notion du
graphe médian est utilisée pour déterminer les centres des clusters. Dans l’algorithme 4, nous
présentons un pseudo-code de l’adaptation dek-moyennes au domaine des graphes.

5.3.2 Indices de validation de clustering

Les indices de validation de clustering sont des méthodes qui mesurent la qualité d’un clus-
tering donné. Ces méthodes sont largement utilisées pour définir les paramètres optimaux des
algorithmes de clustering. Dans le cas desk-moyennes, le choix dek influence énormément
le résultat de l’algorithme. Ainsi, on peut exécuterk-moyennes plusieurs fois en spécifiant une
valeur différente dek à chaque exécution, et finalement sélectionner la valeur dek qui a fourni
la valeur optimale d’un indice de validation de clustering.Dans la suite de cette section, nous
passons en revue quelques indices de validation de clustering [71, 64, 102, 196]. Mais dans la
littérature, il existe d’autres méthodes pour le calcul desindices de validation de clustering tels
que, par exemple, l’indice deXie [278], l’indice deCalinski [42] et l’indice I [166].

Indice de Dunn

Soit d(ci, cj) la distance minimale entre deux objets appartenant à deux clusters différents
ci et cj , cette distance est appelée distance inter-cluster. Soit∆(ci) la distance maximale entre
deux objets appartenant àci, cette distance est appelée distance intra-cluster,

∆(ci) = max{d(x, y) | x, y ∈ ci}

Soit∆max la distance intra-cluster maximale dans lesk clusters,

∆max = max{∆(ci) | i = 1, 2, ..., k}
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Soit∆min la distance inter-cluster minimale entre lesk clusters,

∆min = min{d(ci, cj) | i, j = 1, 2, ..., k}

Ainsi l’indice de Dunn [71] est défini par :

D =
∆min

∆max

D est le quotient de la distance entre les clusters plus proches par la distance intra-cluster
du cluster ayant le plus grand diamètre. Il est clair que, plus la valeur deD est large, plus le
clustering est considéré meilleur. En fait, une grande valeur deD signifie que soit les clusters
sont très compacts (une faible valeur∆max), soit les clusters sont très éloignés (une grande
valeur∆min), et dans les deux cas le clustering est de bonne qualité.

Indice de Rand

L’indice de Rand [196] mesure à quel point les clusters crééspar l’algorithme de clustering
correspondent à la vérité terrain. Pour calculer l’indice de Rand, nous considérons toutes les
paires d’objets (xi, xj) avec xi 6= xj . Soit N11 le nombre de paires (gi, gj) appartenant à la même
classe (dans la vérité terrain) et au même cluster (dans le clustering), soit N00 le nombre de
paires (gi, gj) n’appartenant ni à la même classe (dans la vérité terrain) ni au même cluster (dans
le clustering), soit N10 le nombre de paires (gi, gj) appartenant à la même classe (dans la vérité
terrain) et pas au même cluster (dans le clustering). Inversement, N01 le nombre de paires (gi,
gj) appartenant au même cluster (dans le clustering) mais pas àla même classe (dans la vérité
terrain). Nous pouvons donc formuler l’indice de Rand par :

Rand =
N11 +N00

N11 +N00 +N10 +N01

où l’indice de Rand mesure la fraction du nombre total de paires qui sont soit dans le même
groupe et dans la même partition, ou dans des groupes différents et dans des partitions dif-
férentes. Les valeurs possibles de l’indice de Rand sont dans l’intervalle [0,1]. Un bon clustering
correspond à des valeurs d’indice de Rand proches de 1. Cet indice nécessite l’existence d’une
vérité terrain concernant l’appartenance d’objets aux classes.

Indice de Davies-Bouldin

Soitmi le centre de clusterci pouri = 1, ..., k. La distance moyenne entre les objetsxa ∈ ci
et le centremi deci, est défini par :

di =
1

|ci|

∑

xa∈ci
d(xa,mi)

Une mesure de similaritéRij entre deux clustersci et cj est définie comme suit,

Rij = Rji =
di + dj

d(mi,mj)
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Une petite valeur deRij correspond à un bon clustering. Considérons maintenant le pire des cas
deRij pour chaque clusterci, cette valeur deRij est noté parRi. Parmi tous les clusterscj , nous
cherchons la valeur maximale deRij . Ainsi, Ri est défini par :

Ri = max{Rij | j = 1, 2, ..., k; i 6= j}

L’indice de Davies-Bouldin est défini comme la moyenne desRi calculés pour tout les clusters.

DB =
1

k

k
∑

i=1

Ri

Des petites valeurs deDB indiquent la présence de clusters compacts et bien séparés.

Indice de Goodman-Kruskal

L’indice de Goodman-Kruskal [102] est calculé en considérant tout les quadruplets possibles
(q, r, s, t), où q, r, s et t sont des objets. Soitd(x, y) la fonction qui mesure la distance entre
les deux objetsx et y. Selon l’indice de Goodman-Kruskal, un quadruplet est considéré comme
concordantsi et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

– d(q, r) < d(s, t) | q et r appartiennent au même cluster ;s et t appartiennent aux deux
clusters différents.

– d(q, r) > d(s, t) | q et r appartiennent aux deux clusters différents ;s et t appartiennent
au même cluster.

En contrepartie, un quadruplet estnon-concordantsi et seulement si les deux conditions suiv-
antes sont satisfaites :

– d(q, r) < d(s, t) | q et r appartiennent aux deux clusters différents ;s et t appartiennent
au même cluster.

– d(q, r) > d(s, t) | q et r appartiennent au même cluster, ets et t appartiennent aux deux
clusters différents.

Intuitivement, les quadruplets concordants correspondent à un bon clustering, tandis que les
quadruplets non-concordants impliquent une faible qualité de clustering. SoientSc le nombre
de quadruplets concordants etSd le nombre de quadruplets non-concordants. Ainsi, l’indicede
Goodman-Kruskal est défini comme suit :

GK =
Sc− Sd

Sc+ Sd

Il est clair qu’un bon clustering contient plusieurs quadruplets concordants et peu de quadruplets
non-concordants. Ainsi, une grande valeur de l’indice de Goodman-Kruskal indique un bon
clustering. Il est important de noter que certains quadruplets ne peuvent être ni concordants ni
non-concordant.

Indice de C

L’indice deC est défini par Hubert et al. [115] comme suit :

C =
S − Smin

Smax − Smin
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avecS est la somme des distances entre toutes les paires d’objets appartenant au même
cluster,n est le nombre de ces paires.Smin est la somme desn plus petites distances entre
toutes les paires d’objets. De mêmeSmax est la somme desn plus grandes distances entre toutes
les paires. Le C-indice est borné entre 0 et 1 (C ∈ [0, 1]). Une valeur deC proche de zéro
indique un bon clustering.

Ces indices de validation de clustering ont pour objectif l’analyse de manière quantitative des
résultats d’un algorithme de clustering. Ils sont aussi utilisés pour optimiser des paramètres de
certains algorithme de clustering (i.e. le nombre de clusters pour l’algorithme desk-moyennes).
La majorité de ces indices évalue le clustering en se basant sur la qualité de la séparation et la
compacité de clusters. L’objectif est de fournir des clusters compacts et bien séparés.

Par ailleurs, nous distinguons un ensemble d’inconvénients relatifs à certains indices, par
exemple, la sensibilité aux objets aberrants (ie.Dunn) et la complexité élevée (i.e.Goodman-
Kruskal).

5.3.3 Graphe Median-Shift

LeMean-shift[49] est une méthode d’estimation itérative non paramétrique des modes d’une
densité de probabilité associée à une distribution de vecteurs (i.e. points). Elle offre une approche
non-paramétrique de clustering sans aucune restriction sur la distribution des objets dans l’es-
pace de caractéristiques. Dans la littérature, plusieurs méthodes ont utilisé le principe de transla-
tion (shifting) dumean-shiftpour définir des algorithmes de clustering. Une variante intéressante
dumean-shiftest lemedian-shift[149, 148] où les vecteurs sont translatés vers le médian au lieu
de la moyenne. En ce sens, nous proposons une adaptation de cette méthode dans le domaine
des graphes.

Dans cette section, nous présentons l’algorithme du grapheMedian-Shift[132]. Le graphe
Median-shift est une adaptation de l’algorithme demean− shift pour le domaine des graphes.
Notre algorithme consiste à translater chaque graphe vers le médian de son voisinage local. Nous
utilisons la notion du graphe médian pour calculer le médiand’un ensemble de graphes.

L’adaptation pour le domaine des graphes

Notre contribution consiste à proposer un algorithme de clustering dans le domaine des
graphes dans la même veine philosophique que le clustering par mean [49], médian [148, 149,
225] ou medoïd shift [231] dans l’espace vectoriel. Toutefois, dans le domaine des graphes, le
calcul d’un représentant (e.g. médian) d’un ensemble de graphes ne peut pas être effectué avec la
même facilité que dans l’espace vectoriel. Afin de calculer le médian d’un ensemble de graphes
nous utilisons la notion du graphe médian. Dans le domaine des graphes, nous considérons que
les régions denses correspondent aux clusters et les régions à faible densité correspondent aux
limites des clusters. Ainsi, en utilisant le graphe médian,nous voudrions translater chaque graphe
vers la densité maximale de sa plus proche région dense. Ceciest équivalent à déplacer chaque
graphe vers le représentant local de son voisinage, dans notre cas le graphe médian. Ainsi, nous
définissons le graphe médian-shift pour un grapheg dans un ensembleE par :

gmedianshift = median({gi ∈ E | d(g, gi) < h})
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avech le rayon qui est un paramètre de l’algorithme etd(g, gi) notre distance d’édition de
graphes. Chaque graphegi est translaté vers le graphe médian de son voisinage élaborant ainsi
une trajectoiregi(t) avec t > 0. Cette trajectoire commence pargi(0) = gi en allant vers
la densité maximale du voisinage considéré. Cette trajectoire se termine par un graphe dont la
position est quasiment le centre du voisinage degi. Ce graphe est appelé le “graphe stationnaire”.
Le clustering consiste alors à regrouper tous les graphes qui convergent vers un même graphe
stationnaire dans un cluster. Dans la figure 5.2, une trajectoire de translations est illustrée, les
graphes en bleu correspondent aux graphes médians calculésdans la direction de la densité
maximale du voisinage du graphe considéré et le graphe vert correspondant au graphe médian
calculé à chaque itération. Enfin, le graphe stationnaire est illustré en rouge.

Algorithme

Algorithme 5 Pseudo-code de l’algorithme de graphe Median-Shift
ENTRÉES: Un ensemble de graphes, G={g1, · · · , gn}, et un rayonh
SORTIES : Un ensemble de clusters {Cj} kj=1

1: Affecter à chaque graphegi ∈ G un graphe videgmsi

2: Pour chaquegi ∈ G Faire
3: Répéter
4: SoitGi ⊆ G, avec∀gk ∈ Gi, d(gi,gk)<h
5: gm ←median(Gi) ⊲ Calcul du graphe médian
6: Translatergi versgm
7: Jusqu’à gi converge vers un graphe median stationnaire
8: gmsi ← gm
9: Fin Pour

10: Affecter les graphes ayant le même graphe médian stationnaire au même cluster Cj, avec
1 <j< k et k est le nombre degmsi distincts.

Un pseudo-code de l’algorithme proposé est donné dans l’algorithme 5. Pour un ensemble
de graphesG donné en entrée, l’algorithme fournit un ensemble de cluster {c1, ..., ck}, tel que
ci ⊆ G, ci 6= ∅, ∀i 6= j ci ∩ cj = ∅, et

⋃k
i=1 ci = G. Le rayonh, appelé largeur de bande

dans le Mean-Shift classique, est un paramètre de l’algorithme. Le graphe Median-shift procède
comme suit. Premièrement, pour chaque graphegi ∈ G, un graphe videgmsi est associé (ligne
1). Ensuite, la boucle intérieure (lignes 3-7) est appliquée à chaque graphegi ∈ G. Cette boucle
consiste à calculer le graphe médian stationnairegmsi pour un graphegi. Nous définissons le
graphe médian stationnaire par le dernier graphe médian retourné après une série de translations
(shifting). Concrètement, pour calculer le graphe stationnaire pourun graphegi, nous consid-
érons uniquement un sous-ensembleGi ⊆ G centré surgi et avec un rayonh (ligne 4), i.e.
Gi = {g | g ∈ G; d(gi, g) ≤ h}. Ensuite,gi est déplacé vers le graphe médian du sous-
ensembleGi (ligne 6). Le graphe médian est calculé par la fonctionmedian() (ligne 5). Dans
la figure 5.2 nous illustrons une exécution de la boucle "répéter-jusqu’à". Dans cet exemple, la
convergence du grapheg vers le graphe stationnairegms est effectuée en trois itérations. En ef-
fet, après chaque itération de la boucle de répétition, le sous-ensembleGi devient plus compact
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(a) Ensemble de graphes (b) choix du graphe à
translater et détermina-
tion du voisinage par rap-
port au paramètreh

(c) première itération

(d) deuxième itération (e) troisième itération

FIGURE 5.2 – Illustration des itérations deshifting.

que l’itération précédente. Cela peut être expliqué par le fait le graphe médian pointe dans la di-
rection de la densité maximale, parce qu’il minimise la somme des distance dansGi (proche de
tous les graphes). Cette propriété justifie ainsi la convergence de l’algorithme. La convergence
vers un graphe stationnaire est montrée empiriquement. Ainsi, le graphe stationnairegms peut
être considéré comme le graphe de convergence d’un cluster.Les graphes dans le voisinage du
gms consistent, exactement, aux graphes qui ont convergé par translation (shifting) à gms. Le
résultat final est généré (ligne 10) comme suit : Le nombres declusters correspond aux graphes
stationnaires distincts. Deux graphesg1 et g2 sont considérés comme distincts si la distance qui
les sépare est non nulle, i.e.d(g1, g2) 6= 0. Chaque graphe stationnairegmsi est considéré comme
le représentant d’un clusterCi. Ensuite, chaque clusterCj est composé par les graphesgi ∈ G
qui convergent vers le graphe stationnairegmsj .

5.3.4 Résultats expérimentaux : Classification non-supervisée

Protocole d’évaluation

Afin d’évaluer notre algorithme de clustering, nous utilisons les trois bases de graphes éti-
quetés utilisées dans l’expérimentation précédente (i.e Mutagenicity, Letter et GREC2).

Notre évaluation consiste à utiliser deux implémentationsde la fonction du calcul du graphe
médianmedian() (Algorithme 5). La première implémentation considérée estle graphe médian
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(noté SM) qui est un graphe appartenant à l’ensemble initialde graphes et minimise la somme
des distances entre les graphes de cet ensemble. Dans l’algorithme 6, nous illustrons un pseudo-
code qui implémente le calcul du graphe médian d’un ensemblede graphes.

Algorithme 6 Pseudo-code de l’algorithme de sélection du graphe médian
ENTRÉES: Un ensemble de graphes, G={g1, · · · , gn}
SORTIES : un graphegSM qui est le médian de l’ensemble G

1: Pour chaquegi ∈ G Faire
2: Calculer la somme des distancesSDi =

∑

gk¬gi∈G d(gi, gk)
3: Fin Pour
4: Sélectionner le graphegSM ayant la somme des distancesSDSM minimale.

La deuxième implémentation demedian() (Algorithme 5) est celle du graphe médian général-
isé (noté GM). Le problème de calcul de ce type de graphe médian est exponentiel par rapport
au nombre de noeuds présents dans l’ensemble de graphes. Pour cela nous utilisons une approx-
imation du problème basée sur le plongement de graphes dans un espace vectorielRn. Cette
méthode est proposé par Ferrer et al. dans [84]. Partant d’unensemble de grapheG, les auteurs
proposent d’utiliser le plongement de graphesgi ∈ G via la représentation des dissimilarités afin
de produire un ensemble de vecteursV qui plonge l’ensembleG dansRn. Ensuite, le vecteur
médianvm de l’ensembleV est calculé. Par la suite, les deux vecteursvi ∈ V etvj ∈ V les plus
proches devm sont sélectionnés et leur vecteur médianv′m est alors calculé. La distance entre
vi et v′m est utilisée comme le poids pour calculer le graphe moyen pondérégm entregi et gj .
Finalement, le graphegm est considéré comme l’approximation du graphe médian généralisé de
l’ensembleG.

Par ailleurs, pour approfondir notre évaluation, nous évaluons aussi l’impact du rayonh sur
les performances de l’algorithme proposé. Pour ce faire nous exécutons plusieurs fois chaque
expérimentation avec des valeurs différentes deh qui varie entre la distance minimale et maxi-
male dans chaque base de graphes. Nous adoptons trois indices de validation de clustering pour
évaluer les partitions fournies par notre algorithme. Enfin, nous comparons nos résultats avec les
résultats de l’algorithme dek-moyennes (k-means). Vu que l’algorithme desk-moyennes peut
être appliqué aux graphes et aux vecteurs, nous comparons aussi les résultats desk-moyennes
appliqués sur les vecteurs de plongement obtenues dans l’expérimentation précédente.

Résultats

Dans les figures 5.3, 5.4 et 5.5, nous présentons les résultats des indices de validation en
fonction du rayonh pour chaque base de graphes. Chaque figure est constituée de six courbes
réparties sur deux colonnes : la colonne de droite contient les trois courbes qui représentent les
résultats des trois indices de validation en fonction du rayonh en utilisant le graphe médian pour
implémenter la fonctionmedian(). La colonne de gauche de chaque figure représente les trois
courbes qui correspondent aux résultats des trois indices de validation en fonction du rayonh en
utilisant le graphe médian généralisé pour implémenter la fonctionmedian().

Les résultats de l’indice deRand montrent qu’avec la plupart des valeurs testées deh le
graphe médian fournit des résultats meilleurs que le graphemédian généralisé. Autrement dit, le
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graphe Median-shift avec le graphe médian fournit des clusters plus similaires à la partition dans
la vérité terrain que ceux fournis en utilisant le graphe médian généralisé. Ceci est nettement
remarquable sur la base de Letter où le graphe médian fournitde très bons résultats. En effet,
nous observons deux valeurs proches de 1 et parmi les huit valeurs quatre sont supérieures à 0.5.

Les résultats de l’indice deDunn montrent que le graphe médian généralisé est mieux que
le graphe médian. Ceci implique qu’en utilisant le graphe médian généralisé les clusters fournis
sont plus compacts et mieux séparés que les clusters fournisen utilisant le graphe médian.

Les résultats de l’indice deGoodman-Kruskal montrent que les deux techniques utilisées
pour calculer le graphe médian fournissent des résultats similaires, avec un succès du graphe
médian généralisé pour quelques valeurs deh.

À partir de ces observations, nous pouvons conclure que notre algorithme de clustering est
capable de fournir une partition significative d’un ensemble de graphes. Ceci est justifié par
les bons résultats des indices de validation de clustering,notamment, l’indice deRand. Cette
observation est valable pour les deux méthodes de calcul de graphe médian utilisées. Par ailleurs
les résultats d’indice deDunn se focalisent sur le fait que les clusters fournis sont compacts et
bien séparés. Néanmoins, nous remarquons que les résultatsde l’algorithme proposé dépendent
du rayonh.

Dans la suite, nous considérons que la meilleure valeur du rayon h est celle qui maximise
les trois indices. Formellement, le meilleur rayonh est calculé selon l’équation suivante :

meilleurh = argmax
h

{ Dunn(h)

max(Dunn)
+

Rand(h)

max(Rand)
+

GK(h)

max(GK)

}

avecDunn(h), Rand(h) etGK(h) les valeurs de l’indice deRand, l’indice deDunn et
l’indice deGoodman-Kruskal, respectivement pour une valeur deh donnée.max(Dunn),
max(Rand) etmax(GK) sont les valeurs maximales des indices pour toutes les valeurs deh
testées, nous les utilisons juste pour normaliser nos calculs.

Une fois que nous sélectionnons la meilleure valeur deh pour chaque base, nous procédons
à une comparaison de nos résultats avec l’algorithme desk-moyennes. Nous appliquons, dans
un premier temps, l’algorithme desk-moyennes sur les graphes en utilisant son adaptation au
domaine des graphes. Dans un deuxième temps, nous appliquons la version originale desk-
moyennes sur les vecteurs de plongements résultant de l’expérimentation précédente.

Vu que la méthode desk-moyennes n’est pas déterministe (les résultats dépendentdu choix
des centres initiaux), nous l’exécutons 10 fois et nous prenons la moyenne de ces 10 exécutions
de chaque indice de validation. La table 5.5 contient la meilleure valeur deh pour chaque base
ainsi que les valeurs d’indice de validation effectuées parles k-moyennes et notre algorithme
en utilisant le graphe médian et le graphe médian généralisé. Nous observons que pour l’indice
deGoodman-Kruskal notre algorithme surpasse les performances desk-moyennes. Le graphe
Median-Shift fournit les meilleurs résultats des indices deRand etDunn sur la base Mutagenic-
ity. L’algorithme desk-moyennes appliqué sur les vecteurs de plongement fournit les meilleurs
résultats des indices deRand et dunn sur la base GREC2. L’adaptation de l’algorithme desk-
moyennes au domaine des graphes fournit les meilleurs résultats des indices deRand et dunn
sur la base Letter.

Pour résumer, nous pouvons considérer que l’algorithme de clustering proposé dans ce
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chapitre est généralement meilleur que lesk-moyennes vis-à-vis de la séparation entre les clus-
ters, la compacité et la similarité avec la vérité terrain. Dans notre expérimentation, nous avons
choisi de considérer la valeur deh qui optimise les trois indices de validation utilisés. Mais, on
peut choisir une autre valeur deh qui n’optimise qu’un seul indice. Par exemple, si l’objectif est
juste de produire une partition des graphes la plus similaire possible à la vérité terrain,h serait
alors choisi en optimisant l’indice deRand. De la même manière, si l’objectif de clustering est
de minimiser la compacité des clusters et maximiser leur séparation, la valeur deh appropriée
serait la valeur qui optimise l’indice deRand. Notons que ce problème est très semblable au
problème de choix dek pour l’algorithme desk-moyennes dans le cas où le nombre de classes
dans la vérité de terrain est ignoré.

5.4 Conclusion

Dans la littérature plusieurs méthodes de classification (non-)supervisée de données robustes
et efficaces existent dans le cadre de la reconnaissance de formes. Presque la totalité de ces
méthodes est dédiée à la représentation vectorielle d’objets. Dans le contexte de la représentation
sous forme de graphes, il y a un manque considérable de méthodes de classification. En effet,
la classification supervisée de graphes est souvent limitéeà l’utilisation du classificateur des
plus proches voisins en utilisant une mesure de similarité entre les graphes et la classification
non-supervisée est limitée à un nombre restreint d’algorithmes.

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux contributions au problème de classification de
graphes. La première contribution consiste en une nouvelletechnique de plongement de graphes
basée sur leconstant shift embedding. La méthode duconstant shift embeddinga été dévelop-
pée originalement pour traiter les données dans un espace vectoriel. Elle ajoute aux dissimi-
larités dans l’espace d’origine une constante pour produire un ensemble de distances euclidi-
ennes. Notre contribution consiste à généraliser cette méthode au domaine des graphes. Dans
la partie expérimentale, nous avons pu remarquer que l’utilisation des SVM sur les vecteurs de
plongement a amélioré les résultats obtenus par le classificateur des plus proches voisins dans
le domaine des graphes. La deuxième contribution proposée dans ce chapitre consiste en un
algorithme de clustering dans le domaine de graphe. Cette contribution est une adaptation de
la méthodemean-shiftau domaine des graphes. Nous avons testé deux méthodes connues pour
implémenter l’opération de translation (shifting) au lieu de la moyenne utilisée par lemean-
shift dans l’espace vectoriel. Notre algorithme, le graphe Median-Shift, est non-paramétrique
et déterministe. Nous le considérons comme non-paramétrique parce que le nombre de clusters
n’est pas défini en paramètre mais il est calculé durant l’exécution de l’algorithme. Dans la par-
tie expérimentale, les résultats ont montré que l’algorithme de graphe Median-Shift est capable
de produire une partition significative d’un ensemble de graphes initial.

Dans le chapitre suivant, nous proposons une méthode d’indexation dédiée aux bases d’im-
ages représentées sous forme de graphes.
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GREC2 Mutagenicity Letter
meilleurh SM 1567.1 14.389 3.059

GM 1044.7 9.592 0.764
Indices

Rand
SM 0.373 0.539 0.544
GM 0.346 0.5 0.232

k-means
graphes 0.363 0.512 0.924
vecteurs 0.960 0.510 0.900

Dunn
SM 0.008 0.047 0.04
GM 0.008 2.978 0.03

k-means
graphes 0.008 0.013 0.052
vecteurs 0.620 1.350 0.028

GK
SM 0.239 0.306 0.189
GM 0.278 0.621 0.578

k-means
graphes 0.234 0.164 -0.236
vecteurs 0.250 0.270 0.400

TABLE 5.5 – Comparaison de nos résultats avec l’algorithme desk-moyennes
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FIGURE 5.3 – Comportement des indices de validation en fonction du rayonh dans la base de
Graphe GREC2
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FIGURE 5.4 – Comportement des indices de validation en fonction du rayonh dans la base de
Graphe Mutagenicity
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FIGURE 5.5 – Comportement des indices de validation en fonction du rayonh dans la base de
Graphe Letter

113



Chapitre 5. Classification de graphes

114



Chapitre 6

Indexation d’images à base des graphes

A picture is worth a thousand words. An interface is
worth a thousand pictures.

Ben Shneiderman

Sommaire
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
6.2 La notion d’hypergraphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
6.3 Modélisation par hypergraphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

6.3.1 Sélection de centroïdes des hyperarêtes. . . . . . . . . . .. . . 120

6.3.2 La représentation sous forme d’hypergraphe . . . . . . . .. . . 122
6.3.3 Recherche d’images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

6.4 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
6.4.1 Protocole d’évaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.4.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

6.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.1 Introduction

Généralement, un système de recherche d’images (SRI) se compose en deux parties. La
première partie consiste à décrire l’image. Cette description peut être textuelle, dans ce cas
l’image est associée à un ensemble de mots (annotations) quila décrivent. Ces techniques sont
largement utilisées dans les SRI sur internet (e.g. google images20). Dans ces systèmes, les an-
notations décrivant l’image sont potentiellement extraites automatiquement de la page web qui
la contient, tels que le nom du fichier de l’image, le titre de la page, etc. Ces annotations ne
reflètent pas toujours le contenu d’une image, d’où le recours à une annotation manuelle des
images. Vu l’augmentation vertigineuse de nombre d’imagesdisponibles, une telle annotation

20. http://images.google.fr/
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s’avère très coûteuse. Pour surmonter ce problème, certains SRI utilisent une description vi-
suelle de l’image. Il s’agit d’utiliser des techniques de reconnaissance de formes pour extraire
les caractéristiques importantes qui seront utilisées pour une éventuelle recherche de l’image
concernée. Les systèmes qui utilisent la description visuelle sont dits systèmes de recherche
d’images par le contenu (en anglaiscontent based image retrieval(CBIR)). Durant la dernière
décennie, plusieurs systèmes de recherche d’images par le contenu ont été proposés [63, 238].

La deuxième partie d’un SRI est l’indexation des descripteurs. L’indexation consiste à or-
ganiser les descripteurs d’images pour garantir l’accès leplus rapidement possible aux images
recherchées. Cette partie est cruciale dans tout système derecherche d’information, particulière-
ment la recherche d’images. En effet, l’indexation évite larecherche séquentielle des informa-
tions dans une base d’images par l’accès directe au bloc (un ensemble réduit) contenant les im-
ages les plus similaires à l’image requête. Plusieurs méthodes d’indexation sont utilisées d’une
manière robuste et performante pour la recherche d’images (e.g. arbre-B, arbre-B+, arbre-kd)
[17, 51, 211].

Presque tous les systèmes de recherche d’images utilisent les vecteurs comme forme de
modélisation d’images. Le choix des vecteurs est influencé par leur facilité de manipulation
(i.e. calcul des distances) et par la possibilité de navigation dans l’espace vectoriel. En effet,
certaines méthodes d’indexation utilisent le principe de partition d’espace euclidien pour indexer
les vecteurs représentant les images.

Dans les chapitres précédents de cette thèse, nous avons bien montré l’intérêt de l’utilisation
des graphes pour représenter les images. En effet, Les graphes sont beaucoup plus puissants
en termes de représentation et plus flexibles que les vecteurs caractéristiques qui ne fournissent
aucune possibilité directe pour décrire les relations structurelles des objets en considération. En
outre, alors que la taille d’un graphe peut être ajustée à la taille de l’objet, un vecteur est limité à
une taille prédéfinie, qui doit être préservée pour tous les objets rencontrés dans une application
particulière. Donc, il est intéressant de développer un système de recherche d’images représenté
sous forme de graphes. Un tel système aura aussi deux parties: la première consiste à extraire les
graphes représentant les images, tandis que la deuxième partie consiste à indexer ces graphes.
La première partie est déjà bien élaborée dans la littérature (voir chapitre 2). Par contre, très
peu de travaux ont porté sur l’indexation des graphes pour les systèmes de recherche d’images.
La plupart des travaux sont développés dans un cadre d’indexation des structures des molécules
chimiques [242]. Parmi les autres travaux plus générique, nous distinguons leGraphGrep[98] et
le gIndex[280]. Ces deux méthodes sont basées sur l’utilisation d’une sous-structure de chaque
graphe comme son entrée d’index (index features). Le bon fonctionnement de ces travaux né-
cessite que les graphes soient étiquetés par des valeurs discrètes. Ceci est rare pour les graphes
représentant les images où les étiquettes sont généralement des valeurs continues qui quantifient
des caractéristiques locales d’une image.

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode originale pourl’indexation des graphes.
Outre l’indexation, notre méthode permet aussi la navigation dans une base d’images représen-
tées sous forme des graphes. L’idée principale de cette contribution est d’organiser l’espace (do-
maine) de graphes en une structure d’hypergraphe. Dans cette structure d’hypergraphe, chaque
sommet correspond à un graphe de la base et chaque hyperarêtecorrespond à un ensemble de
graphes similaires. Les entrées de notre index sont les graphes centroïdes des hyperarêtes. Ainsi,
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nous définissons une technique de recherche d’images à base de cette structure. Ensuite, une
technique de navigation dans la base est introduite en traversant l’hypergraphe d’une hyperarête
à une autre.

6.2 La notion d’hypergraphe

Les hypergraphes sont des objets mathématiques généralisant la notion de graphes où les
arêtes peuvent connecter n’importe quel nombre de sommets.L’hypergraphe a été défini par
Berge [19] comme suit, soit H = (ϑ,ξ) un hypergraphe, où :

– ϑ={x1,x2, x3 ... , xn} : est un ensemble fini de sommets
– ξ={E1, E2, E3 ... , Em} : est une famille de sous-ensembles deϑ.
– Ej 6= ∅,

⋃

j=1,...,m Ej=ϑ.

ϑ est appelé l’ensemble des sommets,ξ est l’ensemble des hyperacs et|ϑ| est la cardinalité de
H. Dans la figure 6.1(a), une hyperarête Ei est représentée par une ligne entourant ses sommets
si |Ei| >2 (par exemple E1 dans la figure 6.1(a)), par une boucle sur l’élément si|Ei|=1(E4

dans figure 6.1(a)), et par une ligne reliant les deux éléments si |Ei|=2 (E5 dans figure 6.1(a)).
Si |Ei|=2 pour tous lesi, l’hypergraphe devient un graphe non orienté ordinaire.

Dans un hypergraphe, deux sommets xi et xj sont dits adjacents s’il existe une hyperarête
Ek, qui contient les deux sommets (xi ∈ Ek, xj ∈ Ek). Deux hyperarêtes Ei et Ej sont dites
adjacentes si leur intersection n’est pas vide. Tout hypergraphe a une matrice d’incidence Aj

i de
taillemxn avecm colonnes représentant les hyperarêtes et lesn lignes représentant les sommets.
Les éléments dans A indiquent l’appartenance de sommets auxhyperarêtes comme suit :

Aj
i =

{

1 if xi ∈ Ej

0 if xi /∈ Ej

Par exemple, considerons l’hypergraphe H=(ϑ, ξ) dans la figure 6.1,ϑ={x1,x2, x3, x4, x5, x6,
x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13} et ξ={ E1, E2, E3, E4, E5, E6}. La cardinalité de H est|ϑ|= 13, et la
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FIGURE 6.1 – Exemple d’un hypergraphe

matrice d’incidence est définie comme suit :

E1 E2 E3 E4 E5 E6

x1 1 0 0 0 0 0

x2 1 0 0 0 0 0

x3 1 0 0 0 0 1

x4 1 1 0 0 0 0

x5 0 1 0 0 1 0

x6 0 1 1 0 0 0

x7 0 1 1 0 0 0

x8 0 0 1 0 0 0

x9 0 0 1 0 0 0

x10 0 0 0 1 0 0

x11 0 0 0 0 1 0

x12 0 0 0 0 0 1

x13 0 0 0 0 0 1

Le degréd’un sommet, noté∆ϑ, est le nombre d’hyperarêtes auxquelles il appartient, et le
degré d’une hyperarête, noté∆ξ (h), est le nombre de sommets qu’elle contient.

Nous pouvons noter que la différence entre une arête dans un graphe et une hyperarête dans
un hypergraphe est que le premier est toujours un sous-ensemble d’un ou deux sommets, et dans
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FIGURE 6.2 – Illustration d’une classification d’un objet

le second, le sous-ensemble de sommets peut être de cardinalité arbitraire.

6.3 Modélisation par hypergraphe

Il est important d’organiser les graphes en ensembles cohérents afin de faciliter leur in-
dexation ultérieure. Une telle organisation peut s’effectuer avec une technique de classification
non-supervisée. Cependant, l’utilisation de la classification à des fins d’indexation exige des
modifications dans la stratégie des classificateurs. En effet, dans les approches classiques de
classification (non-)supervisées, un objeto est toujours affecté àune et une seuleclassec. Cette
affection résulte d’un ensemble de mesures qui jugent que l’objet o est plus similaire aux ob-
jets de la classec que les objets des autres classes. Évidemment, cette similarité est basée sur
l’ensemble des caractéristiques de chaque objet. D’une manière générale, pour classifier un ob-
jet dans une classe parmik classes, d’abord lesk distances entre l’objet et lesk classes sont
calculées, ensuite l’objet est affecté à la classe ayant la distance minimale. Cette stratégie est
conservée même si les différences entre ces distances sont très faibles. La figure 6.2 illustre une
classification de l’objeto dans la classeC2. Cette affectation est établie par le fait que la distance
d2 séparanto deC2 est inférieure à la distanced1 qui sépareo deC1. Dans cette illustration, nous
constatons que les deux distancesd1 et d2 sont très similaires, pourtant il fallait affecter l’objet
dansC2. Dans le cas où les objets sont des graphes, nous considéronsque cette stratégie peut
contraindre l’indexation. Étant donnée une base d’objets où l’indexation est basée sur l’ensem-
ble de classesC = {c1, ..., cn} résultant d’une classification classique. La recherche d’objets
similaires à un objet requêteor entraine l’accès direct à la classeci la plus proche deor. Ainsi,
la récupération de l’ensemble d’objets similaires àor se limite aux objets appartenant àci, i.e,
toutes les autres classes sont omises. Par contre, il est fort probable que des objets n’appartenant
pas àci soient similaires àor.

Dans la suite de ce chapitre , nous proposons une solution à ceproblème en se basant sur la
structure de l’hypergraphe. L’idée est de représenter un ensemble de graphes en un hypergraphe
où les sommets correspondent aux graphes et les hyperarêtesaux ensembles cohérents (clusters).

Ainsi, un graphe peut appartenir à plusieurs hyperarêtes (clusters) simultanément. Chaque
graphe Gi dans la structure proposée est affectée à∆ϑ(Gi) clusters et chaque cluster Cj con-
tient∆ξ(Cj) graphes. Cette modélisation étend le principe classique d’affectation unique en une
stratégie de multi-affectation d’un graphe aux clusters. Cette multi-affectation permet d’attacher
un graphe à autant de clusters que nécessaire. Ceci évite alors l’obligation d’établir un choix
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strict d’un et un seul cluster auquel le graphe sera affecté,et permet de l’affecter dans tous les
clusters similaires.

Cependant, deux problèmes clés se posent dans la structuration d’un ensemble de graphes
avec un modèle d’hypergraphe : la détermination du nombre declusters (hyperarêtes) et la
détermination de graphes connexes (graphes similaires) qui peuvent être regroupés dans une
hyperarête. Dans cette perspective, nous considérons que le nombre d’hyperarêtes est égal à la
taille d’un ensemble représentatif, défini sur une sélection de graphes les plus représentatifs de
l’ensemble. On note chaque graphe sélectionné comme le centroïde d’une hyperarête. La sélec-
tion de ces graphes est similaire au problème de la sélectionde prototypes [11, 204, 240]. Riesen
et al. [204] énumèrent quelques techniques de sélection de prototypes à partir d’un ensemble
d’apprentissage. Ces techniques nécessitent de préciser le nombre de prototypes et il n’y a pas
de règles pour déterminer automatiquement ce nombre. Par conséquent, si nous nous situons
dans un contexte non supervisé, où aucune information sur lenombre de graphes représentatifs
n’est disponible, ce nombre ne sera déterminé que d’une manière empirique. Dans cette per-
spective, Spath [240] propose un algorithme utilisant les “leaders” et un seuil où le nombre de
prototypes sélectionnés est inversement proportionnel à la valeur du seuil sélectionné. Cepen-
dant, l’algorithme de Leader [240] est sensible à la sélection du premier prototype choisi au
hasard parmi les données en entrée. Pour surmonter ce problème, nous introduisons une tech-
nique de sélection de graphes représentatifs (centroïdes des hyperarêtes) fondée sur une stratégie
de pelure d’oignon. Cette méthode peut être considérée comme une amélioration de l’algorithme
du Leader et de l’algorithme deK-Centres [204]. Après la sélection des centroïdes des hyper-
arêtes, nous définissons la structure d’hypergraphe en attribuant chaque graphe aux hyperarêtes
correspondants.

6.3.1 Sélection de centroïdes des hyperarêtes.

Comme indiqué ci-dessus, la sélection des centroïdes des hyperarêtes est similaire au prob-
lème de sélection de prototypes. Par conséquent, notre objectif est de sélectionner un sous-
ensemble de graphes qui captent les aspects les plus significatifs d’un ensemble de graphes.
Nous introduisons une amélioration de l’algorithme du Leader [240]. L’algorithme proposé est
présenté dans l’algorithme 7. Cet algorithme est divisé en quatre étapes :

1. Sélectionner le graphe médian Gm des graphes non affectés de l’ensemble initial des
graphesS. Puis choisir le graphe le plus distant Gpk , en fonction d’une mesure de distance
choisie, (qui n’a pas été préalablement affecté) de Gm, et affecter ce graphe au cluster Ck

comme centroïde. Dans la première itération, le graphe Gpk est le prototype sélectionné
initialement.

2. Comparer les distances de tous les graphes non affectésgi ∈ S�{Gpk} à celle du dernier
prototype sélectionné Gpk . Si les distances d(gi, Gpk) et d(gi, gj ∈Ck

) sont inférieures
à un seuil prédéfiniT que nous définissons de manière automatique en fonction de nos
données, le graphe gi est affecté au cluster Ck avec le centroïde Gpk et gi est étiquetté et
affecté.

3. Recalculer le graphe médian Gmk
de Ck, si Gmk

6= Gpk , remplacer Gpk par Gmk
. Si aucun

remplacement n’est fait (Gmk
= Gpk ), passer à l’étape suivante, sinon tousgj ∈ Ck sont
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marqués comme non affectés, puis revenir à l’étape 2.

4. SiScontient encore des graphes non-affectés revenir à l’étape1, sinon arrêter.

Algorithme 7 Algorithme de sélection des graphes centroïdes
ENTRÉES: Un ensemble de graphesS={g1, ..., gn}, un seuilT
SORTIES : Un ensemble de graphes prototypesGp = {Gp1 , ..., Gpm}

1: Répéter
2: Étape 1
3: Gm← median(S)
4: Gpk = max

g∈S
d(g, gm)

5: Créer le clusterCk avec le graphe centroïde Gpk
6: Ajouter le graphe Gpk à l’ensembleGp
7: Étape 2
8: Pour gi ∈ S�{Gpk} Faire
9: Pour ∀gj ∈ Ck Faire

10: Si d(gi, Gpk ) etd(gi, gj )< T Alors
11: Ajouter le graphegi au clusterCk

12: S← S�gi
13: Fin Si
14: Fin Pour
15: Fin Pour
16: Gmk

← median(Ck)
17: Si Gmk

6= Gpk Alors
18: Remplacer Gpk par Gmk

19: S← S∪ Ck

20: Aller à Étape 2
21: Fin Si
22: Aller à Étape 1
23: Jusqu’à S 6= ∅

Une première amélioration consiste en une adaptation de l’algorithme du Leader dans l’es-
pace de graphes en utilisant la notion de graphe médian. Ensuite, une nouvelle méthode de
sélection du premier prototype a été mise au point. Dans l’algorithme du Leader, le choix du
prototype initial est fait par hasard ce qui influe sur le résultat final du clustering (i.e. à chaque
exécution les résultats changent). Nous avons choisi d’utiliser comme prototype initial de l’algo-
rithme le graphe le plus éloigné du médian de la base. Ce choixgarantit un certain déterminisme
de l’algorithme. Une deuxième amélioration consiste à ajouter une méthode itérative de sélec-
tion de prototype. En fait, comme il est indiqué dans le pseudo-code de l’algorithme, dès que
le prototype initial est sélectionné, nous considérons tous les graphes qui ont une distance au
prototype inférieure ou égal à un seuil donné et la distance entre chaque couple de graphes de
ce sous-ensemble doit être aussi inférieure ou égale au mêmeseuil. En revanche, dans l’algo-
rithme du Leader, on ne considère que les distances entre le prototype et chaque objet (il n’y a
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pas de critère sur les distances entre les objets). Une fois le sous-ensemble construit, on recal-
cule le nouveau graphe médian et on itère jusqu’à convergence vers un graphe médian prototype
considéré comme un centroïde.

Compte tenu d’un seuilT, l’algorithme ci-dessus regroupe l’ensemble des graphes avec une
inertie intra-classe (Ii) inférieure ou égale àT. Cette propriété est conservée dans l’étape 2. De
plus, cet algorithme garantit : 1) la sélection des prototypes qui sont les centroïdes des clusters ;
2) une certaine séparabilité entre classes d’une partition. En outre, en fixant le prototype initial
comme le graphe le plus distant du graphe médian dans l’ensemble des graphes, l’algorithme
produit des résultats identiques et est déterministe.

Par ailleurs, les distances entre les prototypes sélectionnés sont strictement supérieures au
seuilT. En effet, pour tout prototypep sélectionné l’algorithme considère que tous les graphes
gi ayant une distanced(gi, p) < T comme les éléments du cluster de centrep. Ces graphesgi
ne sont pas considérés pour la sélection de prochains prototypes. Ainsi, les autres prototypespj
sont sélectionnés à partir des graphesgj tel qued(gj , p) ≥ T .

6.3.2 La représentation sous forme d’hypergraphe

Soit S un ensemble de graphes etP l’ensemble de prototypes sélectionnésP (P⊂S). Les
techniques de clustering classiques cherchent pour chaquegrapheg∈ S�P son plus proche
voisin pi ∈ P et ajoutent le graphe dans le cluster Ci correspondant au prototypepi. En fait, si
un grapheg présente une distance similaire à deux prototypespi et pj , g est ajouté au cluster
avec le prototype le plus proche même si la différence entre les deux distances est très mineure.
En outre, les clusters sont disjoints et peuvent être exploités pour une tâche de recherche [205,
221, 224, 227], mais il sera difficile de trouver un algorithme pour naviguer dans l’ensemble de
la base de graphes.

Au contraire, nous proposons un modèle basé sur l’hypergraphe qui permet le chevauche-
ment des clusters. Désormais, les clusters seront considérés comme des hyperarêtes d’hyper-
graphe et les graphes comme les sommets. Tout d’abord, pour chaque prototypepi une hyper-
arêtehi est définie avec un centroïdepi. Deuxièmement, chaque hyperarête est définie comme
suit : chaque grapheg∈ S�P est ajouté aux hyperarêtes ayant les centroïdes proches deg
(leur distance àg est inférieure au seuilT utilisé dans l’algorithme précédent). À partir de cette
définition, nous concluons le théorème suivant :

Théorème : Soient la distance métrique de graphesd(., .) et l’hypergrapheH généré avec un
seuilT . Si un grapheg est partagé par deux hyperarêteshi ∈ H ethj ∈ H ayant respec-
tivement les centroïdespi etpj, alorsT < d(pi, pj) < 2 ∗ T .

Preuve : SoitP l’ensemble de prototypes sélectionnés par l’algorithme 7,donc

∀pi, pj ∈ P, d(pi, pj) > T (1)

Vu que la distance entre les graphes est une métrique, alors selon la propriété de l’inégalité
triangulaire

d(pi, pj) ≤ d(pi, g) + d(g, pj) (2)

122



6.3. Modélisation par hypergraphe

On ag ∈ hi et g ∈ hj , donc

d(pi, g) < T (3) et d(g, pj) < T (4)

D’autres parts, il est évident que le seuilT et les distances sont positives. Donc, à partir de (3)
et (4),

d(pi, g) + d(g, pj) < 2 ∗ T

Ce qui signifie (selon (2)) que,
d(pi, pj) < 2 ∗ T (5)

Finalement, en combinant (1) et (5), nous avons

T < d(pi, pj) < 2 ∗ T

�.
Ce théorème montre que, dans le cas où la distance de graphes utilisée est une métrique, le

chevauchement est réalisé uniquement entre les hyperarêtes voisins. Particulièrement, les hyper-
arêtes, qui partagent des graphes en commun, possèdent des centroïdes proches. Cette propriété
montre ainsi l’aspect sémantique que nous cherchons à établir par notre méthode. Cet aspect se
résume dans la formule suivante :“Dès qu’un graphe partage des informations avec deux (ou
plusieurs) clusters proches, il doit être affecté à tous cesclusters”. Évidemment, ce théorème
n’est pas toujours valide dans le cas où la distance de graphes n’est pas une métrique.

La figure 6.3 illustre notre motivation. Soit di = d(pi, g1), nous supposons que d1 et d2 sont
inférieures ou égales à un seuilT, alors le graphe g1 partage quelques informations avec p1 et
p2 (les informations sont illustrées en couleur). Avec le modèle d’hypergraphe nous serons en
mesure d’affecter g1 à la fois aux hyperarêtes h1 et h2. La partie la plus à droite de la figure 6.3
décrit comment deux hyperarêtes (clusters) peuvent se chevaucher avec un graphe en commun.
Ici, ∆ϑ(g1)=2 et∆ξ(h1)=∆ξ(h2)=2.

FIGURE 6.3 – Illustration du modèle proposé

Une fois que toutes les hyperarêtes sont définies à partir desgraphes, on recalcule, pour
chaque hyperarête, le graphe médian qui sera le nouveau centroïde de l’hyperarête. L’objectif de
cette étape est de mettre à jour le centroïde de l’hyperarêteet de maintenir autant d’informations
que possible des graphes dans l’hyperarête correspondant.Nous avons utilisé le graphe médian
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pour définir le centroïde d’un cluster car contrairement au graphe médian généralisé et au super-
graphe minimum et commun [31] il est moins coûteux en temps decalcul. Nous utilisons aussi
cette technique lors de l’ajout de nouveaux graphes dans la base. Concrètement, chaque nouveau
graphegn est ajouté dans les hyperarêtes ayant des centroïdes proches degn (leur distance àgn
est inférieure au seuilT utilisé précédemment). Ensuite, nous changeons le centroïde de chaque
hyperarête concernée par son nouveau graphe médian. Les hyperarêtes concernées par la mise à
jour de centroïde sont celles où le graphegn est ajouté.

6.3.3 Recherche d’images

Smeulders et al. [238] distinguent trois paradigmes dans larecherche d’images selon les
objectifs de l’utilisateur :

– Rechercheassociative: Les utilisateurs de la recherche associative n’ont pas de but véri-
tablement défini. L’objectif de ce paradigme de recherche d’images consiste à aider les
utilisateurs à explorer la base d’images. La recherche associative implique souvent le raf-
finement, via des interactions, de l’ensemble des images présenté initialement à l’utilisa-
teur.

– Recherche decibles: Ce paradigme concerne les utilisateurs qui ont pour but la recherche
d’une image spécifique, par exemple la recherche de l’image d’un objet bien précis dans
une collection de musée.

– Recherche decatégories: Ce paradigme consiste à rechercher le maximum d’images
appartenant à une classe spécifique définie par l’utilisateur. Il peut correspondre au cas
où l’utilisateur a un exemple (image) et cherche d’autres images de la même classe. Les
catégories peuvent être dérivées à partir d’étiquettes ou àpartir de la base de données en
utilisant des mesures de similarité adéquates.

En ce qui concerne les graphes, l’interrogation d’un ensemble de graphes consiste, générale-
ment, à rechercher les graphes les plus semblables à une requête donnée. Cette tâche de recherche
trie les distances entre la requête et les graphes de la base dans un ordre croissant. Ce type de
recherche correspond au second paradigme de Smeulders et al. lorsque l’utilisateur a pour ob-
jectif la recherche d’une image précise (représentée en graphe). Dans ce cas, l’image recherchée
correspond à l’image ayant le graphe le plus proche de la requête. Par ailleurs, l’interrogation
classique d’un ensemble de graphes correspond aussi au troisième paradigme de Smeulders
et al.. Ceci est le cas quand l’utilisateur a pour but la recherche des images (représentées en
graphes) les plus similaires à sa requête. Néanmoins, l’omniprésence de bruit dans les images ne
favorise pas l’utilisation de l’interrogation classique des graphes pour la recherche de catégories.
En effet, le bruit dans les images entraîne des transformations dans les graphes correspondants ce
qui occasionne souvent des résultats faux positifs. Dans lafigure 6.4, nous illustrons un exemple
des faux positifs résultant d’une recherche d’images représentées sous forme de graphes. Dans
cet exemple l’image requête appartient à la classe“Glass” de la base Shape. Parmi les 10 images
retrouvées par la recherche classique, six images uniquement appartiennent à la classe“Glass” .
Les quatre autres images constituent des résultats faux positifs parce qu’elles n’appartiennent
pas à la classe“Glass” . Ceci est dû au bruit dans les images de la base Shape qui influesur la
similarité entre les graphes des images retrouvées et le graphe de l’image requête. Dans la lit-
térature, certains auteurs [205, 221, 224, 227] considèrent ce problème comme une conséquence
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FIGURE 6.4 – Une interface graphique de recherche classique d’images représentées sous forme
de graphe

du manque d’une exploitation efficace de la distribution desdistances entre les graphes. En effet,
afin d’améliorer les performances de la recherche decatégories, quelques travaux (e.g. [205])
proposent des techniques de recherche basées sur le clustering de graphes pour bien exploiter la
distribution de distances. Dans ces travaux, les images similaires à la requête sont recherchées
dans le cluster le plus proche de l’image requête au lieu de les rechercher dans toute la base.
Ceci nécessite alors une phase préalable de clustering de labase d’images à interroger.

Dans la même veine, nous introduisons une procédure qui implique le modèle de l’hyper-
graphe proposé précédemment. L’idée principale est de trouver le centroïde (parmi tous les cen-
troïdes des hyperarêtes) le plus proche d’une requête donnée. Puis, nous recherchons les graphes
les plus similaires au sein de l’hyperarête. Nous décrivonsla procédure de recherche dans le
modèle de l’hypergraphe comme suit :

1. Pour un graphe de requête gq, calculer l’ensemble des distances entre gq et le centroïde de
chaque hyperarête.

2. Initialiser à vide l’ensembleR de graphes à retrouver, i.e.R = ∅.

3. Déterminer le plus proche centroïde pi à gq. Soit hi l’hyperarête avec le centroïde pi.

4. Récupérer l’ensembleR = R∪ {gj} de graphes les plus similaires à gq, où gj ∈ hi.

5. Si le nombre de graphes retrouvés n’est pas suffisant ou si le graphe recherché n’est pas
retrouvé, aller à l’étape suivante. Sinon, fin de l’algorithme.

6. Déterminer le centroïde suivant pj le plus proche à gq et hj l’hyperarête avec le centroïde
pj . Retourner à l’étape 3 en passant à l’hyperarête suivante (hj), i.e. hi← hj .

La figure 6.5 présente une illustration de cette méthode de recherche. En effet, pour une
requête donnée (Figure 6.5(a)), le plus proche centroïde est repéré (Figure 6.5(b) et 6.5(c)).
Ensuite, la recherche s’effectue dans l’hyperarête contenant ce centroïde (Figure 6.5(d)). Dans
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 6.5 – Illustration de la recherche de lettrines avec le modèle d’hypergraphe

cet exemple, nous considérons que la réponse à la requête estsatisfaite par les images de la
première hyperarête (rouge). Par ailleurs, si ce n’était pas le cas, l’algorithme va récupérer aussi
les images dans la deuxième hyperarête.

Notre contribution peut être aussi utilisée dans un contexte de rechercheassociatived’im-
ages. Nous rappelons que ce paradigme de recherche d’imagesconsiste à aider les utilisateurs
à explorer la base d’images. Pour permettre aux utilisateurs de naviguer (explorer) dans la base
d’images, nous utilisons une technique de parcours en profondeur modifié de l’hypergraphe.
Notre méthode consiste à utiliser les centroïdes des hyperarêtes comme les images de départ
de la navigation. L’utilisateur choisit alors l’hyperarête à exploiter en sélectionnant le centroïde
correspondant. Ensuite, la navigation correspond à un parcours en profondeur de l’hypergraphe.
Ce parcours consiste à visiter les images appartenant à des hyperarêtes connexes. Il faut noter ici
que le parcours de l’hypergraphe dépend du choix de l’utilisateur. En effet, à une étapeei de la
navigation, le parcours est défini à partir d’une imageim choisie par l’utilisateur. Ainsi, à l’étape
suivanteei+1, la partie explorée de l’hypergraphe consiste aux images voisines deim 21. Con-
crètement, la navigation de l’hypergraphe est réalisée à travers une interface graphique. Dans
cette interface, l’utilisateur fait son parcours de l’hypergraphe en cliquant sur les images qui
l’intéressent. Dans la figure 6.13 les clusters (hyperarêtes) sont représentés par des ellipses qui
se chevauchent. Dans cette figure, l’utilisateur a sélectionné la lettrine avec la lettre D et, en cli-
quant sur les lettrines voisines, a pu explorer une partie dela base liée à sa requête. Les images
au centre de chaque hyperarête sont les centroïdes.

21. Les images voisines d’une imagei correspondent aux images appartenant aux hyperarêtes qui contiennent
l’image i
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6.4 Expérimentations

6.4.1 Protocole d’évaluation

Dans cette partie expérimentale, nous nous focalisons sur l’étude du comportement de notre
méthode vis-à-vis de la valeur du seuilT utilisé (cf. Algorithme 7). Cette étude concerne, pour
une valeur donnée deT , les cinq points suivants :

1. Le nombre d’hyperarêtes généré par notre méthode : vet aspect décrit le rapport entre
nombre de clusters détectés dans une base de graphes et la valeur du seuil utilisée.

2. La taille moyenne des hyperarêtes : cet aspect décrit l’évolution de la taille moyenne des
clusters, fournis par notre méthode, par rapport à la valeurdu seuil.

3. Le taux de chevauchement des hyperarêtes : le chevauchement entre deux hyperarêteshi
et hj correspond à l’ensembleG des graphes partagés parhi et hj , i.e. G = {gi | gi ∈
hietgi ∈ hj}. Pour calculer le taux de chevauchement de notre structure d’hypergraphe,
nous utilisons la mesure de Zhiling et al. [112]. Notons que cette mesure a été dévelop-
pée dans le contexte du clustering flou, qui permet le chevauchement entre les clusters.
Concrètement, le taux de chevauchement entre deux hyperarêteshi ethj (τ(hi, hj)) cor-
respond au quotient du nombre de graphes partagés par le nombre de graphes de la plus
petite hyperarête. Formellement,

τ(hi, hj)=
Npartagé

Nmin

avecNpartagé le nombre de graphes partagés entrehi ethj , etNmin=min(|hi|,|hj |) la taille
(nombre de graphes) de la plus petite hyperarête entrehi ethj . Le taux de chevauchement
est dans l’intervalle [0, 1] (une valeur proche de 1 indique un fort chevauchement).

Le taux de chevauchement final d’un hypergrapheH (τ(H)) correspond à la moyenne
des taux de chevauchement de toutes les paires d’hyperarêtes dans l’hypergraphe, soit
formellement :

τ(H) =

∑

τ(hi, hj)
n(n−1)

2

avecn le nombre d’hyperarêtes dansH.

4. Le nombre d’appariements de graphes : cet aspect détermine le nombre d’appariements de
graphes (distance d’édition de graphes) effectué dans une procédure de recherche d’im-
ages similaires à une requête donnée.

5. La précision des résultats de la recherche : cet aspect évalue la qualité de la recherche
d’images effectuée par notre méthode. La précision est le quotient du nombre d’images
pertinentes retrouvées par rapport au nombre total d’images proposées par notre méthode
pour une requête donnée.

Pour l’évaluation de notre méthode, nous utilisons les septbases de graphes utilisées dans
le chapitre4 (GREC1, Lettrine, Shape, Logo, Mutagenicity, Letter et GREC2). Pour chaque
base de graphes, nous calculons les cinq critères, établis précédemment, pour plusieurs valeurs
du seuilT . En ce qui concerne la précision et le nombre d’appariements, nous calculons, pour
chaque base, la précision moyenne (respectivement le nombre d’appariements moyen) sur les
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dix premières images retenues par notre méthode, en prenanttour à tour chaque image de la
base comme image requête. Nous rappelons que dans le cas où lenombre de graphes dans la
première hyperarête est inférieur à 10, notre méthode récupère les graphes de l’hyperarête plus
proche suivante (cf. section 6.3.3).

Nous comparons la précision et le nombre d’appariements effectués par notre méthode avec
ceux de la méthode classique de recherche d’images dans laquelle la requête est comparée à tous
les graphes de la base.

6.4.2 Résultats

Les figures 6.6, 6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11 et 6.12 présentent,respectivement, les résultats de
l’analyse du comportement de notre méthode pour les bases : GREC1, Lettrine, Shape, Logo,
Mutagenicity, Letter et GREC2. Chaque figure comporte cinq courbes dont chacune présente le
comportement d’un aspect de notre méthode en fonction de la valeur du seuil. À partir de ces
résultats, nous pouvons tirer les remarques suivantes :

– En considérant les critères du nombre et de la taille moyenne d’hyperarêtes générées
en fonction du seuil, nous observons que les courbes ont la même allure (leurs pentes
sont approximativement les mêmes) pour toutes les bases de graphes. Cette allure montre
que pour des petites valeurs du seuil le nombre d’hyperarêtes est important et leur taille
moyenne est faible. En effet, pour une petite valeur du seuil, chaque hyperarête contient
un petit ensemble de graphes très similaires (leurs distances sont inférieures au seuil). Par
ailleurs, pour des grandes valeurs du seuil, la méthode génère peu d’hyperarêtes mais elles
sont de grandes tailles.

– En considérant le taux de chevauchement des hyperarêtes, nous observons aussi que les
courbes de cet aspect ont la même allure pour toutes les basesde graphes. En effet, plus
le seuil est grand, plus le taux de chevauchement est important. En fait, pour des grandes
valeurs du seuil, les graphes ont plus de chances d’appartenir à plusieurs hyperarêtes si-
multanément. Par ailleurs, si la valeur du seuil dépasse la distance entre les deux graphes
les plus distants dans une base, alors notre méthode génère une seule hyperarête qui con-
tient toute la base. Ceci est expliqué par le fait que toutes les distances entre les graphes
sont inférieures au seuil. Dans ce cas, le taux de chevauchement est zéro.

– En considérant le nombre d’appariements de graphes effectué, nous observons qu’à partir
d’une certaine valeur du seuil ce nombre devient proportionnellement similaire à la taille
moyenne des hyperarêtes. En effet, pour les petites valeursdu seuil la méthode génère un
nombre important d’hyperarêtes dont les centroïdes sont tous comparés avec la requête
à la recherche des plus proches hyperarêtes. Ceci implique,potentiellement, un nombre
élevé d’appariements. Par ailleurs, plus les hyperarêtes visitées, lors de la recherche, sont
grandes plus le nombre d’appariements est important. En fait, notre méthode recherche les
images similaires à une requête dans les hyperarêtes ayant les centroïdes les plus proches
à la requête. Par ailleurs, en combinant ces résultats avec ceux de la précision, nous remar-
quons que notre méthode permet d’obtenir le même degré de précision que la recherche
classique, en dépit du fait que nous explorons uniquement une partie de la base, alors que
la méthode de recherche d’images classique compare le graphe de l’image requête avec
tous les graphes de la base. Ceci met en avant l’intérêt de notre modèle d’hypergraphe
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Base de graphes
Notre méthode Recherche Classique Seuil

Précision Nombre

d’appariement

Précision Nombre

d’appariement

GREC1 0.88 69.1 0.88 528 1.25
Lettrine 0.58 87.1 0.58 280 484.98
Shape 0.53 55.3 0.53 216 4.60
Logo 0.87 29.7 0.87 80 1.44
Mutagenicity 0.64 72.8 0.64 400 2.59
Letter 0.90 102.6 0.90 750 0.16
GREC2 0.98 66.4 0.98 528 4.77

TABLE 6.1 – Résultats de la recherche

pour l’indexation de graphes. Dans la table 6.1, nous illustrons une comparaison entre la
méthode de recherche classique et notre modèle en fixant la valeur du seuil pour chaque
base. Les valeurs du seuil sélectionnées correspondent auxvaleurs qui fournissent les
meilleures performances. Ces performances consistent en une valeur de précision max-
imale et un nombre d’appariements minimal. Ces résultats montrent que notre méthode
affiche les mêmes performances en terme de précision que la recherche classique, bien
que le nombre moyen d’appariements effectués par notre méthode est nettement inférieur
à celui effectué par la méthode de recherche d’images classique. À titre d’exemple, pour
la recherche d’images dans la base Letter, notre méthode basée sur l’hypergraphe réalise
la même précision (0.90) que la méthode classique. Par contre, notre méthode exécute
en moyenne 102.6 appariements de graphes de la base Letter contre 750 appariements
exécutés par la méthode classique. Pareillement, notre méthode réalise des performances
similaires pour toutes les bases testées, ce qui souligne l’efficacité et la rapidité de notre
méthode. L’efficacité est expliquée par le fait que la précision de la recherche par notre
méthode est équivalente à celle de la recherche classique. Ainsi, l’organisation d’une base
de graphes sous forme d’une structure d’hypergraphe n’engendre pas une altération de la
précision de la recherche. De plus, cette structure d’hypergraphe offre une solution rapide
de recherche de graphes en n’explorant qu’un sous-hypergraphe22.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié comment la structure d’hypergraphe peut être utilisée
à des fins de représentation de base de graphes. Nous avons proposé une méthode basée sur la
sélection de prototypes pour indexer les graphes. La sélection des prototypes proposée permet de
définir automatiquement le nombre d’hyperarêtes (clustersde graphes). Ce travail permet égale-
ment la multi-affectation d’un graphe, à savoir qu’un graphe peut être affecté à plusieurs clusters.

22. Un sous-hypergraphe H’ = (V’,E’) d’un hypergraphe H = (V,E) est tel que :
– V’ ⊆ V et
– ∀ Ei ∈ E′, Ei ⊆ V ′ etEi ∈ E.
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6.5. Conclusion

Les résultats expérimentaux ont montré que notre méthode réalise les mêmes performances en
terme de précision que la recherche classique, bien que le nombre moyen d’appariements ef-
fectués par notre méthode est nettement inférieur à celui effectué par la méthode de recherche
d’images classique.

Dans le chapitre suivant nous mettons à profit nos contributions dans le cadre du projet ANR
NAVIDOMASS dans lequel a évolué cette thèse.
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FIGURE 6.13 – Illustration de l’interface développée pour la navigation dans une base de graphes
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Chapitre 7

Application au projet NAVIDOMASS

The true method of knowledge is experiment.
William Blake
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7.1 Le Projet Navidomass

Durant la dernière décennie, la numérisation de l’héritagehistorique a fait l’objet de plusieurs
projets de recherche et industriels. Cette numérisation a pour objectif de rendre les documents
historiques plus accessibles en utilisant les nouvelles technologies (i.e. Internet). Ainsi, il est
impératif de recourir aux techniques de reconnaissance de formes pour reconnaître et rechercher
ce type de documents automatiquement. Néanmoins, les document historiques sont très riches
en information ce qui les rend difficiles à traiter par les techniques classiques de reconnaissance.
Parmi ces documents historiques, nous distinguons les lettrines qui sont utilisées par les his-
toriens dans différentes tâches, e.g. déterminer l’époqued’un ouvrage, identifier l’imprimeur,
etc. Les lettrines sont caractérisées par une structure particulièrement complexe où chaque com-
posante contient de l’information. Dans la figure 7.1, nous illustrons quelques exemples de let-
trines. Nous pouvons remarquer que chaque image de lettrineest un mélange de composantes
simples telles que l’arrière plan, la lettre et la texture. Par ailleurs, quelques dégradations, liées
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à l’état du document original, peuvent être observées. Afin de traiter et reconnaître ces lettrines,
il est nécessaire qu’un système de reconnaissance prenne encompte toutes ces caractéristiques.
Cette thèse se situe dans le contexte d’un projet ANR, appeléNAVIDOMASS, où la reconnais-
sance de lettrines fait partie des axes principaux.

NAVIDOMASS 23 est un projet de recherche financé par l’Agence Nationale de Recherche24.
Académiquement, NAVIDOMASS est une collaboration entre cinq laboratoires d’informatique
français et le centre d’études supérieures de la Renaissance. L’objectif principal est la naviga-
tion dans les grandes bases de données des archives historiques numérisées. Ces archives sont
numérisées sous forme d’images contenant des textes, images, illustrations et des schémas. Le
projet NAVIDOMASS est divisé en cinq axes de travail : (1) lesbesoins utilisateurs, conception
collaborative et vérité terrain, (2) l’analyse des couchesdes documents et indexation basée sur
la structure, (3) la recherche d’informations, (4) la structuration de l’espace d’information (5)
l’extraction et le contrôle interactifs.

Cette thèse entre dans le cadre du deuxième axe de travail de NAVIDOMASS qui concerne
la partie de la classification, l’indexation et la navigation dans une base de documents anciens,
notamment les lettrines. Dans ce chapitre, nous appliquonsl’ensemble des contributions précé-
dentes sur les lettrines.

Avant de manipuler ces documents, il faut faire un choix entre les deux grandes familles
d’approches de description des caractéristiques d’un document : soit les approches statistiques,
soit les approches structurelles (voir chapitre 1). Nous rappelons que dans les approches statis-
tiques, chaque document est représenté par un vecteur numérique de tailled qui est constitué
par les valeurs numériques ded caractéristiques mesurées sur le document. Dans les approches
structurelles, un document est représenté par un modèle structurel qui décrit les différents com-
posants de l’objet et leurs relations. Cette représentation est caractérisée par une capacité de
représentation élevée par rapport à la représentation via les vecteurs caractéristiques [33]. La
représentation structurelle nous semble la plus adéquate pour représenter les lettrines vu qu’elles
représentent des documents complexes et riches en information.

Dans ce chapitre l’ensemble des contributions précédentessont appliquées aux Lettrines.
Ainsi, nous utilisons notre approximation de la distance d’édition pour calculer la distance en-
tre deux lettrines. Ensuite, nous appliquons nos méthodes de classification supervisée et non-
supervisée pour classifier les lettrines.

7.2 La représentation de lettrines sous forme de graphes

Les images utilisées dans cette thèse sont les images des lettrines (Fig. 7.1) extraites à partir
des documents du quinzième et seizième siècle. Elles étaient largement utilisées à l’époque de
la Renaissance dans les ouvrages pour identifier, généralement, le début d’un chapitre ou d’un
paragraphe. La numérisation de ces documents est faite par le Centre d’Étude Supérieur de la
Renaissance de l’université de Tours.

Nous commençons par une discussion sur le type de représentation. Nous opposons deux
types d’approches : une générique basée sur la méthode de segmentation de Felzenszwalb et al.

23. http://navidomass.univ-lr.fr
24. ANR :http://www.agence-nationale-recherche.fr/
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7.2. La représentation de lettrines sous forme de graphes

[80] et une dédiée développée par Coustaty et al. [59, 58] dans le contexte de cette ANR.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 7.1 – Exemples d’images de Lettrines

7.2.1 Graphe d’adjacence de régions

Chaque lettrine est représentée par un graphe d’adjacence de régions dont les noeuds corre-
spondent aux régions homogènes obtenues par une technique de segmentation. La méthode de
segmentation utilisée est celle de Felzenszwalb et al. [80]. Succinctement, cette méthode com-
mence par représenter l’image par un graphe où chaque pixel de l’image correspond à un noeud
et où les arêtes correspondent aux paires des nœuds voisins.Ensuite, la segmentation de l’image
consiste à partitionner les noeuds du graphe en fixant un seuil et une distance entre ces noeuds.

La figure 7.2 présente une illustration du résultat de la segmentation d’une lettrine. Une
fois la lettrine segmentée, nous la représentons par un graphe comme suit : chaque région est
représentée par un noeud étiqueté par un vecteur caractéristique qui contient les descriptions
suivante de la région : la surface, le périmètre et les coordonnées du centre. Les arêtes entre
noeuds décrivent les relations d’adjacence entre les régions associées à ces noeuds.

(a) Image Originale (b) Image segmentée

FIGURE 7.2 – Exemple de la segmentation d’une lettrine avec la méthode de Felzenszwalb [80]
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7.2.2 Une représentation sous forme de graphes spécifique aux lettrines

Cette approche de représentation de lettrines sous forme degraphes est développée dans
le cadre du projet NAVIDOMASS par Coustaty et al. [59, 58]. L’objectif de cette méthode est
d’identifier les composantes géométrique saillantes d’unelettrine et de les stocker sous forme
d’un graphe.

Les auteurs commencent par utiliser un modèle de décomposition en couches [7, 8, 69] qui
seront plus simples à caractériser. Ainsi, chaque lettrineest décomposée en trois couches. La
première représente la structure (aspects géométriques) de l’image, la deuxième correspond à la
texture et la troisième représente le bruit présent dans l’image. Pour mieux définir ces différentes
couches et seulement dans un souci d’exhaustivité, nous reproduisons dans la suite les définitions
des couches établies par Coustaty et al. [58] :

La couche géométriqueest une couche régularisée qui“correspond aux zones de l’image qui
ont une faible variation de niveaux de gris. Cette couche permet de mettre en évidence la
composante géométrique qui correspond aux formes de l’images.”

La couche de texture est une couche oscillante qui“correspond aux zones aux variations rapi-
des de niveaux de gris. Dans notre cas, cette couche permet demettre en évidence les
textures des lettrines, c’est-à-dire les zones composées de traits parallèles.”

La couche de bruit est une couche très oscillante“qui correspond au bruit dans l’image. En
fait, cette couche est composée de tout ce qui n’appartient pas aux deux premières couches.
Dans notre cas, on peut retrouver dans cette couche le texte du verso de la page et les
problèmes dus au vieillissement du papier”

Nous remarquons ici que la grande partie d’information concernant la lettrine est localisée
dans la première couche. Cette couche contient toute la structure géométrique de la lettrine.
Évidemment, la structure géométrique peut être considéréecomme l’ensemble des formes com-
posant l’image de la lettrine. Par conséquence, l’utilisation de ces formes pour construire les
graphes semble intéressante. Toutefois, l’extraction de ces formes à partir de la première couche
ne peut aboutir avec une simple méthode d’extraction de composantes [58]. Pour extraire et
sélectionner les formes les plus intéressantes de la lettrine, les auteurs proposent d’utiliser une
segmentation basée sur la loi de Zipf [288]. Cette loi consiste à déterminer la relation entre le
rang et la fréquence d’un mot dans un texte. Ainsi, si on dispose de l’ensemble des mots d’un
texte ordonnés par fréquence décroissante, Zipf observe que la fréquence d’utilisation d’un mot
est inversement proportionnel à son rang. L’application dela loi de Zipf pour segmenter les im-
ages est inspirée par les travaux de Pareti et al. [184]. L’idée principale est de considérer des
imagettes (sous-images) de l’image originale pour le calcul de leurs fréquences et leurs rangs.
Ensuite la segmentation de la lettrine est basée sur les observations de la loi de Zipf. Après
l’extraction des formes, une sélection est élaborée pour extraire les formes particulièrement in-
téressantes du point de vue de la taille, de la localisation et du centre. Dans la figure 7.3, nous
illustrons un exemple d’extraction des formes intéressantes d’une lettrine en utilisant cette méth-
ode [59]. En se basant sur les formes sélectionnées, un graphe complet représentant la lettrine est
construit dont les nœuds représentent ces formes. Chaque noeud est étiqueté par un quadruplet
qui contient les coordonnées du centre, la superficie et l’excentricité de chaque forme.
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(a) Image originale (b) Régions avec faible variation

(c) Formes segmentées avec la loi de
Zipf (en noir)

(d) Les six composantes connexes les
plus large

FIGURE 7.3 – Exemple d’extraction des formes à partir d’une lettrine
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(a) 1 (b) 2 (c) 3

(d) 4 (e) 5 (f) 6

(g) 7 (h) 8 (i) 9

FIGURE 7.4 – Ensemble de lettrines utilisées dans l’évaluation de la distance d’édition de
graphes

7.3 Mesure de distance entre les lettrines

Dans cette section, nous étudions l’application de notre méthode d’approximation de dis-
tance sur les lettrines. Pour ce faire nous avons sélectionné 9 lettrines de trois types différents
(3 lettrines de chaque type). Dans la figure 7.4, nous illustrons les neuf lettrines sélectionnées.
Les graphes qui représentent ces lettrines sont construits, en premier lieu, en utilisant la méth-
ode basée sur l’adjacence des régions. Deuxièmement, un autre ensemble de graphes est créé en
utilisant la méthode de Coustaty et al. [59] dédiée aux lettrines. L’objectif ici est de visualiser les
distances calculées par notre méthode sur les deux ensembles de graphes. Nous estimons que les
résultats accomplies avec la représentation dédiée aux lettrines seront mieux que les résultats en
utilisant une simple segmentation en régions. Ces attentespeuvent être justifiées par le fait que
la représentation de Coustaty semble plus appropriée aux lettrines que la segmentation classique
et ceci devrait être reflété par la distance d’édition de graphes.

Pour visualiser les résultats, nous calculons la matrice dedistance pour chaque ensemble de
graphes. Évidemment, chaque matrice est de taille9x9. La figure 7.5 présente les deux matrices
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(a) Matrice de distance entre les
graphes construite avec la méthode de
coustaty
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(b) Matrice de distance entre les
graphes d’adjacence de régions

FIGURE 7.5 – Matrices de distances entre les lettrines en utilisantdeux représentations de
graphes différentes

de distances. Chaque classe (trois lettrines similaires) correspond à un bloc dans ces matrices.
Les images de 1 à 3 forment la première classe, les images de 4 à6 forment la deuxième et
finalement la troisième classe est formée par les images de 7 à9. Les lignes et les colonnes de
chaque matrice indexent les distances entre les graphes, i.e. l’élément(i, j) d’une matrice de
distance correspond à la distance entre le graphe qui représente lai-ième lettrine et le graphe qui
représente laj-ième lettrine.

Dans la matrice de distance entre les graphes produits avec la méthode de Coustaty (Fig.
7.5(a)), nous observons clairement trois blocs sur la diagonale avec des faibles intensités. Ceci
signifie que la valeur des distances intra-classes sont plusfaibles que les distance inter-classes.
Autrement dit, les graphes d’une même classe sont plus proches les uns des autres que des
graphes de différentes classes. Par contre dans la matrice de distance entre les graphes d’adja-
cence de régions classiques (Fig. 7.5(b)), nous n’observons que deux blocs sur la diagonale, ce
qui signifie que les distances intra-classes sont très proches des distance inter-classes, partic-
ulièrement entre la deuxième et la troisième classe. En effet, en utilisant les graphes d’adjacence
de régions, notre méthode de distance d’édition de graphes aproduit des distances similaires en-
tre les graphes appartenant à la deuxième et à la troisième classe. Afin de comprendre mieux ces
résultats, nous illustrons dans la figure 7.6 le résultat de segmentation d’une lettrine de chaque
classe. Nous observons, d’une part, que la lettrine segmentée de la première classe est claire-
ment différente des autres lettrines segmentées. Les différences se réfléchissent sur le nombre
de régions ainsi que sur leur taille. D’autre part, nous constatons que les deux lettrines segmen-
tées de la deuxième et troisième classe sont proches dans le sens où chacune est composée de
plusieurs régions ayant une petite surface. Ceci implique une ressemblance entre les structures
des graphes d’adjacence de régions produits. Cette ressemblance entre les structures des graphes
entraîne forcément une distance plus faibles entre ces graphes.

À partir de ces observations, nous concluons par les points suivants :
– Notre méthode d’approximation de la distance d’édition degraphes est appropriée pour
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(a) Segmentation
d’une lettrine de la
première classe

(b) Segmen-
tation d’une
lettrine de
la deuxième
classe

(c) Segmen-
tation d’une
lettrine de la
troisième classe

FIGURE 7.6 – Exemple de segmentation avec la méthode de Felzenszwalb [80] de lettrines
appartenant aux différentes classes

mesurer la distance entre les lettrines représentées sous forme de graphes.
– En combinant une technique de représentation appropriée aux lettrines avec notre dis-

tance, les résultats s’améliorent.
Ces points convergent vers ce que nous avons envisagé avant l’expérimentation. En effet, les

résultats accomplies avec la représentation dédiée aux lettrines sont mieux que les résultats en
utilisant une simple segmentation en régions. Ceci est une propriété classique commune à toutes
les mesures de distance de graphes (voir chapitre 2).

7.4 Classification de Lettrines

Suite aux observations faites précédemment, nous utilisons les graphes extraits des lettrines
avec la méthode de Coustaty et al. [59]. La base de Lettrines est constitué de 824 images. Cette
base est délivrée par le centre d’études supérieures de la Renaissance (CESR). La vérité terrain
jointe avec cette base n’est pas unique. En effet, chaque lettrine est associée à un ensemble de
métadonnées. Ces informations sont élaborées par les historiens du CESR. Parmi les métadon-
nées intéressantes à notre expérimentation, nous distinguons les deux suivantes25 :

Fond : cette métadonnée précise le type du fond de la lettrine. L’ensemble des fonds dans la
base sont : fond hachuré, fond criblé, fond blanc, fond noir et fond indéfini. La figure 7.7
illustre une lettrine de chaque de type de fond.

Type : cette métadonnée décrit le type de la lettrine. Dans la baseil en existe deux types : les
lettrines décoratives et les lettrines figuratives. La figure 7.8 illustre une lettrine de chaque
type.

Nous considérons que ces informations sont intéressantes pour notre étude parce qu’il s’agit
de métadonnées qui décrivent la structure de la lettrine. Eneffet, deux lettrines de fonds et de

25. Les autres métadonnées concerne l’initiale figurant dans la lettrine, la couleur (blanche ou noire), la police,
l’imprimeur, la date et le lieu d’impression et le type d’alphabet de l’initiale.
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(a) Une
lettrine de la
classeBlanc

(b) Une let-
trine de la
classeCriblé

(c) Une lettrine
de la classe
Hachuré

(d) Une lettrine
de la classeNoir

FIGURE 7.7 – Exemple de lettrines de chaque type de fond

(a) Une
lettrine
décorative

(b) Une let-
trine figurative

FIGURE 7.8 – Exemple de lettrines de chaque type

types différents auront, éventuellement, deux structuresdifférentes. Ainsi, il est préférable que
les lettrines de différents fonds (respectivement de différents types) appartiennent à des classes
différentes. Ces connaissances nous fourniront une bonne référence pour évaluer la représen-
tation des lettrines par les graphes, dans un contexte de classification supervisée. Dans notre
expérimentation, nous construisons deux vérités terrain pour la base de Lettrines, une basée sur
le fond et l’autre sur le type.

Pour classifier les lettrines, nous appliquons, dans un premier temps, l’algorithme dek plus
proches voisins (k-ppv) dans le domaine de graphes. Ensuite, nous utilisons notre méthode de
plongement de graphes dans l’espace euclidien pour plongerles graphes représentant les let-
trines dans des vecteurs numériques. Cette manipulation nous permet, en premier lieu, d’utiliser
le classificateur SVM (Machine à vecteurs de support) qui estconnu pour être plus performant
que lek-ppv. En deuxième lieu, les vecteurs de plongement nous permettent de comparer nos ré-
sultats avec les approches statistiques dans une même configuration d’expérimentation. En effet,
dans la littérature, la comparaison entre les approches statistiques et les approches structurelles
est très peu abordée. Cependant, nous sommes convaincu que cette comparaison est importante
parce qu’elle nous fournit une quantification (empirique) de la différence de performances entre
les deux grandes familles d’approches [124, 33, 175]. Nous choisissons d’utiliser le descripteur
générique de Fourier (Generic Fourier Descriptor (GFD)), comme approche statistique, qui est
basée sur la transformée de Fourier [285]. Le choix de ce descripteur est guidé par ces bonnes
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Vérité terrain basée sur le fond
Classe Blanc Hachuré Criblé Noir Indéfini
Nombre de lettrines 483 152 138 2 49

Vérité terrain basée sur le type de la lettrine
Classe Décoratif Figuratif
Nombre de lettrines 570 254

TABLE 7.1 – Répartition des classes de la base de lettrines

performances [259].
Dans cette expérimentation, 30% des graphes sont utilisés comme un ensemble d’appren-

tissage et le reste (70%) comme un ensemble de test. La sélection de ces ensembles est faite
d’une manière totalement aléatoire. Vu que l’algorithme des k-ppv est très sensible au choix de
l’ensemble d’apprentissage, nous avons répété l’exécution de chaque l’expérimentation 50 fois
avec des ensembles d’apprentissage (et de test) différents. Les taux finaux sont la moyenne des
taux obtenus dans les 50 exécutions.

Les taux de classification sont calculés selon les deux vérités terrain. Dans la table 7.1,
nous présentons la taille des classes pour chaque vérité terrain de la base de lettrines. Nous
rappelons que la représentation des graphes ne change pas d’une vérité à une autre, ce qui change
concrètement ce sont les labels qui indiquent l’appartenance d’une lettrine à une classe.

Dans la classification avec lesk-ppv, les distances entre les graphes sont calculées par notre
méthode d’approximation de distance d’édition de graphes.Les distances dans l’espace vectoriel
sont calculées par la distance euclidienne.

Pour récapituler, l’expérimentation consiste à évaluer lesk-ppv dans le domaine de graphes
avec les deux vérités terrain. Ensuite, nous évaluons, aussi avec les deux vérités terrain, les taux
de classification dans l’espace vectoriel des vecteurs de plongement de graphes et des vecteurs
caractéristiques du GFD avec les classificateursk-ppv et SVM.

Les résultats sont présentés dans la table 7.2. Nous remarquons que les résultats accomplis
avec la vérité terrain basée sur le fond de lettrines sont moins bons que ceux avec la vérité
terrain basée sur le type. Ceci peut signifier que la représentation de Coustaty est mieux adaptée
au type qu’au fond de lettrines. Néanmoins, le nombre réduitet les tailles des classes (seulement
deux classes dont une contient≈ 70% de la base) peuvent aussi influer positivement sur la
performance de classification avec la vérité terrain basée sur le type. Nous constatons aussi que
les performances de l’algorithme desk-ppv dans l’espace de graphes sont meilleures que ses
performances dans l’espace vectoriel. Par contre, pour lesdeux vérités terrain considérées, les
taux accomplis par le classificateur SVM avec les vecteurs plongés dépassent (≃ 5%) tous les
autres résultats. Ceci justifie l’intérêt de l’utilisationdu plongement de graphes pour améliorer
les résultats. D’autre part, il est bien clair que les résultats du GFD sont moins bien que les
résultats accomplies en utilisant les graphes avec ou sans le plongement. Par conséquent, nous
pouvons conclure que les graphes sont mieux appropriés pourreprésenter les lettrines que les
vecteurs caractéristiques résultant d’une approche statistique. Ceci est dû à la grande capacité
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k-ppv SVM k-ppv (Graphe)
Vérité terrain basée sur le fond
Vecteurs de plongement de graphe % 61.65% 70.38% 65.53%
Descripteur GFD 53.14 % % 58.61% -

Vérité terrain basée sur le type de la lettrine
Vecteurs de plongement de graphe 65.16 % 79,84% 75.48%
Descripteur GFD 59.38% 66.18% -

TABLE 7.2 – Résultats de la classification de la base de lettrines

des graphes à représenter des quantités importantes d’informations dans une image, notamment
de documents anciens.

7.5 Clustering de lettrines

Dans cette section, nous nous intéressons à l’application de l’algorithme de graphe Median-
shift pour le clustering des lettrines. Pour cela, nous considérons la base de lettrines où les
lettrines sont représentées sous forme de graphes (cf. 7.2.2). En plus, nous comparons les per-
formances de notre algorithme avec celles de l’algorithme de k-means. Les distances entre les
graphes sont calculées par notre méthode d’approximation de distance d’édition de graphes.
Nous évaluons la qualité du clustering par les indices de validation deDunn et deGoodman-
Kruskal. Afin de produire les meilleurs résultats pour chaque algorithme, nous commençons
par définir, empiriquement, le nombre de clustersk optimal pour lek-means, et le rayonh opti-
mal pour notre algorithme. Pour ce faire, nous testons chaque algorithme plusieurs fois en fixant
à chaque fois une nouvelle valeur du paramètre. Ensuite, le paramètre qui optimise la moyenne
des deux indices de clustering est considéré comme le paramètre optimal. Nous utilisons la for-
mule définie précédemment pour calculer la moyenne des indices (cf. chapitre 5). Les figures 7.9
et 7.10 présentent les courbes de chaque indice de clustering en fonction du paramètre de chaque
algorithme. Dans ces figures, nous présentons aussi les deuxcourbes (Fig. 7.9(c) et 7.10(c)) de
la moyenne de deux indices pour chaque algorithme.

Les résultats présentés dans la table 7.3 correspondent auxvaleurs des indices de cluster-
ing de chaque algorithme en utilisant les paramètres optimaux déterminés précédemment. Les
valeurs de l’indice deGoodman-Kruskal indiquent que la partition de l’ensemble de lettrines
fournie par notre algorithme est plus cohérente que celle fournie par lek-means. Autrement dit,
le nombre de quadruplets de lettrines concordants est supérieur au nombre de quadruplets non-
concordants. Rappelant qu’un quadruplet (q, r, s, t) est dit concordant si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

– d(q, r) < d(s, t) | q et r appartiennent au même cluster ;s et t appartiennent à deux
clusters différents.

– d(q, r) > d(s, t) | q et r appartiennent aux deux clusters différents ;s et t appartiennent
au même cluster.
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FIGURE 7.9 – Résultats de la validation du meilleur paramètrek pour l’algorithme desk-means
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FIGURE 7.10 – Résultats de la validation du meilleur rayonh pour l’algorithme de graphe
Median-shift
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GK-Index Dunn Index
Graphe Median-shift 0.15 0.033
k-means 0.13 0.005

TABLE 7.3 – Résultats de clustering de la base de lettrines

Notre méthode Recherche classique
Précision Nombre d’appariements Seuil Précision Nombre d’appariements

0.65 230.2 69.90 0.65 824

TABLE 7.4 – Résultats de recherche de lettrines

Ainsi, en utilisant notre algorithme, les distances entre les graphes appartenant à un cluster
sont plus petites que les distances entre des graphes de différents clusters. Ceci est cohérent
avec les résultats de l’indice deDunn qui sont aussi en faveur de notre algorithme. À partir
de ces résultats, nous concluons qu’avec notre algorithme les distances inter-clusters sont plus
grandes que les distances intra-clusters, ce qui correspond à un bon clustering (mieux que le
partitionnement dek-means).

7.6 Recherche de lettrines

Dans cette section, nous nous focalisons à l’application denotre méthode de recherche d’im-
ages, basée sur la structure d’hypergraphe, sur la base de lettrines. Pour cela, nous considérons
la base de lettrines où les lettrines sont représentées sousforme de graphes (cf. 7.2.2). Afin de
choisir le seuil optimal pour notre méthode, nous effectuons des tests sur un ensemble de valeur
du seuil pour choisir le meilleur. Nous rappelons que le seuil optimal correspond à une valeur de
précision maximale et un nombre d’appariements minimal. Dans la figure 7.11, nous illustrons
l’ensemble d’aspect de notre méthode en fonction de la valeur du seuil. Ces aspects sont : (a) le
nombre d’hyperarêtes générées, (b) la taille moyenne des hyperarêtes, (c) le taux de chevauche-
ment des hyperarêtes, (d) le nombre d’appariements de graphes et la (e) la précision des résultats
de la recherche. À partir de ces résultats nous choisissons la valeur optimale du seuil qui max-
imise la précision et minimise le nombre d’appariements. Enutilisant cette valeur du seuil, nous
donnons, dans la table 7.4, les résultats obtenus par notre méthode en termes de précision et
de nombre moyen d’appariements effectués ainsi que les résultats obtenus avec la recherche
d’images classique. Notre méthode basée sur l’hypergrapheréalise la même précision (0.65)
que la méthode classique. Par contre, notre méthode exécuteen moyenne 230.2 appariements de
graphes contre 824 appariements exécutés par la méthode classique. Nous concluons ainsi que
notre méthode est efficace et rapide pour la recherche de lettrines.
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7.7 Conclusion

Dans le cadre du projet NAVIDOMASS, nous avons appliqué l’ensemble de nos contribu-
tions dans le domaine des graphes sur une base de documents anciens. Cette base est un en-
semble d’images de lettrines et est délivrée par le centre d’études supérieures de la Renaissance
de l’université de Tours. Nous avons utilisé une technique d’extraction de graphes dédiée aux
lettrines. Au cours des expérimentations présentées dans ce chapitre, nous avons montré l’intérêt
de la représentation sous forme de graphes dans le domaine dela reconnaissance de documents
anciens. Particulièrement, en utilisant notre technique de plongement de graphes, nous avons pu
comparer notre approche structurelle avec une approche statistique (le descripteur GFD). Cette
comparaison a montré que la description structurelle est plus performante que la description en
vecteurs caractéristiques.
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FIGURE 7.12 – Illustration d’une partie explorée de la base des lettrines
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Chapitre 8

Conclusions et perspectives

If we knew what it was we were doing, it would not
be called research, would it ?

Albert Einstein
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Nous concluons cette thèse par un résumé de l’ensemble de noscontributions. Ensuite, nous
donnons notre vision sur un ensemble de perspectives potentielles dans le domaine de la recon-
naissance de formes à base de graphes.

8.1 Contexte

Cette thèse se situe dans le cadre de la reconnaissance de formes en utilisant les graphes
comme modèles de représentation d’images. Un graphe est unestructure de donnée composée
d’un ensemble de noeuds qui sont éventuellement connectés par des arêtes. L’utilisation de
graphes pour la modélisation d’images offre une grande capacité de représentation. Cette ca-
pacité de représentation est due à la capacité des graphes dereprésenter non seulement les car-
actéristiques mais aussi les relations qui peuvent existerentre les primitives (composantes) d’une
image. Dans les approches non-structurelles, dites statistiques, chaque image est représentée par
un nombre constant d’attributs numériques qui constituentun vecteur caractéristique de l’image.
Par contre, en utilisant les graphes, il n y a aucune limitation sur la taille et aucune restriction
sur le type d’attributs. En fait, la taille et le type d’attributs d’un graphe sont adaptés aux besoins
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de chaque image. Ces propriétés sollicitent l’utilisationdes graphes pour modéliser les images
dont la structure joue un rôle dans la reconnaissance.

Néanmoins, dans le domaine de reconnaissance de formes, l’utilisation des graphes nécessite
le développement de nouveaux formalismes mathématiques applicables dans le domaine des
graphes. En effet, presque toutes les opérations mathématiques classiques de base sont limitées
à une utilisation dans un espace vectoriel. Par exemple, le calcul d’une distance entre deux
vecteurs est une opération classique et dispose de plusieurs solutions fondées sur des théories
solides. Cependant, le calcul d’une distance entre deux graphes est un problème plus complexe,
et considéré comme NP-complet. En effet, ces coûts élevés des opérations sur les graphes sont
l’inconvénient majeur de la reconnaissance de formes à basede graphes.

8.2 Contributions

Nous avons commencé cette thèse (cf. chapitre 2) en examinant les principaux aspects de la
représentation d’images sous forme de graphes. Cette analyse consiste en une catégorisation des
méthodes de représentation structurelle d’images, largement utilisées dans la littérature, en qua-
tre grandes familles. Ces familles sont les suivantes : les graphes de point d’intérêt, les graphes
d’adjacence de régions, les graphes de relations spatialeset les graphes des squelettes. Nous
avons remarqué que le choix d’une méthode dépend de la naturedes images à représenter. Pour
mieux argumenter nos observations, nous avons procédé à uneétude empirique des représenta-
tions. Pour une base d’images, nous avons utilisé trois méthodes d’extraction des graphes pour
en construire trois bases de graphes pour une même base d’images. Nous avons ensuite testé les
performances de chaque représentation dans un contexte de classification (algorithme dek-nn).
Nous n’avons pas limité notre expérimentation sur une méthode pour mesurer les distances en-
tre les graphes. En effet, six méthodes de mesure de distancede graphes ont été considérées.
Les résultats ont convergé vers nos observations. Nous avons pu aussi remarquer que le type
de représentation choisi à un impact important sur les performances d’un système de reconnais-
sance de formes.

Nous avons commencé la partie suivante de la thèse par une étude bibliographique des
mesures de similarité existantes pour les graphes. Ces méthodes d’appariement de graphes sont
réparties en deux classes d’approches. La première classe contient les approches dites exactes
où l’objectif est de déterminer un isomorphisme exact entredeux graphes. Ces méthodes sont
très rigides et faiblement utilisées dans des applicationsdu monde réel de la reconnaissance de
formes. La rigidité de ces approches vient du fait que deux graphes sont considérés isomorphes
si et seulement s’ils partagent exactement la même structure et les mêmes étiquettes (s’ils sont
étiquetés). Pour réduire ce niveau de rigidité d’appariement, l’isomorphisme de sous-graphes a
été introduit. Dans le contexte de l’isomorphisme de sous-graphes, un graphe peut être isomor-
phe à, seulement, une partie d’un autre graphe. En contrepartie, la deuxième classe des méthodes
d’appariement de graphes contient les approches dites approximatives où l’objectif est de déter-
miner une distance entre deux graphes. L’appariement approximatif de graphes a été développé
pour surmonter l’intolérance aux changements des structures et d’étiquettes et pour rendre l’ap-
pariement de graphes utilisable en pratique. Leur objectifest de chercher une distance entre deux
graphes même s’ils ne partagent pas une (sous-)structure. Ainsi, l’appariement approximatif
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de graphes tolère les différences dans les structures et lesétiquettes des graphes considérés.
Ces différences dans les structures et les étiquettes sont utilisées pour évaluer, généralement,
la différence entre deux graphes par une distance. Parmi cesméthodes, la distance d’édition
de graphes a été largement utilisée comme la mesure de similarité la plus appropriée pour es-
timer une distance entre deux graphes. L’idée de la distanced’édition de graphes est de définir
la similarité de deux graphes par le nombre minimal d’opérations d’édition nécessaires pour
transformer un graphe en un autre. Néanmoins, le calcul de laséquence d’opérations d’édition
ayant le coût total minimum pour transformer un graphe en un autre implique une complexité
caractérisée par un temps et un espace exponentiel.

8.2.1 Appariement de graphes

Dans le chapitre 4, nous avons proposé une nouvelle approcheapproximative pour rendre la
distance d’édition de graphes moins coûteuse du point du vuedu temps et de l’espace de calcul.
Dans cette proposition, nous avons introduit la notion de signature de noeud, qui correspond à
un ensemble de caractéristiques qui décrivent le noeud considéré dans le graphe. Chaque sig-
nature de noeud est composée par : les attributs du noeud, le degré du noeud, les attributs des
arêtes incidentes et les degrés des noeuds adjacents. Ensuite, nous avons considéré que chaque
graphe est un ensemble de signatures des noeuds qui le composent. L’appariement entre deux
graphes a été alors transformé en un problème d’affection entre les deux ensembles de signa-
tures représentants les graphes. Un problème d’affection est un des problèmes classiques de la
recherche opérationnelle. Il consiste à trouver un couplage maximum (ou minimum) dans un
graphe biparti. Autrement dit, il cherche le coût d’affectation minimal (ou maximal) entre les
éléments de deux ensembles. Dans notre cas, les éléments de deux ensembles sont les signatures
des noeuds et le coût est défini selon une distance entre ces signatures. Vu que les signatures
peuvent contenir des attributs symboliques et/ou numériques, nous ne pouvons pas utiliser une
distance classique. Pour ce faire, nous avons utilisé une distance, dite hétérogène, qui traite des
vecteurs composés d’attributs numériques et symboliques et qui gère aussi l’absence d’attributs.
Ainsi, la distance entre deux graphes est le coût d’affection majoré par les coûts d’ajouts des
arêtes incidentes à des noeuds non-appariés.

Pour évaluer notre approximation de la distance d’édition de graphes, nous avons procédé à
différentes expérimentations où à chaque fois nous avons produit une comparaison avec l’ensem-
ble des méthodes alternatives connues dans la littérature.Le premier constat à l’observation des
résultats est que notre méthode est robuste par rapport aux types de graphes (étiquetés ou non-
étiquetés). Deuxièmement, nous avons constaté l’avantagede l’aspect non-paramétrique de notre
méthode par rapport aux autres méthodes où les coûts d’édition sont des paramètres à apprendre.

8.2.2 Classification et indexation de graphes

Dans le domaine des graphes, la classification supervisée est limitée à l’utilisation de l’al-
gorithme dek plus proches voisins et la classification non-supervisée (clustering) est limitée à
l’utilisation de l’algorithme dek-moyennes (k-means). Cependant, ces deux algorithmes ne sont
pas les plus performants parmi les algorithmes de classification de reconnaissance de formes.
Dans le chapitre 5, nous avons proposé une nouvelle technique pour plonger les graphes dans
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un espace euclidien. Ceci consiste à représenter chaque graphe par un vecteur de tailled qui
peut être perçu comme un point dans un espace euclidien de dimensiond. Cette technique de
plongement (graph embedding) est une généralisation au domaine des graphes de la technique
duconstant shift embeddingdéjà proposée pour le plongement des protéines. Dans le chapitre 5,
nous avons aussi proposé une contribution dans le domaine dela classification non-supervisée
des graphes. Notre algorithme, appelé graphe Median-shift, est une adaptation du célèbre algo-
rithme demean-shiftau domaine de graphes. Cette adaptation a nécessité l’utilisation de la no-
tion du graphe médian qui correspond au graphe le plus représentatif d’un ensemble de graphes.
L’algorithme de graphe Median-shift considère que les régions denses correspondent aux clus-
ters et les régions à faible densité correspondent aux limites des clusters. Ainsi, en utilisant le
graphe médian, pour chaque graphe, l’algorithme détecte à quelle région dense ce graphe appar-
tient en remontant dans le sens de la pente positive de la densité. Ceci est équivalent à déplacer
chaque graphe vers le représentant local de son voisinage, dans notre cas le graphe médian.

Les deux contributions proposées pour la classification ontfait l’objet d’une étude expéri-
mentale qui ont montré de bonnes performances en comparaison avec une approche alternative.

Notre troisième contribution dans cette partie de la thèse correspond à une nouvelle méthode
d’indexation de graphes (cf. chapitre 6). Cette méthode estbasée sur la notion de l’hypergraphe
où chaque sommet correspond à un graphe et les hyperarcs correspondent aux ensembles des
graphes similaires. Nous avons proposé une méthode basée sur la sélection de prototypes pour le
regroupement des graphes similaires et l’identification des représentants qui sont utilisés comme
entrée d’index de la base de graphes. L’algorithme de sélection des prototypes proposé permet
de définir automatiquement le nombre de graphes. En modélisant une base de graphes en une
structure d’hypergraphe, nous permettons la multi-affectation d’un graphe, à savoir qu’un graphe
peut être affecté à plusieurs groupes. Nous avons aussi montré que la structure d’hypergraphe
améliore les résultats de la recherche et peut être utiliséepour naviguer dans une base de graphes.

8.2.3 Application des approches structurelles aux documents anciens

Cette thèse entre dans le cadre du projet ANR NAVIDOMASS qui apour objectif le développe-
ment d’un ensemble de techniques qui permettent la navigation dans des documents anciens. Ces
types de document sont caractérisés par leur complexité et leur dégradation. Dans le chapitre 7,
nous nous sommes focalisés sur notre tâche d’indexation deslettrines définies dans le contexte
de NAVIDOMASS. Une image représentant une lettrine est définie par un ensemble de com-
posantes où chaque composante est porteuse d’information.Parmi ces composantes nous avons
distingué le fond, l’initiale et les motifs décoratifs. Cette complexité de structure nous a incité à
appliquer nos approches à base de graphes pour étudier l’intérêt de la représentation sous forme
de graphes pour les documents anciens. L’ensemble des méthodes proposées dans cette thèse est
appliqué à une base d’images de lettrines fournie par le centre d’études supérieures de la Renais-
sance. Les résultats ont montré que les graphes sont appropriés aux documents anciens. L’intérêt
de la représentation sous forme de graphes des lettrines estvalidé par la comparaison des résul-
tats avec les résultats accomplis par un descripteur statistique (GFD). Cette comparaison est faite
en utilisant notre technique de plongement de graphes.

160



8.3. Perspectives

8.3 Perspectives

Nos travaux de recherche ne prétendent pas apporter toutes les réponses parfaites et indis-
cutables à une problématique complexe qui est celle de la reconnaissance d’images à base de
graphes. Nous avons essentiellement proposé un ensemble deméthodes qui offrent une utilisa-
tion des graphes pour reconnaître les images, notamment lesimages de documents. Ces travaux
pourraient être développés davantage sur certains points.

– Un premier développement consiste à proposer de nouvellestechniques et/ou de critères
de sélection de dimension de l’espace euclidien pour l’approche du plongement de graphes.
En effet, le choix actuel de la dimension est fait empiriquement. L’une des méthodes en-
visageables est celle de la sélection de caractéristiques afin d’améliorer les performances
de classification [266].

– Le deuxième développement concerne la sélection du rayon optimal dans l’algorithme de
graphe Median-Shift. Pour ce faire, nous pouvons nous basersur les travaux concernant
le rayon adaptatif [10, 50] dans l’algorithme de mean-shift.

– Une amélioration de notre méthode d’appariement pourraitêtre envisagée pour le calcul
du sous-graphe commun maximum. Celui-ci serait intéressant dans plusieurs domaines
d’applications telle que la localisation d’objets dans uneimage (object spotting).

– Nous pourrions aussi envisager une amélioration de notre méthode d’indexation en ajoutant
une structure hiérarchique de centroïdes. Pour ce faire, Nous pouvons utiliser l’algorithme
de Lee-Kwang et al. [151] qui consiste en une méthode de réduction d’hypergraphe en
structure hiérarchique.

– Dans une optique de travail connexe, l’ensemble de nos contributions pourrait être ap-
pliqué dans le domaine de la fouille de données à base de graphes (graph mining). En ce
sens, nous avons entamé une collaboration avec l’équipeORPAILLEURdu LORIApour
traiter de plus grandes bases de molécules chimiques représentées sous forme de graphes.

Dans une perspective à long terme, il serait intéressant de proposer un protocole d’évalua-
tion des performances dédié aux graphes. En effet, tous les travaux actuels utilisent des tech-
niques d’évaluation dédiées aux approches statistiques qui ne sont pas forcément fiables pour
les graphes, notamment pour le clustering. De plus, il serait intéressant de proposer un proto-
cole de comparaison de performances des méthodes structurelles et statistiques. Ensuite, il serait
aussi intéressant de réaliser un benchmark complet aussi bien pour les méthodes d’appariement
de graphes que pour les techniques d’extraction de graphes àpartir d’images. L’objectif d’un
tel benchmark serait de proposer des recommandations sur les choix des méthodes. Ainsi, pour
chaque type d’images, nous déterminerions la technique d’extraction de graphes et la méth-
ode d’appariement les plus appropriées. Ceci est faisable d’une manière empirique en testant
différentes approches, recensées comme robustes dans la littérature, avec plusieurs types d’ex-
périmentations.
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Annexe A

Exemple d’exécution de notre
approximation de distance d’édition de

graphes

Dans cette annexe, nous illustrons un exemple d’exécution de notre approximation de dis-
tance d’édition de graphes. Pour ce faire, nous considéronsles deux graphesg1 etg2 de la figure
A.1. Ces deux graphes sont étiquetés par des étiquettes numériques sur les arêtes et des étiquettes
symboliques sur les noeuds. De plus, ces graphes partagent un sous-graphe commun composé
par deux noeuds adjacents (les noeuds étiquetés respectivement par “a” et “b”).

(a) (b)

FIGURE A.1 – Deux graphes à apparier : (a) g1, (b) g2

La première étape de notre méthode consiste à élaborer un ensemble de signatures de noeuds
pour chaque graphe, i.e.Sγ(g1) etSγ(g2). Nous rappelons queSγ(g) correspond à l’ensemble
de signatures de noeuds du grapheg. Formellement,

Sγ( g ) =
{

γ(ni) | ∀ni ∈ V
}

γ(n) =
{

αg
n, θ

g
n, ∆

g
n, Ω

g
n

}

avec
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– αG
n : l’ensemble des attributs den.

– θGn : le degré den.

– ∆G
n = {θGm | m ∈ V , m adjacent àn} : l’ensemble des degrés des noeuds adjacents àn.

– ΩG
n = {β(e) | e ∈ E, e incidente àn} : l’ensemble des attributs des arêtes incidentes àn.

Dans la table A.1, nous donnons les signatures de noeuds, respectivement, de deux graphes
g1 et g2.

TABLE A.1 –Sγ(g1) etSγ(g2) : les ensembles des signatures de noeuds des graphesg1 etg2

Sγ(g1) =

{

{

{“a”}, {1},{3},{1}
}

,
{

{“b”},{3},{2,2,1},{1,1,1}
}

,
{

{“c”},{2},{3,2},{1,1}
}

,
{

{“d”},{2},{3,2},{1,1}
}

}

Sγ(g2)=

{

{

{“a”}, {2},{3,3},{1,1}
}

{

{“b”},{3},{3,2,2},{1,1,1}
}

{

{“g”},{3},{3,2,2},{1,1,1}
}

{

{“h”},{2},{3,3},{1,1}
}

}

Une fois les signatures de noeuds sont extraits, nous réduisons le problème d’appariement
de graphes en un problème d’affection. Pour les deux graphesg1 etg2, le problème d’affectation
est défini par un graphe biparti g = (X∪ Y,X × Y ), avec X=Sγ(g1) et Y=Sγ(g2). Les poids des
arêtes xy∈ X×Y sont les distances entre les signatures de noeuds. Ces distances sont calculées
en utilisant la métrique euclidienne hétérogène de superposition (HEOM). Ainsi, une matrice de
coûts est construite où chaque élémentij représente la distance entre lai-ème signature dans
Sγ(g1) et laj-ième signature dans Sγ(g2). Cette matrice est donnée dans la table A.2.

Pour résoudre ce problème d’affection, nous utilisons la méthode hongroise [146] qui est
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TABLE A.2 – La matrice de coûts entreSγ(g1) etSγ(g2)

{

{“
a”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“
b”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
g”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
h”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“a”}, {1},{3},{1}
}

1.6 3.1 3.1 2.6
{

{“b”},{3},{2,2,1},{1,1,1}
}

2.1 0.4 1.4 2.1
{

{“c”},{2},{3,2},{1,1}
}

1.3 2.2 2.2 1.3
{

{“d”},{2},{3,2},{1,1}
}

1.3 2.2 2.2 1.3

connue comme la méthode la plus efficace et la plus rapide dansla littérature [39, 181]. Dans
Algorithme 8, nous donnons un pseudo-code de la méthode hongroise.

Nous appliquons l’algorithme hongrois sur les deux ensemblesSγ(g1) etSγ(g2) pour déter-
miner l’appariement optimal entre les noeuds deg1 etg2. La table A.3 illustre la première étape
de l’algorithme où nous construisons une nouvelle matrice en soustrayant de chaque ligne de
la matrice de coûts sa valeur minimale. Par exemple, la valeur minimale de la première ligne
est “1.6”, ainsi la ligne devient (1.6-1.6=0, 3.1-1.6=1.5,3.1-1.6=1.5, 2.6-1.6=1). Dans la deux-
ième étape (table A.4) nous soustrayons de chaque colonne dela nouvelle matrice sa valeur
minimale, e.g. la première colonne reste inchangée parce que sa valeur minimale est “0”. Le
résultat de cette étape est stocké dans une nouvelle matrice. Cette matrice est considérée dans la
troisième étape où nous couvrons tous les zéros par le nombreminimal de lignes. Dans la table
A.5, nous couvrons tous les zéros par quatre lignes (deux verticales et deux horizontales). Vu
que le nombre total de lignes dans matrice est quatre aussi, donc nous passons à la cinquième
étape. Dans cette dernière étape, nous déterminons la solution optimale d’appariement. Il faut
choisir la solution parmi les zéros de la matrice de telle manière qu’on choisisse de chaque ligne
et de chaque colonne un seul zéro. La table A.6 illustre la solution d’appariement optimale. À
partir de ces résultats nous générons, dans la table A.7, la matrice de permutation P qui définie
l’appariement optimal entre les deux graphesg1 et g2. L’appariement noeud-à-noeud entre les
deux graphes est illustré dans la figure A.2.

En se basant sur la matrice P nous définissons la distanceϕ et nous re-écrivons la distance
entre les ensembles de signatures comme suit :
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Algorithme 8 Pseudo-code de l’algorithme hongrois
ENTRÉES: Une matrice de coûts
SORTIES : Une matrice de permutation

1: Étape 1 : Réduction des lignes : Trouver l’élément minimum dans chaque ligne de la ma-
trice. Construire une nouvelle matrice en soustrayant de chaque coût le minimum dans sa
ligne

2: Étape 2 : Réduction des colonnes : Trouver l’élément minimum dans chaque colonne de la
matrice. Construire une nouvelle matrice en soustrayant dechaque coût le minimum dans
sa colonne

3: Étape 3 :Tracer le nombre minimum de lignes (horizontales ou verticales) pour couvrir tous
les zéros dans cette nouvelle matrice (appelée la matrice des coûts réduits). Si ce nombre
est égal au nombre de lignes (ou colonnes), la matrice est réduite ; aller à l’étape 5. Si ce
nombre est inférieur au nombre de lignes (ou colonnes), aller à l’étape 4.

4: Étape 4 : Trouver l’élément de valeur minimum non-couvert par une ligne à l’étape 2.
Soustraire cette valeur de tous les éléments non-couverts.Ajouter cette valeur aux éléments
situés à l’intersection de deux lignes. Retourner à l’étape 3.

5: Étape 5 : Déterminer la solution optimale. Générer la matrice binaire de permutation qui
définie l’affectation optimale.

En se basant sur la matrice P, la distanceϕ entre les ensembles de signatures est donnée par :

ϕ(Sγ(g1), Sγ(g2)) = 1.6 + 0.4 + 2.2 + 1.3 = 5.5

Outre la distanceϕ(Sγ(g1), Sγ(g2)), nous considérons aussi , dans notre distance d’édition, les
opérations effectuées sur les arêtes. Dans l’appariement entreg1 etg2, il y a quatre substitutions
des arêtes et un ajout d’une arête dansg1. Vu que toutes les arêtes deg1 et g2 ont la même
étiquette, donc les coûts de substitution des arêtes sont zéro (i.e. HEOM(1,1)=0). Ainsi donc, la
distance d’édition est la somme deϕ(Sγ(g1), Sγ(g2)) et le coût de l’ajout d’une arête ((ag) dans
g1).

La distance d’édition entreg1 et g2 est :

d(g1, g2) = ϕ(Sγ(g1), Sγ(g2)) +HEOM(0, 1) = 5.5 + 1 = 6.5
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TABLE A.3 – Application de la méthode hongroise : étape 1

{

{“
a”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“
b”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
g”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
h”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

Minimum
{

{“a”}, {1},{3},{1}
}

0 1.5 1.5 1 1.6
{

{“b”},{3},{2,2,1},{1,1,1}
}

1.7 0 1 1.7 0.4
{

{“c”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0.9 0.9 0 1.3
{

{“d”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0.9 0.9 0 1.3

TABLE A.4 – Application de la méthode hongroise : étape 2

{

{“
a”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“
b”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
g”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
h”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“a”}, {1},{3},{1}
}

0 1.5 0.6 1
{

{“b”},{3},{2,2,1},{1,1,1}
}

1.7 0 0.1 1.7
{

{“c”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0.9 0 0
{

{“d”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0.9 0 0

Minimum 0 0 0.9 0
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TABLE A.5 – Application de la méthode hongroise : étape 3

{

{“
a”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“
b”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
g”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
h”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“a”}, {1},{3},{1}
}

0 1.5 0.6 1
{

{“b”},{3},{2,2,1},{1,1,1}
}

1.7 0 0.1 1.7
{

{“c”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0.9 0 0
{

{“d”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0.9 0 0

TABLE A.6 – Application de la méthode hongroise : étape 5

{

{“
a”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“
b”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
g”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
h”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“a”}, {1},{3},{1}
}

0 1.5 0.6 1
{

{“b”},{3},{2,2,1},{1,1,1}
}

1.7 0 0.1 1.7
{

{“c”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0.9 0 0
{

{“d”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0.9 0 0
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TABLE A.7 – La matrice de permutation entreSγ(g1) etSγ(g2)

{

{“
a”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“
b”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
g”

},
{3

},
{3

,2
,2

},
{1

,1
,1

}
}

{

{“
h”

},
{2

},
{3

,3
},

{1
,1

}
}

{

{“a”}, {1},{3},{1}
}

1 0 0 0
{

{“b”},{3},{2,2,1},{1,1,1}
}

0 1 0 0
{

{“c”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0 1 0
{

{“d”},{2},{3,2},{1,1}
}

0 0 0 1

FIGURE A.2 – L’appariement entreg1 et g2
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Annexe A. Exemple d’exécution de notre approximation de distance d’édition de graphes
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Annexe B

GenGraph : un générateur de graphes

GenGraph est un générateur aléatoire de graphes que nous avons mis en oeuvre. Cet outil
génère un ensemble de graphes en se basant sur des paramètresfixés par l’utilisateur. Les
paramètres considérés sont les suivants :

– Le nombre de graphes à générer.
– La taille maximaletmax(nombre de noeuds) des graphes générés. Ce paramètre limite,

uniquement, la taille maximale. En effet, les graphes générés ont une taille aléatoire entre
2 ettmax.

– Les noms des attributs ainsi que leurs valeurs possibles.
La figure B.1 présente une capture d’écran de l’interface du GenGraph. Les graphes sont

générés en format GXL [272] qui est une variante de XML dédiéeau graphes.

FIGURE B.1 – Une capture d’écran de l’interface du GenGraph
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Annexe B. GenGraph : un générateur de graphes

Exemple d’un graphe généré par GenGraph :

<?xml v e r s i o n=" 1 .0 " encod ing ="UTF−8" ?>
< !DOCTYPE gx l SYSTEM " h t t p : / /www. gupro . de /GXL/ gx l−1 .0 . d td ">
<gx l>

<graph i d =" id0 " >
<node i d =" noeud0 ">

< a t t r name=" type ">
< s t r i n g> C e r c l e < /s t r i n g>

< / a t t r>
< a t t r name=" c o u l e u r ">

< s t r i n g>Marron< / s t r i n g>
< / a t t r>
< a t t r name=" t a i l l e " >

< s t r i n g>Moyen< / s t r i n g>
< / a t t r>

< / node>
<node i d =" noeud1 ">

< a t t r name=" type ">
< s t r i n g> R e c t a n g l e< /s t r i n g>

< / a t t r>
< a t t r name=" c o u l e u r ">

< s t r i n g>Blanc < / s t r i n g>
< / a t t r>
< a t t r name=" t a i l l e " >

< s t r i n g>Grand< /s t r i n g>
< / a t t r>

< / node>
<node i d =" noeud2 ">

< a t t r name=" type ">
< s t r i n g> R e c t a n g l e< /s t r i n g>

< / a t t r>
< a t t r name=" c o u l e u r ">

< s t r i n g>Rouge< /s t r i n g>
< / a t t r>
< a t t r name=" t a i l l e " >

< s t r i n g>Grand< /s t r i n g>
< / a t t r>

< / node>
<node i d =" noeud3 ">

< a t t r name=" type ">
< s t r i n g>Losange< /s t r i n g>

< / a t t r>
< a t t r name=" c o u l e u r ">

< s t r i n g>Blanc < / s t r i n g>
< / a t t r>
< a t t r name=" t a i l l e " >

< s t r i n g>Moyen< / s t r i n g>
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< / a t t r>
< / node>
<node i d =" noeud4 ">

< a t t r name=" type ">
< s t r i n g>Hexagone< /s t r i n g>

< / a t t r>
< a t t r name=" c o u l e u r ">

< s t r i n g>Marron< / s t r i n g>
< / a t t r>
< a t t r name=" t a i l l e " >

< s t r i n g> P e t i t < / s t r i n g>
< / a t t r>

< / node>
<node i d =" noeud5 ">

< a t t r name=" type ">
< s t r i n g> C e r c l e < /s t r i n g>

< / a t t r>
< a t t r name=" c o u l e u r ">

< s t r i n g> Gr i s < / s t r i n g>
< / a t t r>
< a t t r name=" t a i l l e " >

< s t r i n g> P e t i t < / s t r i n g>
< / a t t r>

< / node>
<edge from=" noeud0 " t o =" noeud3 "/ >
<edge from=" noeud0 " t o =" noeud4 "/ >
<edge from=" noeud0 " t o =" noeud1 "/ >
<edge from=" noeud5 " t o =" noeud3 "/ >
<edge from=" noeud2 " t o =" noeud0 "/ >
<edge from=" noeud2 " t o =" noeud5 "/ >
<edge from=" noeud5 " t o =" noeud4 "/ >
<edge from=" noeud5 " t o =" noeud0 "/ >

< / g raph>
< / gx l>

173



Annexe B. GenGraph : un générateur de graphes

174



Annexe C

Caractéristiques sur les bases de
graphes

TABLE C.1 – Nombre de noeuds dans les bases de graphes utilisées

Base Nombre Moyen Min Max

Lettrine 98.30 36 280
GREC 1 & 2 11.54 4 25
Shape : C+D 343.11 216 709
Shape : H+D 11.51 5 25
Shape : Skeleton 26.60 15 43
Logo : H+D 102.53 28 292
Logo : RAG 9.78 2 81
Logo : Skeleton 49.33 13 183
Letter 4.7 2 9
Mutagenicity 30.38 113 417
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Résumé

Les travaux de cette thèse se situent dans la cadre des approches structurelles pour la recon-
naissance de formes. Plus précisément, nous avons porté notre choix sur les graphes. Le choix
de la représentation structurelle est justifié par la grandecapacité représentative des graphes
par rapport à la représentation statistique (i.e. vecteurs). La première étape qui intervient dans
l’étude de l’application des graphes dans le domaine des images est de définir une stratégie
d’extraction de graphes représentatives d’images. Ensuite, il faut définir des fonctions néces-
saires à la manipulation des bases de graphes. L’une des fonctions cruciales pour manipuler les
graphes est la fonction de calcul des distances entre les graphes. En effet, le calcul de distances
entre les graphes est un problème ouvert dans la littérature. De plus, il est considéré comme
NP-complet. La plupart des solutions proposées dans la littérature présentent différentes limites
d’utilisation telle que la taille des graphes, la prise en compte d’attributs, le temps de calcul.
Outre la distance, le domaine des graphes souffre d’un manque d’algorithmes de classification
(non-)supervisée appropriés. Dans ce sens, cette thèse présente un ensemble de contributions
dont l’objectif est l’indexation de graphes. En premier lieu, nous montrons expérimentalement
que choix de la représentation sous forme de graphes a un impact sur les performances. Ensuite,
nous proposons une nouvelle approximation de la distance d’édition de graphes basée sur la no-
tion de signature de noeuds. Nous introduisons aussi un algorithme de plongement de graphes.
Cet algorithme consiste à représenter chaque graphe par un vecteur dans un espace euclidien.
Ceci nous permet d’appliquer les algorithmes de classification des vecteurs sur les graphes par
le biais du plongement. Dans le domaine de la classification non-supervisée (clustering), nous
proposons un nouvel algorithme basé sur la notion du graphe médian et la notion dumean-shift.
Enfin, nous proposons, une nouvelle méthode d’indexation degraphes basée sur la structure
d’hypergraphe. Cette méthode permet aussi bien l’indexation que la navigation dans une base
d’images représentées sous forme de graphes.

Mots-clés: Reconnaissance de formes structurelle, appariement de graphes, classification de
graphes, indexation de graphes.
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