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Abstract

This work, at the interface between the Applied Mathematics and Physics is connected about the
numerical modelisation of biological vesicles, a pattern for the red blood cells. For this reason,
the pattern of Canham and Helfrich is adopted to describe the behaviour of the vesicles. The
numerical modelisation uses the Level Set method in finite element framework.

A new algorithm of numerical resolution combining one technique of Lagrange multipliers with
an automatic mesh adaptation ensures the accurate conservation of volumes and surfaces. Thus
this algorithm enables to exceed an existing crucial restriction of the Level Set method, that’s
to say, the wastes of mass usually noticed in this kind of problems. Moreover, the proprieties of
convergence of the Level Set method are thus much more improved, as shown in many numerical
tests. Those tests chiefly include elementary problems of advection, motions by mean curvature
just as motions by spread of surface.

Concerning the static equilibrum of the vesicles, a mechanical equilibrum equation (Euler-
Lagrange equation) of a vesicle membrane under a generalized elastic bending energy is ob-
tained and the approach is based on shape optimization tools. In dynamics, the motion of a
vesicle under the effect of a shear flow is elaborated with high Reynolds numbers. The effect of
confinement is respected, and the standard regimes of tank-treading and of tumbling motion are
found again. Finally, for the first time, the effect of the inertia terms is elaborated and we show
that beyond a critical value of Reynolds number the vesicle passes from a tumbling motion to a
tank-treading motion.

Résumé

Ce travail, a l'interface entre les mathématiques appliquées et la physique, s’articule autour
de la modélisation numérique des vésicules biologiques, un modele pour les globules rouges du
sang. Pour cela, le modele de Canham et Helfrich est adopté pour décrire le comportement des
vésicules. La modélisation numérique utilise la méthode des fonctions de niveau dans un cadre
éléments finis.

Un nouvel algorithme de résolution numérique combinant une technique de multiplicateurs de
Lagrange avec une adaptation automatique de maillages garantit la conservation exacte des
volumes et des surfaces. Cet algorithme permet donc de dépasser une limitation cruciale actuelle
de la méthode des fonctions de niveau, a savoir les pertes de masse couramment observées dans ce
type de problemes. De plus, les propriétés de convergence de la méthode des fonctions de niveau
se trouvent ainsi grandement améliorées, comme 'indiquent de nombreux tests numériques. Ces
tests comprennent notamment des problemes d’advection élémentaires, des mouvements par
courbure moyenne ainsi que des mouvements par diffusion de surface.

Concernant I’équilibre statique des vésicules, une condition générale d’équilibre d’Euler-Lagrange
est obtenue a l'aide d’outils de dérivation de forme. En dynamique, le mouvement d’une vésicule
sous ’action d’un écoulement de cisaillement est étudié dans le cadre des nombres de Reynolds
élevés. L'effet du confinement est considéré, et les régimes classiques de chenille de char et de
basculement sont retrouvés. Finalement, pour la premiere fois, I'effet des termes inertiels est
étudié et on montre qu’au dela d’une valeur critique du nombre de Reynolds, la vésicule passe
d’un mouvement de basculement a un mouvement de chenille de char.
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Introduction

0.1 Motivation

0.1.1 Généralités sur le sang

L’étude de I’écoulement du sang est au centre des préoccupations d’un grand nombre de mathématiciens,
physiciens, biologistes ou industriels. En effet, ’engouement certain d’une large communauté
scientifique pour le comportement sanguin tient dans une large mesure a une grande richesse de
comportements dynamiques, méme aux bas nombres de Reynolds.

Notre sang est composé de trois types de cellules sanguines : les globules blancs qui assurent
la défense immunitaire, les plaquettes qui participent a la coagulation et les globules rouges, ou
hématies, qui acheminent les gaz respiratoires entre les poumons et le plus enfoui des tissus.
Parmi les cellules sanguines adultes, les globules rouges sont de loin les plus nombreux (environ
5 millions par mm? de sang et environ 43% du volume du sang chez 'homme). Par conséquent,
I’étude de ces cellules est essentielle a la compréhension du comportement rhéologique du sang :
voir la figure 1.

Pour remplir au mieux leur fonction, les globules rouges passent dans de tres fins capillaires
sanguins dont le diametre est inférieur au leur et ils doivent donc étre tres déformables. Observé
au microscope, un globule rouge révele sa forme : un disque biconcave (disque ot la zone centrale
est plus fine que la périphérie) de 7.5 micrometres de diametre et de 2 micrometres d’épaisseur.
Chez les mammiferes, le globule rouge est dépourvu de noyau, un élément qui réduirait sa

Composition du sang &' s 4

Les globules rouges

\.\_l.. %, : .:'-'I!-.’: lm
. Les globules blancs ¢ 4 ;ﬂ R’

455 de cellules

55% de plasma

Y Les plaquettes P o ap P p }
»
Fig. 1 — [Illustration schématique de la composition du sang : image extraite de

WWW . donnersonsang . com.
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xii INTRODUCTION

déformabilité : il est uniquement rempli d’une solution d’hémoglobine, la protéine qui s’associe a
l'oxygene et au dioxyde de carbone lors du transport de ces gaz. Malgré son processus laborieux
de fabrication et sa structure extremement complexe, la forme biconcave caractéristique des
globules rouges peut s’expliquer uniquement par les propriétés de sa membrane.

0.1.2 Description mécanique des vésicules

Les vésicules constituent un systeme modele pour les membranes biologiques des cellules réelles,
et plus particulierement les globules rouges. Pour cette raison, une suspension de vésicules peut
étre vue comme une représentation simplifiée pour I’étude de la rhéologie du sang.

Les vésicules sont des cellules fermées composées d’une bicouche phospholipidique. Les cellules
sont entourées d’une paroi, la membrane cellulaire, qui évite la dispersion de l'intérieur de la
cellule dans le milieu environnant. Une membrane similaire forme la paroi des compartiments
internes de la cellule, permettant ainsi une organisation complexe. La membrane cellulaire est
principalement formée de lipides, qui lui donnent ses propriétés mécaniques. C’est un milieu com-
plexe et actif : la membrane peut étre déformée par ’action des protéines et elle est constamment
renouvelée par le transport de lipides dans la cellule.

Lorsqu’elle est plongée dans l'eau, cette bicouche, formée de phospholipides ayant une téte
hydrophile et une queue hydrophobe, se referme sur elle méme pour former une vésicule. Cette
organisation spontanée est die au caractére amphiphile et a la forme cylindrique des lipides :
voir la figure 2. Par ailleurs, les vésicules peuvent donc adopter de nombreuses formes : depuis
celle d’une sphere a celle d’un tore en passant par une étoile, etc : voir la figure 3.

Nous verrons dans quelle mesure le taux de remplissage et la minimisation de 1’énergie de
courbure de la membrane cellulaire permettent de prédire ces formes a partir de modeles
mathématiques.

0.1.3 Energie de courbure et mathématisation du probléme : un bref état de
Part

La plus grande motivation de cette theése est d’arriver a la modélisation et ’analyse numérique
des vésicules sous écoulement. Néanmoins, il est essentiel d’abord de commencer par rappeler
I'essentiel de la description d’une vésicule a 1’équilibre globale (formes d’équlibre). En outre, la
force membranaire, qui dérive de I’énergie de la membrane, sera utile pour décrire la dynamique
sous écoulement.

Les configurations d’équilibres des globules rouges minimisent 1’énergie de courbure. La premiere
proposition, purement géomérique, pour ’énergie de courbure est formulée par Canham [13] puis
Helfrich [96]. En effet, les configurations d’équilibres des globules rouges et des membranes bio-
logiques de maniere générale sont fortement liées a la formation des bicouches phospholipidiques
dans un milieu aquatique. En se basant sur ce volet, Canham [13] a proposé ce modele en
considérant que trois déformations élémentaires permettent de décrire la mécanique de la mem-
brane : I’étirement, le cisaillement et la courbure.

Helfrich [96, 25, 26, 63] a proposé un modele plus riche d’énergie de courbure qui introduit une
courbure spontannée Hy pour la membrane, représentant en quelque sorte une possible dissyme-
trie des deux feuillets de la bicouche, de sorte qu’une membrane ouverte aurait comme courbure
naturelle Hy et non 0. Par ailleurs, les configurations d’équilibre sont régis par une équation,
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Fic. 2 — Illustration schématique de la membrane cellulaire

image extraite de
http ://en.wikipedia.org/wiki/Cell membrane.

F1c. 3 — Différentes formes de vésicules. (a) Vésicules de genre topologique non sphérique ainsi

que les formes numériques associées. Image extraite de www.chem.ucla.edu/fiichalet/papers.

(b) Vésicules en étoiles de mer : la barre représente 5um et formes extraite de [97] (figures du
bas).
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dite d’Euler-Lagrange, démontrée par Helfrich [100].

Le modele proposé par Canham et Helfrich suppose que la membrane est formée tout simplement
d’une seule couche. Cependant, ce modele permet d’expliquer I’essentiel des propriétés physiques
des vésicules. Toutefois, il existe d’autres modeles plus complexes élaborés pour mieux prendre
en compte la structure en double couche de la membrane lipidique tels les travaux de Seifert [86].
En effet, les deux feuillets de la membrane n’ont pas forcément le méme nombre de lipides, ce
qui impose une différence d’aires a ’équilibre et force la membrane a se courber, avec le feuillet
le plus large a 'extérieur (voir la figure 2). Ceci peut étre décrit par un couplage entre la densité
de lipides dans un feuillet et la courbure de la bicouche. L’énergie adaptée est plus complexe et
elle est présentée dans [70].

Pour résumer le modele de Canham et Helfrich qu’on adoptera dans cette theése, une vésicule
a I’équilibre a une forme qui minimise son énergie de courbure, en respectant des contraintes
de surface constante (la membrane est un fluide bidimensionnel incompressible) et de volume
interne constant (le fluide enclos par la membrane est incompressible).

Pour une surface fermée I' représentant la membrane, cette énergie tient compte de certaines
quantités géométriques et parametres physiques. Les quantités géométriques sont le volume
V(I') enfermé par I', la surface A(I") et les invariants du tenseur de courbure de la surface I" : la
coubure moyenne H et la courbure de Gauss K. Helfrich a introduit la fonctionnelle d’énergie
suivante :

ke k
/(Q)ZE/F(H—HO)st%—Eg/Fde,

ou ) est le domaine intérieur de la vésicule et I' = 0. La convention prise pour la courbure
moyenne est H = k1 + ks, avec k1 et ko les courbures pricipales. Quant & la courbure de Gauss,
elle est donnée par K = k1ko. Les intégrales sont élaborées sur la surface de la membrane ou ds
représente un élément de surface et dx représente un élément de volume. Les constantes k. et
kg ont la dimension d’une énergie et elle représentent respectivement le module de rigidité et le
module de courbure de Gauss.

La contribution de la courbure de Gauss est un invariant topologique pour une vésicule homogéne
fermée, selon le théoreme de Gauss-Bonnet :

kg/de = 4rky(1 —g),
r

ou g est le genre topologique de la vésicule qui peut étre compris simplement comme le nombre
de trous dans la vésicule. A titre d’exemple, g = 0 pour une sphere et g = 1 pour un tore. Le
terme dépendant de la courbure de Gauss sera ignoré dans la suite en faisant ’hypothese d’'un
genre topologique constant.

Les configurations d’équilibre des vésicules seront déterminées par la minimisation de 1’énergie
de courbure _# () sous contraintes : volume conservé (fluide incompressible a l'intérieur de la
vésicule) et surface conservée (membrane inextensible).

0.2 Outils numériques pour les applications biologiques

Dans les applications biologiques qui nous intéressent, une interface, représentant la membrane,
sépare deux compartiments formant le milieu intracellulaire et le milieu dans lequel baigne
la cellule. Dans ce cas, il faut trouver des méthodes efficaces qui permettent de représenter
I'interface qui va évoluer au cours du temps.
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Pour les applications biologiques notamment concernant les écoulements sanguins, il existe deux
classes de méthodes numériques couramment utilisées : les méthodes modélisant I'interface avec
une paramétrisation explicite sont les méthodes lagrangiennes et celles modélisant 'interface
avec une fonction implicite sont les méthodes eulériennes.

Il existe une autre catégorie, 'approche ALE ou on fait la distinction entre un milieu solide et
un milieu fluide : le domaine de la structure est considéré comme un milieu solide et on fait
appel a une représentation lagrangienne. Quant au milieu extérieur, il représente le fluide et
il est traité de maniere eulérienne. On note qu’on inclut les méthodes ALE dans la classe des
méthodes lagrangiennes dans la mesure ou ils présentent en commun des maillages s’appuyant
sur les vésicules.

On développe dans cette section quelques propriétés générales de ces méthodes en citant les
avantages et inconvénients de chacune d’elles d’un point de vue numérique. Finalement, on
opte pour une représentation implicite par la méthode des lignes de niveau pour modéliser les
vésicules biologiques, cette méthode sera développée plus en détail dans la suite de cette these
d’un point de vue théorique et numérique.

0.2.1 Les méthodes lagrangiennes

Pour des méthodes lagrangiennes, I'interface qui représente la membrane biologique est discrétisée
par un ensemble de points a chaque instant t qui vont étre déplacés a chaque pas de temps
avec une vitesse dépendant du probleme étudié. Dans les méthodes lagrangiennes, un volume
discrétisé contient toujours les mémes particules fuides, si bien qu’elles utilisent souvent des
maillages mobiles non structurés dont les éléments épousent la forme de I'interface. En conséquence,
elles peuvent intégrer tres précisément les conditions aux limites au niveau de la frontiere entre
les deux milieux.

Dans un maillage de discrétisation régulier, le nombre de points servant a représenter 'interface
reste le méme au cours du temps. Lorsque 'interface subit de grandes déformations, il peut donc
y avoir une perte d’information car les points de discrétisation se dispersent et se concentrent
dans certaines régions. Les parametres géométriques décrivant la géométrie de la courbe tels que
la courbure moyenne, la courbure de Gauss et la normale subissent une perte de précision selon
que les points de discrétisation sont de plus en plus éloignés. Ainsi, on a besoin d’un nombre
important de points de discrétisation dans la configuration initiale pour assurer une certaine
précision lors du calcul de certaines fonctions. Ceci fait appel a 'adaptation de maillage sur la
géométrie de l'interface. Dans le cas bidimensionnel, ceci est réalisable et on a des mailleurs qui
peuvent faire ce travail et les algorithmes de remaillage sont efficaces. On cite a titre d’exemple
les mailleurs Bamg [42], Gmsh [35], Grummp [74], Qmg [93].

Dans I’étude de fluides séparés par une interface, on peut avoir des changements topologiques.
Afin de gérer ces changements de topologie, on a aussi besoin de suprimer ou d’ajouter un certain
nombre de points sur la membrane.

Concernant les surfaces tridimensionnelles, la situation est plus complexe. En fait, la surface
est discrétisée par un ensemble de points et représentée a ’aide d’une triangulation. Ajouter
ou enlever des points de discrétisation lors de grandes déformations devient alors complexe,
sans parler des changements de topologie ou la construction complete de la surface peut étre
laborieuse.

De plus, la plus grande contrainte dans les cas tridimensionnels est sans doute le cott des
calculs numériques, ceci impose des contraintes supplémentaires sur 'adaptation de maillage sur
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la géométrie de la membrane. Ceci s’ajoute aux problemes d’efficacité des mailleurs en 3d.

On citera quelques exemples de méthodes lagrangiennes tel que celle de suivi volumétrique
développée par Zaleski et al. (Volume of Fluid/Piecewise Linear Interface Construction ou
VOF/PLIC en anglais). L’originalité de la méthode est de reconstruire l'interface par des seg-
ments de droite non-jointifs et de les propager de facon lagrangienne [59]. Ils ont par ailleurs
développé une méthode de suivi en surface ou de marqueurs. L’interface est alors recons-
truite comme une chaine de splines joignant des particules virtuelles appelées marqueurs. Cette
méthode permet une plus grande précision notamment dans le calcul des oscillations capil-
laires [80, 79].

Une autre méthode qu’il convient de citer est la méthode particulaire sans maillage SPH (Smooth
Particle Hydrodynamics), introduite par Lucy [62] et Monaghan [37] [71]. On cite aussi les
travaux de Morris et al. [72] qui porte une attention particuliere sur le traitement de la tension
de surface. On peut aussi mentionner les méthodes de type Lattice Boltzmann [44, 43, 95].

Par ailleurs, une autre grande classe d’approches fait intervenir des formulations intégrales ou
des intégrales volumiques sont transformées en des intégrales surfaciques a travers un noyau
de Green, il s’agit des méthodes d’intégrales de frontieres connues sous le nom de Boundary
Integral Methods. Pour plus de détail sur cette méthode, on renvoit le lecteur aux [4, 55, 36,
7,11, 9, 14]. Etant tres précises, elles servent souvent de référence pour réaliser des comparaisons
avec d’autres méthodes. On note qu'une des principales difficultés, a part celles des méthodes
lagrangiennes en général, est la recherche du noyau de Green associé au probleme physique
traité. Pour plus de détail sur les techniques de détermination des noyaux de Green ainsi que des
applications physiques concernant des globules rouges dans le sang, le lecteur peut consulter [81].

Les méthodes ALE

Les approches ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) ont été introduites par Hirt et al. dans [45].
L’idée générale de cette méthode se compose de trois ingrédients. D’une part, une étape la-
grangienne qui permet de déterminer les variables du probleme dans un premier domaine,
généralement le domaine solide. D’autre part, une phase implicite qui résout les équations de
conservation de la quantité de mouvement dans un second domaine, généralement le domaine
fluide. Enfin, une étape pour assurer la continuité des variables du probléme entre les deux
domaines. Le qualificatif arbitraire vient du fait que les points du maillage peuvent soit rester
fixes (caractere eulérien) dans certaines zones (notamment loin de U'interface), soit étre déplacés
avec la structure (caractere lagrangien) dans d’autres zones (en particulier pres de U'interface, ou
ladaptation du maillage permet un gain naturel de précision). La méthode ALE introduit donc
une flexibilité dans la gestion des grilles qui est en fait une approche tres attractive pour simuler
notamment des écoulements sanguins dans les artéres. Néanmoins, la principale limitation de
cette méthode est qu’elle se limite a des membranes pas trop déformées.

Pour plus de détail sur cette méthode, on invite le lecteur a consulter les travaux de Quateroni
et al. [23, 82] ainsi que les travaux de Glowinski et al. [66, 65].

0.2.2 Les méthodes eulériennes

Contrairement aux méthodes lagrangiennes, les méthodes eulériennes sont caractérisées par
l'utilisation d’un maillage fixe (souvent structuré) au travers duquel circulent les particules
fluides. Ceci permet de traiter plus facilement des géométries trés complexes et des géométries
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présentant des changements topologiques. Néanmois, elles peuvent cependant donner des solu-
tions présentant une diffusion artificielle et ont du mal a conserver la raideur des interfaces.

F1G. 4 — (a) : Vue d’une vague réalisée par www.logiciel-freeware.net. (b) : Vue artistique
de la rupture d’un jet réalisée par www.linvestigateur.files.wordpress.com.

Les méthodes eulériennes ont connu un grand essor ces dernieres années notamment pour traiter
des surfaces a géométries complexes, dans ce cas les méthodes lagrangiennes exigent une adap-
tation de maillage treés fine dans les zones de fortes variations de la courbure. Dans le suite, nous
allons citer quelques exemples.

En premier lieu, on cite quelques applications en mécanique des fuides. Les écoulements a surface
libre fortement déformable concernent des domaines d’activité aussi variés que le déferlement
d’une vague [16] : voir Fig. 4(a), les rupture de Rayleigh-Plateau dun jet [15] : voir Fig. 4(b),
limpact d’une goutte sur la surface d’eau [52, 41, 51] ou la confection de revétement par
dépot et solidification. La caractérisation de tels phénomenes est difficile a mener non seule-
ment expérimentalement car les échelles spatio-temporelles mises en jeu sont souvent difficiles a
atteindre, mais aussi numériquement avec des méthodes lagrangiennes. En effet, parmi les diffi-
cultés majeures induites par le développement de modeles d’écoulements a surface libre, on peut
citer le caractere tridimensionnel des phénomenes lorsque des déformations ou des instabilités
apparaissent, ainsi que la dégradation des résultats lorsque le pas de discrétisation en espace est
de l'ordre de celui des plus petites échelles d’interface. Il est donc nécessaire d’augmenter la den-
sité de discrétisation en fonction de la complexité de la topologie de l'interface. Par conséquent,
Penjeu majeur est de controler la mémoire et le temps de calcul informatique tout en assurant
I'acces a des échelles de plus en plus réduites.

Lorsqu’une interface est une frontiere entre deux milieux physiques, il est justifié d’introduire une
zone de transition. En effet, a I’échelle des molécules, il existe une petite zone de mélange entre
les deux especes. D’un point de vue numérique, ceci se traduit par une zone de transition rapide
et continue, on parle d’interface diffuse. Ceci permet d’introduire une description riche de la
physique pres de l'interface des changements de phase et des processus de mélange. Les modeles
de champ de phase, introduite par Allen et Cahn [6], connues sous le nom de Phase Field, utilisent
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ainsi une énergie libre qui est définie via un potentiel a double puits caractérisant I’équilibre des
deux phases en présence [6]. Pour des proprietés d’existence des solution de I’équation d’Allen-
Cahn dans le cas des mouvements par courbure moyenne, on invite le lecteur a consulter [28].
Un exemple classique utilisant ces interfaces diffuses est constitué par les modeles de type Cahn-
Hilliard [29]. Finalement, pour des applications physiques de cette méthode dans le domaine des
applications biologiques, le lecteur pourra consulter [12].

Parmi les travaux qui ont été élaborés pour le repérage de I'interface entre les différents fluides en
présence dans le cadre d’'une formulation eulérienne biphasique non-miscible, on cite une autre
méthode : la méthode de Volume de Fluide introduite par Hirt et Nichols [45].

Nous en arrivons enfin aux méthodes eulériennes qui capturent l’interface grace a un champ
scalaire qui la définit implicitement. Une équation de transport est alors utilisée pour mouvoir
le champ scalaire et donc connaitre ’évolution du front. La régularité de ce champ permet alors
de distinguer les domaines intérieur et extérieur des membranes. C’est la méthode des courbes
de niveau connue sous le nom de Level Set introduite par Osher et Sethian en 1988 [78], cette
méthode sera développée dans le chapitre suivant.

0.2.3 Pourquoi la méthode des fonctions de niveau ?

Les méthodes numériques pour résoudre des problemes a surfaces libres et des problemes d’in-
terfaces ont pris ces derniéres années une importance croissante en physique et réalité vir-
tuelle [88, 87]. Les applications recouvrent des domaines aussi variés que la lithographie [33, 2],
les mousses et les émulsions, les tsunamis, les interfaces liquide-vapeur [69, 92, 77, 1] et le com-
portement d’un globule rouge dans une artere [19, 20, 21]. Pour consulter certaines applications
de la méthode des fonctions de niveau, le lecteur pourra voir aussi [98, 34, 30, 78, 76, 75].
La méthode des fonctions de niveau (voir par exemple [76, 88]), s’appuyant sur un maillage
fixe du milieu continu tridimensionnel, est devenue de plus en plus courante pour ce type de
problemes, car elle s’avere particulierement souple lorsque les interfaces se déforment fortement
ou présentent des changements topologiques (coalescence, etc).

Une autre approche tres répandue est la méthode de suivi lagrangien de l'interface par un
maillage surfacique variable : moins apte aux changements topologiques, elle a cependant ’avan-
tage de conserver mieux la masse, c’est-a-dire le volume du fluide, particulierement pour des
interfaces & courbure discontinue ou treés minces. Des tentatives pour améliorer la conservation
de la masse dans la méthode des fonctions de niveau ont conduit & de nombreuses approches,
telles qu’augmenter l'ordre des schémas [50]. Enright et al. [30], dans le cadre d’une méthode
particulaire, ont proposé d’utiliser des marqueurs lagrangiens pour reconstruire la fonction de
niveau dans les régions sous-résolues. Une autre approche, proposée par Sussman et Fatemi [92]
dans le cadre de la méthode des différences finies, consiste a ajouter une contrainte a I’équation
de redistanciation discrete afin de mieux conserver la masse.

Concernant les aspets théoriques d’existence des solutions de cette méthode, les résultats sont
établis dans le cadre des solutions de viscosité [10, 22] pour des équations a dérivées partielles
dépendant du temps [17, 32].

On s’est basé sur les aspets suivants pour choisir la méthode des courbes de niveaux pour la
modélisation des vésicules biologiques :

La physique qui gouverne le phénomeéne : Les vésicules peuvent prendre des formes tres
complexes notamment dans le cas de déplacement dans des veines dont la section est du
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méme ordre de grandeur que le rayon moyen de la vesicule.

Le coit d’implémentation de la méthode : Pour localiser les géométries complexes, on doit
avoir des grilles de calcul suffisamment fines dans certaines zones, ceci engendre un cout
de calcul tres élévé. Parmi les perspectives de ce travail, on envisage des simulations tri-
dimensionnelles qui décrivent la vraie physique des membranes biologiques. Néanmoins,
les mailleurs ne sont pas tres sophistiqués en dimension trois, ainsi on aura moins besoin
d’adapter le maillage avec les méthodes eulériennes qu’avec les méthodes lagrangiennes.

L’adaptation de maillage : Ajouter plus de précision et remédier aux problemes de diffu-
sions souvant observés en utilisant des méthodes eulériennes.

Les éléments finis : Contrairement aux différences finis, la méthode des éléments finis permet
de localiser des géométries tres complexes. Dans la poursuite de ce travail, on compte
modéliser des globules rouges dans des veines présentant des ramifications.

0.3 Contribution de cette these

Cette these s’inscrit dans la problematique de la rhéologie des écoulements sanguins. Bien que
nous nous limitons a la présence d’une seule vésicule, plusieurs contributions ont été apportées a
ce domaine de recherche et elle représentent le premier noyau vers une description plus complexe
du sang.

La premiere contribution de ce travail consiste en l'identification de sous problemes élémentaires
du probleme initial modélisant la rhéologie d’une vésicule dans le sang. Il s’agit de primitives
emboitées qui convergent vers le probleme initial. Nous élaborons avec pertinence un algorithme
de résolution optimal pour chaque sous probleme. Traiter chaque sous probleme a part permet de
mettre en évidence plusieurs difficultés et d’effectuer par la suite une série d’opérations optimales
et de simplifier grandement la mise en place de I'algorithme final.

La seconde contribution de cette theése consiste a mettre en oeuvre les méthodes élaborées.
Nous élaborons un logiciel approprié a la résolution des problemes des vésicules et qui s’appuit
sur la librairie de calcul Rheolef. En effet, ceci consiste a concevoir, programmer et tourner
les algorithmes correspondant aux sous problémes identifiés. La validation du calcul numérique
possede une importance primordiale a cette étape, elle englobe des comparaisons avec des solu-
tion exactes, des solutions semi-analytiques ainsi que des comparaisons avec des résultats figurant
dans d’autres travaux.

La troisieme contribution est I’analyse du comportement de 'erreur. Ceci permet d’avoir une
idée préliminaire avant toute sorte de travail théorique sur des estimations d’erreur a priori
pour les problemes en question. Des lors, ce qui accaparé notre attention, au point de prendre
en priorité I'amélioration des taux de convergence de 'erreur, c’est certainement les pertes de
masse évoquées amplement dans les travaux se basant les méthodes eulériennes y compris celle
des lignes de niveau. Par ailleurs, nous abordons cette diffidulté en se basant sur deux volets.
Premierement, a travers une technique de multiplicateurs de Lagrange optimaux étendus aux
éléments finis et ensuite a travers I'adaptation de maillage. L’efficacité de cette opération est
prouvée a travers la quantification de I'erreur relative portée sur les pertes de masse ainsi que
sur ’amélioration des taux de convergence de l'erreur.

La quatriéme contribution concerne I'optimisation de formes géométriques qui consiste a trouver
la surface minimale qui minimise une fonctionnelle d’énergie dépendant de la géométrie sous
conditions de préservation de contraintes. Nous démontrons un résultat d’optimalité et nous
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présentons une condition généralisée d’équilibre mécanique des membranes biologiques pour des
fonctionnelles plus générales que celle dépendant du carré de la courbure moyenne de Canham
et Helfrich.

L’objet principal de cette these est ’étude de la dynamique d’une vésicule dans le sang. Ainsi la
cinquieéme contribution de ce travail consiste a la modélisation réaliste de la membrane cellulaire.
L’originalité de ce travail réside dans la I'implémentation numérique rigoureuse en tenant compte
de la vraie incompressibilité de la membrane sans introduire une pénalité, ceci n’a pas fait I'objet
des travaux numériques précédents. Grace a la contribution du développement du logiciel, on
a pu faire des contributions au domaine de la physique, a savoir la modélisation des vésicules
en écoulements confinés et non confinés et notamment la modélisation des écoulements avec des
nombres de Reynolds élevés dans la mesure ou nous ne pouvons pas négliger ce nombre dans
les grands et moyens vaisseaux sanguins. Ce dernier point reflete la physique et représente un
travail original dans ce domaine notamment en prévoyant certains comportements qui n’ont pas
été observés dans la littérature. Ceci ouvrera des perspectives prometteuses dans le domaine des
expériences physiques.

0.4 Plan de la these

Dans ce travail, nous allons nous intéresser a 1’élaboration d’une méthode numérique permettant
de décrire ’équilibre des vésicules biologiques et de mimer la dynamique des vésicules. Dans le
cadre d’un écoulement instationnaire, nous prenons comme exemple un écoulement de cisaille-
ment.

Ainsi, cette these est articulée en deux parties.

La premiere partie, découpée en quatre chapitres, est consacrée a la résolution numérique de
problemes mathématiques plus simples que le probleme des vésicules dans le cadre de la méthode
des lignes de niveau avec une approche éléments finis.

Dans un premier chapitre, nous présentons la méthode des lignes de niveau en mettant en
évidence le probléeme des pertes de masse associées a cette méthode. Nous introduisons des mul-
tiplicateurs de Lagrange globaux qui permettent de controler ces pertes et nous terminons ce
chapitre par des raffinements de maillage afin d’améliorer ’odre de convergence de la méthode.
Le deuxieme chapitre porte sur le développement de méthodes numériques pour la simulation
des mouvements par courbure moyenne. Ces derniers sont définis comme une évolution d’inter-
face minimisant la surface (le périmetre dans le cas bidimensionnel) et dont I'intérét est qu’elles
apparaissent dans de nombreux systemes physiques et biologiques et vont nous servir par la
suite dans le probleme des vésicules.

Nous abordons dans le troisieme chapitre de probleme de diffusion de surface et nous présentons
une méthode numérique permettant de simuler certaines applications physiques de ce probleme
tels que les instabilités de Rayleigh Plateau lors de la rupture d’un jet.

Nous terminons cette partie par un chapitre qui porte sur la minimisation de I’énergie de courbure
de Canham et Helfrich sans contraintes. Nous commengons ce chapitre par présenter une for-
mulation variationnelle de ce probleme et nous terminons par quelques simulations numériques
permettant de valider ce travail. Cette formulation variationnelle représente un outil de base
dans la modélisation du comportement des vésicules a 1’équilibre.

La deuxiéme partie, décomposée en trois chapitres, concerne le volet physique de la these qui
englobe le comportement des vésicules dans le sang.
Dans un premier chapitre, nous entammons le probléme a travers une formulation en équations
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différentielles ordinaires. Notre objectif est de déterminer des solutions qui serviront par la suite
pour valider les résultats obtenus dans le cadre du formalisme éléments finis.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, nous présentons une équation d’équilibre statique des vésicules
en dimension quelconque en utilisant des outils de dérivation de forme.

L’objectif du troisiéme chapitre est de déterminer les positions d’équilibre des vésicules dans le
cadre de la méthode des éléments finis. Nous mettons en évidence les problémes de préservation
des contraintes de volume et surface ainsi que les controles a posteriori que nous utiliserons afin
de limiter ce probleme. Ces résultats sont validés a travers des comparaisons avec les résultats
des équations différentielles.

Finalement, le dernier chapitre est consacré aux simulations numériques instationnaires des
vésicules sous écoulement de cisaillement. Nous présentons un algorithme général permettant de
retrouver certains résultats connus de cette dynamique et nous finissons par élaborer certains
résultats originaux sur le comportement de la vésicule en augmentant le nombre de Reynolds.
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4 CHAPITRE 1. METHODE DES FONCTIONS DE NIVEAU

Fia. 1.1 — Illustration de la méthode des lignes de niveaux. (a) : La fonction ¢ et (b) : La courbe
de niveau zéro.

Ce chapitre traite les différents aspets de la méthode des lignes de niveau connue sous le nom
Level Set. Le premier point traité concerne le formalisme mathématique de la méthode et
particulieremant le couplage avec un probléme de renormalisation de la fonction de niveau. Par
la suite, nous mettons le point sur les problemes de pertes de masse résultant de la description
eulérienne de cette méthode. Par ailleurs, nous proposons un nouvel algorithme pour améliorer
la conservation de la masse dans un cadre éléments finis en utlisant une adaptation de maillage.
Les performances de la méthode proposée sont testées avec le cas test du disque de Zalesak et
celui du cercle de Leveque, et nous observons numériquement que le taux de convergence par
rapport a la taille des éléments du maillage est amélioré.

1.1 Meéthode des lignes de niveau

1.1.1 Formalisme mathématique

Soit A € R% un domaine borné, avec d = 2 ou 3, et T' > 0. Pour tout ¢ € [0, 7], on considere la
surface fermée orientable I'(t) C A donnée par :

I(t)={z€[0,T] x A: p(t,x) =0} .

Autrement dit, I'(t) est une courbe particuliere de niveau zéro d’une fonction ¢(¢,.). On note
Q(t) C A le domaine ou ¢(t,.) est négative, et par suite I'(t) = 9€Q(t). Soit u la vitesse de I'(¢)
. D 0
¥ ¥
— =—+4+uVp=0 1.1
avec Dp/Dt désigne la dérivée matérielle. Cette équation de transport est complétée par une
condition initiale p(t=0) = ¢g, ou Yz € A, la fonction ¢o(z) est la distance signée a la surface
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Fic. 1.2 — Ilustration de trois fonctions de niveaur @1, w2, @3 tels que {x € A;p1(z) =0} =
{x € Ajpa(x) =0} = {x € A;ps(x) =0} et (a) : [Voi| = 1, (b): [Vea| = 5et (c) : |[Vps| =
0.2.

) :

_ [ inf{ly—sl; yeT(©)}  whenz ¢ Q)
wolz) = { inf{—|y —z|; y € T(0)} otherwise.

Néanmoins, le transport déforme la forme initiale de la fonction de niveau et on a une nouvelle
fonction de niveau qui n’est plus une distance signée pour ¢t > 0.

Le probleme qui se pose a ce niveau est d’avoir soit une fonction de niveau qui possede un
gradient tres grand dans certaines zones du domaine A, ceci induit des singularités lors du calcul
numérique, soit un gradient trés petit dans un voisinage de I' et on localise difficilement la
courbe I' qui finit éventuellement par dégénérer au cours des calculs : voir figure 1.2 pour une
illustration. Pour palier a cela, on substitue la fonction de niveau ¢ par une seconde ayant un
gradient unitaire (ou proche de 1) et qui posséde la méme ligne de niveau zéro que .

En effet, on effectue une ré-initialisation a une distance signée, appelée redistanciation, en cal-
culant, & tout instant ¢ €]0,T[, la solution stationnaire du probléme suivant, dépendant d’un
pseudo-temps 7 :

{ %(T,m;t) +sgn(e) (|Vd|—1) =0 p.p. (1,2) €]0,+o00[xA, (1.2)

d(0,z;t) =(t,x) p.p.z€A.

Avec sgn(yp) représente la fonction signe qui prend des valeurs 0, —1,+1 respectivement sur
l'interface I'(¢), a intérieur de I'(¢) et dans le domaine extérieur a I'(¢). La solution stationnaire
vérifie |Vd| = 1 presque partout dans A, c’est a dire d(oo,.;t) est une distance signée et elle
représente la nouvelle fonction de niveau ¢(¢,.) a l'instant ¢. On note que la solution d du
probleme de redistancement (1.2) préserve I'(¢) a la méme position : pour tout 7 > 0, la courbe
de niveau zéro de d(, .; t) est confondue a celle de p(t, .). Par conséquences, le volume meas(€2(t))
est également conservé. Néanmoins, apres discrétisation par la méthode des différences finis ou
d’éléments finis, cette proprieté n’est pas conservé et on a des pertes de masse qui sont de plus en
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plus importantes au cours du temps. On note que le probleme (1.2) peut étre interprété comme
un probleme de transport avec second membre (1.3) et on a :

%(T,x;t) + [Sgn(gp)ﬂ] Vd =sgn(p) p.p. (1,2) €0, +o0], (1.3)

or |Vd]
d(0,z;t) =(t,z) pp.z€A.

1.1.2 Régularisation

On introduit :

La fonction Heaviside H(p) , c’est la fonction indicatrice de A\ €,

La mesure de Dirac §(yp) , elle localise I'interface T,

La fonction Signe sgn(p) , c’est la fonction qui donne le signe de la fonction .

Afin d’avoir une description implicite réguliére de I'interface I', on introduit une zone de transi-
tion de largeur 2. Cette zone sert a régulariser les fonctions Heaviside et signe et la mesure de
Dirac qui sont restituées respectivement par : H.(¢), d:(¢) et sgn.(¢) données par :

0, si ¢ < —e¢,
1 Sln(?) )
Ha(QO) = 5 1+ - + — | S1 "P’ <eg, (1'4)
1, sinon |,
1 TP .
dH — (1+cos(™)) <
6.(p) = Se(p) =4 e \(IFeos(To)) silel<e (1.5)
de 0 , sinon
sgnc(p) = 2He(p) -1 (1.6)

Numériquement, le parametre de régularisation ¢ est choisit proportionnellement au pas de
discrétisation h.

1.1.3 Pertes de masse

On considere le test classique du disque de Zalesak [98]. Le disque est supposé rigide et il fait un
tour complet sous I'action d’un champ de rotation (vecteur & divregence nulle) avant de reprendre
sa position initiale. Le disque possede une fente et deux zones de discontinuités qui sont difficiles
a localiser au cours du transport. Ce test permet de décrire la robustesse et 1’éfficacité d’une
méthode numérique quant a la conservation du volume et notamment la localisation des zones
de fortes discontinuités de la courbure.

Lors des simulations, on choisit le domaine A = |0, 1]2, le disque est centré en (0.5,0.7) et il a
un rayon égale a 0.2, il possede une fente de longueur 0.3 et de largeur 0.1 : voir la figure 1.3.
Le champs de rotation est donné par :

u(z,y) = (0.5 —y,z—0.5) .

On choisit la largeur de la bande de régularisation égale a € = 2h ou h est le pas du maillage. On
utilise un maillage régulier 400 x 400. Apres un tour de rotation, on superpose dans la figure 1.3 la
solution numérique avec la solution exacte. Ceci met en évidence visuellement qu’on ne conserve
pas la masse. Quant & la forme du disque, la méthode ne préserve pas sa forme initiale et elle
ne permet pas de localiser les zones de discontinuités de la courbure. Finalement, les propriétés
de convergence sont données & la figure 1 du papier [58].
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théorique calcul h = 1/400

Fia. 1.3 — Illustration des pertes de masse dans le cadre de la méthode des fonctions de niveau.
1.2 Corrections de masse

Dans cette section, on présente une technique de multiplicateurs de Lagrange pour remédier aux
pertes de masse évoquées précédemment, ces travaux ont fait 'objet du papier [58].

Résumé de D’article

On propose un nouvel algorithme pour améliorer la conservation de la masse dans la méthode
des fonctions de niveau dans un cadre éléments finis.

Deux types de multiplicateurs de Lagrange sont introduits, associés respectivement a 1’équation
de transport et a celle de redistanciation. Le premier est localisé au voisinage de l'interface,
tandis que le second est associé a une correction globale au domaine de calcul. Les performances
de la méthode proposée sont ensuite testées avec le cas test du disque de Zalesak, et on observe
numériquement que le taux de convergence par rapport a la taille des éléments du maillage est
amélioré.

Le probléeme de transport

Vt €]0,T[, la conservation globale de la masse s’écrit :

d
T (/Q(t) dx) =0 (1.7)

Dans le cas d'un champs de transport a divergence nulle (la masse est conservée), on introduit
un multiplicateur de Lagrange global ((¢t) € R associé a la contrainte (1.7), le probleme de
transport (1.1) est restitué par :

o9

o7 Ve -+ =0 (1.8)
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Le probleme de redistancement

Lors de l'étape de redistanciation, on introduit un multiplicateur de Lagrange A(7,z;t) qui
renforce localement la conservation de masse dans tous voisinage V C §(t) de l'interface I :

% (AH(d)dx) = 0.

On note v = sgn(¢) et g(d) = 0(d) |Vd|, le probleme de renormalisation (1.3) est restitué

Vvd
|Vd|
par la probleme (1.9) :
od
{ E(T,x; t)+v.Vd =sgn(¢(t,z))+ ANr,z:t)g(d) p.p.(1,2) €]0,+o0[, (1.9)
d(0,z;t) = @(t,x) pp-rTEA.
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apte aux changements topologiques, elle a cependant I'avantage de conserver mieux la masse, c’est a dire le volume du
fluide, particulierement pour des interfaces a courbure discontinue ou trés minces. Des tentatives pour améliorer la conser-
vation de la masse dans méthode des fonctions de niveau a a conduit a de nombreuses approches, telles que augmenter
I'ordre des schémas [2]. Enright et al. [1], dans le cadre d’'une méthode particulaire, a proposé d'utiliser des marqueurs
lagrangiens pour reconstruire la fonction de niveau dans les régions sous-résolues. Une autre approche, proposée par Suss-
man et Fatemi [7] dans le cadre de la méthode des différences finies, consiste a ajouter une contrainte a I’équation de
redistanciation discréte afin de mieux conserver la masse.

Dans cette Note, dans le cadre de la méthode des éléments fini, nous proposons deux améliorations indépendantes de la
conservation de la masse discréte. La premiére amélioration concerne I'équation d’advection et introduit un multiplicateur
de Lagrange scalaire, associé a la conservation globale de la masse. Ce multiplicateur peut étre calculé explicitement et
conduit a un coiit négligeable en temps de calcul. La seconde amélioration est une extension aux éléments finis de la
méthode proposée par Sussman et Fatemi : il s’agit d’introduire un multiplicateur de Lagrange local. Ce multiplicateur peut-
étre également explicité et est nul hors d’'un voisinage de I'interface. La correction est ici également trés peu cofliteuse. Les
performances de la méthode proposé sont testées avec le cas test du disque de Zalesak, et nous observons que le taux de
convergence par rapport a la taille des éléments du maillage est amélioré.

Soit A ¢ RN un domaine borné, avec N =2 ou 3, et T > 0. Pour tout t € 0, T[, la surface fermée I'(t) C A s'écrit
comme : I'(t) = {(t,x) €10, T[x A; ¢(t,x) =0}, C’est-a-dire comme le zéro d’'une fonction de niveau ¢ (t,.). Notons £2(t) C
A la région ol ¢ (t,.) est négatif et I"(t) = d£2(t). Soit u la vitesse de I'(t) et

D¢ d¢

Dt~ ot +uVep=0 (1)
ot D¢ /Dt désigne la dérivé matérielle. Le champs de vitesse u est supposé a divergence nulle. Cette équation de transport
est complétée par une condition initiale ¢ (t = 0) = ¢, o, pour tout x € A, la fonction ¢g(x) est une distance signée entre

x et la surface I"(0) :
inf{ly —x|; ye '(0)} six¢ £2(0)
$o(x) = { .
inf{—|y —x|; y € '(0)} sinon

Cependant, le transport déforme la forme initiale de la fonction de niveau, qui n’est plus une distance signée pour t > 0.
Pour palier a cela, nous effectuons une ré-initilisation a une distance signée, appelée redistanciation, en calculant, a tout
instant t € 10, T[, la solution stationnaire du probléme suivant, utilisant le pseudo-temps 7 :

ad

E(r,x; t)+sgn(¢)(IVd| —1) =0 p.p. (t,x) €10, 400 x A

d(0,x;t) =¢(t,x) p.p.xe A

(2)

ol sgn(¢) est la fonction signe qui prend respectivement les valeurs 0, —1, +1 sur l'interface I'(t), dans I"(t) et hors de
I'(t). La solution stationnaire vérifie |Vd| =1 presque partout dans A, c’est-a-dire que d(oo, .;t) est une distance signée,
elle est prise comme la nouvelle fonction de niveau ¢ (t,.) a I'instant t. Remarquons que la solution d du probléme de redis-
tanciation (2) conserve la position de I'(t) : pour tout T > 0, 'ensemble de niveau zéro de d(t, .;t) est égal a 'ensemble de
niveau zéro de ¢ (t,.). Il en résulte que le volume meas(£2(t)) est également conservé, ce qui est de premiére importance
pour de nombreuses applications. Cependant, aprés discrétisation par différences finies ou éléments finis, cette propriété
n'est satisfaite que de facon approchée.

Nous proposons un nouvel algorithme pour améliorer la conservation de la masse dans la méthode des fonctions de
niveau dans un cadre éléments finis. Deux types de multiplicateurs de Lagrange sont introduits, associés respectivement a
I'équation d’advection et a celle de redistanciation. Le premier est localisé au voisinage de I'interface, tandis que le second
est associé a une correction globale au domaine de calcul. Les performances de la méthode proposée sont ensuite testées
avec le cas test du disque de Zalesak, et nous observons que le taux de convergence par rapport a la taille des éléments du
maillage est amélioré.

1. Maintaining the volume constraint

Let us introduce the velocity field v= sgn(¢)%. Then, problem (2) expresses equivalently as:

od
E(T’ x;) +v.Vd =sgn(¢(t,x)) ae. (t,x)€]0,+o00[ x A
d0,x;t) =¢(x,t) ae.xeA

3)

1.1. The volume constraint for the advection problem

A new modification is introduced in the advection equation (1) related to the divergence free velocity field u. At any
time t €10, T[, the global volume conservation writes:
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d
&(/ dx):O (4)

Q)

A global Lagrange multiplier ¢(t) € R is introduced and the advection equation (1) becomes

%+u.v¢+§(t)=0 )

The constraint (4) develops as:

d d B ¢
&([ dx)_E</H(¢)dx)_/8(¢) 5 =0 (6)
A A

Q(t)
Then, combining (5) and (6) leads to an explicit expression for ¢(t):
tt) = — [Lu.Vps(p)dx

S 4 8()dx

Let us check that since u is divergence free, then ¢ is equal to zero and that the global volume correction will act at the
discrete level only. For any integrable function f on I'(t), let f denote an extension of f in A. Then

(7)

| ras= [ Fs@nvsian ®)
r() A

Let n= % denote the unit outward normal to I"(t). By using (8) with f =u.n and then the Green formula:
/u.V¢>8(¢) dx = f u.nds = / divudx
A ING) A

1.2. The volume constraint for the redistancing problem

Let us consider the redistancing problem at any fixed time t > 0, while the pseudo-time 7 is varying. Sussman and
Fatemi [7] introduce the constraints that the volume remains constant in any )V C §2(t) during the redistancing process:

3
E(f H(d)dx) =0. (9)
%

These authors introduce also a Lagrange multiplier A (7, x;t) that enforces this constraint locally at x € A. The evolution
equation in (3) becomes:

ad
E(r, X 1) +v.Vd = sgn(p(t, X)) + (7, x: 1)g(d) a.e.(t,x) €]0,+o00[ x A (10)

In order to ensure the volume conservation while not perturbing the redistancing process, the authors propose g(d) =
8(d)|Vd|. Notice that (9) leads to

B ad
E(fH(d)dx) :f&(d)gdxzo (11)
% Vv

Combining (10) and (11), Sussman and Fatemi [7] proposed to exploit numerically an explicit average value Ay, over an
arbitrary finite volume V C A:

Sy 8@ (v.Vd—sgn(¢)) dx
A (Tit) = Is@g@ax 0 WhenVN I #0
0, otherwise

(12)

In the next section, based on the regularization procedure, a new local explicit expression of A(t, x;t) can be exhibited and
that A can be formally eliminated from the redistancing equation.
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2. Regularization

Three sharp functions have been introduced: the Heaviside function H(¢), that acts as the indicator of A — £2, the
Dirac function §(¢) that localizes the interface I', and the sign function sgn(¢). In order to avoid the discretization of the
interface I', a transition region with a width of 2¢ is introduced and the Heaviside, the Dirac and the sign functions are
replaced respectively by H:(¢), 8:(¢p) and sgn.(¢) as:

0, ifp <—¢
) .
He@) =311+ 24+ 1)) ifjg<e (13)
1, otherwise
dH L (14 cos(Z2 , iflgpl <e
5:(6) = S5 (9) = [ 2¢ (1 +c0sC0), ol < (14)
d¢ 0, otherwise
sgng(¢) =2H:(¢) — 1 (15)
The regularization parameter is chosen as proportional to the mesh size h.
After regularization the evolution equation (10) becomes:
ad
E(r, X; ) + V. Vd = sgn, (¢ (t, X)) + A(T, x; 1) fe(d)  ae. (T,x) €10, +o0[ x A (16)

where v, = sgn, (¢)% and f¢(d) = 8¢(d)|Vd|. Conversely, the regularized version of the mass conservation (11) writes:

ad ad

fag(d)—dx=0, YWCA <= —=0, when|d|<e (17)
aT aT

%

Combining the two previous equations leads to a local version of the explicit expression for i:
sgng (#)(IVd|—1)
A= [ Ss@va > Wwhen |‘?| <& (18)
0, otherwise

Finally, the previous expression of A can be replaced in (16) and the evolution equation becomes, for any (7,x) €
10, +o0[x A:

0, when |¢| < €

—V:.Vd + sgn.(¢), otherwise (19)

ad
—(7,X;t) =
5 (X0 [
Notice that the set I':(t) = {x € A; |¢(t,x)| < €} represents a thin layer around the boundary I"(t). Then, with the mass
correction, the redistancing process acts only around a thin layer outside the boundary.

3. Time discretization

This section presents the numerical approximation of the advection problem (5) together with the redistancing problem
(19), where the Lagrange multipliers are expressed by (7) and (12). Let t" =nAt, n > 0, where At > 0 is the time step.
Conversely, let ™ = mAt, m > 0, where At > 0 is the pseudo-time step. Let ¢", ¢" be approximations of ¢(t), ¢(t),
respectively, at time t" and d™, v™ be approximations of d(t), v(t) respectively at t™. The time discretization is performed
by using the method of characteristics: for any t > 0 and x € A, the characteristic curve X(., x, ; t) passing at time t through
x is defined by the following ordinary differential equation:

0X
E(s, x 0 =u(X(s,x;t),t), s>0

(20)
X(t,x;t)=x

For any function f(t, x), the total derivative Df /Dt expresses:

Df af d

—(t,x) = = +uVf)t,x) = —(f(X(t,x; "), "] 21

o 0= () e = L (s @y
Following Pironneau [4], this derivative is approximated by a first-order backward Euler scheme:

D "t ox) — F(e", XM (x

Df (g1 g SEL0 = FE. X"0) 22)

Dt At

where X" (x) = x— Atu"(x) denotes the first-order forward Euler approximation of X (t", x; t"*1). The n-th step of the discrete
scheme for the transport problem (5) becomes an explicit computation of ¢"*1, where ¢" is known:
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7x 107! - -
without mass correction ----+---
with global correction
with local correction
local & global corrections —s—

|He(¢) — He(én)llo,2,4

e

1071 L

7x1072

1.5 %1073 1.5 x 102

(b)

Fig. 1. The Zalesak disk: (a) initial position (black and dotted) and after one rotation: without correction (blue and dotted line), with global correction
(magenta and dashed), with local correction (green and dashed), with local and global corrections (red and solid line); (b) convergence properties in
log-log scale. (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Fig. 1. Le disque de Zalesak : (a) position initiale (trait noir et pointillé) et apés une rotation : sans correction (bleu et pointillé), avec correction globale
(violet et pointillé), avec correction locale (vert et pointillé), avec corrections locale et globale (rouge et continu); (b) propriétés de convergence en échelle
log-log.
n+1 _4n n n
¢ T (X)=¢" o Xy + AtL (23)

Conversely, the redistancing problem (19) is solved also explicitly:

g [dm, when |¢"| < &

d™ o Xyl + AT sgng(¢"), otherwise (24)

Here, the characteristic have subscripts u and v in order to avoid confusion. These algorithms are implemented in the C++
finite element library Rheolef [5], where the localization of X"(x) in an unstructured mesh is performed by using a fast
searching algorithm based on a quad-tree data structure.

4. Space discretization

Let 7, be the finite element triangulation of A, and V} the space of continuous and piecewise linear functions on 7,
where h > 0 denotes as usual the mesh size parameter. Conversely, let W), be the space of piecewise constant functions on
Ty. At any step n > 0, the discrete version of the algorithm leads to a succession of explicit computations:

B =g o X3)

— [Lu VIt s (gpth) dx
L2 8@t dx

d;g+l :q’g;:+l + Atg!

+1
Gt =

where 7, denotes the Lagrange interpolation in V. Then, qb;:“ is obtained from ¢3g+1 by the following discrete version of

the redistancing algorithm. Let d° = ¢3,’]’+1. At any step m > 0 of the redistancing algorithm, suppose d' € V, being known,

and let g;l" € V,’;’ be the approximation of Vd',f € W};’ defined by the following linear system:

/g;!nwh dX:/thmwh dX, Vlllh € Vrllv
A A

A mass lumping procedure is used for this linear system: the integrals involved in the computation of the coefficients of the
matrix associated to the L2 scalar product are evaluated by using the trapeze quadrature formulae. By this way, the matrix
of the linear system is replaced by a diagonal one, and the computation of gj' becomes explicit. Then, let

n g
2y = (sen, (7).
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The discrete version of the redistancing algorithm writes also explicitly:

m n

me1 | dh> when |¢;| < & (25)
h Tp{dy! o Xyl + AT sgn, (¢))(1 — |Vd}'])}, otherwise

5. Numerical experiments

The improvement of the accuracy with the mass conservation schemes is demonstrated for a classical test case: the
rigid body rotation of Zalesak’s disk in a constant rotating velocity field [8]: u(x,y) = (1/2 — y,x — 1/2) in the domain
A =10, 1[2. The initial data ¢g is associated to a slotted circle centered at (1/2,7/10) with a radius r = 1/5, the slope depth
is 3/10 and the width is equal to 1/10. The triangular mesh is based on a Ny x N} grid, where each square is subdivided
in two triangles. The mesh size is h = +/2/Ny and At =27 /Ny, is chosen. Fig. 1b plots the error ||Hg(¢) — He(on)llo2.4
after Ny, time steps, at t = 27 notice that the disk has performed a full revolution. Observe that the error decreases versus
the mesh size. The error is plotted for the following variants of the method: (a) without mass correction, (b) with local
mass correction, (c) with local and global mass correction. The rate of convergence, i.e. the slope on the log-log graph, is
respectively 0.30, 0.46 and 0.50. For Ny, = 400, the mass lost is about 10% without any correction. It is improved to 4.9%
the local correction and to 1.8% with both local and global corrections. Fig. 1a shows the solution for N, =400 with and
without corrections: the corners become less rounded and the disk is more conserved.
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Fia. 1.4 — Disque de Zalesak en rotation avec corrections de masse avec un maillage régulier
400 x 400.
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1.3 Adaptation de maillage

La méthode numérique présentée précédemment a I'avantage de mieux controler les pertes de
masse engendrées par la méthode des fonctions de niveau et de la résolution du probleme de
redistanciation de . Néanmoins, on garde encore le probleme de localisation avec précision les
points anguleux du disque de Zalesak. Ceci reste possible en utilisant un maillage régulier tres
fin et par conséquences le temps de calcul devient tres élevés. Afin de capturer avec précision
les points ou la topologie est complexe, mais aussi gagner en terme de précision et de temps de
calcul, on propose d’utiliser le logiciel générateur de maillage adapté BAMG [42] et on raffine
le maillage autour de la membrane I'. Ce mailleur permet de construire un maillage adapté
anisotrope a partir d'un critere fourni par I'utilisateur. On présente en premier lieu le principe
d’adaptation de maillage utilisé par BAMG et on donne en deuxieme lieu le critere d’adaptation
choisit. Pour un formalisme plus détaillé de la méthode d’opération de BAMG, voir [47].

1.3.1 Principe d’adaptation de maillage

Tk

1 A
ha
uy

Fia. 1.5 — Transformation du triangle de référence.

Le but de I'adaptation de maillage est de construire une succession de triangulations afin de
controler une certaine erreur. Il s’agit de distribuer de manieére équitable un indicateur d’er-
reur dans les direction d’étirement maximal et minimal et d’alligner les directions d’étirement
maximal et minimal avec les directions d’erreur maximale et minimale.

On considere un triangle K du maillage & un instant ¢ qu’on note 7. On définit la transformation
Tk qui transforme le triangle de référence K vers K : voir Fig. 1.3.1, et on note par Mg la
matrice jacobienne de Tk tel que :

Ty : K—K

X = TK()’\() = MrgX+tg.

Comme My est inversible, elle admet une décomposition en valeurs singulieres SVD Mg =
R%A x P . Avec Ri et Pi orthogonales et A i est une matrice diagonale a valeurs positives. Soit
un triangle de référence K et on considére 'ensemble des points situés sur le cercle circonscrit
au triangle de référence, ainsi #74 = 1. Comme & = MI_(1 (x —tx), alors :

1= (z—tg) MTM! (x —tg) = (x — tg)" REAPRK (z — tk)
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L’objectif est de définir maintenant le choix a prendre pour la métrique. On se donne un champs
c que l'on choisi comme critere d’adaptation de maillage. Le critere ¢ est discritisé par ¢, tel que
cnlg € PLVK € Ty, L'erreur d’interpolation dans une direction v € R? est donnée par :

0?c
2 h
eK,v hK,v Iv2 surk ,
2¢,
avec hg y est la longueur de K dans la direction v et ol vI'VVe,v , ot VVey, est la
v
matrice Hessienne de ¢, donnée par :
820h 820h
o 0x?  Oxdy
chh a 620h aQCh
Oxdy Oy

L’adaptation de maillage permet d’équilibrer ’erreur sur I’ensemble des directions des triangles
du maillages, ceci en diminuant h - lorsque HVT VVey, VH est grand et inversement. Par ailleurs,
on s’intéresse aux vecteurs propres de VV¢y, qui représentent les directions d’étirement extréme
du triangle. La racine carrée des valeurs propres donne le coefficient d’étirement. Le champ ¢,
pour lequel on souhaite adapter le maillage est une inconnue du probléeme. Ainsi, on utilise un
algorithme de point fixe sur des approximations successives de ¢y, calculées sur des triangles des
maillages sous itérés a l'itération n a partir de le valeur de ¢, initialement donnée.

On se donne une constante ey définissant l'erreur a commettre. Une fagon d’adapter le maillage
selon ¢, est de fixer lerreur en la rendant constante, indépendamment des triangles et dans
toutes les directions. En effet, si on note par A; la valeur propre dans la direction propre notée
u;, la longueur du triangle dans la direction du vecteur propre associé a A; est donnée par

€0
h; = .
VI

Cependant, pour une métrique ou les triangles n’ont pas de direction priviligée, on introduit le
tenseur My dont les valeurs propres sont ceux de la Hessienne VVey,.

1.3.2 Choix du critéere d’adaptation

On choisit comme critére 0.(y). Par conséquent, la métrique M est nulle en dehors de la bande
de régularisation de largeur 2¢ et elle est donnée dans la bande par :

2
-7 . T m )
Mg = 2—5281n(?)VV<,0 - Q—égcos(?)thG?V(p.

1.4 Test de Zalesak

On considere le test du disque de Zalesak avec adaptation de maillage et on étudie numériquement
la convergence de 'erreur.
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| IH () — He(n)llo2,a -~ o
35 x 1071 ]
2.5 %107 f 026 ' 1
e .
15x 10~ L—— - -
102 At* 101 5x 1071
At

F1G. 1.6 — (a) : Disque de Zalesak apres un tour de rotation N = 400 (noir et continu), N = 200
(rouge et pointillé), N = 100 (vert et pointillé), N = 50 (bleu foncé et pointillé), N = 25 (violet
et pointillé), N =10 (bleu clair et continu). (b) : Evolution de lerreur.

1.4.1 Choix du pas de temps

Lors de 'adaptation de maillage, on fixe au mailleur les valeurs des arétes maximale hp; et
minimale h,, et on a choisi hy; = 1/3 et hy, = 51073. Chaque simulation est précédée d’une
étape de préparation du maillage initial de 50 itérations afin de lancer le calcul nuérique a
partir d’un maillage bien adapté a la configuration initiale ¢g. On varie la valeur du nombre
d’itérations N nécessaires pour faire un tour complet du disque, le pas de temps est ainsi donné
par la formule At = 27/N.

Cependant, on effectue, lors de chaque itération en temps, une boucle de point fixe jusqu’a
la convergence du maillage, ceci correspond en moyenne a une dizaine d’itérations. En ce qui
conserne la bande de régularisation [—¢, €], on choisit une largeur 4Ax avec Ax est le pas de
discrétisation local. Par ailleurs, cette bande a une largeur 2Axz dans le cas des maillages réguliers
lors des simulations du papier [58]. Afin de comparer la convergence de l'erreur, on refait les
simulations dans le cas de maillages réguliers avec la méme bande utilisée dans le cas adapté.
Dans la figure 1.6, on évalue 'erreur commise par rapport a la solution exacte en fonction du
choix de At, ceci nous permet d’opter pour un pas de temps At* = 31072 pour lequel I'erreur
en espace I’emporte par rapport a 'erreur en temps. C’est le choix qu’on prend ultérieurement
dans ce chapitre pour At.

1.4.2 Evolution du maillage

On choisit de faire des sous itérations de maillage a chaque pas de temps jusqu’a la convergence
du maillage. On visualise dans la figure 1.7(a) ’évolution des sommets et des mailles pour
t € [3At, 10At]. Dans un souci d’améliorer encore la qualité des résultats, on utilise une procédure
de prévision de la position de la courbe de niveau zéro et on en tient compte dans le critere de
raffinement de maillage.

En effet, la fonction ¢} est connue a I'itération n. On calcule en premier lieu une valeur approchée
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T K ' .
nombre de mailles —— nombre de mailles ——
nombre de sommets - nombre de sommets -
Sans prevision Avec prevision
1.2 x 10° .
1.2 x 10°
. 8 x 10* -
8 x 10
1 Al
R T A o ko Box Box Do o g Bx
VRN A A N A U A N A O AR N A 4K Do e fSeeedk | Seseek | Doseec | Doseek | Desaek | D
3 x 10 ook ook ok ook ook ook 300 3xI10% T 4 &« EEE A
3AL TAt 10 At 3AL 7TAt 11 At
temps temps

Fi1G. 1.7 — Zoom sur I’évolution du maillage. Le critere choisit est : (a) : ¢} = d:(¢}) et (b) :
ch = 0e(ef) + 0(e ™).

de la solution gpz+0'5 a l'itération n + 1 sur le maillage élaboré a l'itération n. En deuxieme lieu,
on calcule le nouveau maillage en choisissant le critére ¢ = d.() + d-(¢) 7). L'évolution
des caractéristiques du maillage est tracée dans la figure 1.7(b). De plus, on trage le maillage

global initialement utilisé ainsi qu’un zoom sur certaine zones au cours du temps a la figure 1.8.

1.4.3 Evolution de I’erreur

On trace I'évolution de l'erreur en norme L? par rapport a la solution exacte, les résultats sont
présentés a la figure 1.9(b). On remarque qu’on réduit l’erreur commise et que I'adaptation de
maillage nous fait gagner un facteur 2 dans 'ordre de convergence de la méthode par rapport a
celui obtenu en utilisant un maillage régulier.

Les positions relatives du disque correspondant & un 1/8 d’un tour sont tracées a la figure 1.9(a),
on s’appercoit de l'utilité de I’adaptation du maillage notamment au niveau de la localisation
des zones de discontinuités du disque.
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Fi1Gc. 1.8 — Maillage adapté.
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-1

710 7Ty, regulier & sans corrections ——
7T, regulier & avec corrections ----x---

(7, adapte & avec corrections & sans prevision - oo

7;, adapte & avec corrections & avec prevision - -@--

[He(¢) — He(en)lo,2,a
* 'E
.* m’"
.#:' 5]
77 0.888: 70.888
l'*.' :.m:
_ e m"':
1071 .
0.321 0.63/7, 0.655
X s
x'lll 'l'
o
4 x 1072 I I I
1.5 x 1073 1.5 x 1072 1.5 x 1071
hequivalent
Fig. 1.9 — (a) : Le disque de Zalesaque pour héquivalent = 0.01 : solution exacte (noir et poin-

tillé), maillage adapté, avec A, ( et avec prédiction (rouge et continu) : |H:(¢) — He(op)|o2,4 =
0.056, maillage adapté, avec \, ¢ et sans prédiction (bleu clair et pointillé) : |H () — He(op)| =
0.067, maillage régulier et A, (bleu foncé et pointillé) : |H:(¢) — Ho(pp)| = 0.121, maillage
régulier sans corrections (vert et discontinu) : |H:(¢) — Hc(pp)| = 0.131. (b) : Propriétés de
convergence dans la norme L?(A).
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Fia. 1.10 — Visualisation de la déformation du cercle de Leveque pour un maillage régulier
400 x 400.

1.5 Test de Leveque

Ce test a été proposé par Leveque [60] et il a fait 'objet de plusieurs travaux notamment
ceux dans le cadre des méthodes particulaires, on cite a titre d’exemple les travaux de Enright
et al. [30] dans un domaine tridimensionnel. Le probleme consiste a déformer un cercle sous
I'action d’un champs de vitesse périodique au cours du temps. Le cercle se déforme lors du
transport et il finit par retrouver sa position initiale apres une période de déformation : voir
Fig. 1.10. Ce test permet de tester la sensibilité de la méthode quant a la localisation des petits
filaments qui apparaissent lors du mouvement et il permet de tester la conservation de masse
lors du transport.

Numériquement, on considére un cercle de rayon 0.15, centré en (0.35,0.35) dans un domaine
[0,1] x [0,1]. Le cercle est soumis a l’action du champs de vitesse suivant :

u(z,y) = (2(sin(7rx))2sin(27ry)sin(7rt),—(sin(ﬂy))%in(mﬁ)sin(%rx)) .

1.5.1 Evolution du maillage

A partir d’'un maillage initial, on effectue une série de raffinement de maillage autours de la
courbe I'g donnée par la condition initale ¢g. Le maillage initial est donnée par la figure 1.11.
Au cours des itérations, on adapte la maillage afin de localiser finement la courbe I' ainsi que
la position prédite de la solution a l'itération suivante. L’évolution du nombre des mailles et
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Fi1G. 1.11 — Préparation du maillage initial.

des sommets dépend nettement de I’étirement que subi la forme au cours de sa déformation,
cette évolution est donnée a la figure 1.12 ou on fixe les parametres de 'adaptation du maillage
hy = 1073 et hyy = 0.2. On trace & la figure Fig 1.14 I’évolution du maillage au cours d’une
demi période ainsi que la courbe de niveau zéro I' associée.

1.5.2 Evolution de Ierreur

On trge ’évolution de I'erreur en fonction du pas de discrétisation pour une période de déformation
a la figure 1.13. On remarque que la convergence est améliorée et on gagne un facteur 2 suite a
I’adaptation de maillage.
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FIG. 1.12 — Evolution du nombre de mailles et de sommets du maillage au cours du temps.
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F1G. 1.13 — Convergence de I'erreur dans la norme L2(A) pour le test de Leveque.
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FI1G. 1.14 — Evolution du maillage et de la courbe I' correspondante.
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L’objectif de ce chapitre est d’élaborer et valider un algorithme de minimisation de I’énergie de
courbure de Canham et Helfrich sans les contraintes de conservation de volume et de surface.
Nous écrivons en premier lieu le probléme de minimisation d’énergie sous la forme d’un probleme
d’advection. Ensuite, nous écrivons une formulation variationnelle qu’on discrétise par éléments
finis en espace. Finalement, nous présentons des simulations pour la validation numériques.

2.1 Introduction

Soit A C R? un domaine borné, avec d = 2 ou 3, et T > 0. Pour tout ¢ €]0,7[, on définit une
surface fermée orientable assez réguliere I'(t) C A qu’on exprime sous la forme d’une courbe de
niveau zéro d'une fonction ¢(¢,.) :

I'(t) = {(t,x) €]0,T[xA; p(t,x) =0} .

On note Q(t) C A le domaine ou ¢(t,.) est négative, et par suite I'(¢) = 0€2(t). La courbe I'(t)
est advectée par un champs de vitesse u et elle vérifie ’équation :

Dy _9¢

— =—+4+uVp=0 2.1
avec Do/Dt désigne la dérivée matérielle. Cette équation d’advection est complétée par une
condition initiale ¢(t=0) = ¢y qu’on choisit une distance signée par rapport a I'(0). Le champs
de vitesse u est minimise I'énergie de courbure de Canham et Helfrich :

T(Q) = /F Hds. (2.2)

Concernant les résultats théoriques établies concernant le probléme de minimisation de ’énergie
de Canham et Helfrich, on cite principalement les travaux de Simon en 1993 [90] et ceux de
Kuwert et al. en 2001 [56]. Par ailleurs, Simonett a démontré en 2001 [91] Iexistence d’une
unique solution locale assez régulicre pour toute surface initiale I'g € C2T# avec 8 > 0. 1l
démontre aussi 'existence globale si la forme a été initialement proche d’une sphere avec une
convergence exponentielle vers la sphere. Dans la seconde partie de ce manuscrit, on résolvera
ce probleme de minimisation sous contraintes de conservation de volume et de surface, ceci
modélise physiquement les vésicules biologiques [101, 57]. Pour les approches numériques traitant
ce probleme, on cite principalement les travaux de Mayer et Simonett en 2002 [67]ou ils proposent
un schéma numérique dans le cadre de la méthode des différences finies pour des solutions
axisymetriques.

2.2 Position du probleme

Par des outils de dérivation de forme [89], on démontre dans [57], en supposant avoir assez de
régularité sur I', que la dérivation de la fonctionnelle J(€2) (2.2) par rapport a la forme €2 dans
une direction u est donnée par :

T (Q)(u) = /F {H (4K — H*) —2A,H} unds. (2.3)

On déduit que la direction de descente est définie par le vecteur :

u={2A,H + H (H® - 4K)} n.



2.3. FORMULATION VARIATIONNELLE 27

Ainsi, on déplace la forme :
Q = (IT+tu)(Q),

avec t > 0 est le pas de descente supposé infinétisimal. Par ailleurs, on obtient :
T( ) =T(Q) - t/ {2AH + H (H? — 4K)}” ds + O(t?).
r
Ceci assure la minimisation de la fonction objective. Le champ u dépend des variables ¢, H, K, n

qui sont définies de manniere eulérienne dans le domaine A. Par conséquences, le vecteur u =
[2 AGH + H (H? — 4K )] n représente la vitesse d’advection et on résoud le probleme suivant :

gf ©[2AH + H(H? — 4K)] [Vg| =0 p. (t,2) €)0, +00[x A,
P(t) = pon() b (62) €0, +o0[x0N, (2.4
dye(t,z) =0 p. (t,x) €]0,4+o00[x0A,
©(0,z) = @o(x) pp z €A,

ou v représente la normale définie sur le bord du domaine OA. Ainsi, en résolvant le probleme (2.4),
on advecte la surface I', qui est la courbe de niveau zéro de ¢, dans la direction de descente
-TJ(Q).

Dans la section suivante, ’objectif est de trouver une formulation variationnelle associée a la for-
mulation forte du probléme (2.4). On donnera par la suite un algorithme de résolution numérique.

2.3 Formulation variationnelle

On commence par rappeler la formule du co-aire ainsi que la formule de Green pour des
opérateurs surfaciques.

Formule du co-aire (voir [32], page 118) : On considére un fonction lipschitzienne ¢ : R? —
R tel que inf-ess| V| > 0 et soit un fonction intégrable g : R? — R. V5 > 0,

n
r)dx = z)|V| tdsdz. 25
[ o= [ [ sivd 25

Formule de Green pour les opérateurs surfaciques : On considere une surface I" réguliere,
orientable et fermée de dimension (d—1) et soient deux fonctions g € H*(T') et v € HY(I')%.
On note n la normale sortante unitaire a I'; alors :

/ng.vds—i—/gvs.vds—/g(v.n)v.nds:0. (2.6)
T r T

Cette formule a été démontrée dans I’annexe du papier [57]. Afin d’extraire la formulation
variationnelle du probleme qu’on résoud, on démontre, tout en supposant avoir assez de
régularité sur la courbe I, le résultat suivant :

Résultat préliminaire :

V|Vl
IVl

H(H? —4K) = 2HV. ( > — V.(H?n). (2.7)
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% Démonstration du résultat préliminaire (2.7) : En utilisant la convention de sommation
des indices répétés, on a :

Vn : VHT = 8j’l’Li 6mj = 8j (nzﬁzn]) — nl-(?jamj
= 0; (ni0inj) — ni0; (Ojn;)
= V.[(nV)n] - nVH

= V.[(n.V)n] — [V.(Hn) - H?] .
On a démontré dans le papier [57] que 2K = H? — Vn : Vn’. Par conséquent, on a :

H(H®-4K) = H (—H? + 2Vn:Vn')
= 2HV.[(n.V)n] — H®> — 2Hn.VH
= 2HV.[(n.V)n] — H® — [V.(H’n) — H]

= 2HV.[(n.V)n] — V.(H’n) . (2.8)

Il est aussi utile d’écrire le premier terme dans I’expression précédente, en fonction de la fonction
de niveau @, ce qui peut étre utilisé dans I’élaboration de la formulation variationnelle. En
utilisant la convention de la sommation des indices répétés, on a :

0:0pp O
0;|Vy| = 9;3/VoNp = i\ Orp Opp = AL kP

Vel

Par conséquent,

0; IVpl0;0;0 — 0ipd; |Vl
oy = o ((82) - Mot - st
V)i = 9 {5y L

0i0ip 0ip 00k Oy

Vel Vel?
1 o Oy )
= —— | 0;0ip — —— 00 | . 2.9
w1 (00 -~ e e g e 2
La relation (2.9) est équivalente a :
1

Vn = — (I-n®n).VVp. 2.10
o (T-nen).vv, (2.10)

Par ailleurs, on a :
V(Ve.Vy) = 2(Ve.V)Ve +2Vp Arot(Vy) = 2V (V). V.

Ainsi,

V(Ve).Ve _ 1V (VeP)

VVepn = =
IVl 2 |Vl

= V|Vy|.
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En utilisant (2.10), on obtient :

(n.V)n = (Vn)n = L (I-n®n).VVp).n

Vel
1 1 V|Vl
— — (I-n®n)(VVen) = — (I-n®n)V|Vy| = 2.11
En utilisant (2.8) et (2.11), on obtient le résultat (2.7). O

On s’intéresse maintenant a l'extraction de la formulation variationnelle du probleme (2.4). Pour
tout £ € H}(A), Le probléme (2.4) implique :

g—ffdx + / [2AH + H (H? — 4K)] |Vplédx = 0. (2.12)
A A

En utilisant les lemmes (2.5) et (2.6), on a :

Pmazx
/|V¢|ASH Edx = / / AgHE dsdz
A Pmin (p({L'):Z

Pmaz
- / (—/ V.H. V& ds+/ EHn.V,H dS) dz
Omin p(x)=2 p(x)=2 ~

0
= —/ |IVo|VsH.V & dx.
A

Le projecteur surfacique (I — n ® n) vérifie :

I-n®n)?=(I-n®n)’ =(I-non).
Par conséquent, on a :

/ V| AH €dx — — / V|V H.VE dx. (2.13)

A A

En utilisant le résultat préliminaire (2.7), la formule de Green et la condition aux bords d,¢ = 0
de (2.4), on obtient :

Cs,c@’) 2
H(H? - 4K) £dx = VolHYV. dx — VolV.(H dx
/A\W\ ( 4K) € 2/A! P|HV ( Vol § /A! ¢|V.(H"n) &

— —2/ VS|W|.V(ywa§) dx + /Hzn-V(!W!rS) dx
A Vgl A

- —2/Hvs|w|.vg ax — 2 [ VIVl
A

A

Vs (H[Ve|) £dx

H2
+/ V. V([Vy|) € dx + /H2v¢.vg dx.
A IV A

Or, on a |Vp|VsH + HV V| = V4(|Vp|H). D’apres (2.13), I’équation (2.12) est équivalente
a:

)
Peax — 2/ V(H|Vy|).VEdx + /H2w.vg dx
A Ot A A

H2
Vel

V|Vl

-2
A Vel

V. (H|Ve|) € dx + /A VoV(Ve)) €dx = 0. (2.14)
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Afin d’abaisser un ordre de dérivation par rapport a ¢, on réécrit I’équation (2.14) en introduisant

une variable mixte qu’on note ¢ = —H|V|. On obtient la formulation mixte suivante :
9% cax + 2/ V. (1).VEdx + ‘Z’—Zw Ve dx (2.15)
A O AT AlVel2 T '
V|Vl )
+2/ Vs (¢) & dx + Vo V([Ve|) £dx =0, 2.16
A Z IRV 7 A (210

W 1
Y tdx - [ ——Vo.vedx = 0,
fowae = [ mavee
ceci V€ € HY(A), V¢ € HY(A).

Cependant, ce qui a accaparé notre attention, pour 'implémentation numérique de la méthode
des lignes de niveaux, est qu’il existe une zone particuliere pour laquelle la normale extérieure
sortante n est discontinue. On illustre cette zone pour trois formes différentes de I' (voir fi-
gure 2.1). On note par {s;,i < I} 'ensemble des points appartenant a cette zone, les points s;
sont cartérisés par un gradient |V|(s;) nul ou bien proche de l'erreur machine et cette zone,
appelée le squelette de ¢, est plus importante dans le cas des topologies complexes. La figure 2.1
montre que |V| est de lordre de 1071 sur le squelette.

En conclusion, il s’agit donc d’une zone singuliere numériquement et il faut absolument éviter
toute division par |V¢| dans les formes trilinéaires de la formulation (2.15), (2.16).

Pour palier & cela, on introduit un couple d’entiers naturels (m,n) € N2 et_deux nouvelles
fonctions tests (£,¢) € HE(A) x HY(A) tels que & = |V|"E et ¢ = |[V¢|[™¢. On obtient la
formulation mixte suivante :

na_QDNX n e < n—2,2 s <

[ el Geiax + 2 [ 9oV vEdx + [ Vol 2TpvEd

+2 [ (4 DIV VAV, @) Edx 4+ [ (04 [T T (96]) € dx = 0,
A A

/ Vo™ p¢ dx — / V| " 'V, V( dx = /m\V(p\m_QV@.V\VMEdX. (2.17)
A A A

Afin d’éliminer toute division par |Ve|, un choix & prendre est (n,m) = (3,2), ceci permet
d’éviter toute éventuelle division par zéro. Dans la suite de ce manuscrit, on omettra les symboles
tildes et on introduit une seconde variable mixte v = V|Vy| € Hy(div, A) afin d’abaisser encore
le degré de dérivation de ¢, avec :

Ho(div,A) = {T e L2(A)%; V. € LA(A); Tvgn = o,aA} .

Choix des espaces fonctionnels
Inégalité de Holder

En analyse, I'inégalité de Holder, du nom de Otto Holder, est une inégalité fondamentale relative
aux espaces LP : soit A un espace mesuré, soient 1 < p,q < oo avec 1/p+ 1/qg <1, soit fet g
deux fonctions définies sur A alors,

fos ()" (L)
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Gradient

. 4

13%e-15

Gradient

.3.13

Gradient

.|.|9

F1G. 2.1 — Illustration de la zone des singularités numériques pour trois formes différentes : (a) :
la fonction de niveau ¢ , (b) : la fonction de niveau zéro I' et (c) : la quantité |V| .
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Par conséquent, si f est une fonction de LP(A) et g appartient a L?(A), alors fg appartient &
L'(A) . Ainsi, pour p = g = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Une autre combinaison
souvent utilisée est pour p = 1 et ¢ = co. Finalement, il y a une généralisation de cette inégalité :

Soient les fonctions f; € LPk(A) avec >, 1/pr <1, alors on a :

1/p1 1/pn
fl...fneLl(A)et/Afl...fn < </A fl) </A ;;n) .

Régularités en espace

Etant donné la condition initiale et les conditions sur le bord a préciser par la suite, on cherche
n € L®(A)? | v € Ho(div,A) N L®(A)? , ¢ € HY(A) N L®(A) et p avec ¢ — pop € HE(A) N
Whee(A).

Ceci pour les fonctions tests ¢ € (L?(A))?, 7 € Ho(div,A),( € HY(A),& € HE(A). Pour ce choix
de fonctions, on a :

[y IVelpédx < oo car : [Vl € L(A), ¢ € L2(A), £ € L*(A).

[y V| V. Védx < oo car : |[Vy| € L™(A), Vo € L*(A)?, VE € L*(A)%.

Ji(Vpy)€dx < oo car : Vo e L>®(A)?, v e L2(A)?, ¢ € L3(A).

N \v¢\3v5¢.2vgdx < oo car: |Vy| € L®(A), Vop € L2(A)?, V¢ € L>(A)2,P=I1—-nxn €
L®(A)* .

Sy V|9V V(dx < oo car : |[Vy| € L®(A), ¢ € L™(A), Vo € L®(A)?, V(¢ € L*(A)?. On
a pu choisir ¢ € L*(A) mais le choix pris sera justifié par la suite.

[y Vo2 (Vshy){dx <occar: P=I—-nxmn¢€ L®(N® | |Vy| € L®(A), Vip € L2(A)?, v €
LAY, € L2(A)2.

[y A (Vpy)(dx < oo car : Vo € L*(A)?, v € L®(A)?, ¢ € L*(A)?. Clest & ce niveau qu’il
faut choisir 1 € L>(A) au lieu de ¢ € L4(A) .
Par ailleurs, on a uniquement |V| € L>°(A)2. Néanmoins, on a besoin d’'imposer 1/|V¢| €
L>(A)2. Pour éviter cette condition, on ajoute une nouvelle équation :

/ |IVpn.cdx = / Ve.cdx, Vs € (L2(A))?.
A A

Pour vérifier que le projecteur surfacique P € LOO(A)dQ7 on choisit n € L®(A)? au lieu de
n € L?(A)% Alors :

[y [Venedx < oo car : [Vy| € L®(A), n € L™(A)?, ¢ € L?(A)%.
[y Ve.cdx < oo car : Vo € L®(A)?, ¢ € L?(A)%.

[y7-mdx < oo car : vy € L2(A)?, 7 € L*(A)?.

Sy IVe|V.rdx < oo car : |[Vy| € L®(A), V.r € LA(A).

Quant & la condition aux bords, on choisit pgy € HY(A) N WL (A).
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Régularités en temps

Il faut éviter une variation discontinue de ¢ & l'instant + = 07. Donc, pour donner un sens
4 la condition initiale, on choisit ¢ € C°(]0,T[;L?(A)). Il faut également donner un sens a
[y IVoPorp¢dx < oo avec [V|(t) € L(A) et ¢ € L*(A). Ce qui conduit au choix :

o — pon € C* ([0,T]: L2(A)) N L2 (J0,T[; HY(A) N W= (A)) .
Finalement, on a :

e L2 (0.7 B (A) N L) , ne L?(J0.T[:L(A)) .

v e L2 <]O,T[;H0(div,A) N LOO(A)d> . o€ L2(A).

Par conséquences, on a la formulation variationnelle suivante :

Formulation faible

Etant donné ¢gy € C! ([0,7]; L*(A)) N L2 (J0, T[; HY(A) N W2 (A)) et o € L2(A).

Trouver n € L? (]0,7[; L>*(A)?) , v € L* (]0,T[; Ho(div,A) N L>®(A)9) |
e L? (]O,T[;Hl(A) N LOO(A)) et  avec p—pgp € C! ([O,T] ;LQ(A))DL2 (]O,T[;Hé(A) N WLOO(A))
tels que :

/A |V|n.cdx = /A Vocdx, Vee (L2(A)%, (2.18)
/Awdx: —/A\W\V.de, V1 € Ho(div,A), (2.19)
/A|Vg0|¢£dx—//\|Vgo|Vgo.V£dX:2//\(Vgo.7)£dx, VeEe HY(A),  (2.20)

2 /A|w|3vs¢.v<dx + /A|Vgo|36tg0CdX + /A|Vg0|1,b2Vgo.VCdx

+8/ IVo|2(Vahy)Cdx + 4/ P2(Vor)Cdx = 0,  VCe Hi(A). (2.21)
A A

Cette formulation variationnelle fait appel naturallement & une méthode d’éléments finis mixte
pour la résolution numérique.

2.4 La discrétisation du probleme

Dans cette section, on s’intéresse a la discrétisation par la méthode des éléments finis. Concernant
le probleme de redistanciation de la fonction de niveau ¢, sa discrétisation est donnée dans le
papier [58] : voir le premier chapitre.
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2.4.1 Discrétisation en temps par différences finies

Soit 0 =t < t! < ¢? < ... < t¥ = T la subdivision de I'intervalle de temps [0, 7], on note At =
tntl — 7 Je n!®M€ pas de temps, n = 1,2, .., N. On utilise un schéma de discrétisation de second

0
ordre en temps. Soit y € C1([0,77]) et y/(¢) la dérivation en temps a—i, alors Vvt €0, T, Vn > 1,

3y(t) — dy(t — At) +y(t — 24¢) L y® (1)
) = Ny
v () 2Nt + 3
On utilise le schéma suivant :
n+1 n
Y -y .
y'(t) =~ W, sin=1,
n+1l _ n n—1
gt ~ VWY o (2.22)

2Nt
En utilisant la discrétisation (2.22), on a une erreur qui évolue en O (hk) + O (AtQ), ou k

représente le degré de discrétisation spatiale de la méthode d’éléments finis. On introduit les
formes trilinéaires suivantes m(, , ) et a(, , ) données par :

m(w,6,0) = /Agcwdx, avee w € L2(A), € € L2(A), ¢ € L2(A)

a(w, &, ¢) / (WVE). V¢ dx, avec we L®(A) ¢ e HY(A), (€ H'(A).  (2.23)

A

On utilise une discrétisation explicite des équations (2.19) et (2.18). Concernant les équations (2.20)
et (2.21), on implicite le maximum de termes. On note par 1 la fonction unité et on a la formu-
lation variationelle (F'V')a; suivante :

Etant donné ¢, € HY(A)NWH2(A) , ¢ = ¢! € L2(A), n* € L®(A)%, 4" € Hy(div,A) N
L®(A) et (p™, A7) € R?,
trouver " € HY(A) N L®(A) et " avec "™ — o, € HI(A) N WH2(A) tels que :

m ([Ve"], 9", &) — a(|Ve"|I, " €) = 2m (VA" 1,€), (2.24)
3
2a ( ‘v(pn’fﬂ(]: —n" ® nn)7 wn—i—l ) C) + Q—Atm ( ’v@n‘ga Qpn+17 C)
1
+a’(|v90n| (¢n)2 Ia Qanrl’ C) = Em“v@np (49011 - gpnil) ) 1, ()
—m (8|96 (T—n" @ 0") V"' + 4 (") (V") 1,¢),  (2.25)

ceci, V¢ € HE(A), V¢ € HY(A).

2.4.2 Discrétisation en espace par éléments finis

Soit. Aj, une approximation polygonale du domaine A et 7, une triangulation de Ap. On note
par z; , i =1,..., N les noeuds de la triangulation et par ¢; , i = 1, .., N les fonctions de base de
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degré IP; continues construites dans 7. Afin de construire 'approximation par éléments finis de
la formulation mixte ( 2.20, 2.19, 2.18, 2.21), on introduit les espaces de discrétisation suivants :

Hy = {eC(A) [¢yx e PUK), VK € T,} (2.26)
Va(&) = HaNHJA) +m (%) (2.27)
N, = Hf, (2.28)
G, = Npn Ho(div, A) , (2.29)

ol 7, représentant l'interpolant de Lagrange de type Py sur la frontiere OA. Etant donné
&0 € H2 (OA), & représente le relevement harmonique dans H' (A) c.a.d il verifie le probleme
stationnaire :

Ago =0 pp-xr€EA,
& =& pp-reIA.

Discrétisation de I’équation (2.18)

On considere ¢) € Vj, (pan) et on souhaite calculer n} € Nj, en discrétisant I’équation (2.18).
Remarquons que Vj € (P%)?, VK € Tj,. On définit g, comme étant la projection L? de Vp
dans Ny, par :

/ g .cpdx = / Vp.spdx, Vo, € Np, . (2.30)
A A

Afin d’éviter de résoudre un nouveau systeme linéaire, on peux recourir au procédé de la conden-
sation de masse qui vise a remplacer la matrice du membre de gauche de (2.30) par une matrice
diagonale, et ainsi de calculer simplement g} [85]. Enfin, on obtient I'approximation de la nor-
male par :

, si T; 0,
wie) = 4 g (o) gh(w)] # (231)
0, sinon .

Discrétisation de I’équation (2.19)

On utilise un schéma explicite pour discrétiser v € Gy, Etant donné la fonction de niveau
o € Vi(pan), il s’agit de trouver 73 tel que V7 € Gh, on a :

/ WZ.TdX:—/ |Vp|V.rdx.
Ay, A

Discrétisation de la formulation (FV')a,

D’apros la formulation variationelle (FV)a; (2.25), on a la formulation variationelle (FV') Ath
qui utilise un calcul exact des formes trilinéaires :

Pour ¢} € Vi (pan), ¥) € Hy, n € Nj, et 47 € Gy, donnés,
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trouver (4,02”‘1, ZH) € Vi(pan) x Hy, tels que V (¢, &) € V,(0) x Hy, on a :

m (Vo] v, &) — a(|[Vep I, optt &) = 2m(Verar, 1,€), (2.32)

3
a(|v¢2|3(1_nz®nh) wnJrl’ C) + —m(|v90h|3 n+1, C)

YAN
n n n 1 n n—
a (1V6hl W3)° 1. ™, ¢) = g5m (IVehl (4ek — 7)) 1 1.¢)
—m (8IVeL (L= nf @ n) VUiah + 4 (W) (Veap) ,1,¢) . (2:39)

Formulation faible (Z/:’T/)At,h

Dans la formulation variationelle (F'V)a¢n( 2.32-2.33), on calcule exactement les intégrales dans
les différentes formes trilinéaires. Néanmoins, on utilise I’environnement des éléments finis Rheo-
lef [85] ot1 un interpolant de Lagrange P!, noté 7, est utilisé pour approcher les différents poids
dans les formes bilinéaires avec poids. On obtient la formulation variationelle suivante (F'V)aq p,
avec un calcul approché des formes trilinéaires : Pour ¢} € Vi (pan), ¢) € Hy, n € Ny, et
v € Gy, donnés,

trouver ( "+1,1/J"+1) € Vi(po) x Hy, tels que V((,€) € Vi, (0) x Hp, on a :

m (m [[Vepll s o3 €) — a(mn [[VeRIT, @i, &) = 2m (m [Vepai] 1, €), (2.34)

3
a(m, [IVer P —nf @nf)] L oit, ¢) + gom (m [IVeRlP] L it )
! 1
b ga (m [V 2 1) et <) = gaom (i [VeRl? (agh — @i )] L 1. )

—m (7 [8IVeh[2 (T—nf @ nf) Vopap + 4 W) (Vehap)] . 1,¢) . (239)

Formulation par condensation de la matrice de masse

Soit 7y, I'interpolateur de Lagrange par des éléments de type P'. Les notations suivantes seront
utilisées dans la formulation variationnelle pour désigner les matrices de masse et de rigidité
avec poids. Soient X; et Yj, deux espaces de dimension finis. Soient m : X, x Y;, — R et
a: X, x Yy, — R les deux formes bilinéaires suivantes :

m(u,v;w) = /Awh(w) uvdx ,
a(u,v;w) = /A(Wh(w)Vu).VvdX,

ol w est un poids scalaire et w est un poids tensoriel. Soient (uj;);_; dim(xy,) € (Vi)iz1,. . dim(¥)
les bases respectives de X;, et Y. Alors on note les matrices :

M(Xp, Ypsw)iy = m(uj,vi;w),

A(Xh, Yh; W)i,j = a(uj, (D W) .
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Ainsi, on introduit les notations suivantes :

A = A(Hp, Vi(ean); [Ven"T)

M, = M(HhaHhal) 5

Ay = A(Hy Valpon): (IVenl")’ (L—nf ©nf)) |

My = M (Vh(ﬂpaA%Vh((PaA);(!V@h\")g) :

As = A(Valpon), Valwon); IVenl™ (3)°T) |

My = M (Vi(par), Vi(por)i 1)

My = M (Hp, Hp; [Ver|") .
Apres initialisation et étant donné la solution a l'instant ¢", il s’agit de résoudre le systeme
linéaire Ay} = B avec

Ap = 245 (M71AT) + (3/206)Ms + As,

B = My [(1/280). (IVen)® (4} — &™) = 8(Venl™)? (- nf @ nf) Vifip)|

— My [()* (Vhap)| = 44a. (M MLV aR) -

On note M, ! Pinverse d’une matrice creuse qui est pleine et on utilise la condensation de la
masse pour remplacer My par une matrice diagonale. Cependant, le poids |V} | possede des
valeurs qui s’annulent ou qui sont proches de la précision machine au voisinage du squelette
(voir figure 2.1) et par conséquent, la matrice de masse condensée est singuliere. Pour remédier
au cela, on omet les valeurs de |V} | inférieures a 107 en les remplacant par 10~7. Ce procédé
permet d’approcher facilement 'inverse de la matrice M4. Néanmoins, la solution obtenue ne
dépend du choix de 1079 que dans le seul cas ou le squelette intersecte la bande de largeur 2¢
autour de I'. Ceci pourrait avoir lieu, en particulier, lors de la rupture de la membrane ou des
changements topologiques analogues. Ces cas n’ont pas été considérés lors des études numériques
de ce travail.

2.5 Calcul du résidu

Il est important d’avoir un test d’arrét dans les tests ayant des solutions stationnaires, ce test
peut porter éventuellement sur le calcul de I'erreur relative. Néanmoins, ceci ne suffit pas pour
affirmer que la solution converge et on décide de calculer le résidu du probleme.

En effet, on considere le probleme résolu a un instant t" et on note le terme du résidu par
rip = A(p}). Dans le cas des solutions stationnaires lim, 4o ¢} = ¢, le résidu vérifie
lim,, o7 = 0, avec :

vn =AW,

ol H&h(A) et H, '(A) représentent des espaces de discrétisations respectivement de H{(A) et
H=1(A).
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On considere v, € H& (M), il s’agit de calculer la norme discrete du résidu |r}| H-(a) bonas

n
< UhoTh ZH3 (), H (M)

n
rplg-1a), = sup or]
vh€HY (M) VhlHL(A),h
— n
= ) sup < Up, T >th(A),H;1(A) .
thHo’h(A)ﬂvh‘Hé(A)’h:l ’
- i,h , - ;.
On note a;), = “bj,h‘th(A) et ojn = iL et par conséquent ’¢j,h’th = 1. En écrit vj, dans
) ],h ’
la base de HO1 4, on obtient :
n _ - n

ie{l.dim(H} (M)}
= max_|rp(x;)],

xieint(’Th)| h( Z)|
ou int (7,) désigne I'ensemble des sommets internes du maillage 75 de A (c.a.d on omet les
sommets situés sur JA). On s’intéresse a la solution du probleme dans un voisinage de la surface
I'} et comme on effectue réguliecrement une étape de redistancement de la fonction de niveau
dans tout le domaine de calcul alors il faut évaluer le résidu uniquement dans un voisinage de
I'}. Par conséquent, on multiplie le résidu par la mesure de dirac régularisée 07" ,.
Finalement, on définit un résidu global de la formulation mixte du probleme pour les équations
respectivement en ¢ et 1 et on calcule :

2 2
= Wbl =y (5)” + ()

Avec
v = Myap — AT — 2M1.(VepAp),

et

M = 24007 + Ayl + M. [8(IVin|")? (T —nfi @ nit) VeiaR)| + 40Ms | (7)) (Veha)| -

2.6 Simulations numériques

2.6.1 Evolution d’un cercle

Ce test consiste a minimiser I’énergie de courbure de Canham et Helfrich d’un cercle de rayon
Ry. L’intéret de cette condition initiale est que la loi d’évolution est explicite et la fonction de
niveau ¢(t,z) a l'instant ¢ décrit un cercle de rayon R(t) vérifiant I’équation différentielle :

drR(t) 1
dt R3()
R(0) = Ry.

La solution de cette EDO est donnée par :
R(t) = [R*(0) + 4t]/*. (2.36)



2.6. SIMULATIONS NUMERIQUES 39

F1a. 2.2 — Minimiser Iénergie de Canham et Helfrich d’un cercle (condition initiale en rouge).

1 1 T T
,H&‘(SO) _HE(SOhMLQ(A) ‘Hh —H‘LQ(F) *********
107! i
1071 -
1072 . T T
N
s |
1073 L L 10*2 I L
0 4% 103 8x10% 1.2 x 10* 0 4 % 10° 8 x 10% 1.2 x 10%
itération itération

F1G. 2.3 — Tragé de lerreur (échelle logarithmique en ordonnées) en : (a) : aire, (b) : courbure.
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250 . . .

:5 ds '
200 -
150 | -
102 | :
R 5
50 T
=: ;'I“ O 1 1 1 1 1
! '. 1 10 102 103 10 10°

itération

Fia. 2.4 — Minimiser I’énergie de Canham et Helfrich d’un éllipsoide en 3d avec des coordonnées
axisymétriques (échelle logarithmique en abscisse).

On vérifie sur la figure 2.5 que le cercle garde sa forme circulaire et il évolue au cours du temps
en augmentant son volume. On évalue sur la figure 2.3 Ierreur en norme L? en aire donnée
par [H(¢) — He(@n)|r2(a) ainsi que I'erreur en norme L? commise dans le calcul de la courbure
moyenne |Hy, — H|p2(r.

2.6.2 Evolution d’un ellipsoide en axisymétrie

Simonett a démontré dans le papier [91] qu'une surface fermée I'y € R? | orientable et suffisament
réguliere ( C>*, 0 < a < 1) évolue en une unique famille I' = {I'(¢) : ¢t € [0,7]} réguliere et
solution du probléme de transport (2.4). De plus, si la surface initiale est proche d’une sphere,
alors la solution converge rapidement vers une sphere.

On considere dans la figure 2.4 un éllipsoide et on fait des calculs numériques en coordonnées
axisymétriques. Les résultats montrent que la forme converge vers une sphere et on vérifie qu’on
minimise ’énergie de courbure de Canham et Helfrich. Ces résultats sont analogues a ceux
trouvés dans le papier [67].

2.6.3 Evolution d’un tube en axisymétrie

On considere dans cette simulation 1’évolution d’un tube en coordonnées axisymétriques. Ce
test a été proposé dans le papier [67] et on montre numériquement qu’en minimisant ’énergie de
Canham et Helfrich d’une forme convexe, cette derniere peut éventuellement évoluer en une forme
intermédiaire non convexe afin de minimiser fl‘ H?ds, ceci se traduit par une augmentation du
volume (voir figure 2.6) et le tube converge finalement vers une sphere. Ce résultat a été observé
sur la figure 2.5 ou on retrouve des formes similaires a celles observées dans le papier [67] et on
vérifie aussi la minimisation de ’énergie de courbure de Canham et Helfrich.
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" H2ds
Jr

7 1 1 1 1 1
1 10 102 103 104 105 109
itération

Fic. 2.5 — Minimiser I’énergie de courbure de Canham et Helfrich d’un tube en coordonnées 3d
axisymétriques (échelle logarithmique en abscisse).
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FIG. 2.6 — (a) : Evolution du volume du tube. (b)

. Evolution de la surface du tube.
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Afin de mettre le point uniquement sur le calcul de la courbure, nous allégeons le probleme
qu’on résoud et nous nous intéressons aux mouvements par courbure moyenne. Nous présentons
en premier lieu une méthode explicite pour calculer la courbure moyenne, permettant de mettre
en évidence des problemes d’instabilités numériques.

Dans la deuxiéme partie, nous proposons une méthode de discrétisation semi-implicite et nous
étudions par la suite numériquement la convergence de 'erreur ainsi que 'effet de 'adaptation
de maillage.

3.1 Position du probleme

L’un des problemes les plus importants des mouvements d’interfaces controlés par la courbure
est le mouvement par courbure moyenne. Ce probleme peut étre formulé sous la forme d’un
probléeme de minimisation de formes ou la membrane I' = 0f) évolue afin de minimiser sa
surface (son périmetre dans le cas bidimensionnel). On introduit la fonctionnelle d’énergie :

J(Q) = /F 1ds.

En dérivant cette énergie par rapport a la forme €2 dans une direction u, on obtient :
T (Q)(u) = / Hunds.
I

La direction de descente est donnée par le vecteur u = —Hn et on déplace la forme en 2y =
(I+tu)(Q2) ot t > 0 représente un pas de descente infénitésimal. Par conséquent,

T () :j(Q)—t/FH?derO(t?).

Ceci assure la décroissance de la fonction objective et on a le probléme de transport suivant :

a—SD—Hn.Vgo =0 . (t,

ot t CC) S
dpp(t,z) =0 (t,z) €]
©0(0,7) =po(z) pp.z€EA.

p.p 10, +o0[x A,

p-p 0, +00[x A, (3.1)
Parmi les résultats théoriques concernant ce probléeme, on note ceux de Huisken [48] et Gray-
son [40] qui ont étudié principalement le comportement asymptotique des solutions. En effet, ils
démontrent que les géométries initialement convexes restent convexes et évoluent en gardant une
topologie sphériques vers un point en un temps fini. Quant aux résultats d’existence et d’unicité,
on peut citer les travaux de Lions et al. [61] et Evans et al. [33].

D’un point de vue méthode numériques, on peut consulter [84, 83] : les auteurs ont utilisé une
technique de diffusion et renormalisation de la fonction caractéristique pour traiter les mouve-
ments par courbure moyenne. Cette idée a été introduite initialement par [69].

On s’intéresse dans la premiére partie de ce chapitre a la résolution du probléme non-linéaire (3.1)
par une méthode explicite afin de calculer la courbure moyenne. Toutefois, le choix d’un petit
pas de temps At est essentiel pour assurer la stabilité lors d'une méthode explicite et on a une
condition de type CFL (Courant, Friedrichs et Lewy) donnée par At < ¢(Axz)?, avec ¢ désigne
une constante positive et Az est le pas de discrétisation en espace.
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3.2 Meéthode explicite

L’objectif de cette partie est de mettre le point sur les problemes de stabilités numériques qu’on
peut avoir lors de cette approche ainsi que le traitement qu’on propose pour palier a ce probleme.
Par ailleurs, vu 'importance du terme de la courbure dans la modelisation de la dynamique des
vésicule, on opte ultérieurement pour 'utilisation des méthodes plus stables pour le calcul de ce
terme.

3.2.1 Evaluation de la courbure moyenne

Soit 0 = 1% < t! < 2 < ... < t"¥ = T la subdivision de I'intervalle de temps [0, 7], on note
At = ¢+l 0 Jo pitme pas de temps pour n =0,2,..., N — 1. Etant donné @™t les quantités a
évaluer sont n" ! et H"+! : les approximations respectives de n et H au temps t"*! dans tout
le domaine A. On note 7}, la triangulation éléments finis de A et par x; 1<;<r les noeuds de la
triangulation. Le vecteur normal et la courbure moyenne sont obtenus a partir de la fonction de
niveau ¢ dans A par :

nn+1 T VSDN—H(:C)
n+1 T
H"(z) = V. [%}’ (3.3)

avec |.| est la norme Euclidienne dans R?. On introduit le deux espaces d’approximation éléments
finis Vj, et Ty, :
Vi = {eneCQ)/ puly € (P VK €T} (3.4
Th = {en € LA/ gnly € (P°),VK € T} | (3.5)
tel que les éléments de T}, sont discontinues et constantes par morceaux sur Tp. On considere
(¢i)1<i<dim(v ) une base de Vj, et (wi)1<z<dim(1r ) une base de Tj. En utilisant (3.2), on obtient
directement une approximation n"Jrl € T}, de n™*+! .
vsanrl

+1‘

e Ty .
W@h "

oy (z) =

Par contre, il n’est pas possible d’utiliser (3.3) pour définir la courbure a partir de go"“ En
effet, Lp"“ € CY9(A) et elle n’est pas deux fois dérivable. Pour contourner cette difficulté, nous

introduisons la projection L2, notée nj ™ = (nztl, "+1> € Vy de njt! = (nZ"{l, ~n+1> €T,
et définie par :

/Anzzlvdx = /Anzzlvdx ,YveVy, Vk1<k<2. (3.6)
Comme n"+1 € V}, est dérivable, nous pouvons utiliser (3.3) pour définir la courbure approchée :

o =vatter,.

De méme, a partir de H,?Jrl, et en utilisant la projection L?, nous pouvons définir une approxi-
mation continue H,?'H € V), de la courbure :

/ H vdr = / Hvda , Yo € Vy,, Yk, 1 <k <2. (3.7)
A A
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F1G. 3.1 — Evolution aux instants 0, 8 x 1073, 1.4 x 1072, ¢;.

D’un point de vue pratique, les étapes de projection L? (3.6) et (3.7) conduisent & la résolution de
systemes linéaires dont la matrice se diagonalise en utilisant la formule d’intégration numérique

des trapezes pour évaluer les coefficients. Cette procédure est communément appelée 1a condensation
de masse.

3.2.2 Simulation numérique

Afin de valider cette procédure explicite du calcul de la courbure moyenne, on s’intéresse a un
probléeme dont on connait la solution exacte. On choisit une condition initiale ¢y égale a la
distance signée par rapport a un cercle centré en A et de rayon Ry.

L’intérét de cette condition initiale est que le mouvement par courbure moyenne est explicite
et la fonction de niveau ¢(¢,z) a l'instant t est un cercle de rayon R(t) vérifiant 1’équation
différentielle :

dR(t) -1
“dt R’
R(0) = Ry.

Par conséquent,

R(t) =/ —2t + R%.

Un critere facile a mesurer est le temps d’extinction du domaine ¢y = R% /2 auquel la forme
dégénere en un point.

Résultats numériques

On résoud le probleme de transport (3.1) de ¢p avec le champ de transport u = —Hn. On
consideére un cercle de centre (0.5,0.5) et de rayon Ry = 0.2 dans une cavité [0, 1] x [0, 1]. On
utilise un maillage régulier 200 x 200 et on choisit le parametre de régularisation ¢ = h. Quant au
pas de temps, on prend At = 10~*. Théoriquement, I’équation (2.36) assure une forme circulaire
au cours du temps et le cercle doit dégénérer a t = 0.02.

On présente les résultats numériques sur la figure 3.1. Ceci met en évidence 'apparition d’oscil-
lations sur la forme qui perd sa forme circulaire et elle ne suit pas la loi d’évolution théorique
donnée par (2.36). Ces instabilités numériques sont dties au calcul explicite de la courbure et on
propose, en une premiere étape, d’utiliser une méthode de lissage et de comparer les résultats
numériques au mouvement théorique.
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Fic. 3.2 - Evolution, suite au lissage, aux instants 0, 8 x 1073, 1.4 x 1072, Ly

Procédure de lissage

On opte pour I'utilisation d’un opérateur de moyenne topologique local pour faire de la diffusion
numérique. L’astuce consiste a utiliser la matrice de masse sous sa forme exacte qu’on note M
et sous sa forme obtenue par la condensation de masse notée M. On considere la base (¢;)1<;<s
de l'espace Vj, (3.4), la matrice de masse M est donnée dans V), par :

M;j = / pigj dx.
A
La matrice de condensation de masse M est donnée par son terme général :
Mi; = |Ci] 6y,

avec |C;| = % Z |K| et 6;; est le symbole de Kronecker : il vaut 1 si i = j sinon il est nul.
KeT,,xeK

On considere un champ V' € Vj, a lisser, ceci nous ramene a résoudre le systéme linéaire suivant

ot on note la solution lissé par V :

MV = MV . (3.8)

On note que, en appliquant la procedure de lissage (3.8) k fois, ceci est équivalent & faire un
lissage du champ V sur k couches autours de chaque noeud du maillage.

Dans nos simulations, on choisit k= 3 et on reprend le test du cercle. Ce dernier évolue ainsi en
gardant sa forme circulaire au cours du temps et on remarque qu’il devient exactement un point
a I'instant final théorique ¢y = 0.02.

La figure 3.3 présente quelques résultats de simulations numériques de mouvement par courbure
moyenne. Toutes ces simulations témoignent des grandes possibilités des méthodes de lignes de
niveaux, notamment concernant la gestion des topologies singuliéres des formes.

3.2.3 Simulations des mouvements par courbure moyenne sous contrainte de
volume constant

Dans cette partie , on s’intéresse aux mouvements par courbure moyenne en ajoutant une
contrainte de conservation du volume (l'aire en 2d). La forme initiale évolue progressivement
vers une forme circulaire ayant le méme volume que la forme initiale. Il s’agit de résoudre le
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Fia. 3.4 — Quelques simulations de mouvement par courbure moyenne avec conservation du

volume.

probleme suivant :

(O
3_(? — H[Ve| +A(t) = p.p. (t,x) €]0,4+00[xA,
d
— | H dr =0 .p. t €]0, 4o00],
ar J, Hel#) p-p- t €] [ 39)
o(t,z) = psnr(x) p.p. (t,z) €]0,+00[xIA,
dup(t,z) = p.p. (t,2) €]0, +00[x A,
3 ©(0,z) =¢o(z) p.p.x€A

Ou A représente un multiplicateur de Lagrange global associé a la conservation du volume et il
vérifie :
/ b-()Ohspdz = 0.
A
D’apres (3.9), on a :
/ de(p) [—u.Vyp — A dzr =0.
A
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Fi1c. 3.5 — Maillage utilisé.

Par conséquences,

— [y 0e(p)u.Vpdr
M == @

(3.10)

Remarque : On vérifie que le terme de conservation de volume A(t) est nul si le champ qu’on
applique est un champ de divergence nulle. En effet, on a :

/5€(gp)u.Vapdx:/u.ﬂds:/u.nds:/V.udx.
A r Vel r A

Par conséquent, si le champ u conserve le volume, c’est a dire V.u = 0, alors le terme additif
sera A = 0. La figure 3.4 présente quelques résultats de simulations numériques de mouvement
par courbure moyenne avec concervation du volume. On observe que la forme se convexifie en
premier lieu (si elle a été concave) et elle converge vers une forme circulaire.

3.3 Méthode semi implicite

On utilise dans cette section une méthode semi implicite, sans et avec adaptation de maillage, et
on étudie, par la suite, numériquement la convergence de la méthode. Similairement au chapitre
précédent, on a la formulation faible suivante :

Etant donné ¢ € L2(A),
trouver n € L2 (]0,T[; L>(A)?) , v € L* (]0, T[; Ho(div, A) N L>=(A)9) ,
¢ e L?(]0,T[; L*(A)) et ¢ € C°([0,T]; L*(A)) N L2 (J0, T[; WH°(A)) tels que :
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/ |Voln.gdx = / V.cdx, Vs € (L2(A)?, (3.11)
A A
/ ~v.rdx = —/ V| V.rdx, V1 € Ho(div,A),  (3.12)
A A
[ vetvedx— [ [Delvovesx =2 [ (Toaeax, e H(A), (3.13)
A A A
/ Orpldx + / Y¢dx = 0, V¢ € L*(A). (3.14)
A A

On utilise les mémes notations du deuxieme chapitre pour les espaces de discrétisation par
éléments finis. Par conséquent, il s’agit de résoudre le probléme variationnel suivant :

Etant donné ¢} € Hh, ¢ € Hh, n € Nh et 4} € Gh,
trouver (4,02”‘1, ZH) € Hh x Hh tels que V((, &) € Hh x Hh, on a :

m (m [[Verll, vp ™€) — a(m[IVerl T, ¢p*h &) = 2m(m [Vl 1, €) (3.15)

3 1 -
m (1wt ¢) + oom (Lot <) = oom (m (4 — @i )] 1.¢) - (3.16)

IHe () — He (@) iz qo,7i22(A))

1072 T
710 Regulier, ordre 1 en t ——
Regulier, ordre 2 en t ----x---
Adapte, sans prevision, ordre 1 en t -
Adapte, avec prevision, ordre 2 en t g
2x1072 | 1
1.7%x 1073 :
2x 1073 2 x 1072 2x 107!
heq
FIiG. 3.6 - (a) : Evolution de la forme. (b) : Convergence de lerreur dans la norme

110, T[; L*(A)).



3.3. METHODE SEMI IMPLICITE 51

Evolution de ’erreur

On compare entre les résultats sans et avec adaptation de maillage. Le critere d’adaptation de
maillage est celui utilisé dans le premier chapitre et il est donné pour un schéma rétrograde
d’ordre 2 en temps par :

ch = 0:(0p) + 56(90Z+0'5) + 56(80271%

ou gpz+0'5 est une prévision de la solution en utlisant le critere d’adaptation de maillage a I'instant

t"~1 obtenu par le critere cz_l. Le maillage utilisé dans le cas d’un schéma d’ordre 2 en temps
est illustré sur la figure 3.5.

On trace sur la figure 3.6 I'évolution de l'erreur dans la norme [?(]0,T[; L2(A)) en fonction
de heq = 1/4/Ns, avec Ny est le nombre des sommets dans le maillage. On compare entre la
convergence de 'erreur dans les cas des schémas d’ordres 1 et 2 en temps. Ceci met en évidence
principalement qu’on gagne un facteur 2 dans la pente de la convergence de l'erreur suite a
I’adaptation de maillage.
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Fia. 4.1 — Mlustration de quelques mouvements par diffusion de surface. Photos d’amateur
disponible sur http ://rondi.pagesperso-orange.fr/.

On g’intéresse dans ce chapitre aux mouvements par diffusion de surface, on compare entre
les schémas avec et sans la condensation de masse et on retrouve certains résultats physiques
d’instabilités de Rayleigh-Plateau illustrés dans la figure 4.1.

4.1 Position du probleme

Le mouvement par diffusion de surface est un model treés connu pour les mouvements d’interface.
Dans la physique, les atomes diffusent sur la surface d’une structure des zones de forte courbure
moyenne vers les zones de faible courbure moyenne. Toutefois, les surfaces avec une courbure
moyenne constante sont des solutions d’équilibre. On cite a titre d’exemple un cylindre infini,
une sphere, un plan dans un espace tridimensionnel et dans le cas bidimensionnel, on cite le cas
du cercle et celui d’une ligne infinie (voir les equations (4.6)-(4.7)).

Les applications physiques de ce modele sont variées et sont présentes dans plusieurs phénomenes
tels que le processus de littographie lors de la fabrication des circuits intégrés [2].

On observe sur la figure 4.1 une illustration de 1’instabilité de Plateau-Rayleigh, parfois
appelée instabilité du tuyau d’arrosage : cette derniere, qui se produit dans les jets de
liquide, est due a la tension superficielle, qui tend & disperser un jet cylindrique en une projection
de gouttelettes de méme volume mais de surface spécifique moindre.

Ala figure 4.1(a) : on voit des gouttelettes de rosée qui naissent sur les toiles d’araignées et
se transforment en colliers de perles, elles laissent bien apparaitre la structure de la toile et on
percoit la régularité dans les tailles et ’espacement des gouttelettes.

Quant a la figure 4.1(b) : I’état final de l'instabilité est parfois une succession de grosses et de
petites gouttes satellites. Les satellites proviennent d’une instabilité secondaire du manchon
de liquide qui relie deux gouttes en train de se former. On peut parfois, dans les instabilités de
jet en particulier quand ils sont visqueux, distinguer toute une hiérarchie de satellites.

Pour les résultats d’existence et d’unicité des solutions du probleme de diffusion de surface,
le lecteur pourra consulter les travaux de Escher et al. [31]. Concernant la stabilité des objets
cylindriques et les solutions auto-similaires pour le probléeme de rupture du jet en coordonnées
axisymetriques ainsi que I'analyse de stabilité, on pourra voir les travaux suivants [18, 3.

Les schémas numériques utilisés pour modéliser les mouvements des surfaces et courbes sous
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leffet de la diffusion de surface sont difficiles. Ceci est principalment da a la dérivation d’ordre
4 de la fonction de niveau . Par ailleurs, le choix d'un petit pas de temps est essentiel pour
assurer la stabilité lors d’'une méthode explicite et on a , dans ce cas, une condition de type CFL
entre le pas de discrétisation en espace Az et le pas de temps At donnée par At < c¢(Ax)* ol
¢ désigne une constante positive. Pour les simulations numériques avec un schéma implicite, le
lecteur pourra consulter [68] dans le cadre d’'une méthode de type différences finies.

Le probleme de diffusion de surface est décri par une vitesse normale égale & A H, il s’agit de
résoudre le probleme de transport suivant :

?;0 + AsHn Vo =0 p.p- (t,x) €]0, +o0[xA,
p(t,x) = wor(x) p.p. (t,2) €]0,+00[x A, (4.1)
Op(t,z) =0 p.p. (t,x) €]0, +o0[xOA

©(0,2) =wo(z) pp.z€EA

La formulation variationnelle du probleme (4.1) est un cas particulier de celle du probleme de
minimisation de I’énergie de Canham et Helfrich établie dans le deuxieme chapitre. Pour des
raisons de simplicité, on utilise ici la variable mixte v = H et il s’agit de résoudre le probleme
suivant :

Etant donné ¢g € C! ([0,T]; L*(A)) N L* (J0,T[; HY (A) N W2 (A)) et g € L*(A).
Trouver n € L? (]0,T[; L>(A)?) , v € L? (]0, T[; Ho(div, A) N L>=(A)?) |
v e L?(J0,T[; HY(A)) et ¢ avec ¢ — oo € C* ([0, T]; L2(A)) N L% (]0,T7[; Hy(A) N W (A))

tels que :

/|Vgp|n.§dX:/Vgp.gdx, Vs € (L2(A))4, (4.2)
A A
/ v.rdx = —/ |Vp|V.rdx, V71 € Hy(div,A), (4.3)
A A
[ weugtss [ [Velveveax= -2 [ (Vomex  vee B, (1.4)
A A A
/&ggpgdx - / V|V Védx = 0, V¢e HYA). (4.5)
A A

En utilisant la formule de Reynolds, on montre que le mouvement par diffusion de surface
conserve la masse et minimise la surface (il conserve I’aire et minimise le périmeétre en dimension
deux).

Par conséquences, les solutions stationnaires sont caractérisées par une courbure moyenne constante
(c.ad. [VsH| =0 sur I') : voir les équations (4.6) et (4.7).

7d("°1?me) - jt/ldx_ —/H )dx = /5 dgpdx

/Ade:/V Vde—/HnVde—O (4.6)

d (surface)

o = 1ds—/—+V (AsHn) ds

= /ASHn.VS(l)ds + /HASHdS = —/ IV H|*ds. (4.7)
r r r
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Fic. 4.2 - Simulation d’un mouvement avec la diffusion de surface d’une étoile
sans la condensation de masse. Les formes correspondent respectivement aux itérations
0,5, 10, 20, 30, 150, 1200.

4.2 Simulations numériques

On présente dans cette section des simulations numériques en dimension deux et en dimension
trois en coordonnées axisymetriques et on met par la suite en évidence les instabilités de type
Rayleigh-Plateau. On utilise les mémes notations du deuxieéme chapitre concernant les espaces
d’approximation par éléments finis ainsi que les formes trilinéaires. En utilisant un schéma
d’ordre deux en temps, il s’agit de résoudre le probleme suivant :

Etant donnés o € Vi(pan), ¥y € Hy et nf € Ny,
trouver (@ZH,%TLLH) € Vi(pan) x Hy, tels que V ((,&) € V,(0) x Hy, on a :

m (mn [[VerlP]  vptt &) + a(mlIVep| 1, i, €) = —2m (m, Vil 1 1,€) (4.8)

1

3
Pyl (17 (JDZ+1 ’ C) = Em(ﬂ-h [4902 - 902_1} ) 1) C) (49)

—a (7 [Vpl@ = ng @ np)] L 6 ) + 5

Notations : Dans la suite, on note par +cm une simulation ol on utilise la condensation de
masse et par —cm une simulation sans utilisation de la condensation de masse.

4.2.1 Evolution d’une étoile

Dans cette simulation, nous effectuerons le mouvement par diffusion de surface d’une condition
initiale g correspondant & une étoile. Cette forme posséde un squelette complexe qui a été
tracé dans le premier chapitre (voir page 31), d’ou la difficulté qui réside derriere ce test. Nous
effectuons les simulations avec et sans la condensation de masse. Nous choisissons At = 1076 et
Az = 1072 et nous observons que la forme converge vers un cercle qui a la méme aire que celle
de la forme initiale (voir les figures 4.2-4.4). On note par Vj et Ag respectivement aire et le
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Fia. 4.3 — Tracé en échelle logarithmique de :
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FIG. 4.4 - (a) : Evolution de (V —Vp)/Vj en échelle logarithmique. (b) : Evolution de (A—Ag)/Ay.
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FiG. 4.5 — Mouvement par diffusion de surface avec second membre : évolution de laire.
périmetre de la forme initiale, les pertes d’aire sont inférieures & 1073% de V. Numériquement,

on vérifie la convergence du résidu r; évalué dans la norme H ~! discrete et de lerreur calculée
en normes L?, H' et L> (voir figure 4.3).

4.2.2 Mouvement oscillatoire

L’objectif de cette partie est de tester l'efficacité de la procédure de la condensation de masse.
On résoud le probleme (4.1) de diffusion de surface en ajoutant un second membre donné par :

10° Ry (cos(10°t) + (1.0 + 10°t) sin(10°t))
(1 + 10%t) '

On considere une condition initiale ¢ égale a la distance signée a un cercle de rayon 2Ry donné.
La forme reste circulaire au cours de son évolution en temps ¢ et la solution exacte a un rayon :

1+ 105t

Rit) = 1o (1 + ﬂ) |

On trace I'évolution de 'aire au cours du temps dans la figure 4.5 et on superpose les solutions
numériques obtenues avec et sans la condensation de masse avec le profil théorique. Les résultats
montrent que la résolution avec la procédure de la condensation de masse est plus précise par
rapport a celle sans la condensation de masse.

On trace sur la figure 4.6 I'évolution de l'erreur en normes 12(]0, T[; L2(A)) et 1°°(]0, T[; L?(A)),
ceci permet d’estimer un ordre de convergence de la méthode donné par :

He(p) — He(on)lizgorpzea)yy =~ O(h),
He(p) — He(on)lioqorpr2ay =~ O <h3/4) .
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FIG. 4.6 — Evolution de I'erreur en normes 12(]0, T'[; L2(A)) et 1°°(]0, T[; L*(A)).

4.2.3 Instabilités de Rayleigh-Plateau d’un cylindre ondulé

Les mouvements par diffusion de surface conservent le volume et minimisent la surface, il s’agit
du méme comportement observé lors de la rupture d’un jet. C’est un phénomene observé dans
plusieurs phénomenes physiques ainsi que des procédés technologiques tel que le principe de
fonctionnement des imprimantes a jet d’encre. C’est un phénomeéne connu sous le nom des effets
de capillarités ou des instabilités de Rayleigh-Plateau, voir des illustrations dans la figure 4.1.

4.2.4 Cas tridimensionnel

On commence par le cas tridimensionnel. Coleman et al. démontrent dans le papier [18] qu’en
appliquant une perturbation a un cylindre ondulé, le cylindre peut entrer dans un régime oscil-
latoire et finit par sa rupture si la période de la perturbation vérifie une certaine condition.

On considére un cylindre dont la composante radiale 7(¢) s’exprime en fonction de sa composante
verticale z(t) par la relation suivante :

z(t) = 1+ 0.05 (szn(%r(t)) + sin(—=-r(t))).

Coleman et al. démontrent que si les périodes P; et P, vérifient la relation :

1

- S o9,
|1/Py —1/Ps|

alors il existe un temps critique t., au-dela duquel, il se crée un nouveau régime sinusoidale de
période supérieure a 2m. Par ailleurs, la forme s’éloigne de la forme cylindrique et son amplitude
continue a grandir et le cylindre finit par se rompre en un temps fini.
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Fia. 4.7 — Instabilités de Rayleigh-Plateau pour un cylindre ondulé.

Dans cette simulation, on choisit P, = 27/5.5 et P, = 27/5 et on impose des conditions de
Neumann de part et d’autre du cylindre, les calculs sont effectués en coordonnées axisymétriques
avec At = 1074, L’évolution du profil du cylindre est tracée sur la figure 4.7 et on retrouve
ainsi les résultats théoriquement prouvés.

4.2.5 Cas bidimensionnel

On vérifie, en considérant le méme profil initial utilisé pour le cas axisymétrique, que la rupture
du cylindre ondulé n’est pas possible dans le cas bidimensionnel, ceci est prouvé thériquement.
En effet, on observe sur la figure 4.10 qu’on converge vers une forme stable. Par ailleurs, le
résidu et l'erreur tracée dans les normes L?, H' et L> montrent la convergence vers un état
stationnaire (voir figure 4.8).

4.2.6 Instabilités de Rayleigh-Plateau d’un cylindre attaché a une sphere

Un second test illustrant les instabilités de Rayleigh-Plateau est proposé par [3]. On considere une
sphere collée a un cylindre, les deux formes présentent chacune une courbure moyenne constante
et lorsqu’ils sont collés ensembles, on finit par avoir une rupture dans la zone du raccord. Ceci
est mis en évidence dans la figure 4.9 ol on reconstruit aussi les profils tridimensionnels a partir
des calculs numériques.
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(a) : du résidu. (b) : de l'erreur.

Zoom autour du point de rupture

Fi1G. 4.9 — Un cylindre attaché a une sphére soumis a un mouvement par diffusion de surface.
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FI1G. 4.10 — Evolution du cylindre ondulé en dimention 2.
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Les applications visées dans cette thése concernent les membranes biologiques. Par ailleurs,
I’objectif de ce chapitre est de fournir une condition mécanique caractérisant les vésicules biolo-
giques en équilibre. Nous formulons le probléme en premier lieu mathématiquement sous la forme
d’un probleme d’optimisation de forme sous contraintes et nous dérivons par la suite I’équation
d’Euler-Lagrange vérifiée par des membranes en équilibre.

5.1 Position du probleme

On consideére une surface fermée orientée assez réguliere I' de R4~ d = 2, 3. On se place dans
le cas d’une vésicule ayant un genre topologique constant, I’énergie de courbure de Canham et
Helfrich est donnée par la fonctionnelle :

J(Q) = % /F(H — Hp)?ds, (5.1)

ou §2 représente le domaine intérieur de la vésicule et I' = 0S2. Les configurations d’équilibres des
vésicules seront déterminées par la minimisation de ’énergie de courbure (5.1) sous contraintes :
volume V{ conservé (fluide incompressible a U'intérieur de la vésicule) et surface Ay conservée
(membrane inextensible).

Les vésicules peuvent étre plus ou moins gonflées. Expérimentalement, leurs taux de dégonflement
dépendent des additifs rajoutés dans la solution : le dégonflement est d’origine osmétique. Il peut
également étre d’origine thermique : ’expansion thermique des phospholipides est plus facile que
celle de I'eau enclose sous la membrane. Ainsi, on peut augmenter la surface de la membrane
plus rapidement que celle du volume intérieur. La quantité qui mesure le taux de dégonflement
est appelée le volume réduit et elle représente le rapport entre le volume réel de la vésicule et
celui d’une sphere ayant la méme surface Ag :

3V [4r\/?
=10 X <A—O> €10,1]. (5.2)
Par ailleurs, v est un nombre sans dimension ; il vaut 1 pour une sphere et il est toujours inférieur
a 1 pour toute autre forme. Pour le globule rouge humain, par exemple, il vaut environ 0.64. En
faisant varier -, la forme qui minimise 1’énergie de courbure peut varier d’un ellipsoide allongé
a une forme biconcave, vers des formes variées comme celle d’une cacahouette.

La forme peut étre étudiée éventuellement en fonction d’un autre parametre de forme : I'exces
de la surface 4, c’est un parametre qui quantifie I’écart de la forme par rapport a une sphere :

4m \ 23

Dans le cas bidimensionnel, V et Ay représentent respectivement l'aire et le périmetre. L’aire
réduite v représente le rapport entre l'aire de la vésicule V{ et celle d’un cercle ayant le méme
périmetre Ag. Quant a 'exces du périmetre §, il représente ’écart par rapport & un cercle. Les
parametres v et  sont donnés respectivement par les expressions suivantes :

W 21\ 2
v o= ?X<A_o> €10,1],

s
0 = Agx, /= —2
o X ‘/0 ™

(5.4)

Pour un cercle, le parametre v est maximal et vaut 1 alors que J est nul.
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5.2 Equation d’Euler-Lagrange

5.2.1 Outils de dérivation de forme

On commence par rappeler les outils et les théoremes principaux de la dérivation par rap-
port a la forme qu’on utilise dans ce travail. Pour plus de détail ainsi que pour consulter les
démonstrations, le lecteur peut consulter les travaux de Murat [73], Simon [89] et Allaire [5].

On considére un domaine ouvert assez régulier 2 de frontiere I' = 9. On note un nou-
veau domaine Q, = (I + u)(Q) ot I représente Iapplication identité dans I'espace R? et
u € WHe(R4 R?) est le déplacement associé.

Définition : La dérivation de J(2) par rapport a la forme €2 est la dérivée au sens de Fréchet
dans Wh*(R? RY) &4 u = 0 de la fonction u — J ((I+u) (Q)), c.a.d.

T () () = J (@) + 22 (0) (w) + o(w) avee lim ”T&i” o,
2 &7 ¢ inéai : 1 d Td ,
ou 0 () (u) représente une forme linéaire et continue dans W (R R?) et ||.|| représente

la norme euclidienne classique dans R3.

Lemme 1 (Cas ou l’intégrand ne dépend pas de la forme) : On considére un domaine
ouvert assez régulier Q € R? et soit une fonction f(z) € W*°(R?). On définit

le(Q):/Qf(x) dz et Jsurf(Q):/Ff(ﬂ?) ds.

Ces deux fonctions sont dérivables par arpport a la forme €2 et on a :

6JUO aJsur 8
an(Q)(u) = /Ffu.nds et an(Q)(u) = /Fu.n <8_1th1 —i—Hf) ds,

pour tout u € Wh>®(R% R%), oti H représente la courbure moyenne I' définit par H = V.h
et n est une extension locale de la normale n dans un voisinage de I'.

Lemme 2 (Cas ou l’'intégrand dépend de la forme) : On considére un domaine ouvert
assez régulier Q € R% et f(£, 2) une fonction assez réguliere de R? qui dépend de la forme.
On définit

7@ = [ @

Cette fonction est dérivable par rapport & la forme  au sens de Fréchet. Yu € W1 (R4, R9),

Sa = [ (GE@un (22 rr@)) as

on a :

5.2.2 Résumé de D’article

L’objectif de cette partie est de dériver I’équation d’Euler-Lagrange relative a des vésicules en
équilibre. On s’intéresse a un probleme plus général que celui des vésicules et qui s’écrit sous
la forme d’un probléme de minimisation d’une fonctionnelle d’énergie sous les contraintes de
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conservations du volume et de la surface (l'aire et le périmetre dans le cas bidimensionnel). I
s’agit de résoudre un probleme d’optimisation de formes suivant :

Q= arginf #7(Q), (5.5)
QeV

ou Ag et Vj sont respectivement la surface et le volume de référence et V représente ’espace des
contraintes donné par :

V:{wCRd,d:Q,P):/ ds:Aoet/dx:Vb}.
Ow w

Par ailleurs, on considere I’énergie suivante :

s@ = [ smas. (5.6)

Avec f une fonction quelconque qu’on suppose assez réguliére dans nos calculs. Le probleme (5.5)
s’écrit sous la forme d’un probleme de type point selle donné par :

(€;A,p) = arginf sup Z(w;p,q), (5.7)
d peR
w e R heR
ou Z(; A\, p) est le lagrangien qui s’exprime en fonction de la forme €2 associée a la membrane
et des multiplicateurs de lagrange (\,p) associés aux contraintes de conservation du volume et
de la surface : ils représentent respectivement l'inextensibilité de la membrane et la différence
de pression entre 'intérieur et I'extérieur de la vésicule. Le lagrangien est donné par :

X(w;)\,p):/(w)—i—)\(/awds—AO)—|—p</wdx—V0>. (5.8)

Par des outils d’optimisation de forme, on démontre dans [57] que la dérivation par rapport a
la forme de I’équation (5.5) est donnée, particulierement pour une fonction f : z — 2, par :

%ﬂ(@; A, p).(u) = /F {p CAH 4+ %(H — Ho)[AK — H(H + Hy)] — ASH} wnds.  (5.9)

Par conséquent, ’équation d’Euler-Lagrange caractérisant les membranes biologiques en équilibre
est donnée par :

1
p+AH + 5 (H — Ho) 4K — H(H + Ho)| = AH = 0. (5.10)
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1. Introduction

Phospholipid membranes are abundant in biology. They
represent the major component of the cytoplasmic membrane of
real cells. They are also present within the cell cytoplasm (e.g. Golgi
apparatus, a complex assembly of phospholipid layers which
serve to form small vesicles for protein transport). Phospholipid
membranes are also used in many industrial applications (e.g. giant
liposome emulsions for cosmetics). Pure phospholipid vesicles (a
closed membrane suspended in an aqueous solution) constitute
an attractive model system in order to describe mechanical and
viscoelastic behaviors of many cells, like red blood cells. They are
also regarded as promising drug carriers for a delivery at specific
sites in the organisms. This explains the increasing interest for
biological membranes from various communities ranging from
biology to applied mathematics. This contribution is concerned
with a certain aspect of mathematical modeling of vesicles, or more
generally of phospholipid membranes.

Vesicles are formed by amphiphilic molecules self-assembled
in water to build bilayers, in a certain range of concentration and
temperature. Several experimental and theoretical studies have
focused on the configuration and equilibrium shapes of vesicles

* Corresponding author. Tel.: +33 476514876; fax: +33 476514544,
E-mail addresses: Aymen.Laadhari@imag.fr (A. Laadhari),
cmisbah@ujf-grenoble.fr (C. Misbah), Pierre.Saramito@imag.fr (P. Saramito).

0167-2789/$ - see front matter © 2010 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.physd.2010.04.001

(for a review on equilibrium shapes see [1,2]), and on the effect
of flow see a recent review [3]).

At room, as well as at the physiological temperature, the
membrane is fluid (a two dimensional incompressible fluid). Due
to incompressibility, the main mode of deformation of a vesicle
is bending. A basic ingredient for biomembranes is thus bending
energy. Helfrich [4] introduced a model in which the cost in
bending energy is given by

k k
i/m—mfm+ifkm (1)
2 Jr 2 Jr

where H = «k; + k, is the mean curvature of the membrane
surface, 1 and k, are the principle curvatures, K = «kqk; is
the Gauss curvature and Hy represents the spontaneous curvature
that describes the asymmetry effect of the membrane or its
environment. The membrane surface is denoted by I while §2
represents the inside volume of the vesicle, such that I' = 042.
The integrals are performed along the membrane surface where
ds denotes a surface area, while, in this paper, dx will represent a
volume element. The constants k. and k; have the dimension of
an energy and represent the bending modulus and the Gaussian
curvature modulus, respectively. The second term in the Helfrich
model is a topological invariant by the virtue of the Gauss-Bonnet
theorem that says if one is not interested in change of topology,
then this contribution is a constant and can be ignored. We
shall disregard in the energy the contribution coming from Gauss
curvature, since we do not account for topological changes.
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The equilibrium shape of vesicle membranes is determined
by minimizing the bending energy subject to two constraints:
fixed volume (incompressible enclosed fluid) and fixed area
(inextensible membrane). It is a shape optimization problem that
writes in the saddle point formulation! where the Lagrangian?® L is

L(Q;U,P)fo(H)ds+a<f ds—Ao)
r r
+p</ dX—Vo). (2)
2

The scalars o and p are Lagrange multipliers, and can be viewed as
an effective surface tension and pressure difference, respectively.
They enforce constant area Ay and constant volume V; of the vesi-
cle, respectively. The Helfrich energy has been generalized by in-
troducing f, an arbitrary smooth function defined in R. Notice that
the classical case corresponds to the choice f(H) = "76 (H — Hp)?.

The notion of saddle point can be intuitively understood as
follows. We would like the energy to be minimal (or L to be minimal
with respect to shape variation) and that at the same time L should
behave with respect to o and p in a such a way to be maximum,
so that to enforce constant volume and area (i.e. to suppress the
terms proportional to o and pinL).

Since L is differentiable, any saddle-point (£2; o, p) of L satisfies
three conditions:

oL (£2; )=0 aL(.Q‘ ) =0 d
90 ;0,p) =0, e ;0,p) =0 an

oL
35 0.p) =0. (3)
p

The two last conditions leads directly to the area and volume
constraints, respectively. Thus looking for zeros of derivatives with
respect to Lagrange multipliers is equivalent to imposing the two
constraints. The aim of this paper is to show that the first condition,
that involves the shape derivative 0/9$2, leads to:

p+oH+f(H)H+ K — H*)f'(H) — As(f'(H)) = 0. (4)

Notice that the choice f(H) = "Zi(H — Hp)? leads to the classical
equilibrium condition:

p+oH+k (%(H — Ho)[4K — H(H + Ho)] — ASH> =0 (5

where A, is the surface Laplacian (known also as the Laplace-
Beltrami operator), and will be defined explicitly in this paper.
The result (5) was first derived in [4], relation (31). Notice
that these authors used the same notation H for —(k; +
k2)/2, i.e. minus half of the present definition of the mean
curvature H = «7 + k3. In that paper use of several
concepts of differential geometry were evoked (first and second
fundamental forms) in order to arrive to the final result. Similar
concepts were used (in a somewhat more general manner by
using quite involved knowledge in differential geometry like the
Gauss-Godazzi-Mainardi and Gauss-Weingarten equations) in
Ref. [5] in order to derive the shape equation. The calculation was
exemplified for the Helfrich energy and extended to a functional of
the form H" (where n is any integer).

The main objective of this paper is to provide a derivation which
is concise and self-contained. Our derivation uses quite simple and
classical notions. While we will, in passing, quote some known

1 For a mathematical point of view, the saddle point problem is written as: find
(£2, o, p) such that
inf sup L(£2;0,Dp).

QCR3 5,per

2 Splitting the couple of variables (o, p) from the variable £2 is a customary rule
in mathematical literature in order to emphasize the fact that the two set of variable
have different roles.

Fig. 1. Schematic view of the geometry. §, the distance function, is positive for x
outside £2 and negative inside. This is the signed distance.

expressions and Lemma in the mathematical literature, we shall
provide their direct derivation here. Our derivation can be made
general without specifying the functional expression f(H). We
shall discuss in the conclusion when generalized functionals can
be expected to arise.

The paper is organized as follow: the second section introduces
some notations and preliminary results while the third one
aim at obtaining the equilibrium condition for the generalized
expression (2) of the Helfrich energy. The paper is completed by
a mathematical Appendix.

2. Notations and preliminary results

All surface operators used in this paper are defined here. Let n
denotes the unit outward normal vector to the shape £2. Let f be
any scalar function and v be any vector field. The surface gradient,
the surface divergence and the Laplace-Beltrami operator are
respectively expressed by:

Vo =1-n®n)Vf = Vf — (n.Vf)n, (6)
Viv=(I—-n®n):Vv=V.v— ((Vv).n).n, (7)
Asf = Vs (Vf) . (8)

The boundary I" is then parametrized by a level set function 4§,
defined, for all x € R3, as a signed distance (see Fig. 1):

inf |y — x| whenx ¢ 2,

_ Jyer
8 =1_ inf [y — x| otherwise.
yel’

Then, the normal expresses as a gradient: n = V§ (since |V§| = 1).

Let us now express the mean and the Gauss curvatures. Let
A = Vin. Its characteristic polynom writes:

Pad) = det(A — A = =23 + L1A2 — LA + det(A),

where Iy = Az and I, = (A;A; — AyA;i)/2 (repeated indices
convention is used), are two invariants; see below.

Let us first show that A = V;n = V. From the definition (6) of
V;, it is equivalent to show that n.Vn = 0. On the one hand, since
In|?> = 1, we have V(n.n) = 0. On the other hand, by expansion
we have V(n.n) = 2(n.V)n + 2n A rot(n). Then (n.V)n =
—2nArot(n). Next, sincen = V§, we haverot(n) = rot(V3) = 0.
Finally n.Vn = 0 and thenA = Vn.

Moreover, from definition of A, it is also the Hessian of the
level set function: A = (V ® V). Thus A is symmetric and
admits three real eigenvalues. Since n.Vn = n.A = 0, A has a
zero eigenvalue, associated to the eigenvector n. Let us denote «1,
k- the two others eigenvalues of A. There exists an orthonormal
eigenvector system (e, e, n) associated to (ki, k3, 0) such that
A = ki1 ® e + ke; ® e,. By definition [6, p. 47], the values
k1 and k, are called the principle curvatures and the vectors e4
and e,, the principle directions of curvature. The mean curvature
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and the Gauss curvature are, by definition H = k1 + k2 and K =
K1k, Tespectively. Notice that as coefficients of the characteristic
polynom, they are invariant by any change of basis, and thus in
the eigensystem we find: Iy = H and I, = K. Going back to the
definition of I; and I, in terms of A = Vn leads to the following
expression of the mean and the Gauss curvatures:

H=V,n=V.n and 2K =H?-Vn:Vn'. (9)

Notice that the use of the level set function § enables us to extend
the quantities n, H and K in the whole R? space while their original
definitions was introduced only on the surface I".

3. Obtaining the equilibrium equation

For any sufficiently regular shape deformation u, we denote
2y = A+ u)(R) = x+u® € R3 x € 2} the deformed shape
(see Fig. 2).

Let us denote by E(£2), A($2, o) and V(£2, p) the first, second
and third terms of the right-hand side in (2), respectively. From
Lemma A.1 derived in Appendix A, we get:

a4 2 = d 10
aTz( ,p)(u)—p/ru-n s. (10)

Again, from Lemma A.1:

aAQ) = Hu.nd 11
8—9( ,o(u)_a/r u.nds. 1n

The rest of the paragraph deals with the E(£2) term. From
Lemma A.2 derived in the Appendix, we obtain:

OE )
Z@w = /F T @was

+/ (f(H)(.Q)H+ .nds, (12)
r

a (f(H)) (£2) u
on

where d/0n = n.V denotes the directional (or normal) derivative.
The normal n, which also depends on the shape £2 is differentiable
and its shape derivative in any direction u writes [7]: g—g (2)(u) =
—Vs(u.n). This expression can be derived by considering a
particular elementary local displacement u = vdt of the interface
I',where v is the velocity. Recall that the level set function satisfies
at each time §(t, x(t)) = 0, so that §(t +dt, x(t +dt)) = 0, and the
difference of 6 between t + dt and t divided by dt (which defines
the material derivative D/Dt) is also zero, and this yields (upon a
Taylor expansion with respect to dt)

Dy _ 48 +v.Vi=0

Dt dt

Then we get the following expression for d§ (upon multiplication
of the above equation by dt on both sides) of the level set function:

d§ = —Vé.u (13)
where d§ represents an elementary local displacement of the
shape.

The shape derivative of the normal is given by the Fréchet dif-

ferentiation of n = &3\' in the direction d§, since the propriety

|[V§(x)| = 1 for all position x in R is not preserved if the displace-
ment d§ is applied. Consequently, using (13), the shape derivative
(see also foot note for the shape derivative along direction u) of

_ V) e i

= a0 IS given by
on n($ + eds) — n(s
—(2)(w) = lim M
982 80 £

_ V(—wV8)  [V(-u.V5).V5]V§
T V5|3 '

(14)

By considering the elementary local displacement d§, we have
[VS§(x)] — 1 whene — 0, and hence

on
E(Q)(n) = —V(u.n) + [n.V(u.n)]n.

Then,

M o) = -V 15
37(2( )(u) = —Vi(u.n). (15)

This result can be shown otherwise (see [8, eq. A7]) by following
a phase-field approach. Note at this point that an interesting
derivation of the final result (4) has been given recently [9,10]
without taking the limit |[V§(x)| — 1.In[8] (see their Appendix A)
only the Helfrich energy was considered and not the generalized
one, as done in [9,10]. The same type of derivation as the phase
field one has been given by using a level set approach [11]. Finally,
another work is worth of mention [12] where a thermodynamical
consistent derivation of a phase field approach arrived to the same
conclusion.

From H = V.n, we obtain %(Q)(u) = —V.|Vs(u.n(£2))]and
then:
of (H) o ‘H oH o

Y (82)(w) = f'(H) aQ( )(w)
= —f(V.n) V.[Vs(u.n)].

Next, (12) leads to:

JE
5o @w = /Ff(H)(Q)Hu.nds

oH
+ /f’(H) —u.nds — / f/(H) V. [Vs(u.n)] ds. (16)
r on r
Let us denote by T the last term of the right-hand side. Then,

T = —/f’(H)V. (Vs(u.n)) ds
.

/Vs(u.n).VU’(H))ds—/ V. (f'(H)Vsun)) ds.  (17)
r r

o Simplification 1. Recall that, for any tangential vector field vy,
the Stokes theorem over the closed surface I" yields

/ Vs.vrds = 0. (18)
r

We chose v; = f'(H)Vs(u.n). By (7) and (18), we have

/ V.vrds — / (Vvr.n) .nds = 0. (19)
r r

Using the summation of repeated indices convention, we have:
(Vvr.m) .n = njn;djvy; = m;dj(m;Vy;) — Vpm;ojn;.

Since n.Vn = 0 (see Section 2) we get:

(Vvr.n) n =n.V(n.vy) — vr. [(n.V)n] = 0.

Consequently,

/ V. (f'(H)Vs(u.n)) ds = 0. (20)
r
Recall that, for any scalar function g and any vector field v

defined over the closed surface I", we have the following identity
(see Appendix C):

/ng.vds:f/gVS.vds+/gv.ans.
r r r

Withg = u.nand v = V(f'(H)), using (20), we get:

T:—/ V. (V(f'(H))) u.nds—}-/ wHu.nds. (21)
r r on
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Qu=(I+u)(Q)

Fig. 2. Representation of the deformed domain £2, = (I 4+ u)(£2).

Then (16) becomes:

OF . vy OH A H)
879(9)(“) —/;(f(H)H—l—f(H)afn_pTH

— V. [V (H))] ) u.nds. (22)

This completes our derivation, in principle. However, some useful
simplifications can be made, as shown below.

e Simplification 2. Using the summation of repeated indices
convention, we have:
oH

an

nVv (Vn) = niajajnj = 8]' (n,‘a,‘nj) — 3,'11]'8]'11,'

V.(m.V)n) —Vn:Vvn',

Next, using expression (9) of the Gauss curvature K, we obtain:

oH )
— =2K—H"+ V.[(n.V)n].

on

Finally, since n.Vn = 0 (see Section 2) we get:

oH

— = 2K — H>. (23)
on

o Simplification 3. From (6) we have:
=V AV (H)} = =V {Vs(f'(H) + (n.V(f'(H))) n}
= —A(f'H)) — @.Vy) {n.V('(H)} — @.V)('(H)) (V.n).

Notice that, from definition (6) of Vs, we have n.V; = 0 and then:

o(f'(H
VLV HY) = — A (H)) % H.

Using the two simplifications (23) and (24), relation (22) becomes:

(24)

859 = HYH + f'(H) 2K — H?) — A(f'(H d
372( )(U)—/F{f() +f'(H) 2K — H*) — As(f'(H))} u.nds.

Finally, using relation (10), (11), the previous relation leads to:
aL
5o oD@ = / {f(H) H +f'(H) 2K — H?)
r

— Ay(f'(H)) +p+ o Hyunds. (25)

This last expression leads directly to the equilibrium condition (4).

4. Conclusion and discussion

We have provided a new and self-contained derivation of the
force for a biological membrane. We have extended the derivation
to a generalized expression of the functional f(H). The Helfrich
energy can be motivated by assuming that the stretching energy
is of harmonic type (the energy is proportional to the square of
change of distance from a certain configuration). In more complex
situations, like red blood cells for example, this assumption is

not obvious, in that a nonlinear constitutive law may constitute a
better approximation. We must make a clear distinction between
the bending modes and the in-plane shear modes. Bending modes
arise both for vesicles and RBCs. When their membrane is bent
this implies a small stretching of the membrane (say a change in
the natural distance between molecules). For simplicity, consider
a small infinitesimal portion of the membrane in two dimensions
(the membrane is a line). The membrane has a width € (distance
between the internal and external layer of the membrane). The
change in distance of that portion costs an energy (per unit area)
k1(€1 —£19)%/2+ ka(£1 — £10)? /2 (harmonic approximation) were
ki and k, are “spring” constants (per unit area) of the internal
and external layers of the membrane, £; and ¢, are the actual
length of the external and internal portion of the membrane,
and ¢1yp and £, their natural equilibrium lengths. It is then a
simple matter to show [13,2] that this energy can be rewritten
as k(H — Hy)?/2 with k = (ki + ky)(£e/2)?* where £ is the
natural length of the neutral surface. It is then clear that the
Helfrich energy follows from the local (i.e. at a given local region of
the membrane) harmonic approximation. This type of reasoning
is appropriate for pure vesicle membranes. In a more complex
situations as is the case probably with a RBCs, and with other
entities or tissues where the local constitutive law is not harmonic,
the harmonic approximation may attain its limit of validity. For
example if bending is limited by stretching of the cytoskeleton, or
by a complex network the energy can exhibit non harmonic effects.
In a network with macromolecules often entropic contribution
of stretching of the network is important. In that case the force
is a nonlinear function of change of distances (the energy is not
harmonic) [14]. In that case, following the above type of analysis
the effective bending energy will also exhibit terms which are not
quadratic in H, which is the situation treated here.

The bending force is obtained upon variation of the effective
energy with respect to shape, the topic of the present paper. Of
course, in addition to bending modes, shear modes in the planes
can be excited, and the bending energy must be supplemented
with the corresponding contributions. The full force would be the
sum of the force derived here plus a shear force arising from
the variation of the energy with respect to the two variables
representing the membrane in-plane displacement.

Another, perhaps more frequent, situation is that where
macromolecules (like proteins) interact with a membrane [15].
The Helfrich energy k./2 f ~(H— Hp)?ds should be supplemented
with a term of the form f - F(c) where F is certain function of
protein concentration. In addition, Hy (the spontaneous curvature)
is generally a c-dependent function (see [15]). The total energy
takes the form

k.
J=—= / (H — Ho)*ds + / F(c)ds. (26)
2 Jr r
Minimisation of the full energy with respect to c leads to

F'(¢) — ke(H — Ho)H)(c) = 0. (27)
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Solving for c yields, generically a nonlinear relation between c and
H, and reporting the result into the original energy amounts to
minimizing a generalized functional of the form f rf(H), thatisan
expression of the form dealt with in this paper.

Suppose, as a way of example, that F is a quadratic function of
¢, F = a(c —cp)?/2, where ¢y is some natural equilibrium concen-
tration in the absence of coupling with bending modes and « is a
positive parameter. Consider, in order to fix idea, the case where
Hy is a linear function of ¢, Hy = So(1 + Bc), where S is the nat-
ural spontaneous curvature in the absence of adsorbed molecules.
From Eq. (27) one gets ¢ = a + bH witha = ¢y — k.S28(1 +
Bco) /I + ke (BSo)*1 and b = kcSoB/lor + ke (BSo)?]. Reporting into
the energy (26) one obtains an effective energy (up to an additive
constant, which is unimportant for our purposes) given by

J= %/(H — Sp)2ds (28)
r

where the energy has the form of the Helfrich one with renormal-
ized bending modulus and spontaneous curvature given by k. =
ke(1 — SoBb)* + ab?> > 0and Sy = [ab?So(1 + Bco) + keSo(1 +
Ba)(1 — SoBb)1/k.. This agrees with the result of Leibler [13]. The
situation is different for more general functions F(c). Typical exam-
ples are found in the study in biological membranes coupled with
a concentration field (see [16] and references therein), where the
functional F(c) contains cubic and quartic terms in c. If the depen-
dence with ¢ were not quadratic (say if it contains quartic terms
or terms of higher order) then by repeating the above example we
would then have an effective energy (after elimination of c) that
has the form f rf(H). The derivation presented here can then be
used to determine the effective bending force.
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Appendix A. Some shape optimization tools

The notion and basic tools of shape derivative [17,7,18] is
recalled in this Appendix. Starting from a smooth reference open
set 2, with boundary I" = 052, we consider domains of the type
Q4 = (14 u)(£2) (see Fig. 2) with I denotes the identity in R and
u is any sufficiently regular vector field.

Definition A.1. The shape derivative of J(£2) versus §2 is defined
as the Fréchet derivative atu = 0 of u — J (I +u) (£2)), i.e.3

a
J((I+w)(£2)) =) () + é (£2) (w) + o(w)

o(u
with lim lowl =0
u—0 |[lul

3

where a‘% (£2) (u) is linear and continuous with respect to u and
where ||.|| denotes the usual Euclidean norm in R3.

Lemma A.1. Considering a smooth bounded open set 2 € R> and
f(x) a smooth function defined in R3. Define

Joat(2) = /Q FOdx and Juy(2) = / £(x) ds.
r

3 This is nothing but a Taylor expansion and where % (£2) (u) can also be
alternatively written as u.V]J(£2) (this is the shape directional derivative along
the displacement direction u).

These two functions are shape differentiable at $2 and

a]vol _
e (@) = /F Fumds and

s (2)(u) = / u.n (% + Hf) ds,
r

a2
for any usmooth enough, where H is the mean curvature of I" defined
by H = V.n and n is the local extension of the normal n near I".

Lemma A.2 (When the Integrand Depends on the Shape). Let us
consider a smooth bounded open set 2 € R> and f(£2, x) a smooth
function defined in R> depending also on the domain. Define

J(2) = /F F(@)ds.

This function is shape differentiable at $2 regarding Fréchet and, for
any smooth function u, we have:

] (o of (2)
BTZ(Q)(U) = /r (E)T’Z(Q) +un <8T + Hf(.Q))) ds.

The next part is intended to give a simple derivation of
the Murat-Simon expressions: Lemmas A.1 and A.2, in the two
dimensional case.

Appendix B. On a simple derivation of the above announced
lemma

Let us start with a two dimensional problem (the boundary is a
line)

J(2) = /F Feode

d¢ is the curvilinear coordinate, and f is a function which does
not depend explicitly on the form, but only on x which is a 2D
vector field. Of course x is evaluated at the boundary, since the
integral is along the boundary. We have d¢ = do.,/g, where o
is a parametrization of a curve (for example if x(«) is parametric
representation of a curve, then g = x'?, where prime denotes
differentiation with respect to argument). We can thus write

J(2) = /F £ (%) Eda. (29)

Since now integration is performed on the parameter o which
does not depend on the curve (think of time parametrizing a
trajectory!), the variation of | with the shape acquires the simple
Euler-Lagrange derivative

R 8 _0¢VE) _ d ¢y
TS X da  9x
R is nothing but the functional derivative of J (i.e. g—{(),“ but not yet
the force (see below). Expliciting out R we have
ad d 9 df 0./g
R= g af -f—= V8

daar Ve

We have d./g/0x = x'//g, d/da(/8) = x'x"/./g, and
d/da(x'//g) = [¥'/g — ¥ (x' X")/./g]/g. Using the result r’ =
/gt (coming from the very definition of the tangent vector t), and
t' = —Hn,/g, we easily find

of of ]

R=ve|Hm-—t2 + &
‘@[f“ AT

(30)

4 Note that the relation between the shape derivative used previously and the
functional derivative written in this Appendix is %(Q)(u) = fr u.n%da.
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By the definition of the functional derivative we have from (29)
and (30)

R
8]:/R8xdoz:/ —&xde
r r «/g

where §x designates a displacement (or variation) of the shape. The
force applies to the real elementary material d¢ and not to the ficti-
tious parametrization da. This implies from the above relation that
the total force is R/,/g (i.e. the quantity which multiplies d¢ (see
also [19,20]). Note that since we confine ourselves to two dimen-
sions, the force is defined per unit length (along the direction along
which the membrane is supposed to be translationally invariant).

The force applied on the membrane reads thus (from (30)
divided by ./g and by noting that —t% + % defines the normal
derivative)

|:an+ in:|
on

since only the normal enters, this means that only normal motion
matters. If u is displacement, the variation with respect to the
form acquires the factor u.n. This is the so-called Murrat-Simon
expression (see Lemma A.1). We can reconsider that f depends
on shape (actually on X', X" etc.), we find trivially the generalized
expression which contains derivative with respect to form (see
Lemma A.2). Extension to 3D is elementary.

Appendix C. The Green formula with surface operators

The Green formula with surface operators is derived in this
Appendix. Let any scalar function g and any vector field v defined
over the closed surface I', n is the unit outward normal vector
defined as a signed distance function like in the part 2. By (6), we
have

/ng.vds:/Vg.vds—/ (Vg.n) (v.n) ds. (31)

r r r

We have

/Vg.vds: —/ gV.vds—{—/ V.(gv)ds. (32)
r r r

Using (7), (32) gives

/Vg.vds = —/ gVS.vds—/g(Vv.n) .nds
r r r

+ / V.(gv)ds. (33)
r

By (7), the last term in (33) can be written as

/V.(gv)ds:/vs.(gv)ds+/ [V(gv)n] .nds. (34)
r r r

By the Stokes theorem over the closed surface I" (18),

/Vs.(gv)ds:/vs.[g(v.n)n] ds. (35)
r r

By (34) and (35)

/V.(gv)ds:/(v.n)gv.nds+/ [V(gv)n] .nds. (36)
r r r

Using the summation of repeated indices convention, we have:

[V(gv)n].n = njn;o;(gv;) = nn;ga;v; + mimyv;0;g.

Thus,

[V(gv)n] .n =g [Vv.n].n+ (n.v)(n.Vg). (37)
Combining the results (31)-(33), (36) and (37), we obtain

/ng.vds+/gVS.vds—/g(V.n)v.nds:O.
r r r
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5.3 Facteurs de dépendance de la forme

5.3.1 Cas tridimensionnel

Dans cette partie, on démontre que, pour une courbure spontannée Hy = 0, les formes d’équilibres
des vésicules dépendent uniquement du choix d’un facteur de forme v ou §. Par ailleurs, on adi-
mensionalise le probléme d’optimisation de forme pour mettre en évidence les parametres dont
dépend le probleme. D’apres (5.7), les formes d’équilibres des vésicules sont données par les
points selles du lagrangien (5.8)

X(Q;)\,p):% BQHst—i—)\(/(m ds—A0> —i—p(/Q dx—V0>. (5.11)

On adimensionalise le probleme en utilisant le rayon caractéristique noté Ry, ce dernier est le
rayon d’une sphere ayant la méme aire Ag que la vésicule. Les termes adimensionnés sont affectés
d’une tilde et on a :

Q’(ﬁ;x,@:kiz(g;x,p): aﬁﬁﬂd@“ﬂ(/@ﬁ dg—ﬁ()) +1’5</§ d%—%). (5.12)

Les multiplicateurs adimensionnés sont donnés par :

~ 2
A = k—CARg,
~ 2
p = k_chg
Or,
11 <4w>3/2 Vo
= — _ = 4 .
4 AO gﬂ'RS
Par conséquent,
~ Vo 47
V = —_— =
0 R(?j 3 v
~ AO
AO = R—g = 47T

Ainsi, X et p dépendent uniquement du facteur de forme . Or, les formes d’équilibre dépendent
uniquement de ces multiplicateurs donc le seul parametre de controle est le volume réduit.
Toutefois, on peut choisir I'exces de surface comme le facteur de dépendance de la forme. En

effet, on a :
1

5§ 1%°
1 _
)

En conclusion, la forme des vésicules en équilibre dépend uniquement du choix du facteur de
forme et de la courbure spontannée.

’y:
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5.3.2 Cas bidimensionnel

On garde les mémes notations dans le cas bidimensionnel : on note le périmetre par Ag et I'aire
par V5. On adimensionalise le probleme en utilisant le rayon caractéristique noté Ry : c’est le
rayon d’un cercle ayant le méme périmetre Ay que la vésicule. On a :

2R . - . ~
0 2\ p) = ~H2d’§+)\</~ d’§—A0> +1’5</~ d%—V0>. (5.13)
c o0 [e]9) Q

LG Np) =

Les multiplicateurs adimensionnés sont donnés par :

~ 2
P k—cARg,
2

p = k_chg'

Or,

Par conséquent,

A(] = — = 2.

Ainsi, X et p dépendent uniquement du facteur de forme «y. Or, les formes d’équilibre dépendent
uniquement de ces multiplicateurs donc le seul parametre de contréle dans le cas bidimensionnel
est l'aire réduite. Par ailleurs, on note que le facteur de forme peut étre aussi 'exces du périmetre.

En effet, on a :
2\ 1/2
6= A() X (—) - 27T,

donc,

Contrairement au cas tridimensionnel, on montre que la forme d’équilibre des vésicules ne dépend
pas de la courbure spontannée Hy. En effet, dans le cas d’une courbure spontannée non nulle, il
s’agit de trouver un point selle du lagrangien :

ke
L\ p) =— H?ds — k.Hy Hds+ A / ds— Ay | +p / de—=Vy ). (5.14)
2 Joq 00 o0 Q

D’apres le résultat principal de larticle [57] évalué pour f:z — x, on a :

0 Hd
M(Q).(u) - / 2K u.nds. (5.15)
o0 r
Or, K = 0 en dimension deux et on conclut que, dans les cas bidimensionnel, les formes

d’équilibre des vésicules ne dépendent que du facteur de forme qu’on peut choisir soit l'aire
réduite ~y, soit ’excés du périmeétre 0.
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5.4 Conclusion

Nous avons démontré dans ce chapitre que, pour une courbure spontannée fixée, les configura-
tions d’équilibres des vésicules ne dépendent que du facteur de forme v et nous avons prouvé
que la minimisation de I’énergie de courbure de Canham et Helfrich implique une équation
d’équilibre a vérifier. Ces résultats représentent un outil nécessire pour I'étude de 1’équilibre des
vésicules en régime statique et pour 1’étude de leur dynamique dans le sang; ces deux volets
feront I'objet des prochains chapitres.
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Vue de surface Vue de coupe

F1G. 6.1 — (gauche) : un globule rouge (érythrocyte), une plaquette sanguine (thrombocyte)
et un globule blanc (leucocyte) : image extraite de www.lookfordiagnosis.com. (droite) :Vue
schématique de dessus et en coupe d’un globule rouge.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un spectre de formes d’équilibre pour des vésicules, un
modele simplifié des cellules, notament pour les globules rouges du sang. La paroi du globule
rouge est modélisée a travers le modele de Helfrich [100]. Afin de présenter ces formes le plus
clairement possible, on écrit le probleme sous la forme d’une équation différentielle ordinaire
qu’on résoud par la suite a l'aide d'une méthode de tir, ceci dans les cas bidimensionnel et
tridimensionnel axisymetrique. Les profils obtenus vont servir ultérieurement pour valider les
solutions obtenues par la méthode des éléments finis.

6.1 Formulation du probleme

Durant les dernieres années, une attention particuliere a été portée a I'exploitation des formes
d’équilibres des vésicules biologiques, plus particulierement celles des globules rouges dans le
sang. Les globules rouges peuvent prendre plusieures formes dans le sang mais celles les plus
connues sont les formes biconcaves. On s’intéresse dans ce chapitre aux formes géométriques
biconcaves présentant un plan de reflexion dans les cas bidimensionnel et tridimensionel axisy-
metrique.

Les méthodes analytiques représentent les premieres méthodes numériques permettant de décrire
I’équilibre des globules rouges. En effet, il s’agit de formuler le probleme sous la forme d’une
équation différentielle ordinaire que 'on désignera par ses initiales EDO. Depuis les premiers tra-
vaux apparus, cette méthode a suscité l'intérét de plusieurs chercheurs, méanmoins les manieres
avec lesquelles a été abordé le probleme étaient variées et elles different suivant le choix de I'in-
connue principale dans les EDOs.

Comme ¢a a été précédemment introduit, il est connu que les configurations d’équilibres des
globules rouges et des membranes biologiques de maniére générales sont fortement liées a la for-
mation des bicouches phospholipidiques dans un milieu aquatique. En se basant sur ce volet et
en considérant le caractere d’élasticité de la membrane, Canham [13] et Helfrich [96] ont proposé
un modele d’énergie de courbure : voir aussi [100, 25, 26, 63].

Selon cette théorie, les configurations d’équilibres des globules rouges minimisent cette énergie
de courbure. On considere une surface fermée I' dont ) représente le domaine intérieur et on
se place dans le cadre d'un genre topologique constant, I’énergie de courbure de Canham et
Helfrich est donnée par la fonctionnelle suivante :

J(Q) = % /F(H — Hp)?ds, (6.1)
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ou H est la courbure moyenne et Hy est la courbure spontannée décrivant les éffets d’asymetrie
de la membrane. La constante k. a la dimension d’une énergie et représente le module de régidité
de la membrane.

Les configurations d’équilibres des vésicules seront déterminées par la minimisation de I’énergie
de courbure sous les contraintes : volume conservé (fluide incompressible a lintérieur de la
vésicule) et surface conservée (membrane inextensible). Par conséquent, on résoud le probleme
d’optimisation de forme suivant :

Q= arginf Z(Q), (6.2)
eV

ou V représente ’espace des contraintes donné par :

V:{wCRd,d:2,3:/ dS:Aoet/ dx:VO},
Ow Ow

avec Ap et Vp représentent respectivement la surface et le volume de référence (en dimension
deux, il s’agit respectivement du périmetre et de 'aire).

On écrit le probleme de minimisation sous contraintes de la fonctionnelle ¢ (€) sous la forme
d’un probleme de type point selle. Afin de relaxer les contraintes, on introduit le lagrangien :

f(w;a,q):/(w)+a</awds—flo>+q</wdm—Vo>. (6.3)

La solution (2;p,\) € (]Rd; ]R,R) est un point de selle du lagrangien et elle vérifie la proprieté
suivante :

ZL(Qoq) < Z(KAp) < LwiAp), V(w;o,q)G(Rd;R,R)-

On note que (£2;p, A) est un point selle de .Z si et seulement si on a :

sup Z(Q;0,q) = inf sup Z(w;o,q9) = L(Q;p, ) =sup inf L(w;o0,q) = inf L(w;p,N). (6.4)
geR weRd gER qER weRd weR?
o€R o€R o€R

En utilisant (6.4), le probleme (6.2) s’écrit sous la forme suivante :

(A, p) = arginf sup.Z(w;v,q).

d peR
w e R heR

0.7
On écrit a—(a)(b) pour désigner la dérivée de Fréchet de . par rapport a la variable a évaluée
a

en a dans la direction b. Par conséquent, la solution (2;\,p) € (Rd; R,R) vérifie les conditions
d’optimalités suivantes :

OZ 0\ p)(w) =0, Yuewre (R

0%

5, (AP =0, VYgeR, (6.5)
0.2
oy &EAD() =0 VueR.
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Remarque :
Un point selle du lagrangien (6.3) est aussi un point selle de la fonctionnelle :

1
ﬁ(w;,u,q):—/ (H—H0)2ds+6/ ds—i—ﬁ/ dz, (6.6)
2 Ow ow w
avec Hy, 6 = k:i et p = ]g sont les parametres physiques du probléeme, ou o et p représentent
C

respectivement la tensioncde surface et la différence de pression osmétique entre le domaine
extérieur et le domaine intérieur de la vésicule. Afin de simplifier les notations, on omettra les
tildes ultérieurement. Dans les papiers des physiciens, la fonctionnelle .#(Q; A\, p) est appelée
souvent la fonctionnelle de Helfrich.

Notations : On considére une fonctionnelle f dépendant d’une fonction ¢(x) et on introduit
les notations suivantes :

Fay =), (67
1) =%<@><¢>. (6.8)

F1G. 6.2 — Modélisation d’une vésicule en coordonnées carthésiennes.

Dans cette partie, on s’intéresse a I’équilibre mécanique des vésicules dans le cas bidimensionnel
plan et on se restreint a des vésicules présentant deux axes de symétrie. On note que le but de
cette étude n’est pas d’exploiter toutes les formes possibles mais plutot de fournir des solutions
semi-explicites afin de valider ultérieurement les algorithmes de calcul par les éléments finis.
Les vésicules en équilibre sont décrites & travers une courbe z = h(z) (voir Fig. 6.2). L’objectif
est de fournir en premier lieu une équation différentielle ordinaire décrivant 1’état d’équilibre
et de résoudre par la suite numériquement cette équation afin de trouver la fonction h(x). On
note par xy le rayon final de la vésicule donné par h(zy) = 0. L’équation de la membrane de la
vésicule s’exprime sous la forme paramétrique :

I'={X(z,2) = (z,2(x)); (x,2) € [0,2¢] x [0,+00]}.

Posons ¢(z, z) = z— h(x), la membrane de la vésicule s’exprime aussi sous la forme d’une courbe
de niveaux :

I'={z €[0,2¢] x [0, +0o0]; ¢(z,2) =0}.
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1
Un élément de longueur sur la courbe I' est donné par : dl = (1 4 (#'(2))?)? daz. Par conséquent,
laire V et le périmetre Ay de la vésicule sont donnés par :

Vo = 4/0$fh(m)dx, (6.9)

A = 4 /O s (W @)

N

dz . (6.10)

La normale sortante n a la vésicule et la courbure moyenne H sont données par :

(e o) — V(;S: 1 —h(x)
) = ) .

H(x,z) = kKi+re=V.n=0,(ng)+0:n.. (6.12)

6.2.1 Formulation du probléeme

Dans la suite, on fait le changement de variable w(x) = h/(x). Par une intégration par partie et
sachant que z(xf) = 0, on obtient :

Vo = —4/036f w(z)xde. (6.13)

Le lagrangien (6.3) s’écrit ainsi sous la forme suivante :

L\, p)

Tf 1 xf
5 = /0 [(H — Ho)*> + A (1 +w?(z))? dz —2p /0 zw(z) dz. (6.14)

Il s’agit de trouver une équation d’Euler-Lagrange décrivant les positions d’équilibres des vésicules
bidimensionelles en utilisant des outils de calcul différentiel (ou infinitésimal). Soit ¢(x) une
fonction réguliere a support compact. Par conséquent, les points selles sont donnés par la
différentiation du lagrangien .Z (6.5). On calcule les dérivées fonctionnelles par rapport a w
et on a :

[(H — Ho)?], (w) = 2 Hy(w) (H — Ho),

w(x)y

[(1 +w2($))§b (w) = m

NI

Donc

L' (w; A, p)y(w)
2

NI

dx

=2 [% Hy(w) (H — Ho) (1+w(z))

@ e L wpy . xfx N (6.15)
+ Jo7 [(H — Ho)? + A] (sz(x))%d 2p/0 Yde.

La normale est donnée par (6.11) :

n(z,z) = — < el > . (6.16)
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Calcul de la courbure H(z)

D’apres (6.12), la courbure est donnée par :

w'(z)

H(z,z) = Vgn = — - (6.17)

(14 w(z)?)

Calcul de la dérivé H'(x)

Njw
NI

w”(z) (14 w(®)?)? = 3w(z)w?(z) (1 +w(z)?)
(1+w(w)?)’
1
= ———— [(1+wk)?) v (z) - 3w)w?()] . (6.18)
(1+w(x)?)? A ) ]

H(z) = —

Calcul de la différentiation H,,(w)

[un

3
2

P’ (1 + w(m)Q) —3w(z) (1 + w(w)Q) 2w (x)y

(1 +w()?)’

V() —Su@w @ 619

(1 +w(z)?)?

H{b(w) = —

Extraction de 'EDO en w(z)

On note respectivement par T, Tb et T3 les trois termes de la différentiation du lagrangien (6.15).
Par la suite, on se propose de simplifier chaque terme & part.

= - me ’U),I2 I—ZUIE’(U/QT i
o= - [ e () el @] @

2 HY) 170 (2 Hy)] [ G (@) (H — Hy)
- [(Hw(w)?)w} +/0 o [WWM +/0 1 w2

Ydx.

0

Le premier terme dans I'équation précédente s’annule car w(xzy) = —oo. De plus,

Q{Nﬂw—mq 2H'(z) (1+w(x)?) —2(H(z) — Ho) 2w(z)w'(z)
or | (1+w(x)?) 2

2H'(z) 4(H

(1+w(x)?) (1 + w(z)?)?

Donc

B o 2H'(x) . £ 2w(x)w' (z) (H(x) — Ho) .
o= /0 (1 +w(x)2)¢d " /0 (1 + w(x)?)? pde. (6.20)
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Il reste a évaluer I'intégrant de 77 (6.20) en utilisant 'expréssion de H'(z) (6.18) :
?

2H' (x) 2w(@)w'(z) (H(z) = Ho) _ _ _ 2w'(z)  Aw(@jw®(@) 2w(z)w'(@)Ho
(1 +w(x)?) (1+w(x)?)? (I+w@)?): (+w@?): (1+w@)?)?
En utilisant I'expression de H(z) (6.17), on a :
_ 2 _ w' () 2Hyw'(x) 2
O = H2 = e Gt T Y

Par conséquent, on peut évaluer T :

T /l“f w(z)w?(z) 2Hyw' (x)w(z) N (H3 + \) w(z) vd

y = x.
0 (1 —|—’U)(£C)2)% (1+w(x)?)? (1 +w(~"3)2)%

En utilisant les expressions respectives de T3 (6.20) et T3 (6.21), ’équation (6.15) est équivalente

a:

L'(w; N\, ply(w) [
; /

(6.21)

2w" () N 5w (z)w'™ (:U) (H§ + A\) w(z)
(o vl Qo)
Les points selles du probleme vérifient I’équation suivante :

20" (z) n 5w(z)w' () N (H3 4+ X) w(z)
- 5 7 1
I+w@)?)? (Q+w@)?)? 1+w(@)?)?
Par conséquences, une condition nécessaire de I’équilibre mécanique des membranes est donnée
par I’équation d’Euler-Lagrange suivante :
20"(x) _ Sw(@)w (5'3) (H§ +A) w(=)
5 = 7 1
1 +w)?)>  (1+w(@)? )2 (1 + w(z)?)>
En conclusion de cette partie, on résoud un probléeme en w(z) avec les conditions nécessaires
appropriées. Comme on s’intéresse a des solutions ayant un sens physique alors on impose une
condition wj, > 0 afin de chercher des solutions biconcaves.

—pr] Ydex.

—2px = 0.

—2px. (6.22)

LJJ)S = 5w($)w/2(x)7 + (H + ) w(:f) —2px, 0<z<uxy,
L+w@?)?  (Qtw@?)? 1+ w@)?)
(6.23)
w(0) = 0,
w'(0) = w;>0.

6.2.2 Reformulation de ’équation différentielle

Il s’agit de résoudre I’équation différentielle (6.23) du second ordre en w(z). Afin de simplifier
son expression et notamment diminuer les puissances élevées aux dénominateurs, on fait un
changement de variable k() = —n.(z) qui correspond a la premiére composante du vecteur
normal et on réécrit le probleme (6.23) en fonction de la variable auxiliaire x donnée par :

w(z)
(14 w(x)?)
Quant a la condition initiale, elle est donnée par :

k(0) = 0. (6.25)

k(z) = (6.24)

NI
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Calcul de la dérivé «/(z)

D’apres (6.24), la dérivée de k(z) est donnée par :

1 w?(z)w' ()
w'(z) (1+w(@)?)? — ———=
vy T e
(1 +w(x)?)
_ % : (6.26)
En zéro, on a :
K'(0) = w'(0). (6.27)
Calcul de «"(z)
D’apres (6.26), la dérivée seconde de  est donnée par :
() = w” (x) (1 + w(m)Q)% — 3w(x)w?(x) (1 + w(m)Q)%
(1+w(x)?)®
_ w”(x) B 3w(r)w?(z) (6.28)
Atw@?): (1t w2

Probléme exprimé en fonction de x(x)

On remplace dans Iéquation (6.28) w”(z) par I'expression donnée par (6.22) et on utilise
I’équation (6.26) pour exprimer «/'(z), on obtient I'équation différentielle suivante :
2+ 5 2 6 2 HE +
W) R ownR) (e o
I+w(@)?) 1 tw@?)? (+w@)?)?  (1+w@)?)

D’apres (6.24), k(z) et w(z) ont le méme signe et on a :

N[

K(x)
w(r) = —————. (6.30)
(1—r%(z))2

On introduit le polynome affine suivant :
P(¢) = (Hf+X) € — 2px.

On remplace w(z) par son expression en fonction de x(x) (6.30) dans I’équation (6.29), on obtient
le probléme suivant :

( P(k)(z) — k(x)x?(z

v o PO

“(0) = 0. (6.31)
k'(0) = w'(0).

On note que la courbure moyenne (6.17) s’exprime en fonction des nouvelles variables du
probleme par :
H(x) = —K'(2). (6.32)
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Autre formulation de ’EDO en w(z)

L’équation différentielle (6.22) peut s’écrire sous la forme suivante :

[ w'?(z) ]/ _ 2u" (x)w' (x
(1 + w?(2))?/? (14 w(z)?)

) _

Par conséquences, le probleme (6.23) est équivalent a :

[E=e

W} = w(@P(x@), 0<z<ay,

(6.33)

Résolution numérique

On résoud le probléme (6.31). Afin de réduire un ordre de dérivation dans ce probléme, on pose
y(@) = (y1,92) = (k(2), &' (x)), yo = (0,0’ (0)) et

Y2
fy)=1{ Pl) —wnys
2(1 —y?)

Le probleme (6.31) se réduit & une EDO du premier ordre en fonction de y :

Yy = fly), 0<r<uazy, (6.34)
y(0) = yo. (6.35)

Il faut résoudre sur [0,z¢] avec xs assez grand pour avoir tout l'intervalle tel que 1 — x%(x)
change de signe et devient négatif pour x €|z.,z¢[. On effectue une méthode de tir pour avoir
Z., et ensuite on utilise 77 = x.. Finalement, on a :

K
w(x) = S 0<z<uxy, (6.36)

h(z) = /xw(:v)dx. (6.37)
rf

6.2.3 Autres approches pour résoudre le probleme

D’autres approches sont possibles pour résoudre ce probleme et notamment pour exploiter un
spectre plus large des solutions. On citera principalement celles les plus importantes dans cette
section. La premiere consiste a résoudre un probleme en fonction de la cordonnée curviligne
s, ensuite on en déduit la position de la vésicule en cordonnées carthésiennes. On cite comme
référence de ce travail la these de Cantat [14]. La seconde méthode consiste a considerer I'angle
0 établi entre la normale sortante en chaque point et I'axe des abscisses comme étant 1'incon-
nue principale du probléme. On renvoie le lecteur aux travaux suivants [46, 24, 49, 53, 99] ou
I’équation de la forme a été déterminée dans le cas axisymetrique. Concernant le cas carthésien,
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on n’a pas trouvé des références bibliographiques qui le traite. La troisiéme approche consiste
a considerer 1’équation d’équilibre d’Euler-Lagrange donnée dans [57] et de dériver par la suite
I’équation différentielle correspondante. On explicite dans cette partie le probleme obtenu et on
met en évidence les difficultés observées. La courbure est donnée par la formule (6.11), quant &
la courbure de Gauss, elle est donnée par :

2K (z,2) = (V.n)2 =Vn:Vn = 0.
L’équation d’Euler-Lagrange est donnée par :
p +oH(z) — H(x)(H*(z) — H) — AH =0. (6.38)
On note par s I'abscisse curviligne et on a :
d 1 d

_—= 1 . (6.39)
ds (1—|—w(:v)2)% dx
Par définition, la courbure moyenne est donnée par :
do
H=—. 6.40
ds ( )
On peut exprimer donc le bilaplacien en fonction de w(zx) :
d*H
AsH(z) = 752
1

w” (x)(1+w?(z)) — 3w (z) — Nw(z)w' (z)w”(x)(1 +w?(z)) + 18w?(z)w(x)
(1+w(x)?)’ .

On obtient finalement 1’équation différentielle suivante :

w"” (x) - 3w (z)(6w?(z) — 1) — Nw(z)w' (z)w” (z) (1 + w(z)?)
(I + ()’ ) (1 + w(@)?)
N w’(x) _ ' (z) 3_8, 0<z<ay,
2 (1 +uEP)? 2 +w@ni 2
(6.41)

w(0) = 0

w'(0) = w, >0,

L w”(0) = wy.

La difficulté trouvée dans la derniere formulation du probleme réside dans le choix de la valeur de
w”(0) qui est important pour assurer l'existence des solutions biconcaves. Quant & la résolution
numérique, on peux utiliser la méme méthode précédemment prescrite en choisissant y(z) =
(y1,92) = (w(z),w'(z), w" (z)), yo = (0,w'(0),w”(0)). Le probleme (6.41) implique une équation
différentielle du premier ordre en y donnée par :

y = fly,x), 0<z<uwzy, (6.42)
y(0) = wo- (6.43)
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F1a. 6.3 — Tracé de la solution h(z) selon le choix de w{, pour Hy =0, A =0.25 et p =0.5: (a) :
calcul et (b) : profil plan reconstruit et I’énergie de Helfrich correspondante.
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W = Tt & N oo ©
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y

F1G. 6.4 — Tracé de la solution pour Hy =0, A =0.25 et p = 0.5 : (a) : v et h(0)/x; en fonction

de wy , (b)

: J () en fonction de ~.
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6.2.4 Simulations numériques dans le cas bidimensionnel

On s’intéresse a 1'évolution de la forme en fonction du choix de la condition initiale wj, et on fixe
les parametres physiques Hy = 0, A = 0.25, p = 0.5. On varie w{, dans I'intervalle [—1.2,0.85]
et on trace quelques solutions trouvées sur la figure 6.3. Les membranes évolue d’une forme
circulaire a aire réduite v = 1 et ayant un exces de périmetre § = 0 a une forme tres applatie au
dela de laquelle la solution n’a plus un sens physique. On a respectivement :

1. Pour wj = 0.445, v = 0.27, 6 = 5.68 et J(Q2) = 11.84;

Pour w), =0.3, vy =0.45, § = 3et J(02) = 8.9;

Pour wj = 0.2, vy =0.59, § = 1.92¢et J(Q) = 7.65;

Pour wj = 0.1, v = 0.68, § = 1.31et J(Q2) = 6.28;

Pour wy =0, v =10.77, 6 = 0.87et T () = 5.47;

Pour wj = —0.03, v =0.79, 6 = 0.79et J(Q2) = 5.1;

7. Pour wjy = —1.125, v = 0.999, § = 2.7 x 10~ *et J(Q) = 3.11.

Afin de vérifier que la solution obtenue est admissible physiquement, on évalue un facteur de
forme qui donne la rapport entre les deux dimensions de la membrane h(0)/xf, ce parametre
doit étre positif pour que la solution ait un sens physique. On trace I’évolution du volume réduit
7 ainsi que de h(0)/z en fonction de wy sur la figure 6.4(a) et on trace dans la figure 6.4(b)
I’évolution de I’énergie de courbure de Canham et Helfrich en fonction de v pour ce spectre de

SN o o

solutions.

6.3 Equilibre statique des vésicules axisymetriques

6.3.1 Formulation du probleme

F1c. 6.5 — Modélisation d’une vésicule en coordonnées axisymetriques.

Dans cette partie, on cherche la forme au repos z = h(r) d’une vésicule axisymétrique (voir
Fig. 6.5), connaissant son volume et sa surface :

Ty
W = 477/ h(r)rdr, (6.44)
0

NI

Ay = 4Arn /Orf (L4 (W (r))*)?2 rdr. (6.45)

1
En effet, un élément de surface est donné par : ds = (1 + (1/(r))?) 2 rdr df. Dans ce qui précede,
7 est le rayon final : il vérifie h(ry) = 0 et il n’est pas connu a priori. On pose ¢(r, z) = z —h(r),
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I’équation de la membrane de la vésicule s’exprime sous la forme paramétrique :
I'={X(r,0,2z) = (rcos(d),rsin(0),z(r)); (r,0,z) € [0,r] x [0,427] x [0, 4+00]} .
La membrane de la vésicule s’exprime aussi sous la forme d’une courbe de niveaux :
I'={re 0] x [0, +ocl; ¢(r.z) = 0}.

La normale sortante a la vésicule et les courbures moyennes et de Gauss sont données par :

n(rz) = % _ LI ( —h(r) > , (6.46)

Vel a4+ w2z A1
H(r,z) = kKi+kry=divn= %ar(r ny) + 0.n,, (6.47)
2K (r,z) = kiky = (divn)?> —=Vn:Vn. (6.48)

Similairement au cas plan, on fait le changement de variable w(r) = h/(r). Sachant que z(r¢) = 0,
par une intégration par partie, '’équation (6.45) implique :

ry
W = —271/ w(r)ridr. (6.49)
0

Le lagrangien (6.3) s’écrit ainsi sous la forme suivante :

g(gf’p) B /Orf [(H — Ho)? + A] (1+ w?(r))® rdr—p /Orf rw(r)dr. (6.50)

Dans l'annexe A, on se base sur les travaux de Wan et al. [8] afin de dériver une équation
différentielle du second ordre en w(r). Le résultat est donné par I’équation (6.51)

2rw” (r) L 5rw(r)w’ (7"7) 2w (r) 4 2w(r) —l—w?’(rg)
(1+w(r)?)z (I+wr)?z  (A4+w(r)?)2  rl+w(r)?)?
2How?(r) (Ho + >\) rw(r)

(1 +w(r)? ) (14 w(r)?)

(6.51)
— pr.

D=

Dans le cas des membranes axisymetriques, la courbure principale dans la direction méridinale
est le terme basique dans I'analyse du caractere biconcave de la solution obtenue. Cette courbure
est donnée par :

w(r)

K(r) = ——————. (6.52)
r(1+w(r)?)?
Il est donc important d’écrire le probleme en fonction de x(r) au lieu de w(r). En outre, ils
existent deux autres écritures de ’équation différentielle (6.51) qu’on trouve souvent dans la
bibliographie, ils servent principalement pour faire une étude qualitative des solutions de ce
probleme. On introduit un polynoéme cubique Q(§) ainsi que sa partie quadratique R(§) et ils
sont donnés respectivement par :

Q&) = & +2Ho& + (HE + N —p, (6.53)
R(€) = Q&) —¢€ = 2Ho&* + (HZ + \E— p. (6.54)
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On multiplie de I'équation (6.51) par rw'(r) et on obtient :

!/

_ () / _ w?(r) 3

5 = | + rw'(r)R(k(r)) , (6.55)
(1 +w(r)?)> (1 +w(r)?)?
R ] - ] e, (6.56)
(I+w(r)?)> (I +w(r)?)?

Finalement, on a un probleme en w(r) a résoudre avec les conditions nécessaires appropriées :

( r2w'? ! 2 ! w
N — I RS P -
() = () —we(asimm) 0<r<m

w(®) = 0, (6.57)

L w'(0) = wy>0.

La condition w(, > 0 n’a de sens que si on cherche une solution biconcave. On montre que pour
wy > 0 et assez petit, la solution existe dans [0,rf] avec w(ry) = —oo, ceci a fait Pobjet des
travaux de Au et al. [8]. On peut donc résoudre ce probleme d’EDO jusqu’a ce que la solution
w(r) atteigne r¢. Ensuite, on integre h' = w de r = ry & r = 0 avec la condition finale h(ry) = 0.
Cela marche a p et X\ fixés et par la suite, les facteurs de formes v et § sont déterminer a
posteriori.

Par ailleurs, la question du calcul du point de selle reste : il faudra faire un algorithme de type
Uzawa pour une aire et un volume fixés. On peut par exemple fixer I'aire et diminuer le volume
comme parametre, car seul le volume rduit compte.

Extraction de ’EDO en K(r)

On s’intéresse dans cette partie a une EDO en fonction de la courbure dans la direction
méridienne kg. Considérons le dévelopement limité au voisinage de r = 0, on a :

w(e) ~ w(0)+ew'(0) = ewy, (6.58)
’U/(&) ~ wé, (659)
k(e) = w(e) ~ kel ~ Wy, - (6.60)

e(1+w2(e) /2 e(1+2wi)/?

Calcul de la dérivé «/(r)

D’apres (6.52), la dérivée de la courbure méridienne est donnée par :

1 1 rw(r)w(r)
rw () (L w(r?)E — () |1+ w4 SeOw )
K(r) = — ( | ( ) (1+w(r)?)?
r2 (1 +w(r)?)
_ w'(r) 3 w(r)
(L4 w2(r)32 2 (1 w(r))/2
w'(r) K(r)

- r(L+w?(r)32 (6.61)
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Au voisinage de zéro, on effectue un developpement limité :

W) = w'(e) B w(e) ~ wy) B ewy,
T (14 w(@)32 21 +w()?2 T e(1+ 2wP)3/2 €2 (1 + 2w)l/?

o W[y 3w wh () et} s (6.62)
€ 2 € 2

Calcul de «"(r)

D’apres (6.61), la dérivée seconde de la courbure méridienne est donnée par :

NI

. B w” (r)r (1 + w(r)Q)% —w'(r) [(1 + w(r)Q)% + 3rw(r)w'(r) (1 + ’U)(’I“)Q) ]
wir) = 2 (1 + w(r)2)?

2r (1 + w(r)z)% + TZM]

w'(r)r? (14 w(r)z)% —w(r)

) (1+w(r)?)?
r (1 +w(r)?)
w”(?“) - 2/4:/(7“) B 3?1}(7“)11)/2(7")5 . (6.63)
r(1+w(r)?)? " r (14 w(r)?)?

Probléme exprimé en fonction de ()

On remplace dans P'équation (6.63) w”(r) par son expression donnée par (6.51) et on utilise
léquation (6.62) pour exprimer £'(r), on obtient I’équation différentielle du second ordre sui-
vante :

2r25" (1) —rw(r)w?(r) r&'(r) w3 (r)

L+ w2

(1+w(7“)2)% (14 w(r)?) r(1+w(r)?)
2How?(r)  (H3+ X) rw(r) )
2

(1+w(r)?) (1—|—w(7°)2)% R

N[
e

(6.64)

On note que k(r) est donnée par (6.52). D’aprés (6.60), x(0) est donnée par w'(0) > 0 qui est
une condition nécessaire de la biconcavité de la vésicule. Par conséquent, x(r) et rw(r) sont du
meéme signe et on a :

rr(r)
—
(1 - r2w2(r)’

On remplace w(r) par cette expression dans I’équation (6.64), on se raméne au probléme suivant :

w(r) =

Q(r) — k(rs’' + k)% 3K/
K= 2(1 — r2k2) T 0<r<ryg, o
k(0) = w;>0, (6.65)
'(0) = 0.

Par ailleurs, la courbure moyenne s’exprime en fonction des nouvelles variables du probleme
par :
H(r) = —2x(r) —rx/(r). (6.66)
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Résolution numérique

Afin de réduire l'ordre de dérivation par rapport & k, on pose y(r) = (y1,y2) = (k(r), s’ (r)),
yo = (wp,0) et

Y2
fly,r) = Q) —wi(rye +y1)* 3y
2(1 — r2y?) r

Le probleme se réduit a une équation différentielle du premier ordre en y(r). Elle est donnée
par :
{ vy = fly,r), 0<r<ry, (6.67)
y(0) = wo. '
Le probleme est singulier en 7 = 0 car on divise par r dans I'expression de f. Pour cela, on le
résoud numériquement sur un intervalle [g,7¢]. On pose y. = (wy, —5w63), le probleme devient :

(2 o ere

Numériquement, il faut résoudre sur [e,7f] avec ry assez grand pour avoir tout l'intervalle tel
que 1 —r2k%(r) change de signe et devient négatif pour r €]r.,rs[. On effectue une méthode de
tir pour avoir r., et par la suite, on utilise ry = .. Finalement,

rK

w(r) = a2 e<r<ry, (6.69)

h(r) = /Tw(r)dr. (6.70)
rf

6.3.2 Sens physique des solutions

L’existence des solutions de ’équation différentielle (6.65) est un probléme mathématique clas-
sique qui est bien étudié. Ce qui nous intéresse dans ce probleme est le caractére physique de la
solution et la conformeté de la solution aux résultats physiques connus. Le point essentiel est de
montrer que la forme de la solution est admissible de point de vue physique, ceci implique qu’on
a une surface fermée qui ne présente pas des intersections d’origines purement mathématiques.
Ceci induit la connaissance du premier zéro de la solution A(r), le nombre des zéros, le nombre
des points critiques, etc.

La membrane est décrite par la courbe :

I'={X(r,z) = (r,2(r)); (r,z) € [0,rf] x [0,+00]}.

Afin d’assurer le caractére biconcave de la solution de (6.65), on cherche une solution z = h(r)
tel que h(r) > 0 pour r € [0,7¢] et h(ry) = 0. Les conditions précédentes se traduisent par :

1. w(0) = 0;
2. w(r) — —oo, lorsque r — ry;
3. Il existe ray < ry tel que w'(r) > 0 si et seulement si r € ]0, 7| .

La derniere condition implique que w(r) possede un unique maximum et un unique point d’in-
flexion atteint en r; et qu’il n’y a pas d’autres points critiques. Ceci veux dire que la fonction
h(r) possede aussi un unique maximum pour r € [0, 7] atteint en rps et qu'il n’y a pas d’autres
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F1G. 6.6 — Tracé de la solution pour Hy =1, A =025et p=0.5:(a): Hy=1, A=0.25,p=0.5
et wl) = 0.2765, (b) : Hy =1, A = 0.25, p = 0.5 et w} = 0.25, (¢) : Hy = 0.5, A\ = —1, p = 0.5
et wy =04 .

points critiques. Conformément a ces conditions, on en déduit que la condition initiale doit
vérifier w'(0) = w((r) > 0. On peut obtenir plusieures configurations d’une solution biconcave.
Sur la figure 6.6, on trace les configurations biconcaves possibles. La premiere colonne corres-
pond a la solution biconcave physiquement admissible, elle satisfait les conditions portées sur
w(r). La seconde posseéde une forme biconcave mais elle présente des croisements et elle n’est
pas admissible du point de vue physique. Par ailleurs, la derniére colonne présente un cas limite
ou la solution présente une dérivée tres grande : il s’agit d’une limitation de la formulation du
probléme sous la forme (6.68).

En effet, cette formulation ne permet de traiter que des applications en fonction de la coordonnée
radiale r et par conséquent elle ne permet pas d’avoir des rebroussements dans les profils des
solutions.

6.3.3 Simulations numériques

On présente dans cette partie des tests numériques permettant d’exploiter le code et de voir
la dépendance de la forme des vésicules des parametres physiques du probléeme. Quant aux
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10 T T T T T 2 T T T T
], 2 = W(r) e 7= H@)
| -0 F1 1995 |
20 | .
{1 =30+ -
: 1.99
-40 .
1 -50 »
| 60t | 1985t
=70 + P
O 1 1 1 1 _80 1 1 1 1 1 198 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 0.8

F1G. 6.7 — Tracé de la solution pour wy =1 et A =p = Hy =0: (a) h(r) et (b) : w(r) et (c)
H(r).

paramétres numériques, on choisit € = 1077 et N = 10* (N est le nombre des points de
discrétisation). Toutefois, on note que toutes les courbes correspondent a une representation
adimensionnée pour une aire=4m constante.

Cas particulier

Dans le cas particulier A = p = Hy = 0, la solution est une sphere. En effet, R(¢) = 0, V&.
L’équation (6.55) implique :

r2w(r) ]/ B w?(r) ],
oM NGRSO

Par une intégration, en faisant » — 0, on en déduit que la constante est nulle et on a :
rPw?(r) w?(r)

(I+wr)?)?  (+wr)?)?

D’apres (6.61),
IQ/(’I“) — ZU/(T‘) o ’U)(’I“) — 0
r(L+w?(r)¥2 2 (1+w?(r)!/?

On en déduit que k(r) = k(e) = wy(. Il s’agit donc d’une sphere de rayon 1/wyj. Dans la figure. 6.7,
on choisit A = p = Hyp = 0 et w = 1 et on trace I’évolution du profil adimensionné h(r), la
fonction w(r) ainsi que la courbure H(r). On obtient les valeurs suivantes : v = 0.999, § =
3.37 x 1074, Ag = 12.57, Vo = 4.189, J(2) = 24.87. Ceci est conforme aux valeurs théoriques
égales respectivement & 1; 0; 47 ; 47/3; 87. Finalement, on a H(r) = constante = 1.99 et
est proche de la valeur théorique égale a 2.

Evolution en fonction de wy,

On s’intéresse dans un pemier lieu a I’évolution de la forme en fonction du choix de la condition
initiale w). On fixe les parameétres physiques Hy = 0, A = 0.25, p = 0.5, on varie w|, dans
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................................................. 02 i
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0.2 0.4 0.6 w)
F1G. 6.8 — Tracé de la solution pour Hy = 0, A = 0.25 et p = 0.5 (a) : h(r) selon wy, (b) : v et
h(0)/ry -

I'intervalle [—1,0.3] et on trace les profils des solutions sur la figure 6.8. Les solutions évoluent
de la forme sphériques vers une forme biconcave tres applatie, au dela de laquelle la solution
n’est plus admissible physiquement. L’admissibilité physique est assurée si le signe du facteur de
forme h(0)/r; est positif, ce parametre est tracé sur la figure 6.8(b). La dépendance de I’énergie
de Helfrich en fonction du parametre numérique wy, est tracée sur la figure 6.9(a). On a démontré
dans le chapitre 5 que, pour une courbure spontannée fixé, la forme de la vésicule ne dépend
que d’un seul parametre qui peut étre v ou ¢, ainsi on trace dans les figures 6.9(b) et 6.9(c)
I’évolution de I’énergie de courbure de Helfrich en fonction de ces parametres. On remarque que
J augmente en fonction de I'écart a la forme sphérique.

Evolution en fonction de Hy

On s’intéresse a ’évolution de la forme en fonction du choix de la courbure spontannée Hy, on
fixe les parametres physiques A = 0.25, p = 0.5 et on trace sur la figure 6.10 I’évolution de la
forme en fonction de Hy pour w(, = 0. On trace aussi I’évolution du volume réduit v ainsi que
le facteur de forme h(0)/r. L’évolution de 'énergie de Helfrich en fonction de wy, v et 0 sont
tracées sur la figure 6.12. Ceci met en évidence I'influence de la courbure spontannée dans le cas
tridimensionnel sur la forme de la membrane. Finalement, on trace sur la figure 6.11 un spectre
de solutions pour une valeur de w{ non nulle.

6.3.4 Profils tri-dimensionnels

Dans cette partie, on reconstruit a l'aide de geomview certains profils tridimensionnels des
membranes obtenues dans cette section.
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0 . J@) - 70 | J@) e
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F1G. 6.9 — Evolution de J(2) pour Hy = 0, A = 0.25 et p = 0.5 selon : (a) : w), (b) : v et (c) :
J.



6.3.

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

F1G. 6.10 — Tracé selon Hy pour wy =0, A =0.25 et p = 0.5 : (a) h(r) et (b) :
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F1G. 6.11 — Tracé selon Hy pour wy = 0.2, A =0.25 et p = 0.5 : (a) h(r) et (b)
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FIG. 6.12 — Evolution de J(€) pour w} = 0, A = 0.25 et p = 0.5 selon : (a) : Hy, (b) : v et (c) :

J.
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— >

o e

F1G. 6.13 — Formes correspondants a : (a) : Hy = 0, J(2) = 49.96 et v = 0.58 : solution
biconcave , (b) : Hy = 1 et J(Q) = 177.31 : solution non physique , (c) : Hy = 70 , wy = 0
J(Q) =210% et v =0.41 .
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6.4 Formes multiconcaves et diagramme de formes

Dans cette partie, on exploite le code élaboré et on obtient certaines formes axisymetriques qui
n’ont pas été observées dans la littérature. On classe ces formes en comptant le nombre des
points d’inflexion, qu’on note dorénavant *, sur la courbe calculée dans le domaine de calcul
(un quart de plan).

Etant donné que, a une courbure spontannée donnée, les formes d’équilibre des vésicules dépendent
uniquement du facteur de forme : le volume réduit v ou l'exces de surface §, on décide de fixer
la courbure spontannée Hy = 0 et on étudie les formes obtenues.

Ainsi, on trace un diagramme qui représente le facteur de forme en fonction de I’énergie et qui
permet de localiser les branches occupées par ces formes et notamment leurs niveaux d’énergies.
Cependant, on note qu’il est éventuellement possible d’avoir d’autres branches pour d’autres
valeurs du facteur de forme qui décrivent les mémes formes citées dans cette section. Le raison-
nement qu’on suit lors de 'expérimentation numérique afin de tracer le diagramme de formes
est le suivant :

1. On fixe le nombre des points d’inflexions dans le domaine de calcul (le quart du plan), on
commence par un seul point d’inflexion ;

2. On balaye toute une plage de parametres en variant p, A et w’(0) entre les différentes
positions extrémes correspondants a w(r) = oo, tout en vaillant & garder le nombre des
points d’inflexions fixes;

3. On incrémente le nombre des points d’inflexion. Généralement, on remarque que les cas
w(r) = oo représentent un seuil au dela duquel on passe, de manieére discontinue, d’une
famille de forme a une autre.

Dans ce qui suit, une attention toute particuliére a été portée sur l'existence de familles de
formes correspondantes a plusieurs valeurs de ¢*. Par ailleurs, on donne a chaque fois un jeu de
parametres permettant de trouver la famille correspondante des formes des membranes.

Casde*=0o0ui =1

1l s’agit des formes biconcaves ou celles sans points d’inflexion tracées précédemment dans figures
Fig. 6.8 et Fig. 6.9. En effet, on a Hy = 0, A = 0.25, p = 0.5 et on varie la condition a l'origine
w(, € [-10,0.3] :

Cas de i* =2

Il est possible d’avoir des formes a deux points d’inflexion, on fixe A = —1.8 et p = 0.51 et on
varie wj € [—1.313, 0]. Quelques profils obtenus sont tracés sur la figure 6.14(a).

Cas de i* =3

On fixe A = —2.5 et p = 0.51 et on varie w(, € [0, 1.8762]. Quelques profils obtenus sont tracés
sur la figure 6.14(b).
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Z=h wh = —1.313 —— | = wly = 0.94 |
]2-3w,“) (s f— 1.9 Lz =h(r) U%ZL% 777777777
. wh = —0.7 wh = LT s

0 L IR L 0 vy
0 0.6 1.2 0 0.6 1.2

T T

F1a. 6.14 — Tracé de la solution pour : (a) : i* =2, (b) : i* = 3.
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F1G. 6.17 — Diagramme d’évolution de J(2) , pour Hy = 0, en fonction de : (a) : y et (b): 4 .

Cas de i* =4

Pour obtenir des formes & quatres points d’inflexion, on choisit A = —2.8 et p = 0.51 et on varie
wg € [-1.75, —0.3]. Quelques profils obtenus sont tracés sur la figure 6.15(a).

Cas de i* =5

On fixe A = —4 et p = 0.51 et on varie w(, € [0, 2.05]. Quelques profils obtenus sont tracés sur
la figure 6.15(b).

Cas de i* =6

On fixe A = =3, Hy = 0, p = 0.3 et on varie w(, € [—1.88, 0]. Les résultats sont donnés sur la
figure 6.16(a).

Casdei* =7

On fixe A = —4.8, p = 0.51, Hy = 0 et on varie w(, € [0, 2.513]. Les résultats sont donnés sur la
figure 6.16(b).

Cas de i* =9

On fixe A = —6, p = 0.51, Hy = 0 et on varie w(, € [0, 1.95].

10
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Cas de i* = 10

On fixe A = —4, p = 0.275, Hy = 0 et on varie w(, € [—2.2037, 0].

Cas de i* =14

On fixe A = =5, p = 0.275, Hy = 0 et on varie w(, € [-2.45, 0].

Récapitulatif du diagramme des formes pour Hy =0

Le diagramme des formes est donné sur la figure 6.17. On remarque que les niveaux d’énergies
augmentent en fonction de i*, ceci est attendu dans la mesure ou I'énergie de Canham et Helfrich
augmente proportionnellement aux nombres de plis sur la courbes et c’est ainsi que la forme
tend vers une forme sphérique donc ~ tend vers 1.

Néanmoins, on note que les formes obtenues peuvent représenter des maximums locaux de
I’énergie de Canham et Helfrich et on peut ne pas les observer dans la nature. Afin de connaitre
le type de l'extrémum, il faut calculer la dérivée seconde de I’énergie et étudier son signe pour
les formes observées, ceci ne fait pas 'objet de ce travail.

Reconstructions de certaines formes obtenues

Parmi les nouvelles familles de formes obtenues dans cette section, on reconstruit certains profils
tridimensionnels.
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F1G. 6.18 — Formes correspondant a : (a) : J(£2) = 104.07 et v = 0.71 , (b) : J(2) = 208.76 et
v =074, (c) : T(Q) = 152.46 et v = 0.71268.
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F1a. 6.19 — Formes correspondant & : (a) : J(2) = 310.23 et v = 0.89 , (b) : J(Q) = 147.6 et
v =0.77577 , (c) : J(2) = 91.9 et v = 0.9.
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— D
—“ <

F1G. 6.20 — Formes correspondant a : (a) : J(2) = 85.68 et v = 0.4 , (b) :J(2) = 100.61 et
v = 0.61.
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Fia. 7.1 — Vue schématique des globules rouges dans le sang réalisée par www.maxisciences. com.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un algorithme permettant d’avoir les formes d’équilibre
des vésicules dans le cadre de la méthode des éléments finis. Les vésicules sont modélisées en
utilisant le modele de Canham et Helfrich [100]. On développe une formulation variationelle en
utilisant une description eulérienne du probleme a résoudre. Les solutions numériques obtenues
sont comparées a celles obtenues par la résolution d’équation différentielle présentée dans un
chapitre précédent.

7.1 Introduction et contexte

Dans ce chapitre, une attention particuliere est portée a 'exploitation des formes d’équilibres
des membranes biologiques, plus particulierement celles des globules rouges dans le sang, dans
le cadre de la méthode des éléments finis.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la partie 2, on présente le probleme sous une for-
mulation forte en introduisant une approche de multiplicateurs de Lagrange; ceci est différent
de la méthode de pénalisation introduite par exemple dans [27]. Dans la section 3, on présente
une formulation faible du probleme. L’objet des sections 4 et 5 est de faire une discrétisation en
temps et en espace du probleme et d’élaborer un algorithme de résolution. A la fin de la section 5,
on met en évidence la nécessité d’un controle a posteriori des multiplicateurs de Lagrange. Dans
les sections 6 et 7, on simplifie le probleme en traitant chaque contrainte a part. On s’intéresse
dans la section 8 a la résolution du probleme initial des vésicules et les simulations numériques
sont validées par des comparaisons avec les solutions obtenues par la résolution des équations
différentielles présentée dans le chapitre précédent. Finalement, la derniere section est consacrée
aux simulations numériques avec un algorithme du type Lagrangien Augmenté.
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7.2 Formulation forte du probleme

Il s’agit d’un probleme d’optimisation de formes suivant :

Q= arginf Z(Q). (7.1)
NeV

V représente 'espace des contraintes :

V:{wCRd,d:2,3;/ ds:Aoet/dx:VO},
Ow w

ou Ap et V) représentent respectivement la surface et le volume de référence (dans le cas bidimen-
sionnel, ils représentent respectivement le périmetre et 'aire de référence). C’est un probleme
de minimisation sous contraintes de ’énergie de courbure de Canham-Helfrich donnée, pour une
courbure spontannée nulle, par :

7(@Q) = %/Ffﬂ ds. (7.2)

Le probleme (7.1) s’écrit sous la forme d’un probléme sans contraintes de type point selle. Afin
de relaxer les contraintes, on introduit le lagrangien :

f(w;a,q)z/(w)—i—a(/aw ds—A0> +p</w dx—%), pour (w: 0,q) € (AR, R) , (7.3)

ou o et ¢ sont les multiplicateurs de Lagrange qui servent a conserver le volume et la surface.
La solution (©2;p, A) € (A;R,R) est un point de selle du lagrangien et elle vérifie :

ZL(Q0,q) < L Np) < L(wiAp), V(wo,q) € (AR R).

Par conséquent, le probleme (7.1) s’écrit sous la forme d’un point selle :

(A, p) = arginf sup.Z(w;o,q).

d oc€eR
we R T

Il s’agit de trouver (2;p, A) € (Rd;R,R) vérifiant les conditions suivantes :

(
%(Q; A,p)(u) =0, pour tout u défini dans R,
0L
5, AP =0, VgeR, (7.4)
P
0z
oy EAp() =0, YueR.

Afin de chercher un point selle de £ (w; 0, q), on a besoin de dériver la lagrangien par rapport a
la forme. Ceci a fait ’'objet du papier [57] et du chapitre 5 ot on donne une equation mécanique
général décrivant 1’équilibre des membrane biologiques. Dans le cas particuler de ’énergie de
Canham et Helfrich (7.2), on a :

p+NH + %(H — Ho)[4K — H(H + Ho)] — AH = 0. (7.5)
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On a démontré aussi dans [57] que la dérivation de forme de 'équation(7.1) est donnée par :

%(u);)\,p)(u) = /F {p—i—)\H—i- %(H—HO)[ZLK—H(H—FHO)] —ASH} unds. (7.6)

En supposant que la forme I' est suffisamment régiliere, la direction de descente est défini par :
1
u:{ASH—§(H—H0)[4K—H(H+Ho)]—p—)\H}n. (7.7)

Ainsi, on déplace la forme Q vers €, tel que :
Q= I+ tu)(Q), (7.8)

avec t > 0 est un pas de descente infinétisémalement petit. Formellement, on obtient :

1 2
{ASH— §(H—H0)[4K—H(H+H0)] —p—AH ds+0O(t%).

(7.9)
Ceci assure la minimisation de la fonctionnelle objective. La fonction u dépend de ¢, H, K, n qui

sont définis, par le formalisme Level Set, dans tout le domaine A par extention de ceux définis
sur I'. Par conséquent, on transporte la fonction de niveau par le vecteur :

L Ap) = LA, p)—t /
T

w = (ASH _ %(H—HO)[4K—H(H—|—H0)] —p —AH) n.

En conclusion, il s’agit de résoudre le probleme de transport suivant :

0 1
=+ [ASH — S(H — Ho)AK — H(H + Ho)
—p —AH]nVy =0 p.p. (t,z) €]0,+o0[XA,
Joldz =1, p.p. t €]0, +o0],
Joq1ds = Ag p.p. t €]0, +o0], (7.10)

p(t,z) =wpon(z) p.p. (t,x) €]0, +00[xIA,

dp(t,z) =0 p.p. (t,z) €]0, +00[x A,

¢(0,z) =wpo(z) pp. TEA,

ou v est la normale a la frontiere du domaine OA. La partie suivante est dédiée a extraire une
formulation variationnelle du probléme (7.10).

7.3 Formulation faible du probleme

Dans ce chapitre, les simulations numériques sont dans le cas bidimensionnel (les formes d’équilibre
ne dépendent pas de Hy), on choisit donc Hy = 0. On suit la méme démarche que le chapitre 2 et
on introduit une variable mixte ¢ = —H|V¢|. Pour des fonctions tests £ € Hi(A) et ¢ € HY(A)
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, on obtient la formulation mixte suivante :

9% cix N O V|w| .
Aat§d +/AVS( Ved + Nz |2V@V§d —i—/ Vs() €& d
1 Y2
——=Ve.V(|V dx — \Y% d A dx = 7.
[ oEVev (Ve € dx — [ pIVeledx+ [ Aveax o, (.11)

FICRA
—(dx — —Vep.V(dx = 0.
/A Vel A Vel

La division par |V¢| dans les formes bilinéaires peut induire des problemes de stabilités numériques
dans la mesure ou ce terme est nul ou proche de I'erreur machine sur le squelette de la fonction
de niveauz @ (voir chapitre 2). Par conséquent, il important d’éviter toute division par |V| et
on introduit deux paramétres (m,n) € N2 et les deux fonctions tests (£,¢) € HE(A) x HY(A)
tels que & = \V(p\”g et ( = ]Vap]mg . On obtient la formulation variationelle suivante :

- 1 -
[ el G + [ 9o 0)VEx + 5 [ 1Vl vE dx
A

+ [+ DIV IVITT, )€ dx + 5 [ 4 DIV 0T (V) € dx
A A

(7.12)
= [ Vet ax [ AulTelg dx o,
A A
J1vertud ax = [ [9pm 19098 dx = [ miVel 2969 Veiddx.
A A A
Le choix (n,m) = (3,2) permet d’éviter la division par |V¢| dans le probleme variationnel.

Dans la suite, on omet les tildes et on introduit la variable mixte v donnée par :
v = V|Vy| € Hy(div,A) = {7’ € L2 (M) V.r € L2(A); T.o9p = O,@A}

Finalement, on obtient la formulation variationelle suivante :

¢ Formulation faible

Etant donné ¢g € C! ([0,7]; L*(A)) N L2 (J0, T[; HY(A) N WE=(A)) et o € L*(A),

trouver n € L? (]0,7[; L>(A)4) , v € L* (10, T[; Ho(dlv A) N LOO(A) 4,

e L? (]O,T[;Hl(A) N LOO(A)) et  avec p—pgp € C! ([ ,T1]; L (A))ﬂL2 (]O,T[;Hé(A) N WLOO(A))
tels que :
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/|Vgﬁ|n.§dX:/V<p.gdx, Ve € (L2(A))4, (7.13)
A A
/’y.TdX: f/ |[V|V.rdx, V7€ Hy(div, A), (7.14)
A A
[ Wetveax— [ [Delvovex=2 [ (Vomax  veem@), @)
A A A

/|V<p|3V51/).VCdX +/ V|20 p¢dx +%/ V|92 V. Vidx

A A A

- / p|Vel* ¢ dx +4 / Vel2(Voy)¢ds +2 / VA (Vioy)Cdx
A A A

+/ My |VelP¢dx =0, V¢ HHA). (7.16)
A

7.4 Discrétisation en temps

Dans cette partie, on s’intéresse a la discrétisation en temps du probleme (7.13-7.14-7.15-7.16).
Quant au probleme de renormalisation de la fonction de niveaux ¢, on utilise le schéma de
discrétisation présenté dans le chapitre 2 et dans le papier [58].

Soit 0 = t° < t! < t? < .. < t¥ = T la subdivision de I'intervalle de temps [0,7], on note
At = 71— ¢n ]e pitme pas de temps avec n = 1,2, .., N. On utilise un schéma de discrétisation

0
de second ordre en temps. Soit y € C'([0,T]) et y/(t) la dérivation en temps a—‘zt/, alors Vt €
10,T[, ¥n > 1,

3y(t) — dy(t — At) +y(t — 2A¢) 3)(1)
1) = N AN
Y ( ) 2\t + 3
On utilise le schéma suivant :
y'(t) =~ W, sin=1,
Syl — g n—1
) ~ FT——% Y sinon . (7.17)

En utilisant la discrétisation (7.17) d’ordre deux en temps, on a une erreur qui évolue en O (hk ) +
O (Atz), ol k est le degré de discrétisation spatiale de la méthode d’éléments finis. On introduit
les formes trilinéaires suivantes m(, , ) et a(, , ) données par :

m(w,§,¢)

/f(w dx , avec w € L®(A)%, € € L*(A), ¢ € L*(A)
A
a(w,&,¢) = /A(wvg) V¢ dx , avec we LA™ ¢ e HY(A), ¢ € HY(A). (7.18)

On utilise une discrétisation explicite des équations (7.13) and (7.14) : voir chapitre 2. Concer-
nant les équations (7.15) et (7.16), on implicite le maximum de termes et on a la formulation
variationelle (F'V')a; suivante :

Etant donné ¢, € H'(A) N WH®(A) , ¢ = ¢y! € L2(A), n” € L®(A)%, 4™ € Hoy(div,A) N
L®(A) et (p™, A7) € R?,
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trouver "1 € HY(A) N L®(A) et " avec "1 — € HI(A) N W°(A) tels que :
m (Vo] "t &) — a (V[T ¢™F1, £) = 2m (Ve ™, 1, €)
a(|VePA—n"@n"), "t C) + shm (VP o™t ()
+%a (Ive" ) 1, "0, ¢) = %NW(IV@"P (49" = ¢"1) 1. ¢)

—m (4]V" P (L= @ n") Vymg™ + 2 ()7 (V" ™) = pr[ V| + Amn |V P 1, )
(7.19)

Ceci, V¢ € HY(A), V¢ € HE(A).

7.5 Algorithme de résolution

Les algorithmes utilisés pour calculer les points selles du lagrangien £ (Q;p, \) (7.3) sont connus
sous le nom d’algorithmes d’Uzawa et sont dis & Arrow, Harwicz et Uzawa [Arrow et al., 1958]
et a Glowinski, Lions et Trimolieres [Glowinski et al. 1976]. Les plus utilisés sont donnés dans
[Fortin et Glowinski, 1982] et [Glowinski et Le Tallec, 1989]. Dans le cadre de ce travail, on
commence par présenter l'algorithme le plus élémentaire et on finit par donner l'algorithme
qu’on utilisera dans les simulations numériques.

7.5.1 Algorithme : Uzawa a pas de descente fixe

L’algorithme se décompose de deux parties :

1. On calcule la fonctionelle d’énergie duale :

g*(p7 )‘) A~ — sup g(Q’]L )‘)7
QeRd

2. On minimise ’énergie duale, avec un pas de descente fixe p :

(p,\) =~ arg inf E*(q,0).
(q,0) € R?

Algorithme :

initialisation n =0
(2%p% \%) € A x R? arbitrairement donnés,
Soit n >0

1. (p", A") € R? connus, on calcule Q"1 C A par :
LQ L pr M) < L2(Q;p", A, VO C AL

2. Soit &*(p, \) = —Z(Q"L;p, \), on calcule :
(PP = (P AT = pVpaE* (", A
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7.5.2 Algorithme : Uzawa avec contrdle a posteriori du pas

On donne ici un algorithme plus complexe, on utilise une boucle de point fixe lors de I'étape de
minimisation par rapport a la forme. Le critere d’arrét est porté sur le résidu des équations. Par
ailleurs, on utilise une boucle de prédiction correction lors de la minimisation de la fonctionelle
duale. Ceci revient a effectuer les deux étapes suivantes :

1. On calcule la fonctionelle d’énergie duale :
Q = arginf Z(w;p,\),
w € R?
& (p,A) = =Z(%p, A).
2. On minimise I’énergie duale, avec un pas de descente variable p™ :
(p,A) = arginf  &%(q,0)
(q,0) €R?

A chaque temps t", on note par r’ et r” les résidus respectifs des équations (7.19) et on calcule
Y ®

un résidu global 7™ =, /(7“{2)2 + (rg)Q. On fixe le critere de convergence par rapport au résidu

en fixant une valeur seuil du résidu ¢ et on choisit la valeur minimale &,,;, de la variation de \
et p pour arréter l'algorithme.

Algorithme :

initialisation n =0
(90, p% \%) € A x R? arbitrairement donnés,

Soit n >0
(p™, A") € R? connus,
1. On calcule Q" *1 .
initialisation
E=0,00=Q"%et r' = +00;

tant que {r* > ¢} faire

(a) Résoudre le systeme (7.19);

(b) Calculer 7¢+1;

(c) k=k+1;
fin de la boucle
kma:r = k;

Qn+1 — kaaz ’
E*(p,N) = —ZL(Q" 5 p,N)

2. On calcule p"*t1 et A7 F1 .
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étape de prédiction
(6p,0N) = (p"+1 —p™, A" — \*) arbitrairement choisis ;

tant que {&*(p"t, A"t > &% (p", A"} faire

op O

(@) (0.5 = (2.2
(b) Si0p < Emin Ou A < Epin, alors erreur;
(c) (P AMHY) = (p" + 0p, A" + 6A) 5

fin de P’algorithme.

On note que le choix k. = 1 revient a ne pas faire la boucle du point fixe lors de la variation
de forme et que ceci peut éventuellement étre plus rapide en terme de convergence de ’algrithme
dans la mesure ou les variations de volume et de surface sont faibles lors de chaque itération.

7.5.3 Algorithme : Uzawa a pas optimaux

L’atout d’un algorithme a pas optimaux est qu’on conserve le volume et la surface a chaque
temps t", alors que pour les algorithmes définis précédemment, le volume est la surface ne
sont conserservés qu’uniquement a la convergence. De plus, cet algorithme assure des petites
variations de la forme a chaque t" et donc un algorithme qui est plus stable.

On donne l'algorithme et dans la section suivante ainsi le calcul explicite des multiplicateurs de
Lagrange optimaux. Ceci revient a effectuer les deux étapes suivantes :

1. On effectue un point fixe pour minimiser le lagrangien par rapport a la forme :

Q = arginf Z(w;p, ),
w € R?
& (p,A) = =Z(Qp, A).

2. On calcule exactement les multiplicateurs de Lagrange p et A :

(p*,\*) = arginf &*(q,0).
(9,0) € R?

Similairement a la partie précédente, on note a chaque instant ¢ par oy et g les résidus

des équation (7.19) et on calcule un résidu global r" = | /(7“17;)2 + ()% On fixe le critere de

convergence par rapport au résidu global en fixant un résidu limite ¢ a partir duquelle on suppose
qu’on atteind la convergence. L’algorithme est le suivant :

Algorithme :

initialisation n =0
(2% 0% \%) € A x R? arbitrairement donnés,
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Soit n >0
(p™, A") € R? connus,
1. On calcule Q"*! :
initialisation
E=0,00 =0"%et = 400;
tant que {r* > ¢} faire

(a) Résoudre le systeme (7.19);
(b) Calculer r*+1;
(c) k=k+1;

fin de la boucle

kmam:k§
1 _ Okmaz -
Qn+ _Qmaz’

(. A) = —Z(Q" ip,A)
2. On calcule p"*t1 et A7 F1 .
(P AT = (p*,\)
fin de l’algorithme.

7.5.4 Calcul des pas optimaux

On reprend le probleme (7.10) a résoudre :

0 1
a—f + |AsH — §H[4K —H? —p — )\H} Vol =0 p.p. () €]0,+oo[xXA,
d
— [ 1dx =0 p.p.te€|0,+oof, (7.20)
dt Jo
d
— 1ds =0 p.p.te€]0,+ool.
, o . . ViVl
On a démontré dans le deuxieme chapitre que (n.V)n = ﬁ Donc
¥

H(H®-4K) = H (—H? + 2Vn:Vn")
= 2HV.[(n.V)n] — H® — 2Hn.VH
= 2HV.[(n.V)n] — H* — [V.(H’n) — H?]
= 2HV.[(n.V)n] — V.(H’n) .

Par conséquent,

V. (H?n) . (7.21)

1 s 1
§H(H2 —4K) = HV. [M} - =

IVl 2
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Le systeme (7.20) s’écrit :

090
ot

V|Vl
IVl

[A H +HV. [ ] — 1v. (H?n) —p —)\H} IVo| =0 p.p. (t,z) €]0,+o0[xA,

\V)

d
—/H(tﬁ)dx =0 p.p.tel0,+oof, (7.22)
dt J,

d
pn 1ds =0 p.p.t€]o,+o0f.

On rappelle les formules de Reynolds et de Green sur les surfaces :

Formule de Reynolds : Soit une surface assez réguliere, fermée et orientable I' en dimen-
sion (d — 1) et soit une fonction f € L2(]0,T[, H'(I')) advectée par un champs u €
L?(J0,T[, HY(I"))%. Le vecteur n représente la normale unitaire sortante définie sur T,
alors

/fds = /— +V.(fu) — f(Vun).nds. (7.23)
Formule de Green : Soit une surface assez réguliere, fermée et orientable I' en dimension

(d — 1) et soient deux fonctions g € H'(T') and v € H'(I')%. Le vecteur n représente la
normale unitaire sortante définie sur I', alors

/ng.vds—i—/gvs.vds—/g(V.n)v.ndS:O. (7.24)
r r r

En utilisant la formule de Reynolds (7.23), on a :

d
— lds =0 & Vsuds = 0 & Hunds =0 <
dt Joq o9 o0
1

Hds +X | H?ds = HAGHds + | H?V. [VS\W\] ds —= [ HV.(H’n) ds.

o0 a9 o0 a9 Vel 2 Joa
L’équation (7.22) implique :
/H dX—O<:>/8§06 x=0e [ L g_0e
o 0t [Vl
1

p/ lds +\ [ Hds = [ AHds +/ HY. [v |W|] ds ——/ V. (H?n) ds.

o0 20 o0 20 Vel 2 Jaq

D’apres la formule de Green surfacique (7.24), on a :

AHds = = — Vs(1).VsHdx + Hn . V,Hdx = 0.
[2/9] [2/9] [2}9]
En utilisant (7.24), on réduit un ordre de dérivation dans :

HAHds = —/ |V H|?ds +/ H?n.V,Hdx = —/ |V H|*ds.
oN [2}9] o0 o0
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Ainsi, on résoud le systeme suivant :

; 1
p| Hds+X| H*ds = —/ IV H[*ds + | HV. [v ’Wq ds — = [ HV.(H’n) ds,
o9 o0 o0 o0 Vel 2 Joq
1
p/ lds + X | Hds = / HV. [ww”] ds ——/ V. (H?n) ds.
o0 00 00 [Vl 2 Joo

Il est équivalent a :

p/ 1ds Hds+)\</ Hds) /Hd / HV. [V ’qu
o0 o9 o0 o9 o9 Vel
——/ Hds/ V. H2n ds,
2 Joa 09

p/ 1ds Hds+)\/ 1ds [ Hds :/ 1ds< HQV_[VS\W\]dS
09 o9 o9 09 00 09 Vel

1
—/ \VsH|*ds — = [ HV.(H’n) ds) :
o9 2 Joo

Par conséquent,

2
A / 1ds H2ds—</ Hds> = /1ds (—/ IVoH[*ds + H2v.[LS|W|]ds
20 09 20 09 09 09 IVl
1

-5 Hv (H? )ds)

/ H ds / HV. [v Mﬂ ds
09 09 [Vl
+—/ Hds/ V.(HQII) ds,

2 Jon 0

p/ 1ds:/ HV[M} ds — 1/ V.(H2n)ds—)\ Hds.
20 20 [Vl 2 Joa 20

Finalement, les multiplicateurs de Lagrange optimaux, notés p* et A*, sont donnés par :

lds | — VsH|?ds + H*V. S — — HYV.(H"n) ds
o0 d o0 2d o0 ? VS’VLP’ d . ? d

[fasz Lds [po H?ds — ( [y H ds) 2]

. 1
[y H ds (fm HV. [V‘V’Zf’] ds — 5 / V. (Hn) ds)
[2l9)

, (7.25)
2
oo 148 foo H?ds = ([ H ds)’|
oo HY. [viwq ds — %/ V.(H?n)ds — A [ Hds

Joo 1ds

Remarque :
Si la fonction de niveaux ¢ est exactement une distance signée alors certains termes figurant dans
les expressions des multiplicaters de Lagrange optimaux pourront étre simplifiés et on aura :

/ HV. [M] ds = / H*V. [M} ds = 0.
29 |Vl 99 IVl
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Ceci montre que ces termes, tres délicats lors de 'implémentation numérique, sont négligeables
par rapport aux autres termes figurant dans les expressions de p* et \*. Néanmoins, on remarque
lors des simulations que, faute de ces deux termes, la forme ne converge pas vers la forme
biconcave des vésicules.

On remarque aussi que la division par |Ve| dans les expressions de p* (7.26) et A\* (7.25) ne
pose pas de problémes numériques car ce terme est évalué uniquement sur la courbe I' qui est
loin du squelette de ¢ dans les topologies des membranes simulées.

7.5.5 Discrétisation en espace

Soit Aj, une approximation polygonale du domaine A et 7, une triangulation de Ap. Soient z;
, i =1,..,N les noeuds de la triangulation et ¢; , i = 1,.., N les fonctions de base de degré P;
construit dans 7;. Afin de construire 'approximation par des éléments finis de la formulation
mixte (7.13-7.14-7.15-7.16), on introduit les espaces de discrétisation suivants :

Hy = {¢eC’(A) [Cur € PiIK), VK € Tp} ,
V(&) = HunHYA) + 7, <§J),

N, = H?¢,

G, = NhﬂHo(diV,A),

Ou 7, représente l'interpolant de Lagrange de type Py sur la frontiere dA. Etant donné & €
H/2 (OA), & représente le relévement harmonique dans H! (A) et il verifie le probleme station-
naire :

Aa) =0 ppr€eA,
& =& p-p-x €A

Discrétisation des équations (7.14) et (7.13)

On utilise les mémes shémas de discrétisation que ceux présentés dans le chapitre 2.

Discrétisation en espace de (F'V)a;
A partir de la formulation variationelle (F'V)a; (7.19), on obtient la formulation variationelle
suivante (F'V)ap, ot le calcul des formes trilinéaires est exact :

Etant donnés ¢ € Vi,(¢o), ¥} € Hy, n} € Ny, et 747 € Gy,
trouver (@Z+17¢Z+1) € Vi(po) x Hy, tels que V (¢, §) € Vi (0) x Hy, on a :

m (|Verl, vp, &) — a(|Ver I, opth, &) = 2m(Vepan, 1,€), (7.27)
3
a(|VepP@—np@np), vptt, () + g™ (IVerl, ertt ¢)
1 n 1 n n n—
+ 50 (1Yl ) Lo ™ ¢ ) = som (IVeRl? (46f — ¢ 7) . 1.€)

—m (4|V902|2 (I—nj ©nf) Veiag + 2 W) (Velan) — p"[Vehl* + A"0pVeRf®, 1, C) - (7.28)
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Formulation variationnelle (Z/J’T/ )AL

Dans la formulation variationelle (F'V)ayp (7.28), on suppose qu'on calcule exactement les
intégrales dans les différentes formes trilinéaires. Néanmoins, on utilise I'environnement des
éléments finis Rheolef [85] ou l'interpolant de Lagrange P;, noté 7y, est utilisé pour approcher
les différents poids qu’on note w. On obtient la formulation variationnelle suivante (F'V)aqp
avec un calcul approché des formes trilinéaires :

Etant donnés ¢} € Vi (o), ¥f € Hy, nf € Ny, et 47 € Gy,
trouver (4,02”‘1, ZH) € Vi(po) x Hy, tels que V((,€) € Vi, (0) x Hp, on a :

m (7 [[Vopll s 3™, €) — a(mn [[VeR| T, i, €) = 2m (m [V ag] . 1, €) (7.29)

3
a(m [IVerP(T—nj @], vi™ ., ¢) + om (m [[VerlP] L en™ . () +

1 1
50/ (ﬂ-h |:|VSDZ| (1/12)2 Ii| ) SDT}:+1 ) g) = Em (ﬂ.h |:|V(10’Z|3 (4(10’;11 - @Zﬁl)] ) 17 C) -

m (7 |41V (U= nj; @ 0f) Voiag + 2 (03 (Veiah) = IVl + N epIVerl] 1, ¢) (7.:30)

Tests numériques : Probléemes de conservation des contraintes

On utilise 'algorithme donné précédemment et on lance une simulation pour une particule ayant
un volume réduit v = 0.75. On remarque que 'algorithme proposé induit des pertes de masse
diies & l'accumulation des erreurs numériques. Les multiplicateurs de Lagrange p* (7.25) et
A* (7.26) ne traduisent pas les contraintes exactement, ceci est mis en évidence a la figure 7.2
ou on vérifie que l'algorithme minimise _# mais ne préserve pas les contraintes.

En effet, la condition — / 1dx = 0 ne traduit pas exactement la contrainte de volume fQ 1dx =

Vi mais elle traduit plutét la contrainte a une constante pres, cette constante représente les
erreurs d’origines numeériques telles que les interpolations d’espaces et les erreurs d’arrondisse-
ments. Le méme raisonnement peut expliquer la non préservation de la deuxiéme contrainte. Vu
ces problemes de conservation de la masse, on se propose de simplifier le probleme qu’on résoud
et on traite dans un premier lieu la minimisation de I’énergie de Canham et Helfrich uniquement
sous la contrainte de conservation de volume puis en second lieu la minimisation de 1’énergie
de Canham et Helfrich sous la contrainte de conservation de la surface, avant de reprendre de
nouveau le probleéme initial des vésicules. Ceci est 'objet des deux sections suivantes. Dans la
suite de ce chapitre, les fonctions et les intégrations sont prises dans un sens formel.

7.6 Conservation de ’aire

7.6.1 Position du probleme

Il s’agit de résoudre le probleme suivant :

Q= arginf 7(Q), (7.31)
QeV
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FIG. 7.2 — Tracé pour dz = 2 x 1072, 6t =2 x 1077 et v = 0.75 : (a) : L’énergie de Canham et
Helfrich et (b) : L’aire relative (en valeur absolue) et le périmetre relatif (en valeur absolue), en

échelle logarithmique.

ou V représente 'espace des contraintes :

V:{AcRd,d:2,3;/ dm:VO}.
Q

Ce probleme contraint s’écrit sous la forme d’un probleme de type point selle. Afin de relaxer
les contraintes, introduisons le lagrangien :

L) = s +o( [ a-w).

La solution (£2;p) est un point de selle du lagrangien :

(Qp) =

et elle vérifie les conditions d’optimalité :

02 (p)() =0,
%m;pxq) _o,

arg inf sup Z(w;q),
we R4 9€R

pour tout u défini dans R?,

VgeR.

On dérive par rapport a la forme le lagrangien (7.32) et on obtient :

0L
[)9)

— (s p).(u) = /F {p+ %(H — Hy)[AK — H(H + Hy)| — ASH} u.nds.

(7.32)

(7.33)
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En supposant qu’on a la régularité suffisante, une direction de descente est définie par :

w= {ASH _ %(H — Ho)[AK — H(H + Ho)] — p} n, (7.34)

Ceci assure la minimisation de la fonctionnelle objective et on résoud le probleme de transport

suivant :
dp 1
o | A — 5 (H — H)UK — H(H + Ho)| —p| Vel

fA H(p) d
t,x

p.p. (t,7) €]0, +00[xA,

p.p. t €]0, +o0],
p.p. (t,2) €]0,+00[x A,
p.p. (t,2) €]0,+o0[xIA,
p-p.- z € A.

(7.35)

On utilise un algorithme d’Uzawa a pas optimal pour résoudre le probléme :

Algorithme :

initialisation n =0
(9% p% € A x R arbitrairement donnés,

Soit n >0
p™ € R connu,

1. On calcule Q11 .
initialisation
E=0,00=Q"%et r' = +00;

tant que {r* > ¢} faire

(a) Résoudre le systeme (7.35);
(b) Calculer r*+1;
(¢c) k=k+1;

fin de la boucle

kma:r = k;
Qn+1 — kaaz .

E*(p) = — L@ p)

2. On calcule p"t! :
pn+1 — p*

fin de l’algorithme.
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7.6.2 Calcul du pas optimal

D’apres (7.21), le systéme (7.35) s’écrit sous la forme :

o | VolVel] 1 >
AgH + H — =V.(H — = p- (t A
S ot v [SEAL - 2 ) < (961 =0 . () €0 oo,
—/H(Lp)dx =0, p.p.te€]o,+ool.
dt Ja
(7.36)
L’équation (7.36) implique :
1
/H dX—O<:>/aSD6 ix =0 o [ 22 —0 &
o0 O Vg
s 1
p/ lds = AHds + | HV. [M] ds — —/ V.(H?n) ds  (7.37)
o9 o9 o0 Vel 2 Jaa
Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange optimal, noté p*, est donné par :
s 1
oo HY. [VWWTD'] ds — 5 / V. (H?n) ds

po= faﬂlds

7.6.3 Simulation numérique

La condition (7.36) ne traduit pas la contrainte faﬂ ds = Vj. En effet, sous forme discrete, ceci
traduit que l'aire au temps " est égale & laire au temps t"~!. Au cours des discrétisation, on a
une accumulation d’erreurs numériques observées en tracant 1’évolution de l'aire relative V‘;OVO
en échelle logarithmique.

On considere une particule présentant une aire réduite v = 1. Minimiser I’énergie de Canham-
Helfrich sous la contrainte de conservation de 'aire exige que la particule conserve sa forme
circulaire. Néanmoins, on remarque que l'aire relative est assez élevée pour la forme qui est
supposée en état stationnaire et on a une pente croissante a partir d’une certaine itération
(voir Fig 7.3). Afin d’imposer la contrainte [y, ds = Vj fortement, on effectue un contréle
a posteriori du multiplicateur de Lagrange (7.38). On remarque que ceci revient a restituer a
I'itération n + 1 les pertes de 'aire entre les deux itrations n — 1 et n. Dans la partie suivante,
I'objectif est d’ajuster le multiplicateur de Lagrange afin d’assurer la conservation de I’aire.

7.6.4 Controle a posteriori du pas

Il s’agit d’ajuster a chaque itération le multiplicateur de Lagrange de maniere a restituer
Iécart par rapport au volume de rérérence Vj induit par l'itération précédente. On remplace
léquation (7.36) par I’équation :

d
pr 1 —H(p)dx = —ey , p.p. t €]0,+00], (7.39)
avec €y est un parametre dépendant du temps. A Ditération n, on note par Q" l'intérieur de la
vésicule et on a :

anldX - W

Vo= At
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FIG. 7.3 -~ Evolution pour 0z = 2x 1072, 6t = 1077 et v = 1 de l'aire relative (en valeur absolue)
et du périmetre relatif (en valeur absolue), en échelle logarithmique.

L’équation (7.39) est équivalente & :

d
G [ E@ax == . tepp o], (7.40)
dt Ja
L’équation (7.40) implique :
Op 8@ 1
H dX—e’:‘v<=>/ 5 dx = ey & = ¢y <
/ oo Ot ’V@’
1
p/ lds —ey = AgH ds +/ HV. [VSIV@]} ds——/ V.(HQn) ds.
o9 o0 o9 Vel 2 Joa
Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange optimal est donné par :
s 1
b#w[vwwyh——/‘JW%ﬁh+w
p = ‘VQO‘ 2 Joa = p* + gv (7 41)
Joq 1ds Jon 1ds ’

D’apres (7.41), la correction apportée au multiplicateur de Lagrange peut étre interprétée comme
un controle a posteriori de p* (7.38) et on a :

p=p" +op" (7.42)
Faute des pertes numériques de surface, le contrdle a posteriori dp™ (7.42) est nul.
7.6.5 Algorithme : Uzawa avec Controle a posterior: du pas

Algorithme :
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initialisation n = 0
(29 p°%) € A x R arbitrairement donnés,

Soit n >0
p™ € R connu,

1. On calcule Q"1 :
initialisation
E=0,00 =Q"et = 400;
tant que {r* > ¢} faire

(a) Résoudre le systeme (7.35);

(b) Calculer r*+1;

(¢) k=k+1;
fin de la boucle
kmax - k;

Qnt+l — Qkmaz :
&) = —2(@ip)
2. On calcule p" ! (7.41) :
Pl = pF 4 opn
fin de P’algorithme.

7.6.6 Validation numérique
On applique le controle a posteriori du multiplicateur de Lagrange p* et on considere une
particule présentant une aire réduite v = 1. On trace sur la figure 7.4 I’évolution de l'aire

relative, en échelle logarithmique au cours des itérations. Par conséquences, les pertes de I'aire
sont controlées et elles sont de I'ordre de 107%% de I’aire initiale.

7.7 Conservation du périmetre

7.7.1 Position du probléme

Il s’agit de résoudre le probleme suivant :

Q= arginf #Z(Q), (7.43)
eV

ou V représente ’espace des contraintes :

V:{ACRd,d:2,3;/ ds:Ao}.
oN
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itération

FIG. 7.4 — Evolution de l'aire relative (en valeur absolue) pour la méme simulation (Fig 7.3)
sans et avec correction a posteriori du multiplicateur de Lagrange p, en échelle logarithmique.

Ce probleme contraint s’écrit sous la forme d’un probleme de point selle. Afin de relaxer les
contraintes, on introduit le lagrangien :

Llwio) = F(w)+ A </aQ ds — A0> . (7.44)

La solution (£2; A) est un point de selle du lagrangien :

(2 A) = arg inf sup Z(w;0),

= Rd o€eR
et elle vérifie :
0L foo d
a—Q(Q; A)(u) =0, pour tout u défini dans R”,
0L
La dérivation par rapport a la forme de lagrangien (7.44) est donnée par :
0L 1
8—Q(Q;A).(u) = / {)\H+ §(H — Hy)[AK — H(H + Hy)| — ASH} unds. (7.45)
r
La direction de descente est donnée par :
1
u= {ASH—§(H—H0)[4K—H(H+Ho)]—)\H} n. (7.46)
Par conséquences, il s’agit de résoudre le probleme suivant :
1
g—f + [ASH — §(H — Hy)[AK — H(H + Hy)] — A\H| |[V¢| =0, p.p. (t,z) €]0,+00[xA,
Jon1ds = Ao, p.p. t €]0,400],
o(t,z) =wpon(x), p.p. (t,2) €]0, +00[xOA,
Opp(t,z) =0, p.p. (t,x) €]0, +00[x A,

©0(0,2) = @o(x), p-p-x € A.
(7.47)
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Toutefois, on utilise un algorithme d’Uzawa & pas optimal :

Algorithme :

initialisation n = 0
(2% \Y) € A x R arbitrairement donnés,

Soit n >0
p™ € R connu,

1. On calcule Q"1 :
initialisation
E=0,00 =Q"et = 400;
tant que {r* > ¢} faire

(a) Résoudre le systeme (7.47) ;
(b) Calculer 7#+1;

(c) k=k+1;
fin de la boucle
kmax - k;

Qn+1 — kaaac ;
5*()\) = —X(Q"Jrl;)\)
2. On calcule \* 11 :
)\n-i—l =\

fin de l’algorithme.

7.7.2 Calcul du pas optimal

D’apres (7.21), le systeme (7.47) s’écrit sous la forme :

Jip V5|Vl 1 2
— A;H +-HYV. — =V.(H — \H = p. A
5 + [ sH +HV [ Vol 2V ( n) A [Vl 0 p.p. (t,x) €]0,400[xA,
4 1ds =0 p.p.t€]0,+o0f. (7.48)

En utilisant (7.48) et la formule de Reynolds (7.23), on a :

d
— lds =0 & Vsuds = 0 & Hunds =0 <
dt Joq o9 09
s 1
A H*ds = HAGHds + | H?V. [M} ds — - [ HV.(H?n) ds.
09 20 09 [Vl 2 Joq
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Fic. 7.5 — Evolution pour éz = 21072, 6t = 1077, v =1et e = 2.50xdu volume relatif (en
valeur absolue) et la surface relative (en valeur absolue), en échelle logarithmique.

Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange optimal, noté \*, est donné par :

s 1
—EMVJWd&+bQHW1FHZka—— HV.(Hn) ds
- Joo H? ds . .

7.7.3 Simulation numérique

On reprend le test de la section précédente et on considere une particule ayant une aire réduite
v = 1. Minimiser l’énergie de courbure de Canham et Helfrich sous la contrainte de conserva-
tion du périmetre exige que la particule conserve sa forme circulaire. Néanmoins, on remarque
que le périmetre relatif est assez élevé et on a une pente croissante a partir d’une certaine
itération (voir Fig 7.5). La condition (7.48) ne traduit pas la contrainte [, ds = Ag. En effet,
sous forme discrete, ceci traduit que le périmetre au temps t" est égal au périmetre au temps
t"~1. Néanmoins, on a une accumulation des erreurs numériques au cours des itérations (voir
Fig. 7.5) et on doit restituer a l'itération n + 1 les pertes de l'itération précédente.

7.7.4 Controdle a posteriori du pas

On restitue I’équation (7.48) par I’équation :

d
— 1ds = €4, p.p. t €]0,+00], (7.50)

avec €4 est un parametre dépendant du temps et il est donné a l'itération n par :

— 1d A
e = faﬂn s + 0 ‘
At
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Le systeme (7.47) se restitue par :

Iy VslVel] _ 1 2

— AsH —HV.|——| — =V.(H —\H = .p- A

a1 + [ s \% [ Vol 2V (H’n) —A\H| |V 0 p.p. (t,z) €0, +o0[xA,
4 1ds =e4 p.p.t€jO,+oo[. (7.51)

En utilisant (7.51) et la formule de Reynolds (7.23), on a :

d
— 1ds = ¢4 & / Veuds = ¢4 & Hunds = ¢4 &
dt Jaq o0 o9
1
N[ H?ds +e4 = HAHds + | H?V. [w] ds — - [ HV.(H’n) ds.
o9 o9 o9 Vel 2 Joa

Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange optimal A est donné par :

s 1
— [5q IVsH|?ds + [, H*V. [V \Vgp\] ds — = HV.(H?n) ds — €4
A |Vl 2 Joq
Joq H? ds
* €A

D’apres (7.52), la correction apportée au multiplicateur de Lagrange peut étre interprétée comme
un controle a posteriori de \* (7.49) et on a :

A= A 4 6A". (7.53)

Similairement a la partie précédente, on remarque que, faute des pertes numériques du périmetre,
le controle a posteriori OA™ (7.53) est nul.

7.7.5 Algorithme : Uzawa avec Controle a posterior: du pas

Algorithme :

initialisation n = 0
(29 \9) € A x R arbitrairement donnés,

Soit n >0
A" € R connu,

1. On calcule Q"1 .
initialisation
E=0,00 =Q"%et ¥ = 400}
tant que {r* > ¢} faire

(a) Résoudre le systeme (7.47);
(b) Calculer r*+1;
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FIG. 7.6 — Evolution du périmétre relatif (en valeur absolue) sans et avec correction a posteriori
du multiplicateur de Lagrange A*, en échelle logarithmique.

(¢) k=k+1;

fin de la boucle

kma:r = k;
Qn+1 — kaaz .

)

EX(N) = — L1\

2. On calcule A" ! (7.52) :
AL = A\ gan

fin de P’algorithme.

7.7.6 Validation numérique

On considere la particule ayant une aire réduite v = 1 et on trace sur la figure 7.5 I’évolution du
périmetre relatif, en échelle logarithmique, au cours des itérations. Par conséquences, les pertes
du périmetre sont de 'ordre de 10~7% du périmetre initial.
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7.8 Conservation de l’'aire et du périmetre

7.8.1 Controle a posterior: des pas
Calcul des corrections a posteriori des multiplicateurs de Lagrange

On reprend le probleme (7.10) a résoudre :

0 1
af AH — 2H[4K7 H? —p — )\H] IVeo| =0 p.p. (t,x) €]0,4+00[xA,
d
— [ 1dx =0 p.p.t€]0,+o0], (7.54)
dt Jq
d
— 1ds =0 p.p.t€l0,+o0].

Il sera restituer, de maniere analogue aux sections précédentes, par :

0 s 1
9 a — v | YV LG gy —p Cam| Vel =0 pp. (1 2) €10, +oo[xA (7.55)
ot [Vl 2
d
— [ H(p)dx =ey p.p. t €]0,4+00[,  (7.56)
di s
d
— 1ds =¢eqa p.p- t €]0,400[.  (7.57)

Avec €4 et ey dépendent du temps et ils sont donnés a l'itération n, respectivement, par :

_f8Qn1d8+A0 anldX_‘/O
Ey = —/————————————.

AT At V= At
En utilisant (7.57) et la formule de Reynolds (7.23), on a :
d
— lds = e4 & Veuds = ¢4 & Hunds = ¢4 &
dt Jag o9 o9
p| Hds+X\[ H*ds+es = HAHds + | H?V. [VS|W|] ds — L [ HV.(H%) ds.
o0 o0 o0 o0 Vel 2 Jaa
L’équation (7.69) implique :
Op &p 1
H X—Ev<=>/ 5 dx = ey & = &y <
/ oo Ot \VSO\
V|V 1
p/ lds +\ [ Hds—ey = | AHds +/ HV.[ 1 “"q ds ——/ V. (H?n) ds.
29 o9 29 o9 Vel 2 Jaa
Ainsi, il s’agit de résoudre le systéme suivant :
V|V
p| Hds+X\[| H?ds +e4 = —/ \V.H|*ds + [ H*V. [ d sol} ds
0 0 00 0 Vel
1
—= HYV. (H2n) ds,
2 Joo

s 1
p/ lds + A Hds —ey = / HV. [M] ds——/ V.(Hzn) ds.
20 20 20 [Vl 2 Jao
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Il est équivalent a :

? V|Vl
P lds Hds + X\ Hds = Hds HV. ds
o0 20 o0 20 00 Vel
1
——/ Hds/ V.(H?n) ds +ev [ Hds,
2 Jaq 09 09
p/ lds Hds + A\ 1ds H?ds = / 1ds ( H?V. |:V5‘Vg0‘:| ds — ea
o0 B B o0 o0 B Vel
1
—= [ HV.( )ds—/ |VSH|2d5>
2 Joa 09

Par conséquent,

2
A / 1ds H2ds—</ Hds> = /1ds (—/ IV.H[*ds + [ H?V. [VS|W|]C1S
20 20 20 20 20 20 [Vl

—% Hv( )db—6A>

/ Hds / HY. [v Mﬂ ds
89 89 |

+—/ Hds/ V.(H?n)ds — ey | Hds,
2 Jon o0 o0
1
p/ lds = HV. [VS\VQOW ds — —/ V. (HQII) ds — A Hds + ey .
o0 o0 [Vl 2 Jao o0

Finalement, les multiplicateurs de Lagrange optimaux sont donnés par :
V|V 1
Jo 1ds <— Joa IVsH?ds + [, H*V. [ d (P’] ds — = [ HV.(H’n)ds — 8,4)

[fasz Lds [ H?ds — ([yq Hds)z}

. 1
Sy H ds (fm HYV. [VIV%D'] ds — 5 / V. (Hn) ds + 6\/)
o0

: (7.58)
2
[fag Lds [oq H?ds — ([pq H ds) ]
oo HY. [vévr'] ds — % / V.(H?n)ds — A [ Hds + ey
- 1 o0 o0 . (7.59)

faﬂlds

D’apres (7.59), les corrections apportées aux multiplicateurs de Lagrange représentent un controle
a posteriori de \* (7.25) et p* (7.26) et on a :

A= A LA, (7.60)
p = p +&p", (7.61)
oll
s — —eA [y 1ds —ey [5, Hds 7 (7.62)
[faﬂ Lds [oq H?ds — ([ HdS)Q]
€A foqlds [oo Hds +ev [,o1ds [oq H?ds

Joa 1ds UBQ lds [yo H?ds — (fBQHdS)2] |
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Faute des pertes numériques de surface et de volume, les controles a posteriori SN (7.62) et
dp™ (7.63) sont nuls.

Algorithme

On note a chaque temps t" par rg et 7 les résidus du systeme (7.19) et on calcule un résidu

global r™ = (7’5)2 + (7“3)2. On fixe le critere de convergence par rapport au résidu global en
fixant une valeur seuil du résidu € a partir duquelle on suppose qu’on atteind la convergence.
Toutefois, les corrections (6p™,dA™) apportées aux multiplicateurs de Lagrange p et A peuvent
étre interprétées comme une étape de correction optimale dans un algorithme d’Uzawa avec
controéle a posteriori du pas de descente (voir algorithme Alg. 7.5.3).

Algorithme :

initialisation n =0
(2% p% \%) € A x R? arbitrairement donnés,
Soit n >0
(p™, A\") € R? connus,
1. On calcule Q™! :
initialisation
E=0,00 =Q"%et ¥ = 400}
tant que {r* > ¢} faire

(a) Résoudre le systeme (7.17)- (7.19);
(b) Calculer 7#+1;

(¢) k=k+1;
fin de la boucle
kmax - k;

Qnt+l — Qkmaz :
E*(p,A) = —Z(Q"ip, )
2. On calcule p"*! (7.58) et A" (7.59) :
(anrl’)\nJrl) _ (p* +5pn7)\* +5}\n)
fin de l’algorithme.

7.8.2 Test de validation numérique

Dans cette partie, on choisit les parametres numériques suivants : 6t = 51077, Az = 2 x 1072
et ¢ = 2.5 x dz. On varie aire réduite de la vésicule et compare les solutions trouvées a
celles obtenues par la résolution d’équations différentielles. On vérifie aussi la préservation des
contraintes ainsi que la convergence des résidus et des erreurs relatives.



136 CHAPITRE 7. CONFIGURATIONS D’EQUILIBRE PAR ELEMENTS FINIS

7.8.3 Vésicule avec v = 0.75

On fixe une aire réduite v = 0.75. La solution des équations différentielles ayant v = 0.75 est
obtenue pour les parametres suivants : N = 10*, A = —0.95 , p = 3.3 et w) = 0.296. Dans la
figure 7.7(a), on superpose la solution obtenue par les éléments finis avec celle de 'EDO. Sur la
figure 7.7(b), on trace 1'évolution de I’énergie de Canham et Helfrich au cours des itérations et
on vérifie qu’on minimise effectivement cette énergie.

Afin de vérifier la préservation des contraintes au cours des itérations ainsi que l'effet du choix
de pas de temps, on choisit plusieurs pas de temps et on trace a la figure 7.8 I'erreur relative en
aire et périmetre, les résultats montrent que pour des pas de temps inférieurs & 1077, Perreur
est inférieure & 107°%. Quant aux multiplicateurs de Lagrange, ils convergent & 1’équilibre vers
(p,A\) = (3.3,—0.95) (voir Fig 7.9(a)).
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j t 6.4 .

i ; 6.3
. : 6.2
| : 6.1 | .

§ | 5.9 .
’ 5.8 ]
5.7t ]

g 5.5 ' '
N A 0 3 x 104 6 x 10* 10°

S anpaan”

itération

F1a. 7.7 — Vésicule a aire réduite v = 0.75 : (a) : Comparaison entre la solution par éléments finis
(EF) et la solution semi ezplicite (EDO). (b) : Evolution de ’énergie de courbure de Canham
et de Helfrich au cours des d’itérations.

1 T T 10—8 1 T T 10—8
5x1073 bx1072
1077 1077
5x 1077 5x 1077
10=6 10=6
1074 1 10747 i

1078

| 10_12 ! ) ) | ;
0 3 x 104 6 x 10% 10° 0 3 x 104 6 x 104 10°

itération itération

10—12

Fic. 7.8 — Effet du choix du pas de temps 0t sur I’évolution (en échelle logarithmique en or-
données) du : (a) : aire relative (en valeur absolue) et (b) : périmetre relatif (en valeur absolue).
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3 T T 1 T T T
10 P o Résidu, [~
_)\
102 1 i
i 107 1 L i
107 1 L L 1072 I L L L
0 3 x 104 6 x 10% 10° 1 10 102 103 10*  10°
itération itération

F16.7.9 - (a): Evolution des multiplicateurs de Lagranges (échelle logarithmique en ordonnées),
(b) : Evolution du résidu évaluée dans la norme I, pour 6t = 10~% en log-log.

107!

Résidu, [y
Résidu, o

107!

Résidu, [y
Résidu, o

107! .

Résidu, [y
Résidu, o

1074 1 1 1 1 1074 1 1 1 1 1074 1 1 1 1
1 10 102 10® 10* 10° 1 10 102 10® 10* 10° 1 10 102 10% 10* 10°
itération itération itération
—4 T T T T —4 T T T T —4 T T T T
10 Erreur, ly - 10 Frreur, lp - 10 Erreur, ly -
107° t r r
1076 r r
10—7 1 1 1 1 0—7 1 1 1 1 0—7 1 1 1 1
1 10 102 10® 10* 10° 1 10 102 10% 10* 10° 1 10 102 10% 10* 10°
itération itération itération

F1G. 7.10 — Convergence du résidu et de l'erreur respectivement en colonnes pour 6t = 1078,
5t =5x 1078 et 6t = 1077, en log-log. (haut) : le résidu évaluée dans les normes Iy et Iy et
(bas) : 'erreur relative en norme ls.
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5.2 . .
: J() ——
5.1

4.9
48

A 4.6 -
Iy 0 4 x 10% 8 x 104 1.2 x 10°

itération
F1a. 7.11 — Vésicule a aire réduite v = 0.85 (a) : Comparaison par rapport a la solution semi
explicite. (b) : Evolution de ’énergie de Canham et Helfrich au cours des d’itérations.

Pour vérifier la convergence numérique de I’algorithme, on trace I’évolution au cours des itérations
(en échelle logarithmique) du résidu et de I’erreur relative dans les normes I' et 12 pour différents
choix du pas de temps. La figure 7.10 montre que l'algorithme converge et que les résidus fi-
nissent par se stabiliser lorsque l'erreur machine 'emporte. Quant au résidu évalué en norme
[°°, on en montre la convergence & la figure 7.9(b) pour un pas de temps 6t = 105.

7.8.4 Vésicule avec v = 0.85

On fixe une aire relative v = 0.85. La solution de ’équation différentielle ayant v = 0.85 est
obtenue pour les parametres suivants : N = 10*, A = —0.95 , p = 3.3 et w(, = 0.48. Dans la
figure 7.11(a), on vérifie que la solution obtenue par éléments finis se superpose avec celle de
I’EDO. Par ailleurs, on vérifie la minimisation de I’énergie de Helfrich au cours des itérations a
la figure 7.7(b). On vérifie la préservation des contraintes au cours des itérations en tragant a la
figure 7.12(a) l'erreur relative en aire et périmetre : les résultats montrent que l'erreur commise
est inférieur & 1076, L’évolution des multiplicateurs de Lagrange est tracée sur la figure 7.12(b).
Finalement, on vérifie la convergence au cours des itérations, en échelle logarithmique, du résidu

et de lerreur relative (voir Fig 7.14).
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! (V = Vo) / Vi
— Vo 0
(A — AO; /Ao
1074 | i
107° 1
10712 1 1 1
0 4x10*  8x10* 1.2x10°
itération

103 T T
0 S
S N —
10? I
10 } .
N —
1 1 1
0 4 x 104 8 x 10%

itération

1.2 x 10°

FIG. 7.12 — (a) : Evolution de l'aire relative (en valeur absolue) et du périmetre relatif (en
valeur absolue), en échelle logarithmique en ordonnées. (b) : Evolution des multiplicateurs de

Lagranges (échelle logarithmique en ordonnées).

-1 T T T T T
10 Résidu, I
10—2 i
107° ¢ 1
1074 ! 1 1 1 Il
1 10 102 10® 10* 10° 106
itération

1072 -

T T T
Erreur relative, [y

1073 ]

1074 i

1075 ]

1076 1
1077 1 1 1 1 1

110 10* 10® 10* 10° 106

itération
Perreur

FIG. 7.13 — Evolution en échelle log-log : (a) : le résidu évaluée en norme I; et (b) :
relative en norme ls.



7.8. CONSERVATION DE L’AIRE ET DU PERIMETRE 141

7.8.5 Vésicule avec v = 0.65

On cherche la forme d’équilibre d’une vésicule ayant une aire relative v = 0.65. La solution obte-
nue par la résolution d’équations différentielles ayant v = 0.65 est obtenue pour les parametres
suivants : N = 104, A = —0.9 , p =32 et w( = 0.296. Dans la figure 7.14(a), on vérifie que la
solution obtenue par les éléments finis se superpose avec celle de 'EDO et on trace I’évolution
de 'énergie de Canham-Helfrich au cours des itérations (voir Fig 7.14(b)). La convergence de
lerreur et du résidu sont tracées sur la figure 7.15(b) et l'erreur commise sur les contraintes est
tracée sur la figure 7.15(a).

7.8.6 Vésicule avec v = 0.6

On s’intéresse maintenant a la forme d’équilibre d’une vésicule ayant une aire réduite v = 0.6.
La solution obtenue par résolution d’EDO et ayant v = 0.6 est obtenue pour les parametres
suivants : N = 10*, A = —0.9 , p = 3.2 et w) = 0.4. Dans la figure 7.16(a), on vérifie que la
solution obtenue par les éléments finis se superpose avec celle de P'EDO et on trace I’évolution
de I'énergie de Helfrich au cours des itérations dans la figure 7.16(b). La convergence de l’erreur
et du résidu sont tracées sur la figure 7.18 et 'erreur commise sur les contraintes ainsi que les
multiplicateurs de Lagrange sont tracées sur la figure 7.17.
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—

2 x 10*

itération

4 x 10*

F1a. 7.14 — Vésicule a aire réduite v = 0.65 : (a) : Comparaison par rapport a la solution d’EDO.
(b) : Evolution de I'énergie de courbure de Helfrich.

1 T T
V-v)/Vo
(A — Agj/Ag
107t r 1
v“!’:
108 : :
0 2%x10* 4x10%6 x 104
itération

1071

102

1073

T T T T -3 T T T T
Résidu, [y - 10 Erreur, [o
1074 i
L i 10—5 i
\ 10—6 i
1 1 1 1 0—7 1 1 1 1
1 10 102 10® 10* 10° 10 102 10° 10* 10°
itération itération

Fia. 7.15 - (a) : Evolution de I'aire relative (en valeur absolue) et du périmetre relatif (en valeur
absolue), en échelle logarithmique en ordonnées. (b) : Evolution du résidu et de l'erreur, tracés

en échelle log-log.
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<, EDQ
/ R ) R
s" ‘s
i
] | 8.8 ; .
i JQ) ——
i j 8.6 | -
: : 8.4 | ]
; s
; 82 | g
j i
/ : 8 1
{ §
| : 78 | ]
: {
! i 7.6 + g
% / 7.4 ! I
xnwf/ 0 3 x 10* 6 x 10* 9 x 10*
itération
F1G. 7.16 — Vésicule a aire réduite v = 0.60.
1 T T 1 3 T T
(V —=Vo)/Vo 0 p——
(A - AO /A() -\ —
102 i
107 i
10 K_\ g
%
1
1078 : - . .
0 310* 6104 0 310* 610* 9 x 10
itération itération

F1G. 7.17 — (a) : Erreur sur la préservation des contraintes ( log en ordonnées). (b) : Evolution
des multiplicateurs de Lagranges (log en ordonnées).

-1 T T T T -3 T T T T
10 Résidu, I4 10 Erreur, Iy
1074
1072 . 1075
1076
1073 L L L L 1077 1 1 1 1
110 10* 10® 10* 10° 110 10° 10® 10* 10°
itération itération

F1G. 7.18 — Evolution du résidu et de I'erreur en échelle logarithmique.
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7.8.7 Vésicule avec v = 0.55

On considere une vésicule ayant une aire réduite v = 0.55. La solution correspondante par la
résolution d’équations différentielles est obtenue pour A = —0.95 , p = 3.3 et w{, = 0.48. Dans
la figure 7.19(a), on vérifie que la solution obtenue par les éléments finis se superpose avec
celle de ’EDO et on trace I’évolution de I’énergie de Canham-Helfrich au cours des itérations
sur la figure 7.19(b). La convergence de 'erreur et du résidu sont tracées sur la figure 7.21 et
I’erreur commise sur les contraintes ainsi que les multiplicateurs de Lagrange sont tracées sur la
figure 7.20.

7.8.8 Vésicule avec v = 0.49

Pour une vésicule ayant une aire réduite v = 0.49, on superpose la solution obtenue par résolution
d’équations différentielles pour A = 0, p = 3.3 et w(, = 0.55 et la solution obtenue par les éléments
finis dans la figure 7.22(a). On vérifie la minimisation de I’énergie de Canham et Helfrich a la
figure 7.22(b). La convergence de 'erreur et du résidu sont tracées dans la figure 7.23 et lerreur
commise sur les contraintes est tracées dans la figure 7.23.
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1073

1079

145

7.8

4 x

10*

8 x 104
itération

F1c. 7.19 — Vésicule a aire réduite v = 0.55.

V —Vo)/Vi
G Ay

0

4 x 10%

8 x 10* 1.2 x 10°
itération

102

1072

1074

4% 104
itération

0

8 x 10* 1.2 x 10°

FIG. 7.20 — (a) : Erreur sur la préservation des contraintes ( log en ordonnées). (b) : Evolution
des multiplicateurs de Lagranges (log en ordonnées).

1071

1072

1073

| Résidu, I,
:\\M"‘“\
itération

1073

1074

107>

10=6

1077

T T
Erreur, Io

1 10 10% 10° 10*
itération

FI1G. 7.21 — Evolution du résidu et de l'erreur en échelle logarithmique.
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11.5

11}

10.5 |

10

9.5

8.5

10°

210°

itération

310° 410°

F1ag. 7.22 — Tracé de la solution pour v = 0.49 : (a) : Comparaison par rapport a la solution
analytique. (b) : Evolution de 1’énergie de courbure de Canham et Helfrich.

" Résidu, [y
Résidu, [y

10 102 10® 10* 10°10°
itération

1073

104

0—6
1

T T T
Erreur, Iy -

10 102 10° 10* 10°10°

itération

1073

106

1079

0—12

0

2 x 10°
itération

4 % 10°

Fi1a. 7.23 — (a) : Le résidu en log-log. (b) : L’erreur en log-log. (c) : L’erreur sur le périmetre
et ’aire, log en ordonnées.
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L2222
T T |
e N
00T D Ui
St ro

s

P s

Fia. 7.24 — Récapitulatif des formes obtenues par la méthode des éléments finis et superposition

avec les solutions semi explicites (représentation adimensionnée pour un périmetre Ay = 27
constante).

Figure de synthése On trace les différentes formes dans la méme figure (Fig 7.24).

7.9 Utilisation du lagrangien augmenté

7.9.1 Rappel de la méthode

On introduit deux constantes de pénalisation positives r4 et ry. Le lagrangien associé au
probléeme (7.1) est donné par (7.3) et on définit le lagrangien augmenté par :

Lwing) = Lwog) + %(Awds—Ao>2+%<A dx—vo>2,
_ /(w)H(/awds_AO) ( dx—Vo>
+%4</awds—Ao> +%</wd$—vo> . (7.64)
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Les derniers termes de la fonctionnelle .Z;. est le terme augmenté ou pénaliseur ; il permet en fait,
de retrouver la solution exacte du probleme, quand elle existe, sans faire tendre les coefficients r 4
et ry vers I'infini, contrairement aux méthodes de pénalisation ot on doit tendre les constantes de
pénalisation vers l'infini afin de vérifier les contraintes le plus possible. L’approche du lagrangien
augmenté est détaillé dans [38] , [39] et [Fortin et Glowinski, 1982]. Il est démontré dans [Fortin
et Glowinski, 1982] que les fonctionnelles .Z,. et £ ont les mémes points selles. Par conséquences,
la solution (€2;p, ) est un point selle donné par :

(A, p) = arginf sup Z(w;o,q) = arginf sup.%(w;o,q).
c Rd oceR c Rd ceR
w qgeR w qeR

Par des outils d’optimisation de forme, on a :

%Va(fﬂ (;g_%)Q(Q,p)(u) ~ oy (/Q dm—V0> /aQu.nds, (7.65)

2
%‘ 4 (fagz g;_ AO) (Q,0)(u) = ra (/ag ds — A0> aQHu.nds. (7.66)

Ainsi, la dérivation par rapport a la forme de ’équation (7.64) est donnée par :

O 0np) () = /m{pwv (/Q dw_VO) “H”AHUag ds_AO)

+%(H—H0)[4K—H(H+HO)] —ASH} u.nds.

En supposant avoir la régularité suffisante, une direction de descente est donnée par :

uy = {ASH %(H*Hg)[llK*H(H‘i’Ho)]*p* Ty (/ szO) — A\H — TAH</ dsA0> } n.
Q o0
On déplace la forme par :
Q = (T4 tuy)(9), (7.67)
avec t > 0 est un pas de descente infinétisémalement petit. Formellement, on obtient :

L(Qihp) = L(UAp) —t /
o0

—ry </Q dx—Vo> —)\H—TAH</BQ dS—A0> }2 ds + O(t?),

ceci assure la minimisation de la fonctionnelle objective et il s’agit donc de résoudre le probleme
de transport suivant :
dp
Fn +

{ASH — S(H — Ho)J4K — H(H + Hy) ~p

[ASH - %(H ~Hy)AK — H(H + Hy)| —p — \H

—ry </ sz0> TAH</ dsAo)] Vol = 0, p.p. (t,x) €]0,400[xA,
Q ro)

/ 1dz = Vy, p.p.t€0,+o0[,
Q
/ 1ds = Ap, p.p-t€]0,+o0],
of)
Qp(ta :E) = 5031\(:6) , P-p- (t,SC) 6]07 +OO[X8A,
Osp(t,z) = 0, p.p. (t,x) €]0, +00[x A,

©(0,2) = ¢o(z), pp.-x €A. (7.68)
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7.9.2 Calcul des multipliateurs de Lagrange optimaux

11 s’agit de trouver les multiplicateurs de Lagrange optimaux p} et A} qui vérifient le probleme (7.68).
Ceci consiste a restituer p* et \* par p*+1ry (fQ dz — Vo) et A"+ (fBQ ds — Ao) respectivement
dans les expressions (7.26) et (7.25). Finalement, on obtient :

V|Vl

Joq 1ds (— Joa IVsH* ds + [, H*V. [ } ds — 1 HV.(H?n) ds>
Vel 2 Joo

A=
r 2
[fasz Lds [oq H?ds — ([oq H ds) }
Joo H ds (fm HY. [wwq ds — L / V. (Hn) ds)
_ Vel 2 Joa o (/ ds—A0>
oo 148 foyo H? ds = (Jy H ds)’] 20
oo HY. [vs|w|] ds — 1 / V.(H?n)ds — A [ Hds
o= Vel 2 Joo 00
" Joq 1ds

Joq H ds
—r de —Vy ) — r / ds—A>aQ7.
v </Q O> 4 ( 80 ’ faglds

7.9.3 Controdle a posteriori des multiplicateurs de Lagrange

On reprend le probleme (7.68). Il sera restituer, de maniére analogue aux sections précédentes,
par :

V|Vl
[Vl

—ry </ dac—V0> —rAH</ ds—A0>] Vol =0 p.p. (t,x) €]0,+00[xXA,
Q o9
d
—/H(w)dx =cy  p.p.t€J0,+oof,
dt |y
d

8—¢+ [ASH + HV. [

1
5 ] -3V (H*n) —p, —\H

— 1ds =e4 p.p-te€]0,+oof.
dt Joq

Avec €4 et ey dépendent du temps et il sont donnés a t" par :

— . 1ds + Ay . ldx — V)
€A = faQ N et ey = —fQ A7 .
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On obtient les multiplicateur de Lagrange suivants :

1
Joq 1ds (— Joq IVsH|?ds + [, H*V. {stqu ds — —/ HV.(H?n) ds - 8,4)
Vel 2 Joo

A =
2
[faﬂ Lds faQ H2ds — (faQHdS) ]
Joo H ds <faQHV. {M} ds — E / V. (H2n) ds + €V>
[Vl 2 Joa
2
{faﬂlds faQHst — (faQHds) ]
—ra </ ds—A()) , (7.69)
a0
oo HY. [wwq ds — L / V.(H?n)ds — A [ Hds + ey
P Vel 2 Joo 090
' faQ lds
faQHds
— dzx — — ds— A o .
v (f ) = (f, o) 2T (70
On a donc :
A = AT A (7.71)
pr = py +opy. (7.72)
Avec,

s = —eA [y 1ds —ey [5, Hds _ (7.73)
[faﬂ Lds [y H?ds — ( [y H ds) ]
€A foqlds [oo Hds +ev [,o1ds [oq H?ds

Joo 1ds [faﬂ Lds [y H?ds — ([yq HdS)Q]

opy =

Faute des pertes numériques de surface et de volume, les controles a posteriori oA (7.73) et
op™ (7.74) s’annulent.

7.9.4 Algorithme avec le lagrangien augmenté

Algorithme :

initialisation n =0
(2% p% A% € A x R? arbitrairement donnés,
Soit n >0
(p™, A") € R? connus,
1. On calcule Q"1 :
initialisation
E=0,00=Q"%et r' = +00;
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tant que {r* > ¢} faire

(a) Résoudre le systeme (7.68);
(b) Calculer 7#+1;

(c) k=k+1;
fin de la boucle
kmax = k;

Qn+1 — kaaz ;
gr*(pa )‘) = _gT(Qn+1;p7 )‘)
2. On calcule p*! (7.70) et AP*! (7.69) :

T

(Pt AT = (0 + 0pyt, AT 4 0AT)
fin de l’algorithme.

7.9.5 Validations numériques de I’algorithme du lagrangien augmenté

On prend le cas d’une vésicule ayant une aire réduite v = 0.75 pour tester I’algorithme du
lagrangien augmenté.

Test 1

On choisit les parametres du lagrangien augmenté suivants 74 = r = 10% et kjqr = 1. Dans la
figure 7.25(a), on vérifie que la solution obtenue par éléments finis avec le lagrangien augmenté
se superpose avec la solution de PEDO et celle obtenue sans le lagrangien augmenté. L’évolution
de I’énergie de Helfrich au cours des itérations est tracée a la figure 7.25(b). La convergence de
Perreur et du résidu sont tracées a la figure 7.27. Ala figure 7.26, on trace l'erreur commise sur
les contraintes ainsi que ’évolution des multiplicateurs de Lagrange.

Test 2

On choisit de faire deux sous itérations lors de l’étape du lagrangien augmenté ryq = ry =
10° et kpae = 2. Dans la figure 7.28(a), on vérifie que la solution obtenue par les éléments
finis avec le lagrangien augmenté se superpose avec celle de 'EDO et celle obtenue sans le
lagrangien augmenté. L’évolution de I’énergie de Helfrich au cours des itérations est tracée sur
la figure 7.28(b). La convergence de 'erreur est tracées sur la figure 7.29(c).
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“~_ EDO -
)
LA —6.4 . . . .
J(Q) ——
6.3 | T(Qtog), -LA ——

6.2 | 1
6.1} 1

6 L i
5.9 -

5.8 i
5.7 i
-
5.6 ' ' ' .
. 0 5 x 10% 10° 1.5 x10° 2x10°

itération

F1G. 7.25 — Tracé de la solution +LA pour r4 = ry = 10% et kyee = 1 : Comparaison par rapport
a la solution semi-analytique (EDQO) et la solution calculée sans lagrangien augmenté -LA.

1

Vo) Vo o ——
(A — Ag)/Aq 10t ¢ I\

1073 f 1 '
102 ( ]

10 } .
10—6 f’:::'""'"""""""""""""""""""_
[~ . -
1071 f 1
10710 ! ! ! ! ! ! ! !
0 5x10* 105 1.5x10°2 x 10° 0 5x10* 105 1.5x10°2 x 10°
itération itération

FIG. 7.26 - (a) : Evolution de l'aire relative (en valeur absolue) et du périmetre relatif (en valeur
absolue), en échelle logarithmique en ordonnées. (b) : Evolution de p et A.

10 T T T T T -3 T T T T T
: Résidu, Iy - 10 Erreur, [y
‘ Résidu, Iy -
1 - .
1071 r 1
1071 o l““ i
| 107° 1
10—2 L
: 1070 )
10—3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 10 102 10® 10* 10° 1 10 10 10° 10* 10°
itération itération

FiG. 7.27 — Evolution du résidu et de lerreur relative.
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6.2 [ i
6.1 i
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5.9 i
5.8 H i
5.6 b - - A
. 0 3 x 10* 6 x 10* 9 x 10% 1.2 x 10°
itération

F1G. 7.28 — Tracé de la solution +LA pour 74 = ry = 10° et kpae = 2 : (a) : Comparaison par
rapport a la solution semi-analytique (EDO) et la solution calculée sans lagrangien augmenté
-LA. (b) : Evolution de I’énergie de courbure de Helfrich en fonction des itérations.

102

1073 -

(V= Vo) /Vo — Ip| - Erreur, I
(A= Ag)/Ao A oo
10—4 L
1073 1
10 1 1075
1076 W‘ """""""""""""""""""" ]
_____________________________________________ 1076
10710 ' 1 ' 1077 : : : :
0 6 x 10 1.2 x 10° 6 x 10* 1.1 x 10° 110 102 10° 10%* 10°
itération itération itération

FIG. 7.29 — (a) : Evolution du périmetre relatif (en valeur absolue) et de D’aire relative (en valeur
absolue), échelle logarithmique en ordonnées. (b) : Evolution de p et A. (¢) : Evolution de
Ierreur relative en norme 9, échelle log-log.
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L’objectif de ce chapitre est de présenter un algorithme permettant de décrire la dynamique
des vésicules dans le cadre de la méthode des éléments finis. On s’intéresse a un écoulement de
cisaillement et on développe une formulation variationnelle en utilisant une description eulérienne
du probleme. Les solutions numériques obtenues sont comparées a certains résultats obtenues
dans la littérature.

Introduction et contexte

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés a 1’étude du comportement des
vésicules biologiques en régime statique, nous avons focalisé notre intérét sur les études numériques
dans le cadre des équations différentielles et dans le cadre de la méthode des éléments finis uti-
lisés avec une approche des lignes de niveaux.

Dans ce chapitre, une attention particuliere est portée a ’étude de la dynamique des vésicules
en présence d’un fluide : ceci est plus proche de la physique et beaucoup plus riche. Par ailleurs,
nous allons restreindre notre étude a la dynamique des vésicules sous cisaillement, dans une
modélisation purement bidimensionnelle qui nous donnera une plus grande aisance en terme des
colits de calculs, sans restreindre la richesse ni la pertinence du systeme.

Ce dernier chapitre comporte deux partie. Une premiere concerne le formalisme mathématique
du probleme ainsi que le schema numérique utilisé et les multiplicateurs de Lagrange a posteriori
nécessaires pour s’assurer de la préservation des contraintes d’incompressibilité du fluide et
d’inextensibilité de la membrane de la vésicule lors de I’étape du transport. Ensuite, la deuxieme
partie est consacrée a quelques applications numériques : on met en évidence les modes de
basculement et de chenille de char pour les vésicules en cisaillement et on étudie l'effet du
confinement sur la dynamique dans un souci de se rapprocher des systémes expérimentaux réels.

Dynamique sous cisaillement constant

Fia. 8.1 — Figure expérimentale d'une vésicule sous cisaillement en mouvement de chenille de
char.

Une des contraintes hydrodynamiques les plus simples est I’application d’un cisaillement constant
au liquide externe a la vésicule. Un tel écoulement est caractérisé par une fréquence de cisaille-
ment 4 qui servira a décrire une échelle de temps caractéristique de nos simulations. Quant au
champ de vitesse en un point x € A, il s’écrit :

. . (01 v 01 0 0 1
u(m)-va-v(O 0>:B— 2<1 0>ZB+2<_1 0>:B.
La matrice de cisaillement ¥IM se décompose en deux parties et elle apparait comme la somme
d’une composante élongationnelle dont 1’axe principal est orienté de m/4 par rapport a l'ori-
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zontale et d’une composante rotationnelle deux fois plus faible que la fréquence de cisaillement.

Soumise a un cisaillement simple, différents comportements dynamiques de la vésicule isolée ont

été observés et ils sont pilotés par deux parametres : le dégonflement et le constraste de viscosité

entre les solutions internes et externes 7, ceci en accord avec les prédictions théoriques.

Toutefois, si le taux de cisaillement n’est pas trop élevé, 1’élasticité de courbure est suffisante

pour maintenir la vésicule dans une forme constante, quasiment ellipsoidale. On note par 6

I’angle d’inclinaison de la vésicule par rapport a l'axe des abscisses et on distingue entre deux

régimes dynamiques :

Le mouvement de chenille de char (tank-treading) : A faible contraste de viscosité ou
a faible dégonflement (par rapport a une sphere), il est peu cotiteux de cisailler le fluide
interne : la vésicule adopte alors une orientation stationnaire # par rapport a ’écoulement,
et sa membrane tourne sans modifier sa forme générale, tout en entrainant le fluide interne.
On observe sur la figure 8.1, réalisée au Laboratoire Interdisciplinaire de Physique, une
succession d’images présentant ’évolution de la vésicule depuis I'arrét (lere image) jusqu’a
I’établissement de I’état final de chenille de char (la vésicule garde une orientation fixe au
cours du temps, tandis que la membrane tourne comme une chenille de char).

Le mouvement de bascule (tumbling) : Si la vésicule devient plus dégonflée et plus vis-
queuse, le mouvement de tank-treading devient trop colteux, et la vésicule se comporte
alors comme un objet solide, en tournant sur elle méme : voir la figure 8.2 réalisée par
Mader et al. [64].

O O OO0 O O 000 C QO

——

SO0 O OO0 000

Fia. 8.2 — Figure expérimentale d’une vésicule sous cisaillement en mouvement de bascule. Haut :
vésicule avec un volume réduit égal a 0.993 et un rapport de viscosité égal a 22.5. Bas : volume
réduit égal a 0.9 et un rapport de viscosité égal a 8.

8.1 Dérivation du modele

On considere une vésicule modélisée par une membrane I', I'intérieur de la membrane est noté
par Q et il est constitué par un fluide newtonien de viscosité p; et de masse volumique p.
La vésicule est plongée dans un fluide newtonien de viscosité po et de masse volumique po. Le
domaine englobant la vésicule et le fluide 'entourant est noté A. Toutefois, on suppose que les
fluides a 'intérieur et a 'extérieur de la vésicule sont incompressibles.

8.1.1 Inextensibilité de la membrane

La loi de conservation de la matiére sur une géométrie courbe (la membrane) bordée par deux
domaines fluides est moins classique que celle au sein d’un volume fluide, aussi, il nous a semblé
utile de présenter succinctement sa dérivation. En effet, les membranes biologiques sont ca-
ractérisées par des membranes inextensibles, ce qui se traduit par une conservation de la surface
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dans le cas tridimensionnel et du périmetre dans le cas bidimensionnel.

Soit Og un ouvert de A, il est transporté par le fluide a une vitesse u et le nouveau domaine est
noté O(t). On note O1(t) = O(t) N QL) , Oa(t) = O(t)\O1(t) et T'12(t) Vinterface entre O;(t)
et Oa(t). On note p,(t) la masse linéique de la membrane T'(t) et p(t) = pixa@) + P2XxA\Q)
ou x est la fonction caractéristique. Par conséquent, la densité totale est p(t) + pm,(t)dr et la
conservation de masse au sein de (’)(t) se traduit par :

</) + pm ()01, xor) =0,

avec <> le crochet de dualité, d’ou :

a2
— pm(t)do =0,
dt Flg(t) ( )

ou |.| désigne la mesure d’un ensemble. Le premier terme s’annule en considérant un fluide
incompressible. En appliquant la formule de Reynolds, on obtient :

/ {%—Fpmvs.u}dazo.
Flg(t) Dt

Le choix de O(t) est arbitraire donc

£ (01 (0)] + 02(0)]) +

Dpm
Dt

En supposant que p,,, est constante au cours du temps, on obtient :

+ pmVsu=0 p.p.sur I'(¢).

Vsu=0 , p.p.sur I'(t). (8.1)

On associe un multiplicateur de Lagrange A a cette contrainte, il s’interpréte comme une pression
s’exercant tout au long de la membrane et elle décrit sa rigidité.

8.1.2 Position du probleme

Nous supposerons ici que le domaine englobant A =] — L, L[? est un carré de longueur de c6té
2L. Le fluide est caractérisé par une vitesse u. On désigne par p sa densité et elle prend la
valeur constante p; dans € (i.e. fluide interne) et ps dans A\Q. De méme, u est la viscosité du
fluide, elle est égale a la constante p; dans Q et ps dans A\Q. On note le tenseur symetrique
des déformations par :

Vu + (Vu)!

—

La loi constitutive dans chacun des fluides (interne et externe) est donnée par le tenseur des
contraintes de Cauchy :

D(u) =

ou I représente le tenseur identité. La dérivée totale de u est donnée par :

Du Ou
E—E—F(U-V)u.

On définit I'espace C pour les membranes I :

C= {F fermée orientable de R? : / H?ds < 00, oi H = V.1 et 1 est le normale sortante unitaire a F} .
r
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Il est possible d’écrire I’ensemble des équations de I’hydrodynamique couplées a la présence de la
membrane sous la forme lagrangienne. Soit V' € R la vitesse du cisaillement au bord du domaine
et on introduit I'espace suivant :

V(V) = {uEHl(A)d;u(:U,y:L):Vet u(r,y =—L)= -V, —L<ﬂ:<L}.

On cherche un champ de vitesse u € C* (]0,T[, L*(A)?) N L? (J0, T[, V(V)). Soit w € A tel que
Ow € C, on définit la fonctionnelle d’énergie ¢ : somme de la dissipation visqueuse, I’énergie
cinétique et 'énergie de courbure de Canham et Helfrich :

s =5 [ olalde+ [ plp ) Pas 5 [ - o as.

ow

La dépendance de I'énergie de Helfrich par rapport a la vitesse u est implicite, elle se traduit
a travers leffet de la la force de courbure dérivée dans le papier [57] suite a l'advection de T’
par le champ de vitesse du fluide u. La force associée a I’énergie de Helfrich est donnée dans la
direction normale sortante a I' par :

Fu = g (2AH + (H — Ho)[H(H + Hy) — 4K))n. (8.2)

On note que dans le cas bidimensionnel et pour Hy = 0, la force s’écrit :

K

F
H=5

(2A,H + H*)n. (8.3)

Il s’agit de résoudre un probleme P de minimisation sous contraintes. En effet, on minimise
I'énergie ¢ sous les contraintes de I'incompressibilité du fluide et de inextensibilité de la
menbrane :

P:u= arginf Z(v), (8.4)
vel

avec,

U:{VGH&(A);V.V:OdansA;VS.V:OSurF}.

Soient (u:p. A) € €1 (10, 7, LA(A)) N L2 (0, T, V(V)) x L2 (10, T[, L3 () x L? (0.T[ 1 (),
On introduit le lagrangien . donné par :

Z(u;p, N :/(u)—/gpv.vdx—/r)\vs.vds. (8.5)

On transforme le probleme P de minimisation sous contraintes a un probleme Q de type point
selle et on résoud :

Q: (u,p,A) = arg inf sup Z(v;q,v). (8.6)
v e HY(Q) i@
veH?Z (T)
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Caractérisation du point selle (u,p,\) :

Le point selle (u;p, \) vérifie le systéme suivant :
Z(u,p,\)(v) =0, VYveV(0),
9% (u,p,N)(q) =0, Vg e Lj(A), (8.7)
8, ZL(u,p,\)(v) =0, VveHz ().

Etant donné la force de courbure donnée par la formule (8.2) et en supposant que la courbe T
est assez réguliere, le systeme (8.7) implique :

Trouver (u;p, A) € C1 (10, T[, L2(A)4)NL2 (J0, T[, V(V)) x L2 (J0, T[, L2 (€2)) x L2 (]o,T[, H3 (r))

tels que :

d

— pu.vdx—l—/zul)(u):l)(v) dx—/pv.vdx—/)\vs.vds = /FH.vds,VVEV(O),
dt Ja A A r r

/ qV.adr = 0, Vg e L*(A), (8.8)
A

/VVS.uds =0,VYve H/T).
r

Formulation forte du probleme

Pour traiter le terme de tension de surface fF A V.uds, on utilise la formule de Green surfacique.

Etant donné une fonction scalaire f et un champ vectoriel u définis sur I', on note do une mesure
sur le bord de I' et v la normale a 9I'. On a :

/st.udo+/fvs.uda—/fHu.ndJ: fuvdo. (8.9)
r r r

or

Dans la suite, on suppose que la surface I' est fermée. On écrit le systéme (8.8) indépendamment
dans ) et dans A — 2, on applique la formule de Green et on somme les deux équations trouvées.
Ceci permet de mettre en évidence le terme de saut des contraintes normales a la traversée de
et ona:

4 puvdzr — /V.(?/ﬂ) (u)).vdz + /[2MD (u).n].vds + /Vp.vdx —/[pn] vds
dt Ja A r A r
+ /Vs)\.vds - /)\Hn.vds = / Fu.vds, Vv e V(0),
r r r
/ qV.aadr = 0, Vg e L*(A), (8.10)
A

/VVS.uds =0,VYve H/T).
T
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On obtient au sens des distributions :

dcpi—tu — V.2uD (u)) + Vp = 0, dans Ax]0,T7,
[(2uD (u) — pI).n] = Fg — VA + HAn, sur I'x]0,T7, (8.11)

V.au=0, dans Ax]0,T7],
Vsu=0, surI'x]0,T].

Le terme du saut des contraintes normales met en évidence les forces membranaires. En effet,
le premier terme normal est directement lié a I’énergie de courbure de Canham et Helfrich.
Cette énergie étant une quantité purement géométrique et elle ne peut donner lieu a une force
tangentielle, cet aspect est tout a fait normal dans la mesure ou tout déplacement tangentiel des
points sur une surface ne fait que modifier leurs positions sans affecter la forme de la surface et
par la suite son énergie de courbure.

Les deux autres termes fond intervenir le multiplicateur de Lagrange surfacique A. Le terme VA
est tangentiel et il traduit un effet connu chez les physiciens sous le nom de Marangoni associé
a la variation de ce parametre sur la surface I'. Néanmoins, le dernier terme est normal et il est
analogue aux forces de capillarités engendrées par la tension de surface lors de la modélisation
de la dynamique des gouttes.

8.1.3 Systeme complet d’équations en formulation fonctions de niveau

En ajoutant le terme non linéaire de Navier-Stokes ainsi que le probleme d’advection qui décrit
la dynamique de I' dans le contexte de la méthode des fonctions de niveau, on obtient le systeme
suivant :

Etant donné ug € V(V) et @p,trouver u, p et A tels que :

DTptu —V.2uD(u))+Vp = 0, pp dans Ax]0,T7,
Vau = 0, pp dans Ax]0, 77,
Vsu = 0, pp sur I'x]0, T,
[un] = 0, pp sur I'x]0, T, (8.12)
[(2uD (u) —pI)m] = Fg — VA + Hln, pp sur 0Ax]0,T],
%f = %t +uVyp = 0, dans Ax]0,T7,
u = uo, dans A x {0} ,
© = o, dans A x {0} .

8.1.4 Probléme sans dimension

Dans ce paragraphe, on procede & une adimensionalisation des équations (8.12). Elle permet de

faire ressortir des parametres adimensionnés qui controlent le comportement des solutions pour

des parametres physiques tres différents. On introduit les dimensions caractéristiques suivantes :

— Ry : la longueur caractéristique, on la choisit égale au rayon d’une sphere ayant la méme
surface que I' en dimension trois. Dans le cas bidimensionnel, c¢’est le rayon d’un cercle ayant
le méme périmetre que I';

— U = VRy/L : la vitesse caractéristique de 1’écoulement de cisaillement au niveau de la paroi
de la vésicule.

— po @ la densité caractéristique, on la choisit égale a la densité du fluide a 'extérieur de la
membrane ;
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— g @ la viscosité caractéristique, on la choisit égale & la viscosité du fluide a I'extérieur de la
membrane ;

Les quantités adimensionelles seront notées en utlisant des tildes et on a : x = RyZ, u = Uu,
p = p2p et = pofi. On choisit une pression caractéristique P = ’%, un temps caractéristique
T = Ry/U. Quant & la tension de surface, elle est adimensionalisée par A = poU X. On définit le
confinement w par le rapport Ry/L. Remarquons que le taux de cisaillement dimensionné est
donné par V/L, si bien que le taux de cisaillement sans dimension vaut 1. Dans la suite de ce
chapitre, on note le rapport de viscosité par 1" = 1/ uo.

Soit ug € V(1/w), le probléme (8.12) se réécrit en omettant les tildes :

D
Re Tpt“ —V.(2uD (0)) +Vp = 0, pp dans Ax]0,TT,
Vaua = 0, pp dans Ax]0,T7,
Vsu = 0, pp sur I'x]0, 77,
[un] = 0,1 pp sur I'x]0, T7, (8.13)
[(2uD (u) —pI).n] = C_FH — VsA + Hln, pp sur OAx]0,T],
a
De =% tuvVe = 0, dans Ax]0, T,
u = u, dans A x {0},
© = o, dans A x {0}.
Avec Fy est la force adimensionnée donnée par :
1
Fg = 5(2A8H+(H—HO)[H(H+HO)—4K])n. (8.14)
En conclusion, le probleme adimensionné (8.13) est piloté par les parametres suivants :
RoU R2U R
Re:u,(;a:u,w:_oj:ﬂE:&’
2 K L 2 P2

auxquels il faut ajouter 'aire réduite v donnée par la condition initiale ¢y. Le nombre de Rey-
nolds Re mesure 'importance des termes inertiels comparés aux termes visqueux et le nombre de
capillarité C'a mesure I'importance des contraintes appliquées par 1’écoulement externe psU/ Ry
par rapport a la déformabilité de la membrane k/ Rg.

Les applications visées concernent la biophysique et plus particulierement 1’étude du comporte-
ment de vésicules dans des petits vaisseaux sanguins. En se basant sur les travaux expérimentaux
de Vitkova et al. [94] qui étudient le comportement des vésicules sous écoulement de cisaillement,
on considere les dimensions caractéristiques suivantes (USI) :

142 est de lordre de 1073,
Ry est de ordre de 5 x 107°,
L est de 'ordre de 1073,
P1 = P2 est de lordre de 103,

Vv varie entre 1 et 12 .

Enfin, k est estimé par les auteurs de [94], si bien que :

Ca € [3x10°,3x10°],
Re € [107%,107%],
w = 1/20, = = 1.
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Quant a 7, il sera choisi de fagcon a explorer les différents régimes de ’écoulement.

Afin d’explorer l'effet du confinement, on varie w entre 1/2 et 1/5 pour des maillages réguliers
et jusqu’a 1/12 pour des maillages adaptés. On note aussi qu’on prend = = 1 pour toutes les
simulations numériques dans ce chapitre.

8.2 Approximation en temps

Soit 0 =t < ! < ¢* < .
At = t"FL — 7 e n1®™M€ pag de temps, n = 1,2,.., N. On utilise un schéma de discrétisation
rétrograde de second ordre en temps ainsi que la méthode des caractéristiques [85, Chap 5] :

< t¥ = T la subdivision de Iintervalle de temps [0, 7], on note

n+l _ . n
+1 _ 1
y'(t) =~ 3y "+ y" , sinon .
2Nt

Quitte & prendre des conditions au bord 0A adaptées a un écoulement de cisaillement, on résoud
le probléeme suivant :

. 3un+1 _ 411”0)(” + un—loxn—l

Rep 2Nt - V.(2u"D (un+1)) +Vp"tt = 0, dans A,
Va"tt = 0, dans A, (8.15)
Via"tt = 0, sur I,
[w+ ] =0, sur I,
1
[(2/1/711) (un+1) _pn+1I).1’11‘l+1} — C_ FHn _ v’g,)\ + Hn)\n-l—lnn sur aA,
a
Pt =gty dans A,
utl =1/w, sur | — L, L[x {L} ,
S — sur | — L, L[x {—L},
n+1
algn =0, sur {—L,L} x]—L,L],
©0 =g, dans A.
Ou
X"(x) = z—Atu'(x),
Xn_l(x) = z-2Atu"(x),
11* = Qun — un_l
Y'z) = z—Atu"(z).

Le schema précédent définit une récurrence d’ordre deux de la suite (u”),>_1 qui commence par
-1 0
u - =u =0.
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8.3 Formulation faible

On introduit les formes trilinéaires suivantes a(, , ), b(, , ) et m(, , ) données par :

m(w;u,v) = / u.vw dx ,avec w e LP(A)Y, ue L2(A)?, v e L2(A)?,
A
alwyu,v) = / 2wD(u) : D(v) dx , avec w e LA ue H' (A, ve H(A)?,
A
bwi;u,() = — / (wWV)uldx , avec we L®(A)? ue HY(A)?, ¢ e L*(A).
A

La formulation variationnelle du probleme est :
(NSa¢) : Trouver u"t € V(V) |, p"tl € L3(A) et A" L € LE(A) tels que :

3R
T:m(/)a(tpn) cu v+ oa (e (97)  u™ v) 4 b (v, it

+0 (6 (¢") V" [T —n"®n") ; v, A" =

1 R
Com(1iFu", v) + —Cm (pe (") 5 Aulox™ —u" Loy , Vv € V(0),

n—1
2 At V)
b(I;u"™ q) =0 ,VgeL?*(A),
b(0:(¢") [Ve"| I—n"®@n");u" v) =0 ,VvelL?A). (8.16)
Quant a p. (¢™) et pe (¢™), elles sont données par les expressions suivantes :
pe (¥") = He(¢") + E(1-He (")) , (8.17)
pe (") = He(¢") + T (1—H:(¢")) . (8.18)

8.4 Approximation en espace

Soient Aj une approximation polygonale du domaine A et 7 une triangulation de Aj,. L’ap-
proximation par les éléments finis de Taylor-Hood est considérée et on introduit les espaces de
discrétisation suivant :

X, = {ueH'(A)!|ux e Po(K)!, VK €T},
Vi(V) = X,nV(V),
Q, = {qaeL*A)NC(A) |qx €Pi(K),VK € Tp,} .

Le probleme (8.16) se discrétise de la maniere suivante :
NSaup) : Trouver u?tt e Vi (v) , p?tt € Qp et AP € Qp tels que :
) h h h

3R
Ttem(pa(‘PZ) ; uz+17v) + a(ﬂa(tp;f) : U-ZJrl,V) n b(I;V,pZJrl)
+0 (0 (¢3) [Vep| @—nj@np) s v, ) =

1 R
——m (1 Fujl, v) + ——m (p. (p}) ; dufox™ —uf Loy, v

Ca N AATS Vh(()) ,

b(I;uZ“,q)ZO , Vg € Qp,
b(5E () IVep| I —nj @ny) ; uZH , 1/) =0 Vv eQy. (8.19)
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FiG. 8.3 — Tracé pour 6z = 5.3 x 1072, §t = 3 x 1072, 7 = 0.81 et ¢ = 2.50x

d’inclinaison de la vésicule et (b) : Le périmetre relatif (en valeur absolue) et aire relative (en
valeur absolue), en échelle logarithmique en ordonnées.

8.5 Probleme d’advection

8.5.1 Non préservation des contraintes

On note que, similairement au chapitre précédent, des pertes de volume et de surface (aire et
périmetre en 2d) proviennent de I'étape d’advection et la vésicule finit par avoir une forme
spherique (circulaire en 2d).

Dans la figure 8.3, on trace ’évolution des pertes relatives en périmetre et en aire pour une
vésicule sous un écoulement de cisaillement simple ayant Re = 1072, Ca = 103, w =

1 _

07 =

0.81 et un rapport de viscosité 7 = 50. On remarque que, apres un tour de rotation, les pertes
dépassent 10% du périmetre et de aire de la vésicule de référence.

8.5.2 Corrections des pertes

Vu les problemes de la conservation du volume et de la surface, on introduit deux multiplicateurs
de Lagrange globaux qui permettent de controler les pertes de la masse lors de ’étape de trans-
port de la fonction de niveau ¢. En effet, on introduit deux multiplicateurs de Lagrange, notés
p* et A*, pour controler respectivement les contraintes de 'incompressibilté et de 'inextensibilité

lors de I’étape de transport. Le probleme de transport est substitué par le probleme suivant :

d
a_f +u+ (p*+ XNf)n] . Vo =0 pp. (t,z) €]0,4+00[XA,

d

—/H(w)dx =cv  p.p.t€J0,+oof,
dt J,

d

— 1ds
dt Joo

(8.20)

(8.21)
=ca p.p-te€]0,+oof.

(8.22)

0 20 40 60 80 100120140 160 180 200

(a) : L’angle
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Fia. 8.4 — Tracé de la solution en appliquant les corrections au probleme d’advection pour

dx =53x1072,0t =3x1072, 7 = 0.8l et ¢ = 2.5 x dz : (a) : L’angle d’inclinaison de la vésicule
en fonction des itérations et (b) : Le périmetre relatif (en valeur absolue) et laire relative (en
valeur absolue), en échelle logarithmique en ordonnées.

Avec €4 et ey sont deux parametres qui dépendent du temps et ils sont donnés a l'itération n
par :

— ,1lds + A
£q = Joo 0

an 1dx — W
t = .
AL (§) v

At
Dans ’équation (8.20), on utilise une fonction suffisamment réguliere f définie dans le domaine

A. Dans nos simulations, on choisit f une fonction ploynémiale de second degré. En utilisant la
formule de Reynolds, I"équation (8.22) est équivalente a :
€a—p"

Hds — \*
o0

H fds — Hunds = 0.
o0 o0
Les équations (8.20) et (8.21) sont équivalentes a :

(8.23)

ey +p*/ 1ds+)\*/ fds+/ unds = 0.
oN oN o0
par :

(8.24)
D’apres les équations (8.23) et (8.24), les multiplicateurs de Lagrange optimaux sont donnés

)\*

*

faglds faQHfds
p =

2
- faﬂfds faQHdS (8.25)
ey + A* faﬂ fds + fagu.nds
— [5q 1ds '

e fyqlds + ey [4o Hds + [jounds [, Hds — [;o1ds [5, Hunds

(8.26)
A* (8.25).

Remarquons que la fonction f sert a éviter d’avoir un dénominateur nul dans I'expression de
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8.5.3 Validation numérique

La méme simulation que celle de la figure 8.3 est lancée en restituant les pertes de masse lors
de I'étape du transport de ¢. Les résultats sont tracés dans la figure 8.4 et on observe que les
pertes sont controlées suite aux corrections introduites.

Algorithme de découplage

initialisation n =0
(2% u%) € A x R? arbitrairement donnés,

Soit n >0

Etant donnés (u”, u”!

s utmh o)
1. On calcule u"*!, pn+1 A"+l en résolvant (8.19),

2. On calcule p"*! en résolvant [8.20,8.21,8.22] .

fin de l’algorithme.

VAY/

s ‘

4
<t

i

o

i

T
5

N
s

FIG. 8.5 — (a) : Vésicule sous cisaillement pour @ = 1/4, T = 20, Ca = 10* et Re = 1073. (b) :
Zoom sur l'adaptation du maillage.



168 CHAPITRE 8. DYNAMIQUE DES VESICULES SOUS CISAILLEMENT
8.6 Simulations numériques

8.6.1 Adaptation de maillage

Le critere de raffinement de maillage est le méme que celui utilisé précédemment dans ce ma-
nuscrit. On choisit a litération n un critere ¢! = 6.(¢™) + 6-(¢"™1) et par la suite la métrique
est donnée par la matrice Hessienne VVc¢y. On note que #" ! prévoit une position approchée
de "t calculée avec le maillage de l'itération précédente.

D’autre part, a chaque itération n, on effectue une boucle de sous itérations jusqu’a atteindre
la convergence du maillage pour le critere ¢ donné. Dans la figure 8.5, on donne un zoom du
maillage autour de la membrane.

Quant aux parametres d’adaptation de maillage donnés & BAMG, on choisit Ay, = 1072 et
heoey = 1.1. Ces derniers représenttent respectivement la longueur de I’aréte minimale dans le
maillage 7, adapté ainsi que le coefficient de subdivision des mailles lors du raffinement.

8.6.2 Vésicule en mode de basculement

On choisit les parametres physiques suivants : Re = 1074, Ca = 103, T = 20, ceci pour une
vésicule ayant une aire réduite v = 0.89 et pour un pas de temps 6t = 2.5 x 1073.

Dans leur processus expérimental, Vitkova et al. [94] utilisent des vésicules de diametre 50um
dans un canal de hauteur 1mm, ceci correspond & un confinement w = 1,/20.
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F1G. 8.6 — Erreure relative commise sur les contraintes en fonction du temps (échelle logarith-

mique en ordonnées) :

valeur absolue).

(a) : L’aire relative (en valeur absolue) et (b) : Le périmetre relatif (en

Dans cette partie, on choisit w tel que la vésicule suit un mouvement de basculement. Pour les
simulations utilisant un maillage régulier, on varie le confinement entre 1/2 et 1/5 alors que lors
de 'adaptation de maillage, on a utilisé jusqu’a un confinement ww = 1/12.

Préservation des contraintes

On trace 'erreur commise sur les contraintes du probleme au cours du temps. En effet, on trace
(V—Vo)/Vp et (A— Ap)/Ap dans la figure 8.6 pour un confinement w = 1/9. On remarque que
Perreur relative est inférieure & 1073 par rapport & Ay et Vj apres 80 tours de basculement de

la vésicule.

14

12
11
10

Fic. 8.7 — Evolution de la période du basculement P en fonction de 1/w pour v = 0.82.



/2

—m/2

170 CHAPITRE 8. DYNAMIQUE DES VESICULES SOUS CISAILLEMENT

100 200 300 400 500 600
temps

Fic. 8.8 — Evolution de I’angle de rotation de la vésicule au cours du temps.

Effet du confinement sur la période de basculement

La période de basculement de la vésicule dans un écoulement de cisaillement dépend du choix du
confinement. Par ailleurs, on trace dans la figure 8.7 la période de temps P en fonction de . On
en déduit qu’a partir de w = 1/4, le résultat devient légerement dépendant du confinement. Par
conséquent, on opte pour ce choix pour modéliser la dynamique des vésicules sans confinement.

Evolution de

L’évolution de 'angle de rotation 6 autour de I'axe de la vésicule est tracée dans la figure 8.8.
On remarque que le régime stationnaire s’établie apres dix tours de rotation et au dela de ce
régime transitoire, on a une période de rotation constante.

Energie de Canham et Helfrich

On trace I’évolution de I’énergie de Canham et Helfrich en fonction du temps dans la figure 8.10.
Quelques positions occupées par la vésicule lors de son basculement, lorsque le régime station-
naire est établie, sont tracées dans la figure 8.5.

Courbes de Lissajous

A partir de la dixiéme période, le régime stationnaire s’établie et on peut tracer deux courbes
de Lissajous. La premiere consiste a tracer la vitesse angulaire % en fonction de I'angle 6 (voir
Fig 8.9(a)). Sur la figure 8.9(b), on trace I’énergie de Canham et Helfrich en fonction de . On
observe que les courbes se superposent exactement pour plus que 80 périodes et on peux affirmer
que la figure ontenue est caractéristique de la dynamique simulée.

Dans les figures 8.11, on trace les maillages utilisés pour différentes valeurs de confinements ainsi

que la courbe I' correspondante.

Comparaison par rapport a la théorie de Keller et Skalak

Keller et Skalak [54] ont élaboré une approche analytique pour analyser la dynamique d’el-
lipsoides rigides ayant une membrane fluide dans un écoulement de cisaillement. Néanmoins,
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[ H?ds = f(—0)

0.1 F B — 1(0)

-0. "7 (') /2 —r/2 (I) /2

F1G. 8.9 — Courbes de Lissajous : (a) : la vitesse angulaire % en fonction de 0 et (b) : 'énergie

de Canham et Helfrich en fonction de —0.
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Fic. 8.10 — Evolution de I’énergie de Canham et Helfrich au cours du temps.
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Fia. 8.11 — Gauche : w = 1/2. Milieu : @w = 1/5. Droite : w = 1/9.
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F1G. 8.12 — Représentation de % en fonction de cos(26).
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Fia. 8.13 — Période du basculement P d’une vésicule en fonction du volume réduit ~.

on note que le modele proposé est tridimensionnel et il ne respecte pas la proprieté de 'inex-
tensibilité de la membrane. Toutefois, il continue & décrire la dynamique notament pour des
volumes réduits tres proches de 1 ou I'écart a U'inextensibilité est faible. D’apres [54], ’équation
du mouvement de l’ellipsoide est donnée par :

do -1
— = — . T 26) .
i 5 + «a(T", T)cos(20)

Ou (", T) est un parametre qui dépend du rapport d’aspect de Iéllipsoide et du rapport de
viscosités.

Pour les parameétres physiques suivants : v = 0.84,T = 50, Re = 107*,Ca = 10* et pour un

confinement w = %, on trace % en fonction de cos(26) sur la figure 8.12. On retrouve le profil de

dépendance linéaire prédit par la théorie de Keller et Skalak ainsi qu’une valeur de 'ordonnée a
I'origine égale a —0.5.
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Effet du volume réduit

On considére une vésicule dans un écoulement de cisaillement avec un rapport de viscosité
Y =50 et on choisit un nombre de Reynolds Re = 10~ et un nombre de Capillarité C'a = 103.
On évalue la priode du basculement de la vésicule en fonction du volume réduit v, les résultats
sont affichés sur la figure 8.13(a).

Evolution de la pression

pression pression pression
E9724627 E5922825
E2 / E E

Fia. 8.14 — Lignes de courant pour la vésicule en basculement et champ de pression pour un
confinement w = i et v = 0.82.

Dans les figures Fig. 8.14(a), on trace I’évolution du champ de pression en élévation ainsi que
le maillage associé. On trace aussi la courbe I' ainsi que la droite indiquant l'orientation de la
vésicule. Ceci met en évidence le saut de pression a la traversée de I'. Dans les figures Fig. 8.14(b),
on trace le champ de pression ainsi que les lignes de courant pour le méme confinement w = 1/4.
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Evolution de la tension de surface

Dans les figures Fig. 8.15(a), on trace I’évolution de la tension de surface en élévation ainsi que
le maillage associé. On trace également la courbe I' ainsi que la droite indiquant ’orientation de
la vésicule. Dans les figures 8.15(b), on trace le champ A ainsi que les lignes de vorticité pour le
méme confinement w = 1/4.

rigidité rigidité
El 884804 7794746
2

1

00219

-0.168

rrrrr

Fia. 8.15 — Lignes de vorticité pour la vésicule en basculement et champ de rigidité A\ pour un
confinement w = i et v = 0.82.

8.6.3 Vésicule en mode de chenille de char

A faible contraste de viscosité, il est peu coliteux de cisailler le fluide interne : la vésicule
adopte alors une orientation stationnaire par rapport a 1’écoulement, et sa membrane tourne
sans modifier sa forme générale, tout en entrainant le fluide interne.

Pour les parameétres physiques suivants : v = 0.84, T = 1,Re = 107*,Ca = 10%, on trace
I'évolution de I’angle d’inclinaison de la vésicule pour deux confinements w = 1/2 et w = 1/4
(voir Fig 8.16). On trace sur la figure 8.18 les lignes de courant ainsi que le champ de vitesse sur
la membrane pour w = 1/2. Lorsque le régime stationnaire est établie, on vérifie que ce champ
devient parfaitement tangentiel a I'.

rigidité
121 77316

0.00659

0164
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On trace aussi sur la figure 8.18 'angle du régime stationnaire 6, en fonction de l'aire réduite
de la vésicule et on remarque que 'angle augmente en fonction de 'aire réduite.
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FIG. 8.16 — (a) : Evolution de # en mode confiné et non confiné pour y = 0.84. (b) : Evolution
de 'angle de chenille de char en fonction du volume réduit.

=

Fi1Gc. 8.17 — Inclinaison par rapport a l'horizontale de la vésicule dans le régime stationnaire,
respectivement de gauche a droite, pour v = 0.616, 0.825, 0.879, 0.957.

F1c. 8.18 — Lignes de courant pour la vésicule en mouvement de chenille de char et champ de
vitesse sur I' pour w = % et v =0.84.
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8.6.4 Effet du nombre de Reynolds sur la dynamique du cisaillement

Ce qui a accaparé notre attention, au point de nous pousser a exploiter le code pour des nombres
de Reynolds considérables, c’est que les nombres de Reynolds peuvent prendre des valeurs
supérieures a 1 dans certains vaisseaux sanguins. En effet, pour des globules rouges dans le
sang, Ry est de l'ordre de 3 x 1079 (USI), pso est de I'ordre de 1073 (USI) et po est de I'ordre
de 103 (USI). Pour une vitesse moyenne dans le canal de I'ordre de 1, Re est de I'ordre de 3 (ce
qui est rencontré dans les grosses veines humaines). Par ailleurs, on a Ry de 1'ordre de 5 x 107°
(USI) pour des vésicules dans le laboratoire et on peut suivre des vésicules a I’aide d’une caméra
tres rapide jusqu’a des vitesses d’environ 0.1. Par conséquent, on obtient un nombre de Reynolds
de T'ordre de 5. Or, comme on va le voir, un nombre de cet ordre va boulverser le comporte-
ment sous cisaillement. On se propose donc de considérer dans cette partie des nombres Re non
négligeables.

On trace a la figure 8.19 I’évolution de la forme pour une vésicule d’aire réduite v = 0.62 dans un
écoulement confiné pour w = 1/2,Y = 10,Ca = 10* et Re = 0.4. Les résultats montrent que la
vésicule subit des déformations plus importantes que celles observées a la figure 8.5(a) pour un
nombre Re tres faible. D’autre part, on s’appercoit qu’il est possible de changer la dynamique
de la vésicule en agissant uniquement sur la valeur du nombre de Reynolds. En effet, on peux
voir dans les figures 8.20 et 8.21 que pour Re < 3.5, la vésicule d’aire réduite v = 0.82 suit un
mouvement de basculement et que sa période augmente avec le nombre de Reynolds. En outre, a
partir d’'une valeur critique de Re légerement supérieur a 3.5, elle suit un mouvement de chenille
de char et ’angle de son orientation a I’équilibre croit avec le nombre de Reynolds avant de se
stabiliser autours d’une certaine valeur inférieure a /4.

A notre connaissance, il s’agit 1a d’un résultat qui n’est pas connue de la litérature, ou le mou-
vement de bascule est inhibé par les effets inertiels. Une origine physique simple de ce résultat
reste a trouver.
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9.1 Conclusion

Ce travail, a 'interface entre les mathématiques appliquées et la physique, s’articule autours de
la modélisation numérique des vésicules biologiques dans le sang. Nous avons pour cela adopté
le modele de Canham [13] et Helfrich [96] pour mimer le comportement des vésicles. En dépit de
sa simplicité, ce modele reste difficile a résoudre numériquement et tres riche a exploiter. C’est
ainsi que plusieurs outils de calcul numériques doivent étre mis en place.

Dans un premier temps, une attention toute particuliere a été portée sur I’élaboration d’un code
de calcul permettant la modélisation de certains mouvements d’interface élémentaires.

Apres avoir exposé dans I'introduction les enjeux de cette these ainsi que les motivations a choisir
la méthode des lignes de niveaux dans notre calcul numérique, nous avons introduit dans un
premier chapitre cette méthode dans le cadre des éléments finis. Nous avons évoqué le principal
inconvénient de cette méthode au niveau de son implémentation numérique : il s’agit des pertes
de masse couramment observées. Nous nous sommes intéressés a des problemes d’advection afin
de se focaliser sur ce probleme et nous avons proposé un algorithme de résolution numériques avec
des maillages adaptés en utilisant des multiplicateurs de Lagrange globaux. L’analyse de I’erreur
dans le cadre des tests classiques de Zalesac et de Leveque a permis de révéler les performances de
cet algorithme a remédier aux pertes de masse et a améliorer ’ordre de convergence de l’erreur.

Avant de nous attaquer au probléme physique principal, nous nous sommes intéressés dans une
premiere étape particulierement aux mouvements par courbure moyenne et par diffusion de
surface. Nous avons choisi de traiter par la suite le probleme de la minimisation de I’énergie de
courbure de Helfrich sans imposer les contraintes de la conservation du volume et de la surface
caractéristiques des vésicules et nous avons proposé une formulation variationnelle pour chacun
de ces problemes. Ceci a permis de comparer les résultats numériques aux solutions théoriques
exactes dans le cas de certains mouvements d’interfaces afin de valider cette premiere partie de
ce travail.

La deuxieme partie de cette these aborde les simulations des vésicules.

Le cinquieme chapitre est consacré a I’étude numérique de I’équilibre statique des vésicules a
travers la résolution d’une équation différentielle ordinaire. Ceci nous a permis de disposer d’'une
famille de solutions s’obtenant simplement comme solution d’une EDO et qui ont servi par la
suite & une étude comparative avec les solutions obtenues dans le cadre des éléments finis.

Le sixiéme chapitre a fait I'objet d’une étude théorique d’une condition d’équilibre mécanique des
vésicules. Nous nous sommes servi des outils de dérivation par rapport a la forme pour obtenir
une équation d’Euler-Lagrange généralisée pour une fonctionnelle d’énergie plus générale que
celle dépendant du carré de la courbure de Helfrich.

Nous avons présenté dans le septieme chapitre un algorithme pour mimer I’équilibre des vésicules.
Ceci a nécessité d’effectuer un controle a posteriori des multiplicateurs de Lagrange correspon-
dant a la conservation du volume et de la surface. Nous avons pu valider ces résultats en com-
parant les solutions avec ceux du cinquieme chapitre et en vérifiant que les pertes numériques
sont inférieures & 107°% de l'aire et du périmetre de références de la vésicule.

Enfin, nous avons développé un outil numérique efficace pour modéliser la dynamique d’une
vésicule dans un écoulement de cisaillement. Les simulations ont montré, en premier lieu, que
nous retrouvons certains résultats classiques et nous ont permis de prédire, en deuxieme lieu, la
dynamique des vésicules dans des écoulements avec un nombre de Reynolds supérieurs a 1. Ces
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derniers résultats sont originaux, ils permettent d’ouvrir des voies prometteuses pour I’étude de
la rhéologie du sang. Reste a voir des expériences physiques s’élaborer dans les laboratoires avec
de tels nombres de Reynolds pour pouvoir comparer.

9.2 Perspectives

Ce travail est une premiére étape vers la compréhention de la rhéologie du sang.

Sur le plan de la physique, il serait intéressant de traiter dans un premier temps d’autres types
de dynamiques tels que le cas des vésicules en écoulement de cisaillement pres d’un substrat. Les
résultats expérimentaux ont montré que, lors du mouvement de la chenille de char, les vésicules
glissent et roulent. Par ailleurs, la déformabilité des vésicules génere une force de portance, d’ori-
gine purement visqueuse, qui les fait décoller du substrat. Les simulations numériques servent a
déterminer une loi de dépendance entre la force de portance et la distance au substrat.

Sur le méme plan, il serait intéressant d’étudier le passage des vésicules dans une bifurcation.
Ces deux dynamiques posent le probleme du traitement du contact vésicule/substrat dans le
cadre de la méthode des lignes de niveau.

Afin de voir leffet de la présence des vésicules sur le comportement réologique du sang, il est
important d’augmenter la concentration des vésicules dans la dynamique. La difficulté qui réside
dans ce probleme est d’éviter 'interpénétration entre les différentes particules.

Par conséquent, on s’approche de 'objectif primordial de tout ce projet de recherche, il s’agit de
faire le passage micro-macro et donc de trouver une loi de comportement du sang en augmentant
la concentration des vésicules.

Sur le plan des mathématiques, plusieurs voix prometteuses sont a explorer. Il s’agit d’élaborer
des estimations d’erreur a priori en maillages régulier et adapté des sous problemes étudiés
numériquement dans la premiere partie de cette these.

Il serait aussi intéressant de faire des estimations d’erreur a posteriori a s’en servir pour les
adaptations de maillage.

Enfin, nous pouvons dire que nous sommes tres loin d’avoir épuisé le probleme et que ce travail
ne représente qu’un premier pas sur une voie tres prometteuse qui devrait permettre ’'observa-
tion numérique des comportements originaux afin de prévoir la physique, ceci dans 'intérét de
coupler, a terme, ces études aux sciences biomédicales.
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Annexe A

E‘quilibre statique des membranes en
3D axisymetrique

Afin de trouver les points selles des membranes en dimention trois, il faut faire la différentiation
du lagrangien .Z. On a :

[(H — Ho)*]!, (w) = 2 Hy,(w) (H — H),

3]’ w(r)y
1 'LU2 r))?2 w) = ——""——.
[( e Lp( ! (1+w?(r))?
Or,
%j\ap) = Jo/ 20(H) (H — Hy) (1+w2(7“))% rdr

" B ) . w . Ty 20 d (A.1)
+ [of [(H — Ho)?+ )] 7(1+w2(r))%d p/o Wwdr.

La normale est donnée par (6.46) :

n(r, 2) = ;< _“1(7”) > . (A.2)

Calcul de la courbure H(r)

D’apres (6.47), la courbure est donnée par :

H(r,z) = Vs.n:%&(rnT)—kaznz
_ _3T<L7">1>
(1 +w(r)?)e
1 rw?(r)w'(r)
(w(r) +rw'(r)) (1 +w(r)?)? — ————-=
_ ( S e
1+ w?(r)
_ 1 i [w(T) 4 § )—|—wl(7’) (A.3)
(1 +w(r)?)z L7
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Calcul de la dérivé H'(r)

r(1+ w(r)z)% (w'(r) 4+ rw”(r) +w'(r) + 3w’ (r)w?(r))
2 (14 w(r)?)?
(ro/ () +w(r) +w8() ((1+wr))? + 30 (w(r) (1+w(r)?)?)
72 (14 w(r)?)?
r2w” (r) (1 + w(r)Q) + rw'(r) (1 + w(r )2) —w(r) (1 + w(r)2)2 — 3r2w? (r)w(r)

5

r2 (1 +w(r)?)2

— (1 + w(r)z) w’(r) — 3w(r)w?(r) + ( ) (1 + w(r)z) — wr(;") (1 + w(r)z)Q]

H(r)y = —

NI

+

(1 +w(r ) )?
Calcul de la différentiation H,,(w)
Hw) — (Y 9 430 (r)y) v (14 w(r)?)
(1+W( 2)?

=

N (rw’(r) +w(r) +wi(r )) r3w(r)y (1 —|—w(7“)2)
2 (14 w(r)?)?
B ri)/ (1 + w(r)Q) + (1 + 3w2(r)) (1 + w(r)Q) — 3w(r) (rw’(r) +w(r) + w?’(r)) )
r(1 —i—w(r)Q)g
1

1
= (14w 3w (Y + = (1+w(r)?) v .
(1+w(r)?) ( ) A |

Njot

Extraction de 'EDO en w(r)

On note les trois termes de la différentiation (A.1) respectivement par T, Ts, T3 qu’on calcule
chacun a part.

- _ rfw w7“2 /—wrw'r l wr2 .
o= /0 (14 w(r)?)? {(1+ (r)?) ¥ — 3uw(r) ()¢+T(1+ (r)?) | d

2r (H — Hy) 1" "r 9 [2r (H — Hy)
- ‘[<1+w<>0> L +/0 ar{<1+w<>0>]1"d
~ ("7 2(H — Hy) " 6rw(r)w'(r) (H — Hy)
/0 w9t /0 11 w(r)?)

Wpdr.
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Le premier terme dans I’équation précédente s’annule car w(ry) = —oo. De plus,
a9 [270 (H - HO)] _ [2(H - Hy) +2rH"] (1+w(r)?) —2r(H — Ho) 2w(r)w'(r)
or | (1+w(r)?) (14 w(r)?)?
B 2rH' 2(H — Hy) (1 +w?(r) 2rw(r)w'(r))
- (I+w(r)?) (1+w(r)?) '
Donc
B Tt 2rH' " 2rw(r)w' (r) (H — Hyp)
T = /0 7(1 +w(r)2)¢dr + /0 a +w(r)2)2 wdr. (A.4)
Il reste a évaluer l'intégrant de T en utilisant I'expréssion de H'(r) précédemment calculée :
orH' 2rw(r)w'(r) (H — Hp) _ 2rw” (r) n 6rw(r)w™(r) B 2w’ (1)
(1 +w(r)?) (1+w(r)?)’ Arwr®?  (Qrwr?)? (1 +wr)?)?
2w(r) C 2rw(r)w(r) 20! (r)w?(r)
r(l4+wr)?):  (I+w@)?)?:  (1+w(r)?)?
~ 2Hyrw(r)w'(r) . (A.5)

(L +w(r)?)”

Afin d’évaluer T5, on explicite 'expression de H(r) (A.3) :

2
) (w’(r) + wfnr) (1 + w(r)2)> 2H, (w'(r) + @ (1 + w(r)2)> ,
(oA == CraeP? 0+ () HE
Par conséquent, on peut évaluer T5 :
= /Tf rw(r )wZ(r)z w'(r )wQ(r)é N w3 (r) .
0 [ (1+w(r)?)? <1+w( )z (Tt w(r)?)?
2Horw' (r)w(r) 2How?(r) (H + ) rw(r) -
A twr?)? A+ or)?) " (1+w(r)2)? ] v

En sommant les expressions respectives de 17, Ts, T5 dans (A.1), on obtient :

SL (U A p)

2rw” (r) 5rw(r)w(r) 2w’ (r
2T - Jo + B

)
(1 +w(r)?) (I+wr)?)?  (1+w(r)?)?
2u(r) +wi(r)  2How?(r)  (H3+\)rw(r)

u+w<>ﬁ A+w)) @+ w(r)?)?

Par conséquences, les points selles du probleme vérifient ’équation d’Euler-Lagrange suivante :
2rw” (r) ~ Srw(r)w?(r) 2w (r) 2w(r) +w3(r)
Grum)f  QreeD?  G+emDi  r0+wm?)

5
2

r2] Pdr.

(A.6)
2How?(r) (Ho + )\) rw(r) i
(1 +w(r)? ) (14 w(r)?) .

NI
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Annexe B

Quelques rappels utiles

B.1 Formulaire

On considere les champs scalaires f et g et un champs vectoriel u = (u,, u,, u;). Soit une surface

I" réguliere, orientable et fermée ou n est la normale sortante unitaire a I'.

of Jdu, Ou, OJuy,

% du Ou 0 88 L 88 : 882

_ | 97 _(gu ocu ocdu \ u, ouy Juy
Vi= dy |’ Vu < or 0Oy 0z > or Qy 0Oz
g Ju, Ou, OJu,

0z or Oy 0z

du, 0 ou,
V. =tr(Vu) = 81; + al;y+ 8uz'

Vof = I-n®n)Vf=Vf—-—nVf)n
Viu = I-n®n):Vu=V.u— ((Vu).n

Asf = vs- (vsf) .

Vs.(fu) = fVsu+uV,f.

Vs (fg) = fVsg+gVsf.

B.2 Formule de Green pour les opérateurs surfaciques

)n.

(B.1)

5w

On considere une surface I' réguliere, orientable et fermée de dimension (d — 1) et soient deux

fonctions g € HY(T") et v € H*(T')%. On note n la normale sortante unitaire & I, alors :

/ng.v ds + / gVs.v ds — / g(Vn)v.nds =0.
r r r

189

(B.7)
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