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Professeur Titulaire à l’École Polytechnique Fédérale de Lausanne, La Suisse,
Rapporteur
M. Christophe Prudhomme
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Abstract

This work, at the interface between the Applied Mathematics and Physics is connected about the
numerical modelisation of biological vesicles, a pattern for the red blood cells. For this reason,
the pattern of Canham and Helfrich is adopted to describe the behaviour of the vesicles. The
numerical modelisation uses the Level Set method in finite element framework.

A new algorithm of numerical resolution combining one technique of Lagrange multipliers with
an automatic mesh adaptation ensures the accurate conservation of volumes and surfaces. Thus
this algorithm enables to exceed an existing crucial restriction of the Level Set method, that’s
to say, the wastes of mass usually noticed in this kind of problems. Moreover, the proprieties of
convergence of the Level Set method are thus much more improved, as shown in many numerical
tests. Those tests chiefly include elementary problems of advection, motions by mean curvature
just as motions by spread of surface.

Concerning the static equilibrum of the vesicles, a mechanical equilibrum equation (Euler-
Lagrange equation) of a vesicle membrane under a generalized elastic bending energy is ob-
tained and the approach is based on shape optimization tools. In dynamics, the motion of a
vesicle under the effect of a shear flow is elaborated with high Reynolds numbers. The effect of
confinement is respected, and the standard regimes of tank-treading and of tumbling motion are
found again. Finally, for the first time, the effect of the inertia terms is elaborated and we show
that beyond a critical value of Reynolds number the vesicle passes from a tumbling motion to a
tank-treading motion.

Résumé

Ce travail, à l’interface entre les mathématiques appliquées et la physique, s’articule autour
de la modélisation numérique des vésicules biologiques, un modèle pour les globules rouges du
sang. Pour cela, le modèle de Canham et Helfrich est adopté pour décrire le comportement des
vésicules. La modélisation numérique utilise la méthode des fonctions de niveau dans un cadre
éléments finis.

Un nouvel algorithme de résolution numérique combinant une technique de multiplicateurs de
Lagrange avec une adaptation automatique de maillages garantit la conservation exacte des
volumes et des surfaces. Cet algorithme permet donc de dépasser une limitation cruciale actuelle
de la méthode des fonctions de niveau, à savoir les pertes de masse couramment observées dans ce
type de problèmes. De plus, les propriétés de convergence de la méthode des fonctions de niveau
se trouvent ainsi grandement améliorées, comme l’indiquent de nombreux tests numériques. Ces
tests comprennent notamment des problèmes d’advection élémentaires, des mouvements par
courbure moyenne ainsi que des mouvements par diffusion de surface.

Concernant l’équilibre statique des vésicules, une condition générale d’équilibre d’Euler-Lagrange
est obtenue à l’aide d’outils de dérivation de forme. En dynamique, le mouvement d’une vésicule
sous l’action d’un écoulement de cisaillement est étudié dans le cadre des nombres de Reynolds
élevés. L’effet du confinement est considéré, et les régimes classiques de chenille de char et de
basculement sont retrouvés. Finalement, pour la première fois, l’effet des termes inertiels est
étudié et on montre qu’au delà d’une valeur critique du nombre de Reynolds, la vésicule passe
d’un mouvement de basculement à un mouvement de chenille de char.





Table des notations

Λ domaine de l’écoulement ,
Γ membrane de la vésicule ,
Ω domaine intérieur de la vésicule ,
κ1,2 courbures principales sur une surface ,
H courbure moyenne ,
K courbure de Gauss ,
n normale à la surface ,
γ volume réduit de la vésicule ,
δ excès de la surface de la vésicule ,
V volume du domaine intérieur de la vésicule (aire en 2d) ,
A surface de la vésicule (périmètre en 2d) ,
J fonctionnelle d’énergie à minimiser ,
L lagrangien ,
u vitesse de l’écoulement ,
p pression : multiplicateur de Lagrange associé à l’incompressiblilité ,
λ tension de surface : multiplicateur de Lagrange associé à l’inextensibilité ,
R0, U respectivement longueur et vitesse caractéristiques ,
Ca nombre de capillarité ,
Re nombre de Reynolds ,
Υ rapport de viscosité dans un écoulement ,
̟ confinement de la vésicule ,
kc module de rigidité ,
kg module de courbure de Gauss ,
ϕ fonction de niveau ,
ε épaisseur de l’interface de régularisation ,
Hε la fonction Heaviside régularisée ,
δε la mesure de Dirac régularisée ,
sgnε la fonction signe régularisée ,
Th triangulation ,
∆t pas de temps ,
∆τ pseudo pas de temps ,
n itération en temps .
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0.1.1 Généralités sur le sang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi
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0.1.3 Énergie de courbure et mathématisation du problème : un bref état de l’art xii

0.2 Outils numériques pour les applications biologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . xiv
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7.7 Conservation du périmètre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

7.7.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

7.7.2 Calcul du pas optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

7.7.3 Simulation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

7.7.4 Contrôle a posteriori du pas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

7.7.5 Algorithme : Uzawa avec Contrôle a posteriori du pas . . . . . . . . . . . 131

7.7.6 Validation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
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Introduction

0.1 Motivation

0.1.1 Généralités sur le sang

L’étude de l’écoulement du sang est au centre des préoccupations d’un grand nombre de mathématiciens,
physiciens, biologistes ou industriels. En effet, l’engouement certain d’une large communauté
scientifique pour le comportement sanguin tient dans une large mesure à une grande richesse de
comportements dynamiques, même aux bas nombres de Reynolds.
Notre sang est composé de trois types de cellules sanguines : les globules blancs qui assurent
la défense immunitaire, les plaquettes qui participent à la coagulation et les globules rouges, ou
hématies, qui acheminent les gaz respiratoires entre les poumons et le plus enfoui des tissus.
Parmi les cellules sanguines adultes, les globules rouges sont de loin les plus nombreux (environ
5 millions par mm3 de sang et environ 43% du volume du sang chez l’homme). Par conséquent,
l’étude de ces cellules est essentielle à la compréhension du comportement rhéologique du sang :
voir la figure 1.

Pour remplir au mieux leur fonction, les globules rouges passent dans de très fins capillaires
sanguins dont le diamètre est inférieur au leur et ils doivent donc être très déformables. Observé
au microscope, un globule rouge révèle sa forme : un disque biconcave (disque où la zone centrale
est plus fine que la périphérie) de 7.5 micromètres de diamètre et de 2 micromètres d’épaisseur.
Chez les mammifères, le globule rouge est dépourvu de noyau, un élément qui réduirait sa

Fig. 1 – Illustration schématique de la composition du sang : image extraite de
www.donnersonsang.com.

xi
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déformabilité : il est uniquement rempli d’une solution d’hémoglobine, la protéine qui s’associe à
l’oxygène et au dioxyde de carbone lors du transport de ces gaz. Malgré son processus laborieux
de fabrication et sa structure extrèmement complexe, la forme biconcave caractéristique des
globules rouges peut s’expliquer uniquement par les propriétés de sa membrane.

0.1.2 Description mécanique des vésicules

Les vésicules constituent un système modèle pour les membranes biologiques des cellules réelles,
et plus particulièrement les globules rouges. Pour cette raison, une suspension de vésicules peut
être vue comme une représentation simplifiée pour l’étude de la rhéologie du sang.

Les vésicules sont des cellules fermées composées d’une bicouche phospholipidique. Les cellules
sont entourées d’une paroi, la membrane cellulaire, qui évite la dispersion de l’intérieur de la
cellule dans le milieu environnant. Une membrane similaire forme la paroi des compartiments
internes de la cellule, permettant ainsi une organisation complexe. La membrane cellulaire est
principalement formée de lipides, qui lui donnent ses propriétés mécaniques. C’est un milieu com-
plexe et actif : la membrane peut être déformée par l’action des protéines et elle est constamment
renouvelée par le transport de lipides dans la cellule.

Lorsqu’elle est plongée dans l’eau, cette bicouche, formée de phospholipides ayant une tête
hydrophile et une queue hydrophobe, se referme sur elle même pour former une vésicule. Cette
organisation spontanée est dûe au caractère amphiphile et à la forme cylindrique des lipides :
voir la figure 2. Par ailleurs, les vésicules peuvent donc adopter de nombreuses formes : depuis
celle d’une sphère à celle d’un tore en passant par une étoile, etc : voir la figure 3.

Nous verrons dans quelle mesure le taux de remplissage et la minimisation de l’énergie de
courbure de la membrane cellulaire permettent de prédire ces formes à partir de modèles
mathématiques.

0.1.3 Énergie de courbure et mathématisation du problème : un bref état de

l’art

La plus grande motivation de cette thèse est d’arriver à la modélisation et l’analyse numérique
des vésicules sous écoulement. Néanmoins, il est essentiel d’abord de commencer par rappeler
l’essentiel de la description d’une vésicule à l’équilibre globale (formes d’équlibre). En outre, la
force membranaire, qui dérive de l’énergie de la membrane, sera utile pour décrire la dynamique
sous écoulement.

Les configurations d’équilibres des globules rouges minimisent l’énergie de courbure. La première
proposition, purement géomérique, pour l’énergie de courbure est formulée par Canham [13] puis
Helfrich [96]. En effet, les configurations d’équilibres des globules rouges et des membranes bio-
logiques de manière générale sont fortement liées à la formation des bicouches phospholipidiques
dans un milieu aquatique. En se basant sur ce volet, Canham [13] a proposé ce modèle en
considérant que trois déformations élémentaires permettent de décrire la mécanique de la mem-
brane : l’étirement, le cisaillement et la courbure.
Helfrich [96, 25, 26, 63] a proposé un modèle plus riche d’énergie de courbure qui introduit une
courbure spontannée H0 pour la membrane, représentant en quelque sorte une possible dissyme-
trie des deux feuillets de la bicouche, de sorte qu’une membrane ouverte aurait comme courbure
naturelle H0 et non 0. Par ailleurs, les configurations d’équilibre sont régis par une équation,
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Fig. 2 – Illustration schématique de la membrane cellulaire : image extraite de
http ://en.wikipedia.org/wiki/Cell membrane.

Fig. 3 – Différentes formes de vésicules. (a) Vésicules de genre topologique non sphérique ainsi
que les formes numériques associées. Image extraite de www.chem.ucla.edu/~michalet/papers.
(b) Vésicules en étoiles de mer : la barre représente 5µm et formes extraite de [97] (figures du
bas).
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dite d’Euler-Lagrange, démontrée par Helfrich [100].
Le modèle proposé par Canham et Helfrich suppose que la membrane est formée tout simplement
d’une seule couche. Cependant, ce modèle permet d’expliquer l’essentiel des propriétés physiques
des vésicules. Toutefois, il existe d’autres modèles plus complexes élaborés pour mieux prendre
en compte la structure en double couche de la membrane lipidique tels les travaux de Seifert [86].
En effet, les deux feuillets de la membrane n’ont pas forcément le même nombre de lipides, ce
qui impose une différence d’aires à l’équilibre et force la membrane à se courber, avec le feuillet
le plus large à l’extérieur (voir la figure 2). Ceci peut être décrit par un couplage entre la densité
de lipides dans un feuillet et la courbure de la bicouche. L’énergie adaptée est plus complexe et
elle est présentée dans [70].

Pour résumer le modèle de Canham et Helfrich qu’on adoptera dans cette thèse, une vésicule
à l’équilibre a une forme qui minimise son énergie de courbure, en respectant des contraintes
de surface constante (la membrane est un fluide bidimensionnel incompressible) et de volume
interne constant (le fluide enclos par la membrane est incompressible).

Pour une surface fermée Γ représentant la membrane, cette énergie tient compte de certaines
quantités géométriques et paramètres physiques. Les quantités géométriques sont le volume
V (Γ) enfermé par Γ, la surface A(Γ) et les invariants du tenseur de courbure de la surface Γ : la
coubure moyenne H et la courbure de Gauss K. Helfrich a introduit la fonctionnelle d’énergie
suivante :

J (Ω) =
kc
2

∫

Γ
(H −H0)

2 ds+
kg
2

∫

Γ
K ds,

où Ω est le domaine intérieur de la vésicule et Γ = ∂Ω. La convention prise pour la courbure
moyenne est H = κ1 +κ2, avec κ1 et κ2 les courbures pricipales. Quant à la courbure de Gauss,
elle est donnée par K = κ1κ2. Les intégrales sont élaborées sur la surface de la membrane où ds
représente un élément de surface et dx représente un élément de volume. Les constantes kc et
kg ont la dimension d’une énergie et elle représentent respectivement le module de rigidité et le
module de courbure de Gauss.

La contribution de la courbure de Gauss est un invariant topologique pour une vésicule homogène
fermée, selon le théorème de Gauss-Bonnet :

kg

∫

Γ
K ds = 4πkg(1 − g) ,

où g est le genre topologique de la vésicule qui peut être compris simplement comme le nombre
de trous dans la vésicule. À titre d’exemple, g = 0 pour une sphère et g = 1 pour un tore. Le
terme dépendant de la courbure de Gauss sera ignoré dans la suite en faisant l’hypothèse d’un
genre topologique constant.
Les configurations d’équilibre des vésicules seront déterminées par la minimisation de l’énergie
de courbure J (Ω) sous contraintes : volume conservé (fluide incompressible à l’intérieur de la
vésicule) et surface conservée (membrane inextensible).

0.2 Outils numériques pour les applications biologiques

Dans les applications biologiques qui nous intéressent, une interface, représentant la membrane,
sépare deux compartiments formant le milieu intracellulaire et le milieu dans lequel baigne
la cellule. Dans ce cas, il faut trouver des méthodes efficaces qui permettent de représenter
l’interface qui va évoluer au cours du temps.
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Pour les applications biologiques notamment concernant les écoulements sanguins, il existe deux
classes de méthodes numériques couramment utilisées : les méthodes modélisant l’interface avec
une paramétrisation explicite sont les méthodes lagrangiennes et celles modélisant l’interface
avec une fonction implicite sont les méthodes eulériennes.
Il existe une autre catégorie, l’approche ALE où on fait la distinction entre un milieu solide et
un milieu fluide : le domaine de la structure est considéré comme un milieu solide et on fait
appel à une représentation lagrangienne. Quant au milieu extérieur, il représente le fluide et
il est traité de manière eulérienne. On note qu’on inclut les méthodes ALE dans la classe des
méthodes lagrangiennes dans la mesure où ils présentent en commun des maillages s’appuyant
sur les vésicules.

On développe dans cette section quelques propriétés générales de ces méthodes en citant les
avantages et inconvénients de chacune d’elles d’un point de vue numérique. Finalement, on
opte pour une représentation implicite par la méthode des lignes de niveau pour modéliser les
vésicules biologiques, cette méthode sera développée plus en détail dans la suite de cette thèse
d’un point de vue théorique et numérique.

0.2.1 Les méthodes lagrangiennes

Pour des méthodes lagrangiennes, l’interface qui représente la membrane biologique est discrétisée
par un ensemble de points à chaque instant t qui vont être déplacés à chaque pas de temps
avec une vitesse dépendant du problème étudié. Dans les méthodes lagrangiennes, un volume
discrétisé contient toujours les mêmes particules fuides, si bien qu’elles utilisent souvent des
maillages mobiles non structurés dont les éléments épousent la forme de l’interface. En conséquence,
elles peuvent intégrer très précisément les conditions aux limites au niveau de la frontière entre
les deux milieux.

Dans un maillage de discrétisation régulier, le nombre de points servant à représenter l’interface
reste le même au cours du temps. Lorsque l’interface subit de grandes déformations, il peut donc
y avoir une perte d’information car les points de discrétisation se dispersent et se concentrent
dans certaines régions. Les paramètres géométriques décrivant la géométrie de la courbe tels que
la courbure moyenne, la courbure de Gauss et la normale subissent une perte de précision selon
que les points de discrétisation sont de plus en plus éloignés. Ainsi, on a besoin d’un nombre
important de points de discrétisation dans la configuration initiale pour assurer une certaine
précision lors du calcul de certaines fonctions. Ceci fait appel à l’adaptation de maillage sur la
géométrie de l’interface. Dans le cas bidimensionnel, ceci est réalisable et on a des mailleurs qui
peuvent faire ce travail et les algorithmes de remaillage sont efficaces. On cite à titre d’exemple
les mailleurs Bamg [42], Gmsh [35], Grummp [74], Qmg [93].

Dans l’étude de fluides séparés par une interface, on peut avoir des changements topologiques.
Afin de gérer ces changements de topologie, on a aussi besoin de suprimer ou d’ajouter un certain
nombre de points sur la membrane.
Concernant les surfaces tridimensionnelles, la situation est plus complexe. En fait, la surface
est discrétisée par un ensemble de points et représentée à l’aide d’une triangulation. Ajouter
ou enlever des points de discrétisation lors de grandes déformations devient alors complexe,
sans parler des changements de topologie où la construction complète de la surface peut être
laborieuse.
De plus, la plus grande contrainte dans les cas tridimensionnels est sans doute le coût des
calculs numériques, ceci impose des contraintes supplémentaires sur l’adaptation de maillage sur
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la géométrie de la membrane. Ceci s’ajoute aux problèmes d’efficacité des mailleurs en 3d.

On citera quelques exemples de méthodes lagrangiennes tel que celle de suivi volumétrique
développée par Zaleski et al. (Volume of Fluid/Piecewise Linear Interface Construction ou
VOF/PLIC en anglais). L’originalité de la méthode est de reconstruire l’interface par des seg-
ments de droite non-jointifs et de les propager de façon lagrangienne [59]. Ils ont par ailleurs
développé une méthode de suivi en surface ou de marqueurs. L’interface est alors recons-
truite comme une châıne de splines joignant des particules virtuelles appelées marqueurs. Cette
méthode permet une plus grande précision notamment dans le calcul des oscillations capil-
laires [80, 79].

Une autre méthode qu’il convient de citer est la méthode particulaire sans maillage SPH (Smooth
Particle Hydrodynamics), introduite par Lucy [62] et Monaghan [37] [71]. On cite aussi les
travaux de Morris et al. [72] qui porte une attention particulière sur le traitement de la tension
de surface. On peut aussi mentionner les méthodes de type Lattice Boltzmann [44, 43, 95].

Par ailleurs, une autre grande classe d’approches fait intervenir des formulations intégrales où
des intégrales volumiques sont transformées en des intégrales surfaciques à travers un noyau
de Green, il s’agit des méthodes d’intégrales de frontières connues sous le nom de Boundary

Integral Methods. Pour plus de détail sur cette méthode, on renvoit le lecteur aux [4, 55, 36,
7, 11, 9, 14]. Etant très précises, elles servent souvent de référence pour réaliser des comparaisons
avec d’autres méthodes. On note qu’une des principales difficultés, à part celles des méthodes
lagrangiennes en général, est la recherche du noyau de Green associé au problème physique
traité. Pour plus de détail sur les techniques de détermination des noyaux de Green ainsi que des
applications physiques concernant des globules rouges dans le sang, le lecteur peut consulter [81].

Les méthodes ALE

Les approches ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) ont été introduites par Hirt et al. dans [45].
L’idée générale de cette méthode se compose de trois ingrédients. D’une part, une étape la-
grangienne qui permet de déterminer les variables du problème dans un premier domaine,
généralement le domaine solide. D’autre part, une phase implicite qui résout les équations de
conservation de la quantité de mouvement dans un second domaine, généralement le domaine
fluide. Enfin, une étape pour assurer la continuité des variables du problème entre les deux
domaines. Le qualificatif arbitraire vient du fait que les points du maillage peuvent soit rester
fixes (caractère eulérien) dans certaines zones (notamment loin de l’interface), soit être déplacés
avec la structure (caractère lagrangien) dans d’autres zones (en particulier près de l’interface, où
l’adaptation du maillage permet un gain naturel de précision). La méthode ALE introduit donc
une flexibilité dans la gestion des grilles qui est en fait une approche très attractive pour simuler
notamment des écoulements sanguins dans les artères. Néanmoins, la principale limitation de
cette méthode est qu’elle se limite à des membranes pas trop déformées.
Pour plus de détail sur cette méthode, on invite le lecteur à consulter les travaux de Quateroni
et al. [23, 82] ainsi que les travaux de Glowinski et al. [66, 65].

0.2.2 Les méthodes eulériennes

Contrairement aux méthodes lagrangiennes, les méthodes eulériennes sont caractérisées par
l’utilisation d’un maillage fixe (souvent structuré) au travers duquel circulent les particules
fluides. Ceci permet de traiter plus facilement des géométries très complexes et des géométries
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présentant des changements topologiques. Néanmois, elles peuvent cependant donner des solu-
tions présentant une diffusion artificielle et ont du mal à conserver la raideur des interfaces.

Fig. 4 – (a) : Vue d’une vague réalisée par www.logiciel-freeware.net. (b) : Vue artistique
de la rupture d’un jet réalisée par www.linvestigateur.files.wordpress.com.

Les méthodes eulériennes ont connu un grand essor ces dernières années notamment pour traiter
des surfaces à géométries complexes, dans ce cas les méthodes lagrangiennes exigent une adap-
tation de maillage très fine dans les zones de fortes variations de la courbure. Dans le suite, nous
allons citer quelques exemples.

En premier lieu, on cite quelques applications en mécanique des fuides. Les écoulements à surface
libre fortement déformable concernent des domaines d’activité aussi variés que le déferlement
d’une vague [16] : voir Fig. 4(a), les rupture de Rayleigh-Plateau d’un jet [15] : voir Fig. 4(b),
l’impact d’une goutte sur la surface d’eau [52, 41, 51] ou la confection de revêtement par
dépôt et solidification. La caractérisation de tels phénomènes est difficile à mener non seule-
ment expérimentalement car les échelles spatio-temporelles mises en jeu sont souvent difficiles à
atteindre, mais aussi numériquement avec des méthodes lagrangiennes. En effet, parmi les diffi-
cultés majeures induites par le développement de modèles d’écoulements à surface libre, on peut
citer le caractère tridimensionnel des phénomènes lorsque des déformations ou des instabilités
apparaissent, ainsi que la dégradation des résultats lorsque le pas de discrétisation en espace est
de l’ordre de celui des plus petites échelles d’interface. Il est donc nécessaire d’augmenter la den-
sité de discrétisation en fonction de la complexité de la topologie de l’interface. Par conséquent,
l’enjeu majeur est de contrôler la mémoire et le temps de calcul informatique tout en assurant
l’accès à des échelles de plus en plus réduites.

Lorsqu’une interface est une frontière entre deux milieux physiques, il est justifié d’introduire une
zone de transition. En effet, à l’échelle des molécules, il existe une petite zone de mélange entre
les deux espèces. D’un point de vue numérique, ceci se traduit par une zone de transition rapide
et continue, on parle d’interface diffuse. Ceci permet d’introduire une description riche de la
physique près de l’interface des changements de phase et des processus de mélange. Les modèles
de champ de phase, introduite par Allen et Cahn [6], connues sous le nom de Phase Field, utilisent



xviii INTRODUCTION

ainsi une énergie libre qui est définie via un potentiel à double puits caractérisant l’équilibre des
deux phases en présence [6]. Pour des proprietés d’existence des solution de l’équation d’Allen-
Cahn dans le cas des mouvements par courbure moyenne, on invite le lecteur à consulter [28].
Un exemple classique utilisant ces interfaces diffuses est constitué par les modèles de type Cahn-
Hilliard [29]. Finalement, pour des applications physiques de cette méthode dans le domaine des
applications biologiques, le lecteur pourra consulter [12].

Parmi les travaux qui ont été élaborés pour le repérage de l’interface entre les différents fluides en
présence dans le cadre d’une formulation eulérienne biphasique non-miscible, on cite une autre
méthode : la méthode de Volume de Fluide introduite par Hirt et Nichols [45].

Nous en arrivons enfin aux méthodes eulériennes qui capturent l’interface grâce à un champ
scalaire qui la définit implicitement. Une équation de transport est alors utilisée pour mouvoir
le champ scalaire et donc connâıtre l’évolution du front. La régularité de ce champ permet alors
de distinguer les domaines intérieur et extérieur des membranes. C’est la méthode des courbes
de niveau connue sous le nom de Level Set introduite par Osher et Sethian en 1988 [78], cette
méthode sera développée dans le chapitre suivant.

0.2.3 Pourquoi la méthode des fonctions de niveau ?

Les méthodes numériques pour résoudre des problèmes à surfaces libres et des problèmes d’in-
terfaces ont pris ces dernières années une importance croissante en physique et réalité vir-
tuelle [88, 87]. Les applications recouvrent des domaines aussi variés que la lithographie [33, 2],
les mousses et les émulsions, les tsunamis, les interfaces liquide-vapeur [69, 92, 77, 1] et le com-
portement d’un globule rouge dans une artère [19, 20, 21]. Pour consulter certaines applications
de la méthode des fonctions de niveau, le lecteur pourra voir aussi [98, 34, 30, 78, 76, 75].
La méthode des fonctions de niveau (voir par exemple [76, 88]), s’appuyant sur un maillage
fixe du milieu continu tridimensionnel, est devenue de plus en plus courante pour ce type de
problèmes, car elle s’avère particulièrement souple lorsque les interfaces se déforment fortement
ou présentent des changements topologiques (coalescence, etc).

Une autre approche très répandue est la méthode de suivi lagrangien de l’interface par un
maillage surfacique variable : moins apte aux changements topologiques, elle a cependant l’avan-
tage de conserver mieux la masse, c’est-à-dire le volume du fluide, particulièrement pour des
interfaces à courbure discontinue ou très minces. Des tentatives pour améliorer la conservation
de la masse dans la méthode des fonctions de niveau ont conduit à de nombreuses approches,
telles qu’augmenter l’ordre des schémas [50]. Enright et al. [30], dans le cadre d’une méthode
particulaire, ont proposé d’utiliser des marqueurs lagrangiens pour reconstruire la fonction de
niveau dans les régions sous-résolues. Une autre approche, proposée par Sussman et Fatemi [92]
dans le cadre de la méthode des différences finies, consiste à ajouter une contrainte à l’équation
de redistanciation discrète afin de mieux conserver la masse.

Concernant les aspets théoriques d’existence des solutions de cette méthode, les résultats sont
établis dans le cadre des solutions de viscosité [10, 22] pour des équations à dérivées partielles
dépendant du temps [17, 32].

On s’est basé sur les aspets suivants pour choisir la méthode des courbes de niveaux pour la
modélisation des vésicules biologiques :

La physique qui gouverne le phénomène : Les vésicules peuvent prendre des formes très
complexes notamment dans le cas de déplacement dans des veines dont la section est du
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même ordre de grandeur que le rayon moyen de la vesicule.

Le coût d’implémentation de la méthode : Pour localiser les géométries complexes, on doit
avoir des grilles de calcul suffisamment fines dans certaines zones, ceci engendre un coût
de calcul très élévé. Parmi les perspectives de ce travail, on envisage des simulations tri-
dimensionnelles qui décrivent la vraie physique des membranes biologiques. Néanmoins,
les mailleurs ne sont pas très sophistiqués en dimension trois, ainsi on aura moins besoin
d’adapter le maillage avec les méthodes eulériennes qu’avec les méthodes lagrangiennes.

L’adaptation de maillage : Ajouter plus de précision et remédier aux problèmes de diffu-
sions souvant observés en utilisant des méthodes eulériennes.

Les éléments finis : Contrairement aux différences finis, la méthode des éléments finis permet
de localiser des géométries très complexes. Dans la poursuite de ce travail, on compte
modéliser des globules rouges dans des veines présentant des ramifications.

0.3 Contribution de cette thèse

Cette thèse s’inscrit dans la problèmatique de la rhéologie des écoulements sanguins. Bien que
nous nous limitons à la présence d’une seule vésicule, plusieurs contributions ont été apportées à
ce domaine de recherche et elle représentent le premier noyau vers une description plus complexe
du sang.

La première contribution de ce travail consiste en l’identification de sous problèmes élémentaires
du problème initial modélisant la rhéologie d’une vésicule dans le sang. Il s’agit de primitives
emboitées qui convergent vers le problème initial. Nous élaborons avec pertinence un algorithme
de résolution optimal pour chaque sous problème. Traiter chaque sous problème à part permet de
mettre en évidence plusieurs difficultés et d’effectuer par la suite une série d’opérations optimales
et de simplifier grandement la mise en place de l’algorithme final.

La seconde contribution de cette thèse consiste à mettre en oeuvre les méthodes élaborées.
Nous élaborons un logiciel approprié à la résolution des problèmes des vésicules et qui s’appuit
sur la librairie de calcul Rheolef. En effet, ceci consiste à conçevoir, programmer et tourner
les algorithmes correspondant aux sous problèmes identifiés. La validation du calcul numérique
possède une importance primordiale à cette étape, elle englobe des comparaisons avec des solu-
tion exactes, des solutions semi-analytiques ainsi que des comparaisons avec des résultats figurant
dans d’autres travaux.

La troisième contribution est l’analyse du comportement de l’erreur. Ceci permet d’avoir une
idée préliminaire avant toute sorte de travail théorique sur des estimations d’erreur a priori
pour les problèmes en question. Dès lors, ce qui accaparé notre attention, au point de prendre
en priorité l’amélioration des taux de convergence de l’erreur, c’est certainement les pertes de
masse évoquées amplement dans les travaux se basant les méthodes eulériennes y compris celle
des lignes de niveau. Par ailleurs, nous abordons cette diffidulté en se basant sur deux volets.
Premièrement, à travers une technique de multiplicateurs de Lagrange optimaux étendus aux
éléments finis et ensuite à travers l’adaptation de maillage. L’efficacité de cette opération est
prouvée à travers la quantification de l’erreur relative portée sur les pertes de masse ainsi que
sur l’amélioration des taux de convergence de l’erreur.

La quatrième contribution concerne l’optimisation de formes géométriques qui consiste à trouver
la surface minimale qui minimise une fonctionnelle d’énergie dépendant de la géométrie sous
conditions de préservation de contraintes. Nous démontrons un résultat d’optimalité et nous
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présentons une condition généralisée d’équilibre mécanique des membranes biologiques pour des
fonctionnelles plus générales que celle dépendant du carré de la courbure moyenne de Canham
et Helfrich.

L’objet principal de cette thèse est l’étude de la dynamique d’une vésicule dans le sang. Ainsi la
cinquième contribution de ce travail consiste à la modélisation réaliste de la membrane cellulaire.
L’originalité de ce travail réside dans la l’implémentation numérique rigoureuse en tenant compte
de la vraie incompressibilité de la membrane sans introduire une pénalité, ceci n’a pas fait l’objet
des travaux numériques précédents. Grâce à la contribution du développement du logiciel, on
a pu faire des contributions au domaine de la physique, à savoir la modélisation des vésicules
en écoulements confinés et non confinés et notamment la modélisation des écoulements avec des
nombres de Reynolds élevés dans la mesure où nous ne pouvons pas négliger ce nombre dans
les grands et moyens vaisseaux sanguins. Ce dernier point reflète la physique et représente un
travail original dans ce domaine notamment en prévoyant certains comportements qui n’ont pas
été observés dans la littérature. Ceci ouvrera des perspectives prometteuses dans le domaine des
expériences physiques.

0.4 Plan de la thèse

Dans ce travail, nous allons nous intéresser à l’élaboration d’une méthode numérique permettant
de décrire l’équilibre des vésicules biologiques et de mimer la dynamique des vésicules. Dans le
cadre d’un écoulement instationnaire, nous prenons comme exemple un écoulement de cisaille-
ment.
Ainsi, cette thèse est articulée en deux parties.

La première partie, découpée en quatre chapitres, est consacrée à la résolution numérique de
problèmes mathématiques plus simples que le problème des vésicules dans le cadre de la méthode
des lignes de niveau avec une approche éléments finis.
Dans un premier chapitre, nous présentons la méthode des lignes de niveau en mettant en
évidence le problème des pertes de masse associées à cette méthode. Nous introduisons des mul-
tiplicateurs de Lagrange globaux qui permettent de contrôler ces pertes et nous terminons ce
chapitre par des raffinements de maillage afin d’améliorer l’odre de convergence de la méthode.
Le deuxième chapitre porte sur le développement de méthodes numériques pour la simulation
des mouvements par courbure moyenne. Ces derniers sont définis comme une évolution d’inter-
face minimisant la surface (le périmètre dans le cas bidimensionnel) et dont l’intérêt est qu’elles
apparaissent dans de nombreux systèmes physiques et biologiques et vont nous servir par la
suite dans le problème des vésicules.
Nous abordons dans le troisième chapitre de problème de diffusion de surface et nous présentons
une méthode numérique permettant de simuler certaines applications physiques de ce problème
tels que les instabilités de Rayleigh Plateau lors de la rupture d’un jet.
Nous terminons cette partie par un chapitre qui porte sur la minimisation de l’énergie de courbure
de Canham et Helfrich sans contraintes. Nous commençons ce chapitre par présenter une for-
mulation variationnelle de ce problème et nous terminons par quelques simulations numériques
permettant de valider ce travail. Cette formulation variationnelle représente un outil de base
dans la modélisation du comportement des vésicules à l’équilibre.

La deuxième partie, décomposée en trois chapitres, concerne le volet physique de la thèse qui
englobe le comportement des vésicules dans le sang.
Dans un premier chapitre, nous entammons le problème à travers une formulation en équations
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différentielles ordinaires. Notre objectif est de déterminer des solutions qui serviront par la suite
pour valider les résultats obtenus dans le cadre du formalisme éléments finis.
Ensuite, dans le deuxième chapitre, nous présentons une équation d’équilibre statique des vésicules
en dimension quelconque en utilisant des outils de dérivation de forme.
L’objectif du troisième chapitre est de déterminer les positions d’équilibre des vésicules dans le
cadre de la méthode des éléments finis. Nous mettons en évidence les problèmes de préservation
des contraintes de volume et surface ainsi que les contrôles a posteriori que nous utiliserons afin
de limiter ce problème. Ces résultats sont validés à travers des comparaisons avec les résultats
des équations différentielles.
Finalement, le dernier chapitre est consacré aux simulations numériques instationnaires des
vésicules sous écoulement de cisaillement. Nous présentons un algorithme général permettant de
retrouver certains résultats connus de cette dynamique et nous finissons par élaborer certains
résultats originaux sur le comportement de la vésicule en augmentant le nombre de Reynolds.
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4 CHAPITRE 1. MÉTHODE DES FONCTIONS DE NIVEAU

ϕ = 0

Fig. 1.1 – Illustration de la méthode des lignes de niveaux. (a) : La fonction ϕ et (b) : La courbe
de niveau zéro.

Ce chapitre traite les différents aspets de la méthode des lignes de niveau connue sous le nom
Level Set. Le premier point traité concerne le formalisme mathématique de la méthode et
particulièremant le couplage avec un problème de renormalisation de la fonction de niveau. Par
la suite, nous mettons le point sur les problèmes de pertes de masse résultant de la description
eulérienne de cette méthode. Par ailleurs, nous proposons un nouvel algorithme pour améliorer
la conservation de la masse dans un cadre éléments finis en utlisant une adaptation de maillage.
Les performances de la méthode proposée sont testées avec le cas test du disque de Zalesak et
celui du cercle de Leveque, et nous observons numériquement que le taux de convergence par
rapport à la taille des éléments du maillage est amélioré.

1.1 Méthode des lignes de niveau

1.1.1 Formalisme mathématique

Soit Λ ⊂ Rd un domaine borné, avec d = 2 ou 3, et T ≥ 0. Pour tout t ∈ [0, T ], on considère la
surface fermée orientable Γ(t) ⊂ Λ donnée par :

Γ(t) = {x ∈ [0, T ] × Λ : ϕ(t, x) = 0} .

Autrement dit, Γ(t) est une courbe particulière de niveau zéro d’une fonction ϕ(t, .). On note
Ω(t) ⊂ Λ le domaine où ϕ(t, .) est négative, et par suite Γ(t) = ∂Ω(t). Soit u la vitesse de Γ(t)
et

Dϕ

Dt
=
∂ϕ

∂t
+ u.∇ϕ = 0, (1.1)

avec Dϕ/Dt désigne la dérivée matérielle. Cette équation de transport est complétée par une
condition initiale ϕ(t=0) = ϕ0, où ∀x ∈ Λ, la fonction ϕ0(x) est la distance signée à la surface
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Fig. 1.2 – Illustration de trois fonctions de niveaux ϕ1, ϕ2, ϕ3 tels que {x ∈ Λ;ϕ1(x) = 0} =
{x ∈ Λ;ϕ2(x) = 0} = {x ∈ Λ;ϕ3(x) = 0} et (a) : |∇ϕ1| = 1 , (b) : |∇ϕ2| = 5 et (c) : |∇ϕ3| =
0.2 .

Γ(0) :

ϕ0(x) =

{
inf {|y − x|; y ∈ Γ(0)} when x /∈ Ω(0),
inf {−|y − x|; y ∈ Γ(0)} otherwise.

Néanmoins, le transport déforme la forme initiale de la fonction de niveau et on a une nouvelle
fonction de niveau qui n’est plus une distance signée pour t > 0.

Le problème qui se pose à ce niveau est d’avoir soit une fonction de niveau qui possède un
gradient très grand dans certaines zones du domaine Λ, ceci induit des singularités lors du calcul
numérique, soit un gradient très petit dans un voisinage de Γ et on localise difficilement la
courbe Γ qui finit éventuellement par dégénérer au cours des calculs : voir figure 1.2 pour une
illustration. Pour palier à cela, on substitue la fonction de niveau ϕ par une seconde ayant un
gradient unitaire (ou proche de 1) et qui possède la même ligne de niveau zéro que ϕ.

En effet, on effectue une ré-initialisation à une distance signée, appelée redistanciation, en cal-
culant, à tout instant t ∈]0, T [, la solution stationnaire du problème suivant, dépendant d’un
pseudo-temps τ :

{
∂d

∂τ
(τ, x; t) + sgn(ϕ) (|∇d| − 1) = 0 p.p. (τ, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

d(0, x; t) = ϕ(t, x) p.p. x ∈ Λ .
(1.2)

Avec sgn(ϕ) représente la fonction signe qui prend des valeurs 0,−1,+1 respectivement sur
l’interface Γ(t), à l’intérieur de Γ(t) et dans le domaine extérieur à Γ(t). La solution stationnaire
vérifie |∇d| = 1 presque partout dans Λ, c’est à dire d(∞, .; t) est une distance signée et elle
représente la nouvelle fonction de niveau ϕ(t, .) à l’instant t. On note que la solution d du
problème de redistancement (1.2) préserve Γ(t) à la même position : pour tout τ > 0, la courbe
de niveau zéro de d(τ, .; t) est confondue à celle de ϕ(t, .). Par conséquences, le volume meas(Ω(t))
est également conservé. Néanmoins, après discrétisation par la méthode des différences finis ou
d’éléments finis, cette proprieté n’est pas conservé et on a des pertes de masse qui sont de plus en
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plus importantes au cours du temps. On note que le problème (1.2) peut être interprété comme
un problème de transport avec second membre (1.3) et on a :





∂d

∂τ
(τ, x; t) +

[
sgn(ϕ)

∇d
|∇d|

]
.∇d = sgn(ϕ) p.p. (τ, x) ∈]0,+∞[ ,

d(0, x; t) = ϕ(t, x) p.p. x ∈ Λ .
(1.3)

1.1.2 Régularisation

On introduit :

La fonction Heaviside H(ϕ) , c’est la fonction indicatrice de Λ \ Ω,

La mesure de Dirac δ(ϕ) , elle localise l’interface Γ,

La fonction Signe sgn(ϕ) , c’est la fonction qui donne le signe de la fonction ϕ.

Afin d’avoir une description implicite régulière de l’interface Γ, on introduit une zone de transi-
tion de largeur 2ε. Cette zone sert à régulariser les fonctions Heaviside et signe et la mesure de
Dirac qui sont restituées respectivement par : Hε(ϕ), δε(ϕ) et sgnε(ϕ) données par :

Hε(ϕ) =





0, si φ < −ε,

1

2


1 +

ϕ

ε
+

sin(
πϕ

ε
)

π


 , si |ϕ| ≤ ε,

1, sinon ,

(1.4)

δε(ϕ) =
dHε

dϕ
(ϕ) =

{ 1

2ε

(
1 + cos(

πϕ

ε
)
)

, si |ϕ| ≤ ε

0 , sinon
(1.5)

sgnε(ϕ) = 2Hε(ϕ) − 1 (1.6)

Numériquement, le paramètre de régularisation ε est choisit proportionnellement au pas de
discrétisation h.

1.1.3 Pertes de masse

On considère le test classique du disque de Zalesak [98]. Le disque est supposé rigide et il fait un
tour complet sous l’action d’un champ de rotation (vecteur à divregence nulle) avant de reprendre
sa position initiale. Le disque possède une fente et deux zones de discontinuités qui sont difficiles
à localiser au cours du transport. Ce test permet de décrire la robustesse et l’éfficacité d’une
méthode numérique quant à la conservation du volume et notamment la localisation des zones
de fortes discontinuités de la courbure.
Lors des simulations, on choisit le domaine Λ = [0, 1]2, le disque est centré en (0.5, 0.7) et il a
un rayon égale à 0.2, il possède une fente de longueur 0.3 et de largeur 0.1 : voir la figure 1.3.
Le champs de rotation est donné par :

u(x, y) = (0.5 − y, x− 0.5) .

On choisit la largeur de la bande de régularisation égale à ε = 2h où h est le pas du maillage. On
utilise un maillage régulier 400×400. Après un tour de rotation, on superpose dans la figure 1.3 la
solution numérique avec la solution exacte. Ceci met en évidence visuellement qu’on ne conserve
pas la masse. Quant à la forme du disque, la méthode ne préserve pas sa forme initiale et elle
ne permet pas de localiser les zones de discontinuités de la courbure. Finalement, les propriétés
de convergence sont données à la figure 1 du papier [58].
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théorique calcul h = 1/400

Fig. 1.3 – Illustration des pertes de masse dans le cadre de la méthode des fonctions de niveau.

1.2 Corrections de masse

Dans cette section, on présente une technique de multiplicateurs de Lagrange pour remédier aux
pertes de masse évoquées précédemment, ces travaux ont fait l’objet du papier [58].

Résumé de l’article

On propose un nouvel algorithme pour améliorer la conservation de la masse dans la méthode
des fonctions de niveau dans un cadre éléments finis.
Deux types de multiplicateurs de Lagrange sont introduits, associés respectivement à l’équation
de transport et à celle de redistanciation. Le premier est localisé au voisinage de l’interface,
tandis que le second est associé à une correction globale au domaine de calcul. Les performances
de la méthode proposée sont ensuite testées avec le cas test du disque de Zalesak, et on observe
numériquement que le taux de convergence par rapport à la taille des éléments du maillage est
amélioré.

Le problème de transport

∀t ∈]0, T [, la conservation globale de la masse s’écrit :

d

dt

(∫

Ω(t)
dx

)
= 0 (1.7)

Dans le cas d’un champs de transport à divergence nulle (la masse est conservée), on introduit
un multiplicateur de Lagrange global ζ(t) ∈ R associé à la contrainte (1.7), le problème de
transport (1.1) est restitué par :

∂φ

∂t
+ u.∇φ+ ζ(t) = 0 (1.8)
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Le problème de redistancement

Lors de l’étape de redistanciation, on introduit un multiplicateur de Lagrange λ(τ, x; t) qui
renforce localement la conservation de masse dans tous voisinage V ⊂ Ω(t) de l’interface Γ :

∂

∂τ

(∫

V
H(d) dx

)
= 0.

On note v = sgn(φ)
∇d
|∇d| et g(d) = δ(d) |∇d|, le problème de renormalisation (1.3) est restitué

par la problème (1.9) :

{
∂d

∂τ
(τ, x; t) + v.∇d = sgn (φ (t, x)) + λ(τ, x : t) g(d) p.p. (τ, x) ∈]0,+∞[ ,

d(0, x; t) = ϕ(t, x) p.p. x ∈ Λ .
(1.9)
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Fig. 1.4 – Disque de Zalesak en rotation avec corrections de masse avec un maillage régulier
400 × 400.
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1.3 Adaptation de maillage

La méthode numérique présentée précédemment a l’avantage de mieux contrôler les pertes de
masse engendrées par la méthode des fonctions de niveau et de la résolution du problème de
redistanciation de ϕ. Néanmoins, on garde encore le problème de localisation avec précision les
points anguleux du disque de Zalesak. Ceci reste possible en utilisant un maillage régulier très
fin et par conséquences le temps de calcul devient très élevés. Afin de capturer avec précision
les points où la topologie est complexe, mais aussi gagner en terme de précision et de temps de
calcul, on propose d’utiliser le logiciel générateur de maillage adapté Bamg [42] et on raffine
le maillage autour de la membrane Γ. Ce mailleur permet de construire un maillage adapté
anisotrope à partir d’un critère fourni par l’utilisateur. On présente en premier lieu le principe
d’adaptation de maillage utilisé par Bamg et on donne en deuxième lieu le critère d’adaptation
choisit. Pour un formalisme plus détaillé de la méthode d’opération de Bamg, voir [47].

1.3.1 Principe d’adaptation de maillage

K̂

TK

K

u1

u2

1

1 h1

h2

x̂2

x̂1

Fig. 1.5 – Transformation du triangle de référence.

Le but de l’adaptation de maillage est de construire une succession de triangulations afin de
contrôler une certaine erreur. Il s’agit de distribuer de manière équitable un indicateur d’er-
reur dans les direction d’étirement maximal et minimal et d’alligner les directions d’étirement
maximal et minimal avec les directions d’erreur maximale et minimale.

On considère un triangle K du maillage à un instant t qu’on note Th. On définit la transformation
TK qui transforme le triangle de référence K̂ vers K : voir Fig. 1.3.1, et on note par MK la
matrice jacobienne de TK tel que :

{
TK : K̂ → K
x = TK(x̂) = MK x̂ + tK .

Comme MK est inversible, elle admet une décomposition en valeurs singulières SVD MK =
RTKΛKPK . Avec RK et PK orthogonales et ΛK est une matrice diagonale à valeurs positives. Soit

un triangle de référence K̂ et on considère l’ensemble des points situés sur le cercle circonscrit
au triangle de référence, ainsi x̂T x̂ = 1. Comme x̂ = M−1

K (x− tK), alors :

1 = (x− tK)T M−T
K M−1

K (x− tK) = (x− tK)T RTKΛ−2
K RK (x− tK)
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L’objectif est de définir maintenant le choix à prendre pour la métrique. On se donne un champs
c que l’on choisi comme critère d’adaptation de maillage. Le critère c est discritisé par ch tel que
ch|K ∈ P1,∀K ∈ Th. L’erreur d’interpolation dans une direction v ∈ R2 est donnée par :

eK,v = h2
K,v

∥∥∥∥
∂2ch
∂v2

∥∥∥∥ surK ,

avec hK,v est la longueur de K dans la direction v et
∂2ch
∂v2

= vT ∇∇ch v , où ∇∇ch est la

matrice Hessienne de ch donnée par :

∇∇ch =




∂2ch
∂x2

∂2ch
∂x∂y

∂2ch
∂x∂y

∂2ch
∂y2


 .

L’adaptation de maillage permet d’équilibrer l’erreur sur l’ensemble des directions des triangles
du maillages, ceci en diminuant hK,v lorsque

∥∥vT ∇∇ch v
∥∥ est grand et inversement. Par ailleurs,

on s’intéresse aux vecteurs propres de ∇∇ch qui représentent les directions d’étirement extrême
du triangle. La racine carrée des valeurs propres donne le coefficient d’étirement. Le champ ch
pour lequel on souhaite adapter le maillage est une inconnue du problème. Ainsi, on utilise un
algorithme de point fixe sur des approximations successives de ch, calculées sur des triangles des
maillages sous itérés à l’itération n à partir de le valeur de ch initialement donnée.
On se donne une constante e0 définissant l’erreur à commettre. Une façon d’adapter le maillage
selon ch est de fixer l’erreur en la rendant constante, indépendamment des triangles et dans
toutes les directions. En effet, si on note par λi la valeur propre dans la direction propre notée
ui, la longueur du triangle dans la direction du vecteur propre associé à λi est donnée par

hi =

√
e0
‖λi‖

.

Cependant, pour une métrique où les triangles n’ont pas de direction priviligée, on introduit le
tenseur MK dont les valeurs propres sont ceux de la Hessienne ∇∇ch.

1.3.2 Choix du critère d’adaptation

On choisit comme critère δε(ϕ). Par conséquent, la métrique MK est nulle en dehors de la bande
de régularisation de largeur 2ε et elle est donnée dans la bande par :

MK =
−π
2ε2

sin(
πϕ

ε
)∇∇ϕ − π2

2ε3
cos(

πϕ

ε
)∇ϕ⊗∇ϕ .

1.4 Test de Zalesak

On considère le test du disque de Zalesak avec adaptation de maillage et on étudie numériquement
la convergence de l’erreur.
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‖Hε(ϕ) − Hε(ϕh)‖0,2,Λ

0.26

∆t

5 × 10−110−1∆t∗10−2

3.5 × 10−1

2.5 × 10−1

1.5 × 10−1

Fig. 1.6 – (a) : Disque de Zalesak après un tour de rotation N = 400 (noir et continu), N = 200
(rouge et pointillé), N = 100 (vert et pointillé), N = 50 (bleu foncé et pointillé), N = 25 (violet
et pointillé), N = 10 (bleu clair et continu). (b) : Évolution de l’erreur.

1.4.1 Choix du pas de temps

Lors de l’adaptation de maillage, on fixe au mailleur les valeurs des arêtes maximale hM et
minimale hm et on a choisi hM = 1/3 et hm = 510−3. Chaque simulation est précédée d’une
étape de préparation du maillage initial de 50 itérations afin de lancer le calcul nuérique à
partir d’un maillage bien adapté à la configuration initiale ϕ0. On varie la valeur du nombre
d’itérations N nécessaires pour faire un tour complet du disque, le pas de temps est ainsi donné
par la formule ∆t = 2π/N .
Cependant, on effectue, lors de chaque itération en temps, une boucle de point fixe jusqu’à
la convergence du maillage, ceci correspond en moyenne à une dizaine d’itérations. En ce qui
conserne la bande de régularisation [−ε, ε], on choisit une largeur 4∆x avec ∆x est le pas de
discrétisation local. Par ailleurs, cette bande a une largeur 2∆x dans le cas des maillages réguliers
lors des simulations du papier [58]. Afin de comparer la convergence de l’erreur, on refait les
simulations dans le cas de maillages réguliers avec la même bande utilisée dans le cas adapté.
Dans la figure 1.6, on évalue l’erreur commise par rapport à la solution exacte en fonction du
choix de ∆t, ceci nous permet d’opter pour un pas de temps ∆t∗ = 310−2 pour lequel l’erreur
en espace l’emporte par rapport à l’erreur en temps. C’est le choix qu’on prend ultérieurement
dans ce chapitre pour ∆t.

1.4.2 Évolution du maillage

On choisit de faire des sous itérations de maillage à chaque pas de temps jusqu’à la convergence
du maillage. On visualise dans la figure 1.7(a) l’évolution des sommets et des mailles pour
t ∈ [3∆t, 10∆t]. Dans un souci d’améliorer encore la qualité des résultats, on utilise une procédure
de prévision de la position de la courbe de niveau zéro et on en tient compte dans le critère de
raffinement de maillage.
En effet, la fonction ϕnh est connue à l’itération n. On calcule en premier lieu une valeur approchée
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nombre de sommets
nombre de mailles

Sans prevision

temps

10∆t7∆t3∆t

1.2 × 105

8 × 104

3 × 104

nombre de sommets
nombre de mailles

Avec prevision

temps

11∆t7∆t3∆t

1.2 × 105

8 × 104

3 × 104

Fig. 1.7 – Zoom sur l’évolution du maillage. Le critère choisit est : (a) : cnh = δε(ϕ
n
h) et (b) :

cnh = δε(ϕ
n
h) + δε(ϕ

n+0.5
h ).

de la solution ϕn+0.5
h à l’itération n+ 1 sur le maillage élaboré à l’itération n. En deuxième lieu,

on calcule le nouveau maillage en choisissant le critère cnh = δε(ϕ
n
h) + δε(ϕ

n+0.5
h ). L’évolution

des caractéristiques du maillage est tracée dans la figure 1.7(b). De plus, on traçe le maillage
global initialement utilisé ainsi qu’un zoom sur certaine zones au cours du temps à la figure 1.8.

1.4.3 Évolution de l’erreur

On traçe l’évolution de l’erreur en norme L2 par rapport à la solution exacte, les résultats sont
présentés à la figure 1.9(b). On remarque qu’on réduit l’erreur commise et que l’adaptation de
maillage nous fait gagner un facteur 2 dans l’ordre de convergence de la méthode par rapport à
celui obtenu en utilisant un maillage régulier.
Les positions relatives du disque correspondant à un 1/8 d’un tour sont traçées à la figure 1.9(a),
on s’apperçoit de l’utilité de l’adaptation du maillage notamment au niveau de la localisation
des zones de discontinuités du disque.
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Fig. 1.8 – Maillage adapté.
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Th adapte & avec corrections & avec prevision
Th adapte & avec corrections & sans prevision

Th regulier & avec corrections
Th regulier & sans corrections

0.655

0.888

0.637

0.888

0.387

0.321

0.102

‖Hε(ϕ) − Hε(ϕh)‖0,2,Λ

hequivalent

1.5 × 10−11.5 × 10−21.5 × 10−3

7 × 10−1

10−1

4 × 10−2

Fig. 1.9 – (a) : Le disque de Zalesaque pour héquivalent = 0.01 : solution exacte (noir et poin-

tillé), maillage adapté, avec λ, ζ et avec prédiction (rouge et continu) : |Hε(ϕ) − Hε(ϕh)|0,2,Λ =
0.056, maillage adapté, avec λ, ζ et sans prédiction (bleu clair et pointillé) : |Hε(ϕ)−Hε(ϕh)| =
0.067, maillage régulier et λ, ζ (bleu foncé et pointillé) : |Hε(ϕ) − Hε(ϕh)| = 0.121, maillage
régulier sans corrections (vert et discontinu) : |Hε(ϕ) − Hε(ϕh)| = 0.131. (b) : Propriétés de
convergence dans la norme L2(Λ).
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Fig. 1.10 – Visualisation de la déformation du cercle de Leveque pour un maillage régulier
400 × 400.

1.5 Test de Leveque

Ce test a été proposé par Leveque [60] et il a fait l’objet de plusieurs travaux notamment
ceux dans le cadre des méthodes particulaires, on cite à titre d’exemple les travaux de Enright
et al. [30] dans un domaine tridimensionnel. Le problème consiste à déformer un cercle sous
l’action d’un champs de vitesse périodique au cours du temps. Le cercle se déforme lors du
transport et il finit par retrouver sa position initiale après une période de déformation : voir
Fig. 1.10. Ce test permet de tester la sensibilité de la méthode quant à la localisation des petits
filaments qui apparaissent lors du mouvement et il permet de tester la conservation de masse
lors du transport.
Numériquement, on considère un cercle de rayon 0.15, centré en (0.35, 0.35) dans un domaine
[0, 1] × [0, 1]. Le cercle est soumis à l’action du champs de vitesse suivant :

u(x, y) =
(
2(sin(πx))2sin(2πy)sin(πt),−(sin(πy))2sin(πt)sin(2πx)

)
.

1.5.1 Évolution du maillage

À partir d’un maillage initial, on effectue une série de raffinement de maillage autours de la
courbe Γ0 donnée par la condition initale ϕ0. Le maillage initial est donnée par la figure 1.11.
Au cours des itérations, on adapte la maillage afin de localiser finement la courbe Γ ainsi que
la position prédite de la solution à l’itération suivante. L’évolution du nombre des mailles et
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Fig. 1.11 – Préparation du maillage initial.

des sommets dépend nettement de l’étirement que subi la forme au cours de sa déformation,
cette évolution est donnée à la figure 1.12 où on fixe les paramètres de l’adaptation du maillage
hm = 10−3 et hM = 0.2. On traçe à la figure Fig 1.14 l’évolution du maillage au cours d’une
demi période ainsi que la courbe de niveau zéro Γ associée.

1.5.2 Évolution de l’erreur

On trçe l’évolution de l’erreur en fonction du pas de discrétisation pour une période de déformation
à la figure 1.13. On remarque que la convergence est améliorée et on gagne un facteur 2 suite à
l’adaptation de maillage.
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nombre de sommets
nombre de mailles

Avec prediction

temps

TT/20

4 × 104

3 × 104

2 × 104

104

sommets
mailles

Avec prediction

temps

79 × ∆t69 × ∆t59 × ∆t

4 × 104

3 × 104

2 × 104

104

Fig. 1.12 – Évolution du nombre de mailles et de sommets du maillage au cours du temps.

Th adapte & avec prediction
Th regulier

0.415 0.914

‖Hε(ϕ) − Hε(ϕh)‖0,2,Λ

hequivalent

1.5 × 10−11.5 × 10−21.5 × 10−3

7 × 10−1

10−1

4 × 10−2

Fig. 1.13 – Convergence de l’erreur dans la norme L2(Λ) pour le test de Leveque.
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Fig. 1.14 – Évolution du maillage et de la courbe Γ correspondante.
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L’objectif de ce chapitre est d’élaborer et valider un algorithme de minimisation de l’énergie de
courbure de Canham et Helfrich sans les contraintes de conservation de volume et de surface.
Nous écrivons en premier lieu le problème de minimisation d’énergie sous la forme d’un problème
d’advection. Ensuite, nous écrivons une formulation variationnelle qu’on discrétise par éléments
finis en espace. Finalement, nous présentons des simulations pour la validation numériques.

2.1 Introduction

Soit Λ ⊂ Rd un domaine borné, avec d = 2 ou 3, et T > 0. Pour tout t ∈]0, T [, on définit une
surface fermée orientable assez régulière Γ(t) ⊂ Λ qu’on exprime sous la forme d’une courbe de
niveau zéro d’une fonction ϕ(t, .) :

Γ(t) = {(t, x) ∈]0, T [×Λ;ϕ(t, x) = 0} .

On note Ω(t) ⊂ Λ le domaine où ϕ(t, .) est négative, et par suite Γ(t) = ∂Ω(t). La courbe Γ(t)
est advectée par un champs de vitesse u et elle vérifie l’équation :

Dϕ

Dt
=
∂ϕ

∂t
+ u.∇ϕ = 0, (2.1)

avec Dϕ/Dt désigne la dérivée matérielle. Cette équation d’advection est complétée par une
condition initiale ϕ(t=0) = ϕ0 qu’on choisit une distance signée par rapport à Γ(0). Le champs
de vitesse u est minimise l’énergie de courbure de Canham et Helfrich :

J (Ω) =

∫

Γ
H2ds . (2.2)

Concernant les résultats théoriques établies concernant le problème de minimisation de l’énergie
de Canham et Helfrich, on cite principalement les travaux de Simon en 1993 [90] et ceux de
Kuwert et al. en 2001 [56]. Par ailleurs, Simonett a démontré en 2001 [91] l’existence d’une
unique solution locale assez régulière pour toute surface initiale Γ0 ∈ C2+β avec β > 0. Il
démontre aussi l’existence globale si la forme a été initialement proche d’une sphère avec une
convergence exponentielle vers la sphère. Dans la seconde partie de ce manuscrit, on résolvera
ce problème de minimisation sous contraintes de conservation de volume et de surface, ceci
modélise physiquement les vésicules biologiques [101, 57]. Pour les approches numériques traitant
ce problème, on cite principalement les travaux de Mayer et Simonett en 2002 [67]où ils proposent
un schéma numérique dans le cadre de la méthode des différences finies pour des solutions
axisymetriques.

2.2 Position du problème

Par des outils de dérivation de forme [89], on démontre dans [57], en supposant avoir assez de
régularité sur Γ, que la dérivation de la fonctionnelle J (Ω) (2.2) par rapport à la forme Ω dans
une direction u est donnée par :

J ′(Ω)(u) =

∫

Γ

{
H (4K −H2) − 2∆sH

}
u.nds . (2.3)

On déduit que la direction de descente est définie par le vecteur :

u =
{
2∆sH +H (H2 − 4K)

}
n .
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Ainsi, on déplace la forme :

Ωt = (I + tu)(Ω) ,

avec t > 0 est le pas de descente supposé infinétisimal. Par ailleurs, on obtient :

J (Ωt) = J (Ω) − t

∫

Γ

{
2∆sH +H (H2 − 4K)

}2
ds + O(t2) .

Ceci assure la minimisation de la fonction objective. Le champ u dépend des variables ϕ,H,K,n
qui sont définies de mannière eulérienne dans le domaine Λ. Par conséquences, le vecteur u =[
2∆sH +H (H2 − 4K)

]
n représente la vitesse d’advection et on résoud le problème suivant :





∂ϕ

∂t
+
[
2∆sH +H (H2 − 4K)

]
|∇ϕ| = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ,

ϕ(t, x) = ϕ∂Λ(x) p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
∂νϕ(t, x) = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
ϕ(0, x) = ϕ0(x) p.p. x ∈ Λ ,

(2.4)

où ν représente la normale définie sur le bord du domaine ∂Λ. Ainsi, en résolvant le problème (2.4),
on advecte la surface Γ, qui est la courbe de niveau zéro de ϕ, dans la direction de descente
−J ′(Ω).

Dans la section suivante, l’objectif est de trouver une formulation variationnelle associée à la for-
mulation forte du problème (2.4). On donnera par la suite un algorithme de résolution numérique.

2.3 Formulation variationnelle

On commence par rappeler la formule du co-aire ainsi que la formule de Green pour des
opérateurs surfaciques.

Formule du co-aire (voir [32], page 118) : On considère un fonction lipschitzienne ϕ : Rd →
R tel que inf-ess|∇ϕ| > 0 et soit un fonction intégrable g : Rd → R. ∀η > 0,

∫

|∇ϕ|<η
g(x)dx =

∫ η

−η

∫

ϕ(x)=z
g(x)|∇ϕ|−1dsdz . (2.5)

Formule de Green pour les opérateurs surfaciques : On considère une surface Γ régulière,
orientable et fermée de dimension (d−1) et soient deux fonctions g ∈ H1(Γ) et v ∈ H1(Γ)d.
On note n la normale sortante unitaire à Γ, alors :

∫

Γ
∇sg.vds +

∫

Γ
g∇s.vds−

∫

Γ
g(∇.n)v.nds = 0 . (2.6)

Cette formule a été démontrée dans l’annexe du papier [57]. Afin d’extraire la formulation
variationnelle du problème qu’on résoud, on démontre, tout en supposant avoir assez de
régularité sur la courbe Γ, le résultat suivant :

Résultat préliminaire :

H(H2 − 4K) = 2H∇.
(∇s|∇ϕ|

|∇ϕ|

)
− ∇.(H2n) . (2.7)
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⋆ Démonstration du résultat préliminaire (2.7) : En utilisant la convention de sommation
des indices répétés, on a :

∇n : ∇nT = ∂jni ∂inj = ∂j (ni∂inj) − ni∂j∂inj

= ∂j (ni∂inj) − ni∂i (∂jnj)

= ∇. [(n.∇)n] − n.∇H

= ∇. [(n.∇)n] −
[
∇.(Hn) −H2

]
.

On a démontré dans le papier [57] que 2K = H2 −∇n : ∇nT . Par conséquent, on a :

H(H2 − 4K) = H
(
−H2 + 2∇n : ∇nT

)

= 2H∇. [(n.∇)n] − H3 − 2Hn.∇H

= 2H∇. [(n.∇)n] − H3 −
[
∇.
(
H2n

)
− H3

]

= 2H∇. [(n.∇)n] − ∇.
(
H2n

)
. (2.8)

Il est aussi utile d’écrire le premier terme dans l’expression précédente, en fonction de la fonction
de niveau ϕ, ce qui peut être utilisé dans l’élaboration de la formulation variationnelle. En
utilisant la convention de la sommation des indices répétés, on a :

∂j |∇ϕ| = ∂j
√

∇ϕ.∇ϕ = ∂j
√
∂kϕ ∂kϕ =

∂j∂kϕ ∂kϕ

|∇ϕ| .

Par conséquent,

(∇n)ij = ∂j

(
∂iϕ

|∇ϕ|

)
=

|∇ϕ|∂j∂iϕ − ∂iϕ∂j |∇ϕ|
|∇ϕ|2

=
∂j∂iϕ

|∇ϕ| − ∂iϕ ∂j∂kϕ ∂kϕ

|∇ϕ|3

=
1

|∇ϕ|

(
∂j∂iϕ − ∂iϕ

|∇ϕ|
∂kϕ

|∇ϕ| ∂k∂jϕ
)
. (2.9)

La relation (2.9) est équivalente à :

∇n =
1

|∇ϕ| (I − n⊗ n) .∇∇ϕ . (2.10)

Par ailleurs, on a :

∇(∇ϕ.∇ϕ) = 2(∇ϕ.∇)∇ϕ+ 2∇ϕ ∧ rot(∇ϕ) = 2∇(∇ϕ).∇ϕ .

Ainsi,

∇∇ϕ.n =
∇(∇ϕ).∇ϕ

|∇ϕ| =
1

2

∇
(
|∇ϕ|2

)

|∇ϕ| = ∇|∇ϕ| .
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En utilisant (2.10), on obtient :

(n.∇)n = (∇n).n =
1

|∇ϕ| ((I − n⊗ n) .∇∇ϕ) .n

=
1

|∇ϕ| (I − n ⊗ n) (∇∇ϕ.n) =
1

|∇ϕ| (I − n ⊗ n)∇|∇ϕ| =
∇s|∇ϕ|
|∇ϕ| . (2.11)

En utilisant (2.8) et (2.11), on obtient le résultat (2.7). �

On s’intéresse maintenant à l’extraction de la formulation variationnelle du problème (2.4). Pour
tout ξ ∈ H1

0 (Λ), Le problème (2.4) implique :
∫

Λ

∂ϕ

∂t
ξdx +

∫

Λ

[
2∆sH +H (H2 − 4K)

]
|∇ϕ|ξdx = 0 . (2.12)

En utilisant les lemmes (2.5) et (2.6), on a :
∫

Λ
|∇ϕ|∆sH ξdx =

∫ ϕmax

ϕmin

∫

ϕ(x)=z
∆sHξ dsdz

=

∫ ϕmax

ϕmin

(
−
∫

ϕ(x)=z
∇sH.∇sξ ds +

∫

ϕ(x)=z
ξH n.∇sH︸ ︷︷ ︸ ds

)
dz

0

= −
∫

Λ
|∇ϕ|∇sH.∇sξ dx .

Le projecteur surfacique (I − n⊗ n) vérifie :

(I − n ⊗ n)2 = (I − n⊗ n)T = (I − n⊗ n) .

Par conséquent, on a :
∫

Λ
|∇ϕ|∆sH ξdx = −

∫

Λ
|∇ϕ|∇sH.∇ξ dx . (2.13)

En utilisant le résultat préliminaire (2.7), la formule de Green et la condition aux bords ∂νϕ = 0
de (2.4), on obtient :

∫

Λ
|∇ϕ|H(H2 − 4K) ξdx = 2

∫

Λ
|∇ϕ|H∇.

(∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

)
ξdx −

∫

Λ
|∇ϕ|∇.(H2n) ξdx

= −2

∫

Λ

∇s|∇ϕ|
|∇ϕ| .∇ (|∇ϕ|Hξ) dx +

∫

Λ
H2n.∇(|∇ϕ|ξ) dx

= −2

∫

Λ
H∇s|∇ϕ|.∇ξ dx − 2

∫

Λ

∇|∇ϕ|
|∇ϕ| .∇s (H|∇ϕ|) ξ dx

+

∫

Λ

H2

|∇ϕ|∇ϕ.∇(|∇ϕ|) ξ dx +

∫

Λ
H2∇ϕ.∇ξ dx .

Or, on a |∇ϕ|∇sH +H∇s|∇ϕ| = ∇s(|∇ϕ|H). D’après (2.13), l’équation (2.12) est équivalente
à : ∫

Λ

∂ϕ

∂t
ξdx − 2

∫

Λ
∇s(H|∇ϕ|).∇ξ dx +

∫

Λ
H2∇ϕ.∇ξ dx

− 2

∫

Λ

∇|∇ϕ|
|∇ϕ| .∇s (H|∇ϕ|) ξ dx +

∫

Λ

H2

|∇ϕ|∇ϕ.∇(|∇ϕ|) ξ dx = 0 . (2.14)



30 CHAPITRE 2. MINIMISATION DE L’ÉNERGIE DE COURBURE DE HELFRICH

Afin d’abaisser un ordre de dérivation par rapport à ϕ, on réécrit l’équation (2.14) en introduisant
une variable mixte qu’on note ψ = −H|∇ϕ|. On obtient la formulation mixte suivante :

∫

Λ

∂ϕ

∂t
ξdx + 2

∫

Λ
∇s(ψ).∇ξ dx +

∫

Λ

ψ2

|∇ϕ|2∇ϕ.∇ξ dx (2.15)

+ 2

∫

Λ

∇|∇ϕ|
|∇ϕ| .∇s (ψ) ξ dx +

∫

Λ

ψ2

|∇ϕ|3∇ϕ.∇(|∇ϕ|) ξ dx = 0 , (2.16)

∫

Λ

ψ

|∇ϕ|ζ dx −
∫

Λ

1

|∇ϕ|∇ϕ.∇ζ dx = 0 ,

ceci ∀ξ ∈ H1
0 (Λ) , ∀ζ ∈ H1(Λ).

Cependant, ce qui a accaparé notre attention, pour l’implémentation numérique de la méthode
des lignes de niveaux, est qu’il existe une zone particulière pour laquelle la normale extérieure
sortante n est discontinue. On illustre cette zone pour trois formes différentes de Γ (voir fi-
gure 2.1). On note par {si, i ≤ I} l’ensemble des points appartenant à cette zone, les points si
sont cartérisés par un gradient |∇ϕ|(si) nul ou bien proche de l’erreur machine et cette zone,
appelée le squelette de ϕ, est plus importante dans le cas des topologies complexes. La figure 2.1
montre que |∇ϕ| est de l’ordre de 10−15 sur le squelette.
En conclusion, il s’agit donc d’une zone singulière numériquement et il faut absolument éviter
toute division par |∇ϕ| dans les formes trilinéaires de la formulation (2.15), (2.16).

Pour palier à cela, on introduit un couple d’entiers naturels (m,n) ∈ N2 et deux nouvelles
fonctions tests (ξ̃, ζ̃) ∈ H1

0 (Λ) × H1(Λ) tels que ξ = |∇ϕ|nξ̃ et ζ = |∇ϕ|mζ̃. On obtient la
formulation mixte suivante :∫

Λ
|∇ϕ|n ∂ϕ

∂t
ξ̃dx + 2

∫

Λ
|∇ϕ|n∇s(ψ).∇ξ̃ dx +

∫

Λ
|∇ϕ|n−2ψ2∇ϕ.∇ξ̃ dx

+ 2

∫

Λ
(n+ 1)|∇ϕ|n−1∇|∇ϕ|.∇s (ψ) ξ̃ dx +

∫

Λ
(n+ 1)|∇ϕ|n−3ψ2∇ϕ.∇(|∇ϕ|) ξ̃ dx = 0 ,

∫

Λ
|∇ϕ|m−1ψζ̃ dx −

∫

Λ
|∇ϕ|m−1∇ϕ.∇ζ̃ dx =

∫

Λ
m|∇ϕ|m−2∇ϕ.∇|∇ϕ|ζ̃ dx . (2.17)

Afin d’éliminer toute division par |∇ϕ|, un choix à prendre est (n,m) = (3, 2), ceci permet
d’éviter toute éventuelle division par zéro. Dans la suite de ce manuscrit, on omettra les symbôles
tildes et on introduit une seconde variable mixte γ = ∇|∇ϕ| ∈ H0(div,Λ) afin d’abaisser encore
le degré de dérivation de ϕ, avec :

H0(div,Λ) =
{
τ ∈ L2(Λ)d; ∇.τ ∈ L2(Λ); τ.ν∂Λ = 0, ∂Λ

}
.

Choix des espaces fonctionnels

Inégalité de Holder

En analyse, l’inégalité de Holder, du nom de Otto Holder, est une inégalité fondamentale relative
aux espaces Lp : soit Λ un espace mesuré, soient 1 ≤ p, q ≤ ∞ avec 1/p + 1/q ≤ 1, soit f et g
deux fonctions définies sur Λ alors,

∫

Λ
fg ≤

(∫

Λ
fp
)1/p (∫

Λ
gq
)1/q

.
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Fig. 2.1 – Illustration de la zone des singularités numériques pour trois formes différentes : (a) :
la fonction de niveau ϕ , (b) : la fonction de niveau zéro Γ et (c) : la quantité |∇ϕ| .
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Par conséquent, si f est une fonction de Lp(Λ) et g appartient à Lq(Λ), alors fg appartient à
L1(Λ) . Ainsi, pour p = q = 2, on obtient l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Une autre combinaison
souvent utilisée est pour p = 1 et q = ∞. Finalement, il y a une généralisation de cette inégalité :

Soient les fonctions fk ∈ Lpk(Λ) avec
∑n

k=1 1/pk ≤ 1 , alors on a :

f1...fn ∈ L1(Λ) et

∫

Λ
f1...fn ≤

(∫

Λ
fp11

)1/p1

...

(∫

Λ
fpn
n

)1/pn

.

Régularités en espace

Étant donné la condition initiale et les conditions sur le bord à préciser par la suite, on cherche
n ∈ L∞(Λ)d , γ ∈ H0(div,Λ) ∩ L∞(Λ)d , ψ ∈ H1(Λ) ∩ L∞(Λ) et ϕ avec ϕ − ϕ∂Λ ∈ H1

0 (Λ) ∩
W 1,∞(Λ).

Ceci pour les fonctions tests ς ∈ (L2(Λ))d , τ ∈ H0(div,Λ) , ζ ∈ H1(Λ) , ξ ∈ H1
0 (Λ) . Pour ce choix

de fonctions, on a :

∫
Λ |∇ϕ|ψξdx ≤ ∞ car : |∇ϕ| ∈ L∞(Λ), ψ ∈ L2(Λ), ξ ∈ L2(Λ) .
∫
Λ |∇ϕ|∇ϕ.∇ξdx ≤ ∞ car : |∇ϕ| ∈ L∞(Λ), ∇ϕ ∈ L2(Λ)2, ∇ξ ∈ L2(Λ)2 .
∫
Λ(∇ϕ.γ)ξdx ≤ ∞ car : ∇ϕ ∈ L∞(Λ)2, γ ∈ L2(Λ)2, ξ ∈ L2(Λ) .
∫
Λ |∇ϕ|3∇sψ.∇ζdx ≤ ∞ car : |∇ϕ| ∈ L∞(Λ), ∇ψ ∈ L2(Λ)2, ∇ζ ∈ L2(Λ)2, P = I − n × n ∈

L∞(Λ)d
2
.

∫
Λ |∇ϕ|ψ2∇ϕ.∇ζdx ≤ ∞ car : |∇ϕ| ∈ L∞(Λ), ψ ∈ L∞(Λ), ∇ϕ ∈ L∞(Λ)2, ∇ζ ∈ L2(Λ)2 . On

a pu choisir ψ ∈ L4(Λ) mais le choix pris sera justifié par la suite.
∫
Λ |∇ϕ|2(∇sψ.γ)ζdx ≤ ∞ car : P = I − n × n ∈ L∞(Λ)d

2
, |∇ϕ| ∈ L∞(Λ), ∇ψ ∈ L2(Λ)2, γ ∈

L∞(Λ)2, ζ ∈ L2(Λ)2 .
∫
Λ ψ

2(∇ϕ.γ)ζdx ≤ ∞ car : ∇ϕ ∈ L2(Λ)2, γ ∈ L∞(Λ)2, ζ ∈ L2(Λ)2. C’est à ce niveau qu’il
faut choisir ψ ∈ L∞(Λ) au lieu de ψ ∈ L4(Λ) .
Par ailleurs, on a uniquement |∇ϕ| ∈ L∞(Λ)2. Néanmoins, on a besoin d’imposer 1/|∇ϕ| ∈
L∞(Λ)2. Pour éviter cette condition, on ajoute une nouvelle équation :

∫

Λ
|∇ϕ|n.ςdx =

∫

Λ
∇ϕ.ςdx, ∀ς ∈ (L2(Λ))d .

Pour vérifier que le projecteur surfacique P ∈ L∞(Λ)d
2
, on choisit n ∈ L∞(Λ)2 au lieu de

n ∈ L2(Λ)2. Alors :
∫
Λ |∇ϕ|n.ςdx ≤ ∞ car : |∇ϕ| ∈ L∞(Λ), n ∈ L∞(Λ)2, ς ∈ L2(Λ)2 .
∫
Λ ∇ϕ.ςdx ≤ ∞ car : ∇ϕ ∈ L∞(Λ)2, ς ∈ L2(Λ)2 .
∫
Λ γ.τdx ≤ ∞ car : γ ∈ L2(Λ)2, τ ∈ L2(Λ)2 .
∫
Λ |∇ϕ|∇.τdx ≤ ∞ car : |∇ϕ| ∈ L∞(Λ), ∇.τ ∈ L2(Λ) .

Quant à la condition aux bords, on choisit ϕ∂Λ ∈ H1(Λ) ∩W 1,∞(Λ).
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Régularités en temps

Il faut éviter une variation discontinue de ϕ à l’instant t = 0+. Donc, pour donner un sens
à la condition initiale, on choisit ϕ ∈ C0

(
]0, T [ ;L2(Λ)

)
. Il faut également donner un sens à∫

Λ |∇ϕ|3∂tϕζdx ≤ ∞ avec |∇ϕ|(t) ∈ L∞(Λ) et ζ ∈ L2(Λ). Ce qui conduit au choix :

ϕ− ϕ∂Λ ∈ C1
(
[0, T ] ;L2(Λ)

)
∩ L2

(
]0, T [ ;H1

0 (Λ) ∩W 1,∞(Λ)
)
.

Finalement, on a :

ψ ∈ L2
(
]0, T [ ;H1(Λ) ∩ L∞(Λ)

)
, n ∈ L2

(
]0, T [ ;L∞(Λ)d

)
,

γ ∈ L2
(
]0, T [ ;H0(div,Λ) ∩ L∞(Λ)d

)
, ϕ0 ∈ L2(Λ) .

Par conséquences, on a la formulation variationnelle suivante :

Formulation faible

Étant donné ϕ∂Λ ∈ C1
(
[0, T ] ;L2(Λ)

)
∩ L2

(
]0, T [ ;H1(Λ) ∩W 1,∞(Λ)

)
et ϕ0 ∈ L2(Λ).

Trouver n ∈ L2
(
]0, T [ ;L∞(Λ)d

)
, γ ∈ L2

(
]0, T [ ;H0(div,Λ) ∩ L∞(Λ)d

)
,

ψ ∈ L2
(
]0, T [ ;H1(Λ) ∩ L∞(Λ)

)
et ϕ avec ϕ−ϕ∂Λ ∈ C1

(
[0, T ] ;L2(Λ)

)
∩L2

(
]0, T [ ;H1

0 (Λ) ∩W 1,∞(Λ)
)

tels que :

∫

Λ
|∇ϕ|n.ςdx =

∫

Λ
∇ϕ.ςdx , ∀ς ∈ (L2(Λ))d , (2.18)

∫

Λ
γ.τdx = −

∫

Λ
|∇ϕ|∇.τdx , ∀τ ∈ H0(div,Λ) , (2.19)

∫

Λ
|∇ϕ|ψξdx −

∫

Λ
|∇ϕ|∇ϕ.∇ξdx = 2

∫

Λ
(∇ϕ.γ)ξdx , ∀ξ ∈ H1(Λ) , (2.20)

2

∫

Λ
|∇ϕ|3∇sψ.∇ζdx +

∫

Λ
|∇ϕ|3∂tϕζdx +

∫

Λ
|∇ϕ|ψ2∇ϕ.∇ζdx

+ 8

∫

Λ
|∇ϕ|2(∇sψ.γ)ζdx + 4

∫

Λ
ψ2(∇ϕ.γ)ζdx = 0 , ∀ζ ∈ H1

0 (Λ) . (2.21)

Cette formulation variationnelle fait appel naturallement à une méthode d’éléments finis mixte
pour la résolution numérique.

2.4 La discrétisation du problème

Dans cette section, on s’intéresse à la discrétisation par la méthode des éléments finis. Concernant
le problème de redistanciation de la fonction de niveau ϕ, sa discrétisation est donnée dans le
papier [58] : voir le premier chapitre.
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2.4.1 Discrétisation en temps par différences finies

Soit 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tN = T la subdivision de l’intervalle de temps [0, T ], on note △t =

tn+1− tn le nième pas de temps, n = 1, 2, .., N . On utilise un schéma de discrétisation de second

ordre en temps. Soit y ∈ C1([0, T ]) et y′(t) la dérivation en temps
∂y

∂t
, alors ∀t ∈]0, T [, ∀n > 1,

y′(t) =
3y(t) − 4y(t−△t) + y(t− 2△t)

2△t + △t2 y
(3)(t)

3
.

On utilise le schéma suivant :

y′(t) ≈ yn+1 − yn

(2/3)△t , si n = 1 ,

y′(t) ≈ 3yn+1 − 4yn + yn−1

2△t , sinon . (2.22)

En utilisant la discrétisation (2.22), on a une erreur qui évolue en O
(
hk
)

+ O
(
△t2

)
, où k

représente le degré de discrétisation spatiale de la méthode d’éléments finis. On introduit les
formes trilinéaires suivantes m( , , ) et a( , , ) données par :

m(ω, ξ, ζ) =

∫

Λ

ξ ζ ω dx , avec ω ∈ L∞(Λ)d, ξ ∈ L2(Λ), ζ ∈ L2(Λ) ,

a(ω, ξ, ζ) =

∫

Λ

(ω∇ξ) .∇ζ dx , avec ω ∈ L∞(Λ)d×d, ξ ∈ H1(Λ), ζ ∈ H1(Λ) . (2.23)

On utilise une discrétisation explicite des équations (2.19) et (2.18). Concernant les équations (2.20)
et (2.21), on implicite le maximum de termes. On note par 1 la fonction unité et on a la formu-
lation variationelle (FV )△t suivante :

Étant donné ϕn∂Λ ∈ H1(Λ) ∩W 1,∞(Λ) , ϕ0
0 = ϕ−1

0 ∈ L2(Λ), nn ∈ L∞(Λ)d, γn ∈ H0(div,Λ) ∩
L∞(Λ)d et (pn, λn) ∈ R2,
trouver ψn+1 ∈ H1(Λ) ∩ L∞(Λ) et ϕn+1 avec ϕn+1 − ϕn∂Λ ∈ H1

0 (Λ) ∩W 1,∞(Λ) tels que :

m
(
|∇ϕn| , ψn+1 , ξ

)
− a

(
|∇ϕn| I , ϕn+1 , ξ

)
= 2m (∇ϕn.γn , 1 , ξ ) , (2.24)

2a
(
|∇ϕn|3(I − nn ⊗ nn) , ψn+1 , ζ

)
+

3

2△tm
(
|∇ϕn|3 , ϕn+1 , ζ

)

+ a
(
|∇ϕn| (ψn)2 I , ϕn+1 , ζ

)
=

1

2△tm
(
|∇ϕn|3

(
4ϕn − ϕn−1

)
, 1 , ζ

)

−m
(

8 |∇ϕn|2 (I − nn ⊗ nn)∇ψn.γn + 4 (ψn)2 (∇ϕn.γn) , 1 , ζ
)
, (2.25)

ceci, ∀ζ ∈ H1
0 (Λ) , ∀ξ ∈ H1(Λ) .

2.4.2 Discrétisation en espace par éléments finis

Soit Λh une approximation polygonale du domaine Λ et Th une triangulation de Λh. On note
par xi , i = 1, ..., N les noeuds de la triangulation et par φi , i = 1, .., N les fonctions de base de
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degré P1 continues construites dans Th. Afin de construire l’approximation par éléments finis de
la formulation mixte ( 2.20, 2.19, 2.18, 2.21), on introduit les espaces de discrétisation suivants :

Hh =
{
ζh ∈ C0

(
Λ
)
| ζh|K ∈ P1(K) , ∀K ∈ Th

}
, (2.26)

Vh(ξ0) = Hh ∩H1
0 (Λ) + πh

(
ξ̃0

)
, (2.27)

Nh = Hd
h , (2.28)

Gh = Nh ∩H0(div,Λ) , (2.29)

où πh représentant l’interpolant de Lagrange de type P1 sur la frontière ∂Λ. Étant donné
ξ0 ∈ H1/2 (∂Λ), ξ̃0 représente le relèvement harmonique dans H1 (Λ) c.à.d il verifie le problème
stationnaire : {

△ξ̃0 = 0 p.p. x ∈ Λ ,

ξ̃0 = ξ0 p.p. x ∈ ∂Λ .

Discrétisation de l’équation (2.18)

On considère ϕnh ∈ Vh (ϕ∂Λ) et on souhaite calculer nnh ∈ Nh en discrétisant l’équation (2.18).
Remarquons que ∇ϕnh ∈ (P0)d, ∀K ∈ Th. On définit gnh comme étant la projection L2 de ∇ϕnh
dans Nh par : ∫

Λ
gnh .ςhdx =

∫

Λ
∇ϕnh.ςhdx, ∀ςh ∈ Nh . (2.30)

Afin d’éviter de résoudre un nouveau système linéaire, on peux recourir au procédé de la conden-
sation de masse qui vise à remplacer la matrice du membre de gauche de (2.30) par une matrice
diagonale, et ainsi de calculer simplement gnh [85]. Enfin, on obtient l’approximation de la nor-
male par :

nnh(xi) =





gnh(xi)

|gnh(xi)|
, si |gnh(xi)| 6= 0 ,

0 , sinon .
(2.31)

Discrétisation de l’équation (2.19)

On utilise un schéma explicite pour discrétiser γn ∈ Gh. Étant donné la fonction de niveau
ϕnh ∈ Vh(ϕ∂Λ), il s’agit de trouver γnh tel que ∀τ ∈ Gh, on a :

∫

Λh

γnh .τdx = −
∫

Λh

|∇ϕnh|∇.τdx .

Discrétisation de la formulation (FV )△t

D’après la formulation variationelle (FV )△t (2.25), on a la formulation variationelle (F̃ V )△t,h
qui utilise un calcul exact des formes trilinéaires :

Pour ϕnh ∈ Vh(ϕ∂Λ), ψnh ∈ Hh, nnh ∈ Nh et γnh ∈ Gh donnés,
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trouver
(
ϕn+1
h , ψn+1

h

)
∈ Vh(ϕ∂Λ) × Hh tels que ∀ (ζ, ξ) ∈ Vh(0) × Hh, on a :

m
(
|∇ϕnh| , ψn+1

h , ξ
)
− a

(
|∇ϕnh| I , ϕn+1

h , ξ
)

= 2m (∇ϕnh.γnh , 1 , ξ ) , (2.32)

2 a
(
|∇ϕnh|3(I − nnh ⊗ nnh) , ψ

n+1
h , ζ

)
+

3

2△tm
(
|∇ϕnh|3 , ϕn+1

h , ζ
)

+ a
(
|∇ϕnh| (ψnh)2 I , ϕn+1

h , ζ
)

=
1

2△tm
(
|∇ϕnh|3

(
4ϕnh − ϕn−1

h

)
, 1 , ζ

)

−m
(

8 |∇ϕnh|2 (I − nnh ⊗ nnh)∇ψnh .γnh + 4 (ψnh)2 (∇ϕnh.γnh ) , 1 , ζ
)
. (2.33)

Formulation faible (F̃ V )△t,h

Dans la formulation variationelle (FV )△t,h( 2.32-2.33), on calcule exactement les intégrales dans
les différentes formes trilinéaires. Néanmoins, on utilise l’environnement des éléments finis Rheo-
lef [85] où un interpolant de Lagrange P1, noté πh, est utilisé pour approcher les différents poids
dans les formes bilinéaires avec poids. On obtient la formulation variationelle suivante (FV )△t,h
avec un calcul approché des formes trilinéaires : Pour ϕnh ∈ Vh(ϕ∂Λ), ψnh ∈ Hh, nnh ∈ Nh et
γnh ∈ Gh donnés,

trouver
(
ϕn+1
h , ψn+1

h

)
∈ Vh(ϕ0) × Hh tels que ∀ (ζ, ξ) ∈ Vh(0) × Hh, on a :

m
(
πh [|∇ϕn

h |] , ψn+1

h , ξ
)
− a

(
πh [|∇ϕn

h| I] , ϕn+1

h , ξ
)

= 2m (πh [∇ϕn
h .γ

n
h ] , 1 , ξ ) , (2.34)

a
(
πh

[
|∇ϕn

h |3(I − nn
h ⊗ nn

h)
]
, ψn+1

h , ζ
)

+
3

2△tm
(
πh

[
|∇ϕn

h|3
]
, ϕn+1

h , ζ
)

+
1

2
a
(
πh

[
|∇ϕn

h | (ψn
h)

2
I
]
, ϕn+1

h , ζ
)

=
1

2△tm
(
πh

[
|∇ϕn

h |3
(
4ϕn

h − ϕn−1
h

)]
, 1 , ζ

)

−m
(
πh

[
8 |∇ϕn

h|2 (I − nn
h ⊗ nn

h)∇ψn
h .γ

n
h + 4 (ψn

h)
2
(∇ϕn

h.γ
n
h )
]
, 1 , ζ

)
. (2.35)

Formulation par condensation de la matrice de masse

Soit πh l’interpolateur de Lagrange par des éléments de type P1. Les notations suivantes seront
utilisées dans la formulation variationnelle pour désigner les matrices de masse et de rigidité
avec poids. Soient Xh et Yh deux espaces de dimension finis. Soient m : Xh × Yh → R et
a : Xh × Yh → R les deux formes bilinéaires suivantes :

m(u, v;w) =

∫

Λ
πh (w) uvdx ,

a(u, v;w) =

∫

Λ
(πh (w)∇u) .∇vdx ,

où w est un poids scalaire et w est un poids tensoriel. Soient (uj)j=1,..,dim(Xh) et (vi)i=1,..,dim(Yh)

les bases respectives de Xh et Yh. Alors on note les matrices :

M(Xh,Yh;w)i,j = m(uj, vi;w) ,

A(Xh,Yh;w)i,j = a(uj , vi;w) .
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Ainsi, on introduit les notations suivantes :

A1 = A (Hh,Vh(ϕ∂Λ); |∇ϕh|nI) ,
M1 = M (Hh,Hh; 1) ,

A2 = A
(

Hh,Vh(ϕ∂Λ); (|∇ϕh|n)3 (I − nnh ⊗ nnh)
)
,

M2 = M
(
Vh(ϕ∂Λ),Vh(ϕ∂Λ); (|∇ϕh|n)3

)
,

A3 = A
(

Vh(ϕ∂Λ),Vh(ϕ∂Λ); |∇ϕh|n (ψnh)2 I
)
,

M3 = M (Vh(ϕ∂Λ),Vh(ϕ∂Λ); 1) ,

M4 = M (Hh,Hh; |∇ϕh|n) .

Après initialisation et étant donné la solution à l’instant tn, il s’agit de résoudre le système
linéaire Ah.ϕ

n+1
h = Bn

h avec

Ah = 2A2.
(
M−1

4 .AT1
)

+ (3/2△t)M2 + A3 ,

Bn
h = M3

[
(1/2△t). (|∇ϕh|)3

(
4ϕnh − ϕn−1

h

)
− 8 (|∇ϕh|n)2 ((I − nnh ⊗ nnh)∇ψnh .γnh )

]

− 4M3

[
(ψnh)2 (∇ϕnh.γnh )

]
− 4A2.

(
M−1

4 .M1.(∇ϕnh.γnh )
)
.

On note M−1
4 l’inverse d’une matrice creuse qui est pleine et on utilise la condensation de la

masse pour remplacer M4 par une matrice diagonale. Cependant, le poids |∇ϕnh| possède des
valeurs qui s’annulent ou qui sont proches de la précision machine au voisinage du squelette
(voir figure 2.1) et par conséquent, la matrice de masse condensée est singulière. Pour remédier
au cela, on omet les valeurs de |∇ϕnh| inférieures à 10−9 en les remplaçant par 10−9. Ce procédé
permet d’approcher facilement l’inverse de la matrice M4. Néanmoins, la solution obtenue ne
dépend du choix de 10−9 que dans le seul cas où le squelette intersecte la bande de largeur 2ε
autour de Γ. Ceci pourrait avoir lieu, en particulier, lors de la rupture de la membrane ou des
changements topologiques analogues. Ces cas n’ont pas été considérés lors des études numériques
de ce travail.

2.5 Calcul du résidu

Il est important d’avoir un test d’arrêt dans les tests ayant des solutions stationnaires, ce test
peut porter éventuellement sur le calcul de l’erreur relative. Néanmoins, ceci ne suffit pas pour
affirmer que la solution converge et on décide de calculer le résidu du problème.
En effet, on considère le problème résolu à un instant tn et on note le terme du résidu par
rnh := A (ϕnh). Dans le cas des solutions stationnaires limn→+∞ ϕnh = ϕh, le résidu vérifie
limn→+∞ rnh = 0, avec :

A = H1
0,h(Λ) → H−1

h (Λ)

ϕnh 7→ rnh = A (ϕnh) ,

où H1
0,h(Λ) et H−1

h (Λ) représentent des espaces de discrétisations respectivement de H1
0 (Λ) et

H−1(Λ).
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On considère vh ∈ H1
0,h(Λ), il s’agit de calculer la norme discrète du résidu |rnh |H−1

h
(Λ) et on a :

|rnh |H−1(Λ),h = sup
vh∈H

1
0,h

(Λ)

< vh, r
n
h >H1

0,h
(Λ),H−1

h
(Λ)

|vh|H1
0 (Λ),h

= sup
vh∈H

1
0,h

(Λ);|vh|H1
0
(Λ),h

=1

< vh, r
n
h >H1

0,h
(Λ),H−1

h
(Λ) .

On note aj,h = |φj,h|H1
0,h

(Λ) et φj,h =
φj,h
aj,h

et par conséquent |φj,h|H1
0,h

= 1. En écrit vh dans

la base de H1
0,h, on obtient :

|rnh |H−1
h

(Λ) = max
i∈{1..dim(H1

0,h
(Λ))}

< φj,h, r
n
h >H1

0,h
(Λ),H−1

h
(Λ)

= max
xi∈int(Th)

|rnh(xi)| ,

où int (Th) désigne l’ensemble des sommets internes du maillage Th de Λ (c.à.d on omet les
sommets situés sur ∂Λ). On s’intéresse à la solution du problème dans un voisinage de la surface
Γnh et comme on effectue régulièrement une étape de redistancement de la fonction de niveau
dans tout le domaine de calcul alors il faut évaluer le résidu uniquement dans un voisinage de
Γnh. Par conséquent, on multiplie le résidu par la mesure de dirac régularisée δnε,h.
Finalement, on définit un résidu global de la formulation mixte du problème pour les équations
respectivement en ϕ et ψ et on calcule :

rnh = |rnψ,h, rnϕ,h|L2(Λ),h =

√(
rnψ,h

)2
+
(
rnϕ,h

)2
.

Avec
rnψ,h = M4.ψ

n
h − AT1 .ϕ

n
h − 2M1.(∇ϕnh.γnh ) ,

et

rnϕ,h = 2A2.ψ
n
h + A3.ϕ

n
h + M3.

[
8 (|∇ϕh|n)2 ((I − nnh ⊗ nnh)∇ψnh .γnh )

]
+ 4M3

[
(ψnh)2 (∇ϕnh.γnh )

]
.

2.6 Simulations numériques

2.6.1 Évolution d’un cercle

Ce test consiste à minimiser l’énergie de courbure de Canham et Helfrich d’un cercle de rayon
R0. L’intéret de cette condition initiale est que la loi d’évolution est explicite et la fonction de
niveau ϕ(t, x) à l’instant t décrit un cercle de rayon R(t) vérifiant l’équation différentielle :

dR(t)

dt
=

1

R3(t)

R(0) = R0 .

La solution de cette EDO est donnée par :

R(t) = [R4(0) + 4t]1/4 . (2.36)
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Fig. 2.2 – Minimiser l’énergie de Canham et Helfrich d’un cercle (condition initiale en rouge).

|Hε(ϕ) − Hε(ϕh)|L2(Λ)

itération

1.2 × 1048 × 1034 × 1030

1

10−1

10−2

10−3

|Hh −H|L2(Γ)

itération

1.2 × 1048 × 1034 × 1030

1

10−1

10−2

Fig. 2.3 – Traçé de l’erreur (échelle logarithmique en ordonnées) en : (a) : aire, (b) : courbure.
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∫
ΓH

2 ds

itération
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Fig. 2.4 – Minimiser l’énergie de Canham et Helfrich d’un éllipsoide en 3d avec des coordonnées
axisymétriques (échelle logarithmique en abscisse).

On vérifie sur la figure 2.5 que le cercle garde sa forme circulaire et il évolue au cours du temps
en augmentant son volume. On évalue sur la figure 2.3 l’erreur en norme L2 en aire donnée
par |Hε(ϕ)−Hε(ϕh)|L2(Λ) ainsi que l’erreur en norme L2 commise dans le calcul de la courbure
moyenne |Hh −H|L2(Γ).

2.6.2 Évolution d’un ellipsoide en axisymétrie

Simonett a démontré dans le papier [91] qu’une surface fermée Γ0 ∈ R3 , orientable et suffisament
régulière ( C2,α, 0 < α < 1 ) évolue en une unique famille Γ = {Γ(t) : t ∈ [0, T ]} régulière et
solution du problème de transport (2.4). De plus, si la surface initiale est proche d’une sphère,
alors la solution converge rapidement vers une sphère.
On considère dans la figure 2.4 un éllipsoide et on fait des calculs numériques en coordonnées
axisymétriques. Les résultats montrent que la forme converge vers une sphère et on vérifie qu’on
minimise l’énergie de courbure de Canham et Helfrich. Ces résultats sont analogues à ceux
trouvés dans le papier [67].

2.6.3 Évolution d’un tube en axisymétrie

On considère dans cette simulation l’évolution d’un tube en coordonnées axisymétriques. Ce
test a été proposé dans le papier [67] et on montre numériquement qu’en minimisant l’énergie de
Canham et Helfrich d’une forme convexe, cette dernière peut éventuellement évoluer en une forme
intermédiaire non convexe afin de minimiser

∫
Γ H

2ds, ceci se traduit par une augmentation du
volume (voir figure 2.6) et le tube converge finalement vers une sphère. Ce résultat a été observé
sur la figure 2.5 où on retrouve des formes similaires à celles observées dans le papier [67] et on
vérifie aussi la minimisation de l’énergie de courbure de Canham et Helfrich.
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∫
ΓH

2 ds
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106105104103102101

15

14

13

12

11

10

9

8

7

Fig. 2.5 – Minimiser l’énergie de courbure de Canham et Helfrich d’un tube en coordonnées 3d
axisymétriques (échelle logarithmique en abscisse).
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Fig. 2.6 – (a) : Évolution du volume du tube. (b) : Évolution de la surface du tube.
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Afin de mettre le point uniquement sur le calcul de la courbure, nous allégeons le problème
qu’on résoud et nous nous intéressons aux mouvements par courbure moyenne. Nous présentons
en premier lieu une méthode explicite pour calculer la courbure moyenne, permettant de mettre
en évidence des problèmes d’instabilités numériques.
Dans la deuxième partie, nous proposons une méthode de discrétisation semi-implicite et nous
étudions par la suite numériquement la convergence de l’erreur ainsi que l’effet de l’adaptation
de maillage.

3.1 Position du problème

L’un des problèmes les plus importants des mouvements d’interfaces contrôlés par la courbure
est le mouvement par courbure moyenne. Ce problème peut être formulé sous la forme d’un
problème de minimisation de formes où la membrane Γ = ∂Ω évolue afin de minimiser sa
surface (son périmètre dans le cas bidimensionnel). On introduit la fonctionnelle d’énergie :

J (Ω) =

∫

Γ
1ds .

En dérivant cette énergie par rapport à la forme Ω dans une direction u, on obtient :

J ′(Ω)(u) =

∫

Γ
H u.nds .

La direction de descente est donnée par le vecteur u = −Hn et on déplace la forme en Ωt =
(I + tu)(Ω) où t > 0 représente un pas de descente infénitésimal. Par conséquent,

J (Ωt) = J (Ω) − t

∫

Γ
H2 ds + O(t2) .

Ceci assure la décroissance de la fonction objective et on a le problème de transport suivant :





∂ϕ

∂t
− Hn .∇ϕ = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ,

∂νϕ(t, x) = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
ϕ(0, x) = ϕ0(x) p.p. x ∈ Λ .

(3.1)

Parmi les résultats théoriques concernant ce problème, on note ceux de Huisken [48] et Gray-
son [40] qui ont étudié principalement le comportement asymptotique des solutions. En effet, ils
démontrent que les géométries initialement convexes restent convexes et évoluent en gardant une
topologie sphériques vers un point en un temps fini. Quant aux résultats d’existence et d’unicité,
on peut citer les travaux de Lions et al. [61] et Evans et al. [33].
D’un point de vue méthode numériques, on peut consulter [84, 83] : les auteurs ont utilisé une
technique de diffusion et renormalisation de la fonction caractéristique pour traiter les mouve-
ments par courbure moyenne. Cette idée a été introduite initialement par [69].

On s’intéresse dans la première partie de ce chapitre à la résolution du problème non-linéaire (3.1)
par une méthode explicite afin de calculer la courbure moyenne. Toutefois, le choix d’un petit
pas de temps △t est essentiel pour assurer la stabilité lors d’une méthode explicite et on a une
condition de type CFL (Courant, Friedrichs et Lewy) donnée par △t < c(△x)2, avec c désigne
une constante positive et △x est le pas de discrétisation en espace.
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3.2 Méthode explicite

L’objectif de cette partie est de mettre le point sur les problèmes de stabilités numériques qu’on
peut avoir lors de cette approche ainsi que le traitement qu’on propose pour palier à ce problème.
Par ailleurs, vu l’importance du terme de la courbure dans la modèlisation de la dynamique des
vésicule, on opte ultérieurement pour l’utilisation des méthodes plus stables pour le calcul de ce
terme.

3.2.1 Évaluation de la courbure moyenne

Soit 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tN = T la subdivision de l’intervalle de temps [0, T ], on note

△t = tn+1− tn le nième pas de temps pour n = 0, 2, ..., N −1. Étant donné ϕn+1, les quantités à
évaluer sont nn+1 et Hn+1 : les approximations respectives de n et H au temps tn+1 dans tout
le domaine Λ. On note Th la triangulation éléments finis de Λ et par xi,1≤i≤I les noeuds de la
triangulation. Le vecteur normal et la courbure moyenne sont obtenus à partir de la fonction de
niveau ϕ dans Λ par :

nn+1(x) =
∇ϕn+1(x)

|∇ϕn+1(x)| , (3.2)

Hn+1(x) = ∇.
[ ∇ϕn+1(x)

|∇ϕn+1(x)|

]
, (3.3)

avec |.| est la norme Euclidienne dans R2. On introduit le deux espaces d’approximation éléments
finis Vh et Th :

Vh =
{
ϕh ∈ C0(Λ̄)/ ϕh|K ∈ (P1),∀K ∈ Th

}
, (3.4)

Th =
{
ϕh ∈ L2(Λ)/ ϕh|K ∈ (P0),∀K ∈ Th

}
, (3.5)

tel que les éléments de Th sont discontinues et constantes par morceaux sur Th. On considère
(φi)1≤i≤dim(Vh) une base de Vh et (ψi)1≤i≤dim(Th) une base de Th. En utilisant (3.2), on obtient

directement une approximation ñn+1
h ∈ Th de nn+1 :

ñn+1
h (x) =

∇ϕn+1
h∣∣∇ϕn+1
h

∣∣ ∈ Th .

Par contre, il n’est pas possible d’utiliser (3.3) pour définir la courbure à partir de ϕn+1
h . En

effet, ϕn+1
h ∈ C0(Λ̄) et elle n’est pas deux fois dérivable. Pour contourner cette difficulté, nous

introduisons la projection L2, notée nn+1
h =

(
nn+1
h,1 ,n

n+1
h,2

)
∈ Vh de nn+1

h =
(
ñn+1
h,1 , ñ

n+1
h,2

)
∈ Th

et définie par : ∫

Λ
nn+1
h,k vdx =

∫

Λ
ñn+1
h,k vdx , ∀v ∈ Vh , ∀k, 1 ≤ k ≤ 2 . (3.6)

Comme nn+1
h ∈ Vh est dérivable, nous pouvons utiliser (3.3) pour définir la courbure approchée :

H̃n+1
h = ∇.nn+1

h ∈ Th .

De même, à partir de H̃n+1
h , et en utilisant la projection L2, nous pouvons définir une approxi-

mation continue Hn+1
h ∈ Vh de la courbure :
∫

Λ
Hn+1
h vdx =

∫

Λ
H̃n+1
h vdx , ∀v ∈ Vh , ∀k, 1 ≤ k ≤ 2 . (3.7)
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Fig. 3.1 – Évolution aux instants 0, 8 × 10−3, 1.4 × 10−2, tf .

D’un point de vue pratique, les étapes de projection L2 (3.6) et (3.7) conduisent à la résolution de
systèmes linéaires dont la matrice se diagonalise en utilisant la formule d’intégration numérique
des trapèzes pour évaluer les coefficients. Cette procédure est communément appelée la condensation

de masse.

3.2.2 Simulation numérique

Afin de valider cette procédure explicite du calcul de la courbure moyenne, on s’intéresse à un
problème dont on connait la solution exacte. On choisit une condition initiale ϕ0 égale à la
distance signée par rapport à un cercle centré en Λ et de rayon R0.
L’intérêt de cette condition initiale est que le mouvement par courbure moyenne est explicite
et la fonction de niveau ϕ(t, x) à l’instant t est un cercle de rayon R(t) vérifiant l’équation
différentielle :

dR(t)

dt
=

−1

R(t)
,

R(0) = R0 .

Par conséquent,

R(t) =
√

−2t+R2
0 .

Un critère facile à mesurer est le temps d’extinction du domaine tf = R2
0/2 auquel la forme

dégénère en un point.

Résultats numériques

On résoud le problème de transport (3.1) de ϕ0 avec le champ de transport u = −Hn. On
considère un cercle de centre (0.5, 0.5) et de rayon R0 = 0.2 dans une cavité [0, 1] × [0, 1]. On
utilise un maillage régulier 200×200 et on choisit le paramètre de régularisation ε = h. Quant au
pas de temps, on prend ∆t = 10−4. Théoriquement, l’équation (2.36) assure une forme circulaire
au cours du temps et le cercle doit dégénérer à t = 0.02.

On présente les résultats numériques sur la figure 3.1. Ceci met en évidence l’apparition d’oscil-
lations sur la forme qui perd sa forme circulaire et elle ne suit pas la loi d’évolution théorique
donnée par (2.36). Ces instabilités numériques sont dûes au calcul explicite de la courbure et on
propose, en une première étape, d’utiliser une méthode de lissage et de comparer les résultats
numériques au mouvement théorique.
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Fig. 3.2 – Évolution, suite au lissage, aux instants 0, 8 × 10−3, 1.4 × 10−2, tf .

Procédure de lissage

On opte pour l’utilisation d’un opérateur de moyenne topologique local pour faire de la diffusion
numérique. L’astuce consiste à utiliser la matrice de masse sous sa forme exacte qu’on note M
et sous sa forme obtenue par la condensation de masse notée M̄ . On considère la base (φi)1≤i≤I
de l’espace Vh (3.4), la matrice de masse M est donnée dans Vh par :

Mij =

∫

Λ
φiφj dx .

La matrice de condensation de masse M̄ est donnée par son terme général :

M̄ij = |Ci| δij ,

avec |Ci| =
1

3

∑

K∈Th,xi∈K

|K| et δij est le symbole de Kronecker : il vaut 1 si i = j sinon il est nul.

On considère un champ V ∈ Vh à lisser, ceci nous ramène à résoudre le système linéaire suivant
où on note la solution lissé par Ṽ :

M̄ Ṽ = MV . (3.8)

On note que, en appliquant la procèdure de lissage (3.8) k fois, ceci est équivalent à faire un
lissage du champ V sur k couches autours de chaque noeud du maillage.
Dans nos simulations, on choisit k= 3 et on reprend le test du cercle. Ce dernier évolue ainsi en
gardant sa forme circulaire au cours du temps et on remarque qu’il devient exactement un point
à l’instant final théorique tf = 0.02.

La figure 3.3 présente quelques résultats de simulations numériques de mouvement par courbure
moyenne. Toutes ces simulations témoignent des grandes possibilités des méthodes de lignes de
niveaux, notamment concernant la gestion des topologies singulières des formes.

3.2.3 Simulations des mouvements par courbure moyenne sous contrainte de

volume constant

Dans cette partie , on s’intéresse aux mouvements par courbure moyenne en ajoutant une
contrainte de conservation du volume (l’aire en 2d). La forme initiale évolue progressivement
vers une forme circulaire ayant le même volume que la forme initiale. Il s’agit de résoudre le
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Fig. 3.3 – Quelques simulations de mouvement par courbure moyenne.

Fig. 3.4 – Quelques simulations de mouvement par courbure moyenne avec conservation du
volume.

problème suivant :




∂ϕ

∂t
− H |∇ϕ| + λ(t) = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ,

d

dt

∫

Λ
Hε(ϕ)dx = 0 p.p. t ∈]0,+∞[ ,

ϕ(t, x) = ϕ∂Λ(x) p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
∂νϕ(t, x) = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
ϕ(0, x) = ϕ0(x) p.p. x ∈ Λ.

(3.9)

Où λ représente un multiplicateur de Lagrange global associé à la conservation du volume et il
vérifie : ∫

Λ
δε(ϕ)∂tϕdx = 0 .

D’après (3.9), on a : ∫

Λ
δε(ϕ) [−u.∇ϕ− λ] dx = 0 .
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Fig. 3.5 – Maillage utilisé.

Par conséquences,

λ(t) =
−
∫
Λ δε(ϕ)u.∇ϕdx∫

Λ δε(ϕ) dx
. (3.10)

Remarque : On vérifie que le terme de conservation de volume λ(t) est nul si le champ qu’on
applique est un champ de divergence nulle. En effet, on a :

∫

Λ
δε(ϕ)u.∇ϕdx =

∫

Γ
u.

∇ϕ
|∇ϕ| ds =

∫

Γ
u.nds =

∫

Λ
∇.udx .

Par conséquent, si le champ u conserve le volume, c’est à dire ∇.u = 0, alors le terme additif
sera λ = 0. La figure 3.4 présente quelques résultats de simulations numériques de mouvement
par courbure moyenne avec concervation du volume. On observe que la forme se convexifie en
premier lieu (si elle a été concave) et elle converge vers une forme circulaire.

3.3 Méthode semi implicite

On utilise dans cette section une méthode semi implicite, sans et avec adaptation de maillage, et
on étudie, par la suite, numériquement la convergence de la méthode. Similairement au chapitre
précédent, on a la formulation faible suivante :

Étant donné ϕ0 ∈ L2(Λ),
trouver n ∈ L2

(
]0, T [ ;L∞(Λ)d

)
, γ ∈ L2

(
]0, T [ ;H0(div,Λ) ∩ L∞(Λ)d

)
,

ψ ∈ L2
(
]0, T [ ;L2(Λ)

)
et ϕ ∈ C0

(
[0, T ] ;L2(Λ)

)
∩ L2

(
]0, T [ ;W 1,∞(Λ)

)
tels que :
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∫

Λ
|∇ϕ|n.ςdx =

∫

Λ
∇ϕ.ςdx , ∀ς ∈ (L2(Λ))d , (3.11)

∫

Λ
γ.τdx = −

∫

Λ
|∇ϕ|∇.τdx , ∀τ ∈ H0(div,Λ) , (3.12)

∫

Λ
|∇ϕ|ψξdx −

∫

Λ
|∇ϕ|∇ϕ.∇ξdx = 2

∫

Λ
(∇ϕ.γ)ξdx , ∀ξ ∈ H1(Λ) , (3.13)

∫

Λ
∂tϕζdx +

∫

Λ
ψζdx = 0 , ∀ζ ∈ L2(Λ) . (3.14)

On utilise les mêmes notations du deuxième chapitre pour les espaces de discrétisation par
éléments finis. Par conséquent, il s’agit de résoudre le problème variationnel suivant :

Étant donné ϕnh ∈ Hh, ψnh ∈ Hh, nnh ∈ Nh et γnh ∈ Gh,

trouver
(
ϕn+1
h , ψn+1

h

)
∈ Hh × Hh tels que ∀ (ζ, ξ) ∈ Hh × Hh, on a :

m
(
πh [|∇ϕn

h |] , ψn+1

h , ξ
)
− a

(
πh [|∇ϕn

h| I] , ϕn+1

h , ξ
)

= 2m (πh [∇ϕn
h .γ

n
h ] , 1 , ξ ) , (3.15)

m
(
1 , ψn+1

h , ζ
)

+
3

2△tm
(
1 , ϕn+1

h , ζ
)

=
1

2△tm
(
πh

[(
4ϕn

h − ϕn−1
h

)]
, 1 , ζ

)
. (3.16)

Adapte, avec prevision, ordre 2 en t
Adapte, sans prevision, ordre 1 en t

Regulier, ordre 2 en t
Regulier, ordre 1 en t

0.973
0.508

0.358

‖Hε(ϕ) − Hε(ϕh)‖l2(]0,T [;L2(Λ))

heq

2 × 10−12 × 10−22 × 10−3

7 × 10−2

2 × 10−2

1.7 × 10−3

Fig. 3.6 – (a) : Évolution de la forme. (b) : Convergence de l’erreur dans la norme
l2(]0, T [;L2(Λ)).
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Évolution de l’erreur

On compare entre les résultats sans et avec adaptation de maillage. Le critère d’adaptation de
maillage est celui utilisé dans le premier chapitre et il est donné pour un schéma rétrograde
d’ordre 2 en temps par :

cnh = δε(ϕ
n
h) + δε(ϕ

n+0.5
h ) + δε(ϕ

n−1
h ) ,

où ϕn+0.5
h est une prévision de la solution en utlisant le critère d’adaptation de maillage à l’instant

tn−1 obtenu par le critère cn−1
h . Le maillage utilisé dans le cas d’un schéma d’ordre 2 en temps

est illustré sur la figure 3.5.
On trace sur la figure 3.6 l’évolution de l’erreur dans la norme l2(]0, T [;L2(Λ)) en fonction
de heq = 1/

√
Ns, avec Ns est le nombre des sommets dans le maillage. On compare entre la

convergence de l’erreur dans les cas des schémas d’ordres 1 et 2 en temps. Ceci met en évidence
principalement qu’on gagne un facteur 2 dans la pente de la convergence de l’erreur suite à
l’adaptation de maillage.
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Fig. 4.1 – Illustration de quelques mouvements par diffusion de surface. Photos d’amateur
disponible sur http ://rondi.pagesperso-orange.fr/.

On s’intéresse dans ce chapitre aux mouvements par diffusion de surface, on compare entre
les schémas avec et sans la condensation de masse et on retrouve certains résultats physiques
d’instabilités de Rayleigh-Plateau illustrés dans la figure 4.1.

4.1 Position du problème

Le mouvement par diffusion de surface est un model très connu pour les mouvements d’interface.
Dans la physique, les atomes diffusent sur la surface d’une structure des zones de forte courbure
moyenne vers les zones de faible courbure moyenne. Toutefois, les surfaces avec une courbure
moyenne constante sont des solutions d’équilibre. On cite à titre d’exemple un cylindre infini,
une sphère, un plan dans un espace tridimensionnel et dans le cas bidimensionnel, on cite le cas
du cercle et celui d’une ligne infinie (voir les equations (4.6)-(4.7)).
Les applications physiques de ce modèle sont variées et sont présentes dans plusieurs phénomènes
tels que le processus de littographie lors de la fabrication des circuits intégrés [2].
On observe sur la figure 4.1 une illustration de l’instabilité de Plateau-Rayleigh, parfois
appelée instabilité du tuyau d’arrosage : cette dernière, qui se produit dans les jets de
liquide, est due à la tension superficielle, qui tend à disperser un jet cylindrique en une projection
de gouttelettes de même volume mais de surface spécifique moindre.
À la figure 4.1(a) : on voit des gouttelettes de rosée qui naissent sur les toiles d’araignées et
se transforment en colliers de perles, elles laissent bien apparâıtre la structure de la toile et on
perçoit la régularité dans les tailles et l’espacement des gouttelettes.
Quant à la figure 4.1(b) : l’état final de l’instabilité est parfois une succession de grosses et de
petites gouttes satellites. Les satellites proviennent d’une instabilité secondaire du manchon
de liquide qui relie deux gouttes en train de se former. On peut parfois, dans les instabilités de
jet en particulier quand ils sont visqueux, distinguer toute une hiérarchie de satellites.

Pour les résultats d’existence et d’unicité des solutions du problème de diffusion de surface,
le lecteur pourra consulter les travaux de Escher et al. [31]. Concernant la stabilité des objets
cylindriques et les solutions auto-similaires pour le problème de rupture du jet en coordonnées
axisymetriques ainsi que l’analyse de stabilité, on pourra voir les travaux suivants [18, 3].

Les schémas numériques utilisés pour modéliser les mouvements des surfaces et courbes sous
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l’effet de la diffusion de surface sont difficiles. Ceci est principalment dû à la dérivation d’ordre
4 de la fonction de niveau ϕ. Par ailleurs, le choix d’un petit pas de temps est essentiel pour
assurer la stabilité lors d’une méthode explicite et on a , dans ce cas, une condition de type CFL

entre le pas de discrétisation en espace △x et le pas de temps △t donnée par △t < c(△x)4 où
c désigne une constante positive. Pour les simulations numériques avec un schéma implicite, le
lecteur pourra consulter [68] dans le cadre d’une méthode de type différences finies.

Le problème de diffusion de surface est décri par une vitesse normale égale à △sH, il s’agit de
résoudre le problème de transport suivant :





∂ϕ

∂t
+ △sH n .∇ϕ = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ,

ϕ(t, x) = ϕ∂Λ(x) p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
∂νϕ(t, x) = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
ϕ(0, x) = ϕ0(x) p.p. x ∈ Λ.

(4.1)

La formulation variationnelle du problème (4.1) est un cas particulier de celle du problème de
minimisation de l’énergie de Canham et Helfrich établie dans le deuxième chapitre. Pour des
raisons de simplicité, on utilise ici la variable mixte ψ = H et il s’agit de résoudre le problème
suivant :

Étant donné ϕ∂Λ ∈ C1
(
[0, T ] ;L2(Λ)

)
∩ L2

(
]0, T [ ;H1(Λ) ∩W 1,∞(Λ)

)
et ϕ0 ∈ L2(Λ).

Trouver n ∈ L2
(
]0, T [ ;L∞(Λ)d

)
, γ ∈ L2

(
]0, T [ ;H0(div,Λ) ∩ L∞(Λ)d

)
,

ψ ∈ L2
(
]0, T [ ;H1(Λ)

)
et ϕ avec ϕ − ϕ∂Λ ∈ C1

(
[0, T ] ;L2(Λ)

)
∩ L2

(
]0, T [ ;H1

0 (Λ) ∩W 1,∞(Λ)
)

tels que :
∫

Λ
|∇ϕ|n.ςdx =

∫

Λ
∇ϕ.ςdx, ∀ς ∈ (L2(Λ))d , (4.2)

∫

Λ
γ.τdx = −

∫

Λ
|∇ϕ|∇.τdx, ∀τ ∈ H0(div,Λ) , (4.3)

∫

Λ
|∇ϕ|2ψξdx +

∫

Λ
|∇ϕ|∇ϕ.∇ξdx = −2

∫

Λ
(∇ϕ.γ)ξdx, ∀ξ ∈ H1(Λ) , (4.4)

∫

Λ
∂tϕζdx −

∫

Λ
|∇ϕ|∇sψ.∇ξdx = 0, ∀ζ ∈ H1(Λ) . (4.5)

En utilisant la formule de Reynolds, on montre que le mouvement par diffusion de surface
conserve la masse et minimise la surface (il conserve l’aire et minimise le périmètre en dimension
deux).

Par conséquences, les solutions stationnaires sont caractérisées par une courbure moyenne constante
(c.à.d. |∇sH| = 0 sur Γ) : voir les équations (4.6) et (4.7).

d (volume)

dt
=

d

dt

∫

Ω
1 dx =

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx =

∫

Λ
δ(ϕ)

dϕ

dt
dx

= −
∫

Γ
△sH dx =

∫

Γ
∇s(1) .∇sH dx −

∫

Γ
Hn .∇sH dx = 0. (4.6)

d (surface)

dt
=

d

dt

∫

Γ
1 ds =

∫

Γ

∂ 1

∂ t
+ ∇s. (△sHn) ds

=

∫

Γ
△sH n.∇s(1) ds +

∫

Γ
H△sH ds = −

∫

Γ
|∇sH|2 ds . (4.7)
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Fig. 4.2 – Simulation d’un mouvement avec la diffusion de surface d’une étoile
sans la condensation de masse. Les formes correspondent respectivement aux itérations
0 , 5 , 10 , 20 , 30 , 150 , 1200 .

4.2 Simulations numériques

On présente dans cette section des simulations numériques en dimension deux et en dimension
trois en coordonnées axisymetriques et on met par la suite en évidence les instabilités de type
Rayleigh-Plateau. On utilise les mêmes notations du deuxième chapitre concernant les espaces
d’approximation par éléments finis ainsi que les formes trilinéaires. En utilisant un schéma
d’ordre deux en temps, il s’agit de résoudre le problème suivant :

Étant donnés ϕnh ∈ Vh(ϕ∂Λ), ψnh ∈ Hh et nnh ∈ Nh,

trouver
(
ϕn+1
h , ψn+1

h

)
∈ Vh(ϕ∂Λ) × Hh tels que ∀ (ζ, ξ) ∈ Vh(0) × Hh, on a :

m
(
πh

[
|∇ϕn

h |2
]
, ψn+1

h , ξ
)

+ a
(
πh [|∇ϕn

h | I] , ϕn+1
h , ξ

)
= −2m (πh [∇ϕn

h .γ
n
h ] , 1 , ξ ) ,(4.8)

−a
(
πh [|∇ϕn

h |(I − nn
h ⊗ nn

h)] , ψn+1

h , ζ
)

+
3

2△tm
(
1 , ϕn+1

h , ζ
)

=
1

2△tm
(
πh

[
4ϕn

h − ϕn−1

h

]
, 1 , ζ

)
.(4.9)

Notations : Dans la suite, on note par +cm une simulation où on utilise la condensation de
masse et par -cm une simulation sans utilisation de la condensation de masse.

4.2.1 Évolution d’une étoile

Dans cette simulation, nous effectuerons le mouvement par diffusion de surface d’une condition
initiale ϕ0 correspondant à une étoile. Cette forme possède un squelette complexe qui a été
tracé dans le premier chapitre (voir page 31), d’où la difficulté qui réside derrière ce test. Nous
effectuons les simulations avec et sans la condensation de masse. Nous choisissons △t = 10−6 et
△x = 10−2 et nous observons que la forme converge vers un cercle qui a la même aire que celle
de la forme initiale (voir les figures 4.2-4.4). On note par V0 et A0 respectivement l’aire et le
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Fig. 4.3 – Tracé en échelle logarithmique de : (a) : Évolution des résidus. (b) : Évolution de
l’erreur.
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Fig. 4.4 – (a) : Évolution de (V −V0)/V0 en échelle logarithmique. (b) : Évolution de (A−A0)/A0.
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simulation avec condensation de masse
simulation sans condensation de masse

profil théorique

itération

2 × 1041.5 × 1041045 × 1030

0.3
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0.05

0

Fig. 4.5 – Mouvement par diffusion de surface avec second membre : évolution de l’aire.

périmètre de la forme initiale, les pertes d’aire sont inférieures à 10−3% de V0. Numériquement,
on vérifie la convergence du résidu rnh évalué dans la norme H−1 discrète et de l’erreur calculée
en normes L2 , H1 et L∞ (voir figure 4.3).

4.2.2 Mouvement oscillatoire

L’objectif de cette partie est de tester l’efficacité de la procédure de la condensation de masse.
On résoud le problème (4.1) de diffusion de surface en ajoutant un second membre donné par :

105R0

(
cos(105t) + (1.0 + 105t) sin(105t)

)

(1 + 105t)2
.

On considère une condition initiale ϕ0 égale à la distance signée à un cercle de rayon 2R0 donné.
La forme reste circulaire au cours de son évolution en temps t et la solution exacte a un rayon :

R(t) = R0

(
1 +

cos(105t)

1 + 105t

)
.

On trace l’évolution de l’aire au cours du temps dans la figure 4.5 et on superpose les solutions
numériques obtenues avec et sans la condensation de masse avec le profil théorique. Les résultats
montrent que la résolution avec la procédure de la condensation de masse est plus précise par
rapport à celle sans la condensation de masse.
On trace sur la figure 4.6 l’évolution de l’erreur en normes l2(]0, T [;L2(Λ)) et l∞(]0, T [;L2(Λ)),
ceci permet d’estimer un ordre de convergence de la méthode donné par :

|Hε(ϕ) − Hε(ϕh)|l2(]0,T [;L2(Λ)) ≈ O (h) ,

|Hε(ϕ) − Hε(ϕh)|l∞(]0,T [;L2(Λ)) ≈ O
(
h3/4

)
.
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0.96

‖Hε(ϕ) − Hε(ϕh)‖l2(]0,T [;L2(Λ))
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‖Hε(ϕ) − Hε(ϕh)‖l∞(]0,T [;L2(Λ))

∆x

10−110−210−3

1

10−1

10−2

Fig. 4.6 – Évolution de l’erreur en normes l2(]0, T [;L2(Λ)) et l∞(]0, T [;L2(Λ)).

4.2.3 Instabilités de Rayleigh-Plateau d’un cylindre ondulé

Les mouvements par diffusion de surface conservent le volume et minimisent la surface, il s’agit
du même comportement observé lors de la rupture d’un jet. C’est un phénomène observé dans
plusieurs phénomènes physiques ainsi que des procédés technologiques tel que le principe de
fonctionnement des imprimantes à jet d’encre. C’est un phénomène connu sous le nom des effets
de capillarités ou des instabilités de Rayleigh-Plateau, voir des illustrations dans la figure 4.1.

4.2.4 Cas tridimensionnel

On commence par le cas tridimensionnel. Coleman et al. démontrent dans le papier [18] qu’en
appliquant une perturbation à un cylindre ondulé, le cylindre peut entrer dans un régime oscil-
latoire et finit par sa rupture si la période de la perturbation vérifie une certaine condition.
On considère un cylindre dont la composante radiale r(t) s’exprime en fonction de sa composante
verticale z(t) par la relation suivante :

z(t) = 1 + 0.05 (sin(
2π

P1
r(t)) + sin(

2π

P2
r(t))) .

Coleman et al. démontrent que si les périodes P1 et P2 vérifient la relation :

1

|1/P1 − 1/P2|
> 2π ,

alors il existe un temps critique tc, au-delà duquel, il se crée un nouveau régime sinusoidale de
période supérieure à 2π. Par ailleurs, la forme s’éloigne de la forme cylindrique et son amplitude
continue à grandir et le cylindre finit par se rompre en un temps fini.



60 CHAPITRE 4. MOUVEMENT PAR DIFFUSION DE SURFACE

Fig. 4.7 – Instabilités de Rayleigh-Plateau pour un cylindre ondulé.

Dans cette simulation, on choisit P1 = 2π/5.5 et P2 = 2π/5 et on impose des conditions de
Neumann de part et d’autre du cylindre, les calculs sont effectués en coordonnées axisymétriques
avec △t = 10−4. L’évolution du profil du cylindre est tracée sur la figure 4.7 et on retrouve
ainsi les résultats théoriquement prouvés.

4.2.5 Cas bidimensionnel

On vérifie, en considérant le même profil initial utilisé pour le cas axisymétrique, que la rupture
du cylindre ondulé n’est pas possible dans le cas bidimensionnel, ceci est prouvé thériquement.
En effet, on observe sur la figure 4.10 qu’on converge vers une forme stable. Par ailleurs, le
résidu et l’erreur tracée dans les normes L2 , H1 et L∞ montrent la convergence vers un état
stationnaire (voir figure 4.8).

4.2.6 Instabilités de Rayleigh-Plateau d’un cylindre attaché à une sphère

Un second test illustrant les instabilités de Rayleigh-Plateau est proposé par [3]. On considère une
sphère collée à un cylindre, les deux formes présentent chacune une courbure moyenne constante
et lorsqu’ils sont collés ensembles, on finit par avoir une rupture dans la zone du raccord. Ceci
est mis en évidence dans la figure 4.9 où on reconstruit aussi les profils tridimensionnels à partir
des calculs numériques.
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Fig. 4.8 – Tracé en échelle logarithmique : (a) : du résidu. (b) : de l’erreur.
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Fig. 4.9 – Un cylindre attaché à une sphère soumis à un mouvement par diffusion de surface.
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Fig. 4.10 – Évolution du cylindre ondulé en dimention 2.
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Équilibre des membranes biologiques
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Les applications visées dans cette thèse concernent les membranes biologiques. Par ailleurs,
l’objectif de ce chapitre est de fournir une condition mécanique caractérisant les vésicules biolo-
giques en équilibre. Nous formulons le problème en premier lieu mathématiquement sous la forme
d’un problème d’optimisation de forme sous contraintes et nous dérivons par la suite l’équation
d’Euler-Lagrange vérifiée par des membranes en équilibre.

5.1 Position du problème

On considère une surface fermée orientée assez régulière Γ de Rd−1 , d = 2, 3. On se place dans
le cas d’une vésicule ayant un genre topologique constant, l’énergie de courbure de Canham et
Helfrich est donnée par la fonctionnelle :

J (Ω) =
kc
2

∫

Γ
(H −H0)

2 ds , (5.1)

où Ω représente le domaine intérieur de la vésicule et Γ = ∂Ω. Les configurations d’équilibres des
vésicules seront déterminées par la minimisation de l’énergie de courbure (5.1) sous contraintes :
volume V0 conservé (fluide incompressible à l’intérieur de la vésicule) et surface A0 conservée
(membrane inextensible).

Les vésicules peuvent être plus ou moins gonflées. Expérimentalement, leurs taux de dégonflement
dépendent des additifs rajoutés dans la solution : le dégonflement est d’origine osmétique. Il peut
également être d’origine thermique : l’expansion thermique des phospholipides est plus facile que
celle de l’eau enclose sous la membrane. Ainsi, on peut augmenter la surface de la membrane
plus rapidement que celle du volume intérieur. La quantité qui mesure le taux de dégonflement
est appelée le volume réduit et elle représente le rapport entre le volume réel de la vésicule et
celui d’une sphère ayant la même surface A0 :

γ =
3V0

4π
×
(

4π

A0

)3/2

∈ ]0, 1] . (5.2)

Par ailleurs, γ est un nombre sans dimension ; il vaut 1 pour une sphère et il est toujours inférieur
à 1 pour toute autre forme. Pour le globule rouge humain, par exemple, il vaut environ 0.64. En
faisant varier γ, la forme qui minimise l’énergie de courbure peut varier d’un ellipsoide allongé
à une forme biconcave, vers des formes variées comme celle d’une cacahouette.
La forme peut être étudiée éventuellement en fonction d’un autre paramètre de forme : l’excès
de la surface δ, c’est un paramètre qui quantifie l’écart de la forme par rapport à une sphère :

δ = A0 ×
(

4π

3V0

)2/3

− 4π . (5.3)

Dans le cas bidimensionnel, V0 et A0 représentent respectivement l’aire et le périmètre. L’aire
réduite γ représente le rapport entre l’aire de la vésicule V0 et celle d’un cercle ayant le même
périmètre A0. Quant à l’excès du périmètre δ, il représente l’écart par rapport à un cercle. Les
paramètres γ et δ sont donnés respectivement par les expressions suivantes :

γ =
V0

π
×
(

2π

A0

)2

∈ ]0, 1] ,

δ = A0 ×
√

π

V0
− 2π .

(5.4)

Pour un cercle, le paramètre γ est maximal et vaut 1 alors que δ est nul.
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5.2 Équation d’Euler-Lagrange

5.2.1 Outils de dérivation de forme

On commence par rappeler les outils et les théorèmes principaux de la dérivation par rap-
port à la forme qu’on utilise dans ce travail. Pour plus de détail ainsi que pour consulter les
démonstrations, le lecteur peut consulter les travaux de Murat [73], Simon [89] et Allaire [5].

On considère un domaine ouvert assez régulier Ω de frontière Γ = ∂Ω. On note un nou-
veau domaine Ωu = (I + u)(Ω) où I représente l’application identité dans l’espace Rd et
u ∈W 1,∞(Rd,Rd) est le déplacement associé.

Définition : La dérivation de J(Ω) par rapport à la forme Ω est la dérivée au sens de Fréchet
dans W 1,∞(Rd,Rd) à u = 0 de la fonction u → J ((I + u) (Ω)), c.à.d.

J ((I + u) (Ω)) = J (Ω) +
∂J

∂Ω
(Ω) (u) + o(u) avec lim

u→0

‖o(u)‖
‖u‖ = 0,

où
∂J

∂Ω
(Ω) (u) représente une forme linéaire et continue dansW 1,∞(Rd,Rd) et ‖.‖ représente

la norme euclidienne classique dans R3.

Lemme 1 (Cas où l’intégrand ne dépend pas de la forme) : On considère un domaine
ouvert assez régulier Ω ∈ Rd et soit une fonction f(x) ∈W 1,∞(Rd). On définit

Jvol(Ω) =

∫

Ω
f(x) dx et Jsurf (Ω) =

∫

Γ
f(x) ds.

Ces deux fonctions sont dérivables par arpport à la forme Ω et on a :

∂Jvol
∂Ω

(Ω)(u) =

∫

Γ
f u.nds et

∂Jsurf
∂Ω

(Ω)(u) =

∫

Γ
u.n

(
∂f

∂n
+Hf

)
ds,

pour tout u ∈W 1,∞(Rd,Rd), où H représente la courbure moyenne Γ définit par H = ∇.ñ
et ñ est une extension locale de la normale n dans un voisinage de Γ.

Lemme 2 (Cas où l’intégrand dépend de la forme) : On considère un domaine ouvert
assez régulier Ω ∈ Rd et f(Ω, x) une fonction assez régulière de Rd qui dépend de la forme.
On définit

J (Ω) =

∫

Γ
f(Ω) ds.

Cette fonction est dérivable par rapport à la forme Ω au sens de Fréchet. ∀u ∈W 1,∞(Rd,Rd),
on a :

∂J

∂Ω
(Ω)(u) =

∫

Γ

(
∂f

∂Ω
(Ω) + u.n

(
∂f(Ω)

∂n
+Hf(Ω)

))
ds.

5.2.2 Résumé de l’article

L’objectif de cette partie est de dériver l’équation d’Euler-Lagrange relative à des vésicules en
équilibre. On s’intéresse à un problème plus général que celui des vésicules et qui s’écrit sous
la forme d’un problème de minimisation d’une fonctionnelle d’énergie sous les contraintes de
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conservations du volume et de la surface (l’aire et le périmètre dans le cas bidimensionnel). Il
s’agit de résoudre un problème d’optimisation de formes suivant :

Ω = arg inf
Ω ∈ V

J (Ω) , (5.5)

où A0 et V0 sont respectivement la surface et le volume de référence et V représente l’espace des
contraintes donné par :

V =

{
ω ⊂ Rd, d = 2, 3 :

∫

∂ω
ds = A0 et

∫

ω
dx = V0

}
.

Par ailleurs, on considère l’énergie suivante :

J (Ω) =

∫

Γ
f(H) ds . (5.6)

Avec f une fonction quelconque qu’on suppose assez régulière dans nos calculs. Le problème (5.5)
s’écrit sous la forme d’un problème de type point selle donné par :

(Ω;λ, p) = arg inf
ω ∈ Rd

sup
µ∈R

q∈R

L (ω;µ, q) , (5.7)

où L (Ω;λ, p) est le lagrangien qui s’exprime en fonction de la forme Ω associée à la membrane
et des multiplicateurs de lagrange (λ, p) associés aux contraintes de conservation du volume et
de la surface : ils représentent respectivement l’inextensibilité de la membrane et la différence
de pression entre l’intérieur et l’extérieur de la vésicule. Le lagrangien est donné par :

L (ω;λ, p) = J (ω) + λ

(∫

∂ω
ds−A0

)
+ p

(∫

ω
dx− V0

)
. (5.8)

Par des outils d’optimisation de forme, on démontre dans [57] que la dérivation par rapport à
la forme de l’équation (5.5) est donnée, particulièrement pour une fonction f : x→ x2, par :

∂L

∂Ω
(Ω;λ, p).(u) =

∫

Γ

{
p+ λH +

1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − ∆sH

}
u.nds. (5.9)

Par conséquent, l’équation d’Euler-Lagrange caractérisant les membranes biologiques en équilibre
est donnée par :

p+ λH +
1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − ∆sH = 0 . (5.10)
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5.3 Facteurs de dépendance de la forme

5.3.1 Cas tridimensionnel

Dans cette partie, on démontre que, pour une courbure spontannéeH0 = 0, les formes d’équilibres
des vésicules dépendent uniquement du choix d’un facteur de forme γ ou δ. Par ailleurs, on adi-
mensionalise le problème d’optimisation de forme pour mettre en évidence les paramètres dont
dépend le problème. D’après (5.7), les formes d’équilibres des vésicules sont données par les
points selles du lagrangien (5.8) :

L (Ω;λ, p) =
kc
2

∫

∂Ω
H2 ds+ λ

(∫

∂Ω
ds−A0

)
+ p

(∫

Ω
dx− V0

)
. (5.11)

On adimensionalise le problème en utilisant le rayon caractéristique noté R0, ce dernier est le
rayon d’une sphère ayant la même aire A0 que la vésicule. Les termes adimensionnés sont affectés
d’une tilde et on a :

L̃ (Ω̃; λ̃, p̃) =
2

kc
L (Ω;λ, p) =

∫

∂eΩ
H̃2 ds̃+ λ̃

(∫

∂eΩ
ds̃− Ã0

)
+ p̃

(∫

eΩ
dx̃− Ṽ0

)
. (5.12)

Les multiplicateurs adimensionnés sont donnés par :

λ̃ =
2

kc
λR2

0 ,

p̃ =
2

kc
pR3

0 .

Or,

γ =
3V0

4π
×
(

4π

A0

)3/2

=
V0

4

3
πR3

0

.

Par conséquent,

Ṽ0 =
V0

R3
0

=
4π

3
γ ,

Ã0 =
A0

R2
0

= 4π .

Ainsi, λ̃ et p̃ dépendent uniquement du facteur de forme γ. Or, les formes d’équilibre dépendent
uniquement de ces multiplicateurs donc le seul paramètre de contrôle est le volume réduit.
Toutefois, on peut choisir l’excès de surface comme le facteur de dépendance de la forme. En
effet, on a :

γ =
1

[
1 +

δ

2π

]2 .

En conclusion, la forme des vésicules en équilibre dépend uniquement du choix du facteur de
forme et de la courbure spontannée.



76 CHAPITRE 5. ÉQUILIBRE DES MEMBRANES BIOLOGIQUES

5.3.2 Cas bidimensionnel

On garde les mêmes notations dans le cas bidimensionnel : on note le périmètre par A0 et l’aire
par V0. On adimensionalise le problème en utilisant le rayon caractéristique noté R0 : c’est le
rayon d’un cercle ayant le même périmètre A0 que la vésicule. On a :

L̃ (Ω̃; λ̃, p̃) =
2R0

kc
L (Ω;λ, p) =

∫

∂eΩ
H̃2 ds̃+ λ̃

(∫

∂eΩ
ds̃− Ã0

)
+ p̃

(∫

eΩ
dx̃− Ṽ0

)
. (5.13)

Les multiplicateurs adimensionnés sont donnés par :

λ̃ =
2

kc
λR2

0 ,

p̃ =
2

kc
pR3

0 .

Or,

γ =
V0

π
×
(

2π

A0

)2

=
V0

πR2
0

.

Par conséquent,

Ṽ0 =
V0

R2
0

= π γ ,

Ã0 =
A0

R0
= 2π .

Ainsi, λ̃ et p̃ dépendent uniquement du facteur de forme γ. Or, les formes d’équilibre dépendent
uniquement de ces multiplicateurs donc le seul paramètre de contrôle dans le cas bidimensionnel
est l’aire réduite. Par ailleurs, on note que le facteur de forme peut être aussi l’excès du périmètre.
En effet, on a :

δ = A0 ×
(
π

V0

)1/2

− 2π ,

donc,

γ =
1

[
1 +

δ

2π

]2 .

Contrairement au cas tridimensionnel, on montre que la forme d’équilibre des vésicules ne dépend
pas de la courbure spontannée H0. En effet, dans le cas d’une courbure spontannée non nulle, il
s’agit de trouver un point selle du lagrangien :

L (Ω;λ, p) =
kc
2

∫

∂Ω
H2 ds− kcH0

∫

∂Ω
H ds+ λ

(∫

∂Ω
ds−A0

)
+ p

(∫

Ω
dx− V0

)
. (5.14)

D’après le résultat principal de l’article [57] évalué pour f : x→ x, on a :

∂
∫
∂ΩH ds

∂Ω
(Ω).(u) =

∫

Γ
2K u.nds. (5.15)

Or, K = 0 en dimension deux et on conclut que, dans les cas bidimensionnel, les formes
d’équilibre des vésicules ne dépendent que du facteur de forme qu’on peut choisir soit l’aire
réduite γ, soit l’excès du périmètre δ.
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5.4 Conclusion

Nous avons démontré dans ce chapitre que, pour une courbure spontannée fixée, les configura-
tions d’équilibres des vésicules ne dépendent que du facteur de forme γ et nous avons prouvé
que la minimisation de l’énergie de courbure de Canham et Helfrich implique une équation
d’équilibre à vérifier. Ces résultats représentent un outil nécessire pour l’étude de l’équilibre des
vésicules en régime statique et pour l’étude de leur dynamique dans le sang ; ces deux volets
feront l’objet des prochains chapitres.
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6.3 Équilibre statique des vésicules axisymetriques . . . . . . . . . . . . 90

6.4 Formes multiconcaves et diagramme de formes . . . . . . . . . . . . 101

79



80 CHAPITRE 6. CONFIGURATIONS D’ÉQUILIBRE PAR RÉSOLUTION D’EDO

Fig. 6.1 – (gauche) : un globule rouge (érythrocyte), une plaquette sanguine (thrombocyte)
et un globule blanc (leucocyte) : image extraite de www.lookfordiagnosis.com. (droite) :Vue
schématique de dessus et en coupe d’un globule rouge.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un spectre de formes d’équilibre pour des vésicules, un
modèle simplifié des cellules, notament pour les globules rouges du sang. La paroi du globule
rouge est modélisée à travers le modèle de Helfrich [100]. Afin de présenter ces formes le plus
clairement possible, on écrit le problème sous la forme d’une équation différentielle ordinaire
qu’on résoud par la suite à l’aide d’une méthode de tir, ceci dans les cas bidimensionnel et
tridimensionnel axisymetrique. Les profils obtenus vont servir ultérieurement pour valider les
solutions obtenues par la méthode des éléments finis.

6.1 Formulation du problème

Durant les dernières années, une attention particulière a été portée à l’exploitation des formes
d’équilibres des vésicules biologiques, plus particulièrement celles des globules rouges dans le
sang. Les globules rouges peuvent prendre plusieures formes dans le sang mais celles les plus
connues sont les formes biconcaves. On s’intéresse dans ce chapitre aux formes géométriques
biconcaves présentant un plan de reflexion dans les cas bidimensionnel et tridimensionel axisy-
metrique.
Les méthodes analytiques représentent les premières méthodes numériques permettant de décrire
l’équilibre des globules rouges. En effet, il s’agit de formuler le problème sous la forme d’une
équation différentielle ordinaire que l’on désignera par ses initiales EDO. Depuis les premiers tra-
vaux apparus, cette méthode a suscité l’intérêt de plusieurs chercheurs, méanmoins les manières
avec lesquelles a été abordé le problème étaient variées et elles diffèrent suivant le choix de l’in-
connue principale dans les EDOs.
Comme ça a été précédemment introduit, il est connu que les configurations d’équilibres des
globules rouges et des membranes biologiques de manière générales sont fortement liées à la for-
mation des bicouches phospholipidiques dans un milieu aquatique. En se basant sur ce volet et
en considérant le caractère d’élasticité de la membrane, Canham [13] et Helfrich [96] ont proposé
un modèle d’énergie de courbure : voir aussi [100, 25, 26, 63].
Selon cette théorie, les configurations d’équilibres des globules rouges minimisent cette énergie
de courbure. On considère une surface fermée Γ dont Ω représente le domaine intérieur et on
se place dans le cadre d’un genre topologique constant, l’énergie de courbure de Canham et
Helfrich est donnée par la fonctionnelle suivante :

J (Ω) =
kc
2

∫

Γ
(H −H0)

2 ds , (6.1)
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où H est la courbure moyenne et H0 est la courbure spontannée décrivant les éffets d’asymetrie
de la membrane. La constante kc a la dimension d’une énergie et représente le module de régidité
de la membrane.
Les configurations d’équilibres des vésicules seront déterminées par la minimisation de l’énergie
de courbure sous les contraintes : volume conservé (fluide incompressible à l’intérieur de la
vésicule) et surface conservée (membrane inextensible). Par conséquent, on résoud le problème
d’optimisation de forme suivant :

Ω = arg inf
Ω ∈ V

J (Ω) , (6.2)

où V représente l’espace des contraintes donné par :

V =

{
ω ⊂ Rd, d = 2, 3 :

∫

∂ω
ds = A0 et

∫

∂ω
dx = V0

}
,

avec A0 et V0 représentent respectivement la surface et le volume de référence (en dimension
deux, il s’agit respectivement du périmètre et de l’aire).
On écrit le problème de minimisation sous contraintes de la fonctionnelle J (Ω) sous la forme
d’un problème de type point selle. Afin de relaxer les contraintes, on introduit le lagrangien :

L (ω;σ, q) = J (ω) + σ

(∫

∂ω
ds−A0

)
+ q

(∫

ω
dx− V0

)
. (6.3)

La solution (Ω; p, λ) ∈
(
Rd; R,R

)
est un point de selle du lagrangien et elle vérifie la proprieté

suivante :

L (Ω;σ, q) ≤ L (Ω;λ, p) ≤ L (ω;λ, p), ∀(ω;σ, q) ∈
(
Rd; R,R

)
.

On note que (Ω; p, λ) est un point selle de L si et seulement si on a :

sup
q∈R

σ∈R

L (Ω;σ, q) = inf
ω∈Rd

sup
q∈R

σ∈R

L (ω;σ, q) = L (Ω; p, λ) = sup
q∈R

σ∈R

inf
ω∈Rd

L (ω;σ, q) = inf
ω∈Rd

L (ω; p, λ) . (6.4)

En utilisant (6.4), le problème (6.2) s’écrit sous la forme suivante :

(Ω;λ, p) = arg inf
ω ∈ Rd

sup
µ∈R

q∈R

L (ω; ν, q) .

On écrit
∂L

∂a
(a)(b) pour désigner la dérivée de Fréchet de L par rapport à la variable a évaluée

en a dans la direction b. Par conséquent, la solution (Ω;λ, p) ∈
(
Rd; R,R

)
vérifie les conditions

d’optimalités suivantes :





∂L

∂Ω
(Ω;λ, p)(u) = 0 , ∀u ∈W 1,∞

(
Rd
)d
,

∂L

∂p
(Ω;λ, p)(q) = 0 , ∀q ∈ R ,

∂L

∂λ
(Ω;λ, p)(µ) = 0 ∀µ ∈ R .

(6.5)
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Remarque :
Un point selle du lagrangien (6.3) est aussi un point selle de la fonctionnelle :

F (ω;µ, q) =
1

2

∫

∂ω
(H −H0)

2 ds+ σ̃

∫

∂ω
ds+ p̃

∫

ω
dx , (6.6)

avec H0, σ̃ =
σ

kc
et p̃ =

p

kc
sont les paramètres physiques du problème, où σ et p représentent

respectivement la tension de surface et la différence de pression osmétique entre le domaine
extérieur et le domaine intérieur de la vésicule. Afin de simplifier les notations, on omettra les
tildes ultérieurement. Dans les papiers des physiciens, la fonctionnelle F (Ω;λ, p) est appelée
souvent la fonctionnelle de Helfrich.

Notations : On considère une fonctionnelle f dépendant d’une fonction ϕ(x) et on introduit
les notations suivantes :

f ′(x) =
df

dx
(x) , (6.7)

f ′ψ(ϕ) =
df

dϕ
(ϕ)(ψ) . (6.8)

6.2 Équilibre statique des membranes en dimension deux

0

h0

z z = h(x)

xxf

Fig. 6.2 – Modélisation d’une vésicule en coordonnées carthésiennes.

Dans cette partie, on s’intéresse à l’équilibre mécanique des vésicules dans le cas bidimensionnel
plan et on se restreint à des vésicules présentant deux axes de symétrie. On note que le but de
cette étude n’est pas d’exploiter toutes les formes possibles mais plutôt de fournir des solutions
semi-explicites afin de valider ultérieurement les algorithmes de calcul par les éléments finis.
Les vésicules en équilibre sont décrites à travers une courbe z = h(x) (voir Fig. 6.2). L’objectif
est de fournir en premier lieu une équation différentielle ordinaire décrivant l’état d’équilibre
et de résoudre par la suite numériquement cette équation afin de trouver la fonction h(x). On
note par xf le rayon final de la vésicule donné par h(xf ) = 0. L’équation de la membrane de la
vésicule s’exprime sous la forme paramétrique :

Γ = {X(x, z) = (x , z(x)); (x, z) ∈ [0, xf ] × [0,+∞]} .

Posons φ(x, z) = z−h(x), la membrane de la vésicule s’exprime aussi sous la forme d’une courbe
de niveaux :

Γ = {x ∈ [0, xf ] × [0,+∞]; φ(x, z) = 0} .
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Un élément de longueur sur la courbe Γ est donné par : dl =
(
1 + (h′(x))2

) 1
2 dx. Par conséquent,

l’aire V0 et le périmètre A0 de la vésicule sont donnés par :

V0 = 4

∫ xf

0
h(x) dx , (6.9)

A0 = 4

∫ xf

0

(
1 + (h′(x))2

) 1
2 dx . (6.10)

La normale sortante n à la vésicule et la courbure moyenne H sont données par :

n(x, z) =
∇φ
|∇φ| =

1

(1 + (h′(x))2)
1
2

(
−h′(x)

1

)
, (6.11)

H(x, z) = κ1 + κ2 = ∇.n = ∂x(nx) + ∂znz . (6.12)

6.2.1 Formulation du problème

Dans la suite, on fait le changement de variable w(x) = h′(x). Par une intégration par partie et
sachant que z(xf ) = 0, on obtient :

V0 = −4

∫ xf

0
w(x)xdx . (6.13)

Le lagrangien (6.3) s’écrit ainsi sous la forme suivante :

L (Ω;λ, p)

2
=

∫ xf

0

[
(H −H0)

2 + λ
] (

1 + w2(x)
) 1

2 dx − 2p

∫ xf

0
xw(x) dx. (6.14)

Il s’agit de trouver une équation d’Euler-Lagrange décrivant les positions d’équilibres des vésicules
bidimensionelles en utilisant des outils de calcul différentiel (ou infinitésimal). Soit ψ(x) une
fonction régulière à support compact. Par conséquent, les points selles sont donnés par la
différentiation du lagrangien L (6.5). On calcule les dérivées fonctionnelles par rapport à w
et on a : [

(H −H0)
2
]
ψ

(w) = 2Hψ(w) (H −H0) ,

[(
1 + w2(x)

) 1
2

]
ψ

(w) =
w(x)ψ

(1 + w2(x))
1
2

.

Donc

L ′(w;λ, p)ψ(w)

2
= 2

∫ xf

0 Hψ(w) (H −H0)
(
1 + w2(x)

) 1
2 dx

+
∫ xf

0

[
(H −H0)

2 + λ
] wψ

(1 + w2(x))
1
2

dx− 2p

∫ xf

0
xψ dx .

(6.15)

La normale est donnée par (6.11) :

n(x, z) =
1

(1 + w(x)2)
1
2

(
−w(x)

1

)
. (6.16)
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Calcul de la courbure H(x)

D’après (6.12), la courbure est donnée par :

H(x, z) = ∇s.n = − w′(x)

(1 +w(x)2)
3
2

. (6.17)

Calcul de la dérivé H ′(x)

H ′(x) = − w′′(x)
(
1 + w(x)2

) 3
2 − 3w(x)w′2(x)

(
1 + w(x)2

) 1
2

(1 + w(x)2)3

= − 1

(1 + w(x)2)
5
2

[(
1 + w(x)2

)
w′′(x) − 3w(x)w′2(x)

]
. (6.18)

Calcul de la différentiation H ′
ψ(w)

H ′
ψ(w) = − ψ′

(
1 +w(x)2

) 3
2 − 3w(x)

(
1 + w(x)2

) 1
2 w′(x)ψ

(1 + w(x)2)3

= − ψ′
(
1 + w(x)2

)
− 3w(x)w′(x)ψ

(1 + w(x)2)
5
2

. (6.19)

Extraction de l’EDO en w(x)

On note respectivement par T1, T2 et T3 les trois termes de la différentiation du lagrangien (6.15).
Par la suite, on se propose de simplifier chaque terme à part.

T1 = −
∫ xf

0

2 (H −H0)

(1 + w(x)2)2
[(

1 + w(x)2
)
ψ′ − 3w(x)w′(x)ψ

]
dx

= −
[

2 (H −H0)

(1 + w(x)2)
ψ

]xf

0

+

∫ xf

0

∂

∂x

[
2 (H −H0)

(1 + w(x)2)

]
ψ dx+

∫ xf

0

6w(x)w′(x) (H −H0)

(1 + w(x)2)2
ψ dx .

Le premier terme dans l’équation précédente s’annule car w(xf ) = −∞. De plus,

∂

∂x

[
2 (H(x) −H0)

(1 + w(x)2)

]
=

2H ′(x)
(
1 + w(x)2

)
− 2(H(x) −H0) 2w(x)w′(x)

(1 + w(x)2)2

=
2H ′(x)

(1 + w(x)2)
− 4(H(x) −H0)w(x)w′(x)

(1 + w(x)2)2
.

Donc

T1 =

∫ xf

0

2H ′(x)

(1 + w(x)2)
ψ dx +

∫ xf

0

2w(x)w′(x) (H(x) −H0)

(1 + w(x)2)2
ψ dx . (6.20)
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Il reste à évaluer l’intégrant de T1 (6.20) en utilisant l’expréssion de H ′(x) (6.18) :

2H ′(x)

(1 + w(x)2)
+

2w(x)w′(x) (H(x) −H0)

(1 + w(x)2)2
= − 2w′′(x)

(1 + w(x)2)
5
2

+
4w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
7
2

− 2w(x)w′(x)H0

(1 +w(x)2)2
.

En utilisant l’expression de H(x) (6.17), on a :

(H(x) −H0)
2 + λ =

w′(x)2

(1 + w(x)2)3
+

2H0w
′(x)

(1 + w(x)2)
3
2

+
(
H2

0 + λ
)
.

Par conséquent, on peut évaluer T2 :

T2 =

∫ xf

0

[
w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
7
2

+
2H0w

′(x)w(x)

(1 + w(x)2)2
+

(
H2

0 + λ
)
w(x)

(1 + w(x)2)
1
2

]
ψ dx . (6.21)

En utilisant les expressions respectives de T1 (6.20) et T2 (6.21), l’équation (6.15) est équivalente
à :

L ′(w;λ, p)ψ(w)

2
=

∫ xf

0

[
− 2w′′(x)

(1 + w(x)2)
5
2

+
5w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
7
2

+

(
H2

0 + λ
)
w(x)

(1 + w(x)2)
1
2

− 2 px

]
ψ dx .

Les points selles du problème vérifient l’équation suivante :

− 2w′′(x)

(1 + w(x)2)
5
2

+
5w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
7
2

+

(
H2

0 + λ
)
w(x)

(1 + w(x)2)
1
2

− 2 px = 0.

Par conséquences, une condition nécessaire de l’équilibre mécanique des membranes est donnée
par l’équation d’Euler-Lagrange suivante :

2w′′(x)

(1 + w(x)2)
5
2

=
5w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
7
2

+

(
H2

0 + λ
)
w(x)

(1 + w(x)2)
1
2

− 2 px . (6.22)

En conclusion de cette partie, on résoud un problème en w(x) avec les conditions nécessaires
appropriées. Comme on s’intéresse à des solutions ayant un sens physique alors on impose une
condition w′

0 > 0 afin de chercher des solutions biconcaves.




2w′′(x)

(1 + w(x)2)
5
2

=
5w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
7
2

+

(
H2

0 + λ
)
w(x)

(1 + w(x)2)
1
2

− 2 px, 0 < x < xf ,

w(0) = 0 ,

w′(0) = w′
0 > 0 .

(6.23)

6.2.2 Reformulation de l’équation différentielle

Il s’agit de résoudre l’équation différentielle (6.23) du second ordre en w(x). Afin de simplifier
son expression et notamment diminuer les puissances élevées aux dénominateurs, on fait un
changement de variable κ(x) = −nx(x) qui correspond à la première composante du vecteur
normal et on réécrit le problème (6.23) en fonction de la variable auxiliaire κ donnée par :

κ(x) =
w(x)

(1 + w(x)2)
1
2

. (6.24)

Quant à la condition initiale, elle est donnée par :

κ(0) = 0 . (6.25)
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Calcul de la dérivé κ′(x)

D’après (6.24), la dérivée de κ(x) est donnée par :

κ′(x) =

w′(x)
(
1 + w(x)2

) 1
2 − w2(x)w′(x)

(1 + w(x)2)
1
2

(1 + w(x)2)

=
w′(x)

(1 + w2(x))3/2
. (6.26)

En zéro, on a :

κ′(0) = w′(0) . (6.27)

Calcul de κ′′(x)

D’après (6.26), la dérivée seconde de κ est donnée par :

κ′′(x) =
w′′(x)

(
1 + w(x)2

) 3
2 − 3w(x)w′2(x)

(
1 + w(x)2

) 1
2

(1 + w(x)2)3

=
w′′(x)

(1 + w(x)2)
3
2

− 3w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
5
2

. (6.28)

Problème exprimé en fonction de κ(x)

On remplace dans l’équation (6.28) w′′(x) par l’expression donnée par (6.22) et on utilise
l’équation (6.26) pour exprimer κ′(x), on obtient l’équation différentielle suivante :

2κ′′(x)

(1 + w(x)2)
=

5w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
7
2

− 6w(x)w′2(x)

(1 + w(x)2)
7
2

+

(
H2

0 + λ
)
w(x)

(1 +w(x)2)
1
2

− 2px. (6.29)

D’après (6.24), κ(x) et w(x) ont le même signe et on a :

w(x) =
κ(x)

(1 − κ2(x))
1
2

. (6.30)

On introduit le polynôme affine suivant :

P (ξ) =
(
H2

0 + λ
)
ξ − 2px .

On remplace w(x) par son expression en fonction de κ(x) (6.30) dans l’équation (6.29), on obtient
le problème suivant :





κ′′ =
P (κ)(x) − κ(x)κ′2(x)

2(1 − κ2)
, 0 < x < xf ,

κ(0) = 0 ,

κ′(0) = w′(0) .

(6.31)

On note que la courbure moyenne (6.17) s’exprime en fonction des nouvelles variables du
problème par :

H(x) = −κ′(x) . (6.32)
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Autre formulation de l’EDO en w(x)

L’équation différentielle (6.22) peut s’écrire sous la forme suivante :

[
w′2(x)

(1 + w2(x))5/2

]′
=

2w′′(x)w′(x)

(1 + w(x)2)
5
2

− 5w(x)w′3(x)

(1 + w(x)2)
7
2

.

Par conséquences, le problème (6.23) est équivalent à :





[
w′2(x)

(1 + w2(x))5/2

]′
= w′(x)P (κ(x)) , 0 < x < xf ,

w(0) = 0 ,

w′(0) = w′
0 .

(6.33)

Résolution numérique

On résoud le problème (6.31). Afin de réduire un ordre de dérivation dans ce problème, on pose
y(x) = (y1, y2) = (κ(x), κ′(x)), y0 = (0, w′(0)) et

f(y) =




y2

P (y1) − y1y
2
2

2(1 − y2
1)


 .

Le problème (6.31) se réduit à une EDO du premier ordre en fonction de y :

y′ = f(y), 0 < r < xf , (6.34)

y(0) = y0 . (6.35)

Il faut résoudre sur [0, xf ] avec xf assez grand pour avoir tout l’intervalle tel que 1 − κ2(x)
change de signe et devient négatif pour x ∈]xc, xf [. On effectue une méthode de tir pour avoir
xc, et ensuite on utilise xf = xc. Finalement, on a :

w(x) =
κ

(1 − κ2)1/2
, 0 < x < xf , (6.36)

h(x) =

∫ x

xf

w(x) dx . (6.37)

6.2.3 Autres approches pour résoudre le problème

D’autres approches sont possibles pour résoudre ce problème et notamment pour exploiter un
spectre plus large des solutions. On citera principalement celles les plus importantes dans cette
section. La première consiste à résoudre un problème en fonction de la cordonnée curviligne
s, ensuite on en déduit la position de la vésicule en cordonnées carthésiennes. On cite comme
référence de ce travail la thèse de Cantat [14]. La seconde méthode consiste à considèrer l’angle
θ établi entre la normale sortante en chaque point et l’axe des abscisses comme étant l’incon-
nue principale du problème. On renvoie le lecteur aux travaux suivants [46, 24, 49, 53, 99] où
l’équation de la forme a été déterminée dans le cas axisymetrique. Concernant le cas carthésien,
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on n’a pas trouvé des références bibliographiques qui le traite. La troisième approche consiste
à considèrer l’équation d’équilibre d’Euler-Lagrange donnée dans [57] et de dériver par la suite
l’équation différentielle correspondante. On explicite dans cette partie le problème obtenu et on
met en évidence les difficultés observées. La courbure est donnée par la formule (6.11), quant à
la courbure de Gauss, elle est donnée par :

2K(x, z) = (∇.n)2 −∇n : ∇n = 0 .

L’équation d’Euler-Lagrange est donnée par :

p + σH(x) −H(x)(H2(x) −H2
0 ) − ∆sH = 0 . (6.38)

On note par s l’abscisse curviligne et on a :

d

ds
=

1

(1 + w(x)2)
1
2

d

dx
. (6.39)

Par définition, la courbure moyenne est donnée par :

H =
d θ

ds
. (6.40)

On peut exprimer donc le bilaplacien en fonction de w(x) :

∆sH(x) =
d2H

ds2

=
1

(1 +w(x)2)
1
2

d

dx

[
(
1 + w(x)2

) 1
2
d

dx

(
−w′(x)

(1 + w(x)2)
3
2

)]

=
w′′′(x)(1 + w2(x)) − 3w′(x) − 11w(x)w′(x)w′′(x)(1 + w2(x)) + 18w2(x)w′3(x)

(1 + w(x)2)5
.

On obtient finalement l’équation différentielle suivante :




w′′′(x)

(1 + w(x)2)4
= − 3w′3(x)(6w2(x) − 1) − 11w(x)w′(x)w′′(x)

(
1 + w(x)2

)

(1 + w(x)2)5

+
w′3(x)

2 (1 + w(x)2)
9
2

− λw′(x)

2 (1 + w(x)2)
3
2

− p

2
, 0 < x < xf ,

w(0) = 0

w′(0) = w′
0 > 0 ,

w′′(0) = w′′
0 .

(6.41)

La difficulté trouvée dans la dernière formulation du problème réside dans le choix de la valeur de
w′′(0) qui est important pour assurer l’existence des solutions biconcaves. Quant à la résolution
numérique, on peux utiliser la même méthode précédemment prescrite en choisissant y(x) =
(y1, y2) = (w(x), w′(x), w′′(x)), y0 = (0, w′(0), w′′(0)). Le problème (6.41) implique une équation
différentielle du premier ordre en y donnée par :

y′ = f(y, x), 0 < x < xf , (6.42)

y(0) = y0 . (6.43)
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Fig. 6.3 – Tracé de la solution h(x) selon le choix de w′
0 pour H0 = 0, λ = 0.25 et p = 0.5 : (a) :

calcul et (b) : profil plan reconstruit et l’énergie de Helfrich correspondante.
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Fig. 6.4 – Tracé de la solution pour H0 = 0, λ = 0.25 et p = 0.5 : (a) : γ et h(0)/xf en fonction
de w′

0 , (b) : J (Ω) en fonction de γ.
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6.2.4 Simulations numériques dans le cas bidimensionnel

On s’intéresse à l’évolution de la forme en fonction du choix de la condition initiale w′
0 et on fixe

les paramètres physiques H0 = 0, λ = 0.25, p = 0.5. On varie w′
0 dans l’intervalle [−1.2, 0.85]

et on trace quelques solutions trouvées sur la figure 6.3. Les membranes évolue d’une forme
circulaire à aire réduite γ = 1 et ayant un excès de périmètre δ = 0 à une forme très applatie au
delà de laquelle la solution n’a plus un sens physique. On a respectivement :

1. Pour w′
0 = 0.445, γ = 0.27 , δ = 5.68 etJ (Ω) = 11.84 ;

2. Pour w′
0 = 0.3, γ = 0.45 , δ = 3etJ (Ω) = 8.9 ;

3. Pour w′
0 = 0.2, γ = 0.59 , δ = 1.92 etJ (Ω) = 7.65 ;

4. Pour w′
0 = 0.1, γ = 0.68 , δ = 1.31 etJ (Ω) = 6.28 ;

5. Pour w′
0 = 0, γ = 0.77 , δ = 0.87 etJ (Ω) = 5.47 ;

6. Pour w′
0 = −0.03, γ = 0.79 , δ = 0.79 etJ (Ω) = 5.1 ;

7. Pour w′
0 = −1.125, γ = 0.999 , δ = 2.7 × 10−4 etJ (Ω) = 3.11.

Afin de vérifier que la solution obtenue est admissible physiquement, on évalue un facteur de
forme qui donne la rapport entre les deux dimensions de la membrane h(0)/xf , ce paramètre
doit être positif pour que la solution ait un sens physique. On trace l’évolution du volume réduit
γ ainsi que de h(0)/xf en fonction de w′

0 sur la figure 6.4(a) et on trace dans la figure 6.4(b)
l’évolution de l’énergie de courbure de Canham et Helfrich en fonction de γ pour ce spectre de
solutions.

6.3 Équilibre statique des vésicules axisymetriques

6.3.1 Formulation du problème

0

h0

z z = h(r)

rrf

Fig. 6.5 – Modélisation d’une vésicule en coordonnées axisymetriques.

Dans cette partie, on cherche la forme au repos z = h(r) d’une vésicule axisymétrique (voir
Fig. 6.5), connaissant son volume et sa surface :

V0 = 4π

∫ rf

0
h(r) r dr , (6.44)

A0 = 4π

∫ rf

0

(
1 + (h′(r))2

) 1
2 r dr . (6.45)

En effet, un élément de surface est donné par : ds =
(
1 + (h′(r))2

) 1
2 r dr dθ. Dans ce qui précède,

rf est le rayon final : il vérifie h(rf ) = 0 et il n’est pas connu a priori. On pose φ(r, z) = z−h(r),
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l’équation de la membrane de la vésicule s’exprime sous la forme paramétrique :

Γ = {X(r, θ, z) = (r cos(θ), r sin(θ), z(r)); (r, θ, z) ∈ [0, rf ] × [0,+2π] × [0,+∞]} .

La membrane de la vésicule s’exprime aussi sous la forme d’une courbe de niveaux :

Γ = {r ∈ [0, rf ] × [0,+∞]; φ(r, z) = 0} .

La normale sortante à la vésicule et les courbures moyennes et de Gauss sont données par :

n(r, z) =
∇φ
|∇φ| =

1

(1 + (h′(r))2)
1
2

(
−h′(r)

1

)
, (6.46)

H(r, z) = κ1 + κ2 = divn =
1

r
∂r(r nr) + ∂znz , (6.47)

2K(r, z) = κ1κ2 = (div n)2 −∇n : ∇n . (6.48)

Similairement au cas plan, on fait le changement de variable w(r) = h′(r). Sachant que z(rf ) = 0,
par une intégration par partie, l’équation (6.45) implique :

V0 = −2π

∫ rf

0
w(r) r2 dr . (6.49)

Le lagrangien (6.3) s’écrit ainsi sous la forme suivante :

L (Ω;λ, p)

2π
=

∫ rf

0

[
(H −H0)

2 + λ
] (

1 + w2(r)
) 1

2 r dr − p

∫ rf

0
r2w(r) dr . (6.50)

Dans l’annexe A, on se base sur les travaux de Wan et al. [8] afin de dériver une équation
différentielle du second ordre en w(r). Le résultat est donné par l’équation (6.51) :

2rw′′(r)

(1 + w(r)2)
5
2

=
5rw(r)w′2(r)

(1 + w(r)2)
7
2

− 2w′(r)

(1 +w(r)2)
5
2

+
2w(r) + w3(r)

r (1 + w(r)2)
3
2

+
2H0w

2(r)

(1 + w(r)2)
+

(
H2

0 + λ
)
rw(r)

(1 + w(r)2)
1
2

− pr2 .

(6.51)

Dans le cas des membranes axisymetriques, la courbure principale dans la direction méridinale
est le terme basique dans l’analyse du caractère biconcave de la solution obtenue. Cette courbure
est donnée par :

κ(r) =
w(r)

r (1 + w(r)2)
1
2

. (6.52)

Il est donc important d’écrire le problème en fonction de κ(r) au lieu de w(r). En outre, ils
existent deux autres écritures de l’équation différentielle (6.51) qu’on trouve souvent dans la
bibliographie, ils servent principalement pour faire une étude qualitative des solutions de ce
problème. On introduit un polynôme cubique Q(ξ) ainsi que sa partie quadratique R(ξ) et ils
sont donnés respectivement par :

Q(ξ) = ξ3 + 2H0ξ
2 + (H2

0 + λ)ξ − p , (6.53)

R(ξ) = Q(ξ) − ξ3 = 2H0ξ
2 + (H2

0 + λ)ξ − p . (6.54)
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On multiplie de l’équation (6.51) par rw′(r) et on obtient :

[
r2w′2(r)

(1 + w(r)2)
5
2

]′
=

[
w2(r)

(1 + w(r)2)
1
2

]′
+ r3w′(r)R (κ(r)) , (6.55)

[
r2w′2(r)

(1 + w(r)2)
5
2

]′
=

[
−2

(1 + w(r)2)
1
2

]′
+ r3w′(r)Q (κ(r)) . (6.56)

Finalement, on a un problème en w(r) à résoudre avec les conditions nécessaires appropriées :





−
(

r2w′2

(1 + w2)5/2

)′

=

(
2

(1 + w2)1/2

)′

− r3w′Q

(
w

r (1 + w2)1/2

)
, 0 < r < rf ,

w(0) = 0 ,

w′(0) = w′
0 > 0 .

(6.57)

La condition w′
0 > 0 n’a de sens que si on cherche une solution biconcave. On montre que pour

w′
0 > 0 et assez petit, la solution existe dans [0, rf ] avec w(rf ) = −∞, ceci a fait l’objet des

travaux de Au et al. [8]. On peut donc résoudre ce problème d’EDO jusqu’à ce que la solution
w(r) atteigne rf . Ensuite, on intègre h′ = w de r = rf à r = 0 avec la condition finale h(rf ) = 0.
Cela marche à p et λ fixés et par la suite, les facteurs de formes γ et δ sont déterminer a
posteriori.
Par ailleurs, la question du calcul du point de selle reste : il faudra faire un algorithme de type
Uzawa pour une aire et un volume fixés. On peut par exemple fixer l’aire et diminuer le volume
comme paramètre, car seul le volume rd́uit compte.

Éxtraction de l’EDO en κ(r)

On s’intéresse dans cette partie à une EDO en fonction de la courbure dans la direction
méridienne κθ. Considérons le dévelopement limité au voisinage de r = 0, on a :

w(ε) ≈ w(0) + εw′(0) = εw′
0 , (6.58)

w′(ε) ≈ w′
0 , (6.59)

κ(ε) =
w(ε)

ε (1 +w2(ε))1/2
≈ εw′

0

ε (1 + ε2w
′2
0 )1/2

≈ w′
0 . (6.60)

Calcul de la dérivé κ′(r)

D’après (6.52), la dérivée de la courbure méridienne est donnée par :

κ′(r) = −
rw′(r)

(
1 + w(r)2

) 1
2 − w(r)

[
(
1 + w(r)2

) 1
2 +

rw(r)w′(r)

(1 + w(r)2)
1
2

]

r2 (1 + w(r)2)

=
w′(r)

r (1 + w2(r))3/2
− w(r)

r2 (1 + w2(r))1/2

=
w′(r)

r (1 + w2(r))3/2
− κ(r)

r
. (6.61)
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Au voisinage de zéro, on effectue un developpement limité :

κ′(ε) =
w′(ε)

ε (1 + w2(ε))3/2
− w(ε)

ε2 (1 +w2(ε))1/2
≈ w′

0

ε (1 + ε2w
′2
0 )3/2

− εw′
0

ε2 (1 + ε2w
′2
0 )1/2

≈ w′
0

ε

(
1 − 3ε2w

′2
0

2

)
− w′

0

ε

(
1 − ε2w

′2
0

2

)
= −εw′3

0 . (6.62)

Calcul de κ′′(r)

D’après (6.61), la dérivée seconde de la courbure méridienne est donnée par :

κ′′(r) =
w′′(r)r

(
1 + w(r)2

) 3
2 − w′(r)

[(
1 + w(r)2

) 3
2 + 3rw(r)w′(r)

(
1 + w(r)2

) 1
2

]

r2 (1 + w(r)2)3

−
w′(r)r2

(
1 +w(r)2

) 1
2 − w(r)

[
2r
(
1 +w(r)2

) 1
2 + r2

w(r)w′(r)

(1 + w(r)2)
1
2

]

r4 (1 + w(r)2)

=
w′′(r)

r (1 + w(r)2)
3
2

− 2κ′(r)

r
− 3w(r)w′2(r)

r (1 + w(r)2)
5
2

. (6.63)

Problème exprimé en fonction de κ(r)

On remplace dans l’équation (6.63) w′′(r) par son expression donnée par (6.51) et on utilise
l’équation (6.62) pour exprimer κ′(r), on obtient l’équation différentielle du second ordre sui-
vante :

2r2κ′′(r)

(1 + w(r)2)
1
2

= − −rw(r)w′2(r)

(1 + w(r)2)
7
2

− 6
rκ′(r)

(1 + w(r)2)
+

w3(r)

r (1 + w(r)2)
3
2

+
2H0w

2(r)

(1 + w(r)2)
+

(
H2

0 + λ
)
rw(r)

(1 + w(r)2)
1
2

− pr2 .

(6.64)

On note que κ(r) est donnée par (6.52). D’après (6.60), κ(0) est donnée par w′(0) ≥ 0 qui est
une condition nécessaire de la biconcavité de la vésicule. Par conséquent, κ(r) et rw(r) sont du
même signe et on a :

w(r) =
rκ(r)

(1 − r2κ2(r))
1
2

.

On remplace w(r) par cette expression dans l’équation (6.64), on se ramène au problème suivant :





κ′′ =
Q(κ) − κ(rκ′ + κ)2

2(1 − r2κ2)
− 3κ′

r
, 0 < r < rf ,

κ(0) = w′
0 > 0 ,

κ′(0) = 0 .

(6.65)

Par ailleurs, la courbure moyenne s’exprime en fonction des nouvelles variables du problème
par :

H(r) = −2κ(r) − rκ′(r) . (6.66)
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Résolution numérique

Afin de réduire l’ordre de dérivation par rapport à κ, on pose y(r) = (y1, y2) = (κ(r), κ′(r)),
y0 = (w′

0, 0) et

f(y, r) =




y2

Q(y1) − y1(ry2 + y1)
2

2(1 − r2y2
1)

− 3y2

r


 .

Le problème se réduit à une équation différentielle du premier ordre en y(r). Elle est donnée
par : {

y′ = f(y, r), 0 < r < rf ,
y(0) = y0 .

(6.67)

Le problème est singulier en r = 0 car on divise par r dans l’expression de f . Pour cela, on le
résoud numériquement sur un intervalle [ε, rf ]. On pose yε = (w′

0,−εw
′3
0 ), le problème devient :

{
y′ = f(y, r), ε < r < rf ,

y(ε) = yε .
(6.68)

Numériquement, il faut résoudre sur [ε, rf ] avec rf assez grand pour avoir tout l’intervalle tel
que 1− r2κ2(r) change de signe et devient négatif pour r ∈]rc, rf [. On effectue une méthode de
tir pour avoir rc, et par la suite, on utilise rf = rc. Finalement,

w(r) =
rκ

(1 − r2κ2)1/2
, ε < r < rf , (6.69)

h(r) =

∫ r

rf

w(r) dr . (6.70)

6.3.2 Sens physique des solutions

L’existence des solutions de l’équation différentielle (6.65) est un problème mathématique clas-
sique qui est bien étudié. Ce qui nous intéresse dans ce problème est le caractère physique de la
solution et la conformeté de la solution aux résultats physiques connus. Le point essentiel est de
montrer que la forme de la solution est admissible de point de vue physique, ceci implique qu’on
a une surface fermée qui ne présente pas des intersections d’origines purement mathématiques.
Ceci induit la connaissance du premier zéro de la solution h(r), le nombre des zéros, le nombre
des points critiques, etc.
La membrane est décrite par la courbe :

Γ = {X(r, z) = (r , z(r)); (r, z) ∈ [0, rf ] × [0,+∞]} .

Afin d’assurer le caractère biconcave de la solution de (6.65), on cherche une solution z = h(r)
tel que h(r) ≥ 0 pour r ∈ [0, rf ] et h(rf ) = 0. Les conditions précédentes se traduisent par :

1. w(0) = 0 ;

2. w(r) → −∞, lorsque r → rf ;

3. Il existe rM ≤ rf tel que w′(r) ≥ 0 si et seulement si r ∈ ]0, rM [ .

La dernière condition implique que w(r) possède un unique maximum et un unique point d’in-
flexion atteint en rI et qu’il n’y a pas d’autres points critiques. Ceci veux dire que la fonction
h(r) possède aussi un unique maximum pour r ∈ [0, rf ] atteint en rM et qu’il n’y a pas d’autres
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Fig. 6.6 – Tracé de la solution pour H0 = 1, λ = 0.25 et p = 0.5 : (a) : H0 = 1, λ = 0.25, p = 0.5
et w′

0 = 0.2765 , (b) : H0 = 1, λ = 0.25, p = 0.5 et w′
0 = 0.25 , (c) : H0 = 0.5, λ = −1, p = 0.5

et w′
0 = 0.4 .

points critiques. Conformément à ces conditions, on en déduit que la condition initiale doit
vérifier w′(0) = w′

0(r) ≥ 0. On peut obtenir plusieures configurations d’une solution biconcave.
Sur la figure 6.6, on trace les configurations biconcaves possibles. La première colonne corres-
pond à la solution biconcave physiquement admissible, elle satisfait les conditions portées sur
w(r). La seconde possède une forme biconcave mais elle présente des croisements et elle n’est
pas admissible du point de vue physique. Par ailleurs, la dernière colonne présente un cas limite
où la solution présente une dérivée très grande : il s’agit d’une limitation de la formulation du
problème sous la forme (6.68).
En effet, cette formulation ne permet de traiter que des applications en fonction de la coordonnée
radiale r et par conséquent elle ne permet pas d’avoir des rebroussements dans les profils des
solutions.

6.3.3 Simulations numériques

On présente dans cette partie des tests numériques permettant d’exploiter le code et de voir
la dépendance de la forme des vésicules des paramètres physiques du problème. Quant aux
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Fig. 6.7 – Tracé de la solution pour w′
0 = 1 et λ = p = H0 = 0 : (a) h(r) et (b) : w(r) et (c)

H(r).

paramètres numériques, on choisit ε = 10−7 et N = 104 (N est le nombre des points de
discrétisation). Toutefois, on note que toutes les courbes correspondent à une representation
adimensionnée pour une aire=4π constante.

Cas particulier

Dans le cas particulier λ = p = H0 = 0, la solution est une sphère. En effet, R(ξ) = 0, ∀ξ.
L’équation (6.55) implique :

[
r2w′2(r)

(1 +w(r)2)
5
2

]′
=

[
w2(r)

(1 + w(r)2)
1
2

]′
.

Par une intégration, en faisant r → 0, on en déduit que la constante est nulle et on a :

r2w′2(r)

(1 + w(r)2)
5
2

=
w2(r)

(1 + w(r)2)
1
2

.

D’après (6.61),

κ′(r) =
w′(r)

r (1 +w2(r))3/2
− w(r)

r2 (1 + w2(r))1/2
= 0 .

On en déduit que κ(r) = κ(ε) = w′
0. Il s’agit donc d’une sphère de rayon 1/w′

0. Dans la figure. 6.7,
on choisit λ = p = H0 = 0 et w′

0 = 1 et on trace l’évolution du profil adimensionné h(r), la
fonction w(r) ainsi que la courbure H(r). On obtient les valeurs suivantes : γ = 0.999 , δ =
3.37 × 10−4 , A0 = 12.57 , V0 = 4.189 , J (Ω) = 24.87. Ceci est conforme aux valeurs théoriques
égales respectivement à 1 ; 0 ; 4π ; 4π/3 ; 8π. Finalement, on a H(r) = constante = 1.99 et
est proche de la valeur théorique égale à 2.

Évolution en fonction de w′
0

On s’intéresse dans un pemier lieu à l’évolution de la forme en fonction du choix de la condition
initiale w′

0. On fixe les paramètres physiques H0 = 0, λ = 0.25, p = 0.5, on varie w′
0 dans
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Fig. 6.8 – Tracé de la solution pour H0 = 0, λ = 0.25 et p = 0.5 (a) : h(r) selon w′
0 , (b) : γ et

h(0)/rf .

l’intervalle [−1, 0.3] et on trace les profils des solutions sur la figure 6.8. Les solutions évoluent
de la forme sphériques vers une forme biconcave très applatie, au delà de laquelle la solution
n’est plus admissible physiquement. L’admissibilité physique est assurée si le signe du facteur de
forme h(0)/rf est positif, ce paramètre est tracé sur la figure 6.8(b). La dépendance de l’énergie
de Helfrich en fonction du paramètre numérique w′

0 est tracée sur la figure 6.9(a). On a démontré
dans le chapitre 5 que, pour une courbure spontannée fixé, la forme de la vésicule ne dépend
que d’un seul paramètre qui peut être γ ou δ, ainsi on trace dans les figures 6.9(b) et 6.9(c)
l’évolution de l’énergie de courbure de Helfrich en fonction de ces paramètres. On remarque que
J augmente en fonction de l’écart à la forme sphérique.

Évolution en fonction de H0

On s’intéresse à l’évolution de la forme en fonction du choix de la courbure spontannée H0, on
fixe les paramètres physiques λ = 0.25, p = 0.5 et on trace sur la figure 6.10 l’évolution de la
forme en fonction de H0 pour w′

0 = 0. On trace aussi l’évolution du volume réduit γ ainsi que
le facteur de forme h(0)/rf . L’évolution de l’énergie de Helfrich en fonction de w′

0, γ et δ sont
tracées sur la figure 6.12. Ceci met en évidence l’influence de la courbure spontannée dans le cas
tridimensionnel sur la forme de la membrane. Finalement, on trace sur la figure 6.11 un spectre
de solutions pour une valeur de w′

0 non nulle.

6.3.4 Profils tri-dimensionnels

Dans cette partie, on reconstruit à l’aide de geomview certains profils tridimensionnels des
membranes obtenues dans cette section.
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Fig. 6.9 – Évolution de J (Ω) pour H0 = 0, λ = 0.25 et p = 0.5 selon : (a) : w′
0 , (b) : γ et (c) :

δ.
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Fig. 6.10 – Tracé selon H0 pour w′
0 = 0, λ = 0.25 et p = 0.5 : (a) h(r) et (b) : γ et h(0)/rf .
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Fig. 6.11 – Tracé selon H0 pour w′
0 = 0.2, λ = 0.25 et p = 0.5 : (a) h(r) et (b) : γ et h(0)/rf .
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Fig. 6.13 – Formes correspondants à : (a) : H0 = 0 , J (Ω) = 49.96 et γ = 0.58 : solution
biconcave , (b) : H0 = 1 et J (Ω) = 177.31 : solution non physique , (c) : H0 = 70 , w′

0 = 0
J (Ω) = 2 104 et γ = 0.41 .
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6.4 Formes multiconcaves et diagramme de formes

Dans cette partie, on exploite le code élaboré et on obtient certaines formes axisymetriques qui
n’ont pas été observées dans la littérature. On classe ces formes en comptant le nombre des
points d’inflexion, qu’on note dorénavant i∗, sur la courbe calculée dans le domaine de calcul
(un quart de plan).
Étant donné que, à une courbure spontannée donnée, les formes d’équilibre des vésicules dépendent
uniquement du facteur de forme : le volume réduit γ ou l’excès de surface δ, on décide de fixer
la courbure spontannée H0 = 0 et on étudie les formes obtenues.
Ainsi, on trace un diagramme qui représente le facteur de forme en fonction de l’énergie et qui
permet de localiser les branches occupées par ces formes et notamment leurs niveaux d’énergies.
Cependant, on note qu’il est éventuellement possible d’avoir d’autres branches pour d’autres
valeurs du facteur de forme qui décrivent les mêmes formes citées dans cette section. Le raison-
nement qu’on suit lors de l’expérimentation numérique afin de tracer le diagramme de formes
est le suivant :

1. On fixe le nombre des points d’inflexions dans le domaine de calcul (le quart du plan), on
commence par un seul point d’inflexion ;

2. On balaye toute une plage de paramètres en variant p, λ et w′(0) entre les différentes
positions extrêmes correspondants à w(r) = ∞, tout en vaillant à garder le nombre des
points d’inflexions fixes ;

3. On incrémente le nombre des points d’inflexion. Généralement, on remarque que les cas
w(r) = ∞ représentent un seuil au delà duquel on passe, de manière discontinue, d’une
famille de forme à une autre.

Dans ce qui suit, une attention toute particulière a été portée sur l’existence de familles de
formes correspondantes à plusieurs valeurs de i∗. Par ailleurs, on donne à chaque fois un jeu de
paramètres permettant de trouver la famille correspondante des formes des membranes.

Cas de i∗ = 0 ou i∗ = 1

Il s’agit des formes biconcaves ou celles sans points d’inflexion tracées précédemment dans figures
Fig. 6.8 et Fig. 6.9. En effet, on a H0 = 0, λ = 0.25, p = 0.5 et on varie la condition à l’origine
w′

0 ∈ [−10, 0.3] :

Cas de i∗ = 2

Il est possible d’avoir des formes à deux points d’inflexion, on fixe λ = −1.8 et p = 0.51 et on
varie w′

0 ∈ [−1.313 , 0]. Quelques profils obtenus sont tracés sur la figure 6.14(a).

Cas de i∗ = 3

On fixe λ = −2.5 et p = 0.51 et on varie w′
0 ∈ [0 , 1.8762]. Quelques profils obtenus sont tracés

sur la figure 6.14(b).
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Fig. 6.14 – Tracé de la solution pour : (a) : i∗ = 2, (b) : i∗ = 3 .
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Fig. 6.15 – Tracé de la solution pour : (a) : i∗ = 4, (b) : i∗ = 5 .
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Fig. 6.16 – Tracé de la solution pour : (a) : i∗ = 6, (b) : i∗ = 7 .
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Fig. 6.17 – Diagramme d’évolution de J (Ω) , pour H0 = 0, en fonction de : (a) : γ et (b) : δ .

Cas de i∗ = 4

Pour obtenir des formes à quatres points d’inflexion, on choisit λ = −2.8 et p = 0.51 et on varie
w′

0 ∈ [−1.75 , −0.3]. Quelques profils obtenus sont tracés sur la figure 6.15(a).

Cas de i∗ = 5

On fixe λ = −4 et p = 0.51 et on varie w′
0 ∈ [0 , 2.05]. Quelques profils obtenus sont tracés sur

la figure 6.15(b).

Cas de i∗ = 6

On fixe λ = −3, H0 = 0, p = 0.3 et on varie w′
0 ∈ [−1.88 , 0]. Les résultats sont donnés sur la

figure 6.16(a).

Cas de i∗ = 7

On fixe λ = −4.8, p = 0.51, H0 = 0 et on varie w′
0 ∈ [0 , 2.513]. Les résultats sont donnés sur la

figure 6.16(b).

Cas de i∗ = 9

On fixe λ = −6, p = 0.51, H0 = 0 et on varie w′
0 ∈ [0 , 1.95].
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Cas de i∗ = 10

On fixe λ = −4, p = 0.275, H0 = 0 et on varie w′
0 ∈ [−2.2037 , 0].

Cas de i∗ = 14

On fixe λ = −5, p = 0.275, H0 = 0 et on varie w′
0 ∈ [−2.45 , 0].

Récapitulatif du diagramme des formes pour H0 = 0

Le diagramme des formes est donné sur la figure 6.17. On remarque que les niveaux d’énergies
augmentent en fonction de i∗, ceci est attendu dans la mesure où l’énergie de Canham et Helfrich
augmente proportionnellement aux nombres de plis sur la courbes et c’est ainsi que la forme
tend vers une forme sphérique donc γ tend vers 1.
Néanmoins, on note que les formes obtenues peuvent représenter des maximums locaux de
l’énergie de Canham et Helfrich et on peut ne pas les observer dans la nature. Afin de connâıtre
le type de l’extrémum, il faut calculer la dérivée seconde de l’énergie et étudier son signe pour
les formes observées, ceci ne fait pas l’objet de ce travail.

Reconstructions de certaines formes obtenues

Parmi les nouvelles familles de formes obtenues dans cette section, on reconstruit certains profils
tridimensionnels.
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Fig. 6.18 – Formes correspondant à : (a) : J (Ω) = 104.07 et γ = 0.71 , (b) : J (Ω) = 208.76 et
γ = 0.74 , (c) : J (Ω) = 152.46 et γ = 0.71268.
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Fig. 6.19 – Formes correspondant à : (a) : J (Ω) = 310.23 et γ = 0.89 , (b) : J (Ω) = 147.6 et
γ = 0.77577 , (c) : J (Ω) = 91.9 et γ = 0.9.
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Fig. 6.20 – Formes correspondant à : (a) : J (Ω) = 85.68 et γ = 0.4 , (b) :J (Ω) = 100.61 et
γ = 0.61.
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Fig. 7.1 – Vue schématique des globules rouges dans le sang réalisée par www.maxisciences.com.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un algorithme permettant d’avoir les formes d’équilibre
des vésicules dans le cadre de la méthode des éléments finis. Les vésicules sont modélisées en
utilisant le modèle de Canham et Helfrich [100]. On développe une formulation variationelle en
utilisant une description eulérienne du problème à résoudre. Les solutions numériques obtenues
sont comparées à celles obtenues par la résolution d’équation différentielle présentée dans un
chapitre précédent.

7.1 Introduction et contexte

Dans ce chapitre, une attention particulière est portée à l’exploitation des formes d’équilibres
des membranes biologiques, plus particulièrement celles des globules rouges dans le sang, dans
le cadre de la méthode des éléments finis.
Ce chapitre est organisé comme suit : dans la partie 2, on présente le problème sous une for-
mulation forte en introduisant une approche de multiplicateurs de Lagrange ; ceci est différent
de la méthode de pénalisation introduite par exemple dans [27]. Dans la section 3, on présente
une formulation faible du problème. L’objet des sections 4 et 5 est de faire une discrétisation en
temps et en espace du problème et d’élaborer un algorithme de résolution. À la fin de la section 5,
on met en évidence la nécessité d’un contrôle a posteriori des multiplicateurs de Lagrange. Dans
les sections 6 et 7, on simplifie le problème en traitant chaque contrainte à part. On s’intéresse
dans la section 8 à la résolution du problème initial des vésicules et les simulations numériques
sont validées par des comparaisons avec les solutions obtenues par la résolution des équations
différentielles présentée dans le chapitre précédent. Finalement, la dernière section est consacrée
aux simulations numériques avec un algorithme du type Lagrangien Augmenté.
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7.2 Formulation forte du problème

Il s’agit d’un problème d’optimisation de formes suivant :

Ω = arg inf
Ω ∈ V

J (Ω) . (7.1)

V représente l’espace des contraintes :

V =

{
ω ⊂ Rd, d = 2, 3;

∫

∂ω
ds = A0 et

∫

ω
dx = V0

}
,

où A0 et V0 représentent respectivement la surface et le volume de référence (dans le cas bidimen-
sionnel, ils représentent respectivement le périmètre et l’aire de référence). C’est un problème
de minimisation sous contraintes de l’énergie de courbure de Canham-Helfrich donnée, pour une
courbure spontannée nulle, par :

J (Ω) =
1

2

∫

Γ
H2 ds . (7.2)

Le problème (7.1) s’écrit sous la forme d’un problème sans contraintes de type point selle. Afin
de relaxer les contraintes, on introduit le lagrangien :

L (ω;σ, q) = J (ω) + σ

(∫

∂ω
ds−A0

)
+ p

(∫

ω
dx− V0

)
, pour (ω;σ, q) ∈ (Λ; R,R) , (7.3)

où σ et q sont les multiplicateurs de Lagrange qui servent à conserver le volume et la surface.
La solution (Ω; p, λ) ∈ (Λ; R,R) est un point de selle du lagrangien et elle vérifie :

L (Ω;σ, q) ≤ L (Ω;λ, p) ≤ L (ω;λ, p), ∀(ω;σ, q) ∈ (Λ; R,R) .

Par conséquent, le problème (7.1) s’écrit sous la forme d’un point selle :

(Ω;λ, p) = arg inf
ω ∈ Rd

sup
σ∈R

q∈R

L (ω;σ, q).

Il s’agit de trouver (Ω; p, λ) ∈
(
Rd; R,R

)
vérifiant les conditions suivantes :





∂L

∂Ω
(Ω;λ, p)(u) = 0 , pour tout u défini dans Rd ,

∂L

∂p
(Ω;λ, p)(q) = 0 , ∀q ∈ R ,

∂L

∂λ
(Ω;λ, p)(µ) = 0 , ∀µ ∈ R .

(7.4)

Afin de chercher un point selle de L (ω;σ, q), on a besoin de dériver la lagrangien par rapport à
la forme. Ceci a fait l’objet du papier [57] et du chapitre 5 où on donne une equation mécanique
général décrivant l’équilibre des membrane biologiques. Dans le cas particuler de l’énergie de
Canham et Helfrich (7.2), on a :

p+ λH +
1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − ∆sH = 0. (7.5)
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On a démontré aussi dans [57] que la dérivation de forme de l’équation(7.1) est donnée par :

∂L

∂ω
(ω;λ, p)(u) =

∫

Γ

{
p+ λH +

1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − ∆sH

}
u.nds . (7.6)

En supposant que la forme Γ est suffisamment régilière, la direction de descente est défini par :

u =

{
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − p− λH

}
n . (7.7)

Ainsi, on déplace la forme Ω vers Ωt tel que :

Ωt = (I + tu)(Ω) , (7.8)

avec t > 0 est un pas de descente infinétisémalement petit. Formellement, on obtient :

L (Ωt;λ, p) = L (Ω;λ, p)−t

∫

Γ

{
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − p− λH

}2

ds+O(t2) .

(7.9)
Ceci assure la minimisation de la fonctionnelle objective. La fonction u dépend de ϕ,H,K,n qui
sont définis, par le formalisme Level Set, dans tout le domaine Λ par extention de ceux définis
sur Γ. Par conséquent, on transporte la fonction de niveau par le vecteur :

u =

(
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − p − λH

)
n .

En conclusion, il s’agit de résoudre le problème de transport suivant :





∂ϕ

∂t
+

[
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)]

−p − λH ] n.∇ϕ = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

∫
Ω

1 dx = V0 p.p. t ∈]0,+∞[ ,

∫
∂Ω

1 ds = A0 p.p. t ∈]0,+∞[ ,

ϕ(t, x) = ϕ∂Λ(x) p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,

∂νϕ(t, x) = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,

ϕ(0, x) = ϕ0(x) p.p. x ∈ Λ ,

(7.10)

où ν est la normale à la frontière du domaine ∂Λ. La partie suivante est dédiée à extraire une
formulation variationnelle du problème (7.10).

7.3 Formulation faible du problème

Dans ce chapitre, les simulations numériques sont dans le cas bidimensionnel (les formes d’équilibre
ne dépendent pas de H0), on choisit donc H0 = 0. On suit la même démarche que le chapitre 2 et
on introduit une variable mixte ψ = −H|∇ϕ|. Pour des fonctions tests ξ ∈ H1

0 (Λ) et ζ ∈ H1(Λ)
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, on obtient la formulation mixte suivante :

∫

Λ

∂ϕ

∂t
ξdx +

∫

Λ
∇s(ψ).∇ξ dx +

1

2

∫

Λ

ψ2

|∇ϕ|2∇ϕ.∇ξ dx +

∫

Λ

∇|∇ϕ|
|∇ϕ| .∇s (ψ) ξ dx

+
1

2

∫

Λ

ψ2

|∇ϕ|3∇ϕ.∇(|∇ϕ|) ξ dx −
∫

Λ
p |∇ϕ| ξ dx +

∫

Λ
λψ ξ dx = 0 , (7.11)

∫

Λ

ψ

|∇ϕ|ζ dx −
∫

Λ

1

|∇ϕ|∇ϕ.∇ζ dx = 0 .

La division par |∇ϕ| dans les formes bilinéaires peut induire des problèmes de stabilités numériques
dans la mesure où ce terme est nul ou proche de l’erreur machine sur le squelette de la fonction
de niveaux ϕ (voir chapitre 2). Par conséquent, il important d’éviter toute division par |∇ϕ| et
on introduit deux paramètres (m,n) ∈ N2 et les deux fonctions tests (ξ̃, ζ̃) ∈ H1

0 (Λ) × H1(Λ)

tels que ξ = |∇ϕ|nξ̃ et ζ = |∇ϕ|mζ̃. On obtient la formulation variationelle suivante :

∫

Λ
|∇ϕ|n ∂ϕ

∂t
ξ̃dx +

∫

Λ
|∇ϕ|n∇s(ψ).∇ξ̃ dx +

1

2

∫

Λ
|∇ϕ|n−2ψ2∇ϕ.∇ξ̃ dx

+

∫

Λ
(n+ 1)|∇ϕ|n−1∇|∇ϕ|.∇s (ψ) ξ̃ dx +

1

2

∫

Λ
(n+ 1)|∇ϕ|n−3ψ2∇ϕ.∇(|∇ϕ|) ξ̃ dx

(7.12)

−
∫

Λ
p |∇ϕ|n+1 ξ̃ dx +

∫

Λ
λψ |∇ϕ|nξ̃ dx = 0 ,

∫

Λ
|∇ϕ|m−1ψζ̃ dx −

∫

Λ
|∇ϕ|m−1∇ϕ.∇ζ̃ dx =

∫

Λ
m|∇ϕ|m−2∇ϕ.∇|∇ϕ|ζ̃ dx .

Le choix (n,m) = (3, 2) permet d’éviter la division par |∇ϕ| dans le problème variationnel.
Dans la suite, on omet les tildes et on introduit la variable mixte γ donnée par :

γ = ∇|∇ϕ| ∈ H0(div,Λ) =
{
τ ∈ L2(Λ)d; ∇.τ ∈ L2(Λ); τ.σ∂Λ = 0, ∂Λ

}

Finalement, on obtient la formulation variationelle suivante :

� Formulation faible
Étant donné ϕ∂Λ ∈ C1

(
[0, T ] ;L2(Λ)

)
∩ L2

(
]0, T [ ;H1(Λ) ∩W 1,∞(Λ)

)
et ϕ0 ∈ L2(Λ),

trouver n ∈ L2
(
]0, T [ ;L∞(Λ)d

)
, γ ∈ L2

(
]0, T [ ;H0(div,Λ) ∩ L∞(Λ)d

)
,

ψ ∈ L2
(
]0, T [ ;H1(Λ) ∩ L∞(Λ)

)
et ϕ avec ϕ−ϕ∂Λ ∈ C1

(
[0, T ] ;L2(Λ)

)
∩L2

(
]0, T [ ;H1

0 (Λ) ∩W 1,∞(Λ)
)

tels que :
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∫

Λ

|∇ϕ|n.ςdx =

∫

Λ

∇ϕ.ςdx, ∀ς ∈ (L2(Λ))d , (7.13)

∫

Λ

γ.τdx = −
∫

Λ

|∇ϕ|∇.τdx, ∀τ ∈ H0(div,Λ), (7.14)

∫

Λ

|∇ϕ|ψξdx −
∫

Λ

|∇ϕ|∇ϕ.∇ξdx = 2

∫

Λ

(∇ϕ.γ)ξdx, ∀ξ ∈ H1(Λ) , (7.15)

∫

Λ

|∇ϕ|3∇sψ.∇ζdx +

∫

Λ

|∇ϕ|3∂tϕζdx +
1

2

∫

Λ

|∇ϕ|ψ2∇ϕ.∇ζdx

−
∫

Λ

p |∇ϕ|4 ζ dx + 4

∫

Λ

|∇ϕ|2(∇sψ.γ)ζdx + 2

∫

Λ

ψ2(∇ϕ.γ)ζdx

+

∫

Λ

λψ |∇ϕ|3ζ dx = 0, ∀ζ ∈ H1
0 (Λ) . (7.16)

7.4 Discrétisation en temps

Dans cette partie, on s’intéresse à la discrétisation en temps du problème (7.13-7.14-7.15-7.16).
Quant au problème de renormalisation de la fonction de niveaux ϕ, on utilise le schéma de
discrétisation présenté dans le chapitre 2 et dans le papier [58].
Soit 0 = t0 < t1 < t2 < .. < tN = T la subdivision de l’intervalle de temps [0, T ], on note

△t = tn+1− tn le nième pas de temps avec n = 1, 2, .., N . On utilise un schéma de discrétisation

de second ordre en temps. Soit y ∈ C1([0, T ]) et y′(t) la dérivation en temps
∂y

∂t
, alors ∀t ∈

]0, T [, ∀n > 1,

y′(t) =
3y(t) − 4y(t−△t) + y(t− 2△t)

2△t + △t2 y
(3)(t)

3
.

On utilise le schéma suivant :

y′(t) ≈ yn+1 − yn

(2/3)△t , si n = 1 ,

y′(t) ≈ 3yn+1 − 4yn + yn−1

2△t , sinon . (7.17)

En utilisant la discrétisation (7.17) d’ordre deux en temps, on a une erreur qui évolue en O
(
hk
)
+

O
(
△t2

)
, où k est le degré de discrétisation spatiale de la méthode d’éléments finis. On introduit

les formes trilinéaires suivantes m( , , ) et a( , , ) données par :

m(ω, ξ, ζ) =

∫

Λ

ξ ζ ω dx , avec ω ∈ L∞(Λ)d, ξ ∈ L2(Λ), ζ ∈ L2(Λ) ,

a(ω, ξ, ζ) =

∫

Λ

(ω∇ξ) .∇ζ dx , avec ω ∈ L∞(Λ)d×d, ξ ∈ H1(Λ), ζ ∈ H1(Λ) . (7.18)

On utilise une discrétisation explicite des équations (7.13) and (7.14) : voir chapitre 2. Concer-
nant les équations (7.15) et (7.16), on implicite le maximum de termes et on a la formulation
variationelle (FV )△t suivante :

Étant donné ϕn∂Λ ∈ H1(Λ) ∩W 1,∞(Λ) , ϕ0
0 = ϕ−1

0 ∈ L2(Λ), nn ∈ L∞(Λ)d, γn ∈ H0(div,Λ) ∩
L∞(Λ)d et (pn, λn) ∈ R2,
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trouver ψn+1 ∈ H1(Λ) ∩ L∞(Λ) et ϕn+1 avec ϕn+1 − ϕn∂Λ ∈ H1
0 (Λ) ∩W 1,∞(Λ) tels que :





m
(
|∇ϕn| , ψn+1 , ξ

)
− a

(
|∇ϕn| I , ϕn+1 , ξ

)
= 2m (∇ϕn.γn , 1 , ξ ) ,

a
(
|∇ϕn|3(I − nn ⊗ nn) , ψn+1 , ζ

)
+ 3

2△t
m
(
|∇ϕn|3 , ϕn+1 , ζ

)

+
1

2
a
(
|∇ϕn| (ψn)

2
I , ϕn+1 , ζ

)
=

1

2△tm
(
|∇ϕn|3

(
4ϕn − ϕn−1

)
, 1 , ζ

)

−m
(

4 |∇ϕn|2 (I − nn ⊗ nn)∇ψn.γn + 2 (ψn)
2
(∇ϕn.γn) − pn|∇ϕn|4 + λnψn|∇ϕn|3 , 1 , ζ

)
.

(7.19)

Ceci, ∀ζ ∈ H1(Λ) , ∀ξ ∈ H1
0 (Λ) .

7.5 Algorithme de résolution

Les algorithmes utilisés pour calculer les points selles du lagrangien L (Ω; p, λ) (7.3) sont connus
sous le nom d’algorithmes d’Uzawa et sont dûs à Arrow, Harwicz et Uzawa [Arrow et al., 1958]
et à Glowinski, Lions et Trimolières [Glowinski et al. 1976]. Les plus utilisés sont donnés dans
[Fortin et Glowinski, 1982] et [Glowinski et Le Tallec, 1989]. Dans le cadre de ce travail, on
commence par présenter l’algorithme le plus élémentaire et on finit par donner l’algorithme
qu’on utilisera dans les simulations numériques.

7.5.1 Algorithme : Uzawa à pas de descente fixe

L’algorithme se décompose de deux parties :

1. On calcule la fonctionelle d’énergie duale :

E ∗(p, λ) ≈ − sup
Ω∈Rd

L (Ω; p, λ) ,

2. On minimise l’énergie duale, avec un pas de descente fixe ρ :

(p, λ) ≈ arg inf
(q, σ) ∈ R2

E ∗(q, σ) .

Algorithme :
—————————————————————————————————————

initialisation n = 0
(Ω0; p0, λ0) ∈ Λ × R2 arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0

1. (pn, λn) ∈ R2 connus, on calcule Ωn+1 ⊂ Λ par :

L (Ωn+1; pn, λn) ≤ L (Ω; pn, λn) , ∀Ω ⊂ Λ .

2. Soit E ∗(p, λ) = −L (Ωn+1; p, λ), on calcule :

(pn+1, λn+1) ≈ (pn, λn) − ρ∇p,λE
∗(pn, λn) .

—————————————————————————————————————



116 CHAPITRE 7. CONFIGURATIONS D’ÉQUILIBRE PAR ÉLÉMENTS FINIS

7.5.2 Algorithme : Uzawa avec contrôle a posteriori du pas

On donne ici un algorithme plus complexe, on utilise une boucle de point fixe lors de l’étape de
minimisation par rapport à la forme. Le critère d’arrêt est porté sur le résidu des équations. Par
ailleurs, on utilise une boucle de prédiction correction lors de la minimisation de la fonctionelle
duale. Ceci revient à effectuer les deux étapes suivantes :

1. On calcule la fonctionelle d’énergie duale :

Ω = arg inf
ω ∈ Rd

L (ω; p, λ) ,

E ∗(p, λ) = −L (Ω; p, λ) .

2. On minimise l’énergie duale, avec un pas de descente variable ρn :

(p, λ) ≈ arg inf
(q, σ) ∈ R2

E ∗(q, σ)

À chaque temps tn, on note par rnψ et rnϕ les résidus respectifs des équations (7.19) et on calcule

un résidu global rn =
√

(rnψ)2 + (rnϕ)2. On fixe le critère de convergence par rapport au résidu

en fixant une valeur seuil du résidu ε et on choisit la valeur minimale εmin de la variation de λ
et p pour arrêter l’algorithme.

Algorithme :
—————————————————————————————————————

initialisation n = 0
(Ω0; p0, λ0) ∈ Λ × R2 arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0
(pn, λn) ∈ R2 connus,

1. On calcule Ωn+1 :

initialisation
k = 0 , Ω0 = Ωn et r0 = +∞ ;

tant que {rk > ε} faire

(a) Résoudre le système (7.19) ;

(b) Calculer rk+1 ;

(c) k= k+1 ;

fin de la boucle
kmax = k ;
Ωn+1 = Ωkmax ;
E ∗(p, λ) = −L (Ωn+1; p, λ)

2. On calcule pn+1 et λn+1 :
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étape de prédiction
(δp, δλ) = (pn+1 − pn, λn+1 − λn) arbitrairement choisis ;

tant que {E ∗(pn+1, λn+1) > E ∗(pn, λn)} faire

(a) (δp, δλ) = (
δp

2
,
δλ

2
) ;

(b) Si δp < εmin ou δλ < εmin, alors erreur ;

(c) (pn+1, λn+1) = (pn + δp, λn + δλ) ;

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————

On note que le choix kmax = 1 revient à ne pas faire la boucle du point fixe lors de la variation
de forme et que ceci peut éventuellement être plus rapide en terme de convergence de l’algrithme
dans la mesure où les variations de volume et de surface sont faibles lors de chaque itération.

7.5.3 Algorithme : Uzawa à pas optimaux

L’atout d’un algorithme à pas optimaux est qu’on conserve le volume et la surface à chaque
temps tn, alors que pour les algorithmes définis précédemment, le volume est la surface ne
sont conserservés qu’uniquement à la convergence. De plus, cet algorithme assure des petites
variations de la forme à chaque tn et donc un algorithme qui est plus stable.
On donne l’algorithme et dans la section suivante ainsi le calcul explicite des multiplicateurs de
Lagrange optimaux. Ceci revient à effectuer les deux étapes suivantes :

1. On effectue un point fixe pour minimiser le lagrangien par rapport à la forme :

Ω = arg inf
ω ∈ Rd

L (ω; p, λ) ,

E ∗(p, λ) = −L (Ω; p, λ) .

2. On calcule exactement les multiplicateurs de Lagrange p et λ :

(p∗, λ∗) = arg inf
(q, σ) ∈ R2

E ∗(q, σ) .

Similairement à la partie précédente, on note à chaque instant tn par rnψ et rnϕ les résidus

des équation (7.19) et on calcule un résidu global rn =
√

(rnψ)2 + (rnϕ)2. On fixe le critère de

convergence par rapport au résidu global en fixant un résidu limite ε à partir duquelle on suppose
qu’on atteind la convergence. L’algorithme est le suivant :

Algorithme :
—————————————————————————————————————

initialisation n = 0
(Ω0; p0, λ0) ∈ Λ × R2 arbitrairement donnés,
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Soit n ≥ 0
(pn, λn) ∈ R2 connus,

1. On calcule Ωn+1 :

initialisation
k = 0 , Ω0 = Ωn et r0 = +∞ ;

tant que {rk > ε} faire

(a) Résoudre le système (7.19) ;

(b) Calculer rk+1 ;

(c) k= k+1 ;

fin de la boucle
kmax = k ;
Ωn+1 = Ωkmax ;
E ∗(p, λ) = −L (Ωn+1; p, λ)

2. On calcule pn+1 et λn+1 :
(pn+1, λn+1) = (p∗, λ∗)

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————

7.5.4 Calcul des pas optimaux

On reprend le problème (7.10) à résoudre :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH − 1

2
H[4K −H2] − p − λH

]
|∇ϕ| = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

d

dt

∫

Ω
1 dx = 0 p.p. t ∈]0,+∞[ , (7.20)

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = 0 p.p. t ∈]0,+∞[ .

On a démontré dans le deuxième chapitre que (n.∇)n =
∇s|∇ϕ|
|∇ϕ| . Donc

H(H2 − 4K) = H
(
−H2 + 2∇n : ∇nT

)

= 2H∇. [(n.∇)n] − H3 − 2Hn.∇H

= 2H∇. [(n.∇)n] − H3 −
[
∇.
(
H2n

)
− H3

]

= 2H∇. [(n.∇)n] − ∇.
(
H2n

)
.

Par conséquent,

1

2
H(H2 − 4K) = H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
− 1

2
∇.
(
H2n

)
. (7.21)
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Le système (7.20) s’écrit :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH +H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
− 1

2
∇.
(
H2n

)
− p − λH

]
|∇ϕ| = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = 0 p.p. t ∈]0,+∞[ , (7.22)

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = 0 p.p. t ∈]0,+∞[ .

On rappelle les formules de Reynolds et de Green sur les surfaces :

Formule de Reynolds : Soit une surface assez régulière, fermée et orientable Γ en dimen-
sion (d − 1) et soit une fonction f ∈ L2(]0, T [ ,H1(Γ)) advectée par un champs u ∈
L2(]0, T [ ,H1(Γ))d. Le vecteur n représente la normale unitaire sortante définie sur Γ,
alors

d

dt

∫

Γ
f ds =

∫

Γ

d f

dt
+ ∇.(f u) − f(∇u.n).n ds . (7.23)

Formule de Green : Soit une surface assez régulière, fermée et orientable Γ en dimension
(d − 1) et soient deux fonctions g ∈ H1(Γ) and v ∈ H1(Γ)d. Le vecteur n représente la
normale unitaire sortante définie sur Γ, alors

∫

Γ
∇sg.vds +

∫

Γ
g∇s.vds−

∫

Γ
g(∇.n)v.nds = 0 . (7.24)

En utilisant la formule de Reynolds (7.23), on a :

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = 0 ⇔

∫

∂Ω
∇s.uds = 0 ⇔

∫

∂Ω
Hu.nds = 0 ⇔

p

∫

∂Ω
H ds + λ

∫

∂Ω
H2 ds =

∫

∂Ω
H ∆sH ds +

∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds .

L’équation (7.22) implique :

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = 0 ⇔

∫

Λ

∂ϕ

∂t
δ(ϕ) dx = 0 ⇔

∫

∂Ω

∂ϕ

∂t

1

|∇ϕ| ds = 0 ⇔

p

∫

∂Ω
1 ds + λ

∫

∂Ω
H ds =

∫

∂Ω
∆sH ds +

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds .

D’après la formule de Green surfacique (7.24), on a :

∫

∂Ω
∆sH ds = = −

∫

∂Ω
∇s(1) .∇sH dx +

∫

∂Ω
Hn .∇sH dx = 0.

En utilisant (7.24), on réduit un ordre de dérivation dans :

∫

∂Ω
H ∆sH ds = −

∫

∂Ω
|∇sH|2 ds +

∫

∂Ω
H2n .∇sH dx = −

∫

∂Ω
|∇sH|2 ds .
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Ainsi, on résoud le système suivant :

p

∫

∂Ω
H ds + λ

∫

∂Ω
H2 ds = −

∫

∂Ω
|∇sH|2 ds +

∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds ,

p

∫

∂Ω
1 ds + λ

∫

∂Ω
H ds =

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds .

Il est équivalent à :

p

∫

∂Ω
1 ds

∫

∂Ω
H ds + λ

(∫

∂Ω
H ds

)2

=

∫

∂Ω
H ds

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds

− 1

2

∫

∂Ω
H ds

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds ,

p

∫

∂Ω
1 ds

∫

∂Ω
H ds + λ

∫

∂Ω
1 ds

∫

∂Ω
H2 ds =

∫

∂Ω
1 ds

(∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds

−
∫

∂Ω
|∇sH|2 ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds

)
.

Par conséquent,

λ

[∫

∂Ω
1 ds

∫

∂Ω
H2 ds −

(∫

∂Ω
H ds

)2
]

=

∫

∂Ω
1 ds

(
−
∫

∂Ω
|∇sH|2 ds +

∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds

− 1

2

∫

∂Ω
H ∇.

(
H2n

)
ds

)

−
∫

∂Ω
H ds

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds

+
1

2

∫

∂Ω
H ds

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds ,

p

∫

∂Ω
1 ds =

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds − λ

∫

∂Ω
H ds .

Finalement, les multiplicateurs de Lagrange optimaux, notés p∗ et λ∗, sont donnés par :

λ∗ =

∫
∂Ω 1 ds

(
−
∫
∂Ω |∇sH|2 ds +

∫
∂ΩH

2∇.
[∇s|∇ϕ|

|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds

)

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2]

−

∫
∂ΩH ds

(∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds

)

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2] , (7.25)

p∗ =

∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds − λ

∫

∂Ω
H ds

∫
∂Ω 1 ds

. (7.26)

Remarque :
Si la fonction de niveaux ϕ est exactement une distance signée alors certains termes figurant dans
les expressions des multiplicaters de Lagrange optimaux pourront être simplifiés et on aura :

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds =

∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds = 0 .
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Ceci montre que ces termes, très délicats lors de l’implémentation numérique, sont négligeables
par rapport aux autres termes figurant dans les expressions de p∗ et λ∗. Néanmoins, on remarque
lors des simulations que, faute de ces deux termes, la forme ne converge pas vers la forme
biconcave des vésicules.
On remarque aussi que la division par |∇ϕ| dans les expressions de p∗ (7.26) et λ∗ (7.25) ne
pose pas de problèmes numériques car ce terme est évalué uniquement sur la courbe Γ qui est
loin du squelette de ϕ dans les topologies des membranes simulées.

7.5.5 Discrétisation en espace

Soit Λh une approximation polygonale du domaine Λ et Th une triangulation de Λh. Soient xi
, i = 1, .., N les noeuds de la triangulation et φi , i = 1, .., N les fonctions de base de degré P1

construit dans Th. Afin de construire l’approximation par des éléments finis de la formulation
mixte (7.13-7.14-7.15-7.16), on introduit les espaces de discrétisation suivants :

Hh =
{
ζh ∈ C0

(
Λ
)
| ζh|K ∈ P1(K) , ∀K ∈ Th

}
,

Vh(ξ0) = Hh ∩H1
0 (Λ) + πh

(
ξ̃0

)
,

Nh = Hd
h ,

Gh = Nh ∩H0(div,Λ) ,

Où πh représente l’interpolant de Lagrange de type P1 sur la frontière ∂Λ. Étant donné ξ0 ∈
H1/2 (∂Λ), ξ̃0 représente le relèvement harmonique dans H1 (Λ) et il verifie le problème station-
naire : {

△ξ̃0 = 0 p.p. x ∈ Λ,

ξ̃0 = ξ0 p.p. x ∈ ∂Λ.

Discrétisation des équations (7.14) et (7.13)

On utilise les mêmes shémas de discrétisation que ceux présentés dans le chapitre 2.

Discrétisation en espace de (FV )△t

À partir de la formulation variationelle (FV )△t (7.19), on obtient la formulation variationelle

suivante (F̃ V )△t,h, où le calcul des formes trilinéaires est exact :

Étant donnés ϕnh ∈ Vh(ϕ0), ψ
n
h ∈ Hh, nnh ∈ Nh et γnh ∈ Gh,

trouver
(
ϕn+1
h , ψn+1

h

)
∈ Vh(ϕ0) × Hh tels que ∀ (ζ, ξ) ∈ Vh(0) × Hh, on a :

m
(
|∇ϕn

h | , ψn+1

h , ξ
)
− a

(
|∇ϕn

h | I , ϕn+1

h , ξ
)

= 2m (∇ϕn
h .γ

n
h , 1 , ξ ) , (7.27)

a
(
|∇ϕn

h |3(I − nn
h ⊗ nn

h) , ψn+1

h , ζ
)

+
3

2△tm
(
|∇ϕn

h |3 , ϕn+1

h , ζ
)

+
1

2
a
(
|∇ϕn

h| (ψn
h )

2
I , ϕn+1

h , ζ
)

=
1

2△tm
(
|∇ϕn

h |3
(
4ϕn

h − ϕn−1

h

)
, 1 , ζ

)

−m
(

4 |∇ϕn
h|2 (I − nn

h ⊗ nn
h)∇ψn

h .γ
n
h + 2 (ψn

h)
2
(∇ϕn

h.γ
n
h ) − pn|∇ϕn

h |4 + λnψn
h |∇ϕn

h |3 , 1 , ζ
)
. (7.28)
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Formulation variationnelle (F̃ V )△t,h

Dans la formulation variationelle (FV )△t,h (7.28), on suppose qu’on calcule exactement les
intégrales dans les différentes formes trilinéaires. Néanmoins, on utilise l’environnement des
éléments finis Rheolef [85] où l’interpolant de Lagrange P1, noté πh, est utilisé pour approcher
les différents poids qu’on note ω. On obtient la formulation variationnelle suivante (FV )△t,h
avec un calcul approché des formes trilinéaires :
Étant donnés ϕnh ∈ Vh(ϕ0), ψ

n
h ∈ Hh, nnh ∈ Nh et γnh ∈ Gh,

trouver
(
ϕn+1
h , ψn+1

h

)
∈ Vh(ϕ0) × Hh tels que ∀ (ζ, ξ) ∈ Vh(0) × Hh, on a :

m
(
πh [|∇ϕn

h |] , ψn+1
h , ξ

)
− a

(
πh [|∇ϕn

h | I] , ϕn+1
h , ξ

)
= 2m (πh [∇ϕn

h .γ
n
h ] , 1 , ξ ) .(7.29)

a
(
πh

[
|∇ϕn

h|3(I − nn
h ⊗ nn

h)
]
, ψn+1

h , ζ
)

+
3

2△tm
(
πh

[
|∇ϕn

h |3
]
, ϕn+1

h , ζ
)

+

1

2
a
(
πh

[
|∇ϕn

h | (ψn
h)2 I

]
, ϕn+1

h , ζ
)

=
1

2△tm
(
πh

[
|∇ϕn

h |3
(
4ϕn

h − ϕn−1

h

)]
, 1 , ζ

)
−

m
(
πh

[
4 |∇ϕn

h|2 (I − nn
h ⊗ nn

h)∇ψn
h .γ

n
h + 2 (ψn

h)2 (∇ϕn
h.γ

n
h ) − pn|∇ϕn

h |4 + λnψn
h |∇ϕn

h |3
]
, 1 , ζ

)
.(7.30)

Tests numériques : Problèmes de conservation des contraintes

On utilise l’algorithme donné précédemment et on lance une simulation pour une particule ayant
un volume réduit γ = 0.75. On remarque que l’algorithme proposé induit des pertes de masse
dûes à l’accumulation des erreurs numériques. Les multiplicateurs de Lagrange p∗ (7.25) et
λ∗ (7.26) ne traduisent pas les contraintes exactement, ceci est mis en évidence à la figure 7.2
où on vérifie que l’algorithme minimise J mais ne préserve pas les contraintes.

En effet, la condition
d

dt

∫

Ω
1 dx = 0 ne traduit pas exactement la contrainte de volume

∫
Ω 1 dx =

V0 mais elle traduit plutôt la contrainte à une constante près, cette constante représente les
erreurs d’origines numériques telles que les interpolations d’espaces et les erreurs d’arrondisse-
ments. Le même raisonnement peut expliquer la non préservation de la deuxième contrainte. Vu
ces problèmes de conservation de la masse, on se propose de simplifier le problème qu’on résoud
et on traite dans un premier lieu la minimisation de l’énergie de Canham et Helfrich uniquement
sous la contrainte de conservation de volume puis en second lieu la minimisation de l’énergie
de Canham et Helfrich sous la contrainte de conservation de la surface, avant de reprendre de
nouveau le problème initial des vésicules. Ceci est l’objet des deux sections suivantes. Dans la
suite de ce chapitre, les fonctions et les intégrations sont prises dans un sens formel.

7.6 Conservation de l’aire

7.6.1 Position du problème

Il s’agit de résoudre le problème suivant :

Ω = arg inf
Ω ∈ V

J (Ω) , (7.31)
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J (Ω)
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itération

102101

10−1

10−2

10−3

10−4

10−5

10−6

Fig. 7.2 – Tracé pour δx = 2 × 10−2, δt = 2 × 10−7 et γ = 0.75 : (a) : L’énergie de Canham et
Helfrich et (b) : L’aire relative (en valeur absolue) et le périmètre relatif (en valeur absolue), en
échelle logarithmique.

où V représente l’espace des contraintes :

V =

{
Λ ⊂ Rd, d = 2, 3;

∫

Ω
dx = V0

}
.

Ce problème contraint s’écrit sous la forme d’un problème de type point selle. Afin de relaxer
les contraintes, introduisons le lagrangien :

L (ω; q) = J (ω) + p

(∫

ω
dx− V0

)
. (7.32)

La solution (Ω; p) est un point de selle du lagrangien :

(Ω; p) = arg inf
ω ∈ Rd

sup
q∈R

L (ω; q) ,

et elle vérifie les conditions d’optimalité :

∂L

∂Ω
(Ω; p)(u) = 0, pour tout u défini dans Rd ,

∂L

∂p
(Ω; p)(q) = 0, ∀q ∈ R .

On dérive par rapport à la forme le lagrangien (7.32) et on obtient :

∂L

∂Ω
(Ω; p).(u) =

∫

Γ

{
p+

1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − ∆sH

}
u.nds. (7.33)
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En supposant qu’on a la régularité suffisante, une direction de descente est définie par :

u =

{
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − p

}
n , (7.34)

Ceci assure la minimisation de la fonctionnelle objective et on résoud le problème de transport
suivant :





∂ϕ

∂t
+

[
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − p

]
|∇ϕ| = 0, p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ,

∫
Λ

H(ϕ) dx = V0, p.p. t ∈]0,+∞[ ,
ϕ(t, x) = ϕ∂Λ(x), p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,

∂νϕ(t, x) = 0, p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
ϕ(0, x) = ϕ0(x), p.p. x ∈ Λ.

(7.35)

On utilise un algorithme d’Uzawa à pas optimal pour résoudre le problème :

Algorithme :
—————————————————————————————————————

initialisation n = 0
(Ω0; p0) ∈ Λ × R arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0
pn ∈ R connu,

1. On calcule Ωn+1 :

initialisation
k = 0 , Ω0 = Ωn et r0 = +∞ ;

tant que {rk > ε} faire

(a) Résoudre le système (7.35) ;

(b) Calculer rk+1 ;

(c) k= k+1 ;

fin de la boucle
kmax = k ;
Ωn+1 = Ωkmax ;
E ∗(p) = −L (Ωn+1; p)

2. On calcule pn+1 :
pn+1 = p∗

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————
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7.6.2 Calcul du pas optimal

D’après (7.21), le système (7.35) s’écrit sous la forme :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH +H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
− 1

2
∇.
(
H2n

)
− p

]
|∇ϕ| = 0, p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = 0, p.p. t ∈]0,+∞[ .

(7.36)
L’équation (7.36) implique :

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = 0 ⇔

∫

Λ

∂ϕ

∂t
δ(ϕ) dx = 0 ⇔

∫

∂Ω

∂ϕ

∂t

1

|∇ϕ| ds = 0 ⇔

p

∫

∂Ω
1 ds =

∫

∂Ω
∆sH ds +

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds (7.37)

Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange optimal, noté p∗, est donné par :

p∗ =

∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds

∫
∂Ω 1 ds

. (7.38)

7.6.3 Simulation numérique

La condition (7.36) ne traduit pas la contrainte
∫
∂Ω ds = V0. En effet, sous forme discrète, ceci

traduit que l’aire au temps tn est égale à l’aire au temps tn−1. Au cours des discrétisation, on a
une accumulation d’erreurs numériques observées en traçant l’évolution de l’aire relative V−V0

V0

en échelle logarithmique.
On considère une particule présentant une aire réduite γ = 1. Minimiser l’énergie de Canham-
Helfrich sous la contrainte de conservation de l’aire exige que la particule conserve sa forme
circulaire. Néanmoins, on remarque que l’aire relative est assez élevée pour la forme qui est
supposée en état stationnaire et on a une pente croissante à partir d’une certaine itération
(voir Fig 7.3). Afin d’imposer la contrainte

∫
∂Ω ds = V0 fortement, on effectue un contrôle

a posteriori du multiplicateur de Lagrange (7.38). On remarque que ceci revient à restituer à
l’itération n + 1 les pertes de l’aire entre les deux itrations n− 1 et n. Dans la partie suivante,
l’objectif est d’ajuster le multiplicateur de Lagrange afin d’assurer la conservation de l’aire.

7.6.4 Contrôle a posteriori du pas

Il s’agit d’ajuster à chaque itération le multiplicateur de Lagrange de manière à restituer
l’écart par rapport au volume de rérérence V0 induit par l’itération précédente. On remplace
l’équation (7.36) par l’équation :

d

dt

∫

Λ
1 − H(ϕ) dx = −εV , p.p. t ∈]0,+∞[ , (7.39)

avec εV est un paramètre dépendant du temps. À l’itération n, on note par Ωn l’intérieur de la
vésicule et on a :

εV =

∫
Ωn 1 dx − V0

∆t
.
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Fig. 7.3 – Évolution pour δx = 2×10−2, δt = 10−7 et γ = 1 de l’aire relative (en valeur absolue)
et du périmètre relatif (en valeur absolue), en échelle logarithmique.

L’équation (7.39) est équivalente à :

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = εV , p.p. t ∈]0,+∞[ , (7.40)

L’équation (7.40) implique :

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = εV ⇔

∫

Λ

∂ϕ

∂t
δ(ϕ) dx = εV ⇔

∫

∂Ω

∂ϕ

∂t

1

|∇ϕ| ds = εV ⇔

p

∫

∂Ω
1 ds − εV =

∫

∂Ω
∆sH ds +

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds .

Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange optimal est donné par :

p =

∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds + εV

∫
∂Ω 1 ds

= p∗ +
εV∫

∂Ω 1 ds
. (7.41)

D’après (7.41), la correction apportée au multiplicateur de Lagrange peut être interprétée comme
un contrôle a posteriori de p∗ (7.38) et on a :

p = p∗ + δpn (7.42)

Faute des pertes numériques de surface, le contrôle a posteriori δpn (7.42) est nul.

7.6.5 Algorithme : Uzawa avec Contrôle a posteriori du pas

Algorithme :
—————————————————————————————————————
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initialisation n = 0
(Ω0; p0) ∈ Λ × R arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0
pn ∈ R connu,

1. On calcule Ωn+1 :

initialisation
k = 0 , Ω0 = Ωn et r0 = +∞ ;

tant que {rk > ε} faire

(a) Résoudre le système (7.35) ;

(b) Calculer rk+1 ;

(c) k= k+1 ;

fin de la boucle
kmax = k ;
Ωn+1 = Ωkmax ;
E ∗(p) = −L (Ωn+1; p)

2. On calcule pn+1 (7.41) :
pn+1 = p∗ + δpn

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————

7.6.6 Validation numérique

On applique le contrôle a posteriori du multiplicateur de Lagrange p∗ et on considère une
particule présentant une aire réduite γ = 1. On trace sur la figure 7.4 l’évolution de l’aire
relative, en échelle logarithmique au cours des itérations. Par conséquences, les pertes de l’aire
sont contrôlées et elles sont de l’ordre de 10−6% de l’aire initiale.

7.7 Conservation du périmètre

7.7.1 Position du problème

Il s’agit de résoudre le problème suivant :

Ω = arg inf
Ω ∈ V

J (Ω) , (7.43)

où V représente l’espace des contraintes :

V =

{
Λ ⊂ Rd, d = 2, 3;

∫

∂Ω
ds = A0

}
.
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Fig. 7.4 – Évolution de l’aire relative (en valeur absolue) pour la même simulation (Fig 7.3)
sans et avec correction a posteriori du multiplicateur de Lagrange p, en échelle logarithmique.

Ce problème contraint s’écrit sous la forme d’un problème de point selle. Afin de relaxer les
contraintes, on introduit le lagrangien :

L (ω;σ) = J (ω) + λ

(∫

∂Ω
ds−A0

)
. (7.44)

La solution (Ω;λ) est un point de selle du lagrangien :

(Ω;λ) = arg inf
ω ∈ Rd

sup
σ∈R

L (ω;σ) ,

et elle vérifie :

∂L

∂Ω
(Ω;λ)(u) = 0, pour tout u défini dans Rd ,

∂L

∂p
(Ω;λ)(σ) = 0, ∀σ ∈ R .

La dérivation par rapport à la forme de lagrangien (7.44) est donnée par :

∂L

∂Ω
(Ω;λ).(u) =

∫

Γ

{
λH +

1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − ∆sH

}
u.nds . (7.45)

La direction de descente est donnée par :

u =

{
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − λH

}
n . (7.46)

Par conséquences, il s’agit de résoudre le problème suivant :




∂ϕ

∂t
+

[
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − λH

]
|∇ϕ| = 0, p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ,

∫
∂Ω

1 ds = A0, p.p. t ∈]0,+∞[ ,
ϕ(t, x) = ϕ∂Λ(x), p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,

∂νϕ(t, x) = 0, p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,
ϕ(0, x) = ϕ0(x), p.p. x ∈ Λ.

(7.47)
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Toutefois, on utilise un algorithme d’Uzawa à pas optimal :

Algorithme :
—————————————————————————————————————

initialisation n = 0
(Ω0;λ0) ∈ Λ × R arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0
pn ∈ R connu,

1. On calcule Ωn+1 :

initialisation
k = 0 , Ω0 = Ωn et r0 = +∞ ;

tant que {rk > ε} faire

(a) Résoudre le système (7.47) ;

(b) Calculer rk+1 ;

(c) k= k+1 ;

fin de la boucle
kmax = k ;
Ωn+1 = Ωkmax ;
E ∗(λ) = −L (Ωn+1;λ)

2. On calcule λn+1 :
λn+1 = λ∗

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————

7.7.2 Calcul du pas optimal

D’après (7.21), le système (7.47) s’écrit sous la forme :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH +H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
− 1

2
∇.
(
H2n

)
− λH

]
|∇ϕ| = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

d

dt

∫

∂Ω

1 ds = 0 p.p. t ∈]0,+∞[ . (7.48)

En utilisant (7.48) et la formule de Reynolds (7.23), on a :

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = 0 ⇔

∫

∂Ω
∇s.uds = 0 ⇔

∫

∂Ω
Hu.nds = 0 ⇔

λ

∫

∂Ω
H2 ds =

∫

∂Ω
H ∆sH ds +

∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds.



130 CHAPITRE 7. CONFIGURATIONS D’ÉQUILIBRE PAR ÉLÉMENTS FINIS
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Fig. 7.5 – Évolution pour δx = 210−2, δt = 10−7, γ = 1 et ε = 2.5 δxdu volume relatif (en
valeur absolue) et la surface relative (en valeur absolue), en échelle logarithmique.

Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange optimal, noté λ∗, est donné par :

λ∗ =

−
∫
∂Ω |∇sH|2 ds +

∫
∂ΩH

2∇.
[∇s|∇ϕ|

|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds

∫
∂ΩH

2 ds
. (7.49)

7.7.3 Simulation numérique

On reprend le test de la section précédente et on considère une particule ayant une aire réduite
γ = 1. Minimiser l’énergie de courbure de Canham et Helfrich sous la contrainte de conserva-
tion du périmètre exige que la particule conserve sa forme circulaire. Néanmoins, on remarque
que le périmètre relatif est assez élevé et on a une pente croissante à partir d’une certaine
itération (voir Fig 7.5). La condition (7.48) ne traduit pas la contrainte

∫
∂Ω ds = A0. En effet,

sous forme discrète, ceci traduit que le périmètre au temps tn est égal au périmètre au temps
tn−1. Néanmoins, on a une accumulation des erreurs numériques au cours des itérations (voir
Fig. 7.5) et on doit restituer à l’itération n+ 1 les pertes de l’itération précédente.

7.7.4 Contrôle a posteriori du pas

On restitue l’équation (7.48) par l’équation :

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = εA , p.p. t ∈]0,+∞[ , (7.50)

avec εA est un paramètre dépendant du temps et il est donné à l’itération n par :

εA =
−
∫
∂Ωn 1 ds + A0

∆t
.
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Le système (7.47) se restitue par :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH −H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
− 1

2
∇.
(
H2n

)
− λH

]
|∇ϕ| = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = εA p.p. t ∈]0,+∞[ . (7.51)

En utilisant (7.51) et la formule de Reynolds (7.23), on a :

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = εA ⇔

∫

∂Ω
∇s.uds = εA ⇔

∫

∂Ω
Hu.nds = εA ⇔

λ

∫

∂Ω
H2 ds + εA =

∫

∂Ω
H ∆sH ds +

∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds .

Par conséquent, le multiplicateur de Lagrange optimal λ est donné par :

λ =

−
∫
∂Ω |∇sH|2 ds +

∫
∂ΩH

2∇.
[∇s|∇ϕ|

|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H ∇.

(
H2n

)
ds − εA

∫
∂ΩH

2 ds

= λ∗ − εA∫
∂ΩH

2 ds
. (7.52)

D’après (7.52), la correction apportée au multiplicateur de Lagrange peut être interprétée comme
un contrôle a posteriori de λ∗ (7.49) et on a :

λ = λ∗ + δλn . (7.53)

Similairement à la partie précédente, on remarque que, faute des pertes numériques du périmètre,
le contrôle a posteriori δλn (7.53) est nul.

7.7.5 Algorithme : Uzawa avec Contrôle a posteriori du pas

Algorithme :
—————————————————————————————————————

initialisation n = 0
(Ω0;λ0) ∈ Λ × R arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0
λn ∈ R connu,

1. On calcule Ωn+1 :

initialisation
k = 0 , Ω0 = Ωn et r0 = +∞ ;

tant que {rk > ε} faire

(a) Résoudre le système (7.47) ;

(b) Calculer rk+1 ;
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Fig. 7.6 – Évolution du périmètre relatif (en valeur absolue) sans et avec correction a posteriori
du multiplicateur de Lagrange λ∗, en échelle logarithmique.

(c) k= k+1 ;

fin de la boucle
kmax = k ;
Ωn+1 = Ωkmax ;
E ∗(λ) = −L (Ωn+1;λ)

2. On calcule λn+1 (7.52) :
λn+1 = λ∗ + δλn

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————

7.7.6 Validation numérique

On considère la particule ayant une aire réduite γ = 1 et on trace sur la figure 7.5 l’évolution du
périmètre relatif, en échelle logarithmique, au cours des itérations. Par conséquences, les pertes
du périmètre sont de l’ordre de 10−7% du périmètre initial.



7.8. CONSERVATION DE L’AIRE ET DU PÉRIMÈTRE 133

7.8 Conservation de l’aire et du périmètre

7.8.1 Contrôle a posteriori des pas

Calcul des corrections a posteriori des multiplicateurs de Lagrange

On reprend le problème (7.10) à résoudre :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH − 1

2
H [4K −H2] − p − λH

]
|∇ϕ| = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

d

dt

∫

Ω

1 dx = 0 p.p. t ∈]0,+∞[ , (7.54)

d

dt

∫

∂Ω

1 ds = 0 p.p. t ∈]0,+∞[ .

Il sera restituer, de manière analogue aux sections précédentes, par :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH −H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
− 1

2
∇.
(
H2n

)
− p − λH

]
|∇ϕ| = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,(7.55)

d

dt

∫

Λ

H(ϕ) dx = εV p.p. t ∈]0,+∞[ , (7.56)

d

dt

∫

∂Ω

1 ds = εA p.p. t ∈]0,+∞[ . (7.57)

Avec εA et εV dépendent du temps et ils sont donnés à l’itération n, respectivement, par :

εA =
−
∫
∂Ωn 1 ds + A0

∆t
, εV =

∫
Ωn 1 dx − V0

∆t
.

En utilisant (7.57) et la formule de Reynolds (7.23), on a :

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = εA ⇔

∫

∂Ω
∇s.uds = εA ⇔

∫

∂Ω
Hu.nds = εA ⇔

p

∫

∂Ω

H ds + λ

∫

∂Ω

H2 ds + εA =

∫

∂Ω

H∆sH ds +

∫

∂Ω

H2∇.
[∇s|∇ϕ|

|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω

H∇.
(
H2n

)
ds .

L’équation (7.69) implique :

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = εV ⇔

∫

Λ

∂ϕ

∂t
δ(ϕ) dx = εV ⇔

∫

∂Ω

∂ϕ

∂t

1

|∇ϕ| ds = εV ⇔

p

∫

∂Ω
1 ds + λ

∫

∂Ω
H ds − εV =

∫

∂Ω
∆sH ds +

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds .

Ainsi, il s’agit de résoudre le système suivant :

p

∫

∂Ω
H ds + λ

∫

∂Ω
H2 ds + εA = −

∫

∂Ω
|∇sH|2 ds +

∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds

−1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds ,

p

∫

∂Ω
1 ds + λ

∫

∂Ω
H ds − εV =

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds .
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Il est équivalent à :

p

∫

∂Ω
1 ds

∫

∂Ω
H ds + λ

(∫

∂Ω
H ds

)2

=

∫

∂Ω
H ds

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds

− 1

2

∫

∂Ω
H ds

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds + εV

∫

∂Ω
H ds,

p

∫

∂Ω
1 ds

∫

∂Ω
H ds + λ

∫

∂Ω
1 ds

∫

∂Ω
H2 ds =

∫

∂Ω
1 ds

(∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − εA

− 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds −

∫

∂Ω
|∇sH|2 ds

)
.

Par conséquent,

λ

[∫

∂Ω
1 ds

∫

∂Ω
H2 ds −

(∫

∂Ω
H ds

)2
]

=

∫

∂Ω
1 ds

(
−
∫

∂Ω
|∇sH|2 ds +

∫

∂Ω
H2∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds

− 1

2

∫

∂Ω
H ∇.

(
H2n

)
ds − εA

)

−
∫

∂Ω
H ds

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds

+
1

2

∫

∂Ω
H ds

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds − εV

∫

∂Ω
H ds ,

p

∫

∂Ω
1 ds =

∫

∂Ω
H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds − λ

∫

∂Ω
H ds + εV .

Finalement, les multiplicateurs de Lagrange optimaux sont donnés par :

λ =

∫
∂Ω 1 ds

(
−
∫
∂Ω |∇sH|2 ds +

∫
∂ΩH

2∇.
[∇s|∇ϕ|

|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds − εA

)

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2]

−

∫
∂ΩH ds

(∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds + εV

)

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2] , (7.58)

p =

∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds − λ

∫

∂Ω
H ds + εV

∫
∂Ω 1 ds

. (7.59)

D’après (7.59), les corrections apportées aux multiplicateurs de Lagrange représentent un contrôle
a posteriori de λ∗ (7.25) et p∗ (7.26) et on a :

λ = λ∗ + δλn , (7.60)

p = p∗ + δpn , (7.61)

où

δλn =
−εA

∫
∂Ω 1 ds − εV

∫
∂ΩH ds[∫

∂Ω 1 ds
∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2] , (7.62)

δpn =
εA
∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH ds + εV

∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds
∫
∂Ω 1 ds

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2] . (7.63)
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Faute des pertes numériques de surface et de volume, les contrôles a posteriori δλn (7.62) et
δpn (7.63) sont nuls.

Algorithme

On note à chaque temps tn par rnψ et rnϕ les résidus du système (7.19) et on calcule un résidu

global rn =
√

(rnψ)2 + (rnϕ)2. On fixe le critère de convergence par rapport au résidu global en

fixant une valeur seuil du résidu ε à partir duquelle on suppose qu’on atteind la convergence.
Toutefois, les corrections (δpn, δλn) apportées aux multiplicateurs de Lagrange p et λ peuvent
être interprétées comme une étape de correction optimale dans un algorithme d’Uzawa avec
contrôle a posteriori du pas de descente (voir algorithme Alg. 7.5.3).

Algorithme :
—————————————————————————————————————

initialisation n = 0
(Ω0; p0, λ0) ∈ Λ × R2 arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0
(pn, λn) ∈ R2 connus,

1. On calcule Ωn+1 :

initialisation
k = 0 , Ω0 = Ωn et r0 = +∞ ;

tant que {rk > ε} faire

(a) Résoudre le système (7.17)- (7.19) ;

(b) Calculer rk+1 ;

(c) k= k+1 ;

fin de la boucle
kmax = k ;
Ωn+1 = Ωkmax ;
E ∗(p, λ) = −L (Ωn+1; p, λ)

2. On calcule pn+1 (7.58) et λn+1 (7.59) :
(pn+1, λn+1) = (p∗ + δpn, λ∗ + δλn)

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————

7.8.2 Test de validation numérique

Dans cette partie, on choisit les paramètres numériques suivants : δt = 510−7, ∆x = 2 × 10−2

et ε = 2.5 × δx. On varie l’aire réduite de la vésicule et compare les solutions trouvées à
celles obtenues par la résolution d’équations différentielles. On vérifie aussi la préservation des
contraintes ainsi que la convergence des résidus et des erreurs relatives.
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7.8.3 Vésicule avec γ = 0.75

On fixe une aire réduite γ = 0.75. La solution des équations différentielles ayant γ = 0.75 est
obtenue pour les paramètres suivants : N = 104, λ = −0.95 , p = 3.3 et w′

0 = 0.296. Dans la
figure 7.7(a), on superpose la solution obtenue par les éléments finis avec celle de l’EDO. Sur la
figure 7.7(b), on trace l’évolution de l’énergie de Canham et Helfrich au cours des itérations et
on vérifie qu’on minimise effectivement cette énergie.
Afin de vérifier la préservation des contraintes au cours des itérations ainsi que l’effet du choix
de pas de temps, on choisit plusieurs pas de temps et on trace à la figure 7.8 l’erreur relative en
aire et périmètre, les résultats montrent que pour des pas de temps inférieurs à 10−7, l’erreur
est inférieure à 10−5%. Quant aux multiplicateurs de Lagrange, ils convergent à l’équilibre vers
(p, λ) = (3.3,−0.95) (voir Fig 7.9(a)).



7.8. CONSERVATION DE L’AIRE ET DU PÉRIMÈTRE 137
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Fig. 7.7 – Vésicule à aire réduite γ = 0.75 : (a) : Comparaison entre la solution par éléments finis
(EF) et la solution semi explicite (EDO). (b) : Évolution de l’énergie de courbure de Canham
et de Helfrich au cours des d’itérations.
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Fig. 7.8 – Éffet du choix du pas de temps δt sur l’évolution (en échelle logarithmique en or-
données) du : (a) : aire relative (en valeur absolue) et (b) : périmètre relatif (en valeur absolue).
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Fig. 7.9 – (a) : Évolution des multiplicateurs de Lagranges (échelle logarithmique en ordonnées),
(b) : Évolution du résidu évaluée dans la norme l∞ pour δt = 10−8 en log-log.
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itération

105104103102101

10−1

10−2

10−3

10−4

Résidu, l2
Résidu, l1
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Fig. 7.10 – Convergence du résidu et de l’erreur respectivement en colonnes pour δt = 10−8,
δt = 5 × 10−8 et δt = 10−7, en log-log. (haut) : le résidu évaluée dans les normes l1 et l2 et
(bas) : l’erreur relative en norme l2.
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Fig. 7.11 – Vésicule à aire réduite γ = 0.85 (a) : Comparaison par rapport à la solution semi
explicite. (b) : Évolution de l’énergie de Canham et Helfrich au cours des d’itérations.

Pour vérifier la convergence numérique de l’algorithme, on trace l’évolution au cours des itérations
(en échelle logarithmique) du résidu et de l’erreur relative dans les normes l1 et l2 pour différents
choix du pas de temps. La figure 7.10 montre que l’algorithme converge et que les résidus fi-
nissent par se stabiliser lorsque l’erreur machine l’emporte. Quant au résidu évalué en norme
l∞, on en montre la convergence à la figure 7.9(b) pour un pas de temps δt = 10−8.

7.8.4 Vésicule avec γ = 0.85

On fixe une aire relative γ = 0.85. La solution de l’équation différentielle ayant γ = 0.85 est
obtenue pour les paramètres suivants : N = 104, λ = −0.95 , p = 3.3 et w′

0 = 0.48. Dans la
figure 7.11(a), on vérifie que la solution obtenue par éléments finis se superpose avec celle de
l’EDO. Par ailleurs, on vérifie la minimisation de l’énergie de Helfrich au cours des itérations à
la figure 7.7(b). On vérifie la préservation des contraintes au cours des itérations en traçant à la
figure 7.12(a) l’erreur relative en aire et périmètre : les résultats montrent que l’erreur commise
est inférieur à 10−6. L’évolution des multiplicateurs de Lagrange est tracée sur la figure 7.12(b).
Finalement, on vérifie la convergence au cours des itérations, en échelle logarithmique, du résidu
et de l’erreur relative (voir Fig 7.14).
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itération

1.2 × 1058 × 1044 × 1040

103

102

10

1

Fig. 7.12 – (a) : Évolution de l’aire relative (en valeur absolue) et du périmètre relatif (en
valeur absolue), en échelle logarithmique en ordonnées. (b) : Évolution des multiplicateurs de
Lagranges (échelle logarithmique en ordonnées).
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Fig. 7.13 – Évolution en échelle log-log : (a) : le résidu évaluée en norme l1 et (b) : l’erreur
relative en norme l2.
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7.8.5 Vésicule avec γ = 0.65

On cherche la forme d’équilibre d’une vésicule ayant une aire relative γ = 0.65. La solution obte-
nue par la résolution d’équations différentielles ayant γ = 0.65 est obtenue pour les paramètres
suivants : N = 104, λ = −0.9 , p = 3.2 et w′

0 = 0.296. Dans la figure 7.14(a), on vérifie que la
solution obtenue par les éléments finis se superpose avec celle de l’EDO et on trace l’évolution
de l’énergie de Canham-Helfrich au cours des itérations (voir Fig 7.14(b)). La convergence de
l’erreur et du résidu sont tracées sur la figure 7.15(b) et l’erreur commise sur les contraintes est
tracée sur la figure 7.15(a).

7.8.6 Vésicule avec γ = 0.6

On s’intéresse maintenant à la forme d’équilibre d’une vésicule ayant une aire réduite γ = 0.6.
La solution obtenue par résolution d’EDO et ayant γ = 0.6 est obtenue pour les paramètres
suivants : N = 104, λ = −0.9 , p = 3.2 et w′

0 = 0.4. Dans la figure 7.16(a), on vérifie que la
solution obtenue par les éléments finis se superpose avec celle de l’EDO et on trace l’évolution
de l’énergie de Helfrich au cours des itérations dans la figure 7.16(b). La convergence de l’erreur
et du résidu sont tracées sur la figure 7.18 et l’erreur commise sur les contraintes ainsi que les
multiplicateurs de Lagrange sont tracées sur la figure 7.17.
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Fig. 7.14 – Vésicule à aire réduite γ = 0.65 : (a) : Comparaison par rapport à la solution d’EDO.
(b) : Évolution de l’énergie de courbure de Helfrich.
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Fig. 7.15 – (a) : Évolution de l’aire relative (en valeur absolue) et du périmètre relatif (en valeur
absolue), en échelle logarithmique en ordonnées. (b) : Évolution du résidu et de l’erreur, tracés
en échelle log-log.
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Fig. 7.16 – Vésicule à aire réduite γ = 0.60.
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Fig. 7.17 – (a) : Erreur sur la préservation des contraintes ( log en ordonnées). (b) : Évolution
des multiplicateurs de Lagranges (log en ordonnées).
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itération

105104103102101

10−1

10−2

10−3

Erreur, l2
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Fig. 7.18 – Évolution du résidu et de l’erreur en échelle logarithmique.
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7.8.7 Vésicule avec γ = 0.55

On considère une vésicule ayant une aire réduite γ = 0.55. La solution correspondante par la
résolution d’équations différentielles est obtenue pour λ = −0.95 , p = 3.3 et w′

0 = 0.48. Dans
la figure 7.19(a), on vérifie que la solution obtenue par les éléments finis se superpose avec
celle de l’EDO et on trace l’évolution de l’énergie de Canham-Helfrich au cours des itérations
sur la figure 7.19(b). La convergence de l’erreur et du résidu sont tracées sur la figure 7.21 et
l’erreur commise sur les contraintes ainsi que les multiplicateurs de Lagrange sont tracées sur la
figure 7.20.

7.8.8 Vésicule avec γ = 0.49

Pour une vésicule ayant une aire réduite γ = 0.49, on superpose la solution obtenue par résolution
d’équations différentielles pour λ = 0 , p = 3.3 et w′

0 = 0.55 et la solution obtenue par les éléments
finis dans la figure 7.22(a). On vérifie la minimisation de l’énergie de Canham et Helfrich à la
figure 7.22(b). La convergence de l’erreur et du résidu sont tracées dans la figure 7.23 et l’erreur
commise sur les contraintes est tracées dans la figure 7.23.
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Fig. 7.19 – Vésicule à aire réduite γ = 0.55.
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Fig. 7.20 – (a) : Erreur sur la préservation des contraintes ( log en ordonnées). (b) : Évolution
des multiplicateurs de Lagranges (log en ordonnées).
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Fig. 7.21 – Évolution du résidu et de l’erreur en échelle logarithmique.
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Fig. 7.22 – Tracé de la solution pour γ = 0.49 : (a) : Comparaison par rapport à la solution
analytique. (b) : Évolution de l’énergie de courbure de Canham et Helfrich.
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Fig. 7.23 – (a) : Le résidu en log-log. (b) : L’erreur en log-log. (c) : L’erreur sur le périmètre
et l’aire, log en ordonnées.
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Fig. 7.24 – Récapitulatif des formes obtenues par la méthode des éléments finis et superposition
avec les solutions semi explicites (représentation adimensionnée pour un périmètre A0 = 2π
constante).

Figure de synthèse On trace les différentes formes dans la même figure (Fig 7.24).

7.9 Utilisation du lagrangien augmenté

7.9.1 Rappel de la méthode

On introduit deux constantes de pénalisation positives rA et rV . Le lagrangien associé au
problème (7.1) est donné par (7.3) et on définit le lagrangien augmenté par :

Lr(ω;σ, q) = L (ω;σ, q) +
rA
2

(∫

∂ω
ds−A0

)2

+
rV
2

(∫

ω
dx− V0

)2

,

= J (ω) + σ

(∫

∂ω
ds−A0

)
+ q

(∫

ω
dx− V0

)

+
rA
2

(∫

∂ω
ds−A0

)2

+
rV
2

(∫

ω
dx− V0

)2

. (7.64)
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Les derniers termes de la fonctionnelle Lr est le terme augmenté ou pénaliseur ; il permet en fait,
de retrouver la solution exacte du problème, quand elle existe, sans faire tendre les coefficients rA
et rV vers l’infini, contrairement aux méthodes de pénalisation où on doit tendre les constantes de
pénalisation vers l’infini afin de vérifier les contraintes le plus possible. L’approche du lagrangien
augmenté est détaillé dans [38] , [39] et [Fortin et Glowinski, 1982]. Il est démontré dans [Fortin
et Glowinski, 1982] que les fonctionnelles Lr et L ont les mêmes points selles. Par conséquences,
la solution (Ω; p, λ) est un point selle donné par :

(Ω;λ, p) = arg inf
ω ∈ Rd

sup
σ∈R

q∈R

L (ω;σ, q) = arg inf
ω ∈ Rd

sup
σ∈R

q∈R

Lr(ω;σ, q) .

Par des outils d’optimisation de forme, on a :

rV
2

∂
(∫

Ω dx− V0

)2

∂Ω
(Ω, p)(u) = rV

(∫

Ω
dx− V0

) ∫

∂Ω
u.nds , (7.65)

rA
2

∂
(∫
∂Ω ds−A0

)2

∂Ω
(Ω, σ)(u) = rA

(∫

∂Ω
ds−A0

) ∫

∂Ω
H u.nds. (7.66)

Ainsi, la dérivation par rapport à la forme de l’équation (7.64) est donnée par :

∂Lr

∂Ω
(Ω;λ, p).(u) =

∫

∂Ω

{
p+ rV

(∫

Ω
dx− V0

)
+ λH + rAH

(∫

∂Ω
ds−A0

)

+
1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − ∆sH

}
u.nds .

En supposant avoir la régularité suffisante, une direction de descente est donnée par :

ur =

{
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − p− rV

(∫

Ω

dx− V0

)
− λH − rA H

(∫

∂Ω

ds−A0

)}
n .

On déplace la forme par :
Ωt = (I + tur)(Ω) , (7.67)

avec t > 0 est un pas de descente infinétisémalement petit. Formellement, on obtient :

Lr(Ωt;λ, p) = Lr(Ω;λ, p) − t

∫

∂Ω

{
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − p

− rV

(∫

Ω
dx− V0

)
− λH − rAH

(∫

∂Ω
ds−A0

)}2

ds + O(t2) ,

ceci assure la minimisation de la fonctionnelle objective et il s’agit donc de résoudre le problème
de transport suivant :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH − 1

2
(H −H0)[4K −H(H +H0)] − p − λH

−rV
(∫

Ω

dx− V0

)
− rA H

(∫

∂Ω

ds−A0

)]
|∇ϕ| = 0 , p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ,

∫

Ω

1 dx = V0 , p.p. t ∈]0,+∞[ ,

∫

∂Ω

1 ds = A0 , p.p. t ∈]0,+∞[ ,

ϕ(t, x) = ϕ∂Λ(x) , p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,

∂σϕ(t, x) = 0 , p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×∂Λ,

ϕ(0, x) = ϕ0(x) , p.p. x ∈ Λ . (7.68)
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7.9.2 Calcul des multipliateurs de Lagrange optimaux

Il s’agit de trouver les multiplicateurs de Lagrange optimaux p∗r et λ∗r qui vérifient le problème (7.68).
Ceci consiste à restituer p∗ et λ∗ par p∗+rV

(∫
Ω dx− V0

)
et λ∗+

(∫
∂Ω ds−A0

)
respectivement

dans les expressions (7.26) et (7.25). Finalement, on obtient :

λ∗r =

∫
∂Ω 1 ds

(
−
∫
∂Ω |∇sH|2 ds +

∫
∂ΩH

2∇.
[∇s|∇ϕ|

|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds

)

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2]

−

∫
∂ΩH ds

(∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds

)

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2] − rA

(∫

∂Ω
ds−A0

)
,

p∗r =

∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds − λ

∫

∂Ω
H ds

∫
∂Ω 1 ds

− rV

(∫

Ω
dx− V0

)
− rA

(∫

∂Ω
ds−A0

) ∫
∂ΩH ds∫
∂Ω 1 ds

.

7.9.3 Contrôle a posteriori des multiplicateurs de Lagrange

On reprend le problème (7.68). Il sera restituer, de manière analogue aux sections précédentes,
par :

∂ϕ

∂t
+

[
∆sH +H∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
− 1

2
∇.
(
H2n

)
− pr − λrH

−rV
(∫

Ω
dx− V0

)
− rAH

(∫

∂Ω
ds−A0

)]
|∇ϕ| = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ ,

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = εV p.p. t ∈]0,+∞[ ,

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = εA p.p. t ∈]0,+∞[ .

Avec εA et εV dépendent du temps et il sont donnés à tn par :

εA =
−
∫
∂Ωn 1 ds + A0

∆t
et εV =

∫
Ωn 1 dx − V0

∆t
.



150 CHAPITRE 7. CONFIGURATIONS D’ÉQUILIBRE PAR ÉLÉMENTS FINIS

On obtient les multiplicateur de Lagrange suivants :

λr =

∫
∂Ω 1 ds

(
−
∫
∂Ω |∇sH|2 ds +

∫
∂ΩH

2∇.
[∇s|∇ϕ|

|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
H∇.

(
H2n

)
ds − εA

)

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2]

−

∫
∂ΩH ds

(∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds + εV

)

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2]

−rA
(∫

∂Ω
ds−A0

)
, (7.69)

pr =

∫
∂ΩH∇.

[∇s|∇ϕ|
|∇ϕ|

]
ds − 1

2

∫

∂Ω
∇.
(
H2n

)
ds − λ

∫

∂Ω
H ds + εV

∫
∂Ω 1 ds

− rV

(∫

Ω
dx− V0

)
− rA

(∫

∂Ω
ds−A0

) ∫
∂ΩH ds∫
∂Ω 1 ds

. (7.70)

On a donc :

λr = λ∗r + δλnr , (7.71)

pr = p∗r + δpnr . (7.72)

Avec,

δλnr =
−εA

∫
∂Ω 1 ds − εV

∫
∂ΩH ds[∫

∂Ω 1 ds
∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2] , (7.73)

δpnr =
εA
∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH ds + εV

∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds
∫
∂Ω 1 ds

[∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH

2 ds −
(∫
∂ΩH ds

)2] . (7.74)

Faute des pertes numériques de surface et de volume, les contrôles a posteriori δλnr (7.73) et
δpn (7.74) s’annulent.

7.9.4 Algorithme avec le lagrangien augmenté

Algorithme :
—————————————————————————————————————

initialisation n = 0
(Ω0; p0, λ0) ∈ Λ × R2 arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0
(pn, λn) ∈ R2 connus,

1. On calcule Ωn+1 :

initialisation
k = 0 , Ω0 = Ωn et r0 = +∞ ;
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tant que {rk > ε} faire

(a) Résoudre le système (7.68) ;

(b) Calculer rk+1 ;

(c) k= k+1 ;

fin de la boucle
kmax = k ;
Ωn+1 = Ωkmax ;
E ∗
r (p, λ) = −Lr(Ω

n+1; p, λ)

2. On calcule pn+1
r (7.70) et λn+1

r (7.69) :
(pn+1
r , λn+1

r ) = (p∗r + δpnr , λ
∗
r + δλnr )

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————

7.9.5 Validations numériques de l’algorithme du lagrangien augmenté

On prend le cas d’une vésicule ayant une aire réduite γ = 0.75 pour tester l’algorithme du
lagrangien augmenté.

Test 1

On choisit les paramètres du lagrangien augmenté suivants rA = rV = 108 et kmax = 1. Dans la
figure 7.25(a), on vérifie que la solution obtenue par éléments finis avec le lagrangien augmenté
se superpose avec la solution de l’EDO et celle obtenue sans le lagrangien augmenté. L’évolution
de l’énergie de Helfrich au cours des itérations est tracée à la figure 7.25(b). La convergence de
l’erreur et du résidu sont tracées à la figure 7.27. À la figure 7.26, on trace l’erreur commise sur
les contraintes ainsi que l’évolution des multiplicateurs de Lagrange.

Test 2

On choisit de faire deux sous itérations lors de l’étape du lagrangien augmenté rA = rV =
105 et kmax = 2. Dans la figure 7.28(a), on vérifie que la solution obtenue par les éléments
finis avec le lagrangien augmenté se superpose avec celle de l’EDO et celle obtenue sans le
lagrangien augmenté. L’évolution de l’énergie de Helfrich au cours des itérations est tracée sur
la figure 7.28(b). La convergence de l’erreur est tracées sur la figure 7.29(c).
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Fig. 7.25 – Tracé de la solution +LA pour rA = rV = 108 et kmax = 1 : Comparaison par rapport
à la solution semi-analytique (EDO) et la solution calculée sans lagrangien augmenté -LA.
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Fig. 7.26 – (a) : Évolution de l’aire relative (en valeur absolue) et du périmètre relatif (en valeur
absolue), en échelle logarithmique en ordonnées. (b) : Évolution de p et λ.
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Fig. 7.28 – Tracé de la solution +LA pour rA = rV = 105 et kmax = 2 : (a) : Comparaison par
rapport à la solution semi-analytique (EDO) et la solution calculée sans lagrangien augmenté
-LA. (b) : Évolution de l’énergie de courbure de Helfrich en fonction des itérations.
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absolue), échelle logarithmique en ordonnées. (b) : Évolution de p et λ. (c) : Évolution de
l’erreur relative en norme l2, échelle log-log.
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156 CHAPITRE 8. DYNAMIQUE DES VÉSICULES SOUS CISAILLEMENT

L’objectif de ce chapitre est de présenter un algorithme permettant de décrire la dynamique
des vésicules dans le cadre de la méthode des éléments finis. On s’intéresse à un écoulement de
cisaillement et on développe une formulation variationnelle en utilisant une description eulérienne
du problème. Les solutions numériques obtenues sont comparées à certains résultats obtenues
dans la littérature.

Introduction et contexte

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés à l’étude du comportement des
vésicules biologiques en régime statique, nous avons focalisé notre intérêt sur les études numériques
dans le cadre des équations différentielles et dans le cadre de la méthode des éléments finis uti-
lisés avec une approche des lignes de niveaux.
Dans ce chapitre, une attention particulière est portée à l’étude de la dynamique des vésicules
en présence d’un fluide : ceci est plus proche de la physique et beaucoup plus riche. Par ailleurs,
nous allons restreindre notre étude à la dynamique des vésicules sous cisaillement, dans une
modélisation purement bidimensionnelle qui nous donnera une plus grande aisance en terme des
coûts de calculs, sans restreindre la richesse ni la pertinence du système.

Ce dernier chapitre comporte deux partie. Une première concerne le formalisme mathématique
du problème ainsi que le schema numérique utilisé et les multiplicateurs de Lagrange à posteriori
nécessaires pour s’assurer de la préservation des contraintes d’incompressibilité du fluide et
d’inextensibilité de la membrane de la vésicule lors de l’étape du transport. Ensuite, la deuxième
partie est consacrée à quelques applications numériques : on met en évidence les modes de
basculement et de chenille de char pour les vésicules en cisaillement et on étudie l’effet du
confinement sur la dynamique dans un souci de se rapprocher des systèmes expérimentaux réels.

Dynamique sous cisaillement constant

Fig. 8.1 – Figure expérimentale d’une vésicule sous cisaillement en mouvement de chenille de
char.

Une des contraintes hydrodynamiques les plus simples est l’application d’un cisaillement constant
au liquide externe à la vésicule. Un tel écoulement est caractérisé par une fréquence de cisaille-
ment γ̇ qui servira à décrire une échelle de temps caractéristique de nos simulations. Quant au
champ de vitesse en un point x ∈ Λ, il s’écrit :

u(x) = γ̇Mx = γ̇

(
0 1
0 0

)
x =

γ̇

2

(
0 1
1 0

)
x +

γ̇

2

(
0 1
−1 0

)
x .

La matrice de cisaillement γ̇M se décompose en deux parties et elle apparait comme la somme
d’une composante élongationnelle dont l’axe principal est orienté de π/4 par rapport à l’ori-
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zontale et d’une composante rotationnelle deux fois plus faible que la fréquence de cisaillement.
Soumise à un cisaillement simple, différents comportements dynamiques de la vésicule isolée ont
été observés et ils sont pilotés par deux paramètres : le dégonflement et le constraste de viscosité
entre les solutions internes et externes Υ , ceci en accord avec les prédictions théoriques.
Toutefois, si le taux de cisaillement n’est pas trop élevé, l’élasticité de courbure est suffisante
pour maintenir la vésicule dans une forme constante, quasiment ellipsoidale. On note par θ
l’angle d’inclinaison de la vésicule par rapport à l’axe des abscisses et on distingue entre deux
régimes dynamiques :

Le mouvement de chenille de char (tank-treading) : À faible contraste de viscosité ou
à faible dégonflement (par rapport à une sphère), il est peu coûteux de cisailler le fluide
interne : la vésicule adopte alors une orientation stationnaire θ par rapport à l’écoulement,
et sa membrane tourne sans modifier sa forme générale, tout en entrainant le fluide interne.
On observe sur la figure 8.1, réalisée au Laboratoire Interdisciplinaire de Physique, une
succession d’images présentant l’évolution de la vésicule depuis l’arrêt (1ere image) jusqu’à
l’établissement de l’état final de chenille de char (la vésicule garde une orientation fixe au
cours du temps, tandis que la membrane tourne comme une chenille de char).

Le mouvement de bascule (tumbling) : Si la vésicule devient plus dégonflée et plus vis-
queuse, le mouvement de tank-treading devient trop coûteux, et la vésicule se comporte
alors comme un objet solide, en tournant sur elle même : voir la figure 8.2 réalisée par
Mader et al. [64].

Fig. 8.2 – Figure expérimentale d’une vésicule sous cisaillement en mouvement de bascule. Haut :
vésicule avec un volume réduit égal à 0.993 et un rapport de viscosité égal à 22.5. Bas : volume
réduit égal à 0.9 et un rapport de viscosité égal à 8.

8.1 Dérivation du modèle

On considère une vésicule modélisée par une membrane Γ, l’intérieur de la membrane est noté
par Ω et il est constitué par un fluide newtonien de viscosité µ1 et de masse volumique ρ1.
La vésicule est plongée dans un fluide newtonien de viscosité µ2 et de masse volumique ρ2. Le
domaine englobant la vésicule et le fluide l’entourant est noté Λ. Toutefois, on suppose que les
fluides à l’intérieur et à l’extérieur de la vésicule sont incompressibles.

8.1.1 Inextensibilité de la membrane

La loi de conservation de la matière sur une géométrie courbe (la membrane) bordée par deux
domaines fluides est moins classique que celle au sein d’un volume fluide, aussi, il nous a semblé
utile de présenter succinctement sa dérivation. En effet, les membranes biologiques sont ca-
ractérisées par des membranes inextensibles, ce qui se traduit par une conservation de la surface
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dans le cas tridimensionnel et du périmètre dans le cas bidimensionnel.
Soit O0 un ouvert de Λ, il est transporté par le fluide à une vitesse u et le nouveau domaine est
noté O(t). On note O1(t) = O(t) ∩ Ω(t) , O2(t) = O(t)\O1(t) et Γ12(t) l’interface entre O1(t)
et O2(t). On note ρm(t) la masse linéique de la membrane Γ(t) et ρ(t) = ρ1χΩ(t) + ρ2χΛ\Ω(t)

où χ est la fonction caractéristique. Par conséquent, la densité totale est ρ(t) + ρm(t)δΓ et la
conservation de masse au sein de O(t) se traduit par :

d

dt

〈
ρ(t) + ρm(t)δΓ, χO(t)

〉
= 0 ,

avec <> le crochet de dualité, d’où :

d

dt
(|O1(t)| + |O2(t)|) +

d

dt

∫

Γ12(t)
ρm(t)dσ = 0 ,

où |.| désigne la mesure d’un ensemble. Le premier terme s’annule en considérant un fluide
incompressible. En appliquant la formule de Reynolds, on obtient :

∫

Γ12(t)

{
Dρm
Dt

+ ρm∇s.u

}
dσ = 0 .

Le choix de O(t) est arbitraire donc

Dρm
Dt

+ ρm∇s.u = 0 p.p. sur Γ(t) .

En supposant que ρm est constante au cours du temps, on obtient :

∇s.u = 0 , p.p. sur Γ(t) . (8.1)

On associe un multiplicateur de Lagrange λ à cette contrainte, il s’interprète comme une pression
s’exerçant tout au long de la membrane et elle décrit sa rigidité.

8.1.2 Position du problème

Nous supposerons ici que le domaine englobant Λ =] − L,L[2 est un carré de longueur de côté
2L. Le fluide est caractérisé par une vitesse u. On désigne par ρ sa densité et elle prend la
valeur constante ρ1 dans Ω (i.e. fluide interne) et ρ2 dans Λ\Ω. De même, µ est la viscosité du
fluide, elle est égale à la constante µ1 dans Ω et µ2 dans Λ\Ω. On note le tenseur symetrique
des déformations par :

D(u) =
∇u + (∇u)t

2
.

La loi constitutive dans chacun des fluides (interne et externe) est donnée par le tenseur des
contraintes de Cauchy :

σ = 2µD (u) − p I ,

où I représente le tenseur identité. La dérivée totale de u est donnée par :

Du

Dt
=
∂u

∂t
+ (u · ∇)u .

On définit l’espace C pour les membranes Γ :

C =

{
Γ fermée orientable de Rd :

∫

Γ
H2ds <∞, où H = ∇.n et n est le normale sortante unitaire à Γ

}
.
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Il est possible d’écrire l’ensemble des équations de l’hydrodynamique couplées à la présence de la
membrane sous la forme lagrangienne. Soit V ∈ R la vitesse du cisaillement au bord du domaine
et on introduit l’espace suivant :

V(V ) =
{
u ∈ H1(Λ)d ; u(x, y = L) = V et u(x, y = −L) = −V, −L < x < L

}
.

On cherche un champ de vitesse u ∈ C1
(
]0, T [, L2(Λ)d

)
∩ L2 (]0, T [,V(V )). Soit ω ∈ Λ tel que

∂ω ∈ C, on définit la fonctionnelle d’énergie J : somme de la dissipation visqueuse, l’énergie
cinétique et l’énergie de courbure de Canham et Helfrich :

J (u) =
d

dt

∫

Λ
ρ‖u‖2dx+

∫

Λ
µ‖D (u) ‖2dx+

κ

2

∫

∂ω
(H −H0)

2 ds .

La dépendance de l’énergie de Helfrich par rapport à la vitesse u est implicite, elle se traduit
à travers l’effet de la la force de courbure dérivée dans le papier [57] suite à l’advection de Γ
par le champ de vitesse du fluide u. La force associée à l’énergie de Helfrich est donnée dans la
direction normale sortante à Γ par :

FH =
κ

2
(2∆sH + (H −H0)[H(H +H0) − 4K])n . (8.2)

On note que dans le cas bidimensionnel et pour H0 = 0, la force s’écrit :

FH =
κ

2

(
2∆sH +H3

)
n . (8.3)

Il s’agit de résoudre un problème P de minimisation sous contraintes. En effet, on minimise
l’énergie J sous les contraintes de l’incompressibilité du fluide et de l’inextensibilité de la
menbrane :

P : u = arg inf
v ∈ U

J (v) , (8.4)

avec,

U =
{
v ∈ H1

0 (Λ) ;∇.v = 0 dans Λ;∇s.v = 0 sur Γ
}
.

Soient (u; p, λ) ∈ C1
(
]0, T [, L2(Λ)d

)
∩L2 (]0, T [,V(V ))×L2

(
]0, T [, L2

0 (Ω)
)
×L2

(
]0, T [,H

1
2 (Γ)

)
,

On introduit le lagrangien L donné par :

L (u; p, λ) = J (u) −
∫

Ω
p∇.v dx−

∫

Γ
λ∇s.v ds . (8.5)

On transforme le problème P de minimisation sous contraintes à un problème Q de type point
selle et on résoud :

Q : (u, p, λ) = arg inf
v ∈ H1

0 (Ω)
sup

q∈L2
0(Ω)

ν∈H
1
2 (Γ)

L (v; q, ν) . (8.6)
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Caractérisation du point selle (u, p, λ) :

Le point selle (u; p, λ) vérifie le système suivant :





∂vL (u, p, λ)(v) = 0, ∀v ∈ V(0) ,

∂qL (u, p, λ)(q) = 0, ∀q ∈ L2
0(Λ) ,

∂νL (u, p, λ)(ν) = 0, ∀ν ∈ H
1
2 (Γ) .

(8.7)

Étant donné la force de courbure donnée par la formule (8.2) et en supposant que la courbe Γ
est assez régulière, le système (8.7) implique :

Trouver (u; p, λ) ∈ C1
(
]0, T [, L2(Λ)d

)
∩L2 (]0, T [,V(V ))×L2

(
]0, T [, L2

0 (Ω)
)
×L2

(
]0, T [,H

1
2 (Γ)

)

tels que :

d

dt

∫

Λ
ρu.v dx+

∫

Λ
2µD (u) : D (v) dx−

∫

Λ
p∇.v dx−

∫

Γ
λ∇s.v ds =

∫

Γ
FH.v ds , ∀v ∈ V(0) ,

∫

Λ
q∇.udx = 0 , ∀q ∈ L2(Λ) , (8.8)

∫

Γ
ν∇s.uds = 0 , ∀ν ∈ H1/2(Γ) .

Formulation forte du problème

Pour traiter le terme de tension de surface
∫
Γ λ∇s.uds, on utilise la formule de Green surfacique.

Étant donné une fonction scalaire f et un champ vectoriel u définis sur Γ, on note dσ une mesure
sur le bord de Γ et ν la normale à ∂Γ. On a :

∫

Γ
∇sf.udσ +

∫

Γ
f∇s.udσ −

∫

Γ
fHu.ndσ =

∫

∂Γ
fu.νdσ . (8.9)

Dans la suite, on suppose que la surface Γ est fermée. On écrit le système (8.8) indépendamment
dans Ω et dans Λ−Ω, on applique la formule de Green et on somme les deux équations trouvées.
Ceci permet de mettre en évidence le terme de saut des contraintes normales à la traversée de
Γ et on a :

d

dt

∫

Λ
ρu.v dx −

∫

Λ
∇.(2µD (u)).v dx +

∫

Γ
[2µD (u) .n] .v ds +

∫

Λ
∇p.v dx −

∫

Γ
[pn] .v ds

+

∫

Γ
∇sλ.v ds −

∫

Γ
λHn.v ds =

∫

Γ
FH.v ds , ∀v ∈ V(0) ,

∫

Λ
q∇.udx = 0 , ∀q ∈ L2(Λ) , (8.10)

∫

Γ
ν∇s.uds = 0 , ∀ν ∈ H1/2(Γ) .



8.1. DÉRIVATION DU MODÈLE 161

On obtient au sens des distributions :

dρu

dt
− ∇.(2µD (u)) + ∇p = 0, dans Λ×]0, T [ ,

[(2µD (u) − pI).n] = FH − ∇sλ + Hλn, sur Γ×]0, T [ ,
∇.u = 0, dans Λ×]0, T [ ,
∇s.u = 0, sur Γ×]0, T [ .

(8.11)

Le terme du saut des contraintes normales met en évidence les forces membranaires. En effet,
le premier terme normal est directement lié à l’énergie de courbure de Canham et Helfrich.
Cette énergie étant une quantité purement géométrique et elle ne peut donner lieu à une force
tangentielle, cet aspect est tout à fait normal dans la mesure où tout déplacement tangentiel des
points sur une surface ne fait que modifier leurs positions sans affecter la forme de la surface et
par la suite son énergie de courbure.
Les deux autres termes fond intervenir le multiplicateur de Lagrange surfacique λ. Le terme ∇sλ
est tangentiel et il traduit un effet connu chez les physiciens sous le nom de Marangoni associé
à la variation de ce paramètre sur la surface Γ. Néanmoins, le dernier terme est normal et il est
analogue aux forces de capillarités engendrées par la tension de surface lors de la modélisation
de la dynamique des gouttes.

8.1.3 Système complet d’équations en formulation fonctions de niveau

En ajoutant le terme non linéaire de Navier-Stokes ainsi que le problème d’advection qui décrit
la dynamique de Γ dans le contexte de la méthode des fonctions de niveau, on obtient le système
suivant :

Étant donné u0 ∈ V(V ) et ϕ0,trouver u , p et λ tels que :

Dρu

Dt
−∇.(2µD (u)) + ∇p = 0, pp dans Λ×]0, T [,

∇.u = 0, pp dans Λ×]0, T [,
∇s.u = 0, pp sur Γ×]0, T [,
[u.n] = 0, pp sur Γ×]0, T [,

[(2µD (u) − pI).n] = FH − ∇sλ + Hλn , pp sur ∂Λ×]0, T [,
Dϕ
Dt = ∂ϕ

∂t + u.∇ϕ = 0, dans Λ×]0, T [,
u = u0, dans Λ × {0} ,
ϕ = ϕ0, dans Λ × {0} .

(8.12)

8.1.4 Problème sans dimension

Dans ce paragraphe, on procède à une adimensionalisation des équations (8.12). Elle permet de
faire ressortir des paramètres adimensionnés qui contrôlent le comportement des solutions pour
des paramètres physiques très différents. On introduit les dimensions caractéristiques suivantes :
– R0 : la longueur caractéristique, on la choisit égale au rayon d’une sphère ayant la même

surface que Γ en dimension trois. Dans le cas bidimensionnel, c’est le rayon d’un cercle ayant
le même périmètre que Γ ;

– U = V R0/L : la vitesse caractéristique de l’écoulement de cisaillement au niveau de la paroi
de la vésicule.

– ρ2 : la densité caractéristique, on la choisit égale à la densité du fluide à l’extérieur de la
membrane ;
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– µ2 : la viscosité caractéristique, on la choisit égale à la viscosité du fluide à l’extérieur de la
membrane ;

Les quantités adimensionelles seront notées en utlisant des tildes et on a : x = R0x̃, u = Uũ,
ρ = ρ2ρ̃ et µ = µ2µ̃. On choisit une pression caractéristique P = µ2U

R0
, un temps caractéristique

T = R0/U . Quant à la tension de surface, elle est adimensionalisée par λ = µ2Uλ̃. On définit le
confinement ̟ par le rapport R0/L. Remarquons que le taux de cisaillement dimensionné est
donné par V/L, si bien que le taux de cisaillement sans dimension vaut 1. Dans la suite de ce
chapitre, on note le rapport de viscosité par Υ = µ1/µ2.

Soit u0 ∈ V (1/̟), le problème (8.12) se réécrit en omettant les tildes :

Re
D ρu

Dt
−∇.(2µD (u)) + ∇p = 0, pp dans Λ×]0, T [,

∇.u = 0, pp dans Λ×]0, T [,
∇s.u = 0, pp sur Γ×]0, T [,
[u.n] = 0, pp sur Γ×]0, T [,

[(2µD (u) − pI).n] =
1

Ca
FH − ∇sλ + Hλn , pp sur ∂Λ×]0, T [,

Dϕ
Dt

= ∂ϕ
∂t

+ u.∇ϕ = 0, dans Λ×]0, T [,
u = u0, dans Λ × {0} ,
ϕ = ϕ0, dans Λ × {0} .

(8.13)

Avec FH est la force adimensionnée donnée par :

FH =
1

2
(2∆sH + (H −H0)[H(H +H0) − 4K])n . (8.14)

En conclusion, le problème adimensionné (8.13) est piloté par les paramètres suivants :

Re =
ρ2R0U

µ2
, Ca =

µ2R
2
0U

κ
,̟ =

R0

L
, Υ =

µ1

µ2
,Ξ =

ρ1

ρ2
,

auxquels il faut ajouter l’aire réduite γ donnée par la condition initiale ϕ0. Le nombre de Rey-
nolds Re mesure l’importance des termes inertiels comparés aux termes visqueux et le nombre de
capillarité Ca mesure l’importance des contraintes appliquées par l’écoulement externe µ2U/R0

par rapport à la déformabilité de la membrane κ/R3
0.

Les applications visées concernent la biophysique et plus particulièrement l’étude du comporte-
ment de vésicules dans des petits vaisseaux sanguins. En se basant sur les travaux expérimentaux
de Vitkova et al. [94] qui étudient le comportement des vésicules sous écoulement de cisaillement,
on considère les dimensions caractéristiques suivantes (USI) :

µ2 est de l’ordre de 10−3 ,

R0 est de l’ordre de 5 × 10−5 ,

L est de l’ordre de 10−3 ,

ρ1 = ρ2 est de l’ordre de 103 ,

V varie entre 1 et 12 .

Enfin, κ est estimé par les auteurs de [94], si bien que :

Ca ∈
[
3 × 103 , 3 × 106

]
,

Re ∈
[
10−4 , 10−3

]
,

̟ = 1/20 , Ξ = 1 .
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Quant à Υ , il sera choisi de façon à explorer les différents régimes de l’écoulement.
Afin d’explorer l’effet du confinement, on varie ̟ entre 1/2 et 1/5 pour des maillages réguliers
et jusqu’à 1/12 pour des maillages adaptés. On note aussi qu’on prend Ξ = 1 pour toutes les
simulations numériques dans ce chapitre.

8.2 Approximation en temps

Soit 0 = t0 < t1 < t2 < .. < tN = T la subdivision de l’intervalle de temps [0, T ], on note

△t = tn+1 − tn le nième pas de temps, n = 1, 2, .., N . On utilise un schéma de discrétisation
rétrograde de second ordre en temps ainsi que la méthode des caractéristiques [85, Chap 5] :

y′(t) ≈ yn+1 − yn

(2/3)△t , si n = 1 ,

y′(t) ≈ 3yn+1 − 4yn + yn−1

2△t , sinon .

Quitte à prendre des conditions au bord ∂Λ adaptées à un écoulement de cisaillement, on résoud
le problème suivant :

Re ρn 3un+1 − 4unoχn + un−1oχn−1

2△t −∇.(2µnD
(
un+1

)
) + ∇pn+1 = 0 , dans Λ,

∇.un+1 = 0 , dans Λ,

∇n
s .u

n+1 = 0 , sur Γn,

(8.15)

[
un+1.nn+1

]
= 0 , sur Γn,

[
(2µnD

(
un+1

)
− pn+1I).nn+1

]
=

1

Ca
FH

n − ∇n
sλ + Hnλn+1nn sur ∂Λ,

ϕn+1 = ϕnoY n , dans Λ,

un+1 = 1/̟ , sur ] − L,L[×{L} ,

un+1 = −1/̟ , sur ] − L,L[×{−L} ,

∂un+1

∂n
= 0 , sur {−L,L}×] − L,L[,

ϕ0 = ϕ0 , dans Λ.

Où

χn(x) = x−△tu∗(x) ,

χn−1(x) = x− 2△tu∗(x) ,

u∗ = 2un − un−1 ,

Y n(x) = x−△tun(x) .

Le schema précédent définit une récurrence d’ordre deux de la suite (un)n≥−1 qui commence par
u−1 = u0 = 0.
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8.3 Formulation faible

On introduit les formes trilinéaires suivantes a( , , ) , b( , , ) et m( , , ) données par :

m(ω;u,v) =

∫

Λ
u .vω dx , avec ω ∈ L∞(Λ)d, u ∈ L2(Λ)d, v ∈ L2(Λ)d ,

a(ω;u,v) =

∫

Λ
2ωD(u) : D(v) dx , avec ω ∈ L∞(Λ)d×d, u ∈ H1(Λ)d, v ∈ H1(Λ)d ,

b(ω;u, ζ) = −
∫

Λ
(ω∇)u ζ dx , avec ω ∈ L∞(Λ)d×d, u ∈ H1(Λ)d, ζ ∈ L2(Λ) .

La formulation variationnelle du problème est :

(NS△t) : Trouver un+1 ∈ V(V ) , pn+1 ∈ L2
0(Λ) et λn+1 ∈ L2

0(Λ) tels que :

3Re

△t m
(
ρε (ϕn) ; un+1 , v

)
+ a

(
µε (ϕn) ; un+1 , v

)
+ b

(
I ; v , pn+1

)

+ b
(
δε (ϕn) |∇ϕn| (I − nn ⊗ nn) ; v , λn+1

)
=

1

Ca
m ( 1 ; FH

n , v ) +
Re

2△tm
(
ρε (ϕn) ; 4unoχn − un−1oχn−1 , v

)
, ∀v ∈ V(0) ,

b
(
I ; un+1 , q

)
= 0 , ∀q ∈ L2(Λ) ,

b
(
δε (ϕn) |∇ϕn| (I− nn ⊗ nn) ; un+1 , ν

)
= 0 , ∀ν ∈ L2(Λ) . (8.16)

Quant à ρε (ϕn) et µε (ϕn), elles sont données par les expressions suivantes :

ρε (ϕn) = Hε (ϕn) + Ξ (1 −Hε (ϕn)) , (8.17)

µε (ϕn) = Hε (ϕn) + Υ (1 −Hε (ϕn)) . (8.18)

8.4 Approximation en espace

Soient Λh une approximation polygonale du domaine Λ et Th une triangulation de Λh. L’ap-
proximation par les éléments finis de Taylor-Hood est considérée et on introduit les espaces de
discrétisation suivant :

Xh =
{
u ∈ H1(Λ)d |u|K ∈ P2(K)d , ∀K ∈ Th

}
,

Vh(V ) = Xh ∩ V(V ) ,

Qh =
{
q ∈ L2(Λ) ∩ C0

(
Λ
)
| q|K ∈ P1(K) , ∀K ∈ Th

}
.

Le problème (8.16) se discrétise de la manière suivante :
(NS△t,h) : Trouver un+1

h ∈ Vh(γ) , pn+1
h ∈ Qh et λn+1

h ∈ Qh tels que :

3Re

△t m
(
ρε (ϕn

h) ; un+1
h , v

)
+ a

(
µε (ϕn

h) ; un+1
h , v

)
+ b

(
I ; v , pn+1

h

)

+ b
(
δε (ϕn

h) |∇ϕn
h | (I − nn

h ⊗ nn
h) ; v , λn+1

h

)
=

1

Ca
m ( 1 ; FH

n
h , v ) +

Re

2△tm
(
ρε (ϕn

h) ; 4un
hoχ

n − un−1

h oχn−1 , v
)

, ∀v ∈ Vh(0) ,

b
(
I ; un+1

h , q
)

= 0 , ∀q ∈ Qh ,

b
(
δε (ϕn

h) |∇ϕn
h | (I − nn

h ⊗ nn
h) ; un+1

h , ν
)

= 0 , ∀ν ∈ Qh . (8.19)
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Fig. 8.3 – Tracé pour δx = 5.3 × 10−2, δt = 3 × 10−2, τ = 0.81 et ε = 2.5 δx : (a) : L’angle
d’inclinaison de la vésicule et (b) : Le périmètre relatif (en valeur absolue) et l’aire relative (en
valeur absolue), en échelle logarithmique en ordonnées.

8.5 Problème d’advection

8.5.1 Non préservation des contraintes

On note que, similairement au chapitre précédent, des pertes de volume et de surface (aire et
périmètre en 2d) proviennent de l’étape d’advection et la vésicule finit par avoir une forme
sphèrique (circulaire en 2d).
Dans la figure 8.3, on trace l’évolution des pertes relatives en périmètre et en aire pour une
vésicule sous un écoulement de cisaillement simple ayant Re = 10−3 , Ca = 103 , ̟ = 1

10 , τ =
0.81 et un rapport de viscosité Υ = 50. On remarque que, après un tour de rotation, les pertes
dépassent 10% du périmètre et de l’aire de la vésicule de référence.

8.5.2 Corrections des pertes

Vu les problèmes de la conservation du volume et de la surface, on introduit deux multiplicateurs
de Lagrange globaux qui permettent de contrôler les pertes de la masse lors de l’étape de trans-
port de la fonction de niveau ϕ. En effet, on introduit deux multiplicateurs de Lagrange, notés
p∗ et λ∗, pour contrôler respectivement les contraintes de l’incompressibilté et de l’inextensibilité
lors de l’étape de transport. Le problème de transport est substitué par le problème suivant :

∂ϕ

∂t
+ [u + (p∗ + λ∗f)n] .∇ϕ = 0 p.p. (t, x) ∈]0,+∞[×Λ , (8.20)

d

dt

∫

Λ
H(ϕ) dx = εV p.p. t ∈]0,+∞[ , (8.21)

d

dt

∫

∂Ω
1 ds = εA p.p. t ∈]0,+∞[ . (8.22)
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itération

160140120100806040200

1

10−1

10−2

10−3

10−4

Fig. 8.4 – Tracé de la solution en appliquant les corrections au problème d’advection pour
δx = 5.3×10−2, δt = 3×10−2, τ = 0.81 et ε = 2.5×δx : (a) : L’angle d’inclinaison de la vésicule
en fonction des itérations et (b) : Le périmètre relatif (en valeur absolue) et l’aire relative (en
valeur absolue), en échelle logarithmique en ordonnées.

Avec εA et εV sont deux paramètres qui dépendent du temps et ils sont donnés à l’itération n
par :

εA =
−
∫
∂Ωn 1 ds + A0

∆t
et εV =

∫
Ωn 1 dx − V0

∆t
.

Dans l’équation (8.20), on utilise une fonction suffisamment régulière f définie dans le domaine
Λ. Dans nos simulations, on choisit f une fonction ploynômiale de second degré. En utilisant la
formule de Reynolds, l’équation (8.22) est équivalente à :

εA − p∗
∫

∂Ω
H ds − λ∗

∫

∂Ω
H f ds −

∫

∂Ω
H u.nds = 0 . (8.23)

Les équations (8.20) et (8.21) sont équivalentes à :

εV + p∗
∫

∂Ω
1 ds + λ∗

∫

∂Ω
f ds +

∫

∂Ω
u.nds = 0 . (8.24)

D’après les équations (8.23) et (8.24), les multiplicateurs de Lagrange optimaux sont donnés
par :

λ∗ =
εA
∫
∂Ω 1 ds + εV

∫
∂ΩH ds +

∫
∂Ω u.nds

∫
∂ΩH ds −

∫
∂Ω 1 ds

∫
∂ΩH u.nds∫

∂Ω 1 ds
∫
∂ΩH f ds −

∫
∂Ω f ds

∫
∂ΩH ds

,(8.25)

p∗ =
εV + λ∗

∫
∂Ω f ds +

∫
∂Ω u.nds

−
∫
∂Ω 1 ds

. (8.26)

Remarquons que la fonction f sert à éviter d’avoir un dénominateur nul dans l’expression de
λ∗ (8.25).
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8.5.3 Validation numérique

La même simulation que celle de la figure 8.3 est lancée en restituant les pertes de masse lors
de l’étape du transport de ϕ. Les résultats sont tracés dans la figure 8.4 et on observe que les
pertes sont contrôlées suite aux corrections introduites.

Algorithme de découplage

—————————————————————————————————————–

initialisation n = 0
(Ω0;u0) ∈ Λ × R2 arbitrairement donnés,

Soit n ≥ 0
Étant donnés (un , un−1 , ϕn) ,

1. On calcule un+1 , pn+1 , λn+1 en résolvant (8.19) ,

2. On calcule ϕn+1 en résolvant [8.20,8.21,8.22] .

fin de l’algorithme.

—————————————————————————————————————–

Fig. 8.5 – (a) : Vésicule sous cisaillement pour ̟ = 1/4, Υ = 20, Ca = 104 et Re = 10−3. (b) :
Zoom sur l’adaptation du maillage.
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8.6 Simulations numériques

8.6.1 Adaptation de maillage

Le critère de raffinement de maillage est le même que celui utilisé précédemment dans ce ma-
nuscrit. On choisit à l’itération n un critère cnh = δε(ϕ

n) + δε(φ
n+1) et par la suite la métrique

est donnée par la matrice Hessienne ∇∇cnh. On note que φn+1 prévoit une position approchée
de ϕn+1 calculée avec le maillage de l’itération précédente.
D’autre part, à chaque itération n, on effectue une boucle de sous itérations jusqu’à atteindre
la convergence du maillage pour le critère cnh donné. Dans la figure 8.5, on donne un zoom du
maillage autour de la membrane.
Quant aux paramètres d’adaptation de maillage donnés à BAMG, on choisit hmin = 10−2 et
hcoef = 1.1. Ces derniers représenttent respectivement la longueur de l’arête minimale dans le
maillage Th adapté ainsi que le coefficient de subdivision des mailles lors du raffinement.

8.6.2 Vésicule en mode de basculement

On choisit les paramètres physiques suivants : Re = 10−4 , Ca = 103 , Υ = 20, ceci pour une
vésicule ayant une aire réduite γ = 0.89 et pour un pas de temps δt = 2.5 × 10−3.
Dans leur processus expérimental, Vitkova et al. [94] utilisent des vésicules de diamètre 50µm
dans un canal de hauteur 1mm, ceci correspond à un confinement ̟ = 1/20.
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Fig. 8.6 – Erreure relative commise sur les contraintes en fonction du temps (échelle logarith-
mique en ordonnées) : (a) : L’aire relative (en valeur absolue) et (b) : Le périmètre relatif (en
valeur absolue).

Dans cette partie, on choisit ̟ tel que la vésicule suit un mouvement de basculement. Pour les
simulations utilisant un maillage régulier, on varie le confinement entre 1/2 et 1/5 alors que lors
de l’adaptation de maillage, on a utilisé jusqu’à un confinement ̟ = 1/12.

Préservation des contraintes

On trace l’erreur commise sur les contraintes du problème au cours du temps. En effet, on trace
(V − V0)/V0 et (A−A0)/A0 dans la figure 8.6 pour un confinement ̟ = 1/9. On remarque que
l’erreur relative est inférieure à 10−3 par rapport à A0 et V0 après 80 tours de basculement de
la vésicule.

γ = 0.82
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Fig. 8.7 – Évolution de la période du basculement P en fonction de 1/̟ pour γ = 0.82.
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Fig. 8.8 – Évolution de l’angle de rotation de la vésicule au cours du temps.

Effet du confinement sur la période de basculement

La période de basculement de la vésicule dans un écoulement de cisaillement dépend du choix du
confinement. Par ailleurs, on trace dans la figure 8.7 la période de temps P en fonction de ̟. On
en déduit qu’à partir de ̟ = 1/4, le résultat devient légèrement dépendant du confinement. Par
conséquent, on opte pour ce choix pour modéliser la dynamique des vésicules sans confinement.

Évolution de θ

L’évolution de l’angle de rotation θ autour de l’axe de la vésicule est tracée dans la figure 8.8.
On remarque que le régime stationnaire s’établie après dix tours de rotation et au delà de ce
régime transitoire, on a une période de rotation constante.

Énergie de Canham et Helfrich

On trace l’évolution de l’énergie de Canham et Helfrich en fonction du temps dans la figure 8.10.
Quelques positions occupées par la vésicule lors de son basculement, lorsque le régime station-
naire est établie, sont tracées dans la figure 8.5.

Courbes de Lissajous

À partir de la dixième période, le régime stationnaire s’établie et on peut tracer deux courbes
de Lissajous. La première consiste à tracer la vitesse angulaire dθ

dt en fonction de l’angle θ (voir
Fig 8.9(a)). Sur la figure 8.9(b), on trace l’énergie de Canham et Helfrich en fonction de θ. On
observe que les courbes se superposent exactement pour plus que 80 périodes et on peux affirmer
que la figure ontenue est caractéristique de la dynamique simulée.
Dans les figures 8.11, on trace les maillages utilisés pour différentes valeurs de confinements ainsi
que la courbe Γ correspondante.

Comparaison par rapport à la théorie de Keller et Skalak

Keller et Skalak [54] ont élaboré une approche analytique pour analyser la dynamique d’el-
lipsoides rigides ayant une membrane fluide dans un écoulement de cisaillement. Néanmoins,
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Fig. 8.9 – Courbes de Lissajous : (a) : la vitesse angulaire dθ
dt en fonction de θ et (b) : l’énergie

de Canham et Helfrich en fonction de −θ.
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Fig. 8.10 – Évolution de l’énergie de Canham et Helfrich au cours du temps.

Fig. 8.11 – Gauche : ̟ = 1/2. Milieu : ̟ = 1/5. Droite : ̟ = 1/9.
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Fig. 8.12 – Représentation de dθ
dt en fonction de cos(2θ).
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Fig. 8.13 – Période du basculement P d’une vésicule en fonction du volume réduit γ.

on note que le modèle proposé est tridimensionnel et il ne respecte pas la proprieté de l’inex-
tensibilité de la membrane. Toutefois, il continue à décrire la dynamique notament pour des
volumes réduits très proches de 1 où l’écart à l’inextensibilité est faible. D’après [54], l’équation
du mouvement de l’ellipsoide est donnée par :

dθ

dt
=

−1

2
+ α(Γ , Υ)cos(2θ) .

Où α(Γ , Υ) est un paramètre qui dépend du rapport d’aspect de l’éllipsoide et du rapport de
viscosités.
Pour les paramètres physiques suivants : γ = 0.84 ,Υ = 50 , Re = 10−4 , Ca = 104 et pour un
confinement ̟ = 1

9 , on trace dθ
dt en fonction de cos(2θ) sur la figure 8.12. On retrouve le profil de

dépendance linéaire prédit par la théorie de Keller et Skalak ainsi qu’une valeur de l’ordonnée à
l’origine égale à −0.5.
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Effet du volume réduit

On considère une vésicule dans un écoulement de cisaillement avec un rapport de viscosité
Υ = 50 et on choisit un nombre de Reynolds Re = 10−4 et un nombre de Capillarité Ca = 103.
On évalue la priode du basculement de la vésicule en fonction du volume réduit γ, les résultats
sont affichés sur la figure 8.13(a).

Évolution de la pression

Fig. 8.14 – Lignes de courant pour la vésicule en basculement et champ de pression pour un
confinement ̟ = 1

4 et γ = 0.82.

Dans les figures Fig. 8.14(a), on trace l’évolution du champ de pression en élévation ainsi que
le maillage associé. On trace aussi la courbe Γ ainsi que la droite indiquant l’orientation de la
vésicule. Ceci met en évidence le saut de pression à la traversée de Γ. Dans les figures Fig. 8.14(b),
on trace le champ de pression ainsi que les lignes de courant pour le même confinement ̟ = 1/4.
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Évolution de la tension de surface

Dans les figures Fig. 8.15(a), on trace l’évolution de la tension de surface en élévation ainsi que
le maillage associé. On trace également la courbe Γ ainsi que la droite indiquant l’orientation de
la vésicule. Dans les figures 8.15(b), on trace le champ λ ainsi que les lignes de vorticité pour le
même confinement ̟ = 1/4.

Fig. 8.15 – Lignes de vorticité pour la vésicule en basculement et champ de rigidité λ pour un
confinement ̟ = 1

4 et γ = 0.82.

8.6.3 Vésicule en mode de chenille de char

A faible contraste de viscosité, il est peu coûteux de cisailler le fluide interne : la vésicule
adopte alors une orientation stationnaire par rapport à l’́ecoulement, et sa membrane tourne
sans modifier sa forme générale, tout en entrainant le fluide interne.
Pour les paramètres physiques suivants : γ = 0.84 ,Υ = 1 , Re = 10−4 , Ca = 104, on trace
l’évolution de l’angle d’inclinaison de la vésicule pour deux confinements ̟ = 1/2 et ̟ = 1/4
(voir Fig 8.16). On trace sur la figure 8.18 les lignes de courant ainsi que le champ de vitesse sur
la membrane pour ̟ = 1/2. Lorsque le régime stationnaire est établie, on vérifie que ce champ
devient parfaitement tangentiel à Γ.
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On trace aussi sur la figure 8.18 l’angle du régime stationnaire θ∞ en fonction de l’aire réduite
de la vésicule et on remarque que l’angle augmente en fonction de l’aire réduite.
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̟ = 1/4
̟ = 1/2

temps

1086420

π/2

π/4

3π/20

0

θ∞

γ
10.950.90.850.80.750.70.650.6

π/4

π/6

π/8

π/10

0

Fig. 8.16 – (a) : Évolution de θ en mode confiné et non confiné pour γ = 0.84. (b) : Évolution
de l’angle de chenille de char en fonction du volume réduit.

Fig. 8.17 – Inclinaison par rapport à l’horizontale de la vésicule dans le régime stationnaire,
respectivement de gauche à droite, pour γ = 0.616 , 0.825 , 0.879 , 0.957.

Fig. 8.18 – Lignes de courant pour la vésicule en mouvement de chenille de char et champ de
vitesse sur Γ pour ̟ = 1

2 et γ = 0.84.
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8.6.4 Effet du nombre de Reynolds sur la dynamique du cisaillement

Ce qui a accaparé notre attention, au point de nous pousser à exploiter le code pour des nombres
de Reynolds considérables, c’est que les nombres de Reynolds peuvent prendre des valeurs
supérieures à 1 dans certains vaisseaux sanguins. En effet, pour des globules rouges dans le
sang, R0 est de l’ordre de 3 × 10−6 (USI), µ2 est de l’ordre de 10−3 (USI) et ρ2 est de l’ordre
de 103 (USI). Pour une vitesse moyenne dans le canal de l’ordre de 1, Re est de l’ordre de 3 (ce
qui est rencontré dans les grosses veines humaines). Par ailleurs, on a R0 de l’ordre de 5× 10−5

(USI) pour des vésicules dans le laboratoire et on peut suivre des vésicules à l’aide d’une caméra
très rapide jusqu’à des vitesses d’environ 0.1. Par conséquent, on obtient un nombre de Reynolds
de l’ordre de 5. Or, comme on va le voir, un nombre de cet ordre va boulverser le comporte-
ment sous cisaillement. On se propose donc de considérer dans cette partie des nombres Re non
négligeables.
On trace à la figure 8.19 l’évolution de la forme pour une vésicule d’aire réduite γ = 0.62 dans un
écoulement confiné pour ̟ = 1/2 ,Υ = 10 , Ca = 104 et Re = 0.4. Les résultats montrent que la
vésicule subit des déformations plus importantes que celles observées à la figure 8.5(a) pour un
nombre Re très faible. D’autre part, on s’apperçoit qu’il est possible de changer la dynamique
de la vésicule en agissant uniquement sur la valeur du nombre de Reynolds. En effet, on peux
voir dans les figures 8.20 et 8.21 que pour Re < 3.5, la vésicule d’aire réduite γ = 0.82 suit un
mouvement de basculement et que sa période augmente avec le nombre de Reynolds. En outre, à
partir d’une valeur critique de Re légèrement supérieur à 3.5, elle suit un mouvement de chenille
de char et l’angle de son orientation à l’équilibre croit avec le nombre de Reynolds avant de se
stabiliser autours d’une certaine valeur inférieure à π/4.
À notre connaissance, il s’agit là d’un résultat qui n’est pas connue de la litérature, où le mou-
vement de bascule est inhibé par les effets inertiels. Une origine physique simple de ce résultat
reste à trouver.
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Fig. 8.19 – Lignes de courant pour la vésicule en mouvement de basculement et champ de vitesse
sur Γ pour ̟ = 1/2 , γ = 0.62, Υ = 10 et Re = 0.4.
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9.1 Conclusion

Ce travail, à l’interface entre les mathématiques appliquées et la physique, s’articule autours de
la modélisation numérique des vésicules biologiques dans le sang. Nous avons pour cela adopté
le modèle de Canham [13] et Helfrich [96] pour mimer le comportement des vésicles. En dépit de
sa simplicité, ce modèle reste difficile à résoudre numériquement et très riche à exploiter. C’est
ainsi que plusieurs outils de calcul numériques doivent être mis en place.

Dans un premier temps, une attention toute particulière a été portée sur l’élaboration d’un code
de calcul permettant la modélisation de certains mouvements d’interface élémentaires.

Après avoir exposé dans l’introduction les enjeux de cette thèse ainsi que les motivations à choisir
la méthode des lignes de niveaux dans notre calcul numérique, nous avons introduit dans un
premier chapitre cette méthode dans le cadre des éléments finis. Nous avons évoqué le principal
inconvénient de cette méthode au niveau de son implémentation numérique : il s’agit des pertes
de masse couramment observées. Nous nous sommes intéressés à des problèmes d’advection afin
de se focaliser sur ce problème et nous avons proposé un algorithme de résolution numériques avec
des maillages adaptés en utilisant des multiplicateurs de Lagrange globaux. L’analyse de l’erreur
dans le cadre des tests classiques de Zalesac et de Leveque a permis de révéler les performances de
cet algorithme à remédier aux pertes de masse et à améliorer l’ordre de convergence de l’erreur.

Avant de nous attaquer au problème physique principal, nous nous sommes intéressés dans une
première étape particulièrement aux mouvements par courbure moyenne et par diffusion de
surface. Nous avons choisi de traiter par la suite le problème de la minimisation de l’énergie de
courbure de Helfrich sans imposer les contraintes de la conservation du volume et de la surface
caractéristiques des vésicules et nous avons proposé une formulation variationnelle pour chacun
de ces problèmes. Ceci a permis de comparer les résultats numériques aux solutions théoriques
exactes dans le cas de certains mouvements d’interfaces afin de valider cette première partie de
ce travail.

La deuxième partie de cette thèse aborde les simulations des vésicules.

Le cinquième chapitre est consacré à l’étude numérique de l’équilibre statique des vésicules à
travers la résolution d’une équation différentielle ordinaire. Ceci nous a permis de disposer d’une
famille de solutions s’obtenant simplement comme solution d’une EDO et qui ont servi par la
suite à une étude comparative avec les solutions obtenues dans le cadre des éléments finis.

Le sixième chapitre a fait l’objet d’une étude théorique d’une condition d’équilibre mécanique des
vésicules. Nous nous sommes servi des outils de dérivation par rapport à la forme pour obtenir
une équation d’Euler-Lagrange généralisée pour une fonctionnelle d’énergie plus générale que
celle dépendant du carré de la courbure de Helfrich.

Nous avons présenté dans le septième chapitre un algorithme pour mimer l’équilibre des vésicules.
Ceci a nécessité d’effectuer un contrôle a posteriori des multiplicateurs de Lagrange correspon-
dant à la conservation du volume et de la surface. Nous avons pu valider ces résultats en com-
parant les solutions avec ceux du cinquième chapitre et en vérifiant que les pertes numériques
sont inférieures à 10−5% de l’aire et du périmètre de références de la vésicule.

Enfin, nous avons développé un outil numérique efficace pour modéliser la dynamique d’une
vésicule dans un écoulement de cisaillement. Les simulations ont montré, en premier lieu, que
nous retrouvons certains résultats classiques et nous ont permis de prédire, en deuxième lieu, la
dynamique des vésicules dans des écoulements avec un nombre de Reynolds supérieurs à 1. Ces



9.2. PERSPECTIVES 183

derniers résultats sont originaux, ils permettent d’ouvrir des voies prometteuses pour l’étude de
la rhéologie du sang. Reste à voir des expériences physiques s’élaborer dans les laboratoires avec
de tels nombres de Reynolds pour pouvoir comparer.

9.2 Perspectives

Ce travail est une première étape vers la compréhention de la rhéologie du sang.

Sur le plan de la physique, il serait intéressant de traiter dans un premier temps d’autres types
de dynamiques tels que le cas des vésicules en écoulement de cisaillement près d’un substrat. Les
résultats expérimentaux ont montré que, lors du mouvement de la chenille de char, les vésicules
glissent et roulent. Par ailleurs, la déformabilité des vésicules génère une force de portance, d’ori-
gine purement visqueuse, qui les fait décoller du substrat. Les simulations numériques servent à
déterminer une loi de dépendance entre la force de portance et la distance au substrat.
Sur le même plan, il serait intéressant d’étudier le passage des vésicules dans une bifurcation.
Ces deux dynamiques posent le problème du traitement du contact vésicule/substrat dans le
cadre de la méthode des lignes de niveau.

Afin de voir l’effet de la présence des vésicules sur le comportement réologique du sang, il est
important d’augmenter la concentration des vésicules dans la dynamique. La difficulté qui réside
dans ce problème est d’éviter l’interpénétration entre les différentes particules.
Par conséquent, on s’approche de l’objectif primordial de tout ce projet de recherche, il s’agit de
faire le passage micro-macro et donc de trouver une loi de comportement du sang en augmentant
la concentration des vésicules.

Sur le plan des mathématiques, plusieurs voix prometteuses sont à explorer. Il s’agit d’élaborer
des estimations d’erreur a priori en maillages régulier et adapté des sous problèmes étudiés
numériquement dans la première partie de cette thèse.
Il serait aussi intéressant de faire des estimations d’erreur a posteriori à s’en servir pour les
adaptations de maillage.

Enfin, nous pouvons dire que nous sommes très loin d’avoir épuisé le problème et que ce travail
ne représente qu’un premier pas sur une voie très prometteuse qui devrait permettre l’observa-
tion numérique des comportements originaux afin de prévoir la physique, ceci dans l’intérêt de
coupler, à terme, ces études aux sciences biomédicales.
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Annexe A

Équilibre statique des membranes en

3D axisymetrique

Afin de trouver les points selles des membranes en dimention trois, il faut faire la différentiation
du lagrangien L . On a :

[
(H −H0)

2
]′
ψ

(w) = 2H ′
ψ(w) (H −H0) ,

[(
1 + w2(r)

) 1
2

]′
ψ

(w) =
w(r)ψ

(1 + w2(r))
1
2

.

Or,

δL (Ω;λ, p)

2π
=

∫ rf
0 2 δ(H) (H −H0)

(
1 + w2(r)

) 1
2 r dr

+
∫ rf
0

[
(H −H0)

2 + λ
]
r

wψ

(1 + w2(r))
1
2

dr − p

∫ rf

0
r2ψ dr .

(A.1)

La normale est donnée par (6.46) :

n(r, z) =
1

(1 + w(r)2)
1
2

(
−w(r)

1

)
. (A.2)

Calcul de la courbure H(r)

D’après (6.47), la courbure est donnée par :

H(r, z) = ∇s.n =
1

r
∂r(r nr) + ∂znz

= − ∂r

(
r w(r)
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2
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(
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) 1
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2
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3
2

[
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r
+
w3(r)

r
+w′(r)

]
. (A.3)
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Calcul de la dérivé H ′(r)

H ′(r) = − r
(
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) 3
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Calcul de la différentiation H ′
ψ(w)
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ψ(w) = −

(
rψ′ + ψ + 3w2(r)ψ

)
r
(
1 + w(r)2

) 3
2

r2 (1 + w(r)2)3

+

(
rw′(r) + w(r) + w3(r)

)
r 3w(r)ψ

(
1 + w(r)2

) 1
2

r2 (1 + w(r)2)3

= − rψ′
(
1 + w(r)2

)
+ ψ

(
1 + 3w2(r)

) (
1 +w(r)2

)
− 3w(r)

(
rw′(r) + w(r) + w3(r)

)
ψ

r (1 + w(r)2)
5
2

= − 1

(1 + w(r)2)
5
2

[(
1 + w(r)2

)
ψ′ − 3w(r)w′(r)ψ +

1

r

(
1 + w(r)2

)
ψ

]
.

Éxtraction de l’EDO en w(r)

On note les trois termes de la différentiation (A.1) respectivement par T1, T2, T3 qu’on calcule
chacun à part.
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(1 + w(r)2)2

[(
1 + w(r)2

)
ψ′ − 3w(r)w′(r)ψ +

1

r

(
1 + w(r)2

)
ψ

]
dr

= −
[
2r (H −H0)

(1 +w(r)2)
ψ

]rf

0

+

∫ rf

0

∂

∂r

[
2r (H −H0)

(1 + w(r)2)

]
ψ dr

−
∫ rf

0

2 (H −H0)

(1 + w(r)2)
ψ dr +

∫ rf

0

6rw(r)w′(r) (H −H0)

(1 + w(r)2)2
ψ dr .



187

Le premier terme dans l’équation précédente s’annule car w(rf ) = −∞. De plus,

∂

∂r

[
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Donc
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Il reste à évaluer l’intégrant de T1 en utilisant l’expréssion de H ′(r) précédemment calculée :
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Afin d’évaluer T2, on explicite l’expression de H(r) (A.3) :
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Par conséquent, on peut évaluer T2 :
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En sommant les expressions respectives de T1, T2, T3 dans (A.1), on obtient :
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Par conséquences, les points selles du problème vérifient l’équation d’Euler-Lagrange suivante :
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Annexe B

Quelques rappels utiles

B.1 Formulaire

On considère les champs scalaires f et g et un champs vectoriel u = (ux,uy,uz). Soit une surface
Γ régulière, orientable et fermée où n est la normale sortante unitaire à Γ.

∇f =




∂f

∂x
∂f

∂y
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∂z
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
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∂u
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∂u
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)
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


∂ux
∂x
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∂y

∂ux
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∂uy
∂x

∂uy
∂y

∂uy
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∂uz
∂x

∂uz
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

.

∇.u = tr(∇u) =
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

. (B.1)

∇sf = (I − n⊗ n) ∇f = ∇f − (n.∇f) n . (B.2)

∇s.u = (I − n⊗ n) : ∇u = ∇.u− ((∇u).n).n . (B.3)

∆sf = ∇s. (∇sf) . (B.4)

∇s. (fu) = f∇s.u + u.∇sf . (B.5)

∇s (fg) = f∇sg + g∇sf . (B.6)

B.2 Formule de Green pour les opérateurs surfaciques

On considère une surface Γ régulière, orientable et fermée de dimension (d − 1) et soient deux
fonctions g ∈ H1(Γ) et v ∈ H1(Γ)d. On note n la normale sortante unitaire à Γ, alors :

∫

Γ
∇sg.v ds+

∫

Γ
g∇s.v ds−

∫

Γ
g(∇.n)v.n ds = 0 . (B.7)
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[42] F. Hecht. Bamg : Bidimensional anisotropic mesh generator.
http://www.rocq.inria.fr/gamma/cdrom/www/bamg/eng.htm, 1998.

[43] F. Higuera and J. Jimenez. Boltzmann approach to lattice gas simulations. Europhys.
Lett. 9, 663, 1989.

[44] F. Higuera, S.Succi, and R. Benzi. Lattice gas dynamics with enhanced collisions. Euro-
phys. Lett.9, 345, 1989.

[45] C.W. Hirt and B.D. Nichols. Volume Of Fluid (VOF) methods for the dynamics of free
boundaries. J. Comput. Phys., 39 :201–225, 1981.

[46] Zhan-Ning Hu. New approach on the general shape equation of axisymetric vesicles. Mod.
Phys. Lett. B, 1999.

[47] W. Huang. Metric tensors for anisotropic mesh generation. Journal of Computational
Physics, 204 :633–665, 2004.

[48] E. Huisken. Flow by mean curvature of convex surfaces into sheres. J. Differential Geo,
20 :237–266, 1984.

[49] J.Hu and Z. Ou-Yang. Shape equations for the axisymetric vesicles. Phys.Rev.E, 47 :461–
467, 1993.

[50] G.-S. Jiang and D. Peng. Weighted ENO schemes for Hamilton-Jacobi equations. SIAM
J. Sci. Comput., 21 :2126–2143, 2000.

[51] C. Josserand, L. Lemoyne, R. Troeger, and S. Zaleski. Droplet impact on a dry surface :
triggering the splash with a small obstacle. Journal of fluid mechanics, 524 :47–56, 2005.

[52] C. Josserand and S. Zaleski. Droplet splashing on a thin liquid film. Phys. Fluids, 15 :1650–
1657, 2003.

[53] Frank Julicher and Udo Seifert. Shape equations for axisymmetric vesicles : A clarification.
Phys.Rev.E, 49(5) :4728–4731, 1994.

[54] S. Keller and R. Skalak. Motion of a tank-treading ellipsoidal particle in a shear flow. J.
Fluid Mech., 120 :27–47, 1982.

[55] B.A. Klimpke. Hybrid Magnetic Field Solver Using a Combined Finite Element/Boundary
Element Field Solver. U.K. Magnetics Society Conference, 2003.

[56] E. Kuwert and R. Schatzle. The Willmore flow with small initial energy. Journal of
Differential Geometry, 57 :409–441, 2001.

[57] A. Laadhari, C. Misbah, and P. Saramito. On the equilibrium equation for a generalized
biological membrane energy by using a shape optimization approach. Physica D, 239 :1567–
1572, 2010.



194 BIBLIOGRAPHIE

[58] A. Laadhari, P. Saramito, and C. Misbah. Improving the mass conservation of the Level Set
method in a Finite Element context. Comptes rendus mathématiques, Ser. I, 348 :535–540,
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Technical Report LA 189, Lab. d’Analyse Numérique, Univ. Paris VI, 1974.

[74] C Ollivier-Gooch. Grummp : Generation and Refinement of Unstructured, Mixed-Element
Meshes in Parallel. http://tetra.mech.ubc.ca/GRUMMP/, 2010.

[75] E. Olsson, G. Kreiss, and S. Zahedi. A conservative Level Set method for two phase flow
II. J. Comput. Phys., 225 :785–807, 2007.

[76] S. Osher and R. Fedkiw. The Level Set Method and Dynamic Implicit Surfaces. Springer-
Verlag, New York, 2003.

[77] S. Osher and R. Fedkiw. Level Set methods : An overview and some recent results. J.,
2005.



BIBLIOGRAPHIE 195

[78] S. Osher and J.A. Sethian. Front propaging with curvature deppend speed : Agorithms
based on Hamilton-Jacobi formulations. J. Comput. Phys., 79(12), 1988.

[79] S. Popinet and S. Zaleski. A front-tracking algorithm for accurate representation of surface
tension. Int. J. Numer. Meth. Fluids, 30 :775–793, 1999.

[80] S. Popinet and S. Zaleski. Bubble collapse near a solid boundary : A numerical study of
the influence of viscosity. J. Fluid Mech., 464 :137–163, 2002.

[81] C. Pozrikidis. Boundary Integral and Singularity Methods for Linearized Viscous Flow.
Cambridge University Press, 1992.

[82] A. Quarteroni and L. Formaggia. Mathematical Modelling and Numerical Simulation of
the cardiovascular System, P.G Ciarlet et J.L. Lions editor, Modelling of Living Systems,
Handbook of Numerical Analysis Series. Elsevier, Amsterdam, North-Holland, 2004.

[83] S.J. Ruuth, B. Merriman, J. Xin, and S. Osher. Diffusion-generated motion by mean
curvature for filaments. J. Nonlinear Science, 11(6) :473–493, 2001.

[84] S.J. Ruuth and B.T.R. Wetton. A simple scheme for volume-preserving motion by mean
curvature. J. Scientific Computing, special issue dedicated to Stan Osher’s 60th birthday,
19(1) :373–384, 2003.

[85] P. Saramito, N. Roquet, and J. Étienne. Rheolef : A Fi-
nite Element environment, i.e. some C++ classes and unix commands.
http://www-lmc.imag.fr/lmc-edp/Pierre.Saramito/rheolef, 2008.

[86] U. Seifert. Configurations of fluid membranes and vesicles. Adv. in Phys., 46 :13–137,
1997.

[87] J. A. Sethian. Level set methods : evolving interfaces in geometry, fluid mechanics, com-
puter vision, and materials science. Cambridge University Press, UK, 1996.

[88] J.A. Sethian. Level Set Methods and Fast Marching Methods. Cambridge University Press,
1999.

[89] J. Simon. Differentiation with respect to the domain in boundary value problems. J. Num.
Funct. Anal. Optim., 2(7–8) :649–687, 1980.

[90] L. Simon. Existence of surfaces minimizing the Willmore functional. Comm. Anal. Geom,
1 :281–326, 1993.

[91] G. Simonett. The Willmore flow near spheres. Differential and Integral Equations,
14(8) :1005–1014, 2001.

[92] M. Sussman and E. Fatemi. An efficient, interface preserving Level Set re-distancing
algorithm and its application to interfacial incompressible fluid flow. SIAM J. Sci. Comput,
20(4) :1165–1191, 1998.

[93] S. A. Vavasis. Qmg : Mesh generation and related software.
http://www.cs.cornell.edu/Info/People/vavasis/qmg-home.html, 1995.

[94] V. Vitkova, G.Coupier, M.-A. Mader, B. Kaoui, C. Misbah, and T. Podgorski. Tumbling of
viscous vesicles in a linear shear field near a wall. Journal of optoelectronics and advanced
materials, 11 :1218–1221, 2009.

[95] A.J. Wagner. A Practical Introduction to the Lattice Boltzmann Method. North Dakota
State University, 2008.

[96] W.Helfrich. Elastic properties of lipid bilayers : theory and possible experiments. Z.
Naturforsch. Teil C, 28 :693–703, 1973.



196 BIBLIOGRAPHIE

[97] W. Wintz, H. Dobereiner, and U. Seifert. Starfish vesicles. Europhys. Lett., 33 :403–408,
1996.

[98] S. Zalesak. Fully multidimensional flux-corrected trasport algorithms for fluids. J. Comput.
Phys., 31 :335–362, 1979.

[99] Wei-Mou Zheng and Jixing Liu. Helfrich shape equation for axisymmetric vesicles as a
first integral. Phys. Rev. E, 48(4) :2856–2860, 1993.

[100] O.-Y. Zhong-can and W. Helfrich. Bending energy of vesicle membranes. General expres-
sion for the first, second and third variation of the shape energy and application to spheres
and cylinders. Phys. Rev. A, 39 :52–80, 1989.

[101] O.-Y. Zhong-can and W. Helfrich. Bending energy of vesicle membranes : general ex-
pressions for the first, second and third variation of the shape energy and applications to
spheres and cylinders. Phys. Rev. A, 39(10) :5280–5288, 1989.


