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Avant-propos

L’objectif de cette these est d’étudier la modélisation des courants induits susceptibles de
se développer dans les dispositifs électriques par des systémes d’ordre non entier, ¢’est-a-dire
des systémes faisant intervenir des dérivations non entiéres de grandeurs électriques. L’une
des difficultés de cette étude est liée a 1’application novatrice cet outil mathématique au
domaine de 1’électrotechnique.

Le chapitre II de ce rapport donne les principales définitions et propriétés de cet outil. Sa
lecture est par conséquent vivement recommandée avant de se plonger dans I’étude a

proprement dite des machines électriques.

Nous informons par ailleurs le lecteur que nous utiliserons indifféremment dans ce rapport le
qualificatif de « non-entier » ou « fractionnaire » au sujet d’'une dérivation d’ordre réel.

De plus, nous utiliserons abusivement le terme « machine asynchrone » pour désigner une
machine & induction a cage d’écureuil.

Bonne lecture !!







Introduction générale




| "."“"Fin'ln'}""f: il r" i "'J" I'-_i' % ' ”‘-11'I P‘:
LT{ A ‘q'... n’fr |L4 “}l;"'- - k J I"\. R
,|| ‘| 1k | W e I':.

1‘11'{-"'-1 i y 2 N i "' ‘ '|1|‘-r‘ll lf:ﬁ‘lﬂﬂ ‘ﬂ"-
E."-_iﬁ:i-“-_ﬁ:t.{:.lrr-- L_;.'NL L'l '!ﬂ',‘r_ Jh-l'.hiir:h,l gﬂ -H'Ivr"e. ‘_ .~ i’&q“ “'_H,-.'J*_wl' l'_‘!—rﬁ m

o
]
- ek P e & Rl - |_ q 15
5.: . ‘.'._"..‘ _".o‘,t:,,""."— » ,_L,.'rl'_, " gl .»1' '-_,_,' 7 | uJ ..B,.I l__‘..’_'-,.._r_" U" et
k N ST il 1 | i - _ten

47 L

R d E b b J-—!._'sgwuaw?

v oy PO - '\}' ¥ A LT e T S L Ay r ) g s A !‘\‘.

Wl e o L ol ™14 0 et T 1 ?_1 h..l__- .df. oL bt - g |‘1| = __f" fl

ol oy Ty 'E‘!' ."':.' R0 ".'!' 'y ! _l‘ u.?‘] ‘r'"-'f""c.ﬁ", T'JN.I';‘!E"." .'+'11.' "71 = _'I ) ;? ’Ji) - J‘“-'r

S SRS v '.',;;.._ ._,"I‘. __l' o | o £ ‘:| 4 5 ':._,ur i P, .1.--3 l.." N "' ._ Jk‘lf‘ ; . ‘-"" ""IH-

! il 1Y, ST '. 4-I'.-.— Mo h I

Fr i nd it S e '\ ;\l;‘f{ i .-..]m
| T

iy o p"t'."vﬁr 9 rlﬁf“mw .f» = b'uﬁ;.r

f-'g*ql..%‘ij—nﬂ ._1_“‘ ‘i*FL: -'le r’ 3'|.dl|";‘l l m .j'i'_ ‘H []I |_r'l

"._ -y l g T
o = i. = =

%*“W.Cﬁfﬂ:ﬂ %Eﬁﬁ‘i{f’fﬁ" a:fif’**’?’-*?"-ﬁz-"‘f'f *‘i&“iﬁ :
&% _ : )

A=Y '”- _..""I_'L
ﬁ i e P

.,"-.LJJ-_.
il

YR
L_Iu,}l:t. f
A




Introduction générale

Nous constatons actuellement un accroissement considérable du nombre d’actionneurs et
de sources d’énergie mis en réseau, ce qui participe activement au véritable engouement pour
les études menées sur les réseaux électriques. Les projets d’avions ou de navires tout
électrique illustrent concreétement cette tendance.

D'un point de vue général, 'accroissement de la taille et de la complexité des réseaux ne peut
cependant se faire au détriment de la sécurité des personnes et de la fiabilité des installations
concernées. Ceci améne a analyser précisément les interactions entre les différents dispositifs
d’un méme réseau (machines électriques, convertisseurs, FACTS, ...etc). Une telle analyse
est souvent menée dans le domaine fréquentiel car elle permet de mieux distinguer les
différentes dynamiques d'un systéme.

Il est alors nécessaire de disposer de modeles fréquentiels fins et valables sur une plus grande
plage de fréquences.

En outre, ’étude de ces systémes complexes sera facilitée si leur modele comporte le plus
petit nombre de parameétres possible.

Au cceur de tous ces dispositifs on trouve la machine électrique. C’est donc sur elle que
portera principalement notre étude et tout particulierement sur :

- le moteur asynchrone, puisqu’il est trés couramment utilisé dans les applications
industrielles,

- l’alternateur, puisqu’il est une source essentielle d’énergie €lectrique

En résumé, I'objectif premier de cette thése est d’améliorer les modeles fréquentiels de
machines électriques. Toutefois, cette étude ne se contente pas d'une simple amélioration des
modélisations classiques mais propose leur dépassement. Elle est méme en rupture totale avec
les représentations habituelles puisqu’elle est basée sur I'utilisation de I’outil mathématique
de dérivation fractionnaire dans la résolution des équations de Maxwell, équations a la base de
tout dispositif électrique.

La premiére partie de ce travail reposera sur la recherche essentiellement analytique de
nouveaux modéles de machines a I’aide cet outil mathématique. Une seconde partie plus
expérimentale validera nos différents modeles sur des bancs d’essai fréquentiel réalisés en
partie au LEG.

Notre démarche s’articule autour six chapitres.




Introduction générale

Dans le premier chapitre, nous parlerons de la nécessité actuelle d’améliorer la représentation
des phénomenes fréquentiels dans les dispositifs électriques, ceci a travers des schémas
€quivalents plus précis et plus compact et nous rappellerons les approches classiques utilisées
pour mener ces études. Nous situerons €galement la modélisation fractionnaire des courants
induits dans le cadre des travaux déja existants.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnerons les principes mathématiques de la dérivation
fractionnaire qui nous seront utiles tout au long de ce mémoire.

A la suite de ces chapitres d’introduction, le troisiéme chapitre présentera une nouvelle
approche pour modéliser le phénomene de diffusion du champ magnétique dans un matériau
conducteur. Pour bien poser le probléme, nous établirons tous les résultats dans le cas simple
mais représentatif d’une barre conductrice rectangulaire.

Le quatrieme chapitre étendra les résultats du chapitre précédent a I’étude d’autres piéces
rencontrées dans les machines électriques. Il permettra surtout d’établir de nouveaux schémas
équivalents incluant des impédances variant avec la racine carrée de la fréquence.

L’identification des parameétres des schémas équivalents fractionnaires des machines étudiées
sera ensuite présentée dans le cinquiéme chapitre. Nous étudierons également I’influence de
I’échauffement et de la saturation du matériau sur les parameétres des modeles établis.

On terminera sur 1’étude des machines dans le domaine temporel a partir des schémas
équivalents fractionnaires établis précédemment. Celle-ci consistera principalement a la mise
au point d’un algorithme de calcul de la réponse temporelle d’une machine asynchrone a rotor
bloque.
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Chapitre I — Contexte de I'étude

INTRODUCTION

I.1 Préambule

La modélisation fractionnaire des dispositifs électriques doit répondre a4 un probléme
majeur : la représentation simple et précise des phénomenes fréquentiels liés & 1’induction
électromagnétique.

L’objet de ce chapitre est de situer les travaux présentés dans ce mémoire dans le cadre trés
général d’une part de 1’étude des machines électriques, et d’autre part, de la représentation
d’ordre fractionnaire de certaines classes de phénomeénes physiques.

1.2 Support de I’étude

L’étude des systemes électriques (réseaux, associations convertisseurs - machines, ...)
nécessite le recours a une représentation sous forme de circuits des différents dispositifs le
constituant. C’est en particulier le cas pour les machines électriques.

Afin de faciliter I’étude de ces systemes, leurs caractéristiques sont généralement représentées
et exploitées dans le domaine fréquentiel en utilisant les diagrammes de Bode.

Dans de nombreux cas, les modeles retenus ne sont valables que sur une plage de fréquences
restreinte. Et ceci devient rapidement problématique lorsqu’une analyse fréquentielle « fine »
s’avere indispensable (le paragraphe II détaille quelques champs d’étude pour lesquels c’est le

cas).

II. LA MODELISATION FREQUENTIELLE DES MACHINES
ELECTRIQUES

I1.1 Prise en compte des phénomenes fréquentiels dans les schémas
équivalents : pourquoi ?

Avec la généralisation de 1’alimentation des machines électriques par des convertisseurs
statiques de type M.L.I., la modélisation classique par des schémas équivalents a paramétres
constants devient inadaptée, puisqu’elle ne prend plus en compte les effets liés aux
harmoniques générés par les convertisseurs [KAM-92] [ATA-92].

Il devient désormais essentiel de tenir compte des influences de ces harmoniques sur le
comportement dynamique des machines, notamment sur le couple électromagnétique, pour

-
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assurer la sécurité et la fiabilité de fonctionnement de ces machines [ALG-70] [GEM-92]
[THO-94].

Ces probléemes ne concernent pas uniquement les associations convertisseurs - machines. On
doit en tenir compte également dans 1’étude de la stabilité des réseaux, de la maintenance et
du diagnostic des dispositifs et des performances d’un systéme, ot un modele fréquentiel
précis est requis.

11.1.1 Stabilité des réseaux

Le probléme de la stabilité des réseaux est apparu avec 1’augmentation de leur taille. On
entend par stabilité 1’aptitude d’un systéme a étre peu perturbé lors de 1’apparition d’un
défaut. Autrement dit, un réseau de distribution est stable si la production d’énergie reste
globalement constante par rapport & la consommation méme en cas d’accident (court-circuit
sur une ligne, forte demande momentanée d’énergie,...) [KUN-94]. L’étude de la stabilité est
effectuée pour trois régimes de fonctionnement distincts :

- le régime transitoire (temps de réponse inférieur & 10 ms)
- lerégime dynamique (temps de réponse compris entre 10 et 500 ms)
- lerégime permanent (temps de réponse supérieur a 500 ms)

Pour I’étude de stabilité des régimes dynamiques et transitoires, il est important de disposer
de modéles fréquentiels précis des différents éléments composant le systéme. Ainsi, le modéle
de machines utilisé classiquement dans les logiciels de simulation de réseaux comme
Eurostag©, développé par EDF, est un modele de Park présentant plusieurs branches en
paralléle au rotor afin d’étre représentatif sur une certaine plage de fréquences.

I1.1.2 Maintenance prédictive des systémes électriques

L’utilisation de 1’électricité est devenue & ce point banale que 1’on finit par ignorer ses
dangers et considérer sa présence comme quelque chose de naturel. Cependant, toutes ces
apparences sont trompeuses et le maintien de la continuité de service nécessite un effort de la
part des exploitants des systemes. Dans le cas des réseaux, cet effort se répartit entre
’entretien permanent des composants (pylones, cables électriques, transformateurs, ...etc) et
des unités de production (centrales hydrauliques, thermiques et nucléaires).

Le maillon faible est la machine électrique, car sa panne paralyse immédiatement la
production et entraine une perte séche trés importante [JAR-96].

Une maintenance dite « prédictive » doit donc étre assurée afin de prévenir & temps les
défauts susceptibles de se produire dans les machines (phase statorique mise en court-circuit,
rupture de barre ou d’anneau de court-circuit, excentricités, roulements, ...). Les études
actuelles portent sur les « petits » défauts (par exemple, un court-circuit entre spires), ceci afin
de prévenir les « grands » cités plus haut. Une étude conduite pour IEEE [IEE-85] a établi une
statistique des différents défauts pouvant intervenir dans une machine électrique.
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Oroulement (41%)
Hstator (37%)
Orotor (10%)
Oautre (12%)

Figure I-1. Répartition des défauts dans une machine électrique suivant leur localisation

Bien évidemment, le meilleur moyen d’assurer un diagnostic correct de la machine ne
consiste pas & «décortiquer » la machine a intervalles réguliers pour voir si la trente-
cinquieme barre de la cage d'amortisseurs ne s’est pas rompue. Il consiste a étudier certaines
grandeurs électriques caractéristiques du type de défaut rencontré. Cependant, dans le cas de
la machine synchrone, 1’étude des courants statoriques ne permet pas toujours de
diagnostiquer la machine : il est nécessaire d’observer d’autres grandeurs comme par exemple
les tensions d’arbre [JER-01].

Généralement, le diagnostic des défauts est fait a partir du spectre des grandeurs €lectriques.
Les fréquences de défaut dépendent non seulement du défaut, mais aussi du choix de
I’alimentation et du glissement dans le cas d’une machine asynchrone. Ainsi, les fréquences
correspondant a ces défauts peuvent couvrir un large spectre de fréquences [RAI-00].

Il est donc 1a aussi indispensable de disposer de modeles fréquentiels précis de la machine,
afin de mettre au point des outils de diagnostic fiables sur une large plage de fréquences.

11.1.3 Etude des performances d’un systéme

Il est difficile, suivant le public concerné, de donner une définition claire du terme
« performances ». Pour certaines personnes, les critéres portent essentiellement sur le
comportement dynamique du systéme. Ainsi, le constructeur d’une machine asynchrone
vérifiera par exemple que le couple au démarrage est suffisant pour un appel de courant
faible. Pour d’autres, les performances d’un systéme seront essentiellement liées au
rendement général, donc aux pertes. Dans ce cas, la détermination des pertes peut étre faite
directement & partir d’un schéma équivalent de la machine. Ce schéma équivalent devrait
alors étre suffisamment représentatif de la physique de la machine afin que ’estimation ne
soit pas trop grossiere. Pour cela, il faudrait notamment que les paramétres de ce schéma
équivalent (résistances et inductances) soient variables avec la fréquence.
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11.2 Prise en compte des phénoménes fréquentiels dans les schémas
équivalents : comment ?

Tous les phénomenes €lectromagnétiques sont régis par les équations de Maxwell. Afin
d’obtenir un modele de connaissance de la machine, il est donc impératif de partir de ces
équations pour modéliser les courants induits se développant dans les piéces conductrices.
Ces équations seront simplifiées puisque [VAS-90] :

- les fréquences ou les vitesses mises en jeu étant faibles, les courants de déplacement
sont négligeables devant les courants de conduction,

- D’absence de diélectrique ou de charges nous permet d’écarter les phénoménes
électrostatiques.

La relation (I-1) rappelle la nature de ces équations aux dérivées partielles.

rotH=J
- dB  €quations de couplage électromagnétique
rotE = —
dt (I-1)
divB=0

i équations de conservation du flux
divE=0

La résolution de ces équations peut étre menée de différentes manieres. Suivant la méthode
employée, le schéma équivalent prenant en compte les phénomeénes fréquentiels peut
constituer soit un modele de comportement, soit un modele de connaissance.

1.2.1 Modéle de comportement

La maniere la plus commode est de passer outre la résolution des équations de Maxwell et
de rechercher plutét un modéle de comportement. Ceci est réalisé par ’ajout au schéma
équivalent classique de cellules (R-L), le nombre de cellules rajoutées dépendant de la
précision désirée. Le nombre de parametres peut donc augmenter considérablement, et ceci
parfois au détriment de leur pertinence physique (inductances négatives,...) [ATA-92].

1.2.2 Modéle de connaissance

Parfois, on cherchera a ce que le modele établi tienne « parfaitement » compte de la
physique et de la géométrie de la machine, ceci afin d’associer tel phénoméne physique a tel
parametre du schéma équivalent. Le modele obtenu est ainsi un modele de connaissance de la
machine.

Pour tenir compte de la géométrie de la machine et des phénomenes fréquentiels, la méthode
couramment employée est de déduire d’une simulation par éléments finis le schéma
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équivalent de la machine [SAH-94] [NAB-94] [DUC-96]. On dispose ainsi, pour chaque
harmonique étudié du schéma équivalent correspondant. Il va sans dire que cette méthode est
longue et coliteuse en calculs.

Il existe des méthodes alternatives, qui sont basées sur le fait que les parametres physiques
(résistances et inductances) des piéces ou se manifeste I’effet de peau, varient avec la racine
carrée de la fréquence [ALG-70]. Certains auteurs comme [CAN-69] ou [SLE-99] ont ainsi
établi des schémas équivalents comportant des impédances variant avec la racine carrée de la
fréquence, mais cette modélisation n’a pas réellement été utilisée & des fins pratiques.

I1I. LA MODELISATION FRACTIONNAIRE

La modélisation des machines électriques par des systémes d’ordre non entier s’inscrit

dans un contexte beaucoup plus large de représentation précise et condensée de phénoménes
physiques décrits par des équations aux dérivées partielles. Cette modélisation reléeve tout
aussi bien des sciences pour I’ingénieur que des sciences biologiques ou physico-chimiques.
Une action thématique du club EEA-SEE-MEN, avec le soutien de PSA et Alstom, a ainsi vu
le jour en 1998 sur la théorie et les applications des systémes a dérivées non enticres [EEA-
98].
Le concept et le formalisme mathématique de la dérivation non entiére remontent au début du
XIX'™ siecle [POD-99]. C’est Alain Oustaloup du Laboratoire d’Automatique et de
Productique (LAP) de Bordeaux, qui a été I’un des premiers en France a appliquer dans de
nombreux domaines la théorie des systémes d’ordre fractionnaire. Il s’est ainsi intéressé avec
I’équipe CRONE (abréviation de Commande Robuste d'Ordre Non Entier) a 'application de
la dérivation non entiére dans les disciplines suivantes :

- en automatique a travers la commande CRONE (synthése d’un régulateur réalisé a
partir d’une dérivée non entiere), mais aussi a l'identification par modele non entier
de dispositifs,

- en robotique, a travers la suspension active pour automobile CRONE et en
modélisation d'environnement a travers la planification non entiére de trajectoire.

Cette approche a conduit a des résultats trés satisfaisants en termes de performances [OUS-
95] [GDR]. De nombreux axes de recherche ont également été lancés dans d’autres domaines
scientifiques, aussi divers et variés que [PRO-99] [OUS-95] :

- la rhéologie, ou les relations contraintes - déformations font apparaitre plusieurs
ordres de dérivation non entiére,

- la chimie, ou dans le cas d’une interface fractale entre un métal et un milieu
ionique le courant est proportionnel a la dérivée non entiere de la tension,




Chapitre I — Contexte de I'étude

- D’étude des signaux, ou les bruits de composants électroniques et ceux des
turbulences aérodynamiques peuvent présenter des spectres non-standards,

- lamodelisation de la diffusion de fluides en milieux poreux micro-fissuré.

11 faut savoir que les dérivations non entieres mises en jeu dans ces problemes d’identification
de systémes sont de nature explicite (). Nous reviendrons sur ce point 4 de nombreuses
reprises, mais il est important de le noter dés a présent.

En ce qui concerne ’application de la dérivation non entiere au génie électrique, des travaux
trés différents sont menés a ce jour en parallele dans trois laboratoires en France :

- aPoitiers, au LAII (Laboratoire Automatique et Informatique Industrielle), dans le
cadre de l’identification des paramétres d’un schéma équivalent classique de
machine asynchrone a partir d’algorithmes reposant sur des modeéles d’ordre non
entier explicites [LIN-01],

- a Toulouse, au LEEI (Laboratoire d’Electrotechnique et Electronique Industrielle),
ou I'effet de peau dans les barres du rotor d’une machine asynchrone est modélisé
par un ensemble de cellules (R-L) en parallele, le nombre de cellule et leurs
paramétres étant identifiés par application des algorithmes d’identification
développés a Poitiers [KAB-97] [FAU-01] [KHA-01],

- a Grenoble enfin, ou les travaux de cette thése on été initiés par la mod¢lisation
non entiere d’une machine asynchrone a partir de systémes fractionnaires de nature
implicite ¥ [RET-98] [NOU-99].

IV. CADRE APPLICATIF DE L’ETUDE

Le terme « machine électrique » regroupe un nombre important de dispositifs aux
multiples principes de fonctionnement et dimensions. Nous avons donc choisi de restreindre
notre étude a un seul type de machine et a une gamme de puissance, tout en gardant a 1’esprit
d’autres technologies pour élargir a I’avenir notre domaine d’application.

D’une part, nous nous sommes intéressés aux machines électriques tournantes. D’autre part,
en ce qui concerne ce type de machines, on peut distinguer quatre grandes familles : les
machines 4 courant continu, les machines asynchrones, les machines synchrones et les
machines a réluctance variable. Nous avons choisi d’étudier les deux principaux types de
machines utilisées dans I’industrie, a savoir les machines synchrones et asynchrones. Ces
machines sont étudiées dans leur application qualitative la plus courante, 1.e. en moteur pour
la machine asynchrone et en alternateur pour la machine synchrone.
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Pour ce qui est de la gamme de puissance, nous souhaitons que notre modéle soit valable sans
restriction de puissance. Pour des raisons pratiques, il s’avere qu’il est beaucoup plus facile de
travailler avec des machines de faible ou moyenne puissance. Néanmoins, le terme « faible
puissance » ne signifie pas la méme chose dans le cas d’un moteur asynchrone a utilisation
industrielle et dans celui d’un alternateur de centrale électrique. La gamme de puissance du
moteur asynchrone sera donc de plusieurs dizaines, voire centaines de kilowatts, et celle d’un
alternateur ira d’une dizaine a plusieurs centaines de mégawatts. Bien slr les choix de
construction technologique de la machine seront corrélés a la gamme de puissance considérée.
Nous avons donc choisi d’étudier les machines suivantes (voir Tableau I-1) :

Machine synchrone

Type de machine Moteur asynchrone Alternateur
X Turboalternateur
hydraulique
Puissance considérée 30 kW 6 MVA 1101 MVA
Spécificités de Rotor a double cage Rotor a pdles :
. . . . Rotor lisse
construction d’écureuil en aluminium saillants

Tableau I-1. Description des machines étudiées

Les caractéristiques précises des machines utilisées seront données au chapitre V.

V. CONCLUSION

Cette bréve présentation du contexte de 1’étude nous montre qu’il devient primordial de
définir des schémas équivalents de machines €lectriques suffisamment fins et précis sur une
large plage de fréquences (au moins du milliHertz jusqu’au kiloHertz pour les plus puissantes
machines), afin de tenir compte a ’avance soit de l’influence des harmoniques sur le
comportement dynamique d’une machine (notamment sur certaines grandeurs critiques
comme le couple), soit de la variation des parametres physiques.

Notre point de départ sera les équations de Maxwell. Le diagramme ci-dessous (voir Figure I-
2) résume les modélisations possibles des machines €lectriques, en précisant leurs avantages
et leurs inconvénients respectifs. La modélisation que nous proposerons dans cette étude
repose sur la dérivation non-entiere, le but étant de compenser les inconvénients de 1I’approche
classique (trop de parametres, peu de signification physique).

10
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En résumé, notre cahier des charges est de définir un schéma équivalent qui soit :

- un modéle de connaissances des machines €lectriques,
- fiable sur une grande plage de fréquences,

- avec un nombre minimal de paramétres,

Modélisation des phénomenes
¢électromagnétiques

y

Résolution d’équations différentielles

Modélisation classique Nouvelle approche
* Ordre entier + Ordre non entier
+ Paramétres variables « Parametres constants

© Représentation simple ©79

® Ordre du systtme élevé @ 9

@ Perte de pertinence physique

Figure 1-2. Modélisation classique et fractionnaire de l'induction électromagnétique

M La dérivation non entiere explicite porte directement sur la fonction

@) La dérivation non entiére implicite porte sur le produit de la fonction et d’une exponentielle

11



Chapitre 11

La derivation non entiere
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Chapitre Il — La dérivation non entiére

I. INTRODUCTION

L’objectif de ce chapitre est de donner les principes mathématiques de la dérivation non
entiére qui nous seront utiles dans la suite de notre étude.

La (les) définition(s) de la dérivation non entiere et ses principales propriétés sont tout
d’abord données. Quelques méthodes de résolution d’équation différentielle mettant en ceuvre
des dérivées non entieres sont ensuite présentées. Enfin, 1’analyse fréquentielle et temporelle
de systémes d’ordre ; est détaillée.

II. DEFINITION

II.1  Opérateur « dérivation non entiére »

On considere les notations suivantes :
- o :ordre de la dérivation (at € R ),
D'® : opérateur dérivation non entiére d’ordre o.

Dans ce qui suit, seul le cas de la dérivation non entiere c’est-a-dire le cas ol a est positif, est
étudié. Les résultats restent cependant valables pour o négatif (cas de !’intégration non
entiére, utilisée en automatique pour la synthése de correcteurs associés a des systemes
d’ordre non entier comme, par exemple dans le cas des suspensions automobiles [OUS-95]).

Deux expressions équivalentes permettent de définir 1’opérateur D appliqué a une fonction f
continue. La premiére définition, sous la forme d’une limite, met clairement en évidence les
propriétés physiques de la dérivation non entiere et nous permettra de la calculer
numériquement. La seconde sous forme intégrale, nous permettra de déterminer a la fin de ce
chapitre quelques expressions analytiques de dérivées non entiéres.

11.1.1. Définition de GRUNWALD-LETNIKOV

a) Cas général

La dérivée d’ordre un (D (i)) d’une fonction f peut étre définie par :

DOf(t) = lim LO=TE=H)

h—0 h (I1-1)

Lorsque n est un entier quelconque, cette formule peut se généraliser et la dérivée d’ordre n
(D™) de f est définie par :

12
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n!

(™ ey = k e k _ :
D\™f(t) = hmOh Z( D¥.cKf(t—kh), on CX ey (11-2)

k=0

Plus généralement, on définit la dérivée d’ordre o de la fonction f par la relation [POD-99] :

L o
D®f(t) = lim —.) (-1 k{ f(t-kh -3
(t) h—whago()  JEGE kb (I1-3)
u Gl N0 et I'(2)= Ie".tz'].dt est la fonction Gamma (généralisation de la
k) I'k)I'(a-k) :

notion de factorielle).

On montre qu’une trés bonne approximation de (II-3) est donnée par (II-4) pour un pas de
discrétisation h « petit » :

D@t~ . 5 { }f(t~k.h) (I1-4)
h® =0 k

Un point important qui distingue 1’expression (II-4) de (II-2) est la présence de la somme
infinie. La propriété fondamentale de la dérivation non entiére est donc la prise en compte du
passé intégral de la fonction, par rapport au caractére local de la dérivation entiére, qui
s’interprete géométriquement, dans le cas d’une dérivation d’ordre un, comme le coefficient
directeur de la tangente).

b) Cas d’une fonction causale

Si f est causale, on montre que la somme infinie de (II-4) se réduit 4 un nombre K de termes,
c¢’est-a-dire que ’on peut écrire [POD-99] :

D@f(f) ~ —— % (1)K [a] f(t—kh) (I-5)
o2 0N Jee=k

On montre plus précisément que dans le cas d’un échantillonnage la dérivation d’ordre o a
I’instant t,, =h.m, ol h est le pas d’échantillonnage, est donnée par :

D“”f(tm)—% Z ) { } m-k Ol fy =f(tm) (I1-6)

Cette expression permet de déterminer numériquement par discrétisation la dérivation non
entiére d’une fonction f causale.

13
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I1.1.2. Définition de RIEMANN-LIOUVILLE [POD-99]

La dérivée d’ordre o, lorsque o <1, d’une fonction f continue s’écrit sous la forme

intégrale suivante :

D®f(t) = £(0). D“) [f(t—0)]de (11-7)

r(1 AL J H=
ou u(t) est la fonction échelon unitaire.
I1.1.3. Synthése

Les deux définitions d’une dérivation non entiére coincident parfaitement lorsque la

fonction f est (n-1) fois continfiment dérivable et D@ est intégrable sur [0,t].
I1.2  Dérivations non entiéres implicite et explicite

Il est possible de différencier deux classes particuliéres de systémes d’ordre non entier :
ceux a caractére explicite et ceux a caractére implicite. Dans le premier cas, ’opérateur

D(®) porte directement sur la fonction f, alors que dans ’autre cas cet opérateur porte sur le
produit de f par une exponentielle [OUS-95].

Ainsi, un systéme d’entrée e(t) et de sortie s(t), a caractére explicite est décrit par une
équation différentielle du type :

¢ .D(a)s(t) +s(t) = e(t) (1I-8)
Un systéme a caractére implicite est lui décrit par une équation différentielle du type :

7% D(®) [s(t).exp(t /1)] = e(t).exp(t/T) (I1-9)

III. QUELQUES PROPRIETES DE LA DERIVATION NON ENTIERE

IIl.1 Linéaritée

La dérivation non entiére est un opérateur linéaire [OLD-74]. Ainsi, si f et g sont deux

fonctions continues et (A, i) des réels,ona;

D@ (hf +pg)= 1D (£)+nD® (g) (I1-10)

14



Chapitre II — La dérivation non entiére

1I1.2 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace F, fonction de ’opérateur de Laplace s, d’une fonction f,
dépendant du temps t, est définie par la relation :

F(s) = L{f(t);s} = jf(t).e_s't dt (I1-11)
0

[POD-99] montre que la transformation de Laplace d’une dérivation d’ordre o de la fonction f
est égale au produit de la transformée de Laplace de f et de 1’opérateur de Laplace (s) a la

puissance o, de maniére analogue au cas des dérivations entieres, i.e. :

L{D(“} [f(t}s}= s L{f(t);s} (I1-12)

En appliquant 1’opérateur de Laplace aux équations différentielles (II-8) et (II-9) définissant
les systémes a caractére implicite et explicite, il est possible de les caractériser sous la forme
d’une fonction de transfert. Soit, pour les systemes a caractere explicite :

1
Fexp(s) = W (II-13)
Et pour les systémes & caractére implicite :
Fio (S) = _
mp Y ) W

Il est alors possible de caractériser fréquentiellement ces systemes par leur tracé dans le plan
de Bode.

IV. EXEMPLES DE CALCUL DE DERIVEES NON ENTIERES

Nous voyons ici quelques calculs basiques de dérivées non entieres que nous exploiterons
dans la suite de notre étude.

1V.1 Dérivation non entiére d’une exponentielle

On retrouve un résultat similaire au cas de la dérivation entiere d’une fonction
exponentielle ; en effet, pour un complexe z quelconque, on a [OLD-74] :

D@ [exp(zt)] = z*.exp(z.t) (II-15)
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ott D'*) est la dérivation d’ordre o par rapport a la variable t.

1V.2 Deérivation non entiére d’un cosinus (ou d’un sinus)

En utilisant le fait qu’un cosinus (resp. un sinus) est égal a la partie réelle (resp.
imaginaire) d’une exponentielle, et que 1’opérateur dérivée non entiére est linéaire, on peut
déterminer facilement la dérivation non entiére d’ordre o d’un cosinus (resp. un sinus).

Ainsi :

D@ [cos(wg .t — )] = 0™ .cos(mo t—@+ a.%)
_ (11-16)
D(®) [sin(wg.t— )] = 0® .sin(mo.t -+ a.%)

La Figure II-1 ci-dessous illustre cette notion de dérivation non entiere pour une fonction
sinusoidale caractérisée par une pulsation de 1 rad/s et un déphasage nul.

fonction dérivée

temps (s)
— dénivée d'ordre 0
= =-=-  dénvéedordre 0.5
— dérivée d'ordre 0.8
dérivée d'ordre |

Figure I1-1, Dérivation d’ordre a d'une fonction sinusoidale

IV.3 Dérivation non entiére d’un produit de fonctions exponentielle et
sinusoidale

Dans la suite du mémoire, il sera utile de calculer la dérivation non entiére d’un produit de
fonctions exponentielle et sinusoidale, du type : sin(@g.t)exp(t/<). En utilisant le fait qu’un

sinus est €égal a la partie imaginaire d’une exponentielle et que I’opérateur dérivée non entiére
est linéaire, on trouve la relation suivante :

D(®) [sin(wq t)exp(t/7)]= R®.sin(wg.t + c.0).exp(t/7) (II-17)
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avec: R =

l+i.(00 et 9=A:g[l+i.wg]
T

T

V. METHODES DE RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
GENERALISEES (E.D.G.)

On considére un systéme continu et linéaire tel que son entrée e(t) et sa sortie s(t) soient
reliées par 1’équation :

ao;" .D(an)s(t) i ao’-n—] .D(an_] )s(t) b T a% _D(C(D)S(t) _
1I-18
bﬁp 'D(Bp)e(t)+...+bB0 -D(ﬁO)e(t) ( )

ou: ~— g, e ij (ie {0,...,11} et je {0,...,p}) sont des coefficients constants,

— @, sont les ordres de dérivation (aj,p; €R)

Les méthodes les plus employées pour déterminer les solutions de cette E.D.G. sont étudices
ci-dessous : celle utilisant 1’opérateur de Laplace et celle utilisant 1’approximation donnée par
I’équation (II-6).

V.1 Résolution par la transformation de Laplace

La transformation de Laplace s’adapte 4 de nombreux problémes relatifs aux E.D.G.
linéaires a parametres constants, comme la relation (II-18). La solution est déterminée en
effectuant la démarche suivante :

(1) détermination de la fonction de transfert du systéme (II-18) par application de
la transformée de Laplace,

(ii)  utilisation des résultats concernant la transformation de Laplace de la fonction
de Mittag-Leffler E; g a deux paramétres (a et B) définie par [POD-99] :

o0 Zk
E = —avec a>0,>0 I~
o,p(2) Eo ST B (11-19)
En effet, il apparait que :

1
s +K

= L[ta"l -Ea,a(_ K,t“ls} (11-20)
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Afin d’illustrer cette démarche, prenons ’exemple ci-dessous de la résolution d’une E.D.G.
définie par :

DY 2ty +£(t)=0 pourt>0
(I1-21)

P20} -

En appliquant classiquement la transformée de Laplace au systeme (II-21), on obtient la
fonction de transfert F(s) :

¥

F(s) = 2
&5 — (11-22)

En appliquant la transformée de Laplace inverse, on obtient finalement :
£(0) = Ct7V2 By 1512 (-F) (11:23)

En utilisant la définition de la fonction Ey/51/9 (~ Wt ), on peut également écrire :

Jnt

ou Erfc est la fonction complémentaire de la fonction erreur :

£(t) = c.[L = et.Erfc(JE )] (11-24)

Erfo(z) = J%.e-tz At (11-25)

V.2  Résolution par évaluation numérique des dérivées non entiéres

Les techniques de calcul numérique des solutions d’E.D.G. sont encore actuellement a
I’étude. 11 existe beaucoup moins de résultats et de méthodes que dans le cas des équations
différentielles classiques. Néanmoins, la méthode exposée ci-dessous est a ce jour la plus
simple et la plus rapide pour résoudre une E.D.G..

Le principe de base est celui de la « mémoire courte » conduisant a une réduction du nombre
de termes pour le calcul des dérivées non entieres (utilisation de la relation (II-6)). Le nombre
minimal de termes a prendre en compte est choisi de telle sorte & ne pas dépasser I’erreur
désirée sur la solution [POD-99].

La solution est déterminée, aprés discrétisation de I’E.D.G., en utilisant un algorithme de
calcul de I’échantillon m a partir des échantillons k (avec k<m) et de la condition initiale.

Afin d’illustrer cette démarche, prenons 1’exemple ci-dessous de la résolution d’'une E.D.G.
définie par :
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(o) _
{D y(t) + A.y(t) = f(t) pourt >0 (I1.26)
y(0)=0
La discrétisation du probléme conduit a 1’équation :
PG
> 0 oy +Ayn =
k=0
Yo =0
(11-27)
avec: t, =mh Ym = ¥(tm) f, =f(ty) pour m=1.2,...
t 0@ = 1)1‘.[0_“}
J
D’ou « I’algorithme » de résolution de I’E.D.G. :
Yo =0
1 < (@) (11-28)
= £ — S e =4 2rens
Ym A+h‘a.m0(a) m Eml Ym-j | pour m

Nous serons amenés a calculer les coefficients ® j(a) . Nous proposons donc un algorithme de

calcul rapide de ces coefficients basé sur la relation de récurrence suivante [POD-99] :

11-29
0, @ 2[1_%“}%_,(“) pourk=1,2,... S

V.3 Synthese

Il est possible de déterminer analytiquement la solution d’une E.D.G. en utilisant la
fonction de MITTAG-LEFFLER. Néanmoins le calcul devient rapidement inextricable si le
dénominateur de la fonction de transfert comporte plus de trois dérivations non entiéres (ce
qui est le cas pour les équations décrivant les machines électriques comme nous le verrons au
chapitre V).

La méthode numérique sera donc la plus adéquate pour résoudre les E.D.G. caractéristiques
des machines électriques.
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VI. EXEMPLES D’ANALYSE DE SYSTEMES FRACTIONNAIRES

Nous allons dans ce paragraphe décrire plus précisément deux systémes fractionnaires que
nous retrouverons tout au long de cette étude: ce sont les systémes d’ordre % de nature
implicite et explicite, caractérisés respectivement par les fonctions de transfert

impl , _y _ 1 expl oy _
T”z (s)=——=¢et T " (s)

(1+1:.s)”2 1/2 )1/2 '

1+ (ts

VI.1 Analyse fréquentielle

Dans le cas ol ’entrée du systéme varie sinusoidalement 4 la pulsation o, T;’:’l‘"E (s) peut se

mettre sous la forme complexe :

— 1
Tlt‘ﬂpl (m) —
1/2 (l+j£]lf2 (11-30)
wo

oll o est la pulsation de coupure du systéme, avec ®o =1/t.

impl

Considérons la pulsation angulaire réduite u [u = 2} ; le gain Gi::gﬂ et la phase D2 de ce
®o
systéme sont alors définis par : G™' = 20.1o 1 et @™ = —Arctg((1+ ju)?).
1/2 (1+j.u)”2 1/2

De la méme maniere, on peut définir le gain et la phase d’un systeme explicite. La Figure II-2
présente finalement le diagramme de Bode des deux types de systeme d’ordre .

Le diagramme de Bode d’un systéme d’ordre entier égal a 1, défini par la fonction de transfert

= 1 , - .
Ty(u) = T est également donné a titre comparatif.
+ ju

20



Chapitre Il — La dérivation non entiére

gain (dB)

phase (degrés)

0.1 1 10 100 01 1 10 100

fréquence réduite, u fréquence réduite, u
ordre | ordre 1
=== ordre 1/2 implicite ---= ordre 1/2 implicite
—  ordre 1/2 explicite — ordre 1/2 explicite

Figure I1-2. Comparaison des réponses fréquentielles de systemes d’ordre 1, d’ordre %
implicite et d'ordre : explicite

On remarque que les tendances asymptotiques sont facilement identifiables : pour un systeme
d’ordre 2, le gain deécroit de —10 dB par décade et la phase tend vers -45°. Il y a cependant
des différences importantes entre les systémes d’ordre 2 implicite et explicite, notamment au
voisinage de la pulsation de coupure (c’est-a-dire pour u=1).

VI.2 Analyse temporelle : étude d’un systéme d’ordre Y2 implicite

La réponse indicielle d’un systéme d’ordre % implicite caractérisé par 1’équation (II-9),
avec T =1s, est représentée sur la Figure II-3. Elle est déterminée analytiquement en utilisant
la relation (II-7) [OUS-95]. Nous avons également reporté a titre comparatif la réponse
temporelle d’un systéme du premier ordre caractérisé par la transmittance T; (voir paragraphe
VL1).

réponse du systéme

| 1 |
3 4 5 6

temps (s)

ordre 1/2 implicite
— - ordrel

Figure 11-3. Réponse temporelle d’un ordre ' implicite. Comparaison avec un systéme
d’ordre 1
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Cette réponse peut se décomposer en deux phases : le systéme commence d’abord a répondre
trés rapidement au changement de consigne, puis met un temps trés long pour atteindre la
valeur finale. Ceci traduit la propriété remarquable des systemes d’ordre fractionnaire
d’inclure a la fois des dynamiques rapides et lentes [OUS-95]. Cette propriété se traduit dans
le domaine fréquentiel par la couverture d’un trés large spectre de fréquences.

VII. CONCLUSION

Ce deuxieme chapitre, de caractére trés mathématique, nous a permis de mettre en valeur
les intéréts de la dérivation non entiére, comme :

- laprise en compte du passé global d’une fonction,
- lapropriété d’inclure des dynamiques rapides et lentes.

L’intérét scientifique suscité par la dérivation non entiere s’explique mieux si 1’on considére
ces propriétés. Dans les chapitres suivants, nous évaluerons la portée de cet outil dans le cadre
de notre étude.
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Modélisation de ['induction électromagnétique
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Chapitre Il — Modélisation de 'induction électromagnétique

I. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, une nouvelle approche est proposée pour modéliser le phénoméne de
diffusion d’un champ magnétique dans un matériau conducteur. Notre démarche est fondée
sur la dérivation fractionnaire d’ordre 2. Par souci de cohérence et de simplicité, tous les
résultats seront établis dans le cas d’une barre rectangulaire conductrice. La modélisation
d’autres piéces conductrices sera abordée dans le chapitre suivant.

Ce chapitre va permettre d’appréhender sous différents angles le lien entre diffusion et
dérivation non entiére. Dans un premier temps, le calcul analytique de I’impédance d’une
barre sera présenté ; ce calcul sera la référence des différents modeles qui seront présentés et
comparés dans la suite du chapitre.

Dans un deuxiéme temps, nous analyserons succinctement les différentes représentations
classiques de I’induction électromagnétique.

Nous proposerons ensuite une nouvelle modélisation de I’effet de peau dans la barre reposant
sur la dérivation fractionnaire.

D’autres approches, reposant sur la théorie des lignes de transmission faisant le lien entre
diffusion et dérivation non entiére seront enfin étudi¢es. Elles pourront sembler superflues
pour justifier l'utilisation des systémes d’ordre fractionnaire. Néanmoins, elles nous
permettront dans des chapitres ultérieurs d’aborder d’autres problemes.

II. CALCUL ANALYTIQUE DE L’IMPEDANCE D’UNE BARRE

Pour faciliter notre démarche, nous allons étudier le cas simple mais représentatif de la

barre placée dans une encoche rectangulaire de hauteur h, de largeur e, de longueur Ly trés

supérieure aux autres dimensions ; elle est logée dans une encoche de mémes dimensions et
entourée d’un matériau ferromagnétique de perméabilité infinie et non conducteur (voir
Figure III-1). Les calculs ci-dessous seront sans doute du déja-vu [ALG-70], mais ils nous
permettront de mettre en valeur certaines étapes de calcul a partir desquelles nous introduirons

notre nouveau modele.
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Figure III-1. Schéma d’une barre rectangulaire

Pour des raisons de symétries du probléme, le champ et les courants induits se développant
dans la barre ne dépendent que de la variable z.

Les équations régissant la répartition du champ magnétique H dans le temps et dans I’espace
s’écrivent ;

2
0°H(z,t) G OH(z,t) _ 0 équation de la diffusion

2 ot
o o (ITI-1)
H(z,0)=0 condition initiale
H(h,t) =0 condition aux limites

La solution générale de 1’équation (III-1) est obtenue en appliquant la transformée de Laplace
I

H(z,s) = P(s).exp(zq/crps)+ Q(s).exp(— zZ cms) avec: H(z,s) = L{H(z, t);s} (IT1-2)

Nous nous plagons en régime sinusoidal : toutes les grandeurs varient a la pulsation ®. On
peut alors effectuer un passage en grandeurs complexes, c’est-a-dire substituer le terme jo a

I’opérateur de Laplace s. L’expression du champ devient alors :

H(z,0) =P, (o). exp(zq/jcpmﬁ Q (m).exp(— zﬂ/jcpsco) (II1-3)

Pour z = h, on suppose que le champ est nul a tout instant, donc :
H(h,0) = 0= Q, (@) = —P, (0).exp(2h,/jopo) (IT1-4)

Pour z =0, le champ est égal a Ho ; I’expression de H s’écrit alors :
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h-z

6_ ] ol d= IL est ’épaisseur de peau (1I1-5)
h CU®

sh[(l +D3

sh_(l +3).

)

H(h,©) = Ho.

A partir de 1’expression du champ, on calcule I’impédance Z de la barre. Elle est donnée par
le rapport entre I’intégrale du vecteur de Poynting (7) sur la surface el divisée par le

courant efficace I au carré. Or ;

EH" et Ho’e? =217 (II-6)

ol X désigne le conjugué de la grandeur complexe X, et :

E(z,5)= Hz.5) et J(z,8)= OH(z,5) (I11-7)
c
On obtient finalement 1’'impédance analytique de la barre rectangulaire [ALG-70] :
Zth = Lb — =R OL ou o 2=jmcuh2 et Ro=—L—]3 (I11-8)
ceh th(a) th(a) che

Ro représente la résistance en continu de la barre.

III. APPROCHE CLASSIQUE DE MODELISATION

La présence de la tangente hyperbolique dans 1’expression de I’impédance analytique ne
nous permet pas d’établir un schéma électrique équivalent directement utilisable pour
modéliser ’effet de peau dans cette barre.

Les approches classiques de modélisation reposent alors :

- soit sur une représentation distribuée : 1’effet de peau est modélisé par une ligne de
paramétres (R-L), identifiés globalement sur la plage de fréquence souhaitée
[BAA-55.1] [CRE-85] [KLI-70],

- soit sur la décomposition en série de la fonction tangente hyperbolique et sur
I’identification des termes sériels a des cellules (R-L).

Le principal probléme de ces approches est 1’ordre de troncature que 1’on va choisir en
fonction de I’erreur que 'on peut tolérer. C’est une problématique tres actuelle de
modélisation d’un systéme a parametres distribués infini.
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Nous comparons dans ce paragraphe différentes représentations classiques de l’induction
électromagnétique. Elles différeront principalement par la signification physique des termes
de la représentation vis-a-vis de la répartition du courant. Certains des résultats sont issus des
travaux de [TAR-93] sur I’étude d’une représentation de I’effet de peau dans le cas d’une téle
ferromagnétique.

1I1.1 Développement en série (série de Foster)

La décomposition de la fonction th en série est donnée par :

o0
1
th(x)= 2X.Z
= -1)7? I1-9
k=l 2, {n.(Zk 1)] (III-9)
2
L’impédance de la barre devient alors :
~__ L 1
2oeh 2 1
(II1-10)
k=1_2 [m(2k—-1)]2
. 2

Figure III-2. Décomposition en série de Foster

Les expressions des résistance et inductance Ry et L de la cellule k sont :

2
Ry =RF.[E.(2k-1)] et Ly =L
. (I1I-11)

L hL
avec:RF=—l;] et le:%'p B
ce e
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111.2 Développement en fraction continue

La fonction th peut également se décomposer sous la forme d’une fraction continue :

N (I-12)

En introduisant 1’expression (III-12) dans celle de I’impédance (III-8), il est alors possible de
représenter les courants induits se développant dans une barre par le schéma équivalent

suivant :
I
RZ L2
T -
¥
Figure III-3. Décomposition en fraction continue
avec :

Rk = Rgc.(4k—3) et Lk = i;{FC
. (I11-13)

avec: Rpc = et Lgpc = h,
E

Les parameétres Rpe et Ly correspondent respectivement a la résistance et I’inductance en

continu de la barre.

I11.3 Conclusion

Pour un nombre de termes sériels infini, les deux modéles présentés sont en théorie
équivalents. Nous comparerons ces différents types « classiques » de représentation de I’effet
de peau, entre eux et avec notre nouveau modele d’ordre Y. Cela fera I’objet du paragraphe
IV.3.

Pratiquement, la démarche d’une telle décomposition est rarement adoptée. On préfere définir
a priori une topologie du schéma équivalent constitué d’un nombre fini de cellules (R-L) en
série ou en parallele, et identifier globalement le schéma équivalent par des techniques de
moindres carrés.
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IV. DE L’EQUATION DE DIFFUSION A L’ORDRE %2

IV.1 Mise en évidence de ’ordre ¥

Nous allons démontrer la 1égitimité du passage de 1’équation de diffusion (équation aux
dérivées partielles d’ordre 2 dans I’espace et d’ordre 1 dans le temps) a une relation mettant
en ceuvre une dérivation entiere d’ordre 1 dans 1’espace et non entiére d’ordre 4 dans le
temps.

Pour cela, nous reprenons 1’étude de la barre rectangulaire des paragraphes précédents. Pour
introduire la notion de dérivation non entiére, nous allons repartir de 1’équation (III-4),

donnant la relation entre les termes P; et Q;, et différencier les cas ot la barre est de hauteur

finie ou non.

IV.1.1 Cas d’une barre de hauteur finie (h)

Reprenons 1’équation (I1I-4) donnant la relation entre les termes P et Q :
H(h,s) = 0=> Q(s) = —P(s).exp(2h-/ops ) (TI-14)

On obtient donc une expression de H(zs), puis par différenciation, une expression de
0

oz

ﬁ(z, g) 2

H(z,s) = P(s).[exp(z Gus ]— exp((Zh - Z)\/G‘—j.l.g )J

o III-15
63 H(z,s) =P(s)../ous [exp(z ous )+ exp((Zh —2Z) /Ous )] ( )
74
A partir des expressions de (I1I-15), on obtient :
%ﬁ(z, s)=./ous coth[(z —h)./ous ]ﬁ(z, s) (III-16)

Une telle équation ne peut é&tre résolue analytiquement [OLD-74]. En utilisant un
développement limité d’ordre 2 de la fonction cotangente hyperbolique, nous allons montrer
que cette équation peut s’écrire autrement a I’aide de I’opérateur dérivation d’ordre %A.

Le développement limité a I’ordre 2 et au voisinage de 0 de la fonction cotangente
hyperbolique est donné par :
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2
ch(x) _1+% 4 (II1-17)

coth(x) = T

2
Or l+% est lui-méme le développement limité & 1’ordre 2 au voisinage de 0 de v1+ x2

Finalement :

V1+x2 (IT1-18)
X

coth(x) =

L’équation (III-16) s’écrit alors :

- 1 S
—a—H(z,s)=—Jl+(z—h)2.cps.H(z,s) (I11-19)
0z z-h
Pour revenir dans le domaine temporel, il ne reste plus qu’a obtenir I’antécédent de cette
expression (I1I-19) par application de la transformée de Laplace inverse. Pour cela, on utilise

le changement de variable suivant :

p-1 _p-1
(z—h)z.cu T

p=1+(z- ]:1)2 Ols  soit:  s= (II1-20)

L’équation (I1I-19) devient ainsi :

E‘_ﬁ[zﬁ_‘lj: : Jﬁ.ﬁ(z,p%l] (IM-21)

oz T z—h

Le parametre T n’étant fonction que de z, il est considéré constant lors du passage du domaine
de Laplace au domaine temporel. On a par ailleurs, d’apres le chapitre II :

it {F{p—_l]} —te' f(rt) avec:F(p) = L{f(t)}

T o (IM-22)
t :p* Lif ()} =L{—1(t
et :p® L{f(1)} {dta ()}

En prenant la transformée de Laplace inverse de (III-21) et en utilisant (III-22), on aboutit & la
relation :

1/2
et.i H(z,t.t) =L. g
oz z—h pl/2

[e‘ H(z, 'l:.t)] (111-23)

soit, en utilisant la définition de 1 :
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1/2 i
et —H(z )= .\[—].l‘t ”2 [e H(z, 'rt)] (I-24)

Cette équation correspond tout a fait a la définition temporelle d’un systtme d’ordre %
implicite (voir chapitre II).

IV.1.2 Cas d’une barre de hauteur infinie

Pour traiter le cas ou h—> o, on reprend 1’équation (III-2). La condition H(eo,t)=0

impose P(s)=0, d’oti :

H(z,5) = Q(s).expl-z/ops) (IT125)

2 (z,5) = ~Q)Jos.expl- zy/ors)

A partir de (III-25), on obtient I’équation différentielle :

%"ﬁ(z, )= —@.s” 2 H(z,s) (III-26)

En appliquant ensuite la transformée de Laplace inverse et en utilisant (ITI-22), on obtient
finalement la relation :

2 5112 127
5, 10 = ok~ G ] (=2

Cette relation correspond cette fois-ci a la définition temporelle d’un systeme d’ordre %2
explicite (voir chapitre II).

Finalement, les phénomenes physiques liés aux systemes d’ordre 2 implicite et explicite sont
rigoureusement équivalents, le caractére implicite ou explicite étant uniquement li¢ a la
dimension finie ou non de I’encoche.

Néanmoins, les deux caractéres sont proches dans certaines conditions. En effet, seule la
présence du terme —coth[(z—hl\/cmsj différencie les expressions (III-16) et (III-25).

Cherchons la condition sur x pour que coth(x) soit égal a —1 a 1% pres. Elle s’exprime par
[OLD-74] :

[11-28
(h—2z)+/opus >2.647 soit:h../ous >2.647 puisque z >0 ( )
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L’inégalité (I11-28) revient a écrire :

" 7.007 _

51 I11-29
h2.op (II-29)

S % 7 x : S ; .
Ainsi, pour une fréquence supérieure a fj :2—1, I’encoche de longueur finie aura le méme
T

comportement que celui d’une encoche infinie. Ce résultat est bien en accord avec ce qui se
passe physiquement : plus la fréquence est élevée, plus la densité de courant se répartit dans le
haut de I’encoche (la condition aux limites H(h,t) =0 se « déplace » avec la fréquence).

La courbe ci-dessous (voir Figure ITI-4) représente 1’évolution en fonction de la hauteur h de

la barre de la fréquence f.

80

60

fl (Hz)
5

20

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
hauteur de Ia barre (m)

XX Cuivre
S8 Aluminium

Figure IlI-4. Evolution de la fréquence T; en fonction de la hauteur de la barre

1V.2 Modélisation d’ordre %> d’une barre conductrice de hauteur finie

A partir de la relation (III-19) du chapitre précédent, il est possible de trouver I’expression
du vecteur de Poynting. L’impédance Zde la barre est alors donnée par (avec les mémes
notations qu’au paragraphe II) :
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= ™1 2 2
Z—I—z— e.LA/1+ jh“opw.Ho

26h.1?

o | L (I11-30)
=R0 1+J_—— avec 0)0: et RU —_—
@ o'p,hz che

Pour I’instant, ce modéle n’est valable qu’aux basses fréquences. On constate cependant qu’il

I’est également pour les hautes fréquences. En effet, si on calcule développement limité de la
fonction cotangente hyperbolique en 1’infini, on montre que :

x/2

=1 (IT1-31)

+00

Si on applique ce développement limité a la relation (III-16), en constatant que la fonction
coth est impaire et que le terme (z-h) est négatif, il vient :

A — -
EH(Z, s) =—@.51”2.H(z,s) (11-32)

On retrouve 1’expression (III-26) ; en reprenant le calcul du vecteur de Poynting, on montre
que I’impédance de la barre aux hautes fréquences est égale a :

Z=Rg[i— (I11-33)
0 g

Ce dont rend bien compte 1’expression (I1I-30).

Nous avons comparé ci-dessous 1'impédance d’ordre %2 donnée par la relation (III-30) avec
I’impédance analytique donnée par (III-8) (voir Figure III-5).

La barre rectangulaire a les caractéristiques physiques et géométriques suivantes (cf Figure
II-1) :

Lb 1m
e 5.3 mm
h 53 mm
p (220°C) 1,7.107% Qm

Tableau II1-1. Caractéristiques de la barre étudiée

Ces données correspondent approximativement a une machine asynchrone de 1 MW.
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Figure III-5. Comparaison entre le modele d’ordre 2 et l’expression analytique de
l'impédance d 'une barre rectangulaire

Comme on peut le constater, I'écart entre I’'impédance d’ordre % et I’'impédance analytique est
trés faible sur une grande plage de fréquences. Ce modele ne représente cependant pas le
dépassement de phase d’environ 1 a 2 degrés par rapport a 1’asymptote, observé au voisinage
de la fréquence de coupure. Ce petit écart entre les deux modeles est li¢ & 'approximation

d'ordre 2 du développement limité de la fonction cotangente hyperbolique.

REMARQUE — La barre modélisée est en cuivre. On peut remarquer que I’'impédance se
comporte globalement comme une intégration d’ordre 2 a partir de 10 Hz, ce qui correspond

a peu pres a la valeur de fj pour cette encoche (on calcule f; ~ 5.4 Hz).

1V.3 Comparaison des différents modéles

Pour la barre considérée précédemment, nous avons comparé les différents modeles

représentant le développement de courants induits :

le modéele d’ordre %2 donné par I’¢quation (1I1-30),

les différents modeles donnés au paragraphe III, en fonction du nombre de cellules

(R-L) série ou paralléle.

Nous avons ainsi étudié :

I’évolution en fréquence des différentes impédances,

I’erreur relative moyenne des modeles par rapport au calcul analytique.
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Nous avons également comparé les différents modéles suivant la fréquence et le nombre de
cellules (R-L). Les Figure III-5 et Figure III-6 résument ces comparaisons. La plage de

fréquences considérée s’étend de 10 mHz a 1 kHz.

En parall¢le, la Figure ITI-7 représente 1’évolution en fonction du nombre de termes sériels, de
Ierreur relative moyenne (en échelle logarithmique) des différents modeéles par rapport au
calcul analytique. Cette erreur est calculée a partir du module de I'impédance.

Fraction continue

—20

—40

~-60

Gain (dB)

-850 |- LR

moﬂ,ﬂl 0.1 | 10 100 110

fréquence (Hz)
— modele analytique
2K | cellule
EE8 3 cellules
SS9 § cellules

Série de Foster

=20 T

I
-40 i

gain (dB)

~100) o1 0.1 1 10 100 110°
fréquence (Hz)
— modele analytique
0K | cellule

B88 10 cellules
20 380 cellules

phase (degrés)

phase (degrés)

100

80

60

40

Fraction continue

»XX
B85
ee9

M

0.1 1 10 100 1-10
fréquence (Hz)
modele analytique
1 cellule
3 cellules
8 cellules

Série de Foster

0.1 1 10 100 1-10

fréquence (Hz)
modéle analytique
| cellule
10 cellules
80 cellules

Figure I11-6. Comparaison fréquentielle des différents modeles
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Figure III-7. Comparaison des différents modéles de courants induits dans une barre

Il apparait que le modéle d’ordre %2 est celui qui est le plus performant, c’est-a-dire celui qui
induit la plus faible erreur par rapport au nombre de paramétres utilisés. La décomposition en
fraction continue, et sa représentation sous forme de circuit (R-L), est également excellente,
mais a partir de 3-4 cellules, i.e. 6-8 parametres supplémentaires par rapport aux schémas
équivalents classiques ne tenant pas compte de I’effet de peau, qui en comporte 2 [RET-97].

Dans notre objectif de réduire au maximum [’ordre des modeles tout en gardant une bonne
signification physique des parametres, I’'impédance d’ordre 2 est manifestement la plus
adéquate pour représenter les effets électromagnétiques dans le schéma équivalent d’un
dispositif électrique.

1V.4 Conclusion

Il apparait dans ce paragraphe que la diffusion peut étre modélisée par un systéme d’ordre
Y. Un des points importants est que la géométrie finie des pieces conductrices considérées
entraine que ces systémes non entiers sont de nature implicite. Ceci vient contredire les
travaux de [CAN-69], [FEE-96] et [SLE-99] qui avaient également établi une dépendance
fréquentielle d’ordre '2, mais de nature explicite, comme c’est le cas pour une encoche de
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hauteur infinie. Par ailleurs, ces travaux ne faisaient aucunement référence a la théorie
générale des systemes d’ordre non entier.

Plusieurs points importants sont donc a retenir :

1. Les hypothéses a la base de cette nouvelle modélisation sont peu nombreuses et
connues. Elles entrainent une erreur relative faible dans le cas simple d’une barre
droite.

2. Le nombre de parameétres du modele est réduit. C’est une conséquence de la
compacité intrinseque des systémes d’ordre fractionnaire.

3. Laréduction de I’ordre est liée a I’introduction dans I’expression mathématique du
systtme des conditions aux limites du probleme. Ces conditions aux limites
différencient également les cas de dérivation non entiére implicite et explicite.

V. AUTRES LIENS AVEC LA DERIVATION NON ENTIERE

Dans ce paragraphe, nous présentons d’autres approches mettant a nouveau en évidence le
lien entre diffusion et dérivation non entiere.

Pour cela, on se place toujours dans le cas de la barre étudiée précédemment. Toutefois, nous
supposerons qu’elle est de hauteur infinie pour des raisons de simplification de calculs et de
clarté du raisonnement. On ne traitera donc que le cas d’une dérivation d’ordre /2 explicite.

V.1 Modéle récursif d’une barre rectangulaire de hauteur infinie

V.1.1 Découpage géométrique de la barre

Cette premiére approche repose sur une décomposition géométrique de la barre, de telle

sorte que la densité de courant puisse étre supposée uniforme dans chacune des subdivisions.
Par choix, la barre a été¢ découpée géométriquement en tranches d’épaisseur variable suivant
une progression geométrique de raison K (voir Figure I1I-8).
A priori, on choisit le facteur K supérieur a 1, car on sait que le courant va se répartir dans le
haut de I’encoche lorsque la fréquence va augmenter. Ce facteur est donc adapté au
phénomene physique (la méme décomposition est d’ailleurs choisie pour mailler une
géométrie dans les logiciels d’éléments finis).
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IK 2 x1

K 3.xl

x1

¢ K.xl

K ixl

Figure I1I-8. Découpage « geométrique » de la barre

Chacune des sections peut &tre modélisée par une cellule (R-L) a paramétres constants.

Or, les paramétres Ry et L, par unité de longueur d’une section de hauteur caractéristique dx
et de largeur e, dépendent directement des caractéristiques physiques (conductivité et
perméabilité) de la barre, avec :

R, = 1dx
"';'{ (I11-34)
O
+]

Ainsi, les parametres (Ri, Li) de chaque cellule i s’expriment en fonction des parametres
physiques du matériau, de la largeur e et de la dimension caractéristique de la cellule (ici, la

hauteur h; = Ki.xl) :

Ry =L e

c.eh; e
R2 = 1 :ﬁ L2 = }l-hz = K.Ll

ceh, K e (I1I-35)
Ri = : :E'?' L] :jJ.._hi= ! L1
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Chaque section peut ainsi étre modélisée par la cellule i représentée sur la Figure IT1-9.

Vi R; g Vi

Figure II1-9. Cellule élémentaire (Ri-Li)

V.1.2 Modéle récursif de la barre

La récursivité est la propriété qui caractérise une relation indépendante du rang considéré

entre deux termes consécutifs d’une suite. C’est un cas particulier de la récurrence qui est elle
une relation dépendant du rang entre deux termes.
En considérant les équations (III-35), on constate que les parametres constants (résistances
d’une part, et inductances d’autre part) suivent une progression géométrique similaire a celle
correspondant au découpage de la barre. Cette derniére peut ainsi également se représenter
sous la forme du schéma équivalent récursif présenté sur la Figure III-10.

L KL K'L

G 7 — 7 —

R § (k/a).R § (k/a).R §

Figure I11-10. Modeéle récursif équivalent

On obtient ainsi une relation entre le parametre « géométrique » K du modele de 1'encoche et

les parametres a et k du modele récursif :

et k=K (I-36)

o | %

ik
K
Finalement, les parameétres de la ligne récursive sont liés par :

g2 (I11-37)
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V.2 De la récursivité a la dérivation non entiere

Nous allons maintenant étudier les variations en fréquence de I’admittance du modéle
récursif défini sur la Figure II1-10. L’admittance s’écrit sous la forme de la fraction continue
suivante :

Y(jm)=%+ - ]
jLo + iR ™ 7
Rk jokL + 1 (111-38)
1 (a #
—{—=] +.
R (k
; 1
Soit, en posant G=— :
R
Y(jo)=G+ 1 I
jLo+— {
da
G+- LK g (I11-39)
joal 4+ ————————
a G+T1__._..
ja“oL+...
Ainsi, nous avons :
Y(j@)=G + —— =G —— o) -
joL+—— joL.Y(joa) +— (III-40)
a.Y(joa) a

En faisant I’hypothése, qui sera justifiée plus loin, que : ©.Y(jw) —>00 , ’équation (I11-40) se
wW—

simplifie sous la forme suivante :
. ay,.
Y(_](D)=G'+EY(JUJ&) (I11-41)

A partir du schéma équivalent, on constate que Y(jo) — . En effet, I’admittance pour les
w—0

L+ o]

w n
basses fréquences est telle que : Y(jo) = L Z[EJ & Z(K)“ avec [K|>1.On peut donc
R e k R

w—0 n=0

négliger I'influence du facteur G pour les basses fréquences dans 1’équation (III-41) La
solution de cette équation dite fonctionnelle alors [CLE-84] [LIU-85] :

Y(jo) «< (jo) ™ avec nf = In(a /k) <1 (I11-42)
In(a)
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On vérifie a posteriori 1’hypothese posée ci-dessus [co.Y( jo) — 0] ;
w—0

Les parametres a et k, vérifiant I’équation (III-37), la valeur de nf devient :

In(k

1
n=i2) T2 (I-43)

S

On a finalement démontré qu’un systeme diffusif peut se modéliser sous une forme récursive
don le comportement fréquentiel est celui d’un systeme d’ordre Y.

REMARQUE — Lorsque les parametres varient avec la hauteur z, [OUS-95] a montré que nf

était différent de %4. Nous reviendrons sur ce point au chapitre V.

V1. CONCLUSION

Ce chapitre nous a permis de modéliser de plusieurs fagons possibles le phénomeéne de
diffusion d’un champ magnétique dans une barre rectangulaire conductrice. Nous avons
¢galement pu comparer ces différents modeles.

Il apparait que le modéle d’ordre J est celui qui est le plus performant, ¢’est-a-dire celui qui
induit la plus petite erreur par rapport au calcul analytique pour un nombre réduit de
parametres.

Bien siir, le cas de la barre rectangulaire est un cas d’école encore trop trivial pour que nous
puissions d’ores et déja étendre le champ d’application de la dérivation non enticre a la
modélisation de toute machine électrique. Ce sera précisément 1’objet du chapitre suivant.
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Modélisation fractionnaire des machines
electriques
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18 INTRODUCTION

Le phénomene d’induction électromagnétique est & la base méme du fonctionnement des
machines asynchrones. Une « particularité » qui lui est associée est I’effet de peau auquel sont
soumis les courants induits. Cet effet se manifeste par une répartition non-uniforme de la
densité de courant dans les conducteurs lorsque la fréquence augmente. L’effet de peau est
utilisé dans les machines asynchrones pour élever le couple de démarrage tout en limitant le
courant.

Le développement des courants induits n’est pas, bien entendu, propre a la machine
asynchrone, mais survient dans toutes les machines électriques. C’est typiquement le cas dans
les parties massives conductrices des alternateurs.

Comme nous ’avons au chapitre I, I’effet de peau, indissociable des phénoménes d’induction,
se traduit par une modification des parametres électriques de la machine qu’il est
indispensable de prendre en compte dans son schéma équivalent.

Afin d’atteindre cet objectif, nous allons dans un premier temps revenir sur le calcul de
I’impédance des conducteurs ou des courants induits sont susceptibles de se développer. Plus
précisément, nous nous attacherons a déterminer I’impédance d’une barre de cage d’écureuil
et d’une partie ferromagnétique massive.

Dans un deuxieéme temps, nous utiliserons ces résultats pour construire de nouveaux schémas
équivalents des machines synchrones et asynchrones. Ces schémas seront qualifiés d’ordre
fractionnaire puisqu’ils posséderont un ou plusieurs ¢éléments d’ordre non entier.

II. MODELISATION D’ORDRE %2 DE PIECES CONDUCTRICES

I1.1 Modélisation d’une barre - prise en compte de sa forme

11.1.1 Influence de la forme de la barre

Nous avons montré dans le chapitre précédent, que 1'impédance d’ordre 2 d’une barre

rectangulaire de longueur Ly, de largeur e et de hauteur h test donnée par :

_ Ly
Zg=Ry. l-t-j.i avec @ =P _ et Ry = b (Iv-1)
o uh? he
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ou p est la résistivité du matériau (p=—).
o]

Mais la plupart des encoches dessinées dans les téles des machines synchrones et asynchrones
présente des formes particuliéres, qui sont loin d’étre de simples rectangles : encoches rondes,
doubles encoches, ... etc. Est-il possible de prendre en compte la forme de l'encoche dans
notre impédance d’ordre %2 ?

Pour bien fixer les idées, nous allons traiter le cas simple d’une encoche en forme de té ou la
largeur b(z) de ’encoche n’est pas constante (Figure IV-1).

b,
—
hy
z

b(z)

hy

v k

b,

Figure IV-1. Encoche en forme de té

En faisant I’hypothése que les lignes de champ restent horizontales par rapport a la aux parois

de I’encoche, ’équation différentielle régissant la densité de courant complexe ] s’écrit
[LIW-54] :

. .
d J+{ 1 dh(Z)Jﬂ_-'ﬂjzo (IV-2)

22 @ &z &z T Tp

On retrouve bien siir I'équation de la diffusion obtenue dans le cas d'une encoche rectangulaire
en prenant la fonction b constante.

Compte-tenu des conditions aux limites du probleme :
- variation instantanée du champ dans le rapport b, /b; au passage a la frontiére,

- champ nul au fond de I’encoche,

I’expression analytique de l'impédance de la barre s’écrit :
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Z0) =L k(w) 2:Blelo)n Jeh(k()hy)+ by shlk(w)h; Jsh (klw)hy ) -
2 bj. ch( (m)hl)sh w)hz +b1 sh( (m)'hl)Ch(k(m)hg)

b
(IV-3)
avec: k Jm —] ou:d=
p 0 U

On retrouve bien I’expression de 1’impédance d’une encoche rectangulaire de largeur e et de

hauteur h en prenant b; =by =e et hy =h, =h/2.

L’impédance d’une encoche en té ne peut s'écrire sous la forme d'un systéme d'ordre %
"simple" et "compact”, c’est-a-dire d’un modele tenant compte a la fois de 1’effet de peau et
de la forme de la barre. Par contre, il est possible de mettre en évidence un systéme d’ordre %
pour les basses fréquences et un autre pour les hautes fréquences.

Ainsi, pour les basses fréquences, 1’expression de Z devient, en appliquant un développement
limité d’ordre 2 aux fonctions cosinus et sinus hyperboliques :

&= ©) } :
Z(m)m-}OR 1+) (0) avec:

(V-4
RWar P oy @20 1 )
b2.h2 +h1.h1 o

b
2 +h12 +—1h1.h2
by

RO{O) correspond a la résistance en continu de la barre entiére et mo(o) fait apparaitre le

couplage entre les parties supérieures et inférieures de la barre. L’expression de ces
parametres ne peut malheureusement pas se mettre sous forme normalisée.

Pour les hautes fréquences, Z a pour expression :

Z(co) = Ro(m). avec:
W—>0 0)0(“0)
(IV-5)
R 0(00) —. P et (00) _
by hj cophz
Ro{m)correspond a la résistance en continu de la partie haute de la barre et mo(m) a sa

pulsation de coupure ; d’ol le modele d’ordre 2 correspondant aux hautes fréquences :

” ’ .o
Z(0)=Ro™. [1+] = (IV-6)
@o

Les tendances asymptotiques basses et hautes fréquences de I'impédance de la barre sont bien
reproduites par les modeles (IV-4) et (IV-6).
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Pour les basses fréquences, la densité de courant occupe toute la section droite de 1’encoche,
puis se concentre dans le haut de 1’encoche au fur et 2 mesure que la fréquence augmente. On
retrouve ainsi pour les hautes fréquences ’impédance d’ordre /2 d’une barre rectangulaire de

hauteur h, et de largeur bj.

Pour mieux visualiser I’influence de la forme de 1’encoche, nous avons tracé sur les figures
IV-2 et IV-3 I"admittance analytique d’une barre en té en fonction de la fréquence et de la
largeur b, pour une largeur b; constante (égale a 10 mm). On constate que cette admittance
présente des oscillations tant sur le module que sur la phase, cet effet étant d’autant plus
marque que le rapport entre h, et hy est faible.

0

-10}
-204
+ h2/b1=0 T
. © b2bi=05 o
o + b2/bi=t =)
.3 + b2bi=15 S
= — b2mi=2 o
=3 8
4o &
.50}
- B0 : " L i r
10 10° 0! 10? 10° 10
fréquence (Hz) fréquence (Hz)

Figure IV-2. Admittance de | 'encoche en té (h2=0.1xhl)
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Figure IV-3. Admittance de |'encoche en té (h2 = hl)

On peut remarquer que, sur la plage de fréquences considérée, le gain de 1’admittance de la
barre lorsque h, =0.1h; ne décroit pas en -10 dB / décade, sauf dans le cas ol b; =b,. Dans
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le cas o hj =h,, le comportement lié¢ a ’ordre % est plus manifeste dés la centaine de
Hertz.

1.1.2 Conclusion : modélisation d’une barre de cage d’écureuil ou
d’amortisseur

L’étude de I’encoche en té est un moyen d’approcher analytiquement le calcul de la double
encoche des machines asynchrones. La Figure IV-4 montre 1’admittance d’une double
encoche d’un moteur de 30 kW, modélisée sous Flux 2D [RET-98].

|
gain
(dB)
-20 |
3
0.1 1 10 100 1e10
fréquence (Hz)
0
\| i
|
|
|
~-20 [~ ‘
phase | |
(deg.) |
| | |
—40 — | | ‘
|
' |
| |
I
=60
0.1 | 10 100 1e10°

fréquence (Hz)

—— Calcul par éléments finis

Figure IV-4. Diagrammes de Bode représentant l'admittance d 'une double encoche

On constate que 1’admittance de la double encoche présente des oscillations similaires a celles
rencontrées pour la barre en forme de té. Elles se manifestent essentiellement entre 10 et 100
Hz.
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De cette étude, il faut retenir deux points :

1. Le mode¢le d’ordre % résistif de la barre rectangulaire n’est plus satisfaisant dans le cas
d’une encoche présentant une forme moins simple. Ainsi, dans le cas de 1’encoche en
té, deux systémes d’ordre )2 sont nécessaires pour modéliser asymptotiquement
I'impédance aux basses et aux hautes fréquences.

2. Il n’a pas été possible dans cette étude de mettre en évidence un « facteur de forme »,
coefficient intervenant dans 1’expression de I'impédance d’ordre Y résistive et faisant
intervenir la forme de 1’encoche. Néanmoins, pour les encoches habituelles, les
ruptures géométriques entre les différentes parties de la barre ne sont pas aussi

marquées que celles étudiées dans I’exemple : on a en général hy >>h, et by »by. A

titre d’exemple, la Figure IV-5 représente I’impédance analytique de la barre et les
deux modeles d’ordre %2 basses fréquences (BF) et hautes fréquences (HF) dans le cas
ot b;=10mm, by =12mm et h; =10hy =30mm. Globalement, I’'impédance

d’ordre /2 résistive aux basses fréquences est satisfaisante.

0.1 60
0.01 -
= = 40
E . i
S 110° g
= =
= -4 =
= 110 = B
E i
E 5 59
110>
lllaﬁ + T - - . I T 4 FES SN I _! + L D .-'—’y
0.1 1 10 100 110 116 0.1 1 10 100 110 116"
fréquence (Hz) fréquence (Hz)
— impédance théorique — impédance théorique
*** modéle d'ordre 1/2 BF *** modéle d'ordre 1/2 BF
— modéle d'ordre 1/2 HF — modéle d'ordre 1/2 HF

Figure IV-5. Impédance analytique de la barre et ses modeéles d'ordre ¥

Dans la suite de I’étude, une barre de cage d’écureuil ou de cage d’amortisseurs d’une
machine tournante sera donc tout simplement modélisée par I’impédance d’ordre ' résistive
donnée par 1’équation (IV-1).
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11.2 Modélisation d’une piéce magnétique massive

Aux basses fréquences, le rotor massif d’une machine est principalement inductif [ALG-
70]. Le modele d’ordre Y de type résistif déterminé pour la barre ne convient donc plus.
L’objectif de ce paragraphe est de déterminer le comportement des courants induits dans une
piece massive. Le probleme est grandement simplifié si ’on considere que le rayon de
courbure du rotor est trés grand par rapport a4 son rayon : on peut ainsi 1’assimiler a une téle
ferromagnétique de largeur « infinie » par rapport a son épaisseur.

11.2.1 Calcul analytique

On consideére une tole d’épaisseur 2e, de largeur 1 et de longueur L, avec L >>2e et L >> 1
(voir Figure IV-6). Elle est entourée d’un bobinage a n spires, parcouru par un courant
sinusoidal de pulsation . Soient p et o respectivement la perméabilité et la conductivite de la
tole. On rappelle que p=po.ur, ou po est la perméabilité du vide et ur celle du matériau

magnétique (généralement pr >>1).

Figure IV-6. Schéma d'une téle ferromagnétique

L’écriture des équations de Maxwell conduit a résoudre 1’équation de diffusion suivante :

d%H(z)
dz2

+joowH(z) =0 (IV-7)

On définit I’inductance complexe L de la tole comme le rapport du flux complexe @ sur le
courant dans le bobinage. On rappelle que le flux est calculé a partir de I’intégration de

B =p.H sur la surface 2.el.
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On obtient le résultat classique [NOU-98] :

f=u.E.n2.£hT(_@ ou

a2 = joop.e? (IV-8)
L o

En substituant dans (IV-8) le développement limité a I’ordre 2 de la fonction tangente
hyperbolique (voir équation (ITI-18)), on obtient :

- I
0 PP SR L : =0
1+o2 \/1+joacrp.ez O it (IV-9)
@o
2e.
avec Lg =p.—el.n2 et wg = 5
L oue

Ly et wp représentent respectivement l’inductance en courant continu et la pulsation de
coupure de la tdle.
L’écart entre le modele analytique et celui d’ordre % est le méme que celui observé dans le

cas d’une barre rectangulaire : quelques degrés d’écart sur la phase autour de la fréquence de
coupure (voir Figure IV-7).
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fréquence (Hz) fréquence (Hz)
— calcul analytique — calcul analytique
= == ordre 1/2 implicite = == ordre 1/2 implicite

Figure IV-7. Comparaison entre les inductance théorique et d’ordre ' d’une tole

I1.2.2 Validation expérimentale de la modélisation

Nous avons montré que I’inductance complexe d’une téle pouvait étre modélisée par un
systeme d’ordre 2 implicite. Disposant d’un dispositif de caractérisation en fréquence des
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toles ferromagnétiques au laboratoire du type cadre Epstein, nous avons décidé de valider
expérimentalement ce modele.

Le cadre Epstein est un transformateur qui permet :

- de mesurer le champ d’excitation H (par application du théoréme d’ Ampére),

- de mesurer ’induction magnétique correspondante (par intégration de la tension au
secondaire),

- de déterminer les pertes magnétiques totales (par le calcul de l’aire du cycle
d’Hystérésis).

Le synoptique de I’installation compleéte est donné sur la Figure IV-8. La cadre Epstein, ainsi
que tout I’appareillage requis, sont largement décrits et commentés dans [PER-94] et [CES-
96].

PC
Amplificateur
Kepco
Générateur de + . 108V/12A
ot —{ dela tension —
WAVETECK | s 1o
Correction du terme résistif /) Sc;r;de
(fonction du courant primaire) N courant
Voltmetre
Keithley 1944a — =i
Secondaire — — Primaire
Cadre Epstein -

Figure 1V-8. Synoptique du banc de mesures

La t6le étudiée est une téle en fer a grains non orientés, dont les caractéristiques géométriques
et physiques sont données dans le Tableau V-1,
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Caractéristiques Valeur
Longueur (L) 30 cm
Largeur (1) 3cm
Epaisseur (2.e) 2 mm
Conductivité (o) 1,2.10° S/cm
Perméabilité relative (pr) 1200

Tableau IV-1. Caractéristiques de la téle étudiée

L’inductance complexe L de la tole est définie comme le rapport du flux magnétique sur le
courant d’excitation. Le champ magnétique est maintenu constant (H=100 A/m) lors des
mesures, ceci afin de respecter les conditions aux limites du probléme analytique.

L’induction B et le champ H sont supposés varier sinusoidalement dans le temps :

H = Hc.sin(wt)

1v-10
B = Be.sin(ot + ) ( )

ol He et Bc sont respectivement les amplitudes du champ et de I’induction, \ représentant le
déphasage entre B et H.

Le module et la phase de ’inductance s’écrivent alors :
i)= BIL'S et arg(L) =y (IV-11)
c

ol Ic est 'amplitude constante du courant d’excitation (Ic et He sont liés directement par le
théoréme d’Ampére) et S la section moyenne de la téle. La valeur de y est déduite

directement des mesures des pertes magnétiques totales P,,;. En effet, on montre facilement

que :

T
Piot = l IHdB =l.Hc.Bc.n. sin avec : T =E (IV-12)
T 0 T [0}

Les pertes magnétiques totales peuvent se différencier selon trois catégories [CES-96] :

- les pertes par Hystérésis (P, ), proportionnelles a la fréquence f, qui sont significatives

uniquement pour les basses fréquences,
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- les pertes par courants de Foucault ( P, ), proportionnelles a f 4

- les pertes supplémentaires ou par exces ( P;), proportionnelles a f DAL

La théorie de Bertotti [BER-88] nous donne 1’expression de ces pertes en fonction de la

fréquence et de I’induction créte B:

~

Py = % Py (B,fo)+cy (Bef +c, (B
—— B P3

Py

(IV-13)

ou fo est une fréquence d’alimentation correspondant a un point de fonctionnement
particulier. Les coefficients c¢; et ¢, sont déterminés expérimentalement. La séparation des

deux derniers types de pertes est artificielle. Elles peuvent étre regroupées en un seul terme et
correspondent alors aux courants induits réels se développant dans la tole.

En effet, a ’échelle microscopique, les courants induits supplémentaires sont créés par le
mouvement des parois des domaines magnétiques [BER-85] [BER-88] [CES-96]. Ces
courants se superposent alors aux courants de Foucault, que ’on détermine en résolvant les
équations de Maxwell.

Pour visualiser uniquement 1’effet des courants induits sur la variation de ’inductance, il est
nécessaire de soustraire aux pertes totales les pertes par Hystérésis (P,) déterminées

expérimentalement.

Pour calculer ces pertes, nous nous sommes donnés un point de fonctionnement ou les pertes
par courants induits sont négligeables (nous avons choisi une fréquence d’alimentation égale a

f =f, =1Hz) ; dans un deuxieéme temps, nous avons établi, pour une induction donnée ( B )5
la loi de comportement des pertes par Hystérésis donneée par (IV-13) en déterminant le
coefficient Py, .

En soustrayant les pertes P, aux pertes totales Py, on peut alors calculer I’inductance

complexe de la tole avec la formule (IV-11).

La Figure IV-9 montre les variations, en fonction de la fréquence, du gain et de la phase de
I’inductance complexe de la téle ferromagnétique.

51



Chapitre IV — Modélisation fractionnaire des machines électriques

=90 T
i S P 1
N
(|
t 1
% | |
| e S - |
2 - B -20 N +
g 3 N [T
= 5 (NS~
g 2 1N\ T
§ £ [ Nl | T
=110 i polAl { |l¢E _
% | ‘ L LI
mn ] '
| |
| l | [ I !
~120y 10 100 110 ~60, 10 100 110
fréquence (Hz) fréquence (Hz)
®® 9 mesures ® 99 mesures
— ordre 1/2 implicite ordre 1/2 implicite
— - ordre 1/2 explicite — - ordre 1/2 explicite

Figure IV-9. Evolution du gain et de la phase de l'inductance d 'une téle

Nous avons aussi représenté sur la Figure IV-9, I’impédance d’ordre % implicite décrite par la
relation (IV-9). Ses parametres ont été calculés a partir des données géométriques et
physiques du Tableau IV-1. On les compare finalement a ceux déduits des mesures (voir
Tableau IV-2).

Lo fo (fo=wo/2m)
Modele d’ordre % implicite 7.9 uH 83.8 Hz
Mesures 7.2 uH 85 Hz

Tableau 1V-2. Comparaison des parametres Lo et fo entre le modele d’ordre /: et les

mesures

Le modele d’ordre 'z implicite est donc bien validé expérimentalement. L’examen de ces
courbes montre par contre que 1’approximation par un systéme d’ordre % explicite est moins
pertinente.

I1.2.3 Conclusion : modélisation de piéces massives (circuit magnétique)

Toutes les parties du circuit magnétique d’une machine électrique susceptibles d’étre le
lieu de développement de courants induits seront donc modélisées par une impédance d’ordre

2 du type :
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2 e O
inductive
15— (B9
@p

Ly désigne I’inductance en continu de la partie concernée et w( sa pulsation de coupure,
dépendant de ses caractéristiques géométriques et physiques.

On parlera d’impédance d’ordre % de type inductif.

III. RAPPELS : SCHEMAS EQUIVALENTS DE PARK DES MACHINES
TOURNANTES

1.1 Modélisation de Park de la machine asynchrone

Le principe de fonctionnement d’une machine asynchrone repose sur I’interaction de deux
champs tournants, 1’un créé au stator par application de tensions triphasées, 1’autre induit dans
la cage rotorique en court-circuit.

Le schéma équivalent classique d’une machine asynchrone est le suivant (voir Figure IV-10) :

1, b
o—>—M
A
- JOQ
VS
jOQ,
S 9

Figure 1V-10. Schéma équivalent classique d 'une machine asynchrone

Vs, Ts, ®s, ws et rs désignent respectivement la tension, le courant de phase, le flux, la

pulsation d’alimentation et la résistance statoriques. Cété rotor, le flux, la résistance et la

pulsation mécanique sont représentés par les grandeurs @r, Rr et ®. Lm est I’inductance

magnétisante, A est I’inductance de fuite totale ramenée au rotor.

Toutes les fuites ont été ramenées au rotor par souci de simplification. Il est en effet bien
connu, et ceci depuis longtemps, que la répartition des fuites entre rotor et stator est arbitraire
et que moyennant un bon choix dans le paramétrage, tous ces schémas sont strictement
équivalents [POL-67].
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Pour les hypothéses permettant 1’établissement des équations et du schéma équivalent, nous
renvoyons le lecteur a la littérature classique [ALG-70].

111.2 Modélisation de Park de la machine synchrone

On considére une machine synchrone triphasée a rotor bobiné (voir Figure IV-11),

comportant des amortisseurs dans 1’axe polaire. Les amortisseurs servent a réjecter les
harmoniques et & amortir les oscillations des grandeurs électriques liées a des changements de
régime (court-circuit, démarrage, etc ...).
En supposant que le champ dans I’entrefer est a répartition sinusoidale et que le circuit
magnétique est non saturé, on peut représenter les grandeurs électriques caractéristiques de la
machine (tensions, courants, flux) dans un référentiel de PARK (d, q) tournant avec les
champs.

On rappelle que (d) est 1’axe polaire ou direct, et (q), I’axe en quadrature avec (d).

axe phase (b) rotor

axe de linducteur (f)

_ axe phase (a)

excitation

amortisseurs

axe phase (c) / stator

Figure I1V-11. Schéma de principe d 'une machine synchrone

En I’absence d’effet de pean, la machine peut étre modélisée dans les axes (d) et (q) par les
schémas équivalents de la Figure IV-12, déduits directement des équations électriques
régissant la machine.
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chf

Figure IV-12. Schéma équivalent classique d'un alternateur (axes d et q)

Les indices D et f représentent respectivement 1’amortisseur et le circuit d’excitation dans
I’axe direct (ces indices viennent de 1’anglais pour Damper et Field). L’indice Q désigne
I’amortisseur dans I’axe en quadrature. Les termes 1, , 15, et 1 désignent respectivement
I’inductance magnétisante, I’inductance de fuite et la résistance de I’axe k ; le terme 14py

représente ’inductance de fuite entre I’amortisseur et 1’excitation dans 1’axe direct.

La force électromotrice induite au stator par la rotation du rotor a la vitesse ® s’écrit

0.y dans I’axe k.

IV. CONSTRUCTION DU SCHEMA EQUIVALENT D’ORDRE
FRACTIONNAIRE DE LA MACHINE ASYNCHRONE

Il a été montré précédemment que le comportement fréquentiel d’une barre de cage

d’écureuil ou d’une piéce massive pouvait étre modélisé par une impédance d’ordre Y%, de
type résistif ou inductif.
Nous allons maintenant établir le schéma équivalent d’ordre fractionnaire de la machine
asynchrone en revenant aux équations de maille reliant les grandeurs statoriques et rotoriques
de la machine. Ces travaux s’inspirent de I’établissement du schéma équivalent classique
d’ordre entier valable en régime permanent d’une machine asynchrone [POL-60] [FOG-90].
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IV.1 Equations électriques de la machine

IV.1.1 Positionnement du probléme

Les parametres connus au stator, ou calculables a partir des parametres des enroulements,
sont :

- larésistance des enroulements statoriques : R
- P’inductance propre des enroulements statoriques : L

- la mutuelle entre les enroulements statoriques : M.

Les paramétres au rotor sont les impédances d’ordre % des q barres constituant la cage
d’écureuil, la résistance et I’inductance des anneaux de court-circuit. Nous négligeons ici
’effet de peau qui se produit dans 1’épaisseur de ces anneaux. [VAS-90] a montré que si la
résistance d’anneau variait beaucoup en fonction de la fréquence (+ 47% au démarrage), la
réactance d’anneau restait quant a elle a peu pres constante (+ 12% au démarrage). Toutefois,
la résistance des anneaux est non seulement faible devant celle de la barre (de ’ordre de
15%), mais elle varie également beaucoup moins qu’elle. En fait, les anneaux, situés a
’extérieur de I’entrefer, sont dimensionnés thermiquement pour évacuer les pertes, et sont
donc largement surdimensionnés sur le plan électrique.

Notre hypothése a donc de minimes conséquences sur le calcul des parameétres rotoriques.
Dans toute la suite de 1’étude, nous nous plagons dans le cas parfait suivant : absence de
saturation et distribution sinusoidale des enroulements.

NOTATIONS — On choisit la convention suivante :

- lesindices a, b et ¢ désignent respectivement les enroulements a, b et ¢ du stator.
- lesindices S et R désignent respectivement les grandeurs liées au stator et au rotor.

- les tensions et courants sont notés :

v(t) = V/2.cos(.t) et i(t) = Iv2.cos(o.t— ).
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IV.1.2 Modélisation du stator

Pour chaque phase p du stator la loi d’Ohm s’écrit :

dogp (1) . dogp (1)

t)=R.1,(t) +
vp(t) =Rgip () +— =

avec pe {a, b, c} (IV-15)

ol Vps ip, Psp et Orp désignent respectivement la tension simple de la phase (p) du stator, le

courant dans cette phase, le flux mutuel entre la phase (p) et les autres phases statoriques, et le
flux mutuel entre la phase (p) et le rotor.

L’équation (IV-15) peut également s’écrire :

avec p e {a,b,c} (Iv-16)

dip (1) | dorp (1
dt

Vp (t)= Rs.ip(t) + (Ls — Ms). =

IV.1.3 Modélisation de la cage d’écureuil

Chaque barre k peut étre modélisée par I'impédance d’ordre ' résistive de parameétres R

1 g s :
et T, (avec 1, =——). En supposant toutes les barres identiques, ces parameétres sont
©®

constants pour tout k. Chaque barre est ainsi modélisée par une impédance d’ordre Y résistive

de parametres R et 1.

D’apres 1’équation (II-9), on peut exprimer la relation temporelle entre la tension aux bornes

de la barre k, v, , et le courant parcourant cette barre, iy, soit :
t . t
Vi (D) = exp(— _].Rxc” 21l2 {rk (t).exp[;J} (IV-17)
x 7

ou D2 désigne la dérivation d’ordre 5.

Chaque anneau de court-circuit est modélisé par les paramétres supposés constants r,,, et
[

Dans la suite, nous ferons intervenir les courants de maille jy , c’est-a-dire les courants fictifs
parcourant un cadre formé par deux barres voisines et les deux portions d’anneaux qui les
joignent,

La Figure IV-13 représente la cage « déroulée » dans le plan horizontal et la circulation des
courants de maille.
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anneau cadre k

berre Jk-1 J

Figure 1V-13. Représentation de la cage d’écureuil de la machine asynchrone

Les courants de maille jj ont le méme module et sont déphasés 1’un par rapport a ’autre d’un

angle égal a 2%p '

Ces courants ne forment un systéme g-phasé équilibré d’ordre p si et seulement si le rapport

P est non entier ; en effet, dans le cas inverse, les courants j, forment alors un systéme
q

homopolaire [BOU-93]. Or dans une machine asynchrone, q est toujours trés grand par
rapport a p.

Considérons maintenant le schéma simplifié d’un cadre k ;

e

(Tann ,1 ann)

Jk-Jk-1 Jk-Jk+1

Jk

Figure IV-14. Representation du cadre k de la cage d’écureuil

Le flux total qui traverse le cadre est égal 4 la somme du flux d’anneau, du flux d’entrefer et
du flux de fuite d’encoche. Si on écrit la loi d’Ohm pour le cadre k on obtient:
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+ 2.3 (1) = (Vi (1) + Vi (1)

0= e (O 2L

. dogy (1) . dory ()
dt dt

d jx (1)
& (IV-18)

pour k ={1,2,...,q-1}

ol dg et pry sont respectivement le flux mutuel entre le stator et le cadre k et le flux mutuel

entre les autres cadres et le cadre k.
L’équation (IV-18) peut s’écrire sous une forme plus compacte en utilisant la relation :
. . . 27.p
Jk-1 + Jk+1 =2.Jk-c08 Y (IV-19)
soit :
. . . , 2. i 2np |.
2'Jk = (jk—l =+ Jk+1) = 2'.]1( .[1 — COS(TPI| =4,sin [—pJ_]k (IV-ZO)

q

En utilisant la relation (IV-20), 1'équation (TV-18) devient :

djic(t) , dhsi(®)  dbmic ()
dt dt dt

+4.sin? [p—n].exp(— iJ.R.‘c”z D2 {jk (). exp(il} pourk =1{1,2,...,q-1}
q 1 T

0= 2Ty jic () + 2.1
(IV-21)

1V.2 Vecteurs tournants statoriques et rotorigues

Pour établir un schéma équivalent a partir des relations de maille établies précédemment, il
est nécessaire de tenir compte du référentiel o sont écrites ces relations. Ainsi chaque
équation relative aux grandeurs statoriques est écrite dans le référentiel statorique, et
réciproquement pour chaque équation rotorique. Il est aussi nécessaire de relier les grandeurs
statoriques et rotoriques. Ne pouvant pas utiliser la notation complexe dans le cas d’un régime
quelconque, nous avons travaillé avec la notion de vecteur tournant.

IV.2.1 Vecteur tournant lié aux grandeurs statoriques

Les grandeurs statoriques (courants, tensions et flux) sont supposées triphasées. Le vecteur

tournant X associé aux variables triphasées x, (t),xy,(t) et x(t) s’écrit [VAS-93] :
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X=x,)+ ag.Xp(t)+ asz.xc (t) avec ag = exp[j.z—;J (IV-22)

Un vecteur tournant est ainsi associé a toutes les grandeurs statoriques : VS pour les tensions
d’alimentation, Ig pour les courants statoriques et prg pour le flux mutuel rotor/stator.
En effectuant une combinaison linéaire appropriée entre les relations de (IV-16), il vient :

Vs =R, Ig +(Lg -MS)%+L?:~§ (IV-23)

Cette équation est valable dans le référentiel statorique.

IV.2.2 Vecteur tournant lié aux grandeurs rotoriques

Les courants de maille j, formant un systtme q-phasé équilibré, nous allons pouvoir leur

associer un vecteur tournant, noté TR et défini par la relation dans le référentiel rotorique :

= . j ; = 3
Ir = Jo() +ap () +a% o) +...+aTjg 1 (0)

4 (IV-24)
= Za: gt  avec ag = exp{jzn—'p}
k=0 q

On définit de méme :

ol
dsr = ZaR Hsik (1)
Ky (IV-25)

_ q-1
brr = . al; PRk (1)
k=0

En effectuant une combinaison linéaire appropriée des équations de la relation (IV-21) et avec
la propriété de linéarité de la dérivation non entiere, il vient :

0=2T3n JR +2dann .d—c':t-l-{— +4.sin? [%} exp(— %].R.‘cm D2 {TR L exp(%]}

(IV-26)

, Gk dbrr
dt dt
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IV.2.3 Expression des vecteurs tournants ¢sg, Prr et Ors

Dans la suite, nous désignerons par M, I'inductance mutuelle le cadre k et la phase a du

stator. En négligeant les harmoniques d’espace, nous pouvons écrire pour une position 0y

quelconque du cadre k par rapport au stator :
M i =M.cos(py )

My = M.cos(pek —2—7(]

3 (Iv-27)

2
My =M. cos[p{-}k + TRJ

¢ Expression du vecteur tournant $sg

Chaque flux ¢gj de I’équation (IV-25) peut étre défini a partir des courants statoriques, de
M et de Oy . Ainsi :

dsk (1) =Mgg d, (1) + Mpg iy (1) + Mg i (1)

= M_cos(p.@k )-ia (t)+ M.COS[ka = z?ﬂ:}ib (1) (IV-28)

+ M. cos[p.ﬁk + Z—;-JJC (t)

L’angle 0, peut également s’exprimer en fonction de la position angulaire du rotor © par

rapport au stator :

2
p-Oy = Tnpk +6 (IV-29)

En utilisant le théoréme d’Euler, I’expression du vecteur tournant ¢gp s°écrit :

. . Py 2T _jp2n
e @ +e i m+le T T +e 3 iy
-1
e M 4
bsr =~ 2. P v (IV-30)
k=0 i S S T L
+le 9 3 4e 3 |li.®)
Or:
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e P e 1
Ye T =0 (IV-31)
k=0
Finalement :
" 2 ;2
dsr =—atia()+e 3igM+e 3 dg(t)pe®
(IV-32)
M = _ig
= — .I e J
5 1

L’équation (IV-32) est définie dans le référentiel rotorique.
¢ Expression du vecteur tournant ERR

Chaque terme ¢gj de I’équation (IV-25) peut étre défini & partir de I’inductance de fuite

1. du cadre k ne dépendant pas de 1’effet de peau, et des courants de maille ji . Ainsi :
PRy (1) =1cJi (1) (IV-33)

D’ou I’expression du vecteur champ tournant ¢gg

q-1
— . k
=1].. (t)a
drr =l kéﬂ,]k R (IV-34)

=1.Jp
L’équation (IV-34) est définie dans le référentiel rotorique.
¢ Expression du vecteur tournant ERS
Par définition :
S 2
Ors =PRa Ta5PRb +25 IRe (IV-35)

Avec :
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q-1 —]
= ZMak-jk =EM—C°S(P91< )ik

Mq il . T 1

1 q-1 o
brp = ZMbk Jk =M COS{PGK “__JJk

k=0 k=0
-1 i 20 (IV-36)
M & Jpﬂk—JT —Jpﬁkﬂ? )
= ? Z +6 Jk
k=0

< 2m
ZMck Jx = EM cos[p@k +Tjjk

k=0 k=0
. ST : 2%
M 4l jPOktiZ  —ipbk—i |
=— e +e ']k
2 0

En utilisant (IV-36), la relation (IV-35) devient :

brs ==~ Zejps" Jx +o Ze s (1+as rag? )iy

k=0 k=0 -0
k (IV-37)
2
g-1 Jp—np‘

erﬂ Z g
D’on :
ors =——Jg % (IV-38)
L’équation (IV-38) est définie dans le référentiel statorique.

1V.3 Etablissement du schéma équivalent

Pour établir le schéma équivalent de la machine asynchrone a cage, il faut relier dans un
méme référentiel les équations des vecteurs statoriques et rotoriques décrits dans le
paragraphe précedent.

Nous allons nous placer dans le référentiel rotorique. La raison, prosaique, est que nous
sommes bloqués mathématiquement lorsque nous essayons d’exprimer toutes les grandeurs
dans le référentiel statorique, du fait de la présence de la dérivation non entiére implicite d’un
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produit de fonctions que nous ne savons pas (encore) traiter mathématiquement (le début du
calcul est présenté en Annexe 1).

IV.3.1 Au stator ...

L’équation des grandeurs statoriques, dans le référentiel statorique, s’écrit :

— - dIS 3M d '9]
Vg =RgIg+(Lg —M;)—=+——.—{lg e’ IV-39)
s =Rg.Ig +( s) TR R (
M .
Enposant L, = ?q , ’équation (IV-39) devient :
dl IR ;
Vs =R Ig+(Ls —M e o 3Lmﬂ‘-.el-9+j-?iL —@JR 39 (IV-40)
q dt q dt
Le changement du référentiel statorique au référentiel rotorique s’effectue en posant :
= vs .S“je
o oz (Tv-41)
11 = Is.e_'l

Cela revient a effectuer une rotation d’angle 6. On obtient alors la relation vectorielle suivante
dans le référentiel tournant avec le rotor :

1 dilz . I
Vi =R I +(Ls -M )—+_](L -M )—1] 3L d—:{+JiLm.JR—8 (IV-42)
q q

IV.3.2 Au rotor ...

En adoptant les notations précédentes, 1’équation rotorique (IV-26) s’écrit :

0= 2 dr + (214 +1 )‘”{R
. (IV-43)

+4.sin’ [EE} exp[— -'[-J.R.'c” 2 pli2 {TR .exp[iJ} ) M ﬂ
q T T dt

IV.3.3 Schéma équivalent de la machine asynchrone en régime
sinusoidal

En régime sinusoidal, 1’équation (IV-43) peut s’écrire :
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dI

0=20 Jg + (2150 +1 )—+szR+L (Iv-44)

ou:
zV/? =4 sinz(%}R. 1+ )10 (IV-45)

Dans la suite, on supposera que I’équation (IV-44) reste valable pour tout type de
fonctionnement. Ceci imposera que nous établirons um schéma équivalent pour une
fréquence.

En prenant les notations suivantes :

V. =Y % I =T R, =%.RS
. (IV-46)
b :%'(Ls ~M,) Ly =21 +1L Ry =250y
et en posant :
L =L %L
's m oS (IV-47)
Lr = Lm o LG'R
les équations (IV-42) et (IV-44) s’écrivent :
dlg dllg +7
VS RSIS-i-L Sd_+J[LGSIS+L (S+JR)de JS;.—R)
' (IV-48)

d(IS"”JR)
Cdt

_ dJ .
OZRR‘JR e LO’R‘d_:{-!_Z”?.'JR %+ Lm
; = = = )|db ; > ; : 5
Le terme j|Lss.Ig + L \Is + TR it correspond a la force €lectromotrice proportionnelle 4

—, donc a la vitesse de rotation du rotor. Elle traduit la rotation du rotor par rapport au

stator. Le terme ¢g'=L g .T;S + Lm.(TS +JR ) correspond au flux statorique.

A partir des relations (IV-48), on déduit le schéma équivalent de la machine asynchrone en
régime sinusoidal (voir Figure IV-15).
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Rg Les Is' Jr Rp Lor
<
BV i 1/2
Vs Ps Lm 0
)

o
]dt S

Figure IV-15. Schéma équivalent d’ordre ' de la machine asynchrone

Une interprétation physique de ce schéma équivalent est la suivante [HAM-79] [ALG-70] :

Le stator est modélisé par une résistance Rg et une inductance de fuite en série L ;g :

les courants induits sont négligeés,

- Le circuit magnétique étant feuilleté, I'inductance magnétisante L, est supposée

constante,

- La part de I’'impédance rotor non influencée par 1’effet de peau est modélisée par les

parametres R et Ly,

Z}}IZ est I'impédance d’ordre % de type « résistif » modélisant 1’effet de peau dans les

barres de la cage d’écureuil.

Rappelons que les inductances Lgg et Lygp peuvent €tre représentées par une seule

inductance de fuite [POL-67].

V. CONSTRUCTION DU SCHEMA EQUIVALENT D’ORDRE
FRACTIONNAIRE DE LA MACHINE SYNCHRONE

Afin de tenir compte du développement des courants induits dans certaines parties de la
machine synchrone, le schéma équivalent d’ordre fractionnaire a cette fois-ci été directement
établi a partir des considérations physiques suivantes [CAN-93] [KAM-97] :
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- Aucun courant induit ne se développe dans le bobinage du stator. Il est donc
modélisé par une résistance ryy (respectivement rg) et une inductance lggq
(respectivement ls4q) dans I'axe (d) (respectivement (q)) indépendantes de la

fréquence,

- L’inductance représentant 1’énergie magnétique stockée dans [’entrefer est

supposée constante. Elle est notée L,q, (respectivement L,q,) dans I'axe (d)

(respectivement (q)),

- Du fait du développement des courants induits dans les parties massives du rotor,

on ajoute en paralleéle de L,4, une inductance d’ordre Y2 de type « inductif» :

Z”2 (0)= —dm . Il en est de méme dans ’axe (q),

‘1-1-_1.i
©1d

- Les courants induits sont négligés dans les enroulements d’excitation. Ils sont donc

modélisés par une résistance rret une inductance l ¢, indépendantes de la
fréquence,

- Au champ mutuel de fuite qui lie les enroulements statoriques aux enroulements de
I’amortisseur de 1’axe (d) (respectivement (q)) est associée une inductance 1454

(respectivement 15154 ). On suppose que les courants induits n’influencent pas ce
couplage,

- Enfin, les amortisseurs dans les axes (d) et (q) sont modélisés par des impédances
d’ordre % de type « résistif » :

Zyf (@) =Rog.[l+j— et Z”Z(m) Roq. flﬂ

Ceci nous permet d’établir la configuration d’un nouveau schéma équivalent d’ordre
fractionnaire de la machine synchrone, et ceci dans les axes d et q (voir Figure IV-16 et
Figure IV-17).
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3, T« ls12a B
i—>—4W#__ 77774 g7 ig
Lot
L —172 — 12
. adu E Z1d Z2d
Vd I'¢
7

Figure IV-16. Schéma équivalent d’ordre fractionnaire d'un alternateur (axe (d))

r ] 1

iq 5q Osq cl2q
2—? MWW — et
—12 —12
} LB [|20 []z24

Vq

L

Figure 1V-17. Schéma équivalent d’'ordre fractionnaire d’un alternateur (axe(q))

V1. CONCLUSION

Ce chapitre nous a permis d’¢largir le champ d’applications des systémes d’ordre %. Nous
avons ainsi pu étudier I’influence de la forme de la barre sur I’expression de son impédance et
déterminer I’impédance d’ordre 2 de pieces massives.

D’autre part, de nouveaux schémas équivalents des machines synchrones et asynchrones ont
¢té établis a partir non seulement de considérations physiques, mais également des équations
régissant les grandeurs électriques de la machine.

Il reste désormais a étudier ces schémas équivalents et a prouver que ’insertion d’impédances
d’ordre 2 apporte un réel intérét par rapport a la modélisation classique des courants induits.

Ce sera I’objet du chapitre V.
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Chapitre V

Identification des schémas équivalents
fractionnaires des machines synchrones et
asynchrones
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Chapitre V - Identification des schéma équivalents fractionnaires des machines synchrones et asynchrones

I INTRODUCTION

L’objectif de ce chapitre est double ; il est en effet nécessaire a ce stade de I’étude :

- de proposer une méthode d’identification expérimentale des schéma équivalents
fractionnaires des machines synchrones et asynchrones élaborés au chapitre IV,

- de valoriser ces schémas équivalents en analysant la pertinence physique des
parametres identifiés.

Ce chapitre décrit dans un premier temps les techniques de mesures de réponse fréquentielle a
rotor bloqué sont dans un premier temps développées.

Dans un deuxi¢éme temps, une procédure d’identification des schémas équivalents
fractionnaires des machines synchrones et asynchrones est présentée.

Enfin, ’influence de la température et de la saturation sur les valeurs des parameétres est
abordée afin de mettre en évidence la pertinence physique de la modélisation fractionnaire.

II. TECHNIQUES DE MESURE SSFR ET D’IDENTIFICATION DES
PARAMETRES

11.1 Mesures par SSFR (StandStill Frequency Response)

11.1.1 Principe de mesure SSFR

La méthode S.S.F.R. (de ’anglais StandStill Frequency Response, ol réponse fréquentielle
a I'arrét) est utilisée pour déterminer les caractéristiques fréquentielles d’une machine
tournante a ’arrét. C’est une méthode normalisée pour I’identification des machines
synchrones [KRA-86] [KEY-89] [IEE-95], qui a ¢t¢ étendue aux machines asynchrones
[WIL-89] [MOO-93] [DUC-96] [RET-97].
La méthode SSFR consiste a relever le spectre des grandeurs dites opérationnelles, lorsque
I’on alimente en monophasé I'une des phases de la machine par une source de tension
sinusoidale de fréquence variable et de faible amplitude, la machine étant a 1’arrét.

La plage de fréquences s’étend de quelques mHz a quelques centaines de Hz.
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Quelle que soit la nature de la machine, la configuration des essais est la suivante [[EE-95] :

Source de Amp]jﬁcateur

tension d -
sinusoidale € puissance

5 A%
Yv vy

Analyseur de puissance

Figure V-1. Synoptique de l'essai fréquentiel a rotor bloqué (SSFR)

Le principal avantage de cette méthode est qu’elle est peu contraignante pour la machine
puisque le rotor est bloqué et la tension d’alimentation faible.

Par rapport aux essais temporels, les essais fréquentiels permettent :

- d’identifier de maniere satisfaisante les modeles d’ordre supérieur a deux, puisque
le signal sinusoidal permet d’exciter pratiquement toutes les fréquences avec la
méme amplitude,

- de ne pas étre géné par rapport aux bruits de mesure puisque les signaux
sinusoidaux sont faciles a décorréler du bruit.

Par contre, les inconvénients de la procédure SSFR sont liés a son propre mode opératoire
puisque :
- la machine étant a4 1’arrét, certains harmoniques d’espace apparaissant avec la
rotation de la machine ne sont pas pris en compte dans le schéma équivalent,

- I’essai étant réalisé dans des conditions « petits signaux », la saturation n’est pas
considérée. Certains auteurs ont cependant proposé des facteurs de correction pour
en tenir compte [WIL-89] [IEE-95] [IDE-99].

D’un point de vue général, il est nécessaire d’effectuer ces essais avec une certaine rigueur
afin d’éviter ultérieurement des erreurs dans ’estimation des parameétres de la machine. Plus
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particuli¢rement, les contacts et connexions doivent &tre réalisés avec soin de fagon a
minimiser la résistance qu’ils peuvent introduire [KAM-97].

Il est aussi également indispensable de maintenir une température constante tout au long des
essais de fagon a ce que les valeurs des résistances restent constantes.

Enfin, la derni¢re précaution a prendre est d’acquérir un nombre suffisant de points de mesure
pour permettre une bonne estimation des parametres. [SAH-94] recommande une dizaine de
points par décade. Parfois, il sera nécessaire d’effectuer un moyennage sur les mesures, ce qui
augmente trés significativement la durée de 1’essai. Un test SSFR complet effectué sur un
alternateur, avec 5 a 10 répétitions du méme essai, peut ainsi durer jusqu’a 19 heures
iinterrompues [KAM-96] !

11.1.2 Grandeurs opérationnelles associées a la machine asynchrone

La machine asynchrone a double cage étant alimentée en sinusoidal, a rotor bloqué, son
schéma équivalent décrit sur la Figure IV-15 peut se simplifier sous la forme :

R, Is l
M > g

f2_ . 0
%Lm DZIG =Ry 1+]w

0

i |
-

S

<

Figure V-2. Schéma équivalent d'ordre %: de la machine asynchrone

Il faut noter que la résistance des anneaux de court-circuit Ry est négligée devant celle des

barres de la cage rotorique. De plus, les inductances de fuite statorique et rotorique ont été
regroupées en une seule inductance, notée 1.

La grandeur opérationnelle mesurée est I’impédance vue du stator :

= N
Zs==* (V-1)
IS
Une inductance opérationnelle Ls peut également étre définie par :
~ _Z;=R
Ly="S5—% (V-2)
JOg
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ou g est la pulsation de la tension d’alimentation.
11.1.3 Grandeurs opérationnelles associées a la machine synchrone

On rappelle la topologie des schémas équivalents fractionnaires d’une machine synchrone
(voir chapitre IV - paragraphe V) a rotor bloqué.

¢ O P ls124 B

g
:—>—WML 10777k 74 i

— 172

— 12
Ladu E Zid Z2d

iq sq Gsq 1512q
2—:» WW— S

- L B ||zl [ |Z0

Q

Figure V-4. Schéma équivalent d’ordre fractionnaire d 'un alternateur (axe(q))

A partir des schémas équivalents représentés sur les figures V-3 et V-4, il est possible de

définir et mesurer les grandeurs opérationnelles suivantes [IEE-95]:

’'impédance opérationnelle d’axe (d) quand I’enroulement d’excitation est en

court-circuit :

= o vd(s)
Zd (S) - Td (S) ” o (V-3)
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- D’impédance opérationnelle d’axe (q) quand l’enroulement d’excitation est en
court-circuit :

(V-4)

- la fonction de transfert entre le stator et I’excitation :

=\ V4 (s)\ &(s)i
G = == al
sG(s) %O, 1 (S)vf=o (V-5)

- I’impédance entre le stator et 1’excitation :

zafq:l (s)= ?;é:;

(V-6)

ig=0
11.2 Identification des paramétres

11.2.1 Identification des schémas équivalents d’ordre entier

La topologie du schéma équivalent est dans un premier temps choisie pour modéliser les
phénomenes fréquentiels (i.e. le nombre et la structure des cellules & paramétres constants
ajoutées a la branche rotorique).

Dans un deuxiéme temps, les grandeurs opérationnelles définies suivant le type de la machine
(synchrone ou asynchrone) sont classiquement identifiées a des fonctions de transfert
présentant un gain Go et un ensemble de poles et de zéros tels que :

A4sT5).A+sTE) 1 +sTS)

Go 1 2 nd+1
(1+8Tg,).(A+8Ty ) (1 +8Ty, )

(V-7)

Les constantes de temps Ti-' sont habituellement déterminées d’aprés les mesures par

application d’une technique d’identification par moindres carrés [KAM-94.2] [KAM-97]
[ARJ-99].

Enfin, les parametres du schéma équivalent correspondant sont déterminés a partir de la
décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle (V-7).
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11.2.2 Identification des schémas équivalents d’ordre fractionnaire

Dans notre étude, nous avons pu déterminer la valeur des parameétres des schémas
équivalents fractionnaires des machines synchrones et asynchrones a 1’aide d’une autre
méthode que nous avons qualifiée de « constructive », puisque le schéma équivalent est
construit parametre par parameétre i partir du comportement asymptotique fréquentiel d’une
grandeur opérationnelle mesurée.

L’objectif est donc d’identifier I'un aprés 1’autre chaque parameétre des schémas €quivalents
fractionnaires. L’intérét d’une telle démarche est de conserver, a chaque étape de la procédure
d’identification, le lien entre les paraméires du schéma équivalent et les variations
fréquentielles des grandeurs opérationnelles.

Cette démarche est étudiée en détail dans la suite du chapitre.

III. IDENTIFICATION DES PARAMETRES DE LA MACHINE
ASYNCHRONE

I11.1 Description du banc de mesures SSFR

111.1.1 Ses fonctions

Les différents essais réalisés ont été effectués au Laboratoire d’Electrotechnique de
Grenoble sur un banc destiné a la réalisation de tests fréquentiels a rotor bloqué.

Le banc permet :

- d’effectuer des tests répétitifs sur une gamme de fréquences allant du miliHertz a
quelques centaines de Hertz,

- de conserver un méme état magnétique de la machine au cours du test; ceci
suppose une alimentation avec un rapport tension sur fréquence constant [SEG-
T

- d’acquérir les grandeurs utiles a ’identification des parameétres.

11 est utilisable pour une machine de quelques dizaines de kW.

Une photo du banc d’essai est donnée ci-dessous (Figure V-5).
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Figure V-5. Banc de mesures du test SSFR de la machine asynchrone
De gauche a droite : la baie de puissance, les amplificateurs avec la source de tension
sinusoidale, ['analyseur de puissance et son PC, la machine asynchrone (cachée) et la
centrale de mesures pour la mesure de température.

I11.1.2 La machine asynchrone

La machine étudieée pour I’identification est une machine asynchrone LS 200 L triphasée, 4
poles, alimentée en étoile sous 380 V / 57 A a 50 Hz. Sa puissance nominale est égale a 30
kW pour 1475 tr/min.

C’est un moteur a double cage rotorique et & encoches statoriques droites. Sa géométrie est
décrite sur la Figure V-6.
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Figure V-6. Géométrie d'une coupe transversale de la machine asynchrone LS 200 L

L’annexe 2 détaille les caractéristiques de la machine et de ses encoches.
111.1.3 Source de tension et amplificateur

La source de tension sinusoidale est un générateur de fonctions Tektronix AFG320.

L’amplificateur est constitué de quatre amplificateurs bipolaires KEPCO mis en série afin de
délivrer la tension nécessaire pour conserver le rapport tension d’alimentation sur fréquence
constant tout au long de 1’essai.

Le gain des amplificateurs est réglé de telle sorte qu’un signal d’entrée de 1 V créte a créte
génere un signal de sortie de 40 V créte a créte.

Les essais pour obtenir la réponse fréquentielle de la machine ont été réalisés a faible tension
de telle sorte que le courant ne dépasse pas un ampere.

111.1.4 Analyseur de puissance

L’analyseur de puissance utilisé est un LEM Power VIEW 4000. Ses principales
caractéristiques sont résumées dans le Tableau V-1.

Plage de courant

Plage de fréquences Plage de tension
(avec shunts disponibles)
ISmA-5A
0.2 Hz - 300 kHz 0.3V-1000V
5SA-30A

Tableau V-1. Caractéristiques de l'analyseur de puissance
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La carte IEEE-488 permet 1’interfagage entre I’analyseur et un PC ; il est ainsi possible de
visualiser simultanément les variations des grandeurs électriques (courant, tension,
puissances) et de faire 1’analyse harmonique de ces caractéristiques.

11 existe un probléme d’acquisition de I’analyseur perceptible pour les fréquences inférieures a
0.1 Hz. Ce phénomene est lié¢ a I’analyseur utilisé. Ainsi, le bruit électronique est inversement
proportionnel a la fréquence du signal. Pour les basses fréquences, le rapport signal / bruit est
donc trop faible pour pouvoir effectuer des calculs corrects.

Pour limiter les erreurs lors de ’estimation des paramétres, nous avons donc effectué les
mesures a partir de 0.1 Hz. Nous avons ensuite prolongé les caractéristiques des grandeurs
opérationnelles en effectuant une interpolation linéaire pour les trés basses fréquences.

Toutes les grandeurs sont acquises sur 1’analyseur de puissance qui stocke en mémoire des
fichiers de mesure directement utilisables sur des logiciels de simulation comme Matlab ou
Mathcad.

111.2 Identification des parameétres

111.2.1 Protocole d’identification constructive

La procédure d’identification des paramétres du schéma équivalent de la machine
asynchrone est issue des considérations suivantes :

quand la fréquence tend vers 0, la valeur de I’impédance opérationnelle tend vers

la résistance des enroulements statoriques R,

- quand la fréquence tend vers ’infini, le module de Z tend asymptotiquement
vers la valeur de la réactance obtenue si tous les termes résistifs sont négliges :
|

‘zs|§j'ms'Lm+l

- quand la fréquence tend vers 0, I’inductance opérationnelle L, se comporte

comme 1’inductance magnétisante L,

- quand la fréquence tend vers I’infini, ’inductance opérationnelle se comporte

comme 1’inductance magnétisante L, en parallele avec I’inductance de fuite 15,

77



Chapitre V - Identification des schéma équivalents fractionnaires des machines synchrones et asynchrones

- I'impédance d’ordre % résistive -ZL; 2 se comporte comme la résistance R, aux

. , ®
basses fréquences, et tend asymptotiquement vers le terme R . [j.—- aux hautes
O
fréquences.

A partir de ces considérations, nous donnons ci-dessous la procédure d’identification des
parametres de la machine asynchrone en précisant pour chaque paramétre la fonction de
transfert et le comportement asymptotique associés.

Etape n° Parameétre Fonction de transfert associée Comportement asymptotique
1 Rg Z, 0
2 T 9 0
3 Les L 5
4 Ris Zua 0
5 0, VAL .

Tableau V-2. Procédure d 'identification des parameétres du schéma équivalent fractionnaire
de la machine asynchrone

111.2.2 Résultats d’identification

Le diagramme de Bode de I'impédance opérationnelle Z () est présenté sur la Figure V-7.
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Figure V-7. Diagrammes de Bode de |'impédance opérationnelle mesurée

Les résultats de ’identification pour la machine LS 200 L sont les suivants :

Parametre Valeur
Rg 86,8 mQ
Yon 37 mH
ls 1.64 mH
R, 64 mQ
W, 26 rd/s

Tableau V-3. Identification de la machine asynchrone LS 200 L

On constate que la pulsation de coupure identifiée est en accord avec la dimension
centimétrique des barres de la cage rotorique

La Figure V-8 représente la comparaison entre les mesures de 1’inductance opérationnelle fs

et son modeéle d’ordre fractionnaire.
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Figure V-8, Identification du schéma équivalent de la machine asynchrone LS 200 L

Nous constatons que 1’ordre 2 «résistif » permet de modéliser correctement 1’inductance
opérationnelle, sauf aux alentours de 10 Hz (notamment sur la phase). Nous pensons que cette
oscillation est liée a la présence de la double cage, dont la forme n’est pas prise en compte

dans I’expression de Zyz (chapitre IV - paragraphe IL.1).

II1.3 Conclusion

Le schéma équivalent fractionnaire donne une représentation fréquentielle de la machine
asynchrone correcte sur quatre décades.

Toutefois, la pertinence physique des parametres reste encore a confirmer.

IV. IDENTIFICATION DES PARAMETRES DE LA MACHINE
SYNCHRONE

1V.1 Introduction
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IV.1.1 Représentation unitaire

Afin de comparer les différents alternateurs d’un réseau, de puissance et de tension
nominales différentes, il est souvent utile d’utiliser un systéme unitaire pour normaliser toutes
les grandeurs électriques du systéme [KUN-94]. On parle alors de grandeurs réduites. Cette
normalisation permet généralement de simplifier les calculs et de faciliter I’interprétation des
caractéristiques des systémes.

Les grandeurs réduites sont définies comme suit :

grandeur réelle

grandeur réduite (en p.u.) = -8
Lo grandeur de base (¥=5)
Les grandeurs de base sont choisies habituellement de sorte que les grandeurs principales du
systéme (puissance, tension d’alimentation, etc ...) soient égales dans le systéme unitaire 4 1

p.u. pour les conditions nominales.

L’annexe 3 présente les différentes grandeurs de base définies pour un alternateur.
1IV.1.2 Remarques sur les tests SSFR des machines synchrones

Pour des raisons évidentes, nous n’avons pas pu effectué des tests SSFR sur des
turboalternateurs de plusieurs centaines de MV A au laboratoire.

Nous avons cependant pu dénicher dans la littérature des campagnes de mesures sur des
alternateurs qui ont déja fait I’objet de nombreuses études [EPR-84] [KAM-96].

1V.2 Identification des parameétres

1IV.2.1 Démarche constructive

Nous avons également identifié les parameétres les aprés les autres a partir du
comportement fréquentiel d’une grandeur opérationnelle mesurée.

L’ordre suivant lequel les parametres ont été déterminés a été choisi suivant I’influence de
chaque parametre sur I’allure d’une fonction de transfert. L’annexe 4 présente les expressions
des grandeurs opérationnelles en fonction des parametres des schémas équivalents
fractionnaires, ainsi que I’approximation que 1’on peut faire lorsque la fréquence tend vers 0
ou I'infini.

Le Tableau V-4 résume les différentes ¢tapes de I’identification pour ’axe (d), en donnant
pour chaque parameétre la fonction de transfert et le comportement asymptotique associés.

La topologie du schéma équivalent de 1’axe (q) étant beaucoup plus simple que celle de 1’axe
(d), son principe d’identification est facilité et découle directement de celui de 1’axe (d).
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Etape n° Parametre Fonction de transfert associée Comportement asymptotique
1 L4 Ly 0
2 Rog Zaso Fréquences intermédiaires
3 If Z4 0
4 ls12d4 +1lof Zy Fréquences intermédiaires
5 @14 Zafo 0
6 @24 Zafo 0
7 Io124 et lof sG 0

Tableau V-4. Procédure d’identification des parametres du schéma équivalent d’ordre % de
la machine synchrone

1V.2.2 Résultats d’identification

Nous avons appliqué cette méthode a deux turboalternateurs pour lesquels nous disposons
des réponses fréquentielles : ce sont les alternateurs dits de « Darlington » et de « Canay », le
premier par référence au nom de la ville ou il est implanté, et 1’autre, par référence a celui qui
I’a étudié.

Leurs principales caractéristiques sont résumées dans le Tableau V-5 [CAN-93] [KAM-94.1].

Alternateur « Darlington » « Canay »
Puissance apparente 1101 MVA 722.2 MVA
Tension entre phases 22 kV 26 kV
Fréquence d’utilisation 60 Hz 60 Hz
Inductance synchrone d’axe direct (L ,4,) 1.58 p.u. 1.89 p.u.
Inductance synchrone d’axe direct (Laqu) 1.58 p.u. 1.89 p.u.
Inductance de fuite d’axe direct (153 ) 0.19 p.u. 0.19 p.u.
Inductance de fuite d’axe en quadrature (lsq) 0.22 p.u. 0.22 p.u.
Courant d’excitation I, 2494 A 1800 A

Tableau V-5. Caractéristiques des turboalternateurs de « Darlington » et « Canay »
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Les parameétres des schémas équivalents fractionnaires des alternateurs de « Darlington » et
« Canay » sont récapitulés dans le Tableau V-6.

Alternateur « Darlington » « Canay »
L4 6.008 7.51
®1q 1,5.1073 9,510~
Raq 39.1072 3,6.1073
Axe (d) ©324 0.12 0.1
ls124 0.142 0.12
Re 6.107 10~
Lot 1,8.1072 3.1072
Ly s661 734
®1q 2,69.107* 81075
Axe (q) lo12q ? ?
Raq ? ?
®2q ? 2

Tableau V-6. Identification des parameétres des schémas équivalents fractionnaires de
machines synchrones

Il apparait que les valeurs de 15154, Rjyq €t wpq restent indéterminées. En effet, la pulsation
Wy ne peut étre déterminée puisque, l'effet de peau apparaissant a haute fréquence, la
branche de 1’amortisseur dans 1’axe (q) est court-circuitée par ZL’;Z (voir Figure V-9 a droite).
Nous avons a posteriori modélis¢ I’amortisseur dans 1’axe (q) par un simple circuit R-L (R,
et lgaq )-

Ce n’est pas le cas de I’axe (d), puisque w,4 est accessible « par I’inducteur » pour les hautes

fréquences (voir Figure V-9 a gauche).
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Figure V-9, Schémas équivalents fractionnaires d'une machine synchrone lorsque la
Jfréquence tend vers l'infini (a gauche : axe direct -a droite : axe en quadrature)

On trouve alors par identification :

Alternateur « Darlington » « Canay »
Ryq 1,5.1072 5,2.1072
lo2q 0.19 0.7

Tableau V-7. Identification des parametres Ry, et |5, des schémas équivalents

[fractionnaires de machines synchrones

Pour ces deux alternateurs, les valeurs des parametres correspondent bien a ce que 1’on
attendait pour de telles puissances. Les fréquences de coupures sont de 1’ordre :

- d’une dizaine de Hertz pour les amortisseurs dont les dimensions sont
centimétriques,

- du milliHertz pour le rotor massif de dimensions métriques.

Dans le cas d’un alternateur a pdles lisses, les valeurs des parametres des axes (d) et (q) sont
proches du fait des symétries de construction. Ce résultat s’avere bien exact dans notre cas.

Finalement, le schéma équivalent fractionnaire fournit des résultats précis et cohérents sur une
large plage de fréquences, avec une diminution trés significative du nombre de paramétres
(sept seulement dans 1’axe (q) alors que les modeles « entiers » comptent en moyenne de 2 4 6
branches d’amortisseurs, soit plus de treize parameétres pour une précision équivalente) [CAN-
93] [KAM-94.2].

La comparaison des réponses fréquentielles identifiées et mesurées pour 1’alternateur de
Darlington est présentée ci-dessous (voir Figure V-10).

L’annexe 5 décrit ces résultats pour 1’alternateur de Canay.
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Figure V-10. Résultats de l'identification de ['alternateur de « Darlington »
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Les écarts entre le modele et les mesures observés pour les fréquences supérieures a 100 Hz
sont vraisemblablement liés a des phénomeénes capacitifs se manifestant a ces fréquences
[EPR-84]. Ceci reste toutefois a confirmer.

IV.3 Cas de alternateur hydraulique

1V.3.1 Considérations technologiques

La procédure de test SSFR décrite dans [IEE-95] est destinée a I’identification des

turboalternateurs qui sont a rotor lisse et massif. Ce n’est que depuis la fin des années 90 que
cette procédure a été étendue aux alternateurs hydrauliques présentant des pdles saillants
[PAR-98].
Dans le cas d’une machine a pdles saillants, 1’entrefer n’est pas constant : il faut donc a priori
tenir compte de la position du rotor dans le modéle. Le groupe [IEE-99] a cependant montré
qu’une seule position pour chaque axe (d) et (q) suffisait pour obtenir les grandeurs
opérationnelles a partir des tests SSFR.

Les poles saillants des alternateurs hydrauliques sont en général laminés pour limiter le
développement des courants induits en-dessous de 1 kHz. Les impédances d’ordre %
inductives des figures V-3 et V-4 n’ont ainsi plus lieu d’étre. Les ensembles (L4, // Z1q4) et

(Lagu// Z1q ) sont ainsi remplacés par des inductances Ly et L.
adu Iq 1d lq

Le rotor d’un alternateur hydraulique posséde souvent des barres d’amortisseur enchassées
dans chaque péle. Il existe deux types de construction possibles pour la mise en court-circuit
des amortisseurs [KUN-94] : elle est de type soit complet, autrement dit, I’anneau de court-
circuit entoure enticrement le rotor, soit incomplet, et I’anneau est coupé entre chaque pole
(voir Figure V-11).

5000}

G Ry

Figure V-11. Construction des amortisseurs d 'une machine synchrone a péles saillants (a
gauche : amortisseurs complets - a droite : amortisseurs incomplets)
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Suivant le type de construction, ’effet d’amortissement se fera sentir uniquement dans 1’axe
(d) (cas incomplet) ou dans les axes (d) et (q) (cas complet) [SAU-99].

REMARQUE — Il a été montré que 1’effet d’amortissement se manifestait dans une décade de
fréquences au-dela de celle utilisée dans la procédure SSFR, i.e. [0.01 — 200 Hz] [SAU-99]. Il
est donc nécessaire d’étendre la plage de fréquences du test SSFR, dans le cas d’un alternateur
hydraulique, pour tenir compte de cet effet.

IV.3.2 Etablissement du schéma équivalent fractionnaire d’un alternateur
hydraulique

A partir des considérations physiques du paragraphe IV.3.1, les schémas équivalents dans
les axes (d) et (q) d’un alternateur hydraulique ont été établis (voir Figure V-12 et Figure V-
13).

_id Tsd losg Ialzd -
:—:»—-WM_W o7 if
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— gL]d I:] Zyq
Vd rf
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Figure V-12. Schéma équivalent de [’alternateur hydraulique (axe d)

f, r | ls12
q s g s q
i N

% .%L lq []TZq

o

Figure V-13. Schéma équivalent de I’alternateur hydraulique (axe q)

Nous avons choisi de placer un enroulement d’amortissement dans ’axe q (modélisé par
I'impédance d’ordre % résistive Z,q), puisque nous ne connaissons pas a priori la

construction exacte du rotor.
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1V.3.3 Identification des paramétres du schéma équivalent

a) Caractéristiques de ’alternateur hydraulique étudié

Comme nous 1’avons vu, les tests SSFR effectués sur des alternateurs hydrauliques sont
rares voire rarissimes. Nous avons cependant pu disposer de tests SSFR effectués sur un
alternateur de 6 MV A implanté dans le réseau de Drummondville au Québec.

Ses principales caractéristiques sont résumées dans le Tableau V-8 [KAM-96].

Caractéristique Valeur

Puissance apparente 6 MVA

Tension entre phases 42kV

Inductance dans I’axe d (L,4,) 0.85 pu

Inductance dans I’axe q (L,qy) 0.58 p.u.

Inductance de fuite dans I'axe d (1554) 0.17 p.u.

Inductance de fuite dans ’axe d (lo_sq) 0.34 p.u.
Excitation requise pour avoir 1 p.u. de tension a vide (1., ) 373 A

Tableau V-8. Caractéristiques de | 'alternateur hydraulique de Drummondville

Il faut noter que ses pdles sont feuilletés et ses amortisseurs de type « complet ».

b) Identification des paramétres

La procédure d’identification constructive est trés similaire a celle d’un turboalternateur.
Nous ne la détaillerons donc pas dans ce mémoire.

Les résultats de I’identification des parametres sont résumés dans le Tableau V-9.

Les amortisseurs présentent une fréquence de coupure de 600 Hz. La Figure V-14 illustre les
résultats de 1’identification.
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Parametre Valeur (en p.u.)
Lig 0.53
Oq 0.172
R 5.5
®3q 10
A 0.08
Ry 2.5.107
qu 0.43
qu 5
W2q 10

Tableau V-9. Identification des paramétres du schéma équivalent de I'alternateur

hydraulique
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Figure V-14. Résultats d’identification de I'alternateur hydraulique de Drummondville

De nombreux commentaires peuvent étre faits :

Il y a de nombreux probléemes de mesures pour les fréquences inférieures a 0.1 Hz.
Il est donc difficile de conclure quant a la validité de notre modele pour les basses

fréquences. Ce probleme est sans doute & ’analyseur de puissance utilisé [KAM-
96],

- Le modele semble tout a fait correct pour les fréquences intermédiaires,

De nouveau, on voit apparaitre des problémes pour les hautes fréquences, peut-étre
liés a des phénomeénes capacitifs,

Il semble y avoir une incohérence entre le gain et la phase de 'impédance de

transfert du stator a I’excitation Z, . En réalité, si ’on regarde les échelles,

I’erreur sur la phase est inférieure 2 10%, ce qui peut étre mis au crédit de
probléemes de mesures,
L’inductance opérationnelle Lq se comporte globalement comme une inductance

car I'effet d’amortissement est faible et ne se manifeste que pour des fréquences
supérieures a 50 Hz.
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Le modele est donc satisfaisant sur la gamme de fréquences [0.1-1000 Hz].A titre comparatif,
nous avons représenté sur la Figure V-15 le modele d’ordre entier de I’inductance
opérationnelle d’axe (d) déterminé par [KAM-96].
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Figure V-15. ldentification de l'inductance opérationnelle de I’axe (d) de [’alternateur de
Drummonadville par un modéle d ordre entier

Le modele d’ordre entier est donné par la relation

(I + S‘Tld ).(I + S.Tzd ).(1 - S.T3d )

Ldentier (S) =Lgo- (V-9)
(1+5Tygo M1+ 5.Tago M1 +5.T34)
le gain et les constantes de temps ¢tant egales a :
Lo Tiq Tog T3q Tido Tado T340
0.7 0.4343 0.01965 0.000397 0.8955 0.02027 0.000458

Tableau 10. Identification du modéle d'ordre entier de I'inductance opérationnelle d’axe (d)

On constate que le modele d’ordre entier donne des résultats tout aussi satisfaisants que le
notre, mais avec un nombre de parametres supérieur.
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1V.4 Conclusion

Il apparait au travers de cette étude sur les alternateurs, que 1’insertion d’impédances
fractionnaires dans le schéma équivalent permet :

- d’une part de modéliser correctement les effets fréquentiels se manifestant dans
certaines pieces comme les barres d’amortisseurs avec une diminution significative
du nombre de paramétres nécessaires pour une bonne caractérisation,

- d’autre part, de permettre aussi de s’adapter facilement a la construction spécifique
de la machine (amortisseurs complets ou non, pdles saillants ou rotor lisse, etc ...).

V. INFLUENCE DE LA TEMPERATURE SUR LES PARAMETRES DES
SCHEMAS EQUIVALENTS

V.1 Introduction

Les parametres constants des systémes d’ordre "2 résistif et inductif dépendant de la
résistivité du matériau p, il apparait intéressant d’étudier I’influence de la température sur ces
parametres. En effet, si on montre que ces parameétres sont représentatifs non seulement des
phénomenes d’induction électromagnétique mais aussi d’autres phénoménes comme la
température, la pertinence physique de nos modéles sera alors vérifiée.

Cette étude a été menée sur le schéma équivalent fractionnaire de la machine asynchrone LS
200 L, en raison de sa relative simplicité par rapport a celui d’un alternateur et des moyens de
mesure disponibles au LEG.

Pour cela, nous présentons tout d’abord une étude théorique de I’influence de la température
sur les parametres d’une impédance d’ordre ' résistive. Nous décrivons ensuite le dispositif
expérimental qui nous permettra de vérifier les résultats théoriques. Les résultats sont
finalement présentés et analysés pour la machine asynchrone LS 200 L.

V.2 Influence théorique de la température

Les parametres constants (R, et o) de I'impédance d'ordre 2 résistive :
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Zl,’f?‘: 5 I1+j£
(!]0

dépendent directement des caractéristiques physiques et géométriques des conducteurs, et en
particulier de la résistivité qui varie linéairement avec la température suivant la loi [FAL-85] :

p(T) = p(To)(1+a.T) (V-10)

ou To est une température de référence (en général, To=20°C) et o le coefficient de
température.

On donne ci-dessous les valeurs des résistivités a 20°C et les coefficients o pour le cuivre et
l'aluminium, les deux matériaux les plus utilisés pour la construction de cages d'écureuil.

Cuivre Aluminium
p(To =20°C) 1.7.1078 2.8.1078
a (K 3,9.107 41072

Tableau V-11. Quelques coefficients thermiques

Dans le cas ol la cage est constituée de barres droites de hauteur h, de largeur e et de longueur

L}, , nous avons montré au chapitre III que :

p(T)

L+.o(T
RD(T>=%“ et oo=E V-11)

Les parametres R, et w, vont donc théoriquement augmenter linéairement avec la

temperature.

V.3 Description du banc expérimental

V.3.1 Ses fonctions
L’objectif du banc est de réaliser dans cet ordre :

- le chauffage des enroulements de la machine,

- le test SSFR,
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Il sera alors possible :

- d’identifier les parametres du schéma équivalent fractionnaire de la machine &
température variable,

- de déterminer la température du stator et du rotor & partir de certains de ces
parametres.

V.3.2 Protocole de mesures

Pour chauffer les enroulements de la machine, nous avons fait circuler dans une phase un
courant alternatif a 50 Hz et 15A, et effectué le test SSFR entre les deux autres mis en série,
une fois la circulation du courant de 15 A arrétée pour éviter les problémes de saturation.

Phases statoriques de la machine

15A A Essai SSFR
50 Hz

Montée en température

Figure V-16. Tests SSFR et en température d'une machine asynchrone

Cette configuration permet ainsi de découpler le contréle de la température et I’alimentation a
fréquence variable pour le test SSFR.

V.3.3 Instrumentation en température

Le moteur est instrumenté en température avec deux sondes :

- 1’une est placée directement sur I’anneau de court-circuit, glissée dans une rainure
et maintenue par un isolant (silicone),

- D'autre est placée au stator, ceci afin de tenir compte également de la variation de la
de la résistance statorique en fonction de la température. Ceci est indispensable
pour I’estimation des autres parametres du schéma équivalent fractionnaire.

94



Chapitre V - Identification des schéma équivalents fractionnaires des machines synchrones et asynchrones

Une demniére sonde mesure la température ambiante de la salle, qui peut varier
significativement (d’une dizaine voire d’une quinzaine de degrés entre le matin et 1’aprés-
midi).

Les sondes de température sont reliées a un appareil d’acquisition, lui-méme connecté a un
PC. Un logiciel (Delphin©) permet alors la sauvegarde des points de mesure et la visualisation

de I’évolution des températures au cours du temps.

V.4 Essais réalisés

V.4.1 Procédure d’extraction de la température

Nous avions vu au début de ce chapitre qu’il €tait nécessaire, lorsque 1’on effectuait un
essai SSFR, de disposer d’un nombre important de points de mesure (une dizaine de points

par décade de fréquence).

Dans cet essai en température, ce nombre de points peut étre considérablement réduit. En
effet, I’influence de la température peut &tre étudiée simplement a partir des asymptotes de
I’impédance d’ordre Y résistive déduite des mesures. En effet, la résistance en continu R ; est

déduite de la valeur du gain de Zyz pour les basses fréquences et la fréquence de coupure

®, peut étre déduite de I'intersection de I’asymptote du gain de ZL’ 2 ¢t la droite horizontale

passant en ordonnée par la valeur du gain (voir Figure V-17).

Gain (dB) A

> log(w)
Rp—>» [—-0---0-0--0 00 —c-nmeumm

® @ ® points de mesure

Figure V-17. Extraction des parameétres de l'impédance d ordre ¥: résistive

Le nombre de points de mesure a été réduit a environ quatre par décade.
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V.4.2 Durée de 'essai

Comme le recommande la norme [IEE-95], il est important de bien stabiliser la
température avant d’effectuer les tests SSFR. Nous avons donc commence par étudier la
diminution de la température rotorique, lorsque 1’on coupait brusquement 1’alimentation du
stator.

Il est ainsi apparu que cette température diminuait seulement de deux degrés en une heure.
L’essai SSFR, d’une durée d’environ 20 minutes, peut donc &tre effectué sans interruption et
sans réchauffement sur toute la plage de fréquences nécessaire, aprés avoir stabilisé
thermiquement la machine.

V.4.3 Essais réalisés

Nous avons réalisé des essais pour des températures rotoriques ¢gales a 40°C et 80°C.

On peut se demander pourquoi nous ne sommes pas montés plus haut en température. La
raison est liée au temps nécessaire pour chauffer la machine. En effet, si la diminution de la
température rotorique est lente, son augmentation 1’est également. Il a ainsi fallu attendre
plusieurs heures pour que la température rotorique atteigne 80 °C.

V.5 Identification des paramétres

Les parametres du schéma équivalent de la machine asynchrone 30 kW ont été identifiés,
pour les températures des essais, en supposant que seules les résistances (statoriques et
rotoriques) et la pulsation de coupure du systeme d’ordre %2 sont modifiées sous l'influence de
la température (les inductances sont donc supposées constantes au cours de I’essai).

Le Tableau V-12 récapitule les valeurs des parameétres identifiés, et la valeur de la
température déduite de ces parameétres. Le Tableau V-13 donne les erreurs relatives entre la
température de I’essai mesurée par la sonde et celle identifiée a partir des parametres de
I’impédance rotorique.

Température du Température Température
rotor mesurée par Ry (mQ) wg (rad/s) déduite a partir  déduite a partir
la sonde (°C) de Ry (°C) de wg (°C)
40 74.5 30.4 42 434
80 85.1 34.9 84.5 87.7

Tableau V-12. Identification des paramétres de l’impédance rotorique lors d'une montée en
température
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Température du rotor mesurée Erreur relative par rapport a la Erreur relative par rapport a la

par la sonde (°C) valeur de Ry (%) valeur de wq (%)
40 5 8.5
80 5.6 9.6

Tableau V-13. Erreurs relatives sur la détermination de la température rotorique a partir de
I’identification des parametres

La Figure V-18 représente I’évolution en fonction de la température de 1’essai de 1’impédance

rotorique Z}}; 2 On retrouve I’augmentation du gain statique et de la pulsation de coupure.
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oood gpeC

Figure V-18. Impédance rotorique de la machine asynchrone LS 200 L pour différentes
températures
V.6 Conclusion

Le schéma équivalent fractionnaire de la machine asynchrone est pertinent du point de la
variation de ses parameétres avec la température de fonctionnement. Ceci ne serait pas le cas
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pour les schémas équivalents identifiés habituellement dans le cadre de la procédure SSFR
[RET-97].

Les résultats de cette étude ouvrent des perspectives intéressantes dans le domaine de la
commande vectorielle a flux rotorique orient¢ des machines asynchrones. En effet, cette
commande est trés sensible a la variation des paramétres rotoriques avec la température [PEL-
96] [ROY-98]. Le probleme est généralement résolu par [’utilisation de techniques
d’estimation, d’adaptation ou de correction des paramétres, déduites de la modélisation
d’ordre entier de la machine.

La pertinence physique et la simplicité relative, par rapport a sa précision, du schéma
équivalent fractionnaire font penser qu’il pourrait &tre particuliérement bien adapté a cette
prise en compte des variations de parameétres. Pour cela, il faudrait toutefois disposer d’une
méthode d’identification en ligne des paramétres.

V1. INFLUENCE DE LA SATURATION SUR LES PARAMETRES DES
SCHEMAS EQUIVALENTS

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés a 1’influence de la saturation du matériau
sur ’expression de I’impédance d’une tdle ferromagnétique semi-infinie. Cela peut sembler
réducteur, mais le traitement de ce cas particulier a trois avantages :

(1) la forme du conducteur n’a pas d’influence sur le calcul,
(i1) ’expression de I’impédance est assez facile & déterminer analytiquement,

(ili)  seule la dérivation explicite est mise en jeu, d’oll une commodité de lecture et de
calculs.

Les perspectives possibles de travail sur ce vaste sujet seront présentées a la fin de cette
section.

VI.1 Position du probleme

Le phénomene de diffusion du champ €lectromagnétique dans un matériau conducteur non
linéaire obéit aux équations de Maxwell suivantes :

rot H=c.E

ot |~ OB(H) (V-12)
ot
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ou E, H et o désignent respectivement le champ électrique, le champ magnétique et la
conductivité du matériau. La loi B(H) exprime la relation non-linéaire entre le champ H et
I’induction B.

En reliant les deux équations de (V-12), il vient :

oB(H)

-ViH+ grad(divH)=-c %

(V-13)

On suppose que la diffusion s’effectue unidirectionnellement suivant la direction (Oz);
1’équation (V-13) s’écrit alors :

o’H _, OB(H)
oz> ot

(V-14)

La relation (V-14) est I’équation de diffusion du champ magnétique en milieu non-linéaire.

Pour résoudre cette équation il est nécessaire de connaitre la loi de comportement du
matériau, autrement dit la loi B(H).

REMARQUE — Dans le cas d’un champ bidirectionnel, le champ magnétique peut s’écrire dans
un repere cartésien sous la forme suivante :

H=H,(z,t)u, +H,(z,t)u, (V-15)

ou u, et u, sont les vecteurs unitaires caractérisant I’espace cartésien (Oxyz), En explicitant

les vecteurs champ et induction suivant leurs composantes cartésiennes, 1’équation (V-14)
peut également s’écrire :

%, OB, (H,H,)
e ot
- (V-16)
0%,  4B,(H,,H,)
azz = 0. at

Dans le cas d’un milieu non-linéaire, les équations de (V-16) sont donc couplées par la
présence des termes non-linéaires B, (H,,H,) et B,(Hy,H,). Elles ne peuvent donc plus

étre résolues séparément et il est alors nécessaire de tenir compte de la polarisation du
matériau [MAY-99].
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V1.2 Calcul de I’impédance d’une téle ferromagnétique saturée

VI1.2.1 Equation de diffusion non linéaire

Considérons la tdle étudiée au chapitre IV en supposant qu’elle soit semi-infinie. On
considere que le champ magnétique n’a qu’une composante suivant (Oy) et ne dépend que de
z. L’équation de diffusion (V-16) se réduit alors a :

o’H, _aB,(H,)
— =g (V-17)

Supposons que le matériau soit isotrope de perméabilité p(H) avec :
By(Hy)=p(Hy)Hy (V-18)

Nous nous placons dans 1’hypothése du premier harmonique, autrement dit nous ne nous
intéressons qu’au premier harmonique des solutions de (V-17) (voir I’annexe 6). Il est alors
possible de représenter les grandeurs électromagnétiques sous leur forme complexe :

H,(2) = H(z) @ (V-19)
Le probleme revient a résoudre le systéme suivant :

24
Ei% = j.m.c.pﬂltl y (Z)‘ )IZI y(2)

(0)=HpeHm| »
conditions aux limites
(0)=0

(V-20)

-

Hy

VI.2.2 Modéle de courbe de magnétisation

On suppose que le milieu conducteur ne présente pas d’hystérésis et qu’on peut approcher la

courbe de magnétisation par la loi en puissance suivante :

B=kH!/m (V-21)

ou m est un entier strictement supérieur a 1. On en déduit la loi de la perméabilité en fonction

du champ magnétique :

1
w(H) = KHm (V-22)
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La Figure V-19 illustre cette dépendance de B et de p en fonction de H.

B% }L+

—» H > H

Figure V-19. Variation de l'induction et de la perméabilité en fonction du champ magnétique

La perméabilité a la surface de la téle p, est égale a:

I

V-23
b =kHp ™ )
Laloi p(H) devient alors :
L%
W(H) = Pm{il " (V-24)
Hp,
Le systéme décrivant ’évolution du champ magnétique s’exprime en définitive sous la
forme :
1
d2f, (2) B @)m
—3;——=j.m.0'.pm. o Hy (z)
dz m

| (V-25)
i, (0) = Hpy.e?m

H () =0
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VI.2.3 Calcul de 'impédance de la tole

On cherche une solution sous la forme [MAY-99] :

[0 8
A z
i o [ 0<z<
Ay (z)= m{ zJ i At (V-26)

C

0 pourz =z

avec |

Hp = Hm.ej'am

. (V-27)
o =0y -+ ]0o

Cette solution rend bien compte des conditions aux limites de 1’équation (V-25).
Les parametres z., o) et o) sont déterminés & partir de la premiére relation de (V-25). En

effet, en remplagant 1’expression du champ par la relation (V-26), il vient :

Z¢ c

5 a-2 5 a+L —a
m
a.(o— 1).[1 ~ _J = j,m,(,_um{l - _} (V-28)

soit en identifiant terme a terme :

oy =20 _J2m(@m+Dd [2.m.(m+1).(3.m+1)2]”4 (V-29)

On =
m -1 ! m-1 ‘ JOOU , .(m—1)

On calcule ensuite le vecteur de Poynting on montre que I’impédance de la tole est égale a :

. w
Z :(am+1'bm) %

2m J2mim +1 l (V-30)

7z © bm =7
} [2m(m+l)(3m+1)2]”4

tole

avec : apy =
brn(m + 1)3m +1)

La tole ne se comporte alors comme un systéme ' explicite que lorsque a,, =by,,l.e m=1,

ce qui correspond au cas oli le matériau est linéaire. Sinon, ce n’est plus vrai.

Le module 1ZK~,IC| et la phase ¢4, de cette impédance s’€crivent :

1/4

2m ou m+1

|Ztéle‘ = I et g1 = Arctan (V-31)
m+1 o) 2.m
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La Figure V-20 montre I’influence du parametre m sur la phase de I’impédance de la tole.

46
a4 -
- 42
i
40
38
|
% 0 2 4 6 8 10

©S€ phase de l'impédance

Figure V-20. Variation de la phase de l'impédance d'une téle semi-infinie en fonction du
modele de la courbe de magnétisation

Lorsque le matériau est saturé (m>1), la phase s’éloigne de 45° pour tendre
asymptotiquement vers 35.264°, ce qui correspondrait a4 une dérivation d’« ordre » 0.392 !

On constate par ailleurs que le module de I'impédance dépend également du modele de la
courbe de magnétisation (m) ... mais aussi de la perméabilité a la surface de la téle p,, donc
du champ H, d’aprés I’équation (V-23) ; par conséquent, seul ce module varie en fonction
du courant d’excitation de la tole.

Ceci est peut-étre lié a notre modele de la courbe de magnétisation utilisée qui ne différencie
pas explicitement le cas linéaire et le cas saturé.
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V1.3 Discussion et perspectives

Nous venons donc de montrer que 1'impédance d’ordre % inductive en milieu non-linéaire
.. n’est plus une impédance d’ordre '2 mais d’ordre o, ou o dépend directement des
parametres décrivant la courbe d’aimantation du matériau [GIE-77] [MAY-99].

Ce phénomene était déja apparu au chapitre III, lorsque nous avions étudié la représentation
sous forme récursive de la barre rectangulaire. En effet, nous avions vu que 'ordre de
I’impédance de la barre dépendait directement du rapport entre les parameétres récursifs de sa
représentation. Notamment, lorsque ces parameétres dépendaient de la profondeur z, 1’ordre
n’était plus égal a Y. Or, nous sommes bien dans cette configuration lorsque le matériau est
sature.

Il serait intéressant d’approfondir 1’étude des limites de nos modéles lorsque le matériau est
saturé. On pourrait envisagé par exemple de choisir d’autres modéles de courbe de
magnétisation et voir si la phase de I’impédance reste indépendante du courant d’excitation.

Suivant les matériaux utilisés et la loi de magnétisation adoptée, il serait ainsi intéressant de
mettre en évidence un systéme d’ordre non entier implicite dont ’ordre et le gain en continu

(L, dans le cas d’une t6le ferromagnétique), varieraient avec le courant I. Ce systéme aurait

alors la structure suivante :

Zmodl (ﬂ)) — Lo (I)-[A + j'B]n(I) (V-32)

ou A et B sont des termes ne dépendant que des caractéristiques physiques du matériau.

Il serait par ailleurs intéressant d’approcher un tel systéme par une impédance d’ordre %2

implicite dont les parametres « constants » (L, et ®,) dépendraient du courant :

(V-33)

1+ ]
o, (1)

Bien sfir, la validation de ces différents modeéles pourrait étre faite a partir de tests SSFR, si on
ajoutait sur une phase de la machine une composante continue de maniére a saturer le circuit
magnétique.
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VII. CONCLUSION

Ce chapitre nous a permis de valider notre modélisation des courants induits par des
systemes d’ordre % pour I’é¢tude des machines synchrones et asynchrones. Nous avons ainsi
pu vérifier que ces modéles permettaient de représenter correctement les phénomeénes
d’induction sur une large plage de fréquence avec un nombre significativement réduit de
parametres. Nous pouvons donc considérer que les trois objectifs de notre cahier des charges
présenté au chapitre I, sont atteints.

Par ailleurs, nous avons montré que cette modélisation permettait d’accéder a d’autres
parametres physiques comme la température des pieces conductrices d’une machine, méme si
nous ne 1’avons pas fait dans des conditions normales de fonctionnement (moteur en rotation).

Cette étude nous a pourtant montré les limites de notre modéle, puisqu’il ne peut pas
représenter correctement la saturation du matériau.
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Chapitre VI

Réponse temporelle d 'un systéme fractionnaire
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Chapitre VI — Réponse temporelle d’un systeme fractionnaire

| £ INTRODUCTION

Au cours des chapitres précédents, nous avons montré que I’insertion d’impédances
d’ordre %2 dans les schémas équivalents des machines permettait de disposer de modéles
fréquentiels fiables et compacts. L’approche fractionnaire est donc en premier lieu une
approche fréquentielle.

Avant de clore ce mémoire, il nous a semblé cependant indispensable d’aborder 1’approche
temporelle, étape obligatoire pour I’étude en simulation du comportement des machines.

De nombreux travaux ont porté ces dernieres années sur la réponse temporelle d’un systéme
décrit par une équation différentielle généralisée (EDG) a dérivées non entiéres explicites
[OUS-95]. Le calcul est basé sur la construction d’un systéeme d’état, que ’on qualifiera de
généralisé (SEG, en abrégé).

La modélisation des courants induits a partir de 1’équation de la diffusion du champ
magnétique nous a conduit a8 manipuler des systemes décrits par des EDG a dérivées non-
entieres implicites. Nous avons donc été amenés dans cette étude & développer nos propres
algorithmes de calcul pour déterminer la réponse 'temporelle d’une machine caractérisée par
son schéma équivalent fractionnaire (chapitre III).

Apres avoir présenté brievement la définition d'un SEG, nous développerons I’algorithme de
calcul de la réponse temporelle d’un systéme fractionnaire a dérivées non entieres implicites.

Dans un deuxiéme temps, nous étudierons une autre approche permettant d’obtenir cette
réponse beaucoup plus rapidement.

Enfin, nous appliquerons notre algorithme pour déterminer la réponse temporelle de la
machine asynchrone 30 kW étudiée au chapitre V.

II. DEFINITION D’UN SYSTEME D’ETAT GENERALISE

II.1 Quelques notations

On définit un vecteur d’état X(t) composé de N variables d’¢tat x;(t) avec ie {1,...,N}.

On peut écrire :

X =[x1(0) [ x200 [ .. [xnO] (VI-1)
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On définit également un opérateur vectoriel de dérivation, noté (n) [OUS-95], qui est

composé par N ordres de dérivation réels n; :
@) =(ny,ns,...,ny) (VI-2)

Le vecteur X(™ (t) est alors défini par :
@ (1) =y @ @) | 020 | .. | x ™ )] (VI-3)

Autrement dit, chaque composante i du vecteur x (@) (t) est égale a la dérivée d’ordre n; de la

variable d’état x; (t).
11.2 Systéme d’état généralisé (SEG)

La forme la plus générale d’un systéme d’état est la suivante [OUS-95] :

{g(ﬁ) (t)=AX(t) + Beg™@ (1) équation d' état généralisée (V1)

s(t)=Cx(t)+D.e (m) (t) équation d' observation généralisée

Les différents vecteurs intervenant dans I’équation (VI-4) sont :
- le vecteur d’état : X(t)=[x1(t) | x2() | ... | xn(®]F,
- le vecteur d’entrée (ou de commande) : (t) = [e; (t) | e2(t) | ... | eM(t)]T,

- le vecteur de sortie (ou d’observation) : 5(t)=[s;(t) | so(t) | ... | Sp(t)]T.
On voit également apparaitre deux opérateurs vectoriels de dérivation :
- I’opérateur vectoriel 2 N composantes : () =(ny,n5,...,ny ) appliqué au vecteur
d’état,
- Dopérateur vectoriel & M composantes : (m)=(m;,m, ,...,mM) appliqué au
vecteur d’entrée.

Les matrices A, B, C et D ont les dimensions suivantes :

A=ANN B=BywMm C=CpnN D=Dpm (VI-5)
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III. ALGORITHME DE CALCUL DE LA REPONSE TEMPORELLE D’UN
SYSTEME FRACTIONNAIRE DE NATURE IMPLICITE

Nous présentons dans ce paragraphe l’algorithme général du calcul de la réponse
temporelle d’un systéme décrit en partie a 1’aide de dérivées non entiéres implicites.

Les principales étapes sont résumées dans le diagramme de la Figure VI-1. Chaque étape fait
référence (entre parentheses) au paragraphe qui lui est consacre.

Fonction de transfert

fractionnaire
(§ IL.1)
Changement de variable
de Laplace
(§ II1.2)
h 4
Equation différentielle
généralisée
(§ I1I1.3)
Changement de variables :
dérivées non enticres de la sortie
_ § [I1.4
v ( )
Systeme d ’état généralisé
(§ IIL.5)
Discrétisation
(§ 111.6)
h 4

Résolution du systéme d *état
(§ IL.7)

Figure VI-1. Etapes de calcul de la réponse temporelle d'un systéme comportant des dérivées

non entiéres implicites

Les étapes sont décrites ci-dessous.
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II1.1 Définition de la fonction de transfert

On suppose a la base que la représentation du systeme étudié sous une forme
opérationnelle (i.e. dans le domaine de Laplace) est connue. Autrement dit, on peut décrire ce
systeme sous la forme d’une fonction de transfert entre une sortie o et une entree 1, avec :

O(s)
F(s)=—— .
(s) 1s) (VI-6)
ot O et I désignent les transformées de Laplace des fonctions o et i. L’objectif est
naturellement de déterminer pour une entrée i(t) la sortie o(t).

Généralement, la fonction F peut se mettre sous la forme d’un quotient de deux polyndémes A
et B, contenant chacun des dérivées enticres de s et un ou plusieurs systémes d’ordre

fractionnaire implicites de méme pulsation de coupure ®, (le gain peut étre différent).

Pour illustrer ceci, prenons le cas de la machine asynchrone. Si on considére le schéma
équivalent de la machine asynchrone (voir Figure V-2), on peut écrire une relation
opérationnelle entre le courant i et la tension v statoriques :

v(s) _ R+ Lm.s.(lc,.s + z},” (s))

- (V1-7)
i(s) (L +lg)s+2zZY2(s)
davec
1/2 (o _ s _ Ry 1/2
Zg*(8) =Rl — =—5(s+w,) (VI-8)
Wo

Pour une tension statorique donnée, on cherche a déterminer le courant statorique, et donc le
couple électromagnétique. L’entrée du systéme est alors la tension et sa sortie, le courant.
Dans cet exemple, A et B sont définis pas :

B(s) =Ly As® + R Ly +A)s+ Ly s.Zg 2(s) +Rg.Zg 2 (s)

VI-9
A@s)= (L, +A)s+ZY2(s) =)
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REMARQUE — Dans le cas ou le systéme généralisé comporte des systémes d’ordre % de
pulsations de coupure différentes, comme dans le cas de la machine synchrone, cette méthode
est inadéquate. Nous verrons au paragraphe I'V une solution qui pallie a cet inconvénient.

II1.2 Changement de variable de Laplace

La deuxiéme étape consiste a effectuer le changement de variable de Laplace :

| U 1
§]=S+— ou T, =— (VI-10)
To Do

En effet, la fonction de transfert (VI-6) devient alors une fraction rationnelle de polynémes ne
faisant intervenir que des ordres entiers et non entiers de nature explicite en s,. Cette fraction

peut s’écrire sous la forme :

O] s - Al s =3
1 T - 4 To B AO.SlmO +A]_.Slm1 +A2.Slm2 +'“+AP.SlmP

I[SI _LJ B[ 1 J Bo.Slno +B].Slnl +B2.Slu2 "'+Bq.51nq

(VI-11)

Les indices m; et n; avec i€ {1,2,...,p} et je{l,2,...,q} sont des réels. Ils sont supposés étre

rangés dans I’ordre croissant, autrement dit :

O<ny<ny<..<nq
et mg =ng =0 (VI-12)
O<my <mj <...<m,

Enfin, my, <Ig.

II1.3 Equation différentielle généralisée

L’équation (VI-11) peut également s’écrire sous la forme :

(VI-13)
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A partir des résultats du chapitre II (voir paragraphe II1.2), on montre que :

The .G[sl - %J = L{D(u) [g(t). exp(%)] ;81 ] (VI-14)

ou G est la transformée de Laplace de la fonction g. Si on applique la transformée de Laplace
inverse a I’équation (VI-13), on obtient I’équation différentielle généralisée suivante :

) R P )
— AO-D(mO)[i(t)'exP(%o H I AP.D(HP) [i(t).exp[%o H

Afin de simplifier les notations, nous considérerons dans la suite les grandeurs s(t) et e(t)

(VI-15)

telles que :

s(t) = D(t)'exp(%o)
ety =i.exsf Y, )

En divisant chaque membre de I’équation (VI-15) par le terme B, on peut alors écrire :

(VI-16)

Ba.
B_O_S(Ilo) (t) + B s 40t —q-1 (ag-1) (t) + s(%a) (t)=E(t) (VI-17)
Bq Bq Bq

avec :

E(1) =§1—{A0.e{m9)(t) Ema Ap.e(mp)(t)} (VL-18)
q

II1.4 Changement de variables : dérivées non entiéres de la sortie

Le changement de variables effectué lors de cette étape est la clé de 1’algorithme de calcul
de la réponse temporelle. En effet, c’est cette opération qui va nous permettre de construire le
systéme d’état généralisé, et donc de résoudre le probleme.
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Ce changement de variable est le suivant [OUS-95] :

- La premiére variable x; est définie comme la dérivée d’ordre n( de la fonction s

(autrement dit, x,; est égale a la fonction s).
- Ladeuxiéme variable x, est égale a la dérivée d’ordre n; de la fonction s.

- Bt ainsi de suite, en prenant comme variable x;, la dérivée d’ordre n; de la

fonction s.
Le systéme (VI-19) ci-dessous explicite un peu mieux ce changement de variable :

[$0) (1) = x, (1)

s() (5) =D (1) = 3, () = x5 (1)

s(2) (1) = DM27+ g (1) = 3, (2277 (1) = x5 (1)

{. (VI-19)

(Bg-1) ()= p (Rq-1"1g-2+0q-2) s(t) =x q_l(nq—l““q—Z) () =xg(t)

L’inconnue a déterminer en priorité est bien sfir x;.
II1.5 Construction du systéme d’état généralisé

En utilisant le changement de variables défini par le systeme (VI-19), I’équation (VI-15)
peut s’écrire sous la forme :

Xqe1 () =—20.x1 (1) —a;.xp(t)—...— g1 .Xq(t)+ E(t)

B :
avec : ay :B—k pour ke{O,Z,...,q -1} (¥1:20)

q
A partir des équations (VI-19) et (VI-20), on peut alors écrire le systéme d’état généralisé
entre le vecteur d’état & q composantes i(t)=[x1(t) ‘ x2(0) | .. | xq(t)]T, le vecteur

d’entrée a (p+1) composantes identiques €(t) = [e(t) le(t) ] ... | vf:(t)]T et le vecteur de sortie

a une composante s(t) = [s(t)]T :
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{i(“) (t)=AX(t)+Be™@ (1) équation d' état généralisée

. (VI-21)
s(t)=Cx(t) + De™@ (t) équation d'observation généralisée
avec :
(E)=(n1,n2 S G PR ¢ _1)
1R (VI-22)
(E)=(m0,m1,...,mp)
et:
[0 0 .. 0 ]
0 0 1 0 [ 0 0 |
he 0 B=| 0 0
0 0 Ao AL By (VI-23)
=& A} i o —aq_z —aq_l _Bq Bq Bq_q,pﬂ
- "qlq
C=[t 0 .. 0}, D=0;p4
I11.6 Discrétisation

Pour résoudre le probléme, nous allons tout d’abord modifier la forme du systéme d’état ; &
partir des relations (VI-20) et (VI-23) , on peut écrire :

x P () = x5 (1) =0

x,B27P1) (£) — x4 () =0

$ (VI-24)
XM 7a-2) (1) — x ¢ (1) =0

‘xq(nq_nq—])(t) s ao.Xl(t) +ap.Xp (t) S AR aq_l .Xq (t) = E(t)

Nous discrétisons alors chacune des variables avec le pas de temps h. En utilisant la relation
(II-6) donnant une approximation de la dérivation non entiére d’une fonction a un instant

d’échantillonnage t,, =mh , on obtient :
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X j("‘ﬂ (tm)= >, [xvj (k).x j[(m — k).h]]

k=0
vilvi =1)x-xlv: =k +1
()=, J( ! ) ( i ) pourk >1 (VI-25)
hYi K
avec:?\.vj(k)= e
—— pourk=0
h Vi

ol V; désigne I’ordre de dérivation de la variable x i

(V_] 1) (vj—k+1)
hVJ K

Dans la suite on posera: (k)= (- n*: V) pour k 21. L’équation

(VI-25) peut alors s’écrire sous la forme :

m

£ty )—hLXJ( m)+ Z[“’\U(k)x [(m -1} ]] (VI-26)

J

Qj j (m-h)
Le premier terme du membre de droite correspond a ce que 1’on cherche a calculer a 1’instant
tm, la somme Q;(m.h) correspondant aux échantillons calculés aux instants précédents.

En reportant, pour chaque variable d’état du systeme (VI-24), ’expression (VI-26), on
obtient :
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%1 -1 0 0
n 1 x (mh)
= S ! X (mh)
0 0 ﬁ -1 xq—l(nlh)
—]17lg-2
h q q 1 i Xq(Irlh) I
d d aq_ a1+
0 1 q-2 q-1 hnq_nth
S y - (VI-27)
i 1 )
-——Qi(mh)
|
- np—ng Qa(mb)
[
pRg-lmig2 9
1
E(mh) — Q. (mh
e Q)

II1.7 Résolution du systéme

En inversant la matrice M définie dans la relation (VI-27), il est alors possible de
déterminer la valeur de chaque variable a tout instant et en particulier celle qui nous intéresse,
a savoir X.

En multipliant cette variable par le terme exp(‘%

] a tout instant t, on obtient finalement la
o

variable o(t).

REMARQUE — Lorsque 1’entrée du systéme est sinusoidale, le vecteur d’entrée E(mh) est
déterminé a 1’aide des résultats du chapitre II, qui expriment la dérivée non entiére d’une
fonction égale au produit d’un cosinus (ou d’un sinus) et d’une exponentielle.
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IV. AUTRES OUTILS DE CALCUL DES REPONSES TEMPORELLES DE
SYSTEME GENERALISE IMPLICITE

Le calcul de la réponse temporelle d’un systéme décrit a partir de dérivées non-entiéres
implicites en utilisant 1’algorithme décrit au paragraphe III est relativement long & mettre en
ceuvre et a résoudre. De plus, cet algorithme n’est pas applicable lorsque le systéeme comprend
des termes non-entiers implicites de constantes de temps différentes.

Aussi avons-nous décidé de nous intéresser a d’autres méthodes de résolution.

Ces modeéles approchés sont établis a partir d’un constat simple : il est impossible de vouloir
reproduire le comportement d’un systéme d’ordre non entier sur une plage de fréquences
infinie. Une troncature est donc nécessaire afin de réduire 1’ordre des systémes approchés.

Une premiére méthode est inspirée des travaux existants sur la réponse temporelle d’un
systeme généralisé a dérivées non-enticres explicites. Elle consiste 4 déterminer un modéele
approché des impédances d’ordre Y2 implicites par un systéme contenant des termes dérivés
explicites. Cette méthode a été adoptée et largement développée a Poitiers [LIN-01] et
Toulouse [KAO-01]. L’annexe 8 détaille un peu plus cette approche.

Une deuxiéme méthode consiste & approcher le systéeme d’ordre fractionnaire par un systéme
d’ordre entier, i.e. ne mettant en ceuvre que des dérivées entieres. Nous allons détailler
briévement cette approche et 1’appliquer au cas de la machine asynchrone. Nous allons ainsi
déterminer un modéle approché équivalent d’ordre entier de I’impédance d’ordre % résistive :

ZYV2@ =R, (14—
(O

IV.1 Présentation de la démarche

Afin de pouvoir utiliser les algorithmes couramment employés dans la simulation des
systémes, nous avons décidé d’approcher I’'impédance d’ordre 'z implicite par un modele
entier. Pour cela, nous utilisons une technique classique de détermination de pdles et de zéros
d’une fonction de transfert. L’identification de ces pdles et zéros peut étre faite directement a
partir d’une représentation dans le diagramme de Bode [SCH-99] ou plus usuellement, a
1’aide d’une technique par moindres carrés.

Autrement dit, I’objectif est de déterminer un réseau de cellules a paramétres constants qui

modélise correctement sur une plage de fréquences donnée I'impédance ZL’IZ .

La « tool-box » CRONE développée a Bordeaux utilise cette méthodologie [EEA-01].
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1V.2 Application a la machine asynchrone

Un schéma équivalent d’ordre 7 de la machine asynchrone LS 200 L a été déterminé suivant
la procédure du paragraphe IV.1 par [RET-97]. Le schéma équivalent de ce modele approché
est représenté sur la Figure VI-2. Ses parametres sont donnés dans le Tableau VI-1.

Rs 1 Lgs
MIW——"

Figure VI-2. Schéma équivalent de type SSFR de la machine asynchrone LS 200 L

Ry (mQ) | Lgg (mH) | Ly (mH) | Ry (mQ) | Loy (mH) | Rpp (Q) | Lgpp (mH)

86.8 1 32.46 64.48 2.274 0.577 1.198

Tableau VI-1. Parametres du schéma équivalent de type SSF

1V.3 Synthése

La méthode la plus rapide pour calculer la réponse temporelle de ces systémes est basée
sur I'identification d’un systéme approché d’ordre entier décrite au paragraphe précédent. Le
calcul de la réponse temporelle est alors effectué a 1’aide des algorithmes classiques de
simulation par résolution d’équations différentielles. Bien sfir, toutes ces ¢ctapes
d’identification et de résolution sont cachées pour I’utilisateur.

V. REPONSE TEMPORELLE DE LA MACHINE ASYNCHRONE -
APPLICATION DE L’ALGORITHME IMPLICITE

Nous avons appliqué I’algorithme que nous avons développé pour calculer la réponse
temporelle de la machine asynchrone LS 200 L étudiée au chapitre IV, et I’avons comparé au
calcul effectué a partir du modele d’ordre sept développé au paragraphe IV.2.

Pour tester notre algorithme, nous nous sommes intéressés a I’étude simple d’un démarrage de
cette machine lorsque le rotor est bloqué. Autrement dit, nous avons considéré la réponse
temporelle correspondant au schéma équivalent de la Figure V.2.
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L’annexe 7 décrit complétement les étapes de calcul de I’algorithme implicite appliqué a la
machine. Nous avons retranscrit sur la Figure VI-3 les résultats.

27 | T T ]
L] 1 7
=
“ D —
&

=1 3 d

W ) v
i | 1 | ol
0 0.05 0.1 0.15
tamps (5)

— algorithme implicite
===+ modéle d'ordre 7 - SSFR

Figure VI-3. Réponse temporelle de la machine asynchrone (étude d’un déemarrage)

L’algorithme de résolution développé au paragraphe III donne donc des résultats corrects sur
cet exemple simple. Le temps de simulation nécessaire est d’environ cinq minutes pour un pas

de temps égal a 107 secondes. 11 est seulement de quelques secondes pour le modele d’ordre
sept.

VI. CONCLUSION

Ce chapitre nous a permis de déterminer un algorithme de résolution fiable d’un systeéme
décrit a 1’aide de systémes d’ordre 2 implicite résistifs, comme ceux présents dans les
schémas équivalents fractionnaires des machines synchrones et asynchrones.

Il est cependant, pour l’instant, beaucoup plus avantageux de choisir une démarche
d’approximation des impédances d’ordre % par des systémes d’ordre entier. Le calcul de la
réponse temporelle repose alors sur des algorithmes trés classiques de résolution d’équations
différentielles d’ordre entier. De plus cette démarche est applicable lorsque le systéme
comprend des termes dérivés fractionnaires implicites de constante de temps différentes,
comme dans le cas d’une machine synchrone.
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Néanmoins, il serait nécessaire de tester notre algorithme pour le cas d’un démarrage de
machine asynchrone sur réseau a 50 Hz. Il faudrait alors batir 1’algorithme & partir du schéma
équivalent valable en régime transitoire et sinusoidal de la figure IV.15. Le systéme d’état
serait cependant plus complexe puisqu’il serait nécessaire de tenir compte :

- de la force électromotrice dans le schéma équivalent de la machine asynchrone,
donc d’une représentation dans les axes (d) et (q) de la machine,

- de I’équation électromécanique, donnant la variation de la vitesse de rotation en
fonction de couple électromagnétique et du couple de frottement.

Ce calcul pourrait nous montrer 1’apport de la modélisation fractionnaire pour I’étude de
régimes transitoires, puisque 1’une des propriétés fondamentales de la dérivation non-entiere
est d’inclure a la fois des dynamiques rapides et lentes.
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Conclusion générale

Des modeles fréquentiels fins et compacts prenant en compte les phénomeénes d’induction
électromagnétique ont été présentés dans ce mémoire. L’accent a été particuliérement mis sur
le moteur asynchrone et I’alternateur puisqu’ils sont au cceur des dispositifs électriques.

Dans une premiére partie, des modeles analytiques de 1’'impédance de piéces conductrices ou
des courants induits sont susceptibles de se développer ont été introduits. Cette nouvelle
modélisation se distingue totalement des approches classiques puisqu’elle met en ceuvre des
dérivations fractionnaires. Elle permet notamment d’accéder a un modeéle de connaissance des
machines électriques, fiable sur une grande plage de fréquences avec un nombre minimal de
parametres.

Ainsi, une premiere €tude portant sur une barre rectangulaire et une tole ferromagnétique a été
menée. Des impédances variant avec la racine carrée de la fréquence ont été introduites. Des
résultats trés satisfaisants ont été obtenus : une réduction notable du nombre de parameétres
caractérisant ces pieces, une prise en compte de la forme de la barre et une validation
expérimentale en accord avec les résultats analytiques.

Ces premiers résultats ont conduit, dans un deuxieéme temps, a 1’établissement du schéma
équivalent d'ordre fractionnaire de la machine asynchrone a partir des équations électriques au
stator et au rotor. Dans le cas d’une machine synchrone, les impédances d'ordre % ont été
simplement introduites dans les branches du schéma équivalent de Park, concernées par le
développement de courants de Foucault. Les parameétres de ces schémas, d’une structure
finalement assez simple, ont tous un sens physique.

La structure nouvelle de ces schémas équivalents a nécessité des outils d’identification des
parametres adaptés. Une nouvelle méthodologie basée sur des mesures de réponse
fréquentielle de la machine a 1’arrét (StandStill Frequency Response ou SSFR) a ainsi été
développée. Afin de valider cette méthode, un banc expérimental a été congu pour effectuer
les tests SSFR sur un moteur industriel a double cage d’une puissance de 30 kW. Pour la
machine synchrone, des résultats de tests SSFR effectués sur des turboalternateurs et un
alternateur hydraulique nord-américains ont été exploités identiquement. Cette méthode a
conduit a des modeles fréquentiels coincidant de fagon trés satisfaisante avec les mesures
expérimentales. De plus, I’ordre de grandeur des paramétres correspond a celui des machines
industrielles.

La représentativité physique des parametres de ces nouveaux modeles a été améliorée par la
prise en compte de la température de fonctionnement de la machine. Cette influence de
’échauffement sur la valeur des parameétres a été validée expérimentalement.

Enfin, dans une derniére partie, un algorithme de réponse fréquentielle de la machine
asynchrone, basé sur son schéma équivalent fractionnaire, a été mis au point et appliqué dans
le cas simple d’un démarrage a rotor bloqué sur le moteur de 30 kW.
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Conclusion générale

Finalement, ce travail a permis d’aboutir a un véritable modéle de connaissance des machines.

Cependant, le bilan ne peut étre complet sans la mention des limites qui sont apparues :

1.

. %

5.

non prise en compte des formes trés particuliéres des encoches,
absence de méthodes systématiques d’identification des parametres,
mauvaise prise en compte de la saturation dans les modeles d’ordre fractionnaire,

absence de validation de la réponse temporelle de la machine asynchrone lors des
régimes transitoires,

absence de calculs de réponse temporelle de la machine synchrone.

Ces limites ne sont pas insurmontables, mais elles requiérent une poursuite d’étude dans les

directions suivantes :

i

Une augmentation trés limitée du nombre de parameétres pour caractériser plus
précisément I’impédance d’une encoche lorsque celle-ci présente une forme
particuliére (double cage par exemple),

Une étude expérimentale sur le banc SSFR pour évaluer ’'influence de la
saturation sur les parametres du schéma équivalent fractionnaire du moteur 30 kW,

Le développement d’un algorithme plus spécifique a la simulation des réponses
temporelles en régime transitoire.

Le premier point ne pose a priori pas de probleme fondamental. Par contre, la prise en compte

de la saturation dans les modeles d’ordre %2 releve d’une problématique beaucoup plus

délicate a traiter. Un axe de recherche serait de modifier la valeur des paramétres du schéma

équivalent fractionnaire en fonction du courant traversant les éléments.

Pour la simulation des régimes transitoires, ou il faut prendre en compte la force

¢lectromotrice de rotation et 1’équation de la mécanique donnant la vitesse de la machine,

1’utilisation de modeles approchés d’ordre entier est nettement plus économique en temps de
calcul et plus facile a mettre en ceuvre.

Malgré ces difficultés, la méthode développée dans ce mémoire pourrait aussi étre étendue

sans difficultés aux autres machines électriques :

grands transformateurs pour lesquels I'effet de peau peut ne pas étre négligeable
(couplage des fuites avec la cuve massive, ondes de choc avec un spectre allant a
plusieurs MHz, etc),

transformateurs d' électronique de puissance, ol les courants induits influencent
grandement les valeurs des inductances de fuite et de la résistance série.
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Conclusion générale

- machines a réluctance variable dont le rotor peut étre massif,

- matériels électriques & commande ¢lectromagnétique (disjoncteurs, contacteurs,
relais, etc) ol des temps de réponse de plus en plus brefs sont demandés.

Enfin, les bases solides posées dans ce mémoire pourraient &tre aussi utiles a la modélisation
des réseaux électriques. En effet, il a été montré que la dérivation non entiére était étroitement
liée a la notion de fractalité [LEM-90] [BIB-99]. La réponse fréquentielle d’un réseau de
nature fractale correspond ainsi a celle d’un systéeme d’ordre fractionnaire [CLE-84] [LIU-
85]. La structure arborescente, "fractale", d’un réseau ¢lectrique (voir figure C-1) nous fait
donc penser qu’il pourrait étre modélisé trés simplement et globalement par un systéme
d’ordre fractionnaire.

Figure C-1. Architecture de réseau modélisé par le logiciel PRAO (Planification de Réseaux
Assistée par Ordinateur) développe par EDF
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Annexe [

Equations vectorielles dans le référentiel
Statorique
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Annexe I - Equations vectorielles dans le référentiel statorique

Nous montrons dans cette annexe qu’il est pour ’instant mathématiquement impossible
d’exprimer toutes les grandeurs dans le référentiel statorique.

Reprenons 1’équation (IV-26) décrivant la loi de Kirschoff au rotor :

dJg
dt

+4.sin?2| 2T .E:xp[--lj.R.‘l:l‘(2.D1’(2 TR.exp[lj -i-i[Mq.TS.e_je)
q T T dt\ 2

Si on se place dans le référentiel statorique, on effectue une rotation d’angle e 9 des

0=21nJr + (2150 +1c )
(A1-1)

grandeurs rotoriques. L’équation (Al-1) devient alors :

- : -8
0 =21 Jr e % + (21 +1e )ﬂ_“‘%J
+4.sin’ [EJ exp(— -t—}R.'cl (% pYi2 {TR e .exp(—t—J} + —d—[ﬁ qlg .e*je)
q 7 T dt\ 2

La dérivation non-entiere d’un produit de fonction n’étant pas une propriété remarquable
comme la dérivation entiere d’un produit de fonctions, nous ne pouvons pour 1’instant pas
continuer le calcul.
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Annexe 2 — Caractéristiques de la machine asynchrone LS 200 L

Caractéristiques du moteur LS 200 L
Le diametre externe du stator est de 300 mm. Le diameétre interne du stator est de 182 mm.
Le diameétre externe du rotor est de 181 mm. Le diameétre interne du rotor est de 80 mm.
La longueur totale de fer est de 260 mm.
Le nombre d’encoches est de 48 au stator et de 40 au rotor.

La forme des encoches rotoriques et statoriques ainsi que leurs dimensions sont représentées
sur les figures ci-dessous.

Encoche statorique

— /

m_}ﬁ}-/ S W A
q@'}y- | =
3.2

ECHELLE 2.000

Encoche rotorique

36.71
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Annexe 3

Grandeurs de base d’un alternateur




1 _r I.I
l _"ILI‘LII- ‘“P
“-IH -

J ]
E LaAl
: " . S




Annexe 3 — Grandeurs de base d’un alternateur

On rappelle que pour comparer les différents alternateurs d’un réseau, de puissance et de
tension nominales différentes, il est souvent utile d’utiliser un systéme réduit pour normaliser
toutes les grandeurs électriques du systtme [KUN-94]. Cette normalisation permet
généralement de simplifier les calculs et de faciliter la compréhension des caractéristiques des
systemes.

Les grandeurs réduites sont définies comme :

grandeur réelle
grandeur de base

grandeur réduite (en p.u.) =

Les grandeurs de base sont choisies habituellement de sorte que les grandeurs principales du
systeme (puissance, tension d’alimentation, etc ...) soient égales dans le systéme réduit a 1
p.u. pour les conditions nominales.

Le Tableau A3-1 résume les caractéristiques nominales d’un alternateur telles qu’elles sont
données par un constructeur :

Caractéristiques nominales Notation
Puissance apparente S,
Tension entre phases U,
Fréquence d’utilisation £
Inductance synchrone d’axe direct | Oy
Inductance de fuite d’axe direct lgg
Excitation nécessaire pour disposer d’un p.u. de tension a vide Lices

Tableau A3-1. Caractéristiques nominales des alternateurs

Les Tableau A3-2 et Tableau A3-3 présentent les définitions des grandeurs de base.
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Annexe 3 — Grandeurs de base d'un alternateur

B Grandeurs de base cdté stator [KUN-94] [KAM-97]:

Grandeurs de base Notation Définition
. Ul'l
Tension phase / neutre Vy,
NE)
S
Courant I =
2 J3U,
Fréquence (pulsation) fy, (@) f, (0,)
2
Impédance Zy L;"

Tableau A3-2. Grandeurs de base coté stator

B Grandeurs de base c6té excitation [COU-87] [DAN-87] :

Grandeurs de base Notation Définition
Courant I {IREINES I T
v Sl'.I.
Impédance Zg, 3
I
Tension Vi Zg I

Tableau A3-3. Grandeurs de base cété excitation
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Annexe 4

Grandeurs opérationnelles d’un alternateur
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Annexe 4 - Grandeurs opérationnelles d'un alternateur

1. Expression analytique des grandeurs opérationnelles

Avec les notations finales pour modéliser un turboalternateur, on pose :

ad It +ilgr 0 (A4-1)

Les grandeurs opérationnelles s’écrivent alors :

: 1
Z3(0) =159 + jlgsg @+

1 % 1 i 1
214t ilaqu©  Zeq;
1/2
Z 1
Zygo(0) = 1/2 %d 1 1 1
Zyg +1l124.@ + -

1/2 3 162 e

sG((o) = . <

1 1
+

+ -
Z} é 2 jLage-@ (A4-2)

(1 . 1 . 1
) 72 " 3 1/2
. sz JLagy @ Zld
(rp + jlgg.0)

1+ j'lcl 24 -0

L Horpg@| 1 1

+
1/2 1/2 3
sz sz JLagu @ )

“

1

1 1 1
.+.

+-
Z{éz JLaqu®  Zeq

Zq(0) =15q + jlgsq-@+

2. Asymptotes des grandeurs opérationnelles

A partir du schéma équivalent du turboalternateur et de développements limités aux basses
et hautes fréquences, on détermine le comportement asymptotique des grandeurs
opérationnelles.

A partir des mesures SSFR, on déduit certains parametres du comportement local de certaines
grandeurs opérationnelles aux fréquences intermédiaires (points d’inflexion notamment)
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Annexe 5

Identification de I’alternateur de Canay
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Annexe 5 — Identification de I'alternateur de Canay

module (pu)

module (pa)

module (p.u)

module (pu)

phase (degre)

i

1| J B
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Annexe 6

Approximation du premier harmonique




= 9 - Li e Py T
-ﬂk 1.'._._ -LLFF dtr"!__‘:l-‘_n,; 4:|'~' B LB

]
|||l' .:,l.r.lhb

__,,_di m ﬂ:‘ u *'1 «E 5I} ;.‘ra- -» "'if.[n -

= 1
lP--I'l,-u AR .-_- l: -I.J_f‘ 'Iv;ruuw. Jg,'-‘-,'.'
f | T . A !

ﬂ -.!JTI r i". ﬁ*ﬁ:ﬁ#‘m‘ﬂ

F__!-II iﬂ.. R

! s 1
LT
) I" : .i I'—-' f
LN 3 i
i
LNl
0 T R R E s Ry
RIS VAR

3
|}
iy
fic

'u |-.J

i

.

- _u--4-.--- .
|-q. i -. I]
Tt :ﬁ|_ 1 L‘"J' 4

J et NI
: ""L“"'-'.-*Ja-ﬁ wh ‘buutﬁp"{'. B

et =

n'l_: rLN ‘uh“
'I‘ .:-T s

ALE
f
Ly
(A1) i
!;.11' r i

ﬁt-ﬂ_f, TV% T"j {Hﬂ

L fi
Fl'-rhr“ :_*\-IIHQ‘ 2t “:
_..‘i.l'u- iy e n&;
1It\‘--1} -‘. |*_ "’ll-"
S 1*;4},4"!1_ A
' - |,. J‘Hl..., 1|‘-|

1,_|._

l ‘-‘I-

T e T [ el A S F SCmmp gy s R T Lo ey o S ™ ullu-l-_l.gﬂ-- l..'_h-.-*_l-i- .ICJL-J‘ l".l-‘".‘l.




Annexe 6 - Approximation du premier harmonique

1. Présentation

L’approximation du premier harmonique est principalement utilisée en automatique
lorsque les dispositifs et phénomeénes suivants sont présents dans un systéme réel :

- lesrelais,
- les semi-conducteurs d’amplification,
- les circuits magnétiques,

les frottements, etc ....

Les méthodes d’étude des systémes présentant une non-linéarité restent en général trés
complexes. Par ailleurs elles remettent en cause certains principes bien acquis comme le
théoréme de superposition, la transformée de Laplace et par conséquence la représentation des
systemes sous la forme de diagrammes fréquentiels.

La méthode du premier harmonique consiste moyennant quelques approximations a adapter

les connaissances du linéaire a 1’étude de certains systémes comportant des non-linéarités.

Pour cela, la non-linéarité est considérée comme un gain variable. Ce méthode ne consiste pas
a linéariser autour d’un point de fonctionnement, et donc ne repose pas sur I’hypothése que
les signaux sont de faible amplitude.

2. Description de la méthode

Un signal sinusoidal est transformé au passage d’un organe non-linéaire en un signal non
sinusoidal, qui reste en général périodique de méme période que ’entrée. On peut donc le
décomposer en série de Fourier et faire apparaitre le fondamental (i.e. le premier harmonique)
et d’autres harmoniques d’ordres plus élevés.

Le principe de la méthode consiste a négliger les termes d’ordre supérieur a 1 et a considérer
I’organe non-linéaire seulement comme un gain calculé comme suit : en réponse a ’entrée
e(t) = A.sin(tot), I’organe non-linéaire fournit s(t) = ‘P[A.sin(mt)] qu’on développe en série
de Fourier a I'ordre un. Connaissant les coefficients de Fourier ¢ et c;', dépendant de A

avec

¢ = 2 LTs(t).sin(mt)dt
g g (A6-1)
cy'= =S L s(t).cos(wt )dt

on peut €crire le rapport sortie sur entrée dans le domaine fréquentiel :
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Annexe 6 - Approximation du premier harmonique

S(o) _ c1(A) +jer'(A)
E(jw) A

(A6-2)
ou S et E désignent les transformées de Laplace des fonctions s et e.

3. Application : calcul de I'inductance en fonction du courant

La non-linéarité d’un circuit magnétique est modélisée par le systéme d’équations entre le
champ et I’induction magnétiques suivant :

B(H)=kH pour [H| < H
B(H)=kH,  pourH>H, (A6-3)
B(H)=-kH., pourH<-H,

avec k =, . La Figure A6-1 illustre cette loi de non-linéarité :

Ba

Figure A6-1. Non-linéarité d’'un circuit magnétique

Ainsi, si on applique un champ sinusoidal d’amplitude H, & D’entrée d’un systéme
caractérisé par la non-linéarité (A6-3), nous récupérons a la sortie, en appliquant
I’approximation du premier harmonique, une induction sinusoidale d’amplitude variable
n(H,, ), avec [GIL-77] :

pourHpy <Hp  M(Hp )= ko by

2
pourH, 2H, n(Hm)ZZ.p%pr‘ AICSin{;IC }_1_[;1(: } 1_[:_5] (A6-4)
m m m

En établissant le lien classique entre grandeurs magnétiques et électriques on trouve la
relation entre le flux ¢ et le courant d’excitation i :
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Annexe 6 - Approximation du premier harmonique

¢’(Im) = T](Im)-i

2

n“S
pour I<T, Tl(Im):’_I_’l-lo-“r

(A6-5)
avec : < _—y I . LV
pourI>T, n(l, )= 2HoHr | Aveginl Ze | 2 | 1| Zc
! T m Im Im
ou

- 1, est 'amplitude du courant d’excitation,
- 1. lavaleur du courant d’excitation correspondant 2 un champ H_,

- Setlrespectivement la section et la longueur moyennes du circuit magnétique,

- nle nombre de spires parcourues par le courant d’excitation.

La figure A6-2 représente la loi n(I,,,).

’___________....-

>
1 Im

c

Figure A6-2. Allure du flux magnétique en fonction du courant d'excitation

On retrouve bien I’allure de I’inductance en fonction du courant d’excitation et en présence de
saturation du circuit magnétique.
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Annexe 7

Réponse temporelle de la machine asynchrone
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Annexe 7 — Réponse temporelle de la machine asynchrone

L’algorithme de calcul complet de la machine asynchrone est donné ci-dessous.

D’aprés le schéma équivalent de la machine asynchrone, on peut calculer I'impédance
d’entrée de la machine, qui s’écrit (en représentation opérationnelle) :

vs(s) _ - Lm.s.[Ro.(lJr 198)" +l.sJ

= = avecn =0.5
ig(s) Ly s+Ry.(1+705)" +As

n
L5 Ro.ro“.[iﬂJ +As (A7-1)
T0

=R+

n
Lm.s+R0.'cO".[L+s] +As
10

\ 1 .
En effectuant le changement de variable s; =s+—, on obtient :
70

Vs[sl —i] Lm{sl —LJ.[Ro.TOH.Sln +?L.[sl —L}:|
T T
. 1 5w 1 A(sy)
ig|8g —— Rogto Si +(lgm AN S ~—
T 0
avec :
L
A(sl)=—“;.[Lm.k—R5.(K+Lm).101510 +Ro1o? " Rgto — L Isy®
10
AT7-3
+;15.[— 2L A+Rg.(Ly +A)Tols;! +Ro1o Lygsy 1 (AT3)
S
et:
-1
B(S])=a.[l+Lm].s]0+Rg.‘cg“.51" +.[X+Lm]sll (A7-4)
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Annexe 7 — Réponse temporelle de la machine asynchrone

On obtient ainsi une relation en représentation fréquentielle entre la tension et le courant

statorique :

[]30.510 +Bn.Sln + BI.Sll +Bn+l.51n+l +B2.512]is(51 ——-—1—}
L 0
(A7-5)

:[Ao.slo +An.81n + AI.SII]VS(SI —T—l*J
0

en notant respectivement B; et A; les coefficients du terme de puissance réelle i du courant et
de la tension statoriques.

En revenant dans le domaine temporel (par application de la transformée de Laplace inverse),
on obtient L’EDG reliant la tension et le courant statoriques :

[130.1:)(0) +B, D" +B, DV +B,,, DE + B, D? ]is (t).exp(t/7g)

(A7-6)
- [AOD“’) +A, D® 1 A, DDy, (t).exp(t/ 1)
Dans la suite, on travaillera directement sur les fonctions :
s(t) =1g(t).exp(t/tg)
: ’ (A7-7)
e(t) = vs(t).exp(t/tq)
En divisant chaque membre de 1’équation (A7-6) par le terme B, , on peut alors écrire :
sO (1) + 20 @ 1y 4 BL 0y Bunt @iy L (@ g :
B2 (t) Bz (t) Bz (t) B2 (t) +s* () =E(1) (A7-8)
avec ;
1
E(t) = = .(AO 0 (H+A, e® (t)+ A4 e® (t)) (A7-9)
2

I1 est nécessaire pour obtenir la réponse temporelle s(t) de transformer la relation (A7-8) en un
systéme d’état généralisé mettant en ceuvre les dérivées non entiéres intervenant dans le terme
de gauche de cette équation. Pour cela, on utilise le changement de variables suivant :
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(s ()= (1)

s (0 =D® " 0s(5) =, ™ () = x, (1)

38 (1) =%, (1) =x5(1) (A7-10)
s (1) = x5 () =x4()

sP0=x,"()=x50

L’inconnue a déterminer est bien sfir x,(t) = s(t).

A partir de la relation (A7-8), il est possible d’exprimer x5(t) en fonction de toutes les autres

variables et de la combinaison linéaire des dérivées de I’entrée du systéme (terme de droite) :

By B, B, Bn
Xs(t)=——Xi(t) =—X3 () =—— X3 (D) — X4(t)+E(t A7:11
5(1) B, 1(t) B, X7 (1) B, 3(1) B, 4(t) +E(t) ( )
On définit :
BO Bn Bl Bn+1
4 =— ay) =— Ay =—— ay=——- A7-12
1 B, 2 B, 3 B, 4 B, ( )

On obtient ainsi un systéme d’état dit « généralisé » [OUS] suivant :

[r‘ Xl(ﬂ)(t) ] 0 1 0 0 X](t) g g g e(ﬂ)(t)
XZ(I_n) (t) N 0 0 1 0 X2(t) i o 0 0 e(n) (t)

) x3(“)(t) 0 0 0 1 x3(t) Ay A, A e(l)(t) (A7-13)
_x‘;(l_“)(t)d —a; —ap; —a3y —ay |[x4(t) g E g

[s(t) =x4(t)

Le systeme précédent peut également s’écrire sous la forme :

X ™ (1) = x5 (t) =0
(1-n) 4y _ _
X2 () —x3(t)=0 (A7-14)
x3™ (1) = x4 (1) =0

x40 (1) + ag xq (1) + 25X (1) +2a3.X3(t) + a4 X4 (t) =E(t)

On discrétise ensuite chaque équation pour chaque échantillon mh  (h :période
d’échantillonnage, m : numéro de 1’échantillon) ; le systéme (A7-14) s’écrit alors :
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Lxl(m.h)+ i Ap (k)X [(m=k)h]-x, (mh)=0
h” k=1

T X (mh)+ > Ay (k)x 2 [(m-k)h]-x3(mh)=0
k=1

4 m (A7-15)

—x3(mh)+ > Ay (k)x3[(m—k)h]-x4(mh) =0

h" k=1

x 4 (mh)+ ih_n (k)x4[(m-k)h]+a;x;(mh)+...+24.x4 (mh) = E(mh)
k=1

h l-n

m

On note : Q;(mh) =Y A(k)x;[(m—k)h] avec A=A, (k) =L, (k) et jefl,2,3,4}. Le
k=1

systeme (A7-15) se met alors sous la forme :

BEE =] © 0 X1 (mh) - Qp(mh)
@ B =1 0 Xp(mh) | ~Q;(mh)
0 0 h™ -1 [|x3mh)| | -Qs(mh) (A7-16)
a; a, a3 ag+h™!||x4(mh)] |-Qu(mh)+E(mh)
M

Il ne reste alors plus qu’a inverser la matrice M définie ci-dessus pour obtenir x;(t), et

doncig(t).
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Modele approché explicite borné en fréquence
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Annexe 8 - Modele approche explicite borné en fréquence

Cette methode est celle adoptée a Poitiers pour modéliser sur une plage de fréquences
réduite 1’effet de peau dans les barres rotoriques d’une machine asynchrone [LIN-01].

Nous recherchons un modéle ne faisant intervenir que des termes dérivés explicites, qui
coincide avec les impédances d’ordre Y résistives ou inductives sur une plage de fréquences
correspondant aux essais SSFR.

Dans le cas de la machine asynchrone, on cherche donc un modéle approché de 1I’impédance
d’ordre % résistive Zo, ol :

Zo(8) =Ry |l+—— (AS-1)

0

Le modéle approché Zey, (s) a la structure suivante :

o
1+[LJ
D
B
1+(i}
op

Aprés identification par une technique classique de moindres carrés, on détermine les

Zexp (5) = Ao. (A8-2)

parametres du modele explicite équivalent pour R, =64mQ et o, =26rd/s :

Parameétre du modele . )
Valeur identifiée

explicite
Ao 0.065
o 0.78
B 0.36
0 26.22
wg 113.86

Tableau A8-1. Paramétres identifiés du modele équivalent explicite
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La Figure AS8-1 représente la comparaison entre I’impédance d’ordre % et le modele
équivalent explicite.

La courbe en étoiles correspond a I’impédance Zo servant de référence, la courbe en continu a
I’identification du modele par rapport au module.

Identification systémes implicite / explicite

T T T T T

+ modele implicite résistif 4
0.9}| —— modéle explicite ‘f

0.7} + A

o
Lee)
T

fréquence
Figure A8-1. Détermination d'un modele équivalent explicite

On voit que le modele donné par I’équation (A8-2) est relativement correct sur une large
plage de fréquences (six décades), méme si on note quelques écarts pour les basses et hautes
fréquences.

Il est alors possible , en partant de I’étape numéro trois de notre algorithme, de construire un
systeme d’état.

Cette méthode permet ainsi de déterminer la réponse temporelle d’un dispositif modélisé a
I'aide de plusieurs systémes d’ordre ) implicites de constantes de temps différentes.
Cependant, dans le cas d’une machine asynchrone, 1’ordre du systéeme d’état est plus €levé
que celui construit a partir de notre algorithme, puisque le dénominateur du modele (A8-2)
introduit d’autres termes dérivés de nature explicite, et donc des variables d’état
supplémentaires.
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