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J’adresse également une pensée à mes amis fidèles, d’Alsace et d’ailleurs, qui m’ont tous sou-
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Notations et symboles

Les informations de ces tableaux sont valables sauf indication contraire.

Opérateurs mathématiques

δD fonction de Dirac
δij matrice/tenseur de Kronecker
I matrice/tenseur identité
dev(Aij) partie déviatorique du tenseur A
∂A/∂B Dérivée partielle de A par rapport à B
∂2A/∂B2 Dérivée seconde partielle de A par rapport à la variable B
dA/dB Dérivée totale de A par rapport à la variable B
d2A/dB2 Dérivée seconde totale de A par rapport à la variable B
∇ ·A Divergence du vecteur A
< A > Valeur filtrée de la quantité A

Ã Valeur filtrée de la quantité A
∇A Gradient du scalaire A
A : B Produit doublement contracté AijBij
u · v = uivi Produit scalaire des vecteurs u et v
A ∝ B A proportionnel à B (A/B = constante)
|A| valeur absolue de A

Â transformée de Fourier de A

Indices bas

c coupure
int intégral
K Kolmogorov
m modélisé
r résolu moyen
RES résolu
S spatial
T temporel
t turbulent
u unresolved
η Kolmogorov
τ frottement



Indices hauts

∗ valeur instantanée
+ adimensionné en coordonnées de paroi
ν moléculaire
appl appliqué
h homogène
hyb hybride
r rapide
S lent (slow)
T turbulent
temp temporel
w paroi

Symboles latins

aij partie anisotrope du tenseur de Reynolds
bij demi-partie anisotrope du tenseur de Reynolds
A,B,C constante ou paramètre quelconque
CK Constante de Kolmogorov
CS Constante de Smagorinsky
Cij tenseur des termes croisés
D diffusion
d distance
F filtre
G noyau du filtre
G noyau du filtre
h demi-hauteur de canal
k énergie cinétique turbulente
L échelle de longueur
Lij tenseur de Leonard
l échelle de longueur
ℓ échelle de longueur
n vecteur normal à la paroi
P pression, ou production (selon contexte)
p pression, ou puissance d’une quntité (selon contexte)
R tenseur de Reynolds
Rij tenseur de Reynolds de sous-maille
r distance
rA taux de A modélisé sur A total
Re nombre de Reynolds
S cisaillement / taux de déformation (scalaire ou tenseur)
T échelle de temps
Tij tenseur des corrélations triples
U vitesse
u fluctuation totale de vitesse
u′ fluctuation de vitesse aux grandes échelles

u
′′

fluctuation de vitesse aux petites échelles
W taux de rotation (scalaire ou tenseur)
x, y, z coordonnées spatiales
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Symboles grecs

α paramètre de la pondération elliptique
δ épaisseur de couche limite
δ∗ épaisseur de déplacement
∆ taille de maille, ou largeur de filtre
ε dissipation
η paramètre adimensionnel
κ nombre d’onde, ou constante de Von Kármán (selon contexte)
µ viscosité dynamique
ν viscosité cinématique
φij tenseur de redistribution
φ∗ij terme de pression

ρ masse volumique
σ constante de modèle, similaire à un nombre de Prandtl
τ échelle de temps, ou moment statistique (selon contexte)
ω échelle de fréquence, ou vorticité (selon contexte)

Autres symboles

ℵ aleph
k daleth

Acronymes

DES Detached Eddy Simulation
DNS Direct Numerical Simulation
EB-RSM Elliptic Blending Reynolds Stress Model
FSM Flow Simulation Methodology
LES Large Eddy Simulation
LNS Limited Numerical Scales
OES Organized Eddy Simulation
PANS Partially Averaged Navier-Stokes
(T-)PITM (Temporal-)Partially Integrated Transport Model
RANS Reynolds Averaged Navier-Stokes
SAS Scale-Adaptative Simulation
SDM Semi-Deterministic Method
SFS Subfilter scale
SGS Subgrid scale
URANS Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes
LES Very Large Eddy Simulation
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1.2 Opérateur moyenne de Reynolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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4.2 Équations ”moyennes” au sens de Germano . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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2.3 Détermination de rk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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1 La méthode des volumes finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
2 Terme de convection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

2.1 Schéma décentré amont . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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Introduction

1 Turbulence et histoire

Dans notre civilisation industrielle, de surcrôıt depuis l’avènement de la problématique en-
vironnementale, et l’obsession croissante de contrôler les bilans énergétiques, la turbulence fait
l’objet d’un intense effort de recherche. Ce phénomène, qu’on résume volontiers comme un
désordre organisé, a fait l’objet de nombreux travaux, au moins depuis la Renaissance.
Au début du XVIe siècle, Léonard de Vinci aurait été le premier à utiliser le terme turbolenza
[Fri99], donnant une description un peu métaphorique du phénomène : ”Observez le mouve-
ment de la surface de l’eau, qui ressemble à celui d’une chevelure, qui a deux mouvements,
dont l’un est causé par son poids, l’autre par la direction des boucles : donc l’eau présente des
mouvements tourbillonnants, une part en est due au courant principal, et l’autre à un mouve-
ment aléatoire et inversé”. [Lum97]
Après l’arrivée de l’outil quantitatif fondamental qu’est l’équation de Navier-Stokes, au milieu
du XIXe siècle, Osborne Reynolds identifia en 1883, le critère qualitatif qui porte aujourd’hui
son nom [Rey83]. Quelques années plus tard, en 1894, il publia ses travaux sur l’approche
moyennée de l’équation de Navier-Stokes [Rey94], écriture qui fait apparâıtre des contraintes
résiduelles, aujourd’hui appelées contraintes turbulentes ou tensions de Reynolds.
De son côté, son contemporain Joseph Boussinesq détermina le lien entre turbulence et cisaille-
ment, introduisant le concept de viscosité turbulente, et proposant une relation pour celle-ci
[Bou77],[Bou97].
Les bases de la prédiction statistique des écoulements turbulents étaient alors jetées, encou-
rageant l’éclosion des approches à longueur de mélange, proposées notamment par Geoffrey
Taylor [Tay15],[Tay32], Ludwig Prandtl [Pra25] et Theodore von Kármán [vK30] au cours du
premier tiers du XXe siècle. La longueur de mélange, analogue au libre parcours moyen en
théorie cinétique des gaz, se déterminait alors de façon plus ou moins empirique.
A la même époque, Lewis Richardson décrivit la cascade d’énergie des tourbillons [Ric22] : ”Big
whirls have little whirls that feed on their velocity, and little whirls have lesser whirls and so
on to viscosity”. Ces vers ont sans doute inspiré Andrëı Kolmogorov, qui proposa en 1941, une
théorie statistique basée sur l’idée d’un spectre d’énergie turbulente, et permettant d’obtenir, a
priori, tous les moments statistiques des fluctuations de vitesse [Kol41b],[Kol41a]. Par la suite,
il proposa le premier modèle à deux équations [Kol42] ; l’une pour l’énergie cinétique turbu-
lente, et l’autre pour une échelle de temps, afin de pouvoir déterminer la viscosité turbulente.
De son côté, indépendamment, Ludwig Prandtl [Pra45] suggéra également la résolution d’une
équation de transport pour l’énergie cinétique turbulente, à partir de son expression exacte.

1.1 L’essor des modèles statistiques (RANS)

En 1945, Chou écrivit les équations de transport des contraintes de Reynolds, et mon-
tra que le terme de corrélation vitesse - gradient de pression peut se décomposer en parties
rapide et lente [Cho45]. Ce travail fut en quelque sorte l’acte fondateur de la modélisation
au second ordre, c’est-à-dire sans faire usage d’une viscosité turbulente. Six ans plus tard,
Rotta proposa, outre la première modélisation complète des équations de transport des ten-
sions de Reynolds, un modèle pour la partie lente de ce terme, s’inspirant d’un résultat observé
expérimentalement ; le retour à l’isotropie d’une turbulence intialement anisotrope [Rot51].
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Vers la fin des années 1960, l’essor de l’informatique permit l’émergence de la CFD (Com-
putational Fluid Dynamics). A cette époque, les travaux de Davidov (1961) puis Harlow et
Nakayama (1968) [HN68] et Hanjalić (1970) [Han70] engendrèrent le premier modèle complet
à deux équations : le célèbre k− ε, amélioré par Jones et Launder en 1972 [JL72] puis Launder
et Spalding en 1974 [LS74].
En 1975, Launder, Reece et Rodi [LRR75] compilèrent notamment les travaux de Naot et
al. (1974) [NSW73] sur la partie rapide du terme de pression évoqué ci-dessus, et ceux sur la
modélisation des moments triples (Daly et Harlow, 1970 [DH70] ou encore Hanjalic et Launder,
1972 [HL72]) pour obtenir le modèle LRR ; un modèle aux tensions de Reynolds, également
connu sous le nom de Rotta+IP.
Depuis, l’essentiel du travail des modélisateurs est d’améliorer ces modèles. On pourra néanmoins
citer deux méthodes originales :

– L’approche multi-échelles (Hanjalić, Launder et Schiestel, 1980 [HLS80]) qui, à l’opposé
des modèles RANS ”classiques”, découpe le spectre d’énergie cinétique turbulente en
plusieurs zones, et estime les comportements et transferts entre celles-ci. Cette approche
a notamment abouti à la méthode hybride Partially Integrated Transport Model (PITM).
Il en sera largement question dans la suite de ce manuscrit.

– Le modèle de Spalart et Allmaras (1992) [SA92], qui consiste à ne résoudre qu’une seule
équation, pour la viscosité turbulente. Ce modèle inspira par la suite la DES (Detached
Eddy Simulation), le plus populaire des modèles hybrides RANS/LES.

1.2 L’éclosion de l’approche filtrée (LES)

Au début des années 1960, le météorologiste Joseph Smagorinsky, s’inspirant des tra-
vaux de Kolmogorov, proposa un modèle à viscosité de sous-maille pour des écoulements at-
mosphériques et océaniques [Sma63]. Ce modèle est proche de ceux à longueur de mélange,
employés en RANS. Son collaborateur Lilly calcula pour sa part la valeur de la constante de
Smagorinsky [Lil67].
On pourra citer les travaux de Deardorff. Celui-ci fut le premier à appliquer le modèle de Sma-
gorinsky au canal plan [Dea70], avant de s’attaquer à des simulations LES de la couche limite
planétaire avec ses collaborateurs [Dea72], [Som76]. En 1975, Schumann utilisa une équation de
transport pour l’énergie cinétique turbulente de sous-maille, avec une méthode tenant compte
de l’anisotropie du maillage [Sch75].
En 1976, Kraichnan [Kra76] développa le concept de viscosité spectrale. Dans cette approche,
les équations de la quantité de mouvement sont résolues dans l’espace spectral. L’utilisa-
tion d’une viscosité spectrale permet de s’affranchir de l’hypothèse de séparation des échelles,
inhérente aux modèles à viscosité turbulente dans l’espace physique.
En 1980, Bardina, Ferziger et Reynolds [BFR80] introduisirent les modèles à similarité d’échelles,
partant du principe que les plus petites échelles résolues explicitement, ont un comportement
proche des plus grandes échelles modélisées. A la même époque, l’équipe de Marcel Lesieur
réalisa la première LES d’une décroissance de turbulence isotrope [CL81], puis adapta le
concept de viscosité spectrale à l’espace physique, au moyen des fonctions de structure [ML92].
Au début des années 1990, Massimo Germano et ses collaborateurs revisitèrent le modèle de
Smagorinsky, en proposant une procédure dynamique visant à modifier la constante du modèle
initial, au moyen d’un double filtrage [GPMC91]. Quoiqu’étant un modèle à viscosité de sous-
maille, son fonctionnement n’est pas sans rappeler celui des modèles à similarité d’échelles.
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Cet historique est loin d’être exhaustif, et ne fait que mentionner certaines lignes remar-
quables de la compréhension et de la modélisation de la turbulence, omettant hélas quelques
grands noms. Le lecteur peut se référer par exemple à [Sre99], [Man07], [LMC05] ou [Bre07]
pour plus de précisions. Pour sa part, Bois [Boi07] propose une riche biographie de l’éclectique
Joseph Boussinesq.

2 Principales approches de simulation

L’équation de Navier-Stokes n’a hélas pas de solution analytique connue en régime turbu-
lent. C’est pourquoi les ingénieurs ont besoin de codes de calcul, dans lesquels le problème est
discrétisé, et résolu numériquement.
Classiquement, on distingue trois grandes familles de méthodes pour simuler les écoulements
turbulents.

2.1 Simulation numérique directe (DNS)

Cette approche consiste tout ”simplement” à résoudre directement les équations du mou-
vement, sans aucun modèle de turbulence. Ainsi, toute la gamme d’échelles est résolue expli-
citement.
Son inconvénient majeur est son coût de calcul. En effet, l’absence de modèle requiert d’avoir
des mailles de l’ordre des échelles dissipatives, et de même pour le pas de temps. Or, il découle
des travaux de Kolmogorov que, plus le nombre de Reynolds d’un écoulement est élevé, plus
les petites échelles sont séparées des grandes, et plus il faut mailler finement le domaine étudié
[SDT06]. De plus, un tel niveau de résolution nécessite l’utilisation de schémas numériques
d’ordre élevé.
Par conséquent, la DNS est, à l’heure actuelle, difficilement applicable à des situations in-
dustrielles. Les résultats obtenus constituent de véritables expériences numériques, et servent
couramment de ”banc d’essai” pour de nouveaux modèles, ainsi qu’à l’analyse de la structure
détaillée de la turbulence. Ils ont permis de grandes avancées sur le plan fondamental [Fri95].

2.2 Modélisation statistique (RANS)

Héritière des travaux de Reynolds, dont elle porte le nom ; Reynolds Averaged Navier-Stokes
(RANS), cette approche a toujours été la plus populaire dans l’industrie, en raison de son faible
coût de calcul.
En effet, elle est l’opposée de la DNS, dans la mesure où la turbulence est dépouillée de son ca-
ractère déterministe, car considérée comme un processus totalement stochastique, dont seules
les statistiques sont supposées prévisibles.
De ce fait, il n’y a pas besoin de recourir à des maillages extrêmement fins, ce qui rend abor-
dable le coût du calcul. En contrepartie, il faut résoudre quelques équations supplémentaires ;
cela va d’un simple modèle algébrique (longueur de mélange par exemple) à toute une fa-
mille d’équations de transport pour les contraintes de Reynolds et une variable d’échelle
supplémentaire (par exemple Rij − ε).
La grande faiblesse de cette famille d’approches, est qu’elle est la plus empirique. En effet,
chaque modèle a son type d’écoulement de prédilection, ou même sa zone à l’intérieur d’un
même écoulement, mais aucun ne semble capable de prédire correctement une large gamme de
configurations turbulentes [HM99]. Néanmoins, ces méthodes sont adéquates pour des études
ne requérant pas une grande quantité d’informations.
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2.3 Simulation aux grandes échelles (LES)

La simulation des grandes échelles pourrait se présenter, schématiquement, comme l’in-
termédiaire entre DNS et RANS. Son principe est le suivant : résoudre explicitement les grandes
échelles, et modéliser l’effet des plus petites. Le paramètre de coupure est classiquement la taille
de maille ; les tourbillons de tailles plus petites que celle-ci sont modélisés, tandis que les plus
grands sont calculés explicitement. Cette stratégie se base sur une conséquence des travaux
de Kolmogorov : les petites structures ont un comportement plus universel (c’est-à-dire peu
dépendant du type d’écoulement étudié) que les grandes. Par conséquent, la modélisation de
leur influence constitue une stratégie plus raisonnable que celle du spectre global d’énergie
turbulente. [Sag06]
Cependant, résumer la LES comme l’intermédiaire entre RANS et DNS serait maladroit. En
effet, tandis que les méthodes RANS reposent sur une approche moyennée de l’équation de
Navier-Stokes, la LES se base sur un filtrage convolutif, ce qui est, conceptuellement, différent
d’un opérateur de moyenne. Pourtant, les équations du mouvement RANS et LES sont formel-
lement identiques ; seule la modélisation diffère. Le champ de vitesse obtenu en LES n’est pas
moyen, mais instationnaire et tridimensionnel, ce qui est très intéressant lorsque l’on souhaite
déterminer l’évolution dynamique de l’écoulement.
Néanmoins, à proximité d’une paroi, les échelles turbulentes sont si petites qu’il faudrait un
maillage presque digne d’une DNS (on parle alors de quasi-DNS ou QDNS) pour les résoudre.
En outre, l’inhomogénéité d’un maillage se traduit sur le filtre induit par celui-ci, et la prise en
compte de l’inhomogénéité d’un filtre implique l’estimation d’erreurs, qui ne sont pas toujours
bien mâıtrisées. Une conséquence en est la difficulté d’appliquer une LES à une configuration
trop complexe. Enfin, les schémas numériques servant à discrétiser les opérateurs différentiels,
comportent une certaine diffusivité, susceptible, dans certains cas, de fausser grandement l’es-
timation d’une viscosité turbulente.

Stratégie Dépendance en Re Empirisme Maillage Pas de temps Disponibilité

RANS faible fort 107 103 1985
LES faible faible 1011.5 106.7 2045
DNS forte aucun 1016 107.7 2080

Table 1 – Comparaison selon Spalart [Spa00] des stratégies et leur disponibilité pour des
applications d’aérodynamique externe

3 Méthodes hybrides RANS/LES

Le but essentiel des méthodes hybrides est de trouver un compromis entre détermination
de l’information détaillée (c’est-à-dire plus fine que ce que donne une approche statistique) et
faible coût de calcul (optimisation du maillage).
Les deux ”communautés” majeures, à savoir RANS et LES, ont des intérêts à y trouver :

– Les modélisateurs RANS disposent de modèles riches, contenant potentiellement beau-
coup d’informations. Dès lors, il est légitime de réinvestir ce contenu physique dans des
approches plus déterministes.

– Les modélisateurs LES mâıtrisent la modélisation de sous-maille et des méthodes numériques
instationnaires précises, mais ont besoin de modèles fiables en proche paroi, à moindre
coût de calcul.
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Depuis un peu plus d’une décennie, les méthodes hybrides RANS/LES font l’objet d’une intense
activité de recherche.
Il existe de nombreuses méthodes hybrides, ainsi que des méthodes instationnaires extrêmement
proches de l’approche RANS [FvT08]. La question des méthodes hybrides sera évoquée plus
en détails au chapitre 2.

4 Objectifs de l’étude

4.1 Démarche générale

Cette thèse, effectuée au Laboratoire d’Études Aérodynamiques, devenu entretemps une
composante de l’Institut PPRIME a essentiellement vocation à poursuivre la voie tracée par
Fadai-Ghotbi lors de sa thèse [FG07]. Ce dernier a en effet adapté la méthodologie hybride
PITM [SD05], [CS05] au filtrage temporel, mais l’a aussi essayée en utilisant le modèle de
pondération elliptique [MH02], [Man05] comme base RANS.
Sa méthode présente néanmoins un talon d’Achille. Un calcul ”brut”, notamment en canal,
dégénère rapidement vers le mode RANS ; l’écoulement calculé prend la forme de sa moyenne
statistique.
Pour y remédier, il est suggéré de moyenner les termes sources soit en temps, soit dans les
directions statistiquement homogènes, afin de filtrer certaines fluctuations indésirables des
gradients de vitesse. Néanmoins, cette astuce contrevient à la philosophie d’une méthode hy-
bride. C’est notamment le cas pour le terme de production turbulente, lien étroit entre les
grandeurs modélisées, et l’écoulement résolu. Moyenner ce terme revient à briser ce lien local
et instantané, enlevant une partie de l’information désirée. Une autre piste explorée durant
cette thèse est le possible rapprochement entre la méthodologie PITM et la DES.
Il est à préciser que ce travail de thèse se situe dans le contexte des écoulements incompressibles
et isothermes.

4.2 Organisation du manuscrit

Le présent ouvrage se décompose en cinq chapitres, outre la présente introduction.
Le chapitre 1 traite des modèles statistiques RANS. Une attention particulière est portée sur
la problématique des parois, et la famille des modèles issus de la relaxation elliptique [Dur91],
[Dur93] , est évoquée.
Le chapitre 2 dresse une revue des méthodes à résolution de structures ; approche filtrée (LES)
et méthodes hybrides RANS/LES au sens large. L’auteur y propose sa définition des méthodes
hybrides, ainsi qu’une classification pour celles-ci. La validité de ces approches est également
discutée.
Le chapitre 3 traite la théorie PITM, spatiale et temporelle, à pondération elliptique. Au
chapitre 4, le problème de dégénérescence vers une solution RANS (on parle abusivement de
”relaminarisation”) fait l’objet d’une investigation. Une approche dynamique est proposée, et
appliquée aux écoulements de canal.
Au chapitre 5, un possible rapprochement entre T-PITM et DES est discuté. Plusieurs ap-
proches sont mises au banc d’essai de la décroissance d’une turbulence isotrope, puis validées
sur un écoulement en canal.
Enfin, l’ultime chapitre clôt l’exposé par une conclusion générale, et par la présentation de
quelques perspectives.





Chapitre I

Modélisation statistique

Ce chapitre est voué à la présentation de la modélisation statistique, essentielle aux méthodes
hybrides, car elle leur fournit son formalisme, et leur permet de constituer une alternative à
la LES, peu coûteuse en moyens de calcul. L’opérateur de moyenne est présenté et discuté.
Une présentation concise mais ouverte des modèles de turbulence et de leur construction, est
donnée. Enfin, la problématique de proche paroi est abordée, ainsi que des modèles intégrant
celle-ci ; la relaxation et la pondération elliptiques. Cette dernière étant le modèle de référence
pour les travaux réalisés dans le cadre de cette thèse.

1 Moyenne de Reynolds

1.1 Équation de Navier-Stokes

Pour l’écoulement incompressible d’un fluide newtonien, la conservation de la quantité de
mouvement locale instantanée, donnée par l’équation de Navier-Stokes, s’écrit, dans un repère
cartésien, pour la i-ème composante du vecteur vitesse U∗(x, y, z, t) :

∂U∗
i

∂t
+ U∗

j

∂U∗
i

∂xj
= −1

ρ

∂P ∗

∂xi
+ gi + ν

∂2U∗
i

∂xj∂xj
(I.1)

à laquelle on associe la conservation de la masse, en l’occurence la condition d’incompressibilité :

∇ ·U∗ =
∂U∗

i

∂xi
= 0 (I.2)

1.2 Opérateur moyenne de Reynolds

On introduit l’opérateur de moyenne d’ensemble de Reynolds :

A = A∗ = lim
N→∞

(
1

N

N∑

k=1

Ak

)
(I.3)

auquel on associe la décomposition :

A∗
︸︷︷︸

local instantané

= A︸︷︷︸
moyenne

+ a︸︷︷︸
fluctuation

(I.4)

1.2.1 Propriétés

Les principales propriétés remarquables de cet opérateur sont :
– conservation des constantes :

β = β (I.5)

7
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– additivité :
A∗ +B∗ = A∗ +B∗ (I.6)

– idempotence :

A∗ = A∗ (I.7)

– commutativité avec les opérateurs différentiels :

∂A∗

∂φ
=
∂A∗

∂φ
(I.8)

En vertu de (I.7) et (I.4), la moyenne des fluctuations est nulle (ce qui est conceptuellement
trivial) :

a = 0 (I.9)

En outre, pour revenir au champ de vitesse et à Navier-Stokes, l’intéressante propriété d’in-
compressibilité, que possède l’écoulement local instantané, s’applique en moyenne :

∇ ·U =
∂Ui
∂xi

= 0 (I.10)

La décomposition (I.4) permet alors d’écrire que le champ fluctuant est lui aussi incompressible :

∂ui
∂xi

= 0 (I.11)

1.3 Équation de Navier-Stokes en moyenne de Reynolds

On peut alors moyenner l’équation de Navier-Stokes (I.1) :

∂Ui
∂t

+ Uj
∂Ui
∂xj

= −1

ρ

∂P

∂xi
+ gi + ν

∂2Ui
∂xj∂xj

− ∂uiuj
∂xj

(I.12)

Il apparâıt un nouveau terme −∂uiuj
∂xj

sous forme d’une divergence de tenseur. Les composantes

du tenseur uiuj sont nommées tensions ou contraintes turbulentes ou de Reynolds.
La modélisation de la turbulence, a pour but de les déterminer.

1.4 Quelques précisions sur l’opérateur de moyenne

L’opérateur de moyenne donné par la formule (I.3) définit une moyenne d’ensemble. En
d’autres termes, il sert à déterminer la moyenne, sur grand nombre de réalisations, d’une
expérience donnée.
L’hypothèse d’ergodicité permet de dire que :

– pour un écoulement statistiquement stationnaire, la moyenne d’ensemble équivaut à une
moyenne temporelle :

A(x, y, z, t) = A(x, y, z) = lim
T→∞

(
1

T

∫ T

0
A(x, y, z, t) dt

)
(I.13)

– pour un écoulement statistiquement homogène dans une direction xh, la moyenne d’en-
semble équivaut à une moyenne spatiale dans cette direction :

A(xh,xinh, t) = A(xinh, t) = lim
L→∞

(
1

L

∫ L

0
A(x, y, z, t) dt

)
(I.14)

En pratique, la plupart des écoulements sont statistiquement stationnaires (canal, sillage, jet,
couche de mélange, colline...)



2 Modèles à loi de comportement 9

1.5 Critique de l’approche statistique

Les outils exposés ci-dessus permettent de construire des modèles de turbulence ayant vo-
cation à résoudre les grandeurs moyennes d’un écoulement (principalement la vitesse et la
pression).
Une telle démarche s’appuye sur une vision stochastique de la turbulence, justifiée par le ca-
ractère chaotique du phénomène. Pourtant, on peut raisonnablement considérer que l’équation
de Navier-Stokes est de nature déterministe 1. Par conséquent, s’intéresser aux statistiques de
la turbulence dans son ensemble, est à la fois trop facile et trop ambitieux :

– trop facile dans la mesure où le problème de la séparation des échelles 2 est simplement
éludé ; on résout l’écoulement moyen, et l’effet de l’ensemble de la turbulence est pris en
compte au travers de ses statistiques,

– trop ambitieux parce que les structures à grande échelle ont un comportement très
dépendant du type d’écoulement considéré, contrairement aux petits tourbillons ; un
modèle de turbulence englobant toutes les structures, ne peut donc se concevoir que
difficilement.

L’adoption de l’approche statistique trouve peut-être une explication historique : à l’heure où
Reynolds et Boussinesq se penchèrent sur la question, la théorie du chaos n’en était qu’à ses
balbutiements, avec les travaux d’Henri Poincaré sur le problème à N corps et la sensibilité
aux conditions initiales [Poi84].
Il n’est néanmoins pas question de fustiger ici la modélisation statistique, qui a quand même
rencontré de nombreux succès, et a engendré pléthore de modèles présentant divers degrés de
complexité.

2 Modèles à loi de comportement

L’idée fondamentale de Boussinesq est que la turbulence est intimement liée à la déformation
du champ de vitesses. En mécanique des milieux continus, une relation entre la contrainte et
la déformation est ce qu’on appelle une loi de comportement.
Boussinesq proposa une loi de comportement linéaire, introduisant une viscosité turbulente,
directement inspirée des lois de comportements newtoniennes pour les fluides visqueux. L’ex-
pression générale de ce genre de modèle, s’écrit :

ρuiuj = −2µtSij +
2

3
ρkδij (I.15)

La théorie des bases d’intégrité [Spe71], [Pop75] permet de relier les contraintes turbulentes
aux puissances des tenseurs de déformation S et taux de rotation W. Ainsi, si on adimensionne
par une échelle de longueur ℓ et une échelle de temps τ , cette théorie donne la relation suivante

1. L’unicité de la solution de l’équation de Navier-Stokes fait débat [Fri95].
2. au sein du spectre turbulent
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entre les tenseurs adimensionnés R∗, S∗, W∗ :

R∗ = g0I+ g1S
∗ + g2(S

∗W∗ −W∗S∗) + g3

(
S∗2 − 1

3
{S∗2}I

)
+

g4

(
W∗2 − 1

3
{W∗2}I

)
+ g5(W

∗S∗2 − S∗2W∗)+

g6

(
W∗2S∗ − S∗W∗2 − 2

3
{S∗W∗2}I

)
+ g7(W

∗S∗W∗2 −W∗2S∗W∗)

g8(S
∗W∗S∗2 − S∗2W∗S∗) + g9

(
W∗2S∗2 + S∗2W∗2 − 2

3
{S∗2W∗2}I

)
+

g10(W
∗S∗2W∗2 −W∗2S∗2W∗)

(I.16)

avec les hypothèses suivantes :

– instantanéité
– localité
– quasi-homogénéité

On rappelle les définitions de ces trois tenseurs :

R∗
ij =

Rij
ℓ2τ−2

=
uiuj
ℓ2τ−2

(I.17)

S∗
ij = τSij =

τ

2

(
∂Ui
∂xj

+
∂Uj
∂xi

)
(I.18)

W ∗
ij = τWij =

τ

2

(
∂Ui
∂xj

− ∂Uj
∂xi

)
(I.19)

Les coefficients gi sont des fonctions des invariants formés à partir des tenseurs S∗ et W∗. On
notera qu’aucune puissance supérieure à 2 des tenseurs S∗ et W∗ n’apparâıt dans (I.16). Cela
est permis par le théorème de Cayley-Hamilton.
En comparant (I.15) et (I.16), on voit que la première est une troncature linéaire de la seconde.
De ce point de vue, g1 constitue une viscosité turbulente adimensionnée.

2.1 Lois de comportement non-linéaires

Pour un écoulement statistiquement bidimensionnel, les quatre premiers termes de (I.16)
forment une base d’intégrité. On peut également les utiliser en écoulement tridimensionnel, en
tant que modèles simplifiés.
Les travaux de Craft, Launder et Suga [CLS95] ont montré qu’il était nécessaire d’adopter une
loi de comportement cubique pour reproduire les effets de courbure (sensibilité des contraintes
turbulentes à la courbure des lignes de courant). Cela revient, dans (I.16), à annuler les coef-
ficients g7 à g10.

2.2 Lois de comportement linéaires

Le raisonnement précédent souligne toute la complexité de l’établissement d’une loi de
comportement pour les contraintes turbulentes. En effet, outre le formalisme sophistiqué de la
base d’intégrité, il convient de souligner que ladite loi de comportement est construite sur des
hypothèses fortes :

– instantanéité : pas d’effet mémoire,
– localité : la turbulence n’est influencée que par son voisinage immédiat,
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– hypothèse des milieux matériellement simples : seules les dérivées premières sont prises
en compte.

Si de plus, on se cantonne à une loi de comportement linéaire, le champ d’application, voire la
pertinence, d’une telle loi, sont considérablement réduits.
C’est néanmoins cette voie, la plus simple, qui fut historiquement la première explorée.

2.2.1 Modèles algébriques

Ces modèles sont aussi appelésmodèles à zéro équation car ils ne requièrent pas la résolution
d’équations de transport autres que les vitesses. Au lieu de cela, ces modèles consistent en la
prescription d’une viscosité turbulente.
Le modèle de longueur de mélange de Prandtl se présente sous la forme suivante :

νt = l2
∣∣∣∣
∂U

∂y

∣∣∣∣ (I.20)

où l est la longueur de mélange, donnée, par exemple en canal, par la relation :

l = min(κy; 0.1h) (I.21)

Ce modèle, d’abord amélioré par Van Driest en proche paroi 3 [VD56], fut repris par Cebeci
et Smith [CS74] sous la forme d’un modèle à deux couches, pour des écoulements de couche
limite :

νt = min

(
l2
∣∣∣∣
∂U

∂y

∣∣∣∣ ; 0.0168
[
1 + 5.5

(y
δ

)6]−1

δ∗Ue

)
(I.22)

Ce modèle fut quelque peu amélioré par Baldwin et Lomax [BL78].

2.2.2 Modèles à deux équations de transport

Une autre approche consiste à résoudre des équations de transport pour les échelles de
longueur et de temps ℓ et τ qui servent à adimensionner (I.16).
Historiquement, le premier modèle de ce type fut le k−ω de Kolmogorov, donnant la viscosité
turbulente, avec k ∼ ℓ2τ−2 et ω ∼ τ−1

νt = Cµ

√
k

ω
(I.23)

En marge du couple k−ω, il est possible d’utiliser un autre couple d’échelles, tant qu’il existe
un couple de puissances de ces échelles, telles que leur produit soit dimensionnellement ho-
mogène avec une viscosité. L’énergie cinétique turbulente k apparâıt cependant comme un
premier choix naturel, dans la mesure où son équation de transport s’obtient en manipulant
(I.1) et (I.12) 4.

Le modèle k − ε Dans cette équation de transport, apparâıt le taux de dissipation ε, qu’il
est assez tentant de choisir comme seconde échelle.
Le modèle k − ε standard de Launder et Spalding [LS74] est présenté ci-après. L’équation-
modèle 5 de transport de k est :

∂k

∂t
+ Uj

∂k

∂xj
= P − ε+

∂

∂xj

[(
ν +

νt
σk

)
∂k

∂xj

]
(I.24)

3. La problématique de proche paroi est volontairement éludée ici. Elle sera abordée plus loin
4. Plus de détails dans la section 3
5. Sa forme exacte est donnée par l’équation (I.37)
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L’équation de transport exacte d’ε est trop complexe pour être exploitée dans le cadre d’un
modèle simple. C’est pour cette raison que des auteurs comme Harlow et Nakayama (1968)
[HN68] et Hanjalić (1970) [Han70] ont proposé une équation simplifiée, faisant l’hypothèse que
la structure de cette équation est similaire à celle de k : convection - source - puits - diffusions
visqueuse et turbulente :

∂ε

∂t
+ Uk

∂ε

∂xk
= Cε1

Pε

k
− Cε2

ε2

k
+

∂

∂xk

[(
ν +

νt
σε

)
∂ε

∂xk

]
(I.25)

Le terme de production P vaut, dans cette approche :

P = 2νtSijSij (I.26)

où la viscosité turbulente est déterminée par k et ε :

νt = Cµ
k2

ε
(I.27)

Les constantes du modèle sont déterminées expérimentalement et analytiquement (voir par
exemple [Pop00]) :

Cµ = 0.09 ; Cε1 = 1.44 ; Cε2 = 1.92 ; σk = 1 ; σε = 1.3

Ainsi, le système est fermé, et l’on obtient l’ensemble des contraintes turbulentes :

uiuj = −2νtSij +
2

3
kδij (I.28)

Le modèle k−ω Reprenant l’idée initiale de Kolmogorov, Wilcox [Wil88] proposa un modèle
utilisant l’échelle caractéristique de fréquence ω. Le jeu d’équations de transport est le suivant :

∂k

∂t
+ Uk

∂k

∂xk
= P − β′kω +

∂

∂xk

[(
ν +

νt
σk

)
∂k

∂xk

]
(I.29)

∂ω

∂t
+ Uk

∂ω

∂xk
= Cω1

Pω

k
− Cω2ω

2 +
∂

∂xk

[(
ν +

νt
σε

)
∂ω

∂xk

]
(I.30)

avec les constantes :

β′ = 0.09 ; Cω1 = 5/9 ; Cω2 = 3/40 ; σk = 2 ; σω = 2

Dans cette approche, la viscosité turbulente s’obtient par :

νt =
k

ω
(I.31)

Modèle à une équation de transport : Spalart-Allmaras Une autre piste, originale,
déjà explorée antérieurement [NK69], [BB90] est de résoudre une seule équation de transport,
pour la viscosité turbulente. C’est le modèle de Spalart & Allmaras [SA92].

∂ν̃

∂t
+ Uk

∂ν̃

∂xk
= cb1S̃ν̃ − cw1fw

(
ν̃

d

)2

+
1

σ

∂

∂xk

[
(ν + ν̃)

∂ν̃

∂xk

]
+
cb2
σ

∂ν̃

∂xk

∂ν̃

∂xk
(I.32)

νt = ν̃fv1 (I.33)

Ce modèle présente un certain degré de sophistication, à travers ses coefficients, qui ne sont pas
de simples constantes. Le lecteur intéressé peut se référer à l’article original, ou aux nombreux
ouvrages qui l’évoquent, par exemple [Pop00].
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2.2.3 Critique des modèles au premier ordre

Globalement, les modèles à loi de comportement (modèles au premier ordre), linéaires ou
non, présentent le discutable avantage de requérir la résolution de peu d’équations de transport
(deux échelles maximum). Ils présentent néanmoins quelques faiblesses.
Tout d’abord, ils sont construits en faisant des hypothèses fortes, dont par exemple celle d’
instantanéité, ce qui exclut la prise en compte de l’histoire de la turbulence. Ces hypothèses
légitiment la construction d’une relation algébrique R∗(x, t) = f(S∗(x, t),W∗(x, t)) au moyen
des bases d’intégrité.

Modèles linéaires Le principal reproche qu’on pourrait faire aux modèles EVM linéaires,
est qu’ils supposent que le tenseur d’anisotropie 6

aij =
uiuj
k

− 2

3
kδij (I.34)

est aligné avec le tenseur de déformations, ce qui entrâınerait que les vecteurs propres de ces
deux tenseurs seraient colinéaires, et que leurs valeurs propres seraient proportionnelles. En
effet, une autre façon d’écrire (I.15) est :

ρaij = −µt
k
Sij (I.35)

ce qui est rarement le cas. On citera par exemple les cas d’une turbulence de grille avec ci-
saillement constant, ou d’une couche limite turbulente [Cha00].
En outre, l’utilisation d’une relation telle que (I.26) sous-entend que la production d’énergie
cinétique turbulente est toujours positive. Cela conduit par exemple à l’anomalie aux points
d’arrêt, ce qui entrâıne une surestimation de l’énergie cinétique turbulente dans les couches
limites en aval des points d’arrêt 7.

Modèle k − ε Il s’avère peu efficace pour des écoulements complexes, notamment tridi-
mensionnels. En outre, il est insensible aux courbures de lignes de courant et à une rotation
d’ensemble du référentiel considéré. Enfin, le fait qu’il utilise l’échelle de dissipation ε entrâıne
un mauvais traitement des gradients de pression adverses, ce qui implique une prédiction er-
ronée des points de décollement.

Modèle k − ω Bien qu’il soit plus performant que son concurrent k − ε en situation de
gradient de pression adverse, il est trop sensible à la turbulence externe à la couche limite. Par
conséquent, il est inapplicable en aérodynamique externe.
Il est peu appliqué en l’état, mais est souvent utilisé en association au k − ε (k − ω en proche
paroi, k − ε ailleurs) moyennant des fonctions d’hybridation. L’exemple le plus célèbre de ce
type d’approche est le modèle SST de Menter [Men94].

Modèle de Spalart et Allmaras Sa simplicité (une seule équation de transport est
résolue pour obtenir la viscosité turbulente) fait qu’il a un champ d’application extrêmement
ciblé : l’aéronautique.

6. Il y a deux écoles de définition du tenseur d’anisotropie. Ainsi, certains utilisent le tenseur bij = aij/2
7. Plusieurs auteurs ont toutefois proposé des modèles pour la production turbulente, permettant de corriger

ces anomalies ; par exemple [KL93], [Dur96].
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Modèles non-linéaires Ces modèles sont les fruits de lois de comportement plus précises
que les modèles linéaires. A ce titre, ils peuvent prendre en compte des effets plus subtils,
qui échappent à une loi de comportement linéaire : production négative, effets de rotation,
génération de tourbillons secondaires.
Leurs inconvénients résident dans leur manque de robustesse numérique, défaut inhérent à
leur nature non-linéaire. De plus, leur calibration constitue un exercice délicat : il n’est pas
aisé de déterminer les coefficients de la loi de comportement, à partir d’écoulements simples,
encore à cause de la non-linéarité 8. Enfin, s’ils peuvent donner des résultats honorables sur une
large gamme d’écoulements, ils demeurent capables d’avoir un comportement aberrant dans
certaines situations bien précises (type d’écoulement, zone).

3 Modèles au second ordre

Un moyen d’abaisser le degré d’empirisme par rapport aux modèles à loi de comportement,
linéaires ou non, est de résoudre des équations de transport pour l’ensemble des contraintes de
Reynolds uiuj . Cela s’obtient en manipulant les équations de Navier-Stokes instantanée (I.1)
et moyennée (I.12) :

∂uiuj
∂t

+ Uk
∂uiuj
∂xk︸ ︷︷ ︸
Cij

= ν
∂2uiuj
∂xk∂xk︸ ︷︷ ︸
Dν

ij

−∂uiujuk
∂xk︸ ︷︷ ︸
Tij

−1

ρ
ui
∂p

∂xj
− 1

ρ
uj
∂p

∂xi︸ ︷︷ ︸
φ∗ij

− uiuk
∂Uj
∂xk

− ujuk
∂Ui
∂xk︸ ︷︷ ︸

Pij

− 2ν
∂ui
∂xk

∂uj
∂xk︸ ︷︷ ︸

εij

(I.36)

La différence fondamentale entre les modèles du second ordre, et ceux du premier ordre, se situe
au niveau du terme de production Pij . En effet, au premier ordre, on le modélise à partir de la
loi de comportement choisie, tandis qu’au second ordre, il apparâıt explicitement, et l’on voit
qu’il représente une corrélation entre le champ de vitesse moyen et les tensions de Reynolds,
donc pas de nouvelles inconnues. C’est aussi le cas du terme de diffusion moléculaire Dν

ij .
Par contre, tous les autres termes constituent des corrélations inconnues, qui nécessitent donc
d’être modélisées.

3.1 Équation de transport de k

La demi-trace de (I.36) permet d’obtenir l’équation de transport de l’énergie cinétique
turbulente k :

∂k

∂t
+ Uj

∂k

∂xj︸ ︷︷ ︸
C

= −uiul
∂Ui
∂xl︸ ︷︷ ︸

P

−1

2

∂uiuiul
∂xl︸ ︷︷ ︸
T

−1

ρ

∂ulp

∂xl︸ ︷︷ ︸
Dp

+ ν
∂2k

∂xl∂xl︸ ︷︷ ︸
Dν

− ν
∂ui
∂xl

∂ui
∂xl︸ ︷︷ ︸

ε

(I.37)

La corrélation triple T et la diffusion par la pression Dp sont habituellement modélisées en-
semble ; elles forment la diffusion turbulente DT modélisée comme suit :

DT = T +Dp =
∂

∂xj

(
νt
σk

∂k

∂xj

)
(I.38)

8. Néanmoins, la méthode algébrique explicite (EASM) permet de déduire ces coefficients à partir de modèles
au second ordre.
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On obtient alors directement la forme modélisée de l’équation de transport de k (l’équation
(I.24)).

3.2 Termes inconnus de l’équation de transport des contraintes turbulentes

Il serait tentant d’essayer d’écrire des équations de transport pour ces termes, mais de
nouvelles corrélations, de plus en plus complexes, apparâıtraient.

3.2.1 Dissipation

Le tenseur nommé εij dans (I.36) est le tenseur de dissipation. Il représente la dissipation
d’énergie cinétique turbulente par la viscosité. Sa modélisation s’effectue au travers de sa demi-
trace ε = 1

2εkk pour laquelle on résout une équation de transport calquée sur celle de k pour
obtenir (I.25).
Les composantes du tenseur de dissipation s’obtiennent ensuite par une relation algébrique,
qui est, dans le cas localement isotrope :

εij =
2

3
εδij (I.39)

3.2.2 Terme de pression

Le terme de pression, ou encore de corrélation vitesse - gradient de pression a une fonction
à la fois diffusive et redistributive. En effet, on peut le décomposer ainsi :

φ∗ij = −1

ρ

∂

∂xk
(uipδjk + ujpδik)

︸ ︷︷ ︸
Dp

ij

+
1

ρ
p

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

︸ ︷︷ ︸
φij

(I.40)

Dp
ij est appelé terme de diffusion par la pression, en raison du fait qu’il se présente sous la

forme d’une divergence. Aussi, on l’associe souvent aux corrélations triples afin de les modéliser
ensemble (cf. la section 3.2.3).
Pour sa part, φij constitue la corrélation pression - déformation, ou terme de redistribution. Sa
trace est nulle ; c’est pour cette raison que seul le terme de diffusion par la pression apparâıt
dans l’équation de transport de k (I.37).
Il est important de noter que la décomposition (I.40) n’est pas unique, comme l’a noté Lumley
[Lum75]. Ce dernier propose la décomposition suivante, en parties sphérique et déviatorique :

φ∗ij = −1

ρ

(
ui
∂p

∂xj
+ uj

∂p

∂xi

)
+

2

3ρ

∂

∂xk
ukpδij

︸ ︷︷ ︸
dev(φ∗ij)

− 2

3ρ

∂

∂xk
ukpδij

︸ ︷︷ ︸
Dp′

ij

(I.41)

avec par définition :

dev(φ∗ij) = φ∗ij −
1

3
φ∗kkδij (I.42)

On voit que dev(φ∗ij) est de trace nulle ; c’est un terme de nature redistributive, à l’instar de

φij . De même, Dp′

ij est aussi un terme de diffusion.
La non-unicité ainsi démontrée de la décomposition de φ∗ij plaide en défaveur d’une modélisation
séparée, en parties diffusive et redistributive.
Chou [Cho45] montra que, loin de toute paroi, la pression fluctuante est solution d’une équation
de Poisson :

∇2p = −2ρ
∂uk
∂xl

∂Ul
∂xk

− ρ
∂2(ukul − ukul)

∂xk∂xl
(I.43)
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En l’absence de paroi, la solution de cette équation s’écrit :

p(x) =

∫

R3

[
−2ρ

∂uk
∂xl

(x′)
∂Ul
∂xk

(x′)− ρ
∂2(ukul − ukul)

∂xk∂xl
(x′)

]
dV (x′)

4π||x′ − x|| (I.44)

Cette expression illustre le caractère non-local de la turbulence. En effet, la pression fluctuante
dépend des vitesses moyenne et fluctuante sur l’ensemble du domaine considéré.
Le terme de redistribution φij peut s’écrire :

φij =
1

ρ
p(x)

[
∂ui
∂xj

(x) +
∂uj
∂xi

(x)

]

=

∫

R3

∂2ukul
∂xk∂xl

(x′)

[
∂ui
∂xj

(x) +
∂uj
∂xi

(x)

]
dV (x′)

4π||x′ − x||︸ ︷︷ ︸
φsij

+

∫

R3

2
∂Ul
∂xk

(x′)
∂uk
∂xl

(x′)

[
∂ui
∂xj

(x) +
∂uj
∂xi

(x)

]
dV (x′)

4π||x′ − x||︸ ︷︷ ︸
φrij

(I.45)

La partie φsij est ce qu’on appelle le terme lent. En effet, il n’est pas lié au champ de vitesse
moyen. Une variation de ce dernier n’aura donc pas de conséquence directe sur le terme lent.
A contrario, φrij dépend du gradient de vitesse moyenne ; l’influence d’un changement de ce
dernier sera directement ressentie par φrij , qu’on appelle le terme rapide.
Partant de ces expressions, on peut développer un modèle pour ces deux termes, posant dans
un premier temps, à des fins uniquement heuristiques, les hypothèses suivantes :

– quasi-homogénéité : les gradients de vitesse moyenne varient faiblement, en comparaison
aux corrélations en deux 2 points,

– localité : il est possible d’exprimer les intégrales composant (I.45) en un seul point.

Modélisation du terme lent En 1951, Rotta, dans le cadre de ses travaux sur le retour à
l’isotropie d’une turbulence initialement anisotrope [Rot51], proposa le modèle suivant :

φsij = −C1εaij (I.46)

Le coefficient C1 est calibré pour reproduire correctement le retour à l’isotropie, et vaut 1.8
[Lau96].

Modélisation du terme rapide La théorie de la distorsion rapide [Cro68] inspira à Naot,
Shavit et Wolfshtein [NSW73] le modèle IP (Isotropization of Production) pour le terme rapide :

φrij = −C2(Pij −
2

3
Pδij) (I.47)

en supposant que la pression rapide φrij s’oppose à la tendance qu’a la production à accrôıtre
l’anistropie du tenseur de Reynolds. Pour C2, la valeur de 0.6 est consistante avec la théorie
de la distorsion rapide.

Généralités sur la modélisation du terme de pression Les modèles génériques simples
ci-dessus sont présentés par souci de clarté de l’exposé, afin de mettre l’accent sur les idées
de base qui ont amené la construction de ces modèles. Ces derniers ont, depuis, gagné en
sophistication.
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Il est possible, à l’instar de la loi de comportement pour les contraintes turbulentes (I.16), de
déterminer une base d’intégrité pour les deux termes de pression.
La forme générale pour le terme lent est alors :

φs = g1εb+ g2ε

(
b2 − {b2}

3
I

)
(I.48)

et celle pour le terme rapide :

φr = h1kS+ h2k

(
bS+ Sb− 2

3
{bS}I

)
+ h3k

(
b2S+ S2b− 2

3
{b2S}I

)

+ h4k(bW +Wb) + h5k(b
2W +Wb2)

(I.49)

Les coefficients gi et hi sont des fonctions des invariants principaux des tenseurs formant les
bases d’intégrité.

Le modèle SSG En cherchant des solutions d’équilibre pour une turbulence homogène
soumise à des déformations planes, Sarkar, Speziale et Gatski [SSG91] ont montré que celles-ci,
données par la formulation suivante (pour le terme rapide) :

φr = −C∗
1Pb+

(
C3 − C∗

3

√
{b2}

)
kS+C4k

(
bS+ Sb− 2

3
{bS}I

)
+C5k (bW +Wb) (I.50)

sont équivalentes à la relation (I.49).
Pour un modèle complet du terme de pression, ils associent le terme rapide défini par (I.50) à
l’expression suivante pour le terme lent :

φs = −C1εb+ C2ε

(
b2 − 1

3
{b2}I

)
(I.51)

Les constantes du modèle sont les suivantes 9 :

C1 C∗
1 C2 C3 C∗

3 C4 C5

3.4 1.8 4.2 0.8 1.3 1.25 0.4

Table I.1 – Constantes du modèle SSG

3.2.3 Corrélations triples

Le terme Tij de l’équation (I.36) nécessite lui aussi d’être modélisé. Il se présente sous la
forme d’un gradient de corrélations triples de vitesses fluctuantes :

Tij = −∂uiujuk
∂xk

(I.52)

Il est supposé traduire l’agitation de la turbulence sur/par elle-même. C’est pourquoi on le
modélise à l’aide d’une hypothèse de gradient :

Tij = − ∂

∂xk

(
CS

k

ε
ukul

∂uiuj
∂xl

)
(I.53)

9. Il est courant de supprimer la non-linéarité du terme lent, en annulant C2.
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Cette équation constitue le célèbre modèle de Daly et Harlow [DH70], le plus souvent uti-
lisé, même s’il n’est symétrique par rapport aux indices i, j, k. Mais il est considéré comme
satisfaisant, et constitue un compromis honorable entre le modèle de Shir [Shi73] :

Tij = − ∂

∂xk

(
CS

k2

ε

∂uiuj
∂xk

)
(I.54)

qui, en plus de ne pas satisfaire la permutation des indices évoquée plus haut, présente une
forme trop isotrope, et le modèle de Hanjalić et Launder [HL72] :

uiujuk = −CS
k

ε

(
uiul

∂ujuk
∂xl

+ ujul
∂uiuk
∂xl

+ ukul
∂uiuj
∂xl

)
(I.55)

qui pour sa part est à la fois anisotrope et respectueux de la permutation des indices, mais est
plus ”lourd” que le modèle de Daly et Harlow.
On notera que les modèles cités plus haut sont inspirés de l’équation exacte des corrélations
triples uiujuk (moyennant quelques hypothèses simplificatrices, ainsi que des mesures expérimentales.
En ce qui concerne le coefficient CS apparaissant dans ces divers modèles, on utilise classique-
ment la valeur de 0.22 pour le modèle de Daly et Harlow.

4 Physique de proche paroi

Les écoulements dont la configuration fait intervenir une ou plusieurs parois sont nombreux
et complexes. On peut les classer en deux catégories :

– les écoulements internes ; canal, conduite...
– les écoulements externes ; autour d’un cylindre, d’un profil d’aile...

Intuitivement, on comprend que la présence de parois dans un écoulement introduit une in-
homogénéité dans les statistiques de celui-ci. En outre, les effets de la paroi peuvent se faire
sentir jusqu’à une distance non-négligeable, à l’intérieur de l’écoulement.
La conséquence fondamentale de la présence d’une paroi, est qu’au contact de celle-ci, le fluide
considéré obéit à la condition d’adhérence 10 :

U∗ = 0 (I.56)

Il apparâıt de ce fait un domaine de transition entre l’écoulement loin de la paroi, et la zone
proche de celle-ci, où la quantité de mouvement des particules fluides varie continûment entre
ces deux limites, en raison de la viscosité du fluide. Ce domaine est appelé couche limite.

4.1 Effets et phénoménologie

4.1.1 Effets visqueux

La présence d’une paroi permet à la viscosité moléculaire du fluide de jouer son rôle : la
diffusion de la quantité de mouvement, tant au niveau moyen qu’au niveau fluctuant.

Cisaillement moyen Le gradient de vitesse longitudinale par rapport à la direction normale
à la paroi ∂U/∂y, prend ses valeurs les plus fortes au sein de la couche limite. Ce cisaillement
permet la production d’énergie turbulente. L’écoulement est donc très inhomogène dans la
direction normale à la paroi, et des phénomènes de transport apparaissent.

10. pour une paroi immobile et imperméable
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Amortissement visqueux La condition d’adhérence s’applique aussi aux vitesses fluc-
tuantes. Ainsi, à l’approche d’une paroi, l’énergie cinétique turbulente est dissipée en chaleur.
Ceci met en défaut les modèles de turbulence conçus en faisant des hypothèses de quasi-
homogénéité et ne faisant pas intervenir la viscosité moléculaire du fluide 11. Il en résulte que
la viscosité turbulente issue de ce genre de modèle est surestimée, et nécessite la prise en compte
de cet amortissement.

Effet bas-Reynolds A nombre de Reynolds turbulent ReT = k2/(νε) suffisamment grand,
les gros tourbillons, qui contiennent le plus d’énergie, et les petites structures, siège de la
dissipation, sont séparés de plusieurs ordres de grandeur. Cette séparation permet de considérer
que les grosses structures sont décorrélées des petites, et donc ne sont pas influencées par la
viscosité moléculaire, et que les petits tourbillons sont proches de l’isotropie [Kol41b]. Lorsque
ReT décrôıt, cette séparation se réduit, et les tourbillons extrêmes se recouvrent mutuellement :
les gros ressentent la viscosité, et les petits perdent leur caractère isotrope.

4.1.2 Effets inviscides

En marge des effets dus à la viscosité moléculaire du fluide, la présence d’une paroi génère
également des effets purement cinématiques.

Echo de paroi Il s’agit de la réflexion de la pression fluctuante sur la paroi, ce qui tend à
augmenter la redistribution. On peut montrer que la pression fluctuante obéit à l’équation de
Poisson (I.43). A la paroi, Navier-Stokes impose :

(
∂p

∂y

)

y=0

= µ

(
∂2v

∂y2

)

y=0

(I.57)

Si l’on néglige la pression de Stokes [Pop00], on aboutit à la condition aux limites :

(
∂p

∂y

)

y=0

= 0 (I.58)

permettant d’obtenir la solution de l’équation ((I.43)) dans un domaine Ω borné par une plaque
plane infinie située en y = 0 :

p(x) = −
∫

Ω
∇2p(x′)

(
1

4π||x′ − x|| +
1

4π||x′ι − x||

)
dx′ (I.59)

où x′ι désigne le point image de x′ par symétrie par rapport à la paroi. La pression se comporte
donc comme si elle était influencée par l’écoulement image par symétrie pariétale et l’expression
ci-dessus traduit la non-localité de la pression, ce qui influe sur le terme de redistribution φ∗ij .

Effet de blocage Il est la conséquence de l’incompressibilité du champ de vitesses fluc-
tuantes. La condition d’adhérence implique que u et w sont nulles à la paroi, et de façon
équivalente, u = O(y) et w = O(y) au voisinage de celle-ci. De plus, le vecteur vitesse fluc-
tuante étant un champ solénöıdal 12, on obtient que ∂v/∂y = 0 à la paroi, c’est-à-dire v = O(y2)
au voisinage pariétal.
On voit donc que l’écart-type v subit un amortissement plus fort que les deux autres com-
posantes de la vitesse fluctuante près de la paroi, où la turbulence atteint un état limite

11. On parle de modèles haut-Reynolds car loin d’une paroi, la viscosité du fluide ne joue pas de rôle majeur.
12. c’est-à-dire de divergence nulle
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à deux composantes ; l’énergie est redistribuée de v2 vers u2 et w2. Ceci est illustré par
l’expérimentation [AJL97] et la DNS [PM93]. Par ailleurs, l’introduction d’une paroi à un
instant donné dans la DNS montre que l’effet de blocage observé est quasi-immédiat, contrai-
rement à l’amortissement visqueux agissant par la suite. C’est essentiellement imputable à la
pression, ce qui rend cet effet non-local.
Dans la modélisation statistique, l’effet de blocage ne peut être reproduit en imposant explicite-
ment la condition d’incompressibilité, car ce ne sont pas les vitesses fluctuantes que l’on résout.

Il est intéressant de comparer les zones d’influence des divers effets cités ci-dessus :

– Les effets visqueux se font sentir au plus près de la paroi, dans ce que l’on appelle la
sous-couche visqueuse.

– Les effets inviscides règnent essentiellement au sein de la zone logarithmique.

Les termes de sous-couche visqueuse et zone logarithmique seront explicités à la section 4.2.

4.1.3 Phénoménologie

Structures cohérentes Il est aujourd’hui admis que des éléments d’organisation existent au
sein de l’agitation turbulente. Néanmoins, il n’existe pas de consensus autour d’une définition
précise et objective de ces structures, dites cohérentes. On peut confronter deux des plus
célèbres définitions :

– celle d’Hussain [Hus83] : ”Une structure cohérente est une masse de fluide turbulente,
connexe et à grande échelle, et dont la vorticité évolue en corrélation de phase sur l’en-
semble de son étendue spatiale.”

– celle de Lumley [Lum81], qui assimile la structure cohérente à une combinaison de modes
propres les plus énergétiques de la décomposition POD 13.

Ces deux définitions sont empreintes de subjectivité, même si celle de Lumley avance un critère
quantitatif. On notera qu’en pratique, la mise en évidence de telles structures requiert des
moyennes conditionnelles, soumises à la subjectivité de l’expérimentateur [Aub98].

Le processus d’explosion (burst) Au sein d’écoulements pariétaux, ces structures cohérentes
prennent par exemple la forme de streaks (stries, en français), mises en évidence expérimentalement
[KRSR67] et numériquement [Kim85], [Kim83], [KM86], [MK85]. Ces streaks évoluent près de
la paroi (y+ < 40) et présentent un fort allongement dans la direction de l’écoulement. La
distance intermédiaire entre ces structures varie de 80 à 120 unités pariétales, quel que soit
le nombre de Reynolds, et leur longueur peut avoisiner 1000 [KS87],[KRSR67]. Ces structures
correspondent à des zones de basse vitesse, en comparaison à la vitesse longitudinale moyenne
avoisinante, tandis qu’entre elles on trouve des zones de haute vélocité.
Un streak tend à s’éloigner lentement de la paroi, avant de se destabiliser (typiquement autour
de y+ ≈ 10) puis de s’éloigner plus rapidement de la région pariétale (u < 0, v > 0). On appelle
ce phénomène éjection. Aux streaks à basse vitesse, sont associés des tourbillons en épingle à
cheveux 14, dont les ”jambes” sont des tourbillons contra-rotatifs disposés de part et d’autre
des streaks. L’extension longitudinale de ces tourbillons est bien inférieure à celle des streaks,
et ils présentent une inclinaison de 45˚par rapport à la paroi [MK85], [KM86]. Leur tête est
pincée à la base, et quasi-circulaire, prenant une forme en Ω (ou en fer à cheval) pour de faibles
nombres de Reynolds ou en épingle à cheveux à Reynolds plus grand [HB81].
Un autre processus important est le sweep (balayage), que Corino et Brodkey [CB69] ont

13. Proper Orthogonal Decomposition
14. en anglais ; hairpin vortices
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identifié, par des zones à haute vitesse (u > 0) où le fluide se dirige vers la paroi (v < 0). L’en-
semble des phénomènes décrits ci-dessus (formation et évolution des streaks et des tourbillons
en épingle à cheveux, sweep, éjection) forme un processus appelé burst (explosion). Selon cer-
tains auteurs, ce sont les sweeps qui déclenchent le processus d’explosion. Les phénomènes de
sweep et d’éjection jouent un rôle important dans la production turbulente [WEB72], [WL72].

4.2 Comportement universel

Un développement analytique intéressant pour les écoulements pariétaux a été proposé par
von Kármán [vK30] et Millikan [Mil38]. Sous les hypothèses suivantes :

– On se place à très haut nombre de Reynolds
– On considère l’écoulement le long d’une plaque plane
– Pas de gradient de pression (favorable ou adverse)

il est possible d’obtenir un jeu de lois universelles. Une revue détaillée de ce développement
est donnée dans le livre de Pope [Pop00].
Dans un canal de hauteur 2h, l’application de Navier-Stokes permet de déterminer que la
contrainte totale τtot, somme des contraintes de cisaillement visqueux τν et turbulent τT , varie
linéairement en fonction de la distance y à la paroi :

−uv︸︷︷︸
τT /ρ

+ ν
∂U

∂y︸ ︷︷ ︸
τν/ρ

= u2τ

(
1− y

h

)
(I.60)

où uτ est la vitesse de frottement définie en fonction de la contrainte pariétale τw :

uτ =

√
τw
ρ

(I.61)

avec :

τw = µ

(
∂U

∂y

)

y=0

(I.62)

On introduit le nombre de Reynolds de frottement Reτ :

Reτ =
huτ
ν

(I.63)

Sachant que l’écoulement considéré est entièrement déterminé par y et les trois paramètres que
sont la viscosité cinématique ν, la demi-hauteur du canal h et la vitesse de frottement uτ , il y
a deux écritures possibles pour (I.60) :

– en introduisant η = y/h :

−uv
u2τ

= 1− η (I.64)

– en introduisant y+ = yuτ/ν :

−uv
u2τ

+
∂(U/uτ )

∂y+
= 1 (I.65)

Ces deux relations ont des domaines de validité différents : (I.64) là où l’écoulement n’est pas
influencé par la viscosité (y+ >> 1), c’est-à-dire la zone centrale et (I.65) dans la zone de paroi
(η << 1).
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4.2.1 Zone de paroi

La relation (I.65) lie U, y, uτ et ν. En très proche paroi, la contrainte visqueuse est prépondérante
par rapport à son homologue turbulente, ce qui aboutit à :

∂U+

∂y+
=
∂Fw
∂y+

= 1 (I.66)

Soit, en intégrant depuis la paroi :
U+ = y+ (I.67)

La région de validité de (I.67) est appelée sous-couche visqueuse.

4.2.2 Zone centrale

Ici, (I.64) suggère que l’écoulement est indépendant de la viscosité. Le gradient de vitesse
est donc une fonction de η :

∂U+

∂η
=
∂Fm
∂η

(I.68)

qui aboutit, si l’on intègre cette relation depuis le centre du canal (d’où l’indice m, comme
”middle”), à la loi dite de défaut de vitesse :

U+ − U+
m = Fm(η) (I.69)

Fm(η) est une fonction inconnue a priori.

4.2.3 Zone logarithmique

Il existe une zone où l’on a simultanément y+ très grand et η très petit 15, d’où :

y+
∂Fw
∂y+

= η
∂Fm
∂η

=
1

κ
(I.70)

En effet, le membre de gauche ne dépend que de y+ et le membre de droite que de η. Ils sont
donc constants. κ ≃ 0.41 est la constante de von Kármán. On en déduit la loi logarithmique :

U+ =
1

κ
ln y+ + C (I.71)

où C ≃ 5.1 est une constante.
Dans la zone logarithmique, (I.64) et (I.65) donnent conjointement l’égalité :

−uv = u2τ (I.72)

La contrainte turbulente de cisaillement est donc constante, ce qui laisse à penser que dans cette
région, les autres tensions de Reynolds sont également constantes, ce qui implique la nullité du
transport turbulent : on parle d’équilibre local de la turbulence. L’équation de transport de k
se réduit à P = ε. Comme P = −uv ∂U∂y , la loi logarithmique (I.71) et (I.72) montrent que dans
cette zone, on a aussi :

ε =
u3τ
κy

(I.73)

On notera que la région de transition entre la sous-couche visqueuse et la zone logarithmique,
est appelée zone tampon.

15. On rappelle qu’on se trouve à la limite des très grands nombres de Reynolds
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4.2.4 Critique du comportement universel

Les hypothèses conduisant au développement ci-dessus sont très strictes, et ne s’appliquent
jamais. Néanmoins, les conclusions obtenues sont fondamentales : le profil de vitesse adimen-
sionné, les tensions de Reynolds et la dissipation, après adimensionnalisation par la vitesse de
frottement et la viscosité, ont un comportement indépendant du nombre de Reynolds, donc
empreint d’une certaine ”universalité”.
Pour les écoulements réels (nombre de Reynolds fini, parois courbes / gradients de pression,
tridimensionnalité, décollements,...) il convient de considérer :

– soit que le comportement ”universel” est perturbé,
– soit qu’il est totalement modifié (par exemple aux points de décollement).

4.3 Comportements asymptotiques à la paroi

Les effets induits par la présence d’une paroi requièrent un comportement particulier de la
part des tensions de Reynolds, surtout dans la sous-couche visqueuse. Il a été vu précédemment
que les troncatures à l’ordre dominant des développements de Taylor pour la vitesse moyenne
et ses fluctuations, dans cette région, sont les suivantes : U = O(y), u = O(y), w = O(y) et
v = O(y2), avec le jeu suivant de conditions aux limites (voir par exemple [Cha00]) :

Ui(y = 0) = 0 ; uiuj(y = 0) = 0 ; ∂v
∂y (y = 0) = 0

Par ailleurs, la paroi impose un équilibre entre la diffusion visqueuse et la dissipation à son
voisinage immédiat, ce qui amène :

ε(y = 0) = ν

(
∂2k

∂y2

)

y=0

(I.74)

qui, dans les simulations numériques, s’applique plutôt sous la forme :

ε(y = 0) = 2ν lim
y→0

k

y2
(I.75)

pour des raisons de stabilité. Cette forme est, à l’ordre dominant, équivalente à (I.74).
Dans la configuration du canal plan, l’étude asymptotique des équations des tensions de Rey-
nolds montre qu’ un modèle pour les équations de transport des contraintes turbulentes n’est
valable que si l’équilibre :

φ∗ij − (εij −Dν
ij) ≤ O(y3) (I.76)

est satisfait [LS90], [Man99] afin que la turbulence tende en proche paroi vers un état bicom-
posante très anisotrope.

DT
ij φ∗ij Pij εij −Dν

ij εij Dν
ij

u2 O(y3) O(y) O(y3) O(y) O(1) O(1)

v2 O(y5) O(y2) 0 O(y2) O(y2) O(y2)

w2 O(y3) O(y) 0 O(y) O(1) O(1)

uv O(y4) O(y) O(y4) O(y) O(y) O(y)

Table I.2 – Comportement asymptotique en proche paroi, des termes des équations de trans-
ports des contraintes de Reynolds en écoulement de canal [Man99]
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4.4 Modèles de paroi

Les hypothèses les plus simples ayant servi à construire les modèles abordés dans les sections
2 et 3 sont mises à défaut, en présence d’une paroi. Citons quelques stratégies possibles pour
prendre en compte les effets pariétaux dans un modèle :

– ne pas résoudre la région pariétale : utiliser des lois (ou fonctions de paroi),
– forcer le modèle à adopter le comportement désiré, dans les régions où il pèche : introduire
des fonctions d’amortissement,

– distinguer deux couches dans l’écoulement : changer de jeu d’équations suivant qu’on se
trouve loin ou près de la paroi,

– construire un modèle ”unique”, intégrable jusqu’à la paroi : revoir les hypothèses ayant
amené les modèles ”de base”.

Ces différentes stratégies vont être traitées succinctement ci-après, à l’exception de la dernière,
qui fera l’objet de la section 5.

4.4.1 Lois de paroi

Si l’on se fie au comportement universel exposé au 4.2, la résolution de l’équation de la
vitesse moyenne jusqu’à la paroi, nécessiterait de placer le premier point de calcul dans la
sous-couche visqueuse, ce qui équivaut typiquement à y+ < 5 [Pop00]. Pour des applications
à haut nombre de Reynolds, cela correspond à une résolution relativement fine. C’est cet
argument qui a, historiquement 16, motivé l’utilisation de lois de parois.
Le principe en est le suivant : placer le premier point de calcul en zone logarithmique (y+ > 30
et η < 0.1) et y appliquer les lois universelles obtenues dans cette zone. En d’autres termes, on
procède comme si une ”paroi virtuelle” se trouvait en ce point, et qu’on y appliquait les lois
universelles en guise de ”conditions aux limites virtuelles”.
La vitesse moyenne est alors directement donnée par (I.71) et la dissipation par (I.73). Pour
les tensions de Reynolds, on part de (I.72), qu’on étend en supposant :

uiuj ∝ u2τ (I.77)

où le coefficient de proportionnalité est différent pour chaque composante. On notera que pour

k, il a été démontré expérimentalement que ce coefficient vaut C
−1/2
µ ≃ 3.33 ; c’est d’ailleurs

de cette façon que Cµ a été calibré.

4.4.2 Fonctions d’amortissement

On parle dans ce cas de modélisation bas-Reynolds, en raison de l’effet du même nom, et
par opposition aux modèles haut-Reynolds, qui par essence négligent l’influence de la viscosité
moléculaire sur la turbulence. Dans cette approche, on intègre les équations jusqu’à la paroi,
mais on apporte une correction empirique aux grandeurs turbulentes.

Modèles au premier ordre Par exemple, en k − ε la viscosité turbulente est corrigée par
une fonction d’amortissement fµ :

νt = Cµfµ
k2

ε
(I.78)

Citons la fonction d’amortissement proposée par Lam et Bremhorst [LB81] :

fµ =

[
1− exp

(
−0.0165

√
ky

ν

)]2(
1 +

20.5

Ret

)
(I.79)

16. à une époque pas si lointaine, on disposait d’ordinateurs peu puissants
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On voit une dépendance en deux paramètres adimensionnels :

– Rey =
√
ky/ν qui est actif en proche paroi, car il y est petit

– Ret = νt/ν actif dans toutes les zones bas-Reynolds

Il est aussi possible d’apporter des corrections à ε, via les coefficients Cε1 et Cε2, afin de tenir
compte du fait que la dissipation est forte en proche paroi (conséquence du recouvrement
mutuel des grandes et petites structures).

Modèles au second ordre À ce niveau, on intervient également sur la dissipation, mais
aussi sur la redistribution, afin de prendre en compte les effets de blocage et d’écho de paroi.
Le lecteur pourra se référer par exemple au modèle proposé par Gibson et Launder [GL78], ou
à l’ouvrage de Chassaing pour une revue détaillée [Cha00].

4.4.3 Modèles à deux couches et hybrides

Ici, l’écoulement est divisé en deux zones : celle qui est proche de la paroi, et le reste du
domaine. On détermine la viscosité turbulente de deux manières différentes, suivant la zone où
l’on se trouve. Deux approches de ce type sont particulièrement intéressantes.

Le modèle SST L’idée de Menter [Men94] est d’exploiter les qualités du modèle k − ω en
proche paroi, tout en palliant ses défauts en turbulence extérieure, au moyen du k − ε, en
assurant la transition entre les deux zones grâce des fonctions d’hybridation. Ici, le découpage
en deux zones est donc plutôt asymptotique, car on passe continûment du k − ω au k − ε.

Modèles à deux couches Cette fois, on conserve l’échelle ε dans tout l’écoulement, mais
elle est déterminée différemment, selon la zone où l’on se trouve :

– En zone de proche paroi, la dissipation est donnée par une relation algébrique ; ici, on ne
résout d’équation de transport que pour k,

– Ailleurs dans le domaine, on résout les deux équations du modèle de base.

Par exemple, mentionnons le modèle de Norris et Reynolds [NR75] pour ε en proche paroi :

ε =
k3/2

κC
−3/4
µ y

(
1 +

5.3

Rey

)
(I.80)

Accessoirement, une fonction d’amortissement est utilisée pour la viscosité turbulente :

fµ = 1− exp

(
−Rey
50.5

)
(I.81)

4.4.4 Critique globale

Les stratégies de prise en compte des effets de paroi, exposées ci-dessus, souffrent d’empi-
risme à divers degrés.

– Les lois de paroi sont inspirées des lois universelles, et sont donc soumises aux mêmes
restrictions.

– Les fonctions d’amortissement sont certes moins empiriques, mais elles doivent être ca-
librées pour chaque type d’écoulement. De plus, elles sont souvent non-linéaires, ce qui est
hasardeux en simulation numérique. Même remarque pour les modèles à deux couches.

– Le modèle SST est plus universel, mais reste un modèle au premier ordre, et souffre des
défauts de ceux-ci.
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5 Relaxation et pondération elliptiques

Une autre solution est de remettre à plat les hypothèses ayant conduit à la conception des
modèles haut-Reynolds ; localité, quasi-homogénéité, qui ne s’appliquent pas en proche paroi.
C’est l’idée originale de Durbin, qui a proposé une théorie différente [Dur91], [Dur93].

5.1 Relaxation elliptique

5.1.1 Principe

Le terme de redistribution s’écrit sous forme intégrale :

ρφij =

∫

R3

∇2p(x′)

[
∂ui
∂xj

(x) +
∂uj
∂xi

(x)

]
dV (x′)

4π||x′ − x|| (I.82)

L’hypothèse de base de Durbin est que les corrélations en deux points décroissent exponentiel-
lement avec la distance r = ||x′ − x|| :

∇2p(x′)

[
∂ui
∂xj

(x) +
∂uj
∂xi

(x)

]
= ∇2p(x′)

[
∂ui
∂xj

(x′) +
∂uj
∂xi

(x′)

]
exp

(
− r

L

)
(I.83)

Avec cette hypothèse, on peut montrer que (I.82) est solution de l’équation différentielle :

φij − L2∇2φij = −L
2

ρ
∇2p(x)

[
∂ui
∂xj

(x) +
∂uj
∂xi

(x)

]
(I.84)

Le second membre correspond à la limite de φij loin de toute paroi (le terme en laplacien tend
vers zéro). On se trouve alors dans une région où les hypothèses de Chou s’appliquent, et on
peut utiliser un modèle classique (tel que ceux présentés au 3.2.2) pour modéliser le second
membre de ( I.84).
Cette approche offre donc une meilleure prédiction de la redistribution en proche paroi. Elle
reproduit correctement l’effet de blocage, ce qui permet de bien représenter la limite à deux
composantes de la turbulence.

5.1.2 Mise en œuvre

Durbin propose une approche similaire pour la dissipation, afin de prendre en compte le
passage continu de la forme anisotrope du tenseur εij en proche paroi 17 :

εwij =
uiuj
k

ε (I.85)

à sa forme supposée isotrope loin des parois :

εhij =
2

3
εδij (I.86)

L’idée est alors de résoudre une équation de relaxation elliptique similaire à (I.84), mais en
remplaçant φij par εij − εwij , même si cela n’a aucun fondement théorique. Durbin va jusqu’à
associer dissipation et pression, pour ne pas résoudre davantage d’équations. Ainsi, en pratique,
on résout les six équations de relaxation elliptique :

fij − L2∇2fij =
1

k
(φhij − εhij + εwij) (I.87)

17. initialement proposée par Rotta [Rot51]
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avec fij = (φij − εij + εwij)/k avec les conditions aux limites suivantes à la paroi :

fwij = Kij lim
y→0

uiuj
y4

(I.88)

Kij =

{
0 si ni i ni j n’est égal à 2

−20ν2

ε si au moins i ou j vaut 2
(I.89)

obtenues par la démarche suivante : on impose l’équilibre (I.76) entre terme de pression, dis-
sipation et diffusion visqueuse à la paroi, ce qui donne une équation différentielle en uiuj , qui
permet, à l’aide de développements asymptotiques en proche paroi (voir par exemple) [Man99]
d’obtenir les fwij , avec une sous-estimation arbitraire pour les composantes uv et vw par souci
de stabilité numérique.

5.1.3 L’échelle de longueur L

L’échelle de longueur L apparaissant dans les équations ci-dessus doit être interprétée
comme une échelle caractéristique de ”portée” de l’effet de blocage dû à la paroi. A la lumière
d’une relation telle que (I.83), on peut aussi la considérer comme une échelle de corrélation des
effets de non-localité de la pression (due à la présence d’une paroi).
Partant de là, on comprend bien que cette échelle de longueur n’a aucune raison de tendre
vers 0 à la paroi, ce qui exclut de l’exprimer comme proportionnelle à l’échelle intégrale de la
turbulence k3/2/ε. C’est pourquoi Durbin propose :

L = CLmax

(
k3/2

ε
;Cη

ν3/4

ε1/4

)
(I.90)

avec CL = 0.161 et Cη = 80 (voir par exemple [DL96] pour la calibration). On ”protège” donc
L à la paroi, où elle est proportionnelle à l’échelle de longueur de Kolmogorov.

5.1.4 Nécessité d’adapter la relaxation elliptique

En dépit de la solidité du raisonnement l’ayant amenée, la relaxation elliptique, telle quelle,
est d’un intérêt limité pour l’industrie, pour les raisons suivantes :

– la résolution de 6 équations de transport supplémentaires, pour les fij ,
– l’implémentation des conditions aux limites pour les fij est source d’instabilités numériques,
et nécessite un couplage entre les fij et les tensions de Reynolds, ce qui rajoute de la
complexité.

C’est pourquoi Durbin a proposé le modèle v2 − f [Dur91], [Dur95]. C’est un modèle à loi de
comportement linéaire, où la viscosité turbulente est donnée par :

νt = CSv2T (I.91)

Le CS est celui du modèle de Daly-Harlow (I.53), et T est une échelle de temps, qui sera expli-
citée plus loin. En pratique, cette approche consiste à résoudre quatre équations de transport
”seulement” ; pour k, ε, v2 et f22. Ce modèle a rencontré de nombreux succès, notamment sur
l’écoulement de marche descendante 18 [MPL00].
Cette approche demeure toutefois un modèle au premier ordre, avec les défauts qui y in-
combent. C’est pourquoi Manceau et Hanjalić [MH02] puis Manceau [Man05] se sont penchés
sur la conception d’un modèle au second ordre simplifié, héritant les vertus de la relaxation
elliptique : la pondération elliptique.

18. ce qui est remarquable pour un modèle de type k − ε
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5.2 Pondération elliptique

5.2.1 Principe

A supposer que l’échelle de corrélation des effets de paroi L soit isotrope, et ne varie pas
de composante en composante, on en arrive à soupçonner une redondance parmi les fij . L’idée
de la pondération elliptique, ou EB-RSM (pour Elliptic Blending Reynolds Stress Model) est
d’introduire un seul coefficient scalaire de pondération α ∈ [0; 1] permettant, en étant élevé
à une puissance p, de pondérer une grandeur A entre ses valeurs pariétale Aw et homogène
Ah 19 :

A = (1− αp)Aw + αpAh (I.92)

À la lumière de cette expression, on devine que α doit être nul à la paroi, et valoir 1 au loin.
Derrière A peut se cacher le terme de redistribution φij , la dissipation εij ou leur différence.
Ledit scalaire α est obtenu en résolvant une équation elliptique :

α− L2∇2α = 1 (I.93)

qu’on peut aisément rapprocher de (I.84) et (I.87). Notons que dans le cas d’un écoulement en
canal, en prenant L constant, la solution de (I.93) est :

α = 1− exp (−y/L) (I.94)

5.2.2 Terme de pression

Le tenseur φwij doit être défini de façon à être consistant avec le modèle de Durbin, et plus
précisément les conditions à la paroi pour les fij . Manceau et Hanjalić [MH02] proposent la
forme générale :

φwij = −5
ε

k

(
uiuknjnk + ujuknink −

1

2
ukulnknl(ninj + δij)

)
(I.95)

Pour φhij , n’importe quel modèle parmi ceux présentés au 3.2.2 peut convenir. Néanmoins,
c’est le SSG ((I.50) et (I.51)) qui recueille les faveurs des auteurs.

5.2.3 Dissipation

εwij et ε
h
ij correspondent aux expressions (I.85) et (I.86) utilisées par le modèle de Durbin.

L’équation de transport du scalaire ε est également calquée sur celle du modèle de Durbin :

∂ε

∂t
+ Uj

∂ε

∂xj
= C ′

ε1

P

T
− Cε2

ε

T
+

∂

∂xl

(
CS
σε
ulumT

∂ε

∂xm

)
+ ν

∂2ε

∂xj∂xj
(I.96)

L’échelle de temps T sera explicitée au 5.2.6. Le cœfficient C ′
ε1, donné par :

C ′
ε1 = Cε1

(
1 +A1(1− αp)

√
k

uiujninj

)
(I.97)

constitue une modification du traditionnel Cε1 visant à augmenter la création de dissipation
en proche paroi, en la reliant implicitement à la distance à la paroi. Le cœfficient A1 qui
y apparâıt est calibré en fonction de la puissance p associée à α (voir ci-après). Ce C ′

ε1 est
une généralisation de l’expression proposée par Lien et Kalitzin [LK01], qui faisait apparâıtre
explicitement la distance à la paroi.

19. au sens ”loin de toute paroi”
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5.2.4 La puissance p

Deux points de vue sont défendables, en ce qui concerne la détermination de la puissance p.
Ces points de vue s’articulent autour de deux possibilités pour la grandeur à pondérer, nommée
A au 5.2.1. Dans les deux cas, on inverse la relation (I.92) pour obtenir :

αp =
A−Aw

Ah −Aw
(I.98)

On notera qu’en raison de sa nullité à la paroi, le scalaire α se comporte asymptotiquement
comme y au voisinage de celle-ci ; α = O(y).

Point de vue 1 Ce qui nous intéresse, c’est de modéliser correctement le terme de pression.
Et en particulier sa composante normale à la paroi, en raison de l’effet de blocage. On pose
donc A = φ22. Dans ce cas, une étude asymptotique ou la DNS (voir par exemple [FG07])
montre que αp se comporte comme y2, ce qui aboutit à p = 2.

Point de vue 2 Toujours focalisé sur l’effet de blocage, au travers de la composante normale
à la paroi, on pose cette fois A = φ22 − ε22. En effet, la dissipation est elle aussi ”glissée” dans
ce système de pondération, donc autant l’inclure dans la calibration, même si cela 20 n’a pas
de justification théorique.
Dans ce cas, αp se comporte comme y3, ce qui aboutit à p = 3 (voir par exemple [Lec08]).

Incidence sur la calibration des constantes Il est évident que quel que soit le choix de
p, il convient que le modèle doit, dans les deux cas de figure, aboutir à des comportements
globalement identiques. Cela entrâıne quelques finesses de calibration, résumées ci-dessous :

p CL Cη A1 CT
2 0.161 80 0.03 6

3 0.125 80 0.028 6

Table I.3 – Constantes de l’EB-RSM, selon la valeur de p

5.2.5 Définition de la normale à la paroi

Une propriété sympathique du scalaire α de la pondération elliptique est qu’il constitue une
fonction implicite de la distance à la paroi : il vaut 0 sur cette dernière et 1 au loin, croissant
continûment entre ces deux limites. Son gradient est donc orthogonal à la paroi, ce qui peut
s’avérer très intéressant pour une géométrie complexe :

n =
∇α

||∇α|| (I.99)

Le fait de définir la normale à la paroi à partir d’une fonction continue telle qu’α présente
plusieurs vertus :

– cela évite les discontinuités du vecteur normal à la paroi,
– en cas de paroi courbe ou de forme complexe, il n’y a pas de problème de définition de

la paroi la plus proche.
Certes, le gradient d’α peut être nul, mais cela se produit suffisamment loin de toute paroi
pour que ça ne pose pas problème.

20. le fait d’introduire, pour la dissipation, une pondération basée sur le modèle de Durbin
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5.2.6 Autres termes du modèle

Échelle de temps T Elle est construite suivant la même philosophie que l’échelle de longueur
L présentée au 5.1.3 : en proche paroi, pour éviter qu’elle ne tende vers 0, on la borne par une
échelle de Kolmogorov :

T = max

(
k

ε
, CT

√
ν

ε

)
(I.100)

avec CT = 6 (voir par exemple [DL96] pour la calibration).

Diffusion turbulente On utilise le modèle classique de Daly et Harlow (I.53), à la différence
près qu’on introduit l’échelle de temps évoquée ci-dessus, au lieu de k/ε :

Tij = − ∂

∂xk

(
CS
σk
Tukul

∂uiuj
∂xl

)
(I.101)



Chapitre II

Approches à résolution de structures

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion de modélisation, et plus par-
ticulièrement la modélisation statistique, qui englobe l’ensemble du spectre turbulent. Dans
cette partie, nous allons aborder un ensemble d’approches qui ont pour principe de modéliser
une partie de ce spectre, tout en en résolvant explicitement le reste. Après un rapide exposé de
la Simulation des Grandes Échelles, nous nous intéresserons aux modèles hybrides RANS/LES,
avec un intérêt plus particulier pour l’approche PITM, tant sous sa forme spatiale que tempo-
relle. Enfin, nous discuterons la validité des modèles de type RANS lorsque ceux-ci sont utilisés
comme modèles de sous-maille.

1 Principe général

1.1 Intérêt

La modélisation statistique permet d’obtenir une information moyenne sur l’écoulement
étudié. Cela n’est pas toujours suffisant, dans le cadre d’une problématique industrielle. En
effet, des renseignements plus fins peuvent présenter un intérêt déterminant notamment en cas
d’interaction fluide/structure. Ces renseignements peuvent par exemple être le maximum ou le
minimum en temps ou en espace d’une grandeur physique (température,...), une ou plusieurs
fréquences caractéristiques de l’évolution de cette grandeur, ou plus globalement, l’existence
et l’intensité de structures turbulentes pouvant avoir une incidence sur le système étudié.
En outre, on notera que les modèles statistiques ne fournissent que des fermetures en un point.

1.2 Spectre turbulent

Obtenu par transformée de Fourier, il représente la répartition continue de l’énergie turbu-
lente sur une plage de nombres d’onde (si l’on considère un spectre spatial) ou de fréquences
(cas d’un spectre temporel). Cette répartition continue, organisée en cascade d’énergie, est
l’une des caractéristiques de la turbulence.

1.2.1 Notion de cascade d’énergie

Ce mécanisme de transfert d’énergie, initialement proposé par Richardson [Ric22], est
généré par l’étirement tourbillonnaire (ou vortex stretching), apparaissant dans l’équation de
conservation de la vorticité 1 [Pop00] ω = rot(U∗) :

Dω

Dt
= ν∇2ω︸ ︷︷ ︸

diffusion visqueuse

+ ω · ∇U︸ ︷︷ ︸
étirement tourbillonnaire

(II.1)

1. L’équation (II.1) concerne les écoulements incompressibles.

31
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On voit que ce processus est non-linéaire et inviscide. Schématiquement, son fonctionnement est
le suivant : un tube tourbillonnaire étiré par exemple en z se contracte, par incompressibilité, en
x et y, ce qui étire les tubes adjacents dans ces mêmes directions. On notera que ce mécanisme
est supposé local dans la gamme des classes afin que la transmission de l’étirement se fasse
entre tourbillons présentant des échelles de temps voisines.
Il y a une réaction en châıne [Bra71], qui est la cause de cette cascade d’énergie. En aval de
celle-ci, les petites structures sont dissipées en chaleur par la viscosité.

1.2.2 Échelles de la turbulence

À nombre de Reynolds suffisamment élevé, on distingue, au sein du spectre turbulent, trois
zones (voir par exemple [SDT06]) :

– productive. Elle contient les grandes structures les plus énergétiques, directement générées
par l’écoulement moyen. Cela implique un lien fort avec les mécanismes de production
(cisaillement moyen, instabilités hydrodynamiques, forces externes), et exclut l’universa-
lité. S’ensuit un pic à κ = 2π/Lint où Lint est l’échelle intégrale de longueur.
A cet endroit, on suppose que les tourbillons transmettent leur énergie en un temps de
l’ordre de leur temps de retournement. Alors le taux de transfert vaut :

ε0 ≈
u20

Lint/u0
=

u30
Lint

(II.2)

– inertielle. Elle est associée aux échelles intermédiaires lI telles que Lint ≫ lI ≫ lη. Elle
est appelée inertielle car l’énergie y cascade indépendamment de la viscosité moléculaire
et des mécanismes de production. Cette région est d’autant plus étendue que le nombre
de Reynolds de l’écoulement est élevé. Conformément à l’hypothèse (H2) de Kolmogorov,
elle n’est régie que par le taux moyen de dissipation εI . Comme l’énergie est conservée
dans la cascade, εI est constant et vaut :

εI ≈ ε0 (II.3)

Dans cette région inertielle, le spectre est régi par ce qu’on appelle communément le
spectre de Kolmogorov :

ES(κ) = CKε
2/3κ−5/3 (II.4)

où CK est la constante de Kolmogorov, qui vaut environ 1.5.
Pour sa part, la question du spectre temporel en zone inertielle a été étudiée par Ten-
nekes [Ten75]. Selon ce dernier, si les petites structures, à une fréquence ω donnée, sont
advectées par les grandes échelles 2, on peut écrire la relation de dispersion suivante :

ω ∝ κ
√
k (II.5)

En injectant cette relation dans la loi de Kolmogorov, on obtient :

ET (ω) = C0ε
2/3k1/3ω−5/3 (II.6)

– dissipative. Les structures qui s’y trouvent ”ressentent” la viscosité, qui dissipe leur
énergie en chaleur. Le taux de dissipation εD est estimé par :

εD ≈ 2νS2 (II.7)

2. c’est-̀-dire en l’absence d’écoulement moyen



1 Principe général 33

avec S ≈ uη/lη. De façon similaire à la zone inertielle, on suppose que l’énergie est
transférée sans perte, ce qui entrâıne :

u30/Lint︸ ︷︷ ︸
ε0

≈ νu2η/l
2
η︸ ︷︷ ︸

εD

(II.8)

L’analyse dimensionnelle permet d’obtenir les échelles de longueur lη, de temps τη et de
vitesse uη de Kolmogorov :

lη ∼ (ν3/εD)
(1/4) (II.9)

τη ∼
√
ν/εD (II.10)

uη ∼ (νεD)
(1/4) (II.11)

Étendue du spectre turbulent Considérons le nombre de Reynolds caractéristique des
grandes échelles 3 :

Reint =
u0Lint
ν

(II.12)

Alors, la combinaison de (II.8) et (II.9) conduit à :

lη/Lint ≈ Re
−3/4
int (II.13)

Cette relation montre que plus Reint est grand, plus Lint et lη sont séparés, et donc plus le
spectre turbulent est étendu.

1.2.3 Énergie cinétique turbulente

L’énergie cinétique turbulente k est la somme sur toute la plage des nombres d’onde :

k =

∫ ∞

0
ES(κ)dκ (II.14)

ou des fréquences :

k =

∫ ∞

0
ET (ω)dω (II.15)

de la densité spectrale d’énergie E.

1.3 Opérateurs

En marge de la simulation numérique directe, qui ne sera pas abordée ici, et qui est
dépourvue de tout modèle, il existe bon nombre d’approches résolvant une partie du spectre
turbulent, et contenant un modèle pour le reste dudit spectre. Dans cette optique, une notion
importante est celle de filtre. En effet, il se conçoit aisément qu’une approche simulatoire visant
à résoudre / modéliser partiellement les fluctuations d’un signal (vitesse, pression...) s’articule
autour d’une sélection d’une partie de celles-ci. Le résultat d’une telle simulation constitue
ainsi un signal ”lissé” en comparaison au signal brut, fourni par la simulation directe. À titre
d’exemple, le filtre DNS est l’identité (on ne sélectionne aucune information), et a contrario,
le ”filtre” RANS 4 est la moyenne (on ne conserve que cette dernière).

3. qui est de l’ordre du nombre de Reynolds turbulent ReT .
4. L’opérateur RANS n’est pas un filtre à proprement parler. On peut éventuellement le décrire comme un

filtre dont la largeur est infinie
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1.3.1 Formalisme

Dans le cas le plus général, considérons un opérateur < . > de filtrage. L’application
de cet opérateur à une quelconque grandeur A∗ évoluant en temps et en espace, correspond
formellement au produit de convolution suivant [Sag06] :

〈A∗〉 (x, t) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
A∗(x, t)G∆S

(x− r, t− t′)dt′dr (II.16)

Ce filtre doit préserver les constantes, et donc vérifier la condition de normalisation :
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
G∆S

(x− r, t− t′)dt′dr = 1 (II.17)

La grandeur locale instantanée A∗ peut se décomposer comme suit :

A∗ = Ã+ a” (II.18)

avec Ã = F(A∗) = 〈A∗〉 la partie résolue de A∗, et a” = (I−F)A la partie non-résolue. G est
le noyau du filtre.

1.3.2 Application aux équations de conservation

Introduisons l’erreur de commutation [., .] entre deux opérateurs mathématiques f et g :

[f, g]A = f ◦ g(A)− g ◦ f(A) (II.19)

et le tenseur Bij tel que :
Bij(U,V) = UiVj (II.20)

On peut montrer (voir par exemple [SDT06]) que le jeu d’équations (I.1) et (I.2) conduit, après
application du filtre F , au système suivant :

∂Ũi
∂t

+
∂

∂xj

(
ŨiŨj

)
= −1

ρ

∂

∂xi
P̃ + ν

∂Ũi
∂xj∂xj

− (ξ2 + ξ3 + ξ4) (II.21)

pour la conservation de la quantité de mouvement, et :

∂Ũi
∂xi

= −ξ1 (II.22)

pour la conservation de la masse. Les termes additionnels ξi sont donnés par :

ξ1 =
[
F , ∂

∂xi

]
U∗
i

ξ2 =
∂
∂xj

[F ,Bij ] (U∗,U∗)

ξ3 =
[
F , ∂

∂xi

]
Bij(U∗,U∗) +

[
F , ∂

∂xi

]
P ∗

ρ + ν
[
F , ∂

∂xj∂xj

]
U∗
i

ξ4 =
[
F , ∂∂t

]
U∗
i

(II.23)

Le terme ξ2 est lié à la non-linéarité du terme convectif de l’équation de Navier-Stokes, et
devra dans tous les cas 5 être modélisé. Les trois autres sont générés par d’éventuelles erreurs
de commutation entre le filtre F et les dérivées spatiales et/ou temporelle. On voit donc qu’il
faut choisir judicieusement l’opérateur, qui doit pouvoir commuter avec les dérivées, sous peine
de se retrouver avec un champ résolu qui ne serait plus incompressible, comme le montre (II.22)
et l’expression de ξ1 dans (II.23).

5. sauf, bien sûr, en DNS
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1.4 Modèles de sous-filtre

Le travail de modélisation consiste à fermer les termes ξi de l’équation (II.23), surtout ξ2.
Un modèle de sous-filtre 6 a vocation à estimer le rôle des petites échelles, éliminées du calcul
explicite, sur le champ résolu.

1.4.1 Effets qualitatifs

Dans le développement présenté ci-dessus, il a été question de ξ2 qui résulte de la non-
linéarité du terme convectif. En d’autres termes, un modèle de turbulence assure une partie
du rôle dudit terme convectif.
Un modèle tel celui de Boussinesq (I.15) a pour but de représenter cette part de non-linéarité
comme un processus diffusif, par l’introduction d’une viscosité de sous-filtre. L’écoulement
simulé se comporte alors comme s’il présentait une viscosité totale ν + νt plus forte que sa
seule viscosité moléculaire ν, bien que νt varie au sein de l’écoulement, et éventuellement en
temps.
Si l’on introduit un nombre de Reynolds ”effectif” :

Reeff =
Ud

ν + νt
(II.24)

on comprend qu’en un point donné, ce nombre de Reynolds est plus faible que celui basé sur la
viscosité moléculaire, amenant le constat qualitatif suivant : un modèle de type diffusif tend à
dissiper une partie des fluctuations du champ résolu. Cela revient, d’un point de vue spectral,
à couper les plus petites échelles, ce qui est le but recherché.
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Figure II.1 – Spectre turbulent et séparation d’échelles

Ceci peut se justifier par le raisonnement qualitatif suivant : introduisons des échelles
secondaires : τ ′η pour le temps et l′η pour la longueur. Comme le modèle diffusif de turbulence

6. Dans le cas du filtrage spatial, on parle plus couramment de modèle de sous-maille.



36 Approches à résolution de structures

introduit une viscosité supplémentaire νt, on peut construire ces échelles secondaires à partir
de la viscosité totale ν + νt :

τ ′η =

√
ν + νt
ε

> τη =

√
ν

ε
(II.25)

et

l′η =

(
(ν + νt)

3

ε

)1/4

> lη =

(
ν3

ε

)1/4

(II.26)

en faisant l’hypothèse que le taux de dissipation ε varie peu au sein du spectre turbulent, et
que νt est globalement positif.
Ceci revient à considérer le nombre d’onde (spectre spatial) ou la fréquence (spectre temporel)
de coupure comme des échelles dissipatives secondaires, déplacées en direction des grandes
structures.

1.4.2 Contenu physique

Un modèle, quel qu’il soit, se doit au minimum de contenir la physique qui régit les struc-
tures dont il estime les effets sur le mouvement résolu. C’est pour cette raison que les modèles
RANS, a fortiori au second ordre, contiennent une information riche et complexe, représentant
l’ensemble du spectre turbulent.
A l’inverse, un modèle simple est suffisant pour une simulation résolvant une grande partie de
l’énergie turbulente, car il n’a à prendre en compte que les plus petites structures, proches de
l’isotropie et au comportement quasi-universel (cf tableau II.1).

2 Simulation des Grandes Échelles (LES)

Bien que les concepts de filtrage et décomposition soient sous-jacents à l’ensemble des
méthodes de modélisation de la turbulence, ils sont historiquement l’apanage de la Simulation
des Grandes Échelles, plus connue sous son appellation anglo-saxonne Large Eddy Simulation
et son acronyme LES.

2.1 Notions de grandes et petites échelles

Nous avons abordé au 1.2 le découpage en trois zones d’un spectre turbulent. Le concept de
filtrage 7 se limite quant à lui à distinguer deux catégories : les grandes échelles et les petites.
Le tableau (II.1) résume les grandes propriétés de ces deux types de structures.
Si les trois grandes zones du spectre peuvent être délimitées graphiquement sans trop de
subjectivité, il n’en est pas de même pour la distinction entre grandes et petites échelles,
qui ne traduisent pas une réalité physique, mais un tri a priori arbitraire qui, s’il se veut
pertinent, a tout intérêt à s’inspirer de l’agencement du spectre turbulent. Cela afin de tirer
parti des propriétés intéressantes des petites structures (plus aisées à modéliser).
Selon Pope [Pop00], une LES est bien résolue si au moins 80% de l’énergie cinétique turbulente
est contenue dans le champ de vitesse filtrée. En d’autres termes, il faut au moins résoudre
explicitement les échelles correspondant à la zone productive du spectre. En effet, dans ce cas,
on évite de modéliser de façon hasardeuse les plus grandes structures, qui dépendent fortement
de la configuration de l’écoulement moyen.

7. dans le sens de la LES. Il existe en effet des méthodes à décomposition multiple ; voir [SDT06].
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Grandes échelles Petites échelles

• générées par l’écoulement moyen • découlent des grandes structures, via la
cascade d’énergie

• dépendent fortement de la configuration
de l’écoulement et des conditions aux li-
mites

• ne dépendent pas de l’écoulement ni des
conditions aux limites

• organisées • aléatoires, stochastiques
• inhomogènes et anisotropes • quasi-homogènes, quasi-isotropes
• temps de vie et énergie élevés • temps de vie et énergie faibles
• diffusives • dissipatives

⇒ difficiles à modéliser ⇒ plus faciles à modéliser
⇒ pas de modèle universel possible ⇒ modèle universel beaucoup plus pro-

bable

Table II.1 – Comparaisons des propriétés des grandes et petites échelles dans un écoulement
turbulent [Bre07]

2.2 Équations filtrées

Dans le cas où l’on néglige les erreurs de commutation entre l’opérateur de filtrage et les
dérivées spatiales et temporelle, les équations de Navier-Stokes s’écrivent :

∂Ũi
∂t

+ Ũj
∂Ũi
∂xj

= −1

ρ

∂P̃

∂xi
+ gi + ν

∂2Ũi
∂xj∂xj

− ∂τijSGS
∂xj

(II.27)

∂Ũi
∂xi

= 0 (II.28)

Le terme τijSGS , qui constitue le tenseur des contraintes turbulentes de sous-maille, est défini
par :

τijSGS =
〈
U∗
i U

∗
j

〉
− 〈U∗

i 〉
〈
U∗
j

〉
(II.29)

Avec la décomposition (II.18), on obtient l’expression explicite :

τijSGS =
〈
ŨiŨj

〉
− ŨiŨj

︸ ︷︷ ︸
Lij

+
〈
Ũiu”j

〉
+
〈
Ũju”i

〉

︸ ︷︷ ︸
Cij

+ 〈u”iu”j〉︸ ︷︷ ︸
Rij

(II.30)

L’équation (II.30) est appelée décomposition de Leonard [Leo74]. Les trois tenseurs qui consti-
tuent cette dernière sont :

– le tenseur de Leonard Lij , qui caractérise l’interaction entre grandes échelles uniquement.
Il peut être calculé explicitement.

– le tenseur des termes croisés Cij , qui représente l’interaction entre grandes et petites
échelles,

– le tenseur de Reynolds de sous-maille Rij , qui symbolise pour sa part l’interaction entre
petites échelles.

Dans le cas général, chacun de ces tenseurs est a priori non-nul, et peut donc influencer le
mouvement à grande échelle. Dans le cas d’un filtre idempotent 8, seulRij subsiste. En pratique,
les modèles LES sont souvent globaux : le tenseur de sous-maille τijSGS est estimé par un modèle
unique, sans recourir à une modélisation individuelle des trois tenseurs Lij , Cij et Rij , pour
des raisons de conservation de l’invariance galiléenne [Spe85].

8. L’idempotence est illustrée par l’équation (I.7)
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2.3 Exemples de filtres

On se place ici dans le cas d’un filtrage spatial, mais les filtres présentés ci-après peuvent
s’appliquer au cas temporel.

Nom Expression du noyau G Fonction de transfert

général G∆S
(r) Ĝ∆S

(r) =
∫ +∞
−∞ eiκrG∆S

(r)dr

bôıte 1
∆S

H(∆S/2− r) sin(κ∆S/2)
κ∆S/2

gaussien
(

6
π∆2

S

)1/2
exp

(
−6r2

∆2
S

)
exp

(
−κ2∆2

S

24

)

coupure spectrale sin (πr/∆S)
πr H(π/∆S − κ)

Table II.2 – Définition de filtres homogènes couramment utilisés en LES [FG07]. H désigne
la fonction de Heaviside.

2.4 LES spatiale

Le principe de base de la LES spatiale est que la largeur ∆S du filtre est au moins de l’ordre
de la taille de maille 9. Cette approche est la plus populaire jusqu’à présent, sans doute pour
ce côté plus intuitif du filtrage.

2.4.1 Familles de modèles

On distingue deux familles de modèles en LES :
– La modélisation fonctionnelle, la plus directe, dans le sens où elle a vocation à estimer
la divergence du tenseur des contraintes de sous-maille :

∂τijSGS
∂xj

= fi(Ũ) (II.31)

et donc à reproduire l’effet physique des petites échelles sur les grandes, sans s’intéresser
de trop près à la structure du tenseur de sous-maille.

– La modélisation structurelle consiste à approximer le tenseur des contraintes de sous-
maille :

τijSGS = fij(Ũ) (II.32)

sans connaissance a priori de la physique qui régit les interactions entre échelles sélectionnées
et éliminées.

Les modèles les plus utilisés sont ceux du premier type (par ex. Smagorinsky, dynamique...)

2.4.2 Quelques modèles de sous-maille

Modèle de Smagorinsky Dans le même esprit que le modèle de Boussinesq (I.15), agrémenté
de considérations spectrales, Smagorinsky [Sma63] a proposé le modèle qui porte son nom.
Pour construire une viscosité turbulente νtSGS correspondant à l’échelle de coupure (indexée c
ci-après), l’analyse dimensionnelle permet :

νtSGS ∝ uclc (II.33)

9. ∆S = ∆ ou 2∆
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Introduisons εLS le taux de transfert d’énergie des échelles de tailles plus grandes que lc vers
celles plus petites que lc :

εLS ∝ u3c
lc

(II.34)

En situation d’équilibre spectral, on a 10 :

εLS = −τaijSGSS̃ij (II.35)

soit, avec l’hypothèse de Boussinesq (I.15) :

εLS = 2νtSGSS̃ijS̃ij (II.36)

avec (II.33) on a finalement :

νtSGS = (CSlc)
2
√
S̃ijS̃ij (II.37)

où le coefficient de proportionnalité CS est la constante de Smagorinsky. On peut l’obtenir par
un raisonnement dans l’espace spectral :

CS =
1

π

(
2

3CK

)3/4

(II.38)

soit environ 0.17 si on prend CK = 1.5 Cette valeur n’est pertinente que dans le cas idéal d’une
turbulence homogène isotrope, et doit être corrigée pour les autres écoulements, où l’équilibre
spectral n’est pas la règle.
On notera que, classiquement, la longueur de coupure est représentée par la taille de maille
(LES spatiale).

Similarité d’échelles Cette approche se base sur l’observation que l’interaction entre échelles
résolues et non-résolues se fait essentiellement au voisinage de la coupure. L’idée de Bardina
et al. [BFR80] est d’exploiter ceci afin de construire un modèle de sous-maille basé sur des
quantités connues, éventuellement refiltrées.
Filtrons l’équation (II.18) appliquée au champ de vitesse :

< u′′i >= Ũ∗
i− < Ũ∗

i > (II.39)

Les échelles éliminées par le filtrage initial sont refiltrées afin de ne conserver que les plus
grandes d’entre elles, représentées par < u”i >. On voit que le membre de droite correspond
aussi aux échelles éliminées par le second filtrage ; en d’autres termes, les plus petites échelles
sélectionnées par le premier filtrage. Moyennant les hypothèses simplificatrices suivant pour
τijSGS :

• Rij = ũ”iu”j ≈ ũ”iũ”j pour le tenseur de Reynolds de sous-maille

• Cij =< Ũ∗
iu”j > + < Ũ∗

ju”i >≈< Ũ∗
i > ũ”j+ < Ũ∗

j > ũ”i pour le tenseur des termes
croisés

la décomposition de Leonard (II.30) 11 conduit à l’expression ([LM96] par exemple) :

τijSGS = CB

(
< Ũ∗

iŨ∗
j > − < Ũ∗

i >< Ũ∗
j >
)

(II.40)

où CB est la constante formelle de Bardina qui doit être égale à 1 afin d’avoir un modèle
invariant par transformation galiléenne [Spe85].
Remarques :

10. τa
ij est la partie anisotrope du tenseur de sous-maille ; τa

ij = τij − 1/3τkkδij
11. On notera qu’une formulation de ce modèle sans tenseur de Leonard est possible, mais l’expression de

τijSGS est différente [Fer83]
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– Il faut s’assurer que le second filtrage ne conduise pas à l’idempotence 12 (sous peine
d’avoir τijSGS = 0) : on peut par exemple augmenter la taille du filtre.

– Cette méthode permet le backscatter, c’est-à-dire un transfert d’énergie des petites vers
les grandes échelles.

– Son inconvénient majeur est qu’elle n’entrâıne pas une dissipation suffisante. Pour remédier
à cela, on peut l’associer à un modèle diffusif (voir par exemple [Fer96]), comme celui de
Smagorinsky. Ce genre d’association constitue un modèle dit ”mixte”.

Modèle dynamique de Germano Ce modèle s’articule autour de celui de Smagorinsky. Le
principe en est de faire varier la ”constante” CS . Pour cela, Germano et al. [GPMC91], [Ger92]
se sont appuyés sur des hypothèses de similarités d’échelles, ce qui implique un refiltrage (par
le biais d’un filtre test). Ce double filtrage permet d’estimer les structures turbulentes proches
de la coupure. L’introduction du filtre test dégage un nouveau tenseur de contraintes ; τTFij ,
donné par :

τTFij =< Ũ∗
i U

∗
j > − < Ũ∗

i >< Ũ∗
j > (II.41)

Ce tenseur peut se décomposer comme (II.30), et sa partie explicite (équivalente au tenseur de
Leonard) s’écrit :

Lij =< Ũ∗
iŨ∗

j > − < Ũ∗
i >< Ũ∗

j > (II.42)

qui est reliée à τTFij et τijSGS par l’identité de Germano :

Lij = < Ũ∗
i U

∗
j > − < Ũ∗

i >< Ũ∗
j >︸ ︷︷ ︸

τTF
ij

−
(
< Ũ∗

i U
∗
j > − < Ũ∗

iŨ∗
j >
)

︸ ︷︷ ︸
τijSGS

(II.43)

L’idée est d’évaluer les plus petites échelles résolues (comprises entre les deux échelles de cou-
pure successives) pour ajuster le modèle de sous-maille (par exemple, déterminer la ”constante”
de Smagorinsky par un algorithme). Si l’on modélise nos deux tenseurs τTFij et τijSGS par un
modèle de Smagorinsky, on en obtient un pour Lij :

Laij = Lij −
1

3
δijLkk = −2(CSlc1)

2

[
l2c2
l2c1

< S̃ >< S̃ij > − < S̃S̃ij >

]

︸ ︷︷ ︸
Mij

(II.44)

Cette relation tensorielle doit subir une contraction, ce que firent Germano et al. [GPMC91]
en multipliant par S̃ij à gauche et à droite, et en moyennant dans les directions homogènes (en
canal) :

Cl2c1 = (CSlc1)
2 = −1

2

LapqS̃pq

MmnS̃mn
(II.45)

Lilly proposa ensuite [Lil92] une méthode des moindres carrés pour minimiser l’erreur sur
(II.44), qui aboutit à :

Cl2c1 = (CSlc1)
2 = −1

2

LapqS̃pq

MmnS̃mn
(II.46)

Cette approche peut conduire à des valeurs négatives de C, ce qui génère du backscatter, ponc-
tuellement souhaitable, mais susceptible de destabiliser une simulation. La mise en pratique
de ce modèle a également montré de fortes variations spatiales et/ou temporelles de C. Ces
variations peuvent se filtrer par moyennes dans les directions homogènes, ou en temps, par
l’utilisation d’un filtre digital passe-bas.

12. Les notations ne l’indiquent pas, mais le second filtrage peut être différent du premier ; c’est même forte-
ment souhaitable
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Viscosité spectrale En situation homogène, dans l’espace spectral, l’équation d’évolution
de la densité d’énergie s’écrit :

(
∂

∂t
+ 2νκ2

)
E(κ, t) = T<κc(κ, t) + T>κc(κ, t) (II.47)

où les T représentent les transferts associés aux diverses interactions triadiques (κ, κ1, κ2) :
T<κc pour (κ1, κ2) ≤ κc) et T<κc pour les autres triades.
Dans ce formalisme, T>κc correspond à la contribution de sous-maille, après application d’un
filtre à coupure spectrale en κc.
Le concept de viscosité spectrale vise à modéliser les transferts d’énergies dus aux triades
inconnues (T>κc) :

νt = − T>κc(κ, t)

2κ2E(κ, t)
(II.48)

de façon à avoir : (
∂

∂t
+ 2(ν + νt)κ

2

)
E(κ, t) = T<κc(κ, t) (II.49)

Les fermetures en deux points permettent d’obtenir des informations quantitatives sur νt mais
aussi sur sa dépendance en κ. On pourra citer, à titre d’exemple, le très complexe modèle
proposé par Heisenberg [Hei48] :

νt(κ) = CH

∫ ∞

κ

√(
E(p, t)

p3

)
dp (II.50)

Kraichnan [Kra76] a quant à lui montré que la courbe de νt(κ) présente un plateau vers
κ = 0.3κc et crôıt progressivement au voisinage de κc. Ledit plateau est dû aux interactions
non-locales entre échelles situées de part et d’autre de κc, tandis que la croissance près de κc
est attribuée aux interactions locales.
Cette approche spectrale permet de s’affranchir du processus de séparation d’échelles : dans
l’espace physique, on peut s’aider d’une viscosité turbulente pour estimer le rôle des structures
non-résolues sur le champ résolu, tandis que dans l’espace spectral, la viscosité turbulente varie
continûment avec le nombre d’onde κ.
Enfin, on peut mentionner l’approche à fonctions de structure, qui consiste à transposer le
concept de viscosité spectrale à l’espace physique [ML92].

2.5 Écueils

La LES spatiale se heurte à plusieurs difficultés de mise en œuvre :

2.5.1 Résolution pariétale

À proximité d’une paroi, les structures énergétiques sont de très petite taille. Leur résolution
requiert donc un maillage extrêmement fin, permettant presque d’effectuer une DNS, dans ce
type de région 13.
Ce point est l’une des principales raisons d’être, des méthodes hybrides ; traiter les régions de
proche paroi en mode RANS, afin de minimiser le coût de calcul.

13. On parle de QDNS (Quasi-DNS)



42 Approches à résolution de structures

2.5.2 Filtrage inhomogène et erreur de commutation

On peut montrer que dans le cas inhomogène (c’est-à-dire que le noyau du filtre est non-
local), l’opérateur de séparation d’échelles ne commute plus avec les dérivées spatiales. Il en
résulte une erreur de commutation qui, en pratique, est souvent considérée comme négligeable
devant l’erreur induite par la modélisation de sous-maille.

2.5.3 Viscosité numérique

Comme une plus grande partie du spectre turbulent est résolue, la viscosité turbulente en
LES est nettement plus faible qu’en RANS. Ainsi, la diffusivité induite par certains schémas
numériques (décentrés) n’est plus négligeable devant la viscosité turbulente, et peut fausser les
résultats.

2.6 LES temporelle (TLES)

2.6.1 Formalisme

Une autre approche de la LES réside dans le filtrage temporel. Développé ces vingt-
cinq dernières années [DB86a], [DB86b], [Pru00], [PGGT03], elles offrent un cadre théorique
séduisant pour les méthodes hybrides.

〈A∗〉 (x, t) =
∫ t

−∞
G∆T

(t′ − t)A∗(x, t′)dt′ (II.51)

se distingue de son homologue spatial, dans la mesure où le filtre est causal ; on ne peut filtrer
qu’une information connue, donc passée. En général, un noyau admissible doit satisfaire la
propriété :

G∆T (t) =
1

∆T
g

(
t

∆T

)
(II.52)

où g est une fonction intégrable telle que :

g(t) ≥ 0,

∫ 0

−∞
g(t)dt = 1, g(0) = 1 (II.53)

ce qui assure la conservation des constantes et la convergence du filtre vers la fonction de Dirac
lorsque la largeur du filtre tend vers 0.

2.6.2 Déphasage induit

Un problème inhérent à la TLES est le déphasage introduit par le filtrage causal. Prenons
par exemple un noyau exponentiel :

G∆T
(t) =

1

∆T
exp

(
t

∆T

)
(II.54)

Sa fonction de transfert est :

Ĝ∆T
(ω) =

∫ 0

−∞
eiωtG∆T

(t)dt =
1

1 + iω∆T
(II.55)

Elle présente une partie imaginaire non nulle, ce qui induit un déphasage.
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2.6.3 Limites RANS et DNS

Intéressons-nous au comportement du filtre temporel lorsque sa largeur ∆T tend respecti-
vement vers l’infini et vers zéro.

lim
∆T→0

〈A∗〉 (x, t) =

∫ t

−∞
lim

∆T→0
G∆T

(t′ − t)A∗(x, t′)dt′

=

∫ t

−∞
δD(t

′ − t)A∗(x, t′)dt′ = A∗(x, t) (II.56)

et

lim
∆T→∞

〈A∗〉 (x, t) = lim
∆T→∞

1

∆T

∫ t

−∞
A∗(x, t′)dt′ = A∗(x, t)

temp
(II.57)

Les propriétés asymptotiques des filtres temporels assurent la consistance de la TLES avec les
limites DNS et RANS (pour un écoulement statistiquement stationnaire).

2.6.4 Remarques

– Dans le cas où la largeur du filtre temporel ne varie pas spatialement, l’opérateur commute
avec les dérivées spatiales et temporelle [Pru00], ce qui constitue un certain avantage sur
le filtrage spatial.

– La forme intégrale du filtre temporel nécessitant un grand effort de stockage, une alter-
native consiste à l’écrire sous forme différentielle, qui dépend néanmoins de la nature du
noyau g du filtre. On a ainsi :

∂ 〈Vi〉 (t; ∆T )

∂t
=
Vi(t)− 〈Vi〉 (t; ∆T )

∆T
(II.58)

pour un noyau exponentiel et

∂ 〈Vi〉 (t; ∆T )

∂t
=
Vi(t)− Vi(t−∆T )

∆T
(II.59)

pour un noyau Heaviside.

2.6.5 Quelques modèles

On rappelle que les grandeurs dites de ”sous-maille” en LES spatiale devraient en toute
rigueur être qualifiées de ”sous-filtre” en LES temporelle, car dans ce cas ce n’est pas le maillage
qui impose le filtrage, et donc le modèle. Ainsi l’indice ”SGS” devrait se transformer en ”SFS”
mais par commodité, ”SGS” sera conservé.
On soulignera aussi le fait qu’en LES temporelle, il est plus délicat de construire un modèle
à viscosité de sous-filtre, puisque la largeur du filtre considéré n’est pas connue. On pourrait
prendre le pas de temps, mais cela serait hasardeux car, qu’on le veuille ou non, le maillage
(spatial) implique un échantillonnage, et donc un filtrage inévitable, avec lequel le modélisateur
doit composer, même implicitement. Qui plus est, cela irait à l’encontre de la philosophie
hybride RANS/(T)LES.

Similarité d’échelles temporelles (TSSM) Le modèle de Bardina, exposé au 2.4.2, s’ap-
plique également dans le cadre temporel.
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Déconvolution approximative temporelle (TADM) L’idée d’une telle approche est
d’approximer le tenseur de sous-maille τijSGS non par un modèle 14 à proprement parler, mais
par un champ de vitesse Vi obtenu par une déconvolution approximative du champ filtré Ũ∗

i

auquel on s’intéresse. Cette piste, initialement explorée pour la LES spatiale par Stolz et ses
collaborateurs [SA99], [SAK01], a été adaptée par Pruett et al. [PTGG06].
Le tenseur de sous-maille τijSGS est remplacé par le tenseur Mij :

Mij = 〈ViVj〉 − 〈Vi〉 〈Vj〉 (II.60)

Le champ de vitesse Vi s’obtient par un développement en série de Taylor :

Vi =

p∑

k=0

Ck 〈U∗
i 〉k+1 (II.61)

avec 〈U∗
i 〉1 ≡ 〈U∗

i 〉 et p le degré d’approximation de la déconvolution. Les coefficients Ck
s’obtiennent indirectement de la fonction de transfert H du filtre initial, pourvu que ce dernier
soit inversible et que |H − 1| < 1, ce qui lui permet alors d’avoir un inverse, déterminé par un
développement exact en série de puissances ; H−1 = 1/[1− (1−H)] =

∑∞
k=0(1−H)k. Le jeu

d’équations manquantes est le suivant :

∂

∂t
〈U∗

i 〉k+1 =
〈U∗

i 〉k − 〈U∗
i 〉k+1

∆T
(1 ≤ k ≤ p) (II.62)

∂ 〈Vi〉
∂t

=
Vi − 〈Vi〉

∆T
(II.63)

∂ 〈ViVj〉
∂t

=
ViVj − 〈ViVj〉

∆T
(II.64)

A l’instar des modèles de similarités d’échelles, cette approche a besoin d’une diffusivité artifi-
cielle. Un terme dissipatif est ajouté au membre de droite des équations de conservation de la
quantité de mouvement filtrée :

χ (〈Vi〉 − 〈U∗
i 〉) (II.65)

On notera qu’à cause du déphasage induit par la causalité des filtres temporels, une seconde
régularisation ([TTMGM10] par exemple), du même type que (II.65) est nécessaire, via un
autre champ Wi, similaire à Vi.

3 Méthodes hybrides RANS / LES

Connaissant les avantages et inconvénients respectifs des deux approches, statistique et
filtrée, de nombreux auteurs se sont attelés, depuis la fin des années 1990, à proposer des
méthodes hybrides, dans l’espoir de parvenir à tirer les avantages de chacune des deux approches
initiales, et d’optimiser l’effort de calcul.

3.1 Définition

Une méthode hybride RANS/LES est une technique de modélisation de la turbulence, per-
mettant d’effectuer des simulations tridimensionnelles et instationnaires, en faisant un usage
au moins partiel d’une approche statistique.
En d’autres termes, une méthode hybride RANS/LES est une recette qui a au moins pour

14. Contrairement aux modèles précédemment cités, l’ADM (temporelle ou spatiale) est basée non pas sur la
physique, mais sur le numérique
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ingrédient un modèle RANS, et dont on attend qu’elle soit capable d’effectuer des simulations
tridimensionnelles et instationnaires.

De son côté, Speziale [Spe98] a édicté sa propre définition des modèles hybrides, à travers
trois propriétés fondamentales :

– Dans la limite des maillages grossiers, un modèle hybride doit tendre vers un modèle
RANS.

– À résolution suffisante, il doit tendre vers une DNS.
– Il ne faut appliquer aucun filtrage (ni moyenne) explicite.

Il s’est toutefois limité aux modèles hybrides unifiés. Cette définition est donc plus ciblée que
celle proposée ci-dessus par l’auteur.

3.2 Principes

Intuitivement, l’hybridation RANS/LES s’articule autour de deux idées simples :

– zonalité : faire de la LES là où l’on peut, et du RANS là où il le faut. On se retrouve
alors avec plusieurs régions, communiquant via des interfaces planes ou diffuses (transi-
tion continue). Ces domaines peuvent être prédéfinis par l’utilisateur, ou évoluer durant
la simulation. Le défi, si l’on construit une méthode hybride employant ce concept de zo-
nalité, est de discriminer judicieusement les zones purement RANS et LES, mais surtout
de déterminer la façon dont elles communiquent (transition douce ou brutale).

– amortissement du modèle : puisqu’en DNS on résout toutes les échelles de la turbu-
lence sans rien modéliser, et qu’en RANS on fait exactement l’inverse, alors un modèle
RANS pondéré par une fonction variant entre 0 et 1 devrait permettre de simuler des
écoulements tridimensionnels et instationnaires. Le challenge est alors de trouver la fonc-
tion de pondération adéquate, voire d’adapter le modèle lui-même (constantes, échelles)
si nécessaire.

La plupart des méthodes hybrides connues, dont quelques-unes seront présentées ci-après, sont
élaborées, même de façon indirecte, autour de ces deux idées simples.

3.3 Classification des méthodes

Le fait que les deux idées exposées ci-avant se retrouvent toutes les deux, même si l’une
est dominante, dans la plupart des méthodes hybrides, rend subjective la classification de
ces dernières. Plusieurs catégorisations ont été proposées. Deux d’entre elles sont brièvement
évoquées ci-après. L’auteur en propose ensuite une autre, et s’appuye dessus pour présenter
quelques méthodes hybrides.

3.3.1 Classification de Sagaut et al. [SDT06]

Approches statistiques instationnaires Elles utilisent un modèle RANS à peine modifié
(un coefficient ou une échelle). Le fil directeur des méthodes de cette catégorie est que le filtrage
opéré est complexe et fortement implicite. Par exemple, la taille de maille n’apparâıt pas dans
le modèle.

Méthodes globales Elles se différencient des précédentes par un usage explicite de la taille
de maille, souvent comparée à l’échelle intégrale de longueur. Là où le maillage est assez fin, on
résout une partie de la turbulence. Sinon, l’ensemble du spectre est modélisé (mode RANS).
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Méthodes zonales Elles découlent directement, et exclusivement, de la première des deux
idées simples exposées au 3.2. La construction de ces méthodes exclut toute transition continue.
La problématique associée est comparable à celle des écoulements multiphasiques.

3.3.2 Classification de Fröhlich et von Terzi [FvT08]

LES/RANS ségrégués Ces approches correspondent aux ”méthodes zonales” ci-dessus.

URANS de seconde génération Cette catégorie pourrait être rangée dans les ”approches
statistiques instationnaires” ci-dessus. Toutefois, la correspondance n’est pas totale. Les auteurs
indiquent deux caractéristiques essentielles :

– indépendance par rapport à la taille de maille,
– présence, dans le modèle, d’un terme sensible au taux d’énergie résolue.

LES/RANS unifiés Cette famille de méthodes est à rapprocher des ”méthodes globales” de
la classification de Sagaut et al. La nuance réside dans la façon de les présenter. Sagaut et al. s’en
tiennent à l’unicité du jeu d’équations du modèle de turbulence et à une répartition schématique
RANS en proche paroi / LES ailleurs. Fröhlich et von Terzi, outre les deux caractéristiques
précédentes, font ressortir le caractère zonal de ces approches, en montrant les critères de
transition entre RANS et LES et leur condition de continuité à l’interface (qui peut être fixe
ou mobile, dépendante de la solution).

3.3.3 Classification de l’auteur

Sans récuser les deux classifications présentées ci-dessus, l’auteur propose sa propre catégorisation,
voulue la plus objective possible.

– Approches à deux modèles : LES et RANS coexistent. Deux modèles sont calculés, puis
sont soit assemblés soit appliqués séparément.

– Approches à modèle unique : un seul modèle est utilisé. La transition RANS/LES s’opère
via un ou plusieurs critères, de façon continue.

Cette dernière catégorie sera divisée, plus loin, en trois groupes.

3.4 Approches à deux modèles

On place ici les méthodes utilisant à la fois un modèle RANS et un modèle LES, dans un
assemblage qui peut prendre plusieurs formes.

3.4.1 Méthodes zonales

Dans ce type d’approche, le domaine étudié est découpé en zones LES et RANS. Les
interactions entre ces zones sont établies via un couplage idéalement réciproque (”two-way”)
explicite aux interfaces. [FvT08]. L’avantage de ce genre de méthode est d’éviter la présence de
zones grises, à savoir des zones ambiguës, ni totalement RANS ni totalement LES. Néanmoins,
cela requiert des conditions aux limites rigoureuses aux interfaces :

– dans le sens LES vers RANS : il faut moyenner les grandeurs (vitesse, pression...)
– dans le sens RANS vers LES : il faut générer des fluctuations, car le champ RANS est
moyen.

Il existe divers moyens d’obtenir une turbulence synthétique. Celle-ci doit satisfaire certaines
propriétés de cohérence spatio-temporelle, et correspondre en moyenne au champ RANS dont
elle est tirée. On pourra se référer à [FvT08] et [SDT06] pour une revue plus précise.
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Figure II.2 – Configurations d’interfaces entre une zone LES enclavée dans une zone RANS
[FvT08]

3.4.2 Méthodes à somme pondérée et filtrage additif

On considère ici une famille de méthodes simples, combinant RANS et LES au sein d’une
pondération :

Ahyb = fARANS + (1− f)ALES (II.66)

Fan et al. [FTE+08], [FTE+04] ont appliqué ce principe au modèle SST de Menter.
Baggett [Bag98] montra que ce type d’assemblage génère des super-streaks, structures non-
physiques, associées probablement [SDS+06] au phénomène dit de modeled stress depletion
(MSD), qui a lieu en zone ”grise”, et qui se caractérise par une réponse inexacte des contraintes
résolues à la chute des contraintes modélisées, de telle sorte que les contraintes turbulentes
totales sont d’intensités inférieures à leurs valeurs supposées.
Germano [Ger04] a proposé, pour sa part, une étude théorique du filtre additif inhérent à ce
genre d’assemblage. Deux points importants à retenir sont :

– la non-commutativité entre le filtre hybride et les dérivées spatiales, si la fonction de
pondération f varie spatialement :

(
∂A

∂xi

)hyb
=
∂Ahyb

∂xi
− ∂f

∂xi

(
ARANS −ALES

)
(II.67)

– l’expression de la contrainte turbulente résiduelle, dans le cas hybride :

τhyb = 〈UiUj〉hyb − 〈Ui〉hyb 〈Uj〉hyb

= fτRANS + (1− f) τLES + f (1− f)
(
〈Ui〉RANS − 〈Ui〉LES

)

×
(
〈Uj〉RANS − 〈Uj〉LES

)
(II.68)

On pourra également citer les travaux de Sanchez-Rocha et Menon [SRM09], appliquant le
filtre additif au contexte compressible.
Pour sa part, Hamba proposa un filtrage additionnel [Ham03], [Ham09], afin de pallier les
problèmes inhérents au fort gradient de vitesse dans la zone transitionnelle entre RANS et LES.
Ceci est attribué à la non-prise en compte de l’erreur de commutativité (II.67). Ledit filtrage
additionnel est un subterfuge numérique 15 visant à estimer cette erreur de commutativité.
On observera que les méthodes zonales évoquées au 3.4.1 peuvent être vues comme un cas
particulier de filtrage additif. Le paramètre de pondération f est, dans ce cas, une fonction

15. qui prend la forme d’un schéma aux différences finies
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de Heaviside, dont le saut a lieu à l’interface, qui est alors traitée comme une condition aux
limites interne. Dans l’équation (II.68), la contrainte hybride se réduit alors à la pondération,
par f , des tensions turbulentes RANS et LES.

3.4.3 Limited Numerical Scales (LNS)

Cette approche, proposée par Batten et al. [BGC00], [BGC02], est une variante de la
VLES/FSM exposée au paragraphe 3.5.3, à la différence près que la présente méthode tend
vers un véritable modèle LES, lorsque le maillage le permet. Dans le cas contraire, on est en
mode RANS. Le paramètre d’amortissement α est déterminé par :

α =
min [(LV )LES ; (LV )RANS ]

(LV )RANS
(II.69)

où (LV ) est le produit entre échelles de longueur et de vitesse caractéristiques. Cette fonction
permet d’amortir une grandeur RANS (dans l’esprit du principe d’amortissement présenté au
3.2), idéalement la viscosité turbulente 16 :

νt = ανRANSt ⇒ νt = min
[
νLESt ; νRANSt

]
(II.70)

3.5 Approches à modèle unique

À l’intérieur de cette catégorie, un second classement est effectué. Trois groupes de méthodes
sont distingués :

– La famille URANS, contenant les approches basées formellement sur des modèles RANS
pas ou peu modifiés : soit le modèle brut ne donne pas un champ moyen, soit on modifie,
avec ou sans justification, un paramètre du modèle, ce qui aboutit aussi à des champs
plus ou moins fluctuants.

– Les méthodes auto-pilotées, indirectement sensibles au maillage, c’est-à-dire sans que la
taille de maille n’intervienne explicitement dans le modèle.

– Les méthodes à pilotage d’échelles. Pour celles-ci, la taille de maille apparâıt clairement
dans le modèle. Schématiquement, la taille de maille y est comparée à l’échelle de longueur
RANS afin de basculer en mode LES, si le raffinement est suffisant.

3.5.1 Famille URANS

Généralités Les modèles statistiques RANS sont en partie calibrés en situation d’équilibre
(coefficients Cµ, σε). Or en cas de non-équilibre ou de forçage instationnaire de l’écoulement, le
modèle ne remplit plus tout à fait son rôle. Par conséquent, le champ résolu n’est plus moyen,
mais légèrement fluctuant. On parle alors d’Unsteady RANS (URANS).
La décomposition associée est la suivante ([HR70] par exemple) :

A∗(x, t) = A(x) + a′coh(x, t)︸ ︷︷ ︸
fluctuation cohérente︸ ︷︷ ︸

〈A〉coh

+ a”(x, t)︸ ︷︷ ︸
fluctuation résiduelle

(II.71)

Le modèle a pour rôle d’évaluer les effets de la turbulence de fond, incohérente (représentée
par a”) sur les structures cohérentes, caractérisées par 〈A〉coh.
Fadai-Ghotbi et al. [FGMB08] se sont penchés sur l’influence du numérique sur la solution

16. choix le plus consistant avec (II.69)
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URANS en 2D, dans le cas d’un écoulement de marche descendante, et ont montré que l’ins-
tationnarité provient de l’excitation du mode naturel de la couche cisaillée par des oscillations
numériques générées par un schéma non-diffusif (CDS, TVD...) sur un maillage suffisamment
grossier.

Semi-Deterministic Method (SDM) et Organized Eddy Simulation (OES) En considérant
toujours la décomposition (II.71), Ha Minh et Kourta ([HMK93]) ont suggéré de diminuer Cµ
afin d’extraire les structures cohérentes 17. Pour l’écoulement sur une marche descendante, Ha
Minh [HM99] obtint Cµ = 0.05.
Bastin et al. [BLC97] essayèrent cette méthodologie sur des couches de mélange planes, en si-
tuation faiblement compressible. Avec Cµ = 0.05, ils montrèrent que l’auto-similarité s’obtient
plus en aval, par rapport à Cµ = 0.09. Ils montrèrent également que la réduction de Cµ ne
modifie pas l’écoulement moyen, mais donne plus de poids aux structures cohérentes.
De son côté, Jin et Braza [JB94] s’intéressèrent à l’écoulement autour d’un profil d’aile, et
montrèrent le succès du k − ε dans cette configuration, en prenant Cµ = 0.02.
Considérant que d’aussi basses valeurs de Cµ ne sont pas pertinentes pour une couche limite
attachée, Deprés [Dep03] proposa une SDM zonale, prescrivant alors Cµ = 0.09 dans ce type
de zone, contre Cµ = 0.02 en zone décollée.
Dans ces approches (SDM et OES), la séparation d’échelles ne dépend pas non plus du maillage.
Une idée sous-jacente qu’on peut y voir est la prise en compte d’un déphasage 18 entre le tenseur
de production et celui des déformations :

P = 2 C∗
µ︸︷︷︸

Cµ cos θ

SijSij (II.72)

Partially Averaged Navier-Stokes (PANS) Cette méthode, proposée par Girimaji [Gir06],
s’appuye sur le principe d’un opérateur de moyenne partielle appliqué aux équations de quan-
tité de mouvement. Cette moyenne partielle est contrôlée par deux paramètres caractérisant
le niveau de résolution : fk et fε tels que :

fk =
ku
ktot

(II.73)

et
fε =

εu
εtot

(II.74)

L’indice u signifie ”unresolved”. Le modèle de sous-filtre se cale sur la limite RANS, avec la
supposition suivante, pour A ∈ [k; ε] :

∂Au
∂t

+ Uj
∂Au
∂xj

= fA

(
∂A

∂t
+ Uj

∂A

∂xj

)
(II.75)

Le résultat essentiel est que l’amortissement du modèle s’opère sur le coefficient Cε2 , qui est
remplacé par :

C∗
ε2 = Cε1 +

fk
fε

(Cε2 − Cε1) (II.76)

On notera que le fait qu’on utilise la vitesse moyenne U comme vitesse d’advection dans (II.75)
pour Au engendre un transport supplémentaire, dû à la différence entre U et Ũ, et il convient
de trouver une fermeture pour ce terme, question abordée mais laissée ouverte par Girimaji
[Gir06].

17. Qualitativement, on est dans l’esprit du principe d’amortissement du modèle
18. voir par exemple [CM06]
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3.5.2 Méthodes auto-pilotées

Scale Adaptative Simulation (SAS) L’idée de cette approche [MKB03], [ME05a], [ME05b]
est de moduler le terme puits de l’équation de transport de k ou des moments d’ordre 2, par
le rapport de l’échelle intégrale de longueur et celle de Von Kármán :

L

κSU”
(II.77)

où κSU” = LvK est l’échelle de longueur de Von Kármán et U” = ||∇2U||. Le mode LES
est donc atteint dans les couches dominées par le cisaillement, permettant aux structures
cohérentes de se développer.
On notera que l’originalité de cette méthode réside dans le fait qu’elle ne fait pas directe-
ment appel à la taille de maille ; la solution est auto-adaptative. Par ailleurs, il est intéressant
d’observer que la SAS de Menter et Egorov s’appuye initialement autour d’un modèle RANS
k −

√
kL.

Modèle ”universel” de Perot & Gadebusch Une autre approche auto-adaptative est
celle de Perot et Gadebusch [PG07]. Les auteurs généralisent un modèle k − ε au contexte
hybride, en introduisant un paramètre α :

α = 1.5


1− 0.28

(
kSGS
ktot

)2




(
∆xi√
kRES

∂
√
kRES
∂xi

)

︸ ︷︷ ︸
mesure adimensionnée des gradients

+0.11




−1
 (II.78)

sensible au niveau de résolution dont le maillage est capable. Ce coefficient peut être négatif, et
ainsi générer, localement et à des instants donnés, de l’anti-diffusion (backscatter), souhaitable
en LES.
En outre, la viscosité turbulente est définie par :

νt = Cµ
k2

ε

(
kSGS
ktot

)
(II.79)

Dans les équations de la quantité de mouvement, νt est remplacé par ανt, de même que dans
le terme de production d’énergie de sous-maille.
Plus récemment, dans [PG09], les auteurs se sont penchés sur le cas des fermetures au second
ordre.

3.5.3 Méthodes à pilotage d’échelles

Very Large Eddy Simulation (VLES) L’une des premières méthodes hybrides 19 a été
proposée par Speziale [Spe97], [Spe98]. C’est certainement la méthode qui illustre le mieux le
principe d’amortissement du modèle évoqué au 3.2, puisque c’est son mode de fonctionnement :

τijSGS =

[
1− exp

(
−β∆
LK

)]n

︸ ︷︷ ︸
fonction d’hybridation α

RRANSij (II.80)

On voit que la fonction d’amortissement consiste en une comparaison entre la taille de maille
∆ et l’échelle de longueur de Kolmogorov LK , ce qui peut être problématique dans la limite

19. Dans la littérature, on trouve aussi cette méthode sous le nom de Flow Simulation Methodology (FSM)
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des grands nombres de Reynolds ; LK devient alors très petit, quel que soit ∆.
De nombreux travaux ont suivi, avec diverses expressions plus sophistiquées pour α (voir par
exemple [SF04]).
Afin de remédier au problème des grands nombres de Reynolds, évoqué ci-dessus, Magnient
[Mag01] proposa un modèle à viscosité turbulente comparant ∆ non seulement à LK mais aussi
à l’échelle intégrale Lint :

νt = νRANSt f

(
∆

Lint

)
g

(
∆

LK

)
(II.81)

Par souci de consistance, il serait logique d’imaginer qu’il faut moyenner le champ de vitesse Ũi
qui apparâıt dans les équations de transport du modèle de turbulence. Néanmoins, la résolution
des tensions de Reynolds avec le champ de vitesse résolu, non-moyenné, a également donné des
résultats satisfaisants [FvT08].

Detached Eddy Simulation (DES) Il s’agit probablement de la méthode hybride la plus
populaire à l’heure actuelle [SDT06], même si elle est plutôt empirique a priori 20. Elle provient
de la volonté de Spalart et al. [SJSA97] d’étendre le modèle SA (voir au I.2.2.2) au contexte
instationnaire.
L’idée directrice de cette approche est contenue dans son nom ; simuler les couches limites
attachées en mode RANS, et les zones décollées en LES.
Aussi, la version initiale, DES-SA, est calibrée de telle sorte que dans le premier cas ci-dessus,
on ait une viscosité turbulente RANS, et que dans le second, on tende vers une véritable
viscosité de sous-maille. Pour ce faire, le terme de destruction de l’équation (I.32) voit son
échelle de longueur d sensibilisée au maillage :

d = min (dw;CDES max (∆x; ∆y; ∆z)) (II.82)

Au sens large 21, la DES consiste en un pilotage du niveau d’énergie turbulente de sous-maille
via le terme de dissipation, dans l’équation de transport de k ou (qui devient kSGS) :

εDES = max (
εSGS
CDES∆

; 1) (II.83)

où ∆ est la taille de maille (qu’on peut définir de diverses façons. En mode LES, on a alors :

εDES =
LSGS
CDES∆

εSGS =
k
3/2
SGS

CDESεSGS∆
εSGS =

k
3/2
SGS

CDES∆
(II.84)

On notera que εDES est la dissipation modifiée qui apparâıt dans l’équation de kSGS ou τijSGS ,
tandis que εSGS est la dissipation pour laquelle on résout une équation de transport.
La forme de DES la plus répandue est celle qui est associée au modèle k − ω SST de Menter
(I.4.4.3 , [Men94]).
Mentionnons aussi les versions plus récentes de la DES :

– La Delayed Detached Eddy Simulation (DDES) [SDS+06], visant à forcer le mode RANS
en couche limite, même en cas de maillage assez fin pour basculer en mode LES.

– L’Improved Delayed Detached Eddy Simulation (IDDES) [SSST08] est une amélioration
de la DDES, reposant sur une définition plus sophistiquée de ∆, et visant à servir de
modèle de paroi pour la LES.

20. Ce point sera discuté plus en détails au chapitre V
21. Ici, on s’éloigne de la DES-SA
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Partially Integrated Transport Model (PITM) Schiestel et Dejoan [SD05] ont montré
qu’il est possible de contrôler le niveau d’énergie résolue en modifiant l’équation de transport
de la dissipation. Pour ce faire, ils se placent en turbulence homogène cisaillée, et découpent le
spectre turbulent en trois zones : [0, κc], [κc, κd] et [κd,∞] 22. L’intervalle [0, κc] est explicitement
résolu, tandis que le reste du spectre doit être modélisé.
Le nombre d’onde κd est défini par :

κd = κc + ξm
εm

k
3/2
m

(II.85)

ξm doit être suffisamment grand pour que l’énergie contenue dans [κd,∞] soit négligeable. Dans
le contexte homogène cisaillé, l’équation d’évolution du spectre s’écrit 23 :

∂E

∂t
= −λijAij + B − 2νκ2E (II.86)

λij est le tenseur des gradients de vitesse moyenne, Aij le tenseur spectral des corrélations de
vitesses intégré sur une coque sphérique et B le transfert spectral d’énergie.
L’intégration de (II.86) sur [0,∞] et [κc,∞], et l’utilisation de (II.85) aboutit, après simplifi-
cations, à un système proche du k − ε connu en RANS :

dkm
dt

= Pm − εm (II.87)

dεm
dt

= Cε1
Pmεm
km

− [Cε1 + r (Cε2 − Cε1)]︸ ︷︷ ︸
C∗

ε2

ε2m
km

(II.88)

L’amortissement du modèle est donc opéré sur le terme de destruction de la dissipation, tout
comme dans la méthodologie PANS, en considérant toutefois fε ≡ 1. Ce mécanisme est similaire
à celui de la DES, tout en étant moins direct 24. Le paramètre r est le taux d’énergie modélisée
sur l’énergie turbulente totale : rk = km/k. On peut le relier au nombre d’onde de coupure
κc en supposant que ce dernier se situe dans la zone inertielle et en considérant un spectre de
Kolmogorov (II.4) :

r =
km
k

=
1

k

∫ ∞

κc

E(κ)dκ =
2CK
3

(
κc
k3/2

ε

)−2/3

(II.89)

Outre la théorie, le PITM se différencie aussi du PANS en reliant le paramètre r au maillage,
tandis que fk est imposé arbitrairement.

4 Validité des fermetures de type RANS en tant que modèles
de sous-filtre

Un autre point important dans la construction des méthodes hybrides, réside dans l’ap-
parente incompatibilité des approches statistique et filtrée. En effet, elles s’appuyent sur des
hypothèses différentes, et s’articulent notamment autour d’échelles qui ne sont pas construites
de la même façon.
Pourtant, Germano [Ger92] montre que tout opérateur de moyenne possédant simplement les
propriétés suivantes :

22. ce qui constitue un cas particulier des modèles multi-échelles [Sch87]
23. généralisation au cas cisaillé de l’équation (II.47)
24. L’étude de cette similitude est l’objet du chapitre V.



4 Validité des fermetures de type RANS en tant que modèles de sous-filtre 53

– linéarité,
– préservation des constantes,
– commutativité avec les opérateurs de dérivées spatiales et temporelle,

aboutit au même jeu d’équations de transport.
Germano parle d’invariance à la moyenne (averaging invariance).

4.1 Les moments centrés généralisés

Ceux-ci sont définis comme suit :

τ(A,B) = 〈AB〉 − 〈A〉 〈B〉 (II.90)

τ(A,B,C) = 〈ABC〉 − 〈A〉 τ(B,C)− 〈B〉 τ(C,A)− 〈C〉 τ(A,B)− 〈A〉 〈B〉 〈C〉(II.91)

4.2 Équations ”moyennes” au sens de Germano

∂ 〈U∗
i 〉

∂t
+
∂ 〈U∗

i U
∗
k 〉

∂xk
= −∂ 〈p〉

∂xi
+
∂ 〈σik〉
∂xk

− ∂τ(U∗
i , U

∗
k )

∂xk
(II.92)

∂ 〈U∗
k 〉

∂xk
= 0 (II.93)

∂τ(U∗
i , U

∗
j )

∂t
+
∂τ(U∗

i , U
∗
j ) 〈U∗

k 〉
∂xk

=−
∂τ(U∗

i , U
∗
j , U

∗
k )

∂xk
+
∂τ(p, U∗

i )δjk
∂xk

+
∂τ(p, U∗

j )δik

∂xk

− ν
∂τ(U∗

i , U
∗
j )

∂xk∂xk
+ 2τ(p, S∗

ij)− 2ντ

(
∂U∗

i

∂xk
,
U∗
j

∂xk

)

− τ(U∗
i , U

∗
k )
∂
〈
U∗
j

〉

∂xk
− τ(U∗

j , U
∗
k )
∂ 〈U∗

i 〉
∂xk

(II.94)

Bien que Germano parle d’averaging invariance, tout filtre possédant les propriétés de
linéarité, préservation des constantes et commutativité avec les opérateurs différentiels, abou-
tira au même jeu d’équations. Or c’est avec ces hypothèses qu’est dérivé le système d’équations
de transport en LES (II.27), présentées au 2.2.
Même si la commutativité avec les opérateurs différentiels (spatiaux) est parfois discutable,
l’erreur associée est souvent négligée devant celle inhérente à la modélisation. Si cette dernière
approximation est valide, alors un modèle de turbulence permettant de fermer le système
(II.92) - (II.94) peut formellement servir de modèle de sous-maille. Par contre, les coefficients
et échelles employés, dans les détails de ces modèles, peuvent différer.
Cette conclusion n’a rien de nouveau. En effet, rappelons par exemple que Deardorff [Dea73]
a étudié la résolution d’équations de transport (de type RANS) pour les contraintes de sous-
maille. À cette époque, il fut toutefois considéré que l’effort de calcul ainsi consenti, n’apportait
pas grand chose de supplémentaire.
Le raisonnement est le même pour une modélisation au premier ordre.





Chapitre III

Méthode PITM spatiale et
temporelle

Les méthodes hybrides, dont un certain nombre ont été présentées au chapitre précédent,
rencontrent diverses fortunes, sur le plan de la justification théorique. Certaines sont complètement
empiriques, d’autres sont le fruit de raisonnements développés, à partir d’hypothèses plus ou
moins fortes. Le PITM (Partially Integrated Transport Model) fait partie de cette dernière
catégorie, et constitue le fil conducteur du présent chapitre.
Dans la classification des méthodes hybrides, vue au II.3, le PITM est rangé dans les méthodes
à pilotage d’échelles. Le fonctionnement de celles-ci est le suivant : on sensibilise un modèle
RANS à la largeur de filtre explicitement souhaitée, en adaptant une ou plusieurs échelles, ou
un ou plusieurs coefficients. Dans le cas présent, Schiestel et Dejoan [SD05] ont montré que
cela est possible via l’équation de transport de la dissipation.
Dans ce chapitre, nous rappellerons les grandes étapes du développement de l’approche PITM
spatiale, puis de son équivalente temporelle. Nous verrons, en particulier, que les deux méthodes
sont formellement identiques, sous certaines hypothèses.

La théorie présentée PITM ci-après est valable pour des grandeurs de sous-filtre moyennées.
C’est pourquoi elles sont notées Am, dont la définition générique est (on rappelle que .̄ désigne
la moyenne d’ensemble) :

Am = ASFS (III.1)

Pour sa part, A désigne la grandeur totale moyenne :

A = A∗ = ASFS +ARES (III.2)

1 Équations du mouvement

On écrit les équations de Navier-Stokes filtrées par un opérateur indifféremment spatial ou
temporel, supposé posséder les propriétés permettant l’invariance à la moyenne (cf. II.4).
Les équations (II.92), (II.93), (II.94), avec les définitions (II.90) et (II.91) sont donc les équations
du mouvement, à considérer dans le cas présent.

2 Approche spatiale

Au moyen de considérations spectrales, nous allons déterminer l’équation de transport,
en moyenne, de l’énergie cinétique de sous-maille. Puis la construction de l’équation de la
dissipation modélisée sera discutée. L’idée directrice, ici, est de construire une approche hybride
RANS / LES calquée sur un modèle RANS.

55
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2.1 Découpage spectral et bilan d’énergie

On se place dans le contexte de la turbulence homogène cisaillée, dans l’espace spectral.
L’équation d’évolution temporelle du spectre d’énergie turbulente, s’obtient en intégrant la
transformée de Fourier de l’équation de transport des corrélations en deux points sur une
coquille sphérique. On peut montrer que le spectre spatial d’énergie ES vérifie la relation
(II.86), rappelée ici (par exemple, [Sch83]) :

∂ES(t, κ)

∂t
= −λijAij(t, κ)︸ ︷︷ ︸

production par la vitesse moyenne

+ B(t, κ)︸ ︷︷ ︸
transferts spectraux

−2νκ2ES(t, κ)︸ ︷︷ ︸
dissipation visqueuse

(III.3)

λij est le tenseur des gradients de vitesse moyenne, supposé constant en turbulence homogène
cisaillée, et Aij l’intégrale sur une coquille sphérique, dans l’espace spectral, de la transformée
de Fourier du tenseur des corrélations de vitesses en deux points. B est la somme des transferts
spectraux.
Le spectre spatial d’énergie ES se définit par :

ES(t, κ) =
1

2
Aii(t, κ) (III.4)

avec :

Aij(t, κ) =

∫

R

Aij(t, κ
′)δD

(
||κ′|| − κ

)
dκ′ (III.5)

et
Aij(t, κ) = F

{
ui(x, t)ui(x+ r, t)

}
(III.6)

Intégrons (III.3) sur une tranche de l’espace spectral délimitée par les nombres d’onde κ1 et
κ2 :

d

dt
k[κ1,κ2] = P[κ1,κ2] − ε[κ1,κ2] + J (κ1)− J (κ2) (III.7)

où :

k[κ1,κ2]︸ ︷︷ ︸
énergie turbulente partielle

=

∫ κ2

κ1

ES(κ)dκ (III.8)

P[κ1,κ2]︸ ︷︷ ︸
production partielle par le champ moyen

= −
∫ κ2

κ1

λijAij(κ)dκ (III.9)

ε[κ1,κ2]︸ ︷︷ ︸
dissipation partielle

=

∫ κ2

κ1

2νκ2ES(κ)dκ (III.10)

J (κ)︸ ︷︷ ︸
flux spectral venant de κ− < κ allant vers κ+ > κ

= Q(κ)− ∂κ

∂t
ES(κ) (III.11)

Q(κ) = −
∫ κ

0
B(κ′)dκ′ =

∫ ∞

κ
B(κ′)dκ′ (III.12)

Le terme J fait intervenir la variation temporelle du nombre d’onde, et de façon générale
on a [Sch83] : ∫ κ

0

∂ES
∂t

(κ′)dκ′ =
∂

∂t

∫ κ

0
ES(κ

′)dκ′ − ES(κ)
∂κ

∂t
(III.13)

La théorie PITM suppose l’introduction de deux filtres à coupure spectrale, aux nombres
d’onde κc et κd. Aussi, partageons le spectre d’énergie turbulente en trois intervalles :
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Figure III.1 – Spectre turbulent, avec κc et κd

– la zone énergétique résolue [0, κc],
– la zone énergétique non résolue [κc, κd],
– la zone dissipative (non-énergétique) [κd,∞[

κc est le nombre d’onde de coupure et κd un nombre d’onde tel que sur l’intervalle [κd,∞[,
l’énergie et la production par le champ moyen sont négligeables par rapport aux autres termes
de l’équation (III.7). En utilisant le fait que J (∞) = 0, (III.7) se réduit à :

ε[κd,∞[ = J (κd) (III.14)

En introduisant de plus J (0) = 0, et en définissant km comme :

km =

∫ ∞

κc

ES(κ)dκ (III.15)

on obtient pour la zone résolue [0, κc] :

d

dt
(k − km) = P[0,κc] − ε[0,κc] − J (κc) (III.16)

et pour la zone énergétique non résolue [κc,∞] :

dkm
dt

= P[κc,κd]−ε[κc,κd] − ε[κd,∞[︸ ︷︷ ︸
−J (κd)

déf
=−εm

+J (κc) (III.17)

La somme terme à terme des équations (III.16) et (III.17) redonne l’équation de l’énergie
turbulente totale, en situation homogène 1 :

dk

dt
= P[0,κd]︸ ︷︷ ︸

≃P[0,∞[

−ε[0,∞[ ≃ P − ε (III.18)

1. en l’absence d’intervalle précisé en indice bas, celui-ci est [0,∞[
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Si l’on considère la moyenne de la demi-trace de (II.94), on a en turbulence homogène :

dkm
dt

= Pm − εm (III.19)

En comparant (III.17) et (III.19), on voit que :

Pm = P[κc,κd] + J (κc) (III.20)

Pm est donc la somme d’un terme de production par le champ moyen, et d’un flux spectral au
nombre d’onde de coupure.

2.2 Équation de la dissipation de sous-maille

À la suite de [Sch87], Schiestel et Dejoan [SD05] supposent qu’on peut définir κd par la
relation (rappel de (II.85)) :

κd = κc + ζm
εm

k
3/2
m

où le paramètre ζm peut dépendre du nombre de Reynolds mais est supposé ne pas dépendre
explicitement du temps. Il doit être assez grand pour que l’énergie comprise dans la zone
[κd,∞] soit négligeable. La dérivation temporelle de (II.85), ainsi que l’utilisation de (III.17),
permettent d’obtenir la forme générale :

dεm
dt

=
3

2

Pmεm
km

− 3

2

ε2m
km

+
εm

κc − κd

(
∂κd
∂t

− ∂κc
∂t

)
(III.21)

En regardant cette relation sous la forme classique création / destruction :

dεm
dt

= C∗
ε1

Pmεm
km

− C∗
ε2

ε2m
km

(III.22)

le troisième terme du membre de droite doit être ”injecté” soit dans la création, soit dans la
destruction de dissipation, soit partagé entre les deux. Pour ce faire, on introduit un paramètre
arbitraire k tel que C∗

ε1 = 3/2 + k.

C∗
ε1 =

3

2
+ k (III.23)

C∗
ε2 =

3

2
+ k︸︷︷︸
C∗

ε1−
3
2

Pm
εm

+
km

(κd − κc)εm

(
∂κc
∂t

− ∂κd
∂t

)
(III.24)

À la limite RANS, κc = 0, et ∂κc/∂t = 0. Quelle que soit la valeur du degré de liberté k dans
C∗
ε1, ce dernier doit tendre vers Cε1

k|κc=∞ = Cε1 −
3

2
(III.25)

C∗
ε2|κc=∞ =

3

2
+

(
Cε1 −

3

2

)
P

ε
− k

κdε

∂κd
∂t

(III.26)

En éliminant ∂κd
∂t entre (III.26) et (III.24) :

C∗
ε2 =

3

2
+ (C∗

ε1 −
3

2
)
Pm
εm

+
rk
rε

(
1− κc

κd

)−1 [ k

εκd

∂κc
∂t

+ Cε2 −
3

2
−
(
Cε1 −

3

2

)
P

ε

]
(III.27)

où rk = km/k et rε = εm/ε. Moyennant les deux hypothèses suivantes :
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– les variations temporelles de la coupure sont suffisamment faibles,
– κc est très petit devant κd,

l’équation (III.27) se simplifie :

C∗
ε2 =

3

2
+
rk
rε

(
Cε2 −

3

2

)
+
Pm
εm

[
C∗
ε1 − Cε1

rk
rP

+
3

2

(
rk
rP

− 1

)]
(III.28)

Pour éviter d’avoir à évaluer rP = Pm/P , on va chercher une expression approchée. En tur-
bulence homogène cisaillée, l’équation de transport de l’énergie cinétique turbulente totale
s’écrit :

dk

dt
= P − ε (III.29)

En utilisant le fait que k = km/rk, on a également :

dk

dt
=

d

dt

(
km
rk

)
(III.30)

On néglige ici le terme drk/dt. (III.30) se reformule donc en :

dk

dt
=

1

rk

dkm
dt

(III.31)

ce qui, comparé à (III.29), aboutit à :

Pm
rP

− εm
rε

=
1

rk
(Pm − εm) (III.32)

d’où :
1

rP
=

1

rk

(
1− εm

Pm

)
+

εm
rεPm

(III.33)

On réinjecte cette relation dans (III.28) pour obtenir :

C∗
ε2 = C∗

ε1 +
rk
rε

(Cε2 − Cε1) + (C∗
ε1 − Cε1)

Pm
εm

(III.34)

Le degré de liberté k laissé sur C∗
ε1 permet, par exemple, de choisir par simplicité C∗

ε1 = Cε1,
ce qui donne :

C∗
ε2 = C∗

ε1 +
rk
rε

(Cε2 − Cε1) (III.35)

2.3 Détermination de rk

Ce point, évoqué rapidement au II.3.5.3, reste à détailler. En partant de (III.15) on écrit :

rk =
km
k

=
1

k

∫ ∞

κc

ES(κ)dκ (III.36)

En supposant, par exemple, un spectre de Kolmogorov (II.4), et en supposant cette relation
valide au moins sur l’intervalle [κc, κd], on obtient :

rk =
2

3CK︸ ︷︷ ︸
1/β0

η−2/3
c (III.37)
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Le paramètre ηc mis en évidence est un rapport de longueurs RANS et LES, et constitue donc
une longueur de coupure adimensionnée :

ηc = κc k
−3/2ε︸ ︷︷ ︸
1/Lint

=
LRANS
LLES

(III.38)

On remarquera que l’expression donnée par (III.37) pour rk est consistante avec la limite DNS
(rk = 0 à la limite des grands κc), mais pas avec son opposée, la limite RANS (rk = 1 pour
κc → 0), parce que le spectre de Kolmogorov n’y est pas valable.
Schiestel et Dejoan [SD05] proposent, pour y remédier, la relation empirique :

rk =
1

1 + β0η
2/3
c

(III.39)

De notre côté, nous utiliserons une formulation inspirée de la pondération elliptique, et son
paramètre α 2 :

rk = min

(
1; 1− αq + αq

1

β0η
2/3
c

)
(III.40)

Malgré son caractère empirique, cette expression traduit l’une des grandes motivations des
méthodes hybrides RANS/LES : forcer le mode RANS à proximité d’une paroi, ce qui est
assuré par l’emploi de α, qui tend vers 0 à la paroi, et vers 1 au loin.
D’autres lois de spectre sont utilisables. Schiestel et Dejoan [SD05] ont, outre Kolmogorov,
aussi testé le spectre de von Kármán, dans l’évaluation de rk :

ES(κ) = CKε
2/3κp

[
CK
p+ 1

( ε

k3/2

)m−1
+ κm−1

]−(m+p)(m−1)

(III.41)

avec m = 5/3. L’énergie turbulente totale k est donnée par l’intégration de (III.41) sur tout
le domaine des nombres d’onde. Notons qu’en turbulence isotrope décroissante, le taux de
dissipation est donné par la dérivée temporelle de k ; ε = −dk/dt, et dε/dt = −Cε2ε2/k. En
combinant ces résultats, on obtient :

Cε2 =
3p+ 5

2p+ 2
(III.42)

ce qui donne p ≃ 2.03 pour Cε2 = 1.83. L’évaluation de rk amène :

rk,V K = 1−
[
1 +

2

3(p+ 1)β0
η−2/3
c

]−(3/2)(p+1)

(III.43)

On voit aisément que cette formulation est compatible avec la limite RANS.
Enfin, plus récemment [CS09], Chaouat et Schiestel ont proposé l’emploi d’un autre spectre,
et de calculer, lors de la simulation, la dissipation résolue :

εtot = εSFS + ν

〈
∂Ũi
∂xj

∂Ũi
∂xj

〉

︸ ︷︷ ︸
εRES

(III.44)

On peut alors définir l’échelle de longueur Le en fonction des grandeurs totales moyennées :

Le =
kSFS + kRES

3/2

εSFS + εRES
(III.45)

2. la puissance q apparaissant dans l’équation sera explicitée plus loin
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La forme du spectre proposée est supposée valide sur tout le domaine des nombres d’onde, et
a pour expression :

ES(κ) =
2/3βηL

3
ekκ

2

(1 + βη(κLe)3)
(11/9)

(III.46)

où βη est une constante. Les auteurs remarquent qu’il a le mérite d’être directement consistante
avec la limite RANS. En effet, si on intègre (III.46) de κc à l’infini, on obtient, en divisant
ensuite par k :

rk =
1


1 + βη (κcLe)

3

︸ ︷︷ ︸
η3c




2/9
(III.47)

βη se calibre à l’aide du spectre de Kolmogorov ; aux grands nombres d’onde, (III.46) doit être
consistant avec (II.4). Sa valeur théorique est 0.026.

2.4 Compatibilité avec le modèle de Smagorinsky

Dans la présente approche, contrairement à la LES standard, l’échelle de longueur ca-
ractéristique de la turbulence de sous-maille n’est pas directement reliée au maillage, mais
évaluée à l’aide du taux de dissipation. Ceci concerne aussi bien un modèle à viscosité turbu-
lente [SD05], qu’une fermeture au second ordre [CS05]. Le paramètre rk contrôle la transition
d’un comportement RANS vers LES, de façon à atteindre la limite RANS quand rk = 1.
Lorsque ce paramètre est bas, typiquement autour de 0.2, le nombre d’onde de coupure se
situe dans la zone inertielle du spectre d’énergie turbulente. Il est donc intéressant de montrer
la compatibilité de la présente approche hybride avec la LES standard.
Si l’on suppose que le spectre est en équilibre, la loi de Kolmogorov est utilisée (II.4). L’énergie
cinétique turbulente moyenne de sous-maille s’écrit alors :

km =

∫ ∞

κc

ES(κ)dκ =
3CK
2

ε2/3κ−2/3
c (III.48)

Si, selon la pratique courante en LES, le nombre d’onde de coupure dépend de la taille de
maille ∆, par κc = π/∆, (III.48) amène :

k
3/2
m

ε
=

(
3CK
2

)3/2 ∆

π
≃ 1.07∆ (III.49)

ce qui montre qu’en cas d’équilibre spectral, l’échelle de longueur de la turbulence de sous-
maille est directement reliée à la taille de maille, de façon similaire à la LES. Néanmoins, cela
reste un cas particulier, et le PITM ne suppose pas d’équilibre spectral en κc, mais seulement
en κd

3. Lorsque le maillage est localement grossier, au regard de la LES, le nombre d’onde de
coupure peut être situé dans la zone productive du spectre, où l’équilibre n’est pas la règle :
il est alors crucial de recourir à la résolution d’équations de transport pour la dissipation et
l’énergie turbulente de sous-maille.
Dans la zone inertielle du spectre, les fermetures au second ordre, et les modèles à loi de
comportement sont équivalentes, en raison de l’équilibre et de l’isotropie propre à ces échelles,
de sorte qu’on restreindra l’analyse suivante à un modèle à viscosité de sous-maille, qui s’écrit :

νtSGS = Cµ
k2SGS
εSGS

(III.50)

3. voir les équations (III.14), (III.17) et (III.18)
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Le Cµ apparaissant dans cette relation est une constante restant à déterminer. L’équilibre local
et la relation de Boussinesq impliquent :

ε = εSGS = Cµ
k2SGS
εSGS

S̃2 (III.51)

En écrivant

k2SGS
εSGS

S̃2 = β
k2m
ε
S̃2 (III.52)

où β est un cœfficient de corrélation, et en combinant les équations (III.51) et (III.48), on
aboutit à :

ε = β3/2C3/2
µ

(
3CK
2

)3(∆

π

)2

S̃2
3/2

(III.53)

De son côté, le modèle de Smagorinsky donne :

ε = (CS∆)2S̃3 (III.54)

où la valeur usuelle de la constante de Smagorinsky CS est :

CS =
1

π

(
2

3CK

)3/4

 S̃

2
3/2

S̃3




1/2

(III.55)

L’adéquation entre (III.53) et (III.54) impose :

Cµ =
1

β

(
2

3CK

)3

(III.56)

Comme (2/3CK)3 ≃ 0.088, alors si β est supposé proche de l’unité, la compatibilité avec
le modèle de Smagorinsky est assurée, si l’on prend la valeur RANS standard Cµ ≃ 0.09.
Il est à noter que si β < 1, Cµ doit être augmenté, pour des nombres d’onde de coupure
dans la région inertielle, ce qui est contre-intuitif. Ce résultat montre que la méthodologie
PITM, qui est évidemment compatible avec les modèles statistiques standard quand κc = 0
(r = 1, km = k), est aussi compatible avec la LES standard, quand κc est dans le domaine
inertiel. Ceci est consistant avec de précédentes études numériques, montrant le comportement
du PITM en turbulence isotrope décroissante, utilisant des viscosités de sous-maille [SD05] ou,
plus récemment, des modèles aux contraintes de sous-maille [CS09].
Lorsque le modèle n’est en mode ni RANS ni LES, c’est-à-dire quand le nombre d’onde de
coupure est dans la zone productive du spectre (mode VLES), la situation est différente. Les
structures de sous-maille sont sujettes aux variations des déformations des grandes échelles, et
dans un tel cas, les modèles à loi de comportement échouent et, en particulier, le déphasage
entre tenseurs des déformations et des contraintes doit être pris en compte [CM06], [RBC+06].
De nombreux auteurs [RBC+06], [HPB+06] ont montré que la réduction de Cµ est bénéfique
dans ce cas (voir aussi l’équation (II.72)). Néanmoins, de tels modèles ne sont pas compatibles
avec la limite LES, qui ne peut pas être atteinte en réduisant Cµ, comme le montre l’analyse
ci-dessus. La modification des échelles de longueurs associées au nombre d’onde de coupure doit
être prise en compte par un autre mécanisme ; par exemple une modification du taux de dissi-
pation dans l’équation de transport de l’ énergie de sous-maille (DES), ou moins directement,
de l’équation de transport de la dissipation de sous-maille (PITM).
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3 Approche temporelle : T-PITM

Une limitation conceptuelle que l’on pourrait trouver au PITM spatial, et à une majorité de
méthodes hybrides RANS/LES, est qu’au formalisme statistique RANS (qui traite de moyennes
d’ensemble), il associe la philosophie LES, et ses grandeurs filtrées spatialement. Dans le cas
homogène, la moyenne d’ensemble correspond, par ergodicité, à une moyenne spatiale. On peut
alors concevoir qu’une méthode hybride, telle que le PITM, offre la possibilité de réaliser des
LES, tendant vers la limite RANS lorsque la taille du filtre est suffisamment grande.
Néanmoins, la majorité des écoulements d’intérêt pratique sont inhomogènes, mais statistique-
ment stationnaires. Les simulations RANS qui y sont appliquées permettent donc d’obtenir
les moyennes temporelles des grandeurs calculées. La continuité vers la LES, et son filtrage
spatial, n’est donc plus concevable. Le concept de méthode hybride RANS/TLES est alors à
envisager.
Tout d’abord, une définition plus générale que (II.51), est présentée. La généralisation a pour
but de construire des opérateurs de filtrage temporel qui soient invariants par changement de
repère galiléen. Ensuite, à l’instar de l’approche spatiale, un raisonnement spectral est présenté,
permettant de déterminer l’équation de transport, moyenne, de l’énergie cinétique turbulente
de sous-filtre. La question de la dissipation de sous-filtre sera abordée dans un second temps.

3.1 Invariance galiléenne

Dans le développement d’une méthodologie hybride continue, basée sur un filtrage temporel,
censée s’étendre de la limite RANS à son opposée, la DNS, il est nécessaire de s’assurer que les
équations résultantes, possèdent les mêmes propriétés d’invariance que Navier-Stokes, brute et
en moyenne de Reynolds.
On introduit la forme la plus générale exprimant un filtre temporel :

〈u∗〉 (x, t) =
∫ ∫

G(x′ − ξ(x, t′ − t), t′ − t)u∗(x′, t′)dx′dt′ (III.57)

avec un noyau de la forme :

G(x′ − ξ(x, t′ − t), t′ − t) = δ(x′ − ξ(x, t′ − t), t′ − t))G∆T
(t′ − t) (III.58)

Par exemple, le filtre exponentiel, défini au II.2.6 s’écrit ici :

G(x′ − x, t′ − t) = δ(x′ − x)
1

∆T
exp

(
t′ − t

∆T

)
H(t− t′) (III.59)

Dans ce cas, la partie spatiale du filtre est la fonction de Dirac et ξ(x, t′−t) = x. L’introduction
de ξ(x, t′ − t), avec ξ(x, 0) = x permet d’assurer la préservation, par le filtrage, de l’invariance
translationnelle (galiléenne), ce qui n’est pas propre à tous les filtres [Pru00].
En effet, considérons une translation du référentiel définie par :

x• = x−U0t (III.60)

où x• est le vecteur de coordonnées spatiales dans le repère mobile, et U0 est une vitesse
constante de translation.
L’invariance galiléenne pour les équations filtrées requiert :

〈u∗•〉 (x•, t) = 〈u∗〉 (x, t)−U0 (III.61)
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où u∗• est le vecteur vitesse dans le repère en translation. Dans le cas où le filtre standard
ξ(x) = x est appliquée, on a ξ•(x•) = x• dans le référentiel mobile. La vitesse filtrée vaut
alors :

〈u∗•〉 (x•, t) =

∫
G∆T

(τ)u∗•(x•, t+ τ)dτ

=

∫
G∆T

(τ)u∗(x• + (t+ τ)U0, t+ τ)dτ −U0

=

∫
G∆T

(τ)u∗(x+U0τ, t+ τ)dτ −U0

6=
∫
G∆T

(τ)u∗(x, t+ τ)dτ −U0

6= 〈u∗〉 (x, t)−U0

(III.62)

et la transformation n’est pas galiléenne, comme l’a observé Pruett [Pru00]. On peut corriger ce
défaut en appliquant une définition généralisée pour ξ, paramétrée par une vitesse de référence :

ξ(x, τ) = x+Vrefτ (III.63)

se transformant en ξ•(x•, τ) = x• + V•
refτ dans le repère en translation. La vitesse filtrée

devient alors :

〈u∗•〉 (x•, t) =

∫
G∆T

(τ)u∗(x• +V•
refτ + (t+ τ)U0, t+ τ)dτ −U0

=

∫
G∆T

(τ)u∗(x• +U0t+ τVref, t+ τ)dτ −U0

=

∫
G∆T

(τ)u∗(ξ, t+ τ)dτ −U0

= 〈u∗〉 (x, t)−U0

(III.64)

et ainsi l’invariance par transformation galiléenne est respectée. Ces résultats montrent que,
pour parvenir à cette fin, le filtre G doit être défini à l’aide de ξ(x, t) = x+Vrefτ , c’est-à-dire
que le noyau temporel G∆T

est nécessairement appliqué en un endroit se déplaçant avec une
vitesse de référence. Pour définir le filtre sans ambigüıté, ladite vitesse de référence Vref doit
être en rapport avec la configuration de l’écoulement ; par exemple, la vitesse d’un obstacle.
De plus, dans la limite des largeurs de filtre infinies ∆T , cette définition assure la compatibilité
avec la moyenne de Reynolds, qui est invariante par transformation galiléenne. Inversement, la
définition standard tend vers la moyenne temporelle, qui ne satisfait pas la propriété désirée
[Spe87]. Par exemple, avec un noyau de type ”bôıte” et ξ défini par (III.63), le noyau généralisé
de l’opérateur défini par (III.57) devient :

G(x′ − ξ(x, t′ − t), t′ − t) = δ(x′ − x−Vref(t
′ − t))

1

∆T
H(t′ − t+∆T )H(t′ − t) (III.65)

et la moyenne généralisée sur un temps très long, définie par

[u∗]{∞;Vref}(x, t) = lim
∆T→∞

〈u∗〉 (x, t) (III.66)

hérite du filtre l’invariance souhaitée. Les définitions (III.57) du filtre et (III.66) offrent donc
un formalisme consistant pour les méthodes hybrides RANS/TLES à transition continue, pour
une classe particulière d’écoulements ; ceux qui sont stationnaires dans un référentiel donné.
L’analyse ci-après concerne ce type d’écoulement, et on suppose Vref = 0, sans perte de
généralité, c’est-à-dire qu’on se place dans le référentiel dans lequel l’ écoulement est station-
naire.
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3.2 Corrélations en deux instants et considérations spectrales

Dans un écoulement stationnaire, le spectre temporel eulérien d’énergie ET est la trace de
la transformée de Fourier du tenseur des corrélations en deux instants :

ET (x, ω) = Q̂i;i(x, ω) (III.67)

où :
Qi;j = ui(x, t)︸ ︷︷ ︸

uiA

uj(x, t+ τ)︸ ︷︷ ︸
uiB

(III.68)

La transformée de Fourier temporelle Â de toute variable A et son inverse, sont définies comme
suit :

Â(x, ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
exp (−iωt)A(x, τ)dτ (III.69)

A(x, τ) =

∫ +∞

−∞
exp (iωt)Â(x, ω)dω (III.70)

L’énergie cinétique turbulente k = (uiui)/2 est donnée par :

k(x) =
1

2
Qi;i(x, 0) =

∫ +∞

0
ET (x, ω)dω (III.71)

Pour des écoulements stationnaires, Qi;i(τ) est une fonction paire. Cela entrâıne que ET est
réelle et paire.
L’équation de transport de la vitesse fluctuante ui mène à :

Uk
∂(uiAujB)

∂xk
= −ujB

∂uiA
∂tA

− uiA
∂ujB
∂tB

− ukAujB
∂Ui
∂xk

− uiAukB
∂Uj
∂xk

− uiA
∂

∂xk
(ujBukB − ujBukB)− ujB

∂

∂xk
(uiAukA − ujBukB)

− ujB
ρ

∂pA
∂xi

− uiA
ρ

∂pB
∂xj

+ νujB
∂2uiA
∂xk∂xk

+ νuiA
∂2ujB
∂xk∂xk

(III.72)

Étant donné qu’en situation stationnaire, la vitesse moyenne ne dépend pas du temps, on a
UkA = UkB = Uk. On définit :

Sik;j(x, τ) = uiAukAujB, Ei;j(x, τ) = 2ν
∂uiA
∂xk

∂ujB
∂xk

,

K(p);j(x, τ) = pAujB, Ki;(p)(x, τ) = uiApB, (III.73)

Ti;j(x, τ) = (ukA − ukB)uiA
∂ujB
∂xk

dans lesquelles les indices avant et après le point-virgule marquent les temps tA à gauche et tB
à droite. L’indice (p) se rapporte à la pression, et n’a pas de signification tensorielle.
L’utilisation de la condition d’incompressibilité amène :

−uiA
∂

∂xk
(ujBukB)−−ujB

∂

∂xk
(uiAukA) = −∂Sik;j

∂xk
+ Ti;j (III.74)

et

νujB
∂2uiA
∂xk∂xk

+ νuiA
∂2ujB
∂xk∂xk

= ν
∂2Qi;j
∂xk∂xk

− Ei;j (III.75)
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En introduisant le changement de variable t = tA et τ = tB − tA :

∂

∂tA
=

∂

∂t

∂t

∂tA
+

∂

∂τ

∂τ

∂tA
=

∂

∂t
− ∂

∂τ
(III.76)

∂

∂tB
=

∂

∂t

∂t

∂tB
+

∂

∂τ

∂τ

∂tB
=

∂

∂τ
(III.77)

on peut montrer que :

ujB
∂uiA
∂tA

+ uiA
∂ujB
∂tB

=

(
∂

∂tA
+

∂

∂tB

)
Qi;j =

∂Qi;j
∂t

= 0 (III.78)

En prenant la moyenne de Reynolds de (III.72) et en se servant des relations (III.74), (III.75)
et (III.78), on obtient l’équation de transport pour le tenseur de corrélations en deux instants :

DQi;j
Dt

=− ∂Ui
∂xk

Qk;j −
∂Uj
∂xk

Qi;k −
∂Sik;j
∂xk

+ Ti;j + ν
∂2Qi;j
∂xk∂xk

− Ei;j

− 1

ρ

(
∂Ki;(p)

∂xj
+
∂K(p);j

∂xi

)
+

1

ρ

(
pB
∂uiA
∂xj

+ pA
∂ujB
∂xi

) (III.79)

avec D/Dt = Uk∂/∂xk. La trace de l’équation (III.79) est :

DQi;i
Dt

= − (Qi;j +Qj;i)
∂Ui
∂xj︸ ︷︷ ︸

P

+ ν
∂Qi;i
∂xj∂xj︸ ︷︷ ︸

Dν

−∂Sik;i
∂xk︸ ︷︷ ︸
DT

−1

ρ

∂

∂xj

(
Kj;(p) +K(p);j

)

︸ ︷︷ ︸
Dp

−Ek;k︸ ︷︷ ︸
E

+ Tk;k︸︷︷︸
T

(III.80)
On pose D = Dν + DT + Dp. À la limite τ = 0 ⇔ tB = tA, (III.80) se ramène à l’équation de
transport de l’énergie cinétique fluctuante (I.37).
La transformée de Fourier de (III.80) donne :

DET
Dt

= P̂+ D̂− Ê+ T̂ (III.81)

L’intégration de (III.81) sur tout le domaine fréquentiel permet de retrouver (I.37), car :

P (x) =
1

2
P(x, 0) =

∫ ∞

0
P̂(x, ω)dω (III.82)

D(x) =
1

2
D(x, 0) =

∫ ∞

0
D̂(x, ω)dω (III.83)

ε(x) =
1

2
E(x, 0) =

∫ ∞

0
Ê(x, ω)dω (III.84)

0 =
1

2
T(x, 0) =

∫ ∞

0
T̂(x, ω)dω (III.85)

Considérons maintenant un filtre temporel à coupure spectrale, de noyau Ĝ∆T
(τ) dans

l’espace physique. Il définit l’intervalle des fréquences résolues [0, ωc].
Si l’on intègre (III.81) sur la partie non-résolue du spectre, la somme du flux T̂, sur l’intervalle
considéré, n’est plus nulle :

Dkm
Dt

= Pm +Dm − εm − TG (III.86)
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qu’on explicite terme à terme :

km(x) =

∫ ∞

0

[
1− Ĝ∆T

(ω)Ĝ∗
∆T

(ω)
]
ET (x, ω)dω =

∫ ∞

ωc

ET (x, ω)dω (III.87)

Pm(x) =

∫ ∞

0

[
1− Ĝ∆T

(ω)Ĝ∗
∆T

(ω)
] (

P̂(x, ω) + T̂(x, ω)
)
dω (III.88)

εm(x) =

∫ ∞

0

[
1− Ĝ∆T

(ω)Ĝ∗
∆T

(ω)
]
Ê(x, ω)dω (III.89)

TG(x) =

∫ ∞

0
ET (x, ω)

D

Dt

[
Ĝ∆T

(ω)Ĝ∗
∆T

(ω)
]
dω (III.90)

Le terme TG est du second ordre en LES, et est donc généralement négligé [GM95] :

Dkm
Dt

≃ Pm +Dm − εm (III.91)

3.3 Équation de la dissipation de sous-filtre

On transpose ici au cas stationnaire, le développement effectué en turbulence homogène au
2.2.
On définit ωd par :

ωd = ωc + χm
εm
km

(III.92)

où χm est choisi de façon à ce que l’énergie turbulente du domaine [ωd,∞[ soit négligeable
devant celle comprise dans l’intervalle [ωc, ωd].
On cherche à construire une équation de transport de la dissipation modélisée de forme création
/ destruction / diffusion :

Dεm
Dt

= C∗
ε1

Pmεm
km

− C∗
ε2

ε2m
km

+Dεm (III.93)

La dérivation matérielle de (III.92) et l’emploi de (III.86) conduit à :

Dεm
Dt

=
εm
km

(Pm − εm +Dm − TG)−
εm

ωd − ωc

D

Dt
(ωd − ωc) (III.94)

Le problème est légèrement plus complexe que pour l’approche spatiale : en plus d’identifier la
création et la destruction, il s’agit également de déterminer le terme de diffusion. Ainsi, outre
l’introduction du paramètre k, on supposera que les termes du développement, qui contiennent
D ou Dm, appartiennent à la diffusion. Pour commencer, l’équation (III.94) peut se réécrire :

Dεm
Dt

=
Pmεm
km

− ε2m
km

[
1− km

εm

(
Dωd/Dt−Dωc/Dt

ωd − ωc

)
+
TG
εm

]
+
εm
km

Dm (III.95)

et aussi sous la forme (III.93) avec le jeu de coefficients suivants :

C∗
ε1 = 1 + k (III.96)

C∗
ε2 = 1 + k︸︷︷︸

C∗

ε1−1

Pm
εm

− km
εm

(
Dωd/Dt−Dωc/Dt

ωd − ωc

)
+
TG
εm

(III.97)

À la limite RANS, ωc = 0 et Dωc/Dt = 0. C∗
ε1 doit tendre vers sa valeur RANS. On doit avoir :

k|κc=∞ = Cε1 − 1 (III.98)

Cε2|κc=∞ = 1 + (Cε1 − 1)
P

ε
− k

εωd

Dωd
Dt

(III.99)
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En éliminant Dωd/Dt, il vient :

C∗
ε2 = 1 + (C∗

ε1 − 1)
Pm
εm

− rk
rε

[
1− Cε2 + (Cε1 − 1)

P

ε

]
+
TG
εm

(III.100)

L’apparition du terme en P/ε, contenant des grandeurs totales, inconnues lors du calcul,
nécessite de trouver une fermeture pour ce rapport. Pour ce faire, on utilise (III.86) et sa
limite RANS, afin de faire apparâıtre les grandeurs totales. On aboutit à :

P

ε
= 1 +

rε
rk

(
Pm
εm

− 1

)
+
rε
εm

(
Dm

rk
−D

)
− km
εm

rε
r2k

Drk
Dt

− rε
rk

TG
εm

(III.101)

Afin de simplifier l’analyse, on suppose que la fréquence de coupure varie suffisamment lente-
ment pour pouvoir négliger les termes en Dωc/Dt, en Dr/Dt et en TG. En insérant (III.101)
dans (III.100), et en supposant le nombre de Reynolds assez élevé pour que :

– ωc soit négligeable devant ωd,
– toute la dissipation soit modélisée : rε ≃ 1,

on parvient à :

C∗
ε2 = C∗

ε1 + rk (Cε2 − Cε1) + (C∗
ε1 − Cε1)

Pm
εm

(III.102)

Cette forme est rigoureusement identique à son équivalente spatiale, (III.34). Donc, le choix
C∗
ε1 = Cε1 permet, ici aussi, d’aboutir à (III.35).

Explicitons également le terme de diffusion :

Dεm =
εm
km

Dm + (Cε1 − 1)
εm
km

ωd
(ωd − ωc)︸ ︷︷ ︸
≃1 par hyp.

(Dm − rD) (III.103)

3.4 Détermination de rk

En LES temporelle, le choix de la largeur du filtre, ∆T , n’est pas aussi évident que pour
son homologue spatiale.
Le premier réflexe serait d’utiliser le pas de temps. Néanmoins, ce dernier est constant dans
le domaine étudié, n’autorisant pas des variations locales de la largeur du filtre, et est donc
incompatible avec les motivations des méthodes hybrides. De plus, il est reconnu qu’en LES,
le fait de faire varier la taille du filtre comme celle des mailles, permet d’optimiser le coût de
calcul.
C’est pourquoi la possibilité de relier ∆T au raffinement local du maillage, est présentée ci-
après. La clé du problème est le choix d’une relation de dispersion ω = f(κ). Une telle loi est
inconnue en général, et est difficile à établir, en raisons des effets complexes entrant en jeu ;
outre le temps de vie d’une structure, il faut également prendre en compte la vitesse à laquelle
elle est advectée, en raison de l’effet Doppler associé [Pru00].
Cependant, on peut relier spectres spatial et eulérien temporel, grâce aux relations (II.14) et
(II.15) :

dk = ES(κ)dκ = ET (ω)dω (III.104)

Le ratio d’énergie rk = km/k est le seul paramètre directement employé dans le modèle. Grâce
à (III.104), il peut être évalué indifféremment dans le domaine des fréquences ou celui des
nombres d’onde.
Pour la simplicité de l’analyse, considérons un filtre temporel à coupure spectrale. Dans ce cas,
on a :

rk =
1

k

∫ ∞

ωc

ET (ω)dω (III.105)



3 Approche temporelle : T-PITM 69

Le changement de variable, permis par (III.104), établit :

rk =
1

k

∫ ∞

κc

ET (ω)
ES(κ)

ET (ω)
dκ

︸ ︷︷ ︸
dω

(III.106)

=
1

k

∫ ∞

κc

ES(κ)dκ (III.107)

Cette relation est une caractéristique remarquable de la formulation TPITM : le modèle ne
dépend que du paramètre rk, qui peut être évalué en considérant un spectre soit spatial, soit
temporel, comme le montrent (III.105) et (III.107). Le modèle est donc sensibilisé à la fréquence
de coupure ωc, ou au nombre d’onde correspondant ; κc = f−1(ωc). À cette fin, il n’est pas
nécessaire de connâıtre explicitement la relation, pourvu qu’elle existe et soit bijective. L’intérêt
de cette propriété est double :

– Le modèle, concernant des quantités filtrées spatialement, peut être relié à la taille de
maille locale, ce qui est pratique et permet l’optimisation du coût de calcul.

– Le rapport rk peut donc être évalué au moyen d’une forme schématique du spectre spatial,
comme celui de Kolmogorov (II.4), amenant la relation (III.37).

Cela n’entrâıne pas un remplacement du filtrage temporel par son homologue spatial, et consti-
tue uniquement un stratagème justifié, pour faire varier la taille du filtre temporel, grâce au
raffinement local du maillage utilisé, ce qui fait que la fréquence de coupure est ajustée aux
plus hautes fréquences pouvant être résolues.
Un exemple pouvant illustrer ce raisonnement, est le cas de la turbulence sans écoulement
moyen. Dans ce cas de figure, Tennekes [Ten75] a supposé que les structures du domaine
inertiel sont balayées par les grandes échelles, et a propsé la relation (II.5) :

ω ∝ κ
√
k

Avec cette relation, on a, en supposant que la constante de proportionnalité de (II.5) est proche
de 1 :

dk = CKε
2/3κ−5/3dκ (III.108)

= CKε
2/3k1/3ω−5/3dω (III.109)

de sorte que :

ET (ω) = CKε
2/3k1/3ω−5/3 (III.110)

L’utilisation de ce spectre eulérien dans (III.105) donne la relation entre rk et la fréquence de
coupure :

rk =
3

2

(
ωc
k

ε

)−2/3

(III.111)

qui est identique à (III.37), puisque ωc = κc
√
k.

C’est pourquoi, dans la présente formulation T-PITM, la largeur du filtre temporel n’est pas ex-
plicitement utilisée. L’influence de cette dernière sur les équations de transport des contraintes
de sous-filtre s’effectue à travers l’équation de la dissipation. Celle-ci est implicitement sensi-
bilisée au filtre temporel, au moyen de rk, dont l’analyse ci-dessus montre qu’il peut être relié
à la taille de maille.
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4 La pondération elliptique comme modèle de sous-filtre

Il vient d’être démontré, dans les contextes statistiquement homogène puis stationnaire,
qu’un modèle de type RANS basé sur une équation de ε, peut se généraliser au contexte
hybride, moyennant une modification du coefficient C∗

ε2 pour prendre en compte la largeur du
filtre appliqué.
Il est raisonnable de privilégier l’applicabilité de cette méthodologie aux fermetures au second
ordre employant ε comme seconde échelle. Cela s’avère utile car, dans le contexte hybride,
la fréquence de coupure peut être située dans la zone productive du spectre turbulent. Dans
ce cas, il est nécessaire de prendre en compte les phénomènes complexes de production et de
redistribution. À cet exercice, par essence, les modèles au second ordre sont supérieurs à ceux
à viscosité turbulente.
En effet, le terme de production y est exact. Par contre, la redistribution reste à modéliser.
La pondération elliptique, version simplifiée de la relaxation elliptique (présentées au I.5), a
vocation à fonctionner aussi bien en zone de proche paroi qu’au loin, ce qui est particulièrement
séduisant, sachant qu’en hybride, les zones pariétales sont justement résolues en mode RANS.
La pondération elliptique, validée en RANS sur plusieurs écoulements (par exemple [THJM05],
[CK06]), va voir, ci-après, son applicabilité au contexte hybride mise au banc d’essai. Pour
ce faire, le formalisme de la relaxation elliptique, sa théorie-mère, va d’abord être validé en
hybride.

4.1 Relaxation elliptique

L’équation de transport de la vitesse fluctuante de sous-filtre u
′′

i s’écrit :

∂u
′′

i

∂t
+ u

′′

j

∂u
′′

i

∂xj
= −1

ρ

∂p
′′

∂xi
+ ν

∂2u
′′

i

∂xj∂xj
+

∂

∂xj

(
τijSFS − Ũiu

′′

j − Ũju
′′

i

)
(III.112)

avec la solénöıdalité de u
′′

i : ∂ju
′′

j = 0. La divergence de (III.112) permet d’écrire une équation

de Poisson pour la fluctuation résiduelle de pression p
′′

, et donc pour son gradient :

∇2 ∂p
′′

∂xk
= ρ

∂

∂xk

[
−2

∂Ũi
∂xj

∂u
′′

j

∂xi
− ∂2

∂xixj

(
u

′′

i u
′′

j − τijSFS

)]

︸ ︷︷ ︸
Sk

(III.113)

Le formalisme de Green [MWL01], [Euv94] donne la solution de (III.113) 4 :

∂p
′′

∂xk
(x) =

∫

D

Sk(x+ r)

4π||r|| dr (III.114)

où 1/(4π||r||) est la fonction de Green associée au laplacien. (III.114), le gradient de pression
de sous-filtre est non-local, car il résulte d’un intégration en espace. Comme on suppose un
filtrage à coupure spectrale, le terme de pression peut s’écrire :

ρφijSFS = −
〈
u

′′

i

∂p
′′

∂xj

〉
−
〈
u

′′

j

∂p
′′

∂xi

〉
(III.115)

Les résultats s’appliquent à tout type de filtre. En imbriquant (III.114) et (III.115), on obtient
l’équation intégrale pour φijSFS :

ρφijSFS(x) =

∫

D

〈
u

′′

i (x)Sj(x+ r) + u
′′

j (x)Si(x+ r)
〉

4π||r|| dr (III.116)

4. La dépendance en temps est omise afin d’alléger l’écriture
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À l’instar de la version RANS de la relaxation elliptique, une forme simple est supposée, pour
les corrélations en deux points, de la forme :
〈
u

′′

i (x)Sj(x+ r) + u
′′

j (x)Si(x+ r)
〉
=
〈
u

′′

i (x+ r)Sj(x+ r) + u
′′

j (x+ r)Si(x+ r)
〉
exp

(
− ||r||
LSFS

)

(III.117)
où LSFS est une échelle de longueur de corrélation, qui doit être modélisée en fonction de
grandeurs de sous-filtre, ce qui la reliera à la coupure. En utilisant (III.117) dans (III.116), on
obtient :

ρφijSFS = −
∫

D

〈
u

′′

i (x+ r)Sj(x+ r) + u
′′

j (x+ r)Si(x+ r)
〉

︸ ︷︷ ︸
ψij(x+r)

exp (−||r||/LSFS)
4π||r|| dr (III.118)

La fonction exp (−||r||/LSFS)/4π||r|| étant la fonction de Green associée à l’opérateur ∇2 −
1/L2

SFS , (III.118) est solution de l’équation de relaxation elliptique :

φijSFS − L2
SFS∇2φijSFS =

L2
SGS

ρ
ψij (III.119)

qui est formellent identique à son homologue RANS (I.84). Ainsi, on peut ici également rem-
placer le second membre par un modèle pour φijSFS valable loin des parois :

φijSFS − L2
SFS∇2φijSFS = φhijSFS (III.120)

4.2 Pondération elliptique

Maintenant que la généralisation au contexte hybride, de la relaxation elliptique, a été
justifiée, il reste à construire sa version simplifiée, et notamment l’échelle de longueur des
effets de paroi, LSFS .
En situation hybride, l’équation de la pondération elliptique s’écrit :

α− L2
SFS∇2α = 1 (III.121)

On rappelle que la pondération elliptique permet de construire le terme de pression (et éventuellement
la dissipation), à partir de ses formes pariétale et homogène :

ASFS = (1− αp)AwSFS + αpAhSFS , ∀A ∈ {φij ;φij − εij} (III.122)

Il convient de s’attarder sur la modélisation hybride desdites formes pariétales et homogènes.
Manceau et Hanjalić [MH02] ont déterminé φwij en analysant les comportements asymptotiques
à la paroi, pour y satisfaire l’équilibre entre pression, diffusion moléculaire, et dissipation. En
partant du principe que les zones pariétales sont simulées en mode RANS 5, on fait l’hypothèse
que le modèle employé en RANS pour φwij , n’a pas besoin de modification particulière :

φwijSFS = −5
εSFS
kSFS

[
τikSFSnjnk + τjkSFSnink −

1

2
τklSFSnknl (ninj + δij)

]
(III.123)

L’équivalence formelle entre RANS et la décomposition employée dans la présente étude, nous
permet de supposer que le modèle SSG (I.50) - (I.51) peut se généraliser au contexte hybride :

φhijSFS = −
(
C1 + C∗

1

PSFS
εSFS

)
εSFSbijSFS +

(
C3 − C∗

3

√
bklSFSbklSFS

)
kSFSS̃ij

+ C4kSFS

(
bikSFSS̃jk + bjkSFSS̃ik −

2

3
blmSFSS̃ikδij

)
+ C5kSFS

(
bikSFSΩ̃jk + bjkSFSΩ̃ik

)

(III.124)

5. L’écoulement à cet endroit n’est jamais strictement stationnaire, car il subit les fluctuations venues des
régions extérieures, mais ce cas de figure a été envisagé par Manceau et Hanjalić [MH02].
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avec le jeu de constantes : C1 = 3.4, C∗
1 = 1.8 , C3 = 0.8 , C∗

3 = 1.3, C4 = 1.25 et C5 = 0.4.
Transposer un modèle RANS pour le terme de pression, vers le contexte hybride, sans modifi-
cation (par exemple, des coefficients), résulte d’une hypothèse forte. Néanmoins, en l’absence
de données DNS sur les contributions des différents termes, cela demeure un choix raisonnable.
Chaouat et Schiestel [CS05] ont néanmoins proposé une modification de la partie lente du
terme de pression, qui devient alors fonction de la coupure :

φh,sijSFS = − 1 + γη2c
1 + η2c︸ ︷︷ ︸
fSFS

(
C1 + C∗

1

PSFS
εSFS

)
εSFSbijSFS (III.125)

4.2.1 Échelle de longueur LSFS

On rappelle que l’effet de blocage est la conséquence de l’incompressibilité du mouvement
fluctuant. L’échelle de longueur LSFS caractérise la portée spatiale de cet effet. Le mouvement
résolu ressent l’effet de blocage, mais comme la continuité lui est explicitement imposée, il
n’y a rien à faire. En revanche, il faut modéliser l’effet de blocage pour les fluctuations de
sous-filtre. Aussi, dans le contexte hybride, cette échelle de longueur dépend de la coupure.
Qualitativement, LSFS doit par conséquent être inférieure à son homologue RANS [FG07].
Une étude comparative, pour deux valeurs constantes de LSFS , est menée dans [FGFMB10],
et met en lumière l’influence de LSFS sur l’anisotropie de sous-filtre, au travers de la redistri-
bution, et ce sans affecter le champ résolu.
La réduction de LSFS peut s’obtenir naturellement, en remplaçant, dans (I.90), l’échelle intégrale

k3/2/ε par l’échelle de longueur caractérisant les plus grandes structures de sous-filtre ; k
3/2
SFS/εSFS .

Ainsi, l’échelle intégrale k3/2/ε est diminuée d’un facteur r
3/2
k /rε pour obtenir k

3/2
SFS/εSFS .

L’idée simple est de multiplier l’autre échelle de longueur apparaissant dans (I.90) par le même
facteur. Rappelons que le nombre de Reynolds est supposé suffisamment haut pour que la
coupure soit située très en amont des échelles dissipatives, et donc rε ≃ 1. Par conséquent :

LSFS = CLmax

(
k
3/2
SFS

εSFS
; r

3/2
k Cη

ν3/4

ε
1/4
SFS

)
(III.126)

Cette forme est consistante avec les limites RANS et DNS :

– On retrouve (I.90) à la limite RANS.
– LSFS tend vers 0 à la limite DNS ; l’ensemble du mouvement turbulent étant explicite-
ment résolu, l’incompressibilité est prise en compte via l’équation de continuité.

Complétons maintenant la description de l’EB-RSM en tant que modèle de sous-filtre 6.

4.2.2 Échelle de temps TSFS

Le raisonnement employé pour LSFS est transposé ici pour l’échelle de temps (I.100) em-
ployée dans l’équation de transport de la dissipation (I.96). La combinaison de k et ε permettant
de construire un temps est k/ε. Aussi, le passage de T vers TSFS équivaut à une multiplication
par rk/rε ≃ rk. La forme hybride est donc :

TSFS = max

(
kSFS
εSFS

, rkCT

√
ν

εSFS

)
(III.127)

6. Dans cette configuration, on devrait l’appeler EB-SFSM (Elliptic Blending - SubFilter Stress Model).
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4.2.3 Dissipation

Outre le développement effectué pour construire une équation de transport pour la dissipa-
tion de sous-filtre aux 2.2 et 3.3, il faut définir le tenseur de dissipation, en contexte hybride,
et dans la philosophie de la pondération elliptique ; à savoir une forme pariétale (anisotrope)
et une forme isotrope, comme en RANS.
Le raisonnement qui a conduit à choisir (III.123) pour φwijSFS s’applique aussi à εwijSFS , qui
s’inspire donc du modèle de Rotta (I.85) :

εwijSFS =
τijSFS
k

εSFS (III.128)

et est certainement plus défendable que le choix, par défaut, de la généralisation de la forme
RANS pour le terme isotrope, valable loin des parois :

εhij =
2

3
εSFSδij (III.129)

Un autre paramètre important est le cœfficient Cε1, pour lequel il a été montré qu’il peut être
choisi identique en hybride et en RANS. De plus, comme on est en mode quasi-RANS en proche
paroi, la forme (I.97), calibrée pour augmenter la dissipation en proche paroi, est applicable
ici :

C ′
ε1 = Cε1

(
1 +A1(1− αp)

√
kSFS

τijSFSninj

)
(III.130)

4.2.4 Diffusion turbulente

Enfin, le modèle de Daly-Harlow est étendu aux contraintes turbulentes de sous-filtre (et
similairement pour la diffusion turbulente de εSFS) :

TijSFS = − ∂

∂xk

(
CS
σk
TτklSFS

∂τijSFS
∂xl

)
(III.131)

4.2.5 La pondération elliptique dans l’expression de rk

Il a été fait allusion, au 2.3, à l’utilisation du paramètre α de la pondération elliptique,
pour moduler l’expression analytique donnant le niveau d’énergie modélisée rk.
La relation (III.40) contient une puissance q, restant à déterminer, pour que le comportement
asymptotique en proche paroi de rk soit acceptable. On utilise les comportements asympto-
tiques des différentes quantités concernées, en écoulement de canal pleinement développé :
k ∼ y2, ε ∼ 1, et α ∼ y, et en supposant que ∆ ∼ yn, Fadai-Ghotbi [FG07] montre que
ηc ∼ y3−n et :

αq
1

β0η
2/3
c

∼ y(p+2n/3−2) (III.132)

Pour que rk ait le bon comportement asymptotique, il faut :

p > 2− 2n

3
(III.133)

Comme la zone pariétale est censée être résolue en mode RANS, on peut supposer que ∆x ∼ 1
, ∆z ∼ 1 et ∆y ∼ y (y étant la direction normale à la paroi). Alors, si on a choisi ∆ =
(∆x∆y∆z)1/3, on a n = 1/3 , soit q > 16/9. Un choix simple est le premier entier obéissant à
cette inégalité, soit q = 2.
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5 Conclusion

Ce chapitre a eu pour objet un exposé de deux facettes, spatiale et temporelle, de la
méthodologie PITM. Sous certaines hypothèses, ces deux facettes sont formellement identiques.
La détermination du ratio d’énergie rk dans le contexte temporel, a été discutée. Il a été montré
que la connaissance explicite de la largeur du filtre temporel, n’est pas indispensable, et que le
ratio d’énergie peut se déterminer en fonction de la taille de maille.
Dans un second temps, l’extension au contexte hybride de l’EB-RSM a été décrite en détails,
avec l’hypothèse forte que le formalisme ne varie pas (grâce au principe d’invariance à la
moyenne de Germano, présenté au II.4).
Le prochain chapitre va traiter de la mise en oeuvre pratique du T-PITM à pondération
elliptique.



Chapitre IV

Développement et validation du
T-PITM : approche dynamique

La méthode PITM, présentée au chapitre précédent, est confrontée à la difficulté d’at-
teindre, en pratique, le niveau de résolution rk. En particulier, pour certains écoulements, la
turbulence de sous-filtre a tendance à crôıtre jusqu’au niveau qu’elle aurait en situation RANS.
Le présent chapitre propose d’étudier les causes de ce phénomène. Une solution sera ensuite
proposée, sous la forme d’une approche dynamique, et appliquée à un écoulement de canal à
Reτ = 395.

1 Présentation du cas-test

1.1 Configuration

1.1.1 Conditions aux limites

Dans cette section, comme son titre l’indique, les calculs sont effectués sur un canal tridi-
mensionnel, de dimensions 8H × 2H × 4H (soit en unités pariétales 3160 × 790 × 1580) dans
les directions respectivement longitudinale (x), normale aux parois (y) et transversale (z).
Similairement à ce qui a été fait à la section I.4.3, dans le contexte RANS, on applique les
conditions aux limites suivantes :

Ũw = 0 (IV.1)

τijSFS,w = 0 (IV.2)

εSFS,w = 2ν lim
y→0

kSFS
y2

(IV.3)

αw = 0 (IV.4)

Une condition de périodicité est appliquée dans les directions homogènes, c’est-à-dire x et z.
Un terme source est donc inséré dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement
suivant x, ce qui permet d’imposer le gradient de pression.

1.1.2 Conditions initiales

Des pré-calculs RANS (EB-RSM monodimensionnel) et LES (Smagorinsky dynamique tri-
dimensionnel) sont utilisés pour l’initialisation des variables du problème.
Les grandeurs turbulentes sont issues du pré-calcul RANS monodimensionnel :

– α et ε sont transposés tels quels vers le calcul hybride,
– les contraintes turbulentes Rij sont modifiées avant utilisation :

τ initijSFS = rtkRij (IV.5)
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Le champ de vitesse résolu est artificiellement rendu hybride, à partir du calcul RANS et de
la LES, en modulant les fluctuations résolues (de grande échelle) :

Uinit =

(
1−

√
1− rtk

)
URANS +

(√
1− rtk

)
ULES (IV.6)

Enfin, la pression initiale est tirée elle aussi du pré-calcul RANS, ce qui n’est pas très gênant,
puisque la pression n’est pas une grandeur transportée.

1.2 Essais

Les résultats présentés dans un premier temps, ont été obtenus sur un seul maillage, qu’on
nommera Mc (c comme coarse), aux caractéristiques suivantes :

Nx ×Ny ×Nz ∆x+ ∆z+ ∆y+w ∆y+c

32× 54× 32 ≃ 100 ≃ 50 ≃ 3 ≃ 40

Les mailles sont uniformes dans les directions x et z, et déraffinées en y lorsque l’on va
de la paroi vers le centre de l’écoulement. Précisons que ∆y+w désigne l’espacement en y des
mailles adjacentes à la paroi ; le ”premier point de calcul”, est situé au centre de gravité d’une
telle cellule, et donc à ∆y+w/2 de la paroi.

1.3 Outils de simulation

Dans le cadre de la thèse, l’ensemble des simulations a été effectué au moyen de Code Saturne
[AMS04], un code CFD libre développé par Électricité de France, placé depuis 2007 sous li-
cence libre GNU/GPL. Il s’agit d’un solveur aux volumes finis pour maillages structurés ou
non-structurés. Les variables sont colocalisées aux centres de gravité des mailles. Le lecteur est
invité à consulter l’annexe A pour plus de précisions.
Les calculs ont été lancés sur le cluster du CEAT (Poitiers), celui de l’Institut PPRIME (Poi-
tiers), des machines bi-quadricore du LEA-SP2MI (Poitiers) et sur la Blue Gene de l’IDRIS
(Orsay).

2 Pilotage du niveau de résolution

L’approche PITM, dans sa forme brute exposée ci-avant, est confrontée à la difficulté d’at-
teindre, en pratique, le niveau de résolution rk. Dans leur thèses, Carpy [Car06] et Fadai-Ghotbi
[FG07] y font référence et mentionnent tous deux des gradients de vitesse macro-fluctuants.
Les écoulements étudiés sont respectivement la couche de mélange temporelle et le canal.
Les macro-fluctuations des gradients de vitesse se transmettent à la production d’énergie tur-
bulente de sous-filtre, et la solution tend finalement vers la limite RANS.
De même, Chaouat et Schiestel ont rencontré ce problème 1 (communication personnelle). Dans
un article très récent [Cha10], Chaouat met en œuvre une méthode élaborée pour pallier ce
défaut.
Un objectif prioritaire de la présente thèse est l’élaboration d’une méthode robuste, permet-
tant le maintien du niveau de résolution rk souhaité. Aussi, un gros travail a été fourni pour
tester de nombreuses possibilités (modèle, méthode numérique). Aussi, pour ne pas surcharger
la présentation, seules les solutions les plus abouties sont présentées.

1. d’ordre numérique, non de méthode
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2.1 Analyse des causes possibles

On peut proposer deux pistes pour expliquer ce problème.

2.1.1 Applicabilité de la méthodologie PITM

Les développements spatial et temporel présentés au chapitre III sont valables en moyenne,
dans des contextes respectivement homogène et stationnaire, statistiquement. Cela signifie que,
dans sa forme brute, le modèle ignore ce qui se passe en local et/ou en instantané, ainsi que
l’évolution spatio-temporelle de l’écoulement étudié. Aussi, la réalité des écoulements tridi-
mensionnels et instationnaires, pouvant présenter des phases transitoires, peut être traitée au
moyen d’artifices d’ordre numérique (cf. 2.2).

2.1.2 Critère de stabilité

Selon le critère de Rayleigh, un profil de vitesse est stable s’il ne présente pas de point
d’inflexion. Ceci s’applique en théorie à un fluide parfait, mais s’étend qualitativement au
contexte visqueux.
Considérons un écoulement dont le profil de vitesse moyen ne s’infléchit en aucun point. S’il est
simulé en mode VLES, le champ résolu présentera trop peu de fluctuations, qui seront amorties
en raison de la nature stable de l’écoulement, sauf si la construction du modèle VLES permet
d’entretenir les perturbations du champ résolu. C’est ce processus qui est abusivement appelé
”relaminarisation”.
Si on effectue des simulations aux grandes échelles, de plus en plus fines, les fluctuations
du champ résolu subsistent de mieux en mieux, car la viscosité totale, somme des viscosités
moléculaire et turbulente,induite par le modèle de sous-filtre peine de plus en plus à les dissiper.
À la limite DNS, la viscosité turbulente disparâıt, et la turbulence résolue subsiste seule, sans
artefact d’entretien dans le modèle.
Il est probable que le besoin de baisser la constante de Smagorinsky (cf. II.2.4.2), lorsqu’on
effectue une LES d’un canal par exemple, provienne d’une cause similaire.
Une question se pose alors : si une simulation PITM est sujette à des macro-fluctuations des
gradients de vitesse, pourquoi celles-ci ne suffisent-elles pas à maintenir un certain niveau de
turbulence résolue ? La sous-section 2.4 tentera d’y apporter un élément de réponse. Mais
d’abord, deux solutions sont proposées.

2.2 Première solution : moyennage des termes sources

Dans le cas d’un modèle EVM, Schiestel et Dejoan [SD05] proposent de pallier les macro-
fluctuations de la viscosité de sous-filtre en utilisant une moyenne de la longueur caractéristique

des échelles de sous-filtre LSFS = k
3/2
SFS/εSFS . Il s’agit d’une moyenne dans les éventuelles

directions homogènes et/ou en temps (l’indice appl signifie ”appliqué”) :

νappltSFS = CµLSFS
√
kSFS (IV.7)

En ce qui concerne les modèles au second ordre, Carpy [Car06] et Fadai-Ghotbi, suivent la
méthode proposée par Chaouat et Schiestel ; adopter une démarche similaire à (IV.7), mais

concernant les termes sources ; les tenseurs taux de déformation S̃ij et de rotation W̃ij
2, ainsi

2. utiles dans la partie rapide du terme de pression
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que le tenseur de production de sous-filtre PijSFS :

Sapplij = S̃ij (IV.8)

W appl
ij = W̃ij (IV.9)

P applijSFS = τikSFS
∂Ũj
∂xk

− τjkSFS
∂Ũi
∂xk

(IV.10)

Cette technique porte ses fruits ; elle permet de conserver des simulations instationnaires et
tridimensionnelles. Fadai-Ghotbi met néanmoins en avant le fait que rk mesuré a posteriori, est
inférieur au rk imposé a priori. Cela pose problème partout où rk intervient dans le modèle. Par
exemple, l’importante échelle de longueur des effets de paroi LSFS (cf. (III.126)) est mésestimée,
ce qui modifie notamment l’anisotropie de la turbulence. Les détails peuvent être trouvés dans
[FGFMB10]. La question du pilotage du niveau de résolution souhaitée reste donc ouverte.
Par ailleurs, il est frustrant, d’un point de vue physique, de perdre une part importante de
l’information, en moyennant la production. En effet, cette dernière est un terme exact dans
l’équation de transport des tensions de sous-filtre, qui quantifie l’interaction complexe entre le
champ résolu et la turbulence de sous-filtre. Autant de raisons d’explorer une autre piste.

2.3 Seconde solution : approche dynamique

La solution présentée précédemment permet de maintenir la turbulence résolue, sans toute-
fois piloter efficacement le ratio souhaité d’énergie modélisée, une fois que le régime permanent
de l’écoulement est atteint. L’approche dynamique introduite ici vise à cumuler ces deux qua-
lités.
La méthodologie PITM s’appuyant sur une modification du cœfficient Cε2 en fonction du
niveau de résolution, l’idée basique de l’approche dynamique est d’apporter un changement
supplémentaire de ce cœfficient, modulable selon l’amplitude de l’erreur sur rk. Le processus
se découpe en trois étapes simples :

1) rk est évalué durant la simulation, à chaque pas de temps, à travers le calcul des énergies
résolue et modélisée. On parle de ratio observé, noté dorénavant rok et donné par :

rok =
kSFS

kSFS + kRES
(IV.11)

Notons que kRES est déterminé par :

kRES =
1

2
u′iu

′
i =

1

2

(
ŨiŨi − Ũi.Ũi

)
(IV.12)

2) rok est comparé au ratio imposé (comme aux sections (2.3) et (3.4)) au début de la simula-
tion. Ce ratio imposé constitue une cible ; on le nommera désormais rtk (t comme target).

3) Le coefficient C∗
ε2 construit en PITM est remplacé par C∗

ε2 + δC∗
ε2 afin d’amener le ratio

observé, rok, vers celui souhaité, r
t
k.

Le principe de la procédure est qualitativement simple, mais son application quantitative
nécessite une expression analytique physiquement justifiée. Ainsi, il faut trouver une rela-
tion entre δC∗

ε2 et rok et rtk. Pour cela, nous considérons une modification du niveau d’énergie
de sous-filtre, provoquée par la variation δC∗

ε2. Pour cela, on se place en turbulence homogène
cisaillée, où l’on montre que le système d’équations de transport de km et εm tend vers un
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équilibre faible, après un temps suffisamment long.

ηm =
Skm
ε

= cste ⇔ ∂ηm
∂t

= 0 (IV.13)

où S est le cisaillement moyen, imposé, et donc constant (l’hypothèse contraire sera envisagée
au chapitre V).
À la limite RANS, η = Sk/ε = cste est un résultat classique en turbulence homogène cisaillée.
Il a servi à calibrer expérimentalement le coefficient Cε1. Ici, dans le contexte hybride, on a :

ηm =
Skm
ε

= rk
Sk

ε
= rkη (IV.14)

Donc, si au bout d’un temps suffisamment long, rk peut être considéré comme constant, alors
ηm l’est aussi.
On détermine maintenant la valeur finale de ηm ; on développe (IV.13) en se servant du fait
que S est constant :

∂ηm
∂t

=
1

ε

∂km
∂t

− k

ε2
∂ε

∂t
= 0 (IV.15)

et on aboutit à :

η2m =
C∗
ε2 − 1

Cµ(Cε1 − 1)
(IV.16)

. Cette équation montre qu’une petite perturbation δC∗
ε2 du cœfficient C∗

ε2 conduit à une
variation de ηm à l’équilibre, donnée par :

2
δηm
ηm

=
δC∗

ε2

C∗
ε2 − 1

(IV.17)

À la limite RANS, l’équilibre faible est caractérisé par η = Sk/ε. Ainsi, on peut lier rk à ηm :

rk =
km
k

=
ηm
η

(IV.18)

de sorte que la perturbation δrk de rk s’écrit :

δrk
rk

=
δηm
ηm

=
1

2

δC∗
ε2

C∗
ε2 − 1

(IV.19)

Comme on veut atteindre le ratio cible rtk, δrk = rtk − rok, et la relation suivante est obtenue :

δC∗
ε2 = 2(C∗

ε2 − 1)︸ ︷︷ ︸
ℵ

(
rtk
rok

− 1

)
(IV.20)

Cette relation n’a pas d’autre ambition que d’estimer la correction dynamique à appliquer. Son
application sera discutée au 3. Le coefficient ℵ (aleph) sera notamment adapté au cas par cas.
Il est à préciser que bien que la procédure dynamique exposée ci-dessus vient se greffer sur la
méthodologie PITM, elle ne modifie pas cette dernière. En effet, lorsque le régime permanent
est atteint en moyenne, δrk devient petit, de telle sorte que la correction (IV.20) diminue. Le
paramètre de contrôle de la partition entre énergies résolue et modélisée, demeure rtk.
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2.4 Macro-fluctuations

Il est intéressant de se pencher sur ces fameuses macro-fluctuations des gradients de vitesse
et de la production. Pour cela, nous allons porter notre attention sur les écarts-types de ces
grandeurs, rapportées à leur moyenne, sur une tranche à y constant, dans un écoulement de
canal, à Reτ = 395. Les moyennes sont spatiales, calculées chacune sur un plan xz parallèle
aux parois. Les écarts-types se calculent similairement, et chacun est finalement rapporté à la
moyenne à laquelle il est lié, pour former un écart relatif. Afin d’apprécier l’aspect dynamique,
nous relevons les grandeurs souhaitées, en quatre instants de la phase initiale, supposée tran-
sitoire.
Quatre calculs PITM, avec modèle au second ordre, effectués sur le même maillage, sont com-
parés :

1) Une simulation normale (N), sans l’apport de l’une des solutions exposées ci-dessus,

2) Une simulation utilisant le moyennage des termes sources (MTS) présenté en 2.2

3) Une simulation faisant appel à l’approche dynamique (AD1) introduite au 2.3, avec un
cœfficient ℵ considéré comme suffisant, mais faible

4) Une simulation faisant appel à l’approche dynamique (AD2), avec un ℵ plus fort.

Le pas de temps, en unités pariétales, est ∆t+ = 2. Les quatre instants sont t1 = 10∆t+,
t1 = 100∆t+, t3 = 500∆t+ et t4 = 2000∆t+. L’initialisation des contraintes turbulentes de
sous-filtre est faite de sorte que le ratio d’énergie modélisée soit proche, au début du calcul, du
niveau souhaité, simplement en tirant les valeurs d’un pré-calcul RANS, et en les multipliant
par rk.

2.4.1 Niveau de résolution

On compare, dans un premier temps, l’évolution temporelle de rok dans ces quatre confi-
gurations (cf. figure IV.1). On y voit que (N) tend rapidement vers la limite RANS. (MTS)
permet de conserver les fluctuations résolues, mais en-deçà du niveau désiré. Les essais (AD)
montrent un meilleur pilotage du ratio d’énergie modélisée, et grâce à un coefficient ℵ plus
fort, (AD2) est plus efficace que (AD1) .

2.4.2 Gradients de vitesse

On se sert ici d’un indicateur scalaire des gradients de vitesse : S̃ =
√
2S̃ijS̃ij , et on trace

son écart-type relatif.
La figure IV.2 corrobore son homologue IV.1, à la différence près que les résultats des calculs
(AD) se ressemblent davantage. Cet accord relatif entre les deux figures est logique ; si le
cisaillement résolu fluctue beaucoup, l’énergie résolue est importante.
Le niveau de l’écart-type relatif semble néanmoins élevé, avec au moins 40% au centre, dans
les trois cas demeurant tridimensionnels et instationnaires.

2.4.3 Production de sous-filtre

L’autre grandeur dont le moyennage est préconisé, est le tenseur de production de sous-
filtre. Ici, nous ne reportons que l’écart-type relatif de la demi-trace du tenseur, PSFS . On
notera que le cas (MTS) est ici absent, car la production y est utilisée moyennée.
La figure IV.3 montre des écarts spectaculaires : près de 1000% au centre, à l’instant t1. On
note aussi la présence d’un pic vers y+ ≃ 740. Un coup d’œil sur la figure IV.1 permet de voir
qu’en cette zone, le gradient ∂rtk/∂y est le plus fort. On y passe donc rapidement du mode
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Figure IV.1 – Comparaison de rok : (N) en haut à gauche, (MTS) en haut à droite, (AD1) en
bas à gauche, (AD2) en bas à droite. Instants de t1 à t4 respectivement noir, rouge, vert, bleu.
◦ : rtk
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Figure IV.2 – Comparaison de l’écart-type relatif de S̃ : (N) en haut à gauche, (MTS) en
haut à droite, (AD1) en bas à gauche, (AD2) en bas à droite. Instants de t1 à t4 respectivement
noir, rouge, vert, bleu.
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RANS au mode VLES. C’est également le cas autour de y+ ≃ 50, mais on n’y distingue pas
de pic. Par contre, on y voit une rapide variation en direction de la paroi, qui marque bien
la zone RANS. Ces deux régions de l’écoulement sont une sorte d’interfaces diffuses entre les
deux régimes de calcul.
Les deux cas (AD) montrent que le niveau de fluctuations de PSFS se stabilise globalement. A
contrario, le graphe du cas (N) traduit bien la dynamique défavorable du partitionnement de
l’énergie : les macro-fluctuations de la production de sous-filtre ”gavent” l’énergie turbulente
modélisée, qui tend inexorablement à couvrir tout le spectre. Ce processus de ”gavage” semble
s’effectuer par diffusion. Peu à peu, le signal de production se régularise, car on tend vers la
limite RANS. À l’instant t4, l’écart-type relatif est encore de l’ordre de 1 à 3% au centre de
l’écoulement.
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Figure IV.3 – Comparaison de l’écart-type relatif de PSFS : (N) en haut à gauche, (AD1) en
haut à droite, (AD2) en bas. Même légende temporelle que ci-dessus.

2.4.4 Observations générales

Un point commun remarquable entre les quatre essais (N), (MTS) et (AD) est une certaine
inertie : pour les instants t1 et t2 (ce dernier correspond à environ un temps de passage),
les profils comparés diffèrent très peu, sauf peut-être dans le cas de S̃, qui est une grandeur
résolue ; sa dynamique répond directement aux variations du modèle, tandis que les grandeurs
de sous-filtre subissent leur propre influence principalement par l’intermédiaire du champ résolu
(à travers la production).
On peut également faire un commentaire sur le fonctionnement de l’approche dynamique dans
les zones de transition RANS/LES. Sur les figures IV.2 et IV.3, on voit des ”bosses” de fluc-
tuations dans les zones de transition RANS/LES, aux instants t3 et t4, qui correspondent à un
renforcement local de la correction dynamique, qui cherche à maintenir un niveau bas de rok.
Enfin, on peut proposer un scénario pour la dynamique du cas (N). En effet, l’explication
amorcée au 2.4.3 et appelée métaphoriquement processus de ”gavage”, est incomplet et pose
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deux questions :

– Même si la production de sous-filtre peut atteindre des niveaux localement très forts, la
dissipation, au travers de son terme de création, qui contient PSFS , est censée répondre de
façon adéquate. Pourquoi observe-t-on le contraire ?

– Qui dit macro-fluctuations, dit production très forte, positivement ou négativement. En
moyenne, tout ceci devrait se compenser. Pourquoi n’est-ce pas le cas ?

L’idée de réponse à la première question, est la capacité de réaction de la dissipation. En
effet, le terme de création, qui contient PSFS pilote la dérivée matérielle de εSFS , et donc en
dérivée seconde de l’énergie turbulente modélisée, contrairement à la production, qui intervient
directement dans l’équation de transport des τijSFS . La dissipation de sous-filtre répond donc
de façon décalée, en temps et/ou en espace.
La seconde question trouve certainement sa réponse dans l’opération de clipping, qui est un
artefact numérique visant à assurer le respect de la réalisabilité du modèle de sous-filtre, comme
par exemple la positivité des tensions diagonales. Par exemple, si en une maille du domaine,
l’une de ces tensions de sous-filtre est négative, le clipping la force à 0. Aussi, dans le cas
(N), une production très fortement positive localement, va amplifier l’énergie de sous-filtre.
Mais une production très fortement négative peut faire passer telle ou telle tension turbulente
de sous-filtre en dessous de zéro, ce qui sera corrigé par le clipping. Dans ces conditions, la
compensation ne peut pas avoir lieu, et les macro-fluctuations de PSFS font crôıtre l’énergie
de sous-maille, jusqu’à ce que celle-ci atteigne son niveau RANS.
On mesure donc l’importance de contrôler les fortes variations, durant la phase transitoire de
l’écoulement, tout en ne modifiant pas la solution permanente. C’est là l’intérêt de la procédure
dynamique.

3 Application à un écoulement de canal à Reτ = 395

On se propose, dans cette section, de tester l’approche dynamique proposée au 2.3.

3.1 Relation entre maillage et coupure

Nous avons vu au 2.4 que la largeur du filtre κc est souvent liée à la taille de maille ∆ par
la relation suivante :

κc =
π

∆
(IV.21)

Le nombre d’onde ainsi défini est appelé nombre d’onde de Nyquist. La taille de maille utilisée
pour les simulations de cette thèse est :

∆ = (∆x∆y∆z)1/3 (IV.22)

quoiqu’il existe de nombreuses façons d’exprimer la taille de maille en fonction des pas spatiaux
dans les trois directions : maximum, moyenne quadratique, etc.
Une expression plus correcte de la relation entre κc et ∆ est :

κc =
2π

Cg∆
(IV.23)

où le paramètre Cg est une constante, au moins égale à 2, d’après le théorème de Shannon. En
utilisant (IV.21), on écrit l’expression de ηc en fonction de ∆ :

ηc =
π

∆

k3/2

ε
(IV.24)
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on peut réécrire (III.37) de la manière suivante :

rk =
1

β′0η
2/3
c

(IV.25)

où Cg est associé à β0 pour former β′0 :

β′0 =
2

3CK︸ ︷︷ ︸
β0

(
2

Cg

)2/3

(IV.26)

L’idée physique est d’analyser le comportement du modèle en faisant varier la taille du filtre par
le biais de Cg. Selon Ghosal [Gho96], la valeur de Cg dépend du schéma numérique adopté, et
la valeur Cg = 6 est recommandée pour un schéma centré, précis au second ordre. En-deçà, les
erreurs numériques dues au schéma ne sont pas négligeables devant les contraintes turbulentes
de sous-filtre ; à Cg = 2, elles peuvent même être beaucoup plus importantes, tandis qu’à
Cg = 4, elles sont du même ordre de grandeur. Il faudrait alors aller jusqu’à Cg = 8 pour
que les erreurs numériques soient inférieures, d’un ou deux ordres de grandeur, aux tensions
turbulentes modélisées.
Dans sa thèse [FG07], Fadai-Ghotbi utilise β′0 = 0.20, correspondant à Cg = 6.6 , pour ses
simulations utilisant la technique du moyennage des termes sources, conduisant à un niveau de
résolution assez élevé. Ici, sur le même maillage, le choix β′0 = 0.20 conduit à rtk = 0.66 (soit un
rok du même ordre) alors que Fadai-Ghotbi obtient, a posteriori, environ 0.2. Il est donc tentant
de pousser la résolution, ici, en augmentant β′0. Un test comparatif de trois valeurs ; 0.2, 0.25
et 0.3, est proposé ci-après. Les Cg correspondants sont les suivants (respectivement) : 6.6, 4.7
et 3.6.
La figure IV.4 permet de comparer, dans les trois cas, les composantes de l’énergie cinétique
turbulente. On constate notamment que pour les valeurs 0.25 et 0.3 de β′0, l’énergie résolue
est considérable, tandis que l’énergie modélisée varie moins. Lénergie totale est alors fortement
surestimée, pour 200 < y+ < 600. Ceci illustre le raisonnement de Ghosal ; à Cg = 4, les
erreurs numériques sont du même ordre que les contraintes de sous-filtre. Or les cas β′0 = 0.25
et β′0 = 0.3 se situent respectivement à Cg = 4.7 et Cg = 3.6.
Les profils de vitesse longitudinale Ux sont ensuite comparés, dans la figure IV.5. On y voit que
les profils β′0 = 0.2 et β′0 = 0.25 sont très proches, mais dans le cas β′0 = 0.3, la surestimation
du débit est plus marquée.
Ces résultats nous conduisent à choisir Cg = 6.6, soit β′0 = 0.2 pour la suite, même si le
choix scrupuleux Cg = 8, soit β′0 = 0.18 aurait pu être fait. En effet, le choix Cg = 6.6 est plus
favorable, dans la mesure où cela correspond au filtre le plus étroit possible, sans compromettre
la précision. Nous le verrons par la suite que β′0 = 0.2 permet d’obtenir un bon compromis
entre résolution et qualité des résultats.

3.2 Pondération elliptique et approche dynamique

La partie 4.2 a traité de l’adaptation de l’EB-RSM au contexte hybride, et notamment la
modification des échelles de longueur et de temps qui y interviennent.
Le paramètre-clé de la présente approche dynamique, est rok : le ratio observé d’énergie turbu-
lente modélisée sur l’énergie turbulente totale. Il constitue en effet un indicateur dynamique
de la répartition entre fluctuations résolues et modélisées.
Pour cette raison, il est proposé de l’utiliser pour le calcul de l’échelle de corrélation des effets
de paroi LSFS ainsi que pour l’échelle de temps TSFS , afin que ces grandeurs soient sensibles
à la dynamique du système, pour une prise en compte plus exacte de l’effet de blocage.
Par conséquent, le rk utilisé dans les équations (III.126) et (III.127) sera rok.
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Figure IV.4 – Répartition de l’énergie turbulente : totale en haut à gauche, résolue en haut à
droite, modélisée en bas. Rouge, vert, bleu respectivement pour β′0 = 0.2, 0.25 et 0.3. ◦ : DNS
[MKM99]
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Figure IV.5 – Profils comparés de vitesse longitudinale. Même légende de couleurs et symboles
que la figure IV.4.
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3.3 Mise en œuvre de l’approche dynamique

Dans la partie 2.3, nous avons présenté une approche dynamique permettant de piloter la
partition entre énergies résolue et modélisée. Le raisonnement s’est axé autour de la compa-
raison de deux états distincts d’équilibre moyen ; au cours du calcul, on constate que l’on se
trouve en l’un, mais on souhaite atteindre l’autre.
Le résultat du développement amène la conclusion suivante : si les hypothèses sont vérifiées,
alors pour passer d’un état 1 à un état 2, il faut faire varier C∗

ε2 de δC∗
ε2, selon l’équation

(IV.20). Cette dernière fait apparâıtre un cœfficient nommé ℵ (aleph), manifestement constant,
et indépendant de la configuration de l’écoulement. Ce raisonnement doit subir quelques re-
touches avant application.
Tout d’abord, l’hypothèse implicite d’homogénéité n’est pas vérifiée dans le cas d’un écoulement
interne, tel que le canal étudié dans cette partie. Les effets de la diffusion sont omis par souci
de simplicité, mais jouent certainement leur rôle.
Deuxièmement, la section 2.4 montre bien qu’en aucun cas on ne se trouve en équilibre moyen,
au moment d’appliquer la correction dynamique. La production de sous-filtre nourrit l’énergie
turbulente modélisée, aussi longtemps qu’elle le peut ; δC∗

ε2, et donc ℵ, doivent être suffisants
pour permettre d’inverser ce processus, et d’atteindre le ratio d’énergie souhaité.
En outre, nous avons vu à la sous-section 2.1.2 que le mouvement fluctuant résolu subit
inégalement les effets de la viscosité totale (moléculaire + sous-filtre). Ainsi, lorsqu’une grande
partie du spectre d’énergie est modélisée, il faut fournir un gros effort d’entretien des échelles
résolues (c’est la fonction de l’approche dynamique). Inversement, lorsqu’une grande majorité
des échelles turbulentes sont explicitement résolues, la viscosité de sous-filtre intrinsèque au
modèle, dissipe plus difficilement la turbulence résolue. La correction δC∗

ε2, et en particulier ℵ,
peut alors être moins forte. Ce point sera illustré plus loin, mais ci-dessous, deux valeurs de ℵ
sont mises au banc d’essai : 4 et 40.
Le lecteur remarquera que certains résultats sont asymétriques. En effet, l’auteur s’est fixé
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Figure IV.6 – Champs de rok comparés à rtk (◦). Rouge : ℵ = 4, vert : ℵ = 40.

un temps de simulation pour chaque calcul, et souligne que l’asymétrie traduit le fait que la
convergence statistique s’obtient plus difficilement.
La figure IV.6 montre que le cas ℵ = 4 peine à piloter correctement le niveau de résolution,
en particulier dans la région centrale de l’écoulement. Ce profil du ratio observé rok laisse à
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Figure IV.7 – Répartition de l’énergie turbulente : totale en haut à gauche, résolue en haut
à droite, modélisée en bas. Rouge : ℵ = 4, vert : ℵ = 40, ◦ : DNS [MKM99]
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Figure IV.8 – Champs de vitesse longitudinale. Même légende couleurs / symboles que ci-
dessus.
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penser que la valeur 4 n’est pas assez forte. À l’opposé, le cas ℵ = 40 semble bien diriger la
partition de l’énergie turbulente, à l’exception d’un ”ventre” pour 400 < y+ < 600 qui rend le
profil asymétrique. On en déduit donc que cette valeur de ℵ conduit à une trop forte correction
dynamique, qui retarde la convergence statistique. En effet, la correction devrait disparâıtre à
convergence, mais cela se produit d’autant moins vite que le coefficient ℵ est fort.
La figure IV.7 met en évidence un point très intéressant : la répartition entre énergies résolue et
modélisée varie quelque peu. Il est possible d’imputer ceci à un problème de convergence, même
si on peut aisément concevoir qu’une baisse de C∗

ε2 par correction dynamique, est équivalente
à une augmentation de β′0, ce qui peut influer sur la répartition d’énergie. Notons que l’énergie
totale semble correctement conservée.
Enfin, les profils de vitesse, présentés sur la figure IV.8, montrent une surestimation notable
du débit, en particulier en région centrale de l’écoulement.
Une première solution consiste à choisir une valeur intermédiaire entre 4 et 40. Après de nom-
breux essais, on fait le choix ℵ = 12. Une seconde piste est de modifier le ratio cible d’énergie,
rtk, afin par exemple d’agir sur les zones où la correction dynamique peine ; par exemple, la
zone de transition RANS/LES discutée au 2.4. Ceci peut être fait en faisant varier Lint en
fonction des statistiques totales de la turbulence, obtenues durant la simulation. Rappelons
que ce même Lint entre dans le calcul de rtk. Enfin, un dernier choix sera de ne pas appliquer
la correction dynamique lorsque le ratio d’énergie observé rok est inférieur à celui visé rtk. Ceci
afin de ”lisser” le signal de C∗

ε2 + δC∗
ε2, en coupant les corrections jugées inutiles. On peut voir

ce processus comme une sorte de clipping.
Ces trois solutions sont testées dans les paragraphes à venir.

3.4 Variation de l’échelle intégrale de longueur

Ici, nous développons la seconde solution proposée au paragraphe précédent. Rappelons
que rtk est déterminé en fonction de la taille de maille, et de l’échelle intégrale de longueur,
comme nous l’avons vu aux III.2.3 et III.3.4 :

rtk = min

(
1; 1− α2 + α2 1

β0η
2/3
c

)

L’échelle intégrale de longueur a été jusque là obtenue à partir d’un pré-calcul RANS, et
prévalant durant toute la simulation.
Une alternative à ce procédé est d’appliquer cela au début du calcul, puis, une fois la phase
transitoire passée, recalculer l’échelle intégrale de longueur afin d’obtenir un autre champ cible
rtk, qui remplacerait progressivement celui appliqué initialement.
L’intérêt de cette manœuvre est double : premièrement, gagner en consistance, augmenter le
degré d’auto-adaptativité du calcul, et par conséquent, peut-être redessiner de façon avanta-
geuse le champ de rtk, qui permettrait d’optimiser la correction dynamique.
On s’intéresse tout d’abord au cas ℵ = 4. On nomme ci-après (A) le cas où l’on essaye la
procédure ci-dessus, et (B) le cas où rtk est fixe durant le calcul.

La figure IV.9 montre bien que dans le cas (A), le ratio cible varie, quoique dans le sens
défavorable, puisque le niveau global de résolution est moindre. rok semble plus proche de rtk
que dans le cas (B), ce qui était escompté.
La bonne surprise vient du profil de vitesse, nettement amélioré, comme on peut le voir sur
la figure IV.10. Cette tendance se confirme avec l’amélioration sensible, comme le montre la
figure IV.13, sur la contrainte totale de cisaillement τ12, en particulier en zone logarithmique.
Maintenant, nous allons nous intéresser au cas ℵ = 12, valeur préconisée au 3.3. Le cas test,
nommé (C), est identique à (A), sauf, comme indiqué ci-dessus, pour la valeur de ℵ.
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Figure IV.9 – Comparaison des ratios d’énergie. À gauche : A, à droite : B. − : rok, ◦ : rtk
final, � : rtk initial
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Figure IV.10 – Comparaison des profils de vitesse longitudinale. Rouge : A, vert : B. ◦ : DNS
[MKM99]
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Figure IV.11 – Comparaison de la répartition d’énergie turbulente. À gauche : A, à droite :
B. Rouge : km, vert : kRES , bleu : k total. ◦ : DNS [MKM99]
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Figure IV.12 – Comparaison des contraintes normales totales. À gauche : A, à droite : B.
Symboles : DNS [MKM99] ; ◦ : τ11, � : τ22, △ : τ33.
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Figure IV.13 – Comparaison de la répartition d’énergie sur la contrainte de cisaillement τ12.
À gauche : A, à droite : B. ◦ : DNS [MKM99]. Rouge : partie modélisée, vert : résolue, bleu :
totale.
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Figure IV.14 – Comparaison des ratios d’énergie. À gauche : C, à droite : A. − : rok, ◦ : rtk
final, � : rtk initial
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Figure IV.15 – Comparaison des profils de vitesse longitudinale. Rouge : A, vert : B, bleu :
C. ◦ : DNS [MKM99]
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Figure IV.16 – Comparaison de la répartition d’énergie turbulente. À gauche : C, à droite :
A. Rouge : km, vert : kRES , bleu : k total. ◦ : DNS [MKM99]
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Figure IV.17 – Comparaison des contraintes normales totales. À gauche : C, à droite : A.
Symboles : DNS [MKM99] ; ◦ : τ11, � : τ22, △ : τ33.
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Figure IV.18 – Comparaison de la répartition d’énergie sur la contrainte de cisaillement τ12.
À gauche : C, à droite : A. ◦ : DNS [MKM99]. Rouge : partie modélisée, vert : résolue, bleu :
totale.

Le premier constat à dresser,figure IV.14, est que pour ℵ = 12, le niveau de résolution
augmente, ce qui semble intéressant a priori. L’examen de la répartition d’énergie (résolue
et modélisée) sur la figure IV.16, met toutefois en évidence un surplus d’énergie résolue, au
centre du canal. La figure IV.17 montre que cet excès de fluctuations résolues, semble concer-
ner davantage la composante τ11 que les deux autres. Ainsi, ces fluctuations permises par la
correction dynamique, paraissent convectée par l’écoulement longitudinal, sans parvenir à se
développer dans les directions normales à celui-ci.
Une façon d’optimiser la correction dynamique δC∗

ε2, et ainsi limiter les excès de fluctuations
générées, est de l’annuler lorsque rok est inférieur ou égal à rtk :

δC∗
ε2 =

{
0 si rok ≤ rtk

ℵ
(
rtk
ro
k
− 1
)

si rok > rtk
(IV.27)

Les cas (CC) (correction conditionnelle) et (CT) (correction totale) sont comparés.
On voit sur les figures IV.19, IV.21 et IV.22 que l’effet escompté est obtenu : la correction
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Figure IV.19 – Comparaison des ratios d’énergie. À gauche : CC, à droite : CT. − : rok, ◦ :
rtk final, � : rtk initial

dynamique est devenue sélective, et les fluctuations indésirables en région centrale se trouvent
amorties. On note sur la figure IV.20 que les profils de vitesse sont très peu différents.
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0,01 0,1 1 10 100 1000

y
+

0

5

10

15

20

25

U
+

Figure IV.20 – Comparaison des profils de vitesse longitudinale. Rouge : CC, vert : CT. ◦ :
DNS [MKM99]
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Figure IV.21 – Comparaison de la répartition d’énergie turbulente. À gauche : CC, à droite :
CT. Rouge : km, vert : kRES , bleu : k total. ◦ : DNS [MKM99]
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Figure IV.22 – Comparaison des contraintes normales totales. À gauche : CC, à droite : CT.
Symboles : DNS [MKM99] ; ◦ : τ11, � : τ22, △ : τ33.
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3.5 Comparaisons entre maillages

L’objet de cette partie est l’étude du comportement de l’EB-T-PITM avec correction sur
des maillages plus fins. Nous allons utiliser deux nouveaux maillages :Mm (m comme medium)
et Mf (f comme fine), dont les caractéristiques sont résumées dans le tableau ci-dessous :

Nom Nx ×Ny ×Nz ∆x+ ∆z+ ∆y+w ∆y+c ℵ

Mc 32× 54× 32 ≃ 100 ≃ 50 ≃ 3 ≃ 40 12

Mm 64× 42× 64 ≃ 50 ≃ 25 ≃ 6 ≃ 40 3

Mf 96× 54× 96 ≃ 33 ≃ 17 ≃ 3 ≃ 33 1.5

Table IV.1 – Caractéristiques des maillages utilisés (Mc est cité pour rappel).

Comme pour Mc, ∆y
+
w désigne l’espacement en y des mailles adjacentes à la paroi ; le

”premier point de calcul”, est situé au centre de gravité d’une telle cellule, et donc à ∆y+w/2
de la paroi.
Mm sert de maillage-test pour la robustesse de l’EB-RSM. En effet, ce modèle est réputé ne
nécessiter qu’un point dans la sous-couche visqueuse. Ce point va être testé ici, dans le contexte
hybride. Mf a pour but de tester la présente approche, dans un mode quasi-LES au centre du
canal.
À l’issue du raisonnement exposé au 2.1.2, on baisse ℵ lorsqu’on raffine le maillage.

Il semble que, dans les deux cas, on ait, comme dans bon nombre de calculs sur Mc, un
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Figure IV.23 – Comparaison des ratios d’énergie. À gauche : Mm, à droite : Mf . − : rok, ◦ :
rtk final, � : rtk initial

excès d’énergie qui apparâıt (voir les figures IV.25 à IV.29) malgré des valeurs raisonnables de
ℵ. Cependant, l’énergie turbulente totale semble plutôt bien conservée. Par ailleurs, on voit
bien qu’en raffinant le maillage, l’énergie résolue augmente, et l’énergie modélisée diminue.
Les profils de vitesse sont acceptables (figure IV.24), sauf peut-être à proximité du centre de
l’écoulement. Enfin, la figure IV.30 compare les isocontours nuls (c’est-à-dire que la vorticité et
le cisaillement se compensent) de critère Q. On voit bien que plus de structures sont résolues
avec Mf qu’avec Mm.
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Figure IV.24 – Comparaison des profils de vitesse longitudinale. Rouge : Mm, vert : Mf . ◦ :
DNS [MKM99]
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Figure IV.25 – Comparaison de la répartition d’énergie turbulente. À gauche :Mm, à droite :
Mf . Rouge : km, vert : kRES , bleu : k total. ◦ : DNS [MKM99]
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Figure IV.26 – Comparaison de la répartition d’énergie turbulente. Composante τ11 À
gauche : Mm, à droite : Mf . Rouge : partie modélisée, vert : partie résolue, bleu : énergie
totale. ◦ : DNS [MKM99]



96 Développement et validation du T-PITM : approche dynamique

0 200 400 600 800

y
+

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1
τ+

22

0 200 400 600 800

y
+

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

τ+

22

Figure IV.27 – Comparaison de la répartition d’énergie turbulente. Composante τ22 À
gauche : Mm, à droite : Mf . Rouge : partie modélisée, vert : partie résolue, bleu : énergie
totale. ◦ : DNS [MKM99]
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Figure IV.28 – Comparaison de la répartition d’énergie turbulente. Composante τ33 À
gauche : Mm, à droite : Mf . Rouge : partie modélisée, vert : partie résolue, bleu : énergie
totale. ◦ : DNS [MKM99]

0 200 400 600 800

y
+

-0,5

0

0,5

τ+

12

0 200 400 600 800

y
+

-0,5

0

0,5

τ+

12

Figure IV.29 – Comparaison de la répartition d’énergie turbulente. Composante τ12 À
gauche : Mm, à droite : Mf . Rouge : partie modélisée, vert : partie résolue, bleu : énergie
totale. ◦ : DNS [MKM99]
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Figure IV.30 – Isocontours nuls de critère Q = 1/2(S̃ : S̃− W̃ : W̃). Coloration par vitesse
longitudinale instantanée. À gauche : Mm, à droite : Mf .

4 Conclusion

L’approche dynamique proposée, permet de mieux piloter la répartition d’énergie turbu-
lente, entre parties résolue et modélisée. L’ensemble des essais a permis une prédiction accep-
table de l’ensemble des statistiques de la turbulence, ce qui se traduit notamment sur les profils
de vitesse. Un autre point positif réside dans le fait que les résultats sont satisfaisants aussi
bien sur le maillage lâche (proche de la limite RANS) que sur les deux autres (plus proches de
la LES, pleinement hybrides).
Néanmoins, cette méthode souffre d’un certain empirisme. En effet, seuls des arguments quali-
tatifs permettent d’orienter le choix du cœfficient ℵ. Une correction trop forte peut introduire
des fluctuations excessives, et retarder la convergence statistique.
Au chapitre V, nous allons voir une méthode équivalente, permettant de s’affranchir de ce
problème.





Chapitre V

Du T-PITM vers la DES

L’objectif de ce chapitre est de montrer que la méthode hybride RANS/LES la plus po-
pulaire, la DES, présentée à la section II.3.5.3, peut être interprétée comme une approche
hybride RANS/TLES. Cette affirmation est basée sur le fait qu’une équivalence entre DES
et T-PITM peut être établie. L’analyse sera menée pour deux configurations distinctes : les
couches en équilibre et les écoulements en conduite. Un modèle équivalent sera obtenu, et va-
lidé en décroissance de turbulence isotrope. En outre, une comparaison en écoulement de canal
sera proposée.

1 Définitions et postulat

1.1 Méthode hybride consistante

On suppose tout d’abord que les méthodes hybrides en question sont consistantes, c’est-à-
dire qu’elles se comportent comme des approches filtrées.
Premièrement, la transition de RANS vers LES correspond à une variation de la coupure, ce
qui modifie la répartition d’énergie entre parties résolue et modélisée, sans affecter l’énergie
totale. Deuxièmement, comme la coupure est située en-deçà de la partie dissipative du spectre,
le taux de dissipation n’est pas affecté par ladite transition. En d’autres termes, la dissipation
résolue demeure négligeable, en comparaison à sa contrepartie modélisée, ce qui suppose que
le nombre de Reynolds soit suffisamment élevé.
La consistance d’un modèle hybride n’est souhaitable que dans des écoulements, ou régions
d’écoulement, proches de l’équilibre, comme une couche limite ou un écoulement cisaillé libre.
Dans une configuration hors équilibre, comme un sillage massivement décollé, le rôle principal
des méthodes hybrides est de mieux prédire une telle situation, qu’un modèle RANS. Ceci parce
que les grandes structures, hors équilibre, sont explicitement résolues, tandis que le modèle ne
couvre que les fines échelles, supposées être en équilibre. Il n’est donc pas souhaitable, dans ce
cas, que le passage progressif du mode RANS au mode LES se fasse à énergie totale constante ;
une amélioration est espérée.

1.2 Postulat de similarité

Considérons deux approches hybrides consistantes, basée sur le même modèle RANS, c’est-
à-dire uniquement différenciées par la méthode de contrôle de la répartition de l’énergie turbu-
lente. Il est alors raisonnable de supposer que, lorsque leurs paramètres de contrôle sont ajustés
de sorte que le niveau d’énergie modélisée est identique dans les deux cas, les champs résolus
respectifs seront très similaires. C’est pourquoi nous allons admettre le postulat heuristique
ci-dessous, qui permettra de poursuivre l’analyse.
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Postulat : Deux approches hybrides basées sur le même modèle RANS, mais
contrôlant différemment la répartition d’énergies résolue et modélisée, conduisent
à des champs de vitesse similaires, pour peu qu’elles affichent le même niveau
d’énergie de sous-filtre.

Dans ce postulat, le mot ”similaire” est intentionnellement vague. La consistance garantit que
les deux champs résolus contiendront autant d’énergie turbulente : les champs instantanés
seront évidemment différents l’un de l’autre, mais leurs statistiques ne présenteront pas d’écart
significatif. Dans ce cas, les deux approches seront considérées comme équivalentes.
Une fois ce postulat admis, l’analyse peut se concentrer sur la portée de la forme du système
d’équations sur le niveau d’énergie modélisée.

2 Équivalence entre DES et T-PITM

Contrairement au T-PITM, l’approche DES s’articule autour d’une hybridation empirique
de RANS et de LES. Elle est devenue très populaire et a été appliquée avec succès à de nom-
breuses configurations d’intéret pratique (voir [Spa09] pour plus de détails).
Nous cherchons ci-après à démontrer l’équivalence (selon la définition donnée au 1.2) entre DES
et TPITM, car l’une et l’autre consistent en une modification relativement simple du système
d’équations d’un modèle RANS. On considère le cas de la DES basée sur 2 équations de trans-
port ; on va comparer la version de Menter et al.[MKL03] de la DES au modèle T-PITM basé
sur les équations de k et ε. En DES basée sur un modèle RANS à deux équations, la transition
RANS/LES est assurée par une augmentation de la dissipation, obtenue en introduisant le
facteur :

ψ = max

(
1;
k
3/2
SFS/εSFS
CDES∆

)
(V.1)

devant la dissipation εSFS dans l’équation de l’énergie turbulente de sous-filtre, où ∆ est la
taille de maille.
Il est légitime de s’interroger sur l’existence d’une relation entre les fonctions C∗

ε2 du T-PITM
et ψ de la DES. Cela revient à se poser la question suivante : que vaut le paramètre ψ, en DES,
qui permet la même répartition d’énergie turbulente, qu’un C∗

ε2 en T-PITM? Dans la section
ci-dessous, deux réponses seront apportées, dans deux cas particuliers : couches en équilibre,
et écoulements en conduite.

2.1 Couches en équilibre

C’est l’une des situations les plus générales, pour l’étude du présent problème d’équivalence.
On peut y chercher, pour ainsi dire, une solution d’équilibre, caractérisée par des valeurs
constantes du rapport production / dissipation, de l’échelle de temps de la turbulence et
de l’anisotropie du tenseur des contraintes turbulentes. Cette situation est représentative, par
exemple, de la zone logarithmique d’une couche limite, au sein de laquelle on peut négliger les
effets de la diffusion et, comme l’ont mentionné Rumsey et al. [RPRG06], l’analyse du com-
portement du système d’équations sans effets de diffusion est très utile, car ce comportement
est préservé même en présence de diffusion. L’influence de cette dernière sera présentée dans
la prochaine section.
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Dans le cas présent, le système d’équations T-PITM se réduit à :

Uj
∂km
∂xj

= Pm − ε

Uj
∂ε

∂xj
= Cε1

ε

km
Pm − C∗

ε2

ε2

km
(V.2)

Dans le cadre des modèles à viscosité turbulente, la production moyenne de sous-filtre vaut :

Pm = PSFS = −τijSFS
∂Ũi
∂xj

= 2cµ
k2SFS
εSFS

S̃2 (V.3)

En introduisant S =

√
2S̃2 et le cœfficient de corrélation

γ =
ε

k2mS
2

k2SFS
εSFS

S̃2 (V.4)

on peut réécrire Pm :

Pm = Cµγ
k2m
ε
S2 (V.5)

On peut rechercher un état d’équilibre en écrivant l’équation pour l’échelle de temps τ = km/ε :

Uj
∂τ

∂xj
=

1

ε
Uj
∂km
∂xj

− km
ε2
Uj

∂ε

∂xj

= (C∗
ε2 − 1)− (Cε1 − 1)Cµγτ

2S2 (V.6)

Comme pour les équations RANS habituelles, une solution d’équilibre est trouvée :

τ2 =
C∗
ε2 − 1

Cµ(Cε1 − 1)γS2
(V.7)

Cette solution amène une répartition d’énergie résolue / modélisée qui ne peut pas être
déterminé explicitement, car la quantité d’énergie résolue kRES ne peut se calculer que grâce
à une simulation complète.
À présent, on cherche à modifier uniformément la répartition d’énergie dans le champ, de telle
sorte que la variation δkm/km est constante sur le domaine. Cette modification s’opère à travers
une variation δC∗

ε2 de la fonction C∗
ε2. Pour évaluer le δC

∗
ε2 à appliquer, il faut construire une

relation entre δC∗
ε2 et δkm. Mathématiquement parlant, il s’agit d’évaluer la différentielle :

dkm =
∂km
∂C∗

ε2

dC∗
ε2

Cela peut se faire en introduisant la variation infinitésimale δC∗
ε2 du cœfficient C∗

ε2 dans le
système d’équations, dont la solution d’équilibre se détermine aisément, et montre que la
variation relative δτ/τ de l’échelle de temps à l’équilibre est :

δτ

τ
=

1

2

δC∗
ε2

C∗
ε2 − 1

− 1

2

δγ

γ
− δS

S
(V.8)

Ce résultat peut aussi s’obtenir par différentiation logarithmique de (V.7).
Pour un modèle hybride consistant (comme défini au 1.1), le taux de dissipation n’est pas
affecté par la modification de la répartition d’énergie, de sorte que :

δτ

τ
=
δkm
km

− δε

ε
=
δkm
km

(V.9)
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et la variation δC∗
ε2 à appliquer est :

δC∗
ε2 = (C∗

ε2 − 1)

(
2
δkm
km

+
δγ

γ
+ 2

δS

S

)
(V.10)

À présent, on peut procéder à une analyse similaire pour la DES, c’est-à-dire la solution
d’équilibre du système

dkm
dt

= Pm − ψε

dε

dt
= Cε1

ε

km
Pm − Cε2

ε2

km
(V.11)

est à déterminer. Il se démontre facilement que la variation δψ à appliquer pour modifier
l’énergie modélisée d’un facteur δkm/km est :

δψ = −(Cε2 − ψ)

(
2
δkm
km

+
δγ

γ
+ 2

δS

S

)
(V.12)

En appliquant le postulat présenté à la section 1.2, la même modification δkm de l’énergie de
sous-filtre pour les deux approches, T-PITM et DES, correspond à la même modification des
statistiques de l’écoulement. Par conséquent, les variations δγ et δS sont les mêmes dans (V.12)
et (V.10). Si, avec les valeurs initiales de C∗

ε2 et ψ, les deux modèles étaient équivalents, selon
la définition donnée au 1.2, alors ils demeurent équivalents après ladite modification, d’après
les équations (V.10) et (V.12), à condition que leurs coefficients soit liés par :

δC∗
ε2

C∗
ε2 − 1

= − δψ

Cε2 − ψ
(V.13)

Il y a au moins une situation pour laquelle les deux modèles sont exactement équivalents. Il
s’agit de la limite RANS, atteinte lorsque C∗

ε2 = Cε2 en T-PITM et ψ = 1 en DES, car dans
ce cas, les équations des deux approches sont identiques.
C’est pourquoi elles demeurent équivalentes si, en partant de l’état RANS, la répartition de
l’énergie est progressivement modifiée en imposant une succession de variations infinitésimales
des coefficients C∗

ε2 et ψ, qui sont liées par l’équation (V.13). L’intégration entre l’état RANS
et un état arbitraire de : ∫ C∗

ε2

Cε2

1

x− 1
dx = −

∫ ψ

1

1

Cε2 − y
dy (V.14)

et l’utilisation de (III.35) :

C∗
ε2 = C∗

ε1 + rk (Cε2 − Cε1)

montrent que, si

ψ = 1 + (Cε2 − Cε1)(1− rk) (V.15)

alors la DES est équivalente au T-PITM.
En DES standard, dans les régions traitées en mode LES, le cœfficient ψ est :

ψ =
k
3/2
m

εL
(V.16)

c’est-à-dire que le terme de dissipation, dans l’équation de km, est k
3/2
m /L, ou l’échelle de

longueur L = CDES∆ est directement proportionnel à la taille de la maille locale. L’équation
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(V.15) montre que l’échelle de longueur à utiliser en DES pour garantir l’équivalence avec le
T-PITM est :

L =
r
3/2
k

1 + (Cε2 − Cε1)(1− rk)

k3/2

ε
(V.17)

Tout comme en T-PITM, le paramètre fondamental dans cette formulation est le ratio d’énergie
rk = km/(km+kRES). À l’instar de ce qui est fait dans le cadre de l’approche dynamique vue au
chapitre précédent, kRES peut se calculer à partir du champ résolu, de telle sorte que l’échelle
de longueur L sera adaptée à la répartition d’énergie obtenue lors de la simulation, et ce modèle
n’implique pas explicitement la taille de maille ∆.

2.2 Influence de la diffusion

La limitation de l’analyse à des couches en équilibre, est que l’influence de la diffusion y est
négligée. Les effets de la diffusion sont dorénavant réintroduits, ce qui conduit à la nécessité
de restreindre un peu plus le domaine d’analyse, ce afin de faciliter la résolution du système
d’équations. Il est donc supposé que km et ε sont eux-mêmes en équilibre sur une ligne de
courant, et non plus uniquement τ = km/ε. Ceci est par exemple le cas pour des écoulements
pleinement développés dans des conduites droites.
Dans ce cas, le système d’équations T-PITM s’écrit :

Pm − ε−Dm = 0

Cε1
ε

km
Pm − C∗

ε2

ε2

km
−Dε = 0 (V.18)

où Dm et Dε représentent la diffusion turbulente de km et ε, respectivement (on suppose
en effet que le nombre de Reynolds est suffisamment haut pour que la diffusion moléculaire
soit négligeable devant sa contrepartie turbulente). À l’instar de ce qui a été fait pour des
couches en équilibre, nous cherchons à déterminer la variation δC∗

ε2 à introduire dans le
système pour obtenir une modification uniforme de l’énergie modélisée, c’est-à-dire un δkm/km
constant. L’introduction de perturbations infinitésimales des différents termes des équations
(δkm, δPm, δDm, δDε) dans le système (V.18) conduit, si l’on se restreint à l’ordre 1, au
système :

δPm − δDm − δε = 0

Cε1
ε

km
Pm

(
δPm
Pm

−+
δε

ε

δkm
km

)
− C∗

ε2

ε2

km

(
δC∗

ε2

C∗
ε2

− δkm
km

+ 2
δε

ε

)
+ δDε = 0 (V.19)

qui devient, en posant δε = 0 :

δPm − δDm = 0

Cε1
ε

km
Pm

(
δPm
Pm

− δkm
km

)
− C∗

ε2

ε2

km

(
δC∗

ε2

C∗
ε2

− δkm
km

)
+ δDε = 0 (V.20)

La variation δPm du terme de production donné par l’équation (V.5) satisfait :

δPm
Pm

= 2
δkm
km

+
δγ

γ
+ 2

δS

S
(V.21)

En utilisant le fait que δkm/km est constant, on montre aisément que la variation du terme de
diffusion

Dm =
∂

∂xk

(
Cµ

k2m
ε

∂km
∂xk

)
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satisfait :
δDm

Dm
= 3

δkm
km

(V.22)

et similairement, pour δDε :
δDε

Dε
= 2

δkm
km

(V.23)

Donc, en utilisant les sept équations (V.18), (V.20), (V.21), (V.22) et (2.2), et en considérant
comme inconnues les sept quantités δC∗

ε2, δPm, δDm, δDε, δS,Dm et Dε, la relation suivante
est obtenue, entre δC∗

ε2 et ψ :

δC∗
ε2 = 3(C∗

ε2 − Cε1)
δkm
km

(V.24)

On peut suivre la même procédure pour le système DES :

Pm − ψε−Dm = 0

Cε1
ε

km
Pm − Cε2

ε2

km
−Dε = 0 (V.25)

en introduisant la modification infinitésimale δψ, menant à :

δψ = 3
Cε1ψ − Cε2

Cε1

δkm
km

(V.26)

Similairement au cas de couches en équilibre, si on prend les équations (V.24) et (V.26) et
on intègre entre l’état RANS et un état arbitraire, on obtient que T-PITM et DES restent
équivalents si :

ψ = 1 +

(
Cε2
Cε1

− 1

)
(1− rk) (V.27)

La comparaison de cette relation avec (V.15) indique que la seule différence est la pente de la
fonction linéaire, qui diffère d’un facteur Cε1.
Notons que, dans l’analyse ayant amené l’équation (V.27), la consistance des deux approches
hybrides a été supposé (ε reste constant) mais le postulat de la section 1.2. Mais le choix
contraire aurait pu être fait. En effet, si la même analyse est conduite, en tenant compte des
variations de ε, alors pour que les deux approches demeurent équivalentes, les variations des
cœfficients du T-PITM et de la DES doivent satisfaire :

δC∗
ε2 = (C∗

ε2 − C∗
ε1)
Pm
ε

(
δkm
km

− δγ

γ
− 2

δS

S

)
(V.28)

et :

δψ = −Cε2 − Cε1ψ

Cε2

Pm
ε

(
δkm
km

− 2
δS

S
− δγ

γ

)
(V.29)

On fait maintenant appel au postulat, qui permet d’éliminer δγ et δS afin d’obtenir la relation
entre ψ et δC∗

ε2. Ledit postulat est nécessaire car la prise en compte des variations de ε enlève
une contrainte sur le facteur γS2 de la production. Dans ce cas de figure, la relation entre ψ
et rk devient :

ψ = 1 +

(
Cε2
Cε1

− 1

)
(1− r

Cε1/Cε2

k ) (V.30)

qui est très proche de l’équation (V.27), car la puissance Cε2/Cε1 vaut environ 0.75, et rk ne
varie qu’entre 0 et 1.
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2.3 Relation entre rk et ∆

Si l’on suppose, comme en PITM, un spectre de Kolmogorov (II.4), rk peut être lié à la
taille de maille par :

r =
1

β0π2/3

(
∆

ε

k3/2

)2/3
(V.31)

On introduit cette relation dans l’échelle de longueur L = k
3/2
m /(εψ) obtenue pour les couches

en équilibre et les écoulements de conduite. On voit alors que pour que la DES soit équivalente
au T-PITM, le coefficient constant CDES doit être remplacé par la fonction :

fDES =
1

β
3/2
0 πψ(r)

(V.32)

Si les coefficients CDES et β0 sont choisis de telle sorte que l’échelle de longueur L du modèle at-
teigne l’échelle intégrale pour la même valeur de ∆, la figure V.1 montre que la DES standard est
simplement une approximation linéaire de la formulation (V.32), appelée ”DES équivalente”.
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Figure V.1 – Comparaison des échelles de longueur. Trait plein : L = CDES∆, L = fDES∆
pour les autres. Choix de définition pour ψ : traits (V.15), points-traits (V.27), pointillés (V.30)

3 Comparaison avec le T-PITM : canal à Reτ = 395

L’objet de cette section est de valider l’équivalence théorique entre DES et T-PITM. Pour ce
faire, nous recourons à la simulation d’écoulements en canal, avec chacune des deux approches.
Le modèle de sous-filtre est l’EB-RSM. Les deux calculs ne diffèrent que par le mode de
contrôle de la répartition d’énergie turbulente. En T-PITM, εSFS n’est pas modifié dans les
équations des contraintes turbulentes de sous-maille, mais fonctionne avec un C∗

ε2 variable. À
l’inverse, en DES équivalente, Cε2 est fixe, mais dans les équations des contraintes turbulentes
de sous-maille, le tenseur εijSFS est corrigé et vaut :

εDESéquivijSFS = εijSFS max

(
1;

k
3/2
SFS

εSFSL

)
(V.33)

où

L =
r3/2

ψ(rk)

k3/2

ε
(V.34)
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ψ est donné par l’équation (V.30).
Les résultats ci-après sont obtenus sur un maillage 64× 54× 64 similaire à Mm, mais dont le
maillage dans la direction normale aux parois, est identique à ceux de Mf et Mc (cf. le tableau
IV.1). Les prédictions de la DES équivalente sont proches de celles du T-PITM. La répartition
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Figure V.2 – Comparaison des profils de vitesse longitudinale. Rouge : DES équivalente,
vert : T-PITM, ◦ : DNS [MKM99]
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Figure V.3 – Comparaison des répartitions d’énergie turbulente. À gauche : DES équivalente,
à droite : T-PITM. Rouge : km, vert : kRES , bleu : k total. ◦ : DNS [MKM99]

d’énergie est quasiment la même (figure V.3), et présente la même transition RANS/LES, en
s’éloignant de la paroi. La figure V.4 montre que les distributions d’énergie sur les contraintes
normales de sous-filtre, sont similaires. Enfin, le profil moyen de vitesse longitudinale (figure
V.2) est un peu surestimé au centre du canal. Une recalibration de β0 pourrait pallier ce
problème ; il peut être légèrement différent en DES équivalente qu’en T-PITM.
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Figure V.4 – Comparaison des tensions turbulentes normales totales. À gauche : DES
équivalente, à droite : T-PITM. ◦ : τ11, � : τ22, △ : τ33

4 Décroissance d’une turbulence isotrope

L’une des particularités du T-PITM est que le paramètre-clé est le ratio d’énergie rk.
D’après l’équation (V.31), il peut être évalué en fonction de la taille de maille, pour un spectre
donné. Dans le cas d’un spectre de Kolmogorov, la constante β0 vaut environ 0.44. C’est pour-
quoi, contrairement à la DES, où CDES est calibré en décroissance d’une turbulence isotrope,
la fonction fDES de la DES équivalente est a priori entièrement déterminée par l’analyse. Ce-
pendant, nous avons utilisé, au chapitre précédent, β′0 = 0.2 et l’objectif ici est double : tester
la capacité de fDES à produire le bon niveau de dissipation, et avec quel β′0.
Cette validation est effectuée dans le cas de la décroissance d’une turbulence isotrope incom-
pressible, analogue à une expérience de turbulence de grille. En effet, la vitesse de l’écoulement
moyen est nulle. Le champ de vitesse initial, à Reλ = 104.5, et les données DNS de référence,
sont fournis par Wray [Wra98]. Le domaine étudié est une bôıte cubique d’arête 2π, périodique
dans les trois directions. Le modèle de sous-filtre est le k − ε standard. Deux maillages uni-
formes, de taille 323 et 643, sont utilisés. Le champ de vitesse initiale est obtenu en filtrant
celui de la DNS de Wray, en utilisant un filtre à coupure spectrale adapté à la taille de maille.
Les champs initiaux de k et ε sont obtenus par un calcul préliminaire, lors duquel le champ de
vitesse initial est figé.
La figure V.5 montre la décroissance de l’énergie turbulente résolue, pour les deux maillages.
Ce cas test est particulièrement pertinent, car l’effet de la fonction ψ(rk) peut être étudié, en
changeant de maillage. Tout d’abord, on voit qu’avec la valeur théorique de 0.44 pour β0, les
deux versions de la DES équivalente dissipent correctement l’énergie, très proche de la DES
standard avec la valeur 0.6 de son cœfficient CDES . Sur le maillage le plus grossier, il est
délicat de dresser une hiérarchie des trois approches. A contrario, sur le maillage plus fin, la
DES équivalente utilisant une fonction ψ(rk) linéaire présente la meilleure évolution temporelle.

5 Correction dynamique en DES équivalente

D’après les résultats ci-dessus, la DES équivalente semble se passer d’artifice de contrôle
du niveau de résolution, à l’inverse du T-PITM avec lequel elle est comparée. En fait, la
fonction placée devant εijSFS dans les équations de transport des tensions de sous-filtre, peut
s’interpréter comme une correction dynamique.
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Figure V.5 – Décroissance de turbulence isotrope : comparaison des évolutions temporelles
des spectres d’énergie. À gauche : 323, à droite : 643. ◦ : DNS, trait plein : DES standard,
traits : DES équivalente, ψ tiré de (V.15), points-traits : DES équivalente, ψ tiré de (V.30).

En effet, la seconde borne de cette fonction, qui vaut :

E =
k
3/2
SFS

εSFSL
=
k
3/2
SFS

εSFS

ε

k3/2r3/2
ψ(rk) (V.35)

peut se réécrire :

E =
λo

λt
ψ(rk) (V.36)

avec :

λo =
k
3/2
SFS

εSFS

λt =
(rkk)

3/2

ε
(V.37)

Les équations (V.36) et (V.37) mettent en évidence la correction dynamique ”cachée” dans
la DES équivalente. La différence essentielle entre les deux types de correction, réside dans le
fait que la DES équivalente fait usage d’une quantité locale instantanée, λo et d’une quantité
moyenne, λt, tandis que l’approche dynamique que nous avons utilisée pour le T-PITM com-
pare rok et rot , qui sont tous deux des grandeurs moyennes. Enfin, le gros avantage de la DES
équivalente, est qu’on n’a pas besoin d’introduire une constante ℵ empirique.

6 Conclusion

L’analyse conduite dans ce chapitre, et les résultats obtenus, amènent la conclusion sui-
vante : bien que la DES soit un assemblage empirique de RANS et de LES, elle est équivalente
à un exemple précis d’approche hybride RANS/TLES ; la méthode T-PITM. C’est pourquoi
la DES peut être interprétée comme un modèle pour les contraintes de sous-filtre apparais-
sant dans les équations de Navier-Stokes filtrées temporellement, compatible avec la limite des
filtres de largeur infinie (RANS) dans les écoulements stationnaires.
L’échelle de longueur apparaissant en DES pour contrôler la répartition d’énergie est, dans la
version équivalente au T-PITM, paramétrée par le ratio rk, et ne dépend pas explicitement de
la taille de maille. Néanmoins, si rk est évalué à partir d’un spectre de Kolmogorov, on peut
montrer que l’échelle de longueur de la DES standard L = CDES∆ est retrouvée, quoiqu’avec
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un cœfficient CDES variable.
En outre, la DES équivalente possède un avantage sur le T-PITM avec approche dynamique ;
il n’y a pas besoin d’introduire de correction permettant de maintenir le niveau de résolution
souhaité. Elle est, en effet, contenue implicitement dans la fonction qui intervient devant la
dissipation, dans les équations de transport des contraintes de sous-filtre.
Enfin, sans rentrer dans les détails, il est à signaler qu’à configuration égale, un calcul de DES
équivalente est plus rapide qu’une simulation effectuée avec le T-PITM. Par exemple, si l’on
se restreint à la résolution de la pression, la DES équivalente est en moyenne 20% plus rapide
que le T-PITM, sur les calculs présentés à la section 3.





Conclusions et perspectives

L’objectif premier de cette thèse, était de développer une méthode hybride LES tem-
porelle/RANS robuste et fiable basée sur le PITM, visité précédemment par Fadai-Ghotbi
[FG07], qui a proposé l’approche temporelle. Une tâche particulière consistait à s’affranchir de
la nécessité de moyenner les termes sources, tels que la production de sous-filtre et les gradients
de vitesse, afin de conserver l’information tridimensionnelle et instationnaire, et d’exploiter le
contenu physique essentiel de la production de sous-maille. Plusieurs types de corrections dy-
namiques ont été explorées ; variation de β′0, variation empirique de C∗

ε2 en fonction d’une
puissance de l’écart entre rok et rtk. Finalement, la méthode la plus naturelle et la plus justi-
fiable sur le plan théorique, a été retenue. En effet, le PITM, permet de piloter la répartition
d’énergie en modulant la destruction de la dissipation, à travers C∗

ε2. Il est donc naturel d’in-
tervenir sur ce même coefficient pour opérer la correction souhaitée. La justification théorique
a été obtenue dans le cas très simple d’un écoulement homogène, au sein duquel la répartition
d’énergie turbulente est en équilibre. Le développement visait à quantifier les perturbations
infinitésimales à apporter au système pour atteindre, in fine, un autre état d’équilibre. La
quantification obtenue ne constitue, bien sûr, qu’une approximation de la correction à appor-
ter réellement. En effet, nous avons vu que l’approche dynamique a été développée à partir
d’hypothèses très simples ; homogénéité, équilibre du système. Toutefois, l’analyse simple four-
nit une information qualitative précieuse sur la correction à appliquer, ce qui a permis d’obtenir
des résultats assez encourageants, qui seront rediscutés plus loin.
En marge de ces considérations, nous nous sommes penchés sur les macro-fluctuations incri-
minées. Elles ont été mises en évidence, dans le cadre d’une étude très simple sur la phase
transitoire d’un écoulement de canal, qui a également montré que l’approche dynamique pro-
posée, permet d’empêcher l’indésirable ”relaminarisation” de l’écoulement.
Au final, cette procédure dynamique a été utilisée pour simuler des écoulements de canal
à Reτ = 395. Il a été montré que la méthode est assez robuste pour contrôler le niveau
de résolution. Toutefois, l’obtention de statistiques turbulentes acceptables n’a pas été une
sinécure. En effet, la correction dynamique peut parfois s’avérer trop forte, et fausser en partie
la turbulence résolue, ce qui peut conduire à l’obtention de structures résolues non-physiques.En
outre, plutôt que de forcer le ratio d’énergie à un niveau souhaité, fixé, on s’est proposé de
laisser le ratio cible se construire autour des statistiques de l’écoulement, obtenues durant
la simulation. Ceci introduit une certaine souplesse dans la méthode, dont on constate qu’elle
améliore grandement la qualité des résultats. Cela est vraisemblablement dû au fait que l’adap-
tation du champ de rtk permet de minimiser le ”besoin” de correction dynamique, et donc de
limiter le risque d’obtention de valeurs non-physiques.
Un point essentiel du développement est l’utilisation du ratio observé d’énergie modélisée rok
plutôt que le ratio cible, en particulier dans la formulation hybride de la longueur de corrélation
des effets de paroi. Cette dernière a été initialement proposée par Fadai-Ghotbi [FG07], faisant
néanmoins intervenir le ratio cible rtk. Il obtenait alors des profils de vitesse jugés insatisfai-
sants. La présente thèse a montré que la formulation proposée par Fadai-Ghotbi était la bonne,
à condition de préférer l’usage du ratio observé, rok.
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L’étude de l’équivalence entre T-PITM et DES n’était pas du tout au programme initial
de la thèse, et a été inspirée en partie par le développement de l’approche dynamique, discutée
ci-dessus. Tandis que le T-PITM agit à l’intérieur de l’équation de la dissipation de sous-filtre,
la DES intervient directement dans l’équation de l’énergie turbulente, en modulant la dissipa-
tion, qui joue le rôle d’un terme puits. Une autre différence notable entre les deux approches
est le paramètre de pilotage ; le T-PITM utilise le ratio énergie modélisée sur énergie totale.
On peut relier ce ratio à la taille de maille, mais il faut pour cela choisir un spectre (Kolmo-
gorov, Von Kármán...) De son côté, la DES cale directement son niveau de résolution sur la
taille de maille. Enfin, en dépit d’un formalisme simple en apparence, le T-PITM se justifie
théoriquement en s’appuyant sur la transformée de Fourier des corrélations de vitesse en deux
instants (en deux points pour le PITM spatial), tandis que la DES demeure une composition
empirique de RANS et de LES.
Nous nous sommes attachés à montrer que la DES et le T-PITM peuvent être interprétés
comme des approches hybrides équivalentes, c’est-à-dire qu’on peut trouver une relation entre
leurs paramètres de contrôle respectifs, permettant aux deux méthodes de produire la même
répartition d’énergies résolue et modélisée. Pour ce faire, nous avons considéré deux cas de fi-
gure ; les couches en équilibre, et les écoulements en conduite. Les relations entre les paramètres
de contrôle respectifs ont été déterminées. Ces résultats théoriques ont été mis à l’épreuve de la
simulation numérique avec une approche dite ”DES équivalente”, dans le cas d’un écoulement
en canal, à Reτ = 395. L’équivalence escomptée est vérifiée : les profils de vitesse ainsi que
les statistiques turbulentes totales respectifs, sont très proches. De surcrôıt, les répartitions
entre énergies résolue et modélisée, sont très voisines. Il a en outre été montré que la DES
équivalente contient implicitement une correction dynamique, conceptuellement identique à
celle développée en T-PITM. Il en va de même pour la DES standard ; la taille de maille est
comparée à l’échelle de longueur caractéristique de la turbulence modélisée, construite avec les
grandeurs instantanées. Si cette échelle de longueur est trop grande, en comparaison à la taille
de maille, la dissipation est renforcée, et le niveau d’énergie de sous-filtre baisse.
Dans un second temps, la DES équivalente a été soumise à la décroissance d’une turbulence
isotrope. Nous avons montré qu’en utilisant la valeur théorique du cœfficient β0, le modèle
de sous-filtre permet une cascade d’énergie correcte, peu différente de la DNS et de la DES
standard.

La problématique essentielle de cette thèse, concerne les méthodes hybrides RANS / TLES.
En effet, la plupart des écoulements courants sont statistiquement stationnaires. La moyenne
de Reynolds correspond dans ce cas à une moyenne temporelle, par ergodicité. Dans un tel cas
de figure, il n’est pas justifiable d’hybrider un modèle RANS avec la LES spatiale, ce qui pose
un problème conceptuel. Le T-PITM, initialement proposé par Fadai-Ghotbi dans sa thèse, a
été perfectionné durant celle-ci.
Le ratio d’énergie rk est défini à partir de la taille de maille, en PITM spatial. En T-PITM,
il est délicat de chercher à relier la fréquence de coupure au pas de temps, car ce dernier est
uniforme sur tout le domaine. Nous avons montré qu’il suffit, en fait, qu’une relation de dis-
persion ω = f(κ) existe et soit bijective, pour pouvoir rattacher la fréquence de coupure à la
taille de maille. Il existe cependant plusieurs façons de relier la largeur du filtre temporel à la
taille de maille. On peut par exemple faire intervenir la vitesse de convection.
Quoi qu’il en soit, le phénomène de convection implique à lui seul l’équivalence entre filtrages
spatial et temporel ; un pas de temps lâche risque d’entraver la précision d’un maillage même
très fin, et vice-versa.
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Du côté des perspectives, il est tout d’abord essentiel d’ ”enquêter” sur l’hybridation d’un
modèle RANS complet. Ceci passe par l’estimation des divers termes du modèle considéré, en
fonction de la position de la coupure spectrale. Ceci peut se faire grâce à la DNS. Durant cette
thèse, nous avons souvent supposé , à défaut de mieux, que la transposition des termes d’un
modèle RANS au contexte hybride, se faisait simplement en remplaçant les grandeurs totales
par leurs homologues de sous-filtre. En particulier, rien n’indique que des termes comme les
corrélations triples, ou encore le terme de pression, ne nécessitent pas d’effort supplémentaire
de modélisation. Cette problématique n’est pas nouvelle, mais l’auteur n’a pas connaissance
de tels travaux, à ce jour.

Une autre amélioration possible, serait la prise en compte des variations spatiales de rk.
En effet, les travaux de Germano [Ger04] sur le filtre additif, par exemple, ont montré que l’in-
homogénéité de rk implique la non-commutativité du filtre associé, avec les derivées spatiales.
La théorie PITM, et son équivalente temporelle T-PITM, ont été développées en contextes
respectivement homogène et stationnaire, considérant un filtre à coupure spectrale figée. Sans
rediscuter le formalisme, il serait intéressant d’étudier la possibilité d’introduire simplement
dans le développement, la prise en compte des variations du ratio d’énergie rk.

Troisièmement, pour rester dans la critique du traitement de rk, notons que ce paramètre
agit sur la turbulence de sous-filtre de manière isotrope, tant dans la famille PITM qu’en DES
(standard ou équivalente). Or un maillage est souvent anisotrope (parfois fortement), ce qui
signifie qu’il n’a pas la même capacité de résolution dans toutes les directions. Pourtant, au-
cune des deux approches hybrides étudiées, ne tient compte de l’anisotropie des mailles. Dans
le cas de la DES avec modèle de sous-filtre au second ordre, il serait assez aisé de prendre
en compte l’anisotropie, puisque la taille de maille est explicitement utilisée. Cette taille de
maille pourrait donc varier, suivant les composantes du tenseur des contraintes de sous-filtre.
Les travaux de Scotti et al.[SML93] sur cette question, en LES pure, par exemple, peuvent
constituer une base de réflexion.
Pour les deux facettes du PITM, ce serait plus délicat, car le paramètre de contrôle, rk, joue
l’essentiel de son rôle à l’intérieur de l’équation du scalaire dissipation de sous-filtre.

Quatrièmement, on peut s’interroger sur l’intérêt d’améliorer l’approche dynamique. En
effet, son application nécessite une forte dose d’empirisme, pour une performance globale (coût
de calcul, qualité des résultats) pas meilleure que la DES équivalente. En effet, le champ de
δC∗

ε2 peut être assez irrégulier, ce qui affecte la turbulence de sous-filtre, et donc le système
vitesse-pression, dont la résolution peut se trouver ralentie. À ce propos, des tests visant à
régulariser la correction dynamique, ont été effectués durant la thèse. Aucune amélioration sur
les statistiques de l’écoulement, n’a été observée, mais le coût de calcul s’est vu quelque peu
amélioré.
La calibration du cœfficient ℵ constitue un autre problème. En effet, s’il est trop faible, la
procédure risque d’être inefficace, et inversement, de fausser la turbulence résolue. En effet,
même si sa construction fait qu’elle s’annule lorsque le niveau de résolution souhaité, est atteint,
la répartition d’énergies résolue et modélisée présente une certaine inertie. Aussi, la correction
dynamique agit souvent plus longtemps que nécessaire, ou prend trop de temps pour se mettre
en œuvre. Des essais pour pallier cela, ont été effectués durant la thèse, sans aucun succès.
Une autre idée serait, à chaque pas de temps, d’ajuster itérativement le champ de δC∗

ε2, en
maintenant la vitesse résolue figée. Mais une telle opération peut s’avérer coûteuse en matière
de coût de calcul.
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Enfin, la question du filtrage temporel mérite une attention toute particulière, par exemple
dans la définition de la largeur du filtre / de sa fréquence de coupure. Une piste à étudier, serait
l’utilisation d’une échelle composite entre le pas de temps et les échelles de temps convective et
dynamique ; par exemple une moyenne judicieuse, ou encore le maximum de ces trois quantités.
Cela dit, nous avons montré durant cette thèse que la définition explicite de la largeur d’un
filtre temporel,n’est pas indispensable.
En outre, la DES équivalente, présentée dans cette thèse, à l’instar de la DES standard, impose
une échelle de longueur dans le terme de dissipation. Cette dernière peut s’écrire sous la forme

k
3/2
SFS/L. Dans le cadre des méthodes hybrides RANS/TLES, il serait intéressant et cohérent de

développer une méthode similaire impliquant des échelles temporelles. La dissipation s’écrirait
alors sous la forme kSFS/T .
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Annexe A

Méthodes numériques

La mise en équation pour modéliser et résoudre un écoulement turbulent aboutit à un
système d’équations aux dérivées partielles non-linéaires et couplées. Ces équations sont impos-
sibles à résoudre analytiquement dans le cas général, et c’est pourquoi l’on fait appel aux simu-
lations numériques où la solution du problème est approximée. Selon les méthodes numériques
utilisées, différents degrés de précision et de robustesse sont atteints. Le lecteur pourra se re-
porter à Ferziger & Perić [FP02] pour une revue détaillée des méthodes numériques existantes.
Dans ce manuscrit, les simulations sont effectuées avec Code Saturne [AMS04], développé par
Électricité de France, et concernent des écoulements incompressibles. Code Saturne est un
code parallélisé, écrit en volumes finis co-localisés pour maillage structuré ou non-structuré. Il
est placé sous licence GNU GPL depuis mars 2007.
La méthode des volumes finis est très intéressante en mécanique des fluides dans la mesure
où elle conserve les quantités résolues, par construction, et peut s’appliquer à des géométries
complexes grâce à l’utilisation de maillages non-structurés. Cette annexe présente la méthode
des volumes finis et les schémas numériques utilisés.

1 La méthode des volumes finis

De façon générale, l’équation de transport d’une quantité φ en écoulement incompressible
s’écrit en notation vectorielle :

ρ
∂φ

∂t︸︷︷︸
a

+ ρ∇· (φU)︸ ︷︷ ︸
b

= ∇· (Γ∇φ)︸ ︷︷ ︸
c

+Sφ (A.1)

où U est le vecteur vitesse, ρ la masse volumique du fluide, Γ le coefficient de diffusion et
Sφ un terme source. a, b et c sont respectivement les termes instationnaire, convectif et de
diffusion. Le principe de la méthode des volumes finis est de découper le domaine de calcul en
un nombre fini de volumes de contrôle (ou cellules) de centre I et de volume ΩI . Les équations
de conservation sont intégrées sur chaque volume de contrôle selon

∂

∂t

∫

ΩI

ρφ dΩ +

∫

ΩI

∇· (ρφU) dΩ =

∫

ΩI

∇· (Γ∇φ) dΩ +

∫

ΩI

Sφ dΩ (A.2)

Le théorème de la divergence, appliqué au terme de convection et de diffusion, permet de
transformer les intégrales de volume en intégrales de surface

∂(ρIφIΩI)

∂t
+

∫

SI

φ(ρU · n) dS =

∫

SI

Γ(∇φ) · n dS + SφIΩI (A.3)

où n est le vecteur unitaire normal extérieur à la surface SI entourant le volume de contrôle
ΩI , et φI est la valeur moyenne de φ sur la cellule, supposée localisée au centre de gravité du
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118 Méthodes numériques

volume de contrôle. Dans Code Saturne , les variables sont colocalisées et calculées au centre
de gravité de la cellule.

2 Terme de convection

Le terme de convection est très sensible aux schémas numériques utilisés. De nombreux
schémas ont été proposés pour éviter les instabilités numériques dues à ce terme. Les deux
schémas utilisés dans Code Saturne sont le schéma décentré amont (UDS pour Upwind-
Difference Scheme) d’ordre 1 en espace, et le schéma centré (CDS pour Central-Difference
Scheme) d’ordre 2 en espace [FP02]. Est également disponible un schéma amont linéaire du
second ordre (schéma SOLU, Second Order Linear Upwind), mais qui ne sera pas utilisé dans
le présent travail. D’autres schémas convectifs plus élaborés et de précision plus élevée existent,
comme par exemple le schéma QUICK [Leo79] ou UMIST [LL94], mais leur implémentation
dans un code non-structuré peut poser quelques difficultés dues aux interpolations nécessaires.

La figure A.1 montre une configuration générale de deux cellules adjacentes internes au do-
maine, de centre I et J . Le point F est le centre de gravité de la surface de contact SIJ entre
les deux cellules. Le point O est l’intersection de (IJ) avec la surface SIJ . Les points I ′ et
J ′ sont respectivement les projections de I et J sur la droite passant par O et normale à la
surface SIJ . Le terme de convection est calculé par

∫

SI

φ(ρU · n) dS ≈
∑

J∈VI

φIJmIJ (A.4)

où VI est l’ensemble des cellules dans le voisinage de la cellule de centre I, et φIJ la valeur
de φ sur la surface SIJ . Par définition, on a

φIJ =
1

SIJ

∫

SIJ

φ dS (A.5)

L’approximation du second ordre en espace φIJ ≈ φF est utilisée. La relation (A.4) montre
qu’il faut interpoler φ au point F à partir de sa valeur connue au centre des cellules I et J . Le
flux de masse mIJ à travers la surface SIJ est calculé selon

mIJ = (ρIJUIJ · nIJ)SIJ (A.6)

où nIJ est le vecteur unitaire normal à la surface SIJ allant de I vers J , et ρIJUIJ la valeur
au point F de la quantité de mouvement.

2.1 Schéma décentré amont

Pour le schéma décentré amont [FP02], la valeur de φ au point F est donnée par

mIJφIJ =
1

2

[
(mIJ + |mIJ |)φI + (mIJ − |mIJ |)φJ

]
(A.7)

ce qui donne φIJ = φI si mIJ > 0 et φIJ = φJ si mIJ < 0. Cette méthode d’interpolation
est simple, stable, bornée, mais introduit une diffusion numérique importante. À moins que
le maillage ne soit très raffiné, le schéma amont introduit des erreurs importantes quand la
direction de l’écoulement n’est pas parallèle au maillage.
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Figure A.1 – Configuration générale de deux cellules adjacentes I et J internes au domaine.

2.2 Schéma centré

Le schéma centré pondère les valeurs de φI et φJ selon

φIJ = αIJφI + (1− αIJ)φJ (A.8)

où le facteur de pondération est défini par αIJ = FJ ′/I ′J ′. Pour un maillage uniforme, on
obtient αIJ = 1/2. Ce schéma peut poser des problèmes de stabilité numérique, générant
des oscillations sur la solution obtenue. Ceci est dû à un nombre de Péclet 1 trop grand. On
y remédie soit en raffinant le maillage soit en introduisant un terme de diffusion numérique
supplémentaire (ce qui équivaut à décentrer le schéma). Il sera utilisé pour les calculs hybrides
RANS/LES qui nécessitent des schémas non-diffusifs et un degré de précision au moins d’ordre
2.

2.3 Reconstruction du flux

Les schémas amont et centré, disponibles dans Code Saturne , sont implémentés avec une
correction dans le cas de maillage non-orthogonal. On parle de non-orthogonalité du maillage
lorsque β 6= 0, où β est l’angle entre la normale nIJ et le vecteur IJ joignant les centres des
cellules. En supposant que le gradient de φI est connu au centre I de la cellule (cf. paragraphe
4), la valeur de φ au point I ′ est approximée par

φI′ = φI + II′ · (∇φ)I (A.9)

Selon le schéma convectif choisi, on remplace φI et φJ par φI′ et φJ ′ dans les relations (A.7)
et (A.8).

1. Le nombre de Péclet est une sorte de nombre de Reynolds de maille. Il compare les temps de diffusion et
de convection à l’intérieur de chaque maille
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3 Terme de diffusion

Le terme de diffusion est approximé selon
∫

SI

Γ(∇φ) · n dS ≈
∑

J∈VI

ΓIJ(∇φ)IJ · nIJSIJ (A.10)

La viscosité ΓIJ au point F est calculée par interpolation linéaire de sa valeur connue aux
points I et J

ΓIJ = αIJΓI + (1− αIJ)ΓJ (A.11)

où αIJ = FJ ′/I ′J ′. Le gradient normal de φ au point F est approximé par

(∇φ)IJ · nIJ ≈ φJ ′ − φI′

I ′J ′
(A.12)

4 Calcul des gradients

Cette section présente le calcul du gradient de la variable φ au centre I du volume de
contrôle. Deux méthodes sont disponibles dans Code Saturne : une méthode dite standard et
une méthode dite des moindes carrés, plus rapide que la première mais beaucoup moins robuste.
Pour plus de détails sur cette dernière méthode, le lecteur pourra se reporter à Archambeau et
al. [AMS04]. On présente ci-dessous la première technique, plus coûteuse en temps de calcul
mais plus robuste, utilisée lorsque le maillage est non-orthogonal. Par définition, on peut écrire :

(∇φ)I =
1

ΩI

∫

ΩI

∇φ dΩ (A.13)

et en utilisant le théorème de la divergence, on obtient

(∇φ)I =
1

ΩI

∑

J∈VI

∫

SIJ

φnIJ dS (A.14)

La définition (A.5) et l’approximation du second ordre en espace φIJ ≈ φF , amènent :

(∇φ)I =
1

ΩI

∑

J∈VI

φFnIJSIJ (A.15)

Le calcul du gradient de φ au centre I de la cellule nécessite donc d’interpoler la valeur de φ au
point F à partir de sa valeur au centre des cellules. Pour cela, on effectue un développement
limité au premier ordre de φF selon

φF ≈ φO +OF · (∇φ)O (A.16)

On estime φO et (∇φ)O par
φO = αIJφI + (1− αIJ)φJ (A.17)

(∇φ)O =
1

2

(
(∇φ)I + (∇φ)J

)
(A.18)

où αIJ = FJ ′/I ′J ′. On obtient finalement

(∇φ)I =
1

ΩI

∑

J∈VI

nIJSIJ

(
αIJφI + (1− αIJ)φJ +

1

2
OF ·

(
(∇φ)I + (∇φ)J

))
(A.19)

L’inversion de ce système implicite par une méthode itérative permet d’obtenir le gradient de
la variable au centre de la cellule.
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5 Résolution des équations

Le terme source est décomposé en une partie explicite AI et une partie implicite BIφI
selon

SφI = AI +BIφI (A.20)

Pour chaque élément de volume, l’équation discrétisée résultant de l’équation continue (A.3)
s’écrit alors

ΩIDIφI +
∑

J∈VI

[
φIJmIJ − ΓIJ

φ′J − φ′I
I ′J ′

SIJ

]
= ΩIAI (A.21)

où DI inclut la dérivée temporelle ainsi que le terme source implicite. L’équation (A.21) mène
à un système linéaire du type ¯̄E0X = F0 de taille Ncell, où Ncell est le nombre de cellules du
maillage ; F0 est le second membre de (A.21) et X le vecteur des inconnues φI (1 6 I 6 Ncell).
Le système linéaire est multiplié de chaque côté par une matrice de préconditionnement ¯̄P . On
obtient donc un système linéaire ¯̄EX = F, où ¯̄E = ¯̄P ¯̄E0 et F = ¯̄PF0. Cette méthode permet
d’augmenter la prédominance diagonale de la matrice résultante ¯̄E, de stabiliser le calcul et
d’accélérer la convergence. Un algorithme itératif de Jacobi est utilisé pour inverser la matrice
¯̄E.

6 Discrétisation temporelle

On s’intéresse ici à la résolution de l’équation de continuité, de quantité de mouvement
et de l’équation de transport d’un scalaire a. Par souci de simplicité, on ne prend pas en
compte les termes turbulents pour l’instant. En écoulement incompressible, le système s’écrit
vectoriellement 




∇·u = 0

ρ
∂u

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = −∇P +∇ · (µ∇u) + Su

ρ
∂a

∂t
+∇ · (ρua) = ∇ · (µa∇a) + Sa

(A.22)

où [u ⊗ v]ij = uivj par définition, et Sφ est le terme source associé à la variable φ. La
discrétisation temporelle du système (A.22) se fait par une méthode dite fractionnée [AMS04],
qui peut être associée à l’algorithme SIMPLEC [FP02] pour la résolution de l’équation de
Poisson concernant la pression. Soit ∆t le pas de temps et φ(n) la valeur supposée connue de
la variable φ(t) à l’instant t = t(n). La résolution temporelle de l’instant t = t(n) à l’instant
t = t(n+1) = t(n) +∆t se fait en trois étapes.

• La première étape consiste à prédire 2 la vitesse en résolvant le système (A.22) avec un
gradient de pression explicite. La valeur d’une variable quelconque φ obtenue à la fin de cette
première étape est notée φ∗. Le terme source de l’équation de quantité de mouvement est
décomposé selon Su = A + ¯̄Bu de telle sorte qu’il puisse être partiellement implicité. Le
système (A.22) s’écrit alors





P ∗ = P (n)

ρ
u∗ − u(n)

∆t
+∇ · (ρu∗ ⊗ u(n) − µ∇u∗) = −∇P (n) +A(n) + ¯̄B(n)u∗

a∗ = a(n)

(A.23)

2. On parle d’algorithme prédicteur-correcteur
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La résolution de ce système permet d’obtenir u∗. Ce champ ne vérifie pas la condition∇·u∗ = 0.

• La seconde étape consiste à corriger la vitesse en apportant une correction au gradient
de pression, tout en négligeant les variations du terme source et des termes de convection et
de diffusion. Le système s’écrit alors





∇·u∗∗ = 0
ρ(u∗∗ − u∗) = −∆t∇(P ∗∗ − P ∗)
a∗∗ = a∗

(A.24)

En pratique, on prend la divergence de la deuxième équation du système pour obtenir une
équation de Poisson sur l’incrément de pression δP = P ∗∗ − P ∗





∇· (ρu∗) = ∆t∇2(P ∗∗ − P ∗)
ρ(u∗∗ − u∗) = −∆t∇(P ∗∗ − P ∗)
a∗∗ = a∗

(A.25)

La résolution de ce système permet d’obtenir P ∗∗ puis u∗∗. Le champ de vitesse corrigée u∗∗

vérifie maintenant ∇·u∗∗ = 0.

• La troisième étape consiste à résoudre l’équation de transport pour le scalaire a. Le terme
source est également décomposé selon Sa = Aa +Baa. Le système à résoudre s’écrit





ρu(n+1) = ρu∗∗

P (n+1) = P ∗∗

ρ
a(n+1) − a∗∗

∆t
+∇ · (a(n+1)ρu∗∗ − µa∇a(n+1)) = Aa

(n) +Ba
(n)a(n+1)

(A.26)

Quand un modèle de turbulence est utilisé, la résolution du champ turbulent se fait entre
les étapes 2 et 3. Dans un modèle RSM, les équations de chaque composante des tensions
de Reynolds sont traitées de la même manière que l’équation concernant le scalaire a (terme
instationnaire, de convection, de diffusion et terme source). La dépendance par rapport aux
autres variables turbulentes est explicite : ainsi chaque équation est résolue indépendamment.

7 Conditions aux limites

La figure A.2 montre la configuration générale d’une cellule I au bord du domaine. Trois
types de conditions aux limites peuvent être choisis : condition de Dirichlet, de Neumann ou
condition périodique.

7.1 Condition de Dirichlet

Cette condition est typiquement utilisée en entrée ou à la paroi. Elle consiste à imposer la
valeur de la variable au point F selon

φF = φDir (A.27)

où φDir est imposé par l’utilisateur. Par exemple φDir = 0 à la paroi pour la vitesse et les
tensions de Reynolds.
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Figure A.2 – Configuration générale d’une cellule I au bord du domaine.

7.2 Condition de Neumann

Cette condition consiste à imposer la valeur du flux à la surface de bord. Dans Code Saturne
, cette condition s’écrit

φF = (∇φNeu) · I′F+ φI′ (A.28)

où ∇φNeu est la valeur imposée du flux par l’utilisateur. Elle est typiquement utilisée en
sortie ou dans un plan de symétrie, où l’on impose une condition de Neumann homogène
(∇φNeu = 0).

7.3 Condition périodique

Cette condition est utile lorsqu’on veut simuler un écoulement turbulent pleinement développé
et suppose la répétition des propriétés de l’écoulement dans une direction donnée. L’utilisateur
indique le type de périodicité (translation et/ou rotation) et indique la valeur du vecteur de
translation et/ou l’angle de rotation. La figure A.3 permet de bien expliquer la mise en œuvre
de la périodicité dans Code Saturne . On considère un maillage monodimensionel composé de
quatre cellules numérotées de 1 à 4. Des cellules fictives, nommées 1 bis et 4 bis, sont créées
aux bords du domaine, dans le cas d’une périodicité de translation : les variables de la cellule
1 bis et 4 bis prennent respectivement les mêmes valeurs que celles des cellules numéros 1 et
4.

1 2 3 44 bis 1 bis

Figure A.3 – Mise en œuvre de la périodicité dans Code Saturne .
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[FP02] J. H. Ferziger and M. Perić. Computational methods for fluid dynamics, 3rd

edition. Springer, 2002.

[Fri95] U. Frisch. Turbulence. Cambridge University Press, 1995.

[Fri99] U. Frisch. Turbulence nears a final answer. Physics World Archive, 1999.

[FTE+04] T.C. Fan, M. Tian, J.R. Edwards, H.A. Hassan, and R.A. Baurle. Hybrid large-
eddy / Reynolds-averaged Navier-Stokes simulations of shock-separated flows.
J. Spacecraft Rockets, 41(6) :897–906, 2004.

[FTE+08] T.C. Fan, M. Tian, J.R. Edwards, H.A. Hassan, and R.A. Baurle. Validation of a
hybrid Reynolds-averaged / large-eddy simulation method for simulating cavity
flameholder configurations. AIAA paper 2001-2929, 2008.
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[HL72] K. Hanjalić and B. E. Launder. A Reynolds stress model of turbulence and its
application to thin shear flows. J. Fluid Mech., 52 :609–638, 1972.
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Modélisation hybride RANS/LES temporelle des
écoulements turbulents

Résumé : En situation industrielle, le calcul des caractéristiques instationnaires et tridimen-
sionnelles d’écoulements complexes, est souvent nécessaire. La simulation des grandes échelles
requiert un coût de calcul prohibitif surtout près de parois. L’un des objectifs des méthodes
hybrides est d’optimiser le coût de calcul, en simulant certaines zones d’un écoulement en mode
RANS et d’autres en mode LES. Cette dernière s’articule en général autour du filtrage spa-
tial, alors que dans la plupart des écoulements, l’opérateur RANS correspond à une moyenne
temporelle.
L’approche PITM (Partially Integrated Transport Model), conçue en turbulence homogène, est
une méthode hybride justifiée théoriquement. Sa transposition au contexte temporel (turbu-
lence stationnaire) a déjà été explorée précédemment, montrant que, sous certaines hypothèses,
les versions spatiale et temporelle sont formellement identiques. La méthode PITM présente
toutefois une certaine difficulté à piloter le niveau de résolution.
La présente thèse propose une approche dynamique pour corriger ce point. Dans un second
temps, la version temporelle du PITM, le T -PITM, est comparée à la DES (Detached Eddy Si-
mulation), une méthode hybride populaire, mais empirique. Il est montré que les deux méthodes
produisent des résultats similaires, conférant une justification théorique par procuration, à la
DES.
Le modèle RANS sous-jacent est la pondération elliptique, permettant la prise en compte des
effets induits par une paroi, sans utiliser de fonctions d’amortissement ni de lois de paroi.

Mots clés : hybride, RANS, LES, temporel, PITM, DES, approche dynamique, pondération
elliptique

Hybrid RANS / temporal LES modelisation of turbulent

flows

Abstract : In industrial situation, the computation of unsteady and three-dimensional cha-
racteristics of complex flows, is often necessary. Large-eddy simulation demands prohibitive
computational costs, peculiarly near walls. One of the objectives of hybrid methods, is to opti-
mize the computational cost, by simulating certain areas of flows in RANS mode, and in LES
mode elsewhere. The latter centres generally around spatial filtering of the studied variables,
while RANS corresponds to a temporal average, in most flows.
The PITM approach (Partially Integrated Transport Model), developed in homogeneous turbu-
lence, is a theoretically justified hybrid method. Its transposition to the temporal context was
done previously, showing that, under certain hypotheses, both spatial and temporal versions
are formally identical. The PITM method has however difficulties in controlling the resolution
level.
This thesis suggests a dynamic approach to fix that point. Secondly, the temporal version of
PITM, the T -PITM, is compared to DES (Detached Eddy Simulation), a popular but empiri-
cal hybrid method. It is shown that both methods produce similar results, providing DES an
indirect theoretical justification.
The underlying RANS model is the elliptic blending Reynolds-stress model (EB-RSM), ac-
counting for wall effects, using neither damping functions nor wall laws.

Keywords : hybrid, RANS, LES, temporal, PITM, DES, dynamic approach, EB-RSM


