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Introduction

Cette thése est consacrée a 1’étude des propriétés homologiques d’une famille d’al-
gébres associatives attachée aux courbes elliptiques. Chaque algébre de cette famille
admet un nombre fini de générateurs subordonnés aux relations quadratiques. Elles
sont aujourd’hui connues sous le nom d’algébres elliptiques de Sklyanin-Odesskii-
Feigin. Il convient toutefois de souligner que le cas le plus simple, la famille d’algébres
elliptiques avec trois générateurs, était déja connue de Artin et Shelter.

Sklyanin a trouvé sa célébre algébre de quatre générateurs dans une approche
hamiltonienne aux modéles intégrables continus et discrets. Il a montré que la struc-
ture hamiltonienne du modéle (en approche de "I’école de Leningrad" de Faddeev)
est complétement déterminée par deux "Casimirs" quadratiques.

Depuis les articles originaux de Sklyanin (1982-83), les algébres elliptiques sont
devenues objet d’une grande attention de mathématiciens et de physiciens théori-
ciens. En dehors des travaux fondamentaux de B. Feigin avec A. Odesskii aprés 1985,
il faut bien reconnaitre que l'idéee de M. Artin-Schelter-Tate a donné naissance &
une théorie efficace en dimensions 3. Ces résultats (ainsi que ceux de Stafford, Smith,
Van den Bergh, Levasseur) sont déterminés par une approche algébrique. L’approche
d’Odesskii-Feigin a été plutot basée sur une vision géométrique et de déformation.
Ils ont régardé les algébres elliptiques comme une déformation de ’algébre de poly-
nomes. Polischuk a proposé un jolie amalgame des méthodes algébro-géométriques
aux études des algébres elliptiques. Il a développé les idées de Odesskii-Feigin et a
interprété "la limite quasi-classique" d’algéebres elliptiques comme une structure de
Poisson sur I'espace des modules de fibrés vectoriels sur la courbe elliptique initiale.

Le calcul de (co)homologie (de Hochschild, cyclique et de Poisson) de cette classe
d’algébres est un probléme qui apparait naturelement. Récemment (2005), le pro-
bléme de calcul des traces de ’algébre de Sklyanin de quatre générateurs a été consi-
déré par le groupe de physiciens et de mathématiciens (Boos-Jimbo-Miwa- Smirnov-
Takeyama) dans le contexte du calcul des correlateurs du modéle 8-vertex. M. Van
den Bergh (et puis N. Marconnet dans sa thése en 2004 a St.-Etienne) a calculé
I’homologie de Poisson de I’algébre elliptique "quasi-classique" et puis I’homologie
de Hochschild de ’algébre associative elliptique a trois générateurs. Un autre point
de vue a été élaboré dans sa thése par A. Pichereau a Poitiers en 2006. Elle a notam-
ment calculé I’homologie et la cohomologie d'une algeébre de Poisson en dimension
trois associée & une singularité isolée "elliptique", déterminée par un Casimir quasi-



homogéne.

L’un des objectifs principaux de cette thése est de calculer 'homologie et co-
homologie de Poisson de "la limite quasi-classique" de I'algébre elliptique a quatre
générateurs (la "vrai" algébre de Sklyanin) ainsi que ’homologie de Hochschild de
cette derniére.

Considérons 7 € C tel que Im(7) > 0, I' = Z @ Zr, le réseau associé et un
point 7 € C qui n’est pas d’ordre 4 dans €& = C/T". Notons 6o, o1, 610, 011, les
fonctions théta-Jacobi associées & la courbe elliptique £. Soit V' un espace vectoriel
de dimension 4 avec Sy, S1, 52, 53 comme base.

L’algébre de Sklyanin associée a la courbe £ et au point 7 est lalgébre A(E,n) =
T(V)/(I2) ou T(V) est l'algébre tensorielle de V et (I3) est 1'idéal bilatére engendré
par le sous-espace I, de V ® V' ayant pour base :

foi=So® S — 8 ®S)— ai(S; ® S, + Sk ® S;); (1)
fit=5®S,—S,®S5; —(So®S; +5: ® ),

ol a3 = o, Q2 = 1, A1 = Qqp, et (4,4, k) forme une permutation cyclique de
(1,2,3),
011 (n)%(n)} ’
015 (1) Ori(n)
(ab,ij, kl) est une permutation cyclique de (00,01, 10).

On peut tout d’abord noter que cette algébre est une déformation de I'algébre
de polynémes a 4 variables.

Rappelons quun K [[h]]-module M, K étant un corps de caractéristique nulle, est
une déformation formelle s’il est de la forme EJ[h]], ou E est un K-espace vectoriel.
On dit alors que M est une déformation formelle du K[[h]]-module E. Les éléments
de E[[h]] sont notés

o= (11|

Zunh".

n>0

Si nous considérons deux déformations formelles My, M, de K[[h]]-modules, un
morphisme f : M; — M, de K[[h]]-modules sera appelé une déformation formelle
de T'application K-linéaire, déduite de f, ' : M;/hM; — Ms/hM,, si f peut se
mettre sous la forme

P uwhy =5 37 fulu) ™.

n>0 n>0m+p=n

En d’autres termes f' = f;.

Notons aussi qu'une K[[h]]-algébre A est une déformation formelle d’une K-
algébre R si A est une déformation formelle de R en tant que K|[h]]-module et
si en outre A/hA est isomorphe & R en tant que K-algébre. On peut alors écrire
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A = R[[h]] avec une multiplication (encore appelée produit ) de la forme

(Zunh”,Zvnh”)HZ Z bi (U, vp) A",

n>0 n>0 n>0l+m+p=n

ou les b; sont des applications bilinéaires R x R — R et by(u,v) = ab.
Il est important de souligner que lorsque R est commutative, I’application

RxR — R

(u,v) +—  bi(u,v) —bi(v,u)

est une structure de Poisson sur R, indépendant de la réalisation choisie A = R[[h]].

Une structure de Poisson sur une algébre commutative R est tout simplement
la donnée d’un crochet de Lie sur R qui est une bidérivation. En d’autres, c’est la
donnée d’une application K-bilinéaire {-,-} : R x R — R telle que les propriétés
suivantes soient vérifiées :

{a,bc} = {a,b}c+ b{a,c} (régle de Leibniz);
{a,b} = —{b,a} (antisymétrie);

{a,{b,c}} +{b,{c,a}} +{c,{a,b}} =0 (identité de Jacobi).

ou a,b,c € R.
Ce crochet de Lie est dés lors appelé crochet de Poisson.

On appellera variété de Poisson, toute variété différentiable M dont I’algébre des
fonctions réguliéres C*°(M) est munie d’une structure de Poisson.

Les premiéres structures de Poisson sont apparues en mécanique classique. L’im-
portance de ces structures en mécanique classique fat graduellement reconnue par
Lagrange, Poisson et Jacobi. La remarque cruciale originale fit que si deux quanti-
tés mécaniques F et G sont des constantes de mouvement pour un certain systéme
dynamique, alors une combinaison convenable, {F, G}, des produits de leurs déri-
vées premiéres est également une constante de mouvement. Une fois les équations
du mouvement écrites sous la forme Hamiltonienne, le crochet de Poisson apparait
en premier plan et la forme la plus synthétique de la loi de la dynamique est :

F={H F} (2)

ot H est 'Hamiltonien (1’énergie totale) du systéme et F est la dérivée par rapport
au temps de la quantité mécanique F.

Le résultat ci-dessus sur les constantes du mouvement est alors une conséquence
directe de l'identité de Jacobi :

{H7 {F7G}} = {{H,F},G}+{F, {H>G}}7



c’est-a-dire ' ' _
[F.G} = {F,G} +{F,C).
Puisque si F' = G = 0, alors {F, G} = 0.
Revenons a notre algébre de Sklyanin. Il est important de souligner qu’elle est

une algébre de Koszul ( [29]), satisfait la condition de Poincaré-Birkhoff-Witt et le
centre est constitué des fonctions de deux éléments centraux quadratiques ( [27]) :

3 3
P=YS} Pr=Si+> Sk (3)
=1 i=1

Par ailleurs, 'algébre de Poisson associée a la déformation de ’algébre de Sklya-
nin appartient a la classe des structures de Poisson dites Jacobiennes. Considérant
l'algébre des polynomes R = Klzy,xo, -+ ,x,], n > 3 et P, Pa,-+- P, o, n—2
éléments de R, on définit une application {-,-} : R x R — R par :

_df NdgAdP A .. AdP,

= K . 4
{f:g} d!L‘l/\dﬂfg/\/\dIn ; f7g € [‘rlv wrn] ( )

Cette application est une structure de Poisson sur R appelée structure Jaco-
biénne de Poisson (JPS). Pour cette structure la sous-algébre, Cas(R,{-,}), des
Casimirs (centre d’une I’algébre de Poisson) de R est la sous-algébre des polynomes
K[P, Py, -+, P, 5] de R.

Les structures Jacobiennes de Poisson possédent de belles propriétés. En effet, on
montre ( [15], [16], [14]), que ces structures appartiennent a la classe des structures
de Poisson unimodilaires (celles dont la classe modulaire cohomologique de Weinstein
est trivial ( [37]) ). Pour de telles structures, il y a une dualité de type Poincaré entre
leur homologie de Poisson et cohomologie de Poisson.

On ne saurait oublier de mentionner que l’algebre de Sklyanin appartient égale-
ment a la classe des structures de Poisson ayant un feuilletage symplectique régulier.
Cette classe a été introduite et étudiée par Odesskii et Roubtsov ( [24]) comme une
généralisation des structures de Poisson réguliéres.

En 1988-1989, c’est-a-dire environ 5 ans apreés les travaux de E. K. Sklyanin,
Odesskii et Feigin ont défini une classe, plus grande, d’algebres associées aux courbes
elliptiques et ceci en toute dimension.

Partant toujours d’un réseau I' = Z + Z7 C C, engendré par 1 et 7 € C, avec
Im7 > 0, considérant un point 7 sur la courbe elliptique € = C/T, dans leur article
( [23]), Odesskii et Feigin construisent une algébre associative graduée @, (€, 1), (k
et n étant des entiers naturels premiers entre eux) associée a la courbe elliptique &
et au point 7 sur cette courbe comme le quotient de l'algébre libre & n générateurs
{;,i € Z/nZ} et les relations quadratiques

9‘7i r(k— 0 ; 1. 1.7
Z sl 1)( ) Tj—rLigr = 07 ? 7& J, 0] € Z/nZ (5)
S O ()5ir (=)



Ces algébres généralisent les algébres de Sklyanin, notamment A(E,n) = Q41(E, 7).
Notons aussi que Q3 1(€,n) correspond & I'algébre quadratique de Artin et Schelter
définie un an plus tot.

Les algébres de Sklyanin et celles d’Odesskii-Feigin possédent un certain nombre
de propriétés communes :

1. Le centre de l'algébre @, x(€,7n), pour & et n génériques, est algeébre des po-
lyndémes & m = pged(n, k + 1) variables de degré n/m;

2. Qui(€,0) =Clxg, -+ ,z,_1] est commutative

3. Qun-1(E,n) = Clzg, -+ ,x,_1] est commutative pour tout 7n;

4. Qn,k(‘g,n) = Qn,kf(c‘f,n), sikk' =1 (mod n);

5. Les applications x; +— x;11 et z; — €'x;, oll € est une racine de I'unité, défi-
nissent des automorphismes de lalgébre @, x(E,n);

6. L’algeébre ), x(€,7n), pour & et n génériques, est une déformation de I’algebre
des polynomes a n variables, 'algébre de Poisson obtenue est notée g, x(€);

7. L’algébre Q,, x(E,n), pour &£ et n génériques, satisfait la condition de Poincaré-

Birkhorff-Witt.
Dans leur article ( [24]), Odesskii et Roubtsov montrent que I’algébre des Casi-
mirs de 1'algébre de Poisson ¢, x(€) est une C-sous-algebre de Clxg, - - - , x,—1] engen-

drée par des polynémes homogénes et que la "dimension" de cette algébre est égale
a la somme des degrés des Casimirs générateurs. Soulignons aussi que les structures
de Poisson ¢, (&) s’identifient de maniére naturelle & des structures de Poisson sur
Pr~! = PExt'(E, O), ot E est un fibré vectoriel stable de rang k et de degré n sur
la courbe elliptique € ( [8]).

On peut a une algébre donnée, associer un certain nombre de groupes homo-
logiques. Nous parlerons dans cette thése de la homologie de Hochschild pour les
algébres associatives, de 'homologie et la cohomologie de Poisson pour les algébres
de Poisson.

L’homologie de Hochschild

Soit. A une algébre associative unitaire sur le corps K, de caractéristique nulle.
Posons

Cn(A) — A@(n+1)



et

Considérons lopérateur b : C,,(A) — C,(A) donné par la formule :
blag® -+ ®ay) = (—=1)"a,a60 @+ + @ a1 + Z(—l)iao R R QR .

Un calcul simple montre que b*> = 0 et b est ainsi un opérateur de bord. L’homologie
de Hochschild de A & coefficients dans A est I’homologie du complexe de chaine
(Cy(A),b), appelé complexe de Hochschild. Elle est notée HH,(A).

L’homologie de Poisson

Soit (R, {-,-}) une algébre de Poisson, Q°*(R) le R-module des formes différentielles
de Kéhler de R.

L’opérateur de bord de Poisson associé a I’algébre de Poisson (R, {-,-}), encore ap-
pelé la différentielle de Brylinski ou de Koszul et noté 9 : Q¥(R) — QF1(R) est
donné par :

O(FodFy A . NAFY) = Y (=1 Fyo, F}dF A .. AdF; A .. A dF,

1<i<k

+ 3 ()M Rd{F, Fj} ARy A NF A dFG A A dEF
1<i<j<k

ou F07 ceey Fk €R.
On montre par un calcul direct que d;_1 00, = 0. Nous avons donc bien un opérateur
de bord. Son homologie est appelée ’homologie de Poisson associée au ’algébre de
Poisson (R,{,-}), et notée PH,(R,0).
PHy(R,0) = R/{R, R} peut étre interprétée comme 'abélisation de 'algébre de
Poisson R.

La cohomologie de Poisson

Soit R une K-algébre associative commutative. Les multi-dérivations antisymé-
triques de R sont des applications antisymétriques R x - -+ x R — R qui satisfont
la régle de Leibniz en chaque argument. On note par X*(R), 'ensemble de telles
applications. Si R est munie d'un crochet de Poisson {-,-}, Popérateur de cobord
associé, dite de Poisson et noté 6% : X*(R) — X**1(R), est donné par :

Q) (Fo, ..., Fy) = Z (—1){F;, Q(Fy, .., Fi, ..., Fy)}

1<i<k

10



+ > (-O)MQUE,Fy} R, ... Fy o By F)
1<i<j<k
ou F(), . Fk eR.
On montre par un calcul direct que 05100, = 0. Nous avons donc bien un opérateur
de cobord. On obtient alors le complexe dont la cohomologie est appelée la coho-
mologie de Poisson associée a ’algébre de Poisson (R, {,-}), et est notée PH*(R, J).

Signalons que la détermination explicite aussi bien de ’homologie de Poisson que
la cohomologie de Poisson est en général trés difficile. Ceci pour la simple raison
que ces groupes homologiques ne sont pas functorielles. Considérant la catégorie des
algébres de Poisson et leurs morphismes, ie., les applications de Lie f : Ry —
Ry et la catégorie des groupes, les correspondances (R,{-,-}) — PH.(R,0) et
(R,{-,}) — PH*(R,0) ne sont pas functorielles : a partir d’un morphisme de
Poisson f : Ry — R, entre deux algébres de Poisson, on ne peut pas toujours asso-
cier un morphisme entre leurs groupes homologiques ou cohomologiques de Poisson.
Michel Van den Bergh dans ( [33]) calcule 'homologie de Poisson de ¢31(£). La
cohomologie de Poisson de cette algébre se déduit dés lors par une dualité de type
Poincaré dans la mesure o la structure de Poisson ¢31(€) est unimodulaire. Dans
ce méme article, il obtient également ’homologie de Hochschild de Q31(&,n).
Explicitement,

Qz,l(& 77) = C<xo, I, $2>/(f17 2, f3)7

ou
f1 = axory + bxyxg + Cc3;
fo = ax 79 + broxy + CX3; (6)
f3 = axyxg + broxs + C3,

ou a,b,c e C.

Le centre de cette algebre est ’algébre des polynémes engendrée par 1’élément cu-
bique :

Py =co(c® = b)ad + b( — a®)zzoms + a(b® — A)zozias + c(a® — )zl (7)
L’algébre Q31(E,n) est la déformation de I'algébre des polynomes
q31(€) = (Clxo, 71, 22], {-,-}),
ou le crochet {-,-} est de la forme :

{zo, 11} = 23 + kxowy;
{z1, 09} = 22 + kxy29; (8)
{LUQ, .CL’O} = .fC% + kxoxg,

ou k € C.
Cette structure est une structure Jacobienne de Poisson donnée par le Casimir :

P1 = l’g + I’? + 333 + kxol’ll’g. (9)

11



Van den Bergh obtient explicitement le résultat suivant :

Théoréme 0.0.1. ( [33]) Les groupes homologiques de Poisson PH;(q31(£),0), 1 =

0,1,2,3, sont des C[P;]-modules libres de rangs respectifs 8,8,1, 1.

PHy(q31(&),0) est engendré par xidzy A drs + xodxs A dxy + xsdry A dry comme
C[P1]-module alors que PH3(q31(E),0) est engendré par dxzy A dxg A dxs.

PHy(q31(E),0) et PH1(g31(E),0) ont les séries de Poincaré suivantes :

P(PHo(g3:1(€),0),t) = %7
P(PH,(43,(8),),0) = [0~ 1,

comme C-espaces vectoriels.

Ce résultat, grace a la suite spectrale de Brylinski, permet & Van den Bergh de
calculer 'homologie de Hochschild de Q31(&,n) :

Théoréme 0.0.2. Pour des données génériques de n, les groupes de I’homologie de
Hochschild HH;(Q31(E,7n)), © = 0,1,2,3, de lalgébre elliptique Q31(E,n) sont des
C[P1]-modules libres de rangs respectifs 8,8,1,1. Ici Py est un élément du centre de

Q3.1(€,n).

Comme C-espaces vectoriels, ils ont les séries de Poincaré suivantes :

(1+1)3

P(HHy(Q31(€,n)),t) = 13

(1+1)?
1—13
1
P(HH(Q3:1(E,n)),t) = T3
b
11—t

P(HHI(Q?),I(‘C/'?n))vt) =

P(HH3(Qs31(E,m)),t) =

Dans sa thése Anne Pichereau a obtenu une généralisation de ce calcul d’homo-
logies et de cohomologies de Poisson en faisant les méme calculs pour les structures
Jacobiennes de Poisson en dimension trois données par un Casimir quasi-homogéne
a singularité isolée.

Cette thése contient 5 chapitres et deux Annexes. Dans les deux premiers cha-
pitres, nous rappelons des généralités et donnons une description des objets princi-
paux de cette thése : les algébres d’Odesskii-Feigin et leurs propriétés. Le Chapitre
3 est consacré au calcul d’homologie et de cohomologie de Poisson d’une algébre
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jacobienne de Poisson donnée par deux Casimirs quasi-homogénes formant une in-
tersection compléte a singularité isolée. Le cas de Sklyanin en est un cas particulier.
Nous montrons que les series d’Hilbert-Poincaré des K-espaces vectoriels graduées
PHL(R,0) et P(PH*(R,0) ne dépendent pas des polynomes P, et P, mais tout
simplement des poids w; et des degrés des polynémes P, et P,. En particulier dans
le cas quadratique, on obtient :

Théoréme 0.0.3. ( [31]) Siw; = ... =wy =1 et w(P) = w(FP2) = 2, alors comme
K -espaces vectoriels, les groupes homologiques de Poisson PH;(R,0),i =0,1,2,3,4,
ont les séries de Poincaré suivantes :

P(PHO (R, 8), t) — 26244141,

(17152)2 i

P(PH,(R,0),t) = taattaria,

(1,t2)2 I

P(PHQ (R, a)7 t) — 2t 4413 |

(1_t2)27
P(PHS(Ra 8)7t) = ﬁv
P(PH4(R7 8)7t) = (1_t;12)2-

Nous pouvons également remarquer que P(PHy(R,0),1) = 7, nous donne le
nombre Milnor d’une intersection compléte homogéne quadratique a singularité iso-
lée. Mais de maniére plus générale, on peut dire que I’homologie, comme la coho-
mologie d’une structure Jacobienne de Poisson sur R donnée par deux Casimirs, P,
et P, quasi-homogénes formant une intersection compléte & singularité isolée, ou
mieux leurs séries de Poincaré, sont des invariants pour les intersections complétes
quasi-homogeénes a singularité isolée.

Pour ce qui est du cas de Sklyanin, nous obtenons explicitement, le résultat suivant :

Théoréme 0.0.4. ( [31]) Nous supposons que notre structure Jacobienne de Pois-
son est donnée par le crochet de Sklyanin, ie., la structure Jacobienne de Poisson
donnée par les Casimirs :

1
P, = §(xf + 23+ xﬁ) (10)
1
P, = §(xi + Jiw? + Joxs + ngg) (11)

avec J; # J; si 1 # j, et pour tout 1 =1,2,3, J; # —1,0,1. Alors :

1. Le groupe homologique de Poisson PHy(qu1(E),0) est le K[Py, Py]-module libre
de rang 7 engendré par (w;)o<i<e = (1,21, T2, T3, T4, 13, T3);
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2. Le groupe homologique de Poisson PH1(qs1(E),0) est le K[Py, Py]-module libre
de rang 13 donné par :

6 5
PH(q41(E),0) = (@K[Pla Pz]d,uk)@(@K[Pl, Pl dP)® K[ Py, P|dP K[ Py, P|dP;
k=1 k=1

3. Le groupe homologique de Poisson PHs(q41(E),0) est le K[Py, Py]-module libre
de rang 6 donné par :

PHy(gs,1(€),0) = (éK[Ph Py)(dp. N dPl)) @ K[Py, Py)(dP, A dPy);

4. Le groupe homologique de Poisson PH3(qs1(E),0) est le K[Py, Py]-module libre
de rang 1 engendré par p ;

5. Le groupe homologique de Poisson PH,(q41(E),0) est le K[Py, Py]-module libre
de rang 1 engendré par 6,

ot 0 = dxy ANdxo ANdxs Ndxy, et p = x1dxg Adxs N\ dry+ xodxs A dry Adry + x3de A
dﬂ?g A Cl.%’4 + .CE4d.CI?2 AN dl’l A d.ﬁEg

Le calcul d’homologie de Hochschild est le but de la Chapitre 4 de cette thése.
L’idée de ce calcul est une adaptation de la suite spectrale de Brylinsky dont le
terme E? est ’homologie de Poisson et utilisation d'une filtration h-adique (h étant le
paramétre déformation). Grace a la dégénérescence de la suite spectrale de Brylinski,
nous obtenons I’homologie de Hochschild de I'algébre de Sklyanin :

Théoréme 0.0.5. ( [32])

- HH,(Q41(E,7m)) est un K[ﬁl, ﬁg]—module libre de rang 1 engendré par un élé-
ment homogene A de degré 4.

~ HH3(Q41(€,7m)) est un K[Py, Py)-module libre de rang 1 engendré par un élé-
ment homogéne 11 de degré 4.

- HH5(Q41(E,7m)) un K[ﬁl, ﬁg]-module libre de rang 6 engendré par des éléments
homogénes de degrés respectifs 3, 3,3, 3,4, 4.

— HH{(Q41(€,7m)) est un K[Py, P,)-module libre de rang 13 engendré par des
éléments homogénes de degrés respectifs 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,4.

- HHy(Q41(E,7m)) un ko((R))[P1, Po)-module libre de rang 7 engendré par des
éléments homogenes de degrés respectifs 0,1,1,1,1,2,2.
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Ici C[Py, Py est le centre de Ualgebre Qs1(E,1m).

Le Chapitre 5 revét un caractére différent du terme général de la thése. Parmis
les algébres de Poisson g, x(€), seules les algebres ¢31(E) et ga1(E) sont des struc-
tures Jacobiennes, et de plus ces deux structures sont données par des intersections
complétes a singularités isolées. Il convient également de souligner que parmis ces
algébres de Poisson, g, x(€), nous avons en dimension 3 qu’'un seul cas de figure
¢31(€), non trivial (ie., un crochet non nul) et en dimension 4, g41(€) est le seul
cas non trivial. La dimension 5 est la premiére dimension ot nous obtenons deux
crochets de Poisson non triviaux : ¢51(€) et ¢52(£) (ils ne sont pas isomorphes).
C’est aussi la premiére dimension pour laquelle nous n’avons plus des structures Ja-
cobiennes de Poisson, ni des intersections complétes a singularités isolées. Ainsi les
méthodes de calcul de ’homologie et la cohomologie des algébres ¢, ,(€) en dimen-
sion 3 et 4 sont loin d’étre applicables en dimension 5. On s’est donc proposé dans
ce chapitre 5 d’étudier les propriétés géométriques des algébres ¢, (&), et particu-
lierement en dimension 5. Le chapitre 5 contient des résultats de classification des
tenseurs elliptiques de Poisson invariants par rapport a ’action naturelle du groupe
de Heisenberg. Nous montrons en particulier que les algébres g3 1(E) et g41(E) sont
les seules structures de Poisson quadratiques H-invariantes en dimension 3 et 4 res-
pectivement. Les structures de Poisson quadratiques H-invariantes en dimension 5
sont unimodulaires. Ceci permet ainsi de voir que I'unimodularité n’est pas attachée
aux structures Jacobiennes de Poisson (qui constituées une classe importante de
structures de Poisson unimodulaires), puisque les algébres de Poisson quadratiques
¢:1(€) et ¢s2(€) sont H-invariantes, par conséquent unimodulaires, alors qu’elles
ne sont pas Jacobiennes. Ces travaux font I'objet d’un article en préparation avec
Vladimir Roubtsov et G.Ortenzi de Milan. Le but étant une description des trans-
formations de Cremona quadro-cubiques dans P* comme homomorphismes entre les
algébres elliptiques g5 1(€) et gs52(E), pour la donnée d’une courbe elliptique £.

Deux articles soumis aux journaux forment deux Annexes dans lesquels sont
donnés les détails et démonstrations techniques.
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Chapitre 1
Généralités

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif de caractéristique nulle.

1.1 Homologie de Hochschild

Soit A une algébre associative unitaire sur le corps K. Nous notons par A
I'algébre opposée de A. La multiplication sur A est donnée par a’b” = (ba)’. Nous
désignerons par A° l'algébre enveloppante A @ A? de A. Il faut noter qu'un A-A-
bimodule M est équivalent un A°-module a gauche ou a droite grace aux formules :

(a®@b)m = a(mb) =m(b® a’)

ol ® désigne Q.
En particulier, A est naturellement un A°-module et I’application A° — A, a®b" —
ab est un A°-épimorphisme.

Posons
C’n(A) — A®(n+1)

et
Ci(A) = BpenCir(A).

Considérons deux opérateurs b, b : Cx(A) — C.(A) donnés par les formules :

n—1
blag® -+ ®an) = (—1)"0,a0 ® - -+ @ A1 + Z(—l)iao @ Qa1 @ - & Ap;
1=0
n—1
b'(a0®"'®an) :Z(—l)la()@'"®aiai+1®"'®an'
=0

Un calcul simple montre que b? = b = 0.
Le complexe de chaine (C,, V') est exacte. Pour le vérifier, il suffit de remarquer que
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l'opérateur s : C),_1(A) — C,,(A) défini par : s(a; ® -+ ®a,-1) = 1R Q-+ ®a,_1
satisfait la condition b’ os+sob’ = id et défini par conséquent une homotopie contrac-
tante.

Le complexe (C,,b') est appelé la résolution de Hochschild standard de A ou sim-
plement la bar résolution de A.

L’homologie de Hochschild de A a coefficients dans A est ’homologie du complexe
de chaine (C.(A),b), appelé complexe de Hochschild. Elle est notée HH,(A).

On peut remarquer que le complexe de Hochschild s’identifie au complexe

(A @ A2 1@ V) de telle sorte que HH, (A) = Tor (A, A).

Nous noterons par B 'opérateur de cobord de Connes :

B: C(A) — C(A).

Il est défini comme suit :

B(a0®--~®an):Z(—l)"il®ai®~-~®an®ao®---®ai_1+
i=0

+ (_1)nZ(_1)maz R R, Q- Qa1 1.
=0

OnaboB+ Bob=0.

1.2 Algeébres de Poisson

Définition 1.2.1. Soit R une K-algebre commutative. R est une algébre de Poisson
sur K si ¢’est une K-algébre de Lie dont le crochet {-,-} est une bidérivation.

Autrement dit, une K-algébre commutative R est dite de Poisson si on munit R
d’une application K-bilinéaire {-,-} : R x R — R telle que les propriétés suivantes
soient vérifiées :

1. {a, bc}={a, b}c+b{a, c} (régle de Leibniz);
2. {a, b}= -{b, a} (antisymétrie);
3. {a, {b, c}}+{b, {c, a}}+{c, {a, b}}=0 (identité¢ de Jacobi).

oua,b,c € R.
On dit aussi que R est munie d’une structure de Poisson. Le crochet {-, -} est appelé
crochet de Poisson sur R.
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Définition 1.2.2. Un morphisme de Poisson d’une algébre de Poisson (R1,{-,-}1)
vers une algébre de Poisson (R, {-,-}2) est un morphisme d’algébres de Lie f :
R1 — R, ie., f({ar,a2}1) = {f(a1), f(az)}a, pour tout ar,as € Ry; autrement
dit, tel que le diagramme suiwvant soit commutatif :

Ry xRy 25 Ry xR,

{'1'}1i l{')'}Q
f

R Ro

Remarque 1.2.1. La collection des algebres de Poisson et des morphismes de Pois-
son forment une catégorie.

Proposition 1.2.1. Soit {-,-} une structure de Poisson sur R = Klxy, -, x,].
Pour tout f,q appartenant a R, le crochet {f,g} est donné en fonction des x; par
la formule : of &
g
{f.g}= Z {xi,iﬂj}a—%a—% (1.1)
1<ij<n

Définition 1.2.3. Un élément a € R appartenant au centre de l’algébre Poisson
(R,{-,-}), i-e., {a,b} =0 pour tout b € R, est appelé un Casimir.
On note par Cas(R, {-,-}) 'ensemble des Casimirs d’une algébre de Poisson (R, {-,-}).
Une dérivation de R de la forme Xy := {-,H}, H € R, est appelée une dérivation
Hamiltoniénne et H est appelé I’Hamiltonien associé a Xp.
On note par Ham(R, {-,-}) le K-espace vectoriel des dérivations Hamiltoniénnes.

On a l'application K-linéaire

X: R — Ham(R,{-,})
H — Xy ={,H}

dont le noyau est 'algébre des Casimirs.

Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, on notera respectivement ’algébre
des Casimirs Cas(R, {-,-}) et 'espace des dérivations Hamiltoniénnes Ham(R, {-,-})
respectivement Cas(R) et Ham(R).

Exemple 1.2.1. ( [15], [16], [14])

On considére l'algébre des polynomes R = K[x1,x, -+ ,x,],n >3 et Py, Pa,- -+, Py_o,
n — 2 éléments de 'R.

L’application {-,-} : R Xx R — R définie par :

df Adg NdP, A ... A dP,_
{f.9} = : 2

dxi ANdxo A ... N\ dxy,
est une structure de Poisson sur R, appelée structure Jacobienne de Poisson (JPS).
Pour cette structure, la sous-algébre, Cas(R,{-,-}), des Casimirs de R est la sous-
algebre des polynomes K[Py, Ps,- -+ , P3| de R.

(1.2)

. g€ Klxy, ..., 1) (1.3)
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~ Pourn =3, et P, = %(:pi’ + 23 + @3 + 3\v12973), la structure Jacobienne de
Poisson est donnée par le crochet :

ot (i, 7, k) forme une permutation cyclique de (1,2,3).
L’algebre de Poisson obtenue est encore appelée 'algébre de Poisson d’Artin-
Tate.

— Pour n = 4, R = Klxg,x1, %2, 23], nous avons l’algébre de Poisson dite de
Sklyanin qui est une structure Jacobienne de Poisson donnée par les Casimirs

Pl; PQ .
1
Py = 5 (] + x5 + 23) (1.5)
1

Le crochet de Poisson correspondant est donné par les formules :

) P,
{zo, x;} = (—1)%@(%), 1#0,i; k=1,2; (1.7)
l
(o} = (C)Pdet(00), 14 45; k=12 (1.8)
l

1.3 Homologie de Poisson

1.3.1 Différentielles de Kahler

Définition 1.3.1. Soit R un anneau unitaire et M un R-module. Une application
d: R — M est une dérivation si elle satisfait la régle de Leibniz

d(fg) = fd(g) + gd(f), pour tout f,g € R.

St R est une K-algebre, alors on dit que d est K-linéaire si elle est un morphisme
de K-module.

On note par Derg (R, M) 'ensemble des K-linéaires dérivations d : R — M. 1l
est doté naturellement d’une structure de R-module et la multiplication est donnée

par :
bd: R — M, f s b(d(f)).

On peut remarquer de maniére triviale que pour toute dérivation d, d(1) = 0. Et a
cause de la K-linéairité, si d € Derg (R, M), d(k) = 0 pour tout k € K.
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Définition 1.3.2. Soit R une K-algebre. Le module, noté Q%Q/K, des différentielles

de Kdihler est le R-module engendré par l’ensemble {d(f), f € R} et soumis aux
relations

d(ad’) = ad(a’) + d'd(a) (Leibniz);
d(ka + kK'd') = kd(a) + K'd(a') (K-linéairité),

pour tout k, k' € K, a,a’ € R.

Nous noterons toujours d(f) par df. L’application d : R — Q;Q/K,f — df
est une K-linéaire dérivation appelée la K-linéaire dérivation universelle. En ef-
fet elle posséde la propriété universelle suivante : pour tout R-module M et toute
K-linéaire dérivation e : R — M, il existe un unique morphisme de R-modules
e : Q%z 17— M tel que e = €’ od, autrement dit, tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

Qe

Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, nous noterons tout simplement 7, /i bar

QY(R).

Proposition 1.3.1. Si R = K|xy,- - x,] est Uanneau des polynomes a n variables,
alors QY(R) est un R-module libre engendré par les dx;.

Le R-module QP(R) := AP’ Q'(R) est appelé le module des p-formes différen-
tielles de Kahler.
Comme espace vectoriel, respectivement comme R-module, QP(R) est engendré par
les éléments de la forme F'dFy A ... AdF), respectivement de la forme, dFy A ... AdE),
on FF,eR,1=1,...p.
Nous noterons par Q*(R) = ®,enQP(R), avec la convention QY(R) = R, 'espace
des différentielles de Kéhler.
La différentielle d : R — Q!(R) se prolonge en une application K-linéaire

d: Q' (R) — QT (R)
en posant :
d(GdFy N ... NdFy) == dG NdFy N ... NdF,

pour G, Fy,...,F, € R,oupeN.

Il est clair que d* = 0 et par conséquent d est une différentielle de degré 1. Elle est
appelée la différentielle de de Rham, le complexe associé le complexe de de Rham
et sa cohomologie est appelée la cohomologie de de Rham de R.
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1.3.2 Homologie de Poisson

Soit (R, {-,-}) une algébre de Poisson.
L’opérateur de bord de Poisson associé¢ a l'algébre de Poisson (R,{-,-}), encore
appelé la différentielle de Brylinski ou de Koszul et noté 9, : Q°(R) — Q*1(R)
est donné par :

O(FodFy A . NAFY) = Y (=1 Fo, F}AF A .. AdF; A .. A dF,

1<i<k

+ 3 (U RA{FLF} AP A A AF A dF A N B,
1<i<j<k

ol Fo, ey Fk €R.
On montre par un calcul direct que 9y_1 00, = 0. Nous avons donc bien un opérateur
de bord. On obtient alors le complexe
25 0YR) 25 QO(R)

(1.9)
dont I'homologie est appelée I’homologie de Poisson associée a I'algebre de Poisson
(R> {'7 })
Les éléments de Kerd, sont appelés les k-cycles de Poisson alors que ceux de

ImOy,1 sont appelés les k-bords de Poisson. On a donc le feme groupe de Pois-
son PH(R,0) :

Op—1
— s ..

o QFY(R) B Ok (R) 2 FY(R) 2 Q2(R)

PHk(R, 8) = Ker@k/lmakﬂ.
L’homologie de Poisson est donc :
PH*(R, 8) = @kGNPHk(R7 8)

On peut évidement remarquer que l'opérateur de bord de Poisson est Cas(R)-
linéaire, de sorte que 1’homologie de Poisson est naturellement un module sur 1’al-
gébre des Casimirs.

Il faut également souligner que R est 'ensemble des 0-cycles de Poisson et {R, R}
est ’ensemble des 0-bords de Poisson, de sorte que 0-espace homologique de Poisson
est I’abélisation de l'algébre de R :

PHy(R,8) = R/{R,R}.
Notons aussi que la correspondance (R, {-,-}) — PH.(R,0) n’est pas functorielle.

1.4 Cohomologie de Poisson

1.4.1 Multi-dérivations antisymétriques

Définition 1.4.1. Soit R une K-algébre associative commutative. Une k-dérivation
antisymétrique de R est une application antisymétrique K-linéaire P € Hom(A*R, R)
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qui est une dérivation en chacun de ses arguments, ie.,

P(f.g?an 7.fk):fp(g’f27 7fk)+gp(f7.f2a 7fk’) (110)

pour tout f,g, f2, -+, f € R.

On note par X*(R) le R-module des k-dérivations antisymétriques. Nous avons
donc le R-module gradué des multi-dérivations antisymétriques

= Prtr

keN

Proposition 1.4.1. Soit P une k-dérwation antisymétrique sur l’algébre des poly-
nomes R = Klxy,--- ,x,]. Alors P est entierement déterminée par ses valeurs en
les générateurs xq,--- ,x,. Plus explicitement, nous avons :

P(fi, fo, -, fr) = Z P(Iiw"'axik)%"' Ofw

)
1<iy,,<ip<n Oz, Oz,

pour toul fl)f?a"' 7fk’ € Ra 7:6'7

0 0
P = Z P(xll,,xzk)%/\/\

ox;,
1<iy,~,<ig<n 'k

1.4.2 Cohomologie de Poisson

Soit (R, {-,-}) une algébre de Poisson.
L’opérateur de cobord de Poisson associé a l'algébre de Poisson (R, {:,-}), noté
§*: X*(R) — X*T(R), est donné par :

S (Q)(Fo, Fr, o F) = Y (~1){F, Q(Fy, ., By oo, Fi)}

1<i<k

+ > (-O)MQUE,Fy} R, ... Fy o By F)
1<i<j<k
ou@ € X*(R) et Fy,...,F, € R.
On montre par un calcul direct que 05100, = 0. Nous avons donc bien un opérateur
de cobord. On obtient alors le complexe

5k 1 §k+1

xR D ah(R) D Ry BN (1.11)

dont la cohomologie est appelée la cohomologie de Poisson associée a 1’algébre de

Poisson (R, {-,-}).
Les éléments de Kerd® sont appelés les k-cocycles de Poisson alors que ceux de
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Imé*~1 sont appelés les k-cobords de Poisson. On a donc le jeme

PHY(R,0) :

groupe de Poisson

PH*(R,0) := Keré®/Ims* .

La cohomologie de Poisson est donc :
PH*(R,6) := ®renPH*(R,6).

Comme pour 'homologie de Poisson, on peut remarquer de maniére similaire que
I'opérateur cobord de Poisson est Cas(R)-linéaire, de sorte que la cohomologie de
Poisson est naturellement un module sur I'algébre des Casimirs. De méme la corres-
pondance (R, {-,-} — PH*(R,d) n’est pas functorielle.

1.5 Structure de Poisson unimodulaire

On suppose R = K[x1, 29, -, Ty).
On note par S, 4, 'ensemble des permutations o de 'ensemble {1,2,--- , p+¢} telles
queo(l)<..<op)etolp+1)<..<olp+q), p, ¢€N.
La famille d’applications

*: XH(R) — Q"F(R),

définies par :

*() = Z 6(0)@(%0(1), ey xg(k))d$o(k+1) VANV dl’g(n)

UESk,nfk

définit un isomorphe de type Poincaré entre X*(R) et Q°(R).
Notons par d : Q*(R) — Q**1(R) la différentielle de de Rham.
On definit Papplication composée Dy :=* 'odox: X*(R) — X*}(R).

Définition 1.5.1. Un crochet de Poisson {-,-} est dite unimodulaire si Dy({-,-}) =
0.

Proposition 1.5.1. Si {-,-} est un crochet de Poisson unimodulaire sur R, nous
avons une dualité de type Poincaré entre [’homologie et la cohomologie de Poisson,
1€.,

PH.(R,7) = PH" *(R,T),
pour tout k € N.

Proposition 1.5.2. Toute structure Jacobienne de Poisson est unimodulaire.
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1.6 Multi-dérivations antisymétriques quasi-homogénes

Considérons 'algébre des polynomes R = Kz, -+, x,].
Le crochet de Schouten est la famille d’applications

[, ]s : XP(R) x XU(R) — XPT17H(R),
definies par

[Pa Q]S(Fb ceey Fp+q71) = Z G(U)P<Q(Fo(1)7 <eey Fa(q))7 Fcr(q+1)7 <eny Fa(q+p—1)>

0€Syp—1

_(_1)(p—1)(q—1) Z E(U)Q(P<Fa(1)7 XX Fa(p))7 FO’(p+1)7 XS Fa(p-‘rq—l))

0E€Sp,q-1

pour P € XP(R), Q € XU(R), et pour I1,...,Fp o1 €R, p, ¢ €N.
Par convention, S, _1 := () et S_; ,:= 0, pour p, ¢ € N.

Définition 1.6.1. Soit V € X (R) et Q € X4(R). La dérivation de Lie de Q par
rapport 4V est LyQ = [V, Q]s.

Définition 1.6.2. Une multi-dérivation antisymétrique P € X*(R) est dite quasi-

homogéne de degré r € Z, s’il existe des entiers positifs wy, - ,w, € N*, premiers
entre eux, poids des variables x1,--- ,x,, tels que
£é‘w (P) =rP

ot Lz est la dérivation de Lie par rapport a la dérivation d’Euler

€ 1= wlxla—xl + ...+ wnxna—zn.

Le degré d’une multi-dérivation antisymétrique quasi-homogéne P € X'*(R) sera
aussi noté w(P) € Z.
Par convention, la k-dérivation nulle est de degré —oo.
Nous noterons par |w| la somme des poids @y + - - - + w,.
Grace a 'application %, définie dans la section précédente, nous pouvons transporter
la notion de quasi-homogeneité définie sur les multi-dérivations antisymétriques aux
formes différentielles de Kéhler.

1.7 Complexe de Koszul - intersection compléte a
singularité isolée

On considére des poids @y, - - - , @,, fixés pour les variables x1,--- , z,.
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Définition 1.7.1. On dit qu’un polyndme quasi-homogéne P € R = K|z, -+, x,]
a une singularité isolée en zero si

oP 0P oP

Asing(P) == Kz, - - ’$”]/<8_%’6_@’ D

) (1.12)
est de dimension finie comme K -espace vectoriel.
Cette dimension est appelée le nombre Milnor associé a P.

Nous allons maintenant donner la definition de la dimension d’un anneau. Pour
cela, notons que la longueur d'une chaine P. D P,_; D --- D F, d’inclusion de r 41
ideaux distincts d’un anneau donné est r.

Définition 1.7.2. La dimension de Krull d’un anneau R est le supremum des lon-
gueurs des chaines d’ideaux premiers distincts de cet anneau.

Définition 1.7.3. Soit R une K-algebre associative, commutative graduée. Un sys-
teme d’éléments homogeénes ay,...,aq de R, ot d est la dimension de Krull de R,
est appelé un systéme homogéne de parameétres de R (h.s.o.p.) si R/{a1,...,aq) est
de dimension finie comme K -espace vectoriel.

Par exemple, si nous considérons la K-algébre R = K|z, ..., z,], graduée par le
degré, nous avons un h.s.o.p. naturel donné par le systéeme xy,--- , z,.

Définition 1.7.4. Une suite aq, ..., a, dans une algébre commutative associative R
est dite R-réguliere ou simplement réquliére si (ai, ..., a,) # R et a; n'est pas diviseur
de zero de R/{ay,...,a;_1) pouri=1,2, ... n.

Pour toute suite aq, ..., a,, nous avons un complexe dit de Koszul associé :

0— A"(R") — - — A"H(R™) LS ATHRY) LS AR (113)

n
ol w = Zaiei et (e1, e, ,€,) est une base du R-module libre R".
i=1
Lorsque notre suite est réguliére, le complexe de Koszul associé est exacte.
Grace aux identifications A"(R") = QP(R), avec R = K|z, ..., z,], le complexe de

Koszul associé¢ a la suite 22 22 ... 0P (P ¢ R) prend la forme suivante :

Ox1’ Oz’ ) OTn

AdP ANdP

0—R-—QUR)— - — Q" 2(R) — Q" YR) L Q"(R) (1.14)
Théoréme 1.7.1. (Cohen-Macaulay). Soit R une K-algébre noetherienne graduée.

S1 R posséde un h.s.o.p. qui est une suite réguliere, alors tout h.s.o.p. de R est une
suite réguliere.
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Ainsi, pour tout polynéme quasi-homogéne a singularité isolée P € R = K|xy, ..., x,],

la suite g—fl, g—fQ, 3—537 cee é?TP est réguliére, et par conséquent le complexe de Koszul
s n
associé est exacte.

Définition 1.7.5. Soit R un anneau noetherien commutatif avec unité. La profon-
deur, dpth(I), d’un ideal I de R est la longueur mazimale q d’une suite R-réguliére
a, - ,aq € 1.

Soit M un R-module libre de rang fini n, ot R est un anneau noetherien com-
mutatif avec unité. Nous notons par A’(M) le p*™ produit exterieur de M. Par
convention A°(M) = R.

Soient 7y, - - , Mg des éléments de M, et (e1,--- ,e,) une base de M.

771/\/\7774:: Z a'il,"‘yik-eil/\"'/\eik'

1<ip <--<ig<n

Nous noterons 2 l'ideal de R engendré par les a;, .. 1< << <n.

On pose :

ko

p

k p—1
H? = Z”/Zm’/\/\(M), p=01,2---. (1'16)
=1

Nous avons le résultat suivant de Kyoji Saito :
Théoréme 1.7.2. ( [26]) H? =0 for 0 < p < dpth(2).

Nous allons donner un exemple. Soit R = K|z, x9, x3, x4]. Considérons Py, Py,
deux polynomes quasi-homogénes dans R. Nous dirons que (P;, P,) définissent un
intersection compléte si la suite (P, P,) est réguliére dans R.

On dira que (Pi, P») a une singularité isolée en zero si

oP, 0P, 0P, 0P, . < =1,2,34)

R/(P,, P -
/< Lo aCCZ 8:1:]- 8£Cj 81’1 !

est de dimension finie comme K-espace vectoriel.

Cette dimension est aussi appelée le nombre de Milnor de la singularité et est notée
(L.

Soit (P, P,) deux polynémes quasi-homogénes formant une intersection compléte a
singularité isolée.

On pose

- € ]: 1727
1"



ol (ey, €9, €3, €4) est une base du R-module libre R?.

Alors A

mAnN = Z aije; /\ €j,

i<j=1
ol
OP, 0Py, 0P, 0P,
;5 = — .
J 81’2 8Ij 81’j 61‘1

Soit R = (a;;,1 < j = 1,---,4). Grace aux travaux de E.J.N. LOOLJENGA ( [19],

pages 25 and 49) sur les singularités, nous pouvons affirmer que dpth(R) = 3.
Par conséquent pour n € AP(R?), p=1,2:
si
nAm AN =0,
alors
n=o1 Am+ o Ang,

aq, 09 < /\p_l(R4).

1.8 Deéformations formelles

1.8.1 Déformations formelles de K-espaces vectoriels

Définition 1.8.1. Nous dirons qu’un K[[h]]-module M est une déformation formelle
s’il est de la forme E[[h]], ou E est un K -espace vectoriel. Pour cela, il est nécéssaire
et suffisant que M soit séparé et complet pour la topologie h-adique et sans torsion,
ie., pour tout m € M, hm =0 = m = 0. Dans ce cas E = M/hM.

On dit alors que M est une déformation formelle de K[[h]]-module E. Les élé-
ments de E[[h]] seront notés

E up,h"
n>0

Définition 1.8.2. Soient M, My deuz déformations formelles de K[[h]]-modules.
Un morphisme f : My — My de K|[[h]]-modules sera appelé une déformation for-
melle de Uapplication K-linéaire, déduite de f, f': My/hMy; — My/hM,, si f peut
se mettre sous la forme

f(Zunhn) = Z Z fm(up)h.

n>0 n>0m+p=n

En d’autres termes f' = fo.
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1.8.2 Déformations formelles de K-algébres

Définition 1.8.3. On dit qu’une K|[h]]-algébre A est une déformation formelle
d’une K-algebre R si A est une déformation formelle de R en tant que K[[h]]-
module et si en outre A/hA est isomorphe a R en tant que K-algébre.

On peut alors écrire A = R[[h]] avec une multiplication de la forme

(Zunh”,Zvnh”)HZ Z bi (U, vp) A",

n>0 n>0 n>0l+m+p=n

ou les by sont des applications bilinéaires R X R — R et by(u,v) = ab.

Remarque 1.8.1. Si R est commutative, ’application

RxR — R

(u,v) +—  by(u,v) — by (v,u)

est un crochet de Poisson indépendent de la réalisation choisie de A = R][h]].

1.9 Algeébre de Koszul

Soit V' un K-espace vectoriel. On note par T'(V') I'algébre tensorielle de V' sur
K.
Soit R un sous-espace vectoriel de V®2; on note (R) I'idéale bilatére de 1’algébre
T(V') engendré par R. On considére l'algébre quadratique A =T'(V)/(R).
Soit R+ l'orthogonal de R dans V*®@V*, ot V* désigne I'espace dual de V. On définit
I'algébre duale de A comme Palgébre quadratique A' := T'(V*)/(R™1).
Soit (z;)i—o.... n—1 une base de V' et ((;)i=o... n—1 sa base duale.
Considérons

n—1

e=) 1, ®GEARA.

=0

On ae? =0 ([33)]).
Si f € (V*¥")* et x € V*, le produit intérieur de f par z, f -z € (V*®0=D)* est
défini par :

fx: (V*®(n—1)) — k
MR QUpp +—— f(I@Ul@"'@Un—l>‘

Soit K (A) = A® (AL)* et K.(A) = ®psoKon(A).
La multiplication & droite (multiplication de algébre sur A et du produit intérieur
sur (A')*) par e induit une application

d: K,(A) — K,,_1(A).
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On obtient par conséquent le complexe :
A=A@k =A@ (A4) <= B(A) <= (4" <= - (1.17)

appelé complexe de Koszul de I'algébre A.
Le complexe de Koszul augmenté de A est le complexe :

0e— ke A=AQk=A® (A) &£ @A) &= @A) <& .. (1.18)
ol ¢ est la projection canonique.

Définition 1.9.1. L’algébre quadratique A est dite de Koszul si le complere de
Koszul augmenté de A (1.18) est exacte.

Proposition 1.9.1. ( [33]) Supposons que A une algébre de Koszul. Alors
HH,(A) = H.(K(A).b)

Ainsi lorsque A est une algébre de Koszul, Nous avons deux complexes qui cal-

culent I'Homologie de Hochschild de A : (K(A),b) et (C(A),b).
En effet, puisque (A})* = Nitjio=mVE @ R® VI ( [33]), Papplication

g:A® (A — AR A®™

qui n’est rien d’autre que la restriction sur A ® (A!,)* de Dinclusion naturelle A ®
Ve — A® A®™ est un quasi-isomorphisme de (K(A),b) vers (C(A),b) ( [33]).
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Chapitre 2

Les algébres elliptiques

Nous parlerons dans ce chapitre des algébres elliptiques @, x(€,n) et de leurs
limites quasi-classiques ¢, (&) telles que définies par Odesskii et Feigin ( [23]). Nous
donnerons une description explicite de Q31(E,7n), Q4.1(E,n) et des algebres de Pois-
son associées ¢31(&) et qu1(E).

2.1 Fonctions théta

Soit I' = Z + Z7 C C, un réseau engendré par 1 et 7 € C, avec Im7 > 0. Soit
n € N* et ¢ € C. Nous notons par O, .(I') l'espace des fonctions entiéres & une
variable satisfaisant les relations suivantes :

flz+1) = f(2), (2.1)
flz+7) = (—1)re M=) £ (). (2.2)
Il est bien connu ( [22]) que :
1. dim®,, (") = n;

2. toute fonction f € 6,,.(I') a exactement n zéros modulo I' et la somme de ces
zéros modulo IT" est égale a c.

Considérons la fonction entiére €, définie par :

6(2’) — Z(_l)ae%ri(az—i-ia(a;l)ﬂ-). (23)

a€Z

Il est clair que 6 appartient & ©; o(I"). Et d’aprés ce qui précéde, 0 est I'unique zéro
de 6 modulo T'.

On peut remarquer que 0(—z) = —e 2™#0(z). De plus, il est connu que 6 peut
s’écrire sous la forme d’un produit infini :

9(2) _ H(l _ 627ria7) . (1 _ €2m’z) . H(l _ 62m‘(z+o<7')) . (1 _ 627ri(orr—z))‘ (24)

a>1 a>1
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Considérons les opérateurs 71 et T _, opérant sur les fonctions entiéres a une va-
. . . n n
riable de la maniére suivante :

n

Tif(z)=f (2+ %) ;

; n—1 1
Tl,rf(z) = 6271—1(2—"_%_ 2n T)f (Z _I_ _7—> .
n n

Il est clair que 'espace ("‘)manl(F) est stable par ces opérateurs. La restriction de ces
opérateurs sur ’espace @mnT—l(F) satisfait la propriété :

T =T7 —id.
n

n

Pour tout o € Z/nZ, posons :

1 — 1 . ala—n o
0,=10 (z + gT) 0 (z +—+ g7') -0 (z + n + gT) e2milazt Gt £
n n o n n

n
(2.5)
Les 0,, aZ/nZ, forment une base de I’espace @nyan(F) telle que T4 6, = e2min g, et

T1.0, = 0441, pour tout « € Z/nZ. 11 est par conséquent évident que les fonctions

{Qn(z — te—221) oZ/nZ} forment une base de I'espace O, .(T).

2.2 Les algébres Q,(&,n) et Q,x(E,n)

Soit I' = Z + Z7 C C, un réseau engendré par 1 et 7 € C, ou Im7 > 0. Soit
n € N et ¢ € C. Considérons la courbe elliptique £ = C/T" et un point 1 sur cette
courbe.
Dans leur article ( [23]), Odesskii et Feigin construisent une algébre associative gra-
duée @Q,,(€,n) associée a la courbe elliptique € et n € £ en posant :

Q& n)=CoRoFRo---, (2.6)

ou Fi = @n,c<r) et Iy, = SQ@n,cﬁ»(afl)n(F)'

Par construction, dimF, = %w

L’espace F, peut étre considéré comme l'espace des fonctions holomorphes symé-
triques a « variables telles que :

flrt 122,00 20) = [z, 22,05 Za); (2.7)

f(zl + T,22," ", Za) - (_1)n€72ﬂ’i(n21707(0‘71)“).]0(217 22, 7Za)- (28)
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Pour f € F,, g € Fp, le produit f x g € F,,3 est donné par la formule :

1
f*g(zlv e 7Za+ﬁ) = a‘_ﬂ‘ Z f(zo(l)a e 70(a))g(za(a+l)_2an7 e ,a(a+ﬂ)—2a77)><
) 'O'ESOH,_@

9 o(i) = “o(7) —
8 11 (%o() = 20() — 1)

6)202' — Zo(j
I <iza (Z0(i) = Z0(3)

a+l1<j<a+p

En particulier, pour f,g € F}, nous avons :

0(zg — 29 — nn)
9(22 — Zl>

0(z1 — 22 — nn)
6(21 — ZQ)
Par construction, on peut remarquer que les composantes homogénes de @Q,(E,7)

coincident avec ceux de 'algébre des polynémes. Par ailleurs, pour nn = 0, la formule
f * g devient :

fxg(21,22) = f(21)9(22 — 2n)

+ f(z2)g(21 — 2n)

1
f*g(zla"' aza+ﬂ> = Oé'_ﬁ' Z f(za(l)a"' aa(a))g(za(a+1)a"‘ 7U(a+,3)>'

UES&+B

Cette derniére n’étant rien d’autre que le produit ordinaire de l'algebre S*0,, ., qui
est tout simplement 1’algébre des polynomes a n variables.

Par conséquent, @,,(€,7n) est une déformation de l'algébre des polynomes a n va-
riables. L’algébre des polynémes munie du crochet de Poisson associé a cette dé-
formation sera notée ¢,(€). On peut obtenir le crochet correspondant en faisant le
développement limité en serie de Taylor de la différence f x g — g * f.

De maniére plus explicite :

{fa g}(zh e 7za+,@) =

3 0 (200) = Zo())

0(20(i) — 2o(j))

am D 172 f (2o Zo(@)9 (et Zatats) +

O'ESDH,B 1<i<a«
a+1<j<a+p
+289(Zo(at1)s+*  Zo0t8) Y, Frow (o) s Zo(a)) =
1<i<a
—2af(2501) "+ s Zoa)) Z g;au)(’sz(a“)’ T Zogaim) )
a+1<j<a+p

Proposition 2.2.1. ( [23]|) Q.(E,n) est lalgébre définie par n générateurs {x;,i €
Z|nZ} et les relations

1
Lj—rLidr
0r()0—ir (=) 7"

=0, i+#j,i,j€L/nZ (2.9)

reZ/nZ
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De maniére plus général, Odesskii et Feigin définissent pour une courbe elliptique
£ fixée et tout entier naturel non nul n, une famille d’algébres dites elliptiques
Qni(E,m), contenant les algébres @, (€, n) de la maniére suivante :
pour n € £ et k < n est un entier naturel tel que k et n soient premiers entre eux,
Qni(E,m) est 'algébre définie par n générateurs {z;,i € Z/nZ} et les relations

0; _ivre—1)(0 S,
Z s=itre-1)(0) TjyTiyy =0, % j,i,j € Z/nL. (2.10)
reZml. Orr ()0 —i—r(—7)

Il est bien clair que @, (&,n) correspond au cas k =1: Q,(E,n) = Qn1(E,n).
Nous avons les propriétés suivantes :

1. Le centre de I'algébre @, x(€,7n), pour € et n génériques, est Ialgeébre des po-
lynomes a m = pgced(n, k + 1) variables de dégré n/m;

2. Qni(€,0) =Clay, -+ ,x,] est commutative;
3. Qun-1(E,n) = Clzy,- -, x,] est commutative pour tout 7;
4. ka(‘f"? 77) = Qn,k/(57 77)7 si kk' = (mOd 77,) ;

5. les applications x; — ;1 et x; — &'a;, ol € est une racine de Punité (6" = 1),
définissent des automorphismes de I'algebre @, (€, n);

6. lalgebre @, x(E,7n), pour € et n génériques, est une déformation de I’algébre
des polynomes a n variables. L’algébre de Poisson obtenue est notée ¢, x(&).

2.3 L’algébre elliptique Q3(£,n) et sa limite quasi-
classique ¢3(&)

L’algébre elliptique Q3(&,n), encore appelée algébre d’Artin-Tate, est 'algébre
de la forme

Q3(5777) = C<$07$1,$2>/(f17f2,f3),

ol
f1 = axoxy + brixg + cx%;
fa = ax 9 + brow) + CTE; (2.11)
f3 = axaxy + broxs + CT3,
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ou a,b,c e C.
Le centre de cette algeébre est 'algébre des polynomes engendré par 1’élément cu-
bique :

Py = o( = b)ad +b( — a®) o + a(b® — A)zorizs + c(a® — A)ad. (2.12)
L’algébre Q3(E,n) est la déformation de ’algébre des polynomes
43(€) = (Clzog, 1,22, {-,-}),
ou le crochet {-,-} est de la forme :

{z0, 11} = 23 + kxowy;
{z1, 12} = 23 + kx129; (2.13)
{z2, 20} = 27 + kxozs,

ou k e C.
Cette structure est une structure Jacobienne de Poisson donnée par le Casimir :
_ 13 3 3
P = g(l‘o + a7 + x3) + krox s (2.14)

L’algeébre elliptique Q3(€,n) a été trés étudiée ces derniéres années. On peut entre
autres citer les travaux des mathématiciens Artin, Schelter, Tate et Michel Van den
Bergh. Ce dernier dans son article ( [33]) calcule ’homologie de Poisson de l’algébre
¢3(€) ainsi que 'homologie de Hochschild de I'algébre Q3(€, 7). Il obtient notamment
les résultats suivants :

Théoréme 2.3.1. ( [33]) Les groupes homologiques de Poisson PH;(q3(E),0), i =
0,1,2,3, sont des C[P;]-modules libres de rangs respectifs 8,8,1, 1.

PH(q3(E),0) est engendré par xidrs N drs + xodrs A dry + x3dry A dre comme
C[P1]-module libre alors que PHs3(q3(E),0) est engendré par dz, A dxs A dxg comme
C[Py]-module libre.

Les PHi(q3(€),0), i = 0,1,2,3, ont les séries de Poincaré suivantes :

(1+1)°
1—1¢3"

P(PHO(q3(€)7a)>t) =
P(PH:(g3(€),0),t) = ~—5 —
P<PH2(Q3(5)a8)7t)

P(PH3(Q3(5)7 a)’ t)

comme C-espaces vectoriels.
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Grace a ce résultat et la suite spectrale de Brylinski, Van den Bergh calcule
’homologie de Hochschild de Q3(€,n). 11 obtint le résultat suivant :

Théoréme 2.3.2. Pour des données génériques de £ et n, les groupes homologiques
de Hochschild HH;(Q3(E,7n)), i = 0,1,2,3, de lalgebre elliptique Q3(E,n) sont des
(C[ﬁﬂ—modules libres de rangs respectifs 8,8,1, 1.

Comme C-espaces vectoriels, ils ont les séries de Poincaré suivantes :

P(H (@€ ) 1) = S

(1+41)3
1—1¢3
t3
1—¢37
t3
1—t3

P(HH(Q3(E,m)),t) = -1
P(HHy(Q3(E,m)),t) =

P(HH3(Q3(57 77))7 t) =

2.4 L’algébre elliptique Q4,(€,n) et sa limite quasi-
classique ¢4(€)

L’algébre elliptique Q4(E,n) est encore appelée 1'algébre de Sklyanin. Ici, nous
suivrons la description initiale de cette algébre telle que donnée par Sklyanin dans
son article ( [28]).

Soit 7 € C tel que Im(7) > 0. Considérons le réseau I' = Z & Zr.

Soient Oy, 0p1, 010, 611 les fonctions de théta-jacobi associées a I', telles que dé-
critent dans ( [29]).

Ces fonctions satisfont aux propriétés suivantes :

Qab(z + 1) = (—1)a€ab(2);
Qab(z + 7_) — 6(—7ri’r—27riz—7rib)9ab(z).
Les zéros de 0, sont les points : $(1 —b) + (14 a)7 + .
Soit 7 € C tel que 7 ne soit pas un point d’ordre 4 dans & = C/T". Soit (ab, 17, kl)

une permutation cyclique de (00,01, 10, 11).
On pose :

2
Qgp = (_1)a+b {911(77)9@(77)}
015 (T)Ori )
Considérons V un espace vectoriel de dimension 4 avec Sy, Si, S, S3 comme base.
L’algébre de Sklyanin est Q4(E,n) = T(V)/(I2) ou (I2) est I'idéal bilatére engendré
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par le sous-espace I, C V ® V avec pour base :

foi =[S0, Si] — Oéz(SjSk + Sij);
fix =[S, Sk] — (S0Si + SiS0),

a; = go, g = o1, a1 = (g, et (4,7, k) formant une permutation cyclique de
(1,2,3).

Cette algébre est une déformation de 'algébre des polynomes ¢4(€) = (C[Sp, St, S2, S3], {-, - }),
ou le crochet Poisson correspondant, dit de Sklyanin, est une structure Jacobienne

de Poisson donnée par deux Casimirs P, P, :

(2.15)

1
= 5(Sf + 85 +53) (2.16)
1
Le crochet de I'algébre ¢4(&) est donné par les formules suivantes :

oP,
{So,5:} = (—1)'de t(axk) 1400 k=1,2; (2.18)

I

i+ 8Pk’ .o

{8, 8} = (=1)det(—), 1 #1,j; k=1,2. (2.19)

8[El

Le chapitre 3 de cette thése est consacré aux calculs de ’homologie et la cohomologie
de Poisson des structures Jacobiennes de Poisson donnée par deux Casimirs quasi-
homogénes formant une intersection conpléte a singularité isolé. L’algébre de Poisson
q4(€) en est un cas particulier.

Au chapitre 4, nous calculerons 1’homologie de Hochschild de I'algébre Q4(E,n).
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Chapitre 3

(Co)homologie de Poisson des
structures Jacobiennes de Poisson en
dimension quatre : cas de Sklyanin

Dans tout ce chapitre algébre des polynomes a quatre variables R = Ky, - - - 24],
ou K est un corps de caractérisque nulle, est munie d’une structure Jacobienne de
Poisson donnée par deux Casimirs P;, P, quasi-homogénes définissant une intersec-
tion compléte a singularité isolée.

Les structures Jacobiennes de Poisson étant unimodulaires, nous ne parlerons dans
ce chapitre que de I’homologie de Poisson, la cohomologie de Poisson s’en déduisant
par une dualité de type Poincaré.

3.1 Quelques notations vectorielles

Dans cette partie, nous définissons quelques morphismes de R-modules et opé-
rateurs différentiels :

X RY x RA — RS
X 1Yy — Xy
X Y1 X1Ys — XoY)
W : Y4 : v O X3Ys — XoY3
X ' , Y . — X XY = XY, — X,Vs
X4 Yy X3Y) — XiYs
XoYy — XyYs
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X R* x RS — RY

X, hn XYt XY - X
¥ : 3 Yo XY — XiYy + XyYs
X ) ) Y . — X XY = X,V 4+ X,V + X, Ve

Xy v, —X3Ys + X1Y3 — XoY;

6
R x R4 — R
Xq Y1 A
)—(2 , 7 ' — )—(2 . ? = ZXZYZ
X, Y -
RS x RS — R
X1 Yy
. 6
X Y — XY =YX
) i=1
X Ye

Soit f : RS — RS le morphisme de R-modules donné par la matrice :

0 0 -1 000
0 0 0 100
-1 0 0 0 00
0 1 0 000
0 0 0 001
0 0 0 0120

Considérons les opérateurs différentiels suivants :

ﬁ

V: R — RA
OF
x1

H
F — VF= .
oF
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oYy _ oYy
0
v, _ ot
YI 8:}5/1 8%;
e — — % — 9 2
—_ X T
1. — VXX = a% o
0 0
Y, v _ 0w
4 ox ox
Y, 0V
81‘2 614
V RS S R
G1 _9Gs | 9Gs _ 9Gs
Ox4 Oxo Ox3
N N gGl _ %Gél %G%
. X T X
G VxG = _3_&1 + ‘9_&*'2 + 9Ge
ox Oxy ox
0Gh | 0Gs _ 0G5
Gﬁ Oxs3 Ox1 Ozo
Div() Al — R
K, .
K — Div(K) = g :
: i 8:1;2
Ky

Proposition 3.1.1. Les morphismes de R-modules et les opérateurs

ci-dessus vérifient les propriétés suivantes :
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10. (Exf(Tx D))X(Gx 2) =0, Z,7,7€ R

11. ZXf(Ex ) = —(Z- D)+ (Z- 9T, T,7,7€R*;

12. (Zxf(@ X)) xt=—(Z-Dyxt+(Z-NTxt, T,9,7,t€R*;
18. (Exf(Ix D)) x 2= (& 2§ x Z, &7 2€ R

1. EXDXFEXY) =—(Z- f(@x )T, T,7,7€ R, 7eRS;

15. V(T x ) = = (V x @) — Tx(V x §), 7,7 € R

— — —
16 VX FZ=FV xZ+VEFxZ FeR,7ecRY

Démonstration. Nous allons donner la preuve pour la propriété (19). Les autres se
démontrent de maniére similaire.
Considérons T = (X1, Xo, X3, X4)t € R* et 7 = (Y7, ...,Ys)! € RE.
Nous avons :
Div(TXy) = 5 O (—X,Ys3+ XoY; — X3Y5) + T 9 (X3Y) — XY+ X,Y5)
+3x3( XoY1 4+ XyYo + X1Y) + 8$4(—X3Y2 + X1Y5 — XoY5)

= V(5 - 5 i - 4 4 vi(am — )
sy, 8—>‘fl>+y5<a—>’<4—§<>+Y<%i ok)

0z ox.
—xl - B Tl T

Xy (2 S ¥ g%)_X4(aY3 ovs" o)

8_551 dxy " dxy dz1  Oxa  Ozs



3.2 Différentielles de Kahler en dimension quatre

Grace a la définition des différentielles de Kéhler, nous avons les isomorphismes
de R-modules suivants :

O'(R) =~ R 51)
Fidzy + Fodey + Fydxs + Fydry ——  (Fy, ..., Fy) '
O2(R) -, RS
Fldl’l /\dl’4+FQd$1 /\dl’g—i-ngiL’;;/\dIQ — (Fl,FQ,...,FG) (32)
+F4dl’3 A dI4 + F5d[[‘3 N d[El + FﬁdlEQ VAN dZE4
D3 (R) - RA
Kldl'g/\dxg/\dl’4+K2d$3/\dl'1 /\d$4 — (Kl,...,K4) (33)
+K3dl'1 A dl’z N dSC4 + K4d.§C2 A dl’l N dﬂlg

Udxy ANdxy Ndrs Ndey — U

Par ces isomorphismes, le complexe de cohomologie de de Rham peut s’écrire en
termes d’éléments de R, R* et RS de la maniére suivante :

K % R 4 rt 4 pe 4 o opr 4 g 4
é
F — VF
— - =
F +— VxF
— - _—
G — VXG

(3.5)

Proposition 3.2.1. (Lemme de Poincaré) Le complexe de de Rham (3.5) de l’algébre
des polynomes R = K|z, ..,x4] est exacte.
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3.3 Complexe homologique de Poisson en dimension
quatre

Utilisant les notations vectorielles, nous avons une nouvelle écriture du complexe
homologique de Poisson.

Proposition 3.3.1. Grice aux isomorphismes ci-dessus, le complexe homologique
de Poisson associé a une structure Jacobienne de Poisson sur ['algébre R donnée
par deux Casimirs Py et P, peut s’écrire sous la forme compacte suivante :

l
l
l

0—R-Z R B RS 2, R AR (3.6)
o
O(H)=(V x H)- [(VP, x VP), H € R*
— — _ = _ — — —
O(G) = (VxG)xf(VPlx VPQ) V(G- -f(VP,x VP)),G RS
L(K) =

e S —
84(U) = —VUX<VP1 X VPQ)

Démonstration. Nous allons donner le preuve pour la derniére formule, le reste se
prouvant de maniére similaire.

Soit Udxy A dxs A dxs A dzy un élément de Q4(R).

Nous avons

84(Udl'1/\d1‘2/\dl‘3/\d$4): (I) + (I]),

ou

(I) =A{U, z1}dxg N dxs Adxy + {U, xo}des Aday Adey + {U, x3}dzy A dag A dzg+
+{U, x4}dxo A day A dzs

et

(II) = —Ud{zy,xo} Ndxs Ndxy+Ud{x1, x5} Ndrg Ndxs6 — d{z1, x4} Ndxg Adrs+
— Ud{xg,x3} Ndxy Ndry + Ud{xe, x4} Ndxy ANdrs — Ud{xs, x4} A dxy N\ dxs.

Le second terme est exactement (I1) = —Ud(dP; AdP,) = 0. Par conséquent le bord
de Poisson 04(Udxy A dxg A dxs A dxy) est égale au premier terme (7).
Mais en utilisant nos identifications, nous avons 94(U) = (K1, Ky, K3, K4)*, ou K; =
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{U, IZ}
On peut voir par un calcul simple que :

dU Ndxi ANdPy N dPsy
dxy Ndxe A dxs A\ dzy

Ky ={U x} =

est égale a

ou o~ 0P, 0P 0Py, OU O0POP, 0P 0P, n ou 0P 0P, 0P 0P,
61’4 8:1:3 8.232 8;152 8173 8$2 6.2133 8.1’4 81’4 6.%’3 8333 01’2 a$4 8;1:4 8.232

. R e —
qui est exactement le premier terme de —VUX(V P, X V P,). O

Les groupes homologiques de Poisson prennent les expressions suivantes :

- R
PHO(R78) - {(vXﬁ).f(VPleP2)|ﬁ€R4}

B {HeRA(V xH)-f(V P xV Py)=0}
PHl(R’ 8) {=(VXG)Xf(VPIXxVP)-V(G-f(VP1xVP)}

PHy(R,d) — {GERS|(VX )% fF(VPLxV P)+V (G-f(V Py xV Py))=0} (3.7)
207% {Div(K)f(VPLxV P)+V x[KXf(VPLxV Py)]} '

PHy(R,0) — IKERUD(R)I(VPxV PV x[RX(VPix T P)=0)
3%, {-VUX(VPixV P)}

- . = —
PH((R,9) = {U€eRIVUX(VP, x VP,) =0}

3.4 Quasi-homogeneité en dimension quatre

Soit wy, - -+ ,wy € N, fixés, des poids respectifs des varialbles xq, - -+ , x4.
Par nos isomorphismes, la dérivation d’Euler est identifiée au vecteur :

gw = (Wlxl, T 7w4x4)t-

On a
Div(é,) = |=| (3.8)

et pour tout polynéme P € R est quasi-homogéne de degré w(P) si et seulement si
= —
VP-é,=w(P)P. (3.9)
On a également :

Div(Pé,) = (w(P) + |=|)P. (3.10)
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Pour tout ¢« € N*, nous notons par R; le K-espace vectoriel engendré par les poly-
nomes quasi-homogenes de degré i.
Il est alors clair que :

R = PR

ieN
ou RO =K.
Pour tout i € N, nous notons QF(R); le K-espace vectoriel :

QF(R); ={P € Q*(R) : w(P) =i} U{0}.

Nous avons les isomorphismes de K-espaces vectoriels suivants :

3 1 .
Q (,R,)l =X (R)z = Ri+w1 X RierQ X Ri+w3 X Ri+zxr4;
2 2 .
Q (,R/)z =X (R)z = Ri+w1+W4 X Ri+w1+w2 X Ri+W3+w2 X Ri+W3+W4 X Ri+W3+w1 X Ri+w2+’W47
1 ~ 3 ~ .
Q (R)z =4 (R)z = Ritmotmstms X Ritwstmrtms X Ritwitwotws X Ritosto +os;

QO(R)l = X4(R)Z = Ri+w1+w2+w3+w4'

Remarque 3.4.1. Les morphimes du compleze de de Rham (3.5) sont de degré zero,
alors que les fleches du complexe homologique de Poisson (3.6) sont des morphismes
de degré w(Py) + w(P,).

3.5 Complexe de Koszul et intersection compléte en
dimension quatre

Soit P € R, un polynéme. Avec les notations vectorielles précédentes, le complexe

de Koszul associé a la suite 22 ... 22 ¢acrit de la maniére suivante :
oz’ ) Oxy
vP vP Y Px vP
X X .
0—R-SRVZZL RS RVSR (3.11)

Ce complexe est bien siir exacte lorsque P est quasi-homogéne a singularité isolée.
Considérons maintenant deux polynéomes P;, P, quasi-homogénes. Nous avons deux
complexes de Koszul associés repectivement a P, et P,. Nous notons par d' et d?
leur différentielle respective. On peut remarquer que d* o d? + d? o d* = 0. Ainsi, on
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peut construire le bicomplexe suivant dont les fléches verticales et horizontales sont
les morphismes des complexes de Koszul associés respectivement a P et P :

0 (3.12)
R<——->0
dl
RA R 0
dl
RS R4 R 0
. |
R? RS R4 R 0
. |

d? d?

R RA

Du complexe total de ce bicomplexe, on peut extraire le complexe suivant :
0— R? -2 (RY)? RO R (3.13)
ol
— — — —
— — — — —
dQ(Fl,F2>IVF1X P1+VF2>< P2

— — — —
d3(Uy, Uy, Us) = (U1 V P+ UV Py, UyV P + U3V P).

Grace au résultat de la section 1.7, nous avons les deux lemmes suivants :

— — — —
Lemme 3.5.1. ( [31]) Pour tout G € R6 G - (VP x VP,) =0 si et seulement
ﬁ
si G = H, x VP1+H2 X VPQ, ot Hl,Hg € R

Lemme 3.5.2. ( [31]) Pour tout H € R, H><(VP1 X VPQ) =0 si et seulement si
H U1VP1+U2VP1, OUUl,UQER

On en déduit le résultat suivant :
Proposition 3.5.1. Le compleze (3.13) est exacte.

Démonstration. C’est une conséquence directe des deux lemmes ci-dessus. O
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3.6 Homologie de Poisson d’une structure Jacobienne
de Poisson

Nous supposons bien str que notre structure Jacobienne de Poisson est donnée
par deux Casimirs P, P quasi-homogénes définissant une intersection compléte a
singularité isolée.

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.6.1. ( [31]) Les cycles de Poisson sont ainsi donnés :
— — —
— kerdy = {a1 VP, + aaV Py + Vas|ag, az, az € R};
— — — — — —
- ker82 = {UVPl X VFP,+ Vo, x VP, + Vay X VPQlU,Oél,O./Q S R},

- _ = —
- kerag = {@€w+ VUX(VPl X VPQ)’CY € K[Pl,PQ},U < R},
- ]{?67‘84:K[P1,P2].

Démonstration. La preuve de cette proposition, donnée dans l’article ( [31]) inséré
en annexe A, utilise essentiellement la proposition (3.5.1) et un raisonnement basé
sur le degré. O

Posons 6 = dxy Adxo ANdxs Adxy and p = wixides Ades Adry + wexadrs Adxy A
d(L’4 + ’W3$3d$1 VAN deQ VAN dZE4 + ’W4$4dl’2 A d(L’l A dIg.
On en déduit de facon le résultat suivant :

Théoréme 3.6.1. ( [31]) PH4(R,0) est le K[Py, Py]-module libre de rang 1 engen-
dré par 6.

Si |w| =2w(P,) = 2w(P,), alors PH3(R,0) le K[Py, Py]-module libre de rang 1
engendré par p.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est donnée en annexe A. OJ

Proposition 3.6.2. ( [31]) Les complezes ci-dessous sont exactes et les morphismes
sont des applications de degré zero :

0 — K[P,, P - R(—w(P) @ R(—w(P)) @R 2 kerdy — 0 (3.14)

&(U<P17P2)) = (_g_]gla _38_]1;2’”) ;
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— — —
Blay, g, a3) = a1 VP + VP + Vas.

0 — K[P,, B)(—w(P))) ® K[Py, P3](—w(P,)) — (3.15)
AN R(—w(P) — w(PR)) ® R(—w(P1)) ®R(—w(P)) 5 kerdy — 0

v(a1, az) = (2%; - 3%7061,042) ;

— — —
€(U,061,0é2):UVP1 X VP2+VOé1 X VP1+VOZQ X VPQ

0 — K[Py, B)(—w(P)—w(P)) —= K[P), Po)(~|@|)®R(~w=(P)—w(Ps)) ~2 kerds — 0

(3.16)
£(V (P, P2) = (0,V);
- _ = —
O'(U, V) = Ugw + VVX(VPl X VPQ), st ‘W| = 2W(P1) = QW(PQ),
Démonstration. La preuve est donnée en annexe A. O

Nous avons également les complexes exactes triviaux suivants, oil les morphismes
sont de degré zero :

0 — kerdiy, — QY R) — kerd; — PH;(R,0) — 0 (3.17)
i=0,1,2,3.

Remarque 3.6.1. Utilisant l’ezactitude des complexes (3.14), (3.15), (3.16), (3.17),
on obtient les series de Poincaré des groupes homologiques de Poisson PH;(R,0),
1=20,1,2,3,4 comme des K-espaces vectoriels. On peut immédiatement remarquer
que ces séries ne dépendent pas des polynémes Py et Py, mais seulement des poids
wi, -,y el des degrés de Py et Ps.

On peut ainsi dire que les groupes homologiques de Poisson ou leurs séries de Poin-
caré sont des invariants pour des intersections completes a singularités isolées en
dimension quatre.

Pour le cas homgeéne et quadratique, nous avons le resultat suivant :

Théoréme 3.6.2. ( [31]) Siw; = ... =wy =1 et w(P) = w(FP2) =2, alors comme
K -espaces vectoriels, les groupes homologiques de Poisson PH;(R,0),1=0,1,2,3,4,
ont les séries de Poincaré suivantes :
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P(PHO (R, 8), t) — 202 44t41 .

(17t2)2 i

P(PH\(R,0),t) = ttattara,

(1—t2)2

P(PHQ (R, a)) t) — 2t 443 .

(171‘/2)27
P(PH3(R78)7t) = ﬁv
P(PH4(R7 a)v t) = (1,#:2)2 .

Remarque 3.6.2. On peut noter que dans le cas homogéne quadratique, pour i =
0,1,2,3,4, P(PH;(R,0),t) = P(K[Py, P],t)P;(t), ot les Pi(t) € K]Jt| sont poly-
nomes a coefficients positifs.

Nous pouvons également remarquer que Py(1) = 7 nous donne le nombre Milnor
d’une intersection compléte homogéne quadratique a singularité isolée.

Théoréme 3.6.3. ( [31]) Considérons la structure Jacobienne de Poisson est
donnée par le crochet de Sklyanin, ie., la structure Jacobienne de Poisson donnée
par les Casimirs :

1
P = §(I% + 25 + 23) (3.18)

1
Py = §(x§ + J123 + Joxs + J373) (3.19)

avec J; # J; si i # j, et pour 1 =1,2,3, J; # —1,0,1. Alors :
1. le groupe homologique de Poisson PHy(R,0) est le K[Py, Ps]-module libre de
rang 7 engendré par (u;)o<i<s = (1,1, T, T3, T4, 13, T3);
2. le groupe homologique de Poisson PH{(R,0) est le K[Py, Py]-module libre de
rang 13 donné par :

6 5
PH,(R,0) = (PK(P:, Padp,) & (EDK(P1, PoljudPr)&K[Py, P)dP& K[ Py, P3dPs;

k=1 k=1

3. le groupe homologique de Poisson PHy(R,0) est le K[Py, Py]-module libre de
rang 6 donné par :

PHy(R,d) = (@K[Pl, P (dywy, A dP1)> @ K [Py, P5)(dP; A dPy);
k=1

4. le groupe homologique de Poisson PH3(R,0) est le K[Py, Py]-module libre de
rang 1 engendré par p;
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5. le groupe homologique de Poisson PH,(R,0) est le K[Py, Py]-module libre de
rang 1 engendré par 9,
ot 0 = dxy ANdxe ANdxsz Ndxy, et p = xidrg Adrs Ndry+ xodrs A dry N dry + x3dry A
dl’g A dl‘4 + I4d$2 VAN dlEl VAN dl’g.

Remarque 3.6.3. Notons enfin que dans le cas de Sklyanin Hy(R,0) = K[Py, P»|®
Rsing(Ph PQ)

Iei Ring(Pr, Po) = %, ot J est Uideal engendré par Py, Py les 2 X 2 mineurs de la
matrice Jacobienne de (Py, Py).
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Chapitre 4

Homologie de Hochschild de
Q4,1(E,m)

Dans ce chapitre, nous calculons I’homologie de Hochschild de T'algébre A =

Q41(E,n).

Considérons V' un espace vectoriel de dimension quatre et Sy, S1, .52, 53, une base.
Alors A = T(V)/(15), on (I3) est Iidéal bilatére engendré par le sous-espace I C
V ® V ayant pour base :

foi =[S0, Si] — ai(SjSk + Sij);

fir = [Sj, Sk] — (S0Si + SiS0),
(1,7, k) étant une permutation cyclique de (1,2, 3).

4.1 Quelques propriétés homologiques de A.

Nous avons les résultats suivants obtenus par S.P. Smith et J.T. Stafford ( [29]) :
Proposition 4.1.1. ( [29]) A est une algébre de Koszul.

Ainsi ’homologie de Hochschild de A peut se calculer & partir de complexe
(K(A),b), ou b désigne 'opérateur de bord de Hochschild.

Proposition 4.1.2. ( [29]) Pour m > 5, Al =0 et sim < 4, A est engendré
par :

A1

A!1 : Co, C1, G2, C3

Al 1 CoC1, G062, €8s, €16, 26

Aé 1 C0G1€05 C062€05 CoC3C05 C1G0C1

Ay G666
ot (o, (1, (o, (3 est la base duale de Sy, St, Sa, S5.
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Ces éléments forment une base pour A' et en particulier dimA', = (4). De plus nous
une dualité de type Poincaré : (AL )" = Al .

Les K,,(A) étant des A-modules libres, le complexe de Koszul de l'algébre A
prend la forme suivante :

0— A5 4t 2 46 2 g0 = 4 2, Cc—. (4.1)

ou :

ex est la multiplication & droite par x = (Sp, S1, S2, 53)%;
oM est la multiplication a droite par la matrice M obtenue des relations fy,, f;r de
A:

-5 So —a1S3 —a15
S1 So S3 — Sy
=Sy —apSs So -5 .
Sy —S53 So S1 ’
—S3 —azS; —azS So
S3 Sy —51 So

o N est la multiplication a droite par la matrice N donnée par :

25, 25, 2853 0 0 0
N — 1 0 (1 - 042)53 —(1 + 053)52 250 (1 + O(Q)Sg —(1 - Oég)SQ
2l —(1+a1)Ss 0 (1—a3)S1 —(1—aq)Ss3 25, (14 a3)Sh
(1—a1)Ss —(1+a)S; 0 (1+a)Ss —(1—as)S 250

et ot est la multiplication & droite par t = (Sp, S, Sa, S3).
Nous noterons A, I'élément 1 € K4(A) et par II 'élément (Sp, S1, S2,53) € K3(A).
Nous avons b(A) = b(II) =0 et :

Q(H):3(52®53®f01+53®51®f02+51®52®f03+50®51®f23)€A®4;

q(A) =1® q(I1) € A®®.

Ainsi IT et A définissent respectivement des élémens de HH3(A) et HH4(A) que
nous notons encore par des méme lettres.

4.2 L’homologie de Hochschild de P’algébre de Sk-
lyanin A

Nous supposons que a1, as, a3 sont algébriquement Q-indépendants.
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Proposition 4.2.1.
A=C ®Q(a1,a2,a3) (Q(ala Qg, a3)<SOv Slv SQv S3>/(]2))

comme C-algébres,
et
HH,(A) = C ®q(ay,a0,05) HH(Q(a1, v, a03)(So, S1, 52, 53) /(12)),

comme C-espaces vectoriels gradués.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est donnée en annexe B. O

Proposition 4.2.2. I] existe une extension ko((h)) du corps Q(aq, ag, ag) telle que
dans cette extension o; = (3;h?, les coéfficients (31, Ba, 33 appartiennent au corps kg
et sont également algébriquement Q-indépendants.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est donnée en annexe B. O

Proposition 4.2.3. L’algébre ko((h))(So, S1,S2,55)/(I) est isomorphe a
ko((h)) ®@q(ar,a,0s) (Qar, g, a3)(So, S1,S2,S3)/(12)) comme ko((h))-algebres gra-

duées, alors que l’espace vectoriel
HH,(ko((h)){S0, 51, 52,55)/(I))
est 1somorphe a

ko((h)) ®a(ar,as,as) HH(Q(ar, az, a3)(So, S1, S2, S3)/(12))

comme ko((h))-espaces vectoriels.
Ici (1) désigne l'ideal bilatére engendré par le sous-espace I C V@V avec pour base :

Foi =[S0, Si] — Bih*(S; Sk + SkS;);
Fj, =[S, Sk] — (S0Si + Si),
et (i,j,k) étant une permutation cyclique de (1,2,3).

En particulier, nous avons

HH,(Q(a1, az, as)(So, 51,52, 93)/ (I2)) = Qa1 az, a3) @, ((ny) HHx(ko((h)){(So, S1, 52, 53) /(1))
Par conséquent, le calcul de I’homologie de Hochschild de I’algébre A est équivalent
au calcul de celle de 1'algébre ko((h)){So, S1,S2,S3)/(1)).
Nous introduisons de nouvelles variables en posant zo = h='Sy; et z; = S; pour i =
1,2, 3. Nous notons également par Ay la ko((h))-algébre engendrée par xq, 1, T2, T3
avec les relations

Joi = w0, 73] — Bih(xj7) + 2175);

gjk = [Ij, .Tk] — h(.?ZQZL’Z + ZEZ‘.I‘()),

ou (i,7,k) est une permutation cyclique de (1,2,3). Nous noterons aussi par (I)
l'ideal bilatére engendré par go;, gji.
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4.2.1 Filtration sur A,

Soit P le sous-espace vectoriel de ko(xg, 1, zs, x3) engendré par les monomes
ordonnés z0x' x? i
En utilisant une méthode semblable & celle Marconnet dans ( [20]), nous obtenons
les résultats suivants :
Considérons le diagramme commutatif suivant ot les fleches sont des morphismes

injectifs de ko[[h]]-algébres :

ko((B)) (o, @1, T2, 5) —2> ko (0, 1, T2, 3) ()

i i

kol[A]) (o, 21, 22, w5) —2 ko0, 21, 72, 35) [1]

Nous notons par ko(zg, 1, T2, 3); la composante homogéne de degré i du kq-algébre
graduée ko(zg, x1, T2, T3).
On peut noter que ko[[h]](xo, x1, 22, x3) est la sous-algébre de ko(zo, z1, z2, 23)[[h]]

dont les éléments sont des séries formelles Z Q.h" pour lesquelles il existe N € N
neN

tel que pour tout n € N, Q,, € ®Y  ko(x0, 71, T2, T3);.

De maniére similaire ko((h))(xo, 21, T2, x3) est la sous-algébre de ko(zo, 21, T2, 23)((h))

dont les éléments sont des séries de Laurent Z Q,h" pour lesquelles il existe N € 7Z
nez

tel que pour tout n € Z, Q, € O ko(xo, T1, T2, T3);.

D’un autre coté, nous avons le diagramme commutatif suivant :

A = k(]((h>><$07 $17$27~T3>/<]) 2 k0<9€o,$1, L2, x3>((h))/([) = ﬁh

] ]

An = ko[[l)] o, w1, w2, 23) /(1) = ko (o, 21, 22, 23) [1]]/(I) = Ay,
Proposition 4.2.4. Les morphismes iy, 12, 13,14 sont injectifs.

Proposition 4.2.5. Pour tout a € .»zl\h, il existe une unique famille {P; € P, i € N}
telle que a = ZI_DZ-h".
ieN
Proposition 4.2.6. Pour tout a € A\h, il existe une unique famille { P, € P, i € Z}
bornée inférieurement telle que a = ZPihi.
i€z

Corollaire 4.2.1. Pour tout a € Ay, il existe une unique famille {P;, € P, i € Z}
bornée inférieurement telle que a = ZPihi.

€L
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Pour tout p € Z, nous définissons un kg-sous-espace Fp(fAlh) de ﬁh en posant :

Fy(Ay) ={a€Ay:a=Y Ph P eP}

1>2—p

Alors F, (ﬁh) C Fp+1(121\h) le FO(Ah) et pour tout p, g € Z, il est facile de voir que
le produit de Aj induit une application F, (Ah) x F, (Ah) — p+q(Ah) Ainsi F' est
une filtration sur Ah R R

Puisque A, = UpezF,(An) et NpezF,(An) = 0 (proposition 4.2.6), la filtration F
sur ﬁh est exhaustive et séparée. De (4.2.4), on déduit que la restriction de F' au
sous-algébre Aj, est aussi une filtration exhaustive séparée de I'algébre Aj. Cette
filtration est compatible avec la graduation par le poids de A, :

Fy(Ap) N (Ap)n ={a € Ay :a= > Pl P, P}

(e

Proposition 4.2.7. L’algébre A, (respectivement A,) est le compléte de A, (res-
pectivement Ap,) pour la topologie induite par la filtration F. L’algébre filtrée Ay n’est
pas compléte. Toutefois chacune de ses composantes homogénes (Ap)n, n € N, est
complete.

Le gradué grp(Ap) associé a la filtration F' est gr,(An) = F,(Ap)/Fpo1(Ap) =
h~PP. Dans la base ordonnée de gr,(Ay), le produit gr,(Ap) x gre(An) — grp+q(An)
s’écrit comme suit :

(R Palogigizgis h=aglo gt g2 qd8) v 7P g0 HI0 gt o2 gl s

Le gradué grp(Ay) peut alors étre identifié & ko[xo, x1, T2, x3][h, A71].

4.2.2 L’algébre A, vue comme une déformation

Soit p la projection p : ﬁh — R = ko®@p ) An, @ — 1@a. Kerp = hA, = F1 Ay,

Considérons le commutateur [-,-] : A, x A, — Aj. Les termes [z;, x| peuvent
s’écrire comme des séries formelles en h sans coefficient constant dans Aj,.
Par conséquent 'application h~'[- -] : A, x A, — Ay, est une a bidérivation qui

satisfait 'identité de Jacobi.
Soit le crochet de Sklyanin :

{ '} RxR—TR

défini par
{zo, i} = 2Bz ;524
(4.2)

{zj, 21} = 202,
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ou (i, 7, k) est une permutation cyclique de (1,2, 3).
Nous avons le diagramme commutatif suivant :

l['v'}
Ah X Ah LARENS .Ah

\LPXZJ lp
{'7'}

RXxR——R

En utilisant la décomposition ordonnée de Aj, nous avons des isomorphismes de
ko((h))-espaces vectoriels gradués suivants :

©: A, — R((h))

R((h)) est munie de la filtration croissante naturelle et de sa topologie associée.
On a ©(F,(Ap) = F,(R((h))). Ainsi © est un homéomorphisme pour les topologies

associées. Le produit - sur A, se transporte un produit * sur R((h)) tel que le
diagramme suivant commute :

. ~

A\hx_/z{h

l@x@ %6

R((h)) x R((h)) —=R(

Par conséquent algébre Ay, est isomophe a R((h)) munie de produit *.

Pour a,b € R, on peut écrire ax b = Zhiui(a, b), ol p; : R x R — R sont des
i>0

applications kg-bilinéaires. R -

D’un autre coté, des rélations de Ay, si a,b € P = R alors a-b = ab+ h(---), oit ab

est le produit de R.

Ainsi Aj, est une déformation de I'algébre des polynomes R.

Le crochet +[-,-] de A, se transporte en un crochet [, -], sur R((R)).

Le crochet associé a cette déformation, R x R — R, (a,b) — pui(a,b) — pi(b,a),

coincide avec le crochet de Sklyanin {-,-}.

Notons que les sous-algébres de ;lh apparaissant dans le diagramme commutatif

suivant :



peuvent étre identifiées via l'isomorphisme © avec les sous-algebres de (R((h)), %)
apparaissant dans le diagramme commutatif suivant :

ko((h))[zo, 71, 2, 3] — ko[wo, 21, T2, 73]((h))

T |

k’o[[h]][iﬂo, Xy, T2, 333] - k‘o[ﬂ?o, Ty, T2, x3][[h“

Ainsi Ay, est identifiée a Palgebre (ko((h))[zo, 1, T2, 23], %). En d’autres mots, Ay, est
une sous-algébre d’une déformation de R.

4.2.3 L’homologie de Hochschild de I’algébre A;

La filtration F' sur A s’étant en une filtration sur C'(A4;), que nous notorons
encore F, de la maniére suivante : pour tout n € N et pour tout p € Z, on pose

FL(AY") = ®pytotpumnpFp (An) @ -+ @ F, (Ap).

La filtration ainsi obtenue est exhaustive et séparée. L’'opérateur de bord de Hoch-
schild respecte cette filtration. Ainsi on peut définir le complexe gradué (gre(C(Ap), b).
On a un isomorphisme naturel grg(AY") = grp(A,)®™ pour tout n > 1. Nous en
déduisons alors un isomorphisme en homologie : H,(C(Ap),b) = HH,(grr(An)).
Rappelons briévement quelques notations sur suite spectrale.
Soit (C, d) un complexe de chaine muni d’une filtration croissante F' compatible avec
d (d(F,C) C F,C).
Soit p,q € Z. On pose E) = F,Cpiq/Fp-1Cpyq.
Considérons le projection canonique :

Mo * FpCprg — FpCpiq/Fp-1Cpiq = E,

p,q°

Pour chaque » € N, on pose :
A= {c€ F,Cpyq:d(c) € Fyrh Cpig }y

Z];,q = np,q(A;,q)a

et E;,q — Z;,q/B;,q.
En particulier, E;’q = Hyi (FyCpiq/ Fp—1Cptq).

o0 o0
Soit 73 = ﬂZ;q, B = UB;;Q et B = 7% /BX.
r=1 r=1

Nous avons les inclusions suivante :

_ 0 r 00 0o T
0=B,,C---CB;,C---CBCzC---CZ

0 _ 0
D.q C Zp,q o Ep,q'
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Pour tout r € N, Papplication d induit un complexe différentiel d" : E} = —
Er e tel que EVYY = Kerd) /Imdy . ...

La suite spectrale £ est dite réguliére s’il existe ryp € N tel que E” = E™ pour
r > ro. Et nous dirons que la suite spectrale E” converge faiblement vers H,(C') si
By = FyHyyq/Fy-1Hyyq Nous avons le résultat suivant sur la convergence faible

des suites spectrales :

Proposition 4.2.8. ([35]) Soit(C, d) un compleze de chaine muni d’une Z-filtration,
croissante, complete, exhaustive et compatible avec la différentielle d. Si la suite
spectrale associée est réguliere, alors cette derniére converge faiblement vers H,(C,d).

Soit A>% = Ker{d: F,Cprq — F,Cpyq—1}. Considérons la composition

T oo T T T
: — — —
q)P’q : AP:‘Z AP:‘I ZP:‘I EPa‘]‘

Nous avons le critére de dégénérescence suivant des suites spectrales :

Lemme 4.2.1. ( [33]) Sl existe r tel que @], est surjective pour tout p,q, alors la
sutte spectrale dégénere en E7.

Considérons maintenant la suite spectrale E" associée a notre filtration F.

Théoréme 4.2.1. La suite spectrale E™ associée a la filtration F' converge faible-
mennt [’homologie de Hochschild HH,(Ap) de Ap,.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est donnée en annexe B. O

Puisque le gradué associé a la filtration F' sur Aj, est I'algébre des polynomes a co-
efficients dans anneau ko[h, h '], par le théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg,
nous avons pour tout n € N, un quasi-isomorphisme de kq[h, h~!]-modules :

Cnlgrr(An)) —

QTF(Ah)MO[h,hfl]

rO®T Q- @, > redry Ao Adry,.

977 (AR kg n,n =11
de grp(Ayp) sur ko[h, h~'], munie de la différentielle nulle. Ainsi HH,(grr(Az))
. Par ce quasi-isomorphisme, 'opérateur de cobord de Connes cor-

Iei Q" est le kolh, h~']-module des formes différentielles de degré n

ng(Ah)\k-O[h,h—l]
respond a la diférentielle de de Rham.

Par ailleurs, nous avons un isomorphisme de ko[h, h~']-modules Q2
g"”F( h)\ko[h,hfl]

I

leko Rk, kolh, h~1]. Nous noterons Q;zlko simplement par Q°*(R).
De l'article de Brylinski ( [4]), nous avons le diagramme commutatif suivant :

o)

El' = HH,(grr(Ap)) O"(R) @, kolh, h 1]

- s

E' . = HH, (9rr(An)) —= Q" YR) @, kolh, h Y]
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ou d' est la différentielle qui calcule le second terme E? de la suite spectrale, -h est
la multiplication par h et O est I'opération de bord de Poisson associé au crochet de
Sklyanin :

Ou(FodFy A . AdF,) = (1) Y Fo, FYAF A .. AdF; A ... N dF,
+ 3 (1) Rpd{Fy, Fj} AdFy A oo ANAF; A dFj A . A dF,
ol Fo, ,Fn e R.

Utilisant I'isomorphisme E) 2= QP*9(R) ®y, h™", le premiére terme de la suite
spectrale peut s’écrire comme suit :

QY (R)® h™3 —S RQh™2 — 0 0 0 0

QPR3 — QY (R)®RTZ — R®h™1L 0 0 0

BR)er™? —Q2R)®A2 — QR)®R' ... R®1 0 0

HFR)er™3 —BR)er2 — QR)A .. QA'R)®1 .- R®h 0
0 — *R)®r2 — BR)®RT .. 2R)®1 - QYR)®R -+ RRK?
p=3 p=2 p=1 p=20 p=-—1 p=-2

Le second terme E? de cette suite spectrale est donné par ’homologie des lignes
par raport a la différentielle 9 ® -h. Puisque la multiplication par h est un ko[h, h~1]-
isomorphisme, pour avoir ce second terme, nous devons juste calculer 'homologie
de Poisson :

o1

0— OYR) - BFR) -2 02(R)-E QYR) R (4.3)

Le théoréme (3.6.3) nous donne cette homologie de Poisson.

Proposition 4.2.9. ( [32]) La suite spectrale associée a la filtration F dégéneére en
E2.

Démonstration. La démonstration est donnée en annexe B. OJ

Puisque la suite spectrale E” converge faiblement vers H H,(A}), en identifiant
E? et PH,(R,0) ®4, ko[h, h~'], nous avons :

grr(HH;(A)) = PHy(R,0) @y, kolh, h ).

On a ce résultal classique :

Soit R une k-algébre munie d’une N-graduation et d’une Z-filtration croissante F'.
En posant F,(R,) = F,(R) N R,, on obtient naturellement une filtration sur R,.
Nous supposons que cette filtration F' et la graduation de R sont compatibles ie.,
F,(R) = ®penF,(R,,). Dans ce cas F,(R)/F)—1(R) = (BnenFp(Ry)/Fpo1(Ry)) et
gre(R) = @pengrr(Ry).
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Proposition 4.2.10. Soit M un R-module muni d’une filtration F' et d’une gradua-
tion compatibles et telle que F' est exhaustive et séparée. Supposons que la filtration
sur R, est compléte pour N € N.

Si gre(M) est un grr(R)-module libre gradué de rang m avec pour base {Zy, -+ , T},
ot pour tout i, T; est la classe de l’élément homogéne x; € Fo(M) dans le gradué
associé, alors M est un R-module libre de rang m avec {x1,--- ,x,} comme une
base.

Dans notre cas, R = ko((h))[P, P,] munie de la filtration de Aj, et M = HH;(A})
munie de la filtration de C'(Ay,). Ici ]31 et E sont les éléments du centre de I'algébre
Ay, dont les images dans le gradué correspondent aux Casimirs P; et P, respective-
ment.

La filtration F' sur H H;(A;) (respectivement sur R) est exhaustible, séparée et com-
patible avec la graduation. De plus, la filtration F' sur R, est compléte pour tout
n € N.

Théoréme 4.2.2. ( [32])

— HH(Ay) est un ko((h))[Py, Po)-module libre de rang 1 engendré par Uélément
homogéne A de degré 4.

— HH3(Ap) est un ko((h))[Pr, Po]-module libre de rang 1 engendré par ’élément
homogene 11 de degré 4.

— HHy(Ap) un ko((h))[ Py, Py]-module libre de rang 6 engendré par des éléments
homogenes de degrés respectifs 3,3,3,3,4,4.

— HH(Ap) est un ko((h))[P1, Py]-module libre de rang 13 engendré par des élé-
ments homogenes de degrés respectifs 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3, 3, 4.

— HHy(Ap) un ko((h))[ Py, Py]-module libre de rang 7 engendré par des éléments
homogénes de degrés respectifs 0,1,1,1,1,2,2.

Nous en déduisons le résultat suivant :

Corollaire 4.2.2. Comme ko((h))-espaces vectoriels, les groupes homologique H H;(Ay,)
ont les séries de Poincaré suivantes :

P(P(HHy(Ay),t) = 20+l

(=22
P(HH\(Ay),t) = DG
P(HHy(A4).t) = 3=
P(HH3(An),t) = ﬁ;
P(HH,(An),t) = qlop

29



Chapitre 5

La Heisenberg invariance et les
structures de Poisson elliptiques

Au chapitre 2, nous avons parlé d'une classe d’algébres associatives associées
aux courbes elliptiques. Les groupes Heinsenberg opérent par automorphismes sur
ces algébres ainsi que sur leurs limites quasi-classiques qui sont des algébres de
Poisson. Dans ce chapitre, nous parlerons des structures de Poisson quadratiques
sur lesquelles les groupes d’Heinsenberg opérent par automorphismes.

5.1 La H-invariance

Considérons un espace vectoriel V' de dimension n et eq,--- , e, une base. Soit
271

e = e . Considérons les éléments o, p € GL(V') définis par :
o(em) = €mt1;

plem) =emen.

Le sous-groupe H,, C GL(V') engendré par o et p est appelé le groupe d’Heisenberg
de dimension n.

Nous supposons pour la suite V = C", et soit xg, x1, -+, x,_1 une base de V. Consi-
dérons son algébre des fonctions réguliéres Clzg, x1, -+ , Tp_1].
o et p opére par automorphismes sur 'algébre C|xg, 21, - ,2,_1] de la maniére
suivante :

o (azg®at - apy') = aag" a0 a1

Qn—1
n—1 °

a1+202++(n—1)on—1

QAnp—1

ap 01 _ «@Q .01
p-(aagiay’ -2, "y) =€ R R I

Définition 5.1.1. Un crochet de Poisson {-,-} sur R = Clxg,x1,- - ,xn_1] est dit
H-invariant pour les variables xg,--- ,x,_1 st les automorphismes o et p sont des
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morphismes de Poisson.
En d’autres termes, les diagrammes suivants sont exactes :

RxRZIZER xR

R R

RxRp—X&RxR.

R—"——R
Autrement dit o - {z;,x;} = {0 -z, 0-z;} et p-{zs,x;} ={p-xi,p-x;}.

Considérons la matrice (P;;) = ({x;,x;}), ot {-,-} est un crochet de Poisson
H-invariant.
— o-invariance
La condition
o-{zy,z;} ={o-zi,0-2;}

implique
Py j+1(930,331 T, Tp—2, In—1) = Pij(ﬂ?l,i@ cey Ip—1, 5700)-

— p-invariance
La condition

implique
61+]-Pij(x07 ZTy..., Tn-2, :En—l) - -Pij(x(h €xy - - - 7€n_1xn—1)'

Ainsi la condition d’anti-symétrique et la H-invariance imposent & la matrice
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(P;;) de prendre I'une des formes ci-dessous suivant que n est impair ou pair.

n+1

0 P P% —PnT,Tl ... —pri
-P} 0 P .. .. P
-PL 0 P?
—-P2 0 N
—Py_, PE n impair
PE —Pl, 0 :
2 >
: 0 pr3
: : : P30 P2
O ) —P%Tf .. —prr g
0 Py P% P? —ppt
— P 0 P . Pl
—PL 0 P2 : :
_p12 0 P;%Q
—P2;2 P@ n pair.
i 0 :
0 pr3 :
: —-P3 0 pPp?
O “PL, . =P 0
ou P? = Pi(zg, 21, ,¥n_1), PP = Py, 2118, , Tn_14%) €t Bi(x) sont des

polynomes tels que Pj(e*xy) = € Py(xy).
La condition de 'identité de Jacobi permettra alors de faire une classification com-
pléte des structures de Poisson H-invariantes. Dans la section suivante, nous nous
concentrerons sur le cas des structures de Poisson quadratiques en petite dimension.
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5.2 Classification des structures de Poisson H-invariantes
quadratiques en dimension plus petit que 5

Soit (P;;) = ({zs,x;}), la matrice associée & un crochet de Poisson quadratique

H-invariant {-,-}.
Les P;; sont de la forme

n—1
Py = Zpijxlxi-i-j—k (5.1)
1=0
et soumis 4 la condition de I'identité de Jacobi.

En dimension 3

le premier cas non trivial est n = 3. La matrice (P;;) prend la forme suivante

0 P —P?
~P* 0 P} (5.2)
P2 —P' 0

ol P} = Ajmgxy + Ayx3. Ceci est une structure Jacobienne de Poisson. Elle corres-
pond a l'algébre de Poisson d’Artin-Tate.

En dimension 4

La matrice (P;;) prend la forme

o P> P —pP?
-p 0 P P

Pz -P 0 P!

P} P} —P2 0

(5.3)

o P = Ajwoxy + Aswoxs et P = Biwgxs + Byx? + Bsz?. Dans le cas pair I'anti-
symétrie impose que Py = —P} et P} = —P3.
Par conséquent

2 2 2 2
leoxz + BQSL’g + Bg.fl = —B1I2$0 - Bgl‘l — BgZIJB;
et
2 2 2 2
31131373 + BQSL’O + BgJIQ = —legl’l — BQIQ — Bgl’o.

Ce qui implique que By = 0, B = —By = Bs. Ainsi P) = B(—z? + 23).

L’identité de Jacobi entraine que A; A, = B2. On obtient alors un crochet de Poisson
H-invariant qui n’est rien d’autre que le crochet de 'algébre de Poisson de Sklyanin
qa1 avec la normalisation A; =1, Ay = k* B =k.
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En dimension 5

En dimension 5, la matrice (P;;) prend la forme

o P° P —_p3 _pi
-P* 0 P P —P}
-P) —P' 0 P? P2 (5.4)
P —P -P2 0 P}
J A R R I

ol
Pl = Ayxpygp + AsTop sk + A3ty
et
Py = Bixyvark + BaxsxTayy + Baxl .
Les coefficients A; et B; sont déterminés grace a I'identité de Jacobi. Cette identité en

dimension 5 est donnée par 10 equations indépendantes. Cependant, la H-invariance
reduit ces equations en seulement deux indépendentes :

> PudiPia + cycli, j, k) = 0

€75

et
Z P0181P13 + cyc(i,j, ]{7) =0.

leZs

Ces équations aux dérivées partielles donnent lieu au systéme ci-dessous

BQQ + 3A1A3 + BlAg + Ang - O
2A35° —24yB) — AjAy + BBy =
—Ay? — 3B By + A1Bs + ByAy =

—2 332 - 2 BQAl + BlBQ - A2A3 - 0

(5.5)

Par un calcul formel sur ordinateur, on montre que ce systéme admet 14 classes de
solutions. Nous ne parlerons ici que pour ce sont pour nous plus intéressantes. Nous
avons tout d’abord les algébres de Poisson elliptiques g5 ; et g5 2 dont les coefficients
sont données par

A=V A= A=
(5.6)
Blz—%)\Q—% 32:2 Bg—/\
pour gs 1 et
A1:§>\2+% AQI% Agz—i
(5.7)



pour ¢s o, solutions du systéme (5.5).
Un autre cas intéressant est le cas des solutions linéaires :

Alz—%‘i‘l AQZ)\ Agz—%—l
(5.8)
Bi=%+41 By=-2 By=-3+1

Par ailleurs, la H-invariance impose qu’un Casimir devrait s’écrire de la maniére
suivante :

05 = Cj ($05 + .1'15 + 1’25 + 1’35 + $45)
teq (zPr1m + 113700 + 31174 + 23310y + T43T0T3)
+e3 (203 Tamy + 1137324 + T23T0Ts + 2331170 + 143 T071)
oo (wori?ws® + m1x3Pwo® + wowse? + wawora® + xawo®ws?)
+e1 (wor?es® + mxs?eg® + wowgwo® + xawiPro® + wawoe®ay?)
+CoTpX1T2T324

(5.9)

ol
Cy = —%A3Bg Cqy = AlAg C3 = _BlBSC2 - %AIAQ - %B2B3

c1 = %AzAg - %BlBQ Co = A% - B% — A1By — Ay Bs.

Les coefficients A; et B; sont bien sir solutions du systéme (5.5).
Notons aussi que la H-invariance entraine que
2
Po1Pos+ PooPig+ PioPys = —2 %%’ (5.10)

et cyclique 0 -1 —2—-3—>4—10

Nous noterons dans la proposition qui suit g5, par qgjl pour marquer explicitement
sa dépendance du paramétre q.

Proposition 5.2.1. g5, + g5, est un structure de Poisson pour tout A € C si et
seulement st

5 3—=v5
29 — 135

_ 3+45

29 + 135

On peut noter ici plusieurs choses. Toute d’abord, en dimension 5, les structures
de Poisson quadratiques H-invariantes ne coincident pas avec les algébres elliptiques
¢51 et gs2, comme en dimension 3 et 4. Aucune de ces strutures ne sont de Jaco-
biennes. Par ailleurs, les seules algébres elliptiques g, ; qui sont des JPS sont les
algébres q3 et g4. Ces derniéres sont bien siir des structures unimodulaires.
Le résultat qui suit nous donne une classe inportante de structures de Poisson uni-
modulaires, qui ne sont pas des structures Jacobiennes de Poisson.

r= <—3/2—|—1/2\/5>8 avec s
ou

= (—3/2 —1/2 ﬁ) s avec &
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Proposition 5.2.2. Les structures de Poisson quadratiques H-invariantes en di-
mension 5 sont unimodulaires.

5.3 Les structures de Poisson ¢s; et g;» et la trans-
formation de Cremona

Considérons n + 1 polynémes homogénes ¢; dans Clzg, - ,z,] avec le méme
degré et non identiquement nuls. On peut alors définir 'application rationelle

p P — P o s wn] = [polwo, -y wn) s a0, -]

La famille de polyndémes ¢; ou 'application ¢ est appelée une transformation bira-
tionale de P §’il existe une application rationelle ¢ : P — P™ telle que ¥ o ¢ est
I’application identité.

Une transfromation birationelle est encore appelée une trasformation de Cremona.

Dans cette section, nous montrerons que les deux algébres elliptiques en dimen-
sion 5 sont relation par le biais d’une transformation de Cremona.

Considérons la trasformation de Cremona donnée par les polynémes homogénes
suivants :

Yo =0+ axors — e
Y = ZL’12 =+ arsly — IQ;EO
Yo = [L’QQ + Aoy — :vga:rl (511)
ys = x3° +aror; — B2
Yy = x4% + awqzy — 2013

En général, cette transformation n’envoie pas le tenseur de Poisson ¢5; en une
structure de Poisson H-invariante quadratique. Cependant, si nous posons

4=—= (5.12)

alors la structure de Poisson g5 ; avec le parameétre ¢ devient la structure gs o.

La contrainte de dualité (5.12) est calculée de la maniére suivante : nous savons que
la structure de Poisson résultante devrait prendre la méme forme que la structure
¢5,1 avec des coefficients différents. Nous imposons donc cette contrainte et calculons
alors le crochet {y;,y;} en fonction du paramétre ¢ de I'algébre de Poisson g5, et
le parameétre a du changement de variables. Cela n’est possible que si a est solution
du systéme suivant :

.3 4 5.2 3_ 9.2 6.4 __
{ a’q+4q¢a+2q¢°a*+2q¢ —2a°+a°q¢" =0 (5.13)

~1+2a%¢* —a®¢® +2aqg =0
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a = —1 est solution du sytéme ci-dessous et on obtient une classe de structures de
Poisson dépendant d’un parameétre non-linéaire : ceci correspond a la structure gs o.
a = %5 sont solutions de la seconde équation. La premiére équation impose a ¢ de
prendre 5 valeurs possibles et nous obtenons des structures de Poisson ne dépendant
d’aucun parameétre et n’ayant a priori aucune relation avec gs 5. Les valeurs explicites
de ces parameétres sont :

3+5 5 11+£5V5
a = avec ¢ = ——--.

- 14
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Annexe A

Poisson (co)homology of polynomial
Poisson algebras in
dimension four : Sklyanin’s case
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Poisson (co)homology of polynomial Poisson algebras in
dimension four : Sklyanin’s case

Serge Roméo Tagne Pelap

mars 2008

Abstract

In this paper, we compute the Poisson (co)homology of a polynomial Poisson struc-
ture given by two Casimir polynomial functions which define a complete intersection
with an isolated singularity.

Keywords : Poisson structures, Poisson (co)homology, unimodular Poisson structure, Casimir functions,

complete intersection with an isolated singularity.

Introduction

The canonical or Poisson homology was introduced independently by Brylinski ( [4]) (as
an important tool in computations of Hochschild and cyclic homology), and by Koszul
and Gelfand-Dorfman (inspired by their algebraic approach to the study of bi-hamiltonian
structures).

This homology is defined as the homology of a differential complex degree -1 {Q®*(M), 0.}
on a Poisson manifold (M, 7), where 7 is a Poisson structure given either by a 2-tensor
field 7 € HO(M, A>T M) or, by the corresponding Poisson bracket on algebra of functions
(smooth, algebraic,...) of M : {f, g} =< df Adg,m > . The (—1)—differential 0, is given
on the decomposable differential forms as

O(fodfy A Adfe) = > (=1 fo, fiYdfy Ao Adfi Ao A df

1<i<k

+ > ()T fod{fi, i} Adfu A NdFi A dfs A A,
1<i<j<k

and acts from QF(M) to QF~1(M).

There is a dual notion of Poisson cohomology introduced by Lichnerowicz ( [15]). But
this duality is quite subtle : if the Poisson homology is non-degenerate (symplectic) then
the Poisson homology and Poisson cohomology admit a Poincaré-duality ismorphism ( [4])
which is extended to a class of so-called unimodular Poisson manifolds (those whose We-
instein modular cohomology class is trivial ( [32]) ).

In general, the Poisson homology has very bad functorial properties (this was observed in
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many papers ( [11]) ) which make its computation a challenging and difficult problem. The
Poisson (co)homology depends heavily on the properties of the initial Poisson structure
and, basically, on the structure of its degeneration locus. "Simple" Poisson structures (like
symplectic ones or the slightly more difficult case of regular structures which have a con-
stant rank symplectic foliation) have well-studied Poisson (co)homology.

An interesting and difficult problem is to compute the corresponding (co)homology groups
in the case of "quadratic" Poisson structures.

The interest in these structures is two-fold : they have naturally appeared in Drinfel’s
approach to a quasi-classical limit of "quantum groups" under the name of Hamilton-Lie
groups ( [5]), later renamed Poisson Lie groups. On the other hand, they appeared in the
heart of the Integrable system theory under the name of Sklyanin algebras ( [23], [24]).
It should be noted that almost at the same time, a simpler case of a Sklyanin algebra
structure was studied in a purely algebraic context by M. Artin and J. Tate. In our paper
we will concentrate on the Poisson (co)homology of Sklyanin algebras with 4 generators
(which is the original case introduced by Sklyanin [23]).

Generally speaking, Sklyanin algebras belong to a class of "Poisson Structures with regular
symplectic leaves". This class was introduced and studied in [20] as the next interesting
generalization of "regular" Poisson structures. We mean a class of algebras which are a
quasi-classical limit of associative algebras with quadratic relations which are flat defor-
mations of polynomial functions in C". It was proven in [20] that these Poisson algebras
have polynomial Casimirs (functions which commute with any function on the manifold)
and the "dimension" of this algebra is equal to the sum of the degrees of the Casimir
generators.

Let us describe our basic Poisson algebra in detail.

Let 1
g = 5(1’% + x%) + kxoxy,
1 5 2
g = 5(951 +xy) + kr23,
where k£ € C.

We will introduce a Poisson structure m on C* or, more generally, on Clz1, 2, 23, 24] (in
CP3, in the formal series ring C[[x1, 22, 73, ¥4]],..) by the formula :

df Ndg A dgy N dgs

{f’g}w = dr1 Ndxo N\ dxs A dry ’

Then the brackets between the coordinate functions are defined by (mod 4) :
{zi,zi11} = K xiis1 — Biyatiys;

{zi, zip2} = k($z2+3 - 1'12+1)7

i1=1,2,3,4.

This algebra will be denoted by g4(€), where & represents an elliptic curve, which parame-
terizes the algebra (via k). We can also think of this curve £ as a geometric interpretation
of the couple ¢; = 0, go = 0 embedded in CP? (as was observed in Sklyanin’s initial paper).
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We will follow Sklyanin’s version of this embedding, considering the quadrics Q1, Q2 in C*
and the complete intersection of these quadrics :

1

Q=5 (@l + a5 +a3) (1)
1

Qs = 5(3)% + Jlx% + JQZC% + Jg%%) (2)

The algebra ¢4(€) is given by the formulas :
for iy = (—1ider (22 1415 k=12,
oz
L 0
) = () det(58) Ui k=12,
l

More generally, considering n — 2 polynomials @); in K™ with coordinates z;, i = 1, ..., n,
where K is a field of characteristic zero, we can define, for any polynomial A € K{z1, ..., 2],
a bilinear differential operation :

{}  K[x1, . xn] @ K21, ..., 20] — K[z, ...\ 24)
by the formula

df Adg AdQy A .. AdQn_s
=\
{f.9} dzi ANdxa A ... \Ndz,

. f,9 € K[z1,...,xy] (3)

This operation gives a Poisson algebra structure on K|z, ..., z,]. The polynomials Q;,i =
1,...,n — 2 are Casimir functions for the brackets (3) and any Poisson structure on K™,
with n — 2 generic Casimirs @);, is written in this form. Every Poisson structure of this
form is called a Jacobian Poisson structure (JPS) ( [14], [12]).

The case n = 4 in (3) corresponds to the classical generalized Sklyanin quadratic Poisson
algebra.

In [21], Anne Pichereau gives the Poisson (co)homology of a Poisson structure given on
K™ by the formula (3) when n = 3 and where the Casimir (1 is a weight homogeneous
polynomial with an isolated singularity in zero.

The goal of this paper is to find the (co)homology of a Poisson structure given on K™ by
the formula (3) when n = 4 and where the Casimirs ()1 and Q2 are weight homogeneous
with an isolated singularity in zero. We use a method similar to that of Pichereau in [21],
Van den Bergh in [28|, or Marconnet in [17].

The results of the paper will be used in our subsequent research of cohomological properties
of "quantum" counterparts of the algebra g4(€) known also as Feigin-Odesskii-Sklyanin El-
liptic algebras Q4(E). We will apply the Brylinski spectral sequence arguments to compute
their Hochshild homology ( [27]).

The paper is organized as follows. We start by introducing some basic notions of Poisson
(co)homology, the De Rham complex and we introduce some applications and operators
that we use to have a simple description of Kéhler differentials and of Poisson homology
complexes. The next part is devoted to homological tools we are going to use to compute
the Poisson homology. The last part of the paper is devoted to the computation of the
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Poisson (co)homology of polynomial Poisson structures when the space of Casimir func-
tions is generated by two polynomials which form complete intersection with an isolated
singularity. We apply our method to compute the Poisson (co)-homology of the Sklyanin
algebra.

Acknowledgements. The author is grateful to Jean-Claude Thomas, Yves Felix and
Michel Granger for useful comments and discussions. This work is a first part of my thesis
prepared at the University of Angers. I would like to take this opportunity to thank my
advisors, Vladimir Roubtsov and Bitjong Ndombol, for suggesting to me this interesting
problem and for their availability during this projet. This work was partially supported by
the Programme SARIMA.

1 Poisson (co)homology complex

Consider (A, 7 = { }) a Poisson algebra. This means an antisymmetric biderivation {-, -} :
A x A — A such that (A, {-,-}) is a Lie algebra.

1.1 The de Rham complex and Poisson homology complex

We recall that the A-module of Kéhler differentials of A is denoted by Q!(A) and the
graded A-module QP(A) = AP Q!(A) is the module of all Kihler p-differential. As a
vector space, respectively, as an A-module, QP(A) is generated by elements of the form
FdFy A ... N dF,, respectively of the form, dFy A ... A dF},, where F, F; € A, i =1,...,p.
We denote by Q°(A) = @,enQ(A), with the convention that Q°(A) = A, the space of all
Kéhler differentials.

The differential d : A — Q(A) extends to a graded K-linear map

d: Q%A — Q*H(A)

by setting :

d(GdFy A\ ... NdFp) :=dG NdFy N ... NdF,
for G, F1,...,F, € A, where p € N. It is called the de Rham differential. It is a graded
derivation, of degree 1, of (2*(A), A), such that d> = 0. The resulting complex is called
the de Rham complex and its cohomology is the de Rham cohomology of A.

The Poisson boundary operator, also called the Brylinski or Koszul differential and denoted
by 9 : Q*(A) — Q°*1(A), is given by :

Op(FodFy A . NdFy) = Y (=1 Fo, F}dFy A .. ANdF; A .. A dFy
1<i<k

+ > ()M Rd{F, Fj} AdFy A ANdF; A dF; A A dEY,
1<i<j<k

where Fy, ..., Fp, € A.

One can check, by a direct computation, that 0y is well-defined and that it is a boundary
operator, 9y o0 011 = 0.

The homology of this complex is called the Poisson homology associated to (A, 7) and is
denoted by He(A, 7).
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1.2 The Poisson cohomology complex

Definition 1.1. A skew-symmetric k-linear map P € Homg (AFA, A) is called a skew-
symmetric k-derwation of A with values in A if it is a derivation in each of its arguments.

The A-module of skew-symmetric k-derivation is denoted by X*(A). We define the

graded A-module
) = Pt
keN
whose elements are called skew-symmetric multi-derivations. By convention, the first term
in this sum, X0, is A, and X*(A) := {0} for k < 0.
The Poisson coboundary operator associated with (A, 7) and denoted by ¢ : X*(A4) —
X*TL(A), is given by :

FQ)Fo, Fr, s Fi) = Y (~1){F, Q(Fo, Fi, ey Fy, .., )}

1<i<k

+ > (-O)MQUE.F} Ry, . B, F L )

1<i<j<k

where Fy, ..., Fj, € A, and Q € X*(A).

One can check, by a direct computation, that §* is well-defined and that it is a coboundary
operator, 651 o 6F = 0.

The cohomology of this complex is called the Poisson cohomology associated with (A, )
and denoted by H*(A, ).

1.3 Unimodular Poisson structure

In this part, we consider the affine space of dimension n K™ and its algebra of regular
functions A = K{z1, ..., zp].

We denote by S, 4 the set of all (p, ¢)—shuffles, that is permutations o of the set {1, ..., p+q}
such that o(1) < ... <o(p) and o(p+1) < ...<o(p+¢q),p,q € N.

The family of maps * : X*(A) — Q""*(A), defined by :

*(Q) = Z G(O')Q(ZL‘U(D, ey xg(k))dxo(k+1) JARAN dl‘a(n)

0ESk,n—k

are isomorphisms.

Assume a Poisson structure on A is given. It is natural to ask wether we have the same
duality between the Poisson cohomology and the Poisson homology. Generally, the answer
to this question is negative. Besides, it is easy to see that the answer depends on the Poisson
structure we have. For example such a duality does exist for the wide and important class
of unimodular Poisson structure ( [32]) which Jacobian Poisson structures belong ( [12]).
If we denote by D, the map : D¢ := % odox: X*(A) — X*"1(A), where d is the de
Rham differential, we say that a Poisson bracket 7 on A is unimodular if Dy(7) = 0.

Our purpose is to find the homology and the cohomology of the Jacobian structures on
K|x1,x9,x3,x4]. These structures being unimodular, our objective in the sequel will be to
determine the Poisson homology of such Poisson structures.
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1.4 Vector notations

Now, we are going to present some vector notations which we shall use afterwards. Let us
consider the following applications and differential operators :

X .A4 x A% — A®
X 1Yy — Xy,
X1 Y1 X1Ye — XoYy
X=| - LY = — XxV=| Yy
X4 Y4 X3}/1 - Xl}/?)
XoYy — X4Ys
X A x AS — Al
X, n ~XaY3 + Xa¥s — Xa¥e
< : Y4 - X3Y1 — X1Yy + X4Y5
X = Y = . XxY =
] , H —XoY1 + X4Ys + X1Yy
Xy Ye —X3Ys + X1Y3 — XoY;5

We denote by ” -7 the scalar product in A% or in AS.

f: A% — A% is an A-linear morphism given by the matrix :

0 0 -1 0 00
0O 0 0 1 00
-1 0 0 0 0O
0O 1 0 000
0O 0 0 001
0O 0 0 010
?X .A4 — .Aﬁ
VoA — Al o~ o
OF Yy _ Y1
xr1 )/1 6m1 61‘2
= — - = oYy _ 9Ys
F +— VF= Y = — VxY=|[ 9B g
' ’ Orsz  Oxa
OF \ 7 oY; _ 0Ys
X
4 % B a‘%
6x2 8174
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Vi AS s At

G _9Gs 4 0Gy _ 9Gg

6364 322 81'3

N N 9G1 _ 0G4 +9 9Gs

G=| - — VXG = 8‘”g+é+éﬁ

. 52 814 8G1

G6 8x§ + 82:1 T Dzo

Div(-) : At — A
K,
? = ’ — D1V Z 3
. z;

Ky

By direct computation, we obtain the following properties :

Proposition 1.1. The previous operators satisfy the following properties :

1. f% = Id e;

2. f(@)-g=2-f(7), Z,9¢eA%

3. f(@)-f() =79, Z,§eA5

4. Z-(gx2)=9-(2Zxf(X), £ A% 7,2 € A%
5. & (§R5) = —7- (Fx5), T,7¢€ AL, 7e AS;
6. - (fx7)=0,7c A, 7ec AS;

7. 7%(

>
—
8
X
Xy
&H
~—
8
X
<y
I

¥
10. (Exf(Fx D)X (Gx2Z) =0, Z,7,7€ A%

11. Zif("xg’):—(é’a‘:’)gj—i—(,?g’)", :fa _’\756"44;

12. ZXf(@ExY)) xt=—(Z-D)Fxt+ (Z-NTxt, &7, 71tc A
18. (EXf(Gx D)) x 2= (T -D)fx Z, Z,i,7€ A%
14. (EXDxXf(Exi) =—(Z-f(@x§))E Z,9,Z7€ AL, 7€ A°
— _ 5 - — R o — 4
15 VX(Z xg) =yx(V xZ) —Zx(V x7), & ye A%
— — —
16. VX FE=FV xZ+VFxZ, FcA icAY
i g = _ o
17. VXFi§j=FVXxij+ VFxy, FeA, ijecAS;



18. Div(FZ) = VF -7+ FDiv(f), F e A, 7€ A%

19. Div(@x§) =7 f(V x @) — & - (Vx§), T € AL, e AS.
Proof. Let us give a proof for formula (19) for example.
Consider = (X1, X2, X3, X4)' € A' and § = (Y1, ..., Y5)" € A°.
We have :

Div(EX§) = 52 (—XaYs + XoYs — X3Y5) + 52 (X3Y1 — X1Ya + X4V5)
+30; (—X2Y1 + Xy Yo + X1 Y5) + - (—X3Y2 + X1 Y3 — XoY5)

0X. 0X 0X. 0X 0X 0X.
=g~ ) Vel g )+ g~ o)
+n(gh 2y L yo(gh gk L ve(gh —Ghy

@ 9 oy N, ovi oy
—Xi1(oey — Gas — aa) — 2“5 + oy + )
oy (OYa _ OYi | Yo\ _ x (DY L 9Ys . OYa

Xs( ) — Xu( )
3\ oz, Oxo Ox4 4\ 52, Oxo Ox3

=y f(V xZ) -2 (VXy).

g

According to the definition of K&hler differentials, we have the following isomorphisms
of A-modules

QL(A) g
Fidx1 + Fodxs + Fydxs + Fydry +—— (Fl, e F4)

02(A) -, AP
Fidry Ndxy + Fodxy Adxo + Fzdrg ANdry +—— (Fl,FQ,...,F6)
+Fydxs A drey + Frdxs A dxq + Fgdro A dxy

O3 (A) — At
Kidro Ndxs ANdry + Kodrs Ndxy ANdry +—— (Kl,...,K4)
+Ksdri N dro A dry + Kydxs A dxy A dxg

Q4(A) = A
Udxi Ndxo Ndes Ndxy — U

According to the previous isomorphisms, we can write the de Rham complex in terms of
elements of A, A* and AS :
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K — A Y —— AS — At — A — 0
—
F +—— VF
— - =
F +— VxF (4)
— - _ =
G — VXxG

— —

K +—— Div(K)

Proposition 1.2. (Poincaré’s lemma) The de Rham complex (4) of the polynomial algebra
A = K|zx1,..,24] is an exact one.

Proposition 1.3. According to the previous isomorphisms, Poisson boundary operators
associated with the Poisson algebra (A, ) given by two generic Casimir functions P1 and
Py, can be written in a compact form :

0— A2 4t %, g6 %2, g4 O,y (5)
where
(H)=(V xH) - f(VPx VP),H € A*
(G) = —(VXAOXF(VPLx VR) —~ V(G- f(VPL x VP)), G € A°
K

)= Di(K)VP, x VPy+ V x (Exf(VP, x V)

- = —

04(U) = —-VUX(VP x VD)

Proof. Let us give a proof of the last formula and let Udz1 Adze Adxs Adzy be an element

of Q*(A). We have 04(Udzy A dog Adxg Adwg) = (I) + (II), where :

(I) = {U, :IZ1}d:L’2/\d.CC3/\d.T4+{U, l’g}d.ﬂ?g/\d:ﬁl/\dx4+{U, a:g}d:cl/\dxg/\d:z4+{U, SC4}d:L’2/\dLU1/\da?3

and

(I1I) = =Ud{x1,x2} Ndxs ANdxy + Ud{x1, 23} A dxg A dzs6 — d{x1, 24} A dxo A dzs+
— Ud{xa,x3} Ndzy ANdxy + Ud{xa, x4} Ndzy Ndrs — Ud{xs, x4} A dzq A dzo.

This second term is exactly (II) = —Ud(dPy A dP>) = 0. Then the boundary 04(Udx; A
dxa N dxg A dxy) is equal to the first term (7).
But using our identification, we have 9,(U) = (K1, K2, K3, K4)!, where K; = {U, z;}.
We can see, by a simply computation, that
dU Ndxi ANdPy A\ dPy
dxy Ndxo A dxg Adry

Kl = {U,$1} =

is equal to

U OPLOP, OPLOPy) OU OPLOP, 0P 0Py U 0P 0Py 0P 0P
8:54 8903 3562 851?2 al‘g axg 6903 8564 8$4 8903 (91‘3 a.’ﬁg 81‘4 81'4 8%2

- . = —
which is exactly the first coordinate of —VUX(V P} x V P;). O
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The Poisson homology takes the following form :

_ A
H()(A,Tr) - {(VxH)-f(VPi1xV P)|HeA*}

H (./4 7'(') = {ﬁGAﬂ(?Xﬁ)-f(?Pl><€P2):0}
(A, {—(VXG)xf(VPIxVP)=V (G-f(VP1xV P)}

Hy(A 1) = {GeAS|(VXG)Xf(VPIxV P)+V (G-f(V P xV Py))=0}
2% (Div(R) f(V PLx N Po)+V x[K X f(V PLx N P2)]}

Hy(A,x) = {KeAY Div(K)f(V Py xV Po)+V x[K % (V Py x V Py)]=0}
Wby = (CVUX(VPIxV Py)}

Hy(A, 1) = {UeAVUX(VP x VEP,) =0}

2 Homological tools

In this part, we introduce the homological tools that we will need to find the Poisson
homology of our Poisson structure. Here, A is the polynomial algebra K[z1,x2, x3, 24].

2.1 Weight homogeneous skew-symmetric multi-derivations

The Schouten bracket is a family of maps

[ ]s 0 XP(A) x XU(A) — XPTI7H(A),

defined by
[P, Qls(F1, ooy Fppg1) = Y €(@)P(Q(Fy1)ys oo Foig)s Fo(gr1)s s Fr(gp—1)
O'ESq,pfl
_(_1)(p—1)(q—l) Z E(J)Q(P(Fa(l)a S Fa(p))7 Fa(p—l—l)a B Fa(p—i—q—l))

0€Sp q—1

for P € XP(A), Q € XU(A), and for F, ..., Fpiq—1 € Afor p,g € N.
By convention, S, —1 := 0 and S_; 4 := 0, for p,q € N.

Definition 2.1. Let V € X1(A) and Q € X9(A). Then the Lie derivative of Q with respect
toVis LyQ :=[V,Q]s

Definition 2.2. A non-zero multi-derivation P € X*(A) is said to be weight homogeneous
of degree v € 7, if there exists positive integers wi,ws, ws, w4 € N*, the weights of the
variables x1,x2, x3, x4, without a common divisor, such that

Lz (P)=rP
where Lz_ is a Lie derivative with respect to the Euler derivation

gw = ’W1.'L’1% + ...+ ’W4.’E4%
1 4
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The degree of a weight homogeneous multi-derivation P € X*(A) is also denoted by
w(P) € Z By convention, the zero k-derivation is weight homogeneous of degree —oc.
The Euler derivation € is identified (with the isomorphisms of the first section) to the
element €, = (w121, ..., war4) € A*. We denote by || the sum of the weights oy + @y +
w3 + wy, so that |w| = Div(éy).

Euler’s formula, for a weight homogeneous F' € A, can be written as VF- €w = w(F)F,
and yields, using (15) of proposition 2.1 : Div(Feég) = (w(F) + |w|)F.

The operator x allows us to transport the notion of weight homogeneity of skew-

symmetric multi-derivations to Kéahler p-differential forms.
Fixing weights wy, wy, w3, wy € N*, it is clear that A = @,;cnAi, where A9 = K and
for i € N*, A; is the K-vector space generated by all weight homogeneous polynomials
of degree i. Denoting by QF(A); the K-vector space given by QF(A); = {P € QF(A) :
w(P) =i} U{0},we have the following isomorphisms :

i = Aoy X Aigwy X Aiwy X Aigwy
i ~ Aito oy X Aito+wy X Aitwgtos X Aitwgtos X Aitogtor X Aitos o,
i = Ai+W2+W3+w4 X Ai+W3+WQ+w4 X Ai+w1+w2+w4 X Ai+w2+w1+w3

A)i = Ait o+ o+ g o

Remark 2.1. FEach arrow of the complex given by (4) is a weight homogeneous map of
degree zero, while each arrow of the complex given by (5) is a weight homogeneous map of
degree w(Py) + w(P), if P1 and Py are weight homogeneous elements of A.

2.2 The Koszul complex-complete intersection with an isolated singu-
larity

Definition 2.3. A weight homogeneous element P € A = K|x1, x9,x3,x4] has an isolated
singularity if
oP OP 9P 0OP
ing(P) = K <, — > 6
-Asmg( ) [$1,$2,$3,$4]/ 83517 85627 835‘37 8%4 ( )

has a finite dimension as a K-vector space.

The dimension of Aging(P) is called the Milnor number of the singular point.
We shall now give a definition of dimension for rings. For this purpose, note that the length
of the chain P, D P._1 D --- D Py involving r + 1 distinct ideals of a given ring is taken
to be r.

Definition 2.4. The Krull dimension of a ring R is the supremum of the lengths of chains
of distinct prime ideals in R.

Definition 2.5. Let R be an associative and commutative graded K-algebra. A system of
homogeneous elements ay, ...,aq in R, where d is the Krull dimension of R, is called o ho-
mogeneous system of parameters of R (h.s.o.p.) if R/ < ai,...,aq > is a finite dimensional
K -vector space.
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For example, if we consider the K-algebra A = K][x1,...,z4], graded by the weight
degree, we have a natural h.s.o.p. given by the system x1, x2, 3, x4.

Definition 2.6. A sequence a1, ...,a, in a commutative associative algebra R is said to
be an R-reqular sequence if < ay,...,a, ># R and a; is not a zero divisor of R/ <
a1,y Gi—1 > fori=1,2,...,n.

For any regular sequence aq, ..., a,, we can define a Koszul complex which is exact (see
Weibel [30]) :

0— AYR") — - — A"E(R?) £ ATTHR?) S AR
n
where w = Zaiei and (e, eq, - ,ep) is a basis of an R-module free R™.
i=1
In our particular case, R = K[z, 22, -+ ,Zy], using the identifications A’(R") = QP(R),
the Koszul complex associated to the sequence g—fi, gTZ’ cee 59712 (P € R) have the follow-

ing form :
0— AL Q1 A) — - — an2(4) 28 an-1(4) 228 on(a)

Using the vector notation for n = 4, we have the following complex :

0 — AYE g4 VL 40 V2 g0 V8 4
Theorem 2.1. (Cohen-Macaulay). Let R be a noetherian graded K-algebra. If R has a
h.s.o.p. which is a regular sequence, then any h.s.o.p. in R is a reqular sequence.

Thus, for each P € A = K|z, ..., 4] which is a weight homogeneous polynomial with
an isolated singularity, the sequence gTi’ gTZ’ g—xpg, % is regular, the associated Koszul
complex is exact.

Definition 2.7. Let R be a noetherian commutation ring with unit. The depth, dpth(I),
of an ideal I of R is the mazimal length q of an R-regular sequence ay,--- ,aq € 1.

Let M be a free R-module of finite rank n, where R is a a noetherian commutative
ring with unit. We denote by AP(M) the p-th exterior product of M. By convention
A(M) =R.

Let m1,- -+ ,nk be given elements of M, and (eq,--- ,e,) be a basis of M.

mN---Ang= Z (TR 7 MV ANV AN 7
1<i1 <-ig<n

We denote by 2 the ideal of R generated by the coefficients a;, ... ;,, 1 < i1 < ---if < n.
Then we define : ZP :={ne NP(M):nAm A---An =0}, p=0,1,2,---
p—1

k
HP =20 i n \ (M), p=0,1,2,--
i=1
We have the following result from Kyoji Saito :

Theorem 2.2. ( [22]) H? =0 for 0 < p < dpth(2l).
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Let us give an example. Suppose A = K|[x1, x2, 23, 4] and consider Pi, Py, two weight
homogeneous polynomials in A. We say that (P;, P») defines a complete intersection if
(Py, P») is aregular sequence in A. And (P;, P») has an isolated singularity if A/(Py, Pa, 0P 0Py

8901- am]'
%%,i < j =1,2,3,4) is a finite dimensional K-vector space. This dimension is also
7 7

called the Milnor number of singularity and denoted pu.
Let (P1, P») be a complete intersection with an isolated singularity.

OP;
We denote by n; = Za—;ei, j = 1,2, where (e, e9,€3,¢e4) is a basis of a free . A-module
i=1 "

.A4
' 4
Then m1 Ang = Z aije; N\ ej, where a;; = %12 g—fj — %%—%.
i<j=1
Let & = (aij,i < j =1,---,4). From the book of E.J.N. LOOIJENGA ( [16], pages 25 and

49), we have dpth(2) = 3.
Then for n € AP(AY), p = 1,2, if n Am A = 0, we have n = a1 ANy + as A 12,
a1, 0 € AP71(A?). Using the vector notation, we get the following results :

— — — — — — —
Lemma 2.1. For G € A%, (VP x VP) - f(G) =0 if and only if G = Hy x VP, +
— — - —

Hoy x V Py, where Hi, Hy € A%

— —__ = — — — —
Lemma 2.2. For H € A*, Hx(V P, x VP) =0 if and only if H = UiV Py + UV Py,
where Uy, Uy € A.

3 Poisson homology and complete intersection with an iso-
lated singularity

Let us consider the polynomial algebra A = K[z, ...,z4] where K is a field of character-
istic 0 equipped with the Jacobian Poisson structure m given by two weight homogeneous
polynomials Py, P, which define a complete intersection with an isolated singularity.
First we compute the kernels (kerd;)i=123.4.

Proposition 3.1. kerd, ~ K[Py, P;]

Proof. Let U be a weight homogeneous element of Q*(A) ~ A such that 9,(U) = 0.
- _ /= — — — —

Then VU X <VP1 X VPQ) — 0. Using lemma 2.2, VU = a1 V P, + a2V Py, a1, 0 € A.

- = — — = — - = - _ = —

VXxVU=Va;xVP+VasxV Py Since VxVU =0, we obtain Vaj x (VP xV Py) =
- _ = —

0 and Vagx(V P, x VPy) =0. Thus a1, ay are elements of ker 0.

We can continue this procedure by defining elements (Ui(n)) of ker 04 in such a way that

?Ui(”) = UQ(?fll)?P1+U2(?+l)€P2. It is clear that maa:(degUz(:L_Jrll), degUQ(?H)) < degUi(n).

Therefore there exists m € N such that ?Ui(m) =0,Vi=1,...,2™. Hence Ui(m) = C’Z-(m) €

- m) o m)= m) o m)— .

K. Since VU™V = U™ VP + UMV Py, = ™,V Py + SV Py, by the Poincaré

lemma there exists C’Z-(mfl) € K such that Ui(mfl) = C’g@lﬂ + Cé:-n)PQ + C’Z-(mfl).

We have UQ(?J:D = C’g@lpl + Ciﬁ)ZPg + C'g-'rll); Ug(ﬁgl) = C’g@i})ﬂ + Ciﬁ)ZLPz =+ C’éﬁ;l)
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and VU™ = UQ(ZFIU?H + UQ(ZLFEU?PQ. By an easy computation ng_)gPl?Pg +

) pop S 0 p o (") pFpl— T w
C\m, PNV Py = VV, V € A Because V x [CS, PV Py + C\", P,V P = ¥V x VV =0,
we have C{Y, = 05;1’2, and UV = 1ot p2 4 1\ P2+ otV P+ o8Py +

Cil_BQPlP2+C( 2 At the end of this procedure, we obtain the existence of a g € K[P, Ps]

such that U = g(Pl,Pz). O

.. — — —
Proposition 3.2. kerdy = {a1 VP, + a3V P, + Vasg|ag, az, ag € A}

Proof Let FI)(Hl, Ho, H3, Hy) be a weight homogeneous element of Q!(A) ~ A* such that
- = — — - =
51( )=(VxH)- (VPl X VPQ) = 0. Accordlng to lemma 2.1, there exists H', H" € A*
- = "=
such that V H:H’XVPl—i—H"XVPg
—> — —_ /= —
We have 0=V (V x H) = Vx (H'x VP )+ Vx (H' x VP)
— = = e T
But using property (15) of proposition 1.1, we obtain VP X(V x H')+ VPyx(V x H") =
0. — — - . = =
As a direct consequence, V Py- <VP1><(V « o )) —0= VP1-<VP2><(V X H“)). There-

X
X

|

fore H' and H" are other elements of ker@l

When we apply this procedure to H' and H" , we get four other of elements of k:er81
—
Continuing in this way yields the existence of elements ( p) of kerd; such that v x

H™ — Hgm'll) X VP +H(”+1) X VPQ We can notice that mazx <degHgL+11), degH(nH)) <

degHZ(. ). Then there exists m € N such that V X HZ( m - 0, Ve =1,...,2™. So there exists
wim) € A such that ﬁim) = ?w(m),

L g mme) e [ mg o Z(m-1) _
Since V x H; =V X [@21 1V P+ gy VP2:|, by the Poincaré lemma H, =
P VP + oV P+ Vo™, o e A,

Trm=1) _ (m)

1), 73(m—1
We have : HQH—I %ZHVPl‘HOz(L +)2vp2+v‘Pg:H ) Hg:w )= 904(11423VP1+904(1@J24VP2+

Vi Yand V ><H§f’:1 D= (wiﬁgg - wg%) V PyxV P+ V x [gpgﬁl”vpl + oIV Py .

_ . - ~ _ (m=2) (m g (m-1)g
It is easy to see that VXG =aV P xV P, where G = Hi Vo501 VPI—0g 0 VP

and o = g051?23 — gofl?fgz.

- _ = —> - . = —
Since 0 = Vx(V x G) = Vax(VP x VPQ) « is an element of kerdy. Therefore
—7(m—2 - m—1
HEH )= (Spgzﬂ "t Solvpl + (Péprg )VP2 + Vw
At the end, we have : H = a1VP1 +a2VP2 + Vag, a1, a9, a3 € A O

Proposition 3.3. kerd; = {aés + VUX (VP x V Py)|a € K[P1, P3),U € A}, if |oo| =

Proof. Let K e kerds, be a weight homogeneous element of Q3(A) ~ A%
— = — — e —
Then div(K)VP, x VP, + V X <K><f(VP1 X VPQ)) = 0. But using property (8) of

— —_ = — — —
proposition 1.1, we see that (v « (KX f(V Py x VPQ))) f(VP, x VB) = 0, In other
words ﬁif(?Pl X ?PQ) is an element of kerd;. Therefore,
—_ = — — — —
KXf(VPl X VPQ) =a1 VP +a3VP + Vas,
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— = — — — — —
where aq, ag, ag are elements of A. Thus Div(K)VPIXVPa+Var X VP +Vayx VP =

- _ — = — — — — —
0. So V P;x [Dw(K)vpl X VP + Vo x VP + Vasx VP =0,i=1,2.
According to properties (9) and (7) of proposition 1.1, we obtain ?ozp?(?Pl X ?Pz) =0,
1=1,2.1.e., a1,a9 € ]([fﬁ,fﬁ].

T — —= — — — —

Thus Div(K)V P, x VP + Va3 x VP, + Vas x VP, =0, and we obtain Div(K) =

Oaq aa2

op, ~ ap, . On the other hand, using property (10) of proposition 1.1, we observe that ag
is an element of K[Py, P].
We obtain

{ f(epl X VP2) BV Py + 3,V Py (a)

7 0 0
Div(K) = g — 9% (b)

Here 81 = a1 + g‘;‘“’, and 2 = az + 5 80‘3
—_ = — — —
(a) = (Kxf(VP1 X VPg)) X VP = <61VP1 +62VP2) X VP, i=12

By property (12) of proposition 1.1, we have 3; = (—1)iﬁ . ?Pi, i#£5=12.
According to the degree equation 61 € P, K [Py, P, and G € PLK|[Py, P].
g g q ) ) 9
Let us suppose that 3; = cPr Pr2tL,
— 122 — — - _—= =
Then €5 - VP = w(Py)Py = K = 5P P}?¢5 + G, where G = VPR3 X, X € AS.
K -VP =—fy= By+cPl PP = (VP X) - VP, ¥ri,rs €N,
According to the degree equation, By = —cP/' 1 Py2.
Then N
K -VPy=cP'Py>t!
7 v r1+1 pr
K -VP =cpPitipp
—
Div(K) = ¢(2+ 11 + ro) P Py?
— =
G-VP,=0
— =
K= (P)P’“IPT2€W+G;» G- VP =0
’ Div(G) = ¢ (2 -

i) PR =0

Then G VP1 —0:>

—i: — — — - =
Using lemma 2.1, X1 = F1 x VP + Fa x V Py, Fy, Fye At
— - _ /= — —
G =VPx(Fix VP + Fsx VPQ)
e Sy S —
= ‘7]?1X 172 X ‘7fﬁ)
—_ = — — —
— Fx (VP1 X VPQ) ,where ' = — F's
— — — — — — —
Since Div(G) = 0, we have (VP1 x VPQ) - f(V x F) = 0. Therefore F = a1V P, +
— — — - _ /= —
sV Py + Vag, ar,as,a3 € A, and G = Vasx (VP1 x VPQ) . 0

— — — — — —
Proposition 3.4. kerd, = {UV P, X VPy+ Va1 X VP + Vag x VP|U,a1,as € A}
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Proof. Let kerds, be a weight homogeneous element of Q%(A) ~ A°S.

_—= — — - /= — —
We have ( G) f(VP X VR +V (G (VP X vp2)) —0.

— —_—=\ . = — - _ = = —

Then V x (VXG) < f(V Py x VPQ)} + Div(VXG)V P x VP, = 0.
Therefore, VX G = aéw + VUX(VP x VP), a € K[P1, Py, U € A.
O—Dw(v ):( ()+|w\)a:>a—0

= . = — — e
Thus VX G = VUX (VP x VPQ), e, G=UVP xVP+V x X, X € A%,
But using properties (10) and (8) of proposition 1.1, we obtain

><|<]

ﬁgﬁxiyﬂﬁaxﬁg»:q

and
- = — —
(VxX)-f(VPLx VP) € K.

For degree reasons, (V X X) f(?Pl X VPQ) = 0.
Then from proposition 4.1, X = 1VP1 + aQVPg + Vag, o1, a9, a3 € A. O

Proposition 3.5. The following complexes are exact and the arrows are maps of degree
zero :

0 — K[P, P)] -5 A(—w(P)) @ A(—w(P)) @ A 2, kerdy — 0 (7)

a(u(PhPQ)) - (_%7 _%7’“’);
= — —
Blaq,az,a3) = a1 VP + aaV Py + Vas.

0 — K[P1, Po](~w(P)) ® K[Py, P)(—w(P2)) — (8)
L A(—w(P) — w(P)) & A(—w(P1)) & A(—w(P)) —— kerdy — 0

’Y(a17a2) — (% - %aalaQZ);
— — —
E(U, 041,042) =UVP x VP +Va; x VP, +Vayg x VP,

0 — K[P1, Po)(~w(Py)~w(P)) 2 K[P1, Po)(~|w|)@A(~w(P1)~w(Py)) ~Z kerds — 0
(9)

OV (P, )= (0,V); B
O'(U, V) = Uéw + VV;((Vpl X VPQ), ’if \w| = QW(Pl) = QW(PQ),

Proof. Let us give the proof for the first sequence :
— — = — — — _ = —
If ay VP +a3VP+ Vasz =0, then (041VP1 + oV P+ VO{3)><(VP1 X VPQ) =0.
- _ = —
Therefore, Vasx(V P, x VP,) =0 and ag € K[Py, P].
— — — —
Because 0= (1 VP +aaV P+ Vas) x VP, for i = 1,2, we have o; = —g%gj’, fort=1,2.
We can conclude that the first complex is exact. The proof of the 2nd and 3rd complexes
is similar. O
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We also have the following trivial exact sequence of complexes :

0 — kerdiq, — QM (A) — kerd; — H;(A,m) — 0 (10)

where ¢ = 0,1,2, 3, and the arrows are maps of degree zero.

Remark 3.1. By using the exactness of the complezes (7), (8), (9), (10), we obtain the
Poincaré’s series of the Poisson homology groups. We can obviously notice that these series
do not depend on the polynomials Py and Pa, but on the weights and degrees of P, and Ps.

We are explicitly going to calculate these Poincaré’s series in the quadratic and homo-
geneous case.

Theorem 3.1. If wy = ... = wy = 1 and w(P1) = w(Py) = 2, then as K-vector spaces,
H;(Q*(A),m),i=0,1,2,3,4, have the following Poincaré series :

P(Hy(A ), 1) = 2,

P(H\(A,),t) = Lo,

P(H(A7).1) = 2540,

PH(A )0 = i

P(Hy(A,7),t) = oy

Let 6 = dx1 A dxo A dxs A dzyg, and p = wizidaes A dxs A dry + woxodxs A dxy A day +
wsxzdrl A dxo A dxryg + waxsdas A dxy A dxs.

Theorem 3.2. Hy(A,7) is a rank 1 free K[Py, Py]-module generated by ¢.

Theorem 3.3. If |w| = 2w (P), then
H3(A,m) is a rank 1 free K[Py, Po]-module generated by p.

Proof. We have proved that, if |w| = 2w(Py), then kerds = Imos + K[P1, Ps)é.

Now, let a € K[Py, P»] and U € A such that aéy = ?Ui(§>P1 X ?Pg). We can suppose
that « is a weight E&)moggleous E})lynomial.

We have 0 = Div(VUX(V P; x VP,)) = Div(aey) = (w(a) + |w|)a.

Therefore o = 0. O

Now we suppose that P, = Q1 + @2, P» = Q2 where : Q1 and Q)2 are given by :

1
Q1= i(x%—kac%—l—x%) (11)
1
Q2 = §($421+J1{L‘%+JQZE§+J31‘§). (12)
’wl:...ZW4:1; JZ#JJ lfz#], for alli:1,2,3, Ji;&—l,(),l.
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Theorem 3.4. [2] The homological group Ho(A,m) is a rank 7 free K[Py, Ps]-module
generated by (1;)o<i<e = (1,$1,$2,$3,$4,$%,3§§).

Remark 3.2. We can remark that Hy(A,m) ~ K[Py, Po] ® Aging(P1, P»).
Here Asmg(Pl,Pg) = ?, where J s the ideal generated by Py, Po and the 2 X 2 minors of
the Jacobian matriz of (P1, Ps).

Theorem 3.5. The homological group Hi(A,x) is a free K[Py, Py] module given by :

6 5
Hi(A,m) =~ (DKIP, PoV ) & (DK [P, PV Py) @ K[P1, Po]V P& K[Py, PV Py
k=1 k=1

where, (,Uz‘)OSiSGS = (17 x1,x2,T3, T4, IE%, .’L’%)

Proof. Let H € kerd,.

— — — —
Then H = o1 VP +asV P+ Vag, ;A
Using the previous result :

Nl Ml 6
— —
ar=f(V xH)- (VP x VP) + 3.5 S A PiPiw,
i=0j=0k=0
For [ =1, 2, we have :
— — — N M, L =
VP =f(VxH) (VP xVP) VPZ*ZZZA W PiP iV P
1=07=0k=0
N, M, N
— 0, (( 1)U, vpl) +ZZZ)\ PPl P,
1=04j=0k=0
N3 M3

Vag =V (f(V x H)- (VP x VP)) + Z SN N PP | Y,
k=1 \ :=035=0
N3 M3 6 o -
22 > N PR eV Py
i=0j=1k=0
N3 M3 6 ‘ N
S P
i=1j=0k=0
N3 M3

6
232(—€><ﬁ3)+z SN X kPP Y bk

k=1 \ i=0;=0

6 N3 M3 NB M3
SN P P Y P+ YOS AR LR iy Y Py
k=0 \ i=14=0 1=07=1
Therefore : kerd; = Imds + I, where :
6 6 6
L = |(PK[P. PV ) + (DKIPL, PoliV Pr) + (D K[PL, Poli.V Py)
k=1 k=0 k=0
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Then Hl(A ) = 7I1ﬂ§m82
N
Let Gi = f(?:rz X € ), Gg = f(Va? x &), for i =1,2,3,4.
— — = —
We have 02(G;) = —Jix; VP + (Ji + 1)a;V P+ 2(J;PL — (J; + 1) Py) Vi, for i = 1,2,3
— — — —
and 82(G4) = —x4VP +24VPr+2 (P1 — PQ) Vaa.
— — —
Therefore x; V Py can be written as a K [Py, Py]-linear sum of x; V P; and V.
On the other hand,
— — — — — —
0o(G) =3J;22V Py — (J; + 1) a2V Po+ 4(PaV Py — PLV Py) + 4 (J; Py — (J; + 1)) Va2,
— = — — — —
for i =1,2,3 and (92(G£1) = 3$421VP1 - CUAQLVPQ + 4(P2VP1 — P1VP2) + 4(P1 — PQ) V.TZ
But using the Casimir relations, 23 = —2Jo Py + (Jo + 1) Py + Jo122 + Jozx?, where Jij =
Ji — Jj, we obtain :

= Jo1 = Joz = 3.Jo1 3J23 = =
o(G) - Gh)—o G 22V P 2V P —6J,P VP,
— — 491 — —
+ 6(J2 + 1)P2VP1 +6JoP VP — 6(J2 + 1)P2VP 1 (PQVPl — P1VP2)+
4J91 = 9 4J23 = 4J23 = 2
— — 1)P. PoVP —PVPEP)— J3—(J3+1)P
J1+1(J1 (J1+1)P) Vs — A 1( Y PL— PV Py) J3+1( 35— (J3+1)P2)Vas+
— — — —
+4(P2VP1 P, VP )—8J2( PQ) VP +8(J2 + 1) (P1 —Pg) V Py+

.2 .2
+4Jo1 (P1 — P2) Vi +4Ja3 (Py — Po) Vs,

Therefore kerd, = Imds + I, where

, 6 — 5 — — —
I = (O _K[P, P V) + (O_K[Py, PV Py) + K[Py, P|V Py + K[Py, Py|V P,.
k=1 k=1
Then Hi(A,7) = I’ﬂﬁimaz

But Hi(A,7) and I] have the same Poincaré series. Thus P(I] N Imda,t) = 0 and I} N
Im82 =0. O

Theorem 3.6. The homological group Ha(A, ) is a free K[P1, Py] module given by :
— —
Hy(A, ) (EBK P, P)(Y s, % VP1)> @ K[Py, (VP x VP).
k=1
where, (11;)1<i<6 = (T1, %2, T3, T4, T3, 73).

Proof Let G e k:er@z
G = aOVPl X VPQ + Vozl X VPl + Val X VPQ, ap, o, o € A.

We have
— — — — N M, 6 S
a=f(VxH) (VP x VP)+> Y N N PPy,
i=0j=0k=0
But :

— — — — — — - _ = —
(f(V X H()) . (VP1 X VPQ)) VP1 X VPQ = 83(HOX(VP1 X VPQ)),
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- = = — - = — — —
(VP X(V x H)) = -V (f(v ¥ H;) - (VP x vpz)) ¥ VP, forl =1,2.
On the other hand

! _ l ipi, T < P\ . pipitl, P
D3(N, 1o PL P 1) = @ (pr) N,y PLPS 11 NV Puxc Y Potao(Po) N, PLPS T eV g x V Pt
. L = —
— w(PO)N, 1 P PV e < V Py

Therefore kerdy = Imads + I, where

6 — — 6 — — — —
Iy =) K[P\, PV x VP + Y K[P|, PV x VP + K[P, PV P x VP,.
k=1 k=1

Then HQ(A ) = 7[2ﬂ§m83
N
Let Ki = (Kzl,Kzg,Klg,,KZ )t, where Kij = 5ijxi, and K; = (K£17K£2’K£37Kz{4)t7 Where
Kz(j = 513
— — — — —
We have 05(K)) = J;Vzix VP, — (Ji +1)Vz; x VP,.
— — — —
Then for ¢ =1,2,3, Vx; x VP is equal to #V:c, x V P; modulo Imos.
— — —> — —
We also have Vx4 x VP = 8( W)+ Va:4 X VP1
—=
On the other hand, 63(Ki) = VP1 X VPQ + J; Vx X VP1 (J )Vac X VPQ, for
—
1=1,2,3, and 83(K4) = VP1 X VPQ + VSL'4 X VPl — VIL‘4 X VPQ.
But using the Casimir relations, 23 = —2JoPy + (Jo + 1) P2 + Jo122 + Jozx?, where Jij =
Ji — Jj, we obtain :

Jo1 — Joz — Jo1 Joz = =
03 0 K K3)— (1 P, P.
(K1) = 3(J+ SR A 3) (+J1+1+J3+1)v 1 X VPt
J21 —)2 g J23 —)2 —
\Y% V P;.
+J1+1 1 J3+1 X !

— — — — — —
Then we can explain V:v% x V Py as a K-linear sum of V:):% x VP, and V P; x V P, modulo
Imos.

Therefore kerdy = Imds + I}, where

6
I, =Y K[P,, Po]Vy, x VP,.
k=1

Then H2 (./4 ﬂ') I/I'éima;

But Hy(A,7) and I, have the same Poincaré series. Thus P(I, N Imds,t) = 0 and I} N
Imos = 0. 0
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On the Hochschild homology of elliptic Sklyanin algebras

Serge Roméo Tagne Pelap

mai 2008

Abstract

In this paper, we compute the Hochschild homology of elliptic Sklyanin algebras.
These algebras are deformations of polynomial algebra with a Poisson bracket called
the Sklyanin Poisson bracket.

Keywords : Hochschild homology, quantum space, Poisson structures, Poisson homology.

Introduction

The family of algebras defined by Sklyanin in ( [20]), which today carries his name, is
naturally associated with two parameters : an elliptic curve and a point on this curve.
It is a family of associative algebras with 4 generators and six quadratic relations. These
algebras are flat deformations of polynomial algebras with four variables.

The paper ( [17]) of Odesskii and Feigin gives a generalization of these algebras. Considering
an elliptic curve £ and a point n of this curve, the elliptic algebras or algebras of Feigin-
Odesskii are the family of associative algebras @, x(£,7), k < n (which are mutually prime
), with n generators and the relations :

3 0;—itr(k—1)(0)

TipZijar =0 1
G ()01 () 31 )

reZ/nl

where 0, a € Z/nZ, are theta functions ( [17]).
These algebras have the following properties ( [17]) :

Qn,k(ga 0) = (C[I‘l, T 7xn]

Qn,n—l(g; 77) = (C[xla ce 7-7}71}

QuilE.m) = Qu(E.1m) if kK = 1(mod ).
The algebras @, x(£,n) can be considered as a graded deformation of polynomial ring.
The corresponding Poisson algebra is denoted by ¢, 1(€). Among these Poisson structures
qn (&), there are only two (g3,1(€) and g4,1(£)) which are Jacobian Poisson structures.
Considering n — 2 polynomials P; in K™ with coordinates x;, ¢ = 1,...,n, where K is a
field of characteristic zero, for any polynomial A € K{zy,...,z,], the associated Jacobian
Poisson is given by the bracket :

{,}: K[z1, ...,z @ K1, ..., xn) — Klx1, ..., 0]
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df Adg AdP; A ... A dPp_s

9= A . frg€ Kz, ...,z 2
{f.9} doy N dwa o N dan fr9 € Klzy, ... ] (2)
Let us describe our basic Poisson algebra ¢4 1(€) in detail.
Let ]

P = §(x3 + 22) + kxyx3,

1

Py = S (@ +a3) + ko,

where k € C.

The Poisson Sklyanin bracket is given on C[zg, x1, 2, 23] by the formula :

(g} e U Adg APy A dP,
91 = d.%‘o/\d.l‘l/\d.rz/\dwg.

Then the brackets between the coordinate functions are defined by (mod 4) :
{is w1} = Kziwin — visowiys;

{2i, viro} = k(a},5 — 2711),

1=0,1,2,3.
We will follow Sklyanin’s version of this structure, considering the quadrics Py, Py in C*
and the complete intersection of these quadrics :

1
P = 5(;15% + 23 + 23) (3)
1 2 2 2 2
P2 = §($0 + Jlxl + JQ.TQ + J3x3) (4)

The bracket of this algebra g4,1(€) is given by the following formulas :

froya} = (~1)idet(2E), 1 £ 0,0 k=12
3.1‘1
g} = (1)t (00, 10,3 h=1,2
Xy

In ( [26]), Michel Van den Bergh computes the Hochschild homology of Q31(E,7). The
goal of this paper is to compute the Hochschild homology of Q4,1(&,n) using a method
similar to that of Van den Bergh and Nicolas Marconnet ( [16]).

The paper is organized as follows. We start by reviewing some general facts on the Hochschild
homology, Poisson homology and, Koszul algebras :

If A is an associative algebra over K, where K is a field. One can define the complex
(C(A),b), where Cp,(A) = A2+ and the differential is given by :

n—1
bag® - ®ap) = (—1)"anao ® - ®an_1+ Y (~1)'ag® - @ €11 ® - - - @ ap.
=0
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The homology of this complex is denoted by H H,(A), and is called the Hochschild homol-
ogy of A with coefficients in A.

On the other hand, considering a commutative k-algebra R, we say that R is a Poisson
algebra if R is endowed with an antisymmetric biderivation {-,-} : R x R — R such that
(R,{-,-}) is a Lie algebra.

In other words, R is endowed with a K-bilinear map {-,-} : R x R — R such that :

{a,bc} = {a,b}c+ b{a,c} (Leibniz’s rule);
{a,b} = —{b,a} (antisymetry);

{a,{b,c}} +{b,{c,a}} +{c,{a,b}} =0 (Jacobi’s identity).

where a,b,c € R.

The canonical or Poisson homology was introduced independently by Brylinski ( [3]) (as
an important tool in computations of Hochschild and cyclic homology), and by Koszul
and Gelfand-Dorfman (inspired by their algebraic approach to the study of bi-hamiltonian
structures).

Given a Poisson algebra (R,{-,-}). This homology is defined as the homology of a dif-
ferential complex degree -1 {Q2°(R), 0}, where the (—1)—differential 0 is given on the
decomposable differential forms as

O(fodfr A Adfi) = > (=1 fo, fitdfy Ao Adfi Ao A dfy

1<i<k

+ 3 (UM fod{fi i} Ndfy A N A dfy A A dfy

1<i<j<k

and acts from QF(R) to QF1(R).

In this first section, we also introduce some generality about Koszul algebras.

The next part is devoted to generalities on associative elliptic algebra Q4,1(£,n), also called
the Sklyanin algebra. More explicitly, considering V' a four dimensional C-vector space with
S0, 51,59, 53 as a basis.

The Sklyanin algebra algebra Q41(€,m) = T(V)/(I2) where (I3) is a bilateral ideal gener-
ated by the subspace I C V ® V with basis :

foi =[S0, Si] — i (S; Sk + SkS;);
fix =[S}, Sk] — (S0Si + SiS0),

a1, az, a1 € C, and (4, j, k) is a cyclic permutation of (1,2, 3).
Smith and Stanford proved in ( [22]), this algebra is a Koszul algebra. We use that to
compute two of Hochschild :

q(T1) = 3(S2 @ S3 @ fo1 +S3® S1 ® foo + 51 @S2 @ foz + So ® S1 @ faz) € Qua(E,1m)%%,

q(A) =1® q(IT) € Qa1 (E,n)™°.
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The last and the main part of this paper is devoted to the computation of the Hochschild
homology. We obtain the following result :

Theorem 0.1.

o HH4(Qu41(E,7m)) is a free C[ﬁl,ﬁg]—module of rank 1 generated by the homogeneous
element A of degree 4.

o HH3(Qu41(E,7m)) is a free C[ﬁl,ﬁg]—module of rank 1 generated by the homogeneous
element 11 of degree 4.

o HH5(Q41(E,m)) is a free C[PL, Py)-module of rank 6 generated by homogeneous ele-
ments of respective degrees 3,3,3, 3,4, 4.

o HH(Q41(E,7m)) is a free C[Py, Py]-module of rank 13 generated by homogeneous
elements of respective degrees 1,1,1,1,2,2,2,2.3,3,3,3,4.

e HHy(Q4,1(E,1m)) is a free C[Py, Py]-module of rank 7 generated by homogeneous ele-
ments of respective degrees 0,1,1,1,1,2,2.

Here (C[]Bl, ]52] is the center of algebra Q4.1(E,n).

Corollary 0.1. As C-vector spaces, the homological groups HH;(Q41(E,n)) have the fol-
lowing Poincaré series :

P(P(HHo(Qs1(E,m)),t) = inffzt)tl;
P(HH\(Qui(E,m),t) = “HiEH,
P(HH(Quu(E,m),1) = Hs
P(HH3(Ap),t) = e
P(HH4(Q41(E,m)),t) = ﬁ

Acknowledgements. The author is grateful to Jean-Claude Thomas for useful com-
ments and discussions. This work is a part of my thesis prepared at the University of
Angers. T would like to take this opportunity to thank my advisors, Vladimir Roubtsov
and Bitjong Ndombol, for suggesting that I tackle this interesting problem and I also
thank them for being available during this projet. This work was partially supported by
the Programme SARIMA.
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1 Preliminary facts

1.1 Hochschild homology

Let A be an associative algebra over K, where K is a field.
One can define the complex (Cy(A),b) by :

Cu(4) = AZCHD);

blag @ - -~ @ ay) = (—1)"ana0 © - - - @ ap- 1+Z )ag ® - -+ @ aiaip1 @ - - @ ay

The Hochschild homology of A with coefﬁ(;lents in A is the homology of the complex

(Cx(A),b). This homology is denoted by HH,(A).

We denote by B Connes’s coboundary C(A) — C(A) defined as follows :

Blag®+®an) = Y _(~1)"10a;® - -Qa,®ae®- - -Qa;_1+(—1)"Y_(=1)"a;® - -®an@ap®- - -®a; 11
=0 1=0

We have bo B+ Bob=0.

1.2 Poisson homology

A Poisson bracket on a commutative algebra R is an antisymmetric biderivation {-,-} :
R x R — R such that (R,{-,-}) is a Lie algebra.

Then (R, {-,-}) is called a Poisson algebra.

Let us consider n — 2 polynomials @; in K|z, - ,x,], where K is a field of characteristic
zero. For any polynomial A\ € K[z1,...,x,], we can define a bilinear differential operation :

{,-}: K[z1, .., 2] @ K1, ...y 0] — Klx1, ..., 20)

by the formula

df/\dg/\dQl/\ N dQp—2
dry Ndxg A ... \Ndxy,

{fa }_ ,f,gEK[l'l,---,ZUn] (5)

This operation gives a Poisson algebra structure on K[x1, ..., zy]. The polynomials Q;,i =
1,...,n—2 are Casimir functions for the brackets (5) and any Poisson structure in K™ with
n — 2 generic Casimirs @); is written in this form. Every Poisson structure of this form is
called a Jacobian Poisson structure (JPS).

The case n = 4 in (5) corresponds to the classical (generalized) Sklyanin quadratic Poisson
algebra. The real Sklyanin algebra, is associated with the following two quadrics in K4 :

lem%+x§—|—m§ (6)

QQ = .%’Z + Jle + Jz%% + J3IIJ§ (7)

Let {-,-} : R Xx R — R be a Poisson bracket on an algebra R.
The Poisson boundary operator, also called the Brylinski or Koszul differential and denoted
by

2:Q°(R) — Q" HR)
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is given by :

Op(FodFy A . NdFy) = > (=1 Fo, F}dFy A .. ANdF; A .. A dFy
1<i<k

+ 3 ()M Rd{F, Fj} AdFy A N A dF A A dEFY,
1<i<j<k

where Fp, ..., Fi. € R.

One can check, by a direct computation, that 0 is well-defined and that it is a boundary
operator, O, 0 Og+1 = 0.

The homology of the complex (Q°*(R),0), denoted by PH,(R,d), is called the Poisson
homology associated with the Poisson bracket {-,-}.

In ( [26]) Michel Van den Bergh computes the Poisson homology of ¢31(€) which is the
jacobian Poisson structure given by the polynomial Q = %(ﬂs:f + o3 + 23) + kr12973. He
obtains the following result :

Theorem 1.1. The homological groups PH;(R,0), i = 0,1,2,3, are free K[Q]-modules of
ranks 8,8,1,1. PH5(R,0) is generated by x1dxe A drs + xodxs A dxy + x3dx) A dxg and
PH3(R,0) is generated by dxq A dzo A drs. PHo(R,0) and PH1(R,0) have the following

Poincaré series :

3
P(PHy(R, ), ) = (?_F?,)
P(PH\(R,9),t) — (i fgg 1

Using the similar method as Van den Bergh, Nicolas Marconnet computes the Poisson
homology of a cubic Jacobian Poisson structure on the polynomial algebra K[z, x2,x3]
given by a polynomial ¢ = %x% + %x‘ll + %m% + %x%x% He obtains the following result :

Theorem 1.2. ( [16]) The homological groups PH;(R,0), i = 0,1,2,3, are free K|¢]-
modules of ranks 9,9,1,1. PH;(R,0) have the following Poincaré series :

P(PHy(R,9),t) = (42043042041,
P(PH\(R,9),t) = 242043042
P(PH3(R,d),t) = 15
P(PH3(R,9),t) = tim.

The two previous cases have some common properties : they are Jacobian Poisson
structures in dimension three given by a weight homogeneous polynomial with an isolated
singularity. In ( [19]), Anne Pichereau computes the Poisson homology of Jacobian Poisson
structures in dimension three given by a weight homogeneous polynomial with an isolated
singularity. In our article ( [25]), we did the same work as her but in dimension four : we
computed the Poisson homology of a Jacobian Poisson structure in dimension four given
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by weight homogeneous polynomials @)1 and Q2 which form a complete intersection. We
proved that the Poincaré series of these homological groups depend only on the weights and
the degrees of Q1 and Q2. In the quadratic homogeneous case, we obtained the following
result :

Theorem 1.3. The Poincaré series of the Poisson homological groups of Jacobian Poisson
structures in dimension four given by quadratic homogeneous polynomials Q1 and Q2 which
form a complete intersection, PH;(R),0),i =0,1,2,3,4 have :

P(PHy(R,d),t) = 2L
P(PH\(R,d),t) = LR,
P(PH3(R,0),t) = ¥t
P(PH3(R,0),t) =
P(PH(R,8),t) = (1j;)2.

In Sklyanin’s case, we obtained the following explicit result :
Theorem 1.4. ( [25])

1. The homological group PH(R,0) is a rank 7 free K[Q1,Q2]-module generated by
(1i)o<i<e = (1,21, 22, 3, T4, 23, 23);

2. PH{(R,0) is a free K[Q1, Q2] module given by :

6 5

PH/(R,0) =~ ((DK[Q1, Qaldp) (DK ([Q1, Q2lirdQ1)SK[Q1, Q2]dQi 8K [Q1, Q2]dQs;

k=1 k=1
3. PH3(R,0) is a free K[Q1, Q2] module given by :
5
PH3(R,0) ~ (@K[Qh Q2] (dpy A dQ1)> @ K[Q1, Q2)(dQ1 A dQ2);
k=1
4. PH3(R,0) is a rank 1 free K[Q1,Q2]-module generated by m;

5. PH4(R,0) is a rank 1 free K[Q1,Q2]-module generated by 9,

where § = dx1 Ndxo ANdxs Adxy, and T = x1dxo Ndrs N dry + xodrs Adri Adrs + T3dT1 A
dro N dxyg + xadro N da1 A dzs.

99



1.3 Generalities on Koszul algebras

Let V be a finite -dimensional K-vector space ant let (V') be the tensor algebra of V' over
k. Consider a quadratic K-algebra A = T(V)/(W), where W C W @ W. Let W* be the
dual space of W and W+ ¢ W* @ W* be the orthogonal of W. The dual algebra of A is
defined as A' := T(V*)/(W1).

n—1
Let (2;)i=0,.2,_, be a basis of V and ((;)i=0,...z:,,_, its dual basis. Consider e = Zazz ® (.
=0
We have €2 = 0 ( [15]). Let K,,(A) = A® (AL)* and K,(A) = @,>0Km(A). Then the
right multiplication by e induces a map d : K,;,(4) — K,,—1(A) and thus a differential
d: K,A— K,A.
The complex

A=A0k=A® (4)" <& @A) &£ @A) &£ ... (8)

is called the Koszul complex of A.
The augmented Koszul complex of A is the complex :

0e— ke A=ARk=A® (A" << @A) << (4" &< - (9)
where ¢ is the canonical projection.

Definition 1.1. A quadratic algebra A is said to be o Koszul algebra if the augmented
Koszul complez (9) is exact.

Proposition 1.1. ( [26]) Suppose that A is a Koszul algebra. Then HH,(A) = H,(K(A),b).

Hence when A is a Koszul algebra, we have two complexes which enable us to compute
the Hochschild homology of A : (K(A),b) and (C(A),b). Let us give an explicit quasi-
isomorphism between them.

Since (A},)* = Nitjro=mV® @ W @ V&I ( [26]), we define the map ¢ : A ® (A},)* —
A ® A®™ as being the restriction of the natural inclusion A ® V& — A @ A®™,

Proposition 1.2. ([26]) ¢ : K(A) — C(A) is a quasi-isomorphism.

2 Generalities on non commutative Sklyanin algebras

Here, we follow the initial description of Sklyanin algebras by Sklyanin in ( [21]). Let 7 € C
so that Im(7) > 0.

Consider I' =Z ¢ Zr.

Let 0o, o1, 610, 611 be Jacobi’s theta functions associated with T, as described in ( [22]).
These functions satisfy the following properties :

Gab(z + 1) = (—l)aﬁab(z);

Gab(z + 7_) — 6(—7rir—27riz—7rib)9ab(z);
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and the zeros of 0, are the points : $(1 —b) + (1+a)7 +T.
Fix n € C such that 7 is not of order 4 in C/I'. Let (ab,ij, kl) be a cyclic permutation of
(00,01,10,11).
Suppose :
011 (ﬁ)%b(ﬁ)] ?
05 (1) ki)
Consider V a four dimensional vector space with Sy, S1,S2, 53 as a basis.
We define A = T(V)/(I2) where (I2) is the two-sided ideal generated by the subspace
I, CV ®V with basis :

agp = (—1)** [

foi =[S0, Si] — i (S; Sk + SkS;);
fix = [S5, Sk] — (S0Si + SiSo),

a1 = agp, e = ap1, a1 = aqg, and (i, 7, k) is a cyclic permutation of (1,2, 3).
A is called the Sklyanin algebra.
We have the following results from the paper of S.P. Smith and J.T. Stafford ( [22]) :

Proposition 2.1. ( [22]) A is a Koszul algebra.

Therefore the Hochschild homology of A is given by the complex (K (A),b), where b is
the Hochschid boundary.

Proposition 2.2. ([22]) Form >5, A, =0 and if m < 4, A., is spanned by the following
elements : A} : 1

A 2 €0, €1, G2, G

Al : CoC1, €0, o€, €160, €26

Aj : €0€1€0, C062€0, C0¢3¢0, C160Ca

Al GGG

where (o, (1, (2, (3 @s the dual basis of Sy, S1,.592,53.

These elements form a basis for A and in particular dimA., = (1). We also have the
following Poincaré duality : (A'm)* = Ai_m.

If we consider K,,(A) as free A-module, the Koszul complex of the algebra A has the
following form :

00— A5 g4 2N, f6 oM q4 & 4 = 0. (10)

where :
ex is a right multiplication by x = (Sp, S1, S2, S3)7;
oM is the right multiplication by a matrix M obtained from the relations fo;, fjx of A :

—51 So —a153 —a1S52

S1 So S3 -5y

-5y —anS3 Sy —a2S1 |
Sy —S53 So S ’
—S53 —a3Sy —a3zS5 So

S3 Sy -5 So
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o N is the right multiplication by the matrix NV given by :

251 25, 253 0 0 0
Nl 0 (1—a2)S3 —(1+a3)S: 25 (I+a2)S;  —(1—a3)S
2 —(1+a1)Ss 0 (I1—a3)S1 —(1—a1)Ss 250 (1+a3)51
(1 —Oél)SQ —(1—}—0&2)51 0 (1—}—0[1)52 —(1 —042)51 259

and et is the right multiplication by ¢ = (S, S1,.52,53). We denote by A the element
1 € K4(A) and by II the element (Sp, S, S2,53) € K3(A). We have b(A) = b(II) = 0 and :

q(IT) = 3(S2 ® S3® fo1 + S3® S1 ® fo2 + 51 ® S2 ® foz + So @ S1 @ faz) € A%
a(A) =1® q(IT) € A%,

Hence IT and A define respectively elements of HH3(A) and HH4(A) which we will also
denote using the same letters.

3 Hochschild homology of the Sklyanin algebra A

We suppose that aq, as, ag are independent over Q.
Proposition 3.1.
A=C ®Q(a1,a2,a3) (Q(ala 2, O[3)<S(], Sla SQ, S3>/(IZ))

as graded C-algebras,
and

HH*(A) =C ®Q(a1,a2,a3) HH*(Q(ala g, 043)<So, Sla S27 S3>/(12))7
as graded C-vector spaces.

Proof. The first isomorphism is a direct consequence of the fact that the relations fy; =
0, fj = 0 of the algebra A have their coefficients in the field Q(a1, a2, a3). Then we can
easily construct a C-algebras isomorphism :

C ®Q(a1,a2,a3) (Q(alv ag, 063)<SO, Sl; SZ; SB)/IZ) B Aa a®ar— aa

with
A—C ®Q(a17a2,a3) (Q(ala a2, 043)<SO, Sla S27 S3>/12) ; S’L —1® SZ

as the inverse.
The second isomorphism is a consequence of the following commutative diagram :

A% ——— C ®g(ay,an.05) (Q(a1, 2, a3)(So, S1, S2, S5) /)"
b i1C®Q(”1‘“2>“3)b
A®(=1) —— C Qg(ay ,as,04) (Qa1, a2, @3)(So, S1, Sa, S3)/Io) "V

where b is the Hochschild boundary. O
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Proposition 3.2. There exists an extension ko((h)) of the field Q(a1, aa, ag) such that
in this extension oy = [;h%, where coefficients B1, B, B3 belong to the field ko and are also
independent over Q.

Proof. Let us set kg = Q(X,Y, Z) where X,Y, Z are variables.
The morphism Q(ay, a2, a3) — ko((h)), a1 — X, ag — Y, as — Z define an injection.
Then we conclude by setting 81 = X, 6, =Y, 83 = Z. O

Proposition 3.3. The algebra ko((h)){So, S1, S2, S3)/(I) is isomorphic to ko((h))®q(a,as,a3)
(Q(au, a2, a3)(So, S1, S2,S3)/(12)) as graded ko((h))-algebras, while the vector space

HH,(ko((h))(So,51,52,53)/(I))
1s wsomorphic to

ko((h)) ®g(ar,a0,0s) HHL(Q(a1, a2, a3)(So, S1, S2, S3)/(I2))

as graded ko((h))-vector spaces.
Here (I) is the two-sided ideal generated by the subspace I CV @V with basis :

Foi = [S0, Si] — Bih*(S; Sk + SkS;);

ij = [Sj,Sk} — (S()SZ‘ + SiS()),
and (i, j, k) is a cyclic permutation of (1,2,3).

In particular we have
HH,(Q(a1, ag, a3)(So, S1, 52, 53)/(I2)) = Q(a1, g, a3) ko ((h)) HH,(ko((h))(So,S1,S2,83)/(I)).
Therefore the computation of Hochschild’s homology of algebra A is equivalent to finding
the homology of algebra ko((h))(So, S1,S2,53)/(1)).
Let us introduce new variables by setting g = h~'Sg; and x; = S; for i = 1,2,3. We
denote by Ay, the ko((h))-algebra generated by g, 21, 2, z3 with the relations

90i = [x0, x;) — Bih(xjz) + Tj);

gjk = [l‘j,xk] — h(xoxi + Iixo),

where (i, j, k) is a cyclic permutation of (1,2,3). We also denote by (I) the two-sided ideal
generated by goi, gjk-

3.1 Filtration on A,

Let us denote by P the vector-subspace of ko(xg, z1,z2,23) generated by the ordered
monomials z§ ]’ x5 .

Using the same method as Marconnet in ( [16]), we obtain the following results :
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Consider the following commutative diagram where arrows are injective morphisms of

ko[[h]]-algebras :

Fo((h)) (w0, 21, @, 73) —2> ko (20, 21, 72, 23)((h))

; |

ko[[R]{z0, 1, 22, z3) SRR ko(zo, x1, T2, 23)[[h]]

We denote by ko(zg, 1,22, z3); the homogeneous component of degree ¢ of the graded
ko-algebra ko(xg, x1,x2,x3). We can observe that ko[[h]](zo,z1,z2,23) is a subalgebra of

ko(xo, 1, z2, x3)[[h]] whose elements are all formal series Z Qnh" which satisfy : there
neN

exists N € N such that for alln € N, Q,, € @f\iok(](xo, T1,T2,T3);.

In the same way ko((h))(zo,x1,z2,23) is a subalgebra of ko(zg, z1,x2,z3)((h)) whose ele-
ments are all Laurent series Z Qnh"™ which satisfy : there exists N € Z such that for all

neZ
n € Z, Qn € N okolzo, 1, T2, T3);.
On the other hand, we have the following commutative diagram :

72

An = ko((h)){wo, 21, 2, 23) /(1) —= ko (0, 21, 72, 23) ((h))/(]) = A},

] ]

(3 ~

Ap = kol[h]){zo, 21, 22, 23) /(I) — ko(wo, 1,22, 23)[[A]]/(]) = A},
Proposition 3.4. The morphisms i1,19,13,14 are injective.

Proposition 3.5. For all a € Ay, there exists a unique family {P; € P, i € N} such that
1€EN

Proposition 3.6. For all a € Ay, there exists a unique family {P, € P, i € Z} bounded
from below such that a = ZPihi.

1€Z
Corollary 3.1. For all a € Ay, there exists a unique family {P; € P, i € Z} bounded from
below such that a = ZPihi.

1EZ

For all p € Z, we define a kg-subspace Fp(ﬁh) of Ay, by

Fy(Ay) ={a€A,:a= ) PI' P cP}

1>2—p

Then Fp(ﬁh) C Fp+1(21\h); le FO(/Th) and for all p, ¢ € Z, it is easy to see that the product
of Aj, induces an application Fj(Ap) x Fy(Ap) — Fpiq(Ap). Thus F' is a filtration on
Ay Since Ay = UpezFp(Ap) and NpezFp(Ap) = 0 (Proposition 3.6) the filtration F' on
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gh is exhaustive and separated. By (3.4) the restriction of F' to the subalgebra Ay, is still
an exhaustive separated filtration of the algebra Ajp. This filtration is compatible with the
weight graduation of Ay, :

Fp(Ap) N (Ap)n ={a € Apra= Y PRI, Pie Py}

1>—p

Proposition 3.7. The algebra Ay (respectively Eh) is a completion of Ap (respectively
Ap,) for the topology induced by the filtration F. The filtred algebra Ay is not complete.
However each homogeneous component (Ap)n, n € N, is complete.

Therefore the graded ring grp(Ap) associated with the filtration F' is gr,(Ap) =
F,(Ap)/Fp—1(Ap) = h7PP. On the ordered basis of gr,(Ay) the product gr,(Ap) xgrq(Ap) —
gTp+q(Ap) can be written as follows :

(hfpxéoxlfﬂs?x?, hqu6°${1$%'2xg3) — hfpfqa:éo—”oxlfﬂl:L’§2+j2xé3+j3.

The graded ring grp(Ap) can be identified with ko[zo, 21, xa, z3][h, h™1].

3.2 The algebra A, seen as a deformation

Let p be the projection p : .Zh — R = ko Qpy[n)) An,a — 1@ a. Kerp = hAp = F1Ap,.
Consider the commutator bracket [-, -] : Ap, x A, — Aj,. The terms [z;, z;] can be written
as formal series in h with no constant coefficients in Ay,.

Therefore the map h=1[-,-] : Ap x A, — Ay, is a biderivation which satisfies the Jacobian
identity.

Let us consider the Sklyanin Poisson bracket :

{}: RxR—TR
defined by
{zo, 7} = 202

{zj, 2} = 2zoz;

where (4,7, k) is a cyclic permutation of (1,2, 3).
We have the following commutative diagram :

1.
AhXAthh

\LPXP ip
{"'}

RXR——R

Using the ordering decomposition of elements of 2,“ we define the following isomorphism
of ko((h)) graded vector spaces :

©: A, — R(h)

ZPZ-hi — ZPW

i>p i>p
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R((h)) is endowed with the natural increased filtration and the associated topology. We
have @(Fp(f/l\h) = F,(R((h))). Thus © is a homeomorphism with respect to the associated
topologies. The product - on Ay, is carried to a product * on R((h)) such that the following
diagram commutes :

. -~

A\h X A\h Ah

lexe l@

R((h)) x R((h)) ——=R((h))

Therefore the algebra Ay, is isomorphic to R((h)) endowed with the product x.

For a,b € R, we can write axb = Zhi,ui(a, b), where p; : R X R — R are ko-bilinear
i>0

maps. On the other hand, from the relations of zzl\h, ifa,bc P=Rthena-b=ab+h(--),

where ab is the product of R. Thus Xh is a deformation of the polynomial algebra R.

The bracket +[-, -] of Ay, is transported to a bracket [+, ]« on R((h)). The bracket associ-

ated with the deformation x, R x R — R, (a,b) — ui(a,b) — p1(b,a) coincides with the

Sklyanin Poisson bracket {-,-}.

Notice that the subalgebras of A\h which appear in the following commutative diagram

Ah 2 > A\h
ilT i4T
Ap —s A\h

are identified via the isomorphism © with the subalgebras of (R((h)),*) which appear in
the following commutative diagram :

ko((h))[zo, x1, T2, ¥3] — ko[z0, 71, T2, 3]((h))

! |

kol[[M]][zo, x1, x2, 3] — ko0, 21, T2, 23][[h]]

Thus the algebra Ay, is identified with the algebra (ko((h))[zo, z1, x2, 3], *). In other words,
Ap, is a subalgebra of a deformation of R.
3.3 Hochschild homology of algebra A,

The filtration F' on A can be extended to a filtration on C(Ay,), also denote by F' in the
following way : for all n € N and for all p € Z, we set

Fy(AP™) = @pyteotpa=pEp, (An) @ -+ @ F, (Ap).

The filtration thus obtained is exhaustive and separated. The Hochschild boundary respects
this filtration. Thus we can define the graded complex (grp(C(Ap),b). One has the natural
isomorphism grp(Ay") = grp(A,)®" for all n > 1. Then we deduce an isomorphism in
homology : H,(C(Ap),b) = HH,(grr(Ap)).
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Let us just recall general notation on spectral sequence.

Let (C,d) be a chain complex and F' be an increased filtration on C, compatible with d
(d(F,C) C F,C).

Let p,q € Z. We set Eg’q = F,Cpiq/Fp—1Cpiq.

Consider the canonical projection :

Mpg + FpCprg — FpCp+q/Fp—1Cp+q = Eg,q'
We define for each r € N :
Ap g =A{c€ FpCpiq:d(c) € FpyCpig},

Z;‘:q = np7q(A;7q)’
-1
B;,q = 77P7Q<d‘4;+r—1,q—7‘+2)‘

We set &) . = Z} /B, ,, in particular B} - = HpF,Cp1q/Fp1Cpyq.

oo oo
Let Z3% = () 2y By, = | B}, and B, = 255 /B,

r=1 =1
We have the following increasing inclusions :

P 0 DR T DY oo oo DY T DY O e 0
0=2D5p, C CBpyC CBpgC2pq C CZpq CZpg=1Epq

For all r € N the map d induces the differential complex d" : Ef | — Ej_, ., 4 such that
Ejtt = Kerd, /Tmd} ., . ...

The spectral sequence E" is said to be regular if there exists ro € N such that E" = E™
for r > r9. And we say that the spectral sequence E" converges weakly to H,.(C) if
Ex = FyHyyq/Fp-1Hpyq. We have the following result on weak convergence :

Proposition 3.8. ([28]) Let (C,d) be a chain complex endowed with an increasing complete
and exhaustive Z-filtration, compatible with the differential d. If the assoctated spectral
sequence is reqular, then this spectral sequence converges weakly to H,(C,d).

Let ApS, = Ker{d : F;,Cpq — FpCpiq-1} and consider the composite
r . A00 r r r
Cpgt Apg = Apg = Zpg — By

We are using the following standard criterion for degeneration of spectral sequence :

Lemma 3.1. ([26]) If there exists v such that @} , is surjective for all p,q, then the spectral
sequence degenerates at E".

Let us now apply these results to our situation. Consider the spectral sequence E”
associated with the filtration on C(Ay).

Theorem 3.1. The spectral sequence E" associated with the filtration F weakly converges
to the Hochschild homology HH,(Ap) of Ap.
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Proof. For all n € N, we denote by C(Ap),, the sub-complex of C'(A4y) which is formed by
the homogeneous components of degree n for the initial graduation (weight graduation) Ay,.
Since the differential b preserves the graduation of C'(Ay,), we have C(Ap) = @nenC(Apn)n.
The complex (C(Ap)n,b) is a complex of finite dimensional vector spaces on which the
filtration F' is complete and exhaustive.

Let p € Z and ¢ € N. gr,(Cy(Ap)n) = (ko[zo, x1, 29, £3)®@ 1), AP, Hence we have an
isomorphism of ko[h, h~!]-modules : gr(C(Ap)n) = C(ko[wo, 21, T2, 3])n[h, A7

We now consider the spectral sequence associated with the filtration F' on C(Ap)np.

Eg,q = Fp(Cptq(An)n/ Fp-1(Cpyq(An)n = h™PCpyq(kolwo, w1, 22, 23] ).

Therefore Eg’q = Zg’q is a ko-vector space of finite dimension. Since we have an infinite
sequence of inclusions ---Z7  C ---Z;q C qu, the ko-vector subspaces Z, , of ngq are
finite dimensional. Thus there exists ro € N such that qu = Z;f’q for all » > rg.

Using the Proposition (3.8), we conclude that the spectral sequence associated with the

filtration F' on the complex C'(Ap), converges weakly to H,(C'(Ap)n) :
E;?,Oq(C<Ah)n) = Fp(cp+q(Ah)n)/Fp—1(Cp—irq(Ah)na b)‘
Since C(Ap) = ®pNnC(Ap)n,

E%(C(Ah)) = @nmNFp(Cp-i-q(Ah)n)/Fp—l(Cp+q(Ah)n)

= Fp(cp—irq (Ah))/Fp—l(Cp+q(Ah))
= FpHHpq(Ap)/Fp—1HHpiq(Ap).

As a consequence, the spectral sequence associated with the filtration F' on C(Ay) converges
weakly to HH,(Ap,). O

Since the graded ring grr(Ay) associated with the filtration F' on Ay is a polyno-
mial algebra with coefficients in the ring ko[h, h~!], by the Hochschild-Kostant-Rosenberg
theorem, we have for all n € N, a quasi-isomorphism of ko[h, h~!]-modules :

Cn(grr(An)) - QZTF(A}L)|kO[h,h,—1]
7’0®T1®"'®rn — %Tod’rl/\"'/\dr'rk

Here Q"

gTF(Ah)WO[h,h—l]

on ko[h, h~1], with zero differential. Hence H H,, grp(Ap))Q"

QTF(Ah)‘kO [h,h—1]
isomorphism, the Connes’s coboundary corresponds to the de Rham differential. On the

~

other hand, we have a canonical isomorphism of ko[h, h~!]-modules Q° =
97 (AR) ko n,n=1)
Q;z‘ko ®@ko kolh, h1]. We will denote Qk\ko by Q°*(R).

We borrow the following commutative diagram from brylinski’s paper ( [3]) :

is the ko[h, h~!]-module of differential forms of degree n of grp(Ap)
. Under this quasi-

EY, = HH,(grp(Ap)) —— Q(R) ®p, kolh, h™1]

| la@h

Eln—i—l = HHp 1(97r(An)) = Qn_l(R) Rko kolh, h_l}
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where d' is the differential which computes the second term E? of the spectral sequence,
-h is the multiplication by h and 9 is the boundary Poisson operator associated with the
Sklyanin Poisson bracket :

On(FodFy A ... NdF,) =Y (=1)F Y Fy, F}YdFy A ... AdF; A .. A dF,
+ 3 () Fod{F;, Fj} NdFy A ... NdF; A dFj A .. A dF,
where Fy, ..., F, € R.

Using the isomorphism E;q >~ OPT(R) @y, h™P, the first term of this spectral sequence
can be explained as follow :

Q' (R)@ h3 — RQh? — 0 0 0 0

(
PR)er™? — o' R)er2 — RQh™! 0 0 0
BR)®L? —R2R)@h™2 — Q' R)®R' .. R®1 0 0
Q*R)@r? —QBR)9r™Z — QPR)®R .. QA'R)®1 .- R®h 0
0 — *R)@r 2 — PR)®R .. 2R)®1 - QYR)®h -+ RQK?
p;3 p;2 p;1 p;0 p=-—1 p=-2

The second term E? of the spectral sequence is given by the homology of the lines with
respect to the differential 9 ® -h. Since the multiplication by & is a ko[h, h~!]-isomorphism,
to have this second term, we only have to find the Poisson homology :

o1

0— 04R) 2% 3(R) % 2(R) % (R) LR (12)

Theorem 1.4 gives this Poisson homology.
Proposition 3.9. The spectral sequence associated with the filtration F degenerates at E>.

Proof. This spectral sequence degenerates at E? if the map <I>12,’ q s surjective for all p, g € Z.
But the columns of E? are the same up to a multiplication by h. Thus we only have to
give a proof for (I%’q, q € Z.

o E(%,o = PHy(R,0) is the quotient of R. Let v € E&O. Then v can be lifted to an
element u of R & FyAp/F_1Ay. On other hand, u can be lifted to an element U of
FoAp and ®F ,(U) = v.

Then let P; € Fy(Ap),i = 1,2 be an element which lifts P;, where P;, P, are Casimirs
which give the Sklyanin Poisson bracket. Since ko[ Py, P>] is the center of the Sklyanin
Poisson algebra (R, {,-}), ko[P1, P»] is the center of algebra A;. We endow A}, with

a natural structure of ko[Py, P»]-module.

e Then using the result (1.4), as a ko[Py, PoJ-module, E§, = PH;(R,) is generated
by the class an element f(Py, P2)dy € QY(R), where d is the de Rham differential,
¥ € R. Let ¥ € Fy(Ay) be an element which lifts ¢. B(¥) € Fy(AP?) and b(B(¥)) =
—B(b(¥)) = 0. We have &F ;(B(¥)) = dy.
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e Let v € E§, = PHy(R, ). From (1.4), v is the class of an element f(P1, P2)dPy Ady,
f(P1, Py) € kolP1, P»]. Since Pydyp € PH{(R,0), there exists U € A such that
®31(¥) = Pidy. We have b(¥) = 0 and therefore b(B(¥)) = 0. ®F,(B(¥)) =
dPy A d@[a _

Then f(Py, P>)B(V) lifts v.

e Since the image of the Hochschild’s cycle II € A§4 in ng(A%4) is the generator
7 of PH3(R,0) = Ef3, as a free ko[P1, PoJ-module, f(P1, Py)II lifts the element
f(P1, Py € Eg 5.

e Similarly, since the image of the Hochschild’s cycle A € A%5 in ng(A§5) is the
generator 6 of PH4(R,0) = EgA, as a free ko[P1, P2)-module, f(Py, P2)II lifts the
element f(Py, P»)d € E[%A.

O]

Since the spectral sequence E” weakly converges to HH,(Ap), and identifying E? and
PH,(R,0) ®p, ko[h, h~1], we have :

gTF(HHi(Ah)) = PHZ(R, 8) Rkq ko[h, hil].

We have the following classical result :

Let R be an k-algebra endowed with a N-graduation and a Z-increasing filtration F. By
setting F,(R,) = F,(R) N Ry, we naturally have a filtration on R,,. We assume that the
filtration F' and the graduation of R are compatible ie., Fj(R) = ®penFp(Ry). In this case
Fp(R)/Fp-1(R) = (OnenFp(Rn)/Fp-1(Rn)) and grp(R) = @nengrr(Rn).

Proposition 3.10. [16] Let M be an R-module endowed with a filtration F and a gradu-
ation which are compatible and such that F is exhaustive and separated. Assume that the
filtration on R, is complete for N € N.

If grp(M) is a free graded grr(R)-module of rank m with a basis {Z1,--- ,ZTm}, where for
all i, T; is the class of a homogeneous element x; € Fy(M) in the graded associated, then
M is a free graded R-module with {x1,--- ,Zm} as a basis.

In our case R = ko((h))[Py, P, endowed with the filtration of A, and M = HH;(Ay)
endowed with the filtration of C'(Ayp,).
The filtration F' on H H;(A}) (respectively on R) is exhaustible, separated and compatible
with the graduation. On the other hand the filtration F' on R, is complete for all n € N.

Theorem 3.2.

o HHy(Ap) is a free ko((h))[Py, Po)-module of rank 1 generated by the homogeneous
element A of degree 4.

o HHs(Ap) is a free ko((h))[Py, Po)-module of rank 1 generated by the homogenecous
element 11 of degree 4.
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o HHy(Ap) is a free ko((h))[Py, Po)-module of rank 6 generated by homogeneous ele-
ments of respective degrees 3,3,3, 3,4, 4.

o HH\(Ap) is a free ko((h))[Py, P]-module of rank 13 generated by homogencous ele-
ments of respective degrees 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,4.

o HHy(Ap) is a free ko((h))[Py, Ps]-module of rank 7 generated by homogeneous ele-
ments of respective degrees 0,1,1,1,1,2,2.

We can also deduce the following result :

Corollary 3.2. As ko((h))-vector spaces, the homological groups HH;(Ay) have the fol-
lowing Poincaré series :

P(P(HHo(Ap),t) = Qﬁffzt)tl;
P(HH\(An),t) = S5
P(HHy(Ap),t) = %fﬁf;,
P(HHy(An),t) = lap
P(HH4(Ap),t) = ﬁ
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