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❉é❞✐❝❛❝❡s

❏❡ ❞é❞✐❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧

❆ ♠♦♥ ♣èr❡✱ ❡♥ té♠♦✐♥❛❣❡ ❞❡ ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ♣♦✉r s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s❛❝r✐✜❝❡s q✉✬✐❧ ❛ ❝♦♥s❡♥t✐

à ♠♦♥ é❣❛r❞✱

❆ ♠❡s s♦❡✉rs✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦♥t✐♥✉❡❧ ❛♠♦✉r ❡t ❧❡✉r ❛✛❡❝t✐♦♥ s❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❥❡ ♥❡ s❛✉r❛✐s ✈✐✈r❡✱

❆ ♠❛ ❣r❛♥❞✲♠èr❡✱ à ♠❛ t❛♥t❡ ❡t à ♠❛ ❜❡❧❧❡ ♠èr❡✱ q✉✐ ♥✬♦♥t ❝❡ssé ❞❡ ♠✬❡♥t♦✉r♥❡r ♣❛r ❧❡✉r ❛✛❡❝t✐♦♥✱

❆ ♠♦♥ ❜❡❛✉ ❢rèr❡✱ ❡♥ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s♦♥ ✐♥t❡r♠✐♥❛❜❧❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛ ♠❡s ❞❡✉① ♣❡t✐ts ♥❡✈❡✉①✱

❆ t♦✉s ♠❡s ❝♦✉s✐♥s ❡t ❝♦✉s✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ♠♦r❛❧✱

❆ t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s✱ ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❡t ❝❡✉① q✉✐ ♠✬❛✐♠❡♥t ❡t q✉✐ ❝r♦✐❡♥t ❡♥ ♠♦✐✱

❊t ❡♥✜♥✱ ❛✉① ♠é♠♦✐r❡s ❞❡ ♠❛ ♠èr❡ ❡t ❞❡ ♠♦♥ ❣r❛♥❞✲♣èr❡✳
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r tr❛❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛❣❡ ✜❣✉r❡ ❛✉ ♣ré❛♠❜✉❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ♣❧✉tôt ✉♥ ❞❡✈♦✐r ♠♦r❛❧ ❡t ✉♥❡

r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✐♥❝èr❡ q✉✐ ♠❡ ♣♦✉ss❡ à ❧❛ ❢❛✐r❡✳ ❏❡ s❡r❛✐s ❡♥ ❡✛❡t ✐♥❣r❛t s✐ ❥❡ ♥✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛s ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ♠❛

❣r❛t✐t✉❞❡ à t♦✉s ❝❡✉①✱ ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥✱ ♠✬♦♥t ❢❛❝✐❧✐té ♠❛ tâ❝❤❡ ❡t ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡t ♠❡s ✈✐❢s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ▼♦♥s✐❡✉r ▲✉❜♦♠✐r ●❛✈r✐❧♦✈✱

Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❚♦✉❧♦✉s❡ ■■■ ❡t à ▼♦♥s✐❡✉r ▼♦❤❛♠❡❞ ❆❧✐ ❍❛♠♠❛♠✐✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙❢❛① q✉✐

♠✬♦♥t ❛❝❝♦r❞é ❧❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♠❡ ♣r♦♣♦s❛♥t ❝❡ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❡t s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ ❧❡s ♣r✐s ❞❡ ❝r♦✐r❡ à ♠❛ r❡s♣❡❝t✉❡✉s❡ ❡st✐♠❡ ❡t ♠❛ s✐♥❝èr❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s q✉✐ ♠✬♦♥t été

très ♣ré❝✐❡✉① ❡t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳

❏❡ s✉✐s très ❤♦♥♦ré q✉❡ ▼♦♥s✐❡✉r ❨✉r✐ ❋❡❞♦r♦✈✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇❛r❝❡❧♦♥❡ ❡t ▼♦♥s✐❡✉r ❉r✐ss ▼❛❤❞✐✱

Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P♦✐t✐❡rs ❛✐❡♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à ❛ss✉r❡r ❞❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ▼♦♥s✐❡✉r ❍❛♠❛❞✐ ❏❡r❜✐✱ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙❢❛①✱

q✉✐ ❛ ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❥✉❣❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ s✉✐s ❛✉ss✐ très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t à ▼♦♥s✐❡✉r ❊♠♠❛♥✉❡❧ P❛✉❧✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❚♦✉❧♦✉s❡ ■■■✱ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té

❞✬❡①❛♠✐♥❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❈✬❡st ❛✈❡❝ s②♠♣❛t❤✐❡ q✉❡ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ té♠♦✐❣♥❡r ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ▼♦♥s✐❡✉r ▼♦❤❛♠❡❞ ❈❤❛❛❜❛♥❡✱ ▼❛îtr❡ ❞❡

❈♦♥❢ér❡♥❝❡s à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙❢❛① ♣♦✉r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ s❡s r❡♠❛rq✉❡s ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✳

❏✬❛✐♠❡r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t ♠❡s r❡♠❡r❝✐♠❡♥ts ❡♥✈❡rs ♠❡s ❛♠✐s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ▼♦❤❛♠❡❞ ❚♠❛r✱ ❘✐❛❞❤

❑♦s♦♥t✐♥✐✱ ❆♥✐s ❇❡♥ ❆♠♠❛r✱ ▼❛❤❞✐ ❑♠❛❦❤❡♠✱ ▼♦♥❞❤❡r ❙♠❛♦✉✐✱ ❆♠❡r ❈❤❛❦r♦✉♥✱ ❙❛❧♠è♥❡ ●❛r❣♦✉r✐✳

❏✬❛✐♠❡r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r ❛✉ss✐ t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡♥✈❡rs ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬❯♥✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❙t❛❜✐❧té ❡t ❈♦♥trô❧❡ ❞❡s

❙②stè♠❡s ❡t ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❊♠✐❧❡ P✐❝❛r❞ ♣♦✉r ❧❡✉r s②♠♣❛t❤✐❡✳ ■❧s ♦♥t r❡♥❞✉ très ❛❣ré❛❜❧❡s ❝❡s tr♦✐s

❛♥♥é❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❆❜❞❛❧❧❛❤ ❇❡♥❆❜❞❛❧❧❛❤✱ ▼♦❤s❡♥ ❉❧❡❧❛ ❡t ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❘♦♥❞✳

❇✐❡♥ sûr ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s à ❧❛ ❋❛❝✉❧té ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ●❛❜ès ❡t à ❧✬■♥st✐t✉t Pré♣❛r❛t♦✐r❡

❛✉① ❊t✉❞❡s ❞✬■♥❣é♥✐❡✉rs ❞❡ ❙❢❛①✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ▼❡❤❞✐ ▲♦✉❛t✐✱ ❇❡❧❣❛❝❡♠ ●❤r✐❜✐ ❡t ▼♦❤❛♠❡❞ ❈❤❛❢❢❛r✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r ❛✉ss✐ ♠♦♥ ♣r♦❢♦♥❞ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t à t♦✉s ♠❡s ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❋❛❝✉❧té ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❙❢❛① ✭❚✉♥✐s✐❡✮

❡t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛✉❧ ❙❛❜❛t✐❡r à ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭❋r❛♥❝❡✮✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ♣r♦❞✐❣✉é ❧❡ s❛✈♦✐r ❡t ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛rr✐✈❡r à ❝❡ st❛❞❡

❡t à t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté ❧❡✉rs s♦✉t✐❡♥ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✺





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ❙♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❢❛❝ts ♦♥ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✺

✶✳✶ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P❱■ ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✷✺

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✷ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ S4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Γβ → C¶1 ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ♦❢

t = 0, 1,∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ❝❛s❡ β 6∈W ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✷✳✹ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β1 = β2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✷✳✺ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β0 = β2✱ β1 = β3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✷✳✻ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β0 = β1 = β2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✷✳✼ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β0 = β1 = β2 = β3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✷✳✽ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷✳✾ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β0 = β2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷✳✶✵ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β0 = β1 = β2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷✳✶✶ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β2 = 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷✳✶✷ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β2 = 0, β0 = β1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ PVIα ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✹✼

✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à r❡t❛r❞ ✺✸

✸✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✷✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✷✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛③✉♠✐❦❤✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✸✳✶ ❈❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✸✳✷ ❈❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✸✳✸ ❈❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✼



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✹ ❆❜s♦❧✉t❡ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❖❜s❡r✈❡r✲❇❛s❡❞ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ◆♦♥❧✐♥❡❛r

❚✐♠❡✲❉❡❧❛② ❙②st❡♠s ✼✸

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✷ ❆❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✸ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✹✳✹ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✹✳✶ ❙②st❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✹✳✷ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✹✳✸ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✾✶

✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ 19è♠❡ s✐è❝❧❡ ét❛✐t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡ ✧❜♦♥♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr❛♥✲

s❝❡♥❞❛♥t❡s✧ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❙✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥

♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣ré✈♦✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

❡st ❞✐t❡ s❛♥s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ♠♦❜✐❧❡s✱ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s

s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✮ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❛r✐❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st

❢♦♠✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❚r♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❛♥t ♣❛s ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐tés ♠♦❜✐❧❡s✳

❖♥ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ P❛✐♥❧❡✈é✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ n = 1✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ét✉❞✐é ❡t rés♦❧✉ ♣❛r ▲✳ ❋✉❝❤s ❡t ❍✳ P♦✐♥❝❛ré✳ ❚♦✉t❡

éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ P❛✐♥❧❡✈é ♣♦✉rr❛ êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✱ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦❧♦✲

♠♦r♣❤❡s ❡♥ t ❡t ❢r❛❝t✐♦♥♥❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss

℘ ♦✉ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐✳

❊♠✐❧❡ P✐❝❛r❞ ❛ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s s❛ ❧❡ttr❡ ❡♥✈♦②é❡ à ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❡♥ ✶✽✾✸✱ s♦♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ♣❡ss✐♠✐st❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s

éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ n ≥ 2 ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ P❛✐♥❧❡✈é✳ ❆✐♥s✐✱

P✳ P❛✐♥❧❡✈é ❛ ❛tt❛q✉é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s

éq✉❛t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t s❛ ♣r♦♣r✐été s❡ ré❞✉✐s❡♥t✱ ♣❛r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s✬✐♥té❣r❛♥t

♣❛r q✉❛❞r❛t✉r❡✱ à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♦✉ ❛ ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s s✐① éq✉❛t✐♦♥s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s✐①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛✐♥❧❡✈é ✭P❱■α✮

d2λ

dt2
=

1

2
(
1

λ
+

1

λ− 1
+

1

λ− t
)(
dλ

dt
)2 − (

1

t
+

1

t− 1
+

1

λ− t
)
dλ

dt
✭✵✳✶✮

+
λ(λ− 1)(λ− t)

t2(t− 1)2
[α0 − α1

t

λ2
+ α2

t− 1

(λ− 1)2
+ (

1

2
− α3)

t(t− 1)

(λ− t)2
].

♣❛r❛♠étr✐sé❡ ♣❛r α = (α0, α1, α2, α3) ∈ C4✳ ❇✐❡♥ q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P❱■α✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s αi✱

s♦✐t tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ ✭❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥ t✳ ▲❡✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

α0 =
1

2
(2µ− 1)2, α1 = α2 = α3 = 0, µ ∈ R

✭✈♦✐r ✭✶✾✱ ❉✉❜r♦✈✐♥✱ ▼❛③③♦❝❝♦✮ ❡t ✭✺✷✱ ▼❛③③♦❝❝♦✮✮✱ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ✭✈♦✐r ✭✺✵✱ ▼❛♥✐♥✮✮✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t q✉❛♥❞ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ s❛t✐s❢❛✐t ❝❤❛q✉❡

♠❡♠❜r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ P❱■α✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ P❱■α ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✾



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

♠♦✐♥s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts α′ ❡t α′′✱ s❡r❛ ♥♦té❡ {P❱■α}α✳ ❙✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s

éq✉❛t✐♦♥s P❱■α′ ❡t P❱■α′′ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s {P❱■α}α ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧❛ ❞r♦✐t❡

❛✣♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t α′ ❡t α′′✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♣❧❛♥

❛✣♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s C4{α}✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❝❡s ❡s♣❛❝❡s

❛✣♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s s♦✲

❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ré❝❡♠♠❡♥t ♣❛r ❉♦r❛♥ ✭✈♦✐r ✭✶✽✮✮ q✉✐ ❛ ✉t✐❧✐sé ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❛✈❡❝

q✉❛tr❡s ✜❜r❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❡t ❧❡✉rs éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❛ss♦❝✐é❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡

♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡

s♦❧✉t✐♦♥ (λ(t), α) ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ P❱■α ❞♦♥♥é❡ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐q✉❡ ❞✬✉♥

2 × 2 s②stè♠❡ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦ssé❞❛♥t q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

❡st ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉té ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❆❜é❧✐❡♥♥❡s✱ q✉✐

❞é♣❡♥❞❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❋✉❝❤s✐❡♥

❡st ✐s♦♠♦♥♦❞♦r♠✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ (λ(t), α) ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ P❱■α ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ◗✉❛♥❞ ❝❡❝✐

❡st ✈r❛✐✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ (λ(t), α) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ P❱■α ❡st ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s

♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ λ(t) s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s P❱■α✱ ❛❧♦rs ✐❧s ❡①✐st❡♥t α
′, α′′ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛

♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ t❡❧❧❡s q✉❡ (λ(t), α′) ❡t (λ(t), α′′) s♦♥t ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à r❡t❛r❞✳ ❈❡s

s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à r❡t❛r❞ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❜❛s✐q✉❡s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ré❡❧s ❝♦♠♠❡

❧❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s✳ ■❧s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

P❡♥❞❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à r❡t❛r❞ ❛ été s♦✉♠✐s à ♣❧✉s✐❡✉rs

r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ rés✉❧t❛ts s✐❣♥✐✜❛♥ts ♦♥t été r❛♣♣♦rté ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛

❝♦♥s✉❧t❡r ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✭✷✶✱ ●✉ ❛♥❞ ❛❧✳✮✳

❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❊❉❋❘✮ ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ❡t ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❘❛③✉♠✐❦❤✐♥✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s à

r❡t❛r❞✳ P✉✐s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s à r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s✱ q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té

❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss♦rt✐❡s

s✉r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛②♣✉♥♦✈ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ st❛❜❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡

❛ss♦s✐é ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ❞✉ r❡t❛r❞✮ ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞✉ s②stè♠❡

❣❧♦❜❛❧✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛❜s♦❧✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ❞❡ t②♣❡ ❞❡

▲✉r✐❡✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✉ ❢❡❡❞✲❜❛❝❦ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t

❞✬✉♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té st❛✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ s❡❝t❡✉r✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡❧q✉❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✐♥té❣r❛❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛❜s♦❧✉❡ ♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭▲▼■✮✳

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭✷✻✱ ❍❛♥✮✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r

✶✵



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛sé s✉r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ r❡t❛r❞✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡rr❡✉r s♦✐t ♣rés❡♥té

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✉ ❢❡❡❞✲❜❛❝❦ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❛✉ss✐

❞✉ r❡t❛r❞ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ s❡❝t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ♦♥ ✈❛ ét❡♥❞r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①

❞❡ ✭✷❀ ✸✱ ❆r❝❛❦ ❡t ❑♦❦♦t♦✈✐❝✮ ❡t ✭✶✺✱ ❋❛♥ ❡t ❆r❝❛❦✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ r❡t❛r❞✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s

♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✶✶





P❛rt✐❡ ■

❉é❢♦r♠❛t✐♦♥s ■s♦♠♦♥♦❞♦r♠✐q✉❡s ❞❡s ❙②stè♠❡s

❋✉❝❤s✐❡♥s ❡t ❙♦❧✉t✐♦♥s ❆❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ❊q✉❛t✐♦♥s

❞❡ P❛✐♥❧❡✈é

❇✳ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞✱ ▲✳ ●❛✈r✐❧♦✈✳ ❖♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐①t❤ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r P✐❝❛r❞✲

❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦ ✷✽✺ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❊♠✐❧❡ P✐❝❛r❞✱ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✳❈❆✴✵✹✵✺✸✵✽✱ ✷✵✵✹✳

❇✳ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞✱ ▲✳ ●❛✈r✐❧♦✈✳ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✳

✷✵✵✺ ◆♦ ✻✵ ♣♣✳ ✸✼✷✼✲✸✼✺✷✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✶✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❙♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❢❛❝ts ♦♥ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é

❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐① P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s ✿

P■ :
d2λ

dt2
= 6λ2 + t,

P■■ :
d2λ

dt2
= 2λ3 + tλ+ α0,

P■■■ :
d2λ

dt2
=

1

λ
(
dλ

dt
)2 − 1

t

dλ

dt
+

1

t
(α0λ

2 + α1) + α2λ
3 +

α3

λ
,

P■❱ :
d2λ

dt2
=

1

2λ
(
dλ

dt
)2 +

3

2
λ3 + 4tλ2 + 2(t2 − α0)λ+

α1

λ
,

P❱ :
d2λ

dt2
= (

1

2λ
+

1

λ− 1
)(
dλ

dt
)2 − 1

t

dλ

dt
+

(λ− 1)2

t
(α0λ+

α1

λ
)

+α2
λ

t
+ α3

λ(λ+ 1)

λ− 1
,

P❱■ :
d2λ

dt2
=

1

2
(
1

λ
+

1

λ− 1
+

1

λ− t
)(
dλ

dt
)2 − (

1

t
+

1

t− 1
+

1

λ− t
)
dλ

dt

+
λ(λ− 1)(λ− t)

t2(t− 1)2
[α0 − α1

t

λ2
+ α2

t− 1

(λ− 1)2
+ (

1

2
− α3)

t(t− 1)

(λ− t)2
]

✇❤❡r❡ α0, α1, α2, α3 ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❛② ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t

❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s P❏ ❞❡♣❡♥❞s ❛♥ ✵✱ ✶✱ ✸✱ ✷✱ ✹✱ ✹ ♣❛r❛♠❡t❡rs αi r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s✐①t❤ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ P❏✱ ■✱✳✳✳✱❱ ❛r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ P❱■ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧✐♠✐t ♣r♦❝❡ss✱ s❡❡ ✭✸✽✱ Pr♣♦s♦t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ♣✳✶✷✺✮✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r♦♦❢s

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭✺✱ ❆♥♦s♦✈ ❛♥❞ ❇♦❧✐❜r✉❝❤✮✱ ✭✸✼✱ ■♥❝❡✮✱ ✭✸✽✱ ■✇❛s❛❦✐ ❛♥❞ ❛❧✳✮✱ ✭✻✹✱ ❙❛❜❜❛❤✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞

P❛✐♥❧❡✈é ♣r♦♣❡rt② ✭❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❛❜❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✮✱ s❡❡ ✭✻✵✱ P❛✐♥❧❡✈é✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❞✉❡ t♦ ❘✳ ❋✉❝❤s

✭✷✶✮✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

s✐①t❤ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✭✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r

t✇♦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠♦♥♦❞r♦♠② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ●❛r♥✐❡r s②st❡♠ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥s s✉❝❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❋✉❝❤s✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ n + 3

s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❲❤❡♥ n = 1✱ t❤❡ ●❛r♥✐❡r s②st❡♠ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s✐①t❤ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✶✺



❙❖▼❊ ❇❆❙■❈ ❋❆❈❚❙ ❖◆ ❚❍❊ P❆■◆▲❊❱➱ ❊◗❯❆❚■❖◆❙

s②st❡♠ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ♠♦✈❛❜❧❡ ❜r❛♥❝❤ ♣♦✐♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❛r♥✐❡r s②st❡♠ ❛♥❞ P❱■

❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② η2 + ζ4

♦❢ t②♣❡ A3✱ s❡❡ ✭✷✱ ❆r♥♦❧❞ ❛♥❞ ❛❧✳✮✳

✶✳✶ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r② ✇❛s t♦ ✜♥❞ ❣♦♦❞ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞

❜② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

F (t, y,
dy

dt
, ...,

dny

dtn
) = 0 ✭✶✳✶✮

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ D ⊂ C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐❢ F = F (t, y0, y1, ..., yn) ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ② = (y0, y1, ..., yn)

✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♥ t ∈ D✱ r❛t✐♦♥❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ yn✱ ❛♥❞

❧✐♥❡❛r ✐❢ ✐t ✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ F ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ②✳

❚❛❦❡ c := (c0, ..., cn) ∈ Cn+1 ❛♥❞ t0 ∈ D s♦ t❤❛t F (t0, c0, ..., cn) = 0✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ϕ(t) = ϕ(t; t0, c) t❤❡

❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t

diϕ

dti
(t0) = ci, i = 0, ..., n.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ϕ(t) ✐s ❛❧s♦ ❞❡♥t❡❞ ❜② ϕ(t)✳

■❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✐t❤❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ♥♦r

♦❢ ✇❤❛t ❦✐♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛r❞❧② s❛② t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡

❜r❛♥❝❤ ♣♦✐♥ts ♦r ❡ss❡♥t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✳✶

my′ym−1 = 1, m ∈ N.

❙♦❧✉t✐♦♥ ✿ y(t) = (t− c)1/m, c ∈ C ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ y(t) ❤❛s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❜r❛♥❝❤ ♣♦✐♥t ♦✈❡r t = c✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✳✷

y′′ + (y′)2 = 0.

❙♦❧✉t✐♦♥ ✿ y(t) = log(t− c1) + c2, c1, c2 ∈ C✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✳✸

yy′′ + (y′)2(
2y

y′
− 1) = 0.

❙♦❧✉t✐♦♥ ✿ y(t) = c1 exp(−1/(t− c2)), c1, c2 ∈ C✳

❚❤✉s ✇❡ ❢❛❝❡ t♦ s❡❡❦✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭❡①❝❡♣t ♣♦❧❡s✮ ♦❢ t❤❡ s♦✲

❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳

❆♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ♦❢ ♠♦✈❛❜❧❡ ❜r❛♥❝❤ ✭r❡s♣✳ ❡ss❡♥t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✮ ♣♦✐♥ts ✐❢

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ϕ(t; t0, c) ❤❛s ♥♦ ❜r❛♥❝❤ ✭r❡s♣✳ ❡ss❡♥t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ✈❛r②

(t0, c) ✉♥❞❡r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ F (t0, c) = 0✳

✶✻



✶✳✶ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s

Pr♦❜❧❡♠ ✶✳✶✳✹ ❋✐♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r❡❡ ♦❢ ♠♦✈❛❜❧❡ ❜r❛♥❝❤ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♠♦✈❛❜❧❡ ❡ss❡♥t✐❛❧

s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡♥❥♦②s t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ♣r♦♣❡rt② ✐❢ ✭✶✳✶✮ ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ♠♦✈❛❜❧❡ ❜r❛♥❝❤

♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♠♦✈❛❜❧❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❡♥❥♦②s t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ♣r♦♣❡rt② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s

❛ ✜♥✐t❡ s❡t ∆ ⊂ C s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ❣❡r♠ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t t0 ∈ C\∆ ❛❧❧♦✇s

❛ ♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛♥② ♣❛t❤ γ ⊂ C\∆ st❛rt✐♥❣ ❛t t0✳ ✭♠❡r♦♠♦r♣❤✐❝ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

❛♥❛❧♦❣ t♦ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✮

❲❤❡♥ n = 1✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ❜② ▲✳ ❋✉❝❤s ❛♥❞ ❍✳ P♦✐♥❝❛ré ❀ ❛♥② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ✭✶✳✶✮ ✇✐t❤

t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ ❜② ❛ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ❛♥❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ O(D)✱ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ℘ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

(
dy

dt
)2 = 4y3 − g2y − g3, g2, g3 ∈ C,

♦r ✐♥t♦ t❤❡ ❘✐❝❝❛t✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

dy

dt
= a(t)y2 + b(t)y + c(t), a(t), b(t), c(t) ∈ O(D),

✇❤❡r❡ O(D) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ D✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r n ♦❢ ✭✶✳✶✮ ✐s ♦♥❡✱ ♦♥❧② ♠♦✈❛❜❧❡ ❜r❛♥❝❤ ♣♦✐♥ts ❛♣♣❡❛r✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ n ≥ 2✱ ♠♦✈❛❜❧❡ ❡s✲

s❡♥t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♠❛② ❛♣♣❡❛r✳ ❊✳ P✐❝❛r❞ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤✐s ❢❛❝t ✐♥ ❤✐s ❧❡tt❡r t♦ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ✭✶✽✾✸✮✱ ❛♥❞

❡①♣r❡ss❡❞ ❤✐s ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❤♦♣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss t♦ ✜♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❝❛s❡ n ≥ 2✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ ❊✳ P✐❝❛r❞✱ P✳ P❛✐♥❧❡✈é

❛tt❛❝❦❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

d2y

dt2
= R(t, y,

dy

dt
),

❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❜② ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♥② ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ♣r♦♣❡rt② r❡❞✉❝❡s✱ ❜② ❛♥

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜② q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ♦r t♦ ❛

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦r t♦ P❏✱ ❏❂■✱✳✳✳✱❱■✳ Pr❡❝✐s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ P✳ P❛✐♥❧❡✈é ❢♦♥❞ ♦♥❧② P■✱ P■■✱ P■■■ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

❡rr♦rs ✐♥ ❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❍✐s st✉❞❡♥t✱ ❇✳❖✳ ●❛♠❜✐❡r✱ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s P■❱✱ P❱✱ P❱■ t♦ t❤❡ ❧✐st✳ ❙❡❡

✭✷✷✱ ●❛♠❜✐❡r✮ ❛♥❞ ✭✻✵✱ P❛✐♥❧❡✈é✮✳

◆♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❞✉❡ t♦ ❘✳ ❋✉❝❤s ✭✷✶✮✮ t♦ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭♦r s②st❡♠s✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

x′′ + p1(s)x
′ + p2(s)x = 0, ′ =

d

ds
✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ pj ✬s ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ C\∆✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✻ ✭❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✮ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ✐s ❋✉❝❤s✐❛♥ ✇✐t❤ r❡❣✉✲

❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛t t1, . . . , tm, tm+1 = ∞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts pj✬s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✿

pj(s) =
aj(s)∏m

i=1(s− ti)j
, j = 1, 2,

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✶✼



❙❖▼❊ ❇❆❙■❈ ❋❆❈❚❙ ❖◆ ❚❍❊ P❆■◆▲❊❱➱ ❊◗❯❆❚■❖◆❙

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ aj(s) ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st j(m− 1)✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞♥❡ss ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ✭✶✳✷✮ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❝❧❛ss ♦❢ ❛ s✉❜❣r♦✉♣

♦❢ GL(2,C)✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ♦❢ ✭✶✳✷✮✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐❢ Y (x, t)✱ ✇❤❡r❡ t = (t1, . . . , tm)✱ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s②st❡♠ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✷✮ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

♦❢ t0 ∈ C\∆ ❛♥❞ γ ∈ π1(C\∆, t0) t❤❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ γ∗Y (x, t) ♦❢ Y (x, t) ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ γ ✐s ❛❧s♦ ❛

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s②st❡♠ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✳✷✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ γ∗Y (x, t) = Y (x, t)ρ(t, γ)✱ ✇❤❡r❡

ρ(t, .) : π1(C\∆, t0) −→ GL(2,C)

γ 7−→ ρ(t, γ)

✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❣r♦✉♣s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✼ ❚❤❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ρ(t, .) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✷✮ ❛♥❞ Im(π1(C\∆, t0)) ⊂
GL(2,C) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣ ♦❢ ✭✶✳✷✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✽ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❢✉♥✲

❞❛♠❡♥t❛❧ s②st❡♠ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s Y (x, t) ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥ t ❛♥❞ ✐♥ x s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

ρ(t, .) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

x′′ + p1(s)x
′ + p2(s)x = 0, ′ =

d

ds
(1.2)

✇✐t❤ ✜✈❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✱ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t✳ ❆❢t❡r ❛ ❜✐✲r❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡

s ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✮ ✇❡ ♠❛② s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❛r❡

0, 1, t, λ,∞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② λ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❘✐❡♠❛♥♥ s❝❤❡♠❡ ✐s




0 1 t λ ∞
0 0 0 0 α

θ0 θ1 θt n α+ θ∞


 , n ∈ N, 2α+

∑

i∈{0,1,t,∞}

θi + n = 3

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ s❤❛❧❧ ❛❧✇❛②s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t n = 2 ✭✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②✮✮✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts p1, p2 ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❜❡

p1(s) =
1− θ0
s

+
1− θ1
s− 1

+
1− θt
s− t

− 1

t− λ

p2(s) =
k

s(s− 1)
− t(t− 1)K

s(s− 1)(s− t)
+

λ(λ− 1)µ

s(s− 1)(s− λ)

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞

k =
1

4
{(

∑

i∈{0,1,t}

θi − 1)2 − θ2∞}

❚❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t λ t♦ ❜❡ ❛♣♣❛r❡♥t r❡❛❞s

K = K(λ, µ, t) =
1

t(t− 1)
[λ(λ− 1)(λ− t)µ2 − {θ1(λ− 1)(λ− t)

+θtλ(λ− t) + (θ0 − 1)λ(λ− 1)}µ+ kλ]

❋r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ0, θ1, θt, θ∞, λ, µ, t✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② Eθ(λ, µ, t)✳

✶✽



✶✳✷ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P❱■ ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✾ ✭✸✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✷✱ ♣✳ ✶✼✷✮ (λ(t), µ(t)) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛r♥✐❡r s②st❡♠

dλ

dt
=

∂K

∂µ

dµ

dt
= −∂K

∂λ
. ✭✶✳✸✮

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ Eθ(λ, µ, t) ✐s ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝✳

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s✐①t❤ P❛✐♥❧❡✈é s②st❡♠ P❱■ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs

α = (
1

2
θ2∞,

1

2
θ20,

1

2
θ21,

1

2
θ2t ) ✭✶✳✹✮

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ●❛r♥✐❡r s②st❡♠✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✳✶✵ ■❢

(t, λ, µ) → (t, λ(t), µ(t))

✐s ❛♥ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ Eθ(λ, µ, t)✱ t❤❡♥ λ(t) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥

❜② ✭✶✳✹✮✳

✶✳✷ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P❱■ ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs αi, i = 0, . . . , 3✱ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■ ✐s ❛♥ ✧♥❡✇

tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✧✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣✱ t❤❛t P❱■ st✐❧❧ ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝

s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡❡ ✭✺✵✱ ▼❛♥✐♥✮✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ✭P❱■✮ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s

♦❢ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ P❱■ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❋✉❝❤s✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✮ ✇✐t❤ ✺ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ✭✸✽✱ ■✇❛s❛❦✐

❛♥❞ ❛❧✳✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧

x(s) =

∫

γs

ω

✇❤❡r❡ ω ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✲❢♦r♠ ♦♥ C2✱ Γs ⊂ C2 ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ s✱ ❛♥❞

γs ⊂ Γs ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♦❢ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts

♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣ ✐s ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ t♦ ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ Gl2(Q) ✭❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② Gl2(Z)✮✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

a→ Γs,a

♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② Γs ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✷✮✳ ■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ Γs,a ❞❡♣❡♥❞s ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ✐♥

a✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✭✶✳✷✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ a✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t λ = λ(a)✱ t = t(a)✱ ❜❡ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❛♣♣❛r❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ✭✶✳✷✮✳ ❚❤✐s ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ t → λ(t)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■✳ ■t ✐s s✐♠♣❧❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ r❡♣r❡s❡♥t λ = λ(t)

✐♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢♦r♠ λ = λ(a)✱ t = t(a)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P❱■✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✶✾



❙❖▼❊ ❇❆❙■❈ ❋❆❈❚❙ ❖◆ ❚❍❊ P❆■◆▲❊❱➱ ❊◗❯❆❚■❖◆❙

❙♦❧✬♥ t(a) λ(a) P❱■

✶ a3(2−a)
2a−1

a2(2−a)
a2−a+1 ( 18 ,

s
8 ,

s
8 ,

s
8 )

✷ a3(2−a)
2a−1

a(a−2)(2a2+a+2)
a2−7a+1 ( 18 ,

1
2 , 0, 0)

✸ a3(2−a)
2a−1

a2(2−a)(a2−7a+1)2

25a6−75a5+42a4+41a3+42a2−75a+25 ( 98 , 0, 0, 0)

✹ a3(2−a)
2a−1 − a(a−2)2

5a2−5a−1 ( 18 , 0, 0,
1
2 )

✺ a3(2−a)
2a−1

a2(2−a)(2a−1)
a2+5a−5 ( 18 , 0,

1
2 , 0)

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ▲✐st ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s λ(t) ♦❢ P❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s

Γs = {(ξ, η) ∈ C2 : fa(ξ, η) = s} ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡

fa(ξ, η) = η2 +
3

2a− 1
ξ4 − 4(a+ 1)

2a− 1
ξ3 +

6a

2a− 1
ξ2

✐s ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② η2 + ξ4 ♦❢ t②♣❡ A3✱ s❡❡ ✭✷✱ ❆r♥♦❧❞ ❛♥❞ ❛❧✳✮✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ fa(ξ, η) ❛r❡

0, 1, t =
a3(2− a)

2a− 1
.

▲❡t γ(s) ∈ H1(Γs,Z) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝②❝❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ s ∈ C✳ ❚❤❡ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞

∫

γ(s)

dξ

η

s❛t✐s✜❡s ❛ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r a✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠②

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡♥ t♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■ ❣✐✈❡♥ ❜②

❙♦❧✬✶✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞

∫

γ(s)

(3ξ2 − 2(a+ 1)ξ)dξ

η

s❛t✐s✜❡s ❛ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ❤❛s ♥♦ r❡s✐❞✉❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ♣✉t ξ = 1
z ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✇❡r s❡r✐❡ ✿

dξ

η
= −

√
−1

√
2a− 1

3
[1 +

2(a+ 1)

3
z +

2a2 + a+ 2

3
z2 + o(z3)]

❙♦✱

(3ξ2 − 2(a+ 1)ξ)dξ

η
= −

√
−1

√
2a− 1

3
[
3

z2
+

2a2 − 5a− 1

3
+ o(z)]

❚❤❡ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ a ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙♦❧✬✷ ♦❢ P❱■ ❡q✉❛t✐♦♥✳

✷✵



✶✳✷ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P❱■ ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s

❆ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞

∫

γ(s)

(54ζ2 − 36(a+ 1)ζ − (a2 − 7a+ 1))dζ

η

∫

γ(s)

(9ζ2 − 6(a+ 1)ζ + a(2− a))dζ

η
∫

γ(s)

(9ζ2 − 6(a+ 1)ζ + (2a− 1))dζ

η

s❛t✐s✜❡s ❛❧s♦ ❛ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ a ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙♦❧✬✸✱✹ ❛♥❞ ✺ ♦❢ P❱■ ❡q✉❛t✐♦♥✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✉♣ t♦ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❛r❡ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛r

♣♦❧②❤❡❞r❛ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❖✉r ❙♦❧✬✶ ✇✐t❤

α = (
1

8
, 0, 0, 0)

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡♥ t♦ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❉✉❜r♦✈✐♥✲▼❛③③♦❝❝♦ ✭µ = +1/4 ✮✳ ■t ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥

(A3) ✈✐❛ t❤❡ ❖❦❛♠♦t♦ t②♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮✱✭✶✳✷✺✮✱ s❡❡ ✭✶✾✮✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t

❢♦r

α = (
1

8
,
1

8
,
1

8
,
1

8
)

✇❛s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❜② ❍✐t❝❤✐♥ ✭✸✶✮✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❙♦❧✬✶ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ P❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s

✇✐t❤✱

α = (
1

8
,
z

8
,
z

8
,
z

8
) , z ∈ C ✭✶✳✻✮

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❢♦r tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ z ✐♥ ❙♦❧✬✶ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❋✉❝❤s ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ✭✶✳✷✮ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♦❢ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s t②♣❡✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷✳✶✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② tr✐✈✐❛❧ s♠♦♦t❤ ✜❜r❛t✐♦♥

f−1(C \ {0, 1, t}) → C \ {0, 1, t}

✇❤♦s❡ ✜❜❡rs t❤❡ ❛✣♥❡ ❝✉r✈❡s Γs✱ ✭✶✳✺✮✱ s ∈ C\{0, 1, t}✳ ❊❛❝❤ Γs ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛ t♦r✉s ✇✐t❤ t✇♦ r❡♠♦✈❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❍❡♥❝❡ dimH1(Γs,Z) = dimH1
DR(Γs,C) = 3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ γ(s) ∈ H1(Γs,Z) ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝②❝❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧

I(s) =

∫

γ(s)

ω, ω = P (ξ, η)dξ +Q(ξ, η)dη, P,Q ∈ C[ξ, η]

s❛t✐s✜❡s ❛ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r t❤r❡❡✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ s, a✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡

✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ω ❤❛s ♥♦ r❡s✐❞✉❡s✱ ✐t s❛t✐s✜❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✐❢ γ1(s)✱ γ2(s)✱ ✐s

❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝②❝❧❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ Γs✱ t❤❡♥ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛❞s

det




x x′ x′′∫
γ1(s)

ω (
∫
γ1(s)

ω)′ (
∫
γ1(s)

ω)′′∫
γ2(s)

ω (
∫
γ2(s)

ω)′ (
∫
γ2(s)

ω)′′


 = 0.

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✷✶



❙❖▼❊ ❇❆❙■❈ ❋❆❈❚❙ ❖◆ ❚❍❊ P❆■◆▲❊❱➱ ❊◗❯❆❚■❖◆❙

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ P✐❝❛r❞✲▲❡❢s❝❤❡t③ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢

t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ s, a✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s s❤♦✇s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t

det

( ∫
γ1(s)

ω (
∫
γ1(s)

ω)′∫
γ2(s)

ω (
∫
γ2(s)

ω)′

)
=

p(s, a)

s(s− 1)(s− t)

✇❤❡r❡ p(s, a) ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ s, a✳ ■❢ ✇❡ ♣✉t ω = dx
y t❤❡♥

∫
γ1(s)

ω ❣r♦✇s ♥♦ ❢❛st❡r t❤❛♥ s1/4−1/2 ❛t ∞ ✭❢♦r ❛

✜①❡❞ a✮✳ ❚❤✉s
p(s, a)

s(s− 1)(s− t)

❣r♦✇s ❛t ✐♥✜♥✐t② ♥♦ ❢❛st❡r t❤❛♥ s−1/2−1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦ ❢❛st❡r t❤❛♥ s−2✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛♥ p(s, a) ✐s ♦❢

❞❡❣r❡❡ ♦♥❡ ✐♥ s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② λ✱ ✐s ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❢♦r t❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s

❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✾✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ✐s ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣ ♦❢

♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ SL(2,Z) ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝❛❧✳

❚❤❡ P✐❝❛r❞✲ ▲❡❢s❝❤❡t③ ❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s

(
1 1

0 1

)
,

(
1 0

1 1

)
✭✶✳✼✮

❚♦ ❞❡❞✉❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■ ✇❡ ♥❡❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r t❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s

❡q✉❛t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✷ ▲❡t γ(s) ∈ H1(Γs,Z) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝②❝❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝

✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞

x(s) =

∫

γ(s)

dξ

η
, y(s) =

∫

γ(s)

(3ξ2 − 2(a+ 1)ξ)dξ

η

s❛t✐s❢② P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

a0(s)x
′′ + a1(s)x

′ + a2(s)x = 0

b0(s)y
′′ + b1(s)y

′ + b2(s)y = 0

✇❤❡r❡

a0(s) = s(s− 1)((2a− 1)s+ a3(a− 2))((a2 − a+ 1)s+ a2(a− 2))

a1(s) = 2(2a− 1)(a2 − a+ 1)s3 + (a6 − 3a5 + 9a4 − 19a3 + 9a2 − 3a+ 1)s2

+2a2(a− 2)(a4 − 2a3 − 2a+ 1)s− a5(a− 2)2

a2(s) = (2a− 1)[27(a2 − a+ 1)s2 − (a− 2)(2a4 − a3 − 60a2 − a+ 2)s

+a2(a− 2)2(10a2 + 11a+ 10)]/144

b0(s) = s(s− 1)((2a− 1)s+ a3(a− 2))((a2 − 7a+ 1)s− a(a− 2)(2a2 + a+ 2))

b1(s) = (2a− 1)s[(a2 − 7a+ 1)s2 − 2a(a− 2)(2a2 + a+ 2)s

−a(a− 2)2(a4 + a3 + a2 + a+ 1)]

b2(s) = −(2a− 1)[9(a2 − 7a+ 1)s2 − (a− 2)(10a4 + 31a3 − 12a2 + 31a+ 10)s

−a(a− 2)2(2a2 + a+ 2)2]/144

✷✷



✶✳✷ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P❱■ ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭✷✵✱ ❉✉♠♦rt✐❡r ❛♥❞ ▲✐✮✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡

r♦♦ts ♦❢ a0(s) ❛r❡ 0, 1 ❛♥❞

λ =
a2(2− a)

a2 − a+ 1
, t =

a3(2− a)

2a− 1

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♦❧✬✶✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ r♦♦ts ♦❢ b0(s) t❤❡ ❙♦❧✬✷✳ ❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s❝❤❡♠❡s ♦❢ t❤❡

P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r x(s)✱ y(s) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②




0 1 a3(2−a)
2a−1

a2(2−a)
a2−a+1 ∞

0 0 0 0 1
4

0 0 0 2 3
4




❛♥❞ 


0 1 a3(2−a)
2a−1

a(a−2)(2a2+a+2)
a2−7a+1 ∞

0 0 0 0 1
4

1 0 0 2 − 1
4


 .

❚❤❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ❛❢t❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✾ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❙♦❧✬✶ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ P❱■ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤

♣❛r❛♠❡t❡rs α = ( 18 , 0, 0, 0)✱ s❡❡ ✭✶✳✹✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧

♦❢ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ y(s) ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♦❧✬✷ ♦❢ P❱■ ✇✐t❤ α = ( 18 ,
1
2 , 0, 0)✳

■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t ❙♦❧✬✶ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■ ❜② ❍✐t❝❤✐♥ ✭✸✶✮❬♣✳✶✼✼❪✱ ❜✉t ❢♦r α = ( 18 ,
1
8 ,

1
8 ,

1
8 )✳

❆❢t❡r t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✣♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

❝✉r✈❡

− t

λ2
+

t− 1

(λ− 1)2
− t(t− 1)

(λ− t)2
= 0

❚❤✐s ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ❙♦❧✬✶ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✸ ▲❡t γ(s) ∈ H1(Γs,Z) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝②❝❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ s✳ ❚❤❡ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s

z(s) =

∫

γ(s)

(54ξ2 − 36(a+ 1)ξ − (a2 − 7a+ 1))dξ

η

v(s) =

∫

γ(s)

(9ξ2 − 6(a+ 1)ξ + a(2− a))dξ

η

w(s) =

∫

γ(s)

(9ξ2 − 6(a+ 1)ξ + (2a− 1))dξ

η

s❛t✐s❢② P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

c0(s)z
′′ + c1(s)z

′ + c2(s)z = 0

d0(s)v
′′ + d1(s)v

′ + d2(s)v = 0

e0(s)w
′′ + e1(s)w

′ + e2(s)w = 0

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✷✸
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✇❤❡r❡

c0(s) = s(s− 1)((2a− 1)s+ a3(a− 2))((25a6 − 75a5 + 42a4 + 41a3 + 42a2

−75a+ 25)s+ a2(a− 2)(a2 − 7a+ 1)2)

c1(s) = 2(2a− 1)(25a6 − 75a5 + 42a4 + 41a3 + 42a2 − 75a+ 25)s3 + (25a10 − 125a9

+198a8 − 192a7 + 657a6 − 1251a5 + 657a4 − 192a3 + 198a2 − 125a+ 25)s2

+2a2(a− 2)(a4 − 2a3 − 2a+ 1)(a2 − 7a+ 1)2s− a5(a− 2)2(a2 − 7a+ 1)2

c2(s) = −5[9(2a− 1)(25a6 − 75a5 + 42a4 + 41a3 + 42a2 − 75a+ 25)s2

+(a− 2)(2a− 1)(10a8 − 25a7 + 28a6 − 232a5 + 868a4 − 232a3 + 28a2

−25a+ 10)s− a2(a− 2)2(2a− 1)(a2 − 7a+ 1)(2a4 + 17a3

+3a2 + 17a+ 2)]/144

d0(s) = s(s− 1)((2a− 1)s+ a3(a− 2))((5a2 − 5a− 1)s+ a(a− 2)2)

d1(s) = ((2a− 1)s+ a3(a− 2))((5a2 − 5a− 1)s2 + 2a(a− 2)2s− a(a− 2)2)

d2(s) = −(2a− 1)[(5a2 − 5a− 1)s2 + (a− 2)2(10a3 + 15a2 + 18a− 5)s

−a(a− 2)2(10a3 + 15a2 + 4)]/144

e0(s) = s(s− 1)((2a− 1)s+ a3(a− 2))((a2 + 5a− 5)s+ a2(a− 2)(2a− 1))

e1(s) = (2a− 1)(s− 1)((a2 + 5a− 5)s2 + 2a2(a− 2)(2a− 1)s+ a5(a− 2)2)

e2(s) = −(2a− 1)[9(a2 + 5a− 5)s2 − (a− 2)(2a− 1)(5a3 − 18a2 − 15a− 10)s

+a2(a− 2)2(4a3 + 15a+ 10)]/144

■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r♦♦ts ♦❢ c0(s) ❛r❡ 0✱ 1 ❛♥❞

λ =
a2(2− a)(a2 − 7a+ 1)2

25a6 − 75a5 + 42a4 + 41a3 + 42a2 − 75a+ 25
, t =

a3(2− a)

2a− 1

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♦❧✬✸✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ r♦♦ts ♦❢ d0(s) ❛♥❞ e0(s) ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❙♦❧✬✹ ❛♥❞ ✺✳ ❚❤❡

❘✐❡♠❛♥♥ s❝❤❡♠❡s ♦❢ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r z(s)✱ v(s) ❛♥❞ w(s) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②




0 1 a3(2−a)
2a−1

a2(2−a)(a2−7a+1)2

25a6−75a5+42a4+41a3+42a2−75a+25 ∞
0 0 0 0 − 1

4

0 0 0 2 5
4







0 1 a3(2−a)
2a−1 − a(a−2)2

5a2−5a−1 ∞
0 0 0 0 1

4

0 0 1 2 − 1
4




❛♥❞ 


0 1 a3(2−a)
2a−1

a2(2−a)(2a−1)
a2+5a−5 ∞

0 0 0 0 1
4

0 1 0 2 − 1
4




❚❤❡ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡❞ ❜② z(s)✱ v(s) ❛♥❞ w(s) ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♦❧✬✸✱✹ ❛♥❞ ✺✱ ♦❢ P❱■ ✇✐t❤

α = ( 98 , 0, 0, 0)✱ (
1
8 , 0, 0,

1
2 ) ❛♥❞ ( 18 , 0,

1
2 , 0) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷✳✶✳

✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣

❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✷✺
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✳

✷✻



✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥

s♦❧✉t✐♦♥ ✶

❆❜str❛❝t ✿ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢② ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ✐s

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❛✣♥❡ s♣❛❝❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

♣♦✐♥ts ♦❢ ✧❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r✐❣✐♥✧✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r s✐♥❣✉❧❛r ✜❜❡rs✱ ♦r

t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡✲s❤❡❡t❡❞ ❝♦✈❡rs ♦❢ ¶1 ✇✐t❤ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts✳

❑❡② ✇♦r❞s ✿ ■s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥✱ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✷✵✵✵✮ ✿ ✸✹▼①①✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ✭ PVIα✮ ❡q✉❛t✐♦♥

d2λ

dt2
=

1

2
(
1

λ
+

1

λ− 1
+

1

λ− t
)(
dλ

dt
)2 − (

1

t
+

1

t− 1
+

1

λ− t
)
dλ

dt

+
λ(λ− 1)(λ− t)

t2(t− 1)2
[α0 − α1

t

λ2
+ α2

t− 1

(λ− 1)2
+ (

1

2
− α3)

t(t− 1)

(λ− t)2
].

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② α = (α0, α1, α2, α3) ∈ C4✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ PVIα✱ ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ αi✱ ✐s tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧

✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛ ✧♥❡✇ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✧✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥ t✳ ❚❤❡✐r

❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡✳❣✳ ✭✺✵✱ ▼❛♥✐♥✮✮✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ α1 = α2 = α3 = 0

✭✶✾✱ ❉✉❜r♦✈✐♥✱ ▼❛③③♦❝❝♦✮✱ ✭✺✷✱ ▼❛③③♦❝❝♦✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s

♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛

♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❇② ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ s❡t {PVIα}α
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦✱ s❛②✱ α′ ❛♥❞ α′′✳ ❚❤❡♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡

PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ α′ ❛♥❞ α′′✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ❛s

❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛✣♥❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ C4{α}✳ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢② ❛❧❧ s✉❝❤ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡s✱ t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶ ❞♦❡s ♥♦t

✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s 2A, 2B, . . . , 5L ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❝♦✐♥❝✐❞❡

s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❜② ❉♦r❛♥✱ ✇❤♦ ✉s❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r

s✐♥❣✉❧❛r ✜❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡❛❝❤

s♦❧✉t✐♦♥ (λ(t), α) ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ 2 × 2

❋✉❝❤s✐❛♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢♦✉r s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ s❛② t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❋✉❝❤s✐❛♥ s②st❡♠ ✐s ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ (λ(t), α) ♦❢

❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❤♦❧❞s tr✉❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ (λ(t), α) ♦❢ PVIα ✐s

♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r✐❣✐♥✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s (λ(t), α′) ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r✐❣✐♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r s✐♥❣✉❧❛r

✜❜❡rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❉♦r❛♥ ✭✶✽✮ ✭t❤✐s r❡s✉❧t ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡

✶✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ Pr♦❢❡ss♦r ▲✉❜♦♠✐r ●❛✈r✐❧♦✈✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✷✼



❋❆▼■▲■❊❙ ❖❋ P❆■◆▲❊❱➱ ❱■ ❊◗❯❆❚■❖◆❙ ❍❆❱■◆● ❆ ❈❖▼▼❖◆ ❙❖▲❯❚■❖◆

t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ s✉❝❤ (λ(t), α′)✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r α′′ 6= α′✱ s✉❝❤ t❤❛t (λ(t), α′′) ✐s st✐❧❧ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝

♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♠✐✜❡❞ ❝♦✈❡r ♦❢ ¶1 ✇✐t❤ ❢♦✉r r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✸ ❛♥❞

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✮✳ ❖♥ ✐ts t✉r♥ t❤✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t λ(t) ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② {PVIα}α✱ ✇❤❡r❡ α
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ α′ ❛♥❞ α′′✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s λ(t) ❢♦✉♥❞ ❜② ❉♦r❛♥ r❡❛♣♣❡❛r❡❞

✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♣♣❛r❡♥t r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s✮✳

◆❛♠❡❧②✱ ❡❛❝❤ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ✵❆✱✳ ✳ ✳✱✶❋✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣♦✐♥ts

α′ ❛♥❞ α′′ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts✳ ❲❡ t❤❛♥❦ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✶❆✱ ❛s

✇❡❧❧ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ✷❆ ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t♦ ✉s ❜② P❤✐❧✐♣ ❇♦❛❧❝❤✳ ❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤✐s ✐♥t❡r❡st ❛♥❞

❝r✐t✐❝❛❧ r❡♠❛r❦s✳

✷✳✷ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥

▲❡t λ = λ(t) ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s PVIα′ ✱ PVIα′′ ✱ α′ 6= α′′✳ ❚❤❡♥ λ(t) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥

β0 − β1
t

λ2
+ β2

t− 1

(λ− 1)2
− β3

t(t− 1)

(λ− t)2
= 0, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ β = α′−α′′ = (β0, β1, β2, β3)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(t) s❛t✐s✜❡s✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ ❢❛♠✐❧② {PVIα}α✱ ✇❤❡r❡ α ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡

{α′ + s(α′ − α′′) : s ∈ C} ⊂ C4.

■t ✐s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤✐s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ α s✉❝❤ t❤❛t PVIα ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(t) ❢♦r♠ ❛♥ ❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡

♦❢ C4✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡s❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥

s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✱ ✷✳✷✱ ✷✳✸✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✵❆✲✵❉ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ ✇❡ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❛♥

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠ ♦♥ C2 ✭❡✳❣✳ ✭✸✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✷✮✮✮ t❤❡♥ λ = 0, 1, t ❞❡✜♥❡s ❛

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α1 = 0✱ α2 = 0✱ α3 = 1/2✳ ❖♥❡ ♠❛② ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② C2 t♦ ❛

s✉r❢❛❝❡ Σ ✭t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✧s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✧✮✱ s✉❝❤ t❤❛t PVIα ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢♦❧✐❛t✐♦♥ ♦♥ Σ×{P1\{0, 1,∞}}
✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ✜❜r❛t✐♦♥ Σ× {P1 \ {0, 1,∞}} → P1 \ {0, 1,∞} ✭s❡❡ ✭✺✼✱ ❖❦❛♠♦t♦✮

❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡♥ λ = 0, 1, t,∞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤✐s ❢♦❧✐❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭✺✼✱ ♣✳✹✺✲✹✼✮✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

α1 = 0✱ α2 = 0✱ α3 = 1/2✱ ♦r α4 = 0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✸ ❊❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ λ(t) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❡❧❛t✐♦♥ P (λ(t), t) ≡ 0 ✇❤❡r❡ P ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✻ s❡r✐❡s ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶

❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✉♣ t♦ ❛ S4✲s②♠♠❡tr② ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✹ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s 1A, 1B, . . . , 1F ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ∈ C✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥

❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧②

✭❛✣♥❡ ❧✐♥❡✮ ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❖❦❛♠♦t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s 2A, 2B, 2C ✇❤✐❝❤

❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1A

λ2 − kt = 0, α = (a, k a,
1

8
,
1

8
),

✷✽



✷✳✷ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥

❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵

❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵❵

◦
◦

◦ ◦

•

•

✷❆ ✷❇

✷❈

◦

◦
◦

◦

•

•

◦
◦

◦
◦

•
•

•

▲✐♥❡ (a, a, a, a)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❚❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s 2A✱ 2B✱ ♦r 2C

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ w2 ♦❢ ❖❦❛♠♦t♦ ✭✺✽✱ ♣✳✸✻✸✮✱ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ λ2 − t = 0 ✇❤❡r❡

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❡q✉❛❧s t♦

((

√
2a−

√
2b

2
√
2

)2, (

√
2a−

√
2b

2
√
2

)2, (1−
√
2a−

√
2b

2
√
2

)2, (1−
√
2a−

√
2b

2
√
2

)2),

❛♥❞ b = k a✳ ❚❤✉s✱ ✉♣ t♦ ❖❦❛♠♦t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥

❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❜② t❤❡ ✜✈❡ ❢❛♠✐❧✐❡s 0A, 2A, 3A, 4A, 5A ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ Pr♦♦❢✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Γβ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✶✮✱ ✇✐t❤

❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧

Γaff
β = {(λ, t) ∈ C2 : N(λ, t) = 0}, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡

N(λ, t) = β0λ
2(λ− 1)2(λ− t)2 − β1t(λ− 1)2(λ− t)2

+ β2(t− 1)λ2(λ− t)2 − β3t(t− 1)λ2(λ− 1)2 = 0.

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✷✾



❋❆▼■▲■❊❙ ❖❋ P❆■◆▲❊❱➱ ❱■ ❊◗❯❆❚■❖◆❙ ❍❆❱■◆● ❆ ❈❖▼▼❖◆ ❙❖▲❯❚■❖◆

◆❛♠❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❱■α ❡q✉❛t✐♦♥ ❋❛♠✐❧② ♦❢ P❱■α ❡q✉❛t✐♦♥s

✵❆ λ = t (a, b, c, 12 )

✵❇ λ = 1 (a, b, 0, c)

✵❈ λ = 0 (a, 0, b, c)

✵❉ λ = ∞ (0, a, b, c)

✶❆ λ2 − k t = 0 (a, k a, 18 ,
1
8 ), k = const. 6= 0

✶❇ (λ− 1)2 + k (t− 1) = 0 (a, 18 , k a,
1
8 ), k = const. 6= 0

✶❈ (λ− t)2 − k t(t− 1) = 0 (a, 18 ,
1
8 , k a), k = const. 6= 0

✶❉ −t(λ− 1)2 + k (t− 1)λ2 = 0 ( 18 , a, k a,
1
8 ), k = const. 6= 0

✶❊ (λ− t)2 + k (t− 1)λ2 = 0 ( 18 , a,
1
8 , k a), k = const. 6= 0

✶❋ (λ− t)2 − k t(λ− 1)2 = 0 ( 18 ,
1
8 , a, k a), k = const. 6= 0

✷❆ λ2 − t = 0 (a, a, b, b)

✷❇ λ2 − 2λ+ t = 0 (a, b, a, b)

✷❈ λ2 − 2λt+ t = 0 (b, a, a, b)

✸❆ λ4 − 6λ2t+ 4λt+ 4λt2 − 3t2 = 0 (a, 9a, a, a)

✸❇ 3λ4 − 4λ3 − 4λ3t+ 6λ2t− t2 = 0 (9a, a, a, a)

✸❈ λ4 − 4λ3 + 6tλ2 − 4t2λ+ t2 = 0 (a, a, 9a, a)

✸❉ λ4 − 4tλ3 + 6tλ2 − 4tλ+ t2 = 0 (a, a, a, 9a)

✹❆ λ4 − 2tλ3 − 2λ3 + 6tλ2 (a, 18 , a, a)

−2t2λ− 2tλ+ t3 − t2 + t = 0

✹❇ λ4 − 2tλ3 + 2t2λ− t3 = 0 (a, a, 18 , a)

✹❈ λ4(t2 − t+ 1)− 2λ3t(t+ 1) + 6t2λ2 ( 18 , a, a, a)

−2λt2(t+ 1) + t3 = 0

✹❉ λ4 − 2λ3 + 2tλ− t = 0 (a, a, a, 1
18 )

✺❆ −2λ3 + 3tλ2 + 3λ2 − 6tλ+ t2 + t = 0 (4a, 1
18 , a, a)

✺❇ λ3 − 3λ2 + 3tλ− 2t2 + t = 0 (a, 1
18 , 4a, a)

✺❈ λ3 − 3tλ2 + 3tλ+ t2 − 2t = 0 (a, 1
18 , a, 4a)

✺❉ 2λ3 − 3tλ2 + t2 = 0 (4a, a, 1
18 , a)

✺❊ λ3 − 3tλ+ 2t2 = 0 (a, 4a, 1
18 , a)

✺❋ λ3 − 3tλ2 + 3tλ− t2 = 0 (a, a, 1
18 , 4a)

✺● λ3(2− t)− 3tλ2 + 3t2λ− t2 = 0 ( 1
18 , a, 4a, a)

✺❍ λ3(t+ 1)− 6tλ2 + 3t(t+ 1)λ− 2t2 = 0 ( 1
18 , 4a, a, a)

✺■ (1− 2t)λ3 + 3tλ2 − 3tλ+ t2 = 0 ( 1
18 , a, a, 4a)

✺❏ λ3 − 3λ2 + 3tλ− t = 0 (a, a, 4a, 1
18 )

✺❑ λ3 − 3tλ+ 2t = 0 (a, 4a, a, 1
18 )

✺▲ λ3 − 3λ2 + t = 0 (4a, a, a, 1
18 )

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ▲✐st ♦❢ ❛❧❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s

✸✵



✷✳✷ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥

( 18 ,
1
8 ,

1
8 ,

1
8 )

✹❆

✹❇

✹❉

(0, 0, 0, 0)

✸❆

( 1
72 ,

1
8 ,

1
72 ,

1
72 )

✁
✁

✁
✁
✁

✁
✁
✁

✁
✁
✁

✁
✁
✁

✁
✁
✁✁

( 18 ,
1
72 ,

1
72 ,

1
72 )

✸❈

✸❇

✸❉

✹❈

( 1
72 ,

1
72 ,

1
8 ,

1
72 )

( 1
72 ,

1
72 ,

1
72 ,

1
8 )

◦

◦

◦◦

◦

•

•

•
•

•

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❚❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s 3A✱ 3B✱✳✳✳✱ 4C✱ ♦r 4D

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✸✶
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( 29 ,
1
18 ,

1
18 ,

1
18 )

(0, 1
18 , 0, 0)

( 1
18 ,

1
18 ,

2
9 ,

1
18 )

( 1
18 , 0, 0, 0)

( 1
18 ,

1
18 ,

1
18 ,

2
9 )

( 1
18 ,

2
9 ,

1
18 ,

1
18 )

(0, 0, 1
18 , 0)

(0, 0, 0, 1
18 )

✺❆

✺❇

✺●

✺❉

✺▲

✺❏

✺❈

✺❑

✺❊

✺❍

✺■

✺❋

�
��

◦

◦
◦◦

◦

◦
◦

◦

◦

◦

◦

◦

•

•

•

•

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❚❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s 5A✱ 5B✱ ✳✳✳✱ 5K✱ ♦r 5L

✸✷



✷✳✷ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Γβ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ {N(λ, t) = 0} ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(t)✳ ■❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥

✇❡r❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ λ(t) ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛t t = 0, 1,∞ ✭❜❡❝❛✉s❡

PVIα s❛t✐s✜❡s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ P❛✐♥❧❡✈é ♣r♦♣❡rt② ✭✸✽✮✮✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❛✐r (Γβ , t) ✐s ❛ ❇❡❧②✐ ♣❛✐r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛♣

π : Γβ → C¶1 : (λ, t) → t ✭✷✳✸✮

❛r❡ 0✱ 1 ♦r ∞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❛❧s♦ t❤❛t ✐❢ ∆(t) ✐s t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ N(λ, t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧ ✇❤♦s❡ ♦♥❧② r♦♦ts ❛r❡ ❛t t = 0 ❛♥❞ t = 1✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦r❡

❞✐✣❝✉❧t ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ N(λ, t) ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦✈❡r C✳ ❚❤❡♥ Γβ ❞❡✜♥❡s s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦

❛♣♣❧② t❤❡ ❛❜♦✈❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ s♦♠❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N(λ, t) ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦✈❡r C ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♣ S4 ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s Γβ✱

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② β ∈ C¶3✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t✱ ✜rst✱ ❝✉r✈❡s Γβ ✇✐t❤ ❛ tr✐✈✐❛❧ st❛❜✐❧✐③❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ S4 ❝❛♥ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ♦❢ PVIα✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ ❛❝ts ♦♥ ✐t ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ✭s②♠♠❡tr✐❡s✮ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦s❡s

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ β✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ λ(t) ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t = 0, 1,∞
✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦❢ Γβ ♦♥❧② ❛♥❞ ✐♠♣❧② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡s

♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ λ(t)✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t♦ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ λ(t) ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❇❡❧②✐ ♣❛✐r ❛♥❞ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥s

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ss✐♥ ❞✬❡♥❢❛♥t✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛r❡✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ PVIα ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✳

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ S4

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❧✐♥❡ C¶1 ✇❤✐❝❤ s❡♥❞ ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts (0, 1, t,∞) t♦ t❤❡ ♣♦✐♥ts

(0, 1, t̃,∞) ✭t̃ = t̃(t) ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✮ ❢♦r♠ ❛ ❣r♦✉♣ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ S4 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s

x1 : s 7→ 1− s, x2 : s 7→ 1

s
, x3 : s 7→ t− s

t− 1
. ✭✷✳✹✮

❊❛❝❤ xi s❡♥❞s ❛♥ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❋✉❝❤s✐❛♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❛t 0, 1, t,∞ t♦ ❛♥ ✐s♦♠♦♥✲

♦❞r♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❛t 0, 1, t̃,∞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ xi ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ S4 ♦♥ t❤❡ s❡t

♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s Γβ✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧② ✇❡ ❤❛✈❡

xi : Γβ → Γxi
∗
(β) : (λ, t) → (xi(λ), xi(t)), i = 1, 2, ✭✷✳✺✮

❛♥❞

x3 : Γβ → Γx3
∗
(β) : (λ, t) → (x3(λ), x3(0)) = (

t− λ

t− 1
,

t

t− 1
), ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ 



x1∗ : (β0, β1, β2, β3) → (β0, β2, β1, β3),

x2∗ : (β0, β1, β2, β3) → (β1, β0, β2, β3),

x3∗ : (β0, β1, β2, β3) → (β0, β3, β2, β1),

✭✷✳✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ S4 ♦♥ C4 ✭✉♣♦♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ∞, 0, 1, t t♦ β0, β1, β2, β3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡

♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢❛❝ts ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ s❡❡ ✭✸✽✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✸✸
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✷✳✷✳✷ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Γβ → C¶1 ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡

♣r❡✲✐♠❛❣❡ ♦❢ t = 0, 1,∞
▲❡t Γβ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉r✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✷✮ ✭✐t ✐s ❛ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉r❢❛❝❡s✮✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✸✮

Γβ → C¶1

✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ♦❢ t = 0, 1,∞ ✐♥ Γβ✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ C¶3 ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s [β0 : β1 :

β2 : β3] ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ W ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t❡♥ ♣❧❛♥❡s ✭✷✲❢❛❝❡s✮

W = ∪i 6=j{βi = βj} ∪k {βk = 0}. ✭✷✳✽✮

■t ❤❛s ❛❧s♦ 45 ✶✲❢❛❝❡s ✭♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ 120 ✵✲❢❛❝❡s ✭♣♦✐♥ts✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡

t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ♦❢ t = 0, 1,∞ ✐s ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ β

❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ i✲❢❛❝❡✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r j✲❢❛❝❡ ✇✐t❤ j < i✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡✱ ✉♥t✐❧

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t β ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❡ ✭s❛t✐s✜❡s

s♦♠❡ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✮✮✱ t❤❡♥ t❤✐s ✇✐❧❧ ♠❡❛♥ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ❢❛❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✭❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❛♥② ♦t❤❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ✭✷✳✽✮ ✮✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡

♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ ✐s 6✳ ❚❤✉s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ (1+1+1+1+2)

♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ 5 ♣r❡✲✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ π ❛t ❡❛❝❤ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ✐s 1, 1, 1, 1, 2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ (1 + 1 + 2 + 2) ♠❡❛♥s t❤❛t ❤❛✈❡ 4 ♣r❡✲✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s 1, 1, 2, 2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❡t❝✳ ❚♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♣ S4 ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ W ❜② ✐ts st❛♥❞❛r❞

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s Γβ ❜② ✭✷✳✺✮✳ ❚❤❡ s✉❜❣r♦✉♣ S3 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② x1, x2 ♣❡r♠✉t❡s

t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts 0, 1,∞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✹✮ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π ♦✈❡r

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ♦❢ t = 0, 1,∞
✐s ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ β ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ W ♦r ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ W ✳ ❚❤✐s

t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✭♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r❜✐t ♦❢ S3 =< x1, x2 >✮✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ❜✐✲r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s x1, x2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✺✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❡

t❤❡ ♣♦✐♥ts t = 0, 1,∞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ♦❢ 0✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✧❣❡♥❡r✐❝✧

❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ β 6∈ W ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ♦❢ N(λ, t)✱ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✷✳✹✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st

t❤r❡❡ P✉✐s❡✉① s❡r✐❡s ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ (0, 0) ✭❢♦r t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭✹✺✱ ❑✐r✇❛♥✮✮✳ ❚❤❡ ✜rst

t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t [(3, 0), (1, 2)] ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠s

λ = c1t+ . . . , λ = c2t+ . . . ,

✇❤❡r❡

(β3 − β1)c
2
1,2 + 2β1c1,2 − β1 = 0,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t

β1 6= β3, β
2
1 + β1(β3 − β1) 6= 0.

❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t [(1, 2), (0, 4)] ❛♥❞ ❤❛s ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠

λ = c3t
1/2 + . . . ,

✇❤❡r❡

(β0 − β2)c
2
3 + β3 − β1 = 0,

✸✹
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✻

✲r

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

t

λ

−β1

2β1

−2β0

β0 − β2

−β1 + β3

β0

✻

✲ t

λ

r

r

rr

r

r

−β1

N(λ, t) N0(λ, t)

β 6∈W β3 = 0

−2β0

β0 − β2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ♦❢ N(λ, t) ❛♥❞ N0(λ, t)

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t

β0 6= β2, β1 6= β3.

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t

N(λ, 0) = λ4(β0λ
2 − 2β0λ+ β0 − β2),

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ✜✈❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ❛t ❧❡❛st 1, 1, 2, 1, 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ t❤❡ ♠❛♣ π ✐s s✐①✱ t❤❡♥ ✐ts t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ✐s ❡①❛❝t❧② (1+ 1+ 1+ 1+ 2)✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

π ♦✈❡r 0 ❛♥❞ 1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ S3 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② x1✱ x2✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ♦♥❡ ✈❡r✐✜❡s t❤❛t ✇❤❡♥ β0 = β2✱ ♦r β1 = β3 t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ❛r❡ (1+1+1+3)✳ ■❢ β0 = β2 ❛♥❞

β1 = β3 t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ❛r❡ (1+1+2+2)✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ β0 = β1 = β3 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s β0 = β2 ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②

✐s (1 + 1 + 1 + 3)✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ β0 = β1 = β2 = β3 ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛s β0 = β2 ❛♥❞ β1 = β3✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s

♦❢ π ♦✈❡r 1 ❛♥❞ ∞ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ W ❢♦r ✇❤✐❝❤ βi 6= 0✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡

β3 = 0 ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡

Γ0
β = {(λ, t) ∈ C2 : β0 − β1

t

λ2
+ β2

t− 1

(λ− 1)2
= 0, λ 6= 0, 1}.

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N(λ, t) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

N0(λ, t) = β0λ
2(λ− 1)2 − β1t(λ− 1)2 + β2(t− 1)λ2

✇❤♦s❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②❣♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✷✳✹✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡❛❞✐♥❣

t❡r♠

λ = ct1/2 + . . . , β1 + (β2 − β0)c
2 = 0

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t β1 6= 0✱ β2 6= β0✳ ❆s

N0(λ, 0) = λ2(β0(λ− 1)2 − β2),

t❤❡♥ t = 0 ❤❛s ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t β0β2 6= 0✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t = 0 ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡

♣r❡✲✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s 2, 1, 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t β ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✷✲❢❛❝❡ β3 = 0✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✸✺
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❢❛❝❡ ♦❢ W st❛❜✐❧✐③❡r t = 0 t = 1 t = ∞
βi 6= βj S4 ✭✶✰✶✰✶✰✶✰✷✮ ✭✶✰✶✰✶✰✶✰✷✮ ✭✶✰✶✰✶✰✶✰✷✮

β0 = β2 S2 × S2 ✭✶✰✶✰✶✰✸✮ ✭✶✰✶✰✶✰✶✰✷✮ ✭✶✰✶✰✶✰✶✰✷✮

β0 = β2, β1 = β3 D4 ✭✶✰✶✰✷✰✷✮ ✭✶✰✶✰✶✰✶✰✷✮ ✭✶✰✶✰✶✰✶✰✷✮

β0 = β1 = β2 S3 ✭✶✰✶✰✶✰✸✮ ✭✶✰✶✰✶✰✸✮ ✭✶✰✶✰✶✰✸✮

β0 = β1 = β2 = β3 S4 ✭✶✰✶✰✷✰✷✮ ✭✶✰✶✰✷✰✷✮ ✭✶✰✶✰✷✰✷✮

β3 = 0 S3 ✭✶✰✶✰✷✮ ✭✶✰✶✰✷✮ ✭✶✰✶✰✷✮

β0 = β2, β3 = 0 S2 ✭✶✰✸✮ ✭✶✰✶✰✷✮ ✭✶✰✶✰✷✮

β0 = β1 = β2, β3 = 0 S3 ✭✶✰✸✮ ✭✶✰✸✮ ✭✶✰✸✮

β2 = β3 = 0 S2 × S2 ✭✷✮ ✭✶✰✶✮ ✭✷✮

β2 = β3 = 0, β0 = β1 S2 × S2 ✭✷✮ ✭✶✰✶✮ ✭✷✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ▼✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ π ❛t t❤❡ ♣r❡✲✐♠❛❣❡s ♦❢ t = 0, 1,∞✳

✶✲❢❛❝❡s ❛♥❞ ✵✲❢❛❝❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ■t ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t

✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ s✉✣❝❡s t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✐♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ▲❡t N1(λ, t) ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞❡❣r❡❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ ❛♥❞ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞❡❣r❡❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s N(λ, t)✱ ❛♥❞ β1β2β3 6= 0✳ ❚❤❡♥

N1(0, t) = c0t
n0 , c0 6= 0, 1 ≤ n0 ≤ 3,

N1(1, t) = c1(t− 1)n1 , c1 6= 0, 1 ≤ n1 ≤ 3,

❛♥❞

N1(t, t) = c2t
m0(t− 1)m1 , c2 6= 0, 1 ≤ m0, 1 ≤ m1,m0 +m1 ≤ 3.

Pr♦♦❢ ❲❡ ❤❛✈❡ N(0, t) = −β1t3✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ λ = c ∼ 0 t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N(c, t) ∈ C[t] ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ r♦♦ts

✇❤✐❝❤ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ c t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N1(c, t) ∈ C[t] ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛♥❞ ❛t ♠♦st

t❤r❡❡ r♦♦ts ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ c t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ N1(0, t)✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ N1(1, t) ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❆s N1(0, 0) = N1(1, 1) = 0 t❤❡♥ N1(t, t) ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t(t − 1)

❜✉t ❛❧s♦ ❞✐✈✐❞❡s N(t, t) = −β3t3(t− 1)3✳

❲❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ PVIα ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ W ✳ ▲❡t Γ ❜❡ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉r❢❛❝❡

♦❢ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Γβ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣

π : Γ → CP1 : (λ, t) → t ✭✷✳✾✮

❛r❡ ❛t 0, 1,∞✱ ❛♥❞ Γ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛✐r (Γ, π) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❇❡❧②✐ ♣❛✐r✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❞❡ss✐♥s ❞✬❡♥❢❛♥t✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [0, 1] ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛♣ π✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡ss✐♥ ✐s t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ π ✭s❡❡ ✭✻✽✮✮✳ ❚❤❡ ❞❡ss✐♥ ❞✬❡♥❢❛♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

π✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ❝❛s❡ β 6∈ W

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t λ(t) ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t N(λ(t), t) ≡ 0✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❇❡❧②✐ ♣❛✐r

(Γ, π)✱ ✭✷✳✾✮✳ ▲❡t {λ1, . . . , λd} = π−1(t0) ✇❤❡r❡ t0 6= 0, 1,∞✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t0 ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ ❝❧♦❝❦✇✐s❡

♦♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ 0, 1 ❛♥❞ ∞ ✐♥❞✉❝❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σ0, σ1 ❛♥❞ σ∞ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts λ1, . . . , λd✱ s✉❝❤ t❤❛t σ0σ1σ∞ = 1✳

✸✻
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❝ ❝ ❝ ❝s ss s
✵ ✶

✵ ✶
✵ ✶ ✵ ✶

✭✐✮ ✭✐✐✮ ✭✐✐✐✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❉❡ss✐♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 1, 2 ❛♥❞ 3

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ σ0, σ1 ❛♥❞ σ∞ ❛r❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✉♥❧❡ss ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ■♥

t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡ (σ0σ1)
2 = 1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ σ0σ1 = σ1σ0✳ ❚❤✉s σ∞ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t♦ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σ0, σ1, σ∞ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ t❤❡ ❣r♦✉♣

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡♠ ✐s ❡✐t❤❡r Z2 ♦r ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ π ✐s ❡✐t❤❡r t✇♦ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣

✭✷✳✾✮ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✮✱ ♦r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡ss✐♥ ❞✬❡♥❢❛♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳✷✳✺ ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

N(λ, t) ∈ C[λ, t] ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡✮✳ ■❢ t❤❡ ❞❡ss✐♥ ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s λ = P (t)✱ ✇❤❡r❡ P

✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ λ6 ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N(λ, t) ✐s β0 6= 0✮✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t ❡✐t❤❡r λ = t✱ ♦r λ = t2 ♦r λ = t3✳ ❇✉t λ − t ✱ λ − t2✱ λ − t3 ❝❛♥ ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ N(λ, t)✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t βi 6= 0✳

■❢ t❤❡ ❞❡ss✐♥ ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✱ t❤❡♥ λ(t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② λ2 + 2p(t)λ+ q(t) = 0✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s p, q ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

✐♥ t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ λ6 ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N(λ, t) ✐s β0 6= 0✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ♠❛② s✉♣♣♦s❡ ✭❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s②♠♠❡tr② xi ♦♥ Γ✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ t❤❛t λ(t) ✐s r❛♠✐✜❡❞ ♦✈❡r 0 ❛♥❞ ∞ ♦♥❧②✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻

q(t) ✐s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s t3✳ ❆s p(t)2 − q(t) ✐s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♦❞❞ ❞❡❣r❡❡✱

t❤❡♥ p(t) ≡ 0✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r λ2 = t ♦r λ2 = t3✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ λ2 − t3 ❝❛♥ ♥♦t

❞✐✈✐❞❡ N(λ, t) ✇❤✐❧❡ λ2− t ❞✐✈✐❞❡s N(λ, t) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ β0 = β1 ❛♥❞ β2 = β3 ✭t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❛s β 6∈W ✮✳

❚❤❡ ❝✉r✈❡ Γβ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✷✳✹ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β1 = β2

❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ss✐♥s ❞✬❡♥❢❛♥t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σ0, σ1, σ∞ ✐s

✐❞❡♥t✐t②✱ t❤❡ ❞❡ss✐♥ ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡ ♦r t✇♦✳ ❯♣ t♦ ❛ s②♠♠❡tr② ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✷✳✺ ✭✐✮

♦r ✭✐✐✮✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ β 6∈W ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Γβ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ σ0✱ σ1 ❛r❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❝❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✿

σ3 ✐s ❝②❝❧✐❝ ♦❢ ♦r❞❡r t❤r❡❡✱ ❛♥❞ σ0✱ σ1 ❛r❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣

✭✷✳✾✮ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡ss✐♥ ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t❤r❡❡✳ ❯♣ t♦ ❛ s②♠♠❡tr②✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✷✳✺ ✭✐✐✐✮ ❛♥❞

λ(t) s❛t✐s✜❡s N1(λ(t), t) ≡ 0 ✇❤❡r❡ N1 ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t❤r❡❡ ✐♥ λ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

N(λ, t)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛❢t❡r ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✷✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡

N = N1N2,Γ
aff
1 = {N1(λ, t) = 0},

Γaff
2 = {N2(λ, t) = 0},Γaff

β = Γaff
1 ∪ Γaff

2 .

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❧❡t Γ1,Γ2,Γβ ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② x1 ✐s ❛♥

❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ Γβ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s Γ1 ❛♥❞ Γ2✱ ♦r ✐t ♣❡r♠✉t❡s t❤❡s❡

❝✉r✈❡s ✭✇❡ ✉s❡❞ t❤❛t Γ1 ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t x1 ✐s ❛♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ Γ1✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥
N1(λ, t)

λ(λ− 1)(λ− t)
= 1 +

A1

λ
+

B1

λ− 1
+

C1

λ− t

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✸✼
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✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ x1 t♦♦✳ ❍❡r❡ A1, B1, C1 ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡ t, t− 1 ❛♥❞ t(t− λ)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ✭✷✳✶✮✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

A1(1− t) = −B1(t), B1(1− t) = −A1(t), C1(1− t) = −C1(t).

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢
N2(λ, t)

λ(λ− 1)(λ− t)
= 1 +

A2

λ
+

B2

λ− 1
+

C2

λ− t
,

t❤❡♥

A2(1− t) = −B2(t), B2(1− t) = −A2(t), C2(1− t) = −C2(t).

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t C1(t) = c1t(t−1)✱ C2(t) = c2t(t−1)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t♦ C1C2 = −β3t(t−1)/β1✱ β1, β3 6= 0✳

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ x1 ❡①❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝✉r✈❡s Γ1 ❛♥❞ Γ2✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

A1(1− t) = −B2(t), B1(1− t) = −B2(t), C1(1− t) = −C2(t).

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N(λ, t) ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t❤r❡❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ❛♥❞

A1A2 = −β1
β0
t, B1B2 = −β2

β0
(t− 1), C1C2 = −β3

β0
t(t− 1).

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ♠❛② s✉♣♣♦s❡ t❤❛t C1(t) = c1t, C2 = c1(t − 1) ❛♥❞ A1(t) = a1t, B2 =

b2(t − 1) ♦r A2(t) = a2t, B1 = b1(t − 1)✱ ✇❤❡r❡ ai, bj 6= 0✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s N1(λ, t)✱ N2(λ, t) ❛r❡

♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ N(λ, t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ✐s t❤r❡❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ Γβ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✷✳✺ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β0 = β2✱ β1 = β3

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

N(λ, t) = (λ2 − 2λ+ t)(β0λ
2(λ− t)2 − β1t

2(λ− 1)2).

■♥❞❡❡❞✱

λ2 − 2λ+ t = 0 ✭✷✳✶✵✮

❞❡✜♥❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ PVIα✱ ❡✳❣✳ ✭✶✽✮✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ s♦❧✉t✐♦♥ 2B✳ ■ts ❞❡ss✐♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺

✭✐✐✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(t) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

λ(λ− t)− ct(λ− 1) = 0, c = ±
√
β1
β0
,

✐s r❛♠✐✜❡❞ ♦✈❡r 0, 1,∞ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t c = 0,±1✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛s β0 6= β1, βi 6= 0✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡

Γβ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✳

✷✳✷✳✻ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β0 = β1 = β2

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σ0, σ1, σ∞ ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ♦r ✐s ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t❤r❡❡✳

■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σ0, σ1, σ∞ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② t❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② σ0, σ1, σ∞ ✐s ❡✐t❤❡r Z3 ♦r

t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♦♥❡ {1}✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡ss✐♥ ✐s ♦♥❡ ♦r t❤r❡❡✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡

❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t❤r❡❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ❛♥❞ ❞♦❡s

♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦♦ ✭♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t βi 6= 0✮✳

✸✽
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■❢ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σ0, σ1, σ∞ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t t❤r❡❡✲❝②❝❧❡s✳ ❆s t❤❡ s②♠♠❡t✲

r✐❝ ❣r♦✉♣ S3 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t✇♦ t❤r❡❡✲❝②❝❧❡s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π ✐s ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t λ(t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N1✱ N1(λ(t), t) ≡ 0✱ ✇❤❡r❡ N1 ∈ C[λ, t] ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡

❢♦✉r ✐♥ λ✳ ❚❤❡♥ x1, x2 ❛r❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢

Γ1 = {N1(λ, t) = 0}.

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡

Γ2 = {N2(λ, t) = 0}

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N2 = N/N1 ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡

N2(λ, t)

λ(λ− 1)
= 1 +

A

λ
+

B

λ− 1
,

✇❤❡r❡ A,B ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st t❤r❡❡✳ ❚❤❡ x1,2 ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s

A(t)A(1/t) = 1, A(1/t)B(t) = −B(1/t), B(t) = −A(1− t),

✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥s

A(t) = t, B(t) = t− 1;

A(t) = t3, B(t) = (t− 1)3;

A(t) = −t2, B(t) = (t− 1)2.

❚❤❡ ❝❛s❡ A(t) = t3, B(t) = (t − 1)3 ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s N1(λ, t) ❞♦❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ A(t) =

−t2, B(t) = (t − 1)2 ✐♠♣❧✐❡s N2(λ, t) = (λ − t)2✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ β3 = 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ A(t) = t, B(t) = t − 1

✇❡ ❤❛✈❡ N2(λ, t) = λ2 − 2λ + 2λt − t ✭✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t N2(λ, t) ❞✐✈✐❞❡s

N(λ, t) ❧❡❛❞s t♦ β3 = 9β0 ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t

N(λ, t) =
(
λ2 − 2λ+ 2λ t− t

) (
t2 − 4λ3t+ 6λ2t− 4λ t+ λ4

)
.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(t) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

t2 − 4λ3t+ 6λ2t− 4λ t+ λ4 = 0 ✭✷✳✶✶✮

✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ PVIα✱ ❡✳❣✳ ✭✶✽✮✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ s♦❧✉t✐♦♥ 3D✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡ss✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ λ(t) ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✜✈❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N2(λ, t) ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ λ✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ✇❡ ❣❡t

N2(λ, t) = λ − t2 ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s β1 = 0✳ ❚♦ r❡s✉♠❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ Γβ ❞❡✜♥❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t β0 = β1 =

β2 = β3/9✳

✷✳✷✳✼ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β0 = β1 = β2 = β3

❲❡ ❤❛✈❡

N(λ, t) = β0(λ
2 − 2λ+ t)(λ2 − 2λt+ t)(λ2 − t)

❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② N(λ, t) = 0 ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ✭✶✽✮✱

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ s♦❧✉t✐♦♥s 2B, 2C, 2A r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ Γβ ❞❡✜♥❡s t❤r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✸✾



❋❆▼■▲■❊❙ ❖❋ P❆■◆▲❊❱➱ ❱■ ❊◗❯❆❚■❖◆❙ ❍❆❱■◆● ❆ ❈❖▼▼❖◆ ❙❖▲❯❚■❖◆

✷✳✷✳✽ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ N(λ, t) = (λ− t)2N0(λ, t) ✇❤❡r❡

N0(λ, t) = β0λ
2(λ− 1)2 − β1t(λ− 1)2 + β2(t− 1)λ2.

■♥❞❡❡❞✱ λ = t ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st❛♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✵❇ ✭❜❡❝❛✉s❡✱ ✉♣ t♦ ❛ s②♠♠❡tr②✱ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ λ = 0, 1,∞✮✳

❚♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N ❜✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② N0 ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡ Γβ ❜② Γ0
β = {N0(λ, t) = 0}✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡ss✐♥ ❞✬❡♥❢❛♥t ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡ ♦r t✇♦✳

■❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ✐s ♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s λ = P (t) ❢♦r s♦♠❡ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ N0(P (t), t) 6≡ 0

❛♥❞ P (t) ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

■❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ✐s t✇♦✱ t❤❡♥ λ(t) ❤❛s ❡①❛❝t❧② t✇♦ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛ 0 ❛♥❞ ∞✱ ❛♥❞ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t λ(t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② λ2 + 2p(t)λ+ q(t) = 0 ❢♦r

s♦♠❡ p, q ∈ C[t]✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ λ2 + 2p(t)λ+ q(t) ❞✐✈✐❞❡s

N0(λ, t) = t(β2λ
2 − β1(λ− 1)2) + β0λ

2(λ− 1)2 − β2λ
2

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ p(t) = c1 ❛♥❞ q(t) = c2t ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts c1, c2✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡

r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ λ(t) ❛r❡ 0 ❛♥❞ ∞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t 4(p2 − q) ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

c1 = 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② N0(
√−c2t, t) ≡ 0 ✐♠♣❧✐❡s β2 = 0 ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t

tr✉❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ Γ0
β ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✷✳✾ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β0 = β2

■t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β1 = β2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ β3 = 0, β0 = β2 ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x2✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t t❤❛t β3 = 0, β1 = β2✳ ❚❤❡ ❞❡ss✐♥ ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st t❤r❡❡✱ ❛♥❞

❤❡♥❝❡ N0(λ, t) ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t λ − c ❞✐✈✐❞❡s N0(λ, t) ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t c✳ ❆s N0(λ, t) ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥

t✱ t❤❡♥ λ − c ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s t♦ β1(1 − 2λ)✳ ❚❤✉s c = 1/2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

t❤❛t 1− 2λ ❞✐✈✐❞❡s N0(λ, t) ❧❡❛❞s t♦ β0 = 4β1 = 4β2✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡

N0(λ, t) = β0 (2λ− 1)
(
2λ3 − 3λ2 + t

)
.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(t) ❞❡✜♥❡❞ ❜②
(
2λ3 − 3λ2 + t

)
= 0 ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❡ ✭✶✽✮✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ s♦❧✉t✐♦♥s 5L✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (x2)−1 = x2 ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ✭✶✽✮✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ s♦❧✉t✐♦♥ ✺❑✮

λ3 − 3λt+ 2 t = 0

❞❡✜♥❡❞ ❜② Γ0
β ✇✐t❤ β3 = 0, β1 = 4β0 = 4β2✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ Γ0

β ❞❡✜♥❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t β3 = 0, β1 = 4β0 =

4β2✳

✷✳✷✳✶✵ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β0 = β1 = β2

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ N0(λ, t) ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❡ ✭✶✽✮✱ ❚❛❜❧❡ ✷✱ s♦❧✉t✐♦♥ ✹❉✳

✷✳✷✳✶✶ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β2 = 0

❚❤❡ ❝✉r✈❡ Γ0
β ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t s♦❧✉t✐♦♥ λ = 1✱ ✵❇✱ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✶❆✱ β0λ

2 − β1t = 0✳

✹✵



✷✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ PVIα ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s

✷✳✷✳✶✷ ❚❤❡ ❢❛❝❡ β3 = 0, β2 = 0, β0 = β1

❚❤❡ ❝✉r✈❡ Γ0
β ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t s♦❧✉t✐♦♥ λ = 1✱ ✵❇✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ λ2 = t✱ ✷❆✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶ ✐s ♣r♦✈❡❞✳

✷✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ PVIα ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s

■t ✇❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❡♠❛r❦ ❛❢t❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶ t❤❛t t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s 1A, 1B, . . . , 1F ❛r❡ ❖❦❛♠♦t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

❢❛♠✐❧✐❡s 2A, 2B, 2C✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✷✸ ❢❛♠✐❧✐❡s 2A−5L✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠

❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛♥ ❛✣♥❡ ♣❧❛♥❡ ♦r ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ C4{α} ✇❤✐❝❤✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ ❜❡❧❧♦✇✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥ts α ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r✐❣✐♥✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡s ✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✺✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ 23 s♦❧✉t✐♦♥s

2A − 5L ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❉♦r❛♥✱ s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶ ❜❡❧❧♦✇✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝

s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r s✐♥❣✉❧❛r ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❧✐st ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢

r❛♠✐✜❡❞ ❝♦✈❡rs ♦❢ ¶1 ✇✐t❤ ❢♦✉r r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♥❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✱ s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✸✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❛❧②t✐❝ s✉r❢❛❝❡ S ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ S → ¶1✱ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✜❜❡r f−1(z) = Γz ✐s ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✳ ❚✇♦ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐✲❛♥❛❧②t✐❝

♠❛♣ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ✭✹✻✱ ❑♦❞❛✐r❛✮✳

❲❡ ♠❛② s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✜❜❡r Γz ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❢♦r♠

Γz = {(x, y) ∈ C2 : y2 = 4x3 − g2(z)x− g3(z)}

❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ✿

η1 =

∫

γ(z)

dx

y
, η2 =

∫

γ(z)

xdx

y
,

✇❤❡r❡ γ(z) ⊂ Γz ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣s ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t s❡❝t✐♦♥ z 7→ H1(Γz,Z) ♦❢

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜✉♥❞❧❡✮✳ ❚❤❡♥ η1, η2 s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ ✭t❤✐s ❣♦❡s ❜❛❝❦ ❛t ❧❡❛st

t♦ ✭✷✾✱ ●r✐✣t❤s✮✱ s❡❡ ✭✻✻✱ ❙❛s❛✐✮✮

△(z)
d

dz

(
η1

η2

)
=

(
−△′

z

12 − 3δ
2

− g2δ
8

△′

z

12

)(
η1

η2

)
, ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡

△(g2, g3) = g32 − 27g23 ,

❛♥❞

δ(z) = 3g3
dg2
dz

− 2g2
dg3
dz

.

❚❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐♥❣✉❧❛r ✜❜❡rs ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r

s✐♥❣✉❧❛r ✜❜❡rs ✇❡r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② ✭✸✵✱ ❍❡r❢✉rt♥❡r✮ ✇❤♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✺✵ ❞✐st✐♥❝t ❝❛s❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ✺ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡② ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ P✐❝❛r❞✲

❋✉❝❤s s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢♦✉r r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳ ■❢ ✇❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ 0, 1,∞, t t❤❡♥ t❤❡

③❡r♦ λ ♦❢ δ(z)✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥✱ s❡❡ ✭✺✾✱ ❖❦❛♠♦t♦✮

❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✹✶
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶ ✭✶✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✸✮ ❆❧❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s (λ(t), α) ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢

❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r s✐♥❣✉❧❛r ✜❜❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♣ S4 ❛r❡ ❧✐st❡❞ ♦♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✳✷ ❚❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ ✭✷✳✶✷✮ ❤❛s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

❧❡t z 7→ (g2(z), g3(z)) ❜❡ ❛ ❝✉r✈❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❧♦❝✉s {g32 −27g23 = 0} ♦❢ Γz ❛t s♦♠❡

s♠♦♦t❤ ♣♦✐♥t (g2(z0), g3(z0))✳ ❚❤❡ P✐❝❛r❞✲▲❡❢s❝❤❡t③ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤♦♠♦❧♦❣②

❣r♦✉♣ H1(Γz,Z) ❛❧♦♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❧♦♦♣ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♦♥❡ t✉r♥ ❛❜♦✉t z0 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ♠❛tr✐①

(
1 ±1

0 1

)

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣ ♦❢ ✭✷✳✶✷✮ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡

z 7→ (g2(z), g3(z))

✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✵✱ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡❞✉❝❡ ❛ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✭✷✳✶✷✮✱ ❜✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♠♦♥♦❞r♦♠②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛

r❛♠✐✜❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ Γ → ¶1 ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t❤r❡❡ ✇✐t❤ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ❘✐❡♠❛♥♥

s✉r❢❛❝❡✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ Γaff = {(x, z) ∈ C2 : f(x, z) = 0} ♦❢ Γ✱ ✇❤❡r❡ f(x, z) = 4x3 − g2x − g3✱

❛♥❞ g2 = g2(z), g3 = g3(z) ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡

❝♦✈❡r✐♥❣ Γ → ¶1 ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

{(x, z) ∈ C2 : f(x, z) = 0} → C : (x, z) 7→ z. ✭✷✳✶✸✮

▲❡t x1(z), x2(z) ❜❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r♦♦ts ♦❢ f ✳ ❚❤❡♥ γ(z) = x1(z)− x2(z) ✐s ❛ ✵✲❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r {x : f(x, z) = 0}
❛♥❞ t❤❡ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛❜♦✈❡ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s

η1(z) =

∫

γ(z)

x = x1(z)− x2(z), η2(z) =

∫

γ(z)

x2 = x21(z)− x22(z).

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t η1, η2 s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ ✭s❡❡ ✭✷✽✮✮

△(z)
d

dz

(
η1

η2

)
=

(
△′

z

6 −3δ

− g2δ
2

△′

z

3

)(
η1

η2

)
. ✭✷✳✶✹✮

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ s②st❡♠ ✭✷✳✶✹✮ t♦ ❤❛✈❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❛t 0, 1, t,∞✱ t❤❡♥ t❤❡ r♦♦t λ(t) ♦❢ δ(z) ✐s ❛

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✱

str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐t ❤♦❧❞s t♦♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ✐s♦♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✭✹✷✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

✜❜r❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❛♥❞ t❛❦❡ ❢♦r g2✱ g3 t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ❍❡r❢✉t♥❡r✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✷✸ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦✲

❧✉t✐♦♥s ✷❆✲✺▲ s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r α ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦♥♦❞r♦♠② ❣r♦✉♣ ♦❢

✭✷✳✶✹✮ ✐s ✜♥✐t❡✱ s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✸ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s (λ(t), α) ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣

✭✷✳✶✸✮ ✇✐t❤ g2✱ g3 ❛s ♦♥ t❤❡ ❍❡r❢✉t♥❡r ❧✐st✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♣ S4

❛r❡ ❧✐st❡❞ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳

✹✷



✷✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ PVIα ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s

◆❛♠❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥

✶ g2(z, a) = 3(z − 1)(z − a2)3

g3(z, a) = (z − 1)(z − a2)4(z + a)

✷ g2(z, a) = 12z2(z2 + az + 1)

g3(z, a) = 4z3(2z3 + 3az2 + 3az + 2)

✸ g2(z, a) = 12z2(z2 + 2az + 1)

g3(z, a) = 4z3(2z3 + 3(a2 + 1)z2 + 6az + 2)

✹ g2(z, a) = 3z3(z + a)

g3(z, a) = z5(z + 1)

✺ g2(z, a) = 3z3(z + 2a)

g3(z, a) = z4(z2 + 3az + 1)

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❚❤❡ ❍❡r❢✉rt♥❡r ❧✐st ♦❢ ✧❞❡❢♦r♠❛❜❧❡✧ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r s✐♥❣✉❧❛r ✜❜❡rs

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✳✹ P❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ ✭✷✳✶✹✮✱ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❡①♣❧✐❝✐t ✇❛②✱ ✇❡r❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs✱ ❡✳❣✳ ✭✶✵✱ ❇♦❛❧❝❤✮✱ ✭✶✾✱ ❉✉❜r♦✈✐♥✲▼❛③③♦❝❝♦✮✱ ✭✸✶❀ ✸✷✱ ❍✐t❝❤✐♥✮✱ ✭✹✹✱ ❑✐t❛❡✈✮✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✹❆ ✇✐t❤ α = (1/8, 1/8, 1/8, 1/8) ❢♦❧❧♦✇s

❢r♦♠ ✭✷✳✶✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳

❚❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ (2.14) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❆❜❡❧✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞ η1 s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

p0(z, a)η
′′
1 + p1(z, a)η

′
1 + p2(z, a)η1 = 0, ✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡

p0(z, a) = 144δ∆2,

p1(z, a) = 144∆(δ
d∆

dz
−∆

dδ

dz
),

p2(z, a) = 12δ
d2∆

dz2
− 216δ3g2 − 12∆

dδ

dz

d∆

dz
− δ(

d∆

dz
)2.

❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ 2 ❢r♦♠ t❤❡ ❍❡r❢✉rt♥❡r ❧✐st ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮

g2 = g2(z, a) = 3z3(z + a),

g3 = g3(z, a) = z5(z + 1).

❲❡ ❤❛✈❡

∆ = ∆(g2, g3) = 27z9((3a− 2)z2 + (3a2 − 1)z + a3),

δ = δ(z, a) = −3z7((3a− 2)z + a).

❚❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

144z2((3a− 2)z + a)((3a− 2)z2 + (3a2 − 1)z + a3)2 η′′1

+144z((3a− 2)z2 + (3a2 − 1)z + a3)(3(3a− 2)2z3

+2(3a− 2)(3a− 1)(a+ 1)z2 + a(3a3 + 7a2 − 3)z + 2a4) η′1

+[135(3a− 2)3z5 + (3a− 2)2(468a2 + 267a− 164)z4

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✹✸
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+2(3a− 2)(189a4 + 522a3 − 48a2 − 208a+ 10)z3

−2a(270a5 − 1269a4 + 252a3 + 460a2 − 70)z2

−a4(243a3 − 666a2 + 176)z + 27a7] η1 = 0

❛♥❞ ❤❛s ❢♦✉r r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❛t ∞ ❛♥❞ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ (3a− 2)z2 +(3a2 − 1)z+ a3 ✭t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ∆✮✱ ❛s ✇❡❧❧

♦♥❡ ❛♣♣❛r❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ (3a− 2)z + a ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r♦♦t ♦❢ δ✮✳ ❘❡✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts

t♦ 0, 1, t,∞ ✇❡ ❣❡t

λ =
a2 − a+ 1

a2(2− a)
, t =

2a− 1

a3(2− a)
, a ∈ C. ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ✇✐t❤

❘✐❡♠❛♥♥ s❝❤❡♠❛ 


0 1 t λ ∞
− 3

4
1
4

1
4 0 5

4

− 1
4 − 1

4 − 1
4 2 3

4


 .

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ = λ(t) ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② ✭✷✳✶✻✮ ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ PVIα

❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤

α0 =
1

8
, α1 =

1

8
, α2 =

1

8
, α3 =

1

8
.

✭s❡❡ ✭✸✽✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ a ❢r♦♠ ✭✷✳✶✻✮ ✇❡ ❣❡t

λ4 − 2tλ3 − 2λ3 + 6tλ2 − 2t2λ− 2tλ+ t3 − t2 + t = 0

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✹❆ ✇✐t❤ α = (1/8, 1/8, 1/8, 1/8)✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❉♦r❛♥✬s ♣♦✐♥t α =

(0, 1/8, 0, 0)✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ λ(t) s❛t✐s✜❡s ❛❧s♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✿

1 +
t− 1

(λ− 1)2
− t(t− 1)

(λ− t)2
= 0

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ (1/8, 1/8, 1/8, 1/8) ❛♥❞ (0, 1/8, 0, 0) ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ✹❆✳ ❚❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ α = (1/8, 1/8, 1/8, 1/8) ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❍✐t❝❤✐♥ ✭✸✶✱ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✱ ✭✸✷✱ ✭✸✹✮✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✳✺ ■❢ ✇❡ r❡♣❡❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ ✭✷✳✶✷✮ t❤❡♥

♦❢ ❝♦✉rs❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ α = (1/8, 0, 0, 0)✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡rr♦♥❡♦✉s❧②

❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❉♦r❛♥ ✭✶✽✮ t♦ ❜❡ (1/18, 0, 0, 0)✳ ❚❤✐s ❧❡❞ ❤✐♠ t♦ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ 4C

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜② ❛♥ ❖❦❛♠♦t♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✧❝✉❜✐❝✧ s♦❧✉t✐♦♥ B3 ♦❢ ❉✉❜r♦✈✐♥✲▼❛③③♦❝❝♦ ✭✶✾✱ ♣✳✶✹✵✮

✇✐t❤ α = (25/18, 0, 0, 0)✱ s❡❡ ✭✶✽✱ ❘❡♠❛r❦ ✼✮✳ ❆s t❤❡ ❖❦❛♠♦t♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ PVIα ❛❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐♥❣

Z[1/2,
√
2α1,

√
2α1,

√
2α1,

√
2α1]✱ t❤❡♥ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ PVI✭✷✺✴✶✽✱✵✱✵✱✵✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ PVI✭✶✴✽✱✵✱✵✱✵✮✳

▼✳ ▼❛③③♦❝❝♦ ❦✐♥❞❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ✉s ❢♦r ❛ ♠✐ss♣r✐♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ B3✲s♦❧✉t✐♦♥✱ ✭✶✾✱ ♣✳✶✹✵✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞

❢♦r♠✉❧❛ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✶✽✱ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✳✶✮✮✳

✹✹



✷✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ PVIα ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s

❙t❛❜✐❧✐③❡r ♦❢ ◆❛♠❡ ♦❢ P❱■α ❡q✉❛t✐♦♥ ❙t❛❜✐❧✐③❡r ♦❢

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ P❱■α ❡q✉❛t✐♦♥

D4 2A ✭0, 0, 1
18 ,

1
18 ✮ S2 × S2

✭ 1
18 ,

1
18 , 0, 0✮

2B ✭ 1
18 , 0,

1
18 , 0✮

✭0, 1
18 , 0,

1
18 ✮

2C ✭ 1
18 , 0, 0,

1
18 ✮

✭0, 1
18 ,

1
18 , 0✮

D4 2A ✭0, 0, 0, 0✮ S4

2B

2C

S3 3A ✭0, 0, 0, 0✮ S4

3B

3C

3D

S3 4A ✭0, 18 , 0, 0✮ S3

4B ✭0, 0, 18 , 0✮

4C ✭ 18 , 0, 0, 0✮

4D ✭0, 0, 0, 18 ✮

S2 5A ✭0, 1
18 , 0, 0✮ S3

5B

5C

5D ✭0, 0, 1
18 , 0✮

5E

5F

5G ✭ 1
18 , 0, 0, 0✮

5H

5I

5J ✭0, 0, 0, 1
18 ✮

5K

5L

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s (λ(t), α) ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ ✭✷✳✶✷✮✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✹✺
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❙t❛❜✐❧✐③❡r ♦❢ ◆❛♠❡ ♦❢ P❱■α ❡q✉❛t✐♦♥ ❙t❛❜✐❧✐③❡r ♦❢

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ P❱■α ❡q✉❛t✐♦♥

D4 2A ✭ 18 ,
1
8 ,

1
18 ,

1
18 ✮ S2 × S2

✭ 1
18 ,

1
18 ,

1
8 ,

1
8 ✮

2B ✭ 1
18 ,

1
8 ,

1
18 ,

1
8 ✮

✭ 18 ,
1
18 ,

1
8 ,

1
18 ✮

2C ✭ 1
18 ,

1
8 ,

1
8 ,

1
18 ✮

✭ 18 ,
1
18 ,

1
18 ,

1
8 ✮

D4 2A ✭ 18 ,
1
8 ,

1
2 ,

1
2 ✮ S2 × S2

✭ 12 ,
1
2 ,

1
8 ,

1
8 ✮

2B ✭ 12 ,
1
8 ,

1
2 ,

1
8 ✮

✭ 18 ,
1
2 ,

1
8 ,

1
2 ✮

2C ✭ 12 ,
1
8 ,

1
8 ,

1
2 ✮

✭ 18 ,
1
2 ,

1
2 ,

1
8 ✮

S3 3A ✭ 18 ,
9
8 ,

1
8 ,

1
8 ✮ S3

3B ✭ 98 ,
1
8 ,

1
8 ,

1
8 ✮

3C ✭ 18 ,
1
8 ,

9
8 ,

1
8 ✮

3D ✭ 18 ,
1
8 ,

1
8 ,

9
8 ✮

S3 4A ✭ 18 ,
1
8 ,

1
8 ,

1
8 ✮ S4

4B

4C

4D

S2 5A ✭ 12 ,
1
18 ,

1
8 ,

1
8 ✮ S3

5B ✭ 18 ,
1
18 ,

1
2 ,

1
8 ✮

5C ✭ 18 ,
1
18 ,

1
8 ,

1
2 ✮

5D ✭ 12 ,
1
8 ,

1
18 ,

1
8 ✮

5E ✭ 18 ,
1
2 ,

1
18 ,

1
8 ✮

5F ✭ 18 ,
1
8 ,

1
18 ,

1
2 ✮

5G ✭ 1
18 ,

1
8 ,

1
2 ,

1
8 ✮

5H ✭ 1
18 ,

1
2 ,

1
8 ,

1
8 ✮

5I ✭ 1
18 ,

1
8 ,

1
8 ,

1
2 ✮

5J ✭ 18 ,
1
8 ,

1
2 ,

1
18 ✮

5K ✭ 18 ,
1
2 ,

1
8 ,

1
18 ✮

5L ✭ 12 ,
1
8 ,

1
8 ,

1
18 ✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s (λ(t), α) ♦❢ PVIα ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s s②st❡♠ ✭✷✳✶✹✮✳

✹✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❋✳❱✳ ❆♥❞r❡❡✈✱ ❆✳❱✳ ❑✐t❛❡✈✱ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s RS2

4(3) ♦❢ r❛♥❦s ≤ 4 ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐①t❤ P❛✐♥❧❡✈é

❡q✉❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳ ✷✷✽✱ ✶✺✶✲✶✼✻ ✭✷✵✵✷✮✳

❬✷❪ ❱✳ ❆r♥♦❧❞✱ ❆✳ ❱❛r❝❤❡♥❦♦✱ ❙✳ ●♦✉ss❡✐♥✲❩❛❞é✱ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✱ 2e ♣❛rt✐❡ ✿ ▼♦♥✲

♦❞r♦♠✐❡ ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✱ ❊❞✐t✐♦♥s ▼■❘ ▼♦s❝♦✉ ✭✶✾✽✻✮✳

❬✸❪ ❱✳ ❆r♥♦❧❞✱ ❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥ ✶✾✾✷✳

❬✹❪ ❱✳ ❆r♥♦❧❞✱ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣

◆❡✇ ❨♦r❦ ✶✾✽✼✳

❬✺❪ ❉✳❆✳ ❆♥♦s♦✈✱ ❆✳❆✳ ❇♦❧✐❜r✉❝❤✱ ❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲❍✐❧❜❡rt ♣r♦❜❧❡♠✱ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❊✷✷✳ ❋r✐❡❞r✳ ❱✐❡✇❡❣

❛♥❞ ❙❤♦♥✱ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✱ ✶✾✾✹✳

❬✻❪ ❇✳ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞✱ ▲✳ ●❛✈r✐❧♦✈✱ ❖♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐①t❤ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡❝✲

♦♥❞ ♦r❞❡r P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦ ✷✽✺ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❊♠✐❧❡ P✐❝❛r❞✱

❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✳❈❆✴✵✹✵✺✸✵✽✱ ✷✵✵✹✳

❬✼❪ ❇✳ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞✱ ▲✳ ●❛✈r✐❧♦✈✱ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳

◆♦t✳ ✷✵✵✺ ◆♦ ✻✵ ♣♣✳ ✸✼✷✼✲✸✼✺✷✳

❬✽❪ P✳ ❇♦❛❧❝❤✱ ❙♦♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❘✐❡♠❛♥♥✲❍✐❧❜❡rt ♣r♦❜❧❡♠✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✳❉●✴✵✺✵✶✶✹✻✹✱

✷✵✵✺✳

❬✾❪ P✳ ❇♦❛❧❝❤✱ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❋♦✉r✐❡r ✺✸ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✶✵✵✾✲✶✵✷✷✳

❬✶✵❪ P✳ ❇♦❛❧❝❤✱ ❋r♦♠ ❑❧❡✐♥ t♦ P❛✐♥❧❡✈é ✈✐❛ ❋♦✉r✐❡r✱ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❏✐♠❜♦✱ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✾✵ ✭✷✵✵✺✮✱ ♥♦✳ ✸✱

✶✻✼✲✷✵✽✳

❬✶✶❪ P✳ ❇♦❛❧❝❤✱ ❚❤❡ ❑❧❡✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ P❛✐♥❧❡✈é✬s s✐①t❤ ❡q✉❛t✐♦♥✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✳❆●✴✵✸✵✽✷✷✶✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✷❪ P✳ ❇♦❛❧❝❤✱ ❍✐❣❤❡r ❣❡♥✉s ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ P❛✐♥❧❡✈é ❝✉r✈❡s✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✳❆●✴✵✺✵✸✵✹✸✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✸❪ P✳ ❇♦❛❧❝❤✱ ❙✐① r❡s✉❧ts ♦♥ P❛✐♥❧❡✈é ❱■✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✳❆●✴✵✺✵✻✹✵✼✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✹❪ ❆✳❆✳ ❇♦❧✐❜r✉❝❤✱ ❖♥ ✐s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❋✉❝❤s✐❛♥ s②st❡♠s✱ ❏♦✉r✳ ♦❢ ❉②♥✳ ❛♥❞ ❈♦♥t✳ ❙②st✳✱ ❱♦❧✳ ✸✱

◆♦✳ ✹✱ ✶✾✾✼✱ ✺✽✾✲✻✵✹✳

❬✶✺❪ ❉✳ ❈❡r✈❡❛✉✱ ❏✳❋✳ ▼❛tt❡✐✱ ❋♦r♠❡s ✐♥té❣r❛❜❧❡s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s✱ ❆stér✐sq✉❡ ✾✼✱ ❙♦❝✐été ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡

❋r❛♥❝❡✱ ✶✾✽✷✳

❬✶✻❪ ❏✳▼✳ ❈♦✉✈❡✐❣♥❡s✱ ▲✳ ●r❛♥❜♦✉❧❛♥✱ ❉❡ss✐♥s ❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳

❬✶✼❪ ❍✳❚✳ ❉❛✈✐s✱ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❉♦✈❡r P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❬✶✽❪ ❈✳❋✳ ❉♦r❛♥✱ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ■s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✺✾ ✭✷✵✵✶✮ ✸✸✲✽✺✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✹✼
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❬✶✾❪ ❇✳ ❉✉❜r♦✈✐♥✱ ▼✳ ▼❛③③♦❝❝♦✱ ▼♦♥♦❞r♦♠② ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ P❛✐♥❡❧❡✈é✲❱■ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥ts ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❣r♦✉♣s✱ ■♥✈❡♥t✳

▼❛t❤✳ ✶✹✶✱ ✺✺✲✶✹✼ ✭✷✵✵✵✮✳

❬✷✵❪ ❋✳ ❉✉♠♦rt✐❡r✱ ❈✳ ▲✐✱ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❉❡❣r❡❡ ❋♦✉r✱ ■✳ ❙❛❞❞❧❡ ❧♦♦♣ ❛♥❞ ❚✇♦ ❙❛❞❞❧❡

❝②❝❧❡✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✼✻✱ ✶✶✹✲✶✺✼ ✭✷✵✵✶✮✳

❬✷✶❪ ❘✳ ❋✉❝❤s✱ Ü❜❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞✉♥❛r② ♠✐t ❞r❡✐ ✐♠ ❊♥❞❧✐❝❤❡♥ ❣❡❧❡❣❡♥❡♥

✇❡s❡♥t❧✐❝❤ s✐♥❣✉❧är❡♥✱ ❙t❡❧❧❡♥✱ ▼❛t❤✳✱ ✻✸ ✭✶✾✵✼✮✱ ✸✵✶✲✸✷✶✳

❬✷✷❪ ❇✳ ●❛♠❜✐❡r✱ ❙✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❞❡❣ré ❞♦♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st à

♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ✜①❡s✱ ❆❝t❛✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱ ✸✸ ✭✶✾✶✵✮✱ ✶✲✺✺✳

❬✷✸❪ ▲✳ ●❛✈r✐❧♦✈✱ P❡tr♦✈ ▼♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❩❡r♦s ♦❢ ❆❜❡❧✐❛♥ ■♥t❡❣r❛❧s✱ ❇✉❧❧✳ ❙❝✐✳ ♠❛t❤✳ ✶✾✾✽✱ ✶✷✷✱ ♣✳ ✺✼✶✲✺✽✹✳

❬✷✹❪ ▲✳ ●❛✈r✐❧♦✈✱ ❆❜❡❧✐❛♥ ■♥t❡❣r❛❧s ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ▼♦rs❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ P❧❛♥❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❱❡❝t♦r

❋✐❡❧❞s✱ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❋♦✉r✐❡r✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ✹✾✱ ✷ ✭✶✾✾✾✮✱ ✻✶✶✲✻✺✷✳

❬✷✺❪ ▲✳ ●❛✈r✐❧♦✈✱ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r P♦✐♥❝❛ré✲P♦♥tr②❛❣✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t❡r❛t❡❞ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❆♥♥✳ ❋❛❝✳ ❙❝✳ ❚♦✉❧♦✉s❡✱

❱♦❧✳ ❳■❱✱ ♥♦ ✹ ✭✷✵✵✺✮ ♣♣✳ ✻✻✸✲✻✽✷✳

❬✷✻❪ ▲✳ ●❛✈r✐❧♦✈✱ ■✳❉✳ ■❧✐❡✈✱ ❚✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋✉❝❤s✐❛♥ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♣r♦♣❡rt②✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱
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❬✺✷❪ ▼✳ ▼❛③③♦❝❝♦✱ P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ❈❤❛③③② ❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ❱■ ❊q✉❛t✐♦♥✱ ▼❛t❤✳ ❆♥♥❛❧❡♥ ✸✷✶ ✶✸✶✲✶✻✾ ✭✷✵✵✶✮✳

❬✺✸❪ ❘✳ ▼✐r❛♥❞❛✱ ❚❤❡ ▼♦❞✉❧✐ ♦❢ ❲❡✐❡rst❛ss ❋✐❜r❛t✐♦♥s ❖✈❡r ¶1✱ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳ ✷✷✺✱ ✸✼✾✲✸✾✹ ✭✶✾✽✶✮✳

❬✺✹❪ ❍✳ ▼♦✈❛s❛t✐✱ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❍♦❞❣❡ str✉❝t✉r❡s✱ ●❛✉ss✲▼❛♥✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ P✐❝❛r❞✲❋✉❝❤s ❡q✉❛t✐♦♥s✱

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❜r❤♦✳❧✐❜ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❙✐♥❣✉❧❛r✱ ✷✵✵✺✳

❬✺✺❪ ❙✳ ❖❜❧❡③✐♥✱ ❉✐s❝r❡t❡ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ✐s♦♠♦♥♦❞♦r♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦ ❋✉❝❤s✐❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✲♣❤✴✵✸✵✻✵✵✾✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✻❪ ❙✳ ❖❜❧❡③✐♥✱ ■s♦♠♦♥♦❞♦r♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ sl(2) ❋✉❝❤s✐❛♥ s②st❡♠s ♦♥ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♣❤❡r❡✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱

❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✲♣❤✴✵✸✵✾✵✹✽✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✼❪ ❑✳ ❖❦❛♠♦t♦✱ ❙✉r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡t❛❣❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ✜①❡s ❞❡ P✳ P❛✐♥❧❡✈é✱

❏❛♣❛♥ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✺ ✶✲✼✾ ✭✶✾✼✾✮✳

❬✺✽❪ ❑✳ ❖❦❛♠♦t♦✱ ■s♦♠♦♥♦❞r♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ P❛✐♥❧❡✈é ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ●❛r♥✐❡r s②st❡♠✱ ❏✳ ❋❛❝✳ ❙❝✐✳ ❯♥✐✈✳
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❬✺✾❪ ❑✳ ❖❦❛♠♦t♦✱ ❙t✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ P❛✐♥❧❡✈é ❊q✉❛t✐♦♥s ■✱ ❆♥♥✳ ▼❛t✳ P✉r❛ ❆♣♣❧✳✱ ✶✹ ✭✶✾✽✼✮ ✸✸✼✲✸✽✶✳

❬✻✵❪ P✳ P❛✐♥❧❡✈é✱ ×✉✈r❡s t✳ ■✱ ■■✱ ■■■✱ ❙◆❘❙✱ P❛r✐s✱ ✶✾✼✻✳

❬✻✶❪ ●✳❙✳ P❡tr♦✈✱ ❈♦♠♣❧❡① ③❡r♦ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳ ❆♣♣❧✳ ✷✸✱ ✶✾✽✾✳

❬✻✷❪ ●✳❙✳ P❡tr♦✈✱ ◆♦♥✲❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳ ❆♣♣❧✳ ✷✹✱ ✶✾✾✵✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✹✾
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❬✻✸❪ ●✳❙✳ P❡tr♦✈✱ ❖♥ t❤❡ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳ ❆♣♣❧✳ ✸✶✱ ✶✾✾✼✳

❬✻✹❪ ❈✳ ❙❛❜❜❛❤✱ ❉é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐s♦♠♦♥♦❞♦r♠✐q✉❡s ❡t ✈❛r✐étés ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ❈◆❘❙ é❞✐t✐♦♥s✱ ✷✵✵✷✳
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P❛rt✐❡ ■■

❙t❛❜✐❧✐té ❡t ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❙②stè♠❡s

❉②♥❛♠✐q✉❡s à ❘❡t❛r❞

❇✳ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞✱ ▼✳❆✳ ❍❛♠♠❛♠✐✳ ❙t❛❜❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ st❛t❡

❞❡❧❛②✱ ■♥t✳ ❏✳ ♦❢ ❈♦♠♣✳ ❛♥❞ ◆✉♠✳ ❆♥❛✳ ❛♥❞ ❆♣♣✳ ❱♦❧✳ ✺ ◆♦✳ ✹ ✭✷✵✵✹✮ ✸✵✶✲✸✶✺✳

❇✳ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞✱ ▼✳❆✳ ❍❛♠♠❛♠✐✳ ❘♦❜✉st st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ st❛t❡

❞❡❧❛②✱ ❆ ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s Pr♦❝❝❡❞✐♥❣s ♦❢ ■♥t✳ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢✳✱ ●❧❛s❣♦✇✱ ❙❝♦t❧❛♥❞✱ ✷✵✵✻✳

❇✳ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞✱ ❆✳ ❇❡♥ ❆❜❞❛❧❧❛❤✱ ▼✳ ❈❤❛❛❜❛♥❡✳ ❆❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞

❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠s✱ ❆ ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❆s✐❛♥ ❏✳ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱ ❱♦❧✳ ✾✱ ◆♦✳ ✸✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✺✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à

r❡t❛r❞

P❡♥❞❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝é♥♥✐❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à r❡t❛r❞ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t

ét✉❞✐é✱ ✈♦✐r ✭✷✶✱ ●✉ ❛♥❞ ❛❧✳✮✱ ✭✶✾✱ ●r❡❝❦✐ ❛♥❞ ❛❧✳✮✱ ✭✷✷✱ ❍❛❧❡✮✱ ✭✷✸✱ ❍❛❧❡ ❛♥❞ ▲✉♥❡❧✮✱ ✭✸✶✱ ■✈❛♥❡s❝✉✮✱ ✭✸✽✱

▼✐❝❤✐❡❧s✮✱ ✭✹✸✱ ❘✐❝❤❛r❞✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

❞❡s ❧✐❡♥s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❞❡s ❞✐str✐❜✉❛♥❝❡s ❡t ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❡t ❞❡ ❧✬é♥tré❡ ❞✉

s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ♠❛❧ ét✉❞✐és ❛❧♦rs ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❝❛✉s❡r ❞❡ sér✐❡✉s❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ♠ê♠❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❡♥❞❡♠❡♥t ❛ été r❛♣♣♦rté

❡♥ ✉t✐❧s❛♥t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ✭✈♦✐r ✭✶✶✱ ❇❧✐♠❛♥✮✱ ✭✹❀ ✺✱ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ❛♥❞ ❍❛♠♠❛♠✐✮✱ ✭✶✸✱

❈❤❡r❡s ❛♥❞ ❛❧✳✮✱ ✭✸✼✱ ▼❛♦✮✱ ✭✹✵✱ ❖✉❝❤❡r✐❛❤✮✱ ✭✹✺✱ ❙❤②✉ ❛♥❞ ❨❛♥✮✱ ✭✹✻✱ ❙✉♥✮✮ ❡t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés

❧✐♥é❛✐r❡s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ✭▲▼■✮ ✭✈♦✐r ✭✾✱ ❇❧✐♠❛♥✮✱ ✭✶✷✱ ❇♦②❞ ❛♥❞ ❛❧✳✮✱ ✭✷✹✱ ❍❛♥ ❛♥❞ ▼❡❤❞✐✮✱ ✭✷✺✱ ❍❛♥✮✱ ✭✷✽✱

❍♠❛♠❡❞✮✱ ✭✸✹✱ ▲✐ ❛♥❞ ❉❡ ❙♦✉③❛✮✱ ✭✺✵✱ ❲✉ ❛♥❞ ▼✐③✉❦❛♠✐✮✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞✳ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❝❤♦✐s✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡s ✭❊❉❋❘✮ ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❘❛③✉♠✐❦❤✐♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s à r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡t

❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s q✉✐

❛ss✉r❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡♥

❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠és ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss♦rt✐❡s s✉r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛②♣✉♥♦✈ q✉❛❞r❛✲

t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ st❛❜❧❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ss♦s✐é ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ❞✉ r❡t❛r❞✮ ❡st

✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r

✐❧❧✉str❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✸✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r C := C([−r, 0],Rn)✱ r ∈ R∗
+✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ [−r, 0] à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rn✳ P♦✉r

t♦✉t A > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ψ ∈ C([t0 − r, t0 + A],Rn) ❡t t0 ≤ t ≤ t0 + A✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ψt ∈ C ♣❛r ✿

ψt(θ) = ψ(t+ θ)✱ −r ≤ θ ≤ 0✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✺✸
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▲❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ à r❡t❛r❞ ✭❊❉❋❘✮ ❡st

ẋ(t) = f(t, xt), ✭✸✳✶✮

♦ù x(t) ∈ Rn ❡t f : R×C → Rn✳ P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t x(t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡

❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r r

xt0 = φ, ✭✸✳✷✮

♦ù φ ∈ C ❡st ❞♦♥♥é❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ x(t0 + θ) = φ(θ)✱ −r ≤ θ ≤ 0✳

P♦✉r t♦✉t A > 0✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ❡st ❞✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✮ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [t0 − r, t0 + A) s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡

s✉r ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧✬❊❉❋❘ ✭✸✳✶✮✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ x ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦rs (t, xt) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f ✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧❡ (t0, φ)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ x(t0, φ)(t)✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❊❉❋❘ ✭✸✳✶✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶ ❙♦✐❡♥t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R×C✱ f : Ω → Rn ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t f(t, φ) ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡

♣❛r r❛♣♣♦rt à φ ❞❛♥s t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ Ω✳ ❙✐ (t0, φ) ∈ Ω ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✮ ♣❛ss❛♥t ♣❛r

(t0, φ)✳

✸✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥✲s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ét❛ts ❛✈❡❝ ❛✈❛♥❝❡ ❡t ❞❡s

s②stè♠❡s à ét❛ts r❡t❛r❞és✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❛✈❛♥❝❡ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ré❡❧s✱ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡

❞❡ st❛❜✐❧✐té s❡r❛ ♣♦rté❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞✳

✸✳✷✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐tés✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ r❡st❡ q✉❡ x = 0 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬ ❊❉❋❘

✭✸✳✶✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ f(t, 0) = 0 ♣♦✉r t♦✉t t ∈ R✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ y(t)✱ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ z(t) = x(t) − y(t)✱ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉

s②stè♠❡

ż(t) = f(t, zt + yt)− f(t, yt),

♣♦ssè❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ z = 0✳

P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ∈ C✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ‖.‖c ♣❛r

‖φ‖c = max
−r≤θ≤0

‖φ(θ)‖,

♦ù ‖.‖ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖2✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❜♦✉❧❡ B(0, a) ♣❛r ✿ B(0, a) = {u ∈ C : ‖u‖c < a} ♣♦✉r t♦✉t

a > 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ x = 0 ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❡st ❞✐t❡ st❛❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉s t0 ∈ R✱ ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡

δ = δ(t0, ǫ) > 0 t❡❧ q✉❡ φ ∈ B(0, δ) ✐♠♣❧✐q✉❡ xt(t0, φ) ∈ B(0, ǫ) ♣♦✉r t ≥ t0✳

❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t t0 ∈ R✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δa = δa(t0) > 0 t❡❧ q✉❡

φ ∈ B(0, δa) ✐♠♣❧✐q✉❡ xt(t0, φ) → 0 q✉❛♥❞ t→ ∞✳

❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡t δ(t0, ǫ) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t0✳

❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ δa > 0 t❡❧ q✉❡

✺✹



✸✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ T = T (η)✱ t❡❧ q✉❡ φ ∈ B(0, δa) ✐♠♣❧✐q✉❡ xt(t0, φ) ∈ B(0, η) ♣♦✉r t ≥ t0 + T ❡t t0 ∈ R✳

❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✮ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✮ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t

st❛❜❧❡ ❡t δa ♣❡✉t êtr❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♠❛✐s ✜♥✐✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❊❉❋❘ ✭✸✳✶✮ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s s❛♥s r❡t❛r❞ ❡st

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

P♦✉r q✉❡❧q✉❡s ❊❉❋❘✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ω > 0 t❡❧ q✉❡ f(t + ω, φ) = f(t, φ) ♣♦✉r t♦✉t (t, φ) ∈ R × C✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ x = 0

❡st st❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t st❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✮✳

✸✳✷✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ x = 0 ❞❡ ❧✬❊❉❋❘ ✭✸✳✶✮

q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳

❙♦✐❡♥t V : R × C → R ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t x(t0, φ) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r (t0, φ)

❛❧♦rs ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V (t, xt) ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ❛✉ ♣♦✐♥t (t0, φ) ❝♦♠♠❡ s✉✐t

V̇ (t0, φ) =
d

dt
V (t, xt)| t=t0 , xt=φ

= lim sup
h→0+

1

h
[V (t0 + h, xt0+h(t0, φ))− V (t0, φ)]. ✭✸✳✸✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸✳✸✮✱ V (t, xt)✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸ ✭✷✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐✮

❙♦✐t f : R×C0 → D ♦ù C0 ✭r❡s♣✳ D✮ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞❡ C ✭r❡s♣✳ Rn✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

u, v, w : R+ → R+ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ✈ér✐✜❛♥t ✿ u(s) ❡t v(s) str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ♣♦✉r s > 0✱ ❡t

u(0) = v(0) = 0✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ V : R× C → R t❡❧❧❡ q✉❡

u(‖φ(0)‖) ≤ V (t, φ) ≤ v(‖φ‖c),

❡t

V̇ (t, φ) ≤ −w(‖φ(0)‖),

❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ❙✐ w(s) > 0 ♣♦✉r t♦✉t s > 0 ❛❧♦rs ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s✱ lims→∞ u(s) = ∞ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ré❞✉✐t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡

▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡t ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡

❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲

❑r❛s♦✈s❦✐✐ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ V (φ) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ♦♥ ❛

V (φ) ≥ ǫ‖φ(0)‖2,

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✺✺



❙❚❆❇■▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ➚ ❘❊❚❆❘❉

❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

V̇ (φ) = V̇ (xt)| xt=φ,

s❛t✐s❢❛✐t

V̇ (φ) ≤ −ǫ‖φ(0)‖2.

✸✳✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛③✉♠✐❦❤✐♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ x(t) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [t − r, t] q✉✐ r❡♥❞ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❧✉tôt ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é♣❛ss❡r ❝❡tt❡

❞✐✣❝✉❧té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✺ ✭✷✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛③✉♠✐❦❤✐♥✮

❙♦✐t f : R × C0 → D ♦ù C0 ✭r❡s♣✳ D✮ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞❡ C ✭r❡s♣✳ ❞❡ Rn✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s u, v, w : R+ → R+ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ✈ér✐✜❛♥t ✿ u(s) ❡t v(s) s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s

♣♦✉r t♦✉t s > 0✱ u(0) = v(0) = 0 ❡t v ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡

V : R× Rn → R t❡❧❧❡ q✉❡

u(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ v(‖x‖), ♣♦✉r t♦✉s t ∈ R ❡t x ∈ Rn, ✭✸✳✹✮

❡t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✸✳✶✮ s❛t✐s❢❛✐t

V̇ (t, x) ≤ −w(‖x(t)‖) s✐ V (t+ θ, x(t+ θ)) ≤ V (t, x(t)), ✭✸✳✺✮

♣♦✉r θ ∈ [−r, 0]✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ❙✐ w(s) > 0 ♣♦✉r t♦✉t s > 0 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ✿ p(s) > s ♣♦✉r t♦✉t s > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❞❡✈✐❡♥t

V̇ (t, x) ≤ −w(‖x(t)‖) s✐ V (t+ θ, x(t+ θ)) ≤ p(V (t, x(t))), ✭✸✳✻✮

♣♦✉r θ ∈ [−r, 0]✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s✱ lim
s→∞

u(s) = ∞
❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✲

✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❧✬❊❉❋❘

✭✸✳✶✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡t ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡

❘❛③✉♠✐❦❤✐♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉❛❞r❛✲

t✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ V t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ♦♥ ❛

V (x) ≥ ǫ‖x‖2, ✭✸✳✼✮

❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s V̇ (x(t)) s❛t✐s❢❛✐t

V̇ (x(t)) ≤ −ǫ‖x(t)‖2, ✭✸✳✽✮

♦ù

V (x(t+ ζ)) ≤ p V (x(t)), −r ≤ ζ ≤ 0, ✭✸✳✾✮

♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ p > 1✳

✺✻



✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✼

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ à r❡t❛r❞ s✉✐✈❛♥t

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− r), ✭✸✳✶✵✮

♦ù A0 ❡t A1 ❞❡✉① n× n ♠❛tr✐❝❡s ré❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✵✮ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

x0 = φ. ✭✸✳✶✶✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s✉✐✈❛♥t❡

V (x) = xTPx. ✭✸✳✶✷✮

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✽ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✵✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ α > 0 ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

ré❡❧❧❡ P = PT > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

(
PA0 +AT

0 + αP PA1

AT
1 P −αP

)
< 0. ✭✸✳✶✸✮

Pr❡✉✈❡ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✭✸✳✶✷✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✵✮

V̇ (x(t)) =
d

dt
V (x(t)) = 2xT (t)P [A0x(t) +A1x(t− r)].

❈♦♠♠❡ xt s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α > 0✱ ♦♥ ❛

V̇ (x(t)) ≤ 2xT (t)P [A0x(t) +A1x(t− r)]

+α[p xT (t)Px(t)− xT (t− r)Px(t− r)]

= yT0r(t)

(
PA0 +AT

0 + αp P PA1

AT
1 P −αP

)
y0r(t), ✭✸✳✶✹✮

♦ù

y0r(t) = (xT (t) xT (t− r))T .

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✸✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t δ > 0✱ ♦♥ ❛

(
PA0 +AT

0 + αp P PA1

AT
1 P −αP

)
< 0,

❛✈❡❝ p = 1+ δ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

❉✬♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✵✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ �

✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉❡s q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s à r❡t❛r❞ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t

q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss♦rt✐❡s s✉r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛②♣✉♥♦✈ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧

st❛❜❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✺✼



❙❚❆❇■▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ➚ ❘❊❚❆❘❉

✸✳✸✳✶ ❈❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ à r❡t❛r❞ s✉✐✈❛♥t

ẋ(t) = [A+△A(t)]x(t) + [B +△B(t)]u(t) + [Bd +△Bd(t)]u(t− h(t))

+Bf(t, x(t), u(t− h(t))), t ≥ t0, ✭✸✳✶✺✮

♦ù x(t) ∈ Rn ❡t u(t) ∈ Rm r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ h(t) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ r❡t❛r❞ ❜♦r♥é❡ ♣❛r h̄ ❡t f : R × Rn × Rm → Rm ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s A✱ B ❡t Bd s♦♥t

❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✺✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

x(t) = φ(t), t ∈ [t0 − h̄, t0], 0 ≤ h(t) ≤ h̄. ✭✸✳✶✻✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✺✮ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡

❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✜①é❡ φ(t)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,B) ❡st

❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡✳

❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

Pr♦♣r✐ètés ✸✳✸✳✶ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s C(t)✱ D(t) ❡t E(t) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡

△A(t) = BC(t), △B(t) = BD(t), △Bd(t) = BE(t). ✭✸✳✶✼✮

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✼✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss♦rt✐❡s ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❧✉tôt

st❛♥❞❛r❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss♦rt✐❡s s♦♥t ❜♦r♥é❡s

‖C(t)‖ ≤ α1, ‖D(t)‖ ≤ α2, ‖E(t)‖ ≤ α3, ✭✸✳✶✽✮

‖f(t, x(t), u(t− h(t)))‖ ≤ β‖x(t)‖+ δ‖u(t− h(t))‖, ✭✸✳✶✾✮

♦ù α1 ≥ 0✱ 0 < α2 ≤ 1
3 ✱ α3 ≥ 0✱ β ≥ 0 ❡t δ ≥ 0 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❛✈❡❝ t❛✉①

γ > 0 s✐ ♣♦✉r t♦✉t ς > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ k∗(ς) > 0 t❡❧ q✉❡

‖x(t)‖ ≤ k∗(ς)e−γ(t−t0), ∀t ≥ t0, ✭✸✳✷✵✮

q✉❛♥❞ sup
t0−t≤s≤t0

‖x(s)‖ < ς✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡①✐❣❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é ❞❡

✭✹✵✱ ▲❡♠♠❛ ✶✱ ♣✳ ✺✻✮✱ ♦ù ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛ss❡③ s❡♠❜❧❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸ ❙♦✐❡♥t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ g(t) ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t ≥ t0 − h̄ ❡t k∗ ✉♥ ré❡❧ ✈ér✐✜❛♥t

k∗ > sup
t0−h̄≤s≤t0

g(s).

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

ġ(t) ≤ −ρg(t) + σ sup
t−h̄≤s≤t

g(s), ∀ t ≥ t0, ✭✸✳✷✶✮

✺✽



✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

♦ù ρ ❡t σ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❙✐ 0 < σ < ρ ❛❧♦rs

g(t) ≤ k∗e−γ(t−t0), ∀ t ≥ t0,

♦ù γ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

−γ = −ρ+ σeγh̄. ✭✸✳✷✷✮

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t

ẏn(t) = −ρyn(t) + σ sup
t−h̄≤s≤t

yn(s) + εn, ✭✸✳✷✸✮

♦ù (εn) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✈❡rs ③ér♦✳ ❆❧♦rs

yn(t) =
εn

ρ− σ
+ k∗e−γ(t−t0), ∀ t ≥ t0 − h̄, ✭✸✳✷✹✮

❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✸✮ ❝❛r γ s❛t✐s❢❛✐t ✭✸✳✷✷✮✳

❙♦✐t ψ(γ) = γ − ρ+ σeγh̄✳ ❙✐ 0 < σ < ρ ❛❧♦rs ψ(0) < 0 ❡t ψ(ρ) = σeρh̄ > 0✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ γ > 0 q✉✐

✈ér✐✜❡ ✭✸✳✷✷✮✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✷✹✮ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ k∗✱ ♦♥ ❛ ✿ g(t) < yn(t), ∀ t0 − h̄ ≤ t ≤ t0✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t∗ = inf{t : g(t) ≥ yn(t)} ❛❧♦rs

g(t∗) = yn(t
∗) ❡t sup

t∗−h̄≤s≤t∗
g(s) ≤ sup

t∗−h̄≤s≤t∗
yn(s).

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ✭✸✳✷✶✮ ❡t ✭✸✳✷✸✮✱ ♦♥ ❛ ✿ ġ(t∗) < ẏn(t
∗)✱ ♦r g(t) < yn(t), ∀ t < t∗ ❡t g(t∗) < yn(t

∗) ❞♦♥❝

ġ(t∗) ≥ ẏn(t
∗)✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ P❛rs✉✐t❡✱ g(t) ≤ yn(t), ∀ t ≥ t0 ❡t ❝♦♠♠❡ yn+1(t) < yn(t), ∀ t ≥ t0 ❛❧♦rs

g(t) ≤ y(t) ♦ù y(t) = lim
n→+∞

yn(t)✳ �

❆✈❛♥t ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛

♣❛✐r❡ (A,B) ❡st ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❛✐r❡ (A + µIn, B) ❧✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ µ ≥ 0✱ ♦ù In ❡st ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té❡ ❞✬♦r❞r❡ n ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐

[A+ µIn]
⊤P + P [A+ µIn]− 2PBB⊤P = −Q, ✭✸✳✷✺✮

♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ P = P⊤ > 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ Q = Q⊤ > 0✳

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉❡s q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

u(t) = −(1 + ω)B⊤Px(t), ✭✸✳✷✻✮

♦ù ω ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ω =
1− a−

√
1− 3a

a
, ✭✸✳✷✼✮

❛✈❡❝ a = 3α2
2✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s Pr♦♣r✐étés ✸✳✸✳✶✳ ❙✐

Q > 3(α1 + β)2In + PBdB
⊤
d P, ✭✸✳✷✽✮

❡t µ > 0 ❡st ❝❤♦✐s✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡

9(1 + b)‖B⊤P‖2
(1 +

√
1− 3a)2λmin(P )

≤ µe−µh̄, ✭✸✳✷✾✮

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✺✾
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♦ù b ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r b = 3(α3 + δ)2 ❡t λmax(P ) ✭r❡s♣✳ λmin(P )✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭r❡s♣✳

♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P ✳

❆❧♦rs✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮✲✭✸✳✷✻✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡

❛✈❡❝ t❛✉① γ = µ
2 > 0✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t

V (x(t)) = x⊤(t)Px(t), ✭✸✳✸✵✮

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✱ ♦ù P ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❘✐❝❛tt✐ ✭✸✳✷✺✮ ❡t

x(t) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮✲✭✸✳✷✻✮ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ t0✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✭✸✳✸✵✮ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✼✮ ❡t ✭✸✳✷✺✮✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V (x(t)) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡

❢❡r♠é❡ ❛✈❡❝ ✭✸✳✷✻✮ s❛t✐s❢❛✐t

V̇ (x(t)) = −x⊤(t)Qx(t)− 2µx⊤(t)Px(t)− [u(t− h(t))−B⊤
d Px(t)]

⊤ ×
[u(t− h(t))−B⊤

d Px(t)] + u⊤(t− h(t))u(t− h(t))

+x⊤(t)PBdB
⊤
d Px(t)− 2ω‖B⊤Px(t)‖2 + 2x⊤(t)PB[C(t)x(t)

+D(t)u(t) + E(t)u(t− h(t)) + f(t, x(t), u(t− h(t)))].

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✽✮✱ ✭✸✳✶✾✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 2tz ≤ t2 + z2 ♣♦✉r t♦✉t (t, z) ∈ R2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

2x⊤(t)PB[C(t)x(t) +D(t)u(t) + E(t)u(t− h(t))

+f(t, x(t), u(t− h(t)))]

≤ 2‖B⊤Px(t)‖[(α1 + β)‖x(t)‖+ α2‖u(t)‖
+(α3 + δ)‖u(t− h(t))‖]

≤ 3(α1 + β)2‖x(t)‖2 + (1 + a(1 + ω)2)‖B⊤Px(t)‖2

+b‖u(t− h(t))‖2. ✭✸✳✸✶✮

❉✬❛♣rès ✭✸✳✸✶✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✷✼✮ ❡t ✭✸✳✷✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té❡ s✉✐✈❛♥t❡

V̇ (x(t)) ≤ −2µV (x(t)) +
9(1 + b)‖B⊤P‖2
(1 +

√
1− 3a)2

‖x(t− h(t))‖2. ✭✸✳✸✷✮

❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té❡

‖x(t− h(t))‖2 ≤ sup
t−h̄≤s≤t

‖x(s)‖2 ≤ 1

λmin(P )
sup

t−h̄≤s≤t

V (x(s)),

❡t ❡♥ ❧❛ s✉❜st✐t✉❛♥t ❛✈❡❝ ✭✸✳✷✾✮ à ✭✸✳✸✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V̇ (x(t)) ≤ −2µV (x(t)) + µe−µh̄ sup
t−h̄≤s≤t

V (x(s)).

❖♥ ♣♦s❛♥t ρ = 2µ✱ σ = µe−µh̄ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ 0 < σ < ρ ❡t q✉❡ γ = µ ❡st

❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✷✮✳ ❉♦♥❝

V (x(t)) ≤ k∗e−µ(t−t0),

❡t

‖x(t)‖ ≤
√

k∗

λmin(P )
e−

µ
2 (t−t0),

✻✵



✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

♦ù k∗ > sup
t0−h̄≤s≤t0

V (x(s))✳

❉✬♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮✲✭✸✳✷✻✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

�

❊①❡♠♣❧❡ ◆✉♠ér✐q✉❡ ✸✳✸✳✺

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ à r❡t❛r❞ ✭✸✳✶✺✮ ❛✈❡❝

A =

(
−17.5 0

0.5 −20

)
✱ △A(t) =

(
0 0

0 0

)
✱ B =

(
0.9

0

)
,

△B(t) =

(
0.09 sin(t)

0

)
✱ Bd =

(
0.05

0

)
✱ △Bd(t) =

(
0

0

)
,

f(t, x(t), u(t− h(t))) = 0.05 sin(u(t− h(t))),

h(t) = 0.02 + 0.025 sin(t).

❉✬❛♣rès ❧❡s Pr♦♣r✐étés ✸✳✸✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

α1 = α3 = 0, α2 = 0.1, β = 0, δ = 0.05, h̄ = 0.045.

❖♥ ✈❡✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✈❡❝ t❛✉① γ = µ
2 = 10 ❡t ♦♥ ♣♦s❛♥t Q = In✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡

❞❡ ❘✐❝❛tt✐ ✭✸✳✷✺✮ ❡st

P =

(
3.4097 0.78567

0.78567 4.7513

)
,

❛✈❡❝ λmin(P ) = 3.0474 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✽✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛✈❡❝

Q− 3(α1 + β)2In − PBdB
⊤
d P

=

(
0.97093 −6.6972× 10−3

−6.6972× 10−3 0.99846

)
> 0.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✾✮ ❡st ❛✉ss✐ s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛✈❡❝

9(1 + b)‖B⊤P‖2
(1 +

√
1− 3a)2λmin(P )

= 7.7288, µe−µh̄ = 8.1314.

❉✬❛♣rès ✭✸✳✷✼✮✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ✿ ω = 0.53536✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✭✸✳✷✻✮ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✺✮✲✭✸✳✶✻✮✳

✸✳✸✳✷ ❈❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧✬ét❛t

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ à r❡t❛r❞ s✉✐✈❛♥t

ẋ(t) = [A+△A(t)]x(t) +△Ad(t)x(t− h(t)) + [B +△B(t)]u(t)

+Bf1(t, x(t)) +Bf2(t, x(t− h(t))), t ≥ t0, ✭✸✳✸✸✮

♦ù x(t) ∈ Rn ❡t u(t) ∈ Rm r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ h(t) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ r❡t❛r❞ ❜♦r♥é❡ ♣❛r h̄ ❡t fi : R × Rn → Rm✱ i = 1, 2✱ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t B

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✻✶



❙❚❆❇■▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ➚ ❘❊❚❆❘❉

s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s △A(t)✱ △Ad(t)✱ △B(t) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s

✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✸✸✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

x(t) = φ(t), t ∈ [t0 − h̄, t0]. ✭✸✳✸✹✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,B) ❡st ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡✳

Pr♦♣r✐ètés ✸✳✸✳✻ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s C(t)✱ D(t) ❡t E(t) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡

△A(t) = BC(t), △Ad(t) = BD(t), △B(t) = BE(t). ✭✸✳✸✺✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❜♦r♥✐t✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss♦rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

‖C(t)‖ ≤ α1, ‖D(t)‖ ≤ α2,

‖f1(t, x(t))‖ ≤ β1‖x(t)‖, ‖f2(t, x(t− h(t)))‖ ≤ β2‖x(t− h(t))‖, ✭✸✳✸✻✮

♦ù αi ≥ 0, βi ≥ 0, i = 1, 2✱ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳

P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

η(t) =
1

2
λmin(E(t) + E⊤(t)),

σ =

√
λmax(P )

λmin(P )
, ✭✸✳✸✼✮

♦ù P ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❘✐❝❛tt✐ ✭✸✳✷✺✮ ❛✈❡❝ µ = 0✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

A⊤P + PA− 2PBB⊤P = −Q,

♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ Q = Q⊤ > 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡

η(t) > −1, ∀ t ≥ t0.

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉❡s q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

u(t) = −κ(t)B⊤Px(t), ✭✸✳✸✽✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ(t) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

κ(t) =
2 + δ21(α1 + β1)

2 + δ22σ
2(α2 + β2)

2

2(1 + η(t))
, ✭✸✳✸✾✮

❛✈❡❝

1

δ21
+
q2

δ22
< λmin(Q), ✭✸✳✹✵✮

♦ù q ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣✐été s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣r✐èté ✸✳✸✳✼ ✭✷✹✱ ❍❛♥✱ ▼❡❤❞✐✮✱ ✭✹✵✱ ❖✉❝❤❡r✐❛❤✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q > 1✱ t❡❧

q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡

V (x(t− h(t))) < q2V (x(t)),

♦ù V ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭✸✳✸✵✮✳

✻✷



✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

❈♦♠♠❡

‖x(t− h(t))‖2 ≤ sup
t−h̄≤s≤t

‖x(s)‖2 ≤ 1

λmin(P )
sup

t−h̄≤s≤t

V (x(s))

≤ q2

λmin(P )
V (x(t)) ≤ λmax(P )

λmin(P )
q2‖x(t)‖2.

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖x(t− h(t))‖ ≤ qσ‖x(t)‖. ✭✸✳✹✶✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✽ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✭✸✳✸✽✮ ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✭✸✳✸✽✮ ❡st ❛ss✉ré❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✉s✉❡❧ ✭✈♦✐r

✭✷✷✱ ❍❛❧❡✮✮✳ ❈❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮✱ ❡t ❝❡ ❢❛✐t ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡

t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✾ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s Pr♦♣r✐étés ✸✳✸✳✻ ❡t ✸✳✸✳✼✳ ❆❧♦rs

❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮✲✭✸✳✸✽✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t x(t) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮✲✭✸✳✸✽✮ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ t0✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V (x(t)) ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✭✸✳✸✵✮✱ q✉✐ s❡r❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

▲②❛♣✉♥♦✈ ❞✉ s②stè♠ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t ≥ t0✱ ♦♥ ❛

V̇ (x(t)) = −x⊤(t)Qx(t) + 2x⊤(t)PBB⊤Px(t) + 2x⊤(t)PBC(t)x(t)

+2x⊤(t)PBD(t)x(t− h(t))− 2κ(t)x⊤(t)PB(Im + E(t))B⊤Px(t)

+2x⊤(t)PBf1(t, x(t)) + 2x⊤(t)PBf2(t, x(t− h(t))).

❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ✭✸✳✸✼✮✱ ✭✸✳✸✾✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✹✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V̇ (x(t)) ≤ −x⊤(t)Qx(t) + [2− 2κ(t)(1 + η(t)]‖B⊤Px(t)‖2 + 2x⊤(t)PB ×
[C(t)x(t) +D(t)x(t− h(t)) + f1(t, x(t)) + f2(t, x(t− h(t)))]

≤ −x⊤(t)Qx(t)− [δ21(α1 + β1)
2 + δ22σ

2(α2 + β2)
2]‖B⊤Px(t)‖2

+2[(α1 + β1) + qσ(α2 + β2)]‖B⊤Px(t)‖‖x(t)‖

= −x⊤(t)Qx(t)− [δ1(α1 + β1)‖B⊤Px(t)‖ − 1

δ1
‖x(t)‖]2

+
1

δ21
‖x(t)‖2 − [δ2σ(α2 + β2)‖B⊤Px(t)‖ − q

δ2
‖x(t)‖]2 + q2

δ22
‖x(t)‖2

≤ −x⊤(t)Qx(t) + [
1

δ21
+
q2

δ22
]‖x(t)‖2. ✭✸✳✹✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té❡ ✭✸✳✹✷✮ ❡t ♦♥ ♣♦s❛♥t

ξ := λmin(Q)− [
1

δ21
+
q2

δ22
], ✭✸✳✹✸✮

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V̇ (x(t)) ≤ −ξ‖x(t)‖2.

❙✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❣❛✐♥ δ1 ❡t δ2 s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✭✸✳✹✵✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ré❡❧ q > 1 ❡①✐st❡ t❡❧ q✉❡

ξ > 0✳

❈♦♠♠❡

λmin(P )‖x(t)‖2 ≤ V (x(t)) ≤ λmax(P )‖x(t)‖2,

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✻✸
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♦ù P ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❘✐❝❛tt✐ ✭✸✳✷✺✮ ❛✈❡❝ µ = 0✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V̇ (x(t)) ≤ − ξ

λmax(P )
V (x(t)).

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛

V (x(t)) ≤ V (x(t0)) exp(−
ξ(t− t0)

λmax(P )
).

❉♦♥❝

‖x(t)‖ ≤ σ‖x(t0)‖ exp(−
ξ(t− t0)

2λmax(P )
).

❉✬♦ù✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮✲✭✸✳✸✽✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡

❛✈❡❝ t❛✉① − ξ
2λmax(P ) ♦ù ξ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✳✹✸✮✳ �

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮ s♦✐t ❛s✲

s✉ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✵ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✭♦ù ❣❧♦❜✲

❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✮ ❞❡ r❛②♦♥ r > 0 ❡t ❛✈❡❝ t❛✉① γ > 0✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

♣♦s✐t✐✈❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ ❧✬✐♥é❣✉❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

‖x(t)‖ ≤ r + δ‖x(t0)‖e−γ(t−t0), ∀ t ≥ t0. ✭✸✳✹✹✮

Pr♦♣r✐ètés ✸✳✸✳✶✶ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✺✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✻✮ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

‖f1(t, x(t))‖ ≤ ̺1 + β1‖x(t)‖,
‖f2(t, x(t− h(t)))‖ ≤ ̺2 + β2‖x(t− h(t))‖, ✭✸✳✹✺✮

♦ù ̺i > 0✱ βi > 0✱ i = 1, 2✱ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

u(t, x(t)) = u1(t, x(t)) + u2(t, x(t)), ✭✸✳✹✻✮

♦ù

u1(t, x(t)) = −κ1(t)B⊤Px(t),

u2(t, x(t)) = − κ2(t)B
⊤Px(t)

‖B⊤Px(t)‖+ ε
2

, ✭✸✳✹✼✮

♣♦✉r ✉♥ ε > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ κ1(t) ❛♥❞ κ2(t) s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

κ1(t) =
2 + δ21(α1 + β1)

2 + δ22σ
2(α2 + β2)

2

2(1 + η(t))
,

κ2(t) =
̺1 + ̺2
1 + η(t)

, ✭✸✳✹✽✮

❛✈❡❝ δi✱ i = 1, 2✱ s❛t✐s❢♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✵✮✳

✻✹



✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶✷ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✭✸✳✹✻✮ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ u1(t, x(t)) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡

❡♥ ❧✬ét❛t ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ u2(t, x(t)) ❡st ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r

❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✸✸✮✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝♦♥t✐♥✉✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ à r❡t❛r❞ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✸✳✸✳✼

❡t ✸✳✸✳✶✶✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮✲✭✸✳✹✻✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t

❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛✈❡❝ r❛②♦♥

r(ε) := σ

√
(̺1 + ̺2)ε

ξ
, ✭✸✳✹✾✮

♦ù ξ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✳✹✵✮✳ �

Pr❡✉✈❡ P♦✉r t♦✉t t ≥ t0✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ x(t) ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✸✸✮✲

✭✸✳✸✹✮✲✭✸✳✹✻✮✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V (x(t)) ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✭✸✳✸✵✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡

s❛t✐s❢❛✐t

V̇ (x(t)) = −x⊤(t)Qx(t) + 2x⊤(t)PBB⊤Px(t)

+2x⊤(t)PBC(t)x(t) + 2x⊤(t)PBD(t)x(t− h(t))

−2κ1(t)x
⊤(t)PB(Im + E(t))B⊤Px(t)

−2κ2(t)
x⊤(t)PB(Im + E(t))B⊤Px(t)

‖B⊤Px(t)‖+ ε
2

+2x⊤(t)PBf1(t, x(t)) + 2x⊤(t)PBf2(t, x(t− h(t))),

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✾ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣r✐été ✸✳✸✳✶✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V̇ (x(t)) ≤ −x⊤(t)Qx(t) + [
1

δ21
+
q2

δ22
]‖x(t)‖2

+2(̺1 + ̺2)‖B⊤Px(t)‖ × [1− ‖B⊤Px(t)‖
‖B⊤Px(t)‖+ ε

2

]

= −ξ‖x(t)‖2 + (̺1 + ̺2)‖B⊤Px(t)‖ε
‖B⊤Px(t)‖+ ε

2

.

✭✸✳✺✵✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s✉✐t ❞✬❛♣rès ✭✸✳✺✵✮ ❡t ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

0 ≤ ab

a+ b
≤ a, ∀a, b > 0,

q✉❡

V̇ (x(t)) ≤ −ξ‖x(t)‖2 + (̺1 + ̺2)ε. ✭✸✳✺✶✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✺✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V̇ (x(t)) ≤ − ξ

λmax(P )
V (x(t)) + (̺1 + ̺2)ε.

❉✬♦ù

V̇ (x(t)) ≤
[
V (x(t0))−

ελmax(P )

ξ

]
e−

ξ(t−t0)

λmax(P )

+
ελmax(P )

ξ

≤ V (x(t0))e
−

ξ(t−t0)

λmax(P ) +
λmax(P )(̺1 + ̺2)ε

ξ
.

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✻✺
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❉♦♥❝

‖x(t)‖2 ≤ σ2‖x(t0)‖2e−
ξ(t−t0)

λmax(P ) + (r(ε))2, ✭✸✳✺✷✮

♦ù r(ε) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✳✹✾✮✳

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✺✷✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

0 ≤
√
a+ b ≤

√
a+

√
b, ∀a, b > 0,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖x(t)‖ ≤ σ‖x(t0)‖e−
ξ(t−t0)

2λmax(P ) + r(ε).

❉♦♥❝✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮✲✭✸✳✹✻✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

❛✈❡❝ r❛②♦♥ r(ε) ❡t t❛✉① − ξ
2λmax(P ) ♦ù ξ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✳✹✵✮✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶✹ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ̺1 = ̺2 = 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✾✳

❆✉ss✐✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ̺1 = ̺1(t) ❡t ̺2 = ̺2(t) ❛✈❡❝ ̺i(t)✱ i = 1, 2✱ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs

❧✬✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ③ér♦✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶✺ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ḣ(t) < 1 ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♠♣♦sé❡ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té

❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à r❡t❛r❞✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ r❡t❛r❞ h(t) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❜♦r♥é❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ♣r♦♣♦sé❡ ❡st

❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ r❡t❛r❞✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s

à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✉ r❡t❛r❞✳

✻✻



✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

❊①❡♠♣❧❡ ◆✉♠ér✐q✉❡ ✸✳✸✳✶✻

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ à r❡t❛r❞ ✭✸✳✸✸✮ ❛✈❡❝

A =

(
2 0

1 0

)
, △A(t) =

(
cos(t) sin(t)

0 0

)
,

△Ad(t) =

(
cos(t) 1

2 sin(2t)

0 0

)
, B =

(
1

0

)
, △B(t) =

(
t

0

)
,

f1(t, x(t)) =
1

1+t (1 + x1(t) + x2(t)),

f2(t, x(t− h(t))) = 1
2+t (2 + x2(t− h(t))),

✭✸✳✺✸✮

♦ù x(t) = (x1(t), x2(t)) ∈ R× R ❡t t ≥ 0✳

❉✬❛♣rès ❧❡s Pr♦♣✐étés ✸✳✸✳✻✱ ✸✳✸✳✼ ❡t ✸✳✸✳✶✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

α1 = 1, α2 = 1.414,

̺1 = ̺2 = 1, β1 = 2, β2 = 0.5,

1 + η(t) = 1 + t.

P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡

Q =

(
4 0

0 2

)
,

❛✈❡❝ λmin(Q) = 2 > 0✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ ✭✸✳✷✺✮ ❡st

P =

(
3 1

1 4

)
,

❛✈❡❝ λmin(P ) = 2.382 > 0 ❡t σ = 1.392✳

❙✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❣❛✐♥ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

δ1 = 1.2, δ2 = 1,

❛❧♦rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t q = 1.1 > 1 ❡①✐st❡ t❡❧ q✉❡

ξ = 9.55× 10−2 > 0,

s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✵✮✳

❉✬❛♣rès ✭✸✳✹✼✮ ❡t ✭✸✳✹✽✮✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣r♦♣♦sé ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ à r❡t❛r❞ ✭✸✳✺✸✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

u(t, x(t)) = −11.03(3x1(t) + x2(t))

− 2(3x1(t) + x2(t))

(1 + t)[|3x1(t) + x2(t)|+ 5× 10−3]

✭✸✳✺✹✮

❈❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ss✉r❡ ❧❛ ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ r❛②♦♥ r = 0.636 > 0 ❡t t❛✉① γ = 1.03 ×
10−2 > 0✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✻✼
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❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✻✾
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▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts x1 ❡t x2 s❛♥s ❝♦♥trô❧❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ♣rés❡♥té✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t

♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳

✸✳✸✳✸ ❈❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s à r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❊♥✜♥✱ ♦♥ ✈❛ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✺✮ ❡t ✭✸✳✸✸✮ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥

❝♦♥trô❧❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ à r❡t❛r❞ s✉✐✈❛♥t✱ ♦ù ❧❡ r❡t❛r❞ ❛♣♣❛r❛ît à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ à r❡t❛r❞ s✉✐✈❛♥t

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Bf(t, x(t− h(t)), u(t− h(t))), t ≥ t0, ✭✸✳✺✺✮

♦ù x(t) ∈ Rn ❡t u(t) ∈ Rm r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ h(t) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ r❡t❛r❞ ❜♦r♥é❡ ♣❛r h̄ ❡t f : R × Rn × Rm → Rm ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t B s♦♥t ❞❡s

♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,B) ❡st ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✺✺✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

x(t) = φ(t), t ∈ [t0 − h̄, t0]. ✭✸✳✺✻✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r♥✐t✉❞❡ s✉✐✈❛♥t❡

‖f(t, x(t− h(t)), u(t− h(t)))‖ ≤ α‖x(t− h(t))‖+ β‖u(t− h(t))‖, ✭✸✳✺✼✮

♦ù α > 0 ❡t β > 0 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

❖♥ ♣♦s❡

a = ‖B⊤P‖, σ =

√
λmax(P )

λmin(P )
,

♦ù P ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❘✐❝❛tt✐ ✭✸✳✷✺✮ ❛✈❡❝ µ = 0✳

❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

u(t) = −ωB⊤Px(t), ✭✸✳✺✽✮

♦ù ω ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ω =
1− aσ2δ2αβ −

√
1− 2aσ2δ2(α+ aβ)β

a2σ2δ2β2
, ✭✸✳✺✾✮

❛✈❡❝

q2

δ2
< λmin(Q), ✭✸✳✻✵✮

♦ù q ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣r✐été ✸✳✸✳✼✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✼ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✺✺✮✲✭✸✳✺✻✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✺✼✮✳ ❙✐

0 < aδ2(α+ aβ)β ≤ 1

2

λmin(P )

λmax(P )
, ✭✸✳✻✶✮

❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✺✺✮✲✭✸✳✺✻✮✲✭✸✳✺✽✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳
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✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ V (x(t)) ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭✸✳✸✵✮✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✺✺✮✲✭✸✳✺✻✮ s❛t✐s❢❛✐t

V̇ (x(t)) = 2x⊤(t)PAx(t) + 2x⊤(t)PBu(t)

+2x⊤(t)PBf(t, x(t− h(t)), u(t− h(t)))

≤ −x⊤(t)Qx(t) + (2− 2ω)‖B⊤Px(t)‖2

+2qσ(α+ aωβ)‖B⊤Px(t)‖‖x(t)‖. ✭✸✳✻✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✺✾✮ ❡t ✭✸✳✻✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ω > 1 ❡t

2− 2ω = −δ2σ2(α+ aωβ)2.

❡t ❡♥ ❧❛ s✉❜st✐t✉❛♥t à ✭✸✳✻✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V̇ (x(t)) ≤ −x⊤(t)Qx(t) + q2

δ2
‖x(t)‖2

−[δσ(α+ aωβ)‖B⊤Px(t)‖ − q

δ
‖x(t)‖]2

≤ −x⊤(t)Qx(t) + q2

δ2
‖x(t)‖2. ✭✸✳✻✸✮

❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té❡ ✭✸✳✻✸✮ ❡t ♦♥ ♣♦s❛♥t

ξ := λmin(Q)− q2

δ2
,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

V̇ (x(t)) ≤ −ξ‖x(t)‖2.

❙✐ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δ ❡st ❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✻✵✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ q > 1 t❡❧ q✉❡ ξ > 0✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✾✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✭✸✳✺✺✮✲✭✸✳✺✻✮✲✭✸✳✺✽✮

❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ �

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✼✶
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❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❖❜s❡r✈❡r✲❇❛s❡❞ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r
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❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✼✸



❆❇❙❖▲❯❚❊ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❖❇❙❊❘❱❊❘✲❇❆❙❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲▲❊❘ ✳✳✳

✳

✼✹



✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❜s♦❧✉t❡ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❉❡s✐❣♥ ♦❢

❖❜s❡r✈❡r✲❇❛s❡❞ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚✐♠❡✲❉❡❧❛②

❙②st❡♠s ✶

❆❜str❛❝t ✿ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❧❛② ▲✉r❡ s②st❡♠✳

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✻✱ ❍❛♥✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞

❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠s✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❑❡② ✇♦r❞s ✿ ❉❡❧❛② s②st❡♠✱ ❆❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t②✱ ▲✉r❡ s②st❡♠✱ ▲▼■✱ S✲♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✷✵✵✵✮ ✿ ✾✸❇①①✱ ✾✸❉①①✱ ✸✾❇①①✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❜❛s✐❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦rs✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s❡❡ ✭✷✸✱ ❍❛❧❡ ❛♥❞ ▲✉♥❡❧✮✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❛❜❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rts✳ ▼❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss✱

t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✭✷✶✱ ●✉ ❛♥❞ ❛❧✳✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳

❙✐♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ❜② ▲✉r✬❡ ✭✶✾✺✼✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s❡❝t♦r ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭✶✱ ❆✐③❡r♠❛♥ ❛♥❞ ●❛♥t♠❛❝❤❡r✮✱ ✭✸✷✱ ❑❤❛❧✐❧✮✱

✭✸✺✱ ▲✐❛♦✮✱ ✭✸✻✱ ▲✉r✬❡✮✱ ✭✹✶✱ P♦♣♦✈✮✱ ✭✺✶✱ ❨❛❦✉❜♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❛❧✳✮✳

❉✉❡ t♦ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ❤❛s

❜❡❡♥ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭✶✵❀ ✶✶✱ ❇❧✐♠❛♥✮✱ ✭✶✼✱ ●❛♥ ❛♥❞ ●❡✮✱ ✭✶✽✱ ●❛♥ ❛♥❞ ❍❛♥✮✱ ✭✷✼✱ ❍❡ ❛♥❞ ❛❧✳✮✱ ✭✹✷✱ P♦♣♦✈ ❛♥❞

❍❛❧❛♥❛②✮✱ ✭✹✹✱ ❙♦♠♦❧✐♥❡s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❞❡❧❛②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛②

✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♦✈❡r❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❀ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❧❛②❡❞ ✐♥♣✉ts✱ ❞✉❡ t♦ ❡✐t❤❡r ❞❡❧❛②❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r

❞❡❧❛②❡❞ ❛❝t✉❛t♦r ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥ ✭✷✻✱ ❍❛♥✮✱ ✭✺✷✱ ❨✉ ❛♥❞ ❛❧✳✮✱ ✭✺✸✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❛❧✳✮✱

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛s st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞❡❧❛②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ s❡❝t♦r

❝♦♥str❛✐♥t✳ ❉❡❧❛②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱

❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭▲▼■✮ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✹✱ ❍❛♥✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❞❡❧❛②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞

♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡rr♦r s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥✲

✶✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❆❜❞❛❧❧❛❤ ❇❡♥ ❆❜❞❛❧❧❛❤ ❛♥❞ ▼♦❤❛♠❡❞ ❈❤❛❛❜❛♥❡✳

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✼✺



❆❇❙❖▲❯❚❊ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❖❇❙❊❘❱❊❘✲❇❆❙❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲▲❊❘ ✳✳✳

❡❛r s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❝t♦r✲❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ■♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞

t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ✭✷❀ ✸✱ ❆r❝❛❦ ❛♥❞ ❑♦❦♦t♦✈✐❝✮ ❛♥❞ ✭✶✺✱ ❋❛♥ ❛♥❞ ❆r❝❛❦✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❛②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✿ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r✱ R ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ Rn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ n ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✱

❛♥❞ Rn×m ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ n×m r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ s❡t Cn,h := C([−h, 0],Rn)

✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [−h, 0] t♦ Rn✱ ✇❤❡r❡ h ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡

♥♦t❛t✐♦♥ A > 0 ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳

✹✳✷ ❆❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t②

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❧❛②✲s②st❡♠

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− h) +Bω(t),

y(t) = C0x(t) + C1x(t− h),

ω(t) = −ϕ(t, y(t)), ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ x(t) ∈ Rn ✐s t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡✱ y(t) ∈ Rp t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ(., .) :

R+ × Rp → Rp ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ s❡❝t♦r [0,K] ✐✳❡✳ ϕ(., .) s❛t✐s✜❡s

ϕ⊤(t, y) [ϕ(t, y)−Ky] ≤ 0, ∀(t, y) ∈ R+ × Rp, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ K ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A0, A1, B, C0✱ ❛♥❞ C1 ❛r❡ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], φ ∈ Cn,h.

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✮ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ❡♥♦✉❣❤ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦

❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ φ✳

❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✶✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r [0,K] ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧②

✉♥✐❢♦r♠❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ(t, y(t)) s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✹✳✷✮✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡

✭✺✸✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❛❧✳✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ▲❡t x(t) ∈ Rn ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ♠❛tr✐❝❡s M1,M2 ∈ Rn×n ❛♥❞ X = X⊤ > 0✱ ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r

h > 0 ✿

−
∫ t

t−h

ẋ⊤(s)Xẋ(s)ds ≤ ξ⊤(t)Υξ(t) + hξ⊤(t)Γ⊤X−1Γξ(t), ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡

Υ :=

[
M⊤

1 +M1 −M⊤
1 +M2

∗ −M⊤
2 −M2

]
, Γ⊤ :=

[
M⊤

1

M⊤
2

]
, ξ(t) :=

[
x(t)

x(t− h)

]
.

✼✻



✹✳✷ ❆❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t②

Pr♦♦❢ ❙❡❡ ✭✺✸✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❛❧✳✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✸ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✸✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■t ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ♠❛tr✐❝❡s M1 ❛♥❞ M2 ♠❛❦❡ t❤❡ ▲▼■ ✭✹✳✹✮

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ♠♦r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✸✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t②

❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✻✱ ❍❛♥✮✳

❯♥❞❡r t❤❡ s❡❝t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✶✮✳ ❲❡

❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ❋♦r ❣✐✈❡♥ s❝❛❧❛r h > 0✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✶✮ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✹✳✷✮ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧②

st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❝❛❧❛r ε > 0✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P > 0, Q > 0, R > 0✱ ❛♥❞ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s

M1, M2 ∈ Rn×n s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ▲▼■

Ξ =




Ξ11 Ξ12 Ξ13 hA⊤
0 R hM⊤

1

∗ Ξ22 Ξ23 hA⊤
1 R hM⊤

2

∗ ∗ −2ǫ I hB⊤R 0

∗ ∗ ∗ −hR 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hR



< 0, ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡

Ξ11 = A⊤
0 P + PA0 +Q+M⊤

1 +M1✱

Ξ12 = PA1 −M⊤
1 +M2✱

Ξ13 = PB − ǫ C⊤
0 K✱

Ξ22 = −Q−M⊤
2 −M2✱

Ξ23 = −ǫ C⊤
1 K✱

❤♦❧❞s✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐❞❛t❡

V (t, xt) = x⊤(t)Px(t) +

∫ t

t−h

x⊤(s)Qx(s)ds

+

∫ 0

−h

∫ t

t+θ

ẋ⊤(s)Rẋ(s)dsdθ, ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s P, Q✱ ❛♥❞ R ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✶✮

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

V̇ (t, xt) = 2ẋ⊤(t)Px(t) + x⊤(t)Qx(t)− x⊤(t− h)Qx(t− h)

+hẋ⊤(t)Rẋ(t)−
∫ t

t−h

ẋ⊤(s)Rẋ(s)ds. ✭✹✳✻✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✸✮ t♦ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✻✮ ❢♦r ❛♥② ♠❛tr✐❝❡sM1, M2 ∈ Rn×n

②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

V̇ (t) ≤ η⊤(t) Π η(t), ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡

Π =




Π11 Π12 Π13

∗ Π22 Π23

∗ ∗ Π33


 , η(t) :=




x(t)

x(t− h)

ω(t)


 ,

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✼✼



❆❇❙❖▲❯❚❊ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❖❇❙❊❘❱❊❘✲❇❆❙❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲▲❊❘ ✳✳✳

✇✐t❤

Π11 = A⊤
0 P + PA0 +Q+M⊤

1 +M1 + hA⊤
0 RA0 + hM⊤

1 R
−1M1✱

Π12 = PA1 −M⊤
1 +M2 + hA⊤

0 RA1 + hM⊤
1 R

−1M2✱

Π13 = PB + hA⊤
0 RB✱

Π22 = −Q−M⊤
2 −M2 + hA⊤

1 RA1 + hM⊤
2 R

−1M2✱

Π23 = hA⊤
1 RB

Π33 = hB⊤RB✳

❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✶✮ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s P > 0, Q > 0✱

❛♥❞ R > 0 s✉❝❤ t❤❛t

V̇ (t) ≤ η⊤(t)Πη(t) < 0, ✭✹✳✽✮

❢♦r ❛❧❧ η(t) 6= 0✳ ❚❤❡ s❡❝t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ✐♠♣❧✐❡s

u⊤(t)u(t) + u⊤(t) [KC0x(t) +KC1x(t− h)] ≤ 0. ✭✹✳✾✮

❯s✐♥❣ t❤❡ S✲♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ǫ > 0 s✉❝❤ t❤❛t

η⊤(t) Π η(t)− 2ǫ ω⊤(t)ω(t)− 2ǫ ω⊤(t) [KC0x(t) +KC1x(t− h)] < 0, ✭✹✳✶✵✮

❢♦r ❛❧❧ η(t) 6= 0✳ ❘❡✇r✐t❡ ✭✹✳✶✵✮ ❛s

η⊤(t) Σ η(t) < 0, ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡

Σ =




Σ11 Σ12 Σ13

∗ Σ22 Σ23

∗ ∗ Σ33


 ,

✇✐t❤

Σij = Πij✱ ✭i, j = 1, 2✮✱

Σ13 = Π13 − ǫ C⊤
0 K✱

Σ23 = Π23 − ǫ C⊤
1 K✱

Σ33 = Π33 − 2ǫ I✳

❯s✐♥❣ ❙❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ▲▼■ ✭Σ < 0✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▲▼■ ✭✹✳✹✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✺ ■♥ ✭✺✷✱ ❨✉ ❛♥❞ ❛❧✳✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✶✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ C1 = 0✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥ ✭✺✷✱ ❨✉ ❛♥❞ ❛❧✳✮ ✇❛s t♦ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❡❧❛②✱

t❤❡♥ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ s♦♠❡ ❝r♦ss t❡r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦r ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝r♦ss t❡r♠s ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

✹✳✸ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡❧❛②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

✼✽



✹✳✸ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ❞❡❧❛② s②st❡♠

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− h) +Bω(t) +Gu(t),

y(t) = C0x(t) + C1x(t− h),

ω(t) = −ψ(t, y(t)), ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ A0, A1, B, G, C0, C1 ❛r❡ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ψ(t, y) ❜❡❧♦♥❣

✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r [0,K]✱ K > 0✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✷✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], φ ∈ Cn,h.

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✷✮ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ❡♥♦✉❣❤ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦

❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ φ✳

❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦

u(t) = Nx(t), ✭✹✳✶✸✮

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ẋ(t) = (A0 +GN)x(t) +A1x(t− h) +Bω(t). ✭✹✳✶✹✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇❤❡♥

t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ψ(t, y) ❜❡❧♦♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r [0,K]✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ❋♦r ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡rs h > 0, λi ∈ R, i = 1, 2✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❝❛❧❛r ǫ > 0✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡

♠❛tr✐❝❡s P > 0, Q > 0, R > 0✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐① Y ∈ Rn×r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ▲▼■

Ξ =




Ξ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 hλ1R

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24 hλ2R

∗ ∗ −2ǫ I Ξ34 0

∗ ∗ ∗ −hR 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hR



< 0, ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡

Ξ11 = P (A0 + λ1I)
⊤ + (A0 + λ1I)P +GY + Y ⊤G⊤ +Q✱

Ξ12 = A1P + (λ2 − λ1)P ✱

Ξ13 = B − ǫPC⊤
0 K✱

Ξ14 = hPA⊤
0 + hY ⊤G⊤✱

Ξ22 = −Q− 2λ2P ✱

Ξ23 = −ǫPC⊤
1 K✱

Ξ24 = hPA⊤
1 ✱

Ξ34 = hB⊤R✱

❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠ ✭✹✳✶✷✮ ✐s st❛❜✐❧✐③❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✹✳✶✸✮ ✇❤❡r❡

N = Y P
−1
.

Pr♦♦❢ ▲❡t h > 0✱ ❛♥❞ λ1, λ2 ❛r❡ ✜①❡❞ r❡❛❧s✳ ❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P > 0✱ Q > 0, R > 0✱ ❛♥❞ M1, M2 ∈ Rn×n s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ▲▼■ ✭✹✳✹✮ ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝✐♥❣

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✼✾



❆❇❙❖▲❯❚❊ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❖❇❙❊❘❱❊❘✲❇❆❙❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲▲❊❘ ✳✳✳

A0 ❜② A0 + GN ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✶✹✮ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■

T⊤ Ξ T = ΞT < 0,

✇❤❡r❡ T = diag{P−1, P−1, I, R−1, R−1}✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ P = P−1✱ Q = P−1QP−1✱ R = R−1✱ NP−1 = Y ✱ ❛♥❞

♣✐❝❦✐♥❣ Mi = λiP ✱ i = 1, 2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ▲▼■ ✭✹✳✶✺✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠s ♠❛tr✐❝❡s✱

❡✳❣✳✱ t❤❡ ♣❛✐rs (A0, G) ❛♥❞ (A0 +A1, G) ♥❡❡❞ ♥♦t st❛❜✐❧✐③❛❜❧❡✳ ❙♦✱ s②st❡♠s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t

❤❛✈❡ ❜♦t❤ st❛t❡ ❛♥❞ ✐♥♣✉t ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❜❡ st❛❜✐❧✐③❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ (A0, G) ♥♦r (A0 +A1, G) ✐s st❛❜✐❧✐③❛❜❧❡✳

✹✳✹ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❝❤✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ st❛❜✐✲

❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✹✳✹✳✶ ❙②st❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− h) +Bω(t),

y(t) = C0x(t) + C1x(t− h),

ω(t) = −γ(H0x(t) +H1x(t− h)), ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ x(t) ∈ Rn ✐s t❤❡ st❛t❡✱ y(t) ∈ Rr ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉t✱ h > 0 ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❧❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② γ(.) : Rp → Rp ✐s ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t γi(v), v ∈ Rp, 1 ≤ i ≤ p✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ vi ❀

t❤❛t ✐s

γ(v) =




γ1(v1)
✳✳✳

γp(vp)


 . ✭✹✳✶✼✮

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s γ(.) s❛t✐s❢②

ai ≤
γi(t)− γi(t

′)

t− t′
≤ bi, ∀ t, t′ ∈ R, t 6= t′, ∀ 1 ≤ i ≤ p. ✭✹✳✶✽✮

■❢ γi(.), 1 ≤ i ≤ p✱ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐ts s❧♦♣❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ ❜②

dγi
dvi

(vi) ∈ [ai, bi] ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ p, vi ∈ R.

❚❤❡ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ γi st❛✐s✜❡s ✭✹✳✶✽✮ ✇✐t❤ ai = 0, 1 ≤ i ≤ p✳ ✭■❢ ai 6= 0✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s

γ̃i(t) := γi(t)− ait ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ✭✹✳✶✽✮ ✇✐t❤ ãi = 0, b̃i = bi − ai, 1 ≤ i ≤ p✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ✭✹✳✶✻✮ ❛s

ẋ(t) = Ã0x(t) + Ã1x(t− h) +Bω̃(t),

y(t) = C0x(t) + C1x(t− h),

ω̃(t) = −γ̃(H0x(t) +H1x(t− h)),

✽✵



✹✳✹ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠

✇✐t❤

Ã0 = A0 −B diag{a1, . . . , ap}H0,

Ã1 = A1 −B diag{a1, . . . , ap}H1.)

❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Ai ∈ Rn×n✱ Ci ∈ Rr×n✱ B ∈ Rn×p ❛♥❞ Hi ∈ Rp×n✱ 0 ≤ i ≤ 2✱ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐❝❡s✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✻✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], φ ∈ Cn,h.

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✻✮ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ❡♥♦✉❣❤ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦

❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ φ✳

✹✳✹✳✷ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❞❡❧❛②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡rr♦r s②st❡♠ ❛s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❝t♦r✲❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭✷❀ ✸✱ ❆r❝❛❦ ❛♥❞ ❑♦❦♦t♦✈✐❝✮ ❛♥❞ ✭✶✺✱

❋❛♥ ❛♥❞ ❆r❝❛❦✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❛②✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮✱ ♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

˙̂x(t) = A0x̂(t) +A1x̂(t− h) + L(ŷ(t)− y(t)) +Bω̂(t),

ŷ(t) = C0x̂(t) + C1x̂(t− h),

ω̂(t) = −γ(S(ŷ(t)− y(t)) +H0x̂(t) +H1x̂(t− h)), ✭✹✳✶✾✮

❖✉r t❛s❦ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s S ∈ Rp×r ❛♥❞ L ∈ Rn×r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡rr♦r e(t) = x(t) − x̂(t)

❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✻✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡s❝❛♣❡ t♦ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳

❋r♦♠ ✭✹✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✽✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡rr♦r e(t) ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②

ė(t) = (A0 + LC0)e(t) + (A1 + LC1)e(t− h)−B[γ(v(t))− γ(w(t))], ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡

v(t) = H0x(t) +H1x(t− h),

w(t) = S(ŷ(t)− y(t)) +H0x̂(t) +H1x̂(t− h).

❚♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡rr♦r s②st❡♠ ✭✹✳✷✵✮ ❛s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐✲

❛❜❧❡ s❡❝t♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❡ ✈✐❡✇ γ(v(t))− γ(w(t)) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❛♥❞

z(t) := v(t)− w(t) = (H0 + SC0)e(t) + (H1 + SC1)e(t− h).

❚❤❛t ✐s✱ ❛ st❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t ❛♥❞ z(t) ✿

ψ(t, z(t)) := γ(v(t))− γ(w(t)). ✭✹✳✷✶✮

❲❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡rr♦r ✭✹✳✷✵✮ ❛s

ė(t) = (A0 + LC0)e(t) + (A1 + LC1)e(t− h) +BΩ(t),

z(t) = (H0 + SC0)e(t) + (H1 + SC1)e(t− h),

Ω(t) = −ψ(t, z(t)). ✭✹✳✷✷✮

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✽✶



❆❇❙❖▲❯❚❊ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❖❇❙❊❘❱❊❘✲❇❆❙❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲▲❊❘ ✳✳✳

❋✐rst✱ ✇❡ st❛rt s❤♦✇✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✹✳✶✽✮ t❤❛t ψ(t, z(t)) s❛t✐s✜❡s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❝t♦r ♣r♦♣✲

❡rt②✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡

ψi(t, z(t)) = γi(v(t))− γi(w(t)) = γi(vi(t))− γi(wi(t)) = ψi(t, zi(t))

=

∫ 1

0

[
∂γ

∂s
]s=vi+λ(wi(t)−vi(t))(vi(t)− wi(t))dλ, ∀ 1 ≤ i ≤ p.

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✽✮✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ψi(., .) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥

ψi(t, zi(t))[ψi(t, zi(t))− bizi(t)] ≤ 0, ∀ 1 ≤ i ≤ p. ✭✹✳✷✸✮

❚❛❦✐♥❣ K = diag{b1, . . . , bp} > 0✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✭s❡❡ ✭✸✷✱ ❑❤❛❧✐❧✮✮

ψ⊤(t, z(t))[ψ(t, z(t))−Kz(t)] ≤ 0. ✭✹✳✷✹✮

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶ ❋♦r ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡rs λi, i = 1, 2✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r ǫ > 0✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡

♠❛tr✐❝❡s P > 0, Q > 0, R > 0✱ Y ∈ Rn×r✱ ❛♥❞ S ∈ Rp×r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ▲▼■

Ξ =




Ξ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 hλ1R

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24 hλ2R

∗ ∗ −2ǫ I Ξ34 0

∗ ∗ ∗ −hR 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hR



< 0, ✭✹✳✷✺✮

✇✐t❤

Ξ11 = (A0 + λ1I)
⊤P + P (A0 + λ1I) + Y C0 + C⊤

0 Y +Q✱

Ξ12 = P (A1 + (λ2 − λ1)I) + Y C1✱

Ξ13 = PB − ǫ (H0 + SC0)
⊤K✱

Ξ14 = hA⊤
0 P + hC⊤

0 Y
⊤✱

Ξ22 = −Q− 2λ2P ✱

Ξ23 = −ǫ (H1 + SC1)
⊤K✱

Ξ24 = hA⊤
1 P + hC⊤

1 Y
⊤✱

Ξ34 = hB⊤P ✱

❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✶✾✮ ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐① S ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ▲▼■ ❛♥❞

L = P−1Y.

Pr♦♦❢ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝✐♥❣

Ai ❜② Ai + LCi✱ ❛♥❞ Hi ❜② Hi + SCi✱ i = 1, 2✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ε > 0✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s

P > 0, Q > 0, R > 0✱ ❛♥❞ r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s M1, M2 ∈ Rn×n s✉❝❤ t❤❛t

∆ :=




∆11 ∆12 ∆13 ∆14 hM⊤
1

∗ ∆22 ∆23 ∆24 hM⊤
2

∗ ∗ −2ǫ I ∆34 0

∗ ∗ ∗ −hR 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hR



< 0

✇❤❡r❡

∆11 = (A0 + LC0)
⊤P + P (A0 + LC0) +Q+M⊤

1 +M1✱

✽✷



✹✳✹ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠

∆12 = P (A1 + LC1)−M⊤
1 +M2✱

∆13 = PB − ǫ (H0 + SC0)
⊤K✱

∆14 = h(A0 + LC0)
⊤R✱

∆22 = −Q−M⊤
2 −M2✱

∆23 = −ǫ (H1 + SC1)
⊤K✱

∆24 = h(A1 + LC1)
⊤R✱

∆34 = hB⊤R✳

❚❤✐s ▲▼■ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

ZT∆Z = ∆Z < 0,

✇❤❡r❡ Z =❞✐❛❣(I, I, I, R−1P,R−1P )✳ ■❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ Mi = λiP, i = 1, 2✱ Y = PL✱ ❛♥❞ R = PR−1P ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ▲▼■ ✭✹✳✷✺✮✳

✹✳✹✳✸ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❝❤ r♦❜✉st

st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− h) +Bω(t) +Gu(t),

y(t) = C0x(t) + C1x(t− h),

ω(t) = −γ(H0x(t) +H1x(t− h)), ✭✹✳✷✻✮

✇❤❡r❡ u(t) ∈ Rm ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② γ(.) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✲✭✹✳✶✽✮ ✇✐t❤ ai = 0✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✭✹✳✷✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦

u(t) = Nx̂(t), ✭✹✳✷✼✮

❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡r ✐s

˙̂x(t) = (A0 +GN)x̂(t) +A1x̂(t− h) + L(ŷ(t)− y(t)) +Bω̂(t),

ŷ(t) = C0x̂(t) + C1x̂(t− h),

ω̂(t) = −γ(H0x̂(t) +H1x̂(t− h) + S(ŷ(t)− y(t))). ✭✹✳✷✽✮

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

ė(t) = (A0 + LC0)e(t) + (A1 + LC1)e(t− h) +BΩ(t),

Ω(t) = −ψ(t, z(t)), ✭✹✳✷✾✮

✇✐t❤

ψ(t, z(t)) = γ(v(t))− γ(w(t)),

v(t) = H0x(t) +H1x(t− h),

w(t) = S(ŷ(t)− y(t)) +H0x̂(t) +H1x̂(t− h),

z(t) = v(t)− w(t) = (H0 + SC0)e(t) + (H1 + SC1)e(t− h).

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✽✸



❆❇❙❖▲❯❚❊ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❖❇❙❊❘❱❊❘✲❇❆❙❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲▲❊❘ ✳✳✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r t❤❡

t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠ ✭✹✳✷✻✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜②

ẋ(t) = (A0 +GN)x(t) +A1x(t− h)−Bγ(v(t))−GNe(t), ✭✹✳✸✵✮

✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✷ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡rs λ1, λ2 ∈ R✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛rs ǫ1 > 0, ǫ2 > 0✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P x, Qx, Rx, Pe, Qe, Re ❛♥❞ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s N1, N2 ∈ Rn×n s✉❝❤ t❤❛t

∆T := T⊤∆T =




∆11T ∆12T ∆13T hP xA
⊤
0 + hY ⊤G⊤ hλ1Rx

∗ ∆22T ∆23T hP xA
⊤
1 hλ2Rx

∗ ∗ −2ǫ2I hB⊤ 0

∗ ∗ ∗ −hRx 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hRx



< 0,

✭✹✳✸✶✮

❛♥❞

Λ =




Λ11 Λ12 PeB − ǫ1(H0 + SC0)
⊤K hA⊤

N0Re hN⊤
1

∗ Λ22 −ǫ1(H1 + SC1)
⊤K hA⊤

1 Re hN⊤
2

∗ ∗ −2ǫ1I hB⊤Re 0

∗ ∗ ∗ −hRe 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hRe



< 0, ✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡

Λ11 = PeA0 +A⊤
0 Pe +Qe + Y C0 + C⊤

0 Y
⊤
+N⊤

1 +N1

Λ12 = PeA1 + Y C1 −N⊤
1 +N2,

Λ22 = −Qe −N⊤
2 −N2,

∆11 = (A0 + λ1I)P x + P x (A0 + λ1I)
⊤
+Qx +GY + Y ⊤G⊤

∆12T = A1P x + (λ2 − λ1)P x,

∆13T = B − ǫ2P xH
⊤
0 K,

∆22T = −Qx − 2λ2P x,

∆23T = −ǫ2P xH
⊤
1 K.

❚❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✷✻✮ ✐s st❛❜✐❧✐③❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✹✳✷✼✮✲✭✹✳✷✽✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❣❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

L = P−1
e Y , N = P

−1

x Y.

Pr♦♦❢ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ V ❛s ❢♦❧❧♦✇s

V (t) := Vx(t, xt) + a Ve(t, et), ✭✹✳✸✸✮

✇❤❡r❡

Vx(t, xt) = x⊤(t)Pxx(t) +

∫ t

t−h

x⊤(s)Qxx(s)ds

+

∫ 0

−h

∫ t

t+θ

ẋ⊤(s)Rxẋ(s)dsdθ, ✭✹✳✸✹✮

✽✹



✹✳✹ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠

❛♥❞

Ve(t, et) = e⊤(t)Pee(t) +

∫ t

t−h

e⊤(s)Qee(s)ds

+

∫ 0

−h

∫ t

t+θ

ė⊤(s)Reė(s)dsdθ, ✭✹✳✸✺✮

✇✐t❤ xt, et ∈ Cn,h✱ ❛♥❞ a ✐s ❛ ♣♦st✐✈❡ r❡❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳

❚❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑r❛s♦✈s❦✐✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✸✸✮ ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ s❡❡ ✭✷✸✱ ❍❛❧❡ ❛♥❞ ▲✉♥❡❧✮ ❛♥❞ ✭✹✸✱ ❘✐❝❤❛r❞✮✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✸✹✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

V̇x(t, xt) = 2ẋ⊤(t)Pxx(t) + x⊤(t)Qxx(t)− x⊤(t− h)Qxx(t− h)

+hẋ⊤(t)Rxẋ(t)−
∫ t

t−h

ẋ⊤(s)Rxẋ(s)ds. ✭✹✳✸✻✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✸✮ t♦ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✸✻✮✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

−2e⊤(t)(GN)⊤Pxx(t) ≤
1

b
x⊤(t)Pxx(t) + be⊤(t)(GN)⊤PxGNe(t),

❛♥❞

−2he⊤(t)(GN)⊤RxΓη(t) ≤ hbe⊤(t)(GN)⊤RxGNe(t) +
h

b
η⊤(t)Γ⊤RxΓη(t),

✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❛♥② ♠❛tr✐❝❡s M1, M2 ∈ Rn×n ❛♥❞ ❛♥② b > 0✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

V̇x(t, xt) ≤ η⊤(t)

(
Π+

h

b
Γ⊤RxΓ

)
η(t) +

1

b
x⊤(t)Pxx(t)

+ e⊤(t)(GN)⊤ (bPx + h(1 + b)Rx)GNe(t), ✭✹✳✸✼✮

✇❤❡r❡

Π =




Π11 Π12 Π13

∗ Π22 Π23

∗ ∗ Π33


 , η(t) :=




x(t)

x(t− h)

−γ(v(t))


 , Γ⊤ :=



A⊤

N0

A⊤
1

B⊤


 ,

✇✐t❤ AN0
:= A0 +GN ✱ ❛♥❞

Π11 = A⊤
N0
Px + PxAN0

+Qx +M⊤
1 +M1 + hA⊤

N0
RxAN0

+ hM⊤
1 R

−1
x M1✱

Π12 = PxA1 −M⊤
1 +M2 + hA⊤

N0
RxA1 + hM⊤

1 R
−1
x M2✱

Π13 = PxB + hA⊤
N0
RxB✱

Π22 = −Qx −M⊤
2 −M2 + hA⊤

1 RxA1 + hM⊤
2 R

−1
x M2✱

Π23 = hA⊤
1 RxB✱

Π33 = hB⊤RxB✳

◆♦✇✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✸✺✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

V̇e(t, et) = 2ė⊤(t)Pee(t) + e⊤(t)Qee(t)− e⊤(t− h)Qee(t− h)

+hė⊤(t)Reė(t)−
∫ t

t−h

ė⊤(s)Reė(s)ds. ✭✹✳✸✽✮

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✽✺



❆❇❙❖▲❯❚❊ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❖❇❙❊❘❱❊❘✲❇❆❙❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲▲❊❘ ✳✳✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✸✮ t♦ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✸✽✮ ❢♦r ❛♥② N1, N2 ∈ Rn×n ②✐❡❧❞s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

V̇e(t, et) ≤ ζ⊤(t)Θζ(t), ✭✹✳✸✾✮

✇❤❡r❡

Θ =




Θ11 Θ12 Θ13

∗ Θ22 Θ23

∗ ∗ Θ33


 , ζ(t) =




e(t)

e(t− h)

−ψ(t, z)


 ,

✇✐t❤

Θ11 = Pe(A0 + LC0) + (A0 + LC0)
⊤Pe +Qe +N⊤

1 +N1 + hN⊤
1 R

−1
e N1

+h(A0 + LC0)
⊤Re(A0 + LC0),

Θ12 = Pe(A1 + LC1)−N⊤
1 +N2 + h(A0 + LC0)

⊤Re(A1 + LC1)

+hN⊤
1 R

−1
e N2,

Θ13 = PeB + h(A0 + LC0)
⊤ReB,

Θ22 = −Qe −N⊤
2 −N2 + hN⊤

2 R
−1
e N2 + h(A1 + LC1)

⊤Re(A1 + LC1),

Θ23 = h(A1 + LC1)
⊤ReB,

Θ33 = hB⊤ReB.

❯s✐♥❣ ✭✹✳✸✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

V̇ (t) ≤ ζ⊤(t)Θζ(t) + e⊤(t)(GN)⊤ (abPx + a(b+ 1)hRx)GNe(t)

+aη⊤(t)

(
Π+

h

b
Γ⊤RxΓ

)
η(t) +

a

b
x⊤(t)Pxx(t).

❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ✐s

Ve(t) ≤ ζ⊤(t)Θζ(t) < 0, ❛♥❞ η⊤(t)Πη(t) < 0,

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ S✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ b > 0 ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t

η⊤(t)

(
Π+

h

b
Γ⊤RxΓ

)
η(t) +

1

b
x⊤(t)Pxx(t) < 0.

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦s❡ a > 0 s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t

ζ⊤(t)Θζ(t) + e⊤(t)(GN)⊤ (abPx + a(b+ 1)hRx)GNe(t) < 0.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ V̇ (t)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②✳

❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✱ Ve(t, et) ≤ ζ⊤(t)Θζ(t) < 0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■

Λ =




Λ11 Λ12 Λ13 hA⊤
0 Re hN⊤

1

∗ Λ22 Λ23 hA⊤
1 Re hN⊤

2

∗ ∗ Λ33 hB⊤Re 0

∗ ∗ ∗ −hRe 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hRe



< 0,

✽✻



✹✳✹ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② s②st❡♠

✇❤❡r❡

Λ11 = Pe(A0 + LC0) + (A0 + LC0)
⊤Pe +Qe +N⊤

1 +N1

Λ12 = Pe(A1 + LC1)−N⊤
1 +N2,

Λ13 = PeB − ǫ1(H0 + SC0)
⊤K,

Λ22 = −Qe −N⊤
2 −N2,

Λ23 = −ǫ1(H1 + SC1)
⊤K,

Λ33 = −2ǫ1I.

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛tr✐① N ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ǫ1✱ ✇❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛s ✐♥ ♣r♦♦❢ ♦❢

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✱ Λ < 0 ✐♥t♦ ▲▼■ ✐♥ Pe > 0, Qe > 0, Re > 0, Y = PeL, S,N1, N2✳

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ▲▼■✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❡❝t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥

γ(v(t))⊤[γ(v(t))−Kv(t)] ≤ 0, ✭✹✳✹✵✮

❛♥❞ t❤❡ S✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s

η⊤(t)Πη(t)− 2ǫγ(v(t))⊤γ(v(t))

−2ǫγ(v(t))⊤K[H0x(t) +H1x(t− h)] < 0, ✭✹✳✹✶✮

❢♦r ❛❧❧ η(t) 6= 0✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■

∆ =




∆11 ∆12 ∆13 hA⊤
N0Rx hM⊤

1

∗ ∆22 ∆23 hA⊤
1 Rx hM⊤

2

∗ ∗ ∆33 hB⊤Rx 0

∗ ∗ ∗ −hRx 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hRx



< 0,

✇❤❡r❡

∆11 = PxAN0 +A⊤
N0Px +Qx +M⊤

1 +M1

∆12 = PxA1 −M⊤
1 +M2,

∆13 = PxB − ǫH⊤
0 K,

∆22 = −Qx −M⊤
2 −M2,

∆23 = −ǫH⊤
1 K,

∆33 = −2ǫI.

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ λ1, λ2 ∈ R✱ t❤✐s ▲▼■ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ǫ2 > 0 s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■ ✐♥ P x > 0, Qx > 0, Rx > 0, Y ∈ Rn×p ✿

∆T := T⊤∆T =




∆11T ∆12T ∆13T hP xA
⊤
0 + hY ⊤G⊤ hλ1Rx

∗ ∆22T ∆23T hP xA
⊤
1 hλ2Rx

∗ ∗ ∆33T hB⊤ 0

∗ ∗ ∗ −hRx 0

∗ ∗ ∗ ∗ −hRx



< 0,

❇❛ss❡♠ ❇❡♥ ❍❛♠❡❞ ✽✼



❆❇❙❖▲❯❚❊ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❖❇❙❊❘❱❊❘✲❇❆❙❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲▲❊❘ ✳✳✳

✇❤❡r❡

∆11 = (A0 + λ1I)P x + P x (A0 + λ1I)
⊤
+Qx +GY + Y ⊤G⊤

∆12 = A1P x + (λ2 − λ1)P x,

∆13 = B − ǫ2P xH
⊤
0 K,

∆22 = −Qx − 2λ2P x,

∆23 = −ǫ2P xH
⊤
1 K,

∆33 = −2ǫ2I.

❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐① N ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

N = P
−1

x Y. ✭✹✳✹✷✮

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✹✳✸ ❚✇♦ st❡♣s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▲▼■✬s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▲▼■ ∆T < 0

❛♥❞ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐① N ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲▼■ Λ < 0 ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

❣❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s S ❛♥❞ L✳

✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✺✳✶

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠ ✭✹✳✶✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ✇✐t❤

A0 =

[
−2.02 −1

0.5 0.22

]
, A1 =

[
0.49 1

−0.1 −0.68

]
, B =

[
−0.5 0

0 0.2

]
,

C0 =

[
0.4 0

0 0.5

]
, C1 =

[
0.2 0

0 0.3

]
,K =

[
0.3 0

0 0.3

]
. ✭✹✳✹✸✮

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭✷✻✱ ❍❛♥✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❜❡❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t♦r [K1,K2]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❡❛s✐❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥ ✭✷✻✱ ❍❛♥✮ ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r [0,K]✳ ❇② ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❡①❛♠♣❧❡ r❡s✉❧t ✐s hmax = 2.023✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s hmax = 2.615✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ▲▼■

✭✹✳✹✮ ❛r❡

P =

[
114.126 89.035

89.035 277.363

]
, Q =

[
112.482 30.266

30.266 114.814

]
,

R =

[
41.825 100.196

100.196 368.121

]
,

M1 =

[
−8.139 −33.797

−14.423 −127.778

]
, M2 =

[
13.901 35.819

37.239 136.017

]
,

❛♥❞ ǫ = 545.12 > 0✳

■t ✐s ❛ ❣❛✐♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ✐s ❧❡ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ✭✷✻✱ ❍❛♥✮✳

✽✽



✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✺✳✷

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠ ✭✹✳✶✷✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ψ(., .) s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s

A0, A1, B, C0, C1 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✹✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① G ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

G =

[
0.8

−1.2

]
.

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✺✳✶ ✇✐t❤ h = 3.3 > hmax = 2.615✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳

❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡✳ ❋♦r λ1 = −0.07

❛♥❞ λ2 = 0.09✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ▲▼■ ✭✹✳✶✺✮ ❛r❡

P =

[
0.178 0.01

0.01 0.084

]
, Q =

[
0.194 0.018

0.018 0.237

]
,

R =

[
1.58 −0.451

−0.451 1.976

]
, Y =

[
−0.021 0.278

]
,

❛♥❞ ǫ = 1.2✳ ❙♦✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠ ✭✹✳✶✷✮ ✐s st❛❜✐❧✐③❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✭✹✳✶✸✮ ✇❤❡r❡

N =
[
−0.322 3.348

]
.

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t✐♠❡✲❞❡❧❛② s②st❡♠s ✇✐t❤ s❡❝t♦r✲❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
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