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Introduction générale

De nombreux phénomenes biologiques peuvent étre étudiés et modélisés mathémati-
quement a ’aide d’équations différentielles autonomes. Ces modeles biomathématiques
s’appliquent notamment en biologie des populations pour laquelle les premiers modeles
réalisés ont décrit 1’évolution d’une population dans le temps [59] ou l'interaction de
plusieurs populations entre elles (modele de Lotka-Volterra) et ce, en termes de popula-
tion totale. Au-dela des différents types d’interaction entre populations pris en compte
dans ces modeles tels que la prédation ou bien la compétition interspécifique, d’autres
facteurs variés comme la compétition intraspécifique ou bien les limites de croissance
dues aux facteurs abiotiques peuvent également étre intégrés.

Ces types de modeles, bien que riches d’enseignements et permettant une analyse
mathématique approfondie, sont souvent éloignés des réalités biologiques observées sur
le terrain ou en laboratoire. Afin d’appréhender au mieux les différents phénomenes
biologiques, il est nécessaire de modéliser plus finement les interactions a la fois entre les
différentes populations et avec leur milieu. Plus le nombre de facteurs pris en compte est
important, plus le modele obtenu est complexe et son analyse, aussi bien théorique que
numérique, difficile. L’obtention d'un modele aussi simple que possible mais décrivant
de fagon adéquate les phénomenes biologiques observés est un probleme central en
biomathématiques.

Selon le type de systemes biologiques considéré, de nombreux travaux affinant les
modeles ont été réalisés . Citons quelques-unes des principales idées qui en ont émergé.
Dans des modeles a base d’équations différentielles, on considere I’action des individus
(reproduction, compétition, etc.) comme instantanée. Dans certaines situations, un
laps de temps s’écoule entre 'action d’un individu et son impact sur la population. Il
convient alors d’utiliser des équations différentielles avec délai. Décrire une population
sans prendre en compte les caractéristiques de ses individus peut étre trop approximatif
pour expliquer les phénomenes observés. Les modeles tenant compte de niveaux de
structuration supplémentaires conduisent a de nouveaux phénomenes en accord avec les
observations biologiques. Par exemple, une structuration en age permet de considérer

1. Le livre de Murray [61, 62] donne un excellent apercu des différents modeles utilisés en bio-
mathématiques.
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le vieillissement et le renouvellement d’une population. Dans le méme ordre d’idées,
il est souvent intéressant de prendre en compte la structuration spatiale notamment
lorsque I'environnement est hétérogene. Les modeles obtenus sont alors des modeles de
métapopulations ou des modeles a base d’équations aux dérivées partielles considérant
ainsi le déplacement des individus. Le travail présenté ici s’inscrit dans ce dernier cas de
figure a travers I’étude du role de I’hétérogénéité spatiale en dynamique des populations.

Dans cette these, nous nous intéressons a un modele de compétition entre plusieurs
especes de phytoplancton. Le phytoplancton, constitué d’organismes unicellulaires au-
totrophes ne pouvant se déplacer librement, est a la base des réseaux trophiques aqua-
tiques. Comprendre sa dynamique est donc de premiere importance en écologie des
systemes marins et d’eau douce. Le phytoplancton utilise donc différents nutriments
pour se développer. Ces nutriments, que nous appellons par la suite les ressources, sont
de types variés et ont des roles différents. Certains, comme les composés minéraux,
sont des facteurs limitants c’est-a-dire que leur densité dans le milieu dépend de leur
consommation par le phytoplancton et d’autres, tels que le pH, 'intensité lumineuse
ou la salinité, sont des facteurs régulants; leur concentration n’est pas affectée par la
consommation.

Dans un méme écosysteme, il est possible d’observer de nombreuses especes différentes
de phytoplancton, méme lorsque le nombre disponible de ressources est limité. Cette
observation contredit le principe d’exclusion compétitive issu des travaux de Gause
en 1934 dans le cadre d'un facteur limitant [34] et étendu, par d’autres chercheurs,
a plusieurs [37]. Ce principe stipule que deux especes en compétition pour une méme
ressource limitante ne peuvent coexister. Cette contradiction, mise en évidence par
Hutchinson en 1961 [46], est connue sous le nom de paradoxe du plancton.

Dans un contexte ou les facteurs régulants sont maintenus a un taux constant et
ol tous les facteurs limitants, sauf 'un d’entre eux, sont présents en exces, on obtient
un systeme de compétition pour une ressource. Un tel systeme peut étre reproduit
expérimentalement dans un bioréacteur particulier rempli d’une solution aqueuse et
dont les entrées et les sorties sont controlées : le chemostat. Les résultats de labora-
toire [63, 32] montrent que des espéces en compétition pour une ressource dans un
chemostat homogene, c’est-a-dire dans lequel la solution aqueuse est bien mélangée
(well mixed), sont soumises au principe d’exclusion compétitive; au plus une espece
survit. Un systeme d’équations différentielles ordinaires modélisant la dynamique du
plancton dans le chemostat homogene a été proposé et entierement étudié par Hsu et
al. dans un article fondamental de 1977 [42]. Les auteurs montrent que le principe d’ex-
clusion compétitive est vérifié pour leur modele. Beaucoup d’autres études ont permis
de vérifier ce principe dans un cadre d’hypotheses plus larges [16, 41, 53, 89, 88, 76,
22,12, 6].
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Cependant, afin de résoudre le paradoxe du plancton, il convient de prendre en
compte des spécificités non vérifiées dans le chemostat homogene. Cette question a
fait I'objet de nombreux travaux et de multiples modeles et expérimentations inspirés
du chemostat ont vu le jour. Ces travaux ont mis en évidence différentes hypotheses
pour expliquer le paradoxe du plancton ([51, 17, 35, 45, 54]). L'une d’entre elles est
que I'homogénéité dans le chemostat n’est pas vérifiée dans un milieu naturel ; cela est
d’autant plus vrai a I’échelle du phytoplancton. Afin d’explorer cette hypothese, Lovitt
et Wimpenny [57] ont proposé un systeme expérimental nommé le gradostat constitué
de plusieurs chemostats interconnectés créant ainsi un gradient de la ressource. Ils y
montrent la possibilité de la coexistence. Waltman et al. [79] ont, quant a eux, proposé
des modeles de gradostats spatialement structurés et montrent mathématiquement la
possibilité d’une coexistence. Toujours dans le but d’explorer cette hypothese, Waltman
et al. [43, 44] ont également proposé des modeles de chemostats dans lesquels la solution
aqueuse n’est pas bien mélangée (unstirred), consistant en des modeles de réaction-
diffusion : ils ont encore démontré la possibilité d’une coexistence. Ces travaux ont été
étendus par de nombreux chercheurs ([39, 93, 92, 48, 90].

Les modeles de compétition dans un chemostat, cités précédemment, considerent que
les taux de mortalité et de consommation sont indépendant de ’espace. L'hétérogénéité
des milieux, alors uniquement due a la répartition de la ressource dans l'espace, est
difficile a analyser et a quantifier. C’est pourquoi, sur la base de ces modeles, nous pro-
posons un modele général de compétition pour une ressource dans un milieu hétérogene,
c’est-a-dire dans lequel les taux de mortalité et de consommation dépendent de I’espace.
Cette hétérogénéité des termes de réaction peut étre plus facilement quantifiée. L’ob-
jectif de cette these est donc d’étudier la relation entre la coexistence, I’hétérogénéité
spatiale et le déplacement des especes.

Dans les deux premiers chapitres, nous décrivons les différents modeles ayant trait au
chemostat et nous passons en revue les principaux résultats déja connus les concernant.
Il n’y a pas ici de résultat nouveau. Nous concluons a la fin du deuxieme chapitre par
la présentation de deux modeles de compétition dans un milieu hétérogene qui sont
I'objet d’étude des autres chapitres.

Dans le chapitre 1, nous présentons les modeles de chemostat homogene de Hsu et
al. [42] ainsi que les preuves du principe d’exclusion compétitive les concernant. Nous
présentons également un panorama des travaux qui ont suivi ces premiers modeles.
Nous pouvons constater en particulier que, dans un grand nombre de modeles dans le
chemostat homogene, le principe d’exclusion compétitive est vérifié.

Dans le chapitre 2, nous exposons les modeles spatialement structurés de grado-
stat puis de chemostat non bien mélangé. Dans ces deux types de modeles, la coexis-
tence est possible. Nous présentons ensuite les deux modeles de compétition dans un
milieu hétérogene : le premier est un modele spatialement discret de métapopulations
(de type gradostat) et le second, un modele spatialement continu (de type unstirred
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chemostat) qui a la forme d’un systéme de réaction-diffusion . Nous terminons ce cha-
pitre en donnant un résultat soulignant la pertinence de ces deux modeles.

Les simulations numériques de ces deux modeles montrent que les solutions convergent
vers des états d’équilibre stationnaires. Selon I'hétérogénéité et les taux de migration
considérés, cet équilibre peut etre un équilibre de coexistence. Les quatre chapitres
suivants concernent ’analyse mathématique de ces deux modeles afin de comprendre
ce processus. Chacun de ces modeles possede une loi de conservation L!. Si, dans le
systeme discret, ceci implique immédiatement une borne uniforme en temps des solu-
tions, il n’en est pas de méme pour le modele continu [67, 77]. Ainsi, dans le chapitre
3, nous montrons que les solutions du systeme continu sont uniformément bornées en
temps et en espace en norme L. Pour ce faire, nous adaptons une technique d’esti-
mation LP élaborée par [40], utilisant le formalisme des semi-groupes.

Dans le chapitre 4, nous étudions les états stationnaires du systeme discret pour
de petits taux de migration. Lorsqu’il n’y a pas d’échange entre les P sites, le modele
discret consiste en P systemes de chemostat homogene indépendants vérifiant, par
conséquent, le principe d’exclusion compétitive. Les fonctions de consommation et de
mortalité pouvant différer entre les sites, chaque site peut favoriser une espece différente.
Nous montrons que, pour de petits taux de migration, le modele discret admet des
solutions stationnaires de coexistence correspondant a des perturbations des solutions
stationnaires du probleme sans migration. Si 'existence de telles solutions est une
conséquence directe du théoreme d’inversion locale, leur positivité n’est pas évidente
a priori. La difficulté essentielle de ce chapitre est donc de montrer que les solutions
ainsi obtenues sont positives et relevent bien d'une description biologique.

Dans le chapitre 5, nous nous intéressons au cas de grands taux de migration
ou de diffusion. Intuitivement, lorsque ces taux tendent vers l'infini, I'ensemble du
systeme peut étre considéré comme un seul site et, est donc décrit par un modele de
chemostat homogene vérifiant ainsi le principe d’exclusion compétitive. En suivant une
approche, notamment développée par Poggiale et al. [70, 69] et Castella et al. [15],
nous vérifions ici que le théoreme de la variété centrale donne un sens rigoureux a cette
intuition. Nous montrons que le systeme tend, dans un sens que nous précisons, vers
un probleme agrégé de type chemostat homogene dont les parametres peuvent étre
calculés explicitement.

Dans le chapitre 6, nous nous intéressons a 'existence de solutions stationnaires
de coexistence, dans le cas de deux especes, pour un taux de diffusion (ou une vitesse
de migration) quelconque. A 'instar de travaux portant sur le gradostat [79] et le che-
mostat non bien mélangé [43, 90, 93, 92, 9], notre approche utilise des techniques de
bifurcation globale similaires [71, 10, 11]. Ces travaux emploient, de manieére essen-
tielle, une relation de conservation permettant d’éliminer la ressource du systeme et
de décrire simplement les solutions des probléemes a une espece, dites solutions semi-
triviales. Les solutions de coexistence sont construites par bifurcation a partir de ces
solutions semi-triviales. A contrario, dans le cadre de nos modeles, 1’élimination de la
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ressource demeure possible mais conduit a des problemes semi-triviaux qui sont non
locaux en espace. Afin de montrer 'existence de solutions semi-triviales, nous mettons
en oeuvre une méthode de sur-sous-solutions pour les problemes elliptiques. Dans ce
but, nous exhibons une relation sur les taux de diffusion et de mortalité qui garan-
tit I'existence d’une solution semi-triviale; cette relation est toujours satisfaite dans
les travaux mentionnés ci-dessus. Nous montrons également I'hyperbolicité des solu-
tions semi-triviales ainsi construites. A partir de la, et par une méthode de bifurcation
globale, nous mettons en évidence un domaine de coexistence © dans ’espace des pa-
rametres de bifurcation (1, ¢g). Si (¢, c2) € O, alors il existe une solution de coexistence
pour le probléeme a deux especes.

Les trois derniers chapitres sont consacrés a 'interprétation écologique des résultats
mathématiques obtenus précédemment et ce, grace a des simulations numériques.

Dans le chapitre 7, nous illustrons numériquement les résultats des chapitres 4,
5 et 6 et proposons une interprétation des phénomenes de coexistence en termes de
domaine de coexistence. La caractéristique majeure de ce chapitre réside dans le fait
que le domaine de coexistence est une droite pour le cas homogene tandis que 1’'on
observe numériquement qu’il contient un secteur angulaire dans le cas hétérogene.

Dans le chapitre 8, dans I’esprit de [87], nous mettons en évidence les liens entre
I’hétérogénéité, les phénomenes migratoires et la coexistence. Dans ce chapitre, seuls
les taux de consommation sont hétérogenes. Nous quantifions I’hétérogénéité spatiale a
travers une valeur numérique que nous définissons et qui est de nature géométrique [31].
La coexistence, quant a elle, peut étre quantifiée par la taille du domaine de coexistence
et les phénomenes migratoires sont simplement quantifiés a travers le taux de migration.
Le résultat principal de ce chapitre réside dans l'observation d’une corrélation entre
ces trois valeurs numériques.

Dans le chapitre 9, nous montrons que, lorsque I’hétérogénéité porte a la fois
sur la consommation et la mortalité, 'unique espece survivant a une forte migration
peut étre la plus faible compétitrice sur chacun des sites (c’est-a~dire qui disparait
sur chaque site dans le cas sans migration) et ce, méme dans le cas de deux especes.
Nous illustrons par un exemple comment la dynamique du systeme est modifiée par la
migration.

Dans le chapitre 10, nous présentons un travail indépendant réalisé avec Cédric
Wolf. Il s’agit d’un modele d’épidémiologie structuré continiment en temps, en espace,
en age et en durée d’infection. Nous montrons 'existence et 1'unicité de solution de
ce systeme et obtenons une borne uniforme en temps dans L de cette solution. Ce
probléeme est une seconde contribution a la problématique générale de I'impact de
I’hétérogénéité spatiale en dynamique des populations.
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Chapitre 1

Le chemostat homogene, panorama
du contexte scientifique

Introduction

Apres avoir brievement décrit le systeme expérimental du chemostat, nous écrivons
un premier systeme modélisant la dynamique de N especes en compétition pour une
unique ressource dans un chemostat homogene sous plusieurs hypotheses dont 1’ab-
sence de mortalité. Nous montrons ensuite que ce modele vérifie le principe d’exclusion
compétitive [6, 42]. Nous nous concentrons ensuite sur le modele de chemostat ho-
mogene avec prise en compte des mortalités. Ce modele vérifie lui aussi le principe
d’exclusion compétitive. Enfin, toujours dans le cadre du chemostat homogene, nous
donnons une vue d’ensemble des diverses extensions étudiées dans la littérature et les
résultats principaux les concernant.

1.1 Le chemostat

Le chemostat est un dispositif expérimental rempli d’'une solution aqueuse dans la-
quelle des micro-organismes se développent. Les entrées et sorties sont controlées afin
de réguler leur croissance. La premiere utilisation du chemostat date de 1950 [60, 63]
dans un cadre de culture de bactéries. Il a été utilisé pour la culture phytoplanctonique
des 1956 par Fujimoto et al. [32]. Différents types de ressources influent sur la croissance
des organismes. Certaines sont limitantes tandis que d’autres sont régulantes. Afin de
mesurer 'influence d’une ressource limitante choisie sur les organismes, on place les
autres ressources limitantes en exces et on s’assure que les ressources régulantes sont
constantes. Nous ne décrivons pas plus en détail le dispositif expérimental permet-
tant, en particulier, de s’assurer de la constance du pH, de 'intensité lumineuse ni les
méthodes de relevé des données. Le lecteur peut consulter le premier chapitre de la
these d’Arino [3].
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FIGURE 1.1: Schéma du chemostat bien mélangé. L’homogénéité spatiale est assurée par un
brassage du milieu. La ressource entre a un taux D. Les organismes et la ressource sont
évacués a un méme taux D.

1.1.1 Modele pour une espece

Nous commencons par décrire le modele dans le cas d'un chemostat bien mélangé
en régime continu a volume constant V' dans lequel une espece et une unique ressource
limitante sont présentes (Figure 1.1). L’hypothese bien mélangé suppose une répartition
spatiale homogene de la ressource et de la biomasse. On note U la concentration de
I’espece et R celle de la ressource.

L’unique entrée dans le systéme se fait a un débit volumique v exprimé en L/jour. On
note D = v/V le tauz de dilution exprimé en jour™'. Seule la ressource bénéficie d’une
entrée dans le systeme a une concentration R;,. Sa concentration croit donc via la loi

d
dt

Afin de conserver un volume constant, le volume en exces est évacué a la méme vitesse
volumique v. Ceci induit une loi sur I’évolution de la ressource

d

et sur I’évolution de 'espece
—U =-DU.
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L’espece consomme la ressource a un taux g(R) dont une partie est utilisée pour son
développement a un taux f(R). Le systeme d’équations différentielles pour une espece
dans le chemostat s’écrit alors

{ 4R = D(Ri, — R) — g(R)U

1y — (f(R) - D)U.

Le rapport f(R)/g(R) = A(R) décrit la proportion de la ressource utilisée effectivement
pour la croissance des especes. Si I'on suppose que A est indépendant de R, quitte a
faire le changement de variable U = A\™1U (ce qui équivaut & changer I'unité de mesure
de la masse d’organismes), on peut prendre A = 1.

En résumé, sous les hypotheses suivantes :
— (HO - Homogénéité) le chemostat est bien mélangé,
— (H1 - Mortalité négligeable) le seul facteur de disparition de matiere est la sortie
a un taux D,
— (H2 - Poids constant) le taux de croissance est proportionnel au taux de consom-
mation,
I’évolution de la concentration d’une espece consommant une ressource dans le chemo-
stat est décrite par le systeme

U — (R — DI (1.1.1)

dt

{ 4R = D(Ry — R) — f(R)U

Il est naturel de supposer que la fonction de consommation est réguliere et positive. On
suppose en outre que I'espéce ne peut croitre en ’absence de ressource. Ceci se traduit
par les hypotheses suivantes.

— f est contintiment différentiable de R* dans lui-méme,

- f(0)=0.
Mathématiquement, la premiere hypothese assure I'existence et I'unicité d’une solution
et la seconde que le systéme conserve R? .

1.1.2 Compétition dans le chemostat

En 1977, Hsu et al. [42] sont parmi les premiers a étudier le probleme de compétition

dans le chemostat. Ils ont proposé un modele de N especes en compétition pour une
méme ressource et ont montré que le principe d’exclusion compétitive est vérifié; le
compétiteur utilisant le mieux la ressource survit et les autres meurent.
Décrivons ce modele. N especes sont présentes dans un chemostat bien mélangé de
volume constant en régime continu. On considere que le seul facteur limitant est la res-
source. En d’autres termes, les especes n’entrent en compétition que via leur consom-
mation de la ressource !.

1. Cette hypothese est constante dans cette these.
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Notons R la concentration de la ressource et, pour ¢ = 1,..., N, U; celle de I'espece ¢
et f;(R) son taux de croissance. Comme dans le cas d’'une espece, si seule la dilution
entraine une perte de biomasse, les concentrations des especes suivent la loi

%Ui: (i(R) = D)Ui,  i=1,--- N

Si 'on suppose que les seuls termes de décroissance de la ressource sont la dilution (a

un taux D) et la consommation (g;(R)), I'évolution de la concentration de la ressource
est régie par I'équation

d N
—R=D(Ri, — R) — E i i
dtR (R R) 2 gi(R)U,

Si l'on suppose & nouveau que le rapport f;(R)/g:(R) = \; ne dépend pas de R, on
peut prendre \; = 1 quitte a faire le changement de variable U; = A, u;.

En résumé, sous les hypotheses (HO), (H1), (H2) et
— (H3 - Compétition pour une ressource) les espéces ne sont en compétition que
via leur consommation de la ressource,
le modele de compétition pour N especes dans le chemostat s’écrit

4R =D(Riy — R) =Y fi(R)U;, (1.1.2)

=1

%Ui: (fi(R)_D>Ui i=1,---,N.

En plus des hypotheses (HO)-(H3), on fait les hypotheses suivantes sur les fonctions
de consommation.
- (HC1) f; : Ry — Ry et f;(0) =0,
— (HC2) les fonctions f; sont contintiment différentiables,
— (HC3) les fonctions f; sont strictement croissantes.
L’hypothese (HC2) assure l'existence et I'unicité des solutions de (1.1.2) et I'hypothese
(HC1) que le cone positif est conservé. Ces deux hypotheses sont tres générales contrai-
rement a ’hypothese (HC3) plus restrictive (Sous-partie 1.4.3).
Les deux fonctions suivantes satisfont ces hypotheses et sont classiquement utilisées
dans ce type de modele :
— les fonctions de type Holling I, f;(R) = C;R,
— les fonctions de type Holling II ou Michaelis-Mentens, f;(R) = b?_ﬁ% ou C; >0
et b; > 0. Le systéme (1.1.2), avec ce type de fonctions, est appelé modele de
Monod. C’est le modele étudié dans [43].
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1.2 Etude mathématique

Nous donnons ici les principaux résultats concernant le systeme (1.1.2). Les preuves
utilisent de maniere importante les fonctions de Lyapunov et le théoreme de LaSalle.

1.2.1 Principe d’invariance de LaSalle

Soit le systeme différentiel
¥ = f(x) (1.2.1)
ou f est continiment différentiable sur R™. Soit P* un ensemble fermé invariant pour
(1.2.1).

Définition 1.2.1. Une fonction H est appelée fonction de Lyapunov pour (1.2.1) sur
un ouvert P C P* si :

(i) H est continiment différentiable sur P,
(i3) pour tout T € P, la limite lim existe dans R U {400}, et on la note H(T).

T—T
zeP

(ii)) VH - f <0 sur P.

On note p
E={rxeP:H(z)<ooet %H@j(t))lt:() =0}

ou z(t) est la solution de (1.2.1) avec z(0) = x et on définit M le plus grand ensemble
invariant pour (1.2.1) dans F.
Soit z(t) une solution de (1.2.1). On a alors, en vertu de ’hypothese (7ii),

d d
S (@) = VH(x(t) - —a(t) = VH(x()) - (1)) < 0.
La fonction H doit étre vue comme une énergie. L'hypothese (iii) assure que I’énergie
est décroissante le long des trajectoires du systeme. L’ensemble E consiste en ’ensemble
des points ou 1’énergie est nulle.
Le résultat suivant, connu sous le nom de principe d’invariance de LaSalle ou corollaire
de LaSalle, est une extension du second théoreme de Lyapunov dans le cas d’une fonc-
tion de Lyapunov uniquement semi-définie. En substance, il signifie que les solutions de
(1.2.1) convergent vers des états d’énergie nuls. Nous reproduisons ici le méme énoncé
que dans [80].

Théoréme 1.2.1. (Principe d’invariance de LaSalle)

Soit H une fonction de Lyapunov pour le systéme (1.2.1) sur P et v* = {x(t),t > 0}
une orbite bornée de (1.2.1) incluse dans P. Alors, l’ensemble omega limite de v* est
inclus dans M.

Ce résultat est vrai sous des hypotheéses moins restrictives mais ’énoncé précédent
suffit pour nos applications.
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1.2.2 Le principe d’exclusion compétitive

L’existence d'une solution locale en temps est une application du théoreme de Cauchy-
Lipschitz. On voit facilement que le cone positif est conservé. De plus, en sommant
chaque équation de (1.1.2), on a la relation de conservation

d N N
7 <R+;Ui> —=D|R;, — <R+;Ui>

ce qui assure 'existence globale d’une solution. D’ou la proposition suivante.

Proposition 1.2.2. Supposons que les hypothéses (HC1) et (HC2) sont vérifiées.

Alors, pour toute condition initiale (Ro, Uy g, -+ ,Uno) € RY™, le systeme (1.1.2) ad-
met une unique solution (R(t),Ui(t), - ,Un(t)) vérifiant (R(0),U;(0),---,Ux(0)) =
(Ro, Ui, -+ ,Unyp). Cette solution est positive et définie pour tout t > 0.

Etudions maintenant le comportement asymptotique en temps de (1.1.2). Il est clair
que, si U; — 0 pour tout i, alors R(t) — Ry, et ce cas est completement résolu.
Dans le cas contraire, il est facile de voir que R(t) < R;,, pour un ¢t > 0 suffisamment
grand, et que ensemble {(R,Uy, - ,Uy) € RYT' R < R;,} est invariant pour le
systeme (1.1.2). L’étude se réduit ainsi a cet ensemble.
Le systeme (1.1.2) admet un état d’équilibre Ey = (R;,,0,---,0). Par I'hypothese
(HC3), I'équation d’inconnue R : f;(R)— D = 0 admet au plus une solution ?. On note
R} cette unique solution si elle existe et R} = 400 sinon. R} représente la concentration
minimale de la ressource permettant la croissance de ’espece i. Si cette quantité est
supérieure a R;,, alors I’espece ne peut croitre et est condamnée a disparaitre. Plus
précisément :

Proposition 1.2.3. Soit i € {1,---, N}. Supposons que R > R;,. Alors, pour toute
condition initiale positive, on a

Preuve : Si U;(0) = 0, alors U;(t) = 0 pour tout ¢ > 0. Si U;(0) > 0, alors U;(t) > 0
pour tout ¢ > 0. Comme LU;(t) = (f;(R) — D)U; et R(t) < Ry,, on en conclut que
fi(R) — D < fi(Rin) — D) pour tout t > 0. Par hypothese fi(R;,) — D < 0 et comme
Ui(t) > 0, on a U/(t) < 0. Par conséquent, U;(t) converge vers une limite lorsque
t — +00. On a nécessairement U/(t) — 0. La seule limite possible est donc U;(t) — 0.

[

REMARQUE 1.2.1. En particulier, ce résultat montre que, si on a R} > R;, pour tout 1,
alors toute solution (R(t),U(t), - ,Un(t)) de (1.1.2) vérifiant (R(0),U;(0),--- ,Un(0)) €
Rf“ converge vers Ey. On dit que Ey est un attracteur global du systéme (1.1.2) dans
RY*L.

2. f; peut étre bornée et, si D est plus grand que cette borne, il n’existe pas de solution. C’est le
cas par exemple pour des fonctions de type Holling II.
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Quitte a réindexer les U;, on peut supposer quel’'ona0 < R} < Ry < --- | < Ry < +00.
Si R} < Ry, alors il existe un autre état d’équilibre positif pour le systeme (1.1.2) qui
est

Ey = (Ry,U7,0,--+,0) ou Uy = (R — RY).

Le systeme (1.1.2) bénéficie d'une structure particuliere permettant de décrire sa dy-
namique globale. On a

d N N
- (R(t) +y Ui(t)> = D(Ry) — D (R(t) + Z Ui(t)) . (1.2.2)

i=1

Par conséquent,

On dit que le systeme (1.1.2) est conservatif. Cette remarque permet de considérer le
systéme réduit obtenu en éliminant la ressource via I'équation R(t) = Ry, — Son Ui(t).
Le nouveau systeme prend la forme d’un systeme de compétition classique

d .
S Uilt) = (fi(Rm - ZUi(t)) — D> U(t), i=1,---,N. (1.2.3)

Les remarques et résultats précédents montrent que I’ensemble

N
Q = {(U)icisv €RY,Y Ui < Rin}

i=1

est invariant et que l'on peut supposer, sans perte de généralité, que la condition
initiale est dans Q. Il s’avere que la dynamique de (1.2.3) dans @) décrit entierement le
comportement asymptotique de (1.1.2). Intuitivement, comme R(£)+S>~ | Ui(t) = Rin,
on voit que les trajectoires de (1.1.2) tendent vers des trajectoires de (1.2.3). Nous ne
donnons pas la preuve de ce résultat; nous renvoyons a l'appendice F de [80] et aux
références qui y sont citées.

Le résultat suivant montre que l’espece utilisant le mieux la ressource est 1'unique
survivante a la compétition. Ce résultat a été prouvé dans le cas de deux especes et pour
des fonctions de consommation de type Holling II dans [42] en 1977. 11 a été étendu,
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dans [6] en 1980, au cas d’un nombre quelconque d’espéces compétitrices et pour des
fonctions générales de compétition satisfaisant (HC1)-(HC3). Nous exposons ici les
grandes lignes de leur preuve.

Théoreme 1.2.4. (Armstrong et McGehee [6])

Supposons que les hypotheses (HC1)-(HC3) sont vérifiées et notons (R(t), Uy (t), -+ ,Un())
lunique solution de (1.1.2) vérifiant (R(0),U(0),--- ,Un(0)) € RYTL.

SiRym >Ry, 0< R <Ry <--- <Ry <+o0 et Uy(0) > 0, alors Ey est un attracteur
global de (1.1.2) dans RY.

Z: Ui(t) et

Preuve : 1l suffit de montrer le résultat pour (1.2.3). Notons X(t) = 1
définissons les sous-ensembles de @) suivants : A = {(U;); € Q,%X = Ry, B =
{(Us)i € Q.2 < Ry, — Ri} et C={(U;); € Q, 2 > R, — Ri}.
On a

N

=Y Ui(fi(Rin = %) = D).

i=1

Premierement, si (U;(s)); € A/(Uf,0,---,0) pour un certain s > 0, alors par monoto-

nie des f; et le fait que R;, — 3(s) = R}, on a ¥/ < 0 et donc (U;(t)) € B pour tout
t > s. En particulier, toute solution partant de B reste dans B.

Deuxiemement, soit une solution (U;(t)); restant dans C pour tout ¢t > 0. Soit la fonction
H(U) = ¥, U;. Des calculs directs montrent que <4 H(U(t)) < 0. On voit facilement
que £H(U(t)) = 0 dans A UC si et seulement si U = (U7,0,---,0). Le théoreme de
LaSalle conclut que (U;(t)); = (U,0,---,0).

Troisiemement, supposons que (U;(t)); € B et U;(0) > 0. Comme R;, — X(s) > Rj,
on a, pour tout ¢ > 0, U{(t) > 0 donc la limite de Ui(t) lorsque t — 400 existe
et est strictement plus grande que U;(0) > 0. On vérifie facilement que la fonction
H(U) = —Uj est une fonction de Lyapunov de (1.2.3) dans B et £ H((U;(t));) = 0
dans BUA si et seulement si (U;(t)); = (Uf,0,---,0) ou bien U; = 0. Par le théoreme
de LaSalle et comme lim; ., U;(t) > 0, on en conclut & nouveau que Fj est un
attracteur global ce qui termine la preuve. O
Ainsi, sous les hypotheses (HO)-(H4) et (HC1)-(HC3), le modele de compétition
dans un chemostat vérifie le principe d’exclusion compétitive ; seule ’espece nécessitant
le moins de ressources pour croitre survit.

1.3 Prise en compte des mortalités

Dans cette partie, nous détaillons I’analyse du modele obtenu sans ’hypothese (H1)
c’est-a-dire lorsque 'on prend en compte les mortalités. Le résultat principal ici est
que, sous certaines hypotheses que nous précisons, le principe d’exclusion est toujours
vérifié pour le modele avec mortalités. Ce résultat a été montré par Hsu en 1978 [41] a
I’aide d’une fonction de Lyapunov astucieuse. Nous en donnons la preuve complete.
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1.3.1 Modele avec mortalités

Dans I’écriture du modele, on a supposé que le seul facteur conduisant a une perte de
biomasse était le taux de sortie D. Ceci est justifié dans la limite ou le taux de dilution
D est suffisamment grand pour pouvoir négliger les phénomenes de sédimentation de la
ressource et ceux de mortalité naturelle des especes. De maniere générale, les taux de
décroissance des especes sont de la forme m; = D + D; ou D; représente les différentes
causes extérieures de mortalité pour I'espece i (ou pour la ressource lorsque i = 0). Le
systeme (1.1.2) est alors modifié et on obtient le nouveau systeme

N
%R = DR;, — moR — Z f1<R>Ulv (1.3.1)
=1

LU; = (fi(R) —my)Us, i=1,--- N.

N
Notons Z = R+Z U; la masse totale du systeme. On a vu que, dans le cas du systeme

i=1
(1.1.2), on a

dﬁ(Z) — D(Rin — 2) (1.3.2)

et asymptotiquement Z(t) = R;,. Le systeme (1.1.2) est dit conservatif. Ceci a été
utilisé de maniere importante dans la preuve du théoreme 1.2.4.

Dans le cadre du systeme (1.3.1), cette relation n’est plus vérifiée. En sommant les
N

N + 1 équations du systeme (1.3.1), on voit que la masse Z = R + Z U; du systeme
i=1
vérifie
d

N N
4= DRm—mOR—;m,-Ui < D(Rm—Z)—DOR—; D;U; < D(Ry—Z). (1.3.3)

Par comparaison, on a Z(t) < R;, +e P4(Z(0)) et par conséquent,

0 <liminf Z < limsup Z < Ry,.

t—+oo t—+o00

Le systeme est dit sous-conservatif.

La description d'un dispositif isolé tel que le chemostat devrait toujours aboutir a des
modeles conservatifs. Le systeme étant isolé, la matiere totale devrait toujours étre
conservée. Mais 'obtention d’un systeme conservatif suppose de décrire et quantifier
tous les états possibles de la matiere. Dans notre cadre, ceci nécessite de décrire expli-
citement ce qui advient de la masse d’individus morts, de matiere sédimentée, etc. Le
modele (1.3.1) n’explicitant pas ces différentes variables, il en résulte une perte de la
matiere totale, d’oul un systeme sous-conservatif.
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1.3.2 Dynamique du systéeme (1.3.1)

Si les fonctions de consommation vérifient (HC1) et (HC2), alors pour toute condi-
tion initiale positive, (1.3.1) admet une unique solution positive et la sous-conservativité
du systeme suffit a assurer I'existence globale de cette solution. Si I'on suppose en plus
que (HC3) est vérifiée, on peut a nouveau définir R} comme l'unique solution de
fi(R?) = m; lorsqu’elle existe et R} = 400 sinon. On note également R = m%Rm. Les
états stationnaires du systeéme (1.3.1) sont ainsi similaires a ceux du systeme (1.1.2).
La proposition suivante énonce une condition suffisante d’extinction pour le systeme
(1.3.1), similaire a celle donnée dans la proposition 1.2.3 pour le systeme (1.1.2).

Proposition 1.3.1. Supposons que R} > Rj. Alors lt111r+n Ui(t) = 0.
—+00

Preuve : Elle est identique a celle de la proposition 1.2.3. O

Pour poursuivre I'étude, il est naturel de considérer le cas R} < Rj. Le systeme étant
seulement sous-conservatif, la preuve du théoreme 1.2.4 n’est plus valable. Commencons
par étudier les stabilités locales des solutions stationnaires.

Proposition 1.3.2. Si R} < Rj et Ry < R; < --- < +o00, alors Ey est localement
asymptotiquement stable.
Si Ry < R et, pour un certain i # 1, R} < R}, alors Ey est localement instable.

Preuve : La preuve repose sur le calcul des valeurs propres du linéarisé.
Soit Fy = (R;, U, 0,---,0). Le calcul du linéarisé de (1.3.1) en E; conduit a la matrice

Cmof{(ROU; —fuRD) —faRD) - —fu(RD)
FL(R)U; 0 0
A= 0 0 f2(RY) —ma
0 (B — my

En calculant le polynome caractéristique de A, on obtient

Pa(X) = (X? + (mo + AI(BDUNX + fL(R) AR [ ] (f(BY) = mi = X).

=2

Par I’hypothese (HC3), fi(Rf) > 0. Ainsi, le polynéme X? + (mo + f1(R})U;)X +
f1(RY) fi(R7)U; admet soit deux valeurs propres complexes conjuguées de partie réelle
—3(mo + f1(R}) < 0, soit deux valeurs propres réelles (éventuellement confondues)
négatives.

Prenons i > 2. On a soit f;(R}) = m;, soit f;(R) < m; pour tout R > 0 et alors
R} = 400. Dans les deux cas, par croissance de f;, fi;(R}) —m; est du signe de R} — R;.
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Ainsi, si R} < R} pour tout ¢ > 2, la matrice A admet N + 1 valeurs propres de partie
réelle strictement négative ; F; est linéairement asymptotiquement stable.
S’il existe ¢ tel que R} > R, alors f;(R}) —m; > 0. Il existe au moins une valeur propre
strictement positive ; F; est instable.
O
Par conséquent, la prise en compte des mortalités dans 1’écriture du modele ne
modifie pas 1’étude des états stationnaires ni celle de leur équilibre. Le comportement
en temps long du systéme est-il lui aussi similaire ? Dans le cadre général de (HC3),
cette question est toujours ouverte. Cependant, Hsu [41] a découvert une fonction de
Lyapunov permettant de traiter le cas de fonctions de type Holling II. Une modification

mineure de la fonction de Lyapunov permet de considérer le cas de fonctions de type
Holling 1.

Théoréme 1.3.3. [/1]

Supposons (HC1) et (HC2) vérifiées. On suppose en outre que les fonctions de consom-
mation sont de type Holling I ou II.

Si R} < R} et R < Ry < --- < 400, alors l’équilibre E; est globalement asymptoti-
quement stable.

Preuve : La preuve est basée sur le théoreme d’invariance de LaSalle. La difficulté est
de trouver la bonne fonction de Lyapunov.
Soit la fonction

N
R U
1 1 i=2

N N=d L st fi(R) = GiR (Holling T)
LA =G/(Ci—my) i fi(R) = CiR/(bi + R) (Holling II).

Montrons que H est une fonction de Lyapunov pour le systéeme (1.3.1) dans Rﬁ 1

Soit W (t) = (R(t),Uy(t),--- ,Un(t)) solution positive ou nulle de (1.3.1). Alors

L HW (1) = Vi HW (1) - W)
L= 7y DRin = moR(t) = S5, F(RI)U()
A <1 — Ui%) (f1(B(t)) = m1)Us(t)
_ N (a(R(t)) — ma)Ua(2)
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que 'on écrit sous la forme

d
SHOV(0) = V(0 + Y Vi) (1.8.4)

avec

Vi) = (1 - R}?};)) (D Ry — moR(t) — A(R)ULD) + M (B(E) —ma)) (U — U})

et, pour 7 > 2,

Vi) = = (1= s ) SROIE) + AR - m)Ui ().

Commengons par calculer V;(t).
- Si f1(R) = C1R, alors \; = 1 et il vient
R*
‘/1(75) = DRm <1 — %) — moR(t) + ClR(t)Uik — m1U1 + mlUl* + moRT

De plus, on a Rf = my/Cy et Uy = DRy, /mq — my/Cy. On en déduit moR} +
mU; = DR;, et il vient

Ry R DRy, , . 9
Vi = DR, ( R) + DR, (1 R,{) e (R = 1) <0
- Si f1i(R)=C1R/(by + R), on a \; = C1/(Cy —my) et R} = myby/(Cy —my). En

remarquant que

Cy —my

fi(R) —my = m(R - Ry) = /\il (f1(R) - fl(R)%> :

on obtient I'expression suivante de V;(t)

DR;, —mqR  C U}
= [Pt 0]
Ona U = (DRin*Tg(;RRTT)(b1+RI) d’ou
DRm — moR ClUl* Rik - R
— = DR;,b RIR),
R Wt R RE (ot R (PHmbi+moRiR)

et finalement

(B’ -R)
RR}(by + R)

Dans les deux cas, Vi(t) < 0 et Vi(t) = 0 si et seulement si R(t) = R;.

Vi(t) = (DRipby +moR;R) < 0.
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Calculons V;.
— Si f; est de type Holling I, il vient facilement

‘/E(t) = (RT - R;)CiUi(t)-

~ Si fi(R) est de type Holling IT (f;(R) = 2:2), Videntité f,(R)—m Ai(fz( )~ fi(R )%)

b; + R(t)

Dans les deux cas, Vi(t) < 0 et V;(t) = 0 si et seulement si U;(t) = 0. En conclusion, H
est une fonction de Lyapunov.

conduit facilement &

Vi(t) = (By — R})

Si (R,Uy,---,Uy) € E = {W,LH(W(t)) = 0}, alors on a V; = 0 pour tout i, et
d’apres les calculs précédents, R = R} et U; = 0 pour ¢ > 2. Par conséquent, le seul
invariant pour (1.3.1) dans E vérifie Uy = Uf et donc E; = (R}, Uy,0,---,0). Une
application du principe d’invariance de LaSalle donne le résultat annoncé. O

Malgré de nombreux travaux traitant de fonctions de consommation de types variés,
incluant des fonctions de consommation non monotones (Partie 1.4), le cas de fonc-
tions strictement croissantes générales n’est pas completement résolu. Notons qu’une
conjecture toujours d’actualité est que, sous les hypotheses du théoreme 1.2.4, Fy est
un attracteur global pour le systeme (1.3.1) dans le cone (strictement) positif.

1.4 Autres modeles de chemostat homogene

Pour terminer ce premier chapitre, nous donnons un panorama des différents modeles
étudiés et analysés par nombre d’auteurs depuis 'article fondateur de 1977 [42]. Les
différents modeles et résultats discutés dans cette partie ne sont pas utilisés dans cette
these. Ainsi, et contrairement aux deux parties précédentes, nous ne donnons pas les
preuves mathématiques des résultats annoncés. Cependant, il nous a paru utile et ins-
tructif de donner une vue générale de la richesse et de la variété des questions (résolues
ou non) se posant dans le cadre du chemostat homogene. Pour un approfondissement
des différents modeles présentés ici, le livre de Smith et Waltman [80] et l'article de
Leenheer et al. [22] dédié & Waltman peuvent étre consultés.

La premiere analyse mathématique de compétition pour une ressource dans un che-
mostat homogene est l'article de Hsu et al. en 1977 [42]. Dans cet article, les auteurs
montrent le théoreme 1.2.4 dans le cas de fonctions de consommation de type Hol-
ling II sans mortalité. En 1978, Hsu [41] a étendu élégamment ce résultat au cas du
probléeme avec mortalités en prouvant le théoreme 1.3.3 via une fonction de Lyapunov
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astucieuse. En 1980, Armstrong et McGehee [6] ont publié une analyse générale pour
le modele sans mortalité mais pour une famille générale de fonctions de consommation
incluant toutes les fonctions strictement croissantes. Leur approche est celle utilisée
dans la preuve du théoreme 1.2.4.

1.4.1 Fonctions de consommation non monotones

L’hypothese de croissance des fonctions de consommation® est une hypothése pri-
mordiale dans les travaux précités. Cependant, cette hypothese peut étre inappropriée
dans certains cas. Une ressource essentielle en faible concentration peut étre inhibitrice,
voire méme toxique, a une plus haute concentration. Butler et Wolkowicz [12] ont pro-
posé un modele prenant en compte cette condition dans le cas sans mortalité et ont
prouvé, sous certaines hypotheses, que le principe d’exclusion compétitive est toujours
valable. Plus précisément, ils se sont intéressés a un type de fonction de consommation
fi vérifiant (HC1), (HC2) et (HC3) en remplacant I'hypothese de croissance (HC4)
par :

(HC4’) il existe un seul couple (R:, ;) € (RyN{+o00})? avec \; < p; tel que
fi(R) < D si R ¢ [Rf,u] et fi(R) > D si R € (R}, ;). De plus, f/(Rf) > 0 (si
Rf < +00) et fl() < 0 (si p; < 400).

On peut interpréter cette hypothese de la maniere suivante. L’espece ¢ croit lorsque
R € (R}, u;) et décroit si la ressource est en trop faible quantité (R < R}) ou en trop
grande quantité (R > p;). L'hypothese (HC4) est un cas particulier de I’hypothese
(HC4’) avec p; = 4+00. Pour ce modele, 'équilibre trivial Ey = (R;,,0,- -+ ,0) existe
toujours et, si R < R;,, on a toujours l’équilibre E; présenté précédemment. De
plus, si p; < Ry, alors il existe un nouvel équilibre E! qui est toujours instable. Sous
I'hypothese générique selon laquelle tous les R} < 400, p1; < +00 et R;, different deux
a deux, il n’y a pas d’autre équilibre. Sans perte de généralité, on peut supposer que

Ri<--- <R, <Ryu<R,, < <Ry.

Notons @) = U . Il est facile de voir que, si ng = 0, alors Fy est un attracteur

global. Le resultat principal de [12] est le suivant.

Théoréme 1.4.1. [12], Si Q est un intervalle ouvert non vide, alors
- Si Ry, € Q, Ey est un attracteur global du cone positif avec Uy (0) > 0.
- Si Rin ¢ Q et Ry, > R;, alors Ey et Ey sont des attracteurs locaux. De plus,
union de leur bassin d’attraction est dense dans Rf“.

3. Ou plutot hypothese d’unicité de la solution de f;(R) = m;.
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Ce résultat généralise le théoreme 1.2.4. En particulier si f; est strictement crois-
sante, alors Q = (R}, +00) et seul le premier cas peut se produire. Le second cas montre
que, pour des fonctions de consommation non croissantes, un nouveau phénomene
peut se produire. Selon les conditions initiales, la dynamique globale du systeme peut
conduire a l'extinction de toutes les especes ou a la survie de I'une d’entre elles. Ce
phénomene peut étre interprété facilement. S’il y a initialement peu de ressources, le
phénomene est semblable aux cas présentés précédemment : les especes vont décroitre
suffisamment pour laisser la ressource augmenter jusqu’a atteindre 1’équilibre concer-
nant la meilleure compétitrice. Si la ressource est initialement présente en grande quan-
tité, les especes vont également décroitre. Si les especes sont initialement présentes en
petite quantité, la ressource croitra et restera toxique pour chaque espece ce qui conduit
a I'extinction de toutes.

Si () n’est plus un intervalle, alors plusieurs états d’équilibre stables existent. Par
exemple, Ey, F; et Ej. Selon les conditions initiales, on peut avoir une extinction
totale ou la survie d’uniquement ’espece 1 ou 2. L’union des bassins d’attraction de
tous ces états d’équilibre est toujours dense dans Rf“, et donc dans tous les cas, le
principe d’exclusion compétitive est vérifié.

Notons enfin que les preuves dans [12] n’utilisent pas le théoreme de LaSalle mais font
un usage important du fait que le systeme est conservatif, en particulier les mortalités
ne sont pas prises en compte. Sur la base de ce travail, Wolkowicz et Lu [88] ont étendu,
en 1992, ces résultats en permettant I'ajout de mortalité et en utilisant des fonctions
de Lyapunov. Comme souvent, si les fonctions de Lyapunov rendent 1’analyse plus
facile, elles imposent des conditions techniques artificielles. Un autre type de fonction
de Lyapunov a été utilisé par Wolkowicz et Xia en 1997 [89]. Les fonctions considérées
sont monotones et D; — D est supposé assez petit. Ce résultat a été étendu par Li [53]
en 1999 au cas de fonctions vérifiant (HC4’) et toujours avec D; — D suffisamment
petit.

1.4.2 L’hypothese (H2) de poids constant

Les fonctions de consommation f;(R) et les fonctions de croissance g;(R) sont liées
par la relation \;(R)g;(R) = fi(R). Le poids A\(R) (dépendant a priori de R) décrit la
proportion de ressources utilisées pour la croissance parmi les ressources consomimées.
Nous n’avons considéré que le cas ou \; est constant. En écologie du phytoplancton,
on sait depuis longtemps que 1'’hypothese de poids constant est abusive [25, 36]. Des
modeles plus généraux autorisant un \;(R) non constant ont fait 'objet de plusieurs
travaux (voir [76] et les références citées dans cet article). Une modélisation plus précise
conduit a I’ajout d’une nouvelle variable qui joue le role de tampon ; une espece pouvant
croitre pour des ressources qu’elle a consommé préalablement. Ceci conduit au systeme
de Droop [3, 25, 80]. Dans le cas de poids variable, des phénomenes complexes peuvent
arriver. On peut observer, par exemple, l'existence de cycles [4, 16, 68]. Cependant,
que ce soit le modele du chemostat a poids variable ou le modele de Droop, 1'usage
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des fonctions de Lyapunov permet, dans de nombreux cas, de montrer que le principe
d’exclusion compétitive est toujours vérifié [53, 76, 88].

1.4.3 Autres modeles

Le principe d’exclusion compétitive dans le chemostat homogene est un résultat
robuste. Parmi les modeles présentés précédemment, seul le modele a poids variable
permet d’obtenir une coexistence de maniere générique. Ce dernier exemple montre
que le chemostat homogene (a poids constant), bien que tres utile a la modélisation
et a la compréhension des phénomenes, est trop simple pour illustrer les phénomenes
naturels. Dans 'optique générale de résoudre le paradoxe du plancton, une littérature
trés abondante sur le sujet étudie diverses autres variantes du chemostat [74].

Dans le cadre de tous ces travaux, une hypothese fondamentale est que les especes
sont en compétition pour une seule ressource. Des extensions de ces modeles au cas de
plusieurs ressources sont naturelles [22]. Une question particuliere justifiant la modélisa-
tion effectuée précédemment est la suivante. Si 'on considere un modele a plusieurs
ressource dont une seule est limitante, obtient-on la méme dynamique que pour les
modeles (1.1.2) et (1.3.1) ? Heureusement, la réponse a cette question est affirmative
ce qui justifie I'utilisation du modele pour une seule ressource.

Enfin, beaucoup d’autres modeles peuvent étre proposés et analysés dans le cadre du
chemostat homogene. Citons les modeles avec délais [89] ou les modeles a plusieurs
niveaux trophiques (par exemple, avec I'ajout d’un prédateur) [33].

1.5 Conclusion

Nous avons discuté de divers modeles dans le cadre du chemostat homogene en
espace et en temps, c’est-a-dire des modeles supposant tous I’hypothese (HO) d’ho-
mogénéité et des parametres constants en temps. La plupart d’entre eux vérifient le
principe d’exclusion compétitive.

Depuis 1980 [6], des modeles temps-dépendant ont permis de montrer, que dans le
cadre d’un environnement variable, la coexistence est possible. Ces résultats indiquent
qu'une explication plausible au paradoxe du plancton est la variabilité temporelle des
milieux. Une littérature abondante existe sur ce sujet [45, 51, 58]. Cette question n’est
pas traitée dans cette these; nous avons choisi de nous concentrer sur le theme de
I’hétérogénéité spatiale. Notons que des études expérimentales et numériques ont été
effectuées pour des modeles hétérogenes en espace et en temps [23, 55].

Afin de modéliser des phénomenes spatialement hétérogenes, il devient nécessaire de
considérer une structuration spatiale menant a des modeles de métapopulation ce qui
fait 'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Modeles spatialement structurés

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que le principe d’exclusion compétitive
est vérifié de maniere générique pour un large choix de modeles de compétition pour
une ressource homogene en espace. La coexistence est-elle possible dans un milieu
spatialement hétérogene ? Pour répondre a cette question, il est nécessaire de construire
un modele spatialement structuré.

La premiere approche, instaurée par Lovitt et Wimpenny en 1979 [57, 88] dans
un cadre expérimental, consiste en P chemostats homogenes reliés entre eux. Un tel
systeme est appelé gradostat. Jager et al. [49] ont étudié, en 1987, le gradostat pour deux
especes et deux patchs. Cette étude a été étendue [39, 79] pour un nombre quelconque
P de patchs. Tres peu de résultats ont été obtenus dans le cas de plus de deux especes.

Dans le modele du gradostat, I’hypothese de chemostat bien mélangé est remplacée
par I'hypothese de P chemostats bien mélangés reliés entre eux. Si ce modele permet
une comparaison avec des résultats de laboratoire, il ne modélise pas un systeme de
compétition pour plusieurs especes dans un environnement hétérogene. Cette considération
conduit aux modeles de chemostat non bien mélangé (unstirred chemostat), contintiment
structurés en espace. Un tel modele a été proposé en 1989 par So et Waltman [82] pour
deux especes, dans le cadre d’une dimension spatiale égale a 1. Ces résultats ont été
étendus dans [8, 27, 43]. Des solutions stationnaires, pour des modeles de chemostat
en dimension spatiale 2 ou plus, ont été étudiées par Wu [90] pour deux especes et
par Baxley et Robinson [9] pour un nombre quelconque d’especes. Le probleme temps-
dépendant a également fait 'objet de diverses avancées, citons notamment [27, 43, 44].

Tous les travaux précités s’inspirent directement du chemostat. En particulier, I’hétérogénéité
consiste en un gradient de la ressource; les différents parametres intervenant étant

35
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indépendants de l’espace. Nous nous inspirons de ces modeles pour construire deux
nouveaux modeles. L'un est discret en espace. Sa formulation est donc similaire a un
modele de gradostat. L’autre est continu en espace. Sa formulation est donc similaire
a un modele de unstirred chemostat.

Dans nos deux modeles, on s’éloigne du chemostat afin de considérer le cas général de la
compétition pour une unique ressource dans un environnement hétérogene. L'hétérogénéité
du milieu est donc modélisée directement sur les termes de réaction, c’est-a-dire sur les
mortalités, les fonctions de consommation et ’entrée de ressource. L’'un des avantages
de ce modele est que 'on peut s’affranchir des termes de bord de type chemostat qui
imposaient un gradient de la ressource. Dans ce cadre, nos modeles admettent une
version homogene lorsque tous les parametres sont indépendants de I'espace. On peut
donc comparer sur un méme modele le role de 1'hétérogénéité spatiale.

Dans une premiere partie, nous décrivons les modeles de gradostat et de unstir-
red chemostat et donnons un apercu des études existantes les concernant. Dans une
deuxieme partie, nous écrivons nos deux modeles discret et continu. Dans une troisieme
et derniere partie, nous donnons deux premiers résultats concernant nos modeles. Le
premier concerne le modele discret. Nous montrons que la coexistence est génériquement,
impossible lorsque P < N. Le second concerne aussi bien le modele discret que le
modele continu. Nous montrons que, lorsque tous les parametres des systemes sont
indépendants de ’espace, nos modeles vérifient le principe d’exclusion compétitive sous
certaines hypotheses.

2.1 Description de modeles spatialement structurés

2.1.1 Structuration discrete : le gradostat

La premiere approche est de considérer que les différentes variables sont indépendantes
de l'espace mais que la ressource n’est plus bien mélangée dans le chemostat ce qui
conduit a un gradient de la ressource. Un systeme de laboratoire, le gradostat, a été
construit par Lovitt et Wimpenny [57, 88| afin d’étudier la compétition le long d’un
gradient de la ressource.

Le modele

Le systeme du gradostat consiste en P chemostats homogenes montés en chaine
(Figure 2.1) et interconnectés de maniere a échanger la ressource et les organismes. Les
variables R et U; sont ainsi des vecteurs de Rf . Chaque réservoir est appelé dans la
suite un patch.

Sur chaque patch, on suit la dynamique locale explicitée dans le chapitre 1. Si le volume
V7 du patch j est constant et, sans échange entre les patchs, on obtient, pour tout j,
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FIGURE 2.1: Le systeme de gradostat. Chaque réservoir P; est un chemostat bien mélangé.
Les réservoirs sont connectés entre eux. Chacun peut recevoir la ressource de 'extérieur ou
rejeter la solution aqueuse hors du systeme.

le systeme
N
4RI — E'R}, - DRI(t) - 3 F(R))U?
4U! = (F(R) - D)U], i=1,---,N

avec D’V le débit volumique de sortie du patch j, Fj(R?) le taux de consommation
de l'espece ¢ sur le patch j et Rgn la concentration de la ressource entrant sur le patch
j & un débit volumique E’V7. Les différents patchs échangent la solution aqueuse
entre eux. En notant k7* le taux d’échange provenant du patch s vers le patch j, et
k= —3%" oy k% le taux de d’échange allant du patch j vers un autre patch, on obtient
la loi d’échange entre patchs

d

— 7 = Iy JSEA i=1...-_ P
dt +; ) j Y Y

Afin de s’assurer que chaque réservoir est bien gouverné par un systeme de type che-
mostat homogene, son volume doit étre constant. Ainsi, la somme des taux d’entrée
doit étre égale a la somme des taux de sortie. Ceci s’écrit, pour tout j =1,--- | P,

> W+ E =k + D
s#j
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REMARQUE 2.1.1. Dans le cas ou k' = k%, cette relation se raméne a E? = D7,
ezactement comme pour le chemostat homogéne (Chapitre 1).

Avant d’aller plus loin, précisons certaines notations utilisées tout au long de cette
these. Si u € RP, on note w’ la j°™ composante de u. On écrit souvent u = (u’);. Si u
et v sont deux vecteurs de R”, on définit uv = (w/v’); € R”.

On note K la matrice P x P dont le coefficient sur la j°™¢ ligne et s°™° colonne est
k7%. On note également I = (E'R},);, D = (D?); et Fi(R) = (F;(R’));. Le systeme du
gradostat s’écrit sous la forme générique

e

N
4R=I1-DR-) F,RU;+KR,
=1

4, = (Fi(R) — D)U; + KU,, i=1,--- N.

(2.1.1)

Nous avons déja fait I'hypothese que les volumes de chaque réservoir sont constants.
Une autre hypothese, primordiale dans la suite, est que la matrice de migration K
est irréductible. Mathématiquement, ceci signifie qu’elle n’est équivalente a aucune

matrice de la forme avec A et C deux matrices carrées. Comme les termes

A B
0 C
non diagonaux de K sont positifs, I'irréductibilité de K équivaut a la propriété suivante
[78]. Pour tout j # s, il existe un entier n > 0 tel que (K™);s > 0. On appelle gradostat
irréductible un modele de gradostat pour lequel la matrice de migration est irréductible.
Cette notion s’interprete facilement. Dans un gradostat irréductible, il existe un chemin
allant de tout réservoir vers tout autre réservoir, en passant éventuellement par un ou
plusieurs réservoirs intermédiaires. Par exemple, le gradostat schématisé dans la figure
2.1 est irréductible tandis que celui de la figure 2.2 ne 'est pas.

|4

- -
P1 P2 Fé;

—

FIGURE 2.2: Un gradostat non irréductible. Aucun chemin ne va de P vers P; ou P,. Un tel
systéeme peut étre décomposé en deux sous-systémes irréductibles; le premier comprenant les
réservoirs Py et Py et le second uniquement le réservoir Ps.

Si un gradostat n’est pas irréductible, on montre alors qu’on peut le décomposer en
une chaine de gradostats irréductibles. L’entrée sur le k + 1°™¢ d’entre eux est alors
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gouvernée par la sortie du ™. Il n’y a donc pas de perte de généralité & considérer
uniquement ! des gradostats irréductibles, ce que nous faisons par la suite.

Cette hypothese permet d’appliquer le théoreme de Perron-Frobenius. Comme la somme
de chaque diagonale de K est nulle, on sait que 0 est une valeur propre simple de K
associée a un vecteur propre dont toutes les composantes sont strictement positives. De
plus, toutes les autres valeurs propres de K sont de partie réelle strictement positive
et ne sont pas associées a un vecteur propre strictement positif.

Etude du gradostat

Jager et al. [49] ont étudié un modele de gradostat pour deux especes et deux
patchs. Ils montrent 'existence de solutions stationnaires semi-triviales, c¢’est-a-dire
pour une unique espece. Lorsque les deux solutions semi-triviales sont linéairement
instables, il existe une solution de coexistence qui est un attracteur global. Smith et
al. [79] étendent le modele pour un nombre quelconque P de patchs et pour deux
especes. Contrairement au cas P = 2, aucun résultat n’assure ['unicité ni la stabilité
d’un équilibre de coexistence si P > 3. Les auteurs construisent cependant une solution
de coexistence par bifurcation et conjecturent que la courbe de bifurcation est similaire
a celle obtenue pour P = 2. Cependant, les phénomenes sont plus complexes. Hofbauer
et So [39] montrent d’ailleurs qu’il existe, méme pour des fonctions de type Holling
IT, des exemples de gradostat admettant des équilibres de coexistence instables. Pour
plus de deux especes, tres peu de résultats sont connus. Jager et Smith [48] montrent
que si P < N, alors la coexistence est impossible de maniere générique. L’idée de leur
démonstration est reprise dans la partie 2.3.

2.1.2 Structuration continue : le unstirred chemostat

La structuration spatiale se fait directement sur un unique réservoir mais sans
I’hypothese que le milieu est bien mélangé. On peut alors voir le chemostat comme un
milieu continu et I’on considere que la ressource et les especes se déplacent spatialement
suivant un processus de diffusion de type laplacien.

Le modele

Nous discutons ici d’'un modele de chemostat non bien mélangé étudié dans une série
d’articles [8, 27, 44, 43, 82]. Le modele consiste en une structuration spatiale continue
en une dimension 2 =|0, 1[. Cette approche ne représente pas bien la réalité car un
chemostat est évidemment un systeme en trois dimensions. Elle se justifie cependant
si I'on considére un chemostat tubulaire (Figure 2.3) et a ’avantage de se préter a une
étude mathématique plus simple que le cas 3D.

1. Cependant des gradostats irréductibles peuvent étre intéressants du point de vue biologique.
Par exemple, la modélisation d’une chaine de lacs dans une montagne conduirait a un tel systeéme.
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FIGURE 2.3: Le unstirred chemostat en une dimension spatiale.

On suppose ici que les mortalités sont négligeables et que le taux de diffusion d
est le méme pour toutes les especes et pour la ressource. Cette hypothese est tres
utile mathématiquement mais n’est pas justifiée biologiquement [80]. On note R(t,z)
et U;(t, x) les concentrations respectives de la ressource et de 'espece i a l'instant ¢ > 0
a 'emplacement x € [0, 1]. En considérant que la seule cause de décroissance dans le
systeme est le taux de sortie en z = 1, on obtient le systeme

( N

OR(t,x) = do,. R(t,x) — 3 [ R(t,2)Ui(t, ), (t,7) € (0, +00) x (0, 1),

=1
R(0,z) >0,
\U’L<Oax)20,Ul(t:O,x)§é07 7;:1’...7N_

(2.1.2)
En I’état, le systeme n’est pas bien posé : nous devons préciser les conditions de bords.
En z = 0, il n’y a pas de sortie mais il y a une entrée de la ressource R;, a un taux
volumique F. En x = 1, il y a une sortie de la solution aqueuse, donc a la fois des
especes et de la ressources, au méme taux F' > 0, de maniere a garder le volume total
V' constant. Rappelons la mise en équation du probleme homogene vu au chapitre 1.
Dans ce cas, la variable de la ressource est R(f) qui s’exprime en grammes par litre.
Sans aucune espece, I'équation différentielle, satisfaite par la masse totale de ressource
V R, devient

VR'(t) = F(R;, — R).

Le taux de dilution est alors D = F/V. Dans le unstirred chemostat, la variable de
la ressource est R(t,x) qui s’exprime en grammes par unité d’espace (par metre en
dimension 1). Sans aucune espece, ’équation de la ressource est

O,R(t,z) = ddy. R(t, ).

En intégrant sur © =|0, 1], on obtient alors

%/ R(t,x)dx = / A0y R(t, x)dx = dO, R(t, 1) — d0,R(t,0).
Q 0
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Puisque fQ R(t, x) est la masse totale de ressource dans le milieu au temps ¢, par ana-
logie avec le chemostat homogene, on prend alors do, R(t,0) = —FR;, et dO,R(t,1) +
FR(t, 1) =0.

En z = 1, la sortie a un taux volumique F' de toute la solution aqueuse impose une
sortie pour les especes. En notant D = F'/d, les conditions de bord prennent la forme
générale

9, R(t,0) =

0.R(t,1)+ DR(t,1) =0,

0.U;(t,0)=0,i=1,--- N,
+ 1

( (2.1.3)

Etudes du unstirred chemostat

Ce modele a été proposé en 1989 par So et Waltman [82] dans le cas de deux
especes, d'un meéme taux de diffusion et d’une absence de mortalité. En étudiant le cas
de zéro espece, on voit que la ressource se répartit selon un état d’équilibre R*(z) =
DR;, (Y32 — z). En sommant chaque équation, ils montrent que R(¢,-) + >, Us(t, -)
tend vers R*(-) en norme || - || lorsque ¢ tend vers 4+o00. Ceci permet de réduire le
systeme en éliminant 1’équation de la ressource. Les auteurs étudient alors le cas d’une
espece puis construisent une solution stationnaire de coexistence pour deux especes par
bifurcation. Ce résultat est étendu au cas de N especes par Baxley et Thomson [8] en
1993. Ces deux articles ne traitent pas de la stabilité de la solution ainsi obtenue. Dans
le cas de deux especes, Waltman et al. [44, 43] analysent le modele temps-dépendant.
Leurs résultats sont étendus dans [27], dans le cas d’une unique espéce, par une méthode
de perturbation, a un modele plus général autorisant des taux de diffusion 1égerement
différents et des petits taux de mortalité.

Peu de résultats sont connus pour une dimension spatiale plus grande que 1. Citons
Wu [90] qui construit, par une méthode de bifurcation globale & un parametre, une
solution stationnaire de coexistence pour deux especes dans un modele sans mortalité
et avec mémes taux de diffusion, et Baxley et Robinson [9] qui construisent une solution
stationnaire de coexistence a ’aide d’'une méthode de bifurcation a N parametres
pour un tres large choix de modeles mais uniquement localement, pres du point de
bifurcation.

2.2 Nos modeles

Les modeles précités sont tous basés sur le chemostat. Nous proposons des modeles
s’éloignant de ce cadre afin d’obtenir des systemes généraux de compétition pour une
ressource dans un milieu hétérogene. Tous les systemes précédents supposent que les
fonctions de consommation sont constantes en espace. Nos modeles s’affranchissent de
cette hypothese. Ceci nous permet de voir ’hétérogénéité spatiale directement sur les
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termes de réaction et non plus uniquement via le gradient de la ressource apparaissant
dans les systemes précédents. Dans cette these, nous travaillons sur deux modeles. Le
premier est un modele discret en espace dont ’écriture est tres proche du systeme du
gradostat et le second est un modele continu en espace dont 1’écriture est semblable a
celle du unstirred chemostat.

2.2.1 Modele discret

On s’intéresse ici a un milieu discrétisé en P patchs dans lequel N especes U; sont en
compétition pour une unique ressource R. On note U? la concentration de I’espece i sur
le patch j et R’ celle de la ressource sur ce méme patch. On note U; et R les vecteurs
a P composantes de concentration de ’espece ¢ et de la ressource. La modélisation
est exactement similaire a celle du gradostat ; la seule différence venant du fait que la
fonction de consommation de I'espece i sur le patch j est de la forme F f (R’) et dépend
donc du patch considéré. Le modele s’écrit,

( N
4R=I-mR-) Fi(RU;+KR,
=1
4U; = (Fy(R)—m;)U; + K,U;, i=1,--- N, (2.2.1)
R(0) > 0,

oﬁmf>0p0urtoutietjet[§éo.

Proposition 2.2.1. Le systeme (2.2.1) admet une unique solution (R(t),U(t),--- ,Un(t)) €
Ri(NH). Cette solution est définie pourt € [0, +o0[ et on a (R(t),U,(t),--- ,Un(t)) €
0, oo PVFD.

Preuve : 1l est clair que le systeme (2.2.1) conserve le cone positif et admet une unique
solution locale. De plus, en sommant chaque équation matricielle puis en sommant le
résultat sur chaque patch, on obtient ’équation de conservation

% (Z (Rj +ZU{)> =D 1= miR 4y mU}.
i 7 J ,]

Soit av = min, ; (mg ). Par hypothese, a > 0 et, par positivité des différentes variables,
il vient

H(5lese)) 5 (o)

Par conséquent, la solution est uniformément bornée et est donc globale en temps. [
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2.2.2 Modele continu

On décrit la version continue de ce probleme. On s’intéresse a N especes en compétition
pour une unique ressource dans un ouvert borné 2 C R" suffisamment régulier. On
note R(t,z) et U;(t,x) les concentrations respectives de la ressource et de ’espece i &
Iinstant ¢ en z € (). La modélisation est similaire a celle effectuée pour le unstirred
chemostat. On considere que, sans déplacement spatial, en tout x € 2, le systeme est
de type chemostat homogene. C’est-a-dire, pour t > 0 et x € €,

(

OR(t,x) = I(z) — my(z)R(t,x) — Z Fi(x, R(t,x))U;(t, z),

aUi(t, ) = FAR(t,2))Us(t,x) — mi(x)Us(t,z), i=1,--- N,
R(0,2) > 0,
Ui(0,2) >0, i=1,--- N.

\

On suppose en outre que les especes et la ressource se déplacent spatialement suivant
les lois de diffusion

O U;(t, x) = div(a;(x)Ui(t, x))
O R(t,x) = div(ap(z)R(t, x))

olt, pour i = 0,---, N, on suppose que a; € C*(Q,R), et a;(x) > 0. Afin de bien
définir les opérateurs de diffusion, il reste a définir les conditions de bords. Pour les
especes, deux phénomenes peuvent se passer en un point x € J€2. Ou bien le flux est
nul en ce point, c¢’est-a-dire qu’il n’y a pas de sortie de €2, et alors 9,U;(t,z) = 0.
Ou bien ce point autorise une sortie du milieu et on a un flux sortant du milieu.
Ainsi, comme dans le systeme du unstirred chemostat, la condition de bord est de type
Robin 0,a;(x)U;(t, ) + b;(x)U;(t, z) = 0. Nous sommes ainsi amenés a décomposer le
bord 02 en deux parties : I'; ou le flux de chaque espece est nul et ['; ot il y a un
flux sortant de chaque espece. On considere que ces ensembles sont caractéristiques du
milieu et donc ne dépendent pas des especes. Pour la ressource, un troisieme phénomene
peut se produire : l'entrée de celle-ci dans le milieu. On suppose que cette entrée ne
peut s’effectuer que lorsqu’il n’y a pas de flux sortant, c’est-a-dire sur I';. On a alors
ao(x)0, R(t, ) = g(x) (Figure 2.4).

Les conditions de bord s’écrivent alors sous la forme générique

{ a0(@)0uR(t, ) + bo(x) = g(2)
a;(x)0,U;(t, ) + bi(z)Us(x) = 0

avec b;(x) = 0 pour z € I'y, b;(x) > 0 sur I'y, g(z) = 0 pour x € 'y et g(z) > 0 sur I'y.
Les hypotheses précises plus techniques sont énoncées dans l'introduction du chapitre
3.
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L,

[

FIGURE 2.4: Le modéle continu. Les espéces sont en compétition sur un domaine régulier
Q C R™. Le bord est décomposé en deux parties. Sur I'y il n’y a pas de flux sortant et sur
I's il y a un flux sortant a un taux F. Sur une portion de I'1 il y a une entrée de la ressource
notée g(z).

On note A; lopérateur de diffusion A; = div(a;(z)V-). Notre systéme continu s’écrit
alors sous la forme suivante. Pour t > 0 et z € Q,

O R(t,x) = AgR(t, ) — m;(z)R(t,x) — Z Fi(x, R(t,x))U;(t, x),
0U;(t,x) = A,Ui(t, z) + FZ-(R(t,a:))Ui(t,l; —mi(x)Ui(t,x), i=1,--- N

(2.2.2)
muni des conditions de bord
ao(x)0, R(t, x) + bo(x) = g(x) pour t > 0 et x € 0, (2.2.3)
a;(x)0,U;(t, x) + b;(x)U;(x) = 0 pour t > 0 et x € 0N o

et des conditions initiales pour x € €2,

R(0,x) >0,
{ Ui(0,2) >0, i=1,---,N. (2.2.4)

On peut voir facilement que ce systeme préserve le quadrant positif. De plus, on peut
montrer facilement 'existence et 'unicité d’une solution classique locale en temps.
L’existence globale en temps découle du principe du maximum pour des équations
paraboliques sur R puis sur chaque U;. On peut en fait montrer que ce systeme admet
une unique solution classique globale en temps uniformément bornée indépendamment
du temps dans L>*(Q2). Ce résultat est prouvé dans le chapitre 3.
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2.3 Premiers résultats sur nos modeles

2.3.1 Un théoreme sur le systeme discret

Une question essentielle dans I’étude du modele (2.2.1) est celle de I'existence d’états
stationnaires de coexistence.

Définition 2.3.1. On appelle solution de coexistence pour le systeme (2.2.1), une
solution stationnaire (R,Uy,--- ,Uy) € (RY) x -+ x (RY) vérifiant

Vi=1,---,N, Vj=1,---,PU/ >0.

Le théoreme suivant montre que, s’il y a moins de patchs que d’especes, alors de
maniere générique, il n’y a pas de solution de coexistence. Ce théoréme est une adap-
tation du résultat principal de [48]. Pour ce faire, on note F;(R) = ¢;f;(R) ou ¢; € R
est un parametre 2. On note

T = {(c1, - ,cn) € RY, le systeme (2.2.1) admet une solution de coexistence}

Théoreme 2.3.1. 5t P < N, alors T est de mesure nulle dans Rf.

Preuve : Notons ¢ = (¢q,- -+ ,cn). Sie* € Y, alors il existe une solution de coexistence
(R,Uy,--- ,Uy). En particulier on a

La matrice K; —m; + ¢;f;(R) est irréductible. Par le théoreme de Perron-Frobenius,
on en déduit qu’elle admet une valeur propre minimale notée p;(R, ¢;). De plus, cette
valeur propre minimale est la seule valeur propre de K; — m; + ¢;f;(R) associée a
un vecteur propre positif. On note ¢; ce vecteur propre, normalisé par ) . ¢; = 1.
La matrice transposée ‘K; — m; + ¢;f;(R) est aussi irréductible et sa valeur propre
minimale est également y;(e, R). Par Perron-Frobenius, elle admet un unique vecteur
propre strictement positif ¢; vérifiant ) 1; = 1. Par conséquent, si ¢* € T, alors R
doit vérifier les N équations

ui(e:,R)=0, i=1,--- N,

On note ¢} et 1} les fonctions propres ¢; et 1 associées a u;(c;, R). Comme R € R”, on
voit que 'on doit résoudre N équations a P > N inconnues, ce qui est génériquement
impossible. Précisons cela a ’aide du théoreme de Sard.

2. Cette écriture est réutilisée dans le chapitre 6 afin de construire des solutions de coexistence par
bifurcation.
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Notons u(e, R) = *(u1(c1, R), - -+, pn(en, R)). Commengons par montrer que D u(c*, R)
est inversible. On a

) d
Depu(e. R) = diag(+—pu(ci, B)).

Il suffit donc de montrer que, pour tout i =1,--- , N, d%llz‘(CuR) > 0.
On a
(K —m; +cifi(R)) ¢ = pici, R) .
Comme p; est une valeur propre simple, il est clair que la fonction propre associée ¢;
est dérivable en ¢;. Notons ¢} cette dérivée. En dérivant par rapport a ¢; et en prenant
c; = c;, il vient
d

fi(R)¢; + K; — m; + ¢;fi(R)§; = %Mi(ciaR)gb;‘k-

En multipliant par ¢] et en sommant entre 1 et P, il vient

< fz(R)¢r7¢j >= (CiaR) < @D:’sz( >

d_ci“i
ol < -, > désigne le produit scalaire habituel sur R”. Comme v} et ¢} sont des vec-
teurs strictement positifs, on en déduit ==, (c;, R) > 0 et donc D.u(c*, R) est bijectif

de RN dans lui-méme.

Par conséquent, soit (¢*, R*) tel que pu(c*, R*) = 0. Par le théoreme d’inversion locale,
il existe une fonction ~y (implicitement dépendante de R*) de classe C' définie d’un
voisinage V' de R* vers un voisinage V' de ¢* tel que v(R*) = ¢* et u(y(R),R) = 0.
Rappelons que ¢ est une valeur critique de 7 s’il existe R tel que v(R) = ¢ et Dry(R)
n’est pas surjective. Le théoreme de Sard [81] assure que ’ensemble des valeurs critiques
de 7 est de mesure nulle dans R,

Si P < N, Dg est une application linéaire de RY dans RY et n’est donc pas surjective.
Par conséquent, {¢ € V', v(R) = ¢} est de mesure nulle dans V' donc dans RY. 1l reste
a montrer que Y entier est de mesure nulle. Il est clair que 1'on peut choisir une suite
d’ouverts V,, ¢ RY vérifiant

“+o0o
{ReR” 3ce T, ulc,R) =0} C |V,

n=0

et telle que le théoreme d’inversion locale soit applicable sur tout V,. En d’autres
termes, il existe v, € C'(V,, V) bijective telle que

p(R,e)=0,ReV, <= m(R)=c

ot V! est un ouvert de RY. On a alors

—+00
Tc|J{ceV, IRV, 7 (R) =c}.
n=0
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D’apres les arguments précédents, lorsque P < N, pour tout n, l’ensemble {¢ €
V! AR € V,,,7,(R) = ¢} est de mesure nulle dans RY et donc T également. O

2.3.2 Versions homogenes des modeles

Contrairement aux systemes du gradostat (2.1.1) et du unstirred chemostat (2.1.2),
nos modeles admettent une version homogene c’est-a-dire que tous les coefficients sont
indépendants de ’espace. Cette caractéristique permet d’étudier sur un méme modele
comment 'hétérogénéité spatiale influe sur la coexistence.

Le modeéle discret

On suppose que I'entrée de la ressource I7, les taux de mortalité mg et les fonctions
de consommation F’(-) sont indépendants de j. On écrit I’ = I, m) = m; et F? = F;.
On suppose de plus que les matrices de migration K; sont symétriques. Par conséquent,
le systeme est exactement un systeme de type chemostat homogene pour lequel on a
rajouté un échange entre les patchs. Le systeme homogene associé est

AR =T —meR— SN F(R)U;
d =1 ! 2.3.1
Notons
W(t) = (Wo(t), Wa(t)--- . Wi (1) = (R(1),Us(1),--- . Un(1)),
W(t) = (R (t),U1(1),--- . Uy(1))
et K la matrice diagonale par bloc K = diag(Ky, - ,Kx).
Le systeme (2.2.1) s’écrit sous la forme condensée
%W(t) _ FW(1) + KW (1) (2.3.2)
ou
FW) = (FoW(1),---, Fn(W(t)))
avec
N .
FoW) =1 —mgR =) F(R)U]
i=1
etpoure=1,---, N,

Fi(W) = (F(R) = m;)U7.
Comme, par hypothese, les sommes de chaque colonne des matrices de migration sont
nulles, toute solution stationnaire du probleme sans migration (2.3.1) est solution sta-
tionnaire de (2.3.2). Comme la matrice K est symétrique réelle, on peut la diagonaliser

dans une base orthonormée. En reproduisant ’analyse de stabilité du chapitre 1 ap-
pliquée au systeme (2.3.2) projeté sur chaque vecteur de cette base, on peut montrer
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que, si une telle solution est linéairement stable pour le systeme (2.3.1), alors elle est
stable pour (2.3.2). L’ajout de migration ne déstabilise pas le systéme. Nous montrons
par la suite que les résultats de convergence globale du chapitre 1 se prolongent au cas
du systeme (2.3.2). Nous utilisons le lemme général suivant.

Lemme 2.3.2. Supposons que K est symétrique. S’il existe une fonction de Lyapunov
H pour le systeme (2.3.1) telle que, pour tout j,s = 1,--- | P, et pour touti =0,--- | N,

(W] — W) (0:H (W) — 0,(W*)) > 0.
Alors la fonction H : RFOVFD (s R - W s H(W) = 25:1 H(W?Y) est une fonction de
Lyapunov pour le systéeme (2.3.2).

Preuve : Soit H une fonction de Lyapunov pour le systéeme (2.3.1). Alors on a, pour
toute solution W (t) = (R(t),Ui(t),--- ,Un(t)) de (2.3.1),

Vi H(W () W'(t) < 0.

LHW (1) = VwH(W (1)) =W (1

dt
— Z Z O H (W (1) Fo(WI(t)) + Z Z 0;H(W (1)) (K, W,)7.

Le premier terme est négatif ou nul car H est une fonction de lyapunov pour (2.3.1).
Il reste a montrer que le second terme est également négatif ou nul.

Notons k7° le coefficient de K; situé a la jm¢ ligne et s colonne. On a, pour tout
i=1,---,N,

Z OHWI (1)) (KW,) = Z > O H (W (1)K WS

En utilisant &7 = — ", 4 k7 et la symétrie de K, on obtient

P P P

DD GHWI KW =) > GHW (t)kI"(W; —W)).

j=1 s=1 j=1 s#j

En décomposant la seconde somme pour s < j et s > j, en changeant 'ordre de
sommation et en utilisant encore la symétrie de K, il vient finalement

ZaiH<Wj(t>>(KiWi>j =Y > KW -W)HOHW®) - 8HW))

i=1 1<s<j<P
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qui est négatif ou nul par hypothese sur H. Donc H est bien une fonction de Lyapunov
pour (2.3.2). O
Comme dans le chapitre 1, on note R} I'unique solution positive de F;(R) = m; lors-
qu’elle existe, R} = 400 sinon.

Proposition 2.3.3. Supposons que (1.1.2) vérifie les hypothéses d’un des théorémes
1.2.4 ou 1.8.3. Alors, si I/mg < R} pour tout i, (I/mg,0,---,0) est un attracteur
global de (2.3.2). Si R} < I/mg et Ry < R} pour tout i > 1, (R},U;,0,---,0) est un
attracteur global de (2.3.2).

Preuve : Dans le cadre des théoremes 1.2.4 et 1.3.3, il existe une fonction de Lyapunov
H pour le systeme (1.1.2). Concentrons nous sur la fonction H dans la preuve du
théoreme 1.3.3 dans le cas de fonctions de consommation de type Holling I. La preuve
est similaire pour chaque autre fonction. Avec W = (R, Uy, - ,Uy), la fonction de
Lyapunov s’écrit

R U
HW 1 1l ’ ) i
(W)=R—- R} + R} og(R*)+U Uy + U 0g<Ul)+l§_2U
Par conséquent, on a
R*
80H(W])—1—E
U
HHW) =1 - =

1
et pour ¢ > 2, 9;H(W7) = 1. 1l vient alors

(W — W3) (@ H(W) — 0 HW™) = (R — RY) (R* 5)

Rs Ri
_ (R R
De méme, '
(U1 - U3)?

(W) —W3) (@ HW) — 0, HW*)) = U; >0

UiU;
et pour i > 2, (W7 — W?$)(0,H(W7) — 0, H(W?*)) =0

D’apres le lemme 2.3.2; la fonction H(W) = Zle H(W7) est bien une fonction de
Lyapunov pour le systeme (2.3.2). Il reste a appliquer le théoreme de LaSalle pour
montrer le résultat. On a

%H(W(t)) YN aHW )+ Z Z O.H (W (1)) (KW).

j=1 i=1 j=1 i=1
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Chacun des deux termes étant négatif, si H(W (t)) = 0, alors

S GHWI () KW, = 0:HWI(t)F(W(t) = 0.

j=1 i=1 j=1 i=1
Le second terme est nul si et seulement si W7 (t) = (R}, U0, - ,0) pour tout j. Dans
ce cas on a, pour tout ¢, K;W,; = 0 car W; est un vecteur constant d’ou le résultat.

]

Le modele continu

Le modele continu admet lui aussi une version homogene. On s’intéresse ainsi au

modele (2.2.2)-(2.2.4) avec les fonctions I(x), m;(z) et F;(x, R) indépendantes de x €
et des conditions de bord de type Neumann : 9,,U; = 9, R = 0. Le systeme d’équations
différentielles associé est alors exactement (1.1.2).
Dans un tel systeme, il est connu qu'un phénomene d’instabilité du a ’ajout de diffu-
sion, nommé instabilité de Turring [62], peut apparaitre lorsque les taux de diffusion
sont suffisamment différents. Dans le cadre de (2.2.2), il n'y a pas d’instabilité de
Turring. En d’autres termes, si W est une solution stationnaire stable du systeme ho-
mogene sans diffusion (1.1.2), alors W est une solution stationnaire stable du systeme
homogene avec diffusion. Ceci se prouve facilement en utilisant une base orthogonale de
vecteurs propres de K dans Lév *1 puis en projetant le systéme sur cette base. Chaque
systeme ainsi obtenu est du type (1.1.2) avec un terme d’ajout de mortalité dua aux
valeurs propres de K. Comme dans le cas discret, un résultat plus fort est valable. Si
'on connait une fonction de Lyapunov pour le probléeme sans diffusion (1.1.2), alors on
connait une fonction de Lyapunov pour le probleme avec diffusion (2.2.2)-(2.2.4).

Lemme 2.3.4. Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov H pour le systeme

(1.1.2) telle que, pour tout vecteur & € RY, > i OHEE; > 0.

Alors la fonction H : CY ' - R, W Jo HW (t, z)dz est une fonction de Lyapunov
pour le systeme (2.2.2)-(2.2.4).

Preuve : Soit H la fonction de Lyapunov pour (1.1.2). Notons K la matrice d’opérateurs
définie par

(KW)(t, z) := diag(A;W;(t, x)) = diag(V,(a;(z)V,Wi(t, z))).
On a
d
a /Q HW(t,2)) = /Q Vo HOV(t 2)) (+AW (1, 2))dx

- / Vi HW(t,z)) - F(W(t,z))dz + / Vi H(W (t,2)) AW (t, z)dx.
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Le premier terme est négatif ou nul car H est une fonction de Lyapunov pour (1.1.2).
Calculons le second terme.

/QVWH(W(t,.r))(KW)(t,:E)dm:Z/@H(W(t,x))Vx(ai(x)VxWi(t,az))da:
= —Z/ai(a;)VwaiH(W(t,x))VmWi(t,x)d:v
_ —ZZ/CM Wt 2)) VoWt 2) VWit o) da

- /Q Z a; ()05 H(W (t, 2)) Vo Wi(t, 2) Vo Wilt, ).

Notons x = (21, -+ ,x4). Il vient

/ Vi H(W(t, ) (KW)(t,z)d Z / Z a(zUWS(t,x)ai%Wi(t,x)

qui est négatif ou nul par hypothese sur la Hessienne de H. O
Ici encore, on en déduit un résultat de convergence globale dans le cas homogene.
Pour ce faire, le théoreme de LaSalle énoncé dans le chapitre 1 n’est plus suffisant ; la
preuve nécessite une version de ce théoreme pour des problemes paraboliques. On peut
consulter [1, 73].

Proposition 2.3.5. Supposons que (1.1.2) vérifie les hypothéses d’un des théorémes
1.2.4 ou 1.8.8. Alors, si I/mg < RI pour tout i, (I/mg,0,---,0) est un attracteur
global de (2.3.2). Si Ry < I/my et Ry < R} pour tout i > 1, (R},U;,0,---,0) est un
attracteur global de (2.3.2).

Preuve : Une fois la fonction de Lyapunov construite, la preuve est similaire a celle
du cas discret. Il suffit donc de vérifier que le lemme 2.3.4 s’applique. Les fonctions
de Lyapunov H intervenant dans les preuves des théoremes 1.2.4 et 1.3.3 sont toutes
séparables c’est-a-dire de la forme H(W) = >, H;(W;). Par conséquent, la Hessienne
de H est une matrice diagonale. Le lemme 2.3.4 s’applique si les termes diagonaux de la
Hessienne de H sont positifs ou nuls ce qui est facilement vérifié dans tous les cas. [

2.4 Conclusion

Cette these est consacrée a 'étude des deux modeles généraux (2.2.1) et (2.2.2)-
(2.2.3). Ces modeles sont largement inspirés des modeles de gradostat et de unstirred
chemostat ayant fait I'objet d’études variées depuis plus de 20 ans. Le point original



52 CHAPITRE 2. MODELES SPATIALEMENT STRUCTURES

essentiel de nos modeles est que 1’hétérogénéité spatiale du milieu apparait explicite-
ment sur le terme de réaction et non uniquement indirectement via une répartition
hétérogene de la ressource. Par ailleurs, et contrairement aux modeles de gradostat
et unstirred chemostat cités dans ce chapitre, nos modeles autorisent des matrices de
migration K; ou des opérateurs de diffusion A;, généraux et différents deuzr a deux.
Ceci induit des difficultés nouvelles que nous traitons dans les chapitres suivants.
Comme les versions homogenes de nos modeles vérifient le principe d’exclusion compétitive,
c’est bien I'hétérogénéité spatiale qui permet une éventuelle coexistence des especes.
De plus, les taux de migration (ou de diffusion) jouent un roéle primordial dans cette
dynamique et celui-ci doit étre décrit. La question principale de cette these est celle de
I'influence de I'hétérogénéité spatiale et des déplacements spatiaux sur les phénomenes
de coexistence.



Chapitre 3

Existence et majoration uniforme
pour le modele continu

Introduction

On s’intéresse ici a un systeme de N especes U; en compétition pour une unique
ressource R dans un domaine €2 C R™. Il s’écrit pour ¢t > 0 et x € ),

O R(t, ) = I(z) — (mo(x)R(t, ) +Z FR(E )V D) + AoR(t2) (5 1)
OU(t.x) = (F(R(L.2)) ~ mi(e) Ut.a) + AU 2). i=1.- N,

avec des conditions initiales positives et des conditions de bord que nous précisons
ultérieurement.

Les especes sont en compétition indirectement via leur consommation de la méme
ressource R. Ainsi, R est la seule variable de couplage et ce systeme est un cas particulier
de systemes triangulaires. Il est classique que ce systeme conserve la positivité des
solutions. Sous les bonnes conditions de bords, et en utilisant la positivité des solutions,
on voit que le systéme vérifie I'inégalité L' suivante, appelée le controle de masse du
systeme,

(HR oLk +Z 1U:(t H1> < Moo =@ (HR oLk +Z 1U:(t H1> , (3.0.2)

pour un certain a > 0. Cette relation assure que les solutions ne peuvent exploser en
norme L'

Nous sommes ainsi en présence d’un systeme triangulaire avec controle de masse. Ce
type de systeme a été étudié par Pierre et Schmitt [40, 77]. Pour des systémes de
réaction-diffusion tres généraux, 'existence d’une solution classique locale en temps et

93
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sa positivité sont assurées par des hypotheses naturelles. De plus, le temps maximal
d’existence est caractérisé par l'explosion d’au moins un terme. L’existence globale
nécessite une hypothese de croissance polynomiale sur les fonctions de réaction et le
controle a priori d’au moins un membre de la solution. Ces hypotheses sont naturel-
lement vérifiées dans notre cas. En revanche, il est difficile de majorer les solutions
uniformément en temps et en espace.

Dans le modele correspondant en dimension finie, la relation de controle de masse
(3.0.2) est suffisante, via I’équivalence des normes, pour en déduire que la solution de
(3.0.1) est uniformément bornée sur (0,00) x €. Dans le cas du modele de réaction-
diffusion, lorsque les opérateurs A; sont tous égaux a un méme opérateur elliptique A,
on obtient

0z —AZ <I—aZ

N
ot Z=R+) U
=1

Le principe du maximum conclut alors & la borne uniforme de Z sur (0, 00) x €2 et donc
a la borne uniforme de R et des U; sur (0,00) x Q.

Lorsque les opérateurs de diffusion sont différents, cette méthode ne s’applique plus
et I'obtention d’'une borne uniforme n’est pas évidente. Dans la littérature, il existe
notamment des exemples de problemes avec controle de masse dont la solution explose
en norme L en temps fini [67, 77]. Dans le cas qui nous intéresse ici, du fait de la
structure triangulaire particuliere du systeme et d’une application des théoremes de
comparaison dans les équations elliptiques, nous montrons que l’explosion en temps
fini n’est pas possible. Néanmoins, il n’est pas évident a priori que les solutions soient
uniformément bornées en norme L indépendamment du temps. Démontrer cette ma-
joration uniforme nécessite un usage important de la relation de controle de masse

(3.0.2).

L’objectif de ce chapitre est de montrer que, pour un ensemble de conditions de bord
et plusieurs hypotheses naturelles, le systeme (3.0.1) admet une unique solution dans
(0, +00) x €, uniformément bornée en temps et en espace. Pour ce faire, on applique
une technique d’estimation LP élaborée dans Hollis et al. [40] et fondée sur le fait que
WP g’injecte contintiment dans L> lorsque p est suffisamment grand. Cette méthode
utilise le formalisme des semi-groupes analytiques [38, 66] et des estimations obtenues
par ladyzhenskaya et al. [52].

Dans une premiere partie, nous précisons le systeme et les hypotheses du modele et
nous énoncons les principaux résultats de ce chapitre : 'existence d’une unique solution
classique positive globale en temps et d'une borne uniforme de cette solution en espace
et en temps. Dans une deuxieme partie, nous rappelons le formalisme des semi-groupes
et les résultats essentiels associés. En particulier, nous donnons une caractérisation du
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temps maximal d’existence. Dans une troisieme partie, nous montrons comment ’appli-
cation de ces résultats permet de prouver I'existence locale et 1'unicité d’une solution,
classique, positive et maximale. Les théoremes de comparaison dans les équations para-
boliques et la caractérisation du temps maximal d’existence induisent alors directement
I’existence globale de la solution. Dans une quatrieme partie, en suivant la méthode de
Hollis et al. [40], nous démontrons le résultat principal de ce chapitre : I'existence d’une
borne uniforme en temps et en espace de la solution. Dans une cinquieme et derniere
partie, nous revenons sur la preuve pour montrer que la borne uniforme en temps et
en espace ainsi obtenue est également uniforme en la vitesse de diffusion.

3.1 Reésultats principaux

Tout au long de ce chapitre, on suppose que €2 est un domaine borné et régulier
de R™. On note A; := div(a;(z)V-) et 0, la dérivée normale sur 9€2. On considere le
systeme de réaction-diffusion

OR(t,z) = AoR(t,x) + I(x) — mo(z)R(t, x) — Z filz, R(t,z))Us(t,z), t>0, x€f,

8tUi(t,x) = AzUl(t,ZE) —+ (fz(x, R(t,x)) — mz(l')) Ui(t,JZ), 1= 1, e ,N, t > 0, T € Q,

R(0,z) = R°(x) > 0, x € 09,
| Ui(0,2) =UX(xz) >0, i=1,---,N, x € 09,
(3.1.1)

avec les conditions de bord

ao(x)0, R(t, x) + bo(x)R(t, z) = g(x), t>0 z€0Q,
(3.1.2)
a;(2)0,U;(t, ) + bi(x)U;(t,x) = 0, t>0 z€9Q, i=1,---,N.

On effectue les hypotheses suivantes sur le modele (Chapitre 2) :
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(HO) 1l existe deux constantes a et @ telles que, pour tout z € Q, 0 < a < a;(z) <7,
V(az) € L.
H1) Les fonctions z — m;(x), g(x), I(x),b;(z) > 0 et sont des fonctions C*.
(H2) Sig=0alors I #0.
H3) L’ensemble I'y = {z € 092, b;(x) = 0} est indépendant de 1.
0N =T1UlyavecT1 NIy =0 et g=0sur I's.
(H4) (i) Si Ty = 09, alors g = 0 et, pour tout i, m; > 0 sur Q.
(il) Si Ty # 02 et T'y # (), alors Z—? est borné sur I;.
(H5) Les fonctions de consommation f;(x, R) sont positives,
globalement lipschitziennes en R, C! en x
et vérifient f;(-,0) = 0.
(H6) R°, UP € L.

L’hypothese (HO) assure que I'opérateur de diffusion —A; est uniformément elliptique.
L’hypothese (H2) assure qu'il y a toujours une entrée de ressource dans le milieu, soit
directement dans 2 via la fonction I, soit sur le bord via la fonction g. Les hypotheses
(H3) et (H4) assure qu’il y a un terme de sortie du domaine, soit via la condition sur
le bord, soit via la mortalité m;. Ceci assure que l'opérateur m; — A; est accrétif pour
tout i. L’hypothese (H3) assure de plus que les conditions de bords sont similaires
pour toutes les especes et pour la ressource, ce qui permet d’obtenir les estimations
de la partie 3.4. L’hypothese de régularité (H1) assure que les solutions sont classiques
et I'hypothese de régularité des fonctions de consommation est habituelle et certifie
I'existence d’une unique solution qui est classique.

REMARQUE 3.1.1. Par solution classique sur (0,T) x Q, on entend une solution
(R,Uy,---,Uy) € CY?((0,T) x Q) x --- x OV ((0,T) x Q).

Nous montrons dans ce chapitre que, sous les hypotheses (H0)-(H6), le systeme (3.1.1)-
(3.1.2) admet une unique solution (classique), positive et uniformément bornée sur
(0, +00) x Q. Plus précisément, on a les deux théoremes suivants.

Théoréme 3.1.1. Sous les hypothéses (H0)-(H6), le systeme (3.1.1)-(3.1.2) admet une
unique solution classique strictement positive W (t,x) = (R(t,z),Uy(t,x),..,Un(t, x))
définie pour tout t € (0, +00).

Ce théoreme découle de techniques classiques sur les systemes paraboliques. Sa preuve
est donnée dans la partie 3.3.

Théoreme 3.1.2. Sous les hypotheéses et notations du théoréeme 3.1.1, il existe M > 0
indépendant de t tel que, pour tout t € [0,+00), on a

N
1Rt oo + D Uit )low < M.
i=1

Ce théoreme est plus difficile. Sa preuve repose sur une technique d’estimation LP
successive et est donnée a ’aide d’une série de lemmes dans la partie 3.4.
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3.2 Formulation du probleme a I’aide des semi-groupes
Pour tout p € (1,+00) et i € {0,.., N}, on définit I'opérateur A, , sur L? par

A yw(z) = div(a;(x)Vw)(x) — m;(z)w(x), pour w € D(A,;,) et

D(A;,) = {w € W?P(Q) tel que a;0,w(x) + bi(z)w(z) = 0 sur IN}. -
D’apres I'hypothese (HO), il est bien connu [66] que A; , génere un semi-groupe compact

),
analytique J;, = {Jip(t),t > 0} d'opérateurs linéaires bornés sur LP. D’apres les
hypotheses (H1) et (H4(i)), il existe une constante p; > 0 telle que

1 Tip ()]l < e

w|,, pourt >0, et we LP. (3.2.2)

Pour tout a > 0, l'opérateur B, " = (—A;,)”* existe et est un opérateur linéaire
injectif et borné de L? [66]. Pour a > 0, on définit BY = (B;, po‘)fl. Les propriétés de
By, sont résumées dans le lemme suivant, démontré par Henry [38].

Lemme 3.2.1. Soit a > 0, alors D(ijp) est un espace de Banach lorsqu’on le munit
de la norme de graphe ||wl|lo = || Bf,w||,. Si o> 3 >0, alors on a linjection compacte

a 8 ) —
D(B?) € D(BY) ou BY, := 7.

De plus, sia > 3t alors D(B,) C L™ et |wlleo < Map||Bfywll, pour tout w € D(BY,).

Le semi-groupe J; , et I'opérateur B, , satisfont la propriété suivante.

Lemme 3.2.2. (Pazy [66])
Soit J;p et BY, comme précédemment. Alors, pour tout t >0 et w € L?,

(i) Jiplt) : L? — D(B2),
(1i) | B, Tip()wllp < Copt™ e [wll,,
(iii) Vw € D(BL), Jip(t)Bow = B T (t)w.

Suivant Hollis et al. [40], reformulons le systeme (3.1.1)-(3.1.2) a l'aide de la formule
de Duhamel. Pour simplifier les écritures, lorsque f : (0,7)xQ — Ravec0 < T < +o0,
on note, pour tout t € (0,7), f(t,-) := f(t) : 2 — R la fonction définie par : Vo € Q,
f@t, ) (@) = f(t)(x) = f(E, ).

Lorsque la condition de bord sur la ressource n’est pas homogene (dans notre cas
lorsque g # 0), nous sommes amenés a effectuer un travail préliminaire avant de donner
la formulation en termes de semi-groupes. Ainsi, soit zy solution de

(Ag —mo)zo =0, sur Q, agdy2o + bozo = g, sur O (3.2.3)
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avec zp = 0 si ¢ = 0. Par la formule de Duhamel [66], si W = (R, Uy, ..,Uy) est une
solution dans (LP)N*! du systeme

(

RU) = Jopl) (RO = 20) + 20+ [ Toglt =) (1 -3 fz-<R<s>>Ui<s>> ds,

Ui(t) —Ji,p(t)<Ui°)+/0 Tip(t — 8) (fi(R(s))Ui(s))ds, pouri=1,--- N,

(3.2.4)
alors W est solution de (3.1.1)-(3.1.2). Les solutions de (3.1.1)-(3.1.2) sont appelées
“mild-solutions”. C’est cette expression intégrale des solutions qui permet d’appliquer
des estimations successives pour montrer les différents résultats.

En reprenant les techniques utilisées dans Henry [38] et dans Hollis et al. [40], on peut
montrer le résultat suivant.

\

Proposition 3.2.3. Sous les hypothéses (HO0)-(HG), le systéme (3.1.1)-(3.1.2) a une
unique solution (classique) W strictement positive et définie sur (0,7%) x Q.
Cette solution est maximale dans le sens ou si T* < +o0, alors

N
Jim, (nR(t, e+ 20 ->||oo> = +o0.

Nous renvoyons le lecteur a Hollis et al. [40] et aux références citées dans cet article
pour la preuve.

3.3 Preuve de ’'existence globale des solutions

D’apres la proposition 3.2.3, pour démontrer le théoreme 3.1.1, il suffit de montrer
que les différentes composantes sont majorées par une fonction continue N;(t) définie
sur [0, 00). La positivité des solutions et le principe de comparaison dans les équations
paraboliques nous donnent immédiatement la majoration suivante portant sur la res-
source R.

Lemme 3.3.1. Soit d > 0. On suppose que les hypothéses (HO)-(H6) sont vérifiées. On
note W (t) = (R(t),Ui(t),..,Un(t)) la solution classique et positive de (3.1.1)-(3.1.2)
sur (0,T*) x Q définie dans la proposition 3.2.5. Alors, il existe My indépendante de t
telle que, pour tout t € [0,7*), on a

[R(t)]loe < Mo.
Preuve : D’apres la positivité des U;, on a, pour tout t € (0,7%*),

R — (Ag—mo)R < IsurQ, 0,R+ bR =g sur df.
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D’apres le principe de comparaison dans les équations paraboliques [81], on a
R(t,z) < S(t,x)
ou S est I'unique solution du systeme

0pS — (Ag —mp)S =1 sur (0,77%) x €,
0,S +byS=g sur (0,7%) x 052, (3.3.1)
S(0,-) = R%(+) sur ).

Il est bien connu que S est continue, définie en tout temps et tend uniformément
vers 'unique solution S* du probléme stationnaire associé a (3.3.1). En particulier,
1S(t, )|l < Mj pour une certaine constante M, indépendante de t, ce qui prouve le
lemme. O

Pour démontrer le théoreme 3.1.1, il suffit donc de montrer que les U;(t) sont majorées
uniformément par une fonction continue bornée en temps fini.

Preuve du théoréme 3.1.1. D’apres 'hypothese (H5) et la positivité de U;, on a,
pour tout i = 1,--- ;N et pour tout temps ¢ € (0,7*), la majoration

oU; — (A —m)U; = fi(R)U; < M,U;

olt M; = Sup,cq SUPo< p(x)<, Ji(*, R(x)). D’apres le principe de comparaison dans les
équations paraboliques, il vient alors

ou (Z est la solution du systeme

8,:@- — (AZ — mz)ﬁz = MZU; sur (O,T*) X Q,
(?ﬂU’ + bZUz =0 sur (0, T*) X 89, (332)
U;(0,-) = U2(+) sur €.

Soit jz le semi-groupe analytique compact linéaire engendré par A; — m; + M;. Notons
w; = M; — p; (w; est éventuellement positif). Alors, pour tout p € (1,+00) et pour
tout w € LP, on a pour tout ¢t > 0, I’estimation

1T (wllp < € flwl],.

Choisissons a > 0 et p > 1 tels que o« > n/(2p). D’apres les lemmes 3.2.1 et 3.2.2, si
w e L* on a B
17 (#)wlloe < Capt™e™

W[ 0o

Maintenant, comme U; vérifie

0i(t) = ()0,
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on a, pour tout ¢t > 0, _
1Ti(®)]loe < Capt™ e U7l

Soit maintenant t; € (0,7*), alors pour tout ¢ > ¢y,

U lloo := Ni(1).

N‘ —Q wit
Ui ()] oo < t?%%}git Copt™ e

Cette fonction ﬁz(t) est continue et bornée pour tout temps ¢ > ¢;. Définissons enfin,
Ni(t) = maz(|Uill o 0., x50 Ni(t) est bornée et continue et on a [[Ui(t, )|« <
N;(t). L’application du lemme 3.2.3 termine la preuve. O

REMARQUE 3.3.1. Pour démontrer l’existence globale en temps, nous avons utilisé de
maniere essentielle la structure particuliere du systeme, a savoir que seule R est couplée
avec les espeéces U;. Cette structure est un cas particulier de systemes a structure trian-
gulaire pour lesquels de nombreux résultats de ce type peuvent étre énoncés; voir la thése
de Schmitt [77]. Nous avons également utilisé de fagon essentielle I'hypothése (H5) sur
les fonctions de consommation et le fait que les i™® termes de réaction sont linéaires en
la ™ variable. Cette hypothése est naturellement vérifiée pour les types classiques de
fonctions de consommation qui nous intéressent [80]. Cependant, la méthode exposée
dans Hollis et al. [40] est valable dans un cadre beaucoup plus général de fonctions de
réaction mais nécessite, des cette étape, l'utilisation d’une hypothese de type controle

de masse, c’est-a-dire de la structure L' du systéme.

REMARQUE 3.3.2. Cette démonstration donne, en outre, une condition suffisante pour
que espéce i disparaisse (c’est-a-dire U;(t) tend vers 0 lorsque t tend vers +00). En
effet, si || fi(S)|loo < s, alors w; < 0 et il s’ensuit que Uy(t) tend uniformément vers 0
lorsque t tend vers infini et donc U;(t) également. Ceci est a mettre en paralléle avec
le cas du chemostat homogéne (sans structuration spatiale, Chapitre 1) ou, si Rf > S*
(ce qui se lit également f;(S*) < m;), alors U; tend vers 0.

Ces résultats n’ont pas du tout utilisé la relation de controle de masse (3.0.2). C’est

la structure particuliere du systeme et I’hypothese sur la forme des fonctions de réaction
qui nous ont permis de prouver ’existence globale d'une solution.
Il n’est pas évident que I'on ait une borne uniforme sur U;(t) pour tout temps ¢ > 0.
Comme dans le cas de la dimension finie ou dans le cas d’opérateurs de diffusion iden-
tiques, c’est la relation de conservation de masse qui nous permet d’obtenir une borne
uniforme en temps sur les solutions. Insistons sur le fait que cette relation n’implique,
dans un premier temps, qu'une majoration uniforme en temps de la norme L' des solu-
tions, et non! une majoration L>. Dans le cadre de notre systéme, comme la ressource
est la seule variable couplée aux autres et est uniformément bornée sur (0, +00) x €,
cette conservation L' implique bien la majoration L uniforme en temps énoncée dans
le théoreme 3.1.2.

1. Des contre-exemples peuvent étre exhibés pour des diffusions tres inégales; voir la these de
Schmitt [77] pour une étude approfondie de ces phénomenes.
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3.4 Preuve de la borne uniforme des solutions

Par la suite, nous notons (R,Uj,..,Uy) l'unique solution globale en temps du
probleme (3.1.1)-(3.1.2). Dans le but de s’affranchir des entrées I et g, principalement
pour éviter les difficultés techniques inhérentes aux conditions de bord non homogenes,
on pose r = S — R ou S est la solution du systeme avec tous les U; égaux a 0 (voir
la preuve du lemme 3.3.1). On a vu que 0 < R < S et donc 0 <7 < S. 1l est aisé de
remarquer que (r, Uy, .., Uyx) est "'unique solution positive du systeme

( N
Or(t,x) = (Ag — mo(2))r(t, x) + Y fi (S(t,x) = r(t, ) Us(t, o), t>0, zeq,
N OUi(t,x) = (A; — my(2))Ui(t, ) —ll—:jl"l (S(t,x) —r(t,x) Ui(t,z), i=1,--- N, t>0, x€Q,
r(0,x2) =0, x € 092,
| Ui(0,2) =UX(z) >0, i=1,---,N, x € 0N
(3.4.1)

avec les conditions de bord

{ ao(x)0nr(t, ) + bo(z)r(t,z) =0, t>0 z€0Q,

Suivant Hollis et al. [40], nous effectuons la preuve sous la forme d’une suite de lemmes.
Pour tout 0 < 7 < T < 400, on note Q,r = (7,7) x Q et, pour ¢ € [1,00), on

note L?(Q.r) l'espace des fonctions mesurables ¢ : Q.7 — R muni de la norme
1

T q
6l = (S los, ) zds) .
Soit 6 € LY(Q, 1) et ¢; : Q-7 — R la solution de I'équation duale

Orpi+(Ai—my)p; = —0, sur Qrr, Ondit+bip; =0 sur (1,7) x 0Q, ¢; =0 sur {T'} x Q.
(3.4.3)

En effectuant le changement de variables ¢;(t, z) = ¢;(T —t,x), on voit que ¢; est bien

définie. Par le principe du maximum, si § > 0, alors ¢; > 0 et donc 9,¢; < 0.

Le lemme suivant est démontré dans Hollis et al. ([40] ; lemmes 2 et 3), et est fondé sur

des estimations de Ladyzhenskaja et al. [52].

Lemme 3.4.1. Soit ¢ € (1,00), 0 < 7 < T, 0 € LYQ.1) et ¢; solution de (3.4.3).
Alors il existe une constante C(q, T — 7) indépendante de 0 telle que

10:(7, g + 1illgrr + [ Aidllgrr < Clg, T —7)|0|g,r1- (3.4.4)
De plus, il existe C(q) tel que C(q,T —7) < C(q).

REMARQUE 3.4.1. L’énoncé donné ici est un peu différent de celui effectué dans [40].
Nous donnons une estimation pour l'opérateur A; := div(a;V+) plutot que pour l'opérateur
A. Ceci ne modifie en rien la preuwve qui utilise essentiellement que le semi-groupe J; 4
est contractant.
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L’estimation suivante relie ¢; et § aux solutions (r, Uy, .., Uy). Les conditions de bord
qui nous intéressent étant différentes de celles examinées dans Hollis et al. [40] et la
structure de nos équations plus simple que le cadre général de ce méme article, nous
donnons sa preuve complete.

Lemme 3.4.2. Supposons les hypothéses (H0)-(H6) vérifices. Soit 0 < 7 < T < 400
et q, 0 et ¢; comme dans le lemme 3.4.1, avec 0 > 0. Alors, pour tout i =1,--- , N, il
existe E;(1,T) et P;(q) telles que

(Z) fQT,T Uze - fQT,T fz(R)UZgbZ + fQ T ) Ul(T’ .)’

(i) = Jo., 70 < = Jo., Fi(R)Uids — [ 6i(7,)R(7,) + Ey(,T),
(iii) Ex(r,T) < Pi(q)Mo(T = 7)2]|0] ¢z
ou My est comme dans le lemme 3.3.1 et 1/p+1/q = 1.

Preuve : Calculons fQ ¢;0;U; de deux manieres différentes.
On a, comme les condltlons de bord de U; et de ¢; sont les mémes,

/chﬁt /cbz i mi)Ui+/fi(R U

(3.4.5)
- /( —my ¢2U + / fz
Q
d’ou
QT,T T, T QT,T
Par ailleurs, pour 0 < 7 < T et en utilisant le fait que ¢(7,-) =0, on a
T
/ ¢zat - _¢2 z / U at¢z
v (3.4.7)

= — (7, )Us( / U;(A mi)qﬁi—ir/TT U;b.

En intégrant cette relation sur €2 et en utilisant (3.4.6), on en déduit

/ Uf = /Q o, U, )+ | (R (3.4.8)

QT,T

ce qui montre le point (i).

Les démonstrations de (ii) et (iii) sont plus délicates. On procede comme ci-dessus en
intégrant ¢;0;r sur @, r de deux maniere différentes. D'une part, en intégrant d’abord
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sur €2 on obtient
N
/ GiOyr = / $i(Ag —mo)r + Y f;(S —r)Ujé
Q Q j=1

> /Q r Ao + /Q £(S — 1) Ui — /Q mords + Ti(t),

ou I;(t) = [, (0:i0nr — 10n;).

D’ou la premiere relation

(3.4.9)

T
(biat’f’ Z / TA0¢Z' + f@(S - T)Uz(bz - mg'r’(b,; + / Il<t) (3410)
QT,T T, T QT,T T

QT,T

D’autre part, en intégrant d’abord sur (7,7"), on obtient

/¢zatr— —¢i(T, - /9r+/ rAip; — /mr@ (3.4.11)

En intégrant la relation précédente sur €2, en intervertissant ’ordre des intégrations et
en utilisant (3.4.10), il vient

- / "o < — / bi(r, r(m ) — | F(S = P)Uids + Ex(r, T) (3.4.12)
Q-1 Q

QT,T
o B(1,T) = [y 1A+ [y (mo—mi)réi — [, rAd; — [ Ti(t)

Il reste & montrer (iii). Nous minorons les différents termes intervenant dans F; par
Jo. - |di| et fQ |A;¢;]. Apres avoir utilisé I'inégalité de Holder, nous concluons en
utilisant le lemme 3.4.1.

Les deux premiers termes sont simples a estimer :

/ (m; — mo)rg; < Mmoo — m;l|e ?i, (3.4.13)
T, T QT,T

QTT QTT

Pour — fQ rAgp;, on remarque que Agp; = div(a; 2 qul) 11 vient donc

—/ rAogi = —/ T@Ai¢i —/ ra;V (@) Vo,
T, T T az T a/’L
a

(3.4.15)
% /Q |AZ¢Z|+HN( )nwuawuw-
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Par l'inégalité de Poincaré, on a, pour une certaine constante C,
[a:;Vélly < ClIV(a; Vo) — midllg,

d’out

a, Q,
17 (2 Iyl el < O =0 Pl (22 1Al + ol

(2 K

Par conséquent, on peut trouver une constante K telle que,
[ s <K@= DAl + [6er): (3410
QT,T

Enfin, par les hypotheses (H3) et (H4) et en utilisant le fait que 9,¢; < 0 sur 0f2, on
obtient

L) = - /a (601 = 10,6
bo
— [ (1) 0
/rl ' (bz' ) ¢
bo
ot [ o

bo

b
b—?—1H/ | Ai i) (3.4.17)
? o0 QT,T

D’apres l'inégalité de Holder, pour tout w € LY(Q, 1), on a fQ L lwl < (T—7)Y?|Q)VP||w]| g -

Ainsi, en combinant les équations (3.4.13)-(3.4.17), on obtient la majoration

<M

<M

d’ou

—/TTIi(t) <M

E(1,T) < M(T = )" (K billgrir + K 1Al llgrir)

avec K} et K? positifs et indépendants de ¢, ¢; , 0 et M. Le lemme 3.4.1 implique alors
'existence d’une constante P;(q) telle que

E(1,T) < Cla)(T — 7)"*P(q)||6llrr

ce qui termine la preuve du lemme. O
Ces lemmes et la relation de conservation (3.0.2) permettent d’en déduire 1'estimation
cruciale suivante.
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Lemme 3.4.3. Soit 0 <7 < T, p € (1,00) et q le conjugué de p. Alors, U; € LP(Qr.1)
et, pour tout i =1,--- , N, on a l’estimation

[ e g < 15 (10l + (7 =) (3.4.18)

pour une certaine constante K, > 0 indépendante de t.

Preuve : D’apres le lemme 3.4.2, on a, pour tout ¢ € {1,..,N}, 6 € LY(Q,7) ,0 >0

ie— 7“9_ — Z-S—?“ iDi (T, (7)) — (T, (T, .
/QT,TU /Q,,T < (-1) QT’Tf( )U¢+/Q¢( ) (Ui(r, ) = r(7, ) + Ey(7,T)

(3.4.19)
Comme —1 <0et 0 <r <SS <M, on en déduit

Qr1 Q Qr,1

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

U0 < o7, Ml Ui (7, )l + Eolr, T) + MIQYP(T = 1) 204z (3.4.21)

D’apres le lemme 3.4.1 et I'estimation (iii) du lemme 3.4.2, on en déduit une constante
K, telle que

[ 00 < Ky (el + (2 = ) (8]

QT,T

Ceci étant vrai pour tout 8 € LY(Q,r), 0 > 0, on a, par dualité, U; € LP(Q, 1) et
1Uillprr < Ky (1Ui(7, ) lg + (T = 7)'7)

ce qui termine la preuve. O
Une fois 'estimation primordiale du lemme 3.4.3 établie, on peut montrer le lemme
final suivant ([40] ; Lemme 7) qui nous assure d'un contrdle de la norme L? des solutions
sur des intervalles de temps [, tg11] couvrant R .

Lemme 3.4.4. Soit i € {1,.., N} fixé. Pour tout p € (1,00), il existe des constantes
Ao(p) et Ai(p) et une suite {t;}5° dans [0,00) vérifiant to = 0 telles que, pour tout
k>0,

— 1 <ty =t < Ao(p),

Ot My < Ky L

~ LU Bt < M),
ou K, est comme dans le lemme 3.4.35.
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Preuve : La preuve est exactement la méme que dans [40]. Nous donnons les idées
principales. Commencons par prendre K, > max(1, ||U;(7,-)|/,). Soit 7 > 0. Par 'esti-
mation cruciale du lemme 3.4.3, on a un controle de ||U;]|,.s en fonction de ||U;(T, )|,
pour tout S. Par conséquent, ||U;(-,t)||, ne peut exploser en tout temps t € (7,7 +.9).
Si 'on choisit S = KP(K, +2), on voit qu'il existe t* € (7,7 + S) tel que

10 )lg < By + 1= U 1) g < K + 1.

On construit alors la suite ¢, par récurrence, en prenant ¢ty = 0 et en définissant t;11
comme le plus grand temps dans t € (tg,t; + 25) tel que ||U;(-,t) < Kp + 1. On
s’assure alors que l'intervalle (f,t;y1) ne peut exploser. De plus, il est de taille au
moins ty 1 — t, < .5 < 1 sinon, par 'argument précédent, on peut trouver un temps
t* € (tig1, tpyr +5) vérifiant ||U;(-, )], < K, + 1 ce qui contredit la définition de t41.

m
Munis de cette conservation LP plutot que L', la formulation sous forme de semi-
groupes nous permet de prouver le théoreme 3.1.2.

Preuve du théoreme 3.1.2. Soit a € (0,1) et p € (1,00) tels que a > d/(2p) et ¢
I'adjoint de p vérifiant ag < 1. Alors, D(B;,) s’injecte continiment dans L*. Ainsi,
pour montrer la borne uniforme de ||U;(t, )|/ sur [0, 00), il suffit de montrer que

sup (1B, Uilt, )lp) < +oc. (3.4.22)
Soit {t}¢° la suite construite dans le lemme 3.4.4, alors on a, pour k > 2 et t € [tr_1, tg],

B, Ui(t) = B, Jiplt — i 1)Ui(tx1) + / B2 Jip(t — ) fi(R(s))Ui(s)ds. (3.4.23)

tp—1

D’apres le lemme 3.2.2, on en déduit, pour une constante C, p,
1B2,Ui(Dllp < Cap(t = tia1) [ Uilti-1)llp + Gttt @), (3.4.24)

ou G(t,ty_1,t,a) = J;iil Cap(t —s) | fi(R(s))U;(s)||pds. Comme t >ty > tp_1 + 1,
on obtient, d’apres le (i) du lemme 3.4.4 et I'hypothese (H5) sur les fonctions de
consommation,

Cap(t — to1) N Ui(te=1)lp < Cop(Kp + 1) := M. (3.4.25)

Par ailleurs, d’apres 'inégalité de Holder et comme ag < 1, on a

t 1/q t
/t (t—s)—aqul [ /t 1f:(R(s))Ui(s)|[2ds

< M, [ / fi<M>A1<p>1/p]

lk—1

1/p
G(tu lg-1,1, OZ) < Oa,p

S M321/pA1 (p)l/p



3.5. INFLUENCE DE LA VITESSE DE DIFFUSION 67

Ainsi, si t € [ty_1,t] avec kK > 2, on a
1B, Us(t)]|, < My + Ma2/PA/P (3.4.26)

ce qui termine la preuve. O

3.5 Influence de la vitesse de diffusion

Dans les parties précédentes, la vitesse de diffusion était fixée. On peut se demander
comment la vitesse de diffusion influe-t-elle sur cette borne uniforme. On s’intéresse
ainsi au systeme

( N

OR(t,x) = I(x) —m Z fi(R Ui(t,z) + dAgR(t, ), t>0, ze,
oUi(t,x) = (fi(R(t, x)) — my(x ))Uz(t,x)—i-dAU(t x), it=1,--- N, t>0, z€Q,

R(0,z) = R%(x) > 0, x € 09,
| Ui(0,2) =U(xz) >0, i=1,---,N, x € 09,
(3.5.1)

avec les conditions de bord

do,R(t,x) + bo(z)R(t,x) = g(z), t>0 x€0Q,
(3.5.2)

Ce systeme dépend d’'un coefficient de diffusion commun d > 0. La partie précédente
montre que, pour tout d > 0, les solutions sont uniformément bornées en temps dans
L>(Q) par une certaine constante M (d). Lorsque d tend vers 0, ou vers 400, cette
constante M (d) peut éventuellement tendre vers 'infini, ce qui pose probleme dans les
applications ultérieures. Un regard attentif des preuves précédentes montre le résultat
suivant.

Corollaire 3.5.1. Soit dy > 0, alors il existe une constante M'(dy) telle que ¥d > dy,
M(d) < M'(dy) ou M(d) est la constante du théoréme 3.1.2.

Preuve : 1l s’agit de vérifier que les différentes constantes apparaissant tout au long
de ce chapitre ne dépendent que de dy. Les différentes estimations dans la preuve du
théoreme 3.1.2 ne dépendent que des constantes p;, des constantes d’inclusion M, , et
Cap dans les lemmes 3.2.1 et 3.2.2, de la constante C(q, T — 7) du lemme 3.4.1 et de
la borne uniforme M, du lemme 3.3.1. Si d; > 0 est fixé et d > d;, nous montrons que
chacune de ces constantes peut étre choisie indépendamment de d.
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Premierement, pour tout d > 0, p > 1 et i € {0,.., N}, on définit opérateur A, , 4
sur LP par

A paw(z) = ddiv(a;Vw)(z) — my(x)w(z), pour w € D(A,,q), et
(3.5.3)
D(Aipa) = {w € H?(Q) tel que do,w(z) + b;(x)w(x) = 0, sur 002}

et J; p.a le semi-groupe associé. On sait qu'il existe uf tel que, pour tout w € LP, on a

—tud
1 Tipa(twll, < e {lw]l,.

Il est bien connu que

,u?: inf (d/aiv¢2+/mi¢2—|—/ bo¢2)-
lpll2=1 Q ) GlY)

Si d > dy, alors péd > u;io et, par conséquent, il existe p; := Mf’o indépendant de d tel
que
1T pawlly < e lw]lp.

Munis de ce premier résultat, on peut montrer que si d > dp, les constantes M, , et
Cyp dans les estimations des lemmes 3.2.1 et 3.2.2 ne dépendent que de dp.

Deuxiemement, soit 8 € LY(Q,r) et ¢; : Q.7 — R la solution de

0¢; + (dAi — mi)¢; = —0 sur Q. 1, dOy¢; + b =0 sur (7,1) x 0Q, et ¢(T,z) = 0.
(3.5.4)
La démonstration du lemme 3.4.1 n’utilise que le taux de décroissance exponentielle
du semi-groupe J;,q que l'on peut choisir indépendant de d. Par conséquent, il existe
C(q,T — 7) indépendant de 6 et de d tel que

16i(7, Mg + | 9illg.rr + ldAllgrr < Clg, T = 7) [0l g2 (3.5.5)

Finalement, montrons que la constante M, du lemme 3.3.1 est indépendante de d.
On sait que

0 < R(t,z) < S(t,z)

ou S est I'unique solution du systeme

0pS — (dAg —mp)S =1 sur (0,7%) x Q,
d0,S + boS = g sur (0,T%) x OQ, (3.5.6)
S(0,-) = R+ sur €.

Il s’agit de montrer qu’il existe une constante M, ne dépendant ni de ¢ ni de d telle
que [|S(t,)]|eo < Mo.
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Soit zg > 0 I'unique solution de —dAgzq + mozq = 0 sur 2, dd,zq + bpzqd = g sur 0S2.
Soit p > 1. On sait que S(t) est solution de I’équation intégrale

t
S(t) = jo’nd(t)(So - Zd> + zq + / Jo,pd(s)lds.
0
Choisissons «a € (0,1) et p > %. On a alors, par le lemme 2.1,

15(t,) = 2alloe < Moyl BE,(S(t,) — 20, (3.5.7)

avec

1B5,(S(t,+) = za)llp < [1B5pJ0,p.a(t)(S(0, ) = za)llp + / 1865 J0.p.a ()1 ||pds.
Par le lemme 2.2, il vient

1B, Topa(®)(S(0,) — z0)lp < Cogt "™ [S(0,) — zal,  (35.8)
ct
t t
188, Topa(s) T lyds < Capl 11, / (3.5.9)
0 0

Comme «a € (0,1) et I € L™, il est clair qu'il existe une constante M, telle que
t
1, / S0 < M. (3.5.10)
0
Par ailleurs, on sait que S(0,), 24 € L™ et on a

—a -0 1 —
e tHS(O’ ) = zallp < OL/p ot g t(HS( Moo + llzalloo)- (3.5.11)

Les inégalités (3.5.7) a (3.5.11) montrent qu’il existe une constante M; indépendante
de d telle que

15, oo < M5([[S(0, )lloc + [2dlloc)-

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que z4 est bornée dans L*> indépendamment
de d. Soit dy > 0 et d > dy. Notons zy; = d%zd. zq vérifie

- d ~ d,
—doAOZd + Eomgzd = O, doanzd + Eobozd =d.
Comme d > dy, on a

—doAoZy + Lmozg < —doAoZa + moZa,
doOnzq + %Obozd < dyOpzq + bozg.
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Par comparaison, dans les équations elliptiques, 0 < 2z < zq,. Ainsi, [[zalloo < 2|24, [loc <
| 240 [|oos c€ qui montre qu’il existe une constante My = My(dp) telle que, pour tout
d > dy, on a

12t )l < Mo.

]

REMARQUE 3.5.1. Ce résultat est tres utile dans le chapitre 5 pour étudier le cas des
grandes diffusions. En effet, application du théoreme de la variété centrale nécessite
l'usage d’une borne uniforme en temps et en la vitesse de diffusion.

REMARQUE 3.5.2. Similairement, pour étudier le cas d — 0, nous avons besoin d’une
borne uniforme en d, pour tout d < dy. Il n’est pas clair que ce résultat soit vrai en
général. En effet, la preuve précédente utilise de maniere essentielle la borne inférieure
sur d. Cependant, il semble que, pour une classe réduite de systémes, la constante de
majoration M soit indépendante de d. Cette question n’est pas traitée dans cette these
mais fera 'objet d’un travail futur.



Chapitre 4

Migration lente dans le modele
discret

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux solutions stationnaires d'un systeme de
gradostat pour NV especes dans P patchs pour de petits taux de migration. Le systeme
s’écrit sous la forme générale

%W = —Hy(W) + cKW, (4.0.1)

on W =t (!R!'U,,--- 'Uy) est le vecteur inconnu, avec R € R le vecteur de la
ressource dont la j*™¢ composante représente la concentration de la ressource dans le
patch j et U; € R les N vecteurs de concentration des N especes. La matrice K est
donnée par K = diag(K;) € RP>*WV+) o, pour i = 0,---, N, K; est la matrice de
migration de l'espece i si i > 0 (resp. de la ressource si i = 0). On note (Sg) le systeme
stationnaire associé a 4.0.1.

Si U,V € R”, on note U7 la j™° composante de U et UV € R” le vecteur défini par
[UV]” =UVi. Ainsi, UV = diag(U)V et U désigne a la fois le vecteur U et la matrice
diag(U). Enfin, on dit qu'un vecteur v € R” est positif ou nul (resp. strictement positif)
si toutes ses composantes le sont et on note v > 0 (resp. v > 0). La notation v = 0
signifie que v/ = 0 pour tout j, et v # 0 si v/ # 0 pour au moins un j. Pour toute
matrice K € Mp(R), on note k¥ le coefficient situé a la i®™° ligne et la j™° colonne.
H est une fonction de RPN+1 dans lui-méme définie par

HoW) = PR,

ou I est le vecteur d’entrée de la ressource dans le systeme, m;, i = 1,--- , N le vecteur
de mortalit¢ de I'espece i, my le vecteur de dilution-sédimentation de la ressource et
les F'; les fonctions de consommation de la ressource définies par [F;(R))’ = F!(R’).

71
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Lorsque ¢ = 0, le systéme (4.0.1) consiste en P systémes indépendants de type
chemostat homogene. Pour chacun de ces sous-systemes, les solutions stationnaires et
leur stabilité sont bien connues ce qui permet de décrire entierement les solutions de
(Sp). Lorsque € > 0, les P systémes sont couplés via la matrice de migration K.
L’objectif de ce chapitre est de décrire les solutions de (S.) lorsque € — 0.

Dans une premiere partie, nous précisons le modele et rappelons les résultats concer-
nant les solutions de (Sp) sous une forme adaptée a notre étude. Dans une deuxieme
partie, nous construisons des solutions de (S.) a partir des solutions de (Sp) en utilisant
le théoreme d’inversion locale. Il n’est pas clair a priori que les solutions ainsi obtenues
soient positives ou nulles. Comme dans [24], nous résolvons cette difficulté en utilisant
la structure particuliere du systeme et de la matrice de migration. Nous montrons que
les seules solutions positives de (S.) sont les solutions obtenues a partir de la solu-
tion stable du probleme (Sp). Dans une troisieme partie, nous utilisons ces résultats
pour construire un domaine de coexistence, noté ©Y, dans l’espace des parametres de
consommation. Si les parametres de consommation sont dans ©° alors, pour € > 0
suffisamment petit, il existe une solution de coexistence pour le systeme (S.).

4.1 Modele et résultats préliminaires

4.1.1 Le modéele

Soit I, mg, - -- ,my des vecteurs de R” strictement positifs. Pouri = 1,--- N F; :
R — RE. Le systéme stationnaire s’écrit sous la forme condensée Ho(W) —cKW = 0.
Plus précisément,

(S.) {I—Zf\ilFi(R)Ui—moRJrsKoR:O (4.1.1)

(FZ(R) _mi)Ui +eKU;=0,i=1,---,N.
Les fonctions de consommation vérifient les propriétés suivantes.

Hypothese 4.1.1. F; := (F]),<;<p : RY — RE vérifie :
~ FI(R) = F!(RY), en d’autres termes la consommation de la ressource est locale.
~Vie{l,---,N}Vje{l,---, P}, FI est une fonction de classe C* et stricte-
ment croissante de R* dans lui-méme vérifiant F7(0) = 0.

Les matrices de migration K; vérifient les propriétés suivantes.

Hypothese 4.1.2. Soitic€ {0,---,N}.

— K, est irréductible de termes non diagonaux positifs ou nuls.
P

— Pour tout 1 <k <P, Zkfkﬁo.

Jj=1
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On dit qu’une solution W* de (4.1.1) est hyperbolique si 0 ¢ sp(DwHo(W*) + cK),
hyperbolique stable si R (sp(DwHo(W*) 4+ dK)) C (—00,0) et instable si

R (sp(DwHo(W*) 4+ dK))N (0, +00) # (). Une solution hyperbolique stable est appelée
solution linéairement asymptotiquement stable ou asymptotiquement stable.

4.1.2 Systéme sans migration

Commencons par donner les résultats connus concernant le systeme sans migration
(SO) H,W)=0.

Il consiste en P systemes de type chemostat homogene indépendants de la forme

= N 4.1.2
(FI(R)) —m)Ul =0, i=1, N, (4.12)
Pour tout (i,j) € {1,---,N} x {1,---, P}, I'hypothese 4.1.1 assure que I’équation
m] = F;(R)’ admet au plus une solution. On note (R})’ > 0 cette solution si elle
existe et (R})) = +oo, sinon. On note également (R})! = :T]J I'unique solution de
. . . . 0
my(R;) = I’ et, pour tout i, R} = ((R})’)i<;<p-
Les solutions de (4.1.2) sont décrites dans le théoreme suivant.

(£ EYR - i =0

Théoréme 4.1.1. Soit j € {1,---,P}. Si (R§)? < (R}), alors toute solution positive
ou nulle de (4.1.2) vérifie U = 0. Le vecteur W}, = (R}, 0,--- ,0) est toujours solution ;
on l'appelle la solution triviale.

Soit No(j) = {1, (R§) > (R;)'} et No(j) = card(No(j)). Le systéme (4.1.2) admet
No(j) solutions positives ou nulles non triviales Wi, = (Ry)7, 0 (U3)?, -+, dne(Ux)?),
J € No(j), ot by, est le symbole de Kronecker et (U}) = :nﬁ} (R3)? — (R})?). Si, de plus
pour tout i,k € Ny(j), on a (R})? # (R})?, alors toutes ces solutions sont hyperboliques.

Soit ij € {0,---, N} tel que (R} ) = miny(R;})’ et supposons que (R} ) < (R;)
pour tout k # i. La solution ij est hyperbolique et est ['unique solution stable.

Preuve : C’est une application directe de la proposition 1.3.2 du chapitre 1 appliquée
a chacun des sous-systemes (4.1.1). O
Ce théoreme permet de compter toutes les solutions du systeme (Sp). Nous résumons
la situation dans le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.2. Soit j fixé et reprenons les notations et hypotheses du théoréme
précédent, le systéme (Sp) admet ezactement Hle(l + No(j)) solutions positives ou
nulles, toutes hyperboliques dont une seule est stable.

Preuve : Si, pour tout j,i # k, on a (R})? # (R})’, alors chaque sous-systeme admet
No(j)+ 1 solutions. Le nombre de solutions est donc le produit des solutions de chaque
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systeme. Il est clair que 0 est valeur propre du linéarisé de (80) si et seulement si 0 est
valeur propre pour au moins un des sous-systemes (4.1.2). L’hyperbolicité des solutions
de chaque sous-systeme assure donc ’hyperbolicité de la solution du systeme complet.
De méme, une solution est stable si et seulement si sa composante sur chaque patch est
stable. Une solution stable est donc une solution dont la composante sur chaque patch
est une solution stable du sous-systéeme (4.1.2) correspondant. Chaque patch ayant une
unique solution stable, (SO) possede également cette propriété. O]

4.2 Cas des faibles migrations

On s’intéresse au systeme (85) lorsque ¢ est petit. Nous montrons que, lorsque le
systéme sans migration (¢ = 0) admet un équilibre positif ou nul linéairement asympto-
tiquement stable, alors il en va de méme pour (Sa) lorsque € > 0 est suffisamment petit.
L’existence d’un équilibre asymptotiquement stable est une conséquence immédiate du
théoreme d’inversion locale. La difficulté est de montrer que ce nouvel équilibre W ()
est positif ou nul, et est donc un équilibre biologiquement admissible.

Proposition 4.2.1. Supposons que le systeme (Sy) admet un équilibre
W = (R(0),U1(0),---,Ux(0))

hyperbolique stable (resp. instable). Alors il existe g > 0 tel que, pour tout |g| < &g,
le systeme S. admet un équilibre W (g) hyperbolique stable (resp. instable) vérifiant
W (0) = Wy. De plus € — W (e) est de classe C*.

Preuve : Notons W = (R,Uy,--- ,Un) et H(e, W) = Hy(W) — cKW , avec

_ [ I+ XL Fi(R)U: +moR .
H,(W) = (my — Fy(R)U, et K = diag((Ko,K1,--+ ,Kn)).

Le systeme (S.) équivaut & H(e, W) = 0.

Soit W(0) un équilibre hyperbolique stable (resp. instable) de Ho(W) = 0 et £ =
DwHy(W(0)). L’hyperbolicité de W(0) assure que .Z est inversible. Ainsi, par le
théoreme d’inversion locale, il existe e; > 0 tel que, pour tout |g| < &, il existe
W (), H(e,W(e)) = 0. De plus, H est de classe C* en (g,W), donc W (e) est de classe
CF ene.

Enfin, le spectre de .Z. = Dy H (e, W (¢)) est dans le voisinage du spectre de .Z. Ainsi,
quitte a prendre g < €1 suffisamment petit, pour tout |e| < g9, W (e) est un équilibre
hyperbolique stable (resp. instable). O]

Proposition 4.2.2. Supposons que W(0) = (R(0),U(0),--- ,Un(0)) est une solution
hyperbolique de (Sp) telle que U; = 0. Soit W (e) = (R(¢),U1(¢),--- ,Un(¢)) la solution
construite dans la proposition 4.2.1. Alors U;(e) = 0.
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Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que U (0) = 0. Alors
(R(0),U1(0), -+ ,Un-1(0))

est une solution hyperbolique du systeme

Par la proposition 4.2.1, le systeme
I_Zi]ilFi(R)Ui_mOR+€K0:0 (422)

admet une solution (R(¢),U4(¢),--- ,Un_1(¢)). Par suite, (R(¢),U(¢),--- ,Un_1(g),0)
est une solution de (Sy). Par unicité de la solution dans le voisinage de W (0), on obtient
UN(éT) =0. ]

Comme la solution obtenue est de classe CP, on peut écrire, dans le voisinage de
. j . .
e =0, Ri(c) = Y8 e 4 o(eP) avec vl = [dk R (g)} ot

dek
de =0

J . . .
Uile) = o7 o et o(eh) avec ul = | &UI(E)| .
E=

Comme, pour tout j =1,---, P, on a R/(0) > 0, il vient R(¢) > 0. En revanche, U;(0)
n’est pas nécessairement strictement positif ; certaines de ses composantes pouvant étre
nulles. On a vu, dans la proposition 4.2.2 précédente que, si U;(0) = 0, alors U;(¢) = 0.
Si U;(0) # 0, on note, sous réserve d’existence,

k(i,j) = min{0 < k < Pul, #0}.

Ul(e) s’écrit Ul(e) = ek(i’j)ug7k(i7j) + 0(e*#9)). Par conséquent, si ¢ est suffisamment
petit, U; (€) est du signe de uj ;. Pour montrer I'existence de ce nombre k(i, j) et

calculer le signe de u] (i, j)» DOUS utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.2.3. Soit K une matrice irréductible de termes non diagonauz positifs ou
nuls. Soit V. un vecteur positif ou nul.
SiV £ 0, alors il existe un entier k(j) > 0 ne dépendant que de K, j et V vérifiant
- Y0 <k < k(j), (KFV); =0,
- (Kk(])V)j > 0.

Preuve : Supposons que K soit une matrice irréductible et positive (c’est-a-dire dont
tous les coefficients sont positifs ou nuls). Notons, pour tout m > 0, K™ = (l{:l[;n])U Il

est connu [78] que l'irréductibilité de K équivaut au fait que, pour tout (4, 7), il existe
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m(i, j) tel que k[m w15 0. Soit V' un vecteur vérifiant V > 0 et V,; =0. On a, pour
tout m,

(K™V); Z KTV (4.2.3)

On en déduit que

siV £ 0, il existe k(j) > 0 tel que si 0 <k < k(j), (K"V); =0,

KEOW), > 0 (4.2.4)

Maintenant, supposons que K soit irréductible de termes non diagonaux positifs ou nuls
mais dont certains termes diagonaux peuvent étre négatifs. Soit I la matrice identité
de méme taille que K et M > 0 suffisamment grand pour que M I+ K soit une matrice
positive.

Pour tout vecteur V et £ > 0, on a

(MI+EK)'V); = (K*'V);+ Y CiM*(K*V); + M'V,.

0<s<k

Ainsi, pour tout m > 0 tel que pour tout k < m, (K*V'); =0, on a
(MI+K)"V); = (K™)V;.

L’application de (4.2.4) a la matrice (M + K) termine la preuve. O
Ce lemme permet de calculer le signe des solutions obtenues dans la proposition 4.2.1.

Théoreme 4.2.4. On suppose que W (0) = (R(0),U+(0),--- ,Un(0)) est une solution
positive ou nulle hyperbolique de (Sp) telle que, pour tout i, U;(0) #Z 0. On note W (¢)
la solution construite dans la proposition 4.2.1.

(i) SiW(0) est une solution stable, alors, pourtout j € {1,--- P}, eti € {1,--- N},
il existe k(i,j) € {0,---, P} tel que
-V0<k< k<Z7j)? ’u’g,k} =0,
J
Wiy > 0.
(i) St W(0) est une solution instable, alors il existe j = 1,--- /P, i€ 1,--- N et
k(i,j) > 0 tel que
-V0<k< k<l7j)? ug,k =0,
J
Uiy < 0.
Preuve : Pour tout k € {0,---, P}, on note wy, = (rg,u1x, - ,uUnx). Remarquons
que wy = W(0). U;(e) vérifie 'équation

m;U;(c) — F;(R(e))U; = eK,;U;(¢). (4.2.5)

Notons u; ), = (uik)J En dérivant k + 1 fois (4.2.5) par rapport a € puis en prenant
€ = 0, on obtient la relation de récurrence
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m; 11 — Fi(ro)wi g1 + Qr(wo, - -+ ,wi) = K i, (4.2.6)
ou
k dk—l—l—s
Qr(wo, -+ ,wy) = Zui,s {WFZ(R(E))
s=0 le=0
Nous utilisons de maniere essentielle le fait suivant :
si ufs =0, pour tout 0 < s < k, alors Q. (wo, - -+ ,w;)? = 0. (4.2.7)

Supposons que (R(0),U1(0),--- ,Ux(0)) est une solution hyperbolique et stable. Le
vecteur u; vérifie

Qo(wo) + (m; — Ciro)u; 1 = K p. (4.2.8)
Notons Jy = {j € {1,--- ,P},ug’0 >0} et lhp={je{l,--- ,P},uio = 0}. Soit « la
matrice diagonale définie par aj; = 1,81 5 € Jo; aj; = (m! — C/R}) > 0si j € I
Pour tout j € Iy, on a, d’apres (4.2.7) et (4.2.8), ajjuf’l = (Kui70)j. En d’autres termes,

Vi € I, uil = (oflKiUi,o)jj-

En notant (Ki)js = k/*, on obtient

P
VA | VER]
;= E kz U; o
s=1

_ —1§ : VERR

s€Jo

(4.2.9)

Deux cas sont possibles :
— ou bien ufl > 0 et alors k(i,7) = 1 et la preuve est terminée,
— ou bien ufl =0 et alors Vs € Jy, k/° = 0.
Notons J; = {j € ]Q,Uil >0 et; = {j € Io,uil = 0}. D’apres la discussion
précédente,
Viel, VselJ, k°=0. (4.2.10)

Soit j € I . D’apres (4.2.7) et (4.2.6), qu vérifie
ajjuly = (Kiia)'.
D’apres (4.2.10), on obtient

P

j_E:ij _E: VERR

s=1 seJ1

Comme Vs € Iy, uj; > 0, on en déduit que 'une des alternatives suivantes est vérifiée :
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— ou bien 'u,l , > 0 et alors k(i, j) = 2 et la preuve est terminée,

— ou bien 'u,z2 =0 et alors Vs € Jj, kjs =0.
Par (4.2.10), on en déduit également

. ; _ 2 j
Vieh, wuy;= [(Oz 1KZ~) uw]J.
Par récurrence, pour tout j € Iy, il existe un entier M > 0 tel que
Vk < M,Ug’k = [(CY 1Kl) ULQ]J =0et UiM = |:(Oé 1K1) ’U,Z'70:|].
La matrice o 'K est irréductible de termes non diagonaux positifs et u; o est positif non

identiquement nul. Le lemme 4.2.3 nous assure alors qu’il existe k(i,j) € {0,---, P}
tel que

Uk < ki) = (oK) wal’ = 0 ety = [(07K) V]! >0

ce qui termine la preuve dans le cas d’une solution stable.

Supposons que W (0) soit une solution instable. Alors, par le théoreme 4.1.1, il existe
1 et ] tel que uj, = 0 et (m] — C']R]) < 0. On fixe 7. Comme ci- dessus on note [y =
{j,u}y = 0} et Jy son complémentaire. On note également I, = {j, (m; —CIR)) < 0}.
Remarquons que I, C Iy. Soit «v et [ les matrices diagonales définies par

:(m‘z—C’f), SijEI(), Ozjjzlsij¢[0,

. L 4.2.11
Bjj = ajj sij ¢ I, ﬂjj=151j€1'. ( )

Comme dans la preuve de (i), pour tout j € Iy, uj, vérifie
O‘jj'“g,l = (Kuio). (4.2.12)

Trois cas sont possibles :

— ou bien (Ku;)! >0 et ay; <0,

— ou bien (Ku;)! >0 et ay; >0,

— ou bien (Ku;o) =
Notons I; = {j € Iy, (Ku;0)’ = 0} et J; son complémentaire dans I,. Si I, N J; # 0,
alors il existe j € I, N J; tel que le premier se produit et la preuve est terminée. Sinon
I,NJ, =0 et donc I, C I;. Il vient alors

Vi€ ly, uly=(8"Kuy). (4.2.13)

Comme dans la preuve de (i), on en déduit par récurrence que, pour tout j € Iy, il
existe un entier M > 0 tel que

Vk < M, ’U,ik = [(ﬁilKi)kUi,g}j =0et Oéjj’ll,g’M = [Kz (/BilKi)M_l’U,@o}j.
Sij € Is, on a fj; =1 et on peut rééerire cette derniere égalité sous la forme
. B v .
Oéjj’ll,g?M = [(ﬁ IKZ) ’U,i’o}J.
Le lemme 4.2.3 montre alors 'existence d’un k(i, j) minimal tel que [ (871K )k(w 170]]‘ >
0, et comme aj; <0, on a ul K < 0 ce qui termine la preuve. [
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4.3 Structure de ’ensemble des solutions positives
ou nulles

Afin de décrire les solutions positives ou nulles de (85), commencons par quelques
remarques et définitions.
L’hypothese d’irréductibilité des matrices K; assure que, si (R, Uy, -+ ,Uy) est une
solution positive ou nulle de (SN), alors soit U; = 0 soit U; > 0.
Soit k € {0,--- , N} et Ji, un k-uplet de {1,--- , N}. On définit le systeme S, par

I-> Fi(RU;—mR+eKR=0
(SJk) 1€Jy

Soit (R,U;,i € Ji) une solution strictement positive de (S, ). Posons U; = 0sii ¢ Jj.
I1 est clair que W = (R,U,,--- ,Uy) est une solution positive ou nulle du systeme
(S:). Une telle solution est appelée solution k-triviale.

Théoréme 4.3.1. Supposons que toutes les solutions de Ho(W) = 0 sont hyperbo-
liques. Soit W(0) = (R(0),U(0),--- ,Un(0)) l'unique solution positive ou nulle stable
de (So) (Théoréme 4.1.1). On note Ny = card{i € {1,--- ,N},35,UL(0) > 0}.

Soit k € {0,---, No}, il existe &1 > 0 tel que, pour tout € € (0,e1), le systéme (SE)
admet eractement C’,’i,o solutions k-triviales.

Par conséquent, il existe ey tel que, si 0 < € < g9, alors le systeme (SE) admet 2NV
solutions positives ou nulles. La solution Ny-triviale est stable et les 2N — 1 aqutres
solutions sont instables.

Preuve : Commencons par montrer que les seules solutions positives ou nulles sont
celles construites précédemment. Supposons que Ny = N. Soit €, une suite de réels
positifs tendant vers 0 et

W(er) = (R(ex), Ui(ex), -+ ,Un(er))

une suite de solutions strictement positives. En sommant les NV + 1 équations de (Sa)
et en sommant sur tous les patchs, on a, pour tout k,

0< Z (MR (2y) + ngug(gk)) = Zﬂ.

W (ey,) est donc bornée indépendamment de g;. Ainsi, & une sous-suite pres encore notée
ek, W(eg) converge vers une solution non négative W(0) du probleme sans migration
H,W(0)) =0.

Par hypothese, une telle solution W (0) est hyperbolique. Par le théoreme d’inversion
locale, au voisinage de W (0) il existe une unique famille de solutions, notée W*(¢).
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Ainsi, si k est suffisamment grand, W (e,) = W*(g). Par le théoreme 4.2.4, et comme
N = Ny, st W(0) est instable, W (e) n’est pas positive ou nulle. Ainsi, W(0) est une so-
lution stable de Ho(W') = 0. D’apres le théoreme 4.1.1, Hy(W') = 0 admet une unique
solution stable. La suite W (e;) admet donc une unique valeur d’adhérence et converge
vers 'unique solution stable de Hy(W') = 0. L’unicité de la solution au voisinage de
W(0) termine la preuve.

Maintenant pour un Ny quelconque, on prend

W(er) = (R(ex),Ur(er), -~ Un(er))

une suite de solutions positives ou nulles. Comme ci-dessus, W (ey) converge vers une
solution W (0) de (Sp). Notons J, = {i € {1,--- ,N},U;(0) = 0}. k désigne le cardinal
de Ji. On a nécessairement U;(gx) = 0 pour i € Ji. Par conséquent, on peut réduire le
probleme au systeme S, et le raisonnement précédent appliqué a ce systeme conclu.
Finalement, toutes les solutions positives ou nulles de (S.) sont les solutions construites
par inversion locale dans le théoreme 4.2.4.

Nous dénombrons maintenant toutes les solutions. Si Ny = N, alors le systeme
(Sp) admet une unique solution stable W (0) = (R(0), U1(0),--- ,Un(0)) avec U;(0) #
0 pour tout i. D’aprés le théoréme 4.2.4, il existe £; > 0 tel que, si © < € < &,
alors (S.) admet une solution de coexistence W (e) strictement positive. Par unicité
dans le théoreme d’inversion locale, W (e) est I'unique solution strictement positive
de (S:.) au voisinage de W(0). Toutes les autres solutions de (Sp) sont instables. Si
W(0) = (R(0),U4(0),--- ,Un(0)) est une solution instable de (Sy) vérifiant pour tout
i, U;(0) # 0, alors, par le théoreme 4.2.4, 'unique solution de S. dans un voisinage de
W (0) n’est pas positive. Il reste a traiter le cas d’une solution instable W (0) vérifiant
U;(0) = 0 pour certains i.

Si U;(0) = 0 pour ¢ ¢ Ji, ou Ji est un k-uplet de {1,---, N}, alors par la proposition
4.2.2, U;(¢) = 0 pour un ¢ suffisamment petit. Par ailleurs, W, (0) = (R(0),U’0),i €
Jy) est une solution strictement positive de Sy, (¢ = 0). Le raisonnement précédent
appliqué a Sy, montre que W, (¢) est 'unique solution strictement positive de Sy,
lorsque ¢ est suffisamment petit, et par suite W (e) est I'unique solution de S..

Si Ny < N, alors il suffit de reproduire ce raisonnement sur le systeme S Jng ou Jy, =
{7,U;(0) > 0} avec (R(0),U1(0),--- ,Uxn(0)) 'unique solution stable de Sy. En effet, si
i ¢ Jn,, alors, par le théoreme 4.2.4, toute solution ne vérifiant pas U;(0) = 0 conduit
a une solution dont certains coefficients sont négatifs.

Par conséquent, pour tout k-uplet de Jy,, le systeme S, admet une unique solution
strictement positive correspondant a une solution k-triviale de S.. Ces solutions sont

les seules solutions positives ou nulles de S;. Les C']’ifo choix de Jj, parmi Jy, conduisent

N . P \ N . oL
donc & Cf, solutions k-triviales d’out Y-, °  Ck. = 2™ solutions positives ou nulles.

Elles sont toutes instables sauf la solution Ny-triviale qui est stable. O
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Ainsi, une faible migration conduit a un équilibre stable proche de I’équilibre sans
migration.

Nous introduisons maintenant le domaine de coexistence, sous-domaine de Rﬂf ca-
ractérisant la coexistence. On note, pour tout i > 1, F;(R) = ¢;f;(R) et on voit ¢;
comme un parametre. Le probleme stationnaire s’écrit

{ S cilf (RU; +moR — cKoR =1 (4.3.1)

(—cifi(R)+m)U; —eK,U; =0, i=1,---,N.

Nous nous intéressons a I'ensemble des valeurs de ¢; tel que (4.3.1) admet une solution
positive ou nulle. Pour tout 4,5 > 1, on note R;’(c;) 'unique solution positive de

fl(R) = T—i si elle existe et R (¢;) = 400 sinon.

Pour i € {1,---, N} fixé, on définit & = inf{c;, 3j, R (¢;) < Ry} et
i ((er)rws) = inf {e; > &, 35, R (e;) < Ry (cx), Yk # i} .

Il est facile de voir que ¢} est une fonction continue de (¢ )gzi, qu’elle tend vers I'infini
quand I'un au moins des ¢, tend vers U'infini, et qu’elle vaut ¢} lorsque (cx)rzi < () k-
On peut reformuler le théoreme précédent sous la forme suivante.

Théoréme 4.3.2. soiti=1,--- , N et (c;)pzs € RY ™ finés.
— Sic; < cf((cx)ki) alors, pour un € suffisamment petit, toute solution (R,Uy,--- ,Un)
positive ou nulle vérifie U; = 0.
~ Pour presque tout® ¢; > c¢i((ck)kei) alors, pour un € suffisamment petit, il existe
une solution positive ou nulle (R, U4, --- ,Uy) vérifiant U; > 0.
On définit le domaine de coexistence ©° = {(¢;)1<i<n, Vi, ¢; > ¢ ((ck)rri)}. Alors,

(i) si(c1, -+ ,cn) & O le probléme (S.) n'admet pas de solution de coexistence,

(ii) pour presque tout (cy,--- ,cn) € 0, il existe g > 0 tel que, pour tout € € (0, ),
le probléme (S.) admet une solution de coexistence (c¢’est-a-dire N-triviale). Cette
solution est hyperbolique stable.

REMARQUE 4.3.1. Le domaine ©° n'est autre que l’ensemble des paramétres (c;) tel
que chaque espéce domine sur au moins un patch. Par conséquent, si N > P, on a
nécessairement O = (). Dans ce cas, si il existence une solution de coexistence, elle
est non hyperbolique, c’est-d-dire qu’on a R} (¢;)? = Rj(cx)? pour certaines espéces i et
k et un certain patch j. Autrement dit, la coexistence n’est possible que sur le bord de
©°, donc uniquement pour ¢; = c; pour un certain i. Cette remarque est en accord avec
le théoreme 2.3.1 du chapitre 2 : si N > P, alors [’ensemble des c; tel qu’il existe une
solution de coexistence est de mesure nulle dans RY.

1. Et non pas pour tout. Ceci vient du fait qu’on peut avoir une solution dégénérée pour certaines
valeurs de ¢;, qui ne sont pas traitées dans notre texte. On montre facilement que ’ensemble des ¢;
conduisant & une solution dégénérée est de mesure nulle dans Rﬁ d’ou cette distinction.



82 CHAPITRE 4. MIGRATION LENTE DANS LE MODELE DISCRET

Nous terminons ce chapitre sur un exemple de domaine ©° dans le cas de fonctions
de consommation de type Holling I. Les vecteurs R} ont alors une expression explicite
et le domaine ©° également.

Supposons que les fonctions de consommation soient du type ¢;f;(R) = ¢;Q;R, ou Q;
est un vecteur strictement positif de R normalisé par ||@;]|; = P. Alors on a, pour
tout i > 1, (R}) =

J
m;

O’
1%

. ; J , .
et on obtient (Rj)’ = 7% En conséquence, pour tout 4, on a
0
J o
0 _ 3. [ Mi™Mo
¢; = min; (Iij ) et

i

i ((er)es) =min d T max (1/(R}))

) k=0, ,N

i ki
Proposition 4.3.3. En plus des hypothéses du théoreme 4.3.2, on suppose que les
fonctions de consommation sont de type Holling I. S’il existe (cy,--- ,cn) € O°, alors,
pour tout X > 1, (Acy, -+, dey) € OV,
Preuve : Soit (cp,- -+ ,cn) € O Alors, pour tout i € {1,---, N}, il existe j; tel que

(R:(ci))’" < (R})’ et pour tout k # i, (R} (c;))’ < (Ri(cy)).
Soit i € {1,---, N}. Pour tout A > 0, on a R} (A¢;) = 3R} (c;). Pour tout A > 1, on
a (Ri(Ac;))" < (Rp)’ et pour tout k # i, (Rf(A\c:)))" = $(Ri(c:))” < 5(Ri(ex)) =
(RZ()\Ck))j :
Nous venons de montrer que ¢ ((Acg)rzi) < A¢((cx)ri). Par conséquent, pour tout 4,
on a

Aci > Aci ((cr)rzi) 2 ¢ ((Ack)iri
ce qui termine la preuve. O
Dans le cas de deux especes, le critére suivant décrit précisément les cas ot ©° = ().

Proposition 4.3.4. St N = 2, alors © # () si et seulement si on peut extraire une
matrice inversible de taille 2 x 2 de la matrice P x 2, (R;(1), R5(1)).

Preuve : En vertu de la proposition précédente, on peut supposer que c¢; et ¢y sont
suffisamment grands pour que ¢; > ¢?, i = 1, 2. Ainsi, Iexistence d'un couple (cy, cp) €
© équivaut & I'existence de deux patchs j et k tels que Ry (¢1) < Ry (c2) et Ri*(cy) >

R3*(cy). Sans perte de généralité, on peut supposer que {j,k} = {1,2}. On a R} =
Qi o

. dott

CQRTl(l) < Clel(l) ou CQRTl(l) > ClR;:l(].)
CQRTQ(l) > ClRSQ(l) CQRTQ(]_) < ClR;2(1)
On en déduit alors R{'(1)R;*(1) > R?(1)R;*(1) ou bien R;'(1)R3?(1) < R{*(1)R;'(1).
*1 *1
Dans tous les cas, Ri'(1)R;*(1) — R;*(1)R;'(1) # 0 donc la matrice [ 212 232 } est
1 2
inversible. Le choix de {j, k} étant arbitraire, le résultat est démontré. O
Ainsi, dans le cas de deux especes, si P < 2, ©° est presque toujours non vide et
contient un ensemble de cones de Ri.
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Un exemple explicite de calcul Illustrons par un exemple comment calculer ©°
explicitement. On choisit P = 3, pour tout j = 1,2,3, I’ = 1 et pouri = 0, 1, 2, mg = 1.
L’hétérogénéité ne porte ainsi que sur les fonctions @;. On choisit @ = *(1,1/2,3/2)
et Qy = %(1/2,3/2,1). Par conséquent, ¢! = min;(1/Q}) = min(1,2,2/3) = 2/3.
Calculons ¢(¢z). On a

ci(c2) = min{c; > 0,35 = 1,2,3,R“{j(01) < R;j(cg),R’fj(cl) < Ij./mé}.

Autrement dit, cj(cz) est la plus petite valeur de ¢; telle que, sur au moins un patch,
Uy survit (R (¢;) < I’ /mi) et domine sur Uy (R} (c1) < Ry (¢3)).

— Uj survit sur le patch 1 si 1/¢; < 1 et domine sur Us si 1/¢; < 2/cs.
— Uy survit sur le patch 2 si 2/¢; < 1 et domine sur Us si 2/¢; < 2/(3¢2).
— U, survit sur le patch 3 si 2/(3¢;) < 1 et domine sur Uy si 2/(3¢;) < 1/co.

— Si ey < ¢ =2/3, alors I'espece 2 ne survit nulle part et on a ¢j(cy) = ¢ = 2/3.

— Si 1 < ey < 3/2, alors Uy survit sur les deuxieme et troisieme patchs et pas sur
le premier. On a donc 1/¢; < 1 ou 2/¢; < 2/(3ce) ou 2/(3¢1) < 1/cy. Ceci est
vérifié des que ¢; > 2c9/3 et on prend ¢ (c2) = 2/3cs.

— Si 3/2 < ¢y < 2, alors U, survit & nouveau sur les deuxieme et troisieme patchs
mais on obtient cette fois-ci la minoration minimale ¢; > 1 (car 3¢2/2 > 1). On
prend donc ¢; = 1.

— Si 2 < ¢y, alors Uy survit sur chacun des patchs. On doit donc avoir 1/¢; < 2/c¢y
ou 2/c; < 2/(3¢2) ou 2/(3c¢1) < 1/cy, dolt ¢f(c2) = Lco.

Par le méme type d’argument, on obtient 1’expression plus simple,

é(er) = 2/3sic <2
2T /38t > 2

La figure 4.1 montre 1'allure de ©° pour cet exemple.
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ciez)

@0

e3(en)

FIGURE 4.1: Exemple d’un domaine de coexistence ©°.

4.4 Conclusion

Les solutions stationnaires du probleme discret sont décrites pour de petites migra-

tions. Elles correspondent a une perturbation des solutions du systeme sans migration
(80) qui sont bien comprises. Une espéce survivant sur un patch (sans migration) migre
sur chacun des autres patchs en présence de migration. La preuve du théoreme 4.2.4
donne en outre une information qualitative sur la concentration d’une espece U; sur un
site j qui lui est défavorable (sur lequel elle ne survit pas sans migration). Elle y est
présente & un ordre €* o k est la “distance” 2 minimale entre un site favorable et le
site j. Ensuite, nous avons décrit la coexistence & I'aide du domaine de coexistence ©°
qui est un sous-ensemble de 'espace Rf des taux de consommation. Si (¢;); € 6, le
systeme admet une solution stable de coexistence. Dans le cas homogene, en particulier
pour un seul patch, ©° = ). Le domaine de coexistence représente donc une différence
essentielle entre le probleme homogene et le probleme hétérogene. Nous y revenons
dans les chapitres 6, 7 et 8.
Nous nous sommes limités au cas de perturbations de solutions hyperboliques de
(Sp). Un prolongement naturel de ce travail serait d’étudier les perturbations des
cas dégénérés. Ceci permettrait de décrire entierement les solutions stationnaires du
probleme discret pour les petites migrations. Un autre prolongement naturel serait de
faire une analyse similaire pour le modele continu. Cette question bien plus difficile
[47] fera l'objet d’un travail ultérieur.

2. Cette distance est au sens de la matrice de migration K. Elle représente le nombre minimal de
sites a traverser pour atteindre le site j en partant d’un site favorable.



Chapitre 5

Migration rapide dans les
problemes discret et continu

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de réaction-diffusion dans un
ouvert borné, suffisamment régulier, {2 C R?

(AR =1-%" fi(R)U; — mo(x)R + dAsR sur €
0,R=0 sur 0f2
o,U; =0 1=1.N sur 0f2 (5.0.1)
R(t=0)>0

L Ui(t=0)>0 i=1,---,N

ott pour i = 0,--- ,N, A; = div(a;V-), 0 < a; € C*(Q) et 9, = V -7l est la dérivée
normale extérieure sur le bord de (2.

— R(t,x) désigne la concentration de la ressource a I'instant ¢ en z,

— I(x) > 0 désigne 'entrée de la ressource dans le systeme en x € €,

— mg(x) > 0 désigne un facteur de décroissance naturelle de la ressource modélisant
des phénomenes comme la sédimentation, la dilution, etc.,

— U;(t, x) désigne la concentration de 'espece i a l'instant ¢ en x,

— fi(R)(t,x) = fi(x, R(t,x)) désigne le taux de consommation de l’espece i sur la
ressource R,

— m;(x) > 0 désigne le taux de mortalité de l'espece 7 en z,

— d € (0,400) désigne la vitesse de diffusion.

Ce systeme modélise la compétition de N especes pour une unique ressource dans
un environnement hétérogene. De plus, le milieu est clos dans le sens ou ni la ressource
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ni les especes ne peuvent sortir de €2. L’interaction avec l'extérieur est modélisée par
la fonction d’entrée de la ressource I.

La ressource est supposée étre I'unique facteur limitant et les especes sont en compétition
indirecte via leur consommation respective de cette ressource. Waltman et al. [43] se
sont intéressés a un tel systeme modélisant un chemostat non bien mélangé pour deux
espéces en dimension 1 d’espace, avec A; = 0., pour 7 =0,1,2et m; =0, [ = 0 dans le
cas de fonctions de consommation de type Holling II et de conditions de bord de type
Robin. Wu [90] a généralisé ce systeme au cas d'une dimension spatiale quelconque
(Chapitre 2). Il y a tres peu de descriptions d'un probleme de type (5.0.1) pour plus
de deux especes, en particulier lorsque les opérateurs de diffusion A; et les taux de
mortalité m; sont différents. Baxley et Robinson [9] ont montré 'existence d’une solu-
tion stationnaire pres d’un point de bifurcation dans le cadre d’opérateurs elliptiques
A; —m; généraux avec des fonctions de consommation de type Holling II.

De fagon générale, les solutions stationnaires du systeme (5.0.1) peuvent étre construites
par récurrence sur le nombre N d’especes en partant du probleme a zéro espece. Pour
effectuer cette construction, il est nécessaire de montrer que les solutions obtenues a
chaque étape sont hyperboliques (Chapitres 6 et 7). Cependant, on ne connait pas de
condition suffisante satisfaisante assurant cette hyperbolicité (sauf dans le cas d'une
seule espece; Chapitre 6). A fortiori, la stabilité des solutions ainsi construites n’est
pas non plus connue.

Meéme si ’'on suppose I’hyperbolicité et la stabilité des solutions stationnaires acquises,
la question de la dynamique de (5.0.1) en temps long reste une question ouverte. Notons
d’ailleurs que, méme dans le cas du systeme de chemostat homogene (sans structura-
tion spatiale), il n’existe pas, a notre connaissance, de résultat de convergence globale
pour des fonctions de consommation strictement croissantes générales et des mortalités
différentes pour chaque especes (Chapitre 1).

L’objectif de ce chapitre est de montrer que la dynamique de (5.0.1) pour de grands
taux de diffusion, c’est-a-dire lorsque d — +oo, est bien décrite par la dynamique
d’un systeme homogene associé, appelé probleme agrégé. Nous montrons en particulier
que, lorsque le probleme agrégé vérifie le principe d’exclusion compétitive, il en est de
méme pour le probleme (5.0.1) si d est suffisamment grand. Notons que le modele du
chemostat homogene se base sur I’hypothese “well-mixed”, ¢’est-a-dire que le chemostat
est bien mélangé. Cette étude précise ainsi le bien-fondé de cette hypothese et fait
apparaitre la forme des parametres du probleme homogene associé.

De nombreuses études ont été effectuées pour des problemes avec de grandes diffu-
sions de la forme

%Wa(t) = F(W=(t)) + %KWE(t) (5.0.2)

ou We(t) est un N-uplet dont toutes les composantes vivent dans un espace de di-
mension P € [2,+00) ou dans un espace de Banach, F(W¢) un terme de réaction,
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et lopérateur K décrit les déplacements spatiaux®. Un tel systéme, complexe, impli-
quant N équations différentielles matricielles ou bien aux dérivées partielles, apparait
naturellement lorsque 'on considere des phénomenes agissant a différentes échelles de
temps. Lorsque l'opérateur K admet un équilibre ®, alors, de maniere intuitive, les
solutions se répartissent selon ® : W¢(t) ~ w*(t)®. On peut obtenir, a la limite ¢ — 0,
un probléme approché de dimension N décrivant la dynamique de w°(t). Le théoréme
de la variété centrale de Fenichel permet de rendre cette approche rigoureuse. De nom-
breux auteurs se sont intéressés a ce type de probleme en dynamique des populations.
Citons notamment Poggiale, Auger, Sanchez et Bravo de la Parra [5, 7, 69, 70|, et plus
récemment, dans un cadre d’espace fonctionnel, Castella et al. [15].

Les points clés de ce type d’analyse sont les suivants.

— L’opérateur de diffusion K admet un équilibre ? non trivial positif ®, c’est-a-dire
qu’il existe ® > 0 tel que K = 0.

— Les solutions de 'équation de diffusion (ou de migration) pure ,W (¢, z) = LKW
tendent exponentiellement vite vers ®.

— On peut écrire de maniere unique We(t) = 2°(¢)®+y*(¢), ou 2°(¢) P est la compo-
sante “lente” évoluant sur le noyau de K et y*(t) la composante “rapide” évoluant
sur le complémentaire du noyau.

En projetant le systeme (5.0.2) sur respectivement le noyau de K et son supplémentaire,
on obtient un systeme équivalent, dit “lent-rapide”, de la forme

{ 0zt (t) = fo(xo(t),y°(t), )

Oy (t) = gi(z°(t), y°(t),€) + %Kyg(t), (5.0.3)

Le théoreme de la variété centrale permet alors de construire une variété invariante
pour (5.0.3), paramétrée par la variable lente, de la forme C° = {(z,h(z,e)} et
avec h(z,e) = O(e). Lorsque ¢ est suffisamment petit, les solutions W¢(¢) de (5.0.2)
convergent exponentiellement vite vers C¢. Ainsi, les solutions de (5.0.2) sont “bien”
approchées (dans un sens que nous précisons dans la partie 2) par les solutions du
systeme réduit a la variété centrale

0= (t) = fo(a®(t), h(z*(t),€),€).

La variété centrale C° n’est pas calculable explicitement en général. Cependant, on peut
calculer explicitement des approximations de h(z,¢) d’ordre €' pour tout I, permettant
de décrire, a €' pres, la dynamique du probleme réduit et donc la dynamique du
probleme d’origine.

1. K est typiquement une matrice supposée irréductible en dimension finie et un opérateur de
diffusion ou intégral dans le cadre fonctionnel.
2. Notre étude se limite au cas ou dim(ker(K)) = 1.
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Dans une premiere partie, nous précisons les hypotheses sur le modele et montrons
comment réécrire le systeme (5.0.1) sous la forme “lente-rapide”. Dans une deuxieme
partie, nous énongons tout d’abord une version du théoreme de la variété centrale sous
une forme générale s’appliquant au systeme de réaction-diffusion qui nous intéresse.
Nous énongons également un théoreme précisant comment 1’étude de la dynamique sur
la variété centrale approche celle du probleme d’origine. Ensuite, nous démontrons ces
deux théoremes. Dans une troisieme partie, nous montrons comment la connaissance
des solutions du probleme réduit permet d’étudier les solutions stationnaires de (5.0.1)
et le comportement en temps long des solutions de (5.0.1). Toujours dans cette partie,
nous appliquons les résultats précédents et ceux concernant les systemes de chemostat
homogene vus dans le chapitre 1 afin de décrire entierement les solutions stationnaires
lorsque la diffusion est suffisamment grande. Lorsque le probleme agrégé vérifie le prin-
cipe d’exclusion compétitive?®, nous montrons qu’il en va de méme pour le probléme
(5.0.1) des que d est assez grand. En annexe, nous rappelons la version spatialement
discrete du systeme (5.0.1) et donnons les arguments principaux (plus simples) per-
mettant d’obtenir les mémes conclusions que dans la structuration continue.

5.1 Notations et préliminaires

5.1.1 Le modéle

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement qualitatif des solutions de
(5.0.1) lorsque le coefficient de diffusion d > 0 tend vers l'infini. Pour ce faire, on note
d= % et on pose

( d pe __ N € € e 1 €
e T
dt 71— \Ji\H0 )Y =il =1, ;

<§> ) O,RE =0 sur 0f2
) U7 =0 i=1,---,N sur 9Q
Re(t=0)>0
(| Ui (t=0)>0 i=1,---,N

On peut écrire (Sg> sous la forme condensée

LWe(z,t) = F(z, We(x,t)) + LKWe(z,t) t>0etx e,
) =0, t>0etzed (5.1.1)
Wa(x,O) = (RO(‘ILU{)(‘T>7 T ,U]Q/(x)), z €

ou
~ We="4Re,Us,..,Uf),

n

3. Lorsque les solutions convergent vers un état d’équilibre ou au plus 'un des U; est non nul.
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- FWe) =" {1 —moR — Z UF fi(R), Uy (f1(R°) —ma) , ..., Uy (fn(R) = mw)),

- K =diag(A;).

On effectue les deux hypotheses suivantes nous assurant que le probleme admet des
solutions classiques positives n’explosant pas et ne tendant pas vers 0.

Hypothese 5.1.1. Les différents parametres sont positifs et suffisamment réguliers.
Plus précisément :

- >0,

- 1eC Q) etlI(z)>0,1#0,

~ pouri=0,---,N, m; € CHQ) et my(x) > 0.

I # 0 signifie que I'on a toujours une entrée de ressources dans le systeme. Dans le
cas contraire, la dynamique du systeme est triviale : les solutions tendent vers un état
d’équilibre d’extinction. Enfin, I'hypothese sur les taux de mortalité assure que les
especes ne peuvent croitre indéfiniment.

Hypothese 5.1.2. Les fonctions de consommation vérifient :
— fi,R) : x> fi(z, R) est dans CY(Q) a valeur dans R,
~ filx,"): R~ fi(z,R) est C*(RY) et strictement croissante,
- Vx € Q, fz(‘%‘,O) =0.

La positivité est naturelle et assure que le systeme conserve le quadrant positif. Les
hypotheses de régularité assurent que les solutions de ce systeme sont des solutions
classiques. L’hypothese f;(z,0) = 0 signifie qu’en 1’absence de ressource, les especes ne
peuvent croitre. L’hypothese de croissance des fonctions de consommation n’est pas
évidente du point de vue de la modélisation. Dans un cadre de chemostat homogene,
des études ont été effectuées pour des fonctions de consommation non croissantes [53,
88, 89]. Elles montrent que, pour une classe générale de fonctions de consommation,
les trajectoires tendent vers un état d’équilibre ot au plus une espece est présente; le
principe d’exclusion compétitive est également vérifié (Chapitre 1). Nous n’avons pas
envisagé cette situation.

Il est classique que ce systeme conserve le quadrant positif et admet une unique so-
lution pour un temps 7 petit. De plus, le principe du maximum implique une borne
uniforme en espace (et indépendante du temps) sur la ressource et, en conséquence, une
borne uniforme en espace (mais dépendante du temps) sur les U; pour i > 1. D’apres
les résultats connus sur les systemes de réaction-diffusion [38, 66|, ceci implique que le
systeme (5.0.1) admet une unique solution classique globale en temps. Dans le chapitre
3, nous avons montré, a ’aide d'une technique d’estimations LP successives adaptée de
Pierre et al. [40], que le probleme (5.0.1) admet une unique solution classique stricte-
ment positive et uniformément bornée en temps et en espace dans L*°(f2) (Chapitre
3). Plus précisément :
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Théoreme 5.1.1. Sous les hypothéses 1 et 2, pour tout € > 0, le systeme <§5) admet

une unique solution (classique) positive ou nulle We(t,z) = (R°(t, z),,.., U5 (t,x)) sur
(0, +00) x 2. De plus, pour tout 0 < e < g, il existe une constante M (go) indépendante
de t et de e telle que

[R= (2, ||oo+Z||U‘E oo < M(eo).

Dans le systeme (5’;), les variables lente et rapide sont couplées. Avant d’énoncer le

théoreme de la variété centrale, il convient d’identifier les variables lente X¢ et rapide
Y¢ et de réécrire le systeme sous la forme d’un systeme “lent-rapide”.

5.1.2 Mise sous forme “lente-rapide”

Il est bien connu [81] que 'opérateur A; := div(a;V-), avec conditions de Neumann,
est un opérateur elliptique* de Ly(2) de domaine D(A4;) = {v € Ha, d,v = 0 sur 9N}.
0 est une valeur propre simple de A; et Ker(A;) est engendré par une fonction propre
¢; unique a constante pres et de signe constant. L’unique fonction propre vérifiant
Aip; =0, Oppi = 0, ¢; > 0 et ||@i]la = 1 est ¢; = 1/|€]. Soit E = vect(¢;) = R. La
décomposition suivante est classique Ly = R @+ F ou F = {¢) € Lo, Jo =0} et L
désigne 1'orthogonalité au sens Ls.

L’espace I/ = ®fi0§ = R+ est un espace de Banach de dimension N +1 et tout X €
E vérifie KX = 0. On définit I'espace de Banach F = @ F. On a la décomposition

(L)' =EaF

Proposition 5.1.2. L'opérateur K = diag(A;), vu comme un opérateur sur F de
domaine D(K) = {V € HY,0,V = 0 sur 0Q}NF, génére un semi-groupe analytique
compact sur F' noté exp(tK).

1l existe p > 0 tel que, pour tout V€ F, on a

lexp(tK)V [l2 < exp(—put)[[V][2-

Preuve : Les résultats classiques sur les operateurs elliptiques [66] permettent de définir
la restriction A" de Popérateur A; sur F de domaine D(AF) = D(A;) N F 4 valeur dans
F. De plus, D(A;)N F est dense dans F et les valeurs propres de AF sur F sont réelles
et bornées supérieurement par un scalaire —p; < 0. Par conséquent, Af génere un

4. on dit qu'un opérateur de la forme Lu =}, ; a;;(x )Bm oy Ut > b )2 ~U avece ai; () = aj;(z)

est elliptique si la matrice des a;; est définie p051tlve Ici, le falt que a;(x) SOlt strictement positif sur
Q) assure de lellipticité de A;.
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semi-groupe exp(tAl") compact analytique sur F et il existe une constante ;i > 0 telle
que

leap(tAT)vill g < exp(—pit)|vil 7.
Il est clair que la restriction K* de K = diag(A;) & F de domaine D(K) = {V €
HY' 0,V =0 sur 90} N F génere un semi-groupe exp(tK’) := diag(exp(tA)) ana-
lytique compact sur F. En notant g = min{y;,i = 0,.., N}, on a, pour tout V € F|

lexp(t K" )V ||p < exp(—ut)|[V]|F.

O
Pour simplifier les notations, on écrit K au lieu de K la restriction de I'opérateur K
a F.

Pour écrire le systeme <SE> sous une forme “lente-rapide”, il suffit de décomposer

(5.1.1) selon E = RN*! et F son orthogonal dans LY. Notons Il la projection de

LY+ sur E et Iy = Id — Il la projection de LY sur F.

Le systeme (5.1.1) s’écrit de maniere équivalente
LT pWe(t) = pF(We) + Lz KW*
LI pWe(t) = HpF(We) + lH KWwe (5.12)
Hp(We)(0) = Ig(W=(0)) o
p(WF)(0) = p(W=(0))

L’unique solution W¢ = (R°, U5, --- ,U%) de (S > dans LY s’écrit de maniere unique

We = X*+Y*e avec X° = HE(WE) EFetYe=1lp(We) €F.
On a lIpKWe = 0 et [Ip(KW¢) = KIIpW*® = KY*©. On obtient alors le systeme
équivalent dit “lent-rapide”

[ LXE(t) = Fo(X5,Y¢ ¢)
SYE(l) = Gi(X°, Y% e) + LKY®
0, X =0
0,Ys =0 (5.1.3)
X5(0) =Ig(W(0))
\ Y€(0> = HF(W<O))
oil Fo(X®, Y% e) =TIgF(W) et G(X5, Y%, e) = F(W) — Fo(X5, Y5 ¢).
La projection Iy est définie par [1g(V) = |ﬁl|(fﬂ Vi)ico..nvou V= (Vg,..,Vy) € LéVJrl_

LS € __ € € € N+1 N e 1 e e _ 1 € e
Ainsi, X = (r®,uf, .,ufy) € RMolt ¥ = o [ R® et uf = 1 [, Us. X° n'est autre
que le vecteur de masse moyenne des organismes et de la ressource dans le milieu.
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Notons Y& = We—X¢ = (R —r°, Us —ul,--- , U5 —us) = (R, Uy, .., Uy). L'expression
explicite de Fo(X®,Y?, ¢) est

Fo(X5, Y5 e /.7-" (W9),
c’est-a-dire, pour i =1,--- , N,

Foxe 2= [ (0 + R = o) + 7))

et, pour 7 = 0,

mxevce= ([ 1 [mtr +Re)_é/g<fi(rs+ﬁ) (1 +0)).

En vertu du théoreme 5.1.1, W¢ est bornée en norme L*° indépendamment de ¢ et e.
Quitte a tronquer les fonctions Fy et Gi, on peut les supposer bornées uniformément
dans respectivement RV +1 et Lo (Q)V+1. Les fonctions ainsi obtenues sont globalement
lipschitziennes de X x Y x (0,1) dans respectivement RV et Ly(Q)V L.

On sait que les solutions de ’équation de diffusion pure

oW = gw; 0.W =0; W(0) € LYT(Q)

tendent exponentiellement vite en temps ¢/e vers un équilibre constant en espace, c’est-
a-dire vers un élément de E. Le systeme, sous sa forme lente-rapide, décrit d’une part
la dynamique sur E et d’autre part la dynamique sur l'orthogonal F' du noyau. Ces
deux dynamiques sont couplées. Si la composante sur F' a tendance a converger vers un
équilibre, elle modifie la dynamique sur E qui, en retour, modifie celle sur F'. Lorsque
e — 0, la conjonction des deux dynamiques conduit a s’équilibrer vers une variété
centrale € proche de E et paramétrée par 2 € F.

5.2 Le théoreme de la variété centrale

Nous énongons ici le théoreme de la variété centrale (Théoreme 5.2.1) utilisé dans
cette these. Celui-ci montre I'existence d’une variété invariante, pour le systeme sous la
forme lente-rapide, permettant de réduire I’étude de la dynamique a celle du probleme
réduit a cette variété. Nous énoncons ensuite les estimations précisant ’erreur entre la
dynamique du systéme original et celle du systeme réduit (Théoreme 5.2.2).

5.2.1 Enoncé des théoremes

Théoréme 5.2.1. [Théoréme de la variété centrale]
Soit E et F deux espaces de Banach. Soit Fo(X,Y,e) € CHE x F x [0,1]; E) et
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Go(X,Y,e) € CY(E x F x [0,1]; F). Soit K un opérateur de domaine dense dans F,
D(K) C F . On suppose que K génére un semi-groupe compact analytique exp(tK)
d’opérateurs linéaires bornés sur F' et qu’il existe > 0 tel que

t
exp (—K) Y
€

Pour toute condition initiale, (xg,yo) € E X F et, pour tout € € (0,1], on définit
Xe(t,wo,y0) = X°(t) et Ye(t,mo,y0) = Y(t) comme la solution®, pour t > 0, du
systéeme différentiel®

vVt >0, Vee(0,1],

t
< C[)Y||rexp <—Mg) :

F

LX(t) = Fo(X=(t), YE(1), €),
(S:) LYe(t) = Gi(X°(t),Ye(t),e) + IKY*(t) (5.2.1)
Xg(()) = Xy, YE(O) = Yo.

On suppose que les solutions de (S:) vérifient, pour tout t € [0,T],
[ X=®le + (YO < Cr,

ou Cr est indépendant de €. Alors, il existe g > 0 tel que, pour tout € < €y, le systéme
(S:) admet une variété centrale C. dans le sens suivant.

11 existe une fonction h(x,e) € C*(E x [0,&0]; F) telle que, pour tout e €]0,&0], l'en-
semble C. = {(x,h(x,e));x € E} est invariant sous le semi-flot généré par (S.) pour
t > 0. De plus, ||h(x,€)||er,r) = O(e) lorsque e — 0.

REMARQUE 5.2.1. Cette version du théoréme de la variété centrale est similaire a celle
énoncée dans [15] dans le cadre d’un opérateur K intégral. Dans notre étude, K est
un opérateur elliptique de la forme K = diag(A;) avec conditions de Neumann sur le
bord. E est l’espace des constantes et F des fonctions a moyenne nulle. K est donc
défini de D(K) = {W € (H))N*1 0,W = 0} N F dans F et non pas de F dans lui-
méme. Cependant, D(K) étant dense dans F, K engendre un semi-groupe analytique
d’opérateurs de F dans lui-méme [38, 66] ce qui est suffisant pour prouver le théoréme.

REMARQUE 5.2.2. Nous pouvons tout aussi bien énoncer ce théoréme (qui est cette
fois exactement celui énoncé dans [15]) dans le cadre d’un modéle discret en espace.
Les idées principales et les calculs sont exactement les mémes; les questions d’espaces
fonctionnels étant plus simples. Le modele discret est détaillé en annexe de ce chapitre.

Ce théoreme assure l'existence d'une variété C. invariante pour le systeme (S;) et pa-
ramétrée par X¢ € F qui est solution d'un systéme de dimension plus petite 7. Dans les

5. Cette solution existe et est unique, au sens des mild-solutions, d’apres les hypotheses de régularité
sur les fonctions Fy et Gy et les hypotheses sur K. De plus, c’est une solution classique au sens L.

6. Un tel systeme est dit “lent-rapide”. La variable lente est X¢ € E et la variable (& décroissance)
rapide est Y© € F.

7. En particulier de dimension finie.
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applications, E est le plus souvent le noyau de 'opérateur K (défini sur D(IN( )€ EXF)
et I' son supplémentaire, stable par K. Dans cette situation, K = K. La variété cen-

trale est ainsi paramétrée par une quantité X (t) € ker(K), ou X (¢) est solution d’un
systeme d’équations différentielles ordinaires, appelé systeme réduit. Celui-ci approche,
dans un sens que nous précisons ci-dessous, le probleme d’origine. Ainsi, la dynamique
de (S;) est décrite par un probleme plus simple.

Une fois le théoreme de la variété centrale établi, définissons les modeles réduits

(s Xy = Fo(x ), (X0, 2),2), YEl(e) = h(xe () )

et

d
(sP) 2 X0) = Fo(x=(8),0,0), YoI() = n(X=P (1), ).

REMARQUE 5.2.3. Le calcul exact de la variété centrale est le plus souvent hors de
portée. Une idée pratique est d’en faire des calculs approchés. Le théoréme 5.2.1 as-
sure que h(x,e) = O(e). Donc, en premiére approximation, h ~ 0 et on obtient le

systeme réduit (SE[O}>. En fait, h(z,e) admet un développement asymptotique, de la
forme h(z,e) = h"(z,e) + O(e"), calculable explicitement en € et de méme ordre que la
régularité des fonctions Fy et Gy. L’approzimation h(z,e) = h'(x,€) conduit a l’écriture
de systemes réduits d’ordre v [15]. Nous nous limitons ici au cas r = 0.

Le théoreme suivant décrit 'erreur entre les systeme réduits (Sloo]) et (S£0]> et le
probleme d’origine (.S;).

Théoreme 5.2.2. Sous les hypothéses et notations du théoréme 5.2.1, pour toute

constante 0 < u' < p et toute condition initiale (xo,y0) € E X F, on a les propriétés
sutvantes.

(i) Convergence exponentielle vers la variété centrale.
Il existe une constante C' > 0 telle que

Wz&|wwwwuﬂmmusww(jg)

(ii) Erreur pour le systéeme <S£°°}>.
Pour tout T' > 0, il existe une condition initiale xj, dépendante de T et e-proche
de xg, et une constante Cp > 0, telles que les solutions du probleme réduit

t
vt e [0,7], [IX°(t) = X=X 0|5 + Y2 (t) = Y& (0)]|r < Creap (7/2) ’

ou Cp > 0 est indépendante de t et de . De plus, s’il existe C' > 0 indépendante
det ete telle que, pour toutt > 0, || X°(t)||g < C, alors on peut prendre T = +oo.
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(i7i) Erreur pour le systéme (Sg)]).
Pour tout T' > 0, il existe une condition initiale xg, dépendante de T' et e-proche
de g, et une constante C'y > 0, telles que les solutions du probleme réduit (Si”) ,

avec X=U(0) = x5, satisfont I'estimation

t
Ve [0.T],  [XE(O)-XDl|p+ Y0 -Y (D) < Cr ( +exp (_ulg)) ,

ou Cp > 0 est indépendante de t et de €. De plus, s’il existe C' > 0 indépendante
det et e telle que, pour toutt > 0, || X°(t)||g < C, alors on peut prendre T = +oo.

Ce théoreme nous dit donc que, quitte a modifier les conditions initiales, les systemes
réduits approchent bien le modele d’origine des lors que € est suffisamment petit. Ce
théoreme nous permet de décrire le comportement qualitatif du probleme originel
en travaillant sur les systemes réduits de dimension inférieure. Notons que le systeme

(SCLOO}) n’est pas, en pratique, calculable explicitement. Les calculs deviennent tres ra-

pidement difficiles et, le plus souvent, une approximation a ’ordre 0 ou 1 suffit. Nous
n’effectuons que le calcul de h a l'ordre 0, ¢’est-a-dire que 1’on approche h par 0 ce qui
induit une erreur d’ordre 1 en ¢.

5.2.2 Preuves des théoréeme 5.2.1 et 5.2.2

Les idées de la démonstration du théoreme 5.2.1 sont exactement les mémes que
celles utilisées dans [75], pour des systemes de dimension finie, et dans [15], dans un
cadre d’opérateurs intégraux. Dans un but de complétude et comme le cadre fonctionnel
est un peu différent, nous donnons les étapes essentielles des preuves.

Preuve du théoréme 5.2.1. On suit la preuve classique du théoreme de la variété
centrale ([14] pour le cas de dimension finie et [15] dans un cadre d’espace de Banach).
Soit M une borne commune pour Fo(X¢(t),Y*(t),e) et Gi1(X°(t),Y*(t),e) en norme
L, ainsi que de leur dérivée, pour t > 0.

Preuve de 'ezistence. Soit
B = {h . E — F tq h est Cl et ||h||L°°(E,F) S ]_, ||Da:h||L°°(E,L(E,F)) S ]_}

Soit h € B et g € E donnés. On définit X (¢, z¢, h,e) = X, (¢, x9) comme la solution
de

d
EXh(t’ $0) = Fo(Xh(t, ZL‘Q), h(Xh(t,l’o), E),S), Xh(O, ZL‘Q) = Xy, (522)
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et Y(t,zo, h,e) = Y, (t,x0) par

Yi(t, zo) = —/t Ooexp (ST_tK) G1(Xn(s,20), h(Xn(s,m0),€),€)ds. (5.2.3)

Comme exp(ﬁK ) est un semi-groupe compact et Gy est globalement lipschitzienne, pour
tout ¢ > 0, on a Y} (t,x9) 2 D(K) et, par la formule de Duhamel, Y;,(¢, zo) est solution
classique dans F' de ’équation aux dérivées partielles

%Yh(t, 1"0) = Ql(Xh(t, ZU()), h(Xh(t, $0), 5), 5) + %Yh(t, $0)

Yi(t, zo) est bornée lorsque t — +00. (5.2.4)

Enfin définissons 'opérateur 7 sur B par
+00 s
Th(zo) := Ya(0,20) = — / exp (EK> Gi (X (5, 20), h(Xn (5, 20), €),€)ds.  (5.2.5)
0

Tout point fixe h de T est une variété centrale pour le systeme (S.). En effet, fixons
teRetzg€e F,on a

too s
Th(Xn(t, 7o), ) = — /0 exp (EK> G (X (s, Xn(t, 7)), h(Xn(5, Xn(t, 20)), €), £)ds.

Par les propriétés du flot de I'équation (5.2.2), on a X (s, Xp(t,20)) = Xu(s + t,z0)
d’otu, apres changement de variable s =t + s,

Th(Xn(t, xg),e) = —/t Ooexp (ST_tK) G1(Xn(s,x0), h(Xn(s,x0),€),e)ds = Yy (t, zo).

Si Th = h, il vient Y (t,z0) = h(Xn(t,20),€) et par (5.2.2) et (5.2.4), h est invariante
sous le semi-flot de (.S:).

Nous montrons maintenant que 7 a un point fixe unique dans B, ce qui implique
I'existence d'une variété centrale pour (S:). Dans la suite de cette preuve, on note

sans plus de précisions || - ||~ les normes dans respectivement L*(FE), L*(FE;F),
L>®(E; L(E)) et L®(E; L(E; F)).
On a .
| T h(zo)||Le < —/ exp <—u§) Mds = %, (5.2.6)
0 € H
quantité inférieure a 1 si € est suffisamment petit. D’autre part, on a
d

_DmoXh(ta J50) :D:Bf(Xh(t7 xO)a h(Xh<t7 $0)7 5)7 5)D10Xh(t7 130)

dt
+ Dy Fo(Xn(t, z0), R(X(t, 20), €), ) Dyh(Xp(t, 20)) Duy Xn(t, o)
DxOXh(O,QZ()) = Id.
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D’ou, par le lemme de Gronwall,
| Do X (t, 20)|| e < exp(2Mt).

On en déduit par (5.2.6),

2Me
p—2Me’
quantité inférieure a 1 pour € suffisamment petit. On a donc, pour € suffisamment petit,
T(B) C B.
Le méme type d’estimation permet de montrer que, pour deux fonctions h; et hy de B
fixées, on a

| Dy Th(zo) || L <

d
HE (Xh1 (t,l’o) - XhQ(t7x0)) ||L°° <M (”X}M(t?xo) - Xh2<t7x0)||L°° + th - h2||L°°)7
d’ou
| X, (t, 20) — Xy (t, 20) || 0o < Mtexp(Mt)||hy — hol| e,
et donc

+o00 s
| Thi = Thalp~ < / exp (== ) (2M || X, (5, 70) = Xna(5,20)| = + Mlhr = holl =) ds
0

2M?e M
(m + 7) ellh1 — hal| -

(n—eM)?
montre de la méme maniere qu’il existe une constante C'(M, p, €) bornée pour € € (0, 1]
telle que

| Day (Thi(zo) — Tha(xo)) |ee < C(M, p1,€)e (|1 — hallpe + | De(h1 — ho)|lzec) -

Ces différents points impliquent que 7 est une contraction sur B et possede donc un
unique point fixe h € B des que ¢ est suffisamment petit.

La quantité ( 2MPe 4 %) ¢ est plus petite que 1 des que ¢ est suffisamment petit. On

La régularité de h en e provient du méme type d’estimation. On utilise le fait que h
peut étre obtenue par un procédé itératif, c’est-a-dire comme la limite lim,, o T "hg
pour n’importe quel choix initial de hy € B, et que

| DT gl Lo r,esry) < C + Cel|Degl| oo criF)
pour tout g € B, ou C est indépendant de ¢. Il s’ensuit
| DT gl Lo (r, sy < C

et on conclut a la régularité de h en .

Enfin, h étant un point fixe de T, on a par 'équation (5.2.6),
1] oo (5) = O(€)

ce qui termine la preuve du théoreme 5.2.1. O
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Preuve du théoréme 5.2.2. Soit (X¢(t),Y*(t)) les solutions de (S.) avec condition
initiale (xo, o).

Preuve de (i). On a, pour tout ¢t > 0,

Ye(t) = exp(éK)yo +/0 exp(t_TsK)gl(Xs(s),Ye(s),a),a)ds

et puisque (X, h(X,¢)) est invariant pour le systeme (S.),

t

h(X5(t),e) = exp(gK)h(xo,g) +/0 eq;p(t_TsK)gl(Xe(s), h(X5(s),¢),e)ds.

Par conséquent,
t t t—s
Ye(t) — h(Xe(t),e) = exp(gK)(yO — h(zg,€)) + /0 ea:p(TK)<gl(X€(s), Y<(s),¢)
— G1(X(s), h(Xa(s),s),e))ds.

En utilisant le caractere globalement lipschitzien de G; et le controle exponentiel de
ea:p(éK ), on obtient, pour une certaine constante C' indépendante de ¢,

t—s

IVE(t) = h(X5(1), )2 < 0/0 exp (— u) Y=(s) — h(X"(s), €)ll2-

Par le lemme de Gronwall appliqué a la fonction e<#||Y=(t) — h(X=(t), )|z, on a

IY¥(0) = B0, )l <l — han, e (= €2)° ).

Quitte a choisir C' assez grand, cette estimation est valable pour tout y' = (u — Ce) €
(0, pt), ce qui termine la preuve du point (7).

prewve de (ii) Soit T > 0 et pour ¢ € [0,T], on définit X51™)(t) I'unique solution de
<Sg[oo]> vérifiant

XNy = x°(T).
En utilisant le point (i), on a pour ¢ € [0, 7],

%Xf(t) = Fo (Xf(t), h(XE(t),) + O(e™%), 6)
% XE(t) = Fo (X5™(1), h(X5™(1), 2), ).
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En intégrant entre t et T' et en utilisant le fait que Fy et h sont globalement lipschit-
ziennes, on a, pour une certaine constante Cr indépendante de t et ¢,

T
1Xe(0) - X e < o [ (100 - X+ 0 () Jas (527
t
d’ol1, pour une certaine constante encore notée C'r, indépendante de ¢t et ¢,
T
1) = X5 < Cr [ 1X4(8) = X5 s + e,
t

ce qui implique

T
e“%HXE(t) . X;[OO]HE < OT/ -

t

e,[oo £
X°(s) — X3(s)|| pds + o

X=(t) — X5 g, on obtient

En appliquant le lemme de Gronwall a la fonction el'e
£,[o0 t
Ve 0,7, ||IX°(t) — X3P )| p < 5C’T6xp <—M"g> (5.2.8)

ou y’" = p — Cpe. Quitte a choisir Cr assez grand, cette estimation est valable pour
tout p” € (0, 4), ce qui termine la preuve du point (ii) lorsque 7' < co.

Si X¢ est uniformément bornée dans F, indépendamment de t et e, alors X[ et
%X sl le sont également et, par le théoreme d’Ascoli, on peut choisir une suite de

trajectoires X;’[OO} qui convergent lorsque 7" — 4o00. Ceci permet de choisir xf =
limTHooX;’[oo] (0) et C' > 0 tels que

€ t
WZQﬂfﬁ—Wwﬁhﬁﬁ%wCWg (5.2.9)
I
ce qui termine la preuve du point (ii).
preuve de (ii1). Finalement, le point (iii) est une conséquence immédiate du point (ii)

et du fait que h(z,e) = O(e). O

REMARQUE 5.2.4. Les estimations 5.2.8 et 5.2.9 montrent, en particulier, que la condi-
tion initiale modifiée xf, est e-proche de xy. Ce fait est utilisé par la suite.

5.3 Problemes agrégés et comportement qualitatif
des solutions

5.3.1 Liens entre le probleme agrégé et le probleme d’origine

Les théoremes précédents nous assurent que les solutions du probleme original
convergent exponentiellement vite en temps vers une variété centrale C¢ qui est e-

proche de 1’équilibre & = |ﬁl|(1, -, 1) € LY et invariante pour le systeme (S.). Le
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probleme réduit (Sloo]) décrit Pévolution de la solution sur C¢. A Pordre 0, les calculs

consistent a faire 'approximation que C¢ = vect(®) ce qui induit une erreur d’ordre .
Les calculs d’ordre supérieur prennent en compte le fait que ’on n’est pas exactement a
I’équilibre mais sur une variété centrale tangente a cet équilibre. Nous nous intéressons
uniquement & une approximation a l'ordre 0 de la variété centrale (c’est-a-dire que nous

calculons explicitement le probleme (SE[O}>).

Proposition 5.3.1. Le probléeme approché a l'ordre O (appelé probléme agrégé) est
défini explicitement par

a(litr_] m()?“ Zz 1f1( )uia
t u; = (fz( y—miu; i=1.N (5.3.1)
u;(0),7(0) >0

ot les coefficients positifs I et my;, et les fonctions de consommation f; sont donnés par

fz/ﬂ](m)dm, ﬁ:[zmi(x)dx, ﬁ-(r):/in(x,r)dx

Les fonctions de consommation ﬁ(r) sont des fonctions strictement croissantes en r
vérifiant f;(0) = 0.

Les théoremes 5.2.1 et 5.2.2 précisent comment les solutions de (5.3.1) approchent celles
de (S.).

Théoréme 5.3.2. Soit (R*(t),U(t),..,U%(t)) = We = X 4+ Y* lunique solution de
(5.1.1). Soit (X=4(#), Y=U(t)) la solution du probleme approché

%XE’[O] (t) = Fo(X29(1),0,¢), Y= =n(x=0(1),e). (5.3.2)

Alors, il existe une condition initiale X=I1(0) = xf et trois constantes strictement
positives g, C et p' telles que, pour tout € < g et pour tout t >0, on a

1X5(8) = X))l + V() — YO 0)1 < € ( T exp <_Mt)) |

En particulier, en utilisant les notations de la proposition 5.3.1, on a

t
I3 _ E _ < _ /_ )
[R=(E) = r(t)ll2 + E 1UF (8) = wi(t)]2 _C<€+eXp( ug))

Nous montrons maintenant que la connaissance de la dynamique en temps long du
probleme agrégé suffit & décrire la dynamique en temps long du systeme (S.). Débutons
par un résultat local reliant les solutions stationnaires de S A celles de S
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Lemme 5.3.3. Supposons que le systéme (5.3.1) admet une solution stationnaire hy-
perbolique stable (resp. instable)

* * * * N+1
b _(Taulv'”7ui>€R+ :

Alors le systéeme Sg[oo] admet une solution stationnaire hyperbolique stable (resp. in-
stable)

P = (p*757 h<p*’€7€)) = (R*’ea Uf’ea e JU;/:E) S (CI(Q))N+1’

ou p*¥ = p*.

De plus, si p* est hyperbolique stable, alors il existe €1 > 0 et n > 0 tel que

ve € [0,e1], [w™I(0) — P <= lim [[WE(t) — P*<[ly = 0.
—+oc0

Preuve : Si p* est une solution stationnaire hyperbolique stable (resp. instable) de
(5.3.1) alors, par inversion locale, le systeme

d
—X0(E) = Fy (1), 0,¢)

admet une solution stationnaire hyperbolique p*¢ vérifiant p*° = p*. Par conséquent,
P*% = (p*=, h(p*=,€)) est une solution stationnaire hyperbolique stable (resp. instable)

de < ;[oo]). Par invariance de la variété centrale, P** est une solution stationnaire de
(S.) et par régularité elliptique, P*¢ est en fait C?.
Il reste a montrer que, si € est suffisamment petit, on peut choisir un bassin d’attraction

dont la taille est indépendante de €. Supposons par contradiction que, pour tout n > 0,
il existe des suites e, — 0, tx — +00 et ag > 0 telles que

||W€k’[oo](0) — PRy < et HWek,[oo](tk) — P |y > oy

Si 7 est suffisamment petit et k suffisamment grand, ceci contredit le fait que P*°* est
un attracteur local, ce qui termine la preuve. O

Munis de ce résultat, nous sommes en mesure de montrer que 1’existence d’une solu-
tion stationnaire hyperbolique stable (resp. instable) positive ou nulle pour le probleme
(5.3.1) implique celle d'une solution stationnaire similaire pour le probleme (S;) (et

donc pour le probleme (3;) ).

Théoréme 5.3.4. Supposons que le systéme (5.3.1) admet une solution stationnaire
hyperbolique stable (resp. instable) positive ou nulle

* * % * N+1
b _(Taula"'aui>€R+ :
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St e > 0 est suffisamment petit, le systeme S. admet une solution stationnaire stable
(resp. instable)

N+1

PE — (p*,57 h(p*,e’ E)) — (R*,57 Uf’a, . ’U;[,é‘) c (01<Q)> ’
vérifiant p° = p*, R** >0 et pouri=1,---, N,

u; >0=U">0,

Preuve : Par le lemme 5.3.3, on sait que le systeme (SE[OO]) admet une solution sta-

tionnaire hyperbolique P*¢ stable (resp. instable). Par invariance de la variété centrale,
P** est une solution stationnaire de (S:). Si P** est une solution stationnaire instable

de <SE[°°]), alors c’est évidemment une solution instable de (S;).

Montrons que, si P*° est une solution stationnaire stable de <SE[°°]>, alors c’est une

solution stationnaire stable de (S.). Notons W*(t) I'unique solution de (S.) avec la
condition initiale W¢(0) = (xo,yo) dans un voisinage (restant a déterminer) de P**

dans LY et W=l (¢) 'unique solution de (SE[OO]> avec condition initiale W&l (0) =

(x§, h(z§,e)) donnée dans le théoreme 5.2.2- (iii). On a
IW=(t) = P*<ly < IWE(E) = W@ [l + [WE(E) — P2l

Soit > 0 la taille du bassin d’attraction indépendante de ¢ et définie dans le lemme
5.3.3. Si ||[We(0) — P*¢||y < /2, alors W&Il(0) = (x5, h(a5, €)) vérifie

W= (0) — Pl <

des que ¢ est suffisamment petit (Remarque 5.2.4). Par le lemme 5.3.3, on en déduit
que, si € est suffisamment petit,

lim [[Well(t) — P, = 0.

t——+o0

D’apres le théoreme 5.2.2, pour certaines constantes C' et ' strictement positives, on
a

t
|We(t) — W), < Cexp(—p'=) — 0 lorsque t — +o0,
£

ce qui montre que
|We(t) — P*¢||2 — 0 lorsque t — o0,

et termine la preuve de la stabilité locale de P** pour (S;).
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Il reste & montrer que P*¢ = (p*° h(p™<,¢)) est une solution positive ou nulle.

Décomposons cette preuve en deux étapes. Premierement, montrons que p**¢ est positif
ou nul. Comme p*< est e-proche de p*, si la (i + 1) composante de p* est strictement
positive, il en est de méme de la (i + 1)®™® composante de p*° pour un € assez petit.
On sait que toute solution stationnaire positive ou nulle de (5.3.1) vérifie r* > 0. Il
suffit donc de montrer que, si la (i + 1)*™® composante de p*, notée u}, est nulle, alors
la (i + 1)®™° composante de p’ l'est également. Si u} = 0, alors on peut appliquer le
théoreme de la variété centrale au probleme sans I'espece ¢ ce qui conduit au probleme
réduit sans l'espece i, a N — 1 especes, (5.3.1), . Le lemme 5.3.3 conduit donc a définir
une solution pf;’f = (r**,u; ", k # i) pour (5.3.1),. Clairement, p*=* = (r*<, u;", k =
1,---,N) ot u;® = 0 est une solution de (5.3.1). Par unicité de la solution donnée
par le théoréme d’inversion locale au voisinage de p*, on en déduit p*=* = p*¢ et donc
u;® =0 si € est suffisamment petit.
Deuxiémement, il s’agit de montrer que P** = p™ 4 h(p**, ¢) est positive ou nulle.
Comme précédemment, comme h(z,e) = O(e), si la (i + 1)*™° composante de p*< est
strictement positive, quitte & prendre ¢ suffisamment petit, la (i + 1) de P** est
également. Notons X = (r,uy, -+ ,uy) et, pour i = 0,--- N, hj(X,¢) la (i + 1)ome
composante de h(X, ). Il suffit de montrer que, si u; = 0, alors h;(x,e) = 0.

Pour ce faire, revenons au systeme dans son écriture d’origine (SE>. Il est clair que

ce systéme conserve le cone positif. Ainsi, sous son écriture lente-rapide (Partie 5.1.2),
le systeme (S.) conserve {(X,Y) € E x F, pour tout ¢, X; +Y; > 0} . Par invariance
de la variété centrale pour le systeme (S;), pour tout X = (r,uq,--- ,uy) strictement
positif composante par composante et pour tout ¢ =1,--- , N, on a

U; + hZ(X, 8) > 0.
Comme [, hi(X,e) = 0 h; n'est pas de signe fixé et, & la limite u; — 0, il vient
hi(X,e) =0, ce qui termine la preuve. ]
Le théoreme suivant montre que, si p* est un attracteur global de (5.3.1), alors P*®
est un attracteur global de (S.).

Théoréme 5.3.5. Supposons que p} = (r},uf,0,--- ,0) est une solution stationnaire
asymptotiquement stable de (5.3.1) et un attracteur global dans {(r,uy,--- ,un) €
RV uy > 0}, Alors PY° = (Ry5,U;7,0,---,0), défini dans le théoréme 5.3.4, est
un attracteur global de (S.) dans le cone positif.

Preuve : D’apres le théoreme 5.3.4, P;"° existe et, pour une certaine constante C’
indépendante de ¢, en notant Py = (p}, h(p}, <)), on a

|P — Py < Cle. (5.3.3)

Soit W#(t) la solution de (S.) avec condition initiale strictement positive et W=L(¢) la
solution de (5.3.1) avec condition initiale W= = (zg, h(z§, )) donnée dans le théoreme
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5.2.2. Si ¢ est assez petit, on peut supposer z§ € {(r,uy,--- ,un) € RY ™ u; > 0}.
Alors WOLe(t) = (w(t), h(w(t),€)) est solution de (SF[O]) et, d’apres le théoreme 5.2.2,
on a, pour certaines constantes C' et y’ strictement positives,

t
|We(t) — WOk, < Ce + exp(—,u'g)). (5.3.4)

Soit 7 > 0 la taille du bassin d’attraction donnée dans le lemme 5.3.3. Comme P; est
un attracteur global de (5.3.1), on a

37 > 0,vt > T, [|[Well(t) — Pr|| < n/4. (5.3.5)
On a, pour tout ¢ > 0 et ¢ suffisamment petit,
W (1) = Prela < (W (t) = W@ o + (WL (1) = PY|| + [1P7 = PY¥ls (5.3.6)

et, par les inégalités 5.3.3, 5.3.4 et 5.3.5, on en déduit I'existence d'une constante C”
indépendante de € et de 7 telle que

t
AT > 0,Vt > T, [[We(t) — P||ls < C"(e + exp(—ug)) +n/4. (5.3.7)

Quitte a choisir € suffisamment petit pour que C” (e + exp(—,u%)) <n/4,on a
I > 0,9t > T, |[We(t) — Prells < /2. (5.3.8)

Comme dans le théoreme 5.3.4, si ¢ est suffisamment petit, (5.3.8) implique ||We(t) —
P#||2 = 0 ce qui termine la preuve. O

5.3.2 Applications : attracteurs globaux pour trois classes de
systemes

Le probleme agrégé général est un probleme de chemostat homogene avec des fonc-
tions de consommation strictement croissantes. La dynamique globale dans ce cadre
général n’est pas connue mais on sait déterminer les points stationnaires et leur stabi-
lité éventuelle, ce qui fournit I'existence et la stabilité de solutions stationnaires pour
le probleme d’origine. Pour certaines classes de problemes agrégés, on peut prouver
I'existence d'un attracteur global, et alors il en va de méme pour le probleme d’origine
des que ¢ est suffisamment petit. B B
Dans la suite de cette partie, on note s* = I /my et r} I'unique® solution de f;(r) = m;
lorsqu’elle existe, et r7 = 400 sinon.

Commencons par un résultat général ne nécessitant pas d’hypothese supplémentaire
sur les mortalités ni sur la forme des fonctions de consommation. La proposition 1.3.2
du chapitre 1 décrit les solutions stationnaires du probleme (5.3.1). Le théoreme 5.3.4

permet alors de décrire toutes les solutions stationnaires positives ou nulles de (S’;)

8. Car ﬁ est strictement croissante.



5.3. PROBLEMES AGREGES ET COMPORTEMENT QUALITATIF DES
SOLUTIONS 105

Théoreme 5.3.6. [l existe g > 0 petit tel que :

(i) Le systéme (5.1.1) admet un point stationnaire positif ou nul Py = (R, 0, ..,0).
Si, pour tout i = 1,..N, s* < r¥, alors Py est globalement asymptotiquement

stable.
(11) Soit i € {1,--- ,N}. Sirf < s*, alors le systéme (5.1.1) admet une solution
stationnaire positive ou nulle P,"° = (R;*,0,--- U, --- | 0).

(iii) Si, ri < s* et rf < ry, pour tout k # i, alors P° est hyperbolique et stable. Si
ry < rf pour un certain k, alors P, est instable.

(iv) Si, pour tout i # k tel que ri,rf < 400, on a ry # rf, alors les seules solu-

tions stationnaires du systéme (5.1.1) sont les points P, avec i € {0,--- N}
tel que rf < s*. En particulier, (5.1.1) n’admet aucune solution stationnaire de
coexistence.

Preuve : Le point (i) est une conséquence directe de la proposition 1.3.1 du chapitre 1 et
du théoreme 5.3.5. Le point (ii) est une conséquence de la proposition 1.3.2 du chapitre
1 et du théoreme 5.3.4, tous deux appliqués au probleme a une espece, comprenant
seulement l’espece 7. Le point (iii) découle de la proposition 1.3.2 du chapitre 1 et du
théoreme 5.3.4. Seul le point (iv) demande plus de précisions.

D’apres la proposition 1.3.2 du chapitre 1, les seules solutions stationnaires positives
de (5.3.1) sont les solutions p§ = (s*,0,---,0) et pf = (r5,0,--- ,ul,---,0) avec i > 1
et r7 < s*. L’existence de la solution stationnaire pour (5.1.1) P*° correspondante
découle du point (i7). Il s’agit de montrer qu’il n’en existe pas d’autres. Soit P*¢ =
(X*%,Y*%) € E x F une solution stationnaire positive ou nulle de (S.). Par invariance
de la variété centrale, si € est suffisamment petit, (X*° h(X** ¢)) est également un

point fixe de (S.). Par le théoreme 5.2.2, on a
¥ = (X%, e)llr < Ceap(—p2)
et donc, en passant a la limite t — +o0,
Y = h(X™e).
Autrement dit, toute solution stationnaire de (S.) est sur la variété centrale et est donc

une solution stationnaire de (SE[OO]). Pour montrer le résultat annoncé, il suffit donc

de montrer que, si € est assez petit, les seules solutions stationnaires de <85[°°]> sont

les solutions P = (p"¢, h(p™©,€)) ou p** est une solution de (5.3.1) construite par le
lemme 5.3.3 au voisinage de p“*.
Soit une suite ¢ — 0 et P*% = (p*°k h(p*k, ¢)) une suite de solutions stationnaires

positives ou nulles de (85[20}> En passant a la limite, on obtient p*+ — p*? on p*? est
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une solution stationnaire positive ou nulle de (5.3.1). Par hypothese, une telle solution
est nécessairement hyperbolique et, par le théoreme d’inversion locale, le probleme

0 = Fo(X®, h(XF,¢e))

admet une unique solution stationnaire dans le voisinage de p*". Nécessairement p*¢
est cette unique solution ce qui termine la preuve. O

D’apres le théoreme 5.3.5, l'existence d’un attracteur global pour le systeme (5.1.1)
découle directement du résultat correspondant pour le systeme agrégé. Ainsi, lorsque
le principe d’exclusion compétitive est vérifié pour le probleme agrégé, il est valable
pour le systeme originel dés que le taux de diffusion est suffisamment grand.
Nous décrivons trois classes de systemes pour lesquelles le comportement en temps long
du probleme agrégé est entierement connu.

Théoreme 5.3.7. (Mortalités m; égales)
Si m; = m pour tout i, alors le probleme agrégé s’écrit

~ N o~
ar(t) =1 —mr(t) = 3.0, filr(t))u(t)
d 7 ~ (5.3.9)
Sus(t) = (Flr@) = ) wild).
On a les résultats de convergence globale suivants.
— 81 rl = 400, alors il existe ey > 0 petit tel que la composante U de la solution
du probleme (5.1.1) vérifie lim;—,,  UF(t) = 0.
~ Si, pour tout i > 1, on a s* < r¥, alors léquilibre Py* = (Ry*,0,..,0) est
globalement asymptotiquement stable dans le quadrant positif.

~ Sirf < s* et, pourtouti > 2, on ari <r¥, alors équilibre P** = (R}, U™, 0, ..,0)
existe et est globalement asymptotiquement stable dans le quadrant positif vérifiant
Ue > 0.

Preuve : C’est une application directe de la proposition 1.2.3 et du théoreme 1.2.4 du
chapitre 1 et des théoremes 5.3.5 et 5.3.6 de ce chapitre. O]

Dans le cas général, les mortalités sont différentes et le théoreme précédent ne peut
étre appliqué. A notre connaissance, il n’y a pas de résultat assurant que le principe
d’exclusion compétitive est valable pour toute fonction de consommation strictement
croissante et des taux de mortalité différents. Ainsi, si les m; sont différents, on doit
vérifier que les fonctions de consommation “moyennes” f; sont de type Holling I ou
Holling II. Lorsque toutes les fonctions de consommation f;(z, R) sont ponctuellement
(en chaque z € Q) de type Holling I, les fonctions ﬁ(r) sont également de type Holling
I et alors le théoreme 1.3.3 du chapitre 1 (Hsu, 1978 [41] ) implique l'existence d'un
attracteur global.
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Théoréme 5.3.8. (Cas des fonctions de type Holling I)

Supposons que les fonctions de consommation apparaissant dans le probleme (5.1.1)
sont de la forme fi(x, R(t,z)) = Ci(z)R(t,z) avec C; € C1(Q) et Cij(x) > 0. Alors, le
probleme agrégé s’écrit

Lpt) =T —mgr(t) — r(t) N, Ciuy(t)
{ %ui(t) = (Gr(t) — 1) uq(t) (5.3.10)

ot I et les m; sont définis dans le théoreme 5.3.1 et ¢; = fQ C;. En conséquence, les r}
sont toujours définis par r; = % et s* = n%

Si, pour tout 1 = 1..N, on a s* < rf, alors il existe gy tel que, pour tout ¢ < g, le
systéme (5.1.1) admet un attracteur global pour le quadrant positif de la forme Py =
(Ry*<,0,..,0).

Siry < s* et, pour tout i > 2, ri < r}, alors il existe €y tel que pour, tout € < gy,
le systeme (5.1.1) admet un attracteur global pour le quadrant positif et Uy > 0, de la
forme P/° = (R}, U;<,0,..,0).

Preuve : 11 suffit de montrer que le probleme agrégé est de la forme (5.3.10). La
suite découle immédiatement des théoremes 5.3.1, 5.3.2 et des résultats connus sur le
chemostat homogene (Chapitre 1 et [41]). On sait que le probleme agrégé est de la
forme (5.3.1). Il reste & calculer les fonctions f;(r). On a

T = / £ = / Cir = G,

ce qui termine la preuve. O

_ Enfin, lorsque les fonctions de consommation “moyennes”, c’est-a-dire les fonctions
fi, sont de type Holling II, on peut également en déduire un théoreme de stabilité
globale. Cependant, la situation n’est pas aussi simple que dans le cadre de fonctions
de type Holling I. Si les fonctions f;(z, R) sont ponctuellement (en tout x € ) de
type Holling II, il n’en va pas forcément de méme pour les fonctions ﬁ et le théoreme
1.3.3 ne s’applique pas. Nous sommes donc limités a certains types de fonctions de type
Holling II.

Théoréme 5.3.9. (Cas des fonctions de consommation de type Holling II)
Supposons que les fonctions de consommation sont de la forme f;(x, R) = TR OU k;
est une constante positive. Alors, les fonctions de consommation moyennes sont de la

forme

cr

};(T) - ]{?i—i—T

Y
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Le probleme agrégé s’écrit alors
~ N o~
ar(@) =1 —mor(t) = )  fi(r(t))u(?)
“ ; (5.3.11)
Gui(t) = (Filr() = ) wi(t),
Pourie {1,--- ,N}, onar} = alfr’ﬁ si ¢; > m; et rf = 400 sinon. Avec ces notations,

on a le résultat de convergence globale suivant.

Sir; = 400, alors il existe g > 0 petit tel que la composante U] de la solution du
probléeme (5.1.1) vérifie limy_, o UZ (t) = 0.

(]

Si, pour tout i > 1, on a s* < ¥, alors l'équilibre Py = (Ry*©,0,..,0) est globale-
ment asymptotiquement stable (dans le quadrant positif).

Siry < s* et, pour touti > 2, on ari < r¥, alors équilibre Py = (R, U, %, 0, .., 0)
existe et est globalement asymptotiquement stable (dans le quadrant positif vérifiant
Ui >0).

Preuve : 11 suffit de montrer & nouveau que le probleme agrégé est de la forme (5.3.11).
On sait qu'il est de la forme (5.3.1), il suffit donc de calculer les fonctions f;(r). On a,

R =[50 = [ 2

On voit ici que, si K; est une fonction de x € €2, on ne peut pas se ramener a une

fonction de la forme f;(r) = ]frr. En revanche, si k; est une constante, il vient
~ Cir Cir
oki+r ki+r
L’application des théoremes 1.3.3 du chapitre 1 et 5.3.5 de ce chapitre conclut. O]

5.4 Discussion et conclusion

Pour un taux de diffusion quelconque, I’étude des solutions stationnaires ainsi que
le comportement des solutions en temps long du probleme de compétition pour une
ressource (5.0.1) est un probleme ouvert. Ce chapitre montre que, lorsque le taux de
diffusion est suffisamment grand, on peut ramener I’étude de (5.0.1) a 'étude d'un
probleme agrégé calculable explicitement et consistant en un systeme différentiel de
type chemostat homogene. Intuitivement, lorsque le taux de diffusion est grand, tout
se passe comme si le milieu est fortement mélangé et la dynamique est décrite par un
probléeme moyen sur tout 2. Le probleme agrégé est un systeme largement étudié dans
la littérature [6, 12, 22, 41, 43, 53, 76, 80, 88|.
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Les solutions stationnaires du probleme agrégé sont bien connues. Lorsqu’elles sont
toutes hyperboliques, ceci permet de décrire toutes les solutions stationnaires de (5.0.1)
(Théoreme 5.3.6). Les équations de chaque espece dans le probleme agrégé sont de la
forme

d ~ —
Sl = (fi(r) — my)u, (5.4.1)

ou r désigne la masse moyenne de la ressource et u; celle de 'espece u;. Si u; > 0 est
une solution stationnaire de (5.4.1), on a

filr) = m. (5.4.2)

Sous I’hypothese 5.1.2, les fonctions de consommation moyennes f, sont strictement

croissantes en 7 (Proposition 5.3.1). Ainsi, il existe au plus une solution r} = ]7}71 (my) >
0 vérifiant (5.4.2). Si cette solution n’existe pas, on note rj = +oo. La quantité r; est
la valeur minimale de la ressource en dessous de laquelle I’espece ¢ ne peut croitre
(au sens du probleme agrégé). Par suite, si le probleme agrégé admet une solution
stationnaire de coexistence (au moins deux u; non nulles), alors il existe i # k tel
que rf = r; < +oo. Sous I'hypothese générique r; # r}, pour tout i # k tel que
rf < 400, le probleme agrégé n’admet aucune solution stationnaire de coexistence. Le
théoreme 5.3.6 certifie alors que le probleme d’origine (5.0.1) n’admet aucune solution
stationnaire de coexistence. Au contraire, dans le chapitre 4, nous montrons dans le cas
du probleme discret que la coexistence est possible de maniere générique (au sens des
solutions stationnaires) lorsque le taux de migration est petit. Ainsi, lorsque le taux de
diffusion (ou de migration) varie de tres petit a treés grand, on observe un changement de
régime. Dans le chapitre 6, nous construisons des solutions stationnaires de coexistence
pour deux especes et un taux de diffusion quelconque. Dans le chapitre 7, nous étendons
I'interprétation au cas d’un nombre quelconque d’especes. Nous serons alors en mesure
d’expliquer plus finement ce phénomene de transition.

Mis a part pour le cas homogene (c’est-a-dire lorsque tous les parametres sont
indépendants de z), la dynamique en temps long des solutions de (5.0.1) semble étre
un probleme difficile. Le théoreme 5.3.5 montre que, pour un taux de diffusion assez
grand, si le probleme agrégé admet un attracteur global, alors le probleme original
également. Plus précisément, lorsque le principe d’exclusion compétitive est vrai pour
le probleme agrégé, il en va de méme pour le probleme (5.0.1) des que la diffusion est
assez grande (Théoremes 5.3.7, 5.3.8 et 5.3.9). Ainsi, la coexistence ne semble étre pos-
sible, de maniere générique, que pour une diffusion suffisamment faible. Une difficulté
essentielle d’interprétation apparait a ce niveau d’analyse. Bien que le probleme agrégé
soit plus simple, la forme des fonctions de consommation, calculable explicitement, est
complexe. Dans la situation la plus simple, celle de fonctions ponctuellement de type
Holling I, cette difficulté n’apparait pas. Des que les fonctions de consommation sont
plus complexes, par exemple pour le cas Holling II, nous sommes amenés a restreindre
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la classe de fonctions considérées. De maniere générale, les fonctions de consommation
moyennes ne conservent que la croissance en r et aucun résultat de convergence glo-
bale n’est connu pour un probleme aussi général (Chapitre 1). Wolkowicz et Lu [88] ont
montré, dans un cadre de chemostat homogene, que le principe d’exclusion compétitive
est valable pour une classe de fonctions de consommation dont les types Holling I et
Holling 1T sont des cas particuliers. Leur résultat a été étendu par Li [53] & une plus
large classe de fonctions. Cependant, il n’est pas clair que, lorsque les fonctions de
consommation sont ponctuellement dans le cadre des résultats de Wolkowicz, Lu et Li,
les fonctions de consommation moyennes le soient également. Pour étendre les résultats
de ce chapitre, il serait intéressant d’exhiber une condition suffisante sur les fonctions
fi(z, R) assurant que les fonctions moyennes f; rentrent dans le cadre des résultats
précités.

Du point de vue des solutions stationnaires, au plus une espece survit lorsque le taux
de diffusion est suffisamment grand. Ceci justifie I'hypothese “well-mixed” effectuée
dans I’écriture du chemostat homogene. Le calcul des parametres du probleme agrégé
permet de définir la notion de meilleure compétitrice en moyenne. L’espece qui est la
meilleure compétitrice en moyenne est celle dont le taux minimal de ressources pour

croitre, 1} = ﬁ_l(%) est le plus petit. A 'inverse, on peut définir la notion de meilleure
compétitrice locale. La meilleure compétitrice locale en x € €2 est I'espece pour laquelle
Ri(z) = fi(x, ) Y(mi(x)) est le plus petit.

Ceci peut éetre mis en parallele avec la notion écologique d’espece généraliste, op-
posée a la notion d’espece spécialiste. Dans le cadre d’environnements spatialement
hétérogenes, une espece ¢ est généraliste si r} est petit et spécialiste si R} (z) est petit
sur certaines parties de €2 et grand sur d’autres.

Pour une petite diffusion, les especes spécialistes sont favorisées ; les dynamiques locales
étant prépondérantes sur les déplacements dans €. Ceci est montré dans le cas du
probleme discret dans le chapitre 4. Ce chapitre montre que les especes généralistes sont
favorisées lorsque le brassage du milieu, c¢’est-a-dire le taux de diffusion (ou migration),
est grand.

Notons qu’'une espece qui ne survit pas localement, c¢’est-a-dire dont le Rf(x) est le plus
petit en aucun point x € €2, peut étre la meilleure compétitrice en moyenne. Illustrons ce
phénomene sur un exemple simple. On se place dans le cas de trois especes sur §2 = [0, 2],
avec des fonctions de type Holling I et des mortalités m; = 1. On a 1/R!(x) = C;(z) et
L/rf = %fi Ci(z)dz. Prenons Cy ~ 0 et Cy =~ 2 sur (0,1), C; =2 et Cy = 0 sur (1,2),
et C3=15sur [0,2]. Onarf~1,r; ~1etr]~2/3. Ainsi, I'espece 3 est la meilleure
en moyenne. Par ailleurs, R} < R} sur (0,1) et R < R} sur (0,2) et I'espece 3 n’est
la meilleure compétitrice locale en aucun point de ). Les deux premieres especes sont
ainsi des spécialistes et, pour de faibles diffusions, elles se développent chacune sur leur
site de prédilection, amenant ’extinction de la troisieme. En revanche, pour de fortes
diffusions, la troisieme espece est la seule pouvant se développer convenablement dans
tout I'espace amenant 1’extinction des deux premieres.
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Une espece qui n’est la meilleure compétitrice locale en aucun point de (2
peut étre la meilleure compétitrice en moyenne.
Nous rediscutons de ceci dans le chapitre 7.

L’exemple précédent est tres intuitif et est le seul type de configuration possible
lorsque les taux de mortalité sont constants en espace. Si les taux de mortalité sont
hétérogenes, un phénomene plus original apparait.

Une espece qui est la moins bonne compétitrice locale en tout point de (2
peut étre la meilleure compétitrice en moyenne.

Pour exhiber un exemple, il suffit, dans le cas de deux especes et de fonctions de type
Holling I, de trouver des fonctions m;(z) et C;(x) telles que

Ry(x) := < = Ry(x) VreQ

et
o Jomu(2)dz - Joma(x)de ”
YL Ci(e)de T, Co(z)de T

On peut montrer que, Ry (z) et Ry(x) étant fixés, ces quatre fonctions m;(z) et C;(z),
i =1, 2 existent si et seulement si supg(R;) > info(Rs). La preuve de ce résultat montre
que 'espece 2, qui est a priori vouée a disparaitre, concentre son effort démographique
au point zo € 2 ou elle est la plus efficace (Ra(x2) = infg Ry) tandis que l'espece 1,
a priori la seule survivante, concentre son effort démographique au point x; € ) ou
elle est la moins efficace (Ry(x1) = maxq Ry). Afin d’exhiber le phénomene, prenons
m;(z), Ci(x) =~ 6, ou &, est un Dirac en z;. On a alors 7 = R;(z;) et la seconde espece
est la meilleure en moyenne. Ce phénomene est discuté et illustré dans le chapitre 8.
Dans la méme idée, on peut trouver un probleme de chemostat, pour une seule espece,
avec fonctions de consommation de type Holling I, tel que le systeme de réaction (sans
diffusion) conduit a la disparition de l'espece (resp. conduit a la survie de l'espece),
alors que, pour le méme probleme avec diffusion, I’espece survit et sa concentration
tend vers un équilibre (resp. ne survit pas). Ici encore, des hypotheses d’hétérogénéité
sur les coefficients induisent ce phénomene.

L’étude de ce chapitre peut étre prolongée dans plusieurs directions.
Premierement, les théoremes 5.3.6, 5.3.7, 5.3.8 et 5.3.9 supposent que les solutions
stationnaires du probleme agrégé considéré sont hyperboliques, c’est-a-dire que les
nombres 7} sont distincts. Dans un chemostat homogene, on peut décrire plus précisément
la dynamique lorsque plusieurs especes ont des taux critiques de consommation (les
r¥) égaux et minimaux [80]. On obtient alors une famille d’états d’équilibre qui est
un attracteur global. La dynamique en temps long dépend des états initiaux et la
coexistence est possible. L’application du théoreme 5.3.2 permet d’en déduire la dy-

namique approchée du systeme (5.0.1). Cependant, I’étude précédente ne permet pas
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de construire explicitement les solutions stationnaires du probleme d’origine pres d’un
point hyperbolique. Pour étudier plus précisément comment le systeme (5.0.1) se com-
porte pour de grandes diffusions lorsque I'on est dans ce cas dégénéré, il faut calculer
les approximations de la variété centrale a un ordre plus élevé. Ce faisant, nous obte-
nons un systéme approché a lordre €2 faisant intervenir des termes de perturbation
cubiques d’ordre ¢ dont I'étude semble plus complexe.

Deuxiemement, dans ce chapitre comme dans toute la these, nous restreignons
notre étude au cas de fonctions de consommation ponctuellement croissantes en la
ressource. Cette hypothese n’intervient que dans I’analyse du comportement qualitatif
du probleme agrégé. Ainsi, il serait intéressant d’étudier le cas de fonctions non mo-
notones et de calculer quelle forme prend alors le probleme agrégé. Il est clairement,
ici encore, de la forme d’un chemostat homogene mais les fonctions de consommation
moyennes ne sont plus croissantes. Un tel probleme de chemostat homogene avec fonc-
tions de consommation non monotones est étudié notamment dans [53, 88, 89]. Il serait
intéressant, comme dans le cas de fonctions de consommation croissantes, de trouver
des conditions suffisantes sur les fonctions de consommation permettant d’appliquer
leurs résultats aux problemes a fortes diffusions.

Troisiemement, de maniere similaire, ’hypothese de poids constant (Chapitre 1),
faite ici et dans toute cette these, n’est utile que dans 1’étude du probleme agrégé.
Il serait ici encore intéressant de calculer explicitement ce qui advient dans le cas de
problémes & poids variable et de comparer les résultats avec ceux de [68, 76].

Enfin, il serait intéressant d’étendre les résultats de ce chapitre dans le cas de condi-
tions de bord de type Robin 0,U; + €b;(z)U; = 0 avec b;(z) > 0. Ces conditions
de bords apparaissent dans les modeles de “unstirred” chemostat étudiés notamment
par Waltman et al. [27, 43, 44] et Wu [90]. Une difficulté essentielle apparait dans
ce cas : l'opérateur de diffusion A7 dépend du taux de diffusion via son domaine
D(A5) = {w € Hy, 0w + ebjw = 0}. De plus, cet opérateur n’admet pas de noyau
non trivial, sauf a la limite ¢ = 0. Cependant, lorsque ¢ tend vers 0, A tend vers
I'opérateur A? avec conditions de Neumann sur le bord, ce qui semble indiquer que la
procédure fonctionne de maniere similaire.

Ces différents points feront 'objet d’investigations ultérieures.
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5.5 Annexe : cas du systeme discret

L’analyse de ce chapitre s’applique facilement au probleme discret. L’espace consiste
alors en P patchs, ce qui amene un systeme de P(N + 1) équations. On note U,(t) =
(ULt),..,UL(t)) et R(t) = (R(t),.., RF(t)). L’analogue du systéme (5.0.1) dans ce cas
est

LR() =T —moR+ > fi(RUUL) + - AR(),
SU(0) = (F(RW) - m)U(0) + FATL(),  i= LN

(5.5.1)

ou I et m;, i = 1,..N sont des vecteurs positifs de R”, ¢ > 0 et les fonctions de
consommation sont de la forme f;(R) = (f/(R’));1..p et sont croissantes (composante
par composante) strictes en R. Pour i = 0,.., N, Uopérateur A; est une matrice P X
P positive excepté sur sa diagonale. L’hypothese suivante assure l'applicabilité du
théoreme de la variété centrale.

Hypothese 5.5.1. On suppose que, pour touti =10,..,.N etl=1,.., P, ona Zle A{l =
0 (c’est-a-dire le vecteur 1 = (1,..,1) € RY vérifie 1A; = 0 € RY).
On suppose également que, pour tout i = 0, .., P, la matrice A; est irréductible.

La premiere hypothese nous assure que 0 est valeur propre de A; associée a un vec-
teur propre striptement positif (composante par composante) ¢;, que l'on normalise
par [|¢:ll7 32, ¢7 = P. L'irréductibilité de A; assure alors, via le théoreme de Perron-

Frobenius, que 0 est valeur propre simple de A;, donc que RY = vect(¢;) ® F;, ol
Fy = (ker(*A;))" = {v € RP 3", v* = 0} (en particulier F; ne dépend pas de 7). Pour
tout v € F;, on a

lexp(tAs)v]| < Cexp(—pit)]lv]|
pour certaines constantes universelles C' > 0 et u; > 0. En notant K = diag(4;), E =

O gvect(¢;) et F = @ F;, on obtient, comme dans la partie 5.1.2, (RP)N*! = E@ F
et, pour tout v € F,

lexp(tK || < Cexp(—put)|v].

On écrit R = 7"¢0+1N2, avec r = I%ZjRj cRet R = R —r¢g € Fy et, pour i > 1,
U, = up; + U;, avec u; = }DZJ.U{ e RetU; =U; —u;¢9 € F;. En notant 1I; la
projection de R” sur Ej;, définie par

1 P
HlV (P J:1 V > ¢Z’



CHAPITRE 5. MIGRATION RAPIDE DANS LES PROBLEMES DISCRET ET
114 CONTINU

et I; — II; la projection sur Fj, le systeme (5.5.1) se réécrit sous la forme lente-rapide

e

drt)gy =Tl I—mo<r<t>¢o+fe<t>>+Zfi<r<t>¢o+R<t>><ui<t>¢i+ffi<t>>

Sut)on =10 [ (Fi(r(t)oo + R(0) —m;) (w(t)gr + U(t))|

) dR(t) = (Is— ) [I —mo(r(t)do + R(t)) + Z Fi(r(®)do + R) (wi(t)é: + Uy (1))
N +LAGR(t) ) . B B

| AU = (-0 [( Fi(r(t)do + R(t)) — mi) (s (t) by + Ui(t))] + 1A

(5.5.2)
Le théoreme de la variété centrale (sous la forme de celui présenté dans [15]) s’applique
immédiatement. On obtient alors un probleme approché décrit par une dynamique sur
E consistant en un probleme de dimension N + 1 seulement. Le probleme a I'ordre 0
s’écrit

ar(t) =T —mor(t) = 3201, Jilr(D)ui(?) (5.5.3)
i B £ 5.
aui(t) = (fi(r(t)) — mi)us(t)
ou, pour i > 0, m; = ijz i1 = >, et fi(r) = Z].ff(rqbé)gbg. Ce systeme est
exactement le systeme (5.3.1).
Les versions discretes des théoremes 5.3.4 et 5.3.5 s’énoncent et se démontrent de
maniere similaire. Ainsi, le théoreme 5.3.6 est toujours valable, en particulier, de
maniere générique, il n’existe pas de solution stationnaire positive ou nulle de co-
existence pour le systeme (5.5.1). Exactement comme précédemment, on en déduit
'existence d’attracteurs globaux pour le systeme (5.5.1) lorsque les m; sont tous égaux
(Théoreme 5.3.7) et lorsque les fonctions de consommation f; sont de type Holling I
(Théoreme 5.3.8) ou Holling II (Théoréme 5.3.9).

Contrairement au cas continu étudié dans ce chapitre, nous ne supposons pas que les
matrices A; sont symétriques et, par conséquent, les vecteurs propres ¢; peuvent étre
différents du vecteur constant. Ceci induit de légeres modifications dans les conditions
suffisantes des théoremes 5.3.7 et 5.3.9.

Si les fonctions de consommation sont de la forme f?(R7) = C/R’ pour toute espece i
et tout patch 7, alors les fonctions de consommation moyennes sont

fir)y=rY_Clglg)
J

et sont bien de type Holling I. La version discrete du théoreme 5.3.8 ne souffre donc
d’aucune modification.
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En revanche, les mortalités moyennes étant de la forme m; = . ml @), si les ¢; sont
distincts, I'hypothese m; = m;, pour tout ¢ et k& n’implique pas 1’égalité des m;. Ainsi,
en plus de I’hypothese d’égalité des m;, on doit supposer que les fonctions propres
¢; sont égales entre elles (ceci est assuré, par exemple, dans le cas de matrices A;
symétriques ou égales entres elles a constante multiplicative pres). On obtient alors la
version discrete du théoreme 5.3.7.

De la méme facon, si les fonctions de consommation sont localement de type Holling

o i R
ok s 1 eirpiy _ CIR
I, c’est-a-dire f7(R’) = Br 0P 2

= Cl ol
=2

qui n’est pas a priori de type Holling II. Ala différence du théoreme 5.3.9, on doit
alors supposer que le vecteur strictement positif (53]); est colinéaire au vecteur ¢y, soit
(B]); = bigp. 11 vient alors

= ; Gl
filr) = TXb:T

qui est bien de type Holling II. On obtient alors la version discrete du théoreme 5.3.9.



CHAPITRE 5. MIGRATION RAPIDE DANS LES PROBLEMES DISCRET ET
116 CONTINU




Chapitre 6

Solutions stationnaires de
coexistence pour deux especes

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les solutions stationnaires du systeme de réaction-
diffusion

O,R = apAR — Fy(R)YU — Fy(R)V —moR+1, z€Q, >0,
oU = a1 AU + (Fi(R) — my)U, reQ, t>0, (6.0.1)
atV = CLQAV -+ (FQ(R) — mg)‘/', T € Q, t > O,

avec conditions de Neumann homogenes sur 0f)

OhR(t,z) =0 z€09, t>0,
0,U(t,x) =0 z€8Q, t>0, (6.0.2)
OV(t,x)=0 ze€dQ, t>0,

ou R(t,x), U(t,z) et V (¢, ) désignent respectivement les concentrations de la ressource
et des especes 1 et 2 a l'instant ¢ en x, 02 est le bord du domaine €2, 0, la dérivée
normale extérieure sur 02, A le laplacien en x et ag, a, as des réels strictement
positifs. Les fonctions de consommation sont de la forme F;(R)(t,x) = F;(z, R(t,x)) et
les mortalités m;(z) sont régulieres et strictement positives sur €.

Dans le chapitre 1, nous avons vu que le modele classique d'un chemostat homogene
vérifie le principe d’exclusion compétitive [43, 80]. Dans un chemostat homogene, les
nombres R} tels que F;(Rf) = m; et le nombre S = I/my caractérisent les solutions
stationnaires. Si S < R} pour tout 4, alors (5,0, 0) est la seule solution stationnaire. Si
R} < S (respectivement Ry < S), alors il existe une autre solution stationnaire positive
ou nulle (R}, U*,0) (resp. (R5,0,V7*)) et ces trois équilibres sont les seuls si R} # Rj.
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En particulier, la coexistence n’est possible que si R} = R;. Ce résultat s’étend au
cas du systeme homogene avec diffusion, c’est-a-dire lorsque tous les parametres sont
indépendants de x (Chapitre 2). Dans le cas du systéme hétérogene avec diffusion,
ce critere n’est plus approprié et les observations numériques indiquent que la coexis-
tence est possible pour certains choix des coefficients. Du point de vue écologique, une
question importante est de trouver un critere analogue caractérisant la possibilité de
coexistence dans le cas hétérogene.

L’objectif de ce chapitre est de construire une solution de coexistence pour le probleme
stationnaire associé, et ce faisant, de comprendre comment I’hétérogénéité permet la
coexistence. Nous nous intéressons ainsi au systeme stationnaire, associé au systeme
de réaction-diffusion (6.0.1)-(6.0.2), s’écrivant

(mo — aoA)R + F(R)U + Fy(R)WV =1, sur Q,

(my — a1 A)U — Fi(R)U =0, sur € (6.0.3)
(me — axA)U — F5(R)V =0 sur §2 o
0,R=0,U =0,V =0, sur 0f).

De nombreux auteurs ont utilisé les méthodes de bifurcation a un parametre pour
construire des solutions positives dans un systeme d’équations elliptiques. Ces méthodes
se basent sur les théorémes de bifurcation locale de Crandall-Rabinowitz [19] et glo-
bale de Rabinowitz [71] ainsi que sur les résultats concernant les problemes aux va-
leurs propres dans des systemes elliptiques [81]. Pour une présentation claire de cette
méthode, on renvoie le lecteur a [81] et, pour le cas précis des équations elliptiques, a
I'ouvrage plus récent d’Ambrosetti et Malchiodi [2].

Les méthodes de bifurcation sont utilisées depuis longtemps pour construire et étudier
la coexistence de deux especes en interaction (relations de compétition, de proie-
prédateur ou de coopération) [10, 11, 18, 29]. Plus récemment, les méthodes de bi-
furcation ont été appliquées dans le méme type de modele avec une structuration
supplémentaire en age [84, 85, 86]. Le systeme de chemostat est d'un type différent : il
fait intervenir une inconnue supplémentaire, la ressource R. Cependant, sous certaines
hypotheses, on peut se ramener & un probléme de type compétition [27, 43, 44, 80, 90,
91].

Le systeme (6.0.3) est différent de ceux proposés et étudiés par Waltman, Smith

et Wu [27, 43, 44, 80, 90]. Dans ces articles, les termes de décroissance consistent
uniquement en un flux sortant sur le bord de type Robin, c’est-a-dire m; = 0 et
Ui (x) + bi(x)Us(x) = 0, x € 09. Cependant, la méthode décrite dans ce chapitre
est valable pour ces modeles; I'ingrédient principal étant que 'opérateur m; — A; est
inversible d’inverse compact et positif.
Les états stationnaires de systemes de réaction-diffusion modélisant un chemostat non
homogene ont été étudiés dans un premier temps par Waltman et Smith [43] en di-
mension 1 d’espace (2 = [0, 1]), pour deux especes et pour des taux de mortalité et de
diffusion égaux.
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Une généralisation au cas d’une dimension spatiale quelconque a été étudiée par Wu
[90]. A nouveau, cet auteur fait I'hypothese que les taux de diffusion et de mortalité
sont les mémes pour la ressource et pour chaque espece. En utilisant le calcul d’indices
dans un cone positif [21], Zheng et al. [92, 93] ont montré des résultats de coexistence
dans des systemes a plusieurs niveaux trophiques.

Dans toutes ces études, I'hétérogénéité du milieu se traduit par les conditions
de bord sur la ressource, a l'instar du chemostat habituel, et non sur les termes de
réaction. De plus, les auteurs utilisent une méthode de réduction préliminaire consis-
tant a éliminer I’équation portant sur la ressource via ’équation de conservation, qui
s’écrit dans notre modele

(m—-—A)U+V+R)=1, (6.0.4)

puis a travailler sur le systeme réduit correspondant. Celui-ci admet alors deux solutions
semi-triviales correspondant respectivement a U = 0 ou V = 0, qui sont solutions
d’un probleme scalaire elliptique analysable a 'aide des méthodes sur les équations
elliptiques semi-linéaires.

L’hypothese de taux de mortalité égaux et de taux de diffusion égaux, conduisant
a I’équation de conservation (6.0.4), est une commodité mathématique mais n’est pas
valide d'un point de vue écologique pour notre modele. Lorsque (6.0.4) n’est pas vérifiée,
tres peu d’études ont été effectuées. Dans [27], les auteurs étendent les résultats obtenus,
lorsque (6.0.4) est vérifiée, a un cas “proche” par une méthode de perturbation. Cette
méthode ne s’étend pas au cas général. Baxley et Robinson [9] traitent le cas de taux
de mortalité et d’opérateurs de diffusion tres généraux pour N especes. Ils montrent,
en appliquant une méthode de bifurcation a N parametres, qu’il existe une solution de
coexistence pres d'un point de bifurcation. Cependant, leur résultat n’est valide que
localement pres de ce point.
Nous proposons ici une méthode exploitant 1’équation de conservation plus générale

(m1 — a1 A)U + (mg — aaA)V + (mg — agA)R = 1.

L’élimination de I'inconnue R conduit alors a des problémes semi-triviaux non locaux.
Lorsque la méthode des sur et sous-solutions s’applique pour ce probleme non local,
nous pouvons en déduire l'existence, 1'unicité et 1'hyperbolicité des solutions semi-
triviales. La méthode s’applique sous une hypothese de type localement lipschitzienne
qui est vérifiée si, pour i = 1,2, a;mg > agm; (Hypothese 6.1.2).

Dans une premiere partie, nous énoncons les résultats et définitions classiques ainsi
que le théoreme de bifurcation globale utilisés ici. Nous énoncons ensuite les résultats
principaux de ce chapitre. Dans une seconde partie, nous construisons les solutions
semi-triviales correspondant aux deux systemes a une seule espece. Sous I'hypothese
6.1.2, la méthode des sur et sous-solutions nous permet de montrer 1'existence, I'uni-
cité et 'hyperbolicité des solutions semi-triviales. Dans une troisieme partie, nous nous
intéressons au coeur de ce travail : la construction de solutions de coexistence. Nous ef-
fectuons une bifurcation a partir des solutions semi-triviales préalablement construites
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et montrons qu’il existe des solutions de coexistence lorsque les parametres de bifur-
cation sont compris dans un certain secteur © C R% Dans une quatriéme et derniere
partie, nous donnons deux propositions permettant de mieux interpréter cette construc-
tion du point de vue écologique. Nous étudions ensuite deux cas limites conduisant a
un ensemble de coexistence vide : le cas du probleme homogene en espace et celui de
deux especes similaires (dont tous les termes de réaction sont proportionnels). Tou-
jours dans cette derniere partie, nous faisons le lien avec les résultats du chapitre 5 afin
d’expliquer, en termes de domaine de coexistence, comment les grands taux de diffu-
sion conduisent a ’exclusion compétitive. Enfin, nous expliquons en annexe comment
adapter les résultats de ce chapitre au cas du systeme discret en espace.

6.1 Préliminaires et énoncés des résultats

Q) est un domaine régulier de R". Pour i = 0, 1,2, les constantes a; sont strictement
positives et les fonctions m; et I sont régulicres sur €. En outre, m;(z) > 0 sur € et
I(z) > 0 et est non nulle sur 2.

On définit
X ={uel'(Q), 0,u=0surdN}

X, ={ueX, Ve, u(x)>0}
Xi={ue Xy, VreQ, u(z)>0}

On appelle solution de (6.0.3) un triplet (R, U, V) € X? vérifiant (6.0.3) et solution de
coezistence un triplet (R, U, V) € X1 x X7 x X7 vérifiant (6.0.3).

Afin de construire des solutions du systeme (6.0.3) par bifurcation dans X7§ x X7 x X7,
on écrit Fy(x, R) = ¢;fi(x, R) o ¢; € RT. ¢; et ¢y sont les parametres de bifurcation.
On fait I’hypothese suivante.

Hypothese 6.1.1. Pouri=1,2, et x € (Q,
~ R+ fi(x,R) est C* de Ry dans lui-méme et Dpf;(z,R) > 0,
- fZ<ZE, O) = 0.
De plus, puisque 1'on s’intéresse uniquement aux solutions positives ou nulles, on pro-
longe f;(z, R) par 0 pour R < 0.
Le systeme (6.0.3) s’écrit sous la forme

( AoR + lel(R)U + CQfQ(R)V =1 dans

AU - fLi(R)U =0 dans €

AQV — CQfQ(R)V =0 dans (2
0,R=0 sur 0f2 (6.1.1)

o0,U =0 sur 0f)

[ 0,V =0 sur 0f).

Pour i = 0,1,2, on note 4; := m; — a;A. 1l est bien connu que pour tout a € (0, 1),
'opérateur A; définit une bijection de {w € C***(Q), d,w = 0 sur 9N} dans C*(Q).
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On note son inverse K; := A; ' . Les opérateurs K; sont compacts de C''(£2) dans C(Q)
et de L*(Q) dans L*(92).

6.1.1 Sur et sous-solutions

L’addition des trois équations de (6.0.3) conduit a I’équation de conservation Ag R+
AU + AV = 1. Si 'on s'intéresse aux solutions semi-triviales, disons V' = 0, on
obtient I'équation AgR+ AU = I. Pour U fixée, cette équation a pour unique solution
R(U) = Ko(I — A1U), et en remplagant R par R(U) dans ’équation portant sur U,
on obtient une équation scalaire et non locale sur U que nous allons étudier. Afin
d’étudier cette équation non locale, on définit, pour tout w € X, R(w) = Ko(I) —
Z—éw—k%l(g((aimo—aomi)w) I'unique solution dans X de AgR+A;w = I sur €). Lorsque
le terme non local %Ko ((aimo — aomi)w) est positif, on peut appliquer la méthode des
sur et sous-solutions pour étudier le probleme A;U; — ¢; f;(R(U;)) = 0. Ceci conduit a
I’hypothese suivante.

Hypothese 6.1.2. Pouri=1,2, et x € Q, on a a;mo(x) > agm;(x).

Proposition 6.1.1. Supposons que [’hypothese 6.1.2 est vérifiée. Soit M > 0 et 1 =
1,2. Il existe v = vi(M) > 0 tel que w — wf;(R(w)) de X — X vérifie une relation
de type sous-lipschitzienne

w1 (@) fil R(wi))(2) — wa(z) fi(R(w2)) () = —v(wi(z) — wa(2))
pour tout wy,wy € X tels que 0 < wy < wy < M.

Preuve : Tout d’abord, pour tout w € X, R(w) < My := || Kol || et par I'hypothese
6.1.1, pour tout x € Q, R+ fi(z, R) est globalement lipschitzienne sur | — oo, M| et
on peut choisir une constante de Lipschitz C; indépendante de z. On a

R(w;) — R(wg) = _a—o(wl — wy) + aiOKo((CLimo — apm;)(wy — w2)) > —a—o(wl — wy).

Si M > wy; > wo,
wi fi(R(wn)) — wa fa(R(ws)) = fi( R(wn) (w1 — wa) +wa (fi(R(w1)) — fi(R(ws))).
Si R(wy)(x) > R(wy)(x) par croissance de f;,

Ji(R(wy))(wy — ws) + wa(fi(R(wr) — fi(R(w2))) = 0,

sinon

(fi(R(w) = fi( R(wy))) > —Ci(R(wy) — R(w2))(x) > —Ci—(w; — wy).



CHAPITRE 6. SOLUTIONS STATIONNAIRES DE COEXISTENCE POUR
122 DEUX ESPECES

Ainsi, si M > w; > we > 0, on a, dans tous les cas,

wifi( R(wy)) — wa fy( R(ws)) > —cz-MZ—;(wl — w).

]

REMARQUE 6.1.1. 8@ Ay = Ag, alors R=S—U et il n’y a pas de terme non local. Les
méthodes sont alors exactement les mémes que dans [90)].

L’estimation de cette proposition permet d’appliquer la méthode des sur et sous-
solutions. Soit le probleme elliptique

AW + G(z, W) = 0 sur 2 etd,, W = 0 sur 0f2 (6.1.2)
ou A est un opérateur uniformément elliptique, et pour tout x € (2,
Gz, Wi(z)) — G(z, W) > —y(W; — W) (6.1.3)
avec v > 0, lorsque Wy (z) > Wh(z).

Définition 6.1.1. On appelle sur-solution de (6.1.2) une fonction W € X wvérifiant
O W >0 sur 0Q et AW (z) + G(xz, W(z) > 0 pour tout x € €Q.

On appelle sous-solution de (6.1.2), une fonction W € C?*(Q) vérifiant 0,W < 0 sur
00 et AW (z) + G(x, W(x) <0 pour tout x € Q.

La proposition suivante est montrée dans [81] dans le cas d’'une fonction G lipschit-
zienne. Dans un cadre de systéme de réaction-diffusion, Pao [64, 65] note que 1'estima-
tion plus faible (6.1.3) est en fait suffisante. Cette remarque est primordiale dans le cas
d’une fonction GG non locale. Les preuves s’appuient sur une itération du principe du
maximum fort.

Proposition 6.1.2. Sl existe un couple de sur et sous-solutions (W?(x), W(z)) pour
(6.1.2) vérifiant W'(z) < W?2(x), alors (6.1.2) admet un couple de solutions (W=, W)
vérifiant W < W= < W+ < W?2. Ces solutions sont maximales dans le sens ot toute
solution W € [W', W?] vérifie W € [W—, WT].

De plus, toute solution du systéme temps-dépendant O,W (t,x) = AW (t,2)+G(x, W(t, x))
vérifiant W(0,z) € [W, W?] vérifie

W~ (x) < liminf W(t,z) < limsup W(t,z) < WT.

t—+oo t— o0

6.1.2 Meéthodes de bifurcation

Commencons par donner deux lemmes utiles dans tout ce chapitre.
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Lemme 6.1.3. Soit m(x) et q(x) deuz fonctions de C() avec m(z) > 0 et a € R%.
Le probleme aux valeurs propres

(m — al)p + qp = \p sur €, On® = 0 sur 00
admet une suite de valeurs propres A\;(q) que l'on peut ordonner

A(g) < Xa(g) < -

A1 admet ['expression variationnelle

2 2
Mg = inf a[(Vo) +f2(m+CI)¢.
seH () [o

A1(q) est une valeur propre simple et la fonction propre correspondante ne change pas
de signe sur §). M\1(q) est la seule valeur propre admettant une fonction propre de signe
constant. De plus, A\1(q) dépend continiment de q et, si 1 < qo et ¢1 # o, alors

AM(qr) < Ai(qe).

Lemme 6.1.4. Siqgec C(Q), a € R% et g(z) > 0, le probléme auz valeurs propres
(m - a’A)¢ = MQ¢7 8n¢ = 07

admet une suite de valeurs propres

0 < pilg) < pa(g) < ..

De plus,
, a [(Ve)? + [ me?
p(g) = inf J(v9) 2f :
eH' () [ a9
$#£0

11(q) est une valeur propre simple et la fonction propre correspondante ne change pas
de signe sur §). pq(q) est la seule valeur propre admettant une fonction propre de signe
constant. De plus, pi(q) dépend continiment de q et, si ¢ < qo et q1 # qo, alors

p(qr) < pa(ge)-

Enongons maintenant les deux théoremes de bifurcation que nous utilisons dans ce
chapitre. Commencons par le théoreme de bifurcation locale de Crandall-Rabinowitz
[19] qui donne beaucoup d’informations sur la solution non triviale preés du point de
bifurcation.

Théoreme 6.1.5. Bifurcation en une valeur propre simple

Soit Y un espace de Banach et T : RXY — Y une fonction telle que Ve € R,  T(c,0) =
0. On note D, et Dy les dérivées de Fréchet de T par rapport a ¢ et W respectivement.
On note également Ly = DywT(c°,0). Si :
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— dim(ker(Lg)) =1,

- codim(R(Ly)) =1,

— D.Lo(Wy) ¢ R(Lo) ou W, est telle que ker(Lgy) = vect(Wy),
alors il existe une constante € > 0 et deuzx fonctions c,x : (—e,e) — Y telles que
l'unique solution non triviale de T(c, W) = 0 prés de (°,0) est (c(s), s(Wy + z(s))).
De plus, c(0) = ° et (0) = 0. En particulier (c°,0) est un point de bifurcation de T.

REMARQUE 6.1.2. Si on a Wy > 0, alors les solutions positives correspondent a s > 0.

Ce théoreme permet de caractériser les points de bifurcation et de construire des solu-
tions pres de ces points. L’étude d’une telle branche de solutions lorsque 1’on s’éloigne
d’un point de bifurcation est donnée par un théoreme de bifurcation globale que nous
énongons ci-dessous.

Soit Y un espace de Banach et T : R x Y — Y un opérateur compact contintiment
différentiable tel que T'(¢,0) = 0. Supposons que l'on peut écrire T' sous la forme
T(c,w) = K(c)w + R(c,w) ou K(c) est un opérateur compact linéaire et la dérivée
de Fréchet de R vérifie D,,R(c,0) = 0. On s’intéresse aux solutions de bifurcation du
probleme T'(¢,w) = w ou l'on voit ¢ comme un parametre de bifurcation. Si wy est un
point fixe isolé de T', on définit I'indice de T" en wy par (T, wy) = deg(l;— T, B, wp) ou
B est une boule centrée en wy telle que wy est 'unique point fixe de T dans B et deg
désigne le degré de Leray-Schauder. Si wg est un point fixe de T" tel que I; —T"(wp) est
inversible, alors wy est un point fixe isolé de T" et i(T, wq) = deg(Iy — T"(wy), B, 0) ou
B est une boule centrée en 0. Si wy = 0, alors T'(co) = Is — K(cp) et il est bien connu
que le degré de Leray-Schauder deg(l; — K(c),E,O) = (—1)? ou p est la somme des
valeurs propres de K plus grandes que 1 comptées avec leur multiplicité algébrique. Le
théoreme de bifurcation globale que nous utilisons est le suivant [10, 90].

Théoréme 6.1.6. Soit ¢q tel que 1; — K(c) est inversible si 0 < |¢ — ¢o| < & pour un
certain € > 0. Supposons que i(T'(c,-),0) est constant sur (co — €, ¢q) et sur (co,co + €)
el que, sicy—e < cp < cg < cog < co+e, alors i(T(ey,-),0) # i(T(ca,-),0). Il existe
un continuum® € de solutions de T(c,w) = w dans le plan (c,w) (c’est-a-dire dans
R x Y') vérifiant l'une des alternatives suivantes.

(i) € joint (co,0) a (¢,0) # (co,0) ou Iy — K(¢) n’est pas inversible.

(i1) € joint (co,0) a 0o dans RxXY ; en d’autres termes € n’est pas borné dans RxY .

6.1.3 Enoncé des résultats

Dans le but de construire des solutions de coexistence, nous procédons étape par étape.
Nous étudions en premier lieu le systeme avec zéro espece.

1. On appelle continuum de solutions une famille connexe de solutions (¢, w) € R x Y.
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Proposition 6.1.7. (Solution triviale)
L’équation

ApS =1 (6.1.4)

a une unique solution S > 0 dans X. Si (R,U,V) € X3 est une solution de (6.1.1)
avecU Z0 ouV #0, alors 0 < R < S.

Soit w € X, . L’équation AgR+ c;f;(R)w = I a une unique solution® R, € X vérifiant
0 < R, <S. Lapplication w — R,, est strictement croissante de Xy dans X.

Preuve : I’existence et 'unicité de S est un résultat classique sur les équations ellip-
tiques.
Soit (R,U,V) € X? une solution de (6.1.1) avec U > 0 ou V > 0. R vérifie

AQR + lel(R)U + CQf2(R)V =1 sur 2. (615)

Le principe de comparaison dans les équations elliptiques montre que 0 < R < S avec
une inégalité stricte si U # 0 ou bien V # 0.

Enfin, soit w € X,. Par I’hypothese 6.1.1, pour ¢ > 0 suffisamment petit, S et ¢
sont respectivement des sur et sous-solutions de AgR + ¢;f;(R)w = I et, comme f;
est globalement lipschitzienne sur [0, ||S]|«], la méthode des sur et sous-solutions est
applicable. Il existe donc un couple de solutions minimale et maximale 0 < R~ < Rt <
S.0On a

Ao(R" = R7) + cow(fi(RT) — fi(R7)) =0

et en intégrant sur (2,
[ ol = R+ e (R = (7)) =0

La croissance stricte de f; implique immédiatement R~ = R™ et I'unicité suit. De la
méme maniere, si 0 < w; < wsy, alors on a

AORwQ + Cifi<Rw2)w1 < I.
Ainsi, R,, est une sous-solution de AgR + ¢; fi(R)w; = I et, par les mémes arguments,
il existe une unique solution R,, < R,, < S. Par unicité, on en déduit R,, = Ry, et

donc R, < Ry, . ]

I est clair que (5, 0,0) est une solution de (6.1.1) dans X?. Elle est appelée la solution
triviale.

2. Ne pas confondre ce R,, avec R(w) défini précédemment.
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Maintenant, on s’intéresse aux solutions de (6.1.1) avec U > 0et V=00ou U =0 et
V' > 0. Ces solutions sont appelées solutions semi-triviales. Dans le cas V' = 0 (le cas
U = 0 étant similaire), le systeme (6.1.1) se ramene au systeme

AR+ a1 fi(R)U =1 dans Q
AU — 1 f1(R)U =0 dans Q

0,R=0 sur 0f2 (6.1.6)
0,U =0 sur Of).
On définit
Tl(Cl, R, U) =1 (KQ(I — lel(R)U), Kl(lel(R)U)) . (617)

Tout point fixe de T7 est une solution de (6.1.6). Puisque les solutions dépendent de ¢;,
on appelle solution un triplet (c¢;, R,U) € R, x X, x X tel que Ti(¢1, R, U) =*(R,U).
Le théoréme suivant décrit les solutions de (6.1.6). Il est résumé sur la figure 6.1 et est
prouvé a l’aide d’une suite de propositions intermédiaires dans la partie 6.2.

Théoréme 6.1.8. (Solutions semi-triviales)
Si les hypotheses 6.1.1 et 6.1.2 sont vérifices, alors on a les propriétés suivantes.

(i) Il existe &{ > 0 tel que, si c; < &, alors la solution (S,0) est la seule solu-
tion de (6.1.6) dans X2 et, si ¢; > ¢}, le systéme (6.1.6) a une unique solution
(Ry(er), U*(er)) € X7 % X

(i) Pour tout ¢; > ¢}, la solution (R%(c1),U*(c1)) € X% x X% est hyperbolique et
i(Ti(cr, ), (R (1), U*(er))) = 1.

(i) L’application R : ¢; — Ri(c1) est décroissante et Ct de (¢, +o00) dans X7 .
De plus, Ry(c1) converge uniformément vers S quand ¢; — ¢ et vers 0 quand
c1 — +0o0.

(iv) L’application U* : ¢ — U*(c1) est croissante et C* de (¢, +00) dans X7 . De
plus, U*(c1) converge uniformément vers 0 quand ¢, — ¢ et vers Uy quand
c1 — +00 ou Uy est l'unique solution dans X de A Uy = I sur €.

Il est clair que les mémes résultats peuvent étre énoncés dans le cas U =0 et V > 0.
On définit les deux sous-ensembles de solutions semi-triviales de RY x X3

(gu = {(Cl,Cz,RZ(Cl),U*(Cl),O),Cl > C(l)}

€y = {(c1, 2, Ry(2),0,V*(c2)), 02 > 3} .

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre : 'existence de
solutions strictement positives pour le systeme (6.1.1) (Figure 6.2). Le théoreme suivant
est démontré dans la partie 6.3.2.
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U R

0 0
1 C1 1 C1

FIGURE 6.1: Illustration du théoréme 6.1.8.
L’application ¢1 +— (R}(c1),U*(c1)) est C de (cf,+00) dans X% x X7, hyperbolique et
monotone, composante par composante, de (c(l)7 +00) dans X} x X7.

Théoreme 6.1.9. (Solutions de coezistence)
Supposons que les hypotheses 6.1.1 et 6.1.2 sont vérifiées.

i) (Solutions de bifurcation & partir de 6,). Soit ¢c; > ¢ fixé. Il existe ¢ = ci(c;
1 2 = G
et ¢ = c&*(cy) dans (9, +00) et un continuum de solutions (ci,co, R, U, V) €
(), +00) x (3, +00) x X7 x X* x X% joignant (c1,c5, Ri(c1),U*(c1),0) € 6, avec
(c1,65%, Ri(c5%),0,V*(c5")) € €,. En particulier, en notant c; = min({c3,c3*}) <
max({cs, c5*}) =3, on a
Vep € (c,62), (R, U, V) e X x X x X7, solution de (6.1.1).
ii) (Solutions de bifurcation a partir de 6,). Soit co > 3 firé. Il existe ¢ = ci(cy) et
2 1= 0

et = ci*(ep) dans (), +00) et un continuum de solutions positives (ci,co, R, U, V) €
(), +00) % (5, +00) x X7 x X% x X% joignant (cf,ca, R(c2),0,V*(c2)) € 6, d
(7%, c2, Ry (1), U*(c7¥),0) € €, En particulier, en notant c; = min({cj, c;*}) <
max({ci,c*}) =7¢1, on a

Ve € (a,@), L3(RUV) € X x X x X7, solution de (6.1.1).

Ainsi, pour ¢; > ¢, il existe une famille continue de solutions de coexistence joignant les
solutions semi-triviales correspondant respectivement a U et V. On peut alors définir le
domaine de coexistence © et préciser sa structure (Figure 6.3). La preuve du théoreme
suivant est effectuée dans la partie 6.3.3.
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1 **

FIGURE 6.2: Solutions de coexistence dans l'espace R x X4 x X .

Les droites en pointillés dans le plan horizontal (U, cy) représentent les différentes solutions
semi-triviales du probléme a une espéce correspondant a U. Ces solutions sont indépendantes
de co. En fixant ¢, on fixe une solution semi-triviale notée U* et représentée par une droite
horizontale pleine. La courbe pleine dans le plan vertical (co, V') représente la famille de
solutions semi-triviales correspondant a V. Enfin, la courbe en gras représente la solution de
coexistence € projetée dans I'espace (co, U, V) =R x X1 x X;.

Théoréme 6.1.10. (Domaine de coezistence)
Supposons que les hypothéses 6.1.1 et 6.1.2 sont vérifiées.

(1) 5 (c1) (resp. ¢;*(ca)) est caractérisé par ¢(c3*(c1)) = ¢ (resp. c3(ci*(e2)) = ¢2).

(ii) Les applications (3, +00) 3 cg > c}(ca) € (7, +00) et (¢}, +00) 3 ¢1 w5 ch(c1) €
(¢, +00) sont continues et croissantes. De plus,
lim ci(cy) =, lim ¢f(cy) = +oo, lim (1) =5 et lim c(c;) = +oo0.
cr—>ch cz—+00 c1—cf c1—+00

(1ii) Soit les trois sous-ensembles de (c?, +00) X (3, +00)

O_ ={(c1,¢2),c1 < () et ca < c3(c1)}, Or ={(c1,c2),c1 > f(c2) et o > c5(c1)}
et®=0_U06,.

Alors, © est connezxe et, pour tout (c1,c2) € ©, le systeme (6.1.1) a une solution
(R,U,V) e X7 x XI x X].
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v

C2

C1

(a) Domaine de coexistence (b) Courbes de bifurcation

FIGURE 6.3: Domaine de coezistence et solutions de bifurcation.

La figure (a) montre I'allure possible du domaine de coexistence ©. La courbe pleine désigne
(c1,¢5(c1)) et celle en pointillés (ci(ca),c). Pour tout t > ¢, la droite ¢c; = t coupe ces
courbes respectivement en (t,c5(t)) et (t,c5*(t)). La figure (b) représente I’allure des solutions
de coexistence correspondant a trois valeurs de c1. Pour chaque valeur de ¢; > ¢, il existe
une solution de bifurcation joignant la solution semi-triviale pour ’espece U & une solution
semi-triviale pour 'espéce V.

6.2 Probleme pour une espece : solutions semi-triviales

Dans cette partie, nous étudions le systéeme pour une espece (6.1.6). Remarquons
que, si (R,U) € X% x X% est une solution de (6.1.6), alors (R,U,0) € X3 est une
solution de (6.1.1) appelée solution semi-triviale.

REMARQUE 6.2.1. Si Ay = Ay, alors toute solution (R,U) de (6.1.6) vérifie U + R =
S. Le probléeme pour une espéce se raméne donc & AU + c1f1(S — U)U = 0 et le
théoréme 6.1.8 est facilement vérifié. Si Ay # Ay, cette simplification n’est pas possible.
Cependant, sous l’hypothese 6.1.2, application de la méthode des sur et sous-solutions
prouve le résultat.

Lemme 6.2.1. Soit ¢; € R fizé. 1l existe My > 0 tel que toute solution (R,U) €
X% x X% de (6.1.6) vérifie
“UHOO S MO-
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Preuve : Soit (Ry,Uy) € X7 x X7 une suite de solutions. Par le lemme 6.1.3, on a,
puisque U > 0,
Vk’, )\1(A1 — lel(Rk)) =0 (621)

et Ur = upor ou ¢ > 0 est la fonction propre principale de A;¢r — c1f1(Rg)or = 0
dans X et ||¢g|lco = 1.
Supposons par contradiction que ug = ||Ug||oc — +00. ¢ vérifie

ox = Ki(c1fi(Ry)dr)-

Puisque 0 < Ry, < S, f1(Rk)dy est uniformément borné dans L? pour tout p € (1, +00).
Comme K est compact de LP dans lui-méme, ¢, tend fortement dans LP & une sous-
suite pres vers ¢, > 0 dans LP. Par ailleurs, on a AgRy + c1fi1(Rp)urdr = I. En
multipliant par une fonction positive # € W% ott ¢ = p/(p — 1), on voit, par un ar-
gument de dualité, que Ry est borné dans WP(Q2) indépendamment de k et, par le
théoreme de Rellich, Ry tend a une sous-suite pres vers R, > 0 dans L”.

Par conséquent, ¢, = ¢1 K1(f1(Rx)Poo) > 0 et, par les théoremes d’injection de Sobo-
lev, ¢oo € CO¥(Q) pour un certain o > 0 et ||Poo oo = 1.

Par régularité elliptique, il vient ¢o, € C?*(Q) et par le principe du maximum fort,
boo > 0 sur . On en déduit qu’il existe 3 € R% tel que Vk > 0 et Vo € Q, 5 < ¢p(x).
Puisque up — 00 et ugfS < U, on voit que pour tout z, Ug(x) converge vers oo.
Puisque Ry vérifie AgRy + ¢1 f1(Rg)urdr = I, le principe de comparaison montre que
| Ri]|loc — 0. Ceci contredit (6.2.1) car A\;(A;) > 0 et Papplication R +— A\ (A;—ci1 fi1(R))
est continue. O

Lemme 6.2.2. Le probleme auz valeurs propres
A1dp—ufi(S)p =0, surQ 0,0=0, sur o (6.2.2)

admet une valeur propre principale ¢ > 0 et une fonction propre correspondante ¢y > 0
unique a constante multiplicative prés. De plus, ¢ est donnée par

0 ' [ a1V§? + my¢?
¢, = in 5
peri (@) [ f1(S)¢
$#0

Preuve : Ceci est une conséquence directe du lemme 6.1.4. O

Ce lemme et la proposition 6.1.7 impliquent une condition nécessaire pour 'existence
d’une solution positive.

Proposition 6.2.3. Soit ¢; € R. Supposons qu’il existe (R,U) € X} x X7 solution de
(6.1.6). Alors ¥ < ¢.
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Preuve : U > 0 vérifie A;U — ¢; fi(R)U = 0. En multipliant par ¢q, définie dans le
lemme 6.2.2, et en intégrant sur {2, on obtient

0= / MUd— / F(R)U gy = / ool f1(S) - e f1(R)).

Par la proposition 6.1.7, on a R < S et donc par la croissance stricte de fi, fi(R) <
f1(S) dont ¢ < ¢4. O

6.2.1 Existence et unicité pour le probleme a une espéce
La méthode des sur et sous-solutions implique le résultat suivant.

Proposition 6.2.4. Supposons que les hypothéses 6.1.1 et 6.1.2 sont vérifiées. Si ¢; >
d), le systéme (6.1.6) admet une unique solution dans X* x X% notée (R*(c1),U*(c1)).

Preuwve : Si (R,U) € X} x X7 est solution, alors on a AgR + AU = I. Notons
R(U)=S5-2U- a—lng((aoml — a1mg)U). Le systéme (6.1.6) se réécrit sous la forme

(6.2.3)

AlU - le1<R(U))U =0 sur {2
0,U =0 sur 0f).

Appliquons la méthode de sur et sous-solutions sur le systeme (6.2.3).

Soit ¢g > 0 la fonction propre définie dans le lemme 6.2.2. Alors, on peut choisir € > 0
suffisamment petit et M > 0 suffisamment grand pour que (£¢g, M) soit un couple de
sur et sous-solutions du systeme (6.2.3).

En effet, en choisissant M > 0 assez grand et en utilisant une borne inférieure stricte-
ment positive de m; sur Q, on obtient R(M) < 0. Par conséquent,

AlM — Clel(R(M)) > 0, 5’nM = 0 sur 012

donc M est une sur-solution de (6.2.3).
Similairement, R(epg) =S — degy — aioeKo((aoml — a1m0)¢0) et

Ai(e¢o) — cfi(R(edo))(edo) = e¢o(c] f1(S) — c1fi(R(ed))).
On peut voir facilement que lir% |R(epo) — S||se = 0. Puisque ¢; > ¢ et f; est continue,
e—

on peut choisir ¢ suffisamment petit pour que fi(R(e¢p)) > %fl(S) Ainsi,
A1<€(b0> — Cf1<R(€¢0))<€¢o) < 0, an<€¢0) = 0 sur 0f2.

Par conséquent, ¢y est une sous-solution de (6.2.3).
De plus, par 'hypothese 6.1.2, pour tout U; > Us € [e¢g, M], il existe une constante
~v > 0 telle que Vx € Q,

(Ui () fi(R(U1))(2) — cUsz () f1(R(U2))(x)) > —y(Ui(z) — Ua()).
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Ainsi, on peut appliquer la méthode de sur et sous-solutions [64, 65, 81]. Il existe un
couple de solutions minimale et maximale (U~,U™) vérifiant ey < U~ < UT < M.
De plus, si U € [e¢g, M] est une solution, alors U~ < U < U™. Par la proposition 6.2.1,
on peut choisir M tel que toute solution vérifie 0 < U < M. Par conséquent, toute
solution U € X7 vérifie 0 < U < U*. Montrons que U = U™.

Ona [, AAUUT — A UTU = [,aUUT(f1(R(U)) — fi(R(UT))). Apres utilisation des

conditions de bord, on obtient par ailleurs
/QAlUUJr - A UTU =0.
Par suite,
[ et (R Rw) - RO o (6:2.0
Puisque U et U™ sont deux solutions, on a AgR(U) + ¢1f1(R(U))U = AgR(U™)

c1fi(R(UT))UT = I. Par la proposition 6.1.7 et la croissance de f1, il vient f1(R(U))
fi(R(UT)). Par (6.2.4), nous en déduisons R(U) = R(U") et U =U"™.

AV

En adaptant la preuve précédente, on montre les deux résultats suivants.
Proposition 6.2.5.

lim B (c1)loc + [|U"(c1) = Usolloc = 0

c1—+00
ou Uy est l'unique solution de A U =1 dans X.

Preuve : D’une part, si € > 0 est suffisamment petit, alors (1 — €)U,, est une sous-
solution de
AlU - lel(R(U))U =0

oit A;U + AgR(U) = 1. En effet, on a R((1 — €)Us) = cKol = &S > 0. Il s’ensuit que
AUy — 1 f1(eS) =1 — 1 f1(€9).

Si ¢; est assez grand, on en tire
(1—¢)(A1Usx — 1 f1(el)Us) < 0.

D’autre part, on a R(Uy) = 0 donc A1Us — ¢1 f1(R(Us)) = I > 0 et Uy est une

sur-solution. Par conséquent, pour tout € > 0 assez petit, on peut trouver ¢; > ¢ assez
grand tel que 'unique solution U*(¢;) vérifie (1 —€)Uyx < U*(¢1) < Us, ce qui montre

lim ||U"(c1) — Uslloo = 0. (6.2.5)

c1—+o0
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Par ailleurs, puisque R*(¢y) vérifie AgR*(¢1) + A U*(c1) =1 = AUy, on a

R*(c1) = Z_;(UO" —U'(ar)) - aiOKo [(a1mo — agma1 ) (U™ (c1) — Ux)],

donc, par I’hypothese 6.1.2,

0< R (1) < (U — U*(cr)).

Qo

Par (6.2.5), on en déduit que

lim |[R*(c))||ec = 0.

c1—+0o0
]

Proposition 6.2.6. L application ¢; — U*(c1) est strictement croissante de (c?,400)

dans X% et Uapplication ¢, — R*(c¢1) est strictement décroissante de (¢,+00) dans
X1
+

Preuve : Toute solution (R,U) € X? vérifie AR + A;U = I. Rappelons que

a 1
R(U) =5—- —1U - a—Ko((CL()ml - almO)U).
0

ag
Soit by > by > ! et pour i = 1,2, on pose U(b;) 'unique solution dans X de

On a
AU(b1) = b f1(R(U(01)))U (b1) = (b1 — ba) f1(R(U (b1)))U (b1) < 0.

Ainsi, U(by) est une sous-solution de (6.2.6) avec i = 2. Puisque Uy, > U(by) est une
sur-solution, I'équation (6.2.6) a une solution U(by) vérifiant U(b;) < U(by) < Un. Par
unicité, on a U(by) = U(by) donc U(by) < U(bs), ce qu'il fallait démontrer.

Puisque AgR*(c1) + iU (c1) fi(R*(c1)) = I pour tout ¢; > ¢?, par la proposition 6.1.7,
la stricte croissance de U* implique directement la stricte décroissance de R*. O

6.2.2 Hyperbolicité et indice des solutions semi-triviales

On voit qu’il y a deux bandes de solutions (ci,.5,0) et (c1, R*(¢1),U*(¢1)), donc
(c),5,0) € R x X, x X, est un point de bifurcation. Par la proposition 6.1.7, pour
tout ¢; € R, le systéme (6.1.6) a une solution triviale (S,0) € X2. Nous construisons
ici une solution de bifurcation a partir de la solution triviale. Par unicité, ces solutions
correspondent a celles construites dans la sous-partie précédente. Cette construction
permet de préciser les propriétés spectrales des solutions semi-triviales pres du point de
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bifurcation (¢, S,0). En particulier, nous pouvons calculer I'indice de la solution. Nous
montrons ensuite que les solutions sont hyperboliques ce qui permet, en utilisant la
conservation par homotopie de I'indice, de calculer I'indice des solutions semi-triviales
au-dela du point de bifurcation.

Par la proposition 6.1.7, toute solution (R,U) € X3 vérifie R < S. Notons r = S — R
et u = U. Le systeme (6.1.6) peut se réécrire sous la forme

Agr — 1 fi(S —rm)u=0 sur Q
Aju—c1fi(S—r)ju=0 sur Q
Opu =10 sur of2
O,r =0 sur 0f).

(6.2.7)

Clairement, (R,U) € X7 est une solution de (6.1.6) si et seulement si (U, S — R) € X7
est une solution de (6.2.7).
Définissons 'opérateur 7" de R x X, x X, dans X, x X, par

T(cr,ru) = (Ko(f1(S —r)u), Ki(f1(S —7r)u)).
On aVe € R, T(¢1,0,0) = (0,0) et T' s’écrit
T(cy,ru) = K(c)(r,u) + Riey,r,u),

ol
K(c1)(p, ) = Dy T'(c,0,0)(p, ¢) = c1(Ko(f1(5)9), Ki(f1(5)9))
et
R<Cl> T, U) = T(Cla T, U) - K(Cl)<r7 U)

Un calcul direct montre que R vérifie, pour tout ¢; € R, D¢, R(c1,0,0) = (0,0). On
note également

F(e1,R,U)=(R,U) —T(c1,R,U)
et

Lo = D) F(c},0,0) = I — K(c)).

Montrons que (c?,0,0) est un point de bifurcation par le théoréeme de Crandall-

Rabinowitz [19], 6.1.5.

La premiere étape est de montrer que 0 est une valeur propre simple de Lg. Soit
(p,¢) € ker(Lg). On a

p— A Ko(f1(S)p) =0

¢ — K1 (f1(S)¢) = 0.
Si ¢ = 0, alors p = 0. Donc ¢ # 0 et vérifie Aj¢p — & f1(S)¢ = 0. Par le lemme 6.2.2,
on a, & constante multiplicative pres, ¢ = ¢o > 0 et p = A Ko(f1(S)po) = po > 0.
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Par conséquent, dim(ker(Lg)) = 1 et ker(Lg) = vect{(po, ¢o)}. Puisque Ly est une
perturbation compacte de I'identité, son indice de Fredholm est 0 et codim(Im(Lg)) =
1.

Pour appliquer le théoréme 6.1.5, il reste a montrer que D.Lo(po, ¢o) ¢ Im(Lg). Un
calcul direct montre que

D.Lo(po; o) = (—Ko(f1(S)do), —K1(f1(5)¢0))-

Si D.Lo(po, ¢1) € Im(Ly), alors il existe ¢ et p tels que

(=Ko(f1(5)¢0), =K1(f1(5)¢0)) = (p = colo(f1(5)9), & — co K1 (f1(S)¢))-

En appliquant A; a la deuxieme équation, en multipliant par ¢q et en intégrant, ceci
implique [, f1(S)¢§ = 0 donc ¢y = 0, ce qui est une contradiction. Ainsi, D.Lq(po, ¢o) ¢
Im(Ly) et le théoreme 6.1.5 montre 'existence d’une famille de solutions pres du point
de bifurcation (c{,0,0).

Rappelons que si T'(¢cy,r,u) = (r,u), alors Ty(¢1, R,U) = (R,U)ou R=S —r, U =u
et T est défini par ’équation (6.1.7). On peut alors énoncer le théoréeme principal de
cette sous-partie.

Théoréme 6.2.7. (Bifurcation locale)

(i) Il existe € > 0, une fonction c; : (—e,e) — R et deux fonctions r,u : (—¢,€) —
CH(Q) vérifiant ¢1(0) = &7, 7(0) = u(0) = 0, r(s ) = s(¢o+7(s)) >0 et (s) =
s(¢o +U(s)) > 0 tels que {0 < s < &, (c1(s), S — s(tho +7(s)), s(do + U(s))} es
une famille de solutions de (6.1.6).

(ii) Toute solution (cy, R,U) € R x X, x X, de (6.1.6) prés de (c},0,0) est soit la
solution triviale (c1, S, 0), soit sur la courbe (¢1(s),S — s(to +7(s)), s(¢o + U(s)).

(iii) Si s >0 est suffisamment petit, ind(Ti(c1(s), ), (R(s),U(s))) = 1.

Preuve : Les points (i) et (ii) sont une conséquence directe du théoréme 1.7 de [19] et
du fait que (¢p,7,u) est solution de (6.2.7) si et seulement si (¢1, R, U) = (¢1, S — r,u)
est une solution de (6.1.6).

Le point (iii) découle du fait que 0 est une valeur propre simple et minimale de
Popérateur I;— K () = Is—D(runT(cf,0). On sait déja que 0 est la valeur propre mini-
male de I;— K(}) et on a ker(I;— K(c?)) = vect(po ¢o) et codzm([m([d—K( M) =1.
Par conséquent, il suffit de montrer que Im(I;— K (¢0))Nker(I;—K(c?)) = (0,0) [2, 10].

Soit (p,¢) € Im(Iy — K(Y)) N ker(Iy — K(cY)). 1l existe (p1,¢1) tel que (I; —
K()(p1,01) = (p, @) € ker(I; — K(c?)). En appliquant A; sur la deuxiéme égalité,
on obtient

A1y — A f1(S)pr = Ao
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Comme (p, @) € ker(I; — K(c))), on a A1¢ = ¢ f1(S)¢ et on obtient

A1 — A f1(S)py = A f1(9)o.

En multipliant par ¢ et en intégrant sur €0, il vient [, }fi(S)¢* = 0 ce qui implique
¢ =0. On a donc Agp + A Drf1(S)p = 0 et, par décroissance de fy, il vient p = 0.
Par conséquent 3, il existe quatre applications C' : s — pu(s), s —~ w(s) au voisinage de
0 et c; = v(c1), e1 = (polcr), do(c1)) au voisinage de ¥, vérifiant

(Ia = DranTi(c1, S, 0)) (po(cr), doler)) = v(ex)(poler), do(cr)),
(Is = DirunTi(ea(s), R(s),U(s)))w(s) = p(s)w(s),

avec 1(0) = 0, w(0) = (po, ¢o) et V() =0, (po(c1), do(c)) = (po, bo)- (s) est la plus
petite valeur propre de Iy — D(r 1T (c1(s), R(s),U(s)) et vérifie pu(s) = —s7/(c7) (s) +
o(s). Nous voulons montrer que ,u( ) > 0. Il s’agit donc d’étudier les signes de ¢ (s)
pres de s = 0 et de v/(cY).

D’une part, pour s > 0 suffisamment petit, on a

s (Ai(¢o +1(s)) = c1() 1 (S = s(po +7(s))) (¢0 +U(s))) = 0.

En divisant par s et en apphquant ds |s=0> O obtient

Ar@'(0) — A A(S)T(0) + €1(0) f1(S) o + €1 f1(S)dopo = 0.

En multipliant par ¢ et en intégrant sur €, il vient

¢,(0) / H1(S)8 = co / £1(8) 6200, (6.2.8)

Puisque f{(S) > 0, on a ¢;(0) > 0 et, par continuité de s — ¢/ (s), on a ¢{(s) > 0 si
s > 0 est suffisamment petit.

D’autre part, y(c;) vérifie, pres de ¢!,

Argo(cr) — c1fi(S)do(c1) = v(c1)do(er).

En apphquant \Cl —0, en multipliant par ¢o = do(c)) et en intégrant sur Q, ceci

conduit a v/(c? fQ P2 = fQ f1(S)¢2. Ainsi 7/(c?) < 0. Finalement, si s > 0 est suffi-
samment petit, —sc}(s)7'(c}) > 0 et donc p(s) > 0.

1 — pu(s) < 1 étant la plus grande valeur propre de D(ginTi(ci(s), R(s),U(s)), cet
opérateur n’a pas de valeur propre plus grande que 1 et il vient

3. Voir [81] p. 179 pour plus de détails.
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i(T1<cl(S)")7(R(8)7U(8>)) =1 [

Par unicité, la solution de bifurcation (¢;(s), R(s),U(s)) coincide exactement avec la
solution (¢1, R*(c1),U*(c1)) construite par la méthode des sur et sous-solutions. Par
conséquent, les propriétés de la solution de bifurcation au voisinage du point (¢9, S, 0)
se transferent & la solution (cy, R*(c1), U*(c1)) pour ¢; au voisinage de ¢{. En particulier,
ceci implique le résultat suivant.

Proposition 6.2.8.

lim | 2%(c1) = Sloc + [|U*(e1)[[oc = 0.

C1 —>Cl

Prewve : On a (R(s),U(s)) = (R*(c1(s)), U*(¢1(s))) et, comme lin% ci(s) = ¢,

s—
lim [[R*(c1) = Slloo + [[U"(c1)]loo = lim [[R(s) = Sl + |U(s)]|c = 0. O
c1—cj s—0
Le lemme suivant établit que toutes les solutions semi-triviales sont hyperboliques.
Ce résultat est tres utile dans la sous-partie 6.3.2 pour construire des solutions de
coexistence.

Lemme 6.2.9. Pour tout ¢; > ¢, Ker(Dp T (c1, R*(c1),U*(c1))) = {0}.

Preuve : La preuve se décompose en deux étapes. Nous commencons par montrer
que, si 0 est valeur propre, alors il existe un vecteur propre positif associé. Pour ce
faire, nous introduisons un probleme auxiliaire dépendant du temps et d’un nouveau
parametre A. Nous montrons que (A, U*) est un point de bifurcation pour ce probleme
auxiliaire d’ou émane une solution positive. La deuxieme étape est de montrer que 0
ne peut pas admettre de valeur propre positive d’ou une contradiction.

Soit ¢; > ¢!. On définit, pour tout u € X, H(u) = Ayu—cy fi(R(u))u ot AgR(u)+Aju =
I, c’est-a-dire

1

R(u) =S — oL + —KO((almo — aoml)u).
Qo Qo

On note U* = U*(¢y). Définissons le probleme auxiliaire dépendant du temps

Owu(t,x) = —H(z,u(t,z)) — AU () —u(t,z)] := —Hy(z,u(t,z)) t>0etx e
Opu(t,z) =0 t>0etxe o,
u(0, z) = uo(x) r €N

(6.2.9)

ou A > 0 reste a déterminer.
Pour tout A > 0, U* est une solution positive et stationnaire de (6.2.9).
On a

DLH(U*)(¢) = A — er f1(R(U)) + clj—;fmw*))w + Ko((armo — agmi)o).
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Il est clair que 0 est une valeur propre de D )T (c1, R*(c1),U*(c1)) si et seulement
si 0 est une valeur propre de D, H(U*). Supposons, par contradiction, que 0 est une
valeur propre de D, H(U*), alors —\ est une valeur propre de D, H,(U*) et donc

U™ est une solution stationnaire instable de (6.2.9). (6.2.10)

Nous montrons maintenant que 'on peut choisir A suffisamment petit pour que
(1—=X)U* et (1+X)U* soit un couple de sur et sous-solutions. On a clairement R((1+

NU*) = R(U*) £ A [Z—;U* + %Ko(almo — aoml)U*] — R(U*) lorsque A — 0. On a

Hy((1+NU*) = Ey + \U*

ou B\ =ci(14+NU*[f1(R(U*)) — fi(R((1 + N U*))] — 0 lorsque A — 0.

Par suite, si A est suffisamment petit, (1 + A\)U™* est une sur-solution de (6.2.9). Un
calcul similaire montre que (1 —\)U* est une sous-solution. Par I'hypothese 6.1.2 et par
le principe de sur et sous-solutions dans les équations elliptiques, il existe un couple de
solutions stationnaires (1 — \)U* < U~ (A) < UT(A) < (1 + A\)U*. De plus, le domaine
[U=(N),UT(XN)] est un attracteur dans le sens suivant. Si 'on note (¢, x, ug) := ux(¢)
la solution de (6.2.9) avec condition initiale ug, alors

Vug € (1= NU*,(1+NU"), U () <liminfuy(t) < limsupuy(t) < UT(N).

t—+0o0 t—+o0

En particulier, U= (\) < U* < Ut(\). Si U~ = U* = U, alors U* est un attracteur
local ce qui contredit (6.2.10). Par conséquent, et d’apres le principe du maximum, on
a soit U~ (\) < U* soit U* < UT(N).

L’opérateur ¢ — KO((a1m0 — aoml)cb) étant compact, les valeurs propres de D, H(U*)
sont isolées. Puisque, par hypothese, 0 est une valeur propre de D,H(U*), si \ est
suffisamment petit, ker(D,H,\(U*)) = {0} et D, Hx\(U*) est injectif de X dans C'*().
Ainsi, si pour un Ao, on a U~ (Ag) < U* (resp. U* < U™ (X)), alors VA € (0, Ao,
U= (\) < U* (resp. U* < UT())). Supposons que U* < Ut(A) (le cas U~ (\) < U*

étant similaire).

Puisque U* < UT(A) < (14 \)U*, on voit que Ut (A\) — U* dans L™ lorsque A — 0.

La fonction positive w(\) = M vérifie
M) = e (RO Oy + e LI = ROy —

Des estimations successives et les théoremes d’inclusion de Sobolev impliquent que, a
une sous-suite prés encore notée A, w(A) — ¢ > 0 dans C1(Q) et ¢ satisfait

D H(U*)(¢) = 0. (6.2.11)
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En résumé, si 0 est une valeur propre de D, H(U*), alors il existe une fonction propre
positive correspondante. Il reste a montrer que ceci est impossible. On a

D H(U*)() = A — e fi(R(U)) + clz—;f{w(U*)) [6 + Ko((armo — agmy)é)].

Comme U* est une fonction propre de ¢ — Ao — 1 f1(R(U*))¢ associée a la valeur
propre 0, par le lemme 6.1.3,

VoeX, [ Moo-ah(RUNG 020
Q
Les hypotheses 6.1.1 et 6.1.2 impliquent que, pour tout ¢ > 0,
a
Cla—;f{(R(U*))(¢ + Kg((almo — a0m1)¢)) > 0.

On en déduit, [, D,H(U*)(¢) - ¢ > 0 ce qui constitue une contradiction. ]

Corollaire 6.2.10. L’application ¢y — (R*(¢1),U*(c1)) est continiment différentiable
de (), +00) dans X% x X7.

Preuve : Soit G de (¢}, 00) x C?T® x C?** dans C*(Q) x C*(Q) par

A0R+le1(R)U— 1 ) ‘

G(c1, R, U) = ( AU = fi(R)U

G est contintiment différentiable et, pour ¢; > ¢}, on a G(c1, R*(¢1),U*(¢1)) = 0. Choi-
sissons ¢; > ¢. D’aprés le lemme 6.2.9, la dérivée de Fréchet D g G(c1, R(c1)U(cr)) -
C?ra x 0% C x C% est bijective. Par le théoreme d’inversion locale, il existe une
application C1, : (R,U) : R — C?*"* x C?*® définie dans un voisinage de c¢; telle que
(R,U)(c1) = (R*(c1),U*(c1)) et G(c, R(c),U(c)) = 0. Par unicité des solutions, dans
un voisinage de ¢y, (R,U) = (R*,U*). Ceci implique que ¢; — (R*(c1),U*(c1)) est
continiment différentiable dans un voisinage de ¢;. Cet argument étant valable pour
tout ¢; > Y, le corollaire est prouvé. ]

Proposition 6.2.11. Pour tout ¢; > ¢, on a i(Ti(c1,-), (R*(c1),U*(c1))) = 1. Par
conséquent, DgpyTi(c1,-) a un nombre pair de valeurs propres (comptées avec leur
multiplicité algébrique) plus grandes que 1.

Preuve : Puisque Iy — DiguyTi(c1, ) est inversible, on sait que

i(Ty(cr,-), (R(e1),U(cy))) = (—1)"ev)

olt n(cy) est le nombre de valeurs propres plus grandes que 1 de Dg)T1(cq,-). Soit
¢1 > ¢1 > ¢). Par unicité de la solution de

Ti(c1, R(c1),U(cr)) = (R(c1),U(cr)) (6.2.12)
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dans X7 x X, on peut choisir un voisinage ¢ de {(c1, R*(c1), U*(c1)), ¢1 € (¢1, @)} dans
R x X% x X7 tel que, si ¢; € (c1,¢1), il n’y a aucune solution sur OU. La conservation
par homotopie [2] montre alors que (71 (c1, -), (R*(c1),U*(c1))) est constant sur (cy, ¢1).
Cet argument est valable pour tout ¢; > ¢; > ¢ donc (T} (c1,-), (R*(¢1), U*(c1))) est
constant sur (c?, +00). Par le théoréme 6.2.7, nous savons déja que

i(Ti(cr, ), (R*(e1),U"(c1))) = 1

pour c¢; supérieur mais proche de ¢? et ceci termine la preuve. O

6.3 Solutions de coexistence

Dans cette partie, nous montrons le résultat principal de ce chapitre : 'existence
d’une solution de (6.1.1) dans X% x X7} x X7} . Rappelons la définition suivante.

Définition 6.3.1. On appelle solution de coexistence un triplet (R, U, V) € X5 x X x
X7 solution de (6.1.1).

6.3.1 Résultats préliminaires

Clairement, (5,0,0) € X? est une solution positive ou nulle de (6.1.1). De plus, on
montre, dans la partie 6.2, 'existence de deux constantes positives ¢} et ¢y telles que
(6.1.1) admet une solution semi-triviale si ¢; > ¢?. Plus précisément, le théoreme 6.1.8
implique le résultat suivant.

Proposition 6.3.1. Le systéme (6.1.1) a une solution triviale (S,0,0) € X3,
~ Sicy >, alors (6.1.1) a une solution semi-triviale (R (cy), U*(c1
— Sicy > Y, alors (6.1.1) a une solution semi-triviale (R:(c1),0,V*(c;
On note ces deux familles de solutions semi-triviales de R* x X3 par

€, = {(c1,c2, R:(c1),U*(c1),0), (c1,¢2) € (), +00) x (3, +00)}
€, = {(c1,c2, R(c2),0,V*(c2)), (c1, ¢2) € (2, +00) x (), +00)}.

Le but de cette partie est de montrer que, pour certains choix de parametres
(c1,¢2) € (¢}, +00) x (3, +00), il existe une solution positive (R, U, V) € X% x X* x X%
pour le systéme (6.1.1). Avant de montrer I'existence d’une telle solution, commengons
par des résultats a priori.

Proposition 6.3.2. Soit (c1,c2) € R?. Supposons que (R,U,V) € X7 x X% x X} est
une solution de (6.1.1), alors

(i) ¢ > & et cg > Y. Par conséquent, il existe deuz solutions semi-triviales (R, U*,0)
et (R:,0,V*),
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(i1) R — R (resp. R — R) n’est pas de signe fixé ou est nul,
(1)) 0 <U <U* et 0 <V < V™.

Preuve : Soit (R,U, V) € X% x X% x X une solution de coexistence. Par la proposition
6.1.7, on a R < S. Comme dans la preuve de la proposition 6.2.3, on en déduit ¢; > ¢!
pour i = 1,2. Le point (i) est prouvé.

On a AU — 1 fi(R)U = A U* — ¢1 f1(RE)U* = 0 avec U et U* strictement positifs.
Ainsi, d’apres le lemme 6.1.3,

)\1(141 - lel(R)) = )\1(141 - lel(Ru)) =0

et le point (ii) est une conséquence directe de la décroissance de R — A\ (A1 —c1 f1(R))
(Lemme 6.1.3) et de la croissance de R +— fi(R) (Hypothese 6.1.1).

La preuve de (iii) découle d’'une méthode de sur et sous-solutions. Notons R(U, V)
I'unique solution dans X de AgR + AU + AgV = 1. On a

1
R(U, V) =5 - ﬂI'J — %V -+ _KO [(a1m0 — aomg)U -+ (a2m0 — aomz)V] .
Qo Qo Qo
Soit V' € X7 . Comme dans la proposition 6.2.4 et grace a I'hypothese 6.1.2, U := U(V)
est ['unique solution de

On voit facilement que, pour s € (0,1), (sU,U*) est un couple de sous et sur-solutions
de (6.3. 1) Choisissons s suffisamment petit pour que 0 < sU < U*. Alors, il existe une
solution U vérifiant sU < U < U*. Par unicité, ceci implique U=U < U*. Le méme
argument montre que V. < V*. [

6.3.2 Construction des solutions : preuve du théoreme 6.1.9

Nous construisons ic des solutions de bifurcation a partir des solutions semi-triviales.
Soit ¢; > ¢ fixé et voyons ¢y comme un parametre. Dans la suite de cette partie, nous
entendons par solution une famille (¢, R, U, V) € Ry x X3. D’apres le lemme 6.1.3, on
a le résultat suivant.

Lemme 6.3.3. Soit ¢c; > ¢ . Le probléme auz valeurs propres Ast) — pufo(RE(c1))p = 0
a une valeur propre principale cs(c1) > 0 et une fonction propre associée p* > 0. De
plus,

” fQ CLQVQbZ + m2¢2
ala) = ¢>€§11f Jocrfa(Ry(c1))o?

Proposition 6.3.4. Fizons ¢, > . Il existe c§®(c;) > ¢ tel que, si (R,U,V) €
X7 x X% x X7 est solution de (6.1.1), alors ¢y < 5%,
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Preuve : ¢, > ¢ étant fixé, on suppose, par contradiction, qu’il existe une suite
(&, Ri, Uy, Vi) € (3, +00) x X7 x X% x X solution de (6.1.1) telle que ¢§ — +o0.
Comme dans la preuve de 6.2.1, ceci implique || Ry|l« — 0. Par continuité de I'applica-
tion R — A\ (A1 — 1 fi(R)) (Lemme 6.1.3), on a A\j(A; — ¢1f1(Ry)) — Ai(A;1) lorsque
k — 400. On a A1(A1) > 0 et, par ailleurs, Vk, A\;(A; — 1 f1(Rx)) = 0, ce qui constitue
une contradiction. O]

Par la proposition 6.3.5, si (¢, R, U, V) = (o, R, — 7, U* —u,v) € X} x XT x X7 est
une solution de(6.1.1), alors (cp,7,u,v) € X x X} x X7 est solution de

Agr + iU [ fi(R;) — fi(R; — )] + ciufi(R; — 1) — cofo(Ry — ) =0 sur Q

Ai(u) — e fi(Ry — r)u — U [fi(Ry) — fi(R, — )] =0 sur §)
Asv — cofo(RE — 1) =0 sur €.
(6.3.2)

Pour tout W = (r,u,v) € X3, définissons

Koy 0 0 —aU*[fi(R}) = fi(R}, = 7)] — crufi(Ry, = 7) + cafo( Ry
T(c,W)=| 0 Ki 0 +efi(Ry —r)u+ aU*[fi(Ry) — fi(Ry — )]
0 0 KQ CQfQ(RZ — 7“)’[)

En notant K (c2) = DwT(c2,0), on a T(co, W) = K(c2)W + R(co, W) ott K(cg) est un
opérateur compact et linéaire et la dérivée de Fréchet de R vérifie Dy R(co,0) = 0.
De maniere évidente, (c,7,u,v) € X3 est solution de (6.3.2) si et seulement si

T(co,r,u,v) = (r,u,v). (6.3.3)

De plus, pour tout co € R, on a T'(¢z,0,0,0) = 0. Nous étudions les bifurcations pour
I’équation (6.3.3).

Proposition 6.3.5. Soit ¢ la valeur propre définie dans le lemme 6.3.3 et ¥* la
fonction propre associée. Il existe p* et ¢* telles que

ker(Iy = K(c3)) = vect(p®, ¢*,97).

Il existe € > 0, une application (7,u,v) € C* ((—¢,¢), X3) vérifiant (7(0),u(0),v(0))
(0,0,0) et une fonction cy € C* ((—¢,¢), RT) vérifiant c3(0) = ¢ tels que Vs € (—e,

-y ),
(ex(s), $(p + 7(5)), s(6 + (s)), (" + (s))) est solution de (6.3.2).

De plus, toute solution de (6.3.2), dans le voisinage de (c3,0,0,0), est soit sur la courbe
(€,0,0,0) soit sur la courbe

{(ca(s), (¢ +u(s)), s(¢* +0(s)), s(p +7(5))) , 5 € (—€,€)}.

r)v)
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Preuve : Définissons 'opérateur T} de C1(Q) x C1(Q) — X, x X, par

e R G

D’apres la partie 6.2, (R}, U*) est un point fixe de T} dans X% x X7. La dérivée de
Fréchet K(c3) de T en (c5,0,0,0) vérifie

K(c3) g — | He) ( g ) * ( CEKO(%(RZW ) (6.3.4)
\ 0 SGHo(fo(R)Y)

Ly = DroTi(R,(c1), U™ (c1))-
Tout (¢, v, p) € ker((1y — K(c})) vérifie

< / ) ~ e ( / ) - ( AT ) , (6.3.5)

U — GKs(fo(Ry)Y) = 0. (6.3.6)
Par la proposition 6.2.9, on sait que 1 n’est pas une valeur propre de Ly, donc I;— L(c;)
est injectif et si ¢ = 0, alors p = ¢ = 0. Par conséquent, ¢ # 0 est solution de (6.3.6)
et le lemme 6.3.3 montre que 1y = ¥* a constante multiplicative pres. On en déduit
que (p*, ¢*) est 'unique solution de (6.3.5). Ainsi, ker(I; — K(c})) = vect(p*, ¢*,v*),
dim(ker(l;—K(c}))) = 1 et par alternative de Fredholm, codim(Im(l;—K(c}))) = 1.
Pour appliquer le théoreme 6.1.5, il reste a montrer que D,,(Is — K(c3))(p*, ¢*,¥*) ¢
Im(L(c})). Un calcul direct montre que

De,(Ia — K(c3))"(p", ¢", ¥") = (= Ko(fo(R})¥"), 0, —Ka(fo(R)¥")).

Supposons, par contradiction, qu’il existe ¥y tel que —Ks( fo( R:))*) = 1 —c5 Ko fo(RE)Yn).
Comme dans la preuve du théoreme 6.2.7, en appliquant A,, en multipliant par * et
en intégrant sur €2, on obtient

- / fa( ROy = / (Agr — G F(R))E" =0,

ce qui contredit ¢* > 0. Finalement, toutes les hypotheéses du théoreme 1.7 dans [19]
sont vérifiées et la proposition en découle. O
Proposition 6.3.6. L’équation (6.3.2) admet un continuum de solutions

(50 = {(CQ7U7U7T)} CRx X3

émanant de (¢5,0,0,0) et rejoignant 400 ou (¢3,0,0,0) ou ¢y # ¢5 et 14 — K(¢é3) n'est
pas inversible.
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Preuve : Ce résultat est une conséquence du théoreme de bifurcation globale 6.1.6.
Montrons donc que i(7T'(cq,-),0) change de signe pres de ¢i. Soit x> 1 une valeur
propre de K(cg). D’apres lexpression de K(cy) vue dans 'équation (6.3.4), il existe

(p, 6, £ (0,0,0) tel que

P P
K(c2) ¢ =pl| ¢
(0 (G

Par (6.3.4), deux cas sont possibles. Ou bien ¥ = 0, dans ce cas on a

() +(2)

Ko (f2(R,)Y) = pab. (6.3.8)

Ou bien ¢ # 0 et dans ce cas

Par la proposition 6.2.11, pour tout co, le probleme aux valeurs propres (6.3.7) a un
nombre pair de valeurs propres n(c;). Comme dans la preuve du théoreme 6.2.7, on
montre que le probleme 6.3.8 n’a pas de valeur propre plus grande que 1 si ¢ < ¢ et
exactement une si ¢ < cp + € pour un certain € > 0 suffisamment petit.

Par conséquent, si ¢y < ¢, i(T(ca,-),0) = 1 et, si ¢5 < o + ¢, i(T(ca,-),0) = —1.
L’application du théoreme 6.1.6 termine la preuve. [

L’unicité de la solution non triviale au voisinage du point de bifurcation (c3,0,0,0)
montre que, dans le voisinage de (¢}, 0,0, 0), la courbe & est confondue avec la courbe
de solutions

{(ca(s),7(s),u(s),v(s), —e < s < e}

définie dans la proposition 6.3.5.
Puisque 'on ne s’intéresse qu’aux solutions positives et que v(s) < 0 pour s < 0, on
définit %7 la plus grande composante connexe contenue dans

6o/{(c2(s),7r(s),u(s),v(s), —e < s < 0}.

Si (eq,7,u,v) € 61, alors (¢q, R — r,U* — u,v) est une solution de (6.1.1). Ainsi, on
définit € = {(co, R, — r,U* — u,v), (ca,7,u,v) € 61}. Par construction, tout point
de € est une solution de (6.1.1). On peut montrer exactement comme dans [71] que €
satisfait 1'une des trois alternatives suivantes.

(i) Il existe (co, RY — r,U* — u,v) € € tel que (co, RY, — r,U* + u,—v) € € avec

(u,v,7) # (0,0,0).

(ii) € joint (b, RE,U*,0) a (ca, R, U*,0) ou I;— K (¢2) n’est pas inversible et ¢; # ¢.

(iii) € joint (¢}, R, U*,0) & +oo dans R x X3.
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Preés du point de bifurcation (¢, R, U*,0), € consiste en des solutions positives, c¢’est-
a-dire qu’elle est incluse dans R* x X7 x X7 x X*%. La proposition suivante énonce
qu’elle ne peut y rester.

Proposition 6.3.7. {(R,U,V),3cs > &3, (c2, R, U, V) € €/(c5, R:,0,U*)} n'est pas
contenue dans X x X x X7.

Preuve : Supposons, par contradiction, que € /(c3, R,*,0,U*) C RT x X* x X7 x X7,
La discussion précédente implique que €’ /(c3, R, 0,U*) rejoint oo.

Soit (g, R,U,V) C €. Par le lemme 6.3.3, il existe ¢§*** > 0 tel que ¢J < ¢y < 2,
Les propositions 6.3.2 et 6.3.4 et un argument de bootstrap montrent que

IRlx + [[Ullx + [VIx <M

pour une certaine constante M; > 0 indépendante de cy. Par conséquent, € est bornée
dans R x X _?; ce qui est une contradiction. O]

Finalement, ¢ quitte le cone positif. Afin d’étudier les points ot I'un des termes s’an-
nule, énoncons tout d’abord un lemme général.

Lemme 6.3.8. Fizons ¢1 > ¢). Soit (¢3*, R*™*, U™, V**) € R x X3 une limite de solu-
tions strictement positives (c5, R", U™, V") € xR x X7 x X% x X7. Alors,

AM(Ar = fi(R™)) = Mi(Ag — 5" fo(R™)) = 0.
Preuve : Pour tout n > 0, la fonction v,, = UnHUnH}l > 0 vérifie

Alwn - lel(Rn),le)n =0

et par conséquent,
Y = K1 [e1 f1(Re)¥n] -

D’apres la proposition 6.1.7, R, est uniformément bornée dans L*° et des arguments
standards de bootstrap montrent que R, est uniformément bornée dans X. Puisque
|Unllx = 1, il vient ||y fi(Rp)¥nllx < M pour un certain M > 0 ne dépendant pas
de n. La compacité de K; comme opérateur de C'(Q) dans lui-méme implique que
I’on peut extraire une sous-suite, encore notée n, telle que 1, converge fortement dans
C(Q) vers une certaine fonction ¢ > 0 vérifiant |[¢]|x =1 et

Y = K [erfi(R™)Y].

Ainsi, ¢ > 0 et, par le lemme 6.1.4, on a A\(A4; — ¢1f1(R**)) = 0. La preuve pour
A (Ag — ¢ fo(R*™)) est similaire. O

Le principe du maximum implique le résultat suivant.
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Proposition 6.3.9. 1] existe ¢* > Y tel que € joint (¢, RX,U*,0) € €,
avec (c5*, RE(c3*),0,V*(c5¥)) € %,.

Preuve : Au voisinage de (c3, R;,U*,0), on a € /{(c5, R;,U*,0) C Xi x X% x X}.
Donc, d’apres la proposition 6.3.7, il existe (&, R,U,V) € {€ — (¢, R*,U*,0)} N
O (X5 x X} x X*) limite d'une suite {(c,, Bn,Un, Vo)} € € NR x XT x XT x X7,

Par conséquent, (R U,V) est une solution de (6.1.1) dans € X et, pour un certain
z€Q, ona R)U(x )?( ) = 0.

Par le principe du maximum et le lemme de Hopf, si U (resp V resp. R) s’annule en
un point de €2 tout en étant positif, alors U=0 (resp. V= 0, resp. R= 0) sur . Si
R = 0, alors I = 0, ce qui est faux par hypothese. Par conséquent, on a soit U = 0 soit
V=0S0=V=0,alors (s, U,v, R) est la solution triviale. Par le lemme 6.3.8,
ceci implique que c¢; est une valeur propre de A1 — 1 f1(S )¢ = 0, avec une fonction
propre associée <;5 > 0. Ainsi, ¢; = ¥ ce qui contredit ¢; > ).

Supposons que V=0etU> 0, alors par unicité de la solution semi-triviale, U=U*
et R = R;. Par le lemme 6.3.8, il existe ¢ > 0 vérifiant

Atp — G fo(RE)Y =00n Q, 9,10 =0 on 9. (6.3.9)

D’apres le lemme 6.3.3, on a ¢ = 02 ce qui est a nouveau contradictoire. Finalement,
I'unique possibilité est que V>0,R>0etU=0. Ainsi (€2, U 1% R) € C,. ]

Par symétrie du probléme, on peut fixer ¢, > ¢J et voir ¢; comme un parametre. Le
théoreme 6.1.9 n’est alors que la combinaison des propositions 6.3.6 et 6.3.9.

6.3.3 Domaine de coexistence : preuve du théoreme 6.1.10

Le théoreme 6.1.9 énonce qu’il y a deux familles de solutions de coexistence dans
R? x X1 x X7 x X7 correspondant respectivement a c¢; et ¢ fixés. Nous décrivons
maintenant la structure globale des solutions. Avec les notations du théoreme 6.1.9, on
définit les trois sous-ensembles suivants de R?

0. = {c1,¢2) € (], +00) x (¢, +00), ¢ (¢;) < ei < ¢} (¢5),i # 5},

0. = {01’62> € (C(l)’+oo> X (Cgu"i_oo)acj*(cj) <G < C:(Cj)ai 7é J}a

et
@:@7U@+.

D’apres le théoréme 6.1.9, pour tout (c1, ;) € O, il existe ? une solution de coexistence.

4. Cela dit, © peut tres bien étre vide. C’est le cas si ¢} (¢;) = ¢*(¢;). Nos observations montrent que
ce cas est dégénéré, dans le sens ot il ne se produit que pour des jeux de parametres tres particuliers.
Dans ce cas, il semble que la courbe de bifurcation reliant ¢} a c¢* = ¢} reste dans le plan ¢; = c].
Nous n’avons cependant pas réussi a démontrer ce résultat.
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On appelle O le domaine de coexistence. Nous étudions ici le domaine de coexistence
via I’étude plus précise des fonctions ¢ et ¢;*. Le lemme suivant caractérise les fonctions
c**

Z‘ .

Lemme 6.3.10. Pour c¢; > ¢ et cg > ¢, notons p(cy, ca) = M (A1 — a1 f1(Ri(c2))) et
V(Cl, 02) = /\1(142 - CQfQ(RZ(Cl))). On a

sgn (u(c1, c2)) = sgn (ci(ca) —c1) = —sgn (3" — c2),

sgn (v(ey,e2)) = sgn (cy(c1) — c2) = —sgn (¢;" — ¢1),

o, pour tout s € R,

1 st8>0
sgn(s) =< 0 sis=0
-1 s1s5<0.

Preuve : Prouvons le résultat pour p. La preuve pour v est similaire.

Soit ¢y > . Par définition de ¢} (ca), on a u(ci(ca), ca) = M (A1 —ci(co) f1(R:(c2))) =0
et, d’apres le lemme 6.1.4, 'application ¢; — p(cq, ¢2) est strictement croissante ce qui
montre que sgn (u(cy, c2)) = sg (¢i(ca) — ¢1).

Maintenant, fixons ¢; > ¢?. D’apres le lemme 6.3.8, on a

p(er, e5(er)) = 0. (6.3.10)

Par le théoreme 6.1.8 et I'hypothese 6.1.1, 'application ¢y — fo(R:(c2)) est stric-
tement décroissante. Le lemme 6.1.3 implique donc que ¢ +— pu(cy,co) est stricte-
ment croissante. La relation (6.3.10) montre que, par conséquent, sgn (u(ci,c2)) =
—sgn (c3* — c). O

REMARQUE 6.3.1. La stricte monotonie des valeurs propres implique immédiatement
lexistence des points de changement de signe des valeurs propres c; et c¢i*. L utilisation
des indices dans un cone positif [20, 21] implique alors Uezistence d’une solution dans
X7 x X% x X7 lorsque ¢; € (min(c}, c;*), max(cf, c*)). Cependant, le théoreme 6.1.9

est plus précis en ce sens que [’existence d’un continuum de solutions liant ces deux
points de bifurcation a été prouvée.

Proposition 6.3.11. Soit {i,j} = {1,2}. Pour tout ¢; > cj, le nombre c¢;*(c;) est
caractérisé® par cf(cj*(c;)) = ¢;. Ainsi,

04 = {(c1, ) € (), +00) x (3, +00), 1 > ¢f(ca), e > c5(c1)}

et
O_ = {(c1,¢2) € (), +00) x (), +00),c1 < €f(c2), 2 < c5(cr)}-

5. Autrement dit, ¢f* = (¢f)~L.
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Preuve : La caractérisation de ¢* est une conséquence immédiate du lemme 6.3.10.
Avec les notations de ce lemme, les ensembles ©_ et ©, peuvent s’écrire

O_ = {(c1, ), p(c1, c2) > 0,v(cq, c2) > 0}
0 = {(01702%#(01,62) < O,V(cl,cg) < 0}.

L’application du lemme 6.3.10 termine alors la preuve. ]

Proposition 6.3.12. -1 — c&(cq) (resp. ca — ci(c2)) est une fonction conti-
nue strictement croissante de (¢, 4+00) dans (3, +00) (resp. de (3, +00) dans
(), +00)) tendant vers +o00 en +oo.
lim cf(cy) = et lim c(c;) = cb.
02%08 clﬁc‘f

Preuve : Pour tout ¢y > 5, on a A\(A; — (o) fi(Ri(cz))) = 0. Ainsi, par le
lemme 6.1.3, la continuité et la croissance stricte de ¢ — ¢f(c2) sont une conséquence
immédiate de la continuité et de la décroissance stricte de R (c).

Comme R}(cy) converge uniformément vers 0 lorsque ¢ — 0o et que A;(A4;) > 0, la
croissance de ¢} implique que l'on a nécessairement lim,, ,, ¢f(cy) = +00.

De la méme maniere, R (cy) tend uniformément vers S lorsque ¢a — 3. Le lemme 6.3.3
implique donc que lim,, 0 cj(cz2) = .

Les propriétés de ¢} se prouvent de la méme facon. O

Preuve du théoréme 6.1.10 . Les points (i) et (ii) sont exactement les propositions
6.3.12 et 6.3.11. Nous avons vu que, si (¢1, ¢2) € ©, alors il existe une solution de coexis-
tence. Finalement, la continuité des applications c} et c5 montre que © est connexe. [

6.4 Interprétation et approfondissements

Cette partie comprend quelques résultats s’appuyant sur les théoremes de ce cha-
pitre et montrant comment le domaine de coexistence permet d’interpréter les phénomenes
de coexistence dans un environnement hétérogene.

6.4.1 Deux propriétés en lien avec ’écologie

Nous montrons ici deux propositions dont la démonstration est aisée en vertu
des résultats précédents et dont les conséquences écologiques sont intéressantes. La
premiere proposition permet de décrire comment les taux de diffusion a; et ay influent
sur la capacité d'une espece a survivre. D’apres le lemme 6.3.3, on a classiquement :

Proposition 6.4.1. Soit ag,a; € (0,400) fizés. L’application ay — ci(as) est crois-
sante. St my — fo(RY) est non constant, alors ay — c5(az) est strictement croissante.
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Le domaine de coexistence est un sous-ensemble des parametres de bifurcation permet-
tant une coexistence. Nos observations conduisent aux deux conjectures suivantes, que
nous n’avons pas réussi a démontrer.

— Si (c1,¢2) ¢ O, alors il n'existe pas de solution de coexistence.

- 0_=10.
La premiere suppose que O caractérise I'ensemble des parametres permettant la co-
existence. En particulier, les courbes de coexistence ne peuvent étre du type de celle
de la figure 6.2.
La seconde suppose que © = O c’est-a-dire que 'on a toujours ¢} (c¢;) < ¢f*(c;).
Sous ces deux conjectures, confirmées numériquement, ’espece ¢ survit a la compétition
si et seulement si ¢; > ¢;. La proposition 6.4.1 indique alors que plus une espece se
diffuse rapidement (plus a; est grand), plus elle est une faible compétitrice.

La seconde proposition permet d’interpréter le domaine de coexistence en termes de
répartition de la ressource dans €.

Proposition 6.4.2. Soit (c1,c2) € ©. On note (R, U*,0) et (R}, 0,V*) les deuz solu-
tions semi-triviales correspondantes. Alors R} — Ry n'est pas de signe fizé.
Si R = R, alors pour tout i,j = 1,2, 1 # j, ci(c;) = ¢ *(¢cj) = ¢ et

{(Cl, Co, RZ, (]_ - t)U*,tV*,t S [07 1]}
est une famille de solutions joignant (cy, co, RE, U*,0) a (1, c2, R, 0,V*) dans {c1, c2} ¥
X3,

Preuve : Si (c1,c2) € O, alors p(cy, co)v(cy, ca) >

On a M\(A; — a1 fi(Ri(c1))) = 0 et A\ (Ag — CQfQ( *(c2))) = 0. Donc, si Ri(c;) >
R (c2), alors u(cy, ca) = A (A1 —c1 fi(RE(ez))) > 0. Par conséquent, v(cq,co) = A (Ag—
cafo(RE(c1))) > 0 et donc Ay (Ay — cafo(Ri(c2))) > 0, ce qui est impossible. Les mémes
arguments montrent que R}(cy) > R (c1) est impossible.

Si Ri(c1) = Ri(c2) := R, alors p(cy, c2) = v(cq,c2) =0, done ¢; = ¢ (¢j) = ¢;*(¢;). On
a AgR + c1 fi(R)U = AgR + caf2(R)V donc, pour tout ¢ € [0, 1],

AR+ (1 —t)ey i R) U + tey fL(R)V™ = 1.
Puisque A1U* = ¢ fi(R)U* et AoV* = o fo(R)V*, on voit que
{(c1,¢0, Ry, (1L = t)U*,tV* t € [0,1]}
est une famille de solutions. ]

Ainsi, le domaine de coexistence © est inclus dans 'ensemble des (¢1, ¢o) tel que R (cy)—
R (c2) n’est pas de signe fixé. Ceci souligne 'importance de I'hétérogénéité spatiale dans
les processus de coexistence, comme nous le décrivons dans la sous-partie suivante.
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6.4.2 Deux cas critiques

Dans le cas homogene, R (ci)(x) et R:(co)(z) sont des constantes par rapport a
x € Q. La coexistence n’est alors possible que si R} (cy) = R:(¢1) ce qui induit une
solution dégénérée. De plus, la stricte croissance de R et R montre que, dans ce cas,

{(c1,c2) € (¢, +00) x (3, +00), Ry (e2) = R; (1)}
est de mesure nulle dans R?. Plus précisément :

Proposition 6.4.3. Si le probleme est homogene, c’est-a-dire si I, m; et f; ne dépendent
pas de x € (), alors les seules solutions semi-triviales sont les solutions homogénes

(Ri(c1), U*(e1),0) et (R5(c2),0,V7(c2))

o
cifi(Ri (ci)) = my,
_ I — mlR’{(cl) ot V*(CQ) _ I — TTLQR%(CQ)‘

mo mo

U*(c1)

En particulier, ou bien Rj(c;) > Rj(c;) pouri # j ou bien Ri(ci) = R3(c2). On a alors
© =0 et © est réduit a une ligne définie par

= my ma

6 = {(c1, 2), Ri(e1) = Bi(c2)} = {(en, ), f ' () = £ (-0)

C1 Co

De plus, pour tout (c1,cy) € O, il existe une famille de solutions {(R;(c1),tU*(c1), (1 —
H)V*(e2)),t € [0,1]}. Ce cas correspond exactement au cas du chemostat homogéne sans

diffusion.

Preuve : C’est une application immédiate de 1'unicité des solutions semi-triviales et
de la proposition 6.4.2. O

Dans le cas hétérogene, il se peut que, pour certaines valeurs de ¢; et ¢y, les concen-
trations critiques de la ressource R(c1) et R}(ce) ne soient pas comparables. Rien
n’impose alors que O soit de mesure nulle dans R2.

Un autre cas limite est celui de la proposition suivante.

Proposition 6.4.4. Supposons que fi = fo et Ay = oAy pour un certain o € RY.
Pour tout (c1,¢) € ©, on a R;(c1) = R;(2) et, par suite, © = {(c1, ac1),¢1 > I}
De plus, le systéeme admet une solution de coezistence (R,U,V') si et seulement si
(c1,¢2) € O et alors {(R:,tU*, (1 —t)U*),t € (0,1)} est une famille de solutions. Toute
solution de coexistence vérifie (R,U, V) € {(R:,tU*, (1 —t)U*),t € (0,1)}.
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Preuve : Dans ce cas, le systéme a une espece correspondant a V' s’écrit

{( 2hHR)(@V) =0
(Ao+ OfflOéV)R ]

Notons ¢ = . Par unicité de la solution du probleme & une espece, on a aV*(c) = U*(c)
et Ri(c) = Ri(c). D’apres la proposition 6.4.2 et la monotonie de R} (Proposition
6.3.1), si (c1,¢2) € ©, alors Ry (c1) = R;(%) et donc, d’apres la proposition 6.4.2,

O ={(c1,c1),c1 < c(l)}.

Supposons que (c1, ¢2) soit tel que (R, U, V') est une solution de coexistence. On a
c
AM(Ar = Ezfl(R)) = M4 —afi(R) =0,

d’ou, par le lemme 6.1.4,
Co = QCq.

En sommant les deux dernieres équations du systeme (6.1.1), on obtient

{ AR+ 1 fi(R)(U +aV) =1,
(A1 = fi(R))(U +aV) =0.

Par unicité de la solution du probleme a une espece,
U+aV =U" (6.4.1)

et R=R;,. (6.4.2)

D’apres (6.4.2) et I'unicité (a constante pres) de la premiere fonction propre du probleme
(A1 — a1 fi(R))U* = 0 (Lemme 6.1.3), il existe (t,y) € R% tel que oV = yU* et
U = tU*. D’apres (6.4.1), il vient y = 1 — ¢t. On vérifie facilement que la famille
{(R:,tU*, (1 —t)U*),t € [0,1]} est une famille de solutions, ce qui termine la preuve.

O

6.4.3 Liens avec le chapitre 5

Dans le chapitre 5, on a vu que dans le cas générique il n’existe pas de solution de
coexistence si la diffusion est suffisamment grande (Théoreme 5.3.6). Ceci permet de
décrire ’évolution de © lorsque le taux de diffusion augmente. Ainsi, soit ¢ > 0 et le
systeme

(mo aOA)R+01f1( )U+Cgf2< ) I, sur Q,

(my — 2A)U — et i(R)U sur §2

(me — 2A)U — 2 fo(R)V sur (6.4.3)
o,R=0,U=0,V =0, sur Of).
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Notons que, si I’hypothese 6.1.2 est valable pour un € > 0, elle est valable pour tout
e > 0. Dans ce cas, le théoreme 6.1.10 montre qu'il existe ©° C R% tel que, pour tout
(c1,¢9) € OF, le systeme (6.4.3) admet une solution de coexistence. Les frontieres de
O° sont définies par les deux courbes continues

{(c1,¢5%(c1)), 1 > c(l)’g et {(c7%(ca), 0,00 > cg’s}.

Comme dans le chapitre 5, le probleme agrégé stationnaire est défini par

mor + cljjl(r)u +eafa(rv =1
(M1 — e fi(r))u=0 (6.4.4)
(m2 — c2fo(r))v =0
oum; = [,m(z)dr, fi(r) = Jo filz,7) et I= Jo I(z)dx. On définit 7 (¢;) = ﬁ_l(mi/q)
lorsqu’il existe et r}(c;) = +o00 sinon.

Corollaire 6.4.5. Notons ©* = {(c1,¢2),ri(c1) = r3(c2) < +o0}. Alors, pour tout
(c1,02) & O, il existe 9 > 0 tel que Ve € (0,¢), (c1,c2) ¢ O°.

Preuve : Si (¢, c2) ¢ ©%, alors 77(c1) # 15(c2). Le théoréme 5.3.6 assure qu’il existe
go > 0 tel que, pour tout € € (0,&p), il n’existe pas de solution de coexistence pour le
systeme (6.4.4). Par conséquent, (¢, ) ¢ ©° des que ¢ est suffisamment petit, ce qui
termine la preuve. O

En ce sens, le domaine de coexistence ©° tend vers la courbe ©> lorsque ¢ — 0. Le
phénomene d’agrégation du chapitre 5 se traduit ainsi par une diminution du domaine
de coexistence lorsque le taux de diffusion augmente.

6.5 Conclusion

L’idée fondamentale conduisant a la construction de solutions de coexistence dans
les systemes de “unstirred” chemostat de Waltman et al. [27, 43, 44, 80, 90] repose
sur ’hypothese que les taux de diffusion a; sont égaux pour chaque espece (et pour
la ressource). Dans ce cas, ces auteurs utilisent 1’équation de conservation obtenue en
sommant chaque équation : R =S — U — V. Dans notre cas, cette hypothese consiste
a supposer que les opérateurs A; = m; — a; A sont égaux ou proportionnels. Cette
hypothese est tres restrictive et nous nous en sommes affranchis.

Pour des opérateurs de diffusion généraux, au lieu de I’équation de conservation

R+U+V =275,
nous obtenons une équation de conservation du type

R+U+V =S+GUYV)



6.5. CONCLUSION 153

ou GG est une application non locale en z. Le probleme réduit est donc un probleme de
compétition avec un terme de réaction non local induisant de nouvelles difficultés. La
présence de ce terme de réaction non local complique I’étude des I'analyse du probleme
a une espece. Si le terme de réaction est ponctuellement lipschitzien (c’est-a-dire en tout
x € ), alors la méthode des sur et sous-solutions s’applique pour montrer 1’existence,
I'unicité et I’hyperbolicité de la solution du probléeme a une espece. Evidemment, le
caractere non local du terme de réaction empéche toute estimation ponctuellement
lipschitzienne. Un regard attentif sur la méthode des sur et sous-solutions montre que
le terme de réaction doit vérifier une estimation ponctuelle plus faible, détaillée dans
I’hypothese 6.1.2. Cette hypothese est vraie en particulier lorsque a;my > agm; pour i =
1,2. Notons que cette méthode s’applique sans difficulté supplémentaire au probleme
avec conditions de Robin sur le bord du type a;0,U; + b;U; = 0 sous I'’hypothese
additionnelle a;by > agb;.

Une fois les différents résultats obtenus sur le probleme a une espéce, nous pouvons
appliquer la méthode des bifurcations globales pour construire une solution de coexis-
tence dans un certain domaine des parametres de bifurcation ©. L’étude de ce domaine
de coexistence permet de comprendre les liens entre 'hétérogénéité spatiale, la vitesse
de diffusion et la possibilité de coexistence. Si les deux especes sont identiques ou si tous
les parametres sont homogenes, le domaine de coexistence est vide, exactement comme
dans le chemostat homogene habituel. Nos observations numériques (Chapitres 7 et 9)
montrent que, dans le cas générique, © # (). La coexistence est possible. Par ailleurs,
le domaine de coexistence dépend du taux de diffusion. En particulier, lorsque le taux
de diffusion tend vers 'infini, © tend vers une courbe > C R?. Ce phénomene précise
les résultats du chapitre 5 : les grandes diffusions conduisent a I’exclusion compétitive.

Deux résultats, prouvés dans ce chapitre, semblent tres intéressants pour 'interpréta-
tion biologique. Le premier certifie que les points de bifurcation ¢} sont croissants en
la variable de diffusion a;. Ainsi, plus une espece se diffuse vite, moins elle est un bon
compétiteur dans le sens ou son taux minimal de consommation pour survivre est plus
grand. Le second certifie que le domaine de coexistence est compris dans ’ensemble des
parametres de consommation tel que les fonctions R* des problemes semi-trivaux sont
non comparables. Lorsqu’ils sont égaux, on est dans un cas singulier de dégénérescence.
L’interprétation biologique est claire. Dans le cas homogene, les R* sont des nombres et
ne peuvent qu’étre comparables et ainsi la coexistence ne peut apparaitre que dans le
cas dégénéré. Par contre, dans le cas hétérogene, il se peut tres bien que les ressources
a I’équilibre de chaque espece se répartissent de maniere non comparable. Ainsi, il y a
possibilité de coexistence ; la ressource se répartissant de maniere a favoriser des especes
différentes selon les emplacements et donc les deux especes globalement.

Plusieurs résultats restent a montrer concernant les solutions de coexistence et le do-
maine ©. Premierement, nos différentes observations numériques conduisent a penser
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que les solutions de bifurcation sont en fait hyperboliques, sauf dans des cas limites
comme ceux de la partie 6.4.2 pour lesquels les courbes de bifurcation sont de simples
droites. Des courbes de coexistence complexes, comme sur la figure 6.2, semblent donc
impossibles. Caractériser les cas dégénérés permettrait de prolonger la construction au
cas de trois especes et, par récurrence, au cas de N especes. Dans le chapitre 7, nous
esquissons une construction de ce type pour N especes dans le cas discret.
Deuxiemement, nous avons construit le domaine de coexistence comme la réunion de
deux sous-ensembles de R? : ©, et ©_. Nos observations numériques conduisent &
conjecturer que ©_ = () c'est-a~dire que ¢ < ¢*. En fait, nous observons toujours
des bifurcations vers la droite et les solutions de coexistence semblent stables. En
utilisant les notations de la sous-partie 6.3.3, on voit que, si (c1,c2) € ©_, alors les
valeurs propres pu(cy,c2) et v(cp, co) sont strictement négatives. En particulier, les so-
lutions semi-triviales peuvent étre toutes les deux stables. Il serait intéressant de mon-
trer qu'une condition nécessaire pour que la coexistence soit possible est que les deux
solutions semi-triviales soient instables. Cette conjecture a déja été mentionnée par
Waltman et al. [43] mais aucun résultat rigoureux n’a été obtenu en ce sens, excepté
dans le cas d’une structuration discrete en deux sites avec une matrice de migration
K identique pour les deux especes et pour la ressource [49]. Cependant, Hofbauer et
So [39] ont montré des exemples de gradostat a trois sites (c’est-a-dire un probleme
discret a trois patchs), avec des fonctions de consommation de type Holling II, pour
lesquels il existe une solution stationnaire instable. L’existence de solutions instables
indique que I’étude du cas général est plus complexe que celle du cas a deux patchs. Il
serait intéressant de comprendre la structure globale des solutions de coexistence, ou
au moins celle du domaine de coexistence O.

Enfin, notre construction utilise de maniere primordiale ’hypothese 6.1.2. Il serait
important d’étudier ce qui advient lorsque cette hypothese n’est pas vérifiée et donc
lorsque la méthode des sur et sous-solutions n’est plus applicable. L’existence des so-
lutions semi-triviales peut étre obtenue directement par bifurcation globale mais ni
I"unicité ni ’hyperbolicité de ces solutions n’est évidente. Ces deux points sont fonda-
mentaux pour la construction et I’analyse des solutions de bifurcation. Il semble donc
qu’une nouvelle approche soit nécessaire pour étendre les résultats de ce chapitre au
cas général.

Le domaine © permet de comprendre I'influence de 'hétérogénéité spatiale couplée a
la diffusion. En un certain sens, ce domaine est un indicateur du potentiel d’un milieu
donné a permettre la coexistence. Dans les chapitres 7 et 8, nous étudions les liens
entre ©, la biodiversité, le taux de diffusion et la structure de ’hétérogénéité spatiale
afin de montrer la pertinence de la notion de domaine de coexistence.
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6.6 Annexe : cas du systeme discret

La méthode de construction de solutions de coexistence effectuée dans ce chapitre
peut étre adaptée dans le cas du modele discret en espace. Ainsi, soit P > 0 un
entier. On s’intéresse au systeme stationnaire de deux especes en compétition pour une
ressource évoluant dans P patchs. Notons U, V et R les vecteurs de R décrivant les
concentrations respectives des especes 1 et 2 et de la ressource. On note u’ la j®™°
composante d'un vecteur de u € RP. Deux vecteurs u et v de R étant donnés, on
note uv € R le vecteur défini par (uv)’ = (u’v’). Nous construisons des solutions de
coexistence pour le systeme

(m() — aoK)R -+ lel(R)U + CQfQ(R)V =1
(m; — a1 K — 1 f1(R))U =0 (6.6.1)
(mg — asK — cof2(R))V =0

oul € Rf est le vecteur d’entrée de la ressource et mg, m; et moy trois vecteurs de
Ri représentant la mortalité, la sédimentation et la dilution de la ressource et des
deux especes. c¢1,co € R, représente les taux de consommation de chaque espece et
les fonctions f;, définies de Ri dans lui-méme, sont les fonctions de consommation de
chaque espece. Enfin K est une matrice de P x P représentant les échanges entre les
P patchs et ag, a; et as sont des nombres strictement positifs représentant les taux de
migration de la ressource et des deux especes.

Hypothese 6.6.1. Les fonctions de consommation sont de la forme f;(R) = (f1(R7)).
Pouri=1,2etj=1,--- P,
— ff : Ry — R, est strictement croissante,

- fi(0)=0.

Hypothese 6.6.2. K est irréductible, ses coefficients non diagonaux sont positifs ou
nuls et (1,--- , 1)K = 0.

Par le théoreme de Perron-Frobenius, cette hypothese assure que la matrice A; =
(m; — a;K) est inversible d’inverse K; strictement positif (c’est-a-dire que, pour tout
vecteur v positif non identiquement nul, on a K;v > 0). L’hypothese 6.6.2 implique que
le probleme trivial (avec U =V = 0) a une unique solution S = KyI > 0. On obtient
la version discrete de la proposition 6.1.7.

Comme pour le cas continu, on suppose que, pour ¢ = 1,2, on a
aom; S a;mg.

Exactement comme dans le cas continu, pour ¢ = 1,2, on définit 1/¢) la valeur propre
principale de K;(f;(S)). On montre alors, en utilisant de fagon essentielle le théoreme
de Perron-Frobenius, que, pour tout ¢; > ¢!, le probleme (6.6.1) admet une unique so-
lution semi-triviale (R’ (c;),U*(c1),0). De méme, pour tout ¢y > ¢9, le probleme (6.6.1)
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admet une unique solution semi-triviale (R}(c2),0,V*(c2)). Mis a part les résultats de
régularité en espace qui n’ont pas de sens ici, on obtient la version discrete du théoreme
6.1.8.

Une fois les solutions semi-triviales construites, on définit 1/¢f(cp) la valeur propre
principale de K (f1(R}(c2))) et 1/c5(c1) la valeur propre principale de Ks(fo(R(c1))).
En utilisant le théoreme de bifurcation globale dans sa version discrete, on montre,
comme dans la partie 6.3 de ce chapitre, la version discrete des théoremes 6.1.9 et
6.1.10.



Chapitre 7

Interprétation écologique des
résultats

Introduction

Cette partie porte sur I'interprétation écologique des résultats mathématiques obte-

nus précédemment. Ces résultats, bien que partiels, nous guident dans la compréhension
des phénomenes complexes de compétition dans un milieu hétérogene. Pour illustrer
ces résultats, nous utilisons des simulations numériques. Celles-ci nous permettent
également de mettre en évidence le fonctionnement de processus, sous-jacents aux
modeles, difficilement analysables mathématiquement. Nous nous intéressons ici a une
version simple du modele discret et irréaliste biologiquement mais suffisante pour ap-
puyer nos propos.
Nous considérons le cas de N especes en compétition pour une ressource. L’espace
consiste en P sites (ou patchs). Le vecteur U; € RY représente la répartition de la
concentration de 'espece i dans chaque patch ; sa 7™ composante décrit la concentra-
tion de I’espece 4 sur le patch j. De méme, le vecteur R € R” représente la répartition de
la concentration de la ressource dans chaque patch. Avant d’écrire le modele, précisons
quelques notations. Pour tout vecteur u € R”, on note w/ la j™° composante de u. Si
u et v sont deux vecteurs de R”, on note uv le vecteur de R” défini par (uv)’ = u/v?.
Le probleme de compétition pour une ressource et N especes s’écrit alors

%R =I-myR - ZZJ\L1 ¢;Q:RU; + dKR

ou K est la matrice de migration supposée irréductible de termes non diagonaux positifs
ou nuls telle que la somme de chaque colonne est 0, d le coefficient de migration, I le
vecteur d’arrivée de la ressource dans le systeme et m; les vecteurs de mortalité. Les
fonctions de consommation sont de type Holling I : f;(R) = ¢;Q;R ou ¢; est un scalaire
positif appelé taux de consommation de l'espece i et Q; € RY vérifie ||Q;]l; = 1 et
représente 1’hétérogénéité de la consommation de l’espece 1.

157
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Les solutions stationnaires de ce systeme vérifient

S I—moR — Zz]il ¢Q:RU; +dKR =0
N (CZQlR—mZ)Uz—FdKUl:O,z:L’N

Nous décrivons dans ce chapitre les solutions positives ou nulles de Sy.
Dans une premiere partie, nous reprenons la construction de solutions de coexistence
pour deux especes effectuée dans le chapitre 6. Fixons d et c¢;. Lorsque ¢y est petit,
Iespece 2 est une faible compétitrice et ne survit pas a la compétition. A l'inverse,
lorsque ¢y est grand, elle est une forte compétitrice et I'espece 1 ne peut survivre.
Ainsi, quand ¢y croit, nous observons un phénomene de bifurcation conduisant aux
solutions de coexistence. Ceci nous ameéne & définir un domaine de coexistence © C R”
tel que, lorsque (cp, ¢) € O, le systeme admet une solution stationnaire de coexistence.
Sur la base des résultats numériques, nous étendons cette construction au cas de trois
especes et plus.
Dans une seconde partie, nous nous intéressons a la variation du coefficient de migra-
tion d. Nous avons vu, dans le chapitre 4, que les petites valeurs de d conduisent a des
solutions proches des solutions du probleme sans migration. A l'inverse, nous avons
montré dans le chapitre 5 que, lorsque d est grand, les solutions correspondent aux
solutions stationnaires d'un systeme homogénéisé, dit systeme agrégé, qui est de type
chemostat homogene. Pour de grandes valeurs de d, une seule espece peut donc sur-
vivre; il n’y a pas de possibilité générique de coexistence. Nous montrons ici, par deux
exemples, comment les états stationnaires du systeme sont modifiés avec la variation
de d et nous interprétons ce résultat en termes de domaine de coexistence.
Dans une troisieme partie, nous illustrons, par un exemple de deux especes, les liens
entre le domaine de coexistence et les variations de d, et leurs conséquences sur la
biodiversité.

7.1 Solutions de coexistence

Dans cette partie, le coefficient de diffusion d est fixé et, sans perte de généralité,
on pose d = 1.
Le probleme Sy admet une solution triviale S ou S est 'unique solution de

(my— K)S =1.

Par suite, pour tout (¢;)i=1,.. n, le systeme Sy admet une solution positive ou nulle
(8,0,---,0) appelée solution 0-triviale. A partir de cette solution, nous construisons
pas a pas des solutions de coexistence.

Soit i € {1,--- , N} fixé. D’apres le théoreme de Perron-Frobenius, la matrice (m; —
K) est inversible et (m; — K)~! est une matrice positive. Toujours d’apres le méme
théoreme, on en déduit que, pour tout vecteur strictement positif R, la matrice (m; —
K)'diag(Q;R) admet une valeur propre principale maximale 1/cf(R) > 0 associée
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a un vecteur propre positif. 1/¢f(R) est 'unique valeur propre associée a un vecteur
propre positif. On appelle ¢ (R) la valeur propre principale du probleme aux valeurs
propres

Le nombre ¢ (R) est une valeur de bifurcation a partir de laquelle I'espece ¢ peut
subsister.

7.1.1 Solutions 1-triviales

Soit ¢ € {1,---, N}. Quitte a réordonner les indices, on peut supposer que i = 1.
Soit ¢ la valeur propre principale du probléme aux valeurs propres

(m1 — K)¢ — u@:1S¢ = 0.

) est la valeur minimale du taux de consommation permettant la survie de lespece 1.
Dans le chapitre 6, nous avons montré les résultats suivants (Théoreme 6.1.8).
— Si¢ < ¢}, Punique solution positive ou nulle de S; est la solution 0-triviale (S, 0).
— &1 admet une famille de solutions positives notée €' C R x RY x RY connectant
(c),5,0) 400 € Rx RE x R,
— {1 €Ry, e, RU) €6,R>0,U >0} = (), +0).
Pour ce faire, nous avons supposé que m; < mg, mais ses propriétés peuvent étre
montrées directement en appliquant un théoreme de bifurcation globale pour le probleme
semi-trivial. Le choix de i = 1 étant arbitraire, ce résultat montre ’existence d’une fa-
mille de solutions, appelées solutions 1-triviales, pour les N problémes a une espece. A
cette étape, aucun résultat ne nous assure de l'unicité de la famille de solutions ainsi
construite ni du caractere non dégénéré de ces solutions. Afin de construire des solutions
pour le probleme a deux especes, nous effectuons les deux hypotheses suivantes.
(H1) Toute solution de €} est hyperbolique.
(H2) Le systeme S; admet au plus une solution.

REMARQUE 7.1.1. Ces deux hypotheses sont vérifices si m; < mg mais semblent vraies
dans le cas général. FElles sont nécessaires pour construire les solutions des problemes
a deux espeéces.

7.1.2 Solutions 2-triviales

On s’intéresse au probleme de deux especes ¢ et j. Sans perte de généralité, on
suppose que ¢ = 1 et 7 = 2.
Définition de c!

Fixons ¢; > Y. D’apres la sous-partie 7.1.1, le systéme S, admet une solution 1-
triviale, notée (Ry(c1),U1(c1),0), indépendante de c. On définit ¢5(c;) comme la valeur
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propre principale du probleme aux valeurs propres

(my — K)¢ — nQ2R(c1)¢ = 0.

Il est facile de vérifier que ci(c;) > . La continuité de ¢; — Rj(c;) implique que
c1 + c(cy) est une application continue de (¥, +00) dans (c3, +00). De plus, comme
Ri(c;) — S lorsque ¢; — ¢, on a ch(c;) — ¢ lorsque ¢; — ¥ et on peut prolonger ¢4
par continuité en posant

clel) =c, sic <d).

Solutions de bifurcation

L’hypothese (H1) d’hyperbolicité de la solution 1-triviale permet d’appliquer les
théoremes de bifurcation (Théorémes 6.1.5 et 6.1.6) afin de montrer que

(c3(c1); Ra(er),Un(er), 0)

est un point de bifurcation d’ou émane une famille continue de solutions strictement
positives pour le probléme S,. On note €3 cette famille de solutions. De plus, il existe
e =5 (c1) > Y tel que €7 rejoint une solution 1-triviale qui est nécessairement, sous
I'hypothese (H2) d'unicité des solutions 1-triviales, (¢3*, R2(c5*),0,U2(c5*)) (Théoreme
6.1.9).

Nos observations conduisent a distinguer deux cas.

— Le cas dégénéré (Figure 7.1). Lorsque ¢ < ci(cy), Pespece 2 ne peut pas sur-

vivre & la compétition avec l'espece 1. Lorsque co > c3(cy), Uespece 2 est une forte
compétitrice et c’est I'espece 1 qui ne survit pas. Lorsque ¢o = ¢5(¢y), il y a une fa-
mille de solutions de coexistence (c5(cy), R, Uy, Us) reliant le point de bifurcation
(c5(c1), Ri(c1), Ur(cr),0) au point de bifurcation (cj(cy), Ra(c3(c1)), 0, Ua(ch(cr))).
Le caractere dégénéré de la bifurcation se traduit par le fait que la courbe de co-
existence est dans le plan ¢o = ¢5(c1).
Bien que ces propriétés générales du cas dégénéré n’ont pas été prouvées, la
proposition 6.4.3 montre que, lorsque les vecteurs m; et @, sont constants, le
probleme est dégénéré et les solutions de coexistence sont de la forme ci-dessus.
De plus, dans ce cas, toute valeur de ¢; > ¢ conduit & une solution de coexis-
tence dégénérée. Lorsque P = 1, c’est-a-dire lorsqu’il n’y a qu’un seul patch, on
est nécessairement dans cette configuration.

— Le cas générique (Figure 7.2). Lorsque ¢y < c(c1), espece 2 ne peut pas sur-
vivre a la compétition. Lorsque le taux de consommation ¢y augmente, les deux
especes survivent a la compétition et il y a coexistence. Lorsque ¢y devient suffi-
samment grand, ’espece 2 est une tres forte compétitrice et I'espece 1 ne survit
donc pas. Ces observations conduisent aux trois hypotheses suivantes.
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— Bifurcation vers la droite : Si (¢1,¢z) est telle que Sy admet des solutions po-
sitives, alors ¢ > c5(cy).

— Hyperbolicité : Les solutions positives de Sy sont non dégénérées.

— Unicité : Toute solution strictement positive de Sy est sur la courbe %7%.
Notons que ces hypotheses sont le fruit de 'observation numérique et ont résisté
a nos tentatives de preuve. En particulier, nous n’avons jamais observé d’exemple
de bifurcation vers la gauche. L’hypothese de bifurcation vers la droite simplifie
grandement l'interprétation et semble tres intuitive : plus le taux de consomma-
tion d’une espece est grand, plus sa survie est probable et elle ne survit que si
son taux de consommation dépasse une certaine valeur critique (dépendant du
taux de consommation des autres especes). L’hypothese d’hyperbolicité est pri-
mordiale pour prolonger la construction au cas de trois especes et 1'hypothese
d’unicité nous permet de décrire précisément les solutions de bifurcations pour
trois especes.

FIGURE 7.1: Courbes de bifurcation dégénérées pour trois valeurs de ¢1 : ¢1 = a, ¢1 = [ et
c1 = 7. Les axes sont respectivement ||[U1(c1)|)1, c2 et ||[Uz||1. La courbe noire dans le plan
U] = 0 est la solution 1-triviale correspondant a I'espéce 2. Les droites sur le plan horizontal
|U2|| = 0 sont les solutions 1-triviales correspondant a ’espece 1 pour chaque valeur de c;.
Les courbes en gras sont les trois familles de solutions de bifurcation pour chacune des valeurs
de cq.
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FIGURE 7.2: Solutions de bifurcation dans le cas générique pour trois valeurs de ¢y : ¢c1 = «,
c1 = B et ¢; = 7. Les axes sont respectivement ||U1(c1)||1, c2 et ||[Uzl|1. La courbe noire dans
le plan ||U1|| = 0 est la solution 1-triviale correspondant & ’espéce 2. Les droites sur le plan
horizontal |Us|| = 0 sont les solutions 1-triviales correspondant a l'espéce 1 pour chaque
valeur de c;. Les courbes en gras sont les trois familles de solutions de bifurcation pour
chacune des trois valeurs de cj. Les courbes de bifurcation rejoignent une solution 1-triviale
correspondant a 'espéce 1 en c5(c1) et une solution 1-triviale correspondant a I’espéce 2 en
c5*(c1). Les courbes de bifurcation sont orientées vers la droite, en particulier on a ¢ < c5*.
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Le domaine de coexistence

En fixant ¢, et en voyant ¢; comme un parametre, on définit ¢;(c2) de la méme
maniere. Comme (c3*((c1)), Ra(c2),0,Us(cz)) est une limite de solutions strictement
positives (ck, R¥, UF, U¥), on a, pour tout k,

(m1 — K)Ulf — ClQleU]f =0.

En divisant cette équation par |[U¥|| et en faisant tendre k vers I'infini, il vient, & une
sous-suite pres, UY/||U%|| — ¢ > 0, avec ||¢|| = 1 vérifiant

(my — K)¢ — c1Q1Rx(c5")p = 0. (7.1.1)

On en déduit que ¢ > 0 et, par le théoreme de Perron-Frobenius, ¢; est la valeur propre
principale de (7.1.1) et, par suite,

ci(c5" (1)) = c1. (7.1.2)

REMARQUE 7.1.2. Donnons une ezplication plus intuitive de (7.1.2). Lorsque co est
le parameétre de bifurcation et ¢y est fixé, si co < c3*(c1), Uespéce 1 survit et si co >
c5*(c1), elle ne survit pas. Ainsi, ca > c5*(c1) <= ¢(c2) > ¢1 et donc ¢; = (3 (c1)).
Autrement dit, si le tauxr de consommation de l’espece 2 dépasse la valeur critique
c5*(cy), alors le tauz de consommation de l'espéce 1 est inférieur a son tauz critique
de survie c(cz). Ces deux notions sont donc identiques et [’étude de c5* se raméne a
celle de cj.

En vertu de I’hypothese de bifurcation vers la droite, 'espece 1 survit si et seulement
si ¢; > ¢j(cg) et lespece 2 survit si et seulement si co > ¢3(¢q). Par conséquent il y a
coexistence lorsque ces deuzr conditions sont vérifiées. Ceci conduit a la définition de
I'ensemble de coexistence (Figure 7.3 (a))

O = {(c1,¢2),c1 > ci(c2),ca > (1)}
Dans le cas dégénéré, on a ci(c1) = ¢5*(c1), autrement dit, ¢j(ci(c1)) =c1 et © =0

(Figure 7.3 (b)).

Le choix de (i,j) = (1,2) étant arbitraire, cette construction est valable pour les
C% choix de (i,) parmi {1,--- , N}. Ces solutions de coexistence pour les problemes
a deux especes sont appelées solutions 2-triviales.

Répartition de la ressource

Fixons (¢1,¢2) € © et notons (Rj(c1),Uj5(c1),0) et (R5(cq),0,Uj%(c2)) les solutions
1-triviales de Sy correspondant respectivement aux especes 1 et 2. Nous avons montré
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N O*
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(a) Cas générique (b) Cas dégénéré

FIGURE 7.3: Domaines de coexistence dans les cas générique et dégénéré. Si les taux de
consommation (ci, cz) sont au-dessus de la courbe bleue, I'espéce 2 survit. S’ils sont a droite
de la courbe verte, I'espéce 1 survit. Lorsque (ci,ca) est entre les deux courbes, chaque
espéce survit et il y a coexistence : c’est le domaine de coexistence. Dans le cas dégénéré, la
coexistence n’a lieu que lorsque les deux valeurs critiques sont atteintes. Les deux courbes
sont confondues et le domaine de coexistence est vide.

dans le chapitre 6, (Proposition 6.4.2), que R;(c;) — R3(c2) n’est pas de signe fixé; on
dit que Rj(c1) et R3(c) ne sont pas comparables. Ceci signifie que, sur certains patchs

j, on a Ry (c;) < Ry (cy) et, sur d’autres, R} (c1) > Ry (cy). En d’autres termes, nous
avons l'inclusion

O CO:={(c,c) € R%,  R;(c1) et Ri(cz) ne sont pas comparables}.

Dans le cas du chemostat homogene (P = 1), ou dans le cas ou tous les coefficients
sont homogenes (indépendants du patch), ceci est évidemment impossible et © = ().
Dans le cas hétérogene (P > 2 et coefficients dépendants du patch), cette configu-
ration est possible (nos observations indiquent méme qu’elle est générique). Ainsi, il
y a une différence fondamentale entre le cas homogene et le cas hétérogene. C’est la
structuration spatiale du milieu, plus précisément la répartition spatiale de la ressource
a l’équilibre pour les problemes semi-triviaux, qui permet la coexistence. Cependant,
meéme lorsque R} et R ne sont pas comparables, il n’y a pas forcément coexistence ;
I’inclusion réciproque © C O est fausse.

En termes de bifurcation, avec c; fixé et lorsque co varie entre ¢} et c3*, la ressource se
répartit différemment, variant de R(c}) = Rj(c1) a R(c5*) = Rj(c3*), en passant par
des états intermédiaires correspondant a la coexistence.

Nous avons représenté les solutions a ’équilibre du systeme S, (Figure 7.4) avec les
mémes données que dans la figure 7.3 (a) pour ¢; = 2. Lorsque ¢, est faible (¢y = 0.6),
R} < R; et l'espece 2 disparait; il n’y a pas de coexistence. La ressource se répartit
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selon R}. Lorsque ¢y = 2.3 (cas intermédiaire), il y a coexistence. La ressource est
répartie entre R} et Rj. Pour une plus grande valeur de ¢y (¢ = 3.4), bien que R} et
R ne soient pas comparables, il n’y a plus de coexistence; 1'espece 2 est la meilleure
compétitrice et la ressource se répartit selon R5. Pour une grande valeur de ¢ (¢y = 4.6),
on a R} > R} et il n’y a donc pas de coexistence ; ’espece 2 est a nouveau la meilleure
compétitrice.

c,=2fxé

FIGURE 7.4: Répartition de la ressource le long d’une solution de bifurcation. Le premier
graphique représente le domaine de coexistence. On fixe ¢; = 2 (droite en pointillés) et on
voit ¢co comme un parameétre variant de 0 a 5. On observe successivement 'extinction de U,
(a), la coexistence (b), et I'extinction de Uy (c et d). Les sous-figures (a) a (d) représentent
la répartition de la ressource a Iéquilibre (pointillés rouges), ainsi que R} (courbe bleue) et
R} (courbe verte).
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7.1.3 Solutions 3-triviales

Soit 4, j et k trois entiers distincts de {1,---, N}. Sans perte de généralité, on
prend {i,j,k} = {1,2,3}. La suite de cette sous-partie décrit une construction non
établie rigoureusement : nous n’avons pas trouvé de conditions suffisantes satisfaisantes
certifiant de I'obtention de ces résultats. Cependant, nos observations indiquent que
cette construction est tres générale et donne lieu a une compréhension qualitative des
phénomenes qui nous a paru suffisamment intéressante pour 1’exposer ici.

Définition des ¢

Choisissons (¢1,¢2) € O. Dans le cas non dégénéré, il existe une unique solution
2-triviale vérifiant U; = 0 si ¢ > 3, notée (R(cy,c2),U1(c1,c2),Us(cq,c2)). On définit
ci(cy, ¢g) comme la valeur propre principale de

(m3 — CL3K)¢ — )\QgR(Cl, 02)¢ =0.

L’application (c1,cz) — R(cy,cy) est continue de © dans RY et, par conséquent, la
fonction (cq,c) — c4(c1, c2) Vest également. Comme dans le cas de deux especes, on

a lm d(c,c) = ci(cr) et lim (cr,c2) = c3(c2). On peut donc prolonger
c1—ci(c2 co—ch(c1

ci(cy, ¢o) par continuité en dehors de ©.

Solutions de bifurcation

Des simulations numériques montrent l’existence d’une courbe de bifurcation de
solutions de coexistence pour les trois especes, appelées solutions 3-triviales, joignant
la solution 2-triviale pour les especes 1 et 2, (¢4, R(c1, ¢c2),U1(c1, c2),Us(cq,¢2),0) & une
solution 2-triviale pour les especes (1 et 3) ou (2 et 3) ou a la solution 1-triviale pour
I’espece 3.

REMARQUE 7.1.3. Sous I’hypothese d’hyperbolicité de la solution du probléme a deux
especes, on peut appliquer la méthode de bifurcation globale pour construire une courbe
de solutions de coexistence pour trois espéces. Sous [’hypothese additionnelle d’unicité
des solutions 1 et 2-triviales, on montre que cette courbe rejoint nécessairement ['une
des solutions 1 ou 2-triviales décrites ci-dessus.

Nos simulations conduisent aux deux observations suivantes.

— Le cas dégénéré. La solution de bifurcation reste dans le plan c3 = c;. Le cas
dégénéré se produit si I'une des équations, correspondant a Us, est une combi-
naison linéaire des équations de U, et U,. C’est en particulier le cas si P < 3 et
pour le probleme homogene.
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— Le cas générique
Bifurcation vers la droite : Si (c1, ¢, c3) est tel que Sy admet des solutions posi-
tives, alors ¢z > ci(cq, c2).
Non dégénérescence : Les solutions positives de Sz sont non dégénérées.

Le domaine de coexistence

On peut définir de méme ¢ (cz, c3) et ¢3(cy, ¢3). On observe que, dans le cas générique,
I'espece ¢ survit a la compétition si ¢; > ¢}. Autrement dit, ¢} (c;, ¢x) est le taux minimal
de consommation de I’espece ¢ tel que 'espece i survit a la compétition avec les especes
j et k.

Par conséquent, on appelle domaine de coexistence le sous-domaine de R? défini par
* * *
© = {(c1,ca,¢3),¢c1 > i (ca,c3), 02 > (a1, ¢3), c3 > ci(c1,2)}-

Toujours dans le cas générique, © est non vide et on observe que S3 admet une solution
de coexistence si et seulement si (¢y, ¢q, c3) € O (Figure 7.5 (a)). Dans le cas dégénéré,
© = (Figure 7.5 (b)). Le cas dégénéré étant systématique si P < 3, cette observation
est en accord avec le théoreme 2.3.1 du chapitre 2 : si P < N alors ’ensemble des
parametres (c1, ¢z, ¢3) permettant la coexistence est de mesure nulle dans R?.

Domaine de coexistence

(el

05

15
2 2

(a) Cas générique (b) Cas dégénéré

FIGURE 7.5: Domaine de coexistence pour trois espéces avec le cas générique en (a) et le
cas dégénéré en (b). Dans (a), la nappe grise représente c;, la blanche ¢} et la noire ¢§. Le
domaine de coexistence est la section de R® comprise entre ces trois nappes. Dans le cas
dégénéré, correspondant ici au cas P = 2, les trois nappes sont confondues et © = ().
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Le choix de (i, j,k) = (1,2,3) étant arbitraire, cette construction est valable pour les
C3; choix de (1, 7, k) parmi {1,--- , N}. Ces solutions de coexistence pour les problemes
a trois especes sont appelées solutions 3-triviales.

7.1.4 Solutions k-triviales

Si I'on suppose a nouveau que les seules solutions 3-triviales sont les solutions
décrites dans la sous-partie 1.3 et qu’elles ne sont pas dégénérées, alors on peut réitérer
la construction pour quatre especes et, par suite, pour k especes, £k < N. On appelle
solutions k-triviales, les solutions de coexistence pour les C* problemes & k especes.
A chaque étape, deux cas peuvent se produire : le cas dégénéré et le cas générique.
Lorsque P < k, le cas dégénéré est systématique.

Si le cas dégénéré ne se produit jamais, on construit, par récurrence sur k, les fonctions
ci(cp), et on observe que I'espece i survit a la compétition si et seulement si ¢; > ¢;(cp).
Ceci conduit a définir le domaine de coexistence

O = {(ci)i=1, .n: ¢ > ¢ (cpp)}

Ce domaine est un sous-ensemble de RY et n’est donc pas visualisable. Cependant, par
analogie avec les cas de deux et trois especes, on voit aisément que ce domaine consiste,
sauf dans les cas dégénérés, en un “cone” du quadrant ]RJI . Dans le cas homogene ou
lorsqu’il y a moins de sites que d’especes, © est nécessairement vide et la coexistence
n’est possible que dans des cas critiques, c’est-a-dire dans des cas dégénérés.

Ce résultat est en accord avec le principe d’exclusion compétitive de MacArthur [37].
Les especes ne peuvent coexister que si le nombre de degré de libertés est plus grand
que le nombre d’especes.

7.2 Variation du taux de migration

Dans la partie 7.1, le taux de migration d est fixé. Le domaine de coexistence ©
dépend de la valeur de d. Les résultats obtenus aux chapitres 4 et 5, correspondant
respectivement aux petits et aux grands taux de migration, permettent d’expliquer les
comportements observés.

7.2.1 Petits taux de migration

Ici, les ¢; sont fixés. Lorsque d — 0, nous avons vu au chapitre 4 le résultat suivant.

Théoreme 4.3.1 Supposons que le systeme Sy, pour d = 0, admet une solution
hyperbolique stable positive ou nulle (R°,UY,--- ,UY). Lorsque d > 0 est suffisam-
ment petit, le systeme Sy admet une solution hyperbolique stable positive ou nulle
(RL,UY, .- U%) vérifiant U > 0 ou UL = 0. De plus, U¢ = 0 si et seulement si
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UY =0.

7

L’étude du systeme Sy avec d = 0 correspond a P systemes de chemostat indépendants,
qui sont bien compris. Sur chaque patch, une seule espece survit.

Lorsque d > 0 est suffisamment petit, il y a une solution de coexistence si
chaque espece est 'unique survivante sur au moins un patch et ce, dans le
probléeme sans migration.

Nous pouvons ainsi définir le domaine de coexistence sans migration (Théoreme
4.3.2) ‘ '
@0:{(617”' 7CN)JVi7§Ij7Rg(Ci) <RZ:(C]€)7 Vk#l}

oit R} = I/ /m}, et R!(c;) =m! /(c;Q?). Si on note

. mj 1 .
Cip = 1 min (QJ aX{RJ(ck) ke {0,-- ,N}\{z}}),

on a
0% ={(c1, - ,cn), Vi, c; > Cio}-

Si (c1,-++ ,en) € ©Y) alors pour d suffisamment petit, il existe une solution de coexis-

tence.

Nos observations montrent que le domaine de coexistence présenté précédemment
converge vers ©° lorsque d — 0.

7.2.2 Grands taux de migration

Concentrons nous maintenant sur le cas d — oo. Nous avons vu au chapitre 5
que, lorsque le taux de migration tend vers 'infini, les solutions du probleme Sy sont
décrites par le probleme agrégé, c’est-a-dire par le probleme homogénéisé en espace.
Nous renvoyons le lecteur au chapitre 5 pour les preuves.

La matrice de diffusion K admet 0 comme valeur propre principale associée au vecteur

propre ‘(1,--- ,1) € RP. Pour tout vecteur v € R?, on note v = [jv||; = 3=, v’ le produit
scalaire de v avec '(1,--- ,1). Le probleme agrégé s’écrit
{ @T =1 —mgr — SN e (7.2.1)
= (¢;r — my)u; yi=1,--+ N,
our = ||R|]; et u; = ||U;]|1 pour tout i € {1,---,N}. Ce probleme agrégé est un

probleme de chemostat sur un seul patch. Par conséquent, sa dynamique est bien
comprise (Chapitre 1, théoreme 1.3.3) et, de maniére générique, une seule espece peut
survivre.
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Pour tout ¢, on note

et -
* —~ my g .
Ciyoo (€)= My max {7’ w7 Z} '
Enongons une conséquence immédiate du théoreme 5.3.8.

Proposition 7.2.1. Soit (¢1,--- ,cn) € Ri. Sic; < ¢, alors il existe d > 0 tel que,

1,007

si d > d, toute solution positive (R,U4,--- ,Uy) de Sy vérifie U; = 0.
Le domaine de coexistence pour le probleme agrégé est réduit a une demi-droite

O* = {(Ci)i:1,~~-,N7Vi - {1, s ,N}, C; = C:’OO(CM)}.
Ce résultat indique que le domaine de coexistence ©¢ converge vers la demi-droite
O lorsque d tend vers l'infini. La proposition précédente peut s’énoncer en termes de
domaine de coexistence.

Proposition 7.2.2. Si (¢1, -+ ,cn) ¢ O%°, il existe dy tel que, si d > dy, alors il
n’existe pas de solution de coexistence.

7.2.3 Observations numériques

Afin de quantifier la coexistence, nous définissons les deux fonctions de biodiversité
suivantes.

Définition 7.2.1. Soit (R, Uy, - ,Un) une solution stationnaire positive ou nulle de
Sy. On note le vecteur de biomasse totale P = Zfil U.. On prolonge la fonction
x +— xlog(x) par 0 en x = 0. La fonction de biodiversité locale By, est définie par

P N , .
1 U’ U’
ey 00 =5 350 (5o (51
Jj=1

i=1

La fonction de biodiversité globale By, est définie par

N P ; p .

Ul C U

s 0 —-3 ZE vy (E)
i=1 Zj:l pi ijl PJ

La biodiversité locale Bj,. est non nulle si, sur au moins un patch, deux especes sont
présentes. Elle est maximale si, sur chaque patch, toutes les especes sont présentes dans
la méme proportion. La biodiversité globale By, est non nulle si au moins deux especes
sont présentes dans le milieu (éventuellement sur des patchs différents) et est maximale
si toutes les especes sont présentes dans la méme proportion totale dans le milieu. Les
propriétés de ces deux fonctions sont résumées dans la proposition suivante.
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Proposition 7.2.3. Pour (Uy,--- ,Uy) € (RD)N fizé, les nombres By, et By, sont
positifs ou nuls. On a :
— Bioe = 0 si et seulement si, Vj = 1,--- P, il eriste au plus un i tel que Uij #0,
~ Bioe est mazimale si et seulement si, pour tout j et pour tout i, U = P7/N,
~ Bgio = 0 si et seulement s’il existe au plus un i tel que U; # 0,
~ By, est mazimale si et seulement si, pour tout i, Z;D:l Ul = Zle Pi/N.

Les simulations suivantes ont été effectuées pour le systeme Sy dans le cas de
P = 10 patchs pour un nombre variable d’especes. La matrice de migration est

c’est-a-dire que les patchs sont reliés linéairement selon la configuration
Patchy = Patchy = - - - = Patchyy.

On choisit I = 20 et, pour tout 7, m; = 1.

L’homogénéité des mortalités m; et de I'entrée de ressource I ainsi que le choix parti-
culier de la matrice K, conduisent a un probleme agrégé simple. A 'aide de ce choix
de valeurs, on peut réécrire le domaine ©>. On a

0% = {(Ci)izl,'"Nu G = Ckuvfiu k}

Notre premiere simulation correspond au cas de cing especes tel que chaque espece
domine dans au moins un patch. En d’autres termes, on choisit (¢;) € ©°. Les valeurs
des vecteurs ¢;Q; et des coefficients ¢; sont données dans le tableau 7.1 et les résultats
sont résumés dans la figure 7.6.

C1Q1 C2Q2 C3Q3 C4Q4 C5Q5
1 3 4 4 15
1 10 4 4 4.4
1 10 4 4 4.4
1 10 4 4 4.4

10.2 3 4 4 4.4

10.2 3 4 4 4.4

10.2 3 4 4 4.4
1 3 10 4 4.4
1 3 10 4 4.4
1 3 4 16 4.4

Tableau 7.1: Taux de consommation dans le cas de cinqg espéces.
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Biodiversité

Biomasse totale de chaque espéce

espéce 1

espéce 2

0.8

espéce 3

espeéce 4 0.4

espéce 5

; i :
1000 107 107 10 10’ 107 10
coefficient de diffusion d

0.01 0.1

1 10
coefficient de diffusion d

FIGURE 7.6: Exemple de cing espéces en compétition avec taux de migration variable. La figure
de gauche représente la biomasse totale des cing espéces en fonction du taux de migration.
La figure de droite représente 1'évolution des biodiversités locale et globale en fonction du
taux de migration.

On observe que, lorsque d est petit, chaque espece survit dans le milieu et la biodiversité
globale est assez grande tandis que la biodiversité locale est quasi nulle. L’augmentation
de d s’accompagne tout d’abord d’une augmentation conjointe des biodiversités locale
et globale, jusqu’a un maximum. Ensuite, on observe la disparition successive de tous
les compétiteurs sauf un et de la décroissance des deux biodiversités. Pour les tres
grands d, seul un compétiteur est présent et les deux biodiversités sont nulles.

La seconde simulation correspond au cas de six especes. Les valeurs de ¢;Q; sont
résumées dans le tableau 7.2. Elles ont été choisies de maniere a ce que chacune des
cing premieres especes domine dans au moins un patch et que la sixieme espece ne
domine dans aucun patch. Ainsi, lorsque d = 0, les cinq premieres especes survivent
et la sixieme ne survit pas. En revanche, cette derniere est la meilleure compétitrice
en moyenne, c¢’est-a-dire la seule survivante lorsque d — oo. Autrement dit, avec notre
choix de K et de m;, on prend ¢g > ¢, pour tout k = 1,--- ;5 (Figure 7.7).
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1@ | Q2 | c3Qs | ciQus | c5Qs5 | c6Qs
3 3 2 ) 4 3.75
2 ) 1 4 3 4.75
1 4 5) 3 2 3.75
5) 3 4 2 1 5

H 4 2 3 1 5 1.25
1 1 1 10 1 8.75
1 1 1 1 10 8.75
10 1 1 1 1 8.75
1 1 10 1 1 8.75
1 10 1 1 1 8.75

Tableau 7.2: Taux de consommation dans le cas de six espéces.

Biodiversité globale et locale

Biomasse totalle de chaque espéce

10° 10"

gc;efficient de diffusion1d coefficient de diffﬁsicn d
FIGURE 7.7: Exemple de six espéeces en compétition avec taux de migration variable. La figure
de gauche représente la biomasse totale des six espéces en fonction du taux de migration. La
figure de droite représente I’évolution des biodiversités locale et globale en fonction du taux
de migration.

On observe les mémes comportements que sur la figure 7.6 mis a part que la sixieme
espece ne survit pas lorsque d est faible et qu’elle est I'unique survivante pour les grands
d. Les premieres valeurs de d ou cette espece survit permettent la survie des six especes
ce qui s’accompagne d'un pic pour les deux fonctions de biodiversité.

7.2.4 Discussion des figures 7.6 et 7.7

Lorsque le taux de migration est petit, la dynamique du systeme est gouvernée
par la dynamique des P sous-systemes de chemostat homogene et au plus P especes
peuvent survivre. En effet, les especes se concentrent sur leurs patchs de prédilection et
ne sont présentes qu’en petite quantité dans les autres patchs. La biodiversité locale est
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donc faible. En revanche, la biodiversité globale peut étre importante; chaque espece
étant présente dans le milieu.

A Tinverse, lorsque le taux de migration est grand, la dynamique est gouvernée
par le systeme agrégé; il y a une homogénéisation du milieu comme s’il n’y avait plus
qu’'un seul patch. La biodiversité locale et la biodiversité globale sont confondues. Avec
I’augmentation du taux de migration, elles deviennent nulles; il n y a qu’une seule
espece dans le milieu.

Lorsque le taux de migration varie, le domaine de coexistence varie également et
tend vers la droite ©.,. Ceci explique la disparition successive des compétiteurs. En
effet, comme on le voit sur la figure 7.5 (a), le domaine de coexistence © se présente
comme un cone. Des especes coexistent pour de petits taux de migration si (¢;) € ©°.
Quand ce domaine se rapproche de la droite ©%, alors (¢;) sort du domaine de coexis-
tence, et une espece disparait. Par la suite, les especes disparaissent successivement
jusqu’a ce qu’il ne reste plus que la meilleure compétitrice en moyenne. On observe
sur la figure 7.6 que cette seule survivante, pour des grands taux de migration, peut
ne pas survivre a la compétition pour de petits taux. Par exemple, une espece A peut
étre la seconde meilleure compétitrice sur chaque patch et est donc toujours éliminée
par la meilleure compétitrice sans échange entre les patchs. En revanche, si les autres
especes ne sont de fortes compétitrices que sur un seul patch, elles peuvent avoir un

R; élevé et étre éliminées par 'espece A lorsque les échanges entre les patchs sont
importants. Ce phénomene est tres intuitif. Dans le chapitre 8, nous observons qu’un
phénomene similaire, du a des raisons différentes, peut advenir dans le cas de seulement
deux especes.

Lorsque le taux de migration augmente, la biodiversité globale a tendance a dimi-
nuer ; les especes disparaissant successivement. En revanche, la biodiversité locale croit
tout d’abord ; les especes se répartissent de facon de plus en plus homogene dans le
milieu. Ensuite, la disparition successive des especes compétitrices s’accompagne d une
baisse conjointe des biodiversités globale et locale.

Remarquons enfin que, bien que la biodiversité globale décroisse pour des taux
de migration élevés, elle croit dans un premier temps lorsque les taux de migration
sont petits et elle est maximale pour un taux moyen. Nous pouvons en conclure
qu'un écosysteme permettant des échanges modérés entre les sites est plus riche qu’un
écosysteme statique ou qu’un écosysteme fortement mélangé et ce, aussi bien du point
de vue local (la biodiversité locale) que global (la biodiversité globale). Dans le cadre
d’un environnement fluctuant en temps (c’est-a-dire hétérogene en temps et en es-
pace) un tel phénomene a déja été mis en évidence [28, 35, 55|. Nous montrons ici
que I’hétérogénéité spatiale suffit pour induire ce type de comportement ce qui abonde
dans le sens d’études expérimentales [83].
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7.3 Description détaillée dans le cas de deux especes

Nous nous intéressons ici au modele spatialement discret pour deux especes. L’es-
pace est le carré [0, 1] x [0, 1] discrétisé en 50 x 50 cellules de tailles égales. Les incon-
nues et les constantes sont alors des matrices carrées 50 x 50. L’opérateur de migration
choisi est 'opérateur K discrétisant le laplacien 2D de Neumann. Cet opérateur agit
sur les matrices selon action K(M) = AM + M A ou A est la matrice habituelle de
discrétisation du laplacien 1D de Neumann. Avec les notations habituelles, le systeéme
stationnaire s’écrit alors

0= ClQlRUl —m1U1 +dK(U)
0= CQQQRUQ — szg + dK(UQ) (731)
0=1-— ClQlUlR — CQQQUQR — moR + dK(R)

On choisit le jeu de valeurs suivant : I = 2 et mg = m; = my = 1. L’hétérogénéité
porte ainsi uniquement sur les fonctions de consommation c’est-a-dire sur les ;. Nous
avons choisi @, = 2 sur [0,1] x [0,1/2], @, = 1 sur [0, 1] x [1/2,1] et @, + Q2 = 3. Dans
nos simulations, d, ¢y, ¢y € (0,400) sont des parametres.

On se ramene a des vecteurs de taille 50 x 50 en posant, pour toute matrice M €
R50X50,

(i, 5), M(i+50(j — 1)) = M(i, j).

On transforme l'opérateur K en un | opérateur matriciel K € R50°x50° agissant sur les
vecteurs de taille 50 x 50 en posant KM = KM. Le systeme (7.3.1) est alors équivalent
au systeme matriciel

0= CQQQRUQ ’n'/\l/QUQ —+ dKUQ (732)
0=1-— ClQlU R — CQQQU R moR + dKR

Dans le but de simplifier les notations, nous omettons par la suite la notation ™

Nous avons simulé ce modele pour (c1, ¢2) € [0,2] % [0,2] et d € [0.1, 20]. Les résultats
sont représentés sur la figure 7.8. Le domaine de coexistence apparait nettement : il se
situe dans la zone horizontale ol les deux biomasses sont non nulles. C’est I’ensemble
des valeurs de (ci,cs) telles que les deux especes survivent dans le systeme. Cest
également la zone ou la biodiversité locale est non nulle. On voit sur cet exemple que,
lorsque la diffusion augmente, le domaine de coexistence diminue et tend vers une ligne
droite correspondant au probleme agrégé. Les enseignements principaux de cette figure
sont les suivants.

— Les biodiversités locale et globale sont nulles en dehors du domaine de coexistence.
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— Pour notre choix particulier de modele !, la coexistence sans migration n’est pos-
sible que sur le bord du domaine O, ou les ¢;@; sont égaux sur certains sites.
Pour de faibles taux de migration, les especes migrent dans les patchs voisins et
sont présentes partout, bien qu’en tres petite quantité sur les zones défavorables.
L’allure de la biodiversité locale pour de petits d dépend ainsi de I’hétérogénéité
spatiale considérée.

— En revanche, le phénomene pour de grands taux de migration est générique;
le caractere local des Q; n’ayant que peu d’importance devant leur moyenne.
Les especes se répartissent de maniere quasi homogene et par conséquent, la
biodiversité locale a l'allure de la biodiversité globale : une forme de dome.

— La biodiversité (locale) dépend fortement de l'allure de I'hétérogénéité et des
valeurs du taux de migration d.

1. Pour un choix générique des @;, nous observons une répartition potentiellement tres complexe
de la biodiversité locale a faible migration.



7.3. DESCRIPTION DETAILLEE DANS LE CAS DE DEUX ESPECES 177
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FIGURE 7.8: Résultats pour quatre valeurs du tauzr de migration d. La colonne de gauche
représente les valeurs de la biodiversité locale en fonction des taux de consommation (cy, ¢2).
La colonne de droite représente la biomasse totale de chaque espéce en fonction des taux de
consommation (cy, cz2).

Afin d’observer 'allure de la biodiversité en fonction du taux de migration et de la
valeur des taux de consommation, nous avons sélectionné un segment du plan (cq, ¢o) :
{(c1,¢2) € R%, ¢4 + ¢o = 2}. La figure 7.9 montre I'évolution de la biodiversité en
fonction de la migration sur ce segment. Ceci permet de comprendre ’allure des courbes
de biodiversité observées dans les figures 7.6 et 7.7.

— Sans migration, en chaque point (cy,cz) excepté sur le bord du domaine ©°) la

coexistence est impossible et la biodiversité locale est nulle.

— Pour de petits taux de migration, les especes migrent en petite quantité sur les

sites défavorables. Ainsi la biodiversité locale est positive, mais petite, a l'intérieur

7o
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du domaine de coexistence. Autrement dit, lorsque les deux especes sont présentes
sur ’ensemble du domaine pour le systeme sans migration, de petits taux de
migration permettent la coexistence locale. La forme en cuvette de la biodiversité
est une conséquence du choix des fonctions ;. Elle dépend fortement de la valeur
des Q;.

Lorsque le taux de migration augmente, les especes se répartissent de maniere
plus homogene dans l’ensemble du domaine. Ceci induit une augmentation de
la biodiversité locale. Cependant, le domaine de coexistence se réduit. Si (cq, ¢o)
n’est pas exactement sur la droite ©> du domaine agrégé (ici la droite ¢; = ¢),
alors I'augmentation du taux de migration entraine une sortie du domaine de
coexistence. Ceci conduit a la disparition d'une des deux especes et donc a une
décroissance des biodiversités locale et globale.

Lorsque le taux de migration est grand, les deux especes se répartissent de
maniere quasi homogene entre les sites. Les biodiversités locale et globale sont
donc confondues. Sur le graphique, ceci est visible a travers le changement de
forme générale de la biodiversité locale. La forme de cuvette est remplacée par
une forme en cloche, typique de la biodiversité globale. Lorsqu’il y a coexistence,
la biodiversité est tres grande. Mais le domaine de coexistence devient lui tres
petit.

Pour de tres grands taux de migration, le domaine de coexistence est tres proche
d’une droite. La coexistence est impossible mis a part le long de la demi-droite
correspondant au domaine agrégé O = {(c¢1,¢2) € R, ¢; = ¢ > {}.



7.3. DESCRIPTION DETAILLEE DANS LE CAS DE DEUX ESPECES 179

Biodiversité o
o7
06
05 5
04
S NN NVAY I
- //'/H\\\\\ TG
01 o g,
A _ -
o TSN
= Ee s

FIGURE 7.9: Biodiversité locale sur le secteur c¢i +ca = 2 en fonction du taux de migration d.
La forme en cuvette pour les petits taux de migration correspond au choix des Q;, et donc
au type d’hétérogénéité considéré. Lorsque le taux de migration augmente, I'influence de
la structure spatiale locale s’amenuise et la biodiversité locale prend une forme en cloche
correspondant a la biodiversité globale. Parallelement, I’augmentation du taux de migration
conduit a une diminution du domaine de coexistence. Pour une migration infinie, le domaine
de coexistence tend vers ©> qui s’écrit dans cet exemple {(c1,¢2),c1 = co}. Si 'on fixe ¢; et
co tels que ¢ # co, une migration assez grande conduit a I’extinction d’une des deux espéces.

En conclusion, l'augmentation du taux de migration permet une homogénéisation
du milieu et une plus grande biodiversité locale lorsque la coexistence est possible.
Cependant, cette méme homogénéisation du milieu réduit les valeurs possibles des
parametres permettant une coexistence ce qui, pour nous, se traduit par une réduction
du domaine de coexistence.
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Chapitre 8

Influence de ’hétérogénéité spatiale

Introduction

L’impact de I’hétérogénéité spatiale du milieu sur les phénomenes de coexistence est

mis en évidence par diverses études [23, 35]. Déterminer comment cette structuration
influe sur les phénomenes de compétition est une question écologique importante [35,
55, 58, 87]. La structuration spatiale peut étre décrite a ’aide de méthodes d’écologie
du paysage [31].
Dans le chapitre 6, nous avons défini la notion de domaine de coexistence © et, dans
le chapitre 7, nous avons observé que la biodiversité est non nulle lorsque les taux de
consommation sont dans ©. Plus © est grand, plus les taux de consommation per-
mettant la coexistence des especes peuvent étre variés. Dans ce méme chapitre, nous
avons vu que © dépend du taux de migration d et nous avons observé que l'influence
de I'hétérogénéité spatiale, c’est-a-dire de la forme des taux de consommation et de
mortalité, modifie la dynamique du systeme.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier ces dépendances croisées. Les multiples va-
riables rentrant en jeu rendent 'interprétation des résultats difficile. Afin de clarifier
les roles des différents parametres, nous nous limitons au cas de deux especes, avec
le méme taux de mortalité, et a des fonctions de consommation de type Holling I :
fi(z, R(z)) = ¢;Qi(z)R(x). L’hétérogénéité ne porte ici que sur ces dernieres.

Afin de comparer le domaine de coexistence, I’hétérogénéité et la migration, il est
nécessaire de quantifier ces trois notions.
— L’opérateur de migration est le méme pour chaque espece et pour la ressource,
et est isotrope. Ainsi, la migration est quantifiée via le taux de migration d.
— La coexistence est quantifiée par la “taille” du domaine de coexistence. Celui-ci

est infini. Nous ne calculons donc non pas sa taille mais sa taille relative dans
RQ
1.
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— Enfin, I'hétérogénéité n’est pas quantifiable facilement. Les choix précédents réduisent
lanalyse de I'hétérogénéité a 1’étude des fonctions @;. Méme ainsi, obtenir de
bons quantificateurs est difficile. Nous nous réduisons a des cas particuliers de
fonctions @; ce qui permet de définir un indice d’hétérogénéité du milieu [31].

8.1 Modele et Méthode

8.1.1 Choix du modele et méthode numérique

Nous considérons un domaine en deux dimensions spatiales [0, 1]* discrétisé en P?
patchs. On note Q = {1,---, P}% Les inconnues sont des matrices de RF*¥ notées
respectivement Uy, Us et R. Pour (7, j) € €2, R(7, j) est la concentration de la ressource
sur le patch (7, j) et Ug(, ), k = 1,2, la concentration de I'espece k sur le méme patch.
L’opérateur de migration, noté IC, est la version discrete du laplacien 2D de Neumann.
La matrice P x P de discrétisation du laplacien 1D de Neumann s’écrit

-1 1 i

Si g est une matrice P x P discrétisant une fonction g : [0,1]> = R, on a
Auyg = 0pug + Oyyg =~ Ag + ' (A'g) = Ag + gA = K(g).

Les taux de mortalité my, &k = 0,1,2 sont supposés égaux et constants. On choisit
my, = 1. La fonction d’entrée de la ressource est supposée constante. On prend I = 40.
Le systeme que nous considérons s’écrit ainsi

R — dIC(R) + ClQlUlR + CQQQUQR =1
U1 —dlC(U1> —ClQlUlRZO (811)
Uy — dK(Uz) — c2Q2U2R = 0,

ou Q1 et @, sont des matrices P x P représentant I’hétérogénéité des consommations,
c1 et ¢y des scalaires positifs représentant les taux de consommation et d un scalaire
positif représentant le taux de migration.

Puisque nous simulons un systeme en deux dimensions spatiales, les inconnues R, U,
et U, sont des matrices RP*F et 'opérateur de migration K est linéaire de R”** dans
lui-méme, ce qui complexifie les simulations. Nous nous ramenons a un systeme de type
1D en posant, pour toute matrice M € RFP*F,

—~

M((n—1)j+1) = M(i,7).
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On définit alors 'endomorphisme K € L(RF) en posant, pour toute matrice M €
RPXP’

K(M)=KM.
De maniere explicite, on a B B
K = Kl + K2

ot K, et K, sont les matrices par blocs de taille P2 x P? définies par

A “Ip Ip

' Ip —2Ip Ip

f?&: et[,%g: : .
Ip —ZIP Ip
A Ip —1Ip

ol Ip est la matrice unité de taille P.
Cette manipulation conduit au systeme suivant, équivalent au systeme (8.1.1),

(1 — dK)E + Cl@:l/ﬁiéj_ Cg@ﬁgé =1
(1-dK)U, —a@UR=0 (8.1.2)
(1-dK)U; — c2Q.UsR = 0.

8.1.2 Mesure de la coexistence

La définition du domaine de coexistence est donnée dans la premiere partie du
chapitre 7. Rappelons juste que celui-ci est défini par

O = {(c1,02) € R, ¢1 > (), c0 > ch(c1)}

ou ¢j(cy) est le taux minimal de consommation de ’espece 1 permettant sa survie
lorsqu’elle est en compétition avec 1'espece 2 dont le taux de consommation est c,.

Le domaine de coexistence est donc le domaine des taux de consommation dans R% ou
les deux especes survivent a la compétition. Plus 'espece 2 est une bonne compétitrice
(plus ¢y est grand) plus I'espece 1 doit étre une bonne compétitrice (¢f(cg) doit étre
grand) pour assurer sa survie. La fonction ¢y — ¢f(c2) est donc croissante.

Afin de définir un nombre quantifiant la coexistence, nous tronquons l'espace des
parametres de bifurcation. On définit

Oc=0n/[0,01% = {(c1,¢2),C > c1 > ci(e2),C > ¢y > c(e1)}

. L . |©
Nos simulations indiquent que lim [O¢]
C—o0 02

de 'espace des parametres permettant une coexistence. Quitte a choisir C' suffisamment

existe. Cette limite correspond a la proportion
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grand, nous obtenons une bonne approximation de cette proportion. Par la suite, nous
prenons C' = 6 et notons

Ao = |6[/36 ~ lim |©c|/C.

Nous calculons les fonctions c;f(cl-), et donc le domaine ©, pour différentes valeurs du

taux de migration d et différents choix des vecteurs @ :

8.1.3 Un quantificateur d’hétérogénéité

Afin de quantifier I’hétérogénéité du milieu, nous nous limitons & des matrices @,
et Q2 n'ayant que deux valeurs possibles. Ce choix permet une quantification aisée de
I’hétérogénéité. Nous supposons également que Q1 et Qo vérifient une certaine symétrie
assurant que, sans migration et pour ¢; = ¢, les deux especes ont le méme nombre de
sites de prédilection. Enfin, nous supposons que Q1(i, j) et @2(7, j) ne sont jamais égaux.
Ce choix nous assure d’'une certaine symétrie dans les résultats. Mathématiquement,
ces hypotheses se traduisent de la maniere suivante.

Pour k = 1,2, on définit €2, C € vérifiant les propriétés suivantes.

~ N =02 UQ =Q.

— card(y) = card(Qs).
On choisit Q(7,5) = 4/3, si (i,7) € Qu, et Q1 + Q2 = 3. Si ¢y = cp et d = 0, 'espece 1
gagne la compétition sur £2; et 'espece 2 gagne la compétition sur §25. €2 est I’ensemble
des sites de prédilection de l'espece k.
Seule la répartition géométrique des €2, peut varier. Cette construction assure qu’en
I’absence de migration, tous les choix de 2; et {25 conduisent a la méme dynamique. De
méme, lorsque d — oo, le probleme agrégé (le probleme moyennisé en espace, chapitre
5) ne dépend pas du choix des ).

L’hétérogénéité du milieu correspond alors a la répartition de 1 (et par suite de €25)
dans Q = {1,--- , P}%. On définit le coefficient d’hétérogénéité du milieu par

dpet = % <% Z (d(M, ) — 1) +% Z (d(M, ) — 1))

MeQ MeQa
o, pour j = 1,2, d(M,Q;) = erég | M — M;||2 est la distance du point M & Q.
J J

On choisit P = 20. Ainsi, [0,1]? est discrétisé en 400 patchs. dje; est maximal et vaut
2.25 lorsque €2 et 25 sont les plus éloignés I'un de 'autre. A l'inverse, dj.; est minimal
et vaut 0 lorsque €2; et €2y sont fortement imbriqués, c’est-a-dire si tout point de €2y
est un voisin direct d’'un point de 25. Nous avons simulé le systeme pour deux types
de milieu :
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d -1 425 d —035 d_ =0.2068
het

d —0005 dy =0

FIGURE 8.1: Les cing domaines de type damier.C)y est en rouge et €)o en bleu.

— des domaines de type damier (Figure 8.1).
— des domaines générés aléatoirement a partir du domaine “bande” (Figure 8.2).

Cet indice d’hétérogénéité a des limites. Tout d’abord, il est qualitatif; il n’est pas
adapté pour des domaines plus réalistes admettant plus de deux valeurs possibles. Par
ailleurs, deux domaines différents, conduisant a une dynamique sensiblement différente,
peuvent admettre le méme indice. En écologie du paysage, plusieurs types d’indices,
plus ou moins fins et quantitatifs ou qualitatifs, ont été développés [31]. Ces indices
sont tres utiles pour étudier I'impact de la géométrie spatiale, en particulier la frag-
mentation, sur la biodiversité [55, 87]. Nos observations montrent que cet indice dje;
semble étre le plus simple et le mieux corrélé! & la taille du domaine de coexistence.

1. Nous avons utilisé d’autres indices, cependant les résultats ne sont pas reproduits ici.
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d72.25 0y =0.95061 d, =0.43697

d,=0.23633 d,,=0.20013 d, =0.093473

d, =0.0740333 d, =0.029157 dy¢=0.011302

FIGURE 8.2: Exemples de domaines générés aléatoirement.

Le domaine “bande” est en haut a droite. Les autres figures sont des exemples de domaines
générés a partir de cette base, correspondant a différentes valeurs de dye;. §21 est en rouge et
Q5 en bleu.

8.2 Résultats

Pour les cinq domaines de type damier, la figure 8.3 représente les domaines de
coexistence pour différentes valeurs du taux de migration. Le tableau 8.1 donne les
valeurs de Ag correspondantes. Ces résultats sont portés sur la figure 8.4.
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d, =1425 d, =035 d, =0.2068 d,_=0.005 d,_=0
d=0.01 % % %

N sRrsRrslrs

d=500 % % /

d=5000 % /

d=10° / /

FIGURE 8.3: Allure des domaines de coexistence pour les cing domaines de type damier et
cing valeurs du tauzr de migration d.

Nous avons calculé I’aire du domaine de coexistence sur 320 domaines générés aléatoirement
a partir du domaine “bande” pour d = 10*72, k = 0,--- , 7, soit 2560 calculs. La figure
8.5 représente la valeur de Ag en fonction de d.; pour chaque valeur de d.
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Migration Type de domaine
dhet = 0 | dpet = 0.005 | dper = 0.2068 | dper = 0.35 | dper = 1.425

d=0.01 0.4983 0.4983 0.4983 0.4983 0.4982
d=0.05 0.4983 0.4983 0.4982 0.4982 0.4981
d=0.1 0.4983 0.4982 0.4982 0.4982 0.4980
d=0.5 0.4982 0.4982 0.4980 0.4977 0.4968
d=1 0.4982 0.4981 0.4978 0.4972 0.4954
d=5 0.4980 0.4972 0.4958 0.4931 0.4834
d=10 0.4977 0.4962 0.4933 0.4879 0.4679
d =50 0.4955 0.4882 0.4741 0.4456 0.3404
d =100 0.4928 0.4785 0.4501 0.3907 0.2114
d = 500 0.4727 0.3995 0.2837 0.1000 0.0298
d = 1000 0.4481 0.3050 0.1667 0.0372 0.0142
d = 5000 0.2820 0.0561 0.0265 0.0065 0.0027
d =10 0.1719 0.0255 0.0122 0.0032 0.0013
d=5-10*| 0.0323 0.0044 0.0020 0.0006 0.0003
d=10° 0.0152 0.0022 0.0008 0.0003 0.0001

Tableau 8.1: Proportions du domaine de coexistence Ag pour les cing domaines de type damier
et 15 valeurs du coefficient de migration.

A@ T T T T
05| o —
o4
03
o2t
—— 1425
— 4, =035
—— d, ~0.2058
Bt e 1, ,=0.005
—— 0

FIGURE 8.4: Résultats graphiques correspondant aux données du tableau 8.1.
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A2 —an- —an0
d=10 d=10 d=10
0.4983 0.4933 0.499
0.4982
0.4983 0.458
0.4952
0.4983 0.497
0.4981
0.4982 0.4931 0.496
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
d=10" d=10? d=10°
051 05 0.8
0.h 0.45 &
0.4
0.49 0.4 02
0.48 0.35 a
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
—and
d=10
0.4
0.3 A@
0.2

0.1

o
-
P~
()

dhet

FIGURE 8.5: Aire du domaine de coexistence pour huit valeurs du tauxr de migration.

Les points noirs représentent les valeurs de Ag pour chacun des 320 domaines. L’axe des
abscisses est la valeur de dpe; correspondante. Les courbes bleues sont une moyenne des
données. Il est important de noter que les échelles des ordonnées de chacun des graphiques
sont différentes, autant pour 'amplitude que pour le maximum.

Pour chaque valeur du taux de migration, on observe une méme corrélation entre
la taille du domaine de coexistence Ag et 'indice d’hétérogénéité dy.;. Ag croit lorsque
dpe; croit et atteint un seuil de saturation lorsque dj,.; tend vers la valeur maximale. En
d’autres termes, le domaine de coexistence est d’autant plus grand que I'hétérogénéité
du milieu est plus faible (des petites valeurs de dpe correspondant a une grande
hétérogénéité du milieu). Cependant 'amplitude de la variation dépend fortement du
taux de migration.

Pour des migrations lentes (d = 10¥, k = —2,—1,0,1), Ag varie trés peu. Pour des
migrations intermédiaires (d = 10, k = 2,3,4), Ag varie fortement en fonction de
la géométrie. Lorsque d = 1000, le domaine de coexistence est tres petit (presque une
droite) si dpe; = 0 et presque maximal lorsque dje; = 2.5. Pour de grands taux de migra-
tion (d = 10°), lamplitude des variations est plus faible; le probleme étant bien décrit
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par le probléeme agrégé (Chapitre 5). Le domaine de coexistence est quasiment réduit a
une droite, donc Ag est tres petit. Ainsi, la géométrie du milieu a un impact maximal
sur la taille du domaine de coexistence pour des taux de migration intermédiaires. Son
impact est tres faible pour les petits et les grands taux de migration.

Nos observations conduisent a supposer que la valeur maximale de Ag est atteinte
pour le cas sans migration. Chaque site est alors indépendant, et Ag ne dépend donc
pas du type de domaine. Des calculs explicites (Chapitre 4) permettent d’obtenir cette
valeur : Ag® = 17.5/36 = 0.4982639. La figure 8.6 représente la différence entre Ag
et AZ** pour chaque taux de migration.

Ae ,
6 o d=0.01
A0 A = d=0.1
_ ol © =
: 1 o d=10
5 E
ST 1@ d=10?
_ o] d=10°
| o ot
10 R i __ o g=10°
L (o}
00 :
I o]
107 :
o
A0'E E
-
0" B S — —
107 10" 10"

dh et

FIGURE 8.6: Différences entre le A" et les Ag mesurés.

Cette figure montre que, lorsque le taux de migration n’est pas treés grand (d < 10%),
la dépendance de log(AgZ* — Ag) en dpe est identique pour chaque migration, avec
une translation de l'ordre de log(d). Dans une premiére approximation, on peut écrire
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une relation linéaire du type AZ* — Ag = d(dper + 0.001). On voit clairement que le
domaine de coexistence croit lorsque I'hétérogénéité décroit et ce d’autant plus vite
que la migration est grande. En revanche, pour des taux de migration plus grands,
I'influence de 'hétérogénéité spatiale, donc des structures locales du milieu, est réduite ;
le systeme étant essentiellement gouverné par le probléme moyen (le probleme agrégé).
On observe ainsi une saturation de I'effet précédent pour de grands taux de migration;
Ag étant amené a tendre vers 0 lorsque d — +o0.

8.3 Discussion

Les résultats montrent que la forme de I'hétérogénéité et la vitesse de migration
influent fortement sur la taille du domaine de coexistence et, par extrapolation, sur
la possibilité du milieu de permettre la coexistence. Rappelons deux résultats obtenus
dans les chapitres précédents.

— Lorsque d — 0, le domaine de coexistence est trés proche du domaine ©° cor-
respondant au probleme sans migration (Chapitre 4). Lorsque m; = 1 et I est
une constante, ©° est défini par ©° = {(c1,¢2),c1 > ¢f(c2),c2 > ¢3(cr)} on
¢;(cx) = min; (1/Q!max(I7, ¢,Q3)).

— Lorsque d — 400, le domaine de coexistence est tres proche du domaine >
correspondant au probleme agrégé (Chapitres 5 et 7). Lorsque m; = 1 et I est
une constante, ©> est définit par

0% ={(c1,¢2),0c1 = max(cg,cg),cg = max(cl,c(f)} ol c? =1/I.

Ces comportements apparaissent clairement sur la figure 8.3. Nos différents résultats
mettent en évidence le fait que Ag décroit lorsque d croit. Le domaine de coexistence
passant du domaine ©° & la ligne ©> en décroissant. Dans tous les cas, la dépendance
suit les regles générales suivantes.

— Plus I'hétérogénéité est importante, plus le domaine de coexistence est petit.

— Plus la migration est rapide, plus le domaine de coexistence est petit.
Cependant, ce comportement varie fortement avec la vitesse de migration.

Pour des petits taux de migration (d = 0.01 dans nos simulations), le domaine de
coexistence est trés proche du domaine ©° correspondant & d = 0; ce domaine étant
indépendant de dj.;; Ao = AZ*. Ae varie donc tres peu avec le type d’hétérogénéité
et le systeme est gouverné par les dynamiques locales, c¢’est-a-dire sur chaque patch.
Les courbes obtenues sont quasi-constantes.

Pour de grands taux de migration, le domaine de coexistence est tres proche de la droite
O qui ne dépend pas non plus de ’hétérogénéité considérée ; le probleme agrégé étant
indépendant du type de domaine considéré. L’influence de la forme de I'hétérogénéité
est peu importante. Pour des taux de migration intermédiaires, le domaine de coexis-
tence est tres sensible au type d’hétérogénéité considéré. Ainsi, Ag varie fortement avec

dhet .
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Dong, lorsque le taux de migration augmente, le systeme est tout d’abord gouverné
par les phénomenes locaux qui sont indépendants de la géométrie considérée. Puis
il est gouverné par les phénomenes globaux également indépendants de la géométrie
considérée. C’est pendant cette transition, lorsque les phénomenes locaux et globaux ne
peuvent plus étre découplés, que la géométrie du domaine prend toute son importance.

Par ailleurs, il y a une certaine symétrie entre les effets de la vitesse de migration
et celle de la géométrie du domaine. Ceci est confirmé formellement par I'observation
suivante. Considérons un probleme en une dimension spatiale, continu dans R tout
entier, du type fr(z, W(x)) + d0.W(x) = 0 ou fr(-, W) est périodique de période L.
Le changement de variable x = Ly montre que

ol W () + 0010 () = 0 =5 Fu(y, W) + 2500V () = 0

Ainsi, modifier la valeur de L, c’est-a-dire augmenter les variations de f, revient a
modifier le taux de diffusion. Ce phénomene est bien illustré sur le damier. Prenons
un damier infini. Augmenter la définition du damier équivaut a augmenter la vitesse
d’échanges entre les patchs. Ce raisonnement est valable pour de petites diffusions, les
phénomenes locaux étant prépondérants, le bord du domaine n’a pas de réels impor-
tance. Ceci explique l'allure des courbes de la figure 8.6. En revanche, pour un grand
taux de migration, ce raisonnement n’est plus valable; le bord du domaine prenant
toute son importance.

Ces observations montrent une corrélation tres forte entre le domaine de coexis-
tence et la géométrie du domaine. Le domaine de coexistence semble étre ainsi une
bonne alternative permettant de relier la géométrie spatiale aux comportements d’un
systeme de compétition. Il serait intéressant d’étudier, a ’aide d’un indice adapté, les
corrélations apparaissant pour un choix plus général de fonctions Q);.



Chapitre 9

Une conséquence de ’hétérogénéité

Introduction

Il est bien connu que les phénomenes de migration dans un milieu hétérogene
conduisent a des dynamiques complexes [35, 55, 87]. La plupart des auteurs s’intéressent
a des modeles de compétition dans un environnement fluctuant en temps, de compétition
pour la lumieres [51, 87] ou pour une ressource [23, 55|. L’impact du taux de migration
est alors tres important sur la dynamique globale en temps du modele [28, 55], aussi
bien au niveau local en espace [50] qu’en moyenne.

On s’intéresse ici a un modele de métapopulations de plusieurs especes en compétition
pour une ressource sur deux patchs et dans un environnement constant en temps mais
hétérogene en espace

(LU, (t) = (C;R(t) —m;)U;(t) + dKU,(t), i=1,--- N
LR(t)=1- ;CiUi(t) + mo> R(t) + dKR(t) 0.0.1
| R(0) >0
Uit = ( galy) ) <

_( R 2
a R(t) - < RZ(t) € R,
- Ciym;, I € (0,+00)?,
-1 1
S K= { 1 -1 }
Dans le chapitre 5, nous avons montré que, lorsque d tend vers oo, c¢’est-a-dire lorsque

I’échange entre les patchs est tres rapide, les solutions de ce systeme sont bien ap-
prochées par leur moyenne spatiale r(t) = 1/2(R'(t) + R2(t)), u;(t) = 1/2(Uk(t) +

193
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U?(t)), solution du probleme agrégé

( Ly,(t) = (527“(15) —m;)u(t), i=1,--- N

dp(t)=1— (Z C.ui(t) + ﬁm) r(t) (9.0.2)

\ T(()) Z 07

ot C; = CL 4+ C2, m; =m! +m?2 et I = I' + I? (Théoreme 5.3.8).

Le probleme agrégé est un systeme de chemostat homogene pour lequel le principe
d’exclusion compétitive est vérifié. Ainsi, pour ce probleme, une seule espece survit :
celle dont le R* = m;/C; est minimal. Il se peut que 'espéce ayant le plus petit R* ne
soit nulle part la meilleure compétitrice.

Prenons 'exemple de trois especes. Supposons que I'une d’entre elles soit la meilleure
compétitrice sur le patch 1 et la moins bonne sur le patch 2, qu'une autre soit la
meilleure sur le patch 2 et la moins bonne sur le patch 1, et que la derniére soit une
compétitrice légerement moins forte que la premiere sur le premier patch et que la
deuxieme sur le second patch. La troisieme espece peut étre la meilleure compétitrice
en moyenne.

Ce cas de figure est le seul possible lorsque toutes les mortalités ou toutes les consom-
mations sont homogenes. En effet, si les mortalités sont indépendantes du patch (le cas

des consommations se traitant de la méme maniere), alors clairement % = % + %.

Donc une espece qui domine sur les deux patchs (c’est-a-dire partout lécalement) do-
mine en moyenne (c’est-a-dire globalement). Le seul moyen possible pour qu’une espece
domine en moyenne mais disparaisse sans échange entre les patchs est donc qu’elle soit
généraliste, c’est-a-dire moyenne sur chaque patch, et que les autres especes soient des
spécialistes, efficaces uniquement sur un patch.

L’objectif de ce chapitre est de montrer que, dans un cadre ou a la fois les mortalités
et les consommations sont hétérogenes, un autre phénomene apparait. Une espece étant
la moins bonne compétitrice locale (sur chaque patch en ’absence de migration) peut
étre la meilleure compétitrice en moyenne (c’est-a-dire pour le probleme agrégé) et
donc 'unique survivante pour une grande migration.

9.1 Hétérogénéité des taux de mortalité

Ce phénomene existe dans le cas tres simple de deux patchs et deux especes seule-
ment. Ainsi, considérons un systeme de métapopulations de deux especes de concentra-
tion respective U et V', vivant dans deux patchs et en compétition pour une ressource
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R. Le modele s’écrit

Dy (1) = (CoR(t) — ma)V (1) + dKV (1)

DR(t)y =1~ (C,U(t) + CoV (1) +mo) R(t) + dKR(1) (9.1.1)
U(0),V(0) > 0

R(0) > 0.

- : et I J)00 o P — matmi
Pouri=1,2et j = 1,2, on définit R]" =m]/C] et R} = YoIee: 2
Proposition 9.1.1. Supposons que, pour j =1,2, on a RJ* < RJ’k Alors, il existe my,
C1, my et Cy dans (0,+00)? tels que Ry > R, si et seulement si maz(R}) > min(R3).

Preuve : Si maz(R}) < min(Rj), alors pour tout j,k = 1,2, on a Chmi < C’ij, avec
une inégalité stricte si j = k d’'out ), C§ p m) < o CI 3, mh cest-a-dire Ry < Rs.

Réciproquement, supposons sans perte de generahte que R?* = max(R;) > min(R;) =
RI*. Smt pour i,j = 1,2, m] et C’j huit nombres strictement positifs fixés tels que

R = CJ Pour 4, j = 1,2 fixés, R)* n’est pas modifié lorsque I'on multiplie m? et C/
1 2
ctict o

Ry(e) = % On a lg% <§1(6>,§2(€)> = (R}, Ry"). Par hypothese RY* > R}*

par la méme constante. Soit € > 0 restant a déterminer, on pose él(e) =

peut choisir € suffisamment petit pour que El(e) > EQ(G) ce qui termine la preuve. []

REMARQUE 9.1.1. Nous nous sommes placés dans un cadre ou les deux patchs n’ont pas
le méme role. L'un des patchs (le patch 1 dans la preuve) est le meilleur pour les deux
espéces et lautre (le patch 2 dans la preuve) est le moins bon pour les deuz espéces.
Les coefficients sont petits sur le bon patch pour l’espéce la plus compétitive (I’espece
1 ici) et sur le mauwvais pour l'espéce la moins compétitive (I’espéce 2). Ainsi, pour
une forte migration entre les patchs, la premiére espéce se concentre sur le mauvais
patch tandis que la seconde se concentre sur le bon patch. St la seconde espéce est plus
compétitive sur le premier patch que la premiére sur le second patch, alors elle devient
plus compétitive en moyenne pour le probleme agrégé.

REMARQUE 9.1.2. La preuve utilise un € tendant vers 0 ce qui conduit a des valeurs trés
disparates des taux de consommation et de mortalité d’une espece donnée. Cela peut
paraitre wrréaliste. En fait, un calcul direct montre que ce phénoméne apparait pour des
valeurs réalistes des parametres. Afin de mieux visualiser les phénoménes sous-jacents,
nous travaillons avec un petit €.

Remarquons tout d’abord que le taux de croissance de I'espece ¢ sur le patch j est
CY(R — RJ*). Ainsi, & ressource et & RJ* fixés, si la consommation de I'espece 4 sur le
patch j est de l'ordre de € avec € petit, alors son évolution sera lente, que ce soit sa
croissance (si R > RJ*) ou sa décroissance (si R < RJ*). Les évolutions de la premiere
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espece sur le meilleur patch et de la seconde espece sur le moins bon patch sont donc
lentes.
De maniere approximative, le premier patch induit une croissance des especes et le
second patch une décroissance. La vitesse de croissance de V' est supérieure a sa vitesse
de décroissance et inversement pour U. L’évolution de la ressource régit la dynamique
du systeme et un échange permanent s’effectue entre les patchs.
Trois échelles de temps différentes rentrent ainsi en jeu dans le modele.

— L’échelle 1 de temps de démographie “rapide”,

— L’échelle ¢ de démographie “lente”,

— L’échelle d de vitesse de migration qui passe dans notre étude de tres lente a tres

rapide.

Les échanges entre les patchs (& une vitesse d) induisent une interaction entre les
deux échelles de temps démographiques. Ceci conduit & une dynamique complexe !
aboutissant a la coexistence des deux espéces ou a ’extinction du spécialiste local ou
du généraliste selon la valeur de d.

9.2 Résultats

Pour comprendre comment une espece, a priori vouée a disparaitre, survit, voire
gagne la compétition et ce, pour un échange rapide entre les patchs, nous illustrons
la dynamique du systeme par un exemple. Nos simulations utilisent le jeu de valeurs
suivant :

Patch 1 | Patch 2
my € 8
01 € 2
mo 4 He
C, 2 €
R; 1 4
R; 2 5

On choisit I et my de maniere a ce que chaque espece puisse se développer sur chaque
patch en I’absence de compétition. Afin de simplifier I'étude, on prend I = *(100, 100)
et mo = *(1,1). On a bien I > R?* pour i,j = 1,2.

Si € = 1, un rapide calcul montre qu’alors ﬁ“{ = ﬁ; = 3. Ainsi, il suffit de prendre un
€ < 1 pour observer les phénomenes recherchés. Nous avons choisi ici € = 0.4.

Pour quatre valeurs représentatives de la vitesse de migration (nulle, lente, moyenne
et rapide), nous représentons sur chacun des deux patchs I’évolution temporelle des taux
de concentration de chaque espece, ainsi que celle de la ressource. La dynamique de

1. Méme si 'on observe un comportement trivial dans le sens ou les trajectoires convergent vers
un unique équilibre.
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chaque espece sur un patch donné est influencée par deux phénomenes : la productivité
sur chaque patch, donnée par le taux de croissance VAR{ = C’g (R’ — Rf *), et 'échange
entre les patchs. Afin de mettre en évidence le role de chaque patch concernant la
croissance ou la décroissance des especes, nous reportons également la productivité
VAR{. Lorsque VAR{ > 0, 'espece ¢ croit sur le patch j et ce patch est favorable a
I’espece i. Lorsque VAR{ < 0, 'espece i décroit sur le patch j qui est alors défavorable
a l'espece 7. Plus VAR? est éloigné de 0, plus 'impact du patch j sur l'espece i est
important.

Comme les phénomenes sont a la fois tres rapides et globaux en temps, les résultats sont
représentés sur une échelle de temps logarithmique. Nous avons choisi T'maz = 1000.
De plus, nous observons dans tous les cas un attracteur global ; le choix des conditions
initiales n’influant pas sur ’équilibre. On a donc choisi R(0) suffisamment grand pour
que la ressource ne soit pas initialement limitante. Enfin, nous ne discutons pas des
oscillations observées ; elles ne jouent pas de role dans le phénomene discuté ici.
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Taux de migration nul (Figure 9.1). Tant que la ressource n’est pas limitante,
les deux especes croissent sur chaque patch. L’espece 1 (U) croit rapidement sur le
patch 2 et lentement sur le patch 1 et inversement pour l'espece 2 (V). Au bout d’un
certain temps, la ressource devient limitante. Sur le patch 2, U croit rapidement et la
ressource devient rapidement limitante pour V' puis tend vers la limite R?*. Le taux de
variation de V' devient rapidement négatif mais proche de 0 et V' décroit lentement vers
0. Sur le patch 1, U croit lentement et V' croit vite. La ressource atteint rapidement la
limite R3*. V ne croit plus tandis que U continue de croitre lentement. En parallele, la
ressource décroit lentement vers Ri* et V vers 0.

Patch 1 Patch 2
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FIGURE 9.1: Comportements sans migration (d =0).

Petits taux de migration (Figure 9.2). La ressource est mixée entre les deux
patchs. Sur le patch 2, la ressource devient rapidement limitante pour les deux especes.
Sur le patch 1, elle décroit rapidement vers une valeur limitante pour ’espece V.

Mais la ressource migre de patch en patch et donc reste dans un premier temps
légerement au-dessus de la valeur limitante pour V sur le patch 1 et légerement en
dessous de la valeur limitante pour U sur le patch 2. Ainsi dans un premier temps, V'
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a tendance a croitre lentement sur le patch 1 (car R est proche de R*) et & décroitre
lentement sur le patch 2 (car C3 = O(e)). Il en va de méme pour U sur le patch 1 (car
Ct = O(e)) et sur le patch 2 (car R est proche de R?*).

Une fois que U s’est suffisamment développée sur le patch 1, la ressource y devient
limitante pour V' et donc V' décroit lentement sur chacun des patchs. Par ailleurs, une
partie de la population de U, migrant du premier patch vers le second, induit une plus
forte consommation de la ressource sur ce second patch. Celle-ci y devient alors tres
limitante pour les deux especes sur le patch 2 et U y décroit assez rapidement.

Les échanges entre les deux patchs ne sont pas suffisants pour que la décroissance de
U sur le second patch 'emporte sur sa croissance sur le premier; U survit. Par contre,
V' ne se développe sur aucun des patchs et finit par disparaitre.
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FIGURE 9.2: Comportements avec une petite migration (d = 0.05).

Taux de migration intermédiaires (Figure 9.3). Sur le patch 2, la ressource
devient rapidement limitante pour les deux especes en étant proche de R?*. Donc sur ce
patch, U décroit lentement (car R?* est proche de R?) et V également (car C3 = O(g)).
Inversement, la ressource reste légerement supérieure a RY* sur le patch 1. Ainsi, les
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deux especes croissent lentement. Les especes migrant de patch en patch, la ressource
reste limitée sur chacun. Cependant, la migration étant suffisamment importante, la
mortalité induite par le second patch empéche les especes de se développer suffisamment
sur le premier et la ressource reste proche de Ri*. Le premier patch permet la croissance
des deux especes et le second patch induit une décroissance. Le role de chaque patch
est similaire pour chacune des deux especes ; elles survivent toutes les deux. On observe
une convergence vers un état d’équilibre de coexistence.
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FIGURE 9.3: Comportements avec une migration intermédiaire (d = 0.7).

Grands taux de migration (Figure 9.4). A chaque instant, la ressource est for-
tement mélangée et sa dynamique sur chaque patch est donc quasiment identique. Sur
le patch 2, elle devient rapidement limitante pour les deux especes : U décroit rapide-
ment tandis que V' décroit lentement. Sur le patch 1, la ressource permet la croissance
des deux especes en restant proche de RY*; U et V croissent lentement sur ce patch.
L’échange rapide entre les deux patchs induit une décroissance de U et une croissance
de V' en temps long.
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Finalement, la décroissance rapide de U sur le patch 2 I'emporte sur sa croissance
lente sur le patch 1 tandis que la croissance lente de V sur le patch 1 s’équilibre avec
sa décroissance lente sur le patch 2. U disparait et V' survit.
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FIGURE 9.4: Comportements avec une forte migration (d = 10).

9.3 Discussion

Ce systeme de deux patchs avec migration conduit a une dynamique complexe. Sur
le patch 1, I’évolution de U est lente tandis que celle de V' est rapide. Ce patch est
le meilleur, c¢’est-a-dire qu’il a tendance a favoriser les deux especes. Tant que 'espece
U ne se développe pas trop, la ressource ne devient pas limitante pour V' et ce patch
induit une croissance des deux especes. Sur le patch 2, I’évolution de V' est lente tandis
que celle de U est rapide. Ce patch est le moins bon, il induit une décroissance des
deux especes.

Pour une migration lente, les échanges entre les patchs ne sont pas suffisamment rapides
pour contrecarrer les phénomenes locaux. Ainsi, ce sont les phénomenes en temps long
sur chaque patch qui prédominent ; il en résulte une extinction de V.
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Pour une vitesse moyenne de migration, les échanges entre les patchs sont suffisants
pour que l'influence négative du second limite la croissance de l'espece U. Sur le
deuxieme patch, tant que la ressource n’est pas trop en dessous de la valeur critique
R?*. la décroissance de U n’est pas trop rapide. Par ailleurs, V' y décroit toujours len-
tement. L’influence négative du second patch étant plus importante sur U que sur V/,
U ne se développe jamais suffisamment pour limiter la ressource sur le premier patch
et V peut continuer a s’y développer tout en ayant tendance a décroitre lentement sur
I’autre patch. Les phénomenes s’équilibrent et les deux especes coexistent.

Pour une migration rapide, la vitesse d’échanges entre les deux patchs est bien plus
grande que la vitesse de réaction du systeme. Ainsi, 'espece U a une tres forte mortalité
sur le patch 2 et n’a pas le temps se développer sur le patch 1. Inversement, V' décroit
lentement sur le patch 2 et croit sur le patch 1. U disparait et V' survit.

Du point de vue expérimental, la mesure des R* locaux ne suffit pas a décrire la notion
d’especes généralistes. La valeur des R* dépend fortement de 1’hétérogénéité a la fois
des taux de consommation et des mortalités. Les systemes classiques du chemostat
controlent les taux de mortalité en les rendant égaux pour chaque espece et homogenes
en espace (Chapitre 1). Ce travail souligne I'importance de la prise en compte de
I’hétérogénéité de la mortalité dans les phénomenes de compétition. Il serait intéressant
d’effectuer des analyses de ce modele dans un gradostat.

Soulignons que 'analyse ci-dessus a été effectuée dans le cadre le plus simple possible

de deux especes en compétition pour une ressource dans deux patchs avec des fonctions
de consommation de type Holling I. De tels phénomenes apparaissent dans des modeles
avec un nombre de patchs P > 2 ou continus en espace, avec plus d’especes et /ou avec
des fonctions de consommation de type Holling II. La dynamique résultante devient
plus complexe et 'interprétation plus difficile mais, globalement, les mémes conclusions
I'emportent (Chapitre 5).
Par ailleurs, une telle analyse peut étre effectuée sans probleme de compétition mais
simplement pour un probleme de survie. En effet, dans un cadre ou l'entrée I de
ressources et le taux de disparition des ressources mg sont hétérogenes, les arguments
précédents montrent qu’'une espece disparaissant partout sans migration (c’est-a-dire
R* > I/my) peut survivre lorsque la migration est suffisamment rapide. 11 suffit que
Iespece ait une reproduction et une mortalité fortes aux endroits les plus propices au
détriment des endroits moins adaptés. A l'inverse, une espece survivant partout sans
migration (R* < I/mg) ne survivra pas a un fort brassage du milieu si elle concentre
son effort démographique aux endroits les moins propices.

En conclusion, ces phénomenes illustrent 'importance de I’hétérogénéité spatiale
dans la compréhension d’un systeme de métapopulations avec migration. Une espece
a plusieurs moyens de s’adapter a un tel systeme : soit en améliorant directement
ses R*, c’est-a-dire en ayant un besoin en ressources le plus faible possible a chaque
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endroit de 'espace, soit en concentrant son effort démographique aux endroits ou le
développement est le plus facile (le besoin en ressources le plus faible). Dans un cadre
de survie ou de compétition, une stratégie viable pour une espece avec un important
besoin en ressources est donc d’avoir une forte reproduction, quitte a avoir un fort taux
de mortalité et ce, sur un endroit favorable, et d’avoir une faible démographie sur un
endroit peu favorable. Ceci est d’autant plus vrai que les échanges entre les sites sont
rapides. Pour des vitesses de migration intermédiaires, ces deux stratégies permettent
la survie d’ou la coexistence.
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Chapitre 10

Un probleme indépendant
d’épidémiologie

Ce chapitre est un travail réalisé avec Cédric Wolf et faisant suite a ses travaux
de these. Il traite du systeme Hantavirus Puumala - Campagnol roussatre, struc-
turé continument en temps, en espace, en age et en durée de l'infection. Nous mon-
trons l'existence globale d'une unique solution uniformément bornée dans L*°. Nous
présentons la version originale d'un article a paraitre dans le Journal of Biological
Dynamics.
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In this work we analyse a deterministic epidemic mathematical model motivated by the prop-
agation of a hantavirus (Puumala hantavirus) within a bank vole population (Clethrionomys
glareolus). The host population is split into juvenile and adult individuals. A heterogeneous
spatial chronological age and infection age structure is considered, and also indirect trans-
mission via the environment. Maturation rates for juvenile individuals are adult density-
dependent. For the reaction-diffusion systems with age structures derived, we give global
existence, uniqueness and global boundedness results. A model with transmission to humans
is also studied here.
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1. Introduction

We are mainly interested in the mathematical analysis of a deterministic mathemat-
ical model describing the propagation of a macroparasite within a single structured
host population. This study is supplemented by a related epidemiological model
wherein a macroparasite is transmitted from a reservoir host population to a sec-
ond host population. This work is motivated by the specific Puumala hantavirus
(PUU) - bank vole (Clethrionomys glareolus) system in Europe. In that particular
system the macroparasite is benign in the reservoir host population and can be
transmitted to humans, an epidemiological dead end, with a mild lethal impact.
See Wolf et al. [32], Sauvage et al. [23] [24], Sauvage [22] and Wolf [31] for details.

First, in addition to age-dependence that is commonly used in population dy-
namics (see Anita [2], Gurtin [14], Ianelli [16] or [29] for examples), we want to
take into account a stage structuration, due to the fact that sexual maturation
of juveniles depends on the density of adults: the higher the density of adult, the
slower the maturation (see Sauvage et al. [23]). We have included that hantavirus
seems not to affect the demography of bank vole population (but may be lethal
for humans) and that there is no vertical transmission of the disease (offspring of
infected individuals are healthy at birth). Two modes of horizontal propagation are
considered: by direct contacts from infected to healthy individuals, and by contacts
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of healthy individuals with the environment that can be contaminated by infected
individuals (see Sauvage et al. [23]). In addition to time and chronological age, we
consider a third structure variable which is the age of the disease in a given animal.
This first model was constructed and studied in Wolf [30]. Numerical simulations
based on this model (see Wolf [31]) leads to dynamics close to those which were
observed on fields

Moreover, bank voles also move in space but the previous model does not take
into account this fact. A spatial-dependent model was constructed and studied in
Wolf et al. [32]. This model highlighted the importance of the spatial structuration
in infection evolution, at local and global scales. But the model studied here was
simply structured for age and disease status (noninfected and infected juveniles or
adults), which is not well adapted to the evolution of the disease (see Wolf [30]).

The purpose of this work is to suggest and analyse a model combining the whole
of these important phenomena into a single system. This will lead to a strongly
structured system which is too complex for qualitatives studies of the dynamic.
Nevertheless we prove that the solution of this system is unique and bounded and
thus this model is a good one in order to understand the epidemic spreading and
dynamic.

In Section 2 we construct a disease-free model for a closed population ; we
derive here a global existence, uniqueness result and then we give a global uniform
bound on solutions.

Next in Section 3 we construct the epidemic model and supply global existence,
uniqueness and boundedness results.

Then in Section 4, we look at a simplify model which includes transmission of the
parasite to a second host population.

Last in Section 5 we give the proof of the results stated in the previous sections.

2. The JA disease-free model

In this section we analyse a disease-free demographic model described in the In-
troduction.

2.1. Modeling

The construction of the model is first based on a disease-free one for the host
population. Because of intraspecific competition and different behaviors between
juvenile and adult individuals (Bujalska [5], Kostova et al. [17] or Sauvage [22] and
references therein), the host population is split into juvenile (J) and adult (A)
subpopulations. Let J(¢,z,a) and A(t,z,a) be their respective densities at time
t, position z € Q, & C R", n > 1, and chronological age a € (0, at) for juveniles
and a € (ai,a;) for adults, with a; > 0 (see Webb [29], Tannelli [16], Thieme
[26] for example). The host population reads P(t,a,z) = J(t,a,x) + A(t, a,x).
We assume maturation of juveniles depends on the total density of adults and
cannot occur prior age aj. Let 7(¢,a,x, A(t,z))) be the maturation rate at time ¢
of juveniles having age a and position x for a spatial density of adults given by
Alt,x) = faaj A(t,a,x)da ; we assume 7T is non increasing with respect to the
last variable, A. Let §(¢,a,z,P(t,x)), be the adult fertility rate depending on the
spatial population density given by P(t, z) faT J(t,a,x)da + f;j A(t,a,z)da.
Let py(t,a,z,P(t,z)) and ,uA(t,a,x,IF”(t,x)) be the respective mortality rates for
juveniles and adults.
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The resulting compartmental model is depicted in Figure 1 ; see Wolf et al. [32].

K [ Juveniles B Adults | Ha
- —
J —= A

Figure 1. The Juvenile-Adult host population system

Populations disperse via Fickian law with diffusion rates dj(t,a,z) and
da(t,a,z). The resulting mathematical model is the following :

O + O — div(dy(t,a,x) - VJ)+ py(t,a,z,P(t,x)) - J
= —7(t,a,z,A(t,x)) - J in Qy,
J(t,0,x) / B(t,a,x,P(t,xz)) - A(t,a,z) da in Q. 2.1)
J(0,a,z) = Jy(a,x) in Qa,
(ds(t,a,x) - VJ(t,a,z)) -n(x) = 0 in Qo
O A+ 0, A — div(da(t,a,x) - VA) + palt,a,z,P(t,z)) - A
=7(t,a,z,At,z))-J  in Qa,
A(t,a1,z) = 0 in Qay, (2.2)
A(O,a,x) = Ao(a,l‘) in QA,aa
(dA(t,a,ZU) ) VA(t7aax)) : n(x) =0 in QA,aa
with:
QJ = R+ X (O’GT) X Qa QA = ]RJr X (CLl,(ZT) X Qa
QRro = Ry x(0,a1) x99,  Qap = Ry x(a1,a4) x 09,
Qia = (0,a1) xQ,  Qaa = (a1,a;) X Q,
Qi = Ry xQ, Qar = Ry xQ,
and:

/ A(t,a,z)da, J(t,x) = /iJ(t,a,m) da,
0
(t, = I(t,z) + A(t, ).

2.2. Assumptions
We introduce a set of conditions used through out this work.

Hyp 2.1 Suppose:
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e 0 < a1 < a; £ +oo,

o 3€ L™(Qa x R") is nonnegative,

o 7€ L®(Q, x R") is nonnegative,

o 1y € L>®(Qy x[0,R]), VR > 0 is nonnegative,
pua € L*(Q4 x [0, R]), VR > 0 is nonnegative.

Let

Boo = ||ﬁ||OO7QA><]R+’ Too = ||T||OO7QJ><R+
foo(R) = ma’x{HNJHoo,QJX[O,RL HMAHoo,QAx[o,R]}-

Hyp 2.2 For all R > 0,
e There exists Kg(R) > 0 such that for 0 < |£], €| < R,

V(t.a,x) € Qa, |B(t a,2,€)) — Blt,a,,€)| < Kp(R)[¢ ¢
e There exists K,(R) > 0 such that for 0 < [¢],|¢] < R,

¥(t,a.2) € Qs I7(t,a.2,6)) —7(ta,2,8)| < K (R)[§ ¢
e For Z = J, A, there exists Kz(R) > 0 such that for 0 < |¢],|¢] < R,

V(t,a.2) € Qz, |nz(t,a,2,) — pz(t,a,2,6)| < Kz(R)IE ~ €|
Let Q be an open bounded domain in R™ with a smooth bondary 92, such that

locally 2 lies on one side of its boundary. Let n(x) be a unit normal vector to 2
along 0. In order to take into account spatial heterogeneities we introduce open

subsets §; 1< i < ng with §; C Q, 6; N 0; =0 Vi, j having the same regularity
properties as €1 ; see Figure 2.

Figure 2. The spatial domain
Let:

©= |J 6 andhp=0\0

1Si§ng
and assume diffusion rates satisfy:

Hyp 2.3 For Z = J, A, we suppose that:

° 0<d§jz(t,a,m)§3<+oo, V(t,a,7) € Qz, -
o dz € C(Qy;) for 0 <i < ny, where Qz,;, = Ry x (0,ay) x 0.
Remark 1: Discontinuity in diffusion rates implies that we cannot expect the

spatial regularity afforded by classical diffusion processes. Systems with such dif-
fusion rates are for example studied in Fitzgibbon et al. [8] [9] [10] [12].
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2.3. Main results

We are now interested in the study of system (2.1)-(2.2). We first establish the
existence of weak solutions, for which a definition is given belows (see also Garroni
et Langlais [13], Langlais [19] and Naulin [21]).

Definition 2.4: For a; < 400, (J, A) is a weak solution of (2.1)-(2.2) in
((o,T) % (0,a1) Q) X ((o,T) x (a1, at) X Q) if

J € L=((0,T) x (0,a1) x ) N L*((0,T) x ( at); H'(2)),
(0+8a)J € L*((0,T) x (0,a4); (H'( )),
A€ L((0,T) x (a1,a3) x Q) NL*(0,T) x (a1 at); HY(Q)),
(O +0a)A € L2((0,T) x (a1, a); (H'(Q))' )
Pe L>((0,7) x Q) with P defined in (2.1),
MJ(IP) -J e L1(<O’T) x (Ova'T) X Q)v
pa(P)-Ae L(0,T) x (a1,at) x ),

solution in the weak form of (2.1)-(2.2), this is:

Q

< (Op+0a) A, u > +/ (daVA-Vv+ (uaA — 7J)v)dz dadt =0
Q

/ < (O4+04) I, u > +/ (dsVJ - Vu+ (py+ 7)Ju)dz dadt =0
(0 T)X 0 aT)

(OvT) X (al 70”()

for all u € L®((0,T) x (0,a3) x Q) N L2((0,T) x (0,a4); H*(2)) and all v €
L>®((0,T) x (a1,at) x Q) NL2((0,T) x (0,at); H'(Q)) ; and satisfying initial con-
ditions of (2.1) et (2.2).

and a similar definition for a; = +oc:

Definition 2.5: For a; = +00, (J, A) is a weak solution of (2.1)-(2.2) in
((O,T) x (0, +00) x Q) X ((O,T) X (a1,00) X Q) if for all 0 < @ < 400, (J,A4) is a

weak solution of (2.1)-(2.2) in ((o,T) x (0,@) x Q) x ((o,T) x (a1,a@) % Q)
We have the following Theorem:

Theorem 2.6:  Suppose that assumption Hyp 2.1 to Hyp 2.3 are satisfied and that
initial conditions (Jo, Ao) are continuous, nonnegative and L™ in Qjq and Qaq.
Then for all T > 0 problem (2.1)-(2.2) has a unique global weak solution (J, A) with

nonnegative components defined in ((O7T) x (0,a4) x Q) X ((0, T) x (a1, at) x Q)

Remark 2: We could also consider continuous gy and pa going to infinity when
a is going to a; when a;y < +oo. It follows that densities go to 0 in ay; see Naulin
[21]. An additional truncation step is then required in the following proofs.

The proof goes through several steps: first we solve two auxiliary problems then
we derive a fixed point method. The proof can be found in Section 5.1.

Under additional assumptions, we establish a global bound L* for solutions
of system (2.1)-(2.2). More precisely, we prove that we can estimate quantities
1J(t, )]]oo, and ||A(t, -)]]eo,o independently on ¢.

The additional assumption are:

Hyp 2.7 Diffusion rates dy and d4 are not dependent on chronological age a.
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and, in order to consider death rates of logistic types:

Hyp 2.8 For Z = J, A, we have an under bound of the form: there exists g >
0, p1 > 0 such that

Ho + p1 § < ,uZ('a'a'aé.)'

Thus one has:

Theorem 2.9:  Suppose assumption Hyp 2.1 to Hyp 2.8 satisfied and (Jo, Ag) €
C(Q2) with nonnegative components. If (J, A) is solution of system (2.1)-(2.2), then
there exists a positive constant Mo = Mo(Jy, Ao) independent on t such that:

max{[[J(t, )lloo0; |4, )lloc,0} < Mo.

The proof is based on many estimates derive by iterations each depending on the
others and is given in Section 5.2.

3. Epidemic model

We are now interested in the analysis of an epidemic model.

3.1. Modeling

Concerning the epidemic model for a single host population we shall consider a basic
SI model with susceptible (S) and infective (I) classes. Newly infected individuals
highly excrete the virus, and are very infectious, but chronically infected individuals
excrete very few viruses and are less infectious; see Sauvage et al. [24]. Thus we will
consider a continuous age structure with the age of infection b < by where the age
of infection is the duration of the desease. Then we have 4 classes of population

o Ji(t,a,x) represents susceptible (i.e. not yet infected) juveniles,
o Ji(t,a,b, ) represents infected juveniles witch is infected since a time b
o A (t,a,x) represents susceptible adults,

o and A;(t,a,b, z) represents adults infected since a time b

We assume the microparasite is benign in the host population: this means there
is no additional mortality due to the parasite, fertility and maturation rates as well
as diffusivities of infectives are identical to those of susceptibles. We use different
incidence functions for direct transmission of the parasite from infected individual
since differentes times b to susceptibles: a frequency dependent rate for the former
and a density dependent one for the latter ; see Busenberg and Cooke [6], Diekmann
and Heesterbeek [7] or Brauer and Castillo Chavez [4].

In our model we also consider that indirect transmission of the parasite through
the environment is possible. We shall also need an equation to handle the evolution
of the proportion (G) of the contaminated environment. The resulting compart-
mental model is depicted in Figure 3 ; see Wolf [31].

For direct propagation, newly infected individuals are more infective than chron-
ically infected ones. Then the type of incidence change with the age of the infection
(mass action type incidence is dominant for small values of b and proportionate
mixing type incidence is dominant for high values of b). The incidence functions
are given below (3.5).
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Indirect transmission occurs by via the release of the virus from the feces, vomit,
urine and other bodily fluids. Hence, infective individuals will contaminate the en-
vironment at a rate a(¢,a,b,z) (ay or ag depending on the infected class) ; while
susceptible individuals are infected by the contaminated environment at a rate
~v(t,a,x) for juveniles and (¢, a, ) for adults. G(t, x) represents the proportion
of contaminated environment. We consider that the environment eliminates viruses
with time at a rate 6(¢,x) > 0. Let I(¢) be the density of infected individuals, and
G(t) > 0 be the percentage of contaminated environment ; for unstructured popu-
lation, an equation for G(t) has the form : 9,G(t) = «(t) I(t)- (1 - G(t)) — () G(¢);
see Berthier et al. [3].

The resulting compartmental model is depicted in Figure 3.

B
( M
mr —A_)T HnA
~ [Susccptiblc juvcnilos] [Susccptible adults] —
| g |
5 IS 5
: oy 5 . aa
v o : v

M Infective juveniles Infective adults S

Figure 3. Epidemic model with continuous age of infection structure

The resulting mathematical model couples partial differential equations to an
ordinary differential equations.

Let U(t,a,b,z) = (Js(t,a,:z:),Ji(t,a,b, x), As(t,a, ), Ai(t, a, b,x)), the system

corresponding to the epidemic model is

{W>0,Vae (0,a4),Yb € (0,b),Va € Q, (3.1)

(O + O + AU — div(D(t, a, ) - VU) = (B(U) + ¥(1)),

with the ordinary differential equation

ai by
= (/0 /0 Y(t,a,b,z) U(t,a,b,x)dadb) - (1 — G(t,z)) — 6(t,z) - Gi’;z))’
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and considering the initial conditions:

at

Js(t,0,z) = B(t,a,z,P(t,z)) - A(t,a,x)da,

ay
Ji(ty()?bux) = 07
As(t,a,z) = Ai(t,a,b,2) =0 for a < ay,
J;

A;
Z(0,a,z) = Zp(a,z) for Z = J,, As,
Z(0,a,b, a:) Zo(a,b,z) for Z = J;, A;,
6(0,2) = Gola).

and Neumann boundary conditions: for Z = J, A,

dz(t,a,z) VZs(t,a,z) - n(z) =
dz(t,a,z) VZi(t,a,b,z) - n(x)

vVt > 0,Va € (0,at),Vb € (0,b;)Ve € 052,
0

The matrix of diffusion rates D and vectors ®(U) for demography,

i(t,a,0,2) = 0y(t,a,2)Js(t,a,x) +v5(t,a,2) - G(t, x) -
(t,a,0,2) = oa(t,a,x)As(t,a,x) +va(t,a,z) - G(t, ) - As(t, a, x)

(3.3)

(3.4)

U (U) for

transmission rates in the host population (direct and indirect), and T representing

the environment contamination by infected individuals are:

dy(t,a,x) 0 0
_ 0 dj(t,a,x) 0
D(t,a,2) = 0 0 da(t,a,z)
0 0 0 da(t,a,x)
-0
t(tae) = |
oy (t,a,x)
oU)(t,a,z) =

—pg(t,a,z,P(t,x)) - Js(t,a,2) — 7(t,a,z, At ,ac))
xr t (ta

—pg(t,a,z,P(t,x)) - Ji(t,a,b,2) — 7(t,a, b, z,
T(t,a, 2, A(t,x)) - Js(t,a,2) — pa(t,a,z,P(t, x
T(t,a,x,A(t,x)) : Ji(t7avx) —uA(t,a,a:,P(t7 )

U(U)(t,a,x) =

_UJ(t7aax) : Js(taaax) - ’YJ(t)aax) : G(t,l‘) : Js(t,a,m)

0

_UA(ta @, I) ' As(ta @, "E) - ’YA(ta @, I) ’ G(t,l’) : As(t7 a,az)

0

and, for Z = J, A :

i
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by
z(t,a, ) / / Y(t,a,a’,b,x)-Ji(t,a b, x)—l—ag}%(t,a,a’,b,m).Ai(t,a',b, x)
o (t,a,a' b, x) - Ji(t,a, b, x) ol r(t,a,ad, b, x) - Ai(t,a b, x
],Z( ) ( ) a,Z( ) ( )da'db (35)

J(t,d,x) A(t,ad, )

Finally, we set for:

by
Z(t,a,x) = Z(tam)—i—/ Zi(t,a,b,x)db for Z =J, A
0

at
Alt, / A(t,a,z) da, J(t,z) = / J(t,a,z) da,
0
P(t,x) = J(t x) + A(t, z).
Remark 1: Integrating in b the equation for J; and adding the result with the

equation for J; in one hand and those for A; and Ag, in the other hand, one gets
system (2.1)-(2.2).

3.2. Assumptions

We suppose that initial conditions in ¢t = 0 J?, JZ»O, AY and A? are continuous,
nonnegative and L*. In addition to assumptions Hyp 2.1 to Hyp 2.3, concerning
demographic and diffusion rates, we make the following 2 assymptions concerning
transmission rates.

Hyp 3.1
o for Z =J A, let vz € L*(Qz) be nonnegative with:

OS"}/Z(t,a,fE) S’.)/OO Vta a, T
o for Z=J Aand z =n,c, let a} € L>(Qz) be nonnegative with:
0<az(t,a,x) <ax Vit a, x

e and for Z = J, A, Z' = j,a, and z = pm,am let 0% ,, € L*°(Q)z) be nonnegative
with:

0< 0y z(tad bx)<os VYt a,d, b x
Hyp 3.2 Let J2(a,x) > 0 in (0,a) x Q and A%a,z) > 0 in (a1,a1 + a) x Q with
a > 0.

This last assumption is useful to prove Lemma 5.17 which is used to treat the
proportionate mixing part in the following.
In order to simplify the notations, we set:

Hy, =L*((0,a:) x Q) My, =L*((0,a:) x (0,b;) x Q)
Ha, = L*((a1,a4) X Q) Ha, = L*((a1,a3) x (0,b) x Q)
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H? =Hy x Hy x Has x Ha,
and:
WUz = N5 Mg, + il ),
+ HAS(ta K )||7‘lAS + HAi(ta RS ')||'HA¢
And for T > 0:

HA(T) =L*((0,T) x (0,a:) x Q) x L*((0,T) x (0,at) x (0,b4) x Q)
x L*((0,T) (a1, at) x Q) x L*((0,T) x (a1, at) x (0,b) x Q)

3.3. Mains results

As in the previous section, we prove existence and uniqueness of a global weak
solutions for system (3.1)-(3.4). The notion of weak solution is defined in 2.4 and
2.5.

We have the Theorem:

Theorem 3.3: Suppose assumptions Hyp 2.1 to Hyp 2.3, Hyp 3.1 and Hyp
3.2 are satisfied, and that initial conditions (J2,J?, A%, AV, G(0)) are continuous,

nonnegative and L™ in Qjq and Qaq. Then for allT > 0 problem (3.1)-(3.4) has
a unique global weak solution (Jg, J;, As, Ai, G) with nonnegative components, with

0 < G(t,z) < 1 and defined in ((o,T) x (0, at) x Q) X ((o,T) x (0, at) x (0,bs) x
Q) X ((o,T) x (a1, at) x Q) x ((o,T) % (ar, at) x (0,b) x Q) X ((o,T) x Q)

The proof is similar to those of Theorem 2.6. Details for the points that make it
more complicated are given in Section 5.3.

As for the JA demographic model, assuming assumption Hyp 2.7 is satisfied, it
follows:

Theorem 3.4: Suppose assumptions Hyp 2.1 to Hyp 2.8, Hyp 3.1 and Hyp 3.2
are satisfied. If (U,G) = (Js, Ji, As, Ai, G) is solution of system (8.1)-(3.4) with
Uy € C(Q) nonnegative and 0 < Gy < 1, Gy € C(Q), then there exists a positive
constant My = My(Uy, Go) independent on t such that:

mas {1008, Yoo, [1ACE )l oc.0} < Mo,

Proof: We have seen that Vx € Q, vVt > 0, 0 < G(t,z) < 1. Furthermore, it is
easy to check that R7, is invariant by system (3.1)-(3.4).

Thus, integrating on b the equation for J; and adding the equation of Jg, but
also those for A; and As, one gets equations (2.1)-(2.2). One can conclude using
Theorem 2.9. 0
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4. Model with transmission to humans

Let us now consider the situation where the parasite is indirectly transmitted
through the environment from the previous host population, a reservoir, to a second
host population spatially distributed in a neighbooring spatial domain () with
QN Qg # 0. Assuming different times scales between these two host populations,
neither age structure nor demography are considered in the second one. We use a
basic spatially structured SIR epidemic model for the second population with an
additional mortality rate.

4.1. Modeling

We extend the previous model by taking into account transmission to humans.
We consider that this transmission is only due to the contamination of humans
by the infected environment. Humans do not contaminate environment, and there
is no transmission from human to human; see Sauvage [22]. The model used here
is inspired by works of Sauvage [22] and Fitzgibbon et al. [12]. We consider three
classes of human population : H, represents susceptible individuals, H; represents
the infected (but not infectious) individuals and H, represents recovered individ-
uals, that we will consider as immune. Let vy be the contamination rate by the
environment, A be the rate at which Infected individuals become recovered and &
be the survival rate of the disease (it can be lethal for humans). Considering the
smallness of times for bank voles demography, transmission and incubation of the
virus, we do not take into account demography for humans.

It is also useless to introduce an age structure for humans ; only a space structure
is considered in our model. Thus the system is composed by equations (3.1)-(3.4)
with the additional equations for humans: for ¢ > 0 and x € (,

OiHy(t, x) — div(dp s(t,z) - VH(t, z)) = —yu(t,xz) G(t,x) Hy(t, x),
Hs(0,2) = Hg(m), (4.1)

(dus(t,x) - VH(t,z)) -n(x) = 0 for t>0, xe 0,

O:H;(t,x) — div(dp(t,z) - VH;(t,z)) = yu(t,x)G(t, x)Hs(t, z) — AH;(t, x),
Hi(0,2) = H(x),

(dpi(t,z) - VHi(t,z)) -n(x) = 0 for t >0, ze€dQ,

O H,(t,z) — div(du,(t,z) - VH,(t,z)) = X Hi(t, x),
H,(0,2) = H)(x), (4.3)
(duy(t,z) - VH.(t,z)) -nx) = 0 for t>0, x€ .

We consider the following assumption:

Hyp 4.1
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o Let \>0and 0 <e <1,
o Let yy € L((0,+00) x §2) be nonnegative,
e and for x € Q,let 0 < d < dg(t,a,z) < d < +oo.

Differences with the previous epidemic model comes only from the additional
equations for humans. However, human population is only influenced by the equa-
tion for contaminated environment and does not influence equations for the host
population neither those for contaminated environment. Thus results obtained in
the previous section are still true and we can study system (4.1)-(4.3) with the
minimal assumption that G € L>((0,T") x Q) for all T'.

We have the following result; see Fitzgibbon et al. [12]:

Theorem 4.2:  Suppose initial conditions (HY, H?, H?) are nonnegative and
continuous on 2. Then there exists a unique global classical solution of system
(4.1)-(4.3) with nonnegative components and uniformly bounded on (0,400) x €.
Furthermore one has:

[|Hs (2, )0, < ||Ig§|\oo,97 . .
[Hi(t, )loo.0 + [1Hr (8 )0, < CUHS oo, [HH; [loo.05 [[Hr l]oo,0)-

Proof: Local existence comes from Banach fixed point Theorem. Global existence
is granted by a priori estimates and regularity results in Ladyzhenskaya et al. [18].
For the system considered here, this a priori estimates come from the maximum
principle and the fact that 0 < G(t,2) < 1 applied to the three equations for
H,, H; and H, ; it follows inequalities in (4.2); see Fitzgibbon et al. [10] [11] [12]. O

Remark 1: Integrating the three equations (4.1)-(4.3) in space and adding them,
one gets:

H’(t):/Q(H;JrH{JrH;)(t,x) dr = —(l—s)/\~/ﬂHi(t,x) dr <0,

thus the global Human population is logically nonincreasing. This come from the
fact that there is no demographic supply in our model, but only mortality for
infected individuals due to the virus.

5. Proofs

5.1. Proof of Theorem 2.6
First we will study two auxiliary problems, that will be useful in the general case.
5.1.1.  First auziliary problem

We consider the following system:

O + Ogu — div(d(t, a,x) - Vu) + p(t,a,z) -u = f(t,a,z) in Qy,

u(t,0,z) = b(t,x) in Qg
(5.1)
u(0,a,2) = wup(a,z) n Qas

(d(t,a,z) - Vu(t,a,z)) -n(z) = 0 in QJa,
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and we suppose that:
Hyp 5.1

o ug € L*((0,at) x Q) and ug is nonnegative,

o p e L>®((0,T) x (0,at) x ) and p is nonnegative,

o be L™((0,T) x ) and b is nonnegative,

f€L2(0,T) x (0,a3) x Q) NL>®((0,T) x (0,a3) x ), with f(t,a,z) >0,
e d satisfies the assumption Hyp 2.3.

Then we have the proposition:

Proposition 5.2:  Suppose assumption Hyp 5.1 is satisfied. Then problem (5.1)
has a unique solution u in (0,T) x (0,at) X Q nonnegative and satisfying:

we L((0,T) x (0,a:) x Q) N L2((0,T) x (0,a1); H(R)),
(at+aa)u € L2((O,T) X (0>aT); (HI(Q))/)a

weak solution of (5.1), i.e. satisfying:

/ < (Op+0y)u, v > dadt +/ (qu - Vo + ,uuv)dxdadt
(OfT)X(OvaT) (OvT)X(Ova‘T)XQ

= / f(t, a, z)vdrdadt
(0,7)x(0,a+)xQ2

for all v € L>((0,T) x (0,a:) x Q) N L*((0,T) x (0,at); H'(Q)) ; and satisfying
initial conditions of (5.1).

Proof: A proof is based on the Galerkin method using a convenient regular basis
of H*(Q) and tools of Garroni and Langlais [13].

We can also use the characteristics method and classical results for hyperbolic
problems (see for example Smoller [25]). We treat here the case a; < +oo, but the
case at = +00 can be treated in similar ways.

We begin by considering 0 <t < a. Let 0 < ag < ay, ¢ € (0,a+ — ap), and we set
t=-c, a=a9+cand w(c,z) =u(c, a0+ ¢, ). Then w is solution of the following
linear parabolic problem: for ¢ € (0,a; — ap) and x € €,

Ocw — div(d(e, a0 + ¢, z) - Vw) + ple, a0 + ¢, x) - w = f(c,a0 + ¢, ),
w(0,z) = up(ag, z),
(d(¢,a0 + ¢, x) - Vw(e,z)) -n(x) = 0.

Classical theory for linear parabolic problems gives existence, uniqueness and
nonnegativeity of u under the characteristic ¢t = a.

When 0 < a < t, we consider g > 0 and c € (0,at) and we set a = ¢, t =ty +c¢
and w(c,x) = u(tp + ¢, ¢,x). Then w is solution of the following linear parabolic
problem: for ¢ € (0,at) and z € Q :

Ocw — div(d(to + ¢, +c,x) - Vw) + pu(to + ¢, c,x) -w = f(to + ¢, ¢, x),
w(0,z) = b(ty, z),
(d(to + c,c,z) - Vw(c,x)) -n(x) = 0.
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Classical theory for linear parabolic problems gives existence, uniqueness and
nonnegativeity of u over the characteristic t = a. U

There exists for parabolic equations a comparison theorem, from which we can
get from the previous proof the following corollary:

Corollary 5.3: If fi > fo > 0in Qj, up1 > up2 > 0 in Qjq, b1 > by > 0 in
Qg and 0 < py < pe in Qy then corresponding solutions of system (5.1) satisfies
up > uz > 01in Q.

We now establish a boundedness result for solution of system (5.1):

Proposition 5.4:  Suppose that assumption Hyp 5.1 is satisfied for all T > 0.
Then:
If a; < 400, for all T > 0 there exists a constant Mo(T) > 0 depending on

d, |[uollos,(0,a1)x 1llos,0,7)x025 [ fllso,0,1)x(0,a:)x Such that w solution of (5.1)
satisfies:

||u(t7 K ')Hoo,(O,aT)xQ < MO(T)v 0<t<T.
If a = 400, for all T > 0 and all @ > 0, there exists a constant My(T,a) > 0

depending on d, [[uo||oo,(0,400)x2: |blloo,(0.7)x2: [1f1l00,(0.7)x (0,400)x0 such that u
solution of (5.1) satisfies:

[ult, - )oo,0,a)x0 < Mo(T,a), 0<t<T, 0<a< +oo.
Proof: We only deal with the case a; < +00. We yet know that v > 0 and using
Corollary 5.3 it is sufficient to consider the case of u(t,a,z) = 0. We use the
characteristics method and the results in Alikakos [1] and Ladyszenskaya et al. [18].
We first consider 0 < ¢ < a. We use the notations in the proof of Proposition 5.2

to get w(c, x) solution for ¢ € (0,a+ — ag) and x € Q of:

Oew — div(d(e, a0 + ¢, ) - Vw) = f(c,a0 + ¢, x),
w(0,2) = wuo(ag, ),
(d(c,a0 + ¢, x) - Vw(e,z)) - n(z) = 0.

If f =0, integrating on (0, c) x € one gets:

[lw(e, e < |luolao, -)l1,0-

A similar result than those in Alikakos [1] or the maximum principle gives the
existence of M;(T) > 0 depending on d, ||ug||sc,(0,a,)x0 such that:

llw(c, )||ooo < Mi(T) <400 0<c<a;—ag, 0<ay<ai.
If f # 0, one has to use a result of Ladyzhenskaya et al. [18] to get the
existence of M; depending this time also on [|f||s,0,7)x(0,a;)x0 Such that

||w(c> )Hoo,ﬂ < M; < 4o0.

For 0 < a < t, similar arguments gives the existence of My(T) > 0 or My such
that ||UJ(C, ’)HOO,Q < My < 4o0. 0
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5.1.2.  Second auziliary problem
We are interested in solutions (J*, A*) of the following problem:
O J*(t,a) + 0gJ*(t,a) =0 in (0,7) x (0,a4),
ay
JH(1,0) = / BuA*(ta)da  for te€(0,T), (5.2)
J*(0,a) = [|Jol|oc,2 for a € (0,a4),
O A (t,a) + O, A% (t,a) = Too J*(t, @) in (0,7) x (a1,a4),
A*(t,a1) = 0 for t€(0,7), (5.3)

A*(0,a) = [|Aollso0 for a € (a1,ay).

Proposition 5.5: For all T > 0, for all 0 < A < ay, system (5.2)-(5.3) has a
unique solution (J*, A*) € L*>((0,T) x (0, A)) x L*((0,T) x (a1, A)) with nonnega-
tive components. Furthermore, if P* = J* + A*, the following estimate is satisfied:

U.T 0“1‘
/ P*(t,a)da < ( / Py(a)da) - eP=tTe=t, (5.4)
0 0

Proof: Existence and uniqueness in L™ is a consequence of a similar result in a
more complicated case; see Wolf [30].
Furthermore, adding the two systems, one has:

O P*(t,a) + 0, P*(t,a) < 7o P*(t, a),
as
P(t0) < [ 5P (ta) da.

P*(0,a) = [|Polloc,02,
and integrating the first equation in age from 0 toward at, and using Gronwall
lemma, it follows estimate (5.4). 0
5.1.3.  End of proof of Theorem 2.6

We only deal with the case a; < +00, the case a; = +00 can be treated similarly

by truncation.
Let (J*, A*) be the solution of (5.2)-(5.3).
Let also I be the closed convex set defined by:

K={(J,A) € L*((0,T) x (0,a4) x Q) x L*((0,T) x (a1, at) x Q),
0<J(t,a,z) < J*(t,a) in (0,T) x (0,a4) x Q,
and 0 < A(t,a,z) < A*(t,a) in (0,T) x (a1, at) x Q}.

At least, let ® : K — K defined by ®(.J, A) = (J, A) where J, A is solution of the
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linear problem:

0] + 04 — div(d,(t,a,z) - V.J) + py(t, 0,2, P(t, x)) - T
+7(t,a,z, A(t,x)) - J =0 in Qy,
ay ~ ~
J(t,0,2) = / B(t, a,z, B(t,2)) - Alt, a,2) da in Qu,
J(0,a,2) = Jo(a,z) n Qja;
(dJ(ta a, LII) . Vj(t, a, CL‘)) . 77(33) =0 in QJ,(?;
(5.5)
01 A + 0uA — div(da(t,a,7) - VA) + pa(t, a,z,P(t,2)) - A
—T(t,a,I,A(t,IL’)) -J =0 in Qa,
A(t,ar1,z) = 0 in Qayg,
A(0,a,2) = Ag(a,x) in Qaga,
(dA(t7 avw) . VA(t,CL, $)) . 77(5”) =0 in QA,B‘
(5.6)

Proposition 5.2 insures the existence of (J, A).
Comparing J to the solution of (5.1) with u = 0, f = 0 and b(t,z) =
f;j BooA*(t,a) da and using Corollary 5.3, one has

0< J(t,a,xz) < J*(t,a) for t€(0,T), ac(0,at), x €. (5.7)

Similarly comparing A to the solution of (5.1) with 4 = 0, f = 7ocJ*(t,a) and
b(t,z) = f;: BooA*(t,a) da and using Corollary 5.3, one gets

0<A(t,a,z) < A*(t,a) for t€(0,T), a € (0,ay), x €. (5.8)

This way ® : £ — K is well defined.
It remains to prove that ® is a strict contraction to have the existence of fixed
point, and then to show that this fixed point is a weak solution.

Thus we consider (Ji, A1) = @(,71,111) and (Jy, Ag) = @(,72,;{2). The following
lemma holds:

Lemma 5.6: There exist two constants ki and ks depending on
d, Bo,at, Kg, K7, Kz and ||Z*||oo,(07T)X(07at), for Z* = J* A* such that for
t € (0,T), one has:

d
%(H(Jl = J2)(t, 5 )l2,0,00)x0 + [[(A1 — A2) (2, -, ')||2,(a1,a1)><§2) <
k1(||(J1 - JQ)(tv ) ) |2,(O,aT)><Q + ||(A1 - AQ)(t7 ) ')||2,(a1,a1»)><ﬂ)
+ Ea (|1 = J2)(t 0,002 + (AL = A2t )l (1,0 x0) - (5.9)

Proof: k;,7 > 3 will be constants with the same property as k1 and ks. We begin
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by estimate the equation corresponding to J; — Jo, that we multiplied by J; — Js.
one gets:

%(atwa )(J1 = J2)? = div(dyV (J1 = J2)) (J1 = J2) + (.1 (P1) J1 — 15 (P2) Jo) (J1 — Jz)
+ (T(A) Ty = 7(A2) J2) (J1 = J2) = 0

and

%(&—i—@a )(J1 — J2)? — div(dyV (J1 — J2))(J1 = Jo) + (g (Py) + (A1) (J1 — J2)?
= —Jo(J1 — Jo) (s (P1) — ps (B2)) + (1(A1) — 7(A2))).
By integrating on €2, it follows:
(04, )/Q(Jl—JQ)Q d:v+/ﬂ Ay [V (J1—T) 2 dx+/Q(W(ﬁl)+7(ﬁl))(J1—J2)2 do
. /Q To( Ty = Jo) (s (Br) — s (B2)) + (r(A1) — 7(Ay)) da,

thus as 0 < Jo < J*, J* € L*°((0,T') x (0,a4)) and using assumption Hyp 2.1- Hyp
2.3 and boundedness (5.7), one has:

1
5(&54‘8@ )/(Jl — J2)2 dx +d/ |V<J1 — J2)|2 dr <
Q Q
kg/ |J1 — J2| . |ﬁ1 —Iﬁz‘dl‘ + k4/ |J1 — J2| . ‘Avl — Avg|d.73'
Q Q
Integrating in a on (0, at), one gets:

1
5(6t+8a >||(J1 - JQ)(t’ K ’)||2,(0,af)><Q +d”V(‘]l - JQ)(t’ E ’)||2,(0,af)><Q

< () + Io(t) + I3(2),  (5.10)

with:

Il(t):kg,/ |J1—J2\-|IF’1—IF’2|dxda
(07044[))(9

at ~ ay ~
= ]{33/ |J1 — Jo - }/ (J1 — Jo)da +/ (A1 — Ag)da| dxda
(O,aT)XQ 0 ay

Skg/ |J1—J2-(/ le—jﬂda—i—/Tgl—gﬂda) dxda
(0,(11—)><Q 0

ax

g/<:3/9(/0aT [y~ Jda) - (/OT i~ Tolda) do
+k3/ﬂ(/: \Jl—J2|da> . (/* \Zl_ﬁzua)dx.
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Moreover, Holder’s inequality for a function f implies that

/aT fda < \/OTJ[(/(IT f2 da)l/Q’
0 0

so using also Cauchy-Schwarz inequality, one has:

0< Il(t) < kgaT(/(O : Q(Jl — J2)2 dadx+
@t ) X

1 1 ~ ~
f/ (J1 — Jo)? dadz + 7/ (A} — Ay)? dadw). (5.11)
2 J(0,a1)x© (a1,a1) %92
Also:
Ig(t) = k4/ |J1 — J2| . |;4v1 — Avg|dl‘da.
(0,a:)x82

It follows, as for Iy:

k IO
0< I(t) < ‘ﬁ(/ (J1 — J2)? dadx +/ (A, — A,)? dad:v). (5.12)
2 (0,a1)xQ2 (ar,a;)xQ

Finally:
/ / B(E) A~ f(B2) s da) da
(al,aT)xQ
- 2/9 (/a1 (B(P1)(Ay — Ag) + Ay(B(Py) — 5(@2)))51“)2 dz,
this way:

I(t / / B(P1) (A — Ay) da)? / As(B(Py) — B(Py) da)® dz
~ ~ T ~
< 520/ (/ (A1 — A3) da)? d1‘+k5/ (/ (B(P1) — B(Py)) da)? dx
Q a; Q ax
< ,Bgoa]u/ (A — A3)? dada + k5K5a%/ Py — Py|dux,
(a1,a1)xQ2 Q
and one gets:

(J1 — Jo)? dadz + k7/( | (A — Ay)? dadz.  (5.13)
ay,ai) X

0< I(t) Skﬁ/

(0,a4)xQ2

Working similarly on the equation in A, one gets:

1
5(3t+3a MNI(AL = A2)(t, - )2 (ar,a)x0 T AV (AL = A2)(t, -, )ll2,(ay,a:)x 0
< ]4(7f) + I5(t) + 0, (5.14)
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with:
I4(t) = kg/ |A1 — A2| . |ﬁ1 - I@g|d.’b’da
(a1,a1)xQ2
< kg aT(/ (Al — A2)2 dadx+
(O,G/T)XQ
1 ~ = 1 ~ ~ 9
- (J1 — J2)? dadz + - (A1 — A) dadm), (5.15)
2 (07aT)XQ (04 ,aT)XQ

and

I5(t) = k’g/ |J1 - J2| . |Av1 — Avg‘dl‘da
(a1,a1)xQ2

k SO
< 9—“*(/ (J1 — Jo)? dada +/ (A — A,)? dadm). (5.16)
2 (0,a:)xQ2 (a1,a:)x2

Substituting inequalities (5.11), (5.12) and (5.13) in (5.10) and (5.15) and (5.16)
in (5.14), one completes the proof of Lemma 5.6. O

We can deduce from lemma 5.6 the:

Lemma 5.7:  The mapping ® is a strict contraction on L*((0,7*) x (0, at) x ) x
L2((0,7%) X (a1, at) X Q) with 7* small enough, i.e. there exists p(T*) < 1 such that:

(||(J1 - JQ)(t’ " ')||2,(0,aT)XQ + ||(A1 - AQ)(t’ ) ')||2,(a1,aT)XQ) <
p(T) (1(T1 = T2) (¢, Ml 0. xe + [(A1 = A2)(E ) |2, 0y 0 x0) - (5:17)

Proof: First, note that if y(¢) is solution of system:

{y'(t) < Eyy(t) + kaz(t),
y(0) =0,

with ki, ko > 0, then:

t
0<y@) < kg/ eF1 =9 2(s)ds,
0

so when t — z(t) is nondecreasing;:

0<y(t) < k2(/0t =9 ds) (1) < Z—i(ek’ Eo1)a(e).

Using (5.9) to use this with:
y(t) = [(J1 = J2)ll2,0,01)x (0,6 x2 + [[(A1 = A2)[|2,(a1,0:) % (0,6) x>

1(J1 = T2)l2,0.a0) x 0% + (A1 = A2) |2, (ar.01)x (0.0 x>

I
—

~
N

k2

it follows (5.17) with p(t) = k
1

(e¥ 't — 1), smaller than 1 for ¢ small enough. [
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_As @ is a strict contraction on a Banach space, there exists a unique fixed point
(J,A) € L2((0,at) x (0,7*) x Q) x L*((a1,a4) x (0,7%) x Q) such that ®(J, A) =
(J, A

)
A). Furthermore, one has from (5.7)

For Z=JA, 0< Z(t,a,a:) < Z*(t,a).

Otherwise, by dominated convergence one checks that if (J,, A,) tends toward
(J,A) in K then (J,, A,) tends toward (J,A) in (L*((0,T) x 2))2.
Thus, using dominated convergence, continuity of 7, 8, u; and pa in the last
variable and strong convergence in L? it follows that (J, A) is a weak solution of
(2.1)-(2.2) (see for example Naulin [21] for details in a similar case).
Then we can make again the same work to get the result on (0, 7). U

5.2. Proof of Theorem 2.9

First, in order to justify calculations below, we need the following Corollary of
Proposition 5.2 for regularity of J and A :

Corollary 5.8: Suppose assumption Hyp 2.1 to Hyp 2.8 and Hyp 2.7 are satis-
fied. The the unique nonnegative weak solution u in (0,T) x (0,as) x Q of problem
(5.1) satisfies:

ay
/ u(t,a,x)da € L*(0,T; H(Q)).
0

Proof: We return to the proof of Proposition 5.2, if the diffusion rate d does not

depend on the variable a € (0,a;) (Assumption 2.7) one can guarantee regularity
a;

on/ u(t, a,z)da.

0

So as to get this, we work with the approximate solutions given by Galerkins
@t

method which have sufficient regularity: / w(t,a,x)da € L*(0,T; HY(Q)).
0

At
Taking v; = / w(t, a, z)da in the weak formulation, one has:
0

at
/ d(t,a?)|V/ w(t, a, x)da|*dtdz < C,
(0,7)xQ 0

where C depends on b, ug and f, and one gets the result by assumption Hyp 2.3.00

Integrating equation (2.1) in a from 0 toward a;, i.e. using u = 1 as a test
function, one has:

ay
OJ + J(t,as,x) — div(dy(t,z) - VI) + / wi(t,a,z,P(t,x)) - J da
0

ay at
+/ 7(t,a, 2, A(t,x)) - J da = / B(t,a,z,P(t,z)) - A(t,a,z) da,
0 0
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thus one gets a first partial differential inequality for J:
OJ(t, ) — div(dy(t,z) - VIt @) + (po + mP(t, 2)) - I(t,2) < BocA. (5.18)
Similarly, one has a second partial differential inequality for A:
OA(t,x) — div(da(t,x) - VA(t,z)) + (o + Pt z)) - A(t, x) < Tood.

Our goal is to prove the existence of a constant My > 0, independent on ¢ such
that:

{1108, Yoo, [1ACE )l oc.0} < Mo,

In order to do this, we adapt a work of Fitzgibbon et al. [10]. First, we establish
the following lemma:

Lemma 5.9: IfJ(¢,x), A(t,z) are classical nonnegative solutions of (5.18)-(5.2)
in [0, 4+00] x Q, then noting beo = max(Bec, Too):

P, )ll1.a < max([|Pol[1,0, ((beo — p0) /1) |€2]) = C1. (5.19)

Furthermore
Jim sup [[P(¢,-) 1,0 < (Boo/11) €] (5.20)

Moreover, for nonnegativel and I* there exists a constant Cy i+~ depending on Bog, 11
and ||Pol|1,0 such that if QL1 +1*) = (L,1+1*) xQ,

Pll2,Qqi+1+) < Ca-- (5.21)

Also if 1 is large enough, then Cp ;- can be taken independent on ||Pol|1,0 and l.

Proof: Integrating the inequality in J on 2, one has:

o / RIS /Q div(d,(t,)-VI(t, )+ /Q ((o+11 (£, ))-3(,)) < foc- / At,")

Q

But [, div(ds(t,-) - VI(t,-)) =0 by the edge condition on 9 so:

d
%HJ(@')HLQ < BeollA(t, )]

Lo — ol do(t, Mg — /Q P(t,2)) - I(t, ) do.

Similarly, one gets for the inequality in A :

d
A le < TooHJ(tw)Ill,Q—uoIIAo(t,-)lll,Q—ul/P(t,m))-A(t,x) da,
Q
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thus, adding the two inequalities:

IN

GIBEla < (b = )P io = [ P(t0) da

IN

ww—mmwmom@—ﬁﬁmm»ﬁ@ (5.22)

Then ||P(¢,-)||1,o is bounded for 0 < ¢t < oo by the solution of problem:

K

Y (t) = (boo — p0)Y — ]

v2. y(0) = [[Polle

0 (5.19) and (5.20) are proved.

In order to prove (5.21), remain that for a,b € R and € > 0, one has (Young
inequality):

5 1
b< —a?+ —b2
ab= gt

Applying this to the right side of the first inequality of (5.22), it follows:

Lo < a—cllP(,-)

d
S, ) Bos

thus integrating in time on [,[ + [*:
2 1 .
||P||2,Q(T,T+T*) < ;2(61 T+ HP(Z, )||1,Q) = Cl7l*>

and (5.20) achieved the proof. O

Now we give the following result, for regularity:

Lemma 5.10:  Suppose initial conditions (Jo, Ap) are nonnegative and con-
tinuous on ), and assumption Hyp 2.1 to Hyp 2.8 satisfied. Then there ezists
C7 € C(R4) such that for0 <l <T:

J, A€ L((0,T) x Q) and |||l 01m)x0> I1All6,01)x0 < C7(T)
IVI], [VA| € L°((0,T) x Q) and ||VI|l5,q.r)x0: |[VAll5,0.1)x0 < C7(T).

Proof: From Lemma 5.9, ons has that P and so J and A are bounded in L2(Q(0, T)).
Multiplying inequality (5.18) by J and integrating on €2 one gets:

1at/ J?(t, x) dx+d/|VJ|2(t,x) da:+u1/ﬂ3(t,x) da
2 Ja Q Q
< ﬁoo/J(t,a)A(t,a:) dx
Q

P
< 2(/()J2(t,x) dac+/QA2(t,x) dz).
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Similarly, one has:

1at/ A%(t, x) dx+d/|VA|2(t,x) dm+u1/A3(t,x) dz
2 Ja Q Q
< E(/Jz(t,x) da:+/A2(t,x) dz).
2 % Ja Q

Then, adding the two previous estimates, it follows:

1
5at/ (J2 + A?)(t,x) dz +¢/ (IVI? + VAP (t,z) dz
Q Q
+ / P + A%)(t,2) de <k / (J% + A%)(t,z) dz. (5.23)
Q Q
thus there exists Cy € C(R™) such that for ¢t < T*

I(t,), At,) € L) et [|3(t )|z, AR )]l2.0 < Ca(t),

then, integrating (5.23) in time and using Lemma 5.9, one gets the existence of
C3 € C(R") such that for 0 <1 < T

J, Ae L3((0,7) x Q) et [I|ls0.1m)xas [1Alls,0)x0 < C3(T)
IVI], [VA] € L*((0,T) x Q) et |[Vlls,0mx: [[VAll2,0mx0 < C3(T).

Moreover multiplying the inequality in J by J? and integrating on €2, one has:

1at/ P(t, z) dx+2d/|VJ|2(t,x) J(t, ) dx+u1/J4(t,x) dx
3 Q 0 Q
< B / J2(t,a)A(t, x) da
Q

Sﬂoo(é/ﬂﬂ%h@ dx+21€/QA2(t,x) dz),

thus for € small enough the existence of 1 > 0 and ,@; > 0 such that:

1at/ I (t,2) dx+m/ﬂ4(t,x) dacSB;/AQ(t,x) dz.
3 Ja Q Q

Similar work for the equation in A gives:

1at/ A3(t, ) da:+171/ At x) da:é?;o/f(t,x) dz. (5.24)
3 Ja Q Q

and, adding the two estimates:

1 —
gat/ (I3 + A (¢, z) dx+u1/
Q

(J* + AY(t, 2) dz < kz/(J2 + A%)(t, 2) da.
Q

Q
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So one has existence of Cy € C(R™) such that for ¢t < T
(), Alt,-) € (@) and [t )llse. IAR, s < Cs(t),

and integrating (5.24) in time, one gets existence of C5 € C(R') such that for
0<I<T:

I, Ae LY(0,T) x Q) et |[J]lar)xas [Alla0r)xa < C5(T)
VI, [VA[ € L*((0,T) x Q) and  [|[V]]l3,0,1)x0: |IVAlls,0.1)x0 < C5(T).

Similarly, multiplying inequalities in J and A by J3 and A2, it follows estimates
of J(t,-) and A(t,-) in L*(Q2), but also of J and A in L5((0,T) x Q). Thus, with
multiplication by J* and A%, one gets existence of C; and estimates of J(t,-) and
A(t,-) in L?(Q), and also of J and A in L5((0,T) x ). O

As J and A are bounded in L5(Q(0,T)), each component of

(= (o + 1 B(5,2)) - I(t,7) + foo - Al 2)
Fte0,4) = (—wﬁ 1 B(t,2) - A7) + 7 - 3(t, ) )

is bounded in L3(Q(0,T)) thus one has existence of M(t) > 0 continuous on R*
such that for ¢ > T*

maX{HJ(tv ')||OO,Q> ||A(t7 )||oo,ﬂ} < M(t)

The following lemma complete the estimates given in Lemma 5.9:

Lemma 5.11: If J(t,x), A(t,z) are nonnegative classical solutions of (5.18)-
(5.2) on [0, +00] X , then:

[[P(t,-)||2,0 < C([|Pol]2,0)- (5.25)
Furthermore
Jim sup [[P(¢,-)[|2,0 < C, (5.26)

where C' is independent on initial conditions.

Proof: For u € L?(f2), one has using Holder Inequality:

/QUQ(;C)dxg E </§2u3(x)d$>§.

In particular, for u,v € (L?(2))? nonnegative one gets:

2
3

/Quz(:r)dx < |Q|§ (/Q(u“)’(x) +v3(x))dx> )
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and

3

[+ 2 @nas <200 ([ )+ ey
(/ﬂ(u?(m)+v2(x))dx>3 §22|Q|;/QU3($)+U3($)CZ$. (5.27)

Otherwise, from (5.23), it follows:

1 2 2 2 2
2@/9@] + A%)(t,x) do < kl/ﬂ(ﬂ + A%)(t,z) dz
— /Q (% + A%)(t,2) de,

thus, using (5.27) with v =J and v = A:

;@/9(32 + A?)(t,z) de < Ky /Q(J2 + A?)(t,z) dx

H1 2 2 :
- 3 1 Jo+ A% (t,x) d .
22|02 </Q( ) x)

Then [,(J% + A?)(t,z) dz < y(t) where y(t) is solution of a logistic equation:

3
2

y'(t) =cry — oy, y(0) = |[Poll2,0,
and (5.25) and (5.26) follows. O

We now have the following result:

Proposition 5.12:  For fized | large enough and I* > 0, there exists a constant
C(6,1*) independent on initial conditions ||Jo||1,0 and ||Ag||1,0 such that for Z =
J7 A7

I1Z[l6.Qua41) < C(6,17).

Proof: Integrating estimate (5.23) in time from [ toward [ + [*, one has:

1
/(J2+A2)(l+l*,x) dw—i—d/ (VI + VAP (t, x) dedt
2 Ja (L7 %O
+u1/ (I3 4+ A%)(t,x) dxdt
(LI+*)xQ

< kl/ (J% + A%)(t, z) dmdt+1/(J2+A2)(z,x) dz. (5.28)
(LI+17)xQ 2 Jo

But using Lemma 5.11, for [ large enough the second term of the right side of (5.28)
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is controlled thus one gets existence of C(3,1*) € C(R™) such that:

I, Ae LP((LI+1) x Q) et |[Tllsqiriyxas [[Alls @ixa < C(3,1%)
VI, [VA] € L2((1,1+1*) x Q) et [[VIlo,@150)x05 VA2, 11415 x0 < C(3,1%).

Similarly to the proof of Lemma 5.9 and continuing estimates, Lemma 5.11 follows.
O

Finally, we can get the global L>°(Q)) estimates given in Theorem 2.9:

Proof: From Proposition 5.12, one has existence for [ large enough (I > ly) of
C(6,1*) such that:

max{|[J]le,Q,i+1), 1All6,Q 1415y} < C(6,17).

Let J and A solutions in L>(0,T; H*(Q2)) N L2(0,T; H*(Q)) of:
O J(t,z) — div(dy(t,z) - VJ(t, 7)) = BooA(t, ),
J(0,z) = Jo(x),

(d](t,.%’) : Vj(t, a, l’)) : 77(35) = 0,

0 A(t, ) — div(da(t,z) - VA(t,x)) = Tod(t, ),
Z(O,I) = Ao(l‘),
(da(t,x) - VA(t,a,r)) -n(x) = 0.

The maximum principle (see Smoller [25]) gives for ¢ > 0 and z € Q2 :

]

0

<,
0<

t
At

~— —

IAIA
|

(t,x),
(t, ).

x
x
Using regularity results in Ladyzhenskaya et al. [18], it follows:

mac{] 7] oo, @(010)s | Al 00} < Cllos 1502 loes 10 (@) o),
and for [ > Iy et I* > 0:
max{[[J|loo,@ui+1): [ 4llo. @ity } < CW NI (L 2) oo, AU, %) oo-
But we want an estimate independent on J and A at time .

Thus we set I* = 1, ] > I — 1 and an auxiliary mapping ¢(¢) nonnegative, C' on
R such that:

Then we set the function p(t,z) = ¢(t—1) J(t,x).Ifl > 0, one has p(t,z) = J(t, )
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fort € [+ 1,1+ 2] and p(l,x) = 0. Deriving p toward time, one gets:

Orp = ¢ (t = 1)J + div(d(t,2)Vp) + ¢(t — 1) BocA
= div(dJ(tv $)Vp) + g(tv .%’),

with:

p(l,z) = 0
(ds(t,z)-Vp(t,x)) -n(z) = 0 x€d, t>0.

Thus we have global estimates of J, A in L3(Q(l,1+2), and using regularity results
in Ladyzhenskaya et al. [18] one has a global estimate in L>(Q(l,1 + 2) for p(t, ),
and it follows a global estimate in L®(Q(l + 1,1+ 2) for J(t,z).

Then for all (I, + 1) with I > ly one has

[0 i+1) < C
with C independent on ||J (I, )||s and I. So, as:

700,000,000 < max{[[T]06,0(0,10)+ 1 l00,0t0,00) }

one gets a global bound for J, so for J. Similar arguments give the same result for
A. O

Remark 1: A priori estimates allowing estimates in Lemma 5.9 and M(¢) in
the proof of Proposition 5.10 can be obtained directly from equations of system
(2.1)-(2.2) by integrating also equations in age a. However, we do not have results
concerning the theory of parabolic equations from for example Smoller [25] or
Ladyzhenskaya et al. [18] to conclude to global existence of solutions of the system.

5.3. Proof of Theorem 3.3

In order to prove Theorem 3.3, we will need this two result :

5.3.1.  Environnement equation

This result is prooven by variation of the constant

Lemma 5.13: The solution of equation

G'(t) = f(t) — g(t) - G(t)
{G(O) = Go,

with f, g € L™ is given by:
t t t
G(t) = G e Jools) ds +/ FQy e fiods g g > 0.
0

We also need an other auxiliary problem :
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5.8.2.  Third auziliary problem

We consider the following system :

O + Ogu + Oyu — div(d(t, a, z)Vu) + p(t, a, b, z)u = f(t,a,b, x)
u(0,a,b,z) = ug(a, b, )

u(t,a,b,2) =0if a < aq (5.29)
u(t,a,0,2) = X(t,a,x)

d(t,a,x)Vu(t,a,b,z) - n(z) =0 for z € 9N

and we suppose that :

Hyp 5.14

e ug € L*((0,a4) x ©2) and ug is nonnegative,
o € L>®((0,T) x (0,at) x ) and p is nonnegative,

e be L™((0,T) x Q) and b is nonnegative,

o fEL*(0,T) % (0,a1) x Q)N L>®((0,T) x (0,a4) x ), with f(t,a,z) >0,
[ ]

d satisfies the assumption Hyp 2.3.

Then one gets :

Proposition 5.15:  Suppose assumption 5.14 is satisfied. Then the problem
(5.29) has a unique weak solution u in (0,T) x (0,at) x (0,b;) x  nonnegative
and satisfying :

ue L™ ((0,T) x (0,a) x (0,a4) x Q) N L* ((0,T) x (0,a;) x (0,a4); H'(2))
(8t + 8,1)11, e L? ((O, T) x (0, aT) x (0, aT); HO(Q))

Proof : As in the proposition 5.2 we proove this result by the characteristics
method and classical results for hyperbolic problems. This time there are three
differents cases : 0 < a < t,b,0 < b<t,aand 0 <t < a,b.

We begin by considering 0 < a < ¢,b. Let u be a solution of (5.29). For ¢ > 0,
we set w(e,z) = u(t —a+c,¢,b—a+ c,x) = u(te, ¢, be, ). wis a solution of the
following system :

dew(c, x) — div(d(te, ¢, x).Vw) + p(te, ¢, x)w(c, z) = f(t., ¢, be, x)
w(a,z) =0ifa < ay
d(te, c,x)Vw(e,z) - n(x) = 0 for x € 0N

The two other case lead to two similar parobolic problems by denoting respec-
tively : w(c,z) = u(t — b+ c,a — b+ c,c,x) = ulte,ac,c,x) if 0 < b < t,a and
w(c,z) =ulc,a—t+c,b—t+c,x) =ulc, ae, b, ) if 0 <t <a,b.

In each cases, the parabolic equations theory implies the existence of a unique
solution. (|
As for the first auxiliary problem , comparison theorem for parabolic equations
implies the following corollary:

Corollary 5.16: If fi > fo > 0,by > by > 0 and p2 > 1 > 0 in Q, upr >
ug2 > 0 in Q14 then the solutions of (5.29) are non negatives.
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5.8.8.  Proof of the Theorem 3.3

Proof: Let (J*, A*) be the solution of (5.2)-(5.3).
Let K be the closed convex subset of H2(T) x L™ defined by:

K={UG)eHXT)x L*((0,T) xQ), 0<G<1, 0<Z<J* Z=J,,J;
and 0 < Z < A% Z = A, A}

First note that we have the following lemma, useful in order to treat the incidence
part corresponding to proportionate mixing term:

Lemma 5.17: Let w; (respectively w,) the nonnegative solution of the linear
problem (5.1) with d = dj (respectively d = da), i = loo + Too + Yoo + Too(J* +
A* + 2ay) (respectively |1 = oo + Voo + Oco(J* +A* +2a1)), f =0, B =0 and
wjo = Js(0) (respectively wjo = Ag(0)). Then there exists a constant m(T) > 0
such that:

t<T,0<a<a, €9,

0 <m(T) <wj(t,a,x) < 0<
As(t,a,x), OStST, a1 <a<ay+a, €

x
0 <m(T) <wg(t,a,z) <

)

Proof: By the assumption 3.1 :

1 by [P Tt !, by )db
_— t b, z)Ji(t,d b, z)db < gog 22 o < Ooo
J(t,a’,x)/o JZ( a,a,b,2)Ji(t, a', b, 2)db < 0 J(t, ', x) =7

and in a similar way
braly(t a,a' b, x) Ai(t, d' b, x)
/ db < o
0 A(t,d,x)

Thus, inequalities w;(t,a,2) < Js(t,a,z) and w,(t,a,x) < Jq(t,a,x) come from
the comparison result, Corollary 5.3). m(T) results from integration along the
characteristics of (9, + 9,), as detailed in [20] using assumption Hyp 3.2, as it is
done in Wolf [30] for the proportionate mixing part. O

Let also defined the mapping ® : K — K by ®(U,G) = (U, G) where (U,G) is
solution of the linear problem:

Vt > 0,Va € (0,a1), Vo € Q,
(O + 04 + O)U(t,a,b,x) — div(D(t,a,z) - VU(,a

=
8
—

Gt ) = (/aT /bT T(t,a,b,x) - U(t, a,b,2)dadb) - (1 — G(t,2)) — 8(t, z) - G(t, ),
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ay

t,0,2) = | B(t,a,z, P(t,x)) - A(t, a,z)da,

,0,b,) = 0

ya,x) = Ai(t,a,b,2) =0 for a <ay,
ya,x) = Zo(a,x) for Z =Js, As,
ya,b, ) = Zy(a,b,z) for Z = J;, A;,

) ) GO( )

o

1

<

t
s
(0
(0
0

QNN B

vVt > 0,Va € (0,at),V
dj VJs(t,a,z)-n(x)
dj VJi(t,a,b,x)-n(x
daVAs(t,a,z) - n(z)
daVAi(t,a,b,x)- n(x)

with D and T as in (3.1) and (3.1), and:

(U, U)(t,a,b,x) =

—uJ(t,a,x,ﬁ(t,w)) - Js(t,a,x) — T(t,a,x,j%(t,x)) Js(t,a,x)
—ng(t, a,m,ﬁ’(t, x)) - Ji(t,a,b,x) — T(t, a,:c,:[k(t, x)) - Ji(t,a,b,x)
T(t,a,x, A(t,2)) - Js(t, a,x) — pa(t,a, z,P(t, ) - As(t, a, x)
T(t, a,x,l&(t, x)) - Ji(t,a,b,x) — palt, a, xﬁ’(t, x)) - Ai(t,a,b,x)

(U, U,G)(t,a,b,2) =
oyt a,x) - Jo(t,a,x) — vyt a,x) - G(t,x) - Js(t, a,z)

0
—Ga(t,a,x) - Ag(t,a,2) — ya(t,a,z) - G(t,x) - As(t, a, )
0
with for Z = J, A :
by —
oz(t,a,x) / / 2(t,a,a’,b,x)- J(t,a’,b, x)—i—agf%(t,a,a’,b,m).Ai(t,a',b, x)

Uj,z(tva>a Jb,x)- Ji(t,d b, x) N ag’rg(t,a,a’, b,x) - Ai(t,d' b, x)

= = da’db.
J(t,d, x) A(t,d )

On one side, integrating in b the equation in J; and adding with the one in J; and

on the other side those in A; and A, one has equations (5.5)-(5.6). Thus one gets

J>0and A > 0. -

Equation for Jy is of the form (5.1) with u = py+7+074+v;G and f = 0, so that

Js is nonnegative.

Equation for J; is of the form (5.29) with u = py + 7 and f = 0, so that J; is

nonnegative.



December 16, 2010 22:15 Journal of Biological Dynamics
A*Multi*Structured*Epidemic*Problem

31

Equations for As and A; can be treated in the same way. Furthermore, one then
gets 0 < G(t) < 1 for all ¢, because all rates are nonnegative. Using results for
linear equations in the previous section and lemma 5.13, ® : I — K is well defined.

We now have to check that @ is a strict contraction. We consider (Uy,G1) =
@(Ul, Gl) and (UQ7 GQ) = (D(Uz, GQ)

Lemma 5.18: There exists constants ki and ko depending on

da BOO:aOOa’YOOaaoova'TH KﬁvKTvKZ and ||Z*||oo,(0,T)><(0,a]»)><Q fOT Z = JvA
such that for t € (0,T'), one has:

SN - )l +11G1 — G (1) <
(110~ U2)D)ls + 11(Gr — Ca)(t, )
+ ke (101 = Ta) ()] 1z + 11(Gr = Ga)(t, ) 2,0)-

Proof: Let k;, ¢ > 3 be constants with the same property as k;. The main
differences with the proof of Lemma 5.6 are that there is also a term for the
transmission of infection, the equation of infected individuals are more structured,
and there is the equation for G . Let us focus on the equations for Js , J; and G.

First multiply the equation corresponding to Js1 — Js2 by Js1 — Js2, and inte-
grating on {2, it follows:

1
i(aﬂraa )/(Js,l - Js,2>2 dr +/ ds|V(Js1 — Js,2)|2 dx
Q Q
+ / (g (Pr) + 7(A1) + o5 + VG (Js1 — Js2)? da
0

= — /Q Jso(Jsx = Jo2) (11 (P1) — 115 (Pa)) + (7(A1) — 7(As))

+ (67, — 07,) +7(G1 — Ga)) da.

Then, integrating in a on (0,a;), one gets:

1
30 (Jsa = Js2)(E, -, MNie,, +dlIV(Tsa = Je2)(t ),

< I(t) + Io(t) + I3(t) + La(t) + I5(1),

with I, I and I3 as in the proof of Lemma 5.6 and:

Li(t) = k5/ ot — Jool - |67, — 67, |dwda,
(O,GT)XQ
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thus using the positivity result Lemma 5.17:

Ii(t) < k‘6/( ) Je1 = Js2l(|Jna — Jnal + [An1 — Ana| + o1 — Jeo|+
O,GqL xQ

|Ae1 — Acso|)daxda
< kr([[(Ur = U2) ()l + 11(U1 = T2)(1)| |32

Moreover, one has:

I5(t) = ]{Jg/ |Js1 — Js2| - |é1 — C~¥2|dxda
(0,a1)x$2

< ko ([|(U1 = U2) ()42 + [[(G1 = Ga)(t, ) |20
+ [T = Ua) (B2 + 1(G1 = Ga) () [2.0)-

Now, focus on the equation for J; 1 — J; 2. Multiply the equation for J; 1 — J;2
by J;1 — J; 2 and integrating on €2, it follows :

%(&5 + 0, + 6;,) /Q(JiJ — Jm)?dx
+ /Q dJ(t,x) (V(Ji’l — Ji’g))Q dx —I—/Q (ﬂj(ﬁl) + 7'(1&1)) (Ji’1 — J@Q)Z dr =

— /Q Jio (Jin — Ji2) (Nj(ﬁbl) — g (Pa) + 7(Ay) — 7'@2)) dx

Integrating in a on (0,a;) and in b on (0, b;) and using initial condition, one gets :

1d
5@( HJi,l(tv .y ) - Ji,Q(tu .y )”’2}-[,’
+d||IV(Tia = Ti2) (b ), )
< Ig(t) + I7(t) + Is(t) + Io(t)
where

o I6(t) = 10 Jig 0y (0. 1 i1 — Tzl [Pr(t.2) @(t,x)‘ dadbdzz
o Ir(t) = Bt fig e oy 1 9ia — il [ R (£ 2) &(t,x)] dadbd::
o Is(t) = k12 fig 0 0w [ it — izl |0 (01) = aJ(ﬁg)\ dadbda:
o Io(t) = k13 fig 0 y(0 e [ it — izl |Gt x) — Galt, x)‘ dadbdz

Ig and I7 are estimated as in the proof of Lemma 5.6. Ig and Ig are estimated as
I, and I in the inequation for J;, — Js2

Same work on G1 — G2 gives:
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%@(Gl — G2)2 = (/OaT T(fjl — ﬁz)da) (G1 — Gz)

- (/Oaf T.(ThGy — UaGa)da) - (Gr — G) — 6(Gy — Ga)?,

1 ai ~ ~
5(9,5(G1 — G2)2 S (/ T.(Ul — Uz)da) (Gl — GQ)
0
ay - -
+ ka(/ Uy — Us| - |G1 — Ga| da+ |Gy — G2|2),
0

so integrating in z and using Holder and Cauchy-Schwarz inequalities and as-
sumption Hyp 3.1 :

%&(CH = Go)* < ka(|[(T1 = Do) ()32 + [[(G1 = Ga) (¢, ) [2.0)-

Similar work on equations for As and A; gives Lemma 5.18. O

Similarly to Lemma 5.7, there is:

Lemma 5.19:  The mapping ® is a strict contraction on H?(7*) x L?((0,7*) x Q)
with 7 small enough, i.e. there exists p(7*) < 1 such that:

(IO = T2)(B)ll3e2 + [[(G1 = G2)(t, )l |2.0)
< p(r) (1T = D)D)l + [[(G1 = Go) (1) ||2.0).-

The end of the proof of Theorem 3.3 is similar to those of Theorem 2.6. O

6. Conclusion

Our objective in this paper was to build and study a deterministic mathematical
model describing the propagation of a virus within a structured host population.

In the existing litterature on propagation of deseases, various features
have been identified, which govern the propagation of a given virus
([4],15],[6],[7],[16],[17],[22],[24],[26], [29],[30],[32]). Motivated by these previous
works, our model has been built so as to take into account three major features
which are important in the specific case of the Puumala hantavirus - bank vole
system in Europe.

(1) Maturation of juveniles depending on the density of adult individuals. This
leads to a stage structure with juvenile and mature individuals, and a chrono-
logical age structure on each stage;

(2) transmission rates depend on the time elasped since infection. Hence, in ad-
dition to the usual stage structure between susceptible and infected, we use a
third chronological variable: the age of the disease;

(3) a spatial structure is considered for the host population.
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Our new model combines all the structures into a single strongly structured
system. In this model, we also considered three other assumptions, based on the
Puumala hantavirus - bank vole system: (1) the virus is benign in the host popu-
lation, (2) virus propagation occurs through direct transmission from infective to
susceptible individuals and through indirect contamination of susceptibles via the
contaminated environment, and (3) the dispersion rates are discontinuous. Most of
these features may be of some interest for lots of epidemiological systems.

We first analysed a demographic model for a closed population with chronologi-
cal age and spatial structure and we derived here a mathematical analysis of this
model. We get global existence, uniqueness and global boundedness results.

Then we studied an epidemic model with a continuous structure in age of infec-
tion and direct and indirect transmission. Global existence, uniqueness and global
boundedness results was also performed in this case.

Lastly, we looked at a model including the transmission of the virus to Human pop-
ulations with possible lethal consequences, we also had global existence, uniqueness
and global boundedness results.

The next step of this work will be to take into account some others biological as-
sumptions, such as density dependencies for mortality rates or maturation rates
(that should be decreasing toward adults density because of adults pressure on
maturation in the Puumala hantavirus - bank vole system). In the same way, den-
sity dependent diffusion rates may also be of some interest: diffusion is favoured
by high population densities because of territorial reasons.

Hence, we obtained a well posed model taking into account many significant fea-
tures. We believe this model can be very useful for diseases propagations studies.
Unfortunately this system seems to be too complex to allow qualitative studies
mathematically; but numerical simulations may give lots of information of biolog-
ical interest and may be compared with data collected on the fields. A difficult
point simulating this system is its very strong structured character that leads to
al+1+1+4 2 dimensions problem, but parameters ¢, a and b are basically the
time, thus numerical simulations can be related to 3D ones. Some parameters are
quantifiable with field data, but others will be more difficult to estimate. How-
ever, qualitative studies are possible and sensitivity studies can help to determine
importance of parameters poorly known; we will focus on this.

Numerical simulations (C. Wesley et al. [27], W. Wang et al. [28] and references
therein) have studied the hantavirus system, without spatial strucure, in the
case when the parameters depend periodically with time. These works show that
the demography and the propogation of desesases change dramatically when the
coefficients differ from their average. This is especially true as far as propagation
to a human population is concerned. In this direction, our model investigates
the effect of the spatial variations of the coefficients (as opposed to temporal
variations). The corresponding numerical study is works in progress.
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Résumé

L’objet de cette these est 1’étude mathématique et numérique d'un systeme de
compétition de plusieurs especes pour une ressource dans un milieu hétérogene. Lorsque
le milieu est homogene, il est connu qu’un tel systeme, appelé systeme de chemostat,
vérifie le principe d’exclusion compétitive : au plus une espece peut survivre. Nous pro-
posons deux modeles spatialement structurés et étudions le role de ’hétérogénéité spa-
tiale dans les phénomenes de coexistence. Le premier modele est un systeme d’équations
matricielles et le second un systeme de réaction-diffusion. Notre premiere contribution
est de montrer que les solutions du systeme de réaction-diffusion sont uniformément
bornées en temps et en espace en norme L infini. Nous étudions ensuite le cas des petits
taux de migration dans le modele discret et montrons que la coexistence est possible.
Dans le cas des grands taux de migration, nous montrons a ’aide du théoreme de la
variété centrale que pour chacun des deux modeles, le principe d’exclusion compétitive
est vérifié. Nous construisons finalement des solutions stationnaires de coexistence pour
deux especes a l’aide d’'une méthode de bifurcations globales. Cette construction nous
amene a définir la notion de domaine de coexistence dans l’espace des parametres.
Dans les derniers chapitres, nous illustrons et étendons numériquement les résultats
précédents. Nous montrons en particulier comment le domaine de coexistence dépend
du taux de migration et de 'hétérogénéité spatiale.

Abstract

The purpose of this thesis is the mathematical and numerical study of a system of
several species competing for a single resource in a heterogeneous environment. When
the environment is homogeneous, it is known that such a system, called chemostat
system, satisfies the so-called competitive exclusion principle : no more than one species
can survive. We propose two spatially structured models and study the role of spatial
heterogeneity in the coexistence phenomena. The first model is a system of matrix
equations, the second one is a reaction-diffusion system. Our first contribution is to
show that the solutions of the reaction-diffusion system are uniformly bounded in time
and space in L infinity norm. Next, we study the case of small migration rate in the
discrete model and show that the coexistence of several species is possible. Lastly, in
the case of high migration rates, we use the center manifold theorem to show in each of
the two models that the principle of competitive exclusion holds. Then, we construct
stationary coexistence solutions for two species using a method of global bifurcations.
This construction leads to the identification of a coexistence domain in the parameter
space. In the final chapters, we illustrate and extend numerically the previous results.
In particular, we show how the coexistence domain depends on the migration rate and
on the spatial heterogeneity.



