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RésuméL'objetif de e travail de thèse a été de modéliser ave une méthode aux élémentsdisrets la fraturation en tension, et plus partiulièrement la fragmentation dynamique,sur des matériaux fragiles pour de hautes vitesses de déformation.La fragmentation est un phénomène irréversible, non linéaire et aléatoire. Elle intervientdans de nombreux domaines de la vie ourante, quelque soit l'éhelle onsidérée.La modélisation numérique de e phénomène permettrait une prédition de ertainsparamètres statistiques de la fragmentation, omme le nombre de fragments, la taille desfragments, la distribution de la taille des fragments, et.Pour ette thèse, la Méthode des Éléments Disrets (DEM) s'est révélée être un exel-lent moyen pour simuler la fraturation en raison de sa nature disrète.Toutefois, une bonne méthode de simulation numérique ne su�t pas à elle seule pourmodéliser la fragmentation dynamique. Un ritère de rupture doit également être inséré,a�n d'introduire un endommagement. Ce ritère de rupture s'érit au niveau d'un lienentre deux partiules et il engendre un dommage, en faisant déroître la ontrainte loalejusqu'à l'obtention d'une �ssuration disrète.Dans un premier temps, un ritère de rupture de Camaho-Ortiz [24℄ a été introduitdans une méthode aux éléments disrets. Ce ritère se traduit par un endommagement enfontion d'une ouverture de �ssure.Ce premier ritère a donné de bons résultats omparé à eux de [69,88,97,143�147℄ surla onvergene des paramètres de la fragmentation sur des as simples, mais néessite ungrand nombre de partiules.Dans un seond temps, a�n d'envisager la modélisation de la fragmentation sur des asplus omplexes en trois dimensions à de hautes vitesses de déformation, un seond ritère derupture a été introduit. Ce ritère de rupture s'appuie sur une approhe physique di�érente,qui prend en ompte l'hétérogénéité des matériaux fragiles ave leurs défauts suseptiblesd'évoluer et de provoquer une rupture loale. Pour ela, il fait intervenir une loi probabilistede Weibull a�n d'introduire des défauts par élément de volume. Ce ritère a été développépar C. Denoual, P. Forquin et F. Hild [31, 33, 42�44℄.Tout d'abord, e seond ritère de rupture a été testé sur des as simples en obtenantune onvergene des paramètres statistiques de la fragmentation ave un nombre environ
10 fois moins important de partiules que pour la première méthode. Un as plus omplexeen trois dimensions de modélisation de barre d'Hopkinson en trois dimensions a permis detester de manière � qualitative �la méthode.Mots-lésMéthode des éléments disrets, Critère de rupture de Camaho-Ortiz, Critère de rup-ture probabiliste de Weibull, Convergene des paramètres statistiques de la fragmentation(nombre de fragments, tailles des fragments, et.). 5



AbstratThe objetive of this thesis work is to model the high-strain rate and dynami frag-mentation of brittle materials using the Disrete Element Method. Fragmentation is anirreversible, nonlinear and random phenomenon. It an be found in many pratial appli-ations in engineering and an take plae at various length sales.This researh work takes advantages of omputer simulations to model this phenomenonand to predit a few statistial parameters related to fragmentation inluding number, size,and size distribution of fragments. To this e�et, the Disrete Element Method was foundto simulate e�iently fraturing, whih is a disrete phenomenon by nature.However, an e�ient omputer simulation is not su�ient for representing fragmenta-tion. It also needs to aount for a rupture riterion and a damage riterion. This ruptureriterion is de�ned at the ontat points between partiles where it generates a loal damagethat dereases the loal stress until a disrete rak appears.In a �rst step, the rupture riterion of Camaho-Ortiz [24℄ has been introdued in theDisrete Element Method. This riterion expresses damage as a funtion of rak opening.When the loal stress reahes a rupture threshold, it dereases linearly with the rakopening until the rupture is obtained.This �rst riterion gives good results on the onvergene of fragmentation parametersin simple ases [69, 88, 97, 143�147℄, but requires a great number of partiles.In a seond step, another rupture riterion has been introdued for simulating thefragmentation of more omplex three-dimensional strutures for high-strain rates. Thisrupture riterion is based on a di�erent physial approah that aounts for heterogeneousbrittle materials with defets.These defets an evolve and ause loal failure. They are introdued per unit volumeelementusing a Weibull probability distribution [31, 33, 42�44℄. This distribution dependson the loal stress until the loal stress reahes an ativation threshold. After that, thedefets propagate and form areas of relaxation in whih defet annot evolve. The damageevolves as these areas of relaxation evolve.This seond rupture riterion has been validated in simple ases by examining the on-vergene of the statistial parameters of fragmentation. Compared to the �rst riterion, theseond riterion requires ten times fewer partiles. After, a more omplex three-dimensionalase, dynami tensile tests in Hopkinson bars, has been treated.KeywordsDisrete Element Method, Rupture Criterion of Camaho-Ortiz, Weibull proba-bility rupture riterion, Convergene of the statistial parameters of the fragmenta-tion (number of the fragments, size of the fragments, et.).
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IntrodutionUn as simple qui permet d'illustrer la fragmentation est de laisser tomber uneassiette sur le sol. Elle se asse en plusieurs moreaux. On peut également iter leas où la séheresse, oasionnée par la aniule de l'été 2003, a fait raqueler le murde nombreuses habitations en Europe. Ces deux observations proviennent du mêmephénomène physique : la fragmentation.Physiquement, la fragmentation est un phénomène irréversible, non linéaire etaléatoire. Elle intervient dans de nombreux domaines de la vie ourante, mais aussilors d'événements exeptionnels, omme la ollision d'une météorite sur l'atmo-sphère, de glissements de terrain lors de séismes, et. Une des partiularités dela fragmentation est son aratère multi-éhelle : des éhelles nanosopiques auxéhelles astronomiques, elle survient à toutes les éhelles de la physique.La oneption d'un modèle numérique �able de fragmentation permettrait d'ap-porter une meilleure ompréhension de e phénomène physique majeur, ave ses dif-férents méanismes omplexes. Ce modèle pourrait également permettre une meilleureprédition de ertains paramètres statistiques de la fragmentation, omme le nombrede fragments, la taille des fragments, la distribution de la taille des fragments, et.Cette prédition pourrait se révéler déterminante dans di�érents domaines :� Dans le domaine indutriel : Par exemple, dans l'industrie minière, où la mod-élisation numérique de la fragmentation pourrait permettre l'élaboration denouvelles méthodes d'abattage des rohes à l'explosif, permettant ainsi deréaliser une distribution des tailles de fragments optimale ave une utilisationminimale d'explosif ;� Dans le domaine d'appliations militaires : la modélisation de la fragmentationest également un plus lors de la oneption de blindages, par exemple dans leas d'impat de missiles. Cet outil permettrait d'optimiser la géométrie et lesmatériaux employés dans es blindages ;� Dans le domaine ivil : la prédition de la fragmentation pourrait être unoutil de oneption de nouveaux bâtiments permettant de mieux résister auxséismes les plus violents, et.
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INTRODUCTIOND'autres hamps d'appliations pourraient être le broyage d'agrégats de arrières.Ce proessus onsomme beauoup d'énergie, et la modélisation de la fragmentationpour ette appliation serait un outil apital pour diminuer ette onsommationd'énergie [100℄. Une autre appliation est la fragmentation des rohes au sein desfailles sismique. Cette modélisation pourrait permettre de mieux omprendre lesdi�érents méanismes intervenant lors d'un séisme [35℄. On peut également iteromme appliation le as de la ompation des poudres métalliques ou de éramiques.Les domaines d'appliation de la fragmentation sont don importants dans tousles domaines, que e soit sur le plan éonomique (le broyage d'agrégats de arrières),ou ivil (amélioration des outils de prédition des séismes).D'énormes progrès ont été aomplis es dernières déennies dans l'analyse etla modélisation des méanismes de rupture d'un matériau. La méanique linéaireélastique de la rupture [15℄ fournit en partiulier un adre théorique qui permet dedérire la propagation des �ssures. Ces préditions sont en bon aord ave les obser-vations expérimentales tant que le matériau onsidéré est su�samment homogène etque la vitesse de déformation reste assez lente (généralement inférieure à 100s-1). Enrevanhe, elles éhouent largement dans les as dynamiques (supérieure à 1000s-1).
(a) Impat d'une météorite (b) Séisme d'Agadir (Maro) du29 février 1960
() Impat d'un missile sur unhar de ombat (d) Mine de dimant dans le Yak-outie en RussieFigure 1 � Quelques exemples de fragmentations dynamiquesSavoir modéliser numériquement la fragmentation dynamique est don un sujetatuel susitant beauoup d'intêrets dans le milieu de la Reherhe internationale.Depuis plusieurs dizaines d'années, tous relèvent les mêmes dé�s : onevoir desmatériaux plus ou moins résistants, maximiser ou minimiser le nombre de frag-ments, ontr�ler leur taille et leur forme, ou plus généralement, mieux omprendree phénomène physique. Par onséquent, il est indispensable de posséder de bonsmoyens de prédition numérique de la fragmentation.Historiquement, es moyens de prédition ont ommené dès les années trente.Des ingénieurs ont d'abord tenté d'établir des lois empiriques dérivant l'état résul-2



INTRODUCTIONtant de la fragmentation, le nombre de fragments et la distribution de leur taille.Seul les onséquenes de la fragmentation, 'est à dire à l'état �nal, étaient étudiéessans la préoupation de l'évolution temporelle du proessus physique [11, 91, 118℄.A�n d'expliquer plus rigoureusement les observations expérimentales, les théoriiensont modélisé la fragmentation ave une approhe statistique dérivant les inerti-tudes liées à la mirostruture du matériau. La théorie de Poisson a été ainsi maniéedurant plus d'un demi sièle. Elle est à l'origine de nombreuses théories (Mott [99℄,Grady [58�62℄, et.). Ces théories permettent une prédition en supposant que seulel'énergie inétique loale est utilisée pour la propagation d'une �ssure.Toutefois, es théories montrent aujourd'hui leurs limites ar elles ne peuvent pasinlure les phénomènes non-linéaires internes, qui agissent également sur la formationdes fragments et leurs distributions de tailles. Les méthodes numériques ave lesoutils informatiques atuels sont les moyens les plus adaptés pour la modélisationde es non-linéarités et de voir leurs in�uenes sur le résultat �nal.Plusieurs méthodes numériques pour la modélisation de la fragmentation peuventêtre employées, et lassées en deux atégories :� Tout d'abord, les méthodes ave maillage ; Ces méthodes dérivent de la mé-anique des milieux ontinus. Dans ette lasse, les méthodes par éléments�nis sont les plus représentatives [9℄. Ces méthodes peuvent être adaptées à lafragmentation, mais demandent un remaillage onstant du domaine lors desavanements des �ssures. Toutefois, de nouvelles méthodes, sans avoir à re-mailler le domaine sont apparues es dernières années, omme les méthodesX-FEM [107℄ ou les méthodes ohésives [88, 97, 143�146℄ où des élements dits� ohésifs �sont introduits dynamiquement. On peut également iter les méth-odes des équations intégrales ne maillant que le ontour du domaine [39, 79℄.� Ensuite, les méthodes dîtes � sans maillage �. Ces méthodes ont la partiu-larité de pouvoir traiter naturellement les problèmes de rupture, les grandesdéformations et les problèmes de ontat, sans néessiter un remaillage dudomaine. Dans es méthodes, on peut iter les méthodes � Smooths PartileHydrodynamis � [76℄, les méthodes aux éléments disrets, les � lattie mod-els � [21, 23, 27, 70, 93, 124, 124℄. Dans es méthodes, le domaine d'étude estdivisé de manière disrète, où haque partie du domaine est une partiule. Cespartiules sont reliées entre-elles par des liens. Le prinipal intérêt de es méth-odes est bien sûr leurs grandes apaités à traiter la fraturation. En revanhe,le oût de alul est plus lourd que les méthodes ave maillage et la gestiondes ontats et des fores est omplexe.Pour ette thèse, la méthode des éléments disrets nous a paru être la méthodela plus e�ae pour modéliser des phénomènes où la fragmentation dynamique in-tervient. En e�et, ette approhe numérique permet de failiter la modélisation dees fraturations faisant intervenir de multiples ontats entre les surfaes �ssurées.De plus, es méthodes s'avèrent parallélisables.La méthode que nous avons employée [93℄ est une méthode de � Lattie Mod-els �qui s'inspire à la fois des méthodes partiulaires, et des méthodes aux élémentsdisrets. Cette méthode se distingue des méthodes partiulaires existantes par lefait que les partiules sont déformables, et peuvent avoir des formes quelonques3



INTRODUCTION(partiules de Voronoi en 2D et 3D, et.) L'avantage d'avoir es partiules à formesquelonques est que la matière peut être modélisée sans espae vaant. Le ode util-isé est le ode aux éléments disrets � Mka3D © �développé par Christian Mariottipour les besoins du CEA en matière de modélisation de séismes à très grande éhelle.Le hoix de la méthode numérique étant fait, la question s'est posée sur la mod-élisation de la fraturation en elle même. Cette modélisation s'appuie sur des ritèresde rupture qui introduisent un endommagement au sein du matériau.Atuellement, plusieurs ritères de rupture ont été proposés :� Un ritère de rupture � disret �développé à l'origine par Camaho-Ortiz [24℄.Ce ritère traduit un endommagement suivant une ouverture de �ssure. Il sedit disret dans la mesure où il dérit un endommagement pour un lien. Il aété utilisé ave suès par J.F. Molinari dans la méthode des éléments ohésifs[88,97,143�146℄. Ce ritère de rupture permet une onvergene du nombre defragments et de l'énergie dissipée dans le proessus de la fragmentation, maisnéessite un grand nombre de partiules. Le développement d'une méthodemulti-éhelle, pour avoir une onvergene plus rapide des énergies dissipées,est aussi déliate.� Un ritère de rupture probabiliste où des défauts sont introduits de manièreprobabiliste ave des lois de Weibull dans un élément de volume. Ce ritère,s'appuyant non pas sur une approhe disrète mais sur un élément de volume,permet une approhe multi-éhelle e�ae. Ce ritère de rupture a été intro-duit par C. Denoual [31℄ et utilisé dans des odes ommeriaux aux éléments�nis omme Abaqus ©pour traiter des problèmes de fragmentation omme destests d'impats sur tranhe. En revanhe, auune étude n'a été portée sur laonvergene des énergies dissipées, et le nombre de fragments ave e typed'approhe.Dans un premier temps, l'objetif a été de valider l'approhe aux éléments dis-rets en introduisant un ritère de rupture de Camaho-ortiz simpli�é [24℄ poursimuler un problème simple de poutre 1D en tration dynamique. Pour ette valida-tion, nous avons étudié et omparé nos résultats, sur la onvergene des di�érentesénergies dissipées, et les statistiques sur les fragments, ave eux de [88,97,143�146℄.Après ette phase de validation, notre préoupation s'est portée sur la modélisationde as plus omplexes en deux dimensions ave e ritère, en entrant l'étude sur lesonvergenes des paramètres de fragmentation et l'aspet � qualitatif �des fragments.Pour ela, nous avons étudié un modèle numérique en deux dimensions de plaque entration bi-axiale. Ce modèle nous a permis de voir que les approhes numériquesmises en plae permettaient d'obtenir la onvergene des énergies dissipées, du nom-bre de fragments et d'avoir une statistique ohérente sur la distribution des taillesde es derniers, mais seulement pour de faibles vitesses de déformation. Toutefois, emodèle a également pu mettre en évidene plusieurs points. Tout d'abord, les résul-tats sont très dépendants du type de maillage utilisé. Ensuite, un grand nombre departiules sont néessaires pour obtenir la onvergene de es di�érents paramètrespour les fortes vitesses de déformation, rendant très di�ile, ave les moyens infor-matiques atuels, la modélisation de la fragmentation pour des as plus omplexes endeux dimensions. Les modèles à trois dimensions sont ave e ritère de fraturationtout simplement impossible.Les analyses de es premiers résultats ont amené à reentrer l'étude pour intro-4



INTRODUCTIONduire un autre ritère de fraturation, dit � volumique �. Ce ritère ne dérit pasl'endommagment pour haque lien, mais pour tout un élément de volume.Dans un seond temps, l'objetif a été d'introduire dans le modèle disret unritère de rupture probabiliste. Ce ritère introduit des défauts ave des lois deWeibull dans des élements de volume. Cette approhe probabiliste est don parnature � multi-éhelle �et permet a priori une onvergene des paramètres de frag-mentation plus rapide même si le maillage est grossier.Le premier hapitre passe tout d'abord en revue quelques appliations on-rètes de la fragmentation. Il montre ensuite un aperçu des di�érentes tehniquesnumériques utilisées pour la modélisation de la fraturation, de la méthode des élé-ments �nis, en passant par les méthodes ne maillant que le ontour, et les méthodessans maillage omme la méthode des éléments disrets. La propagation des ondesde hos en milieu hétérogène est également passée en revue.Le seond hapitre reprend en intégralité un artile en anglais que nous avonssoumis au journal � Engineering Frature Mehanis �validant le ritère de rup-ture de Camaho-Ortiz introduit dans notre méthode des éléments disrets pour unmodèle simple de poutre en tration dynamique.Le troisième hapitre est onsaré à la modélisation d'un as plus omplexe endeux dimensions ave le ritère de rupture de Camaho-Ortiz introduit dans notreméthode des éléments disrets, et expose les di�érents problèmes de onvergenerenontrés.Le quatrième hapitre dérit la physique et l'introdution du modéle probabilistede Denoual. Ce modèle a été tout d'abord développé par C. Denoual et F. Hild [31�33℄, puis utilisé et étendu par P. Forquin [37,43�45,48℄. Dans e modèle probabiliste,des défauts sont introduits ave une loi de Weibull. De très simples appliations pourillustrer les bienfaits de ette introdution de e modèle probabiliste au sein d'uneméthode aux éléments disrets seront e�etuées.En�n, le inquième hapitre sera dédié à l'appliation en trois dimensions de barred'Hopkinson en tration dynamique, qui permettra de tester de manière � qualita-tive �la méthode.
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Chapitre 1État de l'art
1 IntrodutionCe hapitre bibliographique est onsaré à l'analyse de la fragmentation dy-namique et de sa modélisation numérique. Cet état des lieux qui y est dressé n'estpas exhaustif mais permet de passer en revue la physique de la fragmentation et lesdi�érentes tehniques numériques pour la modéliser. Le leteur intéressé par ertainssujets peut se reporter à la setion de la bibliographie pour onsulter des ouvragesplus omplets, sur les méthodes numériques employées, ou sur les ritères de rupturede la fragmentation.Ce hapitre s'organise de la manière suivante. Dans une première partie, la frag-mentation, ainsi que des appliations onrètes, et les phénomènes physiques assoiésseront abordés, omme la physique de la rupture et ses di�érents modes, la �ssur-ation, et la propagation des �ssures. Dans une seonde partie, di�érentes méthodesnumériques permettant de modéliser la fraturation seront passées en revue, que esoit pour les régimes statique ou dynamique :� Les modèles énergétiques de Grady-Kipp [58�62℄ et de Glenn-Chudnovsky [5℄,qui émettent l'hypothèse que toute l'énergie inétique loale est onvertie enénergie de surfae et que les énergies de déformation sont négligées ;� Les méthodes numériques � lassiques �basées sur les éléments �nis ; Dans eparagraphe, une brève desription générale de la méthode par éléments �-nis sera e�etuée et di�érentes variantes de ette méthode pour traiter lesproblèmes de fraturation seront énonées, omme la méthode des éléments� ohésifs � [24,88,97,143�146℄, les méthodes sur la partition de l'unité (méth-odes X-FEM entre autres), les méthodes numériques basées sur le remaillagedu domaine [102, 113℄ et le relâhement des noeuds [13, 82, 139℄ ;� Les méthodes numériques qui ne sont pas basées sur les élements �nis, ommela méthode des éléments de frontière (ou méthode des équations intégrales)[39, 79℄ , les méthodes partiulaires [21, 27℄ et les méthodes disrètes [93, 124℄.Un paragraphe dérira diverses méthodes numériques pour la propagation desondes de ho en milieu hétérogène, qui peuvent survenir dans les as d'impat àhaute vitesse.Une troisième partie sera onsarée à une étude approfondie des méthodes auxéléments disrets, qui ont été utilisées pour ette thèse. Après avoir dérit brièvement7



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTles di�érents types de méthodes disrètes disponibles, l'expression des moments etdes fores de notre modèle sera donnée, ainsi que le shéma de résolution numérique.En�n, dans une dernière partie, di�érents types de ritères de rupture pou-vant être introduits dans les odes aux éléments disrets seront présentés, à savoirdes ritères de rupture de type � disrets �(ritère de Camaho-Ortiz) [103℄, et desritères de rupture dits � volumiques �(ritères probabilistes) [6,31�33,43�47,63,119℄.2 La fragmentation et ses di�érents méanismes physiquesassoiés2.1 La fragmentationUn des aspets les plus importants de la fragmentation dynamique est qu'unorps de matériau fragile ou quasi-fragile, à la �n du proessus de la rupture, estdivisé en de nombreux moreaux (Fig.1.1). Dans des onditions de hargement sta-tique ou quasi-statique, un orps est souvent soit endommagé ou seulement assé endeux moreaux (Fig.1.2).

Figure 1.1 � Un exemple de fragmen-tation dynamique : une assisette asséeen plusieurs moreaux Figure 1.2 � Un exemple de frag-mentation quasi-statique : une assietteassée en deux moreauxSous l'e�et de l'impulsion d'une harge, un matériau fragile ou quasi-fragile sefragmente en de nombreux moreaux. Une telle harge peut être due à l'impatave un autre orps, une radiation énergétique fournie, par exemple, par des rayonsX, un ho thermique, une onde de ho, et. La fraturation et la fragmentationdes matériaux sont en général opposées à leur résistane. En e�et, d'un point devue stabilité d'une struture, elles sont indésirables. Cependant, il y a une largegamme de proédés industriels tels que les tirs à explosifs, la démolition, et. où lafraturation et la fragmentation deviennent désirables.D'un point de vue physique, la fragmentation dynamique est un proessus im-pliquant un ertain nombre de méanismes. Dans la plupart des as, e proessusest trop omplexe pour être traité seulement par des théories déterministes. Aussi,des approhes statistiques doivent également être onsidérées. Un travail pionnier,inorporant des onsidérations statistiques sur la fragmentation des matériaux du-tiles a été rapporté par Mott en 1947 [99℄. Des aspets statistiques et géométriques8



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTde la fragmentation des matériaux fragiles ont été introduits par Grady et Kipp [60℄en 1982.Atuellement, les modèles de Grady (1982) et de Glenn-Chudnovsky (1986) [5℄sont probablement les modèles théoriques les plus utilisés. Ils utilisent des approhesénergétiques pour prédire la taille des fragments. Réemment, la modélisation de lafraturation, essentiellement dans un but de prévention de la rupture, a été l'objetde nombreux aluls numériques. Toutefois, la modélisation préise de la fragmen-tation est toujours un véritable hallenge pour la ommunauté sienti�que, ar unemultitude de phénomènes physiques interviennent.Le paragraphe suivant traite quelques phénomènes physiques intervenant dansla fragmentation, omme la physique de la rupture et de la propagation de �ssure.2.2 Quelques domaines d'appliations de la fragmentationLe but de ette partie est de dérire quelques domaines d'appliations non ex-haustif, omme le broyage d'agrégats de arrières, et les modélisations numériquesassoiées pour la fragmentation � industriel �. On peut iter également la frag-mentation de rohe dans les zones de failles sismiques, exemple de fragmentation� naturel �. Une autre appliation onrète à la fragmentation pourrait être la om-pation des poudres de éramique.Le broyage d'agrégatsLes domaines d'appliation du broyage d'agrégats Les di�érentes utilisa-tions pour e domaine d'appliation peuvent être :� le onassage pour les pavés, graviers de rivière, des rohers, des résidus deminerai, et ;� le onassage de l'asphalte et du béton, des agrégats de onstrution, desagrégats de basalte, agrégats de granit, matériau de rembourrage, des agrégatsde alaire, et ;� les projets hydroéletriques, routes, hemins de fer à grande vitesse, ponts,pistes d'aéroport, et des travaux muniipaux, et ;� les matériaux de onstrution, matériaux ignifuges, métallurgie, industrie him-ique, l'exploitation minière, le iment ;� les matériaux de haute pureté de fabriation omme le verre et sable de quartz.Comme on peut le voir, les domaines d'appliations pour le broyage d'agrégatssont extrêmement variés.Le broyage d'agrégats de arrières La fragmentation est un phénomène quiest très souvent utilisé dans le broyage d'agrégats de arrières, et qui onsommebeauoup d'énergie. Or, on est dans un ontexte mondial où l'énergie n'a jamaisété aussi outeuse, et di�ile à obtenir. De plus, la demande mondiale pour esressoures roit, omme pour l'uranium, ou ertains métaux omme l'étain pourles soudures et sont non renouvellables... Aussi, l'extration de es minéraux est deplus en plus di�ile, et on assiste à un développement d'opérations souterrainesd'extration de plus en plus profondes et ave des environnements géotehniques deplus en plus déliats. Les méthodes d'extration traditionnelles sont dangereuses et9



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTnon rentables. Sur la Fig.1.3, on peut observer une mine de diamants en Inde, danslaquelle on peut voir l'ampleur et la di�ulté de l'extration du diamant.

Figure 1.3 � Vue aérienne d'une mine de diamants en Inde [149℄Le r�le de la modélisation numérique de la fragmentation est don onsidéréomme la voie de l'avenir pour la prédition quantitative de la réation de la masseroheuse et les déisions de oneption opérationnelle. De plus, ette modélisationpeut également avoir un r�le a�n de diminuer l'énergie onsommée dans le broyage[100, 142℄.La ompation de poudresUn autre domaine possible de l'appliation de la fragmentation est la ompationde poudre. Pour ette appliation, la méthode des éléments disrets appliquée aveun ritère de rupture peut donner des informations sur les déformations non-linéairesdes grains. Le leteur peut se référer [77, 128, 142℄.La fragmentation de rohe dans les failles sismiquesLes failles sont des assures de l'éore terrestre, dans lesquelles il y a un déplae-ment relatif des deux blos séparés. La longueur des failles peut être très variable : demétrique, à kilométrique, omme la faille de San Andréas en Californie. Les faillessont les auses de la majorité des tremblements de terre, dus prinipalement auglissement rapide sur le plan de faille quand les ontraintes � emmagasinées �pen-dant une longue période intersismique se libèrent.Ces ontraintes provoquent une fragmentation de la rohe pour onstituer desbrèhes de faille. La Fig.1.4 illustre e phénomène.Ainsi, lors d'un séisme, les parois d'une faille peuvent glisser l'une ontre l'autre,à grande vitesse (de l'ordre de plusieurs mètres par seonde). La déformation en-gendrée, qui a lieu autour de ette faille, se fait à des taux de déformations élevés,provoquant la fragmentation et la pulvérisation des rohes.L'étude de la fragmentation de es rohes dans les zones de failles sismiquespourrait aider à une meilleure ompréhension des méanismes mise en jeux lorsd'un séisme. Des herheurs tentent atuellement de reproduire es phénomènes enlaboratoire [34, 35℄. Les Fig.1.5 et 1.6 illustrent es phénomènes.10
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Figure 1.4 � Illustration d'une brèhe de faille (faille de dérohement du ouloirouest du Petit Som, dans le massif de la Chartreuse en Frane) [148℄Des modélisations numériques ave des éléments disrets ont été e�etuées dees matériaux dans les failles sismiques. Des progès ont été aomplis es dernièresannées dans les modèles numériques de prévision, notamment dans la ompréhensionde la miro-méanique qui détermine l'évolution des matériaux dans es failles. Cesmodèles numériques ont permis de démontrer que es matériaux ont une distributiongranulométrique ave des propriétés de fratals [1, 120, 121℄.

Figure 1.5 � Fragmentation d'unerohe en laboratoire soumise à unevitesse de déformation de 140 s-1 [34℄ Figure 1.6 � Fragmentation d'unerohe en laboratoire soumise à unevitesse de déformation de 400 s-1 [34℄
2.3 La physique de la ruptureLes di�érents modes de ruptureLa ourbe ontrainte/déformation (Fig.1.7), issue par exemple, d'essais de tra-tion sur des éprouvettes jusqu'à la rupture, fait souvent apparaître deux zones lorsde la déformation du matériau [87℄ :� Une zone élastique, dans laquelle ontraintes et déformations sont liées propor-tionnellement. Le matériau revient à son état d'origine lorsque la solliitationesse ; 11



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART� Une zone plastique, pour laquelle le matériau ne revient pas à son état d'originelorsque la solliitation esse.

Figure 1.7 � Courbe ontrainte/déformation [98℄Au regard de la ristallographie ('est à dire à l'éhelle des grains atomiques),les déformations élastiques et permanentes respetent la ohésion de la matière.De e fait, la rupture survient lorsque ette ohésion est détruite. Elle opère parréation de disontinuités surfaiques ou volumiques au sein de la matière. Il s'agitde miro�ssures de l'ordre du miron, qui deviennent des maro�ssures en atteignantdes dimensions de l'ordre du millimètre, et en�n, des �ssures apparentes, à l'éhelledes strutures méaniques. Deux méanismes de rupture loale sont dérits : larupture fragile et la rupture dutile.La rupture fragileLa rupture fragile est aratérisée par une assure sans déformation plastique, ouave une déformation plastique très faible. La déformation avant rupture est donpresque exlusivement élastique. L'énergie de rupture, qui est présentée par l'airesous la ourbe ontrainte déformation est faible, omme nous le montre la Fig.1.8.Le phénomène fragile orrespond au as où les disloations ne peuvent pas se dé-plaer, ou dont les mouvements sont di�iles et limités. C'est le as des géomatéri-aux dans lesquels les aratéristiques de résistane ont été fortement augmentées.Ainsi, très généralement, la fragilité augmente ave la limite d'élastiité. Les rup-tures fragiles, se faisant sans déformation plastique, se produisent par déohésion deplans ristallographiques. En somme, la rupture fragile se produit lorsque les liaisonsinteratomiques se rompent sans déformation plastique globale.12
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Figure 1.8 � Courbe ontrainte/déformation dans le as des ruptures fragile etdutile [98℄La dé�nition d'une �ssure [98℄Une �ssure est défnie omme la surfae séparant loalement un solide en deuxparties. Le hamp de déplaement est alors disontinu à travers ette surfae etles trois omposantes vetorielles de ette disontinuité forment les trois modes derupture [15, 49, 83, 90, 110℄, qui sont représentés dans la Fig.1.9 :� Mode I : mode d'ouverture de la �ssure, où les déplaements aux lèvres de la�ssure sont perpendiulaires à la diretion de propagation ;� Mode II : mode de isaillement dans le plan, où les déplaements aux lèvresde la �ssure sont parallèles à la diretion de propagation ;� Mode III : mode de isaillement hors plan, où les déplaements aux lèvres dela �ssure sont parallèles au fond de la �ssure.
Figure 1.9 � Les di�érents modes de rupture [98℄L'objet de la méanique de la rupture est l'étude des évolutions de ette surfae,'est à dire la propagation de la �ssure en fontion des hargements appliqués etdes aratéristiques du matériau onstituant le solide. Prévoir le omportement dela �ssure dans le milieu �ssuré s'apparente à prévoir sa propagation dans un ritère13



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTde ruine. Tout paramètre ou toute valeur issu de plusieurs paramètres aratérisantla propagation d'une �ssure, omparé à sa valeur ritique (mesurée expérimentale-ment), peut servir de ritère de ruine à ondition de déterminer la valeur ritique duhargement qui délenhe la roissane de la �ssure et la diretion selon laquelle la�ssure se propagera. Un ritère de ruine permet de onnaître le omportement de la�ssure à un instant donné. Cependant, ertaines �ssures se propagent à une ertainevitesse jusqu'à la ruine. Dans e as, la onnaissane de la vitesse de propagations'avère primordiale.On s'intéresse partiulièrement à deux méanismes physiques de la rupture par�ssuration, à savoir la rupture fragile et la rupture dutile. Ces deux méanismespeuvent intervenir selon deux types de �ssuration [15, 110℄ :� la �ssuration brutale : pour les matériaux à très haute résistane, les on-traintes de travail sont très élevées. Une énergie potentielle est ainsi réée. Laprésene de petites �ssures peut alors onduire à une rupture brutale qui sou-vent ne s'aompagne pas de déformation plastique marosopique par suitede la très faible dutilité du matériau au voisinage de la �ssure ;� la �ssuration suessive : il s'agit ii, d'une suession de méanismes (fragile-dutile) qui, sous ontraintes répétées, entraîne une �ssuration progressive,appelée habituellement la rupture par fatigue. Cette �ssuration peut intervenirsans déformation appréiable ave un grand nombre de variations de yles deontraintes, ou elle peut s'aompagner de grandes déformations plastiques etintervenir à petit nombre de yles. On parle de la fatigue � oligoylique �.Sur le plan industriel, la rupture brutale intervient de façon exeptionnelle,mais néanmoins atastrophique. Dans le as de la rupture par �ssuration sues-sive, la plupart des strutures, soumises aux harges répétées, sont vulnérables à ephénomène. Bien que de nombreux fateurs méaniques in�uenent la �ssuration,les développements de la méanique de la rupture ont montré que trois fateursmajeurs ontr�lent le omportement de la struture à la �ssuration :� la résistane à la rupture du matériau : il s'agit d'une grandeur intrinsèque aumatériau qui peut être dé�nie omme étant l'aptitude du matériau à résisterà une singularité (�ssure) existante au sein du matériau. Plusieurs valeursexpérimentales peuvent dérire ette résistane ;� la taille de la �ssure existante : la �ssuration à partir de disontinuités. Ces dis-ontinuités sont représentées par les �ssures dont les dimensions géométriquessont d'une extrême importane vis-à-vis du omportement de la �ssuration ;� la trajetoire de harge appliquée à la struture : le niveau des ontrainteset le niveau de leurs variations sont étroitements liés au omportement de la�ssuration, ainsi qu'au type de elle-i.Ces trois fateurs peuvent être mis respetivement sous les étiquettes : ritère deruine, de géométrie, et de onditions aux limites. Ils ne sont pas exlusifs.Pour résumer, quatre types de propagation de �ssure se distinguent [15, 110℄ :� une �ssuration brutale provoquant une rupture fragile où la loi de omporte-ment du matériau reste dans le domaine élastique linéaire (et élasto-plastiquemais à petites déformations) ;� une �ssuration brutale provoquant une rupture dutile où la loi de omporte-14



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTment du matériau est généralement élasto-plastique à grandes déformations ;� une �ssuration progressive fragile (dont l'e�et se umule ave le nombre deyles), la loi de omportement onsidérée est élastique linéaire, la vitesse de�ssuration est lente (10−7 à 10−4mm/yle de hargement). Cette �ssurationest onstatée sous harge répétée (fatigue à grand nombre de yles) ;� une �ssuration progressive dutile, la loi de omportement onsidérée est élasto-plastique à petites déformations ; la vitesse de �ssuration est relativementrapide. Cette �ssuration est provoquée sous harge répétée (fatigue à petitnombre de yles appelée oligoylique).La rupture en dynamique [98℄La méanique de la rupture traite bien l'état de ontrainte autour de �ssureshargées de manière statique. Cependant, lorsque les �ssures se propagent rapide-ment, le problème n'est pas enore maîtrisé. De nombreux phénomènes viennent in-terférer ave la �ssure en développement, tels que la sensibilité du omportement à lavitesse de déformation, la bifuration de �ssure, son aélération et sa déélération,la dépendane du fateur d'intensité des ontraintes à la vitesse de hargement, et.Ils sont à la base du développement de la rupture dynamique. Les e�ets dynamiquesin�uent sur la méanique et sur le omportement du matériau.Il est néessaire d'introduire les termes d'inertie dans les équations loales dumouvement lorsque l'hypothèse d'un événement statique n'est pas véri�ée. En dy-namique, les équations loales du mouvement prennent don en ompte, en plus, lestermes d'inertie :
σij,j + fi = ρüi (1.1)ave :� i, j = x, y, z les oordonnées dans un repère �xe par rapport au matériau ;� σij la omposante du tenseur des ontraintes ;� ui la omposante du veteur déplaement ;� ρ la masse volumique ;� fi la omposante du veteur des fores volumiques.Le terme ρüi est aratéristique des problèmes dynamiques. Pour des milieuxélastiques isotropes, en régime dynamique, pour des vitesses de propagation de �s-sures élevées [3,52℄, deux onstantes apparaissent lors de la résolution des équationsdu mouvement. Elles sont aratéristiques de la vitesse de propagation des ondeslongitudinales C1 et transversales C2.Expression de la élérité des ondes longitudinales C1 :

C1 =

√

λ+ 2µ

ρ
=

√

E(1− ν)

ρ(1 + ν)(1− 2ν)
(1.2)Expression de la élérité des ondes de isaillement C2 :

C2 =

√

µ

ρ
=

√

E

2ρ(1 + ν)
(1.3)15



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTave E le module de Young, ν le oe�ient de Poisson, λ et µ les oe�ients deLamé.Fateurs d'intensité des ontraintes en dynamique Freund et Rie [50℄ ontmontré que l'analyse quasi-statique d'une �ssure hargée dynamiquement onduit àune estimation fausse des hamps de ontraintes et de déplaements en pointe de�ssure. Par onséquent, des hangements ont été apportés à es formulations. Laforme des équations établies par Irwin [75℄ est onservée mais le fateur d'intensitéde ontrainte en statique K est remplaé par son homologue en dynamique Kdyn(t).Son alul analytique n'est possible que dans le as d'une struture in�nie. Dans lesautres as, le alul par simulation numérique est néessaire.Le fateur d'intensité de ontraintes dynamiques Kdyn(t) évolue dans le temps.Partom et Boriskovsky [105℄ ont montré une élévation de Kdyn(t) pendant un tempsaratéristique déterminé par le rapport de la vitesse des ondes de Rayleigh sur lalongueur de �ssure.Une nouvelle méthode de détermination de Kdyn(t) a été proposée et expéri-mentée par Bui, Maigre et Rittel [16℄ pour une �ssure subissant un hargementtransitoire. Cette méthode, qui s'applique à une �ssure stationnaire hargée dy-namiquement, assoie la onnaissane des e�orts et des déplaements aux points dehargement à une simulation numérique donnant des hamps de référene.Propagation de �ssure Le as d'une �ssure, soumise à un hargement dynamique,se propageant en mode I est pris omme exemple. La pointe de �ssure suit une tra-jetoire notée a(t). Sa vitesse de propagation instantanée est : v = ȧ. En introduisantun repère dont l'origine oïnide ave la pointe de �ssure, le hamp asymptotiquedes ontraintes s'érit :
σij =

Kdyn(t)√
2πr

∑

ij

(θ) +O(1) (1.4)La forme ainsi obtenue est la même qu'en statique. La singularité en r−1/2 sur lesontraintes, établie par Irwin [75℄, est onservée dans les équations dynamiques. Lefateur d'intensité de ontraintes dépend de la vitesse de propagation de �ssure.Cette remarque se justi�e par le développement asymptotique du hamps des on-traintes, en mode I et en déformation plane. Ce hamp de ontraintes s'érit à partirde paramètres adimensionnels, pour un matériau élastique. La vitesse de propagationde la pointe de �ssure v intervient dans l'ériture des paramètres adimensionnels :
β1 =

√

1− (v/C1)2 (1.5)
β2 =

√

1− (v/C2)2 (1.6)
D = 4β1β2 − (1 + β2

2)
2 (1.7)16



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTLes formules des fontions ∑ij en dynamique du hamp des ontraintes ont étéétablies tout d'abord dans le as d'une �ssure se propageant à vitesse onstante parRie [116℄ et Sih [125℄. Elles ont été généralisées au as d'une �ssure se propageantselon une trajetoire arbitraire par Nilson [101℄, Clifton [26℄ et Freund [51℄.Les fateurs d'intensité dynamique des ontraintes s'expriment ainsi :
Kdyn

I = lim
r→0

√
2πrσ22(θ = 0) (1.8)

Kdyn
II = lim

r→0

√
2πrσ12(θ = 0) (1.9)On peut introduire un fateur d'intensité des déplaements par analogie ave leas statique :

Kdyn
Iu = lim

r→0+

E

4(1− v2)

√

2π

r
u1(θ = π) (1.10)Lorsqu'une �ssure se propage, le fateur d'intensité dynamique des ontraintes,en mode I, (Kdyn

I = lim
r→0

√
2πrσ22(θ = 0)), n'est plus égal au fateur d'intensité desdéplaements exprimé i-dessus. Le rapport entre es deux grandeurs est alors donnépar la relation :

Kdyn
I

Kdyn
Iu

=
D(1− ν)

β1(1− β2
2)

(1.11)ave β1, β2 et D qui sont dérits aux Eqs.1.5, 1.6 et 1.7.Le rapport de l'équation préédente est représenté en fontion de v/C2 sur laFig.1.10. Lorsque la vitesse de propagation tend vers 0, les e�ets dynamiques s'aténu-ent et le rapport tend vers 1. Ce rapport s'annule pour v tendant vers une valeur dela élérité des ondes de Rayleigh Cr (solution de l'équation D = 0).In�uene de la vitesse de �ssuration Beauoup de résultats aménent à penserque Kdyn
I augmente d'autant plus que la vitesse de propagation de �ssure est élevée.Cependant, les études de Freund [51℄ sur des matériaux laissent supposer une dérois-sane de la ténaité dynamique pour les faibles vitesses de propagation.Bifuration de �ssure En théorie, la vitesse des ondes générées par la rupturede l'interfae, dans le plan de la �ssure, ne peut pas dépasser la vitesse des ondes deRayleigh Cr. A ette vitesse, le hamp de ontrainte en pointe de �ssure n'a plus letemps de s'établir et onstitue une vitesse limite théorique [109℄.Une expliation de e phénomène est apporté par Yo�é [138℄. Elle s'appuie surla Fig. 1.12, qui représente la omposante σθθ en mode I d'un matériau parfaitementélastique pour plusieurs vitesses de propagation. Si la vitesse est supérieure à 0.6C2,le maximum de σθθ n'est plus en θ = 0◦ mais autour de θ = 60◦, de part et d'autredu plan de �ssure. Cei peut expliquer qu'au delà de ette vitesse la �ssure bifurqueet se sépare en deux �ssures formant un angle de 120◦ entre elles. Yo�é a montré parailleurs que, pour un matériau réel, ette vitesse de bifuration est omprise entre17
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Figure 1.10 � Évolution du rapport Kdyn
I

Kdyn
Iu

en fontion de la vitesse de propagation[98℄
0.5C2 et 0.8C2. Cette vitesse, inférieure à la vitesse des ondes de Rayleigh, Cr, estdon une vitesse limite pratique qui ne peut être dépassée par les �ssures.Taux de restitution d'énergie en dynamique Une formule du type d'Irwin [75℄pour le taux de restitution d'énergie existe aussi en dynamique :

G =
1− ν2

E
[(Kdyn

I )2fI(v) + (Kdyn
II )2fII(v)] + (

1 + ν

E
)(Kdyn

III )
2fIII(v) (1.12)ave fI et fII et fIII des fontions universelles de la élérité de la �ssure représen-tées à la Fig.1.13 :



























fI(v) =
β1(1− β2

2)

(1− ν)D

fII(v) =
β2(1− β2

2)

(1− ν)D

fIII(v) =
1

β2

(1.13)
3 Les di�érentes méthodes numériques pour mod-éliser la fragmentation dynamique3.1 IntrodutionL'objet de e paragraphe est de donner un aperçu général des di�érentes méthodolo-gies numériques pour la modélisation de la fraturation, que e soit en statique ouen dynamique. Il n'est pas exhaustif. Dans un premier temps, le modèle énergé-tique de Grady-Kipp [58�62℄ sera exposé, qui émet l'hypothèse que toute l'énergie18
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Figure 1.11 � In�uene de la vitesse de �ssuration sur le fateur d'intensité desontraintes [51℄, ave Cr la vitesse des ondes de Rayleighinétique loale est onvertie en énergie de surfae. Dans un seond temps, les dif-férentes approhes basées sur la méthode des éléments �nis [9℄ seront présentées,omme les méthodes de relâhement des n÷uds [82, 135, 139℄, les méthodes de re-maillage [102,113℄, les méthodes des éléments ohésifs où des interfaes sont inséréessuivant la propagation des �ssures, les méthodes sur la partition de l'unité [7℄, ommeles méthodes des éléments étendus X-FEM [107℄. Dans un dernier temps, un aperçusera e�etué sur les approhes numériques qui ne sont pas basées sur les éléments�nis, omme la méthode des équations intégrales [39, 79℄.3.2 Les modèles énergétiques [5, 60℄Le modèle de Grady-Kipp [58�62℄Une onséquene d'un hargement intense et bref sur un solide, omme uneexplosion, peut mener à sa fragmentation en plusieurs moreaux. Les e�orts ourantspour expliquer les e�ets dynamique de la frature et de la fragmentation ont étéonentrés sur la desription des défauts inhérents ou induits menant à la fratureet les interations ave les onditions aux limites. Bien que la aratérisation préisede la struture des défauts est importante, elle ne su�t pas à expliquer le proessusd'ativation des défauts, les ontraintes de fraturation mesurées et la taille desfragments dans les as dynamiques. Le prinipe de l'équilibre énergétique apparaîtjouer un r�le majeur. Dans le modèle de Grady-Hipp, une approhe quantitative estproposée où la surfae ou l'aire d'interfae réée par le proessus de la fragmentationest gouverné par un équilibre des surfaes ou des énergies d'interfae et une énergieloale inétique ou d'inertie. Dans e modèle, les e�ets de l'énergie de déformationsont négligés.Pour aider à la ompréhension de es modèles, nous allons étudier l'obtentiondes tailles de fragments moyens pour des modèles en une, deux et trois dimensions.19
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Figure 1.12 � Bifuration de �ssure expliquée par les ontraintes en pointe de�ssure [138℄Volumes et surfaes des fragments
V =







d (1D),
πd2/4 (2D),
πd3/6 (3D), (1.14)Chaque fragment a une expansion à la vitesse de déformation uniforme ǫ̇ = ḋ
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3ǫ̇ (3D), (1.15)Comme les fragments sont en expansion uniforme, la vitesse matérielle relativeau entre de haque fragment est linéairement distribuée tel que :

v(x) = rǫ̇,

{

r ∈ [−d/2, d/2] (1D),
r ∈ [0, d/2] (2D ou 3D), (1.16)et l'énergie inétique loale relative au entre de masse peut être évaluée tel que :
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Figure 1.13 � Fontions universelles de vitesses en mode I et II [98℄L'énergie de surfae des fragments est alulée par :
Γ = Sγc =



















2γc = Gc (1D),
πdγc =

πdGc

2
(2D),

πd2γc =
πd2Gc

2
(3D). (1.18)où γc est l'énergie de surfae qui est la moitié de l'énergie de fraturation Gc

γc = Gc/2.La théorie de la densité d'énergie totale minimum Il existe deux théoriesd'énergie pour estimer la taille des fragments. Dans la première théorie, l'hypothèseest faite que quand un fragment est réé, sa densité d'énergie totale, à savoir (T ′ +
Γ)/V est minimale.En substituant 1.17, 1.18 et 1.14 dans la ondition stationaire ∂(T ′ + Γ)/V

∂d
= 0,et ave quelques hangements mathématiques, on obtient ette formulation :
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La théorie de l'équilibre énergétique Selon ette théorie, quand survient lafragmentation, l'énergie inétique loale est onvertie en énergie de surfae. En sub-21



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTstituant 1.17 et 1.18 en une ondition d'équilibre d'énergie : T ′ = Γ, nous obtenons :
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)1/3 (3D). (1.20)
A noter que les tailles des fragments estimées par la théorie de l'équilibre del'énergie sont 3

√
2 ≈ 1.26 fois elles données par les estimations de la densité d'énergieminimale.3.3 Les méthodes � lassiques �basées sur les éléments �nisLa méthode des éléments �nis [9, 55, 109℄En analyse numérique, la méthode des éléments �nis est utilisée pour résoudrenumériquement des équations aux dérivées partielles. Celles-i peuvent par exemplereprésenter analytiquement le omportement de ertains systèmes physiques et dealuler par exemple le omportement d'objets même très omplexes, à onditionqu'ils soient ontinus et dérits par une équation aux dérivées partielles linéaire.Ces méthodes numériques sont très employées aujourd'hui. Cette approhe estdérite notamment dans des ouvrages omme [9, 109℄.La méthode de relâhement des noeuds [108℄Cette méthode onsiste à bloquer les noeuds du ligament d'une �ssure tant qu'ilsne sont pas rompus. Lorsqu'un ritère de rupture est satisfait, on en déduit la nou-velle position de la �ssure, et on relâhe les noeuds orrespondants.Il existe plusieurs manières de relâher les noeuds :� Le relâhement instantané est le shéma le plus simple mais le risque de pro-duire des hos numériques est grand en dynamique ;� Le shéma qui onsiste à imposer à la fore de déroître linéairement dans lepas de temps est sans doute le plus répandu.En�n, il existe d'autres variantes du shéma préédent. Par exemple, Malluk etal [92℄ propose un shéma où la fore diminue de façon à maintenir le fateur d'in-tensité des ontraintes K onstant durant le pas de temps. Cette méthode néessitela onnaissane préalable du trajet de �ssure et impose à la pointe de �ssure de sesituer sur un noeud. Elle permet de simuler des ruptures en 2D, mais est beauoupplus di�ile à mettre en oeuvre en 3D lorsque le front de �ssure n'est pas retiligne.Elle a notamment été utilisée par Kobayashi [82℄, Bouyne [135℄, et Yuritzinn [139℄pour l'analyse d'essais de rupture fragile. En dynamique, le relâhement de noeudsprovoque des osillations qui sont peu réalistes en pointe de �ssure.22



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTLes méthodes de remaillage [108℄Pour avoir une bonne approximation des hamps à proximité du front de �ssure,le maillage doit être su�samment �n lors de la propagation. C'est pourquoi, il semblenéessaire de remailler la �ssure lors de sa propagation. Les algorithmes de remaillagesont souvent omplexes et déliats à mettre en oeuvre. On peut extraire deux souresd'erreur. D'abord, après une opération de remaillage, il est néessaire de projeterles hamps de la solution du pas préédent sur le nouveau maillage. Comme lessolutions disrétisées sur di�érents maillages ne sont pas les mêmes, une simpleprojetion ne onduit pas à des hamps en équilibre. Une étape supplémentaire deré-équilibrage est don souvent introduite en prenant garde à onserver fermée lasurfae de �ssure fraîhement introduite par le remaillage. Malheureusement, etteétape de ré-équilibrage ne garantit pas la onservation de l'énergie méanique dusystème pendant la projetion.Ensuite, tout omme pour la méthode de relâhement de noeud, il est néessairede libérer la nouvelle surfae de �ssure. Finalement, es opérations de projetion et derelâhement modi�ent l'énergie du système disret de manière purement numérique.L'in�uene de es mouvements d'énergie sur l'appliation d'un ritère de propagationest étudiée en élastodynamique par Réthoré [113℄.Entre la méthode de relâhement de noeud et le remaillage, le � Moving ele-ment method �présentée par Nishioka [102℄ onsiste à repositionner les noeuds deséléments prohes de la pointe de �ssure pour tenir ompte de sa nouvelle position.L'utilisation d'éléments �nis espae-temps peut aussi être onsidérée omme unevariante des méthodes de remaillage puisque la disrétisation de la géométrie varieau ours du temps. Le prinipe de es éléments est de onsidérer le temps de lamême manière que les variables d'espae, et de remplaer les traditionnels shémastemporels basés sur les di�érenes �nies par des approximations de type éléments�nis, ou même par des formulations de type Galerkin disontinu.Élimination d'éléments (� Element deletion method �) [108℄Cette méthode onsiste à attribuer une valeur prohe de zéro au module de Youngdes éléments satisfaisant un ritère de rupture donné. La masse orrespondante peutaussi être éliminée. Cette méthode simple à mettre en ÷uvre est très utilisée dansle milieu industriel mais elle est également très grossière. L'énergie onsommée parl'avanée de la �ssure dépend de la taille de maille. En e�et, lors de sa propagation,l'énergie d'un élément est annulée ; don plus le volume des éléments est augmenté,plus de l'énergie est dissipée. A�n d'atténuer ette dépendane à la taille de maille,les lois de omportement sont modi�ées en faisant dépendre le taux de restitutiond'énergie à la taille et au volume de l'élément.Les méthodes basées sur la partition de l'unitéLe onept de partition de l'unité (� Partition of Unity Method �) a été intro-duit par Babuska et Melenk [7℄. Cette méthode onsiste à améliorer la qualité de lasolution fournie par la méthode des éléments �nis non pas en ra�nant le maillage,mais en injetant des enrihissements dans la base de fontions a priori prohes dela solution attendue ; Cette méthode s'applique don partiulièrement bien à tout23



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTproblème présentant une singularité ou une ouhe limite dans sa solution. Math-ématiquement, une partition de l'unité de l'espae Ω est un ensemble de fontions
{Ni} qui véri�e notamment la propriété essentielle :

∑

i

Ni(x) = 1 ∀x ∈ Ω (1.21)Si {Φi,p} onstitue une base de fontions, en espèrant qu'elle soit une bonne ap-proximation loale, on peut onstruire et ajouter à ette approximation l'ensemblede fontions {NiΦi,p}. Il faut toutefois être prudent ar rien ne garantit que et en-semble de fontions soit une base, et l'existene de deux fontions trop prohes peutonduire à un mauvais onditionnement de la matrie à résoudre. Si et ensembleonsitue une base de fontions indépendantes, alors on peut enrihir l'approximationde la manière suivante :
u(x) =

∑

i

Ni(x)ui +
∑

i,p

Ni(x)Φi,p(x)ai,p (1.22)L'équation 1.22 permet de se rendre ompte que la fontion Φ(x) peut êtreexatement représentée grâe à la présene de la base de fontions enrihies.En pratique, et pour des raisons de oûts de aluls, on limite l'introdutionde fontions de la base d'enrihissement aux sous-domaines Ωi, i ∈ IΦ où ela estnéessaire. IΦ représente par exemple l'ensemble des noeuds des éléments appar-tenant à la zone que l'on souhaite enrihir. Ainsi on rée une ouhe d'éléments detransition pour lesquels une partie seulement des noeuds est enrihie et qui ne véri�edon plus vraiment la propriété de partition de l'unité. Chessa [25℄ démontre que letraitement de ette zone de transition a des onséquenes sur l'ordre de onvergenede la méthode et propose de masquer l'in�uene des fontions d'enrihissement enéliminant les termes indésirables introduits par les fontions d'enrihissement dansette ouhe d'éléments de transition.Autres méthodes utilisant la partition de l'unité Le onept de partitionde l'unité permet l'introdution d'une fontion arbitrairement disontinue dans lehamp de déplaement. Il ouvre ainsi la porte à une nouvelle approhe de la mod-élisation des phénomènes de rupture. Dans e adre, on distingue :� La modélisation du volume ;� La modélisation de la zone de rupture.Ainsi, les modèles lassiques de la méanique des milieux ontinus (élastique,plastique, visoplastique, endommageable, ...) s'appliquent diretement au volume,tandis que le traitement de la �ssure est réalisé ave la méthode de partition del'unité en :� Ajoutant simplement des fontions � saut �lorsqu'un ritère de rupture estvéri�é ;� Introduisant un segment ohésif qui oupe de manière arbitraire un élémentqu'un ritère désigne omme rompu.24



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTLe premier as est présenté par Simone [126℄ ave une loi non-loale d'endom-magement pour la partie ontinue. L'auteur montre que l'ajout de fontion � saut �per-met de maîtriser le omportement du matériau une fois le dommage ritique atteint.Le seond as représente une avanée importante dans l'utilisation des modèlesohésifs. L'utilisation de la partition de l'unité permet de résoudre les problèmesde trajet de �ssure dépendant du maillage et de raideurs numériques de l'interfae.Cette méthode est en fait très prohe de la méthode X-FEM originale, puisqu'aulieu d'utiliser des fontions singulières en pointe de �ssure, on introduit des zonesohésives ensées être représentatives du proessus de rupture. Cette méthode esttrès prisée, ar elle permet de s'a�ranhir des problèmes d'éléments de transition etd'intégration numérique des fontions singulières.La méthode des éléments �nis étendus X-FEM Basée sur le onept departition de l'unité présenté au paragraphe préédent, la méthode des éléments �nisétendus (� eXtented Finite Element Method �) est une idée originale de Belytshloet Blak [10℄. Les hamps asymptotiques solutions du problème d'une �ssure dansun milieu élastique sont onnus (voir Eq. 1.23 ), et peuvent être exprimés ommeune ombinaison linéaire de la base Fj .
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La onstante de Kolosov est donnée par :
κ =

{

3− 4ν en déformations planes
3− ν

1 + ν
en ontraintes planes

ui(x)r→0 =
∑

j

Fj(x)uij (1.24)
où Fj(x) =

√
r















sin(θ/2)
sin(θ/2) sin(θ)
cos(θ/2)
cos(θ/2) sin(θ)Grâe à la méthode de partition de l'unité, es enrihissements sont ajoutés auhamps de déplaement.Ensuite, Moës et al [107℄ éliminent omplètement les opérations de remaillage enajoutant une fontion disontinue dans la base d'enrihissement (voir Eq. 1.25). Ainsile remaillage ne présente plus une ontrainte lors de la modélisation par éléments�nis de propagation de �ssure. 25



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART
H(x) =

{

+1 si Φ > 0
−1 si Φ < 0

(1.25)où Φ représente la seonde oordonnée du repère loal attahé à la pointe de�ssure. La généralisation de e repère loal est réalisé par Stolarska et al [130℄ enutilisant un ouple de fontions de niveau (Φ,Ψ) qui dé�nissent impliitement laposition du plan et du front de �ssure. Gravouil et al [64℄ généralisent l'utilisationdes fontions de niveau au as tridimensionnel et donnent un shéma numériquepour atualiser les fontions de niveau basées sur la résolution d'équations de typeHamilton-Jaobi.L'enrihissement du hamp de déplaement est réalisé de manière loale selon laposition de l'élément par rapport au plan et au front de �ssure, 'est à dire selon lesvaleurs des fontions de niveau.La stratégie d'enrihissement peut être résumée par ette équation :
u(x) ≃

∑

i

Ni(x).

(

ui +H(xi).ai +
∑

k=1,..4

Fk(xj).bi,k

) (1.26)soit u(x) ≃∑i Ni(x)qi où Ni = {Ni, NiH,NiFk}L'utilisation de la méthode X-FEM, bien que réente, a onnu un vif suès pourdes as de propagation de �ssure très divers :� Rupture par fatigue [36, 64℄ ;� Rupture fragile élasto-dynamique [115, 140℄ ;� Déhirure dutile [135℄ ;� Fissuration multiple [14℄.Grâe à la base de fontion d'enrihissement judiieusement hoisie, la méthodedes éléments �nis étendus permet d'avoir une bonne qualité de solution même avedes maillages relativement grossiers. Cependant, il apparaît ertains as où l'éhellede la struture di�ère beauoup de l'éhelle des phénomènes assoiés à la �ssure (asdes �ssures ourtes par exemple). C'est pourquoi, le ouplage de la méthode X-FEMave des méthodes multi-éhelles peut être envisagé.Méthode des éléments ohésifsLes modèles d'interfae endommageable (dits de zones � ohésives �) sont baséssur le modèle de Dugdale-Barenblatt [8℄. Ce dernier suppose l'existene d'une zone detransition d'une longueur aratéristique en pointe de �ssure à l'intérieur de laquellela séparation des surfaes est progressive. La loi de omportement à l'intérieur deette zone d'épaisseur nulle dé�nit le modèle de la zone ohésive, et onsiste engénéral en une relation liant les ontraintes d'ouverture ave l'ouverture elle-même.C'est la méthode � ohésive �proposée par [24, 97, 103, 143�146℄. Cette méthodes'appuie sur la méthode des éléments �nis. Toutefois, a�n de mieux traîter la fra-turation et le développement et la propagation de la �ssuration dans les matériaux,des interfaes � ohésives �sont insérées entre les éléments le long des diretions26



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART

Figure 1.14 � Desription de l'insertion des interfaes � ohésives � [144℄rystallographiques hypothétiques. En e�et, dans les matériaux réels, la fratura-tion peut intervenir le long des plans rystallographiques dans le groupe d'éléments.La fraturation peut aussi plus probablement intervenir sur un plan donné dû àla ombinaison de la ontrainte résolue et de la dureté de la frature. La Fig. 1.14montre omment sont insérées es interfaes � ohésives �.Dans ette méthode, des interfaes sont dynamiquement insérées à travers ungrain basé sur deux ritères :� La ontrainte normale résolue σ ;� La ontrainte de isaillement τ .Cette insertion d'interfaes est e�etive si :
σ ≥ σcrit (1.27)ou
τ ≥ τcrit (1.28)où σcrit et τcrit sont respetivement les ontraintes normales et de isaillementritiques.Ces valeurs sont obtenues à partir des essais expérimentaux de mono-ristaux.L'évaluation du ritère d'insertion est dérite shématiquement dans la Fig. 1.14.Durant la simulation, la diretion de glissement de haque point d'intégrationdes éléments �nis est obtenue en projetant le gradient de déformation loal, F surhaune des orientations des grains, vi où la variable i représente la diretion del'espae et varie de 1 à 3 :

ri =
Fvi

‖Fvi‖
(1.29)La ontrainte normale résolue, σi est donnée par la relation : 27



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART
σi = (σ.ni).ni (1.30)où ni est la normale au plan de glissement (ni =⊥ ri) et σ le hamp de ontrainteloal au point d'intégration. La ontrainte de isaillement résolue est donnée par larelation :
τi = (σ.ni).ri (1.31)Dès que le test σi ≥ σcrit ou τi ≥ τcrit est positif à un point d'interation donné,l'insertion d'interfaes est aomplie par l'extension d'un veteur ligne des deux�tés gauhe et droit des oordonnées du point d'intégration le long de l'orientationjusqu'à e que le veteur ligne roise la limite des grains (Fig.1.14). A noter que les�ssures sont supposées être droites à travers un grain.Très intéressante sur le plan tehnique, ette méthode présente néanmoins quelquesinonvénients. Tout d'abord, elle introduit un élément d'épaisseur nul, mais de rigid-ité �ni, qui modi�e la rigidité globale de la struture, e qui, en dynamique, pertubele trajet des ondes méaniques. De plus, il faut onnaître le trajet de la �ssure apriori. L'argument le plus souvent reprohé à e modèle est le fait qu'il introduit unedépendane au maillage et la diretion de propagation montre une forte dépendaneà la onstrution du maillage en terme d'orientation et de taille des éléments.C'est ave ette méthode que l'on a omparé nos résultats sur la fragmentationpour un modèle de poutre en tration dynamique uniaxiale.3.4 Les méthodes non basées sur les éléments �nisLa méthode des équations intégrales [39, 79℄Le prinipe de la méthode des équations intégrales onsiste à transformer deséquations aux dérivées partielles dans le volume de la pièe en équations intégralessur le ontour. Historiquement, la méthode des équations intégrales a été développéede deux manières distintes : l'une des deux est une approhe physique intuitive,appelée la méthode des disontinuités de déplaements. Cette approhe onsiste àherher en premier lieu des valeurs des perturbations �tives dont les e�ets surle ontour sont les onditions aux limites spéi�ées, ensuite à aluler le reste desinonnues du ontour qui sont obtenues indiretement. Cette approhe est appelée la� Méthode des Équations Intégrales Indiretes �. L'autre approhe est une approheplus mathématique. Elle est basée sur les théorèmes de réiproité de Maxwell-Betti et la solution élémentaire de Kelvin, qui permettent de relier diretement lesinonnues du ontour aux onditions aux limites. Cette approhe est appelée la� Méthode des Équations Intégrales Diretes �.Le prinipal intêret de ette méthode onsiste à ne mailler que le ontour. Quandune frature intervient, un nouveau ontour est réé et est suseptible de se propageren fontion de l'état des ontaintes. C'est une métode e�ae pour traiter la mé-anique de la rupture dans les régimes statiques, notamment pour étudier les prob-lèmes de fatigue.28



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART3.5 Modélisation de la propagation des ondes de ho [112℄Cette partie est onsarée aux di�érents shémas numériques pour la modélisa-tion de la propagation des ondes de ho. Cette modélisation ne s'applique pas pourle ode aux éléments disrets Mka3D ©, mais pour des méthodes par éléments �nispar exemple. En e�et, le shéma employé est un shéma expliite ave un pas detemps variable pour prendre en ompte l'augmentation de la élérité des ondes.Les ondes de ho sont une des manisfestations les plus intenses et spetaulairesde la non-linéarité. Ces ondes de ho peuvent être d'origine naturelle (explosionsvolaniques, tonnerre) ou onstituer une nuisane sonore assoiée au bruit des trans-ports (bang sonique des avions supersoniques ou des trains entrant dans des tunnels,et.). Les ondes de ho sont aratérisées par une variation brusque de la pression,sur un temps très ourt par rapport à la durée du signal. En onséquene, le spe-tre fréquentiel est très étendu. Les distanes de propagation sont souvent grandeségalement, plusieurs entaines de longueur d'onde.La propagation de es ondes de ho entraîne :
∂2p

∂x2
− 1

c20

∂2p

∂t2
= 0 (1.32)L'Eq.1.32 peut diretement être intégrée [57, 78, 129, 133, 137℄, mais néessite degrandes ressoures de aluls [30℄.Pour palier à e problème, la plupart des études essayent de s'orienter vers desmodèles moins exigeants en ressoure de aluls. Ces modèles ont pour but de fa-toriser l'Eq.1.32. Ainsi, l'Eq.1.32 peut se fatoriser de la manière suivante :
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) (1.33)De ette fatorisation 1.33, seule la seonde partie est onservée, orrespondantà propagation des ondes vers +x :
∂p

∂x
+

1

c

∂p

∂t
= 0 (1.34)Cette Eq.1.34 est nommée équation � one-way �.La vitesse du son dépend de l'amplitude instantanée c ≈ c0 +

βP
ρ0c0

, l'Eq.1.34devient :
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∂T
(1.35)ave P = p
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Lc peut s'érire :
Lc =

1

kβM
(1.36)ave M le nombre de Mah aoustique, β ≈ 3.5 dans l'eau, k le nombre d'ondeet T = ω0(t− x

c0
).L'Eq.1.35 peut s'érire également : 29



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART
∂P

∂X
= µ

∂P 2

∂T
(1.37)L'objetif onsiste ensuite en la résolution de l'Eq.1.37, qui est l'équation deBurger ave la théorie des hos faibles.Pour la résolution de ette équation, il existe deux grandes atégories de méth-odes de résolution :� � shok �tting ;� shok apturing.Quelques référenes sur la propagation des ondes de ho Pour de plusamples information sur le sujet de la propagation des ondes de ho, le leteur peutse référer [19, 28, 111, 132℄4 La méthode des éléments disrets4.1 IntrodutionLa méthode des éléments disrets est une famille de méthodes numériques dédiéeaux géomatériaux. Elle fut introduite en 1971 par Cundall [27℄. Cette méthode sedit disrète dans le sens où on onsidère que haque partiule onstitue une entité àpart entière. On s'intéresse au mouvement de haque partiule interagissant ave sesvoisines. La méthode des éléments disrets a été largement développé dans di�érentsdomaines de la physique es 30 dernières années. Ils ont omme origine l'étude desmatériaux fragiles granulaires, omme le béton, les éramiques. Atuellement, lesméthodes disrètes peuvent également traiter des matériaux de type dutile ommeles métaux ave l'emploi de maillage sans espae interstitiel et ave des méthodesoù les partiules peuvent se déformer et en prenant en ompte les rotations et lesmouvements dans les trois dimensions de l'espae.Ces méthodes utilisent des partiules qui interagissent entre elles par des liensontenant des moments et des fores. Comme ette méthode disrète ne requiertpas une approhe ontinue, elle est très bien adaptée pour traiter la fraturation, lesmatériaux hétérogènes, omme les géomatériaux. Par onséquent, 'est une méthodesuseptible d'intéresser de nombreux domaines, omme la méanique des sols, desrohes, pour le traitement de problèmes géotehniques notamment.4.2 Les di�érents modèles éléments disretsHistoriquement, on peut remarquer, que parmi les méthodes existantes, l'évolu-tion de es méthodes est étroitement liée à la représentation inématique de elle-i.Par la suite, nous allons dérire la méthode des éléments disrets en les lassant selonla rihesse de leur desription inématique. Dans un premier temps, nous dérironsles modèles n'inluant que des translations, ou enore appellés � Distint ElementMethod � [27,70℄ puisque es méthodes sont la genèse de l'ensemble de es méthodes.Nous dérirons ensuite e que l'on appelle les � Lattie models � [21, 124℄ parequ'ils inluent en plus des translations et des rotations dans les trois diretions de30



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTl'espae. Et en�n, � les modèles à partiules déformables � [93℄ qui inluent en plusune desription de la déformation loale des partiules.Distint Element Method [27,70℄ Initialement, les méthodes disrètes perme-ttent d'obtenir pour haque partiule le déplaement en translation que l'on note uipour la partiule i. Son utilisation est adaptée pour des milieux granulaires et leslois.La desription du modèle se fait par l'intermédiaire des lois suivantes :
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l'e�ort d'interation de la partiule j ave la partiule i.Il existe bien entendu d'autres modèles onernant les lois d'interation entrepartiules omme les méthodes � Moleular Dynamis � [65℄ où les lois d'interationsont représentées par des fores normales dérivant de potentiels ou enore la méth-ode � Non Smooth Contat Dynamis � [76℄ où l'interpénétration des partiules estminimisée ave des lois disontinues.Les � Latties Models � [4,21,107,124℄ Les modèles dérits ii sont plus rihespuisqu'ils permettent de prendre en ompte le déplaement en translation u et enrotation θ. Généralement, les lois d'interation entre partiules sont des ressorts oudes poutres. La desription du modèle se fait par l'intermédiaire des lois suivantes :
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j→isont respetivement l'e�ort et le moment d'interation de la par-tiule j ave la partiule i.Bilan sur les � Latties Models �et la � Distint Element Model � Poures méthodes disrètes, la forme des partiules est généralement de forme sphérique,a�n de simpli�er la gestion des ontats et le alul des fores et des momentsd'interation entre les partiules. Par onséquent, l'emploi de es méthodes n'est31



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTpas très adapté pour la modélisation des milieux ohésifs omme des rohes oudes éramiques. L'emploi de partiules sphériques ne permet pas de modéliser toutl'espae. En e�et, il reste des espaes interstitiels entre les partiules. Les matériauxne peuvent don être simulés de manière préise.4.3 Le modèle élément disret employé dans ette thèsePour ette thèse, le ode aux éléments disrets Mka3D ©développé par ChristianMariotti [93℄ a été utilisé. Cette partie a pour but de dérire le prinipe de la méth-ode employée, notamment pour le alul des fores et des moments, le shéma derésolution numérique, ainsi qu'une desription de la forme des partiules.Desription géométrique du systèmeGénéralement, dans les méthodes disrètes, la plupart des auteurs utilisent despartiules de forme sphérique, a�n notamment de simpli�er le alul des ontatsentre les partiules. Toutefois, dans notre as, pour la modélisation de géomatériauxomme le béton ou les éramiques, l'utilisation de sphères pose problème en raisonde l'espae interstitiel vaant entre les sphères, mais également en raison de la di�-ulté pour obtenir des maillages le plus dense possible. Pour ette thèse, nous avonsemployé des partiules de forme soit retangulaire ou des maillages de Voronoi. Avees types de maillages, tout l'espae est modélisé sans volume interstitiel vaant.Desription des paramètresNous allons dé�nir dans e paragraphe les di�érents paramètres du modèle élé-ment disret. La Fig.1.15 permet d'illustrer es dé�nitions.

Figure 1.15On note :� La position initiale du point Xi que l'on note Xo
I , le entre géométrique de lapartiule i.� La distane initiale d'équilibre entre les partiules I et J :
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART� Le veteur normal extérieur initial pour le lien IJ :
n0
IJ =
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I et l'interfae : αI
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Deq
IJ entre X0

I et X0
J . En général, pour un maillage de Voronoi régulier, αI

IJ = 1

2� Les deux veteurs s0IJ et t0IJ qui sont ontenus dans le plan d'interfae entreles partiules I et J . Ces deux veteurs servent de référene a�n d'évaluer latorsion entre les partiules I et J .
n0
IJ ∧ s0IJ = t0IJDe plus, nous alulons, pour haque partiule les axes prinipaux d'inertie,qui forment un repère orthonormé dans lequel la matrie symétrique d'inertie R0

Ise réduit à une matrie diagonale ave les prinipaux moments d'interties ommetermes sur la diagonale. Cette matrie diagonalisée servira de référene pour lesaluls futurs. Pour haque partiule I, nous posons I1, I2 et I3 les prinipauxmoments d'inertie, ave I1 = d2 + d3, I2 = d1 + d3 et I3 = d1 + d2. Dans le repèred'inertie, nous avons :
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Nous supposons que la matrie R0

I
est indépendante du temps. Une matrieimportante pour la dynamique des solides est la matrie D

I
suivante :
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Nous déterminons ensuite les variables inématiques des partiules. Le mouve-ment de la partiule I est entièrement dérit à haque pas de temps t par la positiondes entres de masse, que nous désignons par le veteur position XI et sa matriede rotation Q
I
de la position initiale de la partiule jusqu'à sa position au temps

t. La matrie Q
I
dérit don la rotation qui transporte le repère d'inertie initial dela partiule I au repère d'inertie de la partiule I au temps t dans le référentielgalilléen �xé où les mouvements des partiules sont alulés. La matrie d'inertiedans le repère �xé R

I
au temps t peut par onséquent être érit de ette façon :
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTDe es variables inématiques, nous pouvons dé�nir d'autres variables qui pour-ront être utilisées pour aluler les fores et les moments entre les partiules :� La vitesse linéaire vI :
vI =

dXI

dt� Nous introduisons une arte utile, j : R3 → R
3 × R

3 tel que :
∀x = (x1, x2, x3) ∈ R
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Sinon, nous pouvons dé�nir j tel que :
∀x ∈ R

3, ∀y ∈ R
3, j(x) · y = x ∧ y� Le veteur vitesse de rotation dans le repère �xe ΩI : le veteur de R3 tel que :
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(1.42)� Le veteur vitesse de rotation dans le repère d'inertie ωI : le veteur de R3 telque :
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I

dQ
I

dtNous pouvons érire la relation liant es deux veteurs vitesse de rotation :
ΩI = Q

I
· ωI (1.43)� La distane entre les partiules I et J au temps t :

DIJ = ‖XJ −XI‖� Le veteur normal externe pour le lien IJ au temps t :
nIJ =

1

DIJ
(XJ −XI)� La déformation volumique εI de la partiule I : elle est dé�nie omme étant lasomme de toutes les ontributions des déformations du lien entre la partiule
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART� La déformation volumique interpolée pour le lien (IJ) :
εIJ = αI

IJεI + αJ
IJεJ� La di�érene entre les points P I

IJ et P J
IJ : le point P I

IJ est dé�ni omme laposition du point PIJ au temps t ave le mouvement de orps rigide de lapartiule I, et inversement, le point P J
IJ est dé�ni omme la position du point

PIJ au temps t ave le mouvement de orps rigide de la partiule J .
XIP
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I
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IPIJ and XJP
J
IJ = Q

J
X0

JPIJLa di�érene peut par onséquent être dérite omme le veteur suivant :
∆uIJ = P I

IJP
J
IJ (1.44)

= XJ −XI +Q
J
·X0

JPIJ −Q
I
·X0

IPIJ (1.45)Expression des fores et des momentsNous pouvons maintenant donner l'expression des fores et des moments entreles partiules. L'expression suivante des fores a été adaptée pour simuler le om-portement d'un matériau en élastiité linéaire, mais d'autres expressions du aluldes fores peuvent être dérites permettant une modélisation de as plus omplexes.Cei est possible en additionnant des fores amorties pour dissiper l'énergie dans lematériau.Nous notons E le module de Young, et ν le oe�ient de Poisson pour lematériau. Nous obtenons l'expression suivante pour la fore normale par de la par-tiule J sur la partiule I :
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nIJ (1.46)Cette fore représente la fore de ompression entre les partiules.Pour la fore tangentielle appliquée à la partiule J sur la partiule I, nous avonsette expression :
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) (1.47)Cette fore est la fore de isaillement entre les partiules.Si nous faisons la somme de es deux fores, nous obtenons la fore totale ap-pliquée à la partiule J sur la partiule I, dont l'expression est plus simple.
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARToù σ est le tenseur des ontraintes, et ε le tenseur des déformations.Le premier terme de l'équation (1.49) orrespond au premier terme de l'équa-tion (1.48) (C'est la ontribution de la déformation du lien seul (IJ)), et le seondterme de l'équation (1.49) orrespond au seond terme de l'équation (1.48) (C'estla ontribution de la déformation globale de la fore normale de la partiule I).Le premier moment à être onsidéré est par onséquent le moment induit par lafore totale au entre de masse de la partiule :
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IPIJ) ∧∆uIJ (1.50)En omplément, nous avons besoin également de onsidérer le moment de �exiondu lien entre les partiules I et J . Pour ela, nous avons besoin de prendre en omptele omportement du matériau sous la torsion et la �exion. Si on note Rs
IJ et Rt

IJ lesprinipaux moments d'inertie de la surfae entre les partiules I et J en assoiationave les prinipaux axes s0IJ et t0IJ , nous pouvons érire le moment de �exion sousla forme :
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IJ (1.51)où nous supposons que la �exion et la torsion sont petites, et où nous notons

φn, φs et φt les angles de torsions respetifs autour de l'axe nIJ et l'angle de �exionautour des axes s0IJ et t0IJ .Pour aluler les angles φn, φs et φt, nous utilisons la relation relative des axes
n0
IJ , s0IJ et t0IJ soumis à un mouvement de orps rigides des partiules I et J . Toute-fois, omme les trois mouvements sont ombinés dans les grandes rotations de par-tiules, ette expression est plut�t sous la forme :
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)(1.52)où les oe�ients αn, αs et αt sont déterminés par l'équation de passage (1.51)dans le as des petites rotations.Nous avons par onséquent :
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(1.55)Dans des souis de simpli�ation, nous pourrons ontinuer à noter es oe�ients

αn, αs et αt et nous pourrons utiliser leurs expressions expliites seulement si utilité.36



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ARTNous dé�nissons le moment total appliqué à la partiule J sur la partiule I :
M IJ = M t

IJ +M f
IJAve toutes es fores et es moments, le modèle disret est maintenant omplet.Shéma numérique employéPour déterminer le mouvement de haque partiule soumise à es fores et à esmoments, un shéma numérique expliite de type � Leapfrog �est mis en plae àl'aide des équations de la dynamique :
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∑
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=
∑
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M IJ +M ext
I (1.57)Pour la résolution du système, un shéma numérique expliite de type � Leapfrog �estmis en plae :

ẊI(t) = ẊI(t−∆t) + ẌI(t)∆t (1.58)
XI(t+∆t) = XI(t) + ẊI∆t (1.59)5 Le ritère de rupture de Camaho-Ortiz [24℄L'objet de e paragraphe est l'étude d'une approhe a�n de quanti�er l'endom-magement quand une frature dans le matériau intervient.Contrairement aux approhes préédentes de la fraturation, qui ont été engrande partie fondées sur des théories ontinues de l'endommagement, les auteursCamaho-Ortiz [103℄ ont expliitement suivi l'initiation et la propagation de multi-ples �ssures. Ces �ssures peuvent se diviser en branhes et se fusionner et éventuelle-ment, onduire à la formation de fragments.Dans e modèle, une loi de ohésion, modélisant une diminution progressive dela tension ave l'augmentation de l'ouverture de la �ssure, est introduite. Cette loiohésive détermine le travail de séparation des éléments, ou l'énergie de fraturation,requis pour la formation omplète de nouveaux fragments. Cette loi de fraturationde Camaho-Ortiz a été introduite dans les méthodes des éléments ohésifs a�nde dérire le omportement à la rupture [24, 88, 103, 143�147℄. Un ritère de seuilontr�le l'apparition de l'endommagement : l'endommagement est ativé dès que laontrainte σ devient supérieure à la ontrainte seuil σc.Quand l'endommagement est ativé, la ontrainte loale suit la loi linéaire quiest présentée sur la Fig.1.16. Quand la vitesse de l'ouverture de la �ssure est positive(as de �gure d'un hargement) : 37



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART

Figure 1.16 � Shéma du ritère de rupture modi�é de Camaho-Ortiz et les dif-férentes énergies assoiées [97℄
σcoh

σc
= 1− δcoh

δc
(1.60)Quand l'ouverture de la �ssure atuelle est inférieure à l'ouverture maximaleatteinte durant le alul :

σcoh

σc

= 1− δmax

δc
(1.61)Les Eqs. 1.60 et 1.61 dérivent l'ouverture et la fermeture de la �ssure. L'endom-magement loal D est diretement lié à l'ouverture maximal. Il est ompris entre 0(initiation de l'endommagement) et 1 (le lien est omplétement assé) :

D = min(
δmax

δc
, 1) (1.62)A noter que le hemin de déharge n'est pas onventionnel sur la Fig.1.16 ar ilfait l'hypothèse d'un modèle en une dimension. L'énergie assoiée pour l'ouverturede la �ssure est divisée en une énergie dissipée Ediss et une énergie de reouvrement

Erec. Quand le lien est omplétement assé, l'énergie dissipée totale est :
Gc =

σcδc
2

(1.63)Quand le lien est partiellement ouvert, les énergies Ediss et Erec sont exprimées :
Ediss = D2Gc (1.64)

Erec = σcohδcoh = 2(1−D)
δcoh
δc

Gc (1.65)Quand la �ssure est sur le hemin d'ouverture, et δcoh = δmax, l'énergie de reou-vrement est :38



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART
Erec = 2(1−D)DGc (1.66)Ce ritère de rupture a été mis en plae dans la méthode des éléments ohésifs [24,88,97,103,143�146℄et a fournit de bons résultats dans le domaine de la fragmentationdynamique. On a introduit ette loi dans notre ode aux éléments disrets. Dans laméthode aux éléments ohésifs, des éléments � ohésifs �sont introduits en fontionde ette loi quand la ontrainte loale est supérieure à la ontrainte seuil σc. Paranalogie, dans notre ode aux éléments disrets, la loi a été introduite pour dérirel'évolution de l'ouverture de la �ssure et atualiser l'état de la ontrainte loale enfontion de l'endommagement. C'est une loi de type � disrète �dans la mesure oùla loi est appliquée par lien.6 Conlusion de ette étude bibliographiqueLa modélisation numérique de la fragmentation dynamique est un hallenge, arelle fait intervenir la propagation de �ssures à de hautes vitesses. Les phénomènesphysiques à prendre en onsidération sont nombreux, omme on a pu le voir.Dans e hapitre bibliographique, plusieurs méthodes numériques ont été passéesen revue. Les méthodes énergétiques, s'appuyant sur la loi de Poisson, omme lesmodèles de Grady-Kipp [60℄ ou de Glenn-Chudnovsky [5℄, montrent leurs limitesar elles ne peuvent pas inlure les phénomènes non-linéaires internes, qui agissentégalement sur la formation des fragments et leurs distributions de tailles. Ensuite, lesméthodes lassiques basées sur les éléments �nis montrent aussi ertaines limites, parleurs natures ontinues. L'utilisation de zones ohésives est relativement di�ile àmettre en ÷uvre notamment pour se prémunir de la dépendane au maillage. En�n,les méthodes sans maillage, omme la méthode des éléments disrets, ave leursnatures disrètes, permettent de réaliser des simulations e�aes et bien adaptées àe type de problème.La simulation de la fraturation néessite, en plus d'une méthode de simulationnumérique e�ae, l'insertion d'un ritère de rupture a�n de quanti�er un endom-magement. Dans e hapitre, le ritère de rupture de Camaho-ortiz [24℄ a été étudié.Il est notamment utilisé dans les méthodes � ohésives � [88, 97, 143�147℄ ave debons résultats, mais néessite un temps de alul relativement oûteux pour des asomplexes en deux dimensions.Les deux prohains hapitres vont être l'objet de l'introdution de e ritère derupture dans la méthode des éléments disrets qui a été employée dans ette thèse,a�n de valider l'approhe des éléments disrets pour la fragmentation dynamique.Dans les deux derniers hapitres, un autre ritère de rupture, fondé sur l'introdu-tion de défauts ave une loi probabiliste de Weibull et développé par Denoual [31℄,sera introduit dans la méthode des éléments disrets. Ave e ritère, les simulationsnumériques seront moins oûteuses en temps de aluls et permettront de modéliserdes strutures en trois dimensions à de hautes vitesses de déformation.
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART
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Chapitre 2Modélisation de la fragmentation
Avant proposCe hapitre reprend l'intégralité d'un artile que l'on a soumis en publiation dansle journal � Engineering Frature Mehanis �, érit en ollaboration ave ChristianMariotti au CEA et Jean-François Molinari à l'EPFL.Il est onsaré à la validation du modèle disret pour le traitement de la frag-mentation dynamique. Pour ette partie, le ritère de rupture disret de Camaho-Ortiz [24℄a été implémentée dans le ode aux éléments disrets � Mka3D �.Après un bref rappel de la méthode aux éléments disrets, du ritère de Camaho-Ortiz, nous présentons la desription du modèle de fragmentation qui est un modèlesimpli�é de poutre en une dimension soumise à des fortes vitesses de déformationsprovoquant ainsi la rupture et la fragmentation. L'étude des résultats se base surla onvergene de l'énergie dissipée de fraturation et de l'énergie totale du modèle,le nombre de fragments, la distribution de la taille des fragments et est mise enonfrontation direte ave d'autres modèles de prédition numériques (Méthode deséléments � ohésifs � [88, 97, 143�147℄), ou analytiques (Grady [58�62℄, Glenn etChudnovsky [5℄).
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATIONAbstratThe aim of this paper is to validate the Disrete Element Method (DEM) ap-proah to treat dynami fragmentation problems. The method, whih meshes a do-main with disrete partiles that an possibly debond and ontat, is ideally suitedto model strutures under severe damage. The validation test onsists of a simpleone-dimensional erami beam model, whih is subjeted to intense tensile loading,up to fragmentation. The paper studies the frature energy dissipated (or numberof fragments) during fragmentation as funtion of number of partiles. The obtainedresults are systematially ompared to results obtained through a ontinuum ap-proah. We show that the frature energy dissipated in the DEM onverges to awell-de�ned value whih is funtion of the imposed strain rate and material proper-ties, in lose aordane to ontinuum approahes.IntrodutionSine their �rst use by Hoover et al [70℄ in models for rystalline materials, andCundall and Strak [27℄ for geotehnial problems, disrete elements methods havefound a large �eld of appliations in granular materials, soil, and rok mehanis.These methods model materials using a set of partiles that interat with one anotherby fores and moments de�ned by miro beams. A main ritiism of this approah isthe omputational and memory ost of the simulation. The motion of eah partile,interating with its neighbour partiles, has to be omputed, and a large numberof partiles must be used in order to model the material behavior aurately. How-ever, the apaity to break links between partiles and the easy handling of ontatmake it a natural method for the study of dynami fragmentation, espeially underompressive loading.Dynami fragmentation proesses are ontrolled by omplex physial events andare hallenging for numerial methods. Miroraks initiate at multiple sites, prop-agate dynamially, and eventually oalesene to form fragments. Depending onthe applied strain rate and the material subjeted to the loading, a multitude offragments an be generated, with large variations in sizes and shapes. Knowledgeabout the fragments sizes statistis, and the total energy dissipated is essential inmany appliations suh as rash protetion or blast loading mitigation. As statedabove DEM is an attrative approah to takle fragmentation problems in regimesin whih multiple ontats are expeted to our between fragments. This is thease, in ompressive failure under large on�nement pressures. Yet, to the best ofour knowledge, no prior study has evaluated the apaity of DEM approahes toonverge, with an inreasing partiles number, to a well-de�ned number fragment.The main objetive of the paper is to assess the validity of the DEM approahes.Due to the large number of fragments that are generated, we limit ourselves to asimple one-dimensional beam whih is subjeted to intense loading. Our platformto ondut the simulations is a DEM ode, named Mka3D (M for Mehanis, k forsti�ness between partiles and a for aeleration), whih was developped by one ofthe oauthors [93℄ to model 3D impats and landslides. The next setion desribessome essential features of Mka3d. We also desribe our attempt to model failure ofbonds between partiles with a ohesive law. Setion 3 presents the obtained results.42



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATIONWe study the dependene of the frature energy (and number of fragments) dissi-pated during fragmentation as funtion of partile density, as well as the numberof fragments. A omparison is made with energy models as well as with numerialresults obtained with ontinuum numerial models.1 Presentation of the Disrete Element MethodIn this setion we expose the salient features of disrete element methods, andin partiular those of Mka3D software.1.1 Shape of the partilesIn order to disretize the material for a DEM study, several methods have beensuggested. Most authors working on granular materials use spheres (Shiu W et al[124℄, Calvetti [21℄) so as to simplify the omputation of ontats between partiles.However, this method is not adapted as the interstitial vauum between spheresannot aount for the ompaity of the solid. In this paper, we hoose to de�nepartiles with polygonal shape partiles in order to �ll the whole volume.1.2 Geometrial desription of the systemThe equations of motions are disretized in time and to ompute the motionsof eah partile at eah time interval, one needs to de�ne the fores and momentsapplied on eah partile. We refer to a partile by the position of its enter ofVoronoi. For instane, in Fig. 2.1, partile I is at time t at the position XI . Notethat the interfae between partiles I and J is equidistant to points XI and XJand is orthogonal to vetor XIXJ . For ompleteness, we detail only below how thenormal fore is omputed between partiles.
Figure 2.1 � Desription of two partiles in interationSeveral parameters need to be de�ned for eah partile I. They are the initialposition of the partile X0

I , its mass mI , its volume VI , and its inertia matrix R
I
.In addition, we need to establish the set of parameters neessary to ompute in-terations between partiles. De�nition of the parameters for eah partile and linkbetween partiles. These are :The initial distane between partile I and J : Deq

IJ = ‖X0
IX

0
J‖ (the notation eqmeans equilibrium)The initial normal vetor for link IJ : n0

IJ = 1

Deq

IJ

X0
IX

0
J 43



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATIONThe ponderation oe�ient αI
IJ =

‖X0
I
P 0
IJ

‖

Deq

IJ

(αIJ = 0.5 for the Voronoi meshes)The surfae for the interfae between partiles I and J : SIJThe enter of mass of the planar interfae between partile I and J : PIJThe distane between partiles I and J at time t :
DIJ = ‖XIXJ‖The exterior normal vetor for link IJ at time t :

nIJ =
1

DIJ

(XIXJ)The volumi deformation ǫIv of partile I : it is de�ned as the sum of all ontri-butions of deformation of links between partile I and the surrounding partiles.
ǫIv =

1

V I

∑

J∈VI

αI
IJSIJ(DIJ −Deq

IJ) (2.1)The volumi deformation of link IJ :
ǫIJv = αI

IJǫ
I
v + αJ

IJǫ
J
v (2.2)With these variables, we an de�ne the normal fore for the links between partiles.1.3 Expression of fores and moments between partilesWhen two partiles are in ontat, it is neessary to de�ne the law of interationbetween them in terms of fores and moments. We have two types of fores and onetype of moment to de�ne for a general two-dimensional ase :A normal ompression fore : F n

IJA tangential fore : F t
IJA moment applied to the partile I by the link between I and J , whih ats inthe out-of-plane diretion : M IJBut, for our simple one-dimensional erami model, we de�ne only in this paperthe normal ompression fore F n

IJ . The de�nition of the tangential fore and themoments applied to the partile are fully-detailed in [93℄.The normal ompression fore F n
IJWe note E Young's modulus and ν Poisson's ratio for the material. In the ompu-tation of the normal ompression fore, two terms are de�ned for rak-link between

I and J :A sti�ness fore F ns
IJ

F ns
IJ = knδUnnIJ (2.3)with

kn =
∆Fn

∆Un

=
SIJ

Deq
IJ

∆σn

∆ǫn
=

SIJ

Deq
IJ

E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
(2.4)and δUn = DIJ −Deq

IJ44



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATIONA volumi deformation fore F nv
IJ based on the deformation of both partiles :

F nv
IJ = kn

ν

1− ν
(Deq

IJǫ
IJ
v − δUn)nIJ (2.5)The total normal ompression fore F n

IJ ( the sum of the sti�ness and volumideformation fore) :
F n

IJ = (SIJ
E

(1 + ν)

(DIJ −Deq
IJ)

Deq
IJ

+ SIJǫ
IJ
v

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
)nIJ (2.6)1.4 Numerial shemeWith these fores, the model is now omplete. To determine the aelerations,the system is then solved through the resolution of Newton's dynamis for eahpartile.

mIẌI =
∑

J∈VI

F IJ + F ext
I (2.7)The motion of the partile is solved lassially in onsidering the partile I as asolid of mass mI .The aelerations are integrated �rst to give the veloities. The veloities arethen integrated to give the positions or the rotations at the next step.

ẊI(t) = ẊI(t−∆t) + ẌI(t)∆t (2.8)
XI(t+∆t) = XI(t) + ẊI∆t (2.9)1.5 Cohesive law

Figure 2.2 � Irreversible linear deaying law used in the disrete modelsAn essential feature of our approah is the oupling between the disrete elementmethod and a ohesive law to mode raking and dissipative mehanism. There45



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATIONwe follow the ohesive law adopted in [88, 97, 143�147℄ whih is a variation of theCamaho-Ortiz [24℄ irreversible linear-dereasing ohesive law. (Fig. 2.2)Within this model, a ohesive beam will be inserted at any time, any point, whenthe following is satisfed :
σ(X, t) ≥ σc(X) (2.10)where σc(X) is the loal stress of the bar. A ohesive law, whih links the rak'sohesive stress σcoh to the rak opening distane δcoh desribes the growth behav-ior of the nuleated rak. The proposed initially rigid, linear deaying, irreversibleohesive law is :

σcoh

σc

= 1− δcoh
δc

, for δ̇coh > 0, δcoh = δmax, D < 1.0 (2.11)
σcoh

σc

= 1− δmax

δc
, for δ̇coh < δmax, D < 1.0, (2.12)where σc is the maximum ohesive stress, idential to the loal material stressand δc is the ritial opening distane of the nuleated rak. The maximum rakopening displaement that is attained, δmax, is used as the internal variable thatdesribes the damage development of the ohesive element. Eq.2.11 applies whenthe rak is opening. In Eq.2.12 the rak's opening distane is positive but lessthan δmax (losing or reloading). The monotoni-inreasing damage number D isde�ned as :

D = min(
δmax

δc
, 1.0) (2.13)When D reahes unity, the raking point is ompletely broken, leaving theohesive stress to vanish at any positive δcoh. At this point, the frature energy Gcdissipated by the rak is :

Gc(X) =
σc(X)δc(X)

2
(2.14)When D is between 0 and the unity, the link is damaged but not broken. Thefrature energy G dissipated by the rak is :

G = D2 ·Gc2 Dynami fragmentation of a Cerami beam2.1 Problem de�nitionA one-dimensional bar loated in the region (−L
2
, L
2
) along the X axis is onsid-ered (Fig. 2.3). The bar is linear elasti before frature. The initial onditions of thebeam are :

v(X, 0) = ǫ̇0X (2.15)46
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Figure 2.3 � Initial onditionsIn this paper, we assume that the beam is homogeneous, with the ritial failurestrength σc = 300 MPa and the frature energy Gc = 100 N/m. The materialparameters assumed are those of a �titious erami, with ρ = 2750 kg/m3, E =
275 GPa, and the elasti bar wave speed c = 104 m/s. The ritial rak openingdistane, alulated through Eq.2.14 is 0.667 µm. The length of the bar is L =
50 mm.In the onvergene studies, two types of meshes will be used. The terminology"standard mesh" refers to a mesh in whih the distane between partiles is uniform.By ontrast, "random meshes" have a varying inter-partiles distane. For instaneby a 20% random mesh, we imply that the length of eah partile an vary between
0.8 and 1.2 δL, where δL is the average separation.2.2 Numerial resultsWe ondut in this setion a series of alulations to test numerial onvergeneof DEM at various strain rates. While the number of fragments inreases with strainrate, eah test results share harateristis. These an be visualized in Fig. 2.4,whih represents the evolution with time of the average stress in the beam (leftvertial axis) as well as the number of fragments (right vertial axis), for an appliedstrain rate of 5 × 105 s−1. In this initial model the beam is represented by a totalof 400 partiles. This small number introdues a severe mesh dependeny as allohesive springs between partiles will be broken, i.e. the test yields 400 fragmentsand modelled by 400 partiles. Nonetheless, several essential features an be extratedfrom the �gure.For the evolution of the stress, we have two phases : a �rst phase with a linearlyinrease of the stress until tensile strength ; a seond phase with the derease of thestress orresponding to the opening of the fratures in the model (With our ohesivelaw, the stress do not fall diretly to 0 after the tensile strength).When the stress is equal to 0, all links have a damage equal to 1, and the beamis ompletely fragmented.Molinari, Zhou, Ramesh [144℄ and later Molinari et.al [97℄ have treated thequestion of the onvergene of the fragmentation damage energy for a similar test47
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5× 103 s−1 to 5× 105 s−1.In the proess of fragmentation, we make a distintion between two types of o-hesive energy. We all the �fully broken ohesive energy� the dissipated energy withinlinks that are fully broken (D = 1). We refer to �partially damaged ohesive energy�orresponding to the ohesion energy dissipated by the damaged links, but not fullybroken. The total ohesive energy dissipated is the sum of both ontributions.In the Fig. 2.5, we observe that for all strain rates, we onverge to a a �nitevalue of dissipated ohesive energy. This value of ohesion energy is an inreasingfuntion of the strain rate. For an intermediate strain rate (for example 5×103 s−1),there is less kineti energy to onvert into ohesion energy, whih yields to a lowerdissipated ohesive energy than at higher strain rates.For oarse meshes, the dissipated ohesive energy is diretly proportional to thenumber of partiles. This trend is observed for all strain rates. This severe meshdependene implies that all partiles end up fully broken and thus the fragment sizedepends diretly on the mesh size. It is therefore neessary to have a large numberof partiles to onverge. This required number of partiles inreases with strain rate.We have also studied the in�uene of random mesh for the strain rate of 5 ×
105 s−1. For this strain rate, a random mesh of 20% allows the onvergene of thedissipated ohesion energy with 104 partiles. With the same onditions, a uniform48



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATION

10
2

10
3

10
4

10
5

10
−3

10
−2

10
−1

Number of particles

C
o

h
es

iv
e 

en
er

g
y 

d
is

si
p

at
ed

 (
J)

 

 

5 × 10 5 s −1 Uniform mesh spacing

5 × 10 5 s −1 Random mesh spacing 20%

1 × 10 5 s −1 Uniform mesh spacing

4 × 10 4 s −1 Uniform mesh spacing

1 × 10 4 s −1 Uniform mesh spacing

4 × 10 3 s −1 Uniform mesh spacing

Figure 2.5 � Cohesive energy dependene on mesh size for a one-dimensional beamfragmentation problemmesh onverges to a ohesion energy with 2 × 105 partiles, a fator twenty di�er-ene. Therefore as in [97℄, with random meshes, the model onverges faster thanwith uniform meshes. This result an be explained by the fat that the proess offragmentation is a random proess, whih an be better aptured by a random mesh.This random nature is seen in Fig. 2.6 whih shows a test ase with ǫ̇0 = 5× 103s−1(beam is modelled with 400 disrete partiles). We observe strong (random) vari-ations of the loal damage number at ohesive links (reall that when the damagenumber equals 1, the link is fully broken, whereas a damage number between 0 and1, implies a partially damaged link).

−0.025 −0.02 −0.015 −0.01 −0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Coordinate of the beam (m)

D
am

ag
e 

n
u

m
b

er

Figure 2.6 � Damage artography along the beam (strain rate = 4× 103s−1)49



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATION

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Fragment Sizes (µm)

N
u

m
b

er
 o

f 
fr

ag
m

en
ts

Figure 2.7 � Fragment size distribution orresponding to a 4× 105 partiles meshat strain rate ǫ̇0 = 5× 105s−1 (onverged model)Miller et al [95℄ presented expressions for the average fragment size s̄ in a one-dimensional uniaxial stress ase aording to the Grady [60℄ and Glenn and Chud-novsky [58℄ models. Using the relationship Gc = K2
c /E, these expressions are :Grady :

s = (
24Gc

ρǫ̇20
)1/3 (2.16)Glenn and Chudnovsky :

s = 4

√

α

3
sinh(

φ

3
) (2.17)where

φ = sinh−1[β(
3

α
)3/2] (2.18)

α =
3σ2

c

ρEǫ̇20
(2.19)

β =
3

2

Gc

ρEǫ̇20
(2.20)Glenn and Chudnovsky's theory gives a quasi-stati fragment size estimate :

squasistatic|Glenn−Chudnovsky =
4β

α
=

2EGc

σ2
c

(2.21)Aording to these models, when fragmentation happens, the loal kinetial en-ergy (and elasti energy for Glenn Chudnovsky's model) is onverted into surfaeenergy.These theoretial urves are also presented in Fig. 2.8 for omparison.The omputed variation of the average fragment size s̄ with the applied tensilestrain rate ǫ̇0 is shown in the log-log plots of Fig. 2.8, together with the preditions50



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATIONof existing models for the fragmentation. In Fig. 2.8, we have normalized the averagefragment size s̄ = L0/N0 by EGcσ
2
c , and the strain rate ǫ̇ by cσ3/E2Gc.
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA FRAGMENTATION3 ConlusionsThe main objetive of this paper has been to validate the Disrete ElementMethod to treat dynami fragmentation. For this validation, we have studied thequestion of the ohesion energy onvergene for strain rates from 10 to 107 s−1, andompared our average fragments sizes with other existing fragmentation models. Wehave seen that the DEM results onverge to a well-de�ned ohesive energy and there-fore to �nal number of fragments whih does not depend on mesh density for �neenough meshes. Our numerial results di�er from analytial energy models. How-ever, they are in relatively lose agreement with results obtained through numerialontinuum approahes. This agreement demonstrates that disrete approahes are areliable tool to simulate fragmentation at the mirosopi level. Like �nite-elementmethods, DEM approahes an apture the omplex random proess of damage lo-alization. However, signi�ant advanes will have to be made to model realistimarosopi fragmentation failure. The omputational ost is to date prohibitive totakle 3D fragmentation of strutures of around a meter in size. New theories willhave to be developed to inlude the mirosopi dissipative fragmentation meha-nisms within a homogenized marosopi setting.
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Chapitre 3Éléments disrets en deuxdimensions ave un ritère derupture de Camaho-Ortiz
1 IntrodutionAprès les tests de validation du ritère de rupture de Camaho-Ortiz introduitdans notre méthode disrète sur un modèle simple de poutre en tration dynamique(hapitre 2), une simulation numérique d'une plaque en tration biaxiale a été pro-posée dans e hapitre a�n d'étudier la onvergene des paramètres statistiques dela fragmentation en fontion du nombre de partiules. Ce modèle numérique en deuxdimensions a omme prinipal intêret de voir la robustesse des méthodes employées,d'une part la méthode disrète pour la partie � simulation numérique �, et d'autrepart le ritère de rupture pour quanti�er l'endommagement réé par la fraturation.La seonde dimension rajoute une ertaine omplexité dans le modèle numérique.En e�et, non seulement il faut prendre en ompte une fore supplémentaire suivantl'axe Y , mais également les moments d'inertie, les moments des fores, ompliquantsensiblement les aluls, ainsi qu'une gestion du ontat plus omplexe.En�n, en deux dimensions, le problème de la génération de poussière (toutes lespartiules qui fragmentent) peut intervenir, dû à la gestion des ontats très om-plexe à mettre en ÷uvre. Des études ont déjà été e�etuées sur des modèles en deuxdimensions, omme des tests d'impat de missiles sur des dalles de béton, en don-nant des résultats assez satisfaisants par rapport aux observations expérimentales,mais auune étude n'a été e�etuée à e jour onernant la onvergene de l'énergiedissipée, le nombre de fragments et l'étude statistique de es fragments. Les résultatsde la modélisation numérique jusqu'à présent se sont don fondés sur des données� qualitatitives �.Pour une simulation numérique en une dimension, nous avons vu dans le hapitre2 que, plus la vitesse de déformation imposée est importante, et plus un nombreimportant de partiules sont néessaires pour avoir une indépendane des paramètresstatistiques de la fragmentation. Ce phénomène apparaît également pour e modèleen deux dimensions. Ainsi, nous avons présenté ii nos résultats que pour une vitessede déformation ǫ̇ = 104 s-1, qui est la vitesse maximale pour avoir une onvegenedes paramètres statistiques sans de gros oûts de aluls. 53



CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZDéjà, ave ette vitesse de déformation, un million de partiules sont néessairespour obtenir une onvergene, e qui est onsidérable dans le as d'une méthodeaux éléments disrets. Tous les aluls ont été e�etués en parallèle jusque 64 pro-esseurs sur le superalulteur du CEA. Nous avons également étudié des vitessesde déformations plus élevées, mais sans avoir de onvergene numérique.Dans e hapitre, nous présenterons tout d'abord le modèle étudié, ave les on-ditions initiales et le matériau utilisé, puis, les résultats et les di�érenes obtenusentre di�érents types de maillages seront présentés. En�n, nous émettrons quelquesommentaires sur l'utilisation de e ritère de rupture sur des modèles plus om-plexes.2 Modèlisation numérique ave un ritère de rup-ture de Camaho-Ortiz introduit dans des élé-ments disrets d'une plaque 2D en tration bi-axiale2.1 Les onditions initialesLe modèle présenté ii est une plaque en tration biaxiale.On impose les onditions initiales à l'instant t = 0 de type :
{

V (X, t = 0) = ǫ̇X
V (Y, t = 0) = ǫ̇Y

(3.1)dans notre as ǫ̇ = 104s−1 (la plus forte vitesse de déformation pour laquelle nousobtenons des onvergenes ave des temps de aluls � raisonnables �).La plaque est ensuite laisée libre.Ce modèle présente l'avantage que les partiules sont en tration entre ellessuivant les deux axes X et Y . La loi d'endommagement de Camaho-Ortiz n'étantvalable qu'en tration, elle peut don être ativée suivant es deux axes.2.2 Les paramètres du matériauLe matériau utilisé est le même que elui présenté pour le hapitre 2. Il s'agitd'une éramique, don un matériau � fragile �, et pouvant se fragmenter lors desolliitations dynamiques.Les aratéristiques de ette éramique sont dérites dans le tableau3.1.
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CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZCéramique utilisée :Module de Young E (GPa) 275Densité ρ 2.75Énergie de fraturation σc (N/m) 100Longueur de �ssuration ritique (µm) 0.667Célérité c (m/s) 10000Table 3.1 � Les aratéristiques méaniques de la éramique modélisée2.3 Les di�érents types de maillages utilisésA�n d'étudier l'in�uene du maillage sur les résultats, omme pour le modèle enune dimension, l'étude a porté sur plusieurs types de maillages pour modéliser laplaque :� Un maillage ave des partiule de forme � arré �, où toutes les partiules ontla même surfae ;� Un maillage ave des partiules de Voronoi, où toutes les partiules ont lamême surfae ;� Un maillage ave des partiules de Voronoi ave des surfaes aléatoires.

Figure 3.1 � Maillage� arré � Figure 3.2 � Maillagede Voronoi régulier Figure 3.3 � Maillagede Voronoi aléatoirePour les maillages de Voronoi aléatoires, on introduit la notion de � degré dedispersion �. Ce degré de dispersion représente la apaité d'un maillage d'avoir despartiules de surfae di�érente.
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CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZ3 Résultats3.1 Étude de la onvergene des di�érentes énergies en fon-tion du nombre de partiulesNous nous intéressons ii à l'étude de la onvergene des di�érentes énergies, àsavoir les énergies de ohésion dû à la fraturation, mais également l'énergie inétiqueonsommée par le modèle durant la simulation. Dans l'appellation � énergies deohésion �, nous distinguons trois types d'énergies :� L'énergie de ohésion pour les liens non assés mais endommagés ;� L'énergie de ohésion de rupture, qui est l'énergie dissipée pour les liens assés ;� L'énergie de ohésion totale, qui est la somme de es deux énergies.Ces di�érentes énergies de ohésion sont alulées par l'équation 2.11, qui est enfontion de la ontrainte loale et de l'ouverture de �ssure. L'énergie inétique on-sommée par le modèle est due en partie à la déohésion du matériau, mais égalementà l'énergie potentielle emmagasinée, qui est très faible. Ave le maillage � arré �(Fig.3.4), et le maillage de Voronoi aléatoire (Fig. 3.6), toutes les énergies onvergent. Lemaillage aléatoire assure une onvergene plus rapide que le maillage � arré �, aveune énergie dissipée totale d'environ 2000J, ontre 3000J pour l'autre maillage.
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Figure 3.4 � Étude de la onvergene des di�érentes énergies pour un maillage avedes partiules de forme � arré �en fontion du nombre de partiules
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CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZPar ontre, le maillage de Voronoi régulier (Fig. 3.5) ne permet pas de onver-gene des énergies dissipées. On a des résultats où l'énergie dissipée varie exponen-tiellement suivant le nombre de partiules.
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Figure 3.5 � Étude de la onvergene des di�érentes énergies pour un maillage deVoronoi régulier en fontion du nombre de partiules
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Figure 3.6 � Étude de la onvergene des di�érentes énergies pour un maillage deVoronoi aléatoire (20%) en fontion du nombre de partiules
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CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZ3.2 Les fragmentsDans ette partie, le but est d'étudier le nombre de fragments en fontion dunombre de partiules.
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Figure 3.7 � Nombre de fragments en fontion du nombre de partiules pour unmaillage � arré �
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Figure 3.8 � Nombre de fragments en fontion du nombre de partiules pour unmaillage de Voronoi ave un degré de dispersion de 50 %
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CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZLe nombre de fragments formés est dépendant de l'énergie dissipée par ohésion.Si l'énergie dissipée n'a pas onvergé, le nombre de fragments diverge également.Seuls les résultats pour le maillage � arré �(Fig. 3.7), et pour le maillage de Voronoialéatoire ave une dispersion de 50 % (Fig. 3.8)sont présentés ii. La onvergenedu nombre de fragments est beauoup plus rapide pour un maillage aléatoire deVoronoi que pour un maillage onstant. Pour un maillage de Voronoi aléatoire aveune dispersion de 50 %, le nombre de fragments onverge ave environ 10000 parti-ules, alors que pour un maillage � arré �, 800000 partiules sont néessaires pouravoir seulement un début de onvergene. La ourbe de onvergene est égalementbeauoup plus lisse pour un maillage aléatoire de Voronoi. Ces résultats étaientégalement onstatés pour la simulation de la poutre en tration dynamique ave lesmaillages onstants et aléatoires.3.3 Impat du type de maillage sur la fragmentationL'analyse de la onvergene des énergies dissipées et du nombre de fragmentsmontrent une grande dépendane au maillage. Une onvergene est onstatée pourles maillages à forme � arré �et pour les maillages aléatoires de Voronoi, mais paspour les maillages de Voronoi réguliers ave des surfaes onstantes.

Figure 3.9 � Visualisation de la rupture du nombre de liens rompus par partiuledans la plaque pour un maillage à forme � arré �.Les Fig.3.9, Fig. 3.10 et Fig. 3.11 montrent l'état d'endommagement des liensde la plaque. Sur les maillages � arré �et de Voronoi aléatoire, tous les liens n'ontpas été rompu, et on peut voir sur la Fig. 3.11 les fragments après déplaement. Lesfragments formés pour e maillage sont beauoup moins �ns que pour le maillage� arré �et ont des formes très aléatoires.
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CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZCes formes de fragments aléatoires orrespondent d'ailleurs mieux à la réalité,où le proessus de la fragmentation est un phénomène aléatoire.

Figure 3.10 � Visualisation de la rupture du nombre de liens rompus par partiuledans la plaque pour un maillage de Voronoi régulier

Figure 3.11 � Visualisation de la rupture du nombre de liens rompus par partiuledans la plaque pour un maillage de Voronoi aléatoire ave un taux de dispersion de20%En revanhe, pour le maillage régulier ave des partiules de Voronoi, on peutvoir sur la Fig. 3.10 que la totalité des liens ont rompu dans le milieu de la plaque,ave un e�et de bord beauoup plus marqué que pour les deux autres maillages.60



CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZCes e�ets de bords sont dus à la ré�exion des ondes de ho qui détend les e�ortsdans les liens au niveau du bord de la plaque.Pour des maillages � arré �, la taille des fragments est beauoup plus petite pourun maillage de Voronoi aléatoire, que e soit ave un degré de dispersion de 20 ou
50 %. Les résultats montrent une grande dépendane au type de maillageutilisé.3.4 In�uene du degré de dispersion pour les maillages aléa-toires de Voronoi sur les résultatsNous avons vu que les maillages aléatoires de Voronoi ont une onvergene dunombre de fragments et des énergies dissipées, mais pas les maillage de voronoistandard.Pour essayer de omprendre les phénomènes physiques mis en jeu, nous avonsdon étudié l'in�uene du taux de dispersion (plus e taux est élevé et plus les sur-faes de haque partiule variera) sur les di�érents paramètres de la fragmentation.
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Figure 3.12 � Étude du nombre de fragments en fontion du taux de dispersionpour un modèle numérique omposé d'environ 120 000 partiulesLa �gure 3.12 montre l'in�uene de la dispersion géométrique du maillage surles résultats de la fragmentation.Plus le degré de dispersion géométrique du maillage est élevé, orrespondant àdes maillages où les surfaes de haque partiule peuvent varier d'autant plus, etplus le nombre de fragments est stable. On peut même dire qu'ave un taux dedispersion supérieur à 5 % , le nombre de fragments est onstant pour un modèlenumérique omposé d'environ 120000 partiules.En revanhe, pour de faibles taux de dispersion, les maillages se rapprohent plusdes maillages de Voronoi lassiques, et le nombre de fragments est plus important.Et pour de très faibles taux de dispersion, presque tout le maillage se fragmente,en analogie ave les maillages de Voronoi réguliers. 61



CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZÉtude des artographies des fragmentsNous nous intéressons ii à la artographie des fragments en fontion du degréde dispersion géométrique pour les maillages de Voronoi.

Figure 3.13 � Visualisation de la rupture du nombre de liens rompus par partiuledans la plaque pour un maillage ave un taux de dispersion géométrique de 1%

Figure 3.14 � Visualisation de la rupture du nombre de liens rompus par partiuledans la plaque pour un maillage ave un taux de dispersion géométrique de 2%
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CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZ

Figure 3.15 � Visualisation de la rupture du nombre de liens rompus par partiuledans la plaque pour un maillage ave un taux de dispersion géométrique de 10%3.5 Analyse des résultats du modèle 2DLes résultats exposés ii sont obtenus pour une vitesse de déformation ǫ̇ = 104 s-1,orrespondant à la vitesse où une onvergene était onstatée pour ertains maillagesétudiés (le maillage � arré �, et le maillage de Voronoi aléatoire). Des aluls avede plus fortes vitesses de déformations ont été é�etués, mais sans onvergene dunombre de fragments et des di�érentes énergies dissipées en raison du temps dealuls important.Ce qui ressort de ette étude, est l'extrême dépendane du maillage sur les ré-sultats. En e�et, seul les maillages à partiules � arrées �et les maillages aléatoiresde Voronoi, ave un taux de dispersion géométrique d'au moins 1%, permettent uneonvergene de tous les paramètres statistiques de la fragmentation. Pour les mail-lages de Voronoi réguliers, ainsi que pour les maillages aléatoires de Voronoi aveun faible taux de dispersion (inférieur à 1 %), il n'y a pas de onvergene pour tousles paramètres étudiés.Les prinipales expliations de ette extrême dépendane des résultats au mail-lage sont les onditions initiales de la plaque. En e�et, les onditions du type
V (X, t = 0) = ǫ̇X et V (Y, t = 0) = ǫ̇Y imposent des axes � privilégiés �à 45�,où les vitesses des partiules sont les plus importantes. Sur les maillages de Voronoiréguliers, et pour des faibles taux de dispersion, nous pouvons voir sur la Fig.3.2 quel'orientation des liens entre les partiules est orientée globalement à 40-45 �, orre-spondant aux axes où la vitesse est maximale. En revanhe, les maillages de Voronoioù le taux de dispersion est su�sament élevé permettent de ne pas avoir d'orienta-tion privilégiée. De même, l'orientation des liens pour le maillage � arré �s'éartedes axes à 45�.Ce qui ressort également de es résultats est la dépendane de la onvergene surla nature du maillage. En e�et, omme pour le modèle de poutre en une dimension,les maillages aléatoires se montrent beauoup plus performants sur la qualité et larapidité de la onvergene, et pour tous les paramètres. 63



CHAPITRE 3. ÉLÉMENTS DISCRETS EN DEUX DIMENSIONS AVEC UNCRITÈRE DE RUPTURE DE CAMACHO-ORTIZ4 Synthèse des résultats ave un ritère de rupturede Camaho-OrtizNotre approhe numérique en introduisant un ritère de rupture de Camaho-Ortiz dans des éléments disrets a permis d'obtenir une onvergene de tous lesparamètres statistiques de la fragmentation, que e soit pour des modélisation enune ou deux dimensions.Pour le modèle disret en deux dimensions, même si les résultats ne peuvent pasêtre onfrontés ave des observations expérimentales, ils semblent très enourageants.Les di�érentes statistiques sur les fragments sont omparables à la modélisation de lapoutre en tration dynamique, que e soit pour la distribution de la taille fragments,les tailles de fragments moyens, les onvergenes des énergies dissipées ou du nombrede fragments.Comme limitations, les simulations numériques n'ont été e�etuées que pour desvitesses de déformations jusque 104 s-1. Le nombre néessaire de partiules pour avoirune onvergene des paramètres statistiques sont en e�et dépendants de la vitessede déformation imposée, et plus ette vitesse est élevée, et plus le nombre néessairede partiules sera important. Pour la vitesse de déformation étudiée dans e hapitre
ǫ̇ = 104s-1 , 1 million de partiules étaient néessaires, et les résultats obtenus ontrequis un grand nombre de proesseurs (64 proesseurs) pendant plusieurs jours.Comme autre limitation, ave e ritère de rupture, le maillage doit être su�sa-ment �n (environ 3 fois plus de partiules sont néessaires que le nombre de fragmentstotal) pour avoir une indépendane des paramètres statistiques de la fragmentationsur le nombre de partiules.Ces deux limites rendent impossible la modélisation de la fragmentation dy-namique à de grandes vitesses de déformations sur des as omplexes en deux outrois dimensions.Pour remédier à es limites, deux solutions peuvent être envisagées :� La première onsiste à ra�ner davantage les maillages, pour lesquels tout lesparamètres onvergent ;� La seonde onsiste à introduire un autre ritère de rupture proba-biliste qui est plus prohe de la physique du matériau en introduisantdes défauts de manière probabiliste. Cette seonde solution perme-ttrait une onvergene plus rapide des énergies dissipées ave desmaillages plus grossiers tout en ayant une bonne distribution de lataille des fragments.La première solution n'est pas enviseageable ave les moyens informatiques atuelset ette solution n'est don pas à retenir. Seule la seonde solution est viable. C'estle thème abordé dans le prohain hapitre.
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Chapitre 4Introdution d'un modèleprobabiliste dans une méthode auxéléments disrets
1 IntrodutionNotre objetif est de ombiner un modèle de simulation numérique, en l'o-urene une méthode aux éléments disrets, et un ritère de rupture représentatifdes onstatations expérimentales. L'objet de e hapitre est d'introduire une ap-prohe physique di�érente des premiers hapitres, ave un ritère de rupture quipuisse prendre en ompte non seulement l'hétérogénéité des matériaux fragiles maiségalement leurs défauts pontuels répartis aléatoirement dans le volume suseptiblesd'évoluer et de provoquer une rupture loale.Ce ritère de rupture sera par onséquent bien spéi�que à haque matériau.Il devra également prendre en ompte l'aspet probabiliste observé dans les essaisexpérimentaux. Pour ela, des défauts seront introduits par élément de volume aveune approhe probabiliste. Cette modélisation de la rupture sera plus prohe dela réalité physique des matériaux, et le hallenge est ainsi de voir l'impat de etteapprohe sur la onvergene des paramètres de fragmentation, omme la onvergenedes énergies dissipées, la taille moyenne des fragments, et.Dans un premier temps, nous verrons omment les défauts peuvent avoir unegrande in�uene sur les propriétés méaniques d'un matériau. Notamment ave lanotion d'éhelle qu'ils font intervenir, également sur la ontrainte de rupture. Nousverrons également un bref aperçu des di�érents types d'approhes probabilistes ex-istants.Dans un seond temps, le modèle proabiliste de fragmentation simple de Weibull[134℄, reposant sur le prinipe du maillon le plus faible, sera dérit, pour les as oùla vitesse de déformation est faible (régimes statiques et faiblement dynamique).Ce modèle se révèle être un as partiulier du modèle d'� oultation �de De-noual [31,42℄. Ensuite, le modèle de Denoual sera énoné pour la modélisation de lafragmentation multiple [31, 37, 40�48℄, puis ombiné à notre méthode aux élémentsdisrets.En�n, dans une dernière partie, des premiers tests de validation sur des assimples seront e�etués pour voir la bonne mise en plae de e modèle probabiliste65



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSau sein de la méthode aux éléments disrets.2 In�uene des � défauts �sur les propriétés mé-aniques d'un matériauTous les matériaux ontiennent des � défauts �. Un défaut est un élément étrangerqui perturbe l'ordre théorique du matériau et sa ontinuité. Leurs présenes mod-i�ent par onséquent le fontionnement du matériau et de ses diverses propriétésphysiques, notamment méaniques.Suivant l'éhelle onsidérée, ils sont désignés par des termes di�érents : laune,avité, faute (fautes d'empilement), disloations dans un réseau ristallin parfait, et.La plupart de es défauts sont suseptibles de provoquer la réation de maro �ssuresuivi par une rupture du matériau suivant l'état de la ontrainte loale. Les Fig.4.1 et4.2 montrent des exemples de défauts, omme les di�érents types de disloation, lesformation de avité au sein du matériau, les launes atomiques. Ces simples défauts� ourants �peuvent être la soure de l'amorçage d'une rupture.

(a) Disloation vis (b) Disloation oin () Disloation mixteFigure 4.1 � Une disloation est un défaut à l'éhelle atomique orrespondant àune disontinuité dans l'organisation de la struture ristalline. Elle est suseptiblede provoquer une rupture au sein d'un matériau. [54℄Dans ette setion, seuls les défauts provoquant une rupture seront évoqués.Ce sont les points faibles du matériau. Ils peuvent avoir une forme quelonque, etdes dimensions généralement supérieures au miromètre. Ces défauts sont appelésdes onentrateurs de ontraintes, ar ils provoquent un aroissement loal desontraintes tel qu'il peut être su�sant pour que la résistane intrinsèque du matériausoit atteinte (la résistane intrinsèque est la résistane à la rupture du matériau enl'absene de défauts).L'e�et des défauts est partiulièrement important lorsque leur roissane estinstantanée et entraîne une rupture brutale. Les matériaux fragiles y sont parti-ulièrement sensibles : éramiques, verre, béton.Les défauts sont don un élément fondamental des matériaux. Ils ex-erent un ertain nombre d'e�ets sur la résistane à la rupture.66



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETS

(a) Cavité [12℄ (b) Laune atomiqueFigure 4.2 � Di�érents défauts suseptibles de provoquer une rupture2.1 Le r�le olletif des défautsLes défauts, présents de manière aléatoire dans le volume du matériau, formentdes populations statistiques, et ils sont distribués au sein du matériau. Si l'on on-sidère deux éhantillons identiques d'un même matériau, 'est à dire ayant la mêmeforme et les mêmes dimensions, il n'y a auune raison pour que les défauts qu'ilsontiennent soient identiques en tout point de l'éhantillon.Dans le as d'une population de même nature (la population est dite unique),ils se di�érenient par leurs dimensions, leurs orientations, et leurs positions au seindu solide. A es di�érenes, on peut éventuellement ajouter la forme. Dans le as deplusieurs populations, ils di�èrent en outre par leurs natures.Pour es raisons, le défaut le plus sévère dans haque éhantillon n'aura pasforément les mêmes aratéristiques. Dans le as le plus simple d'une unique pop-ulation, et d'un hamp de ontraintes uniforme, la sévérité des défauts dépend dela taille et de l'orientation par rapport au hamp des ontraintes. Dans le as d'unhamp non uniforme, elle dépend en plus de la position par rapport au hamp desontraintes. Dans le as de plusieurs populations, la nature des défauts est un fateursupplémentaire.On peut don en déduire que les défauts forment des populations oùle hasard intervient. L'étude de es di�érentes aratéristiques doit faireintroduire des lois probabilistes pour bien modéliser es populations dedéfauts, ave une densité de probabilité et une fontion de répartition(Fig.4.3).2.2 Dispersion des ontraintes de ruptureLa rupture de plusieurs éhantillons géométriquement identiques ave un matériauidentique, ne se produit pas sous la même ontrainte, mais plut�t sous des on-traintes di�érentes d'un éhantillon à l'autre. La ontrainte de rupture dépend desaratéristiques du défaut le plus sévère dans haque éprouvette. D'ailleurs, lorsd'essais expérimentaux, l'e�ort à rupture mesuré et la ontrainte à rupture aluléenumériquement présentent une très forte dispersion, de l'ordre de 30 %. Il n'estdon pas raisonnable de proposer une valeur �xe de la ontrainte à rupture pour desmatériaux fragiles, ette variable est par onséquent à essene statistique. 67



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETS

Figure 4.3 � L'étude des aratéristiques des di�érents défauts présents dans unmatériau fait intervenir les lois de probabilité, notamment la loi de Weibull [74℄2.3 Les e�ets d'éhelle : notion de volume e�etif ou de sur-fae e�etiveLa méanique de la rupture fait également intervenir la notion d'éhelle. Aveette notion, la ontrainte de rupture dépend diretement des dimensions de ha-un des éhantillons. Plus les éhantillons sont de grande taille, plus la ontraintenéessaire pour provoquer la rupture est petite. Cet e�et s'explique par le fait queles hanes de présene d'un défaut ritique sont plus grandes lorsque le volume estgrand. La Fig.4.4 illustre e phénomène lors d'essais de tration dynamique sur desépouvettes �ssurées en béton [56℄.A�n de pouvoir omparer la résistane à la rupture pour di�érents hamps deontraintes, modes de solliitation ou volumes, on fait intervenir la notion de volume� e�etif �(ou une surfae � e�etive �pour les as en deux dimensions). Cette vari-able permet d'exprimer la probabilité de rupture sous une forme simple, et unique,quel que soit le hamp de ontraintes.Le volume e�etif se dé�nit omme étant le volume équivalent d'un solide onsti-tué du même matériau qui, soumis de manière uniforme à la ontrainte maximale,aura la même probabilité de rupture que le volume initial, soumis aux solliitationsimposées [29, 68℄.La ontrainte maximale fait référene au maximum de la ontrainte suivant unediretion du hamp des ontraintes sous des solliitations données :
σmax = Max[σ(X, Y, Z)] (4.1)

σ(X, Y, Z) représente la valeur de la ontrainte au point de oordonnées (X, Y, Z).2.4 Les di�érentes approhes probabilistes [84℄La rupture des matériaux fragiles est en général déterminée par la présene depopulations de défauts qui apparaissent tout au long du yle de vie des pièes fab-riquées à l'aide de es matériaux et le hargement appliqué à la struture. La ruptureest un événement aléatoire, et la résistane à la rupture est une variable statistique.Les valeurs de la résistane à la rupture d'éprouvettes identiques présentent une er-taine dispersion. Elles dépendent de la forme et des dimensions des éprouvettes, des68



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETS

(a) Modèle de plaque �ssuréen tration dynamique

(b) Cas d'un hargement � lent � () Cas d'un hargement � rapide �Figure 4.4 � Évolution de la ontrainte ultime en fontion de la largeur d'une plaque�ssurée en béton en tration pour di�érentes vitesses de hargement (Ref. [56℄)onditions d'essai. Elles sont sensibles aux e�ets d'éhelle et au hamp de ontraintes,en raison de la présene de populations diverses de défauts qui sont solliitées demanière di�érente d'une éprouvette à l'autre. Les ontraintes de rupture mesuréessur des éprouvettes données ne sont aratéristiques que de es éprouvettes. Elles nepeuvent être employées telles quelles pour prévoir la rupture de pièes di�érentes,sous d'autres solliitations.Les approhes probabilistes permettent d'établir les relations entre les trois ritèresfondamentaux de la rupture :� Les aratéristiques des populations de défauts ;� Les ontraintes ;� La probabilité de rupture.Les approhes probabilistes de la rupture fragile peuvent être lassées en deuxfamilles prinipales :� Les approhes fondées sur des raisonnements purement statistiques. Elles se69



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSplaent à l'éhelle marosopique, et elles sont de nature phénoménologique.La plus onnue est l'approhe de Weibull ;� Les approhes qui onsidèrent les défauts en tant qu'entités physiques. Ellesreposent sur une desription de la distribution des défauts et néessitent desritères de propagation des défauts (ritère de rupture). On distingue la théoriede la ontrainte élémentaire, et la théorie fondée sur la fontion de distributiondes longueurs de �ssures.Les approhes probabilistes de la rupture fragile reposent sur le on-ept du lien le plus faible. La rupture omplète de la pièe ou de l'élémentde volume onsidéré est provoquée par la roissane brutale du défaut leplus sévère.3 Modélisation d'un proessus de fragmentation sim-ple : approhe probabiliste de Weibull [84℄Après avoir présenté le r�le des défauts sur les propriétés méaniques d'un matériaufragile, et les e�ets d'éhelle assoiés, le modèle probabiliste de Weibull pour la mod-élisation de la fragmentation simple va être exposé.3.1 La genèse de l'approhe de Weibull

Figure 4.5 �Wallodi Weibull(1887-1979)

L'approhe probabiliste de Weibull se lasse dans la familledes approhes phénoménologiques et marosopiques. Le nom deWallodi Weibull est attahé au domaine de la statistique traitantdes durées de vie des matériels et don de l'étude statistique deleur panne. Weibull s'intéressa aux problèmes de résistane desmatériaux, en partiulier à eux de fatigue et de rupture des tubesà vide. C'est pour es domaines d'appliation qu'apparaît en 1939pour la première fois la distribution de Weibull. L'intérêt de ettedistribution, outre ses propriétés analytiques satisfaisantes, est depermettre un bon ajustement d'une grande variété de problèmesde rupture.3.2 Les hypothèses du modèle : prinipe du lien le plusfaibleLe ritère de rupture de Weibull repose sur le prinipe du onept du lien le plusfaible. Ce ritère s'appuie sur deux hypothèses � fortes � :Première hypothèse : la rupture de l'élément de volume ontenant le premierdéfaut ativé entraîne la rupture de toute la struture. Cette hypothèse estbasée sur le onept du lien le plus faible. Le matériau est vu omme une suitede mailles plaées en série.Seonde hypothèse : Les valeurs limites de la résistane à la rupture de haqueélément de volume du matériau sont onsidérées omme des variables aléatoires70



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSindépendantes. L'hétérogénéité du matériau est par onséquent pris en ompteet il n'y a pas d'interation entre les défauts.3.3 Modélisation de l'ativation des défauts par une loi deprobabilité de PoissonLa loi de PoissonEn théorie des probabilités, la loi de Poisson est une loi de probabilité disrète,'est à dire qu'elle utilise des variables � disrètes �que l'on peut � dénombrer �ha-une des issues possibles et leurs donner un numéro. Cette loi permet notamment ladesription d'un nombre d'évènements dans des intervalles spatiaux, omme des sur-faes ou des volumes, orrepondant à notre as d'appliation, l'ativation de défautsdans un volume.Cette ativation des défauts sera par onséquent modélisée par une loi de prob-abilité de Poisson.Dans ette loi, si le nombre moyen d'ourenes dans et intervalle est λ, alorsla probabilité qu'il existe exatement k ourenes (k étant un entier naturel, k =
0, 1, 2, ...) est :

p(k) = P (X = k) =
λk

k!
exp(−λ) (4.2)Appliation de la loi de Poisson à l'ativation des défautsDans notre as, la loi de Poisson est utilisée pour modéliser l'ativation desdéfauts d'un matériau soumis à une ontrainte. L'événenement pontuel est ii l'a-tivation d'un défaut. Ainsi, dans un élément de volume V donné, la population dedéfauts est modélisée par le paramètre λ de la loi de Poisson, qui orrespond àune densité de défauts quand le matériau est soumis à une ontrainte donnée. Leparamètre k, qui doit être une valeur entière prise par une variable aléatoire déter-minant le nombre de défauts ativés présents sur le volume donné. k = 0 orrespondà la survie de l'éhantillon (auun défaut dans l'élément de volume onsidéré), et

k > 1 orrespond à la présene d'au moins un défaut ativé et don à la rupture.En reprenant la loi de Poisson dans l'Eq. 4.2, la probabilité de trouver k défautsdans un volume V est donnée par :
Pk(V ) =

(λV )k

k!
e−λV (4.3)ave λ la densité de défauts par unité de volume et V le volume de l'élémentonsidéré.Pour avoir la probabilité de n'avoir auun défaut qui soit ativé dans l'élémentde volume V onsidéré, orrespondant à la probabilité de survie Ps, la variable kdoit être nulle. L'Eq. 4.3 devient :

Pk=0(V ) = e−λV (4.4)71
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3.4 Caratérisation de la densité de défauts λDé�nition de λ

λ est le paramètre représentant la population de défauts pour le matériau : ilest érit ii sous la forme d'une densité d'ativation des défauts au sein du matériausous une ontrainte loale σ par unité de volume V0. Plus la valeur de la ontrainteloale σ augmente, et plus la densité de défauts ativés est grande. Weibull a donnéune relation de ette densité de défauts ativés λ en fontion de la ontrainte loale
σ, en posant λ0 =

1

V0

:
λ =

1

V0

(

σ

σ0

)m

= λ0

(

σ

σ0

)m (4.5)Ce sont les observations expérimentales qui ont poussé Weibull à hoisir une loipuissane en m pour représenter la variable λ.Dé�nition des paramètres de Weibull [31, 134℄A�n de modéliser la dispersion de la valeur de la densité d'ativation de défauts
λ, deux paramètres ont été introduits par Weibull :� Le paramètre m appelé le module de Weibull ;� Le paramètre λ0

σm
0

appelé le fateur d'éhelle ou paramètre de Weibull.La aratérisation de es paramètres se fait dans le paragraphe suivant.Détermination de la probabilité de ruptureL'Eq. 4.4 donne la probabilité de survie PS de l'élément de volume V onsidéré.La probabilité de rupture, que l'on note PF est don le problème inverse :
PF = 1− PS (4.6)En partant des Eq. 4.4 et 4.6, nous obtenons la probabilité de rupture ave lesparamètres de Weibull :

PF = 1− exp

[

− V

V0

(

σ

σ0

)m]

= 1− exp

[

−V λ0

(

σ

σ0

)m] (4.7)Cette variable PR est la probabilité d'avoir au moins un défaut a-tivé érit en fontion de la ontrainte loale σ et des deux paramètres deWeibull (m et λ0

σm
0

) .72



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETS3.5 In�uene du volume et dé�nition de la variable de volumee�etif ZeffDans le paragraphe préédent, nous avons vu la notion de volume e�etif, oùla ontrainte de rupture dépend diretement des dimensions de l'éhantillon. Nousallons démontrer ii omment le volume d'un éhantillon peut in�uener la ontraintede rupture globale .Nous allons partir d'un éhantillon A en tration uniaxiale ave une ontrainte
σA, shématisé sur la Fig.4.6.
Figure 4.6 � Éhantillon A en tration uniaxiale ave un volume VA et un harge-ment en tration ave une ontrainte σAPour et éhantillon A, la probabilité de survie PA

S s'érit :
PA
S = 1− PA

R (4.8)ave PA
R la probabilité de rupture de l'éhantillon.Considérons à présent un éhantillon B, qui est un montage en série de deuxéhantillons A soumis à e même état de ontrainte (Fig.4.7).

Figure 4.7 � Éhantillon B en tration uniaxiale ave un volume 2 × VA (deuxéhantillons A montés en série) et un hargement ave une ontrainte σAPour et éhantillon B, qui a un volume VB = 2VA , sa probabilité de survie PB
Ss'érit :

PB
S = 1− PB

R = (1− PA
R ).(1− PA

R ) = (1− PA
R )

2 (4.9)Cette équation peut se mettre sous ette forme :
ln(1− PB

R ) = 2 ln(1− PA
R ) (4.10)On peut faire le même raisonnement, ette fois ave un éhantillon de longueur

n fois plus grand (et ave un volume Vn n fois plus grand que le volume VA ) quel'éhantillon A : 73
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ln(1− P n

R) = n ln(1− PA
R ) (4.11)Ainsi, pour un éhantillon de volume V , on peut en déduire une relation entreles di�érentes probabilités de rupture PR , PA

R de l'éhantillon de référene, et lesdi�érents volumes liés V , VA :
ln(1− PR) =

V

VA

ln(1− PA
R ) (4.12)Ainsi, pour un hargement uniaxial homogène dans un éhantillon de volume V ,la probabilité de rupture s'érit :

PR = 1− exp

[

− V

VA

(

σ

σA

)m] (4.13)Cette démonstration sur des éhantillons soumis à une tration uniax-iale permet de montrer que la loi de Weibull prend en ompte le volumeet qu'il a une in�uene sur les ontraintes de rupture.La notion de volume � e�etif � [29, 68℄Lors du paragraphe préédent, la démonstration sur l'in�uene du volume aété e�etuée sur des volumes V soumis à une ontrainte uniforme uniaxiale sansprendre en ompte l'in�uene du hargement sur la répartition des ontraintes dansl'éhantillon. Au sein de et éhantillon, l'ativation de défauts dans une zone modi�eonsidérablement les ontraintes loales aux alentours de es défauts.Pour remédier à e problème, nous pouvons introduire un oe�ient α représen-tatif de l'hétérogénéité des ontraintes au sein de l'éhantillon. Pour ela, nous in-troduisons un volume e�etif Zeff :
Zeff = V α (4.14)la variable Zeff représente le volume que devrait avoir un éhantillon �tif entration, qui soumis à la ontrainte maximale aurait la même probabilité de ruptureque l'éhantillon étudié. Cette variable est alulée par [29, 68℄ :

Zeff =

∫

Ω

(〈σ〉
σF

)m

dΩ (4.15)où σF est la ontrainte prinipale maximale dans la struture.La probabilité de rupture s'érit pour un éhantillon quelonque de volume V ,soumis à une ontrainte maximale dans toute la stuture σm et en introduisant uneontrainte seuil σu d'ativation de la loi :
PR = 1− exp

[

−Zeffλ0

(

σm − σu

σ0

)m] (4.16)74



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSen posant λ0 =
1

V0Nota :La ontrainte σu est la ontrainte en dessous de laquelle la probabilité de ruptureest nulle. A�n de simpli�er les analyses, on onsidérera que σu = 0.3.6 Caratérisation des paramètres statistiques de WeibullDans les paragraphes préédents, nous avons vu que la loi de Weibull fait inter-venir deux paramètres statistiques propres à haque matériau, à savoir le modulede Weibull m et le fateur d'éhelle λ0

σm
0

. Le but de e paragraphe est, dans un pre-mier temps, d'apporter une signi�ation physique à es deux paramètres, et dansun seond temps, de pouvoir les dé�nir ave des grandeurs mesurables que les essaisexpérimentaux peuvent fournir.Le module de Weibull mLe module de Weibull m est un paramètre matériau qui représente l'état dedispersion des défauts pour un matériau donné.� Pour des faibles valeurs du module de Weibull, il y a une grande disparité desdéfauts au sein du matériau engendrant une grande disparité sur les valeursdes ontraintes de rupture au sein du volume V du matériau utilisé.� Pour des valeurs élevées du module de Weibull, au ontraire, il y a une faibledisparité de défauts, ave une faible disparité des ontraintes de rupture ausein du volume V du matériau utilisé.
(a) Module de Weibull faible (b) Module de Weibull élevéFigure 4.8 � Shématisation de la disparité des défauts suivant le module de Weibull

Le paramètre de Weibull λ0

σm
0

[31℄Ce paramètre n'a auune signi�ation physique direte. En quelque sorte, iltraduit la valeur moyenne de la distribution des ontraintes de rupture et l'éhelled'étude pour le matériau. Pour déterminer ave des essais expérimentaux e paramètre,il est don néessaire d'introduire une relation liant le paramètre de Weibull à lavaleur moyenne de la distribution des ontraintes de rupture. 75



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSQuelques valeurs de m :Céramiques 1 < m < 20Bétons 2 < m < 15Fibres éramiques m ≈ 5Composites m ≈ 30Aiers 50 < m < 100Table 4.1 � Quelques valeurs du module de Weibull pour di�érents types de matéri-aux [84℄La variane de la loi de Weibull nous permet d'établir ette relation [31℄ :
σw =

σ0

(Zeffλ0)
1

m

Γ

(

m+ 1

m

) (4.17)ave σw la ontrainte moyenne statistique des ontraintes de rupture et Γ lafontion gamma dé�nit par :
Γ : z →

∫ +∞

0

tz−1e−tdt (4.18)En mettant l'Eq. 4.17 à la puissane m :
σm
w =

σm
0

Zeffλ0

Γm

(

m+ 1

m

) (4.19)On en déduit don la relation :
λ0

σm
0

=

(

Γ
(

m+1

m

)

σw

)m

Zeff (4.20)Détermination expérimentale des paramètres statistiquesL'objetif est de déterminer par des essais expérimentaux les deux paramètresstatistiques de Weibull pour un matériau donné. La détermination de es paramètresexige en général un grand nombre d'essais a�n de prendre en ompte l'aspet proba-biliste. Habituellement, e sont des essais de �exion à trois ou quatre points qui sontréalisés, notamment sur des bans de �exion quatre points, omme nous le montrela Fig.4.9.Ces paramètres sont don dé�nis pour des hargements quasi-statiques.Nous avons don émis l'hypothèse d'étendre es valeurs pour des solliitations quasi-statiques à des solliitations dynamiques, en supposant que la ontrainte ritiqued'un défaut est peu dépendante de la vitesse de hargement. Cette hypothèse peutêtre aeptable lorsque le matériau est fragile, omme les éramiques, les bétons,et. Une faible sensibilité à la vitesse de déformation lors de la rupture des défautsest observée.76
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Figure 4.9 � Ban de �exion à quatre points du Laboratoire de Méanique etMatériaux du génie ivil de l'université de Cergy-Pontoise4 Modélisation d'un proessus de fragmentation mul-tiple : � modèle de Denoual �ou � modèle d'oul-tation �Dans le paragraphe prédent, le modèle probabiliste de Weibull a été présenté.Dans e modèle, seule une modélisation simple peut être modélisée, ave l'hypothèsedu lien le plus faible, entraînant la rupture de l'ensemble de la struture. Toutefois,dans les as où le hargement impose des vitesses de déformation dynamique et oùde nombreuses fraturations peuvent intervenir, e modèle Weibull ne peut plus êtreemployé seul. Il est don néessaire de prendre en ompte l'évolution physique dehaun des défauts au sein de la struture. L'objet de e paragraphe est de présenterle modèle probabiliste de Denoual dénommé enore modèle d'� oultation � [31,37, 40�48℄. Dans e modèle, haque défaut est suseptible d'évoluer ou de resterinatif en fontion non seulement de l'état de la ontrainte loale mais égalementselon l'évolution des défauts dans son voisinage. Les méanismes de la méthoded'� oultation �seront tout d'abord évoqués, qui ont pour but de faire évoluer ounon es défauts, puis l'évolution temporelle et les probabilités d'oultation.Les méanismes du modèle d'� oultation �La diretion des ontraintes est supposée onstante et uniaxiale. La Fig.4.10présente de manière très simpli�ée le shéma de prinipe de l'oultation pour unemeilleure ompréhension physique de e méanisme.Dans un premier temps, un premier défaut est onsidéré au temps T1, suivantl'état de la ontrainte loale σ(T1) au point M1 du domaine. Ce premier défautprovoque une �ssure, réant ainsi une zone � oultée �Z0(T − T1) qui va roîtreave le temps, suivant l'état des ontraintes (T ≥ T1).Dans un seond temps, au temps physique T2, un seond défaut rompt et provoqueune seonde �ssure, produisant une autre zone � oultée �. Par la suite, un troisième,puis un quatrième défaut sont réés. Comme es défauts sont dans des zones � o-ultées �, ils ne peuvent pas se propager.Ce méanisme fait don intervenir deux zones distintes : 77
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Figure 4.10 � Prinipe du méanisme d'oultation [31℄� Une zone non endommagée, où des �ssures peuvent s'amorer ; Cette régionest matérialisée en blan sur la Fig.4.10 ;� Une zone endommagée ou � oultée �, où l'état de ontrainte est déroissantet où auune nouvelle �ssure ne peut s'amorer. Cette zone est matérialisée engris sur la Fig.4.10.Dans la partie préédente, nous avons vu que la distribution des défauts suit unproessus Poissonnien de densité λt[σ(T )] dans l'Eq.4.5.Ainsi, dans le modèle d'� oultation �, pour une ontrainte loale supérieureou égale à σ(T ), l'ensemble des défauts se divise en un ensemble de défauts � o-ultés �(de densité λ0[σ(T )]) et un ensemble de défauts e�etivement rompus (dedensité λb[σ(T )]) :
λb[σ(T )] = λt[σ(T )]− λ0[σ(T )] (4.21)Une nouvelle �ssure est amorée à un point du domaine p si un défaut existe aupoint onsidéré et si e point ne se situe pas dans une zone oultée :

dλb

dt
[σ(T )] =

dλt

dt
[σ(T )](1− P0(T )) (4.22)ave omme onditions initiales λb(0) = λt(0) = 0.Évolution des zones � oultées �Dans les zones où les défauts peuvent se développer, 'est à dire dans les zones� non oultées �, les défauts vont pouvoir se rompre, former des �ssures en engen-drant des zones � oultées �.Le volume oulté Vo représente l'expansion temporelle du volume du défautinitial Z0 qui s'est formé au temps t :

Vo = Z0(T − t) (4.23)
Z0 peut être une surfae ou un volume suivant la dimension du problème étudié.Pour des raisons de simpli�ation d'ériture, la vitesse de propagation des �ssurespeut être supposée onstante. L'Eq.4.23 devient :78
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kC ave C la vitesse de la propagation du son dans le matériau sain. La formedes zones � oultées �est également suposée onstante.

Z0(T − t) = S [kC (T − t)]n (4.24)ave kC la vitesse de propagation des �ssures onstant, C la vitesse de propaga-tion du son dans le matériau sain (C =
√

E
ρ
) et S un paramètre de forme.Pour le paramètre de forme S, pour un as en trois dimensions, les défautspeuvent être assimilés à des sphères, et S = 4

3
π.Pour un as d'expansion en 2D, le as le plus usuel est S = 2π, orrespondant àla surfae d'un disque.Le oe�ient k permet l'ajustement de la vitesse maximale de propagation dela �ssure. De nombreuses études expérimentales ont été onsarées à l'étude dee oe�ient [31℄ et ont permis d'admettre que la vitesse kC d'une �ssure tendrapidement vers une asymptote que l'on peut approximer par 0.38C. Pour toute lasuite de e projet, on a pris omme valeur k = 0.4.Nota :Le paramètre n représente la dimension du problème étudié pour lapropagation des défauts. Ainsi, pour un problème global en trois dimensions, lesdéfauts peuvent être modélisés en deux ou trois dimensions. Pour notre projet, nousavons fait l'hypothèse que les défauts onstitués sont des surfaes, et la dimensiondu problème pour la modélisation des défauts est don n = 2.La probabilité d'oultationLa probabilité est la probabilité pour qu'un point p du domaine étudié au tempsphysique T soit oulté, où il ne peut y avoir d'amorçage ou de roissane d'une�ssure. Pour dé�nir ette probabilité, on peut regarder le problème inverse si dansle passé du point onsidéré il y a un défaut qui est suseptible de l'oulter. Deuxzones peuvent être distinguées. Dans une première zone, l'amorçage d'un défaut autemps t < T n'a auune in�uene sur le point p. Dans une seonde zone, tout défautrompu oultera le point p.La probabilité d'oultation P0(T ) est érite omme le produit de probabilitésélémentaires ∆P 6∃(t) pour qu'il n'y ait pas de nouveaux défauts au ours d'un inré-ment de temps ∆T dans une zone Z0(T − t) :

1− P0(T ) =
T
∏

t

∆P 6∃(t) (4.25)Comme pour le modèle de Weibull, l'amorçage des défauts pendant une durée
∆T suit également un proessus Poissonnien d'intensité dλt

dt
[σ(t)] :

∆P 6∃(t) = exp

[

−dλt

dt
[σ(t)]∆Z0(T − t)

] (4.26)La probabilité P0(T ) devient alors : 79
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1− P0(T ) =

T
∑

t=0

dλt

dt
[σ(t)]∆Z0(T − t) (4.27)soit enore de manière ontinue :

P0(T ) = 1− exp

[

−
∫ T

0

dλt

dt
[σ(t)]Z0(T − t)dt

] (4.28)4.1 Caratérisation d'une variable d'endommagementA�n d'implémenter de modèle probabiliste au sein d'un ode de alul numérique,il est néessaire d'introduire un endommagement ainsi qu'une loi de son évolu-tion temporelle. Cette implémentation numérique exige une desription ontinuede l'altération des ontraintes par les défauts. Dans e paragraphe, nous dé�nironstout d'abord ette variable d'endommagement, puis son évolution temporelle.Dé�nition de la variable d'endommagement DLa variable P0(T ), dans l'Eq.4.28 a été introduite, qui est la probabilité qu'unpoint soit oulté par un autre défaut. Cette variable traduit don en quelque sortedes � surfaes d'endommagement �où des maro défauts inhibent tous les autresdéfauts puisque le matériau est endommagé.Cette variable P0(T ) peut être un estimateur pour une variable d'endommage-ment D :
D(T )

.
= P0(T ) (4.29)Évolution temporelle de l'endommagementA�n d'introduire et endommagement dans notre ode aux éléments disrets,nous devons disposer d'une ériture inrémentale dérivant l'évolution de l'endom-magement pour haque pas de temps de alul. En partant des Eq.4.28 et 4.29, onobtient la relation suivante :

dn−1

dtn−1

(

1

1−Di

dDi

dt

)

= λt[σi(t)]n!S(kC)n (4.30)où σi(t) est la ontrainte loale.Cette loi d'évolution est ativée que lorsque dσi

dt
> 0 et σi > 0.Lorsque dσi

dt
< 0 ou σi ≤ 0, l'évolution de l'endommagement est interrompue.Atualisation des ontraintesEn introduisant ette variable d'endommagement D, nous pouvons par on-séquent atualiser les ontraintes � marosopiques �Σ ave les ontraintes � e�e-tives �σ :80
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Σ = (1−D)σ (4.31)Ainsi, quand la variable d'endommagement sera nulle, le lien ne sera pas en-dommagé et la ontrainte marosopique sera égale à la ontrainte e�etive. Quandla variable d'endommagement vaudra l'unité, le lien sera omplétement assé et laontrainte e�etive sera nulle.Nota :Dans leurs di�érents travaux, les auteurs Denoual, Forquin et Hild utilisent lanotion d'anisotropie de l'endommagement, pour dérire dans les trois diretions del'espae l'altération des ontraintes. Dans e travail de thèse, a�n d'étudier le om-portement du modèle probabiliste de es auteurs, nous avons seulement implémentéla tration uniaxiale de l'endommagement, sans tenir ompte de ette anisotropie.Cette hypothèse est valable pour des as tests uniquement en tension qui sont pro-posés dans e travail.Le leteur peut se référer aux référenes [31, 37, 43�45, 48℄ pour l'anisotropie del'endommagement.En outre, Forquin et Hild [42℄ montre que le modèle de Weibull est un as parti-ulier du modèle d'oulation : dans le as d'une fragmentation simple, la probabilitéd'oultation orrespond à la probabilité de rupture énonée par Weibull tandis queette même probabilité d'oultation orrespond à la variable d'endommagementénonée par Denoual dans le as d'une fragmentation multiple.En�n, le leteur peut également se référer à es mêmes référenes pour avoir desnotions fondamentales omme l'adimensionnement du modèle de fragmentation, latransition entre fragmentation simple et multiple.5 Implémentation du modèle d'endommagement prob-abiliste dans le ode aux éléments disretsDans les parties préédentes, le modèle d'� oultation �des auteurs Denoual,Forquin et Hild ont été exposés pour une fragmentation multiple, ainsi que le mod-èle probabilite de Weibull dans le as d'une fragmentation simple, qui est un aspartiulier du modèle d'� oultation �.L'objetif de e paragraphe est d'appliquer e modèle d'� oultation �pour intro-duire un endommagement au niveau des liens entre les partiules dans notre méthodeaux éléments disrets. Dans un premier temps, nous évoquerons le fait d'introduireune ontrainte seuil d'ativation aléatoire a�n d'amorer le proessus d'endommage-ment du modèle d'� oultation �. Puis, dans un seond temps, l'ériture inrémen-tale de l'endommagement de e modèle (Eq.4.30) sera intégrée de manière formellepour être implémentée au sein de la méthode aux éléments disrets.5.1 Introdution d'une ontrainte seuil σk aléatoireJusqu'à présent, le alul de la densité de défauts donné par l'Eq.4.5, s'e�e-tuait pour une ontrainte marosopique uniaxiale σ homogène. Cette hypothèseest orrete dans le as où les variations de la ontrainte autour de la moyenne81



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSsont faibles. Toutefois, dans le as de matériaux ave des variations de la ontrainteautour de la moyenne plus importantes, les éarts-types de ette ontrainte maro-sopique ne sont plus négligeables. Il est don néessaire d'introduire une ontrainteseuil aléatoire σk pour haque lien. Cette ontrainte orrespond à la ontrainte seuild'ativation des défauts et est déterminée de manière probabiliste à l'aide d'une loide Weibull.Détermination du nombre des défauts pour un lien en fontion de laontrainte seuil σkLe nombre de défauts Nl pour le lien l onsidéré de volume élémentaire ZELdevient :� Si σ < σk : Si la ontrainte dans un lien est inférieure à la ontrainte seuild'ativation σk de e lien, il n'y a auun défaut dans le volume du lien :
Nl = 0 (4.32)� Si σ ≥ σk : Si la ontrainte dans un lien est supérieure ou égale à la ontrainteseuil d'ativation σk de e lien, le nombre de défaut ativé est :

Nl = ZELλ0

(

σ − σk

σ0

)m (4.33)ave ZEL le volume élémentaire pour le lien onsidéré.Détermination de la ontrainte seuil d'ativation σk pour haque lienDans e modèle, haque lien a une ontrainte seuil d'ativation des défauts, quiest déterminée de manière probabiliste suivant le volume élémentaire du lien. Lavaleur de ette ontrainte d'ativation σk est établie en utilisant un générateur denombres aléatoires réel p ∈ [0; 1] et en utilisant une loi de Weibull :
p = 1− exp

[

−ZELλ0

(

σk

σ0

)m] (4.34)ave ZEL le volume élémentaire du lien onsidéré.L'Eq.4.34 permet d'établir diretement la valeur de la ontrainte seuil d'ativa-tion σk en fontion de e générateur, des paramètres statistiques de la loi de Weibullet du volume élémentaire du lien :
σk = m

√

− ln(1− p)

ZELλ0

σm
0 (4.35)L'avantage de ette méthodologie est que l'on introduit la ontrainte seuil d'a-tivation σk de manière probabiliste et il y a non seulement une variation aléatoiredes propriétés méaniques du matériau à l'éhelle globale, notamment pour le al-ul de la probabilité de rupture, mais aussi à l'éhelle loale, 'est à dire à l'éhelled'un lien. Ainsi, le matériau est dès lors dé�ni par un ensemble d'élémentsdisrets, et sa modélisation est ouplée ave toute la struture.82



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETS5.2 Dimensionnement du problèmeDans l'Eq.4.30, la variable n matérialise le dimensionnement du problème pourdérire le omportement géométrique des défauts.Pour modéliser des problèmes en trois dimensions, omme des as de barres deHopkinson en 3D, nous pouvons avoir deux dimensionnements possibles pour leomportement géométrique des défauts :� soit la modélisation des défauts se fait par une expansion de � défauts plans �,réant ainsi des surfaes d'endommagement. Dans e as, la variable de di-mensionnement n vaut deux (2D) et nous devons intégrer deux fois la loid'évolution ;� soit la modélisation des défauts se fait par expansion de avités, réant ainsinon pas des surfaes mais des volumes d'endommagement. Dans e as, lavariable de dimensionnement vaut 3 (3D) et la loi d'évolution doit être intégréetrois fois.5.3 Desription du hangement de variable utiliséNous allons intégrer dans le temps la loi d'évolution d'endommagement de l'eq4.30.Pour ela, nous allons poser :
1

1−Di

dDi

dt
= X (4.36)Ave e hangement de variable, l'équation 4.30 s'érit de la manière suivante :

dn−1

dtn−1
X = λt[σi(t)]n!S(kC)n = λ0

(

σi(t)

σ0

)m

n!S(kC)n (4.37)On peut également poser :
α =

λ0

σm
0

n!S(kC)n (4.38)La fontion λt[σi(t)] dépend de la fontion temporelle σi(t) qui peut être déritede la façon suivante :
σi(t) = σi(0) + t∆σi (4.39)ave σi(0) la valeur de la ontrainte σi au début du pas de temps onsidéré (soità t = 0).La dé�nition de ∆σi, qui est la variation de la ontrainte σi pendant le pas detemps onsidéré est :
∆σi =

σi(t)− σi(0)

t− t0
(4.40)ave t0 = 0 le début du pas de temps onsidéré. 83



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSEn posant β = σi(0) et les hangements de variable aux Eq.4.36 et 5.5, l'Eq.4.37peut se réérire de ette manière :
dn−1

dtn−1
X = α(β + t∆σi)

m (4.41)La loi d'évolution temporelle de l'endommagement est intégrée pour haque pasde temps de alul dans le ode aux éléments disrets, soit entre 0 et t, ave t lalongueur temporelle du pas de temps onsidéré.Remarques :L'évolution de l'endommagement fait intervenir σm. Pour des raisons de onver-gene, nous ne pouvons don pas intégrer de manière numérique l'Eq. 4.37. Cetteloi d'endommagement, s'appuyant diretement sur l'ériture de la loi de Weibull,varie ave la puissane du module de Weibull. La valeur de l'intégrale serait dontrès dépendante du pas de temps utilisé. Pour remédier à es problèmes, il est donnéessaire d'intégrer de manière formelle es intégrales.5.4 Intégration formelle de la loi d'endommagement pour l'-expansion de défauts � surfaique �(2D)Dans le as où les défauts sont modélisés par des surfaes d'endommagement,l'Eq. 4.37 devient :
dX

dt
= 2.λt[σi(t)]S(kC)2 = α(β + t∆σi)

m (4.42)ave :
{

α = 2. λ0

σm
0

S(kC)2

β = σi(0)Calul de la fontion XLe alul de la fontion X onsiste à intégrer sur un pas de temps la dérivée dela fontion X entre 0 et t.Le alul de ette intégrale est :
X = X0+

∫ t

0

Ẋdt = X0+

∫ t

0

α(β + t∆σi)
mdt = X0+

[

α (β + t∆σi)
m+1

(m+ 1)∆σi

]t

0

(4.43)La fontion X est alors :
X = X0 +

α(β + t∆σi)
m+1

(m+ 1)∆σi
− αβm+1

(m+ 1)∆σi
(4.44)ave X0 la valeur de la fontion X au début du pas de temps onsidéré.84



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSCalul de l'intégrale de la fontion XLe alul de l'intégrale de la fontion X onsiste à intégrer sur un pas de tempsde longueur t la fontion X , 'est à dire entre 0 et t.Le alul de ette intégrale s'érit :
∫ t

0

Xdt =

∫ t

0

(

X0 +
α(β + t∆σi)

m+1

(m+ 1)∆σi
− αβm+1

(m+ 1)∆σi

)

dt (4.45)
=

[

t

(

X0 −
αβm+1

(m+ 1)∆σi

)

+
α(β + t∆σi)

m+2

(m+ 1)(m+ 2)∆σ2
i

]t

0L'intégrale devient :
∫ t

0

Xdt =t

[

X0 −
αβm+1

(m+ 1)∆σi

]

+
α(β + t∆σi)

m+2

(m+ 2)(m+ 1)(∆σi)2
(4.46)

− αβm+2

(m+ 2)(m+ 1)(∆σi)25.5 Intégration formelle de la loi d'endommagement pour l'-expansion de défauts � volumique �(3D)Dans le as où les défauts sont modélisés par des avités volumiques, l'Eq. 4.37devient :
d2X

dt2
= 6.λt[σi(t)]S(kC)3 = α(β + t∆σi)

m (4.47)ave :
{

α = 6. λ0

σm
0

S(kC)3

β = σi(0)Calul de la dérivée de la fontion XLe alul de la dérivée de la fontion X onsiste à intégrer la dérivée seonde dela fontion X sur un pas de temps, 'est à dire entre 0 et t.Le alul de la dérivée de la fontion X s'érit alors :
Ẋ = Ẋ0 +

∫ t

0

Ẍ(t)dt = Ẋ0 +

∫ t

0

α(β + t∆σi)
m = Ẋ0 +

[

α(β + t∆σi)
m+1

(m+ 1)∆σi

]t

0

(4.48)La fontion X est alors :
Ẋ = Ẋ0 +

α(β + t∆σi)
m+1

(m+ 1)∆σi
− αβm+1

(m+ 1)∆σi
(4.49)ave Ẋ0 la valeur au début du pas de temps de la dérivée de ette fontion. 85



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSCalul de la fontion XLe alul de la fontion X onsiste à intégrer la dérivée de la fontion X sur unpas de temps :
X =X0 +

∫ t

0

Ẋ(t)dt

=X0 +

∫ t

0

(

Ẋ0 +
α(β + t∆σi)

m+1

(m+ 1)∆σi
− αβm+1

(m+ 1)∆σi

)

dt

=X0 +

[

α(β + t∆σi)
m+2

(m+ 2)(m+ 1)∆σ2
i

]t

0

+

[

t

(

Ẋ0 −
αβm+1

(m+ 1)∆σi

)]t

0

(4.50)La fontion X vaut alors :
X = X0 + t

[

Ẋ0 −
αβm+1

(m+ 1)∆σi

]

+
α(β + t∆σi)

m+2

(m+ 2)(m+ 1)(∆σi)2
(4.51)

− αβm+2

(m+ 2)(m+ 1)(∆σi)2ave X0 la valeur de la fontion X au début du pas de temps.Calul de l'intégrale de la fontion XLe alul de l'intégrale de la fontion onsiste à intégrer la fontion X sur un pasde temps :
Y =

∫ t

0

X(t)dt =
1

2
t2
[

Ẋ0 −
αβm+1

(m+ 1)∆σi

] (4.52)
+t

[

X0 −
αβm+2

(m+ 2)(m+ 1)(∆σi)2

]

+

∫ t

0

(

α(β + t∆σi)
m+2

(m+ 2)(m+ 1)(∆σi)2

)

dtCette intégrale devient alors :
Y =t

[

X0 −
αβm+2

(m+ 1)(m+ 2)(∆σi)2

] (4.53)
+
1

2
t2
[

Ẋ0 −
αβm+1

(m+ 1)∆σi

]

+
α(β + t∆σi)

m+3

(m+ 3)(m+ 2)(m+ 1)(∆σi)3

− αβm+3

(m+ 3)(m+ 2)(m+ 1)(∆σi)386



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETS5.6 Calul de l'endommagement D à haque pas de tempsAprès avoir intégré n fois la variable X de l'Eq.4.36, on va s'intéresser à présentau alul de l'endommagement à la �n du pas de temps onsidéré. Le alul de l'en-dommagement onsiste en la résolution d'un shéma d'évolution de type expliite.On part de l'équation 4.36 :
1

1−D

dD

dt
= X = − d

dt
ln(1−D) (4.54)L'ériture inrémentale devient alors :

ln

(

1−Dt+∆t

1−Dt

)

= −
∫ t

0

X(t)dt (4.55)On fait le hangement de variable suivant, orrespondant :
∫ t

0

X(t)dt = Y (4.56)À partir de l'ériture inrémentale établie dans l'Eq. 4.55, on en déduit la valeurde l'endommagement à la �n du pas de temps onsidéré :
Dt+∆t = 1 − (1 − Dt) exp(−Y ) (4.57)Il s'agit d'un shéma de alul expliite et 'est sous ette forme qu'est implé-mentée l'endommagement dans le ode aux éléments disrets.Remarques :L'endommagement est implémenté dans la surfae (modélisation en deux dimen-sions) ou dans le volume (modélisation en trois dimensions) de haque lien, entredeux partiules.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETS6 Tests de validation de la loiAprès avoir montré les fondements mathématiques du modèle probabiliste deWeibull, nous allons à présent e�etuer di�érents tests de validation. Dans un pre-mier temps, des tests � benhmarks �seront proposés à partir de as simples en unedimension, a�n de voir le omportement du modèle et de omparer nos di�érentsrésultats ave eux de Denoual [31℄. Dans un seond temps, nous e�etuerons destests de tration dynamique sur des barres en une dimension ou de tration biaxialede plaques en deux dimensions. Ces tests sont semblables e�etués aux hapitre 2et 3 et permettront de omparer diretement les résultats de es deux approhes.6.1 Test de tration dynamique sur deux partiulesNous allons ommener par un test simple : un test de tration en régime dy-namique modélisé sur deux partiules. Dans e test, une partiule est enastrée, etsur la seonde partiule, un déplaement de type v = ε̇x est imposé. L'introdutiondes défauts, et de l'endommagement résultant suivant la ontrainte loale, se fait auniveau de la surfae du lien. Les onditions aux limites sont illustrées sur la Fig.4.11.

Figure 4.11 � Les onditions aux limites du test de tration dynamique sur deuxpartiules et un lienLe matériau utilisé est une éramique dont les aratéristiques sont dérites dansle tableau 4.2.Ce test permet de véri�er :� l'évolution temporelle de l'endommagement ; Pour ette étude, le module deWeibull m pourra varier entre 5 et 15, ave tous les autres paramètres dumatériau onstant. La vitesse de déformation sera onstante : ε̇ = 5.105 s.-1.� l'évolution de la ontrainte ultime en fontion de la vitesse de déformationimposée. Dans ette on�guration, le module de Weibull sera onstant (m =
9.3), et la vitesse de déformation variable, ε̇ variant de 104 à 107 s-1.88



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSParamètres S-SiCModule de Young E (GPa) 410Coe�ient de Poisson ν 0.15Densité ρ 3.15Module de Weibull m 5 à 15Contrainte moyenne σw (MPa) 370Volume e�etif Zeff (mm3) 1.70Célérité c (m/s) 11408Table 4.2 � Les paramètres de la éramique SiC utilisée [31℄Évolution temporelle de l'endommagementOn va s'intéresser à étudier l'évolution temporelle de l'endommagement en fon-tion du module de Weibull m, qui varie de 5 à 15. En dehors du module de Weibull,l'ensemble des paramètres aratéristiques sont donnés dans la table 4.2. Commeon l'a vu dans les préédents paragraphes, e module permet de aratériser la dis-persion des défauts dans un matériau. Lorsque e module est élevé, la disparité desdéfauts est d'autant plus faible, ainsi que la disparité sur les valeurs des ontraintesd'ativation des défauts. Ainsi, pour un même matériau, où seul le module de Weibullest variable, l'évolution de l'endommagement sera plus rapide ave un module deWeibull plus élevé. En e�et, la disparité des défauts étant beauoup plus faible,ainsi que les ontraintes d'ativation, la plupart des défauts s'ativeront presque enmême temps, favorisant ainsi un endommagement plus rapide qu'ave un plus faiblemodule de Weibull.

Figure 4.12 � Évolution de l'endommagement en fontion du module de Weibullpour une vitesse de déformation ε̇ = 5.105 s-1 89



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSLa Fig.4.12 illustre très bien e phénomène physique, où est représentée l'évolu-tion de l'endommagement pour trois modules de Weibull di�érents.Remarques :Le pas de temps utilisé dans ette simulation est de l'ordre de 10−11s orrespon-dant au pas de temps optimal. Les résultats in�uent très peu suivant le pas de tempslorsqu'il est plus faible que le pas de temps optimal.Étude de la ontrainte ultime en fontion de la vitesse de déformationLe but de e test est d'étudier la ontrainte ultime en fontion de la vitesse dedéformation ε̇ de la même éramique que le préédent test, mais ave un module deWeibull m = 9.3, orrespondant exatement à la éramique dans la référene [31℄.Les di�érentes expérienes dans le génie ivil, où l'utilisation des bétons est prédom-inante, ont permis d'observer que les matériaux fragiles, omme les éramiques oules bétons, sont très sensibles aux vitesses de déformation imposées. Cette grandesensibilité aux vitesses de déformation se retrouve prinipalement dans les seuils derésistane aussi bien en tration qu'en ompression.

Figure 4.13 � Contrainte ultime σmax en fontion de la vitesse de déformation pourun module de Weibull m = 9.3La Fig.4.13 illustre e phénomène physique, à savoir l'augmentation de la résis-tane apparente en tration ave la vitesse de déformation.Pour des vitesses de déformation inférieures à 105s-1, l'augmentation de la on-trainte ultime de rupture en fontion de la vitesse de déformation est relativementfaible. Ainsi, pour une vitesse de déformation ε̇ = 104s-1, la ontrainte ultime est de90



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETS
σ = 5.108Pa. Pour une vitesse de déformation ε̇ = 105s−1, soit dix fois supérieur, laontrainte ultime est de σ = 8.5 108Pa, soit seulement 50% de plus.Pour des vitesses de déformation supérieures à ε̇ = 106s-1, l'évolution de la on-trainte ultime en fontion de la vitesse de déformation est beauoup plus impor-tante. Ainsi, pour une vitesse de déformation ε̇ = 106s-1, la ontrainte ultime est de
σ = 1.8 109Pa. Pour une vitesse de déformation ε̇ = 107s-1, la ontrainte ultime estde σ = 2.6 109Pa. Pour une déade de la vitesse de déformation, le rapport résistanedynamique/résistane statique a doublé. Et entre les faibles et les fortes vitesses dedéformation, e rapport est de inq. On peut également remarquer que les résultatsnumériques de l'approhe aux éléments disrets ave l'introdution d'un ritère derupture probabiliste sont très prohes de la solution analytique.Conlusions sur le testCes premiers tests sont en aord également ave les solutions analytiques et lesrésultats de Denoual [31℄.6.2 Test de tration sur une barre en une dimensionIl s'agit du même test que elui vu au hapitre 2. Il permet de omparer et deonfronter diretement les résultats en utilisant le ritère de Camaho-Ortiz avele modèle probabiliste de Denoual. Ce test di�ère du paragraphe préédent dans lamesure où il y a un nombre de partiules variable.On onsidère une barre de longueur L loalisée dans la région (−L

2
, L
2

) dont lesonditions initiales sont les suivantes :A l'instant t = 0 :
V (X, 0) = ε̇0(X) (4.58)Les onditions de l'essaiLongueur de la barre : 50 mmVitesses de déformation étudiées : de 10 à 107 s-1Table 4.3 � Les onditions initiales de l'essaiL'éhantillon est ensuite laissé libre. Pour les paramètres du matériau, nous avonsrepris les mêmes aratéristiques physiques pour le module de Young, le oe�ientde Poisson, la densité et la ontrainte de rupture, que le matériau utilisé dans lehapitre 2. Ils sont donnés dans la table 4.4. Le module de Weibull m ainsi que levolume e�etifs ont été repris de la table 4.2.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSParamètres CéramiqueModule de Young E (GPa) 275Coe�ient de Poisson ν 0.15Densité ρ 2.75Module de Weibull m 9Contrainte moyenne σw (MPa) 300Volume e�etif Zeff (mm3) 1.70Célérité c (m/s) 10000Table 4.4 � Les aratéristiques de la éramique utiliséeLes résultatsPour des vitesses de déformation allant de 10 à 107 s-1, la onvergene de l'én-ergie inétique onsommée en fontion du nombre de partiules et des vitesses dedéformation, le nombre de fragments formés en fontion de la densité de maillage,et la distribution de la taille des fragments ont été étudiés.La Fig.4.14 montre l'énergie inétique onsommée dans le modèle numérique enfontion de la densité de maillage allant jusqu'à 10000 partiules, pour deux vitessesde déformation de 104 et 105s-1. Cette énergie inétique onsommée est obtenue enfaisant la di�érene entre l'énergie inétique de toute la struture à l'état initial età l'état �nal.
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Figure 4.14 � Convergene de l'energie inétique en fontion de la vitesse de dé-formation
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSCes résultats sont à omparer diretement ave la Fig.2.5 du hapitre 2 ave laloi de Camaho-Ortiz, où le nombre de partiules néessaires pour avoir une on-vergene de l'énergie était proportionnel à la vitesse de déformation. La Fig.4.14présentée ii montre une évolution de l'énergie inétique onsommée en fontion dela densité de maillage très di�érente. En e�et, ave l'introdution de e modèle prob-abiliste, le omportement de la onvergene de l'énergie inétique onsommée n'estplus fontion de la vitesse de déformation imposée mais seulement fontion de ladensité de maillage. La vitesse de la onvergene de l'énergie inétique onsomméeest don indépendante de la vitesse de déformation de la solliitation imposée, etle prinipal paramètre à prendre en ompte est le nombre de partiules. On remar-que également, que pour une vitesse de déformation ε̇ = 105s-1, l'énergie inétiqueonsommée onverge pour seulement 400 partiules ontre plus de 1000 ave la pre-mière loi. Trois fois moins de partiules sont néessaires pour avoir une onvergenede l'énergie onsommée, ainsi que le temps de alul CPU.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSLa Fig.4.15 illustre la onvergene du nombre de fragments en fontion du nombrede partiules pour deux vitesses de déformation ε̇ = 104 et 105 s-1.
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Figure 4.15 � Nombre de fragments en fontion de la densité de maillage pour deuxvitesses de déformation
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Figure 4.16 � Distribution de la taille des fragments en fontion de la densité demaillage pour une vitesse de déformation de 105s-1Cette �gure nous renseigne sur le nombre total des fragments marosopiquesqui se sont formés. Quelque soit la vitesse de déformation, on peut remarquer quele nombre de fragment marosopique ne onverge pas, ar il y a une apparition94



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSde poussière onstituée d'une partiule. C'est pour ette raison que le nombre defragments formés est assez peu sensible à la vitesse de déformation.La Fig.4.16 montre la distribution des fragments pour un maillage � standard �,où toutes les partiules ont la même longueur, tandis que la Fig.4.17 permet laonfrontation de la distribution des tailles de fragments entre des maillages � stan-dards �et des maillages aléatoires, où la longueur de haque partiule peut avoir unedi�érene de plus ou moins 5%.

0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004
Longueur fragments (mm)

1

10

100

1000

O
cc

ur
en

ce

1000 particules regulieres
2500 particules regulieres
5000 particules regulieres
1000 particules random
2500 particules random
5000 particules random

Figure 4.17 � Distribution de la taille des fragments en fontion de la densité demaillage pour une vitesse de déformation de 104 s-1 pour des maillages � standards �etdes maillages aléatoires à 5%.Les Figs.4.16 et 4.17 permettent d'appréier le ritère de onvergene de la dis-tribution de la taille des fragments de e modèle probabiliste. Ces �gures montrenten e�et, qu'ave e modèle probabiliste, même si le nombre de fragments n'a pasenore onvergé, la distribution de la taille des fragments peut devenir homogèneave un nombre restreint de partiules. En outre, la onvergene de la distributionde la taille des fragments est insensible au type de maillage utilisé. En�n, on a puvoir également que le nombre de fragments marosopiques n'avait pas onvergé. Cephénomène est tout à fait normal, puisque le modèle probabiliste intègre déjà lesfragments d'une taille plus petite que la taille de la partiule du maillage.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSLes onlusions de es testsLes résultats de es tests pour la tration dynamique d'une barre en éramiquenous ont permis de onstater les prinipaux intérêts de l'implémentation d'un modèleprobabiliste dans un ode de alul aux éléments disrets.Ce modèle probabiliste permet d'avoir une onvergene du nombre de fragmentsmarosopiques, des énergies ave un nombre restreint de partiules. En outre, emodèle permet également d'avoir une onvergene de la distribution des tailles defragments.6.3 Tration biaxiale sur une plaque en éramiqueCe test est identique à elui présenté au hapitre 3. Il permet enore une fois depouvoir omparer les deux méthodes d'endommagement. Pour les résultats, l'études'est essentiellement portée sur la onvergene de l'énergie inétique dissipée par lafraturation ainsi que sur la distribution de la taille des fragments en fontion de ladensité de maillage pour une vitesse de déformation donnée.Les onditions initiales et les paramètres du matériau utiliséLes onditions initiales sont identiques que pour le hapitre 3 : Il s'agit d'unetration biaxiale d'une plaque ave la même éramique.
V (x, t = 0) = ε̇x (4.59)
V (y, t = 0) = ε̇yEnsuite, pour t > 0, la plaque est laissée libre. Les paramètres du matériau sontidentiques que lors du paragraphe préédent (tableau 4.4).Les résultatsLa Fig.4.18 montre l'énergie inétique totale onsommée par le modèle, qui estdiretement liée à l'énergie dissipée par la fraturation. Pour ette simulation endeux dimensions, le modèle probabiliste permet une onvergene de l'énergie dissipéeave environ 10000 partiules ontre 100000 partiules ave la loi de Camaho-Ortiz(Fig.3.4), pour un maillage ave des partiules de forme � arré �.
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSNota :La Fig.4.18 montre l'énergie inétique onsommée par le modèle numérique. Dansles essais expérimentaux, il est très di�ile d'avoir ette valeur. En outre, l'énergieonsommée est diretement dépendante du modèle de fragmentation employée. Cequi est important de voir dans l'anlyse de es résultats, 'est l'énergie inétiqueonsommée onverge vers une valeur.
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Figure 4.18 � Convergene de l'énergie inétique en fontion de la densité de mail-lage pour une vitesse de déformation ε̇ = 105 s-1 ave un maillage ave des partiulesde forme � arré �
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSLa Fig.4.19 montre, omme pour la simulation de la barre, l'intérêt de etteméthodologie sur la qualité de la onvergene de la distribution des tailles des frag-ments.
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Figure 4.19 � Distribution de la taille des fragments en fontion de la densité demaillage ave des partiules de forme � arré �pour une vitesse de déformation de105 s-1En e�et, la distribution de la taille des fragments est respetée ave seulement
3000 partiules, pour un maillage ave des partiules à forme � arré �, en onsidérantque la taille des fragments onverge ave le maillage le plus �n. Ave un si faiblenombre de partiules, e modèle probabiliste est apable de prédire la taille desfragments que peut � apter �e maillage. Ave l'autre loi, environ 100000 partiulesétaient néessaires pour avoir ette onvergene, ar ave l'autre loi de fraturation,la distribution de la taille des fragments n'était respetée que quand l'ensemble desparamètres de fraturation avait onvergé.7 Conlusions du hapitreL'objetif de e hapitre était d'introduire un ritère de rupture probabiliste dansune méthode aux éléments disrets a�n d'obtenir une onvergene plus rapide desparamètres statistiques de la fragmentation, omme la distribution de la taille desfragments, et, a�n de pouvoir simuler des strutures omplexes à de hautes vitessesde déformation.Le modèle probabliste de Denoual [31,37,40�48℄ a été introduit dans la méthodedes éléments disrets. Ave e modèle, un nombre de défauts est inséré ave uneloi de Poisson dans la surfae ou le volume d'un lien entre deux partiules en fon-tion de la ontrainte loale σi qui est déterminée par la méthode disrète. Seul unnombre de défauts se propagent et réent des surfaes de relaxation, où auun autre98



CHAPITRE 4. INTRODUCTION D'UN MODÈLE PROBABILISTE DANS UNEMÉTHODE AUX ÉLÉMENTS DISCRETSdéfaut ne peut se développer. L'ensemble de es surfaes de relaxation traduit unendommagement au sein du matériau.Dans e hapitre, des tests simples de trations dynamiques ont été e�etués. Cestests ont permis d'observer que e modèle probabiliste, inséré dans une méthodedisrète, donne des résultats prometteurs quant à la qualité de la prédition desparamètres statistiques de la fragmentation ave un temps de alul CPU nettementdiminué par rapport au ritère de rupture de Camaho-Ortiz [24℄ (temps de alulCPU divisé par 10 pour des vitesses de déformation de 105s-1 pour des tests de barreen tration dynamique).Sur la modélisation d'une plaque en tration biaxiale, e modèle numérique s'estmontré partiulièrement e�ae quant à la onvergene de la distribution de la tailledes fragments, ainsi que les énergies dissipées, tout en néessitant un faible nombrede partiules et temps CPU de alul.La modélisation d'une struture plus omplexe en trois dimensions sera traitéeau ours du prohain hapitre.
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Chapitre 5Appliations
1 IntrodutionL'objet de e hapitre est d'appliquer à un as plus omplexe en trois dimensionsle modèle probabiliste de Denoual, que l'on a vu dans le préédent hapitre et quel'on a introduit dans le ode aux éléments disrets Mka3D ©. A noter que e modèleprobabiliste n'a été implémenté qu'en tension.De nombreuses tehniques expérimentales sont atuellement employées pour étudierles méanismes impliqués lors de soliitations dynamiques et mesurer ertaines grandeursméaniques (ontraintes, déplaements ou déformations lors d'impats). Parmi lesplus répandues, nous iterons les essais de ompression ou de tration dynamiqueave des barres d'Hopkinson.Des tests de simulation numérique de barres d'Hopkinson en tration dynamiqueseront pratiqués en trois dimensions. L'objet de e test est de voir � qualitative-ment �l'introdution de e modèle probabiliste dans la méthode aux éléments dis-rets, mais également de pouvoir modéliser numériquement en trois dimensions unas de fragmentation dynamique.2 Les barres d'Hopkinson : les tests expérimentauxet quelques prinipes physiques mis en jeuxLes dispositifs à barres d'Hopkinson sont des outils expérimentaux qui perme-ttent d'e�etuer des solliitations (tration, ompression ou torsion) à de grandesvitesses de déformation (jusqu'à 5000 s-1). Cette tehnique est largement utiliséepour la détermination des propriétés méaniques des matériaux à es vitesses dedéformation.Dans ette setion, après un bref rappel historique de l'emploi des barres d'Hop-kinson et de la physique qui l'anime, des tests expérimentaux seront présentés avel'emploi d'un miro-béton en MB50 omme éhantillon pour des vitesses d'impatallant de 7 à 15m.s-1. Les résultats de es essais expérimentaux permettront de lesomparer � qualitativement �aux simulations numériques en utilisant une méthodeaux éléments disrets, dans laquelle le modèle probabiliste de Denoual omme ritèrede rupture a été introduit. 101



CHAPITRE 5. APPLICATIONS2.1 Les di�érents tests de Barres d'HopkinsonDans e paragraphe, les di�érentes tehniques de tests de barres d'Hopkinsonseront exposées, omme les essais de ompression ou de tration dynamique. Ensuite,la durée de l'onde inidente réée par l'impat du projetile sur la barre sera dérite.Test de ompression dynamique ave des � barres d'Hopkinson �Dans e as de �gure, l'éhantillon est plaé entre une barre d'entrée (barre detransmission) et une barre de sortie. Un projetile est lané sur l'extrémité libre dela barre d'entrée. Ce ho génère une onde qui se propage dans la barre d'entrée. Ala surfae de ontat barre d'entrée/éhantillon, une partie de ette onde se propagedans l'éhantillon et l'autre partie est ré�éhie dans la barre d'entrée. L'onde trans-mise traverse ensuite l'éhantillon et renontre la surfae éhantillon/barre de sortie.Une partie de ette onde est une nouvelle fois ré�éhie et traverse à nouveau en sensinverse l'éhantillon. L'onde ré�éhie dans la barre de sortie est ensuite piégée dansune barre appelée � piégeur d'onde �. C'est grâe à ette barre de sortie et à e� piégeur d'onde �que l'onde ré�éhie dans l'éhantillon est une onde de ompres-sion. La Fig.5.1 illustre le dispositif.
Figure 5.1 � Le test de ompression dynamique ave les barres d'Hopkinson [86℄
Tests de tration dynamiqueLe dispositif expérimental d'essai a été développé par A. Brara et J.R. Klepazkoau LPMM, à l'université de Metz [17℄. Il onsiste à générer une onde de pressionà une extrémité d'un éhantillon ylindrique et à laisser l'autre extrémité libre.Le proédé expérimental est dérit sur la Fig.5.2, et est relativement simple. Unenouvelle on�guration expérimentale d'essais d'éaillage a été proposée par B. Erzaret P. Forquin [37,48℄. Cette on�guration, ainsi que la méthode de dépouillement ontété validées par une série de simulations numériques par éléments �nis. Les résultatsont donné des résistane du MB50, miro-béton employé, de l'ordre de 10 à 16 MPasur la plage de vitesse de déformation de 30 à 150 s-1.Après l'impat du projetile sur une grande barre en aluminium de 1 m delongueur, une onde inidente σ de ompression est générée dans la barre et transmiseen grande partie à l'éhantillon en béton par propagation. L'onde de ompression σ+transmise à l'éhantillon se ré�éhit ensuite en une onde de tration σ− quand elleatteint l'extrémité de l'éhantillon libre, appelée l'interfae libre. Suivant la vitessede l'impat, il y a une superposition des ondes faisant apparaître un proessus defraturation simple ou multiple. Les signaux inidents et ré�éhis sont mesurés par102



CHAPITRE 5. APPLICATIONS
Figure 5.2 � Con�guration du test expérimental pour le système d'Hopkinson entration dynamique [17℄l'intermédiaire de jauges de déformation sensibles J1, J2, J3, que l'on peut observersur la Fig .5.2. La propagation des ondes est mono-dimensionnelle.

Figure 5.3 � Essai d'éaillage aux barres de Hopkinson, test développé au Lab-oratoire de Physique et Méanique des Matériaux à Metz, par B. Erzar et P.Forquin [37, 48℄C'est sur e as de �gure que nous avons fait nos simulations numériquesa�n de omparer nos résultats et eux des essais expérimentaux.Les méanismes de rupture dans un matériau granulaireLorsque la vitesse de solliitation augmente fortement, le mode de rupture peuthanger : la �ssuration essentiellement intergranulaire en tration statique, devienttransgranulaire lorsque la vitesse de déformation augmente. La solliitation ne � perçoit �plusun milieu omposite homogène qui asse au point le plus faible (le joint grain-iment)mais deux milieux, les grains et le iment. L'augmentation de la résistane en trations'explique par une augmentation de résistane dynamique de la pate imentaire [48℄.Durée de l'onde de ontrainte inidente réée lors d'un impat sur uneinterfaeAu moment de l'impat du projetile sur la barre de transmission, une partie del'onde est transmise à la barre et l'autre est ré�éhie dans le projetile. Une ondede déharge est ainsi réée. Quand ette onde atteint l'extrémité opposée à la faed'impat, le projetile se déolle de la barre. La durée de l'onde envoyée dans la103



CHAPITRE 5. APPLICATIONSbarre de transmission est don le double du temps de parours des ondes élastiquesdans le projetile. Ainsi, pour un projetile de longueur L dont la vitesse des ondesélastiques est c, la durée de l'onde est donnée par :
T =

2L

c
(5.1)Lors des simulations numériques ave notre méthode aux éléments disrets, ladurée de l'onde inidente et la valeur de la ontrainte ré�éhie dans la barre detransmission, seront véri�ées.2.2 Les essais expérimentauxNous nous sommes appuyés sur une ampagne expérimentale qui a été e�etuéeau sein du LPMM, et développée par A. Brara et J.R. Klepazko [17℄. Cette am-pagne a onsisté prinipalement en trois séries d'essais de tration à barres d'Hop-kinson sur un mirobéton MB50. A noter que des essais plus réents ont été e�etuéspar B. Erzar et P. Forquin [37, 48℄. Nous présentons ii les résultats onernant la�ssuration dans le matériau. Si le leteur souhaite approfondir sur e sujet, il peutse référer aux di�érentes référenes itées.

Figure 5.4 � Rapport de la ontrainte de rupture dynamique sur la ontrainte derupture statique [22℄La Fig.5.4 présente l'évolution du rapport de la ontrainte de rupture dynamiquesur la ontrainte de rupture statique obtenue expérimentalement.Lors de l'essai N◦1 ave une ontrainte inidente de 38MPa, une seule fratures'est développée à xr = 69mm de l'interfae libre.Deux fratures (don trois fragments) sont apparues lors de l'essai N◦2. La Fig.5.5montre es deux maro-fraturations. La première fraturation est située à xr =
42mm et la seonde à 61mm de l'interfae libre.104



CHAPITRE 5. APPLICATIONS

Figure 5.5 � Résultats de l'essai N◦2 : fraturation de l'éprouvette à deux endroitsdi�érents [22℄Les phénomènes physiques induisant es e�ets de vitesse peuvent être de dif-férentes natures :� présene de ménisques d'eau dans les pores du béton ;� méanisme de rupture modi�é ;� temps ritique de rupture.3 Modélisation numérique en trois dimensions debarre d'Hopkinson en tration dynamique par uneombinaison éléments disrets/méthode probabilistede DenoualAprès avoir exposé quelques prinipes physiques qui régissent les barres d'Hop-kinson, et les résultats des di�érents essais expérimentaux [17℄, nous allons pouvoirà présent onfronter de manière � qualitative �nos simulations numériques à esrésultats onrets.Un modèle numérique en trois dimensions sera présenté, ave des vitesses d'im-pat du projetile allant de 7 à 12m.s-1, orrespondant aux essais expérimentauxN◦2 et N◦3.3.1 Les onditions aux limites et les paramètres des matéri-auxLes onditions aux limitesLes onditions aux limites sont dérites sur la Fig.5.6. Une vitesse V est imposéeau projetile au temps t = 0. La barre de transmission ainsi que l'éhantillon sontlaissés libres. Les apteurs J1, J2, J3, J4 et J5 ont été reproduits dans la barre detransmission a�n de suivre l'onde de propagation de la ontrainte inidente provo-quée par l'impat du projetile sur la barre de transmission. 105



CHAPITRE 5. APPLICATIONS
Figure 5.6 � Les onditions aux limites du modèleLes maillages utilisésLa desription des maillages utilisés est dérite dans le tableau 5.1.Pièe Longueur (m) Nombre de partiules (3D)Projetile 0.08 1564Barre de transmission 1 92 532Éhantillon 0.12 503 429Total 597 525Table 5.1 � Desriptions des maillagesSur la Fig.5.7, le maillage en trois dimensions de l'éhantillon ylindrique enMB50 est représenté. Le modèle omplet, ave les trois pièes, est onstitué de prèsde 600 000 partiules. Ces maillages sont relativement denses pour une méthode auxéléments disrets, et haque alul a néessité près d'une semaine de alul sur 32proesseurs.

Figure 5.7 � Maillage 3D de l'éhantillon, maillé ave plus de 500 000 partiules
Les paramètres des matériauxLe projetile, et la barre de transmission sont modélisés ave les propriétés d'unalliage d'aluminium de type T5. L'éhantillon est un miro-béton de type MB50.106



CHAPITRE 5. APPLICATIONSLes di�érentes aratéristiques générales de es matériaux et utilisés dans les alulssont représentées dans le tableau 5.2, omme le module de Young, le oe�ient dePoisson, ou les aratéristiques statistiques de la loi de Weibull, omme le modulede Weibull ou le volume e�etif. Ces paramètres ont été établis dans la Ref. [48℄.Remarques : Ces paramètres donnent une augmentation de résistane beauoupplus faible que elle mesurée par Brara et Klepako [17℄ mais onforme à ellemesurée par Erzar et Forquin en appliquant une autre méthode de dépouillement.Paramètres MB50 T5Module de Young E (GPa) 42 69.5Coe�ient de Poisson ν 0.21 0.32Densité ρ 2.340 2.7Module de Weibull m 12 30Contrainte moyenne σw (MPa) 9.99 1000Volume e�etif Zeff (mm3) 39.9 350Célérité c (m/s) 4236 5074Table 5.2 � Les paramètres matériau du MB50 [48℄ (MB50-dry) et du T5Propagation de l'onde inidente de ontrainte dans la barre de transmis-sionL'objet de e paragraphe est d'étudier la propagation de l'onde inidente deontrainte, réée par l'impat du projetile dans la barre de transmission.

Figure 5.8 � Visualisation de la vitesse aux apteurs J1, J2, J3, J4 et J5 pour unevitesse d'impat de 7 m/sLa Fig.5.8 visualise la vitesse qu'enregistrent tous les apteurs de la barre detransmission. 107



CHAPITRE 5. APPLICATIONS

Figure 5.9 � Zoom du apteur J1 lors de la propagation de l'onde inidenteLa Fig.5.9 permet de visualiser la vitesse enregistrée par le apteur J1 au momentdu passage de l'onde inidente. Ce pro�l de vitesse permet de déterminer la valeurde la vitesse transmise, qui est égale à la moitié de la vitesse inidente, soit 3.5m.s-1.La durée de l'onde inidente est d'environ 3.15 10−5s, orrespondant à la valeurthéorique.La fraturation de l'éhantillon en fontion de la vitesse d'impat duprojetileLa Fig.5.10 permet de voir l'évolution de la vitesse au sein de l'éhantillon à diversmoments durant la propagation de l'onde inidente, qui a été transmise du projetiledans la barre de transmission, puis de la barre de transmission dans l'éhantillon.Sur la Fig.5.10a, la vitesse dans l'éhantillon est nulle et homogène. L'onde ini-dente, en rouge sur la �gure, orrespondant à une vitesse de 3.5m.s-1, se propage(Figs.5.10b, 5.10, 5.10d). Quand l'onde a atteint l'extrémité libre de l'éhantillon,elle est entièrement ré�éhie, et d'une onde de ompression, elle devient une onde detration, de vitesse opposée. L'onde de tration se propage ensuite en sens inverse,visible sur les Fig.5.10e, 5.10f et 5.10g. Cette onde de tration engendre ensuiteune maro-�ssuration, nettement visible sur la Fig.5.10h, relativement prohe del'interfae barre de transmission/éhantillon.La visualisation des maro-fraturations suivant la vitesse d'impat du projetileest visible sur la Fig.5.11. Ces résultats montrent que le nombre de maro-fraturesest variable suivant la vitesse d'impat du projetile.Les résultatsSuivant la vitesse d'impat :108
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(a) (b)
() (d)
(e) (f)
(g) (h)Figure 5.10 � Fraturation de l'éprouvette pour une vitesse d'impat de 7m.s-1.Au niveau des éhelles, le rouge indique une ompression de l'ordre de −10

6Pa etle violet une onde de tration de l'ordre de 10
6Pa. Le vert/jaune matérialise unepression presque nulle.

� Ainsi, pour une vitesse d'impat de 7m.s-1, une seule frature est engendréepar l'onde inidente en tration, à environ xr = 30mm du bord de l'interfaebarre de transmission/éhantillon. On peut également remarquer le gradientde vitesse entre les deux fragments, elui le plus prohe de l'interfae a unevitesse d'environ 2.5m/s, alors que l'autre fragment a une vitesse de 5m.s-1.� Pour une vitesse d'impat de 12m.s-1, deux maro-fratures apparaissent, àenviron xr = 60mm du bord de l'interfae barre de transmission/éhantillonpour la première frature, et xr = 10mm pour la seonde. Il y a don troismaro-fragments qui apparaissent.� Pour une vitesse d'impat de 15m.s-1 trois maro-fratures sont présentes, àenviron xr = 55mm du bord de l'interfae barre de transmission/éhantillon109
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(a) Vitesse d'impat : 7m.s-1. Au niveau des éhelles, le rouge indiqueune vitesse de 5m.s-1, et le jaune une vitesse de 2.5m.s-1.

(b) Vitesse d'impat : 12m.s-1. Au niveau des éhelles, le rouge indiqueune vitesse de 12m.s-1, le jaune une vitesse de 6m.s-1, et le violet unevitesse nulle.
() Vitesse d'impat : 15m.s-1. Au niveau des éhelles, le rouge indiqueune vitesse de 12m.s-1, l'orange une vitesse de 9m.s-1, et le violet unevitesse presque nulle.Figure 5.11 � Visualisation de la vitesse dans l'éprouvette et des maro-fraturations en fontion de la vitesse d'impat du projetile

pour la première frature, à environ xr = 32mm pour la seonde, et environ
xr = 10mm pour la dernière, engendrant ainsi quatre maro-fragments.Toutefois, dans les résultats numériques, il y a une apparition d'une marofra-turation prohe de la barre de transmission, et qui n'est pas observée expérimen-talement. Il y a également une sous-estimation des niveaux de pression.110



CHAPITRE 5. APPLICATIONS4 Conlusions du hapitreL'objet de e hapitre était d'appliquer à une struture plus omplexe le modèleprobabiliste de Denoual ombiné à la méthode des éléments disrets. Ce test étaitdestiné à observer de manière � qualitative �le phénomène de la fragmentation surun modèle en trois dimensions en tration. A noter qu'un modèle numérique en troisdimensions est beauoup plus omplexe à mettre en ÷uvre qu'un modèle en deuxdimensions, notamment pour le alul des fores et des moments entre les partiules,néessitant un temps de alul plus long.Cet essai a été modélisé ave un nombre relativement restreint de partiules,mais su�sant pour pouvoir apter l'onde inidente réée par l'impat du projetilesur la barre de transmission.Malgré un maillage relativement grossier, es modèles numériques en trationdynamique sont apables d'avoir une marofraturation assez voisine des essais ex-périmentaux, et qui évolue en fontion de la vitesse d'impat du projetile. Toute-fois, omme on l'a vu dans le préédent paragraphe, il y a une marofraturationprohe de la barre de transmission. � Qualitativement �, es premières simulationsnumériques sont prometteuses, et l'introdution de l'anisotropie dans le modèle pour-rait remédier à es problèmes.
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Conlusions et perspetivesL'objetif de e travail de thèse a été de modéliser ave une méthode aux élémentsdisrets la fraturation, et plus partiulièrement la fragmentation dynamique, sur desmatériaux fragiles pour de hautes vitesses de déformation.La modélisation numérique de la fragmentation est un hallenge, ar 'est unphénomène non linéaire, et statistique. La modélisation de e phénomène onsiste àétablir des modèles numériques permettant de prédire les di�érentes données statis-tiques des fragments, omme la taille des fragments, le nombre de fragments formés,l'énergie dissipée par la fraturation, et.La fraturation, et plus enore la fragmentation dynamique, est par nature dis-rète. Pour ette thèse, la Méthode des Éléments Disrets (DEM) s'est révélée êtreun exellent moyen pour simuler ette fraturation dynamique en raison de sa naturequi est également disrète.Toutefois, une bonne méthode de simulation numérique ne su�t pas à elle seulepour modéliser la fragmentation dynamique. Un ritère de rupture doit égalementêtre inséré, a�n d'introduire un endommagement. Ce ritère de rupture s'érit auniveau d'un lien entre deux partiules et il engendre un dommage, en faisant déroîtrela ontrainte loale jusqu'à l'obtention d'une �ssuration disrète. Il doit égalementêtre dépendant du matériau modélisé.Dans la première partie de la thèse, un ritère de rupture de Camaho-Ortiz [24℄a été introduit dans notre méthode d'éléments disrets omme premier ritère derupture. Ce ritère se traduit par un endommagement en fontion d'une ouverturede �ssure. Quand la ontrainte loale atteint une ontrainte seuil de rupture, elledéroît linéairement en fontion d'une ouverture de �ssure. Quand l'ouverture de�ssure atteint une ouverture maximale de rupture, la ontrainte loale devient nulleet le lien est rompu.Ce ritère de rupture a été testé sur une simulation simple de poutre en trationdynamique uni-axiale, et a montré des résultats équivalents à une méthode paréléments �nis où e même ritère avait été introduit [97℄. Une simulation de plaque entration bi-axiale en deux dimensions a également été testée, ave des faibles vitessesde déformations. Malgré une bonne onvergene des paramètres statistiques de lafragmentation, e ritère de rupture néessite un grand nombre de partiules, rendantimpossible la modélisation de as omplexes à de hautes vitesses de déformation aveles moyens informatiques atuels. En�n, ave e ritère de rupture, des paramètresstatistiques, omme l'énergie dissipée par la fraturation ou la distribution de lataille des fragments, sont indépendants du nombre de partiules que si le nombre defragments formés est lui aussi indépendant.A�n d'envisager la modélisation de la fragmentation sur des modèles plus om-plexes, notre objetif a été de ombiner aux éléments disrets un autre ritère de113



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESrupture, plus représentatif des observations expérimentales de la fragmentation dy-namique. Ce seond ritère de rupture s'appuie sur une approhe physique di�érente,qui prend en ompte l'hétérogénéité des matériaux fragiles ave leurs défauts sus-eptibles d'évoluer et de provoquer une rupture loale.Ce ritère de rupture, développé par Denoual et Hild, fait intervenir une loiprobabiliste de Weibull [31,42℄ a�n d'introduire des défauts par élément de volume.Quand la ontrainte loale atteint une ontrainte seuil d'ativation, des défauts sontintroduits ave une loi de Weibull en fontion de la ontrainte loale. Ensuite, esdéfauts se propagent en formant des zones de relaxation où auun défaut ne peutévoluer. L'endommagement est introduit ave es surfaes de relaxation.Ce modèle probabiliste, introduit dans notre méthode aux éléments disrets, aété validé dans un premier temps sur des as simples. Ces modèles numériques ontpermis de rendre indépendant au nombre de partiules des paramètres statistiquesomme l'énergie dissipée ou la distribution des tailles des maro-fragments ave desmaillages grossiers. Le gain sur le nombre de partiules néessaires de e ritère derupture pour avoir une onvergene dans le ode aux éléments disrets est de l'ordrede 100 entre les deux approhes, pour des hautes vitesses de déformation supérieuresà ǫ̇ = 104s-1.Une modélisation en trois dimensions de barre d'Hopkinson en tration dy-namique a également été e�etuée, a�n d'observer de manière � qualitative �dansun premier temps les intérêts de ette méthodologie. Ces premiers essais ont étéapables d'observer une marofraturation assez voisine des essais expérimentaux,et qui évolue en fontion de la vitesse d'impat du projetile. Mais, sur es tests,une marofraturation prohe de la barre de transmission est observée, qui n'est pasvisible dans les essais expérimentaux (Fig.5.12).

Figure 5.12 � Résultats d'un essai de tration dynamique ave des barres de Hop-kinson ave une vitesse d'impat de 7m/sLes prinipaux apports de es travaux de thèse ont porté sur deux points :� L'introdution de ritères de rupture, de nature disrète ou probabiliste, dansune méthode aux éléments disrets ;� L'emploi des paramètres statistiques sur les fragments omme outil de valida-tion, ainsi que des omparaisons ave des essais expérimentaux, pour validerla modélisation numérique.114



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESConernant les limitations, le modèle de Weibull est par essene statistique etmarosopique. Il reonnaît la présene de défauts ar ils sont à l'origine de la rup-ture, et ils sont présents dans le matériau. La prinipale limitation de e modèle estle fait qu'il ne s'intéresse qu'aux e�ets des défauts initiaux dans le matériau menantà la rupture et non aux auses de es défauts. En outre, e modèle repose sur unefontion onsidérée omme une aratéristique du matériau n(σ) qui est fontionde la ontrainte loale. Cette hypothèse est très forte, ar la réponse des défautsdépend de leur distribution, de leur orientation, de leur nature et du hamp de on-traintes. La loi puissane proposée pour n(σ) est simple et ommode, mais elle n'estpas forément toujours vraie et doit être modi�ée pour les hamps multiaxiaux deontraintes.En outre, la qualité de la prédition dépend en partie des aratéristiques desmatériaux (module de Weibull, et.) que l'on établit ave des essais expérimentaux.Une grande inertitude sur l'estimation de es paramètres des matériaux peut on-duire à une mauvaise prédition des paramètres statistiques de la fragmentation.Malgré es limitations, le modèle probabiliste présente de nombreux avantages :� Tout d'abord, il a une forme très simple. Il fait seulement intervenir deuxparamètres qui peuvent être estimés failement à partir des mesures de résis-tane à la rupture.� Il permet de dérire la rupture et la distribution statistique des résistanes à larupture d'un grand nombre de matériaux, dans des onditions de solliitationsimple (tration uniaxiale).Aussi, sa forme est très simple, et permet de dérire un grand nombre de matéri-aux, qu'ils soient fragiles ou non.Dans ette thèse, le modèle probabiliste de Denoual a été introduit dans un odeaux éléments disrets et seul des as tests simples ont été validés. Une des perspe-tives de e travail serait d'étendre ette validation à plus de as en trois dimensions.Ensuite, la ompréhension entre l'éart entre la modélisation numérique et les essaisexpérimentaux onernant la marofraturation prohe de la barre de transmissionserait une seonde perspetive. En�n, e modèle probabiliste n'a été implémentéque pour des as en tension. La mise en plae de l'anisotropie de l'endommagementserait une autre perspetive.
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(a) Dalle après un tir ave des moreaux dé-tahés (b) Rupture des �ls d'aiers situés au entrede la dalleFigure 5.13 � Perspetives : Exemple d'une modélisation plus omplexe ave de la�exion : le omportement au sou�e de strutures en béton armé [106℄
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