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Introdu
tionCette thèse traite de re
onstru
tion d'images à partir de proje
tions parallèlesatténuées. Ce problème mathématique trouve son appli
ation prin
ipale en imageriemédi
ale, et en parti
ulier en tomographie d'émission monophotonique ave
 
orre
tiond'atténuation sous l'hypothèse que l'atténuation (supposée quel
onque) est 
onnueet quel
onque sur la région d'émission. Dans un premier temps, nous dé
rivons lesprin
ipes physiologiques et mathématiques de la tomographie d'émission monophoto-nique. Ensuite, nous présentons une méthode de re
onstru
tion itérative basée sur laprise en 
onsidération du phénomène d'atténuation, prin
ipal élément perturbateuren imagerie par émission monophotonique. Cette méthode est une généralisation del'algorithme de re
onstru
tion algébrique 
lassique (ART) ; elle introduit un termede 
orre
tion d'atténuation exa
t. Finalement, nous exposerons des exemples numé-riques et nous dis
uterons de la performan
e de notre algorithme selon le 
hoix deplusieurs paramètres.0.1 Prin
ipes de l'imagerie médi
aleMis à part le prin
ipe physique sur lequel ils sont basés, les di�érents modèlesde s
anner existants di�èrent par le type d'information qu'ils fournissent. Contraire-ment aux s
anners à rayons X, qui fournissent une information du type anatomique,les s
anners utilisés en imagerie nu
léaire fournissent une information dite fon
tion-nelle. L'imagerie nu
léaire est une imagerie par émission utilisée en méde
ine dans unbut diagnostique ; elle 
onsiste à déterminer la distribution dans l'organisme d'unesubstan
e radioa
tive administrée au patient. Cette substan
e appelée radiotra
eur,va se �xer de manière préférentielle dans l'organe à étudier (
oeur, 
erveau, ...). Ladistribution spatiale de 
on
entration de 
e radioélément indique l'état fon
tionnello
al des tissus, 
omme par exemple leur degré d'irrigation sanguine ou en
ore leur
apa
ité de �xation du radioélément.Le but en imagerie nu
léaire est de déterminer, nous dirons plut�t re
onstruire,une image pré
ise de la distribution spatiale du tra
eur radioa
tif. Il existe deuxmodalités d'imagerie par émission :� la tomographie d'émission monophotonique TEMP (SPECT pour Single Pho-I



II Chapitre 0. Introdu
tionton Emission Computed Tomography) pour laquelle le radiotra
eur émet desphotons gamma déte
tés par une gamma 
améra ;� la tomographie par émission TEP de positons (PET pour Positron EmissionTomography) pour laquelle le radiotra
eur émet des positons qui, suite à leurannihilation ave
 des éle
trons du milieu, donnent lieu à une paire de photonsgamma émis en 
oïn
iden
e.La seule information a

essible sur la distribution spatiale du tra
eur, et don
 lesdonnées du problème de re
onstru
tion, est fournie par le s
anner. Ce sera Hal Angerqui, au début des années 1960, proposera l'outil moderne de déte
tion des rayons γ,la gamma-
améra : derrière un 
ollimateur per
é d'un réseau régulier de trous lais-sant passer les photons in
idents selon une dire
tion privilégiée, un 
ristal d'iodurede sodium est pla
é devant un réseau de photomultipli
ateurs. Un 
ir
uit 
al
ule les
oordonnées du point d'impa
t de 
haque photon sur le 
ristal et à partir de 
es 
o-ordonnées, l'image est formée sur un os
illos
ope 
athodique. Les données a
quisespar le déte
teur sont re
onstruites à l'aide d'un algorithme de re
onstru
tion a�n defournir une estimation de la distribution multidimensionnelle du radiotra
eur dansl'organisme. Le problème de re
onstru
tion d'images en TEMP se heurte 
ependantaux divers obsta
les que sont les limites des performan
es des déte
teurs (en termes derésolution spatiale, de résolution en énergie et de sensibilité de déte
tion), les pro
es-sus physiques qui dégradent la formation de l'image (tels l'atténuation et la di�usion)et aussi les phénomènes physiologiques liés au patient (tels que les mouvements respi-ratoire et 
ardiaque). Il est indispensable d'en tenir 
ompte et de 
ompenser 
es diverse�ets pour avoir une re
onstru
tion �able d'images à partir des données fournies parle s
anner.0.2 Modèle analytique des mesuresConsidérons une 
oupe d'organe dans laquelle une zone a
tive est déte
tée. Soit
f(x, y) la fon
tion qui représente la 
on
entration d'a
tivité en un point (x, y) de
ette zone. Lorsque la gamma-
améra tourne autour de l'organe, elle a
quiert pour
haque dire
tion θ de déte
tion une proje
tion 1D de la 
oupe 2D.En e�et, en première approximation, le nombre de photons 
aptés par le 
ollima-teur au point s de la 
améra est égal à la somme des photons émis le long de la droitepassant par 
e point et de dire
tion θ⊥ et est dire
tement proportionnel à l'intégralede la fon
tion f le long de 
ette droite (voir �gures 1(a) et 1(b)). La proje
tion pa-rallèle de f dans la dire
tion θ⊥ est alors vue 
omme l'ensemble des intégrales de lafon
tion f le long de la famille de droites parallèles L(s, θ) := {〈(x, y), θ〉 = s} del'espa
e R2, de dire
tion θ⊥ et se situant à la distan
e s de l'origine (
entre de lazone explorée). Ces proje
tions parallèles de f régissent les intensités mesurées par la



0.2 Modèle analytique des mesures III
améra notées g(θ, s) et modélisées par la transformée de Radon (θ, s) 7−→ Rθ[f ](s),dé�nie don
 par :
Rθ[f ](s) =

∫

〈(x,y),θ〉=s

f(x, y)dλs,θ(x, y) = g(θ, s). (1)I
i dλs,θ représente la restri
tion de la mesure de Lebesgue dans R2 sur la ligne L(s, θ),ave

θ =

(

cos ϕ
sin ϕ

)

, θ⊥ =

(

− sin ϕ
cos ϕ

) ave
 0 ≤ ϕ < ϕmax.
PSfrag repla
ements s

f

Camera(a) Deté
teur
PSfrag repla
ements

f(x)

ϕ

(L)
s

sx

y(b) Système d'a
quisitionFig. 1. S
annerLe problème de la re
onstru
tion d'une fon
tion f à partir de ses proje
tions parallèlesest aujourd'hui bien maîtrisé (voir Natterer [33℄). Cependant, 
e modèle est tropsimpli�é et fournit généralement des images re
onstruites de faible qualité et don
d'intérêt limité pour le méde
in. Dans la littérature, on parle de re
onstru
tion sans
orre
tion d'atténuation lorsque 
e modèle est tout de même utilisé.Pour obtenir une re
onstru
tion plus �able de la distribution spatiale f du tra
eurradioa
tif, il est indispensable de tenir 
ompte de l'atténuation dans le modèle aux�ns de pour dé
rire les proje
tions fournies par le s
anner. Dé
rivons brièvement lephénomène d'atténuation. Les photons émis par le tra
eur radioa
tif interagissentave
 la matière au 
ours de leur trajet entre le point d'émission et le déte
teur. Lesdeux prin
ipales intera
tions entre les photons et les éle
trons de la matière sont l'e�etphotoéle
trique et l'e�et Compton ; elles 
onduisent toutes deux à une atténuationdu rayonnement photonique, provoquée par une absorption ou un 
hangement dedire
tion d'une partie des photons émis. Les e�ets photoéle
trique et Compton aupoint (x, y) sont 
ara
térisés par un 
oe�
ient linéique d'atténuation noté a(x, y).La fon
tion a(x, y) est souvent appelée 
arte d'atténuation dans la littérature. Elleprésente des valeurs pon
tuelles typiques 0.0152mm−1 pour le torse, 0.0032mm−1pour les poumons, 0.0248mm−1 pour la 
olonne vertébrale. L'atténuation 
onduit à



IV Chapitre 0. Introdu
tionune rédu
tion du nombre de photons 
aptés par la 
améra d'Anger et le modèle utilisépour les proje
tions est alors le suivant :
Ra,θ [f ](s) =

∫

〈(x,y), θ〉=s

exp
(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥) dt
)

f(x, y) dλs,θ(x, y) = ga(θ, s).(2)L'appli
ation (s, θ) → Ra,θ [f ](s) est alors appelée transformation de Radon atténuéede la fon
tion f . Il est à noter que 
e modèle ne tient pas 
ompte d'autres phénomènesphysiques tels la résolution spatiale du déte
teur, le bruit statistique du pro
essusd'émission ou en
ore le di�usé Compton. Néanmoins, l'atténuation est un obsta
lemajeur à l'obtention d'images re
onstruites de qualité. Lorsque 
e modèle est utilisé,on parle de re
onstru
tion ave
 
orre
tion d'atténuation.0.3 Corre
tion d'atténuation en TEMPAvant que Novikov [37℄ ne propose une solution analytique exa
te pour l'inver-sion de la transformée de Radon atténuée dans un milieu atténuant non uniforme, lese�ets physiques dégradant la qualité des images re
onstruites ont longtemps été 
or-rigés par des méthodes analytiques appliquées aux proje
tions (Keyes et al. [24℄) ouaux images re
onstruites (méthode de Chang [5℄) ; 
es méthodes qui restent approxi-matives puisqu'on supposait que l'atténuation était 
onstante sur le volume étudié.Une appro
he alternative 
onsiste à 
orriger 
es e�ets par une méthode itérative (parexemple, ML-EM, gradient 
onjugué), lors de la re
onstru
tion tomographique. à par-tir de la 
onnaissan
e de la 
arte des 
oe�
ients d'atténuation a, le prin
ipe 
onsiste àmodéliser les phénomènes physiques et te
hnologiques qui dégradent les images dansla paire proje
teur/rétroproje
teur (Gullberg et al. [14℄) ou en
ore dans la matri
e sys-tème qui dé
rit mathématiquement le pro
essus de formation des proje
tions/images,
e de manière à 
orriger intrinsèquement de l'atténuation .0.4 Plan de la thèseTout au long de 
ette thèse, nous supposerons que f et a sont des fon
tions réellesdé�nies sur R2, bornées et à support 
ompa
t. De plus, nous 
onsidèrerons la 
arted'atténuation a(x, y) 
onnue et non-uniforme sur un domaine 
onvexe 
ontenant lesupport de f .Dans 
ette thèse, nous avons envisagé le problème de la re
onstru
tion algébriqueexa
te et stable de f suivant des méthodes hilbertiennes ave
 
orre
tion d'atténuation,
e à partir des proje
tions parallèles atténuées. Celui-
i 
onstitue un problème mathé-matique relativement 
ompliqué dont la résolution requiert avant tout la maîtrise de



0.4 Plan de la thèse Vl'outil mathématique qu'est la transformation de Radon atténuée. Cette transforméeintégrale a été introduite à l'équation (2). En parti
ulier, le 
hoix d'un modèle pourla des
ription mathématique du système d'imagerie est une donnée primordiale duproblème et ne peut être dé
idé à la légère ; il détermine aussi bien la qualité des ré-sultats, via le degré de son adéquation ave
 
e que nous savons du dispositif physique.Il in�uen
e aussi bien sûr grandement les développements mathématiques possibles.Tout d'abord, nous nous sommes laissés guider par le seul sou
i d'une bonne qualitéd'image, 
e qui nous a 
onduit à é
arter les méthodes analytiques, basées sur l'inver-sion d'un opérateur de proje
tion 
ontinu, 
ar elles nous ont paru trop limitées quantà la possibilité d'in
orporer un modèle réaliste de 
orre
tion d'atténuation (surtout sil'on suppose que la 
arte d'atténuation non-uniforme et de géométrie irrégulière). Ilnous fallait don
 trouver un modèle approprié et adapté aux di�
ultés imposées parles 
ontraintes dont nous avons parlé plus haut.L'appro
he algébrique implique une dis
rétisation de l'ensemble du problème préa-lable à la 
on
eption des méthodes de résolution, à l'inverse des méthodes analytiquesdans lesquelles les formules de re
onstru
tion sont issues d'un raisonnement impli-quant une distribution et des proje
tions 
ontinues et dis
rétisées ensuite. Compte-tenu du fait que la distribution sera for
ément re
onstruite de manière dis
rète, maisaussi de 
e que les proje
tions sont dis
rètes (images 
omposées de pixels) et sépa-rées par des pas d'angle dis
rets, raisonner sur 
es données dis
rètes paraît adaptéà la situation physique 
on
rète. L'appro
he algébrique donne l'opportunité de mo-déliser impli
itement les e�ets parasites, notamment la 
arte d'atténuation, 
e quipermet ainsi de simpli�er le problème de re
onstru
tion en TEMP ave
 
orre
tiond'atténuation.Un système algébrique est dit 
onsistant s'il admet une unique solution. Cette
ondition peut être envisagée d'un point de vue mathématique si la matri
e du sys-tème est une matri
e 
arrée de déterminant non nul. Dès lors, il devrait su�re d'avoirun nombre su�sant d'équations pour éliminer toutes les autres envisageables ; mêmela surdétermination du système ne devrait pas entraver l'obtention d'une solutionunique. Il n'en est malheureusement pas ainsi, d'une part par
e qu'une 
omposantealéatoire existe dans les mesures sous la forme d'un bruit non négligeable, notammenten méde
ine nu
léaire, d'autre part par
e que la taille de la matri
e du système est,dans les 
as réels, très importante (elle peut atteindre quelques 
entaines de giga-o
tets). Pour 
es raisons, nous sommes dans le 
adre d'un problème mal posé ausens de Hadamard. Pour aborder 
e type de problème, on a eu re
ours aux méthodesd'inversion itératives, notamment la méthode de Ka
zmarz pour la résolution dessystèmes linéaires basée sur des prin
ipes hilbertiens et qui trouve son appli
ationen tomographie sous la nomination ART pour � Algebrai
 Re
onstru
tion Te
hnique�. L'obje
tif de 
ette thèse était don
 de mettre en oeuvre et d'évaluer une méthodealgébrique de 
orre
tion d'atténuation inspirée de l'appro
he itératif de Ka
zmarz. Lapremière opération, visant à établir le modèle dire
t 
onsiste à dé
omposer l'opérateur



VI Chapitre 0. Introdu
tionde la transformation de Radon atténuée en deux opérateurs : le premier étant l'opé-rateur de la transformation de Radon non-atténué, le deuxième étant un opérateurde multipli
ation par une fon
tion modélisante la 
ontribution de l'atténuation dansla formation des proje
tions atténuées de l'a
tivité f . Par la suite, le problème dire
tainsi posé est résolu en appliquant la méthode itérative de Ka
zmarz. La 
apa
itéde notre algorithme à re
onstruire des images de bonne qualité en présen
e d'uneatténuation irrégulière est mise à l'épreuve sur des fant�mes aussi variés que possiblepour 
ouvrir des 
onditions réelles et tester l'in�uen
e des paramètres intervenantsdans la pro
édure de re
onstru
tion.Le déroulement de notre travail suivra l'ordre suivant :Les prin
ipes de la Tomographie d'Emission Monophotonique du point de vue deson utilisation biomédi
ale (
e dont traite 
e travail de thèse) sont présentés au 
ha-pitre 1, ainsi que les di�érentes te
hniques d'imagerie médi
ale. Les limites du TEMP,résultant prin
ipalement de fa
teurs te
hnologiques et physiques, sont en�n abordées :les phénomènes majeurs perturbant la formation des images que sont l'atténuation, ladi�usion, la variabilité de la fon
tion de réponse du déte
teur, sont dé
rits ainsi queleurs 
onséquen
es sur l'interprétation qualitative et surtout quantitative des imagesre
onstruites.Le 
hapitre 2 présente le 
adre mathématique du problème de la re
onstru
tiontomographique en dé
rivant tout d'abord un modèle simpli�é (sans 
orre
tion d'at-ténuation) et les méthodes d'inversion adéquates analytiques et algébriques pour lerésoudre. Ensuite, après avoir dé
rit le phénomène d'atténuation prin
ipal phéno-mène dégradant l'image et empê
hant une quanti�
ation �able et pré
ise des 
oupesre
onstruites, on aborde le modèle réaliste qui tient 
ompte de l'e�et de l'atténua-tion et puis nous dressons un panorama des divers méthodes de 
ompensation de 
edernier phénomène du point de vue analytique et itératif.L'obje
tif du 
hapitre 3 est d'élaborer un modèle algébrique adapté au problèmetomographique en TEMP ave
 
orre
tion d'atténuation et de le résoudre itérativementpar des méthodes hilbertiennes de résolution de systèmes linéaires. Premièrement, onprésente la méthode de Ka
zmarz indépendamment du problème de tomographie.Deuxièmement, on pose le modèle dire
t en tant que système linéaire, 
ela en sup-posant que l'opérateur de la transformation de Radon atténuée est le 
omposé dedeux opérateurs 
omme indiqué plus haut. Ensuite, nous proposons de résoudre leproblème de re
onstru
tion ainsi posé en adaptant l'algorithme itératif de Ka
zmarzà la nature du système linéaire dé
rivant le modèle dire
t. Les performan
es de notrealgorithme ont été testées à l'aide de deux fant�mes informatiques : le premier re-présente une a
tivité de géométrie dis
ontinue qui servira à mettre à l'épreuve notreméthode à reproduire les détails �ns ; le se
ond simule une a
tivité à variation spatialelente qui permettrade tester l'e�et de proje
tions fortement 
orrélées sur la vitessede l'algorithme. Les simulations numériques ont été réalisées en présen
e d'une 
arte



0.4 Plan de la thèse VIId'atténuation non-uniforme et d'un nombre de proje
tions relativement faible. Lesimages re
onstruites ave
 notre méthode ont été 
omparées ave
 
elles re
onstruitesave
 l'algorithme ART 
lassique. La re
onstru
tion via 
ette méthode en présen
e dedonnées bruitées ainsi que l'e�et d'une étape de �ltration seront dis
utés.Dans le 
hapitre 4, nous exposerons l'algorithme numérique que nous avons utilisépour l'implémentation de la méthode étudiée au 
hapitre 3. Nous verrons de plus
omment mettre en oeuvre un algorithme numérique fa
ilement implémentable etexploitable pour la dis
rétisation de la transformation de Radon atténuée. À l'aidede fant�mes informatiques, nous mettrons en éviden
e le fait que l'erreur purementnumérique est faible et que, sous 
ette implémentation, l'algorithme proposé 
onvergebien (et rapidement) vers une solution très pro
he de l'objet ave
 lequel nous avonssimulé les proje
tions. Tous les paramètres sur lesquels l'expérimentateur peut jouer(tels que le 
oe�
ient de relaxation, la solution initiale, mais aussi l'ordre d'a
quisitiondes proje
tions et les 
ontraintes physiques) sont importants pour obtenir le meilleurrésultat, notamment en termes de résolution spatiale et de 
onvergen
e numérique.Nous dis
uterons en détails l'e�et de 
es paramètres sur la performan
e numérique denotre algorithme. Nous nous intéresserons également à l'étude du 
as de re
onstru
tionave
 des données in
omplètes, i.e. a
quises seulement sur le demi-
er
le ; nous verronsi
i que les résultats théoriques s'avèrent en défaut, que 
et algorithme s'avère malgrétout empiriquement e�
a
e.Les perspe
tives ouvertes par 
e travail et les 
on
lusions générales de la thèsesont dis
utés dans le 
hapitre 5.





Chapitre 1Tomographie et imagerie médi
ale
1.1 Introdu
tionL'imagerie devient un mode privilégié d'aide au diagnosti
 en méde
ine depuis que
ertains outils permettent de visualiser dans une 
ertaine mesure l'intérieur du 
orpshumain. Les te
hniques de re
onstru
tion tomographique sont utilisées dans la plupartdes types d'examens d'imagerie médi
ale ainsi que dans d'autres domaines tels quel'o
éanographie, la géophysique, la sismologie ou en
ore la météorologie. Il n'est pasdans notre propos de faire le tour des diverses te
hniques d'imagerie, mais seulementd'illustrer par quelques exemples la 
omplexité des te
hniques généralement mises enoeuvre pour a
quérir une information multidimensionnelle, puis pour en extraire oure
onstruire une image bi ou tridimensionnelle sus
eptible d'apporter au prati
ien uneinformation spé
i�que d'un type de pathologie. Il existe di�érentes te
hniques d'ima-gerie médi
ale permettant d'apporter des informations aussi bien sur la morphologieet sur le fon
tionnement des organes étudiés. Ces te
hniques sont regroupées en deux
atégories nommées imagerie stru
turelle et imagerie fon
tionnelle.Ce premier 
hapitre rappelle brièvement les prin
ipes physiques de 
es di�érenteste
hniques d'imagerie médi
ale et s'intéressera parti
ulièrement aux prin
ipes de laTomographie d'Emission Monophotonique (TEMP) qui fait partie des te
hniquesd'imagerie nu
léaire. Nous présentons aussi les phénomènes a�e
tant la quanti�
a-tion des images, et en parti
ulier les phénomènes physiques et leurs 
onséquen
es surla �abilité des images.Le prin
ipe de la TEMP est basé sur l'inje
tion d'un produit radioa
tif souventappellé radiotra
eur dans un organe du patient et l'étude de la distribution spatiale dela 
on
entration de 
e produit dont les informations sur sont fournies par le s
anner.Les photons-Gamma sont déte
tés par une 
améra équipée d'une grille de 
ollimateursqui séle
tionnent les radiations émises suivant un angle priviligié ϕ. L'utilisation desinformations sur la 
on
entration spatiale du tra
eur radioa
tif en un point (x, y, z) ∈
R3 permet de re
onstuire l'image f(x, y, z) de l'organe 
on
erné.1



2 Chapitre 1. Tomographie et imagerie médi
ale1.2 Les Di�érentes Te
hniques d'Imagerie Médi
aleSuivant les te
hniques utilisées, les examens d'imagerie médi
ale permettent d'ob-tenir des informations sur l'anatomie des organes (leur taille, leur volume, leur lo-
alisation, la forme d'une éventuelle lésion, et
.) ou sur leur fon
tionnement (leurphysiologie, leur métabolisme, et
.). Dans le premier 
as, on parle d'imagerie mor-phologique et dans le se
ond d'imagerie fon
tionnelle. Ces di�érents types de te
h-niques sont parfois employés de façon 
omplémentaire au sein d'un même systèmed'imagerie.1.2.1 Imagerie morphologiqueParmi les méthodes d'imagerie morphologique, les plus 
ouramment employées enméde
ine, on peut 
iter d'une part les méthodes tomographiques basées soit sur lerayonnement X (radiologie 
onventionnelle, tomodensitomètre (TDM) ou CT-s
an,et
.) soit sur la résonan
e magnétique (IRM) et, d'autre part, les méthodes é
hogra-phiques (qui utilisent les ultra-sons). Sur 
e type d'examen en e�et, 
'est plus la formede l'organe que sa fon
tion qui est étudiée, 
e qui signi�e que l'image morphologiquene rend 
ompte que de la présen
e et de la stru
ture des tissus, os, ou d'ailleurs toutematière.Imagerie par résonnan
e magnètiqueL'imagerie par résonan
e magnétique nu
léaire (IRM) est une te
hnique d'imageriemédi
ale d'apparition ré
ente (début des années 1980) permettant d'avoir une vue 2Dou 3D d'une partie du 
orps, notamment du 
erveau. Le nom 
omplet de l'IRM estimage à résonan
e magnétique nu
léaire (ou IRMN) ; on omet souvent son 
ara
tèrenu
léaire. Cette omission est surtout là pour ne pas e�rayer les patients qui asso
ientsouvent, et à tort, le mot nu
léaire ave
 les rayonnements ionisants.L'imagerie par résonan
e magnétique repose essentiellement sur les propriétés ma-gnétiques des atomes et plus parti
ulièrement de leurs noyaux que l'on étudie grâ
e àun 
hamp magnétique et une onde de radiofréquen
e ; au
une radiation ionisante n'estémise. la lo
alisation spatiale des atomes est obtenue en ajoutant un gradient dire
-tionnel sur le 
hamp magnétique de base. Les protons soumis au 
hamp magnétiques'alignent parallèlement à 
elui-
i 
omme des petites boussoles. Lorsque l'on envoiedes ondes radio-fréquen
e vers une zone donnée, 
es petites boussoles vont 
hangerde dire
tion (démagnétisation), puis retourner à leur position initiale en émettant unsignal qui est enregistré et traité par un système informatique. Ce signal dépend dutissu étudié. L'intensité du signal est reproduite point-à-point selon une é
helle de grisallant du blan
 au noir a�n d'obtenir une image en 
oupe de la zone étudiée (�gure1.1b).



1.2 Les Di�érentes Te
hniques d'Imagerie Médi
ale 3La résolution spatiale est liée à l'intensité du 
hamp magnétique et à la duréede l'a
quisition (en général une dizaine de minutes). L'IRM fournit les meilleuresimages de la morphologie 
érébrale en termes de résolution spatiale et de 
ontraste.On atteint a
tuellement une résolution de l'ordre du millimètre.

(a) (b)Fig. 1.1. IRM : (a) ma
hine IRM, (b) Images IRM d'une tête humaine vue de pro�l en
oupe sagittale. On peut voir apparaître le 
erveau en gris 
lair entouré de liquide 
éphalo-ra
hidien (en noir), la boite 
rânienne (en blan
), ainsi que d'autres tissus (langue, fossesnasales, et
.).
La tomodensitométrieLa tomodensitométrie (TDM), dite aussi tomographie axiale 
al
ulée par ordi-nateur, CT-s
an ou simplement s
anner, est une te
hnique d'imagerie médi
ale qui
onsiste à 
al
uler une re
onstru
tion 2D ou 3D des tissus à partir d'une analyse to-mographique obtenue en soumettant le patient au balayage d'un fais
eau de rayons X.Bien que la possibilité théorique de 
réer de tels appareils était 
onnue depuis le débutdu siè
le, 
e n'est qu'au début des années 1970 qu'apparaîtront les premiers appareilsdotés d'ordinateurs 
apables de réaliser les 
al
uls né
essaires à la re
onstru
tion desimages. Pour la mise au point de 
es te
hniques, Godfrey Newbold Houns�eld et AllanMa
Leod Corma
k seront ré
ompensés par le Prix Nobel de méde
ine en 1979.Dans les appareils modernes, l'émetteur de rayons X tourne autour du patient(�gure 1.2a) en même temps que les ré
epteurs 
hargés de mesurer l'intensité des



4 Chapitre 1. Tomographie et imagerie médi
alerayons après leur passage dans le 
orps. Les données obtenues sont ensuite traitéespar ordinateur, 
e qui permet de re
omposer des vues en 
oupe des organes ou desvues en trois dimensions. C'est don
 en quelque sorte une image d'ombre qui estobtenue : plus les stru
tures traversées sont atténuantes, plus faible est la fra
tionde rayonnement qui parvient jusqu'au déte
teur (�gure 1.2b). Cette image ne fournitdon
 des renseignements que sur les 
oe�
ients d'absorption en 
haque point, quisont relatifs à une énergie de rayonnement donnée (en général, plus un rayonnementest énergétique et moins il est atténué) et dépendent essentiellement de la densité destissus auxquels ils appartiennent.On peut faire ressortir 
ertains tissus, en parti
ulier les vaisseaux sanguins, eninje
tant un produit dit � de 
ontraste � (souvent un 
omplexe de l'iode) qui a lapropriété de fortement absorber les rayons X et don
 de rendre très visibles les tissusoù 
e produit est présent (qui apparaissent alors hyperdenses). On peut aujourd'huiobtenir en quelques se
ondes, grâ
e aux s
anners multidéte
teurs à a
quisition spira-lée, une exploration très pré
ise d'un large volume du 
orps humain.Comme pour la radiographie, l'exposition répétée à des radiations peut être no
ivepour l'organisme, mais le rapport béné�
e/risque lié à l'irradiation pen
he largementen faveur de la tomodensitométrie, qui en fait un examen de plus en plus largementpratiqué. L'imagerie par résonan
e magnétique (IRM), te
hnique non irradiante, estune alternative. Cette dernière o�re une meilleure résolution pour les tissus mousalors que la tomographie axiale 
al
ulée est supérieure pour les zones 
on
ernant lesparties osseuses.

(a) (b)Fig. 1.2. Tomodensitométrie : (a) s
anner, (b) 
oupe horizontale du thorax.



1.2 Les Di�érentes Te
hniques d'Imagerie Médi
ale 51.2.2 Imagerie fon
tionnelleLes méthodes d'imagerie fon
tionnelle sont aussi très variées. Elles regroupent leste
hniques de méde
ine nu
léaire 
omme la Tomographie d'Émission Monophotonique(TEMP) (Single Photon Emission Computed Tomography en anglais) et la tomogra-phie d'Émission à Positons (TEP) (Positon Emission Tomography en anglais).Ces te
hniques reposent sur l'administration d'un tra
eur, 
'est-à-dire une sub-stan
e repérable, 
ar marquée par un atome radioa
tif émetteur Gamma, s'ins
rivantdans un métabolisme, sans interférer ave
 
elui-
i du fait que l'on en administre unequantité in�nitésimale. Ainsi, les rayonnements servant à former l'image proviennentde l'objet d'étude lui-même. Sur le prin
ipe des organismes phosphores
ents, le 
orpsou l'objet est � é
lairé par sa propre lumière � et l'on parle de tomographie d'émissionpour désigner les problèmes de tomographie qui sont ratta
hés à 
e genre de pro
édé.On parle ainsi de tomographie d'émission monophotonique lorsque le tra
eur utiliséémet des photons Gamma et de tomographie par émission de positons lorsque lesimages sont obtenues par inje
tion dans l'organisme d'une molé
ule radioa
tive mar-quée par des isotopes du 
arbone, du �uor ou de l'oxygène (émetteurs de positons).Cette te
hnique d'imagerie 
onstitue un examen d'imagerie médi
ale qui permetde visualiser les a
tivités du métabolisme et de mesurer les 
hangements fon
tionnelsde l'organe étudié, plus pré
isément des tissus, 
hez les humains. Elle di�ère des te
h-nologies 
onventionnelles aux rayons-X et par résonan
e magnétique qui se limitentaux images de l'anatomie. Les 
hangements physiologiques pré
èdent les 
hangementsanatomiques et, par 
onséquent, l'imagerie fon
tionnelle permet de dé
eler à une phaseplus pré
o
e les dommages métaboliques et ainsi à aider à 
ontrer leur progression.Elle fournit ainsi une image quantitative du fon
tionnement de l'organe étudié.La �abilité de la quanti�
ation des images obtenues est a�e
tée à la fois par leslimites des performan
es des déte
teurs (résolution spatiale et en énergie, sensibilité,et
.), par les e�ets physiques tels que l'atténuation et la di�usion, qui perturbent laformation des images, par des e�ets physiologiques (mouvements du patient) et pardes e�ets liés à la re
onstru
tion tomographique.La tomographie à émission de positonUne tomographie par émission de positons est un examen d'imagerie médi
ale pars
intigraphie réalisé dans les servi
es de méde
ine nu
léaire d'un h�pital.La s
intigraphie en TEP est obtenue par inje
tion d'un tra
eur faiblement radio-a
tif par voie intraveineuse. Ce tra
eur est le plus souvent le �uor (18F) in
orporédans une molé
ule de glu
ose formant le 18F-�urodéoxyglu
ose (en abrégé 18F-FDG).Ce tra
eur est semblable au glu
ose : il se �xe au niveau des tissus qui 
onsomment degrandes quantités de 
e su
re 
omme les tissus 
an
éreux, le mus
le 
ardiaque ou en-
ore le 
erveau. Le �uor 18, dont la demi-vie est inférieure à 2h, émet ensuite de façontemporaire des rayonnements que l'on peut suivre dans l'organisme du patient grâ
e



6 Chapitre 1. Tomographie et imagerie médi
aleà une 
améra spé
iale, une 
améra TEP. Le �uor 18 ainsi que les autres isotopespouvant être utilisés (oxygène (15O), azote (13N), 
arbone (11C)) ont une 
ourtedemi-vie, jusqu'à 110 minutes pour le �uor. Ces isotopes de 
ourte durée né
essitentpour leur produ
tion un 
y
lotron.Une 
améra TEP est un appareil qui a l'aspe
t d'un � s
anner �, mais son prin
ipede fon
tionnement est di�érent. En e�et, l'atome radioa
tif (par exemple, le �uor 18)se désintègre en émettant un positon. Celui-
i va s'annihiler ave
 un éle
tron dumilieu après un très 
ourt par
ours (en général inférieur à 1 mm). Cette annihilationproduit deux photons Gamma de 511 keV qui partent en dire
tion opposée, 
e quirend possible le traitement tomographique des données. En e�et, les 
apteurs situéstout autour du patient déte
tent les photons d'annihilation en 
oïn
iden
e (
'est-à-dire 
eux qui arrivent en même temps), 
e qui permet d'identi�er la ligne sur laquellese trouve l'émission des photons. Un système informatique re
onstitue ensuite à l'aided'un algorithme de re
onstru
tion les images de la répartition du tra
eur au niveaud'une partie ou de la totalité du 
orps sous la forme d'une image 2D ou d'un objet3D. Les images ainsi obtenues (�gure 1.3) sont dites � d'émission � (la radioa
tivitéprovient du tra
eur inje
té au patient). Il est possible d'améliorer la qualité des imagesen utilisant le prin
ipe de 
orre
tion d'atténuation. Lors de la traversée du 
orps, denombreux photons Gamma subissent une atténuation liée aux stru
tures traversées(faible dans l'air des poumons, forte dans les stru
tures plus solides 
omme les oset mus
les). Pour e�e
tuer 
ette 
orre
tion, on réalise des images de transmissionobtenues grâ
e à une sour
e radioa
tive qui tourne rapidement autour du patient.

Fig. 1.3. TEPLa TEP est un examen d'imagerie qui permet d'obtenir des images du fon
tion-nement métabolique des organes, des tissus ou des 
ellules. Aujourd'hui, la plupart



1.3 La Tomographie d'Émission Monophotonique 7des 
améras TEP sont fréquemment 
ouplées à un tomodensitomètre à rayons X(système TEP/TDM ou PET/CT en anglais), 
e qui permet de superposer l'imagefon
tionnelle (image TEP) à sa lo
alisation anatomique pré
ise dans le 
orps (imageCT). Dans 
e 
as la 
orre
tion d'atténuation s'obtient par le tomodensitomètre beau-
oup plus rapidement et est meilleure qu'ave
 les images de transmission ave
 sour
esradioa
tives.1.3 La Tomographie d'Émission MonophotoniqueLa tomographie d'émission monophotonique est un pro
édé d'imagerie fon
tion-nelle et morphologique utilisé en méde
ine nu
léaire dans un but diagnostique outhérapeutique. Elle 
onsiste à déterminer, et le plus souvent à visualiser sous formed'images, la lo
alisation tridimensionnelle et la 
on
entration dans l'organisme d'unradiotra
eur, substan
e radioa
tive émettri
e de photons Gamma administrée au pa-tient, en déte
tant les photons Gamma émis au moyen d'une Gamma-
améra. Lesimages a
quises 
onduisent, après re
onstru
tion tomographique, à l'estimation tri-dimensionnelle de la 
on
entration du radiotra
eur dans les 
oupes re
onstruites. Lamesure pré
ise de la radioa
tivité 
ontenue dans les images re
onstruites, nomméequanti�
ation, est a�e
tée par de nombreux phénomènes lors de la formation desimages qui altèrent les informations extraites de 
es images.Cette se
tion rappelle les prin
ipes physiques de la tomographie d'émission mono-photonique relatifs au radiotra
eur, au dispositif de déte
tion et aux di�érents typesd'a
quisition réalisés. Nous présentons aussi les phénomènes a�e
tant la quanti�
a-tion des images et en parti
ulier les phénomènes physiques et leurs 
onséquen
es surla �abilité des images.1.3.1 Les radiotra
eursEn 1923, Georg Von Hevesy fut le premier à employer la méthode des indi
ateursradioa
tifs. Il montra qu'il est possible, grâ
e aux isotopes radioa
tifs, de suivre à latra
e une espè
e 
himique, une parti
ule, sans perturber le 
omportement physique,hydrodynamique ou bien 
himique de l'objet que l'on suit.Les radiotra
eurs sont des molé
ules marquées par un isotope radioa
tif, 
hoisiespour mettre en éviden
e 
ertains pro
essus physiologiques ou pathologiques. Le 
hoixdu radiotra
eur dépend de sa 
apa
ité à suivre un métabolisme ou à fournir un diag-nosti
 sur le fon
tionnement d'un organe donné. Le tra
eur peut être un atome seul(iode 123), une molé
ule marquée (diphosphonate marqué au te
hnétium 99m), unehormone marquée ou en
ore un anti
orps marqué par un isotope. Cet isotope doitpouvoir se �xer 
himiquement sur la molé
ule d'intérêt sans toutefois altérer les pro-priétés de 
elle-
i. La liaison doit être solide de façon à 
e que l'élément radioa
tif ne se
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aledéta
he pas, auquel 
as on suivrait le par
ours de l'élément radioa
tif et non 
elui dela molé
ule 
ible. L'a

ès in vivo aux informations sur le devenir du radiotra
eur dansl'organisme telles que sa distribution dans les tissus (distribution biologique, �xationpréférentielle sur 
ertaines 
ellules . . . ) et son évolution en fon
tion du temps (méta-bolisme, élimination et dégradation . . . ) permettent l'étude, d'une façon non invasive,de 
ertains pro
essus pathologiques (mise en éviden
e de métastases), physiologiqueset bio
himiques (e.g., mesure du débit sanguin et du métabolisme du glu
ose).L'isotope radioa
tif est également séle
tionné selon les 
ara
téristiques physiquessuivantes :
• la nature de son rayonnement : les radio-isotopes émetteurs Gamma sont pri-vilégiés 
ar ils se prêtent bien à une déte
tion externe et minimisent la dosed'irradiation subie par le patient ;
• la demi-vie physique de l'isotope (
'est-à-dire le temps au bout duquel sa popu-lation est réduite de moitié par désintégrations spontanées) doit être su�sam-ment longue pour permettre de suivre le pro
essus physiologique 
onsidéré etsu�samment 
ourte pour éviter une irradiation inutile ;
• l'énergie des photons Gamma émis doit être su�samment élevée pour permettreà 
eux-
i de s'é
happer de l'organisme et su�samment faible pour permettreune déte
tion e�
a
e par le déte
teur.En TEMP, l'isotope le plus adapté, 
ar présentant de bonnes propriétés pour l'ima-gerie, est le Te
hnétium 99 métastable noté 99mT
. Le 99mT
 a une durée de demi-viede 6 heures et il est émetteur de rayonnements Gamma (98%) ayant une énergie de140 keV, sa 
ourte demi-vie physique et l'absen
e de raies d'émission se
ondaires per-mettent de minimiser la dose délivrée au patient. La produ
tion du 99mT
 à partirdu 99Mo est possible à partir d'un générateur portable, d'où la simpli
ité de l'a
-
ès en routine 
linique et le faible 
oût. Il est utilisé dans environ 90% des examensen TEMP : par exemple, pour les examens osseux pour la déte
tion de métastases,pour les s
intigraphies ventri
ulaires a�n de 
ara
tériser la fon
tion 
ardiaque (vo-lume d'éje
tion, fra
tion d'éje
tion, et
.) en marquant des globules rouges au 99mT
,pour diagnostiquer la présen
e de tissus non irrigués dans le myo
arde en marquantdes 
ellules du mus
le 
ardiaque, pour le repérage du ganglion sentinelle en parti
ulierdans le traitement 
hirurgi
al du 
an
er du sein.Le radio-isotope est souvent administré par voie intraveineuse, parfois par inha-lation pour étudier la ventilation pulmonaire. Il peut être administré par voie orale(spé
ialement pour l'étude de la vidange gastrique et des re�ux gastro-oesophagiens)ou bien par voie intrathé
ale (spé
ialement pour l'étude de la 
ir
ulation du liquide
éphalo-ra
hidien).Après administration au patient du radiotra
eur, 
elui-
i se répartit dans le(s)tissu(s) 
iblés et les photons Gamma qu'il émet sont déte
tés par un dispositif spé
i-�que appelé Gamma-
améra, qui fournit des images de la distribution de la radioa
-



1.3 La Tomographie d'Émission Monophotonique 9tivité dans l'organisme. Ce dispositif est dé
rit dans le paragraphe suivant.1.3.2 Le dispositif de déte
tionEn 1957, la Gamma-
améra ou 
améra d'Anger a été développée par le physi
ienHal Anger qui remplaça alors les s
intigraphes à balayage utilisés en 1950.Le r�le de la Gamma-
améra est de déte
ter et de 
omptabiliser les photonsGamma émis par le radiotra
eur dans l'organisme, de re
ueillir et de sto
ker desinformations relatives à 
es photons (position, énergie) et en�n de déterminer la lo-
alisation des sour
es d'émission de 
es photons et d'en fournir une représentation.Une Gamma-
améra (�gure 1.4) se 
ompose d'une ou de plusieurs têtes de dé-te
tion, d'un 
ir
uit analogique fournissant la lo
alisation des photons Gamma dansle 
ristal et réalisant la spe
trométrie, ainsi que de pro
esseurs assurant l'a
quisitiondes données, leur sto
kage et leur traitement : 
orre
tions en ligne, re
onstru
tion,manipulation et a�
hage des images.

Fig. 1.4. Di�érents éléments 
omposant une tête de déte
tion de Gamma-
améra.
Le 
ollimateurOn utilise un matériel absorbant pour la fabri
ation des 
ollimateurs, habituel-lement le plomb, dans lequel un ou plusieurs trous parallèles ou in
linés sont per
és
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alesuivant un système d'axes déterminé. L'utilisation d'un 
ollimateur permet de privilé-gier une dire
tion qui 
orrespond à la proje
tion de la distribution de la radioa
tivitésur le 
ristal déte
teur, la plus 
ourante étant la perpendi
ulaire au 
ristal. Les pho-tons γ dont le par
ours n'emprunte pas 
es dire
tions sont absorbés par le 
ollimateuravant d'atteindre le 
ristal. La 
loison séparant deux trous voisins est appelée � sep-tum �. L'épaisseur de plomb est 
al
ulée pour entraîner une atténuation d'au moins95% de l'énergie des photons traversant les septas.Le premier prototype de 
ollimation pour la 
améra d'Anger était de géométrie �pinhole � (sténopé). Le 
ollimateur � pinhole � est employé 
liniquement pour l'ima-gerie des petites surfa
es 
omme la thyroïde où un agrandissement important peutêtre réalisé. Pour des organes de dimensions larges, le 
ollimateur à trous parallèles estplus souvent utilisé. D'autres géométries sont également disponibles pour des appli
a-tions spé
i�ques , à titre d'exemple, les 
ollimateurs 
onvergents, divergents ou en
oreen éventail � Fanbeam �. La �gure 1.5 montre quelques exemples de géométries.

Fig. 1.5. Di�érents types de 
ollimation pour la Gamma 
améra : (a) 
ollimateur à trousparallèles. (b) 
ollimateur à trous 
onvergents. (
) 
ollimateur à trous divergents. (d) 
olli-mateur pinhole (sténopé).Le 
ollimateur de la gamma 
améra est l'élément 
ru
ial qui détermine la sensibilité,la résolution et la qualité de l'image re
onstruite. Cependant, les 
ollimateurs 
las-siques à trous �ns et parallèles utilisés ave
 les gamma 
améras usuelles (CPHC :
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onventional parallel holes 
ollimator) ont a
tuellement plusieurs limitations. Spé
i�-quement, leur sensibilité est extrêmement faible : pour 104 photons émis par le patientseulement un photon passera par un trou du 
ollimateur et arrivera au 
ristal de la
améra.Le système CACAO (Caméra A Collimation Assistée par Ordinateur) est unegamma 
améra ave
 une 
ollimation à grand trous (�gure 1.6). Il a été introduit parChristian Jeanguillaume [15℄ [16℄ pour améliorer la qualité des images des systèmesSPECT. Ce système est 
ara
térisé par des trous ave
 une ouverture plus grande quela résolution intrinsèque du déte
teur. Cela permet d'obtenir une sensibilité géomé-trique bien meilleure par rapport aux autres systèmes s
intigraphiques. Une valeurde l'ordre de 102 est tout à fait a

essible, 
'est-à-dire, pour 104 photons on déte
tera100 photons ave
 le système CACAO 
ontre 1 seul pour les systèmes 
lassiques detype Anger équipé d'un 
ollimateur à trous �ns.

 Fig. 1.6. S
héma illustrant la di�éren
e entre le 
ollimateur 
lassique et le 
ollimateurCACAO.
Le s
intillateurLe r�le du 
ristal s
intillant est d'absorber les photons in
idents et de 
onvertirl'énergie qu'ils déposent en s
intillation lumineuse. Le 
ristal s
intillant doit avoirun pouvoir d'absorption élevé pour les photons ; 
'est pour 
ela qu'on 
hoisit des
ristaux denses et ayant un numéro atomique élevé. On utilise souvent l'iodure desodium dopé au thallium NaI(Tl) qui a une densité su�sante (3,7 g/
m3) et unnuméro atomique assez élevé (iode, Z = 73) pour pouvoir absorber la majorité desphotons ayant une énergie 
omprise entre 70 keV et 200 keV en quelques millimètres,soit la gamme d'énergie utilisée en routine 
linique pour la tomographie d'émissionmonophotonique. Le 
ristal s
intillant transforme l'énergie déposée par les photons
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alein
idents en énergie lumineuse. Lorsqu'un photon interagit dans le 
ristal de NaI(Tl) via un e�et photoéle
trique ou un e�et Compton, il lui 
ède son énergie dans lepremier 
as ou une partie de 
elle 
i dans le se
ond 
as ; le 
ristal à son tour émet desphotons lumineux (photons de s
intillation) ayant une longueur d'onde d'environ 415nm (lumière bleu-verte dans le spe
tre visible) bien adaptée à un traitement par destubes photomultipli
ateurs.Le s
intillateur NaI(Tl) présente aussi un bon rendement lumineux : 13% de l'éner-gie déposée est réémise sous forme de photons de �uores
en
e d'énergie 3 eV (430 nm).Il est transparent à sa propre lumière de s
intillation, 
e qui n'engendre pas de pertesde lumière de s
intillation liées à l'auto-absorption. Sa 
onstante de temps de 230 nslui permet d'enregistrer plusieurs dizaines de milliers de 
oups par se
onde autorisantainsi un taux de 
omptage élevé. Son prin
ipal in
onvénient est son 
ara
tère hygro-s
opique (sensible à l'humidité) : il requiert don
 une isolation hermétique. A�n deprotéger le 
ristal de la lumière et de l'humidité et de minimiser la perte des photonsde s
intillation, on enveloppe souvent le 
ristal ave
 une 
ou
he de ré�e
teur (Al2O3,MgO, époxy, . . . ). Le 
hoix de l'épaisseur du 
ristal est un 
ompromis entre l'e�
a
itéde déte
tion (plus le 
ristal est épais, plus la déte
tion est e�
a
e), et la résolutionspatiale qui se dégrade quand le 
ristal devient plus épais.Les photomultipli
ateursUn photomultipli
ateur 
onsiste en un tube transparent ave
 une 
ou
he photo-émissive (appelé photo
athode) et une série d'éle
trodes dénommées dynodes. Dansune photo
athode, les photons de s
intillation libèrent les éle
trons qui sont a

éléréspar une di�éren
e de tension vers la première dynode ren
ontrée. L'énergie a
quisepar les éle
trons est su�sante pour libérer des éle
trons additionnels lors du 
ho
ave
 la dynode ; 
es éle
trons sont a

élérés vers la dynode suivante et le pro
essusest répété jusqu'à la dernière dynode. Ainsi, l'amplitude des impulsions dépend de latension appliquée au dynodes, de leur nombre et du nombre initial d'éle
trons libéréspar la photo
athode. Une ampli�
ation d'un fa
teur 1010 est 
ouramment utilisée,elle permet de déte
ter des photons de faible énergie (60KeV).L'éle
troniqueL'impulsion éle
tronique produite par les photomultipli
ateurs doit être assez puis-sante pour permettre la transmission sur le 
âble 
oaxial des informations aux autres
ellules éle
troniques. Le dispositif éle
tronique se 
ompose des préampli�
ateurs, desampli�
ateurs et analyseur d'amplitude. Le signal de sortie du PM sera don
 ampli�éet ajusté. Une analyse numérique permet d'obtenir un spe
tre (nombre de photonsdéte
tés en fon
tion de leur énergie) 
ara
téristique du rayonnement déte
té. Les im-pulsions séle
tionnées par l'analyseur d'amplitude sont dirigées sur une é
helle de
omptage 
omportant un intégrateur du temps qui délivre alors un taux de 
omptage



1.4 Types d'a
quisition 13en impulsions par se
onde (ips) ou en 
oups/se
onde (
ps). À partir du 
omptagedes photons déte
tés dans une fenêtre d'énergie 
hoisie, il est possible de visualiser larépartition des sour
es émettri
es de rayons γ.1.4 Types d'a
quisition1.4.1 Le mode statique planaireEn mode statique, les informations temporelles relatives aux photons déte
tés nesont pas exploitées. On exploite uniquement les informations spatiales.Pendant une a
quisition en mode statique planaire, la Gamma-
améra reste im-mobile et les proje
tions a
quises fournissent une information bidimensionnelle de ladistribution tridimensionnelle du radiotra
eur dans l'organe. Cette information bi-dimensionnelle permet essentiellement une étude qualitative du fon
tionnement del'organe étudié, peu quantitative vu qu'on n'a pas d'informations sur la profondeurdes lieux d'émission. Pour en tenir 
ompte, une 
orre
tion de l'atténuation est né
es-saire.Pour une a
quisition statique planaire optimisée, il est important de 
hoisir unefenêtre spe
trométrique adaptée à l'énergie d'émission du photon et un 
ollimateurdont le 
hamp de vue 
ouvre l'organe étudié et ayant une sensibilité assez élevée. Letemps d'attente après l'inje
tion est aussi un élément important dans la mesure oùil est parfois souhaitable d'attendre l'élimination du radiotra
eur de 
ertains tissuspour visualiser de façon plus spé
i�que les organes 
ibles.1.4.2 Le mode tomographiqueContrairement à la s
intigraphie planaire, la Tomographie d'Émission Monophoto-nique est une te
hnique où la Gamma-
améra dé
rit une orbite 
ir
ulaire ou elliptiqueautour du patient et fournit des proje
tions bidimensionnelles sous des in
iden
es va-riées. La mise en oeuvre de la TEMP fournit, par rapport à la s
intigraphie planaire,une amélioration de 
ontraste entre les zones des di�érentes fon
tions organiques,une meilleure lo
alisation spatiale, une déte
tion améliorée des fon
tions anormaleset surtout une amélioration de la quanti�
ation.Dans le 
as de la tomographie dite � transaxiale �, les 
oupes re
onstruites sontperpendi
ulaires à la fa
e de déte
tion de la Gamma-
améra. La Gamma-
amérafournit un ensemble d'images 2D, ou proje
tions, 
onsistant en de multiples pro�ls,
haque pro�l représentant une proje
tion 1D de la radioa
tivité dans une seule 
oupedu patient (�gure 1.7a). Ainsi, l'objet 3D est divisé en de multiples se
tions 2D et
haque se
tion est représentée par un ensemble de pro�ls 1D dis
rets. Chaque point dupro�l représente la somme linéaire (en l'absen
e d'atténuation) des éléments d'a
tivitéle long de la dire
tion d'exploration du déte
teur telle qu'elle est déterminée par le
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ollimateur. Si un nombre important de données linéaires et angulaires sont a
quises, ilest alors possible de re
onstruire des images de 
oupes qui représentent la distributiondu radiopharma
eutique dans l'organisme.Typiquement, une a
quisition tomographique 
omporte 128 proje
tions, 
ha
uned'entre elles 
omprenant 128×128 pixels et a
quise pour 64 (ou 128) valeurs d'anglesdis
rètes balayant un angle de 360◦ autour du patient. En utilisant des algorithmesde re
onstru
tion (les di�érents algorithmes disponibles seront présentés au 
hapitre2), il est possible d'obtenir des images de se
tion transaxiale, sagittale, et 
oronale(�gure 1.7b).
profil
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inférieure (I) (b)Fig. 1.7. Mode tomographique : (a) Pro�l obtenu à l'aide d'une gamma-
améra, (b) orien-tations des 
oupes re
onstruites.
1.4.3 Rangement des données : le sinogrammeTous les éléments de proje
tion d'une 
oupe de l'objet sont rangés dans une ma-tri
e appelée sinogramme. Chaque ligne de la matri
e représente la proje
tion mono-dimensionnelle de la 
oupe pour un 
ertain angle ϕ. La matri
e a autant de lignesque le nombre d'angles de mesure et autant de 
olonnes que le nombre d'é
hantillonsspatiaux (déte
teurs) de mesure pour un angle ϕ donné.Un point du sinogramme 
orrespond à l'intensité mesurée dans l'angle ϕ et audéte
teur dans la position s (�gure 1.8) . Si on néglige l'atténuation, l'intensité dupixel (s, ϕ) 
orrespond à l'intégrale de la densité d'a
tivité des photons de 511 keVémis tout au long de la ligne de réponse qui 
orrespond à 
ette in
iden
e.



1.5 Les limites de l'imagerie TEMP 15Les détails de la modélisation mathématique de l'a
quisition du sinogramme enTEMP seront exposés au 
hapitre 2 ; on y traitera un premier modèle simpli�é ennégligant l'atténuation, puis le modèle réaliste en tenant 
ompte de la présen
e d'at-ténuation.
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sFig. 1.8. Sinogramme : 180 prises d'angle et 128 déte
teurs.
1.5 Les limites de l'imagerie TEMPDe nombreux fa
teurs a�e
tent la pré
ision qualitative et quantitative des imagesobtenues en TEMP (Rosenthal et al. [41℄) , parmi lesquels les fa
teurs physiologiquesrelatifs au patient (émission et 
inétique du radiotra
eur, mouvement du patient),les fa
teurs te
hnologiques (performan
es du système de déte
tion) et les fa
teursphysiques (atténuation, di�usion, bruit de mesure).1.5.1 Fa
teurs physiologiquesUn 
ertain nombre de fa
teurs physiologiques 
ontribue à réduire le nombre dephotons déte
tés pendant une a
quisition et de fait limite la quanti�
ation des images :il s'agit de fa
teurs asso
iés aux 
ara
téristiques du radiopharma
eutique (spé
i�
ité,bio
inétique, dose administrée) et de fa
teurs relatifs au patient.Les radiotra
eurs a
tuellement utilisés 
onduisent à une �xation plus ou moinsimportante sur des organes non 
iblés, 
réant ainsi une a
tivité de fond et réduisantle 
ontraste dans les images.
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aleLes problèmes des mouvements sont d'une part 
eux liés aux mouvements invo-lontaires du patient pendant la longue durée des a
quisitions (en moyenne 30 min),d'autre part 
eux liés aux mouvements physiologiques tels que les battements 
ar-diaques et la respiration. Ces mouvements introduisent des �ous 
inétiques à l'origined'artefa
ts dans les images re
onstruites. Par exemple, en TEMP 
ardiaque, le mou-vement respiratoire peut diminuer les rapports de �xation mesurés entre la paroiantérieure et la paroi latérale de 25% par rapport aux valeurs qui seraient mesuréesen l'absen
e de mouvement respiratoire (Cooper et al. [7℄).Le temps d'a
quisition 
onstitue aussi un paramètre important : il est souvent �xéde façon à permettre d'a
quérir su�samment d'é
hantillons statistiques pour obtenirdes images de bonne qualité et en tenant 
ompte de la toléran
e du patient pendantl'examen. En e�et, les mouvements, qu'ils soient de nature physiologique (battements
ardiaques, respiration, . . . ) ou fortuite (mouvements du patient pendant l'examen)o

asionnent un �ou 
inétique dans les images et peuvent 
réer des artefa
ts nonnégligeables pouvant ensuite gêner l'interprétation des images. En�n, la taille dupatient a�e
te la fra
tion de photons atténués et la fra
tion de photons di�usés, 
equi 
ontribue à diminuer le nombre de photons réellement déte
tés.1.5.2 Fa
teurs te
hnologiquesLes fa
teurs te
hnologiques sont liés dire
tement à l'appareillage et à ses limites.Parmi 
es fa
teurs te
hnologiques, que nous rappelons brièvement i
i, 
ertains sont
orrigés en ligne durant l'a
quisition par le pro
esseur, mais d'autres, dont la résolu-tion spatiale, ont des 
onséquen
es très importantes sur les proje
tions a
quises et les
oupes re
onstruites : 
es 
onséquen
es sont présentées 
i-après, ainsi que l'e�et de �volume partiel � qui est lié à 
es fa
teurs te
hnologiques.Réponse du 
ollimateurLa variation de la fon
tion de dispersion pon
tuelle en fon
tion de la distan
esour
e / déte
teur a des 
onséquen
es importantes en tomographie : par exemple,une sour
e pon
tuelle dé
entrée va se projeter sur le déte
teur ave
 une résolutiondi�érente suivant la position angulaire de 
elui-
i. Le point se trouvant au 
entre vase projeter ave
 la même résolution spatiale dans toutes les dire
tions de proje
tion.Qualitativement, la variation de la fon
tion de dispersion pon
tuelle induit un �ouainsi que des distorsions géométriques dans les images re
onstruites.Dans 
e 
as et a�n de réduire les distorsions géométriques, il est 
onseillé de pla
erl'objet ou l'organe auquel on s'intéresse le plus près possible du 
entre de rotation dutomographe.



1.5 Les limites de l'imagerie TEMP 17E�et de volume partielL'e�et de volume partiel provient de la résolution spatiale du dispositif de déte
-tion. La fon
tion de réponse de la 
améra, modélisée généralement par une gaussienne,dégrade le signal de telle sorte que le signal déte
té présente une plus faible ampli-tude que le signal original. Cette dégradation fait qu'une partie de l'a
tivité dans unestru
ture est déte
tée à l'extérieur de 
ette stru
ture et qu'une partie de l'a
tivitéextérieure à 
ette stru
ture est déte
tée dans la stru
ture. Ce
i se traduit par unesous-estimation de la radioa
tivité dans les petits volumes, d'autant plus grande queles volumes deviennent petits. Cet e�et est présent jusqu'à 
e que la taille de l'ob-jet soit approximativement le triple de la résolution spatiale de la 
améra. A�n demontrer la nature qualitative de 
et e�et, prenons l'exemple d'un objet unidimen-sionnel re
tangulaire de 2 
m de longueur et dégradons l'objet à l'aide de fon
tionsgaussiennes de largeur à mi-hauteur variables (�gure 1.9). L'e�et global des fon
tionsgaussiennes est d'étaler l'objet. De fait, il y aura 
ontamination des a
tivités entrerégions voisines. Pour une stru
ture de petite taille, la 
on
entration de radiotra
eurqui lui est asso
iée va être noyée par la �xation alentour et la stru
ture ne pourra pasêtre déte
tée. Les biais observés dépendent don
 de la taille de la stru
ture d'intérêt,du 
ontraste entre l'a
tivité dans la stru
ture et l'a
tivité dans les tissus environnantset de l'algorithme de re
onstru
tion.
1

0-1 1-2 2

0,8

0,6

0,4

0,2

5 mm 
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2 cm 

Fig. 1.9. Illustration de l'e�et de volume partiel.
1.5.3 Fa
teurs physiquesPlusieurs fa
teurs physiques, liés aux intera
tions des photons dans l'organismeet dans le déte
teur, perturbent le pro
essus d'imagerie et dégradent la qualité de
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alel'image re
onstruite en termes de 
ontraste et de résolution. Trois fa
teurs a�e
tenten fait la quanti�
ation de la radioa
tivité absolue, de façon plus ou moins importanteselon le radiotra
eur utilisé et la morphologie du patient :
• l'atténuation des photons par les tissus traversés ;
• la di�usion des photons dans le patient et le déte
teur ;
• le bruit de mesure résultant de la nature statistique de l'émission des photonset le bruit a�e
tant le signal déte
té.Le fa
teur physique le plus pénalisant est l'atténuation ; pour 
ela, on exposera sades
ription et ses 
onséquen
es dans la sous-se
tion 1.5.4.La di�usionTout au long de sa traje
toire dans la matière, un photon peut subir une ou plu-sieurs di�usions Compton ou Rayleigh. Les photons di�usés ayant 
hangé de dire
tion
onduisent à une information erronée sur leur position d'émission. Les photons di�u-sés introduisent des erreurs de lo
alisation de l'a
tivité présente dans l'organisme. Parexemple, en déte
tant des photons di�usés, on déte
te de l'a
tivité dans des régionsoù il n'y a pas de radiotra
eur.
⋆ La di�usion Rayleigh. Dans la di�usion Rayleigh, appelée aussi di�usion 
o-hérente, le photon in
ident n'interagit pas ave
 un seul éle
tron mais ave
 tous leséle
trons de l'atome. L'énergie de 
ho
 du photon se trouve ainsi absorbée par latotalité de l'atome. Les éle
trons de 
e dernier se mettent à os
iller en phase avantd'émettre un photon de même énergie que le photon in
ident. Le photon initial in
i-dent se trouve don
 �nalement dévié de sa traje
toire tout en 
onservant son énergieprin
ipale. La probabilité d'une di�usion Rayleigh est élevée pour les photons defaible énergie et pour les matériaux de numéro atomique élevé. L'angle de di�usionest d'autant plus faible que l'énergie du photon est élevée, d'où l'importan
e de l'e�etRayleigh pour les faibles énergies.
⋆ L'e�et photoéle
trique. Un photon d'énergie E = hν est 
omplètement absorbépar un atome : le photon 
ède son énergie à un éle
tron lié à l'atome, appelé photo-éle
tron, qui est éje
té ave
 une énergie 
inétique E
in = hν − El, où El est l'énergiede liaison de l'éle
tron sur sa 
ou
he éle
tronique d'origine (�gure 1.10).À la suite de l'e�et photoéle
trique, il se produit quasi instantanément un réarran-gement du 
ortège éle
tronique de l'atome, ave
 émission de rayons X 
ara
téristiquesou d'éle
trons Auger qui emportent l'énergie d'ex
itation.L'e�et photoéle
trique 
on
erne en priorité les éle
trons les plus liés, mais il nepeut se produire ave
 les éle
trons d'une 
ou
he i que si hν > El,i, où El,i, est l'énergiede liaison de l'éle
tron sur la 
ou
he i.Les photoéle
trons sont émis dans toutes les dire
tions de l'espa
e, mais ave




1.5 Les limites de l'imagerie TEMP 19une dire
tion préférentielle qui dépend de l'énergie hν du photon in
ident. Pour lesphotons de basse énergie, la distribution est pratiquement symétrique par rapport à
θ = 90◦, où θ est l'angle entre la dire
tion du photon in
ident et 
elle de l'éle
tron émis.Lorsque hν 
roît, θ tend vers zéro. La se
tion e�
a
e photoéle
trique par atome σPhoto
roît rapidement ave
 le numéro atomique Z et s'exprime est approximativement en :

σPhoto =
Z5

E3.5
.D'après l'équation pré
édente, on peut noter que l'e�et photoéle
trique est favorisépour les milieux de numéro atomique élevé alors qu'il est une fon
tion dé
roissantede l'énergie.

3 - électron
     Auger

photo-électron

2 - comblement de 
l ’orbitale 

ou

photon de
fluorescence

1 - expulsion 
     d ’un électron 

photon gamma 
incident

Fig. 1.10. L'e�et photoéle
trique.
⋆ La di�usion Compton. Une di�usion Compton se produit lorsqu'un photon (X ouGamma) interagit ave
 un éle
tron que l'on peut 
onsidérer 
omme libre et au repos :
et éle
tron est lié à un atome, mais ave
 une énergie négligeable devant l'énergie duphoton (�gure 1.11). Après la 
ollision, le photon di�usé fait l'angle θ ave
 la dire
tiondu photon in
ident, l'éle
tron re
ulant selon l'angle ϕ ave
 
ette dire
tion.

photon gamma 

incident

photon gamma 
diffusé

électron de
reculFig. 1.11. La di�usion Compton.
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aleLes lois de 
onservation de l'énergie et de l'impulsion du système permettent de dé-duire la relation entre l'énergie du photon di�usé et 
elle du photon in
ident. L'énergiede liaison de l'éle
tron est 
onsidérée 
omme négligeable puisque l'e�et Compton ne
on
erne pratiquement que les éle
trons appartenant aux 
ou
hes périphériques del'atome. L'énergie du photon di�usé hν ′ est alors exprimée par :hν ′

=
hν

1 + α(1 − cos θ)où hν est l'énergie du photon in
ident, α =
hν(MeV)

m0c2
ave
 m0c

2 l'énergie de massede l'éle
tron et θ l'angle de di�usion du photon.En 1929, Klein et Nishina ont formulé la relation exprimant la probabilité σe(se
tion e�
a
e) par éle
tron qu'un photon d'énergie hν0 soit di�usé ave
 un angle θpar unité d'angle solide Ω :dσedΩ
= r2

0

[

1

1 + α(1 − cos θ)

]2 [
1 + cos2 θ

2

] [

1 +
α2(1 − cos θ)2

(1 + cos2 θ) [1 + α(1 − cos θ)]

]où r0 = 2, 818 fm est le rayon standard de l'éle
tron.La se
tion e�
a
e par éle
tron est obtenue en faisant l'intégrale de l'équation pré-
édente sur tous les angles. On utilise souvent l'expression de se
tion e�
a
e Comptonpar atome : σCompton = Z×σe, proportionnelle à Z/E . L'e�et Compton est don
 peusensible au milieu.Le bruit de mesureLe bruit 
orrespond à une �u
tuation statistique se superposant au signal et pou-vant provenir du déte
teur (bruit d'émission, bruit de 
omptage) ou de la re
ons-tru
tion. L'émission des photons, la 
réation des photoéle
trons, la 
onversion enéle
trons, sont des phénomènes sto
hastiques, et suivent des lois de Poisson. La pré-sen
e d'un bruit de nature poissonnienne introduit des erreurs et in�uen
e le rapportsignal-sur-bruit. Idéalement, il est né
essaire de prendre en 
ompte 
e bruit lors dela re
onstru
tion tomographique, et lors de l'interprétation des mesures e�e
tuées àpartir des images.1.5.4 L'atténuationDes
ription du phénomène physiqueQuand un fais
eau de photons traverse la matière, le nombre de photons subitune dé
roissan
e exponentielle. Ce phénomène est appelé atténuation. L'atténuation



1.5 Les limites de l'imagerie TEMP 21est due à l'absorption de 
ertains photons suite à l'absorption photoéle
trique et à ladé�exion d'autres photons suite à des di�usions Compton à des angles su�sammentgrands empê
hant leur déte
tion. Si I0 est le nombre de photons in
idents et I est lenombre de photons transmis, la relation entre I0 et I est la suivante :
I = I0 × exp(−ax), (1.1)où a est le 
oe�
ient d'atténuation linéique représentant la probabilité d'intera
tiond'un photon par unité de longueur et s'exprime en 
m−1 et x est le par
ours traversépar le photon. Le 
oe�
ient d'atténuation linéique a et la se
tion e�
a
e d'intera
tion

σ sont liés par la relation suivante
a =

ρ × NA

A
× σ, (1.2)où ρ représente la densité du milieu traversé (en g/
m3), NA le nombre d'Avogadro (enatome/mol), A la masse atomique du milieu (en g/mol) et σ la se
tion e�
a
e totale(en 
m2/atome). La se
tion e�
a
e totale σ s'exprime en fon
tion des se
tions e�
a
esdes di�érentes intera
tions responsables de l'atténuation, telles l'e�et photoéle
trique,la di�usion Compton, la di�usion Rayleigh et la 
réation de paires ; elle s'exprime
omme la somme

σTotale = σPhoto + σCompton + σRayleigh + σPaires.Conséquen
es de l'atténuationL'atténuation est le fa
teur physique a�e
tant le plus la quanti�
ation des imagesTEMP. Ce phénomène restreint le nombre de photons déte
tés dans les proje
tions,
e qui dégrade le rapport signal-sur-bruit. L'atténuation produit une sous-estimationgraduelle et progressive de la radioa
tivité du bord vers le 
entre de l'image, variantd'un fa
teur 5 jusqu'à un fa
teur 50 selon la taille du 
orps du patient ; l'énergie desphotons émis par le radiotra
eur, don
 l'impa
t de l'atténuation, augmentent ave
 laprofondeur : plus le lieu d'émission des photons dans l'organisme est profond, plusleur émission s'en trouvera atténuée (�gure 1.12). Il en résulte d'importants biaisquantitatifs.
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0Fig. 1.12. Variation de l'estimation de radioa
tivité sur la re
onstru
tion d'une distributionuniforme : le pro�l verti
al a une forme 
on
ave.L'atténuation est un phénomène non isotrope dans l'organisme et varie en fon
tionde la dire
tion à 
ause prin
ipalement du fait que l'organisme est 
omposé de tissus dedensité non uniforme et que l'épaisseur de tissu traversé par les photons est variable.Si l'anisotropie de l'atténuation n'est pas 
ompensée 
orre
tement, elle peut avoirplusieurs 
onséquen
es sur les 
oupes re
onstruites (voir Manglos et al. [30℄, 1987) :
• la résolution spatiale diminue dans les dire
tions où l'atténuation est la plusfaible et les petits volumes sont déformés dans 
es mêmes dire
tions, 
e quipeut entraîner des erreurs dans la mesure de 
es petits volumes ; par exemple,une sour
e 
ir
ulaire située au sein d'un objet elliptique sera déformée si l'onne 
orrige pas de l'atténuation ;
• si le phénomène d'atténuation n'est pas pris en 
ompte pendant la re
onstru
-tion tomographique, des évènements sont mal positionnés et peuvent être dé-te
tés dans des régions théoriquement non a
tives, 
e qui diminue le 
ontrastedes 
oupes re
onstruites.Il existe di�érentes méthodes pour 
orriger l'atténuation. On peut distinguer 
ellesqui supposent le 
oe�
ient d'atténuation uniforme dans tout le volume à re
onstruireet 
elles qui ne font pas 
ette hypothèse et prennent en 
ompte une � 
arte d'atténua-tion �. Les 
orre
tions peuvent être appliquées avant (en 
orrigeant les proje
tions),pendant ou après la re
onstru
tion tomographique. Les méthodes de 
orre
tion serontprésentées au 
hapitre 2.



Chapitre 2Modélisation et re
onstru
tion enTEMP
2.1 Introdu
tionCe 
hapitre présente la modélisation mathématique du problème tomographiquetout d'abord simpli�é (sans 
orre
tion d'atténuation) en introduisant la transforméede Radon ainsi que les di�érentes méthodes analytiques et algébriques de re
onstru
-tion d'images utilisés en TEMP. Ensuite, nous introduirons un modèle plus réalistequi tient 
ompte de la présen
e de l'atténuation. Les méthodes de 
orre
tion misesen oeuvre pour 
orriger l'atténuation seront dé
rites par la suite.2.2 Le modèle simpli�é en TEMPLors d'un examen SPECT, la gamma-
améra e�e
tue un mouvement de rotationautour du patient pour a
quérir sous di�érents angles les proje
tions monomension-nelles (1D) de la distribution bidimensionnelle (2D) d'a
tivité dans l'organe à étudier.Dans 
ette se
tion, nous allons présenter les aspe
ts physiques et mathématiques del'a
quisition des proje
tions monodimensionnelles dans le 
as du modèle simpli�é entomographie i.e. en négligeant le fa
teur d'atténuation physique des photons γ2.2.1 Le modèle physiqueLe modèle physique de la propagation des photons γ à travers un milieu peut êtreformulé par l'équation du transport. En e�et, 
onsidérons un fais
eau de parti
ulesse propageant dans un milieu Ω (�uide ou solide) et supposons que la vitesse desparti
ules est 
onstante et égale à v.Soit Φ = Φt(x) = Φ(x, t) la densité des parti
ules dé�nie à partir de leur position23



24 Chapitre 2. Modélisation et re
onstru
tion en TEMPspatiale x ∈ R2 à l'instant t . Alors, l'équation de transport est donnée par l'équationaux dérivées partielles de 
onservation des lois de 
omportement des parti
ules :
∂Φ(x, t)

∂t
+ v · ∇Φ = −|v|a(x)Φ + q(x, t), (2.1)où q(x, t) est le terme sour
e, et a(x, t) est la probabilité de l'absorption des parti
ulesau point (x, t) qui modélise les fa
teurs de di�usion et d'atténuation des photons émisdans le milieu Ω.Soient v = |v|θ, f =

q

|v| et L = {x ∈ R
2 /x = x0 + sθ⊥}, alors les parti
ules
ara
térisées par leur position spatiale x se propageant le long de la ligne L ( ligneentre x0 et x et de dire
tion θ⊥).Pour le 
as où Φ est stationnaire, ∂Φ(x, t)

∂t
= 0 et v = 
onst > 0, l'équation (2.1)s'é
rit :

∂Φ(x)

∂s
= −a(x)Φ + f(x), x ∈ L. (2.2)À partir de 
ette équation, nous pouvons déduire la modélisation de plusieurs te
h-niques de tomographie médi
ale (CT s
anner, TEP, TEMP).Le système TEMP est aussi basé sur le modèle de l'équation (2.2). En e�et,le tra
eur inje
té dans le 
orps émet des photons vers l'extérieur de l'organe. Onsuppose don
 que 
haque voxel (élément de volume) émet des parti
ules, que f(x)dsreprésente le nombre des parti
ules émises dans 
e volume radioa
tif et que Φ = I,où I est l'intensité re
ueillie en un élément déte
teur au point s de la gamma-
améradans la dire
tion θ. Alors, l'équation (2.2) dé�nie sur la ligne re
tiligne L devientl'équation di�érentielle linéaire suivante :

∂I(x)

∂s
= f(x), x ∈ L. (2.3)En supposant une 
ollimation parfaite (trous du 
ollimateur in�niment �ns etprofonds) et en négligeant l'atténuation et l'auto-absorption subie par les photonsémis (a = 0), la solution de l'équation di�érentielle (2.3) s'é
rit :

I(L) =

∫

L(x)

f(x)dx, (2.4)où L(x) est le segment in
lus dans L dont la longueur représente la distan
e entre lepoint x et le déte
teur.



2.2 Le modèle simpli�é en TEMP 252.2.2 La transformée de RadonNous dé�nissons dans 
e paragraphe le 
adre mathématique rigoureux de l'a
qui-sition des données en TEMP (simpli�é). Pour 
ela, nous introduisons la transforméede Radon 
omme étant la solution de l'équation (2.3) donnée par (2.4).Considérons une 
oupe d'un organe dans laquelle une zone a
tive est déte
tée.Soit f(x, y) la fon
tion qui représente la 
on
entration d'a
tivité en un point (x, y) de
ette zone. Lorsque la gamma-
améra tourne autour de l'organe, elle a
quiert pour
haque dire
tion θ de déte
tion une proje
tion 1D de la 
oupe 2D.En e�et, en première approximation, le nombre de photons 
omptés en un point sde la 
améra est égal à la somme des photons émis le long de la droite passant par 
epoint et de dire
tion θ⊥ et est dire
tement proportionnel à l'intégrale de la fon
tion
f le long de 
ette droite (voir �gures 2.1(a) et 2.1(b)). La proje
tion parallèle de fdans la dire
tion θ⊥ est alors vue 
omme l'ensemble des intégrales de la fon
tion fle long de la famille de droites L(s, θ) := {〈(x, y), θ〉 = s} parallèles de l'espa
e R2,de dire
tion θ⊥ et se situant à la distan
e s de l'origine (
entre de la zone explorée).Ces proje
tions parallèles de f régissent les intensités mesurées par la 
améra notées
g(θ, s) et modélisées par la transformée de Radon (θ, s) 7−→ Rθ[f ](s) dé�ni don
 par :

Rθ[f ](s) =

∫

〈(x,y),θ〉=s

f(x, y)dλs,θ(x, y) = g(θ, s). (2.5)I
i dλs,θ représente la restri
tion de la mesure de Lebesgue dans R2 sur la ligne L(s, θ),ave

θ =

(

cos ϕ
sin ϕ

)

, θ⊥ =

(

− sin ϕ
cos ϕ

) ave
 0 ≤ ϕ < ϕmax.
PSfrag repla
ements s

f

Camera(a) Deté
teur
PSfrag repla
ements

f(x)

ϕ

(L)
s

sx

y(b) Système d'a
quisitionFig. 2.1. S
annerConsidérons le repère 
artésien (O, x, y) �xe lié à la distribution d'a
tivité f(x, y)et le repère tournant (O, s, u) asso
ié à la gamma-
améra en rotation à l'in
iden
e θ(�gure 2.2).
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tion en TEMP
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Fig. 2.2. Repère tournantLa valeur g(s, 0) est obtenue en intégrant la fon
tion f(x, y) le long de la ligne
L(0, θ) = {(x, y) ∈ R

2 /〈(x, y), θ〉 = 0 passant par l'origine O du repère (x, y) et dedire
tion θ⊥. Les points appartenants à 
ette ligne véri�ent :
x cos ϕ + y sin ϕ = 0. (2.6)Don
 l'intégration de la fon
tion f(x, y) le long de la ligne L(0, θ) s'exprime en utili-sant la mesure de Dira
 δ de la façon suivante :

g(θ, 0) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)δ(x cosϕ + y sin ϕ)dxdy. (2.7)De même, la ligne L(s, θ) = {(x, y) ∈ R2 /〈(x, y), θ〉 = s} se situant à la distan
e sde l'origine du repère (x, y) et de dire
tion θ⊥ satisfait la relation suivante :

(x − s cos ϕ) cos ϕ + (y − sin ϕ) sin ϕ = 0, (2.8)i.e.
x cos ϕ + y sin ϕ − s = 0, (2.9)puisque 
ette ligne est obtenu en appliquant la translation de ve
teur (s cos ϕ, s sin ϕ)dans le repère (O, x, y) à la ligne L(0, θ). L'équation (2.7) s'é
rit :

g(θ, s) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)δ(x cosϕ + y sin ϕ − s)dxdy = Rθ[f ](s). (2.10)Puisque la mesure δ qui �gure dans l'équation (2.10) est invariante par symétrie, ona :

g(θ, s) = g(π + θ,−s). (2.11)



2.3 Méthodes analytiques de re
onstru
tion 27Cette relation a une importan
e pour le 
hoix des limites des paramètres θ et squi interviendront dans l'implémentation numérique des méthodes de re
onstru
tion.On remarque d'après 
ette dernière formulation de l'opérateur Rθ de la transforméede Radon s'exprime à l'aide d'intégrale double dans le repère (O, x, y). Puisque latransformée de Radon est à la base une intégrale linéique, nous 
her
hons dans lasuite à l'exprimer à l'aide d'une intégrale simple.Les 
oordonnées dans les deux repères (O, x, y) et (O, u, s) sont reliées par lesrelations suivantes :
{

s = x cos ϕ + y sin ϕ
u = −x sin ϕ + y cos ϕ

⇔
{

x = s cos ϕ − u sinϕ
y = s sin ϕ + u cosϕ

. (2.12)En e�e
tuant le 
hangement de variables dé�ni par (2.12) dans l'équation (2.10), onobtient
g(θ, s) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(s cosϕ − u sin ϕ, s sinϕ + u cosϕ)δ(0)dsdu = Rθ[f ](s), (2.13)or la mesure δ dans l'équation (2.10) porte sur la variable s, alors ∫∞

−∞ δ(0)ds = 1. Cequi nous ramène à exprimer l'équation (2.13) de la façon suivante :
g(θ, s) =

∫ ∞

−∞
f(s cos ϕ − u sin ϕ, s sinϕ + u cos ϕ)du = Rθ[f ](s). (2.14)Cette équation représente une se
onde formulation de la transformée de Radon dé�niepar l'équation (2.5). Elle servira dans la suite à élaborer les formules d'inversionanalytiques de la transformée de Radon qui serviront à mettre en oeuvre des méthodesnumériques de re
onstru
tion d'images en TEMP.2.3 Méthodes analytiques de re
onstru
tionLes méthodes analytiques 
onsistent à inverser analytiquement la transformée deRadon. Cela suppose que les données sont 
ontinues et que la valeur d'une proje
tionest 
onnue en 
haque point du sinogramme. L'algorithme de re
onstru
tion le plusrépandu dans le domaine de l'imagerie est la rétroproje
tion �ltrée (en anglais FBPpour Filtered Ba
k Proje
tion) ainsi que le théorème de la 
oupe 
entrale de Fourier.Leurs prin
ipaux avantages sont la rapidité et le faible nombre de paramètres qu'ellesimpliquent.2.3.1 Le théorème de la 
oupe 
entraleL'inversion de la transformée de Radon peut être réalisée de plusieurs manières.Dans 
ette sous-se
tion, nous utiliseront un algorithme standard basé sur le théorèmede la 
oupe 
entrale de Fourier pour inverser la transformée de Radon.



28 Chapitre 2. Modélisation et re
onstru
tion en TEMPNous avons vu qu'une proje
tion g(s, θ) de l'a
tivité f(x, y) pouvait mathémati-quement s'é
rire sous la forme :
g(θ, s) =

∫ ∞

−∞
f(s cosϕ − u sinϕ, s sin ϕ + u cosϕ)du. (2.15)Cal
ulons la transformée de Fourier monodimensionnelle Gθ(ξ) de 
ette proje
tionpar rapport à la variable s :

Gθ(ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(s cosϕ − u sin ϕ, s sinϕ + u cosϕ) exp(−2iπξs)dsdu (2.16)en utilisant le 
hangement de variable dé�ni par (2.12) dans l'équation (2.16), onobtient :

Gθ(ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) exp(−2iπξ(x cos ϕ + y sin ϕ))dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) exp(−2iπ{(ξ cos ϕ)x + (ξ sin ϕ)y})dxdy. (2.17)D'autre part, la transformée de Fourier bidimensionnelle F (kx, ky) de l'a
tivité f(x, y)est :

F (kx, ky) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) exp(−2iπ(kxx + kyy)dxdy. (2.18)Introduisant les fréquen
es polaires suivantes

(

kx

ky

)

= ξ

(

cos ϕ
sin ϕ

) (2.19)pour l'utiliser dans les équations (2.17) et (2.18) nous 
onduit à la relation suivante :
Gθ(ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) exp(−2iπ(kxx + kyy))dxdy

= F (ξ cos ϕ, ξ sin ϕ). (2.20)Nous venons de démontrer le théorème de la 
oupe 
entrale qui s'énon
e ainsi : latransformée de Fourier monodimensionnelle d'une proje
tion g(s, θ) 
orrespond à une
oupe qui passe par l'origine et fait un angle ϕ ave
 l'axe des abs
isses de la transfor-mée bidimentionnelle de Fourier F (kx, ky) de l'a
tivité f(x, y).Cette méthode permet théoriquement de re
onstruire la 
oupe tomographique à lal'aide de la transformée de Fourier inverse de F (kx, ky), mais sou�re toutefois de grosdéfauts : le nombre de proje
tions est limité et le remplissage du plan fréquentiel n'estpas parfait surtout pour les hautes fréquen
es ; le 
al
ul des transformées de Fourierainsi que le 
al
ul des interpolations en font une méthode longue et introduisent dubruit dans l'image re
onstruite. Une autre méthode plus rapide et plus exa
te doitdon
 être utilisée.
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onstru
tion 292.3.2 La rétroproje
tion �ltréeUne autre méthode souvent utilisée pour l'inversion de la transformée de Radonest appelée la méthode de Rétroproje
tion �ltrée (Filtered Ba
k-Proje
tion en an-glais). Nous avons vu d'après le théorème de la 
oupe 
entrale que la ré
upération del'a
tivité f(x, y) était possible en appliquant la transformée inverse 2D de Fourier à
F (kx, ky) donnée par l'équation (2.20). Cette pro
édure d'inversion s'é
rit :

f(x, y) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
F (kx, ky) exp(2iπ(kxx + kyy))dkxdky. (2.21)D'après le théorème de la 
oupe 
entrale (équation (2.20)), on peut rempla
er F (kx, ky)par la transformée de Fourier des proje
tions Gθ(ξ) dans l'équation (2.21) :

f(x, y) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Gθ(ξ) exp(2iπ(kxx + kyy))dkxdky. (2.22)En reprenant ξ =

√

k2
x + k2

y et s = x cos ϕ+y sin ϕ , nous pouvons faire le 
hangementde variable 
onsistant à passer en 
oordonnées polaires (ξ, ϕ). Les bornes d'intégrationde la variable ϕ deviennent 0 et π. Du fait de la symétrie par rapport à l'origine, lepoint (ξ, ϕ) a la même valeur que le point (−ξ, ϕ+π) : on peut don
 utiliser la valeurabsolue de ξ pour par
ourir le plan fréquentiel et faire varier ϕ de 0 à π. L'équation(2.22) devient :
f(x, y) =

∫ π

0

(
∫ ∞

−∞
Gθ(ξ)|ξ| exp(2iπξs)dξ

)

dϕ. (2.23)L'intégrale interne représente la transformée de Fourier inverse de la transformée deFourier Gθ(ξ) de la proje
tion g(θ, s) multipliée par la valeur absolue de ξ. Cetteintégrale est une proje
tion �ltrée ĝ(θ, s) :
ĝ(θ, s) =

∫ ∞

−∞
Gθ(ξ)|ξ| exp(2iπξs)dξ. (2.24)Il est don
 possible de re
onstruire f(x, y) par :

f(x, y) =

∫ π

0

ĝ(θ, s)dϕ (2.25)qui n'est autre que la rétroproje
tion des proje
tions �ltrées. Les proje
tions sont�ltrées à l'aide du �ltre rampe, noté |ξ| dans l'équation (2.24). Le �ltre rampe metà zéro la 
omposante 
onstante, 
e qui a pour 
onséquen
e d'introduire des valeursnégatives, et ampli�e les fréquen
es élevées. En pratique, le �ltre rampe introduit depart et d'autre de l'objet �ltré des valeurs négatives qui e�a
ent progressivement lesartefa
ts en étoile laissés par l'étape de proje
tion.
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onstru
tion en TEMPFinalement, les étapes de l'algorithme de rétroproje
tion �ltrée sont les suivantes :
• pour 
haque in
iden
e θ, on 
al
ule la transformée de Fourier Gθ(ξ) de la pro-je
tion g(θ, s) ;
• on multiplie 
ette transformée de Fourier par le �ltre rampe ;
• on 
al
ule la transformée de Fourier inverse de 
haque proje
tion �ltrée ;
• on rétroprojette les proje
tions �ltrées.Filtres utilisés ave
 la rétroproje
tion �ltréeEn pratique, le �ltrage rampe introduit de part et d'autre de l'objet �ltré desvaleurs négatives. Le r�le de 
es valeurs négatives est d'e�a
er progressivement l'éta-lement des données laissées par les autres proje
tions lors de l'opération de rétropro-je
tion. D'un autre 
�té, la 
onvolution des proje
tions ave
 le �ltre rampe a pour
onséquen
e d'ampli�er de manière très importante les hautes fréquen
es, 
orrespon-dant prin
ipalement au bruit. A�n de réduire 
e bruit, on utilise les �ltres lissants(ou passe-bas).Les �ltres lissants utilisés sont souvent des �ltres passe-bas dont le r�le est d'éli-miner les hautes fréquen
es dominées par le bruit. Le �ltrage peut être e�e
tué defaçons di�érentes :
• le �ltre rampe |ξ| est multiplié par un �ltre 1D, ou fenêtre d'apodisation H(ξ),qui détermine la portion du �ltre rampe utilisée lors du lissage : le �ltre ainsiobtenu se 
omporte 
omme le �ltre rampe aux basses fréquen
es et supprimeles hautes fréquen
es. C'est la méthode la plus 
ourante et la plus rapide 
arle lissage n'est réalisé que suivant une seule dimension, 
elle de la proje
tionmonodimensionnelle qu'on rétroprojette ;
• l'image est �ltrée préalablement à l'aide d'un �ltre 2D puis re
onstruite par un�ltre rampe, ou, 
e qui est souvent équivalent, l'image est d'abord re
onstruitepar un �ltre rampe, puis les 
oupes sont �ltrées par un �ltre 2D.Les �ltres les plus fréquemment utilisés sont le �ltre de Hann et le �ltre de But-terworth, mais d'autres �ltres sont parfois employés, tels que le �ltre de Hamming oule �ltre Shepp-Logan.Le �ltre de Hann (Gilland B et al. [9℄) 
orrespond à une fon
tion 
osinus dansl'espa
e fréquentiel et sa formule est donnée par :







H(ξ)Hann = 0.5

(

1 + cos

(

π
ξ

ξc

)) si |ξ| < ξc

H(ξ)Hann = 0 si |ξ| > ξc.
(2.26)Le paramètre ξc est appelé fréquen
e de 
oupure du �ltre : plus elle est basse et plusle �ltre est lissant, 
e qui se traduit par une forte atténuation du bruit mais aussi par
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tion 31une perte des détails à haute fréquen
e, don
 de résolution, et parfois une modi�
ationdes moyennes fréquen
es. Ce �ltre permet des 
al
uls extrêmement rapides.Un autre �ltre fréquemment utilisé est 
elui de Butterworth (Gilland B et al.[9℄), il dépend de deux paramètres, la fréquen
e de 
oupure ξc et l'ordre du �ltre nqui détermine la rapidité de dé
roissan
e dans les hautes fréquen
es. Sa formule estdonnée par :














H(ξ)Butterworth =
1

[

1 +

(

ξ

ξc

)n]1/2
si |ξ| < ξc

H(ξ)Butterworth = 0 si |ξ| > ξc.

(2.27)S'il est 
orre
tement paramétré, le �ltre de Butterworth préserve aussi les moyennesfréquen
es et don
 la résolution. Plus l'ordre n est faible, plus le lissage est fort etmoins on préserve les hautes fréquen
es.2.3.3 Implémentation numérique de la rétroproje
tion �ltréeNous avons vu dans la sous-se
tion pré
édente une méthode qui permet d'inverserthéoriquement et dans le 
as 
ontinu la transformée de Radon. Dans 
ette partie, nousprésentons une méthode d'implémentation numérique de la rétroproje
tion �ltrée endis
rétisant la formule (2.25) ave
 un 
ertain 
hoix des paramètres d'é
hantillonnage.É
hantillonnageNous utilisons un é
hantillonnage à pas 
onstant pour toutes les variables dansla plupart des s
hémas numériques, 
et é
hantillonnage se dé
lare de la manière sui-vante :
x = xm = xmin + m∆x m = 0, 1, . . . , M − 1
y = yn = ymin + n∆y n = 0, 1, . . . , N − 1
s = sr = smin + r∆s r = 0, 1, . . . , R − 1
ϕ = ϕp = ϕmin + p∆ϕ p = 0, 1, . . . , P − 1.De plus, nous supposons que les images sont 
arrées et 
entrées :

∆x = ∆y (2.28)
M = N (2.29)

xmin = −xmax = −(M − 1)

2
∆x (2.30)

ymin = xmin = −ymax = −(M − 1)

2
∆x. (2.31)
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onstru
tion en TEMPOn signale qu'en général 
e 
hoix n'assure pas une stabilité numérique optimale, maispar 
ontre implique une fa
ilité dans l'implémentation numérique (voir [28℄ pour plusd'informations sur un é
hantillonnage à pas non 
onstant).La relation (2.11) nous permet d'avoir un 
hoix �exible sur les limites des domainesde dis
rétisation des paramètres. En e�et, il est possible de 
hoisir s ≥ 0 et 
ouvrirtoutes les lignes d'intégrations L(s, θ) nous amène à prendre 0 ≤ ϕ < 2π. De même ilest possible d'avoir des valeurs négatives de s. Dans 
e 
as on prend 0 ≤ ϕ < π ave

ϕmin = 0 et ∆ϕ = π

P
. Nous adopterons 
e dernier 
hoix pour la suite.Lors de l'implémentation numérique d'un algorithme de transformation de Radon(ou Radon inverse), plusieurs fa
teurs doivent être pris en 
ompte pour assurer uneperforman
e raisonnable. Premièrement, l'é
hantillonnage des paramètres doit êtreadéquat, 
ela se manifeste par les limites des intervalles à dis
rétiser. Deuxièmement,on suppose que l'a
tivité f(x, y) que l'on 
her
he à re
onstituer est une fon
tionà support 
ompa
t, plus pré
isément nulle si √x2 + y2 > |smax|. Cette hypothèseimplique que g(s, θ) = 0 si |s| > |smax|. Si 
ette dernière 
ondition n'est pas satisfaite,des problèmes numériques apparaîtront puisque l'algorithme numérique ne disposerapas de toutes les valeurs non nulles né
essaires à la re
onstru
tion.En supposant que f(x, y) est à support 
ompa
t, le point (x, y) = (0, 0) doit êtretel que |smax| soit minimisé. Dans 
e 
as, les points sr sont distribués symétriquementautour de s = 0 et R est pair, alors on a la relation suivante :

smin = −smax = −(M − 1)

2
∆s. (2.32)En plus, on prend :

∆x = ∆s. (2.33)Par suite, il nous reste peu de paramètres à 
hoisir, notamment le pas de dis
rétisationspatial ∆x, la taille des images 
arrées M et le nombre de proje
tions P .implémentation numériqueLa rétroproje
tion �ltrée est le s
héma d'inversion le plus fa
ile à implémenter.Chaque algorithme basé sur 
ette méthode 
ontient deux étapes ; une étape de �ltrageet une deuxième étape d'intégration (rétroproje
tion). Nous dé
rivons dans 
ette sous-se
tion l'algorithme numérique de la méthode présente en introduisant les versionsdis
rétisées de la transformée de Fourier et de son inverse.Soit g(t) une fon
tion réelle 
ontinue et dis
rétisée uniformément, i.e. gs(n) =
g(n∆t) ; en plus, on suppose que g possède seulement N valeurs non-nulles. Dans 
e
as, la transformée de Fourier est approximée par la transformée de Fourier dis
rètesuivante :

G(f) =

∫ ∞

−∞
g(t) exp(−2iπft)dt ≈ ∆t

N−1
∑

n=0

gs(n) exp(−2iπmn/N) = Gs(m). (2.34)
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tion 33Don
 Gs(m) est l'approximation du spe
tre 
ontinu
Gs(m) ≈ G

( m

N∆t

)

. (2.35)Le spe
tre dis
ret dans l'équation (2.34) est 
al
ulé 
omme la TFD de n → gs(n). Demême, on dé�nit la transformée inverse de Fourier dis
rète par :
ga(t) =

∫ ∞

−∞
G(f) exp(2iπft)df ≈

1

N∆t

N−1
∑

n=0

Gs(m) exp(2iπmn/N) (2.36)L'étape de �ltrage des proje
tions g(θ, s) est donnée par l'équation (2.24) :
ĝ(θ, s) =

∫ ∞

−∞
Gθ(ξ)|ξ| exp(2iπξs)dξ,où Gθ(ξ) représente la transformée de Fourier des proje
tions g(θ, s). L'implémen-tation de l'équation (2.24) 
onsiste à 
al
uler tout d'abord la TFD des proje
tions

g(θ, s), les multiplier par le �ltre rampe |ξ| et puis à 
al
uler les proje
tions �ltrées
ĝ(θ, s) par la ITFD de l'ensemble.L'opérateur de rétroproje
tion était donné par l'équation (2.25) :

f(x, y) =

∫ π

0

ĝ(θ, s)dϕ

=

∫ π

0

ĝ(ϕ, x cos ϕ + y sin ϕ)dϕ (2.37)L'étape de �ltrage étant réalisée, nous abordons maintenant l'implémentation del'opérateur intégral de rétroproje
tion �gurant dans l'équation (2.37). En utilisantl'é
hantillonnage de paramètres dé�ni dans la partie 2.3.3, une méthode 
ourante dedis
rétisation 
onsiste à é
rire (2.37) de manière appro
hée :
f(xm, yn) ≈ ∆ϕ

P−1
∑

p=0

ĝ(ϕp, xm cos ϕp + yn sin ϕp), (2.38)où on e�e
tue une interpolation monodimensionnelle dans la dire
tion de la variable
s. Pour 
ela, il est souvent 
ommode d'utiliser une interpolation linéaire ou une ap-proximation au sens des moindres 
arrés. Dans 
es 
as, les versions dis
retisées del'équation (2.37) sont :

⋆ Approximation au sens des moindres 
arrées.
f(xm, yn) ≈ ∆ϕ

P−1
∑

p=0

ĝ(p, [r∗]), où r∗(p; m, n) =
xm cos ϕp + yn sin ϕp − smin

∆s (2.39)
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⋆ Interpolation linéaire.

f(xm, yn) ≈ ∆ϕ
P−1
∑

p=0

(1 − ω)ĝ(p, rl) + ωĝ(p, rl + 1)où r∗(p; m, n) =
xm cos ϕp + yn sin ϕp − smin

∆s
rl = r∗(p; m, n) et ω = r∗ − rl. (2.40)On pourra utiliser un ordre élevé d'interpolation pour améliorer la qualité des imagesre
onstruites, mais 
ela peut augmenter de manière signi�
ative le 
oût et le tempsde 
al
ul.

2.3.4 Exemples de re
onstru
tion numériquesNous présentons dans 
ette partie deux exemples numériques de re
onstru
tiond'images en TEMP. Ces simulations ont été réalisées ave
 la méthode de rétroproje
-tion �ltrée dé
rite dans les parties pré
édentes et réalisée au sens des moindres 
arrés
omme l'indique l'équation (2.39). A�n de réduire le bruit dans les images re
ons-truites, le �ltre rampe ξ été multiplié dans l'étape de �ltrage par la fenêtre d'apodi-sation H(ξ)Hann dé�nie par (2.26) ave
 une fréquen
e de 
oupure ξc = 1/2∆x.Le but du premier exemple est de re
onstruire le fant�me f 1 montré dans la�gure 2.3 et de voir 
omment évolue la qualité de l'image re
onstruite en fon
tion dunombre P d'angles utilisés pour le 
al
ul de la transformation de Radon. Le fant�me
f 1 représente l'image d'une 
ombinaison linéaire des fon
tions 
ara
téristiques de 
inqdisques de 
entres (xj , yj) et d'intensités νj :

f 1(x, y) =
5
∑

j=1

νjδ(x − xj , y − yj). (2.41)A�n de satisfaire les 
onditions d'é
hantillonnage (voir 2.3.3), le fant�me f 1 et lesimages re
onstruites ont été dis
rétisés symétriquement autour de (0, 0) sur une grille
arrée C = {(x, y) ∈ R2 / (x, y) ∈ [−1, 1]× [−1, 1]} de taille 256×256 ave
 un pas dedis
rétisation régulier ∆x = ∆y = 2/256. De même, nous avons pris ∆s = ∆x pourle 
al
ul de la transformation de Radon et de l'inversion par rétroproje
tion �ltrée.
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Fig. 2.3. Fant�me f1.  
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Fig. 2.4. Rétroproje
tion �ltrée du sino-gramme ave
 5 prises d'angles (P = 5).La �gure 2.4 montre l'image re
onstruite à partir du sinogramme provenant d'uneprise de 5 angles (P = 5), elle montre bien 
omment la rétroproje
tion du sinogrammese fait suivant les 5 angles. On voit dans la �gure 2.5 le résultat de re
onstru
tione�e
tué ave
 P = 10 prises d'angles, la forme des disques 
ommen
e à apparaître,mais on remarque que les artefa
ts en étoile persistent à l'extérieur des disques. Enaugmentant le nombre d'angles utilisé jusqu'à P = 20, les artefa
ts 
ommen
ent àdiminuer signi�
ativement 
omme le montre la �gure 2.6.
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Fig. 2.5. Rétroproje
tion �ltrée du sino-gramme ave
 10 prises d'angles (P = 10).  
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Fig. 2.6. Rétroproje
tion �ltrée du sino-gramme ave
 20 prises d'angles (P = 20).
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onstru
tion en TEMPnous avons vu dans l'exemple pré
édent que la re
onstru
tion par rétroproje
-tion �ltrée dépend essentiellement du nombre P d'angles utilisés dans le 
al
ul dusinogramme, mais qu'elle donne un bon résultat même ave
 un nombre d'angles rela-tivement petit (P = 20) lorsqu'il s'agit d'une re
onstru
tion d'un fant�me possédantune stru
ture géométrique simple.Dans l'exemple suivant, nous avons e�e
tué la re
onstru
tion du fant�me deShepp-Logan (�gure 2.8) qui 
ontient en même temps des zones étendues et des ré-gions à géométrie �ne et dis
ontinue. Cet exemple nous permettra de tester la 
apa
itéde la méthode de rétroproje
tion �ltrée à la re
onstru
tion d'images à stru
tures géo-métriques 
omplexes. L'é
hantillonnage des paramètres dans 
et exemple est le mêmeque 
elui utilisé dans le premier exemple et le sinogramme (�gure 2.7) a été 
al
ulépar la transformation de Radon ave
 une prise de 120 angles espa
és régulièrementdans l'intervalle [0, π[.L'image présentée dans la �gure 2.9 est le résultat de re
onstru
tion du fant�mede Shepp-Logan par la méthode de rétroproje
tion �ltrée ; elle montre la 
apa
ité dela méthode à re
onstruire des images de bonne qualité. Les détails �ns sont reproduitset la présen
e du bruit dans l'image re
onstruite est raisonnable.
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sFig. 2.7. Sinogramme du fant�me de Shepp-Logan (P = 120 angles).
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Fig. 2.8. Fant�me de Shepp-Logan. Fig. 2.9. Re
onstru
tion du fan-t�me de Shepp-Logan par rétropro-je
tion �ltrée.La re
onstru
tion des 
oupes tomographiques par rétroproje
tion �ltrée reste laméthode la plus utilisée dans plusieurs appli
ations pratiques. Elle a pour prin
ipalavantage sa rapidité. L'utilisation 
onjointe de �ltres lissant ou 
ontrastant permetd'avoir une bonne qualité d'image. Toutefois, la méthode ne permet pas l'élimination
omplète d'artefa
ts de re
onstru
tion qui peuvent parfois être gênants et ne prendpas en 
ompte des fa
teurs physiques 
omme la di�usion des photons et l'atténuationde l'organe étudié.2.4 Méthodes algébriques de re
onstru
tionL'appli
ation des méthodes analytiques de re
onstru
tion suppose que les donnéesa
quises sont 
ontinues. En pratique, 
es dernières sont é
hantillonnées et numérisées.Il existe une deuxième famille de méthodes de re
onstru
tion tomographique, mieuxadaptées à des données dis
rètes : 
e sont les méthodes algébriques.L'appro
he algébrique implique une dis
rétisation de l'ensemble du problème anté-rieur à la 
on
eption des méthodes de résolution, à l'inverse des méthodes analytiquesdont les formules de re
onstru
tion sont issues d'un raisonnement sur une distribu-tion et des proje
tions 
ontinues et sont dis
rétisées ensuite. Compte tenu du fait quela distribution sera for
ément re
onstruite de manière dis
rète, mais aussi de 
e queles proje
tions sont dis
rètes (images 
omposées de pixels) et séparées par des pasd'angle dis
rets, raisonner sur 
es données dis
rètes paraît adapté à la situation phy-sique 
on
rète même si d'autres 
onsidérations basées sur la modélisation du problèmejusti�ent 
e 
hoix.
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onstru
tion en TEMP2.4.1 Formulation algébrique du problèmeLa transformation de Radon est une transformation linéaire en f(x, y). Les ver-sions dis
rètes de 
ette transformée le sont aussi. Pour aboutir à une formulationalgébrique du problème de re
onstru
tion, nous allons exprimer l'expression intégralede la transformée de Radon selon la représentation matri
ielle suivante :
g(θ, s)

��

= Rθf(x, y)

��

b = A · x

(2.42)
Dans la suite, les proje
tions sont données par leurs valeurs dis
rétisées g(θp, sr) =
g(p, r) et de même l'image f(xm, yn) = f(m, n) utilisée pour la re
onstru
tion. Lamatri
e g(p, r) est réordonnée en le ve
teur b, tel que :

bj = brP+p = g(p, r). (2.43)La même te
hnique est appliquée à l'image f(m, n) pour la réordonner en le ve
teur
x :

xi = xnM+m = f(m, n). (2.44)L'image 
ontinue f(x, y) s'exprime sous la forme d'une 
ombinaison linéaire de fon
-tions de base Φ(.) :
f(x, y) =

∑

m

∑

n

f(m, n)Φ(x − xm, y − yn) (2.45)ave

Φ(x − xm, y − yn) =

{

1 x = xm et y = yn

0 sinon;
(2.46)dans 
e 
as, la transformée de Radon de f(x, y) s'é
rit :

g(p, r) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

(

∑

m

∑

n

f(m, n)Φ(x − xm, y − yn)

)

δ(sr − x cos ϕp − y sin ϕp)dxdy

=
∑

m

∑

n

f(m, n)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ(x − xm, y − yn)δ(sr − x cos ϕp − y sin ϕp)dxdy (2.47)Par suite, les éléments de la matri
e A du système donné par l'équation (2.42) sontdonnés par :

ai,j = arP+p,nM+m

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ(x − xm, y − yn)δ(sr − x cos ϕp − y sin ϕp)dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ(x, y)δ((sr − xm cos ϕp − yn sin ϕp) − x cos ϕp − y sin ϕp)dxdy

= Rθp
[Φ](sr − xm cos ϕp − yn sin ϕp) (2.48)
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onstru
tion 39On remarque que l'élément ai,j de la matri
e A est l'évaluation de la transformée deRadon de la fon
tion Φ(.) au point s ajusté suivant la position du pixel (m, n).Finalement, l'équation (2.42) s'exprime sous la forme matri
ielle b = A · x, oùle ve
teur b est de taille I = MP , le ve
teur x de taille J = M2 et la matri
e deproje
tion A de taille I × J = MP × M2.2.4.2 Cal
ul de la matri
e de proje
tionLa matri
e A du système linéaire dé�ni par l'équation (2.42) peut être estiméede di�érentes manières. L'une des méthodes les plus utilisées pour l'estimation de lamatri
e de proje
tion A est basée sur l'approximation par la méthode des moindres
arrés. D'autres méthodes basées sur le prin
ipe d'interpolation sont aussi mises enoeuvre grâ
e à leurs simpli
ité d'implémentation, mais demandent en revan
he un
oût plus élevé pour le 
al
ul.Autour de 
haque pixel (xm, yn) est pla
é un 
arré ∆ de dimension ∆x × ∆x, sila ligne L de paramètres (θp, sr) passe par ∆, alors ai,j = 1, sinon ai,j = 0. D'aprèsla �gure 2.10 et en posant s′ = sr − xm cos ϕp − yn sin ϕp, il est fa
ile de trouver les
onditions suivantes :
(

|s′ cos ϕp| <
∆x

2
et |s′ sin ϕp| <

∆x

2

)

⇒ arP+p,nM+m = ∆x. (2.49)Souvent en pratique, quand la ligne L véri�e la 
ondition (2.49), on peut donner auxéléments ai,j la valeur 1.
PSfrag repla
ements

θp

xm

yn

sr

s′

∆x

L(θp, sr)

Fig. 2.10. La ligne L 
orrespondante à (θp, sr) passe par le 
arré ∆ 
entré au pixel (xm, yn).
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onstru
tion en TEMP2.4.3 Dualité entre l'aspe
t algébrique et analytiqueLe formalisme algébrique de la transformée de Radon dé�ni au paragraphe pré-
édent implique que les opérations matri
ielles utilisées possèdent des équivalentsanalytiques. L'opération dé�nie par l'opérateur transposé AT de la matri
e A s'é
rit :
x̃ = AT b (2.50)Elle s'identi�e à l'opération de rétroproje
tion du sinogramme dis
rétisé dans l'es-pa
e des images. Cette opération algébrique n'est pas re
onnue dans la littérature,mais dé
oule naturellement du formalisme algébrique du problème. En reformulantl'équation (2.42) de la façon suivante :

AT b = (AT A)x (2.51)la solution est donnée formellement par :
x = (AT A)−1AT b (2.52)et s'interprète en termes de méthode d'inversion analytique. En e�et, la matri
e ATreprésente l'opération de rétroproje
tion (voir l'équation (2.25)) et (AT A)−1 repré-sente l'opération de �ltration (voir l'équation (2.24)). Dans 
e 
as, l'é
riture de laméthode de rétroproje
tion �ltrée peut se déduire de l'équation (2.52), puisque :

x = (AT A)−1AT b

= (AT A)−1AT (AAT )(AAT )−1b

= (AT A)−1(AT A)AT (AAT )−1b

= AT (AAT )−1b, (2.53)où (AAT )−1b représente le sinogramme �ltré par le �ltre rampe et AT l'opération derétroproje
tion des proje
tions �ltrées.2.4.4 Résolution itérative du problème algébriqueLe système (2.42) est dit 
onsistant s'il admet une unique solution. Cette 
onditionpeut être envisagée d'un point de vue mathématique si A est une matri
e 
arrée dedéterminant non nul, ou d'un point de vue physique puisque tout système d'équationdé
rivant des pro
essus physiques doit posséder au moins une solution, à savoir lasolution physique. Dès lors, il devrait su�re d'avoir un nombre su�sant d'équationspour éliminer toutes les autres envisageables ; même la surdétermination du systèmene devrait pas entraver l'obtention de la solution unique.Il n'en est malheureusement pas ainsi, d'une part par
e qu'une 
omposante aléa-toire existe dans les mesures sous la forme d'un bruit non négligeable, notamment en
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onstru
tion 41méde
ine nu
léaire, et d'autre part par
e que la modélisation du système qui appa-raît dans la matri
e A ne peut jamais atteindre un degré de pré
ision garantissantl'exa
te adéquation des données mesurées à l'objet re
onstruit ; sans oublier la taillede la matri
e A qui, dans les 
as réels, est très importante et peut atteindre quelques
entaines de giga-o
tets. Pour 
es raisons, nous sommes dans le 
adre d'un problèmemal posé au sens de Hadamard. Pour aborder 
e type de problème, une littératurepropre aux problèmes de tomographie s'est développée parallèlement aux méthodesgénérales permettant de traiter les problèmes linéaires. C'est 
e panorama des mé-thodes usuelles de re
onstru
tion par méthodes itératives en tomographie que nousvoulons exposer i
i.Dans une méthode itérative, l'estimée f (k) de la distribution d'a
tivité lors de l'ité-ration k est 
al
ulée en fon
tion de l'estimée f (k−1) à l'itération k−1. Les proje
tionsestimées à partir de la distribution d'a
tivité f (k−1) estimée à l'itération k − 1 sont
omparées ave
 les proje
tions mesurées et l'é
art est utilisé pour 
al
uler un fa
teur
orre
tif qu'on applique à l'estimée f (k−1) pour estimer la distribution de radioa
tivité
f (k) à l'itération k.Il existe deux types de méthodes itératives, additives ou multipli
atives, qui sedistinguent par la relation entre le fa
teur 
orre
tif et l'an
ienne estimée (additionpour les méthodes additives et multipli
ation pour les méthodes multipli
atives).En outre, on distingue deux 
atégories de méthodes itératives :1. les méthodes itératives statistiques, qui prennent en 
ompte la nature statis-tique des données. On peut 
iter par exemple la méthode MLEM (MaximumLikelihood Estimation Maximization) (Shepp et al. [42℄) ainsi que sa version a
-
élérée OSEM (Ordered Subsets Estimation Maximization) (Hudson et al. [18℄) ;2. les méthodes itératives algébriques qui estiment la distribution d'a
tivité enrésolvant le système d'équations linéaires (équation (2.42)) qui modélise le pro-blème de re
onstru
tion. Les méthodes algébriques les plus 
onnues sont ART(Algebrai
 Re
onstru
tion Te
hnique, SIRT (Simultaneous Iterative Re
ons-tru
tion Te
hnique), SART (Simultaneous Algebrai
 Re
onstru
tion Te
hnique)(G.T. Herman et al. [17℄, R. Gordon et al. [11℄), les méthodes de des
ente ainsique les méthodes de gradient 
onjugué (L. Kaufman et al. [25℄).2.4.5 Méthode MLEMLa méthode MLEM a d'abord été développée pour la tomographie en PET parShepp et Vardi (Shepp et al. [42℄), et ensuite pour la tomographie par transmissionet par émission (Lange et al. [27℄). Elle suppose que les proje
tions 
ontiennent unbruit statistique de nature poissonnienne in
luant le bruit d'émission radioa
tive et lebruit de mesure ou de déte
tion. Le but du 
ritère du maximum de vraisemblan
e est
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onstru
tion en TEMPde maximiser la fon
tion de vraisemblan
e L(x), qui représente la probabilité qu'uneimage x génère les données de proje
tion mesurées. La fon
tion de vraisemblan
e L(x)est donnée par :
L(x) = P (b|x) =

I
∏

i=1

(b∗i )

bi!
e−b∗i , (2.54)où b∗ est le ve
teur 
ontenant les données 
omplètes mais non observées du sino-gramme b, et on suppose que b∗ 
orrespond parfaitement à la solution

b∗ = Ax. (2.55)Les 
oe�
ients ai,j de la matri
e A du système sont normalisés tels que :
I
∑

i=1

ai,j = 1. (2.56)En tenant 
ompte de la nature poissonnienne de la statistique dans les données deproje
tion, l'algorithme MLEM propose d'estimer l'image à re
onstruire en 
her
hantle maximum de la fon
tion log-vraisemblan
e l(x) donnée par :
l(x) = log(L(x)) =

I
∑

i=1

{

−
J
∑

j=1

ai,jxj + bi log

(

J
∑

j=1

ai,jxj

)

− log(bi!)

}

. (2.57)La fon
tion l(x) est maximisée en annulant ses dérivées par rapport à xj :
∂l(x)

∂xj
= −−

I
∑

i=1

ai,j +
I
∑

i=1

ai,jbi
∑J

j′=1 ai,j′xj′
= −1 +

I
∑

i=1

ai,jbi
∑J

j′=1 ai,j′xj′
= 0. (2.58)Une 
ontrainte de non-négativité est ajoutée et, qui résulte des 
onditions de Kuhn-Tu
ker :

xj
∂l(x)

∂xj
= 0 ∀xj > 0 (2.59)

∂l(x)

∂xj

6 0 ∀ xj = 0. (2.60)L'équation (2.59) est utilisée pour dériver l'algorithme MLEM itérative suivant :
x

(k+1)
j =

x
(k)
j

∑I
i′=1 ai′,j

I
∑

i=1

ai,jbi
∑J

j′=1 ai,j′x
(k)
j′

, (2.61)où x
(k)
j est l'estimée du pixel j de l'image x après k itérations, bi la donnée de pro-je
tion mesurée au déte
teur i, ai,j l'élément du proje
teur du pixel j de l'image
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onstru
tion 43au déte
teur de proje
tion i, I
∑

i=1

ai,jbi représente la rétroproje
tion du ve
teur deproje
tion bi et ∑J
j′=1 ai,j′x

(k)
j′ représente la proje
tion de l'estimée de l'image x

(k)
j′ .L'estimée x

(k+1)
j est don
 obtenue à partir de l'estimée x

(k)
j 
orrigée par un fa
teurmultipli
atif qui 
orrespond à la rétroproje
tion du rapport des proje
tions mesu-rées sur les proje
tions estimées par la proje
tion. Il y a don
 deux étapes dans lare
onstru
tion ave
 MLEM : la première est une proje
tion (Ax(k)) et la deuxièmeest une rétroproje
tion AT

(

b/Ax(k)
). Pour 
ette raison, on parle souvent de paire �proje
teur-rétroproje
teur � ou d'opérateur de � proje
tion-rétroproje
tion �.L'algorithme MLEM possède quelques propriétés intéressantes :

• si l'estimée initiale x(0) est une distribution positive, alors toutes les distributionsestimées suivantes seront positives ;
• si un pixel a une valeur nulle à l'initialisation, 
ette valeur reste nulle ;
• le nombre d'événements total est 
onservé à 
haque itération.La méthode de re
onstru
tion MLEM présente deux in
onvénients majeurs : sa lenteurde 
onvergen
e et son instabilité à partir d'un grand nombre d'itérations. L'algorithmeMLEM 
onverge lentement, 
e qui peut né
essiter jusqu'à une 
entaine d'itérationset rend son utilisation en routine 
linique déli
ate. Parmi les méthodes d'a

élérationexistantes, 
itons la méthode OSEM qui 
ommen
e à se répandre et sera présentéedans le paragraphe suivant. Le deuxième in
onvénient asso
ié à l'usage de MLEM estson instabilité après un grand nombre d'itérations dans le 
as de données bruitées, 
equi s'a

ompagne de l'apparition d'artefa
ts de bord et de l'ampli�
ation des hautesfréquen
es (bruit de 
al
ul). La solution simple 
onsistant à arrêter les itérationsavant ampli�
ation du bruit de mesure n'est pas envisageable 
ar on risque d'arrê-ter l'algorithme avant sa 
onvergen
e. On préférera mettre en oeuvre des méthodesde régularisation : il s'agit de méthodes reposant sur l'introdu
tion de 
ontraintes(spatiales, probabilistes) sur la distribution radioa
tive re
her
hée, qui permettent destabiliser les distributions estimées.2.4.6 Méthode OSEMLa méthode OSEM (Ordered Subsets Expe
tation Maximisation) a été développéepar Hudson (Hudson et al. [18℄) pour améliorer la rapidité de 
onvergen
e de MLEM.Elle 
onsiste à regrouper les proje
tions en sous-ensembles ordonnés avant de leurappliquer la méthode MLEM. Les sous-ensembles sont organisés de telle façon qu'ils
ontiennent un maximum d'informations. La distribution estimée x(k) sur le premiersous-ensemble sert d'initialisation x(0) à l'algorithme MLEM appliqué au deuxièmesous-ensemble et ainsi de suite. L'utilisation de l'algorithme OSEM à la pla
e deMLEM a

élère la 
onvergen
e d'un fa
teur approximativement égal au nombre de
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onstru
tion en TEMPsous-ensembles dé�nis.Le dé
oupage le plus 
ourant est 
elui en sous-ensembles disjoints où les M équa-tions de proje
tions sont groupées en n sous-ensembles 
ontenant 
ha
un T équations(
'est-à-dire T mesures ou T pixels de l'image planaire de proje
tion). On a ainsi :
S1 = {1, 2, . . . , T}, S2 = {T + 1, T + 2, . . . , 2T}, . . . , Sn = {(n − 1)T + 1, . . . , nT}.Un autre dé
oupage possible 
onsisterait en des sous-ensembles 
umulatifs S1 =
{1, . . . , T}, S2 = {1, . . . , 2T}, . . . , Sn = {1, . . . , nT}. On préfère néanmoins utiliser dessous-ensembles disjoints qui ne favorisent pas 
ertaines mesures parti
ulières dans lare
onstru
tion. Au 
ours d'une seule itération, 
'est-à-dire un passage à travers les ndi�érents sous-ensembles, on a en e�et utilisé n fois les T premières mesures et uneseule fois les T dernières.En�n, l'algorithme EM standard s'é
rit 
omme un 
as parti
ulier de l'OS-EMen 
hoisissant un unique sous-ensemble 
ontenant toutes les équations de proje
tion
S1 = {1, . . . , nT}. Pour un 
hoix donné de sous-ensembles S1, . . . , Sn, l'algorithmeOS-EM est don
 une version par blo
s de l'EM :

x
(k+1)
j =

x
(k)
j

∑

i′∈S(k)
ai′,j

∑

i∈S(k)

ai,jbi
∑J

j′=1 ai,j′x
(k)
j′

(2.62)Les résultats de 
ette implémentation par blo
s sont intéressants puisque, pour unniveau donné d'erreur, le nombre d'itérations requis est inversement proportionnelau niveau (
hoisi) de l'OSEM. Par ailleurs, les mêmes auteurs insistent sur l'ordredes sous-ensembles que l'on a intérêt à 
hoisir en fon
tion de la plus grande variabi-lité entre deux proje
tions traitées su

essivement. Notons aussi que 
ette dernièreremarque, qui 
onduit à grouper dans le même sous-ensemble ou à traiter su

essive-ment des proje
tions a
quises perpendi
ulairement l'une à l'autre, permet d'exploiterla symétrie qui existe pour di�érents opérateurs de proje
tion pris perpendi
ulaire-ment.2.4.7 Méthode ARTLorsqu'on néglige l'e�et de l'atténuation a = 0, il existe une méthode itérativetrès 
onnue pour résoudre le problème inverse, i.e. l'équation (2.42) a�n de trouver
f de ses proje
tions g(θ, s). Cette méthode est notée ART (Algebrai
 Re
onstru
tionTe
hnique) et elle est basée sur l'algorithme de résolution des systèmes d'équationslinéaires proposé par Ka
zmarz [22℄ en 1937. L'appli
ation de la méthode ART entomographie a été introduite par Gordon et al [11℄ en 1970 et Herman [17℄ a démon-tré que l'implémentation de 
ette méthode est e�
a
e si l'a

ès aux données se faitjudi
ieusement durant la pro
édure itérative de re
onstru
tion, ainsi que le 
hoix duparamètre de relaxation. La méthode ART 
onsiste à supposer que l'a
tivité in
on-nue f est donnée sur une grille de pixels, puis à représenter l'équation (2.42) sous
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onstru
tion 45forme d'un système d'équations linéaires, et �nalement à résoudre le dernier systèmeen appliquant la méthode de Ka
zmarz.Dérivation de l'algorithmeL'équation (2.42) est représentée sous la forme du système d'équations linéairessuivant :
bi =

J
∑

j=1

ai,jxj = aT
i x, i = 1, . . . , I, (2.63)où I est le nombre total des pixels de proje
tions, ai la i-ème ligne de la matri
e Adu système donné par l'équation (2.42), J le nombre total des pixels 
ontenus dansl'image à re
onstruire ; xj est la 
on
entration d'a
tivité 
ontenue dans le pixel j et bile nombre de photons déte
tés dans le pixel de proje
tion i. Ainsi, la méthode ARTpropose de résoudre un système de I équations à J in
onnues, où les J in
onnuessont les valeurs d'a
tivité dans les J pixels de l'objet à re
onstruire, et 
ha
une des

I équations traduit la 
ontribution des J pixels du volume à re
onstruire à un pixelparmi les I pixels de proje
tions.L'algorithme de la méthode ART est basé sur l'idée de proje
tion sur des ensembles
onvexes. L'idée originale 
onsiste à projeter 
y
liquement la solution 
ourante surdes hyperplans dont les équations sont 
elles du système (2.63). L'algorithme s'é
ritdon
 sous la forme :
x(k+1) = x(k) +

bi − aT
i x(k)

aT
i ai

aT
i i = 1, . . . , I. (2.64)Cette équation s'interprète de la manière suivante : 
haque 
omposante du ve
teur

x(k+1) à l'itération k + 1 est obtenue en ajoutant à 
haque 
omposante du ve
teur
x(k) obtenue à l'itération pré
édente un 
oe�
ient qui vaut 0 si le rayon i utilisé pourla 
orre
tion ne traverse pas le point xj (dans 
e 
as ai,j vaut 0) et qui est sinonproportionnel à la di�éren
e entre la donnée bi (la vraie proje
tion) et la proje
tionre
al
ulée à partir de x(k), égale à aT

i x(k). Le 
oe�
ient de normalisation aT
i ai est lanorme de la i-ème ligne de la matri
e A 
orrespondant à la donnée i. De manière géo-métrique, 
ela s'interprète 
omme la re
her
he de l'interse
tion entre des hyperplansdont les équations sont 
elles du système (2.63). Ces hyperplans s'interprètent 
ommedes 
ontraintes que doit respe
ter la solution. La re
her
he s'e�e
tue par proje
tionsorthogonales su

essives de la solution à une itération donnée sur une des 
ontraintes.Ainsi, au moins une des équations du système est satisfaite à 
haque itération. Cetteinterprétation géométrique est illustrée sur la �gure m = n = 2.Une autre version de l'algorithme ART 
onsiste à introduire un 
oe�
ient derelaxation λk dans l'équation (2.64) :

x(k+1) = x(k) + λk
bi − aT

i x(k)

aT
i ai

aT
i i = 1, . . . , I, (2.65)
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onstru
tion en TEMPles 
oe�
ients λk peuvent être 
hoisis en tant que fon
tions de l'itération k (fon
tionslinéaires ou à dé
roissan
e exponentielle). Le bon 
hoix de 
es paramètres de relaxa-tion peut améliorer sensiblement la 
onvergen
e de l'algorithme ART et la qualité desimages re
onstruites.Il est usuel d'utiliser un ordre 
y
lique pour les proje
tions (l'ordre du 
hoix de
i) utilisées à 
haque itération i.e. de les prendre dans l'ordre d'a
quisition des don-nées du sinogramme. Ce 
hoix n'est pas bon, 
e d'autant plus que les données bi sontfortement 
orrélées ; en e�et, sous 
es hypothèses, la 
orre
tion générée après 
haqueproje
tion n'est pas importante, 
e qui ralentit signi�
ativement la 
onvergen
e del'algorithme. On adopte souvent une autre stratégie fa
ile à réaliser qui 
onsiste à
hoisir i d'une façon aléatoire dans l'ensemble Si = {1, . . . , I} suivant une loi de pro-babilité à densité uniforme. On peut initialiser l'algorithme par la valeur x(0) = 0ou bien par une bonne approximation de la solution 
her
hée à l'aide des méthodesanalytiques de re
onstru
tion (théorème de la 
oupe 
entrale ou la méthode de rétro-proje
tion �ltrée).2.5 Le modèle réaliste en TEMPAu 
hapitre 1, les di�érents fa
teurs physiques responsables de la dégradation dela qualité de l'image et de l'apparition de biais quantitatifs en SPECT ont été dé
rits.Ces prin
ipaux fa
teurs sont l'atténuation, la di�usion, la variation de la fon
tion deréponse du déte
teur en fon
tion de sa distan
e par rapport à la sour
e. L'impa
tno
if de 
es fa
teurs a été aussi présenté.A�n de remédier à 
es fa
teurs parasites, il est né
essaire de les 
ompenser. Dif-férentes méthodes de 
orre
tion ont été étudiées. Parmi 
es méthodes, on distingue
elles qui ont été développées et utilisées ave
 l'algorithme de rétroproje
tion �ltréeet qui reposent sur des hypothèses simples. Bien que 
es méthodes soient rapides etfa
iles à mettre en oeuvre, elles restent souvent approximatives dans des 
as réalistes.Des méthodes de 
orre
tion plus pré
ises ont été développées dans le 
ontexte de lare
onstru
tion tomographique itérative. Dans 
ette appro
he, les e�ets parasites sontmodélisés dans les opérateurs de proje
tion et de rétroproje
tion.2.5.1 L'atténuationLes 
orre
tions d'atténuation ont reçu une grande attention depuis plus de 20 ans
ar l'atténuation des photons dans l'organe étudié peut 
auser des artefa
ts et desdistorsions importantes dans les images re
onstruites. Elle 
ontribue à diminuer ladensité moyenne de 
oups dans la portion 
entrale de l'image (e�et de �
uvette�),
e qui rend di�
ile la déte
tion des lésions profondes. L'atténuation est responsablede la perte d'un grand nombre de photons par absorption totale, 
e qui 
onduit à



2.5 Le modèle réaliste en TEMP 47une diminution du rapport signal-sur-bruit et 
ause souvent une sous-estimation del'a
tivité de la paroi ventri
ulaire gau
he en imagerie 
ardiaque, augmentant ainsi lenombre de faux positifs.De nombreuses méthodes de 
ompensation de l'atténuation ont été proposées etétudiées. Un e�ort 
onsidérable a été fourni pour trouver une solution analytiquedire
te au problème de la transformée de Radon atténuée : des solutions ont d'abordété développées dans le 
as d'un milieu atténuant uniforme de forme 
onvexe (Metz etal. [31℄, Tretiak et al. [45℄). Ces méthodes analytiques sont utilisées 
onjointement ave
l'algorithme de rétroproje
tion �ltrée et peuvent être appliquées avant, pendant ouaprès la re
onstru
tion. Ré
emment, la transformée de Radon atténuée a été résolueanalytiquement (Novikov [37℄) dans le 
as général d'un milieu atténuant non uniforme.Des méthodes itératives ont aussi été utilisées pour 
orriger de l'atténuation (voirChang et al. [5℄, Tsui et al. [47℄). Ces méthodes permettent de 
orriger de façon pré
isel'atténuation dans des milieux atténuants non uniformes. Le premier obsta
le à la miseen oeuvre et au bon fon
tionement de méthodes de 
ompensation d'atténuation dansun milieu non uniforme est l'estimation de la distribution d'atténuation de l'organeou du patient.2.5.2 Estimation de la 
arte d'atténuation du patientLa distribution d'atténuation du patient peut être obtenue à l'aide d'une sour
egamma externe, d'une a
quisition tomodensitométrique ou d'images IRM segmentées,ou bien sans utiliser une a
quisition en transmission. L'appro
he la plus répanduepour obtenir la 
arte d'atténuation d'un patient est de réaliser une tomographie partransmission (Gilland et al. [10℄). La tomographie en transmission utilise une sour
eexterne ave
 laquelle on irradie le patient. La tomographie par transmission mesurel'atténuation totale des Rayons X émis par la sour
e externe, lors de la traversée dupatient.Pour un angle d'in
iden
e θ, l'intensité I(θ, s) des rayons X déte
tés par le dé-te
teur du s
anner opposée à la sour
e 
ontient la fra
tion des rayons X émis de lasour
e et transmis à travers le milieu atténuant. Cette quantité I est lié à l'intensitéinitiale I0 des rayons X émis par la relation suivante :
I(θ, s) = I0e

−
R

a(x,y)du (2.66)Dans 
ette équation, a(x, y) représente le 
oe�
ient d'atténuation du milieu et le fa
-teur exponentiel représente la probabilité qu'un rayon traverse le milieu absorbant. Del'équation (2.66), on peut déduire les proje
tions Pa(θ, s) du 
oe�
ient d'atténuationpar la relation suivante :
Pa(θ, s)= ln

(

I0

P (θ, s)

)

=

∫

a(x, y)du =

∫ +∞

−∞
a(s cos ϕ−u sin ϕ, s sinϕ+u cos ϕ)du (2.67)
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onstru
tion en TEMPL'équation (2.66) montre que pour 
haque in
iden
e θ, on 
al
ule à partir de I0 et
I(θ, s) la proje
tion Pa(θ, s) de la 
arte d'atténuation a(x, y) et puis qu'en introduisantle 
hangement de variable dé�nit par (2.12), on aboutit à la forme suivante :

Pa(θ, s) =

∫ +∞

−∞
a(s cos ϕ − u sin ϕ, s sinϕ + u cos ϕ)du = Rθ[a](s) (2.68)Cette équation montre que la proje
tion Pa(θ, s) suivant l'in
iden
e θ n'est que latransformation de Radon de l'atténuation (voir l'équation (2.14)). Une fois les pro-je
tions de la 
arte d'atténuation a
quises, l'estimation de la 
arte d'atténuation sefait alors à l'aide d'algorithmes de re
onstru
tion tomographique 
lassiques 
ommel'algorithme de rétroproje
tion �ltrée ou 
elui du théorème de la 
oupe 
entrale.L'a
quisition en transmission peut être e�e
tuée avant, après ou pendant l'a
-quisition en émission (Tung et al. [46℄). Une réalisation séquentielle des a
quisitionsen émission et en transmission évite le problème de 
ontamination entre les donnéesd'émission et 
elles de transmission, mais engendre le problème de re
alage d'imagesdû aux mouvements potentiels du patient entre les deux types d'a
quisitions.La formulation mathématique de la transformée de Radon atténuée est d'aborddonnée avant de dé
rire les di�érentes méthodes de 
orre
tion d'atténuation.2.5.3 La transformée de Radon atténuéePour obtenir une re
onstru
tion plus �able de la distribution spatiale du tra
eurradioa
tif, il est indispensable de tenir 
ompte de l'atténuation dans le modèle utilisépour dé
rire les proje
tions fournies par le s
anner. Rappelons brièvement le phéno-mène d'atténuation. Les photons émis par le tra
eur radioa
tif interagissent ave
 lamatière au 
ours de leur trajet entre le point d'émission et le déte
teur. Les deuxprin
ipales intera
tions entre les photons et les éle
trons de la matière sont l'e�etphotoéle
trique et l'e�et Compton. Elles 
onduisent toutes deux à une atténuationdu rayonnement photonique, provoquée par une absorption ou un 
hangement dedire
tion d'une partie des photons émis. Les e�ets photoéle
trique et Compton aupoint (x, y) sont 
ara
térisés par un 
oe�
ient linéique d'atténuation noté a(x, y). Lafon
tion 2D (x, y) → a(x, y) est souvent appelée 
arte ou bien s
héma d'atténuationdans la littérature. Elle présente des valeurs pon
tuelles typiques de 0.0152mm−1 pourle torse, 0.0032mm−1 pour les poumons et 0.0248mm−1 pour la 
olonne vertébrale.L'atténuation 
onduit à une rédu
tion du nombre de photons 
omptés par la 
amérad'Anger.Considérons une 
oupe d'un organe dans laquelle une zone a
tive est déte
tée.Soit f(x, y) la fon
tion qui représente la 
on
entration d'a
tivité en un point (x, y) de
ette zone. Lorsque la gamma-
améra tourne autour de l'organe, elle a
quiert pour
haque dire
tion θ de déte
tion, une proje
tion 1D de la 
oupe 2D.
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tion de l'atténuation 49Les proje
tions parallèles atténuées de la fon
tion f de dire
tion θ⊥ sont alors vues
omme l'ensemble des intégrales atténuées par un fa
teur dépendant de l'atténuationde la fon
tion f le long de la famille de droites L(s, θ) := {〈(x, y), θ〉 = s}, toutesparallèles de l'espa
e R
2, de dire
tion θ⊥ et se situant à la distan
e s de l'origine(
entre de la zone explorée). Ces proje
tions parallèles atténuées de f régissent lesintensités mesurées g(θ, s) par la 
améra et sont modélisées par la transformée deRadon atténuée (θ, s) 7−→ Ra,θ[f ](s) tel que (voir Tretiak et al. [45℄) :

Ra,θ[f ](s) =

∫

〈(x,y), θ〉=s

exp
(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥)dt
)

f(x, y)dλs,θ(x, y) = g(θ, s), (2.69)i
i dλs,θ représente la restri
tion de la mesure de Lebesgue dans R2 sur la ligne L(s, θ),ave

θ =

(

cos ϕ
sin ϕ

)

, θ⊥ =

(

− sin ϕ
cos ϕ

) ave
 0 ≤ ϕ < ϕmax.Il est à noter que 
e modèle ne tient pas 
ompte d'autres phénomènes physiques telsque la résolution spatiale du déte
teur, le bruit statistique du pro
essus d'émission ouen
ore le di�usé Compton. Néanmoins, l'atténuation est un des obsta
les majeurs àl'obtention d'images re
onstruites de qualité. Lorsque 
e modèle est utilisé, on parlede re
onstru
tion ave
 
orre
tion d'atténuation.2.6 Méthodes analytiques de 
orre
tion de l'atténua-tionAvant que Novikov propose une solution analytique exa
te de la transformée deRadon atténuée dans un milieu atténuant non uniforme, d'autres méthodes analy-tiques de 
orre
tion de l'atténuation ont été développées : elles reposent sur l'hypo-thèse que la distribution d'atténuation est uniforme dans le volume à re
onstruireet don
 que le 
oe�
ient d'atténuation a(x, y) au travers de 
e volume traversé est
onstant. Cette hypothèse est légitime dans le 
as d'a
quisitions tomographiques 
é-rébrales et de portions de l'abdomen, où la plupart des 
onstituants sont des tissusmous possédant des 
oe�
ients d'atténuation pro
hes les uns les autres. Ces méthodesanalytiques peuvent être appliquées avant re
onstru
tion sur les proje
tions a
quisesou après re
onstru
tion sur les 
oupes re
onstruites.2.6.1 Méthodes de 
orre
tion de l'atténuation sur les proje
-tions a
quisesCes méthodes 
onsistent à multiplier les proje
tions a
quises par un 
oe�
ient
orre
tif approximatif. Ces méthodes se regroupent en deux 
atégories. Celles de la
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onstru
tion en TEMPpremière 
atégorie essaient de rendre le nombre de 
oups dans les proje
tions a
quisesindépendant de la profondeur de la sour
e dans le volume étudié. Les méthodes dela moyenne géométrique (Jasz
zak et al. [21℄) et de la moyenne arithmétique desproje
tions opposées (Keyes et al. [24℄) font l'hypothèse que la distribution radioa
tivedans la sour
e est uniforme et que le 
oe�
ient d'atténuation est 
onstant dans levolume étudié. La méthode de la moyenne arithmétique e�e
tue la somme pixel parpixel de deux proje
tions opposées à 180◦ (l'une antérieure et l'autre postérieure),formant une image arithmétique moyenne dont le nombre de 
oups dépend moins dela profondeur de la sour
e que du nombre de 
oups total dans la proje
tion antérieureou dans la proje
tion supérieure. Dans le 
as de la méthode géométrique moyenne, lamoyenne géométrique des deux proje
tions est utilisée et le nombre de 
oups présentsdans l'image résultante est totalement indépendant de la profondeur de la sour
e. Cesméthodes sont très simples à mettre en oeuvre mais ne sont exa
tes que dans le 
asd'une sour
e pon
tuelle dans un milieu uniforme : elles ren
ontrent des limites dansle 
as de sour
es multiples dont il faut 
onnaître l'épaisseur et la profondeur.D'autres méthodes proposent une solution à la transformée de Radon atténuéepour des sour
es multiples (Metz et al. [31℄, Tretiak et al. [45℄), tout en 
onsidérantle 
oe�
ient d'atténuation a(x, y) 
onnu et présentant une valeur 
onstante a0 surun domaine 
onvexe 
ontenant le support de f . Dans 
e 
as, la re
onstru
tion del'a
tivité f est obtenue par une méthode analytique d'inversion de la transformée deRadon exponentielle notée Ra0,θ [f ] et dé�nie par :
Ra0,θ [f ](s) =

∫

〈(x,y), θ〉=s

exp
(

a0 × 〈(x, y), θ⊥〉
)

f(x, y)dλs,θ(x, y) = ga0(θ, s). (2.70)La formule d'inversion de la transformée de Radon exponentielle est une versionmodi�ée de la méthode de rétroproje
tion �ltrée ; ainsi la re
onstru
tion exa
te par
ette méthode d'une fon
tion f(x, y) s'e�e
tue en deux étapes : les proje
tions expo-nentielles de Radon ga0(θ, s) sont tout d'abord �ltrées pour obtenir
ĝa0(θ, s) =

∫ ∞

−∞
Ga0,θ(ξ)K(ξ) exp(2iπξs)dξ (2.71)où Ga0,θ(ξ) représente la transformée de Fourier monodimensionnelle de la proje
tion

ga0(θ, s) par rapport à la variable s et K(ξ) représente le �ltre Rampe modi�é etdonné par
K(ξ) =

{

ξ

2
si |ξ| > a0/2π

0 si 0 < a0/2π;
(2.72)a�n de retrouver f , les proje
tions ainsi �ltrées sont ensuite rétroprojetées en étantpréalablement pondérées par le poids de type exponentiel exp(−a0s) dépendant de

a0 et de la distan
e de la sour
e au 
entre de rotation s suivant la formule suivante :
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f(x, y) =

∫ 2π

0

exp(−a0s)ĝa0(θ, s)ds (2.73)Cette méthode de 
ompensation est simple à implémenter et fon
tionne 
orre
-tement pour des sour
es multiples. Par 
ontre, elle tend à ampli�er le bruit dans lesproje
tions 
orrigées. L'appli
ation d'un �ltre lissant est né
essaire pour 
ontr�ler leniveau de bruit dans l'image re
onstruite.2.6.2 Méthodes de 
orre
tion de l'atténuation sur les 
oupesre
onstruitesL'une des méthodes les plus utilisées sur les 
oupes re
onstruites est la méthode deChang [5℄. Les proje
tions a
quises sont d'abord re
onstruites par un algorithme 
las-sique. Un fa
teur de 
orre
tion est ensuite 
al
ulé en 
haque point (x, y) de l'image re-
onstruite. Le fa
teur 
orre
tif C(x, y) 
orrespond à l'inverse du fa
teur d'atténuationpour le pixel donné moyenné sur tous les angles de proje
tion. L'image re
onstruiteest alors multipliée par les fa
teurs de 
orre
tion pour 
ompenser l'atténuation. Pourmettre en oeuvre 
ette méthode, il est né
essaire de disposer du 
oe�
ient d'atté-nuation moyen et d'une mesure des 
ontours de l'objet : 
elle-
i est souvent obtenueen dessinant une ellipse autour des 
ontours de l'objet. La méthode de Chang estexa
te pour un point sour
e mais tend à trop 
orriger 
ertaines parties de l'imageet à ne pas assez 
orriger 
ertaines autres, en parti
ulier pour les sour
es étendues.Plus la distribution de la sour
e est étendue, plus l'erreur est importante. La méthodede Chang o�re �nalement une 
orre
tion de l'atténuation permettant d'obtenir desimages re
onstruites de bonne qualité, en parti
ulier pour les distributions fo
alisées,et un bon 
ontraste pour les lésions froides.2.7 Les méthodes itératives de 
orre
tion de l'atté-nuationDans le 
as de l'imagerie TEMP du 
oeur ou des poumons, où la région thora
iqueest 
omposé de mus
les, d'os et du tissu des poumons, ayant des propriétés atténuantesassez di�érentes, il est né
essaire de prendre en 
ompte la non uniformité du milieuatténuant dans la méthode de 
orre
tion de l'atténuation. Ce
i est désormais possibleave
 les méthodes analytiques (Novikov [37℄) mais aussi ave
 les méthodes de re
ons-tru
tion itératives, qui permettent de réaliser une 
orre
tion pré
ise de l'atténuationdans le 
as de milieux non uniformes.
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onstru
tion en TEMP2.7.1 La méthode de Chang itérativeLa méthode de Chang originale qui supposait une atténuation uniforme a été gé-néralisée : elle permet de 
al
uler les 
oe�
ients de 
orre
tion à appliquer aux 
oupesre
onstruites soit à partir d'une 
arte d'atténuation uniforme, soit à partir d'une 
artenon uniforme. Une première re
onstru
tion f (0)(x, y) est 
orrigée de l'atténuation ave
les 
oe�
ients de 
orre
tion. Les 
oupes résultantes f (1)(x, y) sont rétroprojetées et
omparées aux proje
tions a
quises. Les di�éren
es observées sont rétroprojetées pourdonner des 
oupes re
onstruites, qui sont pondérées par les 
oe�
ients de 
orre
tion,puis ajoutées à l'estimation 
ourante de la distribution d'a
tivité f (1)(x, y) pour ob-tenir une nouvelle estimée f (2)(x, y). Ce pro
essus peut être itéré. L'algorithme n'estalors qu'approximatif, 
ar la distribution radioa
tive est étendue, mais l'avantage ma-jeur de 
ette méthode est sa rapidité d'exé
ution. Une bonne pré
ision quantitativepeut être obtenue en une seule itération. Cependant, 
ette méthode tend à ampli�erle bruit lorsque le nombre d'itérations devient important pour des données bruitéeset il est re
ommandé de n'e�e
tuer pas plus d'une, voire deux itérations.2.7.2 Modélisation de l'atténuation dans l'opérateur de proje
tion-rétroproje
tionLa façon la plus pré
ise de modéliser les e�ets d'atténuation dans le 
as d'une dis-tribution de 
oe�
ients d'atténuation non uniforme est de modéliser analytiquementl'atténuation des photons dans l'opérateur de proje
tion-rétroproje
tion, sa
hant quel'expression analytique du phénomène de l'atténuation est 
onnue exa
tement (équa-tion (2.68)) et sa modélisation analytique ne pose don
 pas de problème théoriquemajeur.Gullberg et al. [14℄ sont les premiers à proposer de modéliser l'atténuation àpartir de données é
hantillonnées en in
orporant la 
arte d'atténuation exa
te dupatient dans l'opérateur proje
tion-rétroproje
tion. Seule l'atténuation est modéliséedans l'opérateur, qui est ensuite intégré à un algorithme itératif de type gradient
onjugué. L'image est é
hantillonnée suivant des pixels 
arrés : pour le 
al
ul desfa
teurs d'atténuation dans le milieu non uniforme, le proje
teur et le rétroproje
teurpondèrent 
haque valeur dans un pixel par la longueur du par
ours du photon à travers
e pixel. L'implémentation dis
rète de l'opération de proje
tion et de rétroproje
tionest la suivante : Opération de proje
tion : grp =
∑

m,n

Wmn(r, p)xmn (2.74)Opération de rétroproje
tion : xmn =
∑

m,n

Wmn(r, p)grp (2.75)
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orre
tion de l'atténuation 53où xmn est le nombre de photons émis du pixel (m, n), grp est le nombre de photonsdéte
tés dans le bin de proje
tion d'indi
es (r, p), i.e. dans le déte
teur de position ret de dire
tion θp et Wmn est le fa
teur de 
orre
tion appliqué au pixel d'indi
e (m, n)dont l'expression dis
rète est la suivante (�gure 2.11) :
Wmn(r, p) =







Amn(r, p)

amn

{1 − exp[−amnLmn(r, p)]} , si amn > 0

Lmn(r, p)Amn(r, p), si amn = 0,
(2.76)où amn est le 
oe�
ient d'atténuation relatif au pixel (m, n), Lmn la longueur dupar
ours du photon à l'intérieur du pixel (m, n) pour le bin (r, p). Le fa
teur d'atté-nuation Amn(r, p) est lié à l'intégrale de l'atténuation du point bmn au déte
teur eton a

Amn(r, p) = exp

[

−
∫ déte
teur

bmn

a(srp)dsrp

]

, (2.77)où bmn est le point d'interse
tion du par
ours du photon ave
 l'entrée du pixel (m, n)et dsrp représente la restri
tion de la mesure de Lesbegue dans R2 sur la ligne quimatérialise le par
ours des photons.
pixel (m,n)

detecteur

pro
je

ctio
n

PSfrag repla
ements
θp

x

y

grp

bmn

Lmn

déte
teurproje
tionpixel Fig. 2.11. Milieu atténuant é
hantillonné selon le modèle de Gullberg.
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onstru
tion en TEMPL'avantage majeur de 
ette méthode réside dans le fait que les fa
teurs d'atténua-tion sont 
al
ulés au fur et à mesure des opérations de proje
tion et de rétroproje
tion,
e qui évite ainsi le sto
kage de 
es fa
teurs qui, dans des travaux antérieurs, devaientêtre pré
al
ulés et sto
kés. Les résultats de 
ette te
hnique pour la re
onstru
tiond'un fant�me 
oeur-poumon ont montré une amélioration de l'uniformité de la distri-bution d'a
tivité dans les images re
onstruites. Ce même opérateur a aussi été intégrédans d'autres algorithmes itératifs de type MLEM pour modéliser la 
orre
tion d'at-ténuation dans le pro
essus itératif de l'algorithme prin
ipal de re
onstru
tion. Cettemodélisation montre une amélioration en termes de résolution spatiale et de pré
isionde quanti�
ation en imagerie 
ardiaque, même sur des données a
quises bruitées.Les méthodes de 
orre
tion d'atténuation itératives permettent de 
orriger pré-
isément l'atténuation non uniforme pour l'imagerie du foie (Malko et al. [29℄) etl'imagerie 
ardiaque en SPECT (Tsui et al. [47℄) : la modélisation simultanée de l'at-ténuation et de la fon
tion de réponse du déte
teur améliore la pré
ision quantitative,la résolution spatiale, et réduit le bruit dans les images re
onstruites. L'in
onvénientde l'appli
ation de 
es méthodes de 
orre
tion réside dans le temps de 
al
ul impor-tant asso
ié : une itération né
essite plusieurs minutes et la lenteur de 
onvergen
ede MLEM impose au moins une 
entaine d'itérations pour un résultat satisfaisant, 
equi 
ompromet l'utilisation de tels algorithmes de re
onstru
tion en usage 
linique.2.8 Con
lusionCe 
hapitre fait le point sur la problématique de modélisation et re
onstru
tiontomographique en TEMP et présente les algorithmes de re
onstru
tion les plus uti-lisés, à savoir FBP, MLEM, OSEM et ART. Les diverses méthodes de 
ompensationutilisées en 
ombinaison ave
 
es di�érents algorithmes sont ensuite présentées, eninsistant sur les hypothèses sur lesquelles elles reposent. Ces méthodes, qui visent à
ompenser les e�ets des phénomènes physiques dégradant l'image que sont l'atténua-tion, la di�usion et la variabilité de la réponse spatiale du déte
teur, sont né
essairespour fournir des images pré
ises quantitativement. Beau
oup de 
es méthodes sontdes méthodes analytiques approximatives développées pour fon
tionner ave
 l'algo-rithme FBP et qui s'avèrent être ine�
a
es dans des 
as 
liniques impliquant uneanatomie du patient et une distribution radioa
tive 
omplexes. La mise à dispositiond'algorithmes algébriques a donné la possibilité d'in
lure dire
tement dans le pro
es-sus de re
onstru
tion les 
orre
tions de 
es phénomènes physiques et d'atteindre unequanti�
ation pré
ise des images re
onstruites à l'aide de méthodes de 
ompensationde plus en plus 
omplexes.La 
orre
tion de l'atténuation est une étape fondamentale pour réduire les biaisquantitatifs dans les images re
onstruites. En tomographie 
ardiaque, des résultatsde simulations sur un fant�me 
ardiaque MCAT (Tsui et al. [48℄) ont montré une
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lusion 55rédu
tion importante des artefa
ts et distorsions dans les images lorsqu'une 
orre
tiond'atténuation (algorithme itérative de Chang) était appliquée, ainsi qu'une meilleureestimation de l'épaisseur de la paroi ventri
ulaire.L'inversion analytique de la transformée de Radon atténuée est faisable analy-tiquement dans le 
as de milieu atténuant uniforme. En revan
he, une méthode de
orre
tion de l'atténuation doit tenir 
ompte de la non-uniformité de 
elle-
i dans le
as où une 
ertaine quanti�
ation pré
ise est re
her
hée. En tomographie 
ardiaque,l'hypothèse d'une atténuation uniforme est à pros
rire 
ar elle 
onduit à des résul-tats totalement erronés : des régions ne 
ontenant théoriquement au
une a
tivité sevoient a�e
ter une a
tivité non négligeable, 
e qui réduit le 
ontraste, et l'homogé-néité de �xation ne peut être restaurée. Il faut don
 né
essairement mettre en oeuvreune 
orre
tion l'atténuation prenant en 
ompte une 
arte d'atténuation spé
i�que aupatient.La distribution d'atténuation non uniforme dans l'objet ou le 
orps du patientpeut être prise en 
ompte dans un algorithme analytique (Natterer [34℄) ou dansune méthode de 
orre
tion itérative. Dans 
e deuxième 
as, deux méthodes sont fré-quemment employées : la méthode de Chang itérative, pour laquelle les proje
tionsatténuées sont 
al
ulées, et la méthode 
onsistant à modéliser le proje
teur utilisédans un algorithme de re
onstru
tion itératif. La méthode de Chang itérative fournitdes résultats quantitatifs satisfaisants après plusieurs itérations, mais 
ette méthodeétant très sensible à l'ampli�
ation du bruit de 
al
ul au fur et à mesure que l'onitère, seulement une ou deux itérations doivent être utilisées tout au plus. La 
orre
-tion d'atténuation reposant sur la modélisation de l'atténuation dans le proje
teurest la méthode de 
orre
tion la plus pré
ise, 
onduisant à la fois à une bonne res-tauration du 
ontraste et de l'homogénéité des images. Cette méthode est 
ependantsoumise aux in
onvénients asso
iés aux méthodes de re
onstru
tion itératives, à sa-voir la lenteur de 
onvergen
e de l'algorithme et l'ampli�
ation du bruit de 
al
ulqu'il 
onvient de régulariser de façon adéquate. Les deux méthodes les plus utiliséesen routine 
linique sont la méthode de Chang itérative ave
 rétroproje
tion �ltrée etla méthode de modélisation de l'atténuation dans OSEM.





Chapitre 3A

urate attenuation 
orre
tion foralgebrai
 re
onstru
tion te
hnique inSPECTAbstra
t : We present a new iterative re
onstru
tion algorithm to improve thealgebrai
 re
onstru
tion te
hnique (ART) for Single-Photon Emission Computed To-mography. Our method is a generalization of the Ka
zmarz iterative algorithm forsolving linear systems of equations and introdu
es exa
t and impli
it attenuation
orre
tion derived from the attenuated Radon transform operator at ea
h step ofthe algorithm. The performan
es of the presented algorithm have been tested uponvarious numeri
al experiments in presen
e of both strongly non-uniform attenuationand in
omplete measurements data. We also tested the ability of our algorithm tohandle moderate noisy data. Simulation studies demonstrate that the proposed me-thod has a signi�
ant improvement in the quality of re
onstru
ted images over ART.Moreover, 
onvergen
e speed was improved and stability was established, fa
ing noisydata, on
e we in
orporate �ltration pro
edure in our algorithm.3.1 Introdu
tionThe medi
al aspe
tSingle-Photon Emission Computed Tomography (SPECT) is a nu
lear medi
alimaging me
hanism used to determine the 
on
entration of some biologi
ally a
tivemole
ules in some spe
i�
 zone of a human body in terms of their a
tivity distri-bution. Some radiopharma
euti
al produ
t is �rst inje
ted into the patient's organ,with a Gamma-emitting isotope. The radiations are trapped by a Gamma-
amerawith dete
tors whi
h is materialized by an a
quisition plane, (see �gures 3.1(a) and3.1(b)) rotating about the patient along a grid of spe
i�
 angles. The intensity of57



58 Chapitre 3. A

urate attenuation 
orre
tion for algebrai
. . .su
h radiations is therefore measured in ea
h dire
tion orthogonal to the a
quisitionsystem plane in various angular positions.The measured quantities of traveling photons are the exponentially weighted ave-rages of the a
tivity distribution along straight lines on their way from the sour
eto the dete
tor. The reason for the exponential weight is the presen
e of a position-dependent attenuation 
oe�
ient (see [23℄) due to photon intera
tion with the organi
tissue in whi
h the radiations go through.
The mathemati
al modelWe will present here a two-dimensional model, so that the dete
tor will bematerialized by a grid of 
ollimators regularly spa
ed along a line C whi
h mode-lizes the Gamma-
amera. Let (x, y) 7−→ f(x, y) denote the a
tivity distribution and
(x, y) 7−→ a(x, y) the position-dependent attenuation 
oe�
ient. When the dete
toris positioned in order to register radiations whi
h propagate along lines L with dire
-tion θ⊥, the measured intensity g(θ, s(L)) 
orresponding to the radiation along su
hline distant from s = s(L) to the origin (the 
enter of the exploration zone) (see �gure3.1(a) and 3.1(b)), is given by the attenuated Radon transform (θ, s) 7−→ Ra, θ[f ](s)de�ned as :
Ra,θ [f ](s) =

∫

〈(x,y), θ〉=s

exp
(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥) dt
)

f(x, y) dλs,θ(x, y) = g(θ, s).(3.1)Here dλs,θ stands for the restri
tion of the Lebesgue area measure in R2 to the straightline 〈(x, y) , θ〉 = s, where
θ =

(

cos ϕ
sin ϕ

)

, θ⊥ =

(

− sin ϕ
cos ϕ

) and 0 ≤ θ < ϕmax.The unknown a
tivity distribution is materialized in (3.1) by f . So the problemis to re
over f from the proje
tions data g(θ, s), assuming of 
ourse some a prioriinformation about the tissue attenuation distribution a. When a is known, there arevarious dire
t (via analyti
 formulas) or iterative te
hniques to re
over f .
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annerPrevious inversion methodsDire
t analyti
 methods lie on expli
it exa
t inversion formulas for the attenuatedRadon transform. When a ≡ 0, the problem is solved by the 
lassi
al Radon inver-sion formulas in dimension two (see Natterer [33℄ and Quinto [38℄ for more detailsabout Radon's inversion formulas). When the attenuation tissue distribution a re-mains 
onstant on the support of f , then the attenuated Radon transform is redu
edto the exponential Radon transform, for whi
h Tretiak and Metz [45℄ suggested anexa
t inversion formula. Nevertheless, none of these analyti
al methods is a

uraterespe
t to the re
onstru
tion of f in 
ase of an arbitrary strongly non-uniform atte-nuation tissue distribution, whi
h is usually the 
ase in any realisti
 SPECT problem.Novikov [37℄ dis
overed an exa
t analyti
al inversion formula for the attenuated Ra-don transform when a is an arbitrary tissue attenuation distribution. Another formulawas proposed by Natterer [34℄. See also [26℄ for numeri
al appli
ations.On the other hand, there is a wide family of iterative methods involving linearalgebra, operator theory and statisti
al tools. One of the prominent iterative re
ons-tru
tion methods for emission tomography is Maximum Likelihood Re
onstru
tionusing the EM algorithm, whi
h stands for Expe
tation Maximization presented byDempster et al [8℄ in its full generality. A pra
ti
al implementation of the EM methodin the setting of image re
onstru
tion was proposed by Shepp and Vardi [42℄, wherea statisti
al framework for the problem is given. However, EM algorithm, in itself,does not take into a

ount the attenuation 
orre
tion. Many studies have been madeto in
orporate attenuation 
orre
tion pro
edure in the main EM algorithm. Tsui etal [47℄ implemented an iterative EM algorithm with attenuation 
orre
tion using anattenuated proje
tor-ba
kproje
tor that uses the attenuation distribution to 
al
ulateattenuation fa
tors for ea
h pixel along ea
h proje
tion and ba
kproje
tion. See also
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urate attenuation 
orre
tion for algebrai
. . .[3℄ for similar studies.Some of the iterative algorithms involve evaluation of 
ertain analyti
 formulasas a part of the method. A multipli
ative postpro
essing te
hnique was implemen-ted by Chang [5℄ for attenuation 
orre
tion using an assumed 
onstant attenuation
oe�
ient. This te
hnique was modi�ed to 
al
ulate the multipli
ative attenuation
ompensation fa
tor, based on a nonuniform attenuation distribution, and 
ombinediteratively with the �ltered ba
kproje
tion algorithm. See Manglos et al [30℄.With the 
ondition a = 0, there is a well known iterative method to solve (3.1)in order to re
over f from its proje
tion g(θ, s) with no attenuation 
orre
tion. Thismethod is known as Algebrai
 Re
onstru
tion Te
hnique and 
ommonly denoted byART. it is based on the well known algorithm for solving linear systems of equationsproposed by Ka
zmarz in 1937 [22℄ and later elu
idated further by Tanabe [44℄. Theappli
ation of the ART in tomography was introdu
ed by Gordon et al [11℄ in 1970.Later Herman [17℄ showed that ART 
an be 
omputationally e�
ient by 
arefullyarranging the order in whi
h the 
olle
ted data are a

essed during the iterative re-
onstru
tion pro
edure, and by adaptively adjusting the relaxation parameters. ART
onsists in assuming that the a
tivity distribution f is an array of unknowns, thensetting (3.1) as a system of algebrai
 equations for the unknowns in terms of themeasured proje
tion data, and �nally applying Ka
zmarz method to solve the lattersystem. The 
lassi
al ART does not take into a

ount the attenuation of the photons.In [6℄, Chen et al proposed a method for attenuation 
orre
tion and 
ombined it withthe 
lassi
al ART algorithm. However their method was based on relation of atte-nuation 
oe�
ient and emission 
oe�
ient, whi
h is not always available in realisti
models.Plan of the arti
leIn this paper we present an iterative re
onstru
tion algorithm with impli
it atte-nuation 
orre
tion. Our approa
h is a generalization of the 
lassi
al ART algorithm.The paper is organized as follows. In se
tion 2 we review the general Ka
zmarz me-thod. In se
tion 3 we apply this method to solve the equation (3.1) and derive ouriterative algorithm. The main idea of our approa
h is based on expressing the atte-nuated Radon transform operator Ra,θ as the de
omposition of the Radon transformoperator Rθ and a multipli
ation operator La,θ. This leads to �nd an exa
t and im-pli
it expression for the attenuation 
orre
tion in the iterative algorithm. In se
tion4 we illustrate various numeri
al tests performed with both optimal and suboptimaldata measurements using the present algorithm and the 
onventional ART algorithm.These tests were done with several a
tivity distribution phantoms and realisti
 stron-gly nonuniform attenuation distribution. From this experiments one 
an see that analgorithm that would not take into a

ount the attenuation would be essentially ina
-
urate, while our method signi�
antly improves re
onstru
tion results and a

elerate
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zmarz's method 61
onvergen
e speed. We also in
lude in this se
tion re
onstru
tion from noisy datausing a �ltered version of our algorithm. Finally, se
tion 6 
on
ludes our paper withdis
ussions and 
omments.3.2 Ka
zmarz's methodKa
zmarz's method is an iterative method for solving linear systems of equa-tions. In this se
tion we will present a brief analysis of this method independently of
omputerized tomography. This analysis will provide the theoreti
al support neededto 
ompute the algorithm for re
onstru
tion of the a
tivity distribution f from theemission data Ra[f ] with a known tissue attenuation distribution a.Let H and Hp for p = 1, . . . , P , be real (or 
omplex) Hilbert spa
es, and let
Rp : H −→ Hj for p = 1, . . . , Pbe p linear 
ontinuous maps from H onto Hp. Let also gp ∈ Hp be given and supposeone wants to 
ompute f ∈ H su
h that

Rpf = gp for p = 1, . . . , P . (3.2)This linear system 
an also be written as Rf = g, with
R =







R1...
RP






, g =







g1...
gP






for p = 1, . . . , P .Let Pp be the orthogonal proje
tion in H onto the a�ne subspa
e

{f ∈ H ; Rpf = gp}with underlying ve
torial subspa
e
Fp = Ker Rp .We de�ne the following operators su
h that

P ω
p = (1 − ω)I + ωPp

P ω = P ω
P ◦ . . . ◦ P ω

1 ,where ω is a relaxation parameter.Then, Ka
zmarz's method with relaxation for the solution of the equation (3.2) isbased on the following indu
tive 
omputation
fk = P ωfk−1 for k = 1, 2, . . . (3.3)
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urate attenuation 
orre
tion for algebrai
. . .starting with f0 as an arbitrary initial guess. For ω = 1, we have the 
lassi
alKa
zmarz's method. Its geometri
 interpretation is obvious. In fa
t starting with f0,we 
ompute f1 by su

essive orthogonal proje
tions of f0 onto the a�ne subspa
es
{f ; Rpf = gp} for p = 1, . . . , P . In order to obtain f2, we apply the same pro
essto f1, and so on to rea
h the kth iteration of the algorithm.Bellow we are going to give an expli
it form for the equation (3.3) by evaluating
Ppf for a given f ∈ H . We suppose that the operators Rp for p = 1, . . . , P , aresurje
tive. Hen
e their adjoint operators R∗

p : Hp −→ H are inje
tive. Also theoperators Rp ◦R∗
p for p = 1, . . . , P , are inje
tive sin
e 〈Rp ◦R∗

p[u] , u〉 = ‖R∗
p[u]‖2 forany u ∈ Hp. Assuming in addition that all operators Rp ◦R∗

p for p = 1, . . . , P , have
losed range, we 
on
lude that
Rp ◦ R∗

p : Hp −→ Hp , for p = 1, . . . , P ,is bije
tive with a 
ontinuous inverse (Rp ◦ R∗
p)

−1.One has
(Ker Rp)

⊥ = Im R∗
p , for p = 1, . . . , P ,whi
h implies that for ea
h p = 1, . . . , P , there exists a sequen
e (up,l(f))l ∈ Hpsu
h that

Ppf − f = lim
l→+∞

(R∗
p[up,l(f)]) , for p = 1, . . . , P . (3.4)On the other hand we have Rp[Ppf ] = gp, for p = 1, . . . , P , whi
h leads by applying

Rp on both sides of (3.4), to
gp − Rpf = lim

l→∞
[Rp ◦ R∗

p(up,l(f))] . (3.5)On
e we apply the operator [Rp ◦ R∗
p]

−1 : Hj −→ Hp, we see that the sequen
e
(up,l(f))l 
onverges to (Rp ◦ R∗

p)
−1(gp − Rpf), thus

Ppf = f + R∗
p

[

(Rp ◦ R∗
p)

−1(gp − Rpf)
]

, for p = 1, . . . , P , (3.6)This gives an alternative form to (3.3) and tells us how to 
ompute fk+1 from fk.Therefore the iterative algorithm of Ka
zmarz stands as
fk

0 = fk

fk
p = P ω

p fk
p−1 = fk

p−1 + ω
[

R∗
p ◦
[

Rp ◦ R∗
p

]−1(
gp − Rp fk

p−1

)

]

, for p = 1, . . . , P

fk+1
0 = fk

P (3.7)with the initial 
ondition f 0 = f 0
0 .



3.3 Derivation of the algorithm 633.3 Derivation of the algorithmIn this se
tion we adapt Ka
zmarz's iterative method to the tomographi
 problemwhi
h 
onsists in the inversion of the attenuated Radon transform and the retrievalof the unknown sour
e f from its attenuated proje
tions de�ned in (3.1) when the at-tenuation tissue distribution a is known. Sin
e we are dealing with the re
onstru
tionof 
ross se
tions of the human body, we will only treat the bi-dimensional 
ase.In this setting, H is the following spa
e
H = L2

C
(D(0, 1), dxdy)of mesurable image-fun
tions in the unit 
losed dis
 D(0, 1) of R2, equipped with thearea Lebesgue measure dxdy.Let a be a "su�
iently smooth", say at least 
ontinuous, 
omplex valued fun
tion in

D(0, 1)
a : D(0, 1) 7−→ C ,whi
h modelizes the known tissue attenuation distribution of a 
ross-se
tion bodymaterialized by D(0, 1). For θ ∈ [0, 2π[, we de�ne the following operator

Ra,θ : H −→ h := L2
C
([−1, 1],

ds√
1 − s2

)where Ra,θ is represented by the almost everywhere de�ned fun
tion in [−1, 1] with�nite energy
s 7−→

∫

〈(x,y),θ〉=s

exp
(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥) dt
)

I(x, y) dλs,θ(x, y) ,and dλs,θ stands for the restri
tion of the Lebesgue area measure in R2 to the line
{(x, y) ∈ R

2 ; 〈(x, y), θ〉 = s} .The operator Ra,θ 
an be written as the 
omposition Rθ ◦La,θ, where La,θ : H −→ His the multipli
ation operator by the following 
ontinuous fun
tion
Aa,θ : (x, y) 7−→ exp

(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥) dt
) (3.8)and Rθ : H −→ h is the Radon f 7−→ R[f ](θ, ·) operator whi
h assigns to f thefun
tion

s 7−→
∫

{〈(x,y),θ〉=s}
f(x, y) dλs,θ(x, y) .
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urate attenuation 
orre
tion for algebrai
. . .Thus Ra,θ = Rθ ◦ La,θ is surje
tive sin
e Rθ is surje
tive. the adjoint operator of Ra,θis
R∗

a,θ = L∗
a,θ ◦ R∗

θ .where L∗
a,θ is the adjoint operator of La,θ de�ned by the multipli
ation operator by the
ontinuous fun
tion Aa,θ and R∗

a,θ the adjoint operator of Rθ. We have (see Natterer[33℄, p. 18)
R∗

θ : h 7−→ H

g 7−→
(

(x, y) 7−→
[ g√

1 − s2

]

s=〈(x,y) , θ〉

)

.and Rθ ◦ R∗
θ = 2Idh (see Natterer [33℄, p. 144) sin
e

Rθ ◦ R∗
θ [g](s) =

∫

{〈(x,y) , θ〉=s}

( g(s)√
1 − s2

)

dλs,θ(x, y)

=
g(s)√
1 − s2

× (2
√

1 − s2) = 2g(s) . (3.9)Therefore, the operator
Ra,θ ◦ R∗

a,θ = Rθ ◦ La,θ ◦ L∗
a,θ ◦ R∗

θis the operator whi
h maps the fun
tion g ∈ h into the following one
s 7−→

∫

{〈(x,y) , θ〉=s}

g(s)√
1 − s2

|Aa,θ(x, y)|2 dλs,θ(x, y)

=
g(s)√
1 − s2

∫

{〈(x,y) , θ〉=s}
|Aa,θ(x, y)|2 dλs,θ(x, y)

=
g(s)√
1 − s2

∫

√
1−s2

−
√

1−s2

exp
[

− 2Re
(

∫

{0≤ξ≤
√

1−s2−t}
a(s θ + (t + ξ)θ⊥) dξ

)]

dt .As we noti
e, Ra,θ◦R∗
a,θ is the multipli
ation operator by the stri
tly positive boundedfun
tion Ba,θ de�ned by

Ba,θ : s ∈ [−1, 1] 7−→

∫

√
1−s2

−
√

1−s2

exp
[

− 2Re
(

∫

{0≤ξ≤
√

1−s2−t}
a(s θ + (t + ξ)θ⊥) dξ

)]

dt

√
1 − s2

=
Rθ

[

|Aa,θ|2
]

√
1 − s2

.Su
h a multipli
ation operator is a 
ontinuous invertible operator of the spa
e h initself.
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al simulations 65Consider distin
t angles θp ∈ [0, 2π[ with p = 1, . . . , P , and P ve
tors g1, . . . , gPof the Hilbert spa
e h. One 
an make expli
it the orthogonal proje
tions
f ∈ H 7−→ P ω

a,pf ∈ Honto the subspa
es {f ; Ra,θp
[f ] = gp} for p = 1, . . . , P . Therefore the operators P ω

a,pinvolved in Ka
zmarz's iterative algorithm are given (using (3.6)) as
P ω

a,p f = f + ωR∗
a,θp

◦
[

Ra,θp
◦ R∗

a,θp

]−1
(

gp − Ra,θp
[f ]
)

= f + ω R∗
a,θp

(gp − Ra,θp
[f ]

Ba,θp

)

= f + ω Aa,θp
×
( gp − Ra,θp

[f ]√
1 − s2 Ba,θp

)

s=〈(x,y) , θp〉

= f + ω Aa,θp
×
(gp − Ra,θp

[f ]

Rθp

[

|Aa,θp
|2
]

)

s=〈(x,y) , θp〉Using the expression of P ω
a,p in (3.7), Ka
zmarz's iterative algorithm in (3.7) 
an bewritten expli
itly as follows

fk
0 = fk

fk
p = P ω

a,p fk
p−1 = fk

p−1 + ωAa,θp
×
(gp − Ra,θp

[fk
p−1]

Rθp

[

|Aa,θp
|2
]

)

s=〈(x,y) , θp〉
, p = 1, ..., P

fk+1 = fk
P (3.10)starting with an arbitrary initial data f 0 = f 0

0 .3.4 Numeri
al simulationsIn order to test the performan
es of our algorithm in re
onstru
ting images whenthe tissue attenuation distribution is 
ompletely known, we simulated 
omputer-generated phantoms for both the distribution of the a
tivity f and the tissue attenua-tion distribution a. We did two numeri
al experiments with di�erent image-phantomsusing both optimal and strongly suboptimal data sampling. The performan
e of ouralgorithm in 
orre
ting attenuation e�e
ts was 
ompared with the 
onventional ARTalgorithm. Also we tested the sensitivity of the algorithm to additional Gaussiannoise. In order to quantitatively evaluate the results, we in
luded L2 error estimatesand 
ompared pro�les through the true a
tivity to the 
orresponding pro�les of there
onstru
ted images.
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urate attenuation 
orre
tion for algebrai
. . .3.4.1 PhantomsWe generated two a
tivity models with MATLAB. The �rst one, denoted phantom1 ( see �gure 3.2(a)) 
orresponds to the distribution
f(x, y) = µ1χE1(x, y) + µ2χE2(x, y) + µ3χE3(x, y)where E1, E2, E3 are 
hara
teristi
 fun
tions of three large ellipses and µ1, µ2, µ3 aregiven stri
tly positive 
onstants of approximatively the same size, su
h that µi ≃

µj i 6= j. The attenuated proje
tions gj of su
h an a
tivity are strongly 
orrelated.Thus the 
onvergen
e of ART 
an be seriously slowed. Therefore, this a
tivity modelwill be used to test the ability of our algorithm to re
onstru
t slowly varying spatialdistributions that may redu
e performan
es of iterative algorithms.The se
ond one, denoted phantom 2 (see �gure 3.2(b)) 
orresponds to an approxi-mation of
f(x, y) =

M
∑

k=1

νkδ(x − xk, y − yk)realized as a linear 
ombination of 
hara
teristi
 fun
tions of small ellipses, the νk for
k = 1, . . . , M , are random generated positive 
onstants. Su
h kind of a
tivity modelwill be used to test the 
apa
ities of the algorithm to re
over �a

idents� and smalldetails in dis
ontinuous a
tivity distributions whi
h may vary in a random way.

(a) (b) (
)Fig. 3.2. Model distributions : (a) a
tivity phantom 1 ; (b) a
tivity phantom 2 ; (
) atte-nuation.
In order to perform a realisti
 model, we took a strongly non uniform tissue atte-nuation distribution already used in [30℄. The image of our phantom of the attenuation
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al simulations 67tissue distribution (see �gure 3.2(
)) a
ross a se
tion of a human body shows an el-lipsoidal region with axes of length 22.5 
m and 30 
m. Also �gure 3.2(
) shows twosmaller disjoint ellipsoidal zones with axes of length respe
tively 10 and 8.8 
m andtwo 
ir
ular disjoint regions of diameter 2.5 
m. The 
ir
ular and ellipsoidal regionsare disjoint. The smaller ellipsoidal zones 
orrespond to lungs, while the 
ir
ular re-gions 
orrespond to bones. The attenuation distribution equals to 0.01 cm−1 withinlungs and to 0.17 cm−1 within bones, while it equals 0.15 cm−1 within the remainderpart of the large ellipse.In both experiments, all images were given on a M×M grid with M equals to 128.The SPECT measurements were given by the attenuated Radon transform 
omputedwith P proje
tions equispa
ed between 0 and 2π. The number P of proje
tions was
hosen in order to agree with the optimal sampling 
ondition P/M ≃ π/2 given in[33℄ for transmission tomography using [0, π℄ as an angular range. Be
ause of theinvolvement in our 
ase of some nonzero tissues attenuation distribution, the SPECTmeasurement are 
omputed from 0 to 2π. Thus the optimal relation between M and
P be
omes P/M ≃ π, whi
h is satis�ed taking P = 400 proje
tions into a

ount.Sin
e this ratio falls frequently in pra
ti
e mu
h below the value π, we in
ludednumeri
al studies from suboptimal numbers of proje
tions 
orresponding to the ratio
P/M = π/5. This leads us to take only 80 equispa
ed proje
tions in 
onsideration.3.4.2 Re
onstru
tionIn this se
tion we perform the re
onstru
tion of both phantom 1 and 2 using thealgorithm des
ribed in (3.10). The tissue attenuation distribution a is 
hosen as inthe se
tion 3.4.1.In order to improve the stability of the re
onstru
ted a
tivity distribution, wewill 
orre
t the solution provided by our algorithm at ea
h iteration taking into a
-
ount natural 
onstraints whi
h need to be ful�lled by the expe
ted solution. Sin
ewe are dealing with the re
onstru
tion of a 
ross se
tion of human body, a non-negativity 
onstraint is required in order to provide physi
al meaning to the solution(see [4℄ for more 
onstraint s
hemes). Therefore, after ea
h iteration k of the algorithm,the approximated a
tivity distribution fk whi
h has been found will be repla
ed by
sup(fk, 0). It has been shown that the proje
tion a

ess order has an important impa
ton the 
onvergen
e rate and the stability of the ART methods. Thus several s
hemeshave been proposed in order to improve both 
onvergen
e speed and re
onstru
tedimage quality (see X. Intes et al [19℄ for further details). The goal is to rearrange themeasurements in su
h a way that the proje
tions are 
losest to perpendi
ularity. Forthis end, we 
hose a random a

ess s
heme (see [50℄) that gives better results relativeto the sequential a

ess s
heme. The sequential a

ess s
heme is the natural ordera

ess. It a

ess to the proje
tions with respe
t to the order of the a
quired experi-mental data. The relaxation parameter adjusts the proje
tion step at ea
h iteration
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urate attenuation 
orre
tion for algebrai
. . .and its sele
tion is most of the time done empiri
ally. We have set w = 0.1 based ona previous studies su
h in D. Ros et al [41℄. Using iterative algorithms implies thatthe solution f should be initialized with a 
onstant value or a good start guess . Ano-ther 
ommon starting guess is f0 = f0,0 = 0, whi
h will be 
hosen for our numeri
alexperiments.Therefore, in the approa
h whi
h is 
ondu
ted here, the algorithm depends ontwo parameters, namely the step ∆ϕ of orthogonal proje
tions on various subspa
es
{f ; Ra,θp

f = gp} and the number K of iterations. We performed two tests taking thevalues ∆ϕ = 1 as optimal value using 400 proje
tions and ∆ϕ = 5 as suboptimal valueusing only 80 proje
tions, in order to see how the 
hoi
e of ∆ϕ, K a�e
ts the qualityof the re
onstru
tion where K = 1, . . . , 30 for both values of the parameter ∆ϕ. Toquantitatively 
ompare re
onstru
ted a
tivity densities f∆ϕ,K by our algorithm andthe re
onstru
ted a
tivity densities f∆ϕ,K
art by the 
lassi
al ART with no attenuation
orre
tion to the true one f , we de�ne the following relative errors expressed in %

E∆ϕ,K =
‖f − f∆ϕ,K‖

‖f‖ ∗ 100 and E∆ϕ,K
art =

‖f − f∆ϕ,K
art ‖

‖f‖ ∗ 100where ‖.‖ is the L2 norm.Re
onstru
tion in the 
ase of slowly varying a
tivityThe image displayed in �gure 3.3(a) is the re
onstru
ted image of the a
tivitydistribution phantom 1 with our algorithm after 10 iterations. Ea
h iteration using astep ∆ϕ of orthogonal proje
tions, that is as many angles as used for the 
omputationof the dis
rete attenuated Radon transform. Here the 
orresponding L2 relative erroris E1,10 = 0.54%. Figure 3.3(b) illustrates the re
onstru
ted image by the 
lassi
alART algorithm using the same values for the parameters ∆ϕ and K. The L2 relativeerror yielded is E1,10
art = 4.6%. The pro�les drawn along the horizontal axis y = 0a
ross the phantom 1 and the re
onstru
ted images from both algorithms are shownrespe
tively in �gure 3.4(a), while 3.4(b) shows the relative errors E∆ϕ,K and E∆ϕ,K

artplotted as fun
tions of the number of iterations.Both L2 relative error and 
omparison of pro�les show that the re
onstru
tions ob-tained by the 
lassi
al ART algorithm without an attenuation 
orre
tion di�er signi-�
antly from the original image even under optimal sampling 
onditions. Moreover,we noti
e that shadows 
an be seen in the re
onstru
ted image due to non 
orre
tedattenuation e�e
ts. On the other hand, the present algorithm yields images whi
hmat
h perfe
tly the original phantom used in the simulations and shows good stabi-lity results for the solutions when the number of iterations in
reases. Furthermore,the strongly 
orrelated measurements data didn't a�e
t the 
onvergen
e speed of ouralgorithm.
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(a) (b)Fig. 3.3. Re
onstru
tion of the a
tivity �phantom 1� with ∆ϕ = 1 and K = 10 : (a)re
onstru
ted image f∆ϕ,K ; (b) re
onstru
ted image f
∆ϕ,K
art
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(b)Fig. 3.4. Comparison results with ∆ϕ = 1 : (a) pro�les of f (solid line) and the re
onstru
-ted a
tivity distribution densities : f∆ϕ,K (dashed line), f
∆ϕ,K
art (dash-dotted line) for y = 0 ;(b) L2 relative error E∆ϕ,K (dashed line) and E

∆ϕ,K
art (dash-dotted line) for K = 1, . . . , 30.
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urate attenuation 
orre
tion for algebrai
. . .Also we 
ondu
ted simulations when the measurements data su�ered from a highlysuboptimal ratio of the number between proje
tions and the number of samples. Thefollowing numeri
al experiment was 
omputed taking the value P/M ≃ π
5
as a sam-pling ratio whi
h 
orresponds to ∆ϕ = 5. In this 
ase we have only 80 equispa
edproje
tions in the angular range [0, 2π[. Figures 3.5(a) and 3.5(b) show images 
om-puted using the present algorithm and the 
lassi
al ART method respe
tively after

K = 10 iterations. L2 relative error was respe
tively equal to E1,10 = 2.89% and
E1,10

art = 7.5%.In order to make a quantitative 
omparison, we show the pro�les of re
onstru
tionsand the true a
tivity distribution , whi
h are both taken a
ross the horizontal axis
y = 0, in �gure 3.6(a). Furthermore, we display the relative errors E∆ϕ,K and E∆ϕ,K

artas fun
tions of number of iterations K. In �gure 3.6(b) K des
ribes the interval
[1, 30]. As shown in �gure 3.5 and 3.6, if the re
onstru
tion is done in the presen
eof strongly varying attenuation distribution and suboptimal sampling ratio, and if wedo not 
orre
t or 
ompensate the attenuation e�e
t, then in this 
ase the smoothnessof solutions will be deteriorated and the relative error of re
onstru
tion will linearlyin
rease as the number of iterations in
reases. While using the proposed attenuation
orre
tion method, it is possible to obtain a good re
onstru
tion with a small relativeerror and a stable behavior of solutions even in 
ase of high suboptimal samplingratio. On the other hand, the strongly 
orrelated measurements data didn't a�e
t the
onvergen
e speed of our algorithm.

(a) (b)Fig. 3.5. Re
onstru
tion of the a
tivity �phantom 1� with ∆ϕ = 5 and K = 10 : (a)re
onstru
ted image f∆ϕ,K ; (b) re
onstru
ted image f
∆ϕ,K
art .
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(b)Fig. 3.6. Comparison results with ∆ϕ = 5 : (a) pro�les of f (solid line) and the re
onstru
-ted a
tivity distribution densities : f∆ϕ,K (dashed line), f
∆ϕ,K
art (dash-dotted line) for y = 0 ;

L2 relative error E∆ϕ,K (dash line) and E
∆ϕ,K
art (dash-dotted line) for K = 1, . . . , 30 .Re
onstru
tion in the 
ase of dis
ontinuous a
tivity distributionIn this se
tion we implemented our algorithm starting with �phantom 2� as thea
tivity distribution. Figure 3.7(a) features the re
onstru
ted a
tivity distribution

f∆ϕ,K obtained with our algorithm after 10 iterations, ea
h iteration using a step
∆ϕ = 1 of orthogonal proje
tions, that is using all possible angles involved for thepreliminary 
omputation of the attenuated Radon transform. Here the 
orresponding
L2 relative error E1,10 is here almost equal to 0 . Figure 3.7(b) shows the re
onstru
-ted a
tivity distribution f∆ϕ,K

art obtained with the 
lassi
al ART algorithm after 10iterations and with the same step ∆ϕ = 1. In this 
ase the relative error obtained is
E1,10

art = 5.7%. In �gure 3.8(a), we plotted both horizontal pro�les taken at the 
enterof the original phantom and the re
onstru
ted images. Image 3.8(b) features the va-riations of the fun
tions E∆ϕ,K and E∆ϕ,K
art for K between 1 and 30 and p equals to1. In this 
ase, E1,K de
reases mu
h faster than E1,K

art . Moreover E1,K asymptoti
ally
onverges to zero, while E1,K
art tends to in
rease starting from the iteration K = 20.
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(a) (b)Fig. 3.7. Re
onstru
tion of the a
tivity �phantom 2� with ∆ϕ = 1 and K = 10 : (a)re
onstru
ted image f∆ϕ,K ; (b) re
onstru
ted image f
∆ϕ,K
art .
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(b)Fig. 3.8. Comparison results with ∆ϕ = 1 : (a) pro�les of f (solid line) and the re
ons-tru
ted a
tivity distribution : f∆ϕ,K (dashed line), f
∆ϕ,K
art (dash-dotted line) for y = 0 ; (b)

L2 relative error E∆ϕ,K (dashed line) and E
∆ϕ,K
art (dash-dotted line) for K = 1, . . . , 30.
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The 
omputational examples of this se
tion prove that using an algorithm, whi
hdo not take into a

ount the attenuation 
orre
tion in the re
onstru
tion of distri-bution models, su�ers of la
k in a

ura
y (poor details re
onstru
tion) and loss ofa
tivity intensities and brillian
e. Also we noti
ed that os
illations appear in the re-
onstru
ted a
tivities when these are yielded by the 
onventional ART algorithm.This did not happen using our approa
h. In fa
t our algorithm provides an exa
tre
onstru
tion and a perfe
t 
ontrast quality of phantoms 
ontaining fast varyingdistributions. One 
an see from the pro�les 
omparison that edges of the details werereprodu
ed a

urately and perturbations didn't o

ur in the re
onstru
ted image.As in the 
ase of slow varying a
tivity distribution, we performed re
onstru
tionfor phantom 2 with suboptimal sampling 
ondition. The simulations displayed in�gures 3.9 and 3.10 were done by using 80 equispa
ed proje
tions. For this end,we ran the algorithm setting ∆ϕ = 5. The images shown in �gure 3.9(a) and 3.9(b)illustrate the re
onstru
ted a
tivities f∆ϕ,K and f∆ϕ,K

art respe
tively after 10 iterations.The 
orresponding L2 relatives errors were respe
tively 4.5% and 22.6%. The pro�lestaken at the axis x = 0 through f∆ϕ,K and f∆ϕ,K
art are shown in �gure 3.10(a) andsuperimposed with the 
orresponding pro�le through the true a
tivity distribution ffor 
omparison. Figure 3.10(b) shows how E∆ϕ,K

art begins to slightly in
rease startingfrom the 19th iteration, while E∆ϕ,K asymptoti
ally de
reases to 1.7%.

(a) (b)Fig. 3.9. Re
onstru
tion of the a
tivity �phantom 2� with ∆ϕ = 5 and K = 10 : (a)re
onstru
ted image f∆ϕ,K ; (b) re
onstru
ted image f
∆ϕ,K
art .
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(b)Fig. 3.10. Comparison results with ∆ϕ = 5 : (a) pro�les of f (solid line) and the re
ons-tru
ted a
tivity distribution : f∆ϕ,K (dashed line), f
∆ϕ,K
art (dash-dotted line) for y = 0 ; L2relative error E∆ϕ,K (dashed line) and E

∆ϕ,K
art (dash-dotted line) for K = 1, . . . , 30.As one 
an see, we obtained impressive results applying our method of re
onstru
-tion. Our algorithm displays good stability and a

ura
y in fa
e of insu�
ient numberof proje
tions sin
e there were no star-like artifa
ts in the re
onstru
ted images. Infa
t the star-like artifa
t is a pronoun
ed phenomenon that appears when both atte-nuation and suboptimal number of proje
tion are present. Furthermore, all the detailsof the original phantom were reprodu
ed. On the other hand, and under the same
ir
umstan
es, the ART algorithm, whi
h do not take into a

ount the attenuation
orre
tion, produ
ed low-
ontrast images that 
ontain an important amount of noiselevel.
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al simulations 753.4.3 Re
onstru
tion from noisy dataWe 
on
lude our presentation by the re
onstru
tion of the "Shepp-Logan" phan-tom (see �gure 3.11(a)) from noisy data. The Shepp-Logan phantom in
ludes several�ne obje
ts with multiple intensity levels (details with dis
ontinuous geometry) andalso large smooth areas. Thus su
h an a
tivity distribution simulates realisti
 models,so we used it to measure how the noisy data a�e
ts the re
onstru
tion in terms ofspatial resolution and image 
ontrast. At �rst time. First the SPECT measurementswere 
al
ulated by the attenuated radon transform using the same attenuation dis-tribution des
ribed in the previous se
tion. Then in order to generate noisy data, weadded Gaussian noise with an average equals 0 and a devian
e σ2 equals 0.1 to ea
hproje
tion. The resulting data had a relative mean square error of 12%. In order tosatisfy pra
ti
al 
onditions su
h the suboptimal sampling, we ran our algorithm withthe noisy data setting ∆ϕ = 5.

(a) (b) (
)Fig. 3.11. Re
onstru
tion of phantom "Shepp-Logan" from noisy data : (a) original phan-tom ; (b) re
onstru
tion without �ltering ; (
) re
onstru
tion with �ltering.The image displayed in �gure 3.11(b) was 
omputed using the present algorithmwithout additional �ltration and after K = 10 iterations. Image in �gure 3.11(
) wasobtained using our method with an appli
ation of a low-frequen
y �ltration pro
edure.The �ltered version of our algorithm 
onsists of two steps. At ea
h iteration, we �lteredthe proje
tions gp for p = 1, . . . , 80 with the low-frequen
y �lter Ŵ (ρ) given by
Ŵ (ρ) =

{

1
2
(1 + cos(πρ/ρ
ut-o�)) |ρ| ≤ ρ
ut-o�

0 |ρ| > ρ
ut-o�.where ρ
ut-o� is the 
ut-o� frequen
y, ρ
ut-o� ≤ ρNyquist. Then after ea
h full itera-tion, the image f∆ϕ,k is �ltered using a 2-D median �lter. Thus spikes from re
ons-tru
tion noise are removed without blurring the edges. Analyzing images presented
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urate attenuation 
orre
tion for algebrai
. . .in �gure 3.11 one 
an observe that the low-frequen
y �ltration redu
es os
illations inthe re
onstru
ted image with a moderate loss of �ne details.
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(b)Fig. 3.12. Comparison results : (a) pro�les of f (solid line), re
onstru
ted a
tivity without�ltering (dashed line) and re
onstru
ted a
tivity with �ltering (dash-dotted line) for x = 0 ;(b) L2 relative error evolution : without �ltering (dashed line) and with �ltering (dash-dottedline) for K = 1, . . . , 30.In order to visualize how the �ltration step modi�es our algorithm behavior interm of the re
onstru
tion quality and the L2 relative error, we plotted pro�les takenat the verti
al axis x = 0 a
ross the phantom and the re
onstru
ted images in �gure3.12(a) and we displayed E∆ϕ,K as a fun
tion of K for K = 1, . . . , 30 in �gure 3.12(b).One 
an see from the graphs 
omparison that the �ltering pro
edure of our algorithm



3.5 Con
lusion and dis
ussion 77greatly improves the quality of re
onstru
tion and signi�
antly redu
es os
illations,while the relative error analysis shows a diverging behavior of our method. On theother hand, when the re
onstru
tion is done with the �ltered version of our algorithm,stable solutions o

ur and 
onvergen
e is established.3.5 Con
lusion and dis
ussionThis paper presents a method to re
onstru
t emission a
tivity by an algorithmin
orporating impli
it and exa
t attenuation 
orre
tion. We investigated the impa
t ofthe attenuation e�e
ts, strongly 
orrelated proje
tions and insu�
ient measurementsin our re
onstru
tion approa
h.The 
omputer simulations show that the present method 
an indeed be used toimprove re
onstru
ted images quality in 
ase the of realisti
 arbitrary attenuationmaps and gives better results than the 
lassi
al ART. The present algorithm displaysan a

ura
y in re
onstru
ting images that 
ontain small details even when the datameasurements su�er from high suboptimal sampling. Sin
e our algorithm need a smallnumber of proje
tions for a

urate re
onstru
tion, then less 
omputational time isrequired.On the other hand, a strong 
orrelated set of proje
tions due to a slow varyinga
tivity distribution seems to be 
ontrolled by our algorithm as it was shown by the
L2 error estimate studies.The �ltered version algorithm seems to handle os
illation problems when fa
ingmoderately noisy data. We should note that it is possible to apply the present al-gorithm to real data, however, there is a need for further investigation to in
reasenumeri
 robustness. There should be more investigations as well in both adapted�ltering methods and �nding the optimal 
hoi
e of relaxation parameters.In our �rst approa
h, Angles used for the re
onstru
tion were regularly organizedwithin [0, 2π[. Nevertheless, our routine allows the possibility of 
hoosing an arbitraryset of angles, introdu
ing for example some gaps in the list of sele
ted angles. Sin
eour approa
h will allow us to avoid angular se
tors in whi
h the attenuation takesan important role in the proje
tions, this will be useful to a

omplish studies on there
onstru
tion of the unknown sour
e only when we dispose of partial informationabout the attenuation map.





Chapitre 4Algorithmes et simulationsnumériques
4.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous exposerons l'algorithme numérique que nous avons utilisépour l'implémentation de la méthode étudiée au 
hapitre 3. Nous verrons de plus 
om-ment mettre en oeuvre un algorithme numérique fa
ile à implémenter qui a été utilisépour la dis
rétisation de la transformation de Radon atténuée. À l'aide de fant�mesinformatiques, nous démontrerons que l'erreur purement numérique est faible et quenotre implémentation de l'algorithme de 
orre
tion d'atténuation 
onverge bien (etrapidement) vers une solution très pro
he de l'objet ave
 lequel nous avons simulé lesproje
tions. Tous les paramètres sur lesquels l'expérimentateur peut jouer (tels que le
oe�
ient de relaxation, la solution initiale, l'ordre d'a
quisition des proje
tions et les
ontraintes physiques) sont importants pour obtenir le meilleur résultat, notammenten termes de résolution spatiale et de 
onvergen
e numérique.4.2 Le modèle dire
tLe problème de re
onstru
tion en tomographie 
omporte deux étapes : la première
onsiste en un modèle dire
t, i.e. le modèle d'a
quisition des proje
tions atténuées del'a
tivité f(x) ; la deuxième 
onsiste en le problème inverse en tomographie, i.e. larestitution de f(x) à partir du modèle dire
t.On a vu au deuxième 
hapitre que le modèle dire
t est modélisé par la transfor-mation de Radon atténuée. On propose dans 
ette partie un algorithme numériquesimple et fa
ile à implémenter pour la dis
rétisation de la transformation en question.L'algorithme a été implémenté à l'aide de quelques routines MATLAB. On dé
rira,dans la suite, la mise en oeuvre de 
et algorithme et on montrera sa simpli
ité à79



80 Chapitre 4. Algorithmes et simulations numériquestravers une idée naturelle de dis
rétisation d'intégrale le long d'une famille de droitesdépendant d'un paramètre.4.2.1 Dis
rétisation de la transformation de Radon atténuéeRappelons tout d'abord brièvement le 
adre mathématique du modèle dire
t etde la transformation de Radon atténuée dans le 
as 
ontinu. Les proje
tions paral-lèles atténuées de l'a
tivité f(x, y) de dire
tion θ⊥ sont vues 
omme l'ensemble desintégrales atténuées par un fa
teur dépendant de l'atténuation a(x, y) le long de lafamille de droites L(s, θ) := {〈(x, y), θ〉 = s}, toutes parallèles de l'espa
e R2, dedire
tion θ⊥ et se situant à la distan
e s de l'origine (
entre de la zone explorée). Cesproje
tions parallèles atténuées de f régissent les intensités mesurées ga(θ, s) par la
améra et sont modélisées par la transformée de Radon atténuée (θ, s) 7−→ Ra,θ[f ](s)(voir Tretiak et al. [45℄) selon les relations :
Ra,θ [f ](s) =

∫

〈(x,y), θ〉=s

exp
(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥)dt
)

f(x, y)dλs,θ(x, y) = ga(θ, s). (4.1)I
i dλs,θ représente la restri
tion de la mesure de Lebesgue dans R
2 sur la ligne L(s, θ),ave


θ =

(

cos ϕ
sin ϕ

)

, θ⊥ =

(

− sin ϕ
cos ϕ

) ave
 0 ≤ ϕ < ϕmax.En pratique, l'a
tivité f sera for
ément à re
onstruite de manière dis
rète ; le s
hémad'atténuation a sera lui-même dis
rétisé, ainsi que les proje
tions g(θ, s) qui serontséparées par des pas d'angle dis
rets, 
e qui né
essite une version dis
rétisée de latransformation donnée par l'équation (4.1).On suppose dans la suite que l'a
tivité f(x, y) et le s
héma d'atténuation a(x, y)sont donnés sur une grille de pixels dis
rétisée symétriquement autour du 
entre etde taille M × M , ave
 un pas de dis
rétisation régulier tel que ∆x = ∆y = 2/M ; ona alors :
f = {f(xm, yn), m, n = 0, . . . , M − 1}
a = {a(xm, yn), m, n = 0, . . . , M − 1}.De même, les angles de proje
tion ϕp (p = 0, . . . , P − 1) utilisés dans les 
al
uls sontrépartis uniformément dans [0, 2π[ ave
 le pas angulaire ∆ϕ = 2π/P . De plus, lesdéte
teurs donnés par les points sr (r = 0, . . . , R−1) sont distribués symétriquementautour de s = 0 de manière à 
e que ∆s = ∆x, 
e qui nous ramène à prendre R = M(voir se
tion 2.3.3).
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t 81Commençons tout d'abord par la dis
rétisation du fa
teur atténuant exponentieldonné par
Aa,θ(x, y) = exp

(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥) dt
)

. (4.2)Ce fa
teur est l'exponentielle du terme
Da,θ(x, y) = −

∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥) dtsouvent nommé � divergent beam transform � dans la littérature. Il est responsable del'atténuation des photons à travers leurs trajets. Sous les hypothèses de dis
rétisation
itées dans 
ette se
tion, la version dis
rétisée de l'équation (4.2) s'exprime de lamanière suivante :
Aa,θp

(xm, yn) = exp
(

− ∆x

M−1
∑

k=m

M−1
∑

l=n

a(xk, yl)Φ(xk − xm cos ϕp, yl − yn sin ϕp)
) (4.3)pour 0 ≤ m, n ≤ M − 1, ave


Φ(xk − xm cos ϕp, yl − yn sin ϕp) =

{

1 si xk = xm cos ϕp et yl = yn sin ϕp,
0 sinon (4.4)La dis
rétisation donnée par (4.3) a été réalisée en appliquant la méthode des trapèzespour le 
al
ul numérique de l'intégrale de l'équation (4.2) le long de la demi-droite dedire
tion θ⊥p et ayant (xm, yn) 
omme point de départ.Les proje
tions atténuées de l'a
tivité f données par l'équation (4.1) sont vues
omme la transformation de Radon de f multipliée par le fa
teur atténuant Aa,θp

, ona don

ga(θ, s) = Rθ

[

f × Aa,θp

]

(s) =

∫

〈(x,y), θ〉=s

f(x, y) × Aa,θp
(x, y) dλs,θ. (4.5)Le fa
teur atténuant étant donné par (4.3), on voit, en appliquant le même prin
ipede 
al
ul numérique d'intégrale à l'équation (4.5), mais 
ette fois-
i sur la droited'équation sr−xm cos ϕp−yn sin ϕp = 0, que la dis
rétisation des proje
tions atténuéesde l'a
tivité f s'exprime sous la forme :

ga(θp, sr) = ∆x

M
∑

k=m

M
∑

l=n

[

f(xm, yn) × Aa,θp
(xm, yn)

]

δ(sr−xm cos ϕp−yn sin ϕp) (4.6)pour 0 ≤ p ≤ P − 1 et 0 ≤ r ≤ M − 1.Ce qui nous ramène à une forme dis
rétisée simple de la transformation de Radonatténuée, fa
ile à implémenter ave
 peu de paramètres à manipuler.
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rivons dans 
ette sous-se
tion la routine proposée pour l'implémentationde la transformation de Radon atténuée dis
rète donnée par (4.6). Notre routine estbasée sur une idée simple et naturelle et elle utilise des routines simples qui ont étépré-implémentées sous Matlab. La routine prin
ipale RadonAtt utilise la sous-routineFanbeam qui 
al
ul l'exponentiel de la � divergent beam transform � dis
rétisée parl'équation (4.3). Le 
al
ul d'intégrales numériques utilisé pour en déduire les équations(4.3) et (4.6) 
onsiste à appliquer la méthode des trapèzes sur les équations (4.2) et(4.1) respe
tivement, i.e. à e�e
tuer des intégrales numériques sur des droites et desdemi-droites de dire
tion θ⊥p . Don
 pour 
haque proje
tion qui 
orrespond à unedire
tion θ⊥p donnée, il nous faut une pro
édure qui permette de déte
ter les pixels dela grille qui se trouvent sur les droites (ou demi-droites) ou bien à proximité de 
elles-
i et ensuite appliquer la méthode des trapèzes à partir des pixels ainsi séle
tionnés.Cette méthode s'avère d'être 
ompliquée à mettre en oeuvre surtout à 
ause de lapro
édure de séle
tion suivant des dire
tions obliques et variables. Cette pro
édurede séle
tion 
oûte 
her en temps de 
al
ul et risque d'être lourde à implémenter.A�n de surmonter 
ette di�
ulté, nous avons proposé une méthode qui 
onsisteà faire tourner les images dis
rétisées suivant 
haque angle de proje
tion ϕp, puis àappliquer la formule des trapèzes sur les images ainsi pivotées, 
e qui nous ramèneà e�e
tuer des sommations de pixels sur des lignes verti
ales. Par suite, l'implémen-tation de la transformation de Radon atténuée s'en trouve simpli�ée et le temps de
alul est réduit d'une façon 
onsidérable.Routine FanbeamNous expliquons dans 
e paragraphe le prin
ipe et l'implémentation détaillée de laroutine Fanbeam, étant donnés un s
héma d'atténuation a sur une grille de pixels detaille M×M et un angle de proje
tion ϕp. Les lignes de 
ommandes dans l'algorithme1 dé
rivent la pro
édure de 
al
ul de l'exponentielle � divergent beam transform � dus
héma d'atténuation suivant l'angle ϕp selon notre méthode de rotation d'images.Tout d'abord la fon
tion imrotate e�e
tue une rotation d'angle −ϕp du s
hèma d'atté-nuation a représenté i
i par une matri
e de taille M ×M . L'image a ainsi tournée eststo
kée dans la matri
e ap. Ensuite, au lieu d'e�e
tuer la somme des pixels de l'image
a situés sur les demi-droites 
omme l'on dé
rit dans l'équation (4.3), nous utilisonsl'image pivotée ap pour faire des sommes sur les lignes verti
ales de 
elle 
i. La fon
-tion sum1 rempla
e 
haque élément ap(m, n) par l'élément S(m, n) =

M−1
∑

l=n

a(m, l).Lorsque la matri
e S est 
al
ulée, nous la multiplions par le pas de dis
rétisation
2/M et �nalement l'exponentielle de la � divergent beam transform � est donnée par
A = exp(−S). Nous notons que les fon
tions imrotate et sum1 sont pré-implémentées
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t 83sous Matlab.Routine Divbeam(a, ϕp)
A=imrotate(a, −ϕp) ;Pour m=0 : M-1 faire

S(m, n)=sum1(A(m, n)) ;Fin Pour
S = S ∗ 2/M ;
D = exp(−S) ;Retourner D ;Fin Algorithme 1. Implémentation du fa
teur atténuant.Routine RadonAttLes lignes de 
ommande qui �gurent dans l'algorithme 2 représentent la routineRadonAtt qui 
al
ule la transformation de Radon atténuée dis
rète donnée par l'équa-tion (4.6). La routine RadonAtt utilise la routine Divbeam pour 
al
uler le fa
teuratténuant Da,θp

pour 
haque in
iden
e θ⊥p . L'a
tivité f est dis
rétisée sur une grille depixels de taille M ×M et les angles de proje
tion utilisés sont repartis uniformémentdans [0, 2π[ ave
 un pas de dis
rétisation égal à 2π/P (P angles). Pour un angle
ϕp donné, l'image f est tournée dans le sens des aiguilles d'une montre suivant lafon
tion imrotate et ensuite sto
kée dans la matri
e F . Le fa
teur atténuant D est
al
ulé par la routine Divbeam et ensuite multiplié par F pixel par pixel (F et D sontde même taille), 
e produit étant sto
ké dans la matri
e FD. Il su�t ensuite de 
al-
uler la transformation de Radon de FD pour aboutir à la transformation de Radonatténuée de f . Pour 
al
uler la transformation de Radon de l'image FD, nous utili-sons la fon
tion sum2 qui réalise la somme des pixels de l'image FD dans la dire
tionverti
ale, i.e. rempla
e 
haque 
olonne de FD par la somme de ses pixels. Finalementle résultat obtenu est sto
ké dans la matri
e g pour former la tranformation de Radonatténuée de f pour P proje
tions utilisant M déte
teurs 
ha
une ; la matri
e g estdon
 de taille P × M .



84 Chapitre 4. Algorithmes et simulations numériquesRoutine RadonAtt(f, P, a)Pour p=0 : P-1 faire
F=imrotate(f , −ϕp) ;
D=Divbeam(a, ϕp) ;
FD = F. ∗ D ;
g = [g, sum2(FD)] ;Fin PourRetourner g ;FinAlgorithme 2. Implémentation de la transformation de Radon atténuéeCes deux routines ont été implémentées sous Matlab et utilisées dans les simula-tions numériques réalisées dans les 
hapitres pré
édents. D'après la des
ription desroutines, on voit bien que peu de lignes de 
ommandes et que les opérations ma-thématiques utilisées sont simples et ne
essitent du 
al
ul matri
iel à son tour bienadapté et fa
ile à réaliser ave
 Matlab. La présen
e de bou
les a été réduite à 
elled'une seule bou
le For par routine, tandis que l'emploi de bou
le For et While a été
omplètement évité, 
e qui a

élère les 
al
uls d'une façon très signi�
ative.4.3 Résultats numériquesA�n de tester la performan
e de notre algorithme, nous avons réalisé des testsnumériques ave
 des images de di�érentes tailles et ave
 un nombre d'angles de pro-je
tions variable. Pour nos simulations, nous avons opté pour un é
hantillonnageuniforme en la variable ϕ, 
'est-à-dire

ϕp = p∆ϕ, ∆ϕ = 2π/P, p = 0, . . . , (P − 1),où ∆ϕ est le pas d'é
hantillonnage et P le nombre d'é
hantillons (nombre d'angles).L'a
tivité f et le s
héma d'atténuation a sont é
hantillonnées suivant des grilles 
ar-rées de M × M pixels.Nous désirons à présent mettre l'a

ent sur la dépendan
e (du point de vue temps de
al
ul) de notre algorithme en le nombre P de proje
tions utilisées pour 
al
uler latransformation de Radon atténuée et en la taille M ×M des images. Pour 
ela, nous



4.3 Résultats numériques 85avons réalisé trois simulations ave
 des images de taille M × M pour M = 256, 128,64 et en attribuant les valeurs P = 360, 180, 90 et 45 à 
haque simulation a�n demettre en éviden
e l'e�et d'une diminution du nombre de proje
tions utilisées et dela taille des images sur le temps de 
al
ul demandé.Nombres de proje
tions P 360 180 90 45Temps de 
al
ul (se
ondes) 60.5 29.2 15.1 7.2Tab. 4.1. Temps de 
al
ul en fon
tion de P pour M=256.Nombres de proje
tions P 360 180 90 45Temps de 
al
ul (se
ondes) 13.3 6.4 3.3 1.6Tab. 4.2. Temps de 
al
ul en fon
tion de P pour M=128.Nombres de proje
tions P 360 180 90 45Temps de 
al
ul (se
ondes) 4.6 2.4 1.1 0.5Tab. 4.3. Temps de 
al
ul en fon
tion de P pour M=64.En regardant les résultats numériques qui �gurent dans les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3,on remarque fa
ilement que le temps de 
al
ul né
essaire pour simuler la transforma-tion de Radon atténuée d'une image de taille donnée est dire
tement proportionnelau nombre de proje
tions P . Par 
ontre, le temps de 
al
ul a tendan
e à augmenterd'une manière 
onsidérable en fon
tion du paramètre M pour un nombre de proje
-tions P donné. En e�et, pour M = 512 et P = 360 le temps de 
al
ul est égal à 1080se
ondes, et il y a eu don
 une augmentation très signi�
ative par rapport au tempsde 
al
ul ave
 M = 256. En pratique, les images utilisées dans la re
onstru
tion enTEMP sont de taille égale à 128 × 128 ou 256 × 256, et le nombre de proje
tionsutilisées en général égal à 120 ; alors d'après les résultats numériques 
i-dessus, letemps de 
al
ul reste dans les limites raisonnables.Pour tester la pré
ision et quanti�er l'erreur induite par la dis
rétisation numé-rique de la transformation de Radon atténuée, nous avons 
al
ulé la transformationde Radon de l'image représentée par le fant�me de Shepp-logan (�gure 4.1) par les
héma d'atténuation représenté dans la �gure 4.2 suivant notre méthode numérique(la taille des images étant égale à 256× 256 et le nombre de proje
tions utilisées égalà 360) ; le sinogramme visualisant le résultat est a�
hé dans la �gure 4.3. D'autrepart, nous avons fait le même 
al
ul ave
 un autre algorithme (voir �gure 4.4) élaborépar G. Bal et P. Moireau [2℄. Comme on le voit, les deux résultats sont visuellementadéquats, en outre l'erreur entre 
es deux résultats en norme L2 a été égale à 5.2%.
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Fig. 4.1. Fant�me deShepp-logan. Fig. 4.2. S
héma d'at-ténuation.

Fig. 4.3

Fig. 4.4
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tion algébrique 874.4 Méthode de re
onstru
tion algébriqueNous avons élaboré au 
hapitre pré
édent une méthode itérative de re
onstru
tionen TEMP ave
 
orre
tion exa
te d'atténuation. Cette méthode est une généralisationde la méthode ART (Algebrai
 Re
onstru
tion Te
hnique qui est basée sur la mé-thode de Ka
zmarz de résolution de systèmes linéaires. Notre appro
he introduit unterme analytique de 
orre
tion d'atténuation à 
haque itération de la pro
édure dere
onstru
tion. Dans 
ette se
tion, nous présentons l'implémentation numérique notreméthode en expli
itant la routine InvRadonatt qui sera utilisée ultérieurement pourl'élaboration des exemples numériques a�n de tester la 
apa
ité de notre algorithmeà re
onstruire des images de bonne qualité dans le 
as d'une atténuation quel
onque.4.4.1 Cadre mathématiqueRappelons brièvement le support théorique de la méthode de re
onstru
tion pro-posée ; on se limitera i
i au 
adre de la dimension n = 2 ; l'espa
e H sera i
i l'espa
e
H = L2

C(D(0, 1), dx)des fon
tions-sour
e mesurables et d'énergie �nie (à valeurs 
omplexes) dans la bouleunité fermée D(0, 1), équipée de la mesure de Lebesgue dxdy.On se donne une appli
ation 
ontinue
a : D(0, 1) 7−→ C
orrespondant à une répartition d'atténuation dans le milieu ambiant D(0, 1). Pour

θ ∈ [0, 2π[, on dé�nit l'opérateur
Ra,θ : H −→ h := L2([−1, 1], dt),où Ra,θ admet pour représentant la fon
tion dé�nie presque partout dans [−1, 1] (etd'énergie �nie)

s 7−→
∫

〈(x,y),θ〉=s

exp
(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥) dt
)

I(x, y) dλs,θ(x, y) ,

dλs,θ désignant la mesure de Lebesgue linéïque sur la droite {(x, y) ; 〈(x, y), θ〉 = s} .L'opérateur Ra,θ s'é
rit 
omme la 
omposée de l'opérateur 
ontinu La,θ (de H danslui-même) de multipli
ation par la fon
tion 
ontinue
Aa,θ : (x, y) 7−→ exp

(

−
∫ +∞

0

a((x, y) + tθ⊥) dt
)



88 Chapitre 4. Algorithmes et simulations numériqueset de l'opérateur Rθ : H −→ L2([−1, 1], ds√
1−s2 ) qui, à f , asso
ie la fon
tion dé�niepresque partout dans [−1, 1] (et d'énergie �nie)

s 7−→
∫

{〈(x,y),θ〉=s}
f(x, y) dλs,θ(x, y) .L'opérateur Ra,θ = Rθ ◦ La,θ est un opérateur surje
tif puisque Rθ l'est ; l'adjoint de

Ra,θ est R∗
a,θ = L∗

a,θ ◦R∗
θ, Où L∗

a,θ est l'opérateur adjoint de La,θ dé�ni par l'opérateurde multipli
ation par la fon
tion 
ontinue Aa,θ. Sous 
es hypothèses, l'opérateur
Ra,θ ◦ R∗

a,θ = Rθ ◦ La,θ ◦ L∗
a,θ ◦ R∗

θest don
 l'opérateur de multipli
ation par la fon
tion bornée positive et en fait stri
-tement bornée inférieurement aussi (voir la se
tion 3.3).
Ba,θ : s ∈ [−1, 1] 7−→ Rθ

[

|Aa,θ|2
]

√
1 − s2C'est don
 un opérateur inversible 
ontinu de l'espa
e de Hilbert h dans lui-même. Sil'on 
onsidère di�érents angles θp ∈ [0, 2π[, p = 0, ..., P − 1 et P éléments g0, ..., gP−1de l'espa
e de Hilbert h, le 
al
ul expli
ite des proje
tions

f ∈ H 7−→ Pa,pf ∈ Hsur les sous-espa
es {f ; Ra,θj
f = gp}, p = 1, ..., P , est maintenant tout à fait expli
itegrâ
e aux formules de Ka
zmarz ave
 relaxation (voir la se
tion 3.2) :

P ω
a,p f = f + ωAa,θp

×
( gp − Ra,θp

f

Rθp

[

|Aa,θp
|2
]

)

s=〈(x,y) , θp〉En inje
tant l'expression de P ω
a,p l'algorithme itératif de Ka
zmarz ave
 relaxation, lepassage de fk à fk+1 ave
 
orre
tion d'atténuation s'é
rit :

fk
0 = fk

fk
p+1 = P ω

a,p fk
p = fk

p + ωAa,θp+1 ×
(gp+1 − Ra,θp+1 [fk

p ]

Rθp

[

|Aa,θp+1|2
]

)

s=〈(x,y) , θp+1〉
, p = 0, ..., P − 1

fk+1 = fk
P−1 (4.7)ave
 f 0 = f 0
0 une solution initiale arbitraire.4.4.2 Algorithme numériqueNous expliquons dans 
e paragraphe la routine InvRadonatt qui a été utilisée pourimplémenter numériquement, sous Matlab, l'algorithme itératif proposé par l'équation
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tion algébrique 89(4.7) pour l'inversion de la transformation de Radon atténuée et ainsi la re
onstru
tionde l'a
tivité f à partir de ses proje
tions atténuées. La routine InvRadonatt dépendde plusieurs paramètres qui peuvent in�uen
er la vitesse de 
onvergen
e et la qualitédes images re
onstruites ; 
es paramètres sont les suivants :1. ∆ϕ : le pas angulaire qui détermine le nombre de proje
tions utilisées dans lare
onstru
tion ;2. ω : le paramètre de relaxation ;3. τ : l'ordre d'a

ès aux proje
tions utilisées ;4. f 0 : la solution initiale utilisée.
Routine InvRadonatt(a, g, ∆ϕ, K, ω, τ , f 0)

fk−1 = f 0 ;Pour k=1 : K fairePour p=1 : ∆ϕ : 360 faire
Gτ(p)=RadonAtt(fk−1, ϕτ(p), a) ;
S = g(τ(p)) − Gτ(p) ;
D= Divbeam(a, ϕτ(p)) ;
D2= Divbeam(2 ∗ a, ϕτ(p)) ;
R=RadonAtt(D2, ϕτ(p), 0) ;
fk = fk−1 + ω ∗ D ∗ (S/R) ;Fin PourFin PourRetourner fk ;FinAlgorithme 3. Implémentation de l'algorithme itératif de re
onstru
tion.



90 Chapitre 4. Algorithmes et simulations numériquesÉtant donné le s
héma d'atténuation a et les proje
tions atténuées g de l'a
tivité
f , tous les paramètres 
ités 
i-dessus ayant été �xés, la pro
édure de re
onstru
tionselon notre méthode est dé
rite par les lignes de 
ommande présentées dans l'algo-rithme 3. La solution est initialisée par la valeur initiale f 0 et à l'itération k, 360/∆ϕproje
tions sont utilisées pour la re
onstru
tion de la solution fk. Le terme S est ladi�éren
e entre la transformation de Radon atténuée Gτ(p) de fk−1 suivant l'angle
ϕτ(p) et la proje
tions atténuées g(τ(p)) de l'a
tivité f suivant le même angle d'in
i-den
e ; S ainsi 
al
ulé représente le numérateur dans l'équation (4.7). La quantité D(resp. D2) représente l'exponentielle de la � divergent beam transform � du s
hémad'atténuation a (resp. du s
héma d'atténuation 2a). Le dénominateur de l'équation(4.7) est obtenu en 
al
ulant la transformation de Radon de D2 suivant l'angle ϕτ(p).Finalement, fk est obtenue en rajoutant le terme 
orre
tif ω ∗D ∗ (S/R) à la solution
fk−1. L'algorithme de re
onstru
tion est itéré à un nombre total d'itérations K oubien suivant un 
ertain 
ritère d'arrêt (
onvergen
e, minimisation d'erreur, ...).4.5 Résultats numériquesNous présentons dans 
ette se
tion plusieurs résultats numériques de re
onstru
-tion selon notre appro
he. Le but de 
es exemples numériques est de mettre en évi-den
e le r�le des paramètres intervenants dans l'algorithme de re
onstru
tion. Onverra qu'un bon 
hoix de 
es paramètres peut améliorer drastiquement la qualité desimages re
onstruites en terme de résolution spatiale et de qualité des 
ontrastes, nousmontrons aussi que le 
hoix optimal des paramètres a

élère la vitesse de 
onvergen
eet stabilise l'erreur numérique.En premier lieu, nous remarquons que l'initialisation de l'algorithme par une approxi-mation de la solution 
her
hée à l'aide de la méthode de la retroproje
tion �ltréea

élère la vitesse de 
onvergen
e mais ne stabilise pas le 
omportement numériquede la méthode. Ensuite, nous étudions l'in�uen
e de l'ordre d'a
quisition des donnéeset de la 
ondition de positivité des solutions pendant la re
onstru
tion itérative. Le
hoix du paramètre de relaxation est justi�é heuristiquement à l'aide d'un exemplenumérique. La dernière partie de 
ette se
tion est réservée à la re
onstru
tion à partirde proje
tions in
omplètes, i.e. a
quises sur [0, π[ et non pas sur [0, 2π[.On note que tous les tests numériques ont été réalisés ave
 des images dis
rétiséessymétriquement autour de l'origine sur la grille 
arrée [−1, 1] × [−1, 1] de pixels etde taille 128 × 128 (a
tivité à re
onstruire et s
héma d'atténuation 
.f. �gure 4.5) etque le nombre de proje
tions utilisées pour le 
al
ul de la transformation de Radonatténuée est de 360 proje
tions equi espa
ées sur [0, 2π[ dans le 
as des données
omplètes et de 180 proje
tions equi espa
ées sur [0, π[ dans le 
as des données in-
omplètes (ave
 128 déte
teurs dis
rétisés symétriquement dans [−1, 1] pour 
haqueproje
tion dans les deux 
as).
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(a) (b)Fig. 4.5. Fant�mes : (a) image originale (Shepp-Logan) , (b) s
héma d'atténuation.Pour la quanti�
ation de l'impa
t de 
es divers paramètres nous avons 
al
ulé l'erreurrelative Ek en pour
entage à l'itération k :
Ek =

‖f − fk‖
‖f‖ ∗ 100%,où f est l'image originale, fk la solution trouvée aprés k itérations et ‖ . ‖ la norme L2.A�n de visualiser la variation de la qualité de re
onstru
tion, on a in
lu les graphesreprésentant la 
omparaison de 
oupes transversales 
orrespondantes entre l'imageoriginale et l'image re
onstruite.4.5.1 Dépendan
e en la solution initialeLa plupart des algorithmes de re
onstru
tion itératifs 
lassiques (ART, MLEM,OSEM, ...) sont initialisés à la solution f 0 = 0. On propose parfois l'initialisation à unevaleur 
onstante ou bien à une bonne approximation de la solution 
her
hée à l'aidedes méthodes analytiques 
lassiques (théorème de la 
oupe 
entrale ou la méthodede rétroproje
tion �ltrée) ; 
e
i peut avoir un impa
t sur la vitesse de 
onvergen
e del'algorithme itératif.Dans 
ette partie nous proposons d'étudier la dépendan
e de notre algorithme enla solution initiale. Pour 
ela, on a réalisé deux tests numériques : le premier estréalisé ave
 
omme solution initiale la fon
tion nulle et le deuxième ave
 
ommesolution initiale la solution 
al
ulée par la méthode de retroproje
tion �ltrée (f 0 =

fFBP). Ces deux tests ont été réalisés en utilisant un ordre 
y
lique d'a
quisitiondes données et sans 
ontraintes physiques supplémentaires. Ensuite, nous avons tra
él'erreur relative en fon
tion du nombre d'itérations utilisé pour la re
onstru
tion dansles deux exemples.
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Fig. 4.6. Erreurs relatives Ek (k = 1, . . . , 20) : ave
 solution initiale nulle (ligne brisée),ave
 solution initiale 
al
ulée par FBP (ligne pleine).
La �gure 4.6 montre que l'initialisation par une solution 
al
ulée ave
 la méthodede retroproje
tion �ltrée a

elère legèrement la vitesse de 
onvergen
e de notre algo-rithme (E10 = 14.9% ave
 f 0 = 0 et E6 = 12.7% ave
 f 0 = fFBP) mais ne réussitpas à stabiliser son 
omportement numérique lorsque le nombre d'itérations aug-mente ; en revan
he on remarque que l'erreur relative induite par la re
onstru
tionave
 une solution initiale f 0 = fFBP 
ommen
e à dépasser legèrement 
elle induitepar une re
onstru
tion ave
 une solution initiale nulle. Pour 
ette raison et puisquel'amélioration apportée par le 
hoix f 0 = fFBP 
omme solution initiale n'est pas tropsigni�
ative, on adoptera dans la suite des exemples numériques une initialisationave
 f 0 ≡ 0.4.5.2 In�uen
e de l'ordre d'a
quisitionRappelons que notre algorithme de re
onstru
tion est basé sur la méthode deKa
zmarz de résolution des systèmes linéaires ; En e�et, la re
her
he de la solution f
onsiste à projeter la solution initiale à 
haque itération sur les sous-espa
es dé�nis par
{f ; Ra,θj

f = gp} pour p = 0, ..., P − 1, 
e qui 
orrespond en pratique à la re
her
hede l'interse
tion de ses sous-espa
es ou bien à l'approximation de 
ette interse
tion.À 
et égard, il est 
onnu depuis un 
ertain temps que la qualité de l'approximationet le taux de 
onvergen
e de la pro
édure itérative de re
onstru
tion dépendent, entreautres fa
teurs, de l'ordre dans lequel les proje
tions sont séle
tionnées pour 
al
ulerle terme 
orre
tif. Un 
ertain nombre de 
her
heurs ([17℄, [13℄) ont fait observer qu'ilétait souhaitable d'ordonner les proje
tions de telle sorte qu'elles soient faiblement
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orrelées. Cela signi�e que les proje
tions appliquées 
onsé
utivement doivent 
orres-pondre à de sensiblement di�érentes orientations angulaires. Il est en e�et intuitif deremarquer que si les proje
tions séle
tionnées sont 
hoisies à orientations similaires oupro
hes, on a trop tendan
e à biaiser la re
onstru
tion suivant 
et angle de vue ; il est
lair de plus, que 
ela ralentit la 
onvergen
e 
ompte-tenu la redondan
e au niveaudes informations 
olle
tées alors dans le pro
essus itératif. Plusieurs méthodes ontété proposées pour trouver un mode d'a

ès aux proje
tions durant la re
onstru
tiona�n d'optimiser le temps de 
al
ul et d'améliorer les images re
onstruites. Parmis 
esméthodes, on peut 
iter 
elle basée sur la dé
omposition en fa
teurs premiers (Ros etal. [40℄), le s
héma des distan
es pondérées (Mueller et al. [32℄) ou la méthode d'a

èsaléatoire (Van Dijk [50℄). Ces te
hniques sont 
apables d'a

élérer les méthodes al-gébriques et donnent des résultats nettement meilleurs que 
elles fournies par l'ordred'a

ès naturel, i.e. l'ordre 
y
lique, dans lequel les données expérimentales sont gé-néralement a
quises.Dans 
ette partie, on teste l'in�uen
e du pro
essus de séle
tion des proje
tionssur notre algorithme. Pour 
ela, nous avons 
omparé la re
onstru
tion du fant�me deShepp-logan ave
 l'ordre 
y
lique ave
 le résultat obtenu ave
 un pro
essus de séle
tionaléatoire suivant la loi � uniforme �. La �gure 4.7 visualise l'erreur relative E1,p enfon
tion du nombre de proje
tions utilisées p (p = 0, . . . , 359) pour la re
onstru
tionà la première itération. Il est 
lair que le mode aléatoire de séle
tion de proje
tionsa

élère signi�
ativement le taux de 
onvergen
e de notre algorithme.
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nombre de projectionsFig. 4.7. Erreurs relatives E1,p (p = 0, . . . , 359) : pro
essus 
y
lique (ligne brisée), pro-
essus aléatoire (ligne pleine).Pour avoir une idée du 
omportement global de notre méthode vis-à-vis de l'ordresuivant lequel on 
hoisit les proje
tions, on a tra
é sur la �gure 4.8 l'erreur relative Ek
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hémas d'a

ès aux proje
tions (
y
lique et aléatoire) en fon
tiondu nombre d'itérations k (k = 1, . . . , 20). Le 
omparatif des résultats montre bienque l'ordre aléatoire stabilise le 
omportement numérique global de la méthode et
onduit à une erreur relative plus faible.
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itérationsFig. 4.8. Erreurs relatives Ek (k = 1, . . . , 20) : pro
essus 
y
lique (ligne brisée), pro
essusaléatoire (ligne pleine).
4.5.3 Contraintes physiquesL'une des appro
hes la plus simples visant à stabiliser la solution 
onsiste à uti-liser les 
ontraintes de la solution des algorithmes de re
onstru
tion itérative. Ene�et, pendant la re
onstru
tion de l'a
tivité du 
orps humain, une 
ontrainte posi-tive peut s'imposer ainsi probablement qu'une limite supérieure de 
ette a
tivité. Par
onséquent la solution peut être tronquée par 0 hors de l'intervalle 
ompris entre sesbornes inférieures et supérieurs prédites. Cette appro
he peut paraître un peu bru-tale, mais elle est souvent utilisée dans la pratique. Il est 
lair que l'exploitation de 
es
ontraintes peut améliorer la stabilité des algorithmes de re
onstru
tion itérative, ilest di�
ile malheureusement d'en analyser les impli
ations du point de vue théorique.Comme les algorithmes itératifs basés sur la méthode de Ka
zmarz (ART 
lassique,notre algorithme, . . .) ne garantissent pas des solutions positives et puisque les imagesà re
onstruire �gurent des a
tivités du 
orps humain, nous avons 
orrigé notre algo-rithme et réalisé une simulation numérique de re
onstru
tion ave
 une 
ondition depositivité (i.e. après un 
ertain nombre d'itérations k0, les valeurs négatives de fk0 sontrempla
ées par la valeur nulle). Ensuite, a�n de quanti�er le gain de stabilisation ap-porté par l'exploitation de 
es 
ontraintes physiques sur le 
omportement numérique



4.5 Résultats numériques 95de notre méthode, nous avons 
omparé les résultats de re
onstru
tion tenat 
omptedes 
ontraintes ave
 
elles de re
onstru
tion ne les prenant pas en ligne de 
ompte.La 
ourbe de la �gure 4.9 représente l'évolution de l'erreur relative E1,p à la premièreitération de re
onstru
tion en fon
tion du nombre de proje
tions p = 0, . . . , 359 ,le mé
anisme de séle
tion de proje
tions étant aléatoire. On voit bien qu'exploiterla 
ontrainte de positivité a

élère le taux de 
onvergen
e de l'algorithme. Il est demême possible d'imposer une 
ondition de limite supérieure égale à 1 puisque lesimages re
onstruites sont visualiées ave
 un niveau de gris, 
ela que peut améliorerdavantage la stabilité et la qualité de la re
onstru
tion.
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Fig. 4.9. Erreurs relatives E1,p (p = 0, . . . , 359) : sans 
ontraintes (ligne brisée), ave

ontraintes (ligne pleine).Tandis que la �gure 4.10 
ontient la 
ourbe représentative de l'erreur relative Eken fon
tion du nombre d'itérations k = 1, . . . , 20, on voit que 
ette 
ourbe nous per-met de mettre en éviden
e l'e�et stabilisateur de la 
ontrainte de positivité ; l'erreurrelative 
onverge vers une valeur voisine de 1%.Les algorithmes algébriques sou�rent d'instabilité lorsque le nombre d'itérations aug-mente, du fait surtout que le problème d'inversion par proje
tions itérées soit malposé à 
ause de la grande taille du système linéaire et du bruit a�e
tant les données.Mais il est devenu 
lair que notre algorithme utilisé ave
 un mé
anisme aléatoire deséle
tion de proje
tions et en exploitant une 
ontrainte de positivité 
onverge rapide-ment vers la solution 
her
hée et se stabilise lorsque le nombre d'itérations augmente.Par suite, notre appro
he une fois implementée en 
hoisissant les bons paramètrespermet de re
onstruire des images exa
tes et de très bonne qualité (voir Annexe A),
e malgré la présen
e d'une 
arte d'atténuation quel
onque et de géométrie irrégulière(
.f. �gure 4.5(b)).
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Fig. 4.10. Erreurs relatives Ek (k = 1, . . . , 20) : sans 
ontrainte (ligne brisée), ave

ontrainte (ligne pleine).Remarque: la dépendan
e en la solution initiale a été évoquée pré
édemment et ona vu que l'initialisation de notre algorithme (sans tenir 
ompte des 
ontraintes et ave
pro
essus 
y
lique de prise de proje
tions) par une solution 
her
hée à l'aide de laméthode de rétroproje
tion �ltrée au lieu d'une solution initiale nulle peut améliorerlégèrement les résultats (
.f. �gure 4.6) surtout pour un petit nombre d'itérations. Par
ontre, le fait d'utiliser une solution initiale obtenue via la méthode de rétroproje
tion�ltrée ne 
hange pas le 
omportement instable de l'algorithme et donne des résultatssimilaires à 
eux fournis ave
 f 0 ≡ 0 lorsque le nombre d'itérations augmente.
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tion aléatoire desproje
tions : solution initiale nulle (ligne pleine), solution initiale 
al
ulée par FBP (lignebrisée).
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La �gure 4.11 
ompare les erreurs relatives de re
onstru
tion Ek (k = 1, . . . , 20) àpartir de la solution initiale nulle ave
 
elles d'une solution initiale f 0 = fFBP, maisréalisées 
ette fois-
i ave
 une 
ontrainte de positivité et un ordre d'a

és aléatoire.Les résultats montrent que le 
omportement numérique de notre algorithme du pointde vue stabilité et vitesse de 
onvergen
e est exa
tement le même dans les deux
as (f 0 = 0 ou f 0 = fFBP). Cette observation implique que notre algorithme, une foisréalisé en tenant 
ompte de la 
ontrainte de positivité et en prenant un mode aléatoirede séle
tion des proje
tions, est indépendant du 
hoix de la solution initiale.4.5.4 Choix du paramètre de relaxationUn autre paramètre pouvant a�e
ter les résultats de re
onstru
tion des algo-rithmes algébriques est le paramètre de ralaxation ω (
.f. (4.7)). Il a été montré quele bon 
hoix du paramètre de relaxation au 
ours de la re
onstru
tion peut amélio-rer sensiblement la 
onvergen
e de l'algorithme ART et la qualité des images re
ons-truites (voir [17℄ et [40℄). Pour l'instant, nous avons utilisé un paramètre de relaxation
onstant ω = 1 dans la réalisation des essais numériques ; 
e 
hoix été motivé par unrésultat théorique (voir [33℄ page 132) sur la 
onvergen
e de la méthode de Ka
zmarz,qui 
onsiste à prendre 0 < ω < 2 et f 0 = 0. Ce 
hoix du paramètre de relaxation
onstant 
ombiné ave
 la 
ontrainte de positivité a donné des trés bons résultats enterme de stabilité et de qualité d'image re
onstruites (erreur relative faible) dans le
as de re
onstru
tion ave
 notre algorithme.
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paramètre de relaxationFig. 4.12. Erreurs relatives E1 en fon
tion du paramètre de relaxation ω ave
 0.05 6 ω < 2.
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illatoires et de diminuer l'instabilitédes algorithmes algébriques : il faut prendre pour 
ela une suite dé
roissante de para-mètres de relaxations au fur et à mesure des itérations ; il en résulte une améliorationde la qualité de la re
onstru
tion, mais au détriment de la vitesse de 
onvergen
e.Par suite, notre 
hoix d'un paramètre 
onstant semble bien adapté à la nature duproblème de re
onstru
tion et évite le ralentissement de la 
onvergen
e. A�n d'opti-miser le 
hoix du paramètre de relaxation 
onstant, nous avons réalisé une suite detests de re
onstru
tion 
orrespondant aux valeurs de ω telles que 0.05 6 ω 6 2 et ona tra
é la 
ourbe de l'erreur relative à la première itération (�gure 4.12). La valeurde ω = 1.35 fournit une erreur relative minimale E1 = 6.04% à la première itération,tandis que la valeur ω = 1 donne une erreur relative E1 = 6.8%.4.5.5 Re
onstru
tion ave
 des données in
omplètesDans 
ette partie, nous nous intéressons à la re
onstru
tion de l'a
tivité f à partirdes proje
tions atténuées ga(s, θ) a
quises sur [0, π[ au lieu de [0, 2π[. En absen
ed'atténuation, i.e. quand a(x, y) = 0, il est bien 
onnu qu'un se
teur angulaire de180 degrés est su�sant pour déterminer f de fa
on unique et stable, puisque dans
e 
as on est 
ensé inverser la transformation de Radon (non atténuée) et que l'on a
g0(s, θ) = g0(−s, π + θ). Quand a(x, y) 6= 0, les proje
tions doivent être a
quises sur
[0, 2π[ a�n de re
onstruitre l'a
tivité f . Par ailleurs, quand l'atténuation est 
onstante(
as de la transformation de Radon exponentielle), Metz et Pan [31℄ ont montré queles proje
tions a
quises sur [0, 2π[ 
ontiennent des informations redondantes. Noo etWagner [36℄ ont démontré analytiquement que 
es informations redondantes peuventêtre utilisées pour réduire l'a
quisition des données à un se
teur angulaire d'ouverture180 degrés ; 
ette rédu
tion angulaire est appré
iable en pratique puisqu'elle réduit letemps de l'examen médi
al et par suite minimise les artefa
ts dus au mouvement dupatient. De plus, en réduisant l'ouverture du se
teur angulaire d'a
quisition de 360degrés à 180 degrés, le temps de l'a
quisition (ou assimilation) des informations estdivisé par deux et par suite le temps de 
al
ul de re
onstru
tion l'est aussi.À notre 
onnaissan
e, il n'existe au
un résultat mathématique sur l'inversion de latransformation de Radon atténuée (a(x, y) non uniforme) à partir d'un tel ensemblein
omplet de données. Dans la pratique, on a observé que les méthodes de re
onstru
-tion itérative, 
omme par exemple l'algorithme de ML-EM (Maximum Likelihood Es-timation Maximization) peuvent débou
her sur des résultats de re
onstru
tion assezpré
is à partir des proje
tions a
quises seulement sur [0, π[. Mais malheureusement,à 
e jour, au
un théorème de 
onvergen
e n'est venu étayer 
ette observation.A�n de tester la 
apa
ité de notre algorithme à re
onstruire des images pré
ises etde bonne qualité fa
e à de telles données in
omplètes, nous avons réalisé un test dere
onstru
tion ave
 des proje
tions a
quises sur [0, π[ et nous avons 
omparé lesrésultats ave
 
elles de la re
onstru
tion utilisant des données 
omplètes.



4.5 Résultats numériques 99Les deux tests de re
onstru
tion ont été réalisés en utilisant une solution initialenulle, un pro
essus aléatoire de séle
tion des proje
tions et un paramètre de relaxation
onstant ω = 1.35. La �gure 4.13 montre les 
ourbes d'erreur relatives des deux testsde re
onstru
tion en fon
tion du nombre d'itérations ; elle montre bien que notrealgorithme possède un 
omportement stable dans le 
as de re
onstru
tion ave
 desdonnées in
omplètes et que la fon
tion d'erreur relative 
orrespondante 
onverge versla valeur 1.6% (1% pour les données 
omplètes).
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omplètes (ligne brisée),données 
omplètes (ligne pleine).

(a) (b)Fig. 4.14. Images re
onstruites (10 itérations) : (a) données 
omplètes , (b) données in-
omplètes.



100 Chapitre 4. Algorithmes et simulations numériquesLa �gure 4.14a (resp. la �gure 4.14b) montre l'image re
onstruite après 10 itérationsà partir des données 
omplètes (resp. in
omplètes). Les deux images possèdent lamême qualité de 
ontraste et 
ontiennent tous les détails de l'image originale (
.f.�gure 4.1).Pour mieux visualiser l'é
art entre les images re
onstruites et l'image originale,nous avons pris la 
oupe de l'image originale 
orrespondant à la ligne verti
ale y = 0 eton l'a 
omparé à la 
oupe 
orrespondante des images re
onstruites. Dans la �gure 4.15,on voit la ligne pleine qui 
orrespond à la 
oupe de l'image originale 
omparée à 
ellede l'image re
onstruite aprés 10 itérations ave
 des données 
omplètes (ligne brisée),tandis que la �gure 4.16 montre la 
oupe de l'image originale (ligne pleine) 
omparéeà 
elle de l'image re
onstruite aprés 10 itérations ave
 des données in
omplètes (lignebrisée). L'étude 
omparative des 
oupes montre que la re
onstru
tion ave
 des donnéesin
omplètes (sur [0, π[) fournit des images très pro
hes de 
elles produites par unere
onstru
tion ave
 des données 
omplètes (sur [0, 2π[).
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Fig. 4.15. Comparaison des 
oupes : image originale (ligne pleine), image re
onstruite ave
des données 
omplètes (ligne brisée)
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Fig. 4.16. Comparaison des 
oupes : image originale (ligne pleine), image re
onstruite ave
des données in
omplètes (ligne brisée).
4.6 Con
lusionsNous avons abordé dans 
e 
hapitre l'aspe
t numérique des algorithmes utiliséspour le modèle dire
t et l'algorithme itératif de 
orre
tion d'atténuation élaboré au
hapitre 3. Nous avons mis en éviden
e l'impa
t de plusieurs paramètres sur la per-forman
e et la stabilité numérique de notre algorithme de re
onstru
tion. Les simula-tions numériques ont montré que notre algorithme est indépendant de la fon
tion f 0à partir de laquelle on l'initie et que le 
hoix d'un paramètre de relaxation 
onstantau 
ours de la pro
édure de re
onstru
tion donne des résultats satisfaisants une foisque l'on se plie à un pro
essus aléatoire de séle
tion des proje
tions et que l'on tient
ompte d'une 
ontrainte de positivité pour les solutions (voir Annexe A). L'analysedes 
ourbes d'erreur relative et la 
omparaison des 
oupes des images originales etre
onstruites a�rment que notre algorithme est 
apable de reproduire des imagesexa
tes et de bonne qualité, y 
ompris dans le 
as de re
onstru
tion ave
 des donnéesin
omplètes.





Chapitre 5Con
lusions et perspe
tivesNous avons tenté, dans 
e travail, de mettre en oeuvre une méthode de re
onstru
-tion itérative basée sur des outils hilbertiens ave
 
orre
tion d'atténuation en TEMP,quand le s
héma d'atténuation est 
onnu et non-uniforme. Les étapes essentiellessuivantes peuvent alors être dégagées :1. Le modèle.Le problème de re
onstru
tion en TEMP ave
 
orre
tion d'atténuation peutêtre traité e�
a
ement d'un point de vue algébrique ; l'idée-
lé repose sur lamodélisation adéquate du modèle dire
t, i.e. l'a
quisition des proje
tions pa-rallèles atténuées de l'a
tivité f à retrouver, 
e en traduisant le problème dela re
onstru
tion tomographique en TEMP en un système linéaire intégrant la
ontribution de l'atténuation dans l'expression des proje
tions de l'a
tivité àre
onstruire.2. La résolution.Une fois le modèle algébrique posé, nous 
her
hons à le résoudre par une mé-thode itérative en nous servant de l'algorithme de proje
tions itérées de Ka
z-marz. Ce pro
essus de re
her
he de solution semble adapté à la nature de pro-blème mal posé du problème tomographique et béné�
e d'un support théoriqueà la fois ri
he et maléable.3. La validation.Au 
ours du troisième 
hapitre de la thèse, nous avons testé notre algorithmede re
onstru
tion 
ontre divers fant�mes informatiques. L'utilisation des pro-je
tions parallèles atténuées des a
tivités représentées par 
es fant�mes nousa permis d'expérimenter notre algorithme de re
onstru
tion et de montrer sonaptitude à réaliser des re
onstru
tions de qualité ave
 
orre
tion d'atténuationen présen
e d'un faible nombre de proje
tions utilisées (80 proje
tions) et d'une103



104 Chapitre 5. Con
lusions et perspe
tivesatténuation réaliste, ouvrant ainsi la voie aux appli
ations 
liniques . La 
om-paraison de 
es résultats ave
 
eux réalisés via l'algorithme ART 
lassique amontré l'amélioration que notre appro
he apporte à la qualité des images re-
onstruites.4. Analyse des paramètres.Plusieurs paramètres sur lesquels l'expérimentateur peut jouer (tels le 
oe�
ientde relaxation, la solution initiale, mais aussi l'ordre d'a
quisition des proje
tionset les 
ontraintes physiques) sont importants pour l'obtention d'une bonne réso-lution spatiale des images re
onstruites et d'un 
omportement numérique stablede l'algorithme. Les études numériques menées au 
hapitre 4 permettent depré
iser la 
on�guration de 
es paramètres qui fournit les meilleurs résultats dere
onstru
tion et a

élère la vitesse de 
onvergen
e tout en stabilisant l'évolu-tion de l'erreur relative lorsque l'on augmente le nombre d'itérations. De même,nous avons remarqué que notre méthode est 
apable de reproduire des imagesde très bonne qualité dans le 
as de re
onstru
tion ave
 des données a
quisesseulement sur le demi-
er
le.Perspe
tivesPlusieurs pistes intéressantes semblent se dégager à la suite de 
e travail. Du pointde vue expérimental d'abord, un 
ertain nombre de phénomènes 
omme la di�usionet la variation de la fon
tion de réponse du déte
teur devraient être intégrées dans lamodélisation pour améliorer les résultats de re
onstru
tion. Une telle étude, si elle n'apas en
ore été menée ailleurs, serait sans doute utile pour l'ensemble des équipes tra-vaillant sur l'imagerie TEMP. Notre méthode a pu résister aux données modérementbruitées ; mais la re
onstru
tion en présen
e de bruit poissonien (non prise en 
omptejusque-là) mériterait d'être étudiée a�n de pouvoir tester notre algorithme fa
e auxdonnées issues des examens médi
aux réels. Une étude plus poussée permettrait peut-être d'arriver à une démonstration théorique de 
onvergen
e de notre algorithme. Unemise en 
orrespondan
e ave
 les travaux de Natterer [33℄ et Herman [17℄ 
on
ernantles algorithmes de re
onstru
tion algébrique serait également fort pertinente puisquenos deux appro
hes semblent 
orrélées.L'un des problèmes traité en re
onstru
tion tomographique est 
elui de la détermi-nation simultanée de l'a
tivité f et de la 
arte d'atténuation a sans prise de proje
tionsupplémentaires, i.e. sans devoir passer par la tomographie par transmission pour ladétermination préalable du s
héma d'atténuation, réduisant ainsi l'irradation du pa-tient. Ce problème 
omplique le pro
essus de re
onstru
tion en TEMP, puisque l'onsuppose l'atténuation in
onnue. Il existe des méthodes itératives et algébriques pourrésoudre 
e genre de problème en supposant l'atténuation in
onnue mais s'exprimant



105de manière � 
reuse � en fon
tion d'un nombre �ni de paramètres ; l'obje
tif seradon
 d'utiliser les données fournies par le s
anner pour 
al
uler 
es paramètres, pour
her
her ensuite la 
arte d'atténuation et re
onstruire l'a
tivité f en se basant surl'approximation de a. Natterer [35℄ propose une méthode analytique pour la résolutiondu problème de détermination simultanée de a et de f , en supposant que l'atténuation
a est une distortion a�ne d'une 
ertaine distribution d'atténuation a0 (qu'il suppose
onnue), i.e. a(x) = a0(Ax + b) ave
 A ∈ M2×2 et b ∈ R2 réduisant ainsi le problèmede détermination de a à la détermination des deux in
onnues A et b ; ensuite il 
al
ule
es paramètres à l'aide d'une relation de 
onsistan
e analytique entre les proje
tionsatténuées de f et les proje
tions par transmission de a (voir [33℄ page 49).D'autre part, Panin et al. [49℄ donnent une appro
he itérative pour la re
onstu
tionsimultanée de a et de f . En premier temps, ils supposent que l'atténuation a s'é
rit
omme une 
ombinaison linéaire dans un espa
e ve
toriel d'images de dimension �-nie. L'expression de a est ensuite utilisée pour la linéarisation du fa
teur atténuantexponentiel de la transformation de Radon atténuée, 
e qui 
onduit à un systèmed'équations linéaires en les 
oe�
ients de l'expression de a ; on résout, dans un pre-mier temps 
e système linéaire et la 
arte d'atténuation ainsi obtenue servira dans lasuite à la re
onstru
tion de l'a
tivité f ave
 un algorithme d'inversion de la transfor-mation de Radon atténuée (MLEM, Gradient 
onjugué, ...), une fois prise en 
omptela 
arte d'atténuation appro
hée obtenue à la première étape.Nous pensons que notre algorithme ouvre une opportunité à exploiter des pistespour la résolution du problème de la re
onstru
tion simultanée de a et de f tout ensupposant que l'atténuation est in
onnue mais d'une 
ertaine forme par
imonieuse,i.e. dépendant d'un petit nombre de paramètres. L'une des perspe
tives 
onsiste à
oupler, à 
haque itération de notre algorithme, une étape de � Mat
hing pursuit �visant à exprimer le s
héma de l'atténuation en fon
tion d'éléments (les paramètresen question) et d'un di
tionnaire de motifs bien adapté à la nature de re
onstru
tionen TEMP. Le s
héma de l'atténuation ainsi prédit servira à la détermination de l'a
-tivité f à l'itération suivante du pro
essus de re
onstru
tion de notre méthode.Une autre appro
he 
onsiste à pro�ter d'une étude spe
trale préalable des donnéesfournies par le s
anner a�n de déterminer les zones angulaires où l'atténuation per-turbe le plus les proje
tions de l'a
tivité f ; ensuite, les proje
tions 
orrespondantsaux zones angulaires 
omplémentaires sont seulement utilisées pour la re
onstru
tionde l'a
tivité f en supposant l'atténuation nulle ; 
e
i vaut dès que la 
arte d'atté-nuation s'exprime naturellement dans une bases de fon
tions harmoniques, i.e. sonspe
tre se présente 
omme une 
ombinaison de Dira
s





Annexe ARésultats de re
onstru
tionLes résultats exposés dans 
et annexe sont les résultats de re
onstru
tion du fan-t�me de Shepp logan à partir de ses proje
tions parallèles atténuées a
quises sur
[0, 2π[ ; le nombres de proje
tions étant égal à 360, le nombre de déte
teurs égal à128, les images de taille 128×128 et le paramètre de relaxation 
onstant supposé égalà 1. Nous avons in
lus deux 
as de re
onstru
tion : le premier réalisé ave
 la solutioninitiale nulle et le deuxième ave
 la solution initiale fFBP 
al
ulée par la méthode derétroproje
tion �ltrée.Nous avons in
lus, pour la re
onstru
tion dans les deux 
as, les images re
ons-truites par notre algorithme suivant le 
hoix des paramètres 
itées dans le 
hapitre 3 ;notamment, l'ordre de proje
tion et la 
ontraite de positivité des solutions. De même,on a visualisé la 
omparaison entre de la 
oupe de l'image originale 
orrespondant àla ligne verti
ale y = 0 à la 
oupe 
orrespondante des images re
onstruites.
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108 Annexe A. Résultats de re
onstru
tionA.1 Solution initiale nulleLa �gure A.1 présente les images re
onstruites ave
 
omme solution initiale nulle.Les images de la première 
olonne sont re
onstruites via un pro
essus 
y
lique etsans 
ontrainte, 
elles de la deuxième via un pro
essus aléatoire et sans 
ontrainte,
elles de la troisième via un pro
essus aléatoire intégrant une 
ontrainte de positivité.Les lignes de la �gure A.1 
orrespondent aux images re
onstruites ave
 pour nombred'itérations K = 1, 10 et 20. La �gure A.2 présente la 
omparaison entre les 
oupes del'image originale et les 
oupes des images re
onstruites suivant les trois 
on�gurationsde paramètres ave
 10 itérations.
k=1

k=10 

k=20 PSfrag repla
ements (a) (b) (
)Fig. A.1. Re
onstru
tion ave
 f0 ≡ 0 : (a) pro
essus 
y
lique sans 
ontrainte, (b) pro
essusaléatoire sans 
ontrainte, (
) pro
essus aléatoire ave
 
ontrainte intégrée.
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(
)Fig. A.2. Comparaisons des 
oupes (f0 ≡ fFBP et K = 10) : (a) pro
essus 
y
lique sans
ontrainte, (b) pro
essus aléatoire sans 
ontrainte, (
) pro
essus aléatoire ave
 
ontrainteintégrée.
A.2 Solution initiale analytiqueLa �gure A.3 présente les images re
onstruites ave
 
omme solution initiale lafon
tion fFBP . Les images de la première 
olonne sont re
onstruites via un pro
essus
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onstru
tion
y
lique et sans 
ontrainte, 
elles de la deuxième via un pro
essus aléatoire et sans
ontrainte et 
elles de la troisième via un pro
essus aléatoire intégrant une 
ontraintede positivité. Les lignes de la �gure A.3 
orresponent aux images re
onstruites ave
pour nombre d'itérations K = 1, 10 et 20. La �gure A.4 présente la 
omparaison entreles 
oupes de l'image originale et les 
oupes des images re
onstruites suivant les trois
on�gurations de paramètres ave
 10 itérations.
k=1 

k=10 

k=20 PSfrag repla
ements (a) (b) (
)Fig. A.3. Re
onstru
tion ave
 f0 ≡ fFBP : (a) pro
essus 
y
lique sans 
ontrainte, (b)pro
essus aléatoire sans 
ontrainte, (
) pro
essus aléatoire ave
 
ontrainte intégrée.
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)Fig. A.4. Comparaisons des 
oupes (f0 ≡ fFBP et K = 10) : (a) pro
essus 
y
lique sans
ontrainte, (b) pro
essus aléatoire sans 
ontrainte, (
) pro
essus aléatoire ave
 
ontrainteintégrée.
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