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Introduction

Cette these traite de reconstruction d’images a partir de projections paralléles
atténuées. Ce probléme mathématique trouve son application principale en imagerie
médicale, et en particulier en tomographie d’émission monophotonique avec correction
d’atténuation sous I'hypothése que l'atténuation (supposée quelconque) est connue
et quelconque sur la région d’émission. Dans un premier temps, nous décrivons les
principes physiologiques et mathématiques de la tomographie d’émission monophoto-
nique. Ensuite, nous présentons une méthode de reconstruction itérative basée sur la
prise en considération du phénoméne d’atténuation, principal élément perturbateur
en imagerie par émission monophotonique. Cette méthode est une généralisation de
'algorithme de reconstruction algébrique classique (ART); elle introduit un terme
de correction d’atténuation exact. Finalement, nous exposerons des exemples numé-
riques et nous discuterons de la performance de notre algorithme selon le choix de
plusieurs paramétres.

0.1 Principes de I'imagerie médicale

Mis & part le principe physique sur lequel ils sont basés, les différents modéles
de scanner existants difféerent par le type d’information qu’ils fournissent. Contraire-
ment aux scanners a rayons X, qui fournissent une information du type anatomique,
les scanners utilisés en imagerie nucléaire fournissent une information dite fonction-
nelle. [L'imagerie nucléaire est une imagerie par émission utilisée en médecine dans un
but diagnostique; elle consiste a déterminer la distribution dans 1'organisme d’une
substance radioactive administrée au patient. Cette substance appelée radiotraceur,
va se fixer de maniére préférentielle dans 'organe & étudier (coeur, cerveau, ...). La
distribution spatiale de concentration de ce radioélément indique I'état fonctionnel
local des tissus, comme par exemple leur degré d’irrigation sanguine ou encore leur
capacité de fixation du radioélément.

Le but en imagerie nucléaire est de déterminer, nous dirons plutot reconstruire,
une image précise de la distribution spatiale du traceur radioactif. Il existe deux
modalités d’imagerie par émission :

la tomographie d’émission monophotonique TEMP (SPECT pour Single Pho-
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ton Emission Computed Tomography) pour laquelle le radiotraceur émet des
photons gamma détectés par une gamma caméra;

— la tomographie par émission TEP de positons (PET pour Positron Emission
Tomography) pour laquelle le radiotraceur émet des positons qui, suite a leur
annihilation avec des électrons du milieu, donnent lieu a une paire de photons
gamma émis en coincidence.

La seule information accessible sur la distribution spatiale du traceur, et donc les
données du probléme de reconstruction, est fournie par le scanner. Ce sera Hal Anger
qui, au début des années 1960, proposera 1’outil moderne de détection des rayons -,
la gamma-caméra : derriére un collimateur percé d’un réseau régulier de trous lais-
sant passer les photons incidents selon une direction privilégiée, un cristal d’iodure
de sodium est placé devant un réseau de photomultiplicateurs. Un circuit calcule les
coordonnées du point d'impact de chaque photon sur le cristal et a partir de ces co-
ordonnées, I'image est formée sur un oscilloscope cathodique. Les données acquises
par le détecteur sont reconstruites a I'aide d’un algorithme de reconstruction afin de
fournir une estimation de la distribution multidimensionnelle du radiotraceur dans
I'organisme. Le probléme de reconstruction d’images en TEMP se heurte cependant
aux divers obstacles que sont les limites des performances des détecteurs (en termes de
résolution spatiale, de résolution en énergie et de sensibilité de détection), les proces-
sus physiques qui dégradent la formation de I'image (tels I'atténuation et la diffusion)
et aussi les phénomeénes physiologiques liés au patient (tels que les mouvements respi-
ratoire et cardiaque). Il est indispensable d’en tenir compte et de compenser ces divers
effets pour avoir une reconstruction fiable d’images a partir des données fournies par
le scanner.

0.2 Modéle analytique des mesures

Considérons une coupe d’organe dans laquelle une zone active est détectée. Soit
f(z,y) la fonction qui représente la concentration d’activité en un point (z,y) de
cette zone. Lorsque la gamma-caméra tourne autour de l'organe, elle acquiert pour
chaque direction 6 de détection une projection 1D de la coupe 2D.

En effet, en premiére approximation, le nombre de photons captés par le collima-
teur au point s de la caméra est égal a la somme des photons émis le long de la droite
passant par ce point et de direction 6+ et est directement proportionnel & 'intégrale
de la fonction f le long de cette droite (voir figures 1(a) et 1(b)). La projection pa-
ralléle de f dans la direction 6 est alors vue comme l'ensemble des intégrales de la
fonction f le long de la famille de droites paralléles L(s,0) := {{(x,y),0) = s} de
I'espace R?, de direction #+ et se situant a la distance s de l'origine (centre de la
zone explorée). Ces projections paralléles de f régissent les intensités mesurées par la
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caméra notées g(6, s) et modélisées par la transformée de Radon (6, s) — Ry[f](s),
définie donc par :

RGO = [ i) = 900.5) )

Ici d)\g g représente la restriction de la mesure de Lebesgue dans R? sur la ligne L(s, 6),

avec
Cos ¢ 1 —sin g
pum pu— S0 < .
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Le probléme de la reconstruction d’une fonction f a partir de ses projections paralléles
est aujourd’hui bien maitrisé (voir Natterer [33]). Cependant, ce modéle est trop
simplifié et fournit généralement des images reconstruites de faible qualité et donc
d’intérét limité pour le médecin. Dans la littérature, on parle de reconstruction sans
correction d’atténuation lorsque ce modéle est tout de méme utilisé.

Pour obtenir une reconstruction plus fiable de la distribution spatiale f du traceur
radioactif, il est indispensable de tenir compte de I'atténuation dans le modéle aux
fins de pour décrire les projections fournies par le scanner. Décrivons briévement le
phénoméne d’atténuation. Les photons émis par le traceur radioactif interagissent
avec la matiére au cours de leur trajet entre le point d’émission et le détecteur. Les
deux principales interactions entre les photons et les électrons de la matiére sont 1’effet
photoélectrique et I'effet Compton ; elles conduisent toutes deux & une atténuation
du rayonnement photonique, provoquée par une absorption ou un changement de
direction d’une partie des photons émis. Les effets photoélectrique et Compton au
point (x,y) sont caractérisés par un coefficient linéique d’atténuation noté a(z,y).
La fonction a(z,y) est souvent appelée carte d’atténuation dans la littérature. Elle
présente des valeurs ponctuelles typiques 0.0152mm™! pour le torse, 0.0032mm !
pour les poumons, 0.0248mm~! pour la colonne vertébrale. I’atténuation conduit a
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une réduction du nombre de photons captés par la caméra d’Anger et le modéle utilisé
pour les projections est alors le suivant :

Rua [7105) = [

((w,y

oy <_/0 al(@y) +16 )dt> flz,y) dAso(z,y) = ga(b, (82))

L’application (s,6) — R, [f](s) est alors appelée transformation de Radon atténuée
de la fonction f. Il est & noter que ce modéle ne tient pas compte d’autres phénoménes
physiques tels la résolution spatiale du détecteur, le bruit statistique du processus
d’émission ou encore le diffusé Compton. Néanmoins, I’atténuation est un obstacle
majeur a 'obtention d’images reconstruites de qualité. Lorsque ce modéle est utilisé,
on parle de reconstruction avec correction d’atténuation.

0.3 Correction d’atténuation en TEMP

Avant que Novikov [37] ne propose une solution analytique exacte pour I'inver-
sion de la transformée de Radon atténuée dans un milieu atténuant non uniforme, les
effets physiques dégradant la qualité des images reconstruites ont longtemps été cor-
rigés par des méthodes analytiques appliquées aux projections (Keyes et al. [24]) ou
aux images reconstruites (méthode de Chang |5]); ces méthodes qui restent approxi-
matives puisqu’on supposait que l'atténuation était constante sur le volume étudié.
Une approche alternative consiste a corriger ces effets par une méthode itérative (par
exemple, ML-EM, gradient conjugué), lors de la reconstruction tomographique. a par-
tir de la connaissance de la carte des coefficients d’atténuation a, le principe consiste a
modéliser les phénomeénes physiques et technologiques qui dégradent les images dans
la paire projecteur/rétroprojecteur (Gullberg et al. [14]) ou encore dans la matrice sys-
téme qui décrit mathématiquement le processus de formation des projections/images,
ce de maniére a corriger intrinséquement de 1’atténuation .

0.4 Plan de la thése

Tout au long de cette thése, nous supposerons que f et a sont des fonctions réelles
définies sur R?, bornées et a support compact. De plus, nous considérerons la carte
d’atténuation a(x,y) connue et non-uniforme sur un domaine convexe contenant le
support de f.

Dans cette thése, nous avons envisagé le probléme de la reconstruction algébrique
exacte et stable de f suivant des méthodes hilbertiennes avec correction d’atténuation,
ce a partir des projections paralléles atténuées. Celui-ci constitue un probléme mathé-
matique relativement compliqué dont la résolution requiert avant tout la maitrise de
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Ioutil mathématique qu’est la transformation de Radon atténuée. Cette transformée
intégrale a été introduite a I’équation (2). En particulier, le choix d’un modéle pour
la description mathématique du systéme d’imagerie est une donnée primordiale du
probléme et ne peut étre décidé a la légere ; il détermine aussi bien la qualité des ré-
sultats, via le degré de son adéquation avec ce que nous savons du dispositif physique.
Il influence aussi bien siir grandement les développements mathématiques possibles.
Tout d’abord, nous nous sommes laissés guider par le seul souci d’'une bonne qualité
d’image, ce qui nous a conduit a écarter les méthodes analytiques, basées sur l'inver-
sion d’un opérateur de projection continu, car elles nous ont paru trop limitées quant
a la possibilité d’incorporer un modéle réaliste de correction d’atténuation (surtout si
I'on suppose que la carte d’atténuation non-uniforme et de géométrie irréguliére). Il
nous fallait donc trouver un modéle approprié et adapté aux difficultés imposées par
les contraintes dont nous avons parlé plus haut.

L’approche algébrique implique une discrétisation de I’ensemble du probléme préa-
lable & la conception des méthodes de résolution, a I'inverse des méthodes analytiques
dans lesquelles les formules de reconstruction sont issues d’un raisonnement impli-
quant une distribution et des projections continues et discrétisées ensuite. Compte-
tenu du fait que la distribution sera forcément reconstruite de maniére discréte, mais
aussi de ce que les projections sont discrétes (images composées de pixels) et sépa-
rées par des pas d’angle discrets, raisonner sur ces données discrétes parait adapté
a la situation physique concréte. L’approche algébrique donne 1'opportunité de mo-
déliser implicitement les effets parasites, notamment la carte d’atténuation, ce qui
permet ainsi de simplifier le probléme de reconstruction en TEMP avec correction
d’atténuation.

Un systéme algébrique est dit consistant s’il admet une unique solution. Cette
condition peut étre envisagée d'un point de vue mathématique si la matrice du sys-
téme est une matrice carrée de déterminant non nul. Dés lors, il devrait suffire d’avoir
un nombre suffisant d’équations pour éliminer toutes les autres envisageables; méme
la surdétermination du systéme ne devrait pas entraver 1’obtention d’une solution
unique. Il n’en est malheureusement pas ainsi, d'une part parce qu’'une composante
aléatoire existe dans les mesures sous la forme d’un bruit non négligeable, notamment
en médecine nucléaire, d’autre part parce que la taille de la matrice du systéme est,
dans les cas réels, trés importante (elle peut atteindre quelques centaines de giga-
octets). Pour ces raisons, nous sommes dans le cadre d’un probléme mal posé au
sens de Hadamard. Pour aborder ce type de probléme, on a eu recours aux méthodes
d’inversion itératives, notamment la méthode de Kaczmarz pour la résolution des
systémes linéaires basée sur des principes hilbertiens et qui trouve son application
en tomographie sous la nomination ART pour « Algebraic Reconstruction Technique
». L’objectif de cette thése était donc de mettre en oeuvre et d’évaluer une méthode
algébrique de correction d’atténuation inspirée de ’approche itératif de Kaczmarz. La
premiére opération, visant a établir le modéle direct consiste a décomposer I'opérateur
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de la transformation de Radon atténuée en deux opérateurs : le premier étant 'opé-
rateur de la transformation de Radon non-atténué, le deuxiéme étant un opérateur
de multiplication par une fonction modélisante la contribution de 'atténuation dans
la formation des projections atténuées de 'activité f. Par la suite, le probléme direct
ainsi posé est résolu en appliquant la méthode itérative de Kaczmarz. La capacité
de notre algorithme & reconstruire des images de bonne qualité en présence d’une
atténuation irréguliére est mise a 1’épreuve sur des fantomes aussi variés que possible
pour couvrir des conditions réelles et tester 'influence des paramétres intervenants
dans la procédure de reconstruction.

Le déroulement de notre travail suivra 1’ordre suivant :

Les principes de la Tomographie d’Emission Monophotonique du point de vue de
son utilisation biomédicale (ce dont traite ce travail de thése) sont présentés au cha-
pitre 1, ainsi que les différentes techniques d’imagerie médicale. Les limites du TEMP,
résultant principalement de facteurs technologiques et physiques, sont enfin abordées :
les phénoménes majeurs perturbant la formation des images que sont I’atténuation, la
diffusion, la variabilité de la fonction de réponse du détecteur, sont décrits ainsi que
leurs conséquences sur l'interprétation qualitative et surtout quantitative des images
reconstruites.

Le chapitre 2 présente le cadre mathématique du probléme de la reconstruction
tomographique en décrivant tout d’abord un modéle simplifié (sans correction d’at-
ténuation) et les méthodes d’inversion adéquates analytiques et algébriques pour le
résoudre. Ensuite, aprés avoir décrit le phénomeéne d’atténuation principal phéno-
meéne dégradant I'image et empéchant une quantification fiable et précise des coupes
reconstruites, on aborde le modéle réaliste qui tient compte de l'effet de 'atténua-
tion et puis nous dressons un panorama des divers méthodes de compensation de ce
dernier phénomeéne du point de vue analytique et itératif.

[’objectif du chapitre 3 est d’élaborer un modéle algébrique adapté au probléme
tomographique en TEMP avec correction d’atténuation et de le résoudre itérativement
par des méthodes hilbertiennes de résolution de systémes linéaires. Premiérement, on
présente la méthode de Kaczmarz indépendamment du probléme de tomographie.
Deuxiémement, on pose le modéle direct en tant que systéme linéaire, cela en sup-
posant que l'opérateur de la transformation de Radon atténuée est le composé de
deux opérateurs comme indiqué plus haut. Ensuite, nous proposons de résoudre le
probléme de reconstruction ainsi posé en adaptant l'algorithme itératif de Kaczmarz
a la nature du systéme linéaire décrivant le modéle direct. Les performances de notre
algorithme ont été testées a l'aide de deux fantomes informatiques : le premier re-
présente une activité de géométrie discontinue qui servira a mettre a I’épreuve notre
méthode a reproduire les détails fins ; le second simule une activité a variation spatiale
lente qui permettrade tester I'effet de projections fortement corrélées sur la vitesse
de l'algorithme. Les simulations numériques ont été réalisées en présence d’une carte



0.4 Plan de la thése VII

d’atténuation non-uniforme et d’un nombre de projections relativement faible. Les
images reconstruites avec notre méthode ont été comparées avec celles reconstruites
avec l'algorithme ART classique. La reconstruction via cette méthode en présence de
données bruitées ainsi que l'effet d’une étape de filtration seront discutés.

Dans le chapitre 4, nous exposerons I’algorithme numérique que nous avons utilisé
pour 'implémentation de la méthode étudiée au chapitre 3. Nous verrons de plus
comment mettre en oeuvre un algorithme numeérique facilement implémentable et
exploitable pour la discrétisation de la transformation de Radon atténuée. A I'aide
de fantomes informatiques, nous mettrons en évidence le fait que ’erreur purement
numérique est faible et que, sous cette implémentation, I’algorithme proposé converge
bien (et rapidement) vers une solution trés proche de 'objet avec lequel nous avons
simulé les projections. Tous les parameétres sur lesquels I'expérimentateur peut jouer
(tels que le coefficient de relaxation, la solution initiale, mais aussi ’ordre d’acquisition
des projections et les contraintes physiques) sont importants pour obtenir le meilleur
résultat, notamment en termes de résolution spatiale et de convergence numérique.
Nous discuterons en détails 'effet de ces paramétres sur la performance numérique de
notre algorithme. Nous nous intéresserons également a I’étude du cas de reconstruction
avec des données incomplétes, i.e. acquises seulement sur le demi-cercle ; nous verrons
ici que les résultats théoriques s’avérent en défaut, que cet algorithme s’avére malgré
tout empiriquement efficace.

Les perspectives ouvertes par ce travail et les conclusions générales de la thése
sont discutés dans le chapitre 5.






Chapitre 1

Tomographie et imagerie médicale

1.1 Introduction

[’imagerie devient un mode privilégié d’aide au diagnostic en médecine depuis que
certains outils permettent de visualiser dans une certaine mesure l'intérieur du corps
humain. Les techniques de reconstruction tomographique sont utilisées dans la plupart
des types d’examens d’imagerie médicale ainsi que dans d’autres domaines tels que
I'océanographie, la géophysique, la sismologie ou encore la météorologie. Il n’est pas
dans notre propos de faire le tour des diverses techniques d’imagerie, mais seulement
d’illustrer par quelques exemples la complexité des techniques généralement mises en
oeuvre pour acquérir une information multidimensionnelle, puis pour en extraire ou
reconstruire une image bi ou tridimensionnelle susceptible d’apporter au praticien une
information spécifique d'un type de pathologie. Il existe différentes techniques d’ima-
gerie médicale permettant d’apporter des informations aussi bien sur la morphologie
et sur le fonctionnement des organes étudiés. Ces techniques sont regroupées en deux
catégories nommées imagerie structurelle et imagerie fonctionnelle.

Ce premier chapitre rappelle briévement les principes physiques de ces différentes
techniques d’imagerie médicale et s’intéressera particuliérement aux principes de la
Tomographie d’Emission Monophotonique (TEMP) qui fait partie des techniques
d’imagerie nucléaire. Nous présentons aussi les phénoménes affectant la quantifica-
tion des images, et en particulier les phénoménes physiques et leurs conséquences sur
la fiabilité des images.

Le principe de la TEMP est basé sur 'injection d’un produit radioactif souvent
appellé radiotraceur dans un organe du patient et I’étude de la distribution spatiale de
la concentration de ce produit dont les informations sur sont fournies par le scanner.
Les photons-Gamma sont détectés par une caméra équipée d’une grille de collimateurs
qui sélectionnent les radiations émises suivant un angle priviligié . L'utilisation des
informations sur la concentration spatiale du traceur radioactif en un point (x,y, z) €
R3 permet de reconstuire I'image f(z,v, z) de Porgane concerné.
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1.2 Les Différentes Techniques d’Imagerie Médicale

Suivant les techniques utilisées, les examens d’imagerie médicale permettent d’ob-
tenir des informations sur 'anatomie des organes (leur taille, leur volume, leur lo-
calisation, la forme d’une éventuelle lésion, etc.) ou sur leur fonctionnement (leur
physiologie, leur métabolisme, etc.). Dans le premier cas, on parle d’'imagerie mor-
phologique et dans le second d’'imagerie fonctionnelle. Ces différents types de tech-
niques sont parfois employés de facon complémentaire au sein d'un méme systéme
d’imagerie.

1.2.1 Imagerie morphologique

Parmi les méthodes d’imagerie morphologique, les plus couramment employées en
médecine, on peut citer d’'une part les méthodes tomographiques basées soit sur le
rayonnement X (radiologie conventionnelle, tomodensitométre (TDM) ou CT-scan,
etc.) soit sur la résonance magnétique (IRM) et, d’autre part, les méthodes échogra-
phiques (qui utilisent les ultra-sons). Sur ce type d’examen en effet, ¢’est plus la forme
de I'organe que sa fonction qui est étudiée, ce qui signifie que 'image morphologique
ne rend compte que de la présence et de la structure des tissus, os, ou d’ailleurs toute
matiére.

Imagerie par résonnance magnétique

[’imagerie par résonance magnétique nucléaire (IRM) est une technique d’imagerie
médicale d’apparition récente (début des années 1980) permettant d’avoir une vue 2D
ou 3D d’'une partie du corps, notamment du cerveau. Le nom complet de I'IRM est
image a résonance magnétique nucléaire (ou IRMN); on omet souvent son caractére
nucléaire. Cette omission est surtout 1a pour ne pas effrayer les patients qui associent
souvent, et a tort, le mot nucléaire avec les rayonnements ionisants.

[’imagerie par résonance magnétique repose essentiellement sur les propriétés ma-
gnétiques des atomes et plus particuliérement de leurs noyaux que ’'on étudie grace a
un champ magnétique et une onde de radiofréquence ; aucune radiation ionisante n’est
émise. la localisation spatiale des atomes est obtenue en ajoutant un gradient direc-
tionnel sur le champ magnétique de base. Les protons soumis au champ magnétique
s'alignent parallélement a celui-ci comme des petites boussoles. Lorsque 1’on envoie
des ondes radio-fréquence vers une zone donnée, ces petites boussoles vont changer
de direction (démagnétisation), puis retourner a leur position initiale en émettant un
signal qui est enregistré et traité par un systéme informatique. Ce signal dépend du
tissu étudié. L'intensité du signal est reproduite point-a-point selon une échelle de gris
allant du blanc au noir afin d’obtenir une image en coupe de la zone étudiée (figure
1.1b).
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La résolution spatiale est liée a l'intensité du champ magnétique et a la durée
de Pacquisition (en général une dizaine de minutes). L'IRM fournit les meilleures
images de la morphologie cérébrale en termes de résolution spatiale et de contraste.
On atteint actuellement une résolution de 'ordre du millimétre,

FiG. 1.1. IRM : (a) machine IRM, (b) Images IRM d’une téte humaine vue de profil en
coupe sagittale. On peut voir apparaitre le cerveau en gris clair entouré de liquide céphalo-
rachidien (en noir), la boite cranienne (en blanc), ainsi que d’autres tissus (langue, fosses
nasales, etc.).

La tomodensitométrie

La tomodensitométrie (TDM), dite aussi tomographie axiale calculée par ordi-
nateur, CT-scan ou simplement scanner, est une technique d’imagerie médicale qui
consiste a calculer une reconstruction 2D ou 3D des tissus a partir d’une analyse to-
mographique obtenue en soumettant le patient au balayage d’un faisceau de rayons X.
Bien que la possibilité théorique de créer de tels appareils était connue depuis le début
du siécle, ce n’est qu’au début des années 1970 qu’apparaitront les premiers appareils
dotés d’ordinateurs capables de réaliser les calculs nécessaires a la reconstruction des
images. Pour la mise au point de ces techniques, Godfrey Newbold Hounsfield et Allan
MacLeod Cormack seront récompensés par le Prix Nobel de médecine en 1979.

Dans les appareils modernes, I’émetteur de rayons X tourne autour du patient
(figure 1.2a) en méme temps que les récepteurs chargés de mesurer 'intensité des
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rayons apres leur passage dans le corps. Les données obtenues sont ensuite traitées
par ordinateur, ce qui permet de recomposer des vues en coupe des organes ou des
vues en trois dimensions. C’est donc en quelque sorte une image d’ombre qui est
obtenue : plus les structures traversées sont atténuantes, plus faible est la fraction
de rayonnement qui parvient jusqu’au détecteur (figure 1.2b). Cette image ne fournit
donc des renseignements que sur les coefficients d’absorption en chaque point, qui
sont relatifs & une énergie de rayonnement donnée (en général, plus un rayonnement
est énergétique et moins il est atténué) et dépendent essentiellement de la densité des
tissus auxquels ils appartiennent.

On peut faire ressortir certains tissus, en particulier les vaisseaux sanguins, en
injectant un produit dit « de contraste » (souvent un complexe de l'iode) qui a la
propriété de fortement absorber les rayons X et donc de rendre trés visibles les tissus
ou ce produit est présent (qui apparaissent alors hyperdenses). On peut aujourd’hui
obtenir en quelques secondes, grace aux scanners multidétecteurs a acquisition spira-
lée, une exploration trés précise d’un large volume du corps humain.

Comme pour la radiographie, ’exposition répétée a des radiations peut étre nocive
pour I'organisme, mais le rapport bénéfice /risque 1ié a 'irradiation penche largement
en faveur de la tomodensitométrie, qui en fait un examen de plus en plus largement
pratiqué. L’imagerie par résonance magnétique (IRM), technique non irradiante, est
une alternative. Cette derniére offre une meilleure résolution pour les tissus mous
alors que la tomographie axiale calculée est supérieure pour les zones concernant les
parties osseuses.

kp‘__hq_‘h
ROTATION

e Tube émetteur de rayons X
en rotation alternée

Anneau

Détecteurs
(ou capteurs)

(a) (b)

Fi1G. 1.2. Tomodensitométrie : (a) scanner, (b) coupe horizontale du thoraz.
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1.2.2 Imagerie fonctionnelle

Les méthodes d’imagerie fonctionnelle sont aussi trés variées. Elles regroupent les
techniques de médecine nucléaire comme la Tomographie d’Emission Monophotonique
(TEMP) (Single Photon Emission Computed Tomography en anglais) et la tomogra-
phie d’Emission a Positons (TEP) (Positon Emission Tomography en anglais).

Ces techniques reposent sur I'administration d’un traceur, c’est-a-dire une sub-
stance repérable, car marquée par un atome radioactif émetteur Gamma, s’inscrivant
dans un métabolisme, sans interférer avec celui-ci du fait que I'on en administre une
quantité infinitésimale. Ainsi, les rayonnements servant a former 'image proviennent
de l'objet d’étude lui-méme. Sur le principe des organismes phosphorescents, le corps
ou l'objet est « éclairé par sa propre lumiére » et I’on parle de tomographie d’émission
pour désigner les problémes de tomographie qui sont rattachés a ce genre de procédé.
On parle ainsi de tomographie d’émission monophotonique lorsque le traceur utilisé
émet des photons Gamma et de tomographie par émission de positons lorsque les
images sont obtenues par injection dans ’organisme d’une molécule radioactive mar-
quée par des isotopes du carbone, du fluor ou de I'oxygéne (émetteurs de positons).

Cette technique d’imagerie constitue un examen d’imagerie médicale qui permet
de visualiser les activités du métabolisme et de mesurer les changements fonctionnels
de I'organe étudié, plus précisément des tissus, chez les humains. Elle différe des tech-
nologies conventionnelles aux rayons-X et par résonance magnétique qui se limitent
aux images de I’anatomie. Les changements physiologiques précédent les changements
anatomiques et, par conséquent, I'imagerie fonctionnelle permet de déceler & une phase
plus précoce les dommages métaboliques et ainsi a aider a contrer leur progression.
Elle fournit ainsi une image quantitative du fonctionnement de 1’organe étudié.

La fiabilité de la quantification des images obtenues est affectée a la fois par les
limites des performances des détecteurs (résolution spatiale et en énergie, sensibilité,
etc.), par les effets physiques tels que 'atténuation et la diffusion, qui perturbent la
formation des images, par des effets physiologiques (mouvements du patient) et par
des effets liés a la reconstruction tomographique.

2 . .

La tomographie & émission de positon

Une tomographie par émission de positons est un examen d’imagerie médicale par
scintigraphie réalisé dans les services de médecine nucléaire d’un hopital.

La scintigraphie en TEP est obtenue par injection d’un traceur faiblement radio-
actif par voie intraveineuse. Ce traceur est le plus souvent le fluor (18F) incorporé
dans une molécule de glucose formant le ¥F-flurodéoxyglucose (en abrégé 8F-FDG).
Ce traceur est semblable au glucose : il se fixe au niveau des tissus qui consomment de
grandes quantités de ce sucre comme les tissus cancéreux, le muscle cardiaque ou en-
core le cerveau. Le fluor 18, dont la demi-vie est inférieure a 2h, émet ensuite de facon
temporaire des rayonnements que 1’on peut suivre dans I’organisme du patient grace
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a une caméra spéciale, une caméra TEP. Le fluor 18 ainsi que les autres isotopes
pouvant étre utilisés (oxygéne (150), azote (13N), carbone (11C)) ont une courte
demi-vie, jusqu’a 110 minutes pour le fluor. Ces isotopes de courte durée nécessitent
pour leur production un cyclotron.

Une caméra TEP est un appareil qui a I’aspect d'un « scanner », mais son principe
de fonctionnement est différent. En effet, 'atome radioactif (par exemple, le fluor 18)
se désintégre en émettant un positon. Celui-ci va s’annihiler avec un électron du
milieu aprés un trés court parcours (en général inférieur a 1 mm). Cette annihilation
produit deux photons Gamma de 511 keV qui partent en direction opposée, ce qui
rend possible le traitement tomographique des données. En effet, les capteurs situés
tout autour du patient détectent les photons d’annihilation en coincidence (c’est-a-
dire ceux qui arrivent en méme temps), ce qui permet d’identifier la ligne sur laquelle
se trouve 1’émission des photons. Un systéme informatique reconstitue ensuite a l’aide
d’un algorithme de reconstruction les images de la répartition du traceur au niveau
d’une partie ou de la totalité du corps sous la forme d’une image 2D ou d’un objet
3D. Les images ainsi obtenues (figure 1.3) sont dites « d’émission » (la radioactivité
provient du traceur injecté au patient). Il est possible d’améliorer la qualité des images
en utilisant le principe de correction d’atténuation. Lors de la traversée du corps, de
nombreux photons Gamma subissent une atténuation liée aux structures traversées
(faible dans l’air des poumons, forte dans les structures plus solides comme les os
et muscles). Pour effectuer cette correction, on réalise des images de transmission
obtenues grace a une source radioactive qui tourne rapidement autour du patient.

“n

Fic. 1.3. TEP

La TEP est un examen d’imagerie qui permet d’obtenir des images du fonction-
nement métabolique des organes, des tissus ou des cellules. Aujourd’hui, la plupart
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des caméras TEP sont fréquemment couplées a un tomodensitométre & rayons X
(systéme TEP/TDM ou PET/CT en anglais), ce qui permet de superposer 'image
fonctionnelle (image TEP) a sa localisation anatomique précise dans le corps (image
CT). Dans ce cas la correction d’atténuation s’obtient par le tomodensitométre beau-
coup plus rapidement et est meilleure qu’avec les images de transmission avec sources
radioactives.

1.3 La Tomographie d’Emission Monophotonique

La tomographie d’émission monophotonique est un procédé d’imagerie fonction-
nelle et morphologique utilisé en médecine nucléaire dans un but diagnostique ou
thérapeutique. Elle consiste a déterminer, et le plus souvent a visualiser sous forme
d’images, la localisation tridimensionnelle et la concentration dans l'organisme d’un
radiotraceur, substance radioactive émettrice de photons Gamma administrée au pa-
tient, en détectant les photons Gamma émis au moyen d’'une Gamma-caméra. Les
images acquises conduisent, aprés reconstruction tomographique, a 'estimation tri-
dimensionnelle de la concentration du radiotraceur dans les coupes reconstruites. La
mesure précise de la radioactivité contenue dans les images reconstruites, nommeée
quantification, est affectée par de nombreux phénomeénes lors de la formation des
images qui altérent les informations extraites de ces images.

Cette section rappelle les principes physiques de la tomographie d’émission mono-
photonique relatifs au radiotraceur, au dispositif de détection et aux différents types
d’acquisition réalisés. Nous présentons aussi les phénomeénes affectant la quantifica-
tion des images et en particulier les phénomeénes physiques et leurs conséquences sur
la fiabilité des images.

1.3.1 Les radiotraceurs

En 1923, Georg Von Hevesy fut le premier a employer la méthode des indicateurs
radioactifs. Il montra qu’il est possible, grace aux isotopes radioactifs, de suivre a la
trace une espéce chimique, une particule, sans perturber le comportement physique,
hydrodynamique ou bien chimique de I'objet que 1’on suit.

Les radiotraceurs sont des molécules marquées par un isotope radioactif, choisies
pour mettre en évidence certains processus physiologiques ou pathologiques. Le choix
du radiotraceur dépend de sa capacité a suivre un métabolisme ou a fournir un diag-
nostic sur le fonctionnement d’'un organe donné. Le traceur peut étre un atome seul
(iode 123), une molécule marquée (diphosphonate marqué au technétium 99m), une
hormone marquée ou encore un anticorps marqué par un isotope. Cet isotope doit
pouvoir se fixer chimiquement sur la molécule d’intérét sans toutefois altérer les pro-
priétés de celle-ci. La liaison doit étre solide de facon a ce que 1’élément radioactif ne se
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détache pas, auquel cas on suivrait le parcours de I’élément radioactif et non celui de
la molécule cible. L’accés in vivo aux informations sur le devenir du radiotraceur dans
'organisme telles que sa distribution dans les tissus (distribution biologique, fixation
préférentielle sur certaines cellules . ..) et son évolution en fonction du temps (méta-
bolisme, élimination et dégradation ...) permettent I’étude, d’une fagon non invasive,
de certains processus pathologiques (mise en évidence de métastases), physiologiques
et biochimiques (e.g., mesure du débit sanguin et du métabolisme du glucose).

[’isotope radioactif est également sélectionné selon les caractéristiques physiques
suivantes :

e la nature de son rayonnement : les radio-isotopes émetteurs Gamma sont pri-
vilégiés car ils se prétent bien a une détection externe et minimisent la dose
d’irradiation subie par le patient ;

e la demi-vie physique de I'isotope (c’est-a-dire le temps au bout duquel sa popu-
lation est réduite de moitié par désintégrations spontanées) doit étre suffisam-
ment longue pour permettre de suivre le processus physiologique considéré et
suffisamment courte pour éviter une irradiation inutile ;

e I'énergie des photons Gamma émis doit étre suffisamment élevée pour permettre
a ceux-ci de s’échapper de l'organisme et suffisamment faible pour permettre
une détection efficace par le détecteur.

En TEMP, I'isotope le plus adapté, car présentant de bonnes propriétés pour I'ima-
gerie, est le Technétium 99 métastable noté ™ Tc. Le %™Tc a une durée de demi-vie
de 6 heures et il est émetteur de rayonnements Gamma (98%) ayant une énergie de
140 keV, sa courte demi-vie physique et I’absence de raies d’émission secondaires per-
mettent de minimiser la dose délivrée au patient. La production du ?™Tc & partir
du %Mo est possible a partir d'un générateur portable, d’oir la simplicité de 1'ac-
cés en routine clinique et le faible cotit. Il est utilisé dans environ 90% des examens
en TEMP : par exemple, pour les examens osseux pour la détection de métastases,
pour les scintigraphies ventriculaires afin de caractériser la fonction cardiaque (vo-
lume d’éjection, fraction d’éjection, etc.) en marquant des globules rouges aun %™Tc,
pour diagnostiquer la présence de tissus non irrigués dans le myocarde en marquant
des cellules du muscle cardiaque, pour le repérage du ganglion sentinelle en particulier
dans le traitement chirurgical du cancer du sein.

Le radio-isotope est souvent administré par voie intraveineuse, parfois par inha-
lation pour étudier la ventilation pulmonaire. Il peut étre administré par voie orale
(spécialement pour I’étude de la vidange gastrique et des reflux gastro-oesophagiens)
ou bien par voie intrathécale (spécialement pour ’étude de la circulation du liquide
céphalo-rachidien).

Aprés administration au patient du radiotraceur, celui-ci se répartit dans le(s)
tissu(s) ciblés et les photons Gamma qu’il émet sont détectés par un dispositif spéci-
fique appelé Gamma-caméra, qui fournit des images de la distribution de la radioac-
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tivité dans I'organisme. Ce dispositif est décrit dans le paragraphe suivant.

1.3.2 Le dispositif de détection

En 1957, la Gamma-caméra ou caméra d’Anger a été développée par le physicien
Hal Anger qui remplacga alors les scintigraphes a balayage utilisés en 1950.

Le role de la Gamma-caméra est de détecter et de comptabiliser les photons
Gamma émis par le radiotraceur dans l'organisme, de recueillir et de stocker des
informations relatives a ces photons (position, énergie) et enfin de déterminer la lo-
calisation des sources d’émission de ces photons et d’en fournir une représentation.

Une Gamma-caméra (figure 1.4) se compose d’une ou de plusieurs tétes de dé-
tection, d’un circuit analogique fournissant la localisation des photons Gamma dans
le cristal et réalisant la spectrométrie, ainsi que de processeurs assurant l'acquisition
des données, leur stockage et leur traitement : corrections en ligne, reconstruction,
manipulation et affichage des images.

‘ Calculateur >_ Convertisseurs analogique-
numerigque

préamplificateurs

tubes
photomultiplicateurs

guide de lumiére

cristal de Nal(Tl)

blindage

source
radioactive

Fi1G. 1.4. Différents éléments composant une téte de détection de Gamma-caméra.

Le collimateur

On utilise un matériel absorbant pour la fabrication des collimateurs, habituel-
lement le plomb, dans lequel un ou plusieurs trous paralléles ou inclinés sont percés
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suivant un systéme d’axes déterminé. L’utilisation d’un collimateur permet de privilé-
gier une direction qui correspond a la projection de la distribution de la radioactivité
sur le cristal détecteur, la plus courante étant la perpendiculaire au cristal. Les pho-
tons v dont le parcours n’emprunte pas ces directions sont absorbés par le collimateur
avant d’atteindre le cristal. La cloison séparant deux trous voisins est appelée « sep-
tum ». L’épaisseur de plomb est calculée pour entrainer une atténuation d’au moins
95% de I'énergie des photons traversant les septas.

Le premier prototype de collimation pour la caméra d’Anger était de géométrie «
pinhole » (sténopé). Le collimateur « pinhole » est employé cliniquement pour I'ima-
gerie des petites surfaces comme la thyroide ot un agrandissement important peut
étre réalisé. Pour des organes de dimensions larges, le collimateur a trous paralléles est
plus souvent utilisé. D’autres géométries sont également disponibles pour des applica-
tions spécifiques , a titre d’exemple, les collimateurs convergents, divergents ou encore
en éventail « Fanbeam ». La figure 1.5 montre quelques exemples de géométries.

Intensité de la distribution I(r)

Ity /,,/’\ e
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Fi1G. 1.5. Différents types de collimation pour la Gamma caméra : (a) collimateur a trous
paralléles. (b) collimateur a trous convergents. (c) collimateur & trous divergents. (d) colli-
mateur pinhole (sténopé).

Le collimateur de la gamma caméra est 1’élément crucial qui détermine la sensibilité,
la résolution et la qualité de 1'image reconstruite. Cependant, les collimateurs clas-
siques a trous fins et paralléles utilisés avec les gamma caméras usuelles (CPHC :
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conventional parallel holes collimator) ont actuellement plusieurs limitations. Spécifi-
quement, leur sensibilité est extrémement faible : pour 10* photons émis par le patient
seulement un photon passera par un trou du collimateur et arrivera au cristal de la
cameéra.

Le systéme CACAO (Caméra A Collimation Assistée par Ordinateur) est une
gamma caméra avec une collimation a grand trous (figure 1.6). 1l a été introduit par
Christian Jeanguillaume [15] [16] pour améliorer la qualité des images des systémes
SPECT. Ce systéme est caractérisé par des trous avec une ouverture plus grande que
la résolution intrinséque du détecteur. Cela permet d’obtenir une sensibilité géomé-
trique bien meilleure par rapport aux autres systémes scintigraphiques. Une valeur
de l'ordre de 10? est tout a fait accessible, c’est-a-dire, pour 10* photons on détectera
100 photons avec le systéme CACAQO contre 1 seul pour les systémes classiques de
type Anger équipé d’'un collimateur a trous fins.

HEEEEEE
HEENEEER

Collimateur classique Collimateur CACAO

FiG. 1.6. Schéma illustrant la différence entre le collimateur classique et le collimateur

CACAO.

Le scintillateur

Le role du cristal scintillant est d’absorber les photons incidents et de convertir
I’énergie qu’ils déposent en scintillation lumineuse. Le cristal scintillant doit avoir
un pouvoir d’absorption élevé pour les photons; c’est pour cela qu’on choisit des
cristaux denses et ayant un numéro atomique élevé. On utilise souvent l'iodure de
sodium dopé au thallium Nal(Tl) qui a une densité suffisante (3,7 g/cm?) et un
numéro atomique assez élevé (iode, Z = 73) pour pouvoir absorber la majorité des
photons ayant une énergie comprise entre 70 keV et 200 keV en quelques millimétres,
soit la gamme d’énergie utilisée en routine clinique pour la tomographie d’émission
monophotonique. Le cristal scintillant transforme I'énergie déposée par les photons
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incidents en énergie lumineuse. Lorsqu’'un photon interagit dans le cristal de Nal
(T1) via un effet photoélectrique ou un effet Compton, il lui céde son énergie dans le
premier cas ou une partie de celle ci dans le second cas; le cristal & son tour émet des
photons lumineux (photons de scintillation) ayant une longueur d’onde d’environ 415
nm (lumiére bleu-verte dans le spectre visible) bien adaptée & un traitement par des
tubes photomultiplicateurs.

Le scintillateur NaI(T1) présente aussi un bon rendement lumineux : 13% de I’éner-
gie déposeée est réémise sous forme de photons de fluorescence d’énergie 3 eV (430 nm).
Il est transparent a sa propre lumiére de scintillation, ce qui n’engendre pas de pertes
de lumiére de scintillation liées & I'auto-absorption. Sa constante de temps de 230 ns
lui permet d’enregistrer plusieurs dizaines de milliers de coups par seconde autorisant
ainsi un taux de comptage élevé. Son principal inconvénient est son caractére hygro-
scopique (sensible & I'humidité) : il requiert donc une isolation hermétique. Afin de
protéger le cristal de la lumiére et de I’humidité et de minimiser la perte des photons
de scintillation, on enveloppe souvent le cristal avec une couche de réflecteur (Al,Os3,
MgO, époxy, ... ). Le choix de I'épaisseur du cristal est un compromis entre efficacité
de détection (plus le cristal est épais, plus la détection est efficace), et la résolution
spatiale qui se dégrade quand le cristal devient plus épais.

Les photomultiplicateurs

Un photomultiplicateur consiste en un tube transparent avec une couche photo-
émissive (appelé photocathode) et une série d’électrodes dénommées dynodes. Dans
une photocathode, les photons de scintillation libérent les électrons qui sont accélérés
par une différence de tension vers la premiére dynode rencontrée. L’énergie acquise
par les électrons est suffisante pour libérer des électrons additionnels lors du choc
avec la dynode; ces électrons sont accélérés vers la dynode suivante et le processus
est répété jusqu’a la derniére dynode. Ainsi, I'amplitude des impulsions dépend de la
tension appliquée au dynodes, de leur nombre et du nombre initial d’électrons libérés
par la photocathode. Une amplification d'un facteur 10'° est couramment utilisée,
elle permet de détecter des photons de faible énergie (60KeV).

L’électronique

[’impulsion électronique produite par les photomultiplicateurs doit étre assez puis-
sante pour permettre la transmission sur le cable coaxial des informations aux autres
cellules électroniques. Le dispositif électronique se compose des préamplificateurs, des
amplificateurs et analyseur d’amplitude. Le signal de sortie du PM sera donc amplifié
et ajusté. Une analyse numérique permet d’obtenir un spectre (nombre de photons
détectés en fonction de leur énergie) caractéristique du rayonnement détecté. Les im-
pulsions sélectionnées par l'analyseur d’amplitude sont dirigées sur une échelle de
comptage comportant un intégrateur du temps qui délivre alors un taux de comptage
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en impulsions par seconde (ips) ou en coups/seconde (cps). A partir du comptage
des photons détectés dans une fenétre d’énergie choisie, il est possible de visualiser la
répartition des sources émettrices de rayons 7.

1.4 Types d’acquisition

1.4.1 Le mode statique planaire

En mode statique, les informations temporelles relatives aux photons détectés ne
sont pas exploitées. On exploite uniquement les informations spatiales.

Pendant une acquisition en mode statique planaire, la Gamma-caméra reste im-
mobile et les projections acquises fournissent une information bidimensionnelle de la
distribution tridimensionnelle du radiotraceur dans l'organe. Cette information bi-
dimensionnelle permet essentiellement une étude qualitative du fonctionnement de
I'organe étudié, peu quantitative vu qu’on n’a pas d’informations sur la profondeur
des lieux d’émission. Pour en tenir compte, une correction de I'atténuation est néces-
saire.

Pour une acquisition statique planaire optimisée, il est important de choisir une
fenétre spectrométrique adaptée a I'énergie d’émission du photon et un collimateur
dont le champ de vue couvre 'organe étudié et ayant une sensibilité assez élevée. Le
temps d’attente aprés l'injection est aussi un élément important dans la mesure ou
il est parfois souhaitable d’attendre 1’élimination du radiotraceur de certains tissus
pour visualiser de facon plus spécifique les organes cibles.

1.4.2 Le mode tomographique

Contrairement a la scintigraphie planaire, la Tomographie d’Emission Monophoto-
nique est une technique ot la Gamma-caméra décrit une orbite circulaire ou elliptique
autour du patient et fournit des projections bidimensionnelles sous des incidences va-
riées. L.a mise en oeuvre de la TEMP fournit, par rapport a la scintigraphie planaire,
une amélioration de contraste entre les zones des différentes fonctions organiques,
une meilleure localisation spatiale, une détection améliorée des fonctions anormales
et surtout une amélioration de la quantification.

Dans le cas de la tomographie dite « transaxiale », les coupes reconstruites sont
perpendiculaires a la face de détection de la Gamma-caméra. La Gamma-caméra
fournit un ensemble d’images 2D, ou projections, consistant en de multiples profils,
chaque profil représentant une projection 1D de la radioactivité dans une seule coupe
du patient (figure 1.7a). Ainsi, I'objet 3D est divisé en de multiples sections 2D et
chaque section est représentée par un ensemble de profils 1D discrets. Chaque point du
profil représente la somme linéaire (en I’absence d’atténuation) des éléments d’activité
le long de la direction d’exploration du détecteur telle qu’elle est déterminée par le
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collimateur. Si un nombre important de données linéaires et angulaires sont acquises, il
est alors possible de reconstruire des images de coupes qui représentent la distribution
du radiopharmaceutique dans 1’organisme.

Typiquement, une acquisition tomographique comporte 128 projections, chacune
d’entre elles comprenant 128 x 128 pixels et acquise pour 64 (ou 128) valeurs d’angles
discrétes balayant un angle de 360° autour du patient. En utilisant des algorithmes
de reconstruction (les différents algorithmes disponibles seront présentés au chapitre
2), il est possible d’obtenir des images de section transaxiale, sagittale, et coronale
(figure 1.7b).

Supérieure(S)
S

coupe
postérieuraP) ||P A|| sagittale

gamma-caméra

coupe
transaxiale gauche (G)
P48 ZF G4
coupe &R A /
coronale antérieure (A)

V |nfer|eure 0]

03 section
O) transaxiale
droite (D)

(a) (b)

Fi1G. 1.7. Mode tomographique : (a) Profil obtenu a l'aide d’une gamma-caméra, (b) orien-
tations des coupes reconstruites.

1.4.3 Rangement des données : le sinogramme

Tous les éléments de projection d'une coupe de I'objet sont rangés dans une ma-
trice appelée sinogramme. Chaque ligne de la matrice représente la projection mono-
dimensionnelle de la coupe pour un certain angle ¢. L.a matrice a autant de lignes
que le nombre d’angles de mesure et autant de colonnes que le nombre d’échantillons
spatiaux (détecteurs) de mesure pour un angle ¢ donné.

Un point du sinogramme correspond a l'intensité mesurée dans ’angle ¢ et au
détecteur dans la position s (figure 1.8) . Si on néglige 'atténuation, 'intensité du
pixel (s, ) correspond a l'intégrale de la densité d’activité des photons de 511 keV
émis tout au long de la ligne de réponse qui correspond a cette incidence.
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Les détails de la modélisation mathématique de 1’acquisition du sinogramme en
TEMP seront exposés au chapitre 2; on y traitera un premier modéle simplifié en
négligant I'atténuation, puis le modéle réaliste en tenant compte de la présence d’at-
ténuation.

Fic. 1.8. Sinogramme : 180 prises d’angle et 128 détecteurs.

1.5 Les limites de I'imagerie TEMP

De nombreux facteurs affectent la précision qualitative et quantitative des images
obtenues en TEMP (Rosenthal et al. [41]) , parmi lesquels les facteurs physiologiques
relatifs au patient (émission et cinétique du radiotraceur, mouvement du patient),
les facteurs technologiques (performances du systéme de détection) et les facteurs
physiques (atténuation, diffusion, bruit de mesure).

1.5.1 Facteurs physiologiques

Un certain nombre de facteurs physiologiques contribue a réduire le nombre de
photons détectés pendant une acquisition et de fait limite la quantification des images :
il s’agit de facteurs associés aux caractéristiques du radiopharmaceutique (spécificité,
biocinétique, dose administrée) et de facteurs relatifs au patient.

Les radiotraceurs actuellement utilisés conduisent & une fixation plus ou moins
importante sur des organes non ciblés, créant ainsi une activité de fond et réduisant
le contraste dans les images.
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Les problémes des mouvements sont d’une part ceux liés aux mouvements invo-
lontaires du patient pendant la longue durée des acquisitions (en moyenne 30 min),
d’autre part ceux liés aux mouvements physiologiques tels que les battements car-
diaques et la respiration. Ces mouvements introduisent des flous cinétiques a 'origine
d’artefacts dans les images reconstruites. Par exemple, en TEMP cardiaque, le mou-
vement respiratoire peut diminuer les rapports de fixation mesurés entre la paroi
antérieure et la paroi latérale de 25% par rapport aux valeurs qui seraient mesurées
en I'absence de mouvement respiratoire (Cooper et al. [7]).

Le temps d’acquisition constitue aussi un paramétre important : il est souvent fixé
de facon & permettre d’acquérir suffisamment d’échantillons statistiques pour obtenir
des images de bonne qualité et en tenant compte de la tolérance du patient pendant
'examen. En effet, les mouvements, qu’ils soient de nature physiologique (battements
cardiaques, respiration, ...) ou fortuite (mouvements du patient pendant I’examen)
occasionnent un flou cinétique dans les images et peuvent créer des artefacts non
négligeables pouvant ensuite géner l'interprétation des images. Enfin, la taille du
patient affecte la fraction de photons atténués et la fraction de photons diffusés, ce
qui contribue a diminuer le nombre de photons réellement détectés.

1.5.2 Facteurs technologiques

Les facteurs technologiques sont liés directement a I’appareillage et a ses limites.
Parmi ces facteurs technologiques, que nous rappelons briévement ici, certains sont
corrigés en ligne durant 'acquisition par le processeur, mais d’autres, dont la résolu-
tion spatiale, ont des conséquences trés importantes sur les projections acquises et les
coupes reconstruites : ces conséquences sont présentées ci-apres, ainsi que 'effet de «
volume partiel » qui est lié a ces facteurs technologiques.

Réponse du collimateur

La variation de la fonction de dispersion ponctuelle en fonction de la distance
source / détecteur a des conséquences importantes en tomographie : par exemple,
une source ponctuelle décentrée va se projeter sur le détecteur avec une résolution
différente suivant la position angulaire de celui-ci. Le point se trouvant au centre va
se projeter avec la méme résolution spatiale dans toutes les directions de projection.
Qualitativement, la variation de la fonction de dispersion ponctuelle induit un flou
ainsi que des distorsions géométriques dans les images reconstruites.

Dans ce cas et afin de réduire les distorsions géométriques, il est conseillé de placer
I'objet ou I'organe auquel on s’intéresse le plus prés possible du centre de rotation du
tomographe.
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Effet de volume partiel

[’effet de volume partiel provient de la résolution spatiale du dispositif de détec-
tion. La fonction de réponse de la caméra, modélisée généralement par une gaussienne,
dégrade le signal de telle sorte que le signal détecté présente une plus faible ampli-
tude que le signal original. Cette dégradation fait qu’une partie de ’activité dans une
structure est détectée a l'extérieur de cette structure et qu'une partie de 'activité
extérieure a cette structure est détectée dans la structure. Ceci se traduit par une
sous-estimation de la radioactivité dans les petits volumes, d’autant plus grande que
les volumes deviennent petits. Cet effet est présent jusqu’a ce que la taille de 'ob-
jet soit approximativement le triple de la résolution spatiale de la caméra. Afin de
montrer la nature qualitative de cet effet, prenons I'exemple d’un objet unidimen-
sionnel rectangulaire de 2 cm de longueur et dégradons 'objet a 1’aide de fonctions
gaussiennes de largeur & mi-hauteur variables (figure 1.9). L’effet global des fonctions
gaussiennes est d’étaler 'objet. De fait, il y aura contamination des activités entre
régions voisines. Pour une structure de petite taille, la concentration de radiotraceur
qui lui est associée va étre noyée par la fixation alentour et la structure ne pourra pas
étre détectée. Les biais observés dépendent donc de la taille de la structure d’intérét,
du contraste entre I'activité dans la structure et I'activité dans les tissus environnants
et de 'algorithme de reconstruction.

Fi1G. 1.9. llustration de effet de volume partiel.

1.5.3 Facteurs physiques

Plusieurs facteurs physiques, liés aux interactions des photons dans 1’organisme
et dans le détecteur, perturbent le processus d’imagerie et dégradent la qualité de
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I'image reconstruite en termes de contraste et de résolution. Trois facteurs affectent
en fait la quantification de la radioactivité absolue, de facon plus ou moins importante
selon le radiotraceur utilisé et la morphologie du patient :

e l'atténuation des photons par les tissus traversés;

e la diffusion des photons dans le patient et le détecteur;

e le bruit de mesure résultant de la nature statistique de I’émission des photons
et le bruit affectant le signal détecté.

Le facteur physique le plus pénalisant est I’atténuation; pour cela, on exposera sa
description et ses conséquences dans la sous-section 1.5.4.

La diffusion

Tout au long de sa trajectoire dans la matiére, un photon peut subir une ou plu-
sieurs diffusions Compton ou Rayleigh. Les photons diffusés ayant changé de direction
conduisent a une information erronée sur leur position d’émission. Les photons diffu-
sés introduisent des erreurs de localisation de I'activité présente dans I’organisme. Par
exemple, en détectant des photons diffusés, on détecte de I'activité dans des régions
ou il n'y a pas de radiotraceur.

* La diffusion Rayleigh. Dans la diffusion Rayleigh, appelée aussi diffusion co-
hérente, le photon incident n’interagit pas avec un seul électron mais avec tous les
électrons de l'atome. L’énergie de choc du photon se trouve ainsi absorbée par la
totalité de 1'atome. Les électrons de ce dernier se mettent a osciller en phase avant
d’émettre un photon de méme énergie que le photon incident. Le photon initial inci-
dent se trouve donc finalement dévié de sa trajectoire tout en conservant son énergie
principale. La probabilité d'une diffusion Rayleigh est élevée pour les photons de
faible énergie et pour les matériaux de numéro atomique élevé. L’angle de diffusion
est d’autant plus faible que I’énergie du photon est élevée, d’ou I'importance de I'effet
Rayleigh pour les faibles énergies.

* L’effet photoélectrique. Un photon d’énergie F = hv est complétement absorbé
par un atome : le photon céde son énergie a un électron lié a I’atome, appelé photo-
électron, qui est éjecté avec une énergie cinétique E., = hv — Ej, ou FEj est I'énergie
de liaison de I'électron sur sa couche électronique d’origine (figure 1.10).

A la suite de l'effet photoélectrique, il se produit quasi instantanément un réarran-
gement du cortége électronique de I’atome, avec émission de rayons X caractéristiques
ou d’électrons Auger qui emportent I’énergie d’excitation.

[’effet photoélectrique concerne en priorité les électrons les plus liés, mais il ne
peut se produire avec les électrons d’une couche i que si hv > Ej;, ot £y ;, est I'énergie
de liaison de 1’électron sur la couche 1.

Les photoélectrons sont émis dans toutes les directions de I’espace, mais avec
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une direction préférentielle qui dépend de I’énergie hv du photon incident. Pour les
photons de basse énergie, la distribution est pratiquement symétrique par rapport a
6 = 90°, ou # est 'angle entre la direction du photon incident et celle de I'électron émis.
Lorsque hv croit, 6 tend vers zéro. La section efficace photoélectrique par atome oppoto
croit rapidement avec le numéro atomique Z et s’exprime est approximativement en :

ZS
F35°
D’aprés I’équation précédente, on peut noter que I'effet photoélectrique est favorisé

pour les milieux de numéro atomique élevé alors qu’il est une fonction décroissante
de I'énergie.

OPhoto —

. photo-électron

photon gamma
incident

‘3 - électron
Auger

1 - expulsion

d ’un électron ou

@ photon de
fluorescence

2 - comblement de
I ’orbitale

Fi1G. 1.10. L’effet photoélectrique.

* La diffusion Compton. Une diffusion Compton se produit lorsqu’un photon (X ou
Gamma) interagit avec un électron que 'on peut considérer comme libre et au repos :
cet électron est lié & un atome, mais avec une énergie négligeable devant 1’énergie du
photon (figure 1.11). Aprés la collision, le photon diffusé fait ’angle 6 avec la direction
du photon incident, I’électron reculant selon I’angle ¢ avec cette direction.

photon gamma photon gamma
incident e diffusé

électron de

(@) recul

FiGc. 1.11. La diffusion Compton.
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Les lois de conservation de I'énergie et de 'impulsion du systéme permettent de dé-
duire la relation entre I’énergie du photon diffusé et celle du photon incident. L’énergie
de liaison de I'électron est considérée comme négligeable puisque 'effet Compton ne
concerne pratiquement que les électrons appartenant aux couches périphériques de
I’atome. L’énergie du photon diffusé ht' est alors exprimée par :

’ hv

hy =
. 14+ (1 — cosb)

hv(MeV)
moc?
de I'électron et 6 'angle de diffusion du photon.
En 1929, Klein et Nishina ont formulé la relation exprimant la probabilité o,
(section efficace) par électron qu’un photon d’énergie huy soit diffusé avec un angle 6
par unité d’angle solide €2 :

[1 n a(ll— cos 9)} 2 {1 . 2032 6] {1 Ty cosofe()l[l_ f(;s(?i c0s 0)]

ou hv est I'énergie du photon incident, o = avec moc® I'énergie de masse

do, 9

aq ~ "o

ot 7o = 2,818 fm est le rayon standard de 1’électron.

La section efficace par électron est obtenue en faisant I'intégrale de I’équation pré-
cédente sur tous les angles. On utilise souvent I'expression de section efficace Compton
par atome : Gcompton = £ X 0e, proportionnelle & Z/E . L'effet Compton est donc peu
sensible au milieu.

Le bruit de mesure

Le bruit correspond & une fluctuation statistique se superposant au signal et pou-
vant provenir du détecteur (bruit d’émission, bruit de comptage) ou de la recons-
truction. [’émission des photons, la création des photoélectrons, la conversion en
électrons, sont des phénomeénes stochastiques, et suivent des lois de Poisson. La pré-
sence d'un bruit de nature poissonnienne introduit des erreurs et influence le rapport
signal-sur-bruit. Idéalement, il est nécessaire de prendre en compte ce bruit lors de
la reconstruction tomographique, et lors de 'interprétation des mesures effectuées a
partir des images.

1.5.4 L’atténuation
Description du phénoméne physique

Quand un faisceau de photons traverse la matiére, le nombre de photons subit
une décroissance exponentielle. Ce phénoméne est appelé atténuation. [.’atténuation
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est due a 'absorption de certains photons suite a ’absorption photoélectrique et a la
déflexion d’autres photons suite a des diffusions Compton a des angles suffisamment
grands empéchant leur détection. Si [y est le nombre de photons incidents et [ est le
nombre de photons transmis, la relation entre Iy et I est la suivante :

I = Iy X exp(—ax), (1.1)

ol a est le coefficient d’atténuation linéique représentant la probabilité d’interaction
d’un photon par unité de longueur et s’exprime en cm™! et x est le parcours traversé
par le photon. Le coefficient d’atténuation linéique a et la section efficace d’interaction
o sont liés par la relation suivante

N.
a= 'OXTA X 0, (1.2)

ol p représente la densité du milieu traversé (en g/cm?), N4 le nombre d’Avogadro (en
atome/mol), A la masse atomique du milieu (en g/mol) et o la section efficace totale
(en cm? /atome). La section efficace totale o s’exprime en fonction des sections efficaces
des différentes interactions responsables de I'atténuation, telles 'effet photoélectrique,
la diffusion Compton, la diffusion Rayleigh et la création de paires; elle s’exprime
comme la somme

OTotale = OPhoto 1 0 Compton + ORayleigh + OPpaires-

Conséquences de ’atténuation

L’atténuation est le facteur physique affectant le plus la quantification des images
TEMP. Ce phénoméne restreint le nombre de photons détectés dans les projections,
ce qui dégrade le rapport signal-sur-bruit. [’atténuation produit une sous-estimation
graduelle et progressive de la radioactivité du bord vers le centre de I'image, variant
d’un facteur 5 jusqu’a un facteur 50 selon la taille du corps du patient ; ’énergie des
photons émis par le radiotraceur, donc I'impact de I'atténuation, augmentent avec la
profondeur : plus le lieu d’émission des photons dans I'organisme est profond, plus
leur émission s’en trouvera atténuée (figure 1.12). Il en résulte d’importants biais
quantitatifs.
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F1G. 1.12. Variation de ’estimation de radioactivité sur la reconstruction d’une distribution
uniforme : le profil vertical a une forme concave.

[’atténuation est un phénomeéne non isotrope dans I'organisme et varie en fonction
de la direction a cause principalement du fait que 1'organisme est composé de tissus de
densité non uniforme et que I’épaisseur de tissu traversé par les photons est variable.
Si 'anisotropie de l'atténuation n’est pas compensée correctement, elle peut avoir
plusieurs conséquences sur les coupes reconstruites (voir Manglos et al. [30], 1987) :

e la résolution spatiale diminue dans les directions ou I’atténuation est la plus
faible et les petits volumes sont déformés dans ces mémes directions, ce qui
peut entrainer des erreurs dans la mesure de ces petits volumes; par exemple,
une source circulaire située au sein d’un objet elliptique sera déformée si 1’on
ne corrige pas de 'atténuation ;

e si le phénomeéne d’atténuation n’est pas pris en compte pendant la reconstruc-
tion tomographique, des événements sont mal positionnés et peuvent étre dé-
tectés dans des régions théoriquement non actives, ce qui diminue le contraste
des coupes reconstruites.

Il existe différentes méthodes pour corriger 'atténuation. On peut distinguer celles
qui supposent le coefficient d’atténuation uniforme dans tout le volume a reconstruire
et celles qui ne font pas cette hypothése et prennent en compte une « carte d’atténua-
tion ». Les corrections peuvent étre appliquées avant (en corrigeant les projections),
pendant ou apreés la reconstruction tomographique. Les méthodes de correction seront
présentées au chapitre 2.



Chapitre 2

Modélisation et reconstruction en
TEMP

2.1 Introduction

Ce chapitre présente la modélisation mathématique du probléme tomographique
tout d’abord simplifié (sans correction d’atténuation) en introduisant la transformée
de Radon ainsi que les différentes méthodes analytiques et algébriques de reconstruc-
tion d’images utilisés en TEMP. Ensuite, nous introduirons un modéle plus réaliste
qui tient compte de la présence de 'atténuation. Les méthodes de correction mises
en oeuvre pour corriger I’atténuation seront décrites par la suite.

2.2 Le modéle simplifié en TEMP

Lors d'un examen SPECT, la gamma-caméra effectue un mouvement de rotation
autour du patient pour acquérir sous différents angles les projections monomension-
nelles (1D) de la distribution bidimensionnelle (2D) d’activité dans I'organe a étudier.
Dans cette section, nous allons présenter les aspects physiques et mathématiques de
I'acquisition des projections monodimensionnelles dans le cas du modéle simplifié en
tomographie i.e. en négligeant le facteur d’atténuation physique des photons

2.2.1 Le modéle physique

Le modéele physique de la propagation des photons v a travers un milieu peut étre
formulé par I’équation du transport. En effet, considérons un faisceau de particules
se propageant dans un milieu Q (fluide ou solide) et supposons que la vitesse des
particules est constante et égale a v.

Soit ® = ®,(x) = ®(x,t) la densité des particules définie a partir de leur position
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spatiale z € R? a I'instant ¢ . Alors, I’équation de transport est donnée par 'équation
aux dérivées partielles de conservation des lois de comportement des particules :

0P (x,t)

Y +v-V& = —|v|a(x)® + q(z, 1), (2.1)

ou ¢(x,t) est le terme source, et a(z,t) est la probabilité de I’absorption des particules
au point (z,t) qui modélise les facteurs de diffusion et d’atténuation des photons émis
dans le milieu 2. ¢

Soient v = |v|f, f = ol et L = {z € R? /v = x5 + 56}, alors les particules
v

caractérisées par leur position spatiale x se propageant le long de la ligne L ( ligne
entre zy et = et de direction 64).

0d(x,t
Pour le cas ou ® est stationnaire, % =0 et v = const > 0, I’équation (2.1)
s’écrit :
0P
agx) = —a(x)®+ f(z), zelL. (2.2)

A partir de cette équation, nous pouvons déduire la modélisation de plusieurs tech-
niques de tomographie médicale (CT scanner, TEP, TEMP).

Le systéme TEMP est aussi basé sur le modeéle de l'équation (2.2). En effet,
le traceur injecté dans le corps émet des photons vers l'extérieur de l'organe. On
suppose donc que chaque voxel (élément de volume) émet des particules, que f(z)ds
représente le nombre des particules émises dans ce volume radioactif et que ® = I,
ol I est 'intensité recueillie en un élément détecteur au point s de la gamma-caméra
dans la direction 6. Alors, I'équation (2.2) définie sur la ligne rectiligne L devient
I’équation différentielle linéaire suivante :

= f(z), xe€lL. (2.3)

En supposant une collimation parfaite (trous du collimateur infiniment fins et
profonds) et en négligeant I'atténuation et ’auto-absorption subie par les photons
émis (a = 0), la solution de I’équation différentielle (2.3) s’écrit :

I(L) = . )f(a:)da:, (2.4)

ou L(z) est le segment inclus dans L dont la longueur représente la distance entre le
point z et le détecteur.
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2.2.2 La transformée de Radon

Nous définissons dans ce paragraphe le cadre mathématique rigoureux de I'acqui-
sition des données en TEMP (simplifié¢). Pour cela, nous introduisons la transformée
de Radon comme étant la solution de I’équation (2.3) donnée par (2.4).

Considérons une coupe d’un organe dans laquelle une zone active est détectée.
Soit f(x,y) la fonction qui représente la concentration d’activité en un point (z,y) de
cette zone. Lorsque la gamma-caméra tourne autour de l'organe, elle acquiert pour
chaque direction 6 de détection une projection 1D de la coupe 2D.

En effet, en premiére approximation, le nombre de photons comptés en un point s
de la caméra est égal a la somme des photons émis le long de la droite passant par ce
point et de direction 6+ et est directement proportionnel a I'intégrale de la fonction
f le long de cette droite (voir figures 2.1(a) et 2.1(b)). La projection paralléle de f
dans la direction 6+ est alors vue comme I’ensemble des intégrales de la fonction f
le long de la famille de droites L(s,0) := {{(z,y),0) = s} paralléles de I'espace R?,
de direction 61 et se situant a la distance s de Porigine (centre de la zone explorée).
Ces projections paralléles de f régissent les intensités mesurées par la caméra notées
g(0, s) et modélisées par la transformée de Radon (0, s) — Ry[f](s) défini donc par :

Rlfio) = [ fa)dhate.s) = 9(6.5), (25)
<($7y)76>:5
Ici dAg g représente la restriction de la mesure de Lebesgue dans R? sur la ligne L(s, 0),
avec _
cos i —sing
pr— p— S0 < .
0 (singo)’ 0 < oS & ) avec 0 < ¢ < ¢Ymax
s s

N

aL
Camera L

(a) Detécteur (b) Systéme d’acquisition

Fic. 2.1. Scanner

Considérons le repére cartésien (O, x,y) fixe lié a la distribution d’activité f(x,y)
et le repére tournant (O, s, u) associé a la gamma-caméra en rotation a l'incidence 6
(figure 2.2).
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Fi1G. 2.2. Repére tournant

La valeur g(s,0) est obtenue en intégrant la fonction f(z,y) le long de la ligne
L(0,0) = {(z,y) € R* /{(x,y),0) = 0 passant par l'origine O du repére (z,y) et de
direction 6+. Les points appartenants a cette ligne vérifient :

xcosp +ysinp = 0. (2.6)

Donc l'intégration de la fonction f(x,y) le long de la ligne L(0,0) s’exprime en utili-
sant la mesure de Dirac 0 de la fagon suivante :

g(0,0) = /_OO /_00 f(z,y)0(x cos ¢ + ysin @)dzdy. (2.7)

De méme, la ligne L(s,0) = {(z,y) € R? /{(z,y),0) = s} se situant a la distance s
de I'origine du repére (z,y) et de direction 6+ satisfait la relation suivante :

(x — scosp) cosp + (y — sing) sinp = 0, (2.8)

1.€.

xcosp+ysing —s =0, (2.9)
puisque cette ligne est obtenu en appliquant la translation de vecteur (s cos g, ssiny)
dans le repére (O, x,y) a la ligne L(0,0). L’équation (2.7) s’écrit :

g(0,s) = /_OO /_OO f(z,y)0(x cosp + ysing — s)dzdy = Ry[f](s). (2.10)

Puisque la mesure § qui figure dans I’équation (2.10) est invariante par symétrie, on
a:
9(878) :g(ﬂ-+07 _S)‘ (211)
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Cette relation a une importance pour le choix des limites des paramétres 6 et s
qui interviendront dans I'implémentation numérique des méthodes de reconstruction.
On remarque d’apres cette derniére formulation de 'opérateur Ry de la transformée
de Radon s’exprime a l'aide d’intégrale double dans le repére (O, z,y). Puisque la
transformée de Radon est & la base une intégrale linéique, nous cherchons dans la
suite a 'exprimer a 'aide d’une intégrale simple.

Les coordonnées dans les deux repéres (O, z,y) et (O, u,s) sont reliées par les
relations suivantes :

{ s:xco§g0+y81n<p @{ x:scloscp—usmcp' (2.12)
U= —TSINPY + YyCoSy Y = S$SIN @ + U COS Y

En effectuant le changement de variables défini par (2.12) dans I'équation (2.10), on
obtient

g(0,s) = /00 /00 f(scosp —usin g, ssinp + ucos v)d(0)dsdu = Ry[f](s), (2.13)

or la mesure § dans I'équation (2.10) porte sur la variable s, alors [*°_6(0)ds = 1. Ce
qui nous rameéne & exprimer 1’équation (2.13) de la fagon suivante :

g(0,s) = /OO f(scosp —usinp, ssiny + ucos)du = Ry[f](s). (2.14)

Cette équation représente une seconde formulation de la transformée de Radon définie
par I’équation (2.5). Elle servira dans la suite a élaborer les formules d’inversion
analytiques de la transformée de Radon qui serviront a mettre en oeuvre des méthodes
numériques de reconstruction d’images en TEMP.

2.3 Meéthodes analytiques de reconstruction

Les méthodes analytiques consistent a inverser analytiquement la transformée de
Radon. Cela suppose que les données sont continues et que la valeur d’une projection
est connue en chaque point du sinogramme. L’algorithme de reconstruction le plus
répandu dans le domaine de I'imagerie est la rétroprojection filtrée (en anglais FBP
pour Filtered Back Projection) ainsi que le théoréme de la coupe centrale de Fourier.
Leurs principaux avantages sont la rapidité et le faible nombre de paramétres qu’elles
impliquent.

2.3.1 Le théoréme de la coupe centrale

L’inversion de la transformée de Radon peut étre réalisée de plusieurs maniéres.
Dans cette sous-section, nous utiliseront un algorithme standard basé sur le théoréme
de la coupe centrale de Fourier pour inverser la transformée de Radon.
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Nous avons vu qu'une projection g(s, ) de l'activité f(x,y) pouvait mathémati-
quement s’écrire sous la forme :

g(0,s) = / f(scosp — usinp, ssin g + u cos p)du. (2.15)

Calculons la transformée de Fourier monodimensionnelle Gy(€) de cette projection
par rapport a la variable s :

Go(&) = / / f(scosp —usinp, ssiny + ucos @) exp(—2inls)dsdu  (2.16)

en utilisant le changement de variable défini par (2.12) dans I’équation (2.16), on
obtient :

Gole) = [ | (v espl-2ine(wcos -+ ysine))dady

- /_oo /_OO f(z,y) exp(—2in{(£ cos )z + ({sinp)y})dzdy.  (2.17)

D’autre part, la transformée de Fourier bidimensionnelle F'(k,, k) de 'activité f(z,y)
est :

F(ky, ky) = /OO /OO f(z,y) exp(—2im(k,x + kyy)dzdy. (2.18)

Introduisant les fréquences polaires suivantes

k cos ¢
( /: ) :§< sin ¢ ) (2.19)
Yy
pour I'utiliser dans les équations (2.17) et (2.18) nous conduit a la relation suivante :

Gol©) = [ [ stwv)espl-2inlhur + b))y

= F(&cosp,Esinp). (2.20)

Nous venons de démontrer le théoréme de la coupe centrale qui s’énonce ainsi : la
transformée de Fourier monodimensionnelle d'une projection g(s, #) correspond a une
coupe qui passe par l'origine et fait un angle ¢ avec I’axe des abscisses de la transfor-
mée bidimentionnelle de Fourier F'(k,, k,) de I'activité f(z,y).

Cette méthode permet théoriquement de reconstruire la coupe tomographique a la
'aide de la transformée de Fourier inverse de F'(k,, k,), mais souffre toutefois de gros
défauts : le nombre de projections est limité et le remplissage du plan fréquentiel n’est
pas parfait surtout pour les hautes fréquences; le calcul des transformées de Fourier
ainsi que le calcul des interpolations en font une méthode longue et introduisent du
bruit dans I'image reconstruite. Une autre méthode plus rapide et plus exacte doit
donc étre utilisée.
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2.3.2 La rétroprojection filtrée

Une autre méthode souvent utilisée pour I'inversion de la transformée de Radon
est appelée la méthode de Rétroprojection filtrée (Filtered Back-Projection en an-
glais). Nous avons vu d’aprés le théoréme de la coupe centrale que la récupération de
lactivité f(z,y) était possible en appliquant la transformée inverse 2D de Fourier a
F(ky, k,) donnée par I’équation (2.20). Cette procédure d’'inversion s’écrit :

flz,y) = /_OO /_OO F(ky, ky) exp(2im(kex + kyy))dk,dE,. (2.21)

D’aprés le théoréme de la coupe centrale (équation (2.20)), on peut remplacer F'(k,, ky)
par la transformée de Fourier des projections Gy(§) dans I’équation (2.21) :

flz,y) = /_OO /_OO Go(&) exp(2im(kyx + kyy))dk,dk,. (2.22)

En reprenant § = |/k2 + kZ et s = x cos p+ysin ¢ , nous pouvons faire le changement
de variable consistant a passer en coordonnées polaires (£, ). Les bornes d’intégration
de la variable ¢ deviennent 0 et 7. Du fait de la symétrie par rapport a 1’origine, le
point (£, ¢) a la méme valeur que le point (—¢, ¢ +7) : on peut donc utiliser la valeur
absolue de ¢ pour parcourir le plan fréquentiel et faire varier ¢ de 0 & 7. L’équation
(2.22) devient, :

sy [e.e]
tan = ([ Goolelexntinesic) dy (2.23)
0 —0o0

L’intégrale interne représente la transformée de Fourier inverse de la transformée de
Fourier G¢(§) de la projection ¢(6,s) multipliée par la valeur absolue de £. Cette
intégrale est une projection filtrée (6, s) :

§(0,5) = / " GolE)[€] expl2ins)de. (2.24)

—0o0

Il est donc possible de reconstruire f(z,y) par :

flay) = / "0, 5)dy (2.25)

qui n’est autre que la rétroprojection des projections filtrées. Les projections sont
filtrées a 'aide du filtre rampe, noté |£| dans ’équation (2.24). Le filtre rampe met
a zéro la composante constante, ce qui a pour conséquence d’introduire des valeurs
négatives, et amplifie les fréquences élevées. En pratique, le filtre rampe introduit de
part et d’autre de 'objet filtré des valeurs négatives qui effacent progressivement les
artefacts en étoile laissés par I’étape de projection.
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Finalement, les étapes de 'algorithme de rétroprojection filtrée sont les suivantes :

e pour chaque incidence 6, on calcule la transformée de Fourier Gy(€) de la pro-
jection g(6, s);

e on multiplie cette transformée de Fourier par le filtre rampe ;

e on calcule la transformée de Fourier inverse de chaque projection filtrée;

e on rétroprojette les projections filtrées.

Filtres utilisés avec la rétroprojection filtrée

En pratique, le filtrage rampe introduit de part et d’autre de l'objet filtré des
valeurs négatives. Le role de ces valeurs négatives est d’effacer progressivement 1’éta-
lement des données laissées par les autres projections lors de I'opération de rétropro-
jection. D’un autre coté, la convolution des projections avec le filtre rampe a pour
conséquence d’amplifier de maniére trés importante les hautes fréquences, correspon-
dant principalement au bruit. Afin de réduire ce bruit, on utilise les filtres lissants
(ou passe-bas).

Les filtres lissants utilisés sont souvent des filtres passe-bas dont le role est d’éli-
miner les hautes fréquences dominées par le bruit. Le filtrage peut étre effectué de
fagons différentes :

e le filtre rampe || est multiplié par un filtre 1D, ou fenétre d’apodisation H(§),
qui détermine la portion du filtre rampe utilisée lors du lissage : le filtre ainsi
obtenu se comporte comme le filtre rampe aux basses fréquences et supprime
les hautes fréquences. C’est la méthode la plus courante et la plus rapide car
le lissage n’est réalisé que suivant une seule dimension, celle de la projection
monodimensionnelle qu’on rétroprojette ;

e l'image est filtrée préalablement a ’aide d’un filtre 2D puis reconstruite par un
filtre rampe, ou, ce qui est souvent équivalent, I'image est d’abord reconstruite
par un filtre rampe, puis les coupes sont filtrées par un filtre 2D.

Les filtres les plus fréquemment utilisés sont le filtre de Hann et le filtre de But-
terworth, mais d’autres filtres sont parfois employés, tels que le filtre de Hamming ou
le filtre Shepp-Logan.

Le filtre de Hann (Gilland B et al. [9]) correspond & une fonction cosinus dans
I’espace fréquentiel et sa formule est donnée par :

H(&)Hann = 0-5 (1 + cos (ﬂé)) si €] < & (2.26)

C

H(&)Hann =0 si €] > &

Le paramétre &. est appelé fréquence de coupure du filtre : plus elle est basse et plus
le filtre est lissant, ce qui se traduit par une forte atténuation du bruit mais aussi par
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une perte des détails a haute fréquence, donc de résolution, et parfois une modification
des moyennes fréquences. Ce filtre permet des calculs extrémement rapides.

Un autre filtre fréequemment utilisé est celui de Butterworth (Gilland B et al.
[9]), il dépend de deux paramétres, la fréquence de coupure &. et I'ordre du filtre n
qui détermine la rapidité de décroissance dans les hautes fréquences. Sa formule est
donnée par :

! i el < &,

T

H(g)Butterworth =0 si €] > &e.

H(g)Butterworth -

S’il est correctement paramétré, le filtre de Butterworth préserve aussi les moyennes
fréquences et donc la résolution. Plus l'ordre n est faible, plus le lissage est fort et
moins on préserve les hautes fréquences.

2.3.3 Implémentation numérique de la rétroprojection filtrée

Nous avons vu dans la sous-section précédente une méthode qui permet d’inverser
théoriquement et dans le cas continu la transformée de Radon. Dans cette partie, nous
présentons une méthode d’implémentation numérique de la rétroprojection filtrée en
discrétisant la formule (2.25) avec un certain choix des paramétres d’échantillonnage.

Echantillonnage

Nous utilisons un échantillonnage a pas constant pour toutes les variables dans
la plupart des schémas numériques, cet échantillonnage se déclare de la maniére sui-
vante :

T =Ty = Tmin + mAx m=0,1,..., M —1
S = 8, = Smin + TrAs r=0,1,...,R—1
©=0p=OmintpAp p=0,1 P

De plus, nous supposons que les images sont carrées et centrées :

Ar = Ay (2.28)
M = N (2.29)
M-—-1
LTmin = “LTmaz = _%A‘T (230)
M—-1
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On signale qu’en général ce choix n’assure pas une stabilité numérique optimale, mais
par contre implique une facilité dans I'implémentation numérique (voir 28| pour plus
d’informations sur un échantillonnage a pas non constant).

La relation (2.11) nous permet d’avoir un choix flexible sur les limites des domaines
de discrétisation des paramétres. En effet, il est possible de choisir s > 0 et couvrir
toutes les lignes d’intégrations L(s, #) nous ameéne a prendre 0 < ¢ < 27. De méme il
est possible d’avoir des valeurs négatives de s. Dans ce cas on prend 0 < ¢ < 7 avec
©Omin = 0 et Ap = 5. Nous adopterons ce dernier choix pour la suite.

Lors de I'implémentation numérique d’un algorithme de transformation de Radon
(ou Radon inverse), plusieurs facteurs doivent étre pris en compte pour assurer une
performance raisonnable. Premiérement, 1’échantillonnage des paramétres doit étre
adéquat, cela se manifeste par les limites des intervalles & discrétiser. Deuxiémement,
on suppose que l'activité f(z,y) que I'on cherche a reconstituer est une fonction
a support compact, plus précisément nulle si /22 + y? > |S;42]- Cette hypothése
implique que g(s,6) = 0si |s| > |Spaz|- Si cette derniére condition n’est pas satisfaite,
des problémes numériques apparaitront, puisque 1’algorithme numérique ne disposera
pas de toutes les valeurs non nulles nécessaires a la reconstruction.

En supposant que f(x,y) est a support compact, le point (z,y) = (0,0) doit étre
tel que [Sq2| SOt minimisé. Dans ce cas, les points s, sont distribués symétriquement
autour de s = 0 et R est pair, alors on a la relation suivante :

(M —1)

Smin = T Smaz = _TAS (232)

En plus, on prend :

Az = As. (2.33)

Par suite, il nous reste peu de paramétres a choisir, notamment le pas de discrétisation
spatial Az, la taille des images carrées M et le nombre de projections P.

implémentation numérique

La rétroprojection filtrée est le schéma d’inversion le plus facile & implémenter.
Chaque algorithme basé sur cette méthode contient deux étapes; une étape de filtrage
et une deuxiéme étape d’intégration (rétroprojection). Nous décrivons dans cette sous-
section l'algorithme numérique de la méthode présente en introduisant les versions
discrétisées de la transformée de Fourier et de son inverse.

Soit g(t) une fonction réelle continue et discrétisée uniformément, i.e. gs(n) =
g(nAt); en plus, on suppose que g posséde seulement N valeurs non-nulles. Dans ce
cas, la transformée de Fourier est approximée par la transformée de Fourier discréte
suivante :

N-1

G(f) = /OO g(t) exp(—=2im ft)dt = At ng(n) exp(—2immn/N) = G4(m). (2.34)

o0 n=0
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Donc G¢(m) est 'approximation du spectre continu
m
G.(m) =~ G (—) . 2.35
o(m) NAt (2.35)

Le spectre discret dans I’équation (2.34) est calculé comme la TED de n — g5(n). De
méme, on définit la transformée inverse de Fourier discréte par :

/ G(f) exp(2im ft)df NAt Z Gs(m) exp(2immn/N) (2.36)
L’étape de filtrage des projections g(f, s) est donnée par I’équation (2.24) :

§(0.5) = / G (€)|€] exp(2ime s) e

—0o0
ou Gy(§) représente la transformée de Fourier des projections g(0,s). L'implémen-
tation de I’équation (2.24) consiste a calculer tout d’abord la TFD des projections
g(0, s), les multiplier par le filtre rampe || et puis & calculer les projections filtrées
g(0,s) par la ITFD de I’ensemble.
L’opérateur de rétroprojection était donné par I'équation (2.25) :

fley) = / "6, 5)dy

= /f](gp,xcosgo—l—ysingo)dgo (2.37)
0

[’étape de filtrage étant réalisée, nous abordons maintenant 1'implémentation de
I'opérateur intégral de rétroprojection figurant dans I’équation (2.37). En utilisant
I’échantillonnage de paramétres défini dans la partie 2.3.3, une méthode courante de
discrétisation consiste a écrire (2.37) de maniére approchée :

P—1
F (@ yn) = D@ >~ §(pp, Tm €08 0y + Y sin y), (2.38)
p=0
ol on effectue une interpolation monodimensionnelle dans la direction de la variable
s. Pour cela, il est souvent commode d’utiliser une interpolation linéaire ou une ap-
proximation au sens des moindres carrés. Dans ces cas, les versions discretisées de
I'équation (2.37) sont :
* Approrimation au sens des moindres carrées.
P—
~ A * y * . R
f(xn”wyn) ""A('p g(p> [T ])7 ouT (paman) -

—_

T COS ©p + Y SIN Y — Spin

As

(2.39)
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* Interpolation linéaire.

P—-1
f(xmay’n) ~ A@Z(l—w)ﬁ(p,rl)—i-wg(p,rl—i-l)
p=0

Ty COS P + Yy, SIN Q) — Spin
As
ro= r(p;m,n) etw=r"—r. (2.40)

ou r*(p;m,n) =

On pourra utiliser un ordre élevé d’interpolation pour améliorer la qualité des images
reconstruites, mais cela peut augmenter de maniére significative le cotit et le temps
de calcul.

2.3.4 Exemples de reconstruction numériques

Nous présentons dans cette partie deux exemples numériques de reconstruction
d’images en TEMP. Ces simulations ont été réalisées avec la méthode de rétroprojec-
tion filtrée décrite dans les parties précédentes et réalisée au sens des moindres carrés
comme l'indique I'équation (2.39). Afin de réduire le bruit dans les images recons-
truites, le filtre rampe £ été multiplié dans I'étape de filtrage par la fenétre d’apodi-
sation H ()yy,yp définie par (2.26) avec une fréquence de coupure & = 1/2Az.

Le but du premier exemple est de reconstruire le fantome f! montré dans la
figure 2.3 et de voir comment évolue la qualité de I'image reconstruite en fonction du
nombre P d’angles utilisés pour le calcul de la transformation de Radon. Le fantéme
f! représente I'image d'une combinaison linéaire des fonctions caractéristiques de cinqg

. \- . )
disques de centres (z;,y;) et d’intensités v; :

floy) = vid(x — x5,y —yj). (2.41)

Afin de satisfaire les conditions d’échantillonnage (voir 2.3.3), le fantome f! et les
images reconstruites ont été discrétisés symétriquement autour de (0, 0) sur une grille
carrée C' = {(z,y) € R? / (z,y) € [-1,1] x [-1,1]} de taille 256 x 256 avec un pas de
discrétisation régulier Az = Ay = 2/256. De méme, nous avons pris As = Az pour
le calcul de la transformation de Radon et de I'inversion par rétroprojection filtrée.
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Fic. 2.3. Fantome f'.
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Fi1G. 2.4. Rétroprojection filtrée du sino-
gramme avec 5 prises d’angles (P =5).

La figure 2.4 montre I'image reconstruite a partir du sinogramme provenant d’une
prise de 5 angles (P = 5), elle montre bien comment la rétroprojection du sinogramme
se fait suivant les 5 angles. On voit dans la figure 2.5 le résultat de reconstruction
effectué avec P = 10 prises d’angles, la forme des disques commence a apparaitre,
mais on remarque que les artefacts en étoile persistent a 'extérieur des disques. En
augmentant le nombre d’angles utilisé jusqu'a P = 20, les artefacts commencent a
diminuer significativement comme le montre la figure 2.6.
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F1G. 2.5. Rétroprojection filtrée du sino-
gramme avec 10 prises d’angles (P = 10).
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Fic. 2.6. Rétroprojection filtrée du sino-
gramme avec 20 prises d’angles (P = 20).
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nous avons vu dans l'exemple précédent que la reconstruction par rétroprojec-
tion filtrée dépend essentiellement du nombre P d’angles utilisés dans le calcul du
sinogramme, mais qu’elle donne un bon résultat méme avec un nombre d’angles rela-
tivement petit (P = 20) lorsqu’il s’agit d’une reconstruction d’un fantome possédant
une structure géométrique simple.

Dans l'exemple suivant, nous avons effectué la reconstruction du fantome de
Shepp-Logan (figure 2.8) qui contient en méme temps des zones étendues et des ré-
gions a géométrie fine et discontinue. Cet exemple nous permettra de tester la capacité
de la méthode de rétroprojection filtrée a la reconstruction d’images a structures géo-
métriques complexes. L’échantillonnage des paramétres dans cet exemple est le méme
que celui utilisé dans le premier exemple et le sinogramme (figure 2.7) a été calculé
par la transformation de Radon avec une prise de 120 angles espacés réguliérement
dans l'intervalle [0, 7[.

L’image présentée dans la figure 2.9 est le résultat de reconstruction du fantome
de Shepp-Logan par la méthode de rétroprojection filtrée ; elle montre la capacité de
la méthode a reconstruire des images de bonne qualité. Les détails fins sont reproduits
et la présence du bruit dans l'image reconstruite est raisonnable.

Fic. 2.7. Sinogramme du fantéme de Shepp-Logan (P = 120 angles).
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FiGc. 2.9. Reconstruction du fan-
tome de Shepp-Logan par rétropro-
jection filtrée.

FiG. 2.8. Fantéme de Shepp-Logan.

La reconstruction des coupes tomographiques par rétroprojection filtrée reste la
méthode la plus utilisée dans plusieurs applications pratiques. Elle a pour principal
avantage sa rapidité. L’utilisation conjointe de filtres lissant ou contrastant permet
d’avoir une bonne qualité d’image. Toutefois, la méthode ne permet pas I’élimination
compléte d’artefacts de reconstruction qui peuvent parfois étre génants et ne prend
pas en compte des facteurs physiques comme la diffusion des photons et ’atténuation
de l'organe étudié.

2.4 Meéthodes algébriques de reconstruction

[’application des méthodes analytiques de reconstruction suppose que les données
acquises sont continues. En pratique, ces derniéres sont échantillonnées et numérisées.
Il existe une deuxiéme famille de méthodes de reconstruction tomographique, mieux
adaptées a des données discrétes : ce sont les méthodes algébriques.

L’approche algébrique implique une discrétisation de I’ensemble du probléme anté-
rieur a la conception des méthodes de résolution, a I'inverse des méthodes analytiques
dont les formules de reconstruction sont issues d'un raisonnement sur une distribu-
tion et des projections continues et sont discrétisées ensuite. Compte tenu du fait que
la distribution sera forcément reconstruite de maniére discréte, mais aussi de ce que
les projections sont discrétes (images composées de pixels) et séparées par des pas
d’angle discrets, raisonner sur ces données discrétes parait adapté a la situation phy-
sique concréte méme si d’autres considérations basées sur la modélisation du probléme
justifient ce choix.
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2.4.1 Formulation algébrique du probléme

La transformation de Radon est une transformation linéaire en f(x,y). Les ver-
sions discrétes de cette transformée le sont aussi. Pour aboutir 4 une formulation
algébrique du probléme de reconstruction, nous allons exprimer ’expression intégrale
de la transformée de Radon selon la représentation matricielle suivante :

9(0,5) = Rof(x,y) (2.42)
l |
b = A-x

Dans la suite, les projections sont données par leurs valeurs discrétisées g(6,,s,) =
g(p,r) et de méme l'image f(z,,,y,) = f(m,n) utilisée pour la reconstruction. La
matrice g(p,r) est réordonnée en le vecteur b, tel que :

bj = brpip = g(p, 7). (2.43)
La méme technique est appliquée a I'image f(m,n) pour la réordonner en le vecteur
T
Ti = Tparem = f(m,n). (2.44)
L’image continue f(x,y) s’exprime sous la forme d’une combinaison linéaire de fonc-
tions de base ®(.) :

z y) = Z Z f(mv n)q)(x —Tm, Y — yn) (2'45)

avec
1l z=x,ety=y
CI)(.I — Ty Y — yn) = { 0 ;Y;IIOH’ "

dans ce cas, la transformée de Radon de f(z,y) s’écrit :

g(p,r) = /_ /_ (Z D fmn)®(x =z, y — yn)) d(s, — x cos ), — ysin p,)dzdy
= Z Z f(m, n)/_(:/_oo@(a: — Ty, Y — Yn)O(S, — 2 COS p, — ysin g, )drdy (2.47)

Par suite, les éléments de la matrice A du systéme donné par 1’équation (2.42) sont
donnés par :

(2.46)

Aij = QrP4pnM+m

= / / Q(r — T, Y — Yn)0(s, —  COS p, — ysin g, )drdy

= / / (2, 9)0((Sr — Ty, COS Py — Yp SiN,,) — T COS @, — Y sin @, )dzdy

= Ry, [P](sr — Zm cOS pp — Y sin@p) (2.48)
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On remarque que I’élément a; ; de la matrice A est I’évaluation de la transformée de
Radon de la fonction ®(.) au point s ajusté suivant la position du pixel (m,n).

Finalement, I’équation (2.42) s’exprime sous la forme matricielle b = A - x, ou
le vecteur b est de taille I = MP, le vecteur x de taille J = M? et la matrice de
projection A de taille I x J = MP x M?.

2.4.2 Calcul de la matrice de projection

La matrice A du systéme linéaire défini par I’équation (2.42) peut étre estimée
de différentes maniéres. 'une des méthodes les plus utilisées pour I’estimation de la
matrice de projection A est basée sur 'approximation par la méthode des moindres
carrés. D’autres méthodes basées sur le principe d’interpolation sont aussi mises en
oeuvre grace a leurs simplicité d’implémentation, mais demandent en revanche un
cott plus élevé pour le calcul.

Autour de chaque pixel (z,,,y,) est placé un carré A de dimension Az x Az, si
la ligne L de parametres (6, s,) passe par A, alors a;; = 1, sinon q;; = 0. D’apres
la figure 2.10 et en posant s’ = s, — x,,, €OS g, — Yy, Sin @, il est facile de trouver les
conditions suivantes :

A A
< |s" cos g,| < 796 et |s'sin,| < Tx) = QrpipnM+m = AT (2.49)

Souvent en pratique, quand la ligne L vérifie la condition (2.49), on peut donner aux
¢léments a; ; la valeur 1.

L(0p, sr)

Yn Ax

Tm

F1G. 2.10. La ligne L correspondante a (6, s,) passe par le carré A centré au pizel (2, yn).
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2.4.3 Dualité entre ’aspect algébrique et analytique

Le formalisme algébrique de la transformée de Radon défini au paragraphe pré-
cédent implique que les opérations matricielles utilisées possédent des équivalents
analytiques. L’opération définie par opérateur transposé AT de la matrice A s’écrit :

T=A"b (2.50)

Elle s’identifie a I'opération de rétroprojection du sinogramme discrétisé dans 'es-
pace des images. Cette opération algébrique n’est pas reconnue dans la littérature,
mais découle naturellement du formalisme algébrique du probléme. En reformulant
'équation (2.42) de la facon suivante :

AT = (AT A)x (2.51)
la solution est donnée formellement par :
= (ATA)TATh (2.52)

et s'interpréte en termes de méthode d’inversion analytique. En effet, la matrice AT
représente l'opération de rétroprojection (voir I'équation (2.25)) et (AT A)~! repreé-
sente 'opération de filtration (voir 'équation (2.24)). Dans ce cas, 'écriture de la
méthode de rétroprojection filtrée peut se déduire de 1'équation (2.52), puisque :

r = (ATA)tATD
= (ATA)TAT(AAT)(AAT) D
(AT A1 (AT A) AT (AAT) M
AT(AAT) M, (2.53)

ot (AAT)71b représente le sinogramme filtré par le filtre rampe et A” I'opération de
rétroprojection des projections filtrées.

2.4.4 Reésolution itérative du probléme algébrique

Le systéme (2.42) est dit consistant s’il admet une unique solution. Cette condition
peut étre envisagée d'un point de vue mathématique si A est une matrice carrée de
déterminant non nul, ou d’'un point de vue physique puisque tout systéme d’équation
décrivant des processus physiques doit posséder au moins une solution, a savoir la
solution physique. Dés lors, il devrait suffire d’avoir un nombre suffisant d’équations
pour éliminer toutes les autres envisageables ; méme la surdétermination du systéme
ne devrait pas entraver I'obtention de la solution unique.

Il n’en est malheureusement pas ainsi, d'une part parce qu’'une composante aléa-
toire existe dans les mesures sous la forme d'un bruit non négligeable, notamment en
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médecine nucléaire, et d’autre part parce que la modélisation du systéme qui appa-
rait dans la matrice A ne peut jamais atteindre un degré de précision garantissant
I'exacte adéquation des données mesurées a 1’'objet reconstruit ; sans oublier la taille
de la matrice A qui, dans les cas réels, est trés importante et peut atteindre quelques
centaines de giga-octets. Pour ces raisons, nous sommes dans le cadre d’un probléme
mal posé au sens de Hadamard. Pour aborder ce type de probléme, une littérature
propre aux problémes de tomographie s’est développée parallélement aux méthodes
générales permettant de traiter les problémes linéaires. C’est ce panorama des mé-
thodes usuelles de reconstruction par méthodes itératives en tomographie que nous
voulons exposer ici.

Dans une méthode itérative, I'estimée f*) de la distribution d’activité lors de I'ité-
ration k est calculée en fonction de I'estimée £~V & litération k — 1. Les projections
estimées & partir de la distribution d’activité f#~1) estimée a l'itération k — 1 sont
comparées avec les projections mesurées et I’écart est utilisé pour calculer un facteur
correctif qu’on applique a I'estimée f*~1 pour estimer la distribution de radioactivité
%) 3 I'itération k.

Il existe deux types de méthodes itératives, additives ou multiplicatives, qui se
distinguent par la relation entre le facteur correctif et 'ancienne estimée (addition
pour les méthodes additives et multiplication pour les méthodes multiplicatives).

En outre, on distingue deux catégories de méthodes itératives :

1. les méthodes itératives statistiques, qui prennent en compte la nature statis-
tique des données. On peut citer par exemple la méthode MLEM (Maximum
Likelihood Estimation Maximization) (Shepp et al. [42]) ainsi que sa version ac-
célérée OSEM (Ordered Subsets Estimation Maximization) (Hudson et al. [18]);

2. les méthodes itératives algébriques qui estiment la distribution d’activité en
résolvant le systéme d’équations linéaires (équation (2.42)) qui modélise le pro-
bléme de reconstruction. Les méthodes algébriques les plus connues sont ART
(Algebraic Reconstruction Technique, SIRT (Simultaneous Iterative Recons-
truction Technique), SART (Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique)
(G.T. Herman et al. [17], R. Gordon et al. [11]), les méthodes de descente ainsi
que les méthodes de gradient conjugué (L. Kaufman et al. [25]).

2.4.5 Méthode MLEM

La méthode MLEM a d’abord été développée pour la tomographie en PET par
Shepp et Vardi (Shepp et al. [42]), et ensuite pour la tomographie par transmission
et par émission (Lange et al. [27]). Elle suppose que les projections contiennent un
bruit statistique de nature poissonnienne incluant le bruit d’émission radioactive et le
bruit de mesure ou de détection. Le but du critére du maximum de vraisemblance est
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de maximiser la fonction de vraisemblance L(x), qui représente la probabilité qu’'une
image x géneére les données de projection mesurées. La fonction de vraisemblance L(z)
est donnée par :

*

L(z) = P(blz) =[] (é’:‘!)e—bf, (2.54)

=1

ou b* est le vecteur contenant les données complétes mais non observées du sino-
gramme b, et on suppose que b* correspond parfaitement a la solution

b* = Az. (2.55)

Les coefficients a, ; de la matrice A du systéme sont normalisés tels que :

I
D aiy=1. (2.56)
i=1

En tenant compte de la nature poissonnienne de la statistique dans les données de
projection, I’algorithme MLEM propose d’estimer I'image a reconstruire en cherchant
le maximum de la fonction log-vraisemblance [(x) donnée par :

l(z) =log(L(x) Z { Za”x] + b; log (Z a”x]> - log(bi!)} : (2.57)
=1
La fonction /() est maximisée en annulant ses dérivées par rapport a z; :
az @z
e D M S
= 1“23/% 3= 1@2 '

Une contrainte de non-négativité est ajoutée et, qui résulte des conditions de Kuhn-
Tucker :

ol(x)
I 0 Va; >0 (2.59)
l(x)
oz, < 0 Vaz;=0. (2.60)
L’équation (2.59) est utilisée pour dériver I’algorithme MLEM itérative suivant :
(k) 1
T a; ib;
x§k+1) - 1 ’ J . k)’ (261)
Zilzl Q1 g =1 Zj’:l ai,j’xj/

ol xg-k) est ’estimée du pixel j de I'image x apres k itérations, b; la donnée de pro-

jection mesurée au détecteur i, a;; I'élément du projecteur du pixel j de 'image
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I

au détecteur de projection i, Zai,jbi représente la rétroprojection du vecteur de
i=1
projection b; et Z;},:l am/xg.]f) représente la projection de l'estimée de 'image 7 ¥

Jj
o k+1 R . o k .
L’estimée xg ) est donc obtenue a partir de l'estimée 375 ) corrigée par un facteur

multiplicatif qui correspond & la rétroprojection du rapport des projections mesu-

rées sur les projections estimées par la projection. Il y a donc deux étapes dans la

reconstruction avec MLEM : la premiére est une projection (Az®) et la deuxiéme

est une rétroprojection A7 (b/Ax(k)). Pour cette raison, on parle souvent de paire «

projecteur-rétroprojecteur » ou d’opérateur de « projection-rétroprojection ».
[’algorithme MLEM posséde quelques propriétés intéressantes :

e sil'estimée initiale 2(9) est une distribution positive, alors toutes les distributions
estimées suivantes seront positives;

e si un pixel a une valeur nulle & I'initialisation, cette valeur reste nulle;

e le nombre d’événements total est conservé a chaque itération.

La méthode de reconstruction MLEM présente deux inconvénients majeurs : sa lenteur
de convergence et son instabilité a partir d'un grand nombre d’itérations. L’algorithme
MLEM converge lentement, ce qui peut nécessiter jusqu’a une centaine d’itérations
et rend son utilisation en routine clinique délicate. Parmi les méthodes d’accélération
existantes, citons la méthode OSEM qui commence a se répandre et sera présentée
dans le paragraphe suivant. Le deuxiéme inconvénient associé a I’'usage de MLEM est
son instabilité aprés un grand nombre d’itérations dans le cas de données bruitées, ce
qui s’accompagne de 'apparition d’artefacts de bord et de 'amplification des hautes
fréquences (bruit de calcul). La solution simple consistant a arréter les itérations
avant amplification du bruit de mesure n’est pas envisageable car on risque d’arré-
ter l'algorithme avant sa convergence. On préférera mettre en oeuvre des méthodes
de régularisation : il s’agit de méthodes reposant sur l'introduction de contraintes
(spatiales, probabilistes) sur la distribution radioactive recherchée, qui permettent de
stabiliser les distributions estimées.

2.4.6 Méthode OSEM

La méthode OSEM (Ordered Subsets Expectation Maximisation) a été développée
par Hudson (Hudson et al. [18]) pour améliorer la rapidité de convergence de MLEM.
Elle consiste a regrouper les projections en sous-ensembles ordonnés avant de leur
appliquer la méthode MLEM. Les sous-ensembles sont organisés de telle facon qu’ils
contiennent un maximum d’informations. La distribution estimée 2 sur le premier
sous-ensemble sert d’initialisation z(®) a I’algorithme MLEM appliqué au deuxiéme
sous-ensemble et ainsi de suite. L’utilisation de I’algorithme OSEM a la place de
MLEM accélére la convergence d'un facteur approximativement égal au nombre de
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sous-ensembles définis.

Le découpage le plus courant est celui en sous-ensembles disjoints ot les M équa-
tions de projections sont groupées en n sous-ensembles contenant chacun 7' équations
(c’est-a-dire T mesures ou T pixels de I'image planaire de projection). On a ainsi :
S1=41,2,....,T}HSo={T+1,T+2,....2T},.... S, ={(n—1)T+1,...,nT}.

Un autre découpage possible consisterait en des sous-ensembles cumulatifs S; =
{1,...,T}, Sy ={1,...,2T},..., S, ={1,...,nT}. On préfére néanmoins utiliser des
sous-ensembles disjoints qui ne favorisent pas certaines mesures particuliéres dans la
reconstruction. Au cours d’une seule itération, c’est-a-dire un passage a travers les n
différents sous-ensembles, on a en effet utilisé n fois les T" premiéres mesures et une
seule fois les T" derniéres.

Enfin, I'algorithme EM standard s’écrit comme un cas particulier de I'OS-EM
en choisissant un unique sous-ensemble contenant toutes les équations de projection
S1 = {1,...,nT}. Pour un choix donné de sous-ensembles Si,...,S,, I'algorithme
OS-EM est donc une version par blocs de I'EM :

(k)
xg N_ ﬁ (2.62)
Zi’ésm i g €S Zj/:l @i g Ty

Les résultats de cette implémentation par blocs sont intéressants puisque, pour un
niveau donné d’erreur, le nombre d’itérations requis est inversement proportionnel
au niveau (choisi) de FOSEM. Par ailleurs, les mémes auteurs insistent sur 1'ordre
des sous-ensembles que 'on a intérét a choisir en fonction de la plus grande variabi-
lité entre deux projections traitées successivement. Notons aussi que cette derniére
remarque, qui conduit a grouper dans le méme sous-ensemble ou a traiter successive-
ment des projections acquises perpendiculairement I'une a I’'autre, permet d’exploiter
la symétrie qui existe pour différents opérateurs de projection pris perpendiculaire-
ment.

2.4.7 Meéthode ART

Lorsqu’on néglige l'effet de I'atténuation a = 0, il existe une méthode itérative
trés connue pour résoudre le probléme inverse, i.e. ’équation (2.42) afin de trouver
f de ses projections g(f, s). Cette méthode est notée ART (Algebraic Reconstruction
Technique) et elle est basée sur 'algorithme de résolution des systémes d’équations
linéaires proposé par Kaczmarz [22| en 1937. L’application de la méthode ART en
tomographie a été introduite par Gordon et al [11] en 1970 et Herman [17] a démon-
tré que 'implémentation de cette méthode est efficace si I'accés aux données se fait
judicieusement durant la procédure itérative de reconstruction, ainsi que le choix du
paramétre de relaxation. La méthode ART consiste & supposer que 'activité incon-
nue [ est donnée sur une grille de pixels, puis a représenter 1'équation (2.42) sous
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forme d’un systéme d’équations linéaires, et finalement a résoudre le dernier systéme
en appliquant la méthode de Kaczmarz.

Dérivation de 1’algorithme

[’équation (2.42) est représentée sous la forme du systéme d’équations linéaires
suivant :

J
b= > gty = e =1 263)
j=1

ot I est le nombre total des pixels de projections, a; la i-éme ligne de la matrice A
du systéme donné par I’équation (2.42), J le nombre total des pixels contenus dans
I'image a reconstruire ; z; est la concentration d’activité contenue dans le pixel j et b;
le nombre de photons détectés dans le pixel de projection i. Ainsi, la méthode ART
propose de résoudre un systéme de [ équations a J inconnues, ou les J inconnues
sont les valeurs d’activité dans les J pixels de 'objet a reconstruire, et chacune des
I équations traduit la contribution des J pixels du volume a reconstruire a un pixel
parmi les I pixels de projections.

L’algorithme de la méthode ART est basé sur I'idée de projection sur des ensembles
convexes. L’idée originale consiste a projeter cycliquement la solution courante sur
des hyperplans dont les équations sont celles du systéme (2.63). L’algorithme s’écrit
donc sous la forme :

g*+) — 0 4 wﬂ i=1,...,1 (2.64)

ala; !

Cette équation s’interpréte de la maniére suivante : chaque composante du vecteur
1 3 Ditération k + 1 est obtenue en ajoutant a chaque composante du vecteur
z®) obtenue a 'itération précédente un coefficient qui vaut 0 si le rayon ¢ utilisé pour
la correction ne traverse pas le point x; (dans ce cas a;; vaut 0) et qui est sinon
proportionnel a la différence entre la donnée b; (la vraie projection) et la projection
recalculée & partir de (¥, égale a alz®). Le coefficient de normalisation ala; est la
norme de la i-éme ligne de la matrice A correspondant a la donnée 7. De maniére géo-
métrique, cela s’interpréte comme la recherche de I'intersection entre des hyperplans
dont les équations sont celles du systéme (2.63). Ces hyperplans s’interprétent comme
des contraintes que doit respecter la solution. La recherche s’effectue par projections
orthogonales successives de la solution a une itération donnée sur une des contraintes.
Ainsi, au moins une des équations du systéme est satisfaite a chaque itération. Cette
interprétation géométrique est illustrée sur la figure m =n = 2.

Une autre version de l'algorithme ART consiste a introduire un coefficient de
relaxation A\ dans I’équation (2.64) :

b, — alx®)
ST T i=1,. ], (2.65)

g® D) = g0
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les coefficients A, peuvent étre choisis en tant que fonctions de l'itération & (fonctions
linéaires ou a décroissance exponentielle). Le bon choix de ces paramétres de relaxa-
tion peut améliorer sensiblement la convergence de 1’algorithme ART et la qualité des
images reconstruites.

Il est usuel d’utiliser un ordre cyclique pour les projections (I'ordre du choix de
i) utilisées a chaque itération i.e. de les prendre dans 'ordre d’acquisition des don-
nées du sinogramme. Ce choix n’est pas bon, ce d’autant plus que les données b; sont
fortement corrélées; en effet, sous ces hypothéses, la correction générée aprés chaque
projection n’est pas importante, ce qui ralentit significativement la convergence de
I’algorithme. On adopte souvent une autre stratégie facile a réaliser qui consiste a
choisir ¢ d'une fagon aléatoire dans I'ensemble S; = {1,..., I} suivant une loi de pro-
babilité a densité uniforme. On peut initialiser I'algorithme par la valeur z(® = 0
ou bien par une bonne approximation de la solution cherchée a I'aide des méthodes
analytiques de reconstruction (théoréme de la coupe centrale ou la méthode de rétro-
projection filtrée).

2.5 Le modéle réaliste en TEMP

Au chapitre 1, les différents facteurs physiques responsables de la dégradation de
la qualité de I'image et de 'apparition de biais quantitatifs en SPECT ont été décrits.
Ces principaux facteurs sont I'atténuation, la diffusion, la variation de la fonction de
réponse du détecteur en fonction de sa distance par rapport a la source. L’impact
nocif de ces facteurs a été aussi présenté.

Afin de remédier a ces facteurs parasites, il est nécessaire de les compenser. Dif-
férentes méthodes de correction ont été étudiées. Parmi ces méthodes, on distingue
celles qui ont été développées et utilisées avec 'algorithme de rétroprojection filtrée
et qui reposent sur des hypothéses simples. Bien que ces méthodes soient rapides et
faciles & mettre en oeuvre, elles restent souvent approximatives dans des cas réalistes.
Des méthodes de correction plus précises ont été développées dans le contexte de la
reconstruction tomographique itérative. Dans cette approche, les effets parasites sont
modélisés dans les opérateurs de projection et de rétroprojection.

2.5.1 L’atténuation

Les corrections d’atténuation ont recu une grande attention depuis plus de 20 ans
car I'atténuation des photons dans l'organe étudié peut causer des artefacts et des
distorsions importantes dans les images reconstruites. Elle contribue a diminuer la
densité moyenne de coups dans la portion centrale de I'image (effet de “cuvette”),
ce qui rend difficile la détection des 1ésions profondes. [.’atténuation est responsable
de la perte d'un grand nombre de photons par absorption totale, ce qui conduit a
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une diminution du rapport signal-sur-bruit et cause souvent une sous-estimation de
I'activité de la paroi ventriculaire gauche en imagerie cardiaque, augmentant ainsi le
nombre de faux positifs.

De nombreuses méthodes de compensation de 'atténuation ont été proposées et
étudiées. Un effort considérable a été fourni pour trouver une solution analytique
directe au probléme de la transformée de Radon atténuée : des solutions ont d’abord
été développées dans le cas d'un milieu atténuant uniforme de forme convexe (Metz et
al. [31], Tretiak et al. [45]). Ces méthodes analytiques sont utilisées conjointement avec
I’algorithme de rétroprojection filtrée et peuvent étre appliquées avant, pendant ou
aprés la reconstruction. Récemment, la transformée de Radon atténuée a été résolue
analytiquement (Novikov [37]) dans le cas général d’un milieu atténuant non uniforme.
Des méthodes itératives ont aussi été utilisées pour corriger de l'atténuation (voir
Chang et al. |5], Tsui et al. [47]). Ces méthodes permettent de corriger de fagon précise
I’atténuation dans des milieux atténuants non uniformes. Le premier obstacle a la mise
en oeuvre et au bon fonctionement de méthodes de compensation d’atténuation dans
un milieu non uniforme est 'estimation de la distribution d’atténuation de I'organe
ou du patient.

2.5.2 Estimation de la carte d’atténuation du patient

La distribution d’atténuation du patient peut étre obtenue a ’aide d’une source
gamma externe, d'une acquisition tomodensitométrique ou d’images IRM segmentées,
ou bien sans utiliser une acquisition en transmission. [’approche la plus répandue
pour obtenir la carte d’atténuation d’un patient est de réaliser une tomographie par
transmission (Gilland et al. [10]). La tomographie en transmission utilise une source
externe avec laquelle on irradie le patient. La tomographie par transmission mesure
I"atténuation totale des Rayons X émis par la source externe, lors de la traversée du
patient.

Pour un angle d’incidence 6, I'intensité I(6,s) des rayons X détectés par le dé-
tecteur du scanner opposée a la source contient la fraction des rayons X émis de la
source et transmis a travers le milieu atténuant. Cette quantité I est lié & I'intensité
initiale I des rayons X émis par la relation suivante :

1(0,s) = Iye~ ] ol@v)du (2.66)

Dans cette équation, a(x,y) représente le coefficient d’atténuation du milieu et le fac-
teur exponentiel représente la probabilité qu’un rayon traverse le milieu absorbant. De
'équation (2.66), on peut déduire les projections P,(0,s) du coefficient d’atténuation
par la relation suivante :

—+00

P,(0,s)= ln<%>:/a(x,y)du :/ a(scosp—usin g, ssinp+ucos p)du (2.67)

0,s -
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L’équation (2.66) montre que pour chaque incidence 6, on calcule & partir de I et
1(0, s) la projection P,(#, s) de la carte d’atténuation a(z, y) et puis qu’en introduisant
le changement de variable définit par (2.12), on aboutit a la forme suivante :

+oo
P,(0,s) = / a(scos —using, ssin g + ucos p)du = Ryla](s) (2.68)

— 00

Cette équation montre que la projection P,(f,s) suivant l'incidence 6 n’est que la
transformation de Radon de l'atténuation (voir I’équation (2.14)). Une fois les pro-
jections de la carte d’atténuation acquises, I'estimation de la carte d’atténuation se
fait alors a I'aide d’algorithmes de reconstruction tomographique classiques comme
I’algorithme de rétroprojection filtrée ou celui du théoréme de la coupe centrale.

[’acquisition en transmission peut étre effectuée avant, aprés ou pendant l'ac-
quisition en émission (Tung et al. [46]). Une réalisation séquentielle des acquisitions
en émission et en transmission évite le probléme de contamination entre les données
d’émission et celles de transmission, mais engendre le probléme de recalage d’images
di aux mouvements potentiels du patient entre les deux types d’acquisitions.

La formulation mathématique de la transformée de Radon atténuée est d’abord
donnée avant de décrire les différentes méthodes de correction d’atténuation.

2.5.3 La transformée de Radon atténuée

Pour obtenir une reconstruction plus fiable de la distribution spatiale du traceur
radioactif, il est indispensable de tenir compte de I'atténuation dans le modéle utilisé
pour décrire les projections fournies par le scanner. Rappelons briévement le phéno-
meéne d’atténuation. Les photons émis par le traceur radioactif interagissent avec la
matiére au cours de leur trajet entre le point d’émission et le détecteur. Les deux
principales interactions entre les photons et les électrons de la matiére sont 'effet
photoélectrique et 'effet Compton. Elles conduisent toutes deux & une atténuation
du rayonnement photonique, provoquée par une absorption ou un changement de
direction d’une partie des photons émis. Les effets photoélectrique et Compton au
point (z,y) sont caractérisés par un coefficient linéique d’atténuation noté a(z,y). La
fonction 2D (x,y) — a(z,y) est souvent appelée carte ou bien schéma d’atténuation
dans la littérature. Elle présente des valeurs ponctuelles typiques de 0.0152mm~! pour
le torse, 0.0032mm™! pour les poumons et 0.0248mm~! pour la colonne vertébrale.
L’atténuation conduit & une réduction du nombre de photons comptés par la caméra
d’Anger.

Considérons une coupe d’un organe dans laquelle une zone active est détectée.
Soit f(x,y) la fonction qui représente la concentration d’activité en un point (z,y) de
cette zone. Lorsque la gamma-caméra tourne autour de l'organe, elle acquiert pour
chaque direction 6 de détection, une projection 1D de la coupe 2D.
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Les projections paralléles atténuées de la fonction f de direction 6+ sont alors vues
comme I’ensemble des intégrales atténuées par un facteur dépendant de I’atténuation
de la fonction f le long de la famille de droites L(s,0) := {{(x,y),0) = s}, toutes
paralléles de 1'espace R2, de direction 0+ et se situant a la distance s de 'origine
(centre de la zone explorée). Ces projections paralléles atténuées de f régissent les
intensités mesurées g(6,s) par la caméra et sont modélisées par la transformée de
Radon atténuée (0, s) — R, g[f](s) tel que (voir Tretiak et al. [45]) :

R.o[f](s) = / ejip é/ojLO;((x,y) + t@l)dt>f(x,y)d)\s79(x,y) =g(0, s), (2.69)

<($’y)’ 0>:

ici d)\g g représente la restriction de la mesure de Lebesgue dans R? sur la ligne L(s, 6),

avec .
cos 1 —sinp
p— pu— <
0 ( sin ), 0 < cos ) avec 0 < ¢ < ¢Ymax.

Il est a noter que ce modéle ne tient pas compte d’autres phénoménes physiques tels
que la résolution spatiale du détecteur, le bruit statistique du processus d’émission ou
encore le diffusé Compton. Néanmoins, 'atténuation est un des obstacles majeurs a
I'obtention d’images reconstruites de qualité. Lorsque ce modéle est utilisé, on parle
de reconstruction avec correction d’atténuation.

2.6 Meéthodes analytiques de correction de 'atténua-
tion

Avant que Novikov propose une solution analytique exacte de la transformée de
Radon atténuée dans un milieu atténuant non uniforme, d’autres méthodes analy-
tiques de correction de 'atténuation ont été développées : elles reposent sur 1’hypo-
thése que la distribution d’atténuation est uniforme dans le volume a reconstruire
et donc que le coefficient d’atténuation a(x,y) au travers de ce volume traversé est
constant. Cette hypothése est légitime dans le cas d’acquisitions tomographiques cé-
rébrales et de portions de 'abdomen, ol la plupart des constituants sont des tissus
mous possédant des coefficients d’atténuation proches les uns les autres. Ces méthodes
analytiques peuvent étre appliquées avant reconstruction sur les projections acquises
ou aprés reconstruction sur les coupes reconstruites.

2.6.1 Meéthodes de correction de 'atténuation sur les projec-
tions acquises

Ces méthodes consistent a multiplier les projections acquises par un coefficient
correctif approximatif. Ces méthodes se regroupent en deux catégories. Celles de la
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premiére catégorie essaient de rendre le nombre de coups dans les projections acquises
indépendant de la profondeur de la source dans le volume étudié. Les méthodes de
la moyenne géométrique (Jaszczak et al. [21]) et de la moyenne arithmétique des
projections opposées (Keyes et al. [24]) font 'hypothése que la distribution radioactive
dans la source est uniforme et que le coefficient d’atténuation est constant dans le
volume étudié. La méthode de la moyenne arithmétique effectue la somme pixel par
pixel de deux projections opposées a 180° (I'une antérieure et 'autre postérieure),
formant une image arithmétique moyenne dont le nombre de coups dépend moins de
la profondeur de la source que du nombre de coups total dans la projection antérieure
ou dans la projection supérieure. Dans le cas de la méthode géométrique moyenne, la
moyenne géométrique des deux projections est utilisée et le nombre de coups présents
dans I'image résultante est totalement indépendant de la profondeur de la source. Ces
méthodes sont trés simples & mettre en oeuvre mais ne sont exactes que dans le cas
d’une source ponctuelle dans un milieu uniforme : elles rencontrent des limites dans
le cas de sources multiples dont il faut connaitre ’épaisseur et la profondeur.

D’autres méthodes proposent une solution a la transformée de Radon atténuée
pour des sources multiples (Metz et al. [31]|, Tretiak et al. [45]), tout en considérant
le coefficient d’atténuation a(z,y) connu et présentant une valeur constante ag sur
un domaine convexe contenant le support de f. Dans ce cas, la reconstruction de
I'activité f est obtenue par une méthode analytique d’inversion de la transformée de
Radon exponentielle notée R, ¢ [f] et définie par :

Ray0 [f](s) = /« e exp (ao x {((x,y), QL)) f(x,y)dAs o(z,Y) = gao (0, 5). (2.70)

La formule d’inversion de la transformée de Radon exponentielle est une version
modifiée de la méthode de rétroprojection filtrée; ainsi la reconstruction exacte par
cette méthode d’une fonction f(z,y) s’effectue en deux étapes : les projections expo-
nentielles de Radon g,, (0, s) sont tout d’abord filtrées pour obtenir

oo (0, 5) = / " G s(€)K (€) exp(2imts)de (2.71)

o0

olt Gy, 0(§) représente la transformée de Fourier monodimensionnelle de la projection
Jao (0, 8) par rapport a la variable s et K () représente le filtre Rampe modifié et
donné par

£ .
K(¢) = { 5 St ao/2m (2.72)

0 si0<ay/2m;

afin de retrouver f, les projections ainsi filtrées sont ensuite rétroprojetées en étant
préalablement pondérées par le poids de type exponentiel exp(—ags) dépendant de
ap et de la distance de la source au centre de rotation s suivant la formule suivante :
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f(x,y):/owexp(—aos)gao(e, s)ds (2.73)

Cette méthode de compensation est simple a implémenter et fonctionne correc-
tement pour des sources multiples. Par contre, elle tend a amplifier le bruit dans les
projections corrigées. L’application d'un filtre lissant est nécessaire pour controler le
niveau de bruit dans I'image reconstruite.

2.6.2 Meéthodes de correction de 'atténuation sur les coupes
reconstruites

L’une des méthodes les plus utilisées sur les coupes reconstruites est la méthode de
Chang [5]. Les projections acquises sont d’abord reconstruites par un algorithme clas-
sique. Un facteur de correction est ensuite calculé en chaque point (z,y) de 'image re-
construite. Le facteur correctif C'(z,y) correspond a 'inverse du facteur d’atténuation
pour le pixel donné moyenné sur tous les angles de projection. L’image reconstruite
est alors multipliée par les facteurs de correction pour compenser I'atténuation. Pour
mettre en oeuvre cette méthode, il est nécessaire de disposer du coefficient d’atté-
nuation moyen et d'une mesure des contours de 1'objet : celle-ci est souvent obtenue
en dessinant une ellipse autour des contours de 1’objet. La méthode de Chang est
exacte pour un point source mais tend a trop corriger certaines parties de I'image
et a ne pas assez corriger certaines autres, en particulier pour les sources étendues.
Plus la distribution de la source est étendue, plus ’erreur est importante. La méthode
de Chang offre finalement une correction de I'atténuation permettant d’obtenir des
images reconstruites de bonne qualité, en particulier pour les distributions focalisées,
et un bon contraste pour les lésions froides.

2.7 Les méthodes itératives de correction de 1’atté-
nuation

Dans le cas de I'imagerie TEMP du coeur ou des poumons, ou la région thoracique
est composé de muscles, d’os et du tissu des poumons, ayant des propriétés atténuantes
assez différentes, il est nécessaire de prendre en compte la non uniformité du milieu
atténuant dans la méthode de correction de 'atténuation. Ceci est désormais possible
avec les méthodes analytiques (Novikov [37]) mais aussi avec les méthodes de recons-
truction itératives, qui permettent de réaliser une correction précise de ’atténuation
dans le cas de milieux non uniformes.
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2.7.1 La méthode de Chang itérative

La méthode de Chang originale qui supposait une atténuation uniforme a été gé-
néralisée : elle permet de calculer les coefficients de correction a appliquer aux coupes
reconstruites soit a partir d’une carte d’atténuation uniforme, soit a partir d’une carte
non uniforme. Une premiére reconstruction f(© (x,y) est corrigée de I'atténuation avec
les coefficients de correction. Les coupes résultantes f(l)(a:,y) sont rétroprojetées et
comparées aux projections acquises. Les différences observées sont rétroprojetées pour
donner des coupes reconstruites, qui sont pondérées par les coefficients de correction,
puis ajoutées a 'estimation courante de la distribution d’activité f)(z,y) pour ob-
tenir une nouvelle estimée ) (x,y). Ce processus peut étre itéré. L’algorithme n’est
alors qu’approximatif, car la distribution radioactive est étendue, mais I’avantage ma-
jeur de cette méthode est sa rapidité d’exécution. Une bonne précision quantitative
peut étre obtenue en une seule itération. Cependant, cette méthode tend a amplifier
le bruit lorsque le nombre d’itérations devient important pour des données bruitées
et il est recommandé de n’effectuer pas plus d’une, voire deux itérations.

2.7.2 Modélisation de ’atténuation dans ’opérateur de projection-
rétroprojection

La facon la plus précise de modéliser les effets d’atténuation dans le cas d’une dis-
tribution de coefficients d’atténuation non uniforme est de modéliser analytiquement
I’atténuation des photons dans I'opérateur de projection-rétroprojection, sachant que
'expression analytique du phénoméne de I'atténuation est connue exactement (équa-
tion (2.68)) et sa modélisation analytique ne pose donc pas de probléme théorique
majeur.

Gullberg et al. [14] sont les premiers & proposer de modéliser 'atténuation a
partir de données échantillonnées en incorporant la carte d’atténuation exacte du
patient dans I'opérateur projection-rétroprojection. Seule I'atténuation est modélisée
dans l'opérateur, qui est ensuite intégré a un algorithme itératif de type gradient
conjugué. L’image est échantillonnée suivant des pixels carrés : pour le calcul des
facteurs d’atténuation dans le milieu non uniforme, le projecteur et le rétroprojecteur
pondérent chaque valeur dans un pixel par la longueur du parcours du photon a travers
ce pixel. L'implémentation discréte de 'opération de projection et de rétroprojection
est la suivante :

Opération de projection : g,, = Z Won (7', D) T (2.74)
Opération de rétroprojection : x,,, = Z W (7, D) Grp (2.75)

m,n
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Ol Ty, est le nombre de photons émis du pixel (m,n), g, est le nombre de photons
détectés dans le bin de projection d’indices (r, p), i.e. dans le détecteur de position r
et de direction 6, et W, est le facteur de correction appliqué au pixel d’indice (m,n)
dont I'expression discréte est la suivante (figure 2.11) :

Amn ) .
Wi (1, p) = % {1 — exp|—@mnLimn (1, 0)]}, Sl @pn >0 (2.76)
Lmn(r7 p)Amn(r7 p)7 Sl Ay, = 0,

OU @y, est le coefficient d’atténuation relatif au pixel (m,n), Ly, la longueur du
parcours du photon a I'intérieur du pixel (m,n) pour le bin (r,p). Le facteur d’atté-

on a

détecteur
A (r,p) = exp [— / a(srp)dsrp] , (2.77)
bmn

Ol by, est le point d’intersection du parcours du photon avec entrée du pixel (m,n)
et ds,, représente la restriction de la mesure de Lesbegue dans R? sur la ligne qui
matérialise le parcours des photons.

pixel (m,n)

bmn

FiGc. 2.11. Milieu atténuant échantillonné selon le modeéle de Gullberg.
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[’avantage majeur de cette méthode réside dans le fait que les facteurs d’atténua-
tion sont calculés au fur et & mesure des opérations de projection et de rétroprojection,
ce qui évite ainsi le stockage de ces facteurs qui, dans des travaux antérieurs, devaient
étre précalculés et stockés. Les résultats de cette technique pour la reconstruction
d’un fantéme coeur-poumon ont montré une amélioration de I'uniformité de la distri-
bution d’activité dans les images reconstruites. Ce méme opérateur a aussi été intégreé
dans d’autres algorithmes itératifs de type MLEM pour modéliser la correction d’at-
ténuation dans le processus itératif de I’algorithme principal de reconstruction. Cette
modélisation montre une amélioration en termes de résolution spatiale et de précision
de quantification en imagerie cardiaque, méme sur des données acquises bruitées.

Les méthodes de correction d’atténuation itératives permettent de corriger pré-
cisément ’atténuation non uniforme pour l'imagerie du foie (Malko et al. [29]) et
I'imagerie cardiaque en SPECT (Tsui et al. [47]) : la modélisation simultanée de I’at-
ténuation et de la fonction de réponse du détecteur améliore la précision quantitative,
la résolution spatiale, et réduit le bruit dans les images reconstruites. [.’inconvénient
de 'application de ces méthodes de correction réside dans le temps de calcul impor-
tant associé : une itération nécessite plusieurs minutes et la lenteur de convergence
de MLEM impose au moins une centaine d’itérations pour un résultat satisfaisant, ce
qui compromet 'utilisation de tels algorithmes de reconstruction en usage clinique.

2.8 Conclusion

Ce chapitre fait le point sur la problématique de modélisation et reconstruction
tomographique en TEMP et présente les algorithmes de reconstruction les plus uti-
lisés, a savoir FBP, MLEM, OSEM et ART. Les diverses méthodes de compensation
utilisées en combinaison avec ces différents algorithmes sont ensuite présentées, en
insistant sur les hypothéses sur lesquelles elles reposent. Ces méthodes, qui visent a
compenser les effets des phénoménes physiques dégradant I'image que sont I'atténua-
tion, la diffusion et la variabilité de la réponse spatiale du détecteur, sont nécessaires
pour fournir des images précises quantitativement. Beaucoup de ces méthodes sont
des méthodes analytiques approximatives développées pour fonctionner avec 1’algo-
rithme FBP et qui s’avérent étre inefficaces dans des cas cliniques impliquant une
anatomie du patient et une distribution radioactive complexes. L.a mise a disposition
d’algorithmes algébriques a donné la possibilité d’inclure directement dans le proces-
sus de reconstruction les corrections de ces phénoménes physiques et d’atteindre une
quantification précise des images reconstruites a I’aide de méthodes de compensation
de plus en plus complexes.

La correction de I'atténuation est une étape fondamentale pour réduire les biais
quantitatifs dans les images reconstruites. En tomographie cardiaque, des résultats
de simulations sur un fantome cardiaque MCAT (Tsui et al. [48]) ont montré une
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réduction importante des artefacts et distorsions dans les images lorsqu’une correction
d’atténuation (algorithme itérative de Chang) était appliquée, ainsi qu'une meilleure
estimation de I’épaisseur de la paroi ventriculaire.

L’inversion analytique de la transformée de Radon atténuée est faisable analy-
tiquement dans le cas de milieu atténuant uniforme. En revanche, une méthode de
correction de 'atténuation doit tenir compte de la non-uniformité de celle-ci dans le
cas ol une certaine quantification précise est recherchée. En tomographie cardiaque,
I’hypothése d'une atténuation uniforme est a proscrire car elle conduit a des résul-
tats totalement erronés : des régions ne contenant théoriquement aucune activité se
voient affecter une activité non négligeable, ce qui réduit le contraste, et ’lhomogé-
néité de fixation ne peut étre restaurée. Il faut donc nécessairement mettre en oeuvre
une correction l'atténuation prenant en compte une carte d’atténuation spécifique au
patient.

La distribution d’atténuation non uniforme dans l'objet ou le corps du patient
peut étre prise en compte dans un algorithme analytique (Natterer [34]|) ou dans
une méthode de correction itérative. Dans ce deuxiéme cas, deux méthodes sont fré-
quemment employées : la méthode de Chang itérative, pour laquelle les projections
atténuées sont calculées, et la méthode consistant a modéliser le projecteur utilisé
dans un algorithme de reconstruction itératif. La méthode de Chang itérative fournit
des résultats quantitatifs satisfaisants aprés plusieurs itérations, mais cette méthode
étant trés sensible a I'amplification du bruit de calcul au fur et a mesure que l'on
itére, seulement une ou deux itérations doivent étre utilisées tout au plus. La correc-
tion d’atténuation reposant sur la modélisation de I’atténuation dans le projecteur
est la méthode de correction la plus précise, conduisant a la fois & une bonne res-
tauration du contraste et de 'homogénéité des images. Cette méthode est cependant
soumise aux inconvénients associés aux méthodes de reconstruction itératives, a sa-
voir la lenteur de convergence de l'algorithme et I'amplification du bruit de calcul
qu’il convient de régulariser de fagon adéquate. Les deux méthodes les plus utilisées
en routine clinique sont la méthode de Chang itérative avec rétroprojection filtrée et
la méthode de modélisation de I'atténuation dans OSEM.






Chapitre 3

Accurate attenuation correction for

algebraic reconstruction technique in
SPECT

Abstract : We present a new iterative reconstruction algorithm to improve the
algebraic reconstruction technique (ART) for Single-Photon Emission Computed To-
mography. Our method is a generalization of the Kaczmarz iterative algorithm for
solving linear systems of equations and introduces exact and implicit attenuation
correction derived from the attenuated Radon transform operator at each step of
the algorithm. The performances of the presented algorithm have been tested upon
various numerical experiments in presence of both strongly non-uniform attenuation
and incomplete measurements data. We also tested the ability of our algorithm to
handle moderate noisy data. Simulation studies demonstrate that the proposed me-
thod has a significant improvement in the quality of reconstructed images over ART.
Moreover, convergence speed was improved and stability was established, facing noisy
data, once we incorporate filtration procedure in our algorithm.

3.1 Introduction

The medical aspect

Single-Photon Emission Computed Tomography (SPECT) is a nuclear medical
imaging mechanism used to determine the concentration of some biologically active
molecules in some specific zone of a human body in terms of their activity distri-
bution. Some radiopharmaceutical product is first injected into the patient’s organ,
with a Gamma-emitting isotope. The radiations are trapped by a Gamma-camera
with detectors which is materialized by an acquisition plane, (see figures 3.1(a) and
3.1(b)) rotating about the patient along a grid of specific angles. The intensity of

o7
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such radiations is therefore measured in each direction orthogonal to the acquisition
system plane in various angular positions.

The measured quantities of traveling photons are the exponentially weighted ave-
rages of the activity distribution along straight lines on their way from the source
to the detector. The reason for the exponential weight is the presence of a position-
dependent attenuation coefficient (see [23]) due to photon interaction with the organic
tissue in which the radiations go through.

The mathematical model

We will present here a two-dimensional model, so that the detector will be
materialized by a grid of collimators regularly spaced along a line C' which mode-
lizes the Gamma-camera. Let (z,y) — f(z,y) denote the activity distribution and
(x,y) — a(x,y) the position-dependent attenuation coefficient. When the detector
is positioned in order to register radiations which propagate along lines L with direc-
tion 6+, the measured intensity g(, s(L)) corresponding to the radiation along such
line distant from s = s(L) to the origin (the center of the exploration zone) (see figure
3.1(a) and 3.1(b)), is given by the attenuated Radon transform (6,s) — R, o[f](s)
defined as :

Raa [7)(5) = [

((w,y

s < - /O+°° al(@ ) +107) dt) f,y) dhag(z,y) = g(0, s).

(3.1)
Here d) o stands for the restriction of the Lebesgue area measure in R? to the straight
line ((z,y), #) = s, where

6:(00890)’ ei:(_smw) and 0 <60 < pmax.

sin Cos ¢

The unknown activity distribution is materialized in (3.1) by f. So the problem
is to recover f from the projections data g(6, s), assuming of course some a priori
information about the tissue attenuation distribution a. When a is known, there are
various direct (via analytic formulas) or iterative techniques to recover f.
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FiG. 3.1. Scanner

Previous inversion methods

Direct analytic methods lie on explicit exact inversion formulas for the attenuated
Radon transform. When a = 0, the problem is solved by the classical Radon inver-
sion formulas in dimension two (see Natterer [33] and Quinto [38] for more details
about Radon’s inversion formulas). When the attenuation tissue distribution a re-
mains constant on the support of f, then the attenuated Radon transform is reduced
to the exponential Radon transform, for which Tretiak and Metz [45] suggested an
exact inversion formula. Nevertheless, none of these analytical methods is accurate
respect to the reconstruction of f in case of an arbitrary strongly non-uniform atte-
nuation tissue distribution, which is usually the case in any realistic SPECT problem.
Novikov [37] discovered an exact analytical inversion formula for the attenuated Ra-
don transform when «a is an arbitrary tissue attenuation distribution. Another formula
was proposed by Natterer [34]. See also [26] for numerical applications.

On the other hand, there is a wide family of iterative methods involving linear
algebra, operator theory and statistical tools. One of the prominent iterative recons-
truction methods for emission tomography is Maximum Likelihood Reconstruction
using the EM algorithm, which stands for Expectation Maximization presented by
Dempster et al [8] in its full generality. A practical implementation of the EM method
in the setting of image reconstruction was proposed by Shepp and Vardi [42|, where
a statistical framework for the problem is given. However, EM algorithm, in itself,
does not take into account the attenuation correction. Many studies have been made
to incorporate attenuation correction procedure in the main EM algorithm. Tsui et
al [47] implemented an iterative EM algorithm with attenuation correction using an
attenuated projector-backprojector that uses the attenuation distribution to calculate
attenuation factors for each pixel along each projection and backprojection. See also
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[3] for similar studies.

Some of the iterative algorithms involve evaluation of certain analytic formulas
as a part of the method. A multiplicative postprocessing technique was implemen-
ted by Chang [5] for attenuation correction using an assumed constant attenuation
coefficient. This technique was modified to calculate the multiplicative attenuation
compensation factor, based on a nonuniform attenuation distribution, and combined
iteratively with the filtered backprojection algorithm. See Manglos et al [30].

With the condition @ = 0, there is a well known iterative method to solve (3.1)
in order to recover f from its projection g(¢,s) with no attenuation correction. This
method is known as Algebraic Reconstruction Technique and commonly denoted by
ART. it is based on the well known algorithm for solving linear systems of equations
proposed by Kaczmarz in 1937 [22] and later elucidated further by Tanabe [44]. The
application of the ART in tomography was introduced by Gordon et al [11] in 1970.
Later Herman [17] showed that ART can be computationally efficient by carefully
arranging the order in which the collected data are accessed during the iterative re-
construction procedure, and by adaptively adjusting the relaxation parameters. ART
consists in assuming that the activity distribution f is an array of unknowns, then
setting (3.1) as a system of algebraic equations for the unknowns in terms of the
measured projection data, and finally applying Kaczmarz method to solve the latter
system. The classical ART does not take into account the attenuation of the photons.
In [6], Chen et al proposed a method for attenuation correction and combined it with
the classical ART algorithm. However their method was based on relation of atte-
nuation coefficient and emission coefficient, which is not always available in realistic
models.

Plan of the article

In this paper we present an iterative reconstruction algorithm with implicit atte-
nuation correction. Our approach is a generalization of the classical ART algorithm.
The paper is organized as follows. In section 2 we review the general Kaczmarz me-
thod. In section 3 we apply this method to solve the equation (3.1) and derive our
iterative algorithm. The main idea of our approach is based on expressing the atte-
nuated Radon transform operator R,y as the decomposition of the Radon transform
operator Ry and a multiplication operator L,y. This leads to find an exact and im-
plicit expression for the attenuation correction in the iterative algorithm. In section
4 we illustrate various numerical tests performed with both optimal and suboptimal
data measurements using the present algorithm and the conventional ART algorithm.
These tests were done with several activity distribution phantoms and realistic stron-
gly nonuniform attenuation distribution. From this experiments one can see that an
algorithm that would not take into account the attenuation would be essentially inac-
curate, while our method significantly improves reconstruction results and accelerate
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convergence speed. We also include in this section reconstruction from noisy data
using a filtered version of our algorithm. Finally, section 6 concludes our paper with
discussions and comments.

3.2 Kaczmarz’s method

Kaczmarz’s method is an iterative method for solving linear systems of equa-
tions. In this section we will present a brief analysis of this method independently of
computerized tomography. This analysis will provide the theoretical support needed
to compute the algorithm for reconstruction of the activity distribution f from the
emission data R,[f] with a known tissue attenuation distribution a.

Let H and H, for p=1, ..., P, be real (or complex) Hilbert spaces, and let
R,:H — Hjforp=1, ..., P

be p linear continuous maps from H onto H,. Let also g, € H, be given and suppose
one wants to compute f € H such that

R,f=g,forp=1, ..., P. (3.2)
This linear system can also be written as Rf = g, with

Ry 251
R = : , 9= : forp=1, ..., P.
Rp gp

Let P, be the orthogonal projection in H onto the affine subspace
{feH; Ryf = gp}
with underlying vectorial subspace
F,=KerR,.

We define the following operators such that

Py = (1-w)l+wh,

PY = Pfo ... oPy,
where w is a relaxation parameter.

Then, Kaczmarz’s method with relaxation for the solution of the equation (3.2) is
based on the following inductive computation

fk = owk—l for k = 1, 2, e (33)
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starting with f; as an arbitrary initial guess. For w = 1, we have the classical
Kaczmarz’s method. Its geometric interpretation is obvious. In fact starting with f,
we compute f; by successive orthogonal projections of f, onto the affine subspaces
{f; Ryf =gy} for p=1, ..., P.In order to obtain f5, we apply the same process
to f1, and so on to reach the kth iteration of the algorithm.

Bellow we are going to give an explicit form for the equation (3.3) by evaluating

P,f for a given f € H. We suppose that the operators R, for p =1, ..., P, are
surjective. Hence their adjoint operators Ry : H, — H are injective. Also the
operators R, o RY forp=1, ..., P, are injective since (R, o Rj[u], u) = || R}[u]||* for
any u € H,. Assuming in addition that all operators R, o R forp=1, ..., P, have
closed range, we conclude that
R,oR, :H,— H,, forp=1, ..., P,
is bijective with a continuous inverse (R, o Rj)~".
One has
(Ker R,)* = ImRy, forp=1, ..., P,

which implies that for each p = 1, ..., P, there exists a sequence (u,;(f)); € H,
such that

pr—f:lginoo(R;[upﬁl(f)]), forp=1, ..., P. (3.4)
On the other hand we have R,[P,f] = g,, for p=1, ..., P, which leads by applying

R, on both sides of (3.4), to
gp— Rpf = lh:?o[Rp o R;(up,l(f))] : (3.5)

Once we apply the operator [R, o R;]_l : H; — H,, we see that the sequence
(upi(f)): converges to (R, o R;)—l(gp — R,f), thus

Bf=f+R, (RPOR;)*l(gp—Rpf) ,forp=1, ..., P, (3.6)

This gives an alternative form to (3.3) and tells us how to compute fr,; from fp.
Therefore the iterative algorithm of Kaczmarz stands as

kK _ fk
=
W * x]—1
f}f = P 571 = ﬁfljtw[Rpo [RpoRp} (gp—Rpf]ffl)] , forp=1, ..., P
S (3.7)

with the initial condition f° = fJ.
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3.3 Derivation of the algorithm

In this section we adapt Kaczmarz’s iterative method to the tomographic problem
which consists in the inversion of the attenuated Radon transform and the retrieval
of the unknown source f from its attenuated projections defined in (3.1) when the at-
tenuation tissue distribution a is known. Since we are dealing with the reconstruction
of cross sections of the human body, we will only treat the bi-dimensional case.

In this setting, H is the following space
H = Lz(D(0,1), dzdy)

of mesurable image-functions in the unit closed disc D(0, 1) of R?, equipped with the
area Lebesgue measure dzdy.

Let a be a "sufficiently smooth", say at least continuous, complex valued function in
D(0,1)

a :D(0,1)— C,

which modelizes the known tissue attenuation distribution of a cross-section body

materialized by D(0, 1). For 6 € [0, 2], we define the following operator

ds
Reo - H — h:=L%([-1,1], ———
,0 (C([ ] m

where R, is represented by the almost everywhere defined function in [—1,1] with
finite energy

)

+oo
5 — exp (= [ allew) + 18 dt) Ia,y) dheali ).
),0)=s 0

((z,y

and d\;y stands for the restriction of the Lebesgue area measure in R? to the line

{(z,y) e R*; ((x,y),0) = s}.

The operator R, ¢ can be written as the composition Ryo L, g, where L,y : H — H
is the multiplication operator by the following continuous function

Aup :(x,y) — exp < - /0+0° a((z,y) + toF) dt) (3.8)

and Ry : H — h is the Radon f —— R[f](6,-) operator which assigns to f the
function

5 — / F(asy) ddsa(a,y)
{{(z,y),0)=s}
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Thus R,p = Ry o Layg is surjective since Ry is surjective. the adjoint operator of R,
is

* _ * *

a0 La,e o Ry.

where L 4 is the adjoint operator of L, defined by the multiplication operator by the

continuous function A,y and R} , the adjoint operator of Ry. We have (see Natterer
[33], p. 18)

Ry :h — H
g — ((ﬂc,y)'—> [7L] )
1 — 82 5:<($7y)76>

and Ry o R = 2Id;, (see Natterer [33], p. 144) since
s
(L)> d)\sﬁ(xa y)
0)=s}

Roo R3[g)(s) = /
(@), V1—s?

- \/% X (2V1 — s%) = 2¢(s) . (3.9)

Therefore, the operator
RagoRyg=Rpo LagoL,yo Ry
is the operator which maps the function g € h into the following one

9(3) 2
S Y ‘Aa,é(x> y)’ d)‘s,O(-Ta y)
/{«w,y) )=} V1 — 82

q(s) / | 2
__9S) Agol@,y)|* dsp(@, y)
VI =52 @y 0=
V1=s2

B 7\/?(?32 /mexp [ e </{0<§<Wt} A0 ) df)] "

As we notice, R, g0}, 5 is the multiplication operator by the strictly positive bounded
function B, ¢ defined by

Vs
/ exp [—2Re</ a(s@%—(t—l—é’)@l)dﬁ)] dt
—V1-s2 {0<e<V1—52—t}

B,yg: s € [—1,1]

)

V1—s2
Ry |[|Aapl?]
N
Such a multiplication operator is a continuous invertible operator of the space h in
itself.
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Consider distinct angles 6, € [0, 27 withp =1, ..., P, and P vectors g1, ..., gp
of the Hilbert space h. One can make explicit the orthogonal projections

feH— P feH

onto the subspaces {f; Rap,[f] = gp} forp =1, ..., P. Therefore the operators Py,
involved in Kaczmarz’s iterative algorithm are given (using (3.6)) as

Pl = [+wRg, 0 [Ras, 0 Rig) ™ (99 = Ras,l/])
9p — Ra,Op [f])

V1—5%B.g, ) s=((z,y) , 0p)
gp - Raﬂp [f]

W) o= (@) 0p)

Using the expression of Py, in (3.7), Kaczmarz’s iterative algorithm in (3.7) can be
written explicitly as follows

fo = f*
k
" " & k [ gp - Raﬁp [ pfl]
I X( ) p=1,.,P
fp pJp—1 p—1 bp Rgp |:|Aa79p‘2:| s=((z,y) , Op) b

starting with an arbitrary initial data f° = fJ.

3.4 Numerical simulations

In order to test the performances of our algorithm in reconstructing images when
the tissue attenuation distribution is completely known, we simulated computer-
generated phantoms for both the distribution of the activity f and the tissue attenua-
tion distribution a. We did two numerical experiments with different image-phantoms
using both optimal and strongly suboptimal data sampling. The performance of our
algorithm in correcting attenuation effects was compared with the conventional ART
algorithm. Also we tested the sensitivity of the algorithm to additional Gaussian
noise. In order to quantitatively evaluate the results, we included L? error estimates
and compared profiles through the true activity to the corresponding profiles of the
reconstructed images.
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3.4.1 Phantoms

We generated two activity models with MATLAB. The first one, denoted phantom
1 ( see figure 3.2(a)) corresponds to the distribution

f(]), y) = M XE (.T, y) + H2 X Es (.T, y) + H3XE; (.T, y)

where F, Ey, E5 are characteristic functions of three large ellipses and 1, po, 13 are
given strictly positive constants of approximatively the same size, such that u; ~
i; ¢ # j. The attenuated projections g; of such an activity are strongly correlated.
Thus the convergence of ART can be seriously slowed. Therefore, this activity model
will be used to test the ability of our algorithm to reconstruct slowly varying spatial
distributions that may reduce performances of iterative algorithms.

The second one, denoted phantom 2 (see figure 3.2(b)) corresponds to an approxi-
mation of

M
flzy) = Z V6 (T — Thy Y — k)
k=1
realized as a linear combination of characteristic functions of small ellipses, the v, for
k=1, ..., M, are random generated positive constants. Such kind of activity model
will be used to test the capacities of the algorithm to recover “accidents” and small
details in discontinuous activity distributions which may vary in a random way.

(a) (b) ()

F1G. 3.2. Model distributions : (a) actiwvity phantom 1; (b) activity phantom 2; (c) atte-
nuation.

In order to perform a realistic model, we took a strongly non uniform tissue atte-
nuation distribution already used in [30]. The image of our phantom of the attenuation
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tissue distribution (see figure 3.2(c)) across a section of a human body shows an el-
lipsoidal region with axes of length 22.5 cm and 30 cm. Also figure 3.2(c) shows two
smaller disjoint ellipsoidal zones with axes of length respectively 10 and 8.8 cm and
two circular disjoint regions of diameter 2.5 cm. The circular and ellipsoidal regions
are disjoint. The smaller ellipsoidal zones correspond to lungs, while the circular re-
gions correspond to bones. The attenuation distribution equals to 0.01 cm~! within
lungs and to 0.17 cm ™! within bones, while it equals 0.15 cm™! within the remainder
part of the large ellipse.

In both experiments, all images were given on a M x M grid with M equals to 128.
The SPECT measurements were given by the attenuated Radon transform computed
with P projections equispaced between 0 and 27. The number P of projections was
chosen in order to agree with the optimal sampling condition P/M ~ 7/2 given in
[33| for transmission tomography using [0, 7| as an angular range. Because of the
involvement in our case of some nonzero tissues attenuation distribution, the SPECT
measurement are computed from 0 to 27. Thus the optimal relation between M and
P becomes P/M =~ m, which is satisfied taking P = 400 projections into account.
Since this ratio falls frequently in practice much below the value 7, we included
numerical studies from suboptimal numbers of projections corresponding to the ratio
P/M = /5. This leads us to take only 80 equispaced projections in consideration.

3.4.2 Reconstruction

In this section we perform the reconstruction of both phantom 1 and 2 using the
algorithm described in (3.10). The tissue attenuation distribution a is chosen as in
the section 3.4.1.

In order to improve the stability of the reconstructed activity distribution, we
will correct the solution provided by our algorithm at each iteration taking into ac-
count natural constraints which need to be fulfilled by the expected solution. Since
we are dealing with the reconstruction of a cross section of human body, a non-
negativity constraint is required in order to provide physical meaning to the solution
(see [4] for more constraint schemes). Therefore, after each iteration k of the algorithm,
the approximated activity distribution f* which has been found will be replaced by
sup(f*,0). It has been shown that the projection access order has an important impact
on the convergence rate and the stability of the ART methods. Thus several schemes
have been proposed in order to improve both convergence speed and reconstructed
image quality (see X. Intes et al [19] for further details). The goal is to rearrange the
measurements in such a way that the projections are closest to perpendicularity. For
this end, we chose a random access scheme (see |50]) that gives better results relative
to the sequential access scheme. The sequential access scheme is the natural order
access. It access to the projections with respect to the order of the acquired experi-
mental data. The relaxation parameter adjusts the projection step at each iteration
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and its selection is most of the time done empirically. We have set w = 0.1 based on
a previous studies such in D. Ros et al [41]. Using iterative algorithms implies that
the solution f should be initialized with a constant value or a good start guess . Ano-
ther common starting guess is fo = foo = 0, which will be chosen for our numerical
experiments.

Therefore, in the approach which is conducted here, the algorithm depends on
two parameters, namely the step Ay of orthogonal projections on various subspaces
{f: Rap, [ = gp} and the number K of iterations. We performed two tests taking the
values Ap = 1 as optimal value using 400 projections and Ay = 5 as suboptimal value
using only 80 projections, in order to see how the choice of Ay, K affects the quality
of the reconstruction where K =1, ..., 30 for both values of the parameter Ap. To
quantitatively compare reconstructed activity densities f29* by our algorithm and
the reconstructed activity densities faATf’K by the classical ART with no attenuation
correction to the true one f, we define the following relative errors expressed in %

_ fAp,K _ pAp K
EAL,D,K _ Hf f H * 100 and EAL,D,K — Hf fa?“t H * 100

mal " nal

where ||.|| is the L? norm.

Reconstruction in the case of slowly varying activity

The image displayed in figure 3.3(a) is the reconstructed image of the activity

distribution phantom 1 with our algorithm after 10 iterations. Each iteration using a
step Ay of orthogonal projections, that is as many angles as used for the computation
of the discrete attenuated Radon transform. Here the corresponding L? relative error
is B9 = 0.54%. Figure 3.3(b) illustrates the reconstructed image by the classical
ART algorithm using the same values for the parameters Ay and K. The L? relative
error yielded is Eri® = 4.6%. The profiles drawn along the horizontal axis y = 0
across the phantom 1 and the reconstructed images from both algorithms are shown
respectively in figure 3.4(a), while 3.4(b) shows the relative errors EA#K and E59"
plotted as functions of the number of iterations.
Both L? relative error and comparison of profiles show that the reconstructions ob-
tained by the classical ART algorithm without an attenuation correction differ signi-
ficantly from the original image even under optimal sampling conditions. Moreover,
we notice that shadows can be seen in the reconstructed image due to non corrected
attenuation effects. On the other hand, the present algorithm yields images which
match perfectly the original phantom used in the simulations and shows good stabi-
lity results for the solutions when the number of iterations increases. Furthermore,
the strongly correlated measurements data didn’t affect the convergence speed of our
algorithm.
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(a) (b)

FiG. 3.3. Reconstruction of the activity “phantom 17 with Ap = 1 and K = 10 : (a)

reconstructed image fA‘P’K ; (b) reconstructed image ﬁf’K
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(b)

FiG. 3.4. Comparison results with Ap =1 : (a) profiles of f (solid line) and the reconstruc-
ted activity distribution densities : f2? (dashed line), fﬁ,f’K (dash-dotted line) for y =0;
(b) L? relative error E~?K (dashed line) and ESK (dash-dotted line) for K =1, ..., 30.

art
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Also we conducted simulations when the measurements data suffered from a highly
suboptimal ratio of the number between projections and the number of samples. The
following numerical experiment was computed taking the value P/M ~ T as a sam-
pling ratio which corresponds to Ay = 5. In this case we have only 80 equispaced
projections in the angular range [0, 27[. Figures 3.5(a) and 3.5(b) show images com-
puted using the present algorithm and the classical ART method respectively after
K = 10 iterations. L? relative error was respectively equal to E*'? = 2.89% and
ENO — 75%.

In order to make a quantitative comparison, we show the profiles of reconstructions
and the true activity distribution , which are both taken across the horizontal axis
y = 0, in figure 3.6(a). Furthermore, we display the relative errors E29% and Eﬁf’K
as functions of number of iterations K. In figure 3.6(b) K describes the interval
[1, 30]. As shown in figure 3.5 and 3.6, if the reconstruction is done in the presence
of strongly varying attenuation distribution and suboptimal sampling ratio, and if we
do not correct or compensate the attenuation effect, then in this case the smoothness
of solutions will be deteriorated and the relative error of reconstruction will linearly
increase as the number of iterations increases. While using the proposed attenuation
correction method, it is possible to obtain a good reconstruction with a small relative
error and a stable behavior of solutions even in case of high suboptimal sampling
ratio. On the other hand, the strongly correlated measurements data didn’t affect the

convergence speed of our algorithm.

(a) (b)

Fi1G. 3.5. Reconstruction of the activity “phantom 1”7 with Ap = 5 and K = 10 : (a)

reconstructed image fA‘P’K ; (b) reconstructed image ﬁftp’K
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F1G. 3.6. Comparison results with Ap =5 : (a) profiles of f (solid line) and the reconstruc-
ted activity distribution densities : f25 (dashed line), faAw’K (dash-dotted line) for y =0 ;

rt

L? relative error E2?X (dash line) and ESOK (dash-dotted line) for K =1, ..., 30 .
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Reconstruction in the case of discontinuous activity distribution

In this section we implemented our algorithm starting with “phantom 2”7 as the
activity distribution. Figure 3.7(a) features the reconstructed activity distribution
fA»E obtained with our algorithm after 10 iterations, each iteration using a step
Ay =1 of orthogonal projections, that is using all possible angles involved for the
preliminary computation of the attenuated Radon transform. Here the corresponding
L? relative error E110 is here almost equal to 0 . Figure 3.7(b) shows the reconstruc-
ted activity distribution faA,,f’K obtained with the classical ART algorithm after 10
iterations and with the same step Ap = 1. In this case the relative error obtained is
EN? = 5.7%. In figure 3.8(a), we plotted both horizontal profiles taken at the center
of the original phantom and the reconstructed images. Image 3.8(b) features the va-
riations of the functions EA?X and E29™ for K between 1 and 30 and p equals to

art

. 1.K .
1. In this case, EY¥ decreases much faster than E,’. Moreover E¥ asymptotically

- LK . : : .
converges to zero, while £} tends to increase starting from the iteration K = 20.
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(a)

Fi1G. 3.7. Reconstruction of the activity “phantom 2” with Ap = 1 and K = 10 : (a)

Ap, K

reconstructed image fo95 ; (b) reconstructed image ot
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Fic. 3.8. Comparison results with Ap = 1 : (a) profiles of f (solid line) and the recons-
TR . Ao K .
tructed activity distribution : fA9K (dashed line), fo" (dash-dotted line) for y = 0; (b)

L? relative error E2?K (dashed line) and ESoK (dash-dotted line) for K =1, ..., 30.
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The computational examples of this section prove that using an algorithm, which
do not take into account the attenuation correction in the reconstruction of distri-
bution models, suffers of lack in accuracy (poor details reconstruction) and loss of
activity intensities and brilliance. Also we noticed that oscillations appear in the re-
constructed activities when these are yielded by the conventional ART algorithm.
This did not happen using our approach. In fact our algorithm provides an exact
reconstruction and a perfect contrast quality of phantoms containing fast varying
distributions. One can see from the profiles comparison that edges of the details were
reproduced accurately and perturbations didn’t occur in the reconstructed image.

As in the case of slow varying activity distribution, we performed reconstruction
for phantom 2 with suboptimal sampling condition. The simulations displayed in
figures 3.9 and 3.10 were done by using 80 equispaced projections. For this end,
we ran the algorithm setting Ay = 5. The images shown in figure 3.9(a) and 3.9(b)
illustrate the reconstructed activities f2%% and fﬁf’K respectively after 10 iterations.
The corresponding L? relatives errors were respectively 4.5% and 22.6%. The profiles
taken at the axis z = 0 through f2*% and f59 are shown in figure 3.10(a) and
superimposed with the corresponding profile through the true activity distribution f
for comparison. Figure 3.10(b) shows how Eﬁf’K begins to slightly increase starting
from the 19" iteration, while E29X asymptotically decreases to 1.7%.

Fi1G. 3.9. Reconstruction of the activity “phantom 2” with Ap = 5 and K = 10 : (a)

. . Ap, K
reconstructed image fA‘p’K ; (b) reconstructed image fm_f’
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Fi1G. 3.10. Comparison results with Ap =5 : (a) profiles of f (solid line) and the recons-
tructed activity distribution : f2% (dashed line), fﬁff’K (dash-dotted line) for y = 0; L?
relative error E29X (dashed line) and ESPK (dash-dotted line) for K =1, ..., 30.
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As one can see, we obtained impressive results applying our method of reconstruc-
tion. Our algorithm displays good stability and accuracy in face of insufficient number
of projections since there were no star-like artifacts in the reconstructed images. In
fact the star-like artifact is a pronounced phenomenon that appears when both atte-
nuation and suboptimal number of projection are present. Furthermore, all the details
of the original phantom were reproduced. On the other hand, and under the same
circumstances, the ART algorithm, which do not take into account the attenuation
correction, produced low-contrast images that contain an important amount of noise
level.
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3.4.3 Reconstruction from noisy data

We conclude our presentation by the reconstruction of the "Shepp-Logan" phan-
tom (see figure 3.11(a)) from noisy data. The Shepp-Logan phantom includes several
fine objects with multiple intensity levels (details with discontinuous geometry) and
also large smooth areas. Thus such an activity distribution simulates realistic models,
so we used it to measure how the noisy data affects the reconstruction in terms of
spatial resolution and image contrast. At first time. First the SPECT measurements
were calculated by the attenuated radon transform using the same attenuation dis-
tribution described in the previous section. Then in order to generate noisy data, we
added Gaussian noise with an average equals 0 and a deviance o2 equals 0.1 to each
projection. The resulting data had a relative mean square error of 12%. In order to
satisfy practical conditions such the suboptimal sampling, we ran our algorithm with
the noisy data setting Ay = 5.

(a) (b)

F1G. 3.11. Reconstruction of phantom "Shepp-Logan" from noisy data : (a) original phan-
tom ; (b) reconstruction without filtering ; (¢) reconstruction with filtering.

The image displayed in figure 3.11(b) was computed using the present algorithm
without additional filtration and after K = 10 iterations. Image in figure 3.11(c) was
obtained using our method with an application of a low-frequency filtration procedure.
The filtered version of our algorithm consists of two steps. At each iteration, we filtered

the projections g, for p =1, ..., 80 with the low-frequency filter W(p) given by
(o) = | 31+ cos(mp/ptOM)) p] < peutot
p)= 0 p| > pcut—off'

where pCUt-off ig the cut-off frequency, pcut-off < JNyauist Then after each full itera-
tion, the image f2%* is filtered using a 2-D median filter. Thus spikes from recons-
truction noise are removed without blurring the edges. Analyzing images presented
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in figure 3.11 one can observe that the low-frequency filtration reduces oscillations in
the reconstructed image with a moderate loss of fine details.
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(b)

Fi1G. 3.12. Comparison results : (a) profiles of f (solid line), reconstructed activity without
filtering (dashed line) and reconstructed activity with filtering (dash-dotted line) for x = 0;
(b) L? relative error evolution : without filtering (dashed line) and with filtering (dash-dotted
line) for K =1, ..., 30.

In order to visualize how the filtration step modifies our algorithm behavior in
term of the reconstruction quality and the L? relative error, we plotted profiles taken
at the vertical axis x = 0 across the phantom and the reconstructed images in figure
3.12(a) and we displayed E2¥X as a function of K for K =1, ..., 30 in figure 3.12(b).
One can see from the graphs comparison that the filtering procedure of our algorithm
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greatly improves the quality of reconstruction and significantly reduces oscillations,
while the relative error analysis shows a diverging behavior of our method. On the
other hand, when the reconstruction is done with the filtered version of our algorithm,
stable solutions occur and convergence is established.

3.5 Conclusion and discussion

This paper presents a method to reconstruct emission activity by an algorithm
incorporating implicit and exact attenuation correction. We investigated the impact of
the attenuation effects, strongly correlated projections and insufficient measurements
in our reconstruction approach.

The computer simulations show that the present method can indeed be used to
improve reconstructed images quality in case the of realistic arbitrary attenuation
maps and gives better results than the classical ART. The present algorithm displays
an accuracy in reconstructing images that contain small details even when the data
measurements suffer from high suboptimal sampling. Since our algorithm need a small
number of projections for accurate reconstruction, then less computational time is
required.

On the other hand, a strong correlated set of projections due to a slow varying
activity distribution seems to be controlled by our algorithm as it was shown by the
L? error estimate studies.

The filtered version algorithm seems to handle oscillation problems when facing
moderately noisy data. We should note that it is possible to apply the present al-
gorithm to real data, however, there is a need for further investigation to increase
numeric robustness. There should be more investigations as well in both adapted
filtering methods and finding the optimal choice of relaxation parameters.

In our first approach, Angles used for the reconstruction were regularly organized
within [0, 27[. Nevertheless, our routine allows the possibility of choosing an arbitrary
set of angles, introducing for example some gaps in the list of selected angles. Since
our approach will allow us to avoid angular sectors in which the attenuation takes
an important role in the projections, this will be useful to accomplish studies on the
reconstruction of the unknown source only when we dispose of partial information
about the attenuation map.






Chapitre 4

Algorithmes et simulations
numeériques

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous exposerons l'algorithme numérique que nous avons utilisé
pour 'implémentation de la méthode étudiée au chapitre 3. Nous verrons de plus com-
ment mettre en oeuvre un algorithme numérique facile & implémenter qui a été utilisé
pour la discrétisation de la transformation de Radon atténuée. A 1'aide de fantomes
informatiques, nous démontrerons que I’erreur purement numérique est faible et que
notre implémentation de I’algorithme de correction d’atténuation converge bien (et
rapidement) vers une solution trés proche de 'objet avec lequel nous avons simulé les
projections. Tous les paramétres sur lesquels 'expérimentateur peut jouer (tels que le
coefficient de relaxation, la solution initiale, 'ordre d’acquisition des projections et les
contraintes physiques) sont importants pour obtenir le meilleur résultat, notamment
en termes de résolution spatiale et de convergence numeérique.

4.2 Le modéle direct

Le probléme de reconstruction en tomographie comporte deux étapes : la premiére
consiste en un modéle direct, i.e. le modéle d’acquisition des projections atténuées de
lactivité f(x); la deuxiéme consiste en le probléme inverse en tomographie, i.e. la
restitution de f(z) a partir du modéle direct.

On a vu au deuxiéme chapitre que le modéle direct est modélisé par la transfor-
mation de Radon atténuée. On propose dans cette partie un algorithme numérique
simple et facile a implémenter pour la discrétisation de la transformation en question.
L’algorithme a été implémenté a ’aide de quelques routines MATLAB. On décrira,
dans la suite, la mise en oeuvre de cet algorithme et on montrera sa simplicité a

79
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travers une idée naturelle de discrétisation d’intégrale le long d’une famille de droites
dépendant d’un paramétre.

4.2.1 Discrétisation de la transformation de Radon atténuée

Rappelons tout d’abord briévement le cadre mathématique du modéle direct et
de la transformation de Radon atténuée dans le cas continu. Les projections paral-
leles atténuées de lactivité f(x,y) de direction 6+ sont vues comme 'ensemble des
intégrales atténuées par un facteur dépendant de I'atténuation a(z,y) le long de la
famille de droites L(s,0) := {{(z,y),0) = s}, toutes paralléles de I'espace R? de
direction 0+ et se situant a la distance s de I'origine (centre de la zone explorée). Ces
projections paralléles atténuées de f régissent les intensités mesurées g,(6,s) par la
caméra et sont modélisées par la transformée de Radon atténuée (6, s) — R, o[f](s)
(voir Tretiak et al. [45]) selon les relations :

+oo
Rao [f1(s) :/«x’y)’mexp (— /0 a((x,y)+tei)dt) Fla,y)dhso(z,y) = ga(0,5). (4.1)

=S

Ici dAg g représente la restriction de la mesure de Lebesgue dans R? sur la ligne L(s, 0),

avec
Cos ¢ 1 —sin g
pum p— S0 < .
0 (singp)’ 0 < cos 4 ) avec 0 < ¢ < pmax

En pratique, 'activité f sera forcément a reconstruite de maniére discréte ; le schéma
d’atténuation a sera lui-méme discrétisé, ainsi que les projections g(6, s) qui seront
séparées par des pas d’angle discrets, ce qui nécessite une version discrétisée de la
transformation donnée par ’équation (4.1).

On suppose dans la suite que l'activité f(z,y) et le schéma d’atténuation a(x,y)
sont donnés sur une grille de pixels discrétisée symétriquement autour du centre et
de taille M x M, avec un pas de discrétisation régulier tel que Az = Ay = 2/M ; on
a alors :

f={f@m,pn), m,n=0,...,M—1}
a={a(Zm,yn), mn=0,... M-—1}.

De méme, les angles de projection ¢, (p =0,..., P — 1) utilisés dans les calculs sont
répartis uniformément dans [0, 27| avec le pas angulaire Ap = 27 /P. De plus, les
détecteurs donnés par les points s, (r =0,..., R—1) sont distribués symétriquement

autour de s = 0 de maniére a ce que As = Ax, ce qui nous raméne a prendre R = M
(voir section 2.3.3).
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Commencons tout d’abord par la discrétisation du facteur atténuant exponentiel
donné par

Aup(z,y) =exp < - /;OO a((z,y) +t6+) dt). (4.2)

Ce facteur est 'exponentielle du terme

Daste) = - [ T al(yy) + 160 dt

souvent nommeé « divergent beam transform » dans la littérature. Il est responsable de
I’atténuation des photons a travers leurs trajets. Sous les hypothéses de discrétisation
citées dans cette section, la version discrétisée de I'équation (4.2) s’exprime de la
maniére suivante :

Aap,(Tm, Yn) = exp ( — Az Z Z a(r, Y1) P(xk — Tm COS @y, Y1 — Yy Sin @p)) (4.3)

k=m Il=n

pour 0 < m,n < M — 1, avec

. 1 six, =x,cosp, et y, =1y,sinp,,
@(xk—xmcossop,yz—ynsm%):{ . 08 B 1YL= U S P

(4.4)
La discrétisation donnée par (4.3) a été réalisée en appliquant la méthode des trapézes
pour le calcul numérique de l'intégrale de I'équation (4.2) le long de la demi-droite de
direction 6, et ayant (2, y,) comme point de départ.

Les projections atténuées de I'activité f données par I’équation (4.1) sont vues
comme la transformation de Radon de f multipliée par le facteur atténuant A, g, , on
a donc

9a(0, s) = Ry [f X Aaﬁp] (s) = /(( o f(x,y) x Age, (x,y) dAsp. (4.5)

Le facteur atténuant étant donné par (4.3), on voit, en appliquant le méme principe
de calcul numérique d’intégrale a 1'équation (4.5), mais cette fois-ci sur la droite

d’équation s, —x,, cos ¢,—y, sin ¢, = 0, que la discrétisation des projections atténuées
de l'activité f s’exprime sous la forme :

Ga(0p, 5;) = Ax Z Z f(@m,yn) X Ag gp(xm,yn)} 3(Sr— Ty €OS Pp— Yy sin ) (4.6)

k=m l=n

pour0<p<P—-1let0<r<M-1.
Ce qui nous rameéne a une forme discrétisée simple de la transformation de Radon
atténuée, facile a implémenter avec peu de paramétres & manipuler.
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4.2.2 Algorithmes

Nous décrivons dans cette sous-section la routine proposée pour I'implémentation
de la transformation de Radon atténuée discréte donnée par (4.6). Notre routine est
basée sur une idée simple et naturelle et elle utilise des routines simples qui ont été
pré-implémentées sous Matlab. La routine principale RadonAtt utilise la sous-routine
Fanbeam qui calcul I'exponentiel de la « divergent beam transform » discrétisée par
I'équation (4.3). Le calcul d’intégrales numériques utilisé pour en déduire les équations
(4.3) et (4.6) consiste a appliquer la méthode des trapézes sur les équations (4.2) et
(4.1) respectivement, i.e. a effectuer des intégrales numériques sur des droites et des
demi-droites de direction Qpl. Donc pour chaque projection qui correspond & une
direction Qpl donnée, il nous faut une procédure qui permette de détecter les pixels de
la grille qui se trouvent sur les droites (ou demi-droites) ou bien a proximité de celles-
ci et ensuite appliquer la méthode des trapézes a partir des pixels ainsi sélectionnés.
Cette méthode s’avére d’étre compliquée & mettre en oeuvre surtout a cause de la
procédure de sélection suivant des directions obliques et variables. Cette procédure
de sélection coiite cher en temps de calcul et risque d’étre lourde & implémenter.

Afin de surmonter cette difficulté, nous avons proposé une méthode qui consiste
a faire tourner les images discrétisées suivant chaque angle de projection ¢, puis a
appliquer la formule des trapézes sur les images ainsi pivotées, ce qui nous rameéne
a effectuer des sommations de pixels sur des lignes verticales. Par suite, I'implémen-
tation de la transformation de Radon atténuée s’en trouve simplifiée et le temps de
calul est réduit d’une facon considérable.

Routine Fanbeam

Nous expliquons dans ce paragraphe le principe et I'implémentation détaillée de la
routine Fanbeam, étant donnés un schéma d’atténuation a sur une grille de pixels de
taille M x M et un angle de projection ¢,. Les lignes de commandes dans ’algorithme
1 décrivent la procédure de calcul de 'exponentielle « divergent beam transform » du
schéma d’atténuation suivant I'angle ¢, selon notre méthode de rotation d’images.
Tout d’abord la fonction imrotate effectue une rotation d’angle —¢, du schéma d’atté-
nuation a représenté ici par une matrice de taille M x M. I'image a ainsi tournée est
stockée dans la matrice a,. Ensuite, au lien d’effectuer la somme des pixels de I'image
a situés sur les demi-droites comme 'on décrit dans I’équation (4.3), nous utilisons

I'image pivotée a, pour faire des sommes sur les lignes verticales de celle ci. La fonc
M—1

tion suml remplace chaque élément a,(m,n) par 1'élément S(m,n) = Z a(m,1).

l=n
Lorsque la matrice S est calculée, nous la multiplions par le pas de discrétisation

2/M et finalement I'exponentielle de la « divergent beam transform » est donnée par
A = exp(—S5). Nous notons que les fonctions imrotate et sum1 sont pré-implémentées



4.2 Le modéle direct 83

sous Matlab.

Routine Divbeam(a, ¢,)
A=imrotate(a, —¢,);
Pour m—0 : M-1 faire

S(m,n)—suml(A(m,n));

Fin Pour
S=8%2/M;
D = exp(—5);

Retourner D;

Fin

Algorithme 1. Implémentation du facteur atténuant.

Routine RadonAtt

Les lignes de commande qui figurent dans 1’algorithme 2 représentent la routine
RadonAtt qui calcule la transformation de Radon atténuée discréte donnée par I'équa-
tion (4.6). La routine RadonAtt utilise la routine Divbeam pour calculer le facteur
atténuant D, g, pour chaque incidence «9;. L’activité f est discrétisée sur une grille de
pixels de taille M x M et les angles de projection utilisés sont repartis uniformément
dans [0, 27| avec un pas de discrétisation égal a 2r/P (P angles). Pour un angle
¢, donné, I'image f est tournée dans le sens des aiguilles d'une montre suivant la
fonction imrotate et ensuite stockée dans la matrice F. Le facteur atténuant D est
calculé par la routine Divbeam et ensuite multiplié par F' pixel par pixel (F' et D sont
de méme taille), ce produit étant stocké dans la matrice F'D. 1l suffit ensuite de cal-
culer la transformation de Radon de F'D pour aboutir & la transformation de Radon
atténuée de f. Pour calculer la transformation de Radon de I'image F'D, nous utili-
sons la fonction sum?2 qui réalise la somme des pixels de 'image F'D dans la direction
verticale, i.e. remplace chaque colonne de F'D par la somme de ses pixels. Finalement
le résultat obtenu est stocké dans la matrice g pour former la tranformation de Radon
atténuée de f pour P projections utilisant M détecteurs chacune; la matrice g est
donc de taille P x M.
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Routine RadonAtt(f, P, a)
Pour p—0 : P-1 faire

F—imrotate(f, —p,);
D—Divbeam(a, ¢,);
FD=F.%D;

g9 =lg, sum2(FD)];

Fin Pour

Retourner g;

Fin

Algorithme 2. Implémentation de la transformation de Radon atténuée

Ces deux routines ont été implémentées sous Matlab et utilisées dans les simula-
tions numériques réalisées dans les chapitres précédents. D’aprés la description des
routines, on voit bien que peu de lignes de commandes et que les opérations ma-
thématiques utilisées sont simples et necessitent du calcul matriciel a son tour bien
adapté et facile a réaliser avec Matlab. L.a présence de boucles a été réduite a celle
d’une seule boucle For par routine, tandis que ’emploi de boucle For et While a été
complétement évité, ce qui accélére les calculs d’une facon trés significative.

4.3 Reésultats numériques

Afin de tester la performance de notre algorithme, nous avons réalisé des tests
numériques avec des images de différentes tailles et avec un nombre d’angles de pro-
jections variable. Pour nos simulations, nous avons opté pour un échantillonnage
uniforme en la variable ¢, c’est-a-dire

©p =DPAp, Ap=27/P, p=0,...,(P—1),

ou Ay est le pas d’échantillonnage et P le nombre d’échantillons (nombre d’angles).
L’activité f et le schéma d’atténuation a sont échantillonnées suivant des grilles car-
rées de M x M pixels.

Nous désirons a présent mettre I'accent sur la dépendance (du point de vue temps de
calcul) de notre algorithme en le nombre P de projections utilisées pour calculer la
transformation de Radon atténuée et en la taille M x M des images. Pour cela, nous
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avons réalisé trois simulations avec des images de taille M x M pour M = 256, 128,
64 et en attribuant les valeurs P = 360, 180, 90 et 45 & chaque simulation afin de
mettre en évidence l'effet d’'une diminution du nombre de projections utilisées et de
la taille des images sur le temps de calcul demandé.

Nombres de projections P | 360 | 180 | 90 | 45
Temps de calcul (secondes) | 60.5 | 29.2 | 15.1 | 7.2

TAB. 4.1. Temps de calcul en fonction de P pour M=256.

Nombres de projections P | 360 | 180 | 90 | 45
Temps de calcul (secondes) | 13.3 | 6.4 | 3.3 | 1.6

TAB. 4.2. Temps de calcul en fonction de P pour M=128.

Nombres de projections P | 360 | 180 | 90 | 45
Temps de calcul (secondes) | 4.6 | 2.4 | 1.1 | 0.5

TAB. 4.3. Temps de calcul en fonction de P pour M—64.

En regardant les résultats numériques qui figurent dans les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3,
on remarque facilement que le temps de calcul nécessaire pour simuler la transforma-
tion de Radon atténuée d’'une image de taille donnée est directement proportionnel
au nombre de projections P. Par contre, le temps de calcul a tendance a augmenter
d’une maniére considérable en fonction du paramétre M pour un nombre de projec-
tions P donné. En effet, pour M = 512 et P = 360 le temps de calcul est égal a 1080
secondes, et il y a eu donc une augmentation trés significative par rapport au temps
de calcul avec M = 256. En pratique, les images utilisées dans la reconstruction en
TEMP sont de taille égale a 128 x 128 ou 256 x 256, et le nombre de projections
utilisées en général égal a 120; alors d’aprés les résultats numériques ci-dessus, le
temps de calcul reste dans les limites raisonnables.

Pour tester la précision et quantifier I'erreur induite par la discrétisation numé-
rique de la transformation de Radon atténuée, nous avons calculé la transformation
de Radon de I'image représentée par le fantome de Shepp-logan (figure 4.1) par le
schéma d’atténuation représenté dans la figure 4.2 suivant notre méthode numérique
(la taille des images étant égale a 256 x 256 et le nombre de projections utilisées égal
a 360) ; le sinogramme visualisant le résultat est affiché dans la figure 4.3. D’autre
part, nous avons fait le méme calcul avec un autre algorithme (voir figure 4.4) élaboré
par G. Bal et P. Moireau [2]. Comme on le voit, les deux résultats sont visuellement
adéquats, en outre I'erreur entre ces deux résultats en norme L? a été égale a 5.2%.
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Fic. 4.1. Fantome de FiGc. 4.2. Schéma d’at-
Shepp-logan. ténuation.

Fic. 4.3

Fic. 4.4
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4.4 Méthode de reconstruction algébrique

Nous avons élaboré au chapitre précédent une méthode itérative de reconstruction
en TEMP avec correction exacte d’atténuation. Cette méthode est une généralisation
de la méthode ART (Algebraic Reconstruction Technique qui est basée sur la mé-
thode de Kaczmarz de résolution de systémes linéaires. Notre approche introduit un
terme analytique de correction d’atténuation a chaque itération de la procédure de
reconstruction. Dans cette section, nous présentons I'implémentation numérique notre
méthode en explicitant la routine InvRadonatt qui sera utilisée ultérieurement pour
I’élaboration des exemples numériques afin de tester la capacité de notre algorithme
a reconstruire des images de bonne qualité dans le cas d'une atténuation quelconque.

4.4.1 Cadre mathématique

Rappelons briévement le support théorique de la méthode de reconstruction pro-
posée; on se limitera ici au cadre de la dimension n = 2; ’espace H sera ici I'espace

H = L&(D(0,1), dx)

des fonctions-source mesurables et d’énergie finie (a valeurs complexes) dans la boule
unité fermée D(0, 1), équipée de la mesure de Lebesgue dzdy.

On se donne une application continue
a :D(0,1)— C

correspondant a une répartition d’atténuation dans le milieu ambiant D(0, 1). Pour
6 € [0,27[, on définit 'opérateur

Rop : H— h:= L*([-1,1],dt),
ou R,y admet pour représentant la fonction définie presque partout dans [—1, 1] (et
d’énergie finie)
+00
- exp (= [ allew) + 18 dt) Ia,y) dheali ).
((z,y),0)=s 0

d)s g désignant la mesure de Lebesgue linéique sur la droite {(x,y); ((x,y),6) = s}.
L'opérateur R, s’écrit comme la composée de I'opérateur continu L,y (de H dans
lui-méme) de multiplication par la fonction continue

Ao : (z,y) — exp ( — /0+<>0 a((z,y) +t0h) dt)
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et de l'opérateur Ry : H — L?*([-1,1], \/%) qui, a f, associe la fonction définie

presque partout dans [—1,1] (et d’énergie finie)

o / F(asy) ddsa(a,y)
{{(z,y),0)=s}

L’opérateur R,y = Ry o Lqg est un opérateur surjectif puisque Ry I'est; I'adjoint de
R est B g = L g0 Ry, Ou L 5 est opérateur adjoint de L,y défini par I'opérateur
de multiplication par la fonction continue A, . Sous ces hypothéses, I'opérateur

* * *
RagoRyg=1RgoLapolygoRy

est donc I'opérateur de multiplication par la fonction bornée positive et en fait stric-
tement bornée inférieurement aussi (voir la section 3.3).

Ry [‘Aaﬁm
V1—s?
C’est donc un opérateur inversible continu de I’espace de Hilbert A dans lui-méme. Si

I'on considére différents angles 6, € [0,27[, p=0,..., P — 1 et P éléments gy, ..., gp_1
de I'espace de Hilbert h, le calcul explicite des projections

Baﬁ DS € [—1, 1]

feEH— P, fcH

sur les sous-espaces {f; Rao, f = gp},p = 1,..., P, est maintenant tout a fait explicite
grace aux formules de Kaczmarz avec relaxation (voir la section 3.2) :

gp - Raﬁp f

PO f = [+whay, X <—)
! R, [|Aag, 2]/ s=t@) .00

injectant I’expressi > ithme itératif de :zmarz avec relaxati >
En injectant Pexpression de P, I'algorithme itératif de Kaczmarz avec relaxation, le
passage de f*¥ a f**1 avec correction d’atténuation s’écrit :

fo = f*
k
k w rk k AN Ip+1 — RaﬁpH [fp]
p+1 a,p Jp p p+1 Rop |:|Aa70p+1 |2] s:<(x’y) 79p+1>
= (4.7)

avec fO = f une solution initiale arbitraire.

4.4.2 Algorithme numérique

Nous expliquons dans ce paragraphe la routine InvRadonatt qui a été utilisée pour
implémenter numériquement, sous Matlab, I’algorithme itératif proposé par I’équation
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(4.7) pour 'inversion de la transformation de Radon atténuée et ainsi la reconstruction
de Tactivité f a partir de ses projections atténuées. La routine InvRadonatt dépend
de plusieurs parameétres qui peuvent influencer la vitesse de convergence et la qualité
des images reconstruites ; ces paramétres sont les suivants :

1. Ay : le pas angulaire qui détermine le nombre de projections utilisées dans la
reconstruction ;

2. w : le paramétre de relaxation;
3. 7 : I'ordre d’accés aux projections utilisées ;

4. f0: la solution initiale utilisée.

Routine InvRadonatt(a, g, Ay, K, w, 7, f9)
fkfl —_ fO.

Pour k=1 : K faire
Pour p=1: Ay : 360 faire

GT(p):RadonAtt(fk’l, Prp); CL);
S =g(r(p)) — Grip;
D~ Divbeam(a, @) ;
Dy~ Divbeam(2 x a, ¢-()) ;
R—RadonAtt(Ds, ¢,¢), 0) ;

F= 14 wxDx(S/R);

Fin Pour

Fin Pour

Retourner f*;

Fin

Algorithme 3. Implémentation de ’algorithme itératif de reconstruction.
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Etant donné le schéma d’atténuation a et les projections atténuées g de 'activité
f, tous les parameétres cités ci-dessus ayant été fixés, la procédure de reconstruction
selon notre méthode est décrite par les lignes de commande présentées dans 1’algo-
rithme 3. La solution est initialisée par la valeur initiale f° et a 'itération k, 360/A¢p
projections sont utilisées pour la reconstruction de la solution f*. Le terme S est la
différence entre la transformation de Radon atténuée G, de f*=1 suivant I'angle
©r(p) €t la projections atténuées g(7(p)) de I'activité f suivant le méme angle d’inci-
dence; S ainsi calculé représente le numérateur dans I’équation (4.7). La quantité D
(resp. Ds) représente I'exponentielle de la « divergent beam transform » du schéma
d’atténuation a (resp. du schéma d’atténuation 2a). Le dénominateur de 1'équation
(4.7) est obtenu en calculant la transformation de Radon de D, suivant 'angle ¢ ,).
Finalement, f* est obtenue en rajoutant le terme correctif w* D x (S/R) a la solution
fF=1. 1’algorithme de reconstruction est itéré & un nombre total d’itérations K ou
bien suivant un certain critére d’arrét (convergence, minimisation d’erreur, ...).

4.5 Reésultats numériques

Nous présentons dans cette section plusieurs résultats numériques de reconstruc-
tion selon notre approche. Le but de ces exemples numériques est de mettre en évi-
dence le role des paramétres intervenants dans l’algorithme de reconstruction. On
verra qu’'un bon choix de ces paramétres peut améliorer drastiquement la qualité des
images reconstruites en terme de résolution spatiale et de qualité des contrastes, nous
montrons aussi que le choix optimal des paramétres accélére la vitesse de convergence
et stabilise I'erreur numérique.

En premier lieu, nous remarquons que l'initialisation de ’algorithme par une approxi-
mation de la solution cherchée a I'aide de la méthode de la retroprojection filtrée
accélére la vitesse de convergence mais ne stabilise pas le comportement numérique
de la méthode. Ensuite, nous étudions I'influence de 1'ordre d’acquisition des données
et de la condition de positivité des solutions pendant la reconstruction itérative. Le
choix du paramétre de relaxation est justifié heuristiquement & I’aide d’un exemple
numérique. La derniére partie de cette section est réservée a la reconstruction a partir
de projections incomplétes, i.e. acquises sur [0, 7[ et non pas sur [0, 27[.

On note que tous les tests numériques ont été réalisés avec des images discrétisées
symétriquement autour de l'origine sur la grille carrée [—1, 1] x [—1, 1] de pixels et
de taille 128 x 128 (activité a reconstruire et schéma d’atténuation c.f. figure 4.5) et
que le nombre de projections utilisées pour le calcul de la transformation de Radon
atténuée est de 360 projections equi espacées sur [0, 2x| dans le cas des données
complétes et de 180 projections equi espacées sur [0, 7| dans le cas des données in-
complétes (avec 128 détecteurs discrétisés symétriquement dans [—1, 1] pour chaque
projection dans les deux cas).
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(a) (b)

F1G. 4.5. Fantomes : (a) image originale (Shepp-Logan) , (b) schéma d’atténuation.

Pour la quantification de 'impact de ces divers paramétres nous avons calculé 'erreur
relative £ en pourcentage a l'itération k :

T
7]

ot f est 'image originale, f* la solution trouvée aprés k itérations et || . || la norme L.
Afin de visualiser la variation de la qualité de reconstruction, on a inclu les graphes
représentant la comparaison de coupes transversales correspondantes entre l'image

* 100%,

originale et I'image reconstruite.

4.5.1 Deépendance en la solution initiale

La plupart des algorithmes de reconstruction itératifs classiques (ART, MLEM,

OSEM, ...) sont initialisés a la solution fY = 0. On propose parfois I'initialisation a une
valeur constante ou bien a une bonne approximation de la solution cherchée a 'aide
des méthodes analytiques classiques (théoréme de la coupe centrale ou la méthode
de rétroprojection filtrée) ; ceci peut avoir un impact sur la vitesse de convergence de
I’algorithme itératif.
Dans cette partie nous proposons d’étudier la dépendance de notre algorithme en
la solution initiale. Pour cela, on a réalisé deux tests numériques : le premier est
réalisé avec comme solution initiale la fonction nulle et le deuxiéme avec comme
solution initiale la solution calculée par la méthode de retroprojection filtrée (f° =
frrp). Ces deux tests ont été réalisés en utilisant un ordre cyclique d’acquisition
des données et sans contraintes physiques supplémentaires. Ensuite, nous avons tracé
I’erreur relative en fonction du nombre d’itérations utilisé pour la reconstruction dans
les deux exemples.
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F1G. 4.6. Erreurs relatives E* (k =1, ..., 20) : avec solution initiale nulle (ligne brisée),
avec solution initiale calculée par FBP (ligne pleine).

La figure 4.6 montre que l'initialisation par une solution calculée avec la méthode
de retroprojection filtrée accelére legérement la vitesse de convergence de notre algo-
rithme (E'° = 14.9% avec f° = 0 et E® = 12.7% avec f° = fusp) mais ne réussit
pas a stabiliser son comportement numérique lorsque le nombre d’itérations aug-
mente; en revanche on remarque que l'erreur relative induite par la reconstruction
avec une solution initiale f© = fizp commence a dépasser legérement celle induite
par une reconstruction avec une solution initiale nulle. Pour cette raison et puisque
I’amélioration apportée par le choix f® = f.upr comme solution initiale n’est pas trop
significative, on adoptera dans la suite des exemples numériques une initialisation
avec fY = 0.

4.5.2 Influence de 'ordre d’acquisition

Rappelons que notre algorithme de reconstruction est basé sur la méthode de
Kaczmarz de résolution des systémes linéaires; En effet, la recherche de la solution f
consiste a projeter la solution initiale & chaque itération sur les sous-espaces définis par
{f; Rap, = gp} pour p =0, ..., P — 1, ce qui correspond en pratique a la recherche
de I'intersection de ses sous-espaces ou bien a I'approximation de cette intersection.

A cet égard, il est connu depuis un certain temps que la qualité de I'approximation
et le taux de convergence de la procédure itérative de reconstruction dépendent, entre
autres facteurs, de 'ordre dans lequel les projections sont sélectionnées pour calculer
le terme correctif. Un certain nombre de chercheurs ([17], [13]) ont fait observer qu’il
était souhaitable d’ordonner les projections de telle sorte qu’elles soient faiblement
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correlées. Cela signifie que les projections appliquées consécutivement doivent corres-
pondre & de sensiblement différentes orientations angulaires. Il est en effet intuitif de
remarquer que si les projections sélectionnées sont choisies a orientations similaires ou
proches, on a trop tendance a biaiser la reconstruction suivant cet angle de vue; il est
clair de plus, que cela ralentit la convergence compte-tenu la redondance au niveau
des informations collectées alors dans le processus itératif. Plusieurs méthodes ont
été proposées pour trouver un mode d’accés aux projections durant la reconstruction
afin d’optimiser le temps de calcul et d’améliorer les images reconstruites. Parmis ces
méthodes, on peut citer celle basée sur la décomposition en facteurs premiers (Ros et
al. |40]), le schéma des distances pondérées (Mueller et al. [32]) ou la méthode d’accés
aléatoire (Van Dijk [50]). Ces techniques sont capables d’accélérer les méthodes al-
gébriques et donnent des résultats nettement meilleurs que celles fournies par ’ordre
d’acces naturel, i.e. I'ordre cyclique, dans lequel les données expérimentales sont gé-
néralement acquises.

Dans cette partie, on teste I'influence du processus de sélection des projections
sur notre algorithme. Pour cela, nous avons comparé la reconstruction du fantéme de
Shepp-logan avec 'ordre cyclique avec le résultat obtenu avec un processus de sélection
aléatoire suivant la loi « uniforme ». La figure 4.7 visualise I'erreur relative E'P en
fonction du nombre de projections utilisées p (p = 0, ..., 359) pour la reconstruction
a la premiére itération. Il est clair que le mode aléatoire de sélection de projections
accélére significativement le taux de convergence de notre algorithme.

90

erreur relative

. . . . .
0o 50 100 150 200 250 300 350 400
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FI1G. 4.7. Erreurs relatives EYP (p =0, ..., 359) : processus cyclique (ligne brisée), pro-
cessus aléatoire (ligne pleine).

Pour avoir une idée du comportement global de notre méthode vis-a-vis de l'ordre
suivant lequel on choisit les projections, on a tracé sur la figure 4.8 I'erreur relative E*
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induite par les deux schémas d’accés aux projections (cyclique et aléatoire) en fonction
du nombre d’itérations k (k = 1, ..., 20). Le comparatif des résultats montre bien
que l'ordre aléatoire stabilise le comportement numérique global de la méthode et
conduit a une erreur relative plus faible.

50

45 - \ T

40 B

35 \ 1

erreur relative
w
o
T
~
L

25

20

[0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
itérations
F1G. 4.8. Erreurs relatives E¥ (k =1, ..., 20) : processus cyclique (ligne brisée), processus
aléatoire (ligne pleine).

4.5.3 Contraintes physiques

L’une des approches la plus simples visant a stabiliser la solution consiste a uti-
liser les contraintes de la solution des algorithmes de reconstruction itérative. En
effet, pendant la reconstruction de I’activité du corps humain, une contrainte posi-
tive peut s’imposer ainsi probablement qu’une limite supérieure de cette activité. Par
conséquent la solution peut étre tronquée par 0 hors de l'intervalle compris entre ses
bornes inférieures et supérieurs prédites. Cette approche peut paraitre un peu bru-
tale, mais elle est souvent utilisée dans la pratique. Il est clair que 'exploitation de ces
contraintes peut améliorer la stabilité des algorithmes de reconstruction itérative, il
est difficile malheureusement d’en analyser les implications du point de vue théorique.
Comme les algorithmes itératifs basés sur la méthode de Kaczmarz (ART classique,
notre algorithme, ...) ne garantissent pas des solutions positives et puisque les images
a reconstruire figurent des activités du corps humain, nous avons corrigé notre algo-
rithme et réalisé une simulation numérique de reconstruction avec une condition de
positivité (i.e. aprés un certain nombre d’itérations ky, les valeurs négatives de f* sont
remplacées par la valeur nulle). Ensuite, afin de quantifier le gain de stabilisation ap-
porté par I'exploitation de ces contraintes physiques sur le comportement numérique
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de notre méthode, nous avons comparé les résultats de reconstruction tenat compte
des contraintes avec celles de reconstruction ne les prenant pas en ligne de compte.
La courbe de la figure 4.9 représente 1'évolution de 'erreur relative EP & la premiére
itération de reconstruction en fonction du nombre de projections p = 0, ..., 359 ,
le mécanisme de sélection de projections étant aléatoire. On voit bien qu’exploiter
la contrainte de positivité accélére le taux de convergence de 1'algorithme. Il est de
méme possible d’imposer une condition de limite supérieure égale a 1 puisque les
images reconstruites sont visualiées avec un niveau de gris, cela que peut améliorer
davantage la stabilité et la qualité de la reconstruction.
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Fi1G. 4.9. Erreurs relatives EYP (p = 0, ..., 359) : sans contraintes (ligne brisée), avec
contraintes (ligne pleine).

Tandis que la figure 4.10 contient la courbe représentative de Ierreur relative E*

en fonction du nombre d’itérations k = 1, ..., 20, on voit que cette courbe nous per-
met de mettre en évidence 'effet stabilisateur de la contrainte de positivité; I'erreur
relative converge vers une valeur voisine de 1%.
Les algorithmes algébriques souffrent d’instabilité lorsque le nombre d’itérations aug-
mente, du fait surtout que le probléme d’inversion par projections itérées soit mal
posé a cause de la grande taille du systéme linéaire et du bruit affectant les données.
Mais il est devenu clair que notre algorithme utilisé avec un mécanisme aléatoire de
sélection de projections et en exploitant une contrainte de positivité converge rapide-
ment vers la solution cherchée et se stabilise lorsque le nombre d’itérations augmente.
Par suite, notre approche une fois implementée en choisissant les bons paramétres
permet de reconstruire des images exactes et de trés bonne qualité (voir Annexe A),
ce malgré la présence d’une carte d’atténuation quelconque et de géométrie irréguliére
(c.f. figure 4.5(b)).
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erreur relative

(o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
itérations
F1G. 4.10. Erreurs relatives E¥ (k = 1, ..., 20) : sans contrainte (ligne brisée), avec
contrainte (ligne pleine).

Remarque: la dépendance en la solution initiale a été évoquée précédemment et on
a vu que l'initialisation de notre algorithme (sans tenir compte des contraintes et avec
processus cyclique de prise de projections) par une solution cherchée a 'aide de la
méthode de rétroprojection filtrée au lieu d’une solution initiale nulle peut améliorer
légérement les résultats (c.f. figure 4.6) surtout pour un petit nombre d’itérations. Par
contre, le fait d'utiliser une solution initiale obtenue via la méthode de rétroprojection
filtrée ne change pas le comportement instable de I'algorithme et donne des résultats
similaires & ceux fournis avec f° = 0 lorsque le nombre d’itérations augmente.

erreur relative

(0] 2 4 6 8 1‘0 12 14 16 18 20
itérations

F1G. 4.11. Erreurs relatives E¥ (k =1, ..., 20) avec contraintes et sélection aléatoire des

projections : solution initiale nulle (ligne pleine), solution initiale calculée par FBP (ligne

brisée).
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La figure 4.11 compare les erreurs relatives de reconstruction E* (k =1, ..., 20) &
partir de la solution initiale nulle avec celles d’une solution initiale f° = fuup, mais
réalisées cette fois-ci avec une contrainte de positivité et un ordre d’accés aléatoire.
Les résultats montrent que le comportement numérique de notre algorithme du point
de vue stabilité et vitesse de convergence est exactement le méme dans les deux
cas (f®=0ou f° = fupp). Cette observation implique que notre algorithme, une fois
réalisé en tenant compte de la contrainte de positivité et en prenant un mode aléatoire
de sélection des projections, est indépendant du choix de la solution initiale.

4.5.4 Choix du paramétre de relaxation

Un autre parameétre pouvant affecter les résultats de reconstruction des algo-
rithmes algébriques est le paramétre de ralaxation w (c.f. (4.7)). Il a été montré que
le bon choix du parameétre de relaxation au cours de la reconstruction peut ameélio-
rer sensiblement la convergence de ’algorithme ART et la qualité des images recons-
truites (voir [17] et [40]). Pour Iinstant, nous avons utilisé un paramétre de relaxation
constant w = 1 dans la réalisation des essais numériques ; ce choix été motivé par un
résultat théorique (voir [33] page 132) sur la convergence de la méthode de Kaczmarz,
qui consiste a prendre 0 < w < 2 et f© = 0. Ce choix du paramétre de relaxation
constant combiné avec la contrainte de positivité a donné des trés bons résultats en
terme de stabilité et de qualité d’image reconstruites (erreur relative faible) dans le
cas de reconstruction avec notre algorithme.
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FiG. 4.12. Erreurs relatives E* en fonction du paramétre de relazation w avec 0.05 < w < 2.
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Il existe une autre facon de réduire les effets oscillatoires et de diminuer I'instabilité
des algorithmes algébriques : il faut prendre pour cela une suite décroissante de para-
meétres de relaxations au fur et & mesure des itérations; il en résulte une amélioration
de la qualité de la reconstruction, mais au détriment de la vitesse de convergence.
Par suite, notre choix d’'un parameétre constant semble bien adapté a la nature du
probléme de reconstruction et évite le ralentissement de la convergence. Afin d’opti-
miser le choix du paramétre de relaxation constant, nous avons réalisé une suite de
tests de reconstruction correspondant aux valeurs de w telles que 0.05 < w < 2 et on
a tracé la courbe de l'erreur relative a la premiére itération (figure 4.12). La valeur
de w = 1.35 fournit une erreur relative minimale E' = 6.04% a la premiére itération,
tandis que la valeur w = 1 donne une erreur relative E' = 6.8%.

4.5.5 Reconstruction avec des données incomplétes

Dans cette partie, nous nous intéressons a la reconstruction de 'activité f a partir
des projections atténuées g,(s, ) acquises sur [0, 7| au lieu de [0, 27[. En absence
d’atténuation, i.e. quand a(x,y) = 0, il est bien connu qu’un secteur angulaire de
180 degrés est suffisant pour déterminer f de facon unique et stable, puisque dans
ce cas on est censé inverser la transformation de Radon (non atténuée) et que I'on a
go(s,0) = go(—s, 7+ 0). Quand a(z,y) # 0, les projections doivent étre acquises sur
[0, 27[ afin de reconstruitre 'activité f. Par ailleurs, quand I’atténuation est constante
(cas de la transformation de Radon exponentielle), Metz et Pan |[31] ont montré que
les projections acquises sur [0, 27[ contiennent des informations redondantes. Noo et
Wagner [36] ont démontré analytiquement que ces informations redondantes peuvent
étre utilisées pour réduire ’acquisition des données a un secteur angulaire d’ouverture
180 degrés; cette réduction angulaire est appréciable en pratique puisqu’elle réduit le
temps de 'examen médical et par suite minimise les artefacts dus au mouvement du
patient. De plus, en réduisant l'ouverture du secteur angulaire d’acquisition de 360
degrés a 180 degrés, le temps de 'acquisition (ou assimilation) des informations est
divisé par deux et par suite le temps de calcul de reconstruction I’est aussi.

A notre connaissance, il n’existe aucun résultat mathématique sur U'inversion de la

transformation de Radon atténuée (a(z,y) non uniforme) a partir d'un tel ensemble
incomplet de données. Dans la pratique, on a observé que les méthodes de reconstruc-
tion itérative, comme par exemple I'algorithme de ML-EM (Maximum Likelihood Es-
timation Maximization) peuvent déboucher sur des résultats de reconstruction assez
précis a partir des projections acquises seulement sur [0, 7[. Mais malheureusement,
a ce jour, aucun théoréme de convergence n’est venu étayer cette observation.
Afin de tester la capacité de notre algorithme & reconstruire des images précises et
de bonne qualité face a de telles données incomplétes, nous avons réalisé un test de
reconstruction avec des projections acquises sur [0, 7| et nous avons comparé les
résultats avec celles de la reconstruction utilisant des données complétes.
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Les deux tests de reconstruction ont été réalisés en utilisant une solution initiale
nulle, un processus aléatoire de sélection des projections et un parameétre de relaxation
constant w = 1.35. La figure 4.13 montre les courbes d’erreur relatives des deux tests
de reconstruction en fonction du nombre d’itérations; elle montre bien que notre
algorithme posséde un comportement stable dans le cas de reconstruction avec des
données incomplétes et que la fonction d’erreur relative correspondante converge vers
la valeur 1.6% (1% pour les données complétes).

erreur relative

[0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
itérations

Fi1G. 4.13. Erreurs relatives E* (k = 1, ..., 20) : données incomplétes (ligne brisée),
données complétes (ligne pleine).

(a) (b)

F1G. 4.14. Images reconstruites (10 itérations) : (a) données complétes , (b) données in-
complétes.
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La figure 4.14a (resp. la figure 4.14b) montre I'image reconstruite aprés 10 itérations
a partir des données complétes (resp. incomplétes). Les deux images possédent la
méme qualité de contraste et contiennent tous les détails de 'image originale (c.f.
figure 4.1).

Pour mieux visualiser I'écart entre les images reconstruites et 1'image originale,
nous avons pris la coupe de I'image originale correspondant a la ligne verticale y = 0 et
on I’a comparé a la coupe correspondante des images reconstruites. Dans la figure 4.15,
on voit la ligne pleine qui correspond a la coupe de I'image originale comparée a celle
de I'image reconstruite aprés 10 itérations avec des données complétes (ligne brisée),
tandis que la figure 4.16 montre la coupe de I'image originale (ligne pleine) comparée
a celle de I'image reconstruite aprés 10 itérations avec des données incomplétes (ligne
brisée). L’étude comparative des coupes montre que la reconstruction avec des données
incomplétes (sur [0, 7[) fournit des images trés proches de celles produites par une
reconstruction avec des données complétes (sur [0, 27[).
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F1G. 4.15. Comparaison des coupes : image originale (ligne pleine), image reconstruite avec
des données complétes (ligne brisée)
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Fi1G. 4.16. Comparaison des coupes : image originale (ligne pleine), image reconstruite avec
des données incomplétes (ligne brisée).

4.6 Conclusions

Nous avons abordé dans ce chapitre ’aspect numeérique des algorithmes utilisés
pour le modéle direct et ’algorithme itératif de correction d’atténuation élaboré au
chapitre 3. Nous avons mis en évidence I'impact de plusieurs parameétres sur la per-
formance et la stabilité numérique de notre algorithme de reconstruction. Les simula-
tions numériques ont montré que notre algorithme est indépendant de la fonction f°
a partir de laquelle on l'initie et que le choix d’un paramétre de relaxation constant
au cours de la procédure de reconstruction donne des résultats satisfaisants une fois
que l'on se plie a un processus aléatoire de sélection des projections et que 1’on tient
compte d’une contrainte de positivité pour les solutions (voir Annexe A). L’analyse
des courbes d’erreur relative et la comparaison des coupes des images originales et
reconstruites affirment que notre algorithme est capable de reproduire des images
exactes et de bonne qualité, y compris dans le cas de reconstruction avec des données
incomplétes.






Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Nous avons tenté, dans ce travail, de mettre en oeuvre une méthode de reconstruc-
tion itérative basée sur des outils hilbertiens avec correction d’atténuation en TEMP,
quand le schéma d’atténuation est connu et non-uniforme. Les étapes essentielles
suivantes peuvent alors étre dégagées :

1. Le modéle.

Le probléme de reconstruction en TEMP avec correction d’atténuation peut
étre traité efficacement d’un point de vue algébrique; 'idée-clé repose sur la
modélisation adéquate du modéle direct, i.e. 'acquisition des projections pa-
ralléles atténuées de l'activité f a retrouver, ce en traduisant le probléme de
la reconstruction tomographique en TEMP en un systéme linéaire intégrant la
contribution de l'atténuation dans I'expression des projections de l'activité a
reconstruire.

2. La résolution.
Une fois le modéle algébrique posé, nous cherchons a le résoudre par une mé-
thode itérative en nous servant de I’algorithme de projections itérées de Kacz-
marz. Ce processus de recherche de solution semble adapté a la nature de pro-
bléme mal posé du probléme tomographique et bénéfice d'un support théorique
a la fois riche et maléable.

3. La validation.
Au cours du troisiéme chapitre de la thése, nous avons testé notre algorithme
de reconstruction contre divers fantémes informatiques. L’utilisation des pro-
jections paralléles atténuées des activités représentées par ces fantomes nous
a permis d’expérimenter notre algorithme de reconstruction et de montrer son
aptitude a réaliser des reconstructions de qualité avec correction d’atténuation
en présence d’un faible nombre de projections utilisées (80 projections) et d’une
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atténuation réaliste, ouvrant ainsi la voie aux applications cliniques . La com-
paraison de ces résultats avec ceux réalisés wvia ’algorithme ART classique a
montré 'amélioration que notre approche apporte a la qualité des images re-
construites.

4. Analyse des paramétres.

Plusieurs paramétres sur lesquels I'expérimentateur peut jouer (tels le coefficient
de relaxation, la solution initiale, mais aussi I'’ordre d’acquisition des projections
et les contraintes physiques) sont importants pour ’obtention d’une bonne réso-
lution spatiale des images reconstruites et d’'un comportement numérique stable
de l'algorithme. Les études numériques menées au chapitre 4 permettent de
préciser la configuration de ces paramétres qui fournit les meilleurs résultats de
reconstruction et accélére la vitesse de convergence tout en stabilisant 1’évolu-
tion de I'erreur relative lorsque 1’'on augmente le nombre d’itérations. De méme,
nous avons remarqué que notre méthode est capable de reproduire des images
de trés bonne qualité dans le cas de reconstruction avec des données acquises
seulement, sur le demi-cercle.

Perspectives

Plusieurs pistes intéressantes semblent se dégager a la suite de ce travail. Du point
de vue expérimental d’abord, un certain nombre de phénoménes comme la diffusion
et la variation de la fonction de réponse du détecteur devraient étre intégrées dans la
modélisation pour améliorer les résultats de reconstruction. Une telle étude, si elle n’a
pas encore été menée ailleurs, serait sans doute utile pour I’ensemble des équipes tra-
vaillant sur I'imagerie TEMP. Notre méthode a pu résister aux données modérement
bruitées ; mais la reconstruction en présence de bruit poissonien (non prise en compte
jusque-1a) mériterait d’étre étudiée afin de pouvoir tester notre algorithme face aux
données issues des examens médicaux réels. Une étude plus poussée permettrait peut-
étre d’arriver a une démonstration théorique de convergence de notre algorithme. Une
mise en correspondance avec les travaux de Natterer [33] et Herman [17] concernant
les algorithmes de reconstruction algébrique serait également fort pertinente puisque
nos deux approches semblent corrélées.

[’un des problémes traité en reconstruction tomographique est celui de la détermi-
nation simultanée de l'activité f et de la carte d’atténuation a sans prise de projection
supplémentaires, i.e. sans devoir passer par la tomographie par transmission pour la
détermination préalable du schéma d’atténuation, réduisant ainsi 'irradation du pa-
tient. Ce probléme complique le processus de reconstruction en TEMP, puisque 1’on
suppose l'atténuation inconnue. Il existe des méthodes itératives et algébriques pour
résoudre ce genre de probléme en supposant I'atténuation inconnue mais s’exprimant



105

de maniére « creuse » en fonction d’'un nombre fini de paramétres; 'objectif sera
donc d’utiliser les données fournies par le scanner pour calculer ces paramétres, pour
chercher ensuite la carte d’atténuation et reconstruire l'activité f en se basant sur
I'approximation de a. Natterer |35 propose une méthode analytique pour la résolution
du probléme de détermination simultanée de a et de f, en supposant que I’atténuation
a est une distortion affine d’une certaine distribution d’atténuation ag (qu’il suppose
connue), i.e. a(x) = ag(Az + b) avec A € M?*? et b € R? réduisant ainsi le probléme
de détermination de a a la détermination des deux inconnues A et b; ensuite il calcule
ces paramétres a ’aide d’une relation de consistance analytique entre les projections
atténuées de f et les projections par transmission de a (voir [33] page 49).

D’autre part, Panin et al. [49] donnent une approche itérative pour la reconstuction
simultanée de a et de f. En premier temps, ils supposent que l'atténuation a s’écrit
comme une combinaison linéaire dans un espace vectoriel d'images de dimension fi-
nie. [’expression de a est ensuite utilisée pour la linéarisation du facteur atténuant
exponentiel de la transformation de Radon atténuée, ce qui conduit & un systéme
d’équations linéaires en les coefficients de I'expression de a; on résout, dans un pre-
mier temps ce systéme linéaire et la carte d’atténuation ainsi obtenue servira dans la
suite a la reconstruction de I'activité f avec un algorithme d’inversion de la transfor-
mation de Radon atténuée (MLEM, Gradient conjugué, ...), une fois prise en compte
la carte d’atténuation approchée obtenue a la premiére étape.

Nous pensons que notre algorithme ouvre une opportunité a exploiter des pistes

pour la résolution du probléme de la reconstruction simultanée de a et de f tout en
supposant que l’atténuation est inconnue mais d’une certaine forme parcimonieuse,
i.e. dépendant d’'un petit nombre de paramétres. L'une des perspectives consiste a
coupler, a chaque itération de notre algorithme, une étape de « Matching pursuit »
visant & exprimer le schéma de l'atténuation en fonction d’éléments (les paramétres
en question) et d'un dictionnaire de motifs bien adapté a la nature de reconstruction
en TEMP. Le schéma de I'atténuation ainsi prédit servira a la détermination de I’ac-
tivité f a l'itération suivante du processus de reconstruction de notre méthode.
Une autre approche consiste a profiter d’une étude spectrale préalable des données
fournies par le scanner afin de déterminer les zones angulaires ot 'atténuation per-
turbe le plus les projections de 'activité f; ensuite, les projections correspondants
aux zones angulaires complémentaires sont seulement utilisées pour la reconstruction
de T'activité f en supposant l'atténuation nulle; ceci vaut dés que la carte d’atté-
nuation s’exprime naturellement dans une bases de fonctions harmoniques, i.e. son
spectre se présente comme une combinaison de Diracs






Annexe A

Résultats de reconstruction

Les résultats exposés dans cet annexe sont les résultats de reconstruction du fan-
tome de Shepp logan a partir de ses projections paralléles atténuées acquises sur
[0, 27[; le nombres de projections étant égal a 360, le nombre de détecteurs égal a
128, les images de taille 128 x 128 et le paramétre de relaxation constant supposé égal
a 1. Nous avons inclus deux cas de reconstruction : le premier réalisé avec la solution
initiale nulle et le deuxiéme avec la solution initiale frgp calculée par la méthode de
rétroprojection filtrée.

Nous avons inclus, pour la reconstruction dans les deux cas, les images recons-
truites par notre algorithme suivant le choix des parameétres citées dans le chapitre 3;
notamment, I’'ordre de projection et la contraite de positivité des solutions. De méme,
on a visualisé la comparaison entre de la coupe de I'image originale correspondant a
la ligne verticale y = 0 a la coupe correspondante des images reconstruites.
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A.1 Solution initiale nulle

La figure A.1 présente les images reconstruites avec comme solution initiale nulle.
Les images de la premiére colonne sont reconstruites via un processus cyclique et
sans contrainte, celles de la deuxiéme via un processus aléatoire et sans contrainte,
celles de la troisiéme via un processus aléatoire intégrant une contrainte de positivité.
Les lignes de la figure A.1 correspondent aux images reconstruites avec pour nombre
d’itérations K = 1, 10 et 20. La figure A.2 présente la comparaison entre les coupes de
I'image originale et les coupes des images reconstruites suivant les trois configurations
de parameétres avec 10 itérations.

F1G. A.1. Reconstruction avec fO =0 : (a) processus cyclique sans contrainte, (b) processus
aléatoire sans contrainte, (c) processus aléatoire avec contrainte intégrée.
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FiG. A.2. Comparaisons des coupes (f° = frpp et K =10) : (a) processus cyclique sans
contrainte, (b) processus aléatoire sans contrainte, (c) processus aléatoire avec contrainte

intégrée.

A.2 Solution initiale analytique

La figure A.3 présente les images reconstruites avec comme solution initiale la
fonction frpp. Les images de la premiére colonne sont reconstruites via un processus
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cyclique et sans contrainte, celles de la deuxiéme via un processus aléatoire et sans
contrainte et celles de la troisiéme wvia un processus aléatoire intégrant une contrainte
de positivité. Les lignes de la figure A.3 corresponent aux images reconstruites avec
pour nombre d’itérations K = 1, 10 et 20. La figure A.4 présente la comparaison entre
les coupes de I'image originale et les coupes des images reconstruites suivant les trois
configurations de paramétres avec 10 itérations.

1

10

20

(a) (b) ()

F1G. A.3. Reconstruction avec f© = frpp : (a) processus cyclique sans contrainte, (b)
processus aléatoire sans contrainte, (c) processus aléatoire avec contrainte intégrée.
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Fi1G. A.4. Comparaisons des coupes (f° = frpp et K =10) : (a) processus cyclique sans
contrainte, (b) processus aléatoire sans contrainte, (c) processus aléatoire avec contrainte
intégrée.
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