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❉❖❈❚❊❯❘ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛r✐s✲❊st

❙♣é❝✐❛❧✐té ✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❡t ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✶✻ ❥✉✐♥ ✷✵✶✶ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs ✿

▲♦r❡♥③♦ ❇❡r❣♦♠✐ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✐❝❤❡❧ ❈r♦✉❤② ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

❊♠♠❛♥✉❡❧ ●♦❜❡t ❘❛♣♣♦rt❡✉r

❇❡♥❥❛♠✐♥ ❏♦✉r❞❛✐♥ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

❉❛♠✐❡♥ ▲❛♠❜❡rt♦♥ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡

P❡t❡r ▲❛✉r❡♥❝❡ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

◆✐③❛r ❚♦✉③✐ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r



➪ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ♠❡s ❢rèr❡s ❡t s♦❡✉rs





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏✬❛✐♠❡r❛✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❛✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❉❛♠✐❡♥ ▲❛♠❜❡rt♦♥

♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛❝❝♦r❞é❡ ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞✬❡♥❝❛❞r❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞♦❝t♦r❛❧✱ ♣♦✉r s❡s

♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❤❡✉r❡s q✉✬✐❧ ❛ ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❞✐r✐❣❡r ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❙♦♥ ÷✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ❡t s♦♥ r❡s♣❡❝t s❛♥s ❢❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞é❧❛✐s s❡rrés ❞❡ r❡❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts q✉❡

❥❡ ❧✉✐ ❛✐ ❛❞r❡ssés ♠✬♦♥t été très ♣ré❝✐❡✉① ♣♦✉r str✉❝t✉r❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛

q✉❛❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❝t✐♦♥s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ●♦❜❡t ✫ P❡t❡r ▲❛✉r❡♥❝❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r

❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ❧❡✉r s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡✉rs ♣ré❝✐❡✉① r❡♠❛rq✉❡s ❡t

❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r ▲♦r❡♥③♦ ❇❡r❣♦♠✐✱ ▼✐❝❤❡❧ ❈r♦✉❤②✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥

❏♦✉r❞❛✐♥ ❡t ◆✐③❛r ❚♦✉③✐ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥❡✉r ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r②✳

❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ◆❛t✐①✐s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❆❞✐❧ ❘❡❣❤❛✐✱ ❆❞❡❧ ❇❡♥ ❍❛❥ ❨❡❞❞❡r ❡t ▼❛r♦✉❡♥ ▼❡ss❛♦✉❞ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✐❡✉①

❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ✧♣r❛t✐q✉❡s✧ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ❡t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡✉rs

❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳

▼❡r❝✐ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▲✳❆✳▼✳❆ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r s✐ ❜✐❡♥ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐

♣❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ ❛✉① ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ✿ ▲♦❦♠❛♥✱ ❆②❡❝❤✱ ❙é❜❛st✐❡♥✱

❙t❡❢❛♥♦✱ ▲❛✉r❡♥t✱ ◗✉✐♥❣ ✭♣❛s sûr ❞❡ ❧✬♦t❤♦❣r❛♣❤✱ ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♥♦♥❝✐❛t✐♦♥ ✦ ✦✮ ❡t

❛✉① ♣❡t✐ts ♥♦✉✈❡❛✉① ❇❡rtr❛♥❞✱ ❱✐❝t♦r✱ ❖♠❛r ❡t P✐❡rr❡✳ ❊♥✜♥✱ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❧✬éq✉✐♣❡ ■♥r✐❛✲

▼❛t❤✜✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❆❣♥ès ❙✉❧❡♠ ❡t ❆♥t♦♥✐♥♦ ❩❛♥❡tt❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs

♠♦✐s ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳



❘és✉♠é

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡

❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ✸ ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s

❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❍❏▼✲▼❛r❦♦✈ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳ ◆♦✉s

r❡✈✐s✐t♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛✣♥❡✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❧✬✐❧❧✉str♦♥s ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇ü❤❧❡r

✷✵✵✻✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞

q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ✭❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞✐s❝rèt❡✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ ✷✵✵✽✱ s❛♥s

s❡ ré❞✉✐r❡ ♥✐ à ❧✬✉♥❡ ♥✐ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ❢✉t✉r❡s ❡t ♦♣t✐♦♥s

s✉r ❱■❳ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s✳

❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s

❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐✲❢❛❝t♦r✐❡❧s ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ✭❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡

♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❝♦t ✶✾✽✼✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ✧✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✧

♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ♣r✐①

❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❈■❘ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥

❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① s✉r

❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❈■❘✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ❈■❘ ❡t ❞❡

s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ q✉✬♦♥ rés♦✉t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s

❞ér✐✈é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ❈■❘✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ♣r✐①

❞✬✉♥ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❈■❘ ❡t à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✳ ◆♦✉s

♠♦♥tr♦♥s q✉❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ s♦♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❞r✐❢t ❞✉ ❈■❘✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❥♦✉❡

❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s

❝♦♥✈❡①❡s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ♣r✐① ❞✉ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s

q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞✉ ♣✉t ❞✉ P✉t ❡st ❝r♦✐ss❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❙♣♦t ❡t

❞é❝r♦✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣♦✉r

❧❡s ❝♦✉rt❡s ❡t ❧♦♥❣✉❡s ♠❛t✉r✐tés✳

✷



❆❜str❛❝t

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✲♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❝✉r✈❡✳ ■t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✸ ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❍❏▼✲

t②♣❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡✳ ❲❡ r❡✈✐s✐t t❤❡ ❆✣♥❡✲▼❛r❦♦✈ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡

❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇ü❤❧❡r ✷✵✵✻✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇❡r❣♦♠✐✬s ♠♦❞❡❧ ♠♦❞❡❧

❇❡r❣♦♠✐ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡♠✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t

t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛

●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥s

✉♥❞❡r s♦♠❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱

❇❡r❣♦♠✐✬s ♠♦❞❡❧✷✵✵✽ ❛♥❞ ❙❝♦t ♠♦❞❡❧ ✶✾✽✼✮✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦r❞❡r ✸✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛t❡

♠❡t❤♦❞ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ♣r✐❝✐♥❣ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥s

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s

♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈■❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❞❡r ❍❡st♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦

❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✱✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss✳

❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❛✐❧s ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ❛♥❞ ✐ts ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥ ❜❡❤❛✈❡ ❛s

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ t❤❡♥ st✉❞② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐ts

❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s ❢♦r t❤❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈■❘✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞②

♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈■❘ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❍❡st♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❈■❘✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢

✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣r✐❝❡s

♦❢ ✭❝♦♥✈❡①✮ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P✉t ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙♣♦t ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ st✉❞② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❢♦r s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ ♠❛t✉r✐t✐❡s✳

✸



✹



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✶✺

✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✶✼

✶✳✶ ❱❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ ❡t ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❍✳ ❇ü❤❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✷✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❡t ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷ ❋♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✿ ❇❡r❣♦♠✐✬s ♠♦❞❡❧ r❡✈✐s✐t❡❞ ✸✶

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶✳✶ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙✇❛♣s ❛♥❞ ❋♦r✇❛r❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❈✉r✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✶✳✷ ❇❡r❣♦♠✐✬s ♠♦❞❡❧✭s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✶✳✸ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✷ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❱■❳ ■♥❞❡① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✷✳✷ Pr✐❝✐♥❣ ❱■❳ ❋✉t✉r❡s ❛♥❞ ❖♣t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ω̄i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ γ✱ β ❛♥❞ ζ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✺ ❍❡❞❣✐♥❣ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✻ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✽ ❙♦♠❡ ♣r♦♦❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✷✳✽✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✷✳✽✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺
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✸ ❈❛❧❝✉❧ ❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ✻✶

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❝♦tt ❣é♥ér❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✷✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ (X, V ) ✻✻

✸✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✾✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✷✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ Xt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❬✺✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✸ ▲❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✹✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✹✳✸ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■■ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥ ✾✶

✹ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❈■❘ ✾✸

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✷ ▼♦♠❡♥ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞✉ ❈■❘ ✐♥té❣ré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✹✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❈■❘ ✐♥té❣ré ✳ ✶✵✷

✹✳✹ ❉ér✐✈é❡s ❞✉ ❈■❘ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✹✳✶ ❉ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✹✳✷ ❉ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✹✳✹✳✸ ❉ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à a ❡t b ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✺ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✶✶✾

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✷✳✶ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✺✳✷✳✷ ❯♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✺✳✸ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❞r✐❢t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✻
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✺✳✹ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✺✳✹✳✶ ❖♣t✐♦♥s s✉r ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✺✳✹✳✷ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✺✳✺ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✺✳✺✳✶ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ♣r✐① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✺✳✺✳✷ ❙✐❣♥❡ ❞❡ Ṗρ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✺✳✺✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ s±ρ (., v) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✻✼

✼
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡st ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛ été ❛❝❝❡♣té ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s

✻✵ ❧♦rsq✉❡ ▼❛♥❞❡❧❜r♦t ❛ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉

♠❛r❝❤é ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐①

❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é✈❛❧✉❡r ❡t ❝♦✉✈r✐r ❞❡s ♦♣t✐♦♥s

❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♦♣t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ♦✉ ❞❡s

♦♣t✐♦♥s à ❈❧✐q✉❡t✳ ❈❡s ♣r♦❞✉✐ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ré♣❧✐q✉és ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❝❛r ❧❡✉r r✐sq✉❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✭♦✉ ✈❛r✐❛♥❝❡✮

❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

❆✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡s é❝❛rts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✱ ❞✐✈❡rs❡s t❡♥t❛t✐✈❡s

♦♥t été ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r✐①

❞❡ ♠❛r❝❤é ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ r✐sq✉❡✲♥❡✉tr❡✳ ➚ ❝❡tt❡

✜♥✱ ❉✉♣✐r❡ ❬✷✷❪✱ ❬✷✸❪✱ ❉❡r♠❛♥ ❡t ❑❛♥✐ ❬✶✾❪✱ ❬✶✽❪ ♦♥t rés♦❧✉ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡ ♣r✐① ❞✉

♠❛r❝❤é ✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❧❡ ♠♦②❡♥ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s

r✐sq✉❡s ❧✐és ❛✉ ✧s♠✐❧❡✴s❦❡✇✧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❍❛❣❛♥ ❡t ❛❧ ❬✸✺❪✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❞✉ s♠✐❧❡✴s❦❡✇ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡ ♠❛r❝❤é

t❡♥❞ à ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❡♥ ❞❡❧t❛ ❡t ❡♥ ✈❡❣❛ ❞❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❡t s♦✉✈❡♥t ❝❡s

❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✧♥❛ï✈❡✧ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✳

❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs✱ t❡❧s q✉❡ ❈♦① ❡t ❘♦ss ✭❈❊❱✮ ♦✉ ❇❡♥s♦✉ss❛♥✱ ❈r♦✉❤② ❡t ●❛❧❛✐ ✭❇❈●✮

♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥

❛❧é❛ ❡①♦❣è♥❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❈❊❱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♦ù ❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡t s❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ❡st

é❣❛❧ à ✶✱✵✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉① ♣r✐① ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s s♠✐❧❡s ❞❡s ♠❛r❝❤é ❞❡ ❜♦✉❣❡r ❞❛♥s ❧❛

✾



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s

❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ s✉✐t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❍❡st♦♥ ❬✸✽❪ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✉ ♣r✐① ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡st ✉♥

❈✳■✳❘ ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❛✉ts✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s❛✉t ❡st q✉✬✐❧s ♠è♥❡♥t ❡♥ s♦✐ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠❛r❝❤é ✐♥❝♦♠♣❧❡t s✐ s❡✉❧ ❧❡

st♦❝❦ ❡t ❡t ❧❡s ❇♦♥❞s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ♥é❣♦❝✐❛❜❧❡s✳

P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡ s✬❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♥♦✈❛tr✐❝❡ ♠❡t ❧✬❛❝❝❡♥t

s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛❧é❛ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛r❝❤és ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡t

❞♦♥❝ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥ ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ ✐♥str✉♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥é❣♦❝✐és ♣♦✉r êtr❡ ❡♥

♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧❡ r✐sq✉❡ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ✭❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞✉ ♠❛r❝❤é✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs

❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts à ❝❤♦✐s✐r ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ ♠❛r❝❤é✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❛ été ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞ér✐✈és ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r

❇r❡♥♥❡r ✫ ●❛❧❛✐ ❬✾❪✱ ❬✶✵❪✳ ❈❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛ts ♦♥t été ❥✉sq✉✬à ré❝❡♠♠❡♥t ❧✐♠✐tés ❛✉①

❛❝t✐✈✐tés ❞❡s ♠❛r❝❤és ❞❡ ❣ré à ❣ré✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❈❤✐❝❛❣♦ ❇♦❛r❞ ❖♣t✐♦♥s ❊①❝❤❛♥❣❡ ✭❈❇❖❊✮

❛ é♥✉♠éré ❞❡s ❝♦♥tr❛ts à t❡r♠❡s s✉r ❧❡ ❱■❳ ❡♥ ♠❛rs ✷✵✵✹ ❡t ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ❛✈❡❝ ❝❡❧❛ ❧❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❱■❳ ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ▲❡s ♦♣t✐♦♥s

❡✉r♦♣é❡♥♥❡s s✉r ❱■❳ ét❛✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ t②♣❡ ❞❡ ❞ér✐✈és q✉❡ ❧❡ ❈❇❖❊ ✐♥tr♦❞✉✐s❛✐t ❡♥

❢é✈r✐❡r ✷✵✵✻✳ ▲❡ ❱■❳ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ à ❧❛ ♠♦♥♥❛✐❡✱

❛♥♥✉❛❧✐sé❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ✸✵ ❥♦✉rs✱ ❝❛r ❧❡ ❱■❳ ❡t s❡s ♦♣t✐♦♥s t✐r❡♥t ❧❡✉rs

✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❙✫P✺✵✵✳ ▲❡ ❱■❳ ❡t s❡s ♦♣t✐♦♥s s♦♥t ❛ttr❛②❛♥ts

♣♦✉r ❧❡s ✐♥✈❡st✐ss❡✉rs q✉✐ s♦✉❤❛✐t❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞✉ ❙P✺✵✵✱ s❛♥s

♣r✐s❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡t s❛♥s ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✉ ❉❡❧t❛✲❍❡❞❣✐♥❣ ❞❡ ❧❡✉rs

♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✳

❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇❡r❣♦♠✐ ❬✺❪✱❬✻❪✱ ❬✼❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐

❇ü❤❧❡r ❬✶✶❪✮ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✧✐♥st❛♥t❛♥é❡✧✱ ♦♥

❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡

❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❍❏▼ ♣♦✉r ❧❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt✱ ♦ù ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
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t❛✉① ❢♦r✇❛r❞✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✱ ❡st q✉❡

♥♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✉ ♣r✐① ❞✉ ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣✱ ♠❛✐s ♥♦✉s

❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡

❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s♠✐❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s

❢♦r✇❛r❞ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛✉① ❢✉t✉r❡s ❡t ♦♣t✐♦♥s s✉r ❱✐① ✭❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛✉① ♦♣t✐♦♥s

s✉r ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❇ü❤❧❡r ❬✶✶❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡s

♠♦❞è❧❡s✱ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❣é♥ér❛✉①✱ ❡st q✉✬✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t

♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♦✉ ❱■❳✱ ❡t

❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s s✉r ❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ✸ ❝❤❛♣✐tr❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡

❍❏▼ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳ ◆♦✉s r❡✈✐s✐t♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛✣♥❡✲♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❧✬✐❧❧✉str♦♥s ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇ü❤❧❡r ❬✶✶❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ✭❝♦♥t✐♥✉❡

❡t ❞✐s❝rèt❡✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ ✭❝❢✳ ❬✼❪✮✱ s❛♥s s❡ ré❞✉✐r❡ ♥✐ à ❧✬✉♥❡ ♥✐ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✧❡①♣❧✐❝✐t❡✧ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r✇❛r❞ ❡♥ t❡r♠❡s

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡

♣❛rt✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s❡ ♣rêt❡ ❜✐❡♥ à ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ❇❡r❣♦♠✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ❢✉t✉r❡s ❡t ♦♣t✐♦♥s s✉r

❱■❳ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳

❯♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♦✛r❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❝❛❧✐❜r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❣é♥èr❡♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡

❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣♦✉r ✜tt❡r ❧❡s ❢✉t✉r❡s s✉r ❱■❳ ❡t ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ s❡s ♦♣t✐♦♥s✳
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡s tr❛✐ts st②❧✐sés ❞✉ s❦❡✇ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡

❞✉ ❱■❳✳ ➚ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

ét❛♣❡ ❡t ♥♦✉s ❝❛❧✐❜r♦♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❜r♦✇♥✐❡♥ q✉✐ ❞✐r✐❣❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ✭❙✫P✺✵✵✮ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡

♣❛r t❡r♠❡ ❞✉ s❦❡✇ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡st ré❞✉✐t❡ à

❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♣r✐① ❞❡s

❢✉t✉r❡s ❡t ♦♣t✐♦♥s s✉r ❱■❳ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡

❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s

❧✐és à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡

❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐✲❢❛❝t♦r✐❡❧s ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ✭❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱

❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ ❬✻❪✱❬✼❪ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❝♦tt ❬✺✷❪✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✸ ❞❡ ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❥♦✐♥t❡ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❣✉✐❞❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥st❛♥t❛♥é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧t✐é✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r

✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ss✐

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ✧✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✧ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡✱ à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té

❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳

❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s

♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❈■❘ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✳

✶✷
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❊❧❧❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉①

s✉r ❧❡ ❈■❘✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙

dVt = (a− bVt)dt+ σ
√

VtdWt, V0 = v, ✭✵✳✵✳✶✮

❛✈❡❝ a, σ, v ≥ 0 ❡t b ∈ R✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s

s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t②♣❡

λ1Vt + λ2
∫ t

0
Vudu✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ y 7−→ P

(

λ1Vt + λ2
∫ t

0
Vudu > y

)

s❡

❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ e−µ
∗y✱ q✉❛♥❞ y t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ♣♦✉r λ2 > 0 ❡t λ1 <

2(2+bt)λ2
b2t

✱ ♦ù µ∗

❡st ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✧❝r✐t✐q✉❡✧ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ λ1Vt+λ2
∫ t

0
Vudu✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s

❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✵✳✵✳✶✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s (v0, a, b, σ)✱ s♦✉s ❞❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r a ❡t σ✱ q✉✐ ✈❛r✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s

❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ q✉✬♦♥ rés♦✉t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞ér✐✈é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ V ✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥ ♣❛r

r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❈■❘ ❡t à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✳ ➪ ❧✬❛✐❞❡

❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭❧❛

❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à a✱ b ❡t v✮✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✭s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ❋❡❧❧❡r ✿

2a ≥ σ2✮ ❧❡ ♣r✐① ❞✉ P✉t ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à v ❡t a ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t ♣❛r

r❛♣♣♦rt à b✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té s✐ ♦♥

♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s

s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ♣r✐① ❞✉ P✉t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛

❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲

❝✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ s✐❣♥❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❡①trê♠❡s ❞❡ s ✭s très ♣❡t✐t ♦✉ tr♦♣ ❣r❛♥❞✮ ✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦✉s

♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s−ρ (t, v) ≤ s+ρ (t, v) t❡❧s q✉❡
∂P
∂ρ
(t, s, v) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r

s ≤ s−ρ (t, v) ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r s ≥ s+ρ (t, v)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ρ = 0✱ ♦♥ ❛ K ≤
s−0 (t, v) ≤ s+0 (t, v) < +∞✱ ❣râ❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡

✶✸



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥té❣ré❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ 0 < s−ρ (t, v) ≤ s+ρ (t, v) < +∞✱

♣♦✉r t♦✉t ρ ∈] − 1, 1[✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s

✭❡♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt✲❧♦♥❣✮ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s s±ρ (t, v)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t ♣❡t✐t✱ ❧❛

♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ s✬✐♥✈❡rs❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♥❛✐❡ ✭❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r s ≤ K ❡t

❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r s > K✱ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ limt→0 s
±(t, v) = K✳ P♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡s

♠❛t✉r✐tés✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ρ✳

✶✹



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

✶✺





✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

✶✳✶ ❱❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ ❡t ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞

❯♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ❚ ❡st ✉♥ ❝♦♥tr❛t q✉✐ ✈❡rs❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡

❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ❚ ♠♦✐♥s ✉♥ str✐❦❡ ❛♣♣❡❧é ❧❡ t❛✉① ❞✉ ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣ V T
0 ✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡

s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✬❤✉✐ ❞✉ ❝♦♥tr❛t s♦✐t é❣❛❧❡ à ③ér♦✳

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡✱ ❛♥♥✉❛❧✐sé❡✱ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❙ ♣♦✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ [0, T ] ❛✈❡❝ ❥♦✉rs

♦✉✈r❛❜❧❡s 0 = t0 < ... < tn = T ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡

RV 0,T :=
d

n

n∑

i=1

(

log
Sti
Sti−1

)2

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ d ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦✉rs ♦✉✈r❛❜❧❡s ♣❛r ❛♥ ❡t ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✜①é❡ à

✷✺✷ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ d
n
≈ 1

T
.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡st s❛♥s ❛r❜✐tr❛❣❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ♥é❣♦✲

❝✐és s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦✉s ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Q✱ ♦ù

(Ω,F ,Q) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♠♣❧❡t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ {Ft}t≥0 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❯♥ rés✉❧t❛t st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉r❡ q✉❡ s✐ supi=1,...,n |ti − ti−1| −→ 0✱ ♦♥ ❛

n∑

i=1

(

log
Sti
Sti−1

)2

−→ 〈log S〉T ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✶✳✶✳✶✮

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù (St)t≥0 ❡st ✉♥❡ s❡♠✐✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ très ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ♣r✉❞❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛

♣r❛t✐q✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ é✈❛❧✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛ts à ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✭❝❢✳ ❇ü❤❧❡r ❬✶✶❪✮ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣s s♦♥t ♥é❣♦❝✐❛❜❧❡s ♣♦✉r

✶✼
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t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛t✉r✐tés ❡t q✉❡ ❧❡✉r ♣r✐① ❡st ❞♦♥♥é s♦✉s Q ♣❛r

V T
t = E

(

〈log S〉T
∣
∣
∣Ft

)

✭✶✳✶✳✷✮

❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

❧❡s ♣r✐① ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s✬❛tt❛❝❤❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛r

t❡r♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣s ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❍❡❛t❤ ❏❛rr♦✇ ▼♦rt♦♥ ♣♦✉r ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛r t❡r♠❡ ❞❡s ♣r✐① ❞❡ ③ér♦✲❝♦✉♣♦♥s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ T 7−→ V T
t ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ♣r❡sq✉❡✲sûr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t

(t, T ) ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ⊂ {0 < t ≤ T <∞}✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

❢♦r✇❛r❞ ♣❛r

ξTt := ∂TV
T
t , (t ≤ T ). ✭✶✳✶✳✸✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❙ s✉✐t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ dS = µSdt+
√
ζtSdWt✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ζ✱ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛r ζt = ξtt ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ✭▼♦❞è❧❡ ❢❛❝t♦r✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡

❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❢❛❝t♦r✐❡❧ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬■tô ❩ à

✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt D ⊂ Rk ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f (Z) ❞é✜♥✐❡ s✉r T ×D à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R

t❡❧s q✉❡

ξTt = f (Z)(t, T, Zt). ✭✶✳✶✳✹✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐t ♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ s✐ ❩ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐t ❛✣♥❡✲

♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ s✐ ❡♥ ♣❧✉s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Z 7−→ f (Z)(t, T, Z) ❡st ❛✣♥❡✳

▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ξ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❢❛❝t♦r✐❡❧✱ s❡

❢❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❩✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❩ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs

❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❀ ❡❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ q✉✐ s❡ r❛♣♣♦rt❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡

❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ f ❡①♣r✐♠❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✧♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✧✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F ❡st ❣é♥éré❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ ◆✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

W ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (ξTt )t≤T ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ ✐❧ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡

✶✽
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r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ξTt = ξT0 +

∫ t

0

β(s, T )∗dWs, ✭✶✳✶✳✺✮

♦ù β(t, T ) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❛♣té✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s RN ✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛r t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡

♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❢♦r✇❛r❞ ξT0 ❡t ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ β(t, T )✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛r❝❤é✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ β éq✉✐✈❛✉t

à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳

❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✉③✐❡❧❛ ✭✶✾✾✸✮✱

❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ x = T − t✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s

s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r✇❛r❞ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ vt(x) ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

vt(x) := ξt+xt ✭✶✳✶✳✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✶✳✺✮✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ vt(x) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

vt(x) := ξt+x0 +

∫ t

0

β(s, t+ x)∗dWs ✭✶✳✶✳✼✮

❊♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ v.(x) ❡st

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dvt(x) = ∂xvt(x)dt+ β(t, t+ x)∗dWt ✭✶✳✶✳✽✮

✶✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛✲

r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❍❏▼

❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛✉① ❞✬✐♥térêt✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❈❤✐❛r❡❧❧❛ ❡t ❑✇♦♥ ✭✷✵✵✶❜✮✱ ■♥✉✐

✫ ❑✐❥✐♠❛ ✭✶✾✾✽✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s s✉r β✱ s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡

❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ✜♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té β ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✾
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❍✶ ∃m ∈ N ✱ x1 < x2, · · · < xm ∈ R+ ❚❡❧s q✉❡ β(t, T ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t✱ ❚ ❡t ❞❡s

♠✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s vt(x1), vt(x2), . . . , vt(xm)

✐✳❡

β(t, T ) = β(t, T, vt(x1), . . . , vt(xm)) ✭✶✳✷✳✶✮

❍✷ P♦✉r t♦✉t 1 ≤ n ≤ N, βn(t, T ) ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❚✮ ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡

∂Tβn(t, T ) = −κn(T )βn(t, T ), n ≤ N, t ≤ T ✭✶✳✷✳✷✮

❡t ❧❡s κn s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❆✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❬❍✶❪ ❡t ❬❍✷❪ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❛✲

❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞✬ét❛ts q✉✐ s♦✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ❜r♦✇♥✐❡♥s

q✉✐ ❞✐r✐❣❡♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❖♥ ♥♦t❡

χn,x(t) :=

∫ t

0

βn(s, t+ x)dWn,s ✭✶✳✷✳✸✮

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ β(t, T ) s❛t✐s❢❛✐t

❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❬❍✶❪ ❡t ❬❍✷❪✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{vt(xk), χn,xi(t), 1 ≤ n ≤ N, 1 ≤ i, k ≤ m} ✭✶✳✷✳✹✮

Pr❡✉✈❡ ➱❝r✐✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ vt(x) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s χn,x(t) ✿

vt(x) = ξt+x0 +
N∑

n=1

∫ t

0

βn(s, t+ x)dWn,s

︸ ︷︷ ︸

χn,x(t)

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❬❍✷❪✱ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s κi s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❧❛

t❤é♦r✐❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s

∀n ≤ N, βn(t, T ) = σn(T )cn(t); σn(T ) := e−
∫ T
0 κn(u)du. ✭✶✳✷✳✺✮

✷✵



✶✳✷✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ▼❆❘❑❖❱■❊◆❙

❉✬♦ù✱

χn,x(t) :=

∫ t

0

βn(s, t+ x)dWn,s =

∫ t

0

σn(t+ x)cn(s)dWn,s = σn(t+ x)χn,0(t).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t x✱ y ❡t n ♦♥ ❛

χn,x(t) =
σn(t+ x)

σn(t+ y)
χn,y(t)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ vt(x) = ξt+x0 +
∑N

n=1 χn,x(t)✱ ❛❧♦rs ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ i✱ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✱

❡♥tr❡ ✶ ❡t m✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ vt(x) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

vt(x) = ξt+x0 +
N∑

n=1

σn(t+ x)

σn(t+ xi)
χn,xi(t) ✭✶✳✷✳✻✮

■❧ r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❡st ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ✿ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

χ := (vt(x1), . . . , vt(xm), χ1,x1(t), . . . , χ1,xm(t), χ2,x1(t), . . . , χN,xm(t))
∗

❡st ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

P♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,m✱ ♦♥ ❛

dvt(xk) = ∂xvt(xk)dt+ β(t, t+ xk)
∗dWt

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

∂xvt(xk) = ∂T ξ
t+xk
0 +

N∑

n=1

∫ t

0

−κn(t+ xk)βn(s, t+ xk)dWn,s

= ∂T ξ
t+xk
0 −

N∑

n=1

κn(t+ x)χn,xk(t)

= h(t, xk, χ1,xk(t), . . . , χN,xk(t))

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥ ♣❧✉s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❬❍✶❪✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,m

dvt(xk) = h(t, xk, χ1,xk(t), . . . , χN,xk(t))dt+ β(t, t+ xk, vt(x1), . . . , vt(xN))
∗dWt

❙♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t 1 ≤ n ≤ N ❡t 1 ≤ k ≤ m✳ ❖♥ ❛

dχn,xk(t) =

[∫ t

0

−κn(t+ xk)βn(s, t+ xk)dWn,s

]

dt+ βn(t, t+ xk)dWn,t

= −κn(t+ xk)χn,xkdt+ βn(t, t+ xk, vt(x1), . . . , vt(xN))dWn,t

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ χ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

✷✶
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✶✳✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❍✳ ❇ü❤❧❡r

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✧❞♦✉❜❧❡ ♠❡❛♥ r❡✈❡t✐♥❣✧ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡

❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇ü❤❧❡r ❞❛♥s ❬✶✶❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡

♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ξTt = G(Zt, T − t), ✭✶✳✷✳✼✮

❛✈❡❝ Z = (z1, z2, z3) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R3 ❡t ● ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

G(z; x) := z3x+ (z1 − z3)e
−κx + (z2 − z3)







κ
κ−c(e

−cx − e−κx), s✐ κ 6= c ,

κxe−κx, s✐ κ = c.

✭✶✳✷✳✽✮

❖♥ ét❛❜❧✐t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s Zt = (Z1
t := ζt;Z

2
t := θt;Z

3
t := mt)

∗✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❩ ❡st ❞♦♥♥é

❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙






dζt = κ(θt − ζt)dt + νζα,ǫt dŴ ζ
t ,

dθt = c(mt − θt)dt + µθβ,ǫt dŴ θ
t ,

dmt = ηmγ,m̄dŴm
t ,

dXt =
√
ζtdBt,

♦ù xy,ǫ := (x+ + ǫ)y − ǫy

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❩ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ξTt := mt(T − t) + (ζt −mt)e
−κ(T−t) +

κ

κ− c
(e−c(T−t) − e−κ(T−t))(θt −mt) ✭✶✳✷✳✾✮

❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱ ♦♥ ❛

vt(x) := mtx+ (ζt −mt)e
−κx +

κ

κ− c
(e−cx − e−κx)(θt −mt) ✭✶✳✷✳✶✵✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✣♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Z✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ β(t, T ) ❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ξTt ✱ ❛❧♦rs β ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬❍✶❪ ❡t ❬❍✷❪✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❡♥ é❝r✐✈❛♥t v

✷✷
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s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

vt(x) =
N∑

n=1

σn(x)ψn(t), ✭✶✳✷✳✶✶✮

♦ù σ1(u) := e−κu , σ2(u) := e−cu et σ3(u) := 1 ❡t ❧❡s ψi s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r







ψ1
t := ζt − κ

κ−cθt +
c

κ−cmt

ψ2
t :=

κ
κ−c(θt −mt)

ψ3
t := mt

❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ vt(x) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✷✳✶✶✮ ❡st q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞✉ ✈❛r✐❛♥❝❡✲

s✇❛♣ ❡st ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡s ψi✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡

G(Zt, x) :=

∫ x

0

vt(u)du,

❛❧♦rs ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s s✇❛♣ s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ G ♣❛r

G(Zt;T − t) = Vt(T )− Vt(t). ✭✶✳✷✳✶✷✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡s ❞❡✉① ❝♦tés ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✳✶✶✮ ❡♥tr❡ ✵ ❡t ❚✲t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

G(Zt, x) =
3∑

n=1

γn(x)ψn(t), ✭✶✳✷✳✶✸✮

♦ù γn(x) :=
∫ x

0
σn(u)du✳ ✐✳❡ γ1(x) :=

1−e−κx
κ

, γ2(x) :=
1−e−cx

c
et γ3(x) := x

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧s T1, T2, T3, ❛✈❡❝ 0 < T1 < T2 < T3 ∈ R, ♦♥ ❛












ψ1(t)

ψ2(t)

ψ3(t)












= Γ(t, T1, T2, T3)
−1












G(Zt, T1 − t)

G(Zt, T2 − t)

G(Zt, T3 − t)












, ∀t < T1, ✭✶✳✷✳✶✹✮

✷✸
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♦ù

Γ(t, T1, T2, T3) :=












1−e−κ(T1−t)
κ

1−e−c(T1−t)
c

T1 − t

1−e−κ(T2−t)
κ

1−e−c(T2−t)
c

T2 − t

1−e−κ(T3−t)
κ

1−e−c(T3−t)
c

T3 − t












◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ κ ❡t c s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧s✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

Zt :=












1 1 1

0 κ−c
κ

1

0 0 1























ψ1(t)

ψ2(t)

ψ3(t)












❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Z ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Vt(Ti) ♣❛r

Zt :=












1 1 1

0 κ−c
κ

1

0 0 1












Γ(t, T1, T2, T3)
−1












Vt(T1)− Vt(t)

Vt(T2)− Vt(t)

Vt(T3)− Vt(t)












, ∀t < T1

❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛t✉r✐té ✜①é❡ T > 0,

❡t ♣♦✉r t♦✉s T1, T2, T3, tq T < T1 < T2 < T3, ♦♥ ❛

Zt = f(t, Vt(T1), Vt(T2), Vt(T3), Vt(t)), ∀t < T, ✭✶✳✷✳✶✺✮

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ♠❛t✉r✐tés T1 < T2 <

· · · < Tm; m > 3 t❡❧s q✉❡ T < Tm−2 < Tm−1 < Tm ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛

Zt = f(t, Vt(Tϕ(t)), Vt(Tϕ(t)+1), Vt(Tϕ(t)+2), Vt(t)), ∀t < T,

♦ù

ϕ(t) := inf {i ≥ 1 : Ti−1 ≤ t < Ti} .

✷✹
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❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲

s✇❛♣s q✉✐ ✈❛r✐❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é

❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ st♦❝❦ ❙ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣s s✉r S✱ ♥♦té FS,V ✳ ❖♥ ♥♦t❡

FS ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❙ ❡t FV ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ✿ ❝✬❡st à ❞✐r❡

FV
t := σ{Vu(T1), . . . , Vu(Tm); u ≤ t, m ∈ N, 0 ≤ T1 < · · · < Tm <∞}

♦♥ ♥♦t❡

FS,V := FS ∨ FV

❆❧♦rs ❝❡ ♠❛r❝❤é ❡st ❝♦♠♣❧❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡❬✶✶❪✱ ✭❝❢✳ ❬✶✶❪✱ ❝❤♣ ✹✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛❝t✐❢ H ≡ (ST , ZT , VT (T )) ∈ L1(FS,V ;P) ❡t s✐ ♦♥ ♣♦s❡

Ht := E
(
H(ST , ZT , VT (T ))/FV

t

)
,

❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛

Ht := h(t, St, Zt, Vt(t)) = h (t, St, f(t, Vt(T1), Vt(T2), Vt(T3), Vt(t))

∆(t, St, Vt(T1), Vt(T2), Vt(T3))

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ré♣❧✐q✉❡r H ♣❛r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

HT = H0 +

∫ T

0

∂S∆(u)dSu +
3∑

n=1

∂vn∆(u)dVu(Tn)

✶✳✷✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❡t ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞

❘❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛ts

χn,xk ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❝❧❛✐r❡ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

é✈✐❞❡♥t s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❡

♠❛r❝❤é✳ ▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t

❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❬❍✶❪ ❡t ❬❍✷❪ ❞❡

❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st

▼❛r❦♦✈✐❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à χn,xk ❡t vt(xi)✳

✷✺
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❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é❝r✐r❡ χ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

χn,x(t) := σn(t+ x)(ψn(t)− ψn(0)); ψn(t) := ψn(0) +

∫ t

0

cn(s)
∗dWn,s ✭✶✳✷✳✶✻✮

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ψn ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱

♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s χn,.✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✳✻✮

❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡s ψn, ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ψn ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ❡①♣r✐♠és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ✭✶✳✷✳✻✮✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛

♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡tt❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡st

♣♦ss✐❜❧❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R+✱ ♦♥ ❛

vt(x) = ξt+x0 +
N∑

n=1

σn(t+ x)

σn(t+ xi)
χn,xi(t) = ξt+x0 +

N∑

n=1

σn(t+ x)(ψn(t)− ψn(0))

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛❞♠❡t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥

v(0, x) :=
N∑

n=1

σn(x)ψn(0). ✭✶✳✷✳✶✼✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ vt(x) ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

vt(x) =
N∑

n=1

σn(t+ x)ψn,x(t). ✭✶✳✷✳✶✽✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ P♦✉r y1, . . . , yN ∈ R+✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Λ(t, y1, . . . , yN ) ♣❛r

Λ(t, y1, . . . , yN) :=
















σ1(t+ y1) . . . σN(t+ y1)

σ1(t+ y2) . . . σN(t+ y2)

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

σ1(t+ yN) . . . σN(t+ yN)
















✭✶✳✷✳✶✾✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ y1, . . . , yN ∈ R+ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞ét Λ(t, y1, . . . , yN) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t t✳

❆❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t χn ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r✇❛r❞ ❞❡

ré❢ér❡♥❝❡ vt(y1), . . . , vt(yN) ✳

✷✻
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❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✶✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s κn ❝♦♥st❛♥ts✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛

❞ét Λ(t, y1, . . . , yN) =

{
N∏

n=1

σn(t)

}

× ❞ét Λ(0, y1, . . . , yN)

✐❧ s✉✣r❛ ❥✉st❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s yi ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❞étΛ(0, y1, . . . , yN) 6= 0 ❡t ❝❡ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s

♣♦✉r t♦✉t t

Pr❡✉✈❡ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✳✶✽✮ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s y1, . . . , yN ∈ R+✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

vt(yi) =
N∑

n=1

σn(t+ yi)ψn(t), 1 ≤ i ≤ N

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s②stè♠❡
















vt(y1)

vt(y2)

✳✳✳

vt(yN)
















= Λ(t, y1, . . . , yN)
















ψ1(t)

ψ2(t)

✳✳✳

ψN(t)
















❆✐♥s✐















ψ1(t)

ψ2(t)

✳✳✳

ψN(t)
















= Λ(t, y1, . . . , yN)
−1
















vt(y1)

vt(y2)

✳✳✳

vt(yN)
















❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✶✳ ❙✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡

❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞❡ ré❢é✲

r❡♥❝❡

✷✼
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Pr❡✉✈❡ ■❧ s✉✣t ❞✬é❝r✐r❡ q✉❡

vt(x) = Λ(t, x, x, . . . , x)Λ(t, y1, . . . , yN)
−1
















vt(y1)

vt(y2)

✳✳✳

vt(yN)
















■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s

❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ❬❍✶❪ ❡t ❬❍✷❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r✇❛r❞ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❝❡s ♠♦❞è❧❡s

❞✬êtr❡ ❛✣♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣✳

❙♦✐t x ∈ R+✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t

V(t, x) :=
1

x

∫ x

0

vt(u)du =
V t+x
t − V t

t

x

✿ ❝✬❡st ❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ ❢♦r✇❛r❞ ❡♥tr❡ t ❡t t+ x✳ P❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✷✳✶✽✮✱ ♦♥ ❛

V(t, x) =
N∑

n=1

γn(t, x)ψn(t) ✭✶✳✷✳✷✵✮

♦ù

γn(t, x) :=
1

x

∫ x

0

σn(t+ u)du, n ≤ N.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ P♦✉r t♦✉t y1, . . . , yN ∈ R+✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Λ̃(t, y1, . . . , yN) ♣❛r

Λ̃(t, y1, . . . , yN) :=
















γ1(t, y1) . . . γN(t, y1)

γ1(t, y2) . . . γN(t, y2)

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

γ1(t, yN) . . . γN(t, yN)
















✭✶✳✷✳✷✶✮

✷✽
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❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ y1, . . . , yN ∈ R+ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞ét Λ̃(t, y1, . . . , yN) 6= 0✱ ♣♦✉r t♦✉t t✳

❆❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t χn ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s s✇❛♣ ❢♦r✇❛r❞

❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ V(t, y1), . . . ,V(t, yN)

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✷✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s✐ ❧❡s κi

s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉s ♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥

♣r❛t✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r y1, . . . , yN ∈ R+ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞ét Λ̃(0, y1, . . . , yN) 6= 0

❡t ♦♥ ❛✉r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r t♦✉t t✳

Pr❡✉✈❡ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t















ψ1(t)

ψ2(t)

✳✳✳

ψN(t)
















= Λ̃(t, y1, . . . , yN)
−1
















V(t, y1)

V(t, y2)

✳✳✳

V(t, yN)
















, ∀t ≤ y1

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t T ≤ y1✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T ✱ ♦♥ ❛

V T
t := V t

t + (T − t)V(t, T − t) = Vt(t) + (T − t)
N∑

n=1

γn(t, T − t)ψn(t)

❉♦♥❝

V T
t = V T

t + (T − t)Λ̃(t, T − t, T − t, . . . , T − t)Λ̃(t, y1, . . . , yN)
−1
















V(t, y1)

V(t, y2)

✳✳✳

V(t, yN)
















.

✶✳✸ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

❢♦r✇❛r❞✱ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇ü❤❧❡r ❬✶✶❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ s♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s

✷✾
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❬❍✶❪ ❡t ❬❍✷❪✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛✣♥❡✲♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡

s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t✱

q✉✐ à ❧❡✉r t♦✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❡

♠❛r❝❤é✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❬❍✶❪ ♣❛r❛ît ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ❝❛r ❧❡s ♠❛t✉r✐tés ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s

❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣ s♦♥t ♥é❣♦❝✐é❡s s♦♥t ✜♥✐❡s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ β(t, T )

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❛t✉r✐té s❡ ❢❛ss❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠❛t✉r✐tés✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝

❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❜✐❡♥ ré❛❧✐st❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡

❛✉① ♣r♦❞✉✐ts q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛

❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✱ ❡st

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♦✉ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛

✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ξtt ✭✈♦✐r ❬✶✶❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛✣♥❡ ❞❡

❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✬♦✛r❡ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡

❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

♦♣t✐♦♥s s✉r ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣❛②✲♦✛ ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❈❛❧❧s s✉r ✈❛r✐❛♥❝❡

ré❛❧✐sé❡✱ ❢✉t✉r❡s ❡t ♦♣t✐♦♥s s✉r ❱■❳✮✳

❖r✱ ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥

♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡t s❛ ✧✈♦❧❛t✐❧✐té✧✱ ❡♥ ❝❛❧✐❜r❛♥t ❝❡rt❛✐♥s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té

❡t ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r êtr❡ ✉♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r

❞❡s ♣r♦❞✉✐ts très s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❛✈❡❝ s❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❝❡

❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ ❬✺❪✱ ❬✻❪✱ ❬✼❪✱ ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇ü❤❧❡r✱

❣râ❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r✇❛r❞ ❞❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ◆♦✉s

♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ ❡t s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦ù ♥♦✉s

♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✧❝❛❧✐❜r❛❜❧❡✧ ❛✉① ❢✉t✉r❡s ❡t

♦♣t✐♦♥s s✉r ❱■❳✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

très r♦❜✉st❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✭s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✮ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❡r❣♦♠✐✳

✸✵



✷ ❋♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✿

❇❡r❣♦♠✐✬s ♠♦❞❡❧ r❡✈✐s✐t❡❞

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛❣❡✲❢r❡❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ❇❡r❣♦♠✐✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❇❡r❣♦♠✐ ♠♦❞❡❧s ✭✷✵✵✽✮✱ ✐s ♠❛✐♥❧②

t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆❧s♦✱

✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡❛s② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❉❡❧t❛✲❤❡❞❣❡ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s ❜② tr❛❞✐♥❣ ✐♥ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❤❡❞❣❡ r❛t✐♦s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳✶

❑❡②✇♦r❞s✿ ❱❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣✱ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❱■❳✱ ❖♣t✐♦♥s✱ ■♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❍❡❞❣✐♥❣

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡q✉✐t② ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✬✻✵s ✇❤❡♥

❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✶✾✻✺✮ ❛♥❞ ▼❛♥❞❡❧❜r♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐t② ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦

♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❤❡❞❣❡ ❤❡❛✈✐❧② ✈♦❧❛t✐❧✐t②✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♦t✐❝ ♦♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♦♣t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r ❝❧✐q✉❡t✲t②♣❡ ♣r♦❞✉❝ts✳

❙✉❝❤ ♣r♦❞✉❝ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r✐❝❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ✈❡r② r✐s❦

❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤❛t ♠❛tt❡r✮ ✐ts❡❧❢✳

✶❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❜② ◆❆❚■❳■❙✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ▼✳ ❈r♦✉❤②✱ ❆✳ ❘❡❣❤❛✐ ❛♥❞ ❆✳

❇❡♥ ❍❛❥ ❨❡❞❞❡r ❢♦r ❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣❢✉❧ ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ ❉❛♠✐❡♥ ▲❛♠❜❡rt♦♥ ❢♦r

♠❛♥② ✉s❡❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳

✸✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❋❖❘❲❆❘❉ ❱❆❘■❆◆❈❊ ❉❨◆❆▼■❈❙ ✿ ❇❊❘●❖▼■✬❙ ▼❖❉❊▲ ❘❊❱■❙■❚❊❉

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♠♦❞❡❧✱ ✈❛r✐♦✉s

❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦

✉s❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ ♦♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s

❡♥❞✱ ❉✉♣✐r❡ ❬✷✷❪✱ ❬✷✸❪✱ ❉❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❑❛♥✐ ❬✶✾❪✱ ❬✶✽❪ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

✜♥❞✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲❢❛❝t♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱

t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✇❛② ♦❢ ♠❛♥❛❣✐♥❣ s♠✐❧❡ ❛♥❞ s❦❡✇ r✐s❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s

♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❍❛❣❛♥ ❡t ❛❧ ❬✸✺❪✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♠✐❧❡s ❛♥❞ s❦❡✇s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

❧♦❝❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♣♣♦s✐t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♠❛t❝❤❡❞ ❜② ♣❛st

♠❛r❦❡t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t♣❧❛❝❡ t❡♥❞s t♦

❞❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❛♥❞ ✈❡❣❛ ❤❡❞❣❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ t❤❡s❡

❤❡❞❣❡s ♣❡r❢♦r♠ ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✬ ❤❡❞❣❡s✳

❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ❈♦① ❛♥❞ ❘♦ss ✭❈❊❱✮ ♦r ❇❡♥s♦✉ss❛♥✱ ❈r♦✉❤② ❛♥❞ ●❛❧❛✐ ✭❇❈●✮

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❤❛r❡ ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ❈❊❱

♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝❧❛ss ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✲

✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss❡t ❛♥❞ ✐ts ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✵✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ss❡t ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ♠❛r❦❡t s♠✐❧❡s t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ st♦❝❤❛s✲

t✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ❣r❡❛t ♣♦♣✉❧❛r✐t② ✇✐t❤ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐s

t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙❆❇❘ ♠♦❞❡❧ ❬✸✺❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ❛ ❝❧♦s❡❞✕❢♦r♠ ✭❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡✮ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙❆❇❘ ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣

❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ♠✉st ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛✉t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛✲

♥❡♦✉s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐ts❡❧❢ ❢♦❧❧♦✇s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✳ ❍❡st♦♥✬s ♣♦♣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❬✸✽❪ ❛ss✉♠❡s

t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ♣r✐❝❡ ✐s ❛ sq✉❛r❡✲r♦♦t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✐♥✲

❝r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ♣r✐❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝

✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ❥✉♠♣ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡② ❧❡❛❞ ♣❡r s❡ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛r❦❡t ♠♦❞❡❧s ✐❢ ♦♥❧②

t❤❡ st♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❤ ❜♦♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s tr❛❞❛❜❧❡ ✐♥str✉♠❡♥ts✳

❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ♥❡✇ str❡❛♠ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❞❡✈❡✲
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❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❚❤✐s ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❜r❛♥❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡

❡①tr❛ s♦✉r❝❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ✭♦r

s❡✈❡r❛❧✮ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❡❞❣❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r✐s❦ ✭❝♦♠♣❧❡t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤✐❝❤ tr❛❞❡❞ ✐♥str✉♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t♦

❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r ♠❛r❦❡t✳

❚❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ✉s❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✜rst s✉❣✲

❣❡st❡❞ ❜② ❇r❡♥♥❡r ✫ ●❛❧❛✐ ❬✾❪✱ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥tr❛❝ts ✇❡r❡ ✉♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧② r❡str✐❝t❡❞

t♦ ♦✈❡r✲t❤❡✲❝♦✉♥t❡r ✭❖❚❈✮ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❈❤✐❝❛❣♦ ❇♦❛r❞ ❖♣t✐♦♥s ❊①❝❤❛♥❣❡

✭❈❇❖❊✮ ❧✐st❡❞ ❢✉t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❱■❳ ✐♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✹ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✇✐t❤ t❤❛t ❜❡❣✉♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛

✈♦❧❛t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱■❳ ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ ❱■❳

✇❡r❡ t❤❡ ♥❡①t t②♣❡ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❤❡ ❈❇❖❊ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✻✳ ❚❤❡ ❱■❳✱ ❞✉❡

t♦ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r✐❝❡s ♦❢ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡①✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛r❦❡t

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✸✵ ❞❛②s✳ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡

❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ ✐♥✈❡st♦rs s❡❡❦✐♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙✫P✺✵✵✱ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ❛

❞✐r❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❉❡❧t❛✲❍❡❞❣❡ t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦✳

❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡r❣♦♠✐ ❬✺❪✱ ❬✻❪✱ ❬✼❪ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✏✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✑ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ♦♥❡ st❛rts ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✭❢♦r✇❛r❞✮ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❥✉st ❛s ❍❏▼✲t②♣❡ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ ♠♦❞❡❧s st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ ♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss✱

❜✉t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ st♦❝❦ ♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❝❛❧❧ ❛ ❢❡✇ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t

✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❇❡r❣♦♠✐✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✷✳✶✳✶ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙✇❛♣s ❛♥❞ ❋♦r✇❛r❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❈✉r✈❡

❆ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t② ❚ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t ✇❤✐❝❤ ♣❛②s ♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t♦t❛❧ r❡t✉r♥s ✉♣ t♦ ❚ ❧❡ss ❛ str✐❦❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ r❛t❡ V T
0 ✱

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❤❛s ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ t♦❞❛②✳

❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ st♦❝❦ ♣r✐❝❡ ♣r♦❝❡ss ❙ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ [0, T ] ✇✐t❤
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❜✉s✐♥❡ss ❞❛②s 0 = t0 < ... < tn = T ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

RV 0,T :=
d

n

n∑

i=1

(

log
Sti
Sti−1

)2

.

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ❞❛②s ♣❡r ②❡❛r ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✜①❡❞ t♦ ✷✺✷

s♦ t❤❛t d
n
≈ 1

T
. ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❛r❜✐tr❛❣❡✲❢r❡❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ♦❢ tr❛❞❡❞ ✐♥str✉♠❡♥ts

❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡

Q✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ❣✐✈❡s t❤❛t ❛s supi=1,...,n |ti − ti−1| −→ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

n∑

i=1

(

log
Sti
Sti−1

)2

−→ 〈log S〉T ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✷✳✶✳✶✮

✇❤❡♥ (St)t≥0 ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ r❡t✉r♥s ✇♦r❦s

✈❡r② ✇❡❧❧ ❢♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣s✱ ❜✉t ❝❛r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐s❡ ✐❢ ✇❡ ♣r✐❝❡ s❤♦rt ❞❛t❡❞

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛②♦✛s ♦♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② V T
t ✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t t✐♠❡ t ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

s✇❛♣ ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t② T <∞✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ✉♥❞❡r Q ❜②

V T
t = E

Q
t

[
RV 0,T

]
= E

Q
t [〈log S〉T ] .

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ (ξT )T≥0 ❛s

ξTt := ∂TV
T
t , T ≥ t ≥ 0.

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙✫P❳ ✐♥❞❡① ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ dSt =

µtStdt + σtStdWt ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦❝❡ss✱ σ✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ξTt = E
Q
t

(
σ2
T

)
.

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❞❛t❡ ❚✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

ξtt = σ2
t , ∀t ≥ 0.

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣✱ V T
t ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s

❛s

V T
t = 〈log S〉t +

∫ T

t

ξTt dt

✸✹
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❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤❡r❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❝✉r✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼❛r❦♦✈✲♣r♦❝❡ss ✿

ξTt = G(T ; t, Zt), ✭✷✳✶✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ● ❛♥❞ t❤❡ ♠✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼❛r❦♦✈✲♣r♦❝❡ss ❩ s❛t✐s❢② s♦♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✜①❡❞ ♠❛t✉r✐t② T > 0✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

✈❛r✐❛♥❝❡ (ξTt )t≤T ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳

✷✳✶✳✷ ❇❡r❣♦♠✐✬s ♠♦❞❡❧✭s✮

■♥ t✇♦ ❛rt✐❝❧❡s ❬✻❪✱ ❬✼❪ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✷✵✵✺ ❛♥❞ ✷✵✵✽ ✐♥ ❘✐s❦✱ ▲✳ ❇❡r❣♦♠✐ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇

♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡✳ ❍❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦

✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✿ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ▲■❇❖❘ ♠❛r❦❡t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛✐♠❡❞ t♦

♠♦❞❡❧ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣s ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t❡♥♦r ♦❢ ♠❛t✉r✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s

▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❛♥❞ t✐♠❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

t✐♠❡✲t♦✲♠❛t✉r✐t② ♦♥❧②✳

❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ t♦ ♠❛t❝❤ ❛♥② s♣❡❝✐✜❡❞ t❡r♠✲str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② ✐♠♣❧✐❡❞

✈♦❧❛t✐❧✐t② s❦❡✇ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt ♠❛t✉r✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ❢♦r

✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣s ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s

❛♥❞ t❤❡ ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② s❦❡✇s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ s♠✐❧❡ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞

✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ s♠✐❧❡s✳

❉❡♥♦t❡ ❜② T0 < T1 < · · · < Tn t❤❡ t❡♥♦r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞

✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ξTt = ξT0 f
T (xTt , t) = ξT0

(

(1− γT )e
ωT x

T
t −

ω2T
2

E(xTt )
2

+ γT e
βTωT x

T
t −

β2T ω
2
T

2
E(xTt )

2

)

, ✭✷✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡

xTt :=
∑

n

θn e
−κn(T−t)

∫ t

0

e−κn(t−s)dW n
s ✭✷✳✶✳✹✮

❚❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥s W n ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ρi,j✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s γ✱

β ❛♥❞ ω ❛r❡ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [Ti, Ti+1[✳

✸✺
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❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣r❡ss ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢

❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭γ✱ β ❛♥❞ ω✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛r❦❡t ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝❡s ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t

❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [Ti−1, Ti[

❛s

ξTt = ξit = ξi0f
i(t, xTit ), t ≤ T ❛♥❞ T ∈ [Ti−1, Ti[.

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱■❳ s♠✐❧❡s ✐s ❡①❛❝t ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❇❡r❣♦♠✐ ✭✷✵✵✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ f i(t, xTit )✱ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❜✉t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❝❛❧✐✲

❜r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r✐❝❡

♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ FTi ✱ ❙ ✐s ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ♦✈❡r [Ti, Ti+1[ ✿

t❤❡ s♣♦t ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

dS

S
= (r − q)dt+

√

ξi+1
Ti
dW Ti ≤ t < Ti+1,

✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♠✉❝❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙✫P ♦♣t✐♦♥s ✇✐t❤

✸✵✲❞❛②s ♠❛t✉r✐t② st❛rt✐♥❣ ❢♦r♠ Ti✳

✷✳✶✳✸ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛❣❡✲❢r❡❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❞❡①✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥❡s ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❇❡r❣♦♠✐✬s

♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐♥ ✭✸✳✸✳✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t

❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛t✉r✐t②✱ ❛s ✐♥ ✭✷✳✶✳✹✮✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛t✉r✐t② ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ♣❛②♦✛ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
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✷✳✷✳ ❆ ❉❨◆❆▼■❈ ▼❖❉❊▲ ❋❖❘ ❋❖❘❲❆❘❉ ❱❆❘■❆◆❈❊ ❉❨◆❆▼■❈❙

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❛❧✐✲

❜r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❝✉r✈❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ✐ts ♦♣t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

♦✉r ♠♦❞❡❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ st②❧✐s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❦❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❱■❳✳

❆t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ st♦❝❦ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❢❛❝t♦rs t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❦❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐❧❧❛ s♠✐❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛♥❦s t♦

t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ P✉ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥

✸✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ω ✭❚❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤

t❡♥♦r ❞❛t❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ✐♥

t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

t♦ ✜t t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s

✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛✳ ❙❡❝t✐♦♥

✺ s❤♦✇s t❤❡ ❤❡❞❣✐♥❣ ♦❢ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥ ♦♥ ❱■❳ ❝❛♥

❜❡ ❤❡❞❣❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡✱ ♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣✱ ♦♥❡ P✉t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡

s❦❡✇✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❡❞❣❡ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❡ st✉❞②

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss❡t ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✜t

✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❙✫P ✐♥❞❡①✱ ♥❡❛r✲t❤❡✲♠♦♥❡②✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳

✷✳✷ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s

♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ st♦❝❦ ♣r✐❝❡✳ ❖✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
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❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❋❖❘❲❆❘❉ ❱❆❘■❆◆❈❊ ❉❨◆❆▼■❈❙ ✿ ❇❊❘●❖▼■✬❙ ▼❖❉❊▲ ❘❊❱■❙■❚❊❉

t♦ ❇❡r❣♦♠✐✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ s❡t ♦❢

s❡tt❧❡♠❡♥t ❞❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥

T0 < T1 < ... < Tn < . . .

❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ t❡♥♦r str✉❝t✉r❡ ✭✇❡ ✉s❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t❡♥♦r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❱■❳

❢✉t✉r❡s✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛♥② t❡♥♦r str✉❝t✉r❡✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss❡t

✇❤♦s❡ ♣r✐❝❡ ❙ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss (St)t≥0 ♦♥ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡

(Ω,F , {Ft}t≥0,Q) ✱ ✇❤❡r❡ {Ft}t≥0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

❲❡ ✜rst s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥✲t②♣❡ ❱■❳ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r Q ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

ξTt = ξT0 e
ωT x

Ti
t −ω2T

2
E(x

Ti
t )2 , t ≤ T ❛♥❞ T ∈]Ti−1, Ti] ✭✷✳✷✳✶✮

✇❤❡r❡ xTt ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✶✳✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ξT0 ❛r❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣ ♣r✐❝❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❇❡r❣♦♠✐✬s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧

✭✸✳✸✳✶✮✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛t✉r✐t②✱ ✐s t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s

t❤❡ ❙✫P ✐♥❞❡① ❛s ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝✲❧♦❣♥♦r♠❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡

✐♥ ❇❡r❣♦♠✐✬s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t♦ ❇❡r❣♦♠✐✬s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ γT = 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧

s❡❡ t❤❛t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ω✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❦❡✇

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠

t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❙✫P✬s s♠✐❧❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s✐♥❣❧❡✲❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ♥♦t

❜❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞

✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ t✇♦✲❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧ ♦✛❡rs ❛

❣♦♦❞ q✉❛❧✐t②✴t✐♠❡ r❛t✐♦✳ ❆♥②✇❛②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❢❛❝t♦rs✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✶✳✹✮✱ κi✱ θi ❛♥❞ ρi,j✱ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡

❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

✸✽
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❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❇❡r❣♦♠✐ ❬✼❪✱ ✇❤❡r❡ ❤❡ ♣r♦♣♦s❡s s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

s❡ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷ ❢❛❝t♦rs✱ ❇❡r❣♦♠✐ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❡t
1
κ1

✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠♦♥t❤s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡♣♦♥❞s t♦ κ1 ≈ 8✱ 1
κ2

✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇

②❡❛rs ✿ κ2 ≈ 0.3✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ω ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❚✳ ■t ✐s ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡

✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ξ ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❜②

❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❱■❳ ■♥❞❡①

❚❤❡ ❱■❳ ❋✉t✉r❡s ♠❛t✉r✐♥❣ ❛t t✐♠❡ T q✉♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✸✵ ❞❛②s✳

❙♦ V IX2 r❡♣r❡s❡♥ts ✸✵✲❞❛② ❙✫P ✺✵✵ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ r❛t❡✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧

♠❡❛s✉r❡ ❜②

V IXT =

√

E
Q
T

[
1

δ
RV T,T+δ

]

, ✭✷✳✷✳✷✮

✇❤❡r❡ δ = 30
365

❛♥❞ RV T,T+δ = RV 0,T+δ − RV 0,T ✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡✱

t❤❡ ❱■❳ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

V IXT =

√

1

δ

∫ T+δ

T

ξuTdu =

√

1

δ

∫ T+δ

T

ξu0 e
ωux

τu
T −ω2u

2
E(xτuT )2du,

✇❤❡r❡ τu =
∑

i≥1 Ti1u∈]Ti−1,Ti]✳

❲❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❛t✉r✐t✐❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❱■❳ ✐s tr❛❞❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

s♣❡❝✐❛❧ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❢✉❧✮ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ T = Ti ❢♦r s♦♠❡ i = 1, . . . , n✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② V IXi :=

V IXTi ✳ ❆ss✉♠❡❞ t❤❛t ω ✐s ❇♦r❡❧ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡

V IXi =

√

1

δ

∫ Ti+1

Ti

ξu0 e
ωux

Ti+1
Ti

−ω2u
2
E(x

Ti+1
Ti

)2du ≡
√

gi(Z), ✭✷✳✷✳✸✮

✇❤❡r❡ Z ❤❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ gi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

gi(z) =
1

δ

∫ Ti+1

Ti

ξu0 e
z ω̄i(u)−

ω̄2i (u)

2 du ✭✷✳✷✳✹✮

❛♥❞

ω̄i(u) := ωu

√

E(x
Ti+1

Ti
)2. ✭✷✳✷✳✺✮

✸✾
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✷✳✷✳✷ Pr✐❝✐♥❣ ❱■❳ ❋✉t✉r❡s ❛♥❞ ❖♣t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞

❝❛❧❧ ♦♣t✐♦♥s✳ ❇② ✉s✐♥❣ ✭✷✳✷✳✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❊✉r♦♣❡❛♥✲❧✐❦❡ ❝❧❛✐♠ ♦♥ V IXi✱

✇✐t❤ ♣❛②✲♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ ❛s

EQf(F i) =

∫

R

f(
√

gi(x))
e−

x2

2

√
2π
dx.

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈❛❧❧s ❛♥❞ P✉ts ♦♥ ❱■❳✷✱ ❜② ✉s✐♥❣

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② t✇✐❝❡✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G

❛♥❞ ❢♦r ❛♥② k ∈ R+

G(X2) = G(k) +G′(k)(X2 − k) +

∫ ∞

k

G′′(K)(X2 −K)+dK +

∫ k

0

G′′(K)(K −X2)+dK

❚❤✐s ❣✐✈❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❈❛❧❧s ❛♥❞ P✉t ♦♥ ❱■❳ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈❛❧❧s ❛♥❞ P✉ts ♦♥

V IX2✱ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s x 7−→ (
√
x− k)+ ❛♥❞ x 7−→ (k−√

x)+

E(V IXi − k)+ =
1

2k
E(V IXi

2 − k2)+ −
∫ ∞

k2

1

4K
√
K

E(V IXi
2 −K)+dK ✭✷✳✷✳✻✮

E(k − V IXi)+ =
1

2k
E(k2 − V IXi

2)+ +

∫ k2

0

1

4K
√
K

E(K − V IXi
2)+dK ✭✷✳✷✳✼✮

❛♥❞ ❜② ❝❛❧❧✲♣✉t ♣❛r✐t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ♣✉ts ♦♥

V IX2✳ ❋♦r ❡✈❡r② k > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E(V IXi) =
k + EV IXi

2

2
√
k

−
∫ k

0

E(K − V IXi
2)+dK

4K
√
K

−
∫ ∞

k

E(V IXi
2 −K)+dK

4K
√
K

✭✷✳✷✳✽✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r k = EV IX2
i ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E(V IXi) =
√

EV IX2
i −

∫ EV IX2
i

0

E(K − V IXi
2)+dK

4K
√
K

−
∫ ∞

EV IX2
i

E(V IXi
2 −K)+dK

4K
√
K

✭✷✳✷✳✾✮

◆♦✇✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❈❛❧❧s ❛♥❞ P✉ts ♦♥ V IXi ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ■❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ω̄i ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ str✐❦❡ K✱ t❤❡

♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛❧❧ ♦♥ V IX2
i ✇✐t❤ str✐❦❡ K ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E(V IXi
2 −K)+ =

1

δ

∫ Ti+1

Ti

ξu0N(−z∗i (K) + ω̄i(u))du−KN(−z∗i (K)) ✭✷✳✷✳✶✵✮

✹✵



✷✳✸✳ ❙P❊❈■❋❨■◆● ω̄I

❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ P✉t ♦♥ V IXi
2 ✇✐t❤ str✐❦❡ K ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E(K − V IXi
2)+ = KN(z∗i (K))− 1

δ

∫ Ti+1

Ti

ξu0N(z∗i (K)− ω̄i(u))du ✭✷✳✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ◆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ z∗i ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s

z∗i (K) = inf
{

z ∈ R

∣
∣
∣ gi(z) ≥ K

}

= g−1
i (K)

Pr♦♦❢

❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

E(V IXi
2 −K)+ = E(gi(Z)−K)1gi(Z)≥K

=

∫ ∞

z∗i (K)

(gi(x)−K)
e−x

2/2dx√
2π

=
1

δ

∫ Ti+1

Ti

ξu0

∫ ∞

z∗i (K)

e−
x2

2
+xω̄i(u)−

ω̄2i (u)

2 dx√
2π

du−KN(−z∗i (K))

=
1

δ

∫ Ti+1

Ti

ξu0N(−z∗i (K) + ω̄i(u))du−KN(−z∗i (K)) �

✷✳✸ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ω̄i

❚❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s♣❡❝✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ω̄i✳ ❙♦ ❡✈❡r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ω̄i

❣✐✈❡s ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❱■❳ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dV IX2
t =

ξt+δt − ξtt
δ

dt+
1

δ

∫ t+δ

t

du ξu0 e
ωux

τu
t − 1

2
ω2
uE(x

τu
t )2dxτut

=
ξt+δt − ξtt

δ
dt+

∑

n

[
θn
δ

∫ t+δ

t

ξu0 e
ωux

τu
t − 1

2
ω2
uE(x

τu
t )2 e−κn(τu−t)du

]

dW n
t .

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥sW n ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

♦❢ V IX2 ❞②♥❛♠✐❝s ✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱■❳ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❢♦r ❛♥②

✹✶
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❢♦r♠ ♦❢ ω̄i✳ ❙♦ ❜② ❉✉rr❧❡♠❛♥ ❬✷✹❪ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❦❡✇ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

t❤❡ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ω̄i ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❱■❳ s❦❡✇

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ω̄i t❛❦❡s ♦♥❧② t✇♦ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ]Ti, Ti+1]✳ ❲❡

✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❦❡✇ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s✱ ✇❡

❝❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡✱ ❡①❛❝t❧②✱ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✧❛t ❧❡❛st✧ ♦♥❡ P✉t ♦♣t✐♦♥ ❜② ♠❛t✉r✐t②✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ω̄i ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡

✐♥t❡r✈❛❧ ]Ti, Ti+1]✳

❉❡♥♦t❡ ❜② Li t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ω̄i ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡✲

tr✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

ω̄i(t) = ζi1t∈]Ti,Li] + βiζi1t∈]Li,Ti+1]. ✭✷✳✸✳✶✮

✇❤❡r❡ βi ∈ [0, 1]✳

❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ F i2 t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

V IXi
2 = mi

[

(1− γi)e
ζiZi−

ζ2i
2 + γi e

βiζiZi−
β2i ζ

2
i

2

]

✇❤❡r❡ mi :=
1
δ

∫ Ti+1

Ti
ξu0du✱ γi =

1
δ

∫ Ti+1
Li

mudu

mi
❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Zi := 1

√

E(x
Ti+1
Ti

)2
x
Ti+1

Ti

❤❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛♥② ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t (γi, βi, ζi)✳

❚❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ♣✉ts ♦♥ V IX2
i ❜② ✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✶ ❛♥❞ t❤❡

❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✷✳✷✳✻✮✱ ✭✷✳✷✳✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✽✮✳ ◆♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ω̄i✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❝❛❧❧ ♦♥ V IXi
2 ✇✐t❤ str✐❦❡ ❑ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E(V IXi
2 −K)+ = mi [(1− γi)N(−z∗i (K) + ζi) + γiN(−z∗i (K) + βiζi)]−KN(−z∗i (K))

✭✷✳✸✳✷✮

❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♣✉t ♦♥ V IXi
2 ✇✐t❤ str✐❦❡ ❑ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E(K − V IXi
2)+ = KN(−z∗i (K))−mi [(1− γi)N(z∗i (K)− ζi) + γN(z∗i (K)− βiζi)]

✭✷✳✸✳✸✮

Pr✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❡r♠s ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs γi✱ βi ❛♥❞ ζi✳

✹✷
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❲❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ P✉t ♣r✐❝❡s✳ ❋✐rst✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡

♥♦t❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡

V γ,β,ω
i := mi

[

(1− γ)eζZi−
ζ2

2 + γeβζZi−
β2ζ2

2

]

,

❢♦r (ζ, β, ζ) ∈ [0, 1]× [0, 1]× R+✳ ❆❧s♦✱ ❧❡t

FV IX(γ, β, ζ) = E

√

V γ,β,ζ
i ❛♥❞ pk(γ, β, ζ) = E(k −

√

V γ,β,ζ
i )+,

t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ P✉t ♦♥ ❱■❳ ✇✐t❤ str✐❦❡ k r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❱■❳

❢✉t✉r❡ ❛♥❞ ♣✉t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ✱ β ❛♥❞ ζ✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡

❛♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s pk ❛♥❞ FV IX ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ✜rst ♣❛rt✐❛❧

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

• ∂ζFV IX(γ, β, ζ) = −
∫∞
0

1
4K

√
K
[mi(1− γ)N ′(z∗i (K)− ζ) +miγβN

′(z∗i (K)− βζ)] dK,

• ∂βFV IX(γ, β, ζ) = −miωγ
∫∞
0
N ′(z∗i (K)− βζ) dK

4K
√
K
,

• ∂γFV IX(γ, β, ζ) = mi

∫∞
0

[N(z∗i (K)− βζ)−N(z∗i (K)− ζ)] dK
4K

√
K
,

• ∂ζpk(γ, β, ζ) = −mi(1− γ)
∫ z∗i (k

2)−ζ
−∞

KN ′(K)dK

2
√
gi(K+ζ)

−miβγ
∫ z∗i (k

2)−βζ
−∞

KN ′(K)dK

2
√
gi(K+βζ)

,

• ∂βpk(γ, β, ζ) = −miζγ
∫ z∗i (k

2)−βζ
−∞

KN ′(K)dK

2
√
gi(K+βζ)

,

• ∂γpk(γ, β, ζ) = mi

∫ z∗i (k
2)−ζ

−∞
N ′(K)dK

2
√
gi(K+ζ)

−mi

∫ z∗i (k
2)−βω

−∞
N ′(K)dK

2
√
gi(K+βω)

.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✶✳ ∂ωFV IX ❛♥❞ ∂βFV IX ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

✷✳ ∂γFV IX ✱ ∂ζpk ❛♥❞ ∂βpk ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

✸✳ ■❢ k ≤ √
mi✱ t❤❡♥ ∂γpk ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳

✹✸
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✷✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ γ✱ β ❛♥❞ ζ

❆ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐s❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② q✉✐❝❦ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✧❡①♣❧✐❝✐t

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✧ ❜❡t✇❡❡♥ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ✱ β ❛♥❞

ζ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t✉r✐t② Ti✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳

❉❛t❛

❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❱❛r✐❛♥❝❡✲❙✇❛♣ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t✉r✐t✐❡s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ (ξT0 )T≥0 ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ♦❢ ❱❛r✐❛♥❝❡✲❙✇❛♣✳

▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ P✉t ♦♣t✐♦♥s

♦♥ ❱■❳✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t✉r✐t② Ti✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r❡t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡

❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ ❱■❳✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤

♠❛t✉r✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ✧❡①❛❝t❧②✧ ❜♦t❤ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ P✉t ❜② ❧❡❛✈✐♥❣ ❢r❡❡ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❧❡❢t ❢r❡❡✱ ✇✐❧❧ s❡r✈❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ♦t❤❡r

♦♣t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❱■❳ s❦❡✇✳

P❤❛s❡ ✶ ✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❱■❳ ❢✉t✉r❡

❚❤❡ ❤❡❞❣✐♥❣ ♦❢ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦♥❡ ✇✐t❤ tr❛❞✐♥❣ ✐♥ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❝♦♥tr❛❝ts✱ ✇❡

✇❛♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ♣r✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t✉r✐t② Ti✳

▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ ❜② ❋ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❢♦r s♦♠❡ ♠❛t✉r✐t② Ti ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡

❜② m = 1
Ti+1−Ti

∫ Ti+1

Ti
ξu0du✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❋ ❛♥❞ m ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡✮

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

F ≤
√
m.

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ tr✐♣❧❡t (γ, β, ζ) ∈ [0, 1]× [0, 1]×
R+ s✉❝❤ t❤❛t

FV IX(γ, β, ζ) = F.

✹✹
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■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② (γ, ζ) ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ [0, 1]×R+✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ β ∈ [0, 1]✱ s✉❝❤ t❤❛t FV IX(γ, β, ζ) = F.

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r (γ, ζ) ∈ [0, 1] × R+✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ β 7−→
FV IX(γ, β, ζ) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r [0, 1]✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢r♦♠ [0, 1] t♦
[

FV IX(γ, β = 1, ζ), FV IX(γ, β = 0, ζ)
]

✳

◆♦✇✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣❛✐r (γ, ζ) ✐s s✉❝❤ t❤❛t FV IX(γ, 1, ζ) ≤ F ❛♥❞

FV IX(γ, 0, ζ) ≥ F ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts β ∈ [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t FV IX(γ, β, ζ) = F ✳

❙♦✱ ❢♦r γ ≥ 0✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ζ 7−→ FV IX(γ, 0, ζ)✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ✇❡

❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r R+ s❛t✐s❢②✐♥❣ FV IX(γ, 0, ζ = 0) =
√
mγ

❛♥❞ limζ→∞ FV IX(γ, 0, ζ) = 0✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉❝t✐♦♥

ζ̄F : γ ∈ [0,
F 2

m
) 7−→ ζ̄F (γ) := FV IX(γ, 0, .)

−1(F ) ✭✷✳✹✳✶✮

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ζ̄F ✱ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r [0, F
2

m
) ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s







ζ̄F (0) = ζF ,

lim
γ→F2

m

ζ̄F (γ) = +∞.

✇❤❡r❡

ζF := 2

√

log(
m

F 2
) ✭✷✳✹✳✷✮

❉❡♥♦t❡

ΩF =

{

(γ, ζ) ∈ [0,
F 2

m
)× R+

∣
∣
∣ ζ ∈ [ζF , ζ̄F (γ)]

}

. ✭✷✳✹✳✸✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② (γ, ζ) ∈ ΩF ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ FV IX(γ, 1, ζ) ≤ F ❛♥❞

FV IX(γ, 0, ζ) ≥ F. ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

βF : (γ, ζ) ∈ ΩF 7−→ βF (γ, ζ) := FV IX(γ, ., ζ)
−1(F ) ✭✷✳✹✳✹✮

✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❡✈❡r② (γ, ζ) ∈ ΩF ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ FV IX(γ, βF (γ, ζ), ζ) = F �

✹✺
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P❤❛s❡ ✷ ✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❱■❳ P✉t

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ♦♥❡ P✉t ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t✉r✐t② Ti✳ ❉❡♥♦t❡

❜② P t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② K0 ✐ts str✐❦❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ✜♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧②

♦❢ ♣❛✐rs (γ, ζ) ∈ ΩF ✱ s✉❝❤ t❤❛t

pk0(γ, βF (γ, ζ), ζ) = P.

❚❤❡ ♠❛♣ (γ, ζ) 7−→ pk0(γ, βF (γ, ζ), ζ) ✐s ♥❡✐t❤❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥ γ✱ ♥♦r ✐♥ ζ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ βF ✱

t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜t❛✐♥ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❡❛s✐❧②✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❇② ✉s✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡

ζ̄P : γ ∈ [0,
(k0 − P )2

m
) 7−→ ζ̄P (γ) := pk0(γ, ., ζ)

−1(P ) ✭✷✳✹✳✺✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ζ̄P ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r [0, (P−k0)2
m

) ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s






ζ̄P (0) = ζP ,

lim
γ→ (P−k0)2

m

ζ̄P (γ) = +∞.

✇❤❡r❡

ζP = sup

{

ζ > 0; PBS(
√
me−

ζ2

8 , k0,
ζ

2
) ≤ P

}

✭✷✳✹✳✻✮

❛♥❞

PBS(S, k, σ) = −SN
(

− log(S
k
)− σ2

2

σ

)

+ kN

(

− log(S
k
) + σ2

2

σ

)

.

❉❡♥♦t❡

ΩP =

{

(γ, ζ) ∈ [0,
(k0 − P )2

m
)× [ ζP , ζ̄P (γ)]

}
∨
{

[
(k0 − P )2

m
,
F 2

m
)× [ ζP ,∞)

}

❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛♣

βP : (γ, ζ) ∈ ΩP 7−→ βP (γ, ζ) := pk0(γ, ., ζ)
−1(P ) ✭✷✳✹✳✼✮

◆♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✧❞♦✉❜❧❡✧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ✱ β ❛♥❞ ζ t♦ ❋ ❛♥❞

P✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ✜♥❞ (γ, ζ) ∈ ΩF ∩ ΩP s✉❝❤ t❤❛t

βF (γ, ζ) = βP (γ, ζ).

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✹✻
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✶✳ ❆ss✉♠❡ ζp ≤ ζF ✭✇❤❡r❡ ζP ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✹✳✻✮ ❛♥❞ ζF ❜② ✭✷✳✹✳✷✮✮✱ t❤❡♥

t❤❡r❡ ❡①✐sts γ∗ < (k0−P )2

m
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② γ ∈ [γ∗, F

2

m
)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ζγ = ζ∗(γ, k0, F, P ) ≥

0 s✉❝❤ t❤❛t βF (γ, ζγ) = βP (γ, ζγ). ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❛♣ ζ∗ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

• ∂γζ
∗(γ, k0, F, P ) =

∂γpk0×∂βFV IX−∂βpk0×∂γFV IX
∂ζFV IX×∂βpk0−∂βFV IX×∂ζpk0

(γ, βF (γ, ζγ), ζγ)✱

• ∂kζ
∗(γ, k0, F, P ) =

pk0×∂βFV IX
∂ζFV IX×∂βpk0−∂βFV IX×∂ζpk0

(γ, βF (γ, ζγ), ζγ)✱

• ∂F ζ
∗(γ, k0, F, P ) =

∂βpk0
∂ζFV IX×∂βpk0−∂βFV IX×∂ζpk0

(γ, βF (γ, ζγ), ζγ)✱

• ∂P ζ
∗(γ, k0, F, P ) =

−∂βFV IX
∂ζFV IX×∂βpk0−∂βFV IX×∂ζpk0

(γ, βF (γ, ζγ), ζγ)✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳✶✳ ❲✐t❤ ❛❧❧ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ζp ≤ ζF ✐s

s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r k0 = F ✳ ❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t

ζp ≤ ζF ⇐⇒ σIMP (k0) ≤
ζP
2

⇐⇒ σIMP (k0) ≤
ζF
2

✇❤❡r❡ σIMP (k) = PBS(F, k0, .)
−1 (P )✳ ❙✐♥❝❡ ✧✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✧✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❱■❳

♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str✐❦❡✱ t❤❡♥ ✐❢ k0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t σIMP (k0) ≤ ζF
2
✱

s♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ k0 ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② k ≤ k0✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳✷✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜✲

♥❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ γ∗ ❛♥❞ ζγ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✧s♣❡❝✐❛❧✧ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭ s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✽✳✶✮✳

P❤❛s❡ ✸ ✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ γ

❲❡ ❝❛♥ ❞♦ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣ ✐❢ ✇❡ ♦♥❧② ✇❛♥t t♦ ✜t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡

P✉t ♣r✐❝❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ ❜❡t✇❡❡♥ γ∗ ❛♥❞ F 2

m
✳ ◆♦t✐♥❣ t❤❛t (k0−P )2

m
∈ [γ∗, F

2

m
)✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❱■❳ s❦❡✇ ♦r ❛♥♦t❤❡r P✉t ♦♣t✐♦♥ ♦♥ ❱■❳✳

❇② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ ✐♥ [γ∗, F
2

m
)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞

❛ ❝♦✉♣❧❡ (βγ, ζγ) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ P✉t ♦♥ ❱■❳ ✇✐t❤ str✐❦❡ k0

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ γ t♦ ♠❛t❝❤

✹✼
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❛♥♦t❤❡r ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡

s❦❡✇ ♦❢ ❱■❳ ❛t k0✳ ✐✳❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ P✉t ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ❱■❳ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t k0✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s❦❡✇✱ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t k✱ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞

✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ♦❢ 95% ❛♥❞ 105% str✐❦❡✳ ◆♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✧s❦❡✇✧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦♥

❱■❳✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ k1 ✿ t❤❡ ♥❡❛r❡st str✐❦❡ t♦ k0✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❱■❳ ♣✉t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s❦❡✇ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ k0 ❛♥❞ k1✳

❚❤✐s st❡♣ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ ✜♥❞✐♥❣ γ s✉❝❤ t❤❛t

∂kpk0(γ, βF (γ, ζγ); ζγ) =
P1 − P

k1 − k0
.

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
{[

k20
m

−
(

(1− γ) eζγZ−
1
2
ζ2γ + γ eζγβF (γ,ζγ)Z−

1
2
ζ2γβF (γ,ζγ)

2
)]2

, γ ∈ [γ∗,
F 2

m
)

}

❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳✸✳ ❇② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ P✉t ✇✐t❤

str✐❦❡ k0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str✐❦❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ∂kpk0 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❦❡✇ ❛♥❞ t❤❡

✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ P ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t k0 ❛s

∂kE(K −
√

V
γ,βP (γ,ζγ),ζγ
i )+

∣
∣
∣
k=k0

= N(−d2) + Si × k0
√

TiN
′(−d2),

✇❤❡r❡ d2 =
log( F

k0
)−σ2V IX (k0)

2
Ti

σV IX(k0)
√
T

❛♥❞ σV IX(k0) ✐s t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ P✉t ♦♥ ❱■❳ ✇✐t❤

str✐❦❡ k0✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡ Et1k≥V IX ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ P✉t P✱

t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❱■❳ ❛♥❞ t❤❡ s❦❡✇✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ✐t t♦ t❤❡ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ◆♦✈❡♠❜❡r

✷✱ ✷✵✶✵✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❤❡ ♥❡❛r✲t❤❡✲♠♦♥❡② ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❱■❳✳ ◆♦t❡ t❤❛t

t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ♣r✐❝❡s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞

✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳✶✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✧s♣❡❝✐❛❧✧ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳

✷✳✺ ❍❡❞❣✐♥❣ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡♥♦r ❞❛t❡ Ti✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❱■❳

❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γi✱ βi ❛♥❞ ζi✳ ◆♦✇✱ s✐♥❝❡

✹✽
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▼♦❞❡❧ ✈✳s✳ ▼❛r❦❡t ❱■❳ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s♠✐❧❡s ♦♥ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✱ ✷✵✶✵

t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✜t ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ P✉t ♦♣t✐♦♥ ✭✇✐t❤ str✐❦❡

k0✮ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡♥♦r ❞❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❡❞❣❡ ❛♥② ✧♦t❤❡r✧ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❜②

t❛❦✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ P✉t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✿ ▲❡t✬s ✜① ♦♥❡ ♠❛t✉r✐t② T = Ti✱ ❢♦r s♦♠❡ i ≥ 1✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✉♥t✐❧ ❚ ✇❡

❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ (Ft)t≤T ✱t❤❡ ♣✉t ♦♥ ❱■❳ ✇✐t❤ str✐❦❡ (k0 = k0(Ft))

❛♥❞ t❤❡ s❦❡✇ ♦❢ ❱■❳ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t k0✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❡❞❣✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤✐s

❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦♥❡ P✉t ♦♣t✐♦♥ ✇✐t❤ str✐❦❡ k✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ♦♣t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

E(k − V IXT )+ = pk(γ, βF (γ, ζγ), ζγ)

❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❞❣❡❞ ❜② tr❛❞✐♥❣✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ ❋✱ P✱ ❉ ❛♥❞ ▼✳ ❲❤❡r❡ Dt :=

Et1k0≥V IXT ❛♥❞ Mt = EtV IX
2
T ✳ ❚❤❡ ❤❡❞❣✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶✳ ❋♦r t ≤ T ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d [Et(k − V IXT )+] = ∆F (t)× dFt +∆P (t)× dPt +∆S(t)× dDt +∆m × dMt ✭✷✳✺✳✶✮

✹✾
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✇❤❡r❡






∆F = 1
∂βFV IX

+ ∂Fγ
[

∂γpk − ∂βpk
∂γFV IX
∂βFV IX

]

+ ΓF ×
[

∂ζpk − ∂βpk
∂ζFV IX
∂βFV IX

]

,

∆P = ∂Pγ
[

∂γpk − ∂βpk
∂γFV IX
∂βFV IX

]

+ ΓP ×
[

∂ζpk − ∂βpk
∂ζFV IX
∂βFV IX

]

,

∆S =
∂γpk0+∂γζ

∗
(

∂ζpk0−
∂ζpk0
∂βpk0

∂βpk0

)

∂kγpk0+∂γζ
∗
(

∂kζpk0−
∂ζpk0
∂βpk0

∂kβpk0

) ,

∆m =
pk−k∂kpk−F∆F−P∆P−k0∆k0

2Mt
.

❲✐t❤

ΓF =
∂βpk0 + ∂Fγ × (∂γpk0 × ∂βFV IX − ∂βpk0 × ∂γFV IX) + k′0 ∂kpk0 × ∂βFV IX

∂ζFV IX × ∂βpk0 − ∂βFV IX × ∂ζpk0
,

ΓP =
∂βFV IX + ∂Fγ × (∂γFV IX × ∂βpk0 − ∂βFV IX × ∂γpk0)

∂ζpk0 × ∂βFV IX − ∂βpk0 × ∂ζFV IX
,

∆k0 = ∂k0γ

[

∂γpk − ∂βpk
∂γFV IX
∂βFV IX

]

+ ∂k0ζ
∗
[

∂ζpk − ∂βpk
∂ζFV IX
∂βFV IX

]

.

❆♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ γ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❋ ❛♥❞ P ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠

∂kkpk0 + ∂k0γ

[

∂kγpk0 −
∂γpk0
∂βpk0

∂kβpk0

]

+ ∂k0ζ
∗
[

∂kζpk0 −
∂ζpk0
∂βpk0

∂kβpk0

]

= 0.

k′(F )∂kkpk0 + ∂Fγ

[

∂kγpk0 −
∂γpk0
∂βpk0

∂kβpk0

]

+ ΓF ×
[

∂kζpk0 −
∂ζpk0
∂βpk0

∂kβpk0

]

= 0.

❛♥❞

∂Pγ

[

∂kγpk0 −
∂γFV IX
∂βFV IX

∂kβpk0

]

+ ΓP ×
[

∂kζpk0 −
∂ζFV IX
∂βFV IX

∂kβpk0

]

= 0.

❍❡r❡ βF ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ (γt, ζ
∗
γt) ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ pk ❛♥❞ FV IX ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥

(γ, βF (γ, ζ
∗), ζ∗)✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✶✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛♥② ❝❧❛✐♠ ♦♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ G(V IX)✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❱■❳ ♣✉ts ❛♥❞ ❝❛❧❧s ❛t ❛❧❧ str✐❦❡s

❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❈❛rr✲❢♦r♠✉❧❛ ❛s

G(V IX) = G(k)+G′(k)(V IX−k)+
∫ ∞

k

G′′(K)(V IX −K)+dK+

∫ k

0

G′′(K)(K − V IX)+dK

❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st g ❛♥❞ ψ s✉❝❤ t❤❛t

EG(V IX) = g(γ, βF (γ, ζγ), ζγ) = ψ(F, P )

✺✵
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✷✳✻ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss❡t

❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐ss✉❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❝✉r✈❡✳ ❇✉t✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✭r✐s❦

♥❡✉tr❛❧✮ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss❡t (St)t≥0 ❛s

dSt
St

= rdt+
√

ξttdW
S
t , ✭✷✳✻✳✶✮

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ r✐s❦✲❢r❡❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ξtt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✷✳✶✮ ❛s

ξtt = ξt0 e
ωtx

Ti
t −ω2t

2
E(x

Ti
t )2 , t ∈]Ti−1, Ti]

❛♥❞ ❢♦r t ≤ T ✱ xTt ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✳✹✮ ❛s

xTt =
∑

n

θn e
−κn(T−t)

∫ t

0

e−κn(t−s)dW n
s

❚❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ W S ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t♦rs Xn✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② ρSn = d〈WS ,Xn〉t
dt

✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✜t ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s♠✐❧❡ s❤❛♣❡s✳

❋❛st ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♥❡❛r✲t❤❡✲♠♦♥❡②

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②

❝✉r✈❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧♦❣✲♠♦♥❡②♥❡ss✳ ❲❡ ♦♣t ❢♦r ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ s✉❝❤

t❤❛t

σ2(k) = σ2
0 + a1z + a2z

2 + a3z
3 ✭✷✳✻✳✷✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭cf ♣✳ ✶✹✵ ✐♥ ●❛t❤❡r❛❧ ✭✷✵✵✸✮✮ ✇❡ ❤❛✈❡

1

T

∫ T

0

ξu0du = E
1

T

∫ T

0

ξuudu =

∫ ∞

−∞
N ′(z)σ2(z)dz = σ2

0 + a2

◆♦t✐♥❣ t❤❛t σ0 ✐s t❤❡ ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② ❛♥❞ α ✐s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡②✱

✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② s❦❡✇s ❜②

a1 = 2σ0S(T ).

✺✶
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❇② ❇❛❝❦✉s✱ ❋♦r❡s✐ ❛♥❞ ❲✉ ✭✶✾✾✼✮✱ t❤❡ ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② ❢♦r✇❛r❞ s❦❡✇s ❢♦r ♠❛t✉r✐t② ❚✱ S(0, T )
❝❛♥ ❜② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♦❢ xT = ln(ST

FT
) ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

S(T ) = sT

6
√
T
,

✇❤❡r❡ FT ✐s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ sT ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② sT =
MT

3

(MT
2 )

3
2
✇❤❡r❡ MT

i = E(xT −ExT )
i✳

◆♦✇ ❜② ❇❡r❣♦♠✐ ✭✷✵✵✾✮✱ ❛t ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

MT
2 =

∫ T

0

ξt0dt ❛♥❞ MT
3 = 3

∑

n

ρSnθn

∫ T

0

dtξt0

∫ t

0

ωu e
−κn(τu−u)du

✇❤❡r❡ τu =
∑

i≥1 Ti1u∈]Ti−1,Ti ]✳ ❚❤✉s✱

S(T ) =
∑

n

Inρ
S
n

✇❤❡r❡

In =
3θn

∫ T

0
dtξt0

∫ t

0
ωu e

−κn(τu−u)du

6
√
T (
∫ T

0
ξt0dt)

3
2

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ρSn t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s❦❡✇ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡

t❤❡ ❆❚▼ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② σ0 ✭ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❢❛❝t♦rs✮ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷

❢❛❝t♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a3✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝✉r✈❡

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛r❦❡t

♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❙✫P✺✵✵ ✐♥❞❡①✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧

❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢

s✉❝❤ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❱■❳ ❢✉t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞

t♦ ❛ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ❢❡❛t✉r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠

♣r❡✈✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts ❬✻❪✱ ❬✼❪ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❢✉❧❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❱■❳ ♦♣t✐♦♥s

❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❛❧s♦ t♦ ❍❡❞❣❡ ❱■❳

✺✷
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♦♣t✐♦♥s ❜② tr❛❞✐♥❣ ♦♥ ❱■❳ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥❡ P✉t ♦♣t✐♦♥ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❆❚▼ P✉t✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❡❞❣❡ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❛❧s♦ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❦❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛t✲

t❤❡✲♠♦♥❡② ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♥❡❛r t❤❡ ♠♦♥❡② ♦❢ t❤❡ ❙✫P

✐♥❞❡①✳ ■t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ ♣❛t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ s♠✐❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❈❧✐q✉❡t ♦r ❢♦r✇❛r❞ st❛rt ♦♣t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱

s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✇❛♣ ❝✉r✈❡✳

✷✳✽ ❙♦♠❡ ♣r♦♦❢s

✷✳✽✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶

❇② ✉s✐♥❣ ✭✷✳✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✶✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② (γ, β, ζ) ∈ [0, 1]× [0, 1]×
R+✱ ✇❡ ❤❛✈❡

• ∂ζE(K − V γ,β,ζ
i )+ = mi(1− γ)N ′(z∗i (K)− ζ) +miγβN

′(z∗i (K)− βζ) > 0,

• ∂βE(K − V γ,β,ζ
i )+ = miζγN

′(z∗i (K)− βζ) > 0,

• ∂γE(K − V γ,β,ζ
i )+ = mi(N(z∗i (K)− ζ)−N(z∗i (K)− βζ)) < 0.

◆♦✇ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✷✳✷✳✼✮ ❛♥❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt ♦❢

✭✷✳✷✳✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ pk ❛s

• ∂ζpk(γ, β, ζ) = −mi(1− γ)
∫ k2

0
∂Kz

∗
i (K)(z∗i (K)− ζ)N ′(z∗i (K)− ζ) dK

2
√
K
−

miγβ
∫ k2

0
∂Kz

∗
i (K)(z∗i (K)− βζ)N ′(z∗i (K)− βζ) dK

2
√
K
,

• ∂βpk(γ, β, ζ) = −miζγ
∫ k2

0
∂Kz

∗
i (K)(z∗i (K)− βζ)N ′(z∗i (K)− βζ) dK

2
√
K
,

• ∂γpk(γ, β, ζ) = mi

∫ k2

0
∂Kz

∗
i (K)(N ′(z∗i (K)− ζ)−N ′(z∗i (K)− βζ)) dK

2
√
K
.

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ FV IX ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r pk✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

• ∂ζFV IX(γ, β, ζ) = −
∫∞
0

1
4K

√
K
[mi(1− γ)N ′(z∗i (K)− ζ) +miγβN

′(z∗i (K)− βζ)] dK,

✺✸
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• ∂βFV IX(γ, β, ζ) = −miζγ
∫∞
0
N ′(z∗i (K)− βζ) dK

4K
√
K
,

• ∂γFV IX(γ, β, ζ) = mi

∫∞
0

[N(z∗i (K)− βζ)−N(z∗i (K)− ζ)] dK
4K

√
K
.

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ pk ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ β✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂βpk(γ, β, ζ) = −miζγ

∫ z∗i (k
2)−βζ

−∞

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βζ)
.

✲ ■❢ z∗i (k
2)− βζ ≤ 0✱ t❤❡♥ ∂βpk(γ, β, ζ) ≥ 0✳

✲ ■❢ z∗i (k
2)− βζ > 0✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ∂βpk(γ, β, ζ) ❛ ❢♦❧❧♦✇s

∂βpk(γ, β, ζ) = miζγ

[

−
∫ −z∗i (k2)+βζ

−∞

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βζ)
−
∫ z∗i (k

2)−βζ

−z∗i (k2)+βζ

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βζ)

]

❙✐♥❝❡ z∗i (k
2)− βζ > 0✱ s♦ t❤❛t −

∫ −z∗i (k2)+βζ
−∞

KN ′(K)dK

2
√
gi(K+βζ)

≥ 0✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s

∂βpk(γ, β, ζ) ≥ −miζγ

∫ z∗i (k
2)−βζ

−z∗i (k2)+βζ

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βζ)
.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

∫ z∗i (k
2)−βω

−z∗i (k2)+βω

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βω)
=

∫ 0

−z∗i (k2)+βω

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βω)
+

∫ z∗i (k
2)−βω

0

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βω)
.

❙✐♥❝❡ gi ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 1√
gi(K+βζ)

≤ 1√
gi(−K+βζ)

✱ ∀K ≥ 0✱ s♦ t❤❛t

∫ z∗i (k
2)−βζ

0

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βζ)
≤ −

∫ 0

−z∗i (k2)+βζ

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βζ)

❚❤✉s
∫ z∗i (k

2)−βω

−z∗i (k2)+βω

KN ′(K)dK

2
√

gi(K + βω)
≤ 0.

❍❡♥❝❡ ∂βpk(γ, β, ζ) ≥ 0✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ∂ζpk(γ, β, ζ) ≥ 0✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ pk ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ γ✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂γpk(γ, β, ζ) = mi

∫ k2

0

∂Kz
∗
i (K)(N ′(z∗i (K)− ζ)−N ′(z∗i (K)− βζ))

dK

2
√
K

✺✹
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■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ♦♥ [0, k2]✱ N ′(z∗i (K)− ζ)−N ′(z∗i (K)− βζ) ≤ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

(z∗i (K)− ζ)2 ≥ (z∗i (K)− βζ)2.

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

z∗i (K) ≤ ζ(1 + β)

2
⇐⇒ K ≤ gi

(
ζ(1 + β)

2

)

= mi e
ζ2β2

2 .

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ k ≤ √
mi✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∂γpk(γ, β, ζ) ≤ 0✳

✷✳✽✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶

▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ βP ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r ΩP ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r γ ∈ [0, (P−k0)2
m

)

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ζ 7−→ βP (γ, ζ) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦✈❡r
(
ζP , ζ̄P (γ)

)

s✉❝❤ t❤❛t βP (ζP ) = 1✱ βP (ζ̄P (γ)) = 0 ❛♥❞ ❢♦r ζ ∈
(
ζP , ζ̄P (γ)

)
✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂ζβP (γ, ζ) = −∂ζ pk0(γ, βP (ζ), ζ)
∂β pk0(γ, βP (ζ), ζ)

✭✷✳✽✳✶✮

❆❧s♦✱ ❢♦r ζ ∈
(
ζP , ζ̄P (γ)

)
✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ γ 7−→ βP (γ, ζ) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦✈❡r (0, (P−k0)2
m

) s✉❝❤ t❤❛t

∂γβP (γ, ζ) = −∂γ pk0(γ, βP (ζ), ζ)
∂β pk0(γ, βP (ζ), ζ)

✭✷✳✽✳✷✮

Pr♦♦❢

▲❡t (γ, ζ1), (γ, ζ2) ∈ ΩP s✉❝❤ t❤❛t ζ1 < ζ2✱ t❤❡♥ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ βP ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

pk0(γ, βP (γ, ζ2), ζ2) = P = pk0(γ, βP (γ, ζ1), ζ1)

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r (γ, β) ∈ [0, 1) × [0, 1]✱ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ζ 7−→ pk0(γ, β, ζ) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

pk0(γ, βP (γ, ζ2), ζ1) ≤ P.

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t βP (γ, ζ2) ∈ {β ∈ [0, 1] ; pk0(γ, β, ζ1) ≤ P} . ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t βP (γ, ζ2) ≤
βP (γ, ζ1).

✺✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❋❖❘❲❆❘❉ ❱❆❘■❆◆❈❊ ❉❨◆❆▼■❈❙ ✿ ❇❊❘●❖▼■✬❙ ▼❖❉❊▲ ❘❊❱■❙■❚❊❉

◆♦✇✱ ❢♦r ǫ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡

pk0(γ, βP (ζ + ǫ), ζ + ǫ) = pk0(γ, βP (ζn), ζ) +

ǫ [∂ζ pk0(γ, βP (ζ), ζ) + ∂ζβP (γ, ζ)∂β pk0(γ, βP (ζ), ζ)] +O(ǫ2)

◆♦t❡ t❤❛t pk0(γ, βP (ζ + ǫ), ζ + ǫ) = pk0(γ, βP (ζn), ζ) = P ✱ s♦ ❜② ❧❡tt✐♥❣ ǫ ❣♦ t♦ 0 ✇❡ ✜♥❞

✭✷✳✽✳✶✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳✷✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ βF ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r ΩF ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r γ ∈ [0, F
2

m
) t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ζ 7−→ βF (γ, ζ) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦✈❡r
(
ζF , ζ̄F (γ)

)
s✉❝❤

t❤❛t βF (ζF ) = 1✱ βF (ζ̄F (γ)) = 0 ❛♥❞ ❢♦r ζ ∈
(
ζF , ζ̄F (γ)

)
✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂ζβF (γ, ζ) = −∂ζFV IX(γ, βF (ζ), ζ)
∂βFV IX(γ, βF (ζ), ζ)

. ✭✷✳✽✳✸✮

❆❧s♦✱ ❢♦r ζ ∈
(
ζF , ζ̄F (γ)

)
✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂γβF (γ, ζ) = −∂γFV IX(γ, βF (ζ), ζ)
∂βFV IX(γ, βF (ζ), ζ)

. ✭✷✳✽✳✹✮

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✶

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣s ζ̄P ❛♥❞ ζ̄F ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜②

γ∗ := sup

{

γ ∈ [0,
(P − k0)

2

m
) ; ζ̄F (γ) ≥ ζ̄P (γ)

}

.

❙✐♥❝❡ k0 − F < P ✱ t❤❡♥ (k0−P )2

m
< F 2

m
✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ζ̄F ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t (P−k0)2

m
✳ ■♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t lim
γ→ (P−k0)2

m

ζ̄P (γ) = +∞ ✿ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ∃γ0 < (P−k0)2
m

✱ s✉❝❤

t❤❛t

∀γ ∈ [γ0,
(P − k0)

2

m
), ζ̄P (γ) > ζ̄F (

(P − k0)
2

m
) > ζ̄F (γ).

❍❡♥❝❡

γ∗ ≤ γ0 <
(P − k0)

2

m
.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ζ̄F (γ) ≤ ζ̄P (γ), ∀γ ∈ [γ∗,
(P − k0)

2

m
). ✭✷✳✽✳✺✮

✺✻
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◆♦✇ ❧❡t γ ∈ [γ∗, (K0−F )2

m
)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ζ̄F (γ) ≤ ζ̄P (γ)✳ ✐✳❡ [ζF , ζ̄F (γ)] ⊂ [ζP , ζ̄P (γ)]✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t ❜♦t❤ βP (γ, .) ❛♥❞ βF (γ, .) ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r [ζF , ζ̄F (γ)]✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡

❤❛✈❡ 





βP (γ, ζF ) ≤ 1 = βF (γ, ζF ),

βP (γ, ζ̄F (γ)) ≥ 0 = βF (γ, ζ̄F (γ)).

❙♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts ζ ∈ [ζF , ζ̄F (γ)] s✉❝❤ t❤❛t βF (γ, ζ) = βP (γ, ζ).

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❧❡t γ ∈ [ (K0−F )2

m
, F

2

m
)✳ ❇♦t❤ βP (γ, .) ❛♥❞ βF (γ, .) ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r

[ζF , ζ̄F (γ)] ❛♥❞ s❛t✐s❢②






βP (γ, ζF ) ≤ 1 = βF (γ, ζF ),

βP (γ, ζ̄F (γ)) ≥ 0 = βF (γ, ζ̄F (γ)).

❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ζ = ζ∗(F, P, γ) ∈ [ζF , ζ̄F (γ)] s✉❝❤ t❤❛t βF (γ, ζ) = βP (γ, ζ).

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ζ̄F ✈s ζ̄P ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ βF ✈s βP ✱ ✇❤❡r❡ γ = 0.5 > γ∗

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F 7−→ ζ∗(F, γ, ζ)✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t

∂F βF (γ, ζ) =
1

∂βFV IX(γ, βF (γ, ζ), ζ)
, .

▲❡t✬s t❛❦❡ ǫ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ βF (ζ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ F ❣✐✈❡s

βF+ǫ(γF+ǫ, ζ) = βF (γF , ζ) +
ǫ

∂βFV IX
∣
∣
(γF ,βF (γF ,ζ),ζ)

+O1(ǫ
2)

✺✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❋❖❘❲❆❘❉ ❱❆❘■❆◆❈❊ ❉❨◆❆▼■❈❙ ✿ ❇❊❘●❖▼■✬❙ ▼❖❉❊▲ ❘❊❱■❙■❚❊❉

◆♦✇ ❞❡♥♦t❡ ❜② ζ ❛♥❞ ζǫ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

βF (γ, ζ) = βP (γ, ζ) ❛♥❞ βF+ǫ(γ, ζǫ) = βP (γ, ζǫ).

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

βP (γ, ζǫ) = βP + ∂ζβP (γ, ζ)× (ζǫ − ζ) +O2(‖(ǫ, ζǫ − ζ)T‖2.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

βF+ǫ(γ, ζǫ) = βF (γ, ζ) + ǫ∂FβF (γ, ζ) + ∂ζβF (γ, ζ)× (ζǫ − ζ) +O3(‖(ǫ, ζǫ − ζ)T‖2.

❙♦ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❜♦t❤ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ζǫ − ζ

ǫ
=

∂FβF
∂ζβP (γ, ζ)− ∂ζβF (γ, ζ)

+
ζǫ − ζ

ǫ
×O4(ζǫ − ζ) +O5(ǫ)

❚❤✉s✱ ζ∗ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❋ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂F ζγ =
∂FβF

∂ζβP (γ, ζ)− ∂ζβF (γ, ζ)
. ✭✷✳✽✳✻✮

❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❡ ♦t❤❡r ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✽✳✶✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② γ∗ := inf
{

γ ∈ [0, (P−k0)2
m

) ; ζ̄F (γ) ≤ ζ̄P (γ)
}

✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡

t❤❛t γ∗ = γ∗ ✿ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡s ζ̄F ❛♥❞ ζ̄P ✐♥t❡rs❡❝t ♦♥❧② ♦♥❡ t✐♠❡ ✐♥ [0, (P−k0)2
m

).

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r γ ∈ [γast, F
2

m
) t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✭ ♥♦t✐♥❣ ✜rst t❤❛t γast ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❇✐♥❛r② s❡❛r❝❤ ✮

ζmin = ζF ✱ ζmax = ζ̄F (γ)

• ζ = ζmin+ζmax
2

❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ βF (γ, ζ) ❛♥❞ βP (γ, ζ) ✳

• ✐❢ βF (γ, ζ) ≥ βP (γ, ζ)✱ ζmin = ζ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ζmax = ζ✳

• ✐❢ |βF (γ, ζ)− βP (γ, ζ)| ≤ ❊❘❘❖❘✱ ❇r❡❛❦✳

✺✽
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Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶

❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ P✉t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Et(k − V IX)+ = pk(t, γt, βt, ζt)

◆♦✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ✱ β ❛♥❞ ζ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡✱ t❤❡ P✉t ♣r✐❝❡

❛♥❞ t❤❡ s❦❡✇✱ t❤❡ P✉t ♣r✐❝❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛s

Et(k − V IX)+ = pk(t, γt, βFt(γt, ζ
∗(γt), ζ

∗(γt))

✇❤❡r❡ γt = γ(t, Ft, Pt, Qt) ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

∂kpk0(t, γt, βFt(γt, ζ
∗(γt), ζ

∗(γt)) = Qt.

❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ P✉t ✇✐t❤

str✐❦❡ k0✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ D ❛s

Et(k − V IX)+ = ϕ(t,Mt, Ft, Pt, Dt) ✭✷✳✽✳✼✮

✇❤❡r❡

ϕ(M,F, P,D) = pk(t,M ; βF (γ, ζ
∗(γ(M,F, P,D), F, P )), ζ∗(M ; γ(M ;F, P,D), F, P ))

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ϕ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❋✱ P ❛♥❞ ❉ ❝❛♥ ❜② ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

t❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳✶ ❛s

∂Fϕ = k′0(F )∂kpk + ∂F ζ
∗∂ζpk + ∂FβF∂βpk + ∂Fγ [∂γpk∂γζ

∗(∂ζpk + ∂ζβF∂βpk)] ,

∂Pϕ = ∂P ζ
∗∂ζpk + ∂Pγ [∂γpk∂γζ

∗(∂ζpk + ∂ζβF∂βpk)] ,

❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ γ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✷✳✽✳✼✮✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

∂Dγ [∂γpk0γ + ∂γζ
∗(∂ζpk0γ + ∂ζβF∂βpk0γ)] = 1,

k′0(F )∂kpk0γ + ∂F ζ
∗∂ζpk0γ + ∂FβF∂βpk0γ + ∂Fγ [∂γpk0γ∂γζ

∗(∂ζpk0γ + ∂ζβF∂βpk0γ)] = 0,

✺✾
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∂P ζ
∗∂ζpk0γ + ∂Pγ [∂γpk0γ∂γζ

∗(∂ζpk0γ + ∂ζβF∂βpk0γ)] = 0.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ P✱ ❋ ❛♥❞ ❉✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❱■❳ P✉t ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ Mt

❛♥❞ k0✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t

ϕ(M ; k, F, P,D, k0) =
√
Mϕ(M = 1;

k√
M
,
F√
M
,
P√
M
,D,

k0√
M

)

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂M ϕ =
1

2M
[ϕ− k∂k − F∂F − P∂P − k0∂k0 ]ϕ.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ■t♦ ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t

d [Et(k − V IX)+] = (. . . )dt+ ∂FϕdFt + ∂PϕdPt + ∂DϕdDt + ∂MϕdMt

❛♥❞ ❜② t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P✱ ❋ ❛♥❞ ❉✱ t❤❡ t❡r♠ (. . . ) ✐s t❤❡♥ ③❡r♦✳

✻✵



✸ ❈❛❧❝✉❧ ❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à

✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡

❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡

✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✸ ❞❡

❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✧✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✧✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✈❡❝

r❡t♦✉r à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐❢ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s r❛❝✐♥❡✲❝❛rré❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❖♥ ❞é❣❛❣❡✱

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ r❡❥❡t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ♦♥t s✉❣❣éré ❞❡s ♠♦❞è❧❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ❧❡

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡s ❞✐✛✉s✐♦♥s ❛✈❡❝ s❛✉ts ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té

st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▼❡❧✐♥♦ ❡t ❚✉r♥❜✉❧❧ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✹✻❪ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦✲

❝❤❛st✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t q✉✐ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❡♠♣✐r✐q✉❡s q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t s❡s ❡✛❡ts s✉r ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ♦♥t été

❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭❝✐t♦♥s ❏♦❤❛♥s♦♥ ❡t ❙❤❛♥♥♦ ✭✽✼✮✱ ❍✉❧❧ ❡t ❲❤✐t❡

✭✽✼✮✱ ❙❝♦tt ✭✽✼✮✱ ❲✐❣❣✐♥s ✭✽✼✮✱ ❈❤❡s♥❡② ❡t ❙❝♦tt ✭✽✾✮ ❡t ▼♦❧✐♥♦ ❡t ❚✉r♥❜✉❧❧ ✭✾✵✮✮✳ ▲❡s

♠♦❞è❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❝❡s ❛✉t❡✉rs ♥é❝❡ss✐t❡♥t s♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲

❈❛r❧♦ s♦✐t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✷ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r✐① ❞❡s

✻✶
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♦♣t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✧❞✐s❝✉t❛❜❧❡✧ ❞✬❛❜s❡♥❝❡

❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡t s❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❍✉❧❧ ❡t ❲❤✐t❡

✭✶✾✽✼✮ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❀ ❙t❡✐♥ ❡t ❙t❡✐♥ ✭✾✵✮ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐①

❞❡s ♦♣t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡t ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❍❡st♦♥ ✭✾✸✮ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s

♣r✐① ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❝♦rré❧é✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♠é✲

t❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❆❧♦s ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ✉♥

♠♦❞è❧❡ à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■t♦✳ ❈❡rt❛✐♥s

❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦✲

t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛t✉r✐tés très ❝♦✉rt❡s ♦✉ très ❧♦♥❣✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t

❝✐t❡r ❍❛❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪✱ ❇❡r❡st②❝❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪✱ ❬✹❪✱ ❍❡♥r②✲▲❛❜♦r❞❡r❡ ❬✸✻❪✱ ❬✹❪ ❡t ▲❛✉r❡♥❝❡ ❬✹✸❪

✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋♦r❞❡✱ ❏❛❝q✉✐❡r✱ ❡t ▼✐❥❛t♦✈✐❝ ❬✷✻❪✱ ❬✷✼❪ s✉r

❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥ ♣♦✉r

❞❡s ♠❛t✉r✐tés ❝♦✉rt❡s ❡t ❧♦♥❣✉❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❛♣♣❛r✉s✱ q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ♣r✐① ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❣✉✐❞❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉rt❡s ♠❛t✉r✐tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❬✷✽❪✱ ❋♦✉q✉❡ ❡t ❛❧ ♣r♦♣♦s❡♥t

✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ r❡t♦✉r à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❡✇✐s

❬✹✺❪✱ ❇❡♥❤❛♠♦✉ ❡t ❛❧ ❬✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲

♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝✐tés

❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧✐♠✐té ❡t ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐✲

q✉és q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s✱ ❤♦rs ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ♣❡r❞ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ q✉❛❧✐té ✭♣ré❝✐s✐♦♥✮ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à

✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❝♦tt ❬✺✷❪ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭♣❛r❛♠ètr❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ t❡♠♣s✮✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡
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✸ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ P❡r❡❧❧ó✱ ❙✐r❝❛r ❡t ▼❛s♦❧✐✈❡r ❬✺✵❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❜❛sé❡ s✉r

✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❛t✐♦ ♠♦②❡♥♥❡✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✺✵❪✱ ❝❛r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s

✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❬✺✵❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t

❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❛t✐♦ ♠♦②❡♥♥❡✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ✧✈r❛✐✧ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ à ❧✬♦r❞r❡ ✸✱ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

✭❡t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛✉ss✐✮ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❬✺✵❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❛t✐♦ ♠♦②❡♥♥❡✴✈❛r✐❛♥❝❡✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡st ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❊❧❧❡ ❡st

❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ à ✐♥✈❡rs❡r ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té

❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ ✸ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✈✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡

❞❡♥s✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s

❡✉r♦♣é❡♥♥❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬ét❡♥❞ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬❖r♥st❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❡r❣♦♠✐✭❬✺❪✱ ❬✻❪✱ ❬✼❪✮✳

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✱ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ s❡r✈✐r ❝♦♠♠❡

♠♦②❡♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ❉❛♥s

❬✷✾❪✱ ❋♦✉q✉❡ ❡t ❍❛♥ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s

♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❞❡ t②♣❡ ✧✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣✧ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❈♦♥trô❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ✧❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❈♦♥trô❧❡✧ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥
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❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ P❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❡ss❛✐s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧❛♥t

❞❡ ✸✵✵ à ✶✵✵✵✳

✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❝♦tt ❣é♥ér❛❧✐sé

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙❝♦tt ❬✺✷❪✳ ▲❛

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r






dSt
St

= f(t, Vt)dW
S
t ,

dVt = −bVtdt+ ωσtdW
V
t , d〈W S,W V 〉t = ρtdt,

✭✸✳✷✳✶✮

❛✈❡❝ f 2(t, v) = mte
v✱ ♦ù m✱ ρ ❡t σ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

ω, σ ≥ 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ V ❡st ✐ss✉ ❞❡ ✵✱ q✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r m ♣❛r m eV0e
−κt

✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s m✱ ρ ❡t β := ωσ s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t f(t, Vt)

♣❛r f 2(t, v)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✺✵❪ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡

❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Xt := logSt/S0 ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ P❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡

❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ Xt à ❧✬❛✐❞❡

❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❍❡r♠✐t❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s

❢♦r♠✉❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❡st q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❧✐é❡ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❡t s❡ rés✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ p(t, x, v) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Xt, Vt)✱

❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂tp = ∂v[bvp] +
(ωσt)

2

2

∂2p

∂v2
+

1

2
f 2(t, v)

∂p

∂x
+

1

2
f 2(t, v)

∂2p

∂x2
+ ρωσtf(t, v)

∂2p

∂x∂v
.

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ tr❛♥❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s✉✐✈❛♥t❡

ϕ(t, ξ, ζ) :=

∫ ∞

−∞
dxeixξ

∫ ∞

−∞
dveivζp(t, x, v),

✻✹
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❛❧♦rs ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ P♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ P❡r❡❧❧ó ❡t ❛❧ ✭❝❢ ❬✺✵❪✮ s✉♣♣♦s❡♥t

q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ β✱ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡

s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✧m✧ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ := β
m

≫ 1✮✱ ❡t ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

ψλ(t, ξ, ζ) := ϕ( t
β2 ,

ξ
λ
, ζ
λ
)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ St✱ ❡t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s❛

❧♦✐ ❥♦✐♥t❡ ❛✈❡❝ Vt✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ ❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ψ ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✭ξ, ζ = 0✮✳ P♦✉r

❝❡❧❛✱ ✐❧s s✉♣♣♦s❡♥t q✉✬❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ζ = 0✱ ψ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡

ψλ(t, ξ, ζ) = exp

(

−
[

Aλ(t, ξ)ζ
2 +Bλ(̈,xi)ζ + Cλ(ξ, t) +O(|ζ|3 + 1

λ2
)

])

,

♦ù Aλ ✱Bλ ❡t Cλ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡

ψ ❞❛♥s ✧❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦✧ ❡t ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t t♦✉s

❧❡s t❡r♠❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ 1
λ
s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✷✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ A✱ B ❡t C

s❡r♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✸ éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❢❛❝✐❧❡s à ✐♥té❣r❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭♠♦❞✉❧♦ O( 1
λ2
)✮ ❞❡ ψ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ζ = 0 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ é♥♦♥❝é❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭✈♦✐r ❬✺✵❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r

❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡ (Xt, Vt)✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✸ ❞❡ ϕ(t, ξ, ζ) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ω✱

q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té

❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣❡t✐t✱

❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✺✵❪ ❡st

q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ϕ(t, ξ, ζ) ≡ ϕ(t, ξ, ζ;ω)

♣♦✉r t♦✉t ξ, ζ ∈ R✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ✸✱ ❛❧♦rs

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✺✵❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t à tr♦♥q✉❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✷ ❡♥ 1
λ
✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s

♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s

❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳

✻✺
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✸✳✷✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ (X, V )

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛

❧♦✐ ❥♦✐♥t❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (X, V )✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✧❤❡✉r✐st✐q✉❡✧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ω✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡t ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s

❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❖♥ ♣♦s❡ Ṽt = 1
ω
Vt✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Ṽ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ ✐ss✉❡ ❞❡ 0 ❞❡ ❧✬❊❉❙

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dṼt = −bṼtdt+ σtdW
V
t

✵♥ ♥♦t❡ p̃(t, x, v) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Xt, Ṽt)✳ ❈❡tt❡ ❞❡♥s✐té

✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂tp̃ = ∂v[bv p̃] +
σ2
t

2

∂2p̃

∂v2
+

1

2
f 2(t, ωv)

∂p̃

∂x
+

1

2
f 2(t, ωv)

∂2p̃

∂x2
+ ρtσtf(t, ωv)

∂2p̃

∂x∂v
. ✭✸✳✷✳✷✮

❆✈❡❝ p̃(0, x, v|0) = δ0(x)δ0(v)✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ p̃✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ̃(t, ξ, ζ) :=

∫ ∞

−∞
dxeixξ

∫ ∞

−∞
dveivζ p̃(t, x, v).

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡ ϕ̃(t, ξ, ζ) := E ei(ξXt+ζṼt) ❡t ❝♦♠♠❡ V ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Vt

❛❞♠❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞❡ t♦✉t ♦r❞r❡✮✱ ❛❧♦rs ϕ(t, ξ, .) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡

s✉r C✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ̃ ❡st ❞♦♥❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

− ∂tϕ̃ =
σ2
t

2
ζ2 ϕ̃(t, ξ, ζ) + bζ∂ζϕ̃+mt

ξ2 + iξ

2
ϕ(t, ξ, ζ − iω) +

ξζρtσt
√
mt ϕ̃(t, ξ, ζ − i

ω

2
). ✭✸✳✷✳✸✮

❆✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ϕ̃(0, ξ, ζ) = 1✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✳✸✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ̃(t, ξ, ζ) = exp

(

−
∑

n≥0

An(t, ξ)ζ
n

)

.

✻✻
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▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✸✮ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝

∑

n≥0

∂tAn(t, ξ)ζ
n =

σ2
t

2
ζ2 − b

∑

n≥1

nAn(t, ξ)ζ
n +

mt
ξ2 + iξ

2
exp

(
∑

n≥0

An(t, ξ) [ζ
n − (ζ − iω)n]

)

+

ξζρtσt
√
mt exp

(
∑

n≥0

An(t, ξ)
[

ζn − (ζ − i
ω

2
)n
]
)

. ✭✸✳✷✳✹✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Xt ❡t ♣❛s à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (Xt, Vt)✱

♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ζ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ζ = ωλ✱ ♦ù ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ λ ∈ R✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

∑

n≥0

An(t, ξ) [ζ
n − (ζ − iω)n] = iωA1(t, ξ) + ω2A2(t, ξ) [2iλ+ 1] +O(ω3). ✭✸✳✷✳✺✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r
∑

n≥0An(t, ξ)
[
ζn − (ζ − iω

2
)n
]
✳ ❆✐♥s✐✱

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✸✮✱ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∂tA0 + ω∂tA1λ+ ω2∂tA2λ
2 = −bωA1λ+ ω2(

σ2
t

2
− 2bA2)λ

2 +O(ω3) +

µt(ξ) exp
(

iωA1 + ω2(1 + 2iλ)A2 +O(ω3)
)

+

vηt(ξ) exp
(

i
ω

2
A1 + ω2(

1

4
+ iλ)A2 +O(

ω3

8
)
)

,

♦ù µt(ξ) := mt
ξ2+iξ

2
❡t ηt(ξ) = ξρtσt

√
mt✳ ❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡✈✐❡♥t✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t

ex = 1 + x+ x2

2
+ . . . ✱

∂tA0 + ω∂tA1λ+ ω2∂tA2λ
2 = −bωA1λ+ ω2(

σ2
t

2
− 2bA2)λ

2 +

µt

(

1 + iωA1 + ω2A2 −
ω2

2
A2

1 + 2iω2A2λ
)

+

ηt(1 + i
ω

2
A1)ωλ+ Õ(ω3).

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ tr♦♥q✉é ✭s❛♥s Õ(ω3)✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ tr✐♣❧❡t (A0, A1, A3)✱ s♦❧✉t✐♦♥

✻✼
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❞✉ s②stè♠❡






∂tA2(t, ξ) =
σ2
t

2
− 2bA2(t, ξ),

∂tA1(t, ξ) = −(b− iω
2
ηt(ξ))A1(t, ξ) + 2iωµt(ξ)A2(t, ξ) + ηt(ξ),

∂tA0(t, ξ) = µt(ξ)
(

1 + iωA1(t, ξ) + ω2A2(t, ξ)− ω2

2
A2

1(t, ξ)
)

,

A0(0, ξ) = A1(0, ξ) = A2(0, ξ) = 0.

✭✸✳✷✳✻✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

A2(t, ξ) ≡ A2(t, ξ;ω) =
1

2

∫ t

0

σ2
se

−2b(t−s)ds,

A1(t, ξ) ≡ A1(t, ξ;ω) =

∫ t

0

(ηs + 2iωµsA2(s, ξ))e
−(γ(t,ξ)−γ(s,ξ))ds,

A0(t, ξ) ≡ A0(t, ξ;ω) =

∫ t

0

µs(1 + iωA1 + ω2A2 −
ω2

2
A2

1)(s, ξ)ds, ✭✸✳✷✳✼✮

♦ù

γ(t, ξ) = bt− i
ω

2
ξ

∫ t

0

ρsσs
√
msds.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ϕ̃(t, ξ, ωλ) q✉✐ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ̃(t, ξ, ωλ) ≈ e−(A0(t,ξ;ω)+A1(t,ξ;ω)(ωλ)+A2((t,ξ;ω)(ωλ)2) ✭✸✳✷✳✽✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (Xt, Vt)✱ ❞é✜♥✐t ♣❛r

ϕ(t, ξ, ζ) := E eiξXt+iζVt = ϕ̃(t, ξ, ωζ)

ϕ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r

ϕ̂(t, ξ, ζ) := e−(A0(t,ξ;ω)+ωA1(t,ξ;ω)ζ+ω2A2(t,ξ;ω)ζ2) ✭✸✳✷✳✾✮

✸✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✾✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ (X, V ) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✷✳✾✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡

✻✽
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❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ✧❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ϕ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω✧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡

❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ϕ ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r ϕ ❝♦♠♠❡ ϕ(t, ξ, ζ) =

ϕ̃(t, ξ, ωζ) ❡t ϕ̃ ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ζ✮✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

Lϕ(t, ξ, ζ;ω) = 0, ∀(t, ξ, ζ) ∈]0,∞[×R× R, ✭✸✳✷✳✶✵✮

♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L̂ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Lh(t, ξ, ζ;ω) = ∂th(t, ξ, ζ;ω) + ω2σ
2
t

2
ζ2 h(t, ξ, ζ;ω) + bζ∂ζh(t, ξ, ζ;ω) +

mt
ξ2 + iξ

2
h(t, ξ, ζ − i;ω) + ξζωρtσt

√
mt h(t, ξ, ζ −

i

2
;ω).✭✸✳✷✳✶✶✮

❊♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ω✱ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ϕ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

ϕ(t, ξ, ζ;ω) = ϕ0(t, ξ, ζ) + ωϕ1(t, ξ, ζ) +
ω

2
ϕ2(t, ξ, ζ) + . . . ✭✸✳✷✳✶✷✮

♦ù ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 0✱ ϕi ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

Liϕi(t, ξ, ζ;ω) = 0, ∀(t, ξ, ζ) ∈]0,∞[×R× R,

❛✈❡❝

L0h(t, ξ, ζ) = ∂th(t, ξ, ζ) + bζ∂ζh(t, ξ, ζ) +mt
ξ2 + iξ

2
h(t, ξ, ζ − i), ✭✸✳✷✳✶✸✮

L1h(t, ξ, ζ) = L0h(t, ξ, ζ) + ξζρtσt
√
mt ϕ0(t, ξ, ζ −

i

2
), ✭✸✳✷✳✶✹✮

L2h(t, ξ, ζ) = L0h(t, ξ, ζ) + 2ξζρtσt
√
mt ϕ1(t, ξ, ζ −

i

2
) + σ2

t ζ
2 ϕ0(t, ξ, ζ)✭✸✳✷✳✶✺✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐t h ∈ C1,2,2,n+1(]0,+∞[×R×C×R+)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ h ❡st ω✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

à ϕ ❞✬♦r❞r❡ n✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ h ≡ ϕ [n]✱ ♣♦✉r n ≥ 0✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t (t, ξ, ζ) ∈]0,∞[×R×R✱ ♦♥

❛
∂ih

∂ωi
(t, ξ, ζ; 0) = ϕi(t, ξ, ζ), ∀i ≤ n. ✭✸✳✷✳✶✻✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ϕ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t✐♦♥

♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

✻✾
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❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✳ P♦✉r t > 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ξ, ζ ∈ R✱ ♦♥ ♥♦t❡ ϕ(t, ξ, ζ;ω) := E eiξXt+iζVt✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ̂ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✸✳✷✳✾✮✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

ϕ̂ ≡ ϕ [2] ✭✸✳✷✳✶✼✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱

❝❛r ♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✸ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

q✉❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∂j ϕ̂
∂ωj

(t, ξ, ζ;ω)|ω=0 = 0, ∀ j = 0, 1, 2✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s Ai ✈ér✐✜❡♥t

✭✸✳✷✳✻✮✳

✸✳✷✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ Xt

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❥♦✐♥t❡

❞❡ (Xt, Vt) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✷✳✾✮✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ζ = 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Xt✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ϕ̂(t, ξ, 0;ω) = e−A0(t,ξ;ω)

❛✈❡❝

A0(t, ξ;ω) =

∫ t

0

µs(ξ)(1 + iωA1 + ω2A2 −
ω2

2
A2

1)(s, ξ)ds,

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é❝r✐r❡ A0(t, ξ;ω) s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✸ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ω✳ ❈❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à é❝r✐r❡ A1(t, ξ;ω) s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✷

♣❛r r❛♣♣♦rt à ω ❡t A2
1(t, ξ;ω) à ❧✬♦r❞r❡ ✶✳ ❖♥ é❝r✐t

A1(t, ξ) =

∫ t

0

(ξρsσs
√
ms + iωµs

∫ s

0

σ2
ue

−2b(s−u)du)e−(γ(t,ξ)−γ(s,ξ))ds

=

∫ t

0

ξρsσs
√
mse

−(γ(t,ξ)−γ(s,ξ))ds+ iω

∫ t

0

µs

∫ s

0

σ2
ue

−2b(s−u)due−(γ(t,x)−γ(s,x))ds

=

∫ t

0

ξρsσs
√
mse

−b(t−s)(1 + i
ω

2
ξ

∫ t

s

ρuσu
√
mudu)ds+ iω

∫ t

0

µs

∫ s

0

σ2
ue

−b(t+s−2u)duds

+O(ω2).

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛

A2
1(t, ξ) =

(∫ t

0

ξρsσs
√
mse

−b(t−s)ds

)2

+O(ω).

✼✵
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❆✐♥s✐ ϕ̂(t, ξ, 0;ω) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ̂(t, ξ, 0;ω) = exp
(
−iµ1(t)ξ − µ2(t)ξ

2 + iµ3(t)ξ
3 + µ4(t)ξ

4 +O(ω3)
)

♦ù

µ1(t) =
1

2

∫ t

0

msds+
ω2

4

∫ t

0

ms

∫ s

0

σ2
ue

−2b(s−u)du,

µ2(t) = µ1(t) +
ω2

4

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ms

∫ s

0

σ2
ue

−b(τ+s−2u)dudsdτ − ω

2

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)dsdτ ,

µ3(t) = −ω
2

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)dsdτ +
ω2

4

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)
∫ τ

s

ρuσu
√
mududsdτ

+
ω2

4

∫ t

0

mτ

(
∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)ds
)2
dτ +

ω2

2

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ms

∫ s

0

σ2
ue

−b(τ+s−2u)dudsdτ ,

µ4(t) =
ω2

4

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ms

∫ s

0

σ2
ue

−b(τ+s−2u)dudsdτ +
ω2

4

∫ t

0

mτ

(
∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)ds
)2
dτ

+
ω2

4

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)
∫ τ

s

ρuσu
√
mududsdτ

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ ex = 1 + x+ x2/2 + . . . ✱ q✉❡ ϕ̂(t, ξ, 0;ω) s✬é❝r✐t

❛✉ss✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ̂(t, ξ, 0;ω) = e(−iµ1(t)ξ−
ν(t)
2
ξ2)

(

1 +
6∑

n=2

(−i)nνn(t)ξn +O(ω3)

)

, ✭✸✳✷✳✶✽✮

♦ù ν(t) := 2µ1(t) ❡t

ν2(t) =
ω2

4

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ms

∫ s

0

σ2
ue

−b(τ+s−2u)dudsdτ − ω

2

∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)dsdτ ,

ν3(t) = µ3(t), ν4(t) = µ4(t) +
ω2

8

(∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)dsdτ
)2

,

ν5(t) =
ω2

4

(∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)dsdτ
)2

, ν6(t) =
ω2

8

(∫ t

0

mτ

∫ τ

0

ρsσs
√
mse

−b(τ−s)dsdτ
)2

.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ ϕX(t, ξ;ω) := eiξXt✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ψ(t, ξ;ω) := e(−iµ1(t)ξ−
ν(t)
2
ξ2)

(

1 +
6∑

n=2

(−i)nνn(t)ξn
)

✼✶
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❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

ψ ≡ ϕX [2]

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ pX(t, x;ω) = P(Xt ∈ dx) ❡t p̂X(t, x;ω) := F−1(ψ)(t, x;ω)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

p̂X ≡ pX [2], ✭✸✳✷✳✶✾✮

♦ù p̂X ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

p̂X(t, x;ω) =
1

√

2πν(t)
e−

(x+µ1(t))
2

2ν(t)

(

1 +
6∑

n=2

(−1)n
νn(t)

ν
n
2

Hn(
x+ µ1(t)
√

ν(t)
)

)

✭✸✳✷✳✷✵✮

♦ù ❧❡s Hn s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❍❡r♠✐t❡✳

Pr❡✉✈❡✿ ❉✬❛❜♦r❞✱ ✈✉❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ψ(t, ξ;ω) à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ ϕ̂(t, ξ, 0;ω)✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ψ ≡ ϕ̂X [2]✱ ♦ù ϕ̂X(t, ξ;ω) := ϕ̂(t, ξ, 0;ω)✳ ❖♥ ❡♥

❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ψ ≡ ϕX [2] ✭❝❛r ϕ̂X ≡ ϕX [2]✮✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ F−1(ϕX) ≡ F−1(ψ) [2]✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r

q✉✬♦♥ ❛ ❧❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❞ér✐✈❡r s♦✉s ❧❡ s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω✳ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡

∂iω

∫ ∞

−∞
e−ixξϕX(t, ξ;ω)dξ

∣
∣
ω=0

=

∫ ∞

−∞
e−ixξ∂iωϕX(t, ξ;ω)

∣
∣
ω=0

dξ.

❡t

∂iω

∫ ∞

−∞
e−ixξψ(t, ξ;ω)dξ

∣
∣
ω=0

=

∫ ∞

−∞
e−ixξ∂iωψ(t, ξ;ω)

∣
∣
ω=0

dξ.

❉✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r ψ✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ψ(t, ξ;ω) := e(−iµ1(t)ξ−
ν(t)
2
ξ2)
(
1 +

∑6
n=2 (−i)nνn(t)ξn

)
✱

♦ù ν(t) > 0 ❡t ❧❡s νn(t) s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣rés ✷ ❡♥ ω✳❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

ξ ∈ R ❡t ♣♦✉t t♦✉t j ∈ N✱ ω 7−→ ψ(t, ξ;ω) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡
∂j

∂ωj
ψ(t, ξ;ω) = Qj

ω(t, ξ) e
(−iµ1(t)ξ− ν(t)

2
ξ2),

♦ù Qj
ω(t, .) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

∂

∂ωj

∫ ∞

−∞
e−ixξψ(t, ξ;ω)dξ =

∫ ∞

−∞
e−ixξ

∂

∂ωj
ψ(t, ξ;ω)dξ, ∀j ∈ N.

✼✷



✸✳✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ➚ ❯◆ ❋❆❈❚❊❯❘ ✿ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ❙❈❖❚❚ ●➱◆➱❘❆▲■❙➱

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡

∂ϕX(t, ξ;ω)

∂ωi
|ω=0 := E eiξXt =

∂ψ(t, ξ;ω)

∂ωi
|ω=0,

❆❧♦rs✱ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω ❛✉ ♣♦✐♥t ✵✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧

q✉❡✱

sup
ξ∈R

∣
∣
∣
∣
eξ

2

(
∂ϕX(t, ξ;ω)

∂ωi
− ∂ϕX(t, ξ;ω)

∂ωi

)∣
∣
∣
∣
< 1, ∀ω < δ

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡

∂

∂ωj

∫ ∞

−∞
e−ixξϕX(t, ξ;ω)dξ =

∫ ∞

−∞
e−ixξ

∂

∂ωj
ϕX(t, ξ;ω)dξ, ∀j2.

❉✬♦ù✱

∂ipX
∂ωi

(t, x, 0) = F−1(
∂iϕX
∂ωi

)(t, x, 0) = F−1(
∂iψ

∂ωi
)(t, x, 0) = p̂(t, x, 0), ∀i ≤ 2 �

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ C : (t,K;ω) ∈ R3
+ 7−→ E(eXt −K)+✳ ❆❧♦rs✱

♦♥ ❛

Ĉ ≡ C [2],

♦ù Ĉ ❡st ❧❡ ♣r✐① ❞✉ ❈❛❧❧ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡

p̂X ❀ ❉❡ ♣❧✉s✱ Ĉ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r

Ĉ(t,K;ω) = CBS(S,K, ν) + (
6∑

n=2

νn)SN(d1) +
K√
ν
N ′(d2)

(
4∑

n=0

zn

ν
n
2

Hn(−d2)
)

✭✸✳✷✳✷✶✮

❛✈❡❝ CBS(S,K, ν) = SN(d1) − KN(d2)✱ ❛✈❡❝ d1 =
log( S

K
)+ 1

2
ν√

ν
✱ d2 =

log( S
K
)− 1

2
ν√

ν
❡t ♣♦✉r

n = 0, . . . , 4✱ zn =
∑6

i=n+2 νn✳

✸✳✷✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❬✺✵❪

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ P❡r❡❧❧ó✱ ❙✐r❝❛r ❡t ▼❛s♦❧✐✈❡r ❬✺✵❪✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs str✐❦❡s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛t✉r✐tés✳ ❖♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ❡t ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡s

✼✸



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❆PP❘❖❈❍➱ P❖❯❘ ❉❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ➚ ❱❖▲❆❚■▲■❚➱
❙❚❖❈❍❆❙❚■◗❯❊ ▲❖●◆❖❘▼❆▲❊

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❉❡♥s✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ Xt ✈s ❉❡♥s✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭r = 0✱ m = 0, 1✱ b = 3✱

ρ = −0, 6✱ σ = 1✱ ω = 30% ❡t T = 1 ❛♥✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❉❡♥s✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ Xt ✈s ❉❡♥s✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭r = 0✱ m = 0, 1✱ b = 3✱

ρ = −0, 6✱ σ = 1✱ ω = 60% ❡t T = 1 ❛♥✮

✼✹
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♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿ S0 = 100✱ r = 0✱ m = 0, 1✱ b = 3✱ σ = 1✱ ρ = −0, 6 ❡t ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡

❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ω = 10%, 30%, 60% ❡t T = 1 ♠♦✐s, 1 ❛♥, 5 ❛♥s

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t à ✧✜tt❡r✧ ❧❛ ❞❡♥s✐té

✧❡♠♣✐r✐q✉❡✧ ❞❡ Xt✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✷✳✷✵✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✺✵❪ ❣é♥èr❡ ✉♥ é❝❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡t✴♦✉ ❧❛ ♠❛t✉r✐té✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

P✉ts s✉r S ❞❡ ❞✐✈❡rs ♠❛t✉r✐tés ❛✈❡❝ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱

♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ ❝♦✉rt❡s ♠❛t✉r✐tés ❡t ♣♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❜❛s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té

❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t

P❙▼✮ s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ♣r✐① à ✉♥ ♣✳❜ ❞✬é❝❛rt✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s

♠❛t✉r✐tés ♠♦②❡♥♥❡s✴❧♦♥❣✉❡s ❡t ♣♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ω é❧❡✈és✱ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ à ♥♦tr❡

♠ét❤♦❞❡ r❡st❡ st❛❜❧❡ ❡t ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ✶✲✷ ♣✳❜

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❉❡♥s✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ Xt ✈s ❉❡♥s✐té ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭r = 0✱ m = 0, 1✱ b = 3✱

ρ = −0, 75✱ σ = 1✱ ω = 60% ❡t T = 2 ❛♥✮

✼✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❆▲❈❯▲ ❆PP❘❖❈❍➱ P❖❯❘ ❉❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ➚ ❱❖▲❆❚■▲■❚➱
❙❚❖❈❍❆❙❚■◗❯❊ ▲❖●◆❖❘▼❆▲❊

ω = 20%

✶ ♠♦✐s ✶ ❛♥

❙tr✐❦❡ ▼❈ Pr♦①② P❙▼ ▼❈ Pr♦①② P❙▼

✽✵ ✵✱✵✷ ±✵✳✵✵✵✹ ✵✱✵✷ ✵✱✵✷ ✹✱✵✻ ±✵✳✵✵✸ ✹✱✵✻ ✸✱✾✻

✾✵ ✵✱✺✺ ±✵✳✵✵✸ ✵✱✺✺ ✵✱✺✺ ✼✱✻✷ ±✵✳✵✵✸ ✼✱✻✸ ✼✱✺✷

✶✵✵ ✸✱✻✹ ±✵✳✵✵✹ ✸✱✻✸ ✸✱✻✸ ✶✷✱✺✸ ±✵✳✵✵✹ ✶✷✱✺✹ ✶✷✱✹✸

✶✶✵ ✶✵✱✼✶ ±✵✳✵✵✸ ✶✵✱✼✶ ✶✵✱✼✶ ✶✽✱✻✸ ±✵✳✵✵✹ ✶✽✱✻✸ ✶✽✱✺✾

✶✷✵ ✷✵✱✵✼ ±✵✳✵✵✷ ✷✵✱✵✼ ✷✵✱✵✼ ✷✺✱✽✾ ±✵✳✵✵✹ ✷✺✱✾ ✷✺✱✽✵

✶✸✵ ✸✵ ±✵✳✵✵✷ ✸✵ ✸✵ ✸✸✱✾✷±✵✳✵✵✹ ✸✸✱✾✷ ✸✸✱✽✺

ω = 60%

✶ ❛♥ ✺ ❛♥s

❙tr✐❦❡ ▼❈ Pr♦①② P❙▼ ▼❈ Pr♦①② P❙▼

✽✵ ✹✱✷✾ ±✵✳✵✵✵✻ ✹✱✷✾ ✸✱✾✷ ✶✻✱✷✽ ±✵✳✵✶✺ ✶✻✱✸✶ ✶✹✱✼✵

✾✵ ✼✱✼✼ ±✵✳✵✵✼ ✼✱✼✽ ✼✱✸✻ ✷✶✱✻✽ ±✵✳✵✶✼ ✷✶✱✼✵ ✷✵✱✵✼

✶✵✵ ✶✷✱✺✻ ±✵✳✵✵✽ ✶✷✱✺✼ ✶✷✱✶✸ ✷✼✱✻✼ ±✵✳✵✶✽ ✷✼✱✻✾ ✷✻✱✵✻

✶✶✵ ✶✽✱✺✾ ±✵✳✵✵✾ ✶✽✱✺✾ ✶✽✱✶✾ ✸✹✱✶✾ ±✵✳✵✷ ✸✹✱✷✶ ✸✷✱✻✶

✶✷✵ ✷✺✱✻✾ ±✵✳✵✵✾ ✷✺✱✼✵ ✷✺✱✸✺ ✹✶✱✶✼ ±✵✳✵✷✷ ✹✶✱✶✾ ✸✾✱✻✸

✶✸✵ ✸✸✱✻✻ ±✵✳✵✵✾ ✸✸✱✻✼ ✸✸✱✸✽ ✹✽✱✺✺ ±✵✳✵✷✹ ✹✽✱✺✼ ✹✼✱✵✼

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✷✳ ▲♦rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

✼✻
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♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✸✳ ■❧ ❢❛✉t êtr❡ ❛tt❡♥t✐❢ ❧♦rs q✉✬♦♥ s✐♠✉❧❡ ❞❡s ♣❛②✲♦✛ q✉✐ s♦♥t ♥♦♥ ❜♦r♥és

✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ❈❛❧❧s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❝❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ eXt ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡

❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡s ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ ❧✬❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù

ρ < − 1√
2
✭❝❢ ❏♦✉r❞❛✐♥ ❬✹✵❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❬✹✵❪✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s eX ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♣❛r✐té ❈❛❧❧✲P✉t ♥✬❡st ♣❛s

✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ρ > 0✳

✸✳✸ ▲❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ◆✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡






dSt
St

= rdt+ f(t, V 1
t , . . . , V

N
t )dW S

t ,

dV n
t = (αn(t)− κnVn)dt+ σn(t)dW

n
t ., d〈W S,W n〉t = ρSndt, n = 1, . . . , N,

✭✸✳✸✳✶✮

♦ù d〈W n,Wm〉t = ρn,mdt = 0✱ ∀m,n ≤ N ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f 2(t, V1, . . . , VN(t) = mt exp

(

ω
N∑

n=1

θnV
n
t

)

✭✸✳✸✳✷✮

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ ✭ ❬✺❪✱ ❬✻❪✱ ❬✼❪ ✮✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❛✉ss✐✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ω ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❡r❣♦♠✐ q✉❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✹✾❪✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡

❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞✳ ▲❡s ✧❢❛❝t❡✉rs V 1, . . . , V N ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡♥ ❝❛❧✐❜r❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✐ts ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡

❢✉t✉r❡s ❡t ♦♣t✐♦♥s s✉r ❱■❳ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❙✫P ✺✵✵ ♦✉ ♦♣t✐♦♥s s✉r ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s

❞✬❛✉tr❡s ❝❛s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ◆ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❝❛❧✐❜r❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ✧s♠✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✧ ❡t ❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞✉

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐té✱ ✐❧ ♦♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ❞é❢❛✉t q✉✐ ❡st ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s

✈✉ q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳

✼✼
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❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

❥♦✐♥t❡ ❞❡ (Xt := log St/S0, V
1
t , . . . , V

N
t )✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡

✸ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ”ω”✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ Xt✱ ♣✉✐s ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ Xt✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐

❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω✳

❖♥ ♥♦t❡

ϕ(t, ξ, ζ1, . . . , ζN ;ω) := exp

(

iξXt + i
N∑

n=1

ζnV
n
t

)

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❞❡ ϕ

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n,m ≤ N ✱ ρn,m = 0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ∼ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ̂(t, ξ, ζ1, . . . , ζN ;ω) := exp

(

−A0(t, ξ;ω)−
N∑

1

An(t, ξ;ω)ζn −
N∑

1

Cn(t, ξ;ω)ζ
2
n

)

,

✭✸✳✸✳✸✮

♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t n = 1, . . . , N







Cn(t, ξ;ω) =
1
2

∫ t

0
σ2
n(s)e

−2κn(t−s)ds,

An(t, ξ;ω) =
∫ t

0
(ξρSnσn(s)

√
ms − iαs + 2iωµsCn(s, ξ))e

−(γn(t,ξ)−γn(s,ξ))ds,

A0(t, ξ;ω) =
∫ t

0
µs

(

1 + iω
∑M

n=1An(s, ξ)− ω2

2
(
∑M

n=1An(s, ξ))
2 + ω2

∑M
n=1Cn(s, ξ)

)

ds,

µt(ξ) := mt
ξ2+iξ

2
, γn(t, ξ) = κnt− iξρSn

ω
2

∫ t

0
σn(s)

√
msds.

✼✽
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❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

ϕ̂ ∼ ϕ [2] ✭✸✳✸✳✹✮

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ✶ ❢❛❝t❡✉r✳ ❊♥ ❝♦♥sé✲

q✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡

ϕX(t, ξ;ω) := EeiξXT ✭✸✳✸✳✺✮

❆❧♦rs✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ϕ̂X(t, ξ;ω) := e−A0(t,ξ;ω)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

ϕ̂X ∼ ϕX [2] ✭✸✳✸✳✻✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ C(t, ξ;ω) =
∑N

n=1Cn(t, ξ;ω) ❡t

A(t, ξ;ω) =
N∑

n=1

∫ t

0

(ξρSnσn(s)
√
ms − iαn(s) + iωµs

∫ s

0

σ2
n(r, ξ)e

−2κn(s−r)dr)e−(γn(t,ξ)−γn(s,ξ))ds,

❆❧♦rs✱ A0 s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡

A0(t, ξ;ω) =

∫ t

0

µs(ξ)
(
1 + iωA(s, ξ)− ω2

2
A2(s, ξ) + ω2C(s, ξ)

)
ds

➱❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t A(t, ξ;ω) s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✷ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ω✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

A(t, x) =
N∑

n=1

∫ t

0

(xρSnσn(s)
√
ms − iαn(s) + iωµs

∫ s

0

σ2
n(r, x)e

−2κn(s−r)dr)e−(γn(t,x)−γn(s,x))ds,

=
N∑

n=1

∫ t

0

(xρSnσn(s)
√
ms − iαn(s))e

−κn(t−s)(1− i

2
ωρSnx

∫ t

s

σn(u)
√
mudu)ds,

+iω
N∑

n=1

∫ t

0

µs

∫ s

0

σ2
n(r, x)e

−κn(t+s−2r)drds+O(ω2).

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛

A2(t, x) =

(
N∑

n=1

∫ t

0

(xρSnσn(s)
√
ms − iαn(s))e

−κn(t−s)ds

)2

+O(ω).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ϕX(T, x;ω) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕX(T, x) = exp
(
−iµ1(T )x− µ2(T )x

2 + iµ3(T )x
3 + µ4(T )x

4 +O(ω3)
)

✼✾
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♦ù ❧❡s µi s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✭✸✳✹✳✼✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ é❝r✐r❡ ϕX s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕX(T, x) = e(−iµ1x−
ν
2
x2)
(
1− ν2(T )x

2 + iν3(T )x
3 + ν4(T )x

4 − iν5x
5 − ν6x

6 +O(β̄3)
)

✭✸✳✸✳✼✮

♦ù ν := 2µ1(T ) ❡t

ν2(T ) = µ2(T )− µ1(T ), ν3(T ) = µ3(T ),

ν4(T ) = µ4(T ) +
ω2

8

(
N∑

n=1

ρSn

∫ T

0

mt

∫ t

0

σn(s)
√
mse

−κn(t−s)ds

)2

,

ν5(T ) =
ω2

4

(
N∑

n=1

ρSn

∫ T

0

mt

∫ t

0

σn(s)
√
mse

−κn(t−s)ds

)2

,

ν6(T ) =
ω2

8

(
N∑

n=1

ρSn

∫ T

0

mt

∫ t

0

σn(s)
√
mse

−κn(t−s)ds

)2

.

❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ψ(t, ξ;ω) = e(−iµ1x−
ν
2
x2)
(
1 +

∑6
n=2(i)

nνnξ
n
)
✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t

❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ pX(t, x;ω) = P(Xt ∈ dx)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

pX ∼ P [2], ✭✸✳✸✳✽✮

♦ù P ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

P (t, x;ω) =
1

√

2πν(t)
e−

(x+µ1)
2

2ν(t)

(

1 +
6∑

n=2

(−1)n
νn(t)

ν
n
2

Hn(
x+ µ1(t)
√

ν(t)
)

)

✭✸✳✸✳✾✮

♦ù ❧❡s Hn s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❍❡r♠✐t❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ C(t, k;ω) := E
(
eXt −K

)

+
✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

C ∼ C̃ [2], ✭✸✳✸✳✶✵✮

♦ù C̃ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

C̃(t,K;ω) = CBS(S,K, ν) + (
6∑

n=2

νn)SN(d1) +
K√
ν
N ′(d2)

(
4∑

n=0

zn

ν
n
2

Hn(−d2)
)
, ✭✸✳✸✳✶✶✮

❛✈❡❝ CBS(S,K, ν) = SN(d1) − KN(d2)✱ ❛✈❡❝ d1 =
log( S

K
)+ 1

2
ν√

ν
✱ d2 =

log( S
K
)− 1

2
ν√

ν
❡t ♣♦✉r

n = 0, . . . , 4✱ zn =
∑6

i=n+2 νn✳

✽✵
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✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧✬❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥✱ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡s

❛✉tr❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦rs ❞❡

❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ✈✐❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡

s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ log St

❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s Ŝ

❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ♦✉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡t

q✉✐ s❡r❛ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✱ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ é❝r✐t

E H(St) = E H(St)− E H(Ŝt) + E H(Ŝt)

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Ŝt ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ♦♥ ❛ ❥✉st❡ à s✐♠✉❧❡r H(St) − H(Ŝt) ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❛

êtr❡ très ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ H(St)✳

✸✳✹✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré (Ω,F , (Ft)t≥0,P) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❣é♥ér❛❧✱ ♦ù ♦♥

s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❊❉❙ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

dSǫt
Sǫt

=
√

f(V ǫ
t )
(

ρdW 1
t +

√

1− ρ2dW 2
t

)

, ✭✸✳✹✳✶✮

♦ù V ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡

dVt = α(t, Vt)dt+ ǫσ(t, Vt)dW
1
t , ✭✸✳✹✳✷✮

❛✈❡❝ d〈W 1,W 2〉t = 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ P♦✉r t > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ F ǫ
t (.) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Xǫ

t := log(Sǫt )✳

❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ V 0 ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ v ❞❡

dV 0
t = α(t, Vt)dt

✽✶
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❆❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

X̂ǫ
t = (F ǫ

t )
−1 ◦N





√

1− ρ2
√
∫ t

0
f(V ǫ

s )ds

∫ t

0

√

f(V ǫ
s )dW

2
s +

ρ
√
∫ t

0
f(V 0

s )ds

∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s





✭✸✳✹✳✸✮

❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ Xǫ
t ✳

Pr❡✉✈❡✿ ❈♦♠♠❡ V O ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s ❡st ❣❛✉s✲

s✐❡♥♥❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ V ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ✭✸✳✹✳✷✮✱ ❛❧♦rs Vs ❡st FW 1

s ♠❡s✉r❛❜❧❡✳

❉✬♦ù Vs ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡W 2 ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ 1√
∫ t
0 f(V

ǫ
s )ds

∫ t

0

√

f(V ǫ
s )dW

2
s

❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈✳❛✳
∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s ❡t 1√

∫ t
0 f(Vs)ds

∫ t

0

√

f(Vs)dW
2
s

s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡♥ ❡✛❡t

E




1

√
∫ t

0
f(V ǫ

s )ds

∫ t

0

√

f(V ǫ
s )dW

2
s ×

∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s





= E



E




1

√
∫ t

0
f(V ǫ

s )ds

∫ t

0

√

f(V ǫ
s )dW

2
s | W 1

t



 ×
∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s



 = 0

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ✈✳❛✳
√

1−ρ2√
∫ t
0 f(V

ǫ
s )ds

∫ t

0

√

f(V ǫ
s )dW

2
s +

ρ√
∫ t
0 f(V

0
s )ds

∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s ❡st ❣❛✉s✲

s✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ✈✳❛✳

N
( √

1−ρ2√
∫ t
0 f(V

ǫ
s )ds

∫ t

0

√

f(V ǫ
s )dW

2
s +

ρ√
∫ t
0 f(V

0
s )ds

∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s

)

❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡

s✉r [0, 1]✳ ❉✬♦ù X̂ǫ
t ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ Xǫ

t ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ G✱ ♦♥ ❛

E

[(

G(X̂ǫ
t )−G(Xǫ

t )− E{G(X̂ǫ
t )−G(Xǫ

t )}
)2
]

= O(ǫ2), ✭✸✳✹✳✹✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✶✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ G(Xǫ
t ) ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✵ ❡♥ ǫ✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✵ ❡t ✶ ❡♥ ❡♣s✐❧♦♥✳

❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ ✸

❞❡s ♣r✐① ét❛✐t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✈r❛✐s ♣r✐①✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡st❛♥t❡ s❡r❛ très

♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳

✽✷
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Pr❡✉✈❡✿ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ X0
t = X̂0

t ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ V 0
t ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝❡ q✉✐

✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ X ❡st ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ −1
2

∫ t

0
f(V 0

s )ds ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
∫ t

0
f(V 0

s )ds✳ ❆✐♥s✐

F 0
t (x) = N




x+ 1

2

∫ t

0
f(V 0

s )ds
√
∫ t

0
f(V 0

s )ds



 .

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

(F 0
t )

−1(y) = N−1(y)×
√
∫ t

0

f(V 0
s )ds−

1

2

∫ t

0

f(V 0
s )ds.

❉✬♦ù

X̂0
t = (F 0

t )
−1 ◦N





√

1− ρ2
√
∫ t

0
f(V 0

s )ds

∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

2
s +

ρ
√
∫ t

0
f(V 0

s )ds

∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s





=
√

1− ρ2
∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

2
s + ρ

∫ t

0

√

f(V 0
s )dW

1
s − 1

2

∫ t

0

f(V 0
s )ds = X0

t

❖♥ é❝r✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ Xt ❡t ❞❡ X̂t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t







Xt = X0
t + ǫX1

t +
ǫ2

2
X2
T + . . . ,

X̂t = X̂0
t + ǫX̂1

t +
ǫ2

2
X̂2
T + . . .

❛✈❡❝ X0
t = X̂0

t ✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡







G(Xt) = G(X0
t ) + ǫG′(X0

t )X
1
t + . . . ,

G(X̂t) = G(X̂0
t ) + ǫG′(X̂0

t )X̂
1
t + . . . .

◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ Xt ❡t X̂t ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

E

[(

G(X̂t)−G(Xt)− E{G(X̂t)−G(Xt)}
)2
]

= 2E
[

G2 (Xt)−G (Xt)G
(
X̂t

)]

✽✸
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ E [G2(Xt)] =
1
2
E

[

G2(Xt) +G2(X̂t)
]

✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

E

[

G2(Xt)−G(Xt)G(X̂t)
]

=
1

2
E

[

G2
(
X0 + ǫX1

)
+G2

(

X̂0 + ǫX̂1
)

+O(ǫ2)
]

−

E

[(
G(X0

t ) + ǫG′(X0)X1
) (

G(X̂0) + ǫG′(X̂0)X̂1
)

+O(ǫ2)
]

=
1

2
E

[

G2(X0) + 2ǫGG′(X0)X1 +G2(X̂0) + 2ǫGG′(X̂0)X̂1
]

−E

[

(G(X0)G(X̂0) + ǫG′(X0)G(X̂0)X1 + ǫG(X0)G′(X̂0)X̂1)
]

+O(ǫ2)

= O(ǫ2)

❝❛r X0 = X̂0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

E

[

G2(Xt)−G(Xt)G(X̂t)
]

=
ǫ2

2
E

[

(G′)2(X0)
(

X1 − X̂1
)2
]

+O(ǫ3)

✸✳✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡

❞✬❖r♥st❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❖♥

❝♦♥s✐❞èr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡ t = 1✱ r = 0✱

m = 0, 1✱ b = 3✱ σ = 1✱ ρ = −0, 75✳ ❉❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉

♣r✐① ❞❡ (K − eXt)+ ❡t (K − St)+ − (K − eX̂t)+ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs str✐❦❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✉ss✐

❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ eXt ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ eXt − eX̂t

✽✹
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ǫ ≡ β = 10% β = 30%

❙tr✐❦❡ ❱❛r ❱❛r❉✐❢ V ar
V arDif

❱❛r ❱❛r❉✐❢ V ar
V arDif

✈❛r S ✶✵✱✹✶✪ ✵✱✵✵✷✽✪ ✸✻✻✽ ✶✵✱✷✹ ✪ ✵✱✵✶✹✼✪ ✼✵✵

✽✵✪ ✵✱✻✽✪ ✵✱✵✵✶✸✪ ✺✸✼ ✵✱✼✸ ✪ ✵✱✵✵✸✷ ✪ ✷✷✽

✾✵✪ ✶✱✹✶✪ ✵✱✵✵✶✽✪ ✼✻✻ ✶✱✹✼✪ ✵✱✵✵✹✹✪ ✸✸✸

✶✵✵✪ ✷✱✹✵✪ ✵✱✵✵✷✷✪ ✶✵✼✺ ✷✱✹✽✪ ✵✱✵✵✺✹✪ ✹✻✵

✶✶✵✪ ✸✱✺✽✪ ✵✱✵✵✷✹✪ ✶✹✼✵ ✸✱✻✽✪ ✵✱✵✵✻✷✪ ✺✾✼

✶✷✵✪ ✹✱✽✶✪ ✵✱✵✵✷✺✪ ✶✾✺✶ ✹✱✾✷✪ ✵✱✵✵✻✽✪ ✼✷✼

✶✸✵✪ ✺✱✾✼✪ ✵✱✵✵✷✹✪ ✷✹✽✾ ✻✱✵✾✪ ✵✱✵✵✼✸✪ ✽✸✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✷✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ eXt ❡st ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ❝❛r ρ =

−0.75 < − 1√
2
✭❝❢✳ ❬✹✵❪✮✳

✸✳✹✳✸ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶

❙♦✐t p(t, x, v1, . . . , vN) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡s (Xt, V1(t), . . . , VN(t))✳ ❈❡tt❡ ❞❡♥s✐té

✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂tp =
∑

n

∂vn(vnp) +
σ2
n

2

∑

n

∂2p

∂v2n
+

1

2
f 2(t; v)(∂x + ∂xx)p+

∑

n

ρSnσnf(t; v)
∂2p

∂x∂vn

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(t, ξ, ζ1, . . . ζN) :=

∫ ∞

−∞
dxeixξ

∫ ∞

−∞
dζ1e

iζ1v1 . . .

∫ ∞

−∞
dζNe

iζNvNp(t, x, v1, . . . , vN).

✽✺
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▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

− ∂tϕ =
∑

n

(
σ2
n

2
ζ2n − iαn(t)ζn)ϕ(t, ξ, ζ) +

∑

n

κnζn∂ζnϕ

+mt
ξ2 + iξ

2
ϕ(t, ξ, ζ1 − iω, . . . , ζN − iω) +

ξ
√
mt

∑

n

ρSt σn(t)ζn ϕ(t, ξ, ζ1, . . . , ζn−1, ζn − i
ω

2
, ζn+1, . . . , ζN). ✭✸✳✹✳✺✮

◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ Xt✱ ❝❡ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ϕ(t, ξ, 0, . . . , 0)✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ à

❧✬♦r❞r❡ ✸ ❡♥ ω ❡t ♣♦✉r (ζ1, . . . , ζN) ∈ D(0, ω)N ✱ ♦♥ ❛

ϕ(t, x; ζ1, . . . , ζN) = exp

(

−A0 −
M∑

n=1

An(t, ξ)ζn −
M∑

n 6=m=1

Bn,m(t, ξ)ζnζm −
M∑

n=1

Cn(t, ξ)ζ
2
n

)

.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✳✺✮ ❞❡✈✐❡♥t

A′
0 +

M∑

n=1

A′
nζn +

M∑

n 6=m=1

B′
n,mζnζm +

M∑

n=1

C ′
nζ

2
n = O(ω3) +

∑

n

(
σ2
n

2
ζ2n − iαn(t)ζn)

−
∑

n

κnAnζn −
∑

n

κnζn(
N∑

m=1,m 6=n
Bn,mζm)− 2

M∑

n=1

κnCn(t, ξ)ζ
2
n

+µt exp

(

iω
M∑

n=1

An +
M∑

n 6=m=1

Bn,m(ω
2 + iω(ζn + ζm)) +

M∑

n=1

Cn(ω
2 + 2iωζn)

)

+ξ
√
mt

∑

n

ρSnσn(t)ζn exp

(

i
ω

2
An + i

ω

2

N∑

m=1,m 6=n
Bn,mζm + Cn(

ω2

4
+ iωζn)

)

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

exp

(

iω
M∑

n=1

An +
M∑

n 6=m=1

Bn,m(ω
2 + iω(ζn + ζm)) +

M∑

n=1

Cn(ω
2 + 2iωζn)

)

= O(ω3) +

1 + iω

M∑

n=1

An −
ω2

2
(
M∑

n=1

An)
2 +

M∑

n 6=m=1

Bn,m(ω
2 + iω(ζn + ζm)) +

M∑

n=1

Cn(ω
2 + 2iωζn)

❡t

∑

n

ρSnζn exp

(

i
ω

2
An + i

ω

2

N∑

m=1,m 6=n
Bn,mζm + Cn(

ω2

4
+ iωζn)

)

=
∑

n

ρSnζn

(

1 + i
ω

2
An

)

+O(ω3)

✽✻
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▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✳✺✮ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡






∑M
n=1C

′
n − σ2

n

2
+ 2κnCn = 0,

∑M
n 6=m=1B

′
n,m + κnBn,m = 0,

∑M
n=1 (A

′
n + iαn(t) + κnAn + 2iµtωCn − x

√
mtρ

S
nσn(t)(1 + iω

2
An) = 0,

A′
0 = µt

(

1 + iω
∑M

n=1An − ω2

2
(
∑M

n=1An)
2 + ω2

∑M
n=1Cn

)

.

❖♥ ♣❡✉t ✐♠♠❡❞✐❛t❡♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n,m✱ Bn,m = 0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡

s✉✐✈❛♥t






C ′
n − σ2

n

2
+ 2κnCn = 0, ∀n = 1, . . . , N

A′
n + iαn(t) + (κn − iω

2
ξ
√
mtρ

S
nσn(t))An − 2iµtωCn − ξ

√
mtρ

S
nσn(t) = 1, ∀n ≥ 1

A′
0 = µt

(

1 + iω
∑M

n=1An − ω2

2
(
∑M

n=1An)
2 + ω2

∑M
n=1Cn

)

❈❡❝✐ éq✉✐✈❛✉t à






Cn(t) =
1
2

∫ t

0
σ2
n(s)e

−2κn(t−s)ds, ∀n = 1, . . . , N

An =
∫ t

0
(ξρSnσn(s)

√
ms − iαs + 2iωµsCn(s, ξ))e

−(γn(t,ξ)−γn(s,ξ))ds,

A0(t, ξ) =
∫ t

0
µs

(

1 + iω
∑M

n=1An(s, ξ)− ω2

2
(
∑M

n=1An(s, ξ))
2 + ω2

∑M
n=1Cn(s, ξ)

)

ds;

♦ù

γn(t, ξ) = κnt− iξρSn
ω

2

∫ t

0

σn(s)
√
msds ✭✸✳✹✳✻✮

✽✼
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

ϕX(T, ξ) := EeiξXT = e−A0(t,ξ)

❖♥ ♣♦s❡ A(t, x) :=
∑M

n=1An(s, ξ)✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t A s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❞✬♦r❞r❡ ✷ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ω✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

A(t, ξ) =
N∑

n=1

∫ t

0

(xρSnσn(s)
√
ms − iαn(s) + iωµs

∫ s

0

σ2
n(r, ξ)e

−2κn(s−r)dr)e−(γn(t,ξ)−γn(s,ξ))ds,

=
N∑

n=1

∫ t

0

(ξρSnσn(s)
√
ms − iαn(s))e

−κn(t−s)(1− i

2
ωρSnx

∫ t

s

σn(u)
√
mudu)ds,

+iω
N∑

n=1

∫ t

0

µs

∫ s

0

σ2
n(r, ξ)e

−κn(t+s−2r)drds+O(ω2).

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛

A2(t, ξ) =

(
N∑

n=1

∫ t

0

(ξρSnσn(s)
√
ms − iαn(s))e

−κn(t−s)ds

)2

+O(ω).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ϕX(T, ξ) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕX(T, ξ) = exp
(
−iµ1(T )ξ − µ2(T )ξ

2 + iµ3(T )ξ
3 + µ4(T )ξ

4 +O(ω3)
)

✽✽
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µ1(T ) =
1

2

∫ T

0

msds+
ω2

4

N∑

n=1

∫ T

0

mt

∫ t

0

σ2
n(s)e

−2κn(t−s)ds+
ω

2

N∑

n=1

∫ T

0

mt

∫ t

0

αn(s)e
−κn(t−s)ds

+
ω2

4

∫ T

0

mt

(
N∑

n=1

∫ t

0

αn(s)e
−κn(t−s)ds

)2

dt,

µ2(T ) = µ1(T )−
ω

2

N∑

n=1

ρSn

∫ T

0

mt

∫ t

0

σn(s)
√
mse

−κn(t−s)ds+

ω2

4

N∑

n=1

ρSn

∫ T

0

mt

∫ t

0

αn(s)

∫ t

s

σn(r)
√
mrdrds+

ω2

4

N∑

n=1

∫ T

0

mt

∫ t

0

ms

∫ s

0

σ2
n(r, x)e

−κn(t+s−2r)drds

+
ω2

2

N∑

n,m=1

∫ T

0

mt

∫ t

0

ρSnσn(s)
√
ms

∫ t

0

αm(s)e
−κm(t−s)dsdt

µ3(T ) = −ω
2

N∑

n=1

ρSn

∫ T

0

mt

∫ t

0

σn(s)
√
mse

−κn(t−s)ds−

ω2

4

N∑

n=1

(ρSn)
2

∫ T

0

mt

∫ t

0

σn(s)
√
mse

−κn(t−s)
∫ t

s

σn(r)
√
mrdrds

+
ω2

2

N∑

n=1

∫ T

0

mt

∫ t

0

ms

∫ s

0

σ2
n(s)e

−κn(t+s−2u)dudsdt

−ω
2

4

∫ T

0

mt

(
N∑

n=1

∫ t

0

ρSnσn(s)
√
mse

−κn(t−s)ds

)2

dt

+
ω2

2

N∑

n,m=1

∫ T

0

mt

∫ t

0

ρSnσn(s)
√
ms

∫ t

0

αm(s)e
−κm(t−s)dsdt,

µ4(T ) =
ω2

4

N∑

n=1

∫ T

0

mt

∫ t

0

ms

∫ s

0

σ2
n(u)e

−κn(t+s−2u)dudsdt

−ω
2

4

N∑

n=1

(ρSn)
2

∫ T

0

mt

∫ t

0

σn(s)
√
mse

−κn(t−s)
∫ t

s

σn(u)
√
mududs

+
ω2

4

∫ T

0

mt

(
N∑

n=1

∫ t

0

ρSnσn(s)
√
mse

−κn(t−s)ds

)2

dt. ✭✸✳✹✳✼✮

✽✾
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✾✵



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥

✾✶





✹ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❈■❘

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❈■❘✱ q✉✐ s❡r♦♥t très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ V v ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✳✶✮✱ ✐ss✉❡ ❞❡ v✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

y 7−→ P

(

λ1V
v
t + λ2

∫ t

0
V v
u du > y

)

s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ e−µ∗y✱ q✉❛♥❞ y t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ♣♦✉r λ2 > 0

❡t λ1 <
2(2+bt)λ2

b2t
✱ ♦ù µ∗ ❡st ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✧❝r✐t✐q✉❡✧ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ λ1V

v
t + λ2

∫ t

0
V v
u du✳

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✵✳✵✳✶✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s (v0, a, b, σ)✱ s♦✉s ❞❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r a ❡t σ✱ q✉✐ ✈❛r✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ q✉✬♦♥ rés♦✉t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞ér✐✈é❡s ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ V ✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❈■❘ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❈♦①✱ ■♥❣❡rs♦❧❧ ❡t ❘♦ss ❬✶✹❪ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❞✉ t❛✉① ❞✬✐♥térêt✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dVt = (a− bVt)dt+ σ
√

VtdWt, V0 = v, ✭✹✳✶✳✶✮

❛✈❡❝ a, σ, v ≥ 0 ❡t b ∈ R ✭✈♦✐r ❬✸✾❪ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙✮✳

▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ Vt ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭❝❢✳ ❬✹✷❪✮

Pt(v, x) =
ebt

ct

(
xebt

v

)ν

exp

(

−v + xebt

2ct

)

Iν

(
1

ct

√
vxebt

)

, ✭✹✳✶✳✷✮

♦ù ct =
(ebt−1)σ2

4b
✱ ν = 2a/σ2 − 1 ❡t Iν ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡ss❡❧ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✬♦r❞r❡ ν✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ν✱ ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é❡

♦✉ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❜♦r♥é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡

✾✸
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✵✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭ν ≥ 0✮ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ v > 0✱ ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s V ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✶ ✭❝❢✳ ❬✹✷❪✮✱ ✐✳❡

P (∀t ∈ [0, T ] : V v
t > 0) = 1.

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❈■❘ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥ ❬✸✽❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dFt
Ft

=
√

VtdBt, d〈W,B〉t = ρdt

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té

st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❙❛ ♣♦♣✉❧❛r✐té t✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s s❡♠✐✲

❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s s✉r ❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ Xt = log(Ft/F0) ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

✹✳✷ ▼♦♠❡♥ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞✉ ❈■❘ ✐♥té❣ré

❖♥ ♥♦t❡ V v,a
t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✳✶✮ ✐ss✉❡ ❞❡ v✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ s✐ (v1, v2)✱ (a1, a2) ∈ R2

+✱ ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s V v1+v2,a1+a2 ❛ ♠ê❡♠❡ ❧♦✐ q✉❡ (V v1,a1
t +V̂ v2,a2

t ) ♦ù V̂ v,a ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✳✶✮ ❞❛♥s

❧❛q✉❡❧❧❡W ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ❜r♦✇♥✐❡♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t Ŵ ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t V 1
t = V v1,a1

t ✱

V̂ 2
t = V̂ v2,a2

t ❡t Vt = V 1
t + V̂ 2

t ✱ ♦♥ ❛

Vt = v1 + v2 +

∫ t

0

[(a1 + a2)− bVs] ds+ σ

∫ t

0

(
√

V 1
s dWs +

√

V̂ 2
s dŴs

)

= v1 + v2 +

∫ t

0

[(a1 + a2)− bVs] ds+ σ

∫ t

0

√

VsdBs,

♦ù B ❡st ❧❡ ❜r♦✇♥✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r

dBs =

√

V 1
s

√

V 1
s + V̂ 2

s

dWs +

√

V̂ 2
s

√

V 1
s + V̂ 2

s

dŴs.

❉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❡♥ ❧♦✐✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡✱ ♣♦✉r λ1 ❡t λ2 ∈ R✱

F a
λ1,λ2

(t, v) = E eλ1V
v,a
t +λ2

∫ t
0 V

v,a
s ds,

✾✹
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♦♥ ❛ F a1+a2
λ1,λ2

(t, v1 + v2) = F a1
λ1,λ2

(t, v1)F
a2
λ1,λ2

(t, v2)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F a
λ1,λ2

❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F a
λ1,λ2

(t, v) = eaϕλ1,λ2 (t)+vψλ1,λ2 (t).

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ❡t ψ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳ P♦✉r λ1, λ2 ∈ R✱ ♦♥ ♥♦t❡ ψλ1,λ2 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡







ψ′
λ1,λ2

(t) =
σ2

2

(

ψ2
λ1,λ2

(t)− 2
b

σ2
ψλ1,λ2(t) + 2

λ2
σ2

)

,

ψ′
λ1,λ2

(0) = λ1,

✭✹✳✷✳✶✮

❞é✜♥✐❡ s✉r [0, t∗(λ1, λ2)[ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ϕλ1,λ2(t) :=
∫ t

0
ψλ1,λ2(u)du✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t T <

t∗(λ1, λ2)✱ ♦♥ ❛

E eλ1V
v,a
T +λ2

∫ T
0 V v,as ds = eaϕλ1,λ2 (T )+vψλ1,λ2 (T ) ✭✹✳✷✳✷✮

Pr❡✉✈❡✿ ❖♥ ♣♦s❡

F a
λ1,λ2

(t, v) = eaϕλ1,λ2 (t)+vψλ1,λ2 (t).

❆❧♦rs✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F a
λ1,λ2

❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡







∂F a
λ1,λ2

∂t
(t, v) =

σ2

2
v
∂2F a

λ1,λ2

∂v2
(t, v) + (a− bv)

∂F a
λ1,λ2

∂v
(t, v) + λ2vF

a
λ1,λ2

(t, v), 0 < t ≤ T,

F a
λ1,λ2

(0, v) = eλ1v.

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕλ1,λ2 ❡t ψλ1,λ2 ✈ér✐✜❡♥t ϕλ1,λ2(0) = 0✱

ψλ1,λ2(0) = λ1 ❡t

aϕ′
λ1,λ2

(t) + vψ′
λ1,λ2

(t) =
σ2

2
vψ2

λ1,λ2
(t) + (a− bv)ψλ1,λ2(t) +λ1,λ2 v

= aψλ1,λ2(t) + v

(
σ2

2
ψ2
λ1,λ2

(t)− bψ(t) + λ2

)

.

✾✺
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❈❡❧❛ éq✉✐✈❛♥t à ϕ′
λ1,λ2

(t) = ψλ1,λ2(t) ❡t

ψ′
λ1,λ2

(t) =
σ2

2

(

ψ2
λ1,λ2

(t)− 2
b

σ2
ψλ1,λ2(t) + 2

λ2
σ2

)

.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t T < t∗a(λ1, λ2)✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
(
eλ2

∫ s
0 V

v,a
u duF a

λ1,λ2
(T − s, V v,a

s )
)

s≤T

❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉r✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t

t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ ∈ T0,T ✱ ♦♥ ❛

E eλ2
∫ τ
0 V v,au duF a

λ1,λ2
(T − τ, V v,a

τ ) ≤ F a
λ1,λ2

(T, V v,a
0 )

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

sup
τ∈T0,T

E eλ2
∫ τ
0 V v,au du+aϕλ1,λ2 (T−τ)+V

v,a
τ ψλ1,λ2 (T−τ) ≤ eaϕλ1,λ2 (T )+vψλ1,λ2 (T ) ✭✹✳✷✳✸✮

▼♦♥♦tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐t❡ p > 1✱ t❡❧ q✉❡

sup
τ∈T0,T

E ep(λ2
∫ τ
0 V v,au du+aϕλ1,λ2 (T−τ)+V

v,a
τ ψλ1,λ2 (T−τ)) < +∞

◆♦t♦♥s q✉❡ ψλ1,λ2 ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à λ1 ❡t λ2✳ ❈✬❡st ❞✐r❡ q✉❡ s✐ λ1 < λ̄1

✭r❡s♣ λ2 < λ̄2✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ψλ1,λ2(t) ≤ ψλ̄1,λ2(t)✱ ♣♦✉r t♦✉t t < t∗(λ̄1, λ2) ✭r❡s♣ ψλ1,λ2(t) ≤
ψλ1,λ̄2(t)✱ ♣♦✉r t♦✉t t < t∗(λ1, λ̄2)✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ f = ψλ̄1,λ2 − ψλ1,λ2 ❡t g = ψλ1,λ̄2 −
ψλ1,λ2 ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt f ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

f(0) = λ̄1 − λ2 > 0,

f ′(t) =
σ2

2

(

ψ2
λ̄1,λ2

(t)− ψ2
λ1,λ2

− 2b

σ2
f(t)

)

=
σ2

2
f(t)

(

ψλ̄1,λ2(t) + ψλ1,λ2 −
2b

σ2

)

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ g ✈ér✐✜❡

g(0) = 0,

g′(t) =
σ2

2

(

ψ2
λ̄1,λ2

(t)− ψ2
λ1,λ2

− 2b

σ2
g(t) + 2

λ̄2 − λ2
σ2

)

≥ σ2

2
g(t)

(

ψλ̄1,λ2(t) + ψλ1,λ2 −
2b

σ2

)

.

✾✻
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❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ f ❡t g ✈ér✐✜❡♥t (feA)′(t) = 0✱ ❛✈❡❝ f(0) > 0 ❡t (geA)′(t) ≥ 0 ❛✈❡❝

g(0) = 0✱ ♦ù A′(t) = σ2

2

(
ψλ̄1,λ2(t) + ψλ1,λ2 − 2b

σ2

)
✳ ❉✬♦❵✉ f ≥ 0 ❡t g ≥ 0✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

ψλ̄1,λ2(t)− ψλ1,λ2(t) = (λ̄1 − λ1) e
bt−

∫ t
0 (ψλ̄1,λ2

+ψλ1,λ2 )(s)ds, ∀t < t∗(λ̄1, λ2)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r T < t∗λ1,λ2 ❡t ♣♦✉r 0 < ǫ ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λǫ1 > λ1 t❡❧ q✉❡

(1 + ǫ)ψλ1,λ2(t) ≤ ψλǫ1,λ2(t), ∀t ≤ T.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ ∈ T0,T ✱

E e(1+ǫ)(λ2
∫ τ
0 V v,au du+aϕλ1,λ2 (T−τ)+V

v,a
τ ψλ1,λ2 (T−τ)) ≤ e

aǫϕλǫ1,λ
ǫ
2
(T )+vψλǫ1,λ

ǫ
2
(T )
,

♦ù aǫ = (1 + ǫ)a ❡t λǫ2 = (1 + ǫ)λ2✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡

sup
τ∈T0,T

E e(1+ǫ)(λ2
∫ τ
0 V v,au du+aϕλ1,λ2 (T−τ)+V

v,a
τ ψλ1,λ2 (T−τ)) < +∞ ✭✹✳✷✳✹✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡
(
Ms := eλ2

∫ s
0 V

v,a
u duF a

λ1,λ2
(T − s, V v,a

s )
)

s≤T ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡✱

✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τn✱ t❡❧❧❡ q✉❡ τn ր +∞ t❡❧❧❡ q✉❡ (Mτn∧s)s≤T

❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r limn→Mτn∧s = Ms✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✷✳✹✮✱ ❝❡tt❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞❛♥s L1 ✭❝❛r M ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✭❉✮✮✳

❉✬♦ù

E eλ2
∫ t
0 V

v,a
u du+aϕλ1,λ2 (T−t)+V

v,a
t ψλ1,λ2 (T−t) = eaϕλ1,λ2 (T )+V

v,a
t ψλ1,λ2 (T ), ∀t ≤ T.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t = T ✱ ♦♥

E eλ2
∫ T
0 V v,au du++λ1V

v,a
T = eaϕλ1,λ2 (T )+V

v,a
t ψλ1,λ2 (T ) �

◆♦t♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ t∗λ1,λ2 ❡st ❞♦♥♥é s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ1 ❡t λ2 ♣❛r

λ2 <
b2

2σ2 ❡t λ1 > b
σ2 +

√
b2 − 2λ2σ2/σ2 t∗λ1,λ2 =

1√
b2−2λ2σ2

log

(

λ1−b/σ2+
√
b2−2λ2σ2/σ2

λ1−b/σ2−
√
b2−2λ2σ2/σ2

)

.

λ2 <
b2

2σ2 ❡t λ1 ≤ b
σ2 +

√
b2 − 2λ2σ2/σ2 t∗λ1,λ2 = +∞✳

λ2 =
b2

2σ2 t∗λ1,λ2 =
2

σ2(λ1− b
σ2

)
.

λ2 >
b2

2σ2 t∗λ1,λ2 =
2√

2λ2σ2−b2

(

π
2
− arctan

(

λ1σ2−b√
2λ2σ2−b2

))

.

✾✼
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✷✳✶✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r [0, t∗λ1,λ2 [✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ1 ❡t

λ2✱ ♣❛r

λ2 <
b2

2σ2







ψλ1,λ2(t) =
b
σ2 − αCe

ασ2t+1

Ceασ2t−1
, s✐ |λ1 − b

σ2 | > α,

ψλ1,λ2(t) =
b
σ2 − αCe

ασ2t−1

Ceασ2t+1
, s✐ |λ1 − b

σ2 | ≤ α,

♦ù α =
√
b2 − 2λ2σ2/σ2 ❡t C =

∣
∣
∣
∣

λ1− b
σ2

−α
λ1− b

σ2
+α

∣
∣
∣
∣
✳

λ2 =
b2

2σ2 ψλ1,λ2(t) =
λ1− b

σ2

1−σ2

2
(λ1− b

σ2
)t
+ b

σ2 .

λ2 >
b2

2σ2 ψλ1,λ2(t) =
b
σ2 + β tan

(

β σ
2t
2

+ arctan
(
λ1σ2−b
βσ2

))

,

♦ù β =
√
2λ2σ2 − b2/σ2✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✭✹✳✷✳✶✮✱ ♦♥ é❝r✐t

ψ2
λ1,λ2

(t)− 2
b

σ2
ψλ1,λ2(t) + 2

λ2
σ2

=

(

ψλ1,λ2(t)−
b

σ2

)2

+
2λ2σ

2 − b2

σ4
,

❡t ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❝❛s✳

❈❛s 2λ2σ
2 < b2 ✿ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✶✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

ψ̄λ1,λ2(t) = ψλ1,λ2(t)−
b

σ2
❡t α =

√

b2 − 2λ2σ2/σ2,

ψ̄′
λ1,λ2

(t) =
σ2

2

(
ψ̄2
λ1,λ2

(t)− α2
)
,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

1

2α

(
1

ψ̄λ1,λ2(t)− α
− 1

ψ̄λ1,λ2(t) + α

)

ψ̄′
λ1,λ2

(t) =
σ2

2
.

❉✬♦ù✱

log

∣
∣
∣
∣

ψ̄λ1,λ2(t)− α

ψ̄λ1,λ2(t) + α

∣
∣
∣
∣
= ασ2t+ log

∣
∣
∣
∣
∣

λ1 − b
σ2 − α

λ1 − b
σ2 + α

∣
∣
∣
∣
∣

✾✽
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❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝✱






ψ̄λ1,λ2(t) = −α (Ceασ
2t+1)2

C2e2ασ2t−1
, s✐ |λ1 − b

σ2 | > α,

ψ̄λ1,λ2(t) = −α (Ceασ
2t−1)2

C2e2ασ2t−1
, s✐ |λ1 − b

σ2 | ≤ α,

♦ù C =

∣
∣
∣
∣
∣

λ1 − b
σ2 − α

λ1 − b
σ2 + α

∣
∣
∣
∣
∣
✳ ❉✬♦ù







ψλ1,λ2(t) =
b
σ2 − αCe

ασ2t+1

Ceασ
2t−1

, s✐ |λ1 − b
σ2 | > α,

ψλ1,λ2(t) =
b
σ2 − αCe

ασ2t−1

Ceασ
2t+1

, s✐ |λ1 − b
σ2 | ≤ α.

❈❛s 2λ2σ
2 = b2 ✿ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✶✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡

ψ̄′
λ1,λ2

(t) =
σ2

2
ψ̄2
λ1,λ2

(t),

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

1

ψ̄λ1,λ2(0)
− 1

ψ̄λ1,λ2(t)
=

σ2t

2
,

❡t

ψλ1,λ2(t) =
λ1 − b

σ2

1− σ2

2
(λ1 − b

σ2 )t
+

b

σ2
.

❈❛s 2λ2σ
2 > b2 ✿ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✶✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t β =

√
2λ2σ2 − b2/σ2✱

ψ̄′
λ1,λ2

(t) =
σ2

2

(
ψ̄2
λ1,λ2

(t) + β2
)
.

❉✬♦ù
ψ̄′
λ1,λ2

(t)

ψ̄2
λ1,λ2

(t) + β2
=
σ2

2

✾✾
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❡t
1

β
arctan(ψ̄λ1,λ2(t)/β) =

σ2t

2
+ Cte.

❉✬♦ù

ψλ1,λ2(t) =
b

σ2
+ β tan

(

β
σ2t

2
+ arctan

(
λ1σ

2 − b

βσ2

))

.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✶✳ P♦✉r λ1, λ2 ∈ R✱ ♦♥ ♥♦t❡ t∗λ1,λ2(µ) = t∗µλ1,µλ2 ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐

µ∗
−(t) = sup

{
µ < 0 : t∗λ1,λ2(µ) = t

}
❡t µ∗

+(t) = inf
{
µ > 0 : t∗λ1,λ2(µ) = t

}
✭❛✈❡❝ ❧❡s

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s supΦ = −∞ ❡t inf Φ = +∞✮✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t µ∗
−(t) < µ < µ∗

+(t)✱ ♦♥ ❛

E eµλ1Vt+µλ2
∫ t
0 Vudu < +∞ ❡t

lim
µ→µ∗±(t)

E eµλ1Vt+µλ2
∫ t
0 Vudu = +∞

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✬♦r❞r❡ µ ❞❡ λ1Vt + λ2
∫ t

0
Vudu ♣❡✉t ❡①♣❧♦s❡r ♣♦✉r ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ✜♥✐❡s ❞❡ µ✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s str✐❦❡s ❡①trê♠❡s ✭✈♦✐r ❬✹✹❪✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐

max(λ1, λ2) > 0 ✭r❡s♣ min(λ1, λ2) < 0✮✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t > 0✱ ♦♥ ❛

0 < µ∗
+(t) < +∞ ✭r❡s♣ −∞ < µ∗

−(t) < 0).

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t s❡r❛ très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ❈■❘ ❡t ❞❡ s♦♥

✐♥té❣r❛❧❡✱ q✉✐ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❙✐ µ∗
+(t) < +∞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ω+

t > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r µ ❛✉ ♣r♦❝❤❡ ❞❡

µ∗
+(t)✱ ♦♥ ❛

logE eµλ1Vt+µλ2
∫ t
0 Vudu − ω+

t

µ∗
+(t)− µ

∼ 2a

σ2
log

1

µ∗
+(t)− µ

✭✹✳✷✳✺✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ µ∗
−(t) > −∞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ω−

t > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r µ ❛✉ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ µ∗
−(t)✱ ♦♥ ❛

logE eµλ1Vt+µλ2
∫ t
0 Vudu − ω−

t

µ− µ∗
−(t)

∼ 2a

σ2
log

1

µ− µ∗
−(t)

✭✹✳✷✳✻✮

✶✵✵
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Pr❡✉✈❡✿ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ µ∗
+(t)✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡

t∗λ1,λ2(µ
∗
+(t)) = t

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✷ ❝❛s

❈❛s t∗λ1,λ2(µ
∗
+) =

1√
b2−2λ2µ∗+σ

2
log

(
λ1µ∗+−b/σ2+

√
b2−2λ2µ∗+σ

2/σ2

λ1µ∗+−b/σ2−
√
b2−2λ2µ∗+σ

2/σ2

)

✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r 0 < ǫ≪

1✱ ♦♥ ❛ ψλ1(µ∗+−ǫ),λ2(µ∗+−ǫ)(t) =
b
σ2−αCe

ασ2t+1

Ceασ
2t−1

.✱ ♦ù α = α(ǫ) =
√

b2 − 2λ2(µ∗
+ − ǫ)σ2/σ2

❡t C = C(ǫ) =
λ1(µ∗+−ǫ)− b

σ2
−α

λ1(µ∗+−ǫ)− b
σ2

+α
✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡

Ceασ
2t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ✱ q✉❡ ψλ1(µ∗+−ǫ),λ2(µ∗+−ǫ)(t) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ψλ1(µ∗+−ǫ),λ2(µ∗+−ǫ)(t) =
b

σ2
+ α(0)

2− c1ǫ+O(ǫ2)

c1ǫ+O(ǫ2)
=

2α(0)/c1
ǫ

+ e(ǫ),

♦ù ❧❛ e(ǫ) ❡st ❜♦r♥é❡✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡✱ ♣♦✉r ǫ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛

logE e(µ
∗
+−ǫ)λ1Vt+(µ∗+−ǫ)λ2

∫ t
0 Vudu − 2vα(0)/c1

ǫ
∼ aϕλ1(µ∗+−ǫ),λ2(µ∗+−ǫ)(t).

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ϕλ1(µ∗+−ǫ),λ2(µ∗+−ǫ)(t) ∼ 2
σ2 log

1
ǫ

❈❛s t∗λ1,λ2 =
2√

2λ2σ2−b2

(

π
2
− arctan

(

λ1σ2−b√
2λ2σ2−b2

))

. ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r 0 < ǫ≪ 1✱ ♦♥ ❛







ψλ1(µ∗+−ǫ),λ2(µ∗+−ǫ)(t) =
b
σ2 +

√
2λ2(µ∗+−ǫ)σ2−b2

σ2 tan
(
g(t, (µ∗

+ − ǫ))
)
,

ϕλ1(µ∗+−ǫ),λ2(µ∗+−ǫ)(t) =
b
σ2 t+

2
σ2

(
log cos g(0, µ∗

+ − ǫ)− log cos g(t, µ∗
+ − ǫ)

)
,

♦ù

g(t, µ) =

√

2µλ2σ2 − b2

2
t+ arctan(

λ1µσ
2 − b

√

2µλ2σ2 − b2
) ✭✹✳✷✳✼✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ǫ ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱

logE e(µ
∗
+−ǫ)λ1Vt+(µ∗+−ǫ)λ2

∫ t
0 Vudu − x

√

2µσ2 − b2

σ2∂µg(t, µ∗
+)

1

ǫ
∼ −2a

σ2
log(ǫ).

✶✵✶
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✹✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❈■❘ ✐♥té❣ré

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é q✉❡ ❧❡s

♠♦♠❡♥ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞✬♦r❞r❡ µ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ1Vt+λ2
∫ t

0
Vudu✱ ♣❡✉✈❡♥t

❡①♣❧♦s❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜♥✐❡ ❞❡ µ ✭♥é❣❛t✐✈❡ ♦✉ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ1 ❡t λ2✮✳

❆✈❡❝ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧✬❡①♣♦s❛♥t

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥té❣ré❡✱ ♦✉ ❞❡ s❛ ❞❡♥s✐té✱ ❡♥ +∞✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❝✐ s❡r❛✐t ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉r❛❣✉❧❡s❝✉ ❡t ❨❛❦♦✈❡♥❦♦ ❬✷✵❪✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞❛♥s

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✱ Xt✱ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ Xt s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ e−c|y| ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

p ≥ c✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✬♦r❞r❡ p ❞❡ X ❡①♣❧♦s❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ y 7−→ P(λ1Vt +

λ2
∫ t

0
Vudu > y)✱ ♣❡✉t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❝♦♠♠❡ e−µ

∗y✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ1 ❡t λ2✱ ♦ù µ∗ ❡st

❧❡ ♠♦♠❡♥t ✧❝r✐t✐q✉❡✧ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ λ1Vt+λ2
∫ t

0
Vudu✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ λ1

❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛ss✉ré ♣❛r ✭✹✳✶✳✷✮ ❡t s✐ λ2 = 0✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❬✸✹❪ ✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠

✷✳✹✮

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✈✳❛ Zt = λ1Vt+λ2
∫ t

0
Vudu✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ max(λ1, λ2) >

0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

lim
R→∞

lnP(Zt > R)

R
= −µ∗, ✭✹✳✸✳✶✮

♦ù µ∗ := sup
{
µ > 0 : EeµZt <∞

}
✳

Pr❡✉✈❡✿ ❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t µ > 0✱

P(Zt > R) = P(eµZt > eµR) ≤ e−µR E[eµZt ].

❖♥ ♥♦t❡

Λt(µ) := logEeµZt = vψλ1µ,λ2µ(t) + aϕλ1µ,λ2µ(t) ✭✹✳✸✳✷✮

✶✵✷
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❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

logP(Zt > R) ≤ −µR + Λt(µ)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t µ > 0✱ ♦♥ ❛

logP(Zt > R) + µ∗R√
R

≤ (µ∗ − µ)
√
R +

Λt(µ)√
R

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ s❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ q✉❡ ♣♦✉r µ < µ∗ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ µ∗✱ ♦♥ ❛

Λt(µ)−
ω

µ∗ − µ
∼ 2a

σ2
log

1

µ∗
+(t)− µ

. ✭✹✳✸✳✸✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

Λ′
t(µ)−

ω

(µ∗ − µ)2
∼ 2a

σ2

1

µ∗
+(t)− µ

. ✭✹✳✸✳✹✮

❖♥ ♣♦s❡ µ̂(R) = µ∗ −
√

ω
R
✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✸✳✸✮✱

logP(Zt > R) + µ∗R√
R

≤ (µ∗ − µ̂(R))
√
R +

Λt(µ̂(R))√
R

=
√
ω +

1√
R

[√
ωR + c logR

]

❉✬♦ù

lim sup
R→∞

lnP(Zt > R) + µ∗R√
R

≤ 2
√
ω, ✭✹✳✸✳✺✮

P♦✉r ♠✐♥♦r❡r ❧❛ lim inf✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ P♦✉r t♦✉t p > 0 ❡t ♣♦✉r

t♦✉t R > 0✱ ♦♥ ❛

E
(
epZt

)
= E

(
epZt1Zt≤R

)
+ E

(
epZt1Zt>R

)

= E

(∫ Zt

0

peprdr1Zt≤R

)

+ E
(
epZt1Zt>R

)

≤ 1 + E

(∫ Zt

0

pepr10<r≤Zt≤Rdr

)

+ E
(
epZt1Zt>R

)

≤ 1 +

∫ R

0

peprP(Zt > r)dr + E
(
epZt1Zt>R

)

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ 0 < p′ < p✳ ❆❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

P(Zt > r) = P(ep
′Zt > ep

′r) ≤ e−p
′r+Λt(p′).

✶✵✸
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

eΛt(p) = E
(
epZt

)
≤ 1 + peΛt(p

′)

∫ R

0

e(p−p
′)rdr + E

(
epZt1Zt>R

)
. ✭✹✳✸✳✻✮

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t α > 0 ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t pα ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Λt(pα) = αR✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✭✹✳✸✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r R ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ pα s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

pα = µ∗ − ω

αR
(1 + e(µ∗ − pα)) ✭✹✳✸✳✼✮

♦ù

e(ξ) ∼ξ→0
2a

ωσ2
ξ log

1

ξ

❖♥ r❡t♦✉r♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✭✹✳✸✳✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t p ♣❛r pα ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t

❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ Λt(pα) = αR✱

E
(
epαZt1Zt>R

)
≥ eαR

(

1− e−αR − peΛt(p
′) e

(pα−p′−α)R − e−αR

p− p′

)

✭✹✳✸✳✽✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ α ❡t p′ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

pα − p′ − α +
Λt(p

′)

R
< 0 ❡t lim

R→∞
eΛt(p

′) e
(pα−p′−α)R

p− p′
= 0 ✭✹✳✸✳✾✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛

1− e−αR − peΛt(p
′ e(pα−p

′−α)R − e−αR

p− p′
> 1− 2p

p− p′
e−(α−pα+p′−Λt(p

′)
R

)R

❉✬♦ù✱ ♣♦✉r R ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛

lnE
(
epαYt1Yt>R

)
≥ αR + ln

(

1− 2p

p− p′
e−(α−pα+p′−Λt(p

′)
R

)R

)

✭✹✳✸✳✶✵✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r R ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛ 2p
p−p′ e

−(α−pα+p′−Λt(p
′)

R
)R < 1✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t

♣♦✉r x ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵✱ ♦♥ ❛ ln(1− x) ≥ −2x ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

lnE
(
epαZt1Zt>R

)
≥ αR− 4p

p− p′
e−(α−pα+p′−Λt(p

′)
R

)R ✭✹✳✸✳✶✶✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t E
(
epαZt1Zt>R

)
✳ ❖♥ ❛✱ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t

q > 1✱

E
(
epαZt1Zt>R

)
≤
(
E eqpαZt

) 1
q (P(Zt > R))1−

1
q .

✶✵✹
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❉✬♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t q > 1✱ ♦♥ ❛

(1− 1

q
) lnP(Zt > R) ≥ lnE

(
epαZt1Zt>R

)
− 1

q
Λt(qpα)

≥ αR− 1

q
Λt(qpα)−

4p

p− p′
e−(α−pα+p′−Λt(p

′)
R

)R. ✭✹✳✸✳✶✷✮

❉✬❛❜♦r❞ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❝✬❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r q : qpα < µ∗✱ ❝❛r s✐♥♦♥ Λt(qpα) = +∞✳

❖♥ ✈❛ ❝❤♦✐s✐r q s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

q(R) =
Λ−1
t ( 1

δq
αR)

pα
, ❛✈❡❝ δq < 1. ✭✹✳✸✳✶✸✮

❖♥ ✈❛ ❝❤♦✐s✐r δq s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

δq = 1− 1

R
✭✹✳✸✳✶✹✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

Λt(q(R)pα) =
1

δq
αR

❉✬♦ù

q(R)

q(R)− 1
(αR− 1

q
Λt(qpα)) =

αRµ∗

ω(1− δq)

(

αR− αR

q(R)δq

)

=
q(R)

q(R)− 1

(

1− 1

qδq

)

αR

=
qδq − 1

δq(q − 1)
αR.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r R ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛

Λ−1
t (

1

δq
αR) = µ∗ − δq

ω

αR
(1 + e(µ∗ − qpα))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱

qδq − 1

q − 1
=

−µ∗(1− δq) +
ω
αR

(
1− δ2q + e(µ∗ − qpα)− δ2qe(µ

∗ − qpα)
)

δq
ω
αR

(1− δq + e(µ∗ − pα)− δqe(µ∗ − qpα))

=
−µ∗ + ω

αR

(

1 + δq + e(µ∗ − qpα)(1 + δq) + δ2q
e(µ∗−pα)−e(µ∗−qpα)

1−δq

)

δq
ω
αR

(

1 + e(µ∗ − qpα) + δq
e(µ∗−pα)−e(µ∗−qpα)

1−δq

)

✶✵✺
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❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

e(µ∗ − pα)− e(µ∗ − qpα)

1− δq
=

1

δq
e(µ∗ − pα) +O(

1

αR
) ✭✹✳✸✳✶✺✮

❉✬♦ù

q(R)

q(R)− 1
(αR− 1

q
Λt(qpα)) =

−µ∗ + ω
αR

(1 + δq + (1 + 2δq)e(µ
∗ − pα))

δq
ω
αR

(1 + 2e(µ∗ − pα))
αR

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ α ❡st ❞♦♥♥é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

α2 = (1 + δα)δq
ω

R
(1 + 2e(µ∗ − pα)) ✭✹✳✸✳✶✻✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛

q(R)

q(R)− 1
(αR− 1

q
Λt(qpα)) =

[

−µ∗ +
ω

αR
(1 + δq + (1 + 2δq)e(µ

∗ − pα))
]√

(1 + δα)R

✭✹✳✸✳✶✼✮

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ α ✈ér✐✜❛♥t ✭✹✳✸✳✶✻✮✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r p′ < p t❡❧

q✉❡

pα − p′ − α +
Λt(p

′)

R
< 0 ❡t lim

R→∞
eΛt(p

′) e
(pα−p′−α)R

p− p′
= 0 ✭✹✳✸✳✶✽✮

❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ✭✹✳✸✳✼✮ q✉❡ pα = µ∗ − ω
αR

(1 + e(µ∗ − pα))✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡

p′ = Λ−1
t (χαR), ❛✈❡❝ χ < 1.

❖♥ ❡st sûr q✉❡ p′ < pα✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t χ < 1 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

lim
R→∞

e−λαR = 0,

♦ù

λα = α− (pα − p′)− Λt(p
′)

R

◆♦t♦♥s q✉❡ p′ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

p′ = µ∗ − ω

χαR
(1 + e(µ∗ − p′)).

❆✈❡❝

e(µ∗ − p′) = (2− χ)e(µ∗ − pα) +O(
1

αR
).

✶✵✻
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ λα s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

λα = α +
ω

αR

(

1 + e(µ∗ − pα)−
1

χ
(2− χ)e(µ∗ − pα)

)

− χα

= α

(

1 +
ω

α2R
(1 + 2e(µ∗ − pα))(1−

1

χ
)− χ

)

= α

(

1 +
1

δq(1 + δα)
(1− 1

χ
)− χ

)

❝❛r α2 = δq(1 + δα(1 + 2e(µ∗ − pα))✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ 1
δq(1+δα)

> 1 ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ = 1√
δq(1+δα)

✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

λα = α

(

1− 1
√

δq(1 + δα)

)2

∼
√
ω

R

δ2α
4

✭✹✳✸✳✶✾✮

❉❡ ♠ê♠❡✱

pα − p′ ∼
√
ω√
R

δ

2

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t

δα =
1

logR
✭✹✳✸✳✷✵✮

♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ Q✱ ♦♥ ❛

lim
R→∞

Q(R)e−λαR = 0. ✭✹✳✸✳✷✶✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

lim
R→∞

eΛt(p
′) q

q − 1

e(pα−p
′−α)R

p− p′
= 0

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

e(µ∗ − pα) ∼ − 2a

ωσ2

√
ω

R
log(

√
ω

R
)

❡t q✉❡
(1 + δq + (1 + 2δq)e(µ

∗ − pα))
√

1 + 2e(µ∗ − pα)
∼ 2 +

2a√
ωσ2

√

1

R
log(R)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t

q(R)

q(R)− 1
(αR− 1

q
Λt(qpα)) ∼

[

−µ∗R + 2
√
ωR +

2a

σ2
log(R)

]
√

1 + δα ✭✹✳✸✳✷✷✮

✶✵✼
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

lim
R→∞

1

R

[
q(R)

q(R)− 1
(αR− 1

q
Λt(qpα)))

]

= −µ∗. ✭✹✳✸✳✷✸✮

❖♥ ❞é❞✉✐t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✸✳✶✷✮✱ ✭✹✳✸✳✷✶✮ ❡t ✭✹✳✸✳✷✸✮ q✉❡

lim inf
R→∞

lnP(Zt > R)√
R

≥ −µ∗ ✭✹✳✸✳✷✹✮

❉✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

✹✳✹ ❉ér✐✈é❡s ❞✉ ❈■❘ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭✹✳✶✳✶✮ ✐ss✉❡ ❞❡

v > 0✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ V v✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ V v ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛

♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❞ér✐✈é❡ ❞✉ ✢♦t✮ ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s a✱ b ❡t σ✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

❞❡s ❝❡s ❞ér✐✈é❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢ ♠♦❞é❧✐sé✱ ♦✉ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ♣❛r ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ V v✱ q✉✬♦♥

♥♦t❡r❛ X✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

2a ≥ σ2 ✭✹✳✹✳✶✮

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐ss✉❡ ❞❡
√
v✱ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡

♣❛r

dXt =

((
a

2
− σ2

8

)
1

Xt

− b

2
Xt

)

dt+
σ

2
dWt. ✭✹✳✹✳✷✮

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ b > 0✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù b ≤ 0✳

✹✳✹✳✶ ❉ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ X ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ v✱

s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✧❞ér✐✈é❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❧✬❊❉❙✧✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s Lp

✶✵✽
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❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v 7−→ Xv✱ ♦ù Xv ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✳✷✮ ✐ss✉❡ ❞❡
√
v✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡

❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s Ẋv t❡❧ q✉❡

lim
ǫ→0

∥
∥
∥
∥
sup
s≤t

∣
∣
∣
∣

Xv+ǫ
s −Xv

s

ǫ
− Ẋv(s)

∣
∣
∣
∣

∥
∥
∥
∥
p

= 0 ✭✹✳✹✳✸✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ 4a > 3σ2✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ v 7−→ Xv ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡

❛✉ s❡♥s Lp ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ p < 4a−2σ
σ

❡t s❛ ❞ér✐✈é❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Ẋv✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Ẋv(t) =
1

2
√
v
exp

(

− b
2
t−
(
a

2
− σ2

8

)∫ t

0

du

(Xv
u)

2

)

✭✹✳✹✳✹✮

Pr❡✉✈❡✿ ❙♦✐t v > 0✳ Xv ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Xv
t =

√
v +

(
a

2
− σ2

8

)∫ t

0

du

Xu

− b

2

∫ t

0

Xudu+
σ

2
Wt

P♦✉r ǫ > 0✱ ♦♥ ♣♦s❡ Rǫ
0(t) = Xv+ǫ

t −Xv
t ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Rǫ

0 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

dRǫ
0(t) = −

((
a

2
− σ2

8

)
1

Xv+ǫ
t Xv

t

+
b

2

)

Rǫ
0(t)dt, Rǫ

0(0) =
ǫ√

v +
√
v + ǫ

. ✭✹✳✹✳✺✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Rǫ
0(t) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rǫ
0(t) =

ǫ√
v +

√
v + ǫ

e−
∫ t
0 α

ǫ
udu,

♦ù αǫt :=
(
a
2
− σ2

8

)
1

Xv+ǫXv
t
+ b

2
✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ 4a2 > 3σ2 > σ2✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r

t♦✉t t > 0✱ ∥
∥
∥
∥
sup
s≤t

Rǫ
0(s)

∥
∥
∥
∥
p

≤ ǫ√
v +

√
v + ǫ

, ∀p > 0.

❖♥ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱

Ẋv(t) =
1

2
√
v
exp

(

− b
2
t−
(
a

2
− σ2

8

)∫ t

0

du

(Xv
u)

2

)

✭✹✳✹✳✻✮

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s Ẋv ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

dẊv(t) = −
((

a

2
− σ2

8

)
1

(Xv
t )

2
+
b

2

)

Ẋv(t)dt

✶✵✾
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❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Rǫ
1(t) := Xv+ǫ

t −Xv
t − ǫẊv(t)✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✹✳✹✳✺✮

❡t ✭✹✳✹✳✻✮ q✉❡ Rǫ
1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

dRǫ
1(t) =

(

−αǫtRǫ
1(t)− ǫẊv(t)

(

αǫt −
[(

a

2
− σ2

8

)
1

(Xv
t )

2
+
b

2

]))

dt

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

αǫt −
[(

a

2
− σ2

8

)
1

(Xv
t )

2
+
b

2

]

=

(
a

2
− σ2

8

)(
1

Xv+ǫXv
t

− 1

(Xv
t )

2

)

= −
(
αǫt
Xv
t

− b

2Xv
t

)

Rǫ
0(t)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Rǫ
1(t) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rǫ
1(t) = ǫ2

∫ t

0

e−
∫ t
s α

ǫ
udu Ẋv(s)

(
αǫs
Xv
s

− b

2Xv
s

)
Rǫ

0(s)

ǫ
ds,

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬✷❪✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés Ẋv(s) ≤ 1
2
√
v
✱ e−

∫ t
s α

ǫ
udu ≤ 1, ∀s ≤ t ❡t

∫ t

0
αǫs e

−
∫ t
s α

ǫ
ududs = 1 −

e−
∫ t
0 α

ǫ
udu ≤ 1✮

|Rǫ
1(t)|
ǫ2

≤ sup
s≤t

{

Ẋv(s)
|Rǫ

0(s)|
ǫ

}

×
∫ t

0

e−
∫ t
s α

ǫ
udu

(
αǫs
Xv
s

+
b

2Xv
s

)

ds

≤ 1 + bt

2
√
v(
√
v +

√
v + ǫ)

× sup
s≤t

1

Xv
s

.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ré♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ❬✶✺❪✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳✷✳✮

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ 2a > σ2✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t t ❃ ✵✱

E

[

sup
s≤t

1

Xp
s

]

< +∞, ∀p < 2

(
2a

σ2
− 1

)

. ✭✹✳✹✳✼✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱
∥
∥
∥
∥
sup
s≤t

|Rǫ
1(s)|
ǫ

∥
∥
∥
∥
p

≤ ǫC, ∀1 ≤ p < 2

(
2a

σ2
− 1

)

.

❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
∥
∥
∥
∥
sup
s≤t

∥
∥
∥
∥

Xv+ǫ
s −Xv

s

ǫ
− Ẋv(s)

∥
∥
∥
∥

∥
∥
∥
∥
p

≤ ǫC, ∀1 ≤ p < 2

(
2a

σ2
− 1

)

.

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✶✵
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ 4a > 3σ2✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ v 7−→ V v ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡

❛✉ s❡♥s Lp ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ p < 4a−2σ2

σ2 ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ V̇v✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

V̇v(t) =

√
V v
t√
v

exp

(

− b
2
t−
(
a

2
− σ2

8

)∫ t

0

du

V v
u

)

✭✹✳✹✳✽✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ V̇v ❡st s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ✶✱ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dV̇v(t) = −bV̇vdt+ σ
V̇v

2
√
Vt
dWt.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 4a > 3σ2 ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ sups≤tXs ❛❞♠❡tt❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ p✱ ♣♦✉r ✉♥ p ≥ 1✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t

❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❡❧❧❡r

✭2a ≥ σ2)✱ ❝❛r s❛♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ V ✈♦♥t t♦✉❝❤❡r ✵ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦♥

♥✉❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡r❛ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ s❛ r❛❝✐♥❡✳

✹✳✹✳✷ ❉ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ X ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ ❡♥ ✜①❛♥t a

❡t b✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù σ = 0✱ ❇❡♥❤❛♠♦✉✱ ●♦❜❡t ❡t ▼✐r✐ ✭❝❢✳ ❬✷❪✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡

σ 7−→ X ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✵✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st

❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r [0,
√
a[ ❛✉ s❡♥s Lp✱ ❡t ❝❡❧❛ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡

✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✷❪

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ P♦✉r t♦✉t σ ∈ [0,
√
a[✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ σ 7−→ X ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❛✉

♣♦✐♥t σ ❛✉ s❡♥s Lp✱ ♣♦✉r t♦✉t p ∈ [1, 2a
σ2 −1[ ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dẊσ(t) =

(

− σ

4Xt

−
(
a

2
− σ2

8

)
Ẋσ(t)

Xt

− b

2
Ẋσ(t)

)

dt+
1

2
dWt. ✭✹✳✹✳✾✮

Pr❡✉✈❡✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù σ = 0✱ q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✷❪✳ ❖♥

♥♦t❡ Xǫ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐ss✉❡ ❞❡
√
v✱ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dXǫ
t =

((
a

2
− (σ + ǫ)2

8

)
1

Xǫ
t

− b

2
Xǫ
t

)

dt+
σ + ǫ

2
dWt.

✶✶✶
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❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬✷❪✳ ❖♥ ♣♦s❡ Rǫ
0(t) = Xǫ

t − Xt✱ ❛❧♦rs ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ Rǫ
0 ❡st ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

dRǫ
0(t) =

((
a

2
− (σ + ǫ)2

8

)
1

Xǫ
t

− b

2
Xǫ
t −

(
a

2
− σ2

8

)
1

Xt

+
b

2
Xt

)

dt+
ǫ

2
dWt

=

(

−
[(

a

2
− (σ + ǫ)2

8

)
1

Xǫ
sXs

+
b

2

]

Rǫ
0(t)−

2ǫσ + ǫ2

8Xt

)

dt+
ǫ

2
dWt,

♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Rǫ
0 s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rǫ
0(t) = U ǫ

t

∫ t

0

(U ǫ
s)

−1

(

−2ǫσ + ǫ2

8Xs

ds+
ǫ

2
dWs

)

,

♦ù U ǫ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

U ǫ
t = exp

(

−
∫ t

0

αǫsds

)

, ✭✹✳✹✳✶✵✮

❛✈❡❝

αǫs =

(
a

2
− (σ + ǫ)2

8

)
1

Xǫ
sXs

+
b

2
. ✭✹✳✹✳✶✶✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ❛✉ ♣r♦❞✉✐t (U ǫ
t )

−1Wt✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Rǫ
0(t) = −2ǫσ + ǫ2

8
U ǫ
t

∫ t

0

(U ǫ
s)

−1 ds

Xs

+
ǫ

2
Wt + U ǫ

t

∫ t

0

Wsd(U
ǫ)−1
s

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ αǫ ≥ b
2
> 0, p.s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ t 7−→ U ǫ

t ❡st

❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s ≤ t✱ ♦♥ ❛ 0 ≤ U ǫ
t (U

ǫ
s)

−1 ≤ 1, p.s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

|Rǫ
0(t)| ≤ 2ǫσ + ǫ2

8

∫ t

0

ds

Xs

+
ǫ

2

(

sup
s≤t

Ws + sup
s≤t

Ws(1− U ǫ
t )

)

≤ 2ǫσ + ǫ2

8
t sup

s≤t

1

Xs

+ ǫ sup
s≤t

Ws.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✱ q✉❡

‖Rǫ
0‖p ≤ Cǫ, ∀1 ≤ p < 2

(
2a

σ2
.− 1

)

✭✹✳✹✳✶✷✮

❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ♣r♦❝é❞❡r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❬✷❪✳ ❖♥ ♣♦s❡

Ẋσ(t) := U0
t

∫ t

0

(U0
s )

−1

(

− σ

4Xs

ds+
1

2
dWs

)

✶✶✷
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛
∥
∥
∥Ẋσ

∥
∥
∥
p
≤ C✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Ẋσ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dẊσ(t) = −
((

a

2
− σ2

8

)
1

X2
t

+
b

2

)

Ẋσ(t)dt−
σ

4Xt

dt+
1

2
dWt

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ Rǫ
1(t) = Xǫ

t−Xt−ǫẊσ(t)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Rǫ
1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡

♣❛r

dRǫ
1(t) =

(

−αǫtRǫ
1(t)− ǫẊσ(t)

(

αǫt −
[

(
a

2
− σ2

8
)
1

X2
t

+
b

2

)]

− ǫ2

8Xt

)

dt

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

αǫt −
(

(
a

2
− σ2

8
)
1

X2
t

+
b

2

)

= −
(
αǫt
Xt

− b

2Xt

)

Rǫ
0(t)−

2ǫσ + ǫ2

8X2
t

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Rǫ
1 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rǫ
1(t) = U ǫ

t

∫ t

0

(U ǫ
s)

−1

(

− ǫ2

8Xs

ds+ ǫẊσ(s)

((
αǫs
Xs

− b

2Xs

)

Rǫ
0(s) +

2ǫσ + ǫ2

8X2
s

))

ds,

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬✷❪✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés U ǫ
t (U

ǫ
s)

−1 ≤ 1, ∀s ≤ t ❡t U ǫ
t

∫ t

0
αǫs(U

ǫ
s)

−1ds = 1− U ǫ
t ≤ 1✮

|Rǫ
1(t)| ≤

∫ t

0

U ǫ
t (U

ǫ
s)

−1

(
ǫ2

8Xs

ds+ ǫ|Ẋσ(s)|
((

αǫt
Xs

+
b

2Xs

)

|Rǫ
0(s)|+

2ǫσ + ǫ2

8X2
s

))

ds

≤
∫ t

0

U ǫ
t (U

ǫ
s)

−1

(
ǫ2

8Xs

ds+ ǫ|Ẋσ(t)|
(

b

2Xs

|Rǫ
0(s)|+

2ǫσ + ǫ2

8X2
s

))

ds+

ǫ

∫ t

0

U ǫ
t (U

ǫ
s)

−1 α
ǫ
t

Xs

|Ẋσ(s)||Rǫ
0(s)|ds

≤
∫ t

0

(
ǫ2

8Xs

ds+ ǫ|Ẋσ(t)|
(

b

2Xs

|Rǫ
0(s)|+

2ǫσ + ǫ2

8X2
s

))

ds+ ǫ sup
s≤t

(

|Ẋσ(s)||Rǫ
0(s)|

Xs

)

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✱

‖Rǫ
1‖p ≤ Cǫ2, ∀1 ≤ p <

(
2a

σ2
− 1

)

. �

✹✳✹✳✸ ❉ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à a ❡t b

❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts

✶✶✸
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳ ❙♦✐❡♥t b, σ, x ≥ 0✳ P♦✉r t♦✉t a ∈]σ2,+∞[✱ ♦♥ ♥♦t❡ Xa ❧✬✉♥✐q✉❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ x ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r dXt =
((

a
2
− σ2

8

)
1
Xt

− b
2
Xt

)

dt + σ
2
dWt, ❡t s♦✐t

a0 > σ2✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a 7−→ Xa ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ a0 ❛✉ s❡♥s Lp✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ p ≤
2a0
σ2 − 1 ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Ẋa✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Ẋa(t) =

∫ t

0

1

2Xs

exp

(

− b
2
(t− u)− (

a

2
− σ2

8
)

∫ t

s

du

X2
u

)

ds ✭✹✳✹✳✶✸✮

Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ ♥♦t❡ Xǫ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐ss✉❡ ❞❡
√
v✱ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dXǫ
t =

((
a+ ǫ

2
− σ2

8

)
1

Xǫ
t

− b

2
Xǫ
t

)

dt+
σ

2
dWt.

❖♥ ♣♦s❡ Rǫ
0(t) = Xǫ

t −Xt✱ ❛❧♦rs Rǫ
0 s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rǫ
0(t) = ǫU ǫ

t

∫ t

0

(U ǫ
s)

−1 1

2Xs

ds,

♦ù U ǫ = exp
(

−
∫ t

0
αǫsds

)

✱ ❛✈❡❝ αǫt =
(
a+ǫ
2

− σ2

8

)
1

Xǫ
sXs

+ b
2
✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

‖Rǫ
0‖p ≤ Cǫ, ∀1 ≤ p < 2

(
2a

σ2
− 1

)

.

❖♥ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

Ẋa(t) := lim
ǫ→0

Rǫ
0

ǫ
(t) = U0

t

∫ t

0

(U0
s )

−1 1

2Xs

ds

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛
∥
∥
∥Ẋa

∥
∥
∥
p
≤ C✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Ẋa ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dẊa(t) = −
((

a

2
− σ2

8

)
1

X2
t

+
b

2

)

Ẋa(t)dt+
1

2Xt

dt

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ Rǫ
1(t) = Xǫ

t −Xt−ǫẊa(t)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Rǫ
1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡

♣❛r

dRǫ
1(t) =

(

−αǫtRǫ
1(t)− ǫẊa(t)

(

αǫt −
[

(
a

2
− σ2

8
)
1

X2
t

+
b

2

)])

dt

✶✶✹
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❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

αǫt −
(

(
a

2
− σ2

8
)
1

X2
t

+
b

2

)

= −
(
αǫt
Xt

− b

2Xt

)

Rǫ
0(t) +

ǫ

2X2
t

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Rǫ
1 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rǫ
1(t) = U ǫ

t

∫ t

0

(U ǫ
s)

−1

(

Ẋa(t)

(

ǫ

(
αǫt
Xt

− b

2Xt

)

Rǫ
0(t)−

ǫ2

2X2
t

))

ds,

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✱

q✉❡

‖Rǫ
1‖p ≤ Cǫ2, ∀1 ≤ p <

2a

σ2
− 1. �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳ ❙♦✐❡♥t x ≥ 0 ❡t a ❡t σ t❡❧s q✉❡ 4a > 3σ2✳ P♦✉r t♦✉t b ≥ 0✱ ♦♥

♥♦t❡ Xb s♦❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ x ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r dXt =
((

a
2
− σ2

8

)
1
Xt

− b
2
Xt

)

dt+ σ
2
dWt,

❡t s♦✐t b0 ∈ R✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b 7−→ Xb ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ b0 ❛✉ s❡♥s Lp✱ ♣♦✉r t♦✉t

1 ≤ p < 2( 2a
σ2 − 1) ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Ẋb✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Ẋb(t) = −
∫ t

0

Xs

2
exp

(

− b
2
(t− u)− (

a

2
− σ2

8
)

∫ t

s

du

X2
u

)

ds ✭✹✳✹✳✶✹✮

Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ ♥♦t❡ Xǫ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐ss✉❡ ❞❡
√
v✱ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dXǫ
t =

((
a

2
− σ2

8

)
1

Xǫ
t

− b+ ǫ

2
Xǫ
t

)

dt+
σ

2
dWt.

❖♥ ♣♦s❡ Rǫ
0(t) = Xǫ

t −Xt✱ ❛❧♦rs Rǫ
0 s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rǫ
0(t) = −ǫU ǫ

t

∫ t

0

(U ǫ
s)

−1Xs

2
ds,

♦ù U ǫ = exp
(

−
∫ t

0
αǫsds

)

✱ ❛✈❡❝ αǫt =
(
a
2
− σ2

8

)
1

Xǫ
sXs

+ b+ǫ
2
✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✭❄❄✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

‖Rǫ
0‖p ≤ Cǫ, ∀p ≥ 1.

❖♥ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

Ẋb(t) := lim
ǫ→0

Rǫ
0

ǫ
(t) = −U0

t

∫ t

0

(U0
s )

−1Xs

2
ds

✶✶✺
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛
∥
∥
∥Ẋb

∥
∥
∥
p
≤ C✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Xb ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dẊb(t) = −
((

a

2
− σ2

8

)
1

X2
t

+
b

2

)

Ẋb(t)dt−
Xt

2
dt

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ Rǫ
1(t) = Xǫ

t −Xt−ǫẊb(t)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Rǫ
1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡

♣❛r

dRǫ
1(t) =

(

−αǫtRǫ
1(t)− ǫẊb(t)

(

αǫt −
[

(
a

2
− σ2

8
)
1

X2
t

+
b

2

)])

dt

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

αǫt −
(

(
a

2
− σ2

8
)
1

X2
t

+
b

2

)

= −
(
αǫt
Xt

− b+ ǫ

2Xt

)

Rǫ
0(t) +

ǫ

2

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Rǫ
1 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rǫ
1(t) = U ǫ

t

∫ t

0

(U ǫ
s)

−1

(

Ẋb(t)

(

ǫ

(
αǫt
Xt

− b+ ǫ

2Xt

)

Rǫ
0(t)−

ǫ2

2

))

ds,

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

‖Rǫ
1‖p ≤ Cǫ2, ∀1 ≤ p < 2(

2a

σ2
− 1). �

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳✷✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✹✳✷✱ ✹✳✹✳✸✱ ✹✳✹✳✹✱ ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ✭✹✳✶✳✶✮ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s a✱ b ❡t σ✳ ❖♥ ♥♦t❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t V̇a✱ V̇b ❡t V̇σ s❡s ❞ér✐✈é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❝❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

V̇a(t) =
√
V t

∫ t

0

1√
V s

exp

(

− b
2
(t− u)− (

a

2
− σ2

8
)

∫ t

s

du

Vu

)

ds,

V̇b(t) = −
√
V t

∫ t

0

√
V s exp

(

− b
2
(t− u)− (

a

2
− σ2

8
)

∫ t

s

du

Vu

)

ds,

V̇σ(t) =
2

σ
Vt −

2

σ

√

Vt




√
ve−

b
2
t−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
0
dr
Vr + a

∫ t

0

e−
b
2
(t−u)−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
u
dr
Vr

√
Vu

du



 .✭✹✳✹✳✶✺✮

Pr❡✉✈❡

❈♦♠♠❡ Vt = X2
t ✱ ❛❧♦rs V ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s a✱ b ❡t σ s♦✉s ❧❡s

❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ V̇σ ✈ér✐✜❡

dV̇σ(t) = −bV̇σ(t)dt+
√

VtdW
2
t + σ

V̇σ(t)

2
√
Vt
dWt, Vσ(0) = 0.

✶✶✻
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❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Zt := V̇σ(t)− 2
σ
Vt ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dZt =

(

−2a

σ
− bZt

)

dt+ σ
Zt

2
√
Vt
dW 2

t , Z0 = −2

η
x.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ZV α✱ ♣♦✉r α ∈ R∗✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d(ZV α)(t) = (−2a

σ
V α
t − b(1 + α)ZtV

α
t + (αa+

α2

2
σ2)ZtV

α−1)dt+ (α +
1

2
)ZV α− 1

2dW 2
t .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t α = −1
2
✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Y = ZV − 1

2 ✱ Y ❡st à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✜♥✐❡

❡t ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

dYt =

(

−2a

σ
V

− 1
2

t − b

2
Yt − (

a

2
− σ2

8
)
Yt
Vt

)

dt , Y0 = −2

η

√
v.

❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❡r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Yt :=
Vσ(t)− 2

σ
Vt√

Vt
= − 2

σ

√
ve−γt − 2a

σ

∫ t

0

e−(γt−γu)
√
Vu

du, p.s,

♦ù

γt :=
b

2
t+ (

a

2
− σ2

8
)

∫ t

0

dr

Vr
. ✭✹✳✹✳✶✻✮

❉✬♦ù

V̇σ(t) =
2

σ
Vt −

2

σ

√

Vt




√
ve−

b
2
t−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
0
dr
Vr + a

∫ t

0

e−
b
2
(t−u)−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
u
dr
Vr

√
Vu

du



 , p.s.

✶✶✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ◗❯❊▲◗❯❊❙ P❘❖P❘■➱❚➱❙ ❉❯ ❈■❘

✶✶✽



✺ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣r✐①

❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛②✲♦✛s

❝♦♥✈❡①❡s✱ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❜✐❥❡❝t✐✈❡s✱ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧❡ r✐sq✉❡ ❧✐é à ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❛r ❧✬❛❝❤❛t ♦✉ ❧❛ ✈❡♥t❡

❞✬♦♣t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✉✐t❡ ❛✉ r❡❥❡t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❛r ❧❡s ét✉❞❡s

❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❧❡s ♣r❛t✐❝✐❡♥s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♥✈❛✐♥❝✉s q✉❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❞❡

♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡st st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈♦❧❛t✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❡ s❛

✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ▲❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té

♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✈❛ ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❝❡ q✉✐

❛✉❣♠❡♥t❡r❛ ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s ❝❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r✐① ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ✈♦♥t

êtr❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❛ ✉♥ ❡✛❡t ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧❡s ♣r✐① ❞❡ ♣❛②✲♦✛

❝♦♥✈❡①❡✳ ❈❡t ❡✛❡t ❛ été ❞é♠♦♥tré✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ❇❡r❣♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✱ ❍♦❜s♦♥ ✭✶✾✾✽✮✱

❏❛♥s♦♥ ❡t ❚②s❦ ✭✷✵✵✷✮✱ ❡t ❑✐❥✐♠❛ ✭✷✵✵✷✮✱ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s

❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❖❧s❡♥ ❡t ❙t❡♥s❧❛♥❞ ✶✾✾✷✱ ❆❧✈❛r❡③ ✷✵✵✵✱

❆❧✈❛r❡③ ❡t ❙t❡♥❜❛❝❦❛ ✷✵✵✹✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡st st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♠❛✐s ❜♦r♥é❡ ❡♥tr❡

❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs m ❡t M ✱ ❊❧ ❑❛r♦✉✐ ❡t ❛❧ ✭✶✾✾✺✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❡st ❜♦r♥é

❡♥tr❡ ❧❡ ♣r✐① ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❛✈❡❝ ✈♦❧❛t✐❧✐té m ❡t M ✳ ❉❛♥s ❬✺✶❪✱ ❘♦♠❛♥♦ ❡t ❚♦✉③✐ ♠♦♥tr❡♥t

✶✶✾
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q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♠❡ ❍✉❧❧ ❡t ❲❤✐t❡ ✭✶✾✽✼✮ ❡t ❙❝♦tt ✭✶✾✽✼✮ ❛ ✉♥ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❡t ♥❡ t♦✉❝❤❡ ✵

q✉✬à ❧❛ ♠❛t✉r✐té✳

❖✉tr❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡st s♦✉✈❡♥t ❞♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬❛✉tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡st ✉♥ ❈✳■✳❘ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (a, b, σ) ❡t ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ρ✳ ▲❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s s✉r s♦✉s✲❥❛❝❡♥t

❞é♣❡♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❣✉✐❞❛♥t ❝❡tt❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝❛❧✐❜rés

s✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐t ❞ér✐✈és✱ ✐❧s ♦♥t ❞♦♥❝ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st

❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r ❧✬✐♠♣❛❝t q✉✬✐❧s ♦♥t s✉r ❧❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s✱ ♥❡ s❡r❛✐t✲❝❡ q✉❡ ♣♦✉r

❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s✬✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡s rés✉❧✲

t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❑✉r♣✐❡❧ ❬✹✶❪✱ q✉✐ ❛ ét✉❞✐é ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❛

❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ❞✬✉♥ P✉t ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡✲

r♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣t✐♦♥ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à

✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❞r✐❢t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭a ❡t b✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❊❉P ❛✐♥s✐

q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱

♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té s✉r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s

s✉r ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡

❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡

❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ très ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡

❞✉ ♣r✐① ❞✉ P✉t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡

❞✉ ♣r✐① ❞✉ P✉t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥

✶✷✵
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s✐❣♥❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❞❡ s ✭s très ♣❡t✐t ♦✉ tr♦♣ ❣r❛♥❞✮ ✳ P❧✉s ❡①❛❝✲

t❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s−ρ (t, v) ≤ s+ρ (t, v)

t❡❧s q✉❡ ∂P
∂ρ
(t, s, v) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r s ≤ s−ρ (t, v) ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r s ≥ s+ρ (t, v)✳ ◆♦✉s

♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ρ = 0✱ ♦♥ ❛ K ≤ s−0 (t, v) ≤ s+0 (t, v) < +∞✱ ❣râ❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥té❣ré❡✳ ◆♦✉s

❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ 0 < s−ρ (t, v) ≤ s+ρ (t, v) < +∞✱ ♣♦✉r t♦✉t ρ ∈] − 1, 1[✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s

❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ✭❡♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt✲❧♦♥❣✮ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐✲

t✐q✉❡s s±ρ (t, v)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t ♣❡t✐t✱ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ s✬✐♥✈❡rs❡

❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♥❛✐❡ ✭❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r s ≤ K ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r s > K✱ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡

q✉❡ limt→0 s
±(t, v) = K✳ P♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡s ♠❛t✉r✐tés✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❡st ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ρ✳

✺✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré ❝♦♠♣❧❡t (Ω,F , (Ft)t≥0,P) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛❝t✐❢ S s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r

❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r







dSt
St

= rdt+
√
VtdW

1
t ,

dVt = (a− bVt) dt+ σ
√
VtdW

2, d〈W 1,W 2〉t = ρdt,

✭✺✳✷✳✶✮

♦ù a✱ b✱ σ > 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ V v ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ V ✐ss✉❡ ❞❡ v✳ ❉❛♥s t♦✉t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱

♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

2a ≥ σ2 ✭✺✳✷✳✷✮

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✶✱ V v ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ✵ ❡t ♥✬❡①♣❧♦s❡ ♣❛s

♥♦♥ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r S ✭❝❢✳ ■❦❡❞❛✴❲❛t❛♥❛❜❡ ✭✶✾✽✾✮✱ ❊①❛♠♣❧❡ ■❱✳✽✳✷✮✳ ◆♦t♦♥s

q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ S ✐ss✉❡ ❞❡ s ❡st ✧❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✧ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

St = s ert+
∫ t
0

√
VsdW 1

s− 1
2

∫ t
0 Vsds ✭✺✳✷✳✸✮

✶✷✶
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
(

S̃t := e−rtSt

)

t≥0
❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t

s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ✈r❛✐ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛

s✉✐t❡ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❛r ♥♦✉s s❡r♦♥s ❛♠❡♥é à ♣r❡♥❞r❡ S̃t ❝♦♠♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r

❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡

❝❡❧✉✐✲❧à ❞❛♥s ❬✹✼❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✐❝✐✱ ❝❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❞ét❛✐❧s

q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s (e−rtSt)t≥0 ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳

Pr❡✉✈❡✿ ❖♥ ❛✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t W 1
t = ρW 2

t +
√

1− ρ2Ŵ 2
t ✱ ❛✈❡❝ Ŵ

2 ❜r♦✇♥✐❡♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡

W 2✱

e
∫ t
0

√
VsdW 1

s− 1
2

∫ t
0 Vsds =Mρ

t × Ŝρt ,

♦ù

Mρ
t = eρ

∫ t
0

√
VsdW 2

s− ρ2

2

∫ t
0 Vsds ❡t Ŝρt = e

√
1−ρ2

∫ t
0

√
VsdŴ 2

s− 1−ρ2
2

∫ t
0 Vsds.

❈♦♠♠❡ V ❡st ❛❞❛♣té à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ W 2✱ Ŝρ ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡t E(Ŝρt | W 2) = 1✳

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ EMρ
t = 1✳ ❙♦✐t ǫ > 0 ❡t τǫ = inf{t ≥ 0 | Vt /∈ [ǫ, 1/ǫ]}✳ ❙♦✐t

P∗
ǫ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r dP

∗
ǫ/dP = eρ

∫ t∧τǫ
0

√
VsdW 2

s− ρ2

2

∫ t∧τǫ
0 Vsds✳ ❙♦✉s P∗

ǫ ✱ W
∗
t = W 2

t − ρ
∫ t∧τǫ
0

√
Vsds ❡st

✉♥ ❜r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❡t ♦♥ ❛

dVt = (a− bVt) dt+ σρVt{τǫ > t}dt+ σ
√

VtdW
∗
t ,

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s✉r [0, τǫ]✱ V ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙

dVt = κ (θ − Vt) dt+ ηρVtdt+ η
√

VtdW
∗
t . ✭✺✳✷✳✹✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

E

(

eρ
∫ t∧τǫ
0

√
VsdW 2

s− ρ2

2

∫ t∧τǫ
0 Vsds{τǫ > t}

)

= P∗
ǫ(τǫ > t).

P❛r ✉♥✐❝✐té ❡♥ ❧♦✐ ❡t ♥♦♥ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✷✳✹✮✱ ♦♥ ❛ limǫ↓0 P
∗
ǫ(τǫ > t) = 1✳

❉✬♦ù

E

(

eρ
∫ t
0

√
VsdW 2

s− ρ2

2

∫ t
0 Vsds

)

= 1. ✭✺✳✷✳✺✮

✶✷✷
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✺✳✷✳✶ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ P✉t ❡✉r♦♣é❡♥ s✉r ❙ ❞❡ str✐❦❡ ❑ ❡t ❞❡ ♠❛t✉r✐té t✳ ❙♦♥ ♣r✐① ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐

❡st ❞♦♥♥é ♣♦✉r (s, v) ∈ R∗
+ × R+ ♣❛r

P (t, s, v) = E
[
e−rt(K − St)+|S0 = s;V0 = v

]
. ✭✺✳✷✳✻✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r P ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s

• P♦✉r t♦✉t (t, v) ∈ [0,+∞[×R+✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7−→ P (t, x, v) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝♦♥✈❡①❡

❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ✈ér✐✜❡

−1 ≤ ∂P

∂s
(t, s, v) ≤ 0, ∀(t, s, v) ∈]0,+∞[×R∗

+ × R+.

❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t λ ∈ [0, 1] ❡t s♦✐❡♥t s1, s2 > 0 ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t (t, v) ∈ [0,+∞[×R+
∗ ✱ ♦♥

❛

P (t, λs1 + (1− λ)s2, v) = E
[
e−rt(K − St)+|S0 = λs1 + (1− λ)s2;V0 = v

]

= E
[
e−rt(K − (λs1 + (1− λ)s2)St)+|S0 = 1;V0 = v

]

≤ E
[
e−rt (λ(K − s1St)+ + (1− λ)(K − s2St)+|S0 = 1;V0 = v)

]

= λP (t, s1, v) + (1− λ)P (t, s2, v).

• P ∈ C(R3
+) ∩ C1,2,2

(
R∗

+
3
)
✭❝❢✳ ❬✷✺❪ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✶ ❡t ✸✳✷✮ ✈ér✐✜❛♥t✱







LP (t, s, v) = 0, ∀(t, s, v) ∈]0,+∞[×R∗
+ × R∗

+,

P (0, s, v) = (K − s)+, ∀(s, v) ∈ R∗
+ × R+.

✭✺✳✷✳✼✮

♦ù

Lϕ = −rϕ− ∂ϕ

∂t
+

(

rs
∂

∂s
+ (a− bv)

∂

∂v
+

1

2
s2v

∂2

∂s2
+

1

2
σ2v

∂2

∂v2
+ ρσsv

∂2

∂v∂s

)

ϕ. ✭✺✳✷✳✽✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶✳ ❉❛♥s ❬✷✺❪✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛②✲♦✛ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 t❡❧❧❡

q✉❡ xg′ ❡t x2g′′ s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❡t ✸✳✶ ❞❡ ❬✷✺❪ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s

♣♦✉r ❞❡s ♣❛②✲♦✛ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❜♦r♥é❡s✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r ❧❡ P✉t✳

✶✷✸



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ▼❖◆❖❚❖◆■❊ P❆❘ ❘❆PP❖❘❚ ❆❯❳ P❆❘❆▼➮❚❘❊❙ ❉❊ ▲❆ ❱❖▲❆❚■▲■❚➱

✺✳✷✳✷ ❯♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs

❞❡ t②♣❡ ✭✺✳✷✳✽✮✱ q✉✐ s❡r❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡

s❡❝t✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ét❛❜❧✐r

❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ P ✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✱ a ❡t b

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✮✳ ❙♦✐t L ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✺✳✷✳✽✮✳ ❙♦✐t

ϕ ∈ C1,2,2(]0,+∞[×R∗
+ × R∗

+) ∩ C(R3
+) ✈ér✐✜❛♥t







Lϕ(t, s, v) ≤ 0 (resp < 0), ∀(t, s, v) ∈]0,+∞[×R∗
+ × R∗

+,

ϕ(0, s, v) ≥ 0, ∀(s, v) ∈ R∗
+ × R∗

+.

❆❧♦rs ϕ ≥ 0 ✭r❡s♣ ϕ > 0✮ s✉r ]0,+∞[×R∗
+ × R∗

+✳

Pr❡✉✈❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (t, s, v) ∈]0,+∞[×R∗
+ × R∗

+ t❡❧ q✉❡ ϕ(t, s, v) < 0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

(Ss, V v) ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡







dSst
Sst

= rdt+
√
V v
t dW

1
t ,

dV v
t = (a− bV v

t )dt+ σ
√
V v
t dW

2, d〈W 1,W 2〉t = ρdt,

Ss0 = s, V v
0 = v.

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s F✲t❡♠♣s ❞✬❛rrêts

τ = inf

{

u ∈ [0, t] : ϕ(t− u, Ssu, V
v
u ) ≥

ϕ(t, s, v)

2

}

❡t

τ̄n = inf

{

u ∈ [0, t] : Ssu ∧ V v
u ∈

[
1

n
, n

]c}

∧ t.

✶✷✹
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ P(τ < t) = 1✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s (e−ruϕ(t −
u, Ssu, V

v
u ))u≤t ❡♥tr❡ ✵ ❡t τ ∧ τ̄n✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

e−rτ∧τ̄nϕ(t− τ ∧ τ̄n, Ssτ∧τ̄n , V v
τ∧τ̄n) = ϕ(t, s, v) +

∫ τ∧τ̄n

0

e−ruSsu
√

V v
u ∂sϕ(t− u, Ssu, V

v
u )dW

1
u +

σ

∫ τ∧τ̄n

0

e−ru
√

V v
u ∂vϕ(t− u, Ssu, V

v
u )dW

2
τ

+

∫ τ∧τ̄n

0

e−ruLϕ(t− u, Ssu, V
v
u )du

❈♦♠♠❡ S ❡t V s♦♥t ❞❛♥s ]0, n]✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

ϕ(t, s, v) = −E

∫ τ∧τ̄n

0

e−ruLϕ(t− u, Ssu, V
v
u )du+ E

[
e−rτ∧τ̄nϕ(t− τ ∧ τ̄n, Ssτ∧τ̄n , V v

τ∧τ̄n)
]

≥ E
[
e−rτ∧τ̄nϕ(t− τ ∧ τ̄n, Ssτ∧τ̄n , V v

τ∧τ̄n)
]

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ τ̄n ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ✈ér✐✜❛♥t limn→+∞ τ̄n = t ✭❝❛r V ❡t S

♥✬❡①♣❧♦s❡♥t ♣❛s ✭❝❢✳ ■❦❡❞❛✴❲❛t❛♥❛❜❡ ✭✶✾✽✾✮✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ limn→+∞ τ ∧ τ̄n = τ ✳ ❖♥

♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋❛t♦✉✱

lim inf
n→+∞

E
[
e−rτ∧τ̄nϕ(t− τ ∧ τ̄n, Ssτ∧τ̄n , V v

τ∧τ̄n)
]
≥ E

[
e−rτϕ(t− τ, Ssτ , V

v
τ )
]
≥ ϕ(t, s, v)

2
.

❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ϕ(t, s, v) ≥ ϕ(t,s,v)
2

✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❉✬♦ù ϕ ≥ 0✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st str✐❝t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù Lϕ < 0✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ (t, s, v) ❛✈❡❝ t > 0✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s (e−ruϕ(t −
u, Ssu, V

v
u ))u≤t ❡♥tr❡ ✵ ❡t t ∧ τ̄n✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

e−r
t
2
∧τ̄nϕ(t− t

2
∧ τ̄n, Sst

2
∧τ̄n , V

v
t
2
∧τ̄n) = ϕ(t, s, v) +

∫ t
2
∧τ̄n

0

e−ruSsu
√

V v
u ∂sϕ(t− u, Ssu, V

v
u )dW

1
u +

σ

∫ t
2
∧τ̄n

0

e−ru
√

V v
u ∂vϕ(t− u, Ssu, V

v
u )dW

2
τ

+

∫ t
2
∧τ̄n

0

e−ruLϕ(t− u, Ssu, V
v
u )du

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ q✉❡

ϕ(t, s, v) ≥ −E

∫ t
2

0

e−ruLϕ(t− u, Ssu, V
v
u )du > 0

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ϕ(t, s, v) > 0✳ �

✶✷✺
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✺✳✸ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❞r✐❢t ❞❡

❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ♣r✐① ❞✉ P✉t ♣❛r r❛♣✲

♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❣é♥èr❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

v✱ a ❡t b✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ P ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✳

❖♥ s❛✐t q✉❡ ✭❝❢✳ ❬✷✺❪ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✮ s✐ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ❛✈❡❝ xg′(x) ❡t

x2g′′(x) ❜♦r♥é❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝✐t♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs u(t, s, v) := E [g(St)| S0 = s, V0 = v] ❡st

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❙ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬✷✺❪✮✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

u ∈ C ([0,+∞[3)∩C1,2,2 (]0,+∞[3)∩C1,0,1 (]0,+∞[×]0,+∞[×[0,+∞[)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ u ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ g ❡st

❝♦♥✈❡①❡✱ ❛❧♦rs u ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ P ❡st C1,0,1 (]0,+∞[×[0,+∞[×[0,+∞[)

✭❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ❞❛♥s C ([0,+∞[3) ∩ C1,2,2 (]0,+∞[3)✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✶✳ ❖♥ ❛ P ∈ C ([0,+∞[3)∩C1,2,2 (]0,+∞[3)∩C1,0,1 ([0,+∞[×]0,+∞[×[0,+∞[)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ P ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∂P

∂v
(t, s, v) = E

[∫ t

0

e−bτh(t− τ, Ŝsτ , V̂
v
τ )dτ

]

, ✭✺✳✸✳✶✮

♦ù h ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ]0,+∞[3✱ ♣❛r

h(τ, x, y) = Ey




K

√

(1− ρ2)
∫ τ

0
Vudu

N ′




− log(x/K)− ρ

∫ τ

0

√
VudW

2
u + 1

2

∫ τ

0
Vudu

√

(1− ρ2)
∫ τ

0
Vudu









❡t (Ŝs, V̂ v) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ (s, v) ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r






dŜst
Ŝst

= ρσdt+

√

V̂ v
t dW

1
t ,

dV̂ v
t =

(

a+ σ2

2
− bV̂ v

t

)

dt+ σ

√

V̂ v
t dW

2
t .

✭✺✳✸✳✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸✳✶✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✶ ❡t ✹✳✶ ❞❡ ❬✷✺❪ ❛✉ P✉t

❡✉r♦♣é❡♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h(t, s, v) ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ s2∂ssP (t, s, v)✳

✶✷✻
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Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✷✺❪ ✭❝❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✹✳✷✮✳ ❖♥

♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (t, s, v) 7−→ E

[∫ t

0
e−bτh(t− τ, Ŝsτ , V̂

v
τ )dτ

]

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r

]0,+∞[×[0,+∞[×]0,+∞[✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (tn, sn, vn) −→ (t, s, v) ❡t ♦♥

✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ E
[ ∫ tn

0
e−bτh(tn − τ, Ŝsnτ , V̂

vn
τ )dτ

]

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs E
[∫ t

0
e−bτh(t− τ, Ŝsτ , V̂

v
τ )dτ

]

✳

❈♦♠♠❡ (Ŝsnτ , V̂
vn
τ ) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs (Ŝsτ , V̂

v
τ ) ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡r❛ ❥✉st❡ ❞❡ ♠❛❥♦r❡r

∫ t

0
e−bτh(t− τ, Ŝsτ , V̂

v
τ )dτ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ h✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡

h(x, y, t− τ) ≤ Ey




K

√
2π
√

(1− ρ2)
∫ t−τ
0

Vudu



 =:M(t− τ, y).

❊♥s✉✐t❡✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y1 ≤ y2✱ ♦♥ ❛

V y1 ≤ V y2 , p.s.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ y1 ≤ y2✱ ♦♥ ❛

M(t− τ, y1) ≥M(t− τ, y2)

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ❛ q✉❡

V̂ v
τ ≥ V v

τ , p.s

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

M(t− τ, V̂ v
τ ) ≤ M(t− τ, V v

τ ), p.s.

❉✬♦ù✱

E

[

h(Ŝsτ , V̂
v
τ , t− τ)

]

≤ E [M(t− τ, V v
τ )] = E



EV vτ




K

√
2π
√

(1− ρ2)
∫ t−τ
0

Vudu









= Ev




K

√
2π
√

(1− ρ2)
∫ t

τ
Vudu



 ,

✶✷✼
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♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s V ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

E

[∫ t

0

e−bτhv(Ŝ
s
τ , V̂

v
τ , t− τ)dτ

]

≤
∫ t

0

Ev




K

√
2π
√

(1− ρ2)
∫ τ

0
Vudu



 dτ . ✭✺✳✸✳✸✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❉✉❢r❡s♥❡ ❬✷✶❪✱ ♦♥ ❛ Ev

[

1√
∫ τ
0 Vudu

]

< +∞✱ ∀τ > 0✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t v ≥ 0✱ ♦♥ ❛

lim
τ→0

τ
2
3Ev




1

√
∫ τ

0
Vudu



 = 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ≥ 0✱

∫ t

0

E




1

√
∫ τ

0
V v
u du



 dτ < +∞.

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐✱ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❞❡ ❬✷✺❪ ❡t ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (t, s, v) 7−→ E

[∫ t

0
e−bτh(Ŝsτ , V̂

v
τ , t− τ)dτ

]

❡st

❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ]0,+∞[×]0,+∞[×[0,+∞[✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✹✳✷ ❞❡ ❬✷✺❪✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t C∞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(y) =
√
y t❡❧❧❡

q✉❡ 1
n
≤ fn ≤ n✱ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t Sn✱ V n ❡t P n ♣❛r ✿







dSnt
Snt

= e−
b
2
tfn(V

n
t )dW

1
t ,

dV n
t = adt+ σe

b
2
tfn(V

n
t )dW

2
t .

❡t

P n(t, s, v) := E [(K − Snt )+| Sn0 = s, V n
0 = v]

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡






−∂tu+ e−bt

2
f 2
n(v)s

2 ∂2u
∂s2

+ ρσfn(v)s
∂u
∂s∂v

+ σ2

2
ebtf 2

n(v)
∂2u
∂2v

+ a∂vu = 0, t > 0,

u(0, s, v) = (K − x)+, ∀(s, v) ∈ ×R∗
+ × R∗

+.

✭✺✳✸✳✹✮

✶✷✽
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❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ log S✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t

♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C∞ ❡t ❜♦r♥és✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ ❡t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥✲❑❛❝✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st

❛✉tr❡ q✉❡ P n✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ P n ∈ C∞(R3)∩C1,2,2(R+×R∗
+×R∗

+)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥

♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ P n(t, s, v) −→ P (t, s, v) ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ R+ × R∗
+ × R∗

+✳ ❊♥s✉✐t❡ q✉❡

P n
v (t, s, v) :=

∂Pn

∂v
(t, s, v) −→ ∂P

∂v
(t, s, v) ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ R∗

+ ×R∗
+ ×R∗

+✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡

P n ❡st s♦❧✉t✐♦♥ C∞ ❞❡ ✭✺✳✸✳✹✮✱ ❛❧♦rs s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ❞❡







−∂tP n
v + L̂nP n

v + 1
2
γn(v)s

2 ∂
2Pnv
∂s2

= 0, t > 0,

u(0, s, v) = 0, ∀(s, v) ∈ ×R∗
+ × R∗

+.

,

♦ù γn(v) = f 2
n
′
(v) ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L̂n❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

L̂nu = −bu+ ρσf ′
n∂su+ ρσfn(v)s

∂u

∂s∂v
+
σ2

2
f 2
n(v)

∂2u

∂2v
+ (a+

σ2

2
(1 + γn(v))− bv)∂vu.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✭♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥✲❑❛❝✮ P n
v ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ st♦✲

❝❤❛st✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P n
v (t, s, v) =

1

2
E

[∫ t

0

e−bτγn(V̂
n
τ )(Ŝ

n
τ )

2∂
2P n

∂s2
(t− τ, Ŝnτ , V̂

n
τ )dτ

]

,

♦ù (Ŝnτ , V̂
n
τ ) −→ (Ŝτ , V̂τ )✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❡t ❡♥ s❡

s❡r✈❛♥t ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✭✺✳✸✳✸✮✱ q✉❡ ∂vP ❡st ❜✐❡♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✺✳✸✳✶✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✸✳✶✳ P♦✉r t♦✉t t, s > 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v 7−→ P (t, s, v) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐s✲

s❛♥t❡✳

▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à a ❡t b

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡s ❞✉ ♣r✐① ❞✉ P✉t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ✭❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à a ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣❛r r❛♣✲

♣♦rt à b✮✳ ❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ a ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❣é♥èr❡r❛ ✉♥❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té

✶✷✾
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♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐✱ s✐ ♦♥ s❡ t✐❡♥t ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡♥tr❛î♥❡r❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞✉ P✉t✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❖♥ ✜①❡ ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s σ ❡t ρ ❡t ♣♦✉r a b ≥ 0✱ ♦♥ ♥♦t❡

P a,b(t, s, v) = E

[

e−rt(K − Sa,bt )+
∣
∣Sa,b0 = s;V a,b

0 = v
]

,

♦ù✱ (Sa,b, V a,b) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ (s, v) ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r






dSa,bt
Sa,bt

= rdt+

√

V a,b
t dW 1

t ,

dV a,b
t = (a− bV a,b

t )dt+ σ

√

V a,b
t dW 2, d〈W 1,W 2〉t = ρdt.

❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ a2 > a1 ❡t b1 < b2✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

P a1,b(t, s, v) < P a2,b(t, s, v), ∀b ≥ 0 et ∀(t, s, v) ∈]0,+∞[×R∗
+ × R∗

+ ✭✺✳✸✳✺✮

❡t

P a,b1(t, s, v) > P a,b2(t, s, v), ∀a ≥ σ2

2
et ∀(t, s, v) ∈]0,+∞[×R∗

+ × R∗
+ ✭✺✳✸✳✻✮

Pr❡✉✈❡

P♦✉r a, b ≥ 0✱ ♦♥ ♥♦t❡

La,bϕ = −rϕ− ∂ϕ

∂t
+

(

rs
∂.

∂s
+ (a− bv)

∂.

∂v
+

1

2
s2v

∂2.

∂s2
+

1

2
σ2v

∂2.

∂v2
+ ρσsv

∂2.

∂v∂s

)

ϕ.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡






La2,b(P a2,b − P a1,b)(t, s, v) = −(a2 − a1)
∂Pa1,b

∂v
, ∀(t, s, v) ∈]0,+∞[×R∗

+ × R∗
+,

(P a2,b − P a1,b)(0, s, v) = 0, ∀(s, v) ∈ R∗
+ × R∗

+.

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡






La,b2(P a,b1 − P a,b2)(t, s, v) = −(b2 − b1)v
∂Pa,b1

∂v
, ∀(t, s, v) ∈]0,+∞[×R∗

+ × R∗
+,

(P a,b1 − P a,b2)(0, s, v) = 0, ∀(s, v) ∈ R∗
+ × R∗

+.

✶✸✵
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❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉r Lai,bj ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦✲

rè♠❡ ✺✳✷✳✶✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✶✱ ♦♥ ❛ ∂Pa1,b

∂v
> 0✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡

∂Pa,b1

∂v
> 0✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ (P a2,b − P a1,b) > 0 ❡t (P a,b1 − P a,b2) > 0

✺✳✹ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té

▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ σ✱ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧✐é à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❦✉rt♦s✐s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ σ ❡st é❣❛❧ à ✵✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝❡ q✉✐ r❛♠è♥❡ ❛✉

♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ σ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛ ❧❡ ❦✉rt♦s✐s s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❝ré❛♥t

❞❡s q✉❡✉❡s ❧♦✉r❞❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❦✉rt♦s✐s ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❛✉ss✐ s✉r ❧❛

✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s♠✐❧❡s ❞❡s ✈♦❧❛t✐❧✐tés ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ ■♥t✉✐t✐✲

✈❡♠❡♥t✱ s✐ σ ❡st ❣r❛♥❞✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡st ♣❧✉s ✈♦❧❛t✐❧❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡

♠❛r❝❤é ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡①trê♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣r✐s ❞❡s P✉ts ✈♦♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r

❡t ❝❡✉① ❞❡s ❈❛❧❧s ✈♦♥t ❜❛✐ss❡r✳ ❈❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥ s❦❡✇ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡ rô❧❡ ❞❡ σ✱ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❛♣♣❡❧és ✧♣r♦❞✉✐ts

❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✧ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡✲s✇❛♣✱ ❧❡s ♦♣t✐♦♥s s✉r ✈❛r✐❛♥❝❡✲ré❛❧✐sé❡ ❡t ❱■❳✳

P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✱ σ✱ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❥♦✉é

♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝ à ❝❡ q✉✬✉♥❡

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ σ ❡♥tr❛î♥❡r❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s st❛♥❞❛r❞s

s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

✺✳✹✳✶ ❖♣t✐♦♥s s✉r ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té

V Rt :=

∫ t

0

Vsds.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ♠❛t✉r✐té ❚ ❡t ❞❡ ♣❛②✲♦✛ f(V RT )✳

❙♦♥ ♣r✐① ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ϕ(T, v, 0)✳ ❖ù

ϕ(t, v, y) := E

[

e−rtf(y +

∫ t

0

Vsds)

]

.

✶✸✶
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▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t







LV ϕ(t, v, y) = 0, ∀(t, v, y) ∈]0, T ]× R+
∗ × R+,

ϕ(0, v, y) = f(y), ∀(v, y) ∈ R+
∗ × R+.

♦ù

LV u = −ru− ∂u

∂t
+

(

v
∂.

∂y
+ (a− bv)

∂.

∂v
+

1

2
σ2v

∂2.

∂v2

)

(u).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♣t✐♦♥s

✉s✉❡❧❧❡s ❈❛❧❧✱ P✉t✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ϕ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à v ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠❡ ”θ” q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ f ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ❛✈❡❝ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❜♦r♥é❡s✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r

t♦✉t (t, y) ∈]0, T ]× R+✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ v 7−→ ϕ(t, v, y) ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳

Pr❡✉✈❡

❖♥ ❛ 





L̃V ϕvv(t, v, y) = −2∂vyϕ(t, v, y), ∀(t, v, y) ∈]0, T ]× R+
∗ × R+,

ϕvv(0, v, y) = 0, ∀(v, y) ∈ R+
∗ × R+.

♦ù

L̃V u = −(r + 2b)u− ∂u

∂t
+

(

v
∂.

∂y
+ (a− bv)

∂.

∂v
+

1

2
σ2v

∂2.

∂v2
+ σ2 ∂.

∂v

)

(u).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

∂vyϕ(t, v, y) = E

[

e−rt
(
∫ t

0

V̇v(s)ds
)
f ′′(y +

∫ t

0

V v
s ds)

]

> 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✱ q✉❡ ϕvv > 0.

P♦✉r t♦✉t (t, v, y) ∈]0, T ] × R+
∗ × R+✱ ♦♥ ♥♦t❡ ϕσ(t, s, v) ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧✬♦♣t✐♦♥ f ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ♦ù ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡st σ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✹✳✶✳ P♦✉r t♦✉t (t, v, y) ∈]0, T ]× R+
∗ × R+✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ 7−→ ϕσ(t, v, y) ❡st

str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

✶✸✷
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Pr❡✉✈❡

❖♥ ♥♦t❡ ∂σϕσ(t, s, v) ✿ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ σ 7−→ ϕσ(t, v, y)✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡ s②stè♠❡






LV ∂σϕσ(t, v, y) = −σ ∂2ϕσ
∂v2

(t, v, y), ∀(t, v, y) ∈]0, T ]× R+
∗ × R+,

∂σϕσ(0, v, y) = 0, ∀(v, y) ∈ R+
∗ × R+.

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ∂σϕσ(t, v, y) > 0.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t

❙ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r t♦✉s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❧❛❝❦ ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té
√
∫ t

0
Vsds ❡t ❧❡

❢♦r✇❛r❞ ❡st seρ
∫ t
0

√
VsdW 2

s− 1
2

∫ t
0 Vsds✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❛♥

❣✉✐❞❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❙ ❡t ❝❡❧✉✐ ❣✉✐❞❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ s♦♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✹✳✷✳ P♦✉r t♦✉t (t, v) ∈ [0, T ]×R+
∗ ✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ σ 7−→ P ρ=0

σ (t,Ke−rt, v) ❡st

❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

Pr❡✉✈❡

❖♥ ❛

P ρ=0
σ (t,Ke−rt, v) = EPBS(Ke

−rt, Ke−rt,

∫ t

0

V v
s ds)

♦ù

PBS(s, k,Σ) = KN

(− s
K
+ 1

2
Σ√

Σ

)

− sN

(− s
K
+ 1

2
Σ√

Σ

)

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r s = K ❡t ♣♦✉r t♦✉t Σ > 0✱ ♦♥ ❛

∂ΣΣPBS(s, k,Σ) = −KN ′(
1

2

√
Σ)×

(
1

4Σ
√
Σ

+
1

8Σ

)

< 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∂vP ρ=0
σ (t,Ke−rt, v) < 0✳ ❊t ♣❛r s✉✐t❡ q✉❡ ∂σP ρ=0

σ (t,Ke−rt, v) < 0.

❋✉t✉r❡s ❡t ♦♣t✐♦♥s s✉r ❱■❳

▲❡ ❱■❳ ❞❡ ♠❛t✉r✐té t ❡st ❞é✜♥✐t ♣❛r

V IXt =

√

Et

[1

δ

∫ t+δ

t

Vudu
]

✶✸✸
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❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

V IXt =

√

a

b
+ (Vt −

a

b
)
e−bt − e−b(t+δ)

bδ

❖♥ ♥♦t❡ F ❧❡ ♣r✐① ❞✉ ❢✉t✉r❡ s✉r ❱■❳✳ ■❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

F = E(e−rtV IXt) ≡ Fσ(t, v),

♦ù ♣♦✉r t♦✉t t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v 7−→ Fσ(t, v) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝♦♥❝❛✈❡ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣r✐① ❞✉

❢✉t✉r❡ s✉r ❱■❳ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t k > 0✱ ❧❡ ♣r✐① ❞✉ ❈❛❧❧ s✉r ❱■❳ ❞❡ str✐❦❡ k ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ✳

✺✳✹✳✷ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ♦♣t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ P ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥t ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té σ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r

ét❛❜❧✐r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✱ a ❡t b ♥❡ ♣❡✉t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✐❝✐✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❛✐t à ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ✭✺✳✷✳✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥s✐✲

❞éré ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ t②♣❡ ✭Lu < 0 s✉r C ❡t u ≥ 0 s✉r ∂C✮✱ ❝❡ q✉✐

❞♦♥♥❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ u✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆❧♦rs q✉❡ s✐ ♦♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡

✭✺✳✷✳✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡







L̃∂P
∂σ

(t, s, v) = −σ ∂2P
∂v2

− ρsv ∂P
∂s∂v

(t, s, v), ∀(t, s, v) ∈]0, T ]× R∗
+ × R∗

+,

∂P
∂σ

(0, s, v) = 0, ∀(s, v) ∈ R∗
+ × R∗

+.

❈❡❧❛ ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ∂P
∂σ
✱

❝❛r ❧❡s s✐❣♥❡s ❞❡ ∂2P
∂v2

❡t ∂P
∂s∂v

♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥st❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ∂P
∂σ

♥✬❡st

♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❝❛r ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ρ ✭q✉✐ ❡st ❧❡ s✉❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❛♥❛❧②s❡r s♦♥ s✐❣♥❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛t✉r✐té ❡st très ❝♦✉rt❡ ♦✉ très ❧♦♥❣✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ét✉❞❡s q✉✐ ♦♥t été

♠❡♥é❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ P ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✳

✶✸✹
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❖♥ ♥♦t❡r❛ Ṗσ := ∂P
∂σ

✳ ❉❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡

❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ V ✳

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐tés ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ V

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ σ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✶✳ P♦✉r t♦✉t 0 < σ <
√
a ❡t ♣♦✉r t♦✉t (t, s, v) ∈ [0, T ]× R∗

+ × R∗
+✱ ♦♥ ❛

Ṗσ = K e−rt E

[

N ′

(

x+ At
√

(1− ρ2)It

)(

−x+Bt

2It
√

(1− ρ2)It
Ẏσ + Ct

)]

, ✭✺✳✹✳✶✮

♦ù x := log( se
rt

K
)✱ It :=

∫ t

0
Vsds✱ At := ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u − 1

2
It✱ Bt := −ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u +

(1
2
+ 2 bρ

σ
− ρ2)It✱ Ct =

1
2
(1−ρ2)

∫ t
0 Vσ(u)du+

ρ
σ
(V ∗
σ (t)−Vσ(t))√

(1−ρ2)It
✱ Ẏσ =

∫ t

0
(V̇ ∗

σ (u)− V̇σ(u))du ❡t V̇ ∗
σ ❡t

V̇σ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

V̇σ(t) =
2

σ
Vt −

√

Vte
−γt
(
2

σ

√
v +

2a

σ

∫ t

0

eγu√
Vu
du

)

, ✭✺✳✹✳✷✮

V̇ ∗
σ (t) =

2

σ
Vt −

√

Vte
ρσ
2
t−γt

(
2

σ

√
v +

∫ t

0

(
2a

σ
√
Vu

− ρ
√

Vu)e
− ρσ

2
u+γudu

)

, ✭✺✳✹✳✸✮

❛✈❡❝

γt :=
b

2
t+ (

a

2
− σ2

8
)

∫ t

0

dr

Vr
✭✺✳✹✳✹✮

Pr❡✉✈❡✿ ❖♥ s❛✐t q✉❡ P (t, s, v) ❡st ❞♦♥♥é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P (t, s, v) = K e−rt E(N(d1) )− s EMρ
t (N(d2) ),

♦ù

d1 =
− log( s e

rt

K
)− ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u + 1

2

∫ t

0
Vudu

√

(1− ρ2)
∫ t

0
Vudu

,

d2 =
− log( s e

rt

K
)− ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u − (1

2
− ρ2)

∫ t

0
Vudu

√

(1− ρ2)
∫ t

0
Vudu

. ✭✺✳✹✳✺✮

✶✸✺
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❡t

Mρ
t := eρ

∫ t
0

√
VudW 2

u− ρ2

2

∫ t
0 Vudu ✭✺✳✹✳✻✮

❖♥ é❝r✐t P (t, s, v) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ P∗ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✭✺✳✺✳✼✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

P (t, s, v) = K e−rt E(N(d1) )− s E∗(N(d2) ),

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

Ṗσ(t, s, v) = K e−rt
∂

∂σ
[E(N(d1) )]− s

∂

∂σ
[E∗(N(d2) )] ,

❊t❛♣❡✶ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ d1 s♦✉s P

❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ d1 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

d1 =
− log( s e

rt

K
)− ρ

σ
(Vt − v − at+ bIt) +

1
2
It

√

(1− ρ2)It

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s♦✉s P✱ V ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ✈ér✐✜❡

dV̇σ = −bV̇σ(t)dt+
√

VtdW
2
t + σ

V̇σ(t)

2
√
Vt
dW 2

t , V̇σ(0) = 0. ✭✺✳✹✳✼✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ d1 s♦✉s P ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∂σd1 =
ρ

σ2

Vt − v − at+ bIt
√

(1− ρ2)It
+ (

1
2
− bρ

σ
√

(1− ρ2)It
− d1

2It
)

∫ t

0

V̇σ(u)du−
ρ

σ

V̇σ(t)
√

(1− ρ2)It
✭✺✳✹✳✽✮

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✹✳✼✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

V̇σ(t) =
2

σ
Vt −

√

Vte
−γt
(
2

σ

√
v +

2a

σ

∫ t

0

eγu√
Vu
du

)

❊t❛♣❡✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ d2 s♦✉s P∗

❖♥ é❝r✐t d2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ V ❡t Σ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d2 =
− log( s e

rt

K
)− ρ

σ
(Vt − v − at+ bIt) + (ρ2 − 1

2
)It

√

(1− ρ2)It

✶✸✻
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❙♦✉s P∗✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ V ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

dVt = (a− (b− ρσ)Vt) dt+ σ
√

VtdW
∗
t

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❡r V s♦✉s P∗✱ ♦♥ ♥♦t❡ V ∗
σ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dV̇ ∗
σ (t) =

(

ρVt − (b− ρσ)V̇ ∗
σ (t)

)

dt+
√

VtdW
∗
t + σ

V̇ ∗
σ (t)

2
√
Vt
dW ∗

t , V̇ ∗
σ (0) = 0. ✭✺✳✹✳✾✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹✳✶ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♥ ❛

V̇ ∗
σ (t) =

2

σ
Vt −

√

Vte
ρσ
2
t−γt

(
2

σ

√
v +

∫ t

0

(
2a

σ
√
Vu

− ρ
√

Vu)e
− ρσ

2
u+γudu

)

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ d2 s♦✉s P∗ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ V ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

∂∗σd2 =
ρ

σ2

Vt − v − at+ bIt
√

(1− ρ2)It
+ (

ρ2 − 1
2
− bρ

σ
√

(1− ρ2)It
− d2

2It
)

∫ t

0

V̇ ∗
σ (u)du−

ρ
σ
V̇ ∗
σ (t)

√

(1− ρ2)It
✭✺✳✹✳✶✵✮

❊t❛♣❡✸ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ P

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ P ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ d1 s♦✉s P ❡t ❞❡ d2 s♦✉s P∗ ♣❛r

Ṗσ = K e−rt E [N ′(d1) ∂σd1]− s E∗ [N ′(d2) ∂
∗
σd2]

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞ér✐✈é d2 s♦✉s P∗✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥✈❡rs❡

♣♦✉r r❡t♦✉r♥❡r s♦✉s P✳ ❆✐♥s✐

Ṗσ = K e−rt E [N ′(d1) ∂σd1]− s E [Mρ
t N

′(d2) ∂
∗
σd2]

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦♣r✐été

K N ′(
− log( S

K
) + 1

2
σ2

σ
) = S N ′(

− log( S
K
)− 1

2
σ2

σ
), ∀S,K, σ > 0, ✭✺✳✹✳✶✶✮

♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

K e−rt N ′(d1) = s Mρ
t N

′(d2), p.s

✶✸✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ▼❖◆❖❚❖◆■❊ P❆❘ ❘❆PP❖❘❚ ❆❯❳ P❆❘❆▼➮❚❘❊❙ ❉❊ ▲❆ ❱❖▲❆❚■▲■❚➱

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

Ṗσ = K e−rt E [N ′(d1) (∂σd1 − ∂∗σd2)]

= Ke−rtE
[

N ′(d1)
(

(
1
2
− bρ

σ
√

(1− ρ2)It
− d1

2It
)

∫ t

0

V̇σ(u)du− (
ρ2 − 1

2
− bρ

σ
√

(1− ρ2)It
− d2

2It
)

∫ t

0

V̇ ∗
σ (u)du

+
ρ

σ

V̇ ∗
σ (t)− V̇σ(t)
√

(1− ρ2)It

)]

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ d2 = d1 −
√

(1− ρ2)It✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

Ṗσ = K e−rt E
[

N ′(d1)
(

(
ρ2 − 1

2
− κρ

σ
√

(1− ρ2)It
− d2

2It
)

∫ t

0

(V̇σ(u)− V̇ ∗
σ (u))du+

(
(1− ρ2)

∫ t

0
Vσ(u)du

2
√

(1− ρ2)It
) +

ρ

σ

V̇ ∗
σ (u)− V̇σ(t)
√

(1− ρ2)It

)]

= Ke−rtE
[

N ′(d1)
(

(
−x− ρ

σ
(Vt − v − at)− (ρ2 − 1

2
− bρ

σ
)It

2It
√

(1− ρ2)It
)

∫ t

0

(V̇ ∗
σ (u)− V̇σ(u))du

+
1
2
(1− ρ2)

∫ t

0
V̇σ(u)du+

ρ
σ
(V̇ ∗

σ (t)− V̇σ(t))
√

(1− ρ2)It

)]

�

▲❡♠♠❡ ✺✳✹✳✶✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✹✳✾✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

V̇ ∗
σ (t) =

2

σ
Vt −

√

Vte
ρσ
2
t−γt

(
2

σ

√
v +

∫ t

0

(
2a

σ
√
Vu

− ρ
√

Vu)e
− ρσ

2
u+γudu

)

.

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✹✳✶

▲❛ ❞ér✐✈é❡ V̇ ∗
σ ✈ér✐✜❡

dV̇ ∗
σ (t) = −(b− ρσ

2
)V̇ ∗

σ (t) dt+
√

VtdW
2
t + σ

V̇ ∗
σ (t)

2
√
Vt
dW 2

t , V̇ ∗
σ (0) = 0.

❖♥ ♣♦s❡ Z∗ := V̇ ∗
σ (t)− 2

σ
Vt✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Z∗ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dZ∗
t =

(

−2a

σ
+ ρVt − (b− ρσ

2
)Z∗

t

)

dt+ σ
Z∗
t

2
√
Vt
dW 2

t , Z∗
0 = − 2

σ
v.

❖♥ ♣♦s❡ Y ∗ = Z∗V − 1
2 ✳ Y ∗ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

dY ∗
t =

(

−2a

σ
V

− 1
2

t + ρ
√

Vt −
b− ρσ

2
Y ∗
t − (

a

2
− σ2

8
)
Y ∗
t

Vt

)

dt , Y ∗
0 = − 2

σ

√
v.

✶✸✽
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❉✬♦ù

Y ∗
t = V̇ ∗

σ (t)−
2

σ
Vt
√

Vt = − 2

σ

√
ve

ρσ
2
t−γt +

∫ t

0

(ρ
√

Vu −
2a

σ
√
Vu

) e
ρσ
2
(t−u)−(γt−γu)du �

✺✳✺ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❖✉tr❡ ❧❡s r❛✐s♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡①♣❧✐q✉é❡s ❛♥tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ❡♠✲

♣✐r✐q✉❡s ❡t é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦✉rs ❞✬✉♥

❛❝t✐❢ ❜♦✉rs✐❡r ✭✈♦✐r ❬✶✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡✲❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✮✳ ❉❡s ét✉❞❡s ❡♠✲

♣✐r✐q✉❡s ♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✲s♣♦t ❡st ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❊❧❧❡

❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❞❡s q✉❡✉❡s ❧♦✉r❞❡s ❡t ❞❡s ❤❛✉ts s♦♠♠❡ts✳ ■❧ ② ❛ ❛✉ss✐ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s

❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts é❝♦♥♦♠✐q✉❡s q✉✐ s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢

❜♦✉rs✐❡r s♦♥t ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rré❧és ❛✈❡❝ s❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✭❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✧❧✬❡✛❡t

❧❡✈✐❡r✧✮✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥ ♣❡✉t ✐♠♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡t s❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✭ρ✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✛❡❝t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦✉r❞❡✉r

❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❡t ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t s♦♥ ❡✛❡t ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ρ > 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡❧❛ ✈❛

ét❡♥❞r❡ ❧❛ q✉❡✉❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ✧♣r❡ss❡r✧ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐

ρ < 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r✐① ❜❛✐ss❡✱ ré♣❛♥❞❛♥t ❧❛ q✉❡✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t

❡♥ ♣r❡ss❛♥t ❧❛ q✉❡✉❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ❞❡

❧❡✉rs ✈♦❧❛t✐❧✐tés s♦♥t ❝♦rré❧és ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✮✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❞❡s ré♣❡r❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡

✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ρ ❛✛❡❝t❡ ❝❡❧❛ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ♣r✐① ❞✬✉♥

P✉t ❡✉r♦♣é❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ρ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✱ a ❡t b ♥❡ ♣❡✉t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t

♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✐❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❛✐t à ❞✐✛ér❡♥t✐❡r ✭✺✳✷✳✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉

✶✸✾
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♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ t②♣❡ ✭Lu < 0 s✉r C ❡t u ≥ 0

s✉r ∂C✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ u✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆❧♦rs q✉❡

s✐ ♦♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ✭✺✳✷✳✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡







L̃∂P
∂ρ
(t, s, v) = −σsv ∂P

∂s∂v
(t, s, v), ∀(t, s, v) ∈]0, T ]× R∗

+ × R∗
+,

∂P
∂ρ
(0, s, v) = 0, ∀(s, v) ∈ R∗

+ × R∗
+.

❈❡❧❛ ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡
∂P
∂ρ

✱ ❝❛r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ∂P
∂s∂v

♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳ P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ρ ❞❛♥s

❧❡ ♣r✐① P ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡✱ ♦ù ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ s✐❣♥❡

❞❡ ❧❛ ✧❞ér✐✈é❡✧ ❞❡ P ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ s✐❣♥❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❞❡ s✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠♦♥tr❡r

q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s−ρ (t, v) ≤ s+ρ (t, v) t❡❧s q✉❡
∂P
∂ρ
(t, s, v) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r s ≤ s−ρ (t, v) ❡t ♥é❣❛t✐✈❡

♣♦✉r s ≥ s+ρ (t, v)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ρ = 0✱ ♦♥ ❛ K ≤ s−0 (t, v) ≤ s+0 (t, v) < +∞✱

❣râ❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥té❣ré❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ 0 < s−ρ (t, v) ≤ s+ρ (t, v) < +∞✱ ♣♦✉r t♦✉t ρ ∈] − 1, 1[✳

◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ✭❡♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt✲❧♦♥❣✮

❞❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s s±ρ (t, v)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t ♣❡t✐t✱ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ρ s✬✐♥✈❡rs❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♥❛✐❡ ✭❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r s ≤ K ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r sK✱ ❝❡ q✉✐

✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ s±(0+, v) = K✳ P♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡s ♠❛t✉r✐tés✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r✐①

❞❡s P✉ts s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳

✺✳✺✳✶ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ♣r✐① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ

❊♥ é❝r✐✈❛♥t P s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ P = E

(

Ke−rt − seρ
∫ t
0

√
VsdW 2

s+
√

1−ρ2
∫ t
0

√
VsdŴ 2

s− 1
2

∫ t
0 Vsds

)

+
✱ ♦♥

♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ s✉r ] − 1, 1[✳ ■❧

❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r

s♦♥ s✐❣♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦❝é❞❡r ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❡♥

❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ♣r✐① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ❞❛♥s

✶✹✵
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❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ s✐❣♥❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t ❞✬❛❜♦r❞

q✉❡ ❧❡ ♣r✐① P s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ P = E

(

KN(d1)− seρ
∫ t
0

√
VsdW 2

s− ρ2

2

∫ t
0 VsdsN(d2)

)

✱ ❛✐♥s✐

❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ P ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ r❡✈✐❡♥t à ❞ér✐✈❡r ❧❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés EN(d1)

❡t Eeρ
∫ t
0

√
VsdW 2

s− ρ2

2

∫ t
0 VsdsN(d2)✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❛♥t✐té✱ ♦♥ ❞ér✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ❡t ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dP∗

dP
=

eρ
∫ t
0

√
VsdW 2

s− ρ2

2

∫ t
0 Vsds✱ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ❞ér✐✈❡ s♦✉s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲✬ét♦♥♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡

❞é♠❛r❝❤❡ ❡st q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ V s♦✉s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ρ✱

♦♥ s❡r❛ ❛♠❡♥é à ❞ér✐✈❡r V ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ s♦✉s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭♥♦t♦♥s q✉❡

s♦✉s P✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s V ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ρ✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✳ P♦✉r t♦✉t ρ ∈] − 1, 1[ ❡t ♣♦✉r t♦✉t (t, s, v) ∈]0, T ] × R∗
+ × R∗

+✱ ♦♥

♥♦t❡ Ṗρ =
∂Pρ
∂ρ

(t, s, v)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

Ṗρ = Ke−rtE

[

N ′

(

−x+ Avt
√

(1− ρ2)It

)(

x+Bv
t

2It
√

(1− ρ2)It
İ∗ρ +

ρ

σ

V̇ ∗
ρ − σIt

√

(1− ρ2)It

)]

, ✭✺✳✺✳✶✮

♦ù x := − log( se
rt

K
)✱ It :=

∫ t

0
Vsds✱ Avt := ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u − 1

2
It✱ Bv

t := −ρ
∫ t

0

√
VudW

2
u +

(1
2
+ 2 bρ

σ
− ρ2)It✱ İ∗ρ ≡ İ∗ρ(t) =

∫ t

0
V̇ ∗
ρ (u)du ❡t V ∗

ρ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

V̇ ∗
ρ (t) = σ

√

Vt

∫ t

0

√

Vue
− b−ρσ

2
(t−u)−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
u
dr
Vr du. ✭✺✳✺✳✷✮

Pr❡✉✈❡

❖♥ ❛✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t W 1
t = ρW 2

t +
√

1− ρ2Ŵ 2
t ✱

Pρ(t, s, v) = E
(
e−rt (K − St)+ | S0 = s, V0 = v

)

= E

(

Ke−rt − se
∫ t
0

√
VsdW 1

s− 1
2

∫ t
0 Vsds

)

+

= E

(

Ke−rt − seρ
∫ t
0

√
VsdW 2

s+
√

1−ρ2
∫ t
0

√
VsdŴ 2

s− 1
2

∫ t
0 Vsds

)

+

= E

(

PBS

(

t, seρ
∫ t
0

√
VsdW 2

s− ρ2

2

∫ t
0 Vsds,

1− ρ2

t

∫ t

0

Vsds

))

, ✭✺✳✺✳✸✮

✶✹✶
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♦ù

PBS(t, x, v) = E

(

Ke−rt − xe
√
vŴ 2

t − v
2
t
)

+
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Pρ(t, s, v) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Pρ(t, s, v) = K e−rt E

[

N(
− log( s e

rt

K
)− ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u + 1

2
It

√

(1− ρ2)It
)

]

−s E

[

Mρ
t N(− log( s e

rt

K
) + ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u + (1

2
− ρ2)It

√

(1− ρ2)It
)

]

,

♦ù It :=
∫ t

0
Vudu ❡t

Mρ
t := eρ

∫ t
0

√
VudW 2

u− ρ2

2
It ✭✺✳✺✳✹✮

❖♥ ♣♦s❡

d1 =
− log( s e

rt

K
)− ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u + 1

2
It

√

(1− ρ2)It

❡t

d2 =
− log( s e

rt

K
)− ρ

∫ t

0

√
VudW

2
u − (1

2
− ρ2)It

√

(1− ρ2)It
.

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ Pρ(t, s, v) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡

Ṗρ(t, s, v) = K e−rt
∂ E [N(d1)]

∂ρ
− s

∂ E [Mρ
t N(d2) ]

∂ρ
. ✭✺✳✺✳✺✮

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ∂ E[N(d1)]
∂ρ

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t s♦✉s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡

∂ E [N(d1)]

∂ρ
= E

[

N ′(d1)
∂d1
∂ρ

]

= E

[

N ′(d1)×
(−
∫ t

0

√
VudW

2
u

√

(1− ρ2)It
+

ρ

1− ρ2
d1
)

]

✭✺✳✺✳✻✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té s♦✉s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥

✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t ❝❡❧❛ ❡st ❞û ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ❢❛✐t E [(Σv
t )
r] < +∞✱ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ R ✭✈♦✐r

❉✉❢r❡s♥❡ ❬✷✶❪✮

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
∂ E[Mρ

t N(d2) ]
∂ρ

✱ ♦♥ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P∗ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dP∗

dP
=Mρ

t . ✭✺✳✺✳✼✮

✶✹✷
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❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞✬❛♣rès ✭✺✳✷✳✺✮✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Mρ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ✭❝❛r EMρ
t = 1✮✳

❙♦✉s P∗✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (W ∗
u )0≤u≤t✱ ♦ùW

∗
u := Wu−ρ

∫ u

0

√
Vτdτ ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❱ s♦✉s P∗ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

dVt =
(
a− (b− σρ)Vt

)
dt+ σ

√

VtdW
∗
t ✭✺✳✺✳✽✮

❖♥ é❝r✐t

E [Mρ
t N(d2) ] = E∗ [ N(d2) ] .

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
∫ t

0

√
VsdW

2
s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
∫ t

0

√

VudW
2
u =

1

η
(Vt − v − at+ aIt) ,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱

d2 =
− log( se

rt

K
) + aρ

σ
t− ρ

σ
(Vt − v)− (1

2
+ bρ

σ
− ρ2)It

√

(1− ρ2)It
.

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r
∂ E[Mρ

t N(d2) ]
∂ρ

(= ∂ E∗[N(d2) ]
∂ρ

) ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té

d2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ s♦✉s P∗✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s♦✉s P∗✱ Vt

❞é♣❡♥❞ ❞❡ ρ✳ ❖♥ ♥♦t❡ V̇ ∗
ρ ❧❛ ❞ér✐✈é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ ❛✉ s❡♥s Lp ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✮✳ V̇ ∗

ρ ❡st ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dV̇ ∗
ρ (t) =

(
σVt − (b− σρ)V̇ ∗

ρ (t)
)
dt+ σ

V̇ ∗
ρ (t)

2
√
Vt
dW ∗

t , V ∗
ρ (0) = 0. ✭✺✳✺✳✾✮

◆♦t♦♥s q✉❡ V̇ ∗
ρ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ −σ× ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❛✉ ♣♦✐♥t

(b− σρ)✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✹✳✶✺✮✱ ♣❛r

V̇ ∗
ρ (t) = σ

√

Vt

∫ t

0

√

Vue
− b−σρ

2
(t−u)−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
u
dr
Vr du, p.s.

❖♥ é❝r✐t
∂ E∗ [N(d2)]

∂ρ
= E∗ [N ′(d2) ∂

∗
ρd2
]
,

♦ù ∂∗ρd2 ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ d2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ s♦✉s P∗✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∂∗ρd2 =
a
σ
t− 1

σ
(Vt − v)− ( b

σ
− 2ρ)It

√

(1− ρ2)It
+

ρ

1− ρ2
d2 −

ρ

σ

V ∗
ρ (t)

√

(1− ρ2)It

−
(

1
2
+ bρ

σ
− ρ2

√

(1− ρ2)It
+
d2
2It

)
∫ t

0

V ∗
ρ (u)du ✭✺✳✺✳✶✵✮

✶✹✸
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❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱

E∗ [N ′(d2) ∂
∗
ρd2
]
= E

[
Mρ

t N
′(d2) ∂

∗
ρd2
]

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∂ E [Mρ
t N(d2) ]

∂ρ
= E

[

Mρ
t N

′(d2)×
( a
σ
t− 1

σ
(Vt − v)− ( b

σ
− 2ρ)It

√

(1− ρ2)It
+

ρ

1− ρ2
d2
)]

−

E

[

Mρ
t N

′(d2)×
(

ρ
σ
V ∗
ρ (t)

√

(1− ρ2)It
+
( 1

2
+ bρ

σ
− ρ2

√

(1− ρ2)It
+
d2
2It

)
I∗ρ
)]

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

K N ′(
− log( S

K
) + 1

2
σ2

σ
) = S N ′(

− log( S
K
)− 1

2
σ2

σ
), ∀S,K, σ > 0, ✭✺✳✺✳✶✶✮

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

K e−rt N ′(d1) = s Mρ
t N

′(d2), p.s

❉✬♦ù

s
∂ E [Mρ

t N(d2) ]

∂ρ
= Ke−rtE

[

N ′(d1)×
( a
σ
t− 1

σ
(Vt − v)− ( b

σ
− 2ρ)It

√

(1− ρ2)It
+

ρ

1− ρ2
d2
)]

−Ke−rtE
[

N ′(d1)×
(

ρ
σ
V ∗
ρ (t)

√

(1− ρ2)It
+
( 1

2
+ bρ

σ
− ρ2

√

(1− ρ2)It
+
d2
2It

)
I∗ρ
)]

✭✺✳✺✳✶✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✺✳✺✮✱ ✭✺✳✺✳✻✮✱ ✭✺✳✺✳✶✷✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ d1 = d2 +
√

(1− ρ2)It✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✳✶✮✳ �

✺✳✺✳✷ ❙✐❣♥❡ ❞❡ Ṗρ

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ s✐❣♥❡ ❞❡ Ṗρ✱ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ P ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ρ✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Ṗρ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✺✳✺✳✶✮✱ ♦♥

♣❡✉t ✧✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✧ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ x ❡st très ❣r❛♥❞✱ Ṗρ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ✧❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✧✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t s✐ x ❡st très ♣❡t✐t✱ Ṗρ ❡st

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✧❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✧✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞

❞♦♥❝ à ❝❡ q✉❡ Ṗρ(x) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✵ ♣❛r ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❧♦rsq✉❡ x t❡♥❞ ✈❡rs −∞ ❡t

♣❛r ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s ❧♦rsq✉❡ x t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❛✉q✉❡❧

✶✹✹
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ Ṗρ ♣♦✉r ✭K = 1✱ v0 = 0, 1✱ b = 3✱ σ = 20% ❡t t = 6 ♠♦✐s✮

s 7−→ Ṗρ(t, ., v) ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❛✉q✉❡❧ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st

♣♦s✐t✐✈❡✱ ♣♦✉r t♦✉t (t, v) ∈ [0, T ]× R+✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

s−ρ (t, v) = inf
{

s > 0 : Ṗρ(t, s, v) ≤ 0
}

✭✺✳✺✳✶✸✮

❡t

s+ρ (t, v) = sup
{

s > 0 : Ṗρ(t, s, v) ≥ 0
}

✭✺✳✺✳✶✹✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t (t, v) ∈]0, T ] × R∗
+✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t s1 < s−ρ (t, v) ✭r❡s♣ s2 >

s+ρ (t, v)✮✱ ♦♥ ❛ Ṗρ(t, s1, v) > 0 ✭r❡s♣ Ṗρ(t, s2, v) < 0✮✳ ❊t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

s 7−→ Ṗρ(t, s, v) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r [0, s−(ρ; t, v)[ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ s✉r ]s+(ρ; t, v),∞[✳

▲❡s ♣♦✐♥ts s−ρ (t, v) ❡t s
+
ρ (t, v)✱ s✬✐❧s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r

♦ù ρ 7−→ P (t, s, v) ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛

❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ρ = 0✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛

❞ér✐✈é❡ ❞❡ P ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ ❛✉ ♣♦✐♥t ρ = 0✳

✶✹✺
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▲❡ ❝❛s ρ = 0

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✱ Ṗ0 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Ṗ0(t, s, v) := e−rtK E

[

N ′

(

log( sr
rt

K
)− 1

2
It√

It

)(

− log( sr
rt

K
) + 1

2
It

2It
√
It

İ∗0

)]

,

♦ù

İ∗0 = σ

∫ t

0

√

Vτ

∫ τ

0

√

Vue
− b

2
(τ−u)−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
u
dr
Vr du dτ .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (t, v) ∈]0, T ]×R∗
+ ❡t ♣♦✉r t♦✉t s ≤ Ke−rt✱ ♦♥ ❛ Ṗ0(t, s, v) > 0✳

❉✬♦ù

Ke−rt < s−0 (t, v) ≤ s+0 (t, v), ∀(t, v) ∈]0, T ]× R∗
+ ✭✺✳✺✳✶✺✮

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ s ✈❡rs +∞✱ Ṗ0(t, s, v) ✈❛ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✵ ♣❛r

✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ y := log( sr
rt

K
)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ Ṗ0(t, s, v) = e−rtK EJt(y)✱

♦ù

Jt(y) := N ′
(
y − 1

2
It√

It

)(−y + 1
2
It

2It
√
It

İ∗0

)

,

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ s+0 (t, v) < +∞✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ y+ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t y > y+✱ E Jt(y) < 0✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ f t❡❧❧❡ q✉❡

lim
y→+∞

f(y)E [(Jt(y))] = −∞.

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ f ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ It✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺✳✶✳ P♦✉r t♦✉t (t, v) ∈]0, T ]× R+
∗ ✱ ♦♥ ❛

lim
y→+∞

Ṗ0(t,K e−rt+y, v)

P(It > 2y)
= −∞. ✭✺✳✺✳✶✻✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

K e−rt < s−0 (t, v) ≤ s+0 (t, v) < +∞, ∀(t, v) ∈]0, T ]× R+
∗ . ✭✺✳✺✳✶✼✮

✶✹✻



✺✳✺✳ ▼❖◆❖❚❖◆■❊ P❆❘ ❘❆PP❖❘❚ ➚ ▲❆ ❈❖❘❘➱▲❆❚■❖◆

Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ ♣♦s❡ Ĵt(y) := −Jt(y)✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
y→+∞

E

[

Ĵ(y)
]

P(It > 2y)
= +∞. ✭✺✳✺✳✶✽✮

P♦✉❡ ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ❞é❝♦✉♣❡r Ĵt(y) ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

Ĵt(y) = Ĵt(y)1It<2y + Ĵt(y)1It≥2y.

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ f(y) = 1
P(It>2y)

❡t ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ E

[

f(y)(Ĵt(y))1It>2y

]

❡st ❜♦r♥é❡✱

❛❧♦rs q✉❡

lim
y→+∞

E

[

f(y)(Ĵt(y))1It<2y

]

= +∞

✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ E
[

f(y)(Ĵt(y))1It>2y

]

✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡ ❢❛✐t q✉❡ |u|e−u2

2 ≤ e−
1
2 , ∀u ∈ R✱ ♦♥ é❝r✐t

|Ĵt(y)|1It>2y ≤ I∗0
e−

1
2

2It
√
2π

1It>2y, p.s

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ İ∗0 ✱ ♦♥ é❝r✐t

İ∗0 = σ

∫ t

0

√

Vτ

∫ τ

0

√

Vue
− b

2
(τ−u)−(a

2
−σ2

8
)
∫ τ
u
dr
Vr du dτ

≤ σ

∫ t

0

√

Vτ

∫ τ

0

√

Vudu dτ

(

(❝❛r
a

2
− σ2

8
> 0

)

≤ σ

∫ t

0

√
τ
√

Vτ

(∫ τ

0

Vudu

) 1
2

dτ ✭❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✮

≤ σ
t√
2

[∫ t

0

Vτ

∫ τ

0

Vudu dτ

] 1
2

=
σt

2
It. ✭✺✳✺✳✶✾✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

|Ĵt(y)|1It>2y ≤
σt

2

e−
1
2

√
2π

1It>2y, p.s

❉✬♦ù
∣
∣
∣E

[

f(y)(Ĵt(y))1It>2y

]∣
∣
∣ ≤ E

[

f(y)|Ĵt(y)|1It>2y

]

≤ σt

2

e−
1
2

√
2π
. ✭✺✳✺✳✷✵✮

✶✹✼
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❖♥ s✬✐♥térèss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à Ĵt(y)1It<2y✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ λ ∈ [0, 2y] 7−→
y− 1

2
λ√
λ

❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ +∞ ✈❡rs ✵✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r t♦✉t ν > 0✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés

λ ❡t λ̄ ✈ér✐✜❛♥t
y − 1

2
λ̄√

λ̄
= 1 ❡t

y − 1
2
λ√

λ
= νy

1
2 , .

✐✳❡

λ̄ =
(√

1 + 2y − 1
)2

❡t λ = y
(√

ν2 + 2− ν
)2

.

◆♦t♦♥s q✉❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ 1 ≪ y ❡t q✉❡ λ 7−→ y− 1
2
λ√
λ

❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥

❛ λ < λ̄✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ (Ĵt(y))1Σ<2y ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡

Ĵt(y)1It<2y ≥ Ĵt(y)1It∈[λ,λ̄], p.s.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ u 7−→ u e−u
2
s✉r [1,∞[ ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡

λ 7−→ y− 1
2
λ√
λ

s✉r [λ, λ̄]✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

Ĵt(y)1It∈[λ,λ̄] ≥

(

y− 1
2
λ√
λ

)

e
− 1

2

(

y− 1
2λ√
λ

)2

2
√
2πλ̄

İ∗0 1It∈[λ,λ̄] =
ν
√
y e−

ν2y
2

2
√
2πλ̄

İ∗0 1It∈[λ,λ̄], p.s.

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠✐♥♦r❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té E

[

İ∗0 (t) 1It∈[λ,λ̄]

]

✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

s ≤ t✱ İ∗0 (s) ≤ İ∗0 (t)✱ ❛✐♥s✐

E

[

İ∗0 (t) 1It∈[λ,λ̄]

]

≥ E

[

İ∗0 (s) 1It∈[λ,λ̄]

]

, ∀s ≤ t.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s ≤ t✱ ♦♥ ❛

E

[

İ∗0 (s) 1It∈[λ,λ̄]

]

= E

[

İ∗0 (s) E
(
1It∈[λ,λ̄]

∣
∣ Vs
)]

♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺✳✶ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡

lim inf
y→∞

lnE
[

İ∗0 (t) 1It∈[λ(y),λ̄(y)]

]

− lnP
(
It ∈ [λ(y), λ̄(y)]

)

λ(y)
≥ 0 ✭✺✳✺✳✷✶✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧

E

[

İ∗0 (t) 1It∈[λ(y),λ̄(y)]

]

P
(
It ∈ [λ(y), λ̄(y)]

) ≥ e−ǫλ̄(y)

✶✹✽
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❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝

Qt(y) :=
ν
√
y

2
√
2π
(√

1 + 2y − 1
)2

❖♥ é❝r✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r y ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛

E

[

Ĵt(y)1It<2y

]

≥ 1

2
Qt(y)e

−(ǫ+ν2/2)yP
(
It ∈ [λ, λ̄]

)

P♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
y→+∞

Qt(y)e
− ν2y

2
P
(
It ∈ [λ, λ̄]

)

P (It ≥ 2y)
= +∞ ✭✺✳✺✳✷✷✮

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ µ∗ > 0 t❡❧ q✉❡

lim
R→+∞

lnP (It ≥ R)

R
= −µ∗

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t µ1 < µ∗ < µ2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ R∗ t❡❧ q✉❡

− µ2 <
lnP (It ≥ R)

R
< −µ1, ∀R ≥ R∗. ✭✺✳✺✳✷✸✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t à λ ❡t λ̄✱ q✉✐ r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ y✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

lnP (It > λ)− lnP (It ≥ λ) > µ1

(

2 + 2ν2 − 2ν
√
2 + ν2

)

− µ2

(

2 + 2ν2 − 2ν
√
2 + ν2

)

y

∼ 2
(

µ1 − µ2

(

1 + ν2 − ν
√
2 + ν2

))

y

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t µ1 ❡t µ2 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

µ1 − µ2

(

1 + ν2 − ν
√
2 + ν2

)

> 0, ✭✺✳✺✳✷✹✮

❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

lim
y→+∞

P (It ≥ λ(y))

P
(
It ≥ λ̄(y)

) = +∞ ✭✺✳✺✳✷✺✮

❉♦♥❝✱ ♣♦✉r y ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛

P
(
It ∈ [λ, λ̄]

)
≥ 1

2
P (It ≥ λ)

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛

Qt(y)e
− ν2y

2
P
(
It ∈ [λ, λ̄]

)

P (It ≥ 2y)
≥ 1

2
Qt(y)e

− ν2y
2

P (It ≥ λ)

P (It ≥ 2y)

✶✹✾
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❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✳✷✸✮✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

lnP (It > λ)− lnP (It ≥ 2y) >
(

2µ1 − µ2

(

2 + 2ν2 − 2ν
√
2 + ν2

))

y

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ν ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

ζ := −1

2
ν2 + 2µ1 − 2µ2

(

1 + ν2 − ν
√
2 + ν2

)

> 0 ✭✺✳✺✳✷✻✮

◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ν✱ µ1 ❡t µ2 ✈ér✐✜❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✳✷✻✮✱ ❛❧♦rs ✐❧s s❛t✐s❢❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭✺✳✺✳✷✹✮✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ν✱ µ1 ❡t µ2 ✈ér✐✜❛♥t ✭✺✳✺✳✷✻✮ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿ ❖♥ ♣r❡♥❞ 0 < ν ≪ 1✳ ❖♥ ♥♦t❡ γ(ν) = −ν2 + ν
√
2 + ν2 > 0 ❡t ♦♥ ♣♦s❡

ζ = −1

2
ν2 + 2µ1 − 2µ2(1− γ)

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ µ1 ❡t µ2 s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ µ2 = µ1
1− 1

2
γ
✭ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

µ1 = µ∗
√

1− 1
2
γ < µ∗ ❡t µ2 =

µ∗√
1− 1

2
γ
> µ∗✮✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

ζ = −1

2
ν2 +

µ1γ

1− 1
2
γ
= ν

(

−1

2
ν +

γ

ν

µ1

1− 1
2
γ

)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ limν→0
γ
ν
=

√
2✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ν > 0 q✉✐ ❞♦♥♥❡ ζ > 0✳

❉✬♦ù ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ǫ = ζ/2✱

Qt(y)e
− ν2y

2
P
(
It ∈ [λ, λ̄]

)

P (It ≥ 2y)
≥ 1

2
Qt(y)e

ζ
2
y −→ +∞. �

▲❡♠♠❡ ✺✳✺✳✶✳ ❖♥ ❛

lim inf
y→∞

lnE
[

İ∗0 (t) 1It∈[λ(y),λ̄(y)]

]

− lnP
(
It ∈ [λ(y), λ̄(y)]

)

λ(y)
≥ 0 ✭✺✳✺✳✷✼✮

Pr❡✉✈❡✿ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r y ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱

E
[
I∗0 (t) 1It∈[λ,λ̄]

]
≥ E

[

I∗0 (
1

y
) 1It∈[λ,λ̄]

]

= E

[

I∗0 (
1

y
)) E

(

1It∈[λ,λ̄]
∣
∣ V 1

y

)]

= E

[

I∗0Φy(V 1
y
, Iv1

y
)
]

,

✶✺✵
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♦ù

Φy(ω, z) = Pω
(

Iω
t− 1

y
+ z ∈ [λ(y), λ̄(y)]

)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

I∗0 (t) ≥ σe−bt/2e−(a
2
−σ2

8
)
∫ t
0
dr
Vr

∫ t

0

√

Vτ

∫ τ

0

√

Vudu dτ

=
σ

2
e−bt/2e−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
0
dr
Vr

[∫ t

0

√

Vτdτ

]2

.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

σ

2t2
e−bt/2e−(a

2
−σ2

8
)
∫ t
0
dr
Vr

[∫ t

0

√

Vτdτ

]2

−→t→0
σv

2
, p.s

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

lim inf
y→∞

Φy(V 1
y
, Iv1

y

)

Pv
(
Ivt ∈ [λ(y), λ̄(y)]

) = 1, p.s

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t z

P
V 1
y

(

It− 1
y
+ z ∈ [λ(y), λ̄(y)]

)

Pv
(
It ∈ [λ(y), λ̄(y)]

) =
P
V 1
y

(

It− 1
y
+ z ≥ λ(y)

)

− P
V 1
y

(

It− 1
y
+ z ≥ λ̄(y)

)

Pv (It ≥ λ(y))− Pv
(
It ≥ λ̄(y)

)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✺✳✷✺✮✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t v > 0✱ ♦♥ ❛ limy→+∞
Pv(It≥λ̄(y))
Pv(It≥λ(y)) = 0✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱

♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

lim
y→+∞

P
V 1
y

(

It− 1
y
≥ λ̄(y)

)

P
V 1
y

(

It− 1
y
≥ λ(y)

) = 0, p.s

❆✐♥s✐✱

P
V 1
y

(

It− 1
y
+ z ≥ λ(y)

)

− P
V 1
y

(

It− 1
y
+ z ≥ λ̄(y)

)

Pv (It ≥ λ(y))− Pv
(
It ≥ λ̄(y)

) ∼
P
V 1
y

(

It− 1
y
+ z ≥ λ(y)

)

Pv (Ivt ≥ λ(y))

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡

P
V 1
y

(

It− 1
y
+ z ≥ λ(y)

)

Pv (Ivt ≥ λ(y))
≥

P
V 1
y

(

It− 1
y
≥ λ(y)

)

Pv (It ≥ λ(y))

✶✺✶
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❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

lim
y→+∞

lnPv (It ≥ λ(y))

λ(y)
= −µ∗(t)

❡t ❝❡❝✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ v ✭µ∗ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ v✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t 7−→ µ∗(t) ❡st

❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡

lim
y→+∞

lnP
V 1
y

(

It− 1
y
≥ λ(y)

)

λ(y)
= −µ∗(t), p.s.

❉✬♦ù✱

lim
y→+∞

lnP
V 1
y

(

It− 1
y
≥ λ(y)

)

− lnPv (It ≥ λ(y))

λ(y)
= 0

❉✬♦ù ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱

ln
E
[
I∗0 (t) 1It∈[λ(y),λ̄(y)]

]

P
(
It ∈ [λ(y), λ̄(y)]

) ≥ ln




σ

2 1
y2

e−
b
2y e−(a

2
−σ2

8
)
∫

1
y
0

dr
Vr

[
∫ 1

y

0

√

Vτdτ

]2 Φy(V 1
y
, Iv1

y

)

Pv
(
It ∈ [λ(y), λ̄(y)]

)





❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lim inf
y→+∞

1

λ(y)
ln

E
[
I∗0 (t) 1It∈[λ(y),λ̄(y)]

]

P
(
It ∈ [λ(y), λ̄(y)]

) ≥ lim inf
y→+∞

1

λ(y)
ln

Φy(V 1
y
, Iv1

y

)

Pv
(
It ∈ [λ(y), λ̄(y)]

)

= 0.

▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✭ρ 6= 0✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ρ ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡♥tr❡ ✲✶ ❡t ✶✱ ♦♥ ❛ Ṗρ(t, s, v) =

Ke−rtE Jt(y)✱ ♦ù y = − log( se
rt

K
) + ρ

σ
(v + at) ❡t Jt(y) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Jt(y) := N ′

(

−y + ρ
σ
Vt + (−1

2
+ ρb

σ
)It

√

(1− ρ2)It

)(

y − ρ
σ
Vt + (1

2
+ ρb

σ
− ρ2)It

2It
√

(1− ρ2)It
İ∗ρ +

ρ

σ

V̇ ∗
ρ − σIt

√

(1− ρ2)It

)

❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣r♦❝é❞❡r ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ρ = 0✱ à ❝❛✉s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉

t❡r♠❡ ρ
σ

V̇ ∗
ρ −σIt√
(1−ρ2)It

❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❧❡ s✐❣♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r

y : |y| ≫ 1✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té E

[

N ′
(

−y+ ρ
σ
Vt+(− 1

2
+ ρb
σ
)It√

(1−ρ2)It

)(

y− ρ
σ
Vt+( 1

2
+ ρb
σ
−ρ2)It

2It
√

(1−ρ2)It
İ∗ρ

)]

❛ ❧❡ ♠ê♠❡

s✐❣♥❡ q✉❡ y✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ Ṗρ✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝

✶✺✷
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s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s rés✉❧t❛t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t s✉r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Ṗρ ♣♦✉r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (t, v) ∈]0, T ]× R∗
+✱

0 < s−ρ (t, v) ≤ s+ρ (t, v) < +∞ ✭✺✳✺✳✷✽✮

✺✳✺✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ s±ρ (., v)

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ t ❞❡ s±ρ (t, v) ♣♦✉r

t ∼ 0 ❡t t −→ +∞✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Ṗρ ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Ṗρ = Ke−rtE

[

N ′
( x+ Avt
√

(1− ρ2)It

)( −x+Bv
t

2It
√

(1− ρ2)It
İ∗ρ +

ρ

σ

V̇ ∗
ρ − σIt

√

(1− ρ2)It

)
]

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t ♣❡t✐t ❡t x 6= 0✱ ♦♥ ❛ It = vt + o(t)✱ x + Avt ∼ x✱ x + Bv
t ∼ x✱

❞❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛ V̇ ∗
ρ (t) = σvt + o(t) ❡t İ∗ρ(t) =

t2

2
ηv + o(t2)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r t

♣❡t✐t✱ Jt(x) s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡

Ṗρ ∼ Ke−rtE

[

N ′(
−x

√

(1− ρ2)vt+ o(t)
)

(

−1
2
x ηv

v
√

(1− ρ2)v

√
t+ o(

√
t)

)]

❈❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ❞✐r❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ q✉❡ ♣♦✉r t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵ ❡t ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱ ♦♥ ❛

Ṗρ(t,K ex, v) < 0 ❡t Ṗρ(t,K e−x, v) > 0.

❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡

lim
t→0

s±ρ (t, v) = K, ∀v ∈ R+
∗ .

P♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❡♥ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈♦❧❛t✐❧✐té

st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦✉rt❡s ♠❛t✉r✐tés✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋♦r❞❡✱ ❏❛❝q✉✐❡r

✭❝❢✳ ❬✷✻❪✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡s ♠❛t✉r✐tés✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❬✷✼❪

❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s±ρ (., v) ❡♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ s± ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉rt❡s

♠❛t✉r✐tés✳✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋♦r❞❡ ❡t ❏❛❝q✉✐❡r ✭❝❢ ❬✷✻❪✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t

s✉✐✈❛♥t

✶✺✸
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✷✳ P♦✉r t♦✉t ρ ∈]− 1, 1[ ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ R+
∗ ✱ ♦♥ ❛

lim
t→0

s±ρ (t, v) = K. ✭✺✳✺✳✷✾✮

Pr❡✉✈❡

❉✬❛♣rès ❋♦r❞❡ ❡t ❏❛❝q✉✐❡r ✭❝❢ ❬✷✻❪✮✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ (S, V ) ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✸✳✷✮ ✐ss✉❡

❞❡ (s, v)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

lim
t→∞

t logE(K − St)+ = −Λ∗(log(
K

s
)), ♣♦✉r s > K

❡t

lim
t→∞

t logE(St −K)+ = −Λ∗(log(
K

s
)), ♣♦✉r s < K

♦ù Λ∗ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Λ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r






Λ(p) = vp

σ(
√

1−ρ2 cot( 1
2
σp
√

1−ρ2)−ρ)
, ♣♦✉r p ∈]p−, p+[,

Λ(p) = ∞, ♣♦✉r p ∈ R\]p−, p+[,

♦ù p− ❡t p+ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

p− =

arctan

(√
1−ρ2
ρ

)

1
2
σ
√

1− ρ2
1ρ<0 −

π

σ
1ρ=0 +

−π + arctan

(√
1−ρ2
ρ

)

1
2
σ
√

1− ρ2
1ρ>0, ✭✺✳✺✳✸✵✮

p+ =

π + arctan

(√
1−ρ2
ρ

)

1
2
σ
√

1− ρ2
1ρ<0 +

π

σ
1ρ=0 +

arctan

(√
1−ρ2
ρ

)

1
2
σ
√

1− ρ2
1ρ>0, ✭✺✳✺✳✸✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Λ∗ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Λ∗(x) = xp∗(x)− Λ(p∗(x)), ✭✺✳✺✳✸✷✮

♦ù p∗(x) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

x = Λ′(p∗(x)),

✶✺✹
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❡t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ Λ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Λ′(p) =
v

σ(
√

1− ρ2 cot(1
2
σp
√

1− ρ2)− ρ)
+

σvp(1− ρ2) csc2(1
2
σp
√

1− ρ2)

2σ(
√

1− ρ2 cot(1
2
σp
√

1− ρ2)− ρ)2

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ Σt(x)✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡

s✉r St✱ ✐ss✉ ❞❡ K e−x ✿ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ Σt(x) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P (t,K e−x, v) =

PBS(t,K e−x, K; Σt(x))✱ ♦ù PBS(t, s, k,Σ) = KN(− log(s/k)+tΣ/2√
tΣ

)−sN(− log(s/k)−tΣ/2√
tΣ

)✳ ❆❧♦rs

♦♥ ❛ ✭❝❢✳ ❬✷✻❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✮

lim
t→0

Σt(x) =
|x|

√

2Λ∗(x)
✭✺✳✺✳✸✸✮

❊♥ é❝r✐✈❛♥t P (t, s, v) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ Σ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

P (t, s, v) = PBS(t,K e−x, K; Σt(log(
K

s
)))

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ PBS(t,K e−x, K; Σt(log(
K
s
))) s❡ ❢❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à

tr❛✈❡rs Σ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ν 7−→ PBS(t,K e−x, K; ν)) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱

♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ p(t, s, v) ❡t Σt(log(
K
s
))) ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳

❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡

sign Ṗρ(t, s, v) = sign
∂Σt(log(

K
s
)))

∂ρ

◆♦t♦♥s q✉❡ Σt(log(
K
s
))) ❡st ❜✐❡♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡

❧❡♠♠❡ ✺✳✺✳✷ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♥ ❛

lim
t→0

∂Σt(x)

∂ρ
=

−|x|
2Λ∗(x)

√

2Λ∗(x)

∂Λ∗(x)

∂ρ
✭✺✳✺✳✸✹✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té Λ∗(x)✱ ♣♦✉r x ∈ R✳

❈❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∂Λ∗(x)

∂ρ
= x

∂p∗(x)

∂ρ
− ∂p∗(x)

∂ρ
Λ′(p∗(x))− ∂Λ

∂ρ
(p∗(x))

= −∂Λ
∂ρ

(p∗(x)) (❝❛r Λ′(p∗(x)) = x)

=

−vp∗(x)
(

2ρ√
1−ρ2

[cot(θ∗(x))− (1− ρ2)θ∗(x) csc2(θ∗(x))] + 1

)

2σ(
√

1− ρ2 cot(θ∗(x))− ρ)2
,

✶✺✺
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♦ù

θ∗(x) :=
1

2
σp∗(x)

√

1− ρ2. ✭✺✳✺✳✸✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺✳✸ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱

2ρ
√

1− ρ2

(
cot(θ∗(x))− (1− ρ2)θ∗(x) csc2(θ∗(x))

)
+ 1 > 0, ✭✺✳✺✳✸✻✮

♦♥ ❞é❞✉✐t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ q✉❡

sign
∂Λ∗(x)

∂ρ
= sign (−vp∗(x))

❡t ❝♦♠♠❡ sign p∗(x) ≡ sign x✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵

sign Ṗρ = sign
∂Σt(x))

∂ρ
= sign

∂Λ∗(x)

∂ρ
= sign (log(

K

s
))

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
∂Σt(log(

K
s
))

∂ρ
✱ ❞♦♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ Ṗρ✱ ❝♦♥✈❡r❣❡

✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r s < K✱ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r s > K✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✺✳✺✳✷✳ P♦✉r t♦✉t x 6= 0✱ ♦♥ ❛

lim
t→0

∂Σt(x)

∂ρ
=

−|x|
2Λ∗(x)

√

2Λ∗(x)

∂Λ∗(x)

∂ρ
✭✺✳✺✳✸✼✮

▲❡♠♠❡ ✺✳✺✳✸✳ P♦✉r t♦✉t ρ ∈ [−1, 1] ❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱ ♦♥ ❛

2ρ
√

1− ρ2

(
cot(θ∗(x))− (1− ρ2)θ∗(x) csc2(θ∗(x))

)
+ 1 > 0 ✭✺✳✺✳✸✽✮

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺✳✷ ✿ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡ ♣r✐① ❞✉

P✉t P ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

P (t, s, v) = KN

(− log(s/K) + t
2
Σ2
t√

tΣt

)

− sN

(− log(s/K)− t
2
Σ2
t√

tΣt

)

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦tés ♣❛r r❛♣♣♦rt à ρ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Ṗρ(t, s, v) = KN ′
(− log(s/K) + t

2
Σ2
t√

tΣt

)√
t
∂Σt

∂ρ
(− log(s/K))

✶✺✻
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▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞✬❛♣rès ✭✺✳✺✳✸✸✮✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ limt→0 Σt(x) = |x|√
2Λ∗(x)

✱ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

ρ 7−→ |x|√
2Λ∗(x)

❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ]− 1, 1[✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∂Σt
∂ρ

❡st ❜♦r♥é❡✱

♣♦✉r t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ Ṗρ(t,s,v)

K
√
t N ′

(

− log(s/K)+ t
2Σ2

t√
tΣt

) ❡st ❜♦r♥é❡✳

❊♥ é❝r✐✈❛♥t P s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ P = E

[

(K − s eρ
∫ t
0

√
VudW 1

u+
√

1−ρ2
∫ t
0

√
VudW 2

u−It/2)+

]

✱ ♦♥

♣❡✉t é❝r✐r❡ Ṗρ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Ṗρ(t, s, v) = E

[(

−
∫ t

0

√

VudW
1
u +

ρ
√

1− ρ2

∫ t

0

√

VudW
2
u

)

St 1K≥St

]

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ❛✈❡❝ p > 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Ṗρ(t, s, v) ≤
[

E

∣
∣
∣
∣
∣
−St

∫ t

0

√

VudW
1
u +

Stρ
√

1− ρ2

∫ t

0

√

VudW
2
u

∣
∣
∣
∣
∣

p]1/p

× [P(K ≥ St)]
p−1
p

✭✺✳✺✳✸✾✮

♦ù P(K ≥ St) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P(K ≥ St) =
∂P

∂K
= N

(− log(s/K) + t
2
Σ2
t√

tΣt

)

+KN ′
(− log(s/K) + t

2
Σ2
t√

tΣt

)√
t
∂Σt

∂K

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t y > 0✱ ♦♥ ❛

N(−y) ≤ 1

y

e−y
2/2

√
2π

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r s > K ❡t ♣♦✉r t ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛

N

(− log(s/K) + t
2
Σ2
t√

tΣt

)

≤
√
tΣt

log(s/K)− t
2
Σ2
t

N ′
(− log(s/K) + t

2
Σ2
t√

tΣt

)

❉✬♦ù✱ ♣♦✉r s > K✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M > 0✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛

P(K ≥ St) ≤M
√
t N ′

(− log(s/K) + t
2
Σ2
t√

tΣt

)

✭✺✳✺✳✹✵✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

Ṗρ(t, s, v)
√
tN ′

(
− log(s/K)+ t

2
Σ2
t√

tΣt

) ≤M2 [E|Yt|p]1/p ×
[√

tN ′
(− log(s/K) + t

2
Σ2
t√

tΣt

)]−1
p

, ✭✺✳✺✳✹✶✮

✶✺✼
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♦ù

Yt =

(

−
∫ t

0

√

VudW
1
u +

ρ
√

1− ρ2

∫ t

0

√

VudW
2
u

)

eρ
∫ t
0

√
VudW 1

u+
√

1−ρ2
∫ t
0

√
VudW 2

u−It/2

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣♦s❡ x = log(s/K)✳ P♦✉r t ♣❡t✐t✱
x+ t

2
Σt√

tΣt
∼ −x√

tΣt
✳ ❖♥ s❡

❞♦♥♥❡ p s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

p = p(t) =
c

t
. ✭✺✳✺✳✹✷✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

[√
tN ′

(− log(s/K) + t
2
Σ2
t√

tΣt

)]−1
p

∼M3 e
− t
c

(

log
√
t− x2

2tΣt

)

≤M4 ✭✺✳✺✳✹✸✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ [E|Yt|p(t)]1/p(t) ❡st ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ✵✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✉s✉❡❧❧❡✱

|y| ≤ ey + e−y, ∀y ∈ R.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t

|Y | ≤ Y1(t) + Y2(t),

♦ù

Y1(t) = e
−

∫ t
0

√
VudW 1

u+
ρ√

1−ρ2
∫ t
0

√
VudW 2

u
eρ

∫ t
0

√
VudW 1

u+
√

1−ρ2
∫ t
0

√
VudW 2

u−It/2

❡t

Y2(t) = e
∫ t
0

√
VudW 1

u− ρ√
1−ρ2

∫ t
0

√
VudW 2

u
eρ

∫ t
0

√
VudW 1

u+
√

1−ρ2
∫ t
0

√
VudW 2

u−It/2

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ Y1 ❡t Y2 s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Yi(t) = eαi
∫ t
0

√
VudW 1

u+βi
∫ t
0

√
VudW 2

u− 1
2
It , i = 1, 2.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

E Y p
i = E eαip

∫ t
0

√
VudW 1

u+βip
∫ t
0

√
VudW 2

u− p
2
It = E eαip

∫ t
0

√
VudW 1

u+
β2i p

2−p
2

It

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
∫ t

0

√
VudW

1
u = (Vt − v − at+ bIt) /σ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s

rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ q✉❡ ♣♦✉r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛

E Y p
i = e−αip(v+at)/σ eaϕ(t)+vψ(t),

✶✺✽
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♦ù 





ψ(t) = b
σ2 +

√
2λi2(p)σ

2−b2
σ2 tan (g(t, p)) ,

ϕ(t) = b
σ2 t+

2
σ2 (log cos g(0, p)− log cos g(t, p)) ,

g(t, p) =

√

2λi2(p)σ
2 − b2

2
t+ arctan(

λi1(p)σ
2 − b

√

2λi2(p)σ
2 − b2

).

❆✈❡❝ λi1(p) = αip/σ ❡t λi2(p) =
β2
i p

2−p
2

+ αibp/σ✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

[

E ep
∫ t
0

√
VudW 1

u+αp
∫ t
0

√
VudW 2

u

]1/p

= e−αi(v+at)/σ ea
ϕ(t)
p

+v
ψ(t)
p ,

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r p = p(t) = c/t✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱

g(t, p(t)) ∼ cβiσ

2
+ arctan(

αi
βi
)

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛

a
ϕ(t)

p(t)
+ v

ψ(t)

p(t)
∼ vβic

σ
tan

(
cβiσ

2
+ arctan(

αi
βi
)

)

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c ❞❛♥s ✭✺✳✺✳✹✷✮ ❡st ❝❤♦✐s✐t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ −π/2 < cβiσ
2

+

arctan(αi
βi
) < π/2✱ ♣♦✉r i = 1, 1✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡

lim
t→0

[

E ep
∫ t
0

√
VudW 1

u+αp
∫ t
0

√
VudW 2

u

]1/p

= e
vβic

σ
tan

(

cβiσ

2
+arctan(

αi
βi

)
)

< +∞, i = 1, 2.

❖♥ ❞é❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✺✳✹✶✮ ❡t ✭✺✳✺✳✹✸✮✱ q✉❡ Ṗρ(t,s,v)

K
√
t N ′

(

− log(s/K)+ t
2Σ2

t√
tΣt

) ❡st

❜♦r♥é❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s > K✳ ▲❡ ❝❛s s < K s❡ tr❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐①

❞✉ ❈❛❧❧ �

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺✳✸ ✿ ❖♥ ♣♦s❡

η(x) =
2ρ

√

1− ρ2

(
cot(θ∗(x))− (1− ρ2)θ∗(x) csc2(θ∗(x))

)
+ 1.

✶✺✾
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❖♥ é❝r✐t η(x) = ϕ(θ∗(x))✱ ♦ù ϕ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(θ) =
2ρ

√

1− ρ2

(
cos(θ)

sin(θ)
− (1− ρ2)

θ

sin2(θ)

)

+ 1

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ x ∈ R✱ p∗(x) ∈ [p−, p+]✱ ❛❧♦rs

θ(ρ) :=
1

2
σ
√

1− ρ2 p− ≤ θ∗(x) ≤ 1

2
σ
√

1− ρ2 p+ =: θ̄(ρ), ∀x ∈ R.

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ϕ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r [θ, θ̄]✳

◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ϕ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r
[
θ, θ̄
]
\{0}✱ s❛ ❞ér✐✈é❡

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ϕ′(θ) =
2ρ

√

1− ρ2
(ρ2 − 2) sin(θ) + 2(1− ρ2)θ cos(θ)

sin3(θ)

❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ét✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ 7−→ (ρ2 − 2) + 2(1 − ρ2) cos(θ)
sin(θ)

✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡

❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ s✉r
[
θ, θ̄
]
❛✉ ♣♦✐♥t 0 ❡t ❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st é❣❛❧ à (−ρ2) < 0✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡

ρϕ′(θ) ≤ 0, ∀θ ∈
[
θ, θ̄
]
.

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✷ ❝❛s

❈❛s ρ > 0 ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛

θ = −π + arctan

(√

1− ρ2

ρ

)

❡t θ̄ = arctan

(√

1− ρ2

ρ

)

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r
[
θ, θ̄
]
✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t θ ∈
[
θ, θ̄
]

ϕ(θ) ≥ ϕ(θ̄) =
2ρ

√

1− ρ2

(

ρ
√

1− ρ2
− (1− ρ2) arctan(

√

1− ρ2

ρ
)(−1− ρ2

1− ρ2
)

)

+ 1

=
1 + ρ2

1− ρ2
− 2ρ
√

1− ρ2
arctan

(√

1− ρ2

ρ

)

❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t

0 ≤ y =

√

1− ρ2

ρ
⇐⇒ ρ =

1
√

1 + y2
.

✶✻✵
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❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

ϕ(θ) ≥ ϕ(θ̄) =
1

y

(
2 + y2

y
− 2 arctan y

)

> 0

❝❛r ❧✬✐♥❢ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ y 7−→ 2+y2

y
− 2 arctan y ❡st ❛tt❡✐♥t ❛✉ ♣♦✐♥t y0 =

√

3+
√
17

2
❡t

❡st é❣❛❧ à ≈ 0.78✳

❈❛s ρ < 0 ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛

θ = arctan

(√

1− ρ2

ρ

)

❡t θ̄ = π + arctan

(√

1− ρ2

ρ

)

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r s✉r
[
θ, θ̄
]
✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t θ ∈

[
θ, θ̄
]

ϕ(θ) ≥ ϕ(θ) =
2ρ

√

1− ρ2

(

ρ
√

1− ρ2
− (1− ρ2) arctan(

√

1− ρ2

ρ
)(−1− ρ2

1− ρ2
)

)

+ 1

=
1 + ρ2

1− ρ2
− 2ρ
√

1− ρ2
arctan

(√

1− ρ2

ρ

)

❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t

0 ≤ z = −
√

1− ρ2

ρ
⇐⇒ ρ =

−1√
1 + z2

.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

ϕ(θ) ≥ ϕ(θ) =
1

z

(
2 + z2

z
− 2 arctan z

)

> 0 �

❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s±ρ (., v) ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ s± ♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡s

♠❛t✉r✐tés✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ♣r✐① ❞✉ P✉t✱ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❧❡ s✐❣♥❡

❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ s❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡

♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡s ♠❛t✉r✐tés✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈♦❧❛t✐❧✐té

st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✬❛♣❧❛t✐t ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞✉ str✐❦❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍❡st♦♥✱

❋♦r❞❡ ❡t ❛❧ ❬✷✼❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ b− ρσ > 0✮ s✬é❝r✐t

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Σ2
t (x) = 8V ∗(0) + a1(x)/t+ o(t).

✶✻✶
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♦ù V ∗ ❡t a s♦♥t ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s s±✱ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r x±✱ ❞é✜♥✐s ♣♦✉r t, v > 0

♣❛r

x+ρ (t, v) = inf
{

x ≥ 0 : Ṗρ(t,K ex, v) ≤ 0
}

✭✺✳✺✳✹✹✮

❡t

x−ρ (t, v) = sup
{

x ≤ 0 : Ṗρ(t,K e−x, v) ≤ 0
}

✭✺✳✺✳✹✺✮

◆♦t♦♥s q✉❡ Ṗρ(t, s, v) > 0 ♣♦✉r t♦✉t s ∈ [ K e−x
−
ρ , K ex

+
ρ ]✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✸✳ P♦✉r t♦✉t ρ ∈]− 1, 1[ t❡❧ q✉❡ b− ρσ > 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t v > 0✱ ♦♥ ❛

lim
t→+∞

x±ρ (t, v) = ±∞ ✭✺✳✺✳✹✻✮

Pr❡✉✈❡ ✿

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❋♦r❞❡✲❏❛❝q✉✐❡r✲▼✐❥❛t♦✈✐❝ ✭❝❢✳ ❬✷✼❪✮✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ b−ρσ > 0✱

♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t p ∈]p−, p+[✱

V (p) = lim
t→∞

t−1 logE [exp (p(Xt − x0))] =
a

σ2
(b− ρσp− d(−ip)) ,

❛✈❡❝

d(−ip) =
√

(b− ρσp)2 + σ2(p− p2),

♦ù

p± :=
(

−2bρ+ σ ±
√

σ2 + 4b2 − 4bσρ
)

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ p∗ : R −→]p−, p+[ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

p∗(x) :=
σ − 2bρ+ (aρ+ xσ)

(
σ2+4b2−4bρσ

x2σ2+2xaρσ+a2

)1/2

2σ(1− ρ2)
, ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R.

P♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R ✱ ✭❝❢✳ ❬✷✼❪✮

1

S0

E(St − S0e
−x)+ = 1 +

A(0)√
2πt

exp (−(1− p∗(0))x− V ∗(0)t) (1 +O(1/t)),

✶✻✷
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♦ù V ∗ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ V ✱ ✐✳❡ V ∗(x) := sup {px− V (p), p ∈]p−, p+[ }
❡t A ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵ ♣❛r

A(x) =
−1

√

V ′′(p∗(x))

U(p∗(x))

p∗(x)(1− p∗(x))
,

❛✈❡❝

U(p) :=

(
2d(−ip)

b− ρσp+ d(−ip)

) 2a
σ2

exp
(v

a
V (p)

)

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✭❝❢✳ ❬✷✼❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✮

Σ2
t (x) = 8V ∗(0) + a1(x)/t+ o(t), ✭✺✳✺✳✹✼✮

♦ù

a1(x) = −8 log
(

−A(0)
√

2V ∗(0)
)

+ 4(2p∗(0)− 1)x

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱ ♦♥ ❛

lim
t→+∞

Σ2
t (x) = 8V ∗(0).

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t P (t, s, v) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣❧✐❝✐t❡ Σ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

P (t, s, v) = PBS(t,K e−x, K; Σt(log(
K

s
)))

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ PBS(t,K e−x, K; Σt(log(
K
s
))) s❡ ❢❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à

tr❛✈❡rs Σ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ν 7−→ PBS(t,K e−x, K; ν)) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱

♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ p(t, s, v) ❡t Σt(log(
K
s
))) ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳

❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡

sign Ṗρ(t, s, v) = sign
∂Σt(log(

K
s
)))

∂ρ

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✺✳✹✼✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥s✲

tr❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺✳✷✱ q✉❡

lim
t→+∞

∂Σt(x)

∂ρ
= 8

∂V ∗(0)

∂ρ
. ✭✺✳✺✳✹✽✮
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❈♦♠♠❡ V ∗(x) = xp∗(x)− V (p∗(x))✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

∂V ∗(0)

∂ρ
= −∂V

∂ρ
(p∗(0)) + (x− V ′(p∗(0)))

∂p∗(0)

∂ρ
= −∂V

∂ρ
(p∗(0))

= − a

σ2

(

−σp∗(0) + σp∗(0)(b− ρσp∗(0))
√

(b− ρσp∗(0))2 + σ2(p∗(0)− p∗(0)2)

)

=
− a

2ρ
p∗(0)(1− 2p∗(0))

√

(b− ρσp∗(0))2 + σ2(p∗(0)− p∗(0)2)
1ρ 6=0

❖ù ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ V ′(p∗(0)) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

−ρσ + ρσ(b−ρσp∗(0))+σ2(p∗(0)−1/2)√
(b−ρσp∗(0))2+σ2(p∗(0)−p∗(0)2)

= 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ρ = 0✱ ♦♥ ❛

∂V ∗(0)

∂ρ

∣
∣
∣
ρ=0

=
−a
2σ

(

−1 +
b

√

b2 + σ2/4

)

( > 0).

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✺✳✹ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρ ∈] − 1, 1[ 7−→ ϕ(ρ) :=
σ−2bρ+ρ

√
σ2+4b2−4bρσ

2σ(1−ρ2) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ϕ(ρ) ≡ p∗(0)✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ϕ(0) = 1
2
✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ρ 6= 0✱ ϕ(ρ) − 1/2 ❛ ❧❡ ♠ê♠❡

s✐❣♥❡ q✉❡ ρ✳ ❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ϕ(ρ)−1/2
ρ

> 0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛

∂V ∗(0)

∂ρ
> 0, ∀ρ ∈ [−1, 1].

❉✬♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱

lim
t→+∞

∂Σt(x)

∂ρ
> 0.

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t ❣r❛♥❞✱ Ṗρ(t, s, v) > 0✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lim
t→+∞

x±ρ (t, v) = ±∞

✳ �

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✺✳✺✳✹✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρ ∈]− 1, 1[ 7−→ ϕ(ρ) :=
σ−2bρ+ρ

√
σ2+4b2−4bρσ

2σ(1−ρ2) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t

❝r♦✐ss❛♥t❡

✶✻✹
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▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ]− 1, 1[✱ ♣❛r






ϕ(ρ) =
σ−2bρ+ρ

√
σ2+4b2−4bρσ

2σ(1−ρ2) , s✐ ρ ∈]− 1, 1[,

ϕ(−1) = σ+4b
4(σ+2b)

,

ϕ(1) = 4b−σ
4(2b−σ) .

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ]− 1, 1[✱ ❡t s❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r






ϕ′(ρ) =
−2b+

√
σ2+4b2−4bρσ− 2bρσ√

σ2+4b2−4bρσ

2σ(1−ρ2) + 2ρ
1−ρ2p

∗(0), s✐ρ ∈]− 1, 1[

ϕ′(−1) = 2b2σ2

(σ+2b)3
+ σ2

2(σ+2b)
,

ϕ′(1) =
(

2b2σ2

(2b−σ)3 +
σ2

2(2b−σ)

)

.

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ϕ′(ρ) > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t ρ ∈]− 1, 1[✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡ ϕ′(ρ) ❛ ❧❡

♠ê♠❡ s✐❣♥❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡

h(ρ) =
2ρ

1 + ρ2
σ − 2b+

√

σ2 + 4b2 − 4bρσ − 1− ρ2

1 + ρ2
2bρσ

√

σ2 + 4b2 − 4bρσ

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ h(ρ) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

h(ρ) = α +
√

α2 + β2 + γ − γ/2
√

α2 + β2 + γ
,

♦ù

α =
2ρ

1 + ρ2
σ − 2b, β =

1− ρ2

1 + ρ2
σ ❡t γ =

1− ρ2

1 + ρ2
4bρσ.
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ h(ρ) ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té

λ ((α, β, γ) ∈ Γ) = α
√

α2 + β2 + γ + α2 + β2 + γ/2,

♦ù Γ = {(α, β, γ) : α2 + β2 + γ ≥ 0}✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ α ≥ 0 ❡t γ ≤ 0✱ ❛❧♦rs h(ρ) ≥ 0✳ P♦✉r

ét✉❞✐❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ λ ♣❛r r❛♣♣♦rt à γ✳ ❊❧❧❡ ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∂γλ(α, β, γ) =
α +

√

α2 + β2 + γ

2

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✹ ❝❛s

❈❛s α ≥ 0 ❡t γ ≥ 0 ✿ ❙✉r Γ ∩ {α ≥ 0, γ ≥ 0}✱ ♦♥ ❛

λ(α, β, γ ∈ Γ) = α
√

α2 + β2 + γ + α2 + β2 + γ/2 ≥ 0

❈❛s α ≥ 0 ❡t γ ≤ 0 ✿ ❙✉r Γ ∩ {α ≥ 0, γ ≤ 0}✱ ♦♥ ❛

λ(α, β, γ ∈ Γ) = α
√

α2 + β2 + γ + α2 + β2 + γ − γ/2 ≥ 0

❈❛s α ≤ 0 ❡t γ ≤ 0 ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ λ s✉r Γ∩ {α ≤ 0, γ ≤ 0} ❡st ❛tt❡✐♥t

❛✉ ♣♦✐♥t γ = −β2 ❡t ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st é❣❛❧ à β2/2 ≥ 0

❈❛s α ≤ 0 ❡t γ ≥ 0 ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r t♦✉t β✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ 7−→ λ(α, β, γ) ❡st ❝r♦✐s✲

s❛♥t❡ s✉r [0,+∞[✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

λ(α, β, γ) ≥ λ(α, β, 0) = α
√

α2 + β2 + α2 + β2 ≥ 0

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱♦♥ ❛

λ(α, β, γ) > 0, ∀(α, β, γ) ∈ Γ.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱

ϕ(ρ) > 0, ∀ρ ∈ [−1, 1]. � ✭✺✳✺✳✹✾✮
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