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2.1.1 Notations des problèmes d’ordonnancement présentés . . . . . . . . . . . 14
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2.2 Machines à traitement par batch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Glossaire des notations

Notations des problèmes

n : le nombre de tâches.
J : l’ensemble des tâches du problème.
J : l’ensemble de tâches non ordonnancées à l’itération courante d’une méthode de résolution.
|J | : le nombre de tâches de l’ensemble J .

ms : le nombre de machines de l’étage s.
m : le nombre maximum de machines sur un étage (m = maxsms), si seulement un étage

possède plusieurs machines, m désigne le nombre de machines de cet étage.

pij : la durée d’exécution de la tâche d’indice j à l’étage i, il est à noter qu’en absence
d’ambigüıté sur l’étage désigné (un seul étage ou durées identiques sur chaque étage) la
valeur de i n’est pas indiquée.

[aij , bij ] : l’intervalle de durée d’exécution de la tâche d’indice j à l’étage i, en l’absence
d’ambigüıté l’intervalle est noté [aj , bj ]. Cet intervalle est dit proportionnel, si l’ordonnée
du point final de l’intervalle dépend de celle du point initial alors l’intervalle est noté
[aj , (1 + α)aj ].

amax : la plus grande des ordonnées des points initiaux d’intervalles de durées d’exécution
[aj , bj ] ou [aj , (1 + α)aj ] (amax = maxj∈J{aj}).

sikj : le temps de réglage de la tâche d’indice j sur l’étage i si elle succède à la tâche d’indice
k. Si ce temps de réglage ne dépend que de la tâche d’indice j, il est noté sij . En l’absence
d’ambigüıté nous utilisons skj et sj .

qij : le temps de finition de la tâche d’indice j sur l’étage i. En l’absence d’ambigüıté nous
utilisons qj .

rj : la date de disponibilité de la tâche d’indice j.
r̃i : la ième date de disponibilité généralisée, et nbr̃i le nombre de tâches disponible à cette

date.
r̃max : désigne la plus grande date de disponibilité généralisée (r̃max = max{r̃i}).
dj : la date de fin d’exécution souhaitée de la tâche d’indice j.
d̃j : la date de fin d’exécution impérative de la tâche d’indice j.
vij : le volume (ou taille) de la tâche d’indice j à l’étage i, en l’absence d’ambigüıté elle est

noté vj .

Bi : le batch d’indice i.
P (Bi) : la durée d’exécution du batch Bi.
|Bi| : le nombre de tâches du batch Bi.
ki : la capacité des machines à traitement par batches de l’étage i. À l’instar de la notation

vii



Glossaire des notations

des durées d’exécution en l’absence d’ambigüıté la valeur de i n’est pas indiquée.
b∗ : le nombre maximum de tâches compatibles avec une même durée d’exécution, c’est-à-dire

la taille maximale d’un batch lorsque la capacité est infinie.

tim : la date de disponibilité de la machine m sur l’étage i.

wj : le poids associé à la tâche d’indice j dans la fonction objectif.
Cj : la date de fin d’exécution de la tâche d’indice j.
Lj = Cj − dj : le retard algébrique de la tâche d’indice j.
Tj = max{Cj − dj ; 0} : le retard de la tâche d’indice j.

Uj = {1 si Cj>dj

0 sinon
: indicateur de retard de la tâche d’indice j.

viii



Table des figures

1.1 Ordonnancement d’un flowshop hybride . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Étapes étudiées du système de production d’un pneu . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.1 Ordonnancement du problème initial (inversion des étages). . . . . . . . . . . . . 43
3.2 Ordonnancement du problème inverse (inversion des étages). . . . . . . . . . . . 43
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3.4 Durées d’exécution des tâches de l’instance I (HLPT pour Bm2). . . . . . . . . . 48
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xii



Introduction générale

Cette thèse, financée par le «Fonds National de la Recherche» (Luxembourg), a été effectuée
au sein de l’équipe ORCHIDS (Operations Research for Complex HybrId Decision Systems)
du LORIA (Laboratoire lOrrain de Recherche en Informatique et ses Applications) sous la
direction de Marie-Claude Portmann et Ammar Oulamara. Les recherches effectuées au sein
de l’équipe ORCHIDS concernent la recherche opérationnelle, principalement des problèmes
d’ordonnancements et des problèmes liés aux châınes logistiques.

Originellement, en théorie de l’ordonnancement d’atelier les problèmes étudiés sont des pro-
blèmes avec machines disjonctives, c’est-à-dire que les machines traitent une seule tâche à la fois.
Cependant de nombreuses machines rencontrées dans l’industrie permettent de traiter plusieurs
tâches simultanément. Depuis une vingtaine d’années, la communauté de recherche en ordon-
nancement de la production s’intéresse également à ce type de machines appelées machines à
traitement par batches (de type p-batch). Ces machines permettent d’exécuter plusieurs tâches
simultanément au sein d’un batch (lot). La plupart des travaux de recherche sur machines à
traitement par batches sont inspirés de problèmes réels rencontrés dans l’industrie du semi-
conducteur et de la métallurgie, mais ce type de machines est également rencontré dans d’autres
secteurs d’activités tels l’industrie de pneumatiques, l’industrie pharmaceutique ou encore la
cristallerie. En pratique, des incompatibilités entre les tâches ne permettent pas certaines com-
binaisons de tâches dans un même batch. Ces incompatibilités peuvent être liées, par exemple,
aux composants des différents produits, à leurs couleurs, ou à leurs températures de cuisson.
Dans le cas qui nous intéresse dans cette thèse, les tâches ont des durées d’exécution minimales
et maximales, c’est pourquoi les tâches d’un même batch doivent partager un même ensemble
de durées d’exécution possibles.

La majeure partie de cette thèse est consacrée aux problèmes de minimisation de la date de
fin d’exécution d’un flowshop hybride à deux étages avec des machines à traitement par batches
et compatibilité entre les tâches sur le second étage. Un flowshop hybride à 2 étages est un atelier
de production dans lequel les tâches sont exécutées sur l’une des machines du premier étage,
puis lorsque leur exécution est complétée sur le premier étage elles sont exécutées sur le second
étage.

Le traitement de ces problèmes nous a été inspiré par une entreprise de pneumatiques. La
construction d’un pneumatique est principalement articulée autour de deux phases : la phase
d’assemblage qui est composée de machines qui assemblent les pneus les uns après les autres, et
la phase de cuisson, où les pneus assemblés sont cuits dans des machines à presse qui peuvent
contenir plusieurs pneus. Ainsi, les presses sont des machines à traitement par batches avec des
contraintes supplémentaires de compatibilité entre les tâches.
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Introduction générale

Le premier chapitre de cette thèse expose les généralités des problématiques d’ordonnancement
de la production. Ainsi, la typologie présentée dans ce préambule nous permet de définir les
problèmes abordés dans cette thèse, et de présenter l’application industrielle qui nous a inspiré
l’étude de ces problèmes.

Dans le second chapitre, la présentation des classifications des problèmes et méthodes simplifie
les descriptions des travaux présents dans la littérature concernant à la fois les machines à
traitement par batches et les flowshops. À la lecture de cet état-de-l’art nous remarquons que
les problèmes étudiés dans cette thèse ont été très peu abordés jusqu’à présent.

Suite à la présentation des problèmes et des travaux existant dans la littérature, nous déve-
loppons, dans le troisième chapitre, des méthodes approchées afin de résoudre deux problèmes
de minimisation de la date de fin de l’ordonnancement pour un flowshop avec machines à traite-
ment par batches et compatibilité entre les tâches. Une première série de six méthodes permet de
résoudre approximativement le problème général et les cas particuliers où l’un des deux étages
contient seulement une machine. Ces méthodes constructives, que nous appelons heuristiques,
sont à performance garantie, c’est-à-dire que nous avons une borne supérieure de l’écart entre
la solution optimale et la solution obtenue par l’heuristique avant même l’exécution de cette
heuristique. La dernière méthode approchée que nous avons développée permet de résoudre le
problème de flowshop hybride lorsque les durées d’exécution du premier étage sont identiques.
Cette méthode est de type schéma d’approximation polynomial (PTAS). Elle fournie une solu-
tion approchée avec une garantie de performance, et la durée d’exécution de la méthode dépend
de la garantie de performance souhaitée.

Dans le quatrième chapitre, nous développons deux méthodes exactes arborescentes pour
résoudre le problème de minimisation de la date de fin d’ordonnancement pour un flowshop
hybride avec machines à traitement par batches et compatibilité entre les tâches. Alors que la
première méthode traite le problème avec machines disjonctives sur le premier étage, la seconde
méthode traite le problème inverse, c’est-à-dire que les machines disjonctives sont sur le second
étage, et les machines à traitement par batches sur le premier.

Finalement le cinquième chapitre, s’intéresse à la minimisation de critères réguliers sur une
machine à traitement par batches de capacité infinie et compatibilité entre les tâches. Nous
présentons la complexité de ces différents problèmes et quelques méthodes permettant de les
résoudre.

Un chapitre de conclusion, présentant quelques perspectives intéressantes de développement
des travaux présentés ici, achève cette thèse.
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Chapitre 1

Le problème et ses applications

Ce chapitre est consacré à la présentation des problèmes traités dans cette thèse. La première
section définit, de manière concise, la gestion de production. Ceci permet de situer les problèmes
d’ordonnancement de la production, présentés dans la seconde section, au sein de la gestion d’une
entreprise. Ensuite, nous présentons les problèmes d’ordonnancement de la production traités
dans ce manuscrit. La dernière section présente l’application industrielle qui nous a incitée à
étudier ces problèmes.
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1.3.2 Les machines à traitement par batches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Chapitre 1. Le problème et ses applications

1.1 La gestion de production

La production désigne l’utilisation de ressources, en vue de créer des biens ou des services.

Lors de cette création, des matières premières (et/ou des produits semi-finis) sont transformés
en produits finis. L’objectif de toute production est de satisfaire la demande des clients avec des
produits de qualité garantie fabriqués dans les délais impartis, et ceci à moindre coût. Cette
fabrication se fait à l’aide d’un ensemble de moyens appelé système de production. Le système
de production regroupe un ensemble de ressources telles que les hommes et les machines, mais
aussi les capacités de stockage, les informations techniques. La gestion de production désigne
l’activité de gestion de l’ensemble du système de production.

L’objectif de la gestion de production est de gérer ce système de production au mieux. Les
décisions liées à cette problématique sont habituellement classées suivant 3 catégories introduites
par Anthony [13] : les décisions stratégiques, tactiques et opérationnelles. Ces décisions sont prises
à des niveaux hiérarchiques différents, avec des granularités et des horizons temporels différents.

– Les décisions stratégiques définissent la politique à long terme de l’entreprise (souvent à
plus de deux ans), ces décisions portent principalement sur le portefeuille d’activités que
l’entreprise souhaite posséder à long terme, ainsi que sur les ressources stables nécessaires
à la concrétisation de ses objectifs. Les ressources stables concernées par ces décisions sont
les hommes (compétences à posséder, hors intérim) et les machines, mais également les
informations de production contenues dans le système d’information. Ces décisions portant
sur la stratégie de l’entreprise sont prises par les dirigeants de l’entreprise (généralement
avec l’aide de quelques cadres compétents) et portent sur des centaines ou milliers d’heures
de travail par famille de produits.

– Les décisions tactiques définissent la politique à moyen terme de l’entreprise, elles portent
sur la planification de la production, c’est-à-dire la programmation prévisionnelle de la
production mensuelle (ou hebdomadaire selon l’entreprise et les types de produits) de
chaque famille de produits. Cette planification est généralement établie pour une période
allant de 6 à 18 mois. Notons que si les tournées d’approvisionnement et de distribution
sont relativement stables, alors des tournées types sont également utilisées. L’horizon de
temps étant trop court pour pouvoir effectuer des modifications conséquentes des capacités
de productions, ces décisions sont contraintes par les décisions stratégiques. Les décisions
tactiques sont du ressort des cadres.

– Les décisions opérationnelles permettent d’assurer la production au quotidien, afin de
réagir aux fluctuations de la demande et de capacité des ressources prévues ainsi qu’aux
aléas. Les décisions opérationnelles concernant la gestion de la production comprennent
la gestion des stocks et l’ordonnancement de la production, ce dernier consiste en une
affectation prévisionnelle détaillée des ressources à des tâches afin de fabriquer les produits
définis par la planification. Généralement ces décisions se prennent sur un horizon de 24, 48
voire 72 heures. En cas de systèmes productifs pilotés, il peut être nécessaire d’employer une
granularité temporelle plus fine. Même si la préparation de ces décisions est généralement
effectuée par des cadres, les décisions finales sont généralement prises par des agents de
mâıtrise ou des agents d’exécution.

Dans la suite de ce travail nous nous intéressons uniquement à l’ordonnancement de la
production, c’est-à-dire au niveau des décisions opérationnelles.
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1.2. L’ordonnancement de la production

1.2 L’ordonnancement de la production

1.2.1 Les problèmes d’ordonnancement

Ordonnancer c’est allouer les ressources à des tâches dans le but d’atteindre et/ou d’optimiser
un ou plusieurs objectifs.

Aux vues de cette définition très générale, nous remarquons que les problèmes d’ordonnance-
ment sont présents non seulement dans les décisions opérationnelles de gestion de la production
mais également dans de nombreux autres domaines. Les problématiques (et méthodes de résolu-
tion) de ces problèmes étant diverses et variées, nous séparons les problèmes d’ordonnancement
en quatre familles principales.

– Les ordonnancements temps réels sont à la base de tout système temps réel, c’est-à-dire
tout système dont le comportement s’adapte aux modifications de situations. Un problème
d’ordonnancement en temps réel est caractérisé par la connaissance des tâches uniquement
lorsqu’elles sont disponibles. Ils comportent en général deux grandes familles de tâches,
les tâches récurrentes auxquelles sont associées des fréquences et des fenêtres temporelles
à planifier, et des tâches accidentelles prioritaires. Ces problèmes sont présents dans les
systèmes embarqués, les systèmes de surveillance, l’allocation de ressources par le système
d’exploitation d’un ordinateur...

– Les ordonnancements de grille permettent d’ordonnancer les tâches dans les grilles de cal-
culs, ou systèmes distribués, c’est-à-dire tout système de calcul sur plusieurs machines avec
des fluctuations du nombre et de la qualité des machines. Un problème d’ordonnancement
de grille est donc caractérisé par des incertitudes concernant l’évolution des ressources.

– Les ordonnancements de projets permettent de planifier la réalisation de projets. Ils sont
caractérisés par un nombre relativement réduit de tâches, compensés par un grand nombre
de ressources et de contraintes. Contrairement aux deux familles de problèmes précédentes
toutes les données sont supposées connues a priori dans la phase prévisionnelle. L’ordon-
nancement de projet est utilisé lors de la planification de la construction d’ouvrages d’art
tel le viaduc de Millau, ou le tunnel sous la Manche, mais également lors du développement
de nouveaux produits (véhicules, logiciels...).

– Les ordonnancements de production, que nous considérons dans cette thèse, représentent
une partie des décisions opérationnelles de la gestion de la production. Pareillement aux
problèmes d’ordonnancement de projet, toutes les données du problème sont supposées
connues a priori, en revanche le nombre de ressources est limité et il y a beaucoup de
tâches.

Dans ces définitions relativement littéraires des problèmes d’ordonnancement, les termes
ressources, tâches et objectifs ne sont pas définis avec précision. Nous reviendrons sur ces défi-
nitions dans la section suivante, en les présentant pour les problèmes d’ordonnancement de la
production.

1.2.2 Typologie des ordonnancements de la production

A. Les tâches

Une tâche est une suite ordonnée ou non de traitements à effectuer sur une pièce ou un lot de
pièces insécables (toujours traitées ensemble). En termes plus génériques, une tâche est une entité
élémentaire de travail qui doit être exécutée sur des ressources du système de production, elle
est constituée d’un ensemble d’opérations qui consomment chacune des ressources qui peuvent
être différentes d’une opération à l’autre. Chaque opération est localisée dans le temps par des
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dates de début et de fin d’exécution et par une durée d’exécution, elle est également localisée
dans l’“espace” par les ressources qu’elle consomme et les quantités consommées. Généralement,
l’exécution d’une opération est divisée en 4 phases, la préparation (préparation ou remise en
état de certaines des ressources, par exemple le réglage des machines, le nettoyage de matières
premières, la formation des opérateurs...), la phase principale, la finition (les retouches à effectuer
sur la pièce fabriquée, le refroidissement...), et le transport (transport vers le client, vers la
prochaine machine...).

Chaque tâche est caractérisée par un ensemble d’opérations (avec la possibilité d’imposer un
ordre entre ces opérations), une date de début au plus tôt, et une date de fin souhaitée ou une
date de fin impérative. L’exécution de ces tâches peut également être contrainte, par exemple
par des contraintes de précédence, c’est-à-dire que l’exécution d’une tâche implique la fin de
l’exécution d’une ou plusieurs tâches.

B. Les Ressources

Une ressource est un moyen technique ou humain utilisé lors de la réalisation d’une opération.
La capacité d’une ressource détermine la quantité disponible de cette ressource, nous supposons
ici cette capacité constante. Une ressource est dite renouvelable (les hommes, les machines, les
capacités de stockage...) si elle est de nouveau utilisable avec la même capacité après avoir été
utilisée. Au contraire la quantité cumulée d’une ressource consommable (matières premières,
produits semi-finis, énergie, argent...) est limitée. Nous effectuons une distinction parmi les res-
sources renouvelables entre les ressources disjonctives qui ne peuvent pas exécuter plusieurs
opérations simultanément, et les ressources cumulatives qui le peuvent.

C. Les familles d’ateliers (systèmes de production)

La suite de traitements à effectuer pour une tâche, peut être découpée, éventuellement de
différentes manières, en une suite ordonnée ou non d’opérations associées chacune à une fa-
mille de machines (éventuellement réduite à un seul élément), cette suite est appelée gamme de
fabrication.

Nous définissons alors différents types d’ateliers dépendant de la manière dont l’ensemble des
machines peut-être structuré ou non par les contraintes relatives aux gammes de fabrication des
différents produits (ou tâches).

– Atelier à étage unique : Les tâches sont composées d’un seul traitement assuré par une
seule famille de machines (éventuellement réduite à un seul élément).

– Atelier de type “openshop” : Les tâches sont composées d’une suite de traitements assurés
chacun par une seule famille de machine (éventuellement réduite à un seul élément), mais
cette suite n’est pas ordonnée a priori.

– Atelier de type “jobshop’ : Les tâches sont composées d’une suite de traitements ordonnés
sur une série de famille de machines (éventuellement réduite à un seul élément), la suite
dépend du type de pièce.

– Atelier de type “flowshop” : Les tâches sont composées d’une suite de traitements assurés
chacun par une seule famille de machine (éventuellement réduite à un seul élément), la
suite ordonnée ne dépend pas de la pièce, en outre on suppose que les familles de machines
sont disjointes. On parle alors d’étages.
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D. Les critères d’évaluation

Pour compléter la définition d’un problème d’ordonnancement, l’objectif peut-être d’optimi-
ser un critère (minimisation du coût, des pénalités d’avance-retard...) ou bien d’atteindre certains
objectifs (toutes les tâches sont ordonnancées dans le mois, aucune tâche n’est en retard...) dans
ce dernier cas on dit que l’on cherche un ordonnancement admissible. Les critères d’optimisa-
tion consistent à minimiser ou maximiser une fonction objectif. Cette fonction objectif peut
dépendre de coûts, de durées (plus grande date de fin d’exécution...), du nombre de tâches en
retard, du nombre d’interruptions... Dans certains cas, il est nécessaire d’optimiser plusieurs
critères, deux possibilités s’offrent alors : pondérer les critères dans une seule fonction objectif à
optimiser, ou alors optimiser plusieurs critères simultanément à l’aide de techniques spécifiques
à l’ordonnancement multi-critères (front de Pareto...).

Un critère est dit régulier si l’avancement d’une tâche de l’ordonnancement ne peut dégrader
la valeur de ce critère d’évaluation. Dans cette thèse nous nous intéressons exclusivement aux
problèmes d’optimisation de critères réguliers simples (sans combinaison de critères).

E. Représentation graphique d’un ordonnancement

Traditionnellement les ordonnancements sont représentés à l’aide de diagrammes de Gantt,
ceux-ci développés en 1910 par H.L. Gantt [80] (qui a notamment travaillé avec F.W. Taylor)
à destination de l’ordonnancement de projet ont été adaptés à l’ordonnancement de la produc-
tion. Ce sont des diagrammes à barres où les opérations sont représentées par des segments (ou
rectangles) de longueur proportionnelle à leur durée. En ordonnancement de projet chaque acti-
vité est représentée sur une ligne qui lui est propre, alors qu’en ordonnancement de production
une ligne correspond à une ressource. La figure 1.1 présente un diagramme de Gantt pour un
problème d’ordonnancement sur un flowshop à deux étages, chaque étage possédant 2 machines.

T4 T2

T1

T1 T3 T8

T7 T6

T4

T5 T2

T5

T3 T8

T7

T6
étage 2

étage 1

Figure 1.1 – Ordonnancement d’un flowshop hybride

1.2.3 Représentation des problèmes d’ordonnancement

La typologie étant introduite, nous remarquons qu’elle permet de définir les problèmes, ce-
pendant ces définitions littéraires sont longues et complexes. C’est pourquoi les membres de la
communauté de recherche en ordonnancement ont exprimé le besoin, dans les années 70, de
définir une notation pratique (simple, logique et concise). Cette notation initiée par Conway et
al. [50], puis améliorée par Rinnoy Kan [191], Graham et al. [86] et Blazewicz et al. [21] respecti-
vement en 1967, 1976, 1979 et 1983, a été enrichie par la suite. Cette notation s’articule autour
de 3 champs α|β|γ, où α décrit le type d’atelier et les types et nombres de machines, β décrit
les caractéristiques des tâches et les contraintes qui leur sont imposées, enfin γ indique le critère
d’évaluation de l’ordonnancement.
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Ce formalisme, que nous détaillons dans la section 2.1.2, permet ainsi d’utiliser la notation
F2|rj , p2j = p|Cmax à la place d’une description littéraire de ce problème simple. Cette notation
signifie : un problème de minimisation de la plus grande date de fin d’un flowshop à deux étages
composé de machines disjonctives avec durées d’exécution identiques au second étage et existence
de dates de disponibilité différentes.

1.3 Problèmes étudiés

Les précédentes sections nous ayant permis de mieux appréhender les problèmes d’ordon-
nancement de la production, nous définissons le problème traité dans cette thèse.

1.3.1 Flowshop hybride

Pour rappel (voir 1.2.2), dans un flowshop à deux étages chaque tâche est exécutée au premier
étage, puis lorsque son exécution est terminée sur le premier étage elle est exécutée au second
étage. On parle de flowshop hybride à deux étages lorsqu’il y a plusieurs machines sur au moins
l’un des deux étages.

Dans les chapitres 3 et 4 nous considérons un atelier de type flowshop hybride à deux étages
avec des machines disjonctives sur le premier étage et des machines cumulatives sur le second
étage. Alors que dans le chapitre 5 nous considérons un atelier avec seulement un étage composé
d’une seule machine cumulative.

1.3.2 Les machines à traitement par batches

Dans la sous-section précédente nous avons mentionné la présence de machines cumulatives
dans tous les problèmes que nous considérons, ces machines sont appelées en ordonnancement
de la production machines à traitement par batches (ou lot). Notons que le terme traitement par
batches désigne deux types de traitements différents, le second type de traitement par batches
s’effectuant sur des ressources disjonctives. L’intérêt de la communauté scientifique pour ce type
de problèmes depuis une quinzaine d’années, s’explique par l’utilisation importante de traitement
par batches dans l’industrie et notamment dans les industries chimique, pharmaceutique et des
semi-conducteurs.

Après une brève introduction des problèmes de machines à traitement par batches de type
s-batch, pour lesquels les ressources sont disjonctives, nous présentons les problèmes de machines
à traitement par batches de type p-batch, avec machines cumulatives.

Machines de type s-batch

Une machine de type sum-batch ou serial-batch, notée aussi s-batch, exécute séquentiellement
une série de tâches réunies au sein d’un batch (lot). Les tâches d’un tel batch sont exécutées
l’une après l’autre sans interruption (réglages...), le réglage qui est commun à toutes ces tâches,
est réalisé avant la première tâche du batch. Généralement les tâches utilisant les même réglages
sont regroupées en famille et un batch ne peut être composé de tâches de familles différentes.
Ainsi entre des tâches d’une même famille il n’y a pas de réglage de la machine mais la machine
est réglée entre deux tâches de familles différentes.

Ce type de machines est notamment utilisé dans les processus de fabrication chimique et
pharmaceutique, ou encore les ateliers de peinture. En effet dans ces industries, tout changement
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de produit sur une châıne de production implique un nettoyage consciencieux des cuves, des
réacteurs... Les articles de Potts et van Wassenhove [188], Neumann et al. [168], Castro et al.
[32] fournissent des exemples d’utilisations industrielles de ce type de machines.

Machines de type p-batch

Une machine de typemax-batch ou parallel-batch, notée aussi p-batch, exécute plusieurs tâches
parallèlement au sein d’un batch. Toutes les tâches d’un tel batch sont exécutées simultanément.
C’est-à-dire que la durée d’exécution du batch correspond à celle de la plus grande tâche du
batch, toutes les tâches doivent être présentes dès le début du batch et ne sont pas achevées
avant la fin du batch. Généralement les machines à traitement par batches (de type p-batch)
ont une capacité finie, c’est-à-dire qu’elles ne peuvent pas traiter un nombre infini de tâches.
Cette capacité peut restreindre le nombre de tâches exécutées dans un batch, mais également
leur poids total, leur volume total...

Ce type de machines est grandement utilisé dans l’industrie des semi-conducteurs. En effet, la
fabrication de semi-conducteurs est généralement divisée en 4 phases, tout d’abord la fabrication
du circuit puis son sondage. Ensuite les circuits sont assemblés sur les cartes électroniques,
finalement le produit fini est testé. Ce test s’effectue en soumettant les cartes à différentes
températures et voltages dans un four. Lors de cette phase de test plusieurs cartes sont enfournées
simultanément, ainsi chaque four est une machine à traitement par batches (p-batch). Mathirajan
et Sivakumar [157] fournissent un état-de-l’art de l’utilisation de machines à traitement par
batches dans l’industrie de semi-conducteurs. Le problème industriel, qui nous a inspiré (section
1.4), issu de l’industrie du pneumatique, utilise également ce type de machines.

Par la suite nous abordons uniquement les machines de type p-batch, de plus afin de faciliter
la lecture nous utilisons le terme de machine à traitement par batches à la place de machine à
traitement par batches de type p-batch. Notons que l’état-de-l’art de Potts et Kovalyov [185] traite
les deux types de machines, il permet ainsi d’approfondir cette introduction à l’ordonnancement
de machines à traitement par batches de type s-batch.

1.3.3 Batches et compatibilité

La définition de machines à traitement par batches (p-batch) donnée précédemment ne per-
met pas d’interdire certaines combinaisons de tâches, or en pratique il est, par exemple, impos-
sible de cuire deux objets à des températures différentes dans un même four. C’est pourquoi cer-
taines combinaisons de tâches doivent être interdites, d’où l’intérêt d’ajouter des contraintes de
compatibilité entre les tâches. Étant donné que les caractéristiques (durée d’exécution, tempéra-
ture de cuisson, matériaux utilisés...) des tâches peuvent être extrêmement différentes, plusieurs
types de compatibilités sont utilisés. Ainsi deux tâches sont dites compatibles si elles peuvent
appartenir à un même batch, c’est-à-dire qu’elles partagent les mêmes caractéristiques. Ainsi
toutes les tâches d’un batch doivent être deux à deux compatibles. Une tâche est dite compatible
avec un batch si elle est compatible avec toutes les tâches du batch.

Nous présentons tout d’abord le cas des familles d’incompatibilité avant d’introduire les
graphes de compatibilité qui permettent de modéliser l’ensemble des contraintes de compatibilité
imaginables.
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Chapitre 1. Le problème et ses applications

Les familles d’incompatibilité

La notion de famille d’incompatibilité est la notion d’incompatibilité la plus utilisée dans
les recherches sur les machines à traitement par batches. Deux tâches de familles différentes ne
peuvent appartenir à un même batch, autrement dit une tâche n’est compatible qu’avec des
tâches de la même famille. Ce type de compatibilité très simple est transitif, c’est-à-dire que si
deux tâches sont compatibles avec une troisième tâche alors elles sont compatibles entre elles.
Or cette propriété n’est pas nécessairement vraie. Par exemple pour 3 objets dont les durées
de cuisson sont respectivement de 10, 11 et 12 minutes avec possibilité de surcuire les objets
une minute supplémentaire, le second objet peut être cuit avec le premier ou (exclusif) avec le
troisième objet, mais le premier et le troisième objet ne peuvent être cuits simultanément.

Les graphes de compatibilité

Comme leur nom l’indique les graphes de compatibilité, représentent les compatibilités à
l’aide d’un graphe. Ici la compatibilité concerne les tâches entre elles et il n’existe pas de notion de
familles de tâches. Deux tâches sont compatibles s’il existe une arête les reliant. Certains auteurs
utilisent plutôt le graphe complémentaire, où la présence d’une arête indique une incompatibilité
entre les tâches (notamment[69, 73, 178]).

La représentation des compatibilités par les graphes a l’avantage de représenter tout type
de contraintes de compatibilité, par exemple les familles d’incompatibilité sont représentées par
une clique pour chaque famille, avec aucune arête entre deux sommets de cliques distinctes.
Des graphes particuliers sont également étudiés parmi lesquels les graphes scindés, les graphes
bipartis et les graphes d’intervalles [22, 23, 24].

Rappelons qu’un Graphe d’intervalle G = (I, E) est un graphe pour lequel l’ensemble de
nœuds I = {I1, . . . , In} peut être assimilé à un ensemble d’intervalles tels que deux sommets
I1, I2 ∈ I sont adjacents dans G si et seulement si l’intersection des intervalles correspondants
à I1 et I2 n’est pas vide (c’est-à-dire I1 ∩ I2 �= ∅).

Dans cette thèse nous étudions des problèmes de machines à traitement par batches avec
compatibilité entre les tâches de type graphes d’intervalles, mais pour lesquels les intervalles
représentent les durées d’exécution des tâches. C’est-à-dire que chaque tâche possède une durée
d’exécution minimale et une durée d’exécution maximale, ainsi deux tâches sont compatibles si
elles partagent un intervalle de durées d’exécution. Les intervalles sont dits uniformes si l’ordre
des points initiaux est identique à l’ordre des points finaux. Un intervalle est dit proportionnel
si l’ordonnée de son point final est proportionnelle à celle de son point initial.

Ainsi les chapitres 3 et 4 traitent le problème de minimisation de la date de fin d’exécution
de l’ordonnancement pour un flowshop hybride à deux étages avec au second étage plusieurs
machines à traitement par batches avec compatibilité entre les intervalles de durées d’exécution
des tâches, alors que le chapitre 5 traite le problème de minimisation de critères réguliers pour
une seule machine à traitement par batches avec compatibilité entre les intervalles proportionnels
de durées d’exécution des tâches.

1.4 Application industrielle

Le problème de flowshop hybride avec machines à traitement par batches et compatibilité
entre les tâches nous a été inspiré par un problème rencontré dans l’industrie du pneumatique.
En effet la construction de pneumatiques pour véhicules et camions subit des demandes et des
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volumes de production variables d’une gamme à l’autre et dans le temps. Il est donc impossible
de dédier une châıne de production par gamme, d’où la nécessité d’utiliser un outil d’ordonnan-
cement correct.

Décrivons tout d’abord le processus de fabrication d’un pneumatique afin de comprendre le
déroulement des opérations, nous décrirons ensuite l’atelier de production relatif au problème
qui nous a inspiré. Finalement la dernière partie fait le lien entre le problème industriel et le
problème étudié dans cette thèse.

1.4.1 Processus de fabrication d’un pneu

Le processus de fabrication d’un pneumatique s’articule autour de deux phases principales :

1. Phase préparatoire :

(a) Fabrication de la gomme à partir des matières premières (caoutchoucs naturels ou
synthétiques, huiles, pigments, noir de carbone, antioxydants et autres additifs). Pour
rendre la gomme vulcanisable pour la dernière phase du cycle de production du souffre
est ajouté. À la suite de cette opération la gomme est dite productive.

(b) Fabrication des différentes couches du pneu (un pneu est composé d’une trentaine de
composants issues d’une douzaine de familles telles les bandes de roulement, les flancs,
les chapes...) par extrusion puis coupe à longueur, avec pour certains composants
ajout de fils d’aciers et de toiles (polyester, nylon, rayonne) par calandrage.

2. Phase de construction :

(a) Assemblage de tous les éléments d’un pneu (bande de roulement, flancs, ceintures...)
sur les machines de construction. Suite à cet assemblage on obtient un pneu vert ou
pneu avant vulcanisation.

(b) Cuisson du pneu vert dans des presses de vulcanisation. La durée de la vulcanisation
varie suivant le pneu vert et la dimension des pneus. Suite à cette vulcanisation à
plus de 175̊ C le pneu acquiert sa forme commerciale. Ces presses ressemblent à des
gaufriers, avec deux moules amovibles qui s’ouvrent et se ferment simultanément,
ils permettent ainsi de cuire deux pneus simultanément. Dans certains ateliers il est
possible de trouver des presses pouvant cuire jusqu’à 8 pneus simultanément.

1.4.2 Description de l’atelier de production

L’atelier de production qui nous intéresse sous-traite à d’autres usines du groupe une grande
partie de la fabrication des composants, c’est pourquoi nous ne nous intéressons pas aux deux
premières phases du processus de production.

Un pneu ne peut-être cuit avant d’être assemblé, de plus les machines sont spécialisées dans
l’exécution d’une famille d’opération, c’est-à-dire, que seules les machines d’assemblage peuvent
assembler les composants pour obtenir un pneu vert, et seuls les fours peuvent les cuire. Donc
l’atelier de production que nous considérons est de type flowshop hybride, avec au premier étage
plusieurs machines d’assemblage en parallèle, et au second étage plusieurs machines de cuisson
(presses) en parallèle (figure 1.2).

Décrivons tout d’abord l’étage d’assemblage. Un même pneu vert peut être assemblé suivant
plusieurs types de construction mais les machines ne supportent pas tous les types de construc-
tion. De plus, la durée d’assemblage d’un type de pneu vert varie d’un type de construction à
l’autre, cependant pour une construction donnée la durée d’assemblage d’un type de pneu vert
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Figure 1.2 – Étapes étudiées du système de production d’un pneu

est indépendante de la machine utilisée, à la condition que cette machine supporte le type de
construction et la taille du pneu.

L’étage de cuisson est quant-à-lui composé de presses qui sont utilisées pour vulcaniser les
pneus. Ces presses sont des machines à traitement par batches capables de vulcaniser deux pneus
simultanément avec la même durée de cuisson mais dans des moules amovibles qui peuvent être
différents. À la fin de la cuisson les pneus sont commercialisables, or le dessin de la bande de
roulement et les inscriptions sur les flancs du pneu sont gravés dans les moules, c’est pourquoi il
est impératif de cuire le pneu dans le bon moule. Les différences de dimensions entre les pneus
et les différents modes de chauffage des moules impliquent que le moule soit compatible avec
la presse. Ces contraintes, auxquelles viennent s’ajouter le nombre réduit de moules, font de
la gestion des moules une décision critique du processus d’ordonnancement, non abordée dans
cette thèse. De plus chaque pneu a une durée de cuisson minimale et une durée de cuisson
maximale dépendante de la durée de cuisson minimale, en effet un pneu peut être légèrement
surcuit (environ 4%). Comme les pneus cuits simultanément dans la même presse ont la même
durée de cuisson, ils doivent avoir une plage de durées d’exécution possibles commune.

1.4.3 Du problème industriel au problème scientifique

Le problème de flowshop hybride avec machines à traitement par batches et intervalles de
durées d’exécution compatibles étudié dans cette thèse est une simplification de ce problème
industriel. En effet, nous supposons que toutes les machines d’assemblages et toutes les presses
de vulcanisation sont identiques, que le nombre de moules est illimité et que les durées des
changements de moules sont négligeables.

L’étage d’assemblage, avec les machines disjonctives, correspond alors au premier étage du
flowshop hybride, alors que l’étage de cuisson, avec les machines à traitement par batches et les
compatibilités de durées de cuisson, correspond au second étage.
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Chapitre 2

Modèles et travaux antérieurs

L’objectif de ce chapitre est de présenter les travaux antérieurs, la première section rappelle
les notions permettant de classifier les problèmes et les méthodes de résolution. La section 2.2
présente les problèmes étudiés dans la littérature concernant les machines à traitement par
batches (p-batch), alors que la section 2.3 présente les problèmes de flowshops hybrides avec
machines classiques. Finalement la section 2.4 présente les problèmes étudiés dans la littérature
combinant flowshops et machines à traitement par batches.
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Chapitre 2. Modèles et travaux antérieurs

2.1 Classification des problèmes et méthodes de résolution

Dans cette section, nous présentons les notations que nous utilisons pour définir les différents
problèmes, ces notations définies nous détaillons la notation α|β|γ afin de nommer simplement
les problèmes étudiées antérieurement. Finalement nous classifions les principales méthodes de
résolution suivant plusieurs critères.

2.1.1 Notations des problèmes d’ordonnancement présentés

Les notations que nous présentons ici sont rappelées dans le glossaire des notations, elles
permettent de définir des problèmes d’ordonnancement sur un étage ou un flowshop hybride,
avec machines à traitement par batches.

Le problème considéré consiste à ordonnancer n tâches sur mi machines à l’étage i. Notons
que m désigne le nombre maximum de machines sur un étage (m = maximi), donc si un seul
étage possède plusieurs machines, on peut alors noter son nombre de machines m.

A. Caractéristiques des machines

La capacité des machines à traitement par batches de l’étage i est notée bi. Si la capacité est
identique pour toutes les machines à traitement par batches nous la notons b.

B. Caractéristiques des tâches

Si la durée d’exécution de la ième opération de la tâche d’indice j est imposée elle est notée
pij . Lorsque la durée d’exécution de la ième opération de la tâche d’indice j appartient à un
intervalle dans ce cas celui-ci est noté [aij , bij ], si le point final de l’intervalle dépend de son
point initial alors l’intervalle est noté [aij , (1 + αi)aij ].

La date de disponibilité au premier étage de la tâche d’indice j est notée rj . Sa date de fin
souhaitée est notée dj , si cette date de fin est impérative elle est notée d̃j . Dans le cas de machines
à traitement par batches de capacité finie, le volume des tâches n’est pas nécessairement unitaire,
le volume de la tâche d’indice j sur l’étage i est noté vij .

C. Critère d’évaluation

Le poids associé à la tâche d’indice j dans la fonction objectif est noté wj . La date de fin
d’exécution de la tâche d’indice j sur le ième étage est notée, Cij , sa date de fin d’exécution
pour l’ensemble de l’ordonnancement est notée Cj . Le retard algébrique de la tâche d’indice j
noté Lj est égal à Cj − dj alors que le retard noté Tj est égal au maximum entre 0 et Lj . Enfin
l’indicateur de retard de la tâche d’indice j est noté Uj , il est égal à 1 si la tâche d’indice j est
en retard (Cj − dj < 0), 0 sinon.

2.1.2 Classification des problèmes d’ordonnancement

Dans cette section nous introduisons les notions nécessaires à une classification des problèmes
d’ordonnancement, le premier paragraphe permet de différencier les problèmes suivant leurs
caractéristiques, et ainsi de résumer un problème suivant un formalisme établi, évitant ainsi de
nombreuses lignes d’explication. Le second paragraphe concerne la complexité de résolution de
ces problèmes.
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2.1. Classification des problèmes et méthodes de résolution

A. Classification selon la notation α|β|γ

À l’époque de la normalisation de la notation α|β|γ les problèmes d’ordonnancement de
flowshops hybrides et les problèmes d’ordonnancement de machines à traitement par batches
n’étaient pas encore étudiés, c’est pourquoi il a fallu par la suite étendre ces notations. Alors que
les notations définies dans Rinnoy Kan [191], Graham et al. [86] et Blazewicz et al. [21], rappelées
dans l’ouvrage de Blazewicz et al. [20] publié en 1994, sont utilisées par toute la communauté,
pour les machines à traitement par batches nous utilisons les notations de Brucker et al. [28]
(1998) et pour les flowshops hybrides celles introduites par Vignier [215] (1997).

Nous décrivons ici la partie de la classification utilisée tout au long de cette thèse. Pour le
reste le lecteur peut se référer à Blazewicz et al. [20].

Champ α. Ce champ spécifie les ressources utilisées, leur type, leur nombre et la manière
dont elles sont organisées. Nous décomposons ce champ en 3 sous-champs α = α1α2α3. Ainsi α1

décrit le type d’atelier, ensuite α2 est utilisé uniquement dans le cas de flowshop pour indiquer le
nombre d’étages, finalement α3 décrit le nombre de machines sur chaque étage et leurs relations.

– α1 décrit la structure de l’atelier.
– ∅ : un seul étage.
– F : flowshop.
– HF : flowshop hybride.

– α2 décrit le nombre d’étages.
– s : nombre d’étages égal à s (s ∈ N∗).

– α3 décrit le nombre de machines sur chaque étage et leurs relations. S’il n’y a qu’un étage
α3 = α1

4α
1
5α

1
6, s’il y a s étages identiques alors α3 = (αi

4α
i

5α
i

6) et si les s étages ne sont
pas identiques α3 = (α1

4α
1
5α

1
6, . . . ,α

s

4α
s

5α
s

6), enfin si tous les champs αi

4, α
i

5 et αi

6 sont vide
alors α3 l’est aussi,avec ∀i = 1, . . . , s.
αi

4 décrit le type de machines :
– ∅ : machine disjonctive.
– B : machine à traitement par batches de type p-batch.
– S : machine à traitement par batches de type s-batch.

αi

5 décrit la relation entre les machines de l’étage.
– ∅ : une seule machine ou machines identiques en parallèle si absence d’ambigüıté.
– P : machines identiques en parallèle.
– R : machines non reliées.

αi

6 décrit le nombre de machines de l’étage.
– ∅ : une seule machine, ou aucune information sur le nombre de machines.
– nb : nombre de machines égal à nb quel que soit l’instance (nb ∈ N∗).
– mi : nombre de machines égal à mi, varie d’une instance à l’autre.

Champ β. Ce champ permet quant à lui de préciser les caractéristiques des machines, et les
contraintes sur les tâches. Nous décomposons ce champs en 11 sous-champs β = β1, . . . ,β11, pour
l’ordre de ces sous-champs nous avons préféré mettre en valeur les informations “intéressantes”
pour nos problèmes plutôt que de compléter l’ordre habituel. Le premier sous-champ précise le
type de compatibilité de ces machines à traitement par batches. Le deuxième sous-champ précise
la capacité des machines à traitement par batches. Les sous-champs β3 . . .β8 représentent des
contraintes sur le type d’ordonnancement à effectuer (en ligne, attente, permutation, réglages
. . .), nous ne détaillons pas ces sous-champs ici. Enfin les derniers sous-champs expriment les
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contraintes liées aux dates d’arrivée et dates dues ainsi que sur les durées opératoires et les délais
de livraison.

– β1 précise pour les machines à traitement par p-batch le type de compatibilité. La signifi-
cation des variables de ce champs est expliquée dans la section 2.2.2.
– ∅ : toutes les tâches sont compatibles (ou absence de machines à traitement par batch).
– IF : familles incompatibles entre elles.
– G = (V ;E) : graphe quelconque.
– G = INT : graphe d’intervalles.
– Gp = INT : graphe d’intervalles de durées d’exécution.
– Gα

p = INT : graphe d’intervalles proportionnels de durées d’exécution, c’est-à-dire que
les intervalles sont de la forme [aj , (1 + α)aj ].

– GU
p = INT : graphe d’intervalles uniformes de durées d’exécution, c’est-à-dire que l’ordre

des ordonnées des points initiaux des intervalles est identique à celui des ordonnées des
points finaux.

– G = INT : complément d’un graphe d’intervalles.
– G = (S,K;E) : un graphe scindé (split graph).
– G = (S1, S2;E) : graphe biparti.
– G = SPE : autres graphes spécifiques.

– β2 précise la capacité des machines à traitement par batches.
– b � n : La capacité des machines est infinie.
– b = k : toutes les machines sont de capacité finie k, et les tâches de volume unitaire

(k = {2 . . . n− 1}).
– bm = km : les capacités des machines ne sont pas identiques, et les tâches de volume

unitaire.
– bs = ks : les capacités des machines varient selon les étages, et les tâches de volume

unitaire.
– vj : le volume des tâches n’est pas unitaire, et la capacité des machines est finie.
– sjF = sF : le volume des tâches est commun aux tâches de la famille.
– vj , b = k : le nombre et le volume de tâches sont limités.

Champ γ. Ce dernier champ indique le critère d’optimisation utilisé par le problème. Dans
cette thèse nous nous sommes limité aux critères dits réguliers, c’est-à-dire que lorsque la date
de fin d’exécution d’une tâche est avancée, alors l’ordonnancement résultant est au moins aussi
bon. Les critères d’avance-retard sont ainsi exclus de notre travail.

– fmax : le maximum d’une fonction régulière des Cj quelconque.
– Cmax : le makespan (date de fin de traitement de l’ensemble des tâches).
– Lmax : le retard algébrique maximum (négatif si toutes les tâches se terminent avant leur

date due).
– Tmax : le plus grand retard.
–

�
fj : la somme d’une fonction régulière quelconque.

–
�

Cj : la somme des dates de fin de traitement.
–

�
wjCj : la somme pondérée des dates de fin de traitement.

–
�

Tj : la somme des retards.
–

�
wjTj : la somme pondérée des retards.

–
�

Uj : le nombre de tâches en retards.
–

�
wjUj : la somme pondérée du nombre de tâches en retard.
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Notation des problèmes étudiés En appliquant cette notation le problème de minimisation
du makespan sur un flowshop hybride à deux étages avec machines à traitement par batches et
intervalles de durées d’exécution compatibles est noté HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax,
lorsque les durées d’exécution du premier étage sont identiques et les intervalles de durées d’exé-
cution sont uniformes, ce problème est noté HF2(m1, Bm2)|GU

p = INT, b = k, p1j = p|Cmax.
Enfin les problèmes de minimisation d’un critère régulier (γ) sur une machine à traitement
par batches et intervalles proportionnels de durée d’exécution compatibles sont notés B|Gα

p =
INT, b � n|γ et B|Gα

p = INT, b = k|γ selon que la capacité des machines à traitement par
batches est limitée ou non.

B. Distinction des problèmes selon leur difficulté

En accompagnement de la distinction des problèmes d’ordonnancement suivant les hypo-
thèses, les problèmes sont également discriminés en fonction de leur difficulté de résolution dans
le pire cas. Dans un premier temps nous rappelons brièvement les notions de complexité des pro-
blèmes de décision, c’est-à-dire les problèmes pour lesquels l’objectif est de répondre par “oui”
ou “non”, à la question posée sur l’instance fournie. Ensuite nous rappelons le parallèle entre la
complexité de ces problèmes de décision et celle des problèmes d’optimisation. Le formalisme
présenté ici a été introduit dans l’ouvrage de Garey et Johnson [83].

Un problème appartient à la classe P, regroupant les problèmes de décision polynomiaux,
s’il est possible de le résoudre en temps polynomial dans le pire cas. C’est-à-dire qu’il peut être
résolu par un algorithme de complexité O(nk) où k est une constante et n désigne la taille de
l’instance donnée du problème.

Un problème appartient à la classe NP, si toute réponse positive (accompagné de son certi-
ficat) peut-être vérifiée à l’aide d’un algorithme polynomial. Remarquons que P ⊆ NP , en re-
vanche même si la grande majorité de la communauté scientifique pense que l’assertion P = NP
est fausse, elle n’a jamais été infirmée. Cependant nous souhaitons utiliser les notions de com-
plexité des problèmes (dans le pire cas) des problèmes afin de pouvoir dire qu’un problème est
plus difficile à résoudre qu’un autre, ou que deux problèmes sont équivalents.

Le problème P1 est une réduction polynomiale du problème P2 s’il existe une fonction
polynomiale f qui transforme toute instance du problème P2 en une instance du problème P1
de telle manière que si la réponse au problème P2 est positive pour l’instance d’origine, la réponse
au problème P1 pour l’instance transformée est également positive, et inversement.

Une classe d’équivalence est une classe dans laquelle tous les problèmes sont des réductions
l’un de l’autre. Ainsi la classe P est la plus petite classe d’équivalence des problèmes “faciles” à
résoudre en terme de complexité. La classe des problèmes NP-complets décrit une autre classe
d’équivalence qui contient les problèmes les plus “difficiles” de NP. C’est-à-dire que si un seul
problème de cette classe était résolu exactement en temps polynomial alors P = NP . À l’opposé
si un de ces problèmes était prouvé non résoluble en un temps polynomial alors aucun de ces
problèmes ne serait résoluble polynomialement et P �= NP .

Cette catégorie des problèmes NP-complets nécessite d’être affinée, en effet elle regroupe des
problèmes NP-complets qui peuvent être résolus par des algorithmes pseudo-polynomiaux (c’est-
à-dire polynomiaux en fonction de la valeur maximale des données des instances) alors que pour
d’autres problèmes appartenant à NP ceci est impossible. Ainsi alors qu’il existe des algorithmes
pseudo-polynomiaux pour résoudre les problèmes NP-complets au sens faible, si P �= NP il
n’existe pas de tels algorithmes pour résoudre les problèmes NP-complets au sens fort. Notons
que la classe d’équivalence des problèmes NP-complets au sens fort est basée sur les réductions
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pseudo-polynomiales à la place des réductions polynomiales des problèmes NP-complets au sens
ordinaire.

En ordonnancement les problèmes utilisés sont généralement des problèmes d’optimisation,
ceux de décisions sont relativement rares, c’est pourquoi il est nécessaire d’adapter ces notions
aux problèmes d’optimisation. Un problème de décision est associé à un problème d’optimisation
par exemple en fixant une borne, la décision est alors “existe-t’il une solution telle que la valeur
du critère est inférieure à une valeur donnée ?”. Nous avons alors les catégories de problèmes
suivantes :

– Polynomial : peut être résolu polynomialement (Problème de décision polynomial).
– NP-difficile : NP-difficile au sens faible ou au sens fort (Problème de décision NP-complet).
– Ouvert : complexité non encore démontrée.

2.1.3 Classification de méthodes de résolution

Il existe de nombreuses méthodes pour résoudre des problèmes d’optimisation, c’est pour-
quoi il est primordial de définir des critères permettant de lister les avantages et inconvénients
des différentes méthodes. L’objectif de cette section est double, en effet nous souhaitons à la
fois décrire les principales méthodes de résolution et quelques unes de leurs variantes, tout en
introduisant des codes permettant de décrire rapidement les méthodes utilisées dans les travaux
antérieurs. Dans un premier temps nous présentons les différentes distinctions, selon la qualité de
la solution, la durée d’exécution et la nature de la méthode. Puis nous présentons les principales
familles de méthodes et leurs classifications.

A. Classification selon la qualité de la solution obtenue

Résoudre des problèmes NP-difficiles de grande taille nécessite des concessions sur la qualité
de la solution. Ainsi nous discriminons les méthodes en fonction de l’écart maximal par rapport
à la solution optimale qu’elles garantissent ou non.

Performance non garantie. La qualité de certaines méthodes n’est pas garantie analytique-
ment, c’est-à-dire que seule une comparaison avec la borne inférieure, suite à l’exécution de la
méthode, permet d’estimer l’écart entre la solution obtenue et la solution optimale. Le principal
problème de ce type de méthodes est qu’il n’est pas possible de borner cet écart avant l’exécution
de l’algorithme, en revanche en pratique elles peuvent fournir des solutions proches de l’optimum
pour des problèmes de tailles conséquentes.

Performance garantie. Les méthodes avec performance garantie permettent de garantir ana-
lytiquement un certain écart par rapport à la solution optimale. Les méthodes exactes sont des
méthodes à performance garantie (avec un écart nul) ces méthodes exactes peuvent être éga-
lement interrompues lorsque l’écart entre la solution obtenue et la borne inférieure est limité
afin d’obtenir des méthodes avec performance garantie. Certaines méthodes approchées de type
constructif sont également à performance garantie, quand l’erreur totale entrâınée par les diffé-
rentes approximations est bornée.

B. Classification selon la complexité de l’algorithme, et/ou le contrôle de son arrêt

La classification selon la qualité de la solution fournie par les algorithmes n’est pas suffisante,
en effet l’énumération de toutes les solutions réalisables est possible quel que soit le problème
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d’optimisation discrète considéré. Or cette méthode garantit d’obtenir une solution optimale,
ainsi en considérant uniquement le critère de la qualité de la solution obtenue, aucune méthode
n’est plus intéressante que l’énumération de toutes les solutions. Le problème d’une telle énumé-
ration est que pour des instances de tailles conséquentes d’un problème NP-difficile au sens fort
elles peuvent nécessiter un temps d’exécution de plusieurs siècles sur un processeur de dernière
génération.

C’est pourquoi en complément de la classification selon la qualité de la solution obtenue les
méthodes sont aussi classifiées selon leur complexité et/ou le contrôle de leur arrêt.

La complexité d’un algorithme consiste à donner l’ordre de grandeur du nombre d’opérations
unitaires à effectuer pour résoudre un problème de taille donnée. Généralement la taille d’un
problème d’ordonnancement est en O(n), où n est son nombre de tâches. D’où les grandes
familles de complexité des algorithmes :

– Algorithme polynomial, la complexité de l’algorithme est polynomiale par rapport à la taille
de l’instance. Si la taille de l’instance est en O(n) alors la complexité d’un tel algorithme
est en O(nP ) où P est un entier commun à toutes les instances du problème.

– Algorithme pseudo-polynomial, la complexité de l’algorithme est pseudo-polynomiale par
rapport à la taille de l’instance. Si la taille de l’instance est en O(n) alors la complexité d’un
tel algorithme est en O(nf(t)) où f(t) est une fonction polynomiale d’une caractéristique
de l’instance (différente de la taille) cette caractéristique peut être la plus grande valeur,
la capacité des batches...

– Algorithme exponentiel, la complexité de l’algorithme est exponentielle par rapport à la
taille de l’instance. Si la taille de l’instance est en O(n) alors la complexité d’un tel algo-
rithme est en O(2n).

Un algorithme est dit à “fin” contrôlée, si son critère d’arrêt peut ne pas dépendre de la
solution obtenue. En général ce critère d’arrêt est utilisé pour des méthodes dont la durée d’exé-
cution risque d’être trop importante. Dans ce cas, après s secondes, ou m itérations l’algorithme
est stoppé même s’il n’a pas obtenu une solution optimale, et vérifié l’optimalité de celle-ci.

C. Classification selon le schéma général de l’algorithme

Les méthodes peuvent également être classées selon leur schéma de résolution, certaines
méthodes sont constructives, d’autres améliorantes, et enfin les dernières seront mixtes.

Constructives. Une méthode est dite constructive si elle complète des solutions partielles
jusqu’à obtention d’une solution complète. C’est-à-dire que la méthode consiste à prendre une
série de décision non modifiables.

Améliorantes. Une méthode est dite améliorante si elle génère des solutions totales puis les
modifient afin de les améliorer. C’est-à-dire que la méthode consiste à créer des solutions, puis
à améliorer ces solutions.

Mixtes. Une méthode mixte combine ces deux méthodes, par exemple en créant intelligem-
ment une solution puis en l’améliorant.

D. Principales méthodes

Nous présentons ici, rapidement, les différentes méthodes de résolution utilisées dans la lit-
tératures pour résoudre les problèmes d’optimisation. Nous commençons par présenter les mé-
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thodes par construction, les plus simples, avant de présenter les méthodes arborescentes puis
les méthodes par exploration itérative de l’espace de solution. Les dernières méthodes présen-
tées sont les méthodes hybrides, combinant plusieurs types de méthodes. Finalement le tableau
2.1, présente les notations de ces méthodes utilisées dans les tableaux présentant les travaux
antérieurs.

Les méthodes par construction

Appelées généralementHeuristiques, elles produisent des solutions admissibles en partant
d’une solution initiale vide qui est complétée à chaque étape jusqu’à l’obtention d’une solution
complète. Aucune décision ne peut-être remise en cause par la suite. L’avantage de ce type de
méthode est que l’exécution d’une heuristique est très rapide, et sa mise en place est très simple.
En revanche les décisions prises à chaque étape consistent à prendre la meilleure décision pour
l’objet ajouté sans tenir compte de ses conséquences sur les décisions restantes. Les heuristiques
sont donc des méthodes constructives généralement de complexité polynomiale. En effet, la
complexité dépend de l’algorithme qui cherche la meilleure décision locale. Certaines heuristiques
possèdent également une garantie de performance.

Les méthodes arborescentes

Les Procédures par Séparation Évaluation (PSE ou B&B : Branch & Bound en

anglais) résolvent optimalement des problèmes NP-difficiles en testant implicitement toutes
les solutions réalisables, cette méthode est représentée à l’aide d’un arbre de recherche pour
lequel chaque nœud correspond à un sous-problème. La racine de l’arbre correspond au problème
d’origine. Il y a ainsi autant d’enfants qu’il existe de valeurs distinctes pour l’objet pour lequel on
prend la décision. Cette phase est dite de séparation. Dans le but de limiter le nombre de nœuds
à explorer, la capacité de chaque nœud à obtenir une solution optimale est testée, soit la phase
dite d’évaluation. Pour un problème de minimisation, si toutes les bornes inférieures du sous-
problème sont strictement inférieures à la meilleure solution obtenue, alors le sous-problème peut
fournir une solution optimale. Dans ce cas le nœud correspondant à ce sous-problème est exploré
de la même manière que son parent. Dans le cas contraire le sous-problème ne peut fournir une
meilleure solution que la meilleure solution déjà obtenue, il est donc inutile d’explorer le nœud
correspondant à ce sous-problème. Les sous-problèmes intéressants sont séparés tant qu’ils ne
peuvent être résolus optimalement à l’aide d’une méthode polynomiale ou pseudo-polynomiale.
Ainsi une PSE classique est une méthode exacte de type constructif dont le temps de calcul est
exponentiel.

La programmation linéaire en nombres entiers nécessite de modéliser le problème
étudié sous forme de programme linéaire en nombres entiers afin de le résoudre à l’aide d’une
PSE en évaluant les nœuds avec l’algorithme du simplexe ou une méthode de points intérieurs
pour les gros problèmes, puis en séparant à l’aide de différentes coupes... Il est ainsi possible
d’utiliser les outils de résolution de la programmation linéaire, par exemple des solveurs libres
comme SYMPHONY ou OpenOpt ou commerciaux comme ILOG CPLEX ou X-Press-MP pour
les plus connus. Les méthodes utilisant la programmation linéaire en nombres entiers sont ainsi
exactes avec une durée d’exécution exponentielle.

La durée d’exécution d’une PSE étant généralement trop importante pour la dérouler entiè-
rement, des méthodes dérivées ont été développées, la plus simple que nous utilisons dans le
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chapitre 3, la PSE interrompue stoppe l’exécution de la PSE après un certain temps d’exécution
(dans notre cas 10 minutes). La méthode arborescente à nombres de descendants bornés limite
le nombre de descendants explorés pour chaque nœud, par exemple en explorant seulement les
2 meilleurs descendants de chaque nœud. Enfin le Beam search consiste à limiter le nombre
de nœuds explorés à chaque niveau de l’arborescence, en prenant par exemple les 50 ou 100
meilleurs nœuds de chaque niveau. Ces trois méthodes ont l’avantage d’être à fin contrôlée, elles
perdent cependant leur garantie d’optimalité, hormis la PSE interrompue si elle se termine dans
les temps.

La Programmation Dynamique fixe séquentiellement la valeur des différentes inconnues.
La caractéristique essentielle, à l’application d’une méthode de programmation dynamique, est
que l’on arrive à définir des familles de sous-problèmes de telle sorte que chaque sous-problème,
inclus dans un problème plus général, soit résolu optimalement grâce à la résolution optimale
de ses propres sous-problèmes. Les méthodes utilisant la programmation dynamique sont des
méthodes constructives exactes dont le temps de calcul est en général pseudo-polynomial (voir
polynomial), dans certains cas le temps de calcul peut être exponentiel.

Dans le cas où le temps de calcul de l’algorithme de programmation dynamique est expo-
nentiel, il est possible d’effectuer des résolutions approchées des sous-problèmes en limitant, par
exemple les valeurs possibles des inconnues, dans ce cas on parle de programmation dynamique
maillée. L’algorithme de programmation dynamique maillé ne fournit pas une solution exacte,
en revanche il peut être polynomial ou pseudo-polynomial, et peut également avoir une garantie
de performance.

Les méthodes d’exploration itérative de l’espace des solutions

Le voisinage est une notion générique qui regroupe les méthodes explorant le voisinage de
solutions admissibles pour y chercher, si possible, de meilleures solutions. Dans les problèmes
d’ordonnancement le voisinage d’une solution σ comprend généralement toutes les solutions
admissibles atteignables à partir de σ en modifiant légèrement l’ordonnancement. Par exemple
l’inversion de deux tâches dans une solution fournit un voisin de la solution d’origine. Ces
méthodes sont améliorantes et sont à fin contrôlée. Généralement, elles ne fournissent aucune
garantie de performance, et leur complexité n’est pas bornée a priori. Parmi les méthodes de
voisinage, nous distinguons les plus connues, le recuit simulé et la recherche tabou. Dans nos
tableaux récapitulatifs, lorsqu’une méthode de voisinage utilise une stratégie différente nous la
notons voisinage.

Le recuit simulé est inspiré d’un algorithme permettant de simuler la stabilisation ther-
mique d’un système physique instable. On génère un voisin, s’il est meilleur alors il est accepté,
sinon il est accepté ou rejeté en fonction d’une certaine probabilité qui dépend de la détérioration
et d’un paramètre t correspondant à la température. Un schéma de refroidissement précis permet
de faire décrôıtre la température, généralement elle est modifiée après un certain nombre d’ité-
rations à température constante. L’algorithme s’arrête lorsqu’aucune solution n’a été acceptée
durant un cycle complet d’itérations à température constante.

La recherche tabou est une méthode de descente évoluée. Dans sa première version, elle
consiste à aller vers le meilleur voisin qui n’a pas été visité durant les T dernières itérations
(T peut être suffisamment grand pour contenir toutes les solutions déjà visitées). Les dernières
versions interdisent plutôt l’inverse des N dernières modifications utilisées pour modifier la
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Chapitre 2. Modèles et travaux antérieurs

solution. L’algorithme est arrêté après un certain nombre d’itérations (ou certain temps) sans
amélioration de la meilleure solution.

Les approches évolutionnaires s’inspirent de phénomènes naturels. Elles consistent à mo-
difier un ensemble de solutions (population) pour qu’il contienne de bonnes solutions. Après
avoir construit une population initiale, aléatoirement ou à l’aide de méthodes constructives, la
méthode tente d’améliorer la qualité moyenne de la population à l’aide des principes de l’évolu-
tion naturelle. Chaque itération (cycle) d’une méthode évolutionnaire est composée d’une phase
de coopération durant laquelle les solutions courantes sont comparées puis combinées. Durant la
deuxième phase dite d’adaptation individuelle, chaque solution est améliorée indépendamment
des autres. La dernière phase est une phase de séelection, qui permet de limiter la taille de la
population. À l’instar des méthodes par voisinage il existe plusieurs stratégies présentées dans
[152] tels les algorithmes génétiques, les méthodes de recherche distribuées (Scatter Search en
anglais) et l’algorithme de la fourmi (ACO). À l’instar des méthodes par voisinage,en général,
les approches évolutionnaires ne fournissent aucune garantie de performance et leur complexité
est non bornée, d’où la nécessité d’un contrôle de la fin.

Notons que toute méthode itérative fournit la meilleure solution admissible qu’elle a réussi à
construire.

Les méthodes hybrides

Les méthodes hybrides combinent les méthodes que nous avons introduites précédemment.
Elles consistent par exemple en la création de solutions initiales à l’aide d’une heuristique, cette
solution représentant le point de départ d’un algorithme de recuit simulé. Dans les tableaux
récapitulatifs que nous présentons par la suite, nous préférons classifier ces méthodes hybrides
par la méthode simple dominante.

Les schémas d’approximation polynomiaux (PTAS : Polynomial Time Approxima-

tion Scheme) fournissent, pour un paramètre � > 0, une solution en temps polynomial par
rapport à la taille de l’instance, mais la qualité de la solution dépend de la valeur du paramètre
�. C’est-à-dire que la solution obtenue est au plus éloignée d’un facteur � de la valeur optimale.
Les techniques utilisées pour obtenir une telle méthode sont diverses et variées [2, 153, 169]. Les
schémas d’approximation polynomiaux sont des méthodes hybrides à performance garantie dont
la durée d’exécution est polynomiale par rapport à la taille de l’instance. Cependant cette durée
d’exécution est dépendante de �, elle peut être exponentielle par rapport à 1/� et donc exploser
lorsque � tend vers 0.

2.2 Machines à traitement par batch

Dans cette section nous présentons les travaux antérieurs sur les problèmes de machines à
traitement par batches (de type p-batch) avec un étage unique. La première partie traite les
problèmes sans contraintes de compatibilités entre les tâches d’un batch. Dans la seconde partie,
nous présentons différents types de compatibilité entre les tâches d’un même batch. Pour chaque
partie nous commençons par les problèmes à une machine avant d’aborder les problèmes avec
machines parallèles.
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Méthode Notation

Heuristique
Heuristique

(ou complexité si exacte)

Procédure Par Séparation Évaluation PSE
Programmation Linéaire en Nombres Entiers PLNE

Programmation Dynamique Dynamique (ou PD)
Voisinage Voisinage

Recuit simulé Recuit simulé
Recherche tabou Tabou

Approche évolutionnaire Évolutionnaire
Schéma d’approximation polynomial PTAS

Table 2.1 – Résumé des notations des méthodes utilisées dans l’état-de-l’art.

2.2.1 Problèmes sans contraintes de compatitibilité

Dans cette section nous différencions les résultats concernant les problèmes d’ordonnance-
ment avec dates de disponibilité, et ceux ne les prenant pas en compte. Ensuite nous présentons
les principaux résultats concernant des cas particuliers, et enfin des machines parallèles.

La complexité des problèmes n’étant pas la même en fonction des capacités de la machine
à traitement par batches nous les abordons séparément. Ainsi nous commençons par le cas le
plus simple, la machine à capacité infinie notée b � n, c’est-à-dire qu’un batch peut contenir
toutes les tâches. Ensuite nous traitons le cas des machines avec une capacité finie noté b = k, le
dernier cas traité en tant que cas particulier est le cas où l’on limite le volume total des tâches
avec des tâches dont le volume n’est pas unitaire, ce cas est noté vj . Limiter le nombre de tâches
équivaut à limiter le volume du batch avec des tâches de volumes unitaires.

A. Sans dates de disponibilité (une machine)

Brucker et al. [28] présentent la complexité des problèmes d’ordonnancement d’une machine
à traitement par batches pour les critères réguliers, c’est pourquoi nous rappelons ici principa-
lement ces résultats sous forme de tableaux récapitulatifs. À défaut de mention contradictoire,
les résultats obtenues dans les tableaux suivant proviennent des travaux de Brucker et al. [28].
La partie de l’état de l’art de Potts et Kovalyov [185] concernant les machines de type p-batch
résume ces résultats. Étant donné que Brucker et al. [28] ne présentent pas de problèmes avec
volumes de tâches non unitaires, nous résumons les recherches portant sur ces problèmes dans
la section 2.2.1.

Le tableau 2.2 présente les résultats de complexité de problèmes d’ordonnancement sur une
machine à traitement par batch de type p-batch, avec capacité infinie. C’est-à-dire que b � n de
manière que la machine puisse exécuter toutes les tâches en parallèle.

Le tableau 2.3 présente quant à lui les résultats de complexité sur une machine à traitement
par batches à capacité finie(b = k). C’est-à-dire que b < n ainsi la machine ne peut exécuter
toutes les tâches dans un même batch. Afin de comparer le surcrôıt de complexité entrâıné par
le traitement par batches nous rappelons la complexité des problèmes avec capacité unitaire,
c’est-à-dire le cas des machines discrètes. Notons que les problèmes avec capacité infinie peuvent
être moins difficile à résoudre que leurs équivalents à capacité finie.
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Fonction
Complexité Méthode de résolution

objectif

fmax Polynomial
Cmax Polynomial O(n)
Lmax Polynomial O(n2)

�
n

j=1 fj NP-difficile au sens faible
Programmation dynamique

O(n2P )*�
n

j=1Cj Polynomial O(n log n)�
n

j=1wjCj Polynomial O(n log n)
�

n

j=1 Tj

NP-difficile au sens faible Programmation dynamique
[151] O(n2P )

�
n

j=1wjTj NP-difficile au sens faible
Programmation dynamique

O(n2P )�
n

j=1 Uj Polynomial O(n3)
�

n

j=1wjUj NP-difficile au sens faible
Programmation dynamique

O(n2P )

*P =
�

n

j=1 pj

Table 2.2 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches, avec capacité
infinie, sans date de disponibilité (B|b � n|f).

Fonction Complexité
Méthode de résolution

objectif b = 1 b � 2

fmax O(n2) NP-difficile au sens fort
Cmax O(n) Polynomial min{O(n log n), O(n2/b)}
Lmax O(n log n) NP-difficile au sens fort�

fj NP-difficile au sens fort NP-difficile au sens fort

�
Cj O(n log n) Ouvert

O(nb(b−1)) [28] (PD)
O(h3bh+1)* [34] (PD)

PSE [33, 66]
Heuristique [33, 66, 107]

PTAS [29]
�

wjCj O(n log n) Ouvert
PSE [211]

Heuristique [211]
�

Tj

O(n4P )**
NP-difficile au sens fort

NP-difficile au sens faible�
wjTj NP-difficile au sens fort NP-difficile au sens fort�
Uj O(n log n) NP-difficile au sens fort

�
wjUj

O(nP )
NP-difficile au sens fort

NP-difficile au sens faible

* h indique le nombre de durées d’exécution distinctes
**P =

�
n

j=1 pj

Table 2.3 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches, avec capacité
finie, sans date de disponibilité (B|b = k|f).

24
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B. Avec dates de disponibilité (une machine)

Contrairement aux problèmes sans dates de disponibilité il n’existe pas d’article étudiant
tous les critères réguliers à la manière des travaux de Brucker et al. [28]. Le tableau 2.4 présente
les résultats de complexité de problèmes d’ordonnancement sur une machine à traitement par
batch de type p-batch, avec capacité infinie (b � n) et dates de disponibilité (rj).

Type Complexité Méthode de résolution Référence

fmax NP-difficile au sens faible O(n4p3)* [151]
Cmax Polynomial[183] O(n log n) [183]

Lmax NP-difficile[41]
Heuristique [150]

O(nt(n+ t log n)(1 + n

t
)t)** [41]

PTAS [17]�
fj NP-difficile au sens faible O(n4p3)* [151]�
Cj Ouvert PTAS [58]�

wjCj NP-difficile au sens faible [58] PTAS [60, 147]

*p = maxj{rj}+
�

j
pj

**rj ∈ {r1, . . . , rm} , pj ∈ {p1, . . . , ph} , dj ∈ {d1, . . . , dg} : t = min{m,h, g}

Table 2.4 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches avec dates de
disponibilité et capacité infinie (B|b � n, rj |f).

Le tableau 2.5 présente quant-à-lui les résultats de complexité de problèmes d’ordonnance-
ment sur une machine à traitement par batch de type p-batch, avec capacité finie (b = k) et
dates de disponibilité (rj).

Type Complexité Méthode de résolution Référence

Cmax NP-difficile au sens fort

PSE [199]
Heuristique [137, 150, 199]

PTAS [59]
O(nk(bPmaxPsum)k−1) [59]
O(nck(

�
pj)k−1)* [150]

Dynamique** [200]

Lmax

NP-difficile au sens fort Heuristique [210]
[180] Évolutionnaire [218, 45]

Tmax NP-difficile au sens fort[138] Heuristique [89]�
Cj NP-difficile au sens fort PTAS [57]�

wjCj NP-difficile au sens fort PTAS [147]�
Tj NP-difficile au sens fort [89]�
Uj NP-difficile au sens fort [138] Heuristique [89]

*k le nombre de dates de disponibilité distinctes et c une constante
**Familles de même durées

Table 2.5 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches avec dates de
disponibilité et capacité finie (B|b = k, rj |f).
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Chapitre 2. Modèles et travaux antérieurs

C. Cas particuliers (une machine)

Dans cette section nous présentons des cas particuliers de problème d’ordonnancement d’une
machine à traitement par batches de capacité finie ou infinie (b = k ou b � n).

Le tableau 2.6 présente les problèmes d’ordonnancement avec une machine à traitement
par batches et restrictions sur les durées d’exécution, dates de disponibilité et de dates de fin
souhaitées. Le premier problème (B|b = k, d̃j |Cmax) introduit des dates de fin impératives pour la
minimisation du makespan avec une machine à capacité finie. Ensuite les trois blocs de problèmes
limitent le nombre de durées d’exécution ou le nombre de dates de disponibilité différentes. Les
derniers problèmes de ce tableau possèdent des durées d’exécution et (ou) dates de disponibilité
et (ou) dates de fin souhaitées en bonne concordance.

On dit que les tâches d’un problème sont en bonne concordance, ou accordables (agreeable en
anglais) suivant plusieurs critères si trier les tâches suivant un critère les trie également suivant
les autres critères. Par exemple si les tâches sont accordables suivant leurs dates de disponibilité
et leurs dates de fin souhaitées, les trier par dates de disponibilité croissantes les trie par la même
occasion par dates de fin souhaitées croissantes. Dans le cas de tâches accordables, la mention
avec xj � yj � . . . est ajoutée suite à la notation de α|β|γ, où xj et yj représentent les critères
concordants.

Le tableau 2.7 présente les problèmes d’ordonnancement sur une machine à traitement par
batches, sans compatibilité entre les tâches mais avec des contraintes de précédence, des ordon-
nancements en ligne ainsi que le cas d’intervalles d’indisponibilité de la machine.
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2.2. Machines à traitement par batch

Type Complexité Méthode Référence

B|b = k, d̃j |Cmax Polynomial min{O(n log n), O(n2/b)} [28]

B|b = 2, pjF = pF |
�

Cj Polynomial O(F 2) [107]

B|b = k, pj = p|Tmax Polynomial O(n log n) [136]

B|b = k, pj = p|
�

Uj Polynomial O(n log n) [136]

B|b = k, rj , pj = p|Cmax Polynomial O(n) [109]

B|b = k, rj , pj = p|
�

Cj Polynomial O(n3) [85, 219]

B|b � n, rj , pj = p|
�

wjCj Polynomial O(n3) [60]

B|b � n, rj |
�

wjCj

[60]avec rj ∈ {0, r} Polynomial O(n2 log n)

avec rj ∈ {r1, . . . , rk} NP-difficile au sens faible O(2knk n log n)

avec pj ∈ {p1, . . . , pk} NP-difficile

B|b = k|Tmax Polynomial O(bn log(nmaxj{pj})) [136]
avec pj � dj �
B|b = k|

�
Tj NP-difficile au sens faible Dynamique [148]

avec pj � dj �
B|b = k|

�
wjTj NP-difficile au sens fort [132]

avec pj � dj �
B|b = k|

�
Uj Polynomial O(bn2) [136]

avec pj � dj �
B|b = k|

�
wjUj NP-difficile au sens faible Dynamique [148]

avec pj � dj �
B|b � n, rj |Lmax

avec pj � dj � NP-difficile [41]

avec rj � dj � Polynomial O(n2) [41]

B|b = k, rj |Tmax

avec rj � dj � NP-difficile au sens fort
[138]

avec rj � pj � dj � Polynomial O(n log
�

pj)

B|b = k, rj |
�

Uj

avec rj � pj � dj � Polynomial O(bn2)
[138]

avec rj � dj � NP-difficile

B|b = k, rj |NT
NP-difficile [138]

avec rj � dj �
B|b = k, rj , pj = p|Lmax Polynomial O(n3) [219]

avec rj � dj �
B|b = k, rj , pj = p|Tmax Polynomial O(bn log((n− 1)p)) [136]

avec rj � dj �
B|b = k, rj , pj = p|

�
j Uj Polynomial O(bn2) [136]

avec rj � dj �
B|b = k, rj , pj = p, d̃j |Cmax Polynomial O(n2) [109]

avec rj � dj �

Table 2.6 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches avec restriction
sur les durées d’exécution et dates dues.
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Chapitre 2. Modèles et travaux antérieurs

Type Complexité Méthode Référence

B|b � n, prec, rj , pj = 1|f Polynomial O(n2) [44]

B|b � n, prec, rj , pj = p|Cmax Polynomial O(n2) [44]

B|b � n, prec, rj , pj = p|
�

wjCj Ouvert Heuristique [44]

B|b � n, prec, rj , pj = p|f Ouvert Heuristique [44]

B|b � n, prec|f NP-difficile au sens fort [42]

B|b � n, chains|Cmax NP-difficile au sens fort [42]

avec pj � prec � Polynomial O(n2) [42]

B|b � n, chains|
�

Cj NP-difficile au sens fort [42]

B|b � n, online|Cmax NP-difficile [59, 181, 190, 227]

B|b � n, online, restart|Cmax NP-difficile [77]

B|b � n, online, restartlimit|Cmax NP-difficile [79]

B|b = k, online|Cmax NP-difficile [182, 227]

B|b = k, online, pj = p|
�

Cj NP-difficile [75]

B|b � n, online|
�

wjCj NP-difficile [38]

B|b = k, online|
�

wjCj NP-difficile [38]

B|b � n, FB|Lmax � 0 Polynomial O(n2kINT ) * [224]

B|b � n, FB|fmax Polynomial [224]

B|b � n, FB|Cmax Polynomial O(n2kINT ) * [224]

B|b � n, FB|
�

wjCj Ouvert [224]

B|b � n, FB|
�

Uj Polynomial O(n4kINT ) * [224]

B|b � n, FB|
�

fj Ouvert Pseudo-polynomial [224]

*kINT nombre d’intervalles interdits

Table 2.7 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches (cas particuliers)
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2.2. Machines à traitement par batch

D. Volumes variables

Dans le tableau 2.8 nous supposons que la capacité des batches est limitée, mais contrairement
à la section précédente le volume des tâches n’est pas unitaire. Ce type de capacité peut être
utilisé par exemple lorsque la contenance des batches est limitée par un volume ou un poids
total. Ces volumes non-unitaires entrâınent un surcrôıt de complexité non négligeable, ainsi
alors que le problème B|b = k|Cmax est polynomial [28], le même problème avec volumes non-
identiques (B|vj |Cmax) est NP-difficile au sens fort [209]. Ce dernier problème a été l’objet
de nombreuses recherches utilisant tous types de méthode de résolution. Hormis les habituels
problèmes avec durées d’exécution constantes nous présentons également deux cas particuliers.
Le problème B|vj , b = k|Cmax est un problème de minimisation du makespan sur une machine
à traitement par batches de capacité limités en volume et en nombre de tâches. Le second
problème cas particulier, le problème B|vj , pj = αvj |Cmax permet de traiter des tâches dont la
durée d’exécution dépend du volume ou du poids.

Type Complexité Méthode Référence

B|vj |Cmax NP-difficile au sens fort

Heuristique [67, 117, 209, 226]
PSE [65, 209]

Recuit simulé [160]
Dynamique [47]

Évolutionnaire [39, 119, 231]
PTAS [229]

B|vj , b = k|Cmax NP-difficile au sens fort Recuit simulé [54]

B|vj , rj |Cmax NP-difficile au sens fort

Heuristique [139, 217]
PTAS [193]

Voisinage [217]

Évolutionnaire [48]

B|vj , pj = p|Cmax NP-difficile au sens fort [209]

B|vj , pj = αvj |Cmax NP-difficile PTAS [228]

B|vj , rj |
�

Fj NP-difficile au sens fort PLNE [35]

B|vj |
�

Cj NP-difficile Heurisitque [113, 209]

B|vj , rj |
�

Cj NP-difficile Heuristique [37]

B|vj |
�

wjCj NP-difficile PSE [15]

B|vj , rj |
�

wjTj NP-difficile Évolutionnaire [49]

Table 2.8 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches avec volumes
des tâches variables (vj)
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Chapitre 2. Modèles et travaux antérieurs

E. Machines parallèles

Le tableau 2.9 présente les problèmes de machines parallèles à traitement par batches de
caractéristiques présentées précédemment. Les notations sont identiques à celles des problèmes
précédents, en revanche lorsque les durées d’exécution sont identiques sur toutes les machines,
mais que les capacités varient d’une machine à l’autre, nous considérons que les machines sont
identiques (Bm) mais la capacité est noté (bm = km).

Type Complexité Méthode Référence

Bm|b = k|
�

Cj Ouvert Heuristique [33]

Bm|b = k, pjF = pF |
�

Cj Ouvert
O(F 23m)

[107]
Heuristique

Bm|b = k, rj |Cmax
NP-difficile Heuristique [136]
au sens fort PTAS [140]

Bm|b = k, rj |Lmax
NP-difficile Heuristique [136]
au sens fort PTAS [149]

avec pj � dj � NP-difficile Heuristique [136]

Bm|vj |Cmax NP-difficile
Évolutionnaire [52, 118, 128]
Heuristique [51]
Recuit simulé [36]

Bm|bm = km|Cmax NP-difficile Évolutionnaire [192]

Bm|bm = km, vj |Cmax NP-difficile Heuristique [159]

BR|b = k|Cmax
NP-difficile

Heuristique [225]
au sens fort

avec pmj � pm�j �
NP-difficile

PTAS [230]
au sens fort

B2|b � n, online|Cmax NP-difficile [170]

Bm|b � n, online|Cmax NP-difficile [227]

Bm|b = k, online, pj = p|
�

Cj NP-difficile [76]

Bm|vj , onlineinfo, pjF = pF |
�

Cj NP-difficile [212]

Bm|b = k, online|
�

wjCj NP-difficile [225]

Table 2.9 – Complexité des problèmes à plusieurs machines parallèles à traitement par batches
sans compatibilité
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2.2. Machines à traitement par batch

2.2.2 Problèmes avec contraintes de compatibilité

Après ce résumé des travaux portant sur des problèmes sans contraintes de compatibilité,
nous présentons les problèmes d’ordonnancement sur une machine à traitement par batches avec
familles incompatibles entre elles étudiés précédemment, puis les problèmes d’ordonnancement
sur une machine à traitement par batches avec graphe de compatibilité entre les tâches.

A. Familles incompatibles entre elles (une machine)

Le tableau 2.10 présente les différents travaux réalisés sur les problèmes de minimisation de
critères réguliers simples sur une machine à traitement par batches avec familles incompatibles
entre elles. Remarquons que la plupart des auteurs supposent que les durées d’exécution des
tâches d’une même famille d’incompatibilité sont égales, ce cas est noté pjF = pF .
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Chapitre 2. Modèles et travaux antérieurs

Type Complexité Méthode Référence

B|IF, vj , pjF = pF |
�

Cj NP-difficile
Heuristique [63, 64]

Évolutionnaire [125]

B|IF, b = k, pjF = pF |Cmax Polynomial O(n) [210]

B|IF, b = k, pjF = pF |Lmax Polynomial O(n log n) [210]

B|IF, b = k, pjF = pF |
�

wjCj Polynomial O(n log n) [210]

B|IF, b = k, pjF = pF |
�

Tj NP-difficile
Dynamique [161]
Heuristique [130, 161]

B|IF, b = k, rj , pjF = pF |
�

Tj NP-difficile Heuristique [130]

B|IF, b = k, pjF = pF |
�

wjTj NP-difficile Heuristique [61, 130, 179]

B|IF, b = k, rj , pjF = pF |
�

wjTj NP-difficile
PSE [206]

Heuristique [130, 163]

B|IF, b = k, sij , rj , pjF = pF |
�

wjTj NP-difficile Évolutionnaire [141]

B|IF, b = k, pjF = pF |
�

Uj NP-difficile Dynamique [112]

B|IF, b = k, pjF = pF |
�

wjUj
NP-difficile

Dynamique [143]
au sens fort

B|IF, b � n, rj |Cmax
NP-difficile

Heuristique
[223]

au sens fort
Dynamique

PTAS

B|IF, b = k, rj |Cmax
NP-difficile

PTAS [171]
au sens fort

B|IF, vj , rj |Cmax
NP-difficile

Heuristique [171]
au sens fort

B|IF, b = k, rj , pjF = pF |Cmax Polynomial O(n log n) [210]

B|IF, b = k, rj , pjF = pF |Lmax NP-difficile Heuristique [210]

B|IF, vj , pjF = pF |Cmax NP-difficile Heuristique [120]

B|IF, vj , pjF = pF |
�

Cj NP-difficile Heuristique [120]

B|IF, vj , pjF = pF |
�

wjCj NP-difficile
PSE [16]

Heuristique [63, 64]

Évolutionnaire [115]

B|IF, vj , pjF = pF |
�

wjTj NP-difficile
PLNE [72]

Heuristique [72]
Recuit simulé [71]

B[IF, b � n, online|Cmax NP-difficile [172]

B|2 IF, b � n, online|Cmax NP-difficile [78]

B|IF, sjF = sF , online, pj = p|
�

Ci NP-difficile [213]

Table 2.10 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches avec familles
incompatibles entre elles.
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2.2. Machines à traitement par batch

B. Graphes de Compatibilité

Le tableau 2.11 présente les différents travaux réalisés sur les problèmes de minimisation de
critères réguliers simples sur une machine à traitement par batches avec graphes de compatibi-
lité. Parmi ces problèmes, le critère le plus étudié est le critère de minimisation de la date de fin
de l’ordonnancement (makespan), ceci s’explique par le fait que la minimisation du makespan
sans dates de disponibilité correspond au problème de coloration pondérée (weighted coloring) en
théorie des graphes. Notons que pour les problèmes avec graphes d’intervalles, les plus proches
de notre problème de durées d’exécution compatibles sont très peu étudiés. Finke et al. [74] ont
prouvé, en 2008, la polynomialité du problème B|G = INT, b � n|Cmax et indiquent que le
problème B|G = INT, b = k|Cmax est ouvert. Enfin Oulamara et al. [176] ont prouvé que le
problème de machine à traitement par batches avec intervalles de durées d’exécution compa-
tibles (B|Gp = INT, b = k|Cmax), étudié dans cette thèse, est résolu à l’aide d’un algorithme
polynomial.

Type Complexité Méthode Référence

B|G = (V,E), b = 2|Cmax Polynomial O(n3) [22, 121]

B|G = (V,E), b = 2, pj = 1|Cmax Polynomial O(n2,5) [22]

B|G = (V,E), b � n|
�

Cj NP-difficile Heuristique [69]

B|G = INT, b � n|Cmax Polynomial O(n3) [74]

B|G = INT, b = k|Cmax Ouvert [74]

B|G = INT , b � n|Cmax
NP-difficile

Heuristique [121, 178]
[73, 178]

B|Gp = INT, b = k|Cmax Polynomial O(n log n) [176]

B|G = (S,K;E), b � n|Cmax NP-difficile [56]

B|G = (S,K;E), b = k|Cmax NP-difficile [25]

B|G = (S,K;E), b � n, pj = 1|Cmax Polynomial O(n) [25]

B|G = (S,K;E), b = k, pj = 1|Cmax Polynomial O(n3) [25]

B|G = (S,K;E), b = k, rj , pj = 1|Cmax NP-difficile [23]

B|G = (S,K;E), b = 2, rj , pj = 1|Cmax
NP-difficile

[23]
au sens fort

B|G = (S,K;E), b = k, rS , rK = 0, pi = 1|Cmax Polynomial O(n3 log(n/b)) [23]

B|G = (S,K;S ×K), b = k, ri, pi = 1|Cmax Polynomial O(n log n) [23]

B|G = (S1, S2;E), b = 2|Cmax Polynomial O(n3) [24]

B|G = (S1, S2;E), b = 2, ri, pi = 1|Cmax
NP-difficile

Heuristique [24]
au sens fort

B|G = (S1, S2;S1 × S2), b = 2, ri, pi = 1|Cmax Polynomial O(n log n) [24]

B|G = (S1, S2;E), b = 2, rS1 , rS2 = 0, pi = 1|Cmax Polynomial O(n2,5log n) [24]

B|G = SPE, b � n|Cmax NP-difficile
PTAS [62]

Heuristique [70, 98, 121]

B|G = SPE, b � n|
�

Cj NP-difficile PTAS [98]

Table 2.11 – Complexité des problèmes à une machine à traitement par batches avec graphe
de compatibilité
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Chapitre 2. Modèles et travaux antérieurs

C. Machines parallèles et compatibilité

Le tableau 2.12 présente les problèmes de machines parallèles à traitement par batches avec
contraintes de compatibilité. Notons que très peu d’articles ce sont intéressés aux machines
parallèles à traitement par batches avec compatibilité.

Type Complexité Méthode Référence

Bm|IF, b � n, rj |Cmax NP-difficile PTAS [144]

Bm|IF, b = k, rj |Cmax NP-difficile PTAS [144]

Bm|IF, b = k, pjF = pF |Cmax NP-difficile Heuristique [210]

Bm|IF, bm = km, pjF = pF |Cmax NP-difficile Heuristique [158]

Bm|IF, vj , pjF = pF |Cmax NP-difficile
Heuristique

[124]
Évolutionnaire

Bm|IF, b = k, pjF = pF |Lmax NP-difficile Heuristique [210]

Bm|IF, b = k, rj , pjF = pF |Lmax
NP-difficile Heuristique

[156]
au sens fort Évolutionnaire

Bm|IF, vj , pjF = pF |
�

Cj NP-difficile
Heuristique

[124]
Évolutionnaire

Bm|IF, b = k, pjF = pF |
�

wjCj NP-difficile Heuristique [210]

Bm|IF, vj , pjF = pF |
�

wjCj NP-difficile
Heuristique

[124]
= Évolutionnaire

Bm|IF, b = k, pjF = pF |
�

wjTj NP-difficile
Heuristique

[18]
Évolutionnaire

Évolutionnaire [196]

Bm|IF, b = k, rj , pjF = pF |
�

wjTj NP-difficile
Heuristique

[163]
Évolutionnaire

Bm|IF, b = k, sij , rj , pjF = pF |
�

wjTj NP-difficile Évolutionnaire [142]

Table 2.12 – Complexité des problèmes à plusieurs machines parallèles à traitement par batches
avec compatibilité
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2.3. Flowshop Hybride classique

2.3 Flowshop Hybride classique

Les problèmes de flowshops classiques sont énormément étudiés depuis les travaux de Johnson
[111], il y a plus d’un demi-siècle (1954), ainsi en 2006, Gupta et Stafforned [92] ont publié un
état-de-l’art des différents travaux qui concernent les problèmes de type flowshop. Cet état-
de-l’art étant récent nous ne résumons pas les travaux concernant des problèmes de flowshops
classiques.

À l’instar des problèmes de flowshops classiques il existe également deux états-de-l’art de
Linn et Zhang [146] et de Vignier, Billaut et Proust [216] pour les problèmes de flowshops
hybrides avec machines disjonctives mais ceux-ci datant de 1999, il est nécessaire de résumer les
travaux ultérieurs dans le tableau 2.13. Étant donnée la présence d’un état-de-l’art récent (2005)
de Kis et Pesch [123] pour la résolution exacte des problèmes HFS||Cmax et HFS||

�
Cj , nous

ne citons pas les articles plus anciens traitant de manière exacte ces problèmes.

Type Complexité Méthode Référence

HFS||Cmax NP-difficile au sens fort

Exacte [123]*

PSE [106, 167]
Bornes [100, 214]

Heuristique [27]
Recuit simulé [110]

Tabou [166, 173]

Évolutionnaire [7, 68, 184, 221]

HF2||Cmax
NP-difficile au sens fort PSE [101]

[90] Heuristique [87]

HF3||Cmax NP-difficile au sens fort
Bornes

[195]
Heuristique

HFS|rj , qj |Cmax NP-difficile au sens fort PSE [165]

HFS||
�

Cj NP-difficile
Exacte [123]*

PSE [14]
Heuristique [27]

HFS||
�

wjCj NP-difficile
PLNE [81, 204]
Tabou [81]

HFS||
�

Tj NP-difficile Heuristique [135]

HFS||
�

Uj NP-difficile PSE [46]

HF2(m1, 1)||Cmax NP-difficile au sens fort
PSE [91]

Heuristique [90, 91]

HF2(1,m2)||
�

Tj NP-difficile au sens fort
PSE [134]

Heuristique [93]

HFS|rj |
�

wjTj NP-difficile
Heuristique

[220]
Voisinage

HFS|sijk|Cmax NP-difficile
Heuristique [129]
Recuit simulé [8]

Tabou [1]

HFS|vij |Cmax NP-difficile Évolutionnaire [114, 174]

Table 2.13 – Complexité des problèmes de flowshops hybrides avec machines discrètes

*État-de-l’art
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Chapitre 2. Modèles et travaux antérieurs

2.4 Flowshop et batches

Dans cette dernière section sur les travaux antérieurs, nous combinons machines à traitement
par batches et flowshop, ainsi le tableau 2.14 présente les résultats obtenus pour des flowshop
simples avec machines à traitement par batches. Les types de problèmes étudiés sont les mêmes
que pour les sections précédentes auxquelles nous ajoutons quelques contraintes liées à la présence
de flowshop (attente entre les étages, batches communs aux étages...). Les derniers résultats
présentent des problèmes où un étage est composé d’une machine à traitement par batches de
type p-batch, et le second d’une machine de type s-batch.

Le tableau 2.15 présente quant-à-lui les problèmes de flowshops hybrides avec machines à
traitement par batches. L’essentiel des études combinant ces deux types de problèmes sont des
études de processus d’assemblage (noté assembly). Les machines du premier étage sont des ma-
chines parallèles traitant chacune un composant d’un même produit, ensuite ces composants sont
assemblés au second étage. Ainsi le premier étage peut être considéré comme des machines paral-
lèles discrètes indépendantes, alors que le second étage est une machine à traitement par batches
avec familles incompatibles entre elles (une famille par produit), le batch devant comporter toutes
les tâches (capacité m1). Il est intéressant de noter que pour les critères de minimisation d’un
maximum (makespan et plus grand retard) toutes les tâches d’une même famille appartiennent
au même batch lorsque l’on suppose la capacité des batches infinie, par contre pour les critères
de minimisation d’une somme il est nécessaire d’imposer une taille de batch. Les applications
industrielles de ces problèmes d’assemblage sont nombreuses, par exemple dans la construction
d’ordinateurs personnels ([186]), de véhicules d’incendie ([133])...
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Type Complexité Méthode Référence

F2B|b � n|Cmax Polynomial O(n log n) [187]

F2B|b = k|Cmax NP-difficile [187]

F2B|vj |Cmax NP-difficile Recuit simulé [162]

F2B|bI = k, bII � n|Cmax NP-difficile [187]

F2(1, B)|b � n|Cmax Polynomial O(n2) [187]

F2(B, 1)|b � n|Cmax Polynomial O(n3) [175]

F2(B, 1)|b = k|Cmax NP-difficile Heuristique [175]

F2(1, B)|Gp = INT, b = k|Cmax NP-difficile Heuristique [176]

F2(B, 1)|b = k, p1j = p|Cmax Polynomial O(n log n) [3, 175]

F2(1, B)|b = k, p2j = p|Cmax Polynomial O(n log n) [3]

F2B|b = k, p1j = p, p2j = p|Cmax Polynomial O(n3) [3]

F3(1, B, 1)|b = k, p2j = p|Cmax NP-difficile Heuristique [3]

FB|bi = ki, pij = p|Cmax NP-difficile Heuristique [202]∀ étage i

F2(B, 1)|b = k, p2j = p|Cmax Polynomial O(n2) [175]

F2(B, 1)|b = k, p1j = p|
�

Cj NP-difficile Heuristique [3, 108]

F2(1, B)|b = k, p2j = p|
�

Cj Polynomial O(n3) [3]

F2B|b = k, p1j = p, p2j = p|
�

Cj Polynomial O(n3) [3]

FB|bi = ki, pij = p|
�

Cj NP-difficile Heuristique [202]∀ étage i

F2(1, B)|b = k, p2j = p, rj |Cmax
NP-difficile

Heuristique [201]
au sens fort

F2B|vj , prmu, pij = p|Cmax NP-difficile PLNE [53]

F2B|vj , prmu|Cmax NP-difficile
PLNE [53, 145, 116]

Heuristique [145]

F2B|IF, b = k, prmu, sijk|Cmax NP-difficile Heuristique [55]

F2B|IF, b = k, prmu, sijk|
�

wjCj NP-difficile Heuristique [55]

F2B|b � n,waitno|Cmax Polynomial O(n log n) [177]

F3B|b � n,waitno|Cmax Polynomial O(n22) [177]

FB|b � n,waitno|Cmax NP-difficile O(nm(r−2)+1+�m/r�) [177]
r = nombre de batches fixé

F2B|vj , prmu,waitno|Cmax NP-difficile
PLNE

[145]
Heuristique

F2(B, 1)|b = k, waitlimit, p1j = p|Cmax NP-difficile
PLNE

[197]
Heuristique

F2B|vj , batch commun|Cmax NP-difficile Recuit simulé [128]

F2(B,S)|b � n|Cmax Polynomial O(n3) [175]

F2(B,S)|b = k|Cmax NP-difficile Heuristique [175]

F2(B,S)|b = k, p1j = p|Cmax Polynomial O(n log n) [3, 175]

F2(B,S)|b = k, p2j = p|Cmax Polynomial O(n2) [175]

F2|assembly, b = 2|Cmax NP-difficile [43]

Table 2.14 – Complexité des problèmes combinant flowshop et machines à traitement par batch
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Type Complexité Méthode Référence

HFsRB|b � n|Cmax NP-difficile
Heuristique

[12]
Évolutionnaire

HF2(m1, B)|b � n|Cmax NP-difficile Heuristique [105]

HF2(m1, B)|b � n, p2j = p2|Cmax NP-difficile PTAS [105]

HF2(m1, B)|b = k|Cmax NP-difficile Heuristique [104]

HF2(m1, B)|2 IFmix, b � n, rj |Cmax NP-difficile Heuristique [122]

HF2(m1, 1)|assembly|Cmax
NP-difficile

Heuristique [126, 186]
au sens fort

HF2(2, 1)|assembly|Cmax
NP-difficile Heuristique [133]
au sens fort PSE [99, 102, 133, 198]

HF2(m1, 1)|assembly, ssj |Cmax
NP-difficile

Évolutionnaire [10]
au sens fort

HF2(m1, 1)|assembly|Lmax
NP-difficile Tabou [9]

au sens fort Évolutionnaire

HF2(m1, 1)|assembly, sij |Lmax NP-difficile Évolutionnaire [5]

HF2(m1, 1)|assembly|
�

Cj NP-difficile
Tabou

[4]
Recuit simulé

HF2(m1, 1)|assembly, sij |
�

Cj NP-difficile Heuristique [11]

HF2(m1, 1)|assembly|
�

wjCj NP-difficile
PSE

[208]
Heuristique

Table 2.15 – Complexité des problèmes combinant flowshop hybride et machines à traitement
par batch
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2.5 Conclusion du chapitre

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons introduit les différentes notations uti-
lisés dans cette thèse, nous avons également rappelé les notions de base de complexité et de
classification des problèmes et méthodes utilisés en ordonnancement.

Dans la seconde partie, consacrée aux problèmes à étage unique avec machines à traitement
par batches, nous remarquons que de nombreux travaux étudient les problèmes de machines à
traitement par batches sans contraintes de compatibilité. Les problèmes traitant de machines à
traitement par batches avec compatibilité entre les tâches sont principalement orientés vers les
familles incompatibles entre elles. Finalement, les travaux traitant de graphes de compatibilité
sont peu nombreux, et seuls les travaux de Oulamara et al. [176] traitent d’intervalles de durées
d’exécution compatibles. Ils présentent un algorithme permettant de résoudre optimalement le
problème B|Gp = INT, b = k|Cmax en temps polynomial.

D’autres types de problèmes avec machines à traitement par p-batch ont également été traités.
Ainsi les critères réguliers ne sont pas les seuls à être étudiés, certains articles traitent d’opti-
misation multicritères (par exemple [6, 103]), d’ordonnancement juste à temps (ex : [127, 164])
mais aussi des ordonnancements cycliques (ex : [88]) ou flous (ex : [40]).

D’autres types d’ateliers ont également été étudiés par exemple les openshops et jobshops
(ex : [187]), des problèmes combinant transport et batch (ex : [203])...

Nous avons également décidé de ne pas présenter en détails certaines contraintes liées au
batch, par exemple des calcul de durée d’exécution de batches plus élaborés (ex : [95]), des
batches semi-continus (ex : [205]), des détériorations (ex : [189]), des délais de livraison (ex :
[154, 207, 222]), des pénalités de rejet (ex : [153, 155]), des fenêtres d’exécution (ex : [232])...

Enfin la lecture de l’état-de-l’art de Gupta et Stafforned [92] permet de remarquer que l’im-
portant intérêt, de la communauté, pour les problèmes de types flowshops classiques cache un
manque d’intérêt pour les problèmes de flowshops hybrides classiques.

Quant-à-la quatrième partie qui combine ces deux grands types de problèmes, elle confirme
ces tendances. En effet seul l’article d’Oulamara et al. [176] traite de flowshop avec machines
à traitement par batches et compatibilité entre les tâches. En l’occurrence ils étudient le cas
particulier du problème de flowshop hybride traité dans les chapitres 3 et 4, où il y a une
seule machine sur chaque étage. Aucun article ne traite les problèmes de flowshop hybride avec
machines à traitement par batches et compatibilité entre les tâches.

Les problèmes que nous étudions ici, où des machines à traitement par batches avec intervalles
de durées d’exécution compatibles uniques sont utilisées dans un flowshop hybride n’ont donc
jamais été étudiés.
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Chapitre 3

Méthodes approchées

La première section de ce chapitre est consacrée à la résolution approchée du problème de
minimisation du makespan d’un flowshop hybride avec machine à traitement par batches et
intervalles de durées d’exécution compatibles. Après une courte introduction, la première sous-
section présente les schémas génériques des heuristiques proposées. Ensuite nous présentons des
bornes inférieures pour nous permettre de mesurer la performance des heuristiques, puis deux
heuristiques avec performance garantie pour le problèmes de machines parallèles à traitement
par batches et intervalles de durées d’exécution compatibles (Bm2|Gp = INT, b = k|Cmax).
Finalement nous présentons 6 heuristiques et leurs garanties de performance pour le cas général.
Heuristiques que nous adaptons également aux cas où il y a une seule machine sur l’un des étages.
Dans la dernière partie de cette première section nous présentons les résultats expérimentaux
liés à ces heuristiques.

La seconde section présente un schéma d’approximation polynomial (PTAS), pour le cas
particulier du problème précédent où les durées d’exécution du premier étage sont identiques, et
les intervalles de durées d’exécution du second étage sont uniformes. Après une courte introduc-
tion, nous présentons le principe de cette méthode, puis la phase de transformation des données,
et deux phases d’ordonnancement de deux groupes de tâches. Finalement nous présentons la
méthode en détail.
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3.1 Heuristiques

Dans cette section nous étudions le problème de minimisation du makespan pour un flowshop
hybride à deux étages avec machines à traitement par batches et intervalles de durées d’exécution
compatibles noté HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax. Or d’après Gupta [90], le problème de
minimisation du makespan pour un flowshop hybride à deux étages avec machines disjonctives
(HF2||Cmax) est un problème NP-difficile au sens fort. Ce dernier problème est un cas particulier
du problème avec machines à traitement par batches. Pour ce cas particulier, la capacité des
batches est unitaire, c’est-pourquoi le problème HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax est
NP-difficile au sens fort. L’objectif de cette section est de présenter des méthodes de résolution
approchées simples, rapides et avec garanties de performance.

Nous présentons tout d’abord, dans la section 3.1.1 les schémas génériques des heuris-
tiques proposées, puis la section 3.1.2 exhibe les bornes utilisées afin de quantifier la qualité
des heuristiques proposées. Avant de présenter les heuristiques avec garantie de performance
pour les problèmes de flowshop hybride, nous présentons, dans la section 3.1.3 deux heuris-
tiques avec garantie de performance pour le problème de machines parallèles à traitement par
batches avec intervalles de durées d’exécution compatibles (Bm|Gp = INT, b = k|Cmax). Fina-
lement, la section 3.1.4, exhibe 6 heuristiques avec garantie de performance pour le problème
HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax, puis ces heuristiques et leur garantie de performances
sont adaptées aux cas particuliers contenant une seule machine sur l’un des étages. Finalement
la dernière section 3.1.5 présente les résultats obtenus en appliquant ces heuristiques à plusieurs
instances.

3.1.1 Schémas génériques des heuristiques proposées

Les différentes heuristiques que nous proposons sont des heuristiques composées de 3 étapes.
La première étape crée la liste de batches à ordonnancer sur le second étage, ensuite la deuxième
étape trie la liste des tâches à exécuter sur le premier étage, et trie la liste des batches à exécuter
sur le second étage. Finalement la troisième étape séquence les tâches sur le premier étage à l’aide
de la règle d’ordonnancement de liste et séquence les batches sur le second étage en utilisant
la règle d’ordonnancement de liste et la disponibilité des tâches du batch au second étage. La
règle d’ordonnancement de liste, ou règle FAM (First-Available-Machine), exécute la première
tâche de la liste sur la première machine disponible puis supprime cette tâche de la liste. Cette
opération est réitérée tant que la liste n’est pas vide.

Comme la minimisation du makespan dans un flowshop hybride est symétrique, c’est à dire
que la valeur optimale d’un problème est identique à celle du problème pour lequel l’ordre
des étages est inversé, résoudre le problème HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax équi-
vaut à résoudre le problème HF2(Bm2,m1)|Gp = INT, b = k|Cmax, où ce dernier est ap-
pelé problème inverse par opposition au problème initial (HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b =
k|Cmax). Par exemple, pour l’ordonnancement des tâches du tableau 3.1 suivant la liste de
batches S = {(T1, T8), (T6, T7), (T3, T5), (T2;T4)}, en plaçant les tâches et les batches au plus
tôt nous obtenons l’ordonnancement décrit par le diagramme de Gantt 3.1 pour le problème
HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax, et celui décrit par le diagramme de Gantt 3.2 pour le
problème inverse HF2(Bm2,m1)|Gp = INT, b = k|Cmax.

Cette symétrie nous a incité à développer les méthodes également pour le problème inverse,
ainsi la création de batches s’effectue avec le même type d’algorithme, la liste de batches résul-
tante et la liste de tâches sont triées. Ensuite les batches sont séquencés en respectant la règle
d’ordonnancement de liste sur le premier étage, l’étage qui contient les machines à traitement par
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T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

pj 4 7 5 6 8 6 10 4
[aj ; bj ] [5,15] [3,6] [7,10] [3,11] [9,12] [11,16] [15,18] [14,19]

Table 3.1 – Durées d’exécution des tâches (inversion des étages).

T8T1 T3

T4T7T6

T5

T2

T1,T8 T3,T5

T6,T7 T2,T4

Figure 3.1 – Ordonnancement du problème initial (inversion des étages).

T2,T4

T3,T5 T1,T8

T6,T7

T5 T3

T4 T2

T8 T1

T7 T6

18

Figure 3.2 – Ordonnancement du problème inverse (inversion des étages).

batches. Les tâches sont séquencées quant-à-elles à l’aide de la règle d’ordonnancement de listes
en respectant la disponibilité des tâches au second étage. Nous remarquons alors que lorsque
nous ne souhaitons pas que l’ordonnancement des tâches respecte un certain ordre, il peut être
plus intéressant de ne pas trier les tâches avant d’avoir complété l’ordonnancement du second
étage.

En résumé, lorsque les machines à traitement par batches sont au second étage nous obtenons
le schéma suivant :

Schéma des heuristiques pour le problème initial

1. Créer les batches en utilisant un algorithme spécifique. Soit LB la liste des batches créée.

2. Trier la liste des batches LB suivant la règle définie par l’heuristique H.

3. Trier la liste des tâches L suivant la règle définie par l’heuristique H.

4. Ordonnancer les tâches sur le premier étage suivant la règle FAM.

5. Lorsque toutes les tâches du premier batch de la liste LB sont disponibles au second étage,
exécuter le batch sur la première machine disponible. Supprimer le premier batch de la
liste LB. Réitérer cette opération tant que la liste LB n’est pas vide.

Pour le problème inversé, c’est-à-dire lorsque les machines à traitement par batches sont
au premier étage, et si nous n’imposons aucun ordre sur l’ordonnancement des tâches, nous
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obtenons le schéma suivant :

Schéma des heuristiques pour le problème inverse

1. Créer les batches en utilisant un algorithme spécifique. Soit LB la liste des batches résul-
tants.

2. Trier la liste de batches LB suivant la règle de l’heuristique H.

3. Ordonnancer les batches sur le premier étage suivant la règle FAM (First-Available-Machine).

4. Si de nouvelles tâches sont disponibles à la date de disponibilité de la première machine,
les ajouter à la liste L. Trier la liste L suivant l’ordre défini par l’heuristique H.

5. Si aucune tâche n’est disponible à la date de disponibilité de la première machine, fixer
cette date à la date de disponibilité de la première tâche et retourner à l’étape 4, si toutes
les tâches ont été ordonnancées arrêter.

6. Ajouter la première tâche sur la première machine et aller à 4.

3.1.2 Bornes inférieures

Les bornes que nous présentons ici, nous permettent de borner l’écart par rapport à l’optimum
des heuristiques lorsque nous testons leur efficacité. Chacune des trois bornes proposées traduit
une obligation liée à l’ordonnancement. Ainsi l’obligation d’exécuter chaque tâche sur les deux
étages implique la nécessité de la première borne. Toutes les tâches doivent également être
exécutées sur le premier étage d’où la second borne, enfin toutes les tâches doivent être exécutées
sur le second étage d’où la troisième borne.

La première borne (LB1) traduit la nécessité d’exécuter chaque tâche sur le premier puis sur
le second étage.

Soit J l’ensemble des tâches à ordonnancer.

LB1 = max
j∈J

{pj + aj}

Toutes les tâches doivent être exécutées sur le premier étage, alors la borne
�

j∈J
pj

m1
est une borne

inférieure de la durée d’exécution totale des tâches sur le premier étage. De plus au moins une
tâche doit être exécutée sur le second étage après l’instant t, hors la durée d’exécution de toute
tâche est supérieure à minj∈J aj d’où la borne LB2 :

LB2 =

�
j∈J pj

m1
+min

j∈J
aj

De la même manière, toutes les tâches doivent être exécutées sur les machines du second étage.
En inversant les étages, la date de fin d’exécution des batches sur le premier étage (machines à
traitement par batches) est supérieure ou égale à la solution optimale du problème d’ordonnan-
cement de machines parallèles à traitement par batches avec intervalles de compatibilité entre
les tâches (Bm2|Gp = INT, b = k|Cmax). Or le problème d’ordonnancement de machines paral-
lèles disjonctives (P ||Cmax) est NP-difficile au sens faible d’après Garey et Johnson [82], donc le
problème Bm2|Gp = INT, b = k|Cmax est également NP-difficile. C’est pourquoi nous utilisons
une borne inférieure de cette date de fin d’exécution. De la même manière que pour la borne
précédente, nous utilisons la charge minimale d’une machine à traitement par batch divisée par
le nombre de machines. Oulamara et al. [176] ont développé la règle FCBLPT, elle permet de
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résoudre optimalement en temps polynomial le problème B|Gp = INT, b = k|Cmax. Cette règle
nous permet également de créer les batches lors de la première étape des heuristiques.

Règle FCBLPT

1. Réindexer les tâches par ordre décroissant du point initial de leurs intervalles de durées
d’exécution du second étage aj , j = 1, . . . , n. Soit L la liste des tâches, et LB la liste des
batches à ordonnancer, LB = ∅ et i = 0.

2. À l’itération i, construire un batch Bi contenant la première tâche j de L et les k − 1
premières tâches de L compatibles avec la tâche j. Supprimer les tâches du batch Bi de la
liste L et ajouter le batch Bi à la fin de la liste LB. Réitérer tant que L �= ∅.

Cette règle étant utilisée tout au long de la thèse dans un soucis de compréhension nous
présentons ici un exemple d’application de cette règle pour l’instance de 8 tâches présentée dans
le tableau 3.2, où la capacité est égale à 3. Les compatibilités entre les tâches sont données par le
graphe de compatibilité 3.3. L’ordonnancement fourni par la règle FCBLPT est représenté par
le diagramme de Gantt 3.4. Le premier batch contient les tâches T7, T8 et T6, le second batch
contient les tâches T5, T3 et T1, le dernier les tâches T2 et T4.

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8

[aj ; bj ] [5,15] [3,6] [7,10] [3,11] [9,12] [11,16] [15,18] [14,19]

Table 3.2 – Durées d’exécution des tâches (FCBLPT).

1 2 3 4 5 6 7 8 19181716151413121110

T2
T4

T1
T3

T5

9

T7
T8

T6

Taches

Figure 3.3 – Graphe de compatibilité (FC-
BLPT)

T5, T3, T1T7, T8, T6 T4, T2

Figure 3.4 – Ordonnancement optimal
(FCBLPT).

La charge minimale d’une machine à traitement par batches avec intervalles de durées d’exé-
cution compatibles résultant de l’application de la règle FCBLPT est noté CFCBLPT

max (J). Ainsi la
date de fin d’exécution du dernier batch sur le premier étage (machines à traitement par batch)

est supérieure à C
FCBLPT
max (J)

m2
, ce dernier batch est composé au moins d’une tâche qui doit être

exécutée sur l’étage de machines disjonctives. La durée d’exécution de cette tâche est supérieure
à minj∈J pj d’où la borne :

LB3 =
CFCBLPT
max (J)

m2
+min

j∈J
pj

3.1.3 Heuristiques pour machines parallèles à traitement par batches

Avant de présenter les heuristiques pour le flowshop hybride, nous détaillons ici le schéma
général et les garanties de performance des heuristiques pour machines parallèles à traitement
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par batches. Ces résultats nous seront utiles lors des présentations des différentes heuristiques
pour le flowshop hybride.

Cette section consacrée au problème de machines parallèles à traitement par batches présente
la garantie de performances de deux heuristiques simples pour les problèmes de minimisation
du makespan sur des machines parallèles à traitement par batches avec intervalles de durées
d’exécution compatibles (Bm2|Gp = INT, b = k|Cmax). Ces heuristiques créent les batches en
utilisant la règle FCBLPT. Ensuite elles trient la liste de batches obtenus suivant une règle
propre à l’heuristique, et enfin elles les séquencent sur les machines en utilisant la règle FAM.
Autrement dit le schéma générique de ces heuristiques est le suivant :

Schéma des heuristiques pour machines parallèles

1. Appliquer la règle FCBLPT pour construire la liste de batches LB. Trier la liste LB suivant
l’ordre défini par l’heuristique H.

2. Placer les batches suivant la règle FAM (First-Available-Machine). Cette opération est
réitérée tant que la liste n’est pas vide.

La différence entre les deux heuristiques concerne l’ordre des batches. Alors que les batches sont
triés dans un ordre quelconque dans l’heuristique HFCBList, la liste LB est triée selon la règle
LPT (Largest-Processing-Time) par l’heuristique HFCBLPT, c’est-à-dire par durée d’exécution
décroissante.

Lemme 3.1.1 L’heuristique HFCBList fournit un ordonnancement du problème Bm2|Gp = INT,
b = k|Cmax en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance égal à 2− 1

m2
, et cette borne

est atteinte.

Preuve. La première étape de l’heuristique HFCBList est la création des batches, or d’après Oula-
mara et al. [176] la règle FCBLPT permet d’obtenir des batches dont la durée totale d’exécution
est minimale. La seconde étape de l’algorithme ordonnance les batches suivant un algorithme
de liste sur des machines parallèles, or l’ordonnancement de liste fournit des ordonnancements
dont le ratio de garantie de performance est égal à 2− 1

m2
.

L’heuristique HFCBList fournit donc des solutions à moins de 2− 1
m2

fois la solution optimale.
Nous exhibons ici une instance du problème pour laquelle l’heuristique fournit une solution égale
à 2− 1

m2
fois la solution optimale.

Soit I une instance du problème Bm2, avec m machines, la capacité des batches est max{2,
nbD}. Cette instance est composée de m− 1 tâches de type A, de m− 1 tâches de type B, d’une
tâche de type C et de nbD tâches de type D. Les durées d’exécution des tâches sont indiquées

dans le tableau 3.3, dans lequel � < min{m

3 ;
(m−1)2

2m+1 }. Alors les batches de l’ordonnancement
optimal et ceux de l’ordonnancement fourni par l’heuristique sont identiques. Les tâches de
types A, B et C sont dans des batches unitaires car elles ne sont pas compatibles 2 à 2, alors
que les tâches de type D appartiennent au même batch.

S’il n’y a pas de tâches de type D (nbD = 0), alors la date de fin de l’ordonnancement
Cmax(SHList

) de l’ordonnancement SHList
fournie par l’heuristique HList pour l’instance I est

égal à Cmax(SHList
) = (2m − 1)L − (m − 2)� (voir figure 3.5) alors que la date de fin d’un

ordonnancement optimal pour l’instance I est égal à Cmax(S∗) = mL + � (voir figure 3.6). De

plus Cmax(S∗) est optimal car il atteint la borne inférieure LB2 =
�

j∈J
pj

m
+minj∈J aj . D’où :

Cmax(SHLPT
)

Cmax(S∗)
=

(2m− 1)L− (m− 2)�

mL+ �
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Type Nombre de tâches p
A1 1 [(m− 1)L; (m− 1)L]
A2 1 [(m− 1)L− �; (m− 1)L− �]

...
Am−2 1 [(m− 1)L− (m− 3)�; (m− 1)L− (m− 3)�]
Am−1 1 [(m− 1)L− (m− 2)�; (m− 1)L− (m− 2)�]
B1 1 [L;L]
B2 1 [L+ �;L+ �]

...
Bm−2 1 [L+ (m− 3)�;L+ (m− 3)�]
Bm−1 1 [L+ (m− 2)�;L+ (m− 2)�]
C 1 [mL;mL]
D nbD [�; �]

Table 3.3 – Durées d’exécution des tâches de l’instance I (HList pour Bm2).

m
m−1
m−2

2
1

Am−2

Am−1

Bm−1B2B1

A1

A2 D

C

(2m− 1)L− (m− 2)�

Figure 3.5 – Ordonnancement SHList
(pour Bm2).

2

m−1
m

m−2

1 D
A2

A1

C

Bm−2

Am−2

Am−1 B1

B2

Bm−1

mL+ �

Figure 3.6 – Ordonnancement optimal S∗ (HList pour Bm2).
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Ainsi :

lim
�→0

Cmax(SHLPT
)

Cmax(S∗)
= 2− 1

m

Si nbD > 0, lorsque � tend vers 0 les tâches de type D deviennent insignifiantes.
�

Lemme 3.1.2 L’heuristique HFCBLPT fournit un ordonnancement du problème Bm2|Gp = INT,
b = k|Cmax en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance égal à 4

3 −
1

3m2
, et cette borne

est atteinte.

Preuve. La première étape de l’heuristique HFCBLPT est la création des batches, or d’après Oula-
mara et al. [176] la règle FCBLPT permet d’obtenir des batches dont la durée totale d’exécution
est minimale. La seconde étape de l’algorithme est identique à l’heuristique de Lee et al. [136]
développée pour le problème de machines parallèles à traitement par batches Bm2|b = k|Cmax,
le ratio de cette heuristique est de 4

3 − 1
3m2

.

L’heuristique HFCBLPT fournit donc des solutions à moins de 4
3−

1
3m2

fois la solution optimale.
Nous exhibons ici une instance du problème pour laquelle l’heuristique fournit une solution égale
à 4

3 − 1
3m2

fois la solution optimale.
Soit I une instance du problème Bm2, avec m machines, la capacité des batches est max{2,

nbc}. Cette instance est composée de 2m+1 tâches de type A et nbC tâches de type C. Les durées

d’exécution des tâches sont indiquées dans le tableau 3.4, dans lequel � < min{m

3 ;
(m−1)2

2m+1 }. Les
tâches de type A étant incompatibles 2 à 2 elles appartiennent à des batches unitaires alors que
toutes les tâches de type C appartiennent au même batch.

Type Nombre de tâches p

A1 2
[2m− 1; 2m− 1]

et [2m− 1− �; 2m− 1− �]

A2 2
[2m− 2; 2m− 2]

et [2m− 2− �; 2m− 2− �]
...

Am−1 2
[m+ 1;m+ 1]

et [m+ 1− �;m+ 1− �]

Am 3
[m;m], [m− �;m− �]
et [m− 2�;m− 2�]

C nbC [�; �]

Table 3.4 – Durées d’exécution des tâches de l’instance I (HLPT pour Bm2).

S’il n’y a pas de tâches de type C (nbC = 0), alors la date de fin de l’ordonnancement
Cmax(SHLPT

) de l’ordonnancement SHLPT
fournie par l’heuristique HLPT pour l’instance I est

égal à Cmax(SHLPT
) = 4m−1−3� (voir figure 3.7) alors que la date de fin d’un ordonnancement

optimal pour l’instance I est égal à Cmax(S∗) = 3m (voir figure 3.8). De plus Cmax(S∗) est

optimal car il atteint la borne inférieure LB2 =
�

j∈J
pj

m
+minj∈J aj . D’où :

Cmax(SHLPT
)

Cmax(S∗)
=

4m− 1− 3�

3m

Ainsi :

lim
�→0

Cmax(SHLPT
)

Cmax(S∗)
=

4

3
− 1

3m
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Am : m− 2�A1 : 2m− 1
A1 : 2m − 1− �
A2 : 2m− 2

A2 : 2m − 2− �

Am : m

Am/2 : 2m−m/2
Am/2 : 2m−m/2− �

Am/2+1 : m+m/2-1-�
Am/2+1 : m+m/2-1

Am−1 : m+1

4m− 1− 3�

Am : m− �

Am−1 : m+1-�
�

Figure 3.7 – Ordonnancement SHLPT
(pour Bm2).

�A1 : 2m− 1
A1 : 2m− 1− �
A2 : 2m− 2

A2 : 2m− 2− �

Am−1 : m + 1 − �

Am−1 : m+ 1
Am−2 : m+ 2− �

Am−2 : m+2

Am/2 : 2m−m/2− �
Am : m Am : m− � Am : m− 2�
Am/2 : 2m −m/2

3m

Figure 3.8 – Ordonnancement optimal S∗ (HLPT pour Bm2).

Si nbC > 0, lorsque � tend vers 0 les tâches de type C deviennent insignifiantes.

�

3.1.4 Heuristiques pour le flowshop hybride à deux étages

Cette section est décomposée en trois parties, dans la partie A, nous présentons 6 heu-
ristiques pour le cas général, avec plusieurs machines sur chaque étage. Ensuite la partie B,
s’intéresse au cas particulier où une seule machine est présente sur le premier étage, nous pré-
sentons alors des adaptations des heuristiques générales. La dernière partie (partie C) présente
des adaptations des heuristiques générales au cas particulier où une seule machine est présente
sur le second étage. Afin de simplifier les notations des problèmes, nous utilisons dans le reste
de cette section, uniquement le champ α pour nommer les problèmes. Ainsi le problème initial
HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax est noté HF2(m1, Bm2) alors que le problème inverse
est noté HF2(Bm2,m1).
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Chapitre 3. Méthodes approchées

A. Plusieurs machines à chaque étage

Les heuristiques présentées ici sont développées pour le problème initial HF2(m1, Bm2). Les
heuristiques sont rassemblées par paires, les premières concernent le problème initial alors que
les secondes concernent le problème inverse. Nous avons ainsi développé trois types d’heuristique
(6 heuristiques au total). Le premier type d’heuristique, basé sur la règle LPT, trie les tâches
et les batches suivant la règle LPT. Ensuite le deuxième type d’heuristique utilise la règle LPT
pour trier les batches, mais traite les tâches batch après batch. Finalement le dernier type
d’heuristique trie les batches à l’aide de la règle de Johnson et traite les tâches batch après
batch.

Par la suite nous détaillons uniquement les résultats relatifs aux heuristiques du problème
initial car les heuristiques du problème inverse fournissent les mêmes résultats analytiques.

Heuristique HLPT. Cette heuristique ordonnance les deux étages indépendamment, sur le
premier étage les tâches sont ordonnancées suivant les règles LPT et FAM. Au second étage les
batches sont créés suivant la règle FCBLPT et triés à l’aide de la règle LPT. Dès que toutes les
tâches du premier batch sont disponibles au second étage, le batch est exécuté sur la première
machine disponible, et supprimé de la liste. Réitérer cette opération tant qu’il reste des batches
dans la liste. Le principal avantage de cette heuristique est de conserver l’ordre LPT sur les deux
étages.

Théorème 3.1.3 L’heuristique HLPT fournit un ordonnancement SHLPT
du problème HF2(m1,

Bm2) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 8
3 − 2

3m , et cette borne est
atteinte.

Preuve. Remarquons tout d’abord que la complexité de l’algorithme est donnée par les
trois premières étapes qui sont des opérations de tri, d’où la complexité de l’algorithme en
O(n log n). Soit SHLPT

l’ordonnancement obtenu avec l’heuristique HLPT , nous considérons les
deux étages indépendamment. Au premier étage la règle LPT fournit un ordonnancement avec
un ratio de performance garantie égal à 4

3 − 1
3m1

. Au second étage, le problème d’ordonnance-
ment de machines parallèles à traitement par batches (Bm|Gp = INT, b = k|Cmax) est résolu
approximativement avec un ratio de 4

3 − 1
3m2

par l’heuristique HFCBLPT (Lemme 3.1.2). D’où :

Cmax(SHLPT
) � Cmax(SHPm1

) + Cmax(SHBm2
)

�
�
4
3 − 1

3m1

�
Cmax(S∗

Pm1
) +

�
4
3 − 1

3m2

�
Cmax(S∗

Bm2
)

Soit S∗ l’ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de fin,
alors

Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
Pm1

) et Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
Bm2

)

Donc :
Cmax(SHLPT

) �
�
4
3 − 1

3m1

�
Cmax(S∗

Pm1
) +

�
4
3 − 1

3m2

�
Cmax(S∗

Bm2
)

�
�
8
3 − 1

3m1
− 1

3m2

�
Cmax(S∗)

C’est-à-dire : 1
Cmax(SHLPT

)

Cmax(S∗)
� 8

3
− 2

3m

1. rappelons que m = max{m1,m2}
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Ainsi l’heuristique HLPT fournit une solution avec un facteur de performance borné par 8
3 −

2
3m .

Nous présentons une instance pour laquelle cette borne est atteinte.

Soit I une instance du problème de flowshop hybride HF2(m1, Bm2), avec m machines sur
chaque étage, la capacité des batches est 2m+4. Cette instance est composée de 2m+1 tâches de
type A, 2m+1 tâches de type B et nbC tâches de type C. Les durées d’exécution des tâches sont

indiquées dans le tableau 3.5, dans lequel � < min{m

3 ;
(m−1)2

2m+1 }. Dans l’ordonnancement optimal
comme dans celui fourni par l’heuristique, la plus petite tâche de type B1 et les tâches B2 à Bm

appartiennent à des batches unitaires, car elles sont incompatibles entre elles. En revanche alors
que l’heuristique rassemble les batches de type A et la plus grande tâche B1, l’ordonnancement
optimal place la plus grande tâche B1 dans un batch unitaire et les tâches de type A dans un
batch. Dans les deux cas les tâches de type C sont regroupées dans un même batch.

Type Nombre de tâches p1 p2
A1 2 2m− 1 [�; 2m− 1]
A2 2 2m− 2 [�; 2m− 1]

...
Am−1 2 m+ 1 [�; 2m− 1]
Am 3 m [�; 2m− 1]

B1 2 �
[2m− 1; 2m− 1]

et [2m− 1− �; 2m− 1− �]

B2 2 �
[2m− 2; 2m− 2]

et [2m− 2− �; 2m− 2− �]
...

Bm−1 2 �
[m+ 1;m+ 1]

et [m+ 1− �;m+ 1− �]

Bm 3 �
[m;m], [m− �;m− �]
et [m− 2�;m− 2�]

C nbC � [�; �]

Table 3.5 – Durées d’exécution des tâches de l’instance I (HLPT pour HF2(m1, Bm2)).

étage 1

étage 2

A2 : 2m − 2
A2 : 2m − 2
A1 : 2m − 1
A1 : 2m − 1

Bm : m− 2�B1 : 2m− 1

Am : m

Am/2 : 2m−m/2
Am/2 : 2m−m/2

Am/2+1 : m+m/2-1
Am/2+1 : m+m/2-1

B1 : 2m− 1− �
B2 : 2m− 2

B2 : 2m− 2− �

Bm : m− �
Bm : m

Bm/2 : 2m−m/2
Bm/2 : 2m−m/2− �

8m− 2− 3�

Am : m
Am : m

Am−1 : m+ 1
Am−1 : m+ 1

Bm/2+1 : m+m/2-1-�
Bm/2+1 : m+m/2-1

Bm−1 : m+1
Bm−1 : m+1-�

�

�

�

Figure 3.9 – Ordonnancement SHLPT
(pour HF2(m1, Bm2)).
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�

�

�

�

étage 1

étage 2

A1 : 2m− 1
A1 : 2m− 1
A2 : 2m− 2

� A2 : 2m− 2

Am−1 : m+ 1
Am−1 : m+ 1
Am−2 : m+ 2
Am−2 : m+ 2

Am/2 : 2m−m/2
Am : m Am : m Am : m

Am/2 : 2m−m/2

B1 : 2m− 1
B1 : 2m− 1− �
B2 : 2m− 2

B2 : 2m− 2− �

Bm−1 : m + 1 − �

Bm−1 : m+ 1
Bm−2 : m+ 2− �

Bm−2 : m+2

Bm/2 : 2m −m/2− �
Bm : m Bm : m− � Bm : m− 2�
Bm/2 : 2m−m/2

3m+ 2�

Figure 3.10 – Ordonnancement optimal S∗ (HLPT pour HF2(m1, Bm2)).

S’il n’y a pas de tâches de type C (nbC = 0), alors la date de fin de l’ordonnancement
Cmax(SHLPT

) de l’ordonnancement SHLPT
fournie par l’heuristique HLPT pour l’instance I est

égal à Cmax(SHLPT
) = 8m−2−3� (voir figure 3.9) alors que la date de fin d’un ordonnancement

optimal pour l’instance I est égal à Cmax(S∗) = 3m + 2� (voir figure 3.10). De plus Cmax(S∗)

est optimal car il atteint la borne inférieure LB2 =
�

j∈J
pj

m
+minj∈J aj . D’où :

Cmax(SHLPT
)

Cmax(S∗)
=

8m− 2− 3�

3m+ 2�

Ainsi :

lim
�→0

Cmax(SHLPT
)

Cmax(S∗)
=

8

3
− 2

3m

Si nbC > 0, lorsque � tend vers 0 les tâches de type C deviennent insignifiantes.
�

La méthode inverse associée à cet algorithme HLPT n’utilise pas le schéma que nous avons
défini pour les heuristiques inverse dans la section 3.1.1, en effet l’ordonnancement de l’étage
composé des machines disjonctives doit respecter l’ordre LPT. Il suffit donc d’échanger tâches
et batches dans les 2 dernières étapes de l’algorithme HLPT. D’où :

Algorithme H
Inv

LPT

1. Au deuxième étage, créer les batches en utilisant l’algorithme FCBLPT. Soit LB la liste
des batches créée.

2. Trier la liste des batches LB suivant la règle LPT.

3. Au premier étage, trier la liste des tâches L suivant la règle LPT.

4. Ordonnancer les batches de la liste LB sur le premier étage suivant la règle FAM.

5. Lorsque la première tâche de la liste L est disponible au second étage l’exécuter sur la
première machine disponible. La supprimer de la liste L. Réitérer cette opération tant que
la liste L n’est pas vide.
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Théorème 3.1.4 L’heuristique HInv
LPT fournit un ordonnancement SInv

HLPT
du problème HF2

(Bm2,m1) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 8
3 − 2

3m , et cette borne
est atteinte.

Preuve. La preuve est équivalente à celle de HLPT, l’instance pour laquelle HInv
LPT fournit une

solution égale à 8
3 − 2

3m fois l’optimum est également très proche de celle fournie pour HLPT.
Afin de ne pas surcharger ce paragraphe, nous ne développons pas cette preuve. �

Heuristique HLBPT (Largest-Batch-Processing-Time). Les règles utilisées par cette heu-
ristique sont identiques à celles utilisées pour l’heuristique HLPT, seulement ici les tâches sont
exécutées sur le premier étage en utilisant leur regroupement au sein de batches du second étage.
C’est-à-dire qu’elles sont exécutées batch après batch. Au second étage, les batches sont créés
suivant la règle FCBLPT et triés à l’aide de la règle LPT. Les tâches du premier batch sont
exécutées sur le premier étage en respectant les règles FAM et LPT. Dès que toutes les tâches
du premier batch sont disponibles au second étage, le batch est exécuté sur la première machine
disponible, puis il est supprimé de la liste. Réitérer ces opérations tant qu’il reste des batches.
Cette heuristique fournit en pratique de meilleurs résultats que l’heuristique HLPT alors qu’étant
donné que les tâches du premier étage ne sont plus ordonnancées suivant la règle LPT, la garantie
de performance de cette heuristique est moins bonne.

Théorème 3.1.5 L’heuristique HLBPT fournit un ordonnancement SHLBPT
du problème HF2

(m1, Bm2) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 10
3 − 4

3m .

Preuve. De même que pour l’heuristique précédente, la complexité de l’algorithme est don-
née par les trois premières étapes qui sont des opérations de tri, d’où la complexité de l’algorithme
en O(n log n). Soit SHLBPT

l’ordonnancement obtenu avec l’heuristique HLBPT , nous considé-
rons les deux étages indépendamment. Le second étage est un problème d’ordonnancement de
machines parallèles à traitement par batches (Bm|Gp = INT, b = k|Cmax) résolu approxima-
tivement avec un ratio de 4

3 − 1
3m2

par l’heuristique HFCBLPT (Lemme 3.1.2). Sur le premier
étage, le traitement des tâches batches après batch ne permet plus d’obtenir un ordonnance-
ment respectant la règle LPT, cependant nous conservons un ordonnancement de liste. Or un
ordonnancement de liste fournit des ordonnancements pour le problème de machines classiques
parallèles (Pm1||Cmax) avec un ratio de garantie de performance de 2− 1

m1
. D’où :

Cmax(SHLBPT
) � Cmax(SHPm1

) + Cmax(SHBm2
)

�
�
2− 1

m1

�
Cmax(S∗

Pm1
) +

�
4
3 − 1

3m2

�
Cmax(S∗

Bm2
)

Soit S∗ l’ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de fin,
alors

Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
Pm1

) et Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
Bm2

)

Donc :

Cmax(SHLBPT
) �

�
2− 1

m1

�
Cmax(S∗

Pm1
) +

�
4
3 − 1

3m2

�
Cmax(S∗

Bm2
)

�
�
10
3 − 1

m1
− 1

3m2

�
Cmax(S∗)
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Chapitre 3. Méthodes approchées

C’est-à-dire 2 :
Cmax(SHLBPT

)

Cmax(S∗)
� 10

3
− 4

3m

L’existence d’une instance pour laquelle cette borne est atteinte est une question ouverte.
�

L’heuristique inverse HInv
LBPT respecte le schéma général des heuristiques inverses, présenté

dans la section 3.1.1. Elle utilise la règle LPT pour trier la liste de batches.

Théorème 3.1.6 L’heuristique HInv
LBPT fournit un ordonnancement SInv

HLBPT
du problème HF2

(Bm2,m1) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 10
3 − 4

3m .

Preuve. La preuve est identique à celle de l’heuristique HLBPT. �

Heuristique HJ (Johnson). Le déroulement de cette heuristique est identique à celui de
l’heuristique HLBPT, seule la règle de tri des batches est modifiée, et donc également la règle
de tri des tâches au premier étage. Les batches sont créés suivant la règle FCBLPT et triés à
l’aide de la règle de Johnson [111], qui partitionne les tâches en deux groupes : le premier groupe
contient les tâches plus courtes sur le premier étage, le second contient les tâches plus courtes sur
le second étage. Les tâches du premier groupe sont placées en début de liste par durée d’exécution
du premier étage croissante, alors que les tâches du second groupe sont ajoutées en fin de liste
par durée d’exécution du second étage décroissantes. Pour notre problème nous remplaçons les
tâches par des batches. La durée d’exécution du batch sur le premier étage est égale à la somme
des durées d’exécution des tâches du batch divisée par le nombre de machines du premier étage

(
�

j∈Bpj

m1
) alors que sa durée sur le second étage est égale à la durée d’exécution du batch divisée

par le nombre de machines du second étage (P (B)
m2

). Les tâches du premier batch sont exécutées
sur le premier étage en respectant les règles FAM et LPT. Dès que toutes les tâches du premier
batch sont disponibles au second étage, le batch est exécuté sur la première machine disponible,
puis le premier batch est supprimé de la liste. Réitérer ces opérations tant qu’il reste des batches.

Théorème 3.1.7 L’heuristique HJ fournit un ordonnancement SHJ
du problème HF2(m1, Bm2)

en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 4− 2
m
.

Preuve. De même que pour les heuristiques précédentes, la complexité de l’algorithme est
donnée par les trois premières étapes qui sont des opérations de tri, d’où la complexité de l’algo-
rithme en O(n log n). Soit SHJ

l’ordonnancement obtenu avec l’heuristique HJ , nous considérons
les deux étages indépendamment. L’ordonnancement du second étage ne respecte plus la règle
LPT, mais c’est un ordonnancement de liste, or le problème d’ordonnancement de machines
parallèles à traitement par batches (Bm|Gp = INT, b = k|Cmax) est résolu approximativement
avec un ratio de 2 − 1

m2
par l’heuristique HFCBList (Lemme 3.1.1). Sur le premier étage, l’or-

donnancement de liste fournit des ordonnancements pour le problème de machines classiques
parallèles (Pm1||Cmax) avec un ratio de garantie de performance de 2− 1

m1
. D’où :

Cmax(SHJ
) � Cmax(SHPm1

) + Cmax(SHBm2
)

�
�
2− 1

m1

�
Cmax(S∗

Pm1
) +

�
2− 1

m2

�
Cmax(S∗

Bm2
)

2. rappelons que m = max{m1,m2}
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Soit S∗ l’ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de fin,
alors

Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
Pm1

) et Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
Bm2

)

Donc :

Cmax(SHJ
) �

�
2− 1

m1

�
Cmax(S∗

Pm1
) +

�
2− 1

m2

�
Cmax(S∗

Bm2
)

�
�
4− 1

m1
− 1

m2

�
Cmax(S∗)

C’est-à-dire 3 :
Cmax(SHJ

)

Cmax(S∗)
� 4− 2

m

L’existence d’une instance pour laquelle cette borne est atteinte est une question ouverte.
�

L’heuristique inverse HInv
J respecte le schéma général des heuristiques inverses, présenté dans

la section 3.1.1, en utilisant la règle de Johnson pour trier la liste de batches.

Théorème 3.1.8 L’heuristique HInv
J fournit un ordonnancement S

H
Inv

J

du problème HF2(Bm2,

m1) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 4− 2
m
.

Preuve. La preuve est identique à celle de l’heuristique HJ. �

B. Une machine au premier étage

Nous traitons désormais le cas où une seule machine est présente sur le premier étage, ce
problème est notéHF2(1, Bm). À l’instar du problème avec plusieurs machines sur chaque étage,
nous regroupons les heuristiques par paire, la première heuristique de chaque paire est développée
pour le problème initialHF2(1, Bm) alors que la seconde est développée pour le problème inverse
HF2(Bm, 1). Le premier type d’heuristique, est une adaptation des heuristiques HLBPT du
problème général, ainsi les batches sont triés suivant la règle LPT puis les tâches sont séquencées
batch après batch. Le second type d’heuristique, adapté des heuristiques HJ du problème général
qui trie les batches suivant la règle de Johnson puis séquence les tâches batch après batch.

Heuristique HLBPT (Largest-Batch-Processing-Time). Au second étage, les batches sont
créés suivant la règle FCBLPT et triés à l’aide de la règle LPT. Les tâches du premier batch
sont exécutées sans temps mort sur la machine du premier étage, comme il n’y a qu’une machine
l’ordre entre les tâches d’un même batch n’a aucune importance. Dès que toutes les tâches du
premier batch sont disponibles au second étage, le batch est exécuté sur la première machine
disponible, puis le premier batch est supprimé de la liste. Réitérer ces opérations tant qu’il reste
des batches.

Théorème 3.1.9 L’heuristique HLBPT fournit un ordonnancement SHLBPT
du problème HF2

(1, Bm) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 7
3 − 1

3m , et cette borne est
atteinte.

3. rappelons que m = max{m1,m2}
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Preuve. De même que pour les heuristiques précédentes, la complexité de l’algorithme est
donnée par les trois premières étapes qui sont des opérations de tri, d’où la complexité de l’al-
gorithme en O(n log n). Soit SHLBPT

l’ordonnancement obtenu avec l’heuristique HLBPT , nous
considérons les deux étages indépendamment. Le second étage est un problème d’ordonnan-
cement de machines parallèles à traitement par batches (Bm|Gp = INT, b = k|Cmax) résolu
approximativement avec un ratio de 4

3 −
1
3m par l’heuristique HFCBLPT (Lemme 3.1.2). L’ordon-

nancement sans temps morts du premier étage est optimal lorsqu’il n’y a qu’une machine et que
l’on ne prend pas en compte le second étage. D’où :

Cmax(SHLBPT
) � Cmax(SH1) + Cmax(SHBm

)

� Cmax(S∗
1) +

�
4
3 − 1

3m

�
Cmax(S∗

Bm
)

Soit S∗ l’ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de fin,
alors

Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
1) et Cmax(S

∗) � Cmax(S
∗
Bm)

Donc :
Cmax(SHLBPT

) � Cmax(S∗
1) +

�
4
3 − 1

3m

�
Cmax(S∗

Bm
)

�
�
7
3 − 1

3m

�
Cmax(S∗)

C’est-à-dire :
Cmax(SHLBPT

)

Cmax(S∗)
� 7

3
− 1

3m

Ainsi lorsqu’il y a une seule machine au premier étage, l’heuristique HLBPT fournit une solution
avec un facteur de performance borné par 7

3 − 1
3m . Nous présentons une instance pour laquelle

cette borne est atteinte.
Soit I une instance du problème de flowshop hybride HF2(1, Bm) pour laquelle la capacité

des batches est max{2;nbC}. Cette instance est composée de 2m + 1 tâches de type A, d’une
tâche de type B et de nbC tâches de type C. Les durées d’exécution des tâches sont indiquées

dans le tableau 3.6, dans lequel � < min{m

3 ;
(m−1)2

2m+1 }. Dans l’ordonnancement optimal et dans
l’ordonnancement fourni par l’heuristique la composition des batches contenant la plus petite
des tâches A1, et les tâches A2 à Am est identique. Dans les deux cas les batches sont unitaires
car les tâches sont incompatibles 2 à 2. En revanche alors que dans l’ordonnancement fourni
par l’heuristique le premier batch contient la plus grande des tâches A1 et la tâche B dans
l’ordonnancement optimal ces tâches appartiennent à des batches unitaires. Enfin les tâches de
type C appartiennent à un même batch.

S’il n’y a pas de tâches de type C (nbC = 0), alors la date de fin de l’ordonnancement
Cmax(SHLBPT

) de l’ordonnancement SHLBPT
fournie par l’heuristique HLBPT pour l’instance

I est égal à Cmax(SHLBPT
) = 7m − 1 − 2� (voir figure 3.11) alors que la date de fin d’un

ordonnancement optimal pour l’instance I est égal à Cmax(S∗) = 3m + (2m + 2)� (voir figure

3.12). De plus Cmax(S∗) est optimal car il atteint la borne inférieure LB2 =
�

j∈J
pj

m
+minj∈J aj .

D’où :
Cmax(SHLBPT

)

Cmax(S∗)
=

7m− 1− 2�

3m+ (2m+ 2)�

Ainsi :

lim
�→0

Cmax(SHLBPT
)

Cmax(S∗)
=

7

3
− 1

3m

Si nbC > 0, lorsque � tend vers 0 les tâches de type C deviennent insignifiantes.
�
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Type Nombre de tâches p1 p2

A1 2 �
[2m− 1; 2m− 1]

et [2m− 1− �; 2m− 1− �]

A2 2 �
[2m− 2; 2m− 2]

et [2m− 2− �; 2m− 2− �]
...

Am−1 2 �
[m+ 1;m+ 1]

et [m+ 1− �;m+ 1− �]

Am 3 �
[m;m], [m− �;m− �]
et [m− 2�;m− 2�]

B 1 3m [�, 2m]
C nbC � [�; �]

Table 3.6 – Durées d’exécution des tâches de l’instance I (HLPBT pour HF2(1, Bm)).

B : 3m ������étage 1

étage 2

A1 : 2m − 1

A2 : 2m − 2

A1 : 2m− 1− �

7m− 1− 2�

A2 : 2m− 2− �

Am/2 : 2m −m/2

Am−1 : m + 1 − �

Am−1 : m+ 1

Am/2 : 2m −m/2 − �

Am/2+1 : m +m/2-1
Am/2+1 : m+m/2-1-�

Am : m− � Am : m− 2�

Am : m

Figure 3.11 – Ordonnancement SHLBPT
(pour HF2(1, Bm)).

������

�

étage 1

étage 2

B : 3m

A1 : 2m− 1
A1 : 2m− 1− �
A2 : 2m− 2

A2 : 2m− 2− �

Am/2 : 2m−m/2
Am : m Am : m− � Am : m− 2�

Am/2 : 2m−m/2− �

Am−2 : m+ 2

Am−1 : m+ 1

3m+ (2m+ 2)�

Am−1 : m + 1 − �

Am−2 : m + 2 − �

Figure 3.12 – Ordonnancement optimal S∗ (HLBPT pour HF2(1, Bm)).

L’heuristique inverse HInv
LBPT respecte le schéma général des heuristiques inverses, présenté

dans la section 3.1.1. Elle utilise la règle LPT pour trier la liste de batches.

Théorème 3.1.10 L’heuristique HInv
LBPT fournit un ordonnancement SInv

HLBPT
du problème HF2

(Bm, 1) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 7
3 − 1

3m , et cette borne est
atteinte.

Preuve. La preuve est identique à celle de l’heuristique HLBPT. �
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Heuristique HJ (Johnson). Au second étage, les batches sont créés suivant la règle FC-
BLPT et triés à l’aide de la règle de Johnson [111], que nous adaptons à notre problème. Les
tâches du premier batch sont exécutées sur la machine du premier étage sans temps morts. Dès
que toutes les tâches du premier batch sont disponibles au second étage, le batch est exécuté
sur la première machine disponible, puis le premier batch est supprimé de la liste. Réitérer ces
opérations tant qu’il reste des batches.

Théorème 3.1.11 L’heuristique HJ fournit un ordonnancement SHJ
du problème HF2(1, Bm)

en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 3− 1
m
.

Preuve. De même que pour les heuristiques précédentes, la complexité de l’algorithme est
donnée par les trois premières étapes qui sont des opérations de tri, d’où la complexité de l’algo-
rithme en O(n log n). Soit SHJ

l’ordonnancement obtenu avec l’heuristique HJ , nous considérons
les deux étages indépendamment. L’ordonnancement du second étage ne respecte plus la règle
LPT, mais c’est un ordonnancement de liste, or le problème d’ordonnancement de machines
parallèles à traitement par batches (Bm|Gp = INT, b = k|Cmax) est résolu approximativement
avec un ratio de 2− 1

m
par l’heuristique HFCBList (Lemme 3.1.1). L’ordonnancement sans temps

mort du premier étage est optimal lorsqu’il n’y a qu’une machine et que l’on ne prend pas en
compte le second étage. D’où :

Cmax(SHJ
) � Cmax(SH1) + Cmax(SHBm

)

� Cmax(S∗
1) +

�
2− 1

m

�
Cmax(S∗

Bm
)

Soit S∗ l’ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de fin,
alors

Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
1) et Cmax(S

∗) � Cmax(S
∗
Bm)

Donc :
Cmax(SHJ

) � Cmax(S∗
1) +

�
2− 1

m

�
Cmax(S∗

Bm
)

�
�
3− 1

m

�
Cmax(S∗)

C’est-à-dire :
Cmax(SHJ

)

Cmax(S∗)
� 3− 1

m

L’existence d’une instance pour laquelle cette borne est atteinte est une question ouverte.

�

L’heuristique inverse HInv
J respecte le schéma général des heuristiques inverses, présenté dans

la section 3.1.1, en utilisant la règle de Johnson pour trier la liste de batches.

Théorème 3.1.12 L’heuristique HInv
J fournit un ordonnancement S

H
Inv

J

du problème HF2(Bm,

1) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 3− 1
m
.

Preuve. La preuve est identique à celle de l’heuristique HJ. �
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C. Une machine au second étage

Finalement, nous traitons le cas où une seule machine est présente sur le second étage,
ce problème est noté HF2(m,B). À l’instar du problème avec plusieurs machines sur chaque
étage, nous regroupons les heuristiques par paire, la première heuristique de chaque paire est
développée pour le problème initial HF2(m,B) alors que la seconde est développée pour le
problème inverse HF2(B,m). Le premier type d’heuristique, est une adaptation des heuristiques
HLPT du problème général, ainsi les tâches sont ordonnancées suivant les règles LPT et FAM,
puis les batches sont exécutés dès que toutes leurs tâches sont disponibles pour la machine du
second étage. Le second type d’heuristique, adapté des heuristiques HJ du problème général
trie les batches suivant la règle de Johnson puis ordonnance les tâches batch après batch sur la
première machine disponible.

Heuristique HLPT. Au premier étage les tâches sont ordonnancées suivant les règles LPT
et FAM. Au second étage les batches sont créés suivant la règle FCBLPT, puis triés par dates
de disponibilité au second étage croissantes. Dès que toutes les tâches du premier batch sont
disponibles au second étage, le batch est exécuté sur la machine, et supprimé de la liste. Réitérer
cette opération tant qu’il reste des batches dans la liste.

Théorème 3.1.13 L’heuristique HLPT fournit un ordonnancement SHLPT
du problème HF2(m,

B) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 7
3 −

1
3m , et cette borne est atteinte.

Preuve. La complexité de l’algorithme est donnée, comme pour les autres heuristiques, par
les trois premières étapes qui sont des opérations de tri, d’où la complexité de l’algorithme en
O(n log n). Soit SHLPT

l’ordonnancement obtenu avec l’heuristique HLPT , nous considérons les
deux étages indépendamment. Au premier étage la règle LPT fournit un ordonnancement avec
un ratio de performance garantie égal à 4

3 −
1
3m . Au second étage, le problème d’ordonnancement

sur une machine à traitement par batches (B|Gp = INT, b = k|Cmax) est résolu optimalement
grâce à la règle FCBLPT (voir Oulamara et al. [176]). D’où :

Cmax(SHLPT
) � Cmax(SHPm

) + Cmax(SHB
)

�
�
4
3 − 1

3m

�
Cmax(S∗

Pm
) + Cmax(S∗

B
)

Soit S∗ l’ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de fin,
alors

Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
Pm) et Cmax(S

∗) � Cmax(S
∗
B)

Donc :
Cmax(SHLPT

) �
�
4
3 − 1

3m

�
Cmax(S∗

Pm
) + Cmax(S∗

B
)

�
�
7
3 − 1

3m

�
Cmax(S∗)

C’est-à-dire :
Cmax(SHLPT

)

Cmax(S∗)
� 7

3
− 1

3m

Ainsi lorsqu’il y a une seule machine sur le second étage, l’heuristique HLPT fournit une solution
avec un facteur de performance borné par 7

3 − 1
3m . Nous présentons une instance pour laquelle

cette borne est atteinte.
Soit I une instance du problème de flowshop hybride HF2(m,B), pour laquelle la capacité

des batches est égale à 2m+ 2. Cette instance est composée de 2m+ 1 tâches de type A, d’une
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tâche de type B et de nbC tâches de type C. Les durées d’exécution des tâches sont indiquées

dans le tableau 3.7, dans lequel � < min{m

3 ;
(m−1)2

2m+1 }.

Type Nombre de tâches p1 p2
A1 2 2m− 1 [�; 3m]
A2 2 2m− 2 [�; 3m]

...
Am−1 2 m+ 1 [�; 3m]
Am 3 m [�; 3m]
B 1 � [3m; 3m]
C nbC � [�; �]

Table 3.7 – Durées d’exécution des tâches de l’instance I (HLPT pour HF2(m,B)).

étage 1

étage 2

Am/2+1 : m+m/2-1
Am/2+1 : m+m/2-1

�

Am−1 : m+1

Am−1 : m+1

Am/2 : 2m−m/2
Am/2 : 2m−m/2

A2 : 2m− 2

A2 : 2m− 2

A1 : 2m− 1

A1 : 2m− 1 Am : m
Am : m

Am : m

A, B : 3m

7m-1

Figure 3.13 – Ordonnancement SHLPT
(pour HF2(m,B)).

�

�

Am : m Am : m

Am−1 : m+ 1
Am−1 : m+ 1
Am−2 : m+ 2
Am−2 : m+ 2

Am/2 : 2m−m/2 Am/2 : 2m−m/2

étage 1

étage 2 A, B : 3m

A1 : 2m− 1

A1 : 2m− 1

A2 : 2m− 2

A2 : 2m− 2

Am : m

3m+ 2�

Figure 3.14 – Ordonnancement optimal S∗ (HLPT pour HF2(m,B)).

S’il n’y a pas de tâches de type C (nbC = 0), alors la date de fin de l’ordonnancement
Cmax(SHLPT

) de l’ordonnancement SHLPT
fournie par l’heuristique HLPT pour l’instance I est

égal à Cmax(SHLPT
) = 7m − 1 (voir figure 3.13) alors que la date de fin d’un ordonnancement

optimal pour l’instance I est égal à Cmax(S∗) = 3m + 2� (voir figure 3.14). De plus Cmax(S∗)

est optimal car il atteint la borne inférieure LB2 =
�

j∈J
pj

m
+minj∈J aj . D’où :

Cmax(SHLPT
)

Cmax(S∗)
=

7m− 1

3m+ 2�
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Ainsi :

lim
�→0

Cmax(SHLPT
)

Cmax(S∗)
=

7

3
− 1

3m

Si nbC > 0, lorsque � tend vers 0 les tâches de type C deviennent insignifiantes.
�
Dans ce cas précis une méthode inverse est inutile, en effet l’ordre d’exécution des batches

dépendant de l’exécution des tâches qui seraient séquencées plus tard.

Heuristique HJ (Johnson). Au second étage, les batches sont créés suivant la règle FC-
BLPT et triés à l’aide de la règle de Johnson [111], que nous adaptons à notre problème. Les
tâches du premier batch sont exécutées au premier étage suivant les règle LPT et FAM. Dès que
toutes les tâches du premier batch sont disponibles au second étage, le batch est exécuté sur la
machine, puis le premier batch est supprimé de la liste. Réitérer ces opérations tant qu’il reste
des batches.

Théorème 3.1.14 L’heuristique HJ fournit un ordonnancement SHJ
du problème HF2(m,Bm)

en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 3− 1
m
.

Preuve. De même que pour les heuristiques précédentes, la complexité de l’algorithme est
donnée par les trois premières étapes qui sont des opérations de tri, d’où la complexité de l’algo-
rithme en O(n log n). Soit SHJ

l’ordonnancement obtenu avec l’heuristique HJ , nous considérons
les deux étages indépendamment. Au premier étage, l’ordonnancement de liste fournit des or-
donnancements pour le problème de machines classiques parallèles (Pm||Cmax) avec un ratio
de garantie de performance de 2− 1

m
. Au second étage, le problème d’ordonnancement sur une

machine à traitement par batches (B|Gp = INT, b = k|Cmax) est résolu optimalement grâce à
la règle FCBLPT (voir Oulamara et al. [176]). D’où :

Cmax(SHJ
) � Cmax(SHPm

) + Cmax(SHB
)

�
�
2− 1

m

�
Cmax(S∗

Pm
) + Cmax(S∗

B
)

Soit S∗ l’ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride, et Cmax(S∗) sa date de fin,
alors

Cmax(S
∗) � Cmax(S

∗
Pm) et Cmax(S

∗) � Cmax(S
∗
B)

Donc :
Cmax(SHJ

) �
�
2− 1

m1

�
Cmax(S∗

Pm
) + Cmax(S∗

B
)

�
�
3− 1

m

�
Cmax(S∗)

C’est-à-dire :
Cmax(SHJ

)

Cmax(S∗)
� 3− 1

m

Ainsi lorsqu’il y a une seule machine sur le second étage, l’heuristique HJ fournit une solution
avec un facteur de performance borné par 3 − 1

m
. Nous présentons une instance pour laquelle

cette borne est atteinte.
Soit I une instance du problème de flowshop hybride HF2(m,B), pour laquelle la capacité

des batches est égale à 2m. Cette instance est composée de 2m+1 tâches de type A, d’une tâche
de type B et de nbC tâches de type C. Les durées d’exécution des tâches sont indiquées dans le

tableau 3.8, dans lequel � < min{m

3 ;
(m−1)2

2m+1 }.
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Type Nombre de tâches p1 p2
A m− 1 (m− 1)L [�;mL]
B m− 1 L [�;mL]
C 1 mL [�;mL]
D 1 � [mL;mL]
E nbE � [�/2; �/2]

Table 3.8 – Durées d’exécution des tâches de l’instance I (HJ pour HF2(m,B)).

B:LB:LB:L

étage 1

A : (m-1)L

A : (m-1)L

C : mL

A : (m-1)L

A, B, C,D : mL

(3m-1)L

A : (m-1)L
�

étage 2

Figure 3.15 – Ordonnancement SHJ
(pour HF2(m,B)).

B:L
B:L

B:L
B:L

�
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A : (m-1)L
A : (m-1)L
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étage 1

étage 2

A : (m-1)L

mL+ 2�

Figure 3.16 – Ordonnancement optimal S∗ (HJ pour HF2(m,B)).

S’il n’y a pas de tâches de type E (nbE = 0), alors la date de fin de l’ordonnancement
Cmax(SHJ

) de l’ordonnancement SHJ
fournie par l’heuristique HJ pour l’instance I est égal à

Cmax(SHJ
) = (3m−1)L (voir figure 3.15) alors que la date de fin d’un ordonnancement optimal

pour l’instance I est égal à Cmax(S∗) = mL+2� (voir figure 3.16). De plus Cmax(S∗) est optimal

car il atteint la borne inférieure LB2 =
�

j∈J
pj

m
+minj∈J aj . D’où :

Cmax(SHJ
)

Cmax(S∗)
=

(3m− 1)L

mL+ 2�

Ainsi :

lim
�→0

Cmax(SHJ
)

Cmax(S∗)
= 3− 1

m

Si nbE > 0, lorsque � tend vers 0 les tâches de type E deviennent insignifiantes.

�
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3.1. Heuristiques

L’heuristique inverse HInv
J respecte le schéma général des heuristiques inverses, présenté dans

la section 3.1.1, en utilisant la règle de Johnson pour trier la liste de batches.

Théorème 3.1.15 L’heuristique HInv
J fournit un ordonnancement S

H
Inv

J

du problème HF2(B,

m) en O(n log n) avec un ratio de garantie de performance de 3− 1
m
.

Preuve. La preuve est identique à celle de l’heuristique HJ. �

3.1.5 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous présentons les performances de ces heuristiques sur plusieurs types
d’instances de 200 tâches. Nous désignons par H∗ la méthode qui consiste à appliquer les 6
heuristiques et à retenir la meilleure solution trouvée. L’indicateur d’efficacité, d’une heuristique
H, utilisé ici est l’écart relatif entre la valeur de la solution obtenue CH

max et la borne inférieure
LB :

CH
max − LB

LB
× 100

Pour chaque type d’instances nous présentons ainsi l’écart relatif moyen, et l’écart relatif
maximum pour chaque heuristique (H∗ incluse). Nous accompagnons ces valeurs du nombre
d’instances (sur 10 pour les tableaux A.1, A.2, A.3, A.4) pour lesquelles l’heuristique a été la
meilleure des 6 heuristiques (colonne “Best”).

Nous avons mené les expériences sur des instances de 200 tâches, pour lesquelles les durées
d’exécution sur le premier étage sont tirées aléatoirement dans l’intervalle [15, 185] selon une
distribution uniforme. Au second étage les intervalles de durées d’exécution sont proportionnels
de la forme [ai, (1+α)ai], la valeur de α est égale à 0,1 ou 1 et les durées minimales d’exécution,
aj sont tirées aléatoirement dans l’un des intervalles [15, 185], [30, 370], [45, 555] ou [60, 740].
C’est-à-dire dans les intervalles de la forme [15c2, 185c2] avec c2 ∈ {1, 2, 3, 4}, où c2 indique le
rapport moyen entre les durées d’exécution des deux étages. La capacité des batches est égale à 2,
3 ou 10. Les combinaisons de nombre de machines sont notées m1−m2, telles que m1 représente
le nombre de machines sur le premier étage, et m2 le nombre de machines sur le second étage de
type batch. Les combinaisons utilisées sont : 1-1, 1-10, 10-1, 10-10 et 2-2, 2-5, 5-2, 5-5. Chaque
combinaison de caractéristiques est testée sur 10 instances, et nous présentons un tableau pour
chaque valeur de c2.

À la lecture des tableaux A.1, A.2, A.3 et A.4 (voir Annexe A), nous remarquons tout d’abord
qu’il y a peu de différences de qualité entre les différentes valeurs de α. C’est pourquoi nous
étudions les résultats du tableau 3.9, dans lequel nous avons rassemblé les différentes valeurs
de α = {0, 1; 1} en calculant, respectivement, les moyennes, maximums et sommes pour α =
{0, 1; 1} des colonnes “Moy”, “Max” et “Best”. Nous avons également décidé d’étudier, en détail,
seulement les instances avec 2 ou 5 machines sur chaque étage. En effet, à la lecture des tableaux
A.1, A.2, A.3 et A.4 nous remarquons que lorsqu’il y a une seule machine sur le premier étage
l’écart relatif est toujours inférieur à 0,75%, avec une moyenne inférieure à 0,1%. De plus, dans le
cas où le premier étage est composé de 10 machines et le second d’une seule machine, lorsque le
premier étage est plus critique la meilleure solution s’éloigne de la borne inférieure. Cependant,
hormis lorsque la capacité des batches est égale à 10, les résultats sont relativement proches de
la borne inférieure. Quant-aux instances avec 10 machines sur chaque étage, elles confirment les
résultats que nous présentons pour les cas avec 2 et 5 machines sur chaque étage.
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Chapitre 3. Méthodes approchées

Les résultats du tableau 3.9, exhibent l’importance du nombre de machines du premier étage
sur la qualité de la meilleure solution obtenue. En effet, tous les écarts relatifs de l’heuristique
H∗ pour les combinaisons avec 2 machines sur le premier étage sont inférieurs à leur équivalent à
5 machines sur le premier étage. En revanche, aucune tendance comparable ne se dégage lorsque
le nombre de machines sur le second étage varie. Finalement remarquons qu’aucune tendance ne
se dégage quant-à une relation entre la valeur de l’écart relatif (par rapport à la borne inférieure)
et la capacité des batches ou la valeur de c2. Les résultats fournis par l’heuristique H∗ sont donc
relativement homogènes.

Malgré cette homogénéité de la qualité de la meilleure solution, la qualité de chaque heu-
ristique est variable. Ainsi chaque heuristique est plus ou moins intéressante par rapport aux
autres heuristiques, hormis HLPT qui est toujours dominée par les autres heuristiques (nous
avons ajouté un fond gris aux colonnes correspondantes). C’est pourquoi nous comparons les
instances pour lesquelles chaque heuristique a fourni la meilleure valeur (égale à H∗), compa-
raison que nous effectuons par combinaison de machines en fonction de c2 et de k. Cependant,
le saut de valeur entre k = 3 et k = 10 étant trop important pour pouvoir analyser les causes
des variations, nous restreignons la comparaison à k = 2 et k = 3. Notons toutefois que lorsque
k = 10, hormis pour 3 types d’instances pour lesquels la tendance est moins marquée, l’heuris-
tique H∗ fournit, pour chaque type d’instances, des solutions avec une moyenne significativement
meilleure que celles de chaque heuristique utilisée séparément.

Ainsi, la lecture du tableau 3.9 nous permet de remarquer que le comportement relatif des
heuristiques, lorsque le nombre de machines est le même sur chaque étage, est stable, en effet dans
les 3 cas (2-2, 5-5 et 10-10) l’heuristique HInv

J
fournit la plupart du temps les meilleures solutions

lorsque k = 2 et c2 = 1 et lorsque k = 3 et c2 = {1, 2}. Dans les autres cas, c’est l’heuristique
HJ qui fournit les meilleurs résultats. Dans ce cas, les heuristiques basées sur LBPT fournissent
très peu de meilleures solutions qui ne sont pas obtenues également par les heuristiques basées
sur la règle de Johnson. En revanche lorsqu’il y a 2 machines sur le premier étage et 5 sur
le second et lorsque c2 = 1, les meilleures solutions sont partagées entre les 4 heuristiques ;
cependant pour les autres valeurs de c2, lorsque k = 2 l’heuristique HInv

J
fournit la majorité des

meilleures solutions et pour k = 3 les meilleures solutions sont partagées principalement entre
les heuristiques HInv

J
et HLBPT . Finalement, lorsqu’il y a 5 machines sur le premier étage et 2

sur le second nous remarquons que, sauf pour le cas où k = 3 et c2 = 1, l’heuristique HJ fournit
les meilleures solutions. Exceptionnellement les meilleures solutions peuvent être obtenues par
l’heuristique HInv

J
.

Aux vues de ces résultats nous pensons qu’il existe, pour chaque combinaison de nombre de
machines, une relation entre le ratio k/c2 et la meilleure heuristique à utiliser. De plus cette
relation semble logique car le ratio k/c2 est un indicateur du rapport entre les charges des
deux étages pour une combinaison identique du nombre de machines. Aux vues des résultats
concernant les instances avec le même nombre de machines sur chaque étage, il semblerait que
l’on puisse étendre ces résultats à ratio m2

m1
constant.

Finalement, le tableau 3.10 nous permet de confirmer l’avantage des méthodes utilisant la règle
de Johnson. Contrairement à la règle LPT, la règle de Johnson prend en compte les spécificités des
flowshops ce qui explique cet avantage. Ainsi, l’heuristique HJ fournit la meilleure solution dans
70% des cas. Finalement, la combinaison de ces heuristiques, aux temps de calcul instantanés,
permet, pour des instances de 200 tâches, d’obtenir en moyenne une solution à moins de 1% de
la borne inférieure. Dans le pire cas traité ici, l’écart par rapport à la borne inférieure est de 8%.
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Chapitre 3. Méthodes approchées

3.2 Durées d’exécution identiques au premier étage

Dans cette section nous revenons à nouveau au problème général, à savoir plusieurs machines
sur chaque étage, et nous étudions le cas particulier où les tâches ont des durées d’exécution
identiques sur le premier étage. Nous avons également supposé que les intervalles de durées
d’exécution du second étage sont uniformes, c’est-à-dire que pour toutes tâches i et j telles que
ai � aj alors bi � bj . L’étude de ce cas est justifiée par le problème industriel (voir 1.4) où
les temps de constructions sont semblables et où un pneu à un temps de cuisson donné avec
une divergence acceptée de quelques pourcents (4% dans notre cas). C’est-à-dire des intervalles
de durées d’exécution proportionnels auxquels nous avons préférés les intervalles uniformes qui
permettent de traiter un problème plus général. Nous proposons ici un schéma d’approxima-
tion polynomial (PTAS : Polynomial-Time-Approximation-Scheme en anglais) pour résoudre ce
problème, noté HF2(m1, Bm2)|GU

p = INT, b = k, pj = p|Cmax.

Li et al. [140] ont développé un tel schéma d’approximation polynomial (PTAS) pour le pro-
blème de minimisation du makespan sur des machines parallèles à traitement par batches et
dates de disponibilité, noté Bm|b = k, rj |Cmax. Notons également que Afrati et al. [2], Hall et
Shmoys [97] et Deng et al. [57] ont introduit le principe et certains résultats intéressants pour
ce type de schémas d’approximation polynomiaux.

En l’absence de dates de disponibilité, il existe un ordonnancement du premier étage sans
temps mort, de plus les durées d’exécution des tâches au premier étage sont identiques donc à
la date p chaque machine du premier étage a exécuté une tâche, puis à la date 2p chacune a
exécuté une deuxième tâche. Au second étage nous pouvons donc considérer qu’à la date p, m1

tâches sont disponibles, puis à la date 2p il y a m1 nouvelles tâches disponibles. C’est pourquoi
nous considérons les opérations du premier étage comme des dates de disponibilité généralisées,
nous pouvons transformer ce problème (HF2(m1, Bm2)|GU

p = INT, b = k, pj = p|Cmax) en
un problème d’ordonnancement de machines parallèles à traitement par batches et dates de
disponibilité généralisées. C’est-à-dire qu’à la date de disponibilité généralisée r̄i, nbr̄i tâches sont
disponibles. Dans notre cas, à la première date de disponibilité généralisée r̄1 on aura m1 tâches
disponibles, en effet m1 tâches sont terminées sur le premier étage et disponibles pour le second
étage. À la seconde date de disponibilité r̄2, au total, 2m1 tâches sont disponibles, et ainsi de suite.
Le problème de machines parallèles à traitement par batches, intervalles de durées d’exécution
compatibles et dates de disponibilité généralisées est noté Bm2|GU

p = INT, b = k, r̄i|Cmax.

Étant donné que dans notre modèle les dates de disponibilité généralisées correspondent aux
dates de fin d’exécution des tâches sur le premier étage, les dates de disponibilité sont de la
forme r̄i = i× p, où p désigne la durée d’exécution des tâches sur le premier étage, et le nombre
de tâches disponibles à la date r̄i est égal à i×m1 avec 1 � i � � n

m1
�.

Comme le problème Bm2|GU
p = INT, b = k, r̄i|Cmax est NP-difficile même en l’absence de

dates de disponibilité généralisées, nous développons dans cette section une méthode approchée
de type PTAS. Dans la sous-section 3.2.1 nous présentons le principe du schéma d’approximation
développé ici, ensuite les sous-sections 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4 présentent les différentes étapes de la
méthode qui est explicitée dans la sous-section 3.2.5. Notons que dans la suite de cette section
nous employons le terme date de disponibilité à la place de date de disponibilité généralisée.

3.2.1 Principe

L’objectif d’un schéma d’approximation polynomial (PTAS) est de fournir une solution de
valeur inférieure à 1 + O(�) fois l’optimum en un temps polynomial par rapport à la taille de
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3.2. Durées d’exécution identiques au premier étage

l’instance, avec 0 < � < 1.
À ces fins, le schéma d’approximation utilisé consiste, de manière générale, à effectuer plu-

sieurs opérations d’arrondi et de partitionnement de l’horizon temporel afin de pouvoir limiter
le nombre de durées d’exécution et de dates de disponibilité distinctes, et ainsi énumérer tous
les ordonnancement réalisables. Ces opérations inspirées des travaux de Hall et al. [96], et dé-
taillées dans la sous-section 3.2.2 composent la première phase de la méthode. Cette phase de
transformation des données précède le partitionnement des tâches en deux groupes. Le premier
groupe de tâches, composé des tâches courtes, est ordonnancé approximativement à l’aide d’une
heuristique constructive développée dans la sous-section 3.2.3. Le second groupe, composé des
tâches longues dont nous avons limité le nombre de durées d’exécution distinctes durant la
phase de transformation des données, et est ordonnancé optimalement à l’aide d’un algorithme
d’énumération présenté dans la sous-section 3.2.4.

Après cette introduction du schéma utilisé par le PTAS, nous indiquons ici le rapport entre
ces phases et la garantie de performance du PTAS (c’est-à-dire obtenir une solution inférieure
à 1 + O(�)). La première transformation consiste à arrondir les durées d’exécution et les dates
de disponibilité à la puissance entière inférieure de (1 + �), cette transformation garantit un
nombre restreint de dates de disponibilité et durées d’exécution distinctes, ce qui est utile pour
énumérer l’ensemble des ordonnancements. Le partitionnement de l’horizon temporel permet
quant-à-lui de diviser l’horizon temporel en intervalles géométriques, où un intervalle commence
et se termine par une date de disponibilité, et au sein de chaque intervalle nous ordonnançons
toutes les tâches disponibles mais non exécutées. Ceci nous permet de restreindre la résolution
du problème à une résolution successive de sous-problèmes correspondant à ordonnancer (dans
un intervalle) un ensemble de tâches sans dates de disponibilité. La perte (augmentation de la
fonction objectif) entrâınée par ces transformation est inférieure à 1 + O(�) fois la valeur de la
solution optimale. Avec un nombre constant de transformations, la valeur de la fonction objectif
reste inférieure à 1 +O(�) fois la valeur de l’optimum du problème initial.

3.2.2 Transformation des données

Cette sous-section est consacrée à la transformation des données, elle est décomposée en trois
parties : dans la partie A, nous présentons les résultats permettant de partitionner l’horizon
temporel, la partie B, présente quant-à-elle le partitionnement des tâches entre tâches courtes et
tâches longues et un lemme caractérisant l’ordonnancement de chaque intervalle du découpage
temporel ; enfin la partie C, présente la seconde transformation des données, portant sur les
durées d’exécution des tâches longues.

A. Partitionnement de l’horizon temporel

Le premier lemme de cette partie nous permet de définir l’horizon temporel de l’ordonnan-
cement, ensuite le lemme 3.2.2 permet en arrondissant les dates de disponibilité généralisées de
partitionner cet horizon temporel.

Soit r̄max = � n

m1
�p la plus grande date de disponibilité, et amax = maxj∈J{aj} la plus grande

ordonnée des points initiaux des intervalles de durées d’exécution sur le second étage. Pour rappel
CFCBLPT
max (J) désigne la charge minimale en regroupant les tâches dans des batches (voir section

3.1.2). Soit opt la valeur du makespan optimal. Nous obtenons alors le résultat suivant :
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Lemme 3.2.1

max{r̄max, amax,
CFCBLPT
max

m2
} � opt � r̄max + amax +

CFCBLPT
max

m2

Preuve. Étant donné que r̄max, amax, et
C

FCBLPT
max

m2
sont tous trois des bornes inférieures tri-

viales du problème Bm2|GU
p = INT, b = k, r̄i|Cmax, l’inéquation max{r̄max, amax,

C
FCBLPT
max

m2
} �

opt est vérifiée. Pour démontrer que vl = r̄max + amax + C
FCBLPT
max

m2
est une borne supérieure du

problème, nous exhibons un ordonnancement dont la durée n’est pas plus grande que vl, pour
construire cet ordonnancement nous utilisons l’algorithme suivant :

1. Créer la liste de batches LB en appliquant la règle FCBLPT.

2. Utiliser la règle FAM pour ordonnancer ces batches en commençant le premier batch à la
date r̄max.

Dans ce cas la date de début d’exécution du dernier batch, noté B, est inférieure ou égale à

r̄max+
C

FCBLPT
max

m2
. La durée d’exécution du batch B est inférieure à amax, la date de fin d’exécution

du batch B est donc inférieure ou égale à vl = r̄max + amax +
C

FCBLPT
max

m2
. Les bornes inférieure et

supérieure définies par le lemme 3.2.1 sont donc valides.

�

Soit M = �×max{r̄max, amax,
C

FCBLPT
max

m2
}, avec 0 < � < 1. D’après le lemme 3.2.1, la valeur de

l’ordonnancement optimal est inférieure à 3
�
M .

La première transformation des données du problème concerne les dates de disponibilité.
Cette transformation consiste à transformer chaque date de disponibilité généralisée r̄i en un
multiple de M , c’est-à-dire à arrondir chaque valeur de r̄i au plus proche multiple de M . Soit
r̃i = M� r̄i

M
� la valeur arrondie de la date de disponibilité généralisée r̄i. Alors :

Lemme 3.2.2 Avec une perte d’un facteur (1 + �), nous supposons qu’il existe au plus (1
�
+ 1)

dates de disponibilité généralisées distinctes dans le problème initial.

Preuve. Suite à la transformation des dates de disponibilité, l’écart entre une date de dis-
ponibilité originelle (r̄i) et sa date de disponibilité modifiée (r̃i) est inférieur à M . Donc tout
ordonnancement réalisable du problème avec dates de disponibilité arrondies fournit un ordon-
nancement réalisable du problème initial en retardant tous les batches d’au plus M unités. Étant
donné que M � �×opt, cette transformation entrâıne une perte de (1+�). De plus, M � �×r̄max.
En combinant ces deux inégalités nous obtenons que ∀i � r̄i

M
� � 1

�
, d’où la présence d’au plus

(1
�
+ 1) dates de disponibilité généralisées distinctes.

�

Ainsi transformé le problème contient (1
�
+ 1) dates de disponibilité distinctes qui sont des

multiples deM . Nous partitionnons alors l’horizon temporel d’ordonnancement [0, 3
�
M) en (1

�
+1)

intervalles disjoints. Les 1
�
premiers intervalles sont notés δi = [(i − 1)M, iM) avec i = 1, . . . , 1

�

et le dernier intervalle est noté δ 1
�
+1 = [1

�
M, 3

�
M). Notons par ρ1, ρ2, . . . , ρ 1

�
+1 avec ρi = (i −

1)M, ∀i = 1, . . . , 1
�
+ 1, les nouvelles dates de disponibilité généralisées.
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3.2. Durées d’exécution identiques au premier étage

B. Partitionnement des tâches

Suite à ce partitionnement de l’horizon temporel nous partitionnons les tâches en deux
groupes, les tâches courtes et les tâches longues. Une tâche est dite courte si l’ordonnée du
point initial de son intervalle de durées d’exécution est inférieure à �M . Sinon, la tâche est dite
longue. Un batch est dit long s’il contient au moins une tâche longue, sinon il est dit court.

Le découpage de l’intervalle temporel accompagné du partitionnement des tâches permet à
l’ordonnancement de chaque intervalle de respecter un certain nombre de règles définies dans le
lemme suivant :

Lemme 3.2.3 Il existe un ordonnancement optimal respectant les propriétés suivantes :

1. Sur chaque machine, les batches commençants dans le même intervalle δi sont exécutés
par ordre décroissant de leur durée d’exécution.

2. Dans chaque intervalle δ1 à δ 1
�
+1, les tâches sont affectées aux batches par ordre décroissant

de la durée d’exécution des batches, de telle sorte que chaque batch contient les k plus
longues tâches (ou le plus de tâches possible) compatibles avec le batch dans la limite du
nombre de tâches disponibles.

3. Dans chaque intervalle δ1 à δ 1
�
+1, au plus un batch long contient des tâches courtes.

Preuve. Démontrons cette preuve propriété après propriété :

1. Supposons que les batches d’une machine m de l’intervalle δi ne soient pas exécutés par
ordre décroissant de leur durée d’exécution. Changer l’ordre des batches et les séquen-
cer dans l’ordre décroissant de leur durée d’exécution est possible car toutes les tâches
sont disponibles en début d’ordonnancement, de plus cette transformation n’entrâıne pas
d’augmentation de la valeur du makespan.

2. En présence de compatibilité de type intervalles de durées d’exécution, remplir les batches
d’un intervalle par ordre décroissant de leur durée d’exécution permet d’inclure plus de
tâches dans les mêmes batches. De plus remplir les batches avec les k plus grandes tâches
compatibles permet de réduire la somme des durées d’exécution des batches de l’ordon-
nancement. Ces deux affirmations peuvent être démontrées par l’argument d’échange de
tâches.

3. Cette dernière propriété est induite par les deux propriétés précédentes.

�

C. Transformation des durées d’exécution

L’ordonnancement des tâches longues est effectué par énumération de tous les ordonnance-
ments réalisables de tâches longues. Afin de limiter le nombre d’ordonnancements réalisables,
nous utilisons la technique introduite par Afrati et al. [2] pour obtenir un nombre de durées
d’exécution distinctes indépendant du nombre de tâches. Nous arrondissons toutes les ordon-
nées des points initiaux des intervalles de durées d’exécution en les multipliant par (1 + �) puis
en les faisant décrôıtre à la plus proche puissance entière de (1 + �).

Lemme 3.2.4 Avec une perte d’un facteur (1+ �), nous supposons que les ordonnées des points
initiaux des intervalles de durées d’exécution des tâches longues sont des puissances entières de
(1 + �).
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Preuve. La transformation des ordonnées des points initiaux des intervalles de durées d’exé-
cution présentée précédemment entrâıne une perte inférieure à (1 + �), en effet la multiplication
des durées d’exécution par (1+ �) entrâıne une perte de (1+ �). Par la suite lorsque nous faisons
décrôıtre ces valeurs vers la plus proche puissance entière de (1 + �), les durées d’exécution mo-
difiées restent supérieures aux durées d’exécution originelles. C’est pourquoi l’ordonnancement
reste réalisable, et sa date de fin d’exécution est inférieure à (1 + �) fois celle de l’optimum.

�

Le lemme 3.2.5 nous permet d’obtenir une borne du nombre d’ordonnées de points initiaux
des intervalles de durées d’exécution des tâches longues indépendante du nombre de tâches.

Lemme 3.2.5 Le nombre d’ordonnées de points initiaux des intervalles de durées d’exécution
des tâches longues, v, est borné par �1 + log1+�

1
�2
�.

Preuve. Soit j la plus petite tâche longue, par définition aj � �M � �2amax. Or d’après le
lemme 3.2.4, toutes les durées d’exécution des tâches longues sont des puissances entières de
(1 + �). C’est pourquoi nous supposons qu’il existe un entier x tel que aj = (1 + �)x et que
amax � (1 + �)x+v−1. Alors aj = (1 + �)x � �2(1 + �)v−1(1 + �)x. D’où v � �log1+�

1
�2

+ 1�.
�

Supposons les durées d’exécution des tâches longues distinctes notées ã1, ã2, . . . , ãv. Nous
gardons en mémoire les relations de compatibilité originelles entre les tâches.

Les différentes transformations effectuées, décrivons maintenant les algorithmes d’ordonnan-
cement des tâches courtes et des tâches longues.

3.2.3 Ordonnancement des tâches courtes

Dans cette sous-section, nous supposons que toutes les tâches sont courtes. L’algorithme dé-
veloppé ici permet d’ordonnancer approximativement les tâches courtes dans les intervalles dont
toutes les tâches disponibles n’ont pas été consommées. Dans le paragraphe suivant nous intro-
duisons le principe de l’algorithme, avant de démontrer la perte engendrée par son application.

L’algorithme crée tout d’abord les batches à l’aide de la règle FCBLPT, soit LB la liste de
batches créée. Cette liste est triée par ordre décroissant du ratio P (Bi)

|Bi| , où P (Bi) est la durée

d’exécution du batch Bi, et |Bi| son nombre de tâches. Sur la première machine disponible de
l’intervalle δi, si un nombre suffisant de tâches est disponible pour exécuter le premier batch de
la liste LB, l’exécuter puis le supprimer de la liste LB et réitérer cette opération. Sinon passer à
l’intervalle suivant.

D’où :

Algorithme ST

1. Créer les batches en utilisant l’algorithme FCBLPT. Soit LB la liste des batches créés.

2. Réindexer la liste LB par ordre décroissant du ratio P (Bi)
|Bi| . Soit B le premier batch de la

liste LB, et nb = 0.

3. Pour chaque intervalle δi, i = 1, . . . , 1
�
+ 1
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(a) S’il n’y a pas assez de places 4 disponibles pour exécuter le batch B (c’est-à-dire

m1� (i−1)M
p

� − nb < |B|) ou si aucune machine n’est disponible avant la fin de l’inter-
valle δi (impossible pour le dernier intervalle), alors aller à l’intervalle suivant δi+1.

(b) S’il y a assez de places disponibles pour exécuter le batch B (c’est-à-direm1� (i−1)M
p

�−
nb � |B|) et qu’une machine est disponible pour l’exécuter, ordonnancer le batch B
sur la première machine disponible (règle FAM). Supprimer B de la liste LB, ajouter
|B| à nb (nb = nb+ |B|) et aller à 3a.

Lemme 3.2.6 L’algorithme ST est un PTAS avec une perte d’au plus 1 + (2 + 1
m2

)�2 lorsque
toutes les tâches sont courtes.

Preuve. Soit S l’ordonnancement optimal et opt son makespan. Soit S̃ et ˜opt, respectivement,
l’ordonnancement obtenu par l’algorithme ST et son makespan. Considérons le dernier temps
mort dans l’ordonnancement obtenu S̃, ce temps mort noté ∆ se termine à la date t. Cette date
t correspond à une date de disponibilité modifiée ρi, si ce n’est pas le cas le temps mort peut être
retardé. Comme tous les batches de S̃ sont courts, tout batch commençant avant t est complété
avant la date t + �M . Soit Ã l’ensemble de batches de S̃ commençant après la date t. Étant
donné que tous les batches de Ã sont exécutés sans temps mort à partir de t+ �M , et que S̃ est
obtenu en appliquant la règle FAM, une borne supérieure de ˜opt est :

˜opt � t+ �M +

�
B∈Ã P (B)

m2
+ P (Bmax) � t+

�
B∈Ã P (B)

m2
+ 2�M (3.1)

où P (Bmax) désigne la plus grande durée d’exécution des batches de l’ensemble Ã.
Soit B̃ le batch reporté de l’intervalle δi vers l’intervalle δi+1, alors

�
B∈Ã P (B) =

�
B∈Ã\B̃

P (B)+P (B̃) � �
B∈Ã\B̃ P (B)+ �M , où Ã \ B̃ représente l’ensemble des batches à ordonnancer

après t.
Soit A la liste de batches ordonnancer après la date t dans l’ordonnancement optimal S. En

observant les opérations de construction et d’indexation de l’algorithme ST, il est évident que�
B∈Ã\B̃ P (B) � �

B∈A P (B). D’où
�

B∈Ã P (B) � �
B∈A P (B) + �M ce qui implique :

t+

�
B∈Ã P (B)

m2
+ 2�M � t+

�
B∈A P (B) + �M

m2
+ 2�M

De plus t +
�

B∈A
P (B)

m2
est une borne inférieure de opt, donc en utilisant l’inégalité 3.1, nous

obtenons ˜opt � opt+ �M

m2
+ 2�M , or M � � opt d’où :

˜opt � (1 + (2 +
1

m2
)�2)opt

�

3.2.4 Ordonnancement des tâches longues

D’après le lemme 3.2.5 le nombre de durées d’exécution distinctes de tâches longues est
supposé indépendant du nombre de tâches et donc constant par rapport à la taille de l’instance.

4. au sens du nombre de tâches à ordonnancer au début de l’intervalle δi
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Ainsi nous pouvons énumérer tous les ordonnancements réalisables de tâches longues en un temps
polynomial par rapport à la taille de l’instance originelle. Afin de faciliter l’énumération nous
utilisons les concepts de configuration machine et de profil d’exécution développés par Hall et
Shmoys [97]. Une configuration machine détaille pour une machine, intervalle après intervalle,
le nombre de batches pour chaque durée d’exécution, alors qu’un profil d’exécution regroupe
l’ensemble des configurations machines de l’ordonnancement, soit m2 configurations.

Soit σ un ordonnancement réalisable. Supprimons de σ toutes les tâches et batches courts
afin de conserver uniquement les batches longs vidés de leurs tâches, on les nomme batches
longs vides. C’est-à-dire que seule la durée d’exécution du batch est conservée. Ainsi à chaque
machine correspond une paire de vecteurs (λ, µ) qui respecte l’ordonnancement σ. Cette paire
de vecteurs λ = (λ1, . . . ,λ 1

�
+1) et µ = (µ1,1, . . . , µ1,v, µ2,1, . . . , µ2,v, . . . , µ 1

�
+1,1, . . . , µ 1

�
+1,v) est

appelée configuration de machine, et λ et µ sont tels que λi désigne le nombre de batches
longs exécutés sur la machine pendant l’intervalle δi, alors que µi,j , ∀i = 1, . . . , 1

�
, ∀j = 1, . . . , v

désigne le nombre de batches longs de durée d’exécution ãj commençant dans l’intervalle δi
sur la machine. Notons que ∀i = 1, . . . , 1

�
,
�

v

i=1 µi,j = λi. La longueur de chaque intervalle δi,
i = 1, . . . , 1

�
est égale à M , hormis le dernier intervalle δ 1

�
+1 dont la longueur est égale à 2

�
M .

Or dans cette sous-section seuls les batches longs nous intéressent, donc la durée d’un batch est
supérieure à �M . C’est pourquoi les 1

�
premiers intervalles δi, i = 1, . . . , 1

�
contiennent moins de

1
�
batches longs, et l’intervalle δ 1

�
+1 contenant quant-à-lui au plus 2

�2
batches longs. De plus, les

durées d’exécution des batches longs vides sont choisies parmi v valeurs, avec v � �1+log1+�

1
�2
�

(lemme 3.2.5). Ainsi si w batches longs commencent sur la machine pendant l’intervalle δi, le
nombre de configurations de cette machine possibles pour cet intervalle est au plus vw. Comme
w peut prendre chaque valeur entière entre 0 et 1

�
le nombre total de configurations du vecteur

µi = (µi,1, . . . , µi,v) est égal à 1 + v + · · · + v
1
� . Donc le nombre de configurations de machines

pour tous les intervalles δi est inférieur à (1 + v + · · · + v
1
� )

1
� × (1 + v + · · · + v

2
�2 ) < 2

1
� × v

3
� ,

nombre indépendant de n.
Ce qui nous permet de définir un profil d’exécution comme un tuple (m1, . . . ,mψ), où mi

désigne le nombre de machines avec la configuration i dans l’ordonnancement. Ainsi nous consi-
dérons uniquement (m+ 1)ψ profils d’exécution, où ψ < 2

1
� × v

3
� .

3.2.5 Schéma d’approximation polynomial (PTAS)

Les sous-sections précédentes nous ont permises de partitionner l’horizon temporel en (1
�
+1)

intervalles, et de partitionner les tâches en deux groupes en indiquant comment traiter chaque
groupe en l’absence de tâches de l’autre groupe. L’objectif de cette dernière sous-section est
donc d’ordonnancer les deux groupes de tâches en harmonie. Nous allons tout d’abord présenter
deux nouveaux lemmes afin de séparer les phases d’ordonnancement des deux groupes de tâches.
Finalement nous présentons l’algorithme LT-ST qui est un schéma d’approximation polynomial
(PTAS) pour le problème Bm2|GU

p = INT, b = k, r̄i|Cmax.
Le principe de ce schéma d’approximation polynomial est le suivant : créer un profil d’exécu-

tion σ et assigner les tâches longues à ce profil (l’ordonnancement résultant doit être réalisable).
L’objectif est ensuite d’ordonnancer les tâches courtes dans les intervalles δi (i = 1, . . . , 1

�
+ 1)

chaque fois qu’il est possible de placer le plus grand batch court, c’est-à-dire chaque fois qu’il
y a assez de tâches disponibles au début de l’intervalle δi et qu’il y a un temps mort sur une
machine pendant l’intervalle δi.

Lemme 3.2.7 Avec une perte d’un facteur (1 + �), nous supposons qu’aucun batch court n’est
exécuté dans deux intervalles différents.
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Preuve. Lorsque l’exécution d’un batch court dans un temps mort de l’intervalle δi se termine
dans l’intervalle δi+1, nous étirons l’intervalle δi d’une longueur supplémentaire inférieure à �M ,
ce qui permet de compléter l’exécution du batch court durant l’intervalle δi. Comme au plus 1

�

intervalles peuvent être étirés, la perte entrâınée est inférieure à �M × 1
�
. Or M � � opt, d’où

une perte inférieure à � opt.
�

Lemme 3.2.8 Avec une perte d’un facteur (1+ �+ �2), nous supposons qu’aucune tâche courte
n’est ordonnancée dans un batch long.

Preuve. D’après le lemme 3.2.3, dans chaque intervalle au plus un batch long peut contenir des
tâches courtes. Or toutes les tâches courtes incluses dans un batch long sont compatibles entre
elles, il est donc possible d’étendre l’intervalle d’au plus �M pour ordonnancer ces tâches courtes
dans un batch court. Étant donné qu’il y a (1

�
+ 1) intervalles, et que M � � opt, la perte est

inférieure à (�+ �2)opt.
�

Les concepts et lemmes présentés dans cette section nous permettent de définir l’algorithme
permettant de résoudre le problème Bm2|GU

p = INT, b = k, r̄i|Cmax.

Algorithme LT-ST

1. Créer tous les profils d’exécution possibles comme indiqué dans la sous-section 3.2.4

2. Pour chaque profil d’exécution, soit nb = 0.

(a) Assigner une configuration à chaque machine, en accord avec le profil. Si ce n’est pas
possible supprimer le profil.

(b) Pour chaque machine et chaque intervalle, séquencer les batches longs vides le plus tôt
possible dans l’ordre décroissant de leurs durées d’exécution. Si des batches doivent
être reporté à l’intervalle suivant, supprimer le profil.

(c) Pour chaque intervalle, remplir les batches longs vides de l’intervalle par ordre dé-
croissant de leur durée d’exécution. Ce remplissage consiste à ce que chaque batch
contienne les k (ou le plus possible) plus longues tâches compatibles dans la limite
du nombre de tâches disponibles. Si un batch reste vide, supprimer le profil. Sinon,
ajouter à nb le nombre de tâches ordonnancées, et mettre à jour le nombre de tâches
restantes dans cet intervalle δi, c’est-à-dire lδi = m1� (i−1)M

p
� − nb.

(d) Exécuter l’algorithme ST pour ordonnancer les tâches courtes dans les temps morts
laissés par les batches longs.

3. Sélectionner le meilleur ordonnancement réalisable.

Lemme 3.2.9 L’algorithme LT-ST est un schéma d’approximation polynomial (PTAS) pour le
problème Bm2|GU

p = INT, b = k, r̄i|Cmax, avec une durée d’exécution en O(n log n+ n× (m+

1)ψ), avec ψ < 2
1
� × v

3
� .

Preuve. Comme l’ordonnancement optimal est associé à l’un des (m+ 1)ψ profils d’exécu-
tion, et que tous les profils d’exécution sont explorés, l’algorithme LT-ST fournit une solution
approchée de la solution optimale. L’algorithme LT-ST génère, pour un profil donné, un or-
donnancement optimal des tâches longues. De plus l’application de l’algorithme ST entrâıne une
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perte inférieure à 1+(2+ 1
m2

)�2. Cette perte, associée aux résultats des lemmes 3.2.2, 3.2.4, 3.2.7

et 3.2.8 nous obtenons que l’algorithme LT-ST entrâıne une perte d’un facteur 1+4�+(3+ 1
m2

)�2.

Notons que l’algorithme LT-ST exécute (m+1)ψ l’algorithme ST pour ordonnancer les tâches
courtes. Or la première étape de l’algorithme ST est une opération de trie, qui peut être exécuter
préalablement, la complexité des autres étapes de l’algorithme ST est O(n), donc la complexité
de l’algorithme LT-ST est O(n log n+ n× (m+ 1)ψ).

�

3.3 Conclusion du chapitre

Dans la première section de ce chapitre nous avons développé 6 heuristiques constructives
avec garantie de performance pour le problème de minimisation de la durée de l’ordonnance-
ment d’un flowshop hybride avec machines à traitement par batches et compatibilité entre les
tâches, problème noté HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax. Nous avons également adapté
ces méthodes et leurs garanties de performance aux problèmes avec une seule machine sur l’un
des étages (HF2(1, Bm)|Gp = INT, b = k|Cmax et HF2(m,B)|Gp = INT, b = k|Cmax). À la
lecture de la section présentant les résultats expérimentaux 3.1.5, nous remarquons qu’au moins
une de ces heuristiques fournit très rapidement une solution intéressante. Effectivement pour
nos instances de tests composées de 200 tâches les résultats étaient obtenues instantanément et
l’écart moyen par rapport à la borne inférieure est inférieure à 1% alors que l’écart maximum
est de 8%.

La seconde section de ce chapitre présente un schéma d’approximation polynomial (PTAS)
pour le problème de minimisation de la durée de l’ordonnancement d’un flowshop hybride avec
machines à traitement par batches, compatibilité entre les tâches et durées d’exécution identique
sur le premier étage, problème noté HF2(m1, Bm2)|GU

p = INT, b = k, pj = p|Cmax.

Nous avons publié les résultats présentés dans cette section dans la revue Computer & Ope-
ration Research [19] ainsi qu’en tant qu’article long lors de la conférence ROADEF’07. Dans ce
manuscrit nous avons modifié la présentation des méthodes qui nous semble plus adapté à une
thèse, nous avons également ajouté l’étude des méthodes pour le problème inverse.
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Chapitre 4

Méthodes Exactes

Ce chapitre est dédié à la résolution exacte du problème de flowshop hybride avec machines
à traitement par batches et intervalles de durées d’exécution compatibles (HF2(m1, Bm2)|Gp =
INT, b = k|Cmax). Alors que dans la première section du chapitre précédent nous avons défini
des heuristiques constructives afin de fournir des solutions approchées du problème, les méthodes
présentées dans ce chapitre permettent l’énumération implicite de toutes les solutions afin de
fournir une solution optimale du problème HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax.
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4.1 Méthodes par séparation évaluation pour le flowshop hy-
bride

Les procédures par séparation évaluation (PSE) pour la minimisation du makespan sur un
flowshop hybride classique (machines disjonctives) développées jusqu’à présent sont de deux
types. Nous présentons leurs principes généraux dans ce paragraphe et détaillons la méthode de
Carlier et Néron [31] dans la sous-section suivante. Le premier type de procédures, développé
par Brah et Hunsucker en 1991 [26], consiste à ordonnancer les tâches étage après étage, du
premier au dernier étage, et machine après machine. Pour cette énumération, il utilise un arbre
de recherche avec deux types de nœuds où chaque type de nœud indique si la tâche est exécutée
sur une nouvelle machine ou non (sur la même machine que la tâche précédente). Ce type de
procédure a été amélioré par la suite notamment par Portmann et al. [184] et Vignier [215]. Le
second type de procédure développé par Carlier et Néron en 2000 [31], ordonnance les tâches
étage après étage, du plus critique au moins critique, à l’aide d’un ordonnancement de liste,
contrairement à la méthode de Brah et Hunsucker qui ordonnance toutes les tâches d’une machine
avant d’ordonnancer les tâches de la machine suivante.

Dans cette section nous présentons le principe de la méthode par séparation évaluation pour
le flowshop hybride développée par Carlier et Néron [31] en 2000. Ensuite nous l’adaptons aux
problèmes de minimisation du makespan pour des flowshops à deux étages.

4.1.1 Méthode de Carlier et Néron

Pour rappel, l’objectif d’une procédure par séparation évaluation (PSE) est d’énumérer im-
plicitement toutes les solutions réalisables à l’aide d’un arbre de recherche pour lequel chaque
nœud correspond à un sous-problème. La procédure développée par Carlier et Néron [31] énu-
mère les ordonnancements réalisables à l’aide d’une liste de tâches pour chaque étage. Ces listes
de tâches sont ordonnancées suivant la règle développée par Carlier [30]. Cette règle consiste
à ordonnancer les tâches suivant la règle FAM (First-Available-Machine, voir 3.1.1) en respec-
tant les contraintes de disponibilité de la tâche sur l’étage en cours d’ordonnancement. L’ordre
de traitement des étages n’est pas chronologique mais la procédure commence par énumérer
les ordonnancements de l’étage le plus critique pour terminer par ordonnancer l’étage le moins
critique.

Chaque nœud de l’arbre de recherche correspond à un ensemble de listes de tâches, une
liste complète (contenant n tâches) pour chaque étage totalement séquencé, et une liste partielle
pour l’étage en cours de séquencement. Ainsi l’ordonnancement d’un étage ne peut donc pas être
réalisé avant que tous les étages qui le précèdent soient séquencés. Par exemple, si le premier
étage est l’étage le moins critique, aucun étage ne peut-être ordonnancé avant le dernier niveau
de l’arbre. La limitation du nombre de nœuds explorés ne peut donc s’effectuer sur la base
des ordonnancements, Carlier et Néron ont donc utilisé le concept de fenêtre d’exécution. Ce
principe de fenêtre d’exécution utilise le fait que les opérations de la tâche qui précèdent et qui
suivent l’étage courant doivent être exécutées avant et après l’exécution de l’opération courante,
et ceci en moins de temps que pour le meilleur ordonnancement obtenu jusqu’à présent (durant le
parcours de l’arbre ou à l’aide d’une heuristique). L’exécution des opérations précédant celle de
l’étage actuel implique que la tâche actuelle ne peut commencer avant une certaine date. Mais si
l’on souhaite terminer l’exécution des opérations qui suivent la tâche actuelle avant la meilleure
date de fin actuelle, la tâche en cours d’ordonnancement doit être terminée à une certaine date.
Ces deux propositions implique l’utilisation de fenêtres d’exécution.
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4.1.2 Adaptation au problème de flowshop hybride avec machines à traite-
ment par batches au second étage

Dans notre cas l’étage critique est soit le premier, soit le dernier. Or dans le chapitre précédent
nous avons remarqué que les problèmes de minimisation du makespan pour les flowshops sont
symétriques c’est pourquoi nous pouvons supposer que le premier étage est toujours l’étage
le plus critique (du problème originel ou du problème inversé). Ainsi la méthode de Carlier
et Néron consiste à énumérer tous les ordonnancements du premier étage, puis à résoudre le
problème résultant au second étage.

En résumé, ces procédures par séparation évaluation pour le flowshop à deux étages sont
divisées en deux phases. Lors de la première phase les ordonnancements du premier étage (du
problème originel ou du problème inversé) sont énumérés, à la suite de cette énumération nous
obtenons un ensemble d’ordonnancement réalisable du premier étage S. Lors de la seconde phase
nous cherchons pour chaque ordonnancement réalisable du premier étage, l’ordonnancement du
second étage minimisant le makespan. Ainsi à la fin de la seconde étape nous obtenons des ordon-
nancements réalisable du problème de flowshop hybride à deux étages. Les ordonnancements du
premier étage sont utilisés par la seconde étape sous forme de dates de disponibilité des tâches,
ainsi chaque ordonnancement est transformé en un ensemble de dates de disponibilité à l’aide
de la transformation suivante : chaque date de fin d’exécution sur le premier étage est égale
à la date de disponibilité de la tâche pour la seconde étape. Ce qui nous permet de résoudre
deux problèmes de machines parallèles plutôt qu’un seul problème de flowshop hybride à deux
étages. La première phase est une phase d’énumération des ordonnancements non dominés d’un
problème de machines parallèles, alors que la deuxième étape consiste à résoudre un certain
nombre de problème de machines parallèles avec dates de disponibilité. En fonction de l’étage le
plus critique la méthode traite le problème originel ou le problème inverse, mais le principe reste
inchangé. Cette méthode a été utilisée par Haouari et al. [101] pour le problème de minimisation
de flowshop hybrides à deux étages avec machines disjonctives.

Lorsque nous adaptons cette technique à notre problème, nous remarquons que la différence
de type de machines entre les deux étages impose de développer deux procédures distinctes. En
effet dans le cas où le premier étage est plus critique, nous traitons le problème originel donc la
première étape consiste à résoudre le problème d’énumération d’ordonnancements de machines
parallèles Pm1||− et la seconde étape consiste à minimiser le makespan de machines parallèles
à traitement par batches, intervalles de durées d’exécution compatibles et dates de disponibilité
Bm2|Gp = INT, b = k, rj |Cmax. En revanche lorsque l’étage le plus critique est le second étage
la procédure s’applique au problème inverse HF2(Bm2,m1)|Gp = INT, b = k|Cmax, ainsi la
première étape est une énumération d’ordonnancements de machines parallèles à traitement
par batches et intervalles de durées d’exécution compatibles Bm2|Gp = INT, b = k|− et la
seconde étape consiste à minimiser le makespan de machines parallèles disjointes avec dates de
disponibilité Pm1|rj |Cmax. Nous appelons la première méthode, lorsque le premier étage est
critique, méthode directe, et nous la présentons dans la section 4.2 alors que la seconde méthode,
appelée Méthode inverse, est présentée dans la section 4.3.

La procédure peut être résumée comme suit :

1. Énumérer tous les ordonnancements du premier étage.

2. Pour chaque ordonnancement du premier étage :

(a) Transformer les dates de fin d’exécution du premier étage en dates de disponibilité.

(b) Résoudre le problème de machines parallèles avec dates de disponibilité résultant.
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3. Retourner le meilleur ordonnancement obtenu.

Nous présentons les méthodes par étapes, en commençant par une brève introduction de
l’objectif de l’étape et une introduction à la méthode implémentée pour atteindre cet objectif.
Ensuite pour les étapes utilisant une procédure par séparation évaluation, nous détaillons le
schéma de séparation, c’est-à-dire que nous définissons le critère de séparation entre les différents
enfants d’un même parent. Enfin nous présentons les bornes inférieures et les différentes règles
de dominance.

4.2 Méthode directe

Dans cette section nous développons une PSE pour le problème initial (HF2(m1, Bm2)|Gp =
INT, b = k|Cmax) à utiliser lorsque l’étage le plus critique est le premier étage. Comme nous
l’avons indiqué dans la section précédente cette PSE est divisée en deux étapes. Dans la pre-
mière étape, la procédure énumère tous les ordonnancements non dominés (pour le flowshop)
du premier étage, c’est-à-dire l’énumération des solutions du problème Pm1||− où la valeur
du champ γ indique l’énumération des solutions. La seconde étape de la procédure consiste à
obtenir le meilleur ordonnancement du second étage pour chaque ordonnancement du premier
étage. C’est-à-dire la résolution d’un problème de machines parallèles à traitement par batches
et compatibilité entre les tâches Bm2|Gp = INT, b = k, rj |Cmax pour chaque ordonnancement
du premier étage, représenté par les dates de disponibilité.

La figure 4.1 permet de visionner le déroulement de la
PSE. L’arbre principal représente l’arbre créé lors de la
première étape. Lorsqu’une feuille de cet arbre principal
est créée (feuille représentée par un nœud carré), alors la
seconde étape est exécutée pour obtenir le meilleur ordon-
nancement respectant l’ordonnancement du premier étage
fourni par la feuille. Cette seconde étape développe ainsi
un sous-arbre dit secondaire lors de la création de chaque
feuille de l’arbre principal. Les deux étapes ne sont donc
pas successives, mais la seconde étape est imbriquée dans
la première.

Figure 4.1 – Exemple d’arbre de
recherche pour la méthode directe
(PSE).

4.2.1 Première étape

L’objectif de cette étape est de fournir un ensemble d’ordonnancement du premier étage, tel
qu’il existe un ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride HF2(m1, Bm2)|Gp =
INT, b = k|Cmax dont l’ordonnancement du premier étage appartient à l’ensemble d’ordon-
nancement fourni par cette étape. À défaut d’une méthode permettant d’obtenir directement
un ordonnancement du premier étage fournissant un ordonnancement des deux étages optimal,
nous énumérons tous les ordonnancements du premier étage pour lesquels nous n’avons pas la
certitude qu’un autre ordonnancement du premier étage ne fournisse un ordonnancement global
au moins aussi bon. Finalement chacun de ces ordonnancements est transformé en un ensemble
de dates de disponibilité pour la seconde étape de la procédure.
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4.2. Méthode directe

Afin de simplifier la compréhension de la procédure, nous séparons l’arbre de recherche de la
procédure globale (flowshop) en un arbre de recherche pour le premier étage, et un ensemble
d’arbres de recherche pour le second étage tel que chaque feuille de l’arbre du premier étage
corresponde à la racine de l’un des arbres du second étage. Il y a donc un arbre du second étage
par feuille de l’arbre du premier étage, il est donc toujours possible de rassembler les différents
arbres de recherche pour obtenir arbre de recherche originel.

Schéma de séparation. Lors de la première étape de la procédure, qui correspond au premier
étage traité, un nœud représente une liste partielle de tâches. Un nœudN1

l
de niveau l correspond

à un ordonnancement partiel de l tâches, obtenu en ajoutant une tâche sur la première machine
disponible suite à l’ordonnancement des l − 1 tâches du nœud parent. Remarquons qu’étant
donné que les tâches sont ajoutés en fin de liste, l’ordonnancement des l tâches du nœud N1

l

n’est pas modifié par ses successeurs. Ainsi les nœuds de niveau n (et n − 1 par déduction)
correspondent à des ordonnancements complets du premier étage. Remarquons qu’il existe une
bijection entre une liste et un ordonnancement, en effet, lorsque l’on impose que si plusieurs
machines sont disponibles à la même date, la tâche doit être placée sur celle de plus petit indice,
une liste de tâche fournit un ordonnancement unique. De plus, dans ces conditions, la manière
de représenter un ordonnancement par une liste est unique.

Quant aux stratégies d’explorations de l’arbre de recherche, la présence des batches ne permet
pas une utilisation simple des stratégies basées sur les divergences tels les méthodes développées
par Hmida et al. [106]. En effet nous ne pouvons garantir l’optimalité d’une création de batches en
temps polynomial pour le flowshop, et donc pour chaque divergence le nombre de possibilité serait
trop important pour fournir des résultats intéressants. De plus deux ordonnancements du premier
étage relativement différents peuvent fournir un ordonnancement global de même qualité. Il n’est
donc pas intéressant d’énumérer tous les ordonnancements du premier étage avant de résoudre
le premier problème du second étage. C’est pourquoi une stratégie d’exploration en “largeur
d’abord” n’est pas adaptée à ce type de problème. C’est pourquoi nous avons préféré utiliser
une stratégie de recherche en “profondeur d’abord” qui nous permet notamment d’améliorer
rapidement notre borne supérieure.

La définition de l’arbre de recherche effectuée, nous remarquons que l’arbre possède autant de
feuille qu’il existe de combinaison des n tâches, c’est à dire n!. Il est donc obligatoire, si l’on veut
obtenir une méthode efficace de supprimer certaines branches de l’arbre, ce que nous permettent
les bornes inférieures et les règles de dominances.

Bornes inférieures. Pour chaque nœud de l’arbre nous souhaitons savoir s’il est possible
d’obtenir un ordonnancement du flowshop, basé sur la liste partielle de tâches du nœud en
cours, de meilleure qualité que le meilleur ordonnancement connu. Si ce n’est pas possible alors
il est inutile d’explorer la branche de ce nœud. Pour évaluer cette capacité nous calculons des
bornes inférieures du makespan optimal d’ordonnancement des deux étages basés sur la liste
de tâches partielle du nœud courant, puis nous comparons la plus grande de ces bornes avec
le makespan du meilleur ordonnancement connu. Si la borne est supérieure au makespan du
meilleur ordonnancement connu alors le nœud n’est pas exploré. Afin d’accélérer l’exécution de
la PSE, nous utilisons comme meilleur ordonnancement initial la meilleure solution obtenue par
les heuristiques présentées dans le chapitre Méthodes Approchées.
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Chapitre 4. Méthodes Exactes

Soient t11, t
1
2, . . . , t

1
m1

les dates de disponibilité des machines au premier étage, indexées
par dates de disponibilité croissantes. Soient J l’ensemble des tâches non ordonnancées, et
p1, p2, . . . , p|J | leurs durées d’exécution sur le premier étage, indexés par durées d’exécution
croissantes, et a1, a2, . . . , a|J | les durées d’exécution minimales de ces tâches au second étage.

Les plus petites dates de disponibilité de tâches au second étage sont notées t21, t
2
2, . . . , t

2
m2

où
t21 = t11 + p1, t22 = min{t12, t21}+ p2, . . . .

Borne
5 LBDp

1. Chaque tâche non ordonnancée j ∈ J doit être exécutée sur le premier
puis sur le second étage.

Aucune machine du premier étage n’est disponible avant la date t11, donc la date de fin
d’exécution d’une tâche j quelconque sur le second étage est supérieure à t11 + pj + aj . D’où

LBDp

1 = max
j∈J

(t11 + pj + aj)

Bornes LBDp

2 et LBDp

3. Toutes les tâches non ordonnancées doivent être exécutées sur
le second étage.

Au moins une tâche doit être disponible pour que le premier batch puisse être exécuté,
c’est pourquoi nous supposons que la date de disponibilité de la première machine égale à t21.
Au minimum une deuxième tâche doit être disponible pour exécuter la seconde tâche, nous
supposons donc que la date de disponibilité de la seconde machine du deuxième étage égale à
t22...

Par ailleurs, nous relaxons le problème d’ordonnancement du premier étage en supposant
que toutes les tâches sont disponibles au début de l’ordonnancement, et que les machines sont
disponibles aux dates t21, . . . , t

2
m2

. Le problème résultant est un problème de machines parallèles
à traitement par batches avec compatibilité entre les tâches, sans dates de disponibilité des
tâches. Ce problème reste NP-Difficile, mais nous avons proposé une borne inférieure pour ce

problème dans la section 3.1.2 égale à C
FCBLPT
max (J)

m2
où CFCBLPT

max (J) désigne la charge minimale

en regroupant les tâches de l’ensemble J dans des batches. D’où la borne :

LBDp

2 =

�
m2
i=1 t

2
i
+ CFCBLPT

max (J)

m2

Soit J �
rj�t

1
1
la liste des tâches déjà placées sur le premier étage dont les dates de disponibilité

au second étage sont supérieures à t11. Ajoutons ces tâches aux tâches restantes dans la borne
LBDp

2. Alors, les dates de disponibilité t
�2
1 , t

�2
2 , . . . , t

�2
m2

des machines du second étage sont égales
aux m2 plus petites valeurs parmi t21, . . . , t

2
m2

et rj , ∀j ∈ J �
rj�t

1
1
. D’où :

LBDp

3 =

�
m2
i=1 t

�2
i
+ CFCBLPT

max (J ∪ J �
rj�t

1
1
)

m2

Règles de dominances. Il est également possible d’éviter de créer certains nœuds en utilisant
les règles de dominances. Ces règles permettent, sans le moindre calcul de ne pas explorer des
nœuds dominés, qui ont un équivalent fournissant des ordonnancements de qualité égale. Nous
présentons ici deux règles de dominance pour la première étape de la méthode directe.

5. La notation des bornes est la suivante LBT arbre

i , où
– T est égal à D si la borne est utilisée pour la méthode directe ou I si elle est utilisée pour la méthode

inverse.
– arbre est égal à p si la borne est utilisée dans l’arbre principal ou s si elle est utilisé dans l’arbre secondaire.
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4.2. Méthode directe

Première règle de dominance. Deux tâches sont équivalentes si leurs durées d’exécution
sur les deux étages sont identiques.

Si deux tâches ji et jk sont équivalentes telles que i < k, alors la tâche ji précède la tâche
jk.

Cette règle permet de ne pas explorer deux ordonnancements égaux pour lesquels seules deux
tâches équivalentes sont échangées.

Seconde règle de dominance.

Les indices des m1 premières tâches de la liste sont triés par ordre croissant.
Cette règle permet de ne pas explorer deux ordonnancements égaux pour lesquels les en-

sembles de tâches de deux machines ont été échangés.

4.2.2 Seconde étape.

L’objectif de cette étape est de fournir un ordonnancement optimal des deux étages dont l’or-
donnancement du premier étage appartient à l’ensemble des ordonnancements du premier étage
fourni par la première étape de la procédure. Étant donné que l’on ne peut toujours pas déter-
miner a priori un ordonnancement du premier étage fournissant un ordonnancement optimal,
nous devons tester tous les ordonnancements du premier étage fourni par la procédure. Dans ces
conditions, cette seconde étape doit chercher un ordonnancement optimal des deux étages pour
chaque ordonnancement du premier étage. Les tâches sont disponibles pour être exécutées dans
un batch au second étage dès que leur exécution est complétée au premier étage, c’est pourquoi
nous transformons les dates de fin d’exécution au premier étage en dates de disponibilité au
second étage. Suite à cette transformation la seconde étape consiste à résoudre pour chaque
ordonnancement du premier étage un problème de machines parallèles à traitement par batches,
compatibilité entre les tâches et dates de disponibilité (Bm2|Gp = INT, b = k, rj |Cmax. Or ce
problème reste NP-difficile, nous avons donc développé une procédure par séparation évaluation
pour ce problème.

Schéma de séparation. En présence de batches à capacité finie, deux méthodes de branche-
ment sont habituellement utilisées, la première consiste à ajouter, à chaque nœud, une tâche
à la liste de tâches de son parent en indiquant si la tâche est la première d’un nouveau batch
ou si elle est ordonnancée dans le même batch que la précédente. La seconde méthode consiste
à ajouter, à chaque nœud, un batch à la liste des batches de son parent. Nous avons choisi la
seconde méthode car elle permet, notamment, d’utiliser plus efficacement les incompatibilités et
d’utiliser la dominance des solutions pour lesquels les batches sont remplis tant que leur dates
de début et de fin ne sont pas modifiées.

La transformation d’une liste de batches en un ordonnancement du second étage s’effectue
comme suit : lorsque toutes les tâches du premier batch sont disponibles, ce batch est placé sur
la première machine disponible. Il est supprimé de la liste des batches et l’opération est réitérée
tant qu’il reste des batches dans la liste.

Lors de cette seconde étape, au cours de laquelle l’ordonnancement du premier étage est
fixe, un nœud représente une liste partielle de batches accompagnée de l’ordonnancement du
premier étage. L’ordonnancement du premier étage étant commun à tout arbre de recherche du
second étage, nous supposons par la suite que le nœud représente seulement la liste partielle de
batches. Un nœud N2

l
de niveau l, correspond à un ordonnancement partiel de l batches obtenu

en ajoutant un batch sur la première machine disponible suite à l’ordonnancement des l − 1
batches du nœud parent. Pour les mêmes raisons que pour le premier étage, l’ordonnancement
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de ces L batches n’est pas remis en cause dans les successeurs de ce nœud. Cependant le nombre
de tâches par batch n’étant pas fixe, les feuilles de l’arbre se situent à différents niveaux.

Comme la seconde étape représente des sous-arbres de l’arbre de recherche global, il est naturel
de conserver une stratégie de recherche en “profondeur d’abord”.

Bornes inférieures. Les bornes inférieures de cette seconde étape sont adaptées des deux
types de bornes de la première étape. Dans cette étape l’ordonnancement du premier étage est
fixé, ainsi les dates de disponibilité des tâches restantes sont données et non plus approximées.
Supposons les tâches indexées par dates de disponibilité croissantes.

Borne LBDs

1. Chaque tâche non ordonnancée j ∈ J doit être exécutée sur une machine
du second étage.

Cette borne est une adaptation de la borne LBDp

1. L’exécution des tâches non ordonnancées
nécessite qu’une machine soit disponible et que la tâche le soit aussi. D’où la borne :

LBDs

1 = max
j∈J

(max{t21, rj}+ aj)

Borne LBDs

2. Toutes les tâches non ordonnancées doivent être exécutées sur le second
étage.

Cette seconde borne est une adaptation des bornes LBDp

2 et LBDp

3. Au moins une tâche
doit être disponible pour que le premier batch puisse être exécuté, c’est pourquoi nous suppo-
sons la date de disponibilité de la première machine disponible égale à t21. Au minimum une
deuxième tâche doit être disponible pour exécuter le second batch, nous supposons donc la date
de disponibilité de la seconde machine du deuxième étage égale à t22...

Comme pour la première étape, la borne inférieure de la charge moyenne minimale des

machines du second étage que nous utilisons est égale à C
FCBLPT
max (J)

m2
. D’où la borne :

LBDs

2 =

�
m2
i=1max{t2

i
, ri}+ CFCBLPT

max (J)

m2

Règles de dominance. La première règle que nous présentons est une adaptation de la pre-
mière règle de la première étape. La seconde règle de la première étape étant spécifique aux
premiers étages, elle n’est pas adaptée ici, cependant la seconde règle de cette étape est une
règle spécifique aux derniers étages. Enfin la troisième règle est une règle spécifique aux batches,
autrement dit les batches doivent être pleins s’il existe des tâches disponibles et compatibles
avec la durée d’exécution du batch.

Première règle de dominance. Deux tâches sont équivalentes au second étage si leur
intervalle de durée d’exécution est identique, et si leurs dates de disponibilité sont inférieures à
la date de disponibilité de la première machine disponible, ou si leurs dates de disponibilité sont
égales.

Si deux tâches ji et jk sont équivalentes telles que i < k, alors la tâche ji précède la tâche
jk.
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4.3. Méthode inverse

Seconde règle de dominance. Soient t2
k
la plus petite date de disponibilité d’une machine

du second étage, et Cbmin

j
= max{t2

k
, rj} + aj la plus petite date de fin d’exécution d’un batch

candidat B̄ composé d’une seule tâche non-ordonnancées j.
Les dates de disponibilité des batches ajoutés au nœud sont inférieures à Cbmin

j
.

Cette règle permet de ne pas explorer les ordonnancements dans lesquels des batches peuvent
être exécutés pendant les temps morts.

Troisième règle de dominance.

Si des tâches peuvent être ajoutées au batch B sans modifier sa date de fin d’exécution,
alors B ne peut pas être ajouté au nœud courant.

Cette règle permet d’imposer le remplissage des batches avec les tâches compatibles qui sont
disponibles.

4.3 Méthode inverse

Dans cette section nous développons une PSE pour le problème inverse (HF2(Bm2,m1)|Gp =
INT, b = k|Cmax) à utiliser lorsque l’étage le plus critique est le second étage. Comme nous
l’avons indiqué dans la section introductive de ce chapitre, cette PSE est divisée en deux étapes.
La procédure énumère tous les ordonnancements non dominés (pour le flowshop) du premier
étage du problème inverse durant la première étape, c’est-à-dire l’énumération des solutions du
problème Bm2|Gp = INT, b = k|− où la valeur du champ γ indique l’énumération des solu-
tions. La seconde étape de la procédure consiste à obtenir le meilleur ordonnancement du second
étage pour chaque ordonnancement du premier étage. C’est-à-dire la résolution d’un problème de
machines parallèles disjonctives Pm1|rj |Cmax pour chaque ordonnancement du premier étage,
représenté par les dates de disponibilité.

Pour rappel l’ordonnancement ainsi obtenu est un ordonnancement optimal du problème
initial dans lequel les tâches sont ordonnancées au plus tard. Toute cette section est consacrée
au problème inverse, donc le premier étage désigne l’étage composé des machines à traitement
par batches et le second étage celui composé des machines disjonctives. Afin de simplifier la
compréhension nous inversons également les notations des étages, ainsi m1 désigne le nombre
de machines à traitement par batches et m2 le nombre de machines disjonctives. Le problème
à résoudre est donc désormais noté HF2(Bm1,m2)|Gp = INT, b = k|Cmax, et les problèmes à
résoudre au cours des deux étapes sont notés Bm1|Gp = INT, b = k|− et Pm2|rj |Cmax.

4.3.1 Première étape

L’objectif de cette étape est de fournir un ensemble d’ordonnancement du premier étage, tel
qu’il existe un ordonnancement optimal du problème de flowshop hybride HF2(Bm1,m2)|Gp =
INT, b = k|Cmax dont l’ordonnancement du premier étage appartient à l’ensemble d’ordonnan-
cement fourni par cette étape.

Le problème à résoudre au second étage peut ici être résolu à l’aide d’un algorithme de pro-
grammation dynamique. Afin de comparer les résultats obtenus par une méthode de programma-
tion dynamique et ceux obtenus par une procédure par séparation évaluation pour le problème
du second étage nous présentons ces deux types de méthodes. Lorsque l’on utilise une procédure
par séparation évaluation au second étage, il est comme pour la méthode inverse intéressant de
séparer l’arbre de recherche afin d’obtenir une méthode unifiée pour la première étape.
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Schéma de séparation. Pour les mêmes raisons que lors du choix de la méthode de bran-
chement de la seconde étape de la méthode directe, nous utilisons la méthode de branchement
ajoutant un batch à la liste de batches du nœud parent.

La transformation d’une liste de batches en un ordonnancement du second étage s’effectue
comme suit : lorsque toutes les tâches du premier batch sont disponibles, ce batch est placé sur
la première machine disponible. Il est supprimé de la liste des batches et l’opération est réitérée
tant qu’il reste des batches dans la liste.

Lors de cette seconde étape, au cours de laquelle l’ordonnancement du premier étage est fixe,
un nœud représente une liste partielle de batches accompagnée de l’ordonnancement du premier
étage. L’ordonnancement du premier étage étant commun à tout l’arbre de recherche du second
étage, nous supposons par la suite que le nœud représente seulement la liste partielle de batches.
Un nœud N1

l
de niveau l, correspond à un ordonnancement partiel de l batches obtenu en

ajoutant un batch sur la première machine disponible suite à l’ordonnancement des l−1 batches
du nœud parent. Pour les mêmes raisons que pour le premier étage, l’ordonnancement de ces
l batches n’est pas remis en cause dans les successeurs de ce nœud. Cependant le nombre de
tâches par batch n’étant pas fixe, les feuilles de l’arbre se situent à différents niveaux.

Les caractéristiques du problème direct qui ont guidé notre choix de stratégie de recherche sont
présentes également pour le problème inverse, c’est pourquoi nous utilisons également ici une
stratégie de recherche en “profondeur d’abord”. Pour rappel, la présence des batches ne permet
pas une utilisation simple des stratégies basées sur les divergences tels les méthodes développées
par Hmida et al. [106]. En effet nous ne pouvons garantir l’optimalité d’une création de batches
en temps polynomial pour le flowshop, et donc pour chaque divergence le nombre de possibilité
serait trop important pour fournir des résultats intéressants. De plus deux ordonnancements
du premier étage relativement différents peuvent fournir un ordonnancement global de même
qualité. Il n’est donc pas intéressant d’énumérer tous les ordonnancements du premier étage
avant de résoudre le premier problème du second étage, une stratégie d’exploration en “largeur
d’abord”n’est donc pas adaptée à ce type de problème. C’est pourquoi nous avons préféré utiliser
une stratégie de recherche en “profondeur d’abord” qui nous permet notamment d’améliorer
rapidement notre borne supérieure.

La définition de l’arbre de recherche effectuée, nous remarquons que l’arbre possède autant de
feuille qu’il existe de combinaison des n tâches, c’est à dire n!. Il est donc obligatoire, si l’on veut
obtenir une méthode efficace de supprimer certaines branches de l’arbre, ce que nous permettent
les bornes inférieures et les règles de dominances.

Bornes inférieures. L’intérêt de l’utilisation d’une bonne inférieure ayant été développé pour
la méthode directe, nous ne le rappelons pas ici.

Soient t11, t
1
2, . . . , t

1
m1

les dates de disponibilité des machines au premier étage, indexées par
dates de disponibilités croissantes. Soient J l’ensemble des tâches non ordonnancées, a1, a2, . . . , a|J |
les durées d’exécution minimales sur le premier étage des tâches non ordonnancées J indexés
par durées d’exécution croissantes, et p1, p2, . . . , p|J | représentent les durées d’exécution de ces
tâches au second étage. Les plus petites dates de disponibilité de tâches au second étage sont
notées t21, t

2
2, . . . , t

2
m2

où t21 = t11 + a1, . . . , t2k = t11 + ak, t2k+1 = t12 + ak+1 . . .

Borne LBIp1 . Chaque tâche non ordonnancée j ∈ J doit être exécutée sur le premier puis
sur le second étage.
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4.3. Méthode inverse

Cette borne est une adaptation de la borne LBDp

1. Aucune machine du premier étage n’est
disponible avant la date t11, donc la date de fin d’exécution d’une tâche j quelconque sur le second
étage est supérieure à t11 + aj + pj . D’où la borne :

LBIp1 = max
j∈J

(t11 + aj + pj)

Bornes LBIp2 et LBIp3 . Toutes les tâches non ordonnancées doivent être exécutées sur le
second étage.

Ces bornes sont des adaptations des bornes LBDp

2 et LBDp

3. Pour que la première tâche
puisse être exécutée sur le second étage, au moins un batch composé d’une seule tâche doit
être compléter, c’est pourquoi nous supposons que la date de disponibilité de la première ma-
chine égale à t21. Pour que la seconde tâche puisse être exécutée, une deuxième tâche doit être
exécutée, si la capacité des batches le permet cette tâche peut appartenir au même batch que
la première tâche. C’est pourquoi nous supposons que la date de disponibilité de la seconde
machine disponible du deuxième étage est égale à t22...

Par ailleurs, nous relaxons le problème d’ordonnancement du premier étage en supposant
que toutes les tâches sont disponibles au début de l’ordonnancement, et que les machines sont
disponibles aux dates t21, . . . , t

2
m2

, c’est-à-dire le problème Pm2||Cmax. Ce problème reste NP-
Difficile, mais une borne habituelle de ce problème est une somme de la moyenne des dates de
disponibilité des machines (

�
t2
i
/m2), et de la durée totale d’exécution des tâches divisée par le

nombre de machine (
�

j∈J
pj

m2
). D’où la borne :

LBIp2 =

�
m2
i=1 t

2
i
+
�

j∈J pj

m2

Soit J �
rj�t

1
1
la liste des tâches déjà placées sur le premier étage dont les dates de disponibilité

au second étage est supérieure à t11. Ajoutons ces tâches aux tâches restantes dans la borne LBIp2 .
Alors, les dates de disponibilité, t

�2
1 , t

�2
2 , . . . , t

�2
m2

sont désormais les m2 plus petites valeurs entre
t21, . . . , t

2
m2

et rj , ∀j ∈ J �
rj�t

1
1
. D’où la borne :

LBIp3 =

�
m2
i=1 t

�2
i
+

�
j∈(J∪J �

rj�t
1
1
) pj

m2

Borne LBIp4 . Toutes les tâches non ordonnancées doivent être exécutées sur le premier
étage.

Aucun équivalent de cette borne n’est utilisé dans la méthode directe, en effet la durée totale
d’exécution des batches n’est pas constante, ce qui est le cas pour la durée totale d’exécution
des tâches. Toutes les tâches doivent être ordonnancées dans des batches au premier étage, les
machines du premier étage étant disponibles aux dates t11, . . . , t

1
m1

. La moyenne des dates de fin
d’exécution des derniers batches de chaque machine sur le premier étage est donc supérieure à
la charge moyenne minimale des machines à traitement par batches pour exécuter les tâches non

ordonnancées notée C
FCBLPT
max (J)

m1
(voir la sous-section 3.1.2). Chacun de ces batches est composé

d’au moins une tâche donc suite à l’exécution de ces batches au minimum m1 tâches doivent
être exécutées sur le second étage. D’où la borne :

LBIp4 =

�
m1
i=1 t

1
i
+ CFCBLPT

max (J)

m1
+

�
m1
i=1 pi
m2

87



Chapitre 4. Méthodes Exactes

Règles de dominances. Les règles présentées pour cette étapes, sont adaptées de 3 des règles
de la méthode directe. La première règle concernant l’ordre des tâches équivalentes est conservée,
nous adaptons également la règle spécifique aux énumérations d’ordonnancements du premier
étage empêchant l’échange de machines ainsi que la règle imposant le remplissage des batches
sous certaines conditions.

Première règle de dominance. Deux tâches sont équivalentes si leurs durées d’exécution
sur les deux étages sont identiques.

Si deux tâches ji et jk sont équivalentes telles que i < k, alors la tâche ji précède la tâche
jk.

Seconde règle de dominance.

Les indices des premières tâches des m1 premiers batches de la liste sont croissants.

Troisième règle de dominance. Soient t11 et t12 les dates de disponibilité des deux pre-
mières machines du premier étage, et B un batch non plein à ajouter sur la première machine
disponible.

S’il existe une tâche non ordonnancée j telle que aj � p(B) � (1+α)aj et t1+p(B) > t2+aj
alors B ne peut pas être ajouté.

Cette règle impose le remplissage des batches avec les tâches compatibles dont la date de fin
d’exécution ne peut être inférieure si elles appartiennent au batch suivant, batch ordonnancé sur
la seconde machine disponible.

4.3.2 Seconde étape.

L’objectif de cette étape est de fournir un ordonnancement optimal en utilisant les ordon-
nancements de la première étape. Étant donné que l’on ne peut pas déterminer a priori un
ordonnancement du premier étage fournissant un ordonnancement optimal, nous devons tester
tous les ordonnancements du premier étage fourni par la procédure. Dans ces conditions, cette
seconde étape doit chercher un ordonnancement optimal des deux étages pour chaque ordonnan-
cement du premier étage. Une tâche est disponible pour être exécutée au second étage dès que
l’exécution du batch la contenant est complétée au premier étage, c’est pourquoi nous transfor-
mons les dates de fin d’exécution au premier étage en dates de disponibilité au second étage.
Suite à cette transformation la seconde étape consiste à résoudre pour chaque ordonnancement
du premier étage un problème de machines parallèles disjonctives avec dates de disponibilité
(Pm2|rj |Cmax). Or ce problème est NP-difficile au sens ordinaire d’après Lawler et al. [131],
nous avons donc développé un algorithme de programmation dynamique. Nous avons égale-
ment comparé cette méthode à la procédure par séparation évaluation développée par Gharbi
et Haouari [84].

A. Algorithme de programmation dynamique.

Cette méthode de résolution est totalement différente des procédures par séparation évalua-
tion que nous avons utilisées précédemment. C’est un algorithme de programmation dynamique
pseudo-polynomial. Le problème P |ri|Cmax n’est pas NP-difficile au sens fort contrairement au
problème de la seconde étape de la méthode directe (Bm2|Gp = INT, b = k, rj |Cmax), en effet
le problème à une machine à traitement par batches et dates de disponibilité sans contraintes
de compatibilité (B|rj |Cmax) est NP-difficile au sens fort (Brucker et al. [28]). Le fait que ce
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problème soit NP-difficile au sens faible nous permet d’utiliser un algorithme de programmation
dynamique pseudo-polynomial.

Lemme 4.3.1 Il existe un ordonnancement optimal dans lequel les tâches d’une machines sont
séquencées par dates de disponibilité croissantes.

Preuve. Soit σ un ordonnancement optimal dans lequel la tâche i précède la tâche j avec ri � rj ,
et ces deux tâches sont ordonnancées sur la même machine. Soit ti la date de début d’exécution
de la tâche i, notons que la tâche j est disponible avant ti donc elle est exécutée sans temps mort
à la suite de la tâche i. L’échange des deux tâches permet d’exécuter la tâche j avant la date
ti si la machine est libre plus tôt, sinon elle est exécutée à la date ti. Si à la fin de l’exécution
de la tâche j la tâche i n’est pas disponible, alors la date de début d’exécution de i dans le
nouvel ordonnancement est égale à ti (sa date de début d’exécution dans σ). Sinon la tâche i
est exécutée à la suite de la tâche j, comme l’exécution de ces deux tâches débute plus tôt elle
se termine également plus tôt. Le nouvel ordonnancement est donc optimal. �

Algorithme. Soit Fj(t1, . . . , tm2), la durée totale de l’ordonnancement exécutant les tâches
1, . . . , j tel que la première machine disponible soit disponible à la date t1, la seconde à la date
t2... Remarquons que Fj(t1, . . . , tm2) = tm2 . Les ordonnancements de makespan supérieur à celui
d’un ordonnancement connu ne sont pas intéressant, c’est pourquoi nous traitons uniquement
les valeurs de Fj(t1, . . . , tm2) inférieures à la borne supérieure. L’initialisation s’effectue comme
suit :

F0(r1, . . . , r1) = r1

L’équation de récurrence est la suivante :

Fj(max{t1, rj+1}, . . . ,max{tm2 , rj+1}) =

min
i=1,...,m2

max{rj+1, Cj , Fi−1(t1, . . . , tj − pi, . . . , tm2)}

La solution optimale est égale à la plus petite valeur de Fn(t1, . . . , tm2). Nous mettons à jour
la borne supérieure pendant l’algorithme, ainsi chaque nouvelle valeur de Fn(t1, . . . , tm2) repré-
sente un ordonnancement réalisable meilleur que les ordonnancements obtenus jusqu’à présent.
Finalement l’ordonnancement optimal est obtenu par «backtracking».

L’algorithme de programmation dynamique permet de résoudre le problème Pm2|ri|Cmax

avec une complexité en O(nCm), où C est une borne supérieure de la solution obtenue. L’algo-
rithme est donc pseudo-polynomial.

B. Procédure par séparation évaluation.

Pour cette étape, nous avions tout d’abord développé une procédure par séparation évaluation
calquée sur celles des autres étapes, en effet nous avions uniquement adapté les bornes et les
règles de dominances. Nous avons présenté ces résultats, avec une différence importante par
rapport à la méthode utilisant la programmation dynamique, lors de la conférence ROADEF’09
à Nancy. Anis Gharbi, étonné par cette grande différence d’efficacité, nous a proposé d’utiliser la
procédure par séparation évaluation qu’il a développée avec Mohamed Haouari pour le problème
de machines parallèles avec dates de disponibilité et temps de finition Pm|rj , qj |Cmax [84].
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Le schéma de séparation est identique à celui de la première étape de la méthode directe,
c’est-à-dire qu’un nœud correspond à une liste partielle de tâches, et implicitement à un ordon-
nancement du premier étage, commun à tout l’arbre. À chaque nœud (tâche ajoutée) est associé
une date de début, une date de fin et une date de fin impérative. Cette date de fin impérative est
obtenue en combinant la borne supérieure et les intervalles de l’horizon temporel durant lesquels
aucune machine n’est disponible. Sa date de disponibilité est également mise à jour en tenant
compte des intervalles de l’horizon temporel durant lesquels aucune machine n’est disponible.
Comme la tâche doit être exécutée sans interruption, si l’intervalle entre cette date de disponi-
bilité et la date de fin impérative est inférieur à 2 fois la durée d’exécution de la tâche, celle-ci
sera obligatoirement exécuté sur une machine durant un certain intervalle de temps. Ce qui nous
permet de mettre à jour le nombre de machines disponibles pour chaque intervalle. Et de vérifier
la faisabilité de ce nouvel ordonnancement. Pour de plus amples détails sur cette méthode de
résolution se rapporter aux travaux de Gharbi et Haouari [84].

Nous avons essayé d’adapter cette utilisation des fenêtres de temps à notre problème, seule-
ment les batches ont grandement compliqué les choses car soit nous considérions une machine
à traitement par batch comme k machines disjonctives et dans ce cas le nombre de nœuds ex-
plorés ne diminuait pas, soit nous considérions les batches comme tels et dans ce cas le nombre
de combinaisons à explorer imposait un nombre trop important de calculs, et donc un fort
ralentissement de la procédure.

4.4 Résultats Expérimentaux

Les procédures par séparation évaluation sont des méthodes applicables à de petites instances.
Le terme petit étant très vague, nous avons souhaité avoir une idée de la qualité de ces méthodes
appliquées à notre problème, et de l’ordre de grandeur de la taille des problèmes résolus en un
temps raisonnable. Dans un premier temps, nous justifions les différents choix effectués dans
l’utilisation des heuristiques et des bornes inférieures. Ensuite nous comparons les trois méthodes,
c’est-à-dire la méthode directe, la méthode inverse utilisant la programmation dynamique et la
méthode inverse utilisant la PSE de Gharbi et Haouari.

Dans les sous-sections de comparaison des heuristiques et des bornes inférieures, les durées
d’exécution des tâches sur le premier étage sont tirées aléatoirement dans l’intervalle [5, 100]
selon une distribution uniforme. Au second étage les intervalles de durées d’exécution sont pro-
portionnels de la forme [ai, (1 + α)ai] où ai est tiré aléatoirement dans l’intervalle [5, 100] et α
est égal à 0,1. La capacité des batches est égale à 2.

Pour toutes les sous-sections, en fonction des instances, il y a 2 ou 5 machines sur chaque
étage. Les calculs sont effectués sur 5 instances pour chaque combinaison de machines pour
l’analyse des bornes et sur 10 instances pour la comparaison des méthodes. Dans tous les tableaux
de résultats, les durées sont exprimées en seconde, et les écarts relatifs en pourcentage.

4.4.1 Performances des heuristiques

Dans la sous-section 3.1.5, nous avons déjà présenté des résultats expérimentaux pour les
heuristiques sur des instances de 200 tâches. Ces résultats expérimentaux portent sur des com-
paraisons avec les bornes inférieures. Dans cette section, nous avons effectué de nouvelles ex-
périmentations sur les heuristiques, mais en comparant les résultats de ces heuristiques avec la
solution optimale obtenue à l’aide de l’une des procédure par séparation évaluation. Pour obte-
nir une valeur optimale à coup sûr nous avons utilisé des instances de seulement 12 tâches. Le
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calcul des heuristiques étant quasi instantané, même pour de grandes instances, nous comparons
uniquement la qualité des solutions fournies par les heuristiques. Le critère retenu est l’écart
relatif (en %) entre la date de fin de l’ordonnancement CH

max fournie par l’heuristique H et la

valeur optimale Copt obtenue par l’une des PSEs : C
H
max−Copt

CH
max

× 100.

Le tableau 4.1 présente les écarts relatifs obtenus pour les heuristiques HJ , basée sur la règle
de Johnson, HInv

J
basée sur la règle de Johnson en inversant les étages, HLBPT basée sur la

règle LBPT et enfin l’heuristique HInv

LBPT
basée sur la règle LBPT en inversant les étages. Pour

chaque heuristique, la première valeur représente la moyenne des écarts relatifs, alors que la
seconde représente le plus grand écart entre la solution obtenue et la solution optimale.

(m1,m2)
HJ HInv

J HLBPT HInv
LBPT

Moy Max Moy Max Moy Max Moy Max
(2, 2) 5,6 8,6 3,9 8,5 5,8 8,8 10,5 14,6
(2, 5) 3,7 7,7 7,4 11,1 3,2 7,3 7,8 11,1
(5, 2) 3,4 6,7 6,4 15,8 15,7 23,7 26,6 38,8
(5, 5) 11,5 20,8 16,1 22,3 11,2 20,8 18,1 20,8
Total 6,1 20,8 8,5 22,3 9,0 20,8 14,0 38,8

Table 4.1 – Comparaison des heuristiques par rapport à l’optimum (PSE).

Nous observons que l’heuristique HJ domine globalement les trois autres heuristiques. Lors-
qu’il y a 2 machines au premier étage et 5 au second, l’heuristique HLBPT est meilleure, et
lorsqu’il y a 2 machines sur chaque étage, l’heuristique HInv

J
semble très légèrement la dominer.

Malgré cette dominance de l’heuristique HJ , nous conservons les quatre heuristiques. En effet,
nous avons remarqué que quelle que soit l’heuristique, il existe une instance pour laquelle l’heu-
ristique domine les 3 autres. De plus la durée d’exécution de ces heuristiques est infinitésimale
comparée à l’exécution de la PSE.

4.4.2 Comparaison des bornes inférieures

L’un des points critiques d’une PSE réside dans l’utilisation de bornes inférieures adaptées.
La complexité de calcul des bornes étant identique, nous avons décidé de comparer les bornes
sur leur seule efficacité. L’indicateur d’efficacité que nous utilisons ici est le temps de résolution.
Cependant étant donné que pour tester une borne nous exécutons la méthode en supprimant
toutes les autres bornes de l’étape (de la borne à tester), lorsque la borne n’est pas adaptée à
l’instance nous n’obtenons pas de solution optimale, dans la limite de temps d’exécution retenue.
Dans ce cas nous comparons les dates de fins d’ordonnancement des solutions obtenues.

Les instances de tests sont identiques pour toutes les bornes des méthodes directe et inverse,
elles sont composées de 10 tâches. Pour chaque borne, la première valeur (“Moy”) représente
la durée d’exécution moyenne (en secondes) pour les instances résolues, la seconde (“Max”) la
plus grande durée d’exécution des instances résolues. La troisième valeur (“Non Opt.”) indique le
nombre d’instances non résolues, la dernière colonne (“Non Best”) indique le nombre d’instances
dont la solution fournie après 10 minutes ne correspond pas à la meilleure solution obtenue par
toutes les méthodes appliquées (directes et inverses).
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A. Bornes inférieures de la méthode directe.

Le tableau 4.2 permet de comparer les 3 bornes que nous avons développées pour le premier
étage de la méthode directe. Nous observons que la borne LBDp

1 surpasse toutes les autres bornes
quel que soit le type d’instances. Pour les instances testées les performances lors de l’exécution
de la borne LBDp

1 sont identiques à celles d’une exécution utilisant toutes les bornes. Il est
donc intéressant d’observer les résultats obtenus sur des instances plus conséquentes, afin de
déterminer s’il est préférable de supprimer les bornes LBDp

2 et LBDp

3 qui semblaient pourtant
très utiles. Nous avons effectué ces expériences pour 15 tâches, présentées dans le tableau 4.3, et
pour 20 tâches dans le tableau 4.4. Toutes les instances testées ne pouvant être résolues en 10
minutes, nous avons également inclus l’écart relatif par rapport à la meilleure solution obtenue.
Ces tableaux indiquent qu’il n’est pas avantageux d’exécuter uniquement la borne LBDp

1 pour la
première étape, en effet dans la majorité des cas elle fournit des résultats identiques, mais peut
s’avérer moins bonne (durée moyenne lorsqu’il y a 15 tâches et respectivement 5 et 2 machines).

(m1,m2)
LBDp

1 LBDp
2 LBDp

3 Toutes
Temps Non Temps Non Non Temps Non Non Temps

Moy Max Opt. Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Best Moy Max
(2, 2) 2 5 0 46 182 1/5 0 77 183 0 0 1 4
(2, 5) 2 5 0 263 442 1/5 0 - - 5/5 0 3 6
(5, 2) 13 33 0 15 42 0 0 14 50 0 0 10 33
(5, 5) 0 0 0 16 81 0 0 31 156 0 0 0 0
Total 4 33 0 85 442 2/20 0 41 183 5/20 0 4 33

Table 4.2 – Comparaison des durées d’exécution pour chaque borne de la première étape de la
méthode directe (PSE).

(m1,m2)

Directe Directe
Toutes bornes LBDp

1 seule
Temps Non Non Écart Temps Non Non Écart

Moy Max Opt. Best Moy Max Moy Max Opt. Best Moy Max
(2, 2) - - 5/5 0 - - - - 5/5 0 - -
(2, 5) - - 5/5 1/5 9,9 9,9 - - 5/5 1/5 9,9 9,9
(5, 2) - - 5/5 4/5 2,3 5,3 - - 5/5 4/5 3,4 5,3
(5, 5) 218 218 4/5 4/5 2,6 6,5 195 195 4/5 4/5 2,6 6,5
Total 218 218 19/20 9/20 3,3 9,9 195 195 19/20 9/20 3,8 9,9

Table 4.3 – Comparaison des durées d’exécution de la borne LBDp

1 pour 15 tâches (PSE).

Le tableau 4.5 permet quant-à-lui de comparer les 2 bornes que nous avons développées pour
le second étage. Hormis lorsqu’il y a deux machines sur chaque étage, les résultats sont similaires
quelle que soit la borne. Dans ce cas la borne LBDs

2 seule permet une résolution plus rapide
que la borne LBDs

1. Cependant cumuler les deux bornes permet de gagner quelques secondes
supplémentaires.
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(m1,m2)

Directe Directe
Toutes bornes LBDp

1 seule
Temps Non Non Écart Temps Non Non Écart

Moy Max Opt. Best Moy Max Moy Max Opt. Best Moy Max
(2, 2) - - 5 1 5,0 5,0 - - 5 1 5,0 5,0
(2, 5) - - 5 0 - - - - 5 0 - -
(5, 2) - - 5 2 3,4 3,5 - - 5 2 3,4 3,5
(5, 5) 70 70 4 2 1,5 2,0 70 70 4 2 1,5 2,0
Total 70 70 19/20 5/20 3,0 5,0 70 70 19/20 5/20 3,0 5,0

Table 4.4 – Comparaison des durées d’exécution de la borne LBDp

1 pour 20 tâches (PSE).

(m1,m2)
LBDs

1 LBDs
2 Toutes Bornes

Temps Non Non Temps Non Temps
Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Moy Max

(2, 2) 1 4 0 0 1 3 0 1 4
(2, 5) 3 6 0 0 3 6 0 3 6
(5, 2) 166 339 1/5 0 14 49 0 10 33
(5, 5) 0 0 0 0 0 1 0 0 0
Total 42 339 1/20 0 5 49 0 4 33

Table 4.5 – Comparaison des durées d’exécution pour chaque borne de la seconde étape de la
méthode directe (PSE).

B. Bornes inférieures de la méthode inverse.

Les résultats relatifs aux bornes de la méthode inverse sont présentés dans le tableau 4.6.
Lorsqu’il y a 5 machines sur chaque étage, la résolution du problème est instantanée. Les autres
cas sont plus intéressants, en effet lorsqu’il y a 5 machines au premier étage et 2 au second,
seules les bornes LBIp1 et LBIp3 obtiennent la solution optimale. Lorsqu’il y a 2 machines au
premier étage et 5 au second, la borne LBIp1 ne vérifie aucune optimalité, alors que la borne
LBIp2 résout 3 instances en moins de 35 secondes pour les 2 autres instances elle obtient un
ordonnancement optimal sans vérifier son optimalité. Enfin lorsqu’il y a 2 machines sur chaque
étage, la borne LBIp2 seule ne résout aucune instance, et la solution obtenue est moins bonne
que celle obtenue par les autres bornes, qui résolvent dans le meilleur des cas une seule instance.
Pour conclure, nous remarquons que lorsque nous utilisons toutes les bornes une seule instance
n’est pas résolue, mais la solution fournie pour cette instance est moins bonne que les solutions
obtenues lorsque LBIp2 n’est pas utilisée.

4.4.3 Comparaison des deux méthodes exactes

Dans cette section, nous évaluons la méthode directe et les méthodes inverses (program-
mation dynamique et PSE de Gharbi et Haouari) sur plusieurs types d’instances. De petites
instances, qui contiennent 12 tâches, ces instances sont toutes résolues. Des instances de taille
raisonnable (15 tâches), pour lesquelles le critère retenu est le temps d’exécution de la méthode,
et le nombre d’instances résolues sachant que la plupart des instances sont résolues optimalement
par l’une des méthodes. Nous effectuons également les tests sur des instances plus conséquentes
(20 tâches), dans ce cas nous comparons les dates de fin des meilleurs ordonnancements obtenus
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(m1,
LBIp1 LBIp2 LBIp3

m2)
Temps Non Non Temps Non Non Temps Non Non

Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Best
(2, 2) 276 276 4/5 0 172 309 1/5 1/5 368 368 4/5 0
(2, 5) - - 5/5 0 12 34 2/5 0 - - 5/5 1/5
(5, 2) 0 4 0 0 198 442 1/5 0 72 195 0 0
(5, 5) 0 3 0 0 2 10 0 0 1 6 0 0
Total 31 276 9/20 0 95 442 4/20 1/20 67 368 9/20 1/20

(m1,m2)
LBIp4 Toutes Bornes

Temps Non Non Temps Non Non
Moy Max Opt. Best Moy Max Opt. Best

(2, 2) - - 5/5 0 68 141 1/5 1/5
(2, 5) 84 170 1/5 1/5 86 427 0 0
(5, 2) 590 590 4/5 0 1 4 0 0
(5, 5) 1 8 0 0 0 0 0 0
Total 93 590 10/20 1/20 35 427 1/20 1/20

Table 4.6 – Comparaison des durées d’exécution pour chaque borne de la méthode inverse
(PSE).

après une durée d’exécution de 10 minutes. Les durées d’exécution sur le premier étage sont
tirées aléatoirement dans l’intervalle [15, 85] selon une distribution uniforme. Au second étage
les intervalles de durées d’exécution sont proportionnels de la forme [ai, (1 + α)ai], la valeur de
α est égale à 0,1 ou 1 et les durées minimales d’exécution, aj sont tirées aléatoirement dans l’un
des intervalles [15, 85], [30, 170], [45, 255] ou [60, 340]. C’est-à-dire dans les intervalles de la forme
[15c2, 185c2] avec c2 ∈ {1, 2, 3, 4}, où c2 indique le rapport moyen entre les durées d’exécution
des deux étages. La capacité des batches est égale à 2 ou 3. Les combinaisons de nombre de
machines sont notées m1 −m2, telles que m1 représente le nombre de machines sur le premier
étage, et m2 le nombre de machines sur le second étage de type batch. Les combinaisons utilisées
sont : 2-2, 2-5, 5-2, 5-5. Chaque combinaison de caractéristiques est testée sur 10 instances.

La première colonne des tableaux indique le nombre de machines sur le premier et le
second étage (2 ou 5), la seconde indique la capacité des batches (2 ou 3), la troisième, l’indice de
proportionnalité de la durée d’exécution maximale sur le second étage (0,1 ou 1), et la quatrième,
le coefficient multiplicateur de l’intervalle de sélection des durées d’exécution du second étage
(c2 = 1, 2, 3, 4). La double colonne “Heuristiques” indique le gain relatif de la meilleure solution
obtenue par les PSEs, notée CPSE

max par rapport à la solution obtenue par l’heuristique H∗, notée

CH
∗

max. La première colonne (“Écart Moy.”) indique la moyenne des ratios C
H

∗
max−C

PSE
max

CPSE
max

× 100 et

la seconde (“Écart Max”) le plus grand des ratios obtenus parmi les 10 instances. Les colonnes
suivantes présentent, par groupe de 6, les résultats de la méthode directe (Directe (PSE)),
de la méthode inverse utilisant la programmation dynamique (Inverse (dynamique)) et de la
méthode inverse utilisant la PSE pour les deux étapes (Inverse (PSE)). Les deux premières
colonnes (“Temps Moy.” et “Temps Max”) de chaque groupe présentent, respectivement, les
durées moyenne et maximale d’exécution de la PSE pour les instances résolues en moins de 10
minutes. La colonne “Non Opt.” indique, parmi les 10 instances, le nombre d’instances n’ayant
pas été résolues. La colonne “Non Best” indique le nombre de solutions qui sont dominées par
la solution obtenue par une autre méthode. Les deux dernières colonnes (“Écart Moy.” et “Écart
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4.4. Résultats Expérimentaux

Max”) présentent, respectivement, les écarts relatifs moyen et maximum entre la solution obtenue
par l’heuristique, lorsque l’instance n’a pas été résolue, et la meilleure borne inférieure.

À la lecture des tableaux 4.7, 4.8, 4.9 et 4.10, nous remarquons que contrairement aux heu-
ristiques, pour lesquelles les différentes valeurs de α fournissent des ordonnancements de même
qualité, pour les méthodes exactes inverses le nombre d’instances résolues est plus important si
la valeur de α est faible. Ceci s’explique par le nombre de combinaisons de batches qui crôıt avec
la valeur de α, les nouveaux batches peuvent contenir des tâches disparates. En revanche nous
ne constatons aucun écart significatif pour la méthode directe.

À l’instar des heuristiques, la taille des batches modifie la qualité des solutions obtenues par
les méthodes inverses. Cependant dans la section 3.1.5, nous avons constaté que l’augmentation
de la capacité entrâıne une dégradation des solutions obtenues par les heuristiques. Au contraire,
dans le cas des méthodes inverses, les instances avec une capacité de 3 sont plus souvent résolues
que celles avec une capacité de 2. En effet, la plus grande capacité des batches permet de
créer des ordonnancements avec moins de batches, d’où une profondeur de l’arbre de décision
moindre. Contrairement aux méthodes inverses, l’efficacité de la méthode directe ne dépend pas
des propriétés des batches (k et α).

Observons désormais les variations par rapport à c2 : critère qui permet d’obtenir des durées
d’exécution du second étage plus ou moins longues, ce qui modifie le rapport de charge entre
les 2 étages. D’après les tableaux 4.7 et 4.10, nous remarquons que la méthode directe fournit
généralement de meilleures solutions que les méthodes inverses lorsque c2 = 1 ; en revanche pour
les autres valeurs de c2 elle fournit de mauvaises solutions. Alors que la différence de qualité des
solutions obtenues par les heuristiques inverses est importante entre c2 = 1 et c2 = 2, il n’y a
aucune différence significative entre les résultats concernant c2 = 2, 3 et 4. Nous pouvons donc
en déduire que lorsque le nombre de machines est le même sur chaque étage, le second étage
devient critique dès que c2 = 2.

Le tableau 4.8 confirme l’intérêt d’utiliser la méthode directe pour obtenir les meilleures
solutions des instances pour lesquelles le premier étage est critique. En effet pour ces instances
avec, respectivement, 2 et 5 machines et un coefficient c2 = 1, 2, la méthode directe fournit toutes
les meilleures solutions (sauf une) en montrant l’optimalité de seulement 2 solutions lorsqu’il y
a 20 tâches. Elle obtient également la plupart des meilleures solutions lorsque c2 = 3, 4. Notons
cependant que la méthode inverse avec programmation dynamique, même si elle ne fournit jamais
de meilleures solutions, résout la moitié des instances lorsque α = 0.1 et c2 = 1, 4. En revanche,
alors que la méthode inverse avec programmation dynamique résout toutes les instances de 12
tâches, lorsqu’il y a 20 tâches aucune tendance significative n’est observée.

Lorsqu’il y a 5 machines sur le premier étage et 2 sur le second, le tableau 4.9 indique que le
second étage est quasiment toujours critique ; donc la méthode directe ne fournit pas de résultats
intéressants pour cette combinaison de nombre de machines. Une combinaison de paramètres k et
α se détache clairement de ce tableau ; en effet, lorsque k = 3 et α = 0.1, la majorité des instances
de 20 tâches sont résolues, alors que seules 2 instances des autres combinaisons sont résolues.
Cela s’explique par le fait qu’une petite valeur de α diminue le nombre de tâches compatibles, et
donc diminue le nombre de combinaisons de batches réalisables. Parallèlement une grande valeur
de k augmente le nombre de tâches par batch, et donc diminue le nombre de batches à placer.
Ainsi les nombres de décision, et de choix pour chaque décision sont limités. Dans les autres cas
nous remarquons que lorsque c2 = 3, 4, les méthodes inverses fournissent toujours la meilleure
solution (sauf une fois), alors que lorsque c2 = 1, 2, les meilleures solutions sont partagées entre
les méthodes exactes (avec quelques meilleures solutions obtenues uniquement par la méthode
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Chapitre 4. Méthodes Exactes

directe).

La comparaison des méthodes en fonction du nombre de machines sur chaque étage
confirme l’importance de l’équilibre entre les étages. Ainsi, nous remarquons que la méthode
directe fournit plus souvent la meilleure solution lorsque le premier étage est plus critique (2-5
meilleur que 2-2 ou 5-5 alors que 5-2 est moins bon). Alors que les méthodes inverses fournissent
de moins bons résultats lorsqu’il y a respectivement 2 et 5 machines, le cas où le premier étage
est le plus critique. Enfin alors que la méthode utilisant la programmation dynamique fournit des
résultats comparables pour les autres cas (2-2, 5-2 et 5-5), la méthode inverse utilisant la PSE
pour les deux étapes fournit de meilleurs résultats lorsqu’il y a respectivement 5 et 2 machines.

Finalement, ces différents tableaux nous ont permis de constater que la qualité de résolution de
ces méthodes exactes dépend très fortement de la taille des instances, c’est-à-dire du nombre de
tâches. Résultats qui sont confirmés par le tableau 4.11 qui résume les résultats expérimentaux
par nombre de tâches. En effet lorsqu’il n’y a que 12 tâches, la méthode directe résout seulement
40% des instances alors que les autres méthodes les résolvent toutes. Nous pouvons observer
que la méthode inverse utilisant la programmation dynamique fournit très souvent de meilleures
solutions que la méthode utilisant la PSE pour les deux étapes. Ainsi la méthode inverse utilisant
la programmation dynamique résout 5 instances de 15 tâches sur 6 et presque 1/4 des instances
de 20 tâches.

96





n
k

α
c 2

H
eu
ri
st
iq
u
es

D
ir
ec
te

(P
S
E
)

In
ve
rs
e
(d
yn

am
iq
u
e)

In
ve
rs
e
(P

S
E
)

É
ca
rt

T
em

p
s

N
on

N
on

É
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É
ca
rt

T
em

p
s

N
on

N
on

É
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É
ca
rt

M
oy

M
ax

M
oy

M
ax

O
p
t.

B
es
t

M
oy

M
ax

M
oy

M
ax

O
p
t.

B
es
t

M
oy

M
ax

M
oy

M
ax

O
p
t.

B
es
t

M
oy

M
ax

12

2

0,
1

1
12
,4

19
,9

17
90

0
0

0,
0

0,
0

1
5

0
0

0,
0

0,
0

5
28

0
0

0,
0

0,
0

2
8,
3

21
,5

0
0

8
8

14
,3

23
,8

0
0

0
0

0,
0

0,
0

0
0

0
0

0,
0

0,
0

3
7,
3

19
,6

0
0

9
8

8,
3

18
,5

0
0

0
0

0,
0

0,
0

0
0

0
0

0,
0

0,
0

4
6,
2

15
,2

94
37
6

6
5

11
,6

27
,7

0
0

0
0

0,
0

0,
0

0
0

0
0

0,
0

0,
0

1

1
11
,4

22
,1

17
13
1

1
0

10
,3

10
,3

4
15

0
0

0,
0

0,
0

76
27
7

0
0

0,
0

0,
0

2
3,
2

9,
9

34
20
2

4
3

2,
4

5,
4

1
5

0
0

0,
0

0,
0

6
44

0
0

0,
0

0,
0

3
7,
7

21
,0

16
63

6
6

6,
9

14
,4

0
0

0
0

0,
0

0,
0

1
3

0
0

0,
0

0,
0

4
5,
2

15
,3

2
7

3
3

9,
2

15
,6

0
2

0
0

0,
0

0,
0

0
1

0
0

0,
0

0,
0

3

0,
1

1
12
,5

22
,9

1
4

0
0

0,
0

0,
0

2
8

0
0

0,
0

0,
0

30
20
0

0
0

0,
0

0,
0

2
2,
7

5,
2

89
37
5

4
3

9,
1

16
,5

0
1

0
0

0,
0

0,
0

0
0

0
0

0,
0

0,
0

3
5,
8

27
,0

45
27
2

4
3

7,
0

14
,1

0
0

0
0

0,
0

0,
0

0
0

0
0

0,
0

0,
0

4
4,
1

13
,4

6
24

6
4

3,
5

7,
4

0
1

0
0

0,
0

0,
0

0
0

0
0

0,
0

0,
0

1

1
18
,1

27
,6

14
72

0
0

0,
0

0,
0

1
4

0
0

0,
0

0,
0

18
67

0
0

0,
0

0,
0

2
4,
3

9,
4

45
42
6

0
0

0,
0

0,
0

0
1

0
0

0,
0

0,
0

2
16

0
0

0,
0

0,
0

3
3,
4

8,
2

1
2

2
2

2,
1

3,
1

1
3

0
0

0,
0

0,
0

2
11

0
0

0,
0

0,
0

4
2,
1

11
,1

0
1

1
1

1,
3

1,
3

0
1

0
0

0,
0

0,
0

0
3

0
0

0,
0

0,
0

20

2

0,
1

1
8,
4

15
,2

10
0

5,
8

14
,8

10
8

10
,4

19
,0

10
8

8,
9

15
,8

2
10
,0

22
,7

10
10

19
,1

28
,6

29
4

46
9

6
3

14
,1

27
,8

17
0

25
4

6
2

13
,8

20
,6

3
12
,6

20
,2

10
10

12
,4

19
,7

38
6

58
9

7
3

6,
9

10
,4

30
0

40
1

6
0

7,
1

10
,1

4
11
,4

16
,3

10
10

11
,5

22
,3

16
0

51
5

2
2

8,
8

3,
4

18
4

52
6

1
0

3,
8

3,
8

1

1
12
,3

21
,0

10
1

4,
4

12
,3

10
8

5,
2

11
,8

10
8

5,
3

11
,8

2
8,
3

12
,7

10
9

22
,4

30
,7

10
2

18
,8

24
,9

10
5

18
,5

24
,3

3
8,
8

14
,7

10
10

20
,4

25
,1

10
2

14
,5

25
,4

10
1

13
,4

15
,3

4
9,
2

13
,7

10
10

19
,0

24
,4

10
0

11
,7

16
,4

10
1

11
,7

16
,4

3

0,
1

1
10
,5

18
,5

10
0

4,
3

7,
6

10
9

6,
3

13
,3

10
9

6,
5

13
,3

2
10
,0

13
,3

10
8

18
,4

26
,1

10
3

50
9

3
3

21
,8

28
,6

60
70

6
5

15
,4

28
,6

3
14
,9

22
,0

10
10

18
,4

26
,6

60
13
5

2
1

13
,1

20
,9

79
20
0

2
1

15
,6

16
,2

4
13
,5

32
,3

10
10

18
,1

21
,8

31
11
4

0
0

0,
0

0,
0

5
15

0
0

0,
0

0,
0

1

1
9,
0

15
,0

10
0

4,
0

8,
6

10
0

4,
0

8,
6

10
10

6,
5

15
,5

2
6,
0

13
,6

10
8

21
,1

31
,2

10
2

18
,3

29
,9

10
6

19
,4

29
,9

3
7,
7

16
,6

10
6

14
,7

34
,3

10
0

11
,3

22
,5

10
5

12
,9

27
,9

4
8,
6

17
,8

9
7

14
,2

22
,7

9
1

11
,0

17
,3

10
7

11
,4

17
,5

T
a
b
le

4.
10

–
C
om

p
ar
ai
so
n
d
es

P
S
E

lo
rs
qu

’i
l
y
a
5
m
ac
h
in
es

su
r
le

p
re
m
ie
r
ét
ag

e
et

5
su
r
le

se
co
n
d
.



n
H
eu
ri
st
iq
u
es

D
ir
ec
te

(P
S
E
)

In
ve
rs
e
(d
yn

am
iq
u
e)

In
ve
rs
e
(P

S
E
)

É
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É
ca
rt

T
em

p
s

%
É
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4.5. Conclusion du chapitre

4.5 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a été l’occasion de présenter deux méthodes exactes de type procédure par
séparation évaluation pour le problème de minimisation de la durée totale de l’ordonnancement
d’un flowshop hybride avec machines à traitement par batches et compatibilité entre les tâches,
problème noté HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax. Les résultats expérimentaux, présentés
dans la section 4.4, indiquent que la meilleure méthode résout 1/4 des instances lorsqu’il y a 20
tâches et 5/6 des instances composées de 15 tâches en moins de 600 secondes.

Nous avons présenté la méthode directe lors des conférences ROADEF’08 et PMS’08 et les
deux types de méthodes lors des conférences ROADEF’09 et EURO XXIII.
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Chapitre 4. Méthodes Exactes
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Chapitre 5

Autres critères réguliers

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux problèmes de minimisation de critères réguliers
pour une machine à traitement par batches, compatibilité entre les tâches et capacité de la
machine infinie (B|Gα

p = INT, b � n|γ). Pour rappel, un critère est dit régulier si la réduction
de la date de fin d’exécution d’une tâche, sans modification de l’ordonnancement des autres
tâches, implique une réduction de la valeur de la fonction objectif. Les critères réguliers classiques
sont les critères que nous avons introduits lors de la présentation du champs γ de la notation
des problèmes d’ordonnancement de la production α|β|γ. C’est-à-dire le makespan Cmax, le
retard algébrique maximum Lmax, le plus grand retard Tmax, et les sommes pondérées ou non
des dates de fin de traitement

�
Cj et

�
wjCj , des retards

�
Tj et

�
wjTj et du nombre de

tâches en retard
�

Uj et
�

wjUj . Nous supposons que les durées maximales d’exécution sont
proportionnelles aux durées minimales ce qui est le cas du problème industriel (voir 1.4) qui
nous a inspiré.

La première section de ce chapitre présente des propriétés communes de certains ordonnance-
ments optimaux de tout problème B|Gα

p = INT, b � n|γ. Nous abordons rapidement le problème
de minimisation de la date de fin d’ordonnancement, puis nous développons un algorithme de
programmation dynamique pour le problème de minimisation de la somme des dates de fin
d’exécution. Finalement après avoir démontré la NP-difficulté des problèmes de minimisation
de critères réguliers basés sur des dates de fin souhaitées nous présentons deux algorithmes de
programmation dynamique similaires pour la minimisation du plus grand retard algébrique, et
la minimisation de la somme pondérée des retards.
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Chapitre 5. Autres critères réguliers

Nous considérons le problème de minimisation de critères réguliers pour une machine à
traitement par batches avec intervalles proportionnels de durées d’exécution compatibles et
capacité de la machine infinie. Pour rappel, comme les intervalles de durées d’exécution sont
proportionnels et doivent être compatibles, la durée d’exécution du batch contenant la tâche j
doit appartenir à l’intervalle de durées d’exécution de la tâche j, [aj , (1 + α)aj ].

Brucker et al. [28] ont étudié la complexité des problèmes de minimisation de critères réguliers
pour une machine à traitement par batches sans contraintes de compatibilité B|b � n|γ et
B|b = k|γ, dans ce chapitre nous effectuons ce même type d’étude lorsque les intervalles de durées
d’exécution sont proportionnels et compatibles. Finke et al. [74] ont étudié la minimisation du
makespan pour plusieurs types de graphes de compatibilités et plusieurs types de capacité et
de durées d’exécution des batches. Ils ont notamment proposé un algorithme de programmation
dynamique de complexité O(n3) pour le problème B|G = INT |Cmax.

5.1 Propriétés des ordonnancements optimaux

Dans cette section nous présentons des propriétés applicables à tous les critères réguliers.
Afin de simplifier les notations nous supposons pour l’ensemble de cette section que les tâches
sont indexées suivant la règle SPT (Shortest-Processing-Time), c’est-à-dire par durée d’exécution
croissante (a1 � · · · � an).

Lemme 5.1.1 Pour toute fonction objectif régulière à minimiser, il existe un ordonnancement
optimal (B1, . . . , Br) tel que chaque batch est composé de tâches d’indices consécutifs, c’est-à-dire
Bk = {ik, ik + 1, . . . , ik + |Bk|− 1}, k = 1, . . . , r.

Preuve. Soit σ un ordonnancement optimal tel que le lemme 5.1.1 n’est pas vérifié, c’est-à-
dire qu’il existe deux batches B et G, et une tâche j ∈ G tel que min{i|i ∈ B} < j < max{i|i ∈
B}.

i. Si B précède G, alors le déplacement de la tâche j du batch G vers le batch B est possible
car la contrainte de compatibilité est respectée. De plus cette opération permet de réduire
la date de fin d’exécution de la tâche j sans augmenter les dates de fin d’exécution des
autres tâches.

ii. Si G précède B, alors le déplacement des tâches appartenant à B d’indice inférieur à
j (∀i ∈ B, i < j) vers le batch G est possible car les contraintes de compatibilité sont
respectées. De plus cette opération permet de réduire les dates de fin d’exécution des
tâches déplacées sans modifier l’ordonnancement des autres tâches.

L’ordonnancement obtenu par cette transformation est au moins aussi bon que l’ordonnancement
d’origine, c’est-à-dire optimal. Ainsi, une succession d’un nombre fini de transformations de ce
type permet d’obtenir un ordonnancement optimal respectant le lemme 5.1.1.

�

Lemme 5.1.2 Pour toute fonction objectif régulière à minimiser, il existe un ordonnancement
optimal dans lequel les tâches de même durée d’exécution sont affectées au même batch.

Preuve. Si des tâches de même durée d’exécution sont ordonnancées dans plusieurs batches,
alors elles peuvent toutes être déplacées vers le batch exécuté en premier sans augmentation de
la valeur de la fonction objectif.

�
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Lemme 5.1.3 Pour toute fonction objectif régulière à minimiser, il existe un ordonnancement
optimal tel que le batch B = {i, i+1, . . . , j} est séquencé après le batch G = {j+1, j+2, . . . , k}
si et seulement si j et k ne sont pas compatibles, c’est-à-dire (1 + α)aj < ak.

Preuve. Soit σ un ordonnancement optimal ne respectant pas le lemme 5.1.3, alors le batch
B = {i, i+ 1, . . . , j} est séquencé après le batch G = {j + 1, j + 2, . . . , k} et (1 + α)aj � ak. Le
déplacement de la tâche j dans le batch G est possible, car la contrainte de compatibilité est
respectée, de plus cela réduit la date de fin d’exécution de la tâche j sans modifier l’ordonnance-
ment des autres tâches. Un nombre fini de répétition de cette transformation permet d’obtenir
un ordonnancement optimal respectant le lemme.

�

Définition Un batch B = {i, i + 1, . . . , j} est dit g-complet (complet du côté gauche) si (1 +
α)ai−1 < aj , c’est-à-dire s’il contient toutes les tâches compatibles avec sa durée d’exécution. Un
batch B est dit reporté par rapport au batch G si le batch G précède le batch B et p(B) < p(G),
le batch G est quand à lui appelé batch reportant. D’après le lemme 5.1.3, pour toute fonction
objectif régulière, un batch reporté est reporté par rapport à, au moins, un batch g-complet.

5.2 Minimisation du Makespan

Ce problème a déjà été traité par Oulamara et al. [176], c’est pourquoi nous abordons ra-
pidement les résultats concernant la minimisation du makespan. Soit σ un ordonnancement
quelconque. Pour la minimisation du makespan, l’ordre des batches étant sans importance. Sup-
posons que le premier batch contient la tâche d’indice n (de plus grande durée d’exécution).
Toute tâche compatible avec la tâche d’indice n peut être déplacée dans le premier batch sans
augmenter la valeur de Cmax, mais aucune tâche incompatible avec la tâche d’indice n ne peut
être ajoutée à ce batch. C’est pourquoi il existe un ordonnancement optimal dans lequel le pre-
mier batch contient la tâche n et toutes les tâches compatibles avec la tâche d’indice n, ainsi
la tâche d’indice n permet à elle seule de définir le premier batch. Le premier batch créé, nous
supprimons toutes ses tâches de l’ensemble de tâche puis nous créons le premier batch du nouvel
ensemble de tâches de la même manière que pour le batch précédent. Ce nouveau batch est le
second batch d’un ordonnancement optimal du problème d’origine. Ainsi si les tâches sont déjà
triées par ordre décroissant de leur durée minimale d’exécution (règle SPT), la création d’un
ordonnancement optimal nécessite O(n) unités de temps. Le problème B|Gp = INT, b � n|Cmax

est donc résolu en O(n log n) unités de temps.

5.3 Minimisation de la somme des dates de fin d’exécution

Dans cette section nous présentons une méthode utilisant la programmation dynamique
pour résoudre le problème de minimisation de la somme des dates de fin d’exécution des tâches
B|Gα

p = INT, b � n|
�

Cj . Cette méthode est une extension de la méthode présentée par
Brucker et al. [28] pour le problème B|b = k|

�
Cj .

Notons que lorsque les batches sont donnés, les contraintes de compatibilité n’ont aucune
influence sur le séquencement optimal de ces batches. Dans ce cas l’ordre des batches est donnés
par le lemme 5.3.1, de Chandru et al. [33], pour le problème sans contraintes de compatibilité
(B||

�
Cj).
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Lemme 5.3.1 Pour un ensemble de batches B1, B2, . . . , Br, une séquence (B1, B2, . . . , Br) est
optimale pour le critère

�
Cj si et seulement si :

p(B1)

|B1|
≤ p(B2)

|B2|
≤ · · · ≤ p(Br)

|Br|
.

Preuve. Supposons que la date de fin d’exécution du batch Bi est égale à Ci. Comme toutes
les tâches du batch sont terminées à cette date, la contribution du batch dans

�
wjCj est égale

à |Bi|Ci. C’est pourquoi le batch Bi peut être considérer lors du séquencement comme une
tâche de durée p(Bi) et de poids |Bi|, nous obtenons ainsi un problème de minimisation de la
somme pondérée des dates de fin d’exécution 1||

�
wjCj où les r batches correspondent aux r

tâches du nouveau problème. Ce problème est résolu optimalement à l’aide de la règle WSPT
(Weighted-Shortest-Processing-Time), Smith [194] .

�
Il est à noter que cette règle provoque l’apparition de batches reportés dans la séquence

optimale, comme illustré dans l’exemple ci-dessous.

5.3.1 Nombre de batches reportés

S’il n’y avait pas de batches reportés par rapport à d’autres batches dans un ordonnancement
optimal, alors les batches seraient ordonnancés suivant leur durée d’exécution par ordre croissant,
c’est-à-dire suivant l’ordre SPT-batch. Dans ce cas un algorithme de programmation dynamique
peut être facilement développable pour le problème B|Gα

p = INT, b � n|
�

Cj . Nous avons
démontré précédemment qu’un batch reporté ne peut pas être reporté uniquement par rapport
à des batches non g-complets. C’est-à-dire qu’ils sont reportés par rapport à un batch g-complet.
Dans cette section nous allons borner le nombre de batch reporté par rapport à un batch B g-
complet.

Soient B un batch g-complet, et D un batch reporté par rapport au batch B. Par définition,
B précède D et p(D) < p(B). D’après le lemme 5.3.1, l’assertion B précède D implique que
p(B)
|B| � p(D)

|D| et |B| > |D|. De plus |D| contient au moins une tâche p(B)
|B| � p(D) < p(B) donc

la durée d’exécution de tout batch reporté par rapport au batch B appartient à l’intervalle
[p(B)
|B| , p(B)). Nous développons ici une borne supérieure du nombre de batches D reportés par

rapport à un batch g-complet B, les durées d’exécution de ces batches appartiennent à l’intervalle
[p(B)
|B[ , p(B)).

Partitionnons les batches reportés par rapport à un batch g-complet B en ensembles S1, . . . , St

tel qu’un batch D ∈ Si est reporté par rapport au batch B si p(B)
|B| (1 + min{1,α})i−1 � p(D) �

p(B)
|B| (1 + min{1,α})i, i = 1, . . . , t, où t = min{j | p(B)

|B| (1 + min{1,α})j � p(B)}. C’est-à-dire
t = � log2 |B|

log2(1+min{1,α})�.

Le lemme 5.3.2 permet d’évaluer le nombre de batches reportés dans chaque ensemble Si, i =
1, . . . , t, et ainsi de borner le nombre de batches reportés par rapport à un batch B dans le
lemme 5.3.3.

Lemme 5.3.2 Soit Sj = {D1, . . . , Dv}, supposons les batches Di indexés suivant l’ordre SPT.
Il existe un ordonnancement optimal du problème B|Gα

p = INT |
�

Cj dans lequel l’inégalité
|di+1| < min{1,α}|Di|, i = 2, . . . , v − 1 est vérifiée.
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Preuve. Remarquons tout d’abord que les plus grandes tâches des batches D1, . . . , Dv sont
compatibles. De plus, d’après le lemme 5.1.3 les batches D1, . . . , Dv apparaissent dans cet ordre
dans un ordonnancement optimal σ. Soit 2 � i � v − 1.

Soit σ = (X1, Di, X2, Di+1, X3) un ordonnancement optimal tel que le nombre de batches
reportés par rapport au batch B soit minimal, où X1 est un bloc de batches contenant les batches
B et D1, . . . , Di−1, et X3 est un bloc de batches contenant Di+2, . . . , Dv. Notons p(Xj) et |Xj |
la durée d’exécution totale et le nombre de tâches du bloc Xj , pour j = 1, 2, 3. Considérons un
nouvel ordonnancement σ� obtenu à partir de σ en regroupant les batches Di et Di+1 au sein du
batch D� contenant |Di| + |Di+1| tâches et de durée d’exécution p(D�) = p(Di+1). Les batches
de σ� sont séquencés comme suit σ� = (X1, D�, X2, X3), notons que cet ordonnancement peut ne
pas respecter le lemme 5.3.1, il peut donc être amélioré par la suite.

Notons que D1 et D2 ne peuvent être groupés puisque D1 peut contenir des tâches incom-
patibles avec les tâches de D2, d’où le choix de 2 � i � v − 1.

Calculons
�

Cj(σ)−
�

Cj(σ
�) = |Di+1|p(X2)− |X2|(p(Di+1)− p(Di))

+(|Di+1|+ |X3|)p(Di)− |Di|(p(Di+1)− p(Di)).

Supposons que |Di+1| � min{1,α}|Di| et montrons que σ� est au moins aussi bon que σ, ce
qui contredit l’optimalité de σ.

Comme les plus longues tâches de Di et Di+1 sont compatibles et appartiennent au même
ensemble Si, nous avons p(Di+1)− p(Di) � min{1,α}p(Di). Il est alors nécessaire de distinguer
deux cas.

1. min{1,α}|X2|p(Di) � |Di+1|p(X2). Or p(Di+1) − p(Di) � min{1,α}p(Di) d’où |X2|
(p(Di+1)− p(Di)) � |X2|min{1,α}p(Di) � |Di+1|p(X2). Ainsi :

�
Cj(σ)−

�
Cj(σ

�) = |Di+1|p(X2)− |X2|(p(Di+1)− p(Di)) + (|Di+1|+ |X3|)p(Di)

−|Di|(p(Di+1)− p(Di))

� |Di+1|p(X2)− |X2|min{1,α}p(Di) + (|Di+1|+ |X3|)p(Di)

−|Di|min{1,α}p(Di)

� |Di+1|p(X2)− |Di+1|p(X2) + (|Di+1|+ |X3|)p(Di)

−|Di|min{1,α}p(Di)

� (|Di+1|− |Di|min{1,α})p(Di) � 0.

Ce qui contredit l’optimalité de σ.

2. min{1,α}|X2|p(Di) > |Di+1|p(X2). CommeDi est ordonnancé avantX2 dans σ, |X2|p(Di) �
|Di|p(X2) et min{1,α}|X2|p(Di) � min{1,α}|Di|p(X2). C’est pourquoi nous supposons
que min{1,α}|X2|p(Di) > |Di+1|p(X2) ce qui implique min{1,α}|Di|p(X2) > |Di+1|p(X2)
et min{1,α}|Di| > |Di+1|, qui contredit les suppositions initiales.

C’est pourquoi il existe un ordonnancement optimal avec un minimum de batches reportés
par rapport au batch B tel que |Di+1| < min{1,α}|Di|, i = 2, . . . , v − 1.

�

Soit b∗ la cardinalité du plus grand batch d’un ordonnancement optimal, b∗ ne peut excéder
la taille de la clique maximale du graphe d’intervalles G. Cette taille peut être obtenue en
O(n log n), ou en O(n) lorsque les intervalles sont triés ([94]). Le lemme précédent, accompagné
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de cette nouvelle notation, nous permet de limiter le nombre de batches reportés par rapport à
un même batch.

Lemme 5.3.3 Quelque soit l’ordonnancement, le nombre de batches reportés par rapport à un
batch g-complet est inférieur à :

r∗ =






�
log2 b

∗

log2(1+α)

�
log2(b

∗−1)
log2

1
α

si α < 1,
�
log2 b

∗�(b∗ − 1) si α � 1.

Preuve.

Soit σ un ordonnancement optimal, et B un batch reportant de σ. Ce batch contient au plus
b∗ tâches.

Quel que soit l’ensemble Si, i = 1, . . . , t de batches reportés par rapport au batch B, notons
D1, . . . , DrSi

les batches appartenant à cet ensemble Si. Comme les batches sont ordonnancés

par ordre croissant du ratio p(Bi)
|Bi| , on a |D2| � |B|− 1. Deux cas sont alors possibles :

– Si α < 1 alors, d’après le lemme 5.3.2 α|Di| > |Di+1|, i = 2, . . . , rSi
− 1. D’où (|B| −

1)αrSi
−2 � |D2|αrSi

−2 > |DrSi
| � 1, ainsi rSi

< log2(|B|−1)
log2 1/α

+ 2 et rSi
� log2(|B|−1)

log2 1/α
+ 1.

– Si α � 1 alors, d’après le lemme 5.3.2 |Di| > |Di+1|, i = 2, . . . , r − 1. Or |DrSi
| � 1, donc

rSi
� |B|.

Or le nombre d’ensemble de batches reportés Si, i = 1, . . . , t par rapport au batch B est
inférieur a t = � log2 |B|

log2(1+min{1,α})�, d’où :

r∗ =






�
log2 b

∗

log2(1+α)

�
log2(b

∗−1)
log2

1
α

si α < 1,
�
log2 b

∗�(b∗ − 1) si α � 1.

�

Dans la section suivante nous décrivons un algorithme de programmation dynamique per-
mettant de minimiser la somme des dates de fin d’exécution. Par la suite r∗ désigne le nombre
maximum de batches reportés par rapport à un même batch.

5.3.2 Algorithme de programmation dynamique

L’algorithme de programmation dynamique que nous présentons dans cette section est une
adaptation de l’algorithme fourni par Brucker et al. [28] pour la minimisation de la somme
des dates de fin d’exécution sur une machine à traitement par batches sans contraintes de
compatibilité B||

�
Cj .

Soit r le nombre de batches reportés par rapport à un batch g-complet. La tâche de tête ik
du batch Bik

désigne la tâche du batch Bik
de plus grande durée d’exécution. Si le batch Bik

est g-complet nous le notons B∗
ik
.

Soit σ un ordonnancement contenant les tâches j, . . . , n mais pas la tâche j − 1, et contenant
les batches Bi1 , . . . , Bir qui sont reportés par rapport au batch Bj−1. Pour rappel, la tâche de
tête du batch Bj−1 est j−1 et ce batch doit être ordonnancé plus tard. Les batches Bi1 , . . . , Bir

sont indexés par ratio p(Bi)
|Bi| croissant. Afin de respecter le lemme 5.3.1, ces batches doivent être
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séquencés dans cet ordre dans l’ordonnancement σ, de plus le lemme 5.3.3 indique que le nombre
de batches reportés est inférieur à r∗. Remarquons que si r = 0 alors aucun batch n’est reporté.
Le lemme 5.1.1, nous permet de supposer que chaque batch Bik

est constitué de tâches d’indices
consécutifs, c’est-à-dire Bik

= {ik� , ik�+1, . . . , ik}, k = 1, . . . , r.

On dit que l’ordonnancement σ est dans l’état (j, Bi1 , . . . , Bir), s’il contient les tâches d’indice
supérieur à j et les batches Bi1 , . . . , Bir sont reportés par rapport au batch Bj−1. Si r = 0, on
dit que σ est dans l’état (j, ∅), où ∅ indique qu’aucun batch n’est reporté par rapport au batch
Bj−1 dans l’ordonnancement σ.

Un batch B peut être ajouté à un ordonnancement partiel σ si toutes les tâches de B sont
compatibles. Afin d’obtenir un algorithme de programmation dynamique les batches sont ajoutés
au début de l’ordonnancement précédent σ. De plus le lemme 5.3.1 impose qu’un batch B soit
ajouté à l’ordonnancement σ si et seulement si son ratio p(B)

|B| est inférieur à tous ceux des
batches de σ. Afin de simplifier la présentation de l’algorithme de programmation dynamique,
par la suite, ces conditions qui doivent êtres satisfaites pour chaque état.

L’ordonnancement partiel σ est soit dans l’état (j, Bi1 , . . . , Bir), soit dans l’état (j, ∅). Par
la suite nous détaillons les décisions à prendre pour obtenir des ordonnancements dans chacun de
ces états. Un ordonnancement dans l’état (j, ∅) est obtenu suite à l’une des décisions suivantes :

• Ajouter un batch contenant la tâche j à l’état (k, ∅). Le batch Bk−1 = {j, . . . , k − 1} est
ajouté au début du meilleur ordonnancement d’état (k, ∅).

• Ajouter un batch g-complet B∗
k�−1 = {k, . . . , k� − 1} avec j < k à l’état (k�, Bi1̄

, . . . , Bir̄)
où les batches Bi1̄

, . . . , Bir̄ sont reportés par rapport au batch B∗
k�−1. Remarquons que ces

batches Bi1̄
, . . . , Bir̄ contiennent les tâches d’indices j à k − 1, c’est-à-dire que Bi1̄

∪ · · · ∪
Bir̄ = {j, . . . , k − 1}.

Un ordonnancement dans l’état (j, Bi1 , . . . , , Bir) est obtenu suite à l’une des décisions sui-
vantes :

• Ajouter un batch Bi1 dont la tâche de tête est i1 à l’état (j, Bi2 , . . . , Bir).
• Ajouter un batch non reporté Bk−1 = {j, . . . , k− 1} à l’état (k,Bi1 , . . . , Bir). Remarquons

qu’à l’état (k,Bi1 , . . . , Bir) les batches Bi1 , . . . , Bir étaient reportés par rapport au batch
Bk−1, ils sont désormais reportés également par rapport au batch Bj−1.

• Ajouter un batch g-complet non reporté B∗
k−1 = {k�, . . . , k − 1} avec j < k� à l’état

(k,Bi1̄
, . . . , Bir̄) tel que les batches Bi1̄

, . . . , Bir̄ soient reportés par rapport au batch
B∗

k−1. Remarquons que les batches Bi1̄
, . . . , Bir̄ satisfont (Bi1̄

, . . . , Bir̄) \ (Bi1 , . . . , Bir) =
{j, . . . , k� − 1}. En d’autres termes les batches reportés Bi1̄

, . . . , Bir̄ sont divisés en 2
groupes. Le premier groupe contient les batches Bi1 , . . . , Bir , ils sont composés de tâches
d’indices inférieurs à j − 1 et sont reportés par rapport aux batches B∗

k−1 et Bj−1. Alors
que les batches du second groupe sont composés des tâches d’indices j à k� − 1 et sont
reportés par rapport au batch B∗

k−1 mais ne sont pas reportés par rapport au batch Bj−1.

Suite à cette présentation littéraire des décisions à prendre pour obtenir un ordonnancement σ
dans l’état (j, Bi1 , . . . , Bir) ou dans l’état (j, ∅), nous les transformons en équations de récurrence
afin de pouvoir automatiser le calcul.

Soit Hk−1 l’ensemble des combinaisons réalisables de batches reportés par rapport au batch
g-complet B∗

k−1 = {k�, . . . , k − 1}, c’est-à-dire l’ensemble des combinaisons de batches repor-
tés Bi1 , . . . , Bir tels qu’il existe un ordonnancement dans l’état (k,Bi1 , . . . , Bir) respectant les
lemmes précédents. Soit Hj

k−1 l’ensemble des combinaisons réalisables de batches reportés par
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rapport au batch g-complet B∗
k−1 et composés des tâches j à k� − 1. Notons n� le nombre de

tâches séquencées dans l’ordonnancement σ dans l’état (j, Bi1 , . . . , Bir). Comme chaque batch
Bik

= {i�
k
, . . . , ik} est défini par les plus petit et plus grand indices de ses tâches, on obtient

n� = n− j + 1 +
�

r

k=1(ik − i�
k
+ 1).

Notons Fj(Bi1 , . . . , Bir) et Fj(∅), respectivement, les sommes des dates de fin d’exécution
du meilleur ordonnancement dans l’état (j, Bi1 , . . . , Bir), pour r �= 0, et (j, ∅). Nous obtenons
l’algorithme de programmation dynamique suivant :

• Initialisation : Fn+1(∅) = 0
• Équations de récurrence :

– Pour j = n, n− 1, . . . , 1 :

Fj(φ) = min

�
mink|(1+α)aj−1<ak−1≤(1+α)aj {Fk(φ) + n�ak−1},
min

B
∗
k�−1

={k,...,k�−1}|(Bi1̄
,...,Bir̄

)∈Hj

k−1
{Fk�(Bi1̄

, . . . , Bir̄) + n�ak�−1},

– Pour j = n+ 1, n, . . . , 1, r � r∗ et pour tout (Bi1 , . . . , Bir) ∈ Hj

Fj(Bi1 , . . . , Bir) = min






Fj(Bi2 , . . . , Bir) + n�ai1 ,
mink|(1+α)aj−1<ak−1≤(1+α)aj {Fk(B1, . . . , Br) + n�ak−1},
minB∗

k�−1
={k,...,k�−1}|(Bi1̄

,...,Bir̄
)∈H

k�−1
{Fk�(Bi1̄

, . . . , Br̄) +

n�ak�−1},

La valeur de la solution optimale est égale à F1(∅), elle correspond à l’ordonnancement obtenu
par “backtracking”.

Nous considérons, finalement, la complexité de cet algorithme de programmation dynamique.
Il y a O(n2r∗+1) variables d’état (j, Bi1 , . . . , Bir). Les deux termes de l’équation Fj(∅) sont cal-
culés, respectivement, en O(b∗) et O(n2r∗). Quant-aux trois termes de l’équation de récurrence
Fj(Bi1 , . . . , Bir), ils sont calculés en temps constant pour le premier, O(b∗) pour le second et
O(n2(r∗−r)) pour le troisième. C’est pourquoi la complexité générale de cet algorithme de pro-
grammation est O(n2r∗), pour O(n2r∗+1) variables. Pour rappel, d’après le lemme 5.3.3, r∗ est

inférieur à ( log2(b
∗−1)−1

log2 1/α
+ 2) log1+α b

∗ lorsque α < 1 et inférieur à b∗ × log2 b
∗ lorsque α � 1.

5.4 Minimiser des fonctions objectif avec dates de fin souhaitées

Dans cette section nous montrons tout d’abord la NP-complétude des problèmes de minimi-
sation de critères réguliers basés sur des dates de fin souhaitées.

Théorème 5.4.1 Le problème B|Gα
p = INT, dj |− est NP-complet même s’il n’y a que deux

dates de fin impératives distinctes.

Preuve. Nous démontrons ce résultat par une transformation polynomiale du problème NP-
complet PARTITION (Garey et Johnson [83]) qui est le suivant : Soit m + 1 entiers positifs
notés e1, . . . , em et E tels que

�
m

j=1 ej = 2E, la question est la suivante : Existe-t-il un ensemble
X ⊂ M = {1, . . . ,m} tel que

�
j∈X ej = E ?.

Sans perte de généralité, nous supposons les entiers indexés par ordre croissant e1 � · · · � em.
Soit une instance du problème PARTITION, nous construisons l’instance équivalente du

problème B|Gp = INT, dj |−.
Afin de faciliter la preuve nous modifions légèrement le problème PARTITION à l’aide de la

procédure suivante qui nous permet d’obtenir des nombres distincts. Fixer e�
j
= ej , j = 1, . . . ,m.
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Pour chaque plus grand ensemble {i, i+ 1, . . . , k} tel que e�
i
= e�

i+1 = · · · = e�
k
, 1 � i � k � m,

mettre à jour les valeurs tel que e�
j+1 = e�

j
+ 1

m4 , j = i, i + 1, . . . , k − 1. Nous obtenons alors

ej � e�
j
� ej +

�
m

j=1
j

m4 � ej +
1
m2 , ce qui implique e�

j
− 1

m2 � ej � e�
j
, j = 1, . . . ,m.

Soit
�

m

j=1 e
�
j
= 2E�, alors 2E � 2E� � 2E��m

j=1
j

m4 � 2E + 1
m2 . Fixons α = 1

4m4E� ,
d = 2E� + 3αE� et D = 4E� + 5αE�.

L’instance du problème d’ordonnancement correspondant à cette instance du problème PAR-
TITION est construite comme suit. Il y a 3m tâches. Notons les durées d’exécution et dates de

fin souhaitées de la tâche j de type (t) a(t)
j

et d(t)
j
, pour tout j = 1, . . . ,m. Ces valeurs sont

définies comme suit :
• m tâches de type (1) telles que a(1)

j
= e�

j
, d(1)

j
= D, j = 1, . . . ,m,

• m tâches de type (1 + α) telles que a(1+α)
j

= (1 + α)e�
j
, d(1+α)

j
= d, j = 1, . . . ,m,

• m tâches de type (1 + 2α) telles que a(1+2α)
j

= (1 + 2α)e�
j
, d(1+2α)

j
= D, j = 1, . . . ,m.

Ainsi définies, les tâches de type (1) ne sont pas compatibles entre elles, en effet

(1 + α)a(1)
j

= (1 + α)e�j � e�j +
e�
j

4m4E� < e�j +
1

2m4
< e�j+1 = a(1)

j+1, j = 1, . . . ,m− 1

Comme a(1+α)
j

= (1+α)a(1)
j

et a(1+2α)
j

= (1+2α)a(1)
j

pour tout j = 1, . . . ,m, les tâches de type
(1 + α) sont incompatibles entre elles et les tâches de type (1 + 2α) sont incompatibles entre
elles. De plus les tâches d’indices différents sont incompatibles car :

e�j � (1 + 2α)e�j = e�j +
e�
j

2m4E� < e�j +
1

m4
� e�j+1, j = 1, . . . ,m− 1

Finalement les tâches de type (1) et de type (1 + 2α) de même indice sont incompatibles :

(1 + α)a(1)
j

= (1 + α)e�j < (1 + 2α)e�j = a(1+2α)
j

Montrons désormais que le problème de PARTITION a une solution si et seulement s’il existe
une solution réalisable de l’instance construite du problème d’ordonnancement. Cette preuve est
accompagnée de la figure 5.1

D

G1 G2 G3 Gm H1 H2 Hm

e�1

(1 + α)e�1

(1 + 2α)e�2

(1 + α)e�2

e�3

(1 + α)e�3

(1 + 2α)e�m

(1 + α)e�m (1 + 2α)e�1 e�2 e�m

d

Figure 5.1 – Structure d’un ordonnancement réalisable

“Si”. Supposons qu’il existe un ordonnancement réalisable de l’instance créée. Toutes les
tâches de type (1 + α) d’un tel ordonnancement doivent être terminées avant la date d, sachant
que deux tâches de ce type ne peuvent appartenir au même batch car elles sont incompatibles
deux à deux. Notons Gj le batch contenant la tâche d’indice j de type (1 + α) pour tout
j = 1, . . . ,m. La durée totale d’exécution des batches G1, . . . , Gm est au minimum égale à�

m

j=1 a
(1+α)
j

= (1 + α)2E� = d − E�α. Ces inégalités impliquent qu’aucun autre batch ne soit
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séquencé avant le dernier batch Gj car autrement la date de fin d’exécution de la dernière
tâche de type (1 + α) est supérieure à d−E�α+ 1 > d. Bien sûr l’ordre d’exécution des batches
G1, . . . , Gm n’a aucune importance, tout de même, nous supposons que les batches sont séquencés
dans l’ordre G1, . . . , Gm.

Remarquons que seules les tâches de la paire {j(1+α), j(1)} et les tâches de la paire {j(1+α),
j(1+2α)} de même indice sont compatibles quel que soit j = 1, . . . ,m. Ainsi chaque batch Gj

peut contenir au plus une tâche supplémentaire qui est soit la tâche j(1) soit la tâche j(1+2α).
C’est pourquoi il y a au moins m autres batches dans l’ordonnancement et au plus 2m, notés
H1, . . . , Hk, m � k � 2m. Ces batches succèdent au batch Gm et chacun de ces batches Hi, 1 �
i � k contient soit la tâche j(1) soit la tâche j(1+2α), mais il ne peut contenir les deux, j =
1, . . . ,m. Sans perte de généralité nous supposons que ces batches sont séquencés dans l’ordre
H1, . . . , Hk.

En omettant les contraintes liées aux dates de fin impératives, le batch Hm est complété au
plus tôt lorsque les batches Gj = {j(1+α), j(1+2α)}, Hj = {j(1)}, j = 1, . . . ,m sont complétés,

cette date est égale à C0 =
�

m

j=1 a
(1+2α)
j

+
�

m

j=1 a
(1)
j

= 4E� + 4αE� = D − αE�. Ce qui nous
permet de déduire qu’exactement m batches H1, . . . , Hm succèdent au batch Gm, car autrement
la date de fin de la dernière tâche est supérieure à 4E� + 4αE� + 1 > D car 1 > αE�.

La figure 5.1 présente un exemple d’ordonnancement réalisable. Soit X l’ensemble d’indices
de tâches de type (1 + 2α) ordonnancées dans les batches G1, . . . , Gm. Notons la date de fin
d’exécution du batch Gm, C(Gm). Afin de vérifier les contraintes de faisabilité relatives à la date
de fin impérative d nous avons :

C(Gm) =
�

j∈M\X

a(1+α)
j

+
�

j∈X
a(1+2α)
j

= 2(1 + α)E� + α
�

j∈X
e�j � d = 2E� + 3αE�

Ainsi,
�

j∈X e�
j
� E�.

Calculons maintenant la durée d’exécution totale des batches H1, . . . , Hm notée P (H) :

P (H) =
�

j∈M\X

a(1+2α)
j

+
�

j∈X
a(1)
j

= 2E� + 4αE� − 2α
�

j∈X
e�j

Pour respecter les contraintes de faisabilité liées à la date de fin impérative D, nous devons
respecter :

C(Gm) + P (H) = 4E� + 6αE� −
�

j∈X
e�j � 4E� + 5αE�

Ainsi
�

j∈X e�
j
� E�, c’est pourquoi

�
j∈X e�

j
= E�. Cette égalité implique les relations

2E � 2E� � 2E + 1
m2 et e�

j
− 1

m2 � ej � e�
j
, j = 1, . . . ,m, d’où

E − 1 < E − 1

m
� E� − 1

m
�

�

j∈X
ej � E� � E +

1

2m2
< E + 1

Comme toutes les valeurs de ej sont entières,
�

j∈X ej = E est satisfait dans le cas où la
solution est réalisable, c’est-à-dire que X est une solution du problème PARTITION.

“Seulement si”. Supposons qu’il existe une solution du problème PARTITION, notée X,
alors il existe un ensemble X ⊂ N = {1, . . . ,m} tel que

�
j∈X ej = E. Sans perte de généralité

nous supposons les valeurs de ej distinctes, en utilisant la même transformation que dans la partie
précédente. Nous transformons cette solution en une instance du problème d’ordonnancement
décrit dans la partie “Si”. Soit X l’ensemble des indices de tâches de types (1+2α) ordonnancées
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dans les batches G1, . . . , Gm. Tout d’abord vérifions que le batch Gm est complété à temps. Nous
obtenons alors :

C(Gm) =
�

j∈M\X

a(1+α)
j

+
�

j∈X
a(1+2α)
j

=
�

j∈M\X

(1 + α)ej +
�

j∈X
(1 + 2α)ej

= (1 + α)
�

j∈M
ej + α

�

j∈X
ej = (1 + α)2E + αE = d

Ainsi toutes les tâches de type (1+α) sont bien complétées à la date d. Calculons maintenant la
durée totale des batches H1, . . . , Hm notée P (H), pour ce faire remarquons que

�
j∈M\X ej =

2E −
�

j∈X ej = E :

P (H) =
�

j∈M\X

a(1+2�)
j

+
�

j∈X
a(1)
j

=
�

j∈M\X

(1 + 2α)ej +
�

j∈X
ej

=
�

j∈M
ej + 2α

�

j∈M\X

ej = 2E + 2αE

Ainsi la date de fin d’exécution du batch Hm est la suivante :

C(Gm) + P (H) = 4E + 5αE = D

La solution du problème PARTITION correspond bien a un ordonnancement réalisable. Ce
qui complète la preuve.

�

Corollaire 5.4.2 Le problème B|Gα
p = INT |γ est NP-difficile pour γ ∈ {Lmax, Tmax, fmax,�

(wj)Uj ,
�

(wj)Tj}.

5.4.1 Algorithme de programmation dynamique

Dans cette section nous développons un algorithme de programmation dynamique pour les
problèmes de minimisation des fonctions objectifs régulières avec dates de fin souhaitées. Suppo-
sons que toutes les durées minimales d’exécution ai soient positives et indexées par ordre crois-
sant, i = 1, . . . , n, avec A =

�
n

i=1 ai. Soit X = {ai}i=1,...,n ∪ {0}∪ {(1 + α)an} = {x1, . . . , xn+2}
un ensemble de points initiaux des intervalles de durées d’exécution des tâches.

A. Minimiser le retard algébrique

Notons par P∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

) le sous-problème de minimisation du retard algébrique restreint

aux tâches dont l’intervalle de durées d’exécution est inclus (dans sa totalité) dans l’un des inter-
valles ouverts ]xi2k−1 , xi2k [, xi2k−1 < xi2k , k = 1, . . . , l. Sans perte de généralité nous supposons
xi2k−1 � xi2k .

Soit t la date de disponibilité de la machine, F∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

)(t) indique la valeur optimale

de l’objectif pour le problème restreint P∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

), lorsque la machine est disponible à la

date t. Si aucune tâche n’est incluse dans l’intervalle ]xi, xj [ alors F∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

)∪(xi,xj)
(t) =

F∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

)(t), et F∅(t) = 0.
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Notre algorithme de programmation dynamique est basé sur le lemme 5.4.3, ce lemme
permet de séparer un problème P∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

) en un nombre fini de sous-problèmes. Soit

k = argmin{dj |j ∈ P∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

)} l’indice de la tâche de plus petite date de fin impéra-

tive du sous-problème P∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

). Sans perte de généralité nous supposons que la paire

(xi1 , xi2) est la paire de valeurs de X contenant la tâche k.

Lemme 5.4.3 Il existe un ordonnancement optimal du problème P∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

) pour lequel le

batch qui contient la tâche k est séquencé en première position.

Preuve. Soit σ = (B1, . . . , Bl) un ordonnancement réalisable dans lequel k ∈ Bj . Soit σ� =
(B1, . . . , Bj , Bj−1, . . . , Bl) l’ordonnancement obtenu en échangeant les batches Bj et Bj−1 dans
σ. Ainsi σ� est réalisable, de plus les dates de fin d’exécution de tous les batches, exceptées celles
de Bj et Bj−1, n’ont pas été modifiées. D’où :

Lmax(σ
�)− Lmax(σ) =

max{Lmax(σ \ {Bj−1, Bj}), C + p(Bj)− dk, C + p(Bj) + p(Bj−1)− dBj−1}
−max{Lmax(σ \ {Bj−1, Bj}), C + p(Bj) + p(Bj−1)− dk, C + p(Bj−1)− dBj−1}

où C est la date de début d’exécution du batch Bj−1 dans l’ordonnancement σ, dBj−1 la plus
petite date de fin d’exécution souhaitée des tâches du batch Bj−1, et Lmax(σ \ {Bj−1, Bj}) le
retard maximum des tâches des batches de σ \ {Bj−1, Bj}.

Comme dk � dBj−1 et p(Bj−1) � 0 on a Lmax(σ�) � Lmax(σ). Un nombre fini de répétition
de cet échange permet d’obtenir un ordonnancement optimal respectant le lemme.

�
Soit Y = X ∩ [ak, (1 + α)ak] l’ensemble de points initiaux de X inclus dans l’intervalle

[ak, (1 + α)ak], l’algorithme de programmation dynamique est le suivant :
Initialisation :

F∅(t) = 0 ∀t = a1, . . . , A

Équation de récurrence :

F∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
(t) = min

z∈Y
{max{F∪l

j=2(xi2j−1 ,xi2j )∪(xi1 ,z)∪(z,xi2 )
(t+ z), t+ z − dk}}

La valeur optimale : Lmax = F(x1,xn+2)(0).
Quel que soit le sous-problème P∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
, un intervalle (xi2j−1 , xi2j ), j = 1, . . . , l n’est

pas vide si et seulement si (1 + α)xi2j−1 < xi2j , de plus xi2j � xi2j+1 d’où :

(1 + α)xi2j−1 < xi2j � xi2j+1 ∀j = 1, . . . , l − 1

Ainsi,
(1 + α)lx1 < xn+2

Étant donné que 1 � x1, on a l � log1+α αn. C’est pourquoi le nombre d’intervalles non
vides dans le sous-problème P∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
est inférieur à log1+α an. De plus chaque intervalle

(xi2j−1 , xi2j ) est défini par deux points initiaux de l’ensemble X, il y a donc au plus n2 log1+α
an

combinaisons d’intervalles (xi2j−1 , xi2j ). Ainsi pour chaque valeur de t, t = a1, . . . , A nous devons

calculer au plus n2 log1+α
an valeurs de la fonction objectif F∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
(t). Comme chaque

équation de récurrence est calculé en O(n), la complexité de l’algorithme de programmation
dynamique est de O(n1+2 log1+α

an × A). Nous sommes conscients que la complexité de cet al-
gorithme n’est pas intéressante lorsque α est inférieur à 1, et travaillons actuellement sur ce
problème.
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B. Minimiser la somme pondérée des retards

Nous utilisons ici les mêmes notations que pour la minimisation du retard algébrique. Ainsi,
P∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
représente le sous-problème de minimisation de la somme pondérée des retards

restreint aux tâches dont l’intervalle de durées d’exécution est inclus dans l’un des intervalles
ouverts ]xi2j−1 , xi2j [, j = 1, . . . , l. La date de disponibilité de la machine est notée t, ainsi la valeur
optimale de la fonction objectif pour le problème P∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
dont la date de fin d’exécution

est égale à t est notée F∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
(t). Si aucune tâche n’est incluse dans l’intervalle ]xi, xj [

alors F∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

)∪(xi,xj)
(t) = F∪l

k=1(xi2k−1
,xi2k

)(t), et F∅(t) = 0.

Contrairement au problème de minimisation du retard algébrique, nous ne pouvons pas
restreindre notre choix aux ordonnancements séquençant le batch contenant la tâche de plus
petite date de fin souhaitée en première position. Nous devons donc explorer toutes les possibilités
pour le premier batch, c’est-à-dire dans tous les intervalles ]xi2j−1 , xi2j [, j = 1, . . . , l.

Soit jz l’indice de l’intervalle (xi2jz−1 , xi2jz ) qui contient la durée d’exécution pz, et B le batch
de durée d’exécution pz qui contient toutes les tâches de l’intervalle (xi2jz−1 , xi2jz ) compatibles
avec B. L’algorithme de programmation dynamique est le suivant :

Initialisation :

F∅(t) = 0 ∀t = an, . . . ,
n�

i=1

xi

Équation de récurrence :

F∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
(t) = min

pz∈ ∪l

j=1(xi2j−1 ,xi2j )
{F∪j �=jz

(xi2j−1 ,xi2j )∪(xi2jz−1 ,pz)∪(pz ,xi2jz
)(t+ z)

+
�

j∈B
wj max{t+ pz − dj¸0}}

La valeur optimale :
�

wjTj = F(x1,xn+2)(0).
Dans cet algorithme de programmation dynamique, chaque équation de récurrence est calcu-

lée en O(n2) contre O(n) pour la minimisation du retard algébrique, c’est pourquoi la complexité
de l’algorithme de programmation dynamique est O(n2+2 log1+α

an ×A). Nous sommes conscients
que la complexité de cet algorithme n’est pas intéressante lorsque α est inférieur à 1, et travaillons
actuellement sur ce problème.

5.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons montré la complexité des différents problèmes de minimisation
de critères réguliers sur une machine à traitement par batches avec compatibilité entre les tâches
et capacité infinie. Ainsi nous présentons un algorithme de programmation dynamique pour la
minimisation de la somme des dates de fin (B|Gα

p = INT |
�

Cj) dans la section 5.3. Dans la
section 5.4 nous montrons la NP-complétude des problèmes de minimisation de critères réguliers
avec date de fin souhaitée, ensuite nous présentons des algorithmes de programmation dynamique
permettant de résoudre les problèmes B|GU

p = INT |Lmax et B|GU
p = INT |

�
wjTj .

Nous sommes actuellement en cours de rédaction d’un article présentant les résultats de ce
chapitre.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Dans la première section de ce dernier chapitre, nous rappelons les résultats obtenus dans
cette thèse. La seconde section de ce chapitre est consacrée aux perspectives résultant des travaux
présentés ici.
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Chapitre 6. Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion

Dans cette thèse nous avons étudié les problèmes d’ordonnancement de machines à traitement
par batches avec compatibilité entre les tâches. La compatibilité entre les tâches est décrite par
les intervalles de durées d’exécution des tâches.

Le premier chapitre de cette thèse présente, après une introduction des problématiques d’or-
donnancement de la production, les problèmes d’ordonnancement étudiés dans ce manuscrit,
ainsi qu’une application industrielle de ceux-ci.

Le second chapitre décrit les résultats existant dans la littérature pour les problèmes de mini-
misation de critères réguliers, sur des machines à traitement par batches avec, et sans, contraintes
de compatibilité. Ce chapitre décrit aussi l’étude des problèmes de flowshops hybrides composés
de machines disjonctives et/ou à traitement par batches. L’état-de-l’art nous a permis de consta-
ter que les problèmes traités ici ont été très peu considérés dans la littérature. En effet, seul le
problème de minimisation de la date de fin de l’ordonnancement d’une machine à traitement par
batches et compatibilité entre les tâches a été étudié par Oulamara et al. [176]. Les problèmes
de flowshops hybrides avec machines à traitement par batches et compatibilité entre les tâches
n’ont pas été étudiés jusqu’à présent.

Dans le troisième chapitre, nous avons développé des méthodes approchées pour les problèmes
de minimisation du makespan de flowshops hybrides avec machines à traitement par batches
et compatibilité entre les tâches. Ainsi, nous avons développé 6 heuristiques constructives à
performances garanties pour le problème général (HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax).
Heuristiques que nous avons adaptées par la suite aux problèmes avec une seule machine sur
l’un des étages (HF2(1, Bm)|Gp = INT, b = k|Cmax et HF2(m,B)|Gp = INT, b = k|Cmax).
Les expériences que nous avons menées indiquent que ces heuristiques fournissent très rapidement
des solutions proches de l’optimum (en moyenne 1% de la borne inférieure) pour des instances
de 200 tâches. Nous avons aussi développé un schéma d’approximation polynomial (PTAS) pour
le problème de flowshop hybride avec machines à traitement par batches, compatibilité entre
les tâches et durées d’exécution du premier étage identiques (HF2(m1, Bm2)|GU

p = INT, b =
k, pj = p|Cmax). Cette méthode fournit, en temps polynomial par rapport à la taille de l’instance,
une solution dont l’écart par rapport à la solution optimale est inférieur à O(�).

Dans le quatrième chapitre nous avons développé deux méthodes exactes de type procédure
par séparation et évaluation (PSE). La première méthode énumère les ordonnancements non
dominés du premier étage, puis énumère, pour chacun de ces ordonnancements, les ordonnan-
cements du second étage respectant les solutions obtenues sur le premier étage. La deuxième
méthode effectue des énumérations comparables pour le problème inverse (inversion des étages).
Ainsi, dans un premier temps, tous les ordonnancements non dominés, de l’étage composé des
machines à traitement par batches, sont énumérés puis, pour chacun de ces ordonnancements,
l’ordonnancement optimal de l’étage composé des machines disjonctives, est recherché. Cette
deuxième étape est calculée à l’aide de deux méthodes différentes : une première méthode, que
nous avons développée, utilise un algorithme de programmation dynamique, alors que la seconde
méthode, développée par Gharbi et Haouari [84], utilise leur méthode. Les expériences menées
indiquent que la méthode inverse utilisant la programmation dynamique fournit la solution op-
timale, en moins de 10 minutes, pour une partie des instances de 20 tâches.
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Finalement, le dernier chapitre traite des problèmes de minimisation de critères réguliers sur
une seule machine à traitement par batches, compatibilité entre les tâches et capacité infinie.
Nous avons développé un algorithme de programmation dynamique pour le problème de mini-
misation de la somme des dates de fin d’exécution. Et dans la dernière section nous démontrons
la NP-complétude des problèmes de minimisation de critères à base de dates de fin souhai-
tée, avant de développer deux algorithmes de programmation dynamique pour les problèmes de
minimisation du plus grand retard et de la somme pondérée des retards.

6.2 Perspectives

Les perspectives liées à ces travaux sont multiples. Dans la sous-section 6.2.1 nous présentons
les intensifications des résultats expérimentaux qui permettraient de mieux estimer l’efficacité
des méthodes que nous avons développées. Ensuite, dans la sous-section 6.2.2, nous présentons
quelques problèmes dont il serait intéressant d’étudier la complexité, et de fournir quelques
méthodes de résolution. La dernière sous-section 6.2.3 présente des perspectives visant à étendre
les domaines d’application des résultats présentés ici.

6.2.1 Intensification des expériences

Tout d’abord, nous n’avons pas effectué d’expérimentations permettant de mesurer l’intérêt
du schéma d’approximation polynomial. C’est pourquoi nous souhaitons, dans un avenir proche,
programmer ce schéma d’approximation polynomial afin de mesurer son efficacité. Il sera, par
exemple, intéressant d’observer le temps d’exécution moyen nécessaire pour obtenir une solution
inférieure à la meilleure solution fournie par une heuristique. Si le schéma d’approximation
peut fournir rapidement des solutions avec une erreur relative faible (inférieure à celles des
heuristiques), alors nous pourrions utiliser ce PTAS pour obtenir de bonnes solutions admissibles,
lorsque les durées d’exécution sur le premier étage sont relativement proches. Notons que, dans
le cas industriel qui nous a inspiré, l’écart type entre les durées d’exécution du premier étage est
faible.

Les expérimentations concernant les méthodes exactes sont également à intensifier. Ainsi il
serait intéressant de tester les méthodes exactes lorsque plusieurs tâches ont les mêmes durées sur
les deux étages. En effet, alors que nous avons développé des règles de dominance, permettant
de limiter l’augmentation du nombre de nœuds à explorer en raison de l’existence de tâches
identiques, nous n’avons pas testé leur efficacité. C’est pourquoi il conviendrait de créer des
instances particulières pour ces tests.

6.2.2 Extension des modèles étudiés

Une première piste de travail serait d’adapter les différents résultats, de cette thèse, qui
concernent les flowshops hybrides avec machines classiques au premier étage, et machines à
traitement par batches au second étage, au cas plus général, pour lequel les deux étages sont
composés de machines à traitement par batches et intervalles de durées d’exécution compatibles.
Cette extension correspond finalement à deux problèmes différents. En effet, hormis certains cas
particuliers, pour lesquels les contraintes de compatibilité sont les mêmes sur les deux étages,
elles diffèrent généralement d’un étage à l’autre. Il y a alors deux types de problèmes : soit
les batches doivent être identiques sur le premier et le second étage (propriété de consistance
des batches), et dans ce cas les tâches d’un batch doivent être compatibles sur les deux étages,
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soit les batches peuvent être différents d’un étage à l’autre. Dans le premier cas, lorsque les
batches sont créés ils peuvent être considérés comme les tâches d’un flowshop hybride avec
machines disjonctives, c’est pourquoi nous nous intéressons ici au cas où les batches peuvent
être différents d’un étage à l’autre. L’adaptation des heuristiques, qui semble intéressante et
relativement aisée à mettre en place, est de créer une liste de batches sur chaque étage, puis de
trier ces deux listes avec des règles qui restent à développer, LPBT et Johnson ne semblant pas
adaptées. Cependant nous risquons d’utiliser soit la règle LPT, soit une règle de liste pour trier les
batches, donc les garanties de performances devraient être équivalentes à celles développées ici.
De plus, ces problèmes semblent plus adaptés à l’obtention d’instances atteignant les garanties
de performances développées dans cette thèse. Finalement, l’adaptation des méthodes exactes
soulèvera plus de difficultés. Les étages étant désormais tous deux composés de machines à
traitement par batch, une seule méthode subsistera. Cette méthode combinera la première étape
de la méthode inverse avec la seconde étape de la méthode directe. Il faudra néanmoins effectuer
quelques modifications sur les bornes et les règles de dominance. Par manque de temps nous
n’avons pas rédigé ces méthodes et effectué les expériences nécessaires à une publication. L’étude
de ces expérimentations serait très intéressante : en effet il y a peu de chances pour que les batches
soient composés de la même façon sur le premier et sur le second étage ; l’ordre des batches sur
chaque étage devient alors difficile à définir mais est primordial.

Dans le chapitre 5, nous avons étudié la complexité des problèmes de minimisation de critères
réguliers sur une machine à traitement par batches à capacité infinie et compatibilité entre les
tâches. Dans ce cas, seuls deux problèmes ne sont pas démontrés NP-difficiles, or ces problèmes
sont des cas particuliers des problèmes de minimisation de critères réguliers sur une machine à
traitement par batches de capacité finie et compatibilité entre les tâches (cas où b = n). Donc
les problèmes avec capacité finie sont au moins aussi difficiles. Ce qui est confirmé par le tableau
2.3 de la section 2.2.1 qui présente la complexité des problèmes de type B|b = k|γ, effectivement
dans ce tableau seuls les problèmes de minimisation du makespan et de la somme (pondérée)
des dates de fin de l’ordonnancement ne sont pas NP-difficiles au sens fort. Lorsque l’on ajoute
les contraintes de compatibilité entre les tâches, le problème B|Gp = INT, b = k|Cmax est résolu
polynomialement par l’algorithme FCBLPT. Pour ce qui est de la minimisation de la somme
des durées d’exécution, l’algorithme de programmation dynamique développé dans la section
5.3, pour le problème avec capacité infinie, devrait être adaptable sans trop de changements
à ce nouveau problème. C’est pourquoi la minimisation des problèmes de somme de durées
d’exécution pondérée ou non ne semblent pas NP-difficile au sens fort, alors que les problèmes
Lmax,

�
Tj et

�
Uj le sont.

Suite à ces premières évolutions, dont les développements potentiels sont relativement immé-
diats si nos conjectures intuitives sont avérées, il pourra également être intéressant d’étendre
l’étude des problèmes de minimisation de critères réguliers sur des machines à traitement par
batches et intervalles de durées d’exécution compatibles à des structures d’atelier plus complexes
de type machines parallèles, flowshops (hybrides), jobshops et openshops. Ces ateliers peuvent
comprendre des étages avec machines disjonctives, et les compatibilités peuvent différer d’un
étage à l’autre.

6.2.3 Autres perspectives

Nous distinguons une première série de perspectives, portant sur une représentation appro-
fondie du problème industriel qui nous a inspiré. Dans le chapitre liée aux aspects applicatifs des
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problèmes de machines à traitement par batches, nous avons supposé que toutes les machines
étaient identiques et qu’il n’y avait pas de temps de réglages. Cependant le problème industriel
est nettement plus complexe ; comme nous l’avons expliqué en présentant le problème industriel
(section 1.4), la forme commerciale des pneus est définie par le moule utilisé lors de la cuisson.
Donc, lorsque deux types de pneus différents sont cuits consécutivement dans un même empla-
cement, il est nécessaire d’effectuer un changement de moule. Or ce changement de moule est
relativement long (de 45 minutes à plusieurs heures suivant la taille du moule), et cette opéra-
tion nécessite des opérations humaines, effectuées par des ouvriers spécialisés qui sont en nombre
limité dans l’usine.

La seule prise en compte des temps de réglages, induits par ces changements de moules, rend
les méthodes que nous avons développées inapplicables. En effet, les heuristiques n’optimiserons
pas les temps de réglage et les bornes inférieures ne les prendront pas en compte. Il est donc
nécessaire de développer d’autres méthodes de résolution, qui peuvent être, par exemple, des
algorithmes génétiques.

Lorsque l’on prend également en compte le partage entre machines d’équipes spécialisées dans
le changement de moules, le problème devient encore plus complexe. En effet il faut désormais
faire en sorte qu’à chaque unité de temps le nombre de changements de moules soit inférieur
au nombre d’équipes spécialisées. À première vue, ce nouveau problème semble combiner les
problèmes d’ordonnancement de flowshop hybride avec machines à traitement par batches et
des problèmes de ressources cumulatives secondaires.

En ce qui concerne les incompatibilités entre les tâches, nous avons réduit le problème aux
incompatibilités temporelles, mais il peut également exister des incompatibilités entre des types
de pneus d’intervalles de durées d’exécution compatibles. En effet, en pratique deux pneus com-
patibles selon leurs durées de cuisson peuvent ne pas être compatibles, par exemple, si la tempé-
rature maximale utilisée en fin d’opération n’est pas la même. Alors que ces nouvelles incompa-
tibilités perturbent les algorithmes de programmation dynamique et le schéma d’approximation
polynomial, leur prise en compte dans le cadre des heuristiques et des méthodes exactes ne
posera pas de problèmes. Notons que l’incompatibilité entre les moules est équivalente à une
incompatibilité entre les pneus.

Nous aurions pu également ajouter les contraintes liées au nombre limité de moules, les
incompatibilités entre certains types de pneus et certaines machines du premier et du second
étage (taille du pneu excessive).

Les résultats fournis par les heuristiques sur de grandes instances (200 tâches) du problème
HF2(m1, Bm2)|Gp = INT, b = k|Cmax étant proches de la borne inférieure (en moyenne 1%),
nous n’avons pas estimé intéressant de développer des méta-heuristiques pour ce problème. En
revanche, nous souhaitions développer des méta-heuristiques pour un problème plus proche de ce-
lui rencontré dans l’industrie, en utilisant des ordres de grandeurs issus de l’industrie (nombres
de tâches identiques, durées...) et des contraintes industrielles perturbant l’ordonnancement.
Cependant, le partenaire industriel ne disposant pas de moyens humains nécessaires à cette défi-
nition du problème, nous n’avons pu définir correctement ce problème industriel. C’est pourquoi
nous nous sommes orienté vers des pistes de recherches plus théoriques.

Les applications industrielles qui utilisent des machines à traitement par batches et intervalles
de durées d’exécution compatibles sont nombreuses, ces applications concernent généralement
des applications de trempage ou de cuisson. Une seconde différenciation porte sur les limites de
capacité des batches. En effet, dans certains problèmes toutes les tâches ont le même volume,
alors que dans d’autres problèmes les volumes sont variables, les limites de capacités peuvent,
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également, être plus complexes.
Par exemple dans la cristallerie, afin d’opacifier le verre, les pièces sont trempées par lots

dans des bains d’acides. La durée de trempage de ces pièces doit appartenir à un intervalle
spécifique à chaque type de pièce, d’où les contraintes de compatibilité de type intervalles de
durées d’exécution compatibles. Les pièces sont posées sur des plaques en caoutchouc contenant
plusieurs casiers de différentes tailles. Notons qu’il existe plusieurs agencements différents et
que plusieurs plaques sont trempées simultanément dans un même bac. C’est pourquoi, nous
pouvons considérer que la création de batches nécessite de résoudre des problèmes de découpe
2D+ afin d’optimiser la taille des batches.

Cette combinaison de batches et de problèmes de découpes est également présente dans
les fours, par exemple lors de la cuisson de fäıence ou de porcelaine. De tels problèmes sont
également présents dans la sidérurgie, dans les cloches de recuit de bobines d’acier ou dans les
fours de réchauffage des brames avant laminage à chaud. Dans ces cas, il existe généralement de
nombreuses contraintes de placement lors de la composition des batches.

Le dernier exemple que nous présentons est le cas de la galvanoplastie qui permet d’appliquer
un dépôt métallique à l’aide d’un courant électrique. Les pièces sont trempées dans des cuves
à l’aide de supports qui contiennent généralement plusieurs pièces. Chaque support trempe et
ressort les pièces, qu’il contient en même temps. De plus, d’une cuve à l’autre les pièces ne
peuvent être enlevées du support. Comme la durée, pendant laquelle chaque pièce est trempée,
appartient à un intervalle dépendant du type de pièces, les pièces posées sur un même support
doivent avoir une durée de trempe commune pour chaque étage. Nous sommes donc en présence
d’un flowshop (hybride ou non), composé de machines à traitement par batches avec intervalles
de durées d’exécution compatibles, et les batches doivent être conservés d’un étage sur l’autre.
De plus les pièces ne peuvent être exposées trop longtemps à l’air libre entre deux étages, c’est-
à-dire que les temps morts ne sont pas acceptés. En supposant qu’il existe plusieurs bacs pour
chaque étage nous avons donc un flowshop hybride sans temps morts avec machines à traitement
par batches sur tous les étages et intervalles de durées d’exécution compatibles. Ces problèmes
sont généralement traités par les techniques de hoist-scheduling qui supposent que les batches
soient créés avant l’ordonnancement des différents supports.

Les perspectives évoquées ici, nous permettent de remarquer que les applications industrielles
utilisant ces contraintes de compatibilité sont diverses et variées. De plus, elles fournissent des
problèmes théoriques intéressants, c’est pourquoi nous espérons que cette thèse sera suivie par
d’autres travaux sur le sujet.
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Annexe A

Résultats expérimentaux détaillés
des heuristiques.
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Annexe B

Résultats expérimentaux des
méthodes exactes pour des instances

de 15 tâches.
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É
ca
rt

T
em

p
s

N
on

N
on

É
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Annexe B. Résultats expérimentaux des méthodes exactes pour des instances de 15 tâches.
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Ordonnancement sur les machines à traitement par batches et contraintes

de compatibilité.

Résumé

Dans cette thèse, nous avons traité les problèmes d’ordonnancement d’ateliers de type flow-
shop hybride à deux étages avec machines à traitement par batches sur le second étage et compa-
tibilité entre les tâches.Les durées opératoires des tâches sont données par des intervalles, et les
tâches sont dites compatibles si elles partagent une même durée d’exécution. Pour le problème
de minimisation de la date de fin d’ordonnancement de ce type d’atelier, nous avons développé
6 heuristiques à performances garanties. D’après les expériences réalisées, ces heuristiques sont
efficaces sur de grandes instances. Pour les petites instances, nous avons présenté deux méthodes
exactes de type procédures par séparation évaluation qui permettent de résoudre des instances
de 20 tâches. Nous avons également développé un schéma d’approximation polynomial (PTAS)
utilisable lorsque les durées d’exécution sur le premier étage sont identiques. En complément de
ces travaux, nous avons également étudié d’autres problèmes de minimisation de critères réguliers
sur une machine à traitement par batches. Nous avons développé des algorithmes de program-
mation dynamiques pseudo-polynomiaux pour les problèmes de minimisation de la somme des
dates de fin d’exécution et pour les problèmes avec dates de fin souhaitées. Afin de compléter
ces résultats de complexité, nous avons montré la NP-complétude des problèmes avec dates de
fin souhaitées.

Mots-clés: Ordonnancement, batch, compatibilité, flowshop hybride.

Scheduling batching machines with compatibility constraints.

Abstract

This thesis deals with 2-stages hybrid flowshop scheduling problems with batching ma-
chines on the second stage and compatibility constraints. The processing times of tasks are
given by intervals and tasks are compatible if they share a same second stage processing time.
We developped 6 heuristics with worth-case analysis for the makespan minimization problem.
The experimental results show that these heuristics give good schedules with an average gap
of 1% on 200 task instances. For small instances, we presented 2 exact methods, Branch &
Bounds, which solves up to 20 task instances. For the particular case with identical processing
times on first stage and uniform processing time intervals we developped a Polynomial Time
Approximation Scheme (PTAS). The second part of this thesis deal with scheduling problems
on one batching machine with infinite capacity and regular criteria minimization. We devel-
opped pseudo-polynomial dynamic programming algorithm for minimization total completion
time, maximal lateness and total tardiness. Finally we show the NP-completeness of problems
with due dates.

Keywords: Scheduling, batching machines, graph compatibility, hybrid flowshop.
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