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Introduction générale

On observe le fonctionnement d’un systeme soumis a une dégradation continue. Gé-
néralement ce systeéme est considéré en panne des que le niveau de dégradation dépasse un
certain seuil critique fixé a priori. Ce probléme de barriere se rencontre en fiabilité lorsqu’une
panne correspond au dépassement d’un seuil de sécurité pour certaines mesures physiques de
type pression, température, concentration, etc. Les modeles qui décrivent la dégradation des
systemes ont beaucoup d’intéréts car ils permettent d’appréhender la dynamique de dégra-
dation. De plus, ils jouent un role central s’il s’agit d’améliorer la fiabilité et la politique de
maintenance des systemes. Pour modéliser la dégradation d’un systeéme, la classe des proces-
sus de Lévy a souvent été retenue, du fait des accroissements indépendants et stationnaires de
ces processus [5]. Cette classe englobe en particulier des processus largement étudiés dans la
littérature [65] dont le mouvement brownien avec tendance et le processus gamma. Chacun
de ces processus a des particularités qui le rendent plus ou moins approprié€ en pratique.

Si on souhaite modéliser un phénomene de dégradation par un processus a trajectoires
continues, le seul choix possible, dans la classe des processus de Lévy, est le mouvement
brownien avec tendance linéaire. Il pose néanmoins 1’inconvénient de ne pas avoir des tra-
jectoires monotones. Un tel comportement peut étre expliqué par des phénomenes tels que
des réparations mineures appliquées au systeme au cours du temps [8] ou des erreurs de me-
sure de la dégradation. Comme les accroissements d’un mouvement brownien ne sont pas
nécessairement positifs, cela peut toutefois €tre incompatible avec le phénomene modélisé
ou mesuré. Par conséquent ce modele peut €tre inadapté a la modélisation de phénomenes
de dégradation monotones tels que la propagation d’une fissure, ou encore 1’usure d’une
piece. Cela signifie que pour certains types de dégradations observées, seule la possibilité
d’accroissements positifs est appropriée.

Si on souhaite privilégier la monotonie, on peut utiliser le processus gamma (un pro-
cessus de sauts qui a un nombre infini de sauts sur un intervalle de temps fini). Selon van
Noortwijk [73], ce processus a été appliqué par Moran dans une série d’articles et un livre
publié dans les années cinquante [48; 49; 50; 51]. Néanmoins la premiere utilisation du pro-
cessus gamma comme modele de dégradation semble étre due a Abdel-Hameed [1] en 1975.
Durant les trois dernieres décennies, ce processus a €té utilisé avec succes dans de nom-
breuses applications avec des données réelles [19; 38; 43]. De plus, les méthodes d’estima-

tion des parametres de ce processus, ont été étudiées en particulier la méthode du maximum
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8 INTRODUCTION GENERALE

de vraisemblance et la méthode des moments [19]. Le choix d’un processus gamma implique
que I’état du systeme a travers le temps ne s’améliore pas et donc que ce systeme ne peut
pas revenir dans son €tat initial. Le processus gamma est fréquemment utilisé dans la littéra-
ture puisque ce processus traduit la non réversibilité d’une dégradation ce qui peut convenir
du point de vue physique (détérioration monotone). De plus, un tel processus permet sou-
vent de mener des calculs explicites. Grace a ses propriétés, ce processus convient treés bien
pour la modélisation de la variabilité temporelle de détérioration et pour la détermination des
décisions de maintenance et d’inspection optimales [18; 21; 22; 42]. Finalement le modele
gamma est souvent retenu, car il s’adapte bien au contexte de dégradation monotone, mais

aussi parce qu’il présente des avantages de traitement mathématiques.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré a une étude bibliographique du processus gamma et
du mouvement brownien. On définit chacun de deux processus, on cite leurs propriétés ainsi
que leur utilisation en fiabilité. On présente ensuite des estimateurs de leurs parametres et
on étudie la loi du premier temps d’atteinte pour chacun d’entre eux. Ce chapitre contient
quelques résultats originaux portant sur le temps d’atteinte d’un seuil déterministe ou aléa-
toire par un processus gamma non homogene. On a en particulier généralisé le résultat de
Park et Padgett [62] sur le premier temps d’atteinte d’un processus gamma non homogene.
Depuis I'article d’ Abdel-Hameed [1], quelques auteurs ont étudié le probleme de la loi de
premier temps d’atteinte d’un niveau aléatoire. On a ensuite caractérisé la loi du premier
temps d’atteinte dans le cas ot le seuil critique est une variable aléatoire exponentielle indé-
pendante du processus gamma. Le résultat obtenu est le méme que celui obtenu par Frenk
et Nicolai [33] mais par une technique différente. Les calculs n’étant pas explicites pour un
seuil aléatoire quelconque, on propose d’approcher cette loi par une loi de type-phase [56].
Par exemple, la loi d’une variable aléatoire positive peut etre approchée par un mélange de
lois d’Erlang ayant le méme parametre de forme. Dans ce cas, les calculs de la loi du temps
d’atteinte peuvent étre facilement déduits.

Dans le chapitre 2, on propose un nouveau modele de dégradation basé sur les deux
processus présentés au chapitre 1 : le processus gamma et le mouvement brownien. Cette ap-
proche consiste a considérer que la dégradation résulte de la somme d’un processus gamma
et d’'un mouvement brownien indépendants. On propose ensuite deux méthodes pour estimer
les parametres de notre modele : la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode
des moments. Seul le comportement asymptotique des estimateurs issus de la méthode des
moments est étudié. Ces propriétés asymptotiques sont étudiées lorsque 1’estimateur est dé-
fini pour des observations effectuées a des instants réguliers ou irréguliers. Pour des observa-
tions ayant lieu a des instants réguliers, deux régimes asymptotiques ont été étudiés : le cas

ou NV (le nombre d’observations par trajectoire) est fixé et n (le nombre de trajectoires) tend

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



INTRODUCTION GENERALE 9

vers I’infini ainsi que le cas ou n et [V tendent simultanément vers 1’infini (dans ce cas on
suppose que N est fonction de n). Nous avons aussi étudié le cas de n trajectoires observées
a des instants irréguliers. Afin d’obtenir la normalité asymptotique de nos estimateurs, on a
généralisé la §-méthode afin qu’elle soit applicable dans cette situation. Enfin, on a illustré
nos résultats théoriques par des simulations et des applications a des données réelles.

On appelle covariables I’ensemble des conditions et facteurs extérieurs variables, gé-
néralement imprévus, susceptibles d’affecter le bon fonctionnement d’un systeme. La prise
en compte des covariables dans les modeles prévisionnels de fiabilité est intégrée de diverses
manieres en fonction de la nature des covariables (climatiques, mécaniques, électriques,. .. )
et de sa durée de manifestation (ponctuel, constant, progressifs,. .. ). Etudier et déterminer
I’influence des covariables sur un temps de défaillance ou sur le niveau de dégradation
d’un systeme est donc un probleme fréquent. Les travaux concernant les modeles prenant
en compte les covariables sont tres nombreux dans la littérature [3; 20; 37; 45; 46; 54; 69].
Dans cette these on s’intéresse uniquement aux modeles de type vie accélérée. Dans le cha-
pitre 3 on suppose que les covariables agissent seulement sur le processus gamma du modele
étudié au chapitre 2. Les covariables sont intégrés a la maniere de Bagdonavicius et Nikulin
[7], c’est-a-dire qu’elles affectent I’échelle de temps. On propose une méthode des moindres
carrés en deux étapes pour estimer les parametres du modele puis on étudie les propriétés
asymptotiques des estimateurs. Enfin, on illustre nos résultats théoriques a travers des simu-
lations et des applications a des données réelles issues de la littérature.

Le chapitre 4 présente une application de notre méthode a des données réelles de
grande taille. On dispose d’un jeu de données d’une compagnie de transport sur une de
ses lignes. On propose donc d’utiliser le modele de dégradation décrit au chapitre 2 (modele
sans covariable) pour les indicateurs NL (nivellement longitudinal) et NT (nivellement trans-
versal) séparément. Ces indicateurs sont deux types de défauts de la voie mesurés par cette
société afin d’assurer le confort des passagers et la sécurité sur certaines voies. Une étude
comparable a été menée par Mercier et al. [47] en modélisant la dégradation conjointe des
indicateurs NL et NT a I’aide de processus gamma bivariés. Les parametres de ce modele
sont ajustés en utilisant la méthode des moments. On a comparé les résultats obtenus avec les
estimateurs donnés dans Mercier et al. [47]. Enfin, on a construit des intervalles de confiance
a 95% pour chaque parametre du modele qui ont été utilisés afin de tester des sous modeles
(gamma ou brownien avec tendance). Ce chapitre s’acheéve par une conclusion générale sui-

vie de perspectives.

Les travaux présentés dans cette these ont fait I’objet de deux prépublications [15; 16]

et trois communications a des congres internationaux [13; 14; 63].

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives






Chapitre 1

Introduction aux modeles de dégradation

1.1 Introduction

De nombreux matériels ou systemes se dégradent dans le temps avant de tomber en
panne. Pour modéliser ces dégradations et pour mieux comprendre les causes de panne de
ces systemes ou de ces matériels, nous avons besoin de développer des modeles permettant
de prendre en compte les données de dégradation et de les lier a d’éventuelles pannes.

Les modeles de dégradation unidimensionnels ont fait 1I’objet de nombreuses publica-
tions sur les dernieres décennies. Ces modeles sont a I’origine des processus qui déterminent
les échecs dans ces systemes. De plus, ils jouent un role central dans les efforts visant a amé-
liorer la fiabilité et les maintenances des systémes. Pour plus de discussions sur les modeles
de dégradation et leur utilisation, voir [57; 69]. Dans cette these, les modeles de dégradation
proposés et étudiés nous conduisent a atteindre les quatre objectifs suivants :

— obtenir des expressions explicites pour la loi des temps d’atteinte ;

— étudier le comportement asymptotique des estimateurs en 1’absence de covariables ;

— intégrer des covariables dans notre modele et étudier le comportement asymptotique

des estimateurs en présence de ces variables explicatives ;

— appliquer ces modeles a des situations concretes.

Il existe plusieurs approches possibles pour modéliser la dégradation d’un systeme.

Deux grandes familles de modeles peuvent étre distinguées :
1. les modeles a dégradation continue ;
2. les modeles a espace d’états fini (encore appelés modeles multi-états).

Dans le premier cas, on modélise 1’évolution en temps d’une grandeur (positive). En général
I’évolution est monotone dans le temps. On s’intéresse alors a des processus stochastiques a
trajectoires monotone, ou du moins monotone en moyenne. Les trois modeles les plus fré-
quemment étudiés sont les suivants : le processus gamma, le processus de Poisson composé
et le mouvement brownien. On notera qu’ils appartiennent a la classe des processus de Lévy

(un processus de Lévy est un processus stochastique, dont les accroissements sont station-
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX MODELES DE DEGRADATION

naires et indépendants). Dans le second cas, on suppose que 1’ensemble possible des états du
systeme est fini, chaque état représentant un niveau de dégradation du systeme (il peut alors

exister une relation d’ordre partiel ou total entre les états).

En fiabilité il est souvent approprié de modéliser les dégradations par des processus
caractérisés par des accroissements positifs (traduisant le fait que 1’état du systeme a travers
le temps ne s’améliore pas et donc qu’il ne peut pas revenir a son état initial sans interven-
tion extérieure) et indépendants (1’état futur du systeme ne dépend que de 1’état présent et
non des états passés) [73]. Singpurwalla [69] modélise les dégradations par des processus

stochastiques (X;),.,, ot X; pour tout ¢ > 0 correspond a un indicateur d’usure ou d’age au

0
temps t. La panne intervient lorsque X, franchit un seuil ¢ > 0. Si T’ est la variable aléatoire

modélisant la durée de vie du composant, on a :
TS =inf{t > 0; X; > c}.

Le processus stochastique le plus simple est une fonction du temps pour laquelle le taux
moyen de dégradation par unité de temps est aléatoire. Un exemple de ce type de processus
stochastique est la somme cumulée de détérioration au temps ¢ qui est définie par X; =
At pour tout ¢ > 0, avec A une variable aléatoire représentant le taux de dégradation. Des
modeles de fiabilité basés sur ce genre de taux aléatoires ont été développés entre autres par
Ellingwood et Mori [30] et Mori et Ellingwood [52; 53].

Les modeles a taux de dégradation aléatoire sont des outils intéressants mais ils sont
mieux adaptés pour modéliser une évolution moyenne de la dégradation. D’apres Pandey
et van Noortwijk [61], ces modeles ne sont pas assez sophistiqués pour définir proprement
la variabilité temporelle associée a I’évolution d’une dégradation. En effet, le coefficient
directeur de t — X, reste constant au cours du temps et une seule inspection suffira pour

déterminer la durée de vie restante de systeme sans aucune incertitude.

On leur préférera donc des modeles stochastiques plus évolués pour lesquels ce sont les
accroissements et non le taux de dégradation qui sont aléatoires. Ils permettent une meilleure
modélisation de la variabilité de 1’évolution de la dégradation dans le temps. Selon Barlow
et Proschan [9], la dégradation est généralement supposée €tre un processus markovien. Plu-
sieurs types de processus de Markov sont candidats a la modélisation d’une dégradations :
d’une part il y a les processus a espace d’états fini, c’est-a-dire les chaines de Markov, d’autre
part il y a les processus a temps continu et a accroissements indépendants. Parmi les proces-
sus de Markov a temps continu, on propose de s’attarder sur le mouvement brownien (5;),.,
et le processus gamma (Y;),,,. Chacun de ces processus a temps continu a des particularités
qui rendent son choix plus approprié dans certains cas. Le mouvement brownien est un pro-
cessus stochastique (B5;),,, dont les accroissements disjoints sont indépendants et tels que
pour tout s > 0 B, ;— B, suit une loi normale de moyenne nulle et de variance s. Le processus

gamma est un processus de chocs a accroissements indépendants et positifs ou nuls suivant

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



1.2. MOUVEMENT BROWNIEN 13

une loi gamma de parametre d’échelle constant.

Le processus gamma a un nombre infini de sauts dans un intervalle de temps fini. Ce
processus est un processus a temps continu et a accroissements indépendants et stationnaires
(la loi des accroissements ne dépend pas de 1’age du processus). De plus, ses trajectoires sont
continues a droite et admettent des limites a gauche (cad-lag). Comme le mouvement brow-
nien, il entre donc dans la famille des processus de Lévy. Cette remarque est importante car
les caractéristiques des processus de Lévy (indépendance et stationnarité des accroissements)
permettent certaines facilités de calcul, notamment pour I’estimation des parametres.

Concernant I'inférence statistique des modeles de dégradation, deux types d’observa-
tion peuvent étre distingués. D’abord, il y a les observations correspondant a des instants de
défaillance. L’ obtention de ce type de données peut s’avérer cofiteux (test destructif) et long
a réaliser pour des systemes fiable (un moyen de contourner cette difficulté est de réaliser des
essais accélérés). C’est pourquoi il est souvent intéressant de baser 1’estimation statistique
sur des mesures du niveau de dégradation avant défaillance. En fait, lorsque cela est possible,
on se basera plutdt sur les mesures des accroissements de niveaux de dégradation (qui sont
indépendants). Certains auteurs, voir par exemple [44], ont propos€ une méthode d’estima-
tion des parametres d’'un modele de dégradation en utilisant conjointement des instants de

défaillance et des mesures de dégradations.

1.2 Mouvement brownien

Dans les années 1920, Norbert Wiener a été le premier a donner une définition mathé-
matique du mouvement brownien. Il a étudié en particulier la continuité de ses trajectoires
qui sont nulle part différentiables (a aucun moment la vitesse d’une particule ne peut étre dé-
finie car ses changements de direction sont trop rapides). Ce mouvement permet de décrire
avec succes le comportement thermodynamique des gaz (théorie cinétique des gaz), ainsi
que le phénomene de diffusion. Il est aussi tres utilis€é dans des modeles de mathématiques

financieres (valeur d’échange d’une action sur un marché boursier) [39; 67].

1.2.1 Définition et propriétés
On considere un espace de probabilités (€2, F,P). Voici un définition du mouvement
brownien mais signalons qu’il en existe des versions équivalentes dans la littérature.
Définition 1.1 Un processus (By) o est un mouvement brownien s’il satisfait les propriétés
suivantes :
1. By(w) =0 pour tout w e Q;

2. t —> (B; (w)) est une fonction continue pour presque tout w € ) ;

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX MODELES DE DEGRADATION

3. Les accroissements de (By)so sont indépendants et pour toutt > 0 et h >0 By, — By

suit la loi normale de moyenne 0 et de variance h.

Voici quelques raisons fondamentales qui rendent ce processus intéressant du point de

vue de la modélisation :
a. sadéfinition permet d’effectuer et de simplifier certains calculs ;

b. le mouvement brownien est un processus markovien. Il hérite donc des propriétés de

cette classe de processus ;

c. il peut étre utilisé comme brique élémentaire pour construire des processus plus élaborés,

c’est-a-dire des fonctionnelles du mouvement brownien.

Le mouvement brownien possede également les propriétés suivantes :

Proposition 1.1 Etant donné (B,),,, un mouvement brownien, les processus suivants sont

également des mouvements browniens :
1. (=By),s (Symétrie).
2. (Bira = Ba)ysg > @20 (invariance par translation).

L _ . . o, .
3. (\/E BCt)tzo’ ¢ > 0 (auto-similarité).

4. (t31 /t) 150 (invariance par inversion du temps).

1.2.2 Utilisations en fiabilité

De nombreux auteurs [8; 25; 26; 60; 74; 75; 76] ont introduit des modeles en supposant
que la dégradation est décrite par un processus gaussien (W;),,, vérifiant W, = 0 B; + put o
o est la tendance, (B;)so est un mouvement brownien et o2 (avec o > 0) est la variance
du processus. Ce processus qui n’est pas monotone peut prendre en compte des réparations
mineures du systeéme ayant lieu au cours du temps [8]. Pour un tel modele, a 1’évidence,
les accroissements ne sont pas nécessairement positifs, ce qui peut dans certains cas étre
incompatible avec le phénomene modélisé ou mesuré. Par conséquent ce modele peut étre
inadapté a la modélisation de phénomenes de dégradation monotones tels que la propagation
d’une fissure, ou encore 1’usure d’une picce. En revanche si de tels phénomenes sont mesurés
et que les mesures sont entachées d’erreurs, alors ce modele peut faire sens car la tendance put
représente la dégradation intrinseque au temps ¢, alors que o B, s’interpréte comme 1’erreur
de mesure au temps ¢.

Cependant, Oh [59] considere qu’une fissure de fatigue peut se résorber et modélise
son évolution avec un tel processus. De méme, Doksum et Héyland [25] consideérent un
modele de défaillance par fatigue pour lequel la dégradation cumulée est modélisée par un
processus gaussien continu. Selon van Noortwijk [73], ces auteurs sont les premiers a propo-
ser une transformation du temps dans une forme générale. Le temps réel ¢ est transformé en
un temps virtuel v = A(¢) ou A est une fonction croissante. Cette transformation du temps
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1.2. MOUVEMENT BROWNIEN 15

est utilisée afin de prendre en compte des effets de stress. De plus, les auteurs calculent [25],
la loi du premier temps d’atteinte d’un certain seuil de sécurité pour ce processus gaussien.
Le premier temps d’atteinte est une variable aléatoire qui est I’image par A~! d’une variable
aléatoire de loi inverse gaussienne. Whitmore [74] a étendu I’approche par processus de
Wiener en incluant la possibilité de prendre en compte des inspections imparfaites. Les er-
reurs de mesure sont supposées indépendantes et identiquement distribuées, de loi normale
et indépendantes du processus de dégradation. Une autre extension intéressante est 1’ana-
lyse bidimensionnelle de processus gaussien réalisée par Whitmore et al. [75]. Dans cette
approche le processus de dégradation est combiné a un marqueur (il s’agit d’un élément

quantitatif sanguin ; il est considéré comme covariable dans les applications médicales).

Crowder et Lawless [21] utilisent le mouvement brownien avec tendance (W;),,, en
raisonnant sur I’espérance pour illustrer leur politique d’unique inspection pour I’entretien
des plaquettes de frein d’une automobile. Cette espérance est linéairement croissante avec
le temps : E (W;) = ut. Ensuite u est estimé a chaque inspection par /i via la méthode des
moments, ce qui permet alors d’estimer I’instant de remplacement R par I’intermédiaire d’un
seuil critique de défaillance c. L'instant de remplacement R = ¢ ()" correspond 2 la taille
de la fissure pour laquelle on considere le composant comme défaillant. Pour pallier I’aspect
non monotone du processus, qui peut conduire a trouver un temps de remplacement négatif,

les auteurs renplacent fi par max (0, /).

1.2.3 Simulation

Pour simuler une trajectoire brownienne, on a utilisé 1’approximation par une marche

aléatoire (somme cumulée de variables aléatoires indépendantes) renormalisée [11].

Théoreme 1.1 (Donsker) Soit (X,,), . une suite de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées, centrées et de variance o*. On pose :

1 oy nt — |nt|
Viel0,1], S, (1) = —— S X;+ T
[ ] () 0_\/57; O'\/ﬁ [nt|+1

oil |nt| est la partie entiére de nt. Alors, S, —— B o B = (B,) est un mouvement
n—oo

brownien et < désigne la convergence faible dans C [0, 1].

En utilisant la propriété d’auto-similarité (cf. proposition 1.1), on peut alors simuler
une trajectoire de mouvement brownien sur un intervalle de temps fini. Sur la figure 1.1, on
a représenté la simulation de trajectoires sur [0, 10] sur la base de n = 10000 simulations de

variables aléatoires i.1.d de loi normale centrée réduite.
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16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX MODELES DE DEGRADATION

Brownian Motion Brownian Motion

FIG. 1.1 — Deux trajectoires d’un mouvement brownien

1.2.4 Premier temps d’atteinte

La loi inverse gaussienne (voir figure 1.2) a été obtenue par Schrodinger [66] en 1915,
comme solution au probleme de barriere d’un processus de Wiener. Ce méme probleme de
barriere se rencontre en fiabilité lorsqu’une panne correspond au dépassement d’un seuil de

sécurité pour certaines mesures physiques de type pression, température, concentration, etc.

On observe le fonctionnement d’un systéme qui est considéré en panne deés que la
trajectoire du processus B = (B;),,, dépasse le seuil ¢ € R. On s’intéresse alors au premier

temps d’atteinte 77, du niveau c. Ce premier temps d’atteinte est alors défini par

T5, =inf{t > 0; B; > c}.

Théoreme 1.2 La fonction de répartition de T}, est définie par

+0o0
VieR,, P(T5<t) = \/E/\/_ ey,
T Je/Vt

Preuve. La démonstration repose sur le principe de décomposition de la probabilité du

premier temps d’atteinte suivant que B, est inférieure ou supérieure a c :

P(T;<t)=P(T5<t;By>c)+P(Tf<t; By <c).

Comme I’événement { B, > ¢} est inclus dans {75 < ¢}, le premier terme de la somme

est égal a la probabilité P (B, > ¢). Pour le second, on utilise le principe de symétrie ou de
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1.2. MOUVEMENT BROWNIEN 17

réflexion du mouvement brownien, voir par exemple [40], on obtient :
P(T;<t;Br<c)=P(T5<t;By>c).

On en déduit que P (75 < t) = 2P (B, > ¢). Donc le calcul de la loi du temps d’atteinte
de ¢ se réduit alors au calcul lié a la loi marginale de mouvement brownien B. [ ]

Corollaire 1.1 La densité f§, de la variable aléatoire T, est donnée par

frt)=c (27Tt3)_1/2 exp (—c2/2t) Lit>0}-

Examinons maintenant le cas d’'un mouvement brownien avec tendance (W}),,, véri-
fiant W} = ut + o B; pour tout ¢ > 0.

En partant de la définition du mouvement brownien, on sait que :
1. Wy =0,
2. les accroissements de W sont indépendants,
3. le processus W;_; suit une loi normale N (p(t—s),0%(t - s)).

Le temps T}j, nécessaire pour atteindre le niveau c fixé est une variable aléatoire dont
la densité s’écrit de la manicre suivante [32] :

. A2 A(t-m)?
0= (575) exp(‘w Lo

oum > 0 et A > 0 représentent les parametres de position et de dispersion définis par :

m =cu ! et A = c2072. Cette loi est appelée loi inverse gaussienne /G de paramétres m et \.

1.2.5 Estimation des parametres

On suppose que la dégradation d’un systeme est modélisée par un mouvement brow-
nien avec tendance. On observe le temps d’atteinte d’un niveau fixe ¢ pour n mouvements
browniens avec tendance indépendants. Autrement dit, on observe X;,..., X, n variables
aléatoires de loi /G (m, \). Pour estimer les parametres m et A de la loi inverse gaussienne,
on peut utiliser la méthode de maximum de vraisemblance. La fonction de vraisemblance

des n observations (1, ...,x,) est définie de la maniére suivante :

2
1 2mx;
La log-vraisemblance est alors égale a :

m)2

log L (x1,...,2,]A,m) = log)\ - = Zlog(27m: 3 Z (i =
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<
—
AN _]
—
m
— 0.1
g 0.2
— 05
— 1
0 — 2
@ —
q— —
N —
o - — T——
I I I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

F1G. 1.2 — Densités de la loi inverse-gaussienne pour A = 1

L’estimation de m est obtenue en résolvant 1’équation normale suivante :

0 (x; - m)” (z;—m)
%L(xl,.. L Tp|A,m) = Z - mQZ z =0.
Cela implique
1 n n 1 n
E Z Zgj_ = —n+m;$—i ,

d’ou il vient
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En fixant m = Z, on estime \ en résolvant I’équation suivante :

0 n 1 & T2
= L(ar,aN) = e — S 2+ = - 27
a)\ (xla ,.73|) 2)\ 21’2;(x+xi x)
n 1 & 121 n
= 0.

Finalement, on en déduit que :

>
I
S|

1.3 Processus gamma

Abdel-Hameed [1] a été le premier a proposer le processus gamma pour modéliser la
dégradation d’un systeme. Le processus gamma est un processus a accroissements positifs,
indépendants et stationnaires. Il differe du processus de Wiener par ses trajectoires cad-lag
et par ses accroissements positifs.

1.3.1 Définition et propriétés
La définition suivante permet de caractériser le processus gamma.

Définition 1.2 Le processus (Y;)so est un processus gamma si et seulement si :

1. Pourtoutn >1lettout() <t <ty<...<t,, lesaccroissements Y ,Yi, - Yy,...,Ys, —

Y, , sont indépendants ;
2. Pourtout § > 0,t >0, AY; = Yi,5 - Y, admet la loi Ga (&, 145 — 1) ot 1) est une

fonction donnée, monotone et croissante et £ € RY.

Ainsi, avec la convention que Yy = 0 et 1y = 0, Y suit la loi Ga (§,7;) de moyenne
Wy = m /€, variance vy = 1, /€2 et de densité f (y; &, n;), définie par :

Fyi&me) = €My e T () 1iys0y-

On considere souvent le cas d’un processus gamma de paramétres £ > 0 et 7, = atP tel
que « et (3 sont des entiers strictement positifs avec 3 connu. Si [ = 1, le processus gamma
devient stationnaire c’est-a-dire que les accroissements de ce processus sont stationnaires.
Pour plus de détails sur un processus gamma non stationnaire voir [1; 7; 19].

Le choix d’un processus gamma implique que 1’état du systéme a travers le temps ne
s’améliore pas, et donc que ce systeme ne peut pas revenir dans son état initial. Le proces-
sus gamma est fréquemment utilisé dans la littérature puisque ce processus traduit la non

réversibilité d’une dégradation ce qui peut convenir du point de vue physique (détérioration
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monotone). De plus, un tel processus permet souvent des calculs explicites. Grace a ses pro-
priétés, ce processus convient tres bien pour la modélisation de la variabilité temporelle de
détérioration et pour la détermination des décisions de maintenance et d’inspection optimales
[18; 21; 22; 42].

1.3.2 Utilisations en fiabilité

Le processus gamma étant un processus a espace d’état continu et a accroissements
positifs, il permet de modéliser les mécanismes de vieillissement qui sont par nature lents,
continus et progressifs (en particulier, les défauts considérés ne se résorbent pas et ne sta-
bilisent pas non plus). D’autres caractéristiques de ce processus sont a priori intéressantes
pour modéliser les mécanismes de dégradation : I’indépendance des accroissements, le fait
de pouvoir formuler une hypothese de stationnarité (ou de non stationnarité) des accroisse-
ments sur laquelle les experts peuvent apporter de I’information, et enfin, le fait de pouvoir
formuler une hypothese sur la tendance moyenne de 1’évolution des dégradations.

Cependant, choisir pour modele de dégradation le processus gamma peut aussi pré-
senter quelques inconvénients. Au début, les données collectées sont typiquement des don-
nées de mesure de 1’état de dégradation d’'un composant (profondeur ou longueur d’une
fissure,...) et les instants associés (date des inspections). Les données des accroissements
nécessaires a la modélisation par un processus gamma doivent donc €tre calculées, ce qui
nécessite de disposer d’au moins deux mesures du méme défaut a des dates différentes. Dans
la réalité, les inspections sont effectuées de facon plus au moins réguliere et les défauts ne
sont pas toujours correctement identifiés. On dispose alors souvent de données orphelines
(situation ou I’on ne mesure qu’un niveau de dégradation par défaut); ces données ne sont
pas directement exploitables par le modele gamma car elles ne donnent pas d’information sur
les accroissements des défauts. En revanche, pour les mécanismes de type corrosion-érosion,
on sait que le mécanisme de dégradation commence des la mise en service du composant.
On peut donc considérer que la dégradation s’amorce a ¢ = 0 et prend la valeur X, = 0.
Grace a cette hypothese, on peut reconstituer des données d’accroissements directement ex-
ploitables avec le processus gamma. Enfin, les dégradations de type fissuration s’initient
brutalement a une date o (X, = 0) apres une période d’incubation de durée aléatoire incon-
nue, de sollicitations ou de stress mécaniques avec de fortes contraintes. Si I’amplitude du
premier accroissement est facilement retrouvée (X; — Xy, = X;), la période (¢ — ;) pendant
laquelle s’est produit cette dégradation n’est pas toujours connue et peut rendre cette donnée
inexploitable directement.

L’utilisation d’un processus gamma en tant que modele de dégradation est justifiée
dans [73]. Ses propriétés permettent son adaptation a de nombreux contextes : il est adapté
a la modélisation de la phase de propagation de toute dégradation monotone et croissante

dans le temps comme la corrosion, la propagation de fissures ou 1’érosion. Il est essentiel-
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lement utilisé dans un seul contexte, qui est celui de la modélisation de la propagation de

mécanismes de dégradation continus associée a une politique de maintenance.

Le processus gamma est utilisé pour la modélisation des phases de dégradation de sys-
temes réparables, en relation avec leur maintenance. Le processus gamma s’impose naturel-
lement pour la modélisation de phénomenes homogenes en temps et dont les accroissements

sont indépendants et positifs. On le trouve donc appliqué a la recherche :

— de la valeur de taux de défaillance afin de définir une politique de maintenance pour
des systemes en observation continu [35; 36],

— de politiques de maintenance conditionnelle pour des systémes soumis a des inspec-
tions périodiques [42] ou apériodiques [18],

— de politiques de maintenance préventive [21],

— de la planification de maintenances séquentielles [22].

Dans tous ces exemples, il est utilis€é comme modele d’évolution du niveau de dégradation
d’un composant ou d’un systeme. On note que dans la majorité des travaux cités, le probleme
n’est pas de trouver un modele de dégradation ni de définir une méthode d’estimation de
parametres. Le but est, admettant que la dégradation suit un processus gamma de parametres

connus ou faciles a estimer, de s’intéresser a la prise de décisions pour la maintenance.

Finalement, le processus gamma est souvent retenu, d’une part parce qu’il s’adapte a
de multiples contextes, mais aussi parce qu’il est un modele éprouvé. Il présente aussi un
autre avantage : dans la recherche d’intégration des variables environnementales, le proces-
sus gamma peut étre utilisé sous sa forme généralisée (processus gamma non homogene) et
ainsi permettre de prendre en compte des covariables dépendantes du temps. Cela complique
I’expression du modele et par la méme occasion sa manipulation, mais plusieurs travaux ont
déja abordé ces généralisations. Ainsi, BagdonaviCius et Nikulin [6; 7] étudient la dégrada-
tion lorsqu’elle est modélisée par un processus gamma dans lequel 1’échelle de temps dépend
des covariables. La présence d’effets aléatoires a été considérée dans [43] en supposant que
le parametre d’échelle ¢ est aléatoire et peut dépendre de covariables. Enfin, Park et Pad-
gett [62] cherchent a déterminer un modele de défaillance en s’intéressant a la loi du temps

d’atteinte d’un niveau critique de dégradation.

1.3.3 Simulation d’un processus gamma homogene

Dufresne et al. [28] ainsi que Singpurwalla et Wilson [70] ont montré que 1’approxi-
mation d’un processus gamma comme limite d’un processus de Poisson composé n’est pas
la meilleure méthode pour simuler la trajectoire d’un processus gamma. En effet, il y a une
infinité de sauts dans chaque intervalle fini de temps. Une meilleure approche pour simuler
un processus gamma stationnaire de parametres £ et «, est de simuler des accroissements

indépendants pour une discrétisation fine de I’intervalle [0, 7'].

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX MODELES DE DEGRADATION

Simulation par marche aléatoire

Soit (X;)0 un processus de Lévy tel que pour tout ¢ > 0, X; admet F; comme fonction
de répartition. On note par F; ! la pseudo-inverse de F; définie par Fy(z) = [*_ f,(y)dy et
Fl(u) =inf{z e R: Fy(z) > u}. Alors le processus (X} );so est défini par :

X = Sty
sachant que

Sn:ZYk et YkZFgl(Uk)
k=1

ol (Ug )1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. X?°
est alors appelé processus discrétisé de X avec une discrétisation en temps o > 0. On note
que pour un processus gamma, F; est la fonction gamma incomplete. Ensuite 1’algorithme
proposé afin de simuler le processus gamma de parametres £ et 7, (définis précédemment)
est le suivant :

I. Simuler les sauts Yj,...,Y,;
J

2. Calculer les sauts cumulés Sy=0, S;=3XY;;
i=1

3.V te[0,T], le processus X/ =Sy avec T,6>0.

En utilisant cette méthode, on obtient pour ¢ € [0,10], £ = §= = 10 et n, = 2t les deux

trajectoires d’un processus gamma représentées sur la figure 1.3.

space
space

time time

F1G. 1.3 — Deux trajectoires d’un processus gamma
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Simulation par Poisson composé

On commence par rappeler la définition d’un processus de Poisson composé.

Définition 1.3 Un processus stochastique (X;) o est un processus de Poisson composé s’il
est défini de la maniere suivante :
Ny
X, =)V,
i=1
oit le nombre de sauts (Ny),,, est un processus de Poisson d’intensité X et les sauts (Y;),5,
est une suite de variables aléatoires i.i.d, de fonction de répartition F, indépendante du

processus (N;) -

Approximation : le processus gamma peut €tre considéré comme la limite d’un processus
de Poisson composé de la maniere suivante. On suppose que la taille de sauts suit une loi
gamma de parametre de forme v > 0 et d’échelle u > 0 et on suppose que I’intensité de sauts
A = cT'(v)/u”. Selon Dufresne et al. [28], la transformée de Laplace de X, est définie comme

suit :

-sXt _
E(e ) = exp{ct "

F(Z) [O*‘”(e_sa S 1) x %5%1 exp {~ud} dé}.

Cette transformée de Laplace tend vers la transformée de Laplace d’un processus gamma de

parametre de forme c et d’échelle u lorsque v tend vers zéro :

efué U ct
1) dd} - [u+s] ’

Algorithme de simulation : pour simuler une trajectoire d’un processus de Poisson com-

v—0

]E(e‘sxt) — exp{ctf0+m(e_55—1)

posé, on peut utiliser I’algorithme suivant :
1. to=0, N=0, X, =0.
2. Générer U de loi uniforme sur [0,1];
3.ty =ty + [-(1/AN)In(U)1. Si tyy>T, finir.
4. Générer Y de loi F.
5. Poser Xy, =X, +Y et N=N+1;

6. Retour a 2.

1.3.4 Estimation des parametres d’un processus gamma homogene

Un jeu de données peut consister en une série de temps d’inspection ¢; (i € {0,...,n})

associée a une série d’observations de dégradations y; (i € {0,...,n}) associées a une unique
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trajectoire. On considére un processus gamma de paramétres £ et 7; ol 1; = at®. Nous
supposons que [ est connu, mais que « et £ sont inconnus. Les deux méthodes d’estimation
des parametres les plus utilisées sont la méthode de maximum de vraisemblance et celle des
moments. Ces méthodes sont examinées dans cette section. Les deux méthodes d’estimation

de £ et a ont d’abord été présentées par Cinlar et al. [19].

1.3.4.1 Méthode du maximum de vraisemblance

Les estimateurs du maximum de vraisemblance de £ et o peuvent étre obtenus en
maximisant le logarithme de la fonction de vraisemblance des accroissements. La fonction
de vraisemblance des accroissements x; = y; — y;_1, pour i € {0,...,n}, ot les y; sont des

réalisations de Y;,, est donnée par :

L 00 = [1f ST e o e
Liseeny Tn|A, = Y:. -V, 1 z exp (=€x;) .
=17 it Tla(t? 17 1)]

Il s’ensuit que I’estimateur de maximum de vraisemblance de & est f =ath Y.L, ol &
doit étre calculé numériquement. En prenant é = ath y, L, estimation de « peut étre obtenue

en résolvant I’equation normale suivante :

gL(xq,...,x,]c)

da
3 B _ 48 aty 6_ .8 6_ .8 at),
= Z aft] —t; Jlog[ —= ) -logD(a[t; -t 1) + (alt; =t ,]-1)logz; - —x;
= 0 Y

n n

I S T P L 54 1ot
Z [t =t ;] |log| — ; +1-9y(aft; -t;_1]) +logx; x;

n n

tn
= tglog(a—)+2[tf—t6 {logajZ w(aft! -t )} 0.

n =1

En résumé, les estimations & et & de & et a sont obtenues en résolvant 1’équation :

n

S -2 {w(alt? —t7 ] -loga)} = thlog (atly;'),
=1

d’une part, et en posant E=atl y,+ d’autre part.

1.3.4.2 Meéthode des moments

Rappelons que les valeurs de I’espérance et de la variance de la dégradation au temps

t sont données par :
8 8
E(Y;) = % et Var(Y;) = 02—2 (1.1)
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Lorsque la puissance [3 est connue, le processus gamma non-stationnaire peut facilement étre
transformé en un processus gamma stationnaire en effectuant une transformation monotone

du temps ¢ : ¢(t) = 5. En substituant la transformation ¢(¢) = ¢!/# dans I’equation (1.1) on

obtient :
ayp ay
E(}/t(@)) =— ¢t Var(Yt(go)) =7
§ §

Cela se traduit par un processus gamma stationnaire a I’égard du temps transformé . Intro-
duisons les temps transformés notés ¢; = tf pouri € {1,... ,n}. On définit les accroissements
w; des temps transformés par w; = tf - tf_l et on note :

Xi = }/:‘,Z - }/27;717
aw; .
Ui:Xi—TZ,ZE{l,...,n}. (12)

L’accroissement X; suit une loi gamma de paramétres aw; et £ pour tout i € {1,...,n}. De
plus les accroissements X7, ..., X, sont indépendants. Pour tout i € {1,...,n}, les premier
et second moments de U; sont donnés par :

oy OW;
E(U;) =0 et E(U;) = —521. (1.3)

On donne ci-dessous les taux moyens de dégradation par unité de temps transformé :

n n
L
_ £ _ 5 -
X=—"— U=+ :X_E (1.4)
Z Wi Z Wi
i=1 i=1

D’apres les équations (1.3) et (1.4),ona:

iE(Uf) aZwZ N -1
E(U)=0 et B(U?) = =— = 5= @ (Z ) (1.5)
(5] elze) O

Il vient E(X) = a/¢ et, d’apres 1’équation (1.2), on a :

XX = o (512
;(Xz Xuw;) ;[Uﬁ ; (U+€)wz] (1.6)
= i[U O]’ :i(U 2U;Uw; +w;U?)
i=1 i=1
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Comme E(U;) = 0, I'espérance du deuxieme terme de la derniere somme peut étre écrite

comme suit :
IE(UZ-%UJ«) IE(U.2+UZ-ZUi)
— j= t IEY] E U2 i
E(U0)=—-2" /- = ) EWD)_ aw (1.7)
> Wi > Wi > Wi 52 > Wi
; i=1 i=1

En prenant I’espérance de I’équation (1.6) et en utilisant les équations (1.5-1.7), on obtient :

n
2
n _ 9 a n ’ZIWi
1=
]E( (% - Xwi) ) =S| Xvi-
i=1 &= (Z wl)
i=1
Alors, I’estimation & et é est donné par :
5
. x
= S g
~ - n ﬁ - )
§ Tuw M
i=1
SO
& n Z:lwi n
1=
= Zwi -= = z:(xZ Tw;)?
&2l i= Y w; i1
i=1
ou, de maniere équivalente, par :
n
. >
L= S
~ - n B - )
§ Yuw; I
i=1
2
Z Wy n
=l = >(z - Tw;)?

Inly -
3

=
L=
&
Ay
—
o
-
i
A

Finalement, on peut exprimer £ et & en fonction des z;, T et w; de la maniere suivante :

é = yn(l—(iwi) iw?)/é(xi—fu}i)Q,

a = T€.
Il est clair que la méthode des moments conduit a une formulation plus simple, car explicite,

pour I’estimation des parametres.
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1.3.5 Premier temps d’atteinte

Dans cette section on étudie la loi de premier temps d’atteinte 75, d’un niveau ¢ > 0 :
Ty =inf{t>0; Y, >c} .
Comme (Y} )0 est a trajectoires croissantes, alors on a :
Vi>0, P[Iyv>t]=P[Y,<c].

Donc, il suffit d’étudier la loi de Y; pour tout ¢ > 0. On considere d’abord le cas du premier

temps d’atteinte d’un niveau déterministe c et puis d’un niveau aléatoire C'.

1.3.5.1 Cas d’un seuil déterministe

Le premier temps d’atteinte a ét€¢ déja étudié par Park et Padgett [62] dans le cas li-
néaire (1), = at) i.e. homogene. Ils ont exprimé la densité de premier temps d’atteinte a I’aide
de la fonction hypergéométrique et de la fonction gamma incomplete (supérieure). On note
par ¥(z) = I"(2)/I'(2) la fonction digamma, , F, la fonction hypergéométrique généralisée

d’ordre (p, ¢) définie de la maniére suivante (voir section 9.14 dans [34]) :

(a1)r (ap)kz
Z ¢ (b1)k(by)k ik

oFy(ar, .. ap by, ...,

ot (x), = I'(x +n)/T'(x) est le symbole de Pochammer et par I'(a,x) la fonction gamma

incomplete (supérieure) telle que

+oo
I'(a,z) = / t* e tdt.

Le théoreme suivant [63] généralise le résultat obtenu par Park et Padgett [62].

Théoréme 1.3 La fonction de répartition de Ty est donnée par :

F(77t705)
L'(n) ’

ou C¢ = c&. Supposons 1) dérivable sur R*, la densité de Ty est égale a :

Vi>0, Fre(t)=

F(nta Cﬁ))
I'(ne)

7714 Nt
C Emy,nen+1,m+1;,-Ck) .
U?F(Th) ( g) 2 2(77t M3 T N g)

20, i () = (V) -1og (C) 1-
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La preuve de cette proposition est a peu pres la méme que dans le cas linéaire [62], bien que

des calculs plus directs aient été menés ici.

Preuve. Pour tout¢ >0,ona:

’Y(nta Cf)
(n)

ou y(a,x) = I'(a) — ['(a,x). D’ou la fonction de répartition de 7%.. Soit £ > 0. A partir de
p Y

I’expression de la fonction de répartition, on obtient la fonction de densité comme suit :

P(Ty >t)=P(Y;<c) =

/

fre (1) = T(1p, Ce) - (”m)wmr(ntw ,

F()ﬁ

puisque I"(a) = ¥(a)I'(a). De I’équation (6.5.12) dans [2] (page 262), Il en résulte que :

C Nt
L(ne, Ce) =T () = v(me, Ce) = () - ( i) 1y (e me+ 1, -C)
avec i i
& (e (Ce)' & e (Ce)
F 1; - .
1B (s + 15 =C) = Z e+ kK Btk K
De plus

d m_ ( (1) ()i, )
dt?’]t+k ur (7715'1'].) (7’]154—1)%

Puis, en utilisant les deux dernieres expressions, on a :

d

14
alFl (77t§ ne + 1; _Cf) = % (1F1 (77t; e+ 1; —Cg) —oFy (77t,77t§ ne+1,m + 1 —Cg)) .
t

Ainsi, en utilisant I’expression ci-dessus de la fonction gamma incomplete et la derniere

équation, on obtient :

T Ce) =T (0) (V) ~108(C)) + nfos(COT (e C)
77t (C )"

t

o Fy (e, mes my + 1,1 + 1 CE)

Enfin, en remplagant cette équation dans I’expression de la fonction de densité ci-dessus, on

obtient :
=n! F(an&)
Srg () = ni (¥ () log((]g))(l TG
n; -
+ C F: > Tles +17 +1;_C .
20y (G Fa(m s+ 1+ 15-Ce)
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D’apres Park et Padgett [62], la loi de Birnbaum-Saunders (voir figure 1.4) peut étre

utilisée pour approcher la fonction de densité mentionnée ci-dessus.

@ p—
T a
— 0.1
0.2
< - — 05
— 1
— 2
3
® — 5
N pu—
[ —
O p—
I I I I I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

F1G. 1.4 — Densités de la loi Birnbaum-Saunders

1.3.5.2 Cas d’un seuil aléatoire

Depuis ’article de Abdel-Hameed [1], quelques auteurs ont étudié le probleme de la
loi de premier temps d’atteinte d’un niveau aléatoire. A partir de I’expression de la fonction
de répartition dans le théoreme 1.3, on peut calculer facilement la fonction de répartition de
T ou C est une variable aléatoire exponentielle de parametre p indépendante de Y.

Théoréme 1.4 La fonction de répartition de T est égale a :

X
VE20), FTyc(t)=1—( ) .
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Si 1 est dérivable, la densité de T est donnée par :
Vi>0,  fre(t) =n(1+pg) ™" log(1+ pg) .
Preuve. Pour tout ¢ > 0, on obtient :

P[TE <t]

+o00
/ P[T¢ <t|C = z]pe " dx
0

f P[Ty <t|C =x]pe? dx
0
+00
= / P[TY < t]pe " dx
0

p_[re e
Tnt)/o C(n,x/)e " dx

en utilisant I’expression de la fonction de répartition obtenue dans le théoreme 1.3. En appli-

quant la formule (6.5.36) dans [2] (page 262), I’expression ci-dessus se réduit a :

1 \™
V20, Fre(t) - 1—(“,05) .

Alors, I’expression de la fonction de densité s’en déduit facilement. [ ]

Ce résultat est le méme que celui obtenu par Frenk et Nicolai [33] mais par une tech-
nique différente. Les calculs ne sont pas si facilement faisables pour toute loi de C. Quoi
qu’il en soit, on peut approcher cette loi par une loi de type-phase [56] : par exemple, une
variable aléatoire positive peut étre approchée par un mélange de lois d’Erlang avec le méme
parametre de forme. Dans ce cas, les calculs peuvent étre facilement déduits et 1’on peut

prouver le résultat suivant en utilisant la formule (6.455.1) dans [34] (page 663) :

Théoreme 1.5 Supposant que C,, est un mélange de lois d’Erlang comme suit :

xkrl

VzelR s xT) = 3 iki

—px
S

avec (p1,...,pn) € R tel que p1+ - +p, =1, p>0etky,... .k, >0.Alors, la fonction de
répartition de TS " est donnée par :

n ) ki
Vi>0, FTYC”(t):Zp_.ZI(m)’%(—lfspg) (1+p§)WtQFl(Lnt+ki§ki;—1f€p§).

1.4 Conclusion

Les propriétés d’indépendance et de stationnarité de ses accroissements conduisent a

retenir la classe des processus de Lévy [S] pour la modélisation de la dégradation d’un sys-
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teme. Cette classe englobe en particulier des processus largement étudiés dans la littérature
[65]. Comme on a choisi de s’intéresser a une modélisation par processus stochastiques, le
tableau 1.1 présente une comparaison des processus gamma et mouvement brownien avec

tendance. Ce tableau identifie leurs avantages, inconvénients ainsi que leurs principales uti-

lisations.
Processus Avantage Inconvénients Principales
utilisations
Processus de Wiener Simplicité Valeurs négatives Fatigue
non réalistes
Processus gamma Traduit bien la Modélise des Propagation par
physique des accroissements, pas mécanismes
accroissements les niveaux de continus
dégradation

TAB. 1.1 — Synthese des processus stochastiques étudiés [12]

Lorsque 1’on souhaite modéliser une dégradation continue, il faut avoir recours a un
processus de Wiener. La modélisation de la dégradation par un processus de Wiener présente
le probleme majeur de I’existence de trajectoires de dégradation non monotones. Cette pro-
priété peut étre tolérée dans certaines conditions et des travaux ont été développés a partir
de ce type de modélisation [4; 74]. Si on souhaite privilégier la monotonie, il faut utiliser un
modele de dégradation construit sur un processus de sauts, au risque de perdre la propriété
de continuité. Il est en effet impossible d’utiliser les processus de Lévy pour avoir un modele
de dégradation a trajectoires a la fois continues et croissantes. Le mouvement brownien est
le seul processus de Lévy a trajectoires continues. La solution consiste a se placer dans le
cas limite d’un processus de sauts présentant un nombre infini de sauts sur un intervalle de
temps fini. Pour ce faire, la loi de probabilité des accroissements doit étre a support positif
et infiniment divisible [31] : la famille des lois gamma vérifie ces conditions et on construit

ainsi les processus gamma.

1.5 Objectifs et structure de la these

Le premier objectif de cette these est la construction d’un modele de dégradation qui
prend en compte non seulement la dégradation du systeme mais également I’environnement
stressant dans lequel il évolue. Le second objectif porte sur I’étude de comportement asymp-
totique des estimateurs avec ou sans covariables. Le dernier objectif sera d’appliquer ces
modeles a des données réelles.

Dans le chapitre 2, on propose un modele de dégradation basé sur des processus clas-

siques bien connus et déja utilisés comme modele de dégradation (le processus gamma et
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le mouvement brownien). On a estimé les parametres du modele et on a étudié les proprié-
tés asymptotiques des estimateurs. Enfin, on a illustré nos résultats théoriques a travers des
simulations et des applications a des données réelles.

Comme la dégradation de systeme est également influencée par 1’environnement, il est
intéressant d’envisager un modele intégrant des covariables. Un tel modele sera étudié dans
le chapitre 3. On suppose que les covariables agissent seulement sur le processus gamma
pris en compte dans notre modele. Les covariables seront intégrés a la manicre proposée par
Bagdonavicius et Nikulin [7]. Dans ce chapitre, on a proposé une méthode des moindres
carrés en deux étapes pour estimer les parametres et on a étudié les propriétés asymptotiques
des estimateurs. Enfin, on a illustré nos résultats théoriques a travers des simulations et des
applications a des données réelles issues de la littérature.

Le chapitre 4 présente une application de notre méthode a des données réelles de
grande taille. On dispose d’un jeu de données d’une compagnie de transport sur une de
ses lignes. Pour ce jeu de données on a estimé les parametres de notre modele. Ensuite, on a

comparé nos résultats a d’autres résultats existants.
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Chapitre 2

Processus gamma perturbé par un

mouvement brownien

2.1 Introduction et modele

La dégradation d’une structure traduit une évolution lente et irréversible de ses va-
riables d’état, conduisant a la diminution des marges de slireté nécessaires pour assurer son
bon fonctionnement. La modélisation de la dégradation des structures est essentielle pour
la maitrise des risques industriels, pour la gestion de leur durée de vie, pour I’optimisation
des opérations d’inspections, de la maintenance et de réparation, ainsi que pour la choix des

engagements sur la garantie et la qualité des équipements.

Dans la littérature, les modeles stochastiques ont été utilisés parce qu’ils permettent
une meilleure modélisation de la variabilité de I’évolution de la dégradation dans le temps.
Ces modeles ont fait I’objet de nombreux articles sur les dernieres décennies surtout les
modeles de dégradation continue. Les trois modeles les plus fréquemment étudiés sont les
suivants : le processus gamma, le processus de Poisson composé et le mouvement brow-
nien. Dans cette these, une nouvelle approche est proposée pour décrire la dégradation d’un
systeme. Cette approche consiste a considérer la dégradation (D, ),,, comme la somme d’un
processus gamma (Y );»0 et d’un mouvement brownien ( By );»0, indépendant de (Y});»0, mul-
tiplié par une constante 7 € R.

Dans ce chapitre on commence par décrire la mise en place du principe de maximum
de vraisemblance puis on estime les parametres du modele en utilisant la méthode des mo-
ments. Dans la littérature, les deux méthodes les plus connues pour estimer les parametres
d’un processus gamma (maximum de vraisemblance et méthode des moments) ont été dis-
cutées dans [73]. Ces deux méthodes ont été initialement présentées par Cinlar et al. [19]. La
méthode de maximum de vraisemblance ainsi qu’une approche bayésienne ont été utilisées
par Ebrahimi et Ramallingam [29] et Basu et Lingham [10] pour estimer les parametres d’un

processus de Wiener dans un modele de stress-résistance (stress—strength). On étudie ensuite
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le comportement asymptotique des estimateurs issus de la méthode des moments. Cette étude
des estimateurs (estimation et propriétés asymptotiques) est réalisée pour des dégradations
observées a des instants réguliers ou irréguliers.

Nous proposons donc un modele de dégradation D = (D,);0 qui combine les deux

approches classiques, processus gamma et mouvement brownien, de la maniere suivante :
VtZO, Dt:}/t‘l‘TBt,

ol (Y;)ss0 est un processus gamma stationnaire de parametres £ € R et 7, = at avec a > 0
et out (By)0 est un mouvement brownien. Ce modele est défini pour 7 € R et les deux
processus sont indépendants. Sans perte de généralité, on pourra supposer que 7 > 0 car 75,
et —7 B, ont la méme loi pour tout ¢ > 0. Ce modele de dégradation est caractérisé par :

— les trajectoires de D sont discontinues ;

— les accroissements du processus D sont indépendants et stationnaires (processus de

Lévy).

2.1.1 Motivations

Les motivations qui se cachent derriere le choix d’un tel modele sont, tout d’abord,
qu’il combine les deux approches classiques mentionnées dans le chapitre 1. En effet, il est
clair que pour 7 = 0 notre modele est un processus gamma. D’autre part, si o/ - b > 0
et a/&? — 0, alors notre modele converge faiblement vers un mouvement brownien avec
tendance b. Donc il s’avere étre utile pour effectuer un choix entre le mouvement brownien
avec tendance positive et le processus gamma. De plus, notons qu’il est fréquent que des
erreurs surviennent lors des mesures de dégradation. Par conséquent, le role du mouvement
dans ce modele peut étre interprété comme mesure de ces erreurs. Enfin, notre modele peut

tenir compte des réparations mineures appliquées au systeme au cours du temps.

2.1.2 Propriétés du modele

Avant de montrer les propriétés du modele, on commence par rappeler le théoreme de

Lévy-Khintchine et la définition de la loi normale tronquée.

~

Définition 2.1 Une variable aléatoire X est infiniment divisible si pour tout entier n > 2, i

e

n
. . L, . d .
existe n variables aléatoires i.i.d. notées X1, ..., X, telles que la somme ), X; = X. Ici
i=1
signifie I’égalité en distribution.

Les variables aléatoires infiniment divisibles sont aussi caractérisées de la maniere suivante :

Théoreme 2.1 (Lévy-Khintchine) La loi d’une variable aléatoire X est infiniment divisible

si pour tout a € R, 02 > 0 et pour toute mesure v sur R* avec [ (1 A 22)v(dz) < oo, on a
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p(t) = [pe®p(dx) = e¥® est la transformée de Fourier de la variable aléatoire X tel que :
: 1 242 e itu .
Y(t) =iat - i t* + f (e™ —1—ith(u)) v(du)

ou h est une fonction bornée continue telle que h(u) = u+ O(u?) au voisinage de 0.

Notons respectivement par :

ft) = \/12_7Texp (—g) et F(t)= [; \/12_7Texp (—u;)du

la densité et la fonction de répartition de la loi normale.

Définition 2.2 L’expression de la densité f (t) de la loi normale tronquée est donnée par :

0 ST t<T1,
Fy=1 =29 si Ty<t<T
F(To)-F(11) St 1=5=22

0 Si t>T27

avec —oo <17 <Th < +o0.

Proposition 2.1 Le modéle de dégradation (D;) posséde les propriétés suivantes :
1. Soit AD; = Dy,s — Dy = AY; + TAB,. La densité de AD; est définie par :

_ o (r28)Amiesre s (w_x_f) (( _i) )
fADt(‘r)_ T\/ﬁ eXp 457_2 2 D*Ant g 57_2 T\/g

oul

22
D,(z) = Fe(_;) /0+oo exp (—zx - %2) P,
si Re(p) <0, D, est appelée fonction cylindrique parabolique (formule 9.241.1 dans
[34]).
2. En utilisant la densité de la loi normale tronquée, la densité des accroissements est
égale a :

gan

VzeR, fap,(z) = T (Am) eXP(

o128
2

" - 26 ) PLQ > 0Jh(An, - 1),

ou () est une variable aléatoire de la loi normale de moyenne (x—972¢) et de variance

072 avec

P[Q > 0] = /0”0(27757'2); exp (—%[q - (x- 5725)]2/57'2) dq (2.1)

et

[T @Q > 0)dg = EIQM Q> 0] = hAn- 1) @2)
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3. La fonction caractéristique de D, est égale :
iuD . 1.,
Vu e Ra ¢Dt (U) = E[e t] =eXp |- log(l - Zuf) - Eu T .
Preuve.

1. Comme AY; ~ Ga (&, An) et TAB; ~ N (0,729) sont indépendantes, la densité de
ADy, pour tout = € R, est égale a :

fADt(l')
= [ fav() fran (e - w)du
) g el ~ ~ (r-u)?
 T(An) V270 f ufexp ug)exp( 2672 )du -

v M (i) () = (-552)
t= = — - d
C(an) Nors; exp (—u&) exp 55,2 exp 52 exp 55,2 U
g nteXp< 2% 2) +00 T w2
. uAm L ex (—( - —)u) ex (— )du.
T(An) TV 2710 [0 LIS o7 P\"2572
D’apres la formule (3.462.1) dans [34],0n a:

SAm(T25)Am/2€672§2/4 ( 1 22 6) (( T ) )
- - D = .
fADt(:C) T\/ﬁ eXp 4(57-2 2 Ang f (57‘2 T 5

2. La densité des accroissements fap,(x) s’écrit comme suit :

fap ()
= [ favi ) fram (o = w)du

e (=)
= =" exp (—ué) exp | - du
fo (A )Vans p(-ug) exp| =5

On pose :

gA”h
' (An) V2moT?

(x—u)Q)_

fla,u) = 2072

u”" L exp (—ug) exp (—

Ensuite on regroupe les termes de f(z,u) afin de séparer les termes qui dépendent de

x et les termes qui dépendent de w.

On pose
5 Ang

) T(An )V 2m672
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alors f(x,u), d’aprés I’équation (2.3), s’écrit de la maniére suivante :

f(x,u) = foea2 /2572 o (2872 4677 -€) | A1
ke—?/207? o=1/2[u?-2udr? (z/dT%-6)] /672 ) A1

ke—x2/2572 6_1/2[u2_2u(x_67—2§)+(z_67—2§)2—($—(57'2§)2]/67—2 uAm—l
foe=2" 1207+ (a=b72€)? or

67% [U*($*6T2£)]2/6T2UA7]75*1

On en déduit que :

A?’]t

3
fap,(z) = T (Am) eXp(

07282

- x’f) [ (2m672) 2 3lum(@0T O P/0m Al gy

Soit () une variable aléatoire de la loi normale de moyenne (x — §72¢) et de variance

d72. On sait que la fonction suivante

xp (—3lg - (z - 972)]*/672)
fo exp (~3lq - (w - 672€)]/672) dg

est la densité de la loi normale tronquée avec 17 = 0 et T = +o0. Alors, en utilisant

f(q@>0) =

les équations (2.1) et (2.2), fap, (x) s’écrit de 1a maniere suivante :

gom
I (Am)
B gA"]t
~ T(An) eXp(

2¢2 +00
fan. () exp (T - a) L@ > 0 [t el > 0)dg

d72€2

_ xg) P[Q > 0]h(An, — 1).

3. Par indépendance de (Y}),,, et de (B;),,, la fonction caractéristique de D, peut

s’écrire de la maniére suivante :

Vu e R, E[eith] - E[ qut] XE[ zurBt]

() el 2]

= exp (—ntlog(l - %) -
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2.1.3 Simulation

En superposant les deux méthodes de simulation (une pour chacun des deux proces-
sus), on peut ainsi obtenir une méthode de simulation pour le modele de dégradation proposé
dans la section 2.1. La figure 2.1 représente une trajectoire de modele de dégradation pour
7=0,4;&=100etn = 2t.

10
|

time

F1G. 2.1 — Une trajectoire du modele de dégradation

2.2 Cas d’observations périodiques

Pour n trajectoires indépendantes observées a des instants ¢; = j7/N ou 1 < j < N, on
va estimer les parametres du modele de dégradation défini dans la section 2.1 en utilisant la
méthode des moments et la méthode du maximum de vraisemblance. Ensuite on va étudier
les propriétés asymptotiques des estimateurs issus de la méthode des moments dans deux
cas : le premier est le cas ol n tend vers 1’infini, le deuxieme est le cas ou n et N tendent
tous les deux vers I’infini.

Soit DM, ..., D™ n processus de dégradation indépendants et identiquement distri-
bués tels que Vie {1,...,n}, Vt >0,

DY =y + 7B,

ol Y() est un processus gamma de parametres d’échelle ¢ et de forme o« et ou B(*) est un

mouvement brownien indépendant de Y ().

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



2.2. CAS D’OBSERVATIONS PERIODIQUES 39

2.2.1 Méthode du maximum de vraisemblance

La densité de A Dy, peut étre écrite, voir proposition 2.1, de la maniere suivante :

ol 2¢2
Vo eR, fos(z) = Fé@) xp {5 e
N
2 7T

/(;m (27TT2T/N)_% exp (—% [u - (x - 7'2§T/N)] /T) uw™ Ldu.

ou 0§ = ({,«,7%) et § = T/N. Notons z = (Ig.i);lSiSnetlSjSN). La fonction de

vraisemblance des accroissements, L (z|¢, a, 72), est donnée par :

n N % 269 '
1)~ [11( S o (PE a0

[O+°° (27T;T)_é exp (_% [u - (:cy) - T2§T/N)] /%) u'v ldu)

Le logarithme de la fonction de vraisemblance est égal a :

n N 2 2T i
logL(g|§,a T ) ZZ(—log§ logF( N)+ §2N x§)§
:1 =1

1
too (QT2T\ 2 N G) | o 2\ ar_4
+10g'/0 ( N ) exp(—ZTQT[u—xj +T§T/N] )UN du |.

Sa dérivée partielle par rapport a £ est donnée par :

8lOgL(£|€,Oé,T2) _ 2 & g (2)
o€ —;;(N§+§T2T/N x;

Jo = @rrTINY 2 [ (u-2 + €T /N )| exp( s[u-al +ermyn] /TQT) WS ldu

+
1,7 (2rm2TIN)” 2 exp (—— [u x ) + 57’2T/N] /TQT) u~ du
Donc,
dlog L (z|¢, o, 72) i’z\’: oT hz"') (%)
(95 i=1 j=1 Né h Q) ( )

ou

hx;i) (r) f0+oo (2777'2T/N)_% exp (—% [u - (xgl) - §7'2T/N)]2 /TQTT) u”du.
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Ensuite, la dérivée partielle, par rapport a «, est donnée par :

dlog L (z[¢, o, 72) Z":Z (_1og§— —w( )

da i=1 j=1
j-0+00(27T7'2T/N) logu exp( [u x(z + E72T N2 /TQT) LS g

+
o= @rrTNY 5 exp (-3l =g +¢r T NP/ JuS

Donc,

dlog L (z[¢, ar, 72)
Oa

w N[ ry TEo [Qa%’llogQ|Q>0]
23| gt~ 5o () Nio (1)

i=1j=1
ou
ol g
E,0 |QF MogQlQ > 0]

+oo (9 2T _% 1 . 2T
2/; ( Wj:f ) exp(—§[u—x§z)+§72T/N] / N )uN “ogu du.

Finalement, d’apres le théoreme de Fubini, on montre que la dérivée partielle du logarithme

de la fonction de vraisemblance par rapport a 72 s’écrit comme suit :

dlog L (zl¢, o, 72) z”: (52T /Om aq/(u)d /[ \If(u)du)

2
or p e

ou
U(u) = (QWTQT/N)_% exp (—% [u - Q;Ei) + fTQT/N]2 /%) u'N "

On pose w = u — x +§7’2T/N Alors,

) W) WS ) _Mll - +§w].

oT2 272 T2 | 272 T2

2 272T|N

En remplacant w par son expression, on obtient :

) (i)

OV(u) _ Y(u)|l u? ( L ) +§27'2T/N+ uT;
a2~ 72 |2 272T/N  272T/N 2 2T|N
H)? (1)

2 X 2 uxr:

— ( ) u ( J ) 5 " j

2r 2T/N >ATI/N  27T/N 2 " 77N |
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Donc, la dérivée partielle du logarithme de la fonction de vraisemblance par rapport a 72 est
égale a :

Olog L (z|¢,cr, 72)
or2

n N 1 . (x§i))2 hzy)(%-i—l)—Qxéi)hmy)(%)
;Z 22N | |7 274 o (%E - 1) T/N

i=1j=1

2.2.2 Meéthode des moments

En utilisant les trois premiers moments, on va déterminer les estimateurs des para-
metres par la méthode des moments. On suppose qu’on observe les processus D(?) a des ins-
tants equirépartis ¢; = j7/N. Pour tout 1 < j < N et 1 < k < 6 (on aura besoin plus tard des
six premiers moments), on note mg.k) le moment d’ordre k des accroissements Dt(l) Dt(l)l,

ie.
. . k
m® = E [(Dt@ -p)) ]
J J Jj-1
Comme les processus de dégradation sont a accroissements stationnaires et comme t; =

JT|N, ces accroissements ne dépendent ni de ¢ ni de j. Donc, on écrit m®*) 3 la place de

k . . . . N
m§ ) dans la suite. Les trois premiers moments sont égaux a :

ol

N_f ;

B[(08 - 00) - e[ (v -vi) |+ e[ (B - 52) ]
ol o2T? 72T

Ne TN TN

= (o) -00) [0 v o (5 -52)) ]

m® = E[Dt(:) _p® ] _

ti-1

@

tj-1
. RN . . . . 2
- B[(r0-v0) |y -vO e [(59 - 5]
20T  _a?T? o373 _ar?T?
+3 + +3
NE TN T N3 N2¢

D’apres ces trois premiers moments, on a :

mw - oL

N¢

(1) 2
@ - "™ (W2 T
m (m ) N )

m® — E_Q(m(1>)2+3m<2> '
52
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On en déduit facilement les égalités suivantes :

2m)
5 m®) + Q(m(l))3 —3mLm2) "’
me(l)
o = s
T
2 Nm® -m®W/E - (mW)2]

T

Soit m I’estimateur empirique des trois premiers moments :

() N
. . . . I & i i) \F
m = m(2) ou Vk’E{l,Q,g}, m(k):W Z(Dt(])_Dt(le) :
m(3) i=1j5=1

Alors, on note par 6 = (é, Q, %2) I’estimateur de 0 = (£, o, 72) tels que :

2 27m(1)
- \l Mm® +2 (M) = 3mMmHE
R Nm®) 2 (1)
tToT \l Mm® +2 (M) = 3mMmHE)
2 o N [m@) VD O+ 2 V)2 - 3O ®) CONE
r V2

Avant d’étudier les propriétés asymptotiques de 6, vérifions I’identifiabilité de 6.

Identifiabilité
On note par © = R} xR* xR, I’espace des parametres avec . Soit f I’application différentiable

de © dans f (©) définie comme suit :
v €0, £(0) = (m™ (6),m® (6),m® (6)) .

On montre que cette application est injective. Pour cela on suppose qu’il existe deux proces-
sus de dégradation D(") de parametres (&1, aq,72) et D) de paramétres (o, oo, 72) ayant

des moments d’ordre 1,2 et 3 égaux. On a donc par égalité des moments d’ordre 1 que

OélT _ OéQT
N&  N&
ce qui implique
aq (0]
—=—. 2.4)
& &
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Ensuite, pour les moments d’ordre 2, on a 1’égalité suivante :

2 2
oy ofT 2_%+a2T+T2
2

+—==+T7 =
&g N& ' &g N&

alors, en utilisant (2.4), on obtient :

ol 1)_ 5
g (51 52) Ty —Ti. (2.5)

De plus, 1’égalité des moments d’ordre 3 donne :

200 33T a3T? 3BaT7i 200 33T a3T? 3anT7s
+ + + = + + + :
& NG N NG & NG NG NG

En appliquant (2.4),on a :

20, (1 1\ 32T (1 1\ 3T )
5_(5_5_) ve (g 5) wg i) =0

Finalement, par 1’égalité (2.5), on obtient :

2o (i . i) _ 0
& \& &
Ce qui implique que &; = & car oy est strictement positif. En utilisant les égalités (2.4) et

(2.5), on déduit immédiatement que 72 = 73 et a; = az. D’ol, I'injectivité de I’application f
qui est de plus bijective, car par hypothese [ est a valeurs dans f (©).

2.2.2.1 Propriétés asymptotiques : n tend vers I’infini

On commence par étudier les propriétés asymptotiques dans le cas ol n tend vers
I’infini. On vérifie d’abord la convergence de 6.

Convergence
Soit # € ©. On pose m = f (0) € f(O). Alors,

2m (1) \
m® +2 (mM)’ = 3mHm®)
o=l al- N 2(mV)’
TN m® +2(mm)’ = 3mOm®
O (m® + 2(mMY3 ~3mOm®
[m@)—\/m (m (m™M)? = 3mBm®)

V2

(V)

S| =
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La fonction f~! est continue sur f (©), donc en m. Ensuite, 7 converge presque stirement
vers m quand n tend vers I'infini. En effet, comme les accroissements Dt(z) Df’)l sont
indépendants et identiquement distribués, on a d’apres la loi forte des grands nombres [72]

la convergence presque slire suivante :

k) = LN 3 i (D - DY ) 2 m®) = [(D§j> - Dt(j}l)k] .

n =1 j5=1 nee

Finalement, d’apres le théoreme 2.3 dans [72],on a:
0=f7"(m) == f(m)=90.

Normalité asymptotique
On montre ensuite la normalité asymptotique de 1’estimateur. En appliquant la §-méthode

[72], on montre le théoréme suivant.

Théoreme 2.2 Pour tout 0 € © et pour tout N fixé, on a :

VN (6-6) — N (0,G2G),

n—oo

. NN
0 X = (041) 1 cpei<s €5t la matrice de variance-covariance des accroissements (Dg) - Dt(;21> ’

pour 1 < k <3, telle que :
V1<k<l1<3, o =mFD —mEm,®

et on G est la matrice des dérivées partielles de 0 = f~'(m) par rapport aux m) pour
i€{1,2,3}.

Preuve. Pour touti € {1,...,n}etje{1,..., N}, les accroissements D" — D sont
J J-1
indépendants et identiquement distribués car :

1. les accroissements du processus gamma et du mouvement brownien sont indépendants
car les deux processus (Y,")),0 et (B™) ;50 sont indépendants.

2. comme le processus gamma et le mouvement brownien ont les accroissements station-

naire et t; = j7'/ N, alors les accroissements Dg) - Dgl ont la méme loi.

Donc, par application du théoreme limite central, on obtient :
VN (i -m) —— N(0,%),

ou les termes de la matrice > sont définis comme suit :

ol 72T 20T  2a2T? 2271272

T Ne TN 72T Ne TN TN
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TAT2  oT?72 o273 72 o?T? a3 aT
013 = e +6N2£2 +3 Nz +9N2§4+3N3§4+6N§4’
MT2 aT?? o372 o212 o8 ol
on = 2o NZE? + Nog +10N2§4+4N354+6N§47
T4 aT?12 a?T372 3472 a?T? aT314 oT
093 = 6N4£5 +18 NZEs +24 Nags +6 Nigs +48N2§5 + N7E + 24N£5
B3T3
+ 30—N3f5 ,
a3 a?T? aT AT aT?712 a?T4TH 7273
T3 = M + 20T + 1205 + T2 + 90 A5 + 165
TOT3  oATSr2 o324 oTSrd P
+ 15 e +15 NoE +90 Nigi +45 N2 + Noge

Ensuite, comme f est une application différentiable et bijective et comme f~! est continue
en m, on obtient, par application de la §-méthode (voir théoreme 3.1 dans [72]), que :

!

VaN (§-&a-a,72-72) — N (0,626,

n—oo

ou la matrice des dérivées partielles G est donnée par :

ofit  afyt  Of3!
omM  ImL  Im)
ofyt  ofyt  Ofs5! (m)
om®2  om®2  om® .
afft  ofyt of3t
om®  om®B  Om3)

ot f;1 est la composante i de f~!. Les dérivées partielles de f;* par rapport aux m() sont

données par :
m® — 4 (mM)®
3 3/2
om D (m<3> +2(mW)?* - 3m<1>m<2>)
3v/2 (mM)*?

aft
Om)

Y

(m)

ofrt

(m)

om® 2 (m® +2 (mM)* - 3m(1>m<2>)3/2
afi! 2m®

13 (m) = = 3 -
om®) /

3 3
2(m® +2(mM)? - 3mHm®)
La dérivée partielle de f,' par rapport aux m() est donnée par :

SNMWmB) 6N (m(l))2 m(2)
Tv/2m® (m® + 2 (mO)" - 8mm )"

afy!
om@)

(m) =
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De plus, les dérivées partielles de f, ! par rapport aux m(? et m®) sont données par :

of;! (m) 3V2N (mM)*?

om® 2T (m® +2 (m)° - 3m<1>m<2>)3/2
ofy! (m) = - N2 (mW)*?

om®)

3 3/2
2T (m® + 2 (mM)* = 3mm®)

Enfin, les dérivées partielles de f;! par rapport aux m(?) sont données par :

3 2

Oty o N[O 26O) 3 Om®) e (o) -3m)
n o= T "

am( ) T 23/2\/m(1) (m(g) +92 (m(l))3 _ 3m(1)m(2))

of: N BN (m()*"”

om2) (m) = 5+ ,

932y fm® + 2 (m)* - 3mMm@
afst Nvm®)

@ (M) = - '
m 2PT\/m® + 2 (mM)? - 3mOm)

2.2.2.2 Propriétés asymptotiques : n et NV tendent vers I’infini

Un autre régime asymptotique est étudié : le cas ot n et IV tendent vers I’infini tous les
deux (dans ce cas, il peut y avoir dépendance entre N et n). Avant d’étudier les propriétés

asymptotiques, on montre le résultat suivant :

Théoréme 2.3 Soit (¢,,),,,, une suite d’applications a valeurs dans R™ telle que pour tout
n > 1, ¢, est définie sur Dy, c RF. Soit (T),),, une suite de variables aléatoires telle que

pour tout n > 1,T,, est a valeurs dans D, . Sous les conditions suivantes :

1. 0, — 0 telle que (0,,),,., est une suite de vecteurs telle que pour tout n > 1,0, €
n—o0 -

3. Yn > 1, ¢, est différentiable en 0,, ¢ lo)d,n ;
4. lim (Vong, — Voe) =0 telle que ¥V ¢y, 0, est la différentielle de ¢, en 0, et Vg est la

limite de la différentielle de ¢,, en 0,, pour toute suite (6,,),., vérifiant 6,, — 0 ;
= n—oo

ona.
P[00 (1) = 60 (62)] = Vg, [ra (T = 0,)] —s 0.
De plus,

P [6n (1) = 6n (62)] = V5 (T).
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Preuve. La suite (7, (T}, - 6,)),,, converge en loi vers 7" quand n tend vers 1’infini.
Alors, cette suite est uniformément tendue (théoréme 2.4 dans [72]) et (7}, — en)n21 converge
en probabilité vers (. Par différentiabilité de la fonction ¢,,, la fonction résidu R,, o est égale
a:

Rn,@ (hn) gbn (0 + hn) - ¢n (‘9) - v¢n,0 hn

Véno, M= Vongh, avecty, dansle segment d’extrémités 0 — h,, et 6 + hy,

= €, (hy)h,=0(h,) quandn — oo,
parce que €, (hy) h, = [ngn,ghn - qun,g] h,, avec

€n (hn) = v¢n,0hn - v¢n,9
v¢n,6hn - v¢9 + V¢9 - v¢n,9

qui converge vers 0 par application de la quatrieme condition.

D’apres le lemme 2.12 dans [72], on peut remplacer (h,,)
Alors,

.1 Par la suite de variables

aléatoires (7, - 0,,)

n>1"
ran,Hn (Tn - en) =Tn (¢n (Tn) - ¢n (en)) - v¢n,9n (rn (Tn - en)) .

Or, pour la norme euclidienne || - ||, on a:

|| Rnﬂn (Tn (Tn - en)) || || Tn (Tn - en) ” || €n (Tn - en) ”
Op (1) |l en (T, =0y) || car (r, (T, - 0y)),,5; estunesuite tendue

O, (1)o, (1), car (T, -0,) L 0ete, (T, - 6,) — 0.

Donc il vient :

Pr
o (0 (Tn) = G0 (00)) = Ve, (rn (Tn = 0)) oo 0.
De plus, la condition 4 est équivalente a :

Véne, e Vo

Alors, en appliquant la condition 4 et le théoréeme 2.3 dans [72], on a la convergence en loi

suivante :
d
Voo, (rn (Tn = 0n)) —— Vo (T).

Finalement, d’apres le lemme de Slutsky [72], on déduit que :

Tn [On (Tn) = On (0n)] n_}%’ Voo (T).
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Normalité asymptotique

On commence par montrer la normalité asymptotique de m.

Théoréme 2.4 Pour tout § > 0, si N, tend vers linfini et N,,/n? tend vers 0 lorsque n tend

vers ’infini, alors :
Nov/n (12 - m) NL> N(0,%)),

ou Y est égale a :

aT 27 @ 6T
52 3 &
2aT 6l 24aT
2= ¢3 1 5
6aT 24aT  120aT
& ¥ £o

La condition N,,/n? —2 0 n’est pas satisfaite pour n’importe quelle suite (N, ),». La
divergence de N,, doit étre assez lente par rapport a n. Par exemple pour N,, = [logn|, cette
condition est satisfaite et le théoreme 2.4 est applicable.

Preuve. Pour montrer cette normalité asymptotique, on applique le théoreme limite

central de Lindeberg-Feller [72]. Vérifions la premiere condition de Lindeberg-Feller. On a
pour a, n, = Np/n:

(0~ D )-E[D - D]

e, (=) = Y o | () - p® Y - E[(pY-p?)’
mhe (D“W<D@)3—E @ﬂn_Du>f
t; i t ti
nNn

Z bn,NnB (Nn)
=1

oul=(i-1)N+jetb,n, = ann,/nN,. Alors

nNp

Zb ., Cov ( Pl(Nn))—>Zl

ou T 2aT 6aT’
al’ 5 20 «

52 8 £t
oT 6aT 24T
3

5
6aT 24aT 126aT
& & &b
Cette matrice X; s’obtient a partir de la matrice > qui vérifie 3 = X1/N,, + O(1/N?2) (voir
preuve du théoreme 2.2). Ensuite, la deuxieme condition de Lindeberg-Feller est aussi véri-

1
|
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fiée car pour tout € > 0 et pour tout § > 0 :

niNy,

2 2
b 2 E[| B (Na) 12 Lo, 21y 156}

a2N niNp 5
= 2N SYE PN, |21
n?N? ; l” t(No) | {||B<Nn>>bn;n}]
= NaE [I| P (Vo) 12 Ty gy ioenm)
N, 1
< GTWE[H Py (Ny) [1*] —0,

par hypothese. Donc, en appliquant le théoréeme de Lindeberg-Feller, puisque les deux condi-
tions sont vérifiées, on obtient la convergence en loi suivante :

N/ (1 =m) = N (0,31)

[
Soit (¢,),,; une suite d’applications différentiables de © = R¥ x R: x R, dans Dy,
définie comme suit :

251
s34+ 200)° _gsis
3 N2 Ny,
Vn>1,¥s€0O, ¢, (s) i 251
n>1,vseO, 9,(s) = — :
T\[ 55 +2G) - 33
s 3 s1s
. \/251(53+2<N1§ -352) (s1)?
T 2T N, T

telle que ¢, (N,m) = 6. On montre ensuite la normalité asymptotique de I’estimateur 6. En
appliquant le théoreme 2.3, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.5 Pour tout § € R* xR* xR, et pour tout § > 0, si N,, tend vers Uinfini et N, [n®

tend vers O lorsque n tend vers l’infini, on a :

Vi (0-6) ¢, N(O,V¢9 ¥ (V¢0)’),

Nrn,n—>o00

ou

C;_Z—‘ + ’7‘2T 2?3T 6?4T 5'2 3_6 _i

2T 64T 24aT \ 201" 2 21

Y= & 1 = etonVog=| 0 0 /T
6T  24aT 120aT & &l &

Iz IE T 4aT 2V 2T AT
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Preuve. Pour montrer cette normalité asymptotique, on doit vérifier les conditions du
théoreme 2.3. La premiere condition est vérifiée parce que 6,, = N,m, ou m, = E(m)

/

ol oT 2 2aT
et e

Ensuite, la deuxieme condition est vérifiée parce que :

converge vers ( ) lorsque 7 tend vers I’infini.

V1 (N = Nym) —2— N (0, %)

Np,n—oo

d’apres le théoreme 2.4. De plus, la troisieme condition est vérifiée puisque les dérivées

partielles de ¢,, ; sont égales a :

a¢n,1 _ S3 — 483/N2

? (S) - 3/2 Y
! V251 (55 + 5k - 352)

a¢n,1 3\/_33/2

D5, *) =

a¢n,1 (S) _ V 231
h 3/2
033 2 (53 + 251 35}52)

ol on note ¢,, ; la j-éme composante de ¢,,.

Ensuite, les dérivées partielles de ¢,, » sont égales a :

8¢”72 _ 1 | 231 51853 —484/N2

a—51 (8) - f\l S5 + 2(81) 35132 T\/g (33 . N2 oo )3/2 )
Dona ) 351" |

053 NT\/_(Sg + 251 5182 )3/2

Bouz () = - i |

053 T3 (s + 2 - 322 )"

Enfin, les dérivées partielles de ¢,, 3 sont égales a :

253 8182 657  3so
Obn.3 1| (ss+ 3 -352) v s (B -32) | 2s

() = =Y
0s1 2T \/231 s3+—3—35}\§2) NT
3/2
52 BTN 55+ 24 - 392

8%73 \/g

(5) = -
Oss 2925 + 2k - 3222
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Finalement, la quatriéme condition est vérifiée car lim V@, 5, = Vg, ol Voy est la
n—oo
matrice dont les termes sont les limites des dérivées partielles de ¢,, o, par rapport aux s;
pourie {1,2,3}:

& 3 &

2aT 2T 2T

Voo=| 0 0 1/T
& &RTag &

40T 4T AT

Donc, par application du théoréme 2.3, on déduit que :

Vi (0-6) — N (0,v65 1 (V) ).

2.3 Cas des instants irréguliers

Soit (D™)) . n copies indépendantes et identiquement distribuées du processus de
dégradation D décrit dans la section 2.1. Le i-eéme processus de dégradation est observé N;
fois tel que IV; € N*. Pour tout ¢ € N* et tout j € {0,...,N;}, on note par ¢; ; ces instants
d’observation (avec la convention que pour tout 7 € N*, ¢, 5 = 0). Dans la suite, on estime les
parametres du modele de dégradation en utilisant la méthode des moments. Puis, on étudie
le comportement asymptotique des estimateurs. L’ obtention du comportement asymptotique
des estimateurs requiert certaines contraintes sur I’ensemble {¢; ;1 < i < n,1 < j < N;}.
Cette section se termine par I’examen de divers types de schéma d’observation au regard de

ces contraintes.

2.3.1 Estimation des parametres

Pour tout 7 € N*, pour tout 1 < 5 < N; et pour tout k € N*, on désigne par m(k) le k-&me

moment et par mg?) le k-¢me moment centré des accroissements AD;; = Dt(z)] - D(zi -

m) ~E[(ADy)"] et ) =E[(AD; - E[AD,])].

Puisque le processus gamma et le mouvement brownien sont indépendants, les trois premiers

moments sont égaux a :

mg;) = %Ati,j7
(2) ’ 2
m;; = Atz ) + T Atu iy
J 52 ( ¢ J J
; a2 s [« 5 _ar?
m) = ?At 5—3 (Ati;)"+ (Eﬁtm) + 3? (At;;)*.
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Soit f I’application différentiable de © dans f(©) définie comme suit :

m) m/At i af§
¥he O, f(0) =|m®? |= _(2)/At” = | /e + 2
m® _(3)/Atz J 2a/&3

La fonction f est bijective. Ensuite, les parametres peuvent tre exprimés en termes de

m®, m? et m® comme suit :

2m/(1)
§ gy
ffm)=lal=l m® 2mm(<;)> oum = (m®M,m®, (3))

T2 72 _ V2mWOm®
2

Soit m,, I’estimateur empirique des trois premiers moments centrés :

m AD;;[At; ;
A(2) n n N; (1)

M, = - (> Z (ADy; - Ati;m ) AL
A(3) i=1 i=1 j=1

(aDy —At”mi})) [ At

L estimateur 0,, = f~1 (7, de 6 = (€, ov, 72) est donc défini par

2.3.2 Propriétés asymptotiques

On rappelle d’abord le théoreme suivant (pour plus de détails, voir le théoréme 6.7
dans [64]).

Théoréme 2.6 Soit (ay,),., une suite de nombres positifs. Soit (X,,),,, une suite de va-

n
riables aléatoires indépendantes. On pose S,, = Y, X;. Si
k=1

y ——> 00 el nZlVar [X,.]/a? < oo,

alors

at (S, -E[S,]) == 0.

n— 00

Ensuite, on établit le lemme suivant.

-2
n

Lemme 2.1 Pour toute suite d’entiers naturels (N,,), ., ona: Y, N, ( > NZ-) < o0.
- n>1 i=1
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Preuve. On désigne par A,, = Ny +...+ N, avec Ag=0.Onnoteque N, = A, — A,

pour n > 1. Alors on obtient :

SNA-Apr . N KA A I & A - A
i NLT A SN A a4
k=1 k 1 k=2 k 1 k=2 k4lk-1

IN
+

Dans la suite on va montrer la convergence de 6,,.

Théoreme 2.7 Sous les hypotheses suivantes :

() £ ¥ @) (LN )_2 < o,

n>1 j=1

(Hy) 3d,, VieN, Vie{l,... N;}, At;; < d,

I’estimateur 0,, converge presque stirement vers 0 quand n tend vers I’infini.

Preuve. Il faut prouver que m,, tend presque stirement vers m quand n tend vers I’in-
fini. En effet, comme f~! est continue sur f (©), on obtient, par le théoréme 2.3 dans [72],

o bs ~ —~
que 6, —— 6. Donc on commence par prouver la convergence presque stire de 77i,,.
n—>00

)

Convergence presque siire de . vers m(). En appliquant le théoréme 2.6, on obtient

que :
A @
n 1 n N; ZXZD 1> n -1 N; Zkl)
(5] SR ) () [ )
(; ) z;jﬂ(Atm ”z; z; J; At; e
X;

En effet, pour tout ¢ € N*, N; > 1, ce qui implique que f: N; —— oo. De plus, par I’hypo-
i=1 n—oo

these (H;) et comme les accroissements sont indépendants, 1’expression suivante est finie :

T;Varéj(n)
_ le;(Atnj) Var [AD,,;] (i]\@) = |:—+T:|Z:122(At ) (ZEM) < 400.

Donc @) 25, m@),

n—oo
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A 2(2) —(2 o
Convergence presque siire de m,, * vers m®. On désigne par :

n® (Z N, ) zn; i (Ati,)" (ADy; ~E[AD,])?.

La décomposition suivante est vérifiée :

) —m® =~ e m® - m®.

(2) (2) _

~(2) . ~ — N
Donc on va prouver que mfl . my et my m? tendent presque stirement vers 0 quand

n tend vers 1’infini.

1. Convergence presque siire de ﬁfl ) mf) vers 0.

-

=1j=1

1o N 1 n N
- [ -m) (ZN) 525 Aty -2 m -] ($8) 355 (A ~E(ADy).
i=1j=1 i=1 i=1j=1

En utilisant I’hypothése (H>) et le résultat précédent, on déduit facilement que le
premier terme de la derniere expression tend vers 0 quand n tend vers I’infini. De plus,

le second terme tend également vers O quand n tend vers ’infini car
1

[ = m®] 22 0 et (iN) ZZ(ADU E(AD;)) 25
n—00 o)

i=1j=1

En effet, en utilisant le lemme 2.1, ’hypothese (H-) et I'indépendance des accroisse-

ments, on obtient :

Z%Var[ADnj] (zn;N)Q = [§+T ]ZZAt ](2 )_2 < 0.

n>1j=1 n>1 j=1
.. P =(2) ~ (2) P-s.
Ainsi, on peut en déduire que m,, m% ) 22, .
n—oo

)

2. Convergence presque sire de m.> vers (%, En appliquant & nouveau le théoréme

2.6, nous obtenons :

n -1, N;
iy - = (Z Ni) > 2 ((Atiy) " (ADy ~E[ADy])* -m®) 0.
i1 i1 j=1 n—oo

En effet, comme les accroissements sont indépendants, on constate qu’il existe deux

constantes k1 (0) et ko (6) qui ne dépendent que de € (on peut les calculer explicite-
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ment) telles que :

Z%(Atw)_QVar[(ADM—E [AD,;]) ](im)_

n>1j=1 i=1

mZN(ZN)+@@z%M%»%ng

n>1 n>1j=1

ou le terme de droite est fini d’apres le lemme 2.1 et ’hypothése (H;). Donc on en
(2) % =(2)

n—oo

déduit que m,,

A =(3) —(3) A . )
Convergence presque sure de m,, ~ vers m”’. De la méme facon que ci-dessus, on pose :

n -1, N;
~ (3 3
i=1 i=1 j=1
Ensuite, on a la décomposition suivante :
A _m® = w8 @+ -m®),

< =(3 ~ - .
On va vérifier que mfl ) m§l3) tend presque stirement vers 0 quand n tend vers I’ infini.

1. Convergence presque siire de ﬁfj’) - m,({g) vers 0.
ﬁ(i’») )
1 Tk 172
= [m®-md] (ZN) Z; > [[ADU - At mD|

7=1
+[ADy; - Atum“)] [ADy; ~E(ADy)] + [ADi; ~E (ADy) ]

= [m®-m] (Z N) i 5 [3AD3j + (Ati,jmgl))Q
i=1j=1

~3At; ;AD ") - BADE (ADyj) + Aty jinVE (AD;) + E(AD;)].

Ensuite, on va montrer qu’on peut remplacer m( ) par m(!) dans 1’expression ci-
dessus. En utilisant I'hypothése (Hy), E (AD;;) = At; ;m() et le fait que 7" tend
presque stirement vers m(!) quand n tend vers I’infini, il s’ensuit que :

- m ) ($33) 53, (07 - n’)
[0 - O] (ZN)I > Sl [+ m®] L,

n—oo

<z (mP+m®)——2m® a2
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n -1,
=) (30) 33 At m (m) -]
9 n -1y N;
<Ol O] (S) 55
i=1 i=17=1

2
<d?

n—o0

Donc on obtient

A£L3) ~£Ls)
n 1n N
= 3[m® m(”](ZNi) S S [ADZ —E(ADy;)? ~2AD,E (ADyj)] + 0p.s. (1)
:1 _1:1];1
- 3[m(1) mg)](;Ni) ;j_l(ADiJ_E(ADij))2+0p.s.(1)

qui tend presque stirement vers 0 quand n tend vers I’infini parce que

=1

n -1y, N; )
(Z N) >3 (ADy ~E(ADy))? < dyimf? == d, m®
i=17=1 n—00
et mS”) =2 m@). Alors, on en déduit que

ﬁf) B ﬁ%(f) D-5. 0.

n—>o0

2. Convergence presque sire de m( ) vers m®, Apres calculs, on obtient qu’il existe
trois constantes x3 (6), k4 (6) et k5 (0) qui ne dépendent que de 6 telles que :

5 S wlwr - sisna|(5)

n>1j=1 =1

- ng(a)z%(Ath)_l(;Ni) +ra(0) 2N, (ZN) Frs(0) ZNZ J(ZlN)Z

n>1j=1 =1

Toutes ces séries, en utilisant le lemme 2.1, (H;) et (H,), convergent. Donc on en

déduit que m( ) Ny TS par application du théoreme 2.6.

Avant de montrer la normalité asymptotique de 1, on va établir le lemme suivant.
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Lemme 2.2 Sous les hypothéses (H>) et

n -1 n N;
(H3) Yve{0,1,3}, lim (ZNi) ZZAtU 2 = ¢, < 0o,
ezl i=1j=1

ona: W
n /2 (Mn " — m1)
~ (2 — d
Z N; P -m® | 5 N (O, Z(“’)) ,
i=1 ~ (3) —(3) n=oo
my’ —m
oir X.() est égale a :
a 2 2a 6a 3.4 6ar?  3a?
?+T Cc1 §01 5701+ T+ {2 +€T
2a 6a 9r4 4a1? 202 24 18a? 18ar?
57361 761 + 27 + B + — 1 Tcl + 5 + 3
6o 4+ 6ar? 3a2  24a 1802 18ar? 120 12602  90at? (1503 450272 6 4bat?
—c1+37" + + — —c1 + + c1+ + + 1577 + c3
& £ €t & & & €8 3 & €8 &

Preuve. Pour démontrer ce lemme, on applique le théoreme limite central de Lindeberg-
Feller [72] car les accroissements sont indépendants. Soit Aﬁ; = [AD;; -E (ADij)]k.
Alors, on a :

AD;; - E (ADy))
At,) | AD, -E(aD;)
AD,-E(AD;)

Il
— —

(=
= ,

I

5

=

=

I
—_—
0=
Z
N —
L
=
M=
—~
>
S
&
~
AR
=

!
Soit X;; = (Xjj1, Xij2, Xij3) - On commence par vérifier la premiere condition du théoreme

de Lindeberg-Feller. Pour tout € > 0, on a :

(iNi)limE @H‘z 1{” ( Nz.)”"’}

i=1 i=1j=1 i AZZQ%E i
n -1, N;
~(E) £ | (E) . 5.
i=1 i=1j=1 >e2 Z N;

[Nl

At2
i,]

> (81) 7B X1 (1 ) | 2:6)
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De plus, comme

{ELYM>(AEJ 3(fﬂw)}c|j X2, > Jﬂ |

i=1

on a

X'ij’
At; i,j

ijk!
Y

<1 < 1
Yit(g)) ™ {5} Y

Or, le membre de droite dans 1’équation (2.6) est majoré par :

(&) )

i=1j=1 k=1k'=

(zn:Ni)_lzn:M (Ati;) Z Z E| X3k {”k.’>e(l _)1/2/\/3}

K3

s%%%imy%imyiim%)ZZEMM%ﬂ

i=1 i=1 =1 j5=1 k=1k'
/3 (2 =32, N, L3S
< S (EN) BY @Sy EILENGD. e
2 i-1 i=1 j=1 k=1k=1

ou la derniere étape est obtenue en appliquant I’inégalité de Young. De plus, on peut vérifier
que, pour tout ¢ € N*, on a pour AY;; = thzj) - thzj)ﬂ et AB;j =T (Bt(’i - BY )

tij-1

q

E[(aY, + AB,)"] = 3 (¢) B(a;)E(aB]”)

E[(AD;;)?]

s=0

= At ; Pol,; (At;;),

ol B ~ N(0,1) et Pol,_; (At; ;) désigne un polyndome de degré ¢ — 1 en At;; dont les
coefficients ne dépendent que de . Alors I'inégalité (2.7) devient :

Ni

32,
ZN) S (At ;)7 (Polyy (Ati) +Pols (At ;)

i=1 i=1 j=1

s

_1\/_ _3/2 n N;
(Z N; ) Z (Ati,j)_2 P0111 (Atl’])
i=1 i=1j=1
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qui tend vers zéro quand n tend vers I’infini car

(i N) S5 (Atiy) ol (Ats,)

i=1j=1

est borné en utilisant les hypothéses ( Hy) et (H3). Ensuite la matrice de variance covariance
30 de X;; est donnée par

Var (AD;;) E(AD]) E (A54 )
5 =| E(AD;)  Var[(ADy-E(ADy))’]  E(AD;)-E(AD, )E(ADf’J)
E(AD;;) E(AD;)-E(AD,)E(AD,)  Var[(ADy;-E(AD;))"]
De plus, la deuxieme condition du théoreme de Lindeberg-Feller est aussi satisfaite car :

n -1/2 n N;
ov ((Z Ni) (At Xz'j) — 2,
=1

i=1j=1 n—ee

ot les termes de X(*), sous I’hypothese (H3), proviennent de la relation suivante :

n—oo

) = lim (ZN)_ ii(m )72 R,

(45)

ol, pour 1 < u < v <3, 0y estle coefficient (u,v) de la matrice de variance-covariance

»(ij) -
aﬁj) = (?2 + 7'2) At ;,
i 200
0'§2]) = 5—3Ati],
i 6a 6a7? 3a2
0'53]) = §—4Atl7] + (37'4 + 52 §4 )At?‘j,
W) = 2OA¢ 4 (2t + dar” +2i At?
Oy = 2 T £2 Iz N
Gjy _ 24« 18a2 18ar?
0—23-] = €—5Atz,] + (5—5 + 53 At?],
Gy _ 120a 12602  90at? 2 153 450272 6 Abatty o 4
033 = ?A i ( 66 + 5 A 56 + 64 +157° + —— 52 Ati,j‘

Enfin, on conclut donc par le théoreme de Lindeberg-Feller que

n -1/2 n N;
(ZN) Y3 (At) T Xy = N (0,50).

i=1 i=1j5=1
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Dans la suite on va montrer la normalité asymptotique de §,,. Commencgons par prouver
la normalité asymptotique de m,,.

Théoreme 2.8 Sous les hypothéses (Hy — H3), ona :

" 1/2
(ZM) (M —m) —— N (0, H),
i=1 n—oo

oit H=AX() A" avec A définie par

1 00
A= 0 10
—3(%+7‘2)Cg 0 1
Preuve. Notons d’abord que
~ (1)
" 1/2 " 1/2 ) My —m)
(58] Gin-my = (58] |5 - a2 e m -
i=1 i=1 .
e — i+ -
n 1/2 0 n 1/2 ﬁ%(zl) -m®
- (Z Ni) i, =i |+ (Z NZ») ) )
i=1 ﬁf) B mgg) i=1 T;’LS’) B m(3)

Ensuite on a :
n 1/2
(Z Ni) (ﬁf) - 77%(12))
i=1
n 1/2 n -1 5
:2(2Ni) [m(l) _mgl)] (ZNZ) Z (AD;; -E(ADyj))
i=1 i .
n -1 5 N; 1/2 2
() S8l s

qui tend vers 0 lorsque n tend vers I’infini. En effet, on vérifie que le premier terme de la der-

1/2
niére expression tend en probabilité vers 0 quand n tend vers infini car ( > N; ) [m(l) - m;”]
i=1
est asymptotiquement gaussien par le lemme 2.2 et

(i]\f) i Z (ADy; —E (AD,))

tend vers 0 quand n tend vers I’infini. De plus, le second terme du c6té droit de (2.8) tend vers

n -1 5 N; n 1/2
0 quand n tend vers I’infini car ( 3 Ni) > > At; ; converge, ( 3 Ni) [m;” - m(l)] suit
i=1

i=1 i=1j=1
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asymptotiquement une loi normale et [ ) m(l)] tend presque slirement vers 0 quand n
tend vers I’infini. Enfin, on en déduit que

n vz
(S) (- )
=1

tend en probabilité vers 0 quand n tend vers 1’infini.

De la méme facon on a

(i Ni)l/2 (ﬁf’) _ mgls))
=3 (zn: Ni)1/2 [m(l) - m,&”] ( )_1 i > [(ADy; —E(ADy;))*] + 0, (1).

Montrons tout d’abord que
n 4 n N; 9 .s.
i=1 i=1 j=1

En effet, comme les accroissements sont indépendants, il existe deux constantes x; (¢) and
ko (0) qui ne dépendent que de 6 telles que

T;jZVar[(ADnj [ADx;]) ](ZN)
. EAtn] (ZN) +h2 () Y Ji (At ;)* (i NZ,)Q

nx1j=1 n>1 j=1 i=1
qui convergent en utilisant I’hypothése ( H) et le lemme 2.1. De plus on a :
n -1, N; a
(Z Nl) Z Var(AD” (—24‘7_2)03.
i=1 i=15=1 5

Alors on peut écrire que

m;” -m®

N 1/2
() |-me

ﬁfj‘)_m(?})

e 0 0 AD -E(AD; )

_ (ZNz) ZZ(At” 0 10 AD ( E) +op,(1
£ i=1j=1 _3(&.}_7-2)03 O ]. AD ( E )
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_1/2 n N; 1
Nz) 21 Zl (Atz,j) ij+0p(]-)
i=1j=

TR
M=

Par le lemme 2.2 on a

n -1/2 n N;
(ZNZ) YA zj)leijWLw’N(QE(w))-

i=1 i=1j=1

Donc on en déduit que

n 1/2
(Z Ni) (i —m) —— N (0,A 5= A).

Comme f est une fonction bijective et différentiable et comme f~! est continue sur
f(©), on obtient la normalité asymptotique de 0, en appliquant la §-méthode (voir théoréeme
3.1 dans [72]).

Théoreme 2.9 Sous les hypothéses (H, — Hs), on a :

(zn; Ni)l/2 (6, -0) —= N (0, M),

o M =G HG" avec G définie par :

offt  ofyt  of3!
ne BT B
_ 1 2 3
G = m® gm®  gm® (m)
offt  ofst  Of5t

om® am(3) om®

\/zm(n \/ m@) 1 [ m®
/72m(1)m(3 me) m® 2V 2m®
m@ m(l) m(l) 1 m®

om®  m®V 2me 2V 2m®

2.3.3 Intervalle de confiance et sélection de modele

Comme conséquence du théoreme 2.9, on peut construire un intervalle de confiance de

niveau asymptotique 1 — ¢} pour chaque parametre :
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_ o(€) |

limP|&e §niz1_ﬁﬁ = 1-9
e Vi Ni |

limP(ae a;izﬁ% = 1-9
n—o00 2 /Zilei_
. :

lim P| 72 ¢ 7' 29— o (7) = 1-9
n—00 / ZlN

ol z,_y est le quantile d’ordre 1 - /2 de la loi normale centrée réduite et ol o (En) ,o (@)
et o (72) sont les estimateurs des écart-types asymptotiques des estimateurs &, @, et 7-.
Pour obtenir les estimateurs de ces écart-types, on doit calculer les termes de la matrice de
variance-covariance M apparue dans le théoréme 2.9. Pour v € {0, 1,3}, ¢, peut étre estimée

par

n tn N;
() 5 an

i=1 i=1j=1
Donc, on peut tester si 72 = 0 ou non, autrement dit tester si le modele est un processus
gamma (non perturbé) ou pas. De plus, en appliquant la §-méthode et en utilisant le théoréme
précédent, on a

an « d ’
\/E(Z_Q - é_—Q) n_>—oo> N(O,GlMlGl),
n

!

ou M; est la matrice bloc 2 x 2 supérieure gauche de M et ou G = ( 53 ) 52) D’ol, on
peut obtenir I'intervalle de confiance de niveau 1 — ) pour a/§2. Comme mentionné dans
I’introduction, il est utile pour tester le mouvement brownien avec tendance positive contre

le processus gamma perturbé.

2.3.4 Cas particuliers de schémas d’observation

Avant d’examiner quelques cas particuliers correspondant a différents types d’obser-

vation, on va introduire quelques hypotheses facilement interprétables :

(A1) méme nombre d’observations pour tous les processus : Vi e N*, V; = N.

(Ay) instants d’observation identiques pour tous les processus : Vi € N* Vj e {1,... N;},

t:

ij = Uy

(A3) instants réguliers (pas nécessairement les méme instants pour tous les proces-
sus) : Vi e N* 3T tel que Vj e {1,...,N;},At;; = T;/N;.

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



CHAPITRE 2. PROCESSUS GAMMA PERTURBE PAR UN MOUVEMENT
64 BROWNIEN

(A4) méme intervalle de temps pour tous les processus : 37" tel que Vi e N*, ¢,y < T

(As) le temps écoulé entre deux observations successives est uniformément minoré :
Hdl >0,V ¢ N*, V] € {1, R ,NZ} ,At@j > d;.

On note que (Ay) = (A;). Les relations entre les hypotheses (H, — H3) et les hypotheses
(A1 — Aj) sont plus intéressantes. En particulier, on peut facilement vérifier que (A;) =
(Hy) et (A1) & (As) = (H;). De plus, les hypothéses peuvent se simplifier sous certaines
conditions. Par exemple, si (A3) et (A,) sont satisfaites, alors (H; ) et (H3) sont équivalentes
respectivement a :

n 1y
(H%) Yve{0,1}, lim (Z Ni) (Z Nf"”) < 0.
e \i=1 i=1
Ensuite, si (A1) est satisfaite alors (H]) et (H%) le sont également. On va maintenant exa-
miner cinq différents cas particuliers qui peuvent étre décrits en fonction des hypotheses
(A1 - As):

— Cas 1 - méme nombre d’observations a des instants réguliers sur I’intervalle [0,7] :
(A1) = (A1)

— Cas 2 - méme nombre d’observations a des instants irréguliers sur I'intervalle [0, T'] :
(A1), (Ag) and (A4);

— Cas 3 - N; =i et des instants réguliers sur I’intervalle [0,7'] : (As) et (A4);
— Cas 4 - N; =i et des instants réguliers sur I’intervalle [0,77] : (A3) et (As);
— Cas 5 - N; = 2i-! et des instants réguliers sur I’intervalle [0, 7] : (A3z) et (Ay).

On peut facilement vérifier que les estimateurs dans les cas 1, 2 et 4 sont convergents et
asymptotiquement normaux. Cependant, I’estimateur dans le cas 3 est convergent, mais la
normalité asymptotique ne peut pas €tre établie a partir de nos résultats. Dans le dernier cas
la convergence et la normalité asymptotique ne découlent pas de nos résultats, d’ailleurs il

n’est pas certain qu’elles aient lieu.
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2.4 Illustrations numériques

Dans ce paragraphe, on va illustrer nos résultats théoriques, dans le cas d’instants d’ob-

servations réguliers et irréguliers, a partir de données simulées.

2.4.1 Cas des instants réguliers

Simulation : pour 7' = 1,£ = 2, = 10 et 7 = 1, on a calculé, voir tableau 2.1, le biais
moyen et I’erreur quadratique moyenne (MSE) empiriques pour 1000 estimations des para-

metres pour différentes valeurs de (n, N).

TAB. 2.1 — Biais et MSE empiriques

Parametres 1 a T2 1000 rep.

N =1,n | Biais MSE Biais MSE Biais MSE Obs.

10 | 1,53 13,48 7,64 343,11 0,18 1,06 430
100 | 0,77 7,42 3,89 182,92 0,16 0,51 858

N =10, n | Biais MSE Biais MSE Biais MSE Obs.

112,71 61,88 13,56 646,22 0,48 1,32 769
10 | 0,47 1,31 2,18 30,18 0,14 0,17 990
100 | 0,04 0,06 0,22 1,43 0,01 0,02 1000

N =50, n | Biais MSE Biais MSE Biais MSE Obs.

210,74 2,08 3,32 47,00 | 0,21 0,16 995
10| 0,21 0,31 0,89 6,81 | 0,06 0,05 998
100 | 0,02 0,02 0,12 0,71 | 0,0l 0,0l |1000

On remarque que le biais moyen et I’erreur quadratique moyenne (MSE) tendent vers
0 lorsque n devient suffisamment grand. On obtient encore les mémes résultats si on fixe

n et on fait tendre /N vers I'infini. On note que la derniere colonne a droite représente le
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nombre d’estimations abouties pour 1000 simulations. En effet, pour estimer &, « et 72, voir
section 2.2.2, il faut que le dénominateur des expressions de é et & soit strictement positif.
De plus, le numérateur de la racine qui se trouve dans 1’expression de 72 doit étre positif. Par
conséquent, les simulations retirées parmi 1000 correspondent aux cas ou ces conditions ne
sont pas satisfaites.

Pour 7'= 1,6 =2,a =10 et 7 = 1, on a calculé dans le cas ou N dépend de n, voir
tableau 2.2, le biais moyen et I’erreur quadratique moyenne (MSE) empiriques pour 1000
répétitions.

TAB. 2.2 — Biais et MSE empiriques

Parametres 19 o 72 1000 rep.

n =100, N,, | Biais MSE Biais MSE Biais MSE Obs.

llogn| | 0,11 0,16 | 0,53 3,91 | 0,04 0,07 998

vn | 0,03 0,05 0,15 1,28 0,01 0,02 1000

n| 0,01 0,02 0,08 0,61 0,01 0,01 1000

nN, =100 | Biais MSE Biais MSE Biais MSE Obs.

n=2 Ny=50| 0,81 2,59 | 3,53 50,97 | 0,21 0,15 | 1000

n =950, Nsp=2| 0,69 11,04 3,41 263,02 0,17 0,37 929

n=10, Njo=10 | 0,47 1,44 | 221 32,09 | 0,15 0,17 992

Ici, on remarque que pour n et /V,, assez grand le biais et I’erreur quadratique moyenne
(MSE) tendent vers zéro. Les résultats sont moins bons surtout si n ou /N,, ont des petites
valeurs.
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Convergence: pour7 =1, N=1¢=2 a=10,7=1etn =1000, onremarque clairement,
voir figure 2.2, la convergence de é vers 2, & vers 10 et 72 vers 1.
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FIG. 2.2 —n —> 6, pour n € {50,...,1000} et T = 1

On note que les trous observés sur les figures 2.2 et correspondent aux observations

retirées.

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



CHAPITRE 2. PROCESSUS GAMMA PERTURBE PAR UN MOUVEMENT
68 BROWNIEN

De méme, mais pour 7'=10, N =1, =2, « = 10,7 = 1 et n = 1000, on remarque, voir
figure 2.3, la convergence de é , acet 72 vers 2,10 et 1 respectivement.
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FIG. 2.3 —n —> 6, pour n € {50,...,1000} et T = 10

Les trous observés sur la figure 2.3 correspondent aussi aux observations retirées.
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2.4.2 Cas d’instants d’observation irréguliers

On fixe les paramétres comme suit : £ = 1, « = 0,02 et 72 = 0,02. On observe chaque
individu a N = 3 instants entre 0 et 7" = 1000 tels que At;; = 200, At; o = 300 et At; 3 =
500. On calcule le biais empirique, 1’erreur quadratique empirique (MSE) et 1’écart-type
empirique pour 1000 simulations. Sur la base des résultats donnés dans les tableaux 2.3, 2.4
et 2.5, on note que la moyenne de dégradation est bien estimée quelle que soit la taille de
I’échantillon car dés que n devient assez grand le biais, I’erreur quadratique et 1’écart-type
empiriques deviennent tres petits.

TAB. 2.3 — Biais empirique

| 50 | 100 | 200 |
2.22¢-1 | 1,44e-1 | 6,25¢-2
5.55e-3 | 3,61e-3 | 1,57¢-3
72 6.21e-3 | 1,16e-3 | 5,01e-4
| Observations | 937 | 983 [ 998 |

QS milB

TAB. 2.4 — Erreur quadratique empirique

| 50 | 100 | 200 |
8,29¢-1 | 3,35e-1 | 7,07e-2
5.25e-4 | 2,12e-4 | 4,56¢-5
72 9,67¢-5 | 5,88e-5 | 3,01e-5
| Observations | 937 | 983 [ 998 |

QS milB

TAB. 2.5 — Ecart-type empirique

| 50 | 100 | 200
6,32e-1 | 5,6le-1 | 5,21e-1
7.78¢-1 | 7.48e-1 | 741e-1
72 0,1lel | 5,0le-1 | 2,12e-1
| Observations | 937 | 983 [ 998

QS milB
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2.5 Application a des données réelles

Dans ce qui suit, on présente les résultats obtenus en appliquant notre méthode d’esti-
mation a des données issues de la littérature. Ici, la pertinence des résultats obtenus est toute
relative vue la taille tres faible des échantillons. Un jeu de données plus conséquent sera

étudié au chapitre 4.

2.5.1 Données NIST

Un exemple de données de dégradation est disponible en ligne, sur le site web du
National Institute of Standards and Technology [58]. Dans cet exemple, quinze composants
ont été testés a trois températures différentes : 65 °C, 85 °C et 105 °C. Les pourcentages
de dégradation ont été mesurés a 200, 500 et 1000 heures. La figure 2.4 représente, selon

la température, les niveaux (cercles) et les trajectoires (lignes) de dégradation de ces quinze

composants.
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FIG. 2.4 — Trajectoires et niveaux de dégradation

En utilisant la méthode des moments, on a estimé les parametres du modele. On a

également construit, voir tableau 2.6, les intervalles de confiance a 95% pour chaque para-
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metre du modele. Les valeurs entre parentheses représentent 1’écart-type estimé de chaque

estimateur. On peut noter que £ diminue lorsque la température augmente. De plus 72 et

TAB. 2.6 — Estimation des paramétres et intervalles de confiance a 95%

Parametres H £ o 72 af&?
Estimation (65°C) 5,51 (1,31) 0,01(0,002) 0,0001(19,96) 0,0006
Intervalles de confiance || [4,84;6,18] [0,01;0,02] [0;10,11] [0,0004;0,0007]
Estimation (85°C) 0,71(0,37) 0,012 (0,49) 0,0068 (0,111) 0,025
Intervalles de confiance || [0,51;0,89] [0;0,26] [0;0,06] [0;0,54]
Estimation (105°C) | 0,29 (1,87) 0,02(0,14) 0,27 (1,51) 0,25
Intervalles de confiance [0;1,24] [0;0,09] [0;1,04] [0;1,06]

a/&? augmentent avec la température. Le parametre « est presque stable. Enfin, a partir des
intervalles de confiance obtenus pour 65°C', le modele retenu est un processus gamma car on
ne rejette pas I’hypotheése 72 = 0 et a/2 # 0.

2.5.2 Données-tests sur des cables chauffants

Whitmore and Schenkelberg [76] ont présenté des données-tests sur des cables chauf-
fants. La dégradation du cable est mesurée par le logarithme de sa résistance. La température
a été utilisée comme covariable afin d’accélérer la dégradation. Cinq cables chauffants ont
été cuits dans un four pour chaque température d’essai. Trois températures d’essai ont été
utilisées : 200°C, 240°C et 260°C, soit un total de 15 mesures. Le cable tombe en panne
lorsque le logarithme de la résistance atteint In(2) = 0,693. La figure 2.5 représente, selon la
température, les trajectoires de dégradation de ces quinze composants.

On a estimé les trois parametres du modele de dégradation et on a construit, voir ta-
bleau 2.7, les intervalles de confiance a 95% pour chaque paramétre du modele. Les valeurs

entre parentheses représentent 1’écart-type estimé de chaque estimateur. Vu 1’allure des don-

TAB. 2.7 — Estimation des paramétres et intervalles de confiance a 95%

Parameétres | 3 a T2 o/
Estimation (200°C) || 2,18 (5,07) 0,47 (1,41) 0,03(9,97) 0,09
Intervalles de confiance || [0,77;3,58] [0,08;0,86] [0;2,81] [0;0,21]
Estimation (240°C) | 2,38(6,74) 2,17(3,10) 0,14(11,57) 0,38
Intervalles de confiance || [0,51;4,25] [1,31;3,03] [0;3,35] [0;0,88]
Estimation (260°C") | 2,75(9,01) 5,13(3,78) 0,04(17,31) 0,67
Intervalles de confiance [0;5,74]  [3,87;6,38] [0;5,78] [0;2,01]

nées, il n’est pas surprenant d’accepter Hy : 72 = 0 (voir tableau 2.7). Ensuite, on constate
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FIG. 2.5 — Trajectoires de dégradation

que &, a et /€% augmentent avec la température. Cependant ce n’est pas le cas pour 72. Bien
qu’on ait le méme nombre des individus que pour le jeu de données précédent, ici on observe
des écarts-types avec des valeurs tres grandes. Il est donc difficile de choisir entre I’une des
deux sous-modeles, et plus généralement, ce résultat peut etre interprété comme un mauvais

ajustement du modele.
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Chapitre 3

Processus gamma perturbé avec
covariables

3.1 Introduction

On appelle stress I’ensemble des conditions et facteurs extérieurs variables, générale-
ment imprévus, susceptibles d’affecter le bon fonctionnement d’un systeme. Sous I’hypo-
these de I’existence de stress, on considere que les défaillances d’un systeéme peuvent Etre
influencées par deux types de causes : les causes internes qui tiennent a la nature propre
du composant (matériaux, fabrication, conception,...) et les causes externes qui tiennent a

I’environnement extérieur dans lequel le composant est plongé.

Des modeles prenant en compte 1’effet du stress ont été développés dans le domaine
biomédical. Dans les applications médicales, les stress, encore appelés covariables, sont par-
fois présentés comme €tant des marqueurs (markers en anglais), et I’étude de maladies chro-
niques comme ’infection par le VIH (virus de I’'immunodéficience humaine) ont été a I’ ori-
gine de développements méthodologiques incluant I’effet de marqueurs (voir par exemple
[68]). La prise en compte du stress dans les modeles prévisionnels de fiabilité est modélisée
de diverses manieres en fonction de la nature du stress (climatiques, mécaniques, électriques,
radiatifs,. .. ) et de sa durée de manifestation (ponctuel, constant, progressifs,...). Le pro-
bleme consiste toujours a modéliser I’influence des stress sur la défaillance ou le niveau de
dégradation des systemes puis a estimer cet effet a partir de données de retour d’expérience.

Les travaux concernant les modeles intégrant les effets du stress sont trés nombreux
dans la littérature. Notons par exemple :

— les modeles résistance-contrainte (stress-strength) [24; 37; 54].

— les modeles de chocs [54].

— les modeles a risques concurrents [69].

— les modeles a risques multiplicatifs [45]. Le modele a risques proportionnels est

un cas particulier parmi les modeles a risques multiplicatifs ; il est parfois appelé
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modele de Cox [20]. Un panaroma des applications faites du modele de Cox a été
réalisé par Ansell et Phillips [3].
— les modeles de vie accélérée [46; 55].
Dans cette these on s’intéresse uniquement aux modeles de type vie accélérée dont la carac-

téristique principale est que le stress influence I’échelle de temps.

3.1.1 Les modeles de vie accélérée

Supposons que des matériels sont tres fiables offrant peu de possibilité d’observer des
défaillances pendant la durée 7" donnée d’une expérience. Alors on effectue 1’expérience
sous des stress qui sont plus séveres que le stress usuel. On parle d’expériences accélérées.
L’application de stress séveres raccourcit la durée de vie des matériels et des défaillances
peuvent alors étre observées sur un horizon de temps "raisonnable" T < T. Les stress peuvent

étre de différentes natures (température, tension, pression, etc.). Dans le cas général le stress

!

x peut varier au cours du temps et peut €tre multidimensionnel ¢ — z; = (xlfl), e ,xﬁp )) .
On note alors 7 [z;] le facteur d’échelle (ou d’accélération) a I’instant ¢.

Dans la littérature [46; 55] on trouve une grande variété de modeles d’accélération,
définis pour chaque type de composants et matériaux. Nous présentons quelques modeles

d’accélération parmi ceux les plus utilisés pour un stress constant a valeurs dans R.

1. Le modele log-linéaire : ce modele est principalement utilisé pour représenter la fa-

tigue des composants :
r (m) — e—ﬁo—ﬁlx7

ou (3 et 3; sont les parametres du modele. Ce modele est aussi appelé power rule
model.

2. Le modele d’Arrhenius : ce modele est utilisé lorsque le systeme est sensible a la
température et subit donc un stress thermique. Le facteur d’échelle d’un tel systeme
est donnée par la loi :

r(z) = \e P/T,

ou A\; > 0 et 3; sont les parametres du modele.

3. Le modele d’Eyring : ce modele est utilisé lorsque le systeme est sensible a la tempé-
rature (en particulier : composants électriques, conducteurs aluminium et composants

mécaniques). Le facteur d’échelle est
A
r(z) = 2 ebe/z,
x

En comparant le modele d’Eyring au modele d’ Arrhenius, on peut constater que la

seule différence entre les deux relations est le terme 1/z.
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Le modele de vie accélérée est dit paramétrique si la distribution de probabilité de la
durée de vie du matériel sous stress nominal est paramétrique et si le facteur d’accélération,
qui relie un des parametres de cette distribution et les contraintes d’accélération (choix de
certaines classes de fonctions pour la vitesse de dégradation r) est aussi paramétrique. Les
modeles paramétriques utilisés dans les épreuves accélérées ont été largement étudiés dans
plusieurs domaines, en particulier en électronique, voir par exemple [55; 71]. Le modele de
vie accélérée est considéré comme non-paramétrique si la fonction de survie est inconnue ou
si aucune forme paramétrique du facteur d’accélération n’est supposée. Les modeles semi-
paramétriques sont fréquemment utilisés pour des données biomédicales et plus rarement

dans le domaine de I’ingénierie [71].

3.1.2 Intégration du stress dans les modeles de dégradation

Différents processus de dégradation permettant la prise en compte de covariables ont
été proposés. En complément des modeles de vie accélérée qui permettent d’intégrer 1’in-
fluence de stress sur la durée de vie, existent des modeles de dégradation accélérée [46].
Doksum et Héyland [25], qui modélisent la dégradation d’un systeme par un processus de
Wiener, furent les premiers a proposer la transformation du temps dans sa forme générale.
Le temps réel ¢ est transformé en un temps accéléré v = A(t) ot A est une fonction crois-
sante. Cette transformation du temps est utilisée de facon a modéliser I’effet du stress sur
I’écoulement du temps. Whitmore et Schenkelberg [76] considerent une transformation ex-
ponentielle du temps v = 1 — exp (=A¢°) ainsi qu’une transformation puissance du temps

v =t pour modéliser la dégradation de cables chauffants.

Bagdonavicius et Nikulin [7] supposent que le niveau de dégradation d’un systéme
sujet au vieillissement peut étre modélisé par un processus stochastique D = (D (t)),,- Ils
considerent que D appartient a la famille des processus gamma ce qui assure 1’indépendance
des accroissements et la croissance des trajectoires. ’accroissement de D entre t et £ + At
pour At > 0 reste donc dans la méme famille de distributions. Ils modélisent I’influence des
covariables dépendant du temps sur le processus de dégradation de la facon suivante. Soit
D, (t) le niveau de dégradation atteint par le systéme au temps ¢ soumis aux covariables
dépendantes du temps z; (ol x; = (:cgl), e ,:cgp ) )" € RP). IIs proposent un modele d’accu-

mulation additif de dégradation et définissent :

Doy =( [ e as).

ou v est un processus gamma non homogene. En supposant les covariables constantes au

cours du temps on obtient alors :

D, (t)=~ (eﬁlmt) :
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Lawless et Crowder [43] proposent un modele alternatif en intégrant les covariables
non pas au niveau du parametre de forme mais au niveau du parametre d’échelle. Ils ne consi-
derent aucun modele de régression spécifique pour le parametre d’échelle mais ne prennent

en compte que des covariables indépendantes du temps.

3.2 Modele avec covariables

Pour tenir compte de 1’hétérogénéité de la population et de I’environnement, on consi-
dere la présence de covariables dans notre modele de dégradation. On suppose que ces co-
variables agissent seulement sur le processus gamma pris en compte dans notre modele.
Les covariables sont intégrées de maniere identique a celle proposée par BagdonavicCius et
Nikulin [7]. Donc si z = (z(,...,2®)  est un vecteur de p covariables réelles, condition-

nellement a x notre modele est défini comme suit :
¥t>0, D, (t) = y(teﬁ'w) LB (1),

ou Y est un processus gamma homogene de parametres d’échelle ¢ et de forme o, B est
un mouvement brownien indépendant de Y, 3 = (fy, .. ., 51,), est un vecteur de parametres
réels inconnus et 7 € R. On suppose que le vecteur de covariables z est une observation d’un
vecteur aléatoire X, indépendant de Y et B, ayant fx comme fonction de densité par rapport

a une mesure o-finie 1, de R? et ayant [y pour fonction de répartition.

3.3 Simulation

Dans cette section, on présente quelques simulations du modele de dégradation pro-
posé. On considere que les processus sont soumis a une seule covariable qualitative. On
suppose que cette covariable peut prendre 1’une des trois valeurs possibles correspondant a
trois régimes de stress différents (bas, moyen et élevé). Par exemple, cette covariable peut

étre un indicateur de température comme dans [58]. Dans ce cas le vecteur de covariables

, , 3

x € {(1,0,0),(0,0,1)} et le vecteur 5 = (31,0, 33) avec exp (6 x) = exp(Z ﬁil{TTi}).
i=1

Sur la figure 3.1, des trajectoires simulées sont tracées (lignes pointillés), ainsi que les trois

moyennes des dégradations (lignes continues) pour £ = 1, a = 2, 5 = (-0, 5;0;0,4) et 72 = 1.

On remarque que les processus doivent €tre observés sur un intervalle de temps suffi-

samment grand pour faire apparaitre les trois régimes de dégradation distincts.
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- High stress
Moderate stress
Low stress

200
|

180
|

Degradation
100
1

0 10 20 30 40 50 60

= High sfress
§ — Moderate stress
= Low stress

F1G. 3.1 — Exemple de simulation

3.4 Estimation des parametres

On note par Dg), cee Da(fi) n processus de dégradation indépendants tels que pour tout

i€{l,...,n} et pour tout ¢ >0,
DY) (1) =Y (15 ) + 7BO (1),

ou les Dg(f) ont la méme loi que D, défini dans la section 3.2 et zy, . .., x,, sont n réalisations
i.i.d de X. On suppose qu’on observe le processus Dg.) a des instants réguliers ¢; = jT'/N,
pour tout j € {0,..., N}. Pour tout 1 < j < N et k > 0, on désigne par mék) (z;) le moment

d’ordre k des accroissements

ADS (t;) = DY (t;) - DI (1)
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ot 6 = (0, 02) = ((v,8),(a,72)) avec v = a/€. On note que 6 appartient 2 © = O, x
0, = (R* xRP) x (R* xR,) I’espace des parametres du modele. Dans la suite on notera
par 0y = (0((]1), 9(()2)) = ((70,30) , (0, 73)) les vraies valeurs des parametres du modele. Par
la suite on note By [¢ (D, (t))] I’espérance conditionnelle Ey [¢ (Dx (t))|X = x] pour toute
fonction réelle ¢ mesurable.

Le moment d’ordre 1 est égal a

mi? (x)) = Eo[ADS) (1)) = Eo[ADS) (1)) |X: = ]

YT 4, 1
~& = my) ().

Le moment d’ordre 2 est égal a

mém () E, [(AD;&? (tj))Q] = Ey [(ADQ (tj))2 | X =, 9(1)]

1 1 2 9
mih (@) T+ (mit) (@) +P*T/N = mi@) (w:,0).

Pour estimer les parametres ~y et (3, on va minimiser d’abord la fonction de régression sui-
vante :

(n) ( (1) SN (A @) (1) AN ) 7T 50\
47 (e0) = 23 (ank () - mS) () = ZZ(AD% (1) - 2 )

i=1j i=1j5=1

On note 6 = argmin d{™ (§(V)). Une fois le parametre #()) estimé, on estime 62 = (o, 72)
9(1) € 91
en minimisant cette deuxieme fonction de régression :

8 (00.02) = 53[0 )] - ;%;>(xijégl>))2

- 22(%1?2)(75 )] mech (rc) ( @ (xl))2—72T/N)2.

Par conséquent, 0(2) est estimé par 6 - arg min dgn) (9(2), é,(ll)) . L’estimateur final de 6
9(2) € @2

est donc én = (é,(f), é,(f)).
3.5 Propriétés asymptotiques

On désigne par d(™ (0) et d (6) les deux matrices suivantes :

. 1 d™ ) d, (6D
d™ ( ) = (d(n) (Q(z) Q(l))) et d(9) = (d2 (0(2)’Q(1)) ’
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telles que ﬁd%n) () converge en probabilité, quand n tend vers I’infini, vers d; (6(1)) qui
est égale a

[Rp Eay [DQ’ (%) - m((;l)) (x)]2fx($) dyi, () .

De méme, nidg”) (6, 0()) converge en probabilité, quand n tend vers Iinfini, vers dy (6(2), 6(1))

qui est égale a
T\_ © ’
LB P2 (5) - mid (w6D)] o) diy (),

3.5.1 Convergence des estimateurs

On va d’abord prouver la convergence de 6,,. Pour faire cela on a besoin de montrer le

lemme suivant. Dans ce qui suit ||.| désigne la norme euclidienne.

Lemme 3.1 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
1. © est compact;
2. Pour i€ {1,2}, Uapplication 6 — d; (0) est continue telle que :
- d; (0) >0,
— dy (60 admet un minimum unique en 65" € O,
— ds (0) admet un minimum unique en 6y € ©.

3. sup [d™ (8) - d () | == 0.
0O n—=oo
Alors, quand n tends vers l’infini, (én)nzo converge en probabilité vers 6.

Preuve. Afin d’assurer la convergence en probabilité de 6,, vers 6, on doit prouver que
oLV (respectivement éf)) converge en probabilité vers 0(()1)(respectivement 9(()2)). Vérifions
d’abord que

o Lo pSH
e M\ _ (1)

Sans perte de généralité, on suppose que d; |6, ) = 0. ©; estun compactet B (6, ’,¢) c
©; est une boule ouverte de centre 9[()1) et de rayon € > 0. Par I’hypothese 2 il existe 7 > O tel
que

v oM ¢ g (931), e) ,dy (0 >,

Alors, si HAT(S) € Be (9(()1), e), on a

49 (8) = a8)-(s () ()

n— sup ‘dg") (9(1)) —d, (6(1))| . (3.1)
ISXSH

v
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Puisque o - arg min dg”) (6M) et d; (981)) =0,ona
e,

a0 (60)

IN

a (07) - du (05)

< | (67) - (87)
< sup [d™ (600) -y (90)]. (3.2)
(1O,

Les inégalités (3.1) et (3.2) impliquent que
{Héff) - 0(()1) | > e} c {n <2 sup |d§n) (9(1)) —dy (9(1))’} :
0(1)691
D’ou il vient
Pga) I:Héfll) - Hél)H > 6] < ]P)gu) [ sup |d§n) (9(1)) - d1 (9(1))‘ > 77/2] .
9(1)561

Ensuite, par I’hypothese 3, on obtient :
lim Py [||é£}> —oV| > 6] -0,

ce qui signifie que
L
Vérifions maintenant que HA,SQ) I 9(()2). De la mé&me fagon que ci-dessus, O, est un compact

n—00

et B (962), e) c O, est une boule ouverte de centre 682) et de rayon ¢ > (. En utilisant les
hypotheses 1 et 2, il existe 77, € > 0 tels que

Vo =(00,02)eB(0,6), do(0)>7.

Sans perte de généralité, on suppose que ds (961), 982)) = 0. Alors, pour tout 0, € B (0o, €),
on a

A (B0,09) =y (60,09 - (a5 (660,62) - a2 (4, 62))

i — sup |dg"> (0) - ds (e)| . (3.3)
0e®

v

Comme 02 = arg min dé”) (é(l), 8(2)), on obtient que
9(2)6 @2

ds? (00,09) < df” (050, 687) - da (69,057) + dx (0, 657
< sup 457 (6) - da (8)] + > (05, 657)). (3.4)
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Les inégalités (3.3) et (3.4) impliquent que
{165 =07 > e} € {ﬁ <2sup |dS” (0) - d ()] + d (05, 932>)} .
0O
D’ou,
Py [”97(12) _ 9(()2) | > e] <Py [f)/Z < g(;ug |d§n) (0) - dy (9)| +dy (éﬁll),e((]”)] .

Par I’hypothese 3 on a
n Pr
sup|d” (6) = da (6)] - 0

Comme 6(1) 9(1) et dy est continue en 6y, on obtient ds (6(1) 9(2)) —— 0. Donc

n—oo n—oo

finalement on a :
oD P g2,

n—oo
|

Ensuite, on montre que les hypotheses 2 et 3 du lemme 3.1 sont satisfaites. Le résultat

suivant sera donc vérifié.

Théoreme 3.1 Sous les hypotheses suivantes :
(A1) © est compact tel que 0y € © et By # 0 ;
(Ay) X est un vecteur aléatoire borné ;
(As) Soit A c Rr tel que i, (71) = 0. Il existe 1, . ..,xp. € Atel que
a) Vie{l,....p+1}, fx(z;)>0
b) Pourtouti€{l,... ,p+ 1} on note :i'; = (1 x;) Alors 1, ..., Ty sSont linéaire-

ment indépendants.

N Pr
onald, —>90

Preuve. Pour montrer que 6, converge en probabilité vers ¢, on doit simplement vé-
rifier les hypotheses 2 et 3 du lemme 3.1 car © est un compact par I’hypothése (A;). On
commence donc par montrer que pour i € {1,2}, 'application d; est continue.

0 — d; (V) est continue. On a:

S B (Dw (%) myd, (9:))2 dFy ()
S (2 () -t @) (migh - é%&(a:)))zdFX(x)

()« [ (m;((l)f) () - m{) (x)) dFx ().

dy (9(1))
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Comme d; (081)) est une constante, il reste a vérifier la continuité de

00 s [ (mlh) ) -2, (sc)) AFy (x).
On désigne par
Wl g. AT 4.\
70 () = (5 etbe - L) e ).

Pour tout z € R?, (1) —s f o) (z) est une fonction continue et elle est majorée comme suit :

YT o 0T .
O (a )| ( ol ol I Loelot ||) fx (2).

Comme () € ©; est un compact, il existe deux constantes ki, ky > 0 tel que

fyh @) s kel py ().

En utilisant I’hypothese (As) on en déduit que
150 @) < Cifx () € L (1)

ou ('} est une constante. Soit (6(1)) une suite de parametres qui converge vers #(1). En

n>

utilisant la continuité de la fonction f (), ona:

I3 (@) = 130 (@) =2 f30) (@)

(1)
o)

convergence dominée, on obtient que :

Or, on sait que pour tout = € R? | f (90)‘ < C1 fx (z). Alors en appliquant le théoreme de

LD @ ars @) — [ 18 @)drx @),

Donc [, f* (1) ) (2) dFx () est une fonction continue. Enfin on déduit que #(1) —s d() (4(1))

est une application continue.

0 = (9(()1), 9(2)> —> dy (0) est continue. De la méme fagon que ci-dessus on a
d2 (9(()1)a 9(2))

Ji pEgO((Di(%)—m;?)( ,931))) (mgg) (5,60) =2 (c 9(1))))2dFX(3:)

dy (6p) + [Rp (mé?) (3:,(981)) mé?z)) (x 9(1))) dFx (x).
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Comme dj (6) est une constante, il reste a vérifier la continuité de

o— | (m@) (2,60) =m), (. 9(1)))2dFX(:U).

On note par
2 2 2
(2) _ Yol Bow Z %T T

(%]

Pour tout x € R?, f — fa(z) () est une fonction continue et peut étre majorée comme suit :

12w s (3 L, 28T T)Q.

%L ol , 2 22 08 isolldel 4 72X
"N Na

Comme 6 € O est un compact, il existe deux constantes k3 et k4 tel que
52 @) < (keI 4 ky) fx ().
En utilisant I’hypothese (As) on obtient que |f9 (2) (x)‘ Cofx (x) € Ly (p1,,) out Cy est une

constante. Soit (6,,),,., une suite de parametres qui converge vers 6. En utilisant la continuité

de la fonction f9(2), on obtient que :
(@) = £ (0) —= 137 (@)

Or, on sait que pour tout x € R?, | f9(2) (x)‘ < Cofx (x). Alors, en appliquant le théoreme de

convergence dominée, on obtient que :

/Rp fe(f) (v)dFx (z) — pr fg(Q) (z)dFx ().

Enfin on déduit que 6 — d5 (/) est continue.

Dans la suite on va prouver que d; (1)) admet un minimum unique en Qél).

d; (6(1)) admet un minimum en 9(()1) € ©;. On sait que

2
di (00) = d (9(()1)> + ‘/Rp (m;gl)) (z) - m(%l)) (x)) dFx(x).

Donc, on peut déduire que pour tout 01 € O, d; (981)) <dy (0M) car

fR( (h)) (x) - miy) (a:))QdFX(x)Zo_
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Unicité de 9(()1). On peut voir directement que d; (9(()1)) = dy (0MW) si

pr (mf;f) () -mi)) (x )) dFy () = 0

L . - e, 1 N .
Donc, pour vérifier I’unicité de 9(() ), on procede comme suit :

L (50 -y @) = [ (oete 5%) fuome) 0

D’apres I’hypothese (A3), il existe au moins xy, ..., .1 € Atelsque fx (z;) > 0et y, (71) =
0, cela implique que pour touti € {1,...,p+1}

fyoeﬁézi = fyeﬁ,mi . (3’5)
Alors, pour tout i € {1,...,p+ 1}

Invg + ﬁéxl =Iny+ 0.

Or, la derniere égalité peut €tre écrite de la maniere suivante :

1 l‘ll ( lnfy ) ln70+ﬁ(/)$1

’ 6 ' ’
1 Ty In~yo + Byzp1
! 71 !
1 =z 1 =
( Iny \ . . L Ino
/8 - . l. . ’. ﬁo
1 xp+1 1 mp+1
car Iy, ..., ZTp+ sont linéairement indépendants. On en déduit que v, = v et 3y = 3.

ds (/) admet un minimum en 6, ¢ ©. On sait que

2
dsy (961),9(2)> = dy(6p) + f (m(é)) x 0(()1)) —méfg) (x 9(1))) dFx (z),

donc, on en déduit que pour tout () € O, dy (6y) < do (0(()1), 9(2)) car

@ (2 0D @ (£ g0
/Rp (me((f) (93,90 ) My ( z,0; )) dFx () > 0.

o ez 2 s PN
Unicité de 9(() ). Pour prouver I’unicité on considere :

/]1;10 (m;i‘?’ (x 0(1)) é?g) (5’7 ‘9(1)))2de ()
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2 ’ ’ 2 2
[ 70T6[30x+(ﬂeﬁoa:) 72 2T _ %7 g (VOTeﬂo ) _2L) g (z)
RP N N

Nayg "N  Na N
2 2 2
70T ﬁ(,)x 2 T P)/OT ﬁ(’)x 2 T dF
_ =l e 2t = 0.
f (Naoe N T NG T ) @)
En utilisant I’hypotheése (A3), il existe au moins zy,..., 2,1 € A tel que fx (x;) > 0 et

Ly (.71) =0, ce qui implique que pour tout i € {1,...,p+ 1}

(% 70) i Zr2 g2 (3.6)
Qp (0%

Dans ce cas, si a # aq alors efo%i = ¢80% pour tout 7 et j. Il suit que efo(*i=%5) = 1 pour
tout 7 # j. Ce qui implique que 3y L Vect{z; —z;;1<i<j<p+1}. D’ou 60 =0 ce qui est
'Yo —

absurde puisque 5, # 0 (hypothése (A;)). On en déduit finalement que 2% % = 0 impliquant
que a = ap et 72 = 7. Enfin, on conclut que ds (#) admet un minimum unique en 6 € O,

Dans la suite on prouve I’hypothese 3 du lemme 3.1.

Convergence presque siire de sup
91 691
fait que les covariables X; sont bornées par rapport a 7, on doit vérifier si

d" (6M) - d, (9(1))‘ vers zéro. Tenant compte du

sup ‘d(n) 9(1)) dy (0(1))’

9(1)661
L& & (i) ) 2
= sup | =) | 2 (ADY (t;) —myq (Xi)
IOF:H n;[N];< o )
1 & (i) (1) ps.
-E|< Y Ea, (ADQ (1) - miy) (X)) 2250,
j=1

Soit

Gy = {w e RPN — gft) (w) ;00 e 0, c RP*1}

1)

o) est définie

une collection de fonctions mesurables indexées par un compact O, telle que g
comme suit :

1 1 1 7 7
407 = gl (X0 X DO 1), DY (1)

)

- i (ADY (t;) -ml), (Xi))Q

.
[y

ZIH 2|

N 2
i i VT
> (Dgfg (t;) - DY (tj-1) - 1 8% )
]:]_ N

ou Wi = (XV,....xP DY (1),....0¢ (tx)) = (WV,..., W), pour tout i ¢
{1,...,n}, sont des vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distribués dans RP+1V.
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Donc notre objectif revient a vérifier si

sup =37 gl8) (W) ~E[gf8), (7)][ 22 0,
0(VeO, i=1 n—ee
ou
2
B[ )] = [+ Zan (ADE (1) =i (@) fx(@)dp(a).

On note que cette convergence a lieu lorsque G, est Glivenko-Cantelli (voir I’annexe A).

Toutefois, on a la décomposition suivante :

&Z(ADO)(” BX)2

=1

- LS v 2§ () 17T oxi, (AT 5%\
- ‘ﬁ 2. (ADXi (tj)) - N;(AD& (tj)) Ne ot (We )

j=1

1
|gé(1)) (Wi)| =

! ! 2
< 01 (Wz) + CQ (Wl) ")/6’3 Xi + 03 (’yeﬁ Xi)

ou Cy (W;), Cy (W;) ne dépendent que des N derniéres composantes de W; et C5 = T/N.
De plus, on a que pour tout w € RPN 9(1) —s ¢ (1) ) (w) est une fonction continue. Donc
pour montrer que G, est Glivenko-Cantelli, il suffit de prouver, en utilisant I’exemple 19.8
dans [72], que G, a une fonction enveloppe G intégrable i.e. vérifiant :

— sup gy (w)] £ Gy (w) pour tout w € RP+V,
9(1)691
- E[Gl (Wl)] < 00

Dans ce cas, pour v < T,ona:
Vw e RPN Gy (w) = Cy (w) + Cy (w) TelBIxIzl 1 cyp2e218lixlal

ol x est le sous-vecteur constitué des p premieres composantes de w. Comme, par (A;),

6 = (v, 3) € ©1 compact et comme, par(As), || X; ||<  presque siirement, il vient :

E[G1 (W1)]

2 2
< (’]VV_T e +(VJ€ nuﬂn) +T2%)+T(%enllﬁ)eﬁﬁll + Cy Y221 < oo,
[0

Donc on déduit que G, est Glivenko-Cantelli.

Convergence presque siire de sup |d§”) (0) —dy (9)| vers zéro. Tout d’abord, pour tout
0c©

0 = (961),9(2)) €O,ona:

Sup 457 (6) - da (0)|
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35 (000 w2 )

= Sup
0c® =1 ]:1
) i N]E AD(i) ] 2 (2) X, o p.s.
N Z; o ( X; (t])) 9(2) ( 3 ) TH—O; 0.
J=

Soit G, = {w € RPN +—s géQ) (w);0eOcC RP+3} une collection de fonctions mesurables

(2)

indexées par un compact O telle que g, est définie comme suit :

(200"t (00

2 2 / ’ 2 2
((AD(Z) (t )) _ﬂeﬁXi_(ﬂeﬁXi) _7-22)

g2 (W) ii
0 ? N =
1 N
NZ: Na N

Alors, notre objectif revient a vérifier si

sup
Oe

p-s
— 0,
[e9)

=30 () -E[5f? (1)

B[ 7)) = [ 2 3B (808 (1)) = m, (2.00)) fu(r)an (o).

Ensuite, on obtient que

1 X ) 2 2
0] - 3 (2 0 o (00
J=
1 X : 4 9 N ) 9 )
- |V (402 w) - 5 & (809 1)) w2, (600) + (mi2) (x:.0)) ‘
< Cy (W) +Ca (Wi)m§?§> (Xz',e(l)) +Cs (m(i)) (X i,e(l)))2
2, ) o )
= él(Wi)+é2(Wi)(PyT€BXi+(7T63X"’) +T T)+C (7 T o8 X (ﬁeﬁxi) +T2T)
Na N N NO[ N N

out Cy (W;), Co (W;) et Cs sont trois constantes relativement a X; et 6. De plus on a que

pour tout w € RPN § — 9o (2) (w) est une fonction continue. Alors pour montrer que G
est Glivenko-Cantelli il suffit de prouver, en utilisant I’exemple 19.8 dans [72], que G, a
une fonction d’enveloppe (G5 intégrable. Dans ce cas, comme 6 € © compact, il existe trois
constantes, ks, kg et k7, tel que pour tout w € RP+V,

Go (w) = Cy (w) + Cy (w) (k5€HBIIXIIxII + (k66||ﬁ||x||x||)2 + k7)

+Cy (k5€uﬁuxuzu n (k6€IIBIIX\\w\\)2 + k7)2

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



88 CHAPITRE 3. PROCESSUS GAMMA PERTURBE AVEC COVARIABLES

et
E[Gy (W1)]
B ) (G A o
. %e%ﬂll + (?\j—zeﬁllﬁll + (%e””ﬁ”)Q - 72%) (k:g,e””ﬂ” + (oer 1) + k?)

~ 2

+ 03 (k5€””5” + (k)ﬁGHHBH)Q + k7) < 00.

Donc, G, est Glivenko-Cantelli. Enfin, on obtient que

]

Tout d’abord, rappelons que le parametre [, doit étre différent de zéro a cause de

I’equation (3.6). En effet si 3, = 0, les parametres -y et 3 peuvent étre identifiés par I’equation
(3.5), en revanche 1’équation (3.6) devient
2 .2

BT _2 2 3.7)
(&%) «

dont la solution en («,72) n’est pas unique. En effet, pour tout ¢ # 1, 72 = 72 + ¢y2 /g et

a = ap/(1-c) vérifient I’équation (3.7). Par conséquent, si 3y = 0 on perd I’identifiabilité de

a et de 72.

Discutons maintenant I’hypothese (A3) du théoreme 3.1 dans des cas de covariables
discretes et continues.

— Cas de covariables discretes :

1. Soit X une variable aléatoire discrete de la loi Dirac en 1 (i.e. X = 1 avec
probabilité 1). Notre objectif est de déterminer I’identifiabilité de 5 € R et
de v > 0 donnés dans I’equation (3.5). La fonction de densité fx est définie
comme suit :

Ix (x) =121y e — presque-siirement,

ou /1. est la mesure de comptage sur N. Alors A = N vérifie que .. (71) = 0.
S’il existe x; et x5 € A tels que

)

et f(x1) >0, f(x3) > 0, alors, on en déduit que z; = x = 1 et dimV = 1.
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o en . . , < N L, oo, ~1 ~1
Donc, la troisieme condition du théoreme de 3.1 n’est pas vérifiée car z, et 7,
ne sont pas linéairement indépendants et on ne peut donc pas prouver 1’unicité
de 3 etde 7.

2. Soit X une variable aléatoire discrete telle que X ~ %Dl + %D2, ou D, désigne

la loi de Dirac en z. Ici la fonction de densité fx est donnée comme suit :

1/2 si 2€{0,1},

fX(LL’)={ 0 si xEN\{Oal}'

Ailleurs fy (x) peut étre ce qu’on veut. Comme dans le premier exemple, la
loi de X est dominée par la mesure de comptage 1. et A = N. Dans un tel cas,

I’existence de x1, x5 € A tels que

)

engendre R? est possible pour z; = 1 et 25 = 2 ce qui implique que la troisieme
.. L N PR ~7 ~7 . e, . . L
condition du théoreme 3.1 est vérifiée car z, et Z, sont bien linéairement indé-

pendants.

3. Soit X une variable aléatoire discrete de loi définie par :

1 1 1
Do + =Do1oy + =Dioo1).
3 (17070) 3 (07170) 3 (07071)

On suppose que § = (61,52,53)' € R3. Dans un tel cas, 3 et v ne sont pas

identifiables :
1 1 1
1 0 0
V = b )
0 1 0
0 0 1

ne peut engendrer R%. On peut facilement observer la non-identifiablité. En
effet, il existe 3= f+cloul= (1,1, 1), ety = e~y tel que

(1) 1) 1T 4
m. g(x)=m."%(x)=—€e"".
¥, B ( ) 5,3 ( ) N
Comme on a trois vecteurs qui pourraient étre linéairement indépendants, on

peut donc espérer estimer au plus trois parametres et donc on doit au moins
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fixer une des coordonnées de 3. Par exemple, si 35 = 0, alors V' est égale a

1 1 1
V= 11,101,160
0 0 1

ce qui implique que la troisieme condition du théoreme 3.1 est satisfaite et on

obtient I’identifiabilité de (3 et v avec une des composants de [ fixée.

— Cas de covariables continues :

1. Soit X un vecteur aléatoire ayant fx comme fonction de densité telle que

fX ([I,‘laxQ) = 1{(x1,x2)€[0,1]2}

par rapport a la mesure de Lebesgue 115 sur R2. Dans ce cas, I’ensemble A = R?
et fio (71) = 0. Il existe x1, x5 et x3 € A tels que f(x;) = 1et

)

engendre R? avec 1 = (0,0)’, xe = (0, 1)/ et x3 = (1,0)’. D’ou I’hypothese
(A3) est satisfaite et on peut prouver I’identifiabilité de (3 et de ~.

2. Soit X un vecteur aléatoire tel que X = (X, X 1)/ ou X, suit une loi uni-
forme sur [0, 1]. Comme dans I’exemple précédent, A = R? et uo (71) =0
ol u dans ce cas est la mesure de Lebesgue sur la premiere bissectrice A =

{(z,z);x eR}.La fonction de densité fx est donnée comme suit :

fx ($171’2) =1a (Ih xz) .

Ici la troisieme condition du théoreme 3.1 n’est pas satisfaite. En effet, pour

1, T et x3 éléments de R :

1 1 1
V={U17U2,U3}: Ty |5 T2 || T3
T T2 T3

est de dimension 2 au plus car par exemple V5 = Uy — U; et V5 = Uz — Uy sont
linéairement dépendants. Donc 1’hypothese (As) n’est pas vérifiée.
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3.5.2 Normalité asymptotique

On démontre dans ce qui suit un résultat de normalité asymptotique pour 1’estimateur
0, Remarquons d’abord que la matrice des dérivées partielles de dg") par rapport a 981) et
de dgn) par rapport a 9(()2) peut étre considérée comme une somme de vecteurs aléatoires
indépendants :

ad(") (9(1))

B
5o (o)
2T N2 (ADY) (1) - miy, (7))
| n N —2TN‘2’yoxieﬁé)mi (AD,&? (t;) - még) (xl)) | n N
= n & [arnagtet (a09 (1)) -m (ro0)) | T &
~2r N2 (A (1)) - (2260
Pour tout n > 1, on désigne par :
19 ) = L(n) (6M), I 12 ) = Lén) (6™, 6™)
QNGO 00 (901)
et
19 () = %), (61,6),
00 (062))

trois matrices. On note pour 1 < k < 3, I () = lim 1" (0) (sous réserve de leur existence)
et par

- (fgy @) o )

& (00) 12 (60)

Théoreme 3.2 Si (A, — A3) et les hypothéses suivantes sont satisfaites

(Ay) Pourtout 0 € ©, I, (0) est inversible.

(As) Pour py € {0,1,2,4} et py € {1,...,7}, il existe € > 0 et des fonctions déterministes

E, ,, tels que :

1& /
— ®p1 ,p28 i _
Sup Yoat el T By (B ——= S
BeB(Boe) | T i=1
o))}

1 si pp=0,

op1 T; st p1=1,

x, = ,

rr, St p1 =2,

rix,xst st opp =4,
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Alorsona:
\/ﬁ(én _90) n_)%) N(OvM)>

ou la matrice de variance-covariance M est égale a :

M= (121 (60)) £ 12 (o)

n N
telle que () est la limite de ©( = L ¥ 3 Cov (Vy, ;) lorsque n tend vers Uinfini et la
i=1 =1

<

matrice 1, (0y) est donnée par :

272 272,
FEo,z(ﬂo) —= F1.2(Bo) 0 o
272 % (0 0)
E B Uy B (2x2)
Nzg 31,2( 0) N2 N 22( 0) ((p+1)><(gp+i)) .
470T and T 2T 4T3~ 2dT 21242 .
[ N2 Eoz(ﬁu)—Ni%Eos(ﬁo) _N2 3E1 2(50)—WE13(50) N2 3E02 V. 2E01([30)
472 70 4T3 272~ 4T3~3 2T2~2
Eo,l(ﬁ0)+ EO,Q(ﬁo) E1,1(Bo) + E1,2(Bo) Eo,1 (Bo) 0
NZo w NZag N3 @xpey  \ N%ag (2x2)

Preuve. En appliquant la formule de Taylor au premier ordre a 9d\™ /06 en 65" on
obtient :

oy 04" () d" (2w (50 _ )
RS (037) = Oars = 0™ (% )+ae<1> (06 (9” )(9" ~057).

ou gs) appartient au segment d’extrémités 0LV et 9(()1). De méme, en appliquant la formule
de Taylor a (9d§") /00 en 0, le vecteur des dérivées partielles de dé") par rapport 2 () en
6,, est donné par :

odS™

oo () = O
_ ody” Pd a3 (50 g4 TB o g
B 80(2)( 89(2)(89(2))(”)(” o ) 7 )(” Y )’

0 (96)

ol 6, appartient au segment d’extrémités 6,, et 6. Donc, on obtient que

ad\™

1 (#(1) . (1)

a(HE) (923_9‘23) - | o)
3 (5 @ (5 0" -0 ady"
K@) 126 o o (o)

Ensuite, en utilisant le théoreme de Lindeberg-Feller, nous allons montrer le résultat
suivant :

(n)
od; : (0 )) )
val B o N 0x)
902 ( 0)
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ol X(*) est la matrice de variance-covariance de Vx ;.

Pour prouver cette normalité asymptotique, on doit vérifier les deux conditions du

théoreme de Lindeberg-Feller [72]. On commence par vérifier la premiere condition de ce

théoreme :
n &Y 1))? (2)2 (3) (4)
Ve >0, s ;;Ee [((VZB“J) + || V;i,sz + (in,j) (sz,J) )
1 . . 5 — 0.
{\/(vjjg.) IV 13+(VE) (VD) Wﬁ}] e
Ona:

(V(l)) y V(2)”2 ( (3)) +(V(4))2

Ti,J Zi,]
4:T /m i 1 2
= 7 (1@ lail3) o (ADSY (1)) ~ mfy) ()

472 Y 04 i 2 2
T (1 + Of; 2% ) ((AD:EZ,) (t]-)) - mg) (:z:i,e(l))) :

alors il s’ensuit que pour tout € > 0

((V(l)_) SV ( (3)) +(V(,4). 2

1
) {\/(VS%)QWSL%+(V§f31)2+(vif?j)2>eﬁ}]

n= =1 j=1 Ti»]
P < 5 ’ (i) 2@ )’
D IPN [[61 (ADm (tj) —my, (a:i)) +cz((ADm (t;)) —my (z:,0 ))]
i=175=1
X 1{|AD¥1)(t-f)_’”éll)(wi)|>e\/z}:|
52 ) G ’ (i) 2 m? )
2 2 E | (A0 1) =D @)+ ea (8D (1)) -mf? (2:,0))
=1 j5=1

el

x 1 )
{|(AD§Z)(tj))2—mgzz)(a;i,e(l))

ot en utilisant I’hypothese (A,), il existe deux constantes Cy o (Gp) et Cao (o) tel que
e?Pomi < Co o (fo) et 222e2%% < Cy 5 (By), alors ¢ et ¢y sont égales A :

4772
N4

477

(Coz (Bo) +18C22 (Bo)) et ca=—r i (1"‘%002(%))

C1 =

En utilisant le fait que la condition de Lyapunov implique la condition de Lindeberg-
Feller, on montre dans la suite que B™ + B{™ tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
Rappelons tout d’abord qu’on a montré, dans la preuve du lemme 2.2 au chapitre 2, que
E [(ADQ(U? (tj))q] = Pol, (At;). Ici le processus DY est observé a des instants réguliers.
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Alors,
i T g,
B, [(ADS) (;))?] = Pol, (Neﬁ ﬂc) .
Il suit que

iiEe[(AD ]—%ii Pol (Ze ) (3.8)

i=1j=1 =17

BIH

converge, en utilisant I’hypothese (As), vers une constante indépendante de 7. Ensuite, pour
toute>0,ona:

IA

= SR a0 o

IA

qui tend vers 0 quand n tend vers I’infini. En effet, en utilisant (As) et I’égalité 3.8, il suit

que :
1 & X () (1) 2 (4) (1)
EZZEQ[(A% () - m? () (ADY (1) + m{} (xi))]
i=1 j=1
et

S|
™M=
M=

~
Il

—_
<
Il

Eg [((AD;? (tj))2 -mi? (i, 9<1>))2 (ADD (1)) +mf (mz))]

j=1

convergent vers une constante indépendante de <. Donc, on obtient que B(") —— 0. De

n—-> 00

méme, pour tout € > 0, on a

B < V2255 g (ADY (1)) - m (2,00 (ADL (1) - m ()]

IN

env/n =4
8 S (3 ) 2 )

< celnj%? ilﬁlﬂ«:g [((AD;? 1)) +mP (s 9“))) (ADD) (t;) - mg) (xi))z]
DYy % Ey [((AD;? (1)) = m (2.00)) (A9 1))+ m (i 9“))]
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qui tend vers 0 quand 7 tend vers I’infini. En effet, en utilisant (Ajs) et I’égalité 3.8, il suit
que :

1, (208 1))+ mi? (20,60)) (DS (1) =D ()|

1 X N . 2 2 . 2
- Z Y Eo [((ADQ(C? (tj)) - méj) (2, 9(1))) (ADg(fi) (tj)) + méz) (2, 0(1))]

convergent vers une constante indépendante de i. Donc, on déduit que B," (m) — 0.

Ensuite, on vérifie la deuxieéme condition du théoreme de L1ndeberg-Feller. En utilisant
I’hypothese (As), on constate que

»™ = 1s ZZCOV(Vx J) — E(°°)

=1 j5=1

tel que a&ff), pour 1 < u < v <4, sont les termes de la matrice de variance-covariance () :

o 473 41372
‘7§1 ) = Niag i Eo 3 (Bo) + Eoz(ﬁo)
oo 4T373 4T3'yo7-
U§2 ) - N4oz(§) Eq5(6o) + N — 2 FE15(6o),
() _ (8715 8T w7 81§
O13° = ( Nial + N Eos (Bo) + =5 Noag —~=—5 Fo.4(Bo)

(o) 8T3~s  8T4yy1d 8T470
= E E
o 4T3~ 4T3~272
oty = Niag C Fy 3 (o) + %En(ﬁo)
(o0) _ _8T3’yg B 8T4’}/§7'02 B 8T4 E
0 8T3~3d  8T*4272 8T4
sy = (N478 + ]\750 O)Em(ﬁo)Jr E13(50)
() _ 8T4fyo7-0 8" %™ 1 1674872 24T3fy§ I 1617878
O33 Noad 0.2 (Bo) + Noag + Nia? 0.3 (Bo) + —NGOzé
4OT470 ) 167548
+ Eos(Bo) + == — LE Eos (Bo)
Nb5a$ Nb6aj
(00) 8T 43y 16T47§T§ 24T3~8 161578
= ——F +[- - E +|-———
O34 N5a(2) 0,1 (60) N5 3 N4a8 0,2 (50) Nﬁag
4OT4’yg) 1675~8
Eos (Bo) - — 2 F, 4(5o),
Nb5ag N6a3

Inférence statistique pour un modeéle de dégradation en présence de variables explicatives



96 CHAPITRE 3. PROCESSUS GAMMA PERTURBE AVEC COVARIABLES

1675378 40T

S) 87T (24T373+16T4’}/3T5

) Eo.1 (Bo) + ( )E0,2 (5o)

= +
744 N> N4a3 Noay N6 Noa2
1675
E .
Noag 03 (o)

Enfin, rappelons que :

B ad(”) 9(1)
a0 _ 0(1) 1(1)(5(1)) 0 ! ( )

Jn vl (2) - _|» " i ne)(l) ) (3.9)
O’ = L9 (6n) 159 () Ody (%)
80(2)

Par le théoreme 3.1 on a 5511) SN 9(()1) et 0, I, 0y. Alors, en utilisant I’hypothese

(As),ona: T

e (9‘”) 0 o
lim » = ](3) (00) (2)0 = Ioo (90) .
n—o| 1) (9n) 7 (6,) 157 (6p) 157 (0o)

Alors, en utilisant ’égalité 3.9, le lemme de Slutsky [72] et ’hypothese (A,4), on obtient que

i _gm\
\/_(9(2) 0(2) —— N(OM),

ou M = (I3} (90))/ () [71(6,) telle que les termes de la matrice ¥(*) sont donnés ci-
dessus et la matrice I, (6p) est égale a :

272 272
[ FEU,Z(L?O) ’YU E1,2 (Bo)
2

2T
77015'1 ,2 (Bo) 'YO E22(ﬁ0))
N2 ((P+1)><(1+i))

: 472 2. 2
43 T? 4y T 2724 4T3 25T 78
“N2al Bo,2 (Fo) - 3 o2 Eo 3(Bo)  ——5s F1.2(Bo) - 55 1.3 (Bo) N2ad Eo,2 202 Eo,1(Bo)
472~ 4T3~ 2727 4T3 27242
Naq % Eo,1 (Bo) + e ® Eo.2 (Bo) Nao B11 (Bo) + —3 % E1,2 (Bo) ety ~N2az P (Fo) 0
x(p

Remarque 3.1 La matrice M peut étre estimée par la matrice
1\ ey —-1
M=(127) ST

—_— — n NG
N z . ® . !
ou les termes de I, et () sont calculés en estimant E,, ,, par - LS a2Pterburi et 0 =
i=1

(’yo, ﬁo, a, T ) par (9 = ('yn, ﬁn, Qn, T, n) Une autre solution pour ¥.(°) consiste a I’estimer

par la matrice de variance-covariance empirique des vecteurs V,, ; (ou 0 est remplacé par
0,.).

Remarque 3.2 On a appliqué le théoreme de Lindeberg-Feller conditionnellement aux co-
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variables X;. En fait ce théoréme reste valable dans le cas non conditionnel aux X;. En effet,
si on suppose que X; sont indépendantes et identiquement distribuées, I’hypothése ( As) est
vérifiée car, par la loi forte des grands nombres, on obtient que :

!
x?m epzﬁ Ti _ EPLPQ (ﬁ)

— 0.
n—- 00

SRS

sup
BeB(Bo,e€)

n
i=1
Alors, en utilisant les autres hypotheses citées dans le théoréeme 3.2, les deux conditions du
théoréme de Lindeberg-Feller sont satisfaites. Donc, on obtient que

ér(Ll)_e(()l)) d
2 2 )

n—>-o90

“|

3.6 Illustration numérique

Biais et MSE

Ici, on illustre nos résultats théoriques a travers des simulations. Le modele en question est
le méme que celui qu’on a utilisé dans la section 3.2 pour simuler quelques trajectoires
(voir figure 3.1). On rappelle que les parametres ont été donnés comme suit : £ = 1, o = 2,
B =(-0,5;0;0,4) et 72 = 1. On peut remarquer que 1’une des coordonnées de /3 doit &tre
fixée a une valeur donnée pour s’assurer 1’identifiabilité (voir le troisieme exemple sur les
covariables discretes). Un choix classique ici est de fixer $, = 0 car il correspond a un ni-
veau moyen de stress. Le nombre d’observations pour chaque individu a été fixé a NV = 10
instants entre 10 et 7" = 100. On a calculé le biais empirique et I’erreur quadratique moyenne
empirique (MSE) pour 1000 répétitions. Le tableau 3.1 et le tableau 3.2 contiennent respecti-
vement le biais empirique et I’erreur quadratique moyenne empirique pour différentes tailles
n d’échantillons.

TAB. 3.1 — Biais empirique

| n | 20 50 100 200 |
v | 402e-4 -634c-4 855e-4 45le-4
B | -1,13e-3 -247e-4  1,12e-3  -6,78¢-4
Bs | -3,56e-4 -56le-4 -744e-4 -2,69¢-4
o | 48le-1 3,08e-1 1,63e-1 866e-2
72 | -592e2 33le2 1,88e3 -2.47e-3
§ | 24le-1  154e-1  8lle2  432e-2
| CNC | 4.2% 13%  1,1%  08% |

Au cours des simulations on a signalé quelques cas ou la convergence de la méthode

d’estimation a échoué (voir CNC : Cas Non Convergents). Ensuite, on a calculé le biais
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TAB. 3.2 — MSE empirique

| n | 20 50 100 200 |
v [491e3 2,17e-3 9,48e-4 59l1e-4
Bi | 358e-3 1,55¢-3 7,02e-4 4,38e-4
B3 | 2,09-3 8,55e-4 395e-4 244e-4
a | 7621 642-1 324e-1 1,76e-1
72 | 4351 299%-1 1,7le-1 1,08e-1
& 1,94e-1 1,61le-1 8,06e-2 4,4le-2
|CNC | 102% 32% 22% 12% |

empirique et I’erreur quadratique moyenne empirique en supprimant ces cas. Sur la base de
résultats donnés dans les tableaux 1 et 2, on constate que le pourcentage de CNC diminue
lorsque n devient grand. On note que I’estimation de ~y est correcte pour toutes les valeurs
de n. Cela signifie que la dégradation moyenne est bien estimée quelle que soit la taille de
I’échantillon. C’est aussi le cas pour les parametres § (covariables) et 7 (contribution du
mouvement brownien). Enfin, sur la base de nos études de simulation, 1’estimation de biais

et MSE deviennent meilleure quand N devient suffisamment grand.

Intervalles de confiance asymptotiques

Le tableau 3.3 résume un exemple de résultats obtenu avec 1000 simulations pour n =
100, N = 10,7 = 10,§ = 1,a = 2,72 = 1,6, = -0,5,05 = 0 et B3 = 0,4. On a estimé les
parametres et on a construit les intervalles de confiance a 95% pour chaque paramétre du

modele. On observe que les vraies valeurs se trouvent bien dans les intervalles de confiance

TAB. 3.3 — Estimation des parameétres et intervalles de confiance a 95%

| Parametres || vy B B3 « T2 |
Estimation 2,006 -0,494 0,395 2,034 0,991

Int. de conf. || [0;4,36] [-1,16;0,17] [0,03;0,75] [1.81;2,26] [0,91;1,06]

asymptotiques.

Test de normalité

On a testé la normalité asymptotique des parametres du notre modele avec 1000 simulations
et pour différentes valeurs de n. Les autres parametres ont été fixés comme suit : N = 10,7 =
10,6 =1, =2,72=1,0; = -0,5,05 = 0 et B3 = 0, 4. Pour faire cela, on a recours au test
de Shapiro-Wilk. Le tableau 3.4 résume la p-valeur obtenue pour chaque parametre. On
remarque que pour n petit la normalité asymptotique de « et ¢ devient discutable. De plus la

p-valeur de tous les parametres du modele augmente quand n augmente.
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TAB. 3.4 — Test de Shapiro-Wilk

| Parametres I G s a T2 £ |
n = 50, p-valeur 0,23 0,33 0,13 0,02 0,45 0,01
n =100, p-valeur || 0,53 0,36 0,31 0,22 0,47 0,33
n = 200, p-valeur || 0,95 0,65 0,35 0,38 0,85 0,53

3.7 Application a des données réelles

On reprend le méme jeu de données cité dans la section 2.5.1 du chapitre 2. Dans cet
exemple, quinze composants ont été testés a trois températures différentes : 65 °C, 85 °C
et 105 °C (la température joue le role de covariable). Les pourcentages de dégradation ont
été mesurés a 200, 500 et 1000 heures. Cependant notre méthode ne peut €tre appliquée que
pour des individus observés a des instants réguliers. Alors, on néglige tous les observations
qui correspondants a 200 heures. Ensuite, en utilisant la méthode des moments, on estime
les parametres du modele sans intégrer les variables explicatives. Enfin, les parametres du
modele avec covariable seront estimés en utilisant la méthodologie que nous avons proposé.

Le tableau 3.5 résume les résultats obtenus.

TAB. 3.5 — Estimation ponctuelle pour les données NIST

’ Parameétres \ sans covariable avec covariable ‘

« 1,715e-3 2,112e-3
¢ 5,422e-2 1,182¢-1
T2 1,556e-1 2,978e-2
y 3,163e-2 1,787e-2
51 -1,657
03 1,416

Comme on peut s’y attendre, on a obtenu Bl <0< 33. Cela est raisonnable, vu I’inter-
prétation des niveaux des covariables. L’estimation de 7 est moindre lorsque 1’on integre les
covariables. En effet, la variabilité des observations est prise en compte dans les covariables,
ce qui implique un roéle moins important du mouvement brownien. En reprenant ce méme
jeu de données, on a calculé les intervalles de confiance des parametres du modele. Vu le

nombre d’individus (n = 15), les intervalles de confiance obtenus ne sont pas pertinents.
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Chapitre 4

Application et perspectives

4.1 Application a des données réelles de grande taille

4.1.1 Contexte

L’entretien des voies est une tache tres cofiteuse a réaliser pour I’entreprise qui les
gere. Par conséquent, il est essentiel de mener des actions d’entretien de fagon optimale,
tout en prenant en compte plusieurs parametres : niveaux garantis de sécurité et de confort,
disponibilité de certains moyens logistiques, . . .

L’ état géométrique de la voie a une grande incidence sur le confort ressenti par les
passagers, mais aussi, dans certains cas, vis-a-vis de la sécurité. Le gestionnaire de la voie
doit veiller a assurer en toutes circonstances la sécurité et la régularité des circulations ainsi
que, pour les lignes parcourues par des trains de voyageurs, le confort. Pour ce faire, il
doit s’assurer que 1’état d’usure des différents constituants de la voie reste dans une four-
chette acceptable en regard des sollicitations auxquelles ils sont soumis. Les figures 4.1 et
4.2 montrent les deux types de défauts mesurés : le nivellement longitudinal (NL) et le ni-
vellement transversal (NT) de la voie.

F1G. 4.1 — nivellement longitudinal

Une compagnie de transport effectue des inspections de 1’ensemble des voies, pro-
grammées chaque année a grande échelle. L’intervalle entre deux inspections sur certaines

voies est actuellement d’environ deux semaines. Ces inspections sont effectuées par un train
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F1G. 4.2 — nivellement transversal

modifié. Les séries chronologiques obtenues sont transformées en indicateurs qui résument
I’état de la voie sur chaque kilometre. Ces nouveaux indicateurs sont considérés comme une
synthese des données recueillies par ce train modifié. Habituellement, 1’indicateur NL est
utilisé pour les problemes d’entretien : les seuils qui définissent les niveaux de qualité géo-
métrique de la voie sont fixés pour cet indicateur afin d’obtenir une classification de 1’état de
la voie et de fixer des dates pour les opérations de maintenance. Par exemple, une interven-
tion devrait avoir lieu avant que I’indicateur NL dépasse 0,9 ou que I’indicateur NT dépasse
0,75.

4.1.2 Application

On dispose d’un jeu de données d’une compagnie de transport sur une de ses lignes. 1l
contient 711 individus (ici les points kilométriques, pkm en abrégé). Un point kilométrique
est une grandeur utilisée pour localiser un point le long d’une voie de transport (ferrée, rou-
tiere, navigable) qui est calculée en mesurant en metres la portion de voie comprise entre
le point localisé et un point zéro propre a chaque voie (servant d’origine du repere). Pour
assurer I’homogénéité des données, on a utilisé un sous-échantillon de 362 individus corres-
pondant aux pkm compris entre 17 000 et 380 000 c’est-a-dire entre 17 km et 380 km. Ces
pkm ont été observés a plusieurs instants. Le nombre d’observations par pkm varie entre 100
et 142, avec une moyenne d’environ 123 observations. Pour des raisons de confidentialité,
on ne peut pas tracer les données réelles. Cependant, la figure 4.3 montre une simulation de

dégradation qui ressemble aux données réelles.

4.1.2.1 Etude sur les accroissements des indicateurs

Les données contiennent un certain nombre d’accroissements négatifs. Il y en a environ
28%. On propose donc d’utiliser le modele de dégradation décrit au chapitre 2 (modele sans
covariable) pour les indicateurs NL et NT séparément. Les parametres de ce modele seront
ajustés en utilisant la méthode des moments. Cependant la méthode décrite dans la section
2.3.1 du chapitre 2 nécessite que le troisieme moment centré soit strictement positif. Si ce
n’est pas le cas, la méthode ne peut €tre appliquée directement. Une solution pour pallier ce

probleme consiste a supprimer certaines données. Une facon d’y parvenir est d’enlever les
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F1G. 4.3 — Exemple de simulation

plus grands accroissements négatifs jusqu’a ce que le troisieme moment centré soit positif,
afin de conserver un maximum d’observations. Ces accroissements négatifs de grande taille
peuvent tre vus non pas comme des erreurs de mesure, mais plutdt comme des opérations
de maintenance d’envergure appliquées aux voies et qui ne sont pas modélisées dans les pro-
cessus de dégradation étudiés dans cette these. En effet, pour tout o > 0, les accroissements

de AD,; = D,,s — D, sont donnés comme suit :

AD; =Yy5 =Y +7 (Bis — By) .
— —
>0 <0 Ou >0

D’ou notre modele ne peut pas avoir des accroissements négatifs de grande taille puisque

—37V/0 < 7 (Buss - By) < 373,
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avec une probabilité supérieure a 0.9973. Le tableau 4.1 présente la répartition des accrois-
sements (négatifs ou positifs) de chaque indicateur. Pour appliquer la méthode des moments
a notre modele, on a retiré toutes les observations correspondants a des accroissements de
NL (respectivement a des accroissements NT) inférieure a —0, 32 ( respectivement -0, 27).
On retire ainsi seulement 3,9% des observations (respectivement 2,6%) pour 1’indicateur NL
(respectivement pour I’indicateur NT).

TAB. 4.1 — Etude sur les accroissements des indicateurs

Indicateurs \ NL \ NT ‘
Proportion des accroissements négatifs 279 % | 28,2%
Proportion des accroissements positifs 72,1 % | 71,8%
Proportion des accroissements négatifs retirés | 3,9 % | 2,6%
Proportion des accroissements utilisés 96,1 % | 97,4%

4.1.2.2 Estimation des parametres

Le tableau 4.2 résume les estimations obtenus avec le processus gamma perturbé (PGP).
On rappelle également les valeurs des estimations obtenues par Mercier et al. [47] pour le
processus TRGL (processus gamma bivarié construit par la réduction trivariée) en utilisant

I’algorithme EM. D’apres le tableau 4.2, on remarque, pour les deux indicateurs NL et NT,

TAB. 4.2 — Estimation des parametres pour NL et NT

NL £ a 72 afé af&?
Processus gamma perturbé (PGP) | 19,21 | 1,3e-02 | 2,1e-04 | 6,76e-04 | 3,52e-05
TRGL 19,19 | 3,5e-02 - 1,82e-03 | 9,51e-05

NT £ a 72 afE af&?
Processus gamma perturbé (PGP) | 27,71 | 9,3e-03 | 1,1e-04 | 3,35e-04 | 1,21e-05
TRGL 29,72 | 3,8e-02 - 1,27e-03 | 4,31e-05

qu’on a presque les mémes estimations de parametres d’échelle £, alors que ce n’est pas le
cas pour le parametre de forme «. Pour I’indicateur NL, le rapport des parametres de forme
entre le PGP et le TRGL est égal a 0, 37. Pour I’indicateur NT, le rapport est égal 0,24. Il
est clair que pour les deux indicateurs 1’espérance «/¢ du processus gamma perturbé est in-
férieure a celle du TRGL. Pour I'indicateur NL, le rapport des espérances est égal a 0, 37 et
pour I’indicateur NT a 0, 26. La variance du processus gamma perturbé est égale a 2, 45x 1074
pour I’indicateur NL et a 1,22 x 10~* pour I’indicateur NT. Donc la variance du processus

gamma perturbé est plus grande que celle issue de TRGL. Pour I’indicateur NL, le rapport
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des variances entre les modeles PGP et TRGL est égal a 2,57 alors qu’elle est égal a 2, 83
pour I’indicateur NT.

4.1.2.3 Intervalles de confiance

On a également construit, voir tableau 4.3, les intervalles de confiance a 95% pour

chaque parametre du processus gamma perturbé. Ils sont utiles pour tester soit H : processus
2 . ! .

gamma versus [, : processus gamma perturbé, soit /1, : mouvement brownien avec tendance

! 7
versus H, : processus gamma perturbé.

TAB. 4.3 — Intervalles de confiance a 95%

NL £ Q 72 af&?
Int. | [16,001;22,418] | [0,011;0,015] | [2,06e-04; 2,19e-04] | [2,84e-05;4,15¢-05]
NT £ Q 72 af&?
Int. | [21,532;33,878] | [0,007;0,011] | [1,03e-04; 1,09¢-04] | [9,08e-06; 1,51 e-05]

D’apres le tableau 4.3, on en déduit que 72 et a/¢? sont différents de 0 avec une p-
valeur proche de 0 pour 72 et a/£2. On rejette donc les hypothéses nulles Hy et H,, pour
les deux tests mentionnés précédemment. On propose donc d’utiliser un processus gamma

perturbé comme modele de dégradation pour chacun des indicateurs.

4.1.2.4 Comparaisons entre temps d’atteinte

On a tracé la fonction de survie, voir figures 4.4 et 4.5, pour le premier temps d’atteinte
du seuil critique (0,9 pour I’indicateur NL et 0,7 pour I’indicateur NT) par le processus
gamma en utilisant les estimations obtenues par Mercier et al. [47]. On a aussi tracé la
fonction de survie empirique (obtenu a partir de simulations) pour le premier temps d’atteinte
du seuil critique par le processus gamma perturbé en utilisant les estimations présentées dans
le tableau 4.2.

Il semble que les temps d’atteintes des niveaux critiques par le processus gamma sont
stochastiquement plus petits que ceux par le processus gamma perturbé. Cela est tout a fait
raisonnable puisque notre modele tient compte des réparations mineures appliquées a la voie

au cours du temps.

4.1.3 Propositions de modeles PGP accéléré

L’ objectif de ce paragraphe est d’étudier les possibilités de modélisation d’un indica-

teur relativement a 1I’autre. On considere le modele de dégradation suivant :

vt20, D; (1) = (D (1), D (1)),
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F1G. 4.4 — Comparaison entre fonctions de survie des temps d’atteinte pour I’indice NL

ou DZ.(I) modélise la dégradation NL et DZ@) modélise celle de NT pour tout individu 7 €
{1,...,n}. Ici on ne modélise pas la dégradation conjointe des indicateurs NL et NT, mais
on étudie I'indicateur NL en prenant NT ou une transformation de NT comme variable ex-

plicative. Voici quelques approches envisageables.

4.1.3.1 Modele a temps accéléré par covariables

On note par 7; (t) le facteur d’échelle a I’instant ¢ :

tv—>ri(t):f0t¢(Dl(2)(s))ds,

ou ¢ est une fonction définie de R dans R, : ¢ peut étre, par exemple, la partie positive ou
la valeur absolue de DZ@) (s). Dans un tel cas la dégradation NL est définie par D; de la

maniere suivante :

Vi >0, D;(t) =Y;(r;(t)) + 7B;(t)
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FIG. 4.5 — Comparaison entre fonctions de survie des temps d’atteinte pour I’indice NT

ol Y; est un processus gamma homogéne de parametres («, £), B; est un mouvement mou-
vement brownien indépendant de Y; et 7 est un parametre réel.

On a traité ce cas par le modele décrit au chapitre 2 puisque r; est bien connue. On
a supposé que ¢ est I’application identité sur DZ@). Dans un tel cas on fait I’approximation

suivante. Pour 1 <i<netl<j <N,

D (t; ;) + D (ti;-1)

i (tig) —ri (tijoa) ~ (fija = tiy) 5 :

On a utilisé le méme jeu de données présenté dans la section 4.1.2. Pour appliquer la mé-
thode des moments a notre modele, on a retiré toutes les observations correspondants a des
accroissements de NL (respectivement a des accroissements de NT) inférieur a -0,29 (res-
pectivement -0,22). On retire ainsi 4,6% des observations (respectivement 3,9%) pour 1’in-
dicateur NL (respectivement pour I’indicateur NT). On a également construit I’intervalle de
confiance de chaque parametre du modele. Les tableaux 4.4 et 4.5 résument les résultats

obtenus. On note par PGPA le PGP accéléré étudié dans cette section.

D’apres le tableau 4.4, on remarque que, pour I'indicateur NL (respectivement pour
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TAB. 4.4 — Estimation des parametres pour NL et NT

NL £ Q 72 afé af&?
Processus gamma perturbé (PGP) | 19,21 | 1,3e-02 | 2,1e-04 | 6,76e-04 | 3,52e-05
PGPA 26,28 | 3,2e-02 | 3,2¢-04 | 1,21e-03 | 4,63e-05
TRGL 19,19 | 3,5e-02 - 1,82e-03 | 9,51e-05

NT £ Q 72 afé af&?
Processus gamma perturbé (PGP) | 27,71 | 9,3e-03 | 1,1e-04 | 3,35e-04 | 1,21e-05
PGPA 34,73 | 2,4e-02 | 1,5e-04 | 6,82e-04 | 1,96e-05
TRGL 29,72 | 3,8e-02 - 1,27e-03 | 4,31e-05

I’indicateur NT), le parametre d’échelle ¢ de PGPA est plus grand que celui de PGP et de
celui de TRGL. Le parametre de forme o de PGPA est plus grand que celui de PGP. On
remarque également que le parameétre 72 de PGPA est plus grand que celui de PGP ce qui
implique un rdle plus important pour le mouvement brownien dans le modele PGPA. 11 est
clair que pour I’indicateur NL (respectivement pour I’indicateur NT) la moyenne «/¢ de PGP
est plus petite que celle de PGPA qui a son tour est plus petite que la moyenne de TRGL.
Pour I'indicateur NL (respectivement pour 1’indicateur NT), la variance de PGP est égale
42,45 x 104 (respectivement 1,22 x 107%) et la variance de PGPA est égale a 3,66 x 1074
(respectivement 1,69 x 10~%). D’ou la variance de PGP est inférieure a la variance de PGPA
qui a son tour est plus grande que la variance de TRGL.

TAB. 4.5 — Intervalles de confiance 4 95%

NL £ a 72 af&?
Int. | [20,499; 32,078] | [0,025;0,038] | [3,15e-04; 3,38e-04] | [3,52e-05; 5,74e-05]
NT ¢ Q 72 af&?
Int. | [27,281;42,196] | [0,018;0,028] | [1,47e-04; 1,57e-04] | [1,49e-05; 2,43e-05]]

D’apres le tableau 4.5 on en déduit que 72 et /&2 sont différents de 0 avec une p-valeur
proche de 0 pour 72 et /2. On rejette donc les hypotheses nulles H et H(; pour les deux
tests mentionnés a la section 4.1.2.3.

4.1.3.2 Mode¢le avec effet de la variabilité de covariables

On note par D, (t) le niveau de dégradation atteint par le systéme au temps ¢ soumis

aux covariables dépendantes du temps x (t). Ici Dl(l) est donné comme suit :

vt>0, DM (t) = D, (1),
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ou z; est une transformation réelle ou vectorielle de DZ.@) (z; peut par exemple étre la
moyenne ou la variance des DZ.(Q) (t;;)oul<j<N;)et D, estleprocessus gamma perturbé

du chapitre 3. Ce cas peut étre étudié via la méthode proposée au chapitre 3.

4.1.3.3 Modele avec covariables dépendantes du temps

Le modele Dg(cll.) (t) est défini par :
vt >0, DY (+) = Y (1) + 7BD (1),

oux; = D,fz), E(f) est un processus gamma de parametres (5 , fot eﬁlfi(s)ds), B@) est un
mouvement brownien indépendant de Y;E(f) et 7 est un parametre réel. Toutefois, les cova-
riables sont généralement observées aux mémes instants que la mesure de dégradation et
sont donc rarement observées en temps continu. De ce fait I’évaluation de ﬁj_ ) el () ds
n’est pas accessible. En revanche si on suppose que les covariables entre deux observa-
tions successives sont constantes, alors on a pour AY;; = Y; (¢;;) - Y (tij-1) et AB;; =
B; (tij) = Bi(tij-1)

AD;j = D;(ti;) — D (tij1) ~ AYi; + TABy;,

ou les t; ; correspondent aux instants d’observations, AY;; est I’accroissement d’un proces-
sus gamma Y; et suit une loi gamma de parametre d’échelle £ et de parametre de forme
aexp(SXi;)(ti; —tij-1) ou X, = Di@) [tij-1,ti ;] est une valeur associée a DZ@) sur I’inter-
valle de temps [t; j_1,t; ;] et AB;; est I’accroissement d’un mouvement brownien B; indé-
pendant de Y;. Il est probable que ce probleme puisse étre traité par une approche similaire
a celle développée au chapitre 3, mais les résultats asymptotiques ne seront pas applicables

directement.

4.2 Conclusion générale et perspectives

4.2.1 Conclusion

On a modélisé le fonctionnement d’un systeéme soumis a une dégradation continue. Ce
systeéme est considéré en panne deés que le niveau de dégradation dépasse un certain seuil
critique fixé a priori. Pour modéliser la dégradation d’un systeme, la classe des processus
de Lévy est souvent retenue, du fait des accroissements indépendants et stationnaires de
ces processus. Cette classe englobe en particulier des processus largement étudiés dans la
littérature dont le mouvement brownien avec tendance et le processus gamma.

Si on souhaite modéliser un phénomene de dégradation par un processus a trajectoires

continues, le seul choix possible, dans la classe des processus de Lévy, est le mouvement
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brownien avec tendance linéaire. Il possede néanmoins I’inconvénient d’avoir des trajectoires
non monotones. Un tel comportement peut étre expliqué par des phénomenes tels que des
réparations mineures appliquées au systeme au cours du temps ou des erreurs de mesure
de la dégradation. Cela signifie que pour certains types de dégradations observées, seule la
possibilité d’accroissements positifs est appropriée.

Si on souhaite privilégier la monotonie, on peut utiliser le processus gamma (un pro-
cessus de sauts qui a un nombre infini de sauts sur un intervalle de temps fini). Le choix d’une
modélisation de dégradation par le processus gamma a été fait pour ses nombreuses caracté-
ristiques adaptées aux mécanismes de dégradation. C’est le processus le plus souvent utilisé

dans la littérature pour modéliser des mécanismes de vieillissement continus et progressifs.

Le premier chapitre de ce mémoire a €té consacré a une étude bibliographique du pro-
cessus gamma et du mouvement brownien. Ce chapitre contient quelques résultats originaux
portant sur le temps d’atteinte d’un seuil déterministe ol aléatoire par un processus gamma
non homogene. Lorsqu’on considere un seuil aléatoire celui-ci est supposé indépendant du
processus gamma. On a généralisé le résultat de Park et Padgett [62] sur le premier temps
d’atteinte d’un processus gamma non homogene. On a par exemple caractérisé la loi du pre-
mier temps d’atteinte dans le cas ol le seuil critique est une variable aléatoire exponentielle
indépendante du processus gamma.

Dans le chapitre 2, on a présenté un nouveau modele de dégradation. Cette approche
consiste a considérer que la dégradation résulte de la somme d’un processus gamma et d’un
mouvement brownien indépendants. On a proposé ensuite deux méthodes pour estimer les
parametres du notre modele : la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des
moments. Seul le comportement asymptotique des estimateurs issus de la méthode des mo-
ments a été étudié. Ces propriétés asymptotiques ont été établies lorsque I’estimateur est dé-
fini pour des observations effectuées a des instants réguliers ou irréguliers. Enfin, on a illustré
nos résultats théoriques pour des simulations et des applications a des données réelles.

Comme la dégradation de systeme est également influencée par I’environnement, il est
intéressant d’envisager un modele intégrant des covariables. Un tel modele a été étudié dans
le chapitre 3. On a supposé que les covariables agissent seulement sur le processus gamma du
modele étudié au chapitre 2. Les covariables ont été intégrées de maniere a affecter 1’échelle
du temps. On a proposé une méthode des moindres carrés en deux étapes pour estimer les pa-
rametres du modele puis on a étudié les propriétés asymptotiques des estimateurs. Enfin, on
a illustré nos résultats théoriques a travers des simulations et des applications a des données
réelles issues de la littérature.

Finalement on a présenté une application a des données réelles de grande taille (On
dispose d’un jeu de données d’une compagnie de transport sur une de ses lignes). On a donc
proposé d’utiliser le modele de dégradation décrit au chapitre 2 (modele sans covariable)
pour ce jeu de données. Les parametres de ce modele ont été ajustés en utilisant la méthode

des moments. On a supprimé les plus grands accroissements négatifs qui peuvent étre vus
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non pas comme des erreurs de mesure, mais plutdt comme des opérations de maintenance
d’envergure appliquées aux voies et qui ne sont pas modélisées dans les processus de dégra-
dation étudiés dans cette these. Puis on a comparé les résultats obtenus avec d’autres résultats
existants. Enfin, on a construit des intervalles de confiance a 95% pour chaque parametre du
modele. Ils ont été utiles pour sélectionner un modele parmi le processus gamma, le mouve-
ment brownien avec tendance et le processus gamma perturbé. Les résultats privilégient le
processus gamma perturbé par rapport a chacun des deux sous-modeles traditionnellement

utilisés.

4.2.2 Perspectives a court terme

Généralisation du modele avec covariable. Une généralisation du modele avec cova-
riable, proposée dans le chapitre 3, peut €tre envisagée. En fait, la méthodologie proposée
dans le chapitre 3 ne peut étre appliquée que pour des individus observés a des instants ré-
guliers ce qui n’est pas toujours le cas en pratique. Notre modele devra donc étre traité dans
le cas ou les observations ont lieu a des instants irréguliers, les propriétés asymptotiques
(convergence et normalité asymptotique) des estimateurs seront étudiées et notre méthode

sera appliquée aux données dont on dispose actuellement.

Intégration de covariables dépendantes du temps. Nous avons vu au paragraphe 4.1.3
concernant 1’application aux données réelles que I’intégration de covariables dépendantes
du temps pourrait permettre d’inclure plus d’information dans le modele. Du point de vue
méthodologique, 1’approche développée dans le chapitre 3 devrait pouvoir s’étendre a cette
situation a condition d’observer les covariables en continu, ou alors, d’approcher leurs va-

leurs entre deux instants successifs d’observation.

Mise en ceuvre du principe du maximum de vraisemblance. Nous avons vu au para-
graphe 2.2.1 que le principe du maximum de vraisemblance peut étre appliqué au processus
gamma perturbé. Toutefois sa mise en ceuvre reste plus délicate car le calcul de la vraisem-
blance requiert 1’utilisation de méthodes numériques. Nous envisageons de comparer cette
méthode avec la méthode des moments qui a été développée dans cette these. Si elle s’avere
numériquement probante nous étudierons aussi les propriétés asymptotiques des estimateurs
du maximum de vraisemblance.

4.2.3 Perspectives a long terme

Inclure des effets de maintenance dans le modele. La méthode des moments décrite
au paragraphe 2.3.1 nécessite que le troisieme moment centré soit strictement positif. Si
ce n’est pas le cas, la méthode ne peut étre appliquée directement. Une solution pour pal-

lier ce probléme consiste a supprimer certaines données. En effet en éliminant des données
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les plus grands accroissements négatifs on peut obtenir un troisieme moment centré positif
tout en essayant de conserver un maximum d’observations. Ces accroissements négatifs de
grande taille peuvent €tre vus non pas comme des erreurs de mesure, mais plutdt comme des
opérations de maintenance d’envergure appliquées au systeme, qui ne sont pas inclus dans
les modeles de dégradation étudiés dans cette these. On rappelle que dans notre modele le
mouvement brownien ne permet de tenir compte que de réparations mineures appliquées au
systeme au cours du temps. Par conséquent 1’insertion dans notre modele d’un effet d’une
politique de maintenance pourra €tre envisagée a la maniere des modeles a ages virtuels
[17; 27; 41; 23]. Considérons I’exemple simple suivant. Soit 0 = Ty < 77 < Th < --- les temps
de maintenance du systeme. On considere qu’au temps ¢, I’age virtuel du systeme est égal a

v(t,p) =t - pTnq et le niveau de dégradation du systeme est définie par :
_ (Vo)
Dt = }/;)(t,,to) + TBt,

o Y Y@ sont des processus gamma homogenes i.i.d. indépendant du mouvement
brownien et 7 est un paramétre réel. On suppose que (/N;) est un processus de Poisson
homogene d’intensité A > 0. C’est-a-dire que si £, Es, . .. sont i.i.d. de loi exponentielle de

parametre \ alors

Ny = Z 1{E1+...+Ekst}-
k=1

Modele bivarié. Une alternative au modele proposé par Mercier et al. [47] pourra étre
envisagée. En effet, en ce qui concerne les données réelles, Mercier et al. [47] ont proposé
de modéliser la dégradation conjointe des indicateurs NL (nivellement longitudinal) et NT
(nivellement transversal) de la voie a 1’aide de processus gamma bivariés. Nous proposons
de modéliser conjointement les deux indicateurs de la voie par un processus gamma perturbé
de la maniere suivante. On supposera tout d’abord qu’une opération de maintenance réalisée
par la compagnie de transport sur la voie affecte simultanément les nivellements NL et NT.
Notre approche consistera a modéliser la dégradation NL par le processus gamma perturbé
Y () + 7, B et celle de NT par le processus gamma perturbé Y2 + 7, B ou Y (1), Y (2) et B sont
trois processus indépendants, tels que Y1) (resp. Y'(2)) est un processus gamma stationnaire
de parameétres («q, &) (resp. (as,&2)), B est un mouvement brownien et 7; et 75 sont deux
nombres réels. Dans un tel modele la partie brownienne est commune aux deux dégradations
puisque nous supposons que les opérations de maintenance agissent simultanément sur les
deux nivellements de la voie. Ce modele n’est qu'un exemple parmi de nombreuses possi-
bilités de modélisation qui pourraient s’appliquer a ce type de données. Il est probable que
les méthodologies unidimensionnelles que nous avons développées et les résultats asympto-
tiques obtenus dans cette these devraient pouvoir s’étendre a ce type de modeles et conduire

ainsi a de nouvelles applications.
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Annexe A

Classes de fonctions Glivenko-Cantelli

Soit (Z;),,, une suite de vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distri-
bués selon la loi P. On note L; (P) I’ensemble des fonctions a valeurs dans R telles que
[ |f|dP < oo. On note F la fonction de fonction de répartition de Z; et pour tout fonction

feLi(P),P(f)=E(f(Z)).On définit les variables aléatoires P, (f) =n~! i f(Z;)et
i=1

on s’intéresse aux classes de fonctions IF c L; (P) vérifiant
lim sup|P, (f)—-P(f)|=0 presque-sirement. (A.1)
n—-o00 feF

Une telle classe de fonction est dite P-Glivenko-Cantelli.

Définition A.1 Pour deux fonctions l,u de Ly (P) telles que | < u, on appelle "crochet
[ —u" noté [l,u], U'ensemble {f : 1 < f <u}. Le crochet est dit de taille € si et seulement si
P(lu-1]) <e

On note N (IF, ¢, Ly (P)) le nombre minimal de crochets de taille inférieure ot égale
a e dans L, (P) nécessaires pour recouvrir totalement la famille IF. On rappelle le théoréme
suivant [72] :

Théoreme A.1 (Glivenko— Cantelli). Si F est une classe de fonctions mesurables telle
que pour tout € > 0, Ny (F, €, Ly (P)) < oo, alors F est P-Glivenko-Cantelli.

Donc le théoréme A.1 ci-dessus nous indique que 1’équation (A.1) est satisfaite deés
que Ny (IF, €, Ly (P)) < oo pour tout € > 0.
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